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Introduction

Introduction

Les travaux sur les matériaux dits actifs se sont considérablement multipliés au
cours des dix derniéres années; ils se caractérisent par leur capacité a fournir une
action mécanique sous l'effet d'un couplage, généralement réversible, de type électro-
mécanique (matériau piézoélectrique), magnétoélastique (matériau magnétostrictif)
ou bien encore thermoélastique (alliage & mémoire de forme). L’'intérét est en effet
de développer des matériaux, ou des structures dites intelligentes dans de nombreuses

branches de 'industrie.

LLa piézoélectricité traduit ’aptitude que présentent certains cristallins a se polariser
sous l'action d’une contrainte mécanique (effet direct) ou bien a se déformer lorsqu’il
leur est appliqué un champ électrique (effet inverse). La piézoélectricité ne peut se
manifester, ni pour des corps conducteurs, ni pour des corps a haut degré de symétrie,
autrement dit, tous les matériaux piézoélectriques sont anisotropes. Ceci signifie qu’ils

possédent, des propriétés physiques variant selon la direction considérée.

Bien qu’ayant été prédit par Coulomb et découvert par Becquerel en 1879, I'effet
piézoélectrique n’a été correctement expliqué par expérimentation qu’en 1880 par les
fréres Jacques et Pierre Curie. Par la suite le formalisme de la piézoélectricité a été
développé par P. Duhem, F. Pockels et particuliéerement par W. Voigt en 1894. Une
présentation des débuts de la piézoélectricité peut étre trouvée dans |22, 71, 72, 73,
111, 112, 113, 115], et plus récemment [6, 16, 57, 109, 114].

Les matériaux piézoélectriques peuvent se regrouper en trois classes principales:
(1) les cristaux, dont le plus connu est le quartz;
(2) les polymeéres, a base de fibres de caoutchouc, laine, cheveux, bois et soie ou bien
le polymére Poly-Vinyl-DiFluoridéne (PVDF);
(3) les céramiques, qui comportent de nombreux éléments, citons entre autres, les tita-
nates de barym, les titanates de plomb et la famille des PZT (plomb,zirconate,titanate)

qui offre le plus de possibilités au niveau industrialisation.

Ces matériaux ne sont pas restés une simple curiosité scientifique et sont mainte-
nant trés répandus dans de nombreuses applications allant de ’allume gaz, a I'infor-
matique (buses d’imprimante a jet d’encre) en passant par les oscillateurs a quartz des
horloges électriques. Les matériaux piézoélectriques sont des matériaux intelligents
(adaptatifs) ; ils ont surtout trouvé application dans le controle des vibrations dans
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les domaines de 'automobile (injecteurs), I'aérospatiale, le controle de forme (ailes
d’avion, miroirs des télescopes) ainsi que dans le contréle en acoustique des nuisances
sonores: le quartz est largement utilis¢é dans le domaine des télécommunications en
tant que filtre controéleur ou générateur de fréquence. Actuellement, il y a de nouvelles
applications dans le domaine de la médecine, du suivi de grossesse aux problémes car-
diaques en passant par 'examen du tube digestif, le principe est le méme que celui du

sonar. Bien d’autres applications sont données dans |9, 57, 105].

Dans la plupart des systémes de la mécanique des structures, il existe des situations
dans lesquelles un corps (piézoélectrique) déformable entre en contact avec d’autres
corps: dans un contexte médical, la modélisation correcte de l'interaction entre les
outils de chirurgie et les organes est de premiére importance pour réaliser des simula-
tions réalistes. Ainsi, ce travail se donne pour objectif ’étude de quelques problémes

de contact entre ces structures piézoélectriques et une fondation.

Il est évident que le caractére de ce contact peut jouer un role fondamental dans
le comportement de la structure : sa déformation, son mouvement, la distribution des
efforts, etc.... Avant I'application de forces sur un corps, la surface de contact réelle
sur laquelle les corps se touchent est inconnue ; par ailleurs, les conditions de frontiére
sur cette surface inconnue fait intervenir des efforts et des déplacements inconnus. En
conséquence, les modéles mathématiques de contact impliquent des systémes d’inégali-
tés ou d’équations non linéaires (non linéarités géométriques ou matérielles). D’ailleurs,
quand le frottement est présent, des solutions multiples de ces équations décrivant le
contact peuvent exister, et la description du mouvement des corps en contact devient

extrémement complexe.

L’abondance de ce type de problémes a fait prendre un essor considérable mais
relativement récent a I’étude mécanique, mathématique et numérique de la Mécanique
du Contact, engendrant de nombreux ouvrages sur le sujet. Signorini fut le premier
a énoncer un probléme de contact entre un corps déformable et une fondation rigide
[94]. Ce probléme fut résolu pour la premiére fois par Fichera dans [41]|. La Théorie
Mathématique de la Mécanique du Contact débute avec Duvaut et Lions [36], qui
présentérent des formulations variationnelles des problémes de contact et des résultats
d’existence et d’unicité. D’autres références incontournables sont les livres de Pana-
giotopoulous [84], Kikuchi et Oden [59|, Hlavacek, Haslinger, Necas et Lovisek |54];
dans les deux derniers I’analyse numérique de quelques problémes de contact est pré-
sentée. Loin de faire une énumération compléte, nous citons aussi les ouvrages édités

de Raous, Jean et Moreau [90] et Martins et Monteriro Marques [68], qui présentent

vi
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I'état de l'art dans le domaine. En particulier, on trouvera dans [18, 67, 98, 99| des

résultats concernant 1’étude des problémes de contact des corps piézoélectriques.

S’il existe une difficulté & formuler les problémes de contact impliquant le frotte-
ment, leur résolution numérique est plus difficile encore, car ils sont décrits par une loi
multivoque qui ne dérive pas d’un potentiel naturel (méme non différentiable). Aussi,
ils ne peuvent pas étre formulés en tant que problémes standards d’optimisation (avec
contraintes inégalité). De nombreux travaux portant sur I’étude numeérique des pro-
blémes de contact peuvent étre cités, par exemple [30, 40, 39, 64, 89] ou d’autres
[2, 4, 116].

L’objet de cette thése est I'étude de quelques problémes aux limites de contact,
avec ou sans frottement, entre un corps piézoélectrique déformable et une fonda-
tion. Nous nous plagons dans le cadre des petites déformations et nous étudions des
processus statiques et quasistatiques pour des matériaux électro-élastiques et électro-
viscoélastiques. Ce mémoire se divise en quatre parties que nous allons briévement

décrire.

Dans la premiére partie, le but est d’introduire les outils mathématiques, nu-
mériques et mécaniques nécessaires pour une bonne compréhension de la suite des
problémes traités. Nous commencgons par présenter les divers modéles mécaniques de
contact étudiés, puis nous rappelons les espaces fonctionnels et les principales notations
utilisées. Ensuite nous passons en revue quelques résultats fondamentaux d’analyse non
linéaire, concernant les inéquations variationnelles, les équations d’évolution, les inclu-
sions différentielles, et les lemmes de Gronwall. Pour finir, nous présentons briévement

le traitement numérique adopté pour résoudre les lois de contact avec frottement.

Dans la deuxiéme partie, nous traitons deux chapitres sur 1’étude théorique des
problémes de contact pour des lois constitutives non linéaires électro-élastiques dans
des processus statiques et sous divers types de contact. Les conditions de contact
employées sont une condition de contact bilatéral avec frottement de Tresca dans le
premier chapitre, et une condition de compliance normale avec frottement de Coulomb
dans le deuxiéme chapitre. Les résultats de cette partie se situent dans une optique
théorique. Pour chaque type de problémes, nous donnons une formulation mécanique
ainsi qu'une formulation faible. L’existence et 'unicité de la solution faible sont étu-
diées. Nous complétons cette étude en donnant une formulation duale pour le premier
probléme et un résultat de dépendance continue de la solution par rapport aux données
pour le second probléme.

Vil
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Dans la troisiéme partie, nous nous intéressons a 1’étude théorique des problémes
de contact pour des lois constitutives électro-élastiques et électro-viscoélstiques dans
des processus quasistatiques et sous diverses lois de contact. Les conditions de contact
employées sont une condition de compliance normale avec frottement de Coulomb en
vitesse dans le premier chapitre, et une condition unilatéral sans frottement dans le
deuxiéme chapitre. Les résultats que nous obtenons concernent I'existence et parfois

I'unicité des solutions faibles.

Dans la quatrieme partie, subdivisée en deux chapitres, nous proposons une modé-
lisation numérique des structures piézoélectriques en contact, discrétisé par différences
finies en temps et éléments finis en espace. Les différentes lois de contact et frotte-
ment abordées sont traitées a I’aide d'une formulation de type Lagrangien augmenté
développée par Alart-Curnier [4]. Le premier chapitre porte essentiellement sur la mo-
délisation du comportement électro-élastique avec compliance normale et frottement
de Coulomb dans un processus statique. Le deuxiéme chapitre concerne la modélisation
du comportement électro-viscoélastique avec contact unilateral et sans frottement dans
un processus quasistatique. Pour chaque type de probléme, on démontre un résultat
d’estimation d’erreur sous certaines hypothéses de régularité et on y présente 'algo-
rithme de résolution. Des résultats numériques correspondants et mettant en valeur

les estimations d’erreurs sont présentés.

viil
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Notations

Si  est un domaine de IR? (d = 1,2,3), on note par

Q
int(Q2)

7:H1—>HF

I’adhérence de ).

I'intérieur de €.

la frontiére de 2 supposée réguliére.

une partie mesurable de la frontiére I.

la mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de I';.

la normale unitaire sortante a I'.

les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v
défini sur Q.

I'espace des fonctions réelles contintiment différentiables sur .
I'espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et a
support compact contenu dans €.

'espace L?(Q)%

I'espace H,;(2)%.

I'espace L%()%*,

Vespace { 7 € H | 71;,; € L*(Q) }.

I’espace de Sobolev d’ordre % sur I'.

Despace Hz(T)C.

I'espace dual de Hz ().

I’espace dual de Hr.

I’application trace pour les fonctions vectorielles.

Si H est un espace de Hilbert réel et d € IN*, on utilise les notations suivantes

Hd

Hd><d
(-)u
[y
H/
('7')H/><H

1%

2K

Ty, — X

l'espace { @ = (z;) | z; € H }.
I'espace { = (z;5) | xij =z € H }.
le produit scalaire de H.

la norme de H.

I'espace dual de H.

le produit dualité entre H et H.

la fonction indicatrice de K C H.
I’ensemble de toutes les parties de K.

la convergente forte de la suite (z,,) vers I'élément x dans H.

X
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Ty — T la convergente faible de la suite (x,,) vers 1’élément = dans H.
L(H) I’espace des applications linéaires et continues de H dans H.

Si de plus [0,7] est un intervalle de temps, k£ € IN et 1 < p < 400, on note par

C([0,T]; H) I'espace des fonctions continues de [0,7] dans H.

|- oz la norme de C([0,7]; H).

CH([0,T]; H) 'espace des fonctions contintiment dérivable de [0,7] dans H.
[Ew?: la norme de C'([0,T]; H).

LP(0,T,H) I'espace des fonctions f mesurables de [0,7] dans H

T
telles que / |f(t)|%,dt < +oo avec les modifications usuelles
0

si p = 400.
|- Nop.a la norme de L?(0,7,H).
Wk»(0,T,H) I'espace de Sobolev de parameétres k et p.
|- |por la norme de W*?(0,T,H).

Pour une fonction f, on note

dom f le domaine de f.
supp f le support de f.
f, f les dérivées premiére et seconde de f par rapport au temps.
o f la dérivée partielle de f par rapport a la ¢éme composante x;.
Vf le gradient de f.
1
e(f) la partie symétrique du gradient de f qui vaut §(Vf + VTH).
Divf la divergence de f.
of le sous-différentiel (classique) de f.

Si H! et H? sont deux espaces de Hilbert réels, on note par

ﬁ(HlaHQ) I’espace des applications linéaires et continues de H! dans H?
|- lzcar,m2) la norme de L(H',H?).
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Partie I Requis et préliminaires

Partie 1

Requis et préliminaires

Afin de faciliter la lecture de ce manuscrit, il nous est paru utile de présenter dans
cette premiére partie le cadre physique et fonctionnel dans lesquels on va travailler :
nous commencons par préciser le cadre physique et les modéles mathématiques “gé-
néraux”’ utilisés, ensuite nous décrivons les lois de comportement, les conditions de

contact et les lois de frottement.

Apreés un bref rappel de mécanique des milieux continus nous continuons par les
espaces fonctionnels. On introduit les espaces, dont nous nous servons par la suite, qui
représentent le cadre mathématique des démonstrations a venir. Nous y abordons de
fagon succinte les espaces de fonctions a valeurs réelles, tels que ’espace de fonctions
C™, de type L? ou de Sobolev. Nous présentons également les espaces et les notations
adoptées par la suite dans I’étude des problémes de contact en petites déformations,
leurs principales propriétés avec notamment les théorémes de trace. Pour cloturer ce
chapitre, nous reprenons les espaces introduits a la premiére section en les étendant

aux fonctions & valeurs vectorielles.

Ensuite, nous passons en revue quelques résultats fondamentaux d’analyse fonc-
tionnelle non linéaire dans les espaces de Hilbert, quelques résultats sur les opérateurs
fortement monotones et de Lipschitz, les inéquations variationnelles elliptiques, les
équations, les inéquations variationnelles d’évolution et inclusions différentielles ainsi
que quelques principaux résultats portant sur ce type de problémes. Nous finissons en
donnant quelques lemmes de type Gronwall, qui seront des plus utiles notamment dans

les démonstrations d’unicité des solutions faibles ainsi que les estimations d’erreurs.

Les références bibliographiques seront ultérieurement spécifiées dans chacun des

paragraphes suivants.
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Chapitre 1

Description des structures
piézoélectriques en contact

Ce chapitre introduit le cadre physique utilisé dans ce mémoire et en méme temps il
représente un bref rappel de mécanique des milieux continus. On rappelle notamment
ici I’équation de mouvement de Cauchy et I’équation de la conservation de la charge, on
décrit les lois de comportement électro-élastiques et électro-viscoélastiques ; finalement,

on précise les conditions aux limites de contact avec ou sans frottement.

1.1 Cadre physique - modéles mathématiques

Nous allons introduire dans ce paragraphe le modéle général du probléme méca-
nique utilisé dans presque toute la thése. Ensuite, nous indiquerons les formulations
mathématiques pour les problémes de contact avec ou sans frottement entre un corps

piézoélectrique et une fondation correspondant au cadre physique d’étude.

Le cadre physique est le suivant. Nous envisageons un corps matériel qui occupe
un domaine borné Q C IR?(d = 2,3) avec une surface de frontiére réguliére ", par-
titionnée en trois parties mesurables I';,I'y et I'3, correspondant aux conditions aux
limites mécaniques, d’une part, et en deux parties mesurables I', et 'y, correspondant
aux conditions aux limites électriques, d’autre part, telles que mesI'y > 0, mesT', >
0 et I's C I',. On note par v la normale unitaire sortante a I'. Le corps est encastré
sur I'; dans une structure fixe. Sur ['s agissent des tractions surfaciques de densité f,
et dans () agissent des forces volumiques de densité f, et des charges électriques de
densité volumiques ¢y (voir figure 1.1.1). On suppose que f, et f, varient trés lente-
ment par rapport au temps. Le milieu est soumis a I'action de potentiel fixé ¢ sur la
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Fi1G. 1.1.1 — Corps piézoélectrique en contact avec un isolateur.

partie I', de la frontiére ainsi qu’a I'action des charges électriques de densité surfacique
2, agissant sur la partie I',. Soit T' > 0 et soit [0,7] 'intervalle de temps en question.
Le corps est (ou peut arriver) en contact avec un obstacle isolateur sur la partie I's.

Les hypothéses physiques introduites pour la piézoélectricité consistent a négliger
les effets magnétiques et thermiques et a considérer I'interaction électro-mécanique uni-
quement. Cette hypothése est raisonnable pour les matériaux piézoélectriques utilisés

habituellement comme les céramiques, les polyméres et les piézo-composites.

Avant d’obtenir les modéles mathématiques qui correspondent au cadre physique
presenté, voici quelques notations et conventions que nous utiliserons tout au long de
ce mémoire.

Nous désignons par S 'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur IR? (d =

2,3); 7 -7 et |- | représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne
sur IR? et S¢. Ainsi,

u-v=uwv, |v= (v-'v)%, Vu,v € R,

o-T=0;Tj |T]=(T" 'T)%, Vo,r €S,

avec la convention de I'indice muet.

Soient o = o(x,t) et D = D(x,t) le champ des contraintes et le vecteur des
déplacements électriques, u = u(x,t) et ¢ = p(x,t) le champ des déplacements et
le potentiel électrique, e(u) et E(p) le champ des déformations infinitésimales et le
champ électrique . Pour simplifier les notations, nous n’indiquons pas explicitement la

dépendance des fonctions par rapport a € QUT et t € [0,T].

6



Partie I Chapitre 1 Description des structures piézoélectriques en contact

Pour un vecteur w nous désignons par u, et u, les composantes normale et tan-

gentielle & la frontiére, c’est-a-dire:
(I.1.1) Uy =WV, U =U— U.

Pour le champ des contraintes o nous notons par o, et o, les composantes normale

et tangentielle a la frontiére, a savoir

(I1.1.2) o, =(ov) v, o,=0v—o,V.
En utilisant (I.1.1) et (I.1.2), nous obtenons la relation
(1.1.3) (ov)-v =00, + 0,0,

qui va intervenir tout au long de ce mémoire, dans I’établissement des formulations
variationnelles des problémes mécaniques de contact.
En outre, les points au-dessus d’une fonction représentent la dérivation par rapport

au temps; par exemple
du . d*u

—_, u = ——
dt dt?
ou u désigne le champ des vitesses et w désigne le champ des accélérations. Pour le

u =

champ des vitesses u les notations 1, et w, désignent respectivement la vitesse normale

et tangentielle a la frontiére, ¢’est-a-dire:
Uy =U -V, U, =U— U.

Nous rappelons maintenant la relation déformation-déplacement dans I’hypothése
des petites déformations:

(1.1.4) e(u) = (g;5(u)), e&;j(u)= %(uZJ +uji), 1<14,j<d

Nous notons que ici et tout au long de la thése, un indice qui suit une virgule indique
une dérivation partielle par rapport a la composante correspondante de la variable.
Passons maintenant a la déscription des modéles mathématiques associés au cadre

physique ci-dessus.

Modéle mathématique : Nous commencons avec le modéle mathématique qui décrit
I’évolution du corps dans le cadre physique de la figure 1.1.1 (page 6). L’état électro-
mécanique d’'un milieu piézoélectrique est déterminé par le couple (u,p) tel que u est
le champ de déplacement et ¢ est le potentiel électrique.
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On sait qu’en général, I’évolution d’un corps matériel est décrite par I’équation de
mouvement de Cauchy

(I.1.5) Dive + fo=pu dans Q x (0,7,

oup: Q — IR, désigne la densité de masse. Les processus d’évolution définis par (1.1.5)
s’appellent processus dynamiques. Dans certaines situations, cette équation peut encore
se simplifier. Par exemple, dans le cas ol le champ des vitesses w varie trés lentement
par rapport au temps, le terme pi peut étre negligé. Dans ce cas I’équation (I.1.5)

devient
(I.1.6) Dive + f,=0 dans  Q x (0,7).

L’équation (1.1.6) s’appelle l’équation d’équilibre. Les processus d’évolution définis par
(I.1.6) s’appellent processus quasistatiques. Nous rappelons que dans le cadre physique
de figure I.1.1 (page 6), f, et f, varient trés lentement par rapport au temps. Par
conséquent, nous supposons que les accélérations dans le systéme sont négligeables.
Nous nous plagons donc dans le cas quasistatique et nous utilisons I’équation (1.1.6).

Dans le cas d’'un matériau piézoélectrique, la loi de comportement contient une
nouvelle inconnue, le champ électrique E, d’ou la nécessité d’introduire une autre
équation d’équilibre pour la gérer. C’est ’équation de Maxwell-Gauss ou équation de
conservation de la charge

(1.1.7) divD =¢qy dans  x (0,7),

avec qq la densité volumique de charge au sein du matériau. Cette équation est valable
dans un milieu non aimanté. Cette hypothése a été confirmée expérimentalement par
H.F. Tiersten [110].

Nous avons rappelé que le tenseur € d’ordre 2 ne dépend en fait que du vecteur u;
de méme, le vecteur champ électrique FE dérive d’autres quantités, en particulier du
potentiel scalaire électrique. Plus précisément, on sait q’un champ électrique variant
en fonction du temps, induit un champ magnétique B et vice-versa; ce phénoméne se

traduit par les équations de Maxwell-Ampére

oD
1.1.8 tB =y —
et de Maxwell-Faraday

0B
I.1.9 tE =——
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ol p; désigne la perméabilité magnétique du matériau. La quatriéme équation de Max-
well s’ajoute aux équations déja citées (Maxwell-Gauss, Maxwell-Ampére, Maxwell-
Faraday) et traduit la loi de conservation du flux magnétique,

(1.1.10) div B = 0.

Pour la construction et I’étude de ces équations, nous renvoyons a [33] et a [87]. La loi de
conservation (I.1.10) implique I'existence d'un vecteur A appelé potentiel magnétique

vecteur tel que
(L.1.11) B = rot A.

Cette derniére équation combinée avec I’équation de Maxwell-Farraday implique que
la somme de vecteurs E + %—f admet un rotationnel nul, donc dérive d'un potentiel

scalaire ¢, c’est-a-dire

1.1.12 E=—-Vop— 22
( ) Vo — &

Les inconnues du systéme de la piézoélectricité ainsi écrit sont donc maintenant le
déplacement u, le potentiel scalaire ¢ et le potentiel vecteur A. Dans le cas dynamique,
afin de gérer 'inconnue A, nous utilisons I'équations de Maxwell-Ampére (1.1.8) qui
n’a pas été utilisée jusqu’ici.

Dans beaucoup d’applications, on peut se restreindre a l’approximation quasi-

électro-statique, qui revient a négliger la partie magnétique dans I’équation de Maxwell-
Faraday (I.1.9). Alors, pour A = 0, en utilisant (I.1.12) on a

(1.1.13) E = -V,
soit encore,

(1.1.14) E(p) = (Ei(v)), Ei(p)=—p,; 1<i<d,

et les inconnues se réduisent a u et . Nous considérons que le potentiel électrique
comme étant 'inconnue électrique plutot que son gradient (voir Banks et al. [9]), ceci
est justifié par les conditions aux limites qui seront imposées par la suite sur le potentiel
électrique.

Puisque le corps est encastré sur I'y, le champ des déplacements s’annule ici:

(I.1.15) u=20 sur Ty x (0,7).
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La condition aux limites en traction est
(L.1.16) ov =f, sur I’y x (0,7,

[ étant une donnée du probléme.

Les conditions aux limites électriques sont déterminées a partir des deux équations

(1.1.17) ©=1¢o sur I'yx(0,T),
(1.1.18) D-v=¢g sur T,x(0,7),

oll g et go étant des données du probléme.

Les équations (I.1.6)—(1.1.7) associées aux conditions aux limites et (I.1.15)—(1.1.18)
sont insuffisantes a elles seules pour décrire le mouvement du corps matériel considéré.
Il est nécessaire de décrire ce qui est propre au matériau lui méme: c’est 'objet des
lois de comportement que nous décrirons dans le deuxiéme paragraphe de ce chapitre.
Par ailleurs, afin de completer le modéle mathématique qui décrit 1’évolution piézo-
électrique du corps en contact, nous préciserons les conditions aux limites sur I's en
décrivant les différentes lois de contact et de frottement utilisées ; cela fera 'objet du

troisieme paragraphe de ce chapitre.

1.2 Lois de comportement

La caractérisation systématique des propriétés électro-mécaniques des milieux pié-
zoélectriques est fondée sur une représentation tensorielle du couplage entre les sys-
témes électrique et mécanique [57|. Cette approche s'impose notamment du fait de
I’anisotropie inhérente a 'existence méme de la piézoélectricité.

Les grandeurs locales macroscopiques, généralement choisies comme variables mé-
caniques et électriques dans les milieux continus, sont, respectivement, les tenseurs de
déformation € et de contrainte o et les vecteurs déplacement électrique D et champ
électrique E . La représentation des propriétés piézoélectriques de la matiére conduit
donc, en fonction du systéme de variables indépendantes (e,D), (o,E), (o,D) ou
(e,E) choisi, a la définition de quatre couples de relations fondamentales traduisant
les effets direct et inverse de la conservation énergétique. Dans le cadre des hypothéses
classiques de la théorie de I’élasticité et de la viscoélasticité, en supposant en particulier
que les amplitudes des déformations restent faibles, les propriétés de symétrie des ten-
seurs de déformation et de contrainte permettent de ramener les relations tensorielles

initiales a des relations matricielles plus simples & manipuler. Ainsi, en choisissant par

10
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exemple les variables intensives (g,E) comme couple de variables indépendantes, les
propriétés piézoélectriques de la matiére se traduisent par les relations suivantes:

Lois de comportement des matériaux électro-élastiques. Nous considérons ici
une catégorie de matériaux ou le tenseur des contraintes o et le vecteur des déplace-

ments électriques D sont reliés par la loi de comportement

{ o = Fe(u) — E°B(yp),

(1.1.19)
D = ée(u) + BE(y),

ou F est l'opérateur d’élasticité non forcément linéaire a champ électrique nul (ma-
tériau piézoélectrique de courtcircuité), £ = (e;;i) est le tenseur piézoélectrique qui
traduit la proportionnalité entre la charge et la déformation a champ constant ou nul
et B = () est le tenseur diélectrique & déformation nulle qui constitue un tenseur
symétrique défini positif. Par ailleurs £* = (e;‘jk) ol €75, = €y, dénote le transposé du

tenseur &, tel que
(1.1.20) o-v=0 - Vo € S% v e R

En électro-élasticité linéaire, on suppose que le tenseur des contraintes o est une
fonction linéaire du tenseur des petites déformations € et du gradiant du potentiel
électrique ou le champ électrique F, c’est-a-dire

(I.1.21) 0ij = fijmnern(u) — €. Er(p),

ot F = (fijkn) est un tenseur d’ordre quatre. Ses composantes f;;x, s’appellent coeffi-
cients d’élasticité et elles sont indépendantes du tenseur des déformations en élasticité
pure et £ = (e;;x) est le tenseur des constantes piézoélectriques. Dans le cas non-
homogeéne f;r, et e;j; dépendent du point « € 2 et dans le cas homogeéne fijiy et e
sont des constantes.

Nous présentons maintenant deux exemples de loi du comportement électro-élastique

non linéaire. Dans le premier exemple, on prend dans (1.1.19)
1
(1.1.22) F(&) = A€ + 3 (6 — Px€) VEest

oll A est une constante strictement positive. A : S* — S? est un tenseur d’ordre quatre
symétrique, défini positif; K € S? est un convexe fermé tel que 0y € K et Py est
Iopérateur de projection sur K. Ce convexe est d’habitude défini par I’égalité

K={ges'|GE <k}

11




Contribution a I’étude mathématique et numérique des structures piézoélectriques
en contact

ot G : S — IR est une fonction convexe et continue telle que G(0) = 0 et k > 0. Pour
plus de détails, on renvoit par exemple a [65], [84] p. 97 et [107] p. 68.

Un deuxiéme exemple de loi de comportement élastique non linéaire est celui pro-
posé par Hencky (pour plus de détails, voir [49]). On introduit alors la trace tr € et le
déviateur €2 de tout element &€ € S données par les relations :

1
tr& = &, ED:f—C—Z(trf)ch
ot I; € S est le tenseur unitaire. On prend dans (I.1.19)
(11.23) F(€) = Ko(tr€) Lo+ v(|I€°|)€° Ve e s,

ol K est une constante strictement positive, ¢ : IR, — IR est une fonction réguliére

satisfaisant les conditions suivantes: ils existent ¢y, co, dy, dy > 0 tels que
W(s) < dy, —c < 1/}/(3) <0, co < U(s) + 27,/1/(3)3 < ds Vs > 0.

Sous ces conditions, il est immédiat que l'opérateur d’élasticité F donné par (1.1.22)
ou par (I.1.23) satisfait & des hypothéses ultérieurement spécifiées dans les chapitres

suivants.

Lois de comportement des matériaux électro-viscoélastiques. Un matériau est

dit électro-viscoélastique si sa loi de construction est de la forme

(11.24) { o = Ae(u) + Fe(u) — E*E(p),

D = &c(u) + BE(y),

dans laquelle interviennent l'opérateur de wviscosité A, 'opérateur d’élasticité F, non

forcément linéaires, le tenseur piézoélectrique € = (e;j)) et le tenseur diélectrique 3 =
(Bi)-
Nous rappelons qu’en viscoélasticité linéaire de type Kelvin-Voigt (voir par exemple

[48]) et en tenant compte de la dépendance du champ des contraintes avec le champ
électrique, le tenseur de contraintes o = (0;;) est donné par

(1.1.25) Oij = ijkn€en(W) + fijencrn(w) — e ().

Un exemple de loi électro-viscoélastique non linéaire est

(1.1.26) o = Aé + o(e — Pxe) — E"E(p),

12
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ot A est un tenseur d’ordre quatre. Ses composantes a;;r, s'appellent coefficients de
viscosité, o est une constante strictement positive, K € S? est un convexe fermé tel que
04 € K et Px : S? — K est I'opérateur de projection sur K. L'opérateur d’élasticité
est donné par F(x,e) = o(e — Pxe) et £ est un tenseur d’ordre trois. Ses composantes

eijr s’appellent coefficients piézoélectriques.

1.3 Conditions aux limites de contact et lois de frot-
tement

Dans ce paragraphe, nous exposons en détails les conditions aux limites que nous
utilisons dans les problémes de contact en petites déformations. Nous décrivons aussi
bien ’aspect mathématique que mécanique de ces conditions.

Par condition de contact nous comprenons une relation impliquant les composantes
normales du champ des déplacements, des vitesses ou des contraintes. Par loi de frot-
tement nous comprenons une relation impliquant la contrainte tangentielle o, et la
vitesse tangentielle 4, ou le déplacement tangentiel w,. On note ici que o, s’appelle

aussi force de frottement.

Nous commencons par présenter les conditions aux limites de contact utilisées par
la suite dans ce mémoire. Nous nous placons dans le cadre physique de la figure
I.1.1 (page 6). Les égalités et les inégalités qui suivent sont considérées vraies presque
partout sur I's x (0,7).

Contact bilatéral. Ici, le contact se fait de facon bilatérale c’est-a-dire le contact
est maintenu pendant le mouvement ; il n’y a pas de séparation entre le corps et la

fondation. Cette propriété se traduit mathématiquement par

et elle sera utilisée dans la deuxiéme partie de ce mémoire.

Condition de contact unilatéral. Cette condition modélise le contact avec une
fondation rigide. Puisque la fondation est considérée rigide, elle ne subira donc pas
de déformations. Le corps ne pourra donc pas y pénétrer. Cette propriété se traduit
mathématiquement par I'inégalité

(1.1.28) u, <0,

13
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non contact non contact

contact
contact

F1G. 1.1.2 — Loi de Signorini (1) et loi de compliance normale (2) pour g = 0.

en supposant que l'interstice entre le corps et la fondation est nul ; dans le cas contraire,

on considere I'inégalité

(1.1.29) u, < g,

ou g représente 'interstice de contact. Aux points de I's tels que u, < g, le corps
déformable quitte la base rigide. Les contraintes normales y sont alors nulles. Par

conséquent, on a
(I.1.30) u, < g=o0,=0.

Aux points de I's tels que u, = g, le contact est maintenu et la base rigide exerce une

réaction normale orientée vers 2. Nous avons donc
(I.1.31) u, =9 =0, <0.

Pour résumer, les conditions de contact (1.1.29)—(1.1.31) s’écrivent d’une maniére com-

binée de la facon suivante:

(I.1.32) u, <g, 0,<0, o,(u,—g)=0.

Les conditions (I1.1.32) s’appellent les conditions de contact unilatéral (dit de Signo-
rini). Le contact est un phénomeéne non-dissipatif donc réversible. Il peut étre repré-
senté sous la forme du graphe présenté par la figure 1.1.2 (1) pour g = 0. On se rend
facilement compte sur ce figure, que la loi de contact unilatéral n’est pas un graphe

de fonction et aussi la trés forte non linéarité de cette loi. C’est une loi multivoque.

14
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D’apreés les travaux de Moreau 74| on peut écrire que la force de contact o, ainsi que
u,, dérivent (au sens des sous-gradients) de deux potentiels d’énergie libres convexes

non-différentiables sous la forme d’une inclusion:
o, € VR-(u,—g) ou wu,—ge€iVg(o,),

ou OV - représente le sous-différentiel de la fonction indicatrice Wp- de la partie
négative de IR.

Ces condition de contact bilatéral et unilatéral ont été utilisée a plusieurs reprises,
nous pouvons aiguiller le lecteur vers les références |27, 28, 29, 106].

Contact avec compliance normale. Dans ce cas, la fondation est supposée légére-
ment déformable. La contrainte normale o, satisfait la condition dite de compliance

normale, c’est-a-dire

(1133) —0y = pu(uu - 9)7

ol u, est le déplacement normal, g représente 'interstice entre le corps et la fondation
et p, est une fonction positive donnée, appellée fonction de compliance normale. Cette
condition dit que la fondation exerce une action sur le corps en fonction de sa péné-
tration u, — g. Des conditions de contact avec compliance normale ont été proposées
dans [69] et ont été utilisées par exemple dans |5, 46, 50, 61, 62, 77].

Comme exemple de fonction de compliance normale p, nous pouvons considérer

(1134) plx(r) =C Ty,

ou ¢, est une constante positive et ry = maxz {0,r}. Le graphe de la fonction (1.1.34),
pour g = 0, est donné sur la figure 1.1.2 (2). Cette loi régularise la condition de
Signorini, elle donnera un certain confort mathématique comme nous I’évoquerons dans
la suite. L’identification ou plutot le choix des coefficients ¢, est arbitraire. Dans ce
cas particulier, la loi de compliance normale peut se mettre sous la forme de I'inclusion

suivante :
o, € 6[(@37 v 8% HH2> (u, — g)] = o0, € 6[% dist*(u, — g,IR7)|,

ol V est le produit inf-convolution.

Ensuite, nous présentons les lois de frottement utilisées dans ce mémoire.
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Contact sans frottement. Dans le deuxiéme chapitre de la troisiéme partie du
mémoire on suppose qu’on a un glissement parfait, ou sans frottement. Ceci ce traduit

par l'égalité
(1.1.35) o, =0.

Autrement dit, la contrainte tangentielle s’annule & la surface du contact, tout au
long du processus. Si au contraire, une force tangentielle existe, on dit que 'on a un
glissement avec frottement et on est amené & introduire une loi de frottement qui relie

cette composante tangentielle aux autres variables du systéme.

Loi de frottement de type Tresca. Cette loi de frottement est a seuil S, que nous
considérons fixe. Tant que la contrainte tangentielle o, n’a pas atteint le seuil S, le
corps ne peut pas glisser sur la fondation et il y a blocage. Lorsque ce seuil est atteint,
il y a glissement et la contrainte tangentielle tend & s’opposer au mouvement. Cette
loi de frottement est :

- dans le cas quasistatique,

11.36) { lo-|| <5,
L. o, ..
o, = SHUTH si u, #0,
- dans le cas statique,
(1.1.37) loell = 5
o aT:—SH,ﬁ—:H si u, #0,

ou S > 0 est le seuil de frottement. La loi de Tresca a été utilisée récemment dans
|7, 55, 76|, entre autres références. On note ici que dans la deuxiéme partie du mémoire

nous nous placons dans ce type de frottement.

Loi de frottement de type Coulomb. Dans la deuxiéme et la troisiéme partie du
mémoire nous allons considérer la loi de frottement dite de type Coulomb. C’est une
des lois les plus répandues et elle est plus réaliste que celle de Tresca. Elle se caractérise
par l'intervention de la contrainte normale et peut s’énoncer comme suit :

- dans le cas quasistatique,

lo-|| < p(ow),
(1.1.38) los || < p(o,) = @, =0,
lo-|l = ploy) = o7 = —p tr, p 20,
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glissement

adhérence

glissement

1) )

Fi1G. 1.1.3 — Loi de Coulomb (1) et sa régularisation (2).

- dans le cas statique,

(1.1.39)

lo=[| < p(av),
lo-|| < plo,) = u, =0,

||UT|| :p<gu) = O; = —U U [ Z 07

ol p est une fonction positive, représentant le seuil de frottement. Tant que le seuil

n’est pas atteint, il y a immobilité (nullité de la vitesse tangentielle ou du déplacement

tangentiel). Quand ce seuil est atteint, le corps se met a glisser et la contrainte tan-

gentielle tend a s’opposer au mouvement (voir figure 1.1.3 (1)). Comme précédement

pour la loi de contact unilatéral, ’ensemble de ces conditions (I.1.39) peut se résumer

sous une forme plus condensée en termes de pseudo potentiels

o € Wi, (u,) ou wu, €90Vy, (0,),

ou la notation C(c,) désigne le disque convexe de rayon —p(o,) et U, est la conju-

gué au sens de Lengendre-Fenchel de la fonction indicatrice V¢ (,,).

Dans le cas du frottement sec de Coulomb, nous avons

p(r) = plr],

ol 1 > 0 est un coefficient de frottement.

Dans le cas d’un modéle de compliance, on peut considérer la régularisation sui-

vante :

p(?”) =Cr Ty,
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avec ¢, une constante positive et r, = max{0,r}. Nous pouvons aussi considérer
I’exemple

p(r) = p[r(l —ar)l;,
ou 1 > 0 est un coefficient de frottement et o est un petit coefficient positif relatif a

la dureté de la surface de contact.

Les expressions des conditions d’adhérence et de glissement, données par la loi de
Coulomb, ne sont pas des fonctions biunivoques de la vitesse de glissement. Cela peut
conduire & des difficultés pour les techniques classiques de résolution. Pour cela, des
lois de frottement adoucies, proches de celle de Coulomb, sont utilisées.

Un exemple est I'introduction d’'un glissement élastique dans la zone d’adhérence,
justifié par une déformation élastique des aspérités sur la zone de contact. Parmi les
régularisations classiques de la loi de Coulomb, nous présentons le raccordement de

polynémiale par morceaux (voir figure 1.1.3 (2)); on écrit :

Or = —/L|O',/|¢€(’U,T),

avec
-1 sl u, < —€,

d(ur) =< ccu, si —e<u, <e,

+1 Sl u, > €,

ou € dépend de pul|o,| et ¢, et dans ce cas particulier, cette loi s’écrit sous forme de

pseudo potentiels:
c
o, € a[(qxc*(gy) vog ||.||2>(u7)].
avec ¢, > 0, une constante donnée.

En conclusion, les conditions sur la surface potentielle de contact I's peuvent étre
trés diverses et par conséquent, on peut générer une variété de modeéles de contact avec
ou sans frottement. Par ailleurs, nous ne saurions pas clore ce paragraphe sans citer
d’autres exemples de lois qui modélisent le comportement a la surface potentielle de
contact, notamment les versions de la loi de frottement de Coulomb et le contact avec
frottement et usure. Ces modéles ont été utilisés par exemple dans [26, 27, 31, 69, 76,
93, 102].
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Chapitre 2

Espaces fonctionnels

Dans ce chapitre on introduit les espaces fonctionnels utilisés dans ce mémoire.
On donne aussi quelques propriétés qui seront utilisées dans la suite. Partout dans ce
chapitre, © est un domaine borné de IR? (d = 2,3), de frontiére I'. Nous supposons
que €2 est un domaine lipschitzien, c’est-a-dire que I' est représentable localement
comme le graphe d’une fonction lipschitzienne sur un ouvert de IR4~!, Q) étant situé
localement d’un seul coté de I'. Par ailleurs, nous considérons deux décompositions de
I'I=TUlUTlset T =T, UT, avec I, NT; =0, 0 # j telle que Ty, T, T3, Ty, T
sont mesurables et mesI'y > 0, mesI', > 0.

2.1 Cadre fonctionnel “scalaire”

Dans ce paragraphe, nous faisons quelques rappels sur les espaces de fonctions a
valeurs réelles. Nous allons aborder les espaces de fonctions continues, continiiment
différentiables, les fonctions p—intégrables, les espaces de Sobolev, qui nous permet-
trons d’introduire les espaces spécifiques a la mécanique au prochain paragraphe. Nous
rappelons par la suite les définitions et quelques propriétés de ces espaces. Nous ne
donnons pas de démonstrations afin de pas rallonger la longueur de ce manuscrit. Le
lecteur souhaitant de plus amples approfondissements pourra se reporter par exemple
a [1], |21] ou encore [92].

Nous introduisons la notation classique

gl
[.2.1 D =
(12.1) Oz 0xy? ... 0xy®
dans laquelle figurent le multi-index a@ = (o, ...,aq) € IN et sa longueur |a| =

19



Contribution a I’étude mathématique et numérique des structures piézoélectriques
en contact

Z?Zl «;. Dans ce manuscrit, pour désigner les dérivées partielles g—; d’une fonction u,
nous adoptons indifféremment les notations usuelles suivantes 0,,u, O;u, u,, ou encore
U ;-

Le cadre étant posé, commencons tout d’abord par les espaces classiques de fonc-

tions continues et continiiment différentiables.

Espaces de fonctions continues et continiiment différentiables. Nous notons

C(€2) l'espace des fonctions uniformément continues sur . Toute fonction de C/(£2)

est bornée. La notation C'(2) désigne que toute fonction uniformément continue sur
posséde une unique extension continue sur 2. C’est un espace de Banach s’il est muni
de la norme

vle@ = sup{lv(@)l, = € Q}.
Nous utilisons par la suite la notation C'(0;T) pour désigner I'espace des fonctions
uniformément continues sur l'intervalle [0,7], avec T' > 0. Pour tout entier m, I’espace
C™(Q)) est I'espace des fonctions continues sur Q dont les dérivées d’ordre au plus m

sont également continues sur ﬁ,
C™(Q) ={v e CQ)| D € C(Q) pour |a| < m}.
C’est également un espace de Banach s’il est muni de la norme

|U|Cm(§) = Z |DaU|C(§)7

|a|<m

oil l'opérateur D est donné a la relation (1.2.3). L’espace C™(€) désigne I'espace des

fonctions indéfiniment différentiables
Ce(@Q) = () C™(©Q).
m=0
De cette définition, nous pouvons nous intéresser a 'espace C3°(€2) des fonctions in-
définiment dérivables sur I’ensemble ) a support inclus dans (2,
C(Q) ={v e C™()| suppv C Q},

ot le support d'une fonction v se définit de la fagon suivante

supp v = {x € Q | v(z) # 0}.

La fonction v est dite & support compact dans €2 si son support supp v est un sous

ensemble propre de 'ensemble Q. Il est clair que l'inclusion C§°(Q2) € C°(Q) est
valable.
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Les espaces LP({2). De fagon usuelle, nous désignons par L”(2) I'espace des fonctions
mesurables et p—intégrables au sens de la mesure de Lebesgue pour p € [1, + ool.
L’espace L>(2) désigne l'espace des fonctions mesurables essentiellement bornées.
Nous munissons ces espaces de leurs normes usuelles || . ||»(), p € [1, + o0].

Définition 1.2.1. Soit p € [1, 4 oo|, on dit qu’une fonction u : Q — IR appartient
a L7 () st ulg € LP(QY) pour tout compact K C §Q, ou Ix représente 'application

identité de K.

Et on a le résultat suivant.

Remarque 1.2.2. Soit v € L} (Q), si on a

loc

[ @@ =0 voeczm)
Q
alors v = 0 p.p. dans €.

Dans la suite, nous utiliserons la notation suivante. Soit 1 < p < +o0o un réel.

On pose p = p%l et on dit que p  est 'exposant conjugué de p. L'exposant p est
caractérisé par 1/p+1/p = 1. Pour p = 1 (res. p = +00) nous poserons naturellement

p = +oo (res. p = 1).

Quelques propriétés de ces espaces LP(€)) sont résumées ci-apres.

Théoréme 1.2.3. Pour tout p de [1, + 00|, les espaces LP(Q)) vérifient les assertions
suivantes:

(1) Les espaces LP() sont des espaces de Banach.

(2) Toute suite de Cauchy de LP(QY) posséde une sous-suite convergente ponctuel-
lement sur €.

(3) Pour toute fonction u € LP(S2), toute v € Lp/(Q), p désignant Uezposant
conjugué de p, l'inégalité de Hélder est vérifiée, i.e.

| @@lds < o 0],

(4) Les duauz des espaces LP(Q), pour p € [1, + oo, vérifient (LP(Q)) = v (Q).
(5) Les espaces LP(2) sont des espaces réflexifs pour p € |1, + oo].
(6) Les espaces LP(2) sont des espaces séparables pour p € [1, + ool.

L’espace L*(Q) posséde une propriété en plus, a savoir c¢’est un espace de Hilbert s’il
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est muni du produit scalaire
(u,0)2() = / u(z)v(z)dx Vu € L*(Q).
Q

De plus, l'inégalité de Cauchy-Schwarz, correspondant a l'inégalité de Hélder pour

p = 2, est vérifiée i.e.

[ uten@lds < ful o lolee Voo e Q).
Q

Espaces de Sobolev d’ordre entier. Nous commencons par les définitions suivantes.

Définition 1.2.4. Soient Q un ouvert de IR" et « € IN". soit u € L}, (). On dit que

loc

la fonction v € L}, () est la dérivée faible d’ordre a de u si

/ u(z)D(x) = (~1)° / o(@)bla)dr Vo e CR(Q).
Q

Q

Il résulte de la Remarque 1.2.2 que la dérivée faible, si elle existe, est déterminée

. . 1
de maniére unique dans L;, ().

Définition 1.2.5. Pour tout k € IN et pour tout p € [1, + 00|, on définit l’espace de
Sobolev W*P(Q) comme

WEP(Q) = {u € LP(Q) Yo, |a| < k; v, € LP(Q), tel que v, = D*u},

ot D, est la o**™¢ dérivée faible.

Nous notons H*(€) I'espace W*?2(Q). Nous munissons W*P?(Q) de la norme

o 1/p ]
(X ID"u@llw) s 1<p <o,
||u||W’“vP(Q) =

Da ) i - .
max || D*u()|| (o) si p =00

Quand p = 2, cette norme provient d’'un produit scalaire. On définit aussi la semi-

norme:

N 1/p ]
(X ID°u@) @) s 1<p<oo,

max [ D%u(@)| Lo (o) st p = oo.
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Une propriété importante de ce type d’espaces est la suivante.

Théoréme 1.2.6. Les espaces de Sobolev W5P(Q), pour k € IN et p € [1,+00], munis
de la norme || . |[wrr(q), sont des espaces de Banach. De plus, les espaces H*(Q), pour

tout k entier, sont des espaces de Hilbert.

Nous avons besoin de la définition d’ouverts de classe C™ et de classe O™, qui

précisent les diverses régularités sur les ensembles que nous considérons.

Définition 1.2.7. Soit Q un ouvert borné de IR? et Z un espace de fonctions & valeurs
réelles sur IR*™. La frontiére T de Uensemble Q est dite de classe Z si, pour tout point

xo de la frontiere T, il existe un réel r > 0 et une fonction f de l’espace Z tels que
QN B(xg,r) ={z € B(xo,r) | wa> f(z1,...,2a-1)},

ot B(xo,r) est la boule de centre xqy et de rayon r. En particulier si Z désigne ’ensemble
des fonctions Lipschitziennes, l'ouvert ) est dit domaine de Lipschitz. Si Z désigne

Uespace C™ alors I’ensemble Q) est dit domaine de classe C™.

La modélisation des problémes mécaniques font intervenir la plupart du temps la
valeur de fonctions sur la frontiére. Nous devons définir correctement les traces de ces
fonctions sur la frontiére. Pour cela, nous introduisons la notion d’application trace =y
des fonctions des espaces de Sobolev, qui d’ailleurs coincide, dans le cas des fonctions

continues, a leurs restrictions sur la frontiére.

Théoréme 1.2.8. Soit Q un domaine de Lipschitz de IR? de frontiere ' et 1 < p <
0o. Il existe une application linéaire continue v : WHP(Q) — LP(T) possédant les
propriétés suivantes :

(1) yv=wvlp sive W(Q)NC(Q),

(2) Uapplication ~ est une application compacte,

(3) il existe une constante k > 0, provenant de la continuité de Uapplication =y :

Whr(Q) — LP(T), telle que
Ivull ey < Ellv]lwiro) Vv e Wl’p(Q).

Nous notons v la trace d'une fonction v € W'?(Q). Nous nous permettons, lors-

qu’il n’y a aucune ambigiiité, de remplacer la notation yv par v.
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2.2 Cadre fonctionnel “vectoriel”

La modélisation de problémes de mécaniques nécessite la plupart du temps I’'intro-
duction d’espaces de fonctions spécifiques. Nous donnons dans cette section les espaces
ainsi que quelques unes de leurs propriétés. Nous en profitons pour adopter certaines

habitudes typographiques.

On introduit les espaces suivants:
H={u=(u)|ueL*Q)}

H={o=(0i) | 0sj =0j; € L2<Q)}7
Hy ={u= () | u € H(Q)},
Hi={oc €H|oy, € H}

Les espaces H, 'H, H, et H; sont des espaces réels de Hilbert munis des produits

scalaires donnés par

(u,’v)Hz/uividx,
Q

(O’,T)H = /QO'Z']'TZ‘J‘ dl’,
(u7v)H1 = (u)’v)H + (6(’“’)?5(’0))7{7
(0,71, = (o,7)n + (Dive,Divr)y,

respectivement, o € : H; — H et Div : H; — H sont les opérateurs de déformation

et de divergence, définis par

e(u) = (g;5(u)), eij(u) = %(Ui,j +uji), Div o= (0i;).

Les normes sur les espaces H, H, Hy et H; sont notées par || - ||, || - [|%, || - ||m et

| - ||, , respectivement.

Puisque la frontiére I' est lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v a la frontiére
est défini p.p. Pour tout champ de vecteurs v € H; nous utilisons la notation v pour
désigner la trace yv de v sur I'.

Nous rappelons que 1'application de trace v : H; — L?(I")¢ est linéaire continue,
mais n’est pas surjective. L’'image de H; par cette application est notée par Hr; ce
sous-espace s'injecte continiment dans L*(I")%. Désignons par Hy. le dual de Hp et (")
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le produit de dualité entre H'F et Hr. Pour tout o € Hy, il existe un élément noté
ov € Hp tel que

(ov,yv) = (0,e(v))y + (Div o, v)y Yo € H;.

En outre, si o est assez régulier (par exemple C'), nous avons la formule
(ov,yv) = /0'1/~v da Yv € H.
r
Donc, pour o assez régulier nous avons la formule suivante:

(I.2.2) (g,e(v))y + (Div o, v)g = / ov-vda YveH.
r

Nous introduisons & présent un sous-espace fermé de Hy, dont la définition est

donnée ci-aprés

(I.2.3) V={veH |v=0surl} }.

Puisque mesI'y > 0, I'inégalité de Korn s’applique sur V : il existe une constante

Ck > 0 dépendant uniquement de €2 et I'; telle que
(12.4) le()ln =2 Ck [lvlla,  VveV.

Une preuve de cette inégalité peut étre trouvé dans [79].

Sur V nous considérons le produit scalaire donné par

(1.2.5) (u,v)y = (e(u),e(v))y Vu,v €V

et soit || - ||y la norme associée, i.e.

(1.2.6) [ollv = lle()lle  YveV.

Par inégalité de Korn, il vient que || - ||z, et || - || sont des normes équivalentes sur

V et ainsi (V,(-,-)y) est un espace de Hilbert.

En outre, il existe une constante Cy > 0 dépendant uniquement de 2 et I" telle que
(127) ||’U||L2(F)d < OO ||’U||V YvelV.

La notation (V,(.,.)) sera utilisée tout au long de cette thése sauf mention explicite.

25



Contribution a I’étude mathématique et numérique des structures piézoélectriques
en contact

On introduit également les espaces suivants:
W={¢vecH Q) |¢Y=0sur T, },

W={D=(D;)|D;eL*),divD € L*() },

o div D = (D;;). Ces espaces W et W sont des espaces réels de Hilbert munis des
produits scalaires données par

(907770)1/1/ = (@ad])Hl(Q)a (D7E>W = (DaE)LQ(Q)d + (leD,le E>L2(Q)

On note par || - ||w et || - | les normes associées respectivement. Puisque la partie I',
a été supposée de mesure non nulle, I'inégalité de Friedrichs-Poincaré est vérifiée ainsi
il existe une constante ¢; strictement positive ne dépendant que du domaine €2 et de
la partie de la frontiére I, telle que:

(128) [V e > 1 bl Va6 € W-

Une démonstration de 'inégalité de Friedrichs-Poincaré peut étre trouvée dans |78].

Pour des détails sur les résultats de ce paragraphe nous renvoyons par exemple aux
références [96, 97].

2.3 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Ce paragraphe est destiné a rappeler les principaux résultats sur les fonctions dé-
finies sur un interval de temps et a valeurs dans un espace de Banach réel. Bien que
le contenu de ce paragraphe est standard et peut étre trouvé dans un grand nombre

d’ouvrages, une revue d’ensemble sur ce sujet nous a parru bienvenue.

Soit 0 < T' < oo et soit (X,|| - ||x) un espace de Banach réel. Nous notons par

C.(0,T; X) I'ensemble des fonctions continues a support compact dans (0,7') a valeurs
dans X.

Définition 1.2.9. Une fonction u : [0,7] — X est dite mesurable s’il existe un sous

ensemble E C [0,T] de mesure nulle et une suite (u,)neN de fonctions appartenant a
C.(0,T; X) telle que ||u,(t) — u(t)||x — 0 quand n — oo, pour tout t € [0,T]\E.

Définition 1.2.10. Une fonction u : [0,T] — X est dite fortement dérivable dans

d
to € (0,7) sl existe un élément d—?(to) € X appelé la dérivée forte de u dans tg, tel
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que
du

tim |+ ulto + 1) — ulte)) — ()| =0,

Définition 1.2.11. Une fonction u : [0,7] — X est dite intégrable s’il existe une
suite (up)new de fonctions appartenant a C.(0,7; X) telle que
T
lim [|un(t) — u(t)||x dt = 0.

n—oo 0

Théoréme 1.2.12. ( Bochner ) Une fonction u : [0,T] — X mesurable est intégrable

si et seulement si x — ||u(x)||x : [0,T] — IRy est intégrable. Dans ce cas,

T T
H/ i g/ ul | -
0 X 0

Soit 1 < p < oo. L’espace de Lebesgue LP(0,7; X) est I'ensemble des classes de
fonctions u : (0,7) — X mesurables, telles que I'application ¢ — ||u(t)||x appartient a

LP(0,7"). On sait que LP(0,7; X) est un espace vectoriel normé avec la norme

T 1
lulors = ([ Tu@®ld)”  si1<p<oo,
0
Jullzmoro = inf{e>0 | Ju@lx <c, pp.teOT)}  sip=oo.
Par ailleurs, on a les résultats suivants.
Proposition 1.2.13. (1) LP(0,T;X) (1 < p < o0) est un espace de Banach.

2) Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (-,-)x, alors L*(0,T; X) est
) )

aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(U7U)L2(0,T;X):/O (u(t),v(t))xdt.

(8) L"(0,7; X) C LY0,T; X), avec injection continue, 1 < q <r < oo.
(4) Si X est un espace de Hilbert, alors

, 1 1
LP(0T;X) = LU0,T;X), sil<pg<oo, —+-=1,
P q

LY0,T: X) = L=(0,T; X),
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ot LP(0,T; X)" représente le dual de l'espace LP(0,T;X), 1 < p < oo.

Définition 1.2.14. Soit u,w € L'(0,T; X). La fonction w s’appelle la dérivée géné-

ralisée d’ordre n de w sur (0,1 si

/ "o Wu(t)dt = (—1)" / L owid, Ve e C=0.1),

Ce(0,T') étant l’espace des fonctions réelles indéfiniment dérivables, a support compact
dans (0,T).

Nous écrivons w = @ pour n = 1 et w = u™ pour n > 2.

Soit 1 < p < oo. L'espace de Sobolev WP(0,T; X) est I'espace des fonctions
u:[0,T] — X telles que u € LP(0,T; X) et u € LP(0,T; X). W(0,T; X) est un espace

de Banach muni de la norme

ullwreo,rx) = llullzeorx) + @) Leorx)-

En particulier, W12(0,7; X) est un espace de Hilbert pour la norme précédente.

Définition 1.2.15. Une fonction f : [0,7] — X est dite absolument continue si
quelque soit € > 0, il existe 6 = d(g) > 0 tel que pour toute suite d’intervalles (a;,b;)
disjoints, inclus dans [0,T], tels que Z(bl —a;) <0 ona Z | f(D:) — fla)|lx <e.

(2

Maintenant nous rappelons le lien entre les fonctions absolument continues et les
fonctions de I'espace W'(0,T; X).

Théoréme 1.2.16. Soit 1 < p < oo, X un espace de Banach réflexif et soit u €
LP(0,T; X). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) uw € WHP(0,T; X).

(2) w admet un représentant absolument continu presque partout dérivable, ayant la
dérivée forte dans LP(0,T; X).

(3) Il existe ug € X et g € LP(0,1;X), telles que

u(t) = up + /tg(s)ds vt € [0,7].

Il découle de la démonstration du théoréme précédent que, si X est un espace

réflexif, alors toute fonction v € WHP(0,T; X) est fortement dérivable p.p. sur (0,7) et
du

= 7 Pposur (0,7). Par ailleurs, W1(0,T; X) coincide avec I’ensemble des fonctions

U
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u : [0,7] — X absolument continues et W>°(0,T; X) coincide avec I'ensemble des
fonctions lipschitziennes u : [0,7] — X.

Etant donnés un entier k& > 2 et un réel 1 < p < oo, on définit par récurrence
I’espace

Wh2(0,T; X) = {u € WrLP(0.T; X); 0 € WrE12(0,T; X)}.

On vérifie aisément que u € W*P(0,T; X) si et seulement s’il existe k fonctions
g1y g € LP(0,T; X) telles que

/OU(t)so(”(t)dt=(—1)i/0 gi(t)e(t), Ve e CZ([0.1]), Vi=12.k,

ot ¥ désigne la dérivée d’ordre i de . On peut donc considérer les dérivées successives
= g,u? = gy,..,u® = g.. L’espace W"?(0,T; X) est un espace de Banach muni

de la norme
k

lullwrrorx) = llullorx) + Y 1w lrorx).
a=1

On a alors les résultats suivants:

Théoréme 1.2.17. Si la fonction u appartient a présent a l’espace WIP(0,T; X), p €

[1,00]. Nous avons alors :

¢
(1) [Ju(t) = u(s)|x < / la(r)lxdr 0<s<t<T,
(2) si de plus p < 0o, on a
¢
Jutt) = )R < 6= 59" [ Nat)ldr 0<s<e<T

(8) sip=o00, on a

lu(t) = uls)lx < l[a(r)r=@rx) 0<s<t<T.

la fonction u appartient o lespace H*(0,T; X), alors:

1
(1) la fonction t — §||u(t)||§( est une fonction absolument continue sur l'intervalle 10,T,

@) S u(t)k = 0 u@)x  ppt €T
1

(3) %HW)H? = 5 lu(0)ll% +/0 (i(s),u(s))xds  pour tout t € [0,T7].
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Ces quelques propriétés achévent cette section et ce chapitre. Pour plus de détails

sur les résultats résumés dans ce paragraphe nous renvoyons par exemple aux références
15, 21].
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Chapitre 3

Eléments d’analyse non linéaire dans
les espaces de Hilbert

Dans ce chapitre nous rappelons quelques éléments d’analyse non linéaire dans
les espaces de Hilbert et quelques résultats concernant les inéquations variationnelles
elliptiques, les inéquations variationnelles d’évolution et les inclusions différentielles qui
interviennent dans 1’étude des problémes de ce mémoire. Pour finir, nous passons en
revue les lemmes de Gronwall qui seront utilisés. De nombreux ouvrages parcourent

ce sujet, nous pouvons renvoyer le lecteur soucieux de plus détails a, par exemple
[8, 43, 60, 66, 103|

3.1 Inéquations variationnelles elliptiques

Nous commencons ce paragraphe par un bref rappel sur les opérateurs fortement
monotones et de Lipschitz. Pour cela, on considére un espace de Hilbert X munit du
produit scalaire (-,-)x et de la norme associée || - || x. Nous pouvons identifier I’espace
X ason dual X'. Nous dénotons respectivement par “—” et “—” la convergence faible
et la convergence forte sur X. Ensuite Ox représentera I’élément zero dans X. Soit

A : X — X un opérateur non linéaire.

Définition 1.3.1. L’ opérateur A est dit:
(1) monotone si
(Au — Av,u —v)x >0 Vuw € X;

(2) fortement monotone s’il existe m > 0 tel que

(Au— Av,u —v)x > mlu—v|% Vu € X;
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3) de Lipschitz s’il existe M > 0 tel que
(3) P q
|Au — Av||x < M|ju—v||x Vu,v € X.

Proposition 1.3.2. Soit A : X — X un opérateur fortement monotone et de Lip-
schitz. Alors, pour tout f € X il existe un élément unique u € X tel que Au = f.

Le résultat précédent est un cas particulier du Théoréme de Minty-Browder (voir
par exemple [21] p.88). Il nous prouve que tout opérateur A : X — X fortement
monotone et de Lipschitz est inversible. Les propriétés de son inverse A~! sont données
par le résultat suivant, dont la démonstration est imédiate, voir par exemple [96].

Proposition 1.3.3. Soit A : X — X un opérateur fortement monotone et de Lip-
schitz. Alors son inverse A~! : X — X est également un opérateur fortement monotone
et de Lipschitz.

On utilisera ce résultat dans le deuxiéme et la troisiéme partie de ce mémoire. En

plus, on utilisera aussi le résultat suivant.

Proposition 1.3.4. Soit A: X — X fortement monotone et B : X — X monotone.

Alors, A+ B : X — X est un opérateur fortement monotone.

Nous continuons avec quelques définitions portant sur les formes bilinéaires définies

dans un espace de Hilbert.

Définition 1.3.5. Une forme bilinéaire a : X x X — IR est continue s’il existe un
réel M > 0 tel que

a(uw)l < Mlulxllollx Vo € X.

Définition 1.3.6. Une forme bilinéaire a : X x X — IR est dite X —elliptique s’il

eriste une constante m > 0 telle que
alu,u) > mljul|% Vue X.

Sia : X x X — IR est une forme bilinéaire continue alors, par le théoréme de
représentation de Riesz, nous pouvons exhiber un opérateur linéaire A : X — X tel
que

a(u,w) = (Auw)x Vuw e X.
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I est immédiat que la continuité (respectivement la X —ellipticité) de la forme
bilinéaire a est équivalente a la lipschitzianéité (forte monotonie) de 'opérateur A. De
méme il est possible de définir une forme linéaire [ : X — X a partir d’'une fonction
f :[0,7] — X en posant (f(t),0)x = l(v) VoveX.

Rappelons a présent quelques notions relatives aux fonctions convexes. Soit j
X — IR une fonction convexe; le domaine dom(3j) et I'épigraphe epi(j) sont, respecti-
vement, des ensembles convexes des espaces X et X X IR, avec

dom(j) = {u € X | j(u) < oo},

epi(j) = {(ut) € X x IR | j(u) < t}.

Ce qui conduit a la définition suivante.

Définition 1.3.7. La fonction j : X — IR est propre si elle n’est pas identiquement

égale a +oo (dom(j) # 0), et si elle ne prend jamais la valeur —oo.

Introduisons a présent la notion de semi-continuité inférieure. Cette notion va in-
tervenir aussi bien dans les résultats abstraits qui vont suivre que dans I’étude des

problémes que nous avons envisagés.

Définition 1.3.8. La fonction j : X — IR est une fonction semi-continue infé-
rieurement en u de l’espace X, si pour toute suite (u,), d’éléments de l’espace X
convergeant vers u dans l’espace X, elle vérifie
(I.3.1) liminf j(u,) > j(u).
n—oo

Il est possible d’étendre cette définition et de considérer la semi-continuité inférieure
sur un sous-ensemble. La fonction 7 : X — IR est dite semi-continue inférieure sur un
sous-ensemble V' de I'espace X si, cette fonction est semi-continue inférieurement en
tout point du sous-ensemble V. Cette fonction est dite fonction semi-continue inférieure

si elle est semi-continue inférieurement sur 'espace X tout entier.

Il convient de remarquer que dans la définition précédente, la suite d’éléments
(un)n converge fortement vers I’élément u. Si cette suite (u,), converge faiblement
vers un élément u et que l'inégalité (1.3.1) est vérifiée, alors la fonction j est dite
fonction faiblement semi-continue inférieurement au point u. De plus la notion de
semi-continuité inférieure peut étre définie sur un espace normé. Il est possible de

caractériser la semi-continuité inférieure au sens des propositions équivalentes ci-apreés.
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- La fonction j est (faiblement) semi-continue inférieurement,
- I'ensemble {u € X | j(u) <t} est (faiblement) fermé pour tout ¢ € IR,
- I'épigraphe epi(j) de la fonction j est (faiblement) fermé dans X x IR.

Il est possible de lier la notion des fonctions semi-continue inférieurement et la
notion de fonction faiblement semi-continue inférieurement. Ce résultat est utile no-

tamment pour les fonctions indicatrices.

Proposition 1.3.9. Si la fonction j : X — IR est convexe, propre et semi-continue

inférieurement alors elle faiblement semi-continue inférieurement et réciproquement.

Nous pouvons appliquer ce qui précéde aux fonctions indicatrices de sous-ensembles.
Si 'espace X désigne un espace de Hilbert réel et un K un sous-ensemble de 'espace
X, en considérant i de K définie par

i wir={ 8, dren

nous savons que l’ensemble K est fermé, non vide et convexe si et seulement si sa

fonction indicatrice 1k est une fonction propre, convexe, semi-continue inférieurement.

Il est important d’introduire des notions telles que la sous-différentiabilité et le sous
gradient d’une fonction. La notion de sous-différentiabilité intervient fréquemment en

mécanique et notamment dans la Mécanique du Contact.

Définition 1.3.10. Soit une fonction j : X — IR et u un élément de Uespace X tel
que j(u) # £oo. Le sous-différentiel de la fonction j en u, noté Jj(u) est l’ensemble
défini par

0j(u) = {u € X' | j(0) > j(u) + (v —u) Vove X}

Le crochet {...) désignant la dualité entre X' et X.

Tout élément u  de I’ensemble 9j(u) est appelé sous-gradient de la fonction j en
u. La fonction j est dite sous-différentiable en w si dj(u) # 0. Elle est dite sous-
différentiable si elle ’est en tout point u de 1’espace X.

Soit K un sous-ensemble convexe non vide de I'espace X. Considérons la fonction
indicatrice ¢y de I'ensemble K. Nous avons de suite que si u ¢ K alors 9y (u) = ().
Supposons alors que u € K. 1l vient que si ' € 9vx (u) alors (v’ v —u) <0 Vv e X.
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Nous pouvons ainsi caractériser le sous-différentiel 9y d’une fonction indicatrice g

d’un ensemble convexe non vide
M(u)={u e X | (uw—u)x <0 Yve K}

Tout sous-gradient u' € Ot (u) est appelé support de la fonction en u. De plus, il
est possible de montrer que si u € int(K), I'intérieur de 'ensemble K, alors le sous-
différentiel 0t (u) se réduit & 0k (u) = {0}.

On peut alors donner la

Proposition 1.3.11. Si la fonction j : X — IR est conveze, propre et semi-
continue inférieurement alors on a 0j(u) # O pour tout u € int(dom(j)), i.e. j est

sous-différentiable sur int(dom(j)).

Nous allons rappeler maintenant trois résultats d’existence et d’unicité de la so-
lution des inéquations variationnelles. Soit maintenant un opérateur A : X — X,
K C X et f € X. Plusieurs problémes aux limites des équations aux dérivées par-
tielles en mécanique des milieux continus conduisent & des problémes mathématiques

ayant les formes suivantes:

Probléme I. Trouver u tel que
uec K, (Auw —u)x > (fo —u)x Vv € K.

Ce probléme est appelé inéquation variationnelle elliptique de premiére espéce sur X.

Probléme [1. Trouver u tel que
u€ X, (Au,w —u)x +j(v) —j(u) > (fv—u)x Yve X.

oit j : X — IR. Ce probléme est appelé inéquation variationnelle elliptique de seconde

espéce sur X.

Probléme 1. Trouver u tel que
ue X, (Au,v —u)x + j(u,w) — jluu) > (fo—u)x VovelX.

o j : X x X — IR. La nouveauté consiste ici dans la dépendance de la fonctionnelle
j de la solution du probléme, ce qui conduit a une inéquation quasivariationnelle de

type elliptique.

35



Contribution a I’étude mathématique et numérique des structures piézoélectriques
en contact

En ce qui concerne les Problémes I et 11 on a les résultats d’existence et d’unicité

suivants.

Théoréme 1.3.12. Soit A : X — X un opérateur fortement monotone et de Lipschitz
et K est un conveze fermé non-vide de X. Alors l'inéquation variationnelle elliptique

de premiére espece admet une solution unique.

Théoréme 1.3.13. Soit A : X — X un opérateur fortement monotone et de
Lipschitz et j : X — IR une fonctionnelle propre, convexe et semi-continue infé-
rieurement. Alors ['inéquation variationnelle elliptique de seconde espéce admet une

solution unique.

Les démonstrations de ces deux théorémes peuvent étre trouvées par exemple dans
[19, 37].

Dans I’étude du Probléme I71 nous faisons les hypothéses suivantes.

A est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz, ¢’est-a-dire

(a) il existe m > 0 telle que
(Au— Avyu —v)x > mlu—v|% VYuw e X.

(b) il existe M > 0 telle que
|Au — Av||x < Mjlu—v|x VYuwe X.

(1.3.3)

La fonctionnelle j : X x X — IR vérifie:
(1.3.4) j(n,): X — IR est convexe sur X, pour tout n € X.

Nous formulons dans la suite quelques conditions sur j pour résoudre le probléme I11.
En gardant a Pesprit (1.3.4), il est bien connu qu’on peut définir la dérivée directionnelle
j4 donnée par

1
., . . . - . o .
(1.3.5) Ja(mu; v) = lim <15 (nu + Av) = j(n,u) Vi, u,v € X.

Nous considérons maintenant les conditions suivantes.

pour toute suite {u,} C X avec ||u,|x — oo

(1.3.6) et toute suite {¢,} C [0,1] on a

lim inf
n—oo  Llun|%

Jo(tntntn; —uy) | < m.
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pour toute suite {u,} C X avec ||u,|x — oo
et toute suite borne {n,} C X on a

(1.3.7) |
. . -/
lim inf [—2]2(%,%1; —un)} < m.
oo L%
pour toute suite {u,} C X et {n,} C X tels que
(1.3.8) u, =~ u € X, n, —necX et pour toute v € X, alors on a
limsup [5(na.y) = j(nsua)] < G(n0) = j(nw).
(1.3.9) il existe a < m telle que
3 () — () + (o) — (o) < allu—ol} Vup € X.

Le résultat principal obtenu pour le probléme 71, qui peut étre trouvé dans |77|, est

le suivant

Théoréme 1.3.14. Supposons que les conditions (1.3.3)-(1.3.4) sont vérifiées.

(1) Sous les hypotheses (1.3.6), (1.3.7) et (1.3.8), le probléme III posséde au moins une
solution.

(2) Sous les hypotheéses (1.3.6), (1.3.7), (1.3.8) et (1.3.9), le probléme III posséde une
solution unique u = u(f) qui est une fonction lipschitzienne de f € X avec une

constante de Lipschitz (m — a)™1, i.e.

[u(fi) —u(fo)llx <

! a‘|f1—f2’\x Vfi, f2 € X.

m —

Le cas quasistatique est plus délicat ; il se caractérise par la présence de la dérivée
temporelle de la solution, ce qui conduit & imposer une valeur initiale, comme on le

montrera dans la section suivante.

3.2 Equations et inéquations variationnelles d’évolu-
tion
Nous allons rappeler dans ce paragraphe un résultat sur les équations d’évolution
et deux résultats sur les inéquations variationnelles d’évolution.

Dans la quatriéme partie de ce mémoire, on va utiliser la version suivante du

théoréme de Cauchy-Lipschitz:
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Théoréme 1.3.15. Soit (X,|| - ||x) un espace de Banach réel et soit F(t,) : X — X

un opérateur défini p.p. sur (0,T), qui satisfait les propriétés suivantes :

(1.3.10) il existe Lp > 0 tel que
" |1F(tx) — F(ty)llx < Lrllz —yllx Vr,y € X, p.p. t € (0,7);
(I.3.11) il existe 1 < p < oo tel que F(-,x) € LP(0,T; X) Vz € X.

Alors, pour tout Ty € X, il existe une fonction unique x € WP(0,T; X) telle que
i(t) = F(ta(t)) ppte(0T),
z(0) = xo.

Pour des détails sur ce théoréme on peut envoyer le lecteur par exemple a [104]
p-60.

Soit maintenant X un espace de Hilbert réel munit du produit scalaire (-,-) x et de
la norme associé || - ||x. Nous allons rappeler un résultat abstrait dans 1’étude d’une

classe d’inéquations variationelles d’évolution qui va étre utilisé dans ce mémoire.

Soient a : X x X — IR une forme bilinéaire sur X, j: X x X — R, f:[0,7] — X
et ug € X. Nous considérons le probléme d’évolution suivant: trouver u : [0,7] — X

telle que
) au(t).0 — i(t)) + j(u(t).0) — j(u(t)il0)
o > (f(t)v— ())X Vv € X, p.p. t € (0,7),
(1.3.13) u(0) =
Dans I'étude du probléme (1.3.12)—(1.3.13), nous introduisons les hypothéses sui-
vantes :
(a: X x X — IR est une forme bilinéaire symétrique et
(a) il existe M > 0 telle que
(L3.14) la(u,v)] < Mljullx [[v]lx  VuveX;
(b) il existe m > 0 telle que
| a(v,w) > mlv||} Vv e X.
j: X xX — IRetpourtoutne X, j(n,): X — R
est une fonctionnelle positive homogéne et sous-additive, i.e.
(1.3.15)

(a) j(n, u) = Nj(nu) Yue X, A€ Ry;
(b) j(nu+v) < j(nu)+jnw) Yuw e X.
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(1.3.16) fewh>(0,T; X).
(1.3.18) a(ug,v) + j(ug,w) > (f(0),v)x Yo € X.

En se référant a la condition (1.3.15), la fonctionnelle j(n,-) : X — IR est convexe
pour tout 7 € X. Cette fonctionnelle posséde donc une dérivée directionnelle j5 donnée
par (1.3.5).

Nous supposons aussi que la fonctionnelle j vérifie les hypothéses suivantes:

Pour toute suite {u,} C X avec ||u,|x — oo,
toute suite {t,,} C [0,1] et pour tout w € X on a

(1.3.19) !
lim inf [—Qjé(tnun,un — —un)} < m.
oo Ljun %
[ Pour toute suite {u,} C X avec |lu,|x — oo, toute
(1.3.20) suite bornée {n,} C X et tout w € X on a
lim inf [—Qjé(nn,un — u; —un)} <m.
(oo UHfuall%
( Pour toute suite {u,} C X et {n,} C X telles que
U, ~ue€ X, n, =~neX etpourtout v e X,
(13.21) on
lim sup [J(Umv) - j(nnvun>] < .7(7777]) - ](777u)
\ n—oo
(1.3.22) Il existe ¢y € (0,m) telle que
3 (a0 — ) — (00 — ) < collu— vlk Vuw € X.

Il existe deux fonctions a1 : X — IR et ay: X — IR
qui ménent des sous-ensembles bornés de X

(1.3.23) dans des sous-ensembles bornés de IR tels que
ina)] < ax(m)ull% + az(n)  Vnu € X,
et a1(0x) < m — .

Pour toute suite {n,} C X avec n, =~ ne€ X
(1.3.24) et pour toute suite bornée {u,} C X, on a
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[ Pour tout s € (0,T] et pour toute fonction
u,w € WH(0,T; X) avec u(0) = v(0), u(s) # v(s),

on a

/Os[j(U(t),i)(t)) — J(u(t),a(t)) + j(v(t),a(t))
—j(u(t),0(1))] dt < % lu(s) —v(s)l%-

(1.3.25)

(1l existe o € (0,2) telle que pour tout s € (0,7
et toutes fonctions u,v € W1°°(0,T; X) avec

(1.3.26) u(s) # v(s), on a
/0 [ (u(),0(t) — j(u(t),i(t) + j(v(t),i(t))
\ —j(v(t),0(1)] dt < aflu(s) —v(s)ll%-

Dans I’étude du probléme quasivariationnel d’évolution du type (1.3.12)—(1.3.13),

nous avons donc le résultat suivant.

Théoréme 1.3.16.  Supposons vérifiées les conditions (1.3.14)—(1.3.18). Alors :
(i) Sous les hypotheéses (1.3.19) (1.3.24), le probléme (1.3.12) (1.3.13) posséde au
moins une solution u € W°(0,T; X).

(17) Sous les hypotheses (1.3.19)-(1.3.25), le probleme (1.3.12)—(1.3.13) posséde une
solution unique v € W1h*°(0,T; X).

(1i1) Sous les hypothéses (1.3.19)—(1.3.24) et (1.3.26), le probléme (1.3.12)—(1.3.13)
posséde une solution unique u telle que (f,ug) — u est une fonction lipschitzienne de
Whe(0,T; X) x X a valeurs dans L>(0,T; X).

Du Théoréme 1.3.16 on découle le résultat suivant :

Corollaire 1.3.17. Soit p : X — IR, une semi-norme continue. Nous supposons que
les hypothéses (1.3.14), (1.3.16) et (1.3.17) sont vérifiées et que ug satisfait la condition

a(ug,v) + () > (f(0),0)x Vove X.

Alors, il existe une fonction unique v € W1°°(0,T; X) telle que

a(u(t),v —u(t)) +p(v) — (a(t)) > (ft)w —at))x
Yoe X, ppte(0,T),

u(0) = wp.
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En outre, lapplication (f,ug) — u est lipschitzienne de WH>(0,T; X) a valeurs dans

L>(0,T; X).

Remarquons que dans I'inéquation (1.3.12) la fonctionnelle j prend deux arguments
et dépend directement de la solution (c’est-a-dire j = j(u,.)). Un résultat portant sur
I’existence, 'unicité et la dépendance de cette solution vis a vis des données a été
obtenu dans [76]. La démonstration se base sur des arguments relatifs aux inégalités

quasivariationnelles elliptiques et sur une méthode de discrétisation en temps.

3.3 Inclusions différentielles

Dans cette section, nous présentons un résultat abstrait sur les inclusions différen-
tielles que nous utilisons dans I’étude de I'existence et de I'unicité de la solution faible
des problémes mécaniques abordés. Nous présentons également des notions portant
sur les opérateurs maximaux monotones ainsi que quelques unes de leurs propriétés,

qui aident a la bonne compréhension de ce résultat abstrait.

Par la suite, nous supposons que 'espace X est un espace de Hilbert. La notation
usuelle 2% désigne I’ensemble des parties de 1’espace X . Soit A un opérateur multivoque
de I'espace X dans 2. La notation dom(A) désigne le domaine de 'opérateur A, soit
I’ensemble

dom(A) ={h € X, Ah # 0}.

Nous sommes donc conduits a poser les définitions suivantes.

Définition 1.3.18. L’opérateur A est dit monotone, si pour tout x, et xo dans X,

la relation suivante est vérifiée

(y1 — Y2,T1 — x2> >0 Yy € Axy, Yy, € Axs.

Définition 1.3.19. L’opérateur A est dit maximal monotone s’il est monotone et si

pour tout x et y dans l’espace X, nous avons

(y — ACx — ¢) > 0 pour tout ¢ € dom(A) = y € Ax.

Les assertions suivantes sont extraites de [20] et seront trés utiles dans ce qui suit.
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Proposition 1.3.20. Le sous-différentiel O : X — 2% de la fonction indicatrice

d’un convexe fermé K de l’espace X est un opérateur maximal monotone.

Proposition 1.3.21. La somme d’un opérateur maximal monotone et un opérateur

monotone et de Lipschitz est un opérateur maximal monotone.

Nous rappelons a présent un résultat abstrait portant sur I'existence et 'unicité

d’une solution d’une certaine classe d’inclusions différentielles.

Considérons une application multivoque A : D(A) C X — 2% telle que A + wld
est maximal monotone pour certains réels w, Id désignant 1’application identité sur

Iespace X. Soit de plus une fonction f et un élément ug vérifiant :

(1.3.27) fewtio,1; X),
(1.3.28) up € dom(A).

Théoréme 1.3.22. Sous les hypothéses (1.3.27) et (1.3.28), il existe une unique
fonction u de régularité : uw € WH>(0,T; X), vérifiant

(1.3.29) w(t) + Au(t) > f(t) p.p.t€]0T],
(1.3.30) uw(0) = wup.

L’énoncé et la démonstration de ce théoréme figurent dans [14] p.32.

3.4 Lemmes de type Gronwall

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans
de nombreux problémes de contact, en particulier pour établir I'unicité de la solution.
Pour avoir plus de détails sur les rappels figurant dans ce paragraphe, on pourra
consulter par exemple [56, 96]. Notons par ailleurs que dans certains paragraphes de

ce mémoire, nous allons utiliser des versions “presque partout” de ces lemmes.

Lemme 1.3.23. Soient m,n € C([0,T]; R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout
t € [0,T], a > 0 une constante, et ¢ € C([0,T]; R).

(1) Si
P(t) < a+/0 m(s)ds—l—/o n(s)y(s)ds Vte[0,T],
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alors
P(t) < (a—l—/o m(s) ds) exp(/o n(s) ds) vVt € [0,7].
(2) Si t
P(t) < m(t)—l—a/o P(s)ds YVt e [0,1],
alors

/Ot W(s)ds < €T /Ot m(s) ds.

Dans le cas particulier m = 0, la partie (1) de ce lemme devient :

Corollaire 1.3.24. Soit n € C([0,T]; R) telle que n(t) > 0 pour tout t € [0,T] et soit
a>0.Siy e C([0,1]; R) est une fonction telle que

W) < a+ /0 Cn(s)b(s)ds it e [0.T].

alors

P(t) < aexp(/otn(s) ds) vt € [0,T].

Le corollaire 1.3.24 est souvent utilisé pour montrer I'unicité de la solution, de la fagon
suivante. En supposant qu’il existe deux solutions, en notant par 1 la norme de la

différence entre ces solutions, on essaie ensuite de majorer 1) sous la forme

P(t) < /Otn(s)w(s) ds ¥t e [0,1],

avec une certaine fonction n > 0. L’application du corollaire donne immédiatement la
nullité de .

Lemme 1.3.25. Soient m,n € C([0,T],IR) telles que m(t) > 0,n(t) > 0 Vt € [0,T]
et a > 0. Soit également ¢ : [0,T] — IR une fonction telle que

%gzﬁQ(s) < %cﬂ + /O m(t) ¢(t) dt + /O n(t) ¢*(t)dt Vs € [0,T).

Alors,
|p(s)| < (a —|—/ m(t) dt) elo ndt g e (0,7
0

Dans le cas particulier n = 0, le Lemme 1.3.12 devient :

43



Contribution a I’étude mathématique et numérique des structures piézoélectriques
en contact

Corollaire 1.3.26. Soit m € C([0,T],IR) tel que m(t) > 0 Vt € [0,T] et soit a > 0.
Soit également ¢ : [0,T] — IR une fonction telle que

1
§¢ —a —i—/ m(t dt Vs € [0,77.

Alors,
s)| < a—l—/ m(t) dt Vs € [0,77.
0
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Chapitre 4

Traitement numérique du contact
avec frottement

Ce chapitre concerne la formulation numérique pour résoudre les problémes de
contact, assez classique, entre un solide déformable et un obstacle rigide dans le cas
de petites déformations pour limiter la difficulté et se concentrer sur la non linéarité
matérielle de contact plutot que géométrique. Ces problémes nécessitent une discré-
tisation spatiale par éléments finis, une discrétisation en temps par différences finis
(pour les problémes de type évolution). Le traitement numérique du contact est réa-
lisé a partir d’'une formulation de type Lagrangien augmenté. On se référe dans ce qui
suit notamment a Alart [2] et Alart-Curnier [3, 4].

Pour un solide élastique libre soumis a des forces conservatives, le principe des
travaux virtuels n’est rien d’autre que la variation de son énergie potentielle. Plus
précisément, si II(v) représente I'énergie de déformation élastique du corps €, alors

I’équilibre mécanique, en 'absence de contact, s’écrit :

u = argmin ll(v) <= Il(u) <Il(v) V.
v

Si II(v) est différentiable, alors la condition nécessaire pour 1'équilibre mécanique du

corps est:

ou V est I'opérateur gradient. Si de plus, II(v) est convexe, cette condition devient

aussi suffisante pour atteindre un minimum.
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4.1 Meéthodes basées sur le Lagrangien augmenté

La méthode de Lagrangien augmenté a été développée a l'origine par Hestenes
[52] et Powell [88] pour les problémes de minimisation avec contraintes d’égalités et
par Rockafellar pour des problémes avec des contraintes d’inégalités convexes. Alart
et Curnier [4] d’une part, De Saxce et Feng [34] d’autre part, et Simo et Laursen
[95] étaient les premiers & utiliser cette méthode pour les problémes de contact avec
frottement. Cette méthode présente I'avantage d’éviter la mauvais conditionnement
pour des valeurs élevées du coefficient de pénalisation. Un autre avantage de cette
méthode est de permettre de résoudre le probléme de contact sans approximation.
Mais elle introduit de nouvelles variables, les multiplicateurs de Lagrange, donc de
nouvelles équations. Dans les trois sections suivantes, nous présentons les formulations
du probléme de contact avec frottement basées sur 'approche du Lagrangien augmenté

en commencant d’abord par le cas simple du contact unilatéral.

4.1.1 Cas du contact unilatéral

La formulation variationnelle des problémes de contact entre un solide élastique
et un fondation est basée sur des fonctionnelles non-différentiables des lois de contact
(unilatéral, frottement pur et contact avec frottement). Pour un contact unilatéral,
I’équilibre mécanique est obtenu en ajoutant un pseudo-potentiel de contact a l’énergie
de déformation II(v) du solide:

u = arggn’n {II(v) +/ Vg (g},

T's
ou W.[z| est la fonction indicatrice de 'ensemble C, i.e.
1] 0 zec,
T =
‘ oo T é¢C.

IR™ le cone positif de IR et g, représente la distance normale de contact vérifiant la loi

de contact unilatéral suivante:

9, >0, 0,<0, 0,9,=0.

Le probléme du contact unilatéral peut étre formulé comme un probléme d’optimi-

sation convexe sous contraintes:

(1.4.1) min  {II(v)}.

g, € R*
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La premiére étape pour résoudre le probléme est d’introduire le Lagrangien ordi-
naire L de la forme:

(1.4.2) L(v,yy) =11(v) + (9,7),

ou (.,.) est le produit scalaire dans IR et v, est le multiplicateur de Lagrange. Le pro-
bléme primal de minimisation sous contrainte inégalité non linéaire est alors remplacé

par un probléme de min-max mixte sous contrainte inégalité duale linéaire :

1.4.3 i L(v,y)}.
(1.4.3) min max {L(v,7,)}

La deuxiéme étape consiste a ajouter au Lagrangien ordinaire un terme de pénalité

afin de décontraindre le probléme. Le résultat est le Lagrangien augmenté L, [3]:

T 1 . _
(L44)  Le(w) = L) + 5lla @)l = 5dist?(, +79,(0), k"),

ou 7 > 0 est un paramétre de pénalisation et dist(z,C) est la distance de z a C.
Le probléme de min-max associé¢ au Lagrangien augmenté n’est pas contraint :
(I.4.5) Ir}l}n max { L, (v,7,)}.
Yv
De plus, la fonctionnelle L,.(v,7v,) est différentiable en v et en ~,. Le point selle (u,\,)
vérifie les conditions d’optimalité de premier ordre:

(1.4.6) Vo, Le(u),) = 0.

En utilisant (1.4.2) et (1.4.4), on déduit donc les gradients :

(1.4.7) Vu Le(u,\) = Vall(u) + [Vug, (w)]" Pr- (A, + rg,(uw)) = 0,
1

(1.4.8) Va Lr(w\,) = —;{)\,, — Pr-(A\ +7rg,(u))} =0,

ol Ppr- est la projection sur IR~

En adoptant une forme vectorielle, on obtient alors le systéme suivant :

(1.4.9) G(u) + Fe(u,\,) =0,
Gl = | Vo |

(1.4.10) Fe(u),) =
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4.1.2 Cas du frottement pur

Pour les problémes avec frottement pur (a pression constante), on ajoute au ac-

croissement d’énergie de déformation élastique du corps un potentiel de frottement

160(9,(v))

u = argfgm’n {I(v) +/ Yelg- (v}

I's

o Vi[g,(v)] est le conjuguée, selon Fenchel, de la fonction indicatrice Vg, (v)] du
disque convexe Cfo,] de rayon fixe —puo,. La distance tangentielle g, vérifie la loi
statique de frottement suivante:

O
lo:]l + po, <0, g, =|g.l o]’ lg-ll(lle+|| + pow) = 0.

La solution du probléme est caractérisée par des inéquations variationnelles.

Le probléme de frottement pur peut étre traité de la méme maniére que celui
du contact unilatéral en remplacant g,(v) par g,(v), 7, par v, et IR~ par C. Le
Lagrangien augmenté associé au probléme est [3]:

L(vy,) = 1) +g. ()7, + 59 @)
(1.4.11) .
—gdisf{')@ +rg,(v),C[\, +rg,(v)]}.

L’opérateur de frottement F.(w,\;) dérivant de ce Lagrangien augmenté est :

Vug. ()" P, +rg,(u))
(1.4.12) Flud)=| )
_;{AT - P(AT + Tgr(“))}

4.1.3 Cas du contact avec frottement

Le contact avec frottement est un couplage du contact unilatéral et du frottement
pur. La fonctionnelle associée est la somme des deux pseudo-potentiels (contact uni-
latéral et frottement pur) et de I’énergie totale de déformation élastique du corps:

(1.4.13) u= arg’lr)m'n {I1(v) + /F

Vel (o)) + | Ve ula ()]}
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On peut remarquer que ce probléme n’est pas standard dans le sens ot la minimisation
dépend de la solution. En effet, le disque de Coulomb C' dépend de la solution w. Pour
cette raison, on dira par la suite que le probléme (I1.4.13) est un probléme quasi-
variationnel. 11 peut s’écrire sous la forme d’un probléme min-max obtenu via un

Lagrangien ou plutot un quasi-Lagrangien ((u,\,,A;) est la solution recherchée),

1.4.14 L(u,\, A,) = mi L(v,%,7,),
(L.4.14) (A, Ar) = min max X (v, %:7+)
ol

(L4.15) L(vy,) =) + (g9.(v) ) + g-(v).7;.

Les variables v, et ~v_ interviennent comme multiplicateurs associés aux contraintes de
contact et frottement. On peut remarquer que ces contraintes ont été ainsi transférées
des variables primales g, et g, aux multiplicateurs v, et 7y, (variables duales). On peut
également identifier ces multiplicateurs aux composantes normale et tangentielle des
efforts de contact, représentés alors par le champ A = A\, v + A, (v = yv + 7, pour
les champs tests).

Alart et Curnier [4| ont suggéré un quasi-Lagrangien augmenté sous la forme sui-

vante :

LT(U77V777> = L(’U,’}/V,’YT)
T 2 1 .9 — r 2
(1.4.16) +5llonl” = o5 dist™{y + rg.(v), B} + 5 llg-(v)l]
1 . A
_Z_TdZStz{ﬁyT + TgT(U>7C[)\V + rgV(lu’)]}?

ou C[\, + rg,(w)] := C{projr-[M\, + rg,(w)]}. Ils ont postulé pour une forme parti-
culiére du quasi-Lagrangien en remplacant C[o, (u)] par C[\, + 7g,(u)]. Le probléme
dual correspondant est alors:

(1.4.17) nr%n maxmax L,.(v,7,,7Y,).
Yv

T

Une solution (u,\,,A;) & ce probléme dual satisfait les conditions d’optimalité de

premier ordre :
(1.4.18) Vs, L.(u,\,,A;) = 0.

On pourra notamment se référer a 3] pour les questions d’existence et d’unicité du
probléme (1.4.17).
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En utilisant (1.4.15)—(1.4.16), on déduit donc les gradients:

( Vau Lr<u7)‘V7AT) = VUH<U) + [vugu(u)]TPlR* ()‘V + Tgu(u»
+[Vug, (w)]"P(A, +rg,(u)) =0,

4 1
Vi, Le(u, M\ A) = —;{)\V — Pr-(M\, +1rg,(u))} =0,
1 o
\ Va, Le(wA,Ar) = —;{)\T — P\, +rg.(u)} =0,

ot P est la projection sur le disque C[), + rg, (u)].

En adoptant une forme vectorielle, on obtient alors le systéme suivant :

(I.4.19) G(u) + Fe(u,A\p ;) =0,
avec vun
G(u) = 0 :
0
(1.4.20) )
(Vg (W] Pr- O+ rgu(w)) + [Vaug, ()] PO, +rg,(w))
Faludd) = | =0 = PO g ()
1 A

| - PO +1g, (w))}
Remarque. La méthode de pénalité peut étre obtenue a partir de la formule (1.4.16)

en prenant les multiplicateurs de Lagrange 7, = 0 et v, = 0, ce qui produit la

fonctionnelle pénalisée non-contrainte :
_ r r
(1.4.21) M1(0) = 11(®) + Ve ¥ 7 g (@)I + Wy 7 5 9, (0)]

ol r est le coefficient de pénalisation, sa valeur étant relativement grande par rapport
au rigidité de solide en contact. On utilise pour cela un petit résultat d’analyse convexe
qui dit que:

si f + X =] — 00,4 o] est une fonction convezxe et semi-continue inférieurement

1
alors f v 3 |.II* est de classe C* et
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2) V(7 5 7)) = prozy-(z),

1 1 1
b) (f v = |.? v == 117
V(Y5 D+ 5 ) =5 P,
ou f* est la fonction conjuguée de f et proxs-(z) est le point proximal de x associée
1
a f*, c’est 'unique solution du probléme inf{f(z) + §||z —z||*}.

La méthode de pénalité permet une légére pénétration g, proportionnelle & la
compression 0, dans la direction normale et un un micro-glissement proportionnel au
cisaillement dans la direction tangentielle. Ainsi les lois de contact unilatéral et de
glissement sont remplacées par des lois pénalisées (voir les figures 1.1.2 et 1.1.3). Cette
méthode correspond donc & une régularisation de la loi de Signorini, ce qui revient en
quelque sorte a la loi de compliance normale et aussi a une régularisation de la loi de

frottement de Coulomb.

Le principal inconvénient de la méthode de pénalité réside dans le fait que les
conditions de contact de Signorini ne sont pas correctement vérifiées, car la pénétration
des solides en contact est possible. Seules des valeurs trés élevées du coefficient de
pénalisation normal r assurent le respect de la condition d’impénétrabilité, mais au
prix d’un mauvais conditionnement du probléme et d’instabilités numériques. Parmi les
avantages de la méthode de pénalité, nous pouvons notamment mentionner la facilité

de mise en oeuvre et I'absence d’inconnues supplémentaires.

4.2 Cinématique d’un contact discret

En analogie avec les éléments finis pour la discrétisation des corps déformables,
on introduit la notion d’éléments finis de contact destinés a discrétiser I'interface de
contact. Cet élément de contact est utilisé pour traduire le comportement de I'inter-
face de contact. Dans la lignée d’éléments contacts développés dans nombre de codes
industriels, Alart et Curnier [3] ont étendu la notion d’élément fini mixte pour créer le
concept d’élément fini de contact frottant, en fournissant une contribution élémentaire
en terme de forces de contact généralisées et de matrices tangentes associées. Ce choix
suppose l'utilisation d’'une méthode de Newton comme solveur non linéaire, dont la

formulation et la justification seront données plus loin.

Considérons un corps susceptible d’entrer en contact avec une fondation, dans sa
configuration de référence. Le corps  est discrétisé en N éléments finis reliés entre
eux par N% noeuds. La surface discréte de contact entre le corps et la fondation est
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® noeud contacteur

o nhoeud force (multiplicateur)

y,
ﬂv
uy
Y1ty g
ZL
/
o vy / 7/ yref/

@) (2

F1G. 1.4.1 — Description Géométrique de l'interface corps déformable/corps rigide (1)
et Elément “noeud a rigide” (2).

constituée par ’ensemble de noeuds d’une surface I' € 9€). Un élément de contact est
défini par un noeud de I' et un noeud fictif correspondant sur la fondation.

Dans le cas des petits glissements ou des petites déformations, c’est-a-dire que si
une correspondance biunivoque entre les noeuds au niveau de la surface de contact
est maintenue pendant la période de contact, la géométrie de 1'élément de contact du
type “noeud a rigide” est adéquate. Cet élément est présenté par un élément fini barre
constitué d’'un noeud 1, appartenant au corps déformable et d’un noeud multiplicateur
ou fictif, numéroté 2, dont les degrés de liberté contiennent les multiplicateurs ou forces
de contact issus de la méthode quasi-Lagrangien augmenté de type pénalité-dualité
(voir la figure 1.4.1 (2)). La position de ce noeud est arbitraire. Dans le cas d’une
méthode standard de pénalité, ce noeud fictif ne joue aucun role.

On note u® (ou plus simplement u pour alléger les notations) le vecteur des dépla-

cements générales du e“™¢ élément et X" les forces de contact généralisées.

e
uy
e
e ’U,2 . Aiéme e o )\
u = . ; = ’U,q+1 = A.

€

Uy

La distance de contact discréte g est définie par

g=y, +u —y"“.

oil y, la position de la particule dans la configuration de référence et la notion y"®/
représente la projection orthogonale de la position du noeud 1 sur la surface cible (voir
la figure 1.4.1 (1)).
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La définition de 'écart normal sur 1'e®®™¢ élément prend ainsi la forme suivante :
(L4.22) gy =V (Y1 +u —y').

L’incrément de glissement tangentiel s’exprime par

(I.4.23) g, = I —vv’)(y, +u —y™).

Afin de déterminer I'opérateur (1.4.20), il convient d’évaluer les grandeurs Vq.g, et
Vug,. Pour ce cas simplifié de contact, nous avons

(1.4.24) Vug, =7 et Vug, = (I— ") =777,

Il est utile & ce stade d’introduire ce qu’Alart et Curnier appellent des multiplica-

teurs augmentés en référence a la formulation quasi-Lagrangien augmenté,

ot =0,=\ +71g,(u) ; oct=0,=\+rg,.(u)

T

(1.4.25)
o=0,V+0;.

Une fois les grandeurs discrétes établies, nous pouvons caractériser 'opérateur élé-
mentaire de contact. Comme cela a déja été évoqué, cet opérateur peut se définir par
analogie avec le vecteur des forces internes généralisées pour un élément fini solide; il
représente ainsi les forces de contact généralisées sur 1’élément fini de contact introduit
un peu plus haut. Cet opérateur élémentaire de contact (1.4.20) peut se formuler en
fonction des différents statuts de contact frottant en évaluant les projections Pgr-(0,)
et Ppy (o) selon les cas:

0 sio, >0, non contact,
(1426) PR— (O'V> =
o, sio, <0, contact.
0 si  non contact,
(1.4.27) Pey (o) = lo si |lo|| < —po,, adhérence,
—e,ual,m si||lo-| > —po,, glissement.
Rappelons que Clu] = C[Pg-(0,)]. La quantité HG—TH n’est rien que le vecteur tan-
o,
gentiel unité de glissement (‘r = HUTH)
o,

e Cas de contact sans frottement
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En utilisant les formules (1.4.26)—(1.4.27), Popérateur de contact élémentaire (1.4.10)
est alors donné (en considérant A = A\, v):

0 :
[ 1 } si o, > 0, non contact,
—= A\ UV
Fe(“’?}‘) = '
oLV
v . < )
[ _%()\V — o) } st 0, <0, contact

Dans la perspective d’utiliser une méthode de Newton, il nous faut calculer la

matrice tangente élémentaire de F.(u,A), que 'on notera T, et qui prend la forme:

rM M
M M1 |

ot M représente une matrice bloc 2 x 2, qui, selon les statuts de contact, peut prendre

(1.4.28) 1T = VU’AFB(U,)\) = {

la forme:

vvT  cas contact.

0 cas non contact,
M =

e Cas de contact avec frottement

Le calcul de l'opérateur élémentaire de contact (I1.4.20) a partir des expressions
(1.4.26)—(1.4.27) donne:

(
[ —2)\ } si 0, > 0, non contact,
Fe(ua)‘) = Ije(’U,,AVI/,AT> - |: _l()\o'_'j’za—i:;; o )) :| si ||O'7—|| S —HOy, adhérence,
OV — €O, T . .
si||lo,|| > —po,, glissement.
| @l ey | 1 i

La matrice tangente élémentaire T}, associée a cet opérateur, est de la forme:

(1.4.29) T, = Vo aFe(u) = { rMo M } ,

M AM -1
ou M représente une matrice bloc 2 x 2, elle se distingue par plusieurs statuts corres-
pondant au contact avec frottement :

0 statut non contact,

M=<1 statut adhérence,

(v —eur)vT  statut glissement.
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Deuxiéme partie

Problémes statiques
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Partie 11

Problémes statiques

La deuxiéme partie de ce mémoire propose certaines innovations et prolongements
de travaux pour des problémes statiques de contact avec frottement entre un corps
électro-élastique et une fondation isolatrice. Cette partie est composée de deux cha-

pitres.

Dans le premier chapitre nous commencons par un probléme de contact bilatéral
entre un corps électro-élastique et une fondation rigide, le frottement est modélisé
par la loi de frottement de Tresca. L’objectif est d’une part d’examiner I'existence
et I'unicité de la solution du probléme variationnel correspondant et d’autre part de
présenter une formulation duale du probléme en donnant un résultat d’equivalence

entre les deux précédentes formulations variationnelles.

Dans le deuxiéme chapitre nous décrivons un probléme mécanique de contact entre
un corps électro-élastique et une fondation ; le contact est modélisé par une condition
de compliance normale et la frottement associée est de type de Coulomb. On y donne,
aprés avoir posé notre probléme, une formulation variationnelle. On y établit ensuite
un résultat d’existence et d’unicité pour ce probléme et on y démontre aussi un résultat

de dépendance de la solution par rapport aux fonctions de compliance.
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frottement de Tresca

Chapitre 1

Probléme électro-élastique de contact
bilatéral avec frottement de Tresca

Nous considérons ici un probléme statique modélisant le contact entre un corps de
loi constitutive électro-élastique non linéaire et un obstacle assimilé a une fondation.
Le contact est bilatéral et frottant; il est décrit & 'aide de la loi de frottement de
Tresca, dans laquelle le seuil de frottement est fixe. Le chapitre est structuré de la
maniére suivante. Dans le premier paragraphe nous écrivons le probléme mécanique et
nous précisons les hypothéses adéquates sur les données afin d’obtenir la formulation
variationnelle. Dans le deuxiéme paragraphe nous énoncons et nous démontrons notre
résultat principal d’existence et d’unicité. La démonstration est basée sur un résultat
abstrait pour les inéquations variationnelles. Enfin, le troisiéme paragraphe est consa-
cré a I’étude de la formulation duale de ce probléme. Une partie de ce chapitre a fait
'objet de larticle [82].

1.1 Probléme mécanique et formulation variationnelle

Nous nous placons dans le cadre physique de la figure 1.1.1 p.6. On considére que
le corps est électro-élastique, plus exactement on utilise une loi de comportement de
la forme (I.1.19). En ce qui concerne le contact, on le modélise par une condition de
contact bilatéral avec frottement de Tresca.

Sous ces considérations, le probléme électro-mécanique qu’on étudie peut se formu-

ler de la maniére suivante.

Probléme P,. Trouver le champ des déplacements w : Q — IR?, le champ des

contraintes o : Q0 — S% le potentiel électrique v : Q — IR ainsi que le champ des
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déplacements électriques D : Q — IR? tels que

(I1.1.1) o =Fe(u)—EE(p) dans  Q,
(I1.1.2) D = E&e(u)+ BE(p) dans  Q,
(I1.1.3) Dive + f, =0 dans  ,
(I1.1.4) divD = q dans  ,
(I1.1.5) u=20 sur Iy,
(I1.1.6) ov=Ff, sur Iy,
w, =0, [lo-|| <5,
(I1.1.7) sur Is,
{UT:—S”g—:” siou, #0
(I1.1.8) =0 sur Lo,
(T1.1.9) D -v=g sur Iy

Rappelons que les équations (I1.1.1) et (I1.1.2) représentent la loi constitutive électro-
élastique, les équations (I1.1.3) et (I1.1.4) représentent les équations d’équilibre, tandis
que les conditions (II.1.5) et (II.1.6) sont respectivement, des conditions aux limites en
déplacements et en tractions. La condition (I1.1.7) représente les conditions de contact
bilatéral avec frottement de Tresca ou S représente le seuil de frottement, supposé
fixe. Pour plus de précisons sur ce type de conditions de contact, nous renvoyons a
la section 1.1.3 p.13. Et, pour finir, (I1.1.8) et (IL.1.9) représentent les conditions aux

limites électriques.

Nous allons fournir les hypothéses avec les quelles nous travaillons par la suite.
Pour toutes les notations, nous renvoyons le lecteur a la partie [.2.2 p.24, notamment

en ce qui concerne le choix des espaces V et W et des normes sur ces espaces.

Nous supposons que l'opérateur d’élasticité F satisfait les propriétés suivantes:
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(((a) F:QxS?— §4.

(b) il existe Mz > 0 telle que

[F(x.&1) = F(@.&:)|| < Mr[|§; — &
VELE, €SY pp. e

(c) il existe mx > 0 telle que

(F(@.£)) — F(x.£,)) - (€1 — &) = mz[€ — &
VELE, €SY pp. e

(d) F(.,£) est mesurable Lebesgue dans (2,
pour tout & € S

| (e) F(.L,0) € H.

(11.1.10)

Le tenseur piézoélectrique (de couplage) £ vérifie

(a) &= (eijk) Q% Sd — Rd.

(IL1.11)
(b) €ijk = €ikj € LOO(Q)

Le tenseur diélectrique 3 vérifie

((a) B= (By) : QA x ST - S
(b) Bij € L=(€).

(T.1.12) Y (©) By = By
(

d) il existe mg > 0 telle que S;;(x)E;E; > mg||E|?
L VE e¢R? pp. x €.

On suppose que le seuil de frottement S est tel que

(I1.1.13) S e L>*(T3), S>0,

et que les forces volumiques f et les tractions surfaciques f, ont la régularité
(I11.1.14) Ffo € LX), £, € LA(Ty)™

De méme, la densité volumique ¢y et surfacique gy satisfont

(I1.1.15) g € L*(Q), ¢ € L*(T,), ¢z =0 sur Is.

La derniére partie de ces conditions, ¢o = 0 sur I's, représente une condition de
compatibilité qui est nécessaire parce que la base est censée étre isolatrice.
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Afin de prendre en considération la condition de contact sur I's, partout dans ce
chapitre, nous travaillons avec 1’espace

(I1.1.16) V={veH Q) |v=0surTy, v,=0sur 3}

Par simplicitation, nous utilisons la notation V. L’espace V sera muni du produit sca-
laire habituel donné par (1.2.5) et de la norme (1.2.6).

Le théoréme de représentation de Riesz entraine I'existence de deux éléments f € V
et g € W tels que:

(I1.1.17) (f,'v)V:/QfO-vdqu A fo-vda Vv eV,
(I1.1.18) (¢, V)w = /qu@b dx _/r ¢ da Vi eW.
Les conditions (II.1.14) et (I1.1.15) impliquerblt
(I1.1.19) fev, qgeWw.
Soit h : V — IR la fonctionnelle
(T1.1.20) h(v) = /r S ||lv.||da, YveV.
3

Les conditions (II.1.13) entrainent que l'intégrale dans (I1.1.20) est bien définie.

Si (u,o,p,D) sont des fonctions réguliéres qui satisfont (I1.1.3)—(I1.1.9), alors u €
V., p € W. En utilisant la formule de Green, on déduit

(I11.1.21) (o.e(v) —e(u))y +h(v) —h(u) > (fv—u)y YveV,

(I1.1.22) (DY) 2y + (¢0)w =0 Yy € W.
En mettant (I1.1.1) dans (I1.1.21) puis (I1.1.2) dans (I1.1.22) et du fait que E =

—V ¢ nous obtenons la formulation variationnelle suivante du probléme P; en deux

inconnues : le déplacement mécanique et le potentiel électrique.

Probléme P. Trouver le champ des déplacements uw € V et le potentiel électrique
© € W tels que

(11.1.23) (Fe(u),e(v) —e(u))n + (E°Vp,e(v) — e(u)) 20
+h(v) — h(u) > (fv—u)y YveV,

(11124) (6V@,V¢)L2(Q)d — (56(“),V¢)L2(Q)d = (q,Q/J)W Vi eW.
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1.2 Existence et unicité de la solution

Dans ce paragraphe nous obtenons un résultat d’existence et d’unicité de la solution
(u, ) du probléme P! c’est-a-dire I'existence d’une solution faible unique du probléme
mécanique P;. Notre résultat est le suivant.

Théoréme I1.1.1. On considére les hypothéses (11.1.10) (11.1.15). Alors, le probléme
PY possede une solution unique (w,p) € V. x W qui est une fonction lipschitzienne de

feVetqeW.

La démonstration du théoréme I1.1.1 est obtenue en plusieurs étapes en s’appuyant
sur le résultat abstrait mis en évidence dans I’étude d’une classe d’inéquations varia-
tionnelles elliptique (voir théoréme 1.3.13 p.36). On suppose dans la suite que les
hypothéses (I1.1.10)—(I1.1.15) sont vérifiées.

On introduit & présent I'espace X = V x W la structure hilbertienne produit définie

par
(11125) (l’,y)X = (U,’U)V + (¢7¢)W
pout tout z = (u,p) et y = (v,10) € X. La norme associée sera notée par || - || x.

On définit I'opérateur A : X — X par I'égalité
(11.1.26) (Ax,y)X = (Fs(u),s(v))H + (BV@,Vw)L2(Q)d
+H(EVp,e(v))n — (Ee(u), V) 120y

pour tout z = (u,p) et y = (v,0)) € X.
Et notons par j le prolongement de la fonctionnelle h définie par (I1.1.20) sur X.

Ceci se traduit par
(I1.1.27) j(x) = h(u) Vo = (u,p) € X.
Finalement, nous notons par f I’élément de X donné par

(I1.1.28) f=(fqeX

Avec les notations ci-dessus, on peut énoncer le résultat suivant :

Lemme I1.1.2. Le couple v = (u,p) est une solution du probléeme variationnel P

si et seulement si

(I1.1.20) (Azy —)x +j(y) — j(2) = (fy—2)x VyeX.
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Démonstration. Soit z = (u,p) € X une solution du probléme P et soit y =
(v,Y)) € Y. En prenant v = ¢ — ¢ dans (I1.1.23) ; en additionnant 'inégalité obtenue
avec (I1.1.24) et en utilisant (I1.1.25) (I1.1.28) nous obtenons (I1.1.29). Inversement,
soit x = (u,) € X une solution de I'inéquation variationnelle elliptique (11.1.29). En
appliquant maintenant (I1.1.29) pour y = (v,p), oil v est un élément arbitraire de
V, on obtient (I1.1.23). A partir de (I1.1.29) appliquée pour y = (v, + 1)) puis pour
y = (v,p — 1), ot ¥ est un élément arbitraire de 1 et en faisant la différence entre les
deux expressions obtenues, on obtient (I1.1.24), ce qui termine la preuve du Lemme
I1.1.2. O

L’étape suivante consiste a explorer les propriétés de 'opérateur A:

Lemme I1.1.3. L’opérateur A défini par (11.1.26) est un opérateur fortement mono-

tone et de Lipschitz.

Démonstration. Soient a présent x1 = (u1,p1), T2 = (u2,02) € X. On obtient alors
de (11.1.26)

(A$1 — A.Q?g,.fl?l — iL'Q)X =
(Fe(ur) — Fe(ug),e(ur) — e(u2))n + (BVo1 — BV, Vo1 — Vo) 2y +
(S*Vgol - g*VgDQ,E(Ul) - €(UQ))H - (58(’&1) — 56(U1),V§01 — VQOQ)LQ(Q)(L

Sachant d’autre par que (£*Vy,e(u))y = (E€(u), V) 2(q) pour tout x = (u,p) € X,
(voir (1.1.20)), il s’en suit que

(Al"l — Axg,xy — 51?2)X =

(Fe(uy) — Fe(ug),e(ur) — e(uz))n + (BVpr — BV, V1 — Vo) 2y

Compte tenu du (I1.1.10), (II.1.12) et I'inégalité de Friedrichs-Poincaré (voir 1.2.8), il
existe ¢; > 0 ne dépendant que de F, 3, Q et I', telle que

(Az1 — Azga1 — x2)x > cr(flur — ua[li, + [lor — allip),
et, gardant a Pesprit (I1.1.25), nous trouvons

(I1.1.30) (Azy — Awg,zr — 22)x > €1 |21 — 2a|%-
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En utilisant maintenant (11.1.10)—(11.1.12), aprés quelques calculs, il résulte 1'exis-
tence d’une constante ¢, > 0 ne dépendant que de F, B et £ telle que

(Azy — Azp,y)x < eollur —wallv[[vllv + ller — allwllvllv
Hllwr — wallv[[¢flw + [[er = eallwll¥]lw)
pour tout y = (v,10) € V. Cette inégalité devient alors en utilisant (I1.1.25)
(Azy = Azgy)x <depllor —zoflxllylly vy e X
et en prenant y = Ax; — Azy € X dans I'inégalité précédente, on obtient
(I1.1.31) | Az — Axsllx < deg ||z — 22| x.

Le lemme I1.1.3 est & présent une conséquence de (I1.1.30) et (I1.1.31). O

Maintenant nous étudions les propriétés de la fonctionnelle j donnée par (11.1.27),
(11.1.20).

Lemme 11.1.4. La fonctionnelle j : X — IR est convexe et continue.

Démonstration. Il est immédiat que j est une fonctionnelle convexe sur X. Prenons
{z,} = {(tn,n)} C X une suite vérifiant z, — =z = (u,p) € X. Nous obtenons
u, — u dans L?(I'3)4, ce qui implique

(11.1.32) |wnr|| = |lus|| dans L*(Ts).

Enfin, de la définition de j et de (I1.1.32) nous déduisons que j(z,) — j(z) quand n —

oo et le lemme I1.1.4 est ainsi démontré. O

Aprés tous ces résultats intermédiaires, on est a4 présent en mesure de donner la
démonstration du théoréeme II.1.1.

Démonstration du théoréme 11.1.1. Compte tenu des lemmes I1.1.2 et I1.1.3, le
probléme variationnel (I1.1.29) admet une solution unique x = (u,p) € X, assurée par
le théoréme 1.3.13 p.36; et en utilisant le lemme I1.1.1, il résulte que (u,p) € V x W
est une solution unique du probléme P}. En outre, cette solution est une fonction
lipschitzienne de f € V et ¢ € W, ce qui termine la preuve. O

Un “quadruplet” (u, o, ¢, D) qui satisfait aux relations (I11.1.23), (I1.1.24) s’appelle
solution faible du probléme (I1.1.1) (I1.1.9). Nous concluons par le théoréme I1.1.1
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que le probléme P; admet une solution unique. En ce qui concerne la régularité de la
solution faible, il suffit de référer a la régularité de I'élément (u,p) € V x W, a la loi
constitutive (II.1.1) (IL.1.2) et aux hypothéses (I1.1.10) (II.1.15); nous obtenons alors
que o € H, D € L*(Q)% En prenant maintenant v = u & z, ot z € C;°(2)? dans
(I.1.21) et ¥ € C3°(Q2) dans (I1.1.22) et en utilisant (I1.1.3)—(I1.1.9) nous trouvons

Dive + f, =0, divD = qo.

De (I1.1.14) et (IL.1.15) il s’en suit que Dive € L*(Q)? et divD € L*(Q2) et par
conséquent

O'EHl, D e W.

1.3 Formulation duale du probléme

Nous donnons dans cette section une formulation duale du probléme P;, exprimée
en terme de contrainte et de champ des déplacements électriques. Cette formulation
faible établie, nous présentons deux résultats dont le premier concerne l'existence et
I’unicité d’une solution faible. L’autre est un résultat d’équivalence entre les deux so-
lutions faibles (primale et duale), permettant ainsi de déduire 'existence des solutions
faibles I'une par rapport a 'autre. Partout dans la suite ¢ représentera une constante
positive dont sa valeur pourra changer de ligne en ligne.

Pour définir la formulation duale du probléme P;, on considére I'espace de Hilbert
Y = H x L*(2)%, muni de produit scalaire donné par

(xy)y = (0, 7)1+ (D,E)2qu Vx=(o7)y=(T,E)eY
et soit ||.|ly la norme associée, i.e.
(I1.1.33 ¥l = (I + Bl ¥y = (r.B) €Y.

On définit 'opérateur

= le = Tgy
- 7\

(11.1.34) T:Y—Y, Ty = (Fr+&E, BE—-E1)

= (Tyy,Tyy) Vy=(T,E)eY.

On a le résultat suivant.

Lemme 11.1.5. T est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz.
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Démonstration. Soient y; = (71,E1), yo = (72,E2) € Y, on a
(Tyy = Ty2,y1 = yo)y = (FT1 +E'Ey — F1a — E"Eo,T1 — Ta)n
+ (BE, — BEy — ET1 + ET9,E1 — Ey) 1200
= (Fr1—Fro,m1 —To)nu+ (E'Ey —E'Eym1 — o)y
+ (BE, — BEy,E| — Es) 200 — (ET1 — ET9,E1 — E) 210

Sachant d’autre part que (£*E,7)y = (E,£T)2q) pour tout y = (7,E) € Y (voir
(L.1.20)), il résulte

(Tyy — Tya,y1 —y2)v = (FT1 — FTo,71 — T2)n + (BE1 — BEs,E1 — Ey) 120

En gardant a Uesprit les propriétés des opérateurs F et 3, il vient a partir de (I1.1.33)
qu’il existe ¢ > 0 tel que

(Ty1 = Tyo,v1 — ¥2)v = mezl|T1 — Toll3 + msl| By — Ea|[720)
> ¢ [ly1 = y2ll3-

Ce qui prouve que T est fortement monotone.

Soit maintenant y3 = (73,E3) € Y, on a:
(Ty; — Tya,v3)y=(FT1 — Fro+ E'Ey — E'Ey13)n
+ (BE, — BE; — ET1 + E72,E3) 20
= (Fri—Fro,m3)n+ (E'E1 — E"Ey,T3)n

+ (,BEI — ,BEQ,Eg)LQ(Q)d + (57‘1 - ETQ,Eg)LQ(Q)d

IN

¢ llm = Tallullrslln + ¢ [[Br = Eall 2@l 75l
+ ¢ By = Es 2@l Esll 12 + ¢ (|71 = T2llnl B3|l 12(0)a
< ¢ lyvi — vallvllyslly
et en prenant y3 = Ty; — Ty, dans I'inégalité précédente, on obtient
[Ty1 — Tyz|ly < cflyr — yallv,

qui prouve que T est Lipschitz. O

Nous pouvons effectuer la remarque suivante.
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Remarque. Il en résulte d’aprés la proposition 1.3.3 (page 32) que T est inversible
et son inverse T~! est fortement monotone et de Lipschitz. Soient T;*, T, ses com-
posantes.

Nous introduisons aussi
O ={reH|(Te())y+h(v)>(fv)y VveV}

qui un ensemble convexe, fermé et non vide de H. En effet e(f) € O, car

——

(€(f).e(®)n + h(v) = (fo)y + h(v) = (fo)y VoeV.

Nous utilisons également la notation ® pour désigner I’ensemble
D ={E € L*(V)| (E,VV) 20y = (q.0¥)w Yp € W}

Commencons tout d’abord par un lemme, qui va nous permettre d’introduire la

formulation duale du probléme P;.

Lemme I1.1.6. Si (u,0,D,p) est une solution classique du probléme Py, alors (o,D)

satisfait
(I1.1.35) o€o, (r—o.e(u))y >0, Vreo.
(11136) —D e @, (E + D,V(,O)[ﬁ(g)d = O, VE € ©.

Démonstration. En prenant v = 2u et v = 0 dans (I1.1.21), on obtient
(I.1.37) (o,e(w))r + h(u) = (fu)v.
En utilisant maintenant (11.1.21) et (I11.1.37), nous déduisons que
(0.6(0))r — (e(w) + h(v) — h(w) = (@e(0)n +h(®) - (fa)
= (fo)v = (Fu)v.

Ce qui donne
(o,e(v))y +h(v) > (fv)y YveV.

Nous déduisons que o € ©.
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Soit 7 € O, il vient a présent de la relation (I1.1.37) que
(T—oe)y = (Te(w)n— (o.(u)n
= (re(w)y+h(u)— (fu)y >0 (car 7 € O).

Ce qui implique que la relation (I1.1.35) est vérifiée.

Considérons maintenant I’élément E € D et en utilisant la relation (I1.1.22), il découle
(E+DN@)2qe = (EVo)rqu+ (D,Ve)2q)
= (@P)w = (¢:p)w = 0.

Ce qui implique (I1.1.36). O

D’aprés la définition (I1.1.34) de T, on peut écrire la loi de comportement (I1.1.1)-

(I1.1.2) sous la forme:

o =Fe(u)—EE(p) =T
—D = —Ee(u) — BE(p) =Ty

oo
S
g4 4
s 5

ou encore

(o, — D) =T(e(u),Vy).

Or T est inversible, on a donc

ou encore
(11.1.38) e(u) = T (o, — D),
(11.1.39) Vo = T, (e, — D).

oit T;* et Ty représentent les composantes de I'opérateur T—! : L2(Q)? x H —
LY Q)% x H.

Ainsi, en remplagant (I1.1.38)—(I1.1.39) dans (I1.1.35)—(I1.1.36), on obtient la for-

mulation duale suivante du probléme en termes de o et de D.

Probléme P4, Trouver le champ des contraintes o € H et le champ des déplacements
électriques D € L*(Q)? tels que

(11.1.40) occO, (T;'(e,-D)T—-0)y>0 Vreco.
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(I11.1.41) -De®, (T;'(e,—D),E+D)zu=0, VE€D.

Le premier résultat essentiel, que nous démontrons par la suite est le suivant.

Théoréme I1.1.7. On considere les hypothéses (11.1.10)—~(11.1.15). Alors, le probleme
PY4 possede une solution unique (o,D) € Hy x W.

La démonstration du théoréme II.1.7 est basée sur un résultat abstrait mis en
évidence dans I’étude d’une classe d’inéquations variationnelles, que nous rappelons au
théoréme 1.3.12 (page 36). Nous commengons tout d’abord par le résultat d’équivalence

suivant.

Lemme I1.1.8. Le couple (o,D) € Hy xW est une solution du probléme variationnel

PV4 si et seulement si
(T1.1.42) x € 5, (T ',y —x)y >0, Vye€Ss.

o x=(o,— D), S=0x2.

Démonstration. On note x = (o, — D) et on rajoute (I1.1.40) et (I1.1.41) en
appliquant le lemme I1.1.5 et le théoréme 1.3.12, on obtient aisément

(T 'x,y —x)y > 0.
Réciproquement, soit x = (o7, — D) € S. Supposons qu’on a
(T'x,y —x)y >0, Vy=(r,E)€S.
Et d’aprés la définition de T, il vient
(I1.1.43) (T (o,—D),7—0)u+(T; (0,—D),E+D)2qe >0, Vy=(7,E)€S.
En prenant maintenant E = —D € ® dans (I1.1.43), on obtient

(Ty' (e, — D), — o)y >0, V7 eO.

Ce qui implique que U'inégalité (I1.1.40) est vérifiée.

De plus, en prenant 7 = o € © dans (I1.1.43), on en déduit :

(11.1.44) (T3 (o, — D),E + D)2y >0, VE€D.
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Posons maintenant F' = —FE — 2D, on définit ainsi un élément de ’ensemble ® : on a
en effet, pour tout ¢» € W,

(F,Vw)LQ(Q)d - (—E - 2D,V'¢)L2(Q)d — —(E,vw)LQ(Q)d - 2(D,V’I7D)L2(Q)d
Ainsi, en remplacant E par F dans (I1.1.44), on obtient
(T51<U> - D)7F + D)LQ(Q)d = (T;1<07 - D)? —FE—-2D + D)LQ(Q)d
= (’]P;l(()', — D), —F — D)LQ(Q)d >0, VE € ®.
Ce qui donne
(11145) (T;l(d, — D),E + D)Lz(Q)d < O, VE ¢ ®.

Nous déduisons des inégalités (I11.1.44) et (I1.1.45), que la relation (I1.1.41) est vérifiée.
Ce qui démontre le lemme I1.1.8. O

Venons-en a la démonstration du théoréme 11.1.7.

Démonstration du théoréme I1.1.7. Supposons dans la démonstration de ce théo-
réme que les hypothéses (I1.1.10) (IL.1.15) sont vérifiées.

On a d’une part, T~! est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz (consé-
quence du lemme I1.1.5). Et d’autre part, S est convexe, fermé et non vide de Y, en
effet: (e(f), — Vq) € S.

Il s’en suit du théoréme 1.3.12 (page 36), qu’il existe une unique solution x € Y du
probléme (I1.1.42). En utilisant le lemme I1.1.8, il résulte que le probléme duale P)<

admet une unique solution.

Nous prouvons maintenant la régularité de cette solution, considérons a présent x =
(6,— D) €S =06 xD,nous obtenons o0 € ©, — D € D.

Nous pouvons alors conclure que
(g,e(v))y +h(v) > (fv)y YveV.

(DY) 2y + (¢0)w =0 VY € W.

En prenant maintenant +v € C5°(Q)¢ et ¢ € C5°(Q2) dans les deux relations préceé-

dentes, nous avons

(g.e(v))n = (fv)y Yo € CF(Q)™
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(D,\VY) 20y + (¢:0)w =0 Vi € C5°(Q).
Et en utilisant les notations (II1.1.15) et (III.1.16) nous trouvons
Dive + f, =0, divD = qq.

De (I11.1.15) et (II1.1.16), il s’en suit que Dive € L*(Q)¢ et divD € L*(Q2) et par

conséquent, on a la régularité
o c Hl, D e W.

Ce qui achéve la preuve du théoréme I1.1.7. O
Notre deuxiéme résultat essentiel de cette section, qui assure le lien entre la solution

(u,) du probléme P! et la solution (o,D) du probléme PY?, est le suivant.

Théoréme I1.1.9. On considére les hypothéses (11.1.10)—~(11.1.15).
(1) Soit (u,p) est la solution du probleme PY obtenu dans le théoréeme I1.1.1 et

sotent o, D définis par
(I1.1.46) o = Fe(u)+EVo,
(I1.1.47) D = E&e(u)—PBVo.

Alors (o,D) est solution du probléeme P

(2) Réciproquement, soit (o,D) la solution du probléme P)¢ obtenu dans le théo-
réme 11.1.7. Alors il existe une unique w € V' et une unique ¢ € W tel que (11.1.46)
et (I1.1.47) sont satisfaites et par ailleurs, (u,p) est solution du probleme P .

Interprétation. Ces solutions des problémes P et P4 sont donc liées par la loi de
comportement (I1.1.46) (I1.1.47).

Démonstration. (1) = (2) Soit (u,p) une solution du P} et (o,D) donnée par
(I1.1.46)~(IL.1.47).
Nous obtenons, en mettant les relations (I1.1.46) et (I1.1.47) dans P, que

(I1.1.48) (c.e(v)—e(uw)y+h(v) —h(u) > (fv—u)y YveV.
(I1.1.49) (DY) 2 + (q)w =0 Vi eW.
En prenant v = 2u et v = 0 dans (I1.1.48), on obtient

(I1.1.50) (o.e(u))y + h(u) = (fu)y.
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En se reportant aux relations (I1.1.48) et (I1.1.50), nous déduisons
(0.6()n + h(v) = (fo)y VoeV.

D’ou,
o€ 0.

En outre, de (I1.1.50), nous avons
(T —0oe@)n = (1.6(v)n—(0.6(v))n
= (1.e(v))y+h(u)— (f,v—u)y >0 pour tout 7 € 6.
Des relations (I1.1.46), (I11.1.47) et (I1.1.34), nous pouvons dire que
(0, = D) = T(e(u), Vo),

ou encore,
e(u) =T, (o, — D).

On remplace ceci dans (7 — o,e(u)) > 0 pour obtenir
(T (o, — D), — )y > 0.
Ce qui implique (I1.1.40).
En outre, il s’en suit de (I1.1.49) que
(D,VY) 2 ya + (¢,0)w = 0.

Ce qui implique que —D € ®.
D’autre part, en prenant ¢ = ¢ dans (I1.1.49), on obtient

(E+D,T;' (o, — D))r20)e = (E+ D, V)2
= (E,V(p)Lz(Q)d + (D,Vg&)Lz(Q)d
= (EN@)2qe— (¢p)w =0 VE €D.

Donc, on a prouvé (I1.1.41) ; et par conséquent, 1) = 2).

(2) = (1) Soit (o,D) une solution du P/¢ et soit 7 € H tel que (1,6(v))y = 0
pour tout v € V. Il vient d’ici que 7 € e(V)™, ou &(V)" représente I’orthogonal dans
H de V'espace (V) = {e(v) |v € V} C H.
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Onao+xT1€0O;en effet:
(o £T.e(v))y+h(v) = (0.e(v))y+ h(v)
> (fo)y YweV (car o € O).
En prenant maintenant o + 7 dans (I1.1.40), on obtient
(Ti'(o, = D)m) =0 = Ti'(o,—D)ee(V)— =eV),

car (V') est un sous-espace fermé de H. La derniére inégalité montre qu’il existe u € V'
tel que T;' (o, — D) = e(u), et, vu Iinégalité de Korn, I'élément w € V est unique.

Soit maintenant 7 € VW, on VW représente I'orthogonal de 'espace VW =
{Vi | ¢ e W} dans L*(Q)% On a (7,.V)12qu =0 Vip € W.
On a aussi —D + 7 € D, en effet:

(=D +1,VY)r2(pa = (=D, V) 22 = (¢:%)w-
En prenant maintenant E = —D + 7 dans (I1.1.41), on a
(T3' (o, — D), 1) 2qe =0 = Ty'(o,— D)€ VW  (car 7€ VW),
— T;Yo,—-D)c VW (car VW =VW).
Compte tenu du l'inégalité de Friedrichs-Poincarré, il existe un unique ¢ € W tel que
T;' (o, — D) = V.
En conclusion, nous avons
} = T (o, D) = (e(u),Vy),

— (0,— D) =T(e(u),Vyp),
o = Fe(u)+ EVo,
{ D = E&e(u) — BVe.
Enfin, on trouve (I1.1.46)—(I1.1.47).
Il reste & prouver que (u,p) est solution du probléme P .

3

En utilisant la proposition 1.3.11 et le fait que h : V' — IR, définie par (I1.1.20), est

convexe, propre et semi-continue inférieurement, il vient que h est sous-différentiable
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sur V. Donc, il existe un } € V tel que

h(v) — h(u)

v

(}7'0 —u)y
> (f,'v—u)v+(}—f,’v—u)v Vv e V.

En utilisant la définition (I.2.5), nous déduisons que

(e(F = £)e(v) — e+ h(v) = h(w) > (fo —u)y YveV.
En prenant 7 = 6(} — f) € H dans la derniére inéquation, il vient
(I1.1.51) (Te(v) —e(u))y + h(v) —h(u) > (fv—u)y YveV.
En remplagant v = 2u et v = 0 dans (I1.1.51), nous déduisons que
(I1.1.52) (T.e(w)y + h(u) = (f,u)y.
En se reportant aux relations (I1.1.51) et (I1.1.52), nous déduisons

(Te(v))y + h(v) > (fiv)y YveV

Il vient & présent de la définition de © que 7 € ©.

En prenant maintenant 7 dans (I11.1.40), sachant que T~ (o, — D) = g(u), il résulte
(I1.1.53) (T—0oe(u)y>0 = (T.e(u)y > (0.e(u))x.
Maintenant, de (I1.1.52) et (I[.1.53), il est clair que

(Fu)y = (o.e(w)n + h(u).

L’inégalité opposée provient de la définition © tant que o € © et u € V. Nous pouvons

alors conclure que
(I1.1.54) (o)) + h(w) = (F.u)y
Ainsi, pour tout v € V, on a
(06(v) — e(w)) + h(v) — hlw) — (f0 —u)y
= (0.2(0) + h(v) = (F )y — {(o.e(w)n + hu) — (fu)y).

. .

-~~~

>0 cal oco —0 par (I1.1.54)
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Par conséquent,
(g.e(v)—e(u)y+h(v) —h(u) > (fv—u)y YveV.

En utilisant (I1.1.46), on obtient (I1.1.23).

Par ailleurs,
-De® = (-DNV¢)pque—(¢¥)w=0 YeW,

= (D,VY)p20pa+ (¢¢)w =0 Vi eW.

Enfin, on trouve (I1.1.24), ce qui conclut la démonstration. O
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Chapitre 2

Probléme électro-élastique avec
compliance normale et frottement de
Coulomb statique

Nous considérons un modéle mathématique qui décrit le contact entre un corps pié-
zoélectrique et un isolateur. La loi constitutive de comportement est supposée non-
linéaire et électro-élastique, et le processus est statique. Le contact est modélisé par
une condition de compliance normale et la loi de frottement associée est de type de
Coulomb. Nous obtenons ensuite une formulation variationnelle du modéle sous une
forme d’un systéme couplé impliquant le déplacement élastique et le potentiel élec-
trique. Ensuite, nous fournissons I’existence d’une solution faible du probléme et, sous
une hypothése de petitesse concernant les fonctions de compliance, son unicité. Nous
étudions ensuite la dépendance de la solution par rapport aux fonctions de compliance
pr (pour r = v,7). Puis nous obtenons un résultat de convergence. L’exposé de 'en-

semble des résultats de ce chapitre se trouve dans [100].

2.1 Probléme mécanique et formulation variationnelle

La situation physique est la méme que celle décrite au chapitre précédent, schéma-
tisée a la figure 1.1.1 p.6. La différence vient ici de la condition de contact considérée
sur la partie I's car ici le contact est avec compliance normale et se fait avec frottement
de Coulomb. Ces conditions de contact et de frottement sont explicitées aux relations
(I.1.33) et (I.1.39). De ces considérations physiques, le probléme classique se formule

comme suit :
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Probléme P,. Trouver le champ des déplacements u : Q — IR?, le champ des
contraintes o : Q — S?, le potentiel électrique ¢ : Q — IR ainsi que le champ des

déplacements électriques D : Q — IR? tels que

(I1.2.1) o=Fe(u) — EE(p) dans €,
(I1.2.2) D = E&e(u)+ BE(p) dans  Q,
(I1.2.3) Dive + f,=0 dans €,
(11.2.4) divD = ¢ dans
(I1.2.5) u=0 sur Iy,
(I1.2.6) ov=Ff, sur Iy,
(I1.2.7) -0, = py(u, — g) sur s,
(I1.2.8) {HUTH = el =9, sur I3,
or = —p(u, — )y st ur #0
(I1.2.9) =0 sur Iy,
(I1.2.10) D v=qg sur  I.

Les équations (I1.2.1) et (I1.2.2) représentent la loi constitutive du corps considéré. Les
équations (I1.2.3) et (I1.2.4) sont les équations d’équilibre, tandis que les conditions
(I1.2.5) et (I1.2.6) sont respectivement, des conditions aux limites en déplacements et
en tractions. Les conditions (I1.2.7) et (I1.2.8) représentent la condition de contact
avec compliance normale et avec frottement de Coulomb associé, et pour finir, (I1.2.9)
et (I1.2.10) sont les conditions aux limites électriques.

Pour I’étude du probléme Ps, nous faisons les hypothéses suivantes sur les diverses
quantités intervenant dans le probléme électro-élastique. L’opérateur d’élasticité F

satisfait les propriétés suivantes:
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((a) F:Q xS — 8,

(b) il existe Mz > 0 telle que

| F(x,&) — F(2,)| < M£|&; — &l
VELE, €SYpp. e

(c) il existe mz > 0 telle que

(F(x,&) — F(x,&,)) - (&1 — &) = mz|§ — 52”2
VELE, €S pp. e

(d) application @ — F(«,&) est Lebesgue mesurable sur €2,
pour tout & € S%.

(11.2.11)

(e) application @ — F(x,0) € H.

\

Le tenseur piézoélectrique £ vérifie

(a) € = (i) : @ x S* — R
(11.2.12) {

(b) €ijk = Cikj € LOO(Q)

Le tenseur diélectrique 3 est symétrique, défini positif et vérifie

;

(a) B=(B;): Q@ x R — R".
(b) Bij € L=(9).
(11.2.13) (©) By = B
(

d) il existe mg > 0 telle que S;;(x)E;E; > mg||E|?
\ VE = (E;) €eRY pp. x e

De méme, nous supposons que les fonctions de compliance p, (r = v,7) satisfont
(((a) pr: T3 x R—R,.

(b) 3L, > 0 telle que |p.(z,u1) — pr(z,u2)| < Ly|u; — ug|

Vuy,ug € R,p.p. z €3
(11.2.14)
(c) V'application x — p,(x,u) est Lebesgue mesurable sur I's,

pour tout u € R.

( (d) z — py(z,u) =0, pour tout u < 0.

Dans la premiére partie du mémoire nous avons donné un exemple de fonctions de

compliance normale qui satisfont les hypothéses (11.2.14), voir (I1.1.34).
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On suppose que 'interstice g est tel que
(I1.2.15) g€ L*(T'3), ¢g>0 p.p. sur s,
et que les forces volumiques f et les tractions surfaciques f, ont la régularité
(11.2.16) Ffo € LX), £, € LA(Ty)"
Finalement, les charges électriques dans le milieu et sur la partie I', satisfont
(I1.2.17) G € L*(Q), @€ L*Ty), ¢ =0 pp.surls.

Le théoréme de représentation de Riesz entraine I'existence de deux éléments f € V
et ¢ € W tel que:

(I1.2.18) (f,v)V:/Qfo-vdx—i—/F fo-vda Vo €V,

(112.19) (@:0)w = /Q doth d — / pda Vi eW.

Soit h : V x V — IR la fonctionnelle définie par
(I1.2.20) h(u,v) = / py(u, — g)u, da +/ pr(u, — g)||lvr|[da Yu,veV.
I's I's

Nous notons qu’en utilisant (I1.2.14)—(I11.2.17), les intégrales dans (I11.2.18)—(11.2.20)
sont bien définies.

Si (u,0,p,D) sont des fonctions réguliéres qui satisfont (11.2.3)—(I1.2.10), alors u €
V., p € W. En utilisant la formule de Green, on obtient

(I1.2.21) (o.e(v) —e(uw)y + h(uw) — h(u,u) > (fv—u)y Yvev,

(11222) (D,V@/J)[;(Q)d + <Q,¢>W =0 Vy e W.

En mettant (I1.2.1) dans (I1.2.21) et (I1.2.2) dans (11.2.22) et du fait que E = —Vp,
nous obtenons la formulation variationnelle suivante du probléme P, en termes de

déplacement et de potentiel électrique.

Probléme PZV. Trouver le champ des déplacements w € V' et le potentiel électrique
p e W tels que

(11.2.23) (Fe(u),e(v) —e(u))n + (E°Vp,e(v) — e(u)) 20

+h(u,w) — h(u,u) > (fv—u)y Yo eV,
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(I1.2.24) (BVO,VY) 12090 — (E€(u), V) 12(q)e = (¢,0)w Vi € W.

Une paire de fonctions (u, ¢) qui satisfait (11.2.23) (I1.2.24) s’appelle solution faible
du probléme mécanique (I1.2.1)—(11.2.10).

2.2 Existence et unicité de la solution

Notre intérét principal dans ce paragraphe est d’obtenir un résultat d’existence et

d’unicité pour le probléme variationnel Py .

Théoréme I1.2.1. Supposons vérifiées les conditions (11.2.11) (I1.2.17). Alors :
(1) Le probleme PY posséde au moins une solution (u,p) € V x W.

(2) Il existe Loy dépendant de Q, Ty, I's, T'y, F, B tel que si L, + L, < Ly, alors
le probléeme PQV posséde une solution unique (u,p) € V. X W qui est une fonction
Lipschitzienne de (f,q) € V x W.

La démonstration du Théoréme I1.2.1 sera réalisée en quelques étapes. On va uti-
liser le théoréme 1.3.14 (page 37). Nous supposons ensuite que (11.2.11)—(I1.2.17) sont
vérifiées.

Considérons a présent 1’espace de Hilbert réel X = V X W muni de produit scalaire

donné par
(I1.2.25) (x,y)x = (u,v)y + (p,)w Ve = (u,p),y=(vy) e X
et soit || - [[x la norme associée.

Nous introduisons 'opérateur A : X — X défini par

(11.2.26) (Ax,y)X = (Fs(u),s(v))H + (,BVQO,V@D)[Q(Q)d
+(EVp,e(v))n — (Ee(u),VY)2(q)a
V= (u,p),y = (v¢) € X,

et nous prolongeons la fonctionnelle 4 défini par (I1.2.20) sur X x X en posant
(11.2.27) j(@y) =h(uw) Vo= (uyp)y=(vy)€X.
Finalement, nous considérons 1’élément f € X donné par:

(11.2.28) f=(fq <X
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Nous commencons par le résultat d’équivalence suivant.

Lemme I1.2.2. Le couple x = (u,p) est une solution du probléeme P) si et seulement

si
(11.2.29) (Az,y —2)x + j(zy) — j(zz) > (fy—x)x Vye X.

Démonstration. Il suffit d’établir I’équivalence entre (I11.2.23)-(11.2.24) et (11.2.29).
Soient alors z = (u,p) € X une solution de (11.2.23)—(I1.2.24) et y = (v,¥)) € X.
En utilisant (I1.2.23) pour ¥ — ¢ puis en faisant I'addition de I'égalité obtenue avec
(I1.2.24), on obtient moyennant (I1.2.25) (I1.2.28) I'inégalité (I1.2.29). Réciproque-
ment, supposons que x = (u,p) € X est une solution de (11.2.29). En prenant y = (v,y)
dans (I1.2.29) ot v est un élément arbitraire de V', on obtient (I1.2.23). En appliquant
maintenant (I1.2.29) pour y = (v, + v) puis pour y = (v,p — 1)) ol ¢ est un élément
arbitraire de W ; on obtient (11.2.24), ce qui termine la démonstration du lemme 11.2.2.

O

[’étape suivante consiste a exploiter les propriétés de I'opérateur A défini par
(11.2.26).

Lemme 11.2.3. L’opérateur A : X — X est fortement monotone et de Lipschitz.

Démonstration. Soient x; = (u1,p1) et 2 = (Ug2,92) € X. En utilisant (11.2.26)
pour {x =z, y = 1 — T2} et {x = xo, y = 1 — 2} puis en faisant la différence des

deux expressions obtenues, on a:

(I1.2.30) (Azy — Azg,xq — x9)x =
(Fe(ur) — Fe(uz).e(ur) — e(uz))n + (BVer — BVe2, Vo1 — Vo) 20y +
(EVip1 — EVipge(ur) — e(u))n — (Ee(ur) — Ee(ur),Vor — Vo) 2y

Sachant d’autre part que (£*V,e(u))y = (E€(u), V)20 pour tout z = (u,p) € X
(voir (1.1.20) p.11), il résulte

(Axl — Azy,xy — JUQ)X =

(Fe(ur) — Fe(ug),e(ur) — e(u2))n + (BVr — BV, V1 — Vo) 2y

En utilisant maintenant (I1.2.11) et (I1.2.13), il vient & partir de I'inégalité de Friedrichs-
Poincaré (voir (1.2.8) p.26) qu’il existe ¢; > 0 ne dépendant que de F, 3, Q et ', tel
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que

(11231) (A.Il — ALL’Q,ZL’l — l’g)X > cl(||'u,1 - ’U/QH%/ + ||Q01 - SO?HI%V)
Gardant a Uesprit (I1.2.25) il s’en suit que

(11232) (Al’l - AI’Q,I’l - ZL‘Q)X Z C1 ||l'1 — I’QH%

En utilisant maintenant (I11.2.11) (I1.2.13), il vient aprés quelques calculs qu’il
existe une constante ¢y > 0 ne dépendant que de F, B et £ tel que

(Azy — Azz.y)x < eo[|ur — wallvllvlly + [ler — p2llwllvllv +
[ur = w2y [[¥llw + [l = wallwlldlw)
pour tout y = (v,10) € V. Il résulte de cette derniére inégalité et de (I11.2.25) que
(Azy — Ampy)x <depl|z — zo|xlylly  Vye X
et, en prenant y = Ax; — Axy € X dans I'inégalité précédente, on obtient
(I1.2.33) | Az — Azl x < 4deg ||z — 22| x-
Le lemme I1.2.3 est a présent une conséquence de (11.2.32) et (11.2.33). O

Maintenant nous étudions les propriétés de la fonctionnelle j donnée par (11.2.27),
(I1.2.20). Nous voyons que j satisfait la condition (I1.3.4) p.36. D’ailleurs, nous avons

les résultats suivants.
Lemme 11.2.4. La fonctionnelle j satisfait les conditions (1.3.6), (1.3.7) et (1.3.8).

Démonstration. Soientn = (w,§), x = (u,p) des éléments de X et prenons A €]0,1].
En utilisant la définition (I1.2.27) de la fonctionnelle j, il vient que

Jna — Ax) — () = A /

I's

py(wu - g)uu da — )‘/ pT(wV - Q)HUTH da

I's

et, comme p, > 0 p.p. sur ['3, nous trouvons

Jmx —Ar) — j(nx) < —A/ pu(w, — g)u, da.

I's

Nous déduisons de (1.3.5) que

(I1.2.34) Ja(n,x; —z) < —/ po(w, — g)u,da V= (we),z=(uyp) € X.
I's
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Considérons a présent les suites {z,} = {(un,0,)} C X et {t,} C [0,1] telle que
|znl|x — oo. Utilisant maintenant (11.2.14), il vient que p,(t,un, — g)(tn, — g) > 0
p.p. sur I's. 1l s’en suit de (I1.2.34) que

Jo(tn@n,Tn; —2) < —/ gpy (tpwn, — g)da  Vn € N,
I's
et, comme g > 0, p, > 0 p.p. sur I's, nous déduisons
Jo(tnTp,tn; —1,) <0 Vn e N.

Ce qui prouve que la fonctionnelle j satisfait la condition (I1.3.6).

Considérons maintenant les suites {z,,} = {(un,pn)} C X et {n,} = {(wn,&,)} C
X telles que

(11.2.35) ln.llx <C  VneN.

(I1.2.36) |zn||x — o0,

ou C' > 0. D’apreés (11.2.34) et (I1.2.14), nous déduisons que

]é(”naxnv _'rn) S / pll(wnu - g)‘um/| da S LV/ |wnl/ - gHunu‘ da

I's I's

< Ll/ (me/HLQ(Fg) + ”gHLQ(FS))Hu”HLQ(FS)

pour tout n € N. Utilisant maintenant (I1.2.7) et (I1.2.35) dans 'inégalité précédente

nous obtenons
(11.2.37) Jo(MnsTn; — 1) < LVC()(CCQ + HgHL2(1“3))H$nHX Vn € N.

Ainsi, des relations (I1.2.36) et (I1.2.37), nous pouvons conclure que la fonctionnelle j
satisfait la condition (I1.3.7).

Finalement, Prenons {z,} = {(un,n)} C X, {m} = {(w,.&,)} C X deux suites
vérifiant: z, — x = (u,p) € X et n, = n = (w,§) € X. En se rappelant que
lapplication trace est une application compacte et en utilisant ’hypothése (I1.2.14),
il vient que

Upy — Uy, |tnr || — ||u-]| dans L2(F3),

pr(wnu - g) - pr(wu - g) dans LQ(F3) (T =V, 7—)‘

84



Partie IT Chapitre 2  Probléme électro-élastique avec compliance normale et
frottement de Coulomb statique

Nous obtenons ainsi

qui prouve que la fonctionnelle j satisfait la condition (1.3.8). a

Lemme 11.2.5. La fonctionnelle j satisfait ['inégalité
(I1.2.38)  j(zy) = j(z2) +j(y.x) = i (yy) < (Lo + Lo)llz —yl[k Yoy e X.

Démonstration. Soit z = (u,p), y = (v,0) € V. Utilisant (11.2.27), (I1.2.20) et
(I1.2.14) nous avons
Jay) = i) + jy,x) — 5(y.y)

B /1“ (pl/(uv - g) - p,,(v,, - g)) (UV - ul’)da
= [ =) = prto, = ) ol = ) o
< [ vt =) = oo = 9) o = wlde

+/F [P+ (uy = g) — P (v = gl [ o[l = [lu-| | da
3
< (LV + L'r) Ju — v||%2(1—‘3)d'

Utilisant maintenant (1.2.7) et (I1.2.25) dans l'inégalité précédente nous obtenons
(11.2.38). O

A présent que nous avons démontré que la fonctionnelle j entre dans les hypothéses

du théoréme 1.3.14. p.37, nous pouvons passer a la démonstration du théoréme I1.2.1.

Démonstration du théoréme I1.2.1. Supposons dans la démonstration de ce théo-
réme que les hypothéses (11.2.11)—(I1.2.17) sont vérifiées.

(1) En utilisant les lemmes 11.2.2 et 11.2.3, ainsi que le théoréme 1.3.14. 1), il vient
que l'inégalité variationnelle (11.2.29) a au moins une solution z = (u,p) € X. Nous
concluons grace au lemme 11.2.1 que le couple (u,p) est une solution du probléme P’
ayant la régularité (u,p) € V. x W.

c
(2) Soit Ly = —; ol ¢; et ¢y est définie respectivement par (I11.2.32) et (1.2.7). Un
=0}
tel réel Ly dépend seulement de €0, 'y, I's, 'y, F et de 3. Supposons a présent que

L,+ L, < Ly.
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Il existe alors un réel o € IR tel que
(L, +L;) <a<e.

Des relations (I1.2.38) et (I1.2.32), nous pouvons conclure que la fonctionnelle j satisfait
la condition (1.3.9). En utilisant a présent le lemme I1.2.1, ’hypothése (I1.2.28) ainsi
que le théoréme 1.3.14. 2), on obtient que le probléme P)” admet une solution unique
(u,p) € V x W qui est une fonction lipschitzienne de (f,q) € V x W. O

Un “quadruplet” (u, o, ¢, D) satisfaisant aux relations (I1.2.1), (I1.2.2), (I11.1.23)-
(T11.1.24) s’appelle solution faible du probléme mécanique P,. Nous concluons par
le théoréme 11.2.1 que le probléme P, admet une solution unique sous réserve que
L, + L. < Lg. En ce qui concerne la régularité de la solution faible, il suffit de référer
a la régularité de 1’élément (u,p) € V x W, ala loi (I1.2.1)—(I1.2.2) et aux hypothéses
(I1.2.11)—(I1.2.17) ; nous obtenons alors que o € Hy, D € W.

2.3 Dépendance continue par rapport aux données

Dans cette section nous étudions les comportements de la solution du probléme Ps
donnée par le théoréme I1.2.1, liés aux perturbations des fonctions de compliance p,,
et p.. Nous supposons dans la suite que (11.2.11)—(I1.2.17) soient vérifiés. Pour chaque
a > 0, soit p® une perturbation de p, qui satisfait (I1.2.14) avec une constante de

Lipschitz LY, r = v,7. En outre, nous supposons la condition suivante :
(11.2.39) il existe L, < Lo tel que L, + L, < L., LY+ L> <L, Va >0,

ou Ly est définie dans le théoréme I1.2.1 2). Nous introduisons la fonctionnelle h* qui
s’obtient de h en remplacant respectivement p, et p, par pS et p®. Nous considérons

maintenant le probléme variationnel suivant :

Probléme PX. Trouver le champ des déplacements u® € V' et le potentiel électrique
©* € W tels que

(I1.2.40)  (Fe(u®),e(v) —e(u®))y + (£ Ve*e(v) — e(u”)) 2y
+h%(u* ) — K (uu®) > (fv—u®)y Yvel,

(11.2.41) (BYS™ V) 20yt — (E€(u), V) 2y = (q0)w Vb € W.

Il est clair que le probléme PV représente une formulation variationnelle du pro-
bléme de contact électro-élastique P“ obtenu a partir du probléme P, en remplacant,
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respectivement, les fonctions du compliance p, et p, par les fonctions du compliance
p% et p®. En utilisant le théoréme I11.2.1, moyennant (I1.2.39), il résulte que le pro-
bléme PY a une unique solution (u®,p*) € V x W, pour chaque o > 0. D’ailleurs, le
probléme P} a une unique solution (u,p) € V x W.

Supposons maintenant que les fonctions de compliance satisfont I'hypothése sui-

vante pour r = v,7:

il existe a, : IR, — R et b, : IR, — IR tels que:

(a) [pf(z,u) — pr(zu)| < ar(@) Jul + b(a) Vue R,
p-p- © € I's, pour tout a > 0.

(b) lin% a,(a) =0, lin% b.(a) = 0.

(11.2.42)

Sous ces hypothéses, nous avons le résultat de convergence suivant.

Théoréme 11.2.6. La solution (u®,p*) du probleme PY converge vers la solution

(u,p) du probleme Py dans le sens suivant :

(I1.2.43) u* —u dans V quand o — 0,

(I1.2.44) % — dans W quand o — 0.

Démonstration. Soit o > 0. Partout dans la suite ¢ représentera une constante
positive qui dépend des données de départ et de la solution u mais est indépendante
de « et dont la valeur pourra changer de ligne en ligne.

Utilisant maintenant (I11.2.23), (I1.2.24), (I1.2.40) et (I1.2.41) et aprés quelques calculs,

nous obtenons
(I1.2.45) (Fe(u®) — Fe(u).e(u®) —e(u))y + (E'Ve* — EVpe(u®) — e(u))x

< h(u,u®) — h(u,u) + h%(u®u) — h*(u,u”),
(I1.2.46) (BVe™ — BV, V* = V)20 — (Ee(u®) — Ee(u), V™ — V)2 = 0.
Additionnant (I1.2.45) et (I1.2.46) et en utilisant (I1.2.30)—(I1.2.31), on obtient

(11.2.47) c1(JJu® — |3 + [l¢* — 2l3) < h(u,u®) — h(u,u) + h*(u®u) — h*(u®u®).
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Nous notons que
h(u,u®) — h(u,u) + h*(u*u) — h*(u* u”)
= [ Gt = 9) =i = )05 — ) do

3

+ /FS(pT(UV —g) — 7wy — 9) (lugl = [u-) da.
Ce qui implique
(I1.2.48)  h(u,u®) — h(u,u) + h*(u® u) — h*(u*u®)

< [ s = 9) = sl = 9) + (o, = ) = 300 = )] Ju” — ] de
3
D’autre part, en utilisant I'inégalité triangulaire pour » = v ou 7, il vient que
pr(uy = g) = 7 (uy — )| < |pr(uy — g) — P (us — g
+ |7 (wy — g) — 7 (uy — 9)
et, gardant a lesprit (I1.2.14) et (I1.2.42)(a), nous obtenons
[pr(u — g) = (uy — 9) < ar(a)uy — gl + br(@) + L7 |1y — |

p.p. sur I's. Nous mettons I'inégalité précédente dans (11.2.48) et en utilisant (1.2.7),
on obtient aprés quelques calculs

(11.2.49) h(u,u®) — h(u,u) + h*(u®u) — h*(u*,u®)
< clay(@) +ar(a) + by(a) + by ()] | u® — ully
+ (L) + L) |lw” =y

Maintenant, de (I1.2.39) il est clair que ¢3(L* + L%) < 2L, < c¢; et en combinant
(I1.2.47) et (11.2.49), nous déduisons que

(11.2.50) lu® —ullf + o™ = ol
< clay(@) + ar (@) + by (@) + br(@)] |u® — ully.
Ce qui implique

(11.2.51) Ju® —ully < cla(a)+ar(a) + by (a) + b (a)].
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Le théoréme I1.2.6 est maintenant une conséquence de (I11.2.51), (I1.2.50) et (I1.2.42)(b).
O

Nous prolongeons maintenant le résultat de convergence du théoréme I1.2.6 a la

solution faible du probléme électro-élastique de contact. Soient o et o définis par
(11.2.52) 0% =Fe(u*) —E'E(p*), o=Fe(u)—EE(p).

Soient, de plus, D* et D définis par

(I1.2.53) D =E&e(u”)+ BE(¢*), D =~Ee(u)+ BE(p).

Il est clair que %, 0 € H; et D% D € V. Nous avons aussi

(I1.2.54) Dive® =Dive = —f, dans (,

(I1.2.55) divD® =divD =¢q, dans .

En outre, de (I1.2.52)—(I1.2.55) et des hypothéses (I1.2.11)—(11.2.13) concernant les
opérateurs F, £ et 3, nous obtenons que

lo® = ollw < c(u® —ullv +[[¢* = ¢llw),
I1D* = Dllw < e((lu® = ully + [l¢* = ¢llw).
Pour conclure, de (11.2.43) et (I1.2.44) il s’en suit que

(I1.2.56) o —o dans H; quand o — 0,

(I1.2.57) D* — D dans W quand o — 0.

En dehors de I'intérét mathématique, le résultat de convergence (11.2.43), (I1.2.44),
(I1.2.56) et (I1.2.57), est important dans les applications, car il indique que de petites
imprécisions dans les conditions de contact conduisent a petites imprécisions dans la

solution.
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Problémes quasistatiques
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Partie 111

Problémes quasistatiques

Dans cette partie du mémoire, composée de deux chapitres, nous procédons a
I’étude des problémes de contact avec ou sans frottement, entre un corps électro-
élastique ou électro-viscoélastique et une fondation isolatrice en se placant dans les
hypothéses de petites déformations. La nouveauté réside ici dans le fait que le proces-
sus considéré est quasistatique ce qui conduit & un probléme dont la formulation faible
formulée en déplacements et en potentiel électrique est exprimée en terme d’inégalité

variationnelle d’évolution.

Le cas quasistatique est plus délicat ; il se caractérise par la présence de la dérivée
temporelle de la solution, ce qui conduit & imposer une valeur initiale pour le champ
des déplacements. Dans ce contexte, la plupart des travaux utilisent des lois de contact

régularisées.

Dans le premier chapitre, nous commencons par un probléme électro-élastique de
contact avec un frottement. Ce probléme conduit & I’étude d’une classe d’inéquations
variationnelles d’évolution avec fonction non différentiable dépendant de la solution.

Nous présentons un résultat d’existence de la solution.

Dans le deuxiéme chapitre, nous considérons un probléme modélisant le contact
unilatéral sans frottement d’un corps électro-viscoélastique avec une fondation rigide.

Nous présentons un résultat d’existence et d’unicité de la solution.
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Chapitre 1

Probléme électro-élastique avec
compliance normale et frottement de
Coulomb en vitesse

Dans ce chapitre, Nous abordons un probléme similaire a celui énoncé au chapitre
précédent. Il s’agit d’un probléme quasistatique de contact entre un corps de loi consti-
tutive électro-élastique linéaire et un obstacle assimilé 4 une fondation isolatrice. Le
contact est modélisé par une condition de compliance normale et la loi de frottement
associée est de type de Coulomb en termes de vitesse.

Nous présentons tout d’abord le probléme physique. De cette description, nous
dérivons une formulation variationnelle sous une forme d’un systéme couplé impliquant
le déplacement élastique et le potentiel électrique. Ensuite, nous fournissons 'existence
d’une solution faible du probléme moyennant des résultats généraux des inégalités
variationnelles d’évolution. Les résultats présentés dans ce chapitre font I'objet d’un
article [101].

1.1 Probléme mécanique

Nous reprenons la situation physique décrit dans la partie précédente, schémati-
sée a la figure I.1.1 p.6. Ici nous utilisons la méme loi constitutive électro-élastique
linéaire dans un processus quasistatique. Le contact est avec compliance normale, la
nouveauté résidant dans le fait que nous considérons une version plus générale de la loi
de frottement de Coulomb. Ces conditions de contact et de frottement sont explicitées
aux relations (I.1.33) et (I1.1.38). Une telle loi a déja été considérée dans [77]. De ces
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considérations, le probléme physique peut se formuler de la facon suivante:

Probléme Ps. Trouver le champ des déplacements u : Q x [0,T] — IR%, le champ
des contraintes o : Q) x [0,T] — S%, le potentiel électrique ¢ : Q x [0,T] — IR ainsi que
le champ des déplacements électriques D : Q x [0,T] — IR? tels que

(II1.1.1) o=Fe(u)—EE(p) dans  Q x (0,7),
(II1.1.2) D = E&e(u) + BE(p) dans  Q x (0,7),
(II1.1.3) Dive + f,=0 dans  Q x (0,7),
(I1.1.4) divD = q dans 2 x (0,7,
(TT1.1.5) u=0 sur Iy x (0,7,
(I11.1.6) ov=Ff, sur I'y x (0,7,
(I1.1.7) —0, = pu(u, — g) sur I's x (0,7,
lo- || < pr(w, — g),
(IT1.1.8) . sur '3 x (0,7),
0 = —peli — ) 5 i £0
(II1.1.9) =0 sur Iy x (0,7,
(II1.1.10) D v=q¢g sur Iy x (0,7,
(II1.1.11) U= U dans .

Les équations (ITI.1.1) et (IIL.1.5) représentent la loi constitutive du corps considéré.
Les équations (IT1.1.2) et (TT1.1.3) sont les équations d’équilibre, tandis que les condi-
tions (IT1.1.4) et (IIL.1.6) sont respectivement, des conditions aux limites en déplace-
ments et en tractions. Les conditions (II1.1.7) et (II1.1.8) représentent la condition de
contact avec compliance normale et avec frottement de Coulomb, (II1.1.9) et (II1.1.10)
sont les conditions aux limites électriques et pour finir, expression (II1.1.11) repré-

sente la condition initiale.

Précisons maintenant les hypothéses sur les données. Nous supposons que le tenseur
d’élasticité F, le tenseur piézoélectrique £ et le tenseur diélectrique 3 satisfont les
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propriétés suivantes:

(a) F = (fiju) : Q@ x ST — S%
(b) fijkr = frig = fjim € L=(2).

(I1.1.12)
(¢) Im >0 telle que fijmeien > mlel)?
Ve €S p.p. dans Q.
(I11.1.13) { (a) € = (eije) - A x S — R
(b) ek = eirj € L=(9).
(a) B=(8): Q x R — IR%.
(111.1.14) (b) By = By € L®(Q).

(c) il existe mg > 0 telle que G;;(x)E;E; > mg| E||?
VE = (E;) € R pp.x €.

Et remarquons que maintenant I'opérateur d’élasticité est supposé étre linéaire.

Dans ce chapitre, nous supposons que les forces volumiques f, les tractions f, et

les charges électriques volumiques ¢y et surfaciques ¢ ont la régularité

(I11.1.15) Ffo € WE=(0,T; L2(Q)Y), fo € WH(0,T; L*(T'3)),

(I11.1.16) qo € WH®(0,T; L*(2)), g2 € W'(0,T; L*(Ty)).

En plus, nous admettons que les charges électriques ¢o sur la partie I'y et 1"interstice

g satisfont les conditions

(111.1.17) () =0 sur Iy Vtel0T]

(IT1.1.18) ge L>*(3), g>0 pp.sur s

Rappelons que I'hypothése (I11.1.17) est de nature physique et elle considérée ici pour

modéliser le fait que la base est supposée étre isolatrice.
De méme, nous supposons que les fonctions de compliance p, (r = v, ) satisfont
((a) p, : T3 xR — R,.

(b) 3L, > 0 telle que |p,(z,u1) — pr(w,u9)| < Lypfuy — us)

(¢) x — pr(z,u) est mesurable Lebesgue sur I's, pour tout u € R.

L (d) z — p(z,u) =0, pour tout u < 0.
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Nous définissons maintenant les applications j:V xV — R, f :[0,T] — V
et ¢:[0,7] — W données par

(T11.1.20) j(u,’u):/r p,,(u,,—g)v,,da—l—/r pe(y — g)|0- ]| da,
(I1.1.21) (f(t),v)V:/QfO(t)~vd$+/F fo(t) - vda,

(111.1.22) (a(t) ) = / G0ty de — / 2 (1)) da,

Ty

pour tout u,v € V, ¢ € W et t € [0,T]. En utilisant les conditions (II1.1.15)—(III.1.19)
nous déduisons que les intégrales dans (I11.1.20) (IT1.1.22) sont bien définies.

Finalement, pour les données initiales nous avons considéré les hypothéses

(111.1.23) ug €V,
(IT1.1.24)  (Fe(uo).e(0))n + (€ Vip.e(w)) + j(uow) = (F(O)0)y Vo eV,

ol g est I'unique élément de W satisfait

(111125) (ﬁVgO(),vw)LQ(Q)d = (86(U0),V¢)L2(Q)d + (q<0),lp)w ‘v’w ew.

La définition de g est basée sur les conditions (I111.1.14), (1.2.8) et le lemme de Lax-
Milgram. Remarquons que (II1.1.24) représente une hypothése de compatibilité pour
les données du probléme P3. Ce type d’hypothése est fréquemment utilisé dans I’étude
des problémes quasistatiques pour les matériaux élastiques ou élasto-visco-plastiques

(pour plus de détails voir |49, 93]).

1.2 Existence de la solution

En utilisant la formule de Green et en supposant dans la suite que (u,0,0,D) sont

des fonctions réguliéres satisfaisant (II1.1.2)—(I11.1.10), nous avons

(ML.1.26)  (o(t).e(v) — e(u(t))r + j(u(t),v) — j(u(t)v) = (f(t),u(t) —v)v,

(H1.1.27) (D(t), V) a0y + (q(t) ¥)w =0,
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pour tout v € V, ¢ € W et t € [0,T]. Mettons maintenant (I11.1.1) dans (II1.1.26),
(II1.1.5) dans (II1.1.27) et gardant a l'esprit que E(p) = —V ainsi que la condi-
tion initiale (IT1.1.11) nous obtenons pour le probléme mécanique P3 la formulation

variationnelle suivante.

Probléme P). Trouver le champ des déplacements w : [0,T] — V et le potentiel

électrique ¢ : [0,T] — W tels que
(I11.1.28) (Fe(u(t)).e(v) —e(u(t)))n + (EVp(t).e(v) — e(u(t)))yn +

j(u(t)av) - J(u(t)>u(t)) > (f(t>7v - u(t»V VveV, pp te (O,T),

(IIL.1.29)  (BVe, V) r20pa — (Ee(u(l)), Vi) 12y = (q(t),0)w Vi € W,V € [0,T],
(TT1.1.30) u(0) = uo.

Le principal résultat, que nous démontrons par la suite est le suivant.

Théoréme III.1.1. Sous réserve que les hypothéses (111.1.12)~(111.1.19) et
(111.1.23)—(111.1.25) soient satisfaites, il existe un réel Ly dépendant seulement des
données Q, I'y, I's, T'y, F, B et & tel que si L, + L. < Lg alors le probleme variationnel

P?}/ posséde au moins une solution (w,p) qui vérifie la régularité

(I11.1.31) w€ W2 (0,T;V), e Whe(0,T;W).

Un “quadruplet” (u, o, ¢, D) satisfaisant aux relations (II1.1.1), (II1.1.5), (II.1.28)~
(II1.1.30) s’appelle solution faible du probléme mécanique P3;. Nous concluons par
le théoréme III.1.1 que le probléme P; admet au moins une solution sous réserve
que L, + L, < Lg. En ce qui concerne la régularité de la solution faible, il suf-
fit de se référer a la régularité de I'élément (u,p) € W1°(0,T;V) x Wb (0,T; W)
et aux hypothéses (IT1.1.1)-(II1.1.5) ; nous obtenons alors que o € W1 (0,T;H),
D € W'°(0,T; L*(Q)9). En prenant maintenant v = 4(t) + 2, ot z € C3°(Q)¢ dans
(IT1.1.26) et 1p € C§°(£2) dans (I11.1.27) et en utilisant (I11.1.2)—(I11.1.10) nous trouvons

Divo(t) + fo(t) =0, divD(t) = q(t)

pour tout ¢ € [0,77]. De (I11.1.15) et (I11.1.16) il s’en suit que Dive € WH(0,T; L*(Q)?)
et div.D € WH(0,T; L?(2)) et par conséquent

(T11.1.32) o€ Wh2(0,T;Hy), D& Wh>0,T;W).
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Nous concluons que la solution (u, o, ¢, D) du probléme Ps aura la régularité (I11.1.31)—
(I11.1.32).

1.3 Démonstration du Théoréme I111.1.1

La démonstration du théoréme III.1.1, basée sur le théoréme abstrait 1.3.16 p.40,
se déroule en plusieurs étapes, similaires a celles utilisées dans [76, 98], mais avec un
choix différent d’opérateurs. Pour établir ce théoréme, on a besoin de quelques résultats
préliminaires qu’on donnera sous forme de lemmes afin de prouver que la fonctionnelle
j définie par la relation (II1.1.20), rentre dans les hypothéses de ce théoréme abstrait.
Pour cela, supposons dans la suite que les hypothéses (I11.1.12)—(111.1.19) et (II1.1.23)—
(IT1.1.25) soient vérifiées.

En utilisant le théoréme de représentation de Riesz nous définissons les opérateurs
B:W — WetC:V — W par les égalités suivantes:

(111.1.33) (Be)w = (BVQ,VY) L2y,

(111134) (C’U,QO)W = ((C:E(U),VQO)LQ(Q)d,

pour tout ¢, ¢ € W,v € V. De (1.2.8) et (II1.1.14), on déduit que B est un opéra-
teur linéaire, symétrique et positivement défini. Par conséquent, B est un opérateur

inversible et continu sur W.

Maintenant, en utilisant (1.2.5) et (II1.1.13) il s’en suit que C est un opérateur
linéaire et continue sur V. Soit C* : W — V T'adjoint de C. Ainsi, & partir de (1.1.20)

nous pouvons écrire
(IT1.1.35) (C*pv)y = (EVpelv)y VveV,pelW.
Soit ¢t € [0,7]. En introduisant (I11.1.33) et (II1.1.34) dans I'égalité (I11.1.29), il vient

(B@(t)ﬂ/))w - (Cu(t)>¢)W + (Q(t)vw)w V¢ € I/V7

et par conséquent

Bo(t) = Cu(t) + q(t).

D’autre part, B : W — W est inversible. [.’égalité précédente devient alors

(T11.1.36) o(t) = B 'Cu(t) + B q(t).
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En utilisant (I11.1.36) dans l'inégalité (I111.1.28) et les définitions des opérateurs B, C, C*
données par (I11.1.33)—(II1.1.35), on obtient

(II1.1.37)  (Fe(u(t)).e(v) — e((t))n + (C*B~'Cu(t),v — u(t))yv +
Ju(t)w) = jlu(t)a(t) = (£(t) = C'Bq(t),v — a(t))y
Vv eV, pp. te(0,T).
Soit I'opérateur L : V — V définie par
(I11.1.38) L(v)=C*B7'C(v) VveV.

En gardant a D'esprit les propriétés des opérateurs B, C et C*, nous déduisons que L

est un opérateur linéaire, symétrique et positif sur V' :

(Lu,v)y = (C*B 'Cu,v)y = (B'Cu,Cv)w
= (Cu,B'Cv)y = (u,C*B'Cv)y = (u,Lv)y YuweV.

(T111.1.39) (Lv,w)y = (C*B™'Cuw)y = (B 'Cv,Cv)w >0 Vv eV.

Pour simplifier les notations par la suite, nous définissons la forme bilinéaire «a :

V x V — IR par la relation
(II1.1.40) a(u,v) = (Fe(u)g(v))y + (Lu,v)y Vu,veV.

En utilisant les conditions (II1.1.12), (1.2.5) et (IIL.1.39), il est clair que la forme
bilinéaire a(.,.) est continue et coercive sur V :

(II1.1.41) la(u,v)| < (M + ||L|D||wlv]v|y Yuov eV,
(I11.1.42) a(v,w) > m|v|]}, YveV.

Et, F et L étant symétriques, ceci prouve que la symétrie de a(.,.) est vérifiee en
observant (II1.1.40).

Soit la fonction f : [0,7] — V donnée par
(111.1.43) f(t) = f(t) —C*Bq(t) Vtel[0,T].

Les hypotheses (I11.1.15) et (IT1.1.16) impliquent que les fonctions f et ¢, données res-
pectivement par (I11.1.21) et (I11.1.22), satisfont £ € W1°°(0,T;V) et ¢ € W (0,T; W).
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En gardant a l'esprit que C*B~!

(I11.1.43) que

est un opérateur linéaire et continu, il s’en suit de

(T11.1.44) f e Wh>(0,T;V).

Les relations (I111.1.37), (I111.1.40), (I11.1.43) et (I11.1.30) nous aménent & considérer

3

le probléme variationnel suivant.

Probléme P?}/b. Trouver le champ des déplacements w : [0,T] — V tel que

(I11.1.45) a(u(t),v —u(t)) + j(u(t),v) — j(u(t),a(t))
> (f(t),v —u(t))y YveV, pp. te(0,1),
(IT1.1.46) u(0) = uy.

On va donner dans la suite un résultat d’existence des solutions du probléme Py
Pour la démonstration, on utilise le résultat donné par le théoréme 1.3.16. Elle sera
réalisée en plusieurs étapes. Pour cela, nous supposons par la suite que (II1.1.12)—
(IT1.1.19) et (II1.1.23)—(II1.1.25) sont vérifiées et nous analysons les propriétés de la
fonctionnelle j donnée par (II1.1.20). Nous voyons que j satisfait la condition (I1.3.15)

p.38. En plus, nous avons les résultats suivants.
Lemme II1.1.2. La fonctionnelle j vérifie les hypotheses (1.3.19) et (1.3.20).

Démonstration. Soit n,u,u € V et soit A €]0,1]. Utilisant (II1.1.20), nous obtenons

_)\/ pu(nu _g>uuda_)‘/ pr(nu _g)lu‘r —ﬂ7|da+)\/ pT(T]Z,—g)HﬂTHda,
I's I's

s

et comme p, > 0 p.p. sur ', nous trouvons

J(na— T — M) — j(nu— ) < —A /

po( — g)vda + A / po (1, — 9|, | da.
T's

I's

En plus, de (I1.3.5), nous obtenons

(I11.1.47) Ja(nu —w;—u) <

- / Pl — g)uvda + / P — @ da VmumeV.
I's
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Considérons a présent les suites {u,} C V, {t,} C [0,1] et I’élément w € V. En
utilisant (II1.1.19) nous avons p, (¢, U, — g)(tn, — g) > 0 p.p. sur I's et ainsi (I11.1.47)

implique

jé(tnumun - ﬁ; _un> S _/

0Pttty — g)da + / Pttty — 9) s | da,
F3 FB

pour tout n € IN. Et puisque g > 0, p, > 0 p.p. sur I's, de (II1.1.19) et (1.2.7) et de
I’inégalité précédente, nous déduisons

Jo(tnUn, Uy, — W; —uy,) < / Pr(tntin, — g) ||+ ||da <
I's

Lo [ (ol + oDl lda < Lo (calfunll + lolocey ) Il
3

En outre, de I'inégalité précédente, il découle que si ||u, ||y — oo alors

1
it [ it 5 )] <0
nllv

Ce qui prouve que la fonctionnelle j satisfait la condition (1.3.19).

Considérons maintenant les suites {u,} C V, {n,} C V telles que

(I11.1.48) ||y — o0

(I11.1.49) In,llv <C  VneN,

ou C' > 0. Soit w un élément de V. Des relations (I11.1.47) et (II1.1.19), nous obtenons

Fy (it — T —tan) < / P — 9ty |da + / P (s — 9[- |[da <

I's s

Ly (Imllzaege + 9z ) el e + Le (Il + lgllzaes ) 18] caqre

pour tout n € IN. En utilisant maintenant (1.2.7) et (I11.1.49) dans I'inégalité précé-
dente nous obtenons

(HL.1.50) G5 (Mt = W; =) < cp(Cep + |9l 2ry)) (Lo l[unllv + Lo [[w]v)

pour tout n € IN. Ainsi, des relations (II1.1.50) et (II1.1.48), nous pouvons conclure
que la fonctionnelle j satisfait la condition (I.3.20). O

Lemme II1.1.3. La fonctionnelle j satisfait les conditions (1.3.21) et (1.3.24).
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Démonstration. Soient {u,} C V et {n,} CV deux suites telles que n,, =~ p €V
et u, — u € V. Par la propriété de compacité de I'application de trace et par (II1.1.19)

il s’en suit que

(II1.1.51) Pr (M — 9) — pr(n, — 9) dans LQ(F3> (r=uv,7),

(I11.1.52) w, —»u  dans L*(T3).
Par ailleurs, en utilisant (II1.1.51) et (II1.1.52) nous avons
im,v) =) YoeV,  jn,u.) — jnu).

Ce qui montre que la fonctionnelle j satisfait la condition (I1.3.21).

Soit maintenant {u,,} C V une suite bornée telle que
(I11.1.53) |w,|lvy < C Vn € N,

ou C > 0. Nous avons
17 (M un) — j(mun,)| <
20 (v — 9) = P (00 — 9)| [nw|da + | |pr (0w — 9) — 2-(0y — 9)| || tnr||da.
Fg FS

Et, en utilisant (1.2.7), nous obtenons

(I11.1.54) 17 (Myun) — J(Myun)| <

e (1P (s = 9) = o0 = Dl 2wy + Ipe (s = 9) = Pr1 = Dl funlv-

Il ne reste plus qu’a conclure grace aux relations (II11.1.51), (I11.1.53) ainsi que (II1.1.54)
que j satisfait la condition (I.3.24). O

Lemme II1.1.4. La fonctionnelle j satisfait la condition (1.3.23). De plus,
(IT1.1.55) jluw —u) — j(vw—u) < ch(L, + L) |u— v} Yu,v € V.

Démonstration. Soit n7,u € V. En se rappelant les conditions (II1.1.19) et (I11.1.20)
il vient

i) < / po(y — g)lu|da + / po (i — 9) sl da <
F3 FS

L,,||n,, - 9||L2(F3)||UVHL2(F3) + LT||77V - 9HL2(F3)HUT||L2(F3)%
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en se reportant a 'inégalité (1.2.7), il vient

7| < ep(Ly + Lr)(eslnllv + llgll 2 ) lullv-

Ce qui implique que la condition (I1.3.23) est vérifiée.
Considérons maintenant u, v deux éléments de V. En se reportant encore une fois

aux hypothéses (II1.1.19) et (II1.1.20), nous pouvons énoncer que

jluv—u)—jlvv—u)=

/r (pr(uy = g) = pr(vy — 9))(Jvr — ur[)da <

L, |u, — v, |*da + L, lu, —v,| |vr — u,lda <
Fg FS

(L, +L;) | |u—v|da.
I's

En utilisant maintenant (1.2.7) dans I'inégalité précédente nous obtenons (I11.1.55). O

Le résultat d’existence concernant la formulation variationnelle P}’® est le suivant :

Lemme II1.1.5. Sous les hypothéses (111.1.12)~(111.1.19) et (111.1.23)—(111.1.25),
il existe Lo > 0 dépendant de Q, I'y, I's, 'y, F, € et B tel que si L, + L, < Ly,

alors le probleme Py posséde au moins une solution. En outre, la solution satisfait

we Whe(0,T; V).

Démonstration. En utilisant les conditions (I11.1.41) et (I11.1.42), il est clair que
la forme bilinéaire a(.,.) définie par la relation (II1.1.40) est symétrique, continue et

coercive, soit
(IT1.1.56) a(v,v) > m|v|} Vv e V.

Soit Ly = m/c%. Un tel réel Ly dépend seulement de Q, T'y, T's, Ty, F, € et
B. Supposons a présent que L, + L, < Lg. 1l existe alors un réel ¢y € IR tel que
(L, + L;) < ¢y < m. La propriété (I111.1.55) implique alors que

jluw —u) —jvv—u) <cllu—vly, VuveV
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Nous pouvons alors conclure que la fonctionnelle j satisfait la condition (I.3.22).

En utilisant a présent les lemmes 111.1.2 T11.1.4, les hypothéses (111.1.23) (111.1.25),
(I11.1.43) ainsi que le théoréme 1.3.16. p.40, il vient que le probléme P)® a au moins
une solution u de régularité uw € W1°°(0,T;V). O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme TI1.1.1.

Démonstration du Théoréme II1.1.1. Considérons, 1'élément uw € WhH>(0,T;V)
solution du probléme P} et ¢ définie par (I11.1.36). Nous concluons grace aux relations
(I11.1.45), (I11.1.46) et (I11.1.36) que le couple (u,p) est une solution du probléme Py’ .
De plus la régularité (II1.1.31) provient du lemme II1.1.5 et (II1.1.36). O
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Chapitre 2

Probléme électro-viscoélastique avec
contact unilatéral sans frottement

Ce chapitre est consacré a I'étude du probléme de contact sans frottement d’un
corps déformable avec une base rigide. Ce probléme connu sous le nom de probléeme
de Signorini a été étudié dans [41] pour les matériaux ayant une loi de comportement
élastique et dans [12, 13] pour les matériaux viscoélastiques. Notre objectif ici est
I’étude quasistatique de ce méme probléme pour des matériaux électro-viscoélastiques
ayant une loi de comportement de la forme (I.1.19) en contact avec un isolateur.

Nous présentons tout d’abord le probléme physique. De 14, nous dérivons une for-
mulation faible en termes de déplacements et du potentiel électrique. Pour cette for-
mulation, nous donnons un résultat d’existence et d'unicité de la solution dite faible,
dont la démonstration est basée sur un résultat abstrait portant sur les inclusions

différentielles faisant intervenir des opérateurs maximaux monotones.

2.1 Probléme mécanique

Dans ce paragraphe, nous allons décrire le modeéle du processus et préciser les
hypothéses sur les données. Nous partons du cadre physique décrit dans la partie I
des préambules, schématisée a la figure I.1.1 p.6. On doit préciser maintenant la loi
de comportement et les conditions de contact. On suppose que le corps est électro-
viscoélastique qui repose sur une fondation rigide par la partie I's de sa frontiére et
que ce contact s’effectue sans frottement c’est-a-dire que les mouvements tangentiels
sont complétement libres. On précise en outre qu’on étudie le cas quasistatique et que
le corps 2 a une loi de comportement de la forme (I.1.24). Sous ces considérations, le
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probléme mécanique que ’on étudie peut se formuler de la maniére suivante :

Probléme P,. Trouver le champ des déplacements u : 2 x [0,T] — R?, le champ
des contraintes o : Q x [0,T] — S9, le potentiel électrique ¢ : Q x [0,T] — IR ainsi que
le champ des déplacements électriques D : Q x [0,T] — IR? tels que

(II1.2.1) o= Ae() + Fe(u) — E'E(p) dans  Q x (0,7),
(I11.2.2) D = Ee(u) + BE(p) dans  Q x (0,7,
(T11.2.3) Dive + f,=0 dans  Q x (0,7),
(T11.2.4) divD = g dans  Q x (0,7,
(T11.2.5) u=0 sur I'y x (0,7),
(I11.2.6) ov=F, sur Iy x (0,7,
(I.2.7) u, <0, 0,<0, ou,=0, o,=0 sur I3 x (0,7),
(II1.2.8) =0 sur Iy x (0,7),
(II1.2.9) D v =g sur Iy x (0,7,
(II1.2.10) u = U dans (L.

Rappelons que les équations (I11.2.1) et (I11.2.2) représentent la loi constitutive électro-
viscoélastique, les équations (I11.2.3) et (II1.2.4) représentent les équations d’équilibre,
tandis que les conditions (II1.2.5) et (II1.2.6) sont respectivement, des conditions aux
limites en déplacements et en tractions. La condition aux limites (II1.2.7) représentent
les conditions de contact sans frottement de Signorini rappelées dans la premiere par-
tie du ce mémoire; (II1.2.8) et (II1.2.9) sont les conditions aux limites électriques.
Finalement, I'expression (I11.2.10) représente la condition initiale.

Pour I'étude du probléme P;, nous supposons que 'opérateur de viscosité A, I'opé-
rateur d’élasticité F, le tenseur piézoélectrique £ et le tenseur diélectrique 3 satisfont

les propriétés suivantes:

(a) A= (aijkh) QX Sd — Sd.
(0) aijkn = agni; = ajikn € L=(Q).
(c) il existe my > 0 telle que
aijenTiTren > ma||T)> V7 € S% p.p. dans Q.

(111.2.11)
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[ (a) F:QxS*— 8%
(b) il existe Lz > 0 telle que
| F(x.e1) — Fla.e2)| < Lrller — &2

(T11.2.12) Ve, es €S% pp. €.
(¢) Papplication & — F(x,e) est Lebesgue mesurable sur €,
Ve e S?.

| (d) Tapplication z — F(z,0) € H.

{ (a) € = (eijx) : Q@ x S — RY.
(I11.2.13)

(b) €ijk = €ikj € LOO(Q)

(a) ,3 = (513) QO x R — IRY
(I11.2.14) (b) Bij = fii € L=(8).
(c) il existe mg > 0 telle que B;;(x)E;E; > mg|| E|?
VE € R pp. x <.

Nous supposons que les forces volumiques f, les tractions f, et les charges électriques
volumiques ¢y et surfaciques ¢y satisfont

(T11.2.15) fo € WH(0,T; LA (), £, € WHH0,T; LA(I'y)%),
(111.2.16) g € WHH0,T; LA(Q)), g2 € WHH(0,T; LA(Ty)),
(T11.2.17) @(t) =0 sur I's Vte[0,T].

Les conditions (I.2.4) et (II1.2.11) nous permettent de munir I’espace V', donné par
(I.2.3), du produit scalaire et de la norme associée définis par

(111.2.18) (ww)y = (Ae(u),e(®)n, ||lully = (wu)/>.

Nous remarquons que cette norme sur V est équivalente a celle de H(2)¢. Nous uti-

lisons ces notations tout au long de ce chapitre.

Nous introduisons le convexe K qui sera l’espace des déplacements admissibles, c’est

a dire compatibles avec les liaisons (conditions aux limites et conditions unilatérales) :

(T11.2.19) K={veV| v <0 sur [}y }.
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Finalement, on fait I’hypothése suivante :

(111.2.20) uy € K.

Pour la suite, nous considérons I'espace fonctionnel suivant :
W={¢vecH Q) |¢Y=0surT, }.

Maintenant nous avons tous les ingrédients nécessaires pour pouvoir fournir une
formulation faible du probléme P, et présenter le résultat principal d’existence et
d’unicité de la solution faible.

2.2 Existence et unicité de la solution

Nous allons, dans cette section, commencer par donner une formulation variation-
nelle en termes de déplacements et de potentiel électrique. Une fois cette formulation

faible établie, nous présentons un résultat d’existence et d’unicité de la solution faible.

Soient f :[0,7] — V et ¢q:[0,7] — W les fonctionnelles

(TI1.2.21) (f(t),v)vz/gfo(t)'vder [ 1af0)-vda

(111.2.22) (q(t),w)W:/qu(t)wdx—/ q2(t)Y da,

'y
pour tout v € V, ¢ € W, t € [0,T]. Et nous notons que les conditions (II1.2.15) et
(I11.2.16) impliquent
(111.2.23) Fewhtlor;v), qeWwWh0,T;W).

Utilisant la formule de Green en supposant dans la suite que (u,o,0,D) sont des

fonctions réguliéres satisfaisant (I11.2.3)—(I11.2.9), nous avons

(I11.2.24) u(t) € K, (o(t),e(v) —e(u(t)))n > (f(t)u(t) —v)y,

(111.2.25) (D(t),V) Loy + (q(t))w =0,

pour tout v € K, ¢ € W et t € [0,7]. Mettons maintenant (II1.2.1) dans (II1.2.24),
(II1.2.2) dans (I11.2.25) et en gardant a lesprit que E(¢) = —V ainsi que la condi-
tion initiale (II1.2.10) nous obtenons pour le probléme mécanique P; la formulation

variationnelle en termes de déplacements et de potentiel électrique suivante.
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Probléme P). Trouver le champ des déplacements u : [0,T] — V et le potentiel

électrique o : [0,T] — W tels que

(1T1.2.26) u(t) € K, (Ae(u(t)).e(v) —e(u(t)))n + (Fe(u(t)),e(v) — e(u(t)))n +

(EVp(t).e(v) —e(u(®))n = (f(t)v —u(t))y YvekK, pp. te(0T),

(IL227) (BYp(8).94) 1aiaye — (Ee(u(t)). Vo) aap—(a(t) ) Vb € W,¥¢ € [0.1],
(I11.2.28) u(0) = uo.

Le fait que le probléme P4V soit bien posé résulte du résultat d’existence et d'unicité

suivant, que nous allons établir dans la prochaine section.

Théoréme I11.2.1. Nous supposons que (1I11.2.11)~(111.2.17) et (111.2.20) soient
vérifiées. Alors le probleme variationnel PX posséde une solution unique (u, ), ayant

la régularité

(I11.2.29) u e Whe(0,T;V), @& Wh=(0,T;W).

Un “quadruplet” (u, o, ¢, D) satisfaisant aux relations (II1.2.1), (II1.2.2), (II1.2.26)—
(I11.2.28) s’appelle solution faible du probléme mécanique Pj;. Nous concluons par le
théoréme II1.2.1 que le probléme P, admet une solution unique. En ce qui concerne
la régularité de la solution faible, il suffit de référer a la régularité de 1'élément
(u,0) € WE=(0,T5V) x Wh(0,T; W), a la loi constitutive (I11.2.1) (II1.2.2) et aussi
aux hypothéses (I11.2.11)—(II1.2.14) ; nous obtenons alors que o € L>*(0,7;H), D €
L>(0,T; L*(Q)%). En prenant maintenant v = u(t) £ 2, ot z € C°(Q)? dans (I11.2.24)
et p € C§(2) dans (I11.2.25) et en utilisant les notations (I11.2.21)—(I11.2.22) nous

trouvons

Diveo(t) + fo(t) =0, divD(t) = qo(t)

pour tout ¢ € [0,7]. De (I11.2.15) et (I11.2.10) il s’en suit que Dive € L>(0,T; L*(Q)9)
et div D € L>(0,T; L*(Q2)) et par conséquent

(I11.2.30) o< L*(0,T;H,), D e L*0,T;W).

Nous concluons que la solution (u,o,, D) du probléme P, aura la régularité
(111.2.29), (I11.2.30).
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2.3 Démonstration du Théoréme 111.2.1

Nous allons utiliser le théoréme abstrait 1.3.22 p.42 afin d’obtenir I’existence et
I'unicité de la solution. Pour cela, supposons dans la suite que les hypothéses (I11.2.11)—
(I11.2.17) et (I11.2.20) soient vérifiées.

Par le théoréme de représentation de Riesz nous définissons les opérateurs B : W —
WetC:V — W comme suit :

(111.2.31) (Be)w = (BV9, V) 12()a,

(I11.2.32) (Cv,0)w = (E€(v), V)2,

pour tout ¢, v € W,v € V. De (1.2.8) et (II1.2.14), on déduit que B est un opéra-
teur linéaire, symétrique et positivement défini. Par conséquent, B est un opérateur

inversible et continue sur W.

Maintenant, en utilisant (II1.2.18) et (II1.2.13) il s’en suit que C est un opérateur
linéaire et continu sur V. Soit C* : W — V T'adjoint de C. Ainsi, de (1.1.20) nous

pouvons écrire

(T11.2.33) (C'pv)y = (EVepe(v))y YVveV,peW.

Soit t € [0,T]. En mettant (I11.2.31) et (I11.2.32) dans l'égalité (I11.2.27), on obtient
(Be(t),0)w = (Cu(t) ¥)w + (¢(t)L)w Vi € W,

et par conséquent
By(t) = Cu(t) + q(t).

D’autre part, B : W — W est inversible. L’égalité précédente devient alors
(I11.2.34) o(t) = B~ 'Cu(t) + B q(t).

En utilisant (I11.2.34) dans I'inégalité (I111.2.26) et les définitions des opérateurs B, C, C*
données par (I11.2.31)—(II1.2.33), on obtient :

(II1.2.35) wu(t) e K, (Ae(u(t)),e(v) —e(u(t)))y + (Fe(u(t))e(v) — e(u(t)))n +

(C*B7'Cu(t),v —u(t))y > (F(t) —C*B q(t)v —u(t))y VvV, pp. tec(07).
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Soit I'opérateur L : V' — V' défini par
(111.2.36) L(v) =C*B'C(v) VwveYV,

et en gardant a 'esprit les propriétés des opérateurs B, C et C*, nous déduisons que L

est un opérateur linéaire, continu sur V.
(111237) ||L’U,1 — L’U,QHV S ||L|| ||’U,1 — ’U,QHV \V/’Ufl,’U,Q eV.

Nous désignons par G : V' — V l'opérateur basé sur la représentation de Riesz et

donné par
(I11.2.38) (Guv)y = (Fe(u),e(v))y + (Luw)y Vu,veV.

En tenant compte maintenant de (111.2.12), (II1.2.11), (II1.2.18) et (I11.2.38), il résulte

3

Ly

(111.2.39) ngl - QUQHV < (—
ma

T HLH) lar—wlly Vs e V.

Cette relation prouve que 'opérateur G est un opérateur de Lipschitz.
Soit la fonction f : [0,7] — V donnée par

(111.2.40) f(t)= f(t) —C*B'q(t) Vte[0,1].

En utilisant (I11.2.23) et le fait que C*B~! est linéaire et continu, il vient en observant
la relation (II1.2.40) que

(111.2.41) f e Wwhi0,1;V).

D’autre part, 'opérateur
L
G+ (—f +HLH>I VoV
my

est un opérateur de Lipschitz sur V. On introduit a présent la fonction indicatrice

Vg V. —]—00,4+00] de I'ensemble K ainsi que son sous-différentiel 01 . I’ensemble

K étant non vide, fermé et convexe, le sous-différentiel ik est un opérateur maximal

monotone sur I'espace V. Le domaine de ce sous-différentiel est ainsi: D(0yk) = K.
Nous pouvons a présent dire que la somme

L
3¢K+g+(—f—i—HLH)[ KV —2Y
ma
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est un opérateur maximal monotone. Les hypothéses (I11.2.41) et (I11.2.20) étant sa-
tisfaites, nous pouvons appliquer le théoréme 1.3.22 avec X =V, A = 0y + G :

D(A)=K CV — 2" et w= =2 4 ||L|. De ce théoréme, nous déduisons qu’il existe
ma

un unique élément u € W°(0,7; V) vérifiant

(I11.2.42) (t) + 0w (u(t) + Gu(t) 3 £(t) pp.te (0,T),

(T11.2.43) u(0) = uy.

De plus, pour tout u,g € V nous avons I’equivalence :
gEk(u) <= wekK, (gv—u)y<0 VveK.
L’inclusion différentielle (I11.2.42) est équivalente a I'inéquation variationnelle:

(II1.2.44) wu(t) € K, (u(t),v —u(t))v + (Gu(t),v —u(t))y > (£(t),v —u(t))v
Vve K, pp.te(0,T).

Il vient & partir de (I11.2.44), (II1.2.38) et (II1.2.18) que wu satisfait I'inéquation

(I11.2.45) u(t) € K, (Ae(u(t)),e(v) —e(w(t)))y + (Fu(t)v — u(t))y +

(Lu(t),v —u(t))y > (f(t),v —u(t))y Vve K, pp.te(0T).

Des relations (I11.2.45), (II1.2.38), (I11.2.36) et (II1.2.40), nous concluons que u
satisfait I'inéquation (II1.2.35). Soit ¢ la fonction donnée par (II1.2.34). En utilisant
(I11.2.35), (I11.2.43) et (II1.2.34), il résulte que (w,p) est solution du probléme varia-
tionnel P}. En ce qui concerne la régularité de la fonction ¢, il suffit de se référer a
la régularité de I'élément w € W1°(0,T;V) et aux hypothéses (I11.2.34), (I11.2.23);
nous obtenons alors que la fonction ¢ posséde la régularité o € W1 (0,7; W).

Nous venons d’exhiber une solution (u,p) de régularité: uw € Wh>(0,T;V), ¢ €
Whoe(0,T;W). La partie unicité de la fonction ¢ se déduit de I'unicité de la fonction
u € W1*°(0,T; V) solution des relations (I11.2.42), (I11.2.43) donnée par le théoréme
[.3.22 ainsi qu’en tenant compte de (I11.2.34). O
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Partie IV

Modélisation numérique des structures
piézoélectriques en contact

L’analyse des problémes de contact avec frottement est trés importante et intervient
dans de nombreuses applications d’ingénierie industrielle, citons entre autre |3, 80,
89]. La recherche d’une solution analytique d’un probléme de mécanique issu d’une
modélisation complexe, ot par exemple le contact et le frottement s’ajoutent a des
non linéarités du matériau ou de la géométrie, devient fastidieuse, voire impossible. 11
faut en conséquence faire appel a des techniques numériques pour obtenir une solution
approchée du probléme. Ces techniques vont faire 'objet de cette partie.

Nous allons alors introduire I'analyse numeérique, que nous allons adopter pour
résoudre le type de problémes précédemment envisagés. Cette analyse repose sur une
approximation a la fois en temps et en espace, en utilisant notamment une méthode
de type éléments finis pour la discrétisation spatiale [24, 53, 81, 91, 117] et la méthode
d’Euler implicite pour la discrétisation en temps [32].

Deux approches numériques, basées sur la méthode de Lagrangien augmenté et
la méthode de pénalité (voir |2, 4]) sont également utilisées pour résoudre le contact
d’un corps piézoélectrique, sans et avec frottement, avec un isolateur. La méthode de
pénalité convertit les problémes de contact contraints par inégalité et donc non diffé-
rentiables en des problémes non-contraints différentiables mais approchés. Elle reste
cependant sensible au choix du paramétre de pénalité, qui par sa valeur élevée pose des
problémes de conditionnement. La méthode du Lagrangien augmenté transforme les
mémes problémes en des problémes non-contraints différentiables exacts. Elle connait
de plus en plus de succés car elle permet d’éviter les problémes de la méthode de pé-
nalité, elle est notamment caractérisée par sa robustesse, son bon conditionnement et
surtout sa solution exacte. Avec les deux approches, pénalité et Lagrangien augmenté,
les non-linéarités sont résolues avec une méthode qui repose sur un algorithme de type

prédiction-correction combinant la méthode d’Euler implicite et la méthode de Newton
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géneralisée (voir [2, 3]) étendue aux problémes du contact d’un corps piézoélectrique.
Cette méthode permet de transformer le systéme d’équations différentielles partielles
non linéaires en une succession de systémes d’équations linéarisées pouvant étre traité
par une méthode classique de résolution de systéme linéaire. [’algorithme numérique
développé dans ce travail est ensuite implémenté dans le cadre de la Bibliothéque
Modulef [17].

Le modéle théorique et I'algorithme numérique sont testés sur des problémes-test
pour en vérifier la validité. Enfin, dans le premier chapitre, le modéle est appliqué au
probléme de contact avec frottement d’un corps électro-élastique avec un isolateur; le
probléme est alors traité dans un cadre statique. L.e deuxiéme chapitre est consacrée
a I’étude numérique d’un probléme de contact unilatéral sans frottement d’un corps
électro-viscoélastique avec un isolateur. Dans ce cas, le probléme est résolu de maniére
quasistatique. Pour chacun de ces problémes, nous prouvons un résultat d’existence et
d’unicité pour le probléme discrétisé puis nous présentons un résultat abstrait d’esti-
mations d’erreurs qui dépend des éléments finis utilisés ainsi que de la régularité des

solutions.

Plusieurs publications récentes (voir par exemple [18, 55, 67, 85, 98, 99]) ont été
dédiées a la modélisation, a I’analyse variationnelle et & I'approximation numérique de
problémes piézoélectriques.
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Chapitre 1

Cas statique

Dans ce chapitre on reprend le probléme statique de contact entre un corps électro-
élastique et un isolateur avec une loi de frottement de type Coulomb qui a été analysée
dans le deuxiéme chapitre de la partie II. Aprés avoir décrit dans la premiére section
quelques rappels sur le probléme mécanique étudié, nous donnons par la suite un résul-
tat d’existence et d’unicité des solutions faibles pour la formulation variationnelle. Nous
abordons dans la deuxiéme section I’approche numérique du probléme, en étudiant les
estimations d’erreurs. Dans la troisiéme section, nous introduisons un algorithme ité-
ratif pour la résolution des problémes approchés. Enfin, des résultats numériques sont
présentés dans la derniére section et montrent I'efficacité de la méthode.

L’objectif du présent chapitre, qui a fait I'objet de la communication [83], est de
présenter et d’étendre les résultats acquis dans [10] pour le contact unilatéral sans
frottement au cas du contact et du frottement régularisés de type compliance et de

proposer une analyse numérique du modéle.

1.1 Electro-élasticité, formulation variationnelle

Nous gardons ici les mémes notations qu’au deuxiéme chapitre de la partie 11 de
ce mémoire (page 78) et nous reprenons le méme modéle physique.

Probléme Ps. Trouver le champ des déplacements w : Q — IR?, le champ des
contraintes o : Q — S%, le potentiel électrique ¢ : Q — IR ainsi que le champ des

déplacements électriques D : Q — IR? tels que

119



Contribution a I’étude mathématique et numérique des structures piézoélectriques

en contact
(IV.1.1) o=Fe(u)—EE(p) dans  Q,
(IV.1.2) D = E&e(u)+ BE(p) dans  Q,
(IV.1.3) Dive + f, =0 dans (2,
(IV.1.4) div. D = q dans Q,
(IV.1.5) u=0 sur Iy,
(IV.1.6) ov =f, sur Iy,
(IV.1.7) —0, = pu(uy, — g) sur I3,
(IV.1.8) {HGTH =l =) sur I,
o, =—p-(u, —g) Hg:H si u, #0
(IV.1.9) =0 sur Lo,
(IV.1.10) D v=g sur Iy,

ou la frontiére de €2 est composée de '3 (de mesure non nulle), T'; et I'y, d’une part, et de
', (de mesure non nulle) et I'y, d’autre part. On supposera que le tenseur de 1’élasticité
d’ordre quatre F = (f;jxn) est symétrique et défini positif, le tenseur piézoélectrique
E = (eyr) verifie e;j; = e et le tenseur diélectrique B = (f;;) est symétrique et
défini positif. Les chargements extérieurs sont représentés par f, € L*(Q)4, f, €
L2(T3)%, qo € L?(Q) et qo € L*(Ty) (avec qu =0 p.p. sur I'3). Sur la frontiére I's, le

corps électro-élastique €2 peut rentrer en contact avec un obstacle isolateur.

Ici u, = u - v est le déplacement normal, u, = u — u, v représente le déplacement
tangentiel, o, = (ov) - v est la contrainte normale et o, = ov — o,V est la contrainte
tangentielle. Les fonctions p, : T's xR — R (pour r = v,7) sont des fonctions positives
satisfont aux hypothéses suivantes:

((a) 3L, > 0 telle que p,(z,u1) — pr(z,uz)| < Lyfur — s
Vui,us € Ryp.p. x €l}s.

(IV.1.11) (b) l'application = — p,(x,u) est Lebesgue mesurable sur I's,
pour tout u € R.

L (¢) © — p(z,u) = 0, pour tout u < 0.
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La fonction g représente I'interstice initial entre le corps et la fondation, mesuré le long

de la normale v telle que
g€ L*(T's), ¢g>0 p.p.sur[s.

Afin de présenter la formulation variationnelle du probléme Ps; nous introduisons
les espaces de Hilbert
V={veH |v=0surl} },

W={veH Q) |v=0surT, }.

Soit f € V (respectivement ¢ € W) I’élément défini par le théoréme de Riesz repré-
sentant f, et f, (respectivement ¢y et g2) (voir (I1.2.18)—(I1.2.19) p.80).
Soit h : V x V — IR la fonctionnelle définie par

h(u,v) = / o (u, — g)v, da+/ pr(uy, — g)||lv]|da Vu,veV.
F3 FS

En utilisant la formule de Green, on obtient pour le probléme mécanique Ps la

formulation variationnelle suivante :

Probléme PY. Trouver le champ des déplacements uw € V et le potentiel électrique
p € W tels que

(IV.1.12) (Fe(u),e(v) —e(u))n + (E°Vp,e(v) — e(u)) 2
+h(u,v) — h(u,u) > (fv—u)y YvelV,
(IV.1.13) (,BVQO,VQ/J)L2(Q)d — (56(’&),V¢)L2(Q)d = (q,iﬂ)w Vi eW.

On a prouvé dans le deuxiéme chapitre de la partie II que (u,p) est une solution du
probléme (IV.1.12) (IV.1.13), si et seulement si (u,p) est une solution du probléme

ci-apres.

Probléme P)°. Trouver (u,p) € V x W, tel que

(IV.1L14)  a((up),(v,)) + j((u),(v4)) = j((w,0),(w,9)) = L(v — up — ¢)
V(vy) e Vx W,

avec les notations suivantes:

a((u,p),(v9)) = (Fe(u),e(v))n + (BVe, V)12
HEVpe()n — (Ee(u), V)2,
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j((U,tp),(’U,@/))) = h(uvv)a
L('U,@ZJ) = (fv'v)V + (q)qu))W-

[existence et I'unicité d’un couple de solution (u,p) € V x W du probléme P ont
été établies dans le théoréme I1.2.1, p.81.

Il n’existe pas de probléme d’optimisation équivalent du fait que I'on a ici un
probléme quasi-variationnelle et non variationnelle car la fonctionnelle 7 dépend de la
solution (d’autant plus que le probléme est également non symétrique). Cependant, en
utilisant le principe des travaux virtuels (voir [63] ou encore [86]) généralisé a des efforts
d’interface, le probléme variationnel (IV.1.14) est équivalent au probléme suivant :

Probléme P)”. Trouver (u,p) € V x W, tel que

(IV.1.15) a((u,p),(v,0)) —i—/

I's

wlor, dat [ g,(0), do= L)
V(v) e Vx W.

Les efforts de contact v, et de frottement -y, sont respectivement définis par (voir la
section 1.1.3 p.13),

Y € 8\I/R+ (gu) et Y € a\II*C’[oU(’u)] (gT)

Remarquons que les termes de contact et de frottement sont non différentiables.
Nous allons voir a la section prochaine comment palier & cette difficulté en adoptant

une formulation en quasi-Lagrangien augmenté.

1.2 Formulation variationnelle approchée, estimation
d’erreurs

Dans ce paragraphe, nous allons voir comment approximer la formulation variation-
nelle P. Pour 'approximation via éléments finis, on va suivre les techniques classiques
cités aux références [86, 117]. La méthode des éléments finis consiste en une discrétisa-
tion spatiale du corps en éléments géométriques simples connectés par un nombre fini
de noeuds. Supposant une solution de type polyndémiale par morceaux dans chaque
élément, la méthode permet de trouver une solution discréte aux noeuds, permettant
d’approximer les mouvements du corps dans I’espace. Une fois la description de I'ap-

proximation du probléme électro-élastique avec contact faite, on va montrer un résultat
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de convergence et d’estimation d’erreur. Ce résultat représente une extension du tra-
vail réalisé dans [10] au cas du contact avec frottement de type compliance normale;
ce travail [10] est cependant présenté briévement dans le corollaire IV.1.3.

Partout dans cette section nous supposons que les hypotheéses du théoréme I1.2.1,
p.81. sont satisfaites. Soit V" C V l'espace d’éléments finis approprié pour approcher
le champ des déplacements u et soit W" C W I'espace d’éléments finis destiné a
I’approximation du champ du potentiel électrique . Ainsi la formulation discréte du
probléme Ps5 peut étre formulée comme suit :

Probléme PY". Trouver le champ des déplacements u™ € V" et le potentiel électrique
o e W tels que

(IV.1.16) (Fe(u"),e(v") — e(u))y + (V" e(v") — e(u”)) 120y
+h(u" ") — h(u" ") > (fo" —ut)y Vo eV

(IV.1.17) (BVE" V") r2ya — (Ee(u"), V") 1200 = (q0")w V" € W

Utilisant les arguments présentés au paragraphe précédent, nous voyons que sous
les conditions établies au théoréme 11.2.1, le probléme P5Vh posséde une unique solution
(uh,ph) € Vi x Wh
Par la suite, nous adoptons la constante ¢ pour désigner une constante générique, sa
valeur pourra changer selon le contexte dans lequel elle est employée. Nous donnons a

présent un résultat d’estimation de I'erreur:

Théoréme IV.1.1. Nous gardons les hypothéses du théoréme I1.2.1, si (u,p) est la
solution du probléeme Py et si (u",o") est la solution du probléeme discret PY™", alors il
existe une constante ¢ > 0 indépendante de h telle que:

(IV.1.18) Jlu —u"lly +[l¢ — ¢"[lw < ¢ I L v"lv +lle — " lw

(UM ph)eVhx
1/2 1/2 * 1/2 1/2
+ [l = 0" oy + [ Fe(@) 3 lw — w32 + [V gl — w3/

1/2
(b = 9)laaesy + lpr (= 9l — 0" [0 v -

Démonstration. Prenons ¢y = ¢" € W" dans (IV.1.13) et ajoutons I'inégalité a
(IV.1.17) pour obtenir

(BV (¢ — "), V") 120y — (Ee(u — u") V") 20)e = 0, V" € W
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Ce qui implique

(BV (¢ — "), V(e = ©") 120 — (Ee(u — u"), V(9 — ")) 12(q)a
= (BV(p = ¢"), V(e = 9") 2@ — (Ee(u —u"), V(o — ") 2(q)e, V" € W

Par conséquent,

(IV.1.19) (Ee(u —u ) Vip— ))L2(Q)d = (BV(p — @h)7v(90 - QOh))L?(Q)d
—(BV(p = ") V(= ") p2pe + (Ee(u —u"),V(p = ")) 12(0)e-
pour tout " € Wh,

Ensuite, il s’agit de donner une majoration des erreurs ||u — u”||y et | — ©"||w.

Prenons maintenant v = u” € V" dans (IV.1.12), nous avons

(IV.1.20) (Fe(u).e(u —u")n + (EVe,e(u — u")) 2 <

h(w,u") — h(uu) + (f,u —u)y.
L’inégalité variationnelle (IV.1.16) peut étre réécrire comme suit :

(IV.1.21) (—Fe(u"),e(u —u"))y + (=€ V" e(u — u")) 2y <
(Fe(u"),e(v" —u))y + (E*Ve" e(v" — u)) 120
+h(u" v") — h(u" u) + (fu” — o)y, Yo' € V.
Nous ajoutons maintenant (IV.1.20) et (IV.1.21), nous avons
(Fe(w) — Fe(u) e(w — u) + (Vo — o) el — )z <
(Fe(u) — Fe(u"),e(u —v")y + (Fe(u)e(v" —u))y + (£*Vee(v" — u)) 12
+ h(u,u) — h(uw,u) + h(u" v") — h(u" uh) — (f 0" —uh)y, Vo e VI
En outre, de (IV.1.19) nous déduisons
(Fe(u) — Fe(u").e(u —ul))y + (BV (e — ¢"), V(e = ¢")) 2@y <
(Fe(u) — Fe(u"),e(u — v")y + (Fe(u) e(v" — u))y + (£*Vee(v" — u))12(q)

+ (BV(p — "), V(g = ¥U")12()a — (Ee(u —u"),V(p — ")) 2
+ h(uw,u") — h(u,u) + h(u" o) — h(u" u") — (fo" — uh)v, Vol € Vi gl € Wh
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En utilisant les hypothéses (I11.2.12)—(11.2.13) sur 'inégalité précédente, nous avons
(IV.1.22) mr|lu — w3 + mgllp — "3 < Ri + Ry + Rs + Ry,
ou
R, = (Fe(u) — Fe(u"),e(u — v"))y

+ (BV(p — @h)aV(SO - wh))LQ(Q)d — (Ee(u — uh)av(¥7 - @Dh))L?(Q)d,
Ry = (Fe(u),e(v" —u))y + (EVe" e(v" — w)) 20y + h(u,0") — h(u,u) — (f 0" —u")y,
Rs = h(u,u") — h(u" u") + h(u" 1) — h(u,u),

Ry = h(u"v") — h(u,v") + h(u,u) — h(u" u).

Nous estimons les termes du membre droit de (IV.1.22). En utilisant les propriétés des
opérateurs F, 3 et £, on a

(Iv.1.23)  [Ri] < e {fle(u —u")[nle(u —v")|lx

+le =" lwlle = 0" llw + lle(uw — u")lnlle — " lwl}-
Utilisant (IV.1.11), nous avons
(V124 RS |Fel)ldie(s — ")t 1V laele(s — o)

+ (lpw (= 9l 2wa) + I (s = )l 2es)) 16 = 0" |2y

De
Ry = / [P0 — 9) — puu — )l — )

3

T (s — 9) — pr(u — @) (] — [, )] da,
nous avons

Ral < [ (Lol = b + Lo, =l — ]V,
3

ainsi,
(IV.1.25) |R3| < c (L, + L,)|e(u —u")|3,.
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Pareillement,

R, = / (et — g) — pu(uy — ) (o — )

+ (pr(uy = 9) = pr(uy — 9)) (02| = llu-|])] da.

Par conséquent,

(IV.1.26) |Ry| < /[Ll,|ul,—uf,"]|ul,—vm+LT|uV—uﬁ||uT—v¢|]da
I's

IN

¢ [l — 2 rgn = 0" 2y
< clle(u —u")llrlu — "2y

De T'inégalité de Cauchy
2 Lo
ab < na —|—4—b , abnelR,n>0,
n

et des inégalités (IV.1.22)—(IV.1.26), aprés quelques calculs, nous avons

I = [} + o = " llf < e {llw ="} + o = "5 + lw = "2,
+ | Fe(w)lnllu = v"lv + 1€7Ve" || L2ayallu — v"|lv
+ (lpw (uy = 9llz2ra) + 1P (= 9l z2(ra) 1 = 0" ([ 220y }-
ot ¢ > 0 une constante assez petite, par conséquent, nous avons prouvé le résultat

(IV.1.18). O

L’inégalité (IV.1.18) est le point de départ des estimations d’erreurs pour les
choix particuliers des sous espaces de dimension finie V" et W" et de conditions
supplémentaires de régularité de la solution. Comme exemple, nous supposons que

o, € (L3(T'3))Y et en intégrant par partie, nous avons

Ry = /F [or. (V) — u;) + pr(uy, — g)(|[0X] = llu.]]) ] da.
3
Par conséquent,

(IV.1.27) 1Rall < (lo L agrays + 1pr (= 9)lz2ea) latr = 022y

Par conséquent, nous avons la variante suivante du théoréme 1V.1.1.
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Théoréme IV.1.2. Nous gardons les hypothéses du théoréeme I1.2.1. Sous la condition
supplémentaire o, € (L*(T'3))N, si L,+ L, est assez petit, alors nous avons l'estimation
de Uerreur de la solution qui découle de (IV.1.27) et (IV.1.18):
(IV.1.28)  [lu—u"llv + [l¢ — ¢"[lw < ¢ inf {llw ="y + o = ¥"lw
(Vh, ph)eVhxwh
1/2
+ [l = 0" |2y + (loell o + 1P = 9)ll2g) e — 0255 -

La fiabilité des estimations d’erreur dépend étroitement de la qualité de la solution
recouvrée. Cela nous permet de choisir celle qui offre la meilleure estimation d’erreur
pour le probléme étudie; dans ce cas, nous supposons les conditions supplémentaires
de régularité suivantes:

(IV.1.29) we H*(QN,  wy,, € H}3)Y,  ¢eH Q)

Nous utilisons II"u pour désigner I’élément fini standard interpolant de w. Aussi nous
utilisons le méme symbole II"u pour 'interpolation sur I's et II"¢ pour noter I'inter-

polant de ¢. et d’aprés (IV.1.28), nous avons
lu —u"[lv + [l = ¢"llw < ¢ {lu—Tuly + o - Tpllw
= T oy + (ol 2oy + 1pr (e = 9)llz2ey) /2w — Tl x )

Nous avons aussi les majorations classiques d’erreur d’interpolation suivantes (voir
[24]) :
lu —Mufly < ch w2y

Hu — HhUHHQ(Fs)N S & h2 ’ule(F3)N7
lp —M"pllw < ch |l 2o
Par conséquent, sous les hypothéses supplémentaires (IV.1.29), nous obtenons I'esti-

mation d’erreur d’ordre optimal:
(IV.1.30) |lu—u"|v + [l — &"|lw < ¢ h {|ulme@~ + @]9
1/2(,,1/2
+ [l gy + (ol 2gn + 1P (= 9)lle20) [l ga e, o -

L’estimation d’erreur est construite a partir des informations sur la solution élé-
ments finis (degrés des fonctions d’interpolation), la géométrie du domaine (les éven-
tuelles singularités) et le maillage associé (la taille des éléments). Par conséquent, les
estimations d’erreurs (IV.1.30) sont des exemples de résultats parmi bien d’autres, ceci

127



Contribution a I’étude mathématique et numérique des structures piézoélectriques
en contact

sous certaines conditions de régularité. Si les conditions de régularité sont différentes,
les estimations d’erreurs sont & modifier en conséquence, mais ceci s’en suit claire-
ment de (IV.1.18). L'objectif principal de cette estimation est la prédiction du taux

de convergence asymptotique de I'erreur éléments finis.

Il convient de rappeler un résultat d’estimation d’erreur établi dans [10] pour le cas
du contact unilatéral sans frottement entre un corps électro-élastique et une fondation

rigide, qui prend la forme suivante :

u, <g, 0, < Oa Uzl(ul/ - g) = O, o,=0 sur F3.

Dans ce cas, on a

Ry = / o, (V" v —w,)da, VYo" eV
I's
et si 'on suppose que
(IV.1.31) o, € L*(T'3), u, € H*(T3).

Alors, on a le résultat suivante:

Corollaire IV.1.3. Sous les conditions de régularité (I1V.1.29) et (IV.1.31), on a

l’estimation d’erreur suivante :

(1V.1.32) lw—u||v + || — ¢"||w < ch.

Pour les détails de la démonstration, on peut se référer a [10].

1.3 Méthode de résolution

Dans cette section nous décrivons les méthodes numériques pour le traitement du
contact avec frottement entre un corps électro-élastique et une fondation immobile. La
formulation mixte utilisant un quasi-Lagrangien augmenté a été spécialement déve-
loppée dans la perspective d’utiliser une méthode de type Newton sur le systéme non
linéaire et non differentiable (voir le chapitre 4 du partie I). Cette formulation de type
Lagrangien sera utilisée a la fois pour traiter le cas du contact unilatéral sans frotte-
ment mais également pour les problémes régularisés de type compliance (on prendra
pour cela le multiplicateur nul).

Les simulations numériques ayant été faites en dimension 2, nous nous placons par

la suite dans le cadre bidimensionnel. Nous admettons que le corps considéré €2 est
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un domaine polygonal de I'espace IR?. Ce dernier peut ainsi étre décomposé en un
nombre fini N” de triangles ou de quadrilatéres ¢ de taille maximale h, compatible

avec la partition de la frontiére T, via une triangularisation 7" = {Q¢}; h désigne
Nh
le diamétre maximum des éléments Q°, tels que Q = U Q°. La triangulation 7" est

e=1
supposée réguliére.
Notons X" I'espace élément fini des éléments linéaires correspondant a la triangu-
larisation 7" construite, les espaces de dimension fini V" et W" sont données par

Vh=X"NnV et Wh=X"nW.

Si I'on considére la famille d’éléments P;, les espaces discrets approchant V' et W sont
alors définis par:

(IV.1.33) Vi ={o" e [C@Q)]; v, € [PU(Q))!, QeT},
(IV.1.34) Wh={gh e C(Q); Y, € P(Q), Q°eT"},

ou ¢ désigne I'élément référence sur lequel sont définies les fonctions du base.

1.3.1 Formulation en quasi-lagrangien augmenté

Afin de régulariser la non-différentiabilité des termes de contact et de frottement,
nous utilisons une formulation en quasi-lagrangien augmenté, introduite par Alart et

Curnier [4]. Dans la littérature, ce choix est justifié par le fait que cette méthode:

i) assure de maniére (macroscopiquement) exacte les conditions de contact
unilatéral ;

ii) est fondée sur I'optimisation sans contraintes d'un Lagrangien régulier (C1),
contrairement au formalisme Lagrangien classique [4, 86];

iii) ne perturbe que trés peu le conditionnement des systémes a résoudre, a la
différence des méthodes de pénalité (ou de maniére similaire le traitement des lois

de type compliance) [116].

La méthode de Lagrangien augmenté introduit un paramétre (dit d’augmentation)
dont le choix optimal n’est pas simple; de mauvais choix peuvent donner lieu a de
mauvais conditionnements, a l'instar de la méthode de pénalité (mais dans une moindre

mesure).
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Cette formulation posséde ’avantage de traiter les lois multivoques de contact et
de frottement telle qu’elles se présentent. Toutes les grandeurs a venir sont supposées
totalement discrétisées en espace (méthode éléments finis). Nous désignons respecti-
vement par u”, ¢" et A" les approximations discrétes de u, ¢ et .

En utilisant une approche en quasi-Lagrangien augmenté (pour plus de détails nous
renvoyons notamment a [3|, ainsi qu’au chapitre 4 du partie I), le probléme (IV.1.15)
devient

(IV.1.35)  a((u"¢"),(v" ") + | Va(i4+10).0" da
I's

s [ Al A" da = Lot )
I's

pour tout (vh,") € Vi x Wh et 4" € H ou H" représente un sous-espace de dimen-
sion finie inclus dans 1'espace L?(T'3). Les termes [” et I” représentent les régularisées
des fonctions indicatrices W i-(\") et P
(voir (1.4.16) p.49):

Mitrghy €6 sont définis de la fagon suivante
, r 1
L") = (9,(0")70) + g l” = gdist™{y + rgu(0"), RS,

1
2r

Remarques. i) la forme bilinéaire a(.,.) est définie positive (mais non symétrique

T . ~
LAt =g, (v") A"+ §IIQT(vh)H2 — —dist’{¥! + rg,(v"),C[A} + rg,(u")]}.

puisque la matrice de la piézoélectricité globale est antisymétrique). Cependant, il
est possible d’utiliser une deuxiéme formulation variationnelle équivalente caractérisée
par une forme bilinéaire a(.,.) symétrique mais non-elliptique (voir |70]). La forme

bilinéaire af(.,.) est définie par:

a((u,p),(v,9)) = a((u,p),(v, = ¢)).

ii) A partir de cette seconde forme variationnelle, il est possible de considérer
I’énergie de déformation piézoélectrique définie par:
1.
H(’U,@D) = 5(1((’0,¢),(’U,¢)) - L(”vw) \V/(’Uﬂlj) eV x VVa
ou encore
1

M(v,y) = 5/9 [fijmer(v)eij(v) = B it + eimen (V) + epjes; (V)] do

_ /Q(-fO)i'Ui dx — /FQ(fz)Z-'vi da — /Q(qo)ﬂ/)i dr + /Fb(@)i% da.
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iii) On rappelle que la méthode de pénalité peut étre obtenue via la formulation
en quasi-Lagrangien augmenté en considérant les multiplicateurs v, et . nuls. Les

Lagrangiens [}, et [T prendraient respectivement les formes suivantes:

.
p,(v) =Vp+ V 3 9. (v)]I?,

r _ r 2
pr(v) = ‘I’*@[rgy(u)}v ) “gT(U)H .

La discrétisation est appliquée sur le corps 2 mais également sur 'interface de
contact, elle se fait via des éléments contact “noeud a rigide” selon le type de pro-
bléme traité. Les multiplicateurs augmentés se discrétisent de la méme maniére que
les champs de déplacement et de potentiel électrique. Un moyen commode de les intro-
duire est de déclarer une couche de noeuds supplémentaire dont les degrés de liberté
deviennent les multiplicateurs en question (voir la section 4.2 p.51). Pour plus de
détails concernant ces éléments contacts, nous renvoyons a |3, 4].

Introduisons maintenant, dans chaque sous-domaine )¢, les notations matricielles

suivantes:

Ntot Ntot Ntot

(IV.1.36) u'=>"wla, =) A=) N,
i=1 =1 i=1

ot af, ¢* et & sont les fonctions de bases, constantes par morceaux, prenant la valeur
1 au noeud i et 0 aux autres noeuds, nous avons pris ici une interpolation linéaire de
type P;. Elles dépendent du type d’élément contact utilisé (et plus particuliérement de
la géométrie de I’élément contact (voir la section 1.4.2 p.51)) ; pour plus de précisions
sur le sujet, nous reportons le lecteur a la référence [63]. Les vecteurs u’, ¢ et bY
sont respectivement les valeurs aux noeuds i des fonctions u”, o™ et A". N est le
nombre total de noeuds du maillage. Avec cette construction des espaces V" et W", les
fonctions u” € V" (resp " € Wh) sont caractérisées par leurs valeurs aux sommets

de la triangularisation (voir [24]).

Apreés discrétisation par éléments finis électro-élastiques et de contact, le systéme
(IV.1.35) peut s’écrire, pour tout champ test élastique v", tout champ test électrique

Y™ et tout champ test multiplicateur ~”,

(IV137) (G(u7 (10)7<’v72/)))]RNt°t + (F(u7 A)7(v77))]RN§? =0

131



Contribution a I’étude mathématique et numérique des structures piézoélectriques
en contact

pour tout v € RN, ¢y € RN et ~ € RM% . La notation G désigne l'opérateur

d’électro-rigidité, défini par
(G(u, 9),(v,0)) et = (Fe(u"),e(v")y + (BVY" VU") 12
+(EV" e(0")y — (Ee(u”), V") 120y
—(fo")y = (g")w Yo" e Vh gt e W
et, F représente 'opérateur de contact frottant défini par
(F e N0 o = [

pour tout v" € V" et v € H".

Vall +10).0" da+/ VAl +10).A" da
T's

3

Dans les précédentes relations,

— v (resp 1)) représente le vecteur test généralisé constitué par les valeurs v (resp )
pour i =1,... Nt

—u (resp @) représente le vecteur solution généralisé constitué par les valeurs u® (resp
o) pouri=1,... N

— X (resp «) représente le vecteur solution (resp test) généralisé constitué par les
valeurs A’ (resp 4*) pour i = 1,... Nf,

— N désigne le nombre d’éléments utilisés I'§, issus de la discrétisation du domaine

1.3.2 Algorithme de résolution

Les algorithmes de résolution des problémes issus de Lagrangien augmenté sont
traditionnellement des algorithmes de type Uzawa, réputés pour étre trés stables mais
aussi trés lents. Cet inconvénient vient du fait qu’ils sont basés sur un traitement
alternatif des variables primales et duales. Pour ces raisons, Alart et Curnier [3| se sont
tournés vers un algorithme de Newton généralisé permettant de traiter simultanément
les variables primales et duales comme inconnues du probléme et dont la vitesse de
convergence est quadratique au voisinage de la solution. La difficulté de notre probléme
réside dans la non-différentiabilité du systéme a résoudre. Une extension rigoureuse
de l'algorithme de Newton aux équations non réguliéres utilise la notion de sous-
différentiel et des matrices tangentes généralisées.

En adoptant une forme vectorielle, il est possible de réécrire le systéme (IV.1.37)

sous la forme

(TV.1.38) G(u,p) + F (u,A) =0,
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ou [ représente 'opérateur de contact frottant, sa forme explicite est donnée par
la formule (1.4.20) (page 50), les vecteurs u, ¢ et A représentent respectivement les

vecteurs généralisés définis comme suit :

(IV.1.39) w={u}V], o= {p ] et A= (N}
Il convient cependant de noter que les opérateurs G et F présents dans le systéme
(IV.1.38) ont pour une dimension le nombre total de noeuds (électro-élastiques et

multiplicateurs).

Afin de résoudre ce systéme, nous allons adopter une méthode de Newton gé-
néralisée (voir |10]) en tenant compte du fait qu’interviennent des opérateurs non
différentiables. Cette méthode permet de traiter de maniére simultanée les variables
déplacements u, potentiels ¢ et multiplicateurs de Lagrange A. Pour cette raison, nous

utilisons par la suite la variable & définie comme suit :
x = (u,p, A).

Appliquée au systéme (IV.1.38), la méthode de Newton généralisée s’exprime de la

maniére suivante :

e Initialisation
Xo solution initiale,

e [térations

1=0,...,n :

= (KT (Gl o) + F (X)),
K' = Dy ,G(u',¢") et T* € 9y \F (u', XY),

jusqua: [[x* —x'|| < €|[x"*!||, € précision de convergence.

.....

La matrice K’ est la matrice de rigidité électro-élastique tandis que T représente la
matrice tangente de contact issue de I’assemblage des matrices tangentes élémentaires
de contact T, définies dans le chapitre 4 du partie I. Cette extension de la méthode de
Newton est en définitive assez formelle car en pratique, les itérés n’ont aucune chance
de se situer en un point de non-différentiabilité car un ensemble de tels points est de
mesure nulle [2]. Cette méthode de résolution de systémes non linéaires nous conduit

133



Contribution a I’étude mathématique et numérique des structures piézoélectriques
en contact

évidement pour chaque itération a la résolution de systémes linéaires qui ont la forme

suivante :

(K'+T") Ax' = —G(u', ¢") — F (u', X),
oil Ax’ = (Au’, Ag', AX) avec Au’ = ut! —ul, Ap! = ot — ' et AN = X'\,

Une caractéristique de la formulation hybride est qu’elle conduit & une matrice tan-
gente non symétrique (dans le cas de certaines lois de contact avec frottement), non
définie positive, quelque fois mal conditionnée et avec des zéros sur la diagonale. Les
solveurs linéaires doivent dont étre adaptés a une telle situation. Pour les méthodes
directes, il est capital de veiller & la numérotation du maillage ; le numéro d'un noeud
multiplicateur doit étre supérieur a I'un au moins des noeuds solides du méme élément
contact afin d’éviter les pivots nuls. Ceci doit se faire sans trop agrandir la largeur de
bande de la matrice. Les méthodes itératives ne présentent pas pour ’essentiel cet in-
convénient surtout si I’on utilise les techniques de stockage des matrices creuses (sparse
matrices). On a donc eu recours pour l'essentiel aux algorithmes du double gradient
conjugué préconditionné, qui permettent de résoudre des systémes non symétriques.
Un des nombreux avantages de I'approche couplant formulation hybride et méthode
de Newton généralisée réside dans la possibilité d’utiliser les multiples techniques de
préconditionnement des systeémes linéarisés, d’acceleration de convergence développées
pour les systémes standards en général symétriques issus des modélisations éléments

finis ordinaires.

La résolution du systéme non linéaire (IV.1.38), issu de probléme de contact avec
frottement, est alors obtenue en couplant le solveur non linéaire de type Newton géné-
ralisé et un solveur linéaire itératif; ainsi, le schéma global de résolution peut prendre

la forme suivante:
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e Initialisation

e Boucle sur les incrémentales de charge (nbinc)
X solution initiale

nb = 0, nbinc

~~ Itérations de Newton

0 _
an+l = Xnb

1=0,...:

» calcul de la matrice assemblée K = (K' +T%).
» calcul du second membre assemblé b’,,.

» calcul du préconditionneur C' (de type ILU).
» résolution de (C_lﬁi).Axi = -C'b,.

o : i1 i+ i i
» actualisation de la solution x7,"; / x; 0 =X, + Ax’.

jusqu’a convergence: ||Ax"|| < e [|AXY||

1.4 Présentation des résultats numériques

Afin de vérifier le comportement asymptotique de convergence des solutions ap-
prochées établi dans la section IV.1.2, nous avons mis en oeuvre quelques simulations
numeériques en dimension 2. Ces méthodes ont été implémentées sous Modulef, un code
d’éléments finis développé par 'INRIA (voir [17]).

Nous supposons qu’on a un corps semi-infini suivant I'axe X;, dans un repére
orthogonal (0, X,X5,X3) des cristallographes: il n'y a pas de variation possible des
degrés de liberté calculés (le déplacement w et le potentiel électrique ¢) dans cette
direction. Ici, les tenseurs E, D, € et o sont nulles suivant X;. Autrement dit, le
matériau est en état de déformations planes par rapport au plan (O,X5,X3) (on aura
donc g7 = 0, 15 = 0, 13 = 0) et a déplacement électrique nul suivant X; (D; =
0). Pour ces tests numériques, on considére un matériau électro-élastique anisotrope
transverse hexagonal de classe 6mm (c’est & dire possédant un axe de symétrie X3 qui
représente la direction de la polarisation P, et les six plans de symétrie) ; on prend alors
comme exemple la matériau PZT-5A (voir [57])). Cela a pour conséquence principale
que la loi de comportement s’exprime, a partir des deux équations (IV.1.1) et (IV.1.2),
uniquement dans le plan (O,X5,X3); ce qui permet de travailler en deux dimensions
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uniquement. Le tenseur des contraintes mécaniques et le vecteur des déplacements

électriques caractérisants le PZT-5A s’expriment sous la forme matricielle suivante :

022 Jo2 fas O 0 €32 €22
033 Jos fzz 0 0 €33 €33
(IV 140) 093 = 0 0 f44 €94 0 2623
D, 0 0 eu —fn 0 )
D3 ez ez 0 0 —fs —FEj3

Dans I'équation (IV.1.40), en utilisant les propriétés de symétrie du tenseur mécanique,
le passage du tenseur d’ordre 4 (fi;r) vers un tenseur d’ordre 2 (avec la notation
matricielle f,,) est donné par le jeu d’identification qui, & toute paire d’indices ou

d’exposants pouvant étre interchangés, on associe un entier selon le schéma suivant :

fo2 faz O
fijkl = qu = foz faz O
0 0 Jfu

avec

ijoukl=22 — pougq=2,
tjoukl=33 — pougq=3,
tjoukl=230u32 — pougq=4.

De la méme facon pour le tenseur d’ordre 3 piézoélectrique, nous avons

- . 0 0 €o4
Cigk = Cpa = ezp €33 0

jk=22 — ¢=2,

avec

Jk=33 — q=3,
jk=230u32 — gq=4.

Pour les tests numériques, on considére un matériau piézoélectrique PZT-5A ca-
ractérisé par les coefficients données dans le tableau 2.1, établit par Feng et Wu dans
[38]. La permittivité du vide ¢y = 8.885 107 12C?/Nm?.

Nous considérons deux problémes de contact, I'un avec du contact unilatéral et
I’autre avec compliance normale avec frottement pour un coefficient de u = 0.2, en

déformations planes sans force volumique (f, = 0 N/m3). Ces deux problémes ont été
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Elastiques (GPa) | Piézoélectriques (C'/m?) | Diéléctriques (C?/Nm?)

f22 f23 f33 f44 €32 €33 €24 522/ €0 533/ €0
121 | 75.2 | 111 | 21.1 | -5.4 | 15.8 12.3 916 830

TAB. 1.1 — Les valeurs des coefficients du matériau PZT-5A.

choisi pour retrouver le comportement asymptotique de convergence établi en section
IV.1.2. Dans un premier temps, les résultats qui vont suivre concernent le probléme
électro-élastique de contact avec compliance normale et frottement. Le domaine (2
est un rectangle de dimension 8m x 4m. La déscritisation est faite avec des éléments
finis triangulaires de type P; (triangles & 3 noeuds). Dans le cas de la figure IV.1.1,
nous avons choisi de prendre 16 noeuds en contact actifs avec la surface rigide. Le
déplacement vertical est nul sur I'; = {0} x [0,4] et le potentiel électrique est libre. Soit
Iy = ({8} x[0,4])U(]0,8] x {4}). L’intensité des forces surfaciques agissant sur la partie
[0,8] x {4} de la frontiére du corps est donnée par la formule: f, = (0, — 10 x3) N/m?,
tandis que la partie {8} x [0,4] est libre. Sur la partie I's = [0,8] x {0} le corps est
en contact avec une fondation isolatrice et immobile. Finalement, nous supposons

qu’aucune charge électrique n’agisse sur le corps, i.e. go = 0C/m3.

f2 /

——

00/
N

7

3> C

FiG. IV.1.1 — Duscrétisation du corps en contact avec une fondation.

Afin d’avoir une déformation visible, on a augmenté la pression sur la partie [, du
corps (voir la figure 1V.1.2). A T'interface du contact, on a un contact avec frottement ;
les fléches présentent les forces de contact frottant. Cette force de contact s’oriente de
plus en plus vers la droite, proportionnement a l'intensité de la force appliquée. Au
cours de la simulation, on observe un glissement entre le corps et la fondation avec une

pénétration maximum de 4.1072 m, ce qui est cohérent avec la précision de la méthode
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de pénalité ot le coefficient de pénalisation avait été fixé a 10%.

AN
AN
\ LA

7

N
iy

N TN
ZaN

FiG. 1V.1.2 — Configurations initiale et déformée avec les forces de contact.

En outre, Si on applique une force de compression, le matériau va se déformer de
telle sorte que le barycentre des charges positives et celui des charges négatives vont
s’écarter. On a ainsi créé un dipole électrique qui par réaction, va faire apparaitre des
charges de signes opposés sur la surface. Sur la figure IV.1.3 on voit la distribution
du potentiel et le champ de déplacement électrique dans le corps dont sa direction
est expliquée par la relation: D = ¢E + P avec E = 0 (c’est-a-dire pas de champ
électrique appliqué). C’est un exemple d’action d’un capteur piézoélectrique: on peut
donc placer des électrodes en n’importe quel point de la surface du matériau et dé-

tecter un changement de contrainte. Il existe deux types de mesures, I'une qualitative

dépasse un certain seuil, il suffit pour cela de mesurer la résistance électrique du ma-
tériau ; désormais une alarme pourra sonner bien avant que le matériau ne s’effondre
pas par exemple. La mesure quantitative consiste a associer une grandeur numérique

a la mesure de la force; elle peut donc servir a construire une balance.

Nous pouvons facilement noter une certaine correspondance entre la distribution de
potentielle électrique et les contraintes élastiques a I'intérieur du corps, présentée dans
la figure IV.1.4. Il est normal que les valeurs du potentiel électrique soient plus élevées
1a oul les contraintes sont plus importantes; c-a-d 1a ot il y a une réaction forte entre le
corps et la fondation. Pour évaluer les effets du coefficient du frottement a l'interface
du contact, trois valeurs ont été testées, u = 0, p = 0.2 et © = 1. La distribution du

potentiel est reportée dans la figure IV.1.5 en fonction du contact actif sur I's.
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5. 5871E- 02
5.1478E- 02
4. 2692E- 02
3. 3906E- 02
2. 5120E- 02
1. 6335E- 02
7. 5488E- 03
- 1. 2370E- 03
- 1. 0023E- 02
- 1. 8809E- 02
-2. 7594E- 02
- 3. 6380E- 02
- 4. 5166E- 02
- 4. 9559E- 02
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: \1\\§\\§\.\\\\\\\\

F1G. IV.1.3 — Le champ de déplacement et le potentiel électriques dans la configuration
déformée.

Fi1Gc. IV.1.4  Contraintes de Von Mises dans la configuration déformée.

Nos tests numériques consistent & mesurer respectivement les erreurs ||u — u”||y

et || — ¢"|lw avec les normes H'(2) et L?*(2) pour des maillages quasi-uniformes de

006 ‘
o u=0
=8 0=0.2)
0.05 b u=l B
0.04— B
e
g
§ 003 4
o}
Q
0.02 |
0.01- : B
o ! \ \
0 2 4 6 8

zone du contact

FiG. IV.1.5 — Dustribution du potentiel a l'interface du contact.
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Fic. IV.1.6 — Estimation d’erreur.

pas h € {iL L L L L1 1l n'est pas possible de raffiner uniformément la taille

des éléments autant que nécessaire, ceci pour des raisons évidentes de coiits de cal-
culs. Comme on ne dispose pas de solution analytique pour notre probléme, 'erreur
|uw—u"||v+ || — @"||w est évaluée numériquement par ||w,.; — u”||v + ||@rer — ™|l
La solution de référence (w,cr,pref) est calculée sur un maillage de référence compor-
tant 131072 éléments et 197763 degrés de liberté (correspondant a h = 1/256). Sur la
figure IV.1.6 I'ordre de convergence de la méthode pour différents pas de discrétisa-
tion A est représenté. Nous constatons que le comportement asymptotique linéaire de
convergence que nous avons établi dans la cas d’une intégration exacte, obtenu aux
résultats (IV.1.30) et (IV.1.32), est pratiquement confirmé lorsqu’on observe les figures
IV.1.6.
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Chapitre 2

Cas quasistatique

Dans ce chapitre on reprend le probléme quasistatique de contact sans frottement
d’un corps électro-viscoélastique avec une base rigide isolatrice, qui a été analysé dans
le deuxiéme chapitre de la partie II1. Dans la perspective de mettre en oeuvre les simu-
lations correspondantes, nous donnons, dans la premiére section, quelques rappels sur
le probléme mécanique étudié, dont nous formulons par la suite un résultat d’existence
et d’unicité des solutions faibles pour la formulation variationnelle . Dans la deuxiéme
section, nous abordons 'approche numérique du probléme, en étudiant les estimations
d’erreurs. L’algorithme mis en oeuvre, détaillé dans la section 3, repose sur un schéma
de type prédiction-correction couplant différences finis et itérations linéaires (méthode
de Newton). Enfin, le comportement asymptotique de la convergence et la robustesse
de I'algorithme sont présentés sur des tests en dimension 2 dans la derniére section.

L’objectif du présent chapitre est d’étendre les résultats acquis dans [11] pour un
probléme électro-viscoélastique de contact avec compliance normale, au cas du contact

unilatéral de Signorini et de proposer une analyse numérique du modéle.

2.1 Electro-viscoélasticité, formulation variationnelle

Nous gardons ici les mémes notations qu’au deuxiéme chapitre de la partie III de
ce mémoire et nous considérons le méme modéle physique. Cependant par la suite,
nous supposons qu’il y a une distance g entre le corps et la fondation et on impose un

champ électrique sur la frontiére du corps.

Probléme Ps. Trouver le champ des déplacements w : Q x [0,T] — IR?, le champ
des contraintes o : Q2 x [0,T] — S9, le potentiel électrique ¢ : Q x [0,T] — IR ainsi que
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le champ des déplacements électriques D : Q x [0,T] — IR? tels que
o= Ae(t) + Fe(u) — E'E(p) dans  Q x (0,T
D = E&e(u)+ BE(yp) dans  Qx (0,7

Dive + f, =0 dans Qx (0,7

T

div D = q dans Q x (0,
ov=F, sur 'y x (0,

(0,T)

(0,7)

u, <g,0,<0,0,(u,—g)=0,0,=0 sur ['s x (0,7,
© = Py sur L, x (0,7)

(0,T)

D -v=qg sur I'y x (0,

( )

( )

( )

( )

(IV.2.5) u=0 sur Ty x (0,
( )

( )

( )

( )

(

1V.2.10) u = U dans  Q,

ou la frontiére de €2 est composée de I's (de mesure non nulle), I'; et 'y, d’'une part, et
de T, (de mesure non nulle) et I, d’autre part. On supposera que le tenseur de viscosité
A = (aijrn) d’ordre quatre est symétrique et défini positif, Le tenseur de 'élasticité
d’ordre quatre F = (firn) est symétrique et défini positif, le tenseur piézoélectrique
E = (ey;1) vérifie e, = e, et le tenseur diélectrique 8 = (3;;) est symétrique et défini
positif. Les chargements extérieurs sont représentés par
fo € WHHOT; L2(Q)Y),  fy € WHH(OT5 LA(T2)7),
qo € W0, T; L2 (Q)), qo € WHL(0,T; L*(Ty)),
¢@(t) =0 sur I's Vte0,T].
Ici w, = uw - v est le déplacement normal, w, = u — u,v représente le déplacement
tangentiel, o, = (ov) - v est la contrainte normale et o, = ov — o,V est la contrainte

tangentielle.

La fonction g représente l'interstice initial entre le corps et la fondation, mesuré le

long de la normale v telle que
g€ L*(T'3), ¢g>0 p.p. sur [},

Afin de présenter la formulation variationnelle du probléme P5 nous introduisons
les espaces de Hilbert
V:{’UE.Hl ”UZOSUI‘Fl },
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W={yeH(Q)]¢=psul,},
Wo={veH(Q)|y=0surT, }.
La cadre fonctionnel approprié pour ce probléme fait intervenir le cone convexe fermé
de V
(IV.2.11) K={veV| vy <g surI;}.
On fait I’hypothése suivante sur la condition initiale:
ug € K.
Finalement, soit f € V (respectivement g € W) I’élément défini par le théoréme de

Riesz représentant f et f, (respectivement g et ¢z).

En utilisant la formule de Green, on obtient pour le probléme mécanique Py la

formulation variationnelle suivante :

Probléme P). Trouver le champ des déplacements w : [0,T] — V et le potentiel
électrique ¢ : [0,T] — W tels que

(IV.2.12) u(t) € K, (Ae(a(t)).e(v) — e(u(t)n + (Fe(u(t)).e(v) — e(u(t)))w +
(EVp(t)e(@) — e(ult))n > (FOw —u®)y Yo ek, pp. te(0.7),

(IV213) (,8V(,O,V¢)L2(Q)d — (86(1&@)),VQ/})LQ(Q)d:(q@),w)W Vi e Wy, Vt e {O,T],
(IV.2.14) u(0) = uy.

Le résultat d’existence et d’unicité d’'un couple de solution (u,p) € WH>(0,T;V) x
Whoe(0,T; W) du probléme P} est obtenu en suivant les mémes démarches déja uti-
lisées dans la démonstration du théoréeme I11.2.1, p.111.

2.2 Formulation variationnelle approchée, estimation
d’erreurs
De la méme maniére que pour le probléme PY qui a été analysé dans le premier

chapitre de cette partie, nous étudions un schéma discret total d’approximation nu-
mérique du probléme PY.
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Partout dans cette section nous supposons que les hypothéses du théoréme I11.2.1
sont satisfaites. Soit 7" une famille de triangularisations réguliéres de type éléments
finis du domaine 2, qui est un polygone, dont le diamétre ne dépasse pas h et com-
patible avec la partition de la frontiére I'. Soient également V* C V, W' C W et
W, C W, trois espaces d’éléments finis utilisés pour approcher respectivement le
champ des déplacements V' et les champ potentiels W et W, définis par:

(IvV.2.16) W" = {y" € C(Q) ; ¢|QE € P1( Q°eT", Y=gy sur [},

(IV.2.15) V= {o" € [C@Q)*; v, € [P(Q)]Y, Q°€T", v"=0 surTs},
Bl
(IV.217) W ={y" € C(Q); ¢, € P(Q), QeT" ¢"=0 surT,},

ol Pl(Qe) est l'espace des polyndmes de degré inférieur ou égale a 1 sur 1’élément
référence Q°. Ensuite, on introduit le cone fermé discret K" = K NV, sous-ensemble

d’un espace de dimension finie :
(IV.2.18) ={o" e V" vl(a;) < g Va; € NEH(QTM)Y,

ou N{2(Q,T") représente 'ensemble de noeuds de 7" se trouvant sur I's.

Pour discrétiser la variable temporelle, on considére une subdivision équidistante
N

U [tn_1,t,] de Vintervalle [0,7] telle que 0 =tq < t; < ... <ty =T et on définit par
n=1
k = T/N le pas de temps. Soit une suite {w, }»_;, nous utilisons la notation dw,, pour

la différence divisée, i.e. dw,, = (w,, — w,_1)/k. La valeur de la fonction continue f(¢)
au point t,, est notée par f, = f(¢,).

La méthode d’approximation discréte totale du probléme P()V, avec les conditions

initiales ul*, que nous allons analyser est la suivante:
Probléme PY"*. Trommr le champ des déplacements u" = {u!*}N_~C V" et le
potentiel électrique "t = { "IN C W tels que ul* = ul, et pourn=1,... N,
(IV.2.19) (Ae(dul® e(v"))y + (Fe(ul*),e(v"))y + (E* V™ e(v"))y

Z (fn?vh)V7 Vvh € Kh7

(IV.2.20) (BVLF VU)o — (Ee(ul?), V") 2y = (g 0™)w, V" € WY

En utilisant la relation (IV.2.20), nous introduisons les potentiels initiaux @h*.

On a le résultat d’existence et d'unicité reposant sur la méme démarche déja utilisée
dans la démonstration du théoréme I11.2.1 (page 111).
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Proposition IV.2.1. Sous réserve que les hypothéses du théoreme II1.2.1 soient

satisfaites, le probleme discrétisé Py"™ admet une unique solution (u"™ x ©"*) C

Whe (0,15 V) x Whe(0,7; Wh).

Le résultat essentiel de ce paragraphe est d’obtenir une estimation d’erreurs pour
la solution discréte. Dans ce but, nous supposerons dans la suite du paragraphe la

condition supplémentaire de régularité suivante sur la solution du probléme P()V :
(IV.2.21) w € CHO,T;V) et e CY0,T;W).
Nous obtenons alors I’estimation d’erreurs suivante :

Théoréme IV.2.2. Sous les hypothéses du théoréme I11.2.1 et (IV.2.21), Soit (u,p)
la solution du probléeme Py et soit (u"* ©"*) la solution du probleme discrétisé Py "™,

Alors il existe une constante ¢ > 0, indépendante de h et k, telle que

9 o hky|2 o2 < (,_f;2 b2
(1V.2.22) max (lun — w1} + llon — @13} < e max (Il — b1 + s — vl

s = w1l ) + o — wf -+ ¢ max [[i; — du ||}
N-1

k™Y g — vl — (ui — o))
j=1

Démonstration. On va donner d’abord une majoration de l'erreur ||¢, — ©"*||y .
Prenons maintenant ¢ = ¢" € W[ dans (IV.2.13) en t = t,, et faisons une soustraction

de cette inégalité et (IV.2.20), nous obtenons
(BV(pn — "), V") 2()a — (E€(un — ulF), V") 2 e = 0, V" € W',

Par conséquent,

(BV (¢n — @2F),V (on — @38 2pa — (E(tn — ulF),V(pn — ©2F)) 12 ()
= (/Bv(@n - (p}rik)vv“Dn - wh»LQ(Q)d - (ge(un - uzk),V((pn - Z/)h))LQ(Q)"lv

pour tout " € Wk.
De T'inégalité de Cauchy

1
(TV.2.23) ab < na® + 4—b2, abe e R,m >0
n
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et des équations (I11.2.13)—(111.2.14), aprés quelques calculs, nous avons pour certaine
constante ¢ > 0

(IV.2.24) lon = @n" 15 < elllun —ug" I3 + lon = 0"15), V" € Wy

Ensuite, nous procédons une estimation d’erreurs pour le champ de déplacement

|, — ||y, Prenons v = u/** dans (IV.2.12) en t = t,,, on obtient pourn = 1,2,... N :

(TV.2.25)(Ae(i,),e(u™ — w,))y + (Fe(u,),e(u™ —u,))y + (E*Vion,e(u* — u,))x

e
Z ( n?uzk - Un)v.

Nous pouvons réécrire (IV.2.19) sous la forme

(IV.2.26)(Ae(duy") & (wn — ") o + (Fe(u®) e (un — un®))x
HE Vet e(un —up®))pe = (F,.0" —up®)y + (Ae(0un®) e(u, — v")x

+(Fe(uy) e (un —v") + (E°Ver" e, — v"))a.
Nous faisons maintenant une soustraction de cette inégalité avec (IV.2.25) pour obtenir

(IV.2.27) (Ae(ttn, — dur®)e(u, — ul¥))y < (Fe(u,) — Fe(ulr)e(ult — u,))n
+ (E*V(on — ™) e(u — ) + ()t — ")y
+ (Ae(t, — 6u™) e(u, — ")y — (Ae(it,),e(u, — v"))y

+ (Fe(un).e(v" — wn) )y — (Fe(un) — Fe(u,").e(v" — un))n

+ (EVn,e(®" —uy))y — (E*Vp, — EVE™* e(v" —u,))y Vo' € K"
Nous notons que

(Ae(tt,—6ul™) e (w,—u*))y = (Ae(tt, —0u, ) & (ty—u"*)) g+ (Ae (S, —0u™) e (w,—u™))y,

n

et aussi
(Ae(t,—0u™) e(u,—v"))y = (Ae(t,—0uy, ) e(t,—v")) 1+ (Ae(du, —0u™) e (u,—v"))y,

ol
Uy — Up—1

Su, =
“ k
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D’ailleurs, on a

Up — Uy W —ul®
(Ae(du,, — 5uflk),s(un — uZ’“))H = (Ag( 2 LI : 1),s(un — uZ’“))H
w, —ul* o, —ulk,
= (Ae( o L) e (un — ulF)).

k k
En utilisant les deux égalités ci-dessus dans (IV.2.28) et en tenant compte les propriétés
de A, F et £*, aprés quelques calculs, nous avons

1
2l = < C(||un — w5+l — wp v, — 0"y + [Ju, — 0"y

. 1
S R v [ [P v
Hlln — @l et — ][y + ([, — St v, — ul*y
Hlpn — @t ] [0" — 2w v
1
(e =l = (s =l ) e, = 0" ).
Appliquant maintenant I'inégalité de Cauchy (IV.2.23), nous avons
et = w13 < o ([fatn = w1+ llon — @2¥1 B+ [fatn = "3 + [l — 0]y
it = Sy [f -+ (Ae(an = ulk — (w s — ulk,) (e, — 0"))
[ty — ul" |3
Par conséquent, nous avons
n
= w1 < k> (Ihety = w13 + oy — 11
j=1
ey = W11+ Iy = 0]l + [y — 0w
n
+e Y (As(uy — ul® = (ujmg — ulh)).e(u; — v))
j=1
o —uhll} ol € K",
et, aussi

e =} < e ma (|fu; —v’7‘|!2v+ ;= Iy )

+CZ Fllaw; —uh’“|lv+czk||% %

+CZ (Ae(u — (uj_1 — u?fl)),s(uj - U?»H
+Cf£%>5v||uj—6u3|\%+uuo—u3\|2v Viv) )iz © K
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Nous notons maintenant que

n

Z(Ae(uj - U?k — (ujo1 — U?ﬂ))ﬁ(uj - 'U?))H

= (e(un — ) e — o))+ (Ae(uo — ul).e(ur — v}

n—1
+ Z(AE(UJ' —ul*)e(u; — vl — (uj —vl))n
j=1

<& un —IUZ'CHQV +cllwn — vpll + clluo — ugl§ + [y — 077
-

hk h h
+ 3 [y — ulF |y [y — v = (wjn =)y,
j=1
ou £ > 0 est un parameétre supposé étre assez petit.
Finalement, en utilisant (IV.2.24) et en appliquant une version discréte de 'inégalité
du Gronwall [48], nous obtenons le résultat (IV.2.22). O

Nous notons que I'évaluation d’erreur ci-dessus peut étre améliorée en utilisant les
idées semblables a ceux appliqués dans [51] dans le cas d’'un probléme de contact entre

deux corps viscoplastiques. Nous supposons alors
(IV.2.28) o, € C(0,T; L*(T3)).

Remarque. Nous notons qu'il y a une différence entre les hypothéses (IV.2.21) et
(IV.2.28) et la régularité de la solution donnée dans le théoréme I11.2.1, qui utilise
o, € L>(0,T; H'/?(T'3)). Cette différence reste un probléme largement ouvert, cela
nécessiterait une étude plus profonde du point de vue mathématiques des problémes

de contact.
En utilisant les mémes arguments que dans [51|, nous obtenons I’estimation d’erreur

suivante :

Corollaire IV.2.3. Sous les hypothéses du théoreme IV.2.2 et (IV.2.28), nous avons
lestimation
(1V.2.20) max {lfot, — w13 + [lon — L1} < e max {lfae; — o1 + llo; — w11y

1<j<N

1) = )z} + clluo — whllf + ¢ mas |1 — duyl I

N-1
R S
j=1
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L’estimation (IV.2.29) est le point de départ pour I'analyse de convergence. Pour
des choix particuliers des conditions supplémentaires de régularité de la solution du

probléme Fj, nous supposons que
( ) w e H*(0,T;V)NC(0,T; [H*()]Y), wu, € C(0,T; H*(T3)),
1V.2.30

we L2013 [H*(Q))Y), @€ L*0.13V), ¢ e 00,1 H*(Q).

Par conséquent, nous obtenons I’estimation d’erreurs suivante pour la solution en dis-

crétisation totale:

Corollaire 1V.2.4. Sous les hypothéses du corollaire 1V.2.3 et les conditions sup-
plémentaires de régularité (1V.2.30). Alors, la convergence linéaire de [’algorithme est

obtenue, c’est-a-dire, il existe ¢ > 0, indépendant de h et k, tels que

uh* hk

2. m — < .
(Vas)  max fl =l e ) < bt )
Démonstration. Définissons v? = Iu; pour j = 0,...,N, ou II" = (7ML, :

[C(Q)]4 — VI, et 7 : C(Q) — B" est 'opérateur d’interpolation des éléments finis
(voir par exemple |25]). Les valeurs initiales de potentiel sont définies par ¥ = whp(0).
Nous avons u € C(0,T; [H*(Q)]?) et u, € C(0,T; H*(T'3)), ce qui donne (voir [25])

h
Ogl%vuuj Tuj|lv < chllulleor a2 @),

(1V.2.32) max (), = (w22 < el oo ramay,

h
max ;= 0sllw < chllellcom: @

De (IV.2.30), il s’en suit que

(1V.2.33) v [[i; — dujlly < bl 2oy

Le derniére terme dans (IV.2.29) est borné en utilisant les idées appliquées dans (|23,
47]). D’abord, nous notons que

(wjp1 = V) = (u; = v) = (Wi —uy) — 7" (wj0 — uy) = k(6w — 7"0uji1),
ol 5u‘]+1 — %

Par conséquent, de du;41 =

J+1
/ w(t)dt il s’en suit que

1
k
Sujiq||? at) <t o dt.
I u’]+1||[H2(Q)]d = k,g Hu M2 @ =7 | (t )”[H2 Q))d
t

J
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Et gardant a l'esprit (IV.2.32), nous déduisons

i1
(w1 = v50) — (ug — VI < ckhQ/ () {2y it
tj

ce qui donne

N-1
(1v.2.34) Y e = vf) = (wy — o))IE < P [[all3a g gy

j=1
Finalement, le corollaire IV.2.4 se déduit maintenant, en combinant (IV.2.32), (IV.2.33),
(IV.2.34) et (IV.2.24). O

2.3 Méthode de résolution

Dans cette section, nous décrivons les méthodes numériques pour le traitement du
contact sans frottement entre un corps électro-viscoélastique et une fondation. La for-
mulation mixte utilisant un quasi-Lagrangien augmenté a été spécialement développée
dans la perspective d'utiliser une méthode de type Newton sur le systéme non linéaire
et non differentiable.

Les simulations numériques ayant été faites en dimension 2, nous nous placons par
la suite dans le cadre bidimensionnel. Nous admettons que le corps considéré €2 est
un domaine polygonal de I'espace IR?. Ce dernier peut ainsi étre décomposé en un
nombre fini N* de triangles ou des quadrilatéres ¢ de taille maximale h, via une

triangularisation 7" = {Q¢}, h désignant le diamétre maximum des éléments Q°, tels
Nh
-~ € . . 2 A LN
que ) = U Q1". La triangulation 7" est supposée réguliére.
e=1
Notons X" I'espace élément fini des éléments linéaires correspondant & la triangu-

larisation 7" construite, les espaces de dimension fini V" et W" sont données par
Vh=X'nV, Wh=X"nW et W= X"NW,.

Si ’on considére la famille d’éléments P, les espaces discrets approchant V., W et W,
sont alors définis par (IV.2.15) (IV.2.17).

2.3.1 Formulation en quasi-lagrangien augmenté

Afin de régulariser, la non-différentiabilité de terme de contact, nous utilisons une
formulation en quasi-lagrangien augmenté. Toutes les grandeurs a venir sont suppo-

sées totalement discrétisées a la fois en espace (méthodes éléments finis) et en temps
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(méthode d’Euler implicite). Nous désignons respectivement par u, ,, ", et Al
les approximations discrétes de w, ¢ et A. Le terme 5uf;+1 est 'approximation de la
vitesse définie a partir de ul',; et ul.

Bien entendu, en utilisant le principe des travaux virtuels, vu au chapitre précédent,
le probléme PGth complétement discrétisé par la méthode d’Euler et avec les conditions

initiales u}* = ul! est équivalent au probléme suivant :

Probléme Pg/p. Trouver le champ des déplacements u",, € V" et le potentiel élec-
trique ", € W" tels que

(IV.2.35)  (Ae(du),,).e(")y + (Fe(u,,).e(®")y + (EVeh,e(v")n
+ (IBVSOZHaV?/Jh)L?(Q)d - (5€(U2+1)7V¢h)L2(Q)d

+ Vul:;-'vh da + V)\l:;q/h da = (fn+lavh)V + <Q7L+17¢h)W
F3 FS
pour tout (v" ") € VI x Woh et Y € Hch, le terme Hf représente un sous-espace de
dimension finie inclus dans 'espace L?(T'3). Le terme I représente la régularisée de la

fonction indicatrice W - (A") et est défini sous forme incrémentale de la fagon suivante
(voir (1.4.16) p.49)

r

0" ) = ((g2)ns1 ) + 5

1
h : h h
||(gu)n+1||2 - 5d25t2{71/ + T(gy)n+1,RIi}.
La discrétisation est appliquée sur le corps ) mais également sur l'interface de
contact, elle se fait via des éléments contact “noeud a rigide”. Pour plus de détails
concernant ces éléments contacts, nous renvoyons a la section 1.4.2 ou a |3, 4].

Introduisons maintenant, dans chaque sous-domaine €2¢, les notations matricielles

suivantes :
Ntot Ntot Ntot

uh _ Zuio/, (,Dh _ Z SOZCZa Ah _ ZA1517
=1 =1 =1

ou af, ¢ et & sont les fonctions de bases, constantes par morceaux, prenant la valeur
1 au noeud ¢ et 0 aux autres noeuds, nous avons pris ici une interpolation linéaire
de type P;: les vecteurs u’, ¢’ et A’ sont respectivement les valeurs aux noeuds i
des fonctions w”, " et A". N est le nombre total de noeuds du maillage. Avec
cette construction des espaces V" et W, les fonctions u" € V" (resp ¢" € W) sont

caractérisées par leurs valeurs aux sommets de la triangularisation (voir [24]).
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Aprés discrétisation par éléments finis électro-viscoélastiques et de contact, le sys-
téme (IV.2.35) peut s’écrire, pour tout champ test viscoélastique v, tout champ test
électrique ¥ et tout champ test multiplicateur -y,

(IV.2.36) (A(0tnt1),0) preer + (G(Uns1, Prga) (0,)) paveer

+(F(’U,n+1,An_t'_l),('v,’y))RNf%t = O \V/ v E BNt0t7 ¢ c BNtot7 ")/ c BNlE(;t7
ol A et G sont respectivement les opérateurs de viscosité et d’électro-rigidité définis
par

(A(Gu1)0) i = (Ae(Oul, ) e(0")y Vol € VI,

(G(Un+1a80n+1)a<'0ﬂ/’))JRNf0t = (fE(UZH)?E(”h))H + (BVQOZJrlavwh)LZ(Q)d
+(5*V¢Z+1=5<”h))7% - (85(u2+1)7v¢h)L2(Q)d

_(-fn+17vh>V - <Qn+1ﬂ/}h)W vvh € Vh’, wh S Wh,

et f représente l'opérateur de contact frottant défini par

(F (wp1, )\n+1),(v,7))RN%03t = [ Vul)v"dat+ | Vy(I)A"da V" eV A" e HE
Fg FS

Dans les relations précédentes,

— v (resp v) représente le vecteur test généralisé constitué par les valeurs v* (resp )
pour i = 1,... Nt

— u (resp @) représente le vecteur solution généralisé constitué par les valeurs u’ (resp
¢') pour i = 1,... N

— X (resp ) représente le vecteur solution (resp test) généralisé constitué par les
valeurs A’ (resp v*) pour i = 1,... NE,

— N{' désigne le nombre d’éléments utilisés I'§, issus de la discrétisation du domaine

2.3.2 Algorithme de résolution

En adoptant une forme vectorielle, il est possible de réécrire le systéme (IV.2.36)

sous la forme:

(IV237) A<5Un+1) + G(un+1,g0n+1) + F(Un+1,An+1) = 07
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ou A (dans la quelle intervient la contribution incrémentale du,,1 de la vitesse ), G
sont respectivement les opérateurs (différentiables) de viscosité et de rigidité et f une
partie non différentiable, issue des éléments de contact, sa forme explicite est donnée
par la formule (1.4.10) (page 47).

En utilisant la méthode d’Euler implicite (approximation par différences finies),
pour intégrer les vitesses et les déplacements de corps, on peut donc approcher ces

termes de vitesse incrémentale du, 1, pour 0 <n < N, par

Uyl — Uy . T
_— k=—.
o TN

Dans le cas de résolutions implicites, le calcul des variables liées au temps t s’effectue

5“%—0—1 -

par un schéma de prédiction-correction: il s’agit d’évaluer le comportement ultérieur
de la solution, en chaque point afin de le connaitre a I'instant choisi. Une telle méthode,

inconditionnellement stable, exige de nombreuses étapes de calcul.

Dans le but de combiner dans un méme algorithme la méthode des différences fi-
nies et une méthode d’itérations linéaires de type Newton, nous adoptons l’algorithme

suivant :

1) Une étape d’initialisation des termes de déplacements et de vitesses wg, duy.
2) Une étape de prédiction incrémentale donne les champs de déplacements, de
potentiels et de vitesses au début de I'incrément

U?H—l = Up, ‘:091-1-1 =¢n et 5“24-1 =0.

3) Une étape de résolution d’itérations linéaires permet d’obtenir les variations
incrémentales Au = u,11 — w, et Ap = @11 — .

4) Une étape de correction actualise les champs de déplacements, de potentiels et
de vitesses en fin d’incrément

Au

-

Il ne reste plus a présent qu’a unifier cet algorithme avec la méthode de Newton

Upt1 = ug+1 + Au, Prt+1 = QO?H-I + A‘P et 5un+1 = 5“?14—1 +

généralisée. Il convient pour cela de combiner la méthode des itérations linéaires et la
prédiction de la méthode des différences finies. [.’algorithme traite simultanément les
champs inconnus, a savoir les variables de déplacement wu,, 1, de potentiel ¢, et les
multiplicateurs de Lagrange A, via la variable x,,,; définie comme suit :

Xp1 = (Un+1 yPn+1 7)‘n+1>‘
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Ce schéma conduit a chaque itération ¢ de la méthode de Newton généralisée a
la résolution, imbriquée dans une boucle incrémentale n, d'un systéme d’équations
linéaires non différentiables s’écrivant :

-1

X =%, — ( Z;rl + K+ Tizﬂ)
X (A<5u;+1) + G(u;+17¢2+1) + F(Xiz-s-l)) )

ol Kiﬁl = DxG(quH,gole), Q;H = DXA((Sule) et szH € 0F(u%+1,)\;+1).

Les termes D,G, DA représentent les différentielles des opérateurs G, A. Le terme
OF désigne le jacobien généralisé du terme de contact frottant F en x, sa forme
explicite est donnée par (I.4.28) (page 54). Posons Ax' = (Au’, Ap', AX") avec Au’ =

i+1 7 i a1 7 t _ yi+l1 7
un+1 - un+17 AQD - San—‘rl - Spn—i—l et AA - An—|—1 M+l

L’algorithme que nous avons adopté prend la forme suivante :

e Initialisation ug et dug
e Boucle incrémentale n

~» Etape de prédiction
0o _ 0o _
Xpp1 = Xn, du, , = 0.

e Boucle d’itérations linéaires ¢
~ Etape de linéairisation de Newton

XnJrl - (unJrl 790n+1 7)\n+1>7

Q... i i i
<T++Kn+1+T Ax

n+1
— i i i i
= —A(0up) — Guy,9540) — F (X)),
K ., : matrice d’électro-rigidité,
Q... : matrice de viscosité,
T, , : matrice tangente de contact.

~+ Etape de correction

Ayl
T

il i i il e
X1 = Xpq1 T AX, ou,'y = 0wy, +

L’algorithme ayant été présenté, il ne reste plus qu’a tester sa robustesse et son effi-

cacité sur des simulations en dimension 2 pour les divers potentiels électro-viscoélastiques.
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Par ailleurs, nous essaierons dans la prochaine section de retrouver le comportement

asymptotique linéaire de convergence établi au résultat (IV.2.31).

2.4 Quelques simulations numériques

Pour tester I'efficacité de I'algorithme numérique ci-dessus, qui est basé sur la mé-
thode du Lagrangien augmenté, nous avons mis en oeuvre quelques simulations numé-

riques en dimension 2. Ces méthodes ont été implémentées sous Modulef (voir [17]).

On considére 'exemple académique simple d’un corps semi-infini suivant I'axe X7,
dans un repére orthogonal (O, X;,X5,X3) des cristallographes: il n’y a pas de variation
possible des degrés de liberté calculés (le déplacement u et le potentiel électrique )
dans cette direction. Ici, les tenseurs E, D, € et o sont nulles suivant X;. Autrement
dit, le matériau est en état de déformations planes par rapport au plan (O, X5, X3)
(on aura donc g7 = 0, g1 = 0, €13 = 0) et a déplacement électrique nul suivant
X; (D; = 0). Pour ces tests numériques, on considére un matériau électro-élastique
anisotrope transverse hexagonal de classe 6mm, on prend alors comme exemple 1’oxyde
de zinc (ZnO) (voir |42]) que l'on enrichit d'un comportement visqueux. Cela a pour
conséquence principale d’exprimer la loi de comportement, a partir des deux équations
(IV.2.1) et (IV.2.2) dans le plan (O,X5,X3). Le tenseur des contraintes mécaniques et

le vecteur des déplacements électriques s’expriment ainsi, sous la forme matricielle

suivante :
022 fao faz O 0 €32 €22
033 Joz fzz O 0 €33 €33
(IV238) 093 = 0 0 f44 €24 0 2823
D, 0 0 euq —fn O —Fy
D, ez2 e33O 0 — 33 —Fj3
929 Q93 0 0 0 E—fgg
Q923 Q33 0 0 0 5'33
+ 0 0 Q44 00 2é23
0O 0 0 00 —E,
0 0 0 0 0 —Fs

e o L (00 o
=9\ 0wy T 0n )

Dans I’équation (IV.2.38), en utilisant les propriétés de symétrie du tenseur mécanique,
le passage des tenseurs d’ordre 4 (f;ju) et (a;jn) vers un tenseur d’ordre 2 (avec la
notation matricielle f,, et a,,) est donné par le jeu d’identification qui, a toute paire
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d’indices ou d’exposants pouvant étre interchangés, on associe un entier selon le schéma

suivant :
faa faz O azy azs 0O
Jijit = fog=| fos fas O 5 Qijkl = Apg = | a3 azz 0
0 0 fu 0 0 ay
avec

tjoukl=22 — pougq=2,
tjoukl=33 — pougqg=3,
ijoukl=23o0u3d2 — pougq=4.

De la méme facon pour le tenseur d’ordre 3 piézoélectrique, nous avons

_ 0 0 ey
Ciik = € =
" ra ez e33 0

jk=22 — q=2,

avec

k=33 — q=3,
jk=230u3d2 — g=4.
Pour les tests numériques, on considére un matériau piézoélectrique dont les co-

efficients sont données dans les tableaux 2.1 et 2.2. La permittivité du vide ¢y, =
8.885 107 12C? /Nm?.

Elastiques (GPa) | Viscoélastique (GPa - s)

f22 f23 f33 f44 Ag2 | Q23 a33 Q44
210 | 105 | 211 [ 425 ] 21 | 10.5 | 21.1 4.25

TAB. 2.1 Les valeurs des coefficients mécaniques du matériau considére.

Piézoélectriques (C'/m?) | Diéléctriques (C*/Nm?)

€32 €33 €24 ﬁ22 / €0 Bs3 / €0
-0.61 | 1.14 -0.59 -8.3 -8.8

TAB. 2.2 Les valeurs des coefficients électriques du matériau considére.

Nous considérons un probléme de contact unilatéral qui est supposé sans frot-

tement, avec une fondation rigide isolatrice. L.e probléme est ramené a une analyse
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o

w0

F1G. IV.2.1 — A gauche, la définition du probléme. A droite, le maillage 2D du corps.

bidimensionnelle en déformations planes (figure IV.2.1). Pour fixer les caractéristiques
géométriques du domaine €2, de frontiére I', nous avons choisi les points comme suit
P =(0,1), P, = (1,0), P; = (3,1), P, = (1.5,1), Ps = (1,1.5) et B = (1,4), avec les
données suivantes: I, = I3 = [P, P, I1 = [Py,Ps] et Iy = I'\(I1 UTL3). Le corps
est discrétisé en 418 éléments triangulaires reliés par 248 noeuds dont 9 éléments de
contact répartis le long de U'interface de contact Iy (voir la figure IV.2.1). On impose

une condition de déplacement nul sur Iy.

Dans les tests numériques présentés, on s’est intéressé a 'étude de Deffet piézoélec-
trique inverse, c¢’est-a-dire la déformation du corps €2 lorsqu’il est soumis & un champ
électrique. Le champ électrique est appliqué par une différence de potentiel (ddp) entre
deux électrodes placées sur des bords du domaine 2. Nous avons donc considéré les

données suivantes:
fo=0N/m? f,=0N/m3 qy=0C/m3,

20V sur [Ps, Py,
Yo =
0V sur [P;,Fgl,
g=10"*m, T =10s, uo=0m, wuy=0m/s.
Sous 'effet des forces électrostatiques (crées par une différence de potentiel entre
les electrodes), la distance entre les barycentres des charges positives et négatives va
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Fic. 1V.2.2 — Configurations initiale et déformée avec les forces de contact.

augmenter, générant ainsi une déformation (figure IV.2.2). Sur l'interface de contact,
on a représenté les forces de contact (fléches), ce qui montre bien que le corps €
est rentré en contact avec 'obstacle rigide sur le frontiére I's, séparé au départ par
une distance g. Au cours de la simulation, on observe un glissement entre le corps
et la fondation sans aucune pénétration ; la force de contact est perpendiculaire a la

fondation, cela traduit le fait qu'on a un contact unilatéral sans frottement.

_ 22.00
1074
18.05
16.36
14.67
12.97
11.28
9.590
7.897
6.205
4.513

2821
~ iz
— 0.0000€+00

F1G. 1V.2.3 — Le champ de déplacement et le potentiel électriques dans la configuration
déformeée.

En outre, la figure IV.2.3 montre la distribution du potentiel et le champ de dé-
placement électriques dans le corps. Quand le champ électrique augmente, le champ
appliqué est suffisamment important, la densité de charge D est presque nulle. Lorsque
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le potentiel revient a zéro, il reste une polarisation P, résiduelle qui est permanente
pour un champ élevé et seulement provisoire pour un champ faible ; ce qui explique la

direction et la valeur du champ de déplacement électriques.

Nous pouvons facilement noter une certaine correspondance entre la distribution
de potentielle électrique et les contraintes élastiques a l'intérieur du corps, présentées
dans la figure 1V.2.4.

Fi1G. 1V.2.4  Contraintes de Von Mises dans la configuration déformée.

Pour mesurer respectivement les erreurs ||u—u"*||y et ||¢ — @™ ||y avec les normes
HY(Q) et L?(Q2), nous avons employé un procédé analogue a celui développé dans le
chapitre précédent, en gardant les mémes propriétés géométriques du modéle (voir
la figure IV.1.1 p.137) Nous avons considéré des maillages quasi-uniformes de pas
h € {3.75.35.80 13575 €t des pas de temps k € {§,75,55. 37, 5535 }- Comme on ne
dispose pas de solution analytique pour notre probléme, I'erreur ||u — w™*{|y + [|¢ —
©"||w est évaluée numériquement par ||u..; — u¥ ||y + ||orey — @™ |lw. La solution
de référence (Uyef,prer) est calculée sur un maillage de référence comportant 131072
éléments et 197763 degrés de liberté (correspondant & h = 1/256 et k = 1/256). Sur la
figure IV.2.5, I'ordre de convergence de la méthode pour différents pas de discrétisation
h + k est représenté. Nous constatons que le comportement asymptotique linéaire de
convergence que nous avons établi dans le résultat (IV.2.31), est pratiquement confirmé

lorsqu’on observe la figure 1V.2.5.

Le fonctionnement d’un actionneur piézoéléctrique repose sur ’exploitation d’une
déformation mécanique, générée par l'effet piézoélectrique inverse, permettant d’engen-

drer le contact. Sur la base de ce principe, on peut concevoir et réaliser un actionneur
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[T T T T T T T ]
0.063— —
g 0.0lﬁj i
==

A | i
5 F i
+ 0.0039— —
3 |- .
0.00098— —

1 ‘ 1 1 ‘ 1 1 ‘ 1 1 ‘

0.0625 0.125 0.25 0.5 1

h+k

Fic. IV.2.5 — Estimation d’erreur.

piézoélectrique pour le positionnement de la téte de lecture d'un disque dur, permet-
tant de créer un positionnement micrométrique a une vitesse satisfaisante. Le procédé
est similaire pour des micro-robots mobiles: I'actionnement est basé sur le principe du
stick-slip avec des actionneurs piézoélectriques positionnés dans des pieds conducteurs
(pour éviter des fils) ; les actionneurs jouent donc le role des pattes. Un autre exemple
est l'utilisation de l'actionneur piézoélctrique pour protéger des matériaux, déja en

contact ; ceci afin de ne pas dépasser les seuils de tension spécifiés par le fabriquant.
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Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons envisagé quelques problémes en Mécanique de Contact
pour des lois constitutives électro-élastiques et électro-viscoélastiques, en traitant di-
verses lois de contact et de frottement dans les cas statique et quasistatique de fagon
théorique et numérique. En petites déformations, nous avons proposé des formulations
fortes et faibles, donné des résultats d’existence, parfois d’unicité, ainsi qu’une formu-
lation duale du probléme et aussi un résultat de dépendance de la solution par rapport

aux fonctions de compliance.

Nous avons aussi étudié 'approche numérique du probléme, en utilisant un schéma
d’éléments finis avec une discrétisation implicite en temps. On a montré l'existence
et I'unicité des problémes discrétisés considérés ainsi que des résultats d’estimation
d’erreur sous des hypothéses de régularité.

Une extension de la méthode de Lagrangien augmenté (et celle de pénalité) a été
utilisée pour résoudre un probléme incrémental de minimisation avec des contraintes
résultant de la modélisation du contact avec ou sans frottement d’un corps piézoélec-
trique avec une fondation isolatrice. La fonctionnelle mixte correspondante est définie
dans la forme continue et trouver son optimum constitue un probléme de point selle
par rapport aux déplacements, aux potentiels et aux multiplicateurs de Lagrange. Les
équations vectorielles non linéaires des solides piézoélectriques obtenues sont linéari-
sées par l'utilisation de la méthode de Newton généralisée. Enfin, un élément fini de
contact “noeud a rigide” a été implanté dans le code Modulef.

Le modéle théorique et 1’algorithme numérique ont été testés sur des cas simples
pour vérifier la validité et D'efficacité et aussi le comportement asymptotique de la
convergence. La thése se termine par des simulations numériques, en dimension 2, d’un
probléme électro-élastique statique de contact avec frottement et aussi d’'un probléme
électro-viscoélastique quasistatique de contact sans frottement.

Plusieurs perspectives peuvent étre envisagées a ce travail de recherche. On peut
dans un premier temps prolonger les cas statique et quasistatique développés dans ce
mémoire au cas dynamique. Par ailleurs, il serait nécessaire de tester d’autres méthodes
de prise en compte du contact, comme la méthode du Lagrangien perturbé ou la
méthode du bi-potentiel. De méme dans cette thése, nous avons travaillé exclusivement
avec la méthode d’intégration d’Euler implicite. Or, si cette méthode a I'avantage d’étre
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trés stable, elle a aussi 'inconvénient de ne pas étre trés rapide. Il serait intéressant de
considérer des schémas plus performantes comme la a—méthode et d’en faire I'analyse
numeérique sur nos problémes piézoélectriques. D’autre part, dans notre travail nous
ne considérons que des problémes bidimensionnels, pour prendre en compte toutes les
propriétés des matériaux piézoélectriques, il serait souhaitable d’étendre nos travaux

en dimension 3.

Une autre voie ensuite est la formulation des modéles théoriques et des algorithmes
numeériques, au niveau de la surface de contact, entre un corps piézoélectrique et une
base conductrice et plus généralement entre deux corps piézoélectriques. Pour cela, il
faudrait formuler une loi & I'interface de contact, cohérente et réaliste, couplant d’une
part, le contact électrique entre les deux corps, et d’autre part, une loi de contact avec
ou sans frottement. Cela entrainerait également et de faire une extension de la mé-
thode du Lagrangien augmenté a la modélisation numérique de 1’électro-mécanique des
contacts et de résoudre les nonlinéarités avec une méthode de Newton généralisée, déja
utilisée pour des contacts purement mécanique, mais étendue a I’électro-mécanique des
contacts. On pourrait encore aller plus loin en introduisant d’autres lois constitutives
qui existent entre les propriétés électriques, thermiques et mécaniques d’un matériau
piézoélectrique (lois électro-thermo-élastiques et électro-thermo-viscoélastiques) dans
les quelles intervient essentiellement la température due a la chaleur dégagée par le

frottement par exemple, et son influence sur les propriétés du matériau piézoélectrique.

Par ailleurs, il serait nécessaire de comparer les solutions obtenues lors des simula-
tions par rapport a des mesures réelles. En effet, la piézoélectricité a depuis lors trouvé
un large champ d’applications dans le domaine de I'ingénierie électro-mécanique, des
matériaux intelligents multifonctionnels capable de s’adapter & leur environnement.
Depuis l'origine, les matériaux piézoélectriques ont été classés en deux grandes caté-
gories: les matériaux de structure qu’on utilise principalement pour leurs propriétés
mécaniques (construction de batiments, équipement sportif...) et les matériaux fonc-
tionnels dont la capacité a conduire le courant électrique par exemple (la biomédecine,
la robotique...). Une cellule piézoélectrique en contact direct avec un support constitue
un capteur simple et efficace pour enregistrer la propagation d’ondes sismiques suite a
un choc. Les matériaux piézoélectriques ont également été appliquées aux concepts des
structures actives et adaptatives: les piézo-laminés étant parfaitement adaptés au role
de capteurs de déplacement et de générateurs de force pour le controle des phénoménes
vibro-acoustiques. Ils peuvent étre utiliser pour dissiper les vibrations des skis afin de

garantir au mieux le contact du ski avec la neige, qui convertit I'énergie mécanique en
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énergie électrique au moyen de laminés piézoélectriques, ces derniers étant connectés

a un circuit dissipatif.

Dans ce mémoire, nous avons considéré quelques exemples de problémes aux limites,
mais leur étude a engendré d’autres problémes nouveaux. Ces lignes succintes ci-dessus
ne font qu’effleurer quelques unes de ces multiples ouvertures potentielles, la liste
est loin d’étre exhaustive. La mécanique est un champ privilégié d’applications des
mathématiques, et en méme temps, ses problémes ouverts sont des sources inépuisables
d’inspirations qui nous ameénent a forger de nouveaux outils mathématiques. Nous
espérons ainsi sensibiliser le lecteur a la richesse des problémes soulevés, et lui susciter
le désir d’aller encore plus loin, pour explorer les profondeurs de cet immense domaine

de recherche en Mécanique de Contact.
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