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Introdution
IntrodutionLes travaux sur les matériaux dits atifs se sont onsidérablement multipliés auours des dix dernières années ; ils se aratérisent par leur apaité à fournir uneation méanique sous l'e�et d'un ouplage, généralement réversible, de type életro-méanique (matériau piézoéletrique), magnétoélastique (matériau magnétostritif)ou bien enore thermoélastique (alliage à mémoire de forme). L'intérêt est en e�etde développer des matériaux, ou des strutures dites intelligentes dans de nombreusesbranhes de l'industrie.La piézoéletriité traduit l'aptitude que présentent ertains ristallins à se polarisersous l'ation d'une ontrainte méanique (e�et diret) ou bien à se déformer lorsqu'illeur est appliqué un hamp életrique (e�et inverse). La piézoéletriité ne peut semanifester, ni pour des orps onduteurs, ni pour des orps à haut degré de symétrie,autrement dit, tous les matériaux piézoéletriques sont anisotropes. Cei signi�e qu'ilspossèdent des propriétés physiques variant selon la diretion onsidérée.Bien qu'ayant été prédit par Coulomb et déouvert par Bequerel en 1879, l'e�etpiézoéletrique n'a été orretement expliqué par expérimentation qu'en 1880 par lesfrères Jaques et Pierre Curie. Par la suite le formalisme de la piézoéletriité a étédéveloppé par P. Duhem, F. Pokels et partiulièrement par W. Voigt en 1894. Uneprésentation des débuts de la piézoéletriité peut être trouvée dans [22, 71, 72, 73,111, 112, 113, 115℄, et plus réemment [6, 16, 57, 109, 114℄.Les matériaux piézoéletriques peuvent se regrouper en trois lasses prinipales :(1) les ristaux, dont le plus onnu est le quartz ;(2) les polymères, à base de �bres de aouthou, laine, heveux, bois et soie ou bienle polymère Poly-Vinyl-DiFluoridène (PVDF) ;(3) les éramiques, qui omportent de nombreux éléments, itons entre autres, les tita-nates de barym, les titanates de plomb et la famille des PZT (plomb,zironate,titanate)qui o�re le plus de possibilités au niveau industrialisation.Ces matériaux ne sont pas restés une simple uriosité sienti�que et sont mainte-nant très répandus dans de nombreuses appliations allant de l'allume gaz, à l'infor-matique (buses d'imprimante à jet d'enre) en passant par les osillateurs à quartz deshorloges életriques. Les matériaux piézoéletriques sont des matériaux intelligents(adaptatifs) ; ils ont surtout trouvé appliation dans le ontr�le des vibrations dansv



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatles domaines de l'automobile (injeteurs), l'aérospatiale, le ontr�le de forme (ailesd'avion, miroirs des télesopes) ainsi que dans le ontr�le en aoustique des nuisanessonores : le quartz est largement utilisé dans le domaine des téléommuniations entant que �ltre ontr�leur ou générateur de fréquene. Atuellement, il y a de nouvellesappliations dans le domaine de la médeine, du suivi de grossesse aux problèmes ar-diaques en passant par l'examen du tube digestif, le prinipe est le même que elui dusonar. Bien d'autres appliations sont données dans [9, 57, 105℄.Dans la plupart des systèmes de la méanique des strutures, il existe des situationsdans lesquelles un orps (piézoéletrique) déformable entre en ontat ave d'autresorps : dans un ontexte médial, la modélisation orrete de l'interation entre lesoutils de hirurgie et les organes est de première importane pour réaliser des simula-tions réalistes. Ainsi, e travail se donne pour objetif l'étude de quelques problèmesde ontat entre es strutures piézoéletriques et une fondation.Il est évident que le aratère de e ontat peut jouer un r�le fondamental dansle omportement de la struture : sa déformation, son mouvement, la distribution dese�orts, et.... Avant l'appliation de fores sur un orps, la surfae de ontat réellesur laquelle les orps se touhent est inonnue ; par ailleurs, les onditions de frontièresur ette surfae inonnue fait intervenir des e�orts et des déplaements inonnus. Enonséquene, les modèles mathématiques de ontat impliquent des systèmes d'inégali-tés ou d'équations non linéaires (non linéarités géométriques ou matérielles). D'ailleurs,quand le frottement est présent, des solutions multiples de es équations dérivant leontat peuvent exister, et la desription du mouvement des orps en ontat devientextrêmement omplexe.L'abondane de e type de problèmes a fait prendre un essor onsidérable maisrelativement réent à l'étude méanique, mathématique et numérique de la Méaniquedu Contat, engendrant de nombreux ouvrages sur le sujet. Signorini fut le premierà énoner un problème de ontat entre un orps déformable et une fondation rigide[94℄. Ce problème fut résolu pour la première fois par Fihera dans [41℄. La ThéorieMathématique de la Méanique du Contat débute ave Duvaut et Lions [36℄, quiprésentèrent des formulations variationnelles des problèmes de ontat et des résultatsd'existene et d'uniité. D'autres référenes inontournables sont les livres de Pana-giotopoulous [84℄, Kikuhi et Oden [59℄, Hlavá£ek, Haslinger, Ne£as et Loví²ek [54℄ ;dans les deux derniers l'analyse numérique de quelques problèmes de ontat est pré-sentée. Loin de faire une énumération omplète, nous itons aussi les ouvrages éditésde Raous, Jean et Moreau [90℄ et Martins et Monteriro Marques [68℄, qui présententvi



Introdution
l'état de l'art dans le domaine. En partiulier, on trouvera dans [18, 67, 98, 99℄ desrésultats onernant l'étude des problèmes de ontat des orps piézoéletriques.S'il existe une di�ulté à formuler les problèmes de ontat impliquant le frotte-ment, leur résolution numérique est plus di�ile enore, ar ils sont dérits par une loimultivoque qui ne dérive pas d'un potentiel naturel (même non di�érentiable). Aussi,ils ne peuvent pas être formulés en tant que problèmes standards d'optimisation (aveontraintes inégalité). De nombreux travaux portant sur l'étude numérique des pro-blèmes de ontat peuvent être ités, par exemple [30, 40, 39, 64, 89℄ ou d'autres[2, 4, 116℄.L'objet de ette thèse est l'étude de quelques problèmes aux limites de ontat,ave ou sans frottement, entre un orps piézoéletrique déformable et une fonda-tion. Nous nous plaçons dans le adre des petites déformations et nous étudions desproessus statiques et quasistatiques pour des matériaux életro-élastiques et életro-visoélastiques. Ce mémoire se divise en quatre parties que nous allons brièvementdérire.Dans la première partie, le but est d'introduire les outils mathématiques, nu-mériques et méaniques néessaires pour une bonne ompréhension de la suite desproblèmes traités. Nous ommençons par présenter les divers modèles méaniques deontat étudiés, puis nous rappelons les espaes fontionnels et les prinipales notationsutilisées. Ensuite nous passons en revue quelques résultats fondamentaux d'analyse nonlinéaire, onernant les inéquations variationnelles, les équations d'évolution, les inlu-sions di�érentielles, et les lemmes de Gronwall. Pour �nir, nous présentons brièvementle traitement numérique adopté pour résoudre les lois de ontat ave frottement.Dans la deuxième partie, nous traitons deux hapitres sur l'étude théorique desproblèmes de ontat pour des lois onstitutives non linéaires életro-élastiques dansdes proessus statiques et sous divers types de ontat. Les onditions de ontatemployées sont une ondition de ontat bilatéral ave frottement de Tresa dans lepremier hapitre, et une ondition de ompliane normale ave frottement de Coulombdans le deuxième hapitre. Les résultats de ette partie se situent dans une optiquethéorique. Pour haque type de problèmes, nous donnons une formulation méaniqueainsi qu'une formulation faible. L'existene et l'uniité de la solution faible sont étu-diées. Nous omplétons ette étude en donnant une formulation duale pour le premierproblème et un résultat de dépendane ontinue de la solution par rapport aux donnéespour le seond problème. vii



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatDans la troisième partie, nous nous intéressons à l'étude théorique des problèmesde ontat pour des lois onstitutives életro-élastiques et életro-visoélstiques dansdes proessus quasistatiques et sous diverses lois de ontat. Les onditions de ontatemployées sont une ondition de ompliane normale ave frottement de Coulomb envitesse dans le premier hapitre, et une ondition unilatéral sans frottement dans ledeuxième hapitre. Les résultats que nous obtenons onernent l'existene et parfoisl'uniité des solutions faibles.Dans la quatrième partie, subdivisée en deux hapitres, nous proposons une modé-lisation numérique des strutures piézoéletriques en ontat, disrétisé par di�érenes�nies en temps et éléments �nis en espae. Les di�érentes lois de ontat et frotte-ment abordées sont traitées à l'aide d'une formulation de type Lagrangien augmentédéveloppée par Alart-Curnier [4℄. Le premier hapitre porte essentiellement sur la mo-délisation du omportement életro-élastique ave ompliane normale et frottementde Coulomb dans un proessus statique. Le deuxième hapitre onerne la modélisationdu omportement életro-visoélastique ave ontat unilateral et sans frottement dansun proessus quasistatique. Pour haque type de problème, on démontre un résultatd'estimation d'erreur sous ertaines hypothèses de régularité et on y présente l'algo-rithme de résolution. Des résultats numériques orrespondants et mettant en valeurles estimations d'erreurs sont présentés.

viii



Notations
NotationsSi Ω est un domaine de IRd (d = 1,2,3), on note par

Ω l'adhérene de Ω.
int(Ω) l'intérieur de Ω.
Γ la frontière de Ω supposée régulière.
Γi (i = 1,5) une partie mesurable de la frontière Γ.mes Γ1 la mesure de Lebesgue (d− 1) dimensionnelle de Γ1.
ν la normale unitaire sortante à Γ.
vν ,vτ les omposantes normale et tangentielle du hamp vetoriel vdé�ni sur Ω.
C1(Ω) l'espae des fontions réelles ontinûment di�érentiables sur Ω.
D(Ω) l'espae des fontions réelles indé�niment di�érentiables et àsupport ompat ontenu dans Ω.
H l'espae L2(Ω)d.
H1 l'espae H1(Ω)d.
H l'espae L2(Ω)d×d.
H1 l'espae { τ ∈ H | τij,j ∈ L2(Ω) }.
H

1

2 (Γ) l'espae de Sobolev d'ordre 1
2
sur Γ.

HΓ l'espae H 1

2 (Γ)d.
H− 1

2 (Γ) l'espae dual de H 1

2 (Γ).
H

′

Γ l'espae dual de HΓ.
γ : H1 → HΓ l'appliation trae pour les fontions vetorielles.Si H est un espae de Hilbert réel et d ∈ IN∗, on utilise les notations suivantes
Hd l'espae { x = (xi) | xi ∈ H }.
Hd×d
s l'espae { x = (xij) | xij = xji ∈ H }.

(.,.)H le produit salaire de H.
‖ · ‖H la norme de H.
H

′ l'espae dual de H.
(.,.)H′

×H le produit dualité entre H ′ et H.
ψK la fontion indiatrie de K ⊂ H.
2K l'ensemble de toutes les parties de K.
xn → x la onvergente forte de la suite (xn) vers l'élément x dans H.ix
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xn ⇀ x la onvergente faible de la suite (xn) vers l'élément x dans H.
L(H) l'espae des appliations linéaires et ontinues de H dans H.Si de plus [0,T ] est un intervalle de temps, k ∈ IN et 1 ≤ p ≤ +∞, on note par
C([0,T ] ;H) l'espae des fontions ontinues de [0,T ] dans H.
‖ · ‖0,H la norme de C([0,T ];H).
C1([0,T ];H) l'espae des fontions ontinûment dérivable de [0,T ] dans H.
‖ · ‖1,H la norme de C1([0,T ];H).
Lp(0,T,H) l'espae des fontions f mesurables de [0,T ] dans Htelles que ∫ T

0

|f(t)|pHdt < +∞ ave les modi�ations usuellessi p = +∞.
‖ · ‖0,p,H la norme de Lp(0,T,H).
W k,p(0,T,H) l'espae de Sobolev de paramètres k et p.
‖ · ‖k,p,H la norme de W k,p(0,T,H).Pour une fontion f , on notedomf le domaine de f .suppf le support de f .
ḟ , f̈ les dérivées première et seonde de f par rapport au temps.
∂if la dérivée partielle de f par rapport à la ième omposante xi.
∇f le gradient de f .
ε(f) la partie symétrique du gradient de f qui vaut 1

2
(∇f + ∇Tf).

Divf la divergene de f .
∂f le sous-di�érentiel (lassique) de f .Si H1 et H2 sont deux espaes de Hilbert réels, on note par
L(H1,H2) l'espae des appliations linéaires et ontinues de H1 dans H2.

‖ · ‖L(H1,H2) la norme de L(H1,H2).

x



Partie I Requis et préliminaires

Première partieRequis et préliminaires
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Partie I Requis et préliminaires
Partie I

Requis et préliminaires
A�n de failiter la leture de e manusrit, il nous est paru utile de présenter dansette première partie le adre physique et fontionnel dans lesquels on va travailler :nous ommençons par préiser le adre physique et les modèles mathématiques �gé-néraux� utilisés, ensuite nous dérivons les lois de omportement, les onditions deontat et les lois de frottement.Après un bref rappel de méanique des milieux ontinus nous ontinuons par lesespaes fontionnels. On introduit les espaes, dont nous nous servons par la suite, quireprésentent le adre mathématique des démonstrations à venir. Nous y abordons defaçon suinte les espaes de fontions à valeurs réelles, tels que l'espae de fontions

Cm, de type Lp ou de Sobolev. Nous présentons également les espaes et les notationsadoptées par la suite dans l'étude des problèmes de ontat en petites déformations,leurs prinipales propriétés ave notamment les théorèmes de trae. Pour l�turer ehapitre, nous reprenons les espaes introduits à la première setion en les étendantaux fontions à valeurs vetorielles.Ensuite, nous passons en revue quelques résultats fondamentaux d'analyse fon-tionnelle non linéaire dans les espaes de Hilbert, quelques résultats sur les opérateursfortement monotones et de Lipshitz, les inéquations variationnelles elliptiques, leséquations, les inéquations variationnelles d'évolution et inlusions di�érentielles ainsique quelques prinipaux résultats portant sur e type de problèmes. Nous �nissons endonnant quelques lemmes de type Gronwall, qui seront des plus utiles notamment dansles démonstrations d'uniité des solutions faibles ainsi que les estimations d'erreurs.Les référenes bibliographiques seront ultérieurement spéi�ées dans haun desparagraphes suivants. 3





Partie I Chapitre 1 Desription des strutures piézoéletriques en ontat
Chapitre 1Desription des struturespiézoéletriques en ontat

Ce hapitre introduit le adre physique utilisé dans e mémoire et en même temps ilreprésente un bref rappel de méanique des milieux ontinus. On rappelle notammentii l'équation de mouvement de Cauhy et l'équation de la onservation de la harge, ondérit les lois de omportement életro-élastiques et életro-visoélastiques ; �nalement,on préise les onditions aux limites de ontat ave ou sans frottement.1.1 Cadre physique - modèles mathématiquesNous allons introduire dans e paragraphe le modèle général du problème méa-nique utilisé dans presque toute la thèse. Ensuite, nous indiquerons les formulationsmathématiques pour les problèmes de ontat ave ou sans frottement entre un orpspiézoéletrique et une fondation orrespondant au adre physique d'étude.Le adre physique est le suivant. Nous envisageons un orps matériel qui oupeun domaine borné Ω ⊂ IRd (d = 2,3) ave une surfae de frontière régulière Γ, par-titionnée en trois parties mesurables Γ1,Γ2 et Γ3, orrespondant aux onditions auxlimites méaniques, d'une part, et en deux parties mesurables Γa et Γb, orrespondantaux onditions aux limites életriques, d'autre part, telles que mesΓ1 > 0, mesΓa >

0 et Γ3 ⊆ Γb. On note par ν la normale unitaire sortante à Γ. Le orps est enastrésur Γ1 dans une struture �xe. Sur Γ2 agissent des trations surfaiques de densité f 2et dans Ω agissent des fores volumiques de densité f 0 et des harges életriques dedensité volumiques q0 (voir �gure I.1.1). On suppose que f 2 et f 0 varient très lente-ment par rapport au temps. Le milieu est soumis à l'ation de potentiel �xé ϕ0 sur la5
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Γ

Fondation

q2

f2

f0

  

Ω

Γ

Γ

Γ

ν

 1

 2

 3

g

u = 0
Γ b a

Fig. I.1.1 � Corps piézoéletrique en ontat ave un isolateur.partie Γa de la frontière ainsi qu'à l'ation des harges életriques de densité surfaique
q2, agissant sur la partie Γb. Soit T > 0 et soit [0,T ] l'intervalle de temps en question.Le orps est (ou peut arriver) en ontat ave un obstale isolateur sur la partie Γ3.Les hypothèses physiques introduites pour la piézoéletriité onsistent à négligerles e�ets magnétiques et thermiques et à onsidérer l'interation életro-méanique uni-quement. Cette hypothèse est raisonnable pour les matériaux piézoéletriques utiliséshabituellement omme les éramiques, les polyméres et les piézo-omposites.Avant d'obtenir les modèles mathématiques qui orrespondent au adre physiquepresenté, voii quelques notations et onventions que nous utiliserons tout au long dee mémoire.Nous désignons par Sd l'espae des tenseurs symétriques d'ordre deux sur IRd (d =

2,3); ” · ” et | · | représentent respetivement le produit salaire et la norme eulidiennesur IRd et Sd. Ainsi,
u · v = ui vi, |v| = (v · v)

1

2 , ∀u,v ∈ IRd,

σ · τ = σij τij, |τ | = (τ · τ )
1

2 , ∀σ,τ ∈ S
d,ave la onvention de l'indie muet.Soient σ = σ(x,t) et D = D(x,t) le hamp des ontraintes et le veteur desdéplaements életriques, u = u(x,t) et ϕ = ϕ(x,t) le hamp des déplaements etle potentiel életrique, ε(u) et E(ϕ) le hamp des déformations in�nitésimales et lehamp életrique . Pour simpli�er les notations, nous n'indiquons pas expliitement ladépendane des fontions par rapport à x ∈ Ω ∪ Γ et t ∈ [0,T ].6



Partie I Chapitre 1 Desription des strutures piézoéletriques en ontat
Pour un veteur u nous désignons par uν et uτ les omposantes normale et tan-gentielle à la frontière, 'est-à-dire :(I.1.1) uν = u · ν, uτ = u − uνν.Pour le hamp des ontraintes σ nous notons par σν et στ les omposantes normaleet tangentielle à la frontière, à savoir(I.1.2) σν = (σν) · ν, στ = σν − σνν.En utilisant (I.1.1) et (I.1.2), nous obtenons la relation(I.1.3) (σν) · v = σνvν + στ .vτ ,qui va intervenir tout au long de e mémoire, dans l'établissement des formulationsvariationnelles des problèmes méaniques de ontat.En outre, les points au-dessus d'une fontion représentent la dérivation par rapportau temps ; par exemple

u̇ =
du

dt
, ü =

d2u

dt2où u̇ désigne le hamp des vitesses et ü désigne le hamp des aélérations. Pour lehamp des vitesses u̇ les notations u̇ν et u̇τ désignent respetivement la vitesse normaleet tangentielle à la frontière, 'est-à-dire :
u̇ν = u̇ · ν, u̇τ = u̇ − u̇νν.Nous rappelons maintenant la relation déformation-déplaement dans l'hypothèsedes petites déformations :(I.1.4) ε(u) = (εij(u)), εij(u) =

1

2
(ui,j + uj,i), 1 ≤ i,j ≤ d.Nous notons que ii et tout au long de la thèse, un indie qui suit une virgule indiqueune dérivation partielle par rapport à la omposante orrespondante de la variable.Passons maintenant à la désription des modèles mathématiques assoiés au adrephysique i-dessus.Modèle mathématique : Nous ommençons ave le modèle mathématique qui déritl'évolution du orps dans le adre physique de la �gure I.1.1 (page 6). L'état életro-méanique d'un milieu piézoéletrique est déterminé par le ouple (u,ϕ) tel que u estle hamp de déplaement et ϕ est le potentiel életrique.7



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatOn sait qu'en général, l'évolution d'un orps matériel est dérite par l'équation demouvement de Cauhy(I.1.5) Divσ + f 0 = ρ ü dans Ω × (0,T ),où ρ : Ω → IR+ désigne la densité de masse. Les proessus d'évolution dé�nis par (I.1.5)s'appellent proessus dynamiques. Dans ertaines situations, ette équation peut enorese simpli�er. Par exemple, dans le as où le hamp des vitesses u̇ varie très lentementpar rapport au temps, le terme ρ ü peut être negligé. Dans e as l'équation (I.1.5)devient(I.1.6) Divσ + f 0 = 0 dans Ω × (0,T ).L'équation (I.1.6) s'appelle l'équation d'équilibre. Les proessus d'évolution dé�nis par(I.1.6) s'appellent proessus quasistatiques. Nous rappelons que dans le adre physiquede �gure I.1.1 (page 6), f 2 et f 0 varient très lentement par rapport au temps. Paronséquent, nous supposons que les aélérations dans le système sont négligeables.Nous nous plaçons don dans le as quasistatique et nous utilisons l'équation (I.1.6).Dans le as d'un matériau piézoéletrique, la loi de omportement ontient unenouvelle inonnue, le hamp életrique E, d'où la néessité d'introduire une autreéquation d'équilibre pour la gérer. C'est l'équation de Maxwell-Gauss ou équation deonservation de la harge(I.1.7) divD = q0 dans Ω × (0,T ),ave q0 la densité volumique de harge au sein du matériau. Cette équation est valabledans un milieu non aimanté. Cette hypothèse a été on�rmée expérimentalement parH.F. Tiersten [110℄.Nous avons rappelé que le tenseur ε d'ordre 2 ne dépend en fait que du veteur u ;de même, le veteur hamp életrique E dérive d'autres quantités, en partiulier dupotentiel salaire életrique. Plus préisément, on sait q'un hamp életrique varianten fontion du temps, induit un hamp magnétique B et vie-versa ; e phénomène setraduit par les équations de Maxwell-Ampère(I.1.8) rotB = µ1
∂D

∂t
,et de Maxwell-Faraday(I.1.9) rotE = −

∂B

∂t
,8



Partie I Chapitre 1 Desription des strutures piézoéletriques en ontat
où µ1 désigne la perméabilité magnétique du matériau. La quatrième équation de Max-well s'ajoute aux équations déjà itées (Maxwell-Gauss, Maxwell-Ampère, Maxwell-Faraday) et traduit la loi de onservation du �ux magnétique,(I.1.10) div B = 0.Pour la onstrution et l'étude de es équations, nous renvoyons à [33℄ et à [87℄. La loi deonservation (I.1.10) implique l'existene d'un veteur A appelé potentiel magnétiqueveteur tel que(I.1.11) B = rotA.Cette dernière équation ombinée ave l'équation de Maxwell-Farraday implique quela somme de veteurs E + ∂A

∂t
admet un rotationnel nul, don dérive d'un potentielsalaire ϕ, 'est-à-dire(I.1.12) E = −∇ϕ−

∂A

∂t
.Les inonnues du système de la piézoéletriité ainsi érit sont don maintenant ledéplaement u, le potentiel salaire ϕ et le potentiel veteur A. Dans le as dynamique,a�n de gérer l'inonnue A, nous utilisons l'équations de Maxwell-Ampère (I.1.8) quin'a pas été utilisée jusqu'ii.Dans beauoup d'appliations, on peut se restreindre à l'approximation quasi-életro-statique, qui revient à négliger la partie magnétique dans l'équation de Maxwell-Faraday (I.1.9). Alors, pour A = 0, en utilisant (I.1.12) on a(I.1.13) E = −∇ϕ,soit enore,(I.1.14) E(ϕ) = (Ei(ϕ)), Ei(ϕ) = −ϕ,i, 1 ≤ i ≤ d,et les inonnues se réduisent à u et ϕ. Nous onsidérons que le potentiel életriqueomme étant l'inonnue életrique plut�t que son gradient (voir Banks et al. [9℄), eiest justi�é par les onditions aux limites qui seront imposées par la suite sur le potentieléletrique.Puisque le orps est enastré sur Γ1, le hamp des déplaements s'annule ii :(I.1.15) u = 0 sur Γ1 × (0,T ).9



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatLa ondition aux limites en tration est(I.1.16) σν = f 2 sur Γ2 × (0,T ),

f 2 étant une donnée du problème.Les onditions aux limites életriques sont déterminées à partir des deux équations
ϕ = ϕ0 sur Γa × (0,T ),(I.1.17)

D · ν = q2 sur Γb × (0,T ),(I.1.18)où ϕ0 et q2 étant des données du problème.Les équations (I.1.6)�(I.1.7) assoiées aux onditions aux limites et (I.1.15)�(I.1.18)sont insu�santes à elles seules pour dérire le mouvement du orps matériel onsidéré.Il est néessaire de dérire e qui est propre au matériau lui même : 'est l'objet deslois de omportement que nous dérirons dans le deuxième paragraphe de e hapitre.Par ailleurs, a�n de ompleter le modèle mathématique qui dérit l'évolution piézo-életrique du orps en ontat, nous préiserons les onditions aux limites sur Γ3 endérivant les di�érentes lois de ontat et de frottement utilisées ; ela fera l'objet dutroisième paragraphe de e hapitre.1.2 Lois de omportementLa aratérisation systématique des propriétés életro-méaniques des milieux pié-zoéletriques est fondée sur une représentation tensorielle du ouplage entre les sys-tèmes életrique et méanique [57℄. Cette approhe s'impose notamment du fait del'anisotropie inhérente à l'existene même de la piézoéletriité.Les grandeurs loales marosopiques, généralement hoisies omme variables mé-aniques et életriques dans les milieux ontinus, sont, respetivement, les tenseurs dedéformation ε et de ontrainte σ et les veteurs déplaement életrique D et hampéletrique E . La représentation des propriétés piézoéletriques de la matière onduitdon, en fontion du système de variables indépendantes (ε,D), (σ,E), (σ,D) ou
(ε,E) hoisi, à la dé�nition de quatre ouples de relations fondamentales traduisantles e�ets diret et inverse de la onservation énergétique. Dans le adre des hypothèseslassiques de la théorie de l'élastiité et de la visoélastiité, en supposant en partiulierque les amplitudes des déformations restent faibles, les propriétés de symétrie des ten-seurs de déformation et de ontrainte permettent de ramener les relations tensoriellesinitiales à des relations matriielles plus simples à manipuler. Ainsi, en hoisissant par10



Partie I Chapitre 1 Desription des strutures piézoéletriques en ontat
exemple les variables intensives (ε,E) omme ouple de variables indépendantes, lespropriétés piézoéletriques de la matière se traduisent par les relations suivantes :Lois de omportement des matériaux életro-élastiques. Nous onsidérons iiune atégorie de matériaux où le tenseur des ontraintes σ et le veteur des déplae-ments életriques D sont reliés par la loi de omportement(I.1.19) {

σ = Fε(u) − E∗E(ϕ),

D = Eε(u) + βE(ϕ),où F est l'opérateur d'élastiité non forément linéaire à hamp életrique nul (ma-tériau piézoéletrique de ourtiruité), E = (eijk) est le tenseur piézoéletrique quitraduit la proportionnalité entre la harge et la déformation à hamp onstant ou nulet β = (βij) est le tenseur diéletrique à déformation nulle qui onstitue un tenseursymétrique dé�ni positif. Par ailleurs E∗ = (e∗ijk) où e∗ijk = ekij, dénote le transposé dutenseur E , tel que(I.1.20) Eσ · v = σ · E∗v ∀σ ∈ S
d, v ∈ IRd.En életro-élastiité linéaire, on suppose que le tenseur des ontraintes σ est unefontion linéaire du tenseur des petites déformations ε et du gradiant du potentieléletrique ou le hamp életrique E, 'est-à-dire(I.1.21) σij = fijkhεkh(u) − e∗ijkEk(ϕ),où F = (fijkh) est un tenseur d'ordre quatre. Ses omposantes fijkh s'appellent oe�-ients d'élastiité et elles sont indépendantes du tenseur des déformations en élastiitépure et E = (eijk) est le tenseur des onstantes piézoéletriques. Dans le as non-homogène fijkh et eijk dépendent du point x ∈ Ω et dans le as homogène fijkh et eijksont des onstantes.Nous présentons maintenant deux exemples de loi du omportement életro-élastiquenon linéaire. Dans le premier exemple, on prend dans (I.1.19)(I.1.22) F(ξ) = Aξ +

1

λ
(ξ − PKξ) ∀ξ ∈ S

d,où λ est une onstante stritement positive. A : Sd → Sd est un tenseur d'ordre quatresymétrique, dé�ni positif ; K ∈ Sd est un onvexe fermé tel que 0d ∈ K et PK estl'opérateur de projetion sur K. Ce onvexe est d'habitude dé�ni par l'égalité
K = { ξ ∈ S

d | G(ξ) ≤ k},11



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatoù G : Sd → IR est une fontion onvexe et ontinue telle que G(0) = 0 et k > 0. Pourplus de détails, on renvoit par exemple à [65℄, [84℄ p. 97 et [107℄ p. 68.Un deuxième exemple de loi de omportement élastique non linéaire est elui pro-posé par Henky (pour plus de détails, voir [49℄). On introduit alors la trae tr ξ et ledéviateur ξD de tout element ξ ∈ Sd données par les relations :
tr ξ = ξii, ξD = ξ −

1

d
(tr ξ)Id,où Id ∈ Sd est le tenseur unitaire. On prend dans (I.1.19)(I.1.23) F(ξ) = K0(trξ)Id + ψ(||ξD||2)ξD ∀ξ ∈ S

d,où K0 est une onstante stritement positive, ψ : IR+ 7→ IR est une fontion régulièresatisfaisant les onditions suivantes : ils existent c1, c2, d1, d2 > 0 tels que
ψ(s) ≤ d1, − c1 ≤ ψ

′

(s) ≤ 0, c2 ≤ ψ(s) + 2ψ
′

(s)s ≤ d2 ∀s ≥ 0.Sous es onditions, il est immédiat que l'opérateur d'élastiité F donné par (I.1.22)ou par (I.1.23) satisfait à des hypothèses ultérieurement spéi�ées dans les hapitressuivants.Lois de omportement des matériaux életro-visoélastiques. Un matériau estdit életro-visoélastique si sa loi de onstrution est de la forme(I.1.24) {
σ = Aε(u̇) + Fε(u) − E∗E(ϕ),

D = Eε(u) + βE(ϕ),dans laquelle interviennent l'opérateur de visosité A, l'opérateur d'élastiité F , nonforément linéaires, le tenseur piézoéletrique E = (eijk) et le tenseur diéletrique β =

(βij).Nous rappelons qu'en visoélastiité linéaire de type Kelvin-Voigt (voir par exemple[48℄) et en tenant ompte de la dépendane du hamp des ontraintes ave le hampéletrique, le tenseur de ontraintes σ = (σij) est donné par(I.1.25) σij = aijkhεkh(u̇) + fijkhεkh(u) − e∗ijkEk(ϕ).Un exemple de loi életro-visoélastique non linéaire est(I.1.26) σ = Aε̇ + ̺(ε − PKε) − E∗E(ϕ),12



Partie I Chapitre 1 Desription des strutures piézoéletriques en ontat
où A est un tenseur d'ordre quatre. Ses omposantes aijkh s'appellent oe�ients devisosité, ̺ est une onstante stritement positive, K ∈ Sd est un onvexe fermé tel que
0d ∈ K et PK : Sd → K est l'opérateur de projetion sur K. L'opérateur d'élastiitéest donné par F(x,ε) = ̺(ε−PKε) et E est un tenseur d'ordre trois. Ses omposantes
eijk s'appellent oe�ients piézoéletriques.1.3 Conditions aux limites de ontat et lois de frot-tementDans e paragraphe, nous exposons en détails les onditions aux limites que nousutilisons dans les problèmes de ontat en petites déformations. Nous dérivons aussibien l'aspet mathématique que méanique de es onditions.Par ondition de ontat nous omprenons une relation impliquant les omposantesnormales du hamp des déplaements, des vitesses ou des ontraintes. Par loi de frot-tement nous omprenons une relation impliquant la ontrainte tangentielle στ et lavitesse tangentielle u̇τ ou le déplaement tangentiel uτ . On note ii que στ s'appelleaussi fore de frottement.Nous ommençons par présenter les onditions aux limites de ontat utilisées parla suite dans e mémoire. Nous nous plaçons dans le adre physique de la �gureI.1.1 (page 6). Les égalités et les inégalités qui suivent sont onsidérées vraies presquepartout sur Γ3 × (0,T ).Contat bilatéral. Ii, le ontat se fait de façon bilatérale 'est-à-dire le ontatest maintenu pendant le mouvement ; il n'y a pas de séparation entre le orps et lafondation. Cette propriété se traduit mathématiquement par(I.1.27) uν = 0,et elle sera utilisée dans la deuxième partie de e mémoire.Condition de ontat unilatéral. Cette ondition modélise le ontat ave unefondation rigide. Puisque la fondation est onsidérée rigide, elle ne subira don pasde déformations. Le orps ne pourra don pas y pénétrer. Cette propriété se traduitmathématiquement par l'inégalité(I.1.28) uν ≤ 0,13
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Fig. I.1.2 �Loi de Signorini (1) et loi de ompliane normale (2) pour g = 0.en supposant que l'interstie entre le orps et la fondation est nul ; dans le as ontraire,on onsidère l'inégalité(I.1.29) uν ≤ g,où g représente l'interstie de ontat. Aux points de Γ3 tels que uν < g, le orpsdéformable quitte la base rigide. Les ontraintes normales y sont alors nulles. Paronséquent, on a(I.1.30) uν < g ⇒ σν = 0.Aux points de Γ3 tels que uν = g, le ontat est maintenu et la base rigide exere uneréation normale orientée vers Ω. Nous avons don(I.1.31) uν = g ⇒ σν ≤ 0.Pour résumer, les onditions de ontat (I.1.29)�(I.1.31) s'érivent d'une manière om-binée de la façon suivante :(I.1.32) uν ≤ g, σν ≤ 0, σν (uν − g) = 0.Les onditions (I.1.32) s'appellent les onditions de ontat unilatéral (dit de Signo-rini). Le ontat est un phénomène non-dissipatif don réversible. Il peut être repré-senté sous la forme du graphe présenté par la �gure I.1.2 (1) pour g = 0. On se rendfailement ompte sur e �gure, que la loi de ontat unilatéral n'est pas un graphede fontion et aussi la très forte non linéarité de ette loi. C'est une loi multivoque.14



Partie I Chapitre 1 Desription des strutures piézoéletriques en ontat
D'après les travaux de Moreau [74℄ on peut érire que la fore de ontat σν , ainsi que
uν , dérivent (au sens des sous-gradients) de deux potentiels d'énergie libres onvexesnon-di�érentiables sous la forme d'une inlusion :

σν ∈ ∂ΨIR−(uν − g) ou uν − g ∈ ∂ΨIR+(σν),où ∂ΨIR− représente le sous-di�érentiel de la fontion indiatrie ΨIR− de la partienégative de IR.Ces ondition de ontat bilatéral et unilatéral ont été utilisée à plusieurs reprises,nous pouvons aiguiller le leteur vers les référenes [27, 28, 29, 106℄.Contat ave ompliane normale. Dans e as, la fondation est supposée légère-ment déformable. La ontrainte normale σν satisfait la ondition dite de omplianenormale, 'est-à-dire(I.1.33) −σν = pν(uν − g),où uν est le déplaement normal, g représente l'interstie entre le orps et la fondationet pν est une fontion positive donnée, appellée fontion de ompliane normale. Cetteondition dit que la fondation exere une ation sur le orps en fontion de sa péné-tration uν − g. Des onditions de ontat ave ompliane normale ont été proposéesdans [69℄ et ont été utilisées par exemple dans [5, 46, 50, 61, 62, 77℄.Comme exemple de fontion de ompliane normale pν nous pouvons onsidérer(I.1.34) pν(r) = cν r+ ,où cν est une onstante positive et r+ = max {0,r}. Le graphe de la fontion (I.1.34),pour g = 0, est donné sur la �gure I.1.2 (2). Cette loi régularise la ondition deSignorini, elle donnera un ertain onfort mathématique omme nous l'évoquerons dansla suite. L'identi�ation ou plut�t le hoix des oe�ients cν est arbitraire. Dans eas partiulier, la loi de ompliane normale peut se mettre sous la forme de l'inlusionsuivante :
σν ∈ ∂

[(
ΨIR− ▽ ∂

cν
2

‖.‖2
)
(uν − g)

]
⇐⇒ σν ∈ ∂

[cν
2
dist2(uν − g,IR−)

]
,où ▽ est le produit inf-onvolution.Ensuite, nous présentons les lois de frottement utilisées dans e mémoire.15



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatContat sans frottement. Dans le deuxième hapitre de la troisième partie dumémoire on suppose qu'on a un glissement parfait, ou sans frottement. Cei e traduitpar l'égalité(I.1.35) στ = 0.Autrement dit, la ontrainte tangentielle s'annule à la surfae du ontat, tout aulong du proessus. Si au ontraire, une fore tangentielle existe, on dit que l'on a unglissement ave frottement et on est amené à introduire une loi de frottement qui relieette omposante tangentielle aux autres variables du système.Loi de frottement de type Tresa. Cette loi de frottement est à seuil S, que nousonsidérons �xe. Tant que la ontrainte tangentielle στ n'a pas atteint le seuil S, leorps ne peut pas glisser sur la fondation et il y a bloage. Lorsque e seuil est atteint,il y a glissement et la ontrainte tangentielle tend à s'opposer au mouvement. Cetteloi de frottement est :- dans le as quasistatique,(I.1.36) {
‖στ‖ ≤ S,

στ = −S u̇τ

‖u̇τ‖
si u̇τ 6= 0,- dans le as statique,(I.1.37) {

‖στ‖ ≤ S,

στ = −S uτ

‖uτ‖
si uτ 6= 0,où S > 0 est le seuil de frottement. La loi de Tresa a été utilisée réemment dans[7, 55, 76℄, entre autres référenes. On note ii que dans la deuxième partie du mémoirenous nous plaçons dans e type de frottement.Loi de frottement de type Coulomb. Dans la deuxième et la troisième partie dumémoire nous allons onsidérer la loi de frottement dite de type Coulomb. C'est unedes lois les plus répandues et elle est plus réaliste que elle de Tresa. Elle se aratérisepar l'intervention de la ontrainte normale et peut s'énoner omme suit :- dans le as quasistatique,(I.1.38) 




‖στ‖ ≤ p(σν),

‖στ‖ < p(σν) =⇒ u̇τ = 0,

‖στ‖ = p(σν) =⇒ στ = −µ u̇τ , µ ≥ 0,16
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Fig. I.1.3 � Loi de Coulomb (1) et sa régularisation (2).- dans le as statique,(I.1.39) 



‖στ‖ ≤ p(σν),

‖στ‖ < p(σν) =⇒ uτ = 0,

‖στ‖ = p(σν) =⇒ στ = −µ uτ , µ ≥ 0,où p est une fontion positive, représentant le seuil de frottement. Tant que le seuiln'est pas atteint, il y a immobilité (nullité de la vitesse tangentielle ou du déplaementtangentiel). Quand e seuil est atteint, le orps se met à glisser et la ontrainte tan-gentielle tend à s'opposer au mouvement (voir �gure I.1.3 (1)). Comme préédementpour la loi de ontat unilatéral, l'ensemble de es onditions (I.1.39) peut se résumersous une forme plus ondensée en termes de pseudo potentiels
στ ∈ ∂ΨC(σν)(uτ ) ou uτ ∈ ∂Ψ⋆

C(σν)(στ ),où la notation C(σν) désigne le disque onvexe de rayon −p(σν) et Ψ⋆
C(σν) est la onju-gué au sens de Lengendre-Fenhel de la fontion indiatrie ΨC(σν).Dans le as du frottement se de Coulomb, nous avons

p(r) = µ|r|,où µ > 0 est un oe�ient de frottement.Dans le as d'un modèle de ompliane, on peut onsidérer la régularisation sui-vante :
p(r) = cτ r+,17



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatave cτ une onstante positive et r+ = max{0,r}. Nous pouvons aussi onsidérerl'exemple
p(r) = µ [r(1 − αr)]+,où µ > 0 est un oe�ient de frottement et α est un petit oe�ient positif relatif àla dureté de la surfae de ontat.Les expressions des onditions d'adhérene et de glissement, données par la loi deCoulomb, ne sont pas des fontions biunivoques de la vitesse de glissement. Cela peutonduire à des di�ultés pour les tehniques lassiques de résolution. Pour ela, deslois de frottement adouies, prohes de elle de Coulomb, sont utilisées.Un exemple est l'introdution d'un glissement élastique dans la zone d'adhérene,justi�é par une déformation élastique des aspérités sur la zone de ontat. Parmi lesrégularisations lassiques de la loi de Coulomb, nous présentons le raordement depolyn�miale par moreaux (voir �gure I.1.3 (2)) ; on érit :
στ = −µ|σν |φǫ(uτ ),ave

φǫ(uτ ) =





−1 si uτ < −ǫ,

cτuτ si − ǫ ≤ uτ ≤ ǫ,

+1 si uτ > ǫ,où ǫ dépend de µ|σν | et cτ et dans e as partiulier, ette loi s'érit sous forme depseudo potentiels :
στ ∈ ∂

[(
ΨC⋆(σν) ▽ ∂

cτ
2

‖.‖2
)
(uτ )

]
.ave cτ > 0, une onstante donnée.En onlusion, les onditions sur la surfae potentielle de ontat Γ3 peuvent êtretrès diverses et par onséquent, on peut générer une variété de modèles de ontat aveou sans frottement. Par ailleurs, nous ne saurions pas lore e paragraphe sans iterd'autres exemples de lois qui modélisent le omportement à la surfae potentielle deontat, notamment les versions de la loi de frottement de Coulomb et le ontat avefrottement et usure. Ces modèles ont été utilisés par exemple dans [26, 27, 31, 69, 76,93, 102℄.

18
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Chapitre 2Espaes fontionnels

Dans e hapitre on introduit les espaes fontionnels utilisés dans e mémoire.On donne aussi quelques propriétés qui seront utilisées dans la suite. Partout dans ehapitre, Ω est un domaine borné de IRd (d = 2,3), de frontière Γ. Nous supposonsque Ω est un domaine lipshitzien, 'est-à-dire que Γ est représentable loalementomme le graphe d'une fontion lipshitzienne sur un ouvert de IRd−1, Ω étant situéloalement d'un seul �té de Γ. Par ailleurs, nous onsidérons deux déompositions de
Γ, Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 et Γ = Γa ∪ Γb ave Γi ∩ Γj = ∅, i 6= j telle que Γ1,Γ2,Γ3,Γa,Γbsont mesurables et mesΓ1 > 0, mesΓa > 0.2.1 Cadre fontionnel �salaire�Dans e paragraphe, nous faisons quelques rappels sur les espaes de fontions àvaleurs réelles. Nous allons aborder les espaes de fontions ontinues, ontinûmentdi�érentiables, les fontions p−intégrables, les espaes de Sobolev, qui nous permet-trons d'introduire les espaes spéi�ques à la méanique au prohain paragraphe. Nousrappelons par la suite les dé�nitions et quelques propriétés de es espaes. Nous nedonnons pas de démonstrations a�n de pas rallonger la longueur de e manusrit. Leleteur souhaitant de plus amples approfondissements pourra se reporter par exempleà [1℄, [21℄ ou enore [92℄.Nous introduisons la notation lassique(I.2.1) Dα. =

∂|α|.

∂xα1

1 ∂x
α2

2 . . . ∂xαd

d

,dans laquelle �gurent le multi-index α = (α1, . . . ,αd) ∈ INd et sa longueur |α| =19
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∑d

i=1 αi. Dans e manusrit, pour désigner les dérivées partielles ∂u
∂xi

d'une fontion u,nous adoptons indi�éremment les notations usuelles suivantes ∂xi
u, ∂iu, uxi

ou enore
u,i.Le adre étant posé, ommençons tout d'abord par les espaes lassiques de fon-tions ontinues et ontinûment di�érentiables.Espaes de fontions ontinues et ontinûment di�érentiables. Nous notons
C(Ω) l'espae des fontions uniformément ontinues sur Ω. Toute fontion de C(Ω)est bornée. La notation C(Ω) désigne que toute fontion uniformément ontinue sur Ωpossède une unique extension ontinue sur Ω. C'est un espae de Banah s'il est munide la norme

|v|C(Ω) = sup{|v(x)|, x ∈ Ω}.Nous utilisons par la suite la notation C(0;T ) pour désigner l'espae des fontionsuniformément ontinues sur l'intervalle [0,T ], ave T > 0. Pour tout entier m, l'espae
Cm(Ω) est l'espae des fontions ontinues sur Ω dont les dérivées d'ordre au plus msont également ontinues sur Ω,

Cm(Ω) = {v ∈ C(Ω) | Dαv ∈ C(Ω) pour |α| ≤ m}.C'est également un espae de Banah s'il est muni de la norme
|v|Cm(Ω) =

∑

|α|≤m

|Dαv|C(Ω),où l'opérateur Dα est donné à la relation (I.2.3). L'espae C∞(Ω) désigne l'espae desfontions indé�niment di�érentiables
C∞(Ω) =

∞⋂

m=0

Cm(Ω).De ette dé�nition, nous pouvons nous intéresser à l'espae C∞
0 (Ω) des fontions in-dé�niment dérivables sur l'ensemble Ω à support inlus dans Ω,

C∞
0 (Ω) = {v ∈ C∞(Ω) | supp v ⊂ Ω},où le support d'une fontion v se dé�nit de la façon suivantesupp v = {x ∈ Ω | v(x) 6= 0}.La fontion v est dite à support ompat dans Ω si son support supp v est un sousensemble propre de l'ensemble Ω. Il est lair que l'inlusion C∞

0 (Ω) ⊂ C∞(Ω) estvalable. 20
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Les espaes Lp(Ω). De façon usuelle, nous désignons par Lp(Ω) l'espae des fontionsmesurables et p−intégrables au sens de la mesure de Lebesgue pour p ∈ [1, + ∞[.L'espae L∞(Ω) désigne l'espae des fontions mesurables essentiellement bornées.Nous munissons es espaes de leurs normes usuelles ‖ . ‖Lp(Ω), p ∈ [1,+ ∞].Dé�nition I.2.1. Soit p ∈ [1, + ∞], on dit qu'une fontion u : Ω → IR appartientà Lploc(Ω) si uIK ∈ Lp(Ω) pour tout ompat K ⊂ Ω, où IK représente l'appliationidentité de K.Et on a le résultat suivant.Remarque I.2.2. Soit v ∈ Lploc(Ω), si on a

∫

Ω

v(x)ψ(x)dx = 0 ∀ψ ∈ C∞
0 (Ω),alors v = 0 p.p. dans Ω.Dans la suite, nous utiliserons la notation suivante. Soit 1 < p < +∞ un réel.On pose p′

= p
p−1

et on dit que p′ est l'exposant onjugué de p. L'exposant p′ estaratérisé par 1/p+1/p
′

= 1. Pour p = 1 (res. p = +∞) nous poserons naturellement
p
′

= +∞ (res. p′

= 1).Quelques propriétés de es espaes Lp(Ω) sont résumées i-après.Théorème I.2.3. Pour tout p de [1,+ ∞], les espaes Lp(Ω) véri�ent les assertionssuivantes:(1) Les espaes Lp(Ω) sont des espaes de Banah.(2) Toute suite de Cauhy de Lp(Ω) possède une sous-suite onvergente pontuel-lement sur Ω.(3) Pour toute fontion u ∈ Lp(Ω), toute v ∈ Lp
′

(Ω), p′ désignant l'exposantonjugué de p, l'inégalité de Hölder est véri�ée, i.e.
∫

Ω

|u(x)v(x)|dx ≤ ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lp
′

(Ω)
.(4) Les duaux des espaes Lp(Ω), pour p ∈ [1,+ ∞[, véri�ent (Lp(Ω))

′

= Lp
′

(Ω).(5) Les espaes Lp(Ω) sont des espaes ré�exifs pour p ∈ ]1,+ ∞[.(6) Les espaes Lp(Ω) sont des espaes séparables pour p ∈ [1,+ ∞[.L'espae L2(Ω) possède une propriété en plus, à savoir 'est un espae de Hilbert s'il21



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatest muni du produit salaire
(u,v)L2(Ω) =

∫

Ω

u(x)v(x)dx ∀u,v ∈ L2(Ω).De plus, l'inégalité de Cauhy-Shwarz, orrespondant à l'inégalité de Hölder pour
p = 2, est véri�ée i.e.

∫

Ω

|u(x)v(x)|dx ≤ ‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) ∀u,v ∈ L2(Ω).Espaes de Sobolev d'ordre entier. Nous ommençons par les dé�nitions suivantes.Dé�nition I.2.4. Soient Ω un ouvert de IRn et α ∈ INn. soit u ∈ L1
loc(Ω). On dit quela fontion v ∈ L1

loc(Ω) est la dérivée faible d'ordre α de u si
∫

Ω

u(x)Dαφ(x) = (−1)|α|
∫

Ω

v(x)φ(x)dx ∀φ ∈ C∞
0 (Ω).Il résulte de la Remarque I.2.2 que la dérivée faible, si elle existe, est déterminéede manière unique dans L1

loc(Ω).Dé�nition I.2.5. Pour tout k ∈ IN et pour tout p ∈ [1, + ∞], on dé�nit l'espae deSobolev W k,p(Ω) omme
W k,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) ∀α, |α| ≤ k; ∃ vα ∈ Lp(Ω), tel que vα = Dαu},où Dα. est la αième dérivée faible.Nous notons Hk(Ω) l'espae W k,2(Ω). Nous munissons W k,p(Ω) de la norme

‖u‖Wk,p(Ω) =





( ∑

|α|≤k

‖Dαu(x)‖Lp(Ω)

)1/p si 1 ≤ p <∞,

max
|α|≤k

‖Dαu(x)‖L∞(Ω) si p = ∞.Quand p = 2, ette norme provient d'un produit salaire. On dé�nit aussi la semi-norme :
|u|Wk,p(Ω) =





( ∑

|α|=k

‖Dαu(x)‖Lp(Ω)

)1/p si 1 ≤ p <∞,

max
|α|=k

‖Dαu(x)‖L∞(Ω) si p = ∞.22
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Une propriété importante de e type d'espaes est la suivante.Théorème I.2.6. Les espaes de Sobolev W k,p(Ω), pour k ∈ IN et p ∈ [1,+∞], munisde la norme ‖ . ‖Wk,p(Ω), sont des espaes de Banah. De plus, les espaes Hk(Ω), pourtout k entier, sont des espaes de Hilbert.Nous avons besoin de la dé�nition d'ouverts de lasse Cm et de lasse Cm,β, quipréisent les diverses régularités sur les ensembles que nous onsidérons.Dé�nition I.2.7. Soit Ω un ouvert borné de IRd et Z un espae de fontions à valeursréelles sur IRd−1. La frontière Γ de l'ensemble Ω est dite de lasse Z si, pour tout point

x0 de la frontière Γ, il existe un réel r > 0 et une fontion f de l'espae Z tels que
Ω ∩B(x0,r) = {x ∈ B(x0,r) | xd > f(x1, . . . ,xd−1)},où B(x0,r) est la boule de entre x0 et de rayon r. En partiulier si Z désigne l'ensembledes fontions Lipshitziennes, l'ouvert Ω est dit domaine de Lipshitz. Si Z désignel'espae Cm alors l'ensemble Ω est dit domaine de lasse Cm.La modélisation des problèmes méaniques font intervenir la plupart du temps lavaleur de fontions sur la frontière. Nous devons dé�nir orretement les traes de esfontions sur la frontière. Pour ela, nous introduisons la notion d'appliation trae γdes fontions des espaes de Sobolev, qui d'ailleurs oinide, dans le as des fontionsontinues, à leurs restritions sur la frontière.Théorème I.2.8. Soit Ω un domaine de Lipshitz de IRd de frontière Γ et 1 ≤ p <

∞. Il existe une appliation linéaire ontinue γ : W 1,p(Ω) → Lp(Γ) possédant lespropriétés suivantes :(1) γv = v|Γ si v ∈ W 1,p(Ω) ∩ C(Ω),(2) l'appliation γ est une appliation ompate,(3) il existe une onstante k > 0, provenant de la ontinuité de l'appliation γ :

W 1,p(Ω) → Lp(Γ), telle que
‖γv‖Lp(Γ) ≤ k‖v‖W 1,p(Ω) ∀ v ∈ W 1,p(Ω).Nous notons γv la trae d'une fontion v ∈ W 1,p(Ω). Nous nous permettons, lors-qu'il n'y a auune ambigüité, de remplaer la notation γv par v.23



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontat2.2 Cadre fontionnel �vetoriel�La modélisation de problèmes de méaniques néessite la plupart du temps l'intro-dution d'espaes de fontions spéi�ques. Nous donnons dans ette setion les espaesainsi que quelques unes de leurs propriétés. Nous en pro�tons pour adopter ertaineshabitudes typographiques.On introduit les espaes suivants :
H = {u = (ui) | ui ∈ L2(Ω)},

H = {σ = (σij) | σij = σji ∈ L2(Ω)},

H1 = {u = (ui) | ui ∈ H1(Ω)},

H1 = {σ ∈ H | σij,j ∈ H}.Les espaes H, H, H1 et H1 sont des espaes réels de Hilbert munis des produitssalaires donnés par
(u,v)H =

∫

Ω

uivi dx,

(σ,τ )H =

∫

Ω

σijτij dx,

(u,v)H1
= (u,v)H + (ε(u),ε(v))H,

(σ,τ )H1
= (σ,τ )H + (Divσ,Div τ )H ,respetivement, où ε : H1 → H et Div : H1 → H sont les opérateurs de déformationet de divergene, dé�nis par

ε(u) = (εij(u)), εij(u) =
1

2
(ui,j + uj,i), Div σ = (σij,j).Les normes sur les espaes H, H, H1 et H1 sont notées par ‖ · ‖H , ‖ · ‖H, ‖ · ‖H1

et
‖ · ‖H1

, respetivement.Puisque la frontière Γ est lipshitzienne, le veteur normal extérieur ν à la frontièreest dé�ni p.p. Pour tout hamp de veteurs v ∈ H1 nous utilisons la notation v pourdésigner la trae γ v de v sur Γ.Nous rappelons que l'appliation de trae γ : H1 −→ L2(Γ)d est linéaire ontinue,mais n'est pas surjetive. L'image de H1 par ette appliation est notée par HΓ ; esous-espae s'injete ontinûment dans L2(Γ)d. Désignons par H ′

Γ le dual de HΓ et (·,·)24
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le produit de dualité entre H ′

Γ et HΓ. Pour tout σ ∈ H1, il existe un élément noté
σ ν ∈ H

′

Γ tel que
(σ ν, γv) = (σ, ε(v))H + (Div σ, v)H ∀v ∈ H1.En outre, si σ est assez régulier (par exemple C1), nous avons la formule

(σ ν, γv) =

∫

Γ

σ ν · v da ∀v ∈ H1.Don, pour σ assez régulier nous avons la formule suivante :(I.2.2) (σ,ε(v))H + (Div σ, v)H =

∫

Γ

σ ν · v da ∀v ∈ H1.Nous introduisons à présent un sous-espae fermé de H1, dont la dé�nition estdonnée i-après(I.2.3) V = {v ∈ H1 | v = 0 sur Γ1 }.Puisque mesΓ1 > 0, l'inégalité de Korn s'applique sur V : il existe une onstante
CK > 0 dépendant uniquement de Ω et Γ1 telle que(I.2.4) ‖ε(v)‖H ≥ CK ‖v‖H1

∀v ∈ V.Une preuve de ette inégalité peut être trouvé dans [79℄.Sur V nous onsidérons le produit salaire donné par(I.2.5) (u,v)V = (ε(u), ε(v))H ∀u,v ∈ Vet soit ‖ · ‖V la norme assoiée, i.e.(I.2.6) ‖v‖V = ‖ε(v)‖H ∀v ∈ V.Par l'inégalité de Korn, il vient que ‖ · ‖H1
et ‖ · ‖V sont des normes équivalentes sur

V et ainsi (V,(·,·)V ) est un espae de Hilbert.En outre, il existe une onstante C0 > 0 dépendant uniquement de Ω et Γ telle que(I.2.7) ‖v‖L2(Γ)d ≤ C0 ‖v‖V ∀v ∈ V.La notation (V,(.,.)) sera utilisée tout au long de ette thèse sauf mention expliite.25



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatOn introduit également les espaes suivants :
W = { ψ ∈ H1(Ω) | ψ = 0 sur Γa },

W = { D = (Di) | Di ∈ L2(Ω), divD ∈ L2(Ω) },où div D = (Di,i). Ces espaes W et W sont des espaes réels de Hilbert munis desproduits salaires données par
(ϕ,ψ)W = (ϕ,ψ)H1(Ω), (D,E)W = (D,E)L2(Ω)d + (divD,divE)L2(Ω).On note par ‖ · ‖W et ‖ · ‖W les normes assoiées respetivement. Puisque la partie Γaa été supposée de mesure non nulle, l'inégalité de Friedrihs-Poinaré est véri�ée ainsiil existe une onstante c1 stritement positive ne dépendant que du domaine Ω et dela partie de la frontière Γa telle que :(I.2.8) ‖∇ψ‖L2(Ω)d ≥ c1 ‖ψ‖W ∀ψ ∈W.Une démonstration de l'inégalité de Friedrihs-Poinaré peut être trouvée dans [78℄.Pour des détails sur les résultats de e paragraphe nous renvoyons par exemple auxréférenes [96, 97℄.2.3 Espaes des fontions à valeurs vetoriellesCe paragraphe est destiné à rappeler les prinipaux résultats sur les fontions dé-�nies sur un interval de temps et à valeurs dans un espae de Banah réel. Bien quele ontenu de e paragraphe est standard et peut être trouvé dans un grand nombred'ouvrages, une revue d'ensemble sur e sujet nous a parru bienvenue.Soit 0 < T < ∞ et soit (X,‖ · ‖X) un espae de Banah réel. Nous notons par

Cc(0,T ;X) l'ensemble des fontions ontinues à support ompat dans (0,T ) à valeursdans X.Dé�nition I.2.9. Une fontion u : [0,T ] → X est dite mesurable s'il existe un sousensemble E ⊂ [0,T ] de mesure nulle et une suite (un)n∈IN de fontions appartenant à
Cc(0,T ;X) telle que ‖un(t) − u(t)‖X → 0 quand n→ ∞, pour tout t ∈ [0,T ]\E.Dé�nition I.2.10. Une fontion u : [0,T ] → X est dite fortement dérivable dans
t0 ∈ (0,T ) s'il existe un élément du

dt
(t0) ∈ X appelé la dérivée forte de u dans t0, tel26
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que

lim
h→0

∥∥∥
1

h
(u(t0 + h) − u(t0)) −

du

dt
(t0)

∥∥∥
X

= 0.Dé�nition I.2.11. Une fontion u : [0,T ] → X est dite intégrable s'il existe unesuite (un)n∈IN de fontions appartenant à Cc(0,T ;X) telle que
lim
n→∞

∫ T

0

||un(t) − u(t)||X dt = 0.Théorème I.2.12. ( Bohner ) Une fontion u : [0,T ] → X mesurable est intégrablesi et seulement si x 7→ ||u(x)||X : [0,T ] → IR+ est intégrable. Dans e as,
∥∥∥

∫ T

0

u dt
∥∥∥
X
≤

∫ T

0

||u||X dt.Soit 1 ≤ p ≤ ∞. L'espae de Lebesgue Lp(0,T ;X) est l'ensemble des lasses defontions u : (0,T ) → X mesurables, telles que l'appliation t→ ||u(t)||X appartient à
Lp(0,T ). On sait que Lp(0,T ;X) est un espae vetoriel normé ave la norme

‖u‖Lp(0,T ;X) =
(∫ T

0

‖u(t)‖pX dt
) 1

p si 1 ≤ p <∞,

‖u‖L∞(0,T ;X) = inf
{
c > 0 | ‖u(t)‖X ≤ c, p.p. t ∈ (0,T )

} si p = ∞.Par ailleurs, on a les résultats suivants.Proposition I.2.13. (1) Lp(0,T ;X) (1 ≤ p ≤ ∞) est un espae de Banah.(2) Si X est un espae de Hilbert ave le produit salaire (·,·)X , alors L2(0,T ;X) estaussi un espae de Hilbert ave le produit salaire
(u,v)L2(0,T ;X) =

∫ T

0

(u(t),v(t))Xdt.(3) Lr(0,T ;X) ⊆ Lq(0,T ;X), ave injetion ontinue, 1 ≤ q ≤ r ≤ ∞.(4) Si X est un espae de Hilbert, alors
Lp(0,T ;X)

′

= Lq(0,T ;X), si 1 < p, q <∞,
1

p
+

1

q
= 1,

L1(0,T ;X)
′

= L∞(0,T ;X),27



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatoù Lp(0,T ;X)
′ représente le dual de l'espae Lp(0,T ;X), 1 ≤ p ≤ ∞.Dé�nition I.2.14. Soit u,w ∈ L1(0,T ;X). La fontion w s'appelle la dérivée géné-ralisée d'ordre n de u sur (0,T ) si
∫ T

0

ϕ(n)(t)u(t)dt = (−1)n
∫ T

0

ϕ(t)w(t)dt, ∀ϕ ∈ C∞
c (0,T ),

C∞
0 (0,T ) étant l'espae des fontions réelles indé�niment dérivables, à support ompatdans (0,T ).Nous érivons w = u̇ pour n = 1 et w = u(n) pour n ≥ 2.Soit 1 ≤ p ≤ ∞. L'espae de Sobolev W 1,p(0,T ;X) est l'espae des fontions

u : [0,T ] → X telles que u ∈ Lp(0,T ;X) et u̇ ∈ Lp(0,T ;X). W 1,p(0,T ;X) est un espaede Banah muni de la norme
‖u‖W 1,p(0,T ;X) = ‖u‖Lp(0,T ;X) + ‖u̇‖Lp(0,T ;X).En partiulier, W 1,2(0,T ;X) est un espae de Hilbert pour la norme préédente.Dé�nition I.2.15. Une fontion f : [0,T ] → X est dite absolument ontinue siquelque soit ε > 0, il existe δ = δ(ε) > 0 tel que pour toute suite d'intervalles (ai,bi)disjoints, inlus dans [0,T ], tels que ∑

i

(bi − ai) < δ on a ∑

i

‖f(bi) − f(ai)‖X ≤ ε.Maintenant nous rappelons le lien entre les fontions absolument ontinues et lesfontions de l'espae W 1,p(0,T ;X).Théorème I.2.16. Soit 1 ≤ p ≤ ∞, X un espae de Banah ré�exif et soit u ∈

Lp(0,T ;X). Les propriétés suivantes sont équivalentes :(1) u ∈ W 1,p(0,T ;X).(2) u admet un représentant absolument ontinu presque partout dérivable, ayant ladérivée forte dans Lp(0,T ;X).(3) Il existe u0 ∈ X et g ∈ Lp(0,T ;X), telles que
u(t) = u0 +

∫ t

0

g(s)ds ∀t ∈ [0,T ].Il déoule de la démonstration du théorème préédent que, si X est un espaeré�exif, alors toute fontion u ∈ W 1, p(0,T ;X) est fortement dérivable p.p. sur (0,T ) et
u̇ =

du

dt
p.p. sur (0,T ). Par ailleurs,W 1,1(0,T ;X) oïnide ave l'ensemble des fontions28
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u : [0,T ] → X absolument ontinues et W 1,∞(0,T ;X) oïnide ave l'ensemble desfontions lipshitziennes u : [0,T ] → X.Étant donnés un entier k ≥ 2 et un réel 1 ≤ p ≤ ∞, on dé�nit par réurrenel'espae

W k,p(0,T ;X) =
{
u ∈W k−1,p(0,T ;X); u̇ ∈W k−1,p(0,T ;X)

}
.On véri�e aisément que u ∈ W k,p(0,T ;X) si et seulement s'il existe k fontions

g1, ..., gk ∈ Lp(0,T ;X) telles que
∫ T

0

u(t)ϕ(i)(t)dt = (−1)i
∫ T

0

gi(t)ϕ(t), ∀ϕ ∈ C∞
c ([0,T ]), ∀ i = 1,2...k,où ϕ(i) désigne la dérivée d'ordre i de ϕ.On peut don onsidérer les dérivées suessives

u̇ = g1, u
(2) = g2, ..., u

(k) = gk. L'espae W k,p(0,T ;X) est un espae de Banah munide la norme
||u||Wk,p(0,T ;X) = ||u||Lp(0,T ;X) +

k∑

α=1

‖u(α)‖Lp(0,T ;X).On a alors les résultats suivants :Théorème I.2.17. Si la fontion u appartient à présent à l'espae W 1,p(0,T ;X), p ∈

[1,∞]. Nous avons alors :(1) ‖u(t) − u(s)‖X ≤

∫ t

s

‖u̇(r)‖Xdr 0 ≤ s ≤ t ≤ T,(2) si de plus p <∞, on a
‖u(t) − u(s)‖pX ≤ (t− s)p−1

∫ t

s

‖u̇(r)‖pXdr 0 ≤ s ≤ t ≤ T,(3) si p = ∞, on a
‖u(t) − u(s)‖X ≤ ‖u̇(r)‖L∞(0,T ;X) 0 ≤ s ≤ t ≤ T.Théorème I.2.18. Dans le as où l'espae (X,(.,.)X) est un espae de Hilbert et sila fontion u appartient à l'espae H1(0,T ;X), alors:

(1) la fontion t→ 1

2
‖u(t)‖2

X est une fontion absolument ontinue sur l'intervalle ]0,T [,

(2)
d

dt

1

2
‖u(t)‖2

X = (u̇(t),u(t))X p.p. t ∈]0,T [,

(3)
1

2
‖u(t)‖2

X =
1

2
‖u(0)‖2

X +

∫ t

0

(u̇(s),u(s))Xds pour tout t ∈ [0,T ].29



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatCes quelques propriétés ahèvent ette setion et e hapitre. Pour plus de détailssur les résultats résumés dans e paragraphe nous renvoyons par exemple aux référenes[15, 21℄.
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Chapitre 3Éléments d'analyse non linéaire dansles espaes de Hilbert

Dans e hapitre nous rappelons quelques éléments d'analyse non linéaire dansles espaes de Hilbert et quelques résultats onernant les inéquations variationnelleselliptiques, les inéquations variationnelles d'évolution et les inlusions di�érentielles quiinterviennent dans l'étude des problèmes de e mémoire. Pour �nir, nous passons enrevue les lemmes de Gronwall qui seront utilisés. De nombreux ouvrages parourente sujet, nous pouvons renvoyer le leteur souieux de plus détails à, par exemple[8, 43, 60, 66, 103℄3.1 Inéquations variationnelles elliptiquesNous ommençons e paragraphe par un bref rappel sur les opérateurs fortementmonotones et de Lipshitz. Pour ela, on onsidère un espae de Hilbert X munit duproduit salaire (·,·)X et de la norme assoiée ‖ · ‖X . Nous pouvons identi�er l'espae
X à son dual X ′ . Nous dénotons respetivement par �⇀� et �→� la onvergene faibleet la onvergene forte sur X. Ensuite 0X représentera l'élément zero dans X. Soit
A : X → X un opérateur non linéaire.Dé�nition I.3.1. L'opérateur A est dit :(1) monotone si

(Au− Av, u− v)X ≥ 0 ∀u,v ∈ X;(2) fortement monotone s'il existe m > 0 tel que
(Au− Av, u− v)X ≥ m‖u− v‖2

X ∀u,v ∈ X;31



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontat(3) de Lipshitz s'il existe M > 0 tel que
‖Au− Av‖X ≤M‖u− v‖X ∀u,v ∈ X.Proposition I.3.2. Soit A : X → X un opérateur fortement monotone et de Lip-shitz. Alors, pour tout f ∈ X il existe un élément unique u ∈ X tel que Au = f.Le résultat préédent est un as partiulier du Théorème de Minty-Browder (voirpar exemple [21℄ p.88). Il nous prouve que tout opérateur A : X → X fortementmonotone et de Lipshitz est inversible. Les propriétés de son inverse A−1 sont donnéespar le résultat suivant, dont la démonstration est imédiate, voir par exemple [96℄.Proposition I.3.3. Soit A : X → X un opérateur fortement monotone et de Lip-shitz. Alors son inverse A−1 : X → X est également un opérateur fortement monotoneet de Lipshitz.On utilisera e résultat dans le deuxième et la troisième partie de e mémoire. Enplus, on utilisera aussi le résultat suivant.Proposition I.3.4. Soit A : X → X fortement monotone et B : X → X monotone.Alors, A+B : X → X est un opérateur fortement monotone.Nous ontinuons ave quelques dé�nitions portant sur les formes bilinéaires dé�niesdans un espae de Hilbert.Dé�nition I.3.5. Une forme bilinéaire a : X ×X → IR est ontinue s'il existe unréel M > 0 tel que
|a(u,v)| ≤M‖u‖X‖v‖X ∀u,v ∈ X.Dé�nition I.3.6. Une forme bilinéaire a : X × X → IR est dite X−elliptique s'ilexiste une onstante m > 0 telle que

a(u,u) ≥ m‖u‖2
X ∀u ∈ X.Si a : X × X → IR est une forme bilinéaire ontinue alors, par le théorème dereprésentation de Riesz, nous pouvons exhiber un opérateur linéaire A : X → X telque

a(u,v) = (Au,v)X ∀u,v ∈ X.32



Partie I Chapitre 3 Éléments d'analyse non linéaire dans les espaes de Hilbert
Il est immédiat que la ontinuité (respetivement la X−elliptiité) de la formebilinéaire a est équivalente à la lipshitzianéité (forte monotonie) de l'opérateur A. Demême il est possible de dé�nir une forme linéaire l : X → X à partir d'une fontion

f : [0,T ] → X en posant (f(t),v)X = l(v) ∀ v ∈ X.Rappelons à présent quelques notions relatives aux fontions onvexes. Soit j :

X → IR une fontion onvexe ; le domaine dom(j) et l'épigraphe epi(j) sont, respeti-vement, des ensembles onvexes des espaes X et X × IR, ave
dom(j) = {u ∈ X | j(u) <∞},

epi(j) = {(u,t) ∈ X × IR | j(u) ≤ t}.Ce qui onduit à la dé�nition suivante.Dé�nition I.3.7. La fontion j : X → IR est propre si elle n'est pas identiquementégale à +∞ (dom(j) 6= ∅), et si elle ne prend jamais la valeur −∞.Introduisons à présent la notion de semi-ontinuité inférieure. Cette notion va in-tervenir aussi bien dans les résultats abstraits qui vont suivre que dans l'étude desproblèmes que nous avons envisagés.Dé�nition I.3.8. La fontion j : X → IR est une fontion semi-ontinue infé-rieurement en u de l'espae X, si pour toute suite (un)n d'éléments de l'espae Xonvergeant vers u dans l'espae X, elle véri�e(I.3.1) lim inf
n→∞

j(un) ≥ j(u).Il est possible d'étendre ette dé�nition et de onsidérer la semi-ontinuité inférieuresur un sous-ensemble. La fontion j : X → IR est dite semi-ontinue inférieure sur unsous-ensemble V de l'espae X si, ette fontion est semi-ontinue inférieurement entout point du sous-ensemble V . Cette fontion est dite fontion semi-ontinue inférieuresi elle est semi-ontinue inférieurement sur l'espae X tout entier.Il onvient de remarquer que dans la dé�nition préédente, la suite d'éléments
(un)n onverge fortement vers l'élément u. Si ette suite (un)n onverge faiblementvers un élément u et que l'inégalité (I.3.1) est véri�ée, alors la fontion j est ditefontion faiblement semi-ontinue inférieurement au point u. De plus la notion desemi-ontinuité inférieure peut être dé�nie sur un espae normé. Il est possible dearatériser la semi-ontinuité inférieure au sens des propositions équivalentes i-après.33



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontat- La fontion j est (faiblement) semi-ontinue inférieurement,- l'ensemble {u ∈ X | j(u) ≤ t} est (faiblement) fermé pour tout t ∈ IR,- l'épigraphe epi(j) de la fontion j est (faiblement) fermé dans X × IR.Il est possible de lier la notion des fontions semi-ontinue inférieurement et lanotion de fontion faiblement semi-ontinue inférieurement. Ce résultat est utile no-tamment pour les fontions indiatries.Proposition I.3.9. Si la fontion j : X → IR est onvexe, propre et semi-ontinueinférieurement alors elle faiblement semi-ontinue inférieurement et réiproquement.Nous pouvons appliquer e qui préède aux fontions indiatries de sous-ensembles.Si l'espae X désigne un espae de Hilbert réel et un K un sous-ensemble de l'espae
X, en onsidérant ψK de K dé�nie par(I.3.2) ψK(u) =

{
0 si u ∈ K,

+∞ si u 6∈ K,nous savons que l'ensemble K est fermé, non vide et onvexe si et seulement si safontion indiatrie ψK est une fontion propre, onvexe, semi-ontinue inférieurement.Il est important d'introduire des notions telles que la sous-di�érentiabilité et le sousgradient d'une fontion. La notion de sous-di�érentiabilité intervient fréquemment enméanique et notamment dans la Méanique du Contat.Dé�nition I.3.10. Soit une fontion j : X → IR et u un élément de l'espae X telque j(u) 6= ±∞. Le sous-di�érentiel de la fontion j en u, noté ∂j(u) est l'ensembledé�ni par
∂j(u) = {u

′

∈ X
′

| j(v) ≥ j(u) + 〈u
′

,v − u〉 ∀ v ∈ X}.Le rohet 〈.,.〉 désignant la dualité entre X ′ et X.Tout élément u′ de l'ensemble ∂j(u) est appelé sous-gradient de la fontion j en
u. La fontion j est dite sous-di�érentiable en u si ∂j(u) 6= ∅. Elle est dite sous-di�érentiable si elle l'est en tout point u de l'espae X.Soit K un sous-ensemble onvexe non vide de l'espae X. Considérons la fontionindiatrie ψK de l'ensemble K. Nous avons de suite que si u /∈ K alors ∂ψ(u) = ∅.Supposons alors que u ∈ K. Il vient que si u′

∈ ∂ψK(u) alors 〈u′

,v−u〉 ≤ 0 ∀ v ∈ X.34
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Nous pouvons ainsi aratériser le sous-di�érentiel ∂ψK d'une fontion indiatrie ψKd'un ensemble onvexe non vide

∂ψK(u) = {u
′

∈ X
′

| 〈u
′

,v − u〉X ≤ 0 ∀ v ∈ K}.Tout sous-gradient u′

∈ ∂ψK(u) est appelé support de la fontion en u. De plus, ilest possible de montrer que si u ∈ int(K), l'intérieur de l'ensemble K, alors le sous-di�érentiel ∂ψK(u) se réduit à ∂ψK(u) = {0}.On peut alors donner laProposition I.3.11. Si la fontion j : X → IR est onvexe, propre et semi-ontinue inférieurement alors on a ∂j(u) 6= ∅ pour tout u ∈ int(dom(j)), i.e. j estsous-di�érentiable sur int(dom(j)).Nous allons rappeler maintenant trois résultats d'existene et d'uniité de la so-lution des inéquations variationnelles. Soit maintenant un opérateur A : X → X,
K ⊂ X et f ∈ X. Plusieurs problèmes aux limites des équations aux dérivées par-tielles en méanique des milieux ontinus onduisent à des problèmes mathématiquesayant les formes suivantes :Problème I. Trouver u tel que

u ∈ K, (Au,v − u)X ≥ (f,v − u)X ∀v ∈ K.Ce problème est appelé inéquation variationnelle elliptique de première espèe sur X.Problème II. Trouver u tel que
u ∈ X, (Au,v − u)X + j(v) − j(u) ≥ (f,v − u)X ∀v ∈ X.où j : X → IR. Ce problème est appelé inéquation variationnelle elliptique de seondeespèe sur X.Problème III. Trouver u tel que

u ∈ X, (Au,v − u)X + j(u,v) − j(u,u) ≥ (f,v − u)X ∀ v ∈ X.où j : X ×X → IR. La nouveauté onsiste ii dans la dépendane de la fontionnelle
j de la solution du problème, e qui onduit à une inéquation quasivariationnelle detype elliptique. 35



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatEn e qui onerne les Problèmes I et II on a les résultats d'existene et d'uniitésuivants.Théorème I.3.12. Soit A : X → X un opérateur fortement monotone et de Lipshitzet K est un onvexe fermé non-vide de X. Alors l'inéquation variationnelle elliptiquede première espèe admet une solution unique.Théorème I.3.13. Soit A : X → X un opérateur fortement monotone et deLipshitz et j : X → IR une fontionnelle propre, onvexe et semi-ontinue infé-rieurement. Alors l'inéquation variationnelle elliptique de seonde espèe admet unesolution unique.Les démonstrations de es deux théorèmes peuvent être trouvées par exemple dans[19, 37℄.Dans l'étude du Problème III nous faisons les hypothèses suivantes.
A est un opérateur fortement monotone et de Lipshitz, 'est-à-dire(I.3.3) 




(a) il existe m > 0 telle que
(Au− Av,u− v)X ≥ m‖u− v‖2

X ∀u,v ∈ X.

(b) il existe M > 0 telle que
‖Au− Av‖X ≤M‖u− v‖X ∀u,v ∈ X.La fontionnelle j : X ×X → IR véri�e :(I.3.4) j(η,·) : X → IR est convexe surX, pour tout η ∈ X.Nous formulons dans la suite quelques onditions sur j pour résoudre le problème III.En gardant à l'esprit (I.3.4), il est bien onnu qu'on peut dé�nir la dérivée diretionnelle

j′2 donnée par(I.3.5) j′2(η,u; v) = lim
λց0

1

λ

[
j(η,u+ λv) − j(η,u)

]
∀ η, u, v ∈ X.Nous onsidérons maintenant les onditions suivantes.(I.3.6) 




pour toute suite {un} ⊂ X avec ‖un‖X → ∞
et toute suite {tn} ⊂ [0,1] on a

lim inf
n→∞

[ 1

‖un‖2
X

j′2(tnun,un;−un)
]
< m.36
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(I.3.7) 




pour toute suite {un} ⊂ X avec ‖un‖X → ∞
et toute suite borne {ηn} ⊂ X on a

lim inf
n→∞

[ 1

‖un‖2
X

j′2(ηn,un;−un)
]
< m.

(I.3.8) 



pour toute suite {un} ⊂ X et {ηn} ⊂ X tels que
un ⇀ u ∈ X, ηn ⇀ η ∈ X et pour toute v ∈ X, alors on a
lim sup
n→∞

[
j(ηn,y) − j(ηn,un)

]
≤ j(η,v) − j(η,u).(I.3.9) {

il existe α < m telle que
j(u,v) − j(u,u) + j(v,u) − j(v,v) ≤ α ‖u− v‖2

X ∀u,v ∈ X.Le résultat prinipal obtenu pour le problème III, qui peut être trouvé dans [77℄, estle suivantThéorème I.3.14. Supposons que les onditions (I.3.3)�(I.3.4) sont véri�ées.(1) Sous les hypothèses (I.3.6), (I.3.7) et (I.3.8), le problème III possède au moins unesolution.(2) Sous les hypothèses (I.3.6), (I.3.7), (I.3.8) et (I.3.9), le problème III possède unesolution unique u = u(f) qui est une fontion lipshitzienne de f ∈ X ave uneonstante de Lipshitz (m− α)−1, i.e.
‖u(f1) − u(f2)‖X ≤

1

m− α
‖f1 − f2‖X ∀f1, f2 ∈ X.Le as quasistatique est plus déliat ; il se aratérise par la présene de la dérivéetemporelle de la solution, e qui onduit à imposer une valeur initiale, omme on lemontrera dans la setion suivante.3.2 Équations et inéquations variationnelles d'évolu-tionNous allons rappeler dans e paragraphe un résultat sur les équations d'évolutionet deux résultats sur les inéquations variationnelles d'évolution.Dans la quatrième partie de e mémoire, on va utiliser la version suivante duthéorème de Cauhy-Lipshitz : 37



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatThéorème I.3.15. Soit (X,‖ · ‖X) un espae de Banah réel et soit F (t,·) : X → Xun opérateur dé�ni p.p. sur (0,T ), qui satisfait les propriétés suivantes :(I.3.10) { il existe LF > 0 tel que
‖F (t,x) − F (t,y)‖X ≤ LF‖x− y‖X ∀x, y ∈ X, p.p. t ∈ (0,T );(I.3.11) il existe 1 ≤ p ≤ ∞ tel que F (·,x) ∈ Lp(0,T ;X) ∀x ∈ X.Alors, pour tout x0 ∈ X, il existe une fontion unique x ∈ W 1,p(0,T ;X) telle que

ẋ(t) = F (t,x(t)) p.p.t ∈ (0,T ),

x(0) = x0.Pour des détails sur e théorème on peut envoyer le leteur par exemple à [104℄p.60.Soit maintenant X un espae de Hilbert réel munit du produit salaire (·,·)X et dela norme assoié ‖ · ‖X . Nous allons rappeler un résultat abstrait dans l'étude d'unelasse d'inéquations variationelles d'évolution qui va être utilisé dans e mémoire.Soient a : X ×X → IR une forme bilinéaire sur X, j : X ×X → IR, f : [0,T ] → Xet u0 ∈ X. Nous onsidérons le problème d'évolution suivant: trouver u : [0,T ] −→ Xtelle que
a(u(t),v − u̇(t)) + j(u(t),v) − j(u(t),u̇(t))

≥ (f(t),v − u̇(t))X ∀v ∈ X, p.p. t ∈ (0,T ),
(I.3.12)

u(0) = u0.(I.3.13)Dans l'étude du problème (I.3.12)�(I.3.13), nous introduisons les hypothèses sui-vantes :(I.3.14) 



a : X ×X → IR est une forme bilinéaire symétrique et
(a) il existe M > 0 telle que

|a(u,v)| ≤M‖u‖X ‖v‖X ∀u,v ∈ X;

(b) il existe m > 0 telle que
a(v,v) ≥ m‖v‖2

X ∀v ∈ X.(I.3.15) 



j : X ×X → IR et pour tout η ∈ X, j(η,·) : X → IRest une fontionnelle positive homogène et sous-additive, i.e.
(a) j(η,λu) = λj(η,u) ∀u ∈ X, λ ∈ IR+;

(b) j(η,u+ v) ≤ j(η,u) + j(η,v) ∀u,v ∈ X.38
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(I.3.16) f ∈W 1,∞(0,T ;X).(I.3.17) u0 ∈ X.(I.3.18) a(u0,v) + j(u0,v) ≥ (f(0),v)X ∀v ∈ X.En se référant à la ondition (I.3.15), la fontionnelle j(η,·) : X → IR est onvexepour tout η ∈ X. Cette fontionnelle possède don une dérivée diretionnelle j′2 donnéepar (I.3.5).Nous supposons aussi que la fontionnelle j véri�e les hypothèses suivantes :





Pour toute suite {un} ⊂ X ave ‖un‖X → ∞,toute suite {tn} ⊂ [0,1] et pour tout u ∈ X on a
lim inf
n→∞

[ 1

‖un‖2
X

j′2(tnun,un − u;−un)
]
< m.

(I.3.19)




Pour toute suite {un} ⊂ X ave ‖un‖X → ∞, toutesuite bornée {ηn} ⊂ X et tout u ∈ X on a
lim inf
n→∞

[ 1

‖un‖2
X

j′2(ηn,un − u;−un)
]
< m.

(I.3.20)




Pour toute suite {un} ⊂ X et {ηn} ⊂ X telles que
un ⇀ u ∈ X, ηn ⇀ η ∈ X et pour tout v ∈ X,on a
lim sup
n→∞

[j(ηn,v) − j(ηn,un)] ≤ j(η,v) − j(η,u).

(I.3.21)
{ Il existe c0 ∈ (0,m) telle que
j(u,v − u) − j(v,v − u) ≤ c0‖u− v‖2

X ∀u,v ∈ X.
(I.3.22)





Il existe deux fontions a1 : X → IR et a2 : X → IRqui mènent des sous-ensembles bornés de Xdans des sous-ensembles bornés de IR tels que
|j(η,u)| ≤ a1(η)‖u‖

2
X + a2(η) ∀η,u ∈ X,et a1(0X) < m− c0.

(I.3.23)




Pour toute suite {ηn} ⊂ X ave ηn ⇀ η ∈ Xet pour toute suite bornée {un} ⊂ X, on a
lim
n→∞

[j(ηn,un) − j(η,un)] = 0.
(I.3.24) 39
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Pour tout s ∈ (0,T ] et pour toute fontion
u,v ∈ W 1,∞(0,T ;X) ave u(0) = v(0), u(s) 6= v(s),on a∫ s

0

[j(u(t),v̇(t)) − j(u(t),u̇(t)) + j(v(t),u̇(t))

−j(v(t),v̇(t))] dt <
m

2
‖u(s) − v(s)‖2

X .

(I.3.25)




Il existe α ∈ (0,m
2
) telle que pour tout s ∈ (0,T ]et toutes fontions u,v ∈W 1,∞(0,T ;X) ave

u(s) 6= v(s), on a∫ s

0

[j(u(t),v̇(t)) − j(u(t),u̇(t)) + j(v(t),u̇(t))

−j(v(t),v̇(t))] dt < α‖u(s) − v(s)‖2
X .

(I.3.26)
Dans l'étude du problème quasivariationnel d'évolution du type (I.3.12)�(I.3.13),nous avons don le résultat suivant.Théorème I.3.16. Supposons véri�ées les onditions (I.3.14)�(I.3.18). Alors :

(i) Sous les hypothèses (I.3.19)�(I.3.24), le problème (I.3.12)�(I.3.13) possède aumoins une solution u ∈W 1,∞(0,T ;X).
(ii) Sous les hypothèses (I.3.19)�(I.3.25), le problème (I.3.12)�(I.3.13) possède unesolution unique u ∈W 1,∞(0,T ;X).

(iii) Sous les hypothèses (I.3.19)�(I.3.24) et (I.3.26), le problème (I.3.12)�(I.3.13)possède une solution unique u telle que (f,u0) 7−→ u est une fontion lipshitzienne de
W 1,∞(0,T ;X) ×X à valeurs dans L∞(0,T ;X).Du Théorème I.3.16 on déoule le résultat suivant :Corollaire I.3.17. Soit ϕ : X → IR+ une semi-norme ontinue. Nous supposons queles hypothèses (I.3.14), (I.3.16) et (I.3.17) sont véri�ées et que u0 satisfait la ondition

a(u0,v) + ϕ(v) ≥ (f(0),v)X ∀ v ∈ X.Alors, il existe une fontion unique u ∈ W 1,∞(0,T ;X) telle que
a(u(t),v − u̇(t)) + ϕ(v) − ϕ(u̇(t)) ≥ (f(t),v − u̇(t))X

∀v ∈ X, p.p t ∈ (0,T ),

u(0) = u0.40
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En outre, l'appliation (f,u0) → u est lipshitzienne de W 1,∞(0,T ;X) à valeurs dans
L∞(0,T ;X).Remarquons que dans l'inéquation (I.3.12) la fontionnelle j prend deux argumentset dépend diretement de la solution ('est-à-dire j = j(u,.)). Un résultat portant surl'existene, l'uniité et la dépendane de ette solution vis à vis des données a étéobtenu dans [76℄. La démonstration se base sur des arguments relatifs aux inégalitésquasivariationnelles elliptiques et sur une méthode de disrétisation en temps.3.3 Inlusions di�érentiellesDans ette setion, nous présentons un résultat abstrait sur les inlusions di�éren-tielles que nous utilisons dans l'étude de l'existene et de l'uniité de la solution faibledes problèmes méaniques abordés. Nous présentons également des notions portantsur les opérateurs maximaux monotones ainsi que quelques unes de leurs propriétés,qui aident à la bonne ompréhension de e résultat abstrait.Par la suite, nous supposons que l'espae X est un espae de Hilbert. La notationusuelle 2X désigne l'ensemble des parties de l'espaeX. SoitA un opérateur multivoquede l'espae X dans 2X . La notation dom(A) désigne le domaine de l'opérateur A, soitl'ensemble

dom(A) = {h ∈ X, Ah 6= ∅}.Nous sommes don onduits à poser les dé�nitions suivantes.Dé�nition I.3.18. L'opérateur A est dit monotone, si pour tout x1 et x2 dans X,la relation suivante est véri�ée
〈y1 − y2,x1 − x2〉 ≥ 0 ∀y1 ∈ Ax1, ∀y2 ∈ Ax2.Dé�nition I.3.19. L'opérateur A est dit maximal monotone s'il est monotone et sipour tout x et y dans l'espae X, nous avons

〈y − Aζ,x− ζ〉 ≥ 0 pour tout ζ ∈ dom(A) =⇒ y ∈ Ax.Les assertions suivantes sont extraites de [20℄ et seront très utiles dans e qui suit.41



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatProposition I.3.20. Le sous-di�érentiel ∂ψK : X −→ 2X de la fontion indiatried'un onvexe fermé K de l'espae X est un opérateur maximal monotone.Proposition I.3.21. La somme d'un opérateur maximal monotone et un opérateurmonotone et de Lipshitz est un opérateur maximal monotone.Nous rappelons à présent un résultat abstrait portant sur l'existene et l'uniitéd'une solution d'une ertaine lasse d'inlusions di�érentielles.Considérons une appliation multivoque A : D(A) ⊂ X −→ 2X telle que A + ωIdest maximal monotone pour ertains réels ω, Id désignant l'appliation identité surl'espae X. Soit de plus une fontion f et un élément u0 véri�ant :
f ∈W 1,1(0,T ;X),(I.3.27)
u0 ∈ dom(A).(I.3.28)Théorème I.3.22. Sous les hypothèses (I.3.27) et (I.3.28), il existe une uniquefontion u de régularité : u ∈ W 1,∞(0,T ;X), véri�ant

u̇(t) + Au(t) ∋ f(t) p.p. t ∈]0,T [,(I.3.29)
u(0) = u0.(I.3.30)L'énoné et la démonstration de e théorème �gurent dans [14℄ p.32.3.4 Lemmes de type GronwallNous rappelons ii les lemmes lassiques du type Gronwall qui interviennent dansde nombreux problèmes de ontat, en partiulier pour établir l'uniité de la solution.Pour avoir plus de détails sur les rappels �gurant dans e paragraphe, on pourraonsulter par exemple [56, 96℄. Notons par ailleurs que dans ertains paragraphes dee mémoire, nous allons utiliser des versions �presque partout� de es lemmes.Lemme I.3.23. Soient m,n ∈ C([0,T ]; IR) telles que m(t) ≥ 0 et n(t) ≥ 0 pour tout

t ∈ [0,T ], a ≥ 0 une onstante, et ψ ∈ C([0,T ]; IR).
(1) Si

ψ(t) ≤ a+

∫ t

0

m(s) ds+

∫ t

0

n(s)ψ(s) ds ∀t ∈ [0,T ] ,42
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alors

ψ(t) ≤
(
a+

∫ t

0

m(s) ds
) exp( ∫ t

0

n(s) ds
)

∀t ∈ [0,T ] .

(2) Si
ψ(t) ≤ m(t) + a

∫ t

0

ψ(s) ds ∀t ∈ [0,T ] ,alors ∫ t

0

ψ(s) ds ≤ eaT
∫ t

0

m(s) ds.Dans le as partiulier m = 0, la partie (1) de e lemme devient :Corollaire I.3.24. Soit n ∈ C([0,T ]; IR) telle que n(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0,T ] et soit
a ≥ 0. Si ψ ∈ C([0,T ]; IR) est une fontion telle que

ψ(t) ≤ a+

∫ t

0

n(s)ψ(s) ds ∀t ∈ [0,T ] ,alors
ψ(t) ≤ a exp( ∫ t

0

n(s) ds
)

∀t ∈ [0,T ] .Le orollaire I.3.24 est souvent utilisé pour montrer l'uniité de la solution, de la façonsuivante. En supposant qu'il existe deux solutions, en notant par ψ la norme de ladi�érene entre es solutions, on essaie ensuite de majorer ψ sous la forme
ψ(t) ≤

∫ t

0

n(s)ψ(s) ds ∀t ∈ [0,T ],ave une ertaine fontion n ≥ 0. L'appliation du orollaire donne immédiatement lanullité de ψ.Lemme I.3.25. Soient m,n ∈ C([0,T ],IR) telles que m(t) ≥ 0, n(t) ≥ 0 ∀t ∈ [0,T ]et a ≥ 0. Soit également φ : [0,T ] → IR une fontion telle que
1

2
φ2(s) ≤

1

2
a2 +

∫ s

0

m(t)φ(t) dt+

∫ s

0

n(t)φ2(t) dt ∀s ∈ [0,T ].Alors,
|φ(s)| ≤

(
a+

∫ s

0

m(t) dt
)
e
R s

0
n(t) dt ∀s ∈ [0,T ].Dans le as partiulier n = 0, le Lemme I.3.12 devient :43



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatCorollaire I.3.26. Soit m ∈ C([0,T ],IR) tel que m(t) ≥ 0 ∀t ∈ [0,T ] et soit a ≥ 0.Soit également φ : [0,T ] → IR une fontion telle que
1

2
φ2(s) ≤

1

2
a2 +

∫ s

0

m(t)φ(t) dt ∀s ∈ [0,T ].Alors,
|φ(s)| ≤ a+

∫ s

0

m(t) dt ∀s ∈ [0,T ].

44
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Chapitre 4Traitement numérique du ontatave frottement

Ce hapitre onerne la formulation numérique pour résoudre les problèmes deontat, assez lassique, entre un solide déformable et un obstale rigide dans le asde petites déformations pour limiter la di�ulté et se onentrer sur la non linéaritématérielle de ontat plut�t que géométrique. Ces problèmes néessitent une disré-tisation spatiale par éléments �nis, une disrétisation en temps par di�érenes �nis(pour les problèmes de type évolution). Le traitement numérique du ontat est réa-lisé à partir d'une formulation de type Lagrangien augmenté. On se réfère dans e quisuit notamment à Alart [2℄ et Alart-Curnier [3, 4℄.Pour un solide élastique libre soumis à des fores onservatives, le prinipe destravaux virtuels n'est rien d'autre que la variation de son énergie potentielle. Pluspréisément, si Π(v) représente l'énergie de déformation élastique du orps Ω, alorsl'équilibre méanique, en l'absene de ontat, s'érit :
u = argmin Π(v) ⇐⇒ Π(u) ≤ Π(v) ∀v.

vSi Π(v) est di�érentiable, alors la ondition néessaire pour l'équilibre méanique duorps est :
∇uΠ(u) = 0,où ∇ est l'opérateur gradient. Si de plus, Π(v) est onvexe, ette ondition devientaussi su�sante pour atteindre un minimum.45



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontat4.1 Méthodes basées sur le Lagrangien augmentéLa méthode de Lagrangien augmenté a été développée à l'origine par Hestenes[52℄ et Powell [88℄ pour les problèmes de minimisation ave ontraintes d'égalités etpar Rokafellar pour des problèmes ave des ontraintes d'inégalités onvexes. Alartet Curnier [4℄ d'une part, De Saxe et Feng [34℄ d'autre part, et Simo et Laursen[95℄ étaient les premiers à utiliser ette méthode pour les problèmes de ontat avefrottement. Cette méthode présente l'avantage d'éviter la mauvais onditionnementpour des valeurs élevées du oe�ient de pénalisation. Un autre avantage de etteméthode est de permettre de résoudre le problème de ontat sans approximation.Mais elle introduit de nouvelles variables, les multipliateurs de Lagrange, don denouvelles équations. Dans les trois setions suivantes, nous présentons les formulationsdu problème de ontat ave frottement basées sur l'approhe du Lagrangien augmentéen ommençant d'abord par le as simple du ontat unilatéral.4.1.1 Cas du ontat unilatéralLa formulation variationnelle des problèmes de ontat entre un solide élastiqueet un fondation est basée sur des fontionnelles non-di�érentiables des lois de ontat(unilatéral, frottement pur et ontat ave frottement). Pour un ontat unilatéral,l'équilibre méanique est obtenu en ajoutant un pseudo-potentiel de ontat à l'énergiede déformation Π(v) du solide :
u = argmin {Π(v) +

∫

Γ3

ΨIR+ [gν ]},
voù ΨC [x] est la fontion indiatrie de l'ensemble C , i.e.

ΨC [x] =

{
0 x ∈ C ,

∞ x /∈ C .

IR+ le �ne positif de IR et gν représente la distane normale de ontat véri�ant la loide ontat unilatéral suivante :
gν ≥ 0, σν ≤ 0, σνgν = 0.Le problème du ontat unilatéral peut être formulé omme un problème d'optimi-sation onvexe sous ontraintes :(I.4.1) min

v

gν ∈ IR+

{Π(v)}.46
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La première étape pour résoudre le problème est d'introduire le Lagrangien ordi-naire L de la forme :(I.4.2) L(v,γν) = Π(v) + (gν ,γν),où (.,.) est le produit salaire dans IR et γν est le multipliateur de Lagrange. Le pro-blème primal de minimisation sous ontrainte inégalité non linéaire est alors remplaépar un problème de min-max mixte sous ontrainte inégalité duale linéaire :(I.4.3) min

v
max
γν∈IR−

{L(v,γν)}.La deuxième étape onsiste à ajouter au Lagrangien ordinaire un terme de pénalitéa�n de déontraindre le problème. Le résultat est le Lagrangien augmenté Lr [3℄ :(I.4.4) Lr(v,γν) = L(v,γν) +
r

2
‖gν(v)‖2 −

1

2r
dist2(γν + rgν(v),IR−),où r > 0 est un paramètre de pénalisation et dist(x,C) est la distane de x à C .Le problème de min-max assoié au Lagrangien augmenté n'est pas ontraint :(I.4.5) min

v
max
γν

{Lr(v,γν)}.De plus, la fontionnelle Lr(v,γν) est di�érentiable en v et en γν . Le point selle (u,λν)véri�e les onditions d'optimalité de premier ordre :(I.4.6) ∇u,λν
Lr(u,λν) = 0.En utilisant (I.4.2) et (I.4.4), on déduit don les gradients :(I.4.7) ∇u Lr(u,λν) = ∇uΠ(u) + [∇ugν(u)]TPIR−(λν + rgν(u)) = 0,(I.4.8) ∇λν

Lr(u,λν) = −
1

r
{λν − PIR−(λν + rgν(u))} = 0,où PIR− est la projetion sur IR−.En adoptant une forme vetorielle, on obtient alors le système suivant :(I.4.9) G(u) + e̥(u,λν) = 0,ave

G(u) =

[
∇uΠ

0

]
,(I.4.10) e̥(u,λν) =




[∇ugν(u)]TPIR−(λν + rgν(u))

−
1

r
{λν − PIR−(λν + rgν(u))}


 .
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Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontat4.1.2 Cas du frottement purPour les problèmes ave frottement pur (à pression onstante), on ajoute au a-roissement d'énergie de déformation élastique du orps un potentiel de frottement
I∗Cp(gτ (v)) :

u = argmin {Π(v) +

∫

Γ3

Ψ∗
C [gτ (v)]},

voù Ψ∗
C [gτ (v)] est le onjuguée, selon Fenhel, de la fontion indiatrie ΨC [gτ (v)] dudisque onvexe C[σν ] de rayon �xe −µσν . La distane tangentielle gτ véri�e la loistatique de frottement suivante :

‖στ‖ + µσν ≤ 0, gτ = ‖gτ‖
στ

‖στ‖
, ‖gτ‖(‖στ‖ + µσν) = 0.La solution du problème est aratérisée par des inéquations variationnelles.Le problème de frottement pur peut être traité de la même manière que eluidu ontat unilatéral en remplaçant gν(v) par gτ (v), γν par γτ et IR− par C. LeLagrangien augmenté assoié au problème est [3℄ :(I.4.11) Lr(v,γτ ) = Π(v) + gτ (v).γτ +
r

2
‖gτ (v)‖2

−
1

2r
dist2{γτ + rgτ (v),C[λν + rgν(v)]}.L'opérateur de frottement e̥(u,λτ ) dérivant de e Lagrangien augmenté est :

(I.4.12) e̥(u,λτ ) =




[∇ugτ (u)]T P̂ (λτ + rgτ (u))

−
1

r
{λτ − P̂ (λτ + rgτ (u))}


 .4.1.3 Cas du ontat ave frottementLe ontat ave frottement est un ouplage du ontat unilatéral et du frottementpur. La fontionnelle assoiée est la somme des deux pseudo-potentiels (ontat uni-latéral et frottement pur) et de l'énergie totale de déformation élastique du orps :

u = argmin {Π(v) +

∫

Γ3

ΨIR+ [gν(v)] +

∫

Γ3

Ψ∗
C[σν(u)][gτ (v)]}.(I.4.13)
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On peut remarquer que e problème n'est pas standard dans le sens où la minimisationdépend de la solution. En e�et, le disque de Coulomb C dépend de la solution u. Pourette raison, on dira par la suite que le problème (I.4.13) est un problème quasi-variationnel. Il peut s'érire sous la forme d'un problème min-max obtenu via unLagrangien ou plut�t un quasi-Lagrangien ((u,λν ,λτ ) est la solution reherhée),(I.4.14) L(u,λν ,λτ ) = min

v
max
γν∈ IR−

max
γτ∈C[σν(u)]

L(v,γν ,γτ ),où(I.4.15) L(v,γν ,γτ ) = Π(v) + (gν(v),γν) + gτ (v).γτ .Les variables γν et γτ interviennent omme multipliateurs assoiés aux ontraintes deontat et frottement. On peut remarquer que es ontraintes ont été ainsi transféréesdes variables primales gν et gτ aux multipliateurs γν et γτ (variables duales). On peutégalement identi�er es multipliateurs aux omposantes normale et tangentielle dese�orts de ontat, représentés alors par le hamp λ = λνν + λτ (γ = γνν + γτ pourles hamps tests).Alart et Curnier [4℄ ont suggéré un quasi-Lagrangien augmenté sous la forme sui-vante :(I.4.16) Lr(v,γν ,γτ ) = L(v,γν ,γτ )

+
r

2
‖gν‖

2 −
1

2r
dist2{γν + rgν(v),IR−} +

r

2
‖gτ (v)‖2

−
1

2r
dist2{γτ + rgτ (v),Ĉ[λν + rgν(u)]},où Ĉ[λν + rgν(u)] := C{projIR− [λν + rgν(u)]}. Ils ont postulé pour une forme parti-ulière du quasi-Lagrangien en remplaçant C[σν(u)] par Ĉ[λν + rgν(u)]. Le problèmedual orrespondant est alors :(I.4.17) min

v
max
γν

max
γ

τ

Lr(v,γν ,γτ ).Une solution (u,λν ,λτ ) à e problème dual satisfait les onditions d'optimalité depremier ordre :(I.4.18) ∇u,λν ,λτ
Lr(u,λν ,λτ ) = 0.On pourra notamment se référer à [3℄ pour les questions d'existene et d'uniité duproblème (I.4.17). 49



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatEn utilisant (I.4.15)�(I.4.16), on déduit don les gradients :




∇u Lr(u,λν ,λτ ) = ∇uΠ(u) + [∇ugν(u)]TPIR−(λν + rgν(u))

+ [∇ugτ (u)]T P̂ (λτ + rgτ (u)) = 0,

∇λν
Lr(u,λν ,λτ ) = −

1

r
{λν − PIR−(λν + rgν(u))} = 0,

∇λτ
Lr(u,λν ,λτ ) = −

1

r
{λτ − P̂ (λτ + rgτ (u))} = 0,où P̂ est la projetion sur le disque Ĉ[λν + rgν(u)].En adoptant une forme vetorielle, on obtient alors le système suivant :(I.4.19) G(u) + e̥(u,λν ,λτ ) = 0,ave

G(u) =




∇uΠ

0
0


 ,(I.4.20)

e̥(u,λν ,λτ ) =




[∇ugν(u)]TPIR−(λν + rgν(u)) + [∇ugτ (u)]T P̂ (λτ + rgτ (u))

−
1

r
{λν − PIR−(λν + rgν(u))}

−
1

r
{λτ − P̂ (λτ + rgτ (u))}



.

Remarque. La méthode de pénalité peut être obtenue à partir de la formule (I.4.16)en prenant les multipliateurs de Lagrange γν = 0 et γτ = 0, e qui produit lafontionnelle pénalisée non-ontrainte :(I.4.21) Π̄(v) = Π(v) + ΨIR+ ▽
r

2
‖gν(v)‖2 + Ψ⋆

Ĉ[rgν(u)]
▽
r

2
‖gτ (v)‖2.où r est le oe�ient de pénalisation, sa valeur étant relativement grande par rapportau rigidité de solide en ontat. On utilise pour ela un petit résultat d'analyse onvexequi dit que :si f : X →] −∞,+ ∞] est une fontion onvexe et semi-ontinue inférieurementalors f ▽ 1

2
‖.‖2 est de lasse C1 et 50
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a) ∇(f ▽

1

2
‖.‖2)(x) = proxf∗(x),b) (f ▽

1

2
‖.‖2) + (f ∗

▽
1

2
‖.‖2) =

1

2
‖.‖2,où f ∗ est la fontion onjuguée de f et proxf∗(x) est le point proximal de x assoiéeà f ∗, 'est l'unique solution du problème inf
z
{f(z) +

1

2
‖z − x‖2}.La méthode de pénalité permet une légère pénétration gν proportionnelle à laompression σν dans la diretion normale et un un miro-glissement proportionnel auisaillement dans la diretion tangentielle. Ainsi les lois de ontat unilatéral et deglissement sont remplaées par des lois pénalisées (voir les �gures I.1.2 et I.1.3). Cetteméthode orrespond don à une régularisation de la loi de Signorini, e qui revient enquelque sorte à la loi de ompliane normale et aussi à une régularisation de la loi defrottement de Coulomb.Le prinipal inonvénient de la méthode de pénalité réside dans le fait que lesonditions de ontat de Signorini ne sont pas orretement véri�ées, ar la pénétrationdes solides en ontat est possible. Seules des valeurs très élevées du oe�ient depénalisation normal r assurent le respet de la ondition d'impénétrabilité, mais auprix d'un mauvais onditionnement du problème et d'instabilités numériques. Parmi lesavantages de la méthode de pénalité, nous pouvons notamment mentionner la failitéde mise en oeuvre et l'absene d'inonnues supplémentaires.4.2 Cinématique d'un ontat disretEn analogie ave les éléments �nis pour la disrétisation des orps déformables,on introduit la notion d'éléments �nis de ontat destinés à disrétiser l'interfae deontat. Cet élément de ontat est utilisé pour traduire le omportement de l'inter-fae de ontat. Dans la lignée d'éléments ontats développés dans nombre de odesindustriels, Alart et Curnier [3℄ ont étendu la notion d'élément �ni mixte pour réer leonept d'élément �ni de ontat frottant, en fournissant une ontribution élémentaireen terme de fores de ontat généralisées et de matries tangentes assoiées. Ce hoixsuppose l'utilisation d'une méthode de Newton omme solveur non linéaire, dont laformulation et la justi�ation seront données plus loin.Considérons un orps suseptible d'entrer en ontat ave une fondation, dans saon�guration de référene. Le orps Ω est disrétisé en Nh éléments �nis reliés entreeux par N tot noeuds. La surfae disrète de ontat entre le orps et la fondation est51
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  refFig. I.4.1 � Desription Géométrique de l'interfae orps déformable/orps rigide (1)et Élément �noeud à rigide� (2).onstituée par l'ensemble de noeuds d'une surfae Γ ∈ ∂Ω. Un élément de ontat estdé�ni par un noeud de Γ et un noeud �tif orrespondant sur la fondation.Dans le as des petits glissements ou des petites déformations, 'est-à-dire que siune orrespondane biunivoque entre les noeuds au niveau de la surfae de ontatest maintenue pendant la période de ontat, la géométrie de l'élément de ontat dutype �noeud à rigide� est adéquate. Cet élément est présenté par un élément �ni barreonstitué d'un noeud 1, appartenant au orps déformable et d'un noeud multipliateurou �tif, numéroté 2, dont les degrés de liberté ontiennent les multipliateurs ou foresde ontat issus de la méthode quasi-Lagrangien augmenté de type pénalité-dualité(voir la �gure I.4.1 (2)). La position de e noeud est arbitraire. Dans le as d'uneméthode standard de pénalité, e noeud �tif ne joue auun r�le.On note ue (ou plus simplement u pour alléger les notations) le veteur des dépla-ements générales du eième élément et λième les fores de ontat généralisées.
ue =





ue
1

ue
2...

ue
q





; λième = ue
q+1 = λ.La distane de ontat disrète g est dé�nie par

g = y1 + u1 − yref .où y1 la position de la partiule dans la on�guration de référene et la notion yrefreprésente la projetion orthogonale de la position du noeud 1 sur la surfae ible (voirla �gure I.4.1 (1)). 52



Partie I Chapitre 4 Traitement numérique du ontat ave frottement
La dé�nition de l'éart normal sur l'eième élément prend ainsi la forme suivante :(I.4.22) gν = νT (y1 + u1 − yref ).L'inrément de glissement tangentiel s'exprime par(I.4.23) gτ = (I − ννT )(y1 + u1 − yref ).A�n de déterminer l'opérateur (I.4.20), il onvient d'évaluer les grandeurs ∇ugν et
∇ugτ . Pour e as simpli�é de ontat, nous avons(I.4.24) ∇ugν = νT et ∇ugτ = (I − ννT )T = ττ T .Il est utile à e stade d'introduire e qu'Alart et Curnier appellent des multiplia-teurs augmentés en référene à la formulation quasi-Lagrangien augmenté,(I.4.25) σeν = σν = λν + r gν(u) ; σe

τ = στ = λτ + r gτ (u)

σ = σνν + στ .Une fois les grandeurs disrètes établies, nous pouvons aratériser l'opérateur élé-mentaire de ontat. Comme ela a déjà été évoqué, et opérateur peut se dé�nir paranalogie ave le veteur des fores internes généralisées pour un élément �ni solide ; ilreprésente ainsi les fores de ontat généralisées sur l'élément �ni de ontat introduitun peu plus haut. Cet opérateur élémentaire de ontat (I.4.20) peut se formuler enfontion des di�érents statuts de ontat frottant en évaluant les projetions PIR−(σν)et PĈ[u](στ ) selon les as :(I.4.26) PIR−(σν) =

{
0 si σν > 0, non ontat,
σν si σν ≤ 0, ontat.

(I.4.27) PĈ[u](στ ) =





0 si non ontat,
στ si ‖στ‖ ≤ −µσν , adhérene,
−ǫµσν

στ

‖στ‖
si ‖στ‖ > −µσν , glissement.Rappelons que Ĉ[u] = C[PIR−(σν)]. La quantité στ

‖στ‖
n'est rien que le veteur tan-gentiel unité de glissement (

τ =
στ

‖στ‖

).
• Cas de ontat sans frottement 53



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatEn utilisant les formules (I.4.26)�(I.4.27), l'opérateur de ontat élémentaire (I.4.10)est alors donné (en onsidérant λ = λνν) :
e̥(u,λ) =





[
0

−1
r
λνν

] si σν > 0, non ontat,
[

σνν
−1
r
(λν − σν)ν

] si σν ≤ 0, ontat.Dans la perspetive d'utiliser une méthode de Newton, il nous faut aluler lamatrie tangente élémentaire de e̥(u,λ), que l'on notera Te et qui prend la forme :(I.4.28) Te = ∇u,λ e̥(u,λ) =

[
rM M

M 1
r
(M − I)

]
,où M représente une matrie blo 2×2, qui, selon les statuts de ontat, peut prendrela forme :

M =

{
0 as non ontat,
ννT as ontat.

• Cas de ontat ave frottementLe alul de l'opérateur élémentaire de ontat (I.4.20) à partir des expressions(I.4.26)�(I.4.27) donne :
e̥(u,λ) = e̥(u,λνν,λτ ) =





[
0

−1
r
λ

] si σν > 0, non ontat,
[

σνν + στ

−1
r
(λ − (σνν + στ ))

] si ‖στ‖ ≤ −µσν , adhérene,
[

σνν − ǫµσντ
−1
r
(λ − σν(ν − ǫµτ ))

] si ‖στ‖ > −µσν , glissement.La matrie tangente élémentaire Te, assoiée à et opérateur, est de la forme :(I.4.29) Te = ∇u,λ e̥(u,λ) =

[
rM M

M 1
r
(M − I)

]
,où M représente une matrie blo 2× 2, elle se distingue par plusieurs statuts orres-pondant au ontat ave frottement :

M =





0 statut non ontat,
I statut adhérene,
(ν − ǫµτ )νT statut glissement.54
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Partie II Problèmes statiques
Partie II

Problèmes statiques
La deuxième partie de e mémoire propose ertaines innovations et prolongementsde travaux pour des problèmes statiques de ontat ave frottement entre un orpséletro-élastique et une fondation isolatrie. Cette partie est omposée de deux ha-pitres.Dans le premier hapitre nous ommençons par un problème de ontat bilatéralentre un orps életro-élastique et une fondation rigide, le frottement est modélisépar la loi de frottement de Tresa. L'objetif est d'une part d'examiner l'existeneet l'uniité de la solution du problème variationnel orrespondant et d'autre part deprésenter une formulation duale du problème en donnant un résultat d'equivaleneentre les deux préédentes formulations variationnelles.Dans le deuxième hapitre nous dérivons un problème méanique de ontat entreun orps életro-élastique et une fondation ; le ontat est modélisé par une onditionde ompliane normale et la frottement assoiée est de type de Coulomb. On y donne,après avoir posé notre problème, une formulation variationnelle. On y établit ensuiteun résultat d'existene et d'uniité pour e problème et on y démontre aussi un résultatde dépendane de la solution par rapport aux fontions de ompliane.
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Partie II Chapitre 1 Problème életro-élastique de ontat bilatéral avefrottement de Tresa
Chapitre 1Problème életro-élastique de ontatbilatéral ave frottement de Tresa

Nous onsidérons ii un problème statique modélisant le ontat entre un orps deloi onstitutive életro-élastique non linéaire et un obstale assimilé à une fondation.Le ontat est bilatéral et frottant ; il est dérit à l'aide de la loi de frottement deTresa, dans laquelle le seuil de frottement est �xe. Le hapitre est struturé de lamanière suivante. Dans le premier paragraphe nous érivons le problème méanique etnous préisons les hypothèses adéquates sur les données a�n d'obtenir la formulationvariationnelle. Dans le deuxième paragraphe nous énonçons et nous démontrons notrerésultat prinipal d'existene et d'uniité. La démonstration est basée sur un résultatabstrait pour les inéquations variationnelles. En�n, le troisième paragraphe est onsa-ré à l'étude de la formulation duale de e problème. Une partie de e hapitre a faitl'objet de l'artile [82℄.1.1 Problème méanique et formulation variationnelleNous nous plaçons dans le adre physique de la �gure I.1.1 p.6. On onsidère quele orps est életro-élastique, plus exatement on utilise une loi de omportement dela forme (I.1.19). En e qui onerne le ontat, on le modélise par une ondition deontat bilatéral ave frottement de Tresa.Sous es onsidérations, le problème életro-méanique qu'on étudie peut se formu-ler de la manière suivante.Problème P1. Trouver le hamp des déplaements u : Ω → IRd, le hamp desontraintes σ : Ω → Sd, le potentiel életrique ϕ : Ω → IR ainsi que le hamp des59



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatdéplaements életriques D : Ω → IRd tels que
σ = Fε(u) − E∗E(ϕ) dans Ω,(II.1.1)
D = Eε(u) + βE(ϕ) dans Ω,(II.1.2) Divσ + f 0 = 0 dans Ω,(II.1.3) divD = q0 dans Ω,(II.1.4)

u = 0 sur Γ1,(II.1.5)
σν = f 2 sur Γ2,(II.1.6)(II.1.7) {

uν = 0, ‖στ‖ ≤ S, sur Γ3,
στ = −S uτ

‖uτ‖
si uτ 6= 0

ϕ = 0 sur Γa,(II.1.8)
D · ν = q2 sur Γb.(II.1.9)Rappelons que les équations (II.1.1) et (II.1.2) représentent la loi onstitutive életro-élastique, les équations (II.1.3) et (II.1.4) représentent les équations d'équilibre, tandisque les onditions (II.1.5) et (II.1.6) sont respetivement, des onditions aux limites endéplaements et en trations. La ondition (II.1.7) représente les onditions de ontatbilatéral ave frottement de Tresa où S représente le seuil de frottement, supposé�xe. Pour plus de préisons sur e type de onditions de ontat, nous renvoyons àla setion I.1.3 p.13. Et, pour �nir, (II.1.8) et (II.1.9) représentent les onditions auxlimites életriques.Nous allons fournir les hypothèses ave les quelles nous travaillons par la suite.Pour toutes les notations, nous renvoyons le leteur à la partie I.2.2 p.24, notammenten e qui onerne le hoix des espaes V et W et des normes sur es espaes.Nous supposons que l'opérateur d'élastiité F satisfait les propriétés suivantes :
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Partie II Chapitre 1 Problème életro-élastique de ontat bilatéral avefrottement de Tresa
(II.1.10)





(a) F : Ω × Sd → Sd.

(b) il existe MF > 0 telle que
‖F(x,ξ1) −F(x,ξ2)‖ ≤MF‖ξ1 − ξ2‖
∀ ξ1,ξ2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(c) il existe mF > 0 telle que
(F(x,ξ1)) −F(x,ξ2)) · (ξ1 − ξ2) ≥ mF‖ξ1 − ξ2‖

2

∀ ξ1,ξ2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(d) F(.,ξ) est mesurable Lebesgue dans Ω,
pour tout ξ ∈ Sd.

(e) F(.,0) ∈ H.Le tenseur piézoéletrique (de ouplage) E véri�e(II.1.11) {
(a) E = (eijk) : Ω × Sd → IRd.

(b) eijk = eikj ∈ L∞(Ω).Le tenseur diéletrique β véri�e
(II.1.12) 




(a) β = (βij) : Ω × Sd → Sd.

(b) βij ∈ L∞(Ω).

(c) βij = βji.

(d) il existe mβ > 0 telle que βij(x)EiEj ≥ mβ‖E‖2

∀E ∈ Rd, p.p. x ∈ Ω.On suppose que le seuil de frottement S est tel que(II.1.13) S ∈ L∞(Γ3), S ≥ 0,et que les fores volumiques f 0 et les trations surfaiques f 2 ont la régularité(II.1.14) f 0 ∈ L2(Ω)d, f 2 ∈ L2(Γ2)
d.De même, la densité volumique q0 et surfaique q2 satisfont(II.1.15) q0 ∈ L2(Ω), q2 ∈ L2(Γb), q2 = 0 sur Γ3.La dernière partie de es onditions, q2 = 0 sur Γ3, représente une ondition deompatibilité qui est néessaire pare que la base est ensée être isolatrie.61



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatA�n de prendre en onsidération la ondition de ontat sur Γ3, partout dans ehapitre, nous travaillons ave l'espae(II.1.16) V = { v ∈ H1(Ω)d | v = 0 sur Γ1, vν = 0 sur Γ3 }.Par simpliitation, nous utilisons la notation V . L'espae V sera muni du produit sa-laire habituel donné par (I.2.5) et de la norme (I.2.6).Le théorème de représentation de Riesz entraîne l'existene de deux éléments f ∈ Vet q ∈W tels que :(II.1.17) (f ,v)V =

∫

Ω

f 0 · v dx+

∫

Γ2

f 2 · v da ∀v ∈ V,(II.1.18) (q,ψ)W =

∫

Ω

q0ψ dx−

∫

Γb

q2ψ da ∀ψ ∈ W.Les onditions (II.1.14) et (II.1.15) impliquent(II.1.19) f ∈ V, q ∈W.Soit h : V → IR la fontionnelle(II.1.20) h(v) =

∫

Γ3

S ‖vτ‖da, ∀v ∈ V.Les onditions (II.1.13) entraînent que l'intégrale dans (II.1.20) est bien dé�nie.Si (u,σ,ϕ,D) sont des fontions régulières qui satisfont (II.1.3)�(II.1.9), alors u ∈

V , ϕ ∈ W. En utilisant la formule de Green, on déduit(II.1.21) (σ,ε(v) − ε(u))H + h(v) − h(u) ≥ (f ,v − u)V ∀v ∈ V,(II.1.22) (D,∇ψ)L2(Ω)d + (q,ψ)W = 0 ∀ψ ∈W.En mettant (II.1.1) dans (II.1.21) puis (II.1.2) dans (II.1.22) et du fait que E =

−∇ϕ nous obtenons la formulation variationnelle suivante du problème P1 en deuxinonnues : le déplaement méanique et le potentiel életrique.Problème P V
1 . Trouver le hamp des déplaements u ∈ V et le potentiel életrique

ϕ ∈ W tels que
(Fε(u),ε(v) − ε(u))H + (E∗∇ϕ,ε(v) − ε(u))L2(Ω)d(II.1.23)

+h(v) − h(u) ≥ (f ,v − u)V ∀v ∈ V,(II.1.24) (β∇ϕ,∇ψ)L2(Ω)d − (Eε(u),∇ψ)L2(Ω)d = (q,ψ)W ∀ψ ∈ W.62



Partie II Chapitre 1 Problème életro-élastique de ontat bilatéral avefrottement de Tresa1.2 Existene et uniité de la solutionDans e paragraphe nous obtenons un résultat d'existene et d'uniité de la solution
(u, ϕ) du problème P V

1 'est-à-dire l'existene d'une solution faible unique du problèmeméanique P1. Notre résultat est le suivant.Théorème II.1.1. On onsidère les hypothèses (II.1.10)�(II.1.15). Alors, le problème
P V

1 possède une solution unique (u, ϕ) ∈ V ×W qui est une fontion lipshitzienne de
f ∈ V et q ∈W .La démonstration du théorème II.1.1 est obtenue en plusieurs étapes en s'appuyantsur le résultat abstrait mis en évidene dans l'étude d'une lasse d'inéquations varia-tionnelles elliptique (voir théorème I.3.13 p.36). On suppose dans la suite que leshypothèses (II.1.10)�(II.1.15) sont véri�ées.On introduit à présent l'espae X = V ×W la struture hilbertienne produit dé�niepar(II.1.25) (x,y)X = (u,v)V + (ϕ,ψ)Wpout tout x = (u,ϕ) et y = (v,ψ) ∈ X. La norme assoiée sera notée par ‖ · ‖X .On dé�nit l'opérateur A : X → X par l'égalité

(Ax,y)X = (Fε(u),ε(v))H + (β∇ϕ,∇ψ)L2(Ω)d(II.1.26)
+(E∗∇ϕ,ε(v))H − (Eε(u),∇ψ)L2(Ω)dpour tout x = (u,ϕ) et y = (v,ψ) ∈ X.Et notons par j le prolongement de la fontionnelle h dé�nie par (II.1.20) sur X.Cei se traduit par(II.1.27) j(x) = h(u) ∀x = (u,ϕ) ∈ X.Finalement, nous notons par f l'élément de X donné par(II.1.28) f = (f ,q) ∈ X.Ave les notations i-dessus, on peut énoner le résultat suivant :Lemme II.1.2. Le ouple x = (u,ϕ) est une solution du problème variationnel P V

1si et seulement si(II.1.29) (Ax,y − x)X + j(y) − j(x) ≥ (f,y − x)X ∀ y ∈ X.63



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatDémonstration. Soit x = (u,ϕ) ∈ X une solution du problème P V
1 et soit y =

(v,ψ) ∈ Y . En prenant v = ψ − ϕ dans (II.1.23) ; en additionnant l'inégalité obtenueave (II.1.24) et en utilisant (II.1.25)�(II.1.28) nous obtenons (II.1.29). Inversement,soit x = (u,ϕ) ∈ X une solution de l'inéquation variationnelle elliptique (II.1.29). Enappliquant maintenant (II.1.29) pour y = (v,ϕ), où v est un élément arbitraire de
V , on obtient (II.1.23). À partir de (II.1.29) appliquée pour y = (v,ϕ + ψ) puis pour
y = (v,ϕ−ψ), où ψ est un élément arbitraire de W et en faisant la di�érene entre lesdeux expressions obtenues, on obtient (II.1.24), e qui termine la preuve du LemmeII.1.2. 2L'étape suivante onsiste à explorer les propriétés de l'opérateur A :Lemme II.1.3. L'opérateur A dé�ni par (II.1.26) est un opérateur fortement mono-tone et de Lipshitz.Démonstration. Soient à présent x1 = (u1,ϕ1), x2 = (u2,ϕ2) ∈ X. On obtient alorsde (II.1.26)

(Ax1 − Ax2,x1 − x2)X =

(Fε(u1) −Fε(u2),ε(u1) − ε(u2))H + (β∇ϕ1 − β∇ϕ2,∇ϕ1 −∇ϕ2)L2(Ω)d +

(E∗∇ϕ1 − E∗∇ϕ2,ε(u1) − ε(u2))H − (Eε(u1) − Eε(u1),∇ϕ1 −∇ϕ2)L2(Ω)d .Sahant d'autre par que (E∗∇ϕ,ε(u))H = (Eε(u),∇ϕ)L2(Ω)d pour tout x = (u,ϕ) ∈ X,(voir (I.1.20)), il s'en suit que
(Ax1 − Ax2,x1 − x2)X =

(Fε(u1) −Fε(u2),ε(u1) − ε(u2))H + (β∇ϕ1 − β∇ϕ2,∇ϕ1 −∇ϕ2)L2(Ω)d .Compte tenu du (II.1.10), (II.1.12) et l'inégalité de Friedrihs-Poinaré (voir I.2.8), ilexiste c1 > 0 ne dépendant que de F , β, Ω et Γa telle que
(Ax1 − Ax2,x1 − x2)X ≥ c1(‖u1 − u2‖

2
V + ‖ϕ1 − ϕ2‖

2
W ),et, gardant à l'esprit (II.1.25), nous trouvons(II.1.30) (Ax1 − Ax2,x1 − x2)X ≥ c1 ‖x1 − x2‖

2
X .64



Partie II Chapitre 1 Problème életro-élastique de ontat bilatéral avefrottement de TresaEn utilisant maintenant (II.1.10)�(II.1.12), après quelques aluls, il résulte l'exis-tene d'une onstante c2 > 0 ne dépendant que de F , β et E telle que
(Ax1 − Ax2,y)X ≤ c2(‖u1 − u2‖V ‖v‖V + ‖ϕ1 − ϕ2‖W‖v‖V

+‖u1 − u2‖V ‖ψ‖W + ‖ϕ1 − ϕ2‖W‖ψ‖W )pour tout y = (v,ψ) ∈ V . Cette inégalité devient alors en utilisant (II.1.25)
(Ax1 − Ax2,y)X ≤ 4c2 ‖x1 − x2‖X‖y‖V ∀y ∈ Xet en prenant y = Ax1 − Ax2 ∈ X dans l'inégalité préédente, on obtient(II.1.31) ‖Ax1 − Ax2‖X ≤ 4c2 ‖x1 − x2‖X .Le lemme II.1.3 est à présent une onséquene de (II.1.30) et (II.1.31). 2Maintenant nous étudions les propriétés de la fontionnelle j donnée par (II.1.27),(II.1.20).Lemme II.1.4. La fontionnelle j : X → IR est onvexe et ontinue.Démonstration. Il est immédiat que j est une fontionnelle onvexe sur X. Prenons

{xn} = {(un,ϕn)} ⊂ X une suite véri�ant xn → x = (u,ϕ) ∈ X. Nous obtenons
un → u dans L2(Γ3)

d, e qui implique(II.1.32) ‖unτ‖ → ‖uτ‖ dans L2(Γ3).En�n, de la dé�nition de j et de (II.1.32) nous déduisons que j(xn) → j(x) quand n→

∞ et le lemme II.1.4 est ainsi démontré. 2Aprés tous es résultats intermédiaires, on est à présent en mesure de donner ladémonstration du théorème II.1.1.Démonstration du théorème II.1.1. Compte tenu des lemmes II.1.2 et II.1.3, leproblème variationnel (II.1.29) admet une solution unique x = (u,ϕ) ∈ X, assurée parle théorème I.3.13 p.36 ; et en utilisant le lemme II.1.1, il résulte que (u,ϕ) ∈ V ×West une solution unique du problème P V
1 . En outre, ette solution est une fontionlipshitzienne de f ∈ V et q ∈ W , e qui termine la preuve. 2Un �quadruplet� (u,σ, ϕ,D) qui satisfait aux relations (II.1.23), (II.1.24) s'appellesolution faible du problème (II.1.1)�(II.1.9). Nous onluons par le théorème II.1.165



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatque le problème P1 admet une solution unique. En e qui onerne la régularité de lasolution faible, il su�t de référer à la régularité de l'élément (u,ϕ) ∈ V ×W , à la loionstitutive (II.1.1)�(II.1.2) et aux hypothèses (II.1.10)�(II.1.15) ; nous obtenons alorsque σ ∈ H, D ∈ L2(Ω)d. En prenant maintenant v = u ± z, où z ∈ C∞
0 (Ω)d dans(II.1.21) et ψ ∈ C∞

0 (Ω) dans (II.1.22) et en utilisant (II.1.3)�(II.1.9) nous trouvonsDivσ + f 0 = 0, divD = q0.De (II.1.14) et (II.1.15) il s'en suit que Divσ ∈ L2(Ω)d et divD ∈ L2(Ω) et paronséquent
σ ∈ H1, D ∈ W.1.3 Formulation duale du problèmeNous donnons dans ette setion une formulation duale du problème P1, expriméeen terme de ontrainte et de hamp des déplaements életriques. Cette formulationfaible établie, nous présentons deux résultats dont le premier onerne l'existene etl'uniité d'une solution faible. L'autre est un résultat d'équivalene entre les deux so-lutions faibles (primale et duale), permettant ainsi de déduire l'existene des solutionsfaibles l'une par rapport à l'autre. Partout dans la suite c représentera une onstantepositive dont sa valeur pourra hanger de ligne en ligne.Pour dé�nir la formulation duale du problème P1, on onsidère l'espae de HilbertY = H× L2(Ω)d, muni de produit salaire donné par

(x,y)Y = (σ,τ )H + (D,E)L2(Ω)d ∀ x = (σ,τ ), y = (τ ,E) ∈ Yet soit ‖.‖Y la norme assoiée, i.e.(II.1.33) ‖y‖Y = (‖τ‖2
H + ‖E‖2

L2(Ω)d)
1/2 ∀ y = (τ ,E) ∈ Y.On dé�nit l'opérateurT : Y → Y, Ty = (

≡ T1y︷ ︸︸ ︷
Fτ + E∗E ,

≡ T2y︷ ︸︸ ︷
βE − Eτ )(II.1.34)

= (T1y,T2y) ∀y = (τ ,E) ∈ Y.On a le résultat suivant.Lemme II.1.5. T est un opérateur fortement monotone et de Lipshitz.66



Partie II Chapitre 1 Problème életro-élastique de ontat bilatéral avefrottement de TresaDémonstration. Soient y1 = (τ 1,E1), y2 = (τ 2,E2) ∈ Y, on a
(Ty1 − Ty2,y1 − y2)Y = (Fτ 1 + E∗E1 −Fτ 2 − E∗E2,τ 1 − τ 2)H

+ (βE1 − βE2 − Eτ 1 + Eτ 2,E1 − E2)L2(Ω)d

= (Fτ 1 −Fτ 2,τ 1 − τ 2)H + (E∗E1 − E∗E2,τ 1 − τ 2)H

+ (βE1 − βE2,E1 − E2)L2(Ω)d − (Eτ 1 − Eτ 2,E1 − E2)L2(Ω)d .Sahant d'autre part que (E∗E,τ )H = (E,Eτ )L2(Ω)d pour tout y = (τ ,E) ∈ Y (voir(I.1.20)), il résulte
(Ty1 − Ty2,y1 − y2)Y = (Fτ 1 −Fτ 2,τ 1 − τ 2)H + (βE1 − βE2,E1 − E2)L2(Ω)d .En gardant à l'esprit les propriétés des opérateurs F et β, il vient à partir de (II.1.33)qu'il existe c > 0 tel que

(Ty1 − Ty2,y1 − y2)Y ≥ mF‖τ 1 − τ 2‖
2
H +mβ‖E1 − E2‖

2
L2(Ω)d

≥ c ‖y1 − y2‖
2Y.Ce qui prouve que T est fortement monotone.Soit maintenant y3 = (τ 3,E3) ∈ Y, on a :

(Ty1 − Ty2,y3)Y=(Fτ 1 −Fτ 2 + E∗E1 − E∗E2,τ 3)H

+ (βE1 − βE2 − Eτ 1 + Eτ 2,E3)L2(Ω)d

= (Fτ 1 −Fτ 2,τ 3)H + (E∗E1 − E∗E2,τ 3)H

+ (βE1 − βE2,E3)L2(Ω)d + (Eτ 1 − Eτ 2,E3)L2(Ω)d

≤ c ‖τ 1 − τ 2‖H‖τ 3‖H + c ‖E1 − E2‖L2(Ω)d‖τ 3‖H

+ c ‖E1 − E2‖L2(Ω)d‖E3‖L2(Ω)d + c ‖τ 1 − τ 2‖H‖E3‖L2(Ω)d

≤ c ‖y1 − y2‖Y‖y3‖Yet en prenant y3 = Ty1 − Ty2 dans l'inégalité préédente, on obtient
‖Ty1 − Ty2‖Y ≤ c‖y1 − y2‖Y,qui prouve que T est Lipshitz. 2Nous pouvons e�etuer la remarque suivante.67



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatRemarque. Il en résulte d'après la proposition I.3.3 (page 32) que T est inversibleet son inverse T−1 est fortement monotone et de Lipshitz. Soient T−1
1 , T−1

2 ses om-posantes.Nous introduisons aussi
Θ = {τ ∈ H | (τ ,ε(v))H + h(v) ≥ (f ,v)V ∀v ∈ V },qui un ensemble onvexe, fermé et non vide de H. En e�et ε(f) ∈ Θ, ar
(ε(f),ε(v))H + h(v) = (f ,v)V + h(v)︸︷︷︸

≥ 0

≥ (f ,v)V ∀v ∈ V.Nous utilisons également la notation D pour désigner l'ensemble
D = {E ∈ L2(Ω)d | (E,∇ψ)L2(Ω)d = (q,ψ)W ∀ψ ∈ W}.Commençons tout d'abord par un lemme, qui va nous permettre d'introduire laformulation duale du problème P1.Lemme II.1.6. Si (u,σ,D,ϕ) est une solution lassique du problème P1, alors (σ,D)satisfait(II.1.35) σ ∈ Θ, (τ − σ,ε(u))H ≥ 0, ∀τ ∈ Θ.(II.1.36) −D ∈ D, (E + D,∇ϕ)L2(Ω)d = 0, ∀E ∈ D.Démonstration. En prenant v = 2u et v = 0 dans (II.1.21), on obtient(II.1.37) (σ,ε(u))H + h(u) = (f ,u)V .En utilisant maintenant (II.1.21) et (II.1.37), nous déduisons que

(σ,ε(v))H − (σ,ε(u))H + h(v) − h(u) = (σ,ε(v))H + h(v) − (f ,u)V

≥ (f ,v)V − (f ,u)V .Ce qui donne
(σ,ε(v))H + h(v) ≥ (f ,v)V ∀v ∈ V.Nous déduisons que σ ∈ Θ. 68



Partie II Chapitre 1 Problème életro-élastique de ontat bilatéral avefrottement de TresaSoit τ ∈ Θ, il vient à présent de la relation (II.1.37) que
(τ − σ,ε(u))H = (τ ,ε(u))H − (σ,ε(u))H

= (τ ,ε(u))H + h(u) − (f ,u)V ≥ 0 (ar τ ∈ Θ).Ce qui implique que la relation (II.1.35) est véri�ée.Considérons maintenant l'élément E ∈ D et en utilisant la relation (II.1.22), il déoule
(E + D,∇ϕ)L2(Ω)d = (E,∇ϕ)L2(Ω)d + (D,∇ϕ)L2(Ω)d

= (q,ϕ)W − (q,ϕ)W = 0.Ce qui implique (II.1.36). 2D'après la dé�nition (II.1.34) de T, on peut érire la loi de omportement (II.1.1)�(II.1.2) sous la forme :
σ = Fε(u) − E∗E(ϕ) = T1(ε(u),∇ϕ),

−D = −Eε(u) − βE(ϕ) = T2(ε(u),∇ϕ),ou enore
(σ,− D) = T(ε(u),∇ϕ).Or T est inversible, on a don

(ε(u),∇ϕ) = T−1(σ,− D),ou enore
ε(u) = T−1

1 (σ,− D),(II.1.38)
∇ϕ = T−1

2 (σ,− D).(II.1.39)où T−1
1 et T−1

2 représentent les omposantes de l'opérateur T−1 : L2(Ω)d × H →

L2(Ω)d ×H.Ainsi, en remplaçant (II.1.38)�(II.1.39) dans (II.1.35)�(II.1.36), on obtient la for-mulation duale suivante du problème en termes de σ et de D.Problème P V d
1 . Trouver le hamp des ontraintes σ ∈ H et le hamp des déplaementséletriques D ∈ L2(Ω)d tels que(II.1.40) σ ∈ Θ, (T−1

1 (σ,− D),τ − σ)H ≥ 0, ∀τ ∈ Θ.69



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontat(II.1.41) −D ∈ D, (T−1
2 (σ,− D),E + D)L2(Ω)d = 0, ∀E ∈ D.Le premier résultat essentiel, que nous démontrons par la suite est le suivant.Théorème II.1.7. On onsidère les hypothèses (II.1.10)�(II.1.15). Alors, le problème

P V d
1 possède une solution unique (σ,D) ∈ H1 ×W.La démonstration du théorème II.1.7 est basée sur un résultat abstrait mis enévidene dans l'étude d'une lasse d'inéquations variationnelles, que nous rappelons authéorème I.3.12 (page 36). Nous ommençons tout d'abord par le résultat d'équivalenesuivant.Lemme II.1.8. Le ouple (σ,D) ∈ H1×W est une solution du problème variationnel
P V d

1 si et seulement si(II.1.42) x ∈ S, (T−1x,y − x)Y ≥ 0, ∀y ∈ S.où x = (σ,− D), S = Θ × D.Démonstration. On note x = (σ, − D) et on rajoute (II.1.40) et (II.1.41) enappliquant le lemme II.1.5 et le théorème I.3.12, on obtient aisément
(T−1x,y − x)Y ≥ 0.Réiproquement, soit x = (σ,− D) ∈ S. Supposons qu'on a

(T−1x,y − x)Y ≥ 0, ∀y = (τ ,E) ∈ S.Et d'après la dé�nition de T−1, il vient(II.1.43) (T−1
1 (σ,−D),τ −σ)H+(T−1

2 (σ,−D),E+D)L2(Ω)d ≥ 0, ∀y = (τ ,E) ∈ S.En prenant maintenant E = −D ∈ D dans (II.1.43), on obtient
(T−1

1 (σ,− D),τ − σ)H ≥ 0, ∀τ ∈ Θ.Ce qui implique que l'inégalité (II.1.40) est véri�ée.De plus, en prenant τ = σ ∈ Θ dans (II.1.43), on en déduit :(II.1.44) (T−1
2 (σ,− D),E + D)L2(Ω)d ≥ 0, ∀E ∈ D.70



Partie II Chapitre 1 Problème életro-élastique de ontat bilatéral avefrottement de TresaPosons maintenant F = −E − 2D, on dé�nit ainsi un élément de l'ensemble D : on aen e�et, pour tout ψ ∈W ,
(F ,∇ψ)L2(Ω)d = (−E − 2D,∇ψ)L2(Ω)d = −(E,∇ψ)L2(Ω)d − 2(D,∇ψ)L2(Ω)d

= −(q,ψ)W + 2(q,ψ)W = (q,ψ)W .Ainsi, en remplaçant E par F dans (II.1.44), on obtient
(T−1

2 (σ,− D),F + D)L2(Ω)d = (T−1
2 (σ,− D),− E − 2D + D)L2(Ω)d

= (T−1
2 (σ,− D),− E − D)L2(Ω)d ≥ 0, ∀E ∈ D.Ce qui donne(II.1.45) (T−1

2 (σ,− D),E + D)L2(Ω)d ≤ 0, ∀E ∈ D.Nous déduisons des inégalités (II.1.44) et (II.1.45), que la relation (II.1.41) est véri�ée.Ce qui démontre le lemme II.1.8. 2Venons-en à la démonstration du théorème II.1.7.Démonstration du théorème II.1.7. Supposons dans la démonstration de e théo-rème que les hypothèses (II.1.10)�(II.1.15) sont véri�ées.On a d'une part, T−1 est un opérateur fortement monotone et de Lipshitz (onsé-quene du lemme II.1.5). Et d'autre part, S est onvexe, fermé et non vide de Y, ene�et : (ε(f),−∇q) ∈ S.Il s'en suit du théorème I.3.12 (page 36), qu'il existe une unique solution x ∈ Y duproblème (II.1.42). En utilisant le lemme II.1.8, il résulte que le problème duale P V d
1admet une unique solution.Nous prouvons maintenant la régularité de ette solution, onsidérons à présent x =

(σ,− D) ∈ S = Θ × D, nous obtenons σ ∈ Θ, − D ∈ D.Nous pouvons alors onlure que
(σ,ε(v))H + h(v) ≥ (f ,v)V ∀v ∈ V.

(D,∇ψ)L2(Ω)d + (q,ψ)W = 0 ∀ψ ∈W.En prenant maintenant ±v ∈ C∞
0 (Ω)d et ψ ∈ C∞

0 (Ω) dans les deux relations préé-dentes, nous avons
(σ,ε(v))H = (f ,v)V ∀v ∈ C∞

0 (Ω)d.71
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(D,∇ψ)L2(Ω)d + (q,ψ)W = 0 ∀ψ ∈ C∞

0 (Ω).Et en utilisant les notations (III.1.15) et (III.1.16) nous trouvonsDivσ + f 0 = 0, divD = q0.De (III.1.15) et (III.1.16), il s'en suit que Divσ ∈ L2(Ω)d et divD ∈ L2(Ω) et paronséquent, on a la régularité
σ ∈ H1, D ∈ W.Ce qui ahève la preuve du théorème II.1.7. 2Notre deuxième résultat essentiel de ette setion, qui assure le lien entre la solution

(u,ϕ) du problème P V
1 et la solution (σ,D) du problème P V d

1 , est le suivant.Théorème II.1.9. On onsidère les hypothèses (II.1.10)�(II.1.15).(1) Soit (u,ϕ) est la solution du problème P V
1 obtenu dans le théorème II.1.1 etsoient σ, D dé�nis par

σ = Fε(u) + E∗∇ϕ,(II.1.46)
D = Eε(u) − β∇ϕ.(II.1.47)Alors (σ,D) est solution du problème P V d

1 .(2) Réiproquement, soit (σ,D) la solution du problème P V d
1 obtenu dans le théo-rème II.1.7. Alors il existe une unique u ∈ V et une unique ϕ ∈ W tel que (II.1.46)et (II.1.47) sont satisfaites et par ailleurs, (u,ϕ) est solution du problème P V

1 .Interprétation. Ces solutions des problèmes P V
1 et P V d

1 sont don liées par la loi deomportement (II.1.46)�(II.1.47).Démonstration. (1) =⇒ (2) Soit (u,ϕ) une solution du P V
1 et (σ,D) donnée par(II.1.46)�(II.1.47).Nous obtenons, en mettant les relations (II.1.46) et (II.1.47) dans P V

1 , que
(σ,ε(v) − ε(u))H + h(v) − h(u) ≥ (f ,v − u)V ∀v ∈ V.(II.1.48)

(D,∇ψ)L2(Ω)d + (q,ψ)W = 0 ∀ψ ∈ W.(II.1.49)En prenant v = 2u et v = 0 dans (II.1.48), on obtient(II.1.50) (σ,ε(u))H + h(u) = (f ,u)V .72



Partie II Chapitre 1 Problème életro-élastique de ontat bilatéral avefrottement de TresaEn se reportant aux relations (II.1.48) et (II.1.50), nous déduisons
(σ,ε(v))H + h(v) ≥ (f ,v)V ∀v ∈ V.D'où,

σ ∈ Θ.En outre, de (II.1.50), nous avons
(τ − σ,ε(v))H = (τ ,ε(v))H − (σ,ε(v))H

= (τ ,ε(v))H + h(u) − (f ,v − u)V ≥ 0 pour tout τ ∈ Θ.Des relations (II.1.46), (II.1.47) et (II.1.34), nous pouvons dire que
(σ,− D) = T(ε(u),∇ϕ),ou enore,

ε(u) = T−1
1 (σ,− D).On remplae ei dans (τ − σ,ε(u))H ≥ 0 pour obtenir

(T−1
1 (σ,− D),τ − σ)H ≥ 0.Ce qui implique (II.1.40).En outre, il s'en suit de (II.1.49) que

(D,∇ψ)L2(Ω)d + (q,ψ)W = 0.Ce qui implique que −D ∈ D.D'autre part, en prenant ψ = ϕ dans (II.1.49), on obtient
(E + D,T−1

2 (σ,− D))L2(Ω)d = (E + D,∇ϕ)L2(Ω)d

= (E,∇ϕ)L2(Ω)d + (D,∇ϕ)L2(Ω)d

= (E,∇ϕ)L2(Ω)d − (q,ϕ)W = 0 ∀E ∈ D.Don, on a prouvé (II.1.41) ; et par onséquent, 1) =⇒ 2).
(2) =⇒ (1) Soit (σ,D) une solution du P V d

1 et soit τ ∈ H tel que (τ ,ε(v))H = 0pour tout v ∈ V . Il vient d'ii que τ ∈ ε(V )⊥, où ε(V )⊥ représente l'orthogonal dans
H de l'espae ε(V ) = {ε(v) | v ∈ V } ⊂ H.73



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatOn a σ ± τ ∈ Θ ; en e�et :
(σ ± τ ,ε(v))H + h(v) = (σ,ε(v))H + h(v)

≥ (f ,v)V ∀v ∈ V (ar σ ∈ Θ).En prenant maintenant σ ± τ dans (II.1.40), on obtient
(T−1

1 (σ,− D),τ )H = 0 =⇒ T−1
1 (σ,− D) ∈ ε(V )⊥⊥ = ε(V ),ar ε(V ) est un sous-espae fermé deH. La dernière inégalité montre qu'il existe u ∈ Vtel que T−1

1 (σ,− D) = ε(u), et, vu l'inégalité de Korn, l'élément u ∈ V est unique.Soit maintenant τ ∈ ∇W⊥, où ∇W⊥ représente l'orthogonal de l'espae ∇W =

{∇ψ | ψ ∈ W} dans L2(Ω)d. On a (τ ,∇ψ)L2(Ω)d = 0 ∀ψ ∈ W.On a aussi −D + τ ∈ D, en e�et :
(−D + τ ,∇ψ)L2(Ω)d = (−D,∇ψ)L2(Ω)d = (q,ψ)W .En prenant maintenant E = −D + τ dans (II.1.41), on a

(T−1
2 (σ,− D),τ )L2(Ω)d = 0 =⇒ T−1

2 (σ,− D) ∈ ∇W⊥⊥ (ar τ ∈ ∇W⊥),

=⇒ T−1
2 (σ,− D) ∈ ∇W (ar ∇W⊥⊥ = ∇W ).Compte tenu du l'inégalité de Friedrihs-Poinarré, il existe un unique ϕ ∈ W tel queT−1

2 (σ,− D) = ∇ϕ.En onlusion, nous avonsT−1
1 (σ,− D) = ε(u)T−1
2 (σ,− D) = ∇ϕ

}
=⇒ T−1(σ,− D) = (ε(u),∇ϕ),

=⇒ (σ,− D) = T(ε(u),∇ϕ),

=⇒

{
σ = Fε(u) + E∗∇ϕ,

D = Eε(u) − β∇ϕ.En�n, on trouve (II.1.46)�(II.1.47).Il reste à prouver que (u,ϕ) est solution du problème P V
1 .En utilisant la proposition I.3.11 et le fait que h : V → IR, dé�nie par (II.1.20), estonvexe, propre et semi-ontinue inférieurement, il vient que h est sous-di�érentiable74



Partie II Chapitre 1 Problème életro-élastique de ontat bilatéral avefrottement de Tresasur V . Don, il existe un f̃ ∈ V tel que
h(v) − h(u) ≥ (f̃ ,v − u)V

≥ (f ,v − u)V + (f̃ − f ,v − u)V ∀v ∈ V.En utilisant la dé�nition (I.2.5), nous déduisons que
(ε(f̃ − f),ε(v) − ε(u))H + h(v) − h(u) ≥ (f ,v − u)V ∀v ∈ V.En prenant τ̃ = ε(f̃ − f) ∈ H dans la dernière inéquation, il vient(II.1.51) (τ̃ ,ε(v) − ε(u))H + h(v) − h(u) ≥ (f ,v − u)V ∀v ∈ V.En remplaçant v = 2u et v = 0 dans (II.1.51), nous déduisons que(II.1.52) (τ̃ ,ε(u))H + h(u) = (f ,u)V .En se reportant aux relations (II.1.51) et (II.1.52), nous déduisons

(τ̃ ,ε(v))H + h(v) ≥ (f ,v)V ∀v ∈ V.Il vient à présent de la dé�nition de Θ que τ̃ ∈ Θ.En prenant maintenant τ̃ dans (II.1.40), sahant que T−1(σ,− D) = ε(u), il résulte(II.1.53) (τ̃ − σ,ε(u))H ≥ 0 =⇒ (τ̃ ,ε(u))H ≥ (σ,ε(u))H.Maintenant, de (II.1.52) et (II.1.53), il est lair que
(f ,u)V ≥ (σ,ε(u))H + h(u).L'inégalité opposée provient de la dé�nition Θ tant que σ ∈ Θ et u ∈ V . Nous pouvonsalors onlure que(II.1.54) (σ,ε(u))H + h(u) = (f ,u)V .Ainsi, pour tout v ∈ V , on a

(σ,ε(v) − ε(u))H + h(v) − h(u) − (f ,v − u)V

= (σ,ε(v))H + h(v) − (f ,v)V︸ ︷︷ ︸
≥ 0 ar σ∈ Θ

−{(σ,ε(u))H + h(u) − (f ,u)V }︸ ︷︷ ︸
= 0 par (II.1.54) .75



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatPar onséquent,
(σ,ε(v) − ε(u))H + h(v) − h(u) ≥ (f ,v − u)V ∀v ∈ V.En utilisant (II.1.46), on obtient (II.1.23).Par ailleurs,
−D ∈ D =⇒ (−D,∇ψ)L2(Ω)d − (q,ψ)W = 0 ∀ψ ∈ W,

=⇒ (D,∇ψ)L2(Ω)d + (q,ψ)W = 0 ∀ψ ∈W.En�n, on trouve (II.1.24), e qui onlut la démonstration. 2
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Partie II Chapitre 2 Problème életro-élastique ave ompliane normale etfrottement de Coulomb statique
Chapitre 2Problème életro-élastique aveompliane normale et frottement deCoulomb statique
Nous onsidérons un modèle mathématique qui dérit le ontat entre un orps pié-zoéletrique et un isolateur. La loi onstitutive de omportement est supposée non-linéaire et életro-élastique, et le proessus est statique. Le ontat est modélisé parune ondition de ompliane normale et la loi de frottement assoiée est de type deCoulomb. Nous obtenons ensuite une formulation variationnelle du modèle sous uneforme d'un système ouplé impliquant le déplaement élastique et le potentiel éle-trique. Ensuite, nous fournissons l'existene d'une solution faible du problème et, sousune hypothèse de petitesse onernant les fontions de ompliane, son uniité. Nousétudions ensuite la dépendane de la solution par rapport aux fontions de ompliane
pr (pour r = ν,τ). Puis nous obtenons un résultat de onvergene. L'exposé de l'en-semble des résultats de e hapitre se trouve dans [100℄.2.1 Problème méanique et formulation variationnelleLa situation physique est la même que elle dérite au hapitre préédent, shéma-tisée à la �gure I.1.1 p.6. La di�érene vient ii de la ondition de ontat onsidéréesur la partie Γ3 ar ii le ontat est ave ompliane normale et se fait ave frottementde Coulomb. Ces onditions de ontat et de frottement sont expliitées aux relations(I.1.33) et (I.1.39). De es onsidérations physiques, le problème lassique se formuleomme suit : 77



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatProblème P2. Trouver le hamp des déplaements u : Ω → IRd, le hamp desontraintes σ : Ω → Sd, le potentiel életrique ϕ : Ω → IR ainsi que le hamp desdéplaements életriques D : Ω → IRd tels que
σ = Fε(u) − E∗E(ϕ) dans Ω,(II.2.1)
D = Eε(u) + βE(ϕ) dans Ω,(II.2.2) Divσ + f 0 = 0 dans Ω,(II.2.3) divD = q0 dans Ω,(II.2.4)

u = 0 sur Γ1,(II.2.5)
σν = f 2 sur Γ2,(II.2.6)

−σν = pν(uν − g) sur Γ3,(II.2.7)(II.2.8) {
‖στ‖ ≤ pτ (uν − g), sur Γ3,
στ = −pτ (uν − g) uτ

‖uτ‖
si uτ 6= 0

ϕ = 0 sur Γa,(II.2.9)
D · ν = q2 sur Γb.(II.2.10)Les équations (II.2.1) et (II.2.2) représentent la loi onstitutive du orps onsidéré. Leséquations (II.2.3) et (II.2.4) sont les équations d'équilibre, tandis que les onditions(II.2.5) et (II.2.6) sont respetivement, des onditions aux limites en déplaements eten trations. Les onditions (II.2.7) et (II.2.8) représentent la ondition de ontatave ompliane normale et ave frottement de Coulomb assoié, et pour �nir, (II.2.9)et (II.2.10) sont les onditions aux limites életriques.Pour l'étude du problème P2, nous faisons les hypothèses suivantes sur les diversesquantités intervenant dans le problème életro-élastique. L'opérateur d'élastiité Fsatisfait les propriétés suivantes :
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Partie II Chapitre 2 Problème életro-élastique ave ompliane normale etfrottement de Coulomb statique
(II.2.11)





(a) F : Ω × Sd → Sd.

(b) il existe MF > 0 telle que
‖F(x,ξ1) −F(x,ξ2)‖ ≤MF‖ξ1 − ξ2‖
∀ ξ1,ξ2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(c) il existe mF > 0 telle que
(F(x,ξ1) −F(x,ξ2)) · (ξ1 − ξ2) ≥ mF‖ξ1 − ξ2‖

2

∀ ξ1,ξ2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(d) l′application x 7→ F(x,ξ) est Lebesgue mesurable sur Ω,
pour tout ξ ∈ Sd.

(e) l′application x 7→ F(x,0) ∈ H.Le tenseur piézoéletrique E véri�e(II.2.12) {
(a) E = (eijk) : Ω × Sd → IRd.

(b) eijk = eikj ∈ L∞(Ω).Le tenseur diéletrique β est symétrique, dé�ni positif et véri�e
(II.2.13) 




(a) β = (βij) : Ω × IRd → IRd.

(b) βij ∈ L∞(Ω).

(c) βij = βji.

(d) il existe mβ > 0 telle que βij(x)EiEj ≥ mβ‖E‖2

∀E = (Ei) ∈ Rd, p.p. x ∈ Ω.De même, nous supposons que les fontions de ompliane pr (r = ν,τ) satisfont
(II.2.14) 




(a) pr : Γ3 × R 7→ R+.

(b) ∃Lr > 0 telle que |pr(x,u1) − pr(x,u2)| ≤ Lr|u1 − u2|
∀u1, u2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(c) l′application x 7→ pr(x,u) est Lebesgue mesurable sur Γ3,pour tout u ∈ R.

(d) x 7→ pr(x,u) = 0, pour tout u ≤ 0.Dans la première partie du mémoire nous avons donné un exemple de fontions deompliane normale qui satisfont les hypothèses (II.2.14), voir (I.1.34).79



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatOn suppose que l'interstie g est tel que(II.2.15) g ∈ L2(Γ3), g ≥ 0 p.p. sur Γ3,et que les fores volumiques f 0 et les trations surfaiques f 2 ont la régularité(II.2.16) f 0 ∈ L2(Ω)d, f 2 ∈ L2(Γ2)
d.Finalement, les harges életriques dans le milieu et sur la partie Γb satisfont(II.2.17) q0 ∈ L2(Ω), q2 ∈ L2(Γb), q2 = 0 p.p. sur Γ3.Le théorème de représentation de Riesz entraîne l'existene de deux éléments f ∈ Vet q ∈W tel que :(II.2.18) (f ,v)V =

∫

Ω

f 0 · v dx+

∫

Γ2

f 2 · v da ∀v ∈ V,(II.2.19) (q,ψ)W =

∫

Ω

q0ψ dx−

∫

Γb

q2ψ da ∀ψ ∈ W.Soit h : V × V → IR la fontionnelle dé�nie par(II.2.20) h(u,v) =

∫

Γ3

pν(uν − g)vν da+

∫

Γ3

pτ (uν − g)‖vτ‖ da ∀u,v ∈ V.Nous notons qu'en utilisant (II.2.14)�(II.2.17), les intégrales dans (II.2.18)�(II.2.20)sont bien dé�nies.Si (u,σ,ϕ,D) sont des fontions régulières qui satisfont (II.2.3)�(II.2.10), alors u ∈

V , ϕ ∈ W . En utilisant la formule de Green, on obtient(II.2.21) (σ,ε(v) − ε(u))H + h(u,v) − h(u,u) ≥ (f ,v − u)V ∀v ∈ V,(II.2.22) (D,∇ψ)L2(Ω)d + (q,ψ)W = 0 ∀ψ ∈ W.En mettant (II.2.1) dans (II.2.21) et (II.2.2) dans (II.2.22) et du fait que E = −∇ϕ,nous obtenons la formulation variationnelle suivante du problème P2 en termes dedéplaement et de potentiel életrique.Problème P V
2 . Trouver le hamp des déplaements u ∈ V et le potentiel életrique

ϕ ∈ W tels que
(Fε(u),ε(v) − ε(u))H + (E∗∇ϕ,ε(v) − ε(u))L2(Ω)d(II.2.23)

+h(u,v) − h(u,u) ≥ (f ,v − u)V ∀v ∈ V,80



Partie II Chapitre 2 Problème életro-élastique ave ompliane normale etfrottement de Coulomb statique(II.2.24) (β∇ϕ,∇ψ)L2(Ω)d − (Eε(u),∇ψ)L2(Ω)d = (q,ψ)W ∀ψ ∈ W.Une paire de fontions (u, ϕ) qui satisfait (II.2.23)�(II.2.24) s'appelle solution faibledu problème méanique (II.2.1)�(II.2.10).2.2 Existene et uniité de la solutionNotre intérêt prinipal dans e paragraphe est d'obtenir un résultat d'existene etd'uniité pour le problème variationnel P V
2 .Théorème II.2.1. Supposons véri�ées les onditions (II.2.11)�(II.2.17). Alors :

(1) Le problème P V
2 possède au moins une solution (u,ϕ) ∈ V ×W .

(2) Il existe L0 dépendant de Ω, Γ1, Γ3, Γa, F , β tel que si Lτ + Lν < L0, alorsle problème P V
2 possède une solution unique (u,ϕ) ∈ V × W qui est une fontionLipshitzienne de (f ,q) ∈ V ×W .La démonstration du Théorème II.2.1 sera réalisée en quelques étapes. On va uti-liser le théorème I.3.14 (page 37). Nous supposons ensuite que (II.2.11)�(II.2.17) sontvéri�ées.Considérons à présent l'espae de Hilbert réel X = V ×W muni de produit salairedonné par(II.2.25) (x,y)X = (u,v)V + (ϕ,ψ)W ∀x = (u,ϕ), y = (v,ψ) ∈ Xet soit ‖ · ‖X la norme assoiée.Nous introduisons l'opérateur A : X → X dé�ni par

(Ax,y)X = (Fε(u),ε(v))H + (β∇ϕ,∇ψ)L2(Ω)d(II.2.26)
+(E∗∇ϕ,ε(v))H − (Eε(u),∇ψ)L2(Ω)d

∀x = (u,ϕ), y = (v,ψ) ∈ X,et nous prolongeons la fontionnelle h dé�ni par (II.2.20) sur X ×X en posant(II.2.27) j(x,y) = h(u,v) ∀x = (u,ϕ), y = (v,ψ) ∈ X.Finalement, nous onsidérons l'élément f ∈ X donné par :(II.2.28) f = (f ,q) ∈ X.81



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatNous ommençons par le résultat d'équivalene suivant.Lemme II.2.2. Le ouple x = (u,ϕ) est une solution du problème P V
2 si et seulementsi(II.2.29) (Ax,y − x)X + j(x,y) − j(x,x) ≥ (f,y − x)X ∀ y ∈ X.Démonstration. Il su�t d'établir l'équivalene entre (II.2.23)�(II.2.24) et (II.2.29).Soient alors x = (u,ϕ) ∈ X une solution de (II.2.23)�(II.2.24) et y = (v,ψ) ∈ X.En utilisant (II.2.23) pour ψ − ϕ puis en faisant l'addition de l'égalité obtenue ave(II.2.24), on obtient moyennant (II.2.25)�(II.2.28) l'inégalité (II.2.29). Réiproque-ment, supposons que x = (u,ϕ) ∈ X est une solution de (II.2.29). En prenant y = (v,ϕ)dans (II.2.29) où v est un élément arbitraire de V , on obtient (II.2.23). En appliquantmaintenant (II.2.29) pour y = (v,ϕ+ψ) puis pour y = (v,ϕ−ψ) où ψ est un élémentarbitraire deW ; on obtient (II.2.24), e qui termine la démonstration du lemme II.2.2.

2L'étape suivante onsiste à exploiter les propriétés de l'opérateur A dé�ni par(II.2.26).Lemme II.2.3. L'opérateur A : X → X est fortement monotone et de Lipshitz.Démonstration. Soient x1 = (u1,ϕ1) et x2 = (u2,ϕ2) ∈ X. En utilisant (II.2.26)pour {x = x1, y = x1 − x2} et {x = x2, y = x1 − x2} puis en faisant la di�érene desdeux expressions obtenues, on a :
(Ax1 − Ax2,x1 − x2)X =(II.2.30)
(Fε(u1) −Fε(u2),ε(u1) − ε(u2))H + (β∇ϕ1 − β∇ϕ2,∇ϕ1 −∇ϕ2)L2(Ω)d +

(E∗∇ϕ1 − E∗∇ϕ2,ε(u1) − ε(u2))H − (Eε(u1) − Eε(u1),∇ϕ1 −∇ϕ2)L2(Ω)d .Sahant d'autre part que (E∗∇ϕ,ε(u))H = (Eε(u),∇ϕ)L2(Ω)d pour tout x = (u,ϕ) ∈ X(voir (I.1.20) p.11), il résulte
(Ax1 − Ax2,x1 − x2)X =

(Fε(u1) −Fε(u2),ε(u1) − ε(u2))H + (β∇ϕ1 − β∇ϕ2,∇ϕ1 −∇ϕ2)L2(Ω)d .En utilisant maintenant (II.2.11) et (II.2.13), il vient à partir de l'inégalité de Friedrihs-Poinaré (voir (I.2.8) p.26) qu'il existe c1 > 0 ne dépendant que de F , β, Ω et Γa tel82



Partie II Chapitre 2 Problème életro-élastique ave ompliane normale etfrottement de Coulomb statiqueque(II.2.31) (Ax1 − Ax2,x1 − x2)X ≥ c1(‖u1 − u2‖
2
V + ‖ϕ1 − ϕ2‖

2
W ).Gardant à l'esprit (II.2.25) il s'en suit que(II.2.32) (Ax1 − Ax2,x1 − x2)X ≥ c1 ‖x1 − x2‖

2
X .En utilisant maintenant (II.2.11)�(II.2.13), il vient après quelques aluls qu'ilexiste une onstante c2 > 0 ne dépendant que de F , β et E tel que

(Ax1 − Ax2,y)X ≤ c2(‖u1 − u2‖V ‖v‖V + ‖ϕ1 − ϕ2‖W‖v‖V +

‖u1 − u2‖V ‖ψ‖W + ‖ϕ1 − ϕ2‖W‖ψ‖W )pour tout y = (v,ψ) ∈ V . Il résulte de ette dernière inégalité et de (II.2.25) que
(Ax1 − Ax2,y)X ≤ 4c2 ‖x1 − x2‖X‖y‖V ∀y ∈ Xet, en prenant y = Ax1 − Ax2 ∈ X dans l'inégalité préédente, on obtient(II.2.33) ‖Ax1 − Ax2‖X ≤ 4c2 ‖x1 − x2‖X .Le lemme II.2.3 est à présent une onséquene de (II.2.32) et (II.2.33). 2Maintenant nous étudions les propriétés de la fontionnelle j donnée par (II.2.27),(II.2.20). Nous voyons que j satisfait la ondition (I.3.4) p.36. D'ailleurs, nous avonsles résultats suivants.Lemme II.2.4. La fontionnelle j satisfait les onditions (I.3.6), (I.3.7) et (I.3.8).Démonstration. Soient η = (w,ξ), x = (u,ϕ) des éléments deX et prenons λ ∈]0,1].En utilisant la dé�nition (II.2.27) de la fontionnelle j, il vient que

j(η,x− λx) − j(η,x) = −λ

∫

Γ3

pν(wν − g)uν da− λ

∫

Γ3

pτ (wν − g)‖uτ‖ daet, omme pτ ≥ 0 p.p. sur Γ3, nous trouvons
j(η,x− λx) − j(η,x) ≤ −λ

∫

Γ3

pν(wν − g)uν da.Nous déduisons de (I.3.5) que(II.2.34) j′2(η,x;−x) ≤ −

∫

Γ3

pν(wν − g)uν da ∀ η = (w,ξ), x = (u,ϕ) ∈ X.83



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatConsidérons à présent les suites {xn} = {(un,ϕn)} ⊂ X et {tn} ⊂ [0,1] telle que
‖xn‖X → ∞. Utilisant maintenant (II.2.14), il vient que pν(tnunν − g)(unν − g) ≥ 0p.p. sur Γ3. Il s'en suit de (II.2.34) que

j′2(tnxn,xn;−xn) ≤ −

∫

Γ3

gpν(tnwnν − g) da ∀n ∈ N,et, omme g ≥ 0, pν ≥ 0 p.p. sur Γ3, nous déduisons
j′2(tnxn,xn;−xn) ≤ 0 ∀n ∈ N.Ce qui prouve que la fontionnelle j satisfait la ondition (I.3.6).Considérons maintenant les suites {xn} = {(un,ϕn)} ⊂ X et {ηn} = {(wn,ξn)} ⊂

X telles que(II.2.35) ‖ηn‖X ≤ C ∀n ∈ N.(II.2.36) ‖xn‖X → ∞,où C > 0. D'après (II.2.34) et (II.2.14), nous déduisons que
j′2(ηn,xn;−xn) ≤

∫

Γ3

pν(wnν − g)|unν | da ≤ Lν

∫

Γ3

|wnν − g||unν | da

≤ Lν
(
‖wnν‖L2(Γ3) + ‖g‖L2(Γ3)

)
‖un‖L2(Γ3)pour tout n ∈ N. Utilisant maintenant (I.2.7) et (II.2.35) dans l'inégalité préédentenous obtenons(II.2.37) j′2(ηn,xn;−xn) ≤ Lνc0

(
Cc0 + ‖g‖L2(Γ3)

)
‖xn‖X ∀n ∈ N.Ainsi, des relations (II.2.36) et (II.2.37), nous pouvons onlure que la fontionnelle jsatisfait la ondition (I.3.7).Finalement, Prenons {xn} = {(un,ϕn)} ⊂ X, {ηn} = {(wn,ξn)} ⊂ X deux suitesvéri�ant : xn ⇀ x = (u,ϕ) ∈ X et ηn ⇀ η = (w,ξ) ∈ X. En se rappelant quel'appliation trae est une appliation ompate et en utilisant l'hypothèse (II.2.14),il vient que

unν → uν , ‖unτ‖ → ‖uτ‖ dans L2(Γ3),

pr(wnν − g) → pr(wν − g) dans L2(Γ3) (r = ν, τ).84



Partie II Chapitre 2 Problème életro-élastique ave ompliane normale etfrottement de Coulomb statiqueNous obtenons ainsi
j(ηn,y) → j(η,y) ∀y ∈ X et j(ηn,xn) → j(η,x), quand n→ ∞,qui prouve que la fontionnelle j satisfait la ondition (I.3.8). 2Lemme II.2.5. La fontionnelle j satisfait l'inégalité(II.2.38) j(x,y) − j(x,x) + j(y,x) − j(y,y) ≤ c20(Lν + Lτ )‖x− y‖2

X ∀x,y ∈ X.Démonstration. Soit x = (u,ϕ), y = (v,ψ) ∈ V . Utilisant (II.2.27), (II.2.20) et(II.2.14) nous avons
j(x,y) − j(x,x) + j(y,x) − j(y,y)

=

∫

Γ3

(
pν(uν − g) − pν(vν − g)

)(
vν − uν

)
da

+

∫

Γ3

(
pτ (uν − g) − pτ (vν − g)

)(
‖vτ‖ − ‖uτ‖

)
da

≤

∫

Γ3

|pν(uν − g) − pν(vν − g)| |vν − uν |da

+

∫

Γ3

|pτ (uν − g) − pτ (vν − g)| | ‖vτ‖ − ‖uτ‖ | da

≤
(
Lν + Lτ

)
‖u − v‖2

L2(Γ3)d .Utilisant maintenant (I.2.7) et (II.2.25) dans l'inégalité préédente nous obtenons(II.2.38). 2A présent que nous avons démontré que la fontionnelle j entre dans les hypothèsesdu théorème I.3.14. p.37, nous pouvons passer à la démonstration du théorème II.2.1.Démonstration du théorème II.2.1. Supposons dans la démonstration de e théo-rème que les hypothèses (II.2.11)�(II.2.17) sont véri�ées.(1) En utilisant les lemmes II.2.2 et II.2.3, ainsi que le théorème I.3.14. 1), il vientque l'inégalité variationnelle (II.2.29) a au moins une solution x = (u,ϕ) ∈ X. Nousonluons grâe au lemme II.2.1 que le ouple (u,ϕ) est une solution du problème P V
2ayant la régularité (u,ϕ) ∈ V ×W .(2) Soit L0 =

c1
c20

où c1 et c0 est dé�nie respetivement par (II.2.32) et (I.2.7). Untel réel L0 dépend seulement de Ω, Γ1, Γ3, Γa, F et de β. Supposons à présent que
Lν + Lτ < L0.85



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatIl existe alors un réel α ∈ IR tel que
c20(Lν + Lτ ) < α < c1.Des relations (II.2.38) et (II.2.32), nous pouvons onlure que la fontionnelle j satisfaitla ondition (I.3.9). En utilisant à présent le lemme II.2.1, l'hypothèse (II.2.28) ainsique le théorème I.3.14. 2), on obtient que le problème P V

2 admet une solution unique
(u,ϕ) ∈ V ×W qui est une fontion lipshitzienne de (f ,q) ∈ V ×W . 2Un �quadruplet� (u,σ, ϕ,D) satisfaisant aux relations (II.2.1), (II.2.2), (III.1.23)�(III.1.24) s'appelle solution faible du problème méanique P2. Nous onluons parle théorème II.2.1 que le problème P2 admet une solution unique sous réserve que
Lν + Lτ < L0. En e qui onerne la régularité de la solution faible, il su�t de référerà la régularité de l'élément (u,ϕ) ∈ V ×W , à la loi (II.2.1)�(II.2.2) et aux hypothèses(II.2.11)�(II.2.17) ; nous obtenons alors que σ ∈ H1, D ∈ W .2.3 Dépendane ontinue par rapport aux donnéesDans ette setion nous étudions les omportements de la solution du problème P2donnée par le théorème II.2.1, liés aux perturbations des fontions de ompliane pνet pτ . Nous supposons dans la suite que (II.2.11)�(II.2.17) soient véri�és. Pour haque
α > 0, soit pαr une perturbation de pr qui satisfait (II.2.14) ave une onstante deLipshitz Lαr , r = ν,τ . En outre, nous supposons la ondition suivante :(II.2.39) il existe L∗ < L0 tel que Lν + Lτ ≤ L∗, Lαν + Lατ ≤ L∗ ∀α > 0,où L0 est dé�nie dans le théorème II.2.1 2). Nous introduisons la fontionnelle hα quis'obtient de h en remplaçant respetivement pν et pτ par pαν et pατ . Nous onsidéronsmaintenant le problème variationnel suivant :Problème P V

α . Trouver le hamp des déplaements uα ∈ V et le potentiel életrique
ϕα ∈ W tels que

(Fε(uα),ε(v) − ε(uα))H + (E∗∇ϕα,ε(v) − ε(uα))L2(Ω)d(II.2.40)
+hα(uα,v) − hα(uα,uα) ≥ (f ,v − uα)V ∀v ∈ V,(II.2.41) (β∇ϕα,∇ψ)L2(Ω)d − (Eε(uα),∇ψ)L2(Ω)d = (q,ψ)W ∀ψ ∈W.Il est lair que le problème P V

α représente une formulation variationnelle du pro-blème de ontat életro-élastique Pα obtenu à partir du problème P2 en remplaçant,86



Partie II Chapitre 2 Problème életro-élastique ave ompliane normale etfrottement de Coulomb statiquerespetivement, les fontions du ompliane pν et pτ par les fontions du ompliane
pαν et pατ . En utilisant le théorème II.2.1, moyennant (II.2.39), il résulte que le pro-blème P V

α a une unique solution (uα,ϕα) ∈ V ×W , pour haque α > 0. D'ailleurs, leproblème P V
2 a une unique solution (u,ϕ) ∈ V ×W .Supposons maintenant que les fontions de ompliane satisfont l'hypothèse sui-vante pour r = ν,τ :(II.2.42) 




il existe ar : IR+ → IR et br : IR+ → IR tels que :
(a) |pαr (x,u) − pr(x,u)| ≤ ar(α) |u| + br(α) ∀u ∈ IR,

p.p. x ∈ Γ3, pour tout α > 0.

(b) lim
α→0

ar(α) = 0, lim
α→0

br(α) = 0.Sous es hypothèses, nous avons le résultat de onvergene suivant.Théorème II.2.6. La solution (uα,ϕα) du problème P V
α onverge vers la solution

(u,ϕ) du problème P V
2 dans le sens suivant :

uα → u dans V quand α → 0,(II.2.43)
ϕα → ϕ dans W quand α → 0.(II.2.44)Démonstration. Soit α > 0. Partout dans la suite c représentera une onstantepositive qui dépend des données de départ et de la solution u mais est indépendantede α et dont la valeur pourra hanger de ligne en ligne.Utilisant maintenant (II.2.23), (II.2.24), (II.2.40) et (II.2.41) et après quelques aluls,nous obtenons

(Fε(uα) −Fε(u),ε(uα) − ε(u))H + (E∗∇ϕα − E∗∇ϕ,ε(uα) − ε(u))H(II.2.45)
≤ h(u,uα) − h(u,u) + hα(uα,u) − hα(uα,uα),(II.2.46) (β∇ϕα − β∇ϕ,∇ϕα −∇ϕ)L2(Ω)d − (Eε(uα)− Eε(u),∇ϕα −∇ϕ)L2(Ω)d = 0.Additionnant (II.2.45) et (II.2.46) et en utilisant (II.2.30)�(II.2.31), on obtient(II.2.47) c1(‖uα −u‖2

V + ‖ϕα − ϕ‖2
W ) ≤ h(u,uα)− h(u,u) + hα(uα,u)− hα(uα,uα).87



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatNous notons que
h(u,uα) − h(u,u) + hα(uα,u) − hα(uα,uα)

=

∫

Γ3

(pν(uν − g) − pαν (u
α
ν − g))(uαν − uν) da

+

∫

Γ3

(pτ (uν − g) − pατ (u
α
ν − g)) (‖uα

τ ‖ − ‖uτ‖) da.Ce qui implique
h(u,uα) − h(u,u) + hα(uα,u) − hα(uα,uα)(II.2.48)

≤

∫

Γ3

[
(pν(uν − g) − pαν (u

α
ν − g)) + (pτ (uν − g) − pατ (u

α
ν − g))

]
‖uα − u‖ da.D'autre part, en utilisant l'inégalité triangulaire pour r = ν ou τ , il vient que

|pr(uν − g) − pαr (u
α
ν − g)| ≤ |pr(uν − g) − pαr (uν − g)|

+ |pαr (uν − g) − pαr (u
α
ν − g)|et, gardant à l'esprit (II.2.14) et (II.2.42)(a), nous obtenons

|pr(uν − g) − pαr (u
α
ν − g)| ≤ ar(α)|uν − g| + br(α) + Lαr |u

α
ν − uν |p.p. sur Γ3. Nous mettons l'inégalité préédente dans (II.2.48) et en utilisant (I.2.7),on obtient après quelques aluls

h(u,uα) − h(u,u) + hα(uα,u) − hα(uα,uα)(II.2.49)
≤ c

[
aν(α) + aτ (α) + bν(α) + bτ (α)

]
‖uα − u‖V

+ c20(L
α
ν + Lατ )‖u

α − u‖2
V .Maintenant, de (II.2.39) il est lair que c20(Lαν + Lατ ) ≤ c20L∗ < c1 et en ombinant(II.2.47) et (II.2.49), nous déduisons que

‖uα − u‖2
V + ‖ϕα − ϕ‖2

W(II.2.50)
≤ c

[
aν(α) + aτ (α) + bν(α) + bτ (α)

]
‖uα − u‖V .Ce qui implique(II.2.51) ‖uα − u‖V ≤ c

[
aν(α) + aτ (α) + bν(α) + bτ (α)

]
.88



Partie II Chapitre 2 Problème életro-élastique ave ompliane normale etfrottement de Coulomb statiqueLe théorème II.2.6 est maintenant une onséquene de (II.2.51), (II.2.50) et (II.2.42)(b).
2Nous prolongeons maintenant le résultat de onvergene du théorème II.2.6 à lasolution faible du problème életro-élastique de ontat. Soient σα et σ dé�nis par(II.2.52) σα = Fε(uα) − E∗E(ϕα), σ = Fε(u) − E∗E(ϕ).Soient, de plus, Dα et D dé�nis par(II.2.53) Dα = Eε(uα) + βE(ϕα), D = Eε(u) + βE(ϕ).Il est lair que σα,σ ∈ H1 et Dα,D ∈ W . Nous avons aussi

Div σα = Div σ = −f 0 dans Ω,(II.2.54)
div Dα = div D = q0 dans Ω.(II.2.55)En outre, de (II.2.52)�(II.2.55) et des hypothèses (II.2.11)�(II.2.13) onernant lesopérateurs F , E et β, nous obtenons que

‖σα − σ‖H1
≤ c (‖uα − u‖V + ‖ϕα − ϕ‖W ),

‖Dα − D‖W ≤ c (‖uα − u‖V + ‖ϕα − ϕ‖W ).Pour onlure, de (II.2.43) et (II.2.44) il s'en suit que
σα → σ dans H1 quand α→ 0,(II.2.56)
Dα → D dans W quand α→ 0.(II.2.57)En dehors de l'intérêt mathématique, le résultat de onvergene (II.2.43), (II.2.44),(II.2.56) et (II.2.57), est important dans les appliations, ar il indique que de petitesimpréisions dans les onditions de ontat onduisent à petites impréisions dans lasolution.
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Partie III Problèmes quasistatiques
Partie III

Problèmes quasistatiques
Dans ette partie du mémoire, omposée de deux hapitres, nous proédons àl'étude des problèmes de ontat ave ou sans frottement, entre un orps életro-élastique ou életro-visoélastique et une fondation isolatrie en se plaçant dans leshypothèses de petites déformations. La nouveauté réside ii dans le fait que le proes-sus onsidéré est quasistatique e qui onduit à un problème dont la formulation faibleformulée en déplaements et en potentiel életrique est exprimée en terme d'inégalitévariationnelle d'évolution.Le as quasistatique est plus déliat ; il se aratérise par la présene de la dérivéetemporelle de la solution, e qui onduit à imposer une valeur initiale pour le hampdes déplaements. Dans e ontexte, la plupart des travaux utilisent des lois de ontatrégularisées.Dans le premier hapitre, nous ommençons par un problème életro-élastique deontat ave un frottement. Ce problème onduit à l'étude d'une lasse d'inéquationsvariationnelles d'évolution ave fontion non di�érentiable dépendant de la solution.Nous présentons un résultat d'existene de la solution.Dans le deuxième hapitre, nous onsidérons un problème modélisant le ontatunilatéral sans frottement d'un orps életro-visoélastique ave une fondation rigide.Nous présentons un résultat d'existene et d'uniité de la solution.
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Partie III Chapitre 1 Problème életro-élastique ave ompliane normale etfrottement de Coulomb en vitesse
Chapitre 1Problème életro-élastique aveompliane normale et frottement deCoulomb en vitesse

Dans e hapitre, Nous abordons un problème similaire à elui énoné au hapitrepréédent. Il s'agit d'un problème quasistatique de ontat entre un orps de loi onsti-tutive életro-élastique linéaire et un obstale assimilé à une fondation isolatrie. Leontat est modélisé par une ondition de ompliane normale et la loi de frottementassoiée est de type de Coulomb en termes de vitesse.Nous présentons tout d'abord le problème physique. De ette desription, nousdérivons une formulation variationnelle sous une forme d'un système ouplé impliquantle déplaement élastique et le potentiel életrique. Ensuite, nous fournissons l'existened'une solution faible du problème moyennant des résultats généraux des inégalitésvariationnelles d'évolution. Les résultats présentés dans e hapitre font l'objet d'unartile [101℄.1.1 Problème méaniqueNous reprenons la situation physique dérit dans la partie préédente, shémati-sée à la �gure I.1.1 p.6. Ii nous utilisons la même loi onstitutive életro-élastiquelinéaire dans un proessus quasistatique. Le ontat est ave ompliane normale, lanouveauté résidant dans le fait que nous onsidérons une version plus générale de la loide frottement de Coulomb. Ces onditions de ontat et de frottement sont expliitéesaux relations (I.1.33) et (I.1.38). Une telle loi a déjà été onsidérée dans [77℄. De es95



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatonsidérations, le problème physique peut se formuler de la façon suivante :Problème P3. Trouver le hamp des déplaements u : Ω × [0,T ] → IRd, le hampdes ontraintes σ : Ω× [0,T ] → Sd, le potentiel életrique ϕ : Ω× [0,T ] → IR ainsi quele hamp des déplaements életriques D : Ω × [0,T ] → IRd tels que
σ = Fε(u) − E∗E(ϕ) dans Ω × (0,T ),(III.1.1)
D = Eε(u) + βE(ϕ) dans Ω × (0,T ),(III.1.2) Divσ + f 0 = 0 dans Ω × (0,T ),(III.1.3) divD = q0 dans Ω × (0,T ),(III.1.4)

u = 0 sur Γ1 × (0,T ),(III.1.5)
σν = f 2 sur Γ2 × (0,T ),(III.1.6)

−σν = pν(uν − g) sur Γ3 × (0,T ),(III.1.7)(III.1.8) 



‖στ‖ ≤ pτ (uν − g), sur Γ3 × (0,T ),
στ = −pτ (uν − g) u̇τ

‖u̇τ‖
si u̇τ 6= 0

ϕ = 0 sur Γa × (0,T ),(III.1.9)
D · ν = q2 sur Γb × (0,T ),(III.1.10)

u = u0 dans Ω.(III.1.11)Les équations (III.1.1) et (III.1.5) représentent la loi onstitutive du orps onsidéré.Les équations (III.1.2) et (III.1.3) sont les équations d'équilibre, tandis que les ondi-tions (III.1.4) et (III.1.6) sont respetivement, des onditions aux limites en déplae-ments et en trations. Les onditions (III.1.7) et (III.1.8) représentent la ondition deontat ave ompliane normale et ave frottement de Coulomb, (III.1.9) et (III.1.10)sont les onditions aux limites életriques et pour �nir, l'expression (III.1.11) repré-sente la ondition initiale.Préisons maintenant les hypothèses sur les données. Nous supposons que le tenseurd'élastiité F , le tenseur piézoéletrique E et le tenseur diéletrique β satisfont les96



Partie III Chapitre 1 Problème életro-élastique ave ompliane normale etfrottement de Coulomb en vitessepropriétés suivantes :(III.1.12) 



(a) F = (fijkl) : Ω × Sd → Sd.

(b) fijkl = fklij = fjikl ∈ L∞(Ω).

(c) ∃m > 0 telle que fijklεijεkl ≥ m‖ε‖2

∀ ε ∈ Sd, p.p. dans Ω.(III.1.13) {
(a) E = (eijk) : Ω × Sd → IRd.

(b) eijk = eikj ∈ L∞(Ω).(III.1.14) 



(a) β = (βij) : Ω × IRd → IRd.

(b) βij = βji ∈ L∞(Ω).

(c) il existe mβ > 0 telle que βij(x)EiEj ≥ mβ‖E‖2

∀E = (Ei) ∈ Rd, p.p. x ∈ Ω.Et remarquons que maintenant l'opérateur d'élastiité est supposé être linéaire.Dans e hapitre, nous supposons que les fores volumiques f 0, les trations f 2 etles harges életriques volumiques q0 et surfaiques q2 ont la régularité(III.1.15) f 0 ∈W 1,∞(0,T ;L2(Ω)d), f 2 ∈ W 1,∞(0,T ;L2(Γ3)
d),(III.1.16) q0 ∈ W 1,∞(0,T ;L2(Ω)), q2 ∈ W 1,∞(0,T ;L2(Γb)).En plus, nous admettons que les harges életriques q2 sur la partie Γb et l'interstie

g satisfont les onditions(III.1.17) q2(t) = 0 sur Γ3 ∀ t ∈ [0,T ],(III.1.18) g ∈ L∞(Γ3), g ≥ 0 p.p. sur Γ3·Rappelons que l'hypothèse (III.1.17) est de nature physique et elle onsidérée ii pourmodéliser le fait que la base est supposée être isolatrie.De même, nous supposons que les fontions de ompliane pr (r = ν, τ) satisfont
(III.1.19) 




(a) pr : Γ3 × R 7→ R+.

(b) ∃Lr > 0 telle que |pr(x,u1) − pr(x,u2)| ≤ Lr|u1 − u2|
∀u1, u2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(c) x 7→ pr(x,u) est mesurable Lebesgue sur Γ3, pour tout u ∈ R.

(d) x 7→ pr(x,u) = 0, pour tout u ≤ 0.97



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatNous dé�nissons maintenant les appliations j : V × V −→ IR, f : [0,T ] −→ Vet q : [0,T ] −→ W données par(III.1.20) j(u,v) =

∫

Γ3

pν(uν − g)vν da+

∫

Γ3

pτ (uν − g)‖vτ‖ da,(III.1.21) (f(t),v)V =

∫

Ω

f 0(t) · v dx+

∫

Γ2

f 2(t) · v da,(III.1.22) (q(t),ψ)W =

∫

Ω

q0(t)ψ dx−

∫

Γb

q2(t)ψ da,pour tout u,v ∈ V, ψ ∈W et t ∈ [0,T ]. En utilisant les onditions (III.1.15)�(III.1.19)nous déduisons que les intégrales dans (III.1.20)�(III.1.22) sont bien dé�nies.Finalement, pour les données initiales nous avons onsidéré les hypothèses
u0 ∈ V,(III.1.23)

(Fε(u0),ε(v))H + (E∗∇ϕ0,ε(v))H + j(u0,v) ≥ (f(0),v)V ∀v ∈ V,(III.1.24)où ϕ0 est l'unique élément de W satisfait(III.1.25) (β∇ϕ0,∇ψ)L2(Ω)d = (Eε(u0),∇ψ)L2(Ω)d + (q(0),ψ)W ∀ψ ∈ W.La dé�nition de ϕ0 est basée sur les onditions (III.1.14), (I.2.8) et le lemme de Lax-Milgram. Remarquons que (III.1.24) représente une hypothèse de ompatibilité pourles données du problème P3. Ce type d'hypothèse est fréquemment utilisé dans l'étudedes problèmes quasistatiques pour les matériaux élastiques ou élasto-viso-plastiques(pour plus de détails voir [49, 93℄).1.2 Existene de la solutionEn utilisant la formule de Green et en supposant dans la suite que (u,σ,ϕ,D) sontdes fontions régulières satisfaisant (III.1.2)�(III.1.10), nous avons(III.1.26) (σ(t),ε(v) − ε(u̇(t))H + j(u(t),v) − j(u̇(t),v) ≥ (f(t),u̇(t) − v)V ,(III.1.27) (D(t),∇ψ)L2(Ω)d + (q(t),ψ)W = 0,98



Partie III Chapitre 1 Problème életro-élastique ave ompliane normale etfrottement de Coulomb en vitessepour tout v ∈ V , ψ ∈ W et t ∈ [0,T ]. Mettons maintenant (III.1.1) dans (III.1.26),(III.1.5) dans (III.1.27) et gardant à l'esprit que E(ϕ) = −∇ϕ ainsi que la ondi-tion initiale (III.1.11) nous obtenons pour le problème méanique P3 la formulationvariationnelle suivante.Problème P V
3 . Trouver le hamp des déplaements u : [0,T ] → V et le potentieléletrique ϕ : [0,T ] → W tels que

(Fε(u(t)),ε(v) − ε(u̇(t)))H + (E∗∇ϕ(t),ε(v) − ε(u̇(t)))H +(III.1.28)
j(u(t),v) − j(u(t),u̇(t)) ≥ (f(t),v − u̇(t))V ∀v ∈ V, p.p. t ∈ (0,T ),

(β∇ϕ,∇ψ)L2(Ω)d − (Eε(u(t)),∇ψ)L2(Ω)d = (q(t),ψ)W ∀ψ ∈ W,∀ t ∈ [0,T ],(III.1.29)
u(0) = u0.(III.1.30)Le prinipal résultat, que nous démontrons par la suite est le suivant.Théorème III.1.1. Sous réserve que les hypothèses (III.1.12)�(III.1.19) et

(III.1.23)�(III.1.25) soient satisfaites, il existe un réel L0 dépendant seulement desdonnées Ω, Γ1, Γ3, Γa, F , β et E tel que si Lν+Lτ < L0 alors le problème variationnel
P V

3 possède au moins une solution (u,ϕ) qui véri�e la régularité(III.1.31) u ∈ W 1,∞(0,T ;V ), ϕ ∈W 1,∞(0,T ;W ).Un �quadruplet� (u,σ, ϕ,D) satisfaisant aux relations (III.1.1), (III.1.5), (III.1.28)�(III.1.30) s'appelle solution faible du problème méanique P3. Nous onluons parle théorème III.1.1 que le problème P3 admet au moins une solution sous réserveque Lν + Lτ < L0. En e qui onerne la régularité de la solution faible, il suf-�t de se référer à la régularité de l'élément (u,ϕ) ∈ W 1,∞(0,T ;V ) × W 1,∞(0,T ;W )et aux hypothèses (III.1.1)�(III.1.5) ; nous obtenons alors que σ ∈ W 1,∞(0,T ;H),
D ∈ W 1,∞(0,T ;L2(Ω)d). En prenant maintenant v = u̇(t) ± z, où z ∈ C∞

0 (Ω)d dans(III.1.26) et ψ ∈ C∞
0 (Ω) dans (III.1.27) et en utilisant (III.1.2)�(III.1.10) nous trouvonsDivσ(t) + f 0(t) = 0, divD(t) = q0(t)pour tout t ∈ [0,T ]. De (III.1.15) et (III.1.16) il s'en suit que Divσ ∈ W 1,∞(0,T ;L2(Ω)d)et divD ∈ W 1,∞(0,T ;L2(Ω)) et par onséquent(III.1.32) σ ∈ W 1,∞(0,T ;H1), D ∈W 1,∞(0,T ;W).99



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatNous onluons que la solution (u,σ, ϕ,D) du problème P3 aura la régularité (III.1.31)�(III.1.32).1.3 Démonstration du Théorème III.1.1La démonstration du théorème III.1.1, basée sur le théorème abstrait I.3.16 p.40,se déroule en plusieurs étapes, similaires à elles utilisées dans [76, 98℄, mais ave unhoix di�érent d'opérateurs. Pour établir e théorème, on a besoin de quelques résultatspréliminaires qu'on donnera sous forme de lemmes a�n de prouver que la fontionnelle
j dé�nie par la relation (III.1.20), rentre dans les hypothèses de e théorème abstrait.Pour ela, supposons dans la suite que les hypothèses (III.1.12)�(III.1.19) et (III.1.23)�(III.1.25) soient véri�ées.En utilisant le théorème de représentation de Riesz nous dé�nissons les opérateurs
B : W → W et C : V → W par les égalités suivantes :(III.1.33) (Bϕ,ψ)W = (β∇ϕ,∇ψ)L2(Ω)d ,(III.1.34) (Cv,ϕ)W = (Eε(v),∇ϕ)L2(Ω)d ,pour tout ϕ, ψ ∈ W,v ∈ V. De (I.2.8) et (III.1.14), on déduit que B est un opéra-teur linéaire, symétrique et positivement dé�ni. Par onséquent, B est un opérateurinversible et ontinu sur W .Maintenant, en utilisant (I.2.5) et (III.1.13) il s'en suit que C est un opérateurlinéaire et ontinue sur V . Soit C∗ : W → V l'adjoint de C. Ainsi, à partir de (I.1.20)nous pouvons érire(III.1.35) (C∗ϕ,v)V = (E∗∇ϕ,ε(v))H ∀ v ∈ V, ϕ ∈ W.Soit t ∈ [0,T ]. En introduisant (III.1.33) et (III.1.34) dans l'égalité (III.1.29), il vient

(Bϕ(t),ψ)W = (Cu(t),ψ)W + (q(t),ψ)W ∀ψ ∈W,et par onséquent
Bϕ(t) = Cu(t) + q(t).D'autre part, B : W → W est inversible. L'égalité préédente devient alors(III.1.36) ϕ(t) = B−1Cu(t) + B−1q(t).100



Partie III Chapitre 1 Problème életro-élastique ave ompliane normale etfrottement de Coulomb en vitesseEn utilisant (III.1.36) dans l'inégalité (III.1.28) et les dé�nitions des opérateurs B, C, C∗données par (III.1.33)�(III.1.35), on obtient
(Fε(u(t)),ε(v) − ε(u̇(t)))H + (C∗B−1C u(t),v − u̇(t))V +(III.1.37)
j(u(t),v) − j(u(t),u̇(t)) ≥ (f(t) − C∗B−1q(t),v − u̇(t))V

∀v ∈ V, p.p. t ∈ (0,T ).Soit l'opérateur L : V → V dé�nie par(III.1.38) L(v) = C∗B−1C (v) ∀v ∈ V.En gardant à l'esprit les propriétés des opérateurs B, C et C∗, nous déduisons que Lest un opérateur linéaire, symétrique et positif sur V :
(Lu,v)V = (C∗B−1Cu,v)V = (B−1Cu,Cv)W

= (Cu,B−1Cv)W = (u,C∗B−1Cv)V = (u,Lv)V ∀u,v ∈ V.

(Lv,v)V = (C∗B−1Cv,v)V = (B−1Cv,Cv)W ≥ 0 ∀v ∈ V.(III.1.39)Pour simpli�er les notations par la suite, nous dé�nissons la forme bilinéaire a :

V × V → IR par la relation(III.1.40) a(u,v) = (Fε(u),ε(v))H + (Lu,v)V ∀u,v ∈ V.En utilisant les onditions (III.1.12), (I.2.5) et (III.1.39), il est lair que la formebilinéaire a(.,.) est ontinue et oerive sur V :
|a(u,v)| ≤ (M + ‖L‖)‖u‖V ‖v‖V ∀u,v ∈ V,(III.1.41)

a(v,v) ≥ m‖v‖2
V ∀v ∈ V.(III.1.42)Et, F et L étant symétriques, ei prouve que la symétrie de a(.,.) est véri�ée enobservant (III.1.40).Soit la fontion f : [0,T ] → V donnée par(III.1.43) f(t) = f(t) − C∗B−1q(t) ∀ t ∈ [0,T ].Les hypothèses (III.1.15) et (III.1.16) impliquent que les fontions f et q, données res-petivement par (III.1.21) et (III.1.22), satisfont f ∈ W 1,∞(0,T ;V ) et q ∈ W 1,∞(0,T ;W ).101



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatEn gardant à l'esprit que C∗B−1 est un opérateur linéaire et ontinu, il s'en suit de(III.1.43) que(III.1.44) f ∈W 1,∞(0,T ;V ).Les relations (III.1.37), (III.1.40), (III.1.43) et (III.1.30) nous amènent à onsidérerle problème variationnel suivant.Problème P V b
3 . Trouver le hamp des déplaements u : [0,T ] → V tel que

a(u(t),v − u̇(t)) + j(u(t),v) − j(u(t),u̇(t))(III.1.45)
≥ (f(t),v − u̇(t))V ∀v ∈ V, p.p. t ∈ (0,T ),

u(0) = u0.(III.1.46)On va donner dans la suite un résultat d'existene des solutions du problème P V b
3 .Pour la démonstration, on utilise le résultat donné par le théorème I.3.16. Elle seraréalisée en plusieurs étapes. Pour ela, nous supposons par la suite que (III.1.12)�(III.1.19) et (III.1.23)�(III.1.25) sont véri�ées et nous analysons les propriétés de lafontionnelle j donnée par (III.1.20). Nous voyons que j satisfait la ondition (I.3.15)p.38. En plus, nous avons les résultats suivants.Lemme III.1.2. La fontionnelle j véri�e les hypothèses (I.3.19) et (I.3.20).Démonstration. Soit η,u,u ∈ V et soit λ ∈]0,1]. Utilisant (III.1.20), nous obtenons

j(η,u − u − λu) − j(η,u − u) ≤

−λ

∫

Γ3

pν(ην − g)uνda− λ

∫

Γ3

pτ (ην − g)|uτ − uτ |da+ λ

∫

Γ3

pτ (ην − g)‖uτ‖da,et omme pτ ≥ 0 p.p. sur Γ3, nous trouvons
j(η,u − u − λu) − j(η,u − u) ≤ −λ

∫

Γ3

pν(ην − g)uνda+ λ

∫

Γ3

pτ (ην − g)‖uτ‖da.En plus, de (I.3.5), nous obtenons(III.1.47) j′2(η,u − u;−u) ≤

−

∫

Γ3

pν(ην − g)uνda+

∫

Γ3

pτ (ην − g)‖uτ‖da ∀η,u,u ∈ V.102



Partie III Chapitre 1 Problème életro-élastique ave ompliane normale etfrottement de Coulomb en vitesseConsidérons à présent les suites {un} ⊂ V , {tn} ⊂ [0,1] et l'élément u ∈ V . Enutilisant (III.1.19) nous avons pν(tnunν − g)(unν − g) ≥ 0 p.p. sur Γ3 et ainsi (III.1.47)implique
j′2(tnun,un − u;−un) ≤ −

∫

Γ3

gpν(tnunν − g)da+

∫

Γ3

pτ (tnunν − g)‖uτ‖da,pour tout n ∈ IN. Et puisque g ≥ 0, pν ≥ 0 p.p. sur Γ3, de (III.1.19) et (I.2.7) et del'inégalité préédente, nous déduisons
j′2(tnun,un − u;−un) ≤

∫

Γ3

pτ (tnunν − g)‖uτ‖da ≤

Lτ

∫

Γ3

(|unν | + |g|)‖uτ‖da ≤ LτcB

(
cB‖un‖V + ‖g‖L2(Γ3)

)
‖u‖V .En outre, de l'inégalité préédente, il déoule que si ‖un‖V → ∞ alors

lim inf
n→∞

[ 1

‖un‖2
V

j′2(tnun,un − u;−un)
]
≤ 0.Ce qui prouve que la fontionnelle j satisfait la ondition (I.3.19).Considérons maintenant les suites {un} ⊂ V , {ηn} ⊂ V telles que(III.1.48) ‖un‖V → ∞,(III.1.49) ‖ηn‖V ≤ C ∀n ∈ IN,où C > 0. Soit u un élément de V . Des relations (III.1.47) et (III.1.19), nous obtenons

j′2(ηn,un − u;−un) ≤

∫

Γ3

pν(ηnν − g)|unν |da+

∫

Γ3

pτ (ηnν − g)‖uτ‖da ≤

Lν

(
‖ηn‖L2(Γ3)d + ‖g‖L2(Γ3)

)
‖un‖L2(Γ3)d + Lτ

(
‖ηn‖L2(Γ3)d + ‖g‖L2(Γ3)

)
‖u‖L2(Γ3)dpour tout n ∈ IN. En utilisant maintenant (I.2.7) et (III.1.49) dans l'inégalité préé-dente nous obtenons(III.1.50) j′2(ηn,un − u;−un) ≤ cB(CcB + ‖g‖L2(Γ3))(Lν‖un‖V + Lτ‖u‖V )pour tout n ∈ IN. Ainsi, des relations (III.1.50) et (III.1.48), nous pouvons onlureque la fontionnelle j satisfait la ondition (I.3.20). 2Lemme III.1.3. La fontionnelle j satisfait les onditions (I.3.21) et (I.3.24).103



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatDémonstration. Soient {un} ⊂ V et {ηn} ⊂ V deux suites telles que ηn ⇀ η ∈ Vet un ⇀ u ∈ V . Par la propriété de ompaité de l'appliation de trae et par (III.1.19)il s'en suit que(III.1.51) pr(ηnν − g) → pr(ην − g) dans L2(Γ3) (r = ν,τ),(III.1.52) un → u dans L2(Γ3).Par ailleurs, en utilisant (III.1.51) et (III.1.52) nous avons
j(ηn,v) → j(η,v) ∀v ∈ V, j(ηn,un) → j(η,u).Ce qui montre que la fontionnelle j satisfait la ondition (I.3.21).Soit maintenant {un} ⊂ V une suite bornée telle que(III.1.53) ‖un‖V ≤ C ∀n ∈ IN,où C > 0. Nous avons

|j(ηn,un) − j(η,un)| ≤∫

Γ3

|pν(ηnν − g) − pν(ην − g)| |unν |da+

∫

Γ3

|pτ (ηnν − g) − pτ (ην − g)| ‖unτ‖da.Et, en utilisant (I.2.7), nous obtenons(III.1.54) |j(ηn,un) − j(η,un)| ≤

cB

(
‖pν(ηnν − g) − pν(ην − g)‖L2(Γ3) + ‖pτ (ηnν − g) − pτ (ην − g)‖L2(Γ3)

)
‖un‖V .Il ne reste plus qu'à onlure grâe aux relations (III.1.51), (III.1.53) ainsi que (III.1.54)que j satisfait la ondition (I.3.24). 2Lemme III.1.4. La fontionnelle j satisfait la ondition (I.3.23). De plus,(III.1.55) j(u,v − u) − j(v,v − u) ≤ c2B(Lν + Lτ )‖u − v‖2

V ∀u,v ∈ V.Démonstration. Soit η,u ∈ V . En se rappelant les onditions (III.1.19) et (III.1.20)il vient
|j(η,u)| ≤

∫

Γ3

pν(ην − g)|uν |da+

∫

Γ3

pτ (ην − g)‖uτ‖da ≤

Lν‖ην − g‖L2(Γ3)‖uν‖L2(Γ3) + Lτ‖ην − g‖L2(Γ3)‖uτ‖L2(Γ3)d ,104



Partie III Chapitre 1 Problème életro-élastique ave ompliane normale etfrottement de Coulomb en vitesseen se reportant à l'inégalité (I.2.7), il vient
|j(η,u)| ≤ cB(Lν + Lτ )(cB‖η‖V + ‖g‖L2(Γ3))‖u‖V .Ce qui implique que la ondition (I.3.23) est véri�ée.Considérons maintenant u, v deux éléments de V . En se reportant enore une foisaux hypothèses (III.1.19) et (III.1.20), nous pouvons énoner que

j(u,v − u) − j(v,v − u) =

∫

Γ3

(pν(uν − g) − pν(vν − g))(vν − uν)da+

∫

Γ3

(pτ (uν − g) − pτ (vν − g))(|vτ − uτ |)da ≤

Lν

∫

Γ3

|uν − vν |
2da+ Lτ

∫

Γ3

|uν − vν | |vτ − uτ |da ≤

(Lν + Lτ )

∫

Γ3

|u − v|2da.En utilisant maintenant (I.2.7) dans l'inégalité préédente nous obtenons (III.1.55). 2Le résultat d'existene onernant la formulation variationnelle P V b
3 est le suivant :Lemme III.1.5. Sous les hypothèses (III.1.12)�(III.1.19) et (III.1.23)�(III.1.25),il existe L0 > 0 dépendant de Ω, Γ1, Γ3, Γa, F , E et β tel que si Lν + Lτ < L0,alors le problème P V b

3 possède au moins une solution. En outre, la solution satisfait
u ∈W 1,∞(0,T ;V ).Démonstration. En utilisant les onditions (III.1.41) et (III.1.42), il est lair quela forme bilinéaire a(.,.) dé�nie par la relation (III.1.40) est symétrique, ontinue etoerive, soit(III.1.56) a(v,v) ≥ m‖v‖2

V ∀v ∈ V.Soit L0 = m/c2B. Un tel réel L0 dépend seulement de Ω, Γ1, Γ3, Γa, F , E et
β. Supposons à présent que Lν + Lτ < L0. Il existe alors un réel c0 ∈ IR tel que
c2B(Lν + Lτ ) ≤ c0 < m. La propriété (III.1.55) implique alors que

j(u,v − u) − j(v,v − u) ≤ c0‖u − v‖2
V ∀u,v ∈ V.105



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatNous pouvons alors onlure que la fontionnelle j satisfait la ondition (I.3.22).En utilisant à présent les lemmes III.1.2�III.1.4, les hypothèses (III.1.23)�(III.1.25),(III.1.43) ainsi que le théorème I.3.16. p.40, il vient que le problème P V b
3 a au moinsune solution u de régularité u ∈W 1,∞(0,T ;V ). 2Nous pouvons maintenant démontrer le théorème III.1.1.Démonstration du Théorème III.1.1. Considérons, l'élément u ∈ W 1,∞(0,T ;V )solution du problème P V b

3 et ϕ dé�nie par (III.1.36). Nous onluons grâe aux relations(III.1.45), (III.1.46) et (III.1.36) que le ouple (u,ϕ) est une solution du problème P V
3 .De plus la régularité (III.1.31) provient du lemme III.1.5 et (III.1.36). 2
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Partie III Chapitre 2 Problème életro-visoélastique ave ontat unilatéral sansfrottement
Chapitre 2Problème életro-visoélastique aveontat unilatéral sans frottement

Ce hapitre est onsaré à l'étude du problème de ontat sans frottement d'unorps déformable ave une base rigide. Ce problème onnu sous le nom de problèmede Signorini a été étudié dans [41℄ pour les matériaux ayant une loi de omportementélastique et dans [12, 13℄ pour les matériaux visoélastiques. Notre objetif ii estl'étude quasistatique de e même problème pour des matériaux életro-visoélastiquesayant une loi de omportement de la forme (I.1.19) en ontat ave un isolateur.Nous présentons tout d'abord le problème physique. De là, nous dérivons une for-mulation faible en termes de déplaements et du potentiel életrique. Pour ette for-mulation, nous donnons un résultat d'existene et d'uniité de la solution dite faible,dont la démonstration est basée sur un résultat abstrait portant sur les inlusionsdi�érentielles faisant intervenir des opérateurs maximaux monotones.2.1 Problème méaniqueDans e paragraphe, nous allons dérire le modèle du proessus et préiser leshypothèses sur les données. Nous partons du adre physique dérit dans la partie Ides préambules, shématisée à la �gure I.1.1 p.6. On doit préiser maintenant la loide omportement et les onditions de ontat. On suppose que le orps est életro-visoélastique qui repose sur une fondation rigide par la partie Γ3 de sa frontière etque e ontat s'e�etue sans frottement 'est-à-dire que les mouvements tangentielssont omplètement libres. On préise en outre qu'on étudie le as quasistatique et quele orps Ω a une loi de omportement de la forme (I.1.24). Sous es onsidérations, le107



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatproblème méanique que l'on étudie peut se formuler de la manière suivante :Problème P4. Trouver le hamp des déplaements u : Ω × [0,T ] → IRd, le hampdes ontraintes σ : Ω× [0,T ] → Sd, le potentiel életrique ϕ : Ω× [0,T ] → IR ainsi quele hamp des déplaements életriques D : Ω × [0,T ] → IRd tels que
σ = Aε(u̇) + Fε(u) − E∗E(ϕ) dans Ω × (0,T ),(III.2.1)

D = Eε(u) + βE(ϕ) dans Ω × (0,T ),(III.2.2) Divσ + f 0 = 0 dans Ω × (0,T ),(III.2.3) divD = q0 dans Ω × (0,T ),(III.2.4)
u = 0 sur Γ1 × (0,T ),(III.2.5)

σν = f 2 sur Γ2 × (0,T ),(III.2.6)
uν ≤ 0, σν ≤ 0, σνuν = 0, στ = 0 sur Γ3 × (0,T ),(III.2.7)

ϕ = 0 sur Γa × (0,T ),(III.2.8)
D · ν = q2 sur Γb × (0,T ),(III.2.9)

u = u0 dans Ω.(III.2.10)Rappelons que les équations (III.2.1) et (III.2.2) représentent la loi onstitutive életro-visoélastique, les équations (III.2.3) et (III.2.4) représentent les équations d'équilibre,tandis que les onditions (III.2.5) et (III.2.6) sont respetivement, des onditions auxlimites en déplaements et en trations. La ondition aux limites (III.2.7) représententles onditions de ontat sans frottement de Signorini rappelées dans la premiere par-tie du e mémoire ; (III.2.8) et (III.2.9) sont les onditions aux limites életriques.Finalement, l'expression (III.2.10) représente la ondition initiale.Pour l'étude du problème P4, nous supposons que l'opérateur de visosité A, l'opé-rateur d'élastiité F , le tenseur piézoéletrique E et le tenseur diéletrique β satisfontles propriétés suivantes :(III.2.11) 



(a) A = (aijkh) : Ω × Sd → Sd.

(b) aijkh = akhij = ajikh ∈ L∞(Ω).

(c) il existe mA > 0 telle que
aijkhτ ijτ kh ≥ mA ‖τ‖2 ∀ τ ∈ Sd, p.p. dans Ω.108



Partie III Chapitre 2 Problème életro-visoélastique ave ontat unilatéral sansfrottement
(III.2.12) 




(a) F : Ω × Sd → Sd.
(b) il existe LF > 0 telle que

‖F(x,ε1) −F(x,ε2)‖ ≤ LF‖ε1 − ε2‖
∀ ε1, ε2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω .

(c) l'appliation x 7−→ F(x,ε) est Lebesgue mesurable sur Ω,
∀ ε ∈ Sd .

(d) l'appliation x 7−→ F(x,0) ∈ H.(III.2.13) {
(a) E = (eijk) : Ω × Sd → IRd.

(b) eijk = eikj ∈ L∞(Ω).

(III.2.14) 



(a) β = (βij) : Ω × IRd → IRd.

(b) βij = βji ∈ L∞(Ω).

(c) il existe mβ > 0 telle que βij(x)EiEj ≥ mβ‖E‖2

∀E ∈ Rd, p.p. x ∈ Ω.Nous supposons que les fores volumiques f 0, les trations f 2 et les harges életriquesvolumiques q0 et surfaiques q2 satisfont(III.2.15) f 0 ∈ W 1,1(0,T ;L2(Ω)d), f 2 ∈ W 1,1(0,T ;L2(Γ2)
d),(III.2.16) q0 ∈W 1,1(0,T ;L2(Ω)), q2 ∈ W 1,1(0,T ;L2(Γb)),(III.2.17) q2(t) = 0 sur Γ3 ∀ t ∈ [0,T ].Les onditions (I.2.4) et (III.2.11) nous permettent de munir l'espae V , donné par(I.2.3), du produit salaire et de la norme assoiée dé�nis par(III.2.18) (u,v)V = (Aε(u),ε(v))H, ‖u‖V = (u,u)

1/2
V .Nous remarquons que ette norme sur V est équivalente à elle de H1(Ω)d. Nous uti-lisons es notations tout au long de e hapitre.Nous introduisons le onvexe K qui sera l'espae des déplaements admissibles, 'està dire ompatibles ave les liaisons (onditions aux limites et onditions unilatérales) :(III.2.19) K = { v ∈ V | vν ≤ 0 sur Γ3 }.109



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatFinalement, on fait l'hypothèse suivante :(III.2.20) u0 ∈ K.Pour la suite, nous onsidérons l'espae fontionnel suivant :
W = { ψ ∈ H1(Ω) | ψ = 0 sur Γa }.Maintenant nous avons tous les ingrédients néessaires pour pouvoir fournir uneformulation faible du problème P4 et présenter le résultat prinipal d'existene etd'uniité de la solution faible.2.2 Existene et uniité de la solutionNous allons, dans ette setion, ommener par donner une formulation variation-nelle en termes de déplaements et de potentiel életrique. Une fois ette formulationfaible établie, nous présentons un résultat d'existene et d'uniité de la solution faible.Soient f : [0,T ] −→ V et q : [0,T ] −→ W les fontionnelles(III.2.21) (f(t),v)V =

∫

Ω

f 0(t) · v dx+

∫

Γ2

f 2(t) · v da,(III.2.22) (q(t),ψ)W =

∫

Ω

q0(t)ψ dx−

∫

Γb

q2(t)ψ da,pour tout v ∈ V, ψ ∈ W , t ∈ [0,T ]. Et nous notons que les onditions (III.2.15) et(III.2.16) impliquent(III.2.23) f ∈W 1,1(0,T ;V ), q ∈W 1,1(0,T ;W ).Utilisant la formule de Green en supposant dans la suite que (u,σ,ϕ,D) sont desfontions régulières satisfaisant (III.2.3)�(III.2.9), nous avons(III.2.24) u(t) ∈ K, (σ(t),ε(v) − ε(u(t)))H ≥ (f(t),u(t) − v)V ,(III.2.25) (D(t),∇ψ)L2(Ω)d + (q(t),ψ)W = 0,pour tout v ∈ K, ψ ∈ W et t ∈ [0,T ]. Mettons maintenant (III.2.1) dans (III.2.24),(III.2.2) dans (III.2.25) et en gardant à l'esprit que E(ϕ) = −∇ϕ ainsi que la ondi-tion initiale (III.2.10) nous obtenons pour le problème méanique P4 la formulationvariationnelle en termes de déplaements et de potentiel életrique suivante.110



Partie III Chapitre 2 Problème életro-visoélastique ave ontat unilatéral sansfrottementProblème P V
4 . Trouver le hamp des déplaements u : [0,T ] → V et le potentieléletrique ϕ : [0,T ] → W tels que

u(t) ∈ K, (Aε(u̇(t)),ε(v) − ε(u(t)))H + (Fε(u(t)),ε(v) − ε(u(t)))H +(III.2.26)
(E∗∇ϕ(t),ε(v) − ε(u(t)))H ≥ (f(t),v − u(t))V ∀v ∈ K, p.p. t ∈ (0,T ),

(β∇ϕ(t),∇ψ)L2(Ω)d − (Eε(u(t)),∇ψ)L2(Ω)d=(q(t),ψ)W ∀ψ ∈W,∀ t ∈ [0,T ],(III.2.27)
u(0) = u0.(III.2.28)Le fait que le problème P V

4 soit bien posé résulte du résultat d'existene et d'uniitésuivant, que nous allons établir dans la prohaine setion.Théorème III.2.1. Nous supposons que (III.2.11)�(III.2.17) et (III.2.20) soientvéri�ées. Alors le problème variationnel P V
4 possède une solution unique (u, ϕ), ayantla régularité(III.2.29) u ∈ W 1,∞(0,T ;V ), ϕ ∈ W 1,∞(0,T ;W ).Un �quadruplet� (u,σ, ϕ,D) satisfaisant aux relations (III.2.1), (III.2.2), (III.2.26)�(III.2.28) s'appelle solution faible du problème méanique P4. Nous onluons par lethéorème III.2.1 que le problème P4 admet une solution unique. En e qui onernela régularité de la solution faible, il su�t de référer à la régularité de l'élément

(u,ϕ) ∈ W 1,∞(0,T ;V )×W 1,∞(0,T ;W ), à la loi onstitutive (III.2.1)�(III.2.2) et aussiaux hypothèses (III.2.11)�(III.2.14) ; nous obtenons alors que σ ∈ L∞(0,T ;H), D ∈

L∞(0,T ;L2(Ω)d). En prenant maintenant v = u(t)±z, où z ∈ C∞
0 (Ω)d dans (III.2.24)et ψ ∈ C∞

0 (Ω) dans (III.2.25) et en utilisant les notations (III.2.21)�(III.2.22) noustrouvons Divσ(t) + f 0(t) = 0, divD(t) = q0(t)pour tout t ∈ [0,T ]. De (III.2.15) et (III.2.10) il s'en suit que Divσ ∈ L∞(0,T ;L2(Ω)d)et divD ∈ L∞(0,T ;L2(Ω)) et par onséquent(III.2.30) σ ∈ L∞(0,T ;H1), D ∈ L∞(0,T ;W).Nous onluons que la solution (u,σ, ϕ,D) du problème P4 aura la régularité(III.2.29), (III.2.30). 111



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontat2.3 Démonstration du Théorème III.2.1Nous allons utiliser le théorème abstrait I.3.22 p.42 a�n d'obtenir l'existene etl'uniité de la solution. Pour ela, supposons dans la suite que les hypothèses (III.2.11)�(III.2.17) et (III.2.20) soient véri�ées.Par le théorème de représentation de Riesz nous dé�nissons les opérateurs B : W →

W et C : V → W omme suit :(III.2.31) (Bϕ,ψ)W = (β∇ϕ,∇ψ)L2(Ω)d ,(III.2.32) (Cv,ϕ)W = (Eε(v),∇ϕ)L2(Ω)d ,pour tout ϕ, ψ ∈ W,v ∈ V. De (I.2.8) et (III.2.14), on déduit que B est un opéra-teur linéaire, symétrique et positivement dé�ni. Par onséquent, B est un opérateurinversible et ontinue sur W .Maintenant, en utilisant (III.2.18) et (III.2.13) il s'en suit que C est un opérateurlinéaire et ontinu sur V . Soit C∗ : W → V l'adjoint de C. Ainsi, de (I.1.20) nouspouvons érire(III.2.33) (C∗ϕ,v)V = (E∗∇ϕ,ε(v))H ∀ v ∈ V, ϕ ∈ W.Soit t ∈ [0,T ]. En mettant (III.2.31) et (III.2.32) dans l'égalité (III.2.27), on obtient
(Bϕ(t),ψ)W = (Cu(t),ψ)W + (q(t),ψ)W ∀ψ ∈W,et par onséquent

Bϕ(t) = Cu(t) + q(t).D'autre part, B : W → W est inversible. L'égalité préédente devient alors(III.2.34) ϕ(t) = B−1Cu(t) + B−1q(t).En utilisant (III.2.34) dans l'inégalité (III.2.26) et les dé�nitions des opérateurs B, C, C∗données par (III.2.31)�(III.2.33), on obtient :
u(t) ∈ K, (Aε(u̇(t)),ε(v) − ε(u(t)))H + (Fε(u(t)),ε(v) − ε(u(t)))H +(III.2.35)

(C∗B−1C u(t),v − u(t))V ≥ (f(t) − C∗B−1q(t),v − u(t))V ∀v ∈ V, p.p. t ∈ (0,T ).112



Partie III Chapitre 2 Problème életro-visoélastique ave ontat unilatéral sansfrottementSoit l'opérateur L : V → V dé�ni par(III.2.36) L(v) = C∗B−1C (v) ∀v ∈ V,et en gardant à l'esprit les propriétés des opérateurs B, C et C∗, nous déduisons que Lest un opérateur linéaire, ontinu sur V .(III.2.37) ‖Lu1 − Lu2‖V ≤ ‖L‖ ‖u1 − u2‖V ∀u1,u2 ∈ V.Nous désignons par G : V → V l'opérateur basé sur la représentation de Riesz etdonné par(III.2.38) (Gu,v)V = (Fε(u),ε(v))H + (Lu,v)V ∀u,v ∈ V.En tenant ompte maintenant de (III.2.12), (III.2.11), (III.2.18) et (III.2.38), il résulte(III.2.39) ‖Gu1 − Gu2‖V ≤

(
LF

mA

+ ‖L‖

)
‖u1 − u2‖V ∀u1,u2 ∈ V.Cette relation prouve que l'opérateur G est un opérateur de Lipshitz.Soit la fontion f : [0,T ] → V donnée par(III.2.40) f(t) = f(t) − C∗B−1q(t) ∀ t ∈ [0,T ].En utilisant (III.2.23) et le fait que C∗B−1 est linéaire et ontinu, il vient en observantla relation (III.2.40) que(III.2.41) f ∈ W 1,1(0,T ;V ).D'autre part, l'opérateur

G +

(
LF

mA

+ ‖L‖

)
I : V → Vest un opérateur de Lipshitz sur V . On introduit à présent la fontion indiatrie

ψK : V → ]−∞,+∞] de l'ensemble K ainsi que son sous-di�érentiel ∂ψK . L'ensemble
K étant non vide, fermé et onvexe, le sous-di�érentiel ∂ψK est un opérateur maximalmonotone sur l'espae V . Le domaine de e sous-di�érentiel est ainsi : D(∂ψK) = K.Nous pouvons à présent dire que la somme

∂ψK + G +

(
LF

mA

+ ‖L‖

)
I : K ⊂ V → 2V113



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatest un opérateur maximal monotone. Les hypothèses (III.2.41) et (III.2.20) étant sa-tisfaites, nous pouvons appliquer le théorème I.3.22 ave X = V , A = ∂ψK + G :

D(A) = K ⊂ V → 2V et ω =
LF

mA

+ ‖L‖. De e théorème, nous déduisons qu'il existeun unique élément u ∈W 1,∞(0,T ;V ) véri�ant
u̇(t) + ∂ψK(u(t)) + Gu(t) ∋ f(t) p.p. t ∈ (0,T ),(III.2.42)

u(0) = u0.(III.2.43)De plus, pour tout u, g ∈ V nous avons l'equivalene :
g ∈ ∂ψK(u) ⇐⇒ u ∈ K, (g,v − u)V ≤ 0 ∀v ∈ K.L'inlusion di�érentielle (III.2.42) est équivalente à l'inéquation variationnelle :

u(t) ∈ K, (u̇(t),v − u(t))V + (Gu(t),v − u(t))V ≥ (f(t),v − u(t))V(III.2.44)
∀v ∈ K, p.p. t ∈ (0,T ).Il vient à partir de (III.2.44), (III.2.38) et (III.2.18) que u satisfait l'inéquation

u(t) ∈ K, (Aε(u̇(t)),ε(v) − ε(u(t)))H + (Fu(t),v − u(t))V +(III.2.45)
(Lu(t),v − u(t))V ≥ (f(t),v − u(t))V ∀v ∈ K, p.p. t ∈ (0,T ).Des relations (III.2.45), (III.2.38), (III.2.36) et (III.2.40), nous onluons que usatisfait l'inéquation (III.2.35). Soit ϕ la fontion donnée par (III.2.34). En utilisant(III.2.35), (III.2.43) et (III.2.34), il résulte que (u,ϕ) est solution du problème varia-tionnel P V

4 . En e qui onerne la régularité de la fontion ϕ, il su�t de se référer àla régularité de l'élément u ∈ W 1,∞(0,T ;V ) et aux hypothèses (III.2.34), (III.2.23) ;nous obtenons alors que la fontion ϕ possède la régularité ϕ ∈ W 1,∞(0,T ;W ).Nous venons d'exhiber une solution (u,ϕ) de régularité : u ∈ W 1,∞(0,T ;V ), ϕ ∈

W 1,∞(0,T ;W ). La partie uniité de la fontion ϕ se déduit de l'uniité de la fontion
u ∈ W 1,∞(0,T ;V ) solution des relations (III.2.42), (III.2.43) donnée par le théorèmeI.3.22 ainsi qu'en tenant ompte de (III.2.34). 2
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Partie IV

Modélisation numérique des struturespiézoéletriques en ontat
L'analyse des problèmes de ontat ave frottement est très importante et intervientdans de nombreuses appliations d'ingénierie industrielle, itons entre autre [3, 80,89℄. La reherhe d'une solution analytique d'un problème de méanique issu d'unemodélisation omplexe, où par exemple le ontat et le frottement s'ajoutent à desnon linéarités du matériau ou de la géométrie, devient fastidieuse, voire impossible. Ilfaut en onséquene faire appel à des tehniques numériques pour obtenir une solutionapprohée du problème. Ces tehniques vont faire l'objet de ette partie.Nous allons alors introduire l'analyse numérique, que nous allons adopter pourrésoudre le type de problèmes préédemment envisagés. Cette analyse repose sur uneapproximation à la fois en temps et en espae, en utilisant notamment une méthodede type éléments �nis pour la disrétisation spatiale [24, 53, 81, 91, 117℄ et la méthoded'Euler impliite pour la disrétisation en temps [32℄.Deux approhes numériques, basées sur la méthode de Lagrangien augmenté etla méthode de pénalité (voir [2, 4℄) sont également utilisées pour résoudre le ontatd'un orps piézoéletrique, sans et ave frottement, ave un isolateur. La méthode depénalité onvertit les problèmes de ontat ontraints par inégalité et don non di�é-rentiables en des problèmes non-ontraints di�érentiables mais approhés. Elle resteependant sensible au hoix du paramètre de pénalité, qui par sa valeur élevée pose desproblèmes de onditionnement. La méthode du Lagrangien augmenté transforme lesmêmes problèmes en des problèmes non-ontraints di�érentiables exats. Elle onnaîtde plus en plus de suès ar elle permet d'éviter les problèmes de la méthode de pé-nalité, elle est notamment aratérisée par sa robustesse, son bon onditionnement etsurtout sa solution exate. Ave les deux approhes, pénalité et Lagrangien augmenté,les non-linéarités sont résolues ave une méthode qui repose sur un algorithme de typeprédition-orretion ombinant la méthode d'Euler impliite et la méthode de Newton117



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatgéneralisée (voir [2, 3℄) étendue aux problèmes du ontat d'un orps piézoéletrique.Cette méthode permet de transformer le système d'équations di�érentielles partiellesnon linéaires en une suession de systèmes d'équations linéarisées pouvant être traitépar une méthode lassique de résolution de système linéaire. L'algorithme numériquedéveloppé dans e travail est ensuite implémenté dans le adre de la BibliothèqueModulef [17℄.Le modèle théorique et l'algorithme numérique sont testés sur des problèmes-testpour en véri�er la validité. En�n, dans le premier hapitre, le modèle est appliqué auproblème de ontat ave frottement d'un orps életro-élastique ave un isolateur ; leproblème est alors traité dans un adre statique. Le deuxième hapitre est onsaréeà l'étude numérique d'un problème de ontat unilatéral sans frottement d'un orpséletro-visoélastique ave un isolateur. Dans e as, le problème est résolu de manièrequasistatique. Pour haun de es problèmes, nous prouvons un résultat d'existene etd'uniité pour le problème disrétisé puis nous présentons un résultat abstrait d'esti-mations d'erreurs qui dépend des éléments �nis utilisés ainsi que de la régularité dessolutions.Plusieurs publiations réentes (voir par exemple [18, 55, 67, 85, 98, 99℄) ont étédédiées à la modélisation, à l'analyse variationnelle et à l'approximation numérique deproblèmes piézoéletriques.

118



Partie IV Chapitre 1 Cas statique
Chapitre 1Cas statique

Dans e hapitre on reprend le problème statique de ontat entre un orps életro-élastique et un isolateur ave une loi de frottement de type Coulomb qui a été analyséedans le deuxième hapitre de la partie II. Après avoir dérit dans la première setionquelques rappels sur le problème méanique étudié, nous donnons par la suite un résul-tat d'existene et d'uniité des solutions faibles pour la formulation variationnelle. Nousabordons dans la deuxième setion l'approhe numérique du problème, en étudiant lesestimations d'erreurs. Dans la troisième setion, nous introduisons un algorithme ité-ratif pour la résolution des problèmes approhés. En�n, des résultats numériques sontprésentés dans la dernière setion et montrent l'e�aité de la méthode.L'objetif du présent hapitre, qui a fait l'objet de la ommuniation [83℄, est deprésenter et d'étendre les résultats aquis dans [10℄ pour le ontat unilatéral sansfrottement au as du ontat et du frottement régularisés de type ompliane et deproposer une analyse numérique du modèle.1.1 Életro-élastiité, formulation variationnelleNous gardons ii les mêmes notations qu'au deuxième hapitre de la partie II dee mémoire (page 78) et nous reprenons le même modèle physique.Problème P5. Trouver le hamp des déplaements u : Ω → IRd, le hamp desontraintes σ : Ω → Sd, le potentiel életrique ϕ : Ω → IR ainsi que le hamp desdéplaements életriques D : Ω → IRd tels que
119
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σ = Fε(u) − E∗E(ϕ) dans Ω,(IV.1.1)
D = Eε(u) + βE(ϕ) dans Ω,(IV.1.2) Divσ + f 0 = 0 dans Ω,(IV.1.3) divD = q0 dans Ω,(IV.1.4)

u = 0 sur Γ1,(IV.1.5)
σν = f 2 sur Γ2,(IV.1.6)

−σν = pν(uν − g) sur Γ3,(IV.1.7)(IV.1.8) {
‖στ‖ ≤ pτ (uν − g), sur Γ3,
στ = −pτ (uν − g) uτ

‖uτ‖
si uτ 6= 0

ϕ = 0 sur Γa,(IV.1.9)
D · ν = q2 sur Γb,(IV.1.10)où la frontière de Ω est omposée de Γ3 (de mesure non nulle), Γ1 et Γ2, d'une part, et de

Γa (de mesure non nulle) et Γb, d'autre part. On supposera que le tenseur de l'élastiitéd'ordre quatre F = (fijkh) est symétrique et dé�ni positif, le tenseur piézoéletrique
E = (eijk) véri�e eijk = eikj et le tenseur diéletrique β = (βij) est symétrique etdé�ni positif. Les hargements extérieurs sont représentés par f 0 ∈ L2(Ω)d, f 2 ∈

L2(Γ3)
d, q0 ∈ L2(Ω) et q2 ∈ L2(Γb) (ave q2 = 0 p.p. sur Γ3). Sur la frontière Γ3, leorps életro-élastique Ω peut rentrer en ontat ave un obstale isolateur.Ii uν = u · ν est le déplaement normal, uτ = u − uνν représente le déplaementtangentiel, σν = (σν) ·ν est la ontrainte normale et στ = σν −σνν est la ontraintetangentielle. Les fontions pr : Γ3×R 7→ R (pour r = ν,τ) sont des fontions positivessatisfont aux hypothèses suivantes :

(IV.1.11) 



(a) ∃Lr > 0 telle que |pr(x,u1) − pr(x,u2)| ≤ Lr|u1 − u2|
∀u1, u2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(b) l′application x 7→ pr(x,u) est Lebesgue mesurable sur Γ3,pour tout u ∈ R.

(c) x 7→ pr(x,u) = 0, pour tout u ≤ 0.120
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La fontion g représente l'interstie initial entre le orps et la fondation, mesuré le longde la normale ν telle que

g ∈ L2(Γ3), g ≥ 0 p.p. sur Γ3.A�n de présenter la formulation variationnelle du problème P5 nous introduisonsles espaes de Hilbert
V = {v ∈ H1 | v = 0 sur Γ1 },

W = { ψ ∈ H1(Ω) | ψ = 0 sur Γa }.Soit f ∈ V (respetivement q ∈ W ) l'élément dé�ni par le théorème de Riesz repré-sentant f 0 et f 2 (respetivement q0 et q2) (voir (II.2.18)�(II.2.19) p.80).Soit h : V × V → IR la fontionnelle dé�nie par
h(u,v) =

∫

Γ3

pν(uν − g)vν da+

∫

Γ3

pτ (uν − g)‖vτ‖ da ∀u,v ∈ V.En utilisant la formule de Green, on obtient pour le problème méanique P5 laformulation variationnelle suivante :Problème P V
5 . Trouver le hamp des déplaements u ∈ V et le potentiel életrique

ϕ ∈ W tels que
(Fε(u),ε(v) − ε(u))H + (E∗∇ϕ,ε(v) − ε(u))L2(Ω)d(IV.1.12)

+h(u,v) − h(u,u) ≥ (f ,v − u)V ∀v ∈ V,(IV.1.13) (β∇ϕ,∇ψ)L2(Ω)d − (Eε(u),∇ψ)L2(Ω)d = (q,ψ)W ∀ψ ∈W.On a prouvé dans le deuxième hapitre de la partie II que (u,ϕ) est une solution duproblème (IV.1.12)�(IV.1.13), si et seulement si (u,ϕ) est une solution du problèmei-après.Problème P V b
5 . Trouver (u,ϕ) ∈ V ×W , tel que
a((u,ϕ),(v,ψ)) + j((u,ϕ),(v,ψ)) − j((u,ϕ),(u,ϕ)) ≥ L(v − u,ψ − ϕ)(IV.1.14)

∀ (v,ψ) ∈ V ×W,ave les notations suivantes :
a((u,ϕ),(v,ψ)) = (Fε(u),ε(v))H + (β∇ϕ,∇ψ)L2(Ω)d

+(E∗∇ϕ,ε(v))H − (Eε(u),∇ψ)L2(Ω)d ,121
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j((u,ϕ),(v,ψ)) = h(u,v),

L(v,ψ) = (f ,v)V + (q,ψ)W .L'existene et l'uniité d'un ouple de solution (u,ϕ) ∈ V ×W du problème P V
5 ontété établies dans le théorème II.2.1, p.81.Il n'existe pas de problème d'optimisation équivalent du fait que l'on a ii unproblème quasi-variationnelle et non variationnelle ar la fontionnelle j dépend de lasolution (d'autant plus que le problème est également non symétrique). Cependant, enutilisant le prinipe des travaux virtuels (voir [63℄ ou enore [86℄) généralisé à des e�ortsd'interfae, le problème variationnel (IV.1.14) est équivalent au problème suivant :Problème P V p

5 . Trouver (u,ϕ) ∈ V ×W , tel que
a((u,ϕ),(v,ψ)) +

∫

Γ3

gν(v)γν da+

∫

Γ3

gτ (v).γτ da = L(v,ψ)(IV.1.15)
∀ (v,ψ) ∈ V ×W.Les e�orts de ontat γν et de frottement γτ sont respetivement dé�nis par (voir lasetion I.1.3 p.13),

γν ∈ ∂ΨIR+(gν) et γτ ∈ ∂Ψ∗
C[σν(u)](gτ ).Remarquons que les termes de ontat et de frottement sont non di�érentiables.Nous allons voir à la setion prohaine omment palier à ette di�ulté en adoptantune formulation en quasi-Lagrangien augmenté.1.2 Formulation variationnelle approhée, estimationd'erreursDans e paragraphe, nous allons voir omment approximer la formulation variation-nelle P V

5 . Pour l'approximation via éléments �nis, on va suivre les tehniques lassiquesités aux référenes [86, 117℄. La méthode des éléments �nis onsiste en une disrétisa-tion spatiale du orps en éléments géométriques simples onnetés par un nombre �nide noeuds. Supposant une solution de type polyn�miale par moreaux dans haqueélément, la méthode permet de trouver une solution disrète aux noeuds, permettantd'approximer les mouvements du orps dans l'espae. Une fois la desription de l'ap-proximation du problème életro-élastique ave ontat faite, on va montrer un résultat122
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de onvergene et d'estimation d'erreur. Ce résultat représente une extension du tra-vail réalisé dans [10℄ au as du ontat ave frottement de type ompliane normale ;e travail [10℄ est ependant présenté brièvement dans le orollaire IV.1.3.Partout dans ette setion nous supposons que les hypothèses du théorème II.2.1,p.81. sont satisfaites. Soit V h ⊂ V l'espae d'éléments �nis approprié pour approherle hamp des déplaements u et soit W h ⊂ W l'espae d'éléments �nis destiné àl'approximation du hamp du potentiel életrique ϕ. Ainsi la formulation disrète duproblème P5 peut être formulée omme suit :Problème P V h

5 . Trouver le hamp des déplaements uh ∈ V h et le potentiel életrique
ϕh ∈ W h tels que

(Fε(uh),ε(vh) − ε(uh))H + (E∗∇ϕh,ε(vh) − ε(uh))L2(Ω)d(IV.1.16)
+h(uh,vh) − h(uh,uh) ≥ (f ,vh − uh)V ∀vh ∈ V h,(IV.1.17) (β∇ϕh,∇ψh)L2(Ω)d − (Eε(uh),∇ψh)L2(Ω)d = (q,ψh)W ∀ψh ∈ W.Utilisant les arguments présentés au paragraphe préédent, nous voyons que sousles onditions établies au théorème II.2.1, le problème P V h

5 possède une unique solution
(uh,ϕh) ∈ V h ×W h.Par la suite, nous adoptons la onstante c pour désigner une onstante générique, savaleur pourra hanger selon le ontexte dans lequel elle est employée. Nous donnons àprésent un résultat d'estimation de l'erreur :Théorème IV.1.1. Nous gardons les hypothèses du théorème II.2.1, si (u,ϕ) est lasolution du problème P5 et si (uh,ϕh) est la solution du problème disret P V h

5 , alors ilexiste une onstante c > 0 indépendante de h telle que :
‖u − uh‖V + ‖ϕ− ϕh‖W ≤ c inf

(vh,ψh)∈V h×Wh

{‖u − vh‖V + ‖ϕ− ψh‖W(IV.1.18)
+ ‖u − vh‖L2(Γ3)N + ‖Fε(uh)‖

1/2
H ‖u − uh‖

1/2
V + ‖E∗∇ϕ‖

1/2

L2(Ω)d‖u − uh‖
1/2
V

+ (‖pν(uν − g)‖L2(Γ3) + ‖pτ (uν − g)‖L2(Γ3))
1/2‖u − vh‖

1/2

L2(Γ3)N}.Démonstration. Prenons ψ = ψh ∈ W h dans (IV.1.13) et ajoutons l'inégalité à(IV.1.17) pour obtenir
(β∇(ϕ− ϕh),∇ψh)L2(Ω)d − (Eε(u − uh),∇ψh)L2(Ω)d = 0, ∀ψh ∈ W h.123
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(β∇(ϕ− ϕh),∇(ϕ− ϕh))L2(Ω)d − (Eε(u − uh),∇(ϕ− ϕh))L2(Ω)d

= (β∇(ϕ− ϕh),∇(ϕ− ψh))L2(Ω)d − (Eε(u − uh),∇(ϕ− ψh))L2(Ω)d , ∀ψh ∈W h.Par onséquent,
(Eε(u − uh),∇(ϕ− ϕh))L2(Ω)d = (β∇(ϕ− ϕh),∇(ϕ− ϕh))L2(Ω)d(IV.1.19)

−(β∇(ϕ− ϕh),∇(ϕ− ψh))L2(Ω)d + (Eε(u − uh),∇(ϕ− ψh))L2(Ω)d .pour tout ψh ∈ W h.Ensuite, il s'agit de donner une majoration des erreurs ‖u − uh‖V et ‖ϕ − ϕh‖W .Prenons maintenant v = uh ∈ V h dans (IV.1.12), nous avons
(Fε(u),ε(u − uh))H + (E∗∇ϕ,ε(u − uh))L2(Ω)d ≤(IV.1.20)

h(u,uh) − h(u,u) + (f ,u − uh)V .L'inégalité variationnelle (IV.1.16) peut être réérire omme suit :
(−Fε(uh),ε(u − uh))H + (−E∗∇ϕh,ε(u − uh))L2(Ω)d ≤(IV.1.21)

(Fε(uh),ε(vh − u))H + (E∗∇ϕh,ε(vh − u))L2(Ω)d

+h(uh,vh) − h(uh,uh) + (f ,uh − vh)V , ∀vh ∈ V h.Nous ajoutons maintenant (IV.1.20) et (IV.1.21), nous avons
(Fε(u) −Fε(uh),ε(u − uh))H + (∇(ϕ− ϕh),Eε(u − uh))L2(Ω)d ≤

(Fε(u) −Fε(uh),ε(u − vh))H + (Fε(u),ε(vh − u))H + (E∗∇ϕh,ε(vh − u))L2(Ω)d

+ h(u,uh) − h(u,u) + h(uh,vh) − h(uh,uh) − (f ,vh − uh)V , ∀vh ∈ V h.En outre, de (IV.1.19) nous déduisons
(Fε(u) −Fε(uh),ε(u − uh))H + (β∇(ϕ− ϕh),∇(ϕ− ϕh))L2(Ω)d ≤

(Fε(u) −Fε(uh),ε(u − vh))H + (Fε(u),ε(vh − u))H + (E∗∇ϕh,ε(vh − u))L2(Ω)d

+ (β∇(ϕ− ϕh),∇(ϕ− ψh))L2(Ω)d − (Eε(u − uh),∇(ϕ− ψh))L2(Ω)d

+ h(u,uh) − h(u,u) + h(uh,vh) − h(uh,uh) − (f ,vh − uh)V , ∀vh ∈ V h ∀ψh ∈ W h.124
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En utilisant les hypothèses (II.2.12)�(II.2.13) sur l'inégalité préédente, nous avons(IV.1.22) mF‖u − uh‖2

V +mβ‖ϕ− ϕh‖2
W ≤ R1 +R2 +R3 +R4,où

R1 = (Fε(u) −Fε(uh),ε(u − vh))H

+ (β∇(ϕ− ϕh),∇(ϕ− ψh))L2(Ω)d − (Eε(u − uh),∇(ϕ− ψh))L2(Ω)d ,

R2 = (Fε(u),ε(vh − u))H + (E∗∇ϕh,ε(vh − u))L2(Ω)d + h(u,vh) − h(u,u) − (f ,vh − uh)V ,

R3 = h(u,uh) − h(uh,uh) + h(uh,u) − h(u,u),

R4 = h(uh,vh) − h(u,vh) + h(u,u) − h(uh,u).Nous estimons les termes du membre droit de (IV.1.22). En utilisant les propriétés desopérateurs F , β et E , on a
|R1| ≤ c {‖ε(u − uh)‖H‖ε(u − vh)‖H(IV.1.23)

+ ‖ϕ− ϕh‖W‖ϕ− ψh‖W + ‖ε(u − uh)‖H‖ϕ− ψh‖W‖}.Utilisant (IV.1.11), nous avons
|R2| ≤ ‖Fε(u)‖H‖ε(u − vh)‖H + ‖E∗∇ϕh‖L2(Ω)d‖ε(u − vh)‖H(IV.1.24)

+ (‖pν(uν − g)‖L2(Γ3) + ‖pτ (uν − g)‖L2(Γ3))‖u − vh‖L2(Γ3)N .De
R3 =

∫

Γ3

[(pν(uν − g) − pν(u
h
ν − g))(uhν − uν)

+ (pτ (uν − g) − pτ (u
h
ν − g))(|uh

τ | − |uτ |)] da,nous avons
|R3| ≤

∫

Γ3

[Lν |uν − uhν |
2 + Lτ |uν − uhν ||uτ − uh

τ | ] da,ainsi,
|R3| ≤ c (Lν + Lτ )‖ε(u − uh)‖2

H.(IV.1.25) 125



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatPareillement,
R4 =

∫

Γ3

[(pν(u
h
ν − g) − pν(uν − g))(vhν − uν)

+ (pτ (u
h
ν − g) − pτ (uν − g))(‖vhτ‖ − ‖uτ‖)] da.Par onséquent,

|R4| ≤

∫

Γ3

[Lν |uν − uhν ||uν − vhν | + Lτ |uν − uhν ||uτ − vhτ | ] da(IV.1.26)
≤ c ‖u − uh‖L2(Γ3)N‖u − vh‖L2(Γ3)N

≤ c ‖ε(u − uh)‖H‖u − vh‖L2(Γ3)N .De l'inégalité de Cauhy
ab ≤ ηa2 +

1

4η
b2, a,b,η ∈ IR, η > 0,et des inégalités (IV.1.22)�(IV.1.26), après quelques aluls, nous avons

‖u − uh‖2
V + ‖ϕ− ϕh‖2

W ≤ c {‖u − vh‖2
V + ‖ϕ− ψh‖2

W + ‖u − vh‖2
L2(Γ3)N

+ ‖Fε(u)‖H‖u − vh‖V + ‖E∗∇ϕh‖L2(Ω)d‖u − vh‖V

+ (‖pν(uν − g)‖L2(Γ3) + ‖pτ (uν − g)‖L2(Γ3))‖u − vh‖L2(Γ3)N}.où c > 0 une onstante assez petite, par onséquent, nous avons prouvé le résultat(IV.1.18). 2L'inégalité (IV.1.18) est le point de départ des estimations d'erreurs pour leshoix partiuliers des sous espaes de dimension �nie V h et W h et de onditionssupplémentaires de régularité de la solution. Comme exemple, nous supposons que
στ ∈ (L2(Γ3))

N et en intégrant par partie, nous avons
R2 =

∫

Γ3

[στ .(v
h
τ − uτ ) + pτ (uν − g)(‖vhτ‖ − ‖uτ‖) ] da.Par onséquent,(IV.1.27) ‖R2‖ ≤ (‖στ‖L2(Γ3)N + ‖pτ (uν − g)‖L2(Γ3))‖uτ − vhτ‖L2(Γ3)N .Par onséquent, nous avons la variante suivante du théorème IV.1.1.126
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Théorème IV.1.2. Nous gardons les hypothèses du théorème II.2.1. Sous la onditionsupplémentaire στ ∈ (L2(Γ3))

N , si Lν+Lτ est assez petit, alors nous avons l'estimationde l'erreur de la solution qui déoule de (IV.1.27) et (IV.1.18) :
‖u − uh‖V + ‖ϕ− ϕh‖W ≤ c inf

(vh, ψh)∈V h×Wh

{‖u − vh‖V + ‖ϕ− ψh‖W(IV.1.28)
+ ‖u − vh‖L2(Γ3)N + (‖στ‖L2(Γ3)N + ‖pτ (uν − g)‖L2(Γ3))

1/2‖uτ − vhτ‖
1/2

L2(Γ3)N}.La �abilité des estimations d'erreur dépend étroitement de la qualité de la solutionreouvrée. Cela nous permet de hoisir elle qui o�re la meilleure estimation d'erreurpour le problème étudie ; dans e as, nous supposons les onditions supplémentairesde régularité suivantes :(IV.1.29) u ∈ H2(Ω)N , u|Γ3
∈ H2(Γ3)

N , ϕ ∈ H2(Ω).Nous utilisons Πhu pour désigner l'élément �ni standard interpolant de u. Aussi nousutilisons le même symbole Πhu pour l'interpolation sur Γ3 et Πhϕ pour noter l'inter-polant de ϕ. et d'après (IV.1.28), nous avons
‖u − uh‖V + ‖ϕ− ϕh‖W ≤ c {‖u − Πhu‖V + ‖ϕ− Πhϕ‖W

+ ‖u − Πhu‖L2(Γ3)N + (‖στ‖L2(Γ3)N + ‖pτ (uν − g)‖L2(Γ3))
1/2‖u − Πhu‖

1/2

L2(Γ3)N}.Nous avons aussi les majorations lassiques d'erreur d'interpolation suivantes (voir[24℄) :
‖u − Πhu‖V ≤ c h |u|H2(Ω)N ,

‖u − Πhu‖H2(Γ3)N ≤ c h2 |u|H2(Γ3)N ,

‖ϕ− Πhϕ‖W ≤ c h |ϕ|H2(Ω)N .Par onséquent, sous les hypothèses supplémentaires (IV.1.29), nous obtenons l'esti-mation d'erreur d'ordre optimal :
‖u − uh‖V + ‖ϕ− ϕh‖W ≤ c h {|u|H2(Ω)N + |ϕ|H2(Ω)N(IV.1.30)

+ |u|H2(Γ3)N + (‖στ‖L2(Γ3)N + ‖pτ (uν − g)‖L2(Γ3))
1/2|u|

1/2

H2(Γ3)N}.L'estimation d'erreur est onstruite à partir des informations sur la solution élé-ments �nis (degrés des fontions d'interpolation), la géométrie du domaine (les éven-tuelles singularités) et le maillage assoié (la taille des éléments). Par onséquent, lesestimations d'erreurs (IV.1.30) sont des exemples de résultats parmi bien d'autres, ei127



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatsous ertaines onditions de régularité. Si les onditions de régularité sont di�érentes,les estimations d'erreurs sont à modi�er en onséquene, mais ei s'en suit laire-ment de (IV.1.18). L'objetif prinipal de ette estimation est la prédition du tauxde onvergene asymptotique de l'erreur éléments �nis.Il onvient de rappeler un résultat d'estimation d'erreur établi dans [10℄ pour le asdu ontat unilatéral sans frottement entre un orps életro-élastique et une fondationrigide, qui prend la forme suivante :
uν ≤ g, σν ≤ 0, σν(uν − g) = 0, στ = 0 sur Γ3.Dans e as, on a

R2 =

∫

Γ3

σν(v
h · ν − uν) da, ∀vh ∈ V h,et si l'on suppose que(IV.1.31) σν ∈ L2(Γ3), uν ∈ H2(Γ3).Alors, on a le résultat suivante :Corollaire IV.1.3. Sous les onditions de régularité (IV.1.29) et (IV.1.31), on al'estimation d'erreur suivante :(IV.1.32) ‖u − uh‖V + ‖ϕ− ϕh‖W ≤ ch.Pour les détails de la démonstration, on peut se référer à [10℄.1.3 Méthode de résolutionDans ette setion nous dérivons les méthodes numériques pour le traitement duontat ave frottement entre un orps életro-élastique et une fondation immobile. Laformulation mixte utilisant un quasi-Lagrangien augmenté a été spéialement déve-loppée dans la perspetive d'utiliser une méthode de type Newton sur le système nonlinéaire et non di�erentiable (voir le hapitre 4 du partie I). Cette formulation de typeLagrangien sera utilisée à la fois pour traiter le as du ontat unilatéral sans frotte-ment mais également pour les problèmes régularisés de type ompliane (on prendrapour ela le multipliateur nul).Les simulations numériques ayant été faites en dimension 2, nous nous plaçons parla suite dans le adre bidimensionnel. Nous admettons que le orps onsidéré Ω est128



Partie IV Chapitre 1 Cas statique
un domaine polygonal de l'espae IR2. Ce dernier peut ainsi être déomposé en unnombre �ni Nh de triangles ou de quadrilatères Ωe de taille maximale h, ompatibleave la partition de la frontière Γ, via une triangularisation T h = {Ωe} ; h désignele diamètre maximum des éléments Ωe, tels que Ω =

Nh⋃

e=1

Ω
e. La triangulation T h estsupposée régulière.Notons Xh l'espae élément �ni des éléments linéaires orrespondant à la triangu-larisation T h onstruite, les espaes de dimension �ni V h et W h sont données par

V h = Xh ∩ V et W h = Xh ∩W.Si l'on onsidère la famille d'éléments P1, les espaes disrets approhant V et W sontalors dé�nis par :
V h = {vh ∈ [C(Ω)]d ; vh|Ωe

∈ [P1(Ω̂
e)]d, Ωe ∈ T h},(IV.1.33)

W h = {ψh ∈ C(Ω) ; ψh|Ωe
∈ P1(Ω̂

e), Ωe ∈ T h},(IV.1.34)où Ω̂e désigne l'élément référene sur lequel sont dé�nies les fontions du base.1.3.1 Formulation en quasi-lagrangien augmentéA�n de régulariser la non-di�érentiabilité des termes de ontat et de frottement,nous utilisons une formulation en quasi-lagrangien augmenté, introduite par Alart etCurnier [4℄. Dans la littérature, e hoix est justi�é par le fait que ette méthode :i) assure de manière (marosopiquement) exate les onditions de ontatunilatéral ;ii) est fondée sur l'optimisation sans ontraintes d'un Lagrangien régulier (C1),ontrairement au formalisme Lagrangien lassique [4, 86℄ ;iii) ne perturbe que très peu le onditionnement des systèmes à résoudre, à ladi�érene des méthodes de pénalité (ou de manière similaire le traitement des loisde type ompliane) [116℄.La méthode de Lagrangien augmenté introduit un paramètre (dit d'augmentation)dont le hoix optimal n'est pas simple ; de mauvais hoix peuvent donner lieu à demauvais onditionnements, à l'instar de la méthode de pénalité (mais dans une moindremesure). 129



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatCette formulation possède l'avantage de traiter les lois multivoques de ontat etde frottement telle qu'elles se présentent. Toutes les grandeurs à venir sont supposéestotalement disrétisées en espae (méthode éléments �nis). Nous désignons respeti-vement par uh, ϕh et λh les approximations disrètes de u, ϕ et λ.En utilisant une approhe en quasi-Lagrangien augmenté (pour plus de détails nousrenvoyons notamment à [3℄, ainsi qu'au hapitre 4 du partie I), le problème (IV.1.15)devient
a((uh,ϕh),(vh,ψh)) +

∫

Γ3

∇u(lrν+ lrτ ).v
h da(IV.1.35)

+

∫

Γ3

∇λ(lrν + lrτ ).γ
h da = L(vh,ψh)pour tout (vh,ψh) ∈ V h×W h et γh ∈ Hh

c , où Hh
c représente un sous-espae de dimen-sion �nie inlus dans l'espae L2(Γ3). Les termes lrν et lrτ représentent les régulariséesdes fontions indiatries ΨIR−(λhν) et ΨĈ(λh

ν+rgh
ν ) et sont dé�nis de la façon suivante(voir (I.4.16) p.49) :

lrν(v
h,γhν ) = (gν(v

h),γhν ) +
r

2
‖ghν‖

2 −
1

2r
dist2{γhν + rgν(v

h),IRp
−},

lrτ (v
h,γhτ ) = gτ (v

h).γhτ +
r

2
‖gτ (v

h)‖2 −
1

2r
dist2{γhτ + rgτ (v

h),Ĉ[λhν + rgν(u
h)]}.Remarques. i) la forme bilinéaire a(.,.) est dé�nie positive (mais non symétriquepuisque la matrie de la piézoéletriité globale est antisymétrique). Cependant, ilest possible d'utiliser une deuxième formulation variationnelle équivalente aratériséepar une forme bilinéaire ǎ(.,.) symétrique mais non-elliptique (voir [70℄). La formebilinéaire ǎ(.,.) est dé�nie par :

ǎ((u,ϕ),(v,ψ)) = a((u,ϕ),(v,− ψ)).ii) À partir de ette seonde forme variationnelle, il est possible de onsidérerl'énergie de déformation piézoéletrique dé�nie par :
Π(v,ψ) =

1

2
ǎ((v,ψ),(v,ψ)) − L(v,ψ) ∀(v,ψ) ∈ V ×W,ou enore

Π(v,ψ) =
1

2

∫

Ω

[
fijklεkl(v)εij(v) − βijψ,jψ,i + eiklεkl(v)ψ,i + ekijεij(v)ψ,k

]
dx

−

∫

Ω

(f 0)ivi dx−

∫

Γ2

(f 2)ivi da−

∫

Ω

(q0)iψi dx+

∫

Γb

(q2)iψi da.130



Partie IV Chapitre 1 Cas statique
iii) On rappelle que la méthode de pénalité peut être obtenue via la formulationen quasi-Lagrangien augmenté en onsidérant les multipliateurs γν et γτ nuls. LesLagrangiens lrν et lrτ prendraient respetivement les formes suivantes :

prν(v) = ΨIR+ ▽
r

2
‖gν(v)‖2,

prτ (v) = Ψ⋆
Ĉ[rgν(u)]

▽
r

2
‖gτ (v)‖2.La disrétisation est appliquée sur le orps Ω mais également sur l'interfae deontat, elle se fait via des éléments ontat �noeud à rigide� selon le type de pro-blème traité. Les multipliateurs augmentés se disrétisent de la même manière queles hamps de déplaement et de potentiel életrique. Un moyen ommode de les intro-duire est de délarer une ouhe de noeuds supplémentaire dont les degrés de libertédeviennent les multipliateurs en question (voir la setion 4.2 p.51). Pour plus dedétails onernant es éléments ontats, nous renvoyons à [3, 4℄.Introduisons maintenant, dans haque sous-domaine Ωe, les notations matriiellessuivantes :(IV.1.36) uh =

Ntot∑

i=1

uiαi, ϕh =
Ntot∑

i=1

ϕiζ i, λh =
Ntot∑

i=1

λiξi,où αi, ζ i et ξi sont les fontions de bases, onstantes par moreaux, prenant la valeur1 au noeud i et 0 aux autres noeuds, nous avons pris ii une interpolation linéaire detype P1. Elles dépendent du type d'élément ontat utilisé (et plus partiulièrement dela géométrie de l'élément ontat (voir la setion I.4.2 p.51)) ; pour plus de préisionssur le sujet, nous reportons le leteur à la référene [63℄. Les veteurs ui, ϕi et λisont respetivement les valeurs aux noeuds i des fontions uh, ϕh et λh. N tot est lenombre total de noeuds du maillage. Ave ette onstrution des espaes V h etW h, lesfontions uh ∈ V h (resp ϕh ∈ W h) sont aratérisées par leurs valeurs aux sommetsde la triangularisation (voir [24℄).Après disrétisation par éléments �nis életro-élastiques et de ontat, le système(IV.1.35) peut s'érire, pour tout hamp test élastique vh, tout hamp test életrique
ψh et tout hamp test multipliateur γh,(IV.1.37) (G(u, ϕ),(v,ψ))IRNtot + (̥(u,λ),(v,γ))

IR
Ntot

Γ3

= 0131



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatpour tout v ∈ IRNtot

, ψ ∈ IRNtot et γ ∈ IRNtot
Γ3 . La notation G désigne l'opérateurd'életro-rigidité, dé�ni par

(G(u, ϕ),(v,ψ))IRNtot = (Fε(uh),ε(vh))H + (β∇ϕh,∇ψh)L2(Ω)d

+(E∗∇ϕh,ε(vh))H − (Eε(uh),∇ψh)L2(Ω)d

−(f ,vh)V − (q,ψh)W ∀vh ∈ V h, ψh ∈W h.et ̥ représente l'opérateur de ontat frottant dé�ni par
(̥(u,λ),(v,γ))

IR
Ntot

Γ3

=

∫

Γ3

∇u(lrν + lrτ ).v
h da+

∫

Γ3

∇λ(lrν + lrτ ).γ
h dapour tout vh ∈ V h et γ ∈ Hh

c .Dans les préédentes relations,
−v (resp ψ) représente le veteur test généralisé onstitué par les valeurs vi (resp ψi)pour i = 1, . . . ,N tot,
−u (resp ϕ) représente le veteur solution généralisé onstitué par les valeurs ui (resp
ϕi) pour i = 1, . . . ,N tot,
−λ (resp γ) représente le veteur solution (resp test) généralisé onstitué par lesvaleurs λi (resp γi) pour i = 1, . . . ,N tot

Γ3
,

−N tot
Γ3

désigne le nombre d'éléments utilisés Γe3, issus de la disrétisation du domaine
Γ3.1.3.2 Algorithme de résolutionLes algorithmes de résolution des problèmes issus de Lagrangien augmenté sonttraditionnellement des algorithmes de type Uzawa, réputés pour être très stables maisaussi très lents. Cet inonvénient vient du fait qu'ils sont basés sur un traitementalternatif des variables primales et duales. Pour es raisons, Alart et Curnier [3℄ se sonttournés vers un algorithme de Newton généralisé permettant de traiter simultanémentles variables primales et duales omme inonnues du problème et dont la vitesse deonvergene est quadratique au voisinage de la solution. La di�ulté de notre problèmeréside dans la non-di�érentiabilité du système à résoudre. Une extension rigoureusede l'algorithme de Newton aux équations non régulières utilise la notion de sous-di�érentiel et des matries tangentes généralisées.En adoptant une forme vetorielle, il est possible de réérire le système (IV.1.37)sous la forme(IV.1.38) G(u, ϕ) + ̥(u,λ) = 0,132



Partie IV Chapitre 1 Cas statique
où ̥ représente l'opérateur de ontat frottant, sa forme expliite est donnée parla formule (I.4.20) (page 50), les veteurs u, ϕ et λ représentent respetivement lesveteurs généralisés dé�nis omme suit :(IV.1.39) u = {ui}N

tot

i=1 , ϕ = {ϕi}N
tot

i=1 et λ = {λi}N
tot

i=1 .Il onvient ependant de noter que les opérateurs G et ̥ présents dans le système(IV.1.38) ont pour une dimension le nombre total de noeuds (életro-élastiques etmultipliateurs).A�n de résoudre e système, nous allons adopter une méthode de Newton gé-néralisée (voir [10℄) en tenant ompte du fait qu'interviennent des opérateurs nondi�érentiables. Cette méthode permet de traiter de manière simultanée les variablesdéplaements u, potentiels ϕ et multipliateurs de Lagrange λ. Pour ette raison, nousutilisons par la suite la variable x dé�nie omme suit :
x = (u, ϕ,λ).Appliquée au système (IV.1.38), la méthode de Newton généralisée s'exprime de lamanière suivante :

• Initialisation
x0 solution initiale,

• Itérations
i = 0, . . . ,n :

x
i+1 = x

i −
(
K
i + T i

)−1 (
G(ui, ϕi) + ̥(ui,λi)

)
,

Ki = Du,ϕG(ui, ϕi) et T i ∈ ∂u,λ̥(ui,λi),jusqu'à : ‖xi+1 − x
i‖ < ǫ‖xi+1‖, ǫ préision de onvergene.La matrie K

i est la matrie de rigidité életro-élastique tandis que T i représente lamatrie tangente de ontat issue de l'assemblage des matries tangentes élémentairesde ontat Te dé�nies dans le hapitre 4 du partie I. Cette extension de la méthode deNewton est en dé�nitive assez formelle ar en pratique, les itérés n'ont auune hanede se situer en un point de non-di�érentiabilité ar un ensemble de tels points est demesure nulle [2℄. Cette méthode de résolution de systèmes non linéaires nous onduit133



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatévidement pour haque itération à la résolution de systèmes linéaires qui ont la formesuivante : (
Ki + T i

)
∆x

i = −G(ui, ϕi) − ̥(ui,λi),où ∆x
i = (∆ui,∆ϕi,∆λi) ave ∆ui = ui+1−ui, ∆ϕi = ϕi+1−ϕi et ∆λi = λi+1−λi.Une aratéristique de la formulation hybride est qu'elle onduit à une matrie tan-gente non symétrique (dans le as de ertaines lois de ontat ave frottement), nondé�nie positive, quelque fois mal onditionnée et ave des zéros sur la diagonale. Lessolveurs linéaires doivent dont être adaptés à une telle situation. Pour les méthodesdiretes, il est apital de veiller à la numérotation du maillage ; le numéro d'un noeudmultipliateur doit être supérieur à l'un au moins des noeuds solides du même élémentontat a�n d'éviter les pivots nuls. Cei doit se faire sans trop agrandir la largeur debande de la matrie. Les méthodes itératives ne présentent pas pour l'essentiel et in-onvénient surtout si l'on utilise les tehniques de stokage des matries reuses (sparsematries). On a don eu reours pour l'essentiel aux algorithmes du double gradientonjugué préonditionné, qui permettent de résoudre des systèmes non symétriques.Un des nombreux avantages de l'approhe ouplant formulation hybride et méthodede Newton généralisée réside dans la possibilité d'utiliser les multiples tehniques depréonditionnement des systèmes linéarisés, d'aeleration de onvergene développéespour les systèmes standards en général symétriques issus des modélisations éléments�nis ordinaires.La résolution du système non linéaire (IV.1.38), issu de problème de ontat avefrottement, est alors obtenue en ouplant le solveur non linéaire de type Newton géné-ralisé et un solveur linéaire itératif ; ainsi, le shéma global de résolution peut prendrela forme suivante :
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Partie IV Chapitre 1 Cas statique
• Initialisation
• Boule sur les inrémentales de harge (nbinc)
x0 solution initiale
nb = 0, nbinc

 Itérations de Newton
x

0
nb+1 = xnb

i = 0, . . . :

◮ alul de la matrie assemblée K
i
= (Ki + T i).

◮ alul du seond membre assemblé binb.

◮ alul du préonditionneur C (de type ILU).
◮ résolution de (C−1

K
i
).∆x

i = −C−1binb.

◮ atualisation de la solution x
i+1
nb+1 / x

i+1
nb+1 = x

i
nb+1 + ∆x

i.jusqu'à onvergene : ‖∆x
i+1‖ ≤ ǫ ‖∆x

i‖1.4 Présentation des résultats numériquesA�n de véri�er le omportement asymptotique de onvergene des solutions ap-prohées établi dans la setion IV.1.2, nous avons mis en oeuvre quelques simulationsnumériques en dimension 2. Ces méthodes ont été implémentées sous Modulef, un oded'éléments �nis développé par l'INRIA (voir [17℄).Nous supposons qu'on a un orps semi-in�ni suivant l'axe X1, dans un repèreorthogonal (O,X1,X2,X3) des ristallographes : il n'y a pas de variation possible desdegrés de liberté alulés (le déplaement u et le potentiel életrique ϕ) dans ettediretion. Ii, les tenseurs E, D, ε et σ sont nulles suivant X1. Autrement dit, lematériau est en état de déformations planes par rapport au plan (O,X2,X3) (on auradon ε11 = 0, ε12 = 0, ε13 = 0) et à déplaement életrique nul suivant X1 (D1 =

0). Pour es tests numériques, on onsidère un matériau életro-élastique anisotropetransverse hexagonal de lasse 6mm ('est à dire possédant un axe de symétrie X3 quireprésente la diretion de la polarisation P , et les six plans de symétrie) ; on prend alorsomme exemple la matériau PZT-5A (voir [57℄)). Cela a pour onséquene prinipaleque la loi de omportement s'exprime, à partir des deux équations (IV.1.1) et (IV.1.2),uniquement dans le plan (O,X2,X3) ; e qui permet de travailler en deux dimensions135



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatuniquement. Le tenseur des ontraintes méaniques et le veteur des déplaementséletriques aratérisants le PZT-5A s'expriment sous la forme matriielle suivante :(IV.1.40) 
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=




f22 f23 0 0 e32

f23 f33 0 0 e33

0 0 f44 e24 0
0 0 e24 −β22 0
e32 e33 0 0 −β33








ε22

ε33

2ε23

−E2

−E3



Dans l'équation (IV.1.40), en utilisant les propriétés de symétrie du tenseur méanique,le passage du tenseur d'ordre 4 (fijkl) vers un tenseur d'ordre 2 (ave la notationmatriielle fpq) est donné par le jeu d'identi�ation qui, à toute paire d'indies oud'exposants pouvant être interhangés, on assoie un entier selon le shéma suivant :

fijkl ≡ fpq =




f22 f23 0
f23 f33 0
0 0 f44


ave

ij ou kl = 22 −→ p ou q = 2,

ij ou kl = 33 −→ p ou q = 3,

ij ou kl = 23 ou 32 −→ p ou q = 4.De la même façon pour le tenseur d'ordre 3 piézoéletrique, nous avons
eijk ≡ epq =

(
0 0 e24

e32 e33 0

)ave
jk = 22 −→ q = 2,

jk = 33 −→ q = 3,

jk = 23 ou 32 −→ q = 4.Pour les tests numériques, on onsidère un matériau piézoéletrique PZT-5A a-ratérisé par les oe�ients données dans le tableau 2.1, établit par Feng et Wu dans[38℄. La permittivité du vide ǫ0 = 8.885 10−12C2/Nm2.Nous onsidérons deux problèmes de ontat, l'un ave du ontat unilatéral etl'autre ave ompliane normale ave frottement pour un oe�ient de µ = 0.2, endéformations planes sans fore volumique (f 0 = 0N/m3). Ces deux problèmes ont été136



Partie IV Chapitre 1 Cas statiqueÉlastiques (GPa) Piézoéletriques (C/m2) Diélétriques (C2/Nm2)
f22 f23 f33 f44 e32 e33 e24 β22/ǫ0 β33/ǫ0121 75.2 111 21.1 -5.4 15.8 12.3 916 830Tab. 1.1 � Les valeurs des oe�ients du matériau PZT-5A.hoisi pour retrouver le omportement asymptotique de onvergene établi en setionIV.1.2. Dans un premier temps, les résultats qui vont suivre onernent le problèmeéletro-élastique de ontat ave ompliane normale et frottement. Le domaine Ωest un retangle de dimension 8m × 4m. La désritisation est faite ave des éléments�nis triangulaires de type P1 (triangles à 3 noeuds). Dans le as de la �gure IV.1.1,nous avons hoisi de prendre 16 noeuds en ontat atifs ave la surfae rigide. Ledéplaement vertial est nul sur Γ1 = {0}× [0,4] et le potentiel életrique est libre. Soit

Γ2 = ({8}× [0,4])∪([0,8]×{4}). L'intensité des fores surfaiques agissant sur la partie
[0,8]×{4} de la frontière du orps est donnée par la formule : f 2 = (0,− 10x3)N/m

2,tandis que la partie {8} × [0,4] est libre. Sur la partie Γ3 = [0,8] × {0} le orps esten ontat ave une fondation isolatrie et immobile. Finalement, nous supposonsqu'auune harge életrique n'agisse sur le orps, i.e. q0 = 0C/m3.
f 2

X

X 2

3

       FondationFig. IV.1.1 � Disrétisation du orps en ontat ave une fondation.A�n d'avoir une déformation visible, on a augmenté la pression sur la partie Γ2 duorps (voir la �gure IV.1.2). À l'interfae du ontat, on a un ontat ave frottement ;les �èhes présentent les fores de ontat frottant. Cette fore de ontat s'oriente deplus en plus vers la droite, proportionnement à l'intensité de la fore appliquée. Auours de la simulation, on observe un glissement entre le orps et la fondation ave unepénétration maximum de 4.10−3 m, e qui est ohérent ave la préision de la méthode137



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatde pénalité où le oe�ient de pénalisation avait été �xé à 104.

Fig. IV.1.2 � Con�gurations initiale et déformée ave les fores de ontat.En outre, Si on applique une fore de ompression, le matériau va se déformer detelle sorte que le baryentre des harges positives et elui des harges négatives vonts'éarter. On a ainsi réé un dip�le életrique qui par réation, va faire apparaître desharges de signes opposés sur la surfae. Sur la �gure IV.1.3 on voit la distributiondu potentiel et le hamp de déplaement életrique dans le orps dont sa diretionest expliquée par la relation : D = ǫ0E + P ave E = 0 ('est-à-dire pas de hampéletrique appliqué). C'est un exemple d'ation d'un apteur piézoéletrique : on peutdon plaer des életrodes en n'importe quel point de la surfae du matériau et dé-teter un hangement de ontrainte. Il existe deux types de mesures, l'une qualitativeet l'autre quantitative. La mesure qualitative onsiste à déteter si la fore mesuréedépasse un ertain seuil, il su�t pour ela de mesurer la résistane életrique du ma-tériau ; désormais une alarme pourra sonner bien avant que le matériau ne s'e�ondrepas par exemple. La mesure quantitative onsiste à assoier une grandeur numériqueà la mesure de la fore ; elle peut don servir à onstruire une balane.Nous pouvons failement noter une ertaine orrespondane entre la distribution depotentielle életrique et les ontraintes élastiques à l'intérieur du orps, présentée dansla �gure IV.1.4. Il est normal que les valeurs du potentiel életrique soient plus élevéeslà où les ontraintes sont plus importantes ; -à-d là où il y a une réation forte entre leorps et la fondation. Pour évaluer les e�ets du oe�ient du frottement à l'interfaedu ontat, trois valeurs ont été testées, µ = 0, µ = 0.2 et µ = 1. La distribution dupotentiel est reportée dans la �gure IV.1.5 en fontion du ontat atif sur Γ3.138



Partie IV Chapitre 1 Cas statique
 5.5871E-02
 5.1478E-02
 4.2692E-02
 3.3906E-02
 2.5120E-02
 1.6335E-02
 7.5488E-03
-1.2370E-03
-1.0023E-02
-1.8809E-02
-2.7594E-02
-3.6380E-02
-4.5166E-02
-4.9559E-02Fig. IV.1.3 � Le hamp de déplaement et le potentiel életriques dans la on�gurationdéformée.
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Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontat
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Fig. IV.1.6 � Estimation d'erreur.pas h ∈ {1
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32
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128
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256

}. Il n'est pas possible de ra�ner uniformément la tailledes éléments autant que néessaire, ei pour des raisons évidentes de oûts de al-uls. Comme on ne dispose pas de solution analytique pour notre problème, l'erreur
‖u−uh‖V +‖ϕ−ϕh‖W est évaluée numériquement par ‖uref −uh‖V +‖ϕref −ϕ

h‖W .La solution de référene (uref ,ϕref ) est alulée sur un maillage de référene ompor-tant 131072 éléments et 197763 degrés de liberté (orrespondant à h = 1/256). Sur la�gure IV.1.6 l'ordre de onvergene de la méthode pour di�érents pas de disrétisa-tion h est représenté. Nous onstatons que le omportement asymptotique linéaire deonvergene que nous avons établi dans la as d'une intégration exate, obtenu auxrésultats (IV.1.30) et (IV.1.32), est pratiquement on�rmé lorsqu'on observe les �guresIV.1.6.
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Partie IV Chapitre 2 Cas quasistatique
Chapitre 2Cas quasistatique

Dans e hapitre on reprend le problème quasistatique de ontat sans frottementd'un orps életro-visoélastique ave une base rigide isolatrie, qui a été analysé dansle deuxième hapitre de la partie III. Dans la perspetive de mettre en oeuvre les simu-lations orrespondantes, nous donnons, dans la première setion, quelques rappels surle problème méanique étudié, dont nous formulons par la suite un résultat d'existeneet d'uniité des solutions faibles pour la formulation variationnelle . Dans la deuxièmesetion, nous abordons l'approhe numérique du problème, en étudiant les estimationsd'erreurs. L'algorithme mis en oeuvre, détaillé dans la setion 3, repose sur un shémade type prédition-orretion ouplant di�érenes �nis et itérations linéaires (méthodede Newton). En�n, le omportement asymptotique de la onvergene et la robustessede l'algorithme sont présentés sur des tests en dimension 2 dans la dernière setion.L'objetif du présent hapitre est d'étendre les résultats aquis dans [11℄ pour unproblème életro-visoélastique de ontat ave ompliane normale, au as du ontatunilatéral de Signorini et de proposer une analyse numérique du modèle.2.1 Életro-visoélastiité, formulation variationnelleNous gardons ii les mêmes notations qu'au deuxième hapitre de la partie III dee mémoire et nous onsidérons le même modèle physique. Cependant par la suite,nous supposons qu'il y a une distane g entre le orps et la fondation et on impose unhamp életrique sur la frontière du orps.Problème P6. Trouver le hamp des déplaements u : Ω × [0,T ] → IRd, le hampdes ontraintes σ : Ω× [0,T ] → Sd, le potentiel életrique ϕ : Ω× [0,T ] → IR ainsi que141



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatle hamp des déplaements életriques D : Ω × [0,T ] → IRd tels que
σ = Aε(u̇) + Fε(u) − E∗E(ϕ) dans Ω × (0,T ),(IV.2.1)

D = Eε(u) + βE(ϕ) dans Ω × (0,T ),(IV.2.2) Divσ + f 0 = 0 dans Ω × (0,T ),(IV.2.3) divD = q0 dans Ω × (0,T ),(IV.2.4)
u = 0 sur Γ1 × (0,T ),(IV.2.5)

σν = f 2 sur Γ2 × (0,T ),(IV.2.6)
uν ≤ g, σν ≤ 0, σν(uν − g) = 0, στ = 0 sur Γ3 × (0,T ),(IV.2.7)

ϕ = ϕ0 sur Γa × (0,T ),(IV.2.8)
D · ν = q2 sur Γb × (0,T ),(IV.2.9)

u = u0 dans Ω,(IV.2.10)où la frontière de Ω est omposée de Γ3 (de mesure non nulle), Γ1 et Γ2, d'une part, etde Γa (de mesure non nulle) et Γb, d'autre part. On supposera que le tenseur de visosité
A = (aijkh) d'ordre quatre est symétrique et dé�ni positif, Le tenseur de l'élastiitéd'ordre quatre F = (fijkh) est symétrique et dé�ni positif, le tenseur piézoéletrique
E = (eijk) véri�e eijk = eikj et le tenseur diéletrique β = (βij) est symétrique et dé�nipositif. Les hargements extérieurs sont représentés par

f 0 ∈ W 1,1(0,T ;L2(Ω)d), f 2 ∈ W 1,1(0,T ;L2(Γ2)
d),

q0 ∈W 1,1(0,T ;L2(Ω)), q2 ∈ W 1,1(0,T ;L2(Γb)),

q2(t) = 0 sur Γ3 ∀ t ∈ [0,T ].Ii uν = u · ν est le déplaement normal, uτ = u − uνν représente le déplaementtangentiel, σν = (σν) ·ν est la ontrainte normale et στ = σν −σνν est la ontraintetangentielle.La fontion g représente l'interstie initial entre le orps et la fondation, mesuré lelong de la normale ν telle que
g ∈ L2(Γ3), g ≥ 0 p.p. sur Γ3.A�n de présenter la formulation variationnelle du problème P5 nous introduisonsles espaes de Hilbert
V = {v ∈ H1 | v = 0 sur Γ1 },142



Partie IV Chapitre 2 Cas quasistatique
W = { ψ ∈ H1(Ω) | ψ = ϕ0 sur Γa },

W0 = { ψ ∈ H1(Ω) | ψ = 0 sur Γa }.La adre fontionnel approprié pour e problème fait intervenir le �ne onvexe ferméde V(IV.2.11) K = { v ∈ V | vν ≤ g sur Γ3 }.On fait l'hypothèse suivante sur la ondition initiale :
u0 ∈ K.Finalement, soit f ∈ V (respetivement q ∈ W ) l'élément dé�ni par le théorème deRiesz représentant f 0 et f 2 (respetivement q0 et q2).En utilisant la formule de Green, on obtient pour le problème méanique P6 laformulation variationnelle suivante :Problème P V

6 . Trouver le hamp des déplaements u : [0,T ] → V et le potentieléletrique ϕ : [0,T ] → W tels que
u(t) ∈ K, (Aε(u̇(t)),ε(v) − ε(u(t)))H + (Fε(u(t)),ε(v) − ε(u(t)))H +(IV.2.12)
(E∗∇ϕ(t),ε(v) − ε(u(t)))H ≥ (f(t),v − u(t))V ∀v ∈ K, p.p. t ∈ (0,T ),

(β∇ϕ,∇ψ)L2(Ω)d − (Eε(u(t)),∇ψ)L2(Ω)d=(q(t),ψ)W ∀ψ ∈ W0, ∀ t ∈ [0,T ],(IV.2.13)
u(0) = u0.(IV.2.14)Le résultat d'existene et d'uniité d'un ouple de solution (u,ϕ) ∈ W 1,∞(0,T ;V ) ×

W 1,∞(0,T ;W ) du problème P V
6 est obtenu en suivant les mêmes démarhes déjà uti-lisées dans la démonstration du théorème III.2.1, p.111.2.2 Formulation variationnelle approhée, estimationd'erreursDe la même manière que pour le problème P V

5 qui a été analysé dans le premierhapitre de ette partie, nous étudions un shéma disret total d'approximation nu-mérique du problème P V
5 . 143



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatPartout dans ette setion nous supposons que les hypothèses du théorème III.2.1sont satisfaites. Soit T h une famille de triangularisations régulières de type éléments�nis du domaine Ω, qui est un polygone, dont le diamètre ne dépasse pas h et om-patible ave la partition de la frontière Γ. Soient également V h ⊂ V , W h ⊂ W et
W h

0 ⊂ W0 trois espaes d'éléments �nis utilisés pour approher respetivement lehamp des déplaements V et les hamp potentiels W et W0, dé�nis par :
V h = {vh ∈ [C(Ω)]d ; vh|Ωe

∈ [P1(Ω̂
e)]d, Ωe ∈ T h, vh = 0 sur Γ3},(IV.2.15)

W h = {ψh ∈ C(Ω) ; ψh|Ωe
∈ P1(Ω̂

e), Ωe ∈ T h, ψh = ϕ0 sur Γa},(IV.2.16)
W h

0 = {ψh ∈ C(Ω) ; ψh|Ωe
∈ P1(Ω̂

e), Ωe ∈ T h, ψh = 0 sur Γa},(IV.2.17)où P1(Ω̂
e) est l'espae des polyn�mes de degré inférieur ou égale à 1 sur l'élémentréférene Ω̂e. Ensuite, on introduit le �ne fermé disret Kh = K ∩ V h, sous-ensembled'un espae de dimension �nie :(IV.2.18) Kh = {vh ∈ V h ; vhν (ai) ≤ g ∀ai ∈ N tot

Γ3
(Ω,T h)},où N tot

Γ3
(Ω,T h) représente l'ensemble de noeuds de T h se trouvant sur Γ3.Pour disrétiser la variable temporelle, on onsidère une subdivision équidistante

N⋃

n=1

[tn−1,tn] de l'intervalle [0,T ] telle que 0 = t0 < t1 < . . . < tN = T et on dé�nit par
k = T/N le pas de temps. Soit une suite {wn}

N
n=0, nous utilisons la notation δwn pourla di�érene divisée, i.e. δwn = (wn−wn−1)/k. La valeur de la fontion ontinue f(t)au point tn est notée par fn = f(tn).La méthode d'approximation disrète totale du problème P V

6 , ave les onditionsinitiales uhk
0 , que nous allons analyser est la suivante :Problème P V hk

6 . Trouver le hamp des déplaements uhk = {uhk
n }Nn=0 ⊂ V h et lepotentiel életrique ϕhk = {ϕhkn }Nn=0 ⊂ W h tels que uhk

0 = uh
0 , et pour n = 1, . . . ,N ,

(Aε(δuhk
n ,ε(vh))H + (Fε(uhk

n ),ε(vh))H + (E∗∇ϕhkn ,ε(vh))H(IV.2.19)
≥ (fn,v

h)V , ∀vh ∈ Kh,

(β∇ϕhkn ,∇ψ
h)L2(Ω)d − (Eε(uhk

n ),∇ψh)L2(Ω)d = (qn,ψ
h)W , ∀ψh ∈ W h

0 .(IV.2.20)En utilisant la relation (IV.2.20), nous introduisons les potentiels initiaux ϕhk0 .On a le résultat d'existene et d'uniité reposant sur la même démarhe déjà utiliséedans la démonstration du théorème III.2.1 (page 111).144



Partie IV Chapitre 2 Cas quasistatique
Proposition IV.2.1. Sous réserve que les hypothèses du théorème III.2.1 soientsatisfaites, le problème disrétisé P V hk

6 admet une unique solution (uhk × ϕhk) ⊂

W 1,∞(0,T ;V h) ×W 1,∞(0,T ;W h).Le résultat essentiel de e paragraphe est d'obtenir une estimation d'erreurs pourla solution disrète. Dans e but, nous supposerons dans la suite du paragraphe laondition supplémentaire de régularité suivante sur la solution du problème P V
6 :(IV.2.21) u ∈ C1(0,T ;V ) et ϕ ∈ C1(0,T ;W ).Nous obtenons alors l'estimation d'erreurs suivante :Théorème IV.2.2. Sous les hypothèses du théorème III.2.1 et (IV.2.21), Soit (u,ϕ)la solution du problème P V

6 et soit (uhk,ϕhk) la solution du problème disrétisé P V hk
6 .Alors il existe une onstante c > 0, indépendante de h et k, telle que

max
1≤n≤N

{‖un − uhk
n ‖2

V + ‖ϕn − ϕhkn ‖2
W} ≤ c max

1≤j≤N

(
||uj − vhj ||

2
V + ‖ϕj − ψhj ‖

2
W(IV.2.22)

+||uj − vhj ||V
)

+ c||u0 − uh
0 ||

2
V + c max

1≤j≤N
||u̇j − δuj||

2
V

+ ck−1

N−1∑

j=1

‖uj − vhj − (uj+1 − vhj+1)‖
2
V .Démonstration. On va donner d'abord une majoration de l'erreur ‖ϕn − ϕhkn ‖W .Prenons maintenant ψ = ψh ∈ W h

0 dans (IV.2.13) en t = tn et faisons une soustrationde ette inégalité et (IV.2.20), nous obtenons
(β∇(ϕn − ϕhkn ),∇ψh)L2(Ω)d − (Eε(un − uhk

n ),∇ψh)L2(Ω)d = 0, ∀ψh ∈ W h
0 .Par onséquent,

(β∇(ϕn − ϕhkn ),∇(ϕn − ϕhkn ))L2(Ω)d − (Eε(un − uhk
n ),∇(ϕn − ϕhkn ))L2(Ω)d

= (β∇(ϕn − ϕhkn ),∇(ϕn − ψh))L2(Ω)d − (Eε(un − uhk
n ),∇(ϕn − ψh))L2(Ω)d ,pour tout ψh ∈W h

0 .De l'inégalité de Cauhy(IV.2.23) ab ≤ ηa2 +
1

4η
b2, a,b,ǫ ∈ R, η > 0145



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatet des équations (III.2.13)�(III.2.14), après quelques aluls, nous avons pour ertaineonstante c > 0(IV.2.24) ‖ϕn − ϕhkn ‖2
V ≤ c(‖un − uhk

n ‖2
V + ‖ϕn − ψh‖2

W ), ∀ψh ∈ W h
0 .Ensuite, nous proédons une estimation d'erreurs pour le hamp de déplaement

‖un−uhk
n ‖V . Prenons v = uhk

n dans (IV.2.12) en t = tn, on obtient pour n = 1,2, . . . ,N :
(Aε(u̇n),ε(uhk

n − un))H + (Fε(un),ε(uhk
n − un))H + (E∗∇ϕn,ε(uhk

n − un))H(IV.2.25)
≥ (fn,u

hk
n − un)V .Nous pouvons réérire (IV.2.19) sous la forme

(Aε(δuhk
n ),ε(un − uhk

n ))H + (Fε(uhk
n ),ε(un − uhk

n ))H(IV.2.26)
+(E∗∇ϕhkn ,ε(un − uhk

n ))H ≥ (fn,v
h − uhk

n )V + (Aε(δuhk
n ),ε(un − vh))H

+(Fε(uhk
n ),ε(un − vh))H + (E∗∇ϕhkn ,ε(un − vh))H.Nous faisons maintenant une soustration de ette inégalité ave (IV.2.25) pour obtenir

(Aε(u̇n − δuhk
n ),ε(un − uhk

n ))H ≤ (Fε(un) −Fε(uhk
n ),ε(uhk

n − un))H(IV.2.27)
+ (E∗∇(ϕn − ϕhkn ),ε(uhk

n − un))H + (fn,un − vh)V

+ (Aε(u̇n − δuhk
n ),ε(un − vh))H − (Aε(u̇n),ε(un − vh))H

+ (Fε(un),ε(vh − un))H − (Fε(un) −Fε(uhk
n ),ε(vh − un))H

+ (E∗∇ϕn,ε(vh − un))H − (E∗∇ϕn − E∗∇ϕhkn ,ε(vh − un))H ∀vh ∈ Kh.Nous notons que
(Aε(u̇n−δu

hk
n ),ε(un−uhk

n ))H = (Aε(u̇n−δun),ε(un−uhk
n ))H+(Aε(δun−δu

hk
n ),ε(un−uhk

n ))H,et aussi
(Aε(u̇n−δu

hk
n ),ε(un−vh))H = (Aε(u̇n−δun),ε(un−vh))H+(Aε(δun−δu

hk
n ),ε(un−vh))H,où

δun =
un − un−1

k
.146



Partie IV Chapitre 2 Cas quasistatique
D'ailleurs, on a

(Aε(δun − δuhk
n ),ε(un − uhk

n ))H = (Aε(
un − un−1

k
−

uhk
n − uhk

n−1

k
),ε(un − uhk

n ))H

= (Aε(
un − uhk

n

k
−

un−1 − uhk
n−1

k
),ε(un − uhk

n ))H.En utilisant les deux égalités i-dessus dans (IV.2.28) et en tenant ompte les propriétésde A, F et E∗, après quelques aluls, nous avons
1

k
||un − uhk

n ||2V ≤ c
(
||un − uhk

n ||2V + ||un − uhk
n ||V ||un − vh||V + ||un − vh||V

+||u̇n − δun||V ||un − vh||V +
1

k
||un − uhk

n ||V ||un−1 − uhk
n−1||V

+||ϕn − ϕhkn ||W ||un − uhk
n ||V + ‖u̇n − δun‖V ‖un − uhk

n ‖V

+||ϕn − ϕhkn ||W ||vh − un||V

+
1

k
(Aε(un − uhk

n − (un−1 − uhk
n−1)),ε(un − vh))H

)
.Appliquant maintenant l'inégalité de Cauhy (IV.2.23), nous avons

||un − uhk
n ||2V ≤ ck

(
||un − uhk

n ||2V + ||ϕn − ϕhkn ||2W + ||un − vh||2V + ||un − vh||V

+||u̇n − δun||
2
V + (Aε(un − uhk

n − (un−1 − uhk
n−1)),ε(un − vh))H

)

+||un−1 − uhk
n−1||

2
V .Par onséquent, nous avons

||un − uhk
n ||2V ≤ ck

n∑

j=1

(
||uj − uhk

j ||2V + ||ϕj − ϕhkj ||2W

+||uj − vhj ||
2
V + ||uj − vhj ||H + ||u̇j − δuj||

2
V

)

+c
n∑

j=1

(Aε(uj − uhk
j − (uj−1 − uhk

j−1)),ε(uj − vhj ))H

+||u0 − uh
0 ||

2
V ∀{vhj }

n
j=1 ⊂ Kh,et aussi

||un − uhk
n ||2V ≤ c max

1≤j≤N

(
||uj − vhj ||

2
V + ||uj − vhj ||V

)

+c
N∑

j=1

k||uj − uhk
j ||2V + c

N∑

j=1

k||ϕj − ϕhkj ||2W

+c
n∑

j=1

(Aε(uj − uhk
j − (uj−1 − uhk

j−1)),ε(uj − vhj ))H

+c max
1≤j≤N

||u̇j − δuj||
2
V + ||u0 − uh

0 ||
2
V ∀{vhj }

n
j=1 ⊂ Kh.147



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatNous notons maintenant que
n∑

j=1

(Aε(uj − uhk
j − (uj−1 − uhk

j−1)),ε(uj − vhj ))H

= (Aε(un − uhk
n ),ε(un − vhn))H + (Aε(u0 − uh

0),ε(u1 − vh1))H

+
n−1∑

j=1

(Aε(uj − uhk
j ),ε(uj − vhj − (uj+1 − vhj+1)))H

≤ ξ ‖un − uhk
n ‖2

V + c‖un − vhn‖
2
V + c‖u0 − uh

0‖
2
V + ‖u1 − vh1‖

2
V

+
n−1∑

j=1

‖uj − uhk
j ‖V ‖uj − vhj − (uj+1 − vhj+1)‖V ,où ξ > 0 est un paramètre supposé être assez petit.Finalement, en utilisant (IV.2.24) et en appliquant une version disrète de l'inégalitédu Gronwall [48℄, nous obtenons le résultat (IV.2.22). 2Nous notons que l'évaluation d'erreur i-dessus peut être améliorée en utilisant lesidées semblables à eux appliqués dans [51℄ dans le as d'un problème de ontat entredeux orps visoplastiques. Nous supposons alors(IV.2.28) σν ∈ C(0,T ;L2(Γ3)).Remarque. Nous notons qu'il y a une di�érene entre les hypothèses (IV.2.21) et(IV.2.28) et la régularité de la solution donnée dans le théorème III.2.1, qui utilise

σν ∈ L∞(0,T ;H−1/2(Γ3)). Cette di�érene reste un problème largement ouvert, elanéessiterait une étude plus profonde du point de vue mathématiques des problèmesde ontat.En utilisant les mêmes arguments que dans [51℄, nous obtenons l'estimation d'erreursuivante :Corollaire IV.2.3. Sous les hypothèses du théorème IV.2.2 et (IV.2.28), nous avonsl'estimation
max

0≤n≤N
{||un − uhk

n ||2V + ||ϕn − ϕhkn ||2W} ≤ c max
1≤j≤N

{||uj − vhj ||
2
V + ||ϕj − ψhj ||

2
W(IV.2.29)

+ ‖(uj)ν − (vhj )ν‖L2(Γ3)} + c||u0 − uh
0 ||

2
V + c max

1≤j≤N
||u̇j − δuj||

2
V

+ ck−1

N−1∑

j=1

‖uj − vhj − (uj+1 − vhj+1)‖
2
V .148
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L'estimation (IV.2.29) est le point de départ pour l'analyse de onvergene. Pourdes hoix partiuliers des onditions supplémentaires de régularité de la solution duproblème P6, nous supposons que(IV.2.30) u ∈ H2(0,T ;V ) ∩ C(0,T ; [H2(Ω)]d), uν ∈ C(0,T ;H2(Γ3)),

u̇ ∈ L2(0,T ; [H2(Ω)]d), ü ∈ L2(0,T ;V ), ϕ ∈ C(0,T ;H2(Ω)).Par onséquent, nous obtenons l'estimation d'erreurs suivante pour la solution en dis-rétisation totale :Corollaire IV.2.4. Sous les hypothèses du orollaire IV.2.3 et les onditions sup-plémentaires de régularité (IV.2.30). Alors, la onvergene linéaire de l'algorithme estobtenue, 'est-à-dire, il existe c > 0, indépendant de h et k, tels que(IV.2.31) max
1≤n≤N

{‖un − uhk
n ‖V + ‖ϕn − ϕhkn ‖W} ≤ c(h+ k).Démonstration. Dé�nissons vhj = Πuj pour j = 0, . . . ,N , où Πh = (πh)di=1 :

[C(Ω)]d → V h, et πh : C(Ω) → Bh est l'opérateur d'interpolation des éléments �nis(voir par exemple [25℄). Les valeurs initiales de potentiel sont dé�nies par ϕhk0 = πhϕ(0).Nous avons u ∈ C(0,T ; [H2(Ω)]d) et uν ∈ C(0,T ;H2(Γ3)), e qui donne (voir [25℄)(IV.2.32) max
0≤j≤N

||uj − Πhuj||V ≤ ch‖u‖C(0,T ;[H2(Ω)]d),

max
0≤j≤N

||(uj)ν − πh(uj)ν ||L2(Γ3) ≤ ch2‖uν‖C(0,T ;H2(Γ3)),

max
0≤j≤N

||ϕj − Πhϕj||W ≤ ch‖ϕ‖C(0,T ;[H1(Ω)]d).De (IV.2.30), il s'en suit que(IV.2.33) max
1≤j≤N

||u̇j − δuj||V ≤ ck‖ü‖L2(0,T ;V ).Le dernière terme dans (IV.2.29) est borné en utilisant les idées appliquées dans ([23,47℄). D'abord, nous notons que
(uj+1 − vhj+1) − (uj − vhj ) = (uj+1 − uj) − πh(uj+1 − uj) = k(δuj+1 − πhδuj+1),où δuj+1 =

uj+1 − uj

k
.Par onséquent, de δuj+1 =

1

k

∫ tj+1

tj

u̇(t)dt il s'en suit que
‖δuj+1‖

2
[H2(Ω)]d ≤

1

k2

( ∫ tj+1

tj

‖u̇(t)‖[H2(Ω)]d dt
)2

≤
1

k

∫ tj+1

tj

‖u̇(t)‖2
[H2(Ω)]d dt.149



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatEt gardant à l'esprit (IV.2.32), nous déduisons
‖(uj+1 − vhj+1) − (uj − vhj )‖

2
V ≤ ckh2

∫ tj+1

tj

‖u̇(t)‖2
[H2(Ω)]d dt,e qui donne(IV.2.34) k−1

N−1∑

j=1

‖(uj+1 − vhj+1) − (uj − vhj )‖
2
V ≤ ch2‖u̇‖2

L2(0,T ;[H2(Ω)]d).Finalement, le orollaire IV.2.4 se déduit maintenant, en ombinant (IV.2.32), (IV.2.33),(IV.2.34) et (IV.2.24). 22.3 Méthode de résolutionDans ette setion, nous dérivons les méthodes numériques pour le traitement duontat sans frottement entre un orps életro-visoélastique et une fondation. La for-mulation mixte utilisant un quasi-Lagrangien augmenté a été spéialement développéedans la perspetive d'utiliser une méthode de type Newton sur le système non linéaireet non di�erentiable.Les simulations numériques ayant été faites en dimension 2, nous nous plaçons parla suite dans le adre bidimensionnel. Nous admettons que le orps onsidéré Ω estun domaine polygonal de l'espae IR2. Ce dernier peut ainsi être déomposé en unnombre �ni Nh de triangles ou des quadrilatères Ωe de taille maximale h, via unetriangularisation T h = {Ωe}, h désignant le diamètre maximum des éléments Ωe, telsque Ω =
Nh⋃

e=1

Ω
e. La triangulation T h est supposée régulière.Notons Xh l'espae élément �ni des éléments linéaires orrespondant à la triangu-larisation T h onstruite, les espaes de dimension �ni V h et W h sont données par
V h = Xh ∩ V, W h = Xh ∩W et W h

0 = Xh ∩W0.Si l'on onsidère la famille d'éléments P1, les espaes disrets approhant V , W et W0sont alors dé�nis par (IV.2.15)�(IV.2.17).2.3.1 Formulation en quasi-lagrangien augmentéA�n de régulariser, la non-di�érentiabilité de terme de ontat, nous utilisons uneformulation en quasi-lagrangien augmenté. Toutes les grandeurs à venir sont suppo-sées totalement disrétisées à la fois en espae (méthodes éléments �nis) et en temps150



Partie IV Chapitre 2 Cas quasistatique
(méthode d'Euler impliite). Nous désignons respetivement par uh

n+1, ϕhn+1 et λh
n+1les approximations disrètes de u, ϕ et λ. Le terme δuh

n+1 est l'approximation de lavitesse dé�nie à partir de uh
n+1 et uh

n.Bien entendu, en utilisant le prinipe des travaux virtuels, vu au hapitre préédent,le problème P V hk
6 omplètement disrétisé par la méthode d'Euler et ave les onditionsinitiales uhk

0 = uh
0 est équivalent au problème suivant :Problème P V p

6 . Trouver le hamp des déplaements uh
n+1 ∈ V h et le potentiel éle-trique ϕhn+1 ∈ W h tels que

(Aε(δuh
n+1),ε(vh))H + (Fε(uh

n+1),ε(vh))H + (E∗∇ϕhn+1,ε(vh))H(IV.2.35)
+ (β∇ϕhn+1,∇ψ

h)L2(Ω)d − (Eε(uh
n+1),∇ψ

h)L2(Ω)d

+

∫

Γ3

∇ul
r
ν .v

h da+

∫

Γ3

∇λl
r
ν .γ

h da = (fn+1,v
h)V + (qn+1,ψ

h)Wpour tout (vh,ψh) ∈ V h ×W h
0 et γh ∈ Hh

c , le terme Hh
c représente un sous-espae dedimension �nie inlus dans l'espae L2(Γ3). Le terme lrν représente la régularisée de lafontion indiatrie ΨIR−(λhν) et est dé�ni sous forme inrémentale de la façon suivante(voir (I.4.16) p.49)

lrν(v
h,γhν ) = ((ghν )n+1,γ

h
ν ) +

r

2
‖(ghν )n+1‖

2 −
1

2r
dist2{γhν + r(ghν )n+1,IR

p
−}.La disrétisation est appliquée sur le orps Ω mais également sur l'interfae deontat, elle se fait via des éléments ontat �noeud à rigide�. Pour plus de détailsonernant es éléments ontats, nous renvoyons à la setion I.4.2 ou à [3, 4℄.Introduisons maintenant, dans haque sous-domaine Ωe, les notations matriiellessuivantes :

uh =
Ntot∑

i=1

uiαi, ϕh =
Ntot∑

i=1

ϕiζ i, λh =
Ntot∑

i=1

λiξi,où αi, ζ i et ξi sont les fontions de bases, onstantes par moreaux, prenant la valeur1 au noeud i et 0 aux autres noeuds, nous avons pris ii une interpolation linéairede type P1 ; les veteurs ui, ϕi et λi sont respetivement les valeurs aux noeuds ides fontions uh, ϕh et λh. N tot est le nombre total de noeuds du maillage. Aveette onstrution des espaes V h et W h
0 , les fontions uh ∈ V h (resp ϕh ∈ W h

0 ) sontaratérisées par leurs valeurs aux sommets de la triangularisation (voir [24℄).151



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatAprès disrétisation par éléments �nis életro-visoélastiques et de ontat, le sys-tème (IV.2.35) peut s'érire, pour tout hamp test visoélastique v, tout hamp testéletrique ψ et tout hamp test multipliateur γ,
(A(δun+1),v)IRNtot + (G(un+1, ϕn+1),(v,ψ))IRNtot(IV.2.36)

+(̥(un+1,λn+1),(v,γ))
IR

Ntot
Γ3

= 0 ∀ v ∈ IRNtot

, ψ ∈ IRNtot

, γ ∈ IRNtot
Γ3 ,où A et G sont respetivement les opérateurs de visosité et d'életro-rigidité dé�nispar

(A(δun+1),v)IRNtot = (Aε(δuh
n+1),ε(vh))H ∀vh ∈ V h,

(G(un+1, ϕn+1),(v,ψ))IRNtot = (Fε(uh
n+1),ε(vh))H + (β∇ϕhn+1,∇ψ

h)L2(Ω)d

+(E∗∇ϕhn+1,ε(vh))H − (Eε(uh
n+1),∇ψ

h)L2(Ω)d

−(fn+1,v
h)V − (qn+1,ψ

h)W ∀vh ∈ V h, ψh ∈ W h,et ̥ représente l'opérateur de ontat frottant dé�ni par
(̥(un+1,λn+1),(v,γ))

IR
Ntot

Γ3

=

∫

Γ3

∇u(lrν).v
h da+

∫

Γ3

∇λ(lrν).γ
h da ∀vh ∈ V h, γh ∈ Hh

c .Dans les relations préédentes,
−v (resp ψ) représente le veteur test généralisé onstitué par les valeurs vi (resp ψi)pour i = 1, . . . ,N tot,
−u (resp ϕ) représente le veteur solution généralisé onstitué par les valeurs ui (resp
ϕi) pour i = 1, . . . ,N tot,
−λ (resp γ) représente le veteur solution (resp test) généralisé onstitué par lesvaleurs λi (resp γi) pour i = 1, . . . ,N tot

Γ3
,

−N tot
Γ3

désigne le nombre d'éléments utilisés Γe3, issus de la disrétisation du domaine
Γ3.2.3.2 Algorithme de résolutionEn adoptant une forme vetorielle, il est possible de réérire le système (IV.2.36)sous la forme :(IV.2.37) A(δun+1) + G(un+1,ϕn+1) + ̥(un+1,λn+1) = 0,152



Partie IV Chapitre 2 Cas quasistatique
où A (dans la quelle intervient la ontribution inrémentale δun+1 de la vitesse u̇), Gsont respetivement les opérateurs (di�érentiables) de visosité et de rigidité et ̥ unepartie non di�érentiable, issue des éléments de ontat, sa forme expliite est donnéepar la formule (I.4.10) (page 47).En utilisant la méthode d'Euler impliite (approximation par di�érenes �nies),pour intégrer les vitesses et les déplaements de orps, on peut don approher estermes de vitesse inrémentale δun+1, pour 0 ≤ n ≤ N, par

δun+1 =
un+1 − un

k
, où k =

T

N
.Dans le as de résolutions impliites, le alul des variables liées au temps t s'e�etuepar un shéma de prédition-orretion : il s'agit d'évaluer le omportement ultérieurde la solution, en haque point a�n de le onnaître à l'instant hoisi. Une telle méthode,inonditionnellement stable, exige de nombreuses étapes de alul.Dans le but de ombiner dans un même algorithme la méthode des di�érenes �-nies et une méthode d'itérations linéaires de type Newton, nous adoptons l'algorithmesuivant :1) Une étape d'initialisation des termes de déplaements et de vitesses u0, δu0.2) Une étape de prédition inrémentale donne les hamps de déplaements, depotentiels et de vitesses au début de l'inrément

u0
n+1 = un, ϕ0

n+1 = ϕn et δu0
n+1 = 0.3) Une étape de résolution d'itérations linéaires permet d'obtenir les variationsinrémentales ∆u = un+1 − un et ∆ϕ = ϕn+1 − ϕn.4) Une étape de orretion atualise les hamps de déplaements, de potentiels etde vitesses en �n d'inrément

un+1 = u0
n+1 + ∆u, ϕn+1 = ϕ0

n+1 + ∆ϕ et δun+1 = δu0
n+1 +

∆u

k
.Il ne reste plus à présent qu'à uni�er et algorithme ave la méthode de Newtongénéralisée. Il onvient pour ela de ombiner la méthode des itérations linéaires et laprédition de la méthode des di�érenes �nies. L'algorithme traite simultanément leshamps inonnus, à savoir les variables de déplaement un+1, de potentiel ϕn+1 et lesmultipliateurs de Lagrange λn+1 via la variable xn+1 dé�nie omme suit :

xn+1 = (un+1,ϕn+1,λn+1).153



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatCe shéma onduit à haque itération i de la méthode de Newton généralisée àla résolution, imbriquée dans une boule inrémentale n, d'un système d'équationslinéaires non di�érentiables s'érivant :
x
i+1
n+1 = x

i
n+1 −

(
Qi
n+1

k
+ K

i
n+1 + T i

n+1

)−1

×
(
A(δui

n+1) + G(ui
n+1,ϕ

i
n+1) + ̥(xin+1)

)
,où Ki

n+1 = D
x
G(ui

n+1,ϕ
i
n+1), Qi

n+1 = D
x
A(δui

n+1) et T i
n+1 ∈ ∂̥(ui

n+1,λ
i
n+1).Les termes D

x
G, D

x
A représentent les di�érentielles des opérateurs G, A. Le terme

∂̥ désigne le jaobien généralisé du terme de ontat frottant ̥ en x, sa formeexpliite est donnée par (I.4.28) (page 54). Posons ∆x
i = (∆ui,∆ϕi,∆λi) ave ∆ui =

ui+1
n+1 − ui

n+1, ∆ϕi = ϕi+1
n+1 − ϕin+1 et ∆λi = λi+1

n+1 − λi
n+1.L'algorithme que nous avons adopté prend la forme suivante :

• Initialisation u0 et δu0

• Boule inrémentale n
 Etape de prédition

x
0
n+1 = xn, δu0

n+1 = 0.

• Boule d'itérations linéaires i
 Etape de linéairisation de Newton

x
i
n+1 = (ui

n+1,ϕ
i
n+1,λ

i
n+1),

(
Q

i

n+1

k
+ Ki

n+1 + T i
n+1

)
∆x

i

= −A(δui
n+1) − G(ui

n+1,ϕ
i
n+1) − ̥(xin+1),

Ki
n+1 : matrie d'életro-rigidité,

Qi
n+1 : matrie de visosité,

T i
n+1 : matrie tangente de ontat.

 Etape de orretion
x
i+1
n+1 = x

i
n+1 + ∆x

i, δui+1
n+1 = δui

n+1 +
∆ui

k
.L'algorithme ayant été présenté, il ne reste plus qu'à tester sa robustesse et son e�-aité sur des simulations en dimension 2 pour les divers potentiels életro-visoélastiques.154
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Par ailleurs, nous essaierons dans la prohaine setion de retrouver le omportementasymptotique linéaire de onvergene établi au résultat (IV.2.31).2.4 Quelques simulations numériquesPour tester l'e�aité de l'algorithme numérique i-dessus, qui est basé sur la mé-thode du Lagrangien augmenté, nous avons mis en oeuvre quelques simulations numé-riques en dimension 2. Ces méthodes ont été implémentées sous Modulef (voir [17℄).On onsidère l'exemple aadémique simple d'un orps semi-in�ni suivant l'axe X1,dans un repère orthogonal (O,X1,X2,X3) des ristallographes : il n'y a pas de variationpossible des degrés de liberté alulés (le déplaement u et le potentiel életrique ϕ)dans ette diretion. Ii, les tenseurs E, D, ε et σ sont nulles suivant X1. Autrementdit, le matériau est en état de déformations planes par rapport au plan (O,X2,X3)(on aura don ε11 = 0, ε12 = 0, ε13 = 0) et à déplaement életrique nul suivant
X1 (D1 = 0). Pour es tests numériques, on onsidère un matériau életro-élastiqueanisotrope transverse hexagonal de lasse 6mm, on prend alors omme exemple l'oxydede zin (ZnO) (voir [42℄) que l'on enrihit d'un omportement visqueux. Cela a pouronséquene prinipale d'exprimer la loi de omportement, à partir des deux équations(IV.2.1) et (IV.2.2) dans le plan (O,X2,X3). Le tenseur des ontraintes méaniques etle veteur des déplaements életriques s'expriment ainsi, sous la forme matriiellesuivante :




σ22

σ33

σ23

D2

D3




=




f22 f23 0 0 e32

f23 f33 0 0 e33

0 0 f44 e24 0
0 0 e24 −β22 0
e32 e33 0 0 −β33







ε22

ε33

2ε23

−E2

−E3




(IV.2.38)
+




a22 a23 0 0 0
a23 a33 0 0 0
0 0 a44 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0







ε̇22

ε̇33

2ε̇23

−E2

−E3


où ε̇ij =

1

2

(
∂u̇i
∂xj

+
∂u̇j
∂xi

).Dans l'équation (IV.2.38), en utilisant les propriétés de symétrie du tenseur méanique,le passage des tenseurs d'ordre 4 (fijkl) et (aijkl) vers un tenseur d'ordre 2 (ave lanotation matriielle fpq et apq) est donné par le jeu d'identi�ation qui, à toute paire155



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontatd'indies ou d'exposants pouvant être interhangés, on assoie un entier selon le shémasuivant :
fijkl ≡ fpq =




f22 f23 0
f23 f33 0
0 0 f44


 ; aijkl ≡ apq =




a22 a23 0
a23 a33 0
0 0 a44


ave

ij ou kl = 22 −→ p ou q = 2,

ij ou kl = 33 −→ p ou q = 3,

ij ou kl = 23 ou 32 −→ p ou q = 4.De la même façon pour le tenseur d'ordre 3 piézoéletrique, nous avons
eijk ≡ epq =

(
0 0 e24

e32 e33 0

)ave
jk = 22 −→ q = 2,

jk = 33 −→ q = 3,

jk = 23 ou 32 −→ q = 4.Pour les tests numériques, on onsidère un matériau piézoéletrique dont les o-e�ients sont données dans les tableaux 2.1 et 2.2. La permittivité du vide ǫ0 =

8.885 10−12C2/Nm2.Élastiques (GPa) Visoélastique (GPa · s)
f22 f23 f33 f44 a22 a23 a33 a44210 105 211 42.5 21 10.5 21.1 4.25Tab. 2.1 � Les valeurs des oe�ients méaniques du matériau onsidéré.Piézoéletriques (C/m2) Diélétriques (C2/Nm2)
e32 e33 e24 β22/ǫ0 β33/ǫ0-0.61 1.14 -0.59 -8.3 -8.8Tab. 2.2 � Les valeurs des oe�ients életriques du matériau onsidéré.Nous onsidérons un problème de ontat unilatéral qui est supposé sans frot-tement, ave une fondation rigide isolatrie. Le problème est ramené à une analyse156
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Fig. IV.2.1 � A gauhe, la dé�nition du problème. A droite, le maillage 2D du orps.bidimensionnelle en déformations planes (�gure IV.2.1). Pour �xer les aratéristiquesgéométriques du domaine Ω, de frontière Γ, nous avons hoisi les points omme suit
P1 = (0,1), P2 = (1,0), P3 = (3,1), P4 = (1.5,1), P5 = (1,1.5) et P6 = (1,4), ave lesdonnées suivantes : Γb = Γ3 = [P1,P2], Γ1 = [P4,P5] et Γ2 = Γ\(Γ1 ∪ Γ3). Le orps Ωest disrétisé en 418 éléments triangulaires reliés par 248 noeuds dont 9 éléments deontat répartis le long de l'interfae de ontat Γ3 (voir la �gure IV.2.1). On imposeune ondition de déplaement nul sur Γ1.Dans les tests numériques présentés, on s'est intéressé à l'étude de l'e�et piézoéle-trique inverse, 'est-à-dire la déformation du orps Ω lorsqu'il est soumis à un hampéletrique. Le hamp életrique est appliqué par une di�érene de potentiel (ddp) entredeux életrodes plaées sur des bords du domaine Ω. Nous avons don onsidéré lesdonnées suivantes :

f 2 = 0N/m2, f 0 = 0N/m3, q0 = 0C/m3,

ϕ0 =





20V sur [P3,P4],

0V sur [P5,P6],

g = 10−4m, T = 10 s, u0 = 0m, u̇0 = 0m/s.Sous l'e�et des fores életrostatiques (rées par une di�érene de potentiel entreles eletrodes), la distane entre les baryentres des harges positives et négatives va157
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Fig. IV.2.2 � Con�gurations initiale et déformée ave les fores de ontat.augmenter, générant ainsi une déformation (�gure IV.2.2). Sur l'interfae de ontat,on a représenté les fores de ontat (�èhes), e qui montre bien que le orps Ωest rentré en ontat ave l'obstale rigide sur le frontière Γ3, séparé au départ parune distane g. Au ours de la simulation, on observe un glissement entre le orpset la fondation sans auune pénétration ; la fore de ontat est perpendiulaire à lafondation, ela traduit le fait qu'on a un ontat unilatéral sans frottement.
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Fig. IV.2.3 � Le hamp de déplaement et le potentiel életriques dans la on�gurationdéformée.En outre, la �gure IV.2.3 montre la distribution du potentiel et le hamp de dé-plaement életriques dans le orps. Quand le hamp életrique augmente, le hampappliqué est su�samment important, la densité de harge D est presque nulle. Lorsque158



Partie IV Chapitre 2 Cas quasistatique
le potentiel revient à zéro, il reste une polarisation P r résiduelle qui est permanentepour un hamp élevé et seulement provisoire pour un hamp faible ; e qui explique ladiretion et la valeur du hamp de déplaement életriques.Nous pouvons failement noter une ertaine orrespondane entre la distributionde potentielle életrique et les ontraintes élastiques à l'intérieur du orps, présentéesdans la �gure IV.2.4.
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Fig. IV.2.4 � Contraintes de Von Mises dans la on�guration déformée.Pour mesurer respetivement les erreurs ‖u−uhk‖V et ‖ϕ−ϕhk‖W ave les normes
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ϕhk‖W est évaluée numériquement par ‖uref − uhk‖V + ‖ϕref − ϕhk‖W . La solutionde référene (uref ,ϕref ) est alulée sur un maillage de référene omportant 131072éléments et 197763 degrés de liberté (orrespondant à h = 1/256 et k = 1/256). Sur la�gure IV.2.5, l'ordre de onvergene de la méthode pour di�érents pas de disrétisation
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Conlusion et perspetives
Conlusion et perspetivesDans e mémoire, nous avons envisagé quelques problèmes en Méanique de Contatpour des lois onstitutives életro-élastiques et életro-visoélastiques, en traitant di-verses lois de ontat et de frottement dans les as statique et quasistatique de façonthéorique et numérique. En petites déformations, nous avons proposé des formulationsfortes et faibles, donné des résultats d'existene, parfois d'uniité, ainsi qu'une formu-lation duale du problème et aussi un résultat de dépendane de la solution par rapportaux fontions de ompliane.Nous avons aussi étudié l'approhe numérique du problème, en utilisant un shémad'éléments �nis ave une disrétisation impliite en temps. On a montré l'existeneet l'uniité des problèmes disrétisés onsidérés ainsi que des résultats d'estimationd'erreur sous des hypothèses de régularité.Une extension de la méthode de Lagrangien augmenté (et elle de pénalité) a étéutilisée pour résoudre un problème inrémental de minimisation ave des ontraintesrésultant de la modélisation du ontat ave ou sans frottement d'un orps piézoéle-trique ave une fondation isolatrie. La fontionnelle mixte orrespondante est dé�niedans la forme ontinue et trouver son optimum onstitue un problème de point sellepar rapport aux déplaements, aux potentiels et aux multipliateurs de Lagrange. Leséquations vetorielles non linéaires des solides piézoéletriques obtenues sont linéari-sées par l'utilisation de la méthode de Newton généralisée. En�n, un élément �ni deontat �noeud à rigide� a été implanté dans le ode Modulef.Le modèle théorique et l'algorithme numérique ont été testés sur des as simplespour véri�er la validité et l'e�aité et aussi le omportement asymptotique de laonvergene. La thèse se termine par des simulations numériques, en dimension 2, d'unproblème életro-élastique statique de ontat ave frottement et aussi d'un problèmeéletro-visoélastique quasistatique de ontat sans frottement.Plusieurs perspetives peuvent être envisagées à e travail de reherhe. On peutdans un premier temps prolonger les as statique et quasistatique développés dans emémoire au as dynamique. Par ailleurs, il serait néessaire de tester d'autres méthodesde prise en ompte du ontat, omme la méthode du Lagrangien perturbé ou laméthode du bi-potentiel. De même dans ette thèse, nous avons travaillé exlusivementave la méthode d'intégration d'Euler impliite. Or, si ette méthode a l'avantage d'être161



Contribution à l'étude mathématique et numérique des strutures piézoéletriquesen ontattrès stable, elle a aussi l'inonvénient de ne pas être très rapide. Il serait intéressant deonsidérer des shémas plus performantes omme la α−méthode et d'en faire l'analysenumérique sur nos problèmes piézoéletriques. D'autre part, dans notre travail nousne onsidérons que des problèmes bidimensionnels, pour prendre en ompte toutes lespropriétés des matériaux piézoéletriques, il serait souhaitable d'étendre nos travauxen dimension 3.Une autre voie ensuite est la formulation des modèles théoriques et des algorithmesnumériques, au niveau de la surfae de ontat, entre un orps piézoéletrique et unebase ondutrie et plus généralement entre deux orps piézoéletriques. Pour ela, ilfaudrait formuler une loi à l'interfae de ontat, ohérente et réaliste, ouplant d'unepart, le ontat életrique entre les deux orps, et d'autre part, une loi de ontat aveou sans frottement. Cela entraînerait également et de faire une extension de la mé-thode du Lagrangien augmenté à la modélisation numérique de l'életro-méanique desontats et de résoudre les nonlinéarités ave une méthode de Newton généralisée, déjàutilisée pour des ontats purement méanique, mais étendue à l'életro-méanique desontats. On pourrait enore aller plus loin en introduisant d'autres lois onstitutivesqui existent entre les propriétés életriques, thermiques et méaniques d'un matériaupiézoéletrique (lois életro-thermo-élastiques et életro-thermo-visoélastiques) dansles quelles intervient essentiellement la température due à la haleur dégagée par lefrottement par exemple, et son in�uene sur les propriétés du matériau piézoéletrique.Par ailleurs, il serait néessaire de omparer les solutions obtenues lors des simula-tions par rapport à des mesures réelles. En e�et, la piézoéletriité a depuis lors trouvéun large hamp d'appliations dans le domaine de l'ingénierie életro-méanique, desmatériaux intelligents multifontionnels apable de s'adapter à leur environnement.Depuis l'origine, les matériaux piézoéletriques ont été lassés en deux grandes até-gories : les matériaux de struture qu'on utilise prinipalement pour leurs propriétésméaniques (onstrution de bâtiments, équipement sportif...) et les matériaux fon-tionnels dont la apaité à onduire le ourant életrique par exemple (la biomédeine,la robotique...). Une ellule piézoéletrique en ontat diret ave un support onstitueun apteur simple et e�ae pour enregistrer la propagation d'ondes sismiques suite àun ho. Les matériaux piézoéletriques ont également été appliquées aux onepts desstrutures atives et adaptatives : les piézo-laminés étant parfaitement adaptés au r�lede apteurs de déplaement et de générateurs de fore pour le ontr�le des phénomènesvibro-aoustiques. Ils peuvent être utiliser pour dissiper les vibrations des skis a�n degarantir au mieux le ontat du ski ave la neige, qui onvertit l'énergie méanique en162



Conlusion et perspetives
énergie életrique au moyen de laminés piézoéletriques, es derniers étant onnetésà un iruit dissipatif.Dans e mémoire, nous avons onsidéré quelques exemples de problèmes aux limites,mais leur étude a engendré d'autres problèmes nouveaux. Ces lignes suintes i-dessusne font qu'e�eurer quelques unes de es multiples ouvertures potentielles, la listeest loin d'être exhaustive. La méanique est un hamp privilégié d'appliations desmathématiques, et en même temps, ses problèmes ouverts sont des soures inépuisablesd'inspirations qui nous amènent à forger de nouveaux outils mathématiques. Nousespérons ainsi sensibiliser le leteur à la rihesse des problèmes soulevés, et lui susiterle désir d'aller enore plus loin, pour explorer les profondeurs de et immense domainede reherhe en Méanique de Contat.
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