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✹✳✶✳✹ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✹✳✷ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞✉❧❡ ♣♦✉r ❆❱■❙P❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✹✳✷✳✶ ▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞✉❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✹✳✷✳✷ ▲❛ s②♥t❛①❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ Lhs
2 ❞❛♥s ❆❱■❙P❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✹✳✷✳✸ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❡①♣❧✐q✉é❡s à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✹✳✷✳✹ ❇r❡❢ ❛♣❡rç✉ s✉r ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❆❱■❙P❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✹✳✷✳✺ ▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞✬❆❱■❙P❆ ❛♥❛❧②sé❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✹✳✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺



✐✐✐

■■ ➱t✉❞❡ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s ✾✼

✺ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s ✾✾

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✺✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✺✳✷✳✶ ❚②♣❡s ❞❡ ré❝✉rs✐✈✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✺✳✷✳✷ ❆♣❡rç✉ s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❡t rés✉❧t❛ts ❡①✐st❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✻ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s ✶✵✸

✻✳✶ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✻✳✶✳✶ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✻✳✶✳✷ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✻✳✷ ▲❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✻✳✸ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✻✳✸✳✶ ▲❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✻✳✸✳✷ ▲❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✻✳✸✳✸ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ step
Π

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✻✳✸✳✹ ▲❡s ét❛ts ❣❧♦❜❛✉① ❡t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✼ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ✿ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 ✶✶✸

✼✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 ❡t s❡s ♣r♦♣r✐étés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✼✳✶✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✼✳✶✳✷ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✼✳✶✳✸ ■♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✼✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✼✳✷✳✶ ▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✼✳✷✳✷ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✼✳✷✳✸ ■♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✼✳✷✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✼✳✸ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✼✳✸✳✶ Pr❡♠✐èr❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1bis ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✼✳✸✳✷ ❉❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1ter ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✼✳✸✳✸ ❚r♦✐s✐è♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1quater ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸



✐✈ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✸✺

✶ Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✷ ❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✸✾



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶✳✶ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷
✶✳✷ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸
✶✳✸ ▲✬❛tt❛q✉❡ ❝♦♥tr❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ◆❡❡❞❤❛♠✲❙❝❤r♦❡❞❡r✱ ❞✉❡ à ●✳ ▲♦✇❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✶✳✹ ▲✬❛tt❛q✉❡ ❝♦♥tr❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ◆❡❡❞❤❛♠✲❙❝❤r♦❡❞❡r ♠♦❞✐✜é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✷✳✶ ❈❛♣❛❝✐tés ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞✐✛ér❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✷✳✷ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ T lhs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✷✳✸ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ T hs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✷✳✹ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ T h ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✷✳✺ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ T ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
✷✳✻ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ T hs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✸✳✶ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✸✳✷ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ lhs → hs ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ T lhs ∪ T lhs

Sub ❡t ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ Llhs
1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✸✳✸ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ hs → h ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ T hs ∪ T hs
Sub ❡t ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ Lhs

1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
✸✳✹ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h → ❴ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ T h ∪ T h

Sub ❡t ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ Lh
1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✸✳✺ ❚❛❜❧❡❛✉ ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ s✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ L⋆
1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✹✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❛✉t♦r✐sé❡s ♣❛r ❆❱■❙P❆ ❡t ❞✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① ✳ ✳ ✳ ✽✹
✹✳✷ ▲❛ ❢❡♥êtr❡ ❞✬❆❱■❙P❆ ❡♥ ♠♦❞❡ ❊①♣❡rt✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✹✳✸ ▲❛ ❢❡♥êtr❡ ♣♦✉r ❧✬❛✣❝❤❛❣❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ Lhs

2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✹✳✹ ❘és✉♠é ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞✬❆❱■❙P❆ ✳ ✳ ✾✷

✻✳✶ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ T ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✼✳✶ ❈❤❛q✉❡ s✐t❡ Si ❣é♥èr❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ Oi✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ q✉✐
❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♠❛✐❧❧♦♥ Oi✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t Oi−1 ❡t ❧❡ s✐t❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ Si+1✱
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧♦♥ O1 ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✉♥ ♥♦♥❝❡ r′1
à ❞é❢❛✉t ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✈
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▲❛ sé❝✉r✐té ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ ❞❡s ❜✉ts ♠✉❧t✐♣❧❡s ✿ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r♦té❣é❡s
❝♦♥tr❡ ❧✬❛❝❝ès✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❛✉t♦r✐sé✳ ▲❛
♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❞♦✐t ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐té✱ ❧✬✐♥té❣r✐té ♦✉ ❧✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ s❡❧♦♥ ❧❡s
❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ très ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t
❛✈♦✐r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♠♣r✐♠és✱ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ♦✉ ❛✉tr❡s✳

▲✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts é❝r✐ts✳
❉❡♣✉✐s ❧✬❛♥t✐q✉✐té✱ ❧❡s ❤♦♠♠❡s ét❛✐❡♥t ❝♦♥❝❡r♥és ♣❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦✲
❝✉♠❡♥ts✱ ❧❡✉r ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❝♦♥tr❡ ❞❡s ❛❧tér❛t✐♦♥s ♦✉ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s s❡❝r❡ts✳ ❉❡s ♠♦②❡♥s t❡❧s
q✉❡ ❧❡s s❝❡❛✉① ♦✉ ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❞❡ ❈és❛r ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡ ❜✉t✳ P❡♥❞❛♥t ❧❛
❞❡✉①✐è♠❡ ❣✉❡rr❡ ♠♦♥❞✐❛❧❡✱ ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❞❡✈❡♥✉❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡✳ ❉❡
♠✉❧t✐♣❧❡s ♣r♦❢❡ss✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s❡ s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❡♣✉✐s ❛❧♦rs✱ ❝♦♠♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s
❝r②♣t♦❣r❛♣❤❡s ♦✉ ❧❡s ❝r②♣t❛♥❛❧②st❡s✳ ❆✈❡❝ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ té❧é♣❤♦♥✐❡✱ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡
❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♥❡t✱ ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✉♥❡ ♣ré♦❝❝✉♣❛t✐♦♥
❞❡ t♦✉t ❧❡ ♠♦♥❞❡ q✉✐ tr♦✉✈❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ s❡❝t❡✉r ❝✐✈✐❧✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♠✐❧✐t❛✐r❡✳ ▲❛ ❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❝❤❛r❣é❡s ❞❡ ré❣❧❡♠❡♥t❡r ❡t s✉r✈❡✐❧❧❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛
sé❝✉r✐té ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st té♠♦✐♥ ❞❡ ❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ❉❡s ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥s q✉✐ s✬♦❝❝✉♣❡♥t ❞❡ ❧❛
sé❝✉r✐té ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ■❙❖✱ ◆■❙❚✱ ■❙❖❈ ❡t ■❙❋✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❡❧❧❡
tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s à tr❛✈❡rs ❞❡s ♠é❞✐❛ ♥♦♥ sé❝✉r✐sés✳ P♦✉r ❜✐❡♥ str✉❝t✉r❡r ✉♥
t❡❧ é❝❤❛♥❣❡✱ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s♦♥t ✉t✐❧✐sés✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❧❡s ❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✳

✶✳✶ ▲✬✐♥térêt ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s

❯♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞❡✉① ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❣r❛♠♠❡s q✉✐ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡♥t à tr❛✈❡rs ❞❡s
❝❛♥❛✉① ♥♦♥ sé❝✉r✐sés t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❚♦✐❧❡ ♦✉ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ té❧é♣❤♦♥✐❡✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡
❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❝♦✉rt❡✳ P♦✉r ❡♥ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

A→ B : 〈A,NA〉

B → A : NB

❈❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡✱ ❞♦✐t êtr❡ ❧✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡
❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s A ❡t B✱ ❞✐ts rô❧❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡ rô❧❡ A q✉✐ ❡st ❝❡♥sé

✶
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✲a(A) c(B)
〈a, na〉

✲c(A) b(B)
〈a, nc〉

✛c(A) b(B)
nb

✛a(A) c(B)
nb

❙❡ss✐♦♥ ✶

❙❡ss✐♦♥ ✷

❙❡ss✐♦♥ ✷

❙❡ss✐♦♥ ✶

❄

❄

❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢✳

❞é♠❛rr❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ 〈A,NA〉 ❛✉ rô❧❡ B✳ ▲❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡
❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞✉ rô❧❡ A✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ NA✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ NA ✐♥❞✐q✉❡ ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧
s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❣é♥éré ♣❛r ❧❡ rô❧❡ A✳ ❯♥ t❡❧ ♥♦♠❜r❡ ❡st ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ♥♦♥❝❡✳ ▲♦rsq✉❡
❧❡ rô❧❡ B r❡ç♦✐t ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ 〈A,NA〉✱ ✐❧ ré♣♦♥❞ ❡♥ ❡♥✈♦②❛♥t ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ♥♦♥❝❡ NB à ❧✬✐❞❡♥t✐té
✐♥❞✐q✉é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞♦♥♥é❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ 〈A,NA〉✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à A✳ ▲✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡
s❡ t❡r♠✐♥❡ s✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡♥✈♦✐✳

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s rô❧❡s ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡t ❧❡s ✐❞❡♥t✐tés q✉✐ ❧❡s
❡①é❝✉t❡♥t✳ ❈❡s ✐❞❡♥t✐tés s♦♥t ❧❡s ❛❣❡♥ts ♦✉ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ❯♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①é❝✉té ♣❧✉s✐❡✉rs
❢♦✐s ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ❯♥❡ s❡✉❧❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ s❡ss✐♦♥✳

P♦✉r ❜✐❡♥ ✐❧❧✉str❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s rô❧❡s ❡t ❧❡s ❛❣❡♥ts✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✶✳✶ ♦ù ❞❡✉① s❡ss✐♦♥ ✐♥t❡r❝❛❧é❡s s♦♥t ❡①é❝✉té❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ▲❡s rô❧❡s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉❡ ❧❡s
❛❣❡♥ts ❥♦✉❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s♦♥t ✐♥❞✐q✉és ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s✳ ❯♥ ❛❣❡♥t a✱ ❥♦✉❛♥t rô❧❡ A✱ ❡♥✈♦✐❡
✉♥ ♠❡ss❛❣❡ 〈a, na〉 à ✉♥ ❛❣❡♥t c✱ ❥♦✉❛♥t rô❧❡ B ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t✱
❧✬❛❣❡♥t c ♦✉✈r❡ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡ss✐♦♥ ❡♥ t❛♥t q✉❡ rô❧❡ A✳ ■❧ é♠❡t ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ 〈a, nc〉✱ ❞❡st✐♥é à
❧✬❛❣❡♥t b✱ ❥♦✉❛♥t rô❧❡ B✳ ❈♦♠♠❡ nc ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❧✬❛❣❡♥t b ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s❡ r❡♥❞r❡
❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♥❝❡ ♥✬❛ ♣❛s été ❣é♥éré ♣❛r a✳ ❈❡tt❡ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❧✉✐ ❡st ♣♦✉rt❛♥t ✐♥❞✐q✉é❡ ♣❛r
❧✬✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t a ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ 〈a, nc〉✳ ▲✬❛❣❡♥t b ré♣♦♥❞ ❛❧♦rs ❡♥ ❡♥✈♦②❛♥t ❧❡ ♥♦♥❝❡
nb à ❧✬❛❣❡♥t c✳ ■❝✐✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡ss✐♦♥ s❡ t❡r♠✐♥❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬❛❣❡♥t c tr❛♥s♠❡t ❧❡ ♥♦♥❝❡ nb à
❧✬❛❣❡♥t a✳ ▲✬❛❣❡♥t a ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s❛✈♦✐r ♥♦♥ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡ ♥♦♥❝❡ q✉✬✐❧ r❡ç♦✐t ♥✬❛ ♣❛s été ❣é♥éré ♣❛r
❧✬❛❣❡♥t c✳ ❈❡❧❛ ✜♥✐t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡ss✐♦♥✳

◗✉❡❧❧❡s ❧❡ç♦♥ ♣❡✉t✲♦♥ t✐r❡r ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❄ ❖♥ ♣❡✉t ❞✬❛❜♦r❞ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡❧ ❛❣❡♥t ♣❡♥s❡ ❛✈♦✐r
❝♦♠♠✉♥✐q✉é ❛✈❡❝ q✉❡❧ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬❛❣❡♥t a ❛ ✜♥✐ s❛ s❡ss✐♦♥✱ r✐❡♥ ♥❡ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❛✈♦✐r
à q✉❡❧ ❛❣❡♥t ❡♥ t❛♥t q✉❡ ré♣♦♥❞❡✉r ✐❧ ❛ ❡✉ ❛✛❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❛ é♠✐s ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ 〈a, na〉✱
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t d ❧✉✐ ❛✉r❛✐t ♣✉ ré♣♦♥❞r❡ ❡♥ ❡♥✈♦②❛♥t ✉♥ ♥♦♥❝❡ nd✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡
❧✬❛❣❡♥t a ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞✐st✐♥❣✉❡r s❡s ✐♥t❡r❧♦❝✉t❡✉rs ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ◗✉❛♥t à ❧✬❛❣❡♥t c✱ ✐❧ ❛ ✉♥
♠♦t✐❢ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ 〈a, na〉 ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t a✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥✬❡♥ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡
sûr✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥tr❡✳ ▲✬❛❣❡♥t c✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❧✬❛❣❡♥t a✱ ❡♥✈♦✐❡ ❧❡
♠❡ss❛❣❡ 〈a, nc〉 à ❧✬❛❣❡♥t b✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❛ ✉♥❡ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t a✳
■❧ ♥✬❡♥ ❡st r✐❡♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t c✳ P♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥✱ ❧✬❛❣❡♥t c ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡
sûr ❞✬❛✈♦✐r r❡ç✉ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t a✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♥✬❡st ❣✉èr❡ ❛♣t❡ à ❛ss✉r❡r
❧✬❛✉t❤❡♥t✐❝✐té ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ✐❞❡♥t✐tés ❞❡s ❛❣❡♥ts✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ❝♦♥❝r❡t✱ ❝❡❧❛
✈❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ♣❛s ❞❡ ♠♦②❡♥ à ❧✬❛❣❡♥t b ❞✬êtr❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝✉ q✉❡
❧❡ ♠❡ss❛❣❡ 〈a, nc〉 ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t a✳ ■❧ ❡st ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s é✈✐❞❛♥t q✉❡ ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♥✬❡st ♣❛s
❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❡ s❡❝r❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s tr❛♥s♠✐s❡s ❝♦♠♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞✉ ♥♦♥❝❡ nb ❞❡st✐♥é à
❧✬❛❣❡♥t a✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛❣❡♥t c ❧❡ ❝♦♥♥❛ît ❛✉ss✐✳



✶✳✷✳ ▲❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ✸
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k k−1

{m}k mm

❋✐❣✳ ✶✳✷ ✕ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t✳

❉✬♦ù ❧✬✐♥térêt ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ■❧ ♥✬❡st ❡♥ ❡✛❡t ♣❛s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ q✉❡✱ ❧♦rs ❞✬✉♥❡
tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❜❛♥❝❛✐r❡✱ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ♣♦rt❛❜❧❡ ♦✉ ❞✉ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❞✬✉♥ s✐t❡ ✇❡❜ sé❝✉r✐sé✱ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥✜❞❡♥t✐❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ❞é❝♦✉✈❡rt❡s ❡t ❧✐s✐❜❧❡s ♣♦✉r ❞❡s t✐❡r❝❡s
♣❡rs♦♥♥❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ ♣❡r♠❡t à ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t t♦✉t ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡ ❧✐r❡ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s
é❝❤❛♥❣és✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ à ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ♠❛❧✐♥t❡♥t✐♦♥♥és ❞❡ ❧❡s r❡t❡♥✐r✱ r❡❥♦✉❡r ♦✉ ♠♦❞✐✜❡r✱ ♦♥ ❛
❛❧♦rs ✐♥térêt à ❝♦❞❡r ❧❡s ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉✬✐❧s ♥❡ s♦✐❡♥t ❞é❝❤✐✛r❛❜❧❡ q✉❡ ♣❛r ❞❡s ♣❡rs♦♥♥❡s
❛✉t♦r✐sé❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✐t❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ▲✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡
❜♦♥♥❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t q✉✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡
♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✬♦♥ ❞és✐r❡✱ à s❛✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ♠ê♠❡ ❞♦♥t ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s s♦♥t é❝❤❛♥❣és
② ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st str✉❝t✉ré ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ✶✳✷ ❡t ✶✳✸ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❝r②♣t♦❣r❛✲
♣❤✐q✉❡s ❞♦♥t t♦✉t ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s❡ s❡r✈✐r❛✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬✐♥tr✉s✱
❞❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ sé❝✉r✐té ❡t ❞✬❛tt❛q✉❡✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❉❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧❡r♦♥s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✻ ♣rés❡♥t❡
❧❡ ♣❧❛♥ ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

✶✳✷ ▲❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t

▲❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ ✈✐s❡ à ♦❜t❡♥✐r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ m ✉♥ ❛✉tr❡ ♠❡s✲
s❛❣❡ m′ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♥❡ ♣❧✉s r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❝❧❡❢✳
❈❡❧❧❡✲❝✐ ❝♦♥s✐st❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡✳ ❙♦✐t k ✉♥❡ ❝❧❡❢ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t✳ ❖♥ ❞é♥♦t❡
❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝❤✐✛r❡♠❡♥t m′ = {m}k✳ ❯♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ q✉✐ ❝♦♥♥❛ît ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ m′ ❡t ❧❛
❝❧❡❢ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ k✱ s♦✉✈❡♥t ♥♦té❡ k−1✱ ♣❡✉t r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ m✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st
❛♣♣❡❧é ❞é❝❤✐✛r❡♠❡♥t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷ rés✉♠❡ ❝❡ s❝❤é♠❛✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞❡s ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t
q✉✬♦♥ ❡①♣❧✐q✉❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳

▲❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡

❈❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥✳ ❙♦✐t m′ = {m}k ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❞❡ m ♣❛r ❧❛
❝❧❡❢ k✳ ❙✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❛ ❝❧❡❢ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t k ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t✱
❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❝❧❡❢ ❞❡ ❞é❝❤✐✛r❡♠❡♥t k−1 ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛s tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❛❧♦rs ♦♥
❞✐t q✉❡ ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❡st s②♠étr✐q✉❡✳ P♦✉r q✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❡ ❞✬✉♥ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t
♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝❧❡❢ ❞❡ ❞é❝❤✐✛r❡♠❡♥t ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❡①❝é❞❡r ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡
❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❡❢ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❬▼✈❖❱✾✻❪✳
◆♦✉s ❞✐s♦♥s ❛❧♦rs ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❛ ❝❧❡❢ ✐♥✈❡rs❡ k−1 ❡st ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡ à tr♦✉✈❡r✳



✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❊①❡♠♣❧❡ ✶ ✭❈❤✐✛r❡♠❡♥t ❞❡ ❈és❛r✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ t❡①t❡ ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s m✱ ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❞❡ ❈és❛r
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞é❝❛❧❡r ❝❤❛q✉❡ ❧❡ttr❡ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ n ❞❡ ❧❡ttr❡s ❞❛♥s ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t✳ ❙✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ n = 3✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡r❛ ❧❡s ✏❛✑ ❞❛♥s m ♣❛r ✏❞✑✱ ❧❡s ✏❜✑ ♣❛r ✏❡✑✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ❙✐
♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❝❤❛q✉❡ ❧❡ttr❡ à s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ x ❞❛♥s ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❡st ❛❧♦rs
❞♦♥♥é❡ ♣❛r En(x) = (x + n) mod 26 ♦ù ✷✻ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❡ttr❡s ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r
q✉✬❡♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❛ ❝❧❡❢ k = n✱ ❧❛ ❝❧❡❢ ✐♥✈❡rs❡ k−1 = −n ❡st ❢❛❝✐❧❡ à tr♦✉✈❡r✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❞é❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r Dn(x) = (x− n) mod 26✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✱ ❧❛ ❝❧❡❢ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t k ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à
❧❛ ❝❧❡❢ ❞❡ ❞é❝❤✐✛r❡♠❡♥t k−1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ k = k−1✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t
❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts q✉✐ ✈❡✉❧❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❞♦✐✈❡♥t s❡ ♠❡ttr❡ ❞✬❛❝❝♦r❞ s✉r ✉♥❡
❝❧❡❢✳ ❈❡❧❛ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à tr❛✈❡rs ✉♥ ❝❛♥❛❧ sé❝✉r✐sé✳ ❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ s♦♥t ❉❊❙ ❬❉❊❙✼✼❪ ❡t ❆❊❙ ❬❆❊❙✵✶❪

▲❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡

▲❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❛✉tr❡ s❝❤é♠❛ ♣❧✉s ré❝❡♥t✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été
♣r♦♣♦sé ♣❛r ❉✐✣❡ ❡t ❍❡❧❧♠❛♥ ❬❉❍✼✻❪✳ ❉✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❝❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❝♦♠♣r❡♥♥❡♥t
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❘❙❆✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❘✐✈❡st✱ ❙❤❛♠✐r ❡t ❆❞❧❡♠❛♥ ❬❘❙❆✼✽❛❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡
❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❊❧●❛♠❛❧ ❬❊❧●✽✺❪✳

▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ❬▼✈❖❱✾✻❪ ✿ ✉♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❝❧❡❢s (k, k−1)✱
❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❝❤✐✛ré ❞♦♥♥é {m}k✱ ✐❧ s♦✐t ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ r❡tr♦✉✲
✈❡r m✱ ♠ê♠❡ s✐ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❛ ❝❧❡❢ k ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t
♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✱ s✐ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①❝è❞❡ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡
❞❛♥s ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❡❢ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❞♦✐t êtr❡
❢❛❝✐❧❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r m✱ s✐ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❛ ❝❧❡❢ ❞❡ ❞é❝❤✐✛r❡♠❡♥t k−1✳ ❙✐ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t
s❛t✐s❢❛✐t ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ♣❡✉t ♣✉❜❧✐q✉❡♠❡♥t ❢❛✐r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❧❛ ❝❧❡❢ k✳ P♦✉r ❝❡tt❡
r❛✐s♦♥✱ ❝❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❡st ❛✉ss✐ ♥♦♠♠é ❝❤✐✛r❡♠❡♥t à ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡✳ ▲❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❣❛r❞❡
❡♥ s❡❝r❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝❧❡❢ ❞❡ ❞é❝❤✐✛r❡♠❡♥t k−1✳ ❙✐ ✉♥ ❛✉tr❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ✈❡✉t ❧✉✐ ❡♥✈♦②❡r ✉♥
♠❡ss❛❣❡✱ ✐❧ ❞♦✐t ré❝✉♣ér❡r ❧❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ k ❡t ❝❤✐✛r❡r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ♣✉✐s ❧✬❡♥✈♦②❡r✳ ▲❛
❝❧❡❢ ✐♥✈❡rs❡ k−1 ♥✬ét❛♥t ❝♦♥♥✉❡ q✉❡ ♣❛r ❧❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t q✉✐ ❛ ❣é♥éré ❧❛ ❝❧❡❢ k✱ ❝✬❡st ❧✉✐ s❡✉❧ q✉✐ ❡st
❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳

▲❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t à ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♥é❝❡ss✐t❡r ✉♥ ❝❛♥❛❧ sé❝✉r✐sé ♣♦✉r é❝❤❛♥❣❡r
✉♥❡ ❝❧❡❢✳ ❯♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❞♦✐t êtr❡ ❧✐é❡ à ✉♥ ❝❡rt✐✜❝❛t q✉✐ ♣r♦✉✈❡
s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ♠❛❧❤♦♥♥êt❡ c ♣❡✉t ❞❡♠❛♥❞❡r à ✉♥ ❛❣❡♥t a

❞❡ ❧✉✐ ❡♥✈♦②❡r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ m q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s à s♦♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❞♦♥♥❡r❛ s❛ ❝❧❡❢
♣✉❜❧✐q✉❡ kc à a ❡♥ ❧❡ ❢❛✐s❛♥t ❝r♦✐r❡ q✉❡ ❝✬❡st ❧❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t b q✉✐✱ ❧✉✐✱ ❛ ❞r♦✐t ❞❡
❝♦♥♥❛îtr❡ m✳ ❙✐ ❧✬❛❣❡♥t a ♥✬❛ ♣❛s ❧❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r ❞❡ ❧❛ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❡❢ kc✱ ✐❧ ♣❡✉t
s♦✐t r❡❢✉s❡r ❞✬❡♥✈♦②❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝rèt❡✱ s♦✐t ❡♥✈♦②❡r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ {m}kc

✳ ▲❡s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ♥❡
s♦♥t ❛❧♦rs ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s ✿ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧✬❛❣❡♥t a r✐sq✉❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❝♦♥❝é❞❡r à ❧✬❛❣❡♥t b

s♦♥ ❞r♦✐t✱ ❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✱ ❧✬❛❣❡♥t c ♣❡✉t r❡tr♦✉✈❡r m à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s❛ ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡ k−1
c ✳

▲✬❛❣❡♥t a ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r ❞❡ ❧❛ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❡❢ kc✳

▲❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡

▲❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❛s②♠étr✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♣rés❡♥t❡r s♦✉✛r❡♥t
❞✬✉♥ ❞é❢❛✉t ♠❛❥❡✉r✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡st ♣❡t✐t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
{oui ,non}✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ q✉✐ ✐♥t❡r❝❡♣t❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❝❤✐✛ré m′ = {m}k ❡t q✉✐ ❞és✐r❡
❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ m ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r m′′ = {oui}k✱ ♦✉✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❝❧❡❢ k ♥✬❡st ♣❛s ♣✉❜❧✐q✉❡✱



✶✳✸✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ✺

❡ss❛②❡r ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝❛❧❝✉❧❡r m′′ ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t q✉✐ ❝♦♥♥❛ît ❧❛ ❝❧❡❢ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t✳ ❊❧❧❡ s❛✐t ❛❧♦rs q✉❡✱ s✐
m′ = m′′✱ ❛❧♦rs m = oui ✱ s✐♥♦♥ m = non✳ ❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❢❛✐❧❧❡ ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬❛tt❛q✉❡ à t❡①t❡

❝❧❛✐r ❝❤♦✐s✐✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❛tt❛q✉❡ ❡st ❜✐❡♥ sûr ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ à ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞s✱
t❛♥t q✉✬✐❧s ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s tr♦♣ ✈❛st❡s✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❞és❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❡st ❧❡
❢❛✐t q✉✬✉♥ ✐♥tr✉s ♣❡✉t ♣❛r✈❡♥✐r✱ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s✐♠♣❧❡✱ à s❛✈♦✐r✱ s✐ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡
❛ ❞é❥à été ❡♥✈♦②é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

P♦✉r ♣ré✈❡♥✐r ❝❡s ❞é❢❛✉ts✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ●♦❧❞✇❛s✲
s❡r ❡t ▼✐❝❛❧✐ ❬●▼✽✹❪✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✳
➚ ❝❡tt❡ ✜♥✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡✱ ❧♦rs ❞✉ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t✱ ❞✉ ❜r✉✐t à ✉♥ ♠❡ss❛❣❡✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♥✬é♠❡ttr❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
♣❧✉s ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ {oui}k✱ ♠❛✐s ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ {oui , n}k ♦ù n ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❙✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ n ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ très ✈❛st❡✱ ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ♠❛❧✐♥t❡♥t✐♦♥♥é❡ ♥❡ ♣❛r✈✐❡♥❞r❛
♣❧✉s à ❝❤✐✛r❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❡ oui ❡t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ▲❡s
❛tt❛q✉❡s à t❡①t❡ ❝❧❛✐r ❝❤♦✐s✐ s♦♥t ❛❧♦rs r❡♥❞✉❡s ✐♥✉t✐❧❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ q✉❡❧q✉✬✉♥ q✉✐ ❝♦♥♥❛ît ❧❛
❝❧❡❢ ✐♥✈❡rs❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❞é❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡
❞é❝❤✐✛ré✱ s✬✐❧ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❡♥tr❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ❧❛ ré♣♦♥s❡ q✉✬✐❧ ❛tt❡♥❞✳ ❉❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉s ♣♦✉r ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❬●▼✽✹✱❇●✽✺❪✳

✶✳✸ ▲❡s ❛✉tr❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s

▲❛ ♣❛✐r❡

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥t ♦♥ s❡ s❡rt s♦✉✈❡♥t ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐r❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞❡✉① ❞♦♥♥é❡s m1 ❡t m2 ❧❛ ♣❛✐r❡ 〈m1,m2〉✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ ♣❛r❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❝❤✐✛ré❡✱ ♦♥
é❝r✐r❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♣❧✉tôt {x, y}k ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ {〈x, y〉}k✳ ❙✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡r❛ ❞❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s✳

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s ♣❛r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✿
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ hash ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♥♦♥ ❜♦r♥é❡ ❡t r❡♥✈♦✐❡
✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ✜①é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r m ❛✉ ❤❛s❛r❞✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞✬❛✈♦✐r m′ = hash(m) ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ m′ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ❡st 2−n ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐❞é❛❧✳
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❡♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡✳ P♦✉r êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡
❝♦♥t❡①t❡✱ ♦♥ ❡①✐❣❡ s♦✉✈❡♥t ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❬▼✈❖❱✾✻❪ ✿ ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❞♦✐t
êtr❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♣r♦✈♦q✉❡r ❞❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✉♥ t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r m′ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞♦♥♥é❡ m ♦ù
m′ 6= m✱ t❡❧❧❡ q✉❡ hash(m′) = hash(m) ❡t✱ ❞❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❞♦✐t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡
✈❛❧❡✉r m′✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞♦♥♥é❡ m ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✱ t❡❧❧❡ q✉❡ hash(m′) = m✳

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❝♦♥♥❛✐ss❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡✱ ♣❛r♠✐
❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❞✐❣✐t❛❧❡s ❡t ❧❡s t❡sts ❞✬✐♥té❣r✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡✲
♠✐❡r ❝❛s✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❤❛❝❤é ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à s✐❣♥❡r ❡st ré❡❧❧❡♠❡♥t s✐❣♥é✳ ❈❡❧❛ s✉✣t✱ ❝❛r ❧❡ ❢❛✐t
q✉✬✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r m′ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞♦♥♥é❡ m ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✱ t❡❧ q✉✬♦♥
❛✐t m = hash(m′)✱ é✈✐t❡ q✉✬✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❛tt❛❝❤é❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡
♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡✳ ❊t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛s ❢❛✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r
❞❡✉① ♠❡ss❛❣❡s m ❡t m′✱ t❡❧s q✉✬♦♥ ❛✐t hash(m) = hash(m′)✱ ❡♠♣ê❝❤❡ q✉✬✐❧ s✐❣♥❡ m ❡t ❛✣r♠❡
✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t q✉✬✐❧ ❛ s✐❣♥é m′✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♥✐❡r q✉✬✐❧ ❛✐t s✐❣♥é ❧❡ ♠❡ss❛❣❡✳
◗✉❛♥t à ❧✬✐♥té❣r✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛ss✉ré❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✉♥ ❛❣❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡
❤❛❝❤é ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à tr❛♥s♠❡ttr❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ❡♥✈♦✐❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ s♦♥ ❤❛❝❤é✳ ▲✬❛❣❡♥t r❡❝❡✈❡✉r✱



✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❧✉✐ ❛✉ss✐✱ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ❙✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡
tr❛♥s♠✐s❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❝❤❛♥❝❡ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥✬❛✐❡♥t ♣❛s s✉❜✐ ❞✬❛❧tér❛t✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥✳ ▲✬é♠❡tt❡✉r ♣❡✉t ❛✉ss✐ s❡ s❡r✈✐r ❞✬✉♥❡ ❝❧❡❢ s❡❝rèt❡ q✉✐ ❛ été ét❛❜❧✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts
❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❝❛❧❝✉❧❡ hash(〈m, k〉)✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s tr❛♥s♠✐s❡s s♦♥t s✐❣♥é❡s✳
▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣❡❧é ▼❆❈ ✭▼❡ss❛❣❡ ❆✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ❈♦❞❡✮ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱
✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬P❈❚❙✵✵❪✳

▲❛ s✐❣♥❛t✉r❡

❯♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞✐❣✐t❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ♣✐è❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ❛tt❛❝❤é❡ à ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ m q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉①
♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡ m✳ ❙♦✐t ka, k

−1
a ❞❡✉① ❝❧❡❢s ❝❤♦✐s✐❡s

♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t a ♦ù ❧❛ ❝❧❡❢ ka ❡st ❞❡st✐♥é à êtr❡ ♣✉❜❧✐é❡✱ t❛♥❞✐s ❧❛ ❝❧❡❢ k−1
a r❡st❡ ❧❡ s❡❝r❡t ❞❡ a✳ P♦✉r

ré❛❧✐s❡r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❬▼✈❖❱✾✻✱P❙✵✵❪✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ S ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ à s✐❣♥❡r ❡t ❧❛ ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡ k−1

a ❡t
❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ s = S(m, k−1

a )✳ ▲✬❛❣❡♥t ♣❡✉t ❛❧♦rs ❡♥✈♦②❡r ❧❛ ♣❛✐r❡ 〈m, s〉✳
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ V s❡rt à ✈ér✐✜❡r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ❡st ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s r❡❝❡✈❛♥t

✉♥ ♠❡ss❛❣❡ s✐❣♥é✳ ■❧ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ m✱ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s ❡t ❧❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ka

❡t r❡♥✈♦✐❡ ❝♦♠♠❡ rés✉❧t❛t s♦✐t ✈r❛✐✱ s♦✐t ❢❛✉①✳ ■❧ ❛ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥ts ✿ ✐❧ r❡♥✈♦✐❡ ✈r❛✐✱ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s ❡st ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ m s✐❣♥é ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ k−1

a ✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✐❧ ❡st ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡
♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛❣❡♥t s❛✉❢ a ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ s ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♠❡ss❛❣❡ m′✱ t❡❧
q✉❡ V (m′, s, ka) = vrai ✳

■❧ ❡①✐st❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❝❡ s❝❤é♠❛ ❬❘❙❆✼✽❜✱❊●✽✺❪✳ P♦✉r ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s
❝♦✉rts✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡ ❝♦♠♠❡ ❝❧❡❢
❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é❝❤✐✛r❡r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❡t ❛✐♥s✐✱
à ❧❛ ❢♦✐s✱ êtr❡ sûr ❞✬❛✈♦✐r ✐❞❡♥t✐✜é ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡t ré❝✉♣ér❡r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡✳

P♦✉r ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ♣❧✉s ❧♦♥❣s✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✿ s♦✐t✱ ♦♥ ❤❛❝❤❡ ❧❡
♠❡ss❛❣❡ m ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ hash ❡t ❝❤✐✛r❡ ❧❡ ❤❛❝❤é à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡✳
❯♥ ❛❣❡♥t a ❡♥✈❡rr❛ ❛❧♦rs ❧❛ ♣❛✐r❡ 〈m, {hash(m)}

k−1
a
〉✳ ❙♦✐t✱ ♦♥ ét❛❜❧✐t ✉♥❡ ❝❧❡❢ s❡❝rèt❡ ❡♥tr❡ ❧❡s

♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❡t ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st s✐❣♥é à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ▼❆❈✳ ❖♥ ❡♥✈♦✐❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♣❛✐r 〈m, hash(〈m, k〉)〉✳
◆♦t♦♥s q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ q✉✐ ❝❤✐✛r❡ t♦✉t ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡✱ ✉♥

♠❡ss❛❣❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❞✐ss♦❝✐é ❞❡ s❛ s✐❣♥❛t✉r❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ✈❡rs✐♦♥s✱
❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥✈♦②é❡✱ s❛♥s q✉✬✉♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ♣✉✐ss❡ ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡✳

✶✳✹ ▲❡s ♥♦t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥

✶✳✹✳✶ ▲✬✐♥tr✉s

▲✬✐♥tr✉s ♦✉ ❛❞✈❡rs❛✐r❡ ❡st ✉♥ ❛❣❡♥t ♠❛❧❤♦♥♥êt❡ q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞é❥♦✉❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❧❡
♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡st ❝❡♥sé ♣rés❡r✈❡r✳ ❖♥ ❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡✉① t②♣❡s ✿ ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ♣❛ss✐❢ ❡t
❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ❛❝t✐❢✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ♥❡ ♣❡✉t q✉✬é❝♦✉t❡r ❧❡ tr❛✜❝ ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✳ ❙♦♥ s❡✉❧ ♠♦②❡♥ ❞✬❛❣✐r ❡st ❞✬❡ss❛②❡r
❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s q✉✬✐❧ ❛ ✈✉s ❝✐r❝✉❧❡r✳ ❈✬❡st ✉♥ ❛❞✈❡rs❛✐r❡ à ❝❛♣❛❝✐tés
❢❛✐❜❧❡s✳ ❯♥ ❛❞✈❡rs❛✐r❡ ❛❝t✐❢ ♣❡✉t✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ ❜❧♦q✉❡r ❡t ❡♥✈♦②❡r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ ❧❡s ❛♥❛❧②s❡r ❡t
♠♦❞✐✜❡r ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s t♦✉t à ❢❛✐t ♥♦✉✈❡❛✉①✳ ■❧ s✬❛❣✐t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❞✬✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ♣❧✉s ❢♦rt✳ ❈✬❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❉♦❧❡✈ ❡t ❨❛♦ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❉❨✽✶❪✳
➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ s❛ ❝❛♣❛❝✐té s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❝✬❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳ ❆✉ss✐
t♦✉s ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❡♥t✲✐❧s✳



✶✳✹✳ ▲❡s ♥♦t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ✼

✶✳✹✳✷ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés à ✈ér✐✜❡r

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s s♦♥t ❞✐✈❡rs✱ ❧❡s
tâ❝❤❡s q✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t ❝❡♥sés ❛ss✉r❡r s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s✳ ▲❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❧❛ ❝❛✲
♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❣❛r❞❡r ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ s❡❝rèt❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ à ✉♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❞❡
✈ér✐✜❡r ❧✬❛✉t❤❡♥t✐❝✐té ❞✬✉♥❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❥❛r❣♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❞✐s♦♥s ❛✉ss✐ q✉✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡
s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✉ s❡❝r❡t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s
✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡①✐st❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣r✐été✱ ❛♣♣❡❧é❡s ❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛✲

t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s ♥♦s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s✱ ♠❛✐s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s
❧✬❛✈♦♥s ❞✐t✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ s❡❧♦♥ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❞♦✐t
s❛t✐s❢❛✐r❡✳

▲❡ s❡❝r❡t

❯♥ ❜♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ m ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✱ s❛♥s q✉❡ ✉♥ ❛❣❡♥t
q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ♣✉✐ss❡ ❧✬❛♣♣r❡♥❞r❡✳ ❯♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉✐ ♣❡✉t ❛ss✉r❡r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡
✐♠♣♦rt❛♥t s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✉ s❡❝r❡t ❞❡ m✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s s❡ tr♦✉✈❡♥t
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❡❢s ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡❝r❡t ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ à ✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡ s✬❛✉t❤❡♥t✐✜❡r✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st ❞❡♠❛♥❞é ♣❛r
✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t q✉✐ ❝♦♥♥❛ît ❧❡ s❡❝r❡t✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞✉ s❡❝r❡t ❡st ✉♥❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❝❧❡❢s ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ sé❝✉r✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

▲✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❆♣rès ❛✈♦✐r é❝❤❛♥❣é ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✈❡✉❧❡♥t s♦✉✈❡♥t s❛✈♦✐r✱
s✐ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s r❡ç✉❡s s♦♥t ❛✉t❤❡♥t✐q✉❡s✳ P♦✉r s❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡✱ ✐❧s ❧❛♥❝❡♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❡♥❞❛♥t
❧❡q✉❡❧ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠
❞✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ m ❞✬✉♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t a ❛✉✲
♣rès ❞✬✉♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t b ❛ ré✉ss✐✱ s✐ ❧❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t b ❡st ❝♦♥✈❛✐♥❝✉ q✉❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ m ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉
♣❛rt✐❝✐♣❛♥t a✳ P♦✉r q✉❡ ❝❡❧❛ s♦✐t ❧❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞♦✐t ❛ss✉r❡r q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t b ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s
❞❡ ❧❛ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ m✳ ❯♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡

❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡①✐st❡♥t✳

▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡①✐❣❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♣✉✐ss❡ ✈ér✐✜❡r ❧✬❛✉t❤❡♥t✐❝✐té ❞✬✉♥
♠❡ss❛❣❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ sûr q✉❡ ❝❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛ été é♠✐s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s❡ss✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ▲✬✐♥tr✉s
♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ st♦❝❦❡r ❡t r❡❥♦✉❡r ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s❡ss✐♦♥✳ ❯♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡
q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ s✉r q✉❡ s♦♥ ✐♥t❡r❧♦❝✉t❡✉r ❛
♣❛rt✐❝✐♣é ❞❛♥s ✉♥❡ s❡ss✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥❡ s❛✐s ♣❛s ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡✳

❯♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞♦♥♥❡ ♣❧✉s ❞❡ ❣❛r❛♥t✐❡s✳ ❯♥
♣❛rt✐❝✐♣❛♥t q✉✐ ❡①é❝✉t❡ ✉♥ t❡❧ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣❡✉t êtr❡ sûr q✉❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ à été é♠✐s ❞❛♥s
❧❛ s❡ss✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ♣❛r ❝❡❧✉✐ q✉✬✐❧ ❝r♦✐t êtr❡ s♦♥ ✐♥t❡r❧♦❝✉t❡✉r✳ ❙✐ ✉♥ ✐♥tr✉s ❧✉✐ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡
é♠✐s ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ s❡ss✐♦♥✱ ✐❧ ♣❡✉t ❧❡ ❞ét❡❝t❡r✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ❛ été é♠✐s ♣❛r ❧✬✐♥t❡r❧♦❝✉t❡✉r ❞♦♥t ✐❧
❧✬❛tt❡♥❞✳

❉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s❡ tr♦✉✈❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬❉❱❖❲✾✷✱▲♦✇✾✼❝❪
❡t ❬❈▼P✵✺❪✳



✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✛

❙❡ss✐♦♥ ✶

❙❡ss✐♦♥ ✷

❙❡ss✐♦♥ ❄

❙❡ss✐♦♥ ✶

❙❡ss✐♦♥ ✷

a(A) b(B)

a(A) ✲

❄
✲

c(B)

c(A) b(B)

a(A) c(B)

c(A) b(B)

✲

❄
✲

{na, a}ek(c)

{na, a}ek(b)

{na, nb}ek(a)

{nb}ek(c)

{nb}ek(b)

❋✐❣✳ ✶✳✸ ✕ ▲✬❛tt❛q✉❡ ❝♦♥tr❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ◆❡❡❞❤❛♠✲❙❝❤r♦❡❞❡r✱ ❞✉❡ à ●✳ ▲♦✇❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡ss✐♦♥
♠❛rq✉é❡ ♣❛r ✭ ❄✮✱ ❧✬❛❣❡♥t b ♣❡♥s❡ ré♣♦♥❞r❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡ss✐♦♥ ✷✱ ♠❛✐s ❧✬❛❣❡♥t a ♣❡♥s❡ r❡❝❡✈♦✐r ❝❡
♠❡ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡ss✐♦♥ ✶✳

✶✳✹✳✸ ▲❡s ❛tt❛q✉❡s

▲✬❤♦♠♠❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉

▲❡ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ❞✬❛tt❛q✉❡ ♣rés❡♥té ✐❝✐ ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬❛tt❛q✉❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♠❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉

✭♠❛♥✲✐♥✲t❤❡✲♠✐❞❞❧❡✲❛tt❛❝❦✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ q✉✐ s❡ s❡rt ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ◆❡❡❞❤❛♠✲❙❝❤r♦❡❞❡r ❬◆❙✼✽❪ ✿

A→ B : {NA, A}ek(B)

B → A : {NA, NB}ek(A)

A→ B : {NB}ek(B)

P♦✉r ❞é♠❛rr❡r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ❧❡ rô❧❡ A ❡♥✈♦✐❡ s♦♥ ♥♦♠ ❡t ✉♥ ♥♦♥❝❡ NA à B✱ ❝❤✐✛ré ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢
♣✉❜❧✐q✉❡ ek(B) ❞✉ rô❧❡ B✳ ◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ❧❛ ❝❧❡❢ ✐♥✈❡rs❡ q✉✐ ♥✬❡st ❝♦♥♥✉❡ q✉❡ ♣❛r B✱ ♣❛r dk(B)✳
➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❡❢✱ B ♣❡✉t ❞é❝❤✐✛r❡r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡t ❡♥✈♦②❡r ❡♥ s✉✐t❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ 〈NA, NB〉 à A✱
❝❤✐✛ré❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❞❡ A✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐❡r ét❛♣❡✱ ❧❡ rô❧❡ A✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r✱
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s❛ ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡ dk(A)✱ ❞é❝❤✐✛ré ❞❡ s♦♥ ❝ôté ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ r❡ç✉✱ ré♣♦♥❞ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥✈♦✐ ❞✉
♠❡ss❛❣❡ {NB}ek(B)✳

❈❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡✱
❧♦rsq✉❡ A r❡ç♦✐t ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ {NA, NB}ek(A)✱ ✐❧ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡✱ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t s♦♥ ♥♦♥❝❡ Na✱ q✉❡
❝❡ ♠❡ss❛❣❡ ✈✐❡♥t ❞❡ B✳ ❊♥ ré♣♦♥❞❛♥t ♣❛r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ {NB}ek(B)✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♣❡♥s❡♥t
❛❧♦rs q✉✬✐❧s s♦♥t ❧❡s s❡✉❧s à ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ♥♦♥❝❡ NB✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧s ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡
♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣♦✉r s✬❛✉t❤❡♥t✐✜❡r ❧✬✉♥ à ❧✬❛✉tr❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛tt❛q✉❡ ❞❡ ❬▲♦✇✾✺❪ ♠♦♥tr❡✱ ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡
❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ❡①✐st❡ ❛✈❡❝ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡✉① s❡ss✐♦♥s ✐♥t❡r❝❛❧é❡s✳ ◆♦✉s ❧❛
❞é❝r✐✈♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛tt❛q✉❡✱ ❧✬❛❣❡♥t a✱ ❥♦✉❛♥t ❧❡ rô❧❡ A✱ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ✉♥❡ ❝♦♠✲



✶✳✹✳ ▲❡s ♥♦t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ✾

♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛❣❡♥t c✱ ② ❥♦✉❛♥t ❧❡ rô❧❡ B✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t✱ c ❝♦♠♠❡♥❝❡
✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡ss✐♦♥ ❡♥ t❛♥t q✉❡ rô❧❡ A ❛✈❡❝ ❧✬❛❣❡♥t b q✉✐ ❥♦✉❡ ✐❝✐ ❧❡ rô❧❡ ❞✉ ré♣♦♥❞❡✉r B✳ ■❧ ❧✉✐
❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ 〈na, a〉 q✉✬✐❧ ❛ r❡ç✉❡ ❞❡ a✱ ♠❛✐s ❝❤✐✛ré❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❞❡ b✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡♥s❡
q✉❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛ été ❡♥✈♦②é ♣❛r a✳ ■❧ ré♣♦♥❞ ❛❧♦rs ❡♥ ❡♥✈♦②❛♥t {na, nb}ek(a)✳ ▲✬❛❣❡♥t a ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s ❞ét❡❝t❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♥❝❡ nb ♥❡ ✈✐❡♥t ♣❛s ❞❡ c✳ ■❧ ❡♥✈♦✐❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ {nb}ek(c)
à c✱ ♣✉✐s c tr❛♥s♠❡t ❧❡ ♥♦♥❝❡ nb à b✱ ❝❤✐✛ré ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❞❡ b✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❝r♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
❛✈♦✐r ❝♦♠♠✉♥✐q✉é ❛✈❡❝ a✱ ❝❡ q✉✐ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❢❛✉①✳ P♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡tt❡ ❢❛✐❧❧❡✱ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ●✳ ▲♦✇❡ ❬▲♦✇✾✻❪ ✿

A→ B : {NA, A}ek(B)

B → A : {NA, NB, B}ek(A)

A→ B : {NB}ek(B)

❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡✱ ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ B ❛❥♦✉t❡ s♦♥ ✐❞❡♥t✐té✱ ❝❡ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡r❛ ✉♥
❤♦♠♠❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛ss❡r ❝❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐♥❝♦♥t❡sté ❛✉♣rès ❞✬✉♥ rô❧❡ A q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s ❡①é❝✉té ❧❡
♣r♦t♦❝♦❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡t ❛❣❡♥t✳

❆tt❛q✉❡s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s

❉✬❛✉tr❡s ❛tt❛q✉❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t ♣♦ssé❞❡r
❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ❈❡❧❛ ♦✛r❡✱ s♦✉✈❡♥t ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❞❡ t②♣❡✱ ❞❡s
♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬❛tt❛q✉❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ◆❡❡❞❤❛♠✲
❙❝❤r♦❡❞❡r✳ ▲❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❡ss❛❣❡ q✉✐ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧❡ ♠❡s✲
s❛❣❡ {A,NA}ek(B)✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s NA ❡t A ❡st ❞♦♥❝ ✐♥✈❡rsé✳ ▲✬❛tt❛q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
❛ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s été ❞é❝❡❧é❡ ♣❛r ❬▼❙✵✶❪✳ ❊❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♣❛✐r❡ ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ 〈〈x, y〉, z〉 = 〈x, 〈y, z〉〉✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ s✐ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s s♦♥t ❝♦♥❝❛✲
té♥és✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❛tt❛q✉❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✳ ▲✬✐♥tr✉s i✱ ❥♦✉❛♥t ❧❡ rô❧❡ A ❝♦♠♠❡♥❝❡
✉♥❡ s❡ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛❣❡♥t b q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ B✳ ▲✬❛❣❡♥t b ♣❡♥s❡ ♣❛r❧❡r ❛✈❡❝ ❧✬❛❣❡♥t a ❡t ✉t✐❧✐s❡ ❧❛
❝❧❡❢ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ▲❡ ♥♦♥❝❡ nb ❡st ❞♦♥❝ ❞❡st✐♥é à ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t a✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r r❡ç✉ ❧❛ ré♣♦♥s❡
❞❡ b✱ ❧✬✐♥tr✉s ❡♥t❛♠❡ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡ss✐♦♥ ❡♥ t❛♥t q✉❡ rô❧❡ A✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ❛✈❡❝ ❧✬❛❣❡♥t a✱ ❥♦✉❛♥t
❧❡ rô❧❡ B✳ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❝❡tt❡ s❡ss✐♦♥✱ ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ q✉✬✐❧ ❛ ♦❜t❡♥✉ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
s❡ss✐♦♥✳ ▲✬❛❣❡♥t a q✉✐ ♥❡ s❛✐s ♣❛s s✐ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ r❡ç✉ ❞♦✐t êtr❡ ❧✉ ❝♦♠♠❡ 〈〈i, nb〉, b〉
♦✉ 〈i, 〈nb, b〉〉 s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❧✐r❡ ❡st ❧❛ ❥✉st❡✳ ■❧ ♠❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ♣❛✐r❡ 〈nb, b〉 à ❧❛
♣❧❛❝❡ ❞✉ ♥♦♥❝❡ NA ❡t ❝❤✐✛r❡ ❧❡ t♦✉t ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ ❞❡ ❧✬✐♥tr✉s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬✐♥tr✉s ♣❡✉t ❞é❝❤✐✛r❡r
❝❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡t ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♥♦♥❝❡ nb✱ ♦r✐❣✐♥❛❧❡♠❡♥t é♠✐s ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t b à ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t a✳
▲✬✐♥tr✉s ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✬❛✉t❤❡♥t✐✜❡r ❛✉♣rès ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t b ❝♦♠♠❡ ❛❣❡♥t a✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡
❛tt❛q✉❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣❛✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ s❡♠❜❧❡ ♥❛ï✈❡ ❡t ❢❛❝✐❧❡ à ❡♠♣ê❝❤❡r✱
s✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✈ér✐✜❡r ❧❡s t②♣❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳

❉✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉✬♦♥ tr♦✉✈❡ ♣❛r❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s
s♦♥t ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ {{x}kb

}ka
= {{x}ka

}kb
✮ ♦✉ ❧✬❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭♣❛r

❡①❡♠♣❧❡ {〈x, y〉}k = 〈{x}k, {y}k〉✮✳ ❯♥ rés✉♠é s✉r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s
♣r♦♣r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❬❈❉▲✵✻❪✳

❆tt❛q✉❡ ♣❛r r❡❥❡✉

❊♥✜♥✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛tt❛q✉❡s ♦ù ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❛♥❝✐❡♥s s♦♥t r❡❥♦✉és ♣❛r ✉♥ ♣❛rt✐❝✐✲
♣❛♥t ♠❛❧❤♦♥♥êt❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧✬❛tt❛q✉❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♠❡s✲



✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✲ ❙❡ss✐♦♥ ✶

❙❡ss✐♦♥ ✶

❙❡ss✐♦♥ ✶

❙❡ss✐♦♥ ✷

❙❡ss✐♦♥ ✷

✲

✛

✲

✛

❄

❄

i(A)

i(A)

i(A)

b(B)

a(B)

b(B)i(A)

i(A) a(B)

b(B)

{a, i}ek(b)

{〈i, nb〉, b}ek(a)

{i, 〈nb, b〉}ek(a)

{〈〈nb, b〉, na〉, a}ek(i)

{nb}ek(b)

❋✐❣✳ ✶✳✹ ✕ ▲✬❛tt❛q✉❡ ❝♦♥tr❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ◆❡❡❞❤❛♠✲❙❝❤r♦❡❞❡r ♠♦❞✐✜é

s❛❣❡ {na, nb}ek(a)✱ ❡♥✈♦②é ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t b à ❧✬❛❣❡♥t a✱ ❡♥ ❢❛✐t ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ré✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t c✱
❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù c ❧❡ r❡ç♦✐t ❞❡ b ❡t ❧✬❛❝❤❡♠✐♥❡ ✈❡rs a✳

✶✳✺ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥

■❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱
♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❬❇▼✽✷✱ ❨❛♦✽✷✱
●▼✽✹✱●♦❧✾✸❪✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ❝❛r
❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✈r❛✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ❧✬✐♥tr✉s ② ❡st
♠♦❞é❧✐sé ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡✉t s✬❡①é❝✉t❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s❛t✐s❢❛✐t
✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❣❛r❛♥t✐t q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈✐♦❧❡r✳ ❈❡
♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❢♦rts✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s
s♦♥t s♦✉✈❡♥t ♣é♥✐❜❧❡s ❡t s❡ ♣rêt❡♥t ♠❛❧ à ✉♥❡ ❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s♦♥s ♣❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✱ ♠❛✐s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ❜r❡❢ ❛♣❡rç✉ s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s ✉t✐❧✐sés✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① r❡❧✐és à ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

✶✳✺✳✶ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡

▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❥✉sq✉✬❛❧♦rs ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s
ré✈è❧❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣rés❡♥té ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r
✉♥❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❛tt❛q✉❡ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t êtr❡ ❡♠♣ê❝❤é❡✱ s✐ ❧❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts
t❡st❡♥t ❧❡s t②♣❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s tr❛♥s♠✐s❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥❢♦r♠❡❧ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✱
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♥✬❡st ♣❛s ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞é❝r✐t✳ ❉✬❛✉tr❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés s♦♥t ❞é❝r✐t❡s
❞❛♥s ❬❆❜❛✵✵❪✳ ❉✬♦ù ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣❛r ✉♥❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡
❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♥❡ ré✈è❧❡ ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢❛✐❧❧❡ ♦✉ q✉✬✐❧ ♣rés❡r✈❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
♣r♦♣r✐été✳ ▲❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♥✬ét❛♥t ✈❛❧✐❞❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s
s♦✉✈❡♥t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ❛tt❛q✉❡s ♦✉✱ ❛✉ ♠♦✐♥s✱ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❢❛✐❜❧❡s q✉❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦✲
❝♦❧❡ ♣❡✉t ❝♦♠♣♦rt❡r✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❢♦rt ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s



✶✳✺✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ✶✶

♣r❡✉✈❡s s✐♠♣❧✐✜é❡s ❡t s♦✉✈❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐sé❡s✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s
♠♦❞è❧❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

▲❡s ♠❡ss❛❣❡s

❉❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s✱ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s t❡r♠❡s✳
P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s ♠♦❞è❧❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡
❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ k ❡t m s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s✱ ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ m

♣❛r k ❡st ♥♦té ♣❛r {|m|}k✳ ▲❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s s♦♥t ❞♦♥❝ r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s s②♠❜♦❧❡s

❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✳ ▲❡s ❛❣❡♥ts ❡t ♥♦♥❝❡s s♦♥t ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳

▲❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s

▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✱
❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡s ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❉♦❧❡✈✲❨❛♦ ❞✬❛♣rès ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❉❨✽✶❪✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ q✉✐ ❝♦♥♥❛ît ❧❡ t❡r♠❡ {|m|}k ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡
❧❡ t❡r♠❡ m✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ❝❧❡❢ k✳ ▲❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s s♦♥t ❞♦♥❝
❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❜♦ît❡s ♥♦✐r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t sûr❡s ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡
♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛ss❡r✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♥✬❡①✐st❡
♣❛s✳ ❯♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ {|m|}k ♥❡ ♣❡✉t s❡ ♣r♦❝✉r❡r ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
s✉r m✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❢♦rt❡ r❡♥❞ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣r♦✉✈é❡s ♠♦✐♥s ✜❛❜❧❡s✱ ❝❛r ✐❧ ♣❡✉t q✉❛♥❞ ♠ê♠❡
② ❛✈♦✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❧❡s ✈✐♦❧❡✳

▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s

P♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡

tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡✱ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡
✜♥✐❡ ❞✬ét❛ts ❣❧♦❜❛✉① ❡t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❡s ét❛ts ❣❧♦❜❛✉①✳ ❯♥ ét❛t ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s é❝❤❛♥❣és ❡t ❧❡s ét❛ts ❧♦❝❛✉① ❞❡s ❛❣❡♥ts✳ ▲✬ét❛t ❧♦❝❛❧ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t
❡st ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❧✬ét❛t ❞❡ s♦♥ ♠é♠♦✐r❡ à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦♠❡♥t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ◆♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❛❧t❡r♥❛♥t❡ ❞✬ét❛ts ❣❧♦❜❛✉①
❡t ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❡✉①✲❝✐✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❝♦♠♠❡
❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s tr❛❝❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞❡♠❛♥❞❡r q✉✬❛✉❝✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥
♣r♦t♦❝♦❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ét❛t ❣❧♦❜❛❧ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ s❡❝r❡t✳

▲❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

▲✬✐♥tr✉s ❝♦♥trô❧❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✳ ❈❛♣❛❜❧❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❛✈❡❝
❞✬❛✉tr❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✱ ✐❧ ♣❡✉t ✐♥t❡r❝❡♣t❡r✱ r❡❥♦✉❡r ♦✉ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✳
▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ♣r♦✈♦q✉é❡s ♣❛r
❧✬✐♥tr✉s✳ ❯♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ à ✉♥❡ ❞❡ s❡s ❝❛♣❛❝✐tés✳

✶✳✺✳✷ ▼♦❞è❧❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s ✖ ❧❡s tr❛✈❛✉① r❡❧✐és

❯♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① ❡t ❧✬❛rt✐❝❧❡ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❝✐té ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥
❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❉♦❧❡✈ ❡t ❨❛♦ ❬❉❨✽✶❪ ❞♦♥t ❧❡s ✐❞é❡s ♦♥t été
r❡♣r✐s❡s ❞❛♥s ❬❉❊❑✽✷❪✳ ❉❛♥s ❝❡s ❛rt✐❝❧❡s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♣❛r rè❣❧❡s ❞❡
réé❝r✐t✉r❡✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ❞❡✉① ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛✉t♦r✐s❛♥t ❧❡
❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ❧❡ s❡❝r❡t✳ ❉❛♥s ❧❡✉r ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✱ ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡



✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

r❡st❡ s❡❝rèt❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♣❛r réé❝r✐t✉r❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t r❡♠❛rq✉é q✉✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱
❜✐❡♥ q✉✬✐❧ s♦✐t sûr ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ✐♥tr✉s ♣❛ss✐❢✱ ♣✉✐ss❡ ré✈é❧❡r ❞❡s ❢❛✐❧❧❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ✐♥tr✉s
❛❝t✐❢✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❇♦♦❦ ❡t ❖tt♦ ❬❇❖✽✻❪ r❡♣r❡♥❞ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❉♦❧❡✈ ❡t ❨❛♦ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❛✉ss✐
❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳

❉❡♣✉✐s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❉♦❧❡✈ ❡t ❨❛♦✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❛ r❡❝♦♥♥✉ q✉✬✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
s②♠❜♦❧✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s s✐♠♣❧✐✜é❡s ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s✱ ♠❛✐s
s♦✉✈❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❛ ♠❡♥é ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
♠♦❞è❧❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s✱ à s❛✈♦✐r✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ P❛✉❧s♦♥ ❬P❛✉✾✼❛✱P❛✉✾✼❜✱P❛✉✾✽❪✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s str❛♥❞
s♣❛❝❡s ❬❚❍●✾✾❪✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♣❛r rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❬❈❉▲+✾✾✱❈❉✾✾✱❘❚✵✶❪
♦✉ ❧❡✉r r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣❛r ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❍♦r♥ ❬❇❧❛✵✶✱❈▲❈✵✸❪✳ ❉❛♥s ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❧✬✐♥tr✉s ❡st ❞é❝r✐t
♣❛r rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡s ét❛ts ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ❛♣♣❡❧é❡
✉♥❡ tr❛❝❡✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sé❝✉r✐té s♦♥t ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts q✉✐
♥✬❡st ♣❛s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s
♣r❡✉✈❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts ♣❡r♠❡tt❡♥t
s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳ ❉❡s ♦✉t✐❧s s♣é❝✐❛✉① ❝♦♠♠❡ ❚❆✹❙P ❬❇❍❑❖✵✹❪ ♦✉ ❧❡ ◆❘▲
♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❛❧②s❡r ❬▼❡❛✾✻❪ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és à ❝❡tt❡ ✜♥✳ ❉✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ❧✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❣é♥ér❛✉①✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦❡rs ❋❉❘ ❬▲♦✇✾✻❪ ❡t ❆❙❚❘❆▲ ❬❉❑✾✼❪ ♦✉
❞❡s ❛ss✐st❛♥ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♠♠❡ ■s❛❜❡❧❧❡ ❬P❛✉✾✼❜❪✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❜♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦✉t✐❧s ❛ été ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❛tt❛q✉❡ ♣♦✉r ❝❡r✲
t❛✐♥s s❝é♥❛r✐✐ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ▲❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♦✉ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡st ❜♦r♥é✳ ❉❡s ♦✉t✐❧s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❛ ✈ér✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡s ❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s s♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❆t❤❡♥❛ ❬❙♦♥✾✾❪✱ ❈❛s♣❛r ❬▲♦✇✾✼❛❪✱ ❈❆P❙▲ ❬❉▼✵✵❪✱
❈❛sr✉❧ ❬❏❘❱✵✵❪ ❡t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ♠♦t❡✉rs ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬❆❱■❙P❆ ❬❆❇❇+✵✺❪✳

✶✳✻ P❧❛♥ ❡t ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

✶✳✻✳✶ Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é q✉✬✉♥❡ ❣r❛♥❞ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s ❡①✐st❡✳ ■❧ ♥✬❡st ❝❡✲
♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❝❧❛✐r à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦❜t❡♥✉s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ s♦♥t
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ♠❡ttr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥
❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳
❈❡s ♠♦❞è❧❡s s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ♣❛r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡s t❡r♠❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✲
s❛❣❡s✳ ▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ♠✐s à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r ❝❡rt❛✐♥s ♦✉t✐❧s s♦♥t ♣❛r ❢♦✐s ♣❡✉ ❡①♣r❡ss✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s
♦ù ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❛✉t♦r✐sés r❡♣rés❡♥t❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s
❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ✿ ❧❡s ✈ér✐✜❝❛t❡✉rs ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s
s♦♥t ❞♦♥❝ s♦✉✈❡♥t ❢♦r❝és à r❡❝♦✉r✐r à ❞❡s ❛st✉❝❡s ♣♦✉r ❝♦❞❡r ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞é❥à ✈✉ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡ à ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡
❝♦♠♠❡ ❡rs❛t③ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ♣r♦✉✈é q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛st✉❝❡s ❝♦✉r❛♥t❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ s♦♥t ❝♦rr❡❝t❡s
♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés✳ ❯♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♠♦❞é❧✐sé ❡t ✈ér✐✜é ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❡✉
❡①♣r❡ss✐❢ ♣rés❡r✈❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ♥♦✉s ❧❡ ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❡t ✈ér✐✜♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡
♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐❢✳ ❙✐ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞û
❝♦❞❡r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡ à ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s êtr❡ sûrs q✉❡
❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❛✉ss✐ s❛t✐s❢❛✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t
❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳



✶✳✻✳ P❧❛♥ ❡t ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✶✸

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s
tr❛✈❛✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❝♦♥t✐❡♥t ♥♦s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ♥♦s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ é❝r✐t ♣♦✉r
❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❆❱■❙P❆✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞✉❧❡✱ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈❑❑❲✵✻❪✱ ♥♦✉s ♣❛r✈❡♥♦♥s à tr❛♥s❢ér❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ♣r♦✉✈é❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡
s②♠❜♦❧✐q✉❡ ✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦♠♣r❡♥♥❡♥t ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡t✱
❞❛♥s ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ ❛✉ss✐ ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ ❈❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❡st ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s
❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♥❛❧②sé ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞✬❆❱■❙P❆ ♣♦✉r
t❡st❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✉r ❧❛ ✈✐❛❜✐❧✐té
❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥✳

✶✳✻✳✷ ❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡ ❡♥s✉✐t❡ t♦✉r♥és ✈❡rs ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡
♣r♦t♦❝♦❧❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♦✉ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡st ♥♦♥ ❜♦r♥é✳ ❈❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s
❧❡s ❢♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ✈ér✐✜❡r✳ ❏✉sq✉✬à ❝❡ ❥♦✉r✱ ♣❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❱✉ q✉✬✉♥
♥♦♠❜r❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ré❝✉rs✐✈✐té✱ ❧✬✐♥térêt ❞✬❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡
❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❡st é✈✐❞❡♥t✳

❆♣rès ✉♥ ❜r❡❢ ❛♣❡rç✉ s✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❧❛ ré❝✉rs✐✈✐té tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❝r②♣t♦✲
❣r❛♣❤✐q✉❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ q✉✐ ♥♦✉s
♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡s ❞é❝r✐r❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣ré✲
s❡♥té ❞❛♥s ❬❑❆●✾✽❪✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s
❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ q✉✐ ❛ été ❞é❝r✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝♦♥tr❡ ✉♥❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés r❡✈❡♥❞✐q✉é❡s
♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬♦❜✲
t❡♥✐r ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛ss❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❝❡❧❛ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡
♣r♦♣r✐été ❧é❣èr❡♠❡♥t ❛♠❡♥❞é❡✳



✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s

✶✺





❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❯♥ s②stè♠❡ ❢♦r♠❡❧ ♣♦✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sé❝✉r✐té

▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣❛ss❡✱ ❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♣❛r
✉♥❡ ét❛♣❡ ♦ù ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❡st ❞é✜♥✐❡✳ ❈❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♠❡s✲
s❛❣❡s q✉✐ s♦♥t é❝❤❛♥❣és s✉r ❧❡ rés❡❛✉✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s
❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ét❛✐t ❡♥ ♣❧❡✐♥❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ✐❧ ♥✬❡st ❣✉èr❡ ét♦♥♥❛♥t
q✉✬✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❡①✐st❡♥t✳ ❊❧❧❡s s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ✿

Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡s s♦♥t✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✈✐sés ♣❛r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱
♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s r✐❝❤❡s ❡♥ s②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✳ P❛r♠✐ ❝❡s s②♠❜♦❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ✜❣✉r❡r ❧❡s r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥s ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t✱ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ❊t ❞❡✉①✐è♠❡✲
♠❡♥t✱ ❞❡✉① ❛❧❣è❜r❡s✱ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❞❡ ♣❛r ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ♠✐s à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✱ ♣❡✉✈❡♥t s❡
❞✐st✐♥❣✉❡r q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ♣❛r ❧❡✉r s②♥t❛①❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s②♠❜♦❧✐q✉❡s ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❝♦♠✲
❜✐♥❛✐s♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r ❧❛
✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ r❡st❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ ❥♦✉r très ❧✐♠✐té✳ ❯♥ r❡❣❛r❞ s✉r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❡①✐st❛♥ts ❡t
❧❡✉rs ♠♦❞è❧❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts ❛✣r♠❡ ❝❡tt❡ ✈ér✐té✳

❈❛♣❛❝✐tés s②♥t❛①✐q✉❡s ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡

❯♥ ✐♥✈❡♥t❛✐r❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❧❡s ♣❧✉s ♣♦♣✉❧❛✐r❡s✱ à s❛✈♦✐r Pr♦❱❡✲
r✐❢ ❬❇❧❛✵✶❪✱ ❈❆❙P❊❘ ❬▲♦✇✾✼❜❪✱ ❆t❤❡♥❛ ❬❙♦♥✾✾❪ ❡t ❆❱■❙P❆ ❬❆❇❇+✵✺❪✱ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s
❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ s♦♥t ❡♥ ❡✛❡t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ✿ ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✱
❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡✱ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ rés✉♠❡ ❝❡tt❡
❧✐st❡✳ ❯♥ ♣❧✉s ✭+✮ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦✉t✐❧ ❢♦✉r♥✐t ❧❡ ♠♦②❡♥ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❛❧✐té ❡♥ q✉❡st✐♦♥✱ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥ ♠✐♥✉s ✭−✮ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡
❡①♣r✐♠é❡✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ ❝❡rt❛✐♥s ♦✉t✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✉tr❡s q✉❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❝r②♣t♦❣r❛✲
♣❤✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ①♦r ♦✉ ❡①♣ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♦✉

❡①❝❧✉s✐❢ ♦✉ à ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❡st ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ♦✉t✐❧s ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡✳

▲❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ♦✉t✐❧ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ s②♠❜♦❧❡ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡
s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t ♥✬❡①❝❧✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s q✉✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉✐ ❡♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ❞❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ♦✉t✐❧✳ ❯♥ ♠❛♥q✉❡ q✉✐ s❛✉t❡ ❛✉① ②❡✉① ❡st✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ♦✉t✐❧s✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ Pr♦❱❡r✐❢✳ ■❧ ♥✬❡st ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ♣❛s q✉❡st✐♦♥
q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ♦✉t✐❧s r❡♥♦♥❝❡♥t à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s q✉✐ s♦♥t ❜❛sés s✉r ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡

✶✼



✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❢♦r♠❡❧ ♣♦✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sé❝✉r✐té

❖✉t✐❧
❝❤✐✛r❡♠❡♥t
s②♠étr✐q✉❡

❝❤✐✛r❡♠❡♥t
❛s②♠étr✐q✉❡

s✐❣♥❛t✉r❡
❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡

Pr♦❱❡r✐❢ + + + +
❈❆❙P❊❘ + + − +
❆t❤❡♥❛ − + − −
❆❱■❙P❆ + + − +

❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ❈❛♣❛❝✐tés ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞✐✛ér❡♥ts✳ P❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠❡r s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t ✭+✮✱ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
êtr❡ ❡①♣r✐♠❡r s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t✭−✮✳

❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❛st✉❝❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❡♠♣❧♦②é❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❞✐s♣♦s❛♥t ❞✉ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t
❛s②♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ ek(a) ❧❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❡t dk(a) ❧❛ ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t a✳ ❯♥ t❡r♠❡ {m}dk(a)

q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ m ♣❛r ❧❛ ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡
❧❡ ♠❡ss❛❣❡ m s✐❣♥é ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t a✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❧❡ s❡✉❧ q✉✐ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡ dk(a)✳
▲❡s ❛✉tr❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♣♦✉rr❛✐❡♥t✱ ❡♥ ❞é❝❤✐✛r❛♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ek(a)✱ ❛✐sé♠❡♥t ✈ér✐✜❡r
❧❛ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ {m}dk(a)✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❡r♠❡ {hash(m)}dk(a) ♦ù hash

❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❝♦♠♠❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ m✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❡r♠❡t à ✉♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t✱ ❡♥ ❞é❝❤✐✛r❛♥t
❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ek(a)✱ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ m✳ ❈❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ■❝✐✱ ✉♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❞♦✐t ❞é❥à ❝♦♥♥❛îtr❡ m✱ ♣✉✐s ❝❛❧❝✉❧❡r hash(m)✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧
❝♦♠♣❛r❡ ❝❡t ❤❛❝❤❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡ q✉✬✐❧ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❞é❝❤✐✛r❛♥t {hash(m)}dk(a) ❛✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r
❧❛ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ m✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ r✐❡♥ ♥❡ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ m ❡♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❛
s✐❣♥❛t✉r❡ {hash(m)}dk(a)✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ♣❡✉t êtr❡ é❧✐♠✐♥é❡✱ s✐ ♦♥
r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ {hash(m)}dk(a) ♣❛r ❧❛ ♣❛✐r❡ 〈m, {hash(m)}dk(a)〉✳

▲✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡st ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦✐♥t ❢❛✐❜❧❡ q✉✬❡①♣♦s❡♥t ❝❡rt❛✐♥s ♦✉t✐❧s
❝♦♠♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❆t❤❡♥❛✳ ▼❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ r❡♠é❞✐❡r à ❝❡ ♠❛♥q✉❡ ✿ s✐ ek(h) ❡st ❧❛ ❝❧❡❢
♣✉❜❧✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t h q✉✐ ♥❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡ ♣❛s ❛✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❡r♠❡ {m}ek(h)

❝♦♠♠❡ ❡rs❛t③ ❞✬✉♥ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡ m✳ ❈❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡♠❡♥t r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❛✉❝✉♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ♥❡
♣♦ssè❞❡ ❧❛ ❝❧❡❢ ❞❡ ❞é❝r②♣t❛❣❡ dk(h)✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ {m}ek(h) à ♣❛rt✐r ❞❡ m r❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs à ❝❛❧❝✉❧❡r
✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳

❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ❞♦♥t s♦✉✛r❡♥t ❝❡rt❛✐♥s
♦✉t✐❧s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❈❆❙P❊❘ ❡t ❆t❤❡♥❛✳ ❆✜♥ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
♦✉t✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝❧❛r❡r ✉♥❡ ❝❧❡❢ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✬❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ ❙✐ ✉♥❡ ❝❧❡❢
❡st ❞é❝❧❛ré❡ ❝♦♠♠❡ t❡❧❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❡st s②♠étr✐q✉❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡ s②♠❜♦❧❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✉t✐❧✐sé ♥❡ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ♣❛s ❞✉ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ♠♦t✱ s✐ ✉♥
♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❝♦♥♥❛ît ❧❡s t❡r♠❡s ek(a) ❡t {m}ek(a)✱ ❡t ❧❛ ❝❧❡❢ ek(a) ❛ été ❞é❝❧❛ré❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞✬❡❧❧❡✲
♠ê♠❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♣❡✉t ❞é❝❤✐✛r❡r ♣♦✉r ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ m✳ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧ ❞♦✐t ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❝❧❡❢ dk(a)✳

▼♦t✐✈❛t✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❛♥t q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s✱ s✉r ❧❡sq✉❡❧s s♦♥t
❜❛sés ❧❡s ♦✉t✐❧s✱ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡✉r s②♥t❛①❡ ❞❡
s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ✈✉ ❛✉ss✐ q✉❡✱ ♠❛❧❣ré ❧❡s ❞é✜❝✐ts ❡①♣♦sés ♣❛r ❝❡rt❛✐♥s ♠♦❞è❧❡s✱ ❝❡✉①✲❝✐ ♣❡✉✈❡♥t
s♦✉✈❡♥t êtr❡ r❛ttr❛♣és ♣❛r ❞❡s ❛st✉❝❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡s ❝♦❞❛❣❡s s♦♥t
♣❛r❢♦✐s éq✉✐✈❛❧❡♥ts à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞é❧✐sé❡✱ ♠❛✐s q✉✬✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ s✬❛✈ér❡r ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s✱ ❞❛♥s
❧❡ s❡♥s ♦ù ✐❧s s✉♣♣r✐♠❡♥t ♦✉ r❛❥♦✉t❡♥t ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s q✉❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ✐♥tr✉s é✈❡♥t✉❡❧✳ ❈✬ét❛✐t
♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ♦ù ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❤❛❝❤❛❣❡ s❡✉❧✱ ❝❤✐✛ré à ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡✱ ❝♦♠♠❡



✶✾

❡rs❛t③ ♥✬ét❛✐t ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❜✐❡♥ q✉✬✉♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t q✉✐ ❝♦♥♥❛✐ss❛✐t ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❛✐t
été ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■❧ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r
❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ❞❡ r❡❧✐❡r
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t tr❛♥s❢ér❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ✈ér✐✜é❡s ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡✱ ✈❡rs ✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦❞è❧❡ s❛♥s ❞❡✈♦✐r ❧❡s ✈ér✐✜❡r à ♥♦✉✈❡❛✉✳
❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛✐❞❡r❛ ❛✉ss✐ ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❧❡s ❝♦❞❛❣❡s ✉s✉❡❧s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ♣✐è❣❡s q✉❡
♣❡✉✈❡♥t ❝♦♠♣♦rt❡r ❝❡✉①✲❝✐✳

❈♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡

P♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s q✉❡st✐♦♥ s♦✉❧❡✈é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ❝❛❞r❡
❢♦r♠❡❧ q✉❡ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ♣✉✐ss❛♥t❡s✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ❧❛
♣❧✉s r✐❝❤❡ ✐♥❝❧✉t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❛s②♠étr✐q✉❡✱ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛ été ❝♦♥ç✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❡t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s♦✐❡♥t
r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡✉rs ✈❡rs✐♦♥s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✳ ▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡
❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s r❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té✱ ♦ù ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s
❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s s♦♥t ❞❡s ✈r❛✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✳ ❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥
r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣❛r ❧❡✉rs ♣❡♥❞❛♥ts ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳ ■❧ rés✉❧t❡
✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s r✐❝❤❡✱ ♠❛✐s q✉✐ ❡st ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛♣t❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳ ❉❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❛❧❣è❜r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
s✉♣♣r✐♠é ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛❧♦rs r❡❝♦✉r✐r ❛✉ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞é❥à
♠❡♥t✐♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ s✐ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té✳ ❈❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡st ❛✉ss✐
♣✉✐ss❛♥t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ♦✉t✐❧s ❈❆❙P❊❘ ❡t ❆❱■❙P❆✳ ▲❛ q✉❛tr✐è♠❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡
❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❛✉ss✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬♦✉t✐❧ ❆t❤❡♥❛✳

❚♦✉t❡s ❝❡s ❛❧❣è❜r❡s ♥♦✉s s❡r✈❡♥t à s♣é❝✐✜❡r ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ❆✜♥ q✉✬✉♥❡
t❡❧❧❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✐t ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s②♠❜♦❧✐q✉❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡✱ q✉♦✐q✉✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ❡st ♣❛r❛♠étré
♣❛r ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳ ■❧ ♥♦✉s s❡rt à ♦❜t❡♥✐r ❞❡s tr❛❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s♣é❝✐✜é ❞❛♥s ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡s tr❛❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ❡t ❛✐♥s✐ s✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❯♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡
❡st ❛✉ss✐✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ♣r♦♣♦sé❡s✳ ◆♦✉s ✜♥✐ss♦♥s
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ tr❛❝❡s ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♥♦s ❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t
❡♥ ❡✛❡t ❡①♣r❡ss✐✈❡s✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❛♣♣♦rt❡ ❞❡s ré♣♦♥s❡s s✉r ❧❡s q✉❡st✐♦♥s s♦✉❧❡✈é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❖♥ ② ♣♦s❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ♣r♦✉✈é❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s♣é❝✐✜é ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡st✲❡❧❧❡ ❛✉ss✐
✈❛❧✐❞❡✱ s✐ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡st s♣é❝✐✜é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛❧❣è❜r❡ ❄ ❈♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❡♥❝♦r❡ ❝✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❝♦♥❝rèt❡ s❡ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐
✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣❡✉t✲♦♥
❝♦♥❝❧✉r❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❄ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥✱ s✬✐❧
❡st ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❥✉st✐✜é ❞❡ ❝♦❞❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t à ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡✳



✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❢♦r♠❡❧ ♣♦✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sé❝✉r✐té

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✐
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛♥s❢éré❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❧✬❛✉tr❡✳

✷✳✶ ❚❡r♠❡s ❡t ❆❧❣è❜r❡s

▲❡s ❛❧❣è❜r❡s q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s s❡r✈❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r s♣é❝✐✜❡r ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ sé❝✉r✐té
❡t ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❝♦♥❝r❡ts é❝❤❛♥❣és s✉r ❧❡ rés❡❛✉✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
❞❡s ❛❧❣è❜r❡s r❡✢èt❡♥t ❝❡t ❡♠♣❧♦✐ ❞♦✉❜❧❡ ✿

❉✬✉♥❡ ❝ôté✱ ❡❧❧❡s ❝♦♠♣r❡♥♥❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧❡s ❛✜♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣❛tr♦♥s

❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✳ ❯♥ ♣❛tr♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛tt❡♥❞✉❡ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡✳ Pr❡♥♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡
rô❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ♦ù ✉♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❞♦✐t ❡♥✈♦②❡r s♦♥ ♥♦♠ à ✉♥ ❛✉tr❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t✳ ❉❛♥s ✉♥❡
✐♥st❛♥❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t s❡r❛✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ a ♦ù ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ a r❡♣rés❡♥t❡
❧❡ ♥♦♠ ❞✉ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❝♦♥❝r❡t✳ ■❧ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❡♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✉ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ a✳ ❖♥ s✬✐♠❛❣✐♥❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s✱ ♦ù ✉♥ ❛❣❡♥t b ✈❡✉t ❡①é❝✉t❡r ❝❡
rô❧❡✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬❡♥✈♦✐ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ a ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛✐t ♣❧✉s ❛✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ A r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t q✉✐ ❡①é❝✉t❡
❧❡ rô❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t é♠✐s s✬❛❞❛♣t❡ à ❧✬❛❣❡♥t ❛❝t✉❡❧ ✿ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
❝❛s✱ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡♥✈♦②é s❡r❛✐t a✱ t❛♥❞✐s q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡✱ ✐❧ s❡r❛✐t b✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ A ❝♦♠♠❡ ♣❛tr♦♥ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡✳

❉✬❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ✈♦✐r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ré❡❧❧❡♠❡♥t
❡♥✈♦②és✳ ❖♥ ♥❡ tr♦✉✈❡ ♣❧✉s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ ❝❛r ❡❧❧❡s ♦♥ été ✐♥st❛♥❝✐é❡s✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❜❛s❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ❞❡s t❡r♠❡s
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s
❡t ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡✳

✷✳✶✳✶ ❚❡r♠❡s ❞❡ ❜❛s❡

❆❣❡♥ts✱ ♥♦♥❝❡s ❡t ❝❧❡❢s à ❝♦✉rt t❡r♠❡

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❛✜♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ✐❞❡♥t✐tés ❞✬❛❣❡♥ts✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❝❡t ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ID ❡t ❞❡s ✐❞❡♥t✐tés ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ♥♦té❡s a1✱ a2✱ . . . ✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s Nonce ❧✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦♥❝❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs q✉✐ s❡r✈❡♥t ❝♦♠♠❡ ♠❡s✲
s❛❣❡s ❞❡ ❜❛s❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❛✉① ❞♦♥♥é❡s é❝❤❛♥❣é❡s s✉r ❧❡ rés❡❛✉①✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♥♦♥❝❡s q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t a ∈ ID ♣❡✉t ❝ré❡r ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r Nonce(a) = {n(a, j, s) | j, s ∈ N}✳ ▲❡s ♥♦♥❝❡s
❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❛✉❝✉♥ ❛❣❡♥t ♥❡ ♣❡✉t ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♥♦♥❝❡
❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✳ ❙♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦♥❝❡s ❡st ❞♦♥❝ ❞✐s❥♦✐♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥♦♥❝❡s ❞❡s ❛✉tr❡s
❛❣❡♥ts✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♥♦♥❝❡s s❡ r❡♥♦✉✈❡❧❧❡♥t à ❝❤❛q✉❡ s❡ss✐♦♥ s✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡ ♣❛rt✐✲
❝✐♣❛♥t ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ❧❡s ♥♦♥❝❡s q✉✬✐❧ ✉t✐❧✐s❡ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡s ♥♦♥❝❡s
é♠✐s ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t ✉t✐❧✐s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♥♦♥❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ s❡ss✐♦♥s✱
❝❡✉①✲❝✐ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ♣❛r ❧✬❡♥t✐❡r j✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Nonce ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r Nonce =

⋃

a∈ID Nonce(a)✳
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❝❧❡❢s ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① t②♣❡s ✿

❧❡s ❝❧❡❢s à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ❡t ❧❡s ❝❧❡❢s à ❧♦♥❣ t❡r♠❡✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ❝❡ ❞❡r♥✐❡r t②♣❡
❞❡ ❝❧❡❢s✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❧❡❢s s②♠étr✐q✉❡s à ❝♦✉rt t❡r♠❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❧❡❢s à
❝♦✉rt t❡r♠❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t a ∈ ID ❡st ♥♦té SKShort(a) = {k(a, j, s) | j, s ∈ N}✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❧❡❢s s❡
❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♥♦♥❝❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ♣♦ssè❞❡ s❡s ♣r♦♣r❡s ❝❧❡❢s q✉✐ ❝❤❛♥❣❡♥t
❛✈❡❝ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ ❝❧❡❢ j ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s❡ss✐♦♥ ❡t ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ s❡ss✐♦♥ s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝❧❡❢s s②♠étr✐q✉❡s à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r SKShort =

⋃

a∈ID SKShort(a)✳ P♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ t②♣❡



✷✳✶✳ ❚❡r♠❡s ❡t ❆❧❣è❜r❡s ✷✶

❞❡ ❝❧❡❢ s②♠étr✐q✉❡✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞♦✐✈❡♥t ❞✬❛❜♦r❞ s❡ ♠❡ttr❡ ❞✬❛❝❝♦r❞ s✉r ❧❛ ❝❧❡❢ à ✉t✐❧✐s❡r ♣❡♥❞❛♥t
✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳

➱t✐q✉❡tt❡s

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s♦♥t ❡♥ ré❛❧✐té ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❞❡✉① ❝❤✐✛r❡♠❡♥ts
s✉❝❝❡ss✐❢s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ♠❡ss❛❣❡ ♥✬❛❜♦✉t✐ss❡♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t à ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❜✐ts ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳
P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s❡ s❡r✈❡♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ s②♠❜♦❧✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
r❡❝♦✉rs ❛✉① ét✐q✉❡tt❡s ♦✉ ❧❛❜❡❧s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥ts s②♠❜♦❧✐q✉❡s ❞❡s
♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s✱ ❛✈❛♥t ❞❡
♣r♦❝é❞❡r à ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦s ❛❧❣è❜r❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

A→ B : 〈{nA}ek(B), {{nA}ek(B)}ek(B)〉

▲✬❛❣❡♥t A ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡✉① ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {nA}ek(B) ♦ù ek(B) ❡st
❧❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❞✉ rô❧❡ B✳ P❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ✐❧ ❡st✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞✉ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ t♦✉t à ❢❛✐t s❡♥sé ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r✱ s✐ ❧❡s ❞❡✉① ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✐✛èr❡♥t ♦✉
s✐ ❧✬✉♥❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ◆♦✉s rés♦❧✈♦♥s ❝❡t ❛♠❜✐❣✉ïté ♣❛r ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s✳ ❆✐♥s✐✱
♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦t♦❝♦❧❡s

A→ B : 〈{nA}
l1
ek(B), {{nA}

l1
ek(B)}

l2
ek(B)〉 (1)

❡t

A→ B : 〈{nA}
l1
ek(B), {{nA}

l2
ek(B)}

l3
ek(B)〉 (2).

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧❛ ♠ê♠❡ ét✐q✉❡tt❡ l1 ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❤✐✛r❡r ❧❡ ♥♦♥❝❡ nA

❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❞❡ B✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❡st ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡✉① ét✐q✉❡tt❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s l1 ❡t l2✳ ❈❡❧❛ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✐✛èr❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❞♦✐t êtr❡ ❡①é❝✉té sé♣❛ré♠❡♥t
♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬❛❧é❛
✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳

◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬❡♥ ré❛❧✐té✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts ❤♦♥♥êt❡s ❡t ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ♥❡
♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ê♠❡ s♦✉r❝❡ ❞✬❛❧é❛✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐♦♥s ♣❛s ♣❧✉s ❧❛
s♦✉r❝❡ ❞✬❛❧é❛ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ❛❣❡♥ts ❤♦♥♥êt❡s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ✉t✐❧✐s❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡
s♦✉r❝❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣♦✉rt❛♥t ♣❛s ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❣r❛✈❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ♣❛r❝❡ q✉❡
❧❡s ❛❣❡♥ts ❤♦♥♥êt❡s ♥❡ ❝❤❡r❝❤❡♥t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛s à ❢r❛✉❞❡r✳ ❆✉ss✐ s✉✣t✲✐❧ ❞✬❛✈♦✐r ❧❛ ♠ê♠❡
s♦✉r❝❡ ❞✬❛❧é❛ ♣♦✉r t♦✉s ❝❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❤♦♥♥êt❡s✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞♦♥❝ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞❡✉① s②♠✲
❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ag(❴) ❡t adv(❴) ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬ét✐q✉❡tt❡s✱ Labelag = {ag(i) | i ∈ N} ❡t
Labeladv = {adv(i) | i ∈ N}✱ q✉✐ t✐❡♥❞r♦♥t ❧✐❡✉ ❞❡ ❝❡ q✉✐ s♦♥t ❡♥ ré❛❧✐té ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❙✐ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♣❛r❧❡r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét✐q✉❡tt❡s s❛♥s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ♥♦✉s
♥♦t♦♥s Label = Labelag ∪ Labeladv✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳ P♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s
❞✬❛❧é❛✱ ♥♦✉s r❡❣❛r❞♦♥s ❧❡s t❡r♠❡s {n}ag(1)

ek(a) ❡t {n}adv(1)
ek(a) ✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ❤♦♥♥êt❡

❛ ❝❤✐✛ré ❧❛ ♥♦♥❝❡ n ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t a✱ ♥♦té ek(a)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✱ ❝✬ét❛✐t



✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❢♦r♠❡❧ ♣♦✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sé❝✉r✐té

❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡✳ ▲❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❞✐st✐♥❝ts ❡t✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ✉♥ ❛❞✈❡rs❛✐r❡
♥❡ ♣❛r✈✐❡♥❞r❛ ❥❛♠❛✐s à ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❤♦♥♥êt❡✱ ❝❛r ✐❧ ♥✬❛
♣❛s ❛❝❝ès à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Labelag✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❡♥tr❡ {n}ag(1)

ek(a) ❡t {n}ag(2)
ek(a)✳

❈❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉✬❡♥ ré❛❧✐té✱ ♦♥ ❛ ❞û ❡♠♣❧♦②❡r ❞❡✉① ❢♦✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❞❡✉① ❝❤✐✛r❡♠❡♥ts ❞✉ ♥♦♥❝❡ n ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t a✳ ❊♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱
❧❡s t❡r♠❡s ♥❡ ré✈è❧❡♥t ♣❛s✱ s✬✐❧s ♦♥t été ❝réés ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ❛❣❡♥t ♦✉ ♣❛r ❞❡✉① ❛❣❡♥ts ❞✐✛ér❡♥ts✱
♣✉✐sq✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛❣❡♥ts ❤♦♥♥êt❡s ♦♥t ❛❝❝ès à ❧❛ ♠ê♠❡ s♦✉r❝❡ ❞✬ét✐q✉❡tt❡s Labelag✳

◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ❝♦♥s✐❞éré q✉❡ ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡✳ ■❧ r❡st❡ à ♠❡♥t✐♦♥♥❡r
q✉❡ ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s❡ s❡r✈❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s✳

❱❛r✐❛❜❧❡s

❆✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s é♠✐s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡s ♣❛tr♦♥s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s q✉✐ s♦♥t
à ❡♥✈♦②❡r ♦✉ ❛tt❡♥❞✉s ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❙♦✐t X lhs = X.n ∪X.a ∪X.k ∪X.c ∪X.s ∪X.h ∪X.l ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ré✉♥✐ss❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ♥♦♥❝❡✱ ❛❣❡♥t✱ ❝❧❡❢ s②♠étr✐q✉❡ à ❝♦✉rt t❡r♠❡✱ ♠❡ss❛❣❡ ❝❤✐✛ré✱ ♠❡ss❛❣❡ s✐❣♥é❡✱
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡t ét✐q✉❡tt❡✳ ◆♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s Xhs = X lhs \ X.l✱ Xh =
Xhs \X.s ❡t X = Xh \X.h ♣♦✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✉①q✉❡❧s ♥♦✉s ôt♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét✐q✉❡tt❡s✱ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s X lhs ✱
Xhs ✱ Xh ❡t X ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
♥♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r X ID

a = X.a ∪ ID ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡s ✐❞❡♥t✐tés ❞✬❛❣❡♥ts✳

✷✳✶✳✷ ▲❡s ❛❧❣è❜r❡s

❆✈❛♥t ❞❡ ♥♦✉s ❧❛♥❝❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ✉t✐❧✐sés✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ✈✉ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s n(❴,❴,❴)
❡t k(❴,❴,❴) ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♥♦♥❝❡s ❡t ❧❡s ❝❧❡❢s s②♠étr✐q✉❡s à ❝♦✉rt t❡r♠❡✳ ▲❡s ❛✉tr❡s
s②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ✉t✐❧✐sés s♦♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❡❢s à ❧♦♥❣ t❡r♠❡✱ ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡
❡t s②♠étr✐q✉❡✱ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡t ❧❛ ♣❛✐r❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉① t②♣❡s
❞❡ s②♠❜♦❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❤✐✛r❡♠❡♥ts ❡t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡
❝❛r❛❝tèr❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ ❝❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ❈✬❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛❧❣è❜r❡ q✉✐
✉t✐❧✐s❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❛ ❛✉ss✐ ♣❡r♠✐s ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡
❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❬❈❲✵✺❪✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❡♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡
t②♣❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❤✐✛r❡♠❡♥ts ❡t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❧❣è❜r❡s✳

▲❡s ❝❧❡❢s à ❧♦♥❣ t❡r♠❡

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s q✉❛tr❡ s②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ek(❴)✱ dk(❴)✱ sk(❴) ❡t vk(❴) ♣♦✉r r❡♣ré✲
s❡♥t❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝❧❡❢s ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t✱ ❞❡ ❞é❝❤✐✛r❡♠❡♥t✱ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✳
❈❡s s②♠❜♦❧❡s ♣r❡♥♥❡♥t ❝♦♠♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té a ∈ ID✳ ❆✐♥s✐✱ ek(a) ❡t dk(a) ❞és✐❣♥❡♥t
❧❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣r✐✈é❡ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t a✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s
t❡r♠❡s sk(a) ❡t vk(a) r❡♣rés❡♥t❡♥t s❡s ❝❧❡❢s ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s
❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s q✉❛tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts EKey✱ DKey✱ SKey ❡t VKey ♣❛r EKey = {ek(a) | a ∈ ID}✱
❡t❝✳

◗✉❛♥t ❛✉ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❝❧❡❢s à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ s②♠❜♦❧❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ symk(❴,❴)✳ ❙✐ ✉♥ ❛❣❡♥t a ∈ ID ✈❡✉t ❡♥✈♦②❡r ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ s②♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❝❤✐✛ré à
✉♥ ❛❣❡♥t b ∈ ID✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♣♦✉rr❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❝❧❡❢ symk(a, b) q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ❝♦♥♥✉❡ ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t b✳ ❉❡
♠ê♠❡✱ ✐❧ ♣❡✉t ❞é❝❤✐✛r❡r ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❝❤✐✛ré s②♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ symk(b, a)✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡



✷✳✶✳ ❚❡r♠❡s ❡t ❆❧❣è❜r❡s ✷✸

❞❡s ❝❧❡❢s s②♠étr✐q✉❡s q✉✐ s♦♥t à ❧❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t a ∈ ID ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r SKLong(a) =
{symk(a, b), symk(b, a) | b ∈ ID}✳

▲❡s ❛✉tr❡s s②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s

▲❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① s②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s {❴}❴❴ ❡t {❴}❴✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛❧❣è❜r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ t❡r♥❛✐r❡✳ ■❧ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t
❧❡ ♠❡ss❛❣❡ m à ❝❤✐✛r❡r✱ ✉♥❡ ❝❧❡❢ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ek(a)✱ ❡t ✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡

❧✬❛❧é❛ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ {m}ag(1)
ek(a) ❡st ✉♥ t❡r♠❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡

❛s②♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❝❤✐✛ré✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❧❣è❜r❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t
♣❛s ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞✉ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ♦♠❡t
❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❝♦♠♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❯♥ t❡r♠❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❝❤✐✛ré ❞❛♥s ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s
❛❧❣è❜r❡s ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ {m}ek(a)✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s s②♠❜♦❧❡s {|❴|}❴❴ ❡t {|❴|}❴✳
▲❛ r❛✐s♦♥s ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ s②♠❜♦❧❡ t❡r♥❛✐r❡ ❡t ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡
q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s②♠❜♦❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛❧❣è❜r❡
❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❧❣è❜r❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❡❢✱ ♥♦✉s ❛✉t♦r✐s♦♥s
♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝❧❡❢s s②♠étr✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐s ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ♠❛✐s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s t❡r♠❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ❯♥❡ ❝❧❡❢ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ t❡r♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡
❝❧❡❢ ❝♦♠♣♦sé❡✳

◗✉❛♥t à ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ❧❡s s②♠❜♦❧❡s [❴]❴❴ ❡t [❴]❴✳ ■❝✐ ❛✉ss✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞❡✉① s②♠❜♦❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s s✉✐✈❛♥t✱ s✐ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♦✉ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛❧❣è❜r❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
s②♠❜♦❧❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st rés❡r✈é ❛✉① ❛✉tr❡s ❛❧❣è❜r❡s✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ hash(❴)✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s
hash(m) ❧❡ ❤❛❝❤é ❞❡ m✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❡ ❤❛❝❤é ❞✬✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ m ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❜✐ts ❝♦✉rt❡✱
❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉✬✐❧ s♦✐t ❞✐✣❝✐❧❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞♦♥♥é❡ m′ t❡❧❧❡ q✉❡ hash(m′) =
hash(m)✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥s ❧❛ ♣❛✐r❡ 〈❴,❴〉✳ ❆✜♥ ❞✬❡①✲
♣r✐♠❡r ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é❧é♠❡♥ts✱ ♦♥ ❞♦✐t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s
✐♠❜r✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦t❡r 〈a1, 〈a2, a3〉〉 ♣♦✉r a1, a2, a3 ♦✉ ❡♥❝♦r❡ 〈〈a1, a2〉, a3〉✳

❯♥❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❝♦♥ç✉❡s ♣♦✉r s♣é❝✐✜❡r ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s é❝❤❛♥❣és✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r
❧❡s ❛❧❣è❜r❡s✱ ❞❡ ❧❡s ❞é♥♦t❡r ♣❛r T lhs ✱ T hs ✱ T h ❡t T ♦ù ❧❡s ❡①♣♦s❛♥ts lhs✱ hs ❡t h ✐♥❞✐q✉❡♥t✱ s✐ ❡❧❧❡s
♠❡tt❡♥t à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ✭l ♣♦✉r ❧❛❜❡❧s✮✱ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ✭s✮ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✭h✮✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ T ♥❡ ♣♦rt❡ ♣❛s ❞✬❡①♣♦s❛♥t✳

▲✬❛❧❣è❜r❡ T lhs

❈✬❡st ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❧❛ ♣❧✉s r✐❝❤❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡t✱ q✉❛♥t
❛✉① ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❛s②♠étr✐q✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✬② tr♦✉✈❡♥t
❞❛♥s ❧❡✉rs ✈❡rs✐♦♥s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✳ ❈❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡st ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

L ::= X.l | ag(i) | adv(i)
T lhs ::= Xhs | a | n(a, j, s) | ek(X ID

a ) | dk(X ID
a ) | sk(X ID

a ) | vk(X ID
a ) | symk(X ID

a , X ID
a ) | k(a, j, s)

| 〈T lhs , T lhs〉 | {|T lhs |}LT lhs | {T lhs}L
ek(X ID

a )
| {T lhs}L

dk(X ID
a )
| [T lhs ]L

sk(X ID
a )
| hash(T lhs)



✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❢♦r♠❡❧ ♣♦✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sé❝✉r✐té

♦ù i, j, s ∈ N s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ a ∈ ID ❡st ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t ❡t Xhs = X lhs \X.l ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❛♥s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét✐q✉❡tt❡s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥❝♦r❡ q✉❡ X ID

a = X.a∪ ID ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡s ✐❞❡♥t✐tés ❞✬❛❣❡♥ts✳

❆✈❡❝ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✱ ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ♦✛r❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ s♣é❝✐✲
✜❝❛t✐♦♥ q✉❡ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❡st ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳
❊❧❧❡ ❡st ♣❛r ❝♦♥tr❡ ✉t✐❧❡✱ s✐ ♦♥ ✈❡✉t tr❛♥s❢ér❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ q✉✐ ❛ été ét❛❜❧✐ ❞❛♥s ✉♥
♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
♣♦✉r ✉♥ t❡❧ tr❛♥s❢❡rt✳

▲✬❛❧❣è❜r❡ T hs

▲✬❛❧❣è❜r❡ T hs ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à T lhs à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛
s✐❣♥❛t✉r❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡✉rs s②♠❜♦❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ♦♥t été r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r ❧❡✉r ♣❡♥❞❛♥ts ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ✿

T hs ::= Xhs | a | n(a, j, s) | ek(X ID
a ) | dk(X ID

a ) | sk(X ID
a ) | vk(X ID

a ) | symk(X ID
a , X ID

a ) | k(a, j, s)
| 〈T hs , T hs〉 | {|T hs |}T hs | {T hs}ek(X ID

a ) | {T
hs}dk(X ID

a ) | [T
hs ]sk(X ID

a ) | hash(T hs)

♦ù j, s ∈ N s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ a ∈ ID ❡st ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t ❡t Xhs = X lhs \X.l ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s s❛♥s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét✐q✉❡tt❡s✳ ❈❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧✬♦✉t✐❧
Pr♦❱❡r✐❢ ❬❇❧❛✵✶❪✳

▲✬❛❧❣è❜r❡ T h

❉❛♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ T h ✱ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡st s✉♣♣r✐♠é✳ ▲❡s ❝❧❡❢s ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡
❡t ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ s♦♥t ❞♦♥❝✱ ❡❧❧❡s ❛✉ss✐✱ ôté❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡✳ ❈❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡st ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡
♣❛r ✿

T h ::= Xh | a | n(a, j, s) | ek(X ID
a ) | dk(X ID

a ) | symk(X ID
a , X ID

a ) | k(a, j, s)
| 〈T h , T h〉 | {|T h |}T h | {T h}ek(X ID

a ) | {T
h}dk(X ID

a ) | hash(T h)

♦ù j, s ∈ N s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ a ∈ ID ❡st ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t ❡t Xh = X lhs \ (X.l ∪ X.s) ❡st
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❛♥s ❝❡❧❧❡s ❞✬ét✐q✉❡tt❡s ❡t ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ▲❡s ♦✉t✐❧s ❈❆❙P❊❘ ❬▲♦✇✾✼❜❪ ❡t
❆❱■❙P❆ ❬❆❇❇+✵✺❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à T h ✳

▲✬❛❧❣è❜r❡ T

▲✬❛❧❣è❜r❡ T ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s q✉❡ ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐r❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡
♥✬② ✜❣✉r❡ ♣❧✉s✳ ❈❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

T ::= X | a | n(a, j, s) | ek(X ID
a ) | dk(X ID

a ) | symk(X ID
a , X ID

a ) | k(a, j, s)
| 〈T, T 〉 | {|T |}T | {T}ek(X ID

a ) | {T}dk(X ID
a )

♦ù j, s ∈ N s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ a ∈ ID ❡st ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t ❡t X = X lhs \ (X.l ∪ X.s ∪ X.h)✳
❈❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧ ❆t❤❡♥❛ ❬❙♦♥✾✾❪✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡
❝♦♥t✐❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ s②♠❜♦❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞✐st✐♥❝t✳

✷✳✶✳✸ ◆♦t✐♦♥s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ t❡r♠❡s

❈♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥

P♦✉r ♥❡ ♣❛s ré♣ét❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❢❛✐ts q✉✐ s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s✱ ♥♦✉s
❛❞♦♣t♦♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧✬ét♦✐❧❡ ⋆ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡



✷✳✶✳ ❚❡r♠❡s ❡t ❆❧❣è❜r❡s ✷✺

❞❡s ❡①♣♦s❛♥ts {lhs, hs, h,❴} ♦ù ❴ ♥♦t❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ✈✐❞❡✳ ❆✐♥s✐✱ T ⋆ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥
é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {T lhs , T hs , T h , T} ❡t X⋆ ❧✬é❧é♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❡ {X lhs , Xhs , Xh , X}✳
◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡✱ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s
♥♦✉✈❡❧❧❡s ♥♦t✐♦♥s✳

◆♦t✐♦♥s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ t❡r♠❡s

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲t❡r♠❡s ❞✬✉♥ t❡r♠❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞
❜❡s♦✐♥ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡
✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ f ❞✬❛r✐té k✱ ♥♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ f(t1, t2, ..., tk)✱ ❧❡ t❡r♠❡ t1
♦❝❝✉♣❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❡ t❡r♠❡ t2 ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❙♦✐t t ∈ T ⋆ ✉♥ t❡r♠❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Pos(t) ⊆ N
∗ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ t ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

✕ Pos(t) = {ε} s✐ t ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t
✕ Pos(t) = {ε} ∪

⋃

1≤i≤n{i.p | p ∈ Pos(ti)}✱ s✐ t = f(t1, ..., tn)
♦ù ε ❡st ❧❡ ♠♦t ✈✐❞❡ ❡t f ❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ T ⋆✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳ ❙♦✐t t = 〈a, 〈〈a, b〉, b〉〉 ∈ T ⋆ ♦ù a, b ∈ ID✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛ Pos(t) = {ε, 1, 2, 2.1, 2.2,

2.1.1, 2.1.2}✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ t′ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ t à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ p✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❙♦✐t p ∈ Pos(t) ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ t ∈ T ⋆✳ ▲❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ t′ = t|p ❡st ❞é✜♥✐
♣❛r

✕ t|p = t✱ s✐ p = ε ❡t
✕ t|i.p = ti|p✱ s✐ t = f(t1, ..., tn) ❡t 1 ≤ i ≤ n✱ s✐♥♦♥ t|i.p ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐✳

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉s✲t❡r♠❡s ❞❡ t = 〈a, 〈〈a, b〉, b〉〉 ∈ T ⋆ ♦ù a, b ∈ ID ❡st {〈a, 〈〈a, b〉, b〉〉,
a, 〈〈a, b〉, b〉, 〈a, b〉, b}✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✉♥ t❡r♠❡ ❡st ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ s♦✐✲♠ê♠❡ ❡t q✉✬✐❧ ♣❡✉t
❝♦♥t❡♥✐r ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲t❡r♠❡s é❣❛✉①✳

▲❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❛✜♥ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡
❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡ ♣❛r ❞❡s t❡r♠❡s✳ ▲❡✉r ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧❡s t❡r♠❡s ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ❯♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ X lhs ❞❛♥s T lhs ∪ L✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✉♥❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ✜♥✐✳ ■❧ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s x✱ t❡❧❧❡ q✉❡ σ(x) 6= x✳ ❯♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
σ = {x1 ← t1, . . . , xn ← tn} ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ X lhs ❡t t❡r♠❡s ❞❡ T lhs ∪L✳
❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r σ(x) = x ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x 6∈ {x1, . . . , xn} ❡t ♣❛r σ(xi) = ti ♣♦✉r t♦✉t
✐♥❞✐❝❡ 1 ≤ i ≤ n✳ ◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ❝❧♦s✱ s✐ ❛✉❝✉♥ ❞❡s t❡r♠❡s ti ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡✳

◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❛♥s T lhs ∪
L ✿ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s f ❞✬❛r✐té k q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s T lhs ∪ L ❡t t♦✉s ❧❡s
t❡r♠❡s u1, . . . , uk ∈ T lhs ∪ L ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s σ(f(u1, . . . , uk)) = f(σ(u1), . . . , σ(uk))✳ P♦✉r ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ u ∈ T lhs ∪ L✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s σ(u) = u✳

P♦✉r ✉♥ t❡r♠❡ m ∈ T lhs ∪ L✱ ♥♦✉s ❞é♥♦t♦♥s σ(m) ❛✉ss✐ ♣❛r mσ✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s S ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳

➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉♥✐✜❡r ❞❡s t❡r♠❡s✳ ■♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬♦♥
r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❞é♣❛rt
❞❡✈✐❡♥♥❡♥t é❣❛✉①✳



✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❢♦r♠❡❧ ♣♦✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sé❝✉r✐té

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳ ❙♦✐❡♥t t1, t2 ∈ T ⋆ ❞❡✉① t❡r♠❡s✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✐❧s s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥ σ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ σ(t1) = σ(t2)✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ σ ❡st ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t
❛✉tr❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ θ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ θ(t1) = θ(t2)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ θ′✱ t❡❧❧❡ q✉❡ θ = σθ′✳

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳ ❙♦✐❡♥t t1 = 〈x, a〉✱ t2 = 〈b, a〉✱ t3 = x tr♦✐s t❡r♠❡s✳ t1 ❡t t2 s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡ ❛✈❡❝
❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ σ = [x ← b]✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ t2 ❡t t3✱ ❛✈❡❝ ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧
σ′ = [x← 〈b, a〉]✳ ▲❡s t❡r♠❡s t1 ❡t t3 ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉♥✐✜❛❜❧❡s✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é ❛♥tér✐❡✉r❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s t❡r♠❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r s♣é❝✐✜❡r ❧❡s ♣❛tr♦♥s ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❛tt❡♥❞✉s ❡t ❡♥✈♦②és ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥
♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ▲❡s t❡r♠❡s q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ré❡❧❧❡♠❡♥t é♠✐s s♦♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥st❛♥❝✐és
❡t ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✉♥ t❡❧ t❡r♠❡ ❝❧♦s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳ ❙✐ ✉♥ t❡r♠❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐❧ ❡st ❝❧♦s✳

✷✳✷ ❙②stè♠❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ✿ ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ ❧✬✐♥tr✉s

❆❞♠❡tt♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬✉♥ ✐♥tr✉s ❝♦♥♥❛ît ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S ⊆ T ⋆ ❞❡ t❡r♠❡s ❝❧♦s✳ ◗✉❡❧❧❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ♣❡✉t✲✐❧ ❡♥ t✐r❡r ❄ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉✬✐❧ ♣✉✐ss❡ ❢♦r♠❡r ✉♥❡ ♣❛✐r❡ 〈m1,m2〉 à
♣❛rt✐r ❞❡ ❞❡✉① t❡r♠❡s m1,m2 ∈ S✳ ❖✉ ❡♥❝♦r❡✱ q✉❡✱ s✐ m ∈ S ❡st ✉♥ t❡r♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡t ek(a) ❧❛
❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t a✱ ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ t❡r♠❡ {m}ek(a) q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❛ ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ ❝❤✐✛r❡r m ♣❛r ek(a)✳ ❖♥ ❧❡ ✈❡✉t ❛✉ss✐ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ré✉t✐❧✐s❡r ❧❡s t❡r♠❡s
❝♦♥str✉✐ts ♣♦✉r ❡♥ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞✬❛✉tr❡s✳ P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞✬✉♥ ✐♥tr✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s r❡❝♦✉rs à ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✳ ❈❡✉①✲❝✐ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢é✲
r❡♥❝❡ ❡t ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S ❡t ✉♥ t❡r♠❡ m ∈ T ⋆✱ ♥♦té❡ ♣❛r S ⊢⋆ m✳ ▲❛
s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ ❧✬✐♥tr✉s ❛ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ S✱ ✐❧ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ m✳
▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❛②❛♥t été ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❉♦❧❡✈ ❡t ❨❛♦ ❬❉❨✽✶❪✱ ❧❡s
rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ s♦♥t ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❉♦❧❡✈✲❨❛♦✳

Pr❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ T hs ✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✳ ■❧
✐♥❞✉✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ⊢hs ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ rè❣❧❡s ✿ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❡t
❧❡s rè❣❧❡s ❣é♥ér❛❧❡s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s s❡ ❞✐✈✐s❡♥t ❡♥ rè❣❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜❛s❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✐q✉❡té❡s ♣❛r ❈♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ s♣é❝✐✜❡♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬✐♥tr✉s✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ s❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❡♥ ❧❡s t❡r♠❡s ❞é❥à ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S

✭❧❛ rè❣❧❡ RHS init
1 ✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣✉❜❧✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♥♦♠s ❞✬❛❣❡♥ts✱ ❧❡✉rs ❝❧❡❢s

♣✉❜❧✐q✉❡s ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❉❡ t❡❧s t❡r♠❡s s♦♥t ❞♦♥❝ t♦✉❥♦✉rs ❞é❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ S

✭❧❛ rè❣❧❡ RHS init
2 ✮✳

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥t✱ ❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❧❛ ❢♦r♠❡

S ⊢ m1 . . . S ⊢ mn

S ⊢ f(m1, . . . ,mn)
✳

❊❧❧❡s s♦♥t à ❧✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s t❡r♠❡s m1, . . . ,mn ❞❡ S✱ ❛❧♦rs ♦♥
♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❛✉ss✐ ❧❡ t❡r♠❡ f(m1, . . . ,mn) ♦ù f ❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞✬❛r✐té n ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡
❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❉❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✱ ❧❡s rè❣❧❡s RHSpair

comp ✱ RHS
sym
c ✱

RHSasym
c ✱ RHSasym

cinv ✱ RHSsign
sig ❡t RHShash s♦♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❚♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ Pr❡♥♦♥s ♣♦✉r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥❝r❡t ❧❛
rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝❤✐✛r❡♠❡♥t à ❝❧❡❢ s②♠étr✐q✉❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥tr✉s ❛ ré✉ss✐ à ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s t❡r♠❡s {|m|}k
❡t k à ♣❛rt✐r ❞❡ S✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡tt❡ rè❣❧❡✱ ✐❧ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é❞✉✐r❡ m ❞❡ S✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧
❞✬❛♣♣❡❧❡r ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝❛r ❧❡ t❡r♠❡ ♦❜t❡♥✉ m ❡st ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡s ❞✬✉♥ ❞❡s
t❡r♠❡s ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥✱ à s❛✈♦✐r ❞✉ t❡r♠❡ {|m|}k✳



✷✳✷✳
❙
②stè♠

❡s
❞
❡
❞
é❞

✉
❝t✐♦♥

✿
❧❡

♣
♦✉

✈♦✐r
❞
❡
❧✬✐♥tr✉

s
✷✼

RLHS init
1

m ∈ S
S ⊢lhs m

RLHS init
2

a ∈ ID
S ⊢lhs a, ek(a), vk(a) ❈♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡

RLHSpair
comp

S ⊢lhs m1 S ⊢lhs m2

S ⊢lhs 〈m1,m2〉
RLHSpair

dec

S ⊢lhs 〈m1,m2〉
i ∈ {1, 2}

S ⊢lhs mi

❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❛✐r❡s

RLHSsym
c

S ⊢lhs k S ⊢lhs m

S ⊢lhs {|m|}
adv(i)
k

RLHSsym
d

S ⊢lhs {|m|}lk S ⊢lhs k

S ⊢lhs m

❈❤✐✛r❡♠❡♥t ❡t ❞é❝❤✐✛r❡✲
♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡

RLHSasym
c

S ⊢lhs ek(a) S ⊢lhs m
i ∈ N

S ⊢lhs {m}
adv(i)
ek(a)

RLHSasym
d

S ⊢lhs {m}lek(a) S ⊢lhs dk(a)

S ⊢lhs m

❈❤✐✛r❡♠❡♥t ❡t ❞é❝❤✐✛r❡✲
♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡

RLHSasym
cinv

S ⊢h dk(a) S ⊢h m

S ⊢h {m}dk(a)

RLHSasym
dinv

S ⊢h {m}dk(a) S ⊢h ek(a)

S ⊢h m

❈❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡
❛✈❡❝ ❝❧❡❢s ✐♥✈❡rsé❡s

RLHSsign
sig

S ⊢lhs sk(a) S ⊢lhs m
i ∈ N

S ⊢lhs [m]
adv(i)
sk(a)

RLHSsign
ded

S ⊢lhs [m]lsk(a)

S ⊢lhs m
❙✐❣♥❛t✉r❡

RLHShash
S ⊢lhs m

S ⊢lhs hash(m)
❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡

❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ T lhs ✳
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❞
❡s

♣
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♣
r✐
ét
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❞
❡
sé
❝✉

r✐
té

RHS init
1

m ∈ S
S ⊢hs m

RHS init
2

a ∈ ID
S ⊢hs a, ek(a), vk(a) ❈♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡

RHSpair
comp

S ⊢hs m1 S ⊢hs m2

S ⊢hs 〈m1,m2〉
RHSpair

dec

S ⊢hs 〈m1,m2〉
i ∈ {1, 2}

S ⊢hs mi

❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❛✐r❡s

RHSsym
c

S ⊢hs k S ⊢hs m

S ⊢hs {|m|}k
RHSsym

d

S ⊢hs {|m|}k S ⊢hs k

S ⊢hs m

❈❤✐✛r❡♠❡♥t ❡t ❞é❝❤✐✛r❡✲
♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡

RHSasym
c

S ⊢hs ek(a) S ⊢hs m

S ⊢hs {m}ek(a)

RHSasym
d

S ⊢hs {m}ek(a) S ⊢hs dk(a)

S ⊢hs m

❈❤✐✛r❡♠❡♥t ❡t ❞é❝❤✐✛r❡✲
♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡

RHSasym
cinv

S ⊢h dk(a) S ⊢h m

S ⊢h {m}dk(a)

RHSasym
dinv

S ⊢h {m}dk(a) S ⊢h ek(a)

S ⊢h m

❈❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡
❛✈❡❝ ❝❧❡❢s ✐♥✈❡rsé❡s

RHSsign
sig

S ⊢hs sk(a) S ⊢hs m

S ⊢hs [m]sk(a)

RHSsign
ded

S ⊢hs [m]sk(a)

S ⊢hs m
❙✐❣♥❛t✉r❡

RHShash
S ⊢hs m

S ⊢hs hash(m)
❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡

❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ T hs ✳



✷✳✷✳
❙
②stè♠

❡s
❞
❡
❞
é❞

✉
❝t✐♦♥

✿
❧❡

♣
♦✉

✈♦✐r
❞
❡
❧✬✐♥tr✉

s
✷✾

RHinit
1

m ∈ S
S ⊢h m

RHinit
2

a ∈ ID
S ⊢h a, ek(a) ❈♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡

RHpair
comp

S ⊢h m1 S ⊢h m2

S ⊢h 〈m1,m2〉
RHpair

dec

S ⊢h 〈m1,m2〉
i ∈ {1, 2}

S ⊢h mi

❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❛✐r❡s

RHsym
c

S ⊢h k S ⊢h m

S ⊢h {|m|}k
RHsym

d

S ⊢h {|m|}k S ⊢h k

S ⊢h m

❈❤✐✛r❡♠❡♥t ❡t ❞é❝❤✐✛r❡✲
♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡

RHasym
c

S ⊢h ek(a) S ⊢h m

S ⊢h {m}ek(a)

RHasym
d

S ⊢h {m}ek(a) S ⊢h dk(a)

S ⊢h m

❈❤✐✛r❡♠❡♥t ❡t ❞é❝❤✐✛r❡✲
♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡

RHasym
cinv

S ⊢h dk(a) S ⊢h m

S ⊢h {m}dk(a)

RHasym
dinv

S ⊢h {m}dk(a) S ⊢h ek(a)

S ⊢h m

❈❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡
❛✈❡❝ ❝❧❡❢s ✐♥✈❡rsé❡s

RHhash
S ⊢h m

S ⊢h hash(m)
❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡

❋✐❣✳ ✷✳✹ ✕ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ T h ✳
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Rinit
1

m ∈ S
S ⊢ m

Rinit
2

a ∈ ID
S ⊢ a, ek(a) ❈♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡

Rpair
comp

S ⊢ m1 S ⊢ m2

S ⊢ 〈m1,m2〉
Rpair

dec

S ⊢ 〈m1,m2〉
i ∈ {1, 2}

S ⊢ mi

❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❛✐r❡s

Rsym
c

S ⊢ k S ⊢ m

S ⊢ {|m|}k
Rsym

d

S ⊢ {|m|}k S ⊢ k

S ⊢ m

❈❤✐✛r❡♠❡♥t ❡t ❞é❝❤✐✛r❡✲
♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡

Rasym
c

S ⊢ ek(a) S ⊢ m

S ⊢ {m}ek(a)

Rasym
d

S ⊢ {m}ek(a) S ⊢ dk(a)

S ⊢ m

❈❤✐✛r❡♠❡♥t ❡t ❞é❝❤✐✛r❡✲
♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡

Rasym
cinv

S ⊢ dk(a) S ⊢ m

S ⊢ {m}dk(a)

Rasym
dinv

S ⊢ {m}dk(a) S ⊢ ek(a)

S ⊢ m

❈❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡
❛✈❡❝ ❝❧❡❢s ✐♥✈❡rsé❡s

❋✐❣✳ ✷✳✺ ✕ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ T ✳



✷✳✷✳ ❙②stè♠❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ✿ ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ ❧✬✐♥tr✉s ✸✶

S ⊢hs k(a, 1, 1) S ⊢hs {|〈a, b〉|}k(a,1,1)

S ⊢hs 〈a, b〉

S ⊢hs a

S ⊢hs [c]sk(a)

S ⊢hs c

S ⊢hs 〈a, c〉 S ⊢hs ek(b)

S ⊢hs {〈a, c〉}ek(b)

❋✐❣✳ ✷✳✻ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ T hs ✳

➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐
S = {k(a, 1, 1), {|〈a, b〉|}k(a,1,1), [c]sk(a)} ❡t ❝♦♠♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐tés ❞✬❛❣❡♥ts ID = {a, b, c}✳
❉❛♥s ❝❡t ❛r❜r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ✈♦✐r✳

▲❡s s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ T lhs

❈❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐❡♥t✱ à ❝ôté ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜❛s❡✱ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❡t ❧❛ ❞é❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐r❡s✱ ❞✉ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❡t ❞é❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❛s②♠étr✐q✉❡✱ ❞❡ ❧❛
s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳

❯♥ ❛s♣❡❝t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡st q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ q✉✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ [m]

ag(1)
sk(a) ✱ r❡♣rés❡♥t❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡t ❧❛

s✐❣♥❛t✉r❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡✳ ❈❡❧❛ s❡ r❡✢èt❡ ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡RLHSsign
ded ✳ ❙✐ ❧✬✐♥tr✉s ❝♦♥♥❛ît ❧❡ t❡r♠❡ [m]

ag(1)
sk(a) ✱

❛❧♦rs ✐❧ ♣♦✉rr❛ ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ m✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ❝❡ t❡r♠❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡
❝♦♥t❡♥✉ m ❡♥ ❝❧❛✐r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♥♦♥ ❝❤✐✛ré✱ ❡t s❛ s✐❣♥❛t✉r❡ q✉❡✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♥❡ r❡♣rés❡♥t♦♥s
♣❛s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❧❛ ❞✐ss♦❝✐❡r ❞✉ t❡r♠❡ m✳

❈❡tt❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s s❝é♥❛r✐✐ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ P❛r ❡①✲
❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✬✐♠❛❣✐♥❡r q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t a ♣♦ssè❞❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ m′ ❡t ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ✉♥❡ s✐❣♥❛✲
t✉r❡ [m]′

sk(b) q✉✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ m✳ ◗✉❡ ❧✬❛❣❡♥t a ♣❡✉t✲✐❧ ❞é❞✉✐r❡ ✈♦②❛♥t
❝❡tt❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❄ ❉✬✉♥❡ ❝ôté✱ ✐❧ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r✱ s✐ ❝❡tt❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ♠❡ss❛❣❡ m′ q✉✬✐❧
♣♦ssè❞❡✳ ❙✐ ♦✉✐✱ ✐❧ ❝♦♥♥❛ît m✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❝♦♥♥❛ît m′✳ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît t♦✉❥♦✉rs ♣❛s m✳ ◆♦tr❡
❝♦♥❝❡♣t ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♥✬❛❞♠❡t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ✉♥ t❡❧ s❝é♥❛r✐♦✱ ❝❛r ❧✬❛❣❡♥t ❛✉r❛✐t ♣✉ ré❝✉♣ér❡r m✱
t♦✉t ❡♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t q✉❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❈❡ s❝é♥❛r✐♦ ét❛♥t très ❛rt✐✜❝✐❡❧✱ s♦♥ ✐♠♣❛❝t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡
♥✬❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❛s ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❙✐ ♦♥ s✉♣♣r✐♠❛✐t ❧❛ rè❣❧❡ RLHSsign
ded ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✱ ❛❧♦rs ✉♥ t❡r♠❡ [m]

ag(1)
sk(a) ♥❡

r❡♣rés❡♥t❡r❛✐t r✐❡♥ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♥❡ ♣♦r✲
t❡r❛✐t ♣❛s ❛tt❡✐♥t❡ ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❡ ❝❛s
é❝❤é❛♥t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t t♦✉t❡ ❢♦✐s s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✱ t❡❧ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s
❝❤♦✐s✐✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t t♦✉t❡ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ♣❛r ❧❛ ♣❛✐r❡ 〈m, [m]

ag(1)
sk(a)〉✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❧❡ t❡r♠❡ m ❡st

t♦✉❥♦✉rs ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛✐r❡✳ ❙✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s q✉❛♥❞ ♠ê♠❡
❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❣❛r❞❡r ❝❡tt❡ rè❣❧❡✱ ❝✬❡st✱ ♣❛r❝❡ q✉✬❛✐♥s✐ ❧✬❛❧❣è❜r❡ T lhs ✱ r❡str❡✐♥t❡ ❛✉ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠é✲
tr✐q✉❡✱ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ❧❛ ♣❛✐r❡✱ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬❈❲✵✺❪✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❡t ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s
❝❡t ❛rt✐❝❧❡✳



✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❢♦r♠❡❧ ♣♦✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sé❝✉r✐té

▲❡s s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ T hs

❈❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ T hs ❡st ❞é✜♥✐❡
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬❛❧❣è❜r❡ T lhs ✱ ❝❡ s②stè♠❡ r❡ss❡♠❜❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛✉ s②stè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ◆♦✉s
② tr♦✉✈♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ▲❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ♥❡ ♣♦rt❡♥t q✉❡ s✉r ❧❡s
s②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s q✉✐ s♦♥t r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳

▲❡s s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ T h

❉❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❧✐♠✐♥é ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❧✐❣♥❡ ❙✐❣♥❛t✉r❡✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s rè❣❧❡s ♥✬♦♥t ♣❛s été ❝❤❛♥❣é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡
❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✳

▲❡s s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ T

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✳ ■❧ ❡st ♣r❡sq✉❡
✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ T h ✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ② ❛✈♦♥s s✉♣♣r✐♠é
❧❛ rè❣❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✱ ❝❛r ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s ❝❡ s②♠❜♦❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✳

✷✳✸ Pr♦t♦❝♦❧❡s

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s s♦♥t s♣é❝✐✜és s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t
❞❛♥s ♥♦s ♠♦❞è❧❡s✳ ❈❡✉①✲❝✐ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ◆♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s ❧❛
♥♦t❛t✐♦♥ T ⋆✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s T lhs ✱ T hs ✱ T h ♦✉ T ✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ X⋆

❞és✐❣♥❡ ❛❧♦rs ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ⊢⋆ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé✳
■♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❛✉① s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s s②♥t❛①✐q✉❡s✳

✷✳✸✳✶ ❙②♥t❛①❡

▲❡s rô❧❡s ❡t ♣r♦t♦❝♦❧❡s

❘❡❣❛r❞♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳ ❖♥ ❛ ❞é✜♥✐ ❞❡✉① rô❧❡s A ❡t B✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡ ❡♥✈♦✐❡
✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ 〈A,NA〉 ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ré♣♦♥❞ ❡♥ ❡♥✈♦②❛♥t ❧❡ ♥♦♥❝❡ NB✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s
❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❝r✐r❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞♦♥❝ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ét❛♣❡✱
♣✉✐s ❞✬✉♥ rô❧❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬ét❛♣❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ét❛♣❡ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❛♥s (({init} ∪ T ⋆)× (T ⋆ ∪ {stop}))✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳ ❯♥❡ rô❧❡ ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬ét❛♣❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rô❧❡s Roles⋆ ❡st ❞♦♥♥é
♣❛r Roles⋆ = (({init} ∪ T ⋆)× (T ⋆ ∪ {stop}))∗✳

❯♥ rô❧❡ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t à s✉✐✈r❡ ♣❛r ✉♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ■❧ ❞é❝r✐t ✉♥❡
séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s r❡ç✉s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ré♣♦♥s❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s✳ ▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥
rô❧❡ (li, ri)1≤i≤n ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❡s ét❛♣❡s s♦♥t ♣❛r❝♦✉r✉ ❞❡ ✶ ❥✉sq✉✬à n ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞✉ rô❧❡✳ ➚ ❧✬ét❛♣❡ i✱ ✉♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❛tt❡♥❞ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ m✱ ✉♥✐✜❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡ li✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉✬✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r σ ❡①✐st❡✱ t❡❧ q✉❡ m = liσ✳ P✉✐s✱ ✐❧ ❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ riσ✳ ▲❡s t❡r♠❡s li ❡t ri

♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡✉①✲♠ê♠❡✱ ♠❛✐s ❞❡s ♣❛tr♦♥s q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡✳
▲♦rsq✉✬✉♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❛ ré♣♦♥❞✉ ❛✉ ♠❡ss❛❣❡ ❛tt❡♥❞✉✱ ✐❧ ♣❛ss❡ à ❧✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ i + 1✳

▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ init ♥♦✉s s❡rt à ♠❛rq✉❡r q✉✬✉♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ♣❡✉t ❡♥t❛♠❡r s♣♦♥t❛♥é♠❡♥t ❧✬❡①é❝✉✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥ rô❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡ rô❧❡ A ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳✶✳ ▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ stop ❡st ✉t✐❧✐sé❡✱



✷✳✸✳ Pr♦t♦❝♦❧❡s ✸✸

❧♦rsq✉✬✉♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❛ r❡ç✉ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♠❡ss❛❣❡ ❞❡st✐♥é à s♦♥ rô❧❡ ❡t ♥✬② ré♣♦♥❞ ♣❧✉s✱ ♣❛r❝❡
q✉✬✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ t❡r♠✐♥é❡✳ ❈✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡ rô❧❡ A ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡
♠❡♥t✐♦♥♥é✳

◆♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✿ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à k ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❡st ❞♦♥♥é
♣❛r k rô❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳ ❯♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à k ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Π : [k] → Roles⋆✱ ♦ù [k] ♥♦t❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {1, . . . , k}✳ P♦✉r i ∈ [k]✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s Π(i) ❧❡ i✲✐è♠❡ rô❧❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π✳

❯♥❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❉❛♥s ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ rô❧❡ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐
s♦♥t ✐♥st❛♥❝✐é❡s ♣❛r ❝❡ rô❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s
r❡ç✉s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❡r q✉❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❛❣❡♥ts✱ q✉❡❧❧❡s ❧❡s
♥♦♥❝❡s ❡t q✉❡❧❧❡s ❧❡s ❝❧❡❢s✳

P♦✉r é✈✐t❡r à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❝❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s ❢❛st✐❞✐❡✉s❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❧❛
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s♦✐t k ∈ N ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s rô❧❡s ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ❆❧♦rs✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛❣❡♥ts ♣❛r X.a = {A1, ..., Ak} ♦ù A1 r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡✱
A2 ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ◆♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r Xn(A) ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s
♥♦♥❝❡s ❣é♥érés ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ A ∈ X.a✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r Xn(A) = {Xj

A | j ∈ N}✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♥♦♥❝❡s ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é ♣❛r X.n =

⋃

A∈X.a Xn(A)✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ t♦✉t
à ❢❛✐t ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Xk(A) ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s ❝❧❡❢s s②♠étr✐q✉❡s à ❝♦✉rt
t❡r♠❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ A ∈ X.a ♣❛r Xk(A) = {Kj

A | j ∈ N}✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
X.k ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s ❝❧❡❢s s②♠étr✐q✉❡s à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐ ♣❛r X.k =

⋃

A∈X.a Xk(A)✳

❈❡tt❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦♠❡ttr❡✱ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
q✉❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ q✉❡❧s ♥♦♥❝❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❣é♥érés
♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ rô❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✼✳ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ◆❡❡❞❤❛♠✲❙❝❤r♦❡❞❡r✲▲♦✇❡ ❬▲♦✇✾✻❪ ❡st ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❝réé ♣♦✉r ❛s✲
s✉r❡r ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ■❧ ❡st ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s

A→ B : {NA, A}ek(B)

B → A : {NA, NB, B}ek(A)

A→ B : {NB}ek(B).

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ A ❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ 〈NA, A〉✱ ❝❤✐✛ré❡ ❛s②♠étr✐q✉❡✲
♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ek(B)✱ à ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ B✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠❡ss❛❣❡✱ NA r❡♣rés❡♥t❡
✉♥ ♥♦♥❝❡ ❣é♥éré ♣❛r ❝❡t ❛❣❡♥t ❡t A r❡♣rés❡♥t❡ s♦♥ ♥♦♠✳ P❡♥❞❛♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡✱ ❧✬❛❣❡♥t q✉✐
❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ B r❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ♥♦♥❝❡ NA q✉✬✐❧ ❛ r❡ç✉ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♥❝❡ NB ❣é♥éré ♣❛r ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡t s♦♥
♥♦♠ B✳ ❆✈❛♥t ❞✬é♠❡ttr❡ ❝❡ ♠❡ss❛❣❡✱ ✐❧ ❝❤✐✛r❡ ❧❡ t♦✉t ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ek(A)✳ ▲✬❛❣❡♥t A q✉✐
r❡❝♦♥♥❛ît s♦♥ ♥♦♥❝❡ NA ❞❛♥s ❝❡ ♠❡ss❛❣❡ ♣❡♥s❡ q✉✬✐❧ ❛ ♣❛r❧é à B✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ❧❡ s❡✉❧ ❛❣❡♥t
q✉✐ ❛ ♣✉ ❞é❝❤✐✛r❡r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡♥✈♦②é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡t ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✐r ❝❡ ♥♦♥❝❡✳ ■❧ r❡♥✈♦✐❡ ❞♦♥❝
❧❡ ♥♦♥❝❡ NB q✉✬✐❧ ❛ r❡ç✉ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t B✱ ❝❤✐✛ré ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐
r❡ç♦✐t ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♠❡ss❛❣❡✱ ✐❧ ♣❡♥s❡ ❛✈♦✐r ♣❛r❧é à A✱ ❝❛r ❝✬❡st ❧❡ s❡✉❧ ❛❣❡♥t q✉✐ ❛ ♣✉ ❞é❝❤✐✛r❡r ❧❡
❞❡✉①✐è♠❡ ♠❡ss❛❣❡✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♥♦♥❝❡ NB✳ ➚ ❧❛ ✜♥✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts A ❡t B ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉✬✐❧s
♦♥t ❝♦♠♠✉♥✐q✉é ❧✬✉♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛✉tr❡✳



✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❢♦r♠❡❧ ♣♦✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sé❝✉r✐té

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s tr❛❞✉✐r❡ ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✳ ➚ ❝❡tt❡ ✜♥✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❧✬❛❧✲
❣è❜r❡ T lhs ✳ ❘❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡
♣r♦t♦❝♦❧❡ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Π(1) = (init, {X1
A1

, A1}
ag(1)
ek(A2)), ({X

1
A1

, X1
A2

, A2}
L
ek(A1), {X

1
A2
}
ag(1)
ek(A2))

Π(2) = ({X1
A1

, A1}
L1
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▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ A1 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠ ❞✉ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r✳ ▲❡ ♥♦♥❝❡ q✉✬✐❧
❣é♥èr❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X1

A1
✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ A2 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠

❞❡ ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ ❞✉ r❡❝❡✈❡✉r✳ ▲❡ ♥♦♥❝❡ q✉✬✐❧ ❣é♥èr❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X1
A2
✳

▼❛✐s ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠♠❛❣❡✱ ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ♣❧✉s ♦❜❧✐❣és
❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❝❡❧❛✳

▲❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❡①é❝✉t❛❜❧❡s

◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❝❧✉ ♣❛r ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡①é✲
❝✉t❛❜❧❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ rô❧❡ Π(1) = (init, {X1

A2
}
ag(1)
ek(A1)) ∈ Roleslhs ♦ù ❧❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t✱

r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ A1✱ ❞♦✐t ❡♥✈♦②❡r ✉♥ ♥♦♥❝❡ ❝❤✐✛ré ❛✈❡❝ s❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡
♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♥♦♥❝❡ X1

A2
q✉✐ ✜❣✉r❡ ✐❝✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ s♦♥t ✐♥st❛♥❝✐é❡s ♣❛r ❧❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♥♦♥❝❡ q✉✐
❡st ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π✳ ▲❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t r❡♣rés❡♥té ♣❛r
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ A1 ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝♦♥♥❛îtr❡ ❝❡ ♥♦♥❝❡✳ ❉✬❛✉tr❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r
♥♦♥ ❡①é❝✉t❛❜❧❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✱ ❧♦rsq✉✬✉♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❞♦✐t ❞é❝❤✐✛ré ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡
q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ s✐❡♥♥❡✱ ♦✉ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❞♦✐t s✐❣♥❡r ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❧❡❢ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛✉tr❡ q✉❡
s❛ ♣r♦♣r❡ ❝❧❡❢ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡✳

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡st ❡①é❝✉t❛❜❧❡✱ s✬✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té✳ ❆✉
♥✐✈❡❛✉ s②♠❜♦❧✐q✉❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ♣❡✉t✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✱
❝♦♥str✉✐r❡ t♦✉s ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s q✉✬✐❧ é♠❡t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣✉❜❧✐q✉❡s✱ ❞❡ s❡s ♣r♦♣r❡s
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s q✉✬✐❧ ❛ ❞é❥à r❡ç✉s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉
♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ▲❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣✉❜❧✐q✉❡s s♦♥t ❧❡s ✐❞❡♥t✐tés ❞✬❛❣❡♥ts ❡t ❧❡✉rs ❝❧❡❢s ♣✉❜❧✐q✉❡s✳ ▲❡s
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❝♦♥s✐st❡♥t ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ❡♥ s❡s ♥♦♥❝❡s ❡t s❡s ❝❧❡❢s ♣r✐✈é❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ q✉✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s♦✐t ❡①é❝✉t❛❜❧❡✱ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✐♥❡ q✉❛ ♥♦♥ ♣♦✉r ♥♦tr❡
rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❡tt❡
❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❡t r❡♥✈♦②♦♥s s✉r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈❲✵✺❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✳

✷✳✸✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉rr♦♥s r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉❡ s✐ ♥♦✉s ❧✉✐
❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s q✉✐ ❡st ❛❞❛♣té
❛ ♥♦s ❜❡s♦✐♥s ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❛✉ss✐ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s ✉♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡✱ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥
♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✜♥✐❡ ❞✬ét❛ts ❣❧♦❜❛✉① ❡t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❡s ét❛ts
❣❧♦❜❛✉①✳ ❯♥ ét❛t ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s é❝❤❛♥❣és ❡t
❧❡s ét❛ts ❧♦❝❛✉① ❞❡s ❛❣❡♥ts✳ ▲✬ét❛t ❧♦❝❛❧ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❡st ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❧✬ét❛t ❞❡ s♦♥ ♠é♠♦✐r❡ à ✉♥
❝❡rt❛✐♥ ♠♦♠❡♥t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ◗✉❛♥t ❛✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t
♣r♦✈♦q✉é❡s ♣❛r ❧✬✐♥tr✉s✳ ❯♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❞❡ s❡s ❝❛♣❛❝✐tés✱ à s❛✈♦✐r à ❝♦rr♦♠♣r❡
❞❡s ❛❣❡♥ts✱ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s s❡ss✐♦♥s ❡t ❡♥✈♦②❡r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥❡
tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬ét❛ts ❣❧♦❜❛✉① ❡t ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés
❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s tr❛❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳
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▲❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t

❉❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ s❡s ❝❧❡❢s ♣r✐✈é❡s✱
à s❛✈♦✐r ❞❡s ❝❧❡❢s ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❛s②♠étr✐q✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ ❝❧❡❢ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡✱ s✐
❧✬❛❧❣è❜r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❧✉s ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❛♥s ❧❡s
❛❧❣è❜r❡s T h ❡t T ✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣♦✉r ✉♥ ❛❣❡♥t a ∈ ID ✿ knlhs(a) =
knhs(a) = SKLong(a) ∪ {dk(a), sk(a)} ❡t knh(a) = kn(a) = SKLong(a) ∪ {dk(a)}✳ ◆♦✉s r❡♠❛r✲
q✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t a ♥❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ♣❛s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ♥♦♥❝❡s Nonce(a) ♥✐
❝❡❧✉✐ ❞❡ s❡s ❝❧❡❢s s②♠étr✐q✉❡s à ❝♦✉rt t❡r♠❡ SKShort(a)✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡ ❣❡♥r❡
❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❣é♥éré❡s ♣❛r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬❛❧é❛ ♣♦✉r ✉♥❡ s❡ss✐♦♥ ✉♥✐q✉❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥ ❛❣❡♥t
♥❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛ît q✉✬❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ✐❧ ❧❡s ✉t✐❧✐s❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡ss✐♦♥✳

◆♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ kn⋆(a) ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✉t✐❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ T ⋆✳

■❞❡♥t✐✜❛♥ts ❞❡ s❡ss✐♦♥s ❡t ét❛ts ❧♦❝❛✉①

P♦✉r ❡①é❝✉t❡r ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s❡ss✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s
❝❡❧❧❡s✲❝✐ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ❞❡ s❡ss✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✳ ❙♦✐t Π : [k]→ Roles⋆ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à k ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ❯♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ s❡ss✐♦♥ ❡st
✉♥ tr✐♣❧❡t ❞❛♥s SID = N× [k]× IDk✳

❙♦✐t (n, j, (ai1 , . . . , aik)) ✉♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ s❡ss✐♦♥✳ ▲✬❡♥t✐❡r n ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ s❡ss✐♦♥
❡t ❧❡ k✲✉♣❧❡t (ai1 , . . . , aik) ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❡s ❛❣❡♥ts q✉✐ s♦♥t ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡ss✐♦♥✳ ▲✬❡♥t✐❡r j

❞♦♥♥❡ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞✉ rô❧❡ q✉✐ ❡st ❡①é❝✉té✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣❧✉s t❛r❞ q✉❡ ❝✬❡st ❧✬❛❣❡♥t aij q✉✐ ❡①é❝✉t❡
❝❡ rô❧❡✳

P♦✉r ✉♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ s❡ss✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡ss✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✳ ▲✬ét❛t ❞✬✉♥❡ s❡ss✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❛♥s S × N✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣❛✐r❡
✉♥ ét❛t ❧♦❝❛❧✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ S ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s X lhs ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s T lhs∪L✳ ❙♦✐t (σ, p) ❧✬ét❛t ❞✬✉♥❡ s❡ss✐♦♥✳ ▲✬❡♥t✐❡r p ❞♦♥♥❡
❧✬ét❛♣❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ à ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ rô❧❡ ❥♦✉é ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡ss✐♦♥✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ rô❧❡ ❡t q✉✐
♦♥t ❞é❥à été ✐♥st❛♥❝✐é❡s ♣❡♥❞❛♥t s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s❡r✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
♣♦✉r st♦❝❦❡r ❧❡s t❡r♠❡s q✉✐ ♦♥t été ❛✛❡❝tés à ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧♦rs ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠❡ss❛❣❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✽✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♣❧✉s t❛r❞ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ❞❡ s❡ss✐♦♥s ❡t ❞❡s
ét❛ts ❧♦❝❛✉① s♦♥t ❝réés ❡t ✉t✐❧✐sés✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❞é❥à ❧❡✉rs s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s à tr❛✈❡rs ❞✬✉♥
❡①❡♠♣❧❡✳ ❘❡❣❛r❞♦♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ◆❡❡❞❤❛♠✲❙❝❤r♦❡❞❡r✲▲♦✇❡✱ ❡①❡♠♣❧❡ ✼✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡
❡①é❝✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡✱ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ❞❡✉① ❛❣❡♥ts a ❡t b ∈ ID ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡♥t✳ ▲✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡
❝❡tt❡ s❡ss✐♦♥✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡✱ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r (1, 1, (a, b))✳ ❆✉ ❞é❜✉t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ♦♥
❛ss♦❝✐❡ à ❝❡t ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧✬ét❛t ❧♦❝❛❧ (σ1, 1)✳ ▲✬❡♥t✐❡r ✶ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡
❡t q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t a ❛tt❡♥❞ ❞♦♥❝ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ init✳ ▲❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ1 ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r
{X1

A1
← n(a, 1, 1), A1 ← a,A2 ← b}✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r r❡ç✉ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛tt❡♥❞✉❡✱ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ s❡s✲

s✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❡♥ (σ2, 2) ♦ù σ2 = σ1✳ ▲✬❛❣❡♥t a ❛tt❡♥❞ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ✉♥✐✜❛❜❧❡ ❛✈❡❝
{X1

A1
, X1

A2
, A2}

L
ek(A1)σ = {n(a, 1, 1), X1

A2
, b}L

ek(a)✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r r❡ç✉ ✉♥ t❡❧ ♠❡ss❛❣❡✱ ❧✬ét❛t ❧♦❝❛❧ ❞❡

❧❛ s❡ss✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r (σ3, 3) ♦ù σ3 = σ2 ∪ {X
1
A2
← n(b, 1, 1), L ← ag(1)}✳ Pré❝✐s♦♥s ❡♥❝♦r❡

✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
❧❡s é❧é♠❡♥ts ♠❛♥q✉❛♥ts ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳



✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❢♦r♠❡❧ ♣♦✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sé❝✉r✐té

▲❡s ét❛ts ❣❧♦❜❛✉①

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❣❧♦❜❛❧✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳ ❯♥ ét❛t ❣❧♦❜❛❧ ❡st ✉♥ tr✐♣❧❡t (SId, f, H) ❞❛♥s GState⋆ = 2SID× (SID→ (S×N))×
2T ⋆

✱ ♦ù SId ⊆ SID ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ❞❡ s❡ss✐♦♥✱ f : SId → S × N ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐
❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ét❛t ❧♦❝❛❧ à ❝❤❛q✉❡ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ s❡ss✐♦♥ ❞❛♥s SId ❡t H ⊆ T ⋆ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s✳

❉❛♥s ✉♥ ét❛t ❣❧♦❜❛❧ (SId, f, H)✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s H ⊆ T ⋆ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s
q✉✐ ♦♥t été é♠✐s ♣❛r ❧❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡t ét❛t✳ ❈✬❡st ❝❡t
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦♥t ❧✬✐♥tr✉s ♣❡✉t s❡ s❡r✈✐r ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠❡ss❛❣❡s ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s ❡♥✈♦②❡r
❡♥s✉✐t❡ ❛✉① ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ⋆ ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✭lhs✱ hs✱ h ♦✉ ❴✮ ❡t ♥❡
❞♦✐t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥❢♦♥❞✉ ❛✈❡❝ ❧✬ét♦✐❧❡ ∗ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳

▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✳ ❙♦✐t Π : [k]→ Roles⋆ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à k ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣❛r Trans⋆ = ({corrupt} × ID∗) ∪ ({new} × [k]× IDk) ∪ ({send} × SID× T ⋆)✳

▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❝♦rr✉♣t s♦♥t ❛✉ss✐ ❞é♥♦té❡s ♣❛r corrupt(a1, . . . al) ❡t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✉
t②♣❡ ♥❡✇ ♣❛r new(j, a1, . . . ak)✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s send(sid,m) ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✉ t②♣❡ s❡♥❞✳
▲❡s tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t ♣r♦✈♦q✉és ♣❛r ❧✬✐♥tr✉s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡✉r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳

✕ ▲✬✐♥tr✉s ♣❡✉t ❝♦rr♦♠♣r❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ l ∈ N ❞✬❛❣❡♥ts ✿

(SId, f, H)
corrupt(ai1

,...,ail
)

−−−−−−−−−−−−→ (SId, f,
⋃

1≤j≤l

kn⋆(aij ) ∪H).

❈❡❧❛ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡✉rs ❝❧❡❢s ♣r✐✈é❡s✳ ▲❛ ❝♦rr✉♣t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❡r♠✐s❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳

✕ ▲✬✐♥tr✉s ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥ rô❧❡ Π(j) ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ♦ù j ∈ [k] ✿

(SId, f, H)
new(j,ai1

,...,aik
)

−−−−−−−−−−−→ (SId′, f ′,H ′).

▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ét❛t (SId′, f ′,H ′) ❡st ❞♦♥♥é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s |SId| ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ❞❡ s❡ss✐♦♥ SId✳ ▲❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s❡ss✐♦♥ ❡st n = |SId|+ 1
❡t ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡ss✐♦♥ ❡st sid = (n, j, (ai1 , . . . , aik))✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ SId′ ❡st
❞é✜♥✐ ♣❛r SId′ = SId ∪ {sid}✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ′ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
✕ f ′(sid) = f(sid) ♣♦✉r t♦✉t ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ s❡ss✐♦♥ sid ∈ SId✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ét❛ts

❧♦❝❛✉① ❞❡s ❛♥❝✐❡♥♥❡s s❡ss✐♦♥s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❛s✳
✕ f ′((n, j, (ai1 , . . . , aik))) = (σ, 1)✳ ▲✬❡♥t✐❡r 1 s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ rô❧❡ Π(j) s❡ tr♦✉✈❡

à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✳ ▲❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

σ(Am) = aim m ∈ [k]
σ(Xm

Aj
) = n(aij ,m, n) m ∈ N

σ(Km
Aj

) = k(aij ,m, n) m ∈ N

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à k s❡ss✐♦♥s
s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s A1, . . . , Ak ❡t q✉❡ ❝✬❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Aj q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡



✷✳✸✳ Pr♦t♦❝♦❧❡s ✸✼

rô❧❡ Π(j)✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛❣❡♥ts s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✐❞❡♥t✐tés ❞✬❛❣❡♥ts
ai1 , . . . , aik ✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❝✬❡st ❧✬❛❣❡♥t aij q✉✐ ❡①é❝✉t❡ ❧❡ rô❧❡ ❡t q✉✬✐❧
♣❡♥s❡ ❡①é❝✉t❡r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛❣❡♥ts aim ✱ m 6= j✱ ♠❛✐s ❧❡s s❡ss✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s
♥✬❡①✐st❡♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Xm

Aj
❡t Km

Aj
q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♥♦♥❝❡s ❡t

❝❧❡❢s ❣é♥érés ♣❛r Aj s♦♥t ❛✉ss✐ ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡s ❛✈❡❝ ❞❡s t❡r♠❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❝❡s ✈❛❧❡✉rs✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s H ′ = H✳ ❈❡❧❛ ♠♦❞é❧✐s❡ q✉✬❛✉❝✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ♥✬❛ été é♠✐s s✉r ❧❡
rés❡❛✉ ♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

✕ ▲✬✐♥tr✉s ♣❡✉t ❡♥✈♦②❡r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s m ∈ T ⋆ ✿

(SId, f, H)
send(sid,m)
−−−−−−−→ (SId′, f ′,H ′)

♦ù sid ∈ SId ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞✬✉♥❡ s❡ss✐♦♥✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ❞❡ s❡ss✐♦♥ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡
♣❛s✳ ◆♦✉s ♣♦s♦♥s SId′ = SId✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ′ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s H ′ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❡
❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s f ′(sid′) = f(sid′) ♣♦✉r t♦✉t❡ s❡ss✐♦♥ sid′ 6= sid ❞❛♥s SId✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ét❛ts ❧♦❝❛✉① ❞❡s s❡ss✐♦♥s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥❝❡r♥é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❛s✳
▲✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ s❡ss✐♦♥ sid ❡st ✉♥ tr✐♣❧❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ sid = (s, j, (ai1 , . . . , aik)) ❡t f(sid) =
(σ, p) ❡st ❧✬ét❛t ❧♦❝❛❧ ❛ttr✐❜✉é à ❝❡t ✐❞❡♥t✐✜❛♥t✳ ❙♦✐t Π(j) = (li, ri)1≤i≤n ❧❡ j✲è♠❡ rô❧❡ ❞✉
♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡✉① ❝❛s ✿
✕ s♦✐t✱ p ≤ n ❡t ❧✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ θ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ m ❡t ❧❡ ♣❛tr♦♥ lpσ ❡①✐st❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s m = lpσθ✳ ❆❧♦rs✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s f ′(sid) = (σ ∪ θ, p + 1) ❡t
H ′ = H ∪{rpσθ}✳ ▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧✬ét❛t ❧♦❝❛❧ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❛❝t✉❡❧❧❡ σ ♣❛r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ét❡♥❞✉❡ σ ∪ θ ❡t à ✐♥❝ré♠❡♥t❡r ❧❡ ❝♦♠♣t❡✉r ❞✬ét❛♣❡s p✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ é♠✐s❡ ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t aij à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ H✳

✕ s♦✐t✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s f ′(sid) = f(sid) ❛♥❞ H ′ = H✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬ét❛t ❣❧♦❜❛❧ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s✳
❈❡ ❝❛s ❛rr✐✈❡ ❧♦rsq✉✬✉♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ rô❧❡ ❝♦♠♠❡ t❡r♠✐♥é❡✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ p > n✱ ♦✉ ❧♦rsq✉❡ ✐❧ r❡ç♦✐t ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥❢♦r♠❡ à s❡s ❛tt❡♥t❡s✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬✉♥✐✜❝❛t❡✉r θ t❡❧ q✉❡ m = lpσθ✳

▲❡s tr❛❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❯♥❡ tr❛❝❡ ❞é❝r✐t ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡
❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❛❧t❡r♥❛♥t❡s ❞✬ét❛ts ❣❧♦❜❛✉① ❡t ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s SymbTr⋆ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❞♦♥♥é ♣❛r SymbTr⋆ =
GState⋆(Trans⋆ × GState⋆)∗✳

❊①❡♠♣❧❡ ✾✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✼✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡ ❞é❜✉t ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ q✉✐ s❡ ❥♦✉❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ❊❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❡♥✈♦✐ ❡t à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ✿

(∅, f1,H1)
new(1,a1,a2)
−−−−−−−−→ ({sid1}, f2,H2)

send(sid1,init)
−−−−−−−−−→ ({sid1}, f3,H3),

new(2,a1,a2)
−−−−−−−−→ ({sid1, sid2}, f4,H4)

send(sid2,{n(a1,1,1),a1}
ag(1)
ek(a1)

)

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ ({sid1, sid2}, f5,H5) . . .

◆♦✉s ♣♦s♦♥s H1 = knlhs(int) ∪ Nonce(int) ∪ SKShort(int) ∪ {init} ♦ù int ∈ ID ❡st ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té
❞✬❛❣❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ◆♦✉s ❧✬✉t✐❧✐s♦♥s ❛✉ ❞é❜✉t ❞✬✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❞❡s t❡r♠❡s



✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❢♦r♠❡❧ ♣♦✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sé❝✉r✐té

❞❡ ♥♦♥❝❡ ❡t ❞❡s ❝❧❡❢s s②♠étr✐q✉❡s à ❝♦✉rt t❡r♠❡ à ❧❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥tr✉s✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱
❧❡s ♠✐s❡s à ❥♦✉r s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✶✳ new(1, a1, a2) ✿ sid1 = (1, 1, (a1, a2)) ❡t f2(sid1) = (σ1, 1)✱ ❛✈❡❝ σ1 = {A1 ← a1, A2 ← a2,

X1
A1
← n(a1, 1, 1)}✱ H2 = H1✳

✷✳ send(sid1, init) ✿ f3(sid1) = (σ′
1, 2)✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♥✬❡st q✉✬❛✉①✐❧✐❛✐r❡

♣♦✉r ❞é♠❛rr❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s❝é♥❛r✐♦ ♦ù ✉♥ ♣❛rt✐❝✐✲
♣❛♥t ❡♥t❛♠❡ s♣♦♥t❛♥é♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s σ′

1 = σ1 ❡t H3 = H2 ∪

{{n(a1, 1, 1), a1}
ag(1)
ek(a1)}✳

✸✳ new(2, a1, a2) ✿ sid2 = (2, 2, (a1, a2))✱ f4(sid1) = f3(sid1) ❡t f4(sid2) = (σ2, 1) ❛✈❡❝ σ2 =
{A1 ← a1, A2 ← a2, X

1
A2
← n(a2, 1, 2)}✱ H4 = H3✳

✹✳ send(sid2, {n(a1, 1, 1), a1}
ag(1)
ek(a1)) ✿ f5(sid1) = f4(sid1)✱ f5(sid2) = (σ′

2, 2) ❛✈❡❝ σ′
2 = σ2 ∪

{X1
A1
← n(a1, 1, 1), L1 ← ag(1)}✱ H5 = H4 ∪ {{n(a1, 1, 1), n(a2, 1, 2), a2}

ag(2)
ek(a1)}✳

✷✳✹ ❚r❛❝❡s ✈❛❧✐❞❡s ❡t ♣r♦♣r✐étés ❞❡ tr❛❝❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛❝❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s✳ ❆✜♥ ❞❡
♠♦t✐✈❡r ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❝❡ q✉❡ ❝✬❡st q✉✬✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳

▲❡s tr❛❝❡s ✈❛❧✐❞❡s

❊①❡♠♣❧❡ ✶✵✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ♣♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ T hs ✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ tr❛❝❡

tr = ({sid}, f1,H1)
send(sid,n(a1,1,1))
−−−−−−−−−−−−→ ({sid}, f2,H2)

♦ù H1 = {{n(a1, 1, 1)}ek(a)}✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s tr ∈ SymbTrhs ✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ tr❛❝❡ ♣r♦✈✐❡♥t
❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬✐♥tr✉s ❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ♥♦♥❝❡ n(a1, 1, 1)✳ ❈♦♠♠❡♥t ❛✲t✲✐❧ ♣✉ ♦❜t❡♥✐r ❝❡ ♥♦♥❝❡ ❄ ■❧ ② ❛ ✉♥❡
s❡✉❧❡ ré♣♦♥s❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ✿ ❧✬✐♥tr✉s ❛ ♣✉ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ t❡r♠❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s q✉✬✐❧ ❝♦♥♥❛ît✳
▲❡ ♥♦♥❝❡ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ❞é❞✉❝t✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ H1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ H1 ⊢

hs n(a1, 1, 1)✱ ❝❡ q✉✐
♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳

▲❛ ré♣♦♥s❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❡st q✉❡✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❡ ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡
s②♠❜♦❧✐q✉❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❛✉❝✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝
❞✐st✐♥❣✉❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛❝❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s ❞❡ SymbTr⋆✳

❯♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❛✜♥ ❞✬êtr❡ ✈❛❧✐❞❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱
❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞♦✐t êtr❡ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ new ♦✉ send à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ corrupt✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡♥✈♦②és ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞é❞✉❝t✐❜❧❡s
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥tr✉s q✉✐ s❡ ❝♦♠♣♦s❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❞❡s ❝❧❡❢s ♣r✐✈é❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts
❝♦rr♦♠♣✉s ❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts é♠❡tt❡♥t ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉
♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s tr❛❝❡s ✈❛❧✐❞❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s❡r✈♦♥s ❞✬✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t int ∈ ID

♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♥♦♥❝❡s ❡t ❞❡s ❝❧❡❢s s②♠étr✐q✉❡s à ❝♦✉rt t❡r♠❡ à ❧✬✐♥tr✉s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ int ❛♣♣❛rt✐❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❛✉① ❛❣❡♥ts ❝♦rr♦♠♣✉s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✳ ❙♦✐t Π : [k]→ Roles⋆ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à k ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❡t s♦✐t int ∈ ID ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té
❞✬❛❣❡♥t✳ ▲❛ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ (SId1, f1,H1) ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ s✐

✕ SId1 = ∅ ❡t H1 = kn⋆(int) ∪ Nonce(int) ∪ SKShort(int) ∪ {init}✳

❯♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ (SId1, f1,H1)(
transi − 1
−−−−−−→ (SIdi, fi,Hi))2≤i≤n ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ s✐ ❞❡ ♣❧✉s



✷✳✺✳ ▲♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sé❝✉r✐té ✸✾

✕ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ trans1 ❡st ✉♥❡ ❞❡s tr♦✐s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞é❝r✐t❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱
✕ ♣♦✉r i ≥ 2✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ transi ❡st ✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞é❝r✐t❡s ❝✐✲❞❡ss✉s
✭new ♦✉ send✮✱

✕ ♣♦✉r t♦✉t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ (SIdi, fi,Hi)
send(sid,m)
−−−−−−−→ (SIdi+1, fi+1,Hi+1)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s Hi ⊢

⋆ m✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡s ❡st ❞é♥♦t❡ ♣❛r Exec⋆(Π)✳

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡

P♦✉r ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞♦♥♥é✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ♣r♦♣r✐étés q✉❡ s❛t✐s❢❛✐t ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ❯♥❡
♣r♦♣r✐été✱ ❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛❝❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉✬✉♥
♣r♦t♦❝♦❧❡ s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été✱ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❝❡s ✈❛❧✐❞❡s s♦♥t ✐♥❝❧✉❡s ❞❛♥s ❝❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✺✳ ❙♦✐t Π : [k] → Roles⋆ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à k ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❡t s♦✐t φ ⊆ SymbTr⋆ ✉♥❡
♣r♦♣r✐été ❞❡ tr❛❝❡✳ ❙✐ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s❛t✐s❢♦♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été φ✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ Exec⋆(Π) ⊆ φ✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été φ✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✶✳ ❙♦✐t Π(1) = (l1i , r
1
i )1≤i≤k ∈ Roleslhs ❧❡ rô❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡

❞❡ ♥♦♥❝❡ X1
A1

❛♣♣❛r❛ît✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♥❝❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X1
A1

❡st s❡❝r❡t✱ t❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t q✉✐ ❧❡ ❣é♥èr❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❝♦rr♦♠♣✉ ✿

φ = {(SId1, f1,H1)(
transi − 1
−−−−−−→ (SIdi, fi,Hi))2≤i≤n |

♣♦✉r trans1 = corrupt(a1, . . . , al)✱ s✐ ∀sid = (s, j, (. . . )) ∈ SIdn

t❡❧❧❡ q✉❡ fn(sid) = (σ, p) ♦ù σ(X1
A1

) = n(σ(A1), 1, s), ❛❧♦rs

σ(A1) 6∈ {a1, . . . , al} =⇒ Hn 6⊢
lhs σ(X1

A1
)}

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡✱ ❝✬❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ A1 q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡
rô❧❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X1

A1
q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥♦♥❝❡✳ ❙✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s σ(X1

A1
) = n(σ(A1), 1, n)

♣♦✉r ✉♥ ét❛t ❧♦❝❛❧ (σ, p)✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s êtr❡ sûr q✉❡ ❝✬❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t σ(A1) q✉✐ ❛
✐♥st❛♥❝✐é ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X1

A1
✳ ▲❛ s❡ss✐♦♥ sid ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ s❡ss✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡ ❡st

❡①é❝✉té✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ ❧✬❛❣❡♥t r❡♣rés❡♥té ♣❛r A1 ❡st ♥♦♥ ❝♦rr♦♠♣✉✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♥♦♥❝❡ r❡♣rés❡♥té
♣❛r X1

A1
r❡st❡r❛ s❡❝r❡t✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥❡ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ♣❡✉t ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❤r❛s❡ s✐♠♣❧❡
❡st ❞❛♥s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ❧✐r❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r q✉❡❧q✉✬✉♥ q✉✐ ❝♦♥♥❛ît ❧❡s ❞ét❛✐❧s
❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

✷✳✺ ▲♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sé❝✉r✐té

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♥ç✉❡s ♣♦✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡ tr❛❝❡s✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉✐ ♥♦✉s ❛✐❞❡r♦♥s à ❞é✜♥✐r
❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ♥♦s ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❡t ❧❡✉r ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s q✉✐ ♠♦♥tr❡♥t
q✉❡ ❝❡s ❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ❡♥ ❡✛❡t ❡①♣r❡ss✐✈❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ❛✈❛♥t✳



✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❢♦r♠❡❧ ♣♦✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sé❝✉r✐té

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✻✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉❜st✐t✉t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ V

♣❛r
SubExpr(V ) ::= Sub(V )

♦ù Sub ♥♦t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡t V ❡st ✉♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
X.n✱ X.a✱ X.k✱ X.c✱ X.s✱ X.h✱ X.l✱ X lhs ✱ Xhs ✱ Xh ♦✉ X✳ P♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ∈ V ❡t ✉♥❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ς ∈ Sub✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ς(x) ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ x✳

▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉❜st✐t✉t✐♦♥♥❡❧❧❡s r❡♠♣❧❛❝❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♠♠❡ t❡r♠❡s ❞❡ ❜❛s❡✳

✷✳✺✳✶ ▲❡s t❡r♠❡s ❡t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ tr❛❝❡s ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ q✉✐ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦✲
t♦❝♦❧❡s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s
❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❆♥❛❧♦❣✉❡♠❡♥t ❛✉ ♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡s q✉❛tr❡ ❛❧❣è❜r❡s T lhs ✱ T hs ✱ T h ❡t T ✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ❧❡s
❛❧❣è❜r❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s T lhs

Sub ✱ T hs
Sub ✱ T h

Sub ❡t TSub ✳ ◆♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ T ⋆
Sub

❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ T ⋆✳
❆✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

SubExprId ::= ID ∪ SubExpr(X.a)

q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ✐❞❡♥t✐tés ❞❡s ❛❣❡♥ts ❡t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉❜st✐t✉t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ X.a✳

▲❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ T lhs
Sub

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧✬❛❧❣è❜r❡ T lhs
Sub ✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

LSub ::= SubExpr(X.l) | ag(i) | adv(i)

T lhs
Sub ::= a | n(a, j, s) | k(a, j, s) | SubExpr(Xhs)

| ek(SubExprId) | dk(SubExprId)

| sk(SubExprId) | vk(SubExprId)

| symk(SubExprId ,SubExprId) | 〈T lhs
Sub , T

lhs
Sub〉 | {|T

lhs
Sub |}

LSub

T lhs

Sub

| {T lhs
Sub}

LSub

ek(SubExprId) | {T
lhs
Sub}

LSub

dk(SubExprId) | [T
lhs
Sub ]

LSub

sk(SubExprId) | hash(T lhs
Sub)

♦ù a ∈ ID ❡st ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t ❡t j, s ∈ N s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ T lhs
Sub ❡st ❞é✜♥✐❡

❞❡ ♠❛♥✐èr❡ t♦✉t à ❢❛✐t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬❛❧❣è❜r❡ T lhs ✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
r❡♠♣❧❛❝é ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉❜st✐t✉t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❯♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥♥❡❧❧❡
❛✉t♦r✐sé❡ ♣❛r T lhs

Sub ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✉t♦r✐sé ♣❛r T lhs ✳ ❙✐✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ t②♣❡ ❛❣❡♥t ét❛✐t ❛✉t♦r✐sé ❞❛♥s T lhs ✱ ♥♦✉s ❛✉t♦r✐s♦♥s ❞❛♥s T lhs

Sub ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
s✉❜st✐t✉t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ X.a✳

▲❡s t❡r♠❡s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s T hs
Sub✱T

h
Sub ❡t TSub

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s T hs
Sub ✱T

h
Sub ❡t TSub ✳ ❈❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐t s✉r

❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉❜st✐t✉t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❛♥t ❡st ❛✉ss✐ ✈❛❧❛❜❧❡
♣♦✉r ❝❡s ❛❧❣è❜r❡s✳



✷✳✺✳ ▲♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sé❝✉r✐té ✹✶

T hs
Sub ::= a | n(a, j, s) | k(a, j, s) | SubExpr(Xhs)

| ek(SubExprId) | dk(SubExprId)

| sk(SubExprId) | vk(SubExprId)

| symk(SubExprId ,SubExprId) | 〈T hs
Sub , T

hs
Sub〉 | {|T

hs
Sub |}T hs

Sub

| {T hs
Sub}ek(SubExprId) | {T

hs
Sub}dk(SubExprId) | [T

hs
Sub ]sk(SubExprId) | hash(T hs

Sub).

T h
Sub ::= a | n(a, j, s) | k(a, j, s) | SubExpr(Xh)

| ek(SubExprId) | dk(SubExprId)

| symk(SubExprId ,SubExprId) | 〈T h
Sub , T

h
Sub〉 | {|T

h
Sub |}T h

Sub

| {T h
Sub}ek(SubExprId) | {T

h
Sub}dk(SubExprId) | hash(T h

Sub).

TSub ::= a | n(a, j, s) | k(a, j, s) | SubExpr(X)

| ek(SubExprId) | dk(SubExprId)

| symk(SubExprId ,SubExprId) | 〈TSub , TSub〉 | {|TSub |}TSub

| {TSub}ek(SubExprId) | {TSub}dk(SubExprId)

▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s q✉❛tr❡ ❧♦❣✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠♠♦♥s Llhs
1 ✱ Lhs

1 ✱ Lh
1 ✱ ❡t L1✳ ❊❧❧❡s s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t

♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡✉rs ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❈❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❡♥✲
s❡♠❜❧❡s T lhs

Sub ✱ T hs
Sub ✱ T h

Sub ❡t TSub q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é✜♥✐r✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣❡r♠❡t
❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ tr❛❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞é✜♥✐ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s T lhs ✱ T hs ✱ T h ❡t T ✳ ❙✐ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❛✈❡❝
❧✬❛❧❣è❜r❡ T lhs ✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ Llhs

1 ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ tr❛❝❡s ♣♦✉r
❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ T lhs

Sub ✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ❞✐t q✉❡ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ tr❛❝❡s ❞✬❡①é✲

❝✉t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ s✉s ✉♥❡ tr❛❝❡
❝♦♠♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡✳ ❊❧❧❡ r❡♥✈♦✐❡ ✈r❛✐❡✱ s✐ ❝❡tt❡ tr❛❝❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ s✐♥♦♥✱ ❡❧❧❡ r❡♥✈♦✐❡ ❢❛✉ss❡✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❡s ét❛ts ❧♦❝❛✉① q✉✐ ❛♣♣❛✲
r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞✐r❡ q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ét❛t ❧♦❝❛❧ ♥❡
❢❛✐t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡s ét❛ts q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ rô❧❡✱ t❛♥t q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t
q✉✐ ❥♦✉❡ ❝❡ rô❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦rr♦♠♣✉✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞♦♥❝ ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❧♦❝❛✉①
q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ét❛♣❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ rô❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✼✳ ❙♦✐t (SId1, f1,H1)(
transi − 1
−−−−−−→ (SIdi, fi,Hi))2≤i≤n ∈ SymbTr⋆ ✉♥❡ tr❛❝❡ s②♠❜♦✲

❧✐q✉❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts ❧♦❝❛✉① ❞✉ rô❧❡ j à ❧✬ét❛♣❡ p ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

LSj,p((SId1, f1,H1)(
transi − 1
−−−−−−→ (SIdi, fi,Hi))2≤i≤n) =

{(σ, p) | ∃i ∈ {1, . . . , n} ∃sid = (s, j, (ai1 , . . . , aik)) ∈ SIdi, t❡❧❧❡ q✉❡ fi(sid) = (σ, p)}



✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❢♦r♠❡❧ ♣♦✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sé❝✉r✐té

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❧✬✐♥✲
t✉✐t✐♦♥ ❞❡rr✐èr❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s s②♥t❛①✐q✉❡s ❛✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡
❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✽✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ L⋆
1 s♦♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

F ::= NC (a) | (m1 = m2) | ¬F | F ∧ F | F ∨ F

| ∀LSi,p.ς F | ∃LSi,p.ς F

♦ù a,m1 ❡t m2 ∈ T ⋆
Sub s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s✱ i ❡t p ∈ N s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ς ∈ Sub ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡

s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ P♦✉r ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s φ1 ❡t φ2 ∈ L
⋆
1✱ ♥♦✉s ❛✉t♦r✐s♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ φ1 → φ2 ❡♥

t❛♥t q✉✬❛❜ré✈✐❛t✐♦♥ ♣♦✉r ¬φ1 ∨ φ2✳

▲❡ ♣ré❞✐❝❛t NC ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r✱ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t ❡st ❝♦rr♦♠♣✉ ❞❛♥s ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▲❡
♣ré❞✐❝❛t = t❡st❡✱ s✬✐❧ ② ❛ é❣❛❧✐té s②♥t❛①✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① t❡r♠❡s✳ ▲❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ∧ ❡t ∨✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ s♦♥t ✐♥t❡r♣rétés ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ st❛♥❞❛r❞✳

▲❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡✉① q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✿ ∀LSi,p.ς ❡t ∃LSi,p.ς ✳ ■❧s ♥♦✉s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r s✉r ❧❡s ét❛ts ❧♦❝❛✉① q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ✉♥❡ tr❛❝❡ tr ♣♦✉r ✉♥
rô❧❡ i à ❧✬ét❛♣❡ p✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ς s❡rt ❝♦♠♠❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❛✜♥ ❞✬✐♥❞✐q✉❡r
❞❛♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❧❡s ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts ❧♦❝❛✉① s✉r
❧❡sq✉❡❧s ♦♥ q✉❛♥t✐✜❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ∀LS1,p.ς NC (ς(A1)) ❡①♣r✐♠❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉✬✉♥
❛❣❡♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ 1 ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ❝♦rr♦♠♣✉ à ❧✬ét❛♣❡ p✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t
ét❛t ❧♦❝❛❧ (σ, p) ∈ LS1,p(tr) ♦ù tr ❡st ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ❧✬❛❣❡♥t σ(A1) ❡st ♥♦♥ ❝♦rr♦♠♣✉✳

▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✾✳ ❙✐ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ s♦♥t q✉❛♥t✐✜é❡s✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❝❧♦s❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✷✳ ❉❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ∀LSi,p.ς (ς(x) = τ(x))✱ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ς ❡st q✉❛♥t✐✜é❡✱ t❛♥❞✐s
q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ τ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳ ❉❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ∀LSi,p.ς ∃LSj,q.τ (ς(x) = τ(x))✱ t♦✉t❡s ❧❡s
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦♥t q✉❛♥t✐✜é❡s✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝❧♦s❡✳

❆✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✲
♣rét❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝❧♦s❡s ❡t ❞❡s tr❛❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✵✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s 0 ♣♦✉r ❢❛✉① ❡t 1 ♣♦✉r ✈r❛✐✳ ▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝❧♦s❡
♣♦✉r ✉♥❡ tr❛❝❡ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ [[❴,❴]] : L⋆

1 × SymbTr⋆ → {0, 1}✳

▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✶✳ ▲❡ ♣ré❞✐❝❛t NC ✳

[[NC (a), tr ]] =



















1 s✐ a ∈ ID ❡t a 6= int ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ corrupt ✿
♣♦✉r tr = e1e2 . . . en ❡t a1, ..., ak,

t❡❧s q✉❡ e1
corrupt(a1,...,ak)
−−−−−−−−−−−→ e2 ♥♦✉s ❛✈♦♥s a 6= ai ❡t a 6= int

0 s✐♥♦♥

➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ tr❛❝❡ tr = e1 . . . en ❡t ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t a ∈ ID✱ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t NC (a)
❡st ✈r❛✐✱ s✐ ❧✬❛❣❡♥t a ♥✬❛ ♣❛s été ❝♦rr♦♠♣✉ ❞❛♥s ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❛ tr❛❝❡ tr ✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥❡ ♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ corrupt✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦rr✉♣t✐♦♥ ❡st



✷✳✺✳ ▲♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sé❝✉r✐té ✹✸

st❛t✐q✉❡ ✿ ❡❧❧❡ ♥❡ s❡ ❢❛✐t q✉❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❛
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ét❛ts ❣❧♦❜❛✉① e1 ❡t e2✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t NC ❡st é✈❛❧✉é ❛♣rès ❛✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉é ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s q✉✐
♣❡✉✈❡♥t ② ❛♣♣❛r❛îtr❡✳ Pr❡♥♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ NC (ς(A)) ♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥ ς ♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r τ = {A ← a}✳ ▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡
tr❛❝❡ tr s❡ ❢❛✐t ♣❛r [[NC (ς(A))[ς ← τ ], tr ]] = [[NC (τ(A)), tr ]] = [[NC (a), tr ]] = . . . ✳ ❉❛♥s ❝❡t
❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ✈♦✐t ❜✐❡♥✱ q✉✬❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Sub r❡♠♣❧✐ss❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❆♣rès ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t NC

❡st é✈❛❧✉é✳

✷✳ ➱❣❛❧✐té s②♥t❛①✐q✉❡✳

[[(m1 = m2), tr ]] =

{

1 s✐ m1 = m2

0 s✐♥♦♥

▲❡s t❡sts ❞✬é❣❛❧✐té s❡ ♣❛ss❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ s②♥t❛①✐q✉❡ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡s s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ τ = {A← b, B ← a}✳ ▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♠♠❡ (ς(A) = b) ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛❝❡ tr ♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ς ∈ Sub

♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r τ s❡ ❢❛✐t ♣❛r [[(ς(A) = b)[ς ← τ ], tr ]] = [[(τ(A) = b), tr ]] = [[(b = b), tr ]] =
1✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ (ς(B) = b) ❡st ✐♥t❡r♣rété❡ ♣❛r [[(ς(B) = b)[ς ← τ ], tr ]] =
[[(τ(B) = b), tr ]] = [[(a = b), tr ]] = 0✳

✸✳ ▲❛ ♥é❣❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✳

[[¬F, tr ]] =

{

1 s✐ [[F, tr ]] = 0
0 s✐♥♦♥

[[F1 ∧ F2, tr ]] = [[F1, tr ]] ∧ [[F2, tr ]]

[[F1 ∨ F2, tr ]] = [[F1, tr ]] ∨ [[F2, tr ]]

▲❛ ♥é❣❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❡♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡
❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳

✹✳ ▲❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✳

[[∀LSi,p.ς F, tr ]] =

{

1 s✐ ∀(θ, p) ∈ LSi,p(tr), ♥♦✉s ❛✈♦♥s [[F [ς ← θ], tr ]] = 1,

0 s✐♥♦♥.

◆♦✉s q✉❛♥t✐✜♦♥s s✉r ❧❡s ét❛ts ❧♦❝❛✉① ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ tr q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ rô❧❡ i s❡ tr♦✉✈❛♥t
à ✉♥❡ ét❛♣❡ p✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s q✉❛♥t✐✜♦♥s s✉r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s
❝❡s ét❛ts ❧♦❝❛✉①✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r r❡♠♣❧❛❝é ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ς ♣❛r ✉♥❡ t❡❧❧❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ F ❡st é✈❛❧✉é❡ ♣♦✉r ❧❛ tr❛❝❡ tr ✳ ❙✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts
❧♦❝❛✉① ❞❡ LSi,p(tr)✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ F ❡st ✈r❛✐❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ∀LSi,p.ς F ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❧❛
tr❛❝❡ tr ✳

✺✳ ▲❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡✳

[[∃LSi,p.ς F, tr ]] =

{

1 s✐ ∃(θ, p) ∈ LSi,p(tr), t❡❧ q✉❡ [[F [ς ← θ], tr ]] = 1,

0 s✐♥♦♥.

▲❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡ s❡ ❢❛✐t ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✳
❙✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ét❛t ❧♦❝❛❧ (θ, p) ∈ LSi,p(tr)✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ F ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❧❛ tr❛❝❡ tr ✱
❛♣rès ❛✈♦✐r r❡♠♣❧❛❝é ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ς ♣❛r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ θ✱ ❛❧♦rs
t♦✉t❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ∃LSi,p.ς F ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❧❛ tr❛❝❡ tr ✳



✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❢♦r♠❡❧ ♣♦✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ sé❝✉r✐té

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡

❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✺✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡❣❛r❞é ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ tr❛❝❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡s tr❛❝❡s ❞❡ SymbTr⋆✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❝❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s
❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ♥♦s ❧♦❣✐q✉❡s ❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞❡♠❛♥❞❡r✱ s✐ ❧❡s tr❛❝❡s ✈❛❧✐❞❡s ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s❛t✐s❢♦♥t
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✶✳ ❙♦✐t Π : [k]→ Roles⋆ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à k ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❡t s♦✐t φ ∈ L⋆
1 ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été

❞❡ tr❛❝❡✳ ❙✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s [[φ, tr ]] = 1 ♣♦✉r t♦✉t❡ tr❛❝❡ tr ∈ Exec⋆(Π)✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π s❛t✐s❢❛✐t

❧❛ ♣r♦♣r✐été φ✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❝❡❧❛ ❛✉ss✐ Π |= φ✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s Tr⋆(φ) = {tr ∈ SymbTr⋆ | [[φ, tr ]] = 1}
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛❝❡s q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ Exec⋆(Π) ⊆ Tr⋆(φ) ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à Π |= φ✳

✷✳✺✳✷ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣r✐étés

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s L⋆
1✳

▲❡ s❡❝r❡t

❙♦✐❡♥t Π(1) ❡t Π(2) ❧❡s ❞❡✉① rô❧❡s ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♦ù ❧❡s ❛❣❡♥ts q✉✐ ❥♦✉❡♥t ❧❡s rô❧❡s s♦♥t
r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s A1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t A2✳ P♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❛♥s q✉❡❧ ♠♦❞è❧❡ ♥♦✉s ♥♦✉s s✐t✉♦♥s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ rô❧❡ Π(1) ❡♥✈♦✐❡ ❛✉ rô❧❡ Π(2) ✉♥ ♠❡ss❛❣❡
q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ♥♦♥❝❡ s❡❝r❡t X1

A1
✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r s♣é❝✐✜❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡

s❡❝r❡t✳ ❈❡ ❝♦❞❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ rô❧❡ Π(3) = (X1
A1

, stop) q✉✐ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r
❝♦♠♠❡ té♠♦✐♥ q✉✐ é❝♦✉t❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s rô❧❡s Π(1) ❡t Π(2)✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❡①♣r✐♠❡
❧❡ ❢❛✐t s✉✐✈❛♥t ✿ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts r❡♣rés❡♥tés ♣❛r A1 ❡t A2 s♦♥t ❤♦♥♥êt❡s✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
tr❛❝❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♥❝❡ s❡❝r❡t ❡st ❛✛❡❝té à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X1

A1
❞❛♥s ❧❡ rô❧❡ Π(3)✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡

♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✉ s❡❝r❡t✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✿

φ = ∀LS1,1.ς ∀LS3,2.ς
′ NC (ς(A1)) ∧NC (ς(A2))→ ¬(ς ′(X1

A1
) = ς(X1

A1
))

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐❡r q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t s✉r ❧❡s ét❛ts ❧♦❝❛✉① ❞✉ rô❧❡ Π(1) à ❧✬ét❛♣❡ 1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧✬ét❛♣❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♥❝❡ X1

A1
q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡ ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé

t♦✉t ❛✉ ❞é❜✉t✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t s✉r ❧❡s ét❛ts ❧♦❝❛✉① ❞✉ rô❧❡ Π(3) à ❧✬ét❛♣❡ 2✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❛♥❞ ✐❧ ❛ r❡ç✉ ✉♥ ♥♦♥❝❡ ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ t❡r♠✐♥é✳

▲✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✱ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬▲♦✇✾✼❝❪✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞é✲
r♦♥s ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à ❞❡✉① rô❧❡s ♦ù ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡ ✜♥✐t ❛♣rès n ét❛♣❡s ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣rès p

ét❛♣❡s✳ ■♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡ q✉✐
s❡ t❡r♠✐♥❡✱ ❥♦✉é❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❤♦♥♥êt❡s✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡ q✉✐ s✬❡st
t❡r♠✐♥é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❞❡✉① rô❧❡s s♦♥t ❞✬❛❝❝♦r❞ ❞✬❛✈♦✐r ♣❛r❧é ❧✬✉♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛✉tr❡ ❡t s❡ s♦♥t ♠✐s
❞✬❛❝❝♦r❞ s✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛❧❡✉r✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡ ✈❛❧❡✉r ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X1

A1
✳ ❊♥

q✉❛♥t✐✜❛♥t s✉r ❧❡s ét❛ts ❛♣♣r♦♣r✐és✱ ♥♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣❛r

φ = ∀LS2,p.ς NC (ς(A1)) ∧NC (ς(A2))→

∃LS1,n.ς ′ (ς(A1) = ς ′(A1)) ∧ (ς(A2) = ς ′(A2)) ∧ (ς(X1
A1

) = ς ′(X1
A1

)).



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

▼✐s❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s q✉✐ ❡①✐st❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉✲
t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦✉r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s q✉✐ r❡✢èt❡♥t
❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❛❝❝ès à ❧✬♦✉t✐❧ ❧❡ ♣❧✉s
♣✉✐ss❛♥t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❤❛❜✐t✉❞❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ s❡ s♦♥t ✐♥st❛❧❧é❡s ❝❤❡③ ❧❡s ✈ér✐✜❝❛t❡✉rs ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❝r②♣✲
t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ♠❛♥q✉❛♥t❡s✳ ❈❡s ❤❛❜✐t✉❞❡s s♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t

✶✳ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✱

✷✳ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞✉ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t à ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡ ❡t

✸✳ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡ à ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡✳

❈❡s ❝♦❞❛❣❡s ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ❥✉sq✉✬❛❧♦rs s❛♥s ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ♣♦✉rt❛♥t s✬❛ss✉r❡r
q✉❡ ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣rés❡r✈❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ P♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥❝r❡t✱
♦♥ ♣❡✉t s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿ s✐ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♦ù ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡
à ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡✱ ❛❧♦rs ♣❡✉t✲♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♠ê♠❡
♣r♦♣r✐été ❄ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞♦♥❝ à ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❯♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π ❣é♥èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛❝❡s ✈❛❧✐❞❡s✳ ❙✐ ♥♦✉s ♠♦❞✐✜♦♥s ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛❝❡s ✈❛❧✐❞❡s✱ ❣é♥éré ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ♣❛r
❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ f(Π)✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❞❡ ♥♦tr❡ ❧♦❣✐q✉❡ L⋆

1 ❞é❝r✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛❝❡s✳
❙✐ ♥♦✉s tr❛♥s❢♦r♠♦♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
tr❛❝❡s ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ f(φ)✳ ◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f

❡st ❝♦rr❡❝t❡✱ s✐ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❥✉st❡ ✿ s✐ ❧❡s tr❛❝❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ f(Π) s♦♥t
✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s tr❛❝❡s ❞é❝r✐t❡s ♣❛r f(φ)✱ ❛❧♦rs ❧❡s tr❛❝❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π s♦♥t
✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛❝❡s ❞é❝r✐t❡s ♣❛r φ✳ ❆✈❡❝ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❛♥t✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r f(Π) |= f(φ) =⇒ Π |= φ✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ✈✉ ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s✱ s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡
✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ s♦♥t ❜❛sés✱ ♥❡ ♠❡tt❡♥t ♣❛s t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡s à ❧❛
❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙✐✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✈❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧✬♦✉t✐❧ ❆❱■❙P❆ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡
q✉✐ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ❛♠❡♥é ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té ♣❛r ✉♥ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t
à ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ❯♥ t❤é♦rè♠❡✱ t❡❧ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❧❡ ❞é❝r✐r❡✱ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡
❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡✱ s✐ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t à ❝❧❡❢
♣r✐✈é❡✱ s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s❛t✐s❢❛✐t ❛✉ss✐
❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳ ❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ q✉❡ ♥♦tr❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t✳

✹✺



✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼✐s❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ss✐ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ Π |= φ =⇒ f(Π) |= f(φ)✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❛♥s
❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉✐ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛
s✐❣♥❛t✉r❡✱ ♠❛✐s q✉❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t à ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡ ♣♦✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ r❡st❡♥t ♣rés❡r✈é❡s✱ s✐
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t à ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❈❡t
❡①❡♠♣❧❡ ❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥ ♣❡✉t ❛rt✐✜❝✐❡❧✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ♦♥ ❛✉r❛✐t ❞é❥à ♣✉ ✈ér✐✜❡r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❛♥s
✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t à ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡✳

▲❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❡❧✐❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❛♥t✳
P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✿

lhs→hs

· ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π : [k]→ Roleslhs ❡t ❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❡♥ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡
Π′ : [k] → Roleshs ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣❛r ❧❡✉rs
♣❡♥❞❛♥ts ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳

hs→h

· ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π : [k]→ Roleshs ❡t ❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❡♥ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡
Π′ : [k]→ Rolesh ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t à ❝❧❡❢
♣r✐✈é❡✳

h→❴

· ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π : [k] → Rolesh ❡t ❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❡♥ ✉♥ ♣r♦t♦✲
❝♦❧❡ Π′ : [k] → Roles ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t
❛s②♠étr✐q✉❡ à ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡✳

❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s
❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳ ◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❡✉rs ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛✉ss✐ s✉r ❧❡s tr❛❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t s✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ L⋆

1✳
❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s

tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❙✐ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s✳ ◆♦✉s ✐❞❡♥t✐✜♦♥s ❧❡s
❝❛✉s❡s ❞❡ ❧✬é❝❤❡❝ ❡t ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

▲❡s rés✉❧t❛ts

◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ L⋆
1✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦rr❡s✲

♣♦♥❞❛♥❝❡✱ à s❛✈♦✐r f(Π) |= f(φ) =⇒ Π |= φ✱ ♥✬❡st ❡♥ ❡✛❡t ❥✉st❡ q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s❛♥s
ét✐q✉❡tt❡s✱ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ❤❛❝❤❛❣❡ ✈❡rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ▲❛ ❝❛✉s❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❡r♠✐s ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ L⋆

1 ❞❡s t❡sts ❞✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❞❡✉① t❡r♠❡s ❛r❜✐✲
tr❛✐r❡s m1 ❡t m2✱ ❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❝❡s t❡r♠❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ré❞✉✐t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ f(m1) = f(m2)✱
❞♦✐t ✐♠♣❧✐q✉❡r ❧✬é❣❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ m1 = m2✳ ❖r✱ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ❧❡ ❝❛s

q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
h→❴

· ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ♠♦♥tr♦♥s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♦❜❧✐❣és ❞✬✐♥tr♦✲
❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡ rés✉❧t❛t✳ ◗✉❛♥t à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✱ Π |= φ =⇒ f(Π) |= f(φ)✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥tr❡r ♣♦✉r ❛✉❝✉♥❡
❞❡s tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥
m1 6= m2 =⇒ f(m1) 6= f(m2)✳

◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ L⋆
1 ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés tr♦♣ ❣r❛♥❞❡✱ ♣♦✉r q✉❡

♥♦✉s ♣✉✐ss✐♦♥s ♣r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ♥❡
✈♦✉❧♦♥s ♣❛s ❝❤❛♥❣❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❝❛r ❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝♦❞❛❣❡s q✉❡ ❧❡s



✸✳✶✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✹✼

✝

✞

✆

☎

Π |= φ

��❅❅

✝

✞

✆

☎

Π |= φ

✝

✞

✆

☎

Π |= φ

✝

✞

✆

☎

Π |= φ

��❅❅

��❅❅

✝

✞

✆

☎

Π |= φ

▼♦❞è❧❡ s❛♥s ét✐q✉❡tt❡s✱
s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ❤❛❝❤❛❣❡

❡t ❤❛❝❤❛❣❡
▼♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ s✐❣♥❛t✉r❡

▼♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ét✐q✉❡tt❡s✱
s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ❤❛❝❤❛❣❡

▼♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❤❛❝❤❛❣❡

L⋆
1 L⋆

2

❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✳

✈ér✐✜❝❛t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ❡♥ ré❛❧✐té✱ ♥♦✉s ✐❞❡♥t✐✜♦♥s ✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✱ ❛♣♣❡❧é L⋆
2✱ ♣♦✉r

❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s❛♥s ét✐q✉❡tt❡s✱ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ❤❛❝❤❛❣❡
❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❡ ❤❛❝❤❛❣❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❧❡ ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s q✉✐
♠❛♥q✉❡♥t✱ à s❛✈♦✐r✱ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ❤❛❝❤❛❣❡✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ét✐q✉❡tt❡s✱ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ❤❛❝❤❛❣❡✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✱ ✐❧ ♥✬❡st t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥tr❡r✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s
❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ rés✉♠❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳

✸✳✶ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

❘❛♣♣❡❧ s✉r ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❧❡s
t❡r♠❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ T ⋆ ❡t ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ T ⋆

Sub ✳ ◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❡✉rs ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s✱ ❧❡s
tr❛❝❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s SymbTr⋆ ❡t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ L⋆

1✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ⋆ ❡st ✉t✐❧✐sé❡
❝♦♠♠❡ ❛✈❛♥t✳

✸✳✶✳✶ ❉✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ét✐q✉❡tt❡s ✈❡rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s❛♥s ét✐q✉❡tt❡s

▲❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡
❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❞✉ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❡st ♣❡✉ ré♣❛♥❞✉✳ ➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐s✲



✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼✐s❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

s❛♥❝❡✱ ❛✉❝✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é✜♥✐r

✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
lhs→hs

· q✉✐ ❡♥❧è✈❡ ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s à t♦✉t s②♠❜♦❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ q✉✐ ♣❡✉t ❡♥ ré✈é❧❡r✳ ◆♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s s✐t✉és ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ à ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❡♥
♣r❛t✐q✉❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ♦✉t✐❧ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡ ❡st Pr♦❱❡r✐❢ ❬❇❧❛✵✶❪✳

❉❡ T lhs ∪ T lhs
Sub ✈❡rs T hs ∪ T hs

Sub

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
lhs→hs

· : T lhs ∪ T lhs
Sub → T hs ∪ T hs

Sub ❡st ❞é✜♥✐❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❡s t❡r♠❡s✳ ▲❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❊❧❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡ ét❛♣❡ ♣❛r ét❛♣❡
❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣❛r ❧❡✉rs ♣❡♥❞❛♥ts ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳ ▲❡s ❛✉tr❡s s②♠❜♦❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉❝❤és✳

❊①t❡♥s✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s

◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❜♦r❞ s✉r ❧❡s rô❧❡s✱ ♣✉✐s s✉r ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❡♥t✐❡rs ✿ s♦✐t

Π(i) = (lj , rj)1≤j≤n ❧❡ rô❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
lhs→hs

Π(i) = (
lhs→hs

lj ,
lhs→hs

rj )1≤j≤n✳

◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r
lhs→hs

Π ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉✐ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
lhs→hs

· à t♦✉s ❧❡s
rô❧❡s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π✳

❊①t❡♥s✐♦♥ s✉r ❧❡s tr❛❝❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s

❙♦✐t σ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
lhs→hs

σ q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s à ♣❛rt✐r ❞❡

❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ♣❛r
lhs→hs

σ = {x ←
lhs→hs

m | x ← m ∈ σ ∧ x 6∈ X.l}✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡

❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
lhs→hs

σ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ t②♣❡ ét✐q✉❡tt❡✳ ◗✉❛♥t ❛✉① ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ σ✱ ✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉ss✐ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
lhs→hs

σ ✱ ♠❛✐s ❧❡s t❡r♠❡s q✉✐ ❧❡✉r s♦♥t

❛✛❡❝tés s✉❜✐ss❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
lhs→hs

· ✳ ❙♦✐t f(sid) = (σ, p) ❧✬ét❛t ❧♦❝❛❧ ❛✛❡❝té à ✉♥

✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ s❡ss✐♦♥ sid ∈ SID✳ ◆♦✉s ♣♦s♦♥s
lhs→hs

f (sid) = (
lhs→hs

σ , p)✳ P♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s

S ⊆ T lhs ✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
lhs→hs

S = {
lhs→hs

m | m ∈ S}✳
❙♦✐t Π : [k] → Roleslhs ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à k ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❡t s♦✐t tr ∈ Execlhs(Π) ✉♥❡ tr❛❝❡

❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❧❛ tr❛❝❡
lhs→hs

tr ✿

✕ s✐ tr = (SId1, f1,H1)✱ ❛❧♦rs
lhs→hs

tr = (SId1,
lhs→hs

f1 ,
lhs→hs

H1 )
✕ s✐ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭transn✮ ❡st ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ corrupt ♦✉ new✱ ❛❧♦rs

lhs→hs

tr =

lhs→hs

(SId1, f1,H1)
trans1−−−−→ . . .

transn − 1
−−−−−−→ (SIdn, fn,Hn)

transn−−−−→ (SIdn+1, fn+1,Hn+1) =
lhs→hs

(SId1, f1,H1)
trans1−−−−→ . . .

transn − 1
−−−−−−→ (SIdn, fn,Hn)

transn−−−−→ (SIdn+1,
lhs→hs

fn+1 ,
lhs→hs

Hn+1 )

✕ s✐ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ send✱ ❛❧♦rs

lhs→hs

tr =

lhs→hs

(SId1, f1,H1)
trans1−−−−→ . . .

transn − 1
−−−−−−→ (SIdn, fn,Hn)

send(sid,m)
−−−−−−−→ (SIdn+1, fn+1,Hn+1) =

lhs→hs

(SId1, f1,H1)
trans1−−−−→ . . .

transn − 1
−−−−−−→ (SIdn, fn,Hn)

send(sid,m′)
−−−−−−−−→ (SIdn+1,

lhs→hs

fn+1 ,
lhs→hs

Hn+1 )



✸✳✶✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✹✾

P♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ T lhs ∪ T lhs
Sub

lhs→hs

x = x x ∈ Xhs

lhs→hs

ς(x) = ς(x) ς(x) ∈ SubExpr(Xhs)

lhs→hs

m = m m = a, n(a, j, s), k(a, j, s) ♦ù a ∈ ID j, s ∈ N

lhs→hs

k(A) = k(
lhs→hs

A ) k ∈ {ek, dk, sk, vk}✱ A,B ∈ X ID
a ∪ SubExpr(X.a)

lhs→hs

symk(A,B) = symk(
lhs→hs

A ,
lhs→hs

B ) A,B ∈ X ID
a ∪ SubExpr(X.a)

lhs→hs

〈m1,m2〉 = 〈
lhs→hs

m1 ,
lhs→hs

m2 〉

m,m1,m2 ∈ T lhs ∪ T lhs
Sub

lhs→hs

{|m1|}
l
m2

= {|
lhs→hs

m1 |}lhs→hs

m2
lhs→hs

{m}l
ek(a) = {

lhs→hs

m } lhs→hs

ek(a)
lhs→hs

{m}l
dk(a) = {

lhs→hs

m } lhs→hs

dk(a)
lhs→hs

[m]l
sk(a) = [

lhs→hs

m ] lhs→hs

sk(a)

lhs→hs

hash(m) = hash(
lhs→hs

m )

lhs→hs

m = m m ∈ {init, stop}

P♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ Llhs
1

lhs→hs

NC (a) = NC (
lhs→hs

a ) a ∈ T lhs
Sub

lhs→hs

(m1 = m2) = (
lhs→hs

m1 =
lhs→hs

m2 ) m1,m2 ∈ T lhs
Sub

lhs→hs

¬F = ¬
lhs→hs

F

F, F1, F2,∈ L
lhs
1

lhs→hs

F1 ∧ F2 =
lhs→hs

F1 ∧
lhs→hs

F2

lhs→hs

F1 ∨ F2 =
lhs→hs

F1 ∨
lhs→hs

F2

lhs→hs

∀LSi,p.ς F = ∀LSi,p.ς
lhs→hs

F

lhs→hs

∃LSi,p.ς F = ∃LSi,p.ς
lhs→hs

F

❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ lhs → hs ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ T lhs ∪ T lhs
Sub ❡t ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ Llhs

1 ✳



✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼✐s❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

♦ù✱ ♣♦✉r sid = (s, j, (. . . ))✱ fn(sid) = (σ, p) ❡t Π(j) = . . . (lp, rp) . . . ✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s

m′ =































a ♣♦✉r ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t a ∈ ID✱ s✐ ❧❡ t❡r♠❡ lp ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐✱

lhs→hs

m s✐ lpσ ❡t m s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s

♦✉ s✐
lhs→hs

lpσ ❡t
lhs→hs

m ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉♥✐✜❛❜❧❡s✱

a s✐♥♦♥✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t a ∈ ID✳

▲✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❞❡rr✐èr❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ m′ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t ✿ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ✉❧té✲

r✐❡✉r❡♠❡♥t ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr ∈ Execlhs(Π) =⇒
lhs→hs

tr ∈ Exechs(
lhs→hs

Π ) ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ♥♦tr❡
♣r❡♠✐❡r t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r ❧❡ t❡r♠❡ m′ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à

❝❡ q✉❡✱ s✐ m ❡t lpσ ♥❡ s✬✉♥✐✜❡♥t ♣❛s✱ ❛❧♦rs m′ ❡t
lhs→hs

lpσ ♥❡ s✬✉♥✐✜❡♥t ♣❛s✱ ♠❛✐s s✐ m ❡t lpσ

s✬✉♥✐✜❡♥t✱ ❛❧♦rs m′ ❡t
lhs→hs

lpσ s✬✉♥✐✜❡♥t✳
P♦✉r ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐r m′✱ ♥♦✉s t❡st♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ s✐ ❧❡ t❡r♠❡ lp ❡st ❞é✜♥✐✳ ■❧ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t ♥❡
♣❛s êtr❡ ❞é✜♥✐✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛rr✐✈❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ rô❧❡ ❥♦✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡ss✐♦♥ sid

❡st ✜♥✐❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❡♥t✐❡r p ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛♣❡s ❞❡ ❝❡ rô❧❡✳ ◆♦✉s
❝❤♦✐s✐ss♦♥s m′ = a ∈ ID✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❛ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♠♠♦❞❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r
m′✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝❤♦✐s✐r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛✉tr❡ t❡r♠❡ ♣♦✉r m′✳
❆♣rès ❛✈♦✐r tr❛✐té ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛ss✉r❡ q✉❡✱ s✐ ❧❡ t❡r♠❡ m s✬✉♥✐✜❡ ❛✈❡❝ lpσ✱

❛❧♦rs ❧❡ t❡r♠❡ m′ s✬✉♥✐✜❡r❛ ❛✈❡❝
lhs→hs

lpσ ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ lpσ ❡t m s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s ✐♠♣❧✐q✉❡

q✉❡
lhs→hs

lpσ ❡t
lhs→hs

m s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❝❡tt❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✵✳ ◆♦✉s

❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞♦♥❝ m′ =
lhs→hs

m ✳

▲❛ ❝♦♥tr❛✲♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❞✐t q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
lhs→hs

lpσ ❡t
lhs→hs

m ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉♥✐✜❛❜❧❡s
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ lpσ ❡t m ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉♥✐✜❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s q✉❡ m′ ♥❡ s✬✉♥✐✜❡

♣❛s ❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡
lhs→hs

lpσ ❡t ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞♦♥❝ m′ =
lhs→hs

m ✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ lpσ ❡t m ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉♥✐✜❛❜❧❡s✱ ♠❛✐s
lhs→hs

lpσ ❡t
lhs→hs

m ❧❡ s♦♥t✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s

q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ t❡r♠❡ m′ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉✬✐❧ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥✐✜❛❜❧❡ ❛✈❡❝
lhs→hs

lpσ ✳ ▲❡
❝❤♦✐① m′ = a ∈ ID s❛t✐s❢❛✐t ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s✳

▲❡ ❝❛s ♦ù lpσ ❡t m s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s✱ ♠❛✐s
lhs→hs

lpσ ❡t
lhs→hs

m ♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s✱ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❡t✱ ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ♥❡ ❧❡ ♣r❡♥♦♥s ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✸✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ◆❡❡❞❤❛♠✲❙❝❤r♦❡❞❡r✲▲♦✇❡ ❬▲♦✇✾✻❪ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à

❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✼✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡
lhs→hs

Π ❞❡ ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s
❞❡✉① rô❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

lhs→hs

Π(1) = (init, {X1
A1

, A1}ek(A2)), ({X
1
A1

, X1
A2

, A2}ek(A1), {X
1
A2
}ek(A2))

lhs→hs

Π(2) = ({X1
A1

, A1}ek(A2), {X
1
A1

, X1
A2

, A2}ek(A1)), ({X
1
A2
}ek(A2), stop)

▲❛ tr❛❝❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✾ ❡st ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(∅, f ′
1,H

′
1)

new(1,a1,a2)
−−−−−−−−→ ({sid1}, f

′
2,H

′
2)

send(sid1,init)
−−−−−−−−−→ ({sid1}, f

′
3,H

′
3),

new(2,a1,a2)
−−−−−−−−→ ({sid1, sid2}, f

′
4,H

′
4)

send(sid2,{n(a1,1,1),a1}ek(a1))
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ ({sid1, sid2}, f

′
5,H

′
5) . . .



✸✳✶✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✺✶

♦ù H ′
1 =

lhs→hs

H1 ✱ H ′
2 =

lhs→hs

H2 ✱ H ′
3 =

lhs→hs

H3 = H ′
2 ∪ {{n(a1, 1, 1), a1}ek(a1)} ❡t H ′

4 =
lhs→hs

H4 ✳ P♦✉r

❧❡s q✉❛tr❡ ♣r❡♠✐❡rs ét❛ts ❣❧♦❜❛✉①✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s f ′
i =

lhs→hs

fi ✳
P♦✉r ❧❡ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ét❛t ❣❧♦❜❛❧✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ′

5 ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ f ′
5(sid1) =

lhs→hs

f5 (sid1)✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s f ′
4(sid2) =

lhs→hs

f4 (sid2) = (
lhs→hs

σ2 , 1)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs

f ′
5(sid2) =

lhs→hs

f5 (sid2) = (
lhs→hs

σ′
2 , 2) ❛✈❡❝

lhs→hs

σ′
2 =

lhs→hs

σ2 ∪ {X1
A1
← n(a1, 1, 1)}✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❛

✈❛r✐❛❜❧❡ L1 ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
lhs→hs

σ′
2 ✳

❉❡ Llhs
1 ✈❡rs Lhs

1

◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
lhs→hs

· ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ Llhs
1 ✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s q✉❡

❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
lhs→hs

φ ∈ Lhs
1 ❡①♣r✐♠❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡

lhs→hs

Π q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬♦r✐✲
❣✐♥❡ φ ∈ Llhs

1 ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π✱ ♥♦✉s ♥❡ t♦✉❝❤♦♥s ♣❛s à ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥✱ ❛✉① ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs✱ ❛✐♥s✐

q✉✬❛✉① q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs✳ ◆♦✉s ♣❛ss♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
lhs→hs

· ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ♥✐✲
✈❡❛✉ ❞❡s t❡r♠❡s ♦ù ♥♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣❛r ❞❡s s②♠❜♦❧❡s
❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳

✸✳✶✳✷ ❉✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ s✐❣♥❛t✉r❡ ✈❡rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s❛♥s s✐❣♥❛t✉r❡

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
hs→h

· r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ♣❛r ❞❡s ❝❤✐✛r❡♠❡♥ts à ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡✳ ❈❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝♦❞❛❣❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ♦✉t✐❧s q✉✐ ♥❡ ♠❡tt❡♥t ♣❛s à ❧❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡ dk(a) ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t r❡st❡ s❡❝rèt❡✱
❛❧♦rs ❝✬❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✉✐ q✉✐ ♣❡✉t ❝ré❡r ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ {m}dk(a)✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t q✉✐ ❧❡ ❞é❝❤✐✛r❡
❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ek(a) ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ sûr q✉❡ ❝❡ ♠❡ss❛❣❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t a✳

❉❡ T hs ∪ T hs
Sub ✈❡rs T h ∪ T h

Sub

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
hs→h

· : T hs ∪ T hs
Sub → T h ∪ T h

Sub ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ré✉♥✐ss❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❡t ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ X.c ∪ X.s ✈❡rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t X.c✳ ▲❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✉♥
t❡r♠❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s✱ s❛✉❢ s✬✐❧ s✬❛❣✐t❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❡❢ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦✉ ❞✉ s②♠❜♦❧❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ▲❡s ❝❧❡❢s s♦♥t ❛❧♦rs r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝❤❛♥❣é ❡♥ ❝❧❡❢s ♣✉❜❧✐q✉❡s ❡t ♣r✐✈é❡s
❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t à ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡✳

❊①t❡♥s✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s

◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
hs→h

· ❞✬❛❜♦r❞ s✉r ❧❡s rô❧❡s✱ ♣✉✐s s✉r ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❡♥t✐❡rs ✿ s♦✐t

Π(i) = (lj , rj)1≤j≤n ❧❡ rô❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
hs→h

Π(i) = (
hs→h

lj ,
hs→h

rj )1≤j≤n✳ ◆♦✉s

❞é♥♦t♦♥s ♣❛r
hs→h

Π ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉✐ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
hs→h

· à t♦✉s ❧❡s rô❧❡s
❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π✳

❊①t❡♥s✐♦♥ s✉r ❧❡s tr❛❝❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s

❙♦✐t σ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
hs→h

σ ♣❛r
hs→h

σ = {
hs→h

x ←
hs→h

m |
x ← m ∈ σ}✳ ❙♦✐t f(sid) = (σ, p) ❧✬ét❛t ❧♦❝❛❧ ❛✛❡❝té à ✉♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ s❡ss✐♦♥ sid ∈ SID✳

◆♦✉s ♣♦s♦♥s
hs→h

f (sid) = (
hs→h

σ , p)✳ P♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s S ⊆ T hs ✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
hs→h

S =



✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼✐s❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

P♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ T hs ∪ T hs
Sub

hs→h

x = x x ∈ Xh

hs→h

x = y x ∈ X.s✱ y ∈ X.c

hs→h

ς(x) = ς(x) ς(x) ∈ SubExpr(Xh)
hs→h

ς(x) = ς(y) ς(x) ∈ SubExpr(X.s)✱ t❡❧ q✉❡
hs→h

x = y

hs→h

m = m m = a, n(a, j, s), k(a, j, s) ♦ù a ∈ ID✱ j, s ∈ N

hs→h

k(A) = k(
hs→h

A ) k ∈ {ek, dk}✱ A ∈ X ID
a ∪ SubExpr(X.a)

hs→h

vk(A) = ek(
hs→h

A )
A ∈ X ID

a ∪ SubExpr(X.a)
hs→h

sk(A) = dk(
hs→h

A )
hs→h

symk(A,B) = symk(
hs→h

A ,
hs→h

B ) A,B ∈ X ID
a ∪ SubExpr(X.a)

hs→h

〈m1,m2〉 = 〈
hs→h

m1 ,
hs→h

m2 〉

m,m1,m2 ∈ T hs ∪ T hs
Sub

hs→h

{|m1|}m2
= {|

hs→h

m1 |}hs→h

m2
hs→h

{m}ek(a) = {
hs→h

m } hs→h

ek(a)
hs→h

{m}dk(a) = {
hs→h

m } hs→h

dk(a)
hs→h

[m]sk(a) = {
hs→h

m } hs→h

sk(a)

hs→h

hash(m) = hash(
hs→h

m )✳

hs→h

m = m m ∈ {init, stop}

P♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ Lhs
1

hs→h

NC (a) = NC (
hs→h

a ) a ∈ T hs
Sub

hs→h

(m1 = m2) = (
hs→h

m1 =
hs→h

m2 ) m1,m2 ∈ T hs
Sub

hs→h

¬F = ¬
hs→h

F

F, F1, F2,∈ L
hs
1

hs→h

F1 ∧ F2 =
hs→h

F1 ∧
hs→h

F2

hs→h

F1 ∨ F2 =
hs→h

F1 ∨
hs→h

F2

hs→h

∀LSi,p.ς F = ∀LSi,p.ς
hs→h

F

hs→h

∃LSi,p.ς F = ∃LSi,p.ς
hs→h

F

❋✐❣✳ ✸✳✸ ✕ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ hs → h ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ T hs ∪ T hs
Sub ❡t ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ Lhs

1 ✳



✸✳✶✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✺✸

{
hs→h

m | m ∈ S}✳ ❙♦✐t Π : [k] → Roleshs ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡t tr ∈ Exechs(Π) ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❧❛ tr❛❝❡
hs→h

tr ♣❛r ✿

✕ s✐ tr = (SId1, f1,H1)✱ ❛❧♦rs
hs→h

tr = (SId1,
hs→h

f1 ,
hs→h

H1 )
✕ s✐ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭transn✮ ❡st ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ corrupt ♦✉ new✱ ❛❧♦rs

hs→h

tr =

hs→h

(SId1, f1,H1)
trans1−−−−→ . . .

transn − 1
−−−−−−→ (SIdn, fn,Hn)

transn−−−−→ (SIdn+1, fn+1,Hn+1) =
hs→h

(SId1, f1,H1)
trans1−−−−→ . . .

transn − 1
−−−−−−→ (SIdn, fn,Hn)

transn−−−−→ (SIdn+1,
hs→h

fn+1 ,
hs→h

Hn+1 )

✕ s✐ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ send✱ ❛❧♦rs

hs→h

tr =

hs→h

(SId1, f1,H1)
trans1−−−−→ . . .

transn − 1
−−−−−−→ (SIdn, fn,Hn)

send(sid,m)
−−−−−−−→ (SIdn+1, fn+1,Hn+1) =

hs→h

(SId1, f1,H1)
trans1−−−−→ . . .

transn − 1
−−−−−−→ (SIdn, fn,Hn)

send(sid,m′)
−−−−−−−−→ (SIdn+1,

hs→h

fn+1 ,
hs→h

Hn+1 )

♦ù✱ ♣♦✉r sid = (s, j, (. . . ))✱ fn(sid) = (σ, p) ❡t Π(j) = . . . (lp, rp) . . . ✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s

m′ =































a ♣♦✉r ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t a ∈ ID✱ s✐ ❧❡ t❡r♠❡ lp ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐✱

hs→h

m s✐ lpσ ❡t m s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s

♦✉ s✐
hs→h

lpσ ❡t
hs→h

m ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉♥✐✜❛❜❧❡s✱

a s✐♥♦♥✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t a ∈ ID✳

▲❡s r❛✐s♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ t❡r♠❡ m′ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s

❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
lhs→hs

· ✳

❉❡ Lhs
1 ✈❡rs Lh

1

◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
hs→h

· ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ Lhs
1 ✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✳

✸✳✶✳✸ ❉✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❤❛❝❤❛❣❡ ✈❡rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s❛♥s ❤❛❝❤❛❣❡

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
h→❴

· r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❧❡❢ ♣✉✲
❜❧✐q✉❡ ek(h) ♦ù h ∈ ID ❡st ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t✳ ❈❡❧❛ ❡st ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ✉s✉❡❧ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡t ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✱ t❛♥t q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t h ♥❡ ❥♦✉❡ ♣❛s ❞❡ rô❧❡ ♥✐ ♥✬❡st ❝♦rr♦♠♣✉ ♣❛r ❧✬✐♥tr✉s✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦✲
t❤ès❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❡♥ ❡✛❡t q✉✬❛✉❝✉♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ❧❛ ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡ dk(h) ❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥
t❡r♠❡ {m}ek(h) ♥❡ ré✈è❧❡ ♣❛s ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ hash(m)✳

❉❡ T h ∪ T h
Sub ✈❡rs T ∪ TSub

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
h→❴

· : T h ∪ T h
Sub → T ∪ TSub ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ X.c ∪ X.h q✉✐ ré✉♥✐t

❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✈❡rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t X.c✳ ▲❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱
❧✬✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t h ∈ ID ❡st ✜①é❡✳ ❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❞♦♥❝ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣❛r ✉♥
❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ek(h)✳



✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼✐s❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

P♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ T h ∪ T h
Sub

h→❴

x = x x ∈ X

h→❴

x = y x ∈ X.h✱ y ∈ X.c
h→❴

ς(x) = ς(x) ς(x) ∈ SubExpr(X)
h→❴

ς(x) = ς(y) ς(x) ∈ SubExpr(X.h)✱ t❡❧ q✉❡
h→❴

x = y

h→❴

m = m m = a, n(a, j, s), k(a, j, s) ♦ù a ∈ ID✱ j, s ∈ N

h→❴

k(A) = k(
h→❴

A ) k ∈ {ek, dk}✱ A ∈ X ID
a ∪ SubExpr(X.a)

h→❴

symk(A,B) = ek(
h→❴

A ,

h→❴

B ) A,B ∈ X ID
a ∪ SubExpr(X.a)

h→❴

〈m1,m2〉 = 〈
h→❴

m1 ,
h→❴

m2 〉

m,m1,m2 ∈ T h ∪ T h
Sub ✱ h ∈ ID

h→❴

{|m1|}m2
= {|

h→❴

m1 |}h→❴
m2

h→❴

{m}ek(a) = {
h→❴

m } h→❴

ek(a)
h→❴

{m}dk(a) = {
h→❴

m } h→❴

dk(a)
h→❴

hash(m) = {
h→❴

m } h→❴

ek(h)

h→❴

m = m m ∈ {init, stop}

P♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ Lh
1

h→❴

NC (a) = NC (
h→❴

a ) a ∈ T h
Sub

h→❴

(m1 = m2) = (
h→❴

m1 =
h→❴

m2 ) m1,m2 ∈ T h
Sub

h→❴

¬F = ¬
h→❴

F

F, F1, F2,∈ L
h
1

h→❴

F1 ∧ F2 =
h→❴

F1 ∧
h→❴

F2

h→❴

F1 ∨ F2 =
h→❴

F1 ∨
h→❴

F2

h→❴

∀LSi,p.ς F = ∀LSi,p.ς

h→❴

F

h→❴

∃LSi,p.ς F = ∃LSi,p.ς

h→❴

F

❋✐❣✳ ✸✳✹ ✕ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h → ❴ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ T h ∪ T h
Sub ❡t ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ Lh

1 ✳



✸✳✶✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✺✺

❊①t❡♥s✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s

◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
h→❴

· ❞✬❛❜♦r❞ s✉r ❧❡s rô❧❡s✱ ♣✉✐s s✉r ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❡♥t✐❡rs ✿ s♦✐t

Π(i) = (lj , rj)1≤j≤n ❧❡ rô❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
h→❴

Π(i) = (
h→❴

lj ,
h→❴

rj )1≤j≤n✳ ◆♦✉s

❞é♥♦t♦♥s ♣❛r
h→❴

Π ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉✐ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
h→❴

· à t♦✉s ❧❡s rô❧❡s ❞✉
♣r♦t♦❝♦❧❡ Π✳

❊①t❡♥s✐♦♥ s✉r ❧❡s tr❛❝❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s

❙♦✐t σ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
h→❴

σ ♣❛r
h→❴

σ = {
h→❴

x ←
h→❴

m |
x ← m ∈ σ}✳ ❙♦✐t f(sid) = (σ, p) ❧✬ét❛t ❧♦❝❛❧ ❛✛❡❝té à ✉♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ s❡ss✐♦♥ sid ∈ SID✳

◆♦✉s ♣♦s♦♥s
h→❴

f (sid) = (
h→❴

σ , p)✳ P♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s S ⊆ T h ✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
h→❴

S = {
h→❴

m | m ∈ S}✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t q✉❡

h→❴

knh(a) = kn(a) ♣♦✉r ✉♥❡ ✐❞❡♥✲
t✐té ❞✬❛❣❡♥t a ∈ ID✳ ❙♦✐t Π : [k] → Rolesh ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡t tr ∈ Exech(Π) ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❧❛ tr❛❝❡
h→❴

tr ✿

✕ s✐ tr = (SId1, f1,H1)✱ ❛❧♦rs
h→❴

tr = (SId1,

h→❴

f1 ,

h→❴

H1 )
✕ s✐ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭transn✮ ❡st ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ corrupt ♦✉ new✱ ❛❧♦rs

h→❴

tr =

h→❴

(SId1, f1,H1)
trans1−−−−→ . . .

transn − 1
−−−−−−→ (SIdn, fn,Hn)

transn−−−−→ (SIdn+1, fn+1,Hn+1) =
h→❴

(SId1, f1,H1)
trans1−−−−→ . . .

transn − 1
−−−−−−→ (SIdn, fn,Hn)

transn−−−−→ (SIdn+1,

h→❴

fn+1 ,

h→❴

Hn+1 )

✕ s✐ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ send✱ ❛❧♦rs

h→❴

tr =

h→❴

(SId1, f1,H1)
trans1−−−−→ . . .

transn − 1
−−−−−−→ (SIdn, fn,Hn)

send(sid,m)
−−−−−−−→ (SIdn+1, fn+1,Hn+1) =

h→❴

(SId1, f1,H1)
trans1−−−−→ . . .

transn − 1
−−−−−−→ (SIdn, fn,Hn)

send(sid,m′)
−−−−−−−−→ (SIdn+1,

h→❴

fn+1 ,

h→❴

Hn+1 )

♦ù✱ ♣♦✉r sid = (s, j, (. . . ))✱ fn(sid) = (σ, p) ❡t Π(j) = . . . (lp, rp) . . . ✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s

m′ =































a ♣♦✉r ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t a ∈ ID✱ s✐ ❧❡ t❡r♠❡ lp ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐✱

h→❴

m s✐ lpσ ❡t m s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s

♦✉ s✐
h→❴

lpσ ❡t
h→❴

m ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉♥✐✜❛❜❧❡s✱

a s✐♥♦♥✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t a ∈ ID✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
hs→h

· ✱ ❧❡s r❛✐s♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ t❡r♠❡ m′ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡

❝❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é✈♦q✉é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
lhs→hs

· ✳

❉❡ Lh
1 ✈❡rs L1

◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
h→❴

· ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ Lh
1 ✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✳



✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼✐s❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

✸✳✷ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡sL⋆
1

✸✳✷✳✶ ➱♥♦♥❝és ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s♦✉❤❛✐té❡s

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬é♥♦♥❝é ❢♦r♠❡❧ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♣r♦✉✈❡r✳ P♦✉r
♥♦✉s ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ tâ❝❤❡✱ ♥♦✉s é❧❛r❣✐ss♦♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✿ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s f⋆ ✉♥❡ ❞❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s
lhs→hs

· ✱
hs→h

· ♦✉
h→❴

· ✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✳

Pr♦♣r✐été ✶✳ ❙♦✐t Π : [k]→ Roles⋆ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à k ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❡t s♦✐t φ ∈ L⋆
1 ✉♥ ♣r♦♣r✐été ❞❡

tr❛❝❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s f⋆(Π) |= f⋆(φ) =⇒ Π |= φ✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❛✉ss✐ ❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

Pr♦♣r✐été ✷✳ ❙♦✐t Π : [k]→ Roles⋆ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à k ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❡t s♦✐t φ ∈ L⋆
1 ✉♥ ♣r♦♣r✐été ❞❡

tr❛❝❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s Π |= φ =⇒ f⋆(Π) |= f⋆(φ)✳

✸✳✷✳✷ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ lhs → hs

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
lhs→hs

· ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés é♥♦♥❝é❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s

♣❛s
lhs→hs

Π |=
lhs→hs

φ =⇒ Π |= φ✱ ♥✐ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡✉① ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s✳

❈♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π : [3]→ Roleslhs ♦ù ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥
♠❡ss❛❣❡ ❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ❞❡st✐♥é❡ à êtr❡ ❡♥✈♦②é❡ à ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ rô❧❡
q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ s♣é❝✐✜♦♥s ♣❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬✐♠♣♦rt❡ ♣❛s ♣♦✉r ♥♦s ✜♥s✳ ■♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱
❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

A → B : {Na, {Na}ek(C), {Na}ek(C)}ek(B)

❯t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❞❛♥s T lhs ✱ ❧❡s rô❧❡s A ❡t B q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ s♣é❝✐✜és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Π(1) = (init, {〈X1
A1

, 〈{X1
A1
}
ag(1)
ek(A3), {X

1
A1
}
ag(2)
ek(A3)〉〉}

ag(3)
ek(A2))

Π(2) = ({〈X1
A1

, 〈C1, C2〉〉}
L
ek(A2), stop)

♦ù ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ♣❛r C1 ❡t C2 ∈ X.c ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ t②♣❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞❛♥s
❝❡tt❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡ ❡①é❝✉t❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❝❤✐✛r❡ ❧❡ ♥♦♥❝❡ r❡♣rés❡♥té
♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X1

A1
✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❞❡✉① ét✐q✉❡tt❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ag(1) ❡t ag(2) ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s✳ ◆♦t♦♥s

q✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡ s✬❛rrêt❡ ❛♣rès ❛✈♦✐r r❡ç✉ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❝❡❧❛ s✉✣t ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❜✉t✱
♠❛✐s ✐❧ ♣♦✉rr❛✐t ❝♦♥t✐♥✉❡r ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❧✉s ré❛❧✐st❡✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ tr❛❝❡ q✉✐ ❞✐t q✉❡✱ s✐ ❧❡s ❞❡✉① rô❧❡s s♦♥t ❞✬❛❝❝♦r❞
s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♥♦♥❝❡ q✉✐ ❡st ❛✛❡❝té❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X1

A1
✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡ ❞♦✐t ❛✈♦✐r r❡ç✉

❞❡✉① ❢♦✐s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❞✉ ♥♦♥❝❡ X1
A1

✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡✱
♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡ ✉t✐❧✐s❡ t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✿

φ = ∀LS1,2.ς ∀LS2,2.ς
′

NC (ς(A1)) ∧NC (ς(A2)) ∧ (ς(X1
A1

) = ς ′(X1
A1

))→ (ς ′(C1) = ς ′(C2)) ✭✸✳✶✮



✸✳✷✳ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡sL⋆
1 ✺✼

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ Π 6|= φ✳ ❉✬❛✉tr❡ ❝ôté✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ❝❧❛✐r q✉❡
lhs→hs

Π |=
lhs→hs

φ ✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡
❧❡ ❞é♠♦♥tr✐♦♥s ♣❛s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✳ ▲✬❛r❣✉♠❡♥t ✐♥t✉✐t✐❢ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ❧❡s ❞❡✉① ❝❤✐✛r❡♠❡♥ts ❞✉
♥♦♥❝❡ X1

A1
s♦♥t é❣❛✉① ❛♣rès ❛✈♦✐r ❡♥❧❡✈é ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été φ ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡

q✉❡ ❞❡s tr❛❝❡s ♦ù ❧❡s ❛❣❡♥ts A1 ❡t A2 s♦♥t ❤♦♥♥êt❡s ❡t ❞✬❛❝❝♦r❞ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♥♦♥❝❡ X1
A1

✱ ❧❡
♠❡ss❛❣❡ r❡ç✉ ♣❛r ❧❡ rô❧❡ Π(2) ❞♦✐t êtr❡ sûr❡♠❡♥t é♠✐s ♣❛r ❧❡ rô❧❡ Π(1)✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ♥❡
♣❡✉t ♣❛s ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ X1

A1
✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡ ❞❡✈r❛✐t ❛✈♦✐r r❡ç✉ ❞❡✉①

❢♦✐s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❞❡ X1
A1

✳

▲❛ ♣r♦♣r✐été ✶ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
lhs→hs

· ✳

❈♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷

P❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡
❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ♥♦♥❝❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ❝❤✐✛ré ❛✈❡❝ s❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ag(1)
❡t ag(2)✳ ❆✈❛♥t ❞✬❡♥✈♦②❡r ❧❡s ❞❡✉① ❝❤✐✛r❡♠❡♥ts✱ ✐❧ ❧❡s ❝❤✐✛r❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ❛✈❡❝
❧❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡✱ ❡t s✐❣♥❡ ❧❡ t♦✉t ❛✈❡❝ s❛ ❝❧❡❢ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡
❛tt❡♥❞ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❡t st♦❝❦❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝❤✐✛r❡♠❡♥ts ❞✉ ♥♦♥❝❡ ❞❛♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
C1, C2 ∈ X.c✳ ▲❡s ❞❡✉① rô❧❡s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π : [2]→ Roleslhs s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿

Π(1) = (init, [ {{X1
A1
}
ag(1)
ek(A1), {X

1
A1
}
ag(2)
ek(A1)}

ag(3)
ek(A2) ]

ag(4)
sk(A1))

Π(2) = ([{C1, C2}
L1

ek(A2)]
L2

sk(A1), stop).

❈❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ❛rt✐✜❝✐❡❧✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷ ♥✬❡st ♣❛s

s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
lhs→hs

· ✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

φ = ∀LS2,2.ς (NC (ς(A2)) ∧NC (ς(A1)))→ ¬(ς(C1) = ς(C2)).

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s t♦✉t❡s ❧❡s s❡ss✐♦♥ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ s✬❡st t❡r♠✐♥é❡✳
▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞✐t q✉❡✱ s✐ ❞❛♥s ❝❡s s❡ss✐♦♥s ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦rr♦♠♣✉
❡t ♣❛r❧❡ à ✉♥ ❛❣❡♥t ♥♦♥ ❝♦rr♦♠♣✉✱ ❛❧♦rs ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✛❡❝té❡s ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s C1 ❡t C2 ♥❡ s♦♥t ♣❛s
é❣❛❧❡s✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ A1 ♥✬❡st ♣❛s ❝♦rr♦♠♣✉ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡
r❡ç✉ ♣❛r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡ ♣r♦✈✐❡♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧✬✐♥tr✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛ît
♣❛s ❧❛ ❝❧❡❢ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ sk(A1)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝❤✐✛r❡♠❡♥ts {X1

A1
}
ag(1)
ek(A1) ❡t {X1

A1
}
ag(2)
ek(A1)

s♦♥t ❡♥ ❡✛❡t ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❝❛r ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞✐✛èr❡♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ Π |= φ✳ ❙✐ ♥♦✉s

ôt♦♥s ❝❡s ét✐q✉❡tt❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
lhs→hs

· ✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝❤✐✛r❡♠❡♥ts ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t é❣❛✉①✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

❛❧♦rs
lhs→hs

Π 6|=
lhs→hs

φ ✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷ ❡st ❢❛✉ss❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
lhs→hs

· ✳

✸✳✷✳✸ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ hs → h

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
lhs→hs

· ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✶ ❡t ✷ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣♦✉r

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
hs→h

· ✳ ❱♦✐❝✐ ❧❡s ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s ✿

❈♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π : [2]→ Roleshs ✱ s♣é❝✐✜é ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① rô❧❡s

Π(1) = (init, 〈sk(A1), {X
1
A1
}ek(A1)〉)

Π(2) = (X2
A1

, stop).



✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼✐s❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

▲❡ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡♥ s❛ ❝❧❡❢ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
❡♥ ✉♥ ♥♦♥❝❡ ❝❤✐✛ré ❛✈❡❝ s❛ ♣r♦♣r❡ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡ ❛tt❡♥❞ ✉♥ ♥♦♥❝❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞é♥♦t❡r ❧❡ ♥♦♥❝❡ ❛tt❡♥❞✉✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ❝❧❛✐r
❡t ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ■❧ ♥✬② ♣❛s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✿ ✐❧ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ✐♥tr✉s
♣♦✉r s✬❡①é❝✉t❡r✳ ▲✬✐♥tr✉s ❞♦✐t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ é♠✐s ♣❛r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡✱ ♣♦✉r
q✉✬✐❧ s♦✐t ❛❝❝❡♣té ♣❛r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t ✿

φ = ∃LS1,2.ς ∃LS2,2.ς
′ NC (ς(A1)) ∧ (ς(X1

A1
) = ς ′(X2

A1
)).

❊❧❧❡ ❞✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s❡ss✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ ❧❡ ❥♦✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦rr♦♠♣✉✱
❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s❡ss✐♦♥ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❝❡ rô❧❡ ❡st ❞✬❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝
❧✬❛❣❡♥t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡ s✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♥♦♥❝❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡
hs→h

Π ✿

hs→h

Π(1) = (init, 〈dk(A1), {X
1
A1
}ek(A1)〉)

hs→h

Π(2) = (X2
A1

, stop).

▲❛ ♣r♦♣r✐été
hs→h

φ ❡st ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t ♣❛r ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ♣❛r❝❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
rô❧❡✱ q✉♦✐q✉❡ ♥♦♥ ❝♦rr♦♠♣✉✱ ré✈è❧❡ s❛ ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡ dk(A1)✳ ▲✬✐♥tr✉s ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❛✛❡❝té❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X1

A1
❡t ❧✬❡♥✈♦✐❡ à ✉♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

❛❧♦rs
hs→h

Π |=
hs→h

φ ✳
❉✬❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été φ✱ ♣❛r❝❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♥♦♥ ❝♦rr♦♠♣✉

q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♥❡ ré✈è❧❡ ♣❧✉s s❛ ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡ dk(A1)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ✐♥tr✉s ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X1

A1
✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥❡

s❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡ ♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X2
A1

♣r❡♥❞ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ Π 6|= φ✳

◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
hs→h

· ✳

❈♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷

Pr❡♥♦♥s ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π : [2]→ Roleshs ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❛♥t ✿

Π(1) = (init, 〈sk(A1), {X
1
A1
}ek(A1)〉)

Π(2) = (X2
A1

, stop).

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ❞✐t q✉❡✱ t❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡ ♥✬❡st
♣❛s ❝♦rr♦♠♣✉✱ ❧❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡ ♥❡ ❝♦♥♥❛îtr❛ ♣❛s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛✛❡❝té❡ à ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ X1

A1
✿

φ = ∀LS1,2.ς ∀LS2,2.ς
′ NC (ς(A1))→ ¬(ς(X1

A1
) = ς ′(X2

A1
))

■❧ s❡♠❜❧❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s❛t✐s❢❛✐t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ ❝❛r ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît
♣❛s ❧❛ ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡ dk(A1) ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡
❧❡s s❡ss✐♦♥ ♦ù ✐❧ ❡st ♥♦♥ ❝♦rr♦♠♣✉✳ P♦✉rt❛♥t ❝❡tt❡ ❝❧❡❢ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐s❡
♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X1

A1
✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s Π |= φ✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡
hs→h

Π ✳ ❇✐❡♥ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
rô❧❡ ♥❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❝♦rr♦♠♣✉✱ ❧✬✐♥tr✉s ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❝❧❡❢ dk(A1) à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠❡ss❛❣❡



✸✳✷✳ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡sL⋆
1 ✺✾

é♠✐s ♣❛r ❝❡ rô❧❡✳ ■❧ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐s❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X1
A1

✱ ❝❡ q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t

❞❡ ❧✬❡♥✈♦②❡r à ✉♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
hs→h

φ ♥✬❡st ♣❛s

s❛t✐s❢❛✐t❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
hs→h

Π 6|=
hs→h

φ ✳

❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
hs→h

· ✳

✸✳✷✳✹ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h → ❴

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛✉tr❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
h→❴

· s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶✱ s✐ ♥♦✉s r❡s♣❡❝t♦♥s
q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ◆♦✉s é❝❧❛✐r❝✐ss♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t ❢❛✐s♦♥s ❧❡s r❡s♣❡❝✲
t❡r ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❧é❣❡r ❞❡ ♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st
s❛t✐s❢❛✐t❡✳

◗✉❛♥t à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷✱ ❡❧❧❡ ❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s ❢❛✉ss❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥
❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❥✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ [[
h→❴

φ ,
h→❴

tr ]] = 1
✐♠♣❧✐q✉❡ [[φ, tr ]] = 1✳ ❈❡❧❛ ❡st ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷ q✉❡ ♥♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✳ ■❧ ② ❛
❞❡✉① ❝❛s✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ♥✬❡st ♣❛s ❥✉st❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♣♦✉r
❡♥ tr♦✉✈❡r ❧❛ r❛✐s♦♥ ✿

✶✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ Lh
1 ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s t❡r♠❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ s♦✉s✲

t❡r♠❡ h ∈ ID ❛♣♣❛r❛ît✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ = (ς(H) = {a}ek(h)) ♦ù a ∈ ID ❡st
✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t ❡t H ∈ X.h ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ t②♣❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s

❛✈♦♥s
h→❴

H = C ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s C ∈ X.c✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r✲
♠✉❧❡ ♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ς ∈ Sub ♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r σ = {H ← hash(a)}✳ ◆♦✉s
✐♥t❡r♣rét♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛❝❡ tr ∈ SymbTrh ✿

[[(ς(H) = {a}ek(h))[ς ← σ], tr ]] = [[(σ(H) = {a}ek(h)), tr ]] = [[(hash(a) = {a}ek(h)), tr ]] = 0.

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
h→❴

φ = (ς(C) = {a}ek(h)) ♣♦✉r ❧❛

tr❛❝❡
h→❴

tr ✿

[[(ς(C) = {a}ek(h))[ς ←
h→❴

σ ],
h→❴

tr ]] = [[(
h→❴

σ (C) = {a}ek(h)),
h→❴

tr ]] =

[[({a}ek(h) = {a}ek(h)),
h→❴

tr ]] = 1.

◆♦✉s ✈♦②♦♥s q✉❡ [[
h→❴

φ ,
h→❴

tr ]] = 1 ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s [[φ, tr ]] = 1✳

✷✳ ❯♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣❡✉t ❛✛❡❝t❡r à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✉♥ t❡r♠❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ h ∈ ID✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ = (ς(C) = hash(a)) ♦ù ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ς ∈ Sub ♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r σ = {C ← {a}ek(h)}✳ ◆♦✉s ✐♥t❡r♣rét♦♥s

❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛❝❡ tr ∈ SymbTrh ✿

[[(ς(C) = hash(a))[ς ← σ], tr ]] = [[(σ(C) = hash(a)), tr ]] = [[({a}ek(h) = hash(a)), tr ]] = 0.



✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼✐s❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ♥♦✉s ✐♥t❡r♣rét♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
h→❴

φ = (ς(C) = {a}ek(h)) ♣♦✉r ❧❛ tr❛❝❡
h→❴

tr ✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s

[[(ς(C) = {a}ek(h))[ς ← σ],
h→❴

tr ]] = [[(σ(C) = {a}ek(h)),
h→❴

tr ]] =

[[({a}ek(h) = {a}ek(h)),
h→❴

tr ]] = 1.

◆♦✉s ✈♦②♦♥s q✉❡ [[
h→❴

φ ,
h→❴

tr ]] = 1 ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s [[φ, tr ]] = 1✳

❊♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ [[
h→❴

φ ,
h→❴

tr ]] = 1

♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s [[φ, tr ]] = 1 s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
h→❴

m1 =
h→❴

m2 ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s m1 = m2✱
m1,m2 ∈ T h

Sub ✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❥✉st❡✱ s✐ ♥♦✉s ♥✬❛✉t♦r✐s♦♥s ♣❛s ❞❡s s♦✉s✲
t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ h ∈ ID ❞❛♥s ❧❡s t❡r♠❡s m1 ❡t m2✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳
P♦✉r ❡♠♣ê❝❤❡r q✉❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t h ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ Lh

1 ✱
♥♦✉s ❞❡✈♦♥s✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✐♥t❡r❞✐r❡ s♦♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
❡①❝❧✉r❡ q✉✬❡❧❧❡ ♣✉✐ss❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ ❡t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ êtr❡ ❛✛❡❝té❡✱
♣♦ss✐❜❧❡♠❡♥t ❡♥ t❛♥t q✉❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ t❡r♠❡✱ à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ◗✉❛♥t à
❝❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s❝é♥❛r✐♦✱ ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣❡✉✈❡♥t ② ❛♠❡♥❡r ✿ s♦✐t✱ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡
♣ré✈♦✐t ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ h ❡t ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡
✉♥ t❡r♠❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té h ♣♦✉r ❝ré❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❡ss❛❣❡✱ s♦✐t✱ ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ❞é❞✉✐t ❡t
❡♥✈♦✐❡ ✉♥ t❡r♠❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ h à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ RHinit

2 ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦✉❤❛✐té❡✱ à s❛✈♦✐r [[
h→❴

φ ,
h→❴

tr ]] = 1 =⇒ [[φ, tr ]] = 1✱
♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛❞♦♣t❡r ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✷✳ ◆♦✉s r❡❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐❞❡♥t✐tés ❞✬❛❣❡♥ts ♣❛r ID− = ID \ {h}✳ ◆♦✉s
❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ T h− ❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ T h ❞♦♥t ❧❡s t❡r♠❡s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t
♣❛s ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ h ∈ ID✳ ◆♦✉s ❝❤❛♥❣❡♦♥s ❧❛ rè❣❧❡ RHinit

2 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ❡♥

RHinit−
2

a ∈ ID−.
S ⊢h a, ek(a)

◆♦✉s ❝❤❛♥❣❡♦♥s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s corrupt ❡t new ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐tés ID−✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s SymbTrh− ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❙♦✐t Rolesh−

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rô❧❡s q✉✐ s♦♥t s♣é❝✐✜és ♣❛r ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ T h− ❡t s♦✐t Π : [k] → Rolesh−

✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à k ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ❧❡s tr❛❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π
♣❛r Exech−(Π)✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s Lh−
1 ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ Lh

1 q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧✬❛❧✲
❣è❜r❡ T h−

Sub q✉✐ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ T h
Sub ❞♦♥t ❧❡s t❡r♠❡s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s

❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ h ∈ ID✳ ❙♦✐t φ ∈ Lh−
1 ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❙✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s [[φ, tr ]] = 1 ♣♦✉r t♦✉t

tr❛❝❡ tr ∈ Exech−(Π)✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été φ✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❝❡❧❛ Π |= φ✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛✉ss✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Trh−(φ) = {tr ∈ SymbTrh− | [[φ, tr ]] = 1}✳

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶

❊♥ ❛❞♦♣t❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉

❧❡♠♠❡ ✷✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ [[
h→❴

φ ,
h→❴

tr ]] = 1 ✐♠♣❧✐q✉❡ [[φ, tr ]] = 1✱ q✉✐✱ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ❢❛✐t

q✉❡
h→❴

m1 =
h→❴

m2 =⇒ m1 = m2✱ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿



✸✳✷✳ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡sL⋆
1 ✻✶

▲❡♠♠❡ ✶✳ ❙♦✐❡♥t m1 ❡t m2 ❞❡✉① t❡r♠❡s ❞❡ T h−
Sub✳ ❆❧♦rs✱

h→❴

m1 =
h→❴

m2 ✐♠♣❧✐q✉❡ m1 = m2✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s t❡r♠❡s ✿
✕ ❈❛s ❞❡ ❜❛s❡ ✿ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉❜st✐t✉t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

✕ ❙♦✐❡♥t m1 ❡t m2 ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ a✱ n(a, j, s)✱ k(a, j, s)✱ ς(x) ♣♦✉r a ∈ ID−✱ j, s ∈ N✱ x ∈ X

❡t ς ∈ Sub✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

m1 = m1 ❡t
h→❴

m2 = m2✳ ❙✐
h→❴

m1 =
h→❴

m2 ✱ ❛❧♦rs m1 = m2✳

✕ ❙♦✐t ς(x), ς(x′) ∈ SubExpr(X.h) ❛✈❡❝
h→❴

x = y ❡t
h→❴

x′ = y′ ♣♦✉r y, y′ ∈ X.c✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s

q✉❡
h→❴

ς(x) =
h→❴

ς(x′) ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ς(y) = ς(y′)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ y = y′ ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
h→❴

x =
h→❴

x′ ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ x = x′✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
h→❴

· ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s
q✉❡ ς(x) = ς(x′)✳

✕ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ς(x) ∈ SubExpr(X) ❡t ς(x′) ∈ SubExpr(X.h) ❛✈❡❝
h→❴

x′ = y′ ∈ X.c✱ ♥♦✉s

❛✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs
h→❴

ς(x) 6=
h→❴

ς(x′) ✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦♥tré ♣❛r ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✿ s✉♣♣♦s♦♥s

q✉❡
h→❴

ς(x) =
h→❴

ς(x′) ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ς(x) = ς(y′) ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ x = y′✳ ➱t❛♥t

❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

x = x ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs
h→❴

x =
h→❴

x′ ✱ ❞♦♥❝ x = x′✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥
h→❴

· ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ x ∈ X ❡t x′ ∈ X.h✱ ❝❛r
X ∩X.h = ∅✳

✕ ▲✬ét❛♣❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✿ ❧❡s t❡r♠❡s ❝♦♠♣♦sés✳
✕ ❙♦✐t m1,m2 ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ek(A), dk(A) ♦✉ symk(A,B) ❛✈❡❝ A,B ∈ X ID−

a ∪ SubExpr(X.a)✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

m1 = m1 ❡t
h→❴

m2 = m2✳ ❙✐
h→❴

m1 =
h→❴

m2 ✱ ❛❧♦rs m1 = m2✳

✕ ❙♦✐t
h→❴

m1 =
h→❴

〈m′
1,m

′′
1〉 = 〈

h→❴

m′
1 ,

h→❴

m′′
1 〉✳ ❙✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

h→❴

m1 =
h→❴

m2 ✱ ❛❧♦rs
h→❴

m2 ❞♦✐t ❛✈♦✐r

❧❛ ❢♦r♠❡ 〈
h→❴

m′
2 ,

h→❴

m′′
2 〉 ❛✈❡❝

h→❴

m′
1 =

h→❴

m′
2 ❡t

h→❴

m′′
1 =

h→❴

m′′
2 ✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱

m′
1 = m′

2 ❡t m′′
1 = m′′

2✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ m1 = 〈m′
1,m

′′
1〉 = 〈m′

2,m
′′
2〉 = m2✳

✕ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s {|m1|}m2
✱ {m}ek(a)

♦ù a ∈ ID−✳

✕ ❙♦✐t
h→❴

m1 =
h→❴

hash(m ′
1 ) = {

h→❴

m′
1 } h→❴

ek(h)

✳ ❙✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

m1 =
h→❴

m2 ✱ ❛❧♦rs
h→❴

m2 ❞♦✐t

❛✈♦✐r ❧❛ ❢♦r♠❡ {
h→❴

m′
2 } h→❴

ek(h)

❛✈❡❝
h→❴

m′
1 =

h→❴

m′
2 ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥✲

❞✉❝t✐♦♥ m′
1 = m′

2✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ m2 ∈ T h−✱ ❧❡ t❡r♠❡ m2 ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❧❡ s♦✉s✲
t❡r♠❡ h ∈ ID✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ m2 = hash(m′

2) ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s m1 = m2✳

▲❡♠♠❡ ✷✳ ❙♦✐t φ ∈ Lh−
1 ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ P♦✉r ✉♥❡ tr❛❝❡ tr ∈ SymbTrh−✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s [[

h→❴

φ ,
h→❴

tr ]] = 1
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ [[φ, tr ]] = 1✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳
✕ φ = NC (a)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s [[NC (a), tr ]] = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ a ∈ ID− ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ int ❡t

♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ corrupt ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ tr ✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡
h→❴

a ∈ ID− ❡st

❞✐✛ér❡♥t ❞❡ int ❡t ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ corrupt ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡
h→❴

tr ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

❞♦♥❝ [[NC (a), tr ]] = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ [[NC (
h→❴

a ),
h→❴

tr ]] = [[
h→❴

NC (a) ,
h→❴

tr ]] = 1✳



✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼✐s❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

✕ φ = (m1 = m2) ♦ù m1 ❡t m2 s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❞❛♥s T h−
Sub ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ [[

h→❴

φ ,
h→❴

tr ]] =

[[
h→❴

(m1 = m2) ,
h→❴

tr ]] = [[(
h→❴

m1 =
h→❴

m2 ),
h→❴

tr ]] = 1✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✱ (
h→❴

m1 =
h→❴

m2 ) ✐♠♣❧✐q✉❡
(m1 = m2)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s [[(m1 = m2), tr ]] = 1✳ ❉✬❛✉tr❡ ❝ôté✱ (m1 = m2) ✐♠♣❧✐q✉❡ t♦✉❥♦✉rs

(
h→❴

m1 =
h→❴

m2 )✳ [[(m1 = m2), tr ]] = 1 ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ [[(
h→❴

m1 =
h→❴

m2 ),
h→❴

tr ]] = 1✳

✕ φ = ¬φ′✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ [[
h→❴

¬φ′ ,
h→❴

tr ]] = [[¬
h→❴

φ′ ,
h→❴

tr ]] = 1✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s [[
h→❴

φ′ ,
h→❴

tr ]] = 0 ❡t ❝❡❧❛✱
♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ [[φ′, tr ]] = 0 ❡t ❞♦♥❝ [[¬φ′, tr ]] = 1✳

✕ φ = φ1 ∧ φ2✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ [[
h→❴

φ1 ∧ φ2 ,
h→❴

tr ]] = [[
h→❴

φ1 ∧
h→❴

φ2 ,
h→❴

tr ]] = 1✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡

[[
h→❴

φ1 ,
h→❴

tr ]] = 1 ❡t [[
h→❴

φ2 ,
h→❴

tr ]] = 1✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ [[φ1, tr ]] = 1
❡t [[φ2, tr ]] = 1✱ ❞♦♥❝ [[φ1 ∧ φ2, tr ]] = 1✳

✕ φ = φ1 ∨ φ2✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ [[
h→❴

φ1 ∨ φ2 ,
h→❴

tr ]] = [[
h→❴

φ1 ∨
h→❴

φ2 ,
h→❴

tr ]] = 1✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡

[[
h→❴

φ1 ,
h→❴

tr ]] = 1 ♦✉ [[
h→❴

φ2 ,
h→❴

tr ]] = 1✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ [[φ1, tr ]] = 1
♦✉ [[φ2, tr ]] = 1✱ ❞♦♥❝ [[φ1 ∨ φ2, tr ]] = 1✳

✕ φ = ∀LSi,p.ς φ′. ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ [[
h→❴

∀LSi,p.ς φ′ ,
h→❴

tr ]] = [[∀LSi,p.ς

h→❴

φ′ ,
h→❴

tr ]] = 1✳ (θ, p) ∈

LSi,p(tr) ✐♠♣❧✐q✉❡ (
h→❴

θ , p) ∈ LSi,p(
h→❴

tr )✳ P♦✉r t♦✉t ét❛t ❧♦❝❛❧ (θ, p) ∈ LSi,p(tr) ♥♦✉s ❛✈♦♥s

❞♦♥❝ [[
h→❴

φ′ [ς ←
h→❴

θ ],
h→❴

tr ]] = 1✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s [[
h→❴

φ′ [ς ←
h→❴

θ ],
h→❴

tr ]] =

[[
h→❴

φ′[ς ← θ] ,
h→❴

tr ]] = 1✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ [[φ′[ς ← θ], tr ]] = 1✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ [[∀LSi,p.ς φ′, tr ]] =
1✳

✕ φ = ∃LSi,p.ς φ′. ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ [[
h→❴

∃LSi,p.ς φ′ ,
h→❴

tr ]] = [[∃LSi,p.ς

h→❴

φ′ ,
h→❴

tr ]] = 1✳ (θ, p) ∈

LSi,p(tr) ✐♠♣❧✐q✉❡ (
h→❴

θ , p) ∈ LSi,p(
h→❴

tr )✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ét❛t ❧♦❝❛❧ (θ, p) ∈ LSi,p(tr)✱ t❡❧

q✉❡ [[
h→❴

φ′ [ς ←
h→❴

θ ],
h→❴

tr ]] = 1✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s [[
h→❴

φ′ [ς ←
h→❴

θ ],
h→❴

tr ]] =

[[
h→❴

φ′[ς ← θ] ,
h→❴

tr ]] = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ [[φ′[ς ← θ], tr ]] = 1✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡
[[∃LSi,p.ς φ′, tr ]] = 1✳

▲❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶ ❡st ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr ∈

Exech−(Π) =⇒
h→❴

tr ∈ Exec(
h→❴

Π )✱ é♥♦♥❝é❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❜❡s♦✐♥ ❞❡ tr♦✐s ❧❡♠♠❡s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❝❡s tr♦✐s ❧❡♠♠❡s ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ T h ✱ ❝❛r ✐❧ ♥✬❡st
♣❛s ✐♠♣♦rt❛♥t s✐ ❧❡s t❡r♠❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ h ∈ ID✳

▲❡♠♠❡ ✸✳ ❙♦✐t σ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡t t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❛♥s T h✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

tσ =
h→❴

t
h→❴

σ ✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s t❡r♠❡s✳
✕ ▲❡s ❝❛s ❞❡ ❜❛s❡ ✿ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳

✕ ❙♦✐t t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❖✉ ❜✐❡♥ t ∈ X \X.h✳ ❆❧♦rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

tσ = t
h→❴

σ =
h→❴

t
h→❴

σ ✳

❖✉ ❜✐❡♥ t ∈ X.h ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ t②♣❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ❆❧♦rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

t = x ♣♦✉r ✉♥❡

✈❛r✐❛❜❧❡ x ∈ X.c✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
h→❴

tσ = x
h→❴

σ =
h→❴

t
h→❴

σ ✳

✕ ❙♦✐t t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ a✱ n(a, j, s)✱ ♦✉ k(a, j, s) ♦ù ❡t j ❡t s ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❆❧♦rs✱
h→❴

tσ = t =
h→❴

t
h→❴

σ ✳



✸✳✷✳ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡sL⋆
1 ✻✸

✕ ▲✬ét❛♣❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✿ ❧❡s t❡r♠❡s ❝♦♠♣♦sés✳
✕ ❙♦✐t t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ek(A)✱ dk(A) ♦✉ symk(A,B) ♦ù A ❡t B ∈ X ID

a s♦♥t ❞❡s ✐❞❡♥t✐tés
❞✬❛❣❡♥ts ♦✉ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ t = ek(A)✳

▲❡s ❛✉tr❡s ❝❛s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

tσ =
h→❴

ek(A)σ =
h→❴

ek(Aσ) = ek(
h→❴

Aσ ) =

ek(
h→❴

A
h→❴

σ ) = ek(
h→❴

A )
h→❴

σ =
h→❴

ek(A)
h→❴

σ =
h→❴

t
h→❴

σ ✳

✕ ❙♦✐t t = 〈t1, t2〉✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

tσ =
h→❴

〈t1, t2〉σ =
h→❴

〈t1σ, t2σ〉 = 〈
h→❴

t1σ ,
h→❴

t2σ 〉 =

〈
h→❴

t1
h→❴

σ ,
h→❴

t2
h→❴

σ 〉 = 〈
h→❴

t1 ,
h→❴

t2 〉
h→❴

σ =
h→❴

〈t1, t2〉
h→❴

σ =
h→❴

t
h→❴

σ ✳

✕ ❙♦✐t t = {|t1|}t2 ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

tσ =
h→❴

{|t1|}t2σ =
h→❴

{|t1σ|}t2σ = {|
h→❴

t1σ |}h→❴

t2σ

=

{|
h→❴

t1
h→❴

σ |}h→❴
t2

h→❴

σ

= {|
h→❴

t1 |}h→❴
t2

h→❴

σ =
h→❴

{|t1|}t2

h→❴

σ =
h→❴

t
h→❴

σ ✳

✕ ❙♦✐t t = {t′}ek(a)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

tσ =
h→❴

{t′}ek(a)σ =
h→❴

{t′σ}ek(a)σ = {
h→❴

t′σ } h→❴

ek(a)σ

=

{
h→❴

t′
h→❴

σ } h→❴

ek(a)
h→❴

σ

= {
h→❴

t′ } h→❴

ek(a)

h→❴

σ =
h→❴

{t′}ek(a)

h→❴

σ =
h→❴

t
h→❴

σ ✳

✕ ❙♦✐t t = hash(t′)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

tσ =
h→❴

hash(t ′)σ =
h→❴

hash(t ′σ) = {
h→❴

t′σ } h→❴

ek(h)

=

{
h→❴

t′
h→❴

σ } h→❴

ek(h)

= {
h→❴

t′ } h→❴

ek(h)

h→❴

σ =
h→❴

hash(t ′)
h→❴

σ =
h→❴

t
h→❴

σ ✳

▲❡♠♠❡ ✹✳ ❙♦✐❡♥t t ❡t m ❞❡✉① t❡r♠❡s ❞❛♥s T h ✱ t❡❧s q✉❡ m = tσ✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ′✱

t❡❧❧❡ q✉❡
h→❴

m =
h→❴

t σ′✳

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

m =
h→❴

tσ =
h→❴

t
h→❴

σ ✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t σ′ =
h→❴

σ ✳

▲❡♠♠❡ ✺✳ ❙♦✐t S ⊆ T h✳ S ⊢h m ✐♠♣❧✐q✉❡
h→❴

S ⊢
h→❴

m ✳

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r
❞é❞✉✐r❡ m ❞❡ S✳ ▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✹ ❡t ✷✳✺✳

✕ ❈❛s ❞❡ ❜❛s❡ ✿ ❙❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ rè❣❧❡ été ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ m ❞❡ S✳

✕ ▲❛ rè❣❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ét❛✐t ❧❛ rè❣❧❡ RHinit
1 ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ m ∈ S✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱

h→❴

m ∈
h→❴

S ✱

❞♦♥❝
h→❴

S ⊢
h→❴

m ❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ Rinit
1 ✳

✕ ▲❛ rè❣❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ét❛✐t ❧❛ rè❣❧❡ RHinit
2 ✳ ▲❡ t❡r♠❡ m ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ a ∈ ID ♦✉ ek(a)✳

❆❧♦rs✱
h→❴

S ⊢
h→❴

m ❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ Rinit
2 ✳

✕ ▲✬ét❛♣❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✿ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ✉t✐❧✐sé❡✳
✕ ▲❛ rè❣❧❡ RHpair

comp ✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s m = 〈m1,m2〉 ❡t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r m ét❛✐t ❧❛ rè❣❧❡ RHpair

comp ✳

▲❡s t❡r♠❡s m1,m2 s♦♥t ❞♦♥❝ ❞é❞✉❝t✐❜❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ S✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

S ⊢
h→❴

m1 ❡t
h→❴

S ⊢
h→❴

m2 ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❞♦♥❝
h→❴

S ⊢ 〈
h→❴

m1 ,
h→❴

m2 〉 =
h→❴

〈m1,m2〉 =
h→❴

m ❛✈❡❝ ❧❛
rè❣❧❡ Rpair

comp ✳



✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼✐s❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

✕ ▲❛ rè❣❧❡ RHpair
dec ✳

▲❡ t❡r♠❡ m = mi✱ i ∈ {1, 2}✱ ❛ ♣✉ êtr❡ ❞é❞✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ t❡r♠❡ 〈m1,m2〉 q✉✐ ❡st
❞é❞✉❝t✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ S ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ RHpair

dec ✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s

❛✈♦♥s
h→❴

S ⊢
h→❴

〈m1,m2〉 = 〈
h→❴

m1 ,
h→❴

m2 〉 ❡t ❞♦♥❝
h→❴

S ⊢
h→❴

mi ❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ Rpair
dec ✳

✕ ▲❛ rè❣❧❡ RHsym
c ✳

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ t❡r♠❡ m = {|m1|}m2
ét❛✐t ❧❛ rè❣❧❡ RHsym

c ✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s ❞♦♥❝ S ⊢h m1 ❡t S ⊢h m2✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

S ⊢
h→❴

m1 ❡t
h→❴

S ⊢
h→❴

m2 ✱ ❞♦♥❝
h→❴

S ⊢ {|
h→❴

m1 |}h→❴
m2

=
h→❴

{|m1|}m2
=

h→❴

m ❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ Rsym
c

✕ ▲❛ rè❣❧❡ RHsym
d ✳

▲❡ t❡r♠❡ m1 ❛ été ❞é❞✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡s t❡r♠❡ {|m1|}m2
❡t m2 ♦ù ❧❛ rè❣❧❡ RHsym

d ❡st
❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ S ⊢h {|m1|}m2

❡t S ⊢h m2✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡

❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

S ⊢
h→❴

{|m1|}m2
= {|

h→❴

m1 |}h→❴
m2

❡t
h→❴

S ⊢
h→❴

m2 ✱ ❞♦♥❝
h→❴

S ⊢
h→❴

m1

❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ Rsym
d ✳

✕ ▲❛ rè❣❧❡ RHasym
c ✳

▲❛ rè❣❧❡ RHasym
c ❡st ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ t❡r♠❡ m = {m′}ek(a)✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s ❞♦♥❝ S ⊢h ek(a) ❡t S ⊢h m′✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

S ⊢
h→❴

ek(a) =

ek(a) ❡t
h→❴

S ⊢
h→❴

m′ ❡t ❞♦♥❝
h→❴

S ⊢ {
h→❴

m′ }ek(a) = {
h→❴

m′ } h→❴

ek(a)

=
h→❴

{m′}ek(a) =
h→❴

m ❛✈❡❝ ❧❛

rè❣❧❡ Rasym
c ✳

✕ ▲❛ rè❣❧❡ RHasym
d ✳

▲❛ rè❣❧❡ RHasym
d ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ t❡r♠❡ m à ♣❛rt✐r ❞❡s

t❡r♠❡s {m}ek(a) ❡t dk(a)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ S ⊢h {m}ek(a) ❡t S ⊢h dk(a)✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡

❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

S ⊢
h→❴

{m}ek(a) = {
h→❴

m } h→❴

ek(a)

= {
h→❴

m }ek(a) ❡t
h→❴

S ⊢
h→❴

dk(a) =

dk(a)✱ ❞♦♥❝
h→❴

S ⊢
h→❴

m ❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ Rasym
d ✳

✕ ▲❡s rè❣❧❡s RHasym
cinv ❡t RHasym

dinv ✳ ❈❡s ❝❛s s♦♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❛✉① ❝❛s ❞❡s rè❣❧❡s RHasym
c

❡t RHasym
d ✳

✕ ▲❛ rè❣❧❡ RHhash ✳
▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ t❡r♠❡ m = hash(m′) ét❛✐t ❧❛ rè❣❧❡ RHhash ✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s ❞♦♥❝ S ⊢h m′✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱
h→❴

S ⊢
h→❴

m′ ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs
h→❴

S ⊢
ek(h) ❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ Rinit

2 ✳ ◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡ Rasym
c ❡t

♦❜t❡♥♦♥s
h→❴

S ⊢ {
h→❴

m′ }ek(h) = {
h→❴

m′ } h→❴

ek(h)

=
h→❴

hash(m ′) =
h→❴

m ✳

◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✸✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❣❧♦❜❛✉① ❞❛♥s ❝❡tt❡ tr❛❝❡✳

▲❡♠♠❡ ✻✳ ❙♦✐t Π : [k]→ Rolesh ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ tr ∈ Exech−(Π) ✐♠♣❧✐q✉❡
h→❴

tr ∈ Exec(
h→❴

Π )✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ tr❛❝❡✳



✸✳✷✳ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡sL⋆
1 ✻✺

✕ ❈❛s ❞❡ ❜❛s❡ ✿ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s tr❛❝❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✶✳
❙♦✐t tr = (SId1, f1,H1) ∈ Exech−(Π) ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✶✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s SId1 = ∅ ❡t H1 = knh(int)∪Nonce(int)∪SKShort(int)∪{init}✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ SId1

❡st ✈✐❞❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f1 ♥✬❡st ❞é✜♥✐❡ ♥✉❧❧❡ ♣❛rt✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ tr❛❝❡
h→❴

tr =

(SId1,

h→❴

f1 ,

h→❴

H1 )✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
h→❴

f1 ♥✬❡st ❞é✜♥✐❡ ♥✉❧❧❡ ♣❛rt✳ ◗✉❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
h→❴

H1 ✱ ♥♦✉s

❛✈♦♥s
h→❴

H1 = kn(int) ∪ Nonce(int) ∪ SKShort(int) ∪ {init}✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡
h→❴

tr ∈

Exec(
h→❴

Π ) ❡st ✉♥❡ tr❛❝❡ ✈❛❧✐❞❡✳
✕ ▲✬ét❛♣❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✿ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s tr❛❝❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n + 1✳

❙♦✐t tr = (SId1, f1,H1)(
transi − 1
−−−−−−→ (SIdi, fi,Hi))2≤i≤n+1 ∈ Exech−(Π) ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

✈❛❧✐❞❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n + 1✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ à
❧❛ tr❛❝❡

(SId1, f1,H1)(
transi − 1
−−−−−−→ (SIdi, fi,Hi))2≤i≤n ∈ Exech−(Π)

❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

h→❴

((SId1, f1,H1)(
transi − 1
−−−−−−→ (SIdi, fi,Hi))2≤i≤n) ∈ Exec(

h→❴

Π )

❡st ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡✳ ■❧ ② ❛ tr♦✐s ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ n✲✐è♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
tr❛❝❡ tr ✿

✶✳ transn = corrupt(a1, . . . , al)✳

❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ tr = (SId1, f1,H1)
corrupt(a1,...,al)
−−−−−−−−−−−→ (SId2, f2,H2) ∈ Exech−(Π)✱ ♣❛r❝❡

q✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ corrupt ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❡r♠✐s❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s SId1 = SId2 = ∅✱ f1 = f2 ❡t H2 = H1 ∪

⋃

1≤i≤l knh(ai)✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ tr❛❝❡ tr =
h→❴

(SId1, f1,H1)
corrupt(a1,...,al)
−−−−−−−−−−−→ (SId2,

h→❴

f2 ,

h→❴

H2 )✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s SId2 = SId1 = ∅✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
h→❴

f2 ♥✬❡st ❞é✜♥✐❡ ♥✉❧❧❡ ♣❛rt ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s

❞♦♥❝
h→❴

f2 =
h→❴

f1 ✳ ◗✉❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
h→❴

H2 ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

H2 =

h→❴

H1 ∪
⋃

1≤i≤l knh(ai) =
h→❴

H1 ∪
⋃

1≤i≤l kn(ai)✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡
h→❴

tr ∈ Exec(
h→❴

Π )✳

✷✳ transn = new(i, a1, . . . , ak)✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ tr = . . . (SIdn, fn,Hn)
new(i,a1,...,ak)
−−−−−−−−−→ (SIdn+1, fn+1,Hn+1)✳ P♦✉r

sid = (|SIdn|+1, i, (a1, . . . , ak))✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s SIdn+1 = SIdn∪{sid} ❡t fn+1(sid) = (σ, 1)✳
P♦✉r t♦✉s ❧❡s s ∈ SIdn✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s fn+1(s) = fn(s)✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ Hn+1 = Hn✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ tr❛❝❡
h→❴

tr =
h→❴

(. . . (SIdn, fn,Hn))
new(i,a1,...,ak)
−−−−−−−−−→ (SIdn+1,

h→❴

fn+1 ,

h→❴

Hn+1 )✳

P♦✉r s ∈ SIdn✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

fn+1 (s) =
h→❴

fn (s)✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬ét❛t ❧♦❝❛❧ (σ′, 1) q✉✐ ❡st
❛✛❡❝té ❛✉ ♥♦✉✈❡❧ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ s❡ss✐♦♥ sid✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s σ′ = σ✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s ❞♦✲
♠❛✐♥❡s ❞❡s ❞❡✉① s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥t
❧❡ t②♣❡ ❛❣❡♥t✱ ♥♦♥❝❡ ❡t ❝❧❡❢ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ à ❝♦✉rt t❡r♠❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é
q✉❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ s❡ss✐♦♥ sid ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s✱ ❧❡s ♠ê♠❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❛✛❡❝té ❛✉① ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❞❡✉① s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳ ❉✬❛✉tr❡ ❝ôté✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r ✉♥ t❡r♠❡

♦✉ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ m ❞❡s t②♣❡s ♠❡♥t✐♦♥♥és
h→❴

m = m✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
h→❴

σ = σ ❡t



✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼✐s❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

❞♦♥❝ (σ′, 1) = (
h→❴

σ , 1) =
h→❴

fn+1 (sid)✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
h→❴

Hn+1 =
h→❴

Hn ✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s

q✉❡
h→❴

tr ∈ Exec(
h→❴

Π )✳

✸✳ transn = send(sid,m)✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ tr = . . . (SIdn, fn,Hn)
send(sid,m)
−−−−−−−→ (SIdn+1, fn+1,Hn+1)✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s SIdn+1 = SIdn ❡t fn+1(s) = fn(s) ♣♦✉r t♦✉t❡ s❡ss✐♦♥ s 6= sid ❞❛♥s SIdn✳

❙♦✐t
h→❴

tr =
h→❴

(. . . (SIdn, fn,Hn))
send(sid,m′)
−−−−−−−−→ (SIdn+1,

h→❴

fn+1 ,

h→❴

Hn+1 ) ♦ù ❧❡ t❡r♠❡ m′ ❛

été ❝❤♦✐s✐ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
h→❴

· ♣♦✉r ❧❡s tr❛❝❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

fn+1 (s) =
h→❴

fn (s) ♣♦✉r t♦✉t ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ s❡ss✐♦♥ s 6= sid✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s sid = (x, j, (a1, . . . , ak)) ❡t ❧❡ rô❧❡ ❥♦✉é
❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡ss✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r Π(j) = (li, ri)1≤i≤l✳ ❙♦✐t fn(sid) = (σ, p) ❧✬ét❛t ❞❡
❝❡tt❡ s❡ss✐♦♥ ❛✈❛♥t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① ❝❛s ✿
✕ ❙♦✐t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s p ≤ l ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ θ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ m = lpσθ✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s fn+1(sid) = (σ ∪ θ, p + 1) ❡t Hn+1 = Hn ∪ {rpσθ}✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s m′ =
h→❴

m ✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✺ ❛ss✉r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

Hn ⊢
h→❴

m ✱ ❝❛r

m ❡st ❞é❞✉❝t✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ Hn✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

fn (sid) = (
h→❴

σ , p) ❡t ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✸ ❡t ✹

❛ss✉r❡♥t q✉❡
h→❴

m ❡t
h→❴

lp
h→❴

σ s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡ ❛✈❡❝
h→❴

θ ❝♦♠♠❡ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

❞♦♥❝
h→❴

fn+1 (sid) = (
h→❴

σ ∪
h→❴

θ , p + 1)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

Hn+1 =
h→❴

Hn ∪ {
h→❴

rp

h→❴

σ

h→❴

θ } =
h→❴

Hn ∪ {rpσθ} ✳ ▲❛ tr❛❝❡
h→❴

tr ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝
h→❴

tr ∈ Exec(
h→❴

Π )✳
✕ ❙♦✐t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s fn+1(sid) = fn(sid) ❡t Hn+1 = Hn✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s ✿

✕ ❙♦✐t✱ p > l✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s m′ = a ♣♦✉r ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❡ s❡ss✐♦♥ a ∈ ID✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡

❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

Hn ⊢ a✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
h→❴

fn+1 (sid) =
h→❴

fn (sid)

❡t
h→❴

Hn+1 =
h→❴

Hn ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝
h→❴

tr ∈ Exec(
h→❴

Π )✳
✕ ❙♦✐t✱ p ≤ l ❡t ❧❡s t❡r♠❡s m ❡t lpσ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉♥✐✜❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❡♥❝♦r❡

❞❡✉① ❝❛s ✿

✕ ❙♦✐t✱ ❧❡s t❡r♠❡s
h→❴

m ❡t
h→❴

lpσ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉♥✐✜❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s m′ =
h→❴

m ✳ ▲❡

❧❡♠♠❡ ✺ ❛ss✉r❡ q✉❡
h→❴

Hn ⊢ m′✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s Hn ⊢
h m✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

❞♦♥❝
h→❴

fn+1 (sid) =
h→❴

fn (sid) ❡t
h→❴

Hn+1 =
h→❴

Hn ✳ ▲❛ tr❛❝❡
h→❴

tr ❡st ❞♦♥❝ ✈❛❧✐❞❡✱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
h→❴

tr ∈ Exec(
h→❴

Π )✳

✕ ❙♦✐t✱ ❧❡s t❡r♠❡s
h→❴

m ❡t
h→❴

lpσ s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ m′ = a ♣♦✉r

✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t a ∈ ID✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

Hn ⊢ a✳ ▲❡s t❡r♠❡s m′ ❡t
h→❴

lpσ

♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉♥✐✜❛❜❧❡s✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡
h→❴

lpσ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛

❢♦r♠❡ {t}ek(h)✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦♥tré ♣❛r ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✿ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
h→❴

m

♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {t}ek(h)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ m =
h→❴

m ✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ θ✱ t❡❧❧❡ q✉❡
h→❴

m =
h→❴

lpσ θ✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡
h→❴

m ♥❡

❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {t}ek(h)✱
h→❴

lpσ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛s



✸✳✷✳ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡sL⋆
1 ✻✼

✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ lpσ =
h→❴

lpσ ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs

q✉❡
h→❴

m =
h→❴

lpσ θ ✐♠♣❧✐q✉❡ m = lpσθ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ♣❛r❝❡ q✉❡

❧❡s t❡r♠❡s lpσ ❡t m ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉♥✐✜❛❜❧❡s✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡
h→❴

lpσ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥

s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {t}ek(h) ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s t❡r♠❡s m′ = a ❡t
h→❴

lpσ ♥❡

s♦♥t ♣❛s ✉♥✐✜❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝
h→❴

fn+1 (sid) =
h→❴

fn (sid) ❡t
h→❴

Hn+1 =
h→❴

Hn ✳

◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡
h→❴

tr ∈ Exec(
h→❴

Π )✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✷ ❡t ✻ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r♦✉✈é ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞és✐ré✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳ ❙♦✐t Π : [k]→ Rolesh− ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à k ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❡t s♦✐t φ ∈ Lh−
1 ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

Π |=
h→❴

φ =⇒ Π |= φ✳

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ Exec(
h→❴

Π ) ⊆ Tr(
h→❴

φ ) ✐♠♣❧✐q✉❡ Exech−(Π) ⊆ Trh−(φ)✳ ❙♦✐t tr ∈

Exech−(Π)✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs
h→❴

tr ∈ Exec(
h→❴

Π ) ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻ ❡t ❞♦♥❝
h→❴

tr ∈ Tr(
h→❴

φ )✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s ❞♦♥❝ [[
h→❴

φ ,
h→❴

tr ]] = 1✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷ q✉❡ [[φ, tr ]] = 1✱ ❞♦♥❝ tr ∈ Trh−(φ)✳

❈♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷

◆♦✉s ♥♦✉s s✐t✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❤❛❜✐t✉❡❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t h

♥✬❡st ♣❧✉s tr❛✐té❡ s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π✱ ❞♦♥♥é ♣❛r

Π(1) = (init, hash(X1
A1

))

Π(2) = (C, stop).

♦ù C ∈ X.c ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ t②♣❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡ é♠❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❤❛❝❤é❡ ❞✬✉♥
♥♦♥❝❡✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡ ❛tt❡♥❞ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❝❤✐✛ré✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡
♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été

φ = ∀LS1,2.ς ∀LS2,2.ς
′ ¬(ς ′(C) = {ς(X1

A1
)}ek(h)).

❊❧❧❡ ❡①♣r✐♠❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬ét❛ts ❧♦❝❛✉① ❞✉ ♣r❡♠✐❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡✱ t❡❧s q✉❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ C ♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r {X1

A1
}ek(h)✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❛

✈❛❧❡✉r ❞✉ ♥♦♥❝❡ X1
A1

♥✬❡st ♣❛s ❞é❞✉❝t✐❜❧❡ ♣❛r ❧✬✐♥tr✉s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡❧❛ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❢❛✐t
q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡ ❡st ❝♦rr♦♠♣✉ ♦✉ ♥♦♥✳ ▲✬✐♥tr✉s ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s ❝❤✐✛r❡r ❧❛
✈❛❧❡✉r X1

A1
❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ek(h)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s Π |= φ✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡
h→❴

Π ✿
h→❴

Π(1) = (init, {X1
A1
}ek(h))

h→❴

Π(2) = (C, stop).

❡t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
h→❴

φ ✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
h→❴

φ = ∀LS1,2.ς ∀LS2,2.ς
′ ¬(ς ′(C) = {ς(X1

A1
)}ek(h)).



✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼✐s❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

❋♦♥❝t✐♦♥ ❚❤é♦rè♠❡ ✶ ✿
f⋆(Π) |= f⋆(φ) ✐♠♣❧✐q✉❡ Π |= φ

❚❤é♦rè♠❡ ✷ ✿
Π |= φ ✐♠♣❧✐q✉❡ f⋆(Π) |= f⋆(φ)

f⋆ =
lhs→hs

· − −

f⋆ =
hs→h

· − −

f⋆ =
h→❴

· + −

❋✐❣✳ ✸✳✺ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ s✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ L⋆
1

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
h→❴

· ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ r✐❡♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳ ■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❝❧❛✐r✱ q✉❡ ♠ê♠❡ ✉♥❡

❡①é❝✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡
h→❴

Π ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
h→❴

Π 6|=
h→❴

φ ✳ ▲❛

♣r♦♣r✐été ✷ ❡st ❞♦♥❝ ❢❛✉ss❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
h→❴

· ✳

✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ L⋆
1

◆♦✉s ❛✈♦♥s rés✉♠é ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ L⋆
1 ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉

❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❧❛
❧♦❣✐q✉❡ L⋆

1 ❡st tr♦♣ ✈❛st❡✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s♦✐❡♥t ♣rés❡r✈é❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ♠❛rq✉é ❝❡s ❝❛s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠✐♥✉s ✭−✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡
❝❡s ❝❛s✳

▲✬❡①❝❡♣t✐♦♥ à ❧❛ rè❣❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
h→❴

· ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶✳ ◆♦✉s ét✐♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ❡♥
♠❡s✉r❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t q✉✐
❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t à ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡
♥✐ ❞❛♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ♥✐ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♦✉ ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❛❣❡♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❢♦r❝é ❝❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ②
❛✐t été é❧✐♠✐♥é❡✳

✸✳✹ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s L⋆
1 ✿ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s L⋆

2

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷ q✉❡ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s L⋆
1 ❞é❝r✐✈❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ tr♦♣ ❣r❛♥❞❡s

❝❧❛ss❡s ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ✉♥ ❛✉tr❡

♠♦❞è❧❡✳ ▲✬❡①❝❡♣t✐♦♥ à ❧❛ rè❣❧❡ ét❛✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
h→❴

· ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s
✐❞❡♥t✐✜♦♥s ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s L⋆

1✱ ❛♣♣❡❧é❡s ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s L⋆
2✱ t❡❧❧❡s q✉✬❡❧❧❡s s❛t✐s❢❛✐s♦♥s ❧❛

♣r♦♣r✐été ✶✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

Pr♦♣r✐été ✸✳ ❙♦✐t Π : [k]→ Roles⋆ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à k ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❡t s♦✐t φ ∈ L⋆
2 ✉♥ ♣r♦♣r✐été ❞❡

tr❛❝❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s f⋆(Π) |= f⋆(φ) =⇒ Π |= φ✳

▲❛ ♣r♦♣r✐été ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

Pr♦♣r✐été ✹✳ ❙♦✐t Π : [k]→ Roles⋆ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à k ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❡t s♦✐t φ ∈ L⋆
2 ✉♥ ♣r♦♣r✐été ❞❡

tr❛❝❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s Π |= φ =⇒ f⋆(Π) |= f⋆(φ)✳

❉❛♥s ❝❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f⋆ ❡st ✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
lhs→hs

· ✱
hs→h

· ♦✉
h→❴

· ✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s
❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π ❡st s♣é❝✐✜é✳



✸✳✹✳ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s L⋆
1 ✿ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s L⋆

2 ✻✾

✸✳✹✳✶ ❘é✢❡①✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s t❡r♠❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s L⋆
1

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳✹✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❝❧❡❢ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ T h−
Sub q✉✐

♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶ ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
h→❴

m1 =
h→❴

m2 ✐♠♣❧✐q✉❡ m1 = m2 ♣♦✉r
❞❡✉① t❡r♠❡s m1 ❡t m2 ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡✳ ❉❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s
s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s T lhs

Sub ❡t T hs
Sub ✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✹✳ ❙♦✐❡♥t m1 = {b}
ag(1)
ek(a) ❡t m2 = {b}

ag(2)
ek(a) ❞❡✉① t❡r♠❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ T lhs

Sub ♦ù a, b ∈ ID✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s
lhs→hs

m1 = {b}ek(a) =
lhs→hs

m2 ✳ P♦✉rt❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s m1 6= m2 à ❝❛✉s❡ ❞❡s ét✐✲
q✉❡tt❡s ag(1) ❡t ag(2)✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✺✳ ❙♦✐❡♥t m1 = [b]sk(a) ❡t m2 = {b}dk(a) ❞❡✉① t❡r♠❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ T hs
Sub ❛✈❡❝ a, b ∈ ID✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s
hs→h

m1 = {
hs→h

b } h→❴

sk(a)

= {b}dk(a) =
h→❴

m2 ✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱

♥♦✉s ❛✈♦♥s m1 6= m2✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ f(m1) = f(m2) =⇒ m1 = m2 ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛

s❡✉❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✐ ♠❛♥q✉❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ∈ {
lhs→hs

· ,
hs→h

· }✱ ♥♦✉s
ré✢é❝❤✐ss♦♥s ❛✉① ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧✬❛ss✉r❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés s❡ ♣rés❡♥t❡♥t ✿
s♦✐t✱ ♥♦✉s ❝❤❛♥❣❡♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ s❡r❛✐t ❞♦♠♠❛❣❡✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❧❡s
❛✈♦♥s ❞é✜♥✐❡s s❡❧♦♥ ❧❡s ❤❛❜✐t✉❞❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉rs✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥ t❡❧ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
r❡♥❞r❛✐t ♥♦s rés✉❧t❛ts ♠♦✐♥s ✐♥tér❡ss❛♥ts✳ ❙♦✐t✱ ♥♦✉s ❝❤❛♥❣❡♦♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s L⋆

1

❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✉t♦r✐s✐♦♥s q✉❡ ❞❡s t❡sts ❞✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s t❡r♠❡s q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❝❡tt❡
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ s♦✐t ❞✐♠✐♥✉é❡✱ ♥♦✉s ♦♣t♦♥s ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣♦✉r
❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts s❡r♦♥t ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡ ✜①❡✳ ❯♥ t❡r♠❡ ✜①❡ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ q✉✐
♥✬❡st ♣❛s tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ✉♥ ❛✉tr❡ t❡r♠❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❞♦♥♥é ✉♥
❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ✉♥ ❧❡♠♠❡ s✐♠♣❧❡ q✉✐ ❛✣r♠❡✱ q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ✜①❡s s❛t✐s❢♦♥t ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥

❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❙♦✐t ❝♦♠♠❡ ❛✈❛♥t f⋆ ∈ {
lhs→hs

· ,
hs→h

· ,
h→❴

· } ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✹✳ ❯♥ t❡r♠❡ u ∈ T ⋆
Sub ❡st ❛♣♣❡❧é ✜①❡✱ s✐ u = f⋆(u)✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✻✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
lhs→hs

· ✳ ❙♦✐❡♥t a ❡t b ∈ ID ❞❡s ✐❞❡♥t✐tés ❞✬❛❣❡♥ts ❡t j ❡t s ❞❡s
❡♥t✐❡rs✳ ▲❡s t❡r♠❡s a✱ n(a, j, s)✱ k(a, j, s) s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ✜①❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝❧❡❢s ek(a)✱ dk(a)✱
sk(a)✱ vk(a) ❡t symk(a, b)✳ ❙♦✐❡♥t m1 ❡t m2 ∈ T lhs

Sub ❞❡s t❡r♠❡s ✜①❡s✳ ❆❧♦rs ❧❡s t❡r♠❡s 〈m1,m2〉
❡t hash(m1) s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ✜①❡s✳

▲❡♠♠❡ ✼✳ ❙♦✐❡♥t u1 ❡t u2 ∈ T ⋆
Sub ❞❡✉① t❡r♠❡s ✜①❡s✳ f⋆(u1) = f⋆(u2) ✐♠♣❧✐q✉❡ u1 = u2✳

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s u1 = f(u1) = f(u2) = u2✳

✸✳✹✳✷ ▲❡s ❧♦❣✐q✉❡s L⋆
2

▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s L⋆
2✱ à s❛✈♦✐r Llhs

2 ✱ Lhs
2 ✱ Lh

2 ❡t L2✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❧♦❣✐q✉❡s L⋆

1 ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✉t♦r✐s♦♥s
q✉❡ ❞❡s t❡sts ❞✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❞❡s t❡r♠❡s ✜①❡s✳ P♦✉r ✐♠♣❧❛♥t❡r ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s L⋆

2

♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✶✳ ◆♦✉s ♥✬❛✉t♦r✐s♦♥s q✉❡ ❞❡s t❡sts ❞✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❞❡s t❡r♠❡s ✜①❡s✳



✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼✐s❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

✷✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❣❛r❞❡r ❧❡s t❡sts ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s m1

❡t m2✱ ❥✉sq✉✬❛❧♦rs ❡①♣r✐♠és ♣❛r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♠♠❡ ¬(m1 = m2)✱ ♠❛✐s q✉❡ ❧❛ ❢♦r✲
♠✉❧❡ (m1 = m2) ♥✬❡st ♣❧✉s ❛✉t♦r✐sé❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣ré❞✐❝❛t 6=✳

✸✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♠♠❡ ¬(m1 6= m2) r❡✈✐❡♥❞r❛✐t à ✉♥ t❡st ❞✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❞❡✉①
t❡r♠❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s m1 ❡t m2✳ ◆♦✉s s✉♣♣r✐♠♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳

✹✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ❣❛r❞❡r ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞✬❡①♣r✐♠❡r q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❡st ❝♦rr♦♠♣✉✱
♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣ré❞✐❝❛t ¬NC ✳

◆♦✉s ❝♦♥❞❡♥s♦♥s ❝❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s L⋆
2✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✺✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s L⋆
2 s♦♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

F ::= NC (a) | ¬NC (a) | (u1 = u2) | (m1 6= m2) | F ∧ F | F ∨ F

| ∀LSi,p.ς F | ∃LSi,p.ς F

♦ù u1 ❡t u2 ∈ T ⋆
Sub s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ✜①❡s✱ a,m1 ❡t m2 ∈ T ⋆

Sub s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✱ i ❡t p ∈ N

s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ς ∈ Sub ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ P♦✉r ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s φ1 ❡t φ2 ∈ L
⋆
2✱

♥♦✉s ❛✉t♦r✐s♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ φ1 → φ2 ❡♥ t❛♥t q✉✬❛❜ré✈✐❛t✐♦♥ ♣♦✉r ¬φ1 ∨ φ2✳

◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ∈ {
lhs→hs

· ,
hs→h

· ,
h→❴

· } ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❢♦r♠✉❧❡s ✿ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s f(¬NC (a)) = ¬NC (f(a)) ❡t f((m1 6= m2)) = (f(m1) 6=
f(m2))✳

▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥

◆♦✉s ❣❛r❞♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝❧♦s❡s✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✾✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
❞♦♥♥❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝❧♦s❡ ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s L⋆

2 ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞❛♥s SymbTr⋆✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✻✳ ▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝❧♦s❡ ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛❝❡ ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ [[❴,❴]] :
L⋆

2 × SymbTr⋆ → {0, 1}✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

✶✳ ▲❡ ♣ré❞✐❝❛t NC ✳

[[NC (a), tr ]] =



















1 s✐ a ∈ ID ❡t a 6= int ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ corrupt ✿
♣♦✉r tr = e1e2 . . . en ❡t a1, ..., ak,

t❡❧s q✉❡ e1
corrupt(a1,...,ak)
−−−−−−−−−−−→ e2 ♥♦✉s ❛✈♦♥s a 6= ai ❡t a 6= int

0 s✐♥♦♥

✷✳ ▲❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞✉ ♣ré❞✐❝❛t NC ✳

[[¬NC (a), tr ]] =

{

1 s✐ [[NC (a), tr ]] = 0
0 s✐ [[NC (a), tr ]] = 1

✸✳ ➱❣❛❧✐té s②♥t❛①✐q✉❡ ❡♥tr❡ t❡r♠❡s s✐♠♣❧❡s✳

[[(u1 = u2), tr ]] =

{

1 s✐ u1 = u2

0 s✐♥♦♥

✹✳ ■♥é❣❛❧✐té s②♥t❛①✐q✉❡✳

[[(m1 6= m2), tr ]] =

{

1 s✐ m1 6= m2

0 s✐♥♦♥



✸✳✺✳ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s L⋆
2 ✼✶

✺✳ ▲❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✳

[[F1 ∧ F2, tr ]] = [[F1, tr ]] ∧ [[F2, tr ]]

[[F1 ∨ F2, tr ]] = [[F1, tr ]] ∨ [[F2, tr ]]

✻✳ ▲❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✳

[[∀LSi,p.ς F, tr ]] =

{

1 s✐ ∀(θ, p) ∈ LSi,p(tr), ♥♦✉s ❛✈♦♥s [[F [ς ← θ], tr ]] = 1,

0 s✐♥♦♥.

✼✳ ▲❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡✳

[[∃LSi,p.ς F, tr ]] =

{

1 s✐ ∃(θ, p) ∈ LSi,p(tr), t❡❧ q✉❡ [[F [ς ← θ], tr ]] = 1,

0 s✐♥♦♥.

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❛✈❛♥t ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s L⋆
2

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✺✳✷ s♦♥t ❛✉ss✐ ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ L⋆
2✳ ◆♦✉s

✈♦②♦♥s q✉❡ ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❧♦❣✐q✉❡s L⋆
1 ♥❡ s♦♥t ♣❛s tr♦♣

❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡s✳

✸✳✺ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s L⋆
2

❈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
lhs→hs

· ❡t
hs→h

· ✳ ◆♦✉s r❡❞✐s❝✉t♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥
h→❴

· ✳ ▲❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ❢❛✐t❡s à ❧✬✐♥st❛r ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞♦♥♥é ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳✹✳ ◗✉❛♥t à
❧❛ ♣r♦♣r✐été ✹✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s q✉✐ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣♦✉r
❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s L⋆

2 ♥♦♥ ♣❧✉s✳

✸✳✺✳✶ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ lhs → hs ré❡①❛♠✐♥é❡

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡ ✜①❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r♦❝é❞❡r t♦✉t❡ ❞❡ s✉✐t❡✱ s❛♥s ♣❛ss❡r
♣❛r ✉♥ ❧❡♠♠❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❛✈❛♥t✱ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ é♥♦♥❝é❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✽✳ ❙♦✐t φ ∈ Llhs
2 ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t tr ∈ SymbTrlhs ✉♥❡ tr❛❝❡✳ ❆❧♦rs✱ [[

lhs→hs

φ ,
lhs→hs

tr ]] = 1
✐♠♣❧✐q✉❡ [[φ, tr ]] = 1✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳
✕ φ = NC (a)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s [[NC (a), tr ]] = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ a ∈ ID ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ int ❡t

♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ corrupt ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ tr ✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡
lhs→hs

a ∈ ID

❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ int ❡t ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ corrupt ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡
lhs→hs

tr ✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s ❞♦♥❝ [[NC (a), tr ]] = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ [[
lhs→hs

NC (a) ,
lhs→hs

tr ]] = 1✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

[[NC (a), tr ]] = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ [[
lhs→hs

NC (a) ,
lhs→hs

tr ]] = 0 ❡t ❞♦♥❝ [[¬NC (a), tr ]] = 1 s✐

❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ [[
lhs→hs

¬NC (a) ,
lhs→hs

tr ]] = 1✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ tr❛✐té ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❧❡ ❝❛s
♦ù φ = ¬NC (a)✳



✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼✐s❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

✕ φ = (u1 = u2) ♦ù u1 ❡t u2 s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ✜①❡s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ [[
lhs→hs

(u1 = u2) ,
lhs→hs

tr ]] =

[[(
lhs→hs

u1 =
lhs→hs

u2 ),
lhs→hs

tr ]] = 1✳ ❈❡❧❛ ❡st ❧❡ ❝❛s✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
lhs→hs

u1 =
lhs→hs

u2 ✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é

q✉❡ u1 ❡t u2 s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ✜①❡s✱
lhs→hs

u1 =
lhs→hs

u2 ✐♠♣❧✐q✉❡ u1 = u2✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
[[(u1 = u2), tr ]] = 1✳

✕ φ = (m1 6= m2) ♦ù m1 ❡t m2 ∈ T lhs ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s [[
lhs→hs

(m1 6= m2) ,
lhs→hs

tr ]] = [[(
lhs→hs

m1 6=
lhs→hs

m2 )✱
lhs→hs

tr ]] = 1✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
lhs→hs

m1 6=
lhs→hs

m2 ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ m1 = m2✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s
lhs→hs

m1 =
lhs→hs

m2 ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s m1 6= m2 ❡t
❞♦♥❝ [[(m1 6= m2), tr ]] = 1✳

✕ φ = φ1 ∧ φ2✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s [[
lhs→hs

φ1 ∧ φ2 ,
lhs→hs

tr ]] = [[
lhs→hs

φ1 ∧
lhs→hs

φ2 ,
lhs→hs

tr ]] = 1✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

[[
lhs→hs

φ1 ,
lhs→hs

tr ]] = 1 ❡t [[
lhs→hs

φ2 ,
lhs→hs

tr ]] = 1✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ [[φ1, tr ]] = 1 ❡t
[[φ2, tr ]] = 1✱ ❞♦♥❝ [[φ1 ∧ φ2, tr ]] = 1✳

✕ φ = φ1 ∨ φ2✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ [[
lhs→hs

φ1 ∨ φ2 ,
lhs→hs

tr ]] = [[
lhs→hs

φ1 ∨
lhs→hs

φ2 ,
lhs→hs

tr ]] = 1✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

[[
lhs→hs

φ1 ,
lhs→hs

tr ]] = 1 ♦✉ [[
lhs→hs

φ2 ,
lhs→hs

tr ]] = 1✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ [[φ1, tr ]] = 1 ♦✉
[[φ2, tr ]] = 1✱ ❞♦♥❝ [[φ1 ∨ φ2, tr ]] = 1✳

✕ φ = ∀LSi,p.ς φ′. ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ [[
lhs→hs

∀LSi,p.ς φ′ ,
lhs→hs

tr ]] = [[∀LSi,p.ς
lhs→hs

φ′ ,
lhs→hs

tr ]] = 1✳

(θ, p) ∈ LSi,p(tr) ✐♠♣❧✐q✉❡ (
lhs→hs

θ , p) ∈ LSi,p(
lhs→hs

tr )✳ P♦✉r t♦✉t ét❛t ❧♦❝❛❧ (θ, p) ∈

LSi,p(tr) ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ [[
lhs→hs

φ′ [ς ←
lhs→hs

θ ],
lhs→hs

tr ]] = 1✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱

[[
lhs→hs

φ′ [ς ←
lhs→hs

θ ],
lhs→hs

tr ]] = [[
lhs→hs

φ′[ς ← θ] ,
lhs→hs

tr ]] = 1 ✐♠♣❧✐q✉❡ [[φ′[ς ← θ], tr ]] = 1✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❞♦♥❝ [[∀LSi,p.ς φ′, tr ]] = 1✳

✕ φ = ∃LSi,p.ς φ′. ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ [[
lhs→hs

∃LSi,p.ς φ′ ,
lhs→hs

tr ]] = [[∃LSi,p.ς
lhs→hs

φ′ ,
lhs→hs

tr ]] =

1✳ (θ, p) ∈ LSi,p(tr) ✐♠♣❧✐q✉❡ (
lhs→hs

θ , p) ∈ LSi,p(
lhs→hs

tr )✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ét❛t ❧♦✲

❝❛❧ (θ, p) ∈ LSi,p(tr)✱ t❡❧ q✉❡ [[
lhs→hs

φ′ [ς ←
lhs→hs

θ ],
lhs→hs

tr ]] = 1✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱

[[
lhs→hs

φ′ [ς ←
lhs→hs

θ ],
lhs→hs

tr ]] = [[
lhs→hs

φ′[ς ← θ] ,
lhs→hs

tr ]] = 1 ✐♠♣❧✐q✉❡ [[φ′[ς ← θ], tr ]] = 1✳ ◆♦✉s
❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ [[∃LSi,p.ς φ′, tr ]] = 1✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ♣r♦✉✈❡r ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✱ à s❛✈♦✐r [[φ, tr ]] = 1 =⇒

[[
lhs→hs

φ ,
lhs→hs

tr ]] = 1✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷ ♣♦✉rr❛✐t ❢❛✐r❡ ❝r♦✐r❡✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s
❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ = (m1 6= m2) ♦ù m1 ❡t m2 s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s

q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s [[
lhs→hs

m1 6=
lhs→hs

m2 , tr ]] = 0✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝
lhs→hs

m1 =
lhs→hs

m2 ✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ m1

❡t m2 ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s t❡r♠❡s ✜①❡s✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ m1 = m2✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡
✈r❛✐ ♦✉ ♥♦♥✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é♠♦♥tré❡ s✉✣t ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸

❝♦rr❡❝t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
lhs→hs

· ✳
❙♦✐t Π : [k]→ Roleslhs ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à k ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡

q✉❡ tr ∈ Exec(Π) ✐♠♣❧✐q✉❡
lhs→hs

tr ∈ Exec(
lhs→hs

Π )✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ tr♦✐s ❧❡♠♠❡s
❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✳

▲❡♠♠❡ ✾✳ ❙♦✐t σ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡t m ∈ T lhs ✉♥ t❡r♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
lhs→hs

mσ =
lhs→hs

m
lhs→hs

σ ✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s t❡r♠❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❞❛♣té ❧❛

♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸ ♦ù ♥♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
h→❴

· ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
lhs→hs

· ✳ ◆♦✉s r❛❥♦✉t♦♥s ❧❡s
❝❛s ♠❛♥q✉❛♥ts ✿



✸✳✺✳ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s L⋆
2 ✼✸

✕ ▲❡s ❝❛s ❞❡ ❜❛s❡✳
✕ ❙♦✐t m ∈ Xhs ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

lhs→hs

mσ = m
lhs→hs

σ =
lhs→hs

m
lhs→hs

σ ✳
✕ ▲✬ét❛♣❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✳

✕ ❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t m = sk(A) ♦✉ m = vk(A) ♦ù A ∈ X ID
a ❡st ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t ♦✉ ✉♥❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
lhs→hs

sk(A)σ =
lhs→hs

sk(Aσ) = sk(
lhs→hs

Aσ ) = sk(
lhs→hs

A
lhs→hs

σ ) =

sk(
lhs→hs

A )
lhs→hs

σ =
lhs→hs

sk(A)
lhs→hs

σ ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r vk(A)✳

✕ ◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❙♦✐t m = [m′]l
sk(a)✳

lhs→hs

mσ =
lhs→hs

[m′]l
sk(a)σ =

lhs→hs

[m′σ]l
sk(a)σ = [

lhs→hs

m′σ ] lhs→hs

sk(a)σ
= [

lhs→hs

m′
lhs→hs

σ ] lhs→hs

sk(a)
lhs→hs

σ

= [
lhs→hs

m′ ] lhs→hs

sk(a)

lhs→hs

σ =

lhs→hs

[m′]l
sk(a)

lhs→hs

σ =
lhs→hs

m
lhs→hs

σ ✳

✕ ◆♦✉s r❡❣❛r❞♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ❙♦✐t m = hash(m′)✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s
lhs→hs

mσ =
lhs→hs

hash(m ′)σ =
lhs→hs

hash(m ′σ) = hash(
lhs→hs

m′σ ) = hash(
lhs→hs

m′
lhs→hs

σ ) =

hash(
lhs→hs

m′ )
lhs→hs

σ =
lhs→hs

hash(m ′)
lhs→hs

σ =
lhs→hs

m
lhs→hs

σ ✳

▲❡♠♠❡ ✶✵✳ ❙♦✐❡♥t t ❡t m ❞❡s t❡r♠❡s ❞❛♥s T lhs ✱ t❡❧s q✉❡ m = tσ✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ′✱

t❡❧❧❡ q✉❡
lhs→hs

m =
lhs→hs

t σ′✳

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
lhs→hs

m =
lhs→hs

tσ =
lhs→hs

t
lhs→hs

σ ✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s σ′ =
lhs→hs

σ ✳

▲❡♠♠❡ ✶✶✳ ❙♦✐t S ⊆ T lhs ✳ S ⊢lhs m ✐♠♣❧✐q✉❡
lhs→hs

S ⊢hs
lhs→hs

m ✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ m à ♣❛rt✐r ❞❡ S✳
▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✷ ❡t ✷✳✸✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ré✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡

❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺ ♦ù ♥♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
h→❴

· ♣❛r ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥
lhs→hs

· ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ⊢h ❡t ⊢ ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ⊢lhs ❡t ⊢hs ✳
◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ♠♦❞✐✜♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ▲❡ ❝❛s

❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ❝❤✐✛r❡♠❡♥ts s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳
✕ ▲❛ rè❣❧❡ RLHSsign

sig ✳

▲❡ t❡r♠❡ m = [m′]l
sk(a) ❛ été ❞é❞✉✐t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ RLHSsign

sig ❝♦♠♠❡ ❞❡r♥✐èr❡

rè❣❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ S ⊢lhs sk(a) ❡t S ⊢lhs m′✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
lhs→hs

S ⊢hs
lhs→hs

sk(a) = sk(a) ❡t
lhs→hs

S ⊢hs
lhs→hs

m′ ✳ ◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ rè❣❧❡RHSsign
sig ❡t ♦❜t❡♥♦♥s

lhs→hs

S ⊢hs [
lhs→hs

m′ ]sk(a) = [
lhs→hs

m′ ] lhs→hs

sk(a)
=

lhs→hs

[m′]l
sk(a) =

lhs→hs

m ✳

✕ ▲❛ rè❣❧❡ RLHSsign
ded ✳

▲❡ t❡r♠❡ m ❛ été ❞é❞✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ t❡r♠❡ [m]l
sk(a) ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ RLHSsign

ded

❝♦♠♠❡ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ S ⊢lhs [m]l
sk(a) ❡t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥

lhs→hs

S ⊢lhs
lhs→hs

[m]l
sk(a) = [

lhs→hs

m ] lhs→hs

sk(a)
= [

lhs→hs

m ]sk(a)✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ rè❣❧❡ RHSsign
ded ❡t

♦❜t❡♥♦♥s
lhs→hs

S ⊢hs
lhs→hs

m ✳
✕ ▲❛ rè❣❧❡ RLHShash ✳



✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼✐s❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

❙♦✐t m = hash(m′) ❡t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ m ❡st ❧❛ rè❣❧❡ RLHShash ✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s ❞♦♥❝ S ⊢lhs m′✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱
lhs→hs

S ⊢hs
lhs→hs

m′ ❡t ❛❧♦rs
lhs→hs

S ⊢hs hash(
lhs→hs

m′ ) =
lhs→hs

hash(m ′) =
lhs→hs

m ❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ RHShash ✳

▲❡♠♠❡ ✶✷✳ ❙♦✐t Π : [k]→ Roleslhs ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ tr ∈ Execlhs(Π) ✐♠♣❧✐q✉❡
lhs→hs

tr ∈ Exechs(
lhs→hs

Π )✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ tr❛❝❡✳
✕ ❈❛s ❞❡ ❜❛s❡ ✿ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s tr❛❝❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✶✳
❙♦✐t (SId1, f1,H1) ∈ Execlhs(Π) ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✶✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
SId1 = ∅✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f1 ♥✬❡st ❞é✜♥✐❡ ♥✉❧❧❡ ♣❛rt ❡t H1 = knlhs(int) ∪ Nonce(int) ∪

SKShort(int)∪{init}✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ tr❛❝❡ (SId1,
lhs→hs

f1 ,
lhs→hs

H1 )✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
lhs→hs

f1 ♥✬❡st ❞é✜✲

♥✐❡ ♥✉❧❧❡ ♣❛rt✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
lhs→hs

H1 =
lhs→hs

knlhs(int) ∪ Nonce(int) ∪ SKShort(int) ∪ {init} =

knhs(int) ∪ Nonce(int) ∪ SKShort(int) ∪ {init}✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡
lhs→hs

tr ∈ Exec(
lhs→hs

Π )✳
✕ ▲✬ét❛♣❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✿ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s tr❛❝❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n + 1✳

❙♦✐t tr = (SId1, f1,H1)(
transi − 1
−−−−−−→ (SIdi, fi,Hi))2≤i≤n+1 ∈ Execlhs(Π) ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

✈❛❧✐❞❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n + 1✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ q✉❡

(SId1, f1,H1)(
transi − 1
−−−−−−→ (SIdi, fi,Hi))2≤i≤n ∈ Execlhs(Π)

✐♠♣❧✐q✉❡
lhs→hs

(SId1, f1,H1)(
transi − 1
−−−−−−→ (SIdi, fi,Hi))2≤i≤n ∈ Exechs(

lhs→hs

Π ).

❚r♦✐s ❝❛s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ n✲✐è♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ tr ✿

✶✳ transn = corrupt(a1, . . . , al)✳
➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❝❡tt❡ t②♣❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉t♦r✐sé ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡

tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr = (SId1, f1,H1)
corrupt(a1,...,al)
−−−−−−−−−−−→ (SId2, f2,H2)✱ ♦ù SId2 =

SId1✱ f2 = f1 ❡t H2 = H1 ∪
⋃

1≤i≤l knlhs(ai)✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ tr❛❝❡
lhs→hs

tr =
lhs→hs

(SId1, f1,H1)
corrupt(a1,...,al)
−−−−−−−−−−−→ (SId2,

lhs→hs

f2 ,
lhs→hs

H2 )✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s SId1 = SId2✱
lhs→hs

f2 =
lhs→hs

f1 ❡t
lhs→hs

H1 ∪
⋃

1≤i≤l knhs(ai) =
lhs→hs

H1 ∪
⋃

1≤i≤l knlhs(ai) =
lhs→hs

H2 ✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡
lhs→hs

tr ∈ Exec(
lhs→hs

Π )

✷✳ transn = new(i, a1, . . . , ak)✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ tr = . . . (SIdn, fn,Hn)
new(i,a1,...,ak)
−−−−−−−−−→ (SIdn ∪ {sid}, fn+1,Hn+1) ♦ù

sid = (|SIdn| + 1, i, (a1, . . . , ak))✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s fn+1(sid) = (σ, 1) ❡t fn+1(s) = fn(s)
♣♦✉r t♦✉t ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ s❡ss✐♦♥ s ∈ SIdn✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s Hn+1 = Hn✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ tr❛❝❡
lhs→hs

tr =
lhs→hs

. . . (SIdn, fn,Hn)
new(i,a1,...,ak)
−−−−−−−−−→ (SIdn∪{sid},

lhs→hs

fn+1 ,
lhs→hs

Hn+1 )✳ P♦✉r t♦✉t ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ s❡ss✐♦♥ s ∈ SIdn−1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
lhs→hs

fn (s) =
lhs→hs

fn−1 (s)✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬ét❛t ❧♦❝❛❧ (σ′, 1) q✉✐ ❡st ❛✛❡❝té à ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ s❡s✲
s✐♦♥ sid✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ′ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s t②♣❡s
❛❣❡♥t✱ ♥♦♥❝❡ ❡t ❝❧❡❢ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t à ❝♦✉rt t❡r♠❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡
❝❡tt❡ s❡ss✐♦♥ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛ tr❛❝❡ tr ✱ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s σ′ ❡t σ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❡t ❛✉ss✐ ❧❡s t❡r♠❡s q✉✐ s♦♥t ❛✛❡❝t❡s ❛✉① ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ σ′ = σ✳ ❱✉ ❧❡s t②♣❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦✉s ❛✈♦♥s



✸✳✺✳ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s L⋆
2 ✼✺

❛✉ss✐ σ =
lhs→hs

σ ❡t ❞♦♥❝ σ′ =
lhs→hs

σ ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ (σ′, p) = (
lhs→hs

σ , p) =
lhs→hs

fn+1 (sid)✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
lhs→hs

Hn+1 =
lhs→hs

Hn ❡t ❞♦♥❝
lhs→hs

tr ∈ Exec(
lhs→hs

Π )✳

✸✳ transn = send(sid,m)✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ tr = . . . (SIdn, fn,Hn)
send(sid,m)
−−−−−−−→ (SIdn+1, fn+1,Hn+1)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

SIdn+1 = SIdn ❡t fn+1(s) = fn(s) ♣♦✉r t♦✉t ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ s❡ss✐♦♥ s ∈ SIdn✱ t❡❧ q✉❡
s 6= sid✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ tr❛❝❡
lhs→hs

tr =
lhs→hs

. . . (SIdn, fn,Hn)
send(sid,m′)
−−−−−−−−→ (SIdn+1,

lhs→hs

fn+1 ,
lhs→hs

Hn+1 )

♦ù ❧❡ t❡r♠❡ m′ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
lhs→hs

· ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
lhs→hs

fn+1 (s) =
lhs→hs

fn (s) ♣♦✉r t♦✉t ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ s❡ss✐♦♥ s 6= sid ❞❡ SIdn✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ sid = (s, j, (a1, . . . , ak)) ❡t q✉❡ Π(j) = (li, ri)1≤i≤l ❡st ❧❡ rô❧❡ ❥♦✉é

❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡ss✐♦♥✳ ▲✬ét❛t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡ss✐♦♥ ❛✈❛♥t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r
lhs→hs

fn (sid) =

(
lhs→hs

σ , p)✳

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❝❛s ✿
✕ ◆♦✉s ❛✈♦♥s p ≤ l ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r θ t❡❧ q✉❡ m = lpσθ✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s fn+1(sid) = (σ ∪ θ, p + 1) ❡t Hn+1 = Hn ∪ {rpσθ}✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s m′ =
lhs→hs

m ✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ lp ❡st ❞é✜♥✐ ❡t m ❡t lpσ

s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✶✶ ❛ss✉r❡ q✉❡
lhs→hs

m ❡st ❞é❞✉❝t✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡
lhs→hs

Hn ✱ ❝❛r

m ét❛✐t ❞é❞✉❝t✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ Hn✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✶✵ ❞✐t q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s
lhs→hs

m ❡t
lhs→hs

lpσ

s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s ❛✈❡❝
lhs→hs

θ ❝♦♠♠❡ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ét❛t ❧♦❝❛❧ ❛✛❡❝té à sid ❡st

❞♦♥❝ (
lhs→hs

σ ∪
lhs→hs

θ , p + 1) =
lhs→hs

fn+1 (sid) ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
lhs→hs

Hn ∪ {
lhs→hs

rpσθ } =
lhs→hs

Hn+1 ✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡
lhs→hs

tr ∈ Exechs(
lhs→hs

Π )✳
✕ ❙♦✐t ♥♦✉s ❛✈♦♥s fn+1 = fn ❡t Hn+1 = Hn✳ ❉❡✉① ❝❛s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✿
✕ ❙♦✐t✱ p > l✳ ▲❡ t❡r♠❡ lp ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s m′ = a ♣♦✉r ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té

❞✬❛❣❡♥t a ∈ ID✳ ❈❡ t❡r♠❡ ❡st ❞é❞✉❝t✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡
lhs→hs

Hn s❡❧♦♥ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡

❞é❞✉❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
lhs→hs

fn+1 (sid) =
lhs→hs

fn (sid) ❡t
lhs→hs

Hn+1 =
lhs→hs

Hn ✳ ◆♦✉s

❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡
lhs→hs

tr ∈ Exechs(
lhs→hs

Π )✳
✕ ❙♦✐t✱ p ≤ l ❡t ❧❡s t❡r♠❡s m ❡t lpσ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉♥✐✜❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❡♥❝♦r❡
❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❝❛s ✿

✕ ❙✐ ❧❡s t❡r♠❡s
lhs→hs

m ❡t
lhs→hs

lpσ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉♥✐✜❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s m′ =
lhs→hs

m ✳ ▲❡

❧❡♠♠❡ ✶✶ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ m′ ❡st ❞é❞✉❝t✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
lhs→hs

Hn ✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s
lhs→hs

fn+1 (sid) =
lhs→hs

fn (sid) ❡t
lhs→hs

Hn+1 =
lhs→hs

Hn ❡t ❞♦♥❝
lhs→hs

tr ∈

Exec(
lhs→hs

Π )✳

✕ ❙✐ ❧❡s t❡r♠❡s
lhs→hs

m ❡t
lhs→hs

lpσ s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s m′ = a ♣♦✉r ✉♥❡

✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t a ∈ ID✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❞é❞✉❝t✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡
lhs→hs

Hn ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱

❧❡ t❡r♠❡ m′ ♥❡ s✬✉♥✐✜❡ ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡
lhs→hs

lpσ ✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦♥t✐❡♥t
✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞✉ t②♣❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ♦✉ ❛s②♠étr✐q✉❡ ♦✉ s✐❣♥❛t✉r❡✳

◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❝❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✿ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
lhs→hs

lpσ ♥❡
❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞✉ t②♣❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ♦✉ ❛s②♠étr✐q✉❡ ♦✉



✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼✐s❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ t❡r♠❡ lpσ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞✬ét✐q✉❡tt❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝

✜①❡ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s lpσ =
lhs→hs

lpσ ✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r θ✱ t❡❧

q✉❡
lhs→hs

m =
lhs→hs

lpσ θ✱ ❧❡ t❡r♠❡
lhs→hs

m ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞✉ t②♣❡
❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ♦✉ ❛s②♠étr✐q✉❡ ♦✉ s✐❣♥❛t✉r❡ ♥♦♥ ♣❧✉s✳ ▲❡ t❡r♠❡ m

❡st ❞♦♥❝ ✜①❡ ❛✉ss✐ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s m =
lhs→hs

m ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s m =
lpσθ✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s m ❡t lpσ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡

❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ t❡r♠❡
lhs→hs

lpσ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞✉ t②♣❡
❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ♦✉ ❛s②♠étr✐q✉❡ ♦✉ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ♥❡ s✬✉♥✐✜❡ ❞♦♥❝ ♣❛s

❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡ m′ = a✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝
lhs→hs

fn+1 (sid) =
lhs→hs

fn (sid) ❡t
lhs→hs

Hn+1 =
lhs→hs

Hn ✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡
lhs→hs

tr ∈ Exechs(
lhs→hs

Π )✳

▲❡s ❧❡♠♠❡s ✽ ❡t ✶✷ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
lhs→hs

· ✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳ ❙♦✐t Π : [k]→ Roleslhs ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à k ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❡t s♦✐t φ ∈ Llhs
2 ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s
lhs→hs

Π |=
lhs→hs

φ =⇒ Π |= φ✳

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ Exechs(
lhs→hs

Π ) ⊆ Trhs(
lhs→hs

φ ) ✐♠♣❧✐q✉❡ Execlhs(Π) ⊆ Trlhs(φ)✳ ❙♦✐t tr ∈

Execlhs(Π) ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
lhs→hs

tr ∈ Exechs(
lhs→hs

Π )✱ ❞♦♥❝
lhs→hs

tr ∈

Trhs(
lhs→hs

φ )✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ [[
lhs→hs

φ ,
lhs→hs

tr ]] = 1✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✽✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s [[φ, tr ]] =
1 ❡t ❞♦♥❝ tr ∈ Trlhs(φ)✳

❈♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✹

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π : [2]→ Roleslhs ✿

Π(1) = (init, {X1
A1
}
ag(1)
ek(A2))

Π(2) = ({X1
A1
}
ag(2)
ek(A2), stop).

▲❡ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡ é♠❡t ✉♥ ♥♦♥❝❡ ❝❤✐✛ré ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡✳
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡ ❛tt❡♥❞ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳ ❈❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡st q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ ❛rt✐✜❝✐❡❧✱ ♣❛r❝❡
q✉❡ ❧❡ ♥♦♥❝❡ ❛tt❡♥❞✉ ♣❛r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝❤✐✛ré ❛✈❡❝ ✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ ✜①é❡✱ à s❛✈♦✐r ag(2)✳
❇✐❡♥ q✉✬✐❧ ♥❡ s♦✐t ♣❛s très ré❛❧✐st❡ ❞✬❛tt❡♥❞r❡ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❝❤✐✛ré ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧é❛ ✜①é✱ ♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡
❛✉t♦r✐s❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❝❡ s❝é♥❛r✐♦✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿

φ = ∀LS1,2.ς ∀LS2,2.ς
′ (ς(X1

A1
) 6= ς ′(X1

A1
)).

❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✐t q✉❡ ❧❡ ♥♦♥❝❡ ❝❤✐✛ré✱ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡ ❡st✱ t♦✉❥♦✉rs ❞✐✛ér❡♥t ❞✉
♥♦♥❝❡ ❝❤✐✛ré✱ é♠✐s ♣❛r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈r❛✐❡✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡ ♣r❡✲
♠✐❡r rô❧❡ ❝❤✐✛r❡ ❛✈❡❝ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ag(1)✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡ ❛tt❡♥❞ ✉♥ ♥♦♥❝❡ ❝❤✐✛ré ❛✈❡❝
❧✬ét✐q✉❡tt❡ ag(2)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ Π |= φ✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s✐ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ s❛♥s ét✐✲
q✉❡tt❡s✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ♠ê♠❡ ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❢❛✉ss❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s

q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✹ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
lhs→hs

· ✳

✸✳✺✳✷ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ hs → h ré❡①❛♠✐♥é❡

◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸ ❡t ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✹✳



✸✳✺✳ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s L⋆
2 ✼✼

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✸

▲❡♠♠❡ ✶✸✳ ❙♦✐t φ ∈ Lhs
2 ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t tr ∈ SymbTrhs ✉♥❡ tr❛❝❡✳ ❆❧♦rs✱ [[

hs→h

φ ,
hs→h

tr ]] = 1
✐♠♣❧✐q✉❡ [[φ, tr ]] = 1✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✸✳

▲❡♠♠❡ ✶✹✳ ❙♦✐t σ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡t m ∈ T hs ✉♥ t❡r♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
hs→h

mσ =
hs→h

m
hs→h

σ ✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s t❡r♠❡s✳ ▲❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡

❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✾ ♦ù ♥♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
lhs→hs

· ♣❛r ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥
hs→h

· ✳ ▲❡s ❝❛s ♠♦❞✐✜és s❡ r❡♣♦rt❡♥t à ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ♥❡ tr❛✐t♦♥s q✉❡ ❝❡s ❝❛s ✿
✕ ▲❡s ❝❛s ❞❡ ❜❛s❡✳

✕ ❙♦✐t m ∈ Xh ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
hs→h

mσ = m
hs→h

σ =
hs→h

m
hs→h

σ ✳

✕ ❙♦✐t m ∈ X.s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
hs→h

m = x ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ∈

X.c✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
hs→h

mσ = x
hs→h

σ =
hs→h

m
hs→h

σ ✳
✕ ▲✬ét❛♣❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✳

✕ ❙♦✐t m = [m′]sk(a)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
hs→h

mσ =
hs→h

[m′σ]sk(a)σ = {
hs→h

m′σ } hs→h

sk(a)σ
= {

hs→h

m′
hs→h

σ } hs→h

sk(a)
hs→h

σ

=

{
hs→h

m′ } hs→h

sk(a)

hs→h

σ =
hs→h

[m′]sk(a)

hs→h

σ =
hs→h

m
hs→h

σ ✳

▲❡♠♠❡ ✶✺✳ ❙♦✐❡♥t t ❡t m ❞❡s t❡r♠❡s ❞❛♥s T hs ✱ t❡❧s q✉❡ m = tσ✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ′✱

t❡❧❧❡ q✉❡
hs→h

m =
hs→h

t σ′✳

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
hs→h

m =
hs→h

tσ =
hs→h

t
hs→h

σ ✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s σ′ =
hs→h

σ ✳

▲❡♠♠❡ ✶✻✳ ❙♦✐t S ⊆ T hs ✳ S ⊢hs m ✐♠♣❧✐q✉❡
hs→h

S ⊢h
hs→h

m ✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ m à ♣❛rt✐r ❞❡ S✳
▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✸ ❡t ✷✳✹✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ré✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡

❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✶ ♦ù ♥♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
lhs→hs

· ♣❛r

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
hs→h

· ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ⊢lhs ❡t ⊢hs ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ⊢hs ❡t ⊢h✳ ◆♦✉s ♠♦❞✐✜♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s RHSsign

sig ❡t RHSsign
ded ❝♦♠♠❡ ❞❡r♥✐èr❡s

rè❣❧❡s✳
✕ ▲❛ rè❣❧❡ RHSsign

sig ✳

▲❡ t❡r♠❡ m = [m′]sk(a) ❛ été ❞é❞✉✐t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t RHSsign
sig ❝♦♠♠❡ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s S ⊢hs sk(a) ❡t S ⊢hs m′✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
hs→h

S ⊢h
hs→h

sk(a) =

dk(a) ❡t
hs→h

S ⊢h
hs→h

m′ ✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ RHasym
cinv ✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

hs→h

S ⊢h {
hs→h

m′ }dk(a) =

{
hs→h

m′ } h→❴

sk(a)

=
hs→h

[m′]sk(a) =
hs→h

m ✳

✕ ▲❛ rè❣❧❡ RHSsign
ded ✳

▲❡ t❡r♠❡ m ❛ été ❞é❞✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ t❡r♠❡ [m]sk(a) ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ RHSsign
ded ❝♦♠♠❡

❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
hs→h

S ⊢h
hs→h

[m]sk(a) = {
hs→h

m } hs→h

sk(a)
=

{
hs→h

m }dk(a)✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs
hs→h

S ⊢h ek(a) ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ Rinit
2 ✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

✉t✐❧✐s❡r ❧❛ rè❣❧❡ Rasym
dinv ✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs

hs→h

S ⊢h
hs→h

m ✳



✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼✐s❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

▲❡♠♠❡ ✶✼✳ ❙♦✐t Π : [k]→ Roleshs ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ tr ∈ Exechs(Π) ✐♠♣❧✐q✉❡
hs→h

tr ∈ Exech(
hs→h

Π )✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ tr❛❝❡✳
✕ ❈❛s ❞❡ ❜❛s❡ ✿ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s tr❛❝❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✶✳
❙♦✐t (SId1, f1,H1) ∈ Exechs(Π) ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s SId1 = ∅✱ ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ f1 ♥✬❡st ❞é✜♥✐❡ ♥✉❧❧❡ ♣❛rt ❡t H1 = knhs(int)∪Nonce(int)∪SKShort(int)∪{init}✳ ❈♦♥s✐✲

❞ér♦♥s ❧❛ tr❛❝❡ (SId1,
hs→h

f1 ,
hs→h

H1 )✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
hs→h

f1 ♥✬❡st ❞é✜♥✐❡ ♥✉❧❧❡ ♣❛rt✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♥♦✉s

❛✈♦♥s
hs→h

H1 =
hs→h

knhs(int) ∪ Nonce(int) ∪ SKShort(int) ∪ {init} = knh(int) ∪ Nonce(int) ∪

SKShort(int) ∪ {init}✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡
hs→h

tr ∈ Exech(
hs→h

Π )✳
✕ ▲✬ét❛♣❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✿ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s tr❛❝❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n + 1✳

❙♦✐t tr = (SId1, f1,H1)(
transi − 1
−−−−−−→ (SIdi, fi,Hi))2≤i≤n+1 ∈ Exechs(Π) ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

✈❛❧✐❞❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n + 1✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ q✉❡

(SId1, f1,H1)(
transi − 1
−−−−−−→ (SIdi, fi,Hi))2≤i≤n ∈ Exechs(Π)

✐♠♣❧✐q✉❡
hs→h

(SId1, f1,H1)(
transi − 1
−−−−−−→ (SIdi, fi,Hi))2≤i≤n ∈ Exech(

hs→h

Π ).

❚r♦✐s ❝❛s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ n✲✐è♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ tr ✿

✶✳ transn = corrupt(a1, . . . , al)✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❝❡tt❡ t②♣❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉t♦r✐sé ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡

tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr = (SId1, f1,H1)
corrupt(a1,...,al)
−−−−−−−−−−−→ (SId2, f2,H2)✱ ♦ù SId2 =

SId1✱ f2 = f1 ❡t H2 = H1 ∪
⋃

1≤i≤l knhs(ai)✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ tr❛❝❡
hs→h

tr =
hs→h

(SId1, f1,H1)
corrupt(a1,...,al)
−−−−−−−−−−−→ (SId2,

hs→h

f2 ,
hs→h

H2 )✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s SId1 = SId2✱
hs→h

f2 =
hs→h

f1 ❡t
hs→h

H1 ∪
⋃

1≤i≤l knh(ai) =
hs→h

H1 ∪
⋃

1≤i≤l knhs(ai) =
hs→h

H2 ✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡
hs→h

tr ∈ Exech(
hs→h

Π )✳

✷✳ transn = new(i, a1, . . . , ak)✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s tr = . . . (SIdn, fn,Hn)
new(i,a1,...,ak)
−−−−−−−−−→ (SIdn ∪ {sid}, fn+1,Hn+1) ♦ù sid =

(|SIdn|+1, i, (a1, . . . , ak))✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s fn+1(sid) = (σ, 1) ❡t fn+1(s) = fn(s) ♣♦✉r t♦✉t
✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ s❡ss✐♦♥ s ∈ SIdn ❡t Hn+1 = Hn✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ tr❛❝❡
hs→h

tr =
hs→h

. . . (SIdn, fn,Hn)
new(i,a1,...,ak)
−−−−−−−−−→ (SIdn∪{sid},

hs→h

fn+1 ,
hs→h

Hn+1 )✳

P♦✉r t♦✉t ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ s❡ss✐♦♥ s ∈ SIdn✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
hs→h

fn+1 (s) =
hs→h

fn (s)✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐✲
❞ér♦♥s ❧✬ét❛t ❧♦❝❛❧ (σ′, 1) q✉✐ ❡st ❛✛❡❝té à ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ s❡ss✐♦♥ sid✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ′ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s t②♣❡s ❛❣❡♥t✱ ♥♦♥❝❡ ❡t ❝❧❡❢ ❞❡ ❝❤✐❢✲
❢r❡♠❡♥t à ❝♦✉rt t❡r♠❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡ss✐♦♥ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡
à ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛ tr❛❝❡ tr ✱ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s σ′ ❡t σ

s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❡t ❛✉ss✐ ❧❡s t❡r♠❡s q✉✐ s♦♥t ❛✛❡❝t❡s ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s ❞♦♥❝ σ′ = σ✳ ❱✉ ❧❡s t②♣❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ σ =
hs→h

σ ❡t ❞♦♥❝

σ′ =
hs→h

σ ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ (σ′, p) = (
hs→h

σ , p) =
hs→h

fn+1 (sid)✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
hs→h

Hn+1 =
hs→h

Hn ❡t ❞♦♥❝
hs→h

tr ∈ Exech(
hs→h

Π )✳



✸✳✺✳ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s L⋆
2 ✼✾

✸✳ transn = send(sid,m)✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s tr = . . . (SIdn, fn,Hn)
send(sid,m)
−−−−−−−→ (SIdn+1, fn+1,Hn+1)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

SIdn+1 = SIdn ❡t fn+1(s) = fn(s) ♣♦✉r t♦✉t ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ s❡ss✐♦♥ s ∈ SIdn✱ t❡❧
q✉❡ s 6= sid✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ tr❛❝❡
hs→h

tr =
hs→h

. . . (SIdn, fn,Hn)
send(sid,m′)
−−−−−−−−→ (SIdn+1,

hs→h

fn+1 ,
hs→h

Hn+1 )

♦ù ❧❡ t❡r♠❡ m′ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
hs→h

· ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
hs→h

fn+1 (s) =
hs→h

fn (s) ♣♦✉r t♦✉t ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡ s❡ss✐♦♥ s 6= sid ❞❡ SIdn✳
◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ sid = (s, j, (a1, . . . , ak)) ❡t q✉❡ Π(j) = (li, ri)1≤i≤l ❡st ❧❡ rô❧❡ ❥♦✉é

❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡ss✐♦♥✳ ▲✬ét❛t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡ss✐♦♥ ❛✈❛♥t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r
hs→h

fn (sid) =

(
hs→h

σ , p)✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❝❛s ✿
✕ ◆♦✉s ❛✈♦♥s p ≤ l ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r θ t❡❧ q✉❡ m = lpσθ✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s fn+1(sid) = (σ ∪ θ, p + 1) ❡t Hn+1 = Hn ∪ {rpσθ}✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s m′ =
hs→h

m ✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ lp ❡st ❞é✜♥✐ ❡t m ❡t lpσ

s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✶✻ ❛ss✉r❡ q✉❡
hs→h

m ❡st ❞é❞✉❝t✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡
hs→h

Hn ✱ ❝❛r

m ét❛✐t ❞é❞✉❝t✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ Hn✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✶✺ ❞✐t q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s
hs→h

m ❡t
hs→h

lpσ

s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s ❛✈❡❝
hs→h

θ ❝♦♠♠❡ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ét❛t ❧♦❝❛❧ ❛✛❡❝té à sid ❡st

❞♦♥❝ (
hs→h

σ ∪
hs→h

θ , p+1) =
hs→h

fn+1 (sid) ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
hs→h

Hn ∪{
hs→h

rpσθ } =
hs→h

Hn+1 ✳

◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡
hs→h

tr ∈ Exech(
hs→h

Π )✳
✕ ❙♦✐t ♥♦✉s ❛✈♦♥s fn+1 = fn ❡t Hn+1 = Hn✳ ❉❡✉① ❝❛s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✿

✕ ❙♦✐t✱ p > l✳ ▲❡ t❡r♠❡ lp ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s m′ = a ♣♦✉r ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té

❞✬❛❣❡♥t a ∈ ID✳ ❈❡ t❡r♠❡ ❡st ❞é❞✉❝t✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡
hs→h

Hn s❡❧♦♥ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é✲

❞✉❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
hs→h

fn+1 (sid) =
hs→h

fn (sid) ❡t
hs→h

Hn+1 =
hs→h

Hn ✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s

q✉❡
hs→h

tr ∈ Exech(
hs→h

Π )✳
✕ ❙♦✐t✱ p ≤ l ❡t ❧❡s t❡r♠❡s m ❡t lpσ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉♥✐✜❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❡♥❝♦r❡

❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❝❛s ✿

✕ ❙✐ ❧❡s t❡r♠❡s
hs→h

m ❡t
hs→h

lpσ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉♥✐✜❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s m′ =
hs→h

m ✳ ▲❡

❧❡♠♠❡ ✶✻ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ m′ ❡st ❞é❞✉❝t✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
hs→h

Hn ✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s
hs→h

fn+1 (sid) =
hs→h

fn (sid) ❡t
hs→h

Hn+1 =
hs→h

Hn ❡t ❞♦♥❝
hs→h

tr ∈

Exech(
hs→h

Π )✳

✕ ❙✐ ❧❡s t❡r♠❡s
hs→h

m ❡t
hs→h

lpσ s♦♥t ✉♥✐✜❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s m′ = a ♣♦✉r ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té

❞✬❛❣❡♥t a ∈ ID✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❞é❞✉❝t✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡
hs→h

Hn ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ t❡r♠❡ m′

♥❡ s✬✉♥✐✜❡ ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡
hs→h

lpσ ✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {t}dk(a)✳ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❝❡❧❛ ♣❛r ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✿ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡

❧❡ t❡r♠❡
hs→h

lpσ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {t}dk(a)✳ ▲❡ t❡r♠❡ lpσ

❡st ❞♦♥❝ ✉♥ t❡r♠❡ ✜①❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s lpσ =
hs→h

lpσ ✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐✜❝❛t❡✉r θ✱

t❡❧ q✉❡
hs→h

m =
hs→h

lpσ θ✳ ▲❡ t❡r♠❡
hs→h

m ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ {t}dk(a) ♥♦♥ ♣❧✉s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ t❡r♠❡ m ❡st ✜①❡ ❛✉ss✐ ❡t ♥♦✉s

❛✈♦♥s m =
hs→h

m ✳ ❆❧♦rs✱
hs→h

m =
hs→h

lpσ θ ✐♠♣❧✐q✉❡ m = lpσθ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥



✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼✐s❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s

❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ m ❡t lpσ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡ t❡r♠❡s ✉♥✐✜❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s

❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡
hs→h

lpσ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {t}dk(a) ❡t

♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ✉♥✐✜❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡ m′ = a✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝
hs→h

fn+1 (sid) =
hs→h

fn (sid) ❡t
hs→h

Hn+1 =
hs→h

Hn ✳ ■❧ ❞é❝♦✉❧❡ q✉❡
hs→h

tr ∈ Exech(
hs→h

Π )✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳ ❙♦✐t Π : [k]→ Roleshs ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à k ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❡t s♦✐t φ ∈ Lhs
2 ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s
hs→h

Π |=
hs→h

φ =⇒ Π |= φ✳

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ Exech(
hs→h

Π ) ⊆ Trh(
hs→h

φ ) ✐♠♣❧✐q✉❡ Exechs(Π) ⊆ Trhs(φ)✳ ❙♦✐t tr ∈

Exechs(Π) ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✼✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
hs→h

tr ∈ Exech(
hs→h

Π )✱ ❞♦♥❝
hs→h

tr ∈

Trh(
hs→h

φ )✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ [[
hs→h

φ ,
hs→h

tr ]] = 1✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✸✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s [[φ, tr ]] = 1
❡t ❞♦♥❝ tr ∈ Trhs(φ)✳

❈♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✹

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π : [2]→ Roleshs s✉✐✈❛♥t ✿

Π(1) = (init, [X1
A1

]sk(A1))

Π(2) = ({X1
A1
}dk(A1), stop).

▲❡ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡ ❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ♥♦♥❝❡ X1
A1

s✐❣♥é ❛✈❡❝ s❛ ❝❧❡❢ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡ ❛tt❡♥❞ ❝❡
♥♦♥❝❡✱ ♠❛✐s ❝❤✐✛ré ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été
q✉✐ ❞✐t q✉❡✱ t❛♥t q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦rr♦♠♣✉ ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡
❛tt❡♥❞ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ ❝❡t ❛❣❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♥❝❡ ❝❤✐✛ré ❛tt❡♥❞✉ ♣❛r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rô❧❡ ♥✬❡st ♣❛s é❣❛❧ ❛✉
♥♦♥❝❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ é♠✐s ♣❛r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡ ✿

φ = ∀LS1,2.ς ∀LS2,2.ς
′ NC (ς(A1)) ∧ (σ′(A1) = σ(A1))→ (ς(X1

A1
) 6= ς ′(X1

A1
)).

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ✱ ♣❛r❝❡ q✉❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t A1 q✉✐
❥♦✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rô❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦rr♦♠♣✉✱ ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝❤✐✛r❡r ❧❡ ♥♦♥❝❡ X1

A1
❛✈❡❝ ❧❛

❝❧❡❢ dk(A1)✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ♣✉✐ss❡ ❞é❞✉✐r❡ ❝❡ ♥♦♥❝❡✳ ▲❡ ♠❡ss❛❣❡ r❡ç✉ ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡
rô❧❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ t♦✉❥♦✉rs ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ {X1

A1
}dk(A1)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s Π |= φ✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡

♣r♦t♦❝♦❧❡
hs→h

Π ✱ ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

hs→h

Π(1) = (init, {X1
A1
}dk(A1))

hs→h

Π(2) = ({X1
A1
}dk(A1), stop).

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ♠ê♠❡ ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s ❞♦♥❝
hs→h

Π 6|=
hs→h

φ ✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✹ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
hs→h

· ✳

✸✳✺✳✸ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h → ❴ ré❡①❛♠✐♥é❡

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ♥✬❡①❛♠✐♥♦♥s ♣❧✉s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
h→❴

· ✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ❢❛✐t
❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✷✳✹✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ Lh

2 ❡st ♠♦✐♥s ❢♦rt❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡
❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ Lh−

1 ✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶ ❡st ♣❧✉s ❢♦rt q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❛✉q✉❡❧ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞r❡ ❞❛♥s



✸✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✽✶

❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ Lh
2 ✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❛✉t♦r✐sé ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t h

❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ Lh−
1 ♥✬② ❝❤❛♥❣❡ r✐❡♥✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈r✐♦♥s ❝❤❛♥❣❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡

s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ Lh
2 ✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t♦♥s

❞♦♥❝ ❛✈❡❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞é❥à ♦❜t❡♥✉✳

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡

❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✶ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
h→❴

· ✱ ♥♦✉s ét✐♦♥s ♦❜❧✐❣és ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r
❧é❣èr❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉① ❣✉❡rr❡ ♣♦rt❡r ❛tt❡✐♥t❡ à ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t✱ ❝❛r ✐❧
s✬❛❣✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t h ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❛❣❡♥t✳ ❊♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ét✐♦♥s
❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés✱ à s❛✈♦✐r ❧❡ ♣r♦♣r✐étés

q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ Lh−
1 ✱ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

lhs→hs

· ❡t
hs→h

· ✳ P♦✉r
♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✸ ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ét✐♦♥s ♦❜❧✐❣és ❞❡
r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❞❛♥s L⋆

2✳ ◗✉❛♥t ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ✷ ❡t ✹✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ❞❡s ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡✱ ❝❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ m1 6= m2 =⇒ f(m1) 6= f(m2)✳
❈❡tt❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ♣❡✉t✲êtr❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠♦❞✐✜é q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡

❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✶ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
h→❴

· ✳ ❈❡❧❛ r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r✳
❊♥ s♦♠♠❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr❛♥s❢ér❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣r♦✉✈❡r ❞❛♥s

✉♥ ♠♦❞è❧❡ r❡str❡✐♥t ✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s r✐❝❤❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés✱ s✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡①♣r✐♠❡r ❝❡tt❡

♣r♦♣r✐été ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ L⋆
2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Lh−

1 ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
h→❴

· ✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡
❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳



✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▼✐s❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❆❱■❙P❆

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✹✳✶✳✶ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡s

❉❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s q✉❛tr❡✲✈✐♥❣ts✱ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❛✜♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❞❡s ♣r♦✲
t♦❝♦❧❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ▲✬✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝❛❞r❡ ❛
été ❞é✈❡❧♦♣♣é à ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❛✈❡❝ ❬❇▼✽✷✱❨❛♦✽✷✱●▼✽✹❪ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ❡♥
t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ q✉✐ ♣✉✐ss❡♥t ❡①✐st❡r ❝♦♥tr❡ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ▲✬❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ♠♦✲
❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡✳ ▲❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ② s♦♥t tr❛✐té❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❜♦ît❡s ♥♦✐r❡s✳ ❆✈❡❝
❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❉♦❧❡✈ ❡t ❨❛♦ ❬❉❨✽✶❪✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❛ r❡❝♦♥♥✉ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s s✐♠♣❧✐✜é❡s ❡t s♦✉✈❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐sé❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❛✲
r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✺✳✷✮✳ ▲✬♦✉t✐❧ ❆❱■❙P❆ ❛ été ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s
❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❥✉sq✉✬❛❧♦rs ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬♦✉t✐❧ ♥❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t tr❛♥s❢éré❡ ✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳

❉❡s rés✉❧t❛ts ré❝❡♥ts ❬❆❘✵✵✱ ▼❲✵✹✱ ❈❲✵✺✱ ❇P✵✺✱ ❍❡r✵✺✱ ❈❑❑❲✵✻❪ é❧✉❝✐❞❡♥t ❧❡s r❛♣♣♦rts
❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬❈❲✵✺❪ ❡t ❬❈❑❑❲✵✻❪ ♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣r♦✉✈é q✉❡
❞❡s tr❛❝❡s ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡s ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r♦❥❡té❡s s✉r ❞❡s tr❛❝❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s✳ ❖♥
♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ s❡ s❡r✈✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r tr❛♥s❢ér❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s✱ ♣r♦✉✈é❡s
❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡✱ ✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ P♦✉r ét❛❜❧✐r ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs
♦♥t ✉t✐❧✐sé ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s
❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❡t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳

✹✳✶✳✷ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬à ❝❡ ❥♦✉r ❛✉❝✉♥ ♦✉t✐❧ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé s✉r
❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❞❛♥s ❧❡✉rs ✈❡rs✐♦♥s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬❈❲✵✺✱ ❈❑❑❲✵✻❪
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ P♦✉r ❧❡s r❡♥❞r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ❛✉① ✈ér✐✜❝❛t❡✉rs✱
❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s ✿ s♦✐t✱ ♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ q✉✐
✐♥tè❣r❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s
❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ♦✉✱ ❛✉ ♠♦✐♥s✱ ♦♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❡①✐st❛♥ts✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♣é♥✐❜❧❡ ❡t
s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬êtr❡ ❡rr♦♥é❡✱ ❝❛r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❡t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✈❛❧✐❞és à ❧❡✉rs
t♦✉rs✳ ❙♦✐t✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ♦❜t❡♥✉s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛♥s❢éré❡s ✈❡rs ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s✱ s❛♥s q✉✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ s♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

✽✸



✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆❱■❙P❆

❋♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❛✉t♦r✐sé❡s ♣❛r
❝❤✐✛r❡♠❡♥t
s②♠étr✐q✉❡

❝❤✐✛r❡♠❡♥t
❛s②♠étr✐q✉❡

s✐❣♥❛t✉r❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❤❛❝❤❛❣❡

❧✬♦✉t✐❧ ❆❱■❙P❆ + + − +
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈❲✵✺❪ − + + −
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈❑❑❲✵✻❪ − + − +
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ s✐❣♥✳ ❡t ❤❛❝❤❛❣❡ + + + +

❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❛✉t♦r✐sé❡s ♣❛r ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❆❱■❙P❆✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
♣❛r ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬❈❲✵✺✱❈❑❑❲✵✻❪ r❡s♣❡❝t✐❢s ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ❤❛❝❤❛❣❡✳ P❡✉t êtr❡
❡①♣r✐♠é s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t ✭+✮✱ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❡①♣r✐♠é s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t ✭−✮✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s
❛rt✐❝❧❡s ♠❡tt❡♥t à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés✳

◆♦s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ♠❛❧❣ré ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❙✐ ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❛♥s ✉♥
♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ♦ù ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr❛♥s❢ér❡r ❧❡ rés✉❧t❛t
✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ♦ù ❡❧❧❡s s♦♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❡t✱ ❡♥s✉✐t❡✱ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬❈❲✵✺✱
❈❑❑❲✵✻❪ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳

✹✳✶✳✸ ❘és✉❧t❛ts

❇❛sés s✉r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈❑❑❲✵✻❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❆❱■❙P❆
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
❧✬♦✉t✐❧ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡s s♦♥t ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❢♦rt❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❡ss❛②é ❞❡ ✈ér✐✜❡r t♦✉s ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞✬❆❱■❙P❆✳ P❛r♠✐
❧❡s ✽✹ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❞♦♥♥é ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡s ♣♦✉r ✾ ♣r♦t♦✲
❝♦❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜é ❧❡s ❝❛✉s❡s ♣♦✉r ❝❡ t❛✉① ❢❛✐❜❧❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❧✬✉t✐❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞✉ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡ à ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡✱ ♠♦❞❡s ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t
q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈❑❑❲✵✻❪✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❆❱■❙P❆
❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ q✉✐ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ré❛❧✐sé ✉♥❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❆❱■❙P❆✳
❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ❞é❥à été ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❬❈❍❲✵✻❛❪
❡t ❬❈❍❲✵✻❜❪✳

✹✳✶✳✹ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡

▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞✉❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s q✉✐
❞♦✐✈❡♥t êtr❡ r❡s♣❡❝té❡s✱ s✐ ♦♥ ✈❡✉t tr❛♥s❢ér❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✈ér✐✜é❡s ✈❡rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳
❊❧❧❡ ❡①♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❛✣❝❤❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛
❧♦❣✐q✉❡ Lhs

2 s✉r ❧✬é❝r❛♥✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ à tr❛✈❡rs ✉♥
❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥❝r❡t ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞✉❧❡
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✹✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✺ ❞é❝r✐t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❧❛
❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞✬❆❱■❙P❆✳ ◆♦✉s ✜♥✐ss♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✻✳



✹✳✷✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞✉❧❡ ♣♦✉r ❆❱■❙P❆ ✽✺

✹✳✷ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞✉❧❡ ♣♦✉r ❆❱■❙P❆

◆♦✉s ♠♦t✐✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣ré❢éré ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈❑❑❲✵✻❪ à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈❲✵✺❪
♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞✉❧❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ rés✉♠❡ ❝❡s r❛✐s♦♥s✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥
❡st q✉❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞❡s ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t✱ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡
❡t ❧❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés q✉✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r
❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❆❱■❙P❆ q✉✐✱ ❡❧❧❡✱ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❙✐ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ♠♦②❡♥s
s②♥t❛①✐q✉❡ ❞✬❆❱■❙P❆ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈❲✵✺❪✱ ✐❧ ♥♦✉s ♥❡ r❡st❡ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés
❝♦♠♠✉♥❡s q✉❡ ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈❑❑❲✵✻❪✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡s♣éré ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r t❛✉① ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✈ér✐✜❛❜❧❡s ❡♥ ♣ré❢ér❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈❑❑❲✵✻❪✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡❧❛ ♥✬❡①❝❧✉t ♣❛s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡♥
s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧✬❛✉tr❡ ❛rt✐❝❧❡✳

✹✳✷✳✶ ▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞✉❧❡

▲❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❡❢s

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❆❱■❙P❆ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❞❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❞❡s ❝❧❡❢s
♣✉❜❧✐q✉❡s ❡t ♣r✐✈é❡s✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❞❡s ❝❧❡❢s ❡t ❧❡✉rs ✐♥✈❡rs❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é ❞❡ s✉✐✈r❡
❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ q✉✬✉♥❡ ❝❧❡❢ ✭♦✉ ❝❧❡❢ ♥♦♥ ✐♥✈❡rs❡✮ ❡st ✉♥❡ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❡t q✉✬✉♥❡ ❝❧❡❢ ✐♥✈❡rs❡ ❡st
✉♥❡ ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❞♦♣té❡ ♣❛r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉rs✳

▲❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞✉❧❡

▲❡ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❬❈❑❑❲✵✻❪ s❡ s❡rt ❞✬ét✐q✉❡tt❡s ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❝❛r❛❝✲
tèr❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❞é✲
✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡
❝❡tt❡ ❛rt✐❝❧❡ ♣❛r T ❬❈❑❑❲✵✻❪✳ ◆♦✉s ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ T lhs ✱
❞♦♥❝ T ❬❈❑❑❲✵✻❪ ⊂ T lhs ✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s T

❬❈❑❑❲✵✻❪
lhs→hs ❧✬❛❧❣è❜r❡ T ❬❈❑❑❲✵✻❪ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ôté

❧❡s ét✐q✉❡tt❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❝❡❧❛ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
lhs→hs

· ✱ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s T ❬❈❑❑❲✵✻❪✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ♠♦②❡♥s s②♥t❛①✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❆❱■❙P❆ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ♣❛s ❞✬❡①♣r✐♠❡r
❧❡✉r ❝❛r❛❝tèr❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❝❡t ♦✉t✐❧ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é✜♥✐
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❡st ❜❛sé s✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ T hs ✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✉t✐✲
❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡t ♦✉t✐❧ ♣❛r T❆❱■❙P❆✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬❆❱■❙P❆ ♥✬❛✉t♦r✐s❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛s ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✱
♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ T hs ✱ ❞♦♥❝ T❆❱■❙P❆ ⊂ T hs ✳
▲✬❛❧❣è❜r❡ T❆❱■❙P❆ ❛✉t♦r✐s❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ T

❬❈❑❑❲✵✻❪
lhs→hs ✳ ❆❱■❙P❆ ♣❡r♠❡t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ T
❬❈❑❑❲✵✻❪
lhs→hs ⊂ T❆❱■❙P❆✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❡✛❡❝t✉❡r ❡st ❞❡ t❡st❡r✱ s✐ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡
❡st s♣é❝✐✜❡r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ T

❬❈❑❑❲✵✻❪
lhs→hs ✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s

♥♦t❛♠♠❡♥t t❡st❡r q✉❡
✕ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❡s ❝❧❡❢s ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t
s②♠étr✐q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝❧❛ré❡s ❡t ❡♥✈♦②é❡s ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛✐♥t❡①t❡✳

✕ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡ à ❝❧❡❢ ✐♥✈❡rs❡✳
❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥ q✉❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞♦✐t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈❑❑❲✵✻❪✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♣❡✉t ❛✈♦✐r✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞♦✐✈❡♥t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡❧q✉❡s rè❣❧❡s



✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆❱■❙P❆

❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♠❛♥✐❡♠❡♥t ❞❡s ❝❧❡❢s ♣r✐✈é❡s✳ ❈❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❛✉ss✐ à r❡s♣❡❝t❡r ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ◆♦tr❡ ♠♦❞✉❧❡ ✈ér✐✜❡ ❞♦♥❝ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧❡s ❝❧❡❢s ✐♥✈❡rs❡s✱ à s❛✈♦✐r q✉❡

✕ ❧❡s ❝❧❡❢s ✐♥✈❡rs❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣✉❜❧✐é❡s ♥✐
✕ ❡♥✈♦②é❡s ❝❤✐✛ré❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ r❡str✐❝t✐♦♥ q✉❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ Lhs
2 ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s

t❡sts ❞✬é❣❛❧✐té s♦♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉t♦r✐sés ❡♥tr❡ ❞❡s t❡r♠❡s ✜①❡s✳ ❖r✱ ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥s
❆❱■❙P❆ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ t❡❧s t❡sts ❡♥tr❡ ❞❡✉① t❡r♠❡s✳ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ✈ér✐✜❡ ❞♦♥❝✱ s✐ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡✉t
êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡ ✿

✕ ▲✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈ér✐✜é❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞✉ t②♣❡ ❛❣❡♥t ❡t ♥♦♥❝❡✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣❡✉ tr♦♣ ❢♦rt❡✱ ❝❛r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ Lhs

2 ♣❡r♠❡t ❞❡s t❡sts ❞✬é❣❛❧✐té
❡♥tr❡ t❡r♠❡s ✜①❡s✳ ❖r✱ ❧❡s t❡r♠❡s ❞✉ t②♣❡ ❛❣❡♥t ❡t ♥♦♥❝❡ ♥❡ s♦♥t q✉✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s
✜①❡s✳ ❈❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ êtr❡ r❡❧❛①é❡✳

❆♣rès ❛✈♦✐r ❡✛❡❝t✉é ❝❡s t❡sts s②♥t❛①✐q✉❡s✱ ✉♥ ❞❡s ♠♦t❡✉rs ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲
❢♦r♠❡ ❆❱■❙P❆ ❡st ❧❛♥❝é✳ ❙✐ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ s❡ t❡r♠✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s❛t✐s❢❛✐t ❞♦♥❝ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé s✉r ❧✬❛❧✲
❣è❜r❡ T lhs ✳ ❯t✐❧✐s❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈❑❑❲✵✻❪✱ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❆❱■❙P❆
♣❡✉t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t tr❛❞✉✐r❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ♦ù ❡❧❧❡s s♦♥t ❛✉ss✐ s❛✲
t✐s❢❛✐t❡s✳

▲❡ ♣r♦♣r✐étés ❣❛r❛♥t✐❡s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡

▲❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t♦✐r❡ ❡t ♣❧✉tôt ❢❛❝✐❧❡ ❬❇❏✵✸✱ ▼❲✵✹✱ ❈❑❑❲✵✻❪ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✉ s❡✲

❝r❡t ❬❈❑❑❲✵✻❪✳ ▲❛ r❛✐s♦♥s s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡✱ ❧❡ ❞é❝❤✐❢✲
❢r❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❝❤✐✛ré ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❡❢ ❞❡ ❞é❝❤✐✛r❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
✉♥ ✐♥tr✉s ♣❡✉t ❛♣♣r❡♥❞r❡ t♦✉t s✉r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡✱ s✐♥♦♥ ✐❧ ♥✬❛♣♣r❡♥❞ r✐❡♥✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♥✬❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ♣❛s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡s ♦ù ✉♥ ✐♥tr✉s
♣❡✉t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ ❝❤✐✛ré s❛♥s ♣♦✉rt❛♥t ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❝❧❡❢✳
P♦✉r ♦❜t❡♥✐r q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✉ s❡❝r❡t
❞❛♥s ❬❈❑❑❲✵✻❪ ❡st ♣❧✉s r❡str✐❝t✐✈❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❆❱■❙P❆✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡
♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s êtr❡ tr❛♥s❢éré❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦tr❡ ♠♦❞✉❧❡ s❡ r❡str❡✐♥t ❛✉①
♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❢♦rt❡✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t ❣❛r❛♥t✐❡s s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡

✕ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❡st sûr ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ■◆❉✲❈❈❆ ❡t ❬◆❨✾✵✱❇❉P❘✾✽❪ ❡t q✉❡
✕ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ✉♥ ♦r❛❝❧❡ r❛♥❞♦♠✐sé ❬❋❙✽✼✱❇❘✾✸✱❈●❍✵✹❪✳

✹✳✷✳✷ ▲❛ s②♥t❛①❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ Lhs
2 ❞❛♥s ❆❱■❙P❆

▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❆❱■❙P❆ ♣♦✉r ❛✣❝❤❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✉r ❧✬é❝r❛♥ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛
❧♦❣✐q✉❡ Lhs

2 ✱ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✹✳✷✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❜rè✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ s❛ s②♥t❛①❡✳
▲❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r

T ::= s(X) | a | intruder | k | inv(k) | T.T | {T}k,

♦ù X ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✉♥ t②♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ s♣é❝✐✜é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♦✉ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Session ❞♦♥t
♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ a r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té ❞✬❛❣❡♥t ❡t
❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ intruder ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬✐♥tr✉s✳ ▲❡s t❡r♠❡s k ❡t inv(k) r❡♣rés❡♥t❡♥t
❧❡s ❝❧❡❢s ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡✳ ▲❛ ♣❛✐r❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r T.T ✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s

❝♦♠♠❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r ❞❛♥s ♥♦s ❢♦r♠✉❧❡s ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s q✉✐



✹✳✷✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞✉❧❡ ♣♦✉r ❆❱■❙P❆ ✽✼

❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts ❧♦❝❛✉①✳ ❊♥ s✐♠♣❧✐✜❛♥t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞✐r❡ q✉❡ s(X) ❡st ❧✬✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❧♦❝❛❧ s✳ ▲❡s ❞❡✉① q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r s♦♥t é❝r✐ts ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✕ ❋❖❘ ❆▲▲ ❙❊❙❙■❖◆❙ s ❖❋ ❘❖▲❊ r ❆❚ ❙❚❊P p

✕ ❚❍❊❘❊ ❊❳■❙❚❙ ❆ ❙❊❙❙■❖◆ s ❖❋ ❘❖▲❊ r ❆❚ ❙❚❊P p

▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs s✉✐t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳
▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❧♦❣✐q✉❡ s♦♥t ❞♦♥♥é ♣❛r

F ::= F ∧ F | F ∨ F | (u1 = u2) |∼ (t1 = t2)

| ❋❖❘ ❆▲▲ ❙❊❙❙■❖◆❙ s ❖❋ ❘❖▲❊ r ❆❚ ❙❚❊P p F

| ❚❍❊❘❊ ❊❳■❙❚❙ ❆ ❙❊❙❙■❖◆ s ❖❋ ❘❖▲❊ r ❆❚ ❙❚❊P p F

♦ù u1 ❡t u2 s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❞✉ t②♣❡ ❛❣❡♥t ♦✉ ♥♦♥❝❡ ❡t t1✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ t2 s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡s✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ∼ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ Lhs

2 ✱
♥♦✉s ♥✬❛✉t♦r✐s♦♥s ♣❛s ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❧✉s ❜❡s♦✐♥
❞✉ ♣ré❞✐❝❛t NC ✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❡①♣r✐♠♦♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛❣❡♥t a ❡st ♥♦♥ ❝♦rr♦♠♣✉
❞❛♥s à ❧✬ét❛t s ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ∼ (s(a) = intruder)✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t q✉❡✱ ❞❛♥s ❧✬ét❛t s✱
❧✬❛❣❡♥t a ♥✬❡st ♣❛s ❥♦✉é ♣❛r ❧✬✐♥tr✉s✳

✹✳✷✳✸ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❡①♣❧✐q✉é❡s à ❧✬❡①❡♠♣❧❡

P♦✉r ♠✐❡✉① ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛✣❝❤é❡s ♣❛r ❧✬♦✉t✐❧ ❆❱■❙P❆✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐✲
❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✿

A→ B : NA

❈❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡✉① rô❧❡s A ❡t B✳ ▲❡ rô❧❡ A ❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ♥♦♥❝❡ NA ❛✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ B✳ ▲✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞✉ rô❧❡ A ❡st t❡r♠✐♥é❡ à ❧✬ét❛♣❡ 1✳ ▲❡ rô❧❡ B s✬❛rrêt❡ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧✬ét❛♣❡ 1 ❛♣rès ❛✈♦✐r r❡ç✉ ❧❡
♥♦♥❝❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❍▲P❙▲ ❞❡ ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✿

r♦❧❡ ❛❛ ✭❆✱❇ ✿ ❛❣❡♥t✱ ❙♥❞✱ ❘❝✈✿ ❝❤❛♥♥❡❧✭❞②✮✮

♣❧❛②❡❞❴❜② ❆

❞❡❢❂

❧♦❝❛❧ ❙t❛t❡ ✿ ♥❛t✱

◆❛ ✿ t❡①t

❝♦♥st s❡❝❴♥❛ ✿ ♣r♦t♦❝♦❧❴✐❞

✐♥✐t ❙t❛t❡ ✿❂ ✵

tr❛♥s✐t✐♦♥

✶✳ ❙t❛t❡ ❂ ✵ ✴❭ ❘❝✈✭st❛rt✮ ❂⑤❃

❙t❛t❡✬ ✿❂ ✶ ✴❭ ◆❛✬ ✿❂ ♥❡✇✭✮ ✴❭ ❙♥❞✭◆❛✮ ✴❭ ✇✐t♥❡ss✭❆✱ ❇✱ ♥❛✱ ◆❛✮

✴❭ s❡❝r❡t✭◆❛✱ s❡❝❴♥❛✱ ④❆✱ ❇⑥✮

❡♥❞ r♦❧❡

✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪

r♦❧❡ ❜❜ ✭❇✱❆ ✿ ❛❣❡♥t✱ ❙♥❞✱ ❘❝✈✿ ❝❤❛♥♥❡❧✭❞②✮✮

♣❧❛②❡❞❴❜② ❇



✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆❱■❙P❆

❞❡❢❂

❧♦❝❛❧ ❙t❛t❡ ✿ ♥❛t✱

◆❛ ✿ t❡①t

✐♥✐t ❙t❛t❡ ✿❂ ✵

tr❛♥s✐t✐♦♥

✶✳ ❙t❛t❡ ❂ ✵ ✴❭ ❘❝✈✭◆❛✬✮ ❂⑤❃

❙t❛t❡✬ ✿❂ ✶ ✴❭ r❡q✉❡st✭❇✱ ❆✱ ♥❛✱ ◆❛✮

❡♥❞ r♦❧❡

✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪

r♦❧❡ s❡ss✐♦♥✭❆✱❇✿ ❛❣❡♥t✮

❞❡❢❂

❧♦❝❛❧ ❙❆✱ ❙❇✱ ❘❆✱ ❘❇✿ ❝❤❛♥♥❡❧✭❞②✮

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❛❛✭❆✱ ❇✱ ❙❆✱ ❘❆✮

✴❭ ❜❜✭❇✱ ❆✱ ❙❇✱ ❘❇✮

❡♥❞ r♦❧❡

✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪

r♦❧❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✭✮

❞❡❢❂

❝♦♥st ❛✱ ❜ ✿ ❛❣❡♥t✱

♥❛ ✿ ♣r♦t♦❝♦❧❴✐❞

✐♥tr✉❞❡r❴❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❂ ④❛✱ ❜⑥

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡ss✐♦♥✭❛✱ ❜✮

❡♥❞ r♦❧❡

✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪

❣♦❛❧

s❡❝r❡❝②❴♦❢ s❡❝❴♥❛

❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥❴♦♥ ♥❛

❡♥❞ ❣♦❛❧

✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪✪

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✭✮

❉❛♥s ❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞✉❧❡
❛✣❝❤❡r❛✐t ❛✈❡❝ ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés s❡r❛✐❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ❡t ❧❛ ♣❧❛t❡✲



✹✳✷✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞✉❧❡ ♣♦✉r ❆❱■❙P❆ ✽✾

❢♦r♠❡ ❆❱■❙P❆ ♥❡ ❛✣❝❤❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ❞♦✐✈❡♥t ♣❧✉tôt êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s à t✐tr❡
❞✬❡①❡♠♣❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ❧❡s rô❧❡s A ❡t B s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧és ❛❛ ❡t ❜❜✳

▲✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡

▲✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✱ ❡①♣r✐♠é❡ ❞❛♥s ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ Lhs
2 ❞❛♥s ❆❱■❙P❆✱ ❡st ❞♦♥♥é❡

♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿

❋❖❘ ❆▲▲ ❙❊❙❙■❖◆❙ s ❖❋ ❘❖▲❊ ❜❜ ❆❚ ❙❚❊P ✶

❚❍❊❘❊ ❊❳■❙❚❙ ❆ ❙❊❙❙■❖◆ s✬ ❖❋ ❘❖▲❊ ❛❛ ❆❚ ❙❚❊P ✶

✭s✬✭◆❛✮ ❂ s✭◆❛✮✮ ✴❭ ✭s✬✭❆✮ ❂ s✭❆✮✮ ✴❭ ✭s✬✭❇✮ ❂ s✭❇✮✮

✴❭ ⑦✭s✭❆✮ ❂ ✐♥tr✉❞❡r✮

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s t♦✉t❡s ❧❡s s❡ss✐♦♥ t❡r♠✐♥é❡s ❞✉ rô❧❡ B✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s s❡ss✐♦♥s ♦ù ❧❡ rô❧❡ ❛
r❡ç✉ ❧❡ ♥♦♥❝❡ NA✳ P♦✉r t♦✉t❡s ❝❡s s❡ss✐♦♥s s✱ ✐❧ ❞♦✐t ② ❛✈♦✐r ✉♥❡ s❡ss✐♦♥ s′ ❞✉ rô❧❡ A✱ t❡❧ q✉❡ ❧❡s
rô❧❡s A ❡t B s♦♥t ❞✬❛❝❝♦r❞ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♥♦♥❝❡ NA ❡t ❧❡✉rs ✐❞❡♥t✐tés r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❡t ❧❡ rô❧❡ A

♥✬❡st ♣❛s ❥♦✉é ♣❛r ❧✬✐♥tr✉s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱
♣❛r❝❡ q✉❡ ❧✬✐♥tr✉s ♣❡✉t ✐♥t❡r❝❡♣t❡r ❧❡ ♥♦♥❝❡ NA ❡t ❡♥✈♦②❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ❛✉ rô❧❡ B✳

◆♦✉s ❣❛r❛♥t✐ss♦♥s ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s t❡r♠❡s ❞✉ t②♣❡ ❛❣❡♥t ♦✉ ♥♦♥❝❡✱
❝❛r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ Lhs

2 ♥✬❛✉t♦r✐s❡ ♣❛s ❞❡ t❡sts ❞✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ❙♦✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ t

✉♥ t❡r♠❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ❛❧♦rs ✉♥ t❡st (s′(t) = s(t))✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛
❧♦❣✐q✉❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s r❡❧❛①❡r ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥
❡t ❛✉t♦r✐s❡r ❞❡s t❡sts ❞✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❞❡s t❡r♠❡s ✜①❡s✳

▲❛ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❝♦♥tr❡ ❧❡ r❡❥❡✉

▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❝♦♥tr❡ ❧❡ r❡❥❡✉ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧✬✐♥tr✉s ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s r❡❥♦✉❡r ✉♥
♠❡ss❛❣❡ ❞é❥à ❡♥✈♦②é✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ Lhs

2

❞❛♥s ❆❱■❙P❆ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿

❋❖❘ ❆▲▲ ❙❊❙❙■❖◆❙ s ❖❋ ❘❖▲❊ ❜❜ ❆❚ ❙❚❊P ✶

❋❖❘ ❆▲▲ ❙❊❙❙■❖◆❙ s✬ ❖❋ ❘❖▲❊ ❜❜ ❆❚ ❙❚❊P ✶

⑦✭s✭◆❛✮ ❂ s✬✭◆❛✮✮ ❭✴ ⑦✭s✭❇✮ ❂ s✬✭❇✮✮ ❭✴ ⑦✭s✭❆✮ ❂ s✬✭❆✮✮

❭✴ ✭s✭❙❡ss✐♦♥✮ ❂ s✬✭❙❡ss✐♦♥✮✮ ❭✴ ✭s✭❆✮ ❂ ✐♥tr✉❞❡r✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❧❡s t❡r♠❡s s(Session) ❡t s′(Session) ré❢èr❡♥t ❛✉① ✐❞❡♥t✐✜❛♥ts ❞❡ s❡ss✐♦♥ ❞❡s
s❡ss✐♦♥s s ❡t s′✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞✐t q✉❡✱ ♣♦✉r ❞❡✉① s❡ss✐♦♥s s ❡t s′ ❞✉ rô❧❡ B✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s NA✱ A ❡t B s♦♥t ✐♥st❛♥❝✐é❡s ♣❛r ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s s❡ss✐♦♥s s ❡t s′ s♦♥t
✐❞❡♥t✐q✉❡s ♦✉ q✉❡ ❧❡ rô❧❡ A ❡st ❥♦✉é ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t ❝♦rr♦♠♣✉✱ à s❛✈♦✐r ❧✬✐♥tr✉s✳ ❙✐ ❧❡ rô❧❡ A ❡st ❥♦✉é
♣❛r ❧✬✐♥tr✉s✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♥♦♥❝❡ NA ♣❡✉t êtr❡ r❡❥♦✉é ❛✉t❛♥t ❞❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬✐♥tr✉s ❧❡ ✈❡✉t✳

▲✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦rt❡

▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❛♥s ❆❱■❙P❆ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✱ s✐ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❛✉✲
t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❝♦♥tr❡ ❧❡ r❡❥❡✉ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳

✹✳✷✳✹ ❇r❡❢ ❛♣❡rç✉ s✉r ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❆❱■❙P❆

▲❡ ♣r♦❥❡t ❆❱■❙P❆ ❬❆❇❇+✵✺❪ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡
♣r♦t♦❝♦❧❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❆❱■❙P❆✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ s✉r ❧❡ rés❡❛✉ à
❧✬❛❞r❡ss❡ ✇✇✇✳❛✈✐s♣❛✲♣r♦❥❡❝t✳♦r❣✳ ❊❧❧❡ ♠❡t à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❍▲P❙▲ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé
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❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ▲❛ ❢❡♥êtr❡ ♣♦✉r ❧✬❛✣❝❤❛❣❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ Lhs
2 ✳



✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❆❱■❙P❆

◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ✽✹
❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡ à ❝❧❡❢ ♥♦♥ ✐♥✈❡rs❡

❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✶✷
❞♦♥t s②♠❜♦❧✐q✉❡♠❡♥t ✭❡t ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡♠❡♥t✮ ♣r♦✉✈és sûrs ✾

❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ ❘és✉♠é ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞✬❆❱■❙P❆

♣♦✉r s♣é❝✐✜❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés à ✈ér✐✜❡r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ❞❡✉① s②♠✲
❜♦❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❛s②♠étr✐q✉❡✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❧❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ♥✬②
♣❛s ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ♣♦✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❍▲P❙▲ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s
❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ▲❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r tr♦✐s
♣r♦♣r✐étés ✿ ❧❡ s❡❝r❡t✱ ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣r✐été
❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❧❛ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❝♦♥tr❡ ❧❡ r❡❥❡✉✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r
s♣é❝✐✜é ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❛♥s ❍▲P❙▲✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st tr❛❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ■❋ ✭✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❢♦r♠❛t✮
♣❛r ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❍▲P❙▲✷■❋✳ ◗✉❛♥t ❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ■❋✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ q✉✐ à
été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ■❋ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ ✉t✐❧✐sé
❞❛♥s ❞❡s ♠♦t❡✉rs ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞✐✛ér❡♥ts q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡♥t ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❏✉sq✉✬❛❧♦rs✱ q✉❛tr❡ ♦✉t✐❧s ❞❡
✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥t été ✐♥té❣rés ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ✿ ❖❋▼❈✱ ❆❚❙❊✱ ❙❆❚▼❈ ❡t ❚❆✹❙P✳ ❯♥❡ ❞❡s✲
❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❍▲P❙▲ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❬❨❈❈❈+✵✹❪✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s
❞❛♥s ❧❡s ♠♦t❡✉rs s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❬❇▼❱✵✺✱❈❱✵✷✱❆❈✵✹✱❇❍❑❖✵✹❪✳

P♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞✉❧❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♠♦❞❡ ❊①♣❡rt✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❝❤❛r❣❡r✱ é❞✐t❡r ❡t s❛✉✈❡❣❛r❞❡r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
❝❤♦✐s✐r ✉♥ ♣❛r♠✐ ❧❡s q✉❛tr❡ ♠♦t❡✉rs ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧❛♥❝❡r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✳ P❡♥❞❛♥t ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✉
❝♦❞❡ ❍▲P❙▲ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ■❋✱ ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❍▲P❙▲✷■❋ t❡st❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ s✐ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡
♣❡✉t êtr❡ tr❛❞✉✐t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉
♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞✉❧❡ s♦✐❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ▲❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r t❡st❡ ❛✉ss✐✱ s✐ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés à ✈ér✐✜❡r ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ Lhs

2 ✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t s✐ ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥❡ s❡ ❢❛✐t q✉❡ s✉r ❞❡s
t❡r♠❡s ❞❡ t②♣❡ ❛❣❡♥t ♦✉ ♥♦♥❝❡✳ ❙✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ❡t ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❛ été
♣r♦✉✈é sûr✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❜♦✉t♦♥ ❈r②♣t♦❙❡❝ ❡♥ ❜❛s ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ t❡①t❡ ❡st ❛❝t✐❢✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ♠♦♥tr❡
❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❝❧✐q✉❛♥t s✉r ❧❡ ❜♦✉t♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✣❝❤❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s
♣❛r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ♠♦♥tr❡ à t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s
❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t t②♣✐q✉❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té❡s✳

✹✳✷✳✺ ▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞✬❆❱■❙P❆ ❛♥❛❧②sé❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛♥❛❧②sé ❧❡s ✽✹ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞✬❆❱■❙P❆ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧ ❆❚❙❊✳
▲❡ rés✉♠é ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ♥❡
♣♦✉✈♦♥s tr❛♥s❢ér❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t
❛s②♠étr✐q✉❡ à ❝❧❡❢ ♥♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❡t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✱ ♠❛✐s ♥❡ ♣❛s ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡
♦✉ ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡ à ❝❧❡❢ ✐♥✈❡rs❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝♦♥❝❡♥trés s✉r ❧❡s ✶✷ ♣r♦t♦❝♦❧❡s
❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❆❱■❙P❆✱ ✾ ♣❛r♠✐ ❝❡s ✶✷ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ♣r♦✉✈és sûrs✳ ❈❡s ✾ ♣r♦t♦❝♦❧❡s s❛t✐s❢♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥❡ s❡ ❢❛ss❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛❣❡♥ts ♦✉ ❞❡s
♥♦♥❝❡s✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞ét❛✐❧❧és✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡
❝❤❛q✉❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ✐♥❞✐q✉❡✱ s✐ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❛ ♣✉ êtr❡ ✈ér✐✜é
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❛✉ ♥✐✈❡❛✉ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦t❡✉r ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❆❚❙❊ ✭+✮ ♦✉ ♥♦♥ ✭−✮✳ ❯♥ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rr♦❣❛t✐♦♥ ✭ ? ✮
✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❆❚❙❊ ♥✬❛ ♣❛s ❞♦♥♥é ❞❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❈❡❧❛
❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❞❡✉① ♣r♦t♦❝♦❧❡s q✉✐✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✳ P♦✉r
❝❡s r❛✐s♦♥s✱ ♥♦✉s ♥✬❛✉r✐♦♥s ♣❛s ♣✉ ❡s♣ér❡r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✱
♠ê♠❡ s✐ ♦♥ ❧❡s ❛✈❛✐t ♣✉ ✈ér✐✜❡r ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ♥♦✉s ❞✐t✱ s✐
❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ✭+✮ ♦✉ ♥♦♥ ✭−✮✳ ▲❛ q✉❛tr✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ✐♥❞✐q✉❡✱ s✐
❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✉t✐❧✐sé ❞❡s ❝❧❡❢s ✐♥✈❡rs❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❧❡ tr❛✐t❡r ❛✈❡❝ ❧❡
♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞✉❧❡✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✉♥ ♣❧✉s ✭+✮ ♣❡✉t ✐♥❞✐q✉❡r ♣❧✉s✐❡✉rs s✐t✉❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿ ✉♥❡ ❝❧❡❢
✐♥✈❡rs❡ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡ ♣✉❜❧✐é❡✱ ♥✐ ❡♥✈♦②é❡✱ ♥✐ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡✳ ❙✐ ❛✉❝✉♥❡
❞❡ ❝❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❡st ❞♦♥♥é❡✱ ♥♦✉s ❧✬✐♥❞✐q✉♦♥s ♣❛r ✉♥ ♠♦✐♥s ✭−✮✳ ▲❛ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ✐♥❞✐q✉❡✱
s✐ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✭+✮ ♦✉ ♥♦♥ ✭−✮✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡
♥♦✉s ❞✐t✱ s✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s❢éré ✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ♥♦✉s ❧✬✐♥❞✐q✉♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❧✉s ✭+✮✱ s✐♥♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦✐♥s ✭−✮✳

◆♦♠ ❞✉ ♣r♦t♦❝❧❡
s②♠❜✳
✈ér✐✜é

❝❤✐✛r❡♠❡♥t
s②♠étr✐q✉❡

❝❧❡❢ ✐♥✈❡rs❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❤❛❝❤❛❣❡

❈r②♣t♦❙❡❝

✷♣❘❙❆ + − + + −
✽✵✷✶①❴❘❛❞✐✉s + + − + −
❆❆❆▼♦❜✐❧❡■P + + − − −
❛♣♦♣ + − − + +
❆❙❲✲❛❜♦rt − − + + −
❆❙❲ + − + + −
❈❍❆P✈✷ + − − + +
❈❘❆▼✲▼❉✺ + − − + +
❈❚P✲♥♦♥❴♣r❡❞✐❝t✐✈❡✲✜① + + − + −
❉❍❈P✲❞❡❧❛②❡❞✲❛✉t❤ + − − + +
❉◆❙❙❊❈ − + + + −
❊❆P❴❆❑❆ + − − + +
❊❆P❴❆r❝❤✐❡ + + − + −
❊❆P❴■❑❊✈✷ + − + + −
❊❆P❴❙■▼ + − − + +
❊❆P❴❚▲❙ + − + + −
❊❆P❴❚❚▲❙❴❈❍❆P + − + + −
❊❑❊✷ + + − + −
❊❑❊ − + − − −
❋❛✐r❩● − + + + −
❋❛✐r❩●✲▲✉❝❛❈ + + + + −
❣❡♦♣r✐✈ + + − + −
❤✳✺✸✵✲✜① ? + − + −
❤✳✺✸✵ − + − + −
❤✳✺✸✵✲♠✐♠ − + − + −
❤✐♣ + − + + −
■❑❊✈✷✲❈❍■▲❉ + + − + −
■❑❊✈✷✲❉❙ − − + + −
■❑❊✈✷✲❉❙① + − + + −
■❑❊✈✷✲❊❆P✲❆r❝❤✐❡ + + + + −
■❑❊✈✷✲▼❆❈ + + − + −
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◆♦♠ ❞✉ ♣r♦t♦❝❧❡
s②♠❜✳
✈ér✐✜é

❝❤✐✛r❡♠❡♥t
s②♠étr✐q✉❡

❝❧❡❢ ✐♥✈❡rs❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❤❛❝❤❛❣❡

❈r②♣t♦❙❡❝

■❑❊✈✷✲▼❆❈① + + − + −
■❙❖✶ − − + − −
■❙❖✷ + − + − −
■❙❖✸ − − + − −
■❙❖✹ + − + − −
■❙❖✲✾✼✾✽✲✜①❡❞ + − + − −
■❙❖✲✾✼✾✽ − − + − −
❑❡r❜✲❜❛s✐❝ + + − − −
❑❡r❜✲❈r♦ss✲❘❡❛❧♠ + + − − −
❑❡r❜✲❋♦r✇❛r❞❛❜❧❡ + + − − −
❑❡r❜✲P❑■◆■❚ + + + + −
❑❡r❜✲♣r❡❛✉t❤ + + − − −
❑❡r❜✲❚✐❝❦❡t✲❈❛❝❤❡ + + − − −
▲❆P✲▲❊❈P − + + + −
❧✐♣❦❡②✲s♣❦♠✲❦♥♦✇♥✲✐♥✐t✐❛t♦r + − + + −
❧✐♣❦❡②✲s♣❦♠✲✉♥❦♥♦✇♥✲
✐♥✐t✐❛t♦r

+ − + + −

▲P❉✲■▼❙❘ + + + − −
▲P❉✲▼❙❘ − + − − −
▲P❉✲▼❙❘✲s❡❝✲✐♥✐t✐❛❧ + + − − −
◆❙P❑✲✜① + − − − +
◆❙P❑ − − − − −
◆❙P❑✲❑❙✲❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ − − + − −
◆❙P❑✲❑❙✲✜① + − + − −
◆❙P❑✲❑❙ − − + − −
◆❙P❑①♦r − − − − −
◆❙❙❑ + + − + −
♣❛ss✇♦r❞ ? + + + −
P❇❑✲✜① − − + − −
P❇❑✲✜①✲✇❡❛❦✲❛✉t❤ + − + − −
P❇❑ − − + − −
P❊❆P + + + − −
♣❡r✈❛s✐✈❡ + + + − −
◗♦❙✲◆❙▲P + + + − −
❘❆❉■❯❙✲❘❋❈✷✽✻✺ + + − + −
s❡❧❢✲s✐❣♥❛t✉r❡s − − + + −
❙❊❚✲♣✉r❝❤❛s❡✳❡①❡❝✉t❛❜❧❡ − + + + −
❙❊❚✲♣✉r❝❤❛s❡ − + + + −
❙❊❚✲♣✉r❝❤❛s❡✲❤♦♥❡st✲
♣❛②♠❡♥t✲❣❛t❡✇❛②✳❡①❡❝✉t❛❜❧❡

+ + + + −

❙❊❚✲♣✉r❝❤❛s❡✲❤♦♥❡st✲
♣❛②♠❡♥t✲❣❛t❡✇❛②

+ + + + −

❙❊❚✲s✐♠♣❧✐❢✲
♣✉r❝❤❛s❡✳❡①❡❝✉t❛❜❧❡

− + + + −

❙❍❆❘❊ − − − − −
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◆♦♠ ❞✉ ♣r♦t♦❝❧❡
s②♠❜✳
✈ér✐✜é

❝❤✐✛r❡♠❡♥t
s②♠étr✐q✉❡

❝❧❡❢ ✐♥✈❡rs❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❤❛❝❤❛❣❡

❈r②♣t♦❙❡❝

❙✐♠♣❧❡ + + − + −
s✐♣ + − − + +
s❦❡② + − − + +
❙P❊❑❊ + + − − −
❙❘P + + − + −
ss❤✲tr❛♥s♣♦rt + + + + −
t❡s❧❛ + + + + −
❚▲❙ + + − + −
❚❙■● + + − + −
ts♣ + − + + −
t✇♦❴♣s❡✉❞♦♥②♠s − + − + −
❯▼❚❙❴❆❑❆ + + − + −

✹✳✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✱ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈❑❑❲✵✻❪ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞❡ tr❛♥s❢ér❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ✈ér✐✜é❡s ♣❛r ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❆❱■❙P❆✱ ✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ▲❡s ✾ ♣r♦t♦❝♦❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ✈ér✐✜❡r ❡♥ s♦♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé❡ s♦✐t ✈✐❛❜❧❡✱ ❧❡ t❛✉① ❢❛✐❜❧❡ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr❛✐t❡r ❡st
❞é❝❡✈❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t q✉❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✶✶✪ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞✬❆❱■❙P❆✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ❡♥ ❞✐s❝✉t♦♥s ❧❡s r❛✐s♦♥s ❡t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈❑❑❲✵✻❪ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❡①❛♠✐♥és ♥♦✉s ❧❡ ♠♦♥tr❡✱
✉♥ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ✹✼ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✉t✐❧✐s❡ ❝❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ♦❜❧✐❣és
❞❡ ❞é❥à r❛②❡r ❝❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❧❛✐ss❡ ✸✼ ♣❛r♠✐ ❧❡s ✽✹ ♣r♦t♦❝♦❧❡s✳ ❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦✉♣
❝♦♥tr❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ♥✬❛✉t♦r✐s❡ ♣❛s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❡❢s
♣r✐✈é❡s s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❡ ❞é❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ ♠❛✐s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❆❱■❙P❆
♥❡ ♠❡t ♣❛s à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s✱ ❛②❛♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ♦♥t
été s♣é❝✐✜és ❡♥ ❧❛ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ♣❛r ✉♥ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t à ❝❧❡❢ ✐♥✈❡rs❡✳ ❚♦✉s ❝❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t
♣❛s êtr❡ tr❛✐tés ♣❛r ♥♦tr❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ❯♥ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ✹✸ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❝❧❡❢s ✐♥✈❡rs❡s
❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥ ❛✉t♦r✐sés ♣❛r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈❑❑❲✵✻❪✳ P❛r♠✐ ❝❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s✱ ✷✺ ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t ♣❛s
❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é❞✉✐r❡ ❝❡s ✷✺ ❞❡s ✸✼ ♣r♦t♦❝♦❧❡s r❡st❛♥ts✱ ❝❡ q✉✐
♥♦✉s ❧❛✐ss❡ ✶✷ ♣r♦t♦❝♦❧❡s✳ P❛r♠✐ ❝❡s ✶✷ ♣r♦t♦❝♦❧❡s✱ ✾ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r♦✉✈és sûrs ♣❛r ❧❛ ♣❧❛t❡✲
❢♦r♠❡ ❆❱■❙P❆ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♠♦t❡✉r ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❆❚❙❊✳ P♦✉r ❝❡s ✾ ♣r♦t♦❝♦❧❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝
tr❛♥s❢ér❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦✉✈é❡s ✈❡rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡
❧✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥❡ s❡ ❢❛ss❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛❣❡♥ts ♦✉ ♥♦♥❝❡s✳ ▲❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✉❡s ❢❛✐r❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❛sé✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❝❛✉s❡
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❧✐♠✐té❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❆❱■❙P❆ ❡st ❞♦♥❝ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ t❛✉① ❢❛✐❜❧❡ ❞❡
♣r♦t♦❝♦❧❡s ✈ér✐✜és ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡♠❡♥t✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ♣✉ ❜❛sé ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❬❈❲✵✺❪✱ ❛rt✐❝❧❡ q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡ ❧✬✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ♠❛✐s ♣❛s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡t ❞❡
❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ rés✉♠❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ◗✉❛♥t ❛✉① ❝❧❡❢s ♣r✐✈é❡s✱ ❧❡s ♠ê♠❡s
r❡str✐❝t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❢❛✐t❡s ❝♦♠♠❡ ❛✈❛♥t✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧
♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✉ s❡❝r❡t ♣♦✉r ❧❡s ♥♦♥❝❡s ✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳
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❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ✾ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♣r♦✉✈és sûrs ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ s②♠❜♦❧✐q✉❡✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ✶ ♣r♦t♦❝♦❧❡
♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ◆❙P❑✲✜①✳ ❇❛sé s✉r ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ♥♦✉s ♥❡
♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ tr❛♥s❢ér❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❞❡ ❝❡ s❡✉❧ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r t❛✉① ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✈ér✐✜és ❞♦♥t ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s tr❛♥s❢ér❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ✿ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❆❱■❙P❆
♥✬❛❞♠❡tt❡ ♣❛s ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr❛✐t❡r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s q✉✐ ❧✬✉t✐❧✐s❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ t❤é♦✲
rè♠❡ ✸✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♥♦✉s ❞✐t q✉❡✱ s✐ ♥♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t à ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡✱
❛❧♦rs ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♠♦❞✐✜é s♦♥t ❛✉ss✐ s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♦r✐✲
❣✐♥❛❧✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡r à tr❛♥s❢ér❡r ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬❈❲✵✺❪ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡s✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r r❡♣♦s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❆❱■❙P❆ ♥❡
❞✐st✐♥❣✉❡ ♣❛s ❡♥tr❡ ❧❛ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ s②♥t❛①✐q✉❡✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥
q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❢❛✐r❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✬❡♥tr❡ ✉♥❡ ❝❧❡❢ ❡t s♦♥ ✐♥✈❡rs❡✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞é❝✐❞❡r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
s②♥t❛①✐q✉❡✱ s✐ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡st s♣é❝✐✜é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝❧❡❢ ❝♦♠♠❡ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❝❧❡❢ ✐♥✈❡rs❡
❝♦♠♠❡ ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡ ♦✉ à ❧✬✐♥✈❡rs❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s s❛✈♦✐r ❞❛♥s q✉❡❧s ❝❛s ✐❧
s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡ à ❝❧❡❢ ✐♥✈❡rs❡ ❡t ❞❛♥s q✉❡❧s ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✱
❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐
✉♥ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r s✬✐♠♣♦s❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❝❧❡❢s s❡✉❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❝❧❡❢s ♣✉❜❧✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❝❧❡❢s ✐♥✈❡rs❡s
s❡✉❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❝❧❡❢s ♣r✐✈é❡s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s
❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❧❛ ❞♦✐t êtr❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❢❛✐t
à ❧❛ ♠❛✐♥ ♣♦✉r ❧❡s r❛✐s♦♥s ❝✐té❡s✳

❯♥ ❝♦♠♣t❛❣❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ✽✹ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞✬❆❱■❙P❆✱ ✶✻ ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t
♥✐ ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ♥✐ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡s♣ér❡r tr❛♥s❢ér❡r ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡s ✶✵ ♣r♦t♦❝♦❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ✸ ❡t ✷✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈❲✵✺❪ s♦✉s ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❡❢s ✐♥✈❡rs❡s ❡st ✈r❛✐♠❡♥t ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
s❡✉❧❡♠❡♥t ✻ ♣❛r♠✐ ❝❡s ✶✻ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈ér✐✜és s②♠❜♦❧✐q✉❡♠❡♥t✱ ❞♦♥t ✉♥ ✭◆❙P❑✲✜①✮
q✉✐ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❞❡ ❝❧❡❢ ✐♥✈❡rs❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❛ ❞♦♥❝ ❞é❥à été tr❛✐té à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❬❈❑❑❲✵✻❪✱ ❝❡ q✉✐
♥♦✉s ❧❛✐ss❡ ❡♥❝♦r❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✺ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ♣❧✉s ✭■❙❖✷✱ ■❙❖✹ ❡t ■❙❖✲✾✼✾✽✲✜①❡❞✱ ◆❙P❑✲
❑❙✲✜① ❡t P❇❑✲✇❡❛❦✲❛✉t❤✮ ❞♦♥t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡s♣ér❡r ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

➱t✉❞❡ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺

Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s
ré❝✉rs✐❢s

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s q✉✐ ♦♥t été ❝♦♥s✐❞érés ❥✉sq✉✬❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡
♦♥t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s ✿ ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s
é❝❤❛♥❣és ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ s❡ss✐♦♥ ❡st ❧✐♠✐té ❡t✱ ❞❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ✜①❡
❡t ✜♥✐❡✳ ▲❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s é❝❤❛♥❣és ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ s❡ss✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣ré✈✐s✐❜✐❧✐té
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s s♦♥t ❞❡✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s q✉✐ ❢❛❝✐❧✐t❡♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ❆✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❉♦❧❡✈ ❡t ❨❛♦ ❬❉❨✽✶❪✱ ✉♥ ❝❛❞r❡ ❢♦r♠❡❧ ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛
été ❞é✈❡❧♦♣♣é✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❛♥♥é❡s ♦♥t ❛✉ss✐ ♣❡r♠✐s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬♦✉t✐❧s
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ✐♥térêts ré❝❡♥ts s❡ ♣♦rt❡♥t ✈❡rs ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❬▼❡❛✵✶❪✳ ❈❡s
♣r♦t♦❝♦❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s à t❛✐❧❧❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é❡✱ ❛ss✉r❡♥t ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❡♥tr❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❝♦♥♥✉ ♦✉ ❛ss✉r❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s é❝❤❛♥❣és ❡st ✐❧❧✐♠✐té✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡t
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s é❝❤❛♥❣és ❞❛♥s ✉♥❡ s❡ss✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐
♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡
❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s✳ ▲❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s s♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞♦♥t ♦♥ ✈❡✉t ❛ss✉r❡r ❧✬❛✉t❤❡♥t✐❝✐té✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡s ❝❧❡❢s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉✱ ❡t❝✳

▲✬❡♥❥❡✉ ét❛♥t ré❡❧✱ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s ♥❡ ♠❛♥q✉❡♥t ♣❛s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✈✉
❧❡✉r ♥❛t✉r❡✱ ❧❡s ✈ér✐✜❝❛t❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❞é✜s ❞✬❛♥❛❧②s❡✱ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s✱ q✉❡
❧❡s ✐♥✈❡♥t❡✉rs ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s r❡✈❡♥❞✐q✉❡♥t s♦✉✈❡♥t ♣♦✉r ❧❡✉rs ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s été ❝♦♥s✐❞éré❡s ❥✉sq✉✬à ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢✱ ♥♦✉s
é❝❧❛✐r❝✐ss♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ré❝✉rs✐✈✐té q✉✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ◆♦✉s
✐❧❧✉str♦♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦r♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳ ❈❡s ♥♦♠❜r❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❥✉st✐✜❡♥t ❛✉ss✐
❧✬✐♥térêt q✉❡ ❧❡ ♠♦♥❞❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ♣♦rt❡ ✈❡rs ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s✳ P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱
♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❜r❡❢ ❛♣❡rç✉ s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❡t rés✉❧t❛ts ❡①✐st❛♥ts✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❢♦r♠❡❧ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡
❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ♦ù ♥♦✉s
♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❢♦r♠❡❧ ❛✈❡❝ ♣r♦✜t ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❝❡rt❛✐♥❡s
♣r♦♣r✐étés✳

✾✾



✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s

✺✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s

✺✳✷✳✶ ❚②♣❡s ❞❡ ré❝✉rs✐✈✐té

P❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ré❝✉rs✐✈✐té ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s✳ ❙❛♥s ✈♦✉❧♦✐r êtr❡ ❡①❤❛✉st✐❢✱ ♥♦✉s
❞r❡ss♦♥s ✉♥❡ ❧✐st❡ ✿

✕ ▲❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s tr❛♥s♠✐s❡s s✉r ❧❡ rés❡❛✉ s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❧✐st❡s✱ ❧❡s ❛r❜r❡s✱ ❧❡s ♣✐❧❡s✱ ❡t❝✳

✕ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡st ♥♦♥ ❜♦r♥é✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t r❡ç♦✐t
✉♥ ♠❡ss❛❣❡✱ ❢❛✐t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡t tr❛♥s♠❡t ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t✳ ▲✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉
♣r♦t♦❝♦❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t✳

✕ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡st ❜♦r♥é✱ ♠❛✐s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s
❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❡st ♥♦♥ ❜♦r♥é✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛s✳ ❈❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t s✐♠♣❧✐st❡s ♣♦✉r ♠✐❡✉①
✐❧❧✉str❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rs✐✈✐té ❞♦♥t ✐❧ ❡st q✉❡st✐♦♥✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❥✉st✐✜♦♥s ❧❡✉rs ♣r✐s❡s ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❡♥ ❝✐t❛♥t ❞❡ ✈r❛✐s ♣r♦t♦❝♦❧❡s✳

❙tr✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é❡

❊①❡♠♣❧❡ ✶✼✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ s❡r✈❡✉r S q✉✐
r❡ç♦✐t ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❞✬✉♥ ❝❧✐❡♥t C ❡t q✉✐ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡✳ ▲❛ r❡q✉êt❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥ ❜♦r♥é❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s❡r✈❡✉r q✉✐ r❡ç♦✐t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ❡t q✉✐
r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❝❡s ❡♥t✐❡rs ✿

C → S : [n1, . . . , nk]

S → C :

k
∑

i=1

ni

♦ù k ∈ N ❡t ni ∈ N ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ k✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs tr❛♥s♠✐s ❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐st❡
❞♦♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡st ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ❧❡ s❡r✈❡✉r S ❞♦✐t ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ré❝✉rs✐❢✳

▲❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❝♦♥❢♦r♠❡s ❛✉ st❛♥❞❛r❞ ■❙❆❑▼P ❬▼❙❙❚✾✽❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ré❝✉rs✐✈✐té✳
❈❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡♠❛♥❞❡ q✉✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❝❧❡❢s s♦✐t ❞✐✈✐sé ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
ét❛♣❡ s❡rt ❛✉① ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❞❡ s❡ ♠❡ttr❡ ❞✬❛❝❝♦r❞ s✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❝❧❡❢s ✉t✐❧✐sé✳ P♦✉r
❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧✬é♠❡tt❡✉r ♣r♦♣♦s❡ ❞❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❞❡ sé❝✉r✐té ✭❙❆✮✳ ❯♥❡ ❙❆ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛✉t❤❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳ ▲❡ r❡❝❡✈❡✉r ❝❤♦✐s✐t
✉♥❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à s❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡ sé❝✉r✐té ♦✉ ❧❡s r❡❢✉s❡ t♦✉t❡s✱ ❧♦rsq✉✬❛✉❝✉♥❡
♥❡ ❧❡ s❛t✐s❢❛✐t✳ ❆♣rès s✬êtr❡ ♠✐s ❞✬❛❝❝♦r❞ s✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s ❝❧❡❢s ❡st ❡✛❡❝t✉é✳ ❈❡❧❛
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡✳ ▲❛ ré❝✉rs✐✈✐té ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ♦ù ❧❡ r❡❝❡✈❡✉r
❡st ♦❜❧✐❣é ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❙❆ ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❧✬é♠❡tt❡✉r✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉✐ ❡st
❝♦♥❢♦r♠❡ à ❝❡ st❛♥❞❛r❞ ❡st ❧❡ ■♥t❡r♥❡t ❑❡② ❊①❝❤❛♥❣❡ ✭■❑❊✮ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❬❍❈✾✽❪✳

◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♥♦♥ ❜♦r♥é

❊①❡♠♣❧❡ ✶✽✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝❧✐❡♥t C q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ♣♦✉r ✉♥ ♣r✐① ♠♦✐♥s ❝❤❡r q✉❡ p ∈ N✳
P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❝♦♥♥❛ît ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐t❡s S1, S2, . . . ♦ù ❝❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ✈❡♥❞✉✳ ■❧ ❝♦♥t❛❝t❡
t♦✉s ❧❡s s✐t❡s ❧✬✉♥ ❛♣rès ❧✬❛✉tr❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✐❧ ❛✐t tr♦✉✈é ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♣♦✉r ✉♥ ♣r✐① ♠♦✐♥s ❝❤❡r
q✉❡ p ✿

➱t❛♣❡ ✐ C → Si ✿ 〈r❡q✉êt❡〉
Si → C ✿ 〈♣r✐① pi〉
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➚ ❧✬ét❛♣❡ i✱ ❧❡ ❝❧✐❡♥t ❡♥✈♦✐❡ s❛ r❡q✉êt❡ ❛✉ s✐t❡ Si ❡t✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r r❡ç✉ ❧❡ ♣r✐① pi✱ ✐❧ ❧❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❛✈❡❝
s♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ p✳ ❙✐ pi ≤ p✱ ❛❧♦rs ✐❧ s✬❡♥ ❝♦♥t❡♥t❡ ❡t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s❡ t❡r♠✐♥❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❡
❝❧✐❡♥t ♣❛ss❡ à ❧✬ét❛♣❡ i+1✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❧❡ s✐t❡ Sn✱ t❡❧ q✉❡ pn ≤ p✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡s s✐t❡s ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❜♦r♥é✳

❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ré❝✉rs✐✈✐té ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬❙❚❲✾✽❪
❡t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❬❆❙❚✵✵❪✳ Pr❡♥♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ●❉❍✳✷✳ ■❧ ❛ été ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r
♣❡r♠❡ttr❡ à ❞❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts M1,M2, . . . ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❝❧❡❢ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡
❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ❝❧❡❢ ♥❡ s♦✐t ❝♦♥♥✉❡ q✉❡ ♣❛r ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱
✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s ❝❧❡❢s s❡❧♦♥ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥ ❡st ✉t✐❧✐sé ❬❉❍✼✻✱ ❙❚❲✾✻❪✳ ❈❡
s❝❤é♠❛ tr❛✈❛✐❧❧❡ s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❧✐♠✐té ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r q✳ ❈❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t Mi ♣♦s✲
sè❞❡ ✉♥ ❡①♣♦s❛♥t s❡❝r❡t Ni✳ ▲❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t M1 ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡♥ ❡♥✈♦②❛♥t
❧❡ ♠❡ss❛❣❡ 〈{g}, gN1〉 ❛✉ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t M2✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛✐r❡✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ {g} ❡st ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r g < q ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ✉t✐❧✐sé✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ gN1 ❡st
❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝❛r❞✐♥❛❧❡✳ ▲❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t M2 ❝❛❧❝✉❧❡ g à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ N2 ❡t ❛❥♦✉t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❝❛r❞✐♥❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❝❛r❞✐♥❛❧❡ gN1N2 ❡t ❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ♠❡s✲
s❛❣❡ 〈{gN2 , gN1}, gN1N2〉 ❛✉ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t s✉✐✈❛♥t✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t Mi

❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ 〈{g
N1...Ni

Nk | k ∈ [i]}, gN1...Ni〉 ❛✉ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t Mi+1✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❛rt✐✲

❝✐♣❛♥t Mn r❡ç♦✐t ❧❡ ♠❡ss❛❣❡✱ ✐❧ ❞✐str✐❜✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {g
N1...Nn

Nk | k ∈ [n]}✱

❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t Mi ♦❜t✐❡♥♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r g
N1...Nn

Ni ✳ ❊♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❛ Ni✲è♠❡
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r✱ ❧❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t Mi ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❝❧❡❢ ❝♦♠♠✉♥❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ n ❞❡s
♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♥✬❡st ♣❛s ❜♦r♥é✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r st♦❝❦❡r ❧❡s

✈❛❧❡✉rs g
N1...Ni

Nk ✱ k ∈ [i]✱ s❡ ❢❛✐t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❛✉ss✐ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ré❝✉rs✐✈✐té q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞✐s❝✉t❡r ❝✐✲❞❡ss✉s✳

◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❜♦r♥é✱ ♠❛✐s ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ♥♦♥ ❜♦r♥é

❊①❡♠♣❧❡ ✶✾✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ té❧é❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✜❝❤✐❡r✳ ❯♥ ❝❧✐❡♥t C s❡ ❝♦♥♥❡❝t❡ à ✉♥ s❡r✈❡✉r S

❡t ❞❡♠❛♥❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ✜❝❤✐❡r✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ✜❝❤✐❡r ❡st ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ▲❡ s❡r✈❡✉r ❝♦✉♣❡ ❧❡
✜❝❤✐❡r ❡♥ ♠♦r❝❡❛✉① ❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ✜①❡ ❡t ❧❡s tr❛♥s♠❡t ✉♥ ♣❛r ✉♥✳ ❉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝ôté ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥✱ ❧❡
❝❧✐❡♥t r❡❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ✜❝❤✐❡r à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠♦r❝❡❛✉① r❡ç✉s✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❧❡ s❡r✈❡✉r
♥♦t✐✜❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥t ❡♥ ❡♥✈♦②❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦✉r s✐❣♥❛❧❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦r❝❡❛✉① ♦♥t été é♠✐s ✿

➱t❛♣❡ ✵ C → S ✿ 〈♥♦♠ ❞✉ ✜❝❤✐❡r〉
➱t❛♣❡ ✐ S → C ✿ 〈✐✲✐è♠❡ ♠♦r❝❡❛✉① ❞✉ ✜❝❤✐❡r〉
➱t❛♣❡ ♥ S → C ✿ tous❴les❴morceaux❴transmis

♦ù 1 ≤ i ≤ n−1✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ✜❝❤✐❡r ♥✬❡st ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛s ❝♦♥♥✉❡✱ ♠❛✐s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠♦r❝❡❛✉①
❡st ✜①❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ét❛♣❡s i à ré♣ét❡r ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❜♦r♥é✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥
tr❛✐t❡♠❡♥t ré❝✉rs✐❢ ♣♦✉r ❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ré❝✉rs✐✈✐té
❛♣♣❛r❛ît s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝ôtés ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ s❡r✈❡✉r tr❛♥s♠❡t ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ t❛♥t q✉❡
❧❛ ✜♥ ❞✉ ✜❝❤✐❡r ♥✬❡st ♣❛s ❛tt❡✐♥t❡ ❡t ❧❡ ❝❧✐❡♥t ❛❝❝❡♣t❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s t❛♥t q✉✬✐❧ ♥✬❛ ♣❛s r❡ç✉ ❧❛
♥♦t✐✜❝❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ❝❡ s❝é♥❛r✐♦✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r à ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ✜❝❤✐❡r à tr❛✈❡rs
❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ❜r✉✐té✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ét❡♥❞ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥t ♣✉✐ss❡ t❡st❡r
❧✬✐♥té❣r✐té ❞❡s ♠♦r❝❡❛✉① tr❛♥s♠✐s✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s✱ q✉✬✐❧ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❛❧tér❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❛ ❧❡ ❞r♦✐t ❞❡
r❡❞❡♠❛♥❞❡r ❛✉ s❡r✈❡✉r ❧❡ ♠♦r❝❡❛✉ ❝♦♥❝❡r♥é✳

❉❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ré❝✉rs✐✈✐té ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈és ❞❛♥s ❬P❈❚❙✵✵❪
❡t ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✸ ❞❡ ❬❲❈✵✹❪✳ ■❧s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r tr❛♥s♠❡ttr❡ ✉♥ ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s



✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s

❡♥ ❛ss✉r❛♥t ❧✬❛✉t❤❡♥t✐❝✐té ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❝❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝❧❡❢s
k1, k2, . . . t❡❧❧❡ q✉❡ ki = f(ki+1)✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ✐❝✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣s❡✉❞♦✲❛❧é❛t♦✐r❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡✱
ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r y✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r x q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧✬é❣❛❧✐té f(x) = y q✉✬❛✈❡❝
✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❬P❈❚❙✵✵❪ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿ ❧✬é♠❡tt❡✉r s✐❣♥❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❝❧❡❢ k0 ❡t ❧✬❡♥✈♦✐❡ ❛✉ r❡❝❡✈❡✉r✳ P✉✐s✱ ✐❧ ❡♥✈♦✐❡ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s
mi = (ni, ki−1, hash(〈ni, ki〉))✱ i ≥ 1✱ ♦ù ni ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ à tr❛♥s♠❡ttr❡✳ ▲❡ r❡❝❡✈❡✉r✱ ❛♣rès
❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❧❛ ❝❧❡❢ k0 ❝♦♠♠❡ ❛✉t❤❡♥t✐q✉❡✱ r❡ç♦✐t ❝❡s ♠❡ss❛❣❡s✳ ▲♦rsq✉✬✐❧ r❡ç♦✐t ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ mj

j ≥ 2✱ ✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧✬❛✉t❤❡♥t✐❝✐té ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ mj−1 = (nj−1, kj−2, hash(〈nj−1, kj−1〉)) q✉✬✐❧ ❛ r❡ç✉
❛✉♣❛r❛✈❛♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❡❢ kj−1✳ ■❧ s✬❛ss✉r❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ ❧✬❛✉t❤❡♥t✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❝❧❡❢ kj−1 ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t
kj−2 = f(kj−1)✱ ♣✉✐s ✐❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r hash(〈nj−1, kj−1〉) q✉✬✐❧ ❝♦♠♣❛r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ✈❛❧❡✉r
❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ mj−1✳ ❙✐ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs s♦♥t é❣❛❧❡s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❛❝❝❡♣t❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ nj−1

❝♦♠♠❡ ❛✉t❤❡♥t✐q✉❡✳

✺✳✷✳✷ ❆♣❡rç✉ s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❡t rés✉❧t❛ts ❡①✐st❛♥ts

➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦t♦❝♦❧❡ ré❝✉rs✐❢ q✉✐ ❛ été ✈ér✐✜é ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬❇❖✾✼❪✳
❉❛♥s ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❡st ♥♦♥ ❜♦r♥é✳ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❞❡s
❝❧❡❢s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♣✉✐ss❡♥t s✬❛✉t❤❡♥t✐✜❡r ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à
été ✈ér✐✜é ♣❛r ❬P❛✉✾✼❛❪ ❡t ❬❇❙✾✼❪ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❛ss✐st❛♥ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬❘❙✾✽❪
♦♥t tr♦✉✈é ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ❝♦♥tr❡ ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝rèt❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡t ✐❧s ♣r♦♣♦s❡♥t
✉♥❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ♠ê♠❡ ❛rt✐❝❧❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s r❡st❡♥t très ❛❞ ❤♦❝✱ ❝❛r ❡❧❧❡s ♥❡
✈✐s❡♥t q✉❡ s✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s❡✉❧ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ❯♥ ✐♥térêt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛ ❛✉ss✐ été ♣♦rté s✉r ❧❡s
♣r♦t♦❝♦❧❡s ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❧❡ ♣r♦❥❡t ❈▲■◗❯❊❙ ❬❙❚❲✾✽❪✳ ❈❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♦♥t été ❛♥❛❧②sés✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt
à ❧❛ ♠❛✐♥ ❬P◗✵✶❪✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛ss✐st❛♥t ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❬▼❡❛✵✵❪✳

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❬❑❲✵✸❪
❡t ❬❑❲✵✹❪✳ ❉❛♥s ❝❡s ❛rt✐❝❧❡s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ré❝✉rs✐❢ ❞❡s ❛❣❡♥ts à ❧✬❛✐❞❡
❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ❞✬❛r❜r❡ ❬❈❉●+✾✼❪✱ ❛♣♣❡❧és tr❡❡ tr❛♥s❞✉❝❡rs✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❡✉r tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥s✐st❡
❡♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ s❡❝r❡t ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s é♠✐s ❡t r❡ç✉s ❡st
❜♦r♥é ❡t ♦ù ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ ❞❡s ❝❧❡❢s ❛t♦♠✐q✉❡s✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ✐♥✲
tr✉s ❞✉ t②♣❡ ❉♦❧❡✈✲❨❛♦✳ ❉❛♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ❛rt✐❝❧❡s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✉✈♦✐rs ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛✉① ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❡♥tr❛î♥❡ ❧✬✐♥❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥
❞✉ s❡❝r❡t✳ ❈❡s ♣♦✉✈♦✐rs s♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ t❡st❡r ❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠❡ss❛❣❡s
❛r❜✐tr❛✐r❡s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❡❢s ❝♦♠♣♦sé❡s ♦✉ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡s t❤é♦r✐❡s éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♦✉ ❡①❝❧✉s✐❢ ♦✉ ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❉✐✣❡✲❍❡❧❧♠❛♥ ❬❉❍✼✻❪✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✐✲
♠✐❧❛✐r❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬❑üs✵✺❪✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ✉♥ ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳

❉❛♥s ❬❚r✉✵✺❪✱ ❧✬❛✉t❡✉r ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s✱ q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ré❝✉rs✐❢ ❞❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❍♦r♥✳ ❈❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣❡r♠❡t
❛✉① ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❞❡ r❡❝❡✈♦✐r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é❡✱ ❞✬é♠❡ttr❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♠❡ss❛❣❡s
♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ét❛♣❡✱ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡t ❞❡ ❧❡s st♦❝❦❡r✳ ▲❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s s♦♥t ✈ér✐✜és ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ✐♥tr✉s ❞✉ t②♣❡ ❉♦❧❡✈✲❨❛♦ ❡t ❧✬❛✉t❡✉r ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❜♦r♥é ❞❡ s❡ss✐♦♥s✳ ❈❡rt❛✐♥❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é
❡①✐st❡♥t✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ r❡ç✉
❡♥ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛✉tr❡ ♠❡ss❛❣❡ à ❡♥✈♦②❡r✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡st ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡s ♥♦♥❝❡s✳ ▲❡
tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❬❑ür✵✻❪ r❡♠é❞✐❡ à ❝❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬❑❚✵✼❪ ♦♥t✱ ❞❛♥s
❧❡✉r tr❛✈❛✐❧ ❧❡ ♣❧✉s ré❝❡♥t✱ ❛❥♦✉té à ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s
q✉✐ ♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♦✉ ❡①❝❧✉s✐❢✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬❡♥tr❡✲
♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ét✉❞❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡
t❤ès❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡t ❧✬✐♥tr✉s ❡st ❞✉ t②♣❡ ❉♦❧❡✈✲❨❛♦ ❬❉❨✽✶❪✳ ➱t❛♥t
❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ têt❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❝♦♥❝r❡t✱ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡ q✉❡❧q✉❡s ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r✐tés ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛r❣✉♠❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❣é♥ér❛❧ ❡t ♣❡✉t s❡r✈✐r à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s✳

✻✳✶ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥

P♦✉r ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ♥♦s ❝❤♦✐① ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛❧❣è❜r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s
♣❛r ✉♥❡ ❜rè✈❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ré❝✉rs✐✈✐té ♥✬❡st ♣❛s ❞✉❡ à ✉♥❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ♠❛✐s q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ très ❣é♥ér❛❧❡✳

▲❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡

▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬ét✉❞✐❡r ❡st ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ■❧
s❡rt à ré❝✉♣ér❡r ❞❡s ♦✛r❡s q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❞✬✉♥ ❜✐❡♥ s✉r ❧❡ rés❡❛✉①✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ❝❤♦✐s✐r
♣❛r♠✐ ❝❡s ♦✛r❡s ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❧✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥t ❧❡ ♠✐❡✉①✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✉♥ s✐t❡

❡st ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ♦ù ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ♠✐s❡s à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ❞❡s ♦✛r❡s✳ ❯♥ s✐t❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♦✛r❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡✳ ▲✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ r❡q✉êt❡
❡t ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s s✐t❡s ❞♦♥t ✐❧ ✈❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♦✛r❡s✳ ❈❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ❡♥✈♦②é s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t à t♦✉s ❧❡s
s✐t❡s q✉✐ ✜❣✉r❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ s✐t❡ r❡ç♦✐t ❧❡ ♠❡ss❛❣❡✱ ✐❧ ❛❥♦✉t❡ s♦♥ ♦✛r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ r❡q✉êt❡✳ ▲❡ ♠❡ss❛❣❡ ✜♥❛❧ ❡st r❡♥✈♦②é à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❤♦✐s✐r ❧✬♦✛r❡✳ ▲❡
❝❤♦✐① ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡st ❞♦♥❝ ❣✉✐❞é ♣❛r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ♣♦✉r
♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡st
t♦✉t à ❢❛✐t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡✳

▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❝✉rs✐✈✐té

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ré❝✉rs✐❢s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ✿
✉♥ s✐t❡ ❞♦✐t ♣❛r❝♦✉r✐r ✉♥❡ ❧✐st❡ ♣♦✉r ❛❥♦✉t❡r s♦♥ ♦✛r❡ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞♦✐t ♣❛r❝♦✉r✐r ✉♥❡ ❧✐st❡
♣♦✉r ✈ér✐✜❡r s✬✐❧ ❛ ♦❜t❡♥✉ ❧❡s ♦✛r❡s ❞❡s s✐t❡s ❞♦♥t ✐❧ ❧❡s ❛ ❞❡♠❛♥❞é❡s✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛ss♦❝✐❡r ❛
❝❤❛q✉❡ ♠❡ss❛❣❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉✐ ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ❧✐st❡s s♦♥t à tr❛✐t❡r✳ ❈❡tt❡

✶✵✸



✶✵✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s r❡♥✈♦✐❡ à ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡

q✉✐ ❡①é❝✉t❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡♠❛♥❞é❡✳ ◆♦✉s s♦✉❧✐❣♥♦♥s ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r
❧❛ ré❝✉rs✐✈✐té ♥✬❡st ♣❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ têt❡✱ ♠❛✐s ♣❡✉t êtr❡
❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✳

✻✳✶✳✶ ▲✬❛❧❣è❜r❡

◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s S = {s1, s2, . . .} ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐❞❡♥t✐tés q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s s✐t❡s ❡t R =
{r1, r2, . . .} ❧❡s r❡q✉êt❡s q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❧❡✉r ♣♦s❡r✳ ◆♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s à ❝❤❛q✉❡ s✐t❡ s ∈ S ❡t r❡q✉êt❡ r ∈ R

✉♥❡ ♦✛r❡ off (s, r)✳ ▲❡s s✐t❡s s ∈ S ❞✐s♣♦s❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡s ❝❧❡❢s ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❡t ❞é❝❤✐✛r❡♠❡♥t
❛s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❞❡s ❝❧❡❢s ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ek(s)✱
dk(s)✱ sk(s) ❡t vk(s)✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ·̆ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠❛rq✉❡r ✉♥ t❡r♠❡✳ ❊❧❧❡
❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉t✐❧❡✱ s✐ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠❛rq✉❡r ❧✬é❧é♠❡♥t ❛❝t✉❡❧ ❧♦rs ❞✬✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡✳

▲♦rs ❞✬✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ré♣été❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞❡
♥♦♥❝❡s ❢r❛✐s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❞é♣❡♥❞r❡ ❧❡s ♥♦♥❝❡s ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐ ❡st
❡①é❝✉té❡✳ ❈❡s ✐♥st❛♥❝❡s s♦♥t ♥♦té❡s ♣❛r ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ PInst ✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s
❧❡s ♥♦♥❝❡s nonce(p, i) ♦ù p ∈ PInst ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐ ❛ ❝réé ❝❡ ♥♦♥❝❡
❡t i ∈ N ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ▲❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞é♣❡♥❞r❡ ❧❡s ♥♦♥❝❡s ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞✐✛ér❡♥ts ♥♦✉s
♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣❛r ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛✉t❛♥t ❞❡ ♥♦♥❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s
❡①♣❧✐q✉é❡s ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✉t♦r✐s♦♥s ❛✉ss✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❞❛♥s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ♥♦✉s s✉✣t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✳

❈♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡✱ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡
❡t ❧❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s {m}ek(s) ♣♦✉r ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❞✉ t❡r♠❡ m ♣❛r ❧❛ ❝❧❡❢ ❞❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ek(s)
❡t [m]sk(s) ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ m ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ sk(s)✳ ▲❡ ❤❛❝❤é ❞❡ m ❡st ♥♦té hash(m)✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐r❡ 〈❴,❴〉 ❡t ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡s ❧✐st❡s m :: l
♦ù m ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❡t l ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡✳ ▲❛ ❧✐st❡ ✈✐❞❡ ❡st ❞é♥♦té❡ ♣❛r [ ]✳ ▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ t❡r♠❡s Tx

❡t ❞❡ ❧✐st❡s Lx s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

Tx ::= s | r | T̆x | nonce(p, i) | off (s, r) | ek(s) | dk(s) | sk(s) | vk(s)
| 〈Tx, Tx〉 | {Tx}ek(s) | [Tx]sk(s) | hash(Tx) | Lx,

Lx ::= [ ] | Tx ::Lx

♦ù s ∈ S ❡st ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❡ s✐t❡✱ r ∈ R ✉♥❡ r❡q✉êt❡✱ p ∈ PInst ∪ {x} ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
♦✉ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡t i ∈ N ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐st❡s Lx ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s t❡r♠❡s Tx✳ ◆♦✉s ❛✉t♦r✐s♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡s ❧✐st❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t à ❧❡✉r t♦✉r ❞❡s ❧✐st❡s✳ ❆✉ ❧✐❡✉
❞❡ ❞é♥♦t❡r ✉♥❡ ❧✐st❡ ♣❛r m1 :: . . . :: mn :: [ ]✱ ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❛✉ss✐ [m1, . . . ,mn]✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s T

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ Tx q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s
❛✉ss✐ ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s T a,n = T ∪ {accept ,not❴accept} ❡t T

a,n
x = Tx ∪ {accept ,not❴accept}

♦ù accept ❡t not❴accept s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳

✻✳✶✳✷ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✳ ❊❧❧❡s ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s q✉✬✉♥
❛❞✈❡rs❛✐r❡ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❝♦♥♥✉s H ⊆ T ✳ ■❧ ♥♦✉s s✉✣t ✐❝✐ ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ T ✱ ❝❛r ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ❞é❞✉✐t s❡✉❧❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s t❡r♠❡s é♠✐s s✉r ❧❡ rés❡❛✉✳

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❈♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ t♦✉t t❡r♠❡ m ∈ H à ♣❛rt✐r
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ H✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✐❞❡♥t✐tés ❞❡ s✐t❡s s ∈ S ❡t ❧❡✉rs ❝❧❡❢s ♣✉❜❧✐q✉❡s ek(s) ❡t vk(s)✳ ▲❛
❝♦♥st❛♥t❡ [ ] q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❧✐st❡ ✈✐❞❡ ❡st ❛✉ss✐ ❞é❞✉❝t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡s rè❣❧❡s✳ ▲❡s ❝❧❡❢s s❡❝rèt❡s dk(s)



✻✳✷✳ ▲❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✶✵✺

m ∈ H
H ⊢ m

s ∈ S✱
r ∈ RH ⊢ s, s̆, r, ek(s), vk(s), [ ] ❈♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡

H ⊢ m1 H ⊢ m2

H ⊢ 〈m1,m2〉

H ⊢ 〈m1,m2〉

H ⊢ m1,m2

❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❛✐r❡s

H ⊢ m H ⊢ l
l ∈ L

H ⊢ m :: l

H ⊢ m :: l

H ⊢ m, l

❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❧✐st❡s

H ⊢ m H ⊢ ek(s)

H ⊢ {m}ek(s)

H ⊢ {m}ek(s) H ⊢ dk(s)

H ⊢ m

❈❤✐✛r❡♠❡♥t ❡t ❞é❝❤✐✛r❡✲
♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡

S ⊢ sk(a) S ⊢ m
i ∈ N

S ⊢ [m]sk(a)

S ⊢ [m]sk(a)

S ⊢ m
❙✐❣♥❛t✉r❡

S ⊢ m

S ⊢ hash(m)
❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡

❋✐❣✳ ✻✳✶ ✕ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ T ✳

❡t sk(s)✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♦✛r❡s off (s, r) q✉✬✉♥ s✐t❡ ♣r♦♣♦s❡ ♣♦✉r ❞❡s r❡q✉êt❡s r ∈ R ♥❡ s♦♥t ❛ ♣r✐♦r✐
♣❛s ❞é❞✉❝t✐❜❧❡s✳

▲❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❛✐r❡s✱ ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❡t ❞é❝❤✐✛r❡♠❡♥t
❛s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❤❛❝❤❛❣❡ s♦♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❙✐✲
❣♥❛t✉r❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❧❡ t❡r♠❡ m à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ [m]sk(a)✳
❈❡tt❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♥♦✉s ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦t♦❝♦❧❡s✳

▲❡s rè❣❧❡s ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❧✐st❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ m :: l à
♣❛rt✐r ❞✬✉♥ t❡r♠❡ m ∈ T ❡t ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ l ∈ L ❞é❞✉❝t✐❜❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ✉♥❡ ❧✐st❡ m :: l
❡♥ s❛ têt❡ m ❡t s❛ q✉❡✉❡ l✳

✻✳✷ ▲❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t s✉r ❞❡s t❡r♠❡s✳ ◆♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❝❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
♣❛r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s P1, P2, . . . ✳ ❯♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s
♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ P♦✉r ❞✐st✐♥❣✉❡r ♣❧✉s t❛r❞ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡①é❝✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s à ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ❯♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✼✳ ❯♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ P : T → T
a,n
x ✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s Prog ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

♣r♦❣r❛♠♠❡s✳

▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ✉♥ t❡r♠❡ m ∈ T ❡♥ ✉♥ ❛✉tr❡ t❡r♠❡ m′ ∈ T
a,n
x ✳ ▲❡s

❝♦♥st❛♥t❡s accept ❡t not❴accept s♦♥t ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛❝❝❡♣t❡
✉♥❡ ❡♥tré❡ ♦✉ ♥❡ ❧✬❛❝❝❡♣t❡ ♣❛s✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣ré✈✉ q✉✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♦❜t✐❡♥♥❡ ✉♥❡ ❞❡s
❝♦♥st❛♥ts accept ♦✉ not❴accept ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡✳ ▲❡ t❡r♠❡ m′ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝♦♥t❡♥✐r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✳



✶✵✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s

❆✈❛♥t q✉❡ ❧❡ s✐t❡ r❡♥✈♦✐❡ ❧❡ t❡r♠❡ m′✱ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ✐♥st❛♥❝✐é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ p q✉✐ r❡♣ré✲
s❡♥t❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉❡ ❧❡ s✐t❡ ❛ ❡①é❝✉té ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ t❡r♠❡ m′✳ ▲❡ s✐t❡ é♠❡t ❞♦♥❝
❧❡ t❡r♠❡ m′[x← p]✳ ❈❡ t❡r♠❡ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ♣❛r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ p ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s t❡r♠❡s
q✉❡ ❧❡s s✐t❡s ♣❡✉✈❡♥t ❡♥❣❡♥❞r❡r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ▲❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ✉t✐❧✐✲
sé❡s ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❞❡s ♥♦♥❝❡s✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡t ❞❡s
✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♥❝❡s ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞✬❛❜♦r❞
✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✿

❊①❡♠♣❧❡ ✷✵✳ Pr❡♥♦♥s ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉✐ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞❡s ♦✛r❡s ♣♦✉r ✉♥❡ r❡q✉êt❡✳ ▲❡s
♠❡ss❛❣❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [r, [s1, . . . , s̆i, si+1, . . . , sn], [off (s1, r), . . . , off (si−1, r)]] ♦ù r r❡♣rés❡♥t❡
❧❛ r❡q✉êt❡✱ ❧❛ ❧✐st❡ [s1, . . . , s̆i, si+1, . . . , sn] r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s s✐t❡s à ✈✐s✐t❡r ❡t [off (s1, r), . . . , off (si−1, r)]
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♦✛r❡s ❞é❥à ♦❜t❡♥✉❡s✳ ▲❡ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s✐t❡ si q✉✐ ❞♦✐t ❛❥♦✉t❡r s♦♥ ♦✛r❡ ❡st ♠❛r✲
q✉é ♣❛r ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ·̆✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P q✉✐ ❛❥♦✉t❡ ❧✬♦✛r❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

❋♦♥❝t✐♦♥ P
❊♥tré❡s ✿ m ∈ T

❙♦rt✐❡s ✿ m′ ∈ T
a,n
x

❜❡❣✐♥
s✐ m = [r, [s1, . . . , s̆i, si+1, . . . , sn], [off (s1, r), . . . , off (si−1, r)]] ❛❧♦rs

m′ = [r, [s1, . . . , si, s̆i+1, . . . , sn], [off (s1, r), . . . , off (si−1, r), off (si, r)]]
s✐ m = [r, [s1, . . . , sn−1, s̆n], [off (s1, r), . . . , off (sn−1, r)]] ❛❧♦rs

m′ = [r, [s1, . . . , sn], [off (s1, r), . . . , off (sn, r)]]
s✐♥♦♥

m′ = not❴accept

r❡t♦✉r♥❡r m′

❡♥❞

❉❛♥s ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ♦♥ ♥✬❡①é❝✉t❡ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❖♥ ♣❡✉t
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈♦✐r ❧❡ ❝❛s ♦ù ♦♥ ❡①é❝✉t❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P1✱ ❡♥s✉✐t❡ tr♦✐s ❢♦✐s ❧❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡ P2✱ ♣✉✐s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3 ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P1✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❡①é❝✉t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s s❡ ❢♦♥t s✉r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts s✐t❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts t❡r♠❡s ❝♦♠♠❡ ❡♥✲
tré❡s✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡①é❝✉té ❞✬✉♥ s✐t❡ à ❧✬❛✉tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✽✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s 1 ♣♦✉r ✈r❛✐ ❡t 0 ♣♦✉r ❢❛✉①✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ C : T →
{0, 1}✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s Cond ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥ t❡r♠❡ ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ❡t r❡♥✈♦✐❡ 1✱ s✐ ❧❡ t❡r♠❡ ❡st ❢♦r♠é ❞✬✉♥❡ ❝❡r✲
t❛✐♥❡ ♠❛♥✐èr❡✱ s✐♥♦♥ ❡❧❧❡ r❡♥✈♦✐❡ 0✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❝❛♣t✉r❡r t♦✉s ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡
❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s Pi ❡t Pj ✱ i, j ∈ {1, . . . , k}✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ k2 ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✾✳ ❯♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ à k ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡

((P1, . . . , Pk), ((C1,1, . . . , C1,k), . . . , (Ck,1, . . . , Ck,k))) ∈ Progk × Condk2

❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡t ❞❡s t✉♣❧❡ts ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ P♦✉r ✉♥ t❡r♠❡ m ∈ T ❡t ✉♥ i ∈ {1, . . . , k}✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ j ∈ {1, . . . , k}✱ t❡❧ q✉❡ Ci,j(m) = 1✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣♦sé❡ s✉r ❧❡s k✲✉♣❧❡ts ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♣❛r❝❡ q✉❡
♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s s♦✐t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❙✐ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ Pi ❡st



✻✳✸✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✶✵✼

❡①é❝✉té ❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡ m ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡✱ ✐❧ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ♣r♦❝❤❛✐♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ Pj ♣♦ss✐❜❧❡✱
♦ù 1 ≤ j ≤ k✳ ❙✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Ci,j q✉✐ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ m ❛♣rès ❛✈♦✐r ❡①é❝✉té
❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ Pi✱ ❛❧♦rs ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡st t❡r♠✐♥é❡✳ ◆♦✉s ❢♦r♠❛❧✐s♦♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✶✳ ❙♦✐t Π = ((P1, P2), ((C1,1, C1,2), (C2,1, C2,2))) ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡t m ∈ T ✉♥ t❡r♠❡✳
▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s P1 ❡t P2 s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ ❙✐ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡①é❝✉té ❡st P1 ❡t C1,1(m) = 1✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à
❡①é❝✉t❡r ❡st ❛✉ss✐ P1✳

✕ ❙✐ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡①é❝✉té ❡st P1 ❡t C1,2(m) = 1✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à
❡①é❝✉t❡r ❡st P2✳

✕ ❙✐♥♦♥ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ s✬❛rrêt❡ ❡t s②♠étr✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P2✳✳✳

P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐r ❝❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥❝♦r❡ ❜❡s♦✐♥
❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤✐st♦r✐q✉❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✳

✻✳✸ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s❡ ❢♦♥t ❡♥tr❡ ❞❡s ét❛ts

❣❧♦❜❛✉①✳ ❯♥ ét❛t ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s❡❝rèt❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts ❝♦rr♦♠♣✉s✱ à s❛✈♦✐r ❧❡s
❝❧❡❢s s❡❝rèt❡s ❡t ❧❡s ♦✛r❡s q✉✬✐❧ ♣r♦♣♦s❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s❡ss✐♦♥✳ ▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s
s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ♣r♦✈♦q✉é❡s ♣❛r ❧✬✐♥tr✉s✳ ■❧ ② ❛ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣♦✉r ❝♦rr♦♠♣r❡ ❞❡s
❛❣❡♥ts✱ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s s❡ss✐♦♥s ❡t ❢❛✐r❡ ❛✈❛♥❝❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳

✻✳✸✳✶ ▲❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡

❙♦✐t Π = ((P1, . . . , Pk), . . . ) ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ PInst ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s
q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ Pi✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s SPi

= {pi
1, p

i
2, . . .} ⊆ PInst q✉✐ ♥♦✉s s❡r✈❡♥t à ♥♦✉s ré❢ér❡r ❛✉

♣r♦❣r❛♠♠❡ Pi✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ p ∈ SPi
✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r Pi✳ ▲❡s

❡♥s❡♠❜❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ SPi
∩ SPj

= ∅✱ s✐ i 6= j✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s SP =
⋃

i SPi
∪ {⊥}

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
s♣é❝✐❛❧❡ ⊥ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r q✉❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡st t❡r♠✐♥é❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✵✳ ❯♥ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❛♥sM = SP × T ✳

▲✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❞❡rr✐èr❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✉♥ s✐t❡ r❡ç♦✐t ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ (p, m)✳ ■❧ ✐❞❡♥t✐✜❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ SPi

✱ t❡❧ q✉❡ p ∈ SPi
✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ❡①é❝✉t❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ Pi ❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡ m ❝♦♠♠❡

❡♥tré❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✶✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s Pi(m) ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ Pi ❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡ m ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡✳

✻✳✸✳✷ ▲❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥

❙♦✐t m1 ∈ T ✉♥ t❡r♠❡✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s P1, . . . , Pk ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ m1 ♣❛r Pi1(m1) = m2, Pi2(m2) =
m3, . . . , Pin(mn) = mn+1 ♦ù i1, . . . , in ∈ {1, . . . , k}✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❛ été ❝♦♥ç✉✳ ▲✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ♣♦✉rr❛✐t
❡ss❛②❡r ❞❡ ❢❛✐r❡ ❡①é❝✉t❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣ré✈✉❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡
s✉✐t❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ❧❡✉rs ❡♥tré❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t ♥♦✉s ❧❛ ❞é❝r✐✈♦♥s
♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s✳



✶✵✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✷✳ ❙♦✐t Π ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ❯♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❛♥s ExecHist =M∗ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡

❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ Π✳

❯♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ s❡ss✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ (pi,mi) ❞✬✉♥
❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❧❛ i✲✐è♠❡ ét❛♣❡ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ mi ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ i− 1✳ ◆♦✉s
❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞✬✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✸✳ ❙♦✐t h = (pi,mi)1≤i≤n ✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡s

♠❡ss❛❣❡s ❞❡ h ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

Msg(h) = {mi | (pi,mi) ❡st ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ h}.

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s Msg(∅) = ∅ ❡t✱ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ H ⊆ ExecHist ✱ Msg(H) =
⋃

h∈H Msg(h)✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❛♥s ✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ q✉✐ r❡✲
♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✹✳ ❙♦✐t h = (pi,mi)1≤i≤n ✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s

♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ h ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

Inst(h) = {pi | (pi,mi) ❡st ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ h}.

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s Inst(∅) = ∅ ❡t✱ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ H ⊆ ExecHist ✱ Inst(H) =
⋃

h∈H Inst(h)✳

✻✳✸✳✸ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ step
Π

➚ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ (p, m)✱ ✉♥ s✐t❡ ❞♦✐t ❡①é❝✉t❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛❞éq✉❛t✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱
♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ q✉✐ r❡♥✈♦✐❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❙✐ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐ ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ m✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ not❴accept ♣❛r ❞é❢❛✉t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✺✳ ❙♦✐❡♥t Π = ((P1, . . . , Pk), (. . . )) ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ❙♦✐t (p, m) ∈ M ✉♥ ♠❡ss❛❣❡✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ execΠ : SP × T → T a,n ♣❛r

execΠ(p, m) =











P1(m)[x← p] s✐ p ∈ SP1 ,
✳✳✳

✳✳✳
Pk(m)[x← p] s✐ p ∈ SPk

.

◆♦t♦♥s q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡s t❡r♠❡s r❡♥✈♦②és ♣❛r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x

s♦♥t r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❛❝t✉❡❧ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜t❡♥✐r ❞❡s
♥♦♥❝❡s ❢r❛✐s✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❝❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✷✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ tail q✉✐ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ q✉❡✉❡ ❞✬✉♥❡
❧✐st❡✳ P♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π = ((P1, . . . ), . . . )✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s SP1 ✳ ▲❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ P1 ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r



✻✳✸✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✶✵✾

❋♦♥❝t✐♦♥ P1

❊♥tré❡s ✿ m ∈ T

❙♦rt✐❡s ✿ l ∈ T
a,n
x

❜❡❣✐♥
s✐ m ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❧✐st❡ ❛❧♦rs

l = not❴accept

s✐♥♦♥
i = 1
l = [ ]
t❛♥t q✉❡ m 6= [ ] ❢❛✐r❡

l = nonce(x, i) :: l
m = tail(m)
i = i + 1

r❡t♦✉r♥❡r l
❡♥❞

P♦✉r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ p ∈ SP1 ❡t ❧❡ t❡r♠❡ [[ ], [ ], [ ]] ∈ T ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ execΠ(p, [[ ], [ ], [ ]]) =
P1([[ ], [ ], [ ]])[x← p] = nonce(x, 3) ::nonce(x, 2) ::nonce(x, 1) :: [ ][x← p] = [nonce(p, 3),nonce(p, 2),
nonce(p, 1)]✳ ❙✐ ♥♦✉s ✈❡✐❧❧♦♥s à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P1 ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s ré✉t✐❧✐sé❡s
❞❛♥s ❧❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ♥♦♥❝❡s ❢r❛✐s✳

❆♣rès ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛❞éq✉❛t ❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡ m ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡✱ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞♦✐t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✻✳ ❙♦✐t Π = ((P1, . . . , Pk), ((C1,1, . . . , C1,k), . . . , (Ck,1, . . . , Ck,k))) ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t change

Π
: SP × T × 2ExecHist → 2SP ♣❛r

change
Π
(p, m,H) =



























SPi
\ Inst(H) s✐ p ∈ SP1 ❡t ∃i ∈ {1, . . . , k}✱ t❡❧ q✉❡ C1,i(m) = 1,

SPi
\ Inst(H) s✐ p ∈ SP2 ❡t ∃i ∈ {1, . . . , k}✱ t❡❧ q✉❡ C2,i(m) = 1,

✳✳✳
✳✳✳

SPi
\ Inst(H) s✐ p ∈ SPk

❡t ∃i ∈ {1, . . . , k}✱ t❡❧ q✉❡ Ck,i(m) = 1,

{⊥} s✐♥♦♥.

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ♣♦✉r ✉♥ j ∈ {1, . . . , k} ❡t ✉♥
t❡r♠❡ m ∈ T ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ i ∈ {1, . . . , k}✱ t❡❧ q✉❡ Cj,i(m) = 1✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ ❝❡ i ❡①✐st❡✱
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ SPi

\ Inst(H) r❡♥✈♦②é ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ change
Π
❡st ❜✐❡♥ ❞ét❡r♠✐♥é✳ ❙✐ ❝❡ i ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s

♦✉ p =⊥✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {⊥} ❡st r❡t♦✉r♥é✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❞❡ ❢❛✐t ✉♥ ❛rrêt ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳

➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s execΠ ❡t change
Π
✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ step

Π
q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛

♣r♦❝❤❛✐♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π ♣♦✉r ✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞♦♥♥é✳ P♦✉r ♥❡
♣❛s ré✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❞é❥à✱ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ❛✉ss✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❤✐st♦r✐q✉❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞é❥à ❡①✐st❛♥t❡s✳ ❯♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ step

Π
❡st ❞♦♥♥é❡

❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✼✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ét❛♣❡ step
Π

: ExecHist ×
2ExecHist → ExecHist ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π✳ ▲❡ rés✉❧t❛t h ∈ ExecHist ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
step

Π
((pi,mi)1≤i≤n,H) ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿



✶✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s

❋♦♥❝t✐♦♥ step
Π

❊♥tré❡s ✿ (pi,mi)1≤i≤n ∈ ExecHist ✱ H ⊆ ExecHist

❙♦rt✐❡s ✿ h ∈ ExecHist

❜❡❣✐♥
s✐ pn =⊥ ❛❧♦rs

h = (pi,mi)1≤i≤n

s✐♥♦♥
m = execΠ(pn,mn)
s✐ m ∈ {accept ,not❴accept} ❛❧♦rs

h = (pi,mi)1≤i≤n(⊥,m)
s✐♥♦♥

❈❤♦✐s✐r p ∈ change
Π
(pn,mn,H)

h = (pi,mi)1≤i≤n(p, m)

r❡t♦✉r♥❡r ❤
❡♥❞

✻✳✸✳✹ ▲❡s ét❛ts ❣❧♦❜❛✉① ❡t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✽✳ ❯♥ ét❛t ❣❧♦❜❛❧ ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❛♥s GState = 2T × 2ExecHist ✳

❙♦✐t (Sec,H) ✉♥ ét❛t ❣❧♦❜❛❧✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Sec ❡st ❝❡♥sé ❝♦♥t❡♥✐r ❧❡s ♦✛r❡s ❡t ❝❧❡❢s s❡❝rèt❡s
❞❡s ❛❣❡♥ts ❝♦rr♦♠♣✉s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ H ❝♦♥t✐❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡ss✐♦♥✳ ▲✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ♣❡✉t ♣r♦✈♦q✉❡r ❧❡s é✈è♥❡♠❡♥ts
s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ❈❡s é✈è♥❡♠❡♥ts s♦♥t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✾✳ P♦✉r ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s tr♦✐s tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

✶✳ ❯♥ s✐t❡ s ∈ S ♣❡✉t êtr❡ ❝♦rr♦♠♣✉ ✿

(Sec,H)
corrupt(s)
−−−−−−−→ (Sec ∪ {dk(s), sk(s)} ∪ {off (s, r) | r ∈ R},H).

✷✳ ▲✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ♣❡✉t ❝ré❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s s❡ss✐♦♥s ✿

(Sec,H)
new(p,m)
−−−−−−→ (Sec,H ∪ {(p, m)})

♦ù p ∈ SP \Inst(H) ❡t m ∈ T ❡st ✉♥ t❡r♠❡✱ t❡❧ q✉❡ (Msg(H)∪Sec)\{accept ,not❴accept} ⊢ m✳

✸✳ ▲✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❛✈❛♥❝❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✿

(Sec,H)
advance(h)
−−−−−−−→ (Sec,H ′)

♦ù h ∈ H ❡t H ′ = H \ {h} ∪ {h′} ❛✈❡❝ h′ = step
Π
(h, H)✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r Trans = ({corrupt} × S) ∪ ({new} × SP × T ) ∪
({advance}×ExecHist)✳ ◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s Exec(Π) ⊆ GState(Trans×GState)∗ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛❝❡s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ t❡❧❧❡s q✉✬❡❧❧❡s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬ét❛t ❣❧♦❜❛❧ (∅, ∅) ❡t q✉❡ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s
ét❛ts ❣❧♦❜❛✉① s♦♥t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳

❙♦✐t Π = ((P1, . . . , Pk), ((C1,1, . . . , C1,k), . . . , (Ck,1, . . . , Ck,k))) ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞ét❛✐❧❧é ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✼✳✷✳✹✳



✻✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✶✶

✶✳ (Sec,H)
corrupt(s)
−−−−−−−→ (Sec′,H ′) ✿ ❈❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t à ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❝❧❡❢s

s❡❝rèt❡s dk(s) ❡t sk(s)✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♦✛r❡s off (s, r) ❞✬✉♥ s✐t❡ s ∈ S ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s r❡✲
q✉êt❡s r ∈ R✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥tr✉s ♣❡✉t ❝♦rr♦♠♣r❡ à t♦✉t ✐♥st❛♥t✳

✷✳ (Sec,H)
new(p,m)
−−−−−−→ (Sec′,H ′) ✿ ▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ new ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s❡ss✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡

❢❛✐r❡✱ ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ Pi ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉✐ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡
p ∈ SPi

✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ P♦✉r ❜✐❡♥
♣♦✉✈♦✐r ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❛♥s H✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s
❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s H✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ♣♦✉rr❛✐t ❝ré❡r ❞❡✉① ❤✐st♦r✐q✉❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ q✉✐ ❝♦ï♥✲
❝✐❞❡♥t ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s à ❞✐st✐♥❣✉❡r✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ✈♦✉❧♦♥s ♣❛s✳ ▲✬❛❞✈❡rs❛✐r❡
❞♦✐t ❛✉ss✐ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ t❡r♠❡ m ∈ T ❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ Pi ❡st ❡①é❝✉té✳
❈❡ t❡r♠❡ ❞♦✐t êtr❡ ❞é❞✉❝t✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ q✉✬✐❧
♥❡ ❞♦✐t ♣❛s s✬❛❣✐r ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s accept ❡t not❴accept ✳

✸✳ (Sec,H)
advance((pi,mi)1≤i≤n)
−−−−−−−−−−−−−−−→ (Sec′,H ′) ✿ ▲✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✬❡①é❝✉✲

t✐♦♥ h = (pi,mi)1≤i≤n ∈ H ❡t ❢❛✐r❡ ❛✈❛♥❝❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞✬✉♥❡ ét❛♣❡✳ ❈❡tt❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♥✈♦✐ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ (pn,mn) à ✉♥ s✐t❡✳ ▲✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
rés✉❧t❛♥t ❡st ❝❛❧❝✉❧é à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ step

Π
✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù pn =⊥ ♥♦✉s ❛✈♦♥s h′ = h✳ ▲✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ s❡ss✐♦♥ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s✱ ♣❛r❝❡ q✉❡
❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡st ❞é❥à ✜♥✐❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ pn ∈ SPi
♣♦✉r i ∈ {1, . . . , k} ❡t mn ∈ T ✱ ❧✬❤✐st♦✲

r✐q✉❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t h′ = (pi,mi)1≤i≤n(pn+1,mn+1) ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡
♥♦✉s ❛②♦♥s mn+1 = Pi(mn)✳ ▲❡ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ Pj à ❡①é❝✉t❡r✱ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛
❝♦♥st❛♥t❡ pn+1 ∈ SPj

✱ ❡st ❝❤♦✐s✐✱ ♣❛r❝❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Ci,j ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ mn✳

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❡♥❝♦r❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡✉① ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✿ s✐ mn+1 ∈ {accept ,not❴accept}✱ ❛❧♦rs
♥♦✉s ❛✈♦♥s pn+1 =⊥✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✜♥✐t à ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ s♦✐t
❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✭accept✮✱ s♦✐t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ✭not❴accept✮✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ❛rr✐✈❡✱ ❧♦rsq✉❡
t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s Ci,j s♦♥t ❢❛✉ss❡s ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ mn✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs✱ pn+1 =⊥ ♣❛r ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ change

Π
✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ❞✐t q✉❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♥✈♦✐ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ (pn,mn) à ✉♥ s✐t❡✳
◆♦t♦♥s q✉✬✉♥ s✐t❡ ❞♦✐t ❡①é❝✉t❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ Pi ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❧✬✐♥st❛♥❝❡ pn ❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡ mn

❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ❞❡ s♦♥ st❛t✉t ❞❡ ❝♦rr✉♣t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ❡st ❡♥ ❛♣♣❛r❡♥❝❡ ✉♥❡ r❡s✲
tr✐❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ ❧✬✐♥tr✉s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛❞♠❡tt♦♥s q✉❡ ❧❡ s✐t❡ ét❛♥t ❝❡♥sé ❡①é❝✉t❡r ❧❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡ Pi s♦✐t ❝♦rr♦♠♣✉ ❡t ❧✬✐♥tr✉s ♣✉✐ss❡ ❡①é❝✉t❡r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à s♦♥ ❣ré✱ ♠ê♠❡ ♥♦♥ ❞é✲
✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶
♠♦❞é❧✐s❡ t♦✉t ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐s❛❜❧❡✱ ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t ♣♦✉rt❛♥t ♣❛s ❝♦♥str✉✐r❡ ❞✬❛✉tr❡s
t❡r♠❡s q✉❡ ❝❡✉① q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ (Msg(H) ∪ Sec) \ {accept ,not❴accept}✱ à
❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s accept ❡t not❴accept q✉✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣❡✉t r❡♥✈♦②❡r✳ ◆♦✉s
❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ new ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❞✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s advance
❧✉✐ ❞♦♥♥❡ ❛✉t❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡①é❝✉t❡r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❛✈❡❝
❧❡ t❡r♠❡ mn✳ ▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ♥❡ s❡ ♠♦♥tr❡ êtr❡ q✉✬✉♥❡ ❛♣♣❛r❡♥❝❡✳

✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❢♦r✲
♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s✳ ❈♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ré❝✉rs✐✈✐té q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞✐st✐♥❣✉és ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✷✳✶✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ♣❛r♠✐ ❡✉① ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s



✶✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s

❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠♦❞é❧✐s❡r✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬ét✉❞✐❡r ❞❡s
q✉❡st✐♦♥s ❞❡ sé❝✉r✐té ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ✐♥tr✉s ♣✉✐ss❛♥t ❞✉ t②♣❡ ❉♦❧❡✈✲❨❛♦✳

▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ✿ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❝❤♦✐s✐ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ q✉✐ ♥♦✉s ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ têt❡✱ ♠❛✐s r✐❡♥ ♥❡ ♥♦✉s
❡♠♣ê❝❤❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛❧❣è❜r❡✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t
❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞✬❛✉tr❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❝✉rs✐✈❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❛r❜r❡s✱ ❡t❝✳ ❯♥
❞❡✉①✐è♠❡ ❛s♣❡❝t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❛
❢❛ç♦♥ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ré❝✉rs✐❢ ❞♦✐t êtr❡ ❞é❝r✐t✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣ré❢ér❡r♦♥s
❞❡ ❧❡ ❞é❝r✐r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣s❡✉❞♦✲❧❛♥❣❛❣❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡
réé❝r✐t✉r❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ q✉❡st✐♦♥s ❞❡
❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té✳

❯♥ ❞❡r♥✐❡r ❛s♣❡❝t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡s ♥♦♥❝❡s s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés✱
❝❛r ✐❧ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❧❡s ❢❛✐r❡ ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧s
s♦♥t ✉t✐❧✐sés✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✼

➱t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ✿ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1

▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬ét✉❞✐❡r ❡st ❛♣♣❡❧é ♣✉❜❧✐❝❧② ✈❡r✐✜❛❜❧❡ ❝❤❛✐♥❡❞ ❞✐❣✐t❛❧

s✐❣♥❛t✉r❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❞❛♥s ❬❑❆●✾✽❪✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ② ré❢ér♦♥s ♣❛r P1✱ ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥ q✉✐ à été ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r
❧❡s ❛✉t❡✉rs✳ ❈✬❡st ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♦ù ♥✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✱ ♥✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡st ❜♦r♥é✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉❡ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣r♦♣♦sé✳ ❈❡tt❡ ❞❡s✲
❝r✐♣t✐♦♥ ❡st très ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❡t ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♠♦❞é❧✐s❡r
❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ◆♦✉s ❝✐t♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s❛t✐s❢❛✐t s❡❧♦♥ ❧❡s
❛✉t❡✉rs✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ❡♥ ❛✈❛♥t ✉♥❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ❛♣♣❡❧é❡ ✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t✳
▲✬❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❧✬❛✣r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡
s❛t✐s❢❛✐t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❛♣♣❡❧é r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ q✉❡ ♥♦✉s ❡①♣❧✐✲
q✉♦♥s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s✬❡st ❛✈éré❡ ❢❛✉t✐✈❡ ❡t ♥♦✉s ❝✐t♦♥s
✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ q✉✐ ❛ été ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❛♥s ❬❘♦t✵✶❪✳

▲✬✐♥s✉✣s❛♥❝❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❞❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ♥♦✉s ♠è♥❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ à ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1✳ ➚ ❝❡tt❡ ✜♥✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ q✉✐ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧✬❛tt❛q✉❡ ❞é❝r✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❡①♣❧♦r❡r ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s q✉✐ ♣✉✐ss❡♥t r❡♠é✲
❞✐❡r ❛✉ ❞é❢❛✉t q✉❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣rés❡♥t❡ à ❧✬é❣❛r❞ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥
❛✈❛♥t✳ ▲❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s s♦♥t✱ ❡❧❧❡s ❛✉ss✐✱ ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡✳ ◆♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s
❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠❡♥t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s s❡r✈✐r ❞❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s tr♦✐s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ❡t ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦✲
❞✐✜é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r ❞❡✉① ♣❛r♠✐ ❡✉①✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ tr♦✐s✐è♠❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡
❡①✐st❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❜rè✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛tt❛q✉❡✳

◗✉♦✐q✉❡ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♥❡ s❛t✐s❢❛ss❡ ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t✱ ✐❧
♥♦✉s ♣❡r♠❡t ♣♦✉rt❛♥t ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s q✉✐ ♥♦✉s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❧❛ ♣r♦✉✈❡r
♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s✳

✼✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 ❡t s❡s ♣r♦♣r✐étés

◆♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛✲
♣✐tr❡ ✻ ✿ ✉♥ s✐t❡ ❡st ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ♦ù ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♠✐s❡s à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❡s s✐t❡s
s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♣✉✐ss❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❛✈❡❝ ❡✉①✳ ❉❡ ❧❛ ♣❛rt
❞✬✉♥ ❛❣❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s ❡t✱ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞✬✉♥ s✐t❡✱ ❡♥ ❞❡s ré♣♦♥s❡s✳
❯♥ ❛❣❡♥t ❡st ❧❛♥❝é ♣❛r ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r q✉✐✱ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ s✐t❡✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ré❝✉♣éré❡s
♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t à ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ♦✛r❡s✱ ❝❛r✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts

✶✶✸



✶✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ✿ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1

❞❡♠❛♥❞❡♥t ❞❡s ♣r✐① ❞❡s ❜✐❡♥s ❞és✐rés ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ▲❡s ❛❣❡♥ts q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s tr❛✈❛✐❧❧❡♥t
s✉r ❞❡s ❧✐st❡s✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s s♣é❝✐❛❧ ♦ù t♦✉s ❧❡s
♠❛✐❧❧♦♥s ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ s♦♥t ❞❡s s✐t❡s✱ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞✬✉♥ ✐t✐♥ér❛✐r❡✳

✼✳✶✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡

◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P✶✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬❑❆●✾✽❪✳ ■❧ s✬② ❛❣✐t ❞✬✉♥❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣rés❡♥té ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ❞❛♥s ❬❨❡❡✾✼❪✳ ■❧ ❛ été ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r ré❝✉♣ér❡r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ♦✛r❡s ❞✬✉♥ ❜✐❡♥ q✉✐ ❡①✐st❡♥t s✉r ❧❡s s✐t❡s ❞✉ rés❡❛✉✳ ❙♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿ ✉♥ ❛❣❡♥t st♦❝❦❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬♦✛r❡s q✉✬✐❧ ❛ ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ré♣♦♥s❡ ♣❛r ❞❡s s✐t❡s ❛✉①q✉❡❧s ✐❧ ❛
❞é❥à r❡♥❞✉ ✈✐s✐t❡✳ ❈❡tt❡ ❧✐st❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❛✐❧❧♦♥ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✐♥✐t✐❛❧ ❛ ❝réé ❧✉✐✲♠ê♠❡✳
▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛✐❧❧♦♥ s♣é❝✐❛❧ s❡ ❥✉st✐✜❡ ♣❛r ❞❡s r❛✐s♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❊♥ ❛rr✐✈❛♥t à ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
s✐t❡✱ ❧✬❛❣❡♥t tr❛♥s♠❡t ❧❛ r❡q✉êt❡ ❞✉ ❜✐❡♥ r❡❝❤❡r❝❤é✳ ❈♦♠♠❡ ré♣♦♥s❡✱ ❧❡ s✐t❡ ❧✉✐ tr❛♥s♠❡t ✉♥❡ ♦✛r❡✳
▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛❥♦✉t❡ ❝❡tt❡ ♦✛r❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ s♦♥ ✐t✐♥ér❛✐r❡✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ♦❜t❡♥✉
t♦✉t❡s ❧❡s ♦✛r❡s✱ ❧✬❛❣❡♥t r❡♥tr❡ ❝❤❡③ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✐♥✐t✐❛❧✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❡♥ ❡①❛♠✐♥❛♥t
❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♦✛r❡s✱ ❝❤♦✐s✐r ❧✬♦✛r❡ q✉✐ ❧✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥t✳

◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ❞❡s s✐t❡s s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ♣❛r S1, S2, . . . ✳ ❈❤❛q✉❡ s✐t❡ S ❞✐s♣♦s❡ ❞❡s ❝❧❡❢s ❞❡ ❝❤✐❢✲
❢r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r ek(S) ❡t dk(S)✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s st✐♣✉❧♦♥s
q✉❡ ❧❛ ❝❧❡❢ ek(S) ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❝❧❡❢ dk(S) ❝♦♠♠❡ ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s
❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ m ♣❛r {m}ek(S)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡
r❛✐s♦♥s ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s à ❝❤❛q✉❡ s✐t❡ S ❞❡✉① ❝❧❡❢s sk(S) ❡t vk(S)✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❡❢ ❡st s❡❝rèt❡
❡t s❡rt à s✐❣♥❡r✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ♣✉❜❧✐q✉❡ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞✉ s✐t❡✳
◆♦✉s ♥♦t♦♥s [m]sk(S) ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ m s✐❣♥é ♣❛r ❧❡ s✐t❡ S✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ s✐❣♥é [m]sk(S)✱
♥♦✉s ❝♦♥✈❡♥♦♥s q✉❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉✐ ♣❡✉t ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ m✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s hash(m) ❧❡ ❤❛❝❤é
❞❡ m✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❡st ♥♦té❡ ♣❛r ❧❡ s②♠❜♦❧❡ [ ]✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❧✐st❡ [S1, . . . , Sn] ❡st ✉♥
✐t✐♥ér❛✐r❡✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s Π ❧✬❛❣❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐ ❡st ❡♥✈♦②é à tr❛✈❡rs ❧❡ rés❡❛✉✳ ■❧ st♦❝❦❡ ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♦✛r❡s ❞é❥à ré❝✉♣éré❡s ❞❛♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥t❡r♥❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ♦❝❝✉♣♦♥s ♣❛s✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rs ❞✬✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡
❧❛ ❧✐st❡ q✉✐ ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t ❛❝t✉❡❧✱ ❡t❝✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♥✐ ❬❑❆●✾✽❪ ♥✐ ❬❨❡❡✾✼❪ ♥✬✐♥❞✐q✉❡♥t ❞✬♦ù ❧✬❛❣❡♥t
♦❜t✐❡♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t s♦♥ ✐t✐♥ér❛✐r❡✳ ■❧ s❡ ♣❡✉t ♠ê♠❡ q✉✬✐❧ s♦✐t ❝♦♥str✉✐t ❛✉ ❢✉r ❡t
à ♠❡s✉r❡ ❞❡ s♦♥ tr❛❥❡t à tr❛✈❡rs ❧❡ rés❡❛✉✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
❝♦♥♥❛ît ❞ès ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ s❡ss✐♦♥ ❧❡s s✐t❡s ♦ù ❧✬❛❣❡♥t s❡ r❡♥❞r❛✳

▲✬ét❛♣❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P✶ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Si → Si+1 : Π, [O1, . . . , Oi].

♦ù Oj = [{oj , rj}ek(S1), hj ]sk(Sj) ♣♦✉r 1 ≤ j ≤ i✱ ❛✈❡❝ hj = hash(Oj−1, Sj+1) ❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
j = 1✱ h1 = hash(r′1, S2)✳ ▲❡s oj r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♦✛r❡s tr❛♥s♠✐s❡s ❡t ❧❡s rj q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t
❞❛♥s ❧❡s Oj ❡t ❞❛♥s h1 s♦♥t ❞❡s ♥♦♥❝❡s ❝❤♦✐s✐s ♣❛r ❧❡s s✐t❡s Sj ✳ ▲❡s ♥♦♥❝❡s s❡r✈❡♥t à r❡♥❞r❡ ❧❡
♣r♦t♦❝♦❧❡ ✐♥✈✉❧♥ér❛❜❧❡ ❝♦♥tr❡ ❞❡s ❛tt❛q✉❡s à t❡①t❡ ❝❧❛✐r ❝❤♦✐s✐✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧✐st❡
❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❡①✐st❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs hj ❡st ❛♣♣❡❧é❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡

❝❤❛î♥❛❣❡✳ ❉✬✉♥❡ ❝ôté✱ ❡❧❧❡ ❞♦✐t ❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r Oj−1 ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♠♦❞✐✜é❡ s❛♥s ♠♦❞✐✜❡r
❧❛ ✈❛❧❡✉r Oj ❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ❝ôté✱ q✉❡ ❝✬❡st ✈r❛✐♠❡♥t ❧❡ s✐t❡ Sj+1 q✉✐ ❛❥♦✉t❡ ❧✬♦✛r❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❯♥❡ ❧✐st❡
❞❡ ♠❛✐❧❧♦♥s Oj q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✈❛❧✐❞❡✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ ✈❛❧✐❞❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s s✐t❡s Sj q✉✐ ♦♥t s✐❣♥é ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s Oj ❞❡✈r❛✐t
♣❡r♠❡ttr❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ r❡❝♦♥st✐t✉❡r ❧✬✐t✐♥ér❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t✳



✼✳✶✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 ❡t s❡s ♣r♦♣r✐étés ✶✶✺

S1

S2

Si−1

Si

Si+1

O1

O2

Oi

Oi+1

Oi−1

✳

✳

✳

[{o2, r2}ek(S1), hash(O1+2, S3+2)]sk(S2)

[{oi−1, ri−1}ek(S1), hash(Oi−2, Si+2)]sk(Si−1)

[{o1, r1}ek(S1), hash(r′1+2, S2+2)]sk(S1)

[{oi, ri}ek(S1), hash(Oi−1, Si+1)]sk(Si)

[{oi+1, ri+1}ek(S1), hash(Oi+2, Si+2)]sk(Si+1)

❋✐❣✳ ✼✳✶ ✕ ❈❤❛q✉❡ s✐t❡ Si ❣é♥èr❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ Oi✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ q✉✐
❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♠❛✐❧❧♦♥ Oi✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡
❝♦♥t✐❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t Oi−1 ❡t ❧❡ s✐t❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ Si+1✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞✉
♠❛✐❧❧♦♥ O1 ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✉♥ ♥♦♥❝❡ r′1 à ❞é❢❛✉t ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t✳

✼✳✶✳✷ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡

❙♦✐t ❧❛ ❧✐st❡ ❞✬♦✛r❡s [O1, . . . , On] ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P✶✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬❑❆●✾✽❪
r❡✈❡♥❞✐q✉❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P✶✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
r❡st❡ très ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ✿

✕ ❈♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r S1 ♣❡✉t ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ♦✛r❡s oi✱ 1 ≤ i ≤
n✳

✕ ◆♦♥✲r❡♣✉❞✐❛❜✐❧✐té✳ ❯♥ s✐t❡ Si ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♥✐❡r ❛✈♦✐r ❝♦♥str✉✐t ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ Oi✱ 2 ≤ i ≤ n✳
✕ ■♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t✳ ❆✉❝✉♥ ♠❛✐❧❧♦♥ Oi✱ i < n✱ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞✐✜é s❛♥s r♦♠♣r❡ ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡✱ t❛♥t q✉❡ ❧❡ s✐t❡ Sn ❡st ❤♦♥♥êt❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥❡ ré✈è❧❡ ♣❛s s❡s ❝❧❡❢s
s❡❝rèt❡s✳

✕ ■♥té❣r✐té ❡♥ ❛✈❛♥t ♣✉❜❧✐q✉❡♠❡♥t ✈ér✐✜❛❜❧❡✳ ❚♦✉t ❧❡ ♠♦♥❞❡ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ❧✐st❡ [O1, . . . , On]
s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡✳

✕ ❘és✐❧✐❡♥❝❡ ❝♦♥tr❡ ✉♥❡ ✐♥s❡rt✐♦♥✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✐♥sér❡r ❞❡ ♠❛✐❧❧♦♥ à ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ i < n

s❛♥s r♦♠♣r❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡✳
✕ ❘és✐❧✐❡♥❝❡ ❝♦♥tr❡ ❧❡ tr♦♥q✉❛❣❡✳ ▲❛ ❧✐st❡ [O1, . . . , On] ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ tr♦♥q✉❡r à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥

i < n✱ s❛✉❢ s✐ ❧❡ s✐t❡ Si ❡st ♠❛❧❤♦♥♥êt❡✳

✼✳✶✳✸ ■♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s
❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❬❑❆●✾✽❪✱ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 s❛t✐s❢❡r❛✐t ❝❡tt❡



✶✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ✿ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1

♣r♦♣r✐été✳ ❈❡❧❛ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♠❡ ❧✬❛tt❛q✉❡✱ tr♦✉✈é❡ ♣❛r ❬❘♦t✵✶❪✱ ♠♦♥tr❡✳ ❯♥❡
✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❛✉r❛✐t ❞♦♥❝ été s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡✱ ❛✜♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ❛tt❛q✉❡ ♥❡ ♣❛ss❡ ♣❛s ✐♥❛♣❡rç✉❡
❛✉ss✐ ❧♦♥❣t❡♠♣s✳

❆r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❢❛✉t✐✈❡

◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❬❑❆●✾✽❪✳ ❈❡tt❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s❡rt
❛✉① ❛✉t❡✉rs ♣♦✉r ét❛②❡r ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡
❡♥ ❛✈❛♥t✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ♣ré♠✐ss❡s ❞❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s♦♥t ❛ss✉♠é❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s♦✉s✲❡♥t❡♥❞✉❡✳
▲✬❛r❣✉♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❞✬✉♥❡ ♥❛t✉r❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ à ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡s
♣ré♠✐ss❡s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣ré♠✐ss❡ ❞❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s✐t❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❛
♠ê♠❡ ♦✛r❡✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❧✉✐ tr❛♥s♠❡t ❧❛ ♠ê♠❡ r❡q✉êt❡✳ ❈❡❧❛ ♥✬❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ✉♥
♠❛r❝❤é q✉✐ ♦❜é✐t à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧✬♦✛r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱
♣❛r❝❡ q✉✬✉♥ s✐t❡ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡ ♣♦✉rr❛✐t tr♦♥q✉❡r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬♦✛r❡s [O1, . . . , Oi, . . . On] à ❧❛ ♣♦s✐✲
t✐♦♥ i−1 ❡t ❧✬❡♥✈♦②❡r ❛✈❡❝ s♦♥ ❛❣❡♥t ❛✉ s✐t❡ Si✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛✐t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❧✐st❡ [O1, . . . , O

′
i, . . . O

′
n]

♦ù ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t Ok = O′
k ♣♦✉r i ≤ k ≤ n✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡ s✐t❡ Sn s♦✐t ❤♦♥♥êt❡✱ ❝❛r ❧❡s ♦✛r❡s

♣❡✉✈❡♥t ❝❤❛♥❣❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣ré♠✐ss❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ❛✈♦✐r été ♦✉❜❧✐é❡ ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♥♦♥❝❡s q✉✐

❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✐♠♣♦s❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
s✉r ❧❡s ♥♦♥❝❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣♦sé❡ s✉r ❧❡s ♦✛r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✉♥ s✐t❡ ✉t✐❧✐s❡
t♦✉❥♦✉rs ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦♥❝❡s✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❧✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝❤✐✛r❡r ❡t s✐❣♥❡r s♦♥ ♠❛✐❧❧♦♥✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr♦♥q✉❛❣❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ◗✉✬✉♥ ♥♦♥❝❡
s♦✐t ré♣été s❡♠❜❧❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❝♦♥tr❛✐r❡ ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ♥♦♥❝❡s q✉✐ ♣ré✈♦✐t q✉✬✐❧ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ré♣été✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡✱ s❡❧♦♥ ❧❡s ❛✉t❡✉rs✱ ❧❡s ♥♦♥❝❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♣ré✈❡♥✐r ❞❡s ❛tt❛q✉❡s à t❡①t❡
❝❧❛✐r ❝❤♦✐s✐✳ ❖r✱ ✉♥ ♥♦♥❝❡ q✉✐ ❡st t♦✉❥♦✉rs ré♣été ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s r❡♠♣❧✐r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣ré♠✐ss❡ q✉✐ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦✲
❝♦❧❡ P1 ❡st ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ s✐t❡ Sn q✉✐ ❛❥♦✉t❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ On ❡st ❤♦♥♥êt❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ On ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝❤❛♥❣é ♣❛r ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐❡✳ ▲✬❛tt❛q✉❡ q✉✐ ② ❡st ♣rés❡♥té❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❝r♦②❛♥❝❡
❡st ❢❛✉ss❡✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐❢ q✉✐ s❡rt à ét❛❜❧✐r ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥
❛✈❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 ✿ s♦✐t [O1, . . . , On] ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬♦✛r❡s ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦t♦✲
❝♦❧❡ P✶ ❡t s♦✐t Sn ✉♥ s✐t❡ ❤♦♥♥êt❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥ ✐♥tr✉s r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ On−1

♣❛r O′
n−1✳ ❙❛♥s ♣♦✉✈♦✐r ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ On✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ ❞♦✐t t♦✉❥♦✉rs êtr❡ s❛✲

t✐s❢❛✐t ♣♦✉r ❧❛ ❧✐st❡ [O1, . . . , O
′
n−1, On]✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧♦♥ On ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ [{on, rn}ek(S1), hn]sk(Sn) ♦ù

hn = hash(On−1, Sn+1)✳ P♦✉r q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛✈♦✐r
hash(O′

n−1, Sn+1) = hash(On−1, Sn+1)✳ P❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉✬♦♥ ❢❛✐t ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✐❞é❛❧❡s✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r x ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r y ❞♦♥♥é❡✱ t❡❧❧❡
q✉❡ hash(x) = y✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ O′

n−1 ❡t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r On−1 s❛♥s
♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ On✳ ▲❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉① ♠❛✐❧❧♦♥s Oi✱ 1 ≤ i < n− 1✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ♥✬❡st ❞é✜♥✐ q✉✬à ❧✬é❣❛r❞ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❛❣❡♥t✳ ❙♦✐❡♥t ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ [O1, . . . , On] ❡t [O′

1, . . . , O
′
n] ❞❡✉① ❧✐st❡s ❞♦♥t ❧❡s ♦✛r❡s ♦♥t été ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣❛r ❞❡✉① ❛❣❡♥ts

❡t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t été ❝réé❡s ♣❛r ❧❡s s✐t❡s S1, . . . , Sn ❡t S′
1, . . . , S

′
n✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧ s❡ ♣✉✐ss❡ q✉❡ ❧❡

s✐t❡ Sn = S′
n s♦✐t ❤♦♥♥êt❡✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♣❛s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s Oi = O′

i ♣♦✉r 1 ≤ i < n✱ ♣❛r❝❡
q✉✬✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ❞❡✉① s✐t❡s Si ❡t S′

i t❡❧s q✉❡ Si 6= S′
i✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s Oi ❡t O′

i ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t é❣❛✉①✳



✼✳✶✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 ❡t s❡s ♣r♦♣r✐étés ✶✶✼

❘❡♠❛rq✉♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt ❡♥ ❛✈❛♥t ♥✬❡①❝❧✉t ♣❛s q✉❡ ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ♣❡✉t tr♦♥✲
q✉❡r ❧❛ ❧✐st❡ ♣♦✉r ❡♥ ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ✐t✐♥ér❛✐r❡ ♠♦❞✐✜é✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ Oi ♥❡
♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♠♦❞✐✜é✱ ❛❧♦rs✱ à ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬✉♥ tr♦♥q✉❛❣❡✱ ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❧❡s ♦✛r❡s ❞♦✐t t♦✉❥♦✉rs
♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ✐t✐♥ér❛✐r❡ ♣♦✉r ♣rés❡r✈❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡✳

❆tt❛q✉❡

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞♦♥♥é❡ ❝✐✲❞❡ss✉s r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ q✉❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♠❛✐❧❧♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ♣❛r✲
t✐❡❧❧❡ [O1, . . . , On] ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♠♦❞✐✜é✱ t❛♥t q✉❡ ❧✬✐♥tr✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❧❛ ❝❧❡❢ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡
❞✉ s✐t❡ Sn✳ ❈❡❧❛ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♠❡ ❧✬❛tt❛q✉❡ ❞❡ ❬❘♦t✵✶❪ ❧❡ ♠♦♥tr❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ s✉✐✈❛♥t ✿ s♦✐t [O1, . . . , On] ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬♦✛r❡s ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦t♦✲
❝♦❧❡ P✶✳ ▲❡s ♦✛r❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡s s✐t❡s S1, . . . , Sn ♦ù Sn ❡st ✉♥ s✐t❡ ♥♦♥ ❝♦rr♦♠♣✉✳
▲✬❛❣❡♥t Π ❛rr✐✈❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❧✐st❡ à ✉♥ s✐t❡ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡ S✳ ❈❡ s✐t❡ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ❡♥t✐❡r i ∈ {1, . . . , n}
❡t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s✐t❡ S′

i+1✳ ■❧ ❡♥✈♦✐❡ s♦♥ ♣r♦♣r❡ ❛❣❡♥t ΠS ♣♦✉r ❞❡♠❛♥❞❡r ❛✉ s✐t❡ Si ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♦✛r❡ ✿

S → Si : ΠS , [O1, . . . , Oi−1]

Si → S′
i+1 : ΠS , [O1, . . . , Oi−1, O

′
i]

S′
i+1 → S : ΠS , [O1, . . . , Oi−1, O

′
i, O

′
i+1]

❆♣rès ❛✈♦✐r r❡ç✉ ❧❛ ❧✐st❡ [O1, . . . , Oi−1, O
′
i, O

′
i+1]✱ ❧❡ s✐t❡ S ❡♥❧è✈❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ O′

i+1✱ ♣✉✐s ✐❧ ♣♦s❡
i′ = i + 1 ❡t ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s✐t❡ S′

i′+1✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❧✬ét❛♣❡ ❞é❝r✐t❡ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝✱ r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s s✐t❡s S′

i+1 ❡t S′
i′+1 ❞❛♥s ❧❡s rô❧❡s ❞❡s s✐t❡ Si ❡t ❧❡ s✐t❡ S′

i+1✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❢❛✐t
❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❧✐st❡ [O1, . . . , O

′
i, . . . , O

′
k] ♦ù k ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t é❣❛❧ à n ❡t

O′
k = [{o′k, r

′
k}ek(S1), h

′
k]sk(S′

k
) ❛✈❡❝ h′

k = hash(O′
k−1, S)✱ ❧❡ s✐t❡ S ❛❥♦✉t❡ s♦♥ ♣r♦♣r❡ ♦✛r❡ ❡t ❡♥✈♦✐❡

❧✬❛❣❡♥t ♦r✐❣✐♥❛❧ Π ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❧✐st❡ ❛✉ ♣r♦❝❤❛✐♥ s✐t❡✳
❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❡r♠❡t à ✉♥ s✐t❡ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ✉♥❡ ❧✐st❡ [O1, . . . , Oi, . . . , On]✱

❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ❞❡s s✐t❡s ❤♦♥♥êt❡s S1, . . . , Sn ❡♥ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❛❧téré❡ [O1, . . . , O
′
i, . . . , O

′
n]✱ ❝♦♥str✉✐t❡

♣❛r ❧❡s ♠ê♠❡s s✐t❡s✱ ♠❛✐s ♦ù ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t Ok 6= O′
k ♣♦✉r i ≤ k ≤ n✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❡st

♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✈r❛✐❡✱ s✐ ❧✬❛❣❡♥t ΠS ♥❡ tr❛♥s♠❡t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ r❡q✉êt❡ ❛✉① s✐t❡s Sk✳ ▲❛ ❧✐st❡ ❛❧téré❡
s❛t✐s❢❛✐t ♣♦✉rt❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡✳ ◆♦✉s ✈♦②♦♥s q✉❡ ❧✬❤♦♥♥êt❡té ❞✉ s✐t❡ Sn ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s
q✉❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ On ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝❤❛♥❣é✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡❧❧❡ ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡
❡♥ ❛✈❛♥t ♥♦♥ ♣❧✉s✳

▲✬❛tt❛q✉❡ ♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥ s✐t❡ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡ S ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ♣❛ss❡r ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r S1✳ ❈✬❡st ❧❡
❝❛s ♣❛r❝❡ q✉❡ ❝✬❡st ❝❡ s✐t❡ q✉✐ ❛ s✐❣♥é ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦✛r❡ O1✳ ▲❡s s✐t❡s q✉✐ ❛❥♦✉t❡♥t s✉❜séq✉❡♠♠❡♥t
❧❡✉rs ♦✛r❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ❛♠❡♥és à ♣❡♥s❡r q✉❡ ❝✬❡st S1 q✉✐ ❧❡✉r tr❛♥s♠❡t ✉♥❡ r❡q✉êt❡✳ ❯♥
❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❡①♣❧♦✐t❡r ❝❡tt❡ ❛tt❛q✉❡ s❡r❛✐t ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r S1 ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡s ♦✛r❡s
❞✬✉♥ ❜✐❡♥ ♠♦✐♥s ❝❤❡r q✉✬✉♥ ♣r✐① p✳ ▲❡ s✐t❡ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡ S ✉t✐❧✐s❡ s♦♥ ❛❣❡♥t ♣♦✉r ❞❡♠❛♥❞❡r ❞❡s
♦✛r❡s ♣♦✉r ✉♥ ♣r✐① ♠♦✐♥s ❝❤❡r q✉❡ 0✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ❛❥♦✉t❡ s♦♥ ♦✛r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r✐① p à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡✱ ❛✈❛♥t ❞❡ r❡♥✈♦②❡r ❧✬❛❣❡♥t Π à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r S1✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬♦✛r❡s
♠♦✐♥s ❝❤èr❡s q✉❡ 0✱ ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡ s✐t❡ S ❛✐t ❢❛✐t ❧❛ s❡✉❧❡ ♦✛r❡✳

■❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r q✉❡ ❝❡tt❡ ❛tt❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st
✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧❡ s✐t❡ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡ S ♣✉✐ss❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬✐t✐♥ér❛✐r❡ ❞❡ s♦♥ ❛❣❡♥t✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧✬❛❣❡♥t ΠS

♥✬✐r❛✐t ♣❡✉t✲êtr❡ ♣❛s ❛✉ s✐t❡ Si✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞r❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ ✐♥✈❛❧✐❞❡✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱
❧✬❛❣❡♥t Π ❞♦✐t ❛❝❝❡♣t❡r q✉❡ ❧❡ s✐t❡ S ❝❤❛♥❣❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♦✛r❡s ❡♥ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❧✐st❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❛✈❛♥t
q✉✬✐❧ ❛❥♦✉t❡ s♦♥ ♣r♦♣r❡ ♦✛r❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❛❣❡♥ts q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é❡
❞❛♥s ❬❑❆●✾✽❪✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝❧❛✐r✱ s✐ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳



✶✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ✿ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1

✼✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts
♣❡✉ ❝❧❛✐rs ❞❛♥s ❬❑❆●✾✽❪✱ ♠❛✐s ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ✈✐s♦♥s ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡
♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♦❜❧✐❣és ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s s✉r ❝❡s ♣♦✐♥ts✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✐t✐♥ér❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t Π✳ ❉❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s s❡♠❜❧❡♥t
❛ ♣r✐♦r✐ ♣♦ss✐❜❧❡s ✿ s♦✐t ❧✬✐t✐♥ér❛✐r❡ ❡st ❝♦♥♥✉ ❞ès ❧❡ ❞é❜✉t ❞✉ tr❛❥❡t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t✱ s♦✐t ✐❧ s❡ ❝♦♥str✉✐t
❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ tr❛❥❡t✳ ◆♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛♥t❡✱ ❝❛r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧✐st❡ ❞❡♠❛♥❞❡r❛✐t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡①✐❣❡❛♥t❡s s✉r ❧✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✳ ◗✉♦✐q✉❡
❞❡s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s s❡♠❜❧❛❜❧❡s ❡①✐st❡♥t ❬❉❊❲✾✼✱ ❈▼✾✻❪✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✉❝✉♥❡ ♥✬❛ été
✐♠♣❧❛♥té❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t Π ❝♦♥♥❛ît ❧✬✐t✐♥ér❛✐r❡ ❞ès ❧❡ ❞é❜✉t
❞❡ s♦♥ tr❛❥❡t ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❝♦♥♥❛ît ❝❡t ✐t✐♥ér❛✐r❡✳ ■❧ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡♠❡♥t
êtr❡ ♠♦❞✐✜é✱ s❛♥s q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r s✬❡♥ r❡♥❞❡ ❝♦♠♣t❡✳

❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧✬❛❣❡♥t Π ❞♦✐t s✬❛✉t❤❡♥t✐✜❡r ❛✉♣rès ❞❡s s✐t❡s ✈✐s✐tés✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛✲
t✉r❡❧❧❡ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ❝❡❧❧❡ ♦ù ❧❡s s✐t❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠❛✐❧❧♦♥ ♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡
s✐t❡ q✉✐ ❛ ❞é♠❛rré ❧❛ s❡ss✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ tr❛♥s♠✐s❡
♥✬❡st ♥✐ ❝❤✐✛ré❡✱ ♥✐ s✐❣♥é❡✳ ▲❡s s✐t❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s s✉♣♣♦s❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❛✉t❤❡♥t✐q✉❡✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s ✿ ❧❛ r❡q✉êt❡ R✱ ❧✬✐t✐♥é✲
r❛✐r❡ S1, . . . , Sn ❡t ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♦✛r❡s ❞é❥à ♦❜t❡♥✉❡s O0, . . . , Oi✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❧✉✐✲
♠ê♠❡ ❛❥♦✉t❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦✛r❡ O0 ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧✐st❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ ❝♦rr❡❝t❡✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✱ ♠❛✐s t♦✉❥♦✉rs ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ✿

➱t❛♣❡ 0 ✿ U → S1 ✿ [R, [S1, . . . , Sn], [O0]]
➱t❛♣❡ i ✿ Si → Si+1 ✿ [R, [S1, . . . , Sn], [O0, . . . , Oi]]
➱t❛♣❡ n ✿ Sn → U ✿ [R, [S1, . . . , Sn], [O0, . . . , On]]

✼✳✷✳✶ ▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P1

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P1 ❡st ❝❡♥sé êtr❡ ❡①é❝✉té ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ■❧ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
♠❡ss❛❣❡✳ ■❧ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡t ❧❛ r❡q✉êt❡✱ ❡t
✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡s s✐t❡s ❞♦♥t ♦♥ ✈❡✉t ❝♦❧❧❡❝t❡r ❧❡s ♦✛r❡s✳ ■❧ é♠❡t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❡ss❛❣❡ q✉✐ ❧❛♥❝❡
❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ◆♦t♦♥s ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ·̆✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ♠❛rq✉♦♥s ❧❡
s✐t❡ q✉✐ ❞♦✐t ❛❥♦✉t❡r s♦♥ ♦✛r❡ à ❧✬ét❛♣❡ ♣r♦❝❤❛✐♥❡✳

❋♦♥❝t✐♦♥ P1

❊♥tré❡s ✿ 〈〈u, r〉, [s1, . . . , sn]〉✱ ♦ù u, s1, . . . , sn ∈ S, r ∈ R ❡t [s1, . . . , sn] ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡
❙♦rt✐❡s ✿ m ∈ T

a,n
x ♦✉ not❴accept s✐ ❧✬❡♥tré❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛tt❡♥❞✉❡

❜❡❣✐♥
m = [r, [s̆1, . . . , sn], [[{off (u, r),nonce(x, 1)}ek(u), hash(〈nonce(x, 2), s1〉)]sk(u)]]
r❡t♦✉r♥❡r m

❡♥❞

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P2

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P2 ❛❥♦✉t❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❧✬♦✛r❡ ❞✬✉♥
s✐t❡ q✉✐ ✜❣✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s s✐t❡s✳ P♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ s✐t❡ ❛✉ ♥♦♠ ❞✉q✉❡❧ ✐❧ ❞♦✐t ❛❥♦✉t❡r ✉♥❡
♦✛r❡✱ ✐❧ s✬♦r✐❡♥t❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ·̆ q✉✐ ❛✈❛♥❝❡ ❛♣rès ❞✬✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡✳ ❙✐ ❧❡ s✐t❡



✼✳✷✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 ✶✶✾

❛❝t✉❡❧ ❡st ❧❡ ❞❡r♥✐❡r é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P2 ôt❡ ❝❡ ♠❛rq✉❡✉r✳ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P2

❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

❋♦♥❝t✐♦♥ P2

❊♥tré❡s ✿ [r, s,o ::o :: [ ]] ♦ù r ∈ R✱ ❧✬✐t✐♥ér❛✐r❡ s ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ·̆✱ o ❡st ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♦✛r❡ ❡t o
s♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ♦✛r❡s ❛❥♦✉té❡s ❛✉♣❛r❛✈❛♥t

❙♦rt✐❡s ✿ m ∈ T
a,n
x ♦✉ not❴accept s✐ ❧✬❡♥tré❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛tt❡♥❞✉❡

❜❡❣✐♥
✴✯ ♥♦✉s ❞é♥♦t♦♥s u ❧❡ s✐t❡ q✉✐ ❛ s✐❣♥é ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦❢❢r❡ ❞❡ ❧❛ ✯✴

✴✯ ❧✐st❡ o ::o :: [ ] ✯✴

s✐ s = [s1, . . . , s̆n] ❛❧♦rs
m = [r, [s1, . . . , sn],o ::o :: [{off (sn, r),nonce(x, 1)}ek(u), hash(〈o, u〉)]sk(sn) :: [ ]]

s✐♥♦♥
✴✯ s ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ [. . . , s̆i, si+1, . . . ] ♦ù i < n ✯✴

m = [r, [. . . , si, s̆i+1, . . . ],
o ::o :: [{off (si, r),nonce(x, 1)}ek(u), hash(〈o, si+1〉)]sk(si) :: [ ]]

r❡t♦✉r♥❡r m
❡♥❞

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3 ❡st ❡①é❝✉té ❛✉ ♥♦♠ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ■❧ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡
❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ r❡✈❡♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ♣♦✉r ❧❡
♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 ❞❛♥s ❬❑❆●✾✽❪ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳
◆♦✉s ❢♦r♠✉❧♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3 ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧✬✐t✐♥ér❛✐r❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡
♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ♦✛r❡s✳ ■❧ ❡st ❡♥ t♦✉t ❝❛s ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❝♦♥♥✉ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡t ♥♦♥ ♣r♦té❣é ❝♦♥tr❡
❞❡s ❛❧tér❛t✐♦♥s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ✜❛❜❧❡ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❜❛s❡r s❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥
s✉r ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❢❛✐s♦♥s ♣❛s ❛tt❡♥t✐♦♥ ❛✉ s✐t❡ s ❡t ❧❛ r❡q✉êt❡ r ❝♦♥t❡♥✉s
❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♦✛r❡ off (s, r)✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♠❛✐❧❧♦♥ ❝♦♥t✐❡♥t ✈r❛✐♠❡♥t
✉♥❡ ♦✛r❡ ❡t ♣❛s ✉♥ ❛✉tr❡ t❡r♠❡ à s❛ ♣❧❛❝❡✳



✶✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ✿ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1

❋♦♥❝t✐♦♥ P3

❊♥tré❡s ✿ [m1,m2, o0 :: . . . ::on :: [ ]] ∈ T

❙♦rt✐❡s ✿ m ∈ {accept ,not❴accept}
❜❡❣✐♥

✴✯ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s a, b, s, r, u, v, y ✯✴

m = accept

s✐ o0 ♥❡ s✬✉♥✐✜❡ ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡ [{off (s, r), v}ek(u), hash(〈y, a〉)]sk(b)
♦✉ o1 ♥✬❡st ♣❛s s✐❣♥é ♣❛r ❧❛ ❝❧❡❢ sk(a) ❛❧♦rs

m = not❴accept

♣♦✉r i = 1 à n− 1 ❢❛✐r❡
s✐ oi ♥❡ s✬✉♥✐✜❡ ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡ [{off (s, r), v}ek(u)hash(〈oi−1, a〉)]sk(b)

♦✉ oi+1 ♥✬❡st ♣❛s s✐❣♥é ♣❛r ❧❛ ❝❧❡❢ sk(a) ❛❧♦rs
m = not❴accept

s✐ on ♥❡ s✬✉♥✐✜❡ ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡ [{off (s, r), v}ek(u), hash(〈on−1, a〉)]sk(b) ❛❧♦rs
m = not❴accept

r❡t♦✉r♥❡r m
❡♥❞

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3 ❞♦✐t tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❛✐❧❧♦♥ o0 ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ sé♣❛ré♠❡♥t✱ ❝❛r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥
♥♦♥❝❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ♦✛r❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r ♠❛✐❧❧♦♥ on ❞♦✐t êtr❡
tr❛✐té sé♣❛ré♠❡♥t✱ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ t❡st❡r✱ s✐ ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ♠❛✐❧❧♦♥ ❡st s✐❣♥é ❛✈❡❝
❧❛ ❝❧❡❢ ❝♦rr❡❝t❡✳

✼✳✷✳✷ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1

▲❡s s❡✉❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛❧❧❡r ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P1

✈❡rs ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P2✱ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P2 ❡t ❞✬❛❧❧❡r ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P2 ✈❡rs ❧❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ P3✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s C1,2✱ C2,2 ❡t C2,3✳ ❙♦✐t m ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ [r, s,o] ♦ù s = [s1, . . . , sn] ❛✈❡❝ s1, . . . , sn ∈ S✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥ q✉❡st✐♦♥ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

✕ C1,2(m
′) = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ m′ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ 〈〈u, r〉, [s1, . . . , sn]〉 ♦ù r ∈ R

❡t u, s1, . . . , sn ∈ S✱
✕ C2,2(m) = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [. . . , s̆i, si+1, . . . ] ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ·̆ ❡t
✕ C2,3(m) = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [. . . , s̆n] ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ·̆✳

❚♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❢❛✉ss❡s✳ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 ❡st ❞♦♥❝ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t s♣é❝✐✜é
♣❛r

P1 = ((P1, P2, P3), ((C1,1, C1,2, C1,3), (C2,1, C2,2, C2,3), (C3,1, C3,2, C3,3))).

✼✳✷✳✸ ■♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ♣♦✉r ♥♦✉s ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬❑❆●✾✽❪ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❡ ❞❡✉① ♠❛✐❧❧♦♥s
s♦♥t é❣❛✉①✱ s✬✐❧s s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ❛✉ ♣❧✉s ♣❛r ❧❡s ♥♦♥❝❡s✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥
❞✬é❣❛❧✐té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✵✳ ❙♦✐❡♥t o = [{v1, v2}ek(u), hash(t1, t2)]sk(s) ❡t o′ = [{v′1, v
′
2}ek(u′), hash(t′1, t

′
2)]sk(s′)

❞❡✉① t❡r♠❡s ❞❛♥s T ✳ ◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ o ❡t o′ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✱ ♥♦té o ≃ o′✱ s✐ v1 = v′1✱ u = u′✱
t2 = t′2 ❡t s = s′✳ ❙✐ t1 ♦✉ t′1 ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ nonce(p, i)✱ ♥♦✉s ❡①✐❣❡♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ t1 = t′1✳



✼✳✷✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 ✶✷✶

❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧♦♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ❡t ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❧❡ s✐t❡ q✉✐ ❛ s✐❣♥é ✉♥ ♠❛✐❧❧♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
♥♦✉s ❞é✜♥✐ss✐♦♥s ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✶✳ ❙♦✐t m = [o0, . . . , on] ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [v]sk(s)✱ s✐❣♥és r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ❝❧❡❢s ❞❡ s0, . . . , sn✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s OFF i(m) = oi✱ SITE i(m) = si

❡t length(m) = n✳

❯♥ t❡r♠❡ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦r♠❡✱ ❛✜♥ q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s OFF ✱ SITE

❡t length✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❡st ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s t❡r♠❡s m✱ t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3 ❧✬❛❝❝❡♣t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s P3(m) = accept ✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♥♦✉s ❞✐t q✉❛♥❞ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ t♦✉t ❝❛s
❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

▲❡♠♠❡ ✶✽✳ ❙♦✐t tr ∈ Exec(P1) ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ét❛t ❣❧♦❜❛❧ (Sec,H)
❛✈❡❝ h = (p1,m1) . . . (pk,mk)(⊥, accept) ∈ H s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ét❛t ❣❧♦✲

❜❛❧ (Sec′,H ′)✱ t❡❧ q✉❡ h′ = (p1,m1) . . . (pk,mk) ∈ H ′ ❡t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ advance(h′) ❡t ♥♦✉s

❛✈♦♥s pk ∈ SP3 ❡t P3(mk) = accept ✳

Pr❡✉✈❡✳ =⇒ ✿ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù h = (⊥, accept)✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❢❛ç♦♥
❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥s✐st❡ q✉✬❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ét❛♣❡ ❡st ❞❡ ♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ new(⊥, accept)✳ ❖r✱ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ accept ♥✬❡st ♣❛s ❞é❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳
◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ ❝❡ ❝❛s ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù h = (p1,m1) . . . (pk,mk)(⊥, accept) ❛✈❡❝ k ≥ 1✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❢❛✲
ç♦♥ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞é❥à ❡①✐st❛♥t ❡st ❞❡ ♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ advance✳
■❧ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❡①✐st❡r ✉♥ ét❛t ❣❧♦❜❛❧ (Sec′,H ′) t❡❧ q✉❡ h′ = (p1,m1) . . . (pk,mk) ∈ H ′ ❡t ❧❛ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ advance(h′) tr❛♥s❢♦r♠❡ h′ ❡♥ h✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s h = step

P1
(h′,H ′)✳ P♦✉r q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡

ét❛♣❡ ❞❡ h ❛✐t ❧❛ ❢♦r♠❡ (⊥, accept)✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛✈♦✐r pk 6=⊥ ❡t accept = execP1(pk,mk)✳ ➱t❛♥t
❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3 s❡✉❧ ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ r❡♥✈♦②❡r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ accept ✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s
q✉❡ pk ∈ SP3 ❡t P3(mk) = accept ✳
⇐= ✿ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ét❛t ❣❧♦❜❛❧ (Sec′,H ′)✱ t❡❧ q✉❡ h′ = (p1,m1) . . . (pk,mk) ∈ H ′ ❛✈❡❝

pk ∈ SP3 ❡t P3(mk) = accept ✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ advance(h′) ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛
tr❛❝❡ tr ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ét❛t ❣❧♦❜❛❧ (Sec,H) t❡❧ q✉❡ h ∈ H ❛✈❡❝ h = step

P1
(h′,H ′)✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡

pk ∈ SP3 ❡t P3(mk) = accept ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s h = (p1,m1) . . . (pk,mk)(⊥, accept)✳

❆✐♥s✐✱ s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ q✉✐ ✜♥✐t ❛✈❡❝ ❧✬ét❛♣❡ (⊥, accept)✱ ❛❧♦rs ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s OFF ✱ SITE ❡t length s♦♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ q✉✐ ✜❣✉r❡ ❞❛♥s ❧✬❛✈❛♥t✲❞❡r♥✐èr❡
ét❛♣❡✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♥✬❡st ❞é✜♥✐❡ q✉✬à ❧✬é❣❛r❞ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❛❣❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♦ù
♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❞❡✉① ❧✐st❡s ❞✬♦✛r❡s ❝♦❧❧❡❝té❡s ♣❛r ❞❡✉① ❛❣❡♥ts ❞✐✛ér❡♥ts✱ ✐❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉✬❡❧❧❡s
♣❡✉✈❡♥t ❞✐✛ér❡r✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧✬✐t✐♥ér❛✐r❡ ❞❡ ❞❡✉① ❛❣❡♥ts ♥✬❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛s été ❧❡ ♠ê♠❡ ♦✉ ❧❛
r❡q✉êt❡ ❛ été ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❞♦♥❝ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ❧✐st❡s ❞♦♥t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠❛✐❧❧♦♥s
s♦♥t s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t é❣❛✉①✳ ▲✬é❣❛❧✐té ❞❡s ♥♦♥❝❡s ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s ❝❡s ♠❛✐❧❧♦♥s ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ♥♦✉s ♥❡
❝♦♠♣❛r♦♥s q✉❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❞♦♥t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠❛✐❧❧♦♥s ♦♥t été ❝ré❡s ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✬✉♥
♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❝✬❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ❛❣❡♥t q✉✐ ❛ ❝♦♠♠❡♥❝é à ❝♦❧❧❡❝t❡r
❧❡s ♦✛r❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ min(❴,❴) q✉✐ r❡t♦✉r♥❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡
❞❡✉① ❡♥t✐❡rs✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✷✳ ◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t✱
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐



✶✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ✿ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1

✕ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❝❡s tr ∈ Exec(P1)✱
✕ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s h = (p1,m1) . . . (pk,mk) (⊥, accept) ❡t h′ = (p′1,m

′
1) . . . (p′k′ ,m

′
k′)

(⊥, accept) ❞❡ tr ✱ t❡❧s q✉❡ OFF 0(mk) ❡t OFF 0(m
′
k′) s♦♥t s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t é❣❛✉①✱

✕ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s j ∈ {0, . . . ,min(length(mk), length(m′
k′))}✱ t❡❧s q✉❡ SITE j(mk) = SITE j(m

′
k′)

s✐ ❧❡ s✐t❡ SITEj(mk) ♥✬❡st ♣❛s ❝♦rr♦♠♣✉✱ ❛❧♦rs OFF i(mk) ≃ OFF i(m
′
k′) ♣♦✉r i ∈ {0, . . . , j}✳

✼✳✷✳✹ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡
❧✬❛tt❛q✉❡ q✉✐ ❛ ❞é❥à été ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✼✳✶✳✸✳ P♦✉r ❧❡s tr♦✐s ♣r♦❣r❛♠♠❡s P1✱ P2 ❡t P3

❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s SPi
= {pi

j | j ∈ N, i = 1, 2, 3}✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s
♣❛r ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1✳

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳

(∅, ∅)
new(p1

1,m1)
−−−−−−−→ (∅, {h1})

♦ù h1 = (p1
1,m1) ❛✈❡❝ p1

1 ∈ SP1 \ Inst(∅) ❡t ∅ ⊢ m1 = 〈〈u, r〉, [s1, s2]〉 ∈ T ✳

✷✳ ➱t❛♣❡✳

(∅, {h1})
advance(h1)
−−−−−−−−→ (∅, {h2})

♦ù h2 = step
P1

(h1, {h1}) = h1(p
2
1,m2) ❛✈❡❝ m2 = execΠ(p1

1,m1) = P1(m1)[x ← p1
1] =

[〈u, r〉, [s̆1, s2], [o0]] ♦ù o0 = [{off (u, r),nonce(p1
1, 1)}ek(u), hash(〈nonce(p1

1, 2), s1〉)]sk(u)✳
◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s p2

1 ∈ change
P1

(p1
1,m1, {h1}) = SP2 \ Inst(h1)✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ p1

1 ∈ SP1 ❡t
C1,2(m1) = 1✳

✸✳ ➱t❛♣❡✳

(∅, {h2})
advance(h2)
−−−−−−−−→ (∅, {h3})

♦ù h3 = step
P1

(h2, {h2}) = h2(p
2
2,m3) ❛✈❡❝ m3 = execP1(p

2
1,m2) = P2(m2)[x ← p2

1] =
[〈u, r〉, [s1, s̆2], [o0, o1]] ♦ù o1 = [{off (s1, r),nonce(p2

1, 1)}ek(u), hash(〈o0, s2〉)]sk(s1)✳ ◆♦✉s
❝❤♦✐s✐ss♦♥s p2

2 ∈ change
P1

(p2
1,m2, {h2}) = SP2\Inst(h1) = SP2\{p

1
1, p

2
1}✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ p2

1 ∈ SP2

❡t C2,2(m2) = 1✳

✹✳ ➱t❛♣❡✳

(∅, {h3})
advance(h3)
−−−−−−−−→ (∅, {h4})

♦ù h4 = step
P1

(h3, {h3}) = h3(p
3
1,m4) ❛✈❡❝ m4 = execP1(p

2
2,m3) = P2(m3)[x ← p2

2] =
[〈u, r〉, [s1, s2], [o0, o1, o2]] ♦ù o2 = [{off (s2, r),nonce(p2

2, 1)}ek(u), hash(〈o1, u〉)]sk(s2)✳ ◆♦✉s
❝❤♦✐s✐ss♦♥s p3

1 ∈ change
P1

(p2
2,m3, {h3}) = SP3 \ Inst({h3}) = SP3 \ {p

1
1, p

2
1, p

2
2}✱ ♣❛r❝❡ q✉❡

p2
2 ∈ SP2 ❡t C2,3(m3) = 1✳

✺✳ ➱t❛♣❡✳

(∅, {h4})
advance(h4)
−−−−−−−−→ (∅, {h5})

♦ù h5 = step
P1

(h4, {h4}) = h4(⊥, accept)✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ execP1(p
3
1,m4) = P3(m4)[x ← p3

1] =
accept ✳

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛tt❛q✉❡✳ ◆♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ t❡r♠❡ m2 q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡
t❡r♠❡ m′

1 = [〈u, r′〉, [s1, s2], [o0]]✳ ❈❡ t❡r♠❡ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞✉ t❡r♠❡ m2 ♣❛r ❧❛ r❡q✉êt❡ r′✳ ◆♦✉s
✐♥✐t✐❛❧✐s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡ m′

1✳ ❈❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré
❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛❣❡♥t q✉✐ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞❡s ♦✛r❡s ❛✉ ♥♦♠ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r u✱ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❛ r❡q✉êt❡
à été ♠♦❞✐✜é❡✳ ➚ ❧❛ ✜♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① ❤✐st♦r✐q✉❡s h5 ❡t h′

4✱ q✉✐ ✈✐♦❧❡♥t ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t✳ ❱♦✐❝✐ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡✳



✼✳✸✳ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 ✶✷✸

✻✳ ➱t❛♣❡✳

(∅, {h5})
new(p2

3,m′
1)

−−−−−−−→ (∅, {h5, h
′
1})

❛✈❡❝ p2
3 ∈ SP2 \ Inst({h5}) = SP2 \ {p

1
1, p

2
1, p

2
2, p

3
1} ❡t Msg({h5}) \ {accept ,not❴accept} ⊢

m′
1 = [〈u, r′〉, [s̆1, s2], [o0]] ❛✈❡❝ r′ 6= r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ h′

1 = (p2
3,m

′
1)✳

✼✳ ➱t❛♣❡✳

(∅, {h5, h
′
1})

advance(h′
1)

−−−−−−−−→ (∅, {h5, h
′
2})

♦ù h′
2 = step

P1
(h′

1, {h5, h
′
1}) = h′

1(p
2
4,m

′
2) ❛✈❡❝ m′

2 = execP1(p
2
3,m

′
1) = P2(m

′
1)[x ← p2

3] =
[〈u, r′〉, [s1, s̆2], [o0, o

′
1]] ♦ù o′1 = [{off (s1, r

′),nonce(p2
3, 1)}ek(u), hash(o0, s2)]sk(s1)✳ ◆♦✉s

❝❤♦✐s✐ss♦♥s p2
4 ∈ change

P1
(p2

3,m
′
1, {h5, h

′
1}) = SP2 \Inst({h5, h

′
1}) = SP2 \{p

1
1, p

2
1, p

2
2, p

3
1, p

2
3}✱

♣❛r❝❡ q✉❡ p2
3 ∈ SP2 ❡t C2,2(m

′
1) = 1✳

✽✳ ➱t❛♣❡✳

(∅, {h5, h
′
2})

advance(h′
2)

−−−−−−−−→ (∅, {h5, h
′
3})

♦ù h′
3 = step

P1
(h′

2, {h5, h
′
2}) = h′

2(p
3
2,m

′
3) ❛✈❡❝ m′

3 = execP1(p
2
4,m

′
2) = P2(m

′
2)[x ←

p2
4] = [〈u, r′〉, [s1, s2], [o0, o

′
1, o

′
2]] ♦ù o′2 = [{off (s2, r

′),nonce(p2
4, 1)}ek(u), hash(o′1, u)]sk(s2)✳

◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s p3
2 ∈ change

P1
(p2

4,m
′
2, {h5, h

′
2}) = SP3 \ Inst({h5, h

′
2}) = SP3 \

{p1
1, p

2
1, p

2
2, p

3
1, p

2
3, p

2
4}✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ p2

4 ∈ SP2 ❡t C2,3(m
′
2) = 1✳

✾✳ ➱t❛♣❡✳

(∅, {h5, h
′
3})

advance(h′
3)

−−−−−−−−→ (∅, {h5, h
′
4})

♦ù h′
4 = step

P1
(h′

3, {h5, h
′
3}) = h′

3(⊥, accept)✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ execP1(p
3
2,m

′
3) = P3(m

′
3)[x ←

p3
2] = accept ✳

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❝❡tt❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✈✐♦❧❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡
❡♥ ❛✈❛♥t✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ❤✐st♦r✐q✉❡s h5 ❡t h′

4✳ ▲❡s t❡r♠❡s m4 ❡t m′
3 s♦♥t ❛❝❝❡♣tés

♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧✬é❣❛❧✐té s②♥t❛①✐q✉❡ ❡♥tr❡ OFF 0(m4) ❡t OFF 0(m
′
3)✳ ◆♦✉s

❝❤♦✐s✐ss♦♥s j = 2 ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s SITE j(m4) = SITE j(m
′
3) = s2✳ ▲❡ s✐t❡ s2 ♥✬❡st ♣❛s ❝♦rr♦♠♣✉✳

▼❛✐s✱ ♣♦✉r i = 1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s OFF i(m4) 6≃ OFF i(m
′
3)✱ ❝❛r off (s1, r) 6= off (s1, r

′)✱ ♣❛r❝❡ q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ r 6= r′✳ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ❞♦♥❝ ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥
❛✈❛♥t✳

✼✳✸ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ tr♦✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡✲
❧♦♥s P1bis✱ P1ter ❡t P1quater✳ P♦✉r ❝❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s✱ ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡
❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❝❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳ P♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs
♣r♦t♦❝♦❧❡s✱ ♥♦✉s ♣❛r✈❡♥♦♥s à ♣r♦✉✈❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧s s❛t✐s❢♦♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t
❛✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1quater ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣❡r♠❡t ♥é❛♥✲
♠♦✐♥s ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s❡s à ❧✬é❣❛r❞ ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs✳

▲✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ♠♦❞✐✜é❡

▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✼✳✶✳✷ ❞é✜♥✐t ❝❡tt❡
♣r♦♣r✐été ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❧✐st❡ [O1, . . . , On]✳ ❙✐ ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ On ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝❤❛♥❣é✱
❛❧♦rs ❛✉❝✉♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧♦♥s Oi✱ 1 ≤ i < n ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞✐✜é✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬❑❆●✾✽❪ ♣❡♥s❡♥t q✉❡
❧✬❤♦♥♥êt❡té ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t Sn q✉✐ ❛ ❛❥♦✉té ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ On ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❝❡ ♠❛✐❧❧♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡
♠♦❞✐✜é✳ ❈❡tt❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ✈r❛✐❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é✳



✶✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ✿ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦❞é❧✐sé ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ❧✐st❡s ❞♦♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
♠❛✐❧❧♦♥ ❡st ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ s❡ss✐♦♥✳ P♦✉r ❛ss✉r❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①✐❣é q✉❡ ❧❡s
♣r❡♠✐❡r ♠❛✐❧❧♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ❧✐st❡s ❝♦♠♣❛ré❡s s♦✐❡♥t s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t é❣❛✉①✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s
✐♥❝❧✉♦♥s ❧❡s ♥♦♥❝❡s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ❧✐st❡s
❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s q✉✐ ♦♥t été ❛❥♦✉té ❛✈❛♥t q✉✬✉♥ s✐t❡ ❤♦♥♥êt❡ ❛❥♦✉t❡ s♦♥ ♠❛✐❧❧♦♥s✳ ❈❡s ♠❛✐❧❧♦♥s ❞♦✐✈❡♥t
êtr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❧✐st❡s✳

❖✉tr❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ❛ss❡③ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱
♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ q✉✬✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣♦✉rr❛✐t ❛tt❡♥❞r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉✐ ❧❛ s❛t✐s❢❛✐t ♥✬❡st ♣❛s
❝❧❛✐r ✿ ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❛❞♠❡tt❡♥t q✉✬✉♥ ✐♥tr✉s ♣❡✉t tr♦♥q✉❡r ❧❛ ❧✐st❡ ❡t ❡♥ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✱ s❛♥s q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣✉✐ss❡ s✬❡♥ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧✬✐♥tr✉s ♣♦✉rr❛✐t
❧❛♥❝❡r ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡ss✐♦♥ ❡t r❡t♦✉r♥❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
s❡ss✐♦♥✱ s❛♥s q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r s✬❡♥ r❡♥❞❡ ❝♦♠♣t❡✳ ➚ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ On ♥❡ ❞♦✐t
♣❛s êtr❡ ♠♦❞✐✜é✱ ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s ♥❡ s♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞✬❛tt❛q✉❡s ❝♦♥tr❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t✳
▲❛ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❝♦♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ♣♦✉rt❛♥t êtr❡ ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t❡
q✉❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é✜♥✐❡ ❥✉sq✉✬❛❧♦rs✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t✳ ◆♦✉s
❝♦♠♣❛r♦♥s t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ❧✐st❡s s❛♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ q✉❡❧❧❡ s❡ss✐♦♥ ❡❧❧❡s s♦♥t ✐ss✉❡s✳
❙✐ ❧✬❛❣❡♥t ❛ ❢❛✐t ❧❡ ♠ê♠❡ ✐t✐♥ér❛✐r❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s ❞❡s ❞❡✉① ❧✐st❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ é❣❛✉① ❥✉sq✉✬❛✉
♣r❡♠✐❡r s✐t❡ ❝♦rr♦♠♣✉✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s r✐❡♥ ❣❛r❛♥t✐r ♣♦✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ ❛❥♦✉té
♣❛r ✉♥ s✐t❡ ❝♦rr♦♠♣✉✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧✬✐♥tr✉s ♣❡✉① ❝♦♠♠❡♥❝❡r
✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❡t ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ♠❛✐❧❧♦♥ ❞✐✛ér❡♥t ♣♦✉r ❧❡ s✐t❡
❝♦rr♦♠♣✉✳ ❱♦✐❝✐ ♥♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✸✳ ◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Π ∈ {P1bis,P1ter,P1quater} s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

✕ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❝❡s tr ∈ Exec(Π)✱
✕ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s h = (p1,m1) . . . (pk,mk) (⊥, accept) ❡t h′ = (p′1,m

′
1) . . . (p′k′ ,m

′
k′)

(⊥, accept) ❞❡ tr ✱ t❡❧ q✉❡ length(mk) = length(m′
k′) ❡t SITE l(mk) = SITE l(m

′
k′) ♦ù 0 ≤

l ≤ length(mk)✱
✕ ♣♦✉r i ∈ {0, . . . , length(mk)}✱ t❡❧ q✉❡ SITE i(mk) ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❣❡♥t ❝♦rr♦♠♣✉✱

s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ j ∈ {0, . . . , length(mk)}✱ t❡❧ q✉❡ OFF j(mk) 6= OFF j(m
′
k′)✱ ❛❧♦rs j ≥ i✳

◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✱ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❛❣❡♥ts ♦♥t ❢❛✐t ✉♥ ✐t✐♥ér❛✐r❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧✬é♥♦♥❝é ❡t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡
❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ s✉✣s❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❧✐st❡s s❛♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧❡✉rs ❧♦♥❣✉❡✉rs r❡s♣❡❝t✐✈❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ✐t✐♥ér❛✐r❡s ❝♦♠♣❧❡ts✱ t❛♥t q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ❛ s✉✐✈✐ ❧❡ ♠ê♠❡
✐t✐♥ér❛✐r❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ♣r❡♠✐❡r s✐t❡ ❝♦rr♦♠♣✉✳

✼✳✸✳✶ Pr❡♠✐èr❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1bis

▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1bis ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♦✛r❡s ♣♦✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡q✉êt❡✳ ■❧ ✉t✐❧✐s❡ tr♦✐s ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡s✱ ❛♣♣❡❧és P1bis✱ P2bis ❡t P3bis✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❡①é❝✉té ♣❛r ❧❡ s✐t❡ q✉✐ ❝♦♠✲
♠❡♥❝❡ ❧❛ s❡ss✐♦♥✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❡s s✐t❡s q✉✐ ❛❥♦✉t❡♥t ❧❡✉rs ♦✛r❡s✳ ➱t❛♥t
❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛❞♠❡tt♦♥s q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡q✉êt❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1bis✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡
q✉❡ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡♥✈♦②é❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❛ r❡q✉êt❡✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s s✐t❡s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s ♦✛r❡s t♦✉✲
❥♦✉rs ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ r❡q✉êt❡✳ ◆♦✉s ✜①♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s P1bis ❡t P2bis✳ ▲❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ P3bis s❡rt ❛✉ s✐t❡ q✉✐ ❛ ❝♦♠♠❡♥❝é ❧❛ s❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♦✛r❡s ♦❜t❡♥✉❡s✳



✼✳✸✳ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 ✶✷✺

▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P1bis ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ❧❡ s✐t❡ u q✉✐ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❧❛ s❡ss✐♦♥ ❡t ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s
s✐t❡s [s1, . . . , sn] ❞♦♥t ✐❧ ✈❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♦✛r❡s✳ ■❧ ❡st s✉♣❡r✢✉ ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❛ r❡q✉êt❡✱ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧
♥✬② ❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡q✉êt❡✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ r❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❛✐❧❧♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♦✛r❡s✳ ■❧ ❡st
❞♦♥♥é ♣❛r

❋♦♥❝t✐♦♥ P1bis

❊♥tré❡s ✿ 〈u, [s1, . . . , sn]〉✱ ♦ù u, s1, . . . , sn ∈ S ❡t [s1, . . . , sn] ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡
❙♦rt✐❡s ✿ [[[s1, . . . , sn]]sk(u)] ♦✉ not❴accept s✐ ❧✬❡♥tré❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛tt❡♥❞✉❡

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P2bis ❡st ❝❡♥sé êtr❡ ❡①é❝✉té ♣❛r ❧❡s s✐t❡s ❞♦♥t ♦♥ ✈❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♦✛r❡s✳ ■❧
❛tt❡♥❞ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬♦✛r❡s ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ❡t ❛❥♦✉t❡ ❧✬♦✛r❡ ❞✉ s✐t❡ ❛❝t✉❡❧ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♦✛r❡s✳ P♦✉r
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ s✐t❡ ❛❝t✉❡❧✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧✬✐t✐♥ér❛✐r❡[s1, . . . , sn] ❝♦♥t❡♥✉
❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❛✐❧❧♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♦✛r❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P1bis✱
✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡✱ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❡♥ ❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡
♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P2bis ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

❋♦♥❝t✐♦♥ P2bis

❊♥tré❡s ✿ o0 :: . . . ::ok :: [ ] ♦ù o0 ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ [[s1, . . . , sn]]sk(u) ❛✈❡❝ n > k

❙♦rt✐❡s ✿ m ∈ T
a,n
x ♦✉ not❴accept s✐ ❧✬❡♥tré❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛tt❡♥❞✉❡

❜❡❣✐♥
m = o0 :: . . . ::ok :: [off (sk+1, r), hash(ok)]sk(sk+1) :: [ ]
r❡t♦✉r♥❡r m

❡♥❞

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3bis ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s ♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t été s✐❣♥és ♣❛r ❧❡s s✐t❡s q✉✐
✜❣✉r❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐t✐♥ér❛✐r❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❛✐❧❧♦♥ ❡t q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ ❡st ✈❛✲
❧✐❞❡✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ q✉❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥
❞✉ ♣r❡♠✐❡r✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ s✐ ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ ♣ré❝é❞❛♥t
❞❡ ❧❛ ❧✐st❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♥❡ s✬♦❝❝✉♣❡ ♣❛s ❞❡s t❡r♠❡s q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❞❡s ♦✛r❡s✳ ❙✐ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ accept ✱
s✐♥♦♥ not❴accept ✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3bis ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

❋♦♥❝t✐♦♥ P3bis

❊♥tré❡s ✿ o0 ::o1 :: . . . ::on :: [ ] ∈ T

❙♦rt✐❡s ✿ m ∈ {accept ,not❴accept} ♦✉ not❴accept s✐ ❧✬❡♥tré❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛tt❡♥❞✉❡
❜❡❣✐♥

m = accept

s✐ o0 ♥❡ s✬✉♥✐✜❡ ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡ [[s1, . . . , sn]]sk(u)

♦✉ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ oi q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s✐❣♥é ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ sk(si)✱ 1 ≤ i ≤ n✱ ❛❧♦rs
m = not❴accept

♣♦✉r i = 1 à n ❢❛✐r❡
s✐ oi ♥❡ s✬✉♥✐✜❡ ♣❛s ❛✈❡❝ [x, hash(oi−1)]sk(s) ❛❧♦rs

m = not❴accept

r❡t♦✉r♥❡r m
❡♥❞

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à s♣é❝✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❞❡s
♣r♦❣r❛♠♠❡s P1bis✱ P2bis ❡t P1bis✳ ❙♦✐t m ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ o0 :: . . . ::ok :: [ ] ❡t s♦✐t [s1, . . . , sn]



✶✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ✿ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1

❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s s✐t❡s à ✈✐s✐t❡r ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ o0✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s Ci,jbis✱
1 ≤ i, j ≤ 3✱ s♦♥t ❢❛✉ss❡s✱ s❛✉❢ ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ C1,2bis(m
′) = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ m′ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ 〈u, [s1, . . . , sn]〉✱

✕ C2,2bis(m) = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ k < n− 1✱
✕ C2,3bis(m) = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ k = n− 1✳

▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1bis ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t s♣é❝✐✜é ♣❛r

P1bis = ((P1bis, P2bis, P3bis), ((C1,1bis, C1,2bis, C1,3bis), (C2,1bis, C2,2bis, C2,3bis), (C3,1bis, C3,2bis, C3,3bis))).

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t

◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1bis s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥
❛✈❛♥t✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✸✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❧❡♠♠❡ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✽ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s
❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s OFF ✱ SITE ❡t length à ✉♥ t❡r♠❡✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡
s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞♦♥♥é❡✱ s✐ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3bis r❡♥✈♦✐❡ accept ♣♦✉r ✉♥ t❡r♠❡✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡
❧❡♠♠❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ♥♦✉s ❞✐t q✉✬✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❝❧❡❢ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡
❞✬✉♥ s✐t❡✱ s✐ ❧❡ s✐t❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦rr♦♠♣✉✳ ❇❛sés s✉r ❝❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥✜♥ ♣r♦✉✈❡r
❧❛ ♣r♦♣r✐été s♦✉❤❛✐té❡✳

▲❡♠♠❡ ✶✾✳ ❙♦✐t tr ∈ Exec(P1bis) ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ét❛t ❣❧♦❜❛❧ (Sec,H)
❛✈❡❝ h = (p1,m1) . . . (pk,mk)(⊥, accept) ∈ H s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ét❛t ❣❧♦✲

❜❛❧ (Sec′,H ′)✱ t❡❧ q✉❡ h′ = (p1,m1) . . . (pk,mk) ∈ H ′ ❡t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ advance(h′) ❡t ♥♦✉s

❛✈♦♥s pk ∈ SP3bis
❡t P3bis(mk) = accept ✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✽✳

▲❡♠♠❡ ✷✵✳ ❙♦✐t tr ∈ Exec(P1bis) ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❙✐ ✉♥ s✐t❡ s ∈ S ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s

✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ corrupt ❞❡ tr ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬ét❛t ❣❧♦❜❛❧ (Sec,H) ❞❛♥s ❝❡tt❡ tr❛❝❡✱ t❡❧

q✉❡ Msg(H) ∪ Sec ⊢ sk(s)✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐t s ∈ S ✉♥ s✐t❡ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ corrupt ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ tr ∈
Exec(P1bis)✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ét❛ts ❣❧♦❜❛✉① q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t

❞❛♥s tr ✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t ✿ s♦✐t (Sec,H)
trans
−−−→ (Sec′,H ′)

✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ tr ✳ ❙✐ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s Msg(H) ∪ Sec ⊢ sk(s)✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s
♣❛s Msg(H ′) ∪ Sec′ ⊢ sk(s)✳

✕ ▲✬ét❛t (∅, ∅) ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ét❛t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ tr ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s Msg(∅) ∪ ∅ 6⊢ sk(s)✳

✕ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s (Sec,H)
corrupt(s′)
−−−−−−−→ (Sec′,H) ❞❡ tr ♦ù s′ 6= s ❡t Msg(H)∪

Sec 6⊢ sk(s)✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Sec′ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥ t❡r♠❡ q✉✐
❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ sk(s)✱ ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ❞♦✐t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ t❡r♠❡ r❡t♦✉r♥é ♣❛r ❧❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡ P1bis ♦✉ P2bis ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ Msg(H) ∪ Sec′ ✉♥ t❡r♠❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t
❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ sk(s)✳ ❉❛♥s ❧❡s t❡r♠❡s r❡♥✈♦②és ♣❛r ❝❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ ❧❛ ❝❧❡❢ sk(s) ❡st t♦✉❥♦✉rs
❞❛♥s ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❡❢✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❝❡tt❡
♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ q✉❡ ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ❛❝q✉✐❡rt ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ corrupt(s′) ♥❡
♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s s❡r✈✐r ♥♦♥ ♣❧✉s ♣♦✉r ❧❛ ❞é❞✉✐r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ Msg(H)∪Sec′ 6⊢ sk(s)✳
❙✐ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s Msg(H) ∪ Sec ⊢ sk(s)✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s Msg(H) ∪ Sec′ ⊢ sk(s)✳

✕ ◗✉❛♥t ❛✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s (Sec,H)
new(p,m)
−−−−−−→ (Sec,H ′) ❞❡ tr ✱ s✐ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s Msg(H) ∪

Sec ⊢ sk(s)✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s Msg(H ′)∪Sec ⊢ sk(s)✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Msg(H)∪
Sec ❡t Msg(H ′) ∪ Sec ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s✳



✼✳✸✳ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 ✶✷✼

✕ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s (Sec,H)
advance(h)
−−−−−−−→ (Sec,H ′) ❞❡ tr ♦ù h ∈ H ❡t

H ′ = H \{h}∪{h′} ❛✈❡❝ h′ = step
P1bis

(h, H)✳ ▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s P1bis✱ P2bis ❡t P3bis ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❡①é❝✉tés ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r h′✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs r❡♥✈♦✐❡♥t ❞❡s t❡r♠❡s ♦ù ❧❡s ❝❧❡❢s s♦♥t
s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s✱ t❡❧❧❡s q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❞é❞✉✐r❡✳
▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♥❡ r❡♥✈♦✐❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s accept ❡t not❴accept ✳ ➱❣❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s
♣❛s Msg(H) ∪ Sec ⊢ sk(s)✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s Msg(H ′) ∪ Sec ⊢ sk(s)✳

◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ét❛t ❣❧♦❜❛❧ (Sec,H) ❞❛♥s tr ✱ t❡❧ q✉❡ Msg(H)∪Sec ⊢ sk(s)✳

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ♣♦✉r ❧❡
♣r♦t♦❝♦❧❡ P1bis✳ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1bis s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐✲

t✐♦♥ ✹✸✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐❡♥t mk = [o0, . . . , on] ❡t m′
k′ = [o′0, . . . , o

′
n] ❧❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❛

tr❛❝❡ tr ∈ Exec(P1bis) ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1bis✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s êtr❡ sûrs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s t❡r♠❡s mk ❡t m′

k′ ✱ ♣❛r❝❡ q✉❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✾✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s P3bis(mk) = accept ❡t P3bis(m

′
k′) = accept ✳ ❙♦✐t i ∈ {0, . . . , n} t❡❧ q✉❡ SITE i(mk) ❡st ❧❡

♣r❡♠✐❡r s✐t❡ ❝♦rr♦♠♣✉✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù i = 0✱ ✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐ q✉❡ j ∈ {0, . . . , n} ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♦✉

é❣❛❧ à i✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ i ∈ {1, . . . , n}✳ ▲❡s s✐t❡s SITE l(mk)✱ 0 ≤ l < i✱ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦rr♦♠♣✉s✳ ❙❡❧♦♥
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✵✱ ✐❧ ♥✬② ❛✉❝✉♥ ét❛t ❣❧♦❜❛❧ (Sec,H) ❞❡ tr ✱ t❡❧ q✉❡ Msg(H) ∪ Sec ⊢ sk(SITE l(mk))✳

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳
✕ ▲❡s ♠❛✐❧❧♦♥s o0 ❡t o′0 ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [[s1, . . . , sn]]sk(s) ❡t [[s′1, . . . , s

′
n]]sk(s′)✱ ♣♦✉r

q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s mk ❡t m′
k′ s♦✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❛❝❝❡♣té❡s ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3bis✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s

♠♦♥tr❡r q✉❡ o0 = o′0✳ P❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣♦sé❡ s✉r mk ❡t m′
k′ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜✲

♥✐t✐♦♥ ✹✸✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s SITE 0(mk) = SITE 0(mk′)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s = s′✳ ■❧ r❡st❡ à ❞é♠♦♥tr❡r
q✉❡ [s1, . . . , sn] = [s′1, . . . , s

′
n]✳ ❈❡❧❛ ❡st ❧❡ ❝❛s✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s mk ❡t m′

k′ s♦♥t ❛❝❝❡♣tés
♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3bis q✉✐ t❡st❡ s✐ ❝❡s ❧✐st❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s s✐t❡s q✉✐ ♦♥t s✐❣♥é ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s SITE l(mk) = SITE l(m

′
k′) ♣♦✉r 0 ≤ l ≤ n✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

❛✉ss✐ ❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❧✐st❡s [s1, . . . , sn] ❡t [s′1, . . . , s
′
n]✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ o0 = o′0✳

✕ ❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q < i✱ t❡❧ q✉❡ oq−1 = o′q−1✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ oq = o′q✳ ▲❡s
♠❛✐❧❧♦♥s oq ❡t o′q ♦♥t ❧❡s ❢♦r♠❡s [x, hash(oq−1)]sk(s) ❡t [x′, hash(o′q−1)]sk(s′)✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s
t❡r♠❡s mk ❡t m′

k′ s♦♥t ❛❝❝❡♣tés ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3bis✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s oq−1 = o′q−1 ♣❛r
❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡t s = s′✱ ❝❛r SITE q(mk) = SITE q(m

′
k′)✳ ■❧ ❢❛✉t ❡♥❝♦r❡ ❞é♠♦♥tr❡r

q✉❡ x = x′✳
➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s ❝❧❡❢s sk(s) ❡t sk(s′) ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é❞✉❝t✐❜❧❡s ❡t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡
rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐❣♥❡r s❛♥s ❞é❞✉✐r❡ sk(s) ❡t sk(s′)✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P2bis

❞♦✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r s✐❣♥❡r ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s oq ❡t o′q✳ ▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s P1bis ❡t P3bis ♥❡
♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sés✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r r❡♥✈❡rr❛✐t ❞❡s ♠❛✐❧❧♦♥s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❛❝❝❡♣tés ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3bis✱ s❛✉❢ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♣r❡♠✐❡rs ♠❛✐❧❧♦♥s✱ ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡
♥❡ r❡♥✈♦✐❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s accept ❡t not❴accept ✳ ■❧ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ② ❛✈♦✐r ❞❡✉① tr❛♥s✐✲

t✐♦♥s (Sec1,H1)
advance(h1)
−−−−−−−−→ (Sec′1,H

′
1) ❡t (Sec2,H2)

advance(h2)
−−−−−−−−→ (Sec′2,H

′
2) ❛✈❡❝ h1 =

(p1,m1) . . . (p′1,m
′
1) ∈ H1 ❡t h2 = (p2,m2) . . . (p′2,m

′
2) ∈ H2 ♦ù p′1 ❡t p′2 ∈ SP2bis

❡t ❧❡s
t❡r♠❡s m′

1 ❡t m′
2 ♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❛❝❝❡♣té❡s ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P2bis ❡♥ t❛♥t q✉✬❡♥tré❡s

❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s oq−1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t o′q−1✱ ❡♥ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s
❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s oq ❡t o′q s♦♥t ❝♦rr❡❝ts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s H ′

1 = H1 \ {h1} ∪ {h
′
1}

❡t H ′
2 = H2 \ {h2} ∪ {h

′
2} ❛✈❡❝ h′

1 = step
P1bis

(h1,H1) = (p1,m1) . . . (p′1,m
′
1)(p

′′
1,m

′′
1)



✶✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ✿ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1

❡t h′
2 = step

P1bis
(h2,H2) = (p2,m2) . . . (p′2,m

′
2)(p

′′
2,m

′′
2)✳ ▲❡s ♠❛✐❧❧♦♥s oq ❡t o′q s♦♥t ❧❡s

❞❡r♥✐❡rs ♠❛✐❧❧♦♥s ❞❡s t❡r♠❡s m′′
1 ❡t m′′

2✱ r❡♥✈♦②és ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ exec
P1bis

❛✈❡❝✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t✱ p′1 ❡t m′

1 ♣♦✉r m′′
1 ❡t p′2 ❡t m′

2 ♣♦✉r m′′
2 ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡s✳

◗✉❛♥t ❛✉① ♦✛r❡s ❝réé❡s ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P2bis ❡t ♠✐s❡s à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ x ❡t x′✱ ✐❧s ♦♥t ❧❛
❢♦r♠❡ off (s, r) ❡t off (s′, r)✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s oq ❡t o′q s♦♥t s✐❣♥és ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P2bis

❛✈❡❝ ❧❡s ❝❧❡❢s sk(s) ❡t sk(s′)✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ s = s′✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s x = x′✳
◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ oq = o′q✳

✼✳✸✳✷ ❉❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1ter

▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1ter ❛ été ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♦✛r❡s q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞✉ s✐t❡ q✉✐
❧❡s ♣r♦♣♦s❡ ❡t ❞✉ s✐t❡ q✉✐ ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❡❧❧❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡✳
P♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r q✉✬✉♥❡ ♦✛r❡ ❞é♣❡♥❞❡ ❞❡ ❞❡✉① s✐t❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ T ′

x ❧é❣èr❡♠❡♥t
♠♦❞✐✜é❡ ✿ ♥♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ off (s, r) ❞❛♥s Tx ♦ù s ∈ S ❡t r ∈ R ♣❛r ❧❡
s②♠❜♦❧❡ off (s, s′) ❛✈❡❝ s ❡t s′ ∈ S✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t à ❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡
s❡✉❧❡ r❡q✉êt❡ à ❝❤❛q✉❡ s✐t❡✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1bis✳

▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1ter ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ tr♦✐s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ ❛♣♣❡❧és P1ter✱ P2ter ❡t P3ter✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❡ s✐t❡ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❧❛ s❡ss✐♦♥✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❡①é❝✉té
♣❛r ❧❡s s✐t❡s q✉✐ ❛❥♦✉t❡♥t ❧❡✉rs ♦✛r❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ s✐t❡ q✉✐ ❛ ❝♦♠♠❡♥❝é ❧❛ s❡ss✐♦♥ s❡ s❡rt ❞✉
tr♦✐s✐è♠❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♦✛r❡s r❡ç✉❡✳

▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P1ter ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ 〈u, [s1, . . . , sn]〉 ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ♦ù u r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s✐t❡ q✉✐
✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡t [s1, . . . , sn] ❡st ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s s✐t❡s ❞♦♥t ✐❧ ✈❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♦✛r❡s✳
▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ r❡t♦✉r♥❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❛✐❧❧♦♥✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P1ter ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

❋♦♥❝t✐♦♥ P1ter

❊♥tré❡s ✿ 〈u, [s1, . . . , sn]〉✱ ♦ù u, s1, . . . , sn ∈ S ❡t [s1, . . . , sn] ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡
❙♦rt✐❡s ✿ [[u, [s1, . . . , sn]]sk(u)] ♦✉ not❴accept s✐ ❧✬❡♥tré❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛tt❡♥❞✉❡

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P2ter ❡st ❝❡♥sé êtr❡ ❡①é❝✉té ♣❛r ❧❡s s✐t❡s q✉✐ ❛❥♦✉t❡♥t ❧❡✉rs ♦✛r❡s✳ ■❧ ♣r❡♥❞
❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬♦✛r❡s ❡t ❛❥♦✉t❡ ❧✬♦✛r❡ ❞✉ s✐t❡ ❛❝t✉❡❧✳ P♦✉r tr♦✉✈❡r ❝❡ s✐t❡✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♦✛r❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧✬✐t✐♥ér❛✐r❡ [s1, . . . , sn] ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s
❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❛✐❧❧♦♥✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ♦✛r❡✱ ✐❧ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❝✬❡st ❧❡ s✐t❡ ✜❣✉r❛♥t
❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ♠❛✐❧❧♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ r❡ç✉❡ q✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡ ❧✬♦✛r❡✳ ❙✐ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♦✛r❡s ♥❡ ❝♦♥s✐st❡
q✉✬❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ♠❛✐❧❧♦♥✱ ❝❡ s✐t❡ ❞♦✐t êtr❡ ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P2ter ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

❋♦♥❝t✐♦♥ P2ter

❊♥tré❡s ✿ o0 :: . . . ::ok :: [ ] ♦ù o0 ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ [u, [s1, . . . , sn]]sk(u) ❛✈❡❝ n > k

❙♦rt✐❡s ✿ m ♦✉ not❴accept s✐ ❧✬❡♥tré❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛tt❡♥❞✉❡
❜❡❣✐♥

s✐ ok s✬✉♥✐✜❡ ❛✈❡❝ [x, y]sk(x) ❛❧♦rs
u = x

s✐ ok s✬✉♥✐✜❡ ❛✈❡❝ [x, y, z]sk(v) ❛❧♦rs
u = y

m = o0 :: . . . ::ok :: [off (sk+1, u), u, hash(ok)]sk(sk+1) :: [ ]
r❡t♦✉r♥❡r m

❡♥❞



✼✳✸✳ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 ✶✷✾

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3ter ✈ér✐✜❡ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ q✉❡ ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬♦✛r❡s s♦♥t s✐❣♥és ♣❛r
❧❡s s✐t❡s q✉✐ ✜❣✉r❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ [s1, . . . , sn] ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠❛✐❧❧♦♥✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ✐❧ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ s✐ t♦✉s ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s✱ s❛✉❢ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥
t❡r♠❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❛♣♣❛r❛ît ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ ♣ré❝é❞❛♥t✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♥❡ s✬♦❝✲
❝✉♣❡ ♣❛s ❞❡s t❡r♠❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ♦✛r❡s✱ ♥✐✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠❛✐❧❧♦♥✱ ❞❡s t❡r♠❡s
q✉✐ ✜❣✉r❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ s✐t❡ q✉✐ ❛ ✐♥✐t✐❛❧✐sé ❧❛ s❡ss✐♦♥✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ r❡t♦✉r♥❡ accept ✱ s✐
❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ✜♥✐t ❛✈❡❝ s✉❝❝ès✱ s✐♥♦♥ not❴accept ✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3ter ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

❋♦♥❝t✐♦♥ P3ter

❊♥tré❡s ✿ o0 ::o1 :: . . . ::on :: [ ]
❙♦rt✐❡s ✿ m ∈ {accept ,not❴accept} ♦✉ not❴accept s✐ ❧✬❡♥tré❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛tt❡♥❞✉❡
❜❡❣✐♥

m = accept

s✐ o0 ♥❡ s✬✉♥✐✜❡ ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡ [u, [s1, . . . , sn]]sk(u)

♦✉ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ oi q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s✐❣♥é ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ sk(si)✱ 1 ≤ i ≤ n✱ ❛❧♦rs
m = not❴accept

♣♦✉r i = 1 à n ❢❛✐r❡
s✐ oi ♥❡ s✬✉♥✐✜❡ ♣❛s ❛✈❡❝ [x, y, hash(oi−1)]sk(si) ❛❧♦rs

m = not❴accept

r❡t♦✉r♥❡r m
❡♥❞

◆♦✉s s♣é❝✐✜♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❡♥tr❡s ❧❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❞❡s
♣r♦❣r❛♠♠❡s P1ter✱ P2ter ❡t P1ter✳ ❙♦✐t m ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ o0 :: . . . ::ok :: [ ] ❡t s♦✐t [s1, . . . , sn]
❧✬✐t✐♥ér❛✐r❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ o0✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s Ci,jter✱ 1 ≤ i, j ≤ 3✱ s♦♥t
❢❛✉ss❡s✱ s❛✉❢ ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ C1,2ter(m
′) = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ m′ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ 〈u, [s1, . . . , sn]〉✱

✕ C2,2ter(m) = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ k < n− 1✱
✕ C2,3ter(m) = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ k = n− 1✳

▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1ter ❡st ❞♦♥❝ s♣é❝✐✜é ♣❛r

P1ter = ((P1ter, P2ter, P3ter), ((C1,1ter, C1,2ter, C1,3ter), (C2,1ter, C2,2ter, C2,3ter), (C3,1ter, C3,2ter, C3,3ter))).

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t

◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1ter s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥
❛✈❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✸✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1bis
❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✼✳✸✳✶✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♠ê♠❡s ❧❡♠♠❡s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✳ ▲❡✉r ♣r❡✉✈❡ s❡
❢❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉① ♣r❡✉✈❡s ❞❡s ❧❡♠♠❡s ♣r♦✉✈és ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1bis✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s♦✉❤❛✐té❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1ter✳

▲❡♠♠❡ ✷✶✳ ❙♦✐t tr ∈ Exec(P1ter) ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ét❛t ❣❧♦❜❛❧ (Sec,H)
❛✈❡❝ h = (p1,m1) . . . (pk,mk)(⊥, accept) ∈ H s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ét❛t ❣❧♦✲

❜❛❧ (Sec′,H ′)✱ t❡❧ q✉❡ h′ = (p1,m1) . . . (pk,mk) ∈ H ′ ❡t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ advance(h′) ❡t ♥♦✉s

❛✈♦♥s pk ∈ SP3ter ❡t P3ter(mk) = accept ✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✽✳

▲❡♠♠❡ ✷✷✳ ❙♦✐t tr ∈ Exec(P1ter) ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❙✐ ✉♥ s✐t❡ s ∈ S ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s

✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ corrupt ❞❡ tr ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬ét❛t ❣❧♦❜❛❧ (Sec,H) ❞❛♥s ❝❡tt❡ tr❛❝❡✱ t❡❧

q✉❡ Msg(H) ∪ Sec ⊢ sk(s)✳



✶✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ✿ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✵✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1ter s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐✲

t✐♦♥ ✹✸✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐t tr ∈ Exec(P1ter) ✉♥❡ tr❛❝❡✱ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s mk = [o0, . . . , on]
❡t m′

k′ = [o′0, . . . , o
′
n] ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✸ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1ter✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ❡st

❝♦♥♥✉❡✱ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧s s♦♥t ❛❝❝❡♣tés ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3ter✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✶✳ ❙♦✐t i ∈ {0, . . . , n}
t❡❧ q✉❡ ❧❡ s✐t❡ SITE i(mk) ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s✐t❡ ❝♦rr♦♠♣✉✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù i = 0✱ j ∈ {0, . . . , n} ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♦✉ é❣❛❧ à i✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ i ∈
{1, . . . , n}✳ ▲❡s ❛❣❡♥ts SITE l(mk)✱ 0 ≤ l < i✱ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦rr♦♠♣✉s✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✷✱ ✐❧ ♥✬②
❛✉❝✉♥ ét❛t ❣❧♦❜❛❧ (Sec,H) ❞❛♥s tr ✱ t❡❧ q✉❡ Msg(H) ∪ Sec ⊢ sk(SITE l(mk))✳

◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ✿
✕ ❙♦✐❡♥t ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s o0 ❡t o′0 ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [s, [s1, . . . , sn]]sk(s) ❡t [s′, [s′1, . . . , s

′
n]]sk(s′)✳ ▲❡s

♠❛✐❧❧♦♥s ♦♥t ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧s s♦♥t ❛❝❝❡♣tés ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3ter✳ ◆♦✉s ♠♦♥✲
tr♦♥s q✉❡ o0 = o′0✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à SITE 0(mk) = SITE 0(m

′
k′) ❡t ❞♦♥❝ s = s′✳ ■❧

r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ [s1, . . . , sn] = [s′1, . . . , s
′
n]✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s mk ❡t m′

k′

s♦♥t ❛❝❝❡♣tés ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3ter✱ ❧❡s ❝❧❡❢s✱ ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧❧❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✐✲
❣♥é❡s ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❛✉① s✐t❡s q✉✐ ✜❣✉r❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❧✐st❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s SITE l(mk) = SITE l(m

′
k′)✱ 0 ≤ l ≤ n✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ sl = s′l ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❧✐st❡s s♦♥t é❣❛❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ o0 = o′0✳
✕ ❙♦✐t q < i✱ t❡❧ q✉❡ oq−1 = o′q−1✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ oq = o′q✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ mk ❡t m′

k′

s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❛❝❝❡♣tés ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3ter✱ ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s oq ❡t oq s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [x, y, hash(oq−1)]sk(s) ❡t [x′, y′, hash(o′q−1)]sk(s′)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s oq−1 = o′q−1 ♣❛r ❧❛
❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡t s = s′✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ SITE q(mk) = SITE q(m

′
k′)✳ ■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r

q✉❡ x = x′ ❡t y = y′✳
➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s ❝❧❡❢s sk(s) ❡t sk(s′) ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é❞✉❝t✐❜❧❡s ❡t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡
rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐❣♥❡r s❛♥s ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❝❧❡❢✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P2ter ❞♦✐t
êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r s✐❣♥❡r ❧❡s ♦✛r❡s oq ❡t o′q✳ ▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s P1ter ❡t P3ter ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s
êtr❡ ✉t✐❧✐sés✱ ❝❛r ❧❡s t❡r♠❡s r❡♥✈♦②és ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❝❝❡♣tés ❝♦♠♠❡ ♠❛✐❧❧♦♥s ♣❛r ❧❡ ♣r♦✲

❣r❛♠♠❡ P3ter✳ ■❧ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ② ❛✈♦✐r ❞❡✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s (Sec1,H1)
advance(h1)
−−−−−−−−→ (Sec′1,H

′
1) ❡t

(Sec2,H2)
advance(h2)
−−−−−−−−→ (Sec′2,H

′
2) ❛✈❡❝ h1 = (p1,m1) . . . (p′1,m

′
1) ∈ H1 ❡t h2 = (p2,m2) . . .

(p′2,m
′
2) ∈ H2 ♦ù p′1 ❡t p′2 ∈ SP2ter ❡t ❧❡s t❡r♠❡s m′

1 ❡t m′
2 ♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❛❝❝❡♣✲

té❡s ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P2ter ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s oq−1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t o′q−1✱
❡♥ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s oq ❡t o′q
s♦♥t ❝♦rr❡❝ts✳ ▲❡s ♠❛✐❧❧♦♥s oq−1 ❡t o′q−1 s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [v, u, h]sk(t) ❡t [v′, u′, h′]sk(t′) ♦✉
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [u, h]sk(t) ❡t [u′, h′]sk(t′)✱ s✐ q − 1 = 0✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s H ′

1 = H1 \ {h1} ∪ {h
′
1}

❡t H ′
2 = H2 \ {h2} ∪ {h

′
2} ❛✈❡❝ h′

1 = step
P1ter

(h1,H1) = (p1,m1) . . . (p′1,m
′
1)(p

′′
1,m

′′
1)

❡t h′
2 = step

P1ter
(h2,H2) = (p2,m2) . . . (p′2,m

′
2)(p

′′
2,m

′′
2)✳ ▲❡s ♠❛✐❧❧♦♥s oq ❡t o′q s♦♥t ❧❡s

❞❡r♥✐❡rs ♠❛✐❧❧♦♥s ❞❡s t❡r♠❡s m′′
1 ❡t m′′

2✱ r❡♥✈♦②és ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ execP1ter ❛✈❡❝✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t✱ p′1 ❡t m′

1 ♣♦✉r m′′
1 ❡t p′2 ❡t m′

2 ♣♦✉r m′′
2 ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡s✳

▲❡s t❡r♠❡s u ❡t u′ s♦♥t ♠✐s à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ y ❡t y′ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s oq ❡t o′q✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s oq−1 = oq−1 ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s u = u′ ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ y = y′✳
◗✉❛♥t ❛✉① ♦✛r❡s ❝réé❡s ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P2ter ❡t ♠✐s❡s à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ x ❡t x′✱ ✐❧s ♦♥t ❧❛
❢♦r♠❡ off (s, u) ❡t off (s′, u′)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ♠♦♥tré q✉❡ s = s′ ❡t u = u′✳ ▲❡s ❞❡✉① ♦✛r❡s
s♦♥t ❞♦♥❝ é❣❛❧❡s ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s x = x′✳
◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ oq = o′q✳



✼✳✸✳ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 ✶✸✶

✼✳✸✳✸ ❚r♦✐s✐è♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1quater

◆♦✉s ❣❛r❞♦♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠♦❞✐✜é❡ T ′
x q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✼✳✸✳✷✱ ❝✬❡st✲

à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ off ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❞❡✉① s✐t❡s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥ s✐t❡ ❡t ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡✳ ▲❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s P1ter ❡t P1quater ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ r❡♣ré✲
s❡♥t❡ ❧❡ s✐t❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛♥t ❧❛ s❡ss✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ré♣été❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♦✛r❡s✳
❊❧❧❡ s❡ tr♦✉✈❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✳ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1quater ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ tr♦✐s ♣r♦❣r❛♠♠❡s
q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s P1quater✱ P2quater ❡t P3quater✳ ❈❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s r❡♠♣❧✐ss❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
q✉❡ ❝❡✉① ❞é❝r✐t❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1ter ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✼✳✸✳✷✳

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ré♣ét♦♥s ♣❛s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♠❛✐❧❧♦♥ ❧❡ s✐t❡ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❧❛ s❡ss✐♦♥ r❡♥❞ ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ ✐♥s✐❣♥✐✜❛♥t❡ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ♣♦✉r
❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1quater✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❧✉s ❣❛r❛♥t✐r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡t ♠♦♥tr❡r ✉♥❡
❛tt❛q✉❡✳ ◆♦✉s ❡①❤✐❜♦♥s ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ✉♥ t❡❧ s❝é♥❛r✐♦✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1quater
♥❡ s❛t✐s❢❛ss❡ ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été s♦✉❤❛✐té❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s P1bis ❡t P1ter ❡t ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❞❡ ❞❡s✐❣♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♣r✐s❡s à ❧✬é❣❛r❞ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳

▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P1quater ♥❡ ❞✐✛èr❡ ♣❛s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P1ter✳ ■❧ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

❋♦♥❝t✐♦♥ P1quater

❊♥tré❡s ✿ 〈u, [s1, . . . , sn]〉✱ ♦ù u, s1, . . . , sn ∈ S ❡t [s1, . . . , sn] ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡
❙♦rt✐❡s ✿ [[u, [s1, . . . , sn]]sk(u)] ♦✉ not❴accept s✐ ❧✬❡♥tré❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛tt❡♥❞✉❡

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P2quater ❞✐✛èr❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P2ter ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s ❛❥♦✉tés ♥❡
❝♦♠♣r❡♥♥❡♥t ♣❧✉s ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ s✐t❡ q✉✐ ❛ ✐♥✐t✐❛❧✐sé ❧❛ s❡ss✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧
♣r❡♥❞ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠❛✐❧❧♦♥ o0 ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P2quater ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

❋♦♥❝t✐♦♥ P2quater

❊♥tré❡s ✿ o0 :: . . . ::ok :: [ ] ♦ù o0 ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ [u, [s1, . . . , sn]]sk(u) ❛✈❡❝ n > k

❙♦rt✐❡s ✿ m ♦✉ not❴accept s✐ ❧✬❡♥tré❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛tt❡♥❞✉❡
❜❡❣✐♥

m = o0 :: . . . ::ok :: [off (sk+1, u), hash(ok)]sk(sk+1) :: [ ]
r❡t♦✉r♥❡r m

❡♥❞

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3quater ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✐❣♥és ♣❛r ❧❡s s✐t❡s q✉✐
✜❣✉r❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ [s1, . . . , sn] ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ o0✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✐❧ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡
❝❤❛î♥❛❣❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ q✉✐ ♣ré❝è❞❡
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♥❡ s✬♦❝❝✉♣❡ ♣❛s ❞❡s t❡r♠❡s q✉✐ ✜❣✉r❡♥t ❞❛♥s
❞❛♥s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♦✛r❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠❛✐❧❧♦♥✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ r❡♥✈♦✐❡ accept ✱ s✐ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ s❡
t❡r♠✐♥❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès✱ s✐♥♦♥ not❴accept ✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3quater ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r



✶✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ✿ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1

❋♦♥❝t✐♦♥ P3quater

❊♥tré❡s ✿ o0 ::o1 :: . . . ::on :: [ ]
❙♦rt✐❡s ✿ m ∈ {accept ,not❴accept} ♦✉ not❴accept s✐ ❧✬❡♥tré❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛tt❡♥❞✉❡
❜❡❣✐♥

m = accept

s✐ o0 ♥❡ s✬✉♥✐✜❡ ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡ [u, [s1, . . . , sn]]sk(u)

♦✉ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ oi q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s✐❣♥é ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❡❢ sk(si)✱ 1 ≤ i ≤ n✱ ❛❧♦rs
m = not❴accept

♣♦✉r i = 1 à n ❢❛✐r❡
s✐ oi ♥❡ s✬✉♥✐✜❡ ♣❛s ❛✈❡❝ [x, hash(oi−1)]sk(y) ❛❧♦rs

m = not❴accept

r❡t♦✉r♥❡r m
❡♥❞

◆♦✉s s♣é❝✐✜♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❡♥tr❡s ❧❡s ❡①é❝✉✲
t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s P1quater✱ P2quater ❡t P1quater✳ ❙♦✐t m ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ o0 :: . . . ::ok :: [ ]
♦ù ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ o0 ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❧✐st❡ [s1, . . . , sn] ❞❡s s✐t❡s à ✈✐s✐t❡r✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s Ci,jquater✱ 1 ≤ i, j ≤ 3✱ s♦♥t ❢❛✉ss❡s✱ s❛✉❢ ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ C1,2quater(m
′) = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ m′ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ 〈u, [s1, . . . , sn]〉

✕ C2,2quater(m) = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ k < n− 1✳
✕ C2,3quater(m) = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ k = n− 1✳

▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1quater ❡st s♣é❝✐✜é ♣❛r

P1quater = ((P1quater, P2quater, P3quater),

((C1,1quater, C1,2quater, C1,3quater), (C2,1quater, C2,2quater, C2,3quater), (C3,1quater, C3,2quater, C3,3quater))).

❯♥❡ ❛tt❛q✉❡ ❝♦♥tr❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1quater

❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡
❛tt❛q✉❡ q✉✐ ❡①✐st❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1quater ❝♦♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t
❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✸✳ ❙♦✐t h1 = . . . (p1,m1) ❛✈❡❝ p1 ∈ SP2quater ❡t m1 = o0 :: . . . ok :: [ ] ✉♥
❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❙♦✐t ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ o0 ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [u, [s1, . . . , sn]]sk(u)✱ t❡❧ q✉❡ n > k + 1 ❡t
❛✉❝✉♥ ❞❡s s✐t❡s si✱ 1 ≤ i ≤ k✱ ♥✬❡st ❝♦rr♦♠♣✉✱ ❡t s♦✐❡♥t ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s oi s✐❣♥és ♣❛r ❧❡s ❝❧❡❢s sk(si)✳
❯♥ ✐♥tr✉s ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ s✐t❡ u′ 6= u ♥♦♥ ❝♦rr♦♠♣✉✳ ❆✉ ❝♦✉rs
❞❡ ❧❛ s❡ss✐♦♥✱ ❧❡ s✐t❡ u′ ✈❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♦✛r❡s ❞❡s s✐t❡s s1, . . . , sn✳ ■❧ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
♠❛✐❧❧♦♥ o′0 ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [u′, [s1, . . . , sn]]sk(u′)✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛✐❧❧♦♥✱ ✐❧ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❧✐st❡
❞✬♦✛r❡s m′

1 = o′0 :: o1 :: . . . :: ok :: [ ]✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❝ré❡ ✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ h′
1 = (p′1,m

′
1)

❛✈❡❝ p′1 ∈ SP2quater ✳ ▲♦rs ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s advance(h1) ❡t advance(h′
1)✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P2quater

❛❥♦✉t❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ ok+1 à ❧❛ ❧✐st❡ m1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t o′k+1 à ❧❛ ❧✐st❡ m′
1✳ ▲✬❛❞✈❡rs❛✐r❡ ♦❜t✐❡♥t

❞♦♥❝ ❞❡✉① ❤✐st♦r✐q✉❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ h2 = . . . (p1,m1)(p2,m2) ❡t h′
2 = (p′1,m

′
1)(p

′
2,m

′
2) ❛✈❡❝ m2 =

o0 :: . . . ok :: ok+1 :: [ ] ❡t m′
2 = o′0 :: . . . ok :: o′k+1 :: [ ] ♦ù ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s ok+1 ❡t o′k+1 s♦♥t ❞❡

❧❛ ❢♦r♠❡ [off (u, sk), hash(ok)]sk(sk) ❡t [off (u′, sk), hash(ok)]sk(sk)✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬✐♥tr✉s r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡
♠❛✐❧❧♦♥ o′0 ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ m′

2 ♣❛r ❧❡ ♠❛✐❧❧♦♥ o0✳ ■❧ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❧✐st❡ m′′
2 = o0 :: . . . ok :: o′k+1 :: [ ]

♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ♣❡✉t ❝ré❡r ✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ h′′
1 = (p, m′′

2) ❛✈❡❝ p ∈ SP2quater ✳
❙♦✐❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t m3 = o0 :: . . . :: on :: [ ] ❡t m′

3 = o0 :: o1 :: . . . :: ok :: o′k+1 :: . . . :: o′n :: [ ] ❧❡s
❧✐st❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ✜♥✐ss❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ h1 ❡t h′′

1✳
❈❡s ❧✐st❡s s♦♥t ❛❝❝❡♣té❡s ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3quater✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
s✐❣♥és ♣❛r ❧❡s ❝❧❡❢s ❞❡s s✐t❡s q✉✐ ✜❣✉r❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ [s1, . . . , sn] ❞✉ ♠❛✐❧❧♦♥s o0 ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡



✼✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✸✸

❝❤❛î♥❛❣❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s length(m3) = length(m′
3) ❡t SITE l(m3) = SITE l(m

′
3)✱ 0 ≤ l ≤

length(m3)✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s s✐t❡s s1, . . . , sn ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦rr♦♠♣✉s✱ ✐❧ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❡①✐st❡r ✉♥
j ∈ {0, . . . , length(m3)}✱ t❡❧ q✉❡ OFF j(m3) 6= OFF j(m

′
3)✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ j = k +1 ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é

❞❡s ♦✛r❡s t❡❧❧❡s q✉❡ OFF j(m3) 6= OFF j(m
′
3)✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡

s❡ss✐♦♥ ✉♥ s✐t❡ u′ 6= u✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1quater ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡
❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t✳

✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦❞é❧✐sé ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P1 ❬❑❆●✾✽❪ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧✬❛tt❛q✉❡ ❝♦♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡
❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬❘♦t✵✶❪✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❡①♣r❡ss✐❢ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❛tt❛q✉❡s ❝♦♥tr❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳

▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 ♦♥t ❛✣r♠é q✉❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1 s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té
❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t✳ ❈❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ q✉✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ ✈❛❧✐❞❡
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✉♥ ✐♥tr✉s ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝❤❛♥❣❡r ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s ❛❥♦✉té ♣❛r ❞❡s s✐t❡s ♥♦♥ ❝♦rr♦♠♣✉s✳ ❈❡tt❡
❝r♦②❛♥❝❡ s✬❡st ❛✈éré❡ ❢❛✉t✐✈❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❧✬❛tt❛q✉❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✐❧ r❡st❡
✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ✿ ❝♦♠♠❡♥t ♣♦✉✈♦♥s✲♥♦✉s ♥♦✉s s❡r✈✐r ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ ♣♦✉r
❣❛r❛♥t✐r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❄ ❊♥ ♣r♦♣♦s❛♥t tr♦✐s ♣r♦t♦❝♦❧❡s à
❧✬✐♥st❛r ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❜♦r❞é ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣r❛t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
♠♦♥tré q✉❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❢♦r♠❡❧ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé à ❝❡t é❣❛r❞ ❛✈❡❝ ♣r♦✜t✳

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❛♥❛❧②s❡r ❧❡s r❛✐s♦♥s✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1ter s❛t✐s❢❛✐t ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❡♥ ❛✈❛♥t✱ t❛♥❞✐s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ❝♦♥tr❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1quater✳
▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ré♣ét♦♥s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♠❛✐❧❧♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❧❛
❝♦♥st❛♥t❡ u q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s✐t❡ q✉✐ ❛ ❝♦♠♠❡♥❝é ❧❛ s❡ss✐♦♥✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❢❛✐s♦♥s ♣❛s ❞❛♥s
❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ ❞❛♥s
❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1ter r❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs à ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡ s✐t❡ u ❡t
❧❡s ♦✛r❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❝❡ s✐t❡✱ s❛♥s q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡r ❧❡s ♦✛r❡s ❡t ❧❡
s✐t❡✳ ❯t✐❧✐s❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❛✐❧❧♦♥ ❡st ❛✉ss✐ s✐❣♥é ♣❛r ❧❡ s✐t❡ u✱ ♥♦✉s ♣❛r✈❡♥♦♥s à ♣r♦✉✈❡r ❧❛
♣r♦♣r✐été s♦✉❤❛✐té❡✳ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1quater ♥❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ♣❛s ❝❡tt❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉
q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s t❡♠♣♦r❛✐r❡♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡r ❧❡ s✐t❡ u ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❛✐❧❧♦♥✱ s❛♥s q✉❡ ❝❡❧❛ ❛✛❡❝t❡
❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡✳

▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1bis ♥❡ ♣❡r♠❡t q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡q✉êt❡✳ ❊❧❧❡ ❛ été ❝♦❞é❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ❞❡♠❛♥❞❡r✱ s✐ ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞és✐ré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ♥♦✉s
♣❡r♠❡tt♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs r❡q✉êt❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1ter ❡♥ r❡♠✲
♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♠❛✐❧❧♦♥ ❧❡ s✐t❡ u ♣❛r ✉♥❡ r❡q✉êt❡ r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t
♣❛s ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é✜♥✐❡✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡✉①
❧✐st❡s ❞❛♥s ❞❡✉① ❡①é❝✉t✐♦♥s ♥♦r♠❛❧❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s s✐t❡s ✈✐s✐tés s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡
♦r❞r❡✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐st❡ ♣❡✉t ❞✐✛ér❡r ❞❡ ❧❛
r❡q✉êt❡ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛✐❧❧♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✳ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1ter s❛t✐s❢❛✐t ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡
❡♥ ❛✈❛♥t✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✜①é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✐t❡ ✉♥❡ s❡✉❧ r❡q✉êt❡ q✉✐ ❡st✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ✐❞❡♥t✐q✉❡
❛✈❡❝ s♦♥ ♥♦♠✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✐♥té❣r✐té ❢♦rt❡ ❡♥
❛✈❛♥t ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ à ✉♥ s✐t❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs r❡q✉êt❡s✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡s ❣❛r❛♥t✐❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥♥❡r ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ❙✐ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ♣r✐s s♦✐♥ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P3quater ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ♦✛r❡s off ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ s✐t❡ q✉✐ ❛
s✐❣♥é ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❛✐❧❧♦♥✱ ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ♣✉ ❡s♣ér❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1quater s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été



✶✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❝❛s ✿ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1

s♦✉❤❛✐té❡✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥❞r❛✐t ❡♥ ❡✛❡t à ✉♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈ér✐✜é
✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ P1ter ❡♥ t❡st❛♥t s✐ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❛❣❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt
q✉✐ ❡①✐st❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♥✬❡st
♣❛s ❝❧❛✐r✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✶ Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ tr❛♥s❢éré❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ♣❡✉ r✐❝❤❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ✈❡rs ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❧✉s r✐❝❤❡s
s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ♠❛♥q✉❛♥ts s♦✐❡♥t ❝♦❞és ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳
❈❡s ❝♦❞❛❣❡s s♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣❛r ❧❡✉rs ♣❡♥❞❛♥ts
❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ♣❛r ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡ à ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡ ❡t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❤❛❝❤❛❣❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡ à ❝❧❡❢ ♣✉❜❧✐q✉❡✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts à q✉✐ ❧❡s
❝❧❡❢s ♣✉❜❧✐q✉❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♥❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥✉❧
❛❣❡♥t ♥❡ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✬✉♥ t❡❧ t❡r♠❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡s tr♦✐s ❝♦❞❛❣❡s✳

▲❛ ❝❡rt✐t✉❞❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦❞❛❣❡s s♦♥t ❝♦rr❡❝ts ♣❡r♠❡t ❛✉① ✈ér✐✜❝❛t❡✉rs ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❝r②♣t♦❣r❛✲
♣❤✐q✉❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♦✉t✐❧ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡t ♦✉t✐❧ ♥✬♦✛r❡ ♣❛s t♦✉t❡s
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❞♦♥t ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❛ ❜❡s♦✐♥✱ t♦✉t ❡♥ ♦❜t❡♥❛♥t ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ❛✉ss✐ ❢♦rt❡s q✉❡
♣♦✉r ✉♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s ❝❡tt❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❆❱■❙P❆✱ ♦✉t✐❧ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞✉❧❡ q✉✐ ❡st ✐♥té❣ré
❞és♦r♠❛✐s ❞❛♥s ❝❡t ♦✉t✐❧ ❡st ❜❛sé ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣❛r ❧❡✉rs ♣❡♥❞❛♥ts ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❬❈❑❑❲✵✻❪ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❝♦♥t❡✲
♥❛♥t ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ❯♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡
à ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♥♦✉s ♠è♥❡ ❛❧♦rs ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t à ✉♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡
s②♠❜♦❧✐q✉❡ à ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✱ ♣✉✐s à ✉♥❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ P♦✉r
t❡st❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♥❛❧②sé ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞✬❆❱■❙P❆
❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ✈ér✐✜❡r ✾ ♣❛r♠✐ ❧❡s ✽✹ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r ♣♦✉r tr❛♥s❢ér❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ét❛✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈✐♦♥s ♣❛s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡
♥✬❡st ♣❛s ♣ré✈✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈❑❑❲✵✻❪✳ ❖r✱ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❡♥ ❛ ❜❡s♦✐♥✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ✈✉ q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡①✐st❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❛✉ss✐ ❝❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛♥s❢ér❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐été ♣r♦✉✈é❡s
♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♦ù ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡st ❝♦❞é❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡ à ❝❧❡❢ ♣r✐✈é❡ ✈❡rs ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❯♥❡ ❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡ ❤❡✉rt❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❧✬❛❜s❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❝❧❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❧❡❢s ♣✉❜❧✐q✉❡s ❡t ♣r✐✈é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❆❱■❙P❆✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐

✶✸✺



✶✸✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

♥❡ ♣❡r♠❡t q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❡❢s ❡t ❧❡✉rs ✐♥✈❡rs❡s✱ s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ♣r❡s❝r✐r❡ à ✉♥ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r
❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ ❞♦✐t ✉t✐❧✐s❡r ❝♦♠♠❡ ❝❧❡❢s ♣✉❜❧✐q✉❡s ❡t ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❝♦♠♠❡ ♣r✐✈é❡s✳ ➚ ❧✬❡①trê♠❡✱ ♦♥
♣♦✉rr❛✐t ♠ê♠❡ ♠é❧❛♥❣❡r ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ✿ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ✉t✐❧✐s❡r q✉❡❧q✉❡s
❝❧❡❢s ✐♥✈❡rs❡s ❝♦♠♠❡ ❝❧❡❢s ♣✉❜❧✐q✉❡s ❡t ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♠♠❡ ❝❧❡❢s ♣r✐✈é❡s✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❧❡s ❝♦❞❛❣❡s
❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t r❡❝♦♥♥✉s ❡♥ t❛♥t q✉❡ t❡❧s✳ ❉❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés
s❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❛❧♦rs ♣♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❛✉t♦♠❛t✐s❡r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♦♥
♣♦✉rr❛✐t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♠♦②❡♥s s②♥t❛①✐q✉❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❧❡❢s ♣✉❜❧✐q✉❡s ❡t
♣r✐✈é❡s✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ ♠✉♥✐r ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❆❱■❙P❆ ❞✬✉♥ s②♠❜♦❧❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ➚ ♥♦tr❡ ❛✈✐s✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡✱ ❝❛r
♥♦✉s ❧❛ ❥✉❣❡♦♥s ♣❧✉s ♥❡tt❡✳ ■❧ r❡st❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r r✐❣♦✉r❡✉① ❞❡ ❜✐❡♥
❣❛r❞❡r ❡♥ têt❡ ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❡❢s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ✐♥✈❡rs❡s ❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ❧❛ ♠❛✐♥ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ q✉✐
♣❡r♠❡t ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❛♥s s✐❣♥❛t✉r❡ ✈❡rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ♣✉✐s ✈❡rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❛✈❡❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣♦✉r ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳

❯♥ rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ s❡r❛✐t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬❈❲✵✺❪ ❡t ❞❡ ❬❈❑❑❲✵✻❪✱
❞♦♥❝ ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❛✈❡❝
❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡ ❡t s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦t♦✲
❝♦❧❡s ❛✈❡❝ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡
❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❡♥tr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ❝❤✐✛r❡♠❡♥t ❛s②✲
♠étr✐q✉❡✱ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ✈❡rs ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ❯♥ t❡❧ rés✉❧t❛t
❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞✬❆❱■❙P❆ q✉✐ r❡♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳

✷ ❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s
❞❡ ré❝✉rs✐✈✐té q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈és ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ②
❝♦♠♣t❡r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s q✉✐ ♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é❡✳ ❉❡✉①✐è✲
♠❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♣❡✉t êtr❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é ❡t✱ ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s
é❝❤❛♥❣és ❞❛♥s ✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥❡ ❞❡s✲
❝r✐♣t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡✱ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❧❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✱ s♦✐t ❞❛♥s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝✐té ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s t②♣❡s ❞❡ ré❝✉rs✐✈✐té✳
❈❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ s✉r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s s❡ t❡r♠✐♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜r❡❢ ❛♣❡rç✉ s✉r ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
❡①✐st❛♥t❡✳

◆♦✉s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦♣♦sé ❧✬ét✉❞❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡ ❬❑❆●✾✽❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t à ✉♥ ♣❛rt✐❝✐✲
♣❛♥t ❞✬❡♥✈♦②❡r ✉♥ ❛❣❡♥t ❝♦❧❧❡❝t❡r ❞❡s ♦✛r❡s s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❞✉✐t✳ P♦✉r ét✉❞✐❡r ❝❡
♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞é✜♥✐ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡✳ ▼❛❧❣ré ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ❝❛s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❡♥ têt❡✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛ss❡③ ✢❡①✐❜❧❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❢❛❝✐✲
❧❡♠❡♥t êtr❡ ❛❞❛♣té ♣♦✉r s❡r✈✐r à ❧✬ét✉❞❡ ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ré❝✉rs✐✈✐té ♠❡♥t✐♦♥♥és q✉❡ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡tr♦✉✈é à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ❝♦♥♥✉❡ ❝♦♥tr❡
✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉t✐❧❡✳ ➚ ❧❛ s✉✐t❡
❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s r❡♥❞✉s ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡①❛♠✐♥é❡ ❡st ❡♥ ❡✛❡t très
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ét❛ts ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ q✉✐ s❡♠❜❧❡♥t ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t êtr❡ ❞❡s ❛tt❛q✉❡s



✷✳ ❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ✶✸✼

❝♦♥tr❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s✳ ❈✬❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ♦ù ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s
♦✛r❡s ❡st tr♦♥q✉é❡ ❡t r❡❝♦♥str✉✐t❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠♦❞✐✜é ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r ❡①❝❧✉r❡ ❝❡s
♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❡✉① ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡
❜✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛ss❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r♦♣r✐été✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ♥♦✉s
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t❡r ❞❡s ♦✛r❡s q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ s✐t❡ q✉✐ ❧❡s ♣r♦♣♦s❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❡rs✐♦♥
♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡s ❢❛✐r❡ ❛✉ss✐ ❞é♣❡♥❞r❡ ❞✉ s✐t❡ q✉✐ ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ♣r♦♣♦sé❡s s❛t✐s❢♦♥t ❡♥ ❡✛❡t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❆ ♥♦tr❡ ❛✈✐s✱ ✉♥ ❢✉t✉r tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❝✉rs✐❢s ❞♦✐t s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞é❝✐❞❛❜❧❡s✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬à ❝❡ ❥♦✉r✱ ♣❡✉ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❡ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té s♦♥t ❝♦♥♥✉s
❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ êtr❡ ♣r♦♠❡tt❡✉s❡✱ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉❡
❧❛ ré❝✉rs✐✈✐té ❡st très ré♣❛♥❞✉❡ ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✉t✐❧✐sés ❡♥ ré❛❧✐té✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡s♣ér❡r t✐r❡r
✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s✳
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P✳ ❍❛♥❦❡s ❉r✐❡❧s♠❛✱ P✳✲❈✳ ❍é❛♠✱ ❖✳ ❑♦✉❝❤♥❛r❡♥❦♦✱ ❏✳ ▼❛♥t♦✈❛♥✐✱ ❙✳ ▼ö❞❡rs❤❡✐♠✱
❉✳ ✈♦♥ ❖❤❡✐♠❜✱ ▼✳ ❘✉s✐♥♦✇✐t❝❤✱ ❏✳ ❙❛♥t✐❛❣♦✱ ▼✳ ❚✉r✉❛♥✐✱ ▲✳ ❱✐❣❛♥ò✱ ❛♥❞ ▲✳ ❱✐❣♥❡✲
r♦♥✳ ❚❤❡ ❆❱■❙P❆ ❚♦♦❧ ❢♦r t❤❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♥❡t s❡❝✉r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s
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❬❆❈✵✹❪ ❆✳ ❆r♠❛♥❞♦ ❛♥❞ ▲✳ ❈♦♠♣❛❣♥❛✳ ❙❆❚▼❈ ✿ ❆ ❙❆❚✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦❡r ❢♦r s❡❝✉✲
r✐t② ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ■♥ ▲♦❣✐❝s ✐♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✷✷✾ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥

❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✹✳

❬❆❊❙✵✶❪ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✳ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ❙t❛♥❞❛r❞s✱ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❙t❛♥✲
❞❛r❞s P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ◆♦✳ ✶✾✼✱ ✷✵✵✶✳

❬❆❘✵✵❪ ▼✳ ❆❜❛❞✐ ❛♥❞ P✳ ❘♦❣❛✇❛②✳ ❘❡❝♦♥❝✐❧✐♥❣ t✇♦ ✈✐❡✇s ♦❢ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② ✭t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦✲
♥❛❧ s♦✉♥❞♥❡ss ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❡♥❝r②♣t✐♦♥✮✳ ■♥ Pr♦❝✳ ♦❢ t❤❡ ✷✵✵✵ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡

■❋■P ♦♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✭❚❈❙✵✵✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✽✼✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✵✳

❬❆❙❚✵✵❪ ●✳ ❆t❡♥✐❡s❡✱ ▼✳ ❙t❡✐♥❡r✱ ❛♥❞ ●✳ ❚s✉❞✐❦✳ ◆❡✇ ♠✉❧t✐♣❛rt② ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ s❡r✈✐❝❡s
❛♥❞ ❦❡② ❛❣r❡❡♠❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ■❊❊❊ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❆r❡❛s ✐♥ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱
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❬❇❧❛✵✶❪ ❇✳ ❇❧❛♥❝❤❡t✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦t♦❝♦❧ ✈❡r✐✜❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r♦❧♦❣ r✉❧❡s✳
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