
λ-calcul différentiel et logique classique
interactions calculatoires

Lionel Vaux

Institut de Mathématiques de Luminy
Université de la Méditerrannée Aix-Marseille 2

Thèse de Doctorat
vendredi 23 novembre 2007



Logique de la programmation

Étudier les propriétés mathématiques des démonstrations

en particulier leur dynamique.

Représente le calcul d’une fonction : λ-calcul.
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Sommes et linéarité

Linéarité en algèbre :
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(f + g)[x] = f [x] + g[x]
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exactement une fois
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Réduction multiplicative 〈� ,⊗〉
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Logique linéaire polarisée

On relâche les règles structurelles.
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Réseaux différentiels

Des réseaux pour le λ-calcul différentiel [ER05].
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Bigèbres
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Routage

et communication

m d // +
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Loi de la chaîne
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Réunion

Réseaux différentiels avec boîtes

+ règles structurelles sur les négatifs.

I Pas de nouvelle interaction.
I Correspond au λµ-calcul différentiel [Vau07b].

I

!A

A

∂ met à mal la polarisation.



Réunion

Réseaux différentiels avec boîtes
+ règles structurelles sur les négatifs.

I Pas de nouvelle interaction.
I Correspond au λµ-calcul différentiel [Vau07b].

I

!A

A

∂ met à mal la polarisation.



Réunion

Réseaux différentiels avec boîtes
+ règles structurelles sur les négatifs.

I Pas de nouvelle interaction.

I Correspond au λµ-calcul différentiel [Vau07b].

I

!A

A

∂ met à mal la polarisation.



Réunion

Réseaux différentiels avec boîtes
+ règles structurelles sur les négatifs.

I Pas de nouvelle interaction.
I Correspond au λµ-calcul différentiel [Vau07b].

I

!A

A

∂ met à mal la polarisation.



Réunion

Réseaux différentiels avec boîtes
+ règles structurelles sur les négatifs.

I Pas de nouvelle interaction.
I Correspond au λµ-calcul différentiel [Vau07b].

I

!A

A

∂ met à mal la polarisation.



Extension polarisée des réseaux différentiels
Idée : on étend les règles (co)structurelles.
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Réseaux différentiels polarisés
Nouveaux redex typables :

m � //
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u � //
u
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En accord avec une sémantique dans le modèle relationnel
multiensembliste.
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λ̄µ-calcul [Her95, CH00].
Morphologie :

Termes : s, t : : = x | λx s | µα c

(conclusions)

Piles : e : : = α | s · e

(hypothèses)

Commandes : c : : = 〈s , e〉

(coupures)

Réductions :

〈λx s , t · e〉 → 〈s [x := t] , e〉
〈µα c , e〉 → c [α := e]

Codage de l’application :

(s) t = µα 〈s , t · α〉

η-expansion :
s←η λx µα 〈s , x · α〉
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Traduction : termes

x ;

w···!o

w

w

··
· o

w

!o
x

od

λx s ;
o

··
· o

···!o

!o x

s

?i� o
�

µα c ;

o
α

··
· o···!o c



Traduction : termes

x ;

w···!o

w

w

··
· o

w

!o
x

od

λx s ;
o

··
· o

···!o

!o x

s

?i� o
�

µα c ;

o
α

··
· o···!o c



Traduction : termes

x ;

w···!o

w

w

··
· o

w

!o
x

od

λx s ;
o

··
· o

···!o

!o x

s

?i� o
�

µα c ;

o
α

··
· o···!o c



Traduction : commandes
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λ̄µ-calcul avec produit de convolution

Interprétation calculatoire de m et u sur i ?

i : type des piles.

s, t : : = x | λx s | µα c

| 0 | s + t

e, f : : = α | s · e | 1 | e ∗ f

| 0 | e + f

c : : = 〈s , e〉

| 0 | c + c′

1 ;
w···!o

w

w

··
· o

w

i
u

e ∗ f ;

··
···· e
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···· f

c
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c

c···!o

c

i m

Réduction de routage ; sommes.
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Interprétation calculatoire de m et u sur i ?
i : type des piles.

s, t : : = x | λx s | µα c | 0 | s + t

e, f : : = α | s · e | 1 | e ∗ f | 0 | e + f

c : : = 〈s , e〉 | 0 | c + c′

1 ;
w···!o

w

w

··
· o

w

i
u

e ∗ f ;

··
···· e

··
···· f

c

··
· o

c

c···!o

c

i m

Réduction de routage ; sommes.



Réduction

?A⊥ �B

?A⊥
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⊗
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〈λx s , (t · e) ∗ (u · f)〉

→ 〈s [x := t + u] , e ∗ f〉

(u · e) ∗ (v · f) ' (t + u) · (e ∗ f)
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〈λx s , (t · e) ∗ (u · f)〉 → 〈s [x := t + u] , e ∗ f〉

(u · e) ∗ (v · f) ' (t + u) · (e ∗ f)



Réduction

〈µα c , e〉 → c [α := e]
〈λx s , (t · e) ∗ (u · f)〉 → 〈s [x := t + u] , e ∗ f〉

〈λx s , 1〉 → 〈s [x := 0] , 1〉

Formulations équivalentes, modulo :

〈s , e ∗ f〉 ←η′ 〈λx µα 〈s , e ∗ (x · α)〉 , f〉 .



Réduction

〈µα c , e〉 → c [α := e]
〈λx s , (t · e) ∗ f〉 → 〈λy µβ 〈s [x := y + t] , e ∗ β〉 , f〉

〈λx s , 1〉 → 〈s [x := 0] , 1〉

Formulations équivalentes, modulo :

〈s , e ∗ f〉 ←η′ 〈λx µα 〈s , e ∗ (x · α)〉 , f〉 .



Réduction

〈µα c , e〉 → c [α := e]
〈λx s , (t · e) ∗ f〉 → 〈λy µβ 〈s [x := y + t] , e ∗ β〉 , f〉

〈λx s , 1〉 → 〈s [x := 0] , 1〉

Formulations équivalentes, modulo :

〈s , e ∗ f〉 ←η′ 〈λx µα 〈s , e ∗ (x · α)〉 , f〉 .



Produit de convolution sur les distributions

[Sch66]
Si e et f sont des distributions à supports compacts et ϕ est une
fonction de test :

〈λz ϕ(z) , e ∗ f〉 = 〈λy 〈λx ϕ(x + y) , e〉 , f〉



Produit de convolution sur les piles

On a

〈λz s , e ∗ f〉 ←η′ 〈λy µβ 〈λz s , e ∗ (y · β)〉 , f〉
→ 〈λy µβ 〈λx µα 〈s [z := x + y] , α ∗ β〉 , e〉 , f〉

À comparer avec :

〈λz ϕ(z) , e ∗ f〉 = 〈λy 〈λx ϕ(x + y) , e〉 , f〉

ϕ est à valeurs scalaires (⊥) alors que s a un type de sortie.
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Désynchronisation

On pose :

s! = s · 1
↑e = 0 · e

Alors
s · e ' s! ∗ ↑e
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Désynchronisation

On pose :

s! = s · 1
↑e = 0 · e

Alors
s · e ' s! ∗ ↑e

〈
λx s , t! ∗ f

〉
→ 〈λx s [x := x + t] , f〉

〈λx s , ↑e ∗ f〉 → 〈λx µα 〈s , e ∗ α〉 , f〉 .



Désynchronisation

On pose :

s! = s · 1
↑e = 0 · e

Alors
s · e ' s! ∗ ↑e

··
· o···!o

o

··
···· s

!

ui
i

!o

⊗

··
· o

o

···!o
e

i

!o

⊗
u



λ̄µ-calcul différentiel

On ajoute la dérivée : [s]

··
· o···!o s

ui
i

!o

⊗

o

∂



Réduction

〈λx s , 1〉 → 〈s [x := 0] , 1〉〈
λx s , t! ∗ f

〉
→ 〈λx s [x := t + x] , f〉

〈λx s , ↑e ∗ f〉 → 〈λx µα 〈s , e ∗ α〉 , f〉

〈λx s , [t] ∗ f〉 →
〈

λx

(
∂ s

∂ x
· t

)
, f

〉

〈µα c , e〉 → 〈c , e〉α



Réduction

〈λx s , 1〉 → 〈s [x := 0] , 1〉〈
λx s , t! ∗ f

〉
→ 〈λx s [x := t + x] , f〉

〈λx s , ↑e ∗ f〉 → 〈λx µα 〈s , e ∗ α〉 , f〉

〈λx s , [t] ∗ f〉 →
〈

λx

(
∂ s

∂ x
· t

)
, f

〉
〈µα c , e〉 → 〈c , e〉α



Coupure nommée

o α

··
···· c

··
···· e

c

··
· o

c

c···!o

c



Coupure nommée

〈_ , β〉α = _ [α := β]〈
_ , s!

〉
α

= _
[
α := s!

]
〈_ , 1〉α = _ [α := 1]
〈_ , ↑e〉α = 〈_ [α := ↑α ] , e〉α
〈_ , [s]〉α = (Dα_ · s) [α := 1]
〈_ , (e ∗ f)〉α =

〈
〈_ [α := β ∗ α] , e〉β , f

〉
α



À suivre. . .

I Concurrence [EL07].
I Formule de Taylor [ER06, dC07] :

s! ?=
∞∑

n=0

1
n!

[s]n .

I Appel par valeur ?



Fin
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