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Introduction générale

La résolution des équations aux dérivées partielles occupe une place importante en ingé-
nierie et en mathématiques appliquées. Chacune de ces disciplines apporte une contribution
différente mais complémentaire a la compréhension et & la résolution de tels problémes.

Il existe plusieurs techniques permettant de résoudre numériquement les problémes
relatifs aux équations aux dérivées partielles. On pense par exemple aux méthodes de
différences finies, de volumes finis, aux méthodes spectrales, etc. On peut sans aucun doute
affirmer qu’aujourd’hui la plus largement répandue est la méthode des éléments finis. Cette
popularité n’est pas sans fondement. La méthode des éléments finis est trés générale et
posséde une base mathématique rigoureuse qui est fort utile, méme sur le plan trés pratique.
En effet, cette base mathématique permet de prévoir jusqu’a un certain point la précision
de notre approximation et méme d’améliorer cette précision par 'utilisation de maillages
adaptés.

Parmi les problémes les plus fréquents figurent ceux posé dans des domaines non ré-
guliers. Des études théoriques montrent le comportement singulier de la solution d’un pro-
bléme au limites posé sur un ouvert polygonal non convexe au voisinage des sommets non
convexes ; citons par exemple les travaux de Kondratiev, Maz’ya-Plamennvski, Grisvard,
Dauge, Stupelis, Kozlov-Maz’ya-Rossmann.... Ces singularités conduisent en général a un
ordre non optimal de convergence des solutions approchées si par exemple une méthode
d’éléments finis P! ou P? est utilisée lorsqu’il s’agit de I'opérateur de Laplace ou si I'on
utilise la méthode d’éléments finis de Hood-Taylor lorsqu’il s’agit du systéme de Stokes.
Pour remédier a cet inconvénient diverses méthodes ont été proposées pour restaurer I'ordre

optimal de convergence : adjonction de fonctions singuliéres a 'espace approchant (Strang
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Introduction générale

et Fix, 1973), la méthode du raffinement de maillage (Babuska 1970, Raugel 1978, Dobo-

rowolski 1982) et la méthode des fonctions singuliéres duales (Blum-Doborowolski 1982).

Dans ce travail on se propose d’établir des estimations d’erreurs a priori pour les solu-
tions approchées d’équations d’évolution obtenues par la méthode d’éléments finis mixte
duale en espace et ce pour trois types de problémes : le premier concerne le probléme de
Cauchy pour I’équation de diffusion de la chaleur, le second est le probléme de Stokes ins-
tationnaire, et le dernier concerne le probléme de Cauchy pour I’équation de diffusion de la
chaleur mais avec un coefficient de diffusion aléatoire. Pour ces trois types de problémes,
il y a un certain nombre de raisons de préférer la méthode mixte duale en espace & une
méthode classique en espace ; parmi elles la propriété fondamentale qu’ est la conservation
locale, et par suite globale, de certaines quantités physiques (la quantité de mouvement,
la masse, la quantité de chaleur,...). Une autre raison bien connue pour adopter la mé-
thode mixte duale en espace est qu’elle nous permet d’introduire des nouvelles variables :
p(t) = Vu (t) le flux de chaleur a l'instant ¢ pour I'équation de diffusion de la chaleur,
o (t) :== Vi (t) le tenseur gradient du champ des vitesses a 'instant ¢ pour le probléme
de Stokes instationnaire, ces inconnues supplémentaires ayant un sens physique et une
importance particuliére pour plus d’une application. Il est donc important de disposer
d’une méthode numérique donnant aussi de bonnes approximations de ces quantités. Nous
montrons que ces diverses quantités appartiennent a des espaces de Sobolev de fonctions
dépendant du temps, & poids appropriés en espace prenant en compte les singularités de
la solution apparaissant au voisinage des sommets non-convexes. Nous décrivons ensuite
des conditions de raffinement de maillage prés des sommets qui permettent d’obtenir une
estimée d’erreur a priori optimale en espace entre une solution de I’équation d’évolution et

son approximation semi-discréte ou complétement discrétisée.

Le premier chapitre de notre travail est consacré a ’étude de 1’équation de diffusion
de la chaleur dans un domaine polygonal de R?. En plus de I'inconnue traditionnelle u (),
représentant la distribution de température dans le domaine & l'instant ¢, on introduit
I'inconnue supplémentaire Vu (t) (représentant le flux de la chaleur a linstant ¢). Pour
chaque instant ¢ dans 'intervalle de temps fixe [0, 7], nous recherchons une approximation

de l'inconnue supplémentaire ?u(t) dans chaque triangle K de la triangulation 7, du do-
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maine polygonal considéré, sous la forme d’un champ de Raviart-Thomas de degré 0 ayant
sa composante normale continue aux interfaces et une approximation de 'inconnue u ()
par une constante sur chaque triangle. Pour une famille réguliére de triangulations (75),-,
satisfaisant a des conditions de raffinement appropriées, conditions auxquelles on peut sa-
tisfaire en utilisant la technique de raffinement de maillage de G. Raugel, nous démontrons
des majorations d’erreurs optimales pour la solution du probléme semi-discrétisé de I'ordre
de h en espace (h représentant la finesse du maillage).

En seconde partie du premier chapitre, nous donnons des estimations a priori d’erreur et
les preuves de stabilité pour la discrétisation compléte de la méthode mixte duale pour

I’équation de diffusion de la chaleur obtenue en utilisant pour la discrétisation en temps

I'un des deux schémas : le schéma d’Euler implicite ou le schéma de Crank-Nicolson.

Dans le second chapitre, nous nous intéressons au systéme de Stokes instationnaire pour
un fluide visqueux incompressible dans un domaine polygonal. Nous étudions la formulation
mixte obtenue en introduisant en outre des inconnues traditionnelles : la vitesse  (t) et
la pression p (t), la nouvelle variable o (t) := Vi (¢) représentant le tenseur gradient du
champ des vitesses a I'instant ¢. Nous approximons chacune des deux lignes de o (t) par un
champ de vecteurs de Raviart-Thomas de degré 0 sur chaque triangle K de la triangulation,
avec continuité de la composante normale aux interfaces. La pression p (t) est approximée
par une constante sur chaque triangle de la triangulation et la vitesse 7 (t) par un champ
de vecteurs constant sur chaque triangle. En utilisant, un raffinement de maillage a la
G. Raugel, nous obtenons une estimation de I'erreur de 'ordre de h en espace pour le
probléme semi-discrétisé, semblable a celle du cas des domaines & frontiére lisse. Ensuite on
compléte la discrétisation du probléme a ’aide du schéma d’Euler implicite. On démontre
en premier lieu la stabilité du schéma implicite et nous démontrons ensuite des estimées

d’erreur d’ordre 1 en temps et en espace.

Dans le troisitme et dernier chapitre de notre travail, nous présentons la méthode
mixte duale pour I’équation d’évolution de la chaleur dans un domaine polygonal D avec
un coefficient de diffusion aléatoire K (z,w), € D, le flux de chaleur & 'instant ¢ étant
KOﬁu (t) ou & dénote le produit de Wick. Du point de vue numérique, ce produit de

Wick a le grand avantage, contestable toutefois du point de vue physique, de n’introduire de
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couplages entre les coefficients du développement de la solution du probléme semi-discrétisé
(Pn () ,up (t)) en polynomes de chaos qu’avec ceux de multi-indice strictement plus petit.
Donc a chaque étape du calcul d’un coefficient du développement en polyndémes de chaos, la
taille du systéme linéaire a résoudre est la méme que dans le cas déterministe. En particulier
le calcul de la moyenne de (pj, (), uy (t)) ne fait intervenir que les moyennes de pj, (¢), de
up, (t), du coefficient de diffusion IC et du membre de droite, ce qui physiquement toutefois
peut laisser perplexe sur la validité du modéle. Nous démontrons des estimations d’erreur a
priori pour la solution du probléme semi-discrétisé (pj, (¢) , uy (t)) ayant un développement
en polyndémes de chaos de dimension K et de degré N de la méthode mixte duale . En
raison du coin réentrant du domaine polygonal D, un raffinement de maillage approprié
doit étre imposé a la famille de triangulations afin de restaurer l'ordre de convergence

optimal 1 de la méthode en espace.
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Chapitre 1

Equation de la chaleur instationnaire

1.1 Introduction

Le premier chapitre de notre travail est consacré a I’établissement d’estimées d’erreur
a priori pour les solutions approchées de la méthode mixte duale en espace, appliquée a
I'équation de diffusion de la chaleur (instationnaire) dans un domaine polygonal de R?
avec un coin réentrant. Dans la méthode mixte duale, en plus de I'inconnue u représen-
tant la distribution de température a un instant, on introduit l'inconnue supplémentaire
$u représentant le flux de chaleur & un instant et 'on en recherche une approximation
sous la forme d’un champ de Raviart-Thomas de degré 0 sur chaque triangle de la trian-
gulation avec continuité de la composante normale du champ approchant aux interfaces
de chaque triangle. Dans la formulation mixte duale, I'équation de balance de la chaleur
est exactement satisfaite en moyenne par la solution approchée, sur chaque triangle de
la triangulation du domaine polygonal dans lequel est posé le probléme. Une différence
essentielle avec les travaux de Claes Johnson et Vidar Thomeée [10], [7], est que les estima-
tions d’erreur a priori que nous obtenons pour la solution du probléme semi-dicrétisé, ne
supposent pas les régularités spatiales H? pour u;(s) pour presque tout s dans I'intervalle
0,¢] et H? pour u(t) comme c’est le cas dans le théoréme 2.1 p. 54 de [10] ou le théoréme
17.2 p. 276 de |7, ces propriétés de régularité n’étant pas vraies en général pour I’équation

de diffusion de la chaleur dans un domaine polygonal. Notons aussi que les espaces d’ap-
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proximations que nous considérons sont différents de ceux employés dans [10] ou [7] p.268.
Dans les estimations d’erreur a priori : le théoréme 2.1 p. 54 de [10] ou le théoréme 17.2
p. 276 de [7], le cas du plus bas ordre n’est pas considéré qui est cependant le cas le plus
pertinent dans un domaine polygonal en raison des singularités induites par la géométrie
du domaine sur la solution exacte. Dans notre contexte des domaines polygonaux, da a la
présence de ces singularités de la solution exacte, nous devons travailler plutdt qu’avec des
espaces de Sobolev classiques avec des espaces de Sobolev a poids en espace comme H?
(voir le livre de P. Grisvard, section 8.4 [3]). En outre en raison de ces singularités spatiales
de la température u et du flux de chaleur p; nous devons raffiner de maniére appropriée nos
maillages [11] au voisinage du coin réentrant de notre domaine polygonal, pour récupérer
Iordre de convergence 1 en espace des solutions du probléme semi-discrétisé. De ce fait,
nous ne pouvons supposer comme dans [10], [7] 1a famille de triangulations quasi-uniforme.
Dans une seconde étape, la formulation mixte duale semi-discrétisée de ’équation de dif-
fusion de la chaleur, est discrétrisée en temps suivant I'un des deux schémas : le schéma,
d’Euler implicite ou le schéma de Crank-Nicolson. Notons que le probléme complétement
discrétisé n’est pas abordé dans [10], [7]. Nous commencons par démontrer pour chacun
de ces deux problémes complétement discrétisés, I’existence et 'unicité de la solution, puis
nous démontrons la stabilité de ces deux schémas respectifs et finalement démontrons sous
les conditions de raffinement de maillages évoquées ci-dessus, des estimations d’erreurs a
priori d’ordre 1 en espace et en temps pour la solution du probléme complétement discré-
tisé par le schéma d’Euler implicite et d’ordre 1 en espace et 2 en temps pour la solution
du probléme complétement discrétisé par le schéma de Crank-Nicolson. Nous terminons ce
chapitre en donnant un exemple de traitement numérique de I’équation de diffusion de la
chaleur par la méthode mixte duale en espace et le schéma d’Euler implicite en temps dans
un domaine “en forme de L”, corroborant les estimées d’erreur théoriques obtenues dans ce

cas.



Domaine ouvert borné lipschitzien

1.2 Domaine ouvert borné lipschitzien

1.2.1 Position du probléme

Soit € un ouvert borné de R?. Pour T' > 0 fixé, nous posons @ := Q x |0, T[ et 3 :=
[' x ]0,T[. On considére le probléme d’évolution de la chaleur sur € : étant donné f €
L2(0,T; L%(R)), g € H'(Q), trouver u € H' (0,T; L2(Q)) N L2(0, T; H()) solution de :

u(z,t) — Au(x,t) = f(z,t) dans Q

u(z,t) =0 sur X (1.1)

u(z,0) = g(z) , pour z € Q.

Du fait qu’on cherche une solution v € H' (0,7, L*(Q2)) et puisque H' (0,T,L*(Q)) —
C(]0,T]; L*(R)), alors la condition initiale u(.,0) = g(.) € H () a bien un sens.

D’autre part en introduisant la variable p = ﬁu, on peut réécrire I’équation de la chaleur

sous la forme :

ou(z,t)
ot

div pl(z,t) = — f(x,t)

ce qui implique que p € L%*(0,T; H(div,)) puisque u € H' (0,T; L*(Q)), ou

H(div,Q) := {7 € L*(Q)% divie L*(Q)}.

1.2.2 Reégularité en temps de la solution

Théoréme 1.2.1 Le probléme (1.1) admet une solution unique

we H'(0,T,L*(Q)) N L*0,T, H'()).

Preuve: Pour la preuve compléte, nous nous référons au livre de Grisvard [2]. Ici on
explique seulement pourquoi w € H*' (0,T, L*(2)).
Soit A lopérateur —A dans H = L?(2) defini par :

D(A) = {ve H'(Q); Ave LX(Q)} et Av=—Av Vv € D(A).

3



Equation de la chaleur instationnaire

A est un opérateur auto adjoint avec un inverse compact et soit (\,;,)m>0 la suite croissante

de ses valeurs propres, chaque valeur propre étant répétée un nombre de fois égal a sa

multiplicité. Soit W, € D(A) la fonction propre correspondante a la valeur propre A, ; on

a donc :

AW, = AW,

On suppose aussi que W,, est normalisé c.-a-d. que [|[Wo,|[gq = 1, (|I-/loq est la norme dans

L2(Q).

En termes des fonctions propres et des valeurs propres de 'opérateur A on peut écrire

la solution ¢ — wu(t) de ’équation de la chaleur avec f € L*(0,T; L*(Q2)) comme second

membre et g € H'(€) comme condition initiale sous la forme :

m=-+o00

W)= 3 A W)+ [ () W)

Si on dérive par rapport au temps on a :

m=-+o00 m=-+00

w(t) =Y e =X ) (g, W)W+ {(f(1), Wm)—/o e PN (f(s), W, )ds W .

m=1
Mais
m=-+00 2 m=-+00
— 2
Z e (=) (g, Won) Wi, = Z e N2 (g, W)
m=1 0,0 m=1
d’ou :
m=+o00 2 T m=+00
> A 9 W) W = [ e Wl
m=1 L2(0,T;L2(%)) 0 m=1

IA

m=+0o0

(1.2)

(1.3)

400 M=+00
| et
0 m=1

1
= 5 2 Al W)l = gl oy (19
m=1



Domaine ouvert borné lipschitzien

en utilisant le fait que D(v—A) = H(Q) (|2], p.152).
D’autre part :

2

m=+00 m=-+o00
> (F(), W)Wy, Z (f = If®)llogq -
m=1 0,Q
Donc :
m=-+00 2 T
> (0 W)W — [ sl qd. (15)
m=1 r2orc@) 0

Il reste & majorer :

2

m=+o00 2

e T (f(s), Win)ds

< mioou 2 </ ts))\mds)
(/0 e | f (5)7Wm\2d8> (1.6)

m= +oo t
/ SN (F(s), Win)ds Wiy,

0,2

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a :

== Mn (f(5), W) = (e*%(tfs)/\m<f(8)’wm)> (ef%(tfs))\m>

Mais
t t +oo 1
/ o= g — / e~ e < / e mde = —
0 0 0 Am
Alors
=00 . m=-+400
Z / 6—(t—s))\m)\m(f(8)7Wm)dS Wm < Z )\ / —(t—8)Am |f(S)7Wm|2dS
m=1 0 0,2

3



Equation de la chaleur instationnaire

ce qui implique en intégrant de 0 & T :

+o0 t 2 T+oo
S [ eI (7). Wods W / / = | (F(s), W) ds
m=1 0

L2(0,T,L2(9))

T prt
= ZA’”/ / e |(f(s), W) dis dt
m=1 0 /0

+o0 T

Z)\m/| \/ ~(t=)n gt s
sTm +oo

/ F(s), W) ds

= [ Oy ds = s

IN

Alors d’aprés (1.4),(1.5),(1.6) on a :

2 2 2
e 7207 r200) < N9l + 21 11720070200

donc

||ut(')||L2(O,T;L2(Q)) S HQHﬁl(Q) + ||f||L2(O7T;L2(Q)) (1.7)

Introduisons maintenant la formulation mixte du probléme de la chaleur.

1.2.3 Formulation mixte duale

On pose dans la suite X := H(div,Q); M := L*(Q) et on munit ces espaces de leurs

normes naturelles (Cf. [8]), on note I lintervalle de temps de [0,7] . Si on introduit la

- T
nouvelle variable p'= Vu, i.e. p= (86—;‘1, %) , on peut réécrire le probléme de la chaleur

sous la forme :



Domaine ouvert borné lipschitzien

Ut(x7t) - leﬁ(l’,t) = f(l’,t) dans Q )

u(x,t) =0  sur X
(1.8)
pla,t) = Vu(z, t)

u(z,0) = g(z) pour z € .

\

Pour tout € X, on a :

/Q P(t).q dx + /Q u(t) divgde = /Q (Vu(t).q+ u(t) divq)dz.

= / u(t)q.m ds, Vtel,
o9

Comme u € L*(0,T; H()), u(t)jgo = 0 pour presque tout ¢ dans I, nous obtenons

I’équation :
/ﬁ(t).g?dx+/u(t) divgder =0Vqde X, Vtel.
Q Q

D’autre part, puisque wu;(t) — divp(t) = f(t), nous avons :

/ v (u(t) — div plt))de = / fWvde, Yve M Vtel
Q Q

D’ou :
/vdivﬁ(t)dx:—/(f(t)—ut(t))vdx, Yoe M, Vtel
Q Q

Le systéme des deux équations (1.9) est appelé formulation mixte du probléme (1.8). Si
we H'(0,T; L2(Q))NL2(0,T; H()) est la solution du probléme (1.1) alors (7 := Vu, u) €
L2(0,T; H(div,Q)) x H'(0,T; L*(9)) et est solution de la formulation mixte :
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( fQﬁ( qu+fﬂ t) divgde =0, Vge X, Vtel.

Jov divp(t)de = — [(f(t) —w(t)) vdx, Yve M, Vtel, (1.9)

u(0) = g € H(Q).

\

Nous montrons maintenant que c’est la seule solution de la formulation mixte.

Théoréme 1.2.2 Pour tout g € HY(Q) et tout f € L2(0,T; L*(Q)) la formulation mizte

(1.9) admet une solution unique,
(7,u) € L*(0,T; H(div; ) x H'(0,T; L*(2)).

Preuve: D’aprés ce qui précéde, nous savons que le probléme (1.9) posséde une solution.

Il reste a montrer que cette solution est unique. Pour cela montrons que si (p(-),u(+))

€ L*(0,T; H(div;Q)) x H*(0,T; L*(2)) vérifie :

Jo 2(t).qgdx+ [ju(t) divgde =0, Ve X, Vtel,
(1.10)

Jov divp(t)de = [u(t) vde, Yvoe M, Ytel,
et u(0) =0, alors =0, et u=0.
Notons que v € H'(0,T; L*(Q)) implique u,(t) € L*(Q) V't € I et donc que [, u,(t) v d
a bien un sens Yv € M,V't € I.
Prenant ¢ = p(t) dans (1.10);), et v = u(t) dans (1.10)¢;), pour un ¢ fixé dans I tel que
p(t) € H(div; Q) et u(t) € L*(Q2), (1.10) nous donne :

Jo 1P(1)] ?dr+ Jq u(t) divp(t)de =0

Jou(t) divp(t)de = [, u(t) u(t) de
D’ou :
/Q]ﬁ(t)]2 da:+/ﬂut(t) u(t) dx =0 (1.11)
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Domaine ouvert borné lipschitzien

ce qui entraine

1d
> do 4 = — t)*dr =0 Vtel
Lo dos 55 [ uwids c
D’ou
d
— | w(t)’dx = —2/ P))? de <0, Vtel
dt Q
ce qui permet de conclure que la fonction t ~~ fQ (t)%dx est décroissante.

De [, u(0)*dz = 0, suit alors :

/ u(t)?’de =0 Vtel
0

(voir remarque qui suit).

De (1.11) on conclu alors que

/yﬁ(t)ﬁ dr=0 VYtel = pt)=0 Ytel.
Q

Donc ' = 0, comme élément de L(0,T; H(div; Q)). ]
Remarque 1.2.3 La fonction W : t ~~ fQ (t)%dx est absolument continue. Démontrons-
le.

On a:

Alors

/OT|\II’(t)|dt < 2/0T(/Q|ut(t)||u(t)\dx) dt.
< [ (o + o)
_ / /|ut \dxdt—i—/ /|u 2 de) d

2 2
= /0 Hut()Ho,QdH/O lu®)llo.0 dt = 1l 07,20y < +00-

9



Equation de la chaleur instationnaire

Donc ¥ € L'([0,T]) et ¥ € L'([0,T]) i.e. ¥ est absolument continue. ¥ est alors I'intégrale

de sa dérivée. Plus précisément, comme W(0) = 0, nous avons :

Comme nous avons ¥ < 0 = W est décroissante et puisque ¥ > 0 et U(0) = 0 on a bien

U(t)=0Vtel ie [,u(t)’dc=0,Vtel.

Nous avons donc démontré que le probléme : étant donné g € I-Oll(Q), trouver (p,u)

€ L*(0,T; H(div,Q)) x H*(0,T; L*(Q)) tel que :
Jo 7(t).q dx + [, u(t) divgde =0, Vie X, Vtel.

Jov div plt)de = — [(f(t) —w(t)) vdx, Yve M, Ytel,

u(0) = g € H'(Q)

\
posséde une et une seule solution, sous la seule condition sur 2. 2 étant 'ouvert borné

lipschitzien de R2.

1.3 Domaine polygonal

1.3.1 Reégularité en espace de la solution

Dans la suite, on suppose que €2 est un domaine de R? & bord polygonal : 9 := Ujilfj,
ou I'; est un segment de droite ouvert vV j = 1,2, ..., N. Nous savons bien que les singularités
géométrique du domaine (angle) induisent en général des singularités sur la solution du
probléme de Cauchy pour I’équation de diffusion de la chaleur. Pour plus de détails, voir
[2] et [3]. Comme c’est expliqué dans [2] et [3] on peut supposer que €2 n’a qu’un seul angle
non convexe & lorigine dont la mesure est notée w. Rappelons que H*%(£2) est Pespace des
fontions de H' (Q) dont les dérivées secondes multiplie par r® sont carré intégrable, avec r
dénotant la distance de 'origine de R2. On muni cet espace par sa norme naturelle. Pour

une définition plus précise de cet espace, voir par exemple [3]| définition 8.4.1.1 et lemme

10
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8.4.1.2 p.388. Nous allons & présent démontrer un résultat de régularité de la solution de

notre probléme par rapport aux variables spatiales.

Théoréme 1.3.1 Soit u la solution du probléme de Cauchy (1.1). Alors pour tout o >
1z
il rseony < € (1l zoimzaan + lllimgoiay) -
Preuve: Introduisant encore une fois l'opérateur fermé A dans L? (Q), défini par :
D(A) = {v e Hy(Q); —Av € L*(Q)}, et Av=—Av,Vv € D(A).
Nous savons [3], [8] que D(A) — H**(Q) pour > 1 — I et que

[l s72 () < € [1AV]] 2 - (1.12)

D’aprés le théoréme 1.1.1 le probléme de la température sur Q x [0,7] : étant donné
f e L20,T; L*Q)) et g € HY(Q), trouver u € H'(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H'(2)) solution
de

u(z,t) — Au(x,t) = f(z,t), dans Qx]0, 7T

u(z,t) =0, sur X, (1.13)

| w(z,0) =g(z) , pour Vz € .

posséde une et une seule solution.
De I’équation :
Au(t) = —f(t) +w(t), Vtel0,T],
suit
Au(t) € L*(Q),V't €]0,T[.
Donc par (1.12), V't €10, T : u(t) € H*>*(Q) et
)2y < € (15O gy + lue®) 20y ) -

11
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En élevant les deux membres de cette inégalité au carré, puis en intégrant les deux membres

de 0 & T, on trouve que u € L*(0,T; H>*()) et que

T ..,
||u||L2(O,T;H2¢Q(Q)) <c <||f||L2(o,T;L2(Q)) + ||utHL2(O,T;L2(Q))> (a>1- o fizé)
A fortiori :

ull 20 7120 () < € <||f||L2(O7T;L2(Q)) + HUHHl(O,T;LQ(Q))) : (1.14)

1.4 Probléme semi-discret

Avant d’écrire le probléme semi-discret de I’équation de la chaleur, i.e. la discrétisation
en espace, nous allons d’abord préciser quelques notations. On se place en dimension deux

et on désigne par (7), une famille de triangulations de Q formées de triangles K. En

particulier :
ﬁ - UKeTh K
On note par hg le diamétre de K i.e.
hx = diam(K) = max |r; — 23]
r1,72€K

ol |.| désigne la norme euclidienne de R?. Par pg, nous désignons la rondeur de K i.e.
pPK = sup {dz’am(B); B disque de R? et B C K} )
Le paramétre noté aussi h conformément a la tradition

h =: max hx
KeT,

caractérise la finesse du maillage, et r(x) dénote la distance euclidienne entre le point x et
lorigine de R2.

On note par Py 'espace des polynomes en les variables x1, o & coefficients réels et de degré
global inférieur ou égal a k.

Soit K un triangle arbitraire avec comme sommets successifs en tournant dans le sens

12
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trigonomeétrique := A(ay, as), B(by + ai, by + az), C(cy + ay, co + az).
Les couples entre parenthése désignent leurs coordonées respectives.

Soit la transformation affine :

Fr  K—K
~ o~ (3] by ¢ 71
(.1'175132) — + ~
a2 by ¢ T2

C’est une bijection de Ksur K, K désignant le triangle de référence :

~

K={2=(8,2) eR}50< 3 <1, 0< 3 <1—2}.

On note :

by ¢
BK _ 1 1
b2 Co

On a dét Bk > 0.

D’autre part, pour transformer un champ de vecteurs sur K en un champ de vecteurs sur
K ou l'inverse, on utilise la transformation de Piola : qui apparait dans ([13] p.42) ou
d’une facon plus générale dans ([14] p.23).

Si § est un champ de vecteurs sur K son image par la transformation de Piola est le champ

de vecteurs sur K défini par :

1

i) = — BKBKﬁ(F;(:@), Vie K .

Réciproquement : étant donné ¢’ un champ de vecteurs sur K son image par la transfor-

mation de Piola est le champ de vecteur sur K défini par :
8(2) = det By - B! 0(Fg(#)), Viek .

Dans la suite, nous considérons sur €2, une famille de triangulations (73,)n~o réguliére dans

le sens suivant : (Cf. [4] 17.1 p.131)
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Définition 1.4.1 Une famille de triangulations (75,), > 0 est dite réquliére s’il existe une

constante o telle que

h
Vh>0,VK €Ty, ox = -2 <oay.
PK

1.4.1 Formulation mixte semi-discréte

Ecrivons maintenant le probléme semi-discretisé de (1.9) : trouver (py, up,) € L*(0,T; Xj) %

HY0,T; My) tels que

( fgﬁh(t)ih dx + fQ uh(t) divg, de =0, Y, € Xy, Vtel,

Jovn divpy(t) de = — [ (f(t) — uny(t)) vn da Yo, € My, V't e l, (1.15)

| et la condition initiale : u,(0) = g € M, ,

qui sera précisée plus tard ou

X, = { qn € H(div,Q);VK € Tj, : ghyx € RTH(K) }

M, = { Vp, € LQ(Q); Up/K € Iz VK € Th}

ot RTo(K) = Py(K)?*@® Py(K) () désigne I'espace vectoriel de dimension trois des champs

Z1
de Raviart-Thomas de degré 0 sur K. (RTo(K) est noté Dy (K') dans [5] p.550) et By I'espace

vectoriel des fonctions constantes sur K.

Proposition 1.4.2 Le probléeme (1.15) posséde une et une seule solution
(P, up) € L*(0,T; X3,) x HY(0,T; My,).

De plus py, € H'(0,T; X3,).
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Preuve: Remarquons tout d’abord, qu’ici la condition initiale g, € M; C L?(Q); donc gy,

n’est pas en géneral dans H} (). Soit ¢t qh e ,cjﬁ{n une base de X}, et vfll), e ,v}(LK) une base
de Mj. On écrit py(t) (resp. upy(t)) dans la base (cj,(lj)) de X, (resp. (U;(Lk)> de
J=1,...,J k=1,...K
Mh) .
J K
— ] k
t) = Z%’(t)‘fﬁ” ;o up(t) = Zﬁk(t)vé )
Jj=1 k=1

La formulation mixte discréte (1.15) est équivalente a :

l

Jo 22 1% hj h] dx+f92k 1 Bk( ) dchjﬁle) de =0, Vj' =1,2,..,J

Ja v v 1%()divcj“) = — Jo(f( - lﬁk() ) (k)dx, VE =1,2,.. K.

Ce qui peut étre réécrit sous la forme :

jlfQ ])dx i(t) +Zk1f9 ! div ])dx)ﬁk(t):

ST ool divg)de) at) = — [, fE0 de + S5 (oo de) Bi(t),

/

VE =1,2, ...

K.

\ Y

Maintenant, posons

gk = fQ U/(zk)vi(zk , bjjr = fQ Cjﬁzj (j(j) dx , i = fﬂ(div 4 )) f(z Jda

Vi =12..,J Vkk =12 K
Avec ses notations, le systéme différentiel précédent peut-étre réécrit :
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( .
Z;‘le bj/jaj (t) + Z?:l Cj/kﬁk(t) = O, Vj = 1, 2, .y J,
S (O wjas(t) = — [o, FO)0 de + S0 aw Bi(t) (1.16)

/

VE =1,2,.. K.

\
En prenant aussi :
A = (ap)1<p k<x matrice symétrique et définie positive , A € RE*K;

B = (bjr;)1<jr j<; matrice symétrique et définie positive, B € R7*/ ;

C = (cjip)i1<jr<ii<i<i, C € RI¥E
et :
Bu(t) on(t) Jo(f )oY da
By =| eRE a(t)=| e R/, Ft) = ' € RK.
Bre (t) oy (t) Jo F)0 da

Les équations précédentes peuvent étre réécrites :

AB(t) = CTalt) + F(0),

Ba(t)+C p(t) =0.
D’ou

a(t) = —B'C B(t). (1.17)
Injectant (1.17) dans la premiére équation, on obtient

AB(t)=—CTB™'C B(t) + F(t),

a(t) = —B'C B(t).
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Donc il suffit de résoudre le systéme différentiel ordinaire inhomogéne

AB(t)+CTB7IC B(t) = F(t) , F e L*0,T;RX)

B(0) =By (i.c.)

ot By € RX est le vecteur de R tel que

K

> (Bo)kvy” = gn € My

k=1

On peut encore écrire ce systéme différentiel K x K sous la forme :

B(t) = —ATTCTBTICH(t) + ATIF ().
Ceci implique :

ﬁ(t) _ e—AflcTBflc tﬁo + /t e—A*ICTB*IC(t—r)AAF(T) dr.
0

Par vérification directe, il s’en suit que :

B e ([0, T);RX) et 5 € L*(0,T;RX).
Puisque a(t) = —B7'C3(t) donc « € C([0,T];R7) et & € L?(0,T;R’). D’ou

up € HY(0,T; My) et p, € HY(0,T; X},).

1.4.2 Estimations d’erreurs

Notre objectif, dans cette section, est de démontrer certaines estimations d’erreurs sur
la solution du porbléme semi-discrétisé. Dans ce qui suit, (7, u) désigne la solution du pro-
bléme continu (1.13) et (pp, ,up) désigne la solution du probléme semi-discret (1.15). Pour
cela nous avons besoin d’introduire un probléme intermédiaire appelé projection elliptique,
et nous allons tout d’abord comparer la solution exacte (p'(t),u(t)) a la solution de la
projection elliptique a l'instant ¢. La définition de la projection elliptique est similaire a

celle donnée par Vidar Thomée dans son livre ([7], (17.26) p.276).
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—

Définition 1.4.3 On appelle projection elliptique de (p(t),u(t)) V't € I, la solution
(ﬁh(t),ﬁh(t)) de la formulation mixte discrétisée du probleme elliptique stationnaire avec

comme second membre : —Au(t) = —div p(t) = f(t) — us(t) € L*(Q).

Autrement dit : (py(t), @x(t)) € X, X M, est la solution du probléme suivant :

fQ ﬁh(t)jh dx + fQ ﬂh(t) div g, dx =0, Vg, € Xy,
(1.18)
Jo vn div py,(t))da = — Jo —Du(t) vy dz, Yo, € M.

Notons que f(t) —u(t) = —Awu(t) et puisque u; € L*(0,T; L*(2)), donc pour presque tout
t dans I : f(t) — w(t) = —Au(t) € L*(2). On peut alors pour presque tout ¢ dans I,

résoudre le probléme elliptique discrétisé (1.18) :

Proposition 1.4.4 Le probleme (1.18) admet une solution unique , V't € I ,(pn(t), un(t)) €
X, X My,. De plus py € L2(0,T; X)) et @y, € L2(0,T; M,).

Preuve: Nous utilisons les méme notations que la démonstration précédente, écrivons

(pn(t), @ (t)) dans les bases (cjf?) ; de X}, et (vgk)>k N de My, :

-----

(1.19)
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ou

[ (@) = u(t) v do

Jo(F) = wi(t) v da
F(t) € L*(0,T;R¥).
(1.19) est équivalent a

a(t)=—-B7'CB(), VYtel,

Clat)+ F(t)=0. Vtel.

Alors
(CTB7IC) B(t) = F(t).

Regardons de plus prés la matrice CTB~1C € REXK
Soit ¢ € RE\ {0} :

—_ . 1 )
(CTBIC €8 = (B7CE00 2 O el

oll maxo(B) désigne le maximum des valeurs propres de B. Notons que C"B~!C ¢ €
RE et que B~'C ¢ e R’ .

L’inégalité précédente implique que
(CTBT'CE € >0 VEe R\ {0}

Pour démontrer que C'T B~1C est définie positive, il suffit en vertu de I'inégalité précédente
de vérifier que le vecteur (C' €) € R’ est non nul, V¢ € R¥\ {0} .
Pour cela supposons que C' £ = 0.

Alors :

K

/(div q_flj/))(z v,(f)ék) dx = 0.
Q

k=1
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J
org’,. g, .. ... .

On a donc Vg, € X,

) forment une base de X,

K
i)y o) de o
Q k=1

Mais 31 fkv,(f) € My, et alors par le lemme (1.2) p.612 de [8], il s’en suit que

K
> e =0
k=1

ce qui implique

L=&=...... =&k =0 donc £=0.
Ceci démontre que la matrice CT B~'C est symétrique et définie positive.
D’ou :

B(t) = (CTBTO) F(t)

Comme F € L*(0,T;RX), 3 € L*(0,T;R¥) et par conséquent & € L*(0,T; R”) par (1.19).

D’ou

€ L2(0,T; My) et py € L*0,T; X,).

Dans la suite, on a besoin, dans 'estimation de l'erreur, de plus de régularité sur la

solution du probléme (1.13) ainsi que sur sa projection elliptique. Pour cela on suppose

que :

f e HY0,T; L*(2)) et que Ag+ f(0) € Hy(Q).

On a alors le résultat suivant :
Proposition 1.4.5 Avec les hypothéses ci-dessus on a :
u, € HY(0,T; LA(Q)) N L2(0, T; H>*(Q)) N L*(0, T; H'(Q)),

et
an € HY0,T; M) et pn € HY0,T; X},).

20
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Preuve:

Par hypothése 4 € L2(0,T;L*(Q)). Soit v € H'(0,T;L*(Q)) N L*(0,T; H'()) la

solution de I’équation de la chaleur :

d df
—(0®) = A@®) + =) dans Q

v(0) =Ag+ f(0) dans Q

Puisque

Ag+ f(0) € HY(Q) et fl—J; € L*(0,T; L*(Q)),

alors d’aprés le théoréme 1.1.1, v existe et est unique. De plus d’apreés le résultat de régu-

larité (1.14) appliqué au probléme de Cauchy ci-dessus :
v e L*0,T; H**(Q)).

Posons
t
u(t) = / v(s)ds + g.
0

On vérifie de suite que wu ainsi définie est la solution de (1.1). De plus, fli—? = v. Des propriétés
de régularité de v suit alors (1.20).

D’autre part nous avons vu dans la démonstration de I'existence et 'unicité de la projection
elliptique que

B(t) = (CTB™IC) F(1),
Tp-1,1n-1 d -
—p(t) = (C B 0C) aF(ﬂ

Jo(LF(t) — Luy(t)) o)) do

— (CTB—lc)—l

Jo (G f () = %ut(t))vff’ dx
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D’ot
d ~
—B(t) € L*(0, T; R¥).
dt
Il s’en suit que,

d

—a(t) € L*(0,T;R’

Za(t) € L0, T;RY),
puisque

a(t) = —B71CH(1)

et par conséquent

i, € HY(0,T; M) et pne H'(0,T; Xy,).
ce qui achéve la démonstration. [ ]

Remarquons que la projection elliptique (ﬁh(t),&h(t)) n’est que la solution de la for-

mulation mixte discréte pour le Laplacian avec comme second membre
—Au(t) = —div plt) = f(t) — u(t) € L*(),
I1 découle du théoréme 1.13 p.619 et du théoréme 1.17 p.623 de [§] :

Proposition 1.4.6 Soit {7} une famille de triangulations réguli¢re sur Q) satisfaisant
pour un o € ]1— %,1[ﬁxé :

(1) hg < ohT=s pour tout triangle K € Ty, admettant l’origine comme sommet,

(17) hix < o (infyex 7¥(x)) h pour tout triangle K € T, sans sommet & lorigine .

Alors il existe une constante ¢ > 0 indépendante de h telle que :

7(t) —ﬁh(t)H < e h Jult)| e - (1.22)

0,0
et
Ju(t) = an(t)lgq < e b (|u(t)|ao) + [ult) mew) (1.23)

Proposition 1.4.7 Soit o € |1 — Z, 1] fizé et soit {T,} une famille de triangulations sur
Q possédant les mémes propriétés que dans la proposition 1.4.6. Il existe une constante

positive * indépendante de h telle que V't € I :

lun(t) = Bru(®)]lpq < %Ilﬁ(t)—ﬁh(f)lla (1.24)
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ou Py, désigne l'opérateur de projection orthogonale de M sur My,.

Preuve: Rappelons les deux problémes (1.9), (1.15) :

la formulation mixte :

Jo P(t).q dx + [, u(t) divqde =0, Vq e X,

Jov divp(t)de = — [,(f(t) — w(t)) vde, Yve M,

le probléme semi-discret :

fgﬁh( qh dx + fQ Uh le qn der =0, chh € Xh,

fQ v, div pi(t)dr = — fg(f(t) — upy(t)) v dx, Von € My,

En prenant ¢ = ¢, dans (1.9)(;) on obtient

/ 5(t).Ghdz + / u(t) div, dz = 0.
Q Q

Puisque div ¢, est constant sur chaque K € 7,,Vq, € X}, nous avons :

/ u(t) divg, do = ) / u(t) div @, dz
Q K

_ / Py (u(t)) div G, dz
Q
D’ou (1.25) devient
/ 5).Godz + / Py (u(t) div, dz = 0 Vg, € Xn, V't e I,
Q Q

et en faisant la différence entre (1.26) et (1.15);), on obtient

/ (5(0) — 5h(t)) Ghde + / (Pu(t) — un(t)) divi do =0, VG, € Xn Vi€ I
(9]

Q
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Maintenant du corollaire 1.15 de [8] i.e. de I'inégalité inf — sup uniforme et de (1.27) suit :
Lo - /
lun(®) = Pru®lloo < 52 [P0 = Au(®)ll VEET,
avec % désignant la constante apparaissant dans l'inégalité inf — sup uniforme. D’ou (1.24),

ce qui compléte la preuve.

Le résultat suivant concerne une majoration bien connue de l'erreur d’interpolation
lorsque Iinterpolation est la moyenne sur chaque triangle (voir par exemple inégalité (45)

p.624 de [8]).

Proposition 1.4.8 Soit {7} une famille réguliére de triangulations sur Q, il eviste une

constante ¢ > 0 indépendante de h telle que pour tout t € I :
||u(t) — Phu(t)HQQ < ch |ut)|m - (1.28)

Proposition 1.4.9 Soit {7;,} une famille réguli¢re de triangulations sur Q, jouissant des
propriétés (i) et (ii) de la proposition 1.4.6. Pour a € ]1 -, 1[, 3¢ > 0 indépendante de
h telle que pour toutt € I :

nww—wﬁmmScwmmm@+§ﬂmwmmMQ+WMw—mww. (1.29)

Preuve: En appliquant les estimations (1.28), (1.24) on a

[u(®) — un@)llpq < Jult) = Paut)lloq + | Paut) — un(t)lloq viel,
< chlu(t)|gq) + % (Hﬁ(ﬂ - m(t)Ho,Q)
1 _ g = =
< il + 5 ([0 -0+ |70 -5, )-

Ce qui implique, en utilisant (1.22) pour presque tout ¢ dans [ :

1
M@—UWWMSCWWWmm+§<mMmmwm+

o=,
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Probléme semi-discret

Mais comme v € H' (0, T, L*(Q)) — C([0,T]; L*(£2)), il s’en suit que u — uy est continue.
Donc l'inégalité précédente est vraie pour tout ¢t dans I. Ce qui achéve la démonstration.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer I'estimée finale c-a-d de majorer
19(t) — Pr(®)llgq et lut) — un(t)|lyq, par O(h). Nous avons les estimations a priori d’er-

reurs suivantes :

Théoréme 1.4.10 Supposons les hypothéses de la proposition 1.4.5 vérifices i.e. f €
HY(0,T; L2(Q)) et Ag+ f(0) € HYQ). Prenons uy(0) = @,(0) comme condition initiale
du probleme semi-discret et soit {T,} une famille de triangulations sur Q, avec les mémes
propriétés que dans la proposition 1.4.6 pour o € }1 — =1 [ Alors il existe une constante

c > 0 wdépendante de h telle que pour tout t € I :

. . du
I76) = (0] < b a0l + |5 ) (130)
L2(0 T3 ()
et
du
) — (B < ¢ B [y + By + || N CE
L2(0.T3 %2 (2)

Preuve: Tout d’abord on a besoin de réécrire les deux problémes (1.15) et (1.18)

le probléme semi-discret :

fQ ﬁh(t).cj'h dr + fQ uh(t) div (7}1 dr = 0, \V/th € Xy,
(1.15)
fﬂ Up, leﬁh<t)d$ = — fg(f<t> — uh,t<t)) Up, dl’, Y, € M,
et la projection elliptique :
fQ 5h(t)§h dx -+ fQ ’&h(t) div Jh dr = O, V(Th € Xh,
(1.18)

Jo, vn div gy, (t)dz = — Jo(f(t) — wi(t)) vp dz, Vo, € My,

Une soustraction de (1.18)(; de (1.15)(;), nous donne :

/ (ﬁh(t) —5h<t)) G, dz +/ (un(t) — an(t)) divigy dz =0, Ytel VG, e Xn
Q Q
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Equation de la chaleur instationnaire

On pose dans la suite
En(t) = put) — pr(t) et O,(t) = up(t) — an(t).
Alors I’équation précédente peut étre réécrite :

/gh(t)(jh dzr + / 9h<t) div (jh dr =0 , Vtel ,Vth € X,. (132)
Q Q

Dans I'équation précédente, nous avons écrit Vi € I. En effet d’aprés la proposition 1.4.2
et la proposition 1.4.5, on a &, € H'(0,T; X},), 0, € H'(0,T; M},) qui sont donc continues
de [0,7T] dans X}, respectivement Mj.

Dérivant les deux membres par rapport a ¢ nous obtenons :

d d
/ _gh(t)ih dx +/ —Gh(t) div q} dr = 0, Vtel ,V(jh € Xy,
o di o di

En prenant ¢, = 2£,,(¢) on a :
d — — d : = !/
2 —€h(t).€h(t) dx + Q—Gh(t) div €h(t) dr =0 Vtel s
o dt o dt
donc

i/ |5h(t)|2dx+/219h(t) div &) de =0 Vtel (1.33)
dt |, o dt

De facon similaire, en faisant la différence entre (1.15)(;) et (1.18) ), nous aurons :

d
/ Up, legh(t)dl' = / %(uh — U)(t) U, dl’, Y, € Mh,V’t el (134)
Q Q
Pour faire apparaitre, a partir de (1.34), le deuxiéme terme de I’équation (1.33), choisissons
5 d0u(t) .
vy = ol :
h dt J

/Q 2%@) div(y(t))de = 2 /Q %(uh—u)(t) d%(t) dv Vtel

= Q/Q%(uh—ah)(t)%(t) dx+2/ﬂ%(ﬂh—u)(t) o (t) dx

_ 2/9 (%(t))Q d:)s+2/9%(ﬁh—u)(t) %(t)dw. (1.35)
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Probléme semi-discret

(1.33) (1.35) et 'inégalité de Cauchy-Schwartz impliquent que

d [ do, . \* B d . . doy, )
%/Q’gh(tﬂ da:+2/Q (E(t)) dr = —2/Qa(uh—u)(t)g(t) dv  Y'tel

<2 [/ (%(ah—uxt))Q N [/ (Z—?@))Qdax]
< /Q(%(ah—u)(t)>2+A(%(lﬁ))de.

En simplifiant les deux membres, on obtient :

%/Q|§h(t)|2dx§/ﬂ<%(ﬂh—u)(t)>2dx Viel.

Maintenant on intégre les deux membres de 0 & ¢, d’ou :

/Q\gh(t)fdxg/Q|5h(0)\2dx+/0t/9(%(ﬂh—u)(t)>2da: dt. (1.36)

D’autre part, en prenant @p,(0) = u,(0), on obtient 65(0) = ux(0) — @, (0) = 0. (1.32) pour

1/2

t = 0 nous donne alors :

/ gh(O)Jh dr =20 , V(fh € X,
Q

Prenant ¢, = £5,(0) il s’en suit :

donc £,(0) =0.
Alors (1.36) devient :

/Q\gh(t)y2dx < /Ot (/Q (%(u—ﬂh)(t))de> dt

Il
< ~+
-~
S~
| — |
S5

=

|
N
3|5

=~

S~—
~_
= 2
—_
no

QL

S
~_



Equation de la chaleur instationnaire

d

puisque les opérateurs 4 et (.),” commutent, nous obtenons :

[lawrar< [ |%0- (%(t)):

— (‘fl—’;(t) ;Hog' Comme nous avons supposé que :

2

dt
0,2

Donc il suffit de majorer H%(t)
fe HY0,T;L*(Q)) et Ag+ f(0) € H'(),
Il suit de la proposition 1.4.5 que
u, € HY(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H(Q)) N L(0, T; H>*(Q)).

Et Comme la projection elliptique de u; () n’est rien d’autre que la solution du probléme
mixte discret stationnaire avec comme second membre —Auw, (t) (¢ fixé), d’aprés la propo-

sition 1.4.6, il existe une constante ¢ > 0 indépendante de h telle que

d d ~ du(t du(t
iy - (_“(t)> <ch du(t) duft) '
De ceci et de I'inégalité ci-dessus suit :
du
JEOlo < ch |5 Vi)
L2(0,T;H2% ()

D’ou, par la proposition 1.4.6 et 'inégalité précédente :

12(2) — P ()l

IN

[t = o) + || 6) = 0|

h <|U(t)|H2a +|%

De (1.29) et de la majoration ci-dessus sur ||&,(%)]| suit :

du
dt

IN

L2(0,T;H2: a(Q))) .

du
dt

Jut) — un(t)|lgq < ch ( [u(®)]m(0) + [ut)|r2e@) + ’ ) :
L2(0,T;H2())
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Probléme complétement discrétisé

1.5 Probléme complétement discrétisé

Maintenant, nous allons compléter la discrétisation du probléme de la chaleur. Pour
cela nous subdivisons l'intervalle de temps [0,7] en N sous-intervalles [t,,_1,%,] (n étant

un nombre entier positif ou nul), tels que :
O=to<--<t, < <ty=T,

Avec At = t,, — t,,—1 dénote le pas de temps fixe. nous désignons par u} 'approximation
de la température v au temps t, = nAt dans M}, . Pour 'approximation de % au temps

t,,, nous utilisons la formule suivante :

(uy — up )

At

_—
Juy, =

ou uZ‘l est I'approximation de la température v au temps t,_1.

1.5.1 Schéma implicite

Nous commencons notre étude par le schéma implicite. Ainsi le probléme complétement
discrétisé de I’équation de la chaleur instationnaire s’écrit comme suit : trouver (p)*, u} )nen

tel que :

([ de+ [ up divg, de =0, Vg, € X;, ¥n >0
v, divprde = — [, (f(tn) — Oup) vy dz, Yo, € My, Yn > 1 (1.37)
Q h Q h

| up (cd.), donnée.

On supposera que u) = @ (0), montrons que le probléme (1.37) admet une solution unique

(ﬁ}fﬂ%)nel\l € Xh X Mh.

Proposition 1.5.1 Le probléeme (1.37) posséde une et une seule solution (P, u})nen €

Xh X Mh.
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Equation de la chaleur instationnaire

Preuve:

Posons
1

At
Le probléme (1.37) est équivalent a trouver (P, u})neny € Xp X Mj, tel que :

F(vp) == (At ftn) + ™) vy, da. (1.38)

([5G dr + [l divg, do =0, ¥g, € Xy, Yn >0
Jqun divprde — %5 [ ul v do = F(vy) Yo, € My, Vn > 1 (1.39)

0 . ,
| (ci.), (donnée).

Si I'on considére 'application @, de X} x M} dans son dual : qui associe a chaque élément

P, up) Vélément de Pespace X, x M, qu’on notera @y, (ph, up) tel que :
h h

@h(ﬁh,uh) = (q_'h — /ﬁh.cfh d:v+/uh diV(fh dx,
Q Q

1
v, /Uh divﬁhdx——/uh vy, dx).
Q At Jq

Pour montrer que l'application linéaire ®, est bijective il suffit de montrer l'injectivité.

Soit alors (ph, un) € Xy x M, tel que :

/ﬁh.(fh d:):+/uh diVJh de = 0, Vg, € Xy, (140)
Q Q

/vh div p dr — —/uh vpdr = 0, Yu, € My, (1.41)
Q

Prenons ¢, = pj, dans (1.40) , et v, = uy, dans (1.41), il s’en suit que :
PR AT

Donc @, est bijective, ce qui nous permet de résoudre séquentiellement (1.39) pour n =
1,2,3,.... [ ]

et donc pp, =0 et up, = 0.
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Probléme complétement discrétisé

Remarque 1.5.2 Pour n = 0, u) étant donnée p est déterminé par la seule équation
(1.39)) :
/ﬁ}?.q} dr + / uy div @, dz =0, Vg, € X.
Q Q
C’est une forme linéaire continue sur Xy, espace vectoriel de dimension finie, que nous

munissons du produit scalaire L?. X, ainsi muni est un espace de Hilbert. Donc par le

théoréme de représentation de Riez, il existe un unique pY € X}, tel que :

/ﬁ,?.cj'h de = — / up div @, dz, Vg, € X.
Q Q

1.5.2 Stabilité du schéma implicite

Avant de procéder a 1’étude de 'estimation de 'erreur, nous allons tout d’abord dé-
montrer la stabilité du schéma complétement discrétisé de la formulation mixte duale pour

I’équation de la chaleur. Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 1.5.3 Considérant le schéma implicite (1.37), on a

SUP [ up! ”OQ < \/_exp( ) ‘uhHOQ ZAt 1f (tn HOQ (1.42)

0<m<
pour At < %

Preuve: Prenons v, = u}l dans I'équation d’équilibre (1. 37) alors :

[ i =~ [ (ft) ~ Bu) i d
Q Q

= /8uhuhd:r—/f )uy, dx,
Q

- i/ (uh — up ") up dl’—/f(tn) uy, dr, (1.43)
At Jq o

1
. n _ up—up”
puisque Jup = ~—h—

Mais par I'équation (1.37), avec g, = pj' suit :

/uZ div 7 da — —/ P da. (1.44)
Q Q
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Equation de la chaleur instationnaire

Par (1.43) et (1.44), on obtient :

1 n 1 n n n
Donc :

1 n —n n 1 n n
ap fraldo [grde = [ fe)uder g [ s

n 1 n 1
< /Qf(tn)uhdx—i—ﬁ/g\uh\ dﬂ?—l—E/"Iﬁh | dx.
Et alors :
L/|u"|2 d:v+/|ﬁ”|2 das</f(t >unda;+i/ 12
oAt Jo ' " Q = Jl AL Jo '
A fortiori :
1 n|2 n 1 n—1| 2
E/ﬂ]u“ dxg/gf(tn)uhd:v+ﬁ/g|uh | dx,
d’on

2
HU’ZHOQ H Up, 1”09 < 2At ||f<tn)HOQ ||UZHOQ

Sommant ces inégalités depuis n = 1 jusqu’a m, on obtient

m
S (lupla - MHOQ)<2AtZHf Mo Il

n=1
Donc

[y ||OQ < HuhHOQ + ZAtZ f (tn ||osz ||Uh||oﬂ

n=1

Par I'inégalité de Young appliquée au membre de droite, nous obtenons alors :
[ up! Hon < Huh||(]Q+AtZHf HOQ +AtZHuhHUQ
n=1

En vue d’appliquer I'inégalité de Gronwall discréte, faisons passer le terme en HuZ‘HéQ du

membre de droite dans le membre de gauche. Par conséquent

(1= A0 Julisg < [[ubllgq + Atz 1 (ta)llog + Atz lullg (1.45)

n=1
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Probléme complétement discrétisé

Et si de plus on suppose que At < 3 1 ce qui n’est pas trés génant, alors
g

m—1

luillog < 2 <Huh||09 + Atz [T Q) + Z 20 i llg.q - (1.46)

Appliquons & ce stade I'inégalité de Gronwall discréte (|19] p.VI—9)

0
[ up' HOQ < (HuhH()Q + Atz 1f(tn Ho Q> exXp (Z

n obtient
1
n=1

w)

IN

2exp (27) (HuhHOQ-i-AtZHf ||OQ> :

sup lup oo < V2exp (T) | luplloq + ZAtHf Moo | - (1.47)

0<m<

Remarque 1.5.4 En passant de l'inégalité (1.45) & (1.46) , on peut magjorer At 30, ||f(tn)||(2)Q

par (T max,— N ||f(tn)||079). Si on fait cela on obtient alors que

o [l < VIew(r (Huhuog—+x/"rnax T >HQ9) L)

o<m<~N N =Ly

< V2exp (1) (|l + VT IS iz ) -

La magoration (1.47) est 'analogue de la majoration (20) p.354 de [21] : ||u||L2(07T;L2(Q)) S
191l 22y + 1f 120 1020 POur le probleme de Cauchy de diffusion de la chaleur.

\/Zﬁle At || f(t,) ||§Q est ’analogue pour le probléme discrétisé en temps de ||f||L2(0’T;L2(Q))7

et si [0,T] = R : t+— ||f|* Riemann-intégrable alors S\, AtHf(tn)HaQ tend wvers
T 2 2

JEIFOIRd = 1712y lorsaue N — +00.

Maintenant on passe & la majoration des p;’,Vn > 1 pour achever notre étude sur la

stabilité du schéma implicite (1.37).

Théoréme 1.5.5 Soit le schéma implicite (1.37), il existe une constante C' > 0 telle que :

Zﬂwrm C | {lublloq + E}MW Moo (1.49)
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Equation de la chaleur instationnaire

Preuve: Prenons g, = p,’ dans I'¢quation (1.37) et v, = w}, dans '¢quation (1.37),.

Nous obtenons
/ 15 da + /(Euz — f(tn))uy, dz = 0. (1.50)
Q Q

Multiplions les deux membres par le pas de temps At, alors :

At/ Ak d:c—l—At/(guZ—f(tn))uz dr = 0.
Q

Sommant ces équations membre a membre pour n = 1,2, 3, ..., N, nous obtenons :

N N N
> At/ 57| dx + Z/(u’,; —u YUy dr — Z/ At f(t,)ul dz = 0. (1.51)
n=1 Q n=1 Q n=1 Q2

Mais
/(uﬁ—uzl)uz dr = /(uZ)de—/ Ll do
Q Q Q
2
> lupllon — H up, IHOQ ||UZ||0,Q

5“%”0,9 ” Up, 1”osz

D’ou :

N N 1 2
S [l e 2 3 (SRl — 5 1T ) = 5 18— 5 11
n=1 n=1

11 suit done de (1.51) qu’a fortiori :

IN

N . 1 1
ZAt/Q pl* do + 3 ||7~L2V||(2),Q b HuglliQ ZAt 1 @)oo llunlloq (1.52)
n=1

1
2

(zm e um) T

ZN I1f (tn Hm] : (1.53)

IN
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Probléme complétement discrétisé

En effet, voici comment I'on passe de (1.52) a (1.53) :

N
ZAt 1f (tn HOQ HuhHOQ = Z (At)? Hf(tn)HOQ (At)2 HUZHOQ
n=1

N

N N 2
< (ZN £t ||OQ> <ZN llu?ill%n)
n=1
3 N )
< (Sarweotia) o (o, s
n=1
+ Z At Z At || f ()12 Q) par la majoration (1.42)
N 1
< Cste (ZAt 1 (t |IOQ> IuhHog+ZA’f 17 E)loe
n=1

Dot (1.53).
Reste a majorer le premier terme du membre de droite de I'inégalité (1.53). En utilisant

I'inégalité ab < a® + b* nous obtenons :

1

<ZAtl|f nm) e < 8 SO A @R (159

n=1

De (1.55) et (1.53) suit que

N
> Atlllog + Huh lp.0 < Ciste (HuhHm + ZN IF(t )IIS,Q> - (1.56)
n=1

n=1

D’ou a fortiori on a (1.49) en laissant tomber le second terme du membre de gauche de

Vinégalité (1.56) . -

La majoration 1.49 peut étre vue comme une majoration de la norme L? de la fonc-
tion discréte du temps ||p)?|| . nous démontrons maintenant une majoration en norme de

supremum en temps.

Proposition 1.5.6 Soit le schéma implicite (1.37), nous avons alors :
N -0 T
1P log < 170 llog + 1/ 5, max 1)l - (1.57)
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Preuve: Appliquant 'opérateur de différence rétrograde 0 sur (1.37) (1), On trouve :

/Eﬁm’h d + / ou) div g, dv =0, Vg, € X, ¥n > 1.
Q Q

Prenons ¢, = p;* dans (1.58), et v, = du} dans I'équation (1.37)

(i1)
suivant :
fQ o prda + fQ oup div p* dw = 0,

Jo, 0w div pdx + [, f(t,) Oult dz — [, |5u}’j‘2 dx = 0.

Soustrayant (1.59),de (1.59),, il s’en suit que :

[ ongran s [ @l = [ sio) B e
Q Q Q

Ceci implique :

1012 o — [[52  + 240¢ B <2At/f ) Dul d,

Sommant (1.60) membre & membre pour n = 1,2, 3, ..., N, nous obtenons :

N
5~ 1012+ 28t < 320 [ 7)o
n=1

n=1

N
< 28t) | f(ta)llog 19uf o
n=1
< Z“f HOQ+2AtZHaU’hHOQ
n=1
<

2 7777
D’ou :

T
15 < 170+ /2 max 17l

.....

36
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(1.59)

(1.60)

T N 2
5 max [ f(t Wlloa +248 > [|0up]o. -
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1.5.3 Estimations d’erreurs

Maintenant nous entamons notre étude sur ’estimation a priori de I’erreur. Nous sup-
posons que f € HY(0,T; L*(Q)) et que Ag+ f(0) € H'(Q) de sorte que par la proposition
1.4.5 : uy € HY(0,T; L*(Q)). En particulier, f et u; sont des fonctions continues de [0, 7]
a valeurs dans L?(Q). Par une démarche similaire a celle du cas semi-discret, et avant
de donner le résultat sur I'erreur d’approximation de w(t), solution du probléme continu
par uj, nous commencons tout d’abord par majorer |uj — n(t,)lloq . ot (Pn(tn), Gn(tn))
€ X, X My est la solution du probléme de projection elliptique a I'instant ¢, : trouver

(ﬁh(tn)yah(tn» € X, X My, solution de

prh ).qn dx + fQ Up(t,) divg, de =0, Vg, € Xy,
(1.61)

Jovn div pu(ta)de = — [(f(tn) — wi(ty)) v da, Vo, € M.

Par soustraction des équations correspondantes de (1.37), on obtient pour les écarts 0} :=

up — tip(ty) et &' = F* — pu(tn), le systéme d’équations aux erreurs

Jo&man dz + [, O divg, de =0, Vg, € X,
(1.62)
fQ vy, div eyt do + fQ(ut(tn) — Ou}) vy, dr = 0, Yo, € My,

Théoréme 1.5.7 [l existe une constante ¢ > 0 indépendante de h telle que :

tn tn
Huz—ahun)Ho,QSch(/o uut<s>um,a(mds)+m [ huatas. e

Preuve: En remplacant ¢, par £;' dans (1.62),) on obtient :

/|5,y|2+/9g div & = 0, (1.64)
Q Q

et aussi en remplacant v, par ¢; dans (1.62)(“.) on a :

/ gy divey dr + /(ut(tn) —ou) 0} dr = 0, (1.65)
Q

Q

ce qui implique

/| /8uh( ) — wn(ta) O dm_—/g(éeg)egdx.
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Lisant cette égalité de droite & gauche, nous obtenons :

/(92)2 dx—/e;;le;: dr = —At/ |5,;y2—At/eg(éah(tn)—ut(tn)) dx
Q Q Q Q

< At / 68 (Diin(tn) — wi(tn)) da
Q
< Ao [Fon(tn) — it o
D’ou
6330 < [ 617265 do At 16 [0 (8) — )]
S HQZ_IHOVQ HQZHO,Q + At ||92H Hgah(tn) - ut(t'TL)HO’Q :

Aprés simplification des deux membres par ||6}||, on obtient :

1071100 < |07 1||OQ+AtH8uh ) — u(tn)

+(tn Hm. (1.66)

Posons pour la suite :
= (ultn)), —wt) (1.67)

ol (éu(tn)); = Oiip(t,), désigne la projection elliptique de du(t,).
Pour démontrer que (gu(tn)); = Oiip,(tn,).
En effet :

Considérons le probléme elliptique a I'instant (¢;) quelconque :

prh )-Gn dx + [, un(t;) div @, de =0, VG, € X,

Jovn div pr(ty)de = — [, (f(t;) — wlt;)) vy dw, Yo, € M,

définissant la projection elliptique (pp(t,), Gn(tn))-
Ceci implique que pour (8ph( ), Oy, ( )), on aura les équations :

fQ 8ph ).qn dx + fQ Oty (t (t;)div gy de =0, Vg, € Xy,

Jyon div (é%h(tj)) dz = — [, (Df(t;) — Duy(t;)) vu dz, Yo, € M.
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Probléme complétement discrétisé

D’autre part on a

01(ty) ~ Fufey) — L) wlb) Zuloy
(—Au(ty) — (—Au(tj-1))
At

— —0Au(t;) = —Adu(ty).

Donc -
Jo, 0Bn(t;).Gn dx + [, On(t;) div @, dz =0 Vg, € X,
(1.68)
fQ vy, div <5_]%h(tj)) dr = fQ (—Agu(tj)) v, do Vv, € My,
D’ou
(Qu(ty)), = Dun(t;). (1.69)

Revenons a (1.67) et posons :

— ~ J—

wy = (8u(tn))h — Ou(ty),
W= wi +wy on (1.70)

Wi = Ou(t,) — u(t,) .

Pour w} on a:

||W711||0,Q = H(Eu(t"»;_gu(t”woﬁ

= || = 1) du(tn)|

u(tn) = u(tn-)

s

0,Q
1 tn

:—R—I/usds
mwh [t

1 [t
At

0,0

<

1 tn
nmemwmﬂ@sEQ@/nw@mwmﬁ)

th—1 tn—1
o, par analogie avec le livre de Vidar Thomée |7|, “Rj, de” dénote ici la composante dans

My, du couple de X}, x M, “projection elliptique de”.
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Equation de la chaleur instationnaire

Donc

IN

ch Z (/ [ e ()] 2o ds)

tn
< ch/ l Ut(S)HH%a(Q) ds .
to=0

At fwtllog
j=1

Maintenant, il reste & majorer wy. On a :

[wslloo = Hau(tn)_ut(tn)Ho,g
1
= At lu(ty) — w(tn-1) — AL u( )HOQ
1 ‘ /tn,
= — (tn 1 S) Utt(S) dS
At tn—1 07Q

IN

tn
[ o)l ds
tn—1

MY el = A [ el ds )

J=1 =

D’ou

Remplagons dans (1.66), on obtient alors

tn

10100 < H9hHm+ch/ [ ue($)] 2.0 () dS+At/ [zt ()l s (1.72)
to=0 to=0

Mais puisque :

0y = up — u,(0) =0,

grace a lestimation (40) p.623 de [8].

Alors
tn tn
6 < ([ 1oy 5) 480 [ ol ds.
to=0 to=0
Ce qui acheve la démonstration. [ ]

Nous sommes maintenant en mesure de donner 'estimation de I'erreur ||u(t,) — u}||, o -
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Probléme complétement discrétisé

Théoréme 1.5.8 Soit {7} une famille régulicre de triangulations sur Q, jouissant des
propriétés (i) et (i) de la proposition 1.4.6. Pour a € ]1 -, 1[, il existe une constante

c > 0 wndépendante de h telle que pour tout n > 1 :
tn
[u(tn) —uplloe < ch ( |u(tn)|mr (@) + |ultn)|m20(9) +/ [[ue($) | 2.0 ) dS)
0

tn
-I—At/ |uwe(s)|| ds (1.73)
0

Preuve: 1l suffit d’appliquer I'inégalité triangulaire :

[u(tn) = uplloq < llult) = an(tn)llo o + lan(tn) — uhlloq-

En utilisant I'inégalité (1.63) obtenue précédemment et I'inégalité (1.23) on obtient la

majoration (1.73). ]

Maintenant nous passons a ’estimation de ’erreur concernant les p,*. En suivant une
démarche similaire, nous commencons par démontrer un résultat concernant 1’approxi-
mation de ﬁh(tn) par pyy o- Pour cela nous adaptons la technique exposée dans 7] p.13,
relative & la formulation classique de I’équation de la chaleur & la méthode mixte duale

pour I’équation de la chaleur.

Proposition 1.5.9
dlenlsa <2 (505 . (1.74)

Preuve:

On sait que

S o Ao lErlea — a1 q L, Er—gnt
8”5}?”(2),9—2(5;?7 51?) = AL -2 hnahA—th

=n

—-n—1 — —n—
_ _||5h ||(2JQ B =% %,Q +2(51~775;? 1)

At At At

1 —-n —-n—1

= At (2 (5h »ER ) - ||€7?H39 - ||5_ZL_1

0.0)

| o I
- At (Hfh HSQ + €, 1”(2)@ -2 (Sh Eh 1)) . (1.75)
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Mais

2(&n e ) <20EMoellEr Hoe < ||5IZL||?)Q + ||5i?71”§,9-

Ce qui implique :
I 6.0 + ler " 5e —2 (& én ") > 0. (1.76)

De (1.75) et (1.76) suit :
e 5.0 < 2 (5 951) -

Proposition 1.5.10
llErlte < llo 5 a- (1.77)

Preuve:

Par la premiére équation du systéme aux erreurs (1.62), il suit :
/85,:‘% dx +/ 592 divg, de =0, Vg, € X}, .
Q Q
Prenons ¢, = &7, d’ou :

/85,?.5’,2 de = —/ (divey) 90y dx
Q Q
= /(—w" — 00}) 96} dx (d’apres (1.62) ;) et (1.67))
Q

_ / W00 dx — (|96} 2,
Q

< lw™llo.0 1963 lo.o — 11067115 ¢

< 1 n||2 l 5971 2 5071 2

< 2||W 0.0 + 2” wllo.a — 1093150
1 n 1 ann

< QHW H(%Q - 5”3‘%”3,9-
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Probléme complétement discrétisé

En utilisant (1.74) il s’en suit :
AllEr 50 < lw™ll6.0 — 198515, -

A fortiori

ollglls.e < lw"lloq-

Pour pouvoir démarrer les itérations utilisant I'inégalité J||&7|> < [|w"||*> que nous

venons de démontrer, il nous faut majorer ||&!|| ¢’est le but de la proposition suivante.

Proposition 1.5.11 I existe une constante ¢ > 0 indépendante de h telle que :

||ghl||07Q <ch |’utHL2(O,At;H2"’(Q)) + At HuttHLQ(O,At;LQ(Q)) : (178)

Preuve:

Puisque u) = @, (0) <= 60 = 0. Gréace a ce choix de u), on a

b, —6n _ O
At At

00;, =

Appliquant le systéme d’équations aux erreurs avec n = 1 nous donne :

Joén-an + Jo 0h divg, =0, Vg, € X,

fQ Up, leghl — fQ(wl —|—59}1L) v, =0, Yuy, € M,,.
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Equation de la chaleur instationnaire

Prenant g, = &, et v, = 6}, nous obtenons :

l&tlon = [ aiel

Q

_ _/e,gdivg,g
Q

_ —/@ﬂ+ame;
Q

_ /19h /\ehQ

< —/WIQ,{LS‘/w 9h
Q Q

< [l oo Il 6llo.0-

Donc
l& 0 < e lloo 1 €31l
Mais si nous appliquons l'estimée (1.66) avec n = 1, nous obtenons :
163]lo = Ik — @nt0) |l < [10h]loq + At 108a(1) — we(t1)]]

avec 09 = 0 et Oty (1) — us(ty) = wh.
Donc

1Ohllo 0 = At [l flog -

Mais (1.79) et (1.80) impliquent

He < At Hw

alk 'l
0,2 — 0,Q °

Donc

lEnlloq < VALl

\/_H au t1 —ut(tl)H 00

=1 1
lo.o oo =

< Vc&zH(au(u));-5u<m>

0.0 —i—\/_Hau tl — Ut tl
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Probléme complétement discrétisé

Et puisque :
|@u(r), = uw)|, = IR~ 1) du(t)]q
= |jom - o)

_ AitH(Rh—[) /Otlzmut(s) ds

0,0

1 At
< A [(Rn = I) uy(s)llgq ds

1 At Ch, At
< At ; ch Hut(S)HHZa(Q) ds = At ; Hut(s)HHz,a(Q) ds

par (40) p.623 de [8]
1
ch o 2 2 ch
s VA (/0 ae(8) 172,00 ds) = AL e ()l 220, a0 1120 (02)) -
D’ou
VAL (@u(t), - 5u(t1)HO7Q < e ()l oo mnrrseay - (1.82)

D’autre part

= u(t) —ul(t
[9u(e) — wlt) g = |
’ t 0,0
1
= g lult) —ulto) = Atue(ta)llog -
Mais par la formule de Taylor avec reste intégral :
to=0
U(to) = U(t1> — Atut(t1> + / utt(5>(t0 — S)dS
t1=At

= u(ty) — Atuy(ty) + /0 1 U (s) sds

u(ty) — ulte) — Atus(ty) — —/Olutt(s)sds.
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D’ou
1M
||8u tl — Ut tl ||OQ S E Hutt(s)”o,QSdS
1 t1 9 2 t1 5 2
< 5 ([ I ass) ([ )
1
1 (A2
< A\ 30 lwee ()Nl 22 0,0602(0)
< VAt ue(9) | 2 0,ar22(0)) -
Donc
VAL[Outy) = ue(ts) ||y o < At luan($)] 20,8620 - (1.83)

De (1.81),(1.82) et (1.83) suit :

Hg 1“09 < ¢ hflugll oo, ar o)) T A el 20,0120,

[
Nous pouvons maintenant démontrer I'estimée de |||, o-
Théoréme 1.5.12 ] existe une constante ¢ > 0 indépendante de h telle que :
1€ o0 < ¢ (h HUtHL? 0tnsE2e(@) T A HuttHL2(0,tn;L2(Q))) (1.84)

Preuve:

Appliquons récursivement I'inégalité 0 H&?”HO o < ||cu”H0 o- On a donc :

[ 18217 — llgt)® < At]lw??
IE21° = 121" < At flw?)

arll® = & 1H < At flw"||”

\
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Probléme complétement discrétisé

Sommant ces inégalités membre & membre, nous obtenons :

il — 15 e < At ([lellog + -+ + e 50) -

Donc

Humﬂ\mﬁmzwmﬂ (1.85)

En utilisant le fait que w’ = w! 4 w) ot wlet w} ont été définis en (1.70), on a

j=n j=n j=n
. 2 2
A [l lloq <2883 [ llog + 288D [lhllog -
j=2 j=2 7=2

Comme
1 ti
wi = (Ry—1) 8u(t])——(Rh—])/ u(s)ds
At -
1 L
_ Kt - (Rh — I) ut(s) dS,
et donc
4 1 tj
j
le}lo,ﬂ < At - [(Ry — 1) w(s) ||o,Q ds
h [l
<

— oy dS.
At ), [ (8) || 2oy s

Cecl entraine

IN

t]' 2
/nwmmmw>
ti—1

J

i=n j 2 h2 =
ALY [l AtA—tg
=2

IN

] =n
m—2/|m|mw$

tn
2
ZM/nmmmww-

t1

47



Equation de la chaleur instationnaire

Pour les w) on a

j=n j=n
MY [lwdlloq = At [[0ulty) = wlt)]q
j=2 j=2

1 A )
= % D llulty) = ultja) — Atuy(t;)o o -
j=2
Par la formule de Taylor avec reste intégral, on obtient :

ultson) = ulty) + )t =)+ [l =)

J

D’ou
2
tji—1
Hu(tj)—u(tj—l)—Awt(tj)HaQ = / Uy (s)(tj—1 — s)ds
2 0,0
tj 2
< [ T lyalts - )1ds
tj—l
tj AtS
2
< ( / ||utt<s>uo,gds) &
ti—1
Alors '
J=n 2 t
22 At n 2
AtZHwéH ST e (8)[[g.¢ ds-
=2 f
D’ou :
= = =
AY e < 288> flwlllgq +288 > [lwdllyg
=2 =2 =2
) tn ) ) tn 9
< 2 [ ) ey st a8 ([l ).
t1 t1
De (1.85) suit alors
2 = 2
—n 2 — ]
lenllon < ||8h1||0,Q+AtZHwJHO,Q
j=2
tn 9 tn 5
< o [ o) oy ds 288 [ o) ds
to=0 to=0
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Probléme complétement discrétisé

par la proposition précédente.

Donc on a bien

g 1

€00 < & (Pl 2ot + A el 30, c2300)

Et pour terminer on sait déja par la proposition 1.4.6 que

<ch [u(®)|goa@), V't €L

CORAGI

En vertu de I'inégalité 1.84 il suffit donc d’appliquer I'inégalité triangulaire pour majorer

|D(tn) — Ditllo.q» Y7 > 1. En conclusion, nous avons établi le théoréme :

Théoréme 1.5.13 Soit {7,} une famille réguliere de triangulations sur ), jouissant des
propriétés (i) et (ii) de la proposition (1.4.6). Pour a € |1 — Z 1], il existe une constante ¢ >

0 indépendante de h et de At telle que pour tout n > 1 :

5t) = Bllog < ¢ (B (Juttn)lmmei + el 2, mze@y ) + A Tl o, o) ) -
(1.86)

Toujours dans notre étude du probléme complétement discrétisé de 1’équation de la
chaleur, nous allons développer une autre méthode de schéma implicite. Il s’agit du schéma

de Crank-Nicolson, adapté a la méthode mixte.

1.5.4 Schéma de Crank-Nicolson

Avant de donner la formulation mixte complétement discrétisée par le schéma de Crank-

Nicolson, nous allons tout d’abord définir de nouvelles variables. On pose :

[ ] _,n_% ﬁ}? + ﬁhnfl el UZ + uzfl
- =1 -2 ety ?=-2—0"0 1.87
’ h 9 ( )

¢
g Pn 2

n—

NI
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Equation de la chaleur instationnaire

Considérons alors le probléme suivant :

(B G dr + [yul 7 divd, do =0, Vg, € X;, Yn > 1
Javn divpy 2de = — [o(F(t, 1) = Oup) vy da, Vv, € My, Yn > 1 (1.88)

u) (c.i.), donnée.

\

1

1
5 n—s — o .
“ouy, 7 up et up 1. On peux donc choisir comme

Remarquons que dans (1.88) apparait ﬁ; -
_1

inconnues les ﬁhn ’,uy pour n > 1. Une autre alternative est de considérer que les inconnues

sont les p)* pour n > 0 et u}f pour n > 1. uf) étant la condition initiale est connu et py est

défini exceptionnellement par 1’équation

/ﬁ,?.g?h dr + / u) divg, dr =0, Vg, € X (1.89)
0 0

Ce dernier choix des inconnues présente les avantages suivants :
— inconnues traditionnelles.

— symétrie en “p” et en “u” du probléme.

Proposition 1.5.14 Le probléme (1.88) admet une et une seule solution (D, uj)nen €

Xh X Mh.

Preuve: Commengons par démontrer l'unicité. Pour cela, montrons que si (p),u}}) €

Xh X Mh vérifie

nol nel o .
fgﬁh 2.qn dx—l—fﬂuh > divgy de =0, Vg, € X, Vn>1
1 _
Jovn divﬁ; 2dx = [, 0uj vy dz, Vv, € My, Vn>1 (1.90)
| Ui =0,

alors (p)", uy) = 0.

VI

_1
dans la premiére équation de (1.90) et v, = uz * dans la deuxiéme

4n
.90) , on obtient

J

En prenant g,
équation de (1

1
_,7’7,—5

by

2 _ n—l
dx + / Oupu, * dr=0. (1.91)
Q
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Probléme complétement discrétisé

D’autre part, on a

ouju, *=—— (UZ — uy 1) (uh + 1) ~ 9A? (UZ)Qa (1.92)

& condition d’avoir déja démontré que u) ' = 0. Prenons alors n = 1 dans (1.92) et puisque
u) = 0 (condition initiale), par conséquent u; = 0, et ainsi pour n = 2,3, .... D’autre part,
d’aprés (1.89) , u) = 0 implique p)Y = 0. Et comme on sait déja que ﬁh% = 0, par (1.91) avec
n = 1, il s’en suit que p;' = 0. Donc p2 = 0 par (1.91) avec n = 2 et ainsi de suite pour

tout n > 1.

Pour l'existence, on sait par le théoréme de représentation de Riez que p)) existe (Cf.
remarque (1.5.2)).0n considére ensuite le systéme (1.88) avec n = 1, avec comme but de

construire p;' et u; sachant que u) et p sont connus. On a

( . — — — . — —
prhl.qh dr + fQ u}L div g, dx = fﬂp,?.qh dr + fQ u% div g, dx, Vq, € Xy,

Joon divpide — & [ up v, do = — [, divplde — 2 [ ufvn de—2 [, f (ti2) vp dz,
Y, € M,

(1.93)

Considérons donc l'application @, de X, x M), dans son dual X} x M;, définie par :

(ﬁhl,ui) — (q_’hl—>/ﬁhlcfh d:E—f-/u}L div g, dx,
Q Q

2
vh»—>/vh divﬁhldx——/u,llvh da:).
Q At Jq

Donc tout revient & démontrer que c’est un isomorphisme. Puisque ®; est linéaire de
Xp x My, dans son dual, et que les deux espaces X;, x M et X; x M; ont la méme

dimension, il suffit de montrer que ®; est injective pour démontrer sa bijectivité. Soit
(pil, uy) tel que :
/ﬁhlcfh dx+/ui divg, dr = 0, Vg, € X, (194)
Q Q
2
/vh div pjldr — —/u,ll vpdx = 0, Vo, € M. (1.95)
Q At Jq

Dans (1.94), prenons ¢, = p;' et v, = uj dans (1.95), il s’en suit que :

éw ®+—/MJM_O (1.96)
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On obtient p,' = 0 et u; = 0. D’ou I'injectivité et donc la bijectivité de ®,.

1 suffit alors, d’appliquer ®, ' au couple de formes linéaires définies par les deux membres
de droite des deux équations du systéme (1.93).

De maniére similaire on construit ensuite (pj?,u3) en considérant le systéme (1.88), avec

n = 2 et ainsi de suite. ]

1.5.5 Stabilité du schéma de Crank-Nicolson

Maintenant on va démontrer le résultat de stabilité du Schéma Crank-Nicolson.

Théoréme 1.5.15 Supposons At < %, il existe une constante ¢ > 0 indépendante de h

telle que :

N 2
HuhHOQN HuhHOQ+ v HpOHOQ ZAtHf(tn—é)
n=1
Preuve: Considérons alors le probléme suivant :

fQﬁ}?.c]h dx + fQ up divg, de =0, Vg, € Xp, Vn>1
(1.97)
Jo Un div p," de =— Jo(f( 7) oup) vy, dr, Y, € My, ¥n > 1

Prenons v;, = u? dans la deuxiéme équation. On obtient :
h h

> n—1
/uz div Dt P de = —/(f(tnl) — ou}l) uf dx
Q 2 Q ?

1

= Ar (up —up~") upy dw—/f(tn_é)u}fdx.(l.%)
Q Q

Par la premiére équation de (1.97), on a :

/uh divpy' doe = — /|*”| (1.99)

/uz divp ! dx = —/p -t da. (1.100)
Q 0

et :
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(1.98), (1.99) et (1.100), nous obtenons

—n — n— 1 n 1 n—1_n
/l "2 dr + = /p - D, 1dx+A_t/Q|uh|2dx_A_t/Quh 1uhda::/ﬂf(tn 1 )upde

Donc

d:v—l— d:v——— [N ldx—i—— “urde + [ f(t, 1 )uldax
Q

d’otu :
1 . 1 o 1 .
ﬁ/ﬂ|uhl2dx+4m/| "Pdr < /‘ 1| der@/Q‘“h 1’2d:c
2 1
+§/Q’f(tn_;) dx+§/9|u2|2da:.
On obtient :
2
il + S 0 I3 < S o + I [+ At + A ey
Autrement, on a :
2
el = 1+ 5 (20— 110 < At Rt + A |1y
Et alors
N Ar N N
S (e =l o) + 5030 (17120 = 57 hg) < A i,
n=1 n=1 n=1
N 2
iy ],
Donc :
2 2 At 2 al 9 al 2
i lfo0 + || Moo < lubllse + 5 158150 + ¢ 3 luilhe + At D" || 7ty -
n=1 n=1 ’

En vue d’appliquer I'inégalité de Gronwall discréte, faisons passer le terme At Huﬁ’H?}Q du

membre de droite au membre de gauche. On obtient :

(120 |2+ S 1 Iy < N2 Hp0||m+mz||uhum+mzHf
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Supposons At < %, ona:

Hummwuwum<2||uh>|m+mup0u09+mtzHuhummtzHf "

Par l'inégalité de Gronwall discréte ([19] p.VI-9), avec :

;

HuhHOQ + At||p, HOQ
m0—2
my=---=MpyN— 1:2At

=2|luflloq + At 1l + 288 3,

2

( n—l>

)
2

0,0

o) (3

Q) exp (24+2(N —1) At).

on obtient
.0 + At 17150

(2 HuhHOQ + At HpOHOQ T QAtZ Hf ”_7

IA

(2HuhHm+Ath°lloa+2N2Hf

En particulier :

o gt [ < o) (2HuhummupﬂumwzHf

) (exp(T))".

Et alors :

|12+ AFN o S ]l o + At 157 ||OQ+ZAtHf

Donc on a

1 |12 S 11 + At [|BY]12 g + Zm | £ty

Proposition 1.5.16 Soit le schéma implicite (1.37), nous avons alors :

T
18 o < 1l e 170 o)

.....

54



Probléme complétement discrétisé

Preuve: Appliquant 'opérateur de différence rétrograde 0 sur (1.97) (1), On trouve :
/éﬁg.q’h dx + / ouy div g, dv =0, Vg, € X, ¥n > 1. (1.102)
Q Q

_1 _
Prenons ¢, = ﬁ: 2 dans (1.102), et v, = Ouj dans Péquation (1-97>(u‘)= on obtient le

systéeme suivant :

_ ol
fQ opy'. ph dx + [, Oup div p), 2 dz =0,

(1.103)
Jo Ou div i, 2d$+f9 n) Oul dx — [, ‘guﬁf dr = 0.
Soustrayant (1.103);,de (1.103),), il s’en suit que :
n—1 = 3
/ Dh - P 2d$+/|3u2’2 Z/f(tn) Juy dz.
Q Q
Nous avons donc :
—>n—1 —n—1
Py — D oy + )d /—n2_/ S
x4+ | |Oup| = | f(tn) Ouy dx,
(P (P ol = [ sie) i
et alors :
15018 15 I+ 280 [0 = 280 [ f(e) Ban. 1108

Sommant (1.104) membre & membre pour n = 1,2, 3, ..., N, nous obtenons :

N
15 0.0 — 15 HOQ+Z2NH8 - ZQAt/Qf(tn)Eude
n=1

N
< 288> £ t)llog [[0ur]ly
n=1
< ZHf ||OQ+2AtZH8uhHOQ
T 15,2
< g max I t)le + 2803 19|,

n=1

-----
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1.5.6 Estimations d’erreurs

Pour démontrer les résultats d’estimées d’erreurs, on utilisera une démarche analogue
a celle employée pour le schéma précédent. Le probléme elliptique (1.61) étant vrai pour

n et n — 1, en faisant la somme nous obtenons :

J‘Q ﬁh(tn)'f‘gh(tn—l)'q—'h dx + J‘Q ah(tn)+§h(tn—l) div g, dz =0, Vg, € Xy,

J"Q vy div wdw _ _ fQ(f(tn)"'f(tnfl) _ Ut(tn)“‘ut(tnfl)) vy dx, Yy, € M,

2 2
(1.105)
Réécrivant le schéma de Crank-Nicolson :
-1 n—%+ .. -
(B G dr+ [yl ? divg, dz =0, ¥, € X, ¥n > 1
ne 1 _
Jovn divp, *dr=— fQ(f(tn_%) —ou}) vy dx, Vv, € My, Vn >'1 (1.106)
| wp (c.i.), donnée.

Notons les écarts 8 == u} — @y (t,) et & := p* — pp(tn). Par soustraction on obtient le

systéme d’équations aux erreurs :

([ oEreErt T 7
Joo S i da - [ B div g, de =0, ¥ € X,

2 2 2
Y, € M,

om | =n—1 _
Joyon div EE— e = — [ (f(t, 1) — Jtn)+f(tnn) <3UZ _ M)) vy d,

\

(1.107)

4 e HY(0,T; L*(Q)), Ag + f(0) € HY(Q) et aussi

7 dt

A(Ag+ f(0) + L(0) € H' (). Alors

Proposition 1.5.17 Supposons que f

U € L2(07 T LQ(Q))

Preuve: Soit w € H*(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; L*()) la solution de I'équation de diffusion
de la chaleur

du () = Aw(t) + EL(1), V't € [0, ]

w(0) = A (Ag + £(0)) + Z(0).
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Posons v(t) = [Jw(s)ds + Ag+ f(0), L (t) = w(t) et v(0) = Ag + f(0) € H'(Q).

Intégrant l’equatlon 2 (s) = Aw(s) + %(3), V's € [0,T] de 0 & t, nous obtenons :

w(t) —w(0) = A (ul1) ~ g — 7(0)) + T 1) - L)
1)~ A g+ 7(0) ~ B (0) = dot) - A(Ag + FO) + (1) - U (0).

Simplifiant les 2 membres nous obtenons que v est la solution du probléme de Cauchy :

() = Dou(t) + FH)
v(0) = Ag + f(0) € H'(Q).

Mais nous avons vu dans la preuve de la démonstration de la proposition 1.4.5 que v = %.

Donc T4 = 4 — 4y € H2(0,T; L*(Q2)). D’ou

Ut € L2(0, T, L2(Q))

Maintenant on va démontrer le résultat de majoration de ||uj — ()], o -

Théoréme 1.5.18 Sous les hypothéses de la proposition précédente il existe une constante

¢ > 0 indépendante de h et de k telle que :

tn
[upy — @ntn)llog < ch (HUOHHz,a(Q) +/0 e (5) ]| 2.0 dS) +
(1.108)

n tn
2At? (/0 ||Uttt(8)||o,§z ds +/O ||ftt($)||079 ds) '

Preuve: La premiére étape de cette démonstration est de majorer |0} en fonction de
“9”’1”0 o et de |w"[|g.q - Pour cela prenons vy, = 0} + 07! dans la deuxiéme équation du

systéme (1.107) et @, = £ + & 'dans la premiére, on a donc :

‘eh 1 oan1)?
/— dx (1.109)
Q

2
) - Henlt o) (G el Ee)) (o4 1)

_ /Q ( f(t,
57
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Ut (tn)""ut (tnfl) .
2

Regardons de plus preés le terme guz - ;ona:

uy(ty) 4+ we(tp—1)
2

ut(tn> + ut(tn—l) _

= 007 + (R, — I) Qu(t,) + Ou(t,) — ;

Et donc

w(tn) +2ut(tn—1) + f(tn) +2f<t"_1) — f(t,_1)

— 30"+ (R — I) Du(t,) + <5u(tn) . ut@n,%)) gt 1) -

a9, n

1

2

Uy (tn) + Uy (tnfl)
2

— 1) (1.110)

— 907 + (Ry — ) Bu(t,) + <5u(tn) - ut(tn_%)> T A {u(tn_é) . % (u(tn) + ultn_1))| -

puisque Au(t) + f(t) = w(t), pour tout ¢ > 0.

Posons pour la suite 0" := w} + w§ + Wy, avec :

O = (By— 1) dulty),

wy - =A {u(t
De (1.110) et (1.109), suit que

on | =n—1|2
/lgh% dr = —/(592+wn) (7 + 671 da. (1.111)
Q Q

On obtient donc
) 1 —n —n— ~n n n—
/Qae);; (O +027") de <=5 [|& + 2, U e ||eg + oY) -
Mais

ni|2 _ ||gn—1|2
/592 (Op + 077" do = Ll (1.112)
0 At
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Alors :
1 -n —n— ~n n n—
S sl T G el R A Rl W BRI

D’ou & fortiori (1.114), en laissant tomber le premier terme du membre de gauche de

I'inégalité (1.113), nous obtenons
1617 = 1657 [1F < A1 o (167 o+ 1185 o) - (L114)

Donc :

16k llo.0 < 1167 o + AL 1" lo g » (1.115)

il suffit alors de majorer w". Commengons par wj} . Par définition on a :

At [[@gllgg = At ||Oultn) — w(t, 1)

Par la formule de Taylor on a :

At At? I
utn) = ult,_y) + o wlt, 1) + —= walt,_1) + —/ (tn — ) s (s) ds,
t

et & instant ¢, :

At At? 1 [t
) - Ut<tn7%) + — utt(tnfé) + —/ (tn,1 - S)ZUttt<S) ds. (1116)
t

u(tn—1) = u(t,_ ) 3 )

1
2
n—z

Considérons la différence de ces deux égalités. Nous obtenons :

1 tn 1 tn—1
ulta) — ultr) — Aty ) = 3 / (1 — 5V wia(5)dds — / (b1 — 52t (5) ds.
t t

Nl
3
|
nj—

n—
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D’ou

Hu(tn) —u(tn) — At u(t, 1)

2

‘O,Q
tn—1

IN
N
,\“

3

t

o1 o1
2 2
At [t At [t}
< e [wee () llo o ds + e [wer () [lg 0 ds
tn—l t—1
A2 [

= 3 Huttt(S)HO,Q ds.
tn—1

Nous avons donc démontré que

. At [t
At lw3 g0 < e [tz (5) |2 s

tn—1

Maintenant cherchons a majorer ||&§||, - La formule de Taylor nous donne

1 1 [t
§u(tn) = §u(tn,%) + — et 1) + §/t (tn — s)uw(s)ds,

1
n-3

1
(b= 5 (sl ds+ 5 [ (s =) () g

(1.117)

ultys) = = (ulty) + ulty 1) = — /t " (0~ s)uals)ds — /t (b — )uuls) ds.

2

Appliquant alors 'opérateur laplacien A, nous obtenons :

)= (ulta) 4 u(tr-1)

1
2

s
0,0
1

<
2 tnfl
AN A
4 Ji._

IN

| Aug(s) Ho,n ds.
1

60
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Probléme complétement discrétisé

D’ou
o AtQ tn
B IG5 [ 1Aun()q ds. (1118)

tn—1

Reste a majorer [|07 ||, , ot rappelons-le :

U(tn) - u<tn—1)

O = (Ry — 1) Ou(t,) = (R, — I)

Rappelons aussi que R), désigne l'opérateur de projection elliptique défini par (1.18) suivi
de 'opérateur de projection de X, x M), sur M. Et donc, par la proposition 1.4.9 il existe

une constante ¢ > 0 indépendante de h telle que :

tn
= ch‘/ u(s)ds .
tn—1 H22(Q)
D’ou .
A3 < ch [ (o) oy (1.119)
t'"/_

Reste & mettre les inégalités bout a bout : par I'inégalité (1.115) on sait que

10hlloe < [|0h oo + At 1T 00

< 0l + At (15 o0 + 15" )
< 15l + At (15"l + 1Mo + 15 l0.0)
< [16Rlloq + 2D 15 o

=1

ot, pour rappel, #9 = u — @, (0) = 0. Par les inégalités (1.117),(1.118) et (1.119), on sait
que :

_ AtZ tn
A la < 5 [ (o)l ds (1.120)
tn—1
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A
B IE o< 5 [ 1Auu(s) o ds. (1.121)
tn—1
tn
A5l < [ () g . (1.122)
tn—1

D’ou, rappelant que &' = &} + &% + @4, I'on obtient :

167

oo = llup —an(t)llog

tn
< Ch/ [ ()] r2e () ds +

to

tn tn
AL ( [ )l ds + [ 18wl ds)
to to

i Au(s) = uy(s) — fu(s), dans I'inégalité ci-dessus, on peut rem-

Et puisque Auy(s) = 55

placer Auy(s) par uu(s) — fu(s).

Donc finalement nous avons trouvé que :

tn
= ()l < h(/ Hut<s>|rm,a<md8)+
0

tn tn
QA ( [ e losds+ [ 1)l ds) |

Nous en déduisons I'estimation de lerreur ||u(t,) — ujt| g :

Théoréme 1.5.19 Sous les hypothéses de la proposition 1.5.17, soit {1,} une famille
réguliere de triangulations sur Q, jouissant des propriétés (i) et (i) de la proposition 1.4.6.

Pour a € }1 — =1 [, d ¢ > 0 indépendante de h telle que pour tout n > 1 :
tn
Ju(tn) —uhlloq < ch < [u(tn)| o) + [u(tn)|m2e @) +/0 [t (8) | 2. ds)

tn tn
w20 ([Mulyads + [ Mulads). @2
0 0
Preuve: 1l suffit d’appliquer I'inégalité triangulaire :
[u(tn) = ubllon < llu(t) = @n(tn)lloq + lan(tn) = uplloq -
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Probléme complétement discrétisé

Par I'inégalité (1.108) et I'inégalité (1.23) on obtient le résultat (1.123) . [

Afin de démontrer I'estimée d’erreur dans le cas des p,', on a besoin du résultat,
analogue a la majoration de la proposition (1.5.10) dans le cas du schéma implicite. Mais

ici " = O 4+ 30+ a1
Proposition 1.5.20 Supposons f € H'(0,T; L*(Q)) et Ag+ f(0) € H}(Q).
ol ll® < lla™1%, (1.124)

avec & = i — pu(ty).

Preuve: Considérons le schéma de Crank-Nicolson pour la méthode mixte, écrit de maniére

équivalente sous la forme :

fgﬁhn-cjh dx + fQ up divg, de =0, Vg, € X, Vn>1
(1.125)
fQ vy, divw = — fQ 1 3uh) v, dx, Yu, € Mp,¥Vn > 1.

Soustrayant membre & membre de (1.125)(1.)7 la premiére équation définissant la projection

elliptique

/ﬁh(tn).q_’h dx + / fth(tn) diV(Th dr = 0, Vth c Xh,
Q Q

nous obtenons :

/ EM.Gh da +/ or divg, dz =0, Vg, € X, (1.126)
Q Q

ou, pour rappel, & := p;* — ﬁh(tn) et 0} = ujl — up(ty) .
(1.126) étant vraie pour n et n — 1, faisant la différence membre & membre et divisant par

le pas de temps nous obtenons :

/955;.(7,1 dx +/Q 007 div g, de =0, Y, € X, (1.127)
Prenons ¢, = & + &' dans I'équation (1.127) . Nous avons :

e - 5|2, = — A /Q div (27 +&1) 96} dr. (1.128)
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Calculons div (£ 4+&,"7").

Par les égalités (1.107) et (1.110), on a :

—n—1
/vh divﬁ#dz:/ (592—1—&") vy dx,
Q Q

Yu, € My, en particulier pour v, = 1, VK € 73, d’ott 'on obtient :

on | =n—1
div T _ PO (@gr 4 57) = 90y + PYG",

2
puisque 007 = eni € My Par (1.128) et (1.129) suit que
&1z 0 — &2, = —2a¢ |26 - mt/gp;gm 907 da
< ACBRE o + At 267 -
< AtE g -
On a démontré que
HOQ H_m 1”09 <At”w”||oﬂ,

27t |[007 ||

(1.129)

(1.130)

et en divisant les deux membres de I'inégalité (1.130) par le pas de temps At on obtient

donc :
Allan|? < o™,

Corollaire 1.5.21 Sous les hypothéses de la proposition 1.5.17, il existe une constante

¢ > 0 indépendante de h et de At telle que :

tn tn tn
017 < [ o) oy s+ e ([ o) s+ [ 1 uals) g s ).
0 0 0

Preuve: Par l'inégalité (1.122), nous avons :

y
At ||, g < ch /_1 14e(5) | e .

tj
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Probléme complétement discrétisé

et donc

IN

2
t
JRC s ds)
ti_1

J

= 2 h? =
S < o S
j=1

j=1

J=n g
< 3 [ o) g d
=17t
tn 9
= (9 ey (1.133)
Par (1.120), on a :
» A2 [l
Al < 5 [ el ds
j—1

d’ot, par des calculs similaires utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

J=n tn
A3 < entt [ unalo)n ds (1.134)
j=1 fo

Et aussi pour (1.121), on obtient :
Jj=n - tn )
Atz ||| < cAt4/ A (s)llo.q ds- (1.135)
j=1 to
Appliquons maintenant la proposition 1.5.20. On a donc
(=112 ~0112 ~112
€017 = lERI” < At et
212 112 ~912
€217 = llEnll” < Atfle?]

(1.136)

L lER? = llEmY)* < atllem)® .

D’oul, en sommant ces inégalités et en tenant compte de ce que £ par (1.89) et u) =

ah<0)7 on

j=n
g < ae > ||@]”. (1.137)
j=1
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Equation de la chaleur instationnaire

De " = w} + Wy + wj suit alors

j=n j=n j=n
EEEING /TN i = TN = | R
j=1 j=1 j=1
Des inégalités (1.135),(1.134) et (1.133) suit I’assertion. [

En conclusion, nous avons établi le théoréme :

Théoréme 1.5.22 Sous les hypothese de la proposition 1.5.17, Soit {71,} une famille ré-
guliere de triangulations sur Q, jouissant des propriétés (i) et (ii) de la proposition 1.4.6.

Pour a € }1 — =1 [, d ¢ > 0 indépendante de h et de At telle que pour tout n > 1 :

Hﬁ(tn) - ﬁf?”o,ﬂ

tn
2
S b | ultn)|mze@) + HUtHLz(o,tn;HM(Q))JF\//O Hut(S)HHM(Q) ds (1.139)

tn tn
+AF \//O Huttt(s)”gﬂ d5+\//0 HAUtt(S)Hg,g ds

Preuve: Par la proposition 1.4.6 et 'inégalité triangulaire, nous obtenons (1.139). [ |
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1.6 Exemple d’implémentation numérique

Dans la suite, on suppose que €2 est le domaine <<L-shape standard»», voir figure 1.1.

15 T T T T T

05F

-05F

-15 1 I 1 I 1
-1 -1 =05 0 0.5 1 15

Fi1G. 1.1 — Domaine L-shape

Considérons alors le probléme complétement discrétisé d’évolution de la chaleur sur €2 :

trouver ()", u} )nen € Xp X My, tel que :

)
Jo Pi-Gn dx + [y up divg, do =0, Y, € Xp, Vn >0

Joon divpprde = — [,(f(t,) — 0u}l) v, dz, Vo, € My, Yn > 1 (1.140)
uy (c.i.), donnée.
avec :
X, = { qn € H(le7Q),VK SIS q'h/K S RTO(K) },
M, :{vaLQ(Q); vr € H VKE'Z}},
Pour le choix des bases, on utilisera dans le sous-espace M), la base vgl), e ,v}(LL) formée

par les fonctions caractéristiques de chaque triangle K de 7, et donc L est égal au nombre
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total des triangles. Pour le sous-espace X}, on choisira comme base les champs de vecteur

qf), e ,cjﬁb‘]) construite sur chaque aréte E tels que
E
(B i—QI‘TL (x — Py) pour x € T,
q, " = .
0 ailleurs.

Avec E est laréte commune entre les deux triangles T', et T_, telle que montrée dans la
figure 1.2; Py, les sommets opposés a Uaréte E; |E|, la longueur de aréte E et |T'|, Iaire

du triangle 7T

F1G. 1.2 — Uy est la normale associée a I'aréte E. La direction de cette normale doit étre
fixée au début de la simulation, nous avons considéré ici la normale extérieure a I’élément

T,.

Lemme 1.6.1 [51]

0 lelong de (UE)\E,

1 lelong de F;,
avec £ est 'ensemble de toutes les arétes de la triangulation,

2. &% e H (div, Q)
3. ((j,(lE) : E € &) est une base de RTy (7,)

+ Bl dans T
Jo divg? ={ AT .

ailleurs.
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Exemple d’implémentation numérique

Probléme

Ecrivons maintenant la solution du probléme (1.140) en fonction des éléments de base.

On a:
J

L
Pn = Z aj<tn)q_§L]) et uy, = Zﬁl(tn)vl(z)
=1

i=1

avec J = card(E), L = card (7). La formulation discréte (1.140) est équivalente a :

-/

jéjﬂ%)ﬁ%@m+h2gﬁMﬁwwﬁwwﬂ,WELZMJ

A J . j L n) =B (tn— l U
Joos (S aj(tn) div @) de = — [o(f(ta) — Sop, 2l fles) 0y 1) gy

/

vi'=1,2,.. L.

\

Ce qui peut étre réécrit sous la forme :

J 1 fQ ]) dz) a;(t,) + Zlel(fQ Ui(zl) div q_l(zj) dz) B(tn) =

AtZ] 1 fﬂvh d1v dx) i(tn +Zl 1 vah dx ) Bi(tn) =

!

| A fo Ft)oy de = S (fo o o) de) Bilta-n), WU =1,2,., L.

Maintenant, posons

/

aw = [, Uh l(zl dx , by = fQ qh ) dx ;e = Jo le ))Ug dx

!

Vii=12..,J VI, =12, .. L.

Avec ces notations, le systéme différentiel précédent peut étre réécrit ainsi :
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Equation de la chaleur instationnaire

/

ijl bj’jaj<tn) + Zlel Cj/lﬂl(tn) = 07 Vj/ = 17 27 coy ']7
ALY (CT)ja(tn) =SSy awBitn) = —At [, f(ta)vy  de — S0 aw By(ta-1)

’

VI =1,2,.. L.

(1.141)
En prenant aussi : A = (ay)1<r<z € RF*E; par construction A est donc une matrice

diagonale définie positive de la forme :

| K1 0

0 | K|

B = (bjij)i<jj<; € R7/est une matrice symétrique et définie positive :

(1) A1) DA g
g g de - o fgquﬁ}g
B: )
J) A1 J) AJ
fﬂ* 4>dx fﬂ@})qfﬂdm

enfin C' = (¢jip)1<j<si1<i<r €st une matrice J x L, de la forme :

leddi_i(zl)dx fKLddi_;(ll)dI

(] Y
fKIdw(jfl)da: fKLdW(jfL)dx
Les matrices B et C sont calculés & partir de matrices locales sur chaque triangle.
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Bi(tn) o (t,) i, (f (tn)dz

B(t,) = ' € RL, a(t,) = ' e R/, F(t,) = ' € RL.

Br(tn) ay(ty,) fKL f(tn)dx

Les équations (1.141) peuvent étre réécrites :

AtCTa(t) — A B(t,) = —ALF(t,) — A B(t_1),

B a(t,) + C B(t,) = 0.
D’ou

alt,) = —B7'C B(t,). (1.142)
Injectant (1.142) dans la premiére équation, on obtient

—AtCTB™IC B(t,) — A B(t,) = —AtF(t,) — A B(t,_1),

a(t,) = —B71C B(t,).

Or, nous avons démontré dans la preuve de la proposition 1.4.4 que la matrice G :=
CTB~1C est symétrique et définie positive. Puisque A I'est aussi, alors A + AtG est ainsi
une matrice symétrique et définie positive, il suffit alors de résoudre le systéme inversible

suivant :

(A+ AtG) B(t,) = F*(t,)

B(0) =B (i.c)
ou F*(t,) = AtF(t,) + A B(tn_1) -
Essai numérique :

Pour les essais numériques on choisi la solution exacte :

—t 20
uw: Qx0T —R:(z,t) — exp(m) x75 % sin(g),
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3
ou (r,0) désigne les coordonnées polaires standards, avec r = /23 + 23 et 6 € } 0, g [ telle

que sin 6 = E. I’analyse mathématique précédente a été faite pour I’équation de la chaleur
avec des congitions de Dirichlet homogeénes sur le bord ; cependant avec des modifications
mineures on obtient une forme équivalente dans le cas des conditions aux bord de type
Dirichlet non homogénes. On a tracé la solution approchée de cette fonction (voir figure
1.5) pour T' =1, les figures 1.3 et 1.4 représentent respectivement pj, , et pj ~a I'instant

T=1:

4=n
25 Phy

FiG. 1.3 - py , Fic. 1.4 - py

On prend comme pas de temps fixe At = 0.1 :

Maillages utilisés : On a utilisé 2 séries de maillages, une série de maillages uniformes
et une autre de maillages raffinés.
La série de maillages uniformes est tout simplement obtenue en subdivisant chaque coté du
domaine €2 en n segments égaux et en coupant chaque carré obtenu en deux pour obtenir
des triangles (voir figure 1.6 o n = 4).

La série de maillages raffinés doit remplir les conditions de raffinement de maillage en
vue de la restauration de 'ordre de convergence optimal de la méthode. Pour obtenir un
maillage raffiné, nous utilisons la technique de raffinement de maillage de Raugel [11]. Or

on sait que pour tout ¢ € [0,T] , u(t) € H**(Q) pour a > 1 — I =1— 4 = £. On peut
2
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RS S gf?@%
1.2~ S AT TR e
@W@Mﬁw
e

F1c. 1.5 — Solution approchée

Fic. 1.6 — Maillage Uniforme Fic. 1.7 — Maillage Raffiné

donc choisir a = 0.375 ce qui implique :

(voir figure 1.7 ot ou n = 4).
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Résultats

Pour les erreurs ||u (t,) — ul|loq et ||P'(tn) — D|]o.q, nous obtenons :

Maillage raffiné Maillage uniforme
n | 1 () =l | 15 () = Lo | 1 (t) = 2l | 15 () — 22l
2 1.91e-01 1.55e — 01 1,04e-01 1,73e — 01
4 4.97e-02 9,10e — 02 5,20e-02 1,16e — 01
8 2.47e-02 5,12e — 02 2,59e-02 7,54e — 02
16 1.23e-02 2,81le — 02 1,29e-02 4,84e — 02
32 6,16e-03 1,52e — 02 6,43e-03 3,08e — 02
64 3,08e-03 8,15e — 03 3,21e-03 1,95e — 02

On peut démontrer que pour cette famille réguliére de traingulaion, il existe deux
constante strictement positives ¢, ¢y (c1 < c) indépendantes de n tels que 2 < h :=
glea%f dian(K) < 2. Et pour montrer que : Erreur = ch®, nous utilisons le logarithme,
on a donc In(Erreur) = —pln(n) + In(¢’). En tracant donc le logarithme des erreurs en
fonction du logarithme de n, on obtiendra une droite dont le coefficient directeur sera le taux
de convergence p. Ces droites sont tracées dans la figure 1.8 pour l'erreur ||u (t,) — uj||,
et la figure 1.9 pour 'erreur |[p'(t,) — Djl|,.q-

Pour la seconde erreur, on voit bien que les maillages uniformes ne présentent qu’un
taux de convergence de p = % alors que les maillages raffinés présentent un ordre optimal
de p=1.

Par contre, pour la premiére erreur, on a un taux de convergence de p = 1 pour les
deux séries de maillages.

Précisions : Nous précisons que I'erreur calculée dépend de h mais aussi de At et méme
si nous sommes en schéma implicite ot nous n’avons pas ce CFL. Nous avons donc pris un
pas de temps suffisamment petit pour ne pas voir la dépendance des erreurs en fonction
du temps. Nous avons aussi dii prendre une fonction pour laquelle I'erreur en temps sera

négligeable par rapport a ’erreur en espace, au moins jusqu’au n le plus grand que nous

ayons pris.
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Exemple d’implémentation numérique

— raffiné
— — uniforme

1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5

F1a. 1.8 — |[u (tn) — u}llls.q
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-1.51-

— raffiné
. uniforme

a4

F1G. 1.9 = [[P'(ts) — P2lloe
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Chapitre 2

Equations de Stokes instationnaires

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on se propose d’établir des estimations d’erreurs a priori pour le
systéme de Stokes instationnaire pour un fluide visqueux incompressible dans un domaine
polygonal en utilisant la méthode d’éléments finis mixte duale en espace et le schéma d’Eu-
ler implicite en temps : pour cela nous introduisant en outre des inconnues traditionnelles :
la vitesse u (t) et la pression p(t), la nouvelle variable o (t) := Vi (t) représentant le
tenseur gradient du champ des vitesses a l'instant ¢. Nous approximons chacune des deux
lignes de o (¢) par un champ de vecteurs de Raviart-Thomas de degré 0 sur chaque triangle
K de la triangulation, avec continuité de la composante normale aux interfaces. La pression
p (t) est approximée par une constante sur chaque triangle de la triangulation et la vitesse
2 (t) par un champ de vecteurs constant sur chaque triangle. Notons que Claes Johnson
et Vidar Thomeée [10] traitent aussi le probléme de stokes instationnaire mais en utilisant
la méthode symétrique, d’autant plus que leurs majoration d’erreur théoréme 4.1 p. 71-72
ne fait pas apparaitre clairement I’estimation d’erreur sur la pression et elles supposent
indirectement que Vi (s) est dans H' pour s dans [0, 7T]. Précisons aussi que les espaces
d’approximations ne sont pas les mémes puisqu’ils considérent des éléments de base P!,
alors que le choix du plus pas degré serait plus adapter. Et en raison du coin réentrant

du domaine polygonal D, nous imposons a la famille de triangulations un raffinement de
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Equations de Stokes instationnaires

maillage approprié afin de restaurer 'ordre de convergence optimal 1 de la méthode en

espace. En seconde partie on étudie la stabilité du probléme complétement discrétisé a

I’aide du schéma de Euler implicite, nous démontrons enfin des estimées d’erreur d’ordre

1 en temps et en espace.

2.2 Domaine ouvert borné lipschitzien

2.2.1 Position du probléme

Soit 2 un domaine borné lipschitzien dans R?, posons Q := Qx]0, T, avec T > 0.

On considére le probléme de Stokes instationnaire pour un fluide visqueux incompressible

confiné dans Q : étant donné f = (f1, f2) € L2(0,T;(L*())?) une densité massique de

forces extérieures, trouver des fonctions @ = (uy,us) € H(0,T;(HL(2))?), le champ de

vitesse du fluide, et p € L?(0,T’; L3(2)), sa pression, solution du probléme de Stokes :

(

\

—

Uy (z,t) — vAU(z, t) + gr;d p(z,t) = f(x,t) dans @,
diva(z,t) =0 dans Q,
u(x,t) =0 sur X := 00Qx]0,T7,

u(z,0) = up(x) pour x € €,

En introduisant la variable o = grad , on peut réécrire les équations de Stokes sous la

forme :

/

iy — div(vo — pd) = f dans Q,

diva =0 dans Q,
(2.2)




Domaine ouvert borné lipschitzien

1
ol 0 désigne le tenseur identité donné par 6 = . Rappelons que 7 étant un

0

tenseur, div 7 désigne le champ de vecteurs de composante (div7); = 23:1 ZZ? (1=1,2).
J

2.2.2 Existence, unicité et régularité de la solution

Avant de donner la preuve de l'existence de 'unicité ainsi que de la régularité de la

solution faible de (2.1), soit
V= {U € (HY(Q))? div o= 0} .
Nous avons le résultat d’existence suivant :

Théoréme 2.2.1 ([46] théoréme II1.1.1 p.25])

Etant donné f € L*(0,T: L*(Q)?) et i@y € L*(Q)? & divergence nulle. Il existe une unique
fonction @ € L*(0,T;V) N C([0,T); L*(2)?) telle que 4(0) = iy , @ € L*(0,T; V") telle
que

d 4
aﬂmm+uzhmnv521y%m VeV (2.3)

Soit alors (i,p) la solution faible du probléme de Stokes instationnaire (2.1), nous

avons :

Théoréme 2.2.2 Sous les hypotheéses : Q étant ouvert borné lipschitzien, fe L*(0,T; L*(Q)%)
etig eV, ona:

i€ HY(0,T; L*()%). (2.4)

De plus il existe une et une seule fonction p € L*(0,T; L3(Q)) que l'on appelle pression

telle que :
d . T g P s 1/0)2
—(u,¥)+v | VU :VV— [ pdivi= [ f-U, Vi€ Hy(Q)". (2.5)
dt Q Q Q

Preuve: V étant séparable, il existe donc une suite wh, wo, . .., W,,, ... de vecteurs linéai-

rement indépendants qui est totale dans V. Soit w0, (t) = Y1, gim(t) W;, la solution du

probléme de Cauchy pour le systéme d’équations différentielles
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d_)m — — — Ry - .
/ %(t) W dx + v /Vum(t) Vi dox = /f(t) ~wjdx, Vji=1,...,m (2.6)
Q Q Q

de condition initiale ,,(0) = %y,,, que 'on précisera dans la suite.
?

'y (1), étant une combinaison linéaire de w, ..., @, il suit de (2.6)

- 2 - - -
‘u’m(t)H +u / Vit (t) : Vit (t) d = / F(t) - in(t) da.
0,Q Q Q
Mais
d ) 3}
G 1Ol = 2 [ Vi (0): Vit (0 d
D’ou

—

. 2 d 2 ?
u/m(t)HOQ v N )y @) < Hf(t)HOQ i ‘

Intégrons de 0 a T 'inégalité précédente :

[

Si 1y, (0) converge vers w(0) dans la norme de Hg(Q)?, alors on aura ||y (0)[| g2 <

d

. 2
Wom(t) HO,Q ’

ce qui entraine

. 2 d . _ ) SN2
(), v T ®lae < |70,

dt.

- P Ly 2 L2 Nzl
)| 0+ (T g < » 1 Ol + [ |70

||ﬁ(0)||H§(Q)2 . Et donc
T
]

Donc la suite (J’m(t)> est bornée dans L2(0, T (L2(€2))?) ce qui nous permet d’affirmer
m>1

qu'il existe un certain 7 € L2(0,T; (L2(Q2))*) et une sous-suite que nous notons encore ',

- 2 Ty 2
D0, a5 v 170y + [ 70,

par un abus de notation usuel telle que o/, ~ @ dans L2(0,T; (L2(2))?) (au sens faible).

Soit alors ¢ € D (]0,T]) et J* € V'. L’application de

L*0,T;V) — R
T
7 - [ G0 S0
0
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est une forme linéaire continue sur L?(0,T; V). En effet :

- [ a0 e doa] < [l 1 e @

< 1l ([ g dt)é ([ 1w \th);

= HJ*HV’ |’§||L2(O,T;V) ||<P/HL2(0,T)

= Cllgll2 0 -

Comme i, — @ dans L2(0,T;V) d’aprés le théoréme d’existence 2.2.1, il s’en suit que

—/0< (D), Ty @ (0) dt — — / 0,y £1(0) . (2.7

D’autre part, si 'on prend J* € (L*(Q)?)", alors application de
L*(0,T; L*()*) — R

T
EH—/ <Et,J* t) dt,
0 ) >L2<9)27<L2<9)2>* o)

est une forme linéaire continue sur L2(0, T; (L2(2))?). Comme 'y, - @ dans L2(0, T; (L2(2))?),

alors

T
/0 <u’m (t),J*>L o iy 20— / ) T e ey ()t (2.8)

Or, si J* € (L*(Q)?)", cela implique que Jj € V', donc on a

/OT <J’m(t),J*> o(t)dt = </0Tuzn (t) p(t) dt, J*>
= - </OTU7n (t) ¢'(t) dt, J*>

- [y f 0= [ . S o)
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par (2.7).
De (2.9) et (2.8) suit :
- /O (e), I o (t) dt = /0 (5(1), ) o(t)dt, VI e (L(Q))"
D’ou . .
—/0 i) (1) dtz/o 5 o(t) dt, Ve € D(0,TY).

Ceci démontre (@) = ¥ au sens faible. Comme Don sait que 7 € L2(0,T; (L*(€2))?), on a

(@) € L2(0,T; (L2(€2))?). Nous avons donc démontré que

2—? e L*(0,T; (L*())%). (2.10)

Venons-en maintenant & ’existence de la fonction pression p. Posons :

—

. d
7= f— " +vii (2.11)

Comme

i€ H'(0,T; (H) (),

il s’en suit que :

Ad e L*(0,T; (H™'())?).

De Péquation (2.11) et de (2.10) suit que § € L2(0,T; (H(Q))?). Mais I'opérateur

VL) — (HY(Q)
est un isomorphisme de L2(Q) sur V (le polaire de V) ([15], lemme 1.2.1 p.22). Or q(t) € V,
V't €]0,T] par (2.11) et (2.3). Donc il existe p(t) € L2(Q) tel que ¢(t) = Vp(t).

Notons (ﬁ) . V — L3(Q) Popérateur inverse de V : L2(Q) — V. Donc

Comme ¢ € L2(0,T; (H~X(Q))?), il sen suit que p € L2(0,T; L2(£2)). De (2.11) et §= Vp
suit (2.5). ]

82



Domaine ouvert borné lipschitzien

2.2.3 Formulation mixte duale du probléme de Stokes instation-
naire

Pour écrire la formulation mixte duale, on a besoin d’introduire les deux sous-espaces
suivants :
X = {(T, q) € (LX) x L2(Q) ; div(vr — ¢6) € L2(Q)2}, Y = (L3(Q))%
Ainsi la formulation mixte duale de (2.2) s’écrit : trouver (o,p) € L?(0,T;X) et @ €
HY0,T;Y), tels que :

(v [ o(t) 7 de+ [, div(vr — gd) - ii(t) dz =0, ¥(r,q) € X, ¥t €I,

[ div (vo(t) — p(t)8) - Tdx = — [,(f(t) — @(t))-Tde, VoY, Vtel,  (212)

Reste maintenant a vérifier les équations (2.12) de la formulation mixte, mais tout d’abord
montrons que (o, p) € L*(0,T; X). Rappelons que 0 = V, @, et puisque @ € L2(0, T’ (HE(R))?),
alors

2x2
).

o =V, e L*0,T; (L*(Q))

De plus, d’aprés I'équation (2.2)(;) on a

—

di

= € L(0.T5 (L(©)°),

div(vo —pd) = vAG—V p=—f +

donc on a bien (0,p) € L?(0,T; X). Examinons maintenant les équations (2.12).

Pour (2.12) ;) c’est immédiat ; reste & vérifier (2.12)(;). Puisque
i € L*(0,T;V) et donc divi(t)=0, Vtel0,T],

alors

/Vzﬁ:qéd:c:() Vg € L*(Q),Y't € [0,T).
Q
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D’ou

V/ o(t):7dx = /Vxﬁ(t) (v —¢d)dx V(r,q) € X,V't € [0,T]
Q Q

_ {<(w 48 D), e o / i(#) - div(vr — go) dx},

= — / u(t) - div(vr — ¢d) dx
Q

puisque @(t) € (HL(Q))*,V't € [0,T].

Donc
V/ o(t): 7dr+ / a(t) - div(vr — ¢d) - u(t)dz =0, VY(r,q) € X, Vte[0,T].
0 Q

Donc on a démontré que si (i, p) est une solution de (2.2) alors ((o, p), @) est une solution de
la formulation mixte (2.12) pourvu que @y € V' et que € soit un ouvert borné lipschitzien.
Reste & montrer 'unicité de cette solution et par conséquent I’équivalence entre le probléme
(2.2) et la formulation mixte (2.12).

Soient alors ((o1,p1), 1), ((02,pa), W) deux solutions de la formulation mixte (2.12).
Considérons la différence ((o,p),4) := ((01 — 02, p1 — p2), U1 — Uz) de ces deux solutions.

Elle vérifie les équations suivantes :

( v [qo(t):Tde+ [, div(yr —qd) - u(t)de =0 VY(r,q) € X, Vtel,

Jo div(vo(t) — p(t)o) - vdx = [, (t) - vdx VU €Y, Yt el, (2.13)

7(0) = 0.

Prenons (7,q) = (o(t),p(t)) dans I'équation (2.13),. Puisque (o(t),p(t)) € X V't € [0,T],

alors
y/ lo(t)|” dx +/ div (vo(t) — p(t)d) - u(t)dx = 0, V't e I. (2.14)
Q Q
Prenons maintenant ¢ = (t) dans (2.13);), ce qui est permis puisque V't € [0,77] : u(t) €
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Y = L*(Q)?%; ceci nous donne : V't € [0, 7]

/Q div (vo(t) — p(t)d) - @(t) dx = /Q @,(t) - @(t) d,

_ 5/9%|ﬁ(t)\2 de. (2.15)

De (2.15) et (2.14) suit :

/|0 )|? dx+2dt/|u ) dz =0 (2.16)

et implique £ [, |a(t ))? dx < 0, donc Jo la(: )|? dx est décroissante, et comme

/Q G de € 1 ((0,T]) — C ([0,T)).

avec 1(0) = 0, cela entraine que u(t) = 0 V¢ € [0,7]. Par (2.16) on a également o = 0.
D’autre part, par I'équation (2.13);), on a

/ V. p(t) - Tdz =0 pour tout 7 € (Lz(Q))Q.

0

Et puisque (0,p(t)) € X, donc p(t) € HY(Q) N L2(2). Choisissant 7 = V,p(t), il s’en
suit V,p(t) = 0 et donc p(t) = constante V't € [0, 7], mais comme p(t) € L2(Q), la seule
possibilité est p = 0.

2.3 Dans un domaine polygonal

Dans la suite, on suppose que €2 est un domaine de R? a bord polygonal : 9 := UYL, T;,
ou I'; est un segment de droite ouvert V j = 1,2,..., N. On suppose aussi que {2 n’a qu'un
seul angle non convexe dont la mesure est notée w; par translation éventuelle on peut

supposer que le sommet de cet angle est situé a l’origine.
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2.3.1 Régularité en espace de la solution

Supposant que f € L2(0,T;L2(Q)?) et @y € H*(Q)? avec diviy = 0, il suit de la
proposition 1.2 p.267 du livre de Temam [46] que @ " € L*(0,T; L*(Q)?). Dot

L i
NG+ Vp= f— d—? e L2(0,T; L2(Q)2),

divii(t) =0  dans Q, (2.17)

) =0 sur OS).

De la régularité de la solution du probléme stationnaire, suit alors que @ € L*(0, T; H>*(Q)?)

et pe L*(0,T; H-(Q2) N L3(2)) pour a € |1 — no(w), 1] ou

no(w) = inf {§ € R z =€ +in vérifie sin®wz = 2% sin®w, z # 1} .

* )

Supposons maintenant que f € HY(0,T; L*(Q)?), que f (0) + vAdy € H* (Q)* et que
div £ (0) = 0.
Soit (w,() € L*(0,T;V) x L*(0,T; L3 (22)) la solution au sens faible ([46] p.253) de

( dw

— () = vAG (1) + V(1) = (1), V't €]0,T]

diva(t) =0, V't €]0,T]

@W(0) = f(0) + vAdy .

Rappelons ([46] p.251) que V = {27 e H (Q)?; divi = 0} . Par le raisonnement ci-dessus
w' e L2(0,T; L3(2)?) et (w,¢) € L*(0,T; H>*(Q)?) x L*(0,T; H>*(Q) N L3(Q)) .
Posons ¥ (t) = iy + [y w(s) dset q(t)= [, C(s) ds.
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On vérifie qu’au sens faible :

[ 90y vt + Fa() = F0). ¥t € ]0.7]

divd(t) =0 dans Q, V't €]0,T]

d—}
Par unicité @ = ¥ et donc d—:; = € L*(0,T; H*>* (Q)Q) De méme p = ¢ et donc
LD e O T (O) N Q).

Nous avons donc démontré le résultat de régularité suivant :

Proposition 2.3.1 Supposons fE HY0,T; L*(Q)?), que div f(O) =0, et que la condition
initiale ug € V' du probléme de Stokes instationnaire satisfasse la condition f(O) +vAty €
H (Q)?.

Alors la solution (@,p) € L*(0,T;V) x L*(0,T; L () du probléeme de Stokes instation-

naire appartient a l’espace de Sobolev
H'(0,T; (H>*(2))%) x H'(0,T; H-*(Q)) (2.18)

pour tout a € |1 — mo(w), 1] 0@ mo(w) = inf{€ € RF; 2z = & +in wvérifie sin® wz = 2% sin’ w,
z# 1}

2.4 Probléme semi-discret

Pour introduire la formulation mixte semi-discréte du probléme (2.12), considérons une
famille réguliére de triangulations (7y,), de €, et définissons des sous-espaces approximants

X, et Y}, des espaces X et Y :

{Th,qh EX Th(s, GRTO(K) Vi=1,2et qh|K€P0(K), \V/KE%},
={ Un €Y nie € (Po(K))*, VK € Tp,} .
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Py dénote 'espace des fonctions constantes sur K et RTy(K) dénote 'espace vectoriel des

champs de Raviart-Thomas du plus bas degré sur K défini par :
RTy(K)={v: K - R;3a,b,c e R:v(z) = (a,b) + c(x1,x2),Vr = (21, 22) € K}

Finalement, on a ty 5, = Py ol P, est I'opérateur de projection de (L3(Q))? sur [xer, (Po(K))>.
On peut maintenant introduire le probléme approché : trouver (o, pn) € L*(0,T; X},),

i € L*(0,T;Y},) tels que :

(

Vfﬂ O’h(t> c T dx + fQ diV(VTh — qh5) . ’ljh(t) dr = 0, V(Th,qh) € Xh, V't € ],

[y div (vou(t) — pu(t)8) - T dx = — [ (F(t) — @n(t)) - T d, VT, € Y, V't € I,

(2.19)
Avant d’examiner le probléme semi-discret (2.19) nous allons tout d’abord rappeler
certains résultats relatifs aux équations de Stokes stationnaires (Cf. [9]) .

Nous considérons les équations de Stokes stationnaires :

—vAU + ggdp = f dans €,
divad =0 dans €, (2.20)

u=0 sur [

La formulation mixte de ce dernier probléme consiste & trouver (o,p) € X et 4 € Y tels
que

v [qo:Tde+ [, div(vr —qd) -ddr =0, Y (7,q) € X,

(2.21)

[, div (vo —pd) - Tdx = — [,, f-Tdax VG €Y.
Il est clair que la solution (u@,p) de (2.20) vérifie (o,p) € X, ot 0 = Vi et donc que
((o,p), @) est une solution de (2.21). De plus, d’aprés [9], la formulation mixte (2.21)
admet une solution unique.

Le probléme approché pendant de (2.21) consiste a trouver ((oy,pp),Un) € X X Yy, tels
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que

v [qon:mhde+ [, div(vm, — qpd) - Upde =0, Y (T4, qn) € Xy,
(2.22)
Jo div (voy, — pyd) - Uy do = —fﬂf Oy dx , VU, € Y.
[’existence et 'unicité de la solution de ce dernier probléme sont des conséquences de la

proposition 4.1.2 de [9].
Etant donné f € (L2(Q))*, on peut définir Popérateur T par

T:Y — XxY : fHTf:(Tlf,Tzf):((a,p),ﬁ) (2.23)

ou ((o,p),u) est la solution de (2.21).

Aussi, nous définissons 'opérateur Tj, par
Th:Y — Xy xYy o [Ty f= <Th,1 £ T f) = ((on,pn) , Un) (2.24)
ou ((on,pn),un) estla solution de (2.22). Finalement, on démontre dans [9], le résultat

suivant sur les estimations d’erreurs a priori :

Théoréme 2.4.1 [12] Soit {7,} une famille réguliere de triangulations sur Q, jouissant
des propriétés (i) et (ii) de la proposition 1.4.6, pour un o € |1 — no(w), 1[. Soient Tf=
((0,p),@) et Ty f = ((an,pn),@n). Alors (o,p) € (H*()" x (H-(Q) N LZ(Q)), et il

existe une constante C' > 0 indépendante de h telle que

lo = oulloq < Ch (1 sy + Plirnecey ) (2.25)
||p - thO’Q S Ch <|ﬁ|H1,a(Q)2 + !p|H1,a(Q)> y (2.26)
[ — tipllo o < Ch <W|H2,a(ﬂ)2 + [Plgro) + W’Hl(ﬂ)?) : (2.27)

Maintenant, on est en mesure de démontrer 'existence et 1'unicit¢ de la solution du

probléme instationnaire semi-discret (2.19) ainsi que des estimations d’erreurs a priori.

Proposition 2.4.2 Le probléme (2.19) admet une et une seule solution ((op,pn),Up)
dans L*(0,T; X}) x L*(0,T;Y3).

89



Equations de Stokes instationnaires

Preuve: Soit g € Y. Considérons les opérateurs 7}, et T}, » définis dans (2.22) :

Th71 . Y—>Xh et Th72 . Y—>Yh

—

Gr—Th1G = (on,pn) Gr— ThoG =ty

ou ((on,pn),uy) désigne donc la solution du probléme mixte stationnaire semi-discret sui-
vant :
v [qon:mhde+ [ (vTh — qud) - tpda =0, Y (7, qn) € X,
(2.28)
fﬂ (VO'h —ph5) U dr = —fgg'ﬁh dx , YU, € Y),.
Ce probléme posséde une et une seule solution Vg € (L(Q2))? := Y. Revenons au probléme

d’évolution discret (2.19), si on applique la définition de T},, on obtient :

(on(t), pu(6)) = Tha (1) — 22(2))

D’ou
uh(t) + Th 2-(75) = Th72 f(t) et Uh(O) = UQ,h,

Montrer que ce probléme posséde une et une seule solution revient, en fait, comme nous le
verrons plus loin, & montrer que 7}, est un opérateur défini positif sur Y},. Prenons donc

un élément fj, € Y}, et considérons le probléme mixte discret stationnaire de donnée f :

z/fQUh CTh dx+fQ (v1h — qnd) - Updx =0, VY (1, qn) € Xy,
(2.29)
fﬂ(uah—phé) Uhd(l?: —foT};'ﬁh dl’, VZ_J'h € Yh.

Alors Thygﬁ =y et Thy fo = (oh,pr), et on a

/(Th,Qﬁz)'ﬁde_/ﬁz'ﬁhdx = —/(Vah—phd)-ﬁh dx
Q Q 0

= V/O'hlo'hdl’:V/|0'h|2ZO.
Q Q

En particulier [, (T}, fn) - fndz = 0 implique oy, = 0.
Mais si oy, = 0, et comme (voy, — ppd) € H(,Q), alors p, € H(Q) implique Vp, € (L3(Q))*.
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Mais comme pyx € Py(K), il s’en suit ﬁph = 0 dans €2 et donc p, = constante dans Q.
Mais puisque p, € L2(Q), alors p, = 0. Donc si 05, = 0, cela entraine que fh = 0 par

I'équation (2.29) ;). En conclusion, si fn # 0 alors

V/ |0'h|2>0
Q

et fQ (Th,Q ﬁ) -ﬁdm > 0. A fortiori, I'application Thopy, @ Yo — Y}, est injective donc
inversible.

On conclut que :

—

¢

up(t) = exp(tAh)ﬁoﬁ—/ exp((t — s)An)AnThaof(s)ds
0

ﬁh(t> = ﬁo’h, avec Ah:_(Th’Q‘Yh)_l

iy, étant ainsi déterminé, le systéme (2.19) peut étre employé pour déterminer (o, pp). =

Nous avons donc démontré I'existence et 1'unicité de la solution du probléme mixte

discret.

2.4.1 Estimations d’erreurs

Notre objectif, dans cette section, est de démontrer certaines estimations d’erreurs.
Dans ce qui suit, ((o,p), @) désigne la solution du probléme continu (2.12) et ((op, pp), @)
désigne la solution du probléme semi-discret (2.19). (vo(t) — p(t)8) € (L2(Q))*, V't € I,
car (o,p) € L*(0,T; X).

Dans la suite, on a besoin d’introduire 'opérateur d’interpolation de Raviart-Thomas et
I'appliquer & (vo(t) — p(t)d). Pour cela il faut que (vo(t) — p(t)d) € WhH(Q)* pour un
certain ¢ > 1, V't € I. Ceci est vrai d’aprés les hypothéses (2.18).

Définissons :
1., .
o000 = (5, [7h (010) = p00) + G) 8] on 0(0) ) Vi€ T

ou nous avons ([13] p.87) :
I°)VEK € Ty« 5 [m, (vo(t) — p(t)d) + pn (p(t)) 0] 5 =
RTy(K)?;

R =

[k (vo(t) = p(H)3) c + P P3|
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7} dénote 'opérateur d’interpolation de Raviart-Thomas [9] et 7 sa restriction au triangle
K.
2°) pp, désigne 'opérateur de projection orthogonale de LZ(Q) sur le sous-espace {gj, €

Lg(Q) dnk € P()(K), VK € 771} ie.:

1
(Pr @)K = qurz—/ qdz, VK €T}, .
K| Jk

Pour notre étude sur U'estimation d’erreur on va travailler dans le cas ou @, (0) = P,u(0).

On a alors le résultat suivant :

Proposition 2.4.3 Soit (T;,);, une famille réguliére de triangulations sur ), jouissant des

propriétés (i) et (ii) de la proposition 1.4.6. Alors :

lo(0) = an (0}l < lo(0) = a3 (0)llo g - (2.30)

o ((0(0),p(0)),4(0)) désigne la solution du probléme mizte (2.12) a linstant t = 0, et

( 7 (), () := mn(a (1), p(t))-

Preuve: Appliquons I’équation (2.19)(;) a l'instant ¢ = 0. On obtient

I// O'h(0> T dr = —/ (UTh — qhé) . ’Jh(O) dx V(Th,qh) S Xh,
Q Q
= —/ (v7h — qnd) - Ppii(0) du,
Q

_ _Z VTh—Qh5/Phu()d

KcQ

= =Y tn—a) [ ) dr =~ [ (vn ) 7(0) de

KcQ

Par I’équation (2.12);) a I'instant ¢ =0 on a :
— /Q(m'h —qpd) - u(0) do = I//QU(O) cmhde, VA, qn) € Xp C X,
on a donc Y (14, qn) € Xp,
u/ﬂ (0(0) — 04 (0)) : 7 da = 0. (2.31)
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D’autre part on a

[o(0) — (O], = / (0(0) — 0(0)) : (o(0) — 04(0)) d,

- / (0(0) — o(1)) : (0(0) — 03 (0)) d + / (07(t) — 0n(0)) : (0(0) — o4 (0)) dz

Q
Si on applique (2.31) avec 75, = 0;(0) —01,(0) € RTy(K)?* au membre de droite, on obtient :

lo(0) = on(0)llon = /Q(O'(O) = 03(0)) = (9(0) — 04(0)) dx

< |o(0) = on(0)[lg 0 [lo(0) = a3 (0)llo -

Par conséquent

lo(0) = on(0)llpq < lo(0) = 73 (0)llo -

Remarque 2.4.4 o(0) a bien un sens car des hypothéses (2.18) suit
i€ C (0. T): (H*()")

et donc

o e C([0,T]; (H"(2))*).
Soit, (u(t), p(t)) la solution de (2.1), pour ¢ fixé. Posons
(50 (1) .0 (1)) (6)) = Ta(—wAT () + gradp (1)),
c’est-a-dire que ((&h (), Pn (8) s an (t)) est la solution du probléme semi-discret suivant :

I/fQ an(t) - 7, dx + fQ div(vTn, — qnd) -5h(t) dr =0, N (Th, qn) € X,

div (vay(t) — pp(t)d) - v, dx + [, (—vAu(t +gr€xdpt U de =0, VtelVu, ey,
Q Q

Retournons pour quelques instants au probléme continu (2.1) et posons :
((6,]5) ,5) =T(—vAud+ grzxdp),

93



Equations de Stokes instationnaires

¢’est-a-dire ((&, D) ,ﬁ) est la solution du probléme suivant :

v [,o(t) 7 da + [, div(vT — gd) - a(t) dz = 0 V't € IV (1,q) € X,

Jo div (vo(t) — p(t)d) - Tdx + [ (—vAU(t) + gradp(t)) - 0de =0Vt e I,VT €Y.

Comme
% —yAﬁJrgrzLdp:f
on a alors
- ou
YN dp= f - =~
vAu 4+ gradp = f T
il s’en suit que
v [ 6(t): 7 de+ [, div(vr — ¢d) - a(t) de =0, Vitel,V(rq) € X,
(2.32)
Jo div(va(t) —p(t)o) - vdx + [ (f(t) — g—?(t)) Wdr =0 ,Ytel,VUeY,
Et par conséquent, grace a l'unicité de la solution, on a
((6.9):) = (0.p) ;@) = T(~vAT + gradp). (2.33)

Définition 2.4.5 On appelle projection elliptique de ((o(t),p(t));u(t)) Vt' € I, la solution

((G1(t), p(t)): Un(t)) du probleme mizte semi-discret stationnaire (t fizé) suivant :

VfQ on(t) : m, dx + fQ div(vm, — qid) - ﬁh(t) dx =0 Y (7h,qn) € Xp,
(2.34)
[y div (W6n(t) — Pu(t)8) - T dw = — [,(F(t) — @(t)) - T da VT, € Y.
Avant de démontrer le résultat d’approximation de ((o,p); ) par ((on,pr);dn), on a
besoin des estimations d’erreurs entre la solution du probléme de Stokes et la projection

elliptique. On a le résultat suivant :

Proposition 2.4.6 Soit (T;,), une famille réguliere de triangulations sur €, jouissant des
propriétés (i) et (ii) de la proposition 1.4.6 pour un o € |1 —mno(w),1[. Il existe une

constante ¢ > 0 indépendante de h telle que pour tout t € I :
lo(t) = 1(®)l < ¢ b ([O]zo@y + (0] r0) (2.35)
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lii(t) = il < ¢ b ([7E)mop + 70 @ + pOlma@) (236

et pour la pression on a :

lp(t) = Pn (D)llgq < ¢ (@) | a20@2 + [P(E) | g10(@)- (2.37)

Preuve: Ceci résulte immédiatement de la définition 2.4.5, (2.33) et des estimations

(2.25),(2.26) et (2.27) . n

Nous sommes maintenant en mesure de donner 'estimation de 'erreur ||o(t) — o5 (%)
en comparant le probléme semi-discret (2.19) avec le probléme définissant la projection el-

liptique (2.34).

Théoréme 2.4.7 Soit (Ty,), une famille réguliere de triangulations sur €, jouissant des
propriétés (i) et (it) de la proposition 1.4.6 pour un o € |1 —mng(w),1[. Il existe une
constante ¢ > 0 indépendante de h telle que pour tout t € I :

lo(t) = an(®)ll.q (2.38)
du

dt

< ch {sg%a (Ja(t)| 2.0 2 +1p(E) | 10 (0)) +'
t<

d
+H b .
L2(0,T;H22(Q)2) dt L2(0,T;HY>(Q))

Preuve: Avant de commencer la démonstration, rappelons les deux problémes (2.19) et
(2.34) :

le probléme semi-discret :

(

I/fQO'h(t) I Th da:—i—fQ diV(I/Th —qhé) ﬁh(t) dr =0 V(Th,qh) € Xh> V't € I,

[y div (von(t) — pu(t)8) - Ty dx = — [(F(t) — @ns(t)) - T da V5, € Yi, V€ 1,

| ©n(0) = P,u(0),
(2.39)
et la projection elliptique : V't €

l/fQ on(t) : m, dx + fQ div(vm, — qid) - 5h(t) de =0 Y (7h,q1) € X,
(2.40)

[ div (van(t) — pu(t)d) - Tndx = — [o,(f(t) — @(t)) - T dz Vo, € Yy
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Une soustraction de (2.40) de (2.39), nous donne le systéme aux erreurs suivant :
VfQ ep(t) : 7 dx + fQ div(vr, — qno) - 5h(t) dr =0, Vte I,V (m,qn) € X,
(2.41)
fQ div (V&’Sh(t) — Th(t)d) Uy dx = fQ % (’ljh (t) — ﬁ(t)) Uy, de Vt € 1,Vu, € Yy,
avec

En=0h — Op, Op = U, —Up , pp = U — Upet 1) = pp, — Pp.

Ensuite dérivons par rapport a la variable temps la premiére équation du systéme (2.41) :

0
%(t) dr =0, ¥ (7,q1) € Xp, YVt €1 (242)

%(t) T dx +/ div(vm, — qid) -
Q Q

En prenant vj, = 2% dans (2.41) s et (Th, qn) = 2 (€, r) dans (2.42), on obtient

2v [ 8§t'" e do+ 2 [, div(vep, — m40) - 9 b (t) de =0

—

92 [, div (ven(t) — ra(t)0) - 20 ()da + 2 fg(;t ))2 dw =2 [, 2 (t) - 20 (1) da.

(2.43)
Aprés addition membre & membre des équations du systéme (2.43), on aboutit a
. 2
Oep, 00y Opn 80,
2 cepdr+2 — ()| de =2 t t)d
v [ GO e do+ /Q<at<>> [0 ) o
Donc
. 2
d 9 00y /8ﬁh o0,
— )" d 2 —(t de = 2 [ —(t t)d
v | IO o /Q<at<>) v =2 [ T T ds
R
- ot
0,2
o> o6
< 7.7
0,2 0.0
Et alors
g, dpn ||?
[ leal®) 2 de + |28 < || 22 (2.44)
dt dt ||o.q
0,2 ;
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En conclusion on a : )

4,
dt

d ) 1
= < =
dt/g\fh(tﬂ dr < —

En intégrant (2.45) par rapport a ¢, nous obtenons

2 2 1 t dﬁh
[t de = [ o) de < [ |9 () d,
Q Q VJo 0,0
1 []dp;
/|gh(t)|2 dx§/|5h(0)|2 dx+—/ Dl (5) .
Q Q VJo 0,Q

0,0

Donc

Or on a

len(0)]l = [lon(0) = 61 (0)llg o < llon(0) = o (0)llg0 + [lo(0) = Gn(0)llggq -

D’aprés (2.30), et la définition de m,(o(t), p(t)), on a
loa(0) = a(0)lp.0 < [lo(0) = 07(0)lpq

= o0) = L [x (w0 (0) — p(0)8) + p1 ((0)) 6]

v

0,Q

= % [(v0(0) = p(0)) & — m, (var(0) — p(0)d)] + %(p(O) —pn (p(0)) 0

0,0

< % [(vo(0) = p(0)d) — m, (v (0) — p(0)3)[| ¢, + ? 12(0) = pn (p(0))lo,5 -

(2.45)

(2.46)

(2.47)

Des estimations d’erreurs d’interpolation contenues dans la démonstration du Théoréme

4.1.7 de [9], il s’en suit que

lon(0) = a(0)llgq < eh (([E(0) |20 (@2 + [P(0) o) -

De (2.47), (2.48) et (2.35) pour ¢ = 0 on a alors :

len(0)llgq < eh (1@(0)]m2a(@)2 + [p(0)| o)) -
Revenons maintenant a (2.46) et rappelons que

H Opn diiy,

dt dt

0,0
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Et remplagant dans (2.46), on aura

S 12
di  duy,

a " ar |l

1 t
len®IEq < len(O)]2q + - /

v

0,0

Cette derniére estimation et les estimations (2.49),(2.36) pour le probléme dérivé nous

donnent :
len(®)ll5.q
tloa? o ? op?
S Ch2 "II(O)‘HQ,OL(Q) + ‘p(O)’Hl,a(Q))2 + / ( - e - ) dS .
<( 0 1 lmze@p [0 lmn@e [0 lme@)

Alors on a

lon(t) — an()llo.q
du

< ch ((’ﬁ(O)|H27a(Q) + ’p<0)‘H1*°‘(Q)) + ’ dt

%
+||= .
r2orze@p?) | L2z )

Finalement, I'inégalité triangulaire et I'estimation (2.35) nous donnent

lo(t) = on(®)lloq < llo(t) = an(t)lloq + [10a(t) — o)l q

L2(0,T;HL>(Q)) } .

Proposition 2.4.8 Soit {T},} une famille réguli¢re de triangulations sur Q2. Il existe une

di

dt

<ch {sup (Ja(t) g2 + ()] H1o@) +’

d
|
t<T L2(0,T;H?>(Q)?) dt

constante ¢ > 0 indépendante de h telle que pour tout t € I :

[a(t) — @n(®)llgq < ¢ <;g§ [4(t) = Vil + lo(t) = Uh(t)Ho,n) : (2.50)

h

Preuve: La méme démonstration que celle employée pour démontrer la proposition 4.1.9

19] n

Théoréme 2.4.9 Soit {T),} une famille réquliére de triangulations sur S, jouissant des

propriétés (i) et (i) de la proposition 1.4.6 pour un certain o € |1 — no(w), 1]. Il existe une
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constante ¢ > 0 indépendante de h telle que pour tout t € I :

[6(t) — tin(t)lo.0 (2.51)
S du dp
< ch SUP(\U(t)|H2»a(Q)Hp(t)\Hl»a(n))+‘% | |
t=T L2(0,T;H2:2(Q)2) L2(0,T5H2(Q))

Preuve: On vient de voir que

700~ 00 < (i, 1700 =l + 100 = a0 )

Prenons v, = P, u(t) € Yy, ouVt € I, P, t(t) est la fonction dont la restriction sur chaque

triangle K de la triangulation T}, est égale a la moyenne de (t) sur K. A fortiori :

la(t) = in(t)loq < ¢ (Nit) = Prit)loq + o) = on®)log) - (252)

Or on sait [9] qu’il existe une constante ¢ > 0 indépendante de h telle que pour tout t € I :
() = P @)l < ch (10| o ) (259

Par conséquent il suit de (2.52), en utilisant cette derniére estimation et I'estimation (2.38) ,

dp
Ell L2010 ()

L2(0,T;H?()2) H d

que :

[a(t) = wn(t)llo0

< ch {sup (1E(t) |22 +1p(E)|r0(e)) +‘

t<T

dui

dt

Maintenant, estimons I’erreur sur la pression approchée.

Théoréme 2.4.10 Soit {1} une famille réquliere de triangulations sur Q, jouissant des
propriétés (i) et (ii) de la proposition 1.4.6 pour un certain o € |1 —no(w), 1] . Il existe

une constante C' > 0 indépendante de h telle que pour toutt € I :

I9C) = 2Oz oirzoy < Ch (1T o eanaors) + PO oo,

du

+Oh0wmmmwmrummwmqm+]@+>

L2(0,T;H2o( H L2(0,T;HY a(Q)))
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Preuve: Avant de commencer la démonstration, rappelons le systéme aux erreurs (2.41),

v [y en(t) : i de+ [, div(vm, — qud) - O4(t) do =0, YVt € LY (1h, q) € X,
(2.54)

fQ div (l/&?h(t) - Th(t)5) . ﬁh dxr = fQ % (ﬁh (t) — ﬁ(t)) . Uh dx Vt S I,\V/’l_fh c Yh,

avec

— —

Ep = Op — Op, Op = Up — Uy, y Pp = U — up et Ty = pp — Pp.

Par la formule de Green, pour tout v € H}(2)? on a Vt € I :

/V?"h(t) Udr = /div rp(t)d - Udx
Q Q
= —/ ri(t)é - Vide
Q

— /Q(ygh(t)—rh(t)d):Vde—/ vep(t) : Vide.  (2.55)

Q
Or, il existe C' > 0 telle que :

/ vep(t) : Vidz
Q
On a aussi Vo € H}(Q2)? :

/Q (ven(t) — ra(t)8) : Vide — — /Q div (ven(t) — ra(t)0) - Tda

<C ||5h(t)||o,§z' H77”H1(Q)2 : (2.56)

_ /Q div (ven(t) — ru(t)6) - Poilda

_ /Q (i, () = @na(t)) - o d (2.57)
par (2.54)(15).

Par conséquent il existe C' > 0 telle que :

/ (vep(t) —rp(t)d) : Vide
Q

<l (8) = el - [Pavlloq

< Ol (t) = dne@llog - 10l myp - (2:58)
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De (2.55) et des estimations (2.56) et (2.57), suit :

19l < € (17 (0) = el + len(®) o) - (2.59)

D’autre part [47], [15] p.20, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout w € L3(Q) :

Jo Vw - ¥ dz
[l 2y < C IVwllg-rgp = sup . (2.60)
FeHE(Q)? ||U”H1(Q)2
Et donc, d’aprés (2.59), on a
Il gy < € (17 (1) = e Dllg + len Do) (261)
Puisque 67h = U — ﬁh et prp, = U — ﬁh , on peut aussi écrire :
Ira(®) 3@y < € (H@WHOQ 1Ol + Heh@)r\o,g) - (2.62)

Or on sait d’aprés (2.44) que :

2

d d6; g, , . |I?
y—/ygh(t)ﬁ de + |2l < |22 . (2.63)
dt |, dt dt ||
0,0 ,
En intégrant (2.63) suivant la variable ¢ € I, on obtient
— 2
Nl do “Ndpn 1P
Ve + [ |0 as [ Bew) assaolk, (2.64)
o | at o |l7dt 7, g
0,92 ’

Réécrivons fois le systéme aux erreurs (2.54) en introduisant 60 et pj, dans la seconde

équation:

v [en(t) s de+ [ div(vm, — qud) - O4(t) dz =0 Yt € 1Y (14, q1) € X,

[y div (ven(t) — r()d) - Gy dx = [, 0p4(t) - T dz — [y frs(t) - T da ¥t € 1,5, € Vi
Prenons @), = 0),(t), 7, = en(t) et gy = ru(t). On obtient donc

—

v o len(t) * da + Jo div (ven(t) — rp(t)d) - Ox(t) da = 0,

[ div (ven(t) — ru(t)0) - Gu(t) dz = [, 0i(t) - On(t) dx — [o Fni(t) - On(t) da.
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Ce systéeme d’équations entraine :
y/ len(t) |2d;c+/§h,t<t>.é’h(t) dx:/ﬁh,t(t)-e“h(t) dz,
Q Q Q

l.e.

@l + 55 | rte

< ||, 1740 o

< 2 (|am] + s
= 9 h 0.0 Ph,t 0,0 -

Par 'inégalité de Gronwall il s’en suit qu’il existe C' > 0 :

T R 2 T - 2
v [t s | aof), <o ([ 1adnza e gmol,)-
0 ’ 0,02 0 ’ 0,02

Par (2.62), on a

T T . 2
[ inlye de<c [ (] + 1m0l + el ) o

D’aprés (2.64), (2.65), on obtient

T T . 2
[ 1m0lEge < ([ 1@l de+ IOl + [mO)] ).

D’autre part on a

IN

i(0) — @ (0)

0,(0) [ (0) = @(0) o0 +

HO,Q 0,0

i(0) — @ (0)

= [[Pni(0) = @(0)[lo 0 +
De l'inégalité précédente, de (2.53), et de Pestimée (2.36), suit

i (0) = i (0)

0 (0)

HO,Q 0,92

Par (2.49) :
len(O)[] = lon(0) = Gn(0)[loo < C'h <||,J(O)||H27°‘(Q)2 + ||p(0)||H1,a(Q)> :
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De plus, par (2.36) , appliquée au probléme dérivé

du

- (t)

19n(D)]] =

mm—ﬁm®mﬂs0hﬂ HW@). (2.70)

d
n H 4
H2,o¢(Q)2 dt

Par l'inégalité triangulaire

1p(t) = pu()llo0 < [1P() = Pa(B)llo0 + [Pa(t) — 2(B)lloq

Comme 74(t) = pr(t) — pu(t), en élevant les deux membres au carré, on a :

Ip(t) = pr(®)llog < 2 [Ip(t) = Br(®)llog + 2 llra(®)llgq -

Et alors

T

ﬁrww—mw%@wszﬁ\mw—mwmﬂﬁ+;ﬁHmwmﬂw (2.71)

Ce qui implique d’apreés (2.37), (2.67), (2.68), (2.69) et (2.70)

T T T
A\ww—mw%ﬂﬁ§CM(éuwm;WWﬁ+A\wm@wmﬁ)

2

dii T
Y dt + /
HQ,Q(Q)Q 0

dp
E@) (t)

T
+cmomm%MQﬁwmm@qm+A =z

2
dt | .
Ho(Q)

Autrement dit, on a donc :

1p(t) = ()| 22 (0.1:02(0)) < Ch (Hﬁ(t)||L2(D,T;H2’°‘(Q)2) + ||p(t)||L2(O,T;H1’O‘(Q))>

di
—(t
7 ()

+C'h <Hﬁ(O)HH2»@(Q)2 + PO 1,00 + ' > :
L2(0,T5H12(9)

dp
*W%@
L2(0,T;H2e(2)2)
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Equations de Stokes instationnaires

2.5 Probléme complétement discrétisé

Pour le probléme complétement discrétisé nous subdivisons l'intervalle de temps [0, T']

en N sous-intervalles [t,,_1,t,] (n étant un nombre entier positif ou nul), tels que :
O=tp<--- <t <---<tn=T,

Avec k = t,, — t,—1 dénotant le pas de temps fixe. Notons par @} 'approximation de la

vitesse a l'instant ¢, = nk. Pour 'approximation de a{% a 'instant t,,, nous utilisons la

formule suivante :

g =

2.5.1 Schéma de Euler implicite

Nous allons étudier le probléme de Stokes complétement discrétisé en utilisant la mé-
thode d’Euler implicite. Ainsi le probléme discret des équations de Stokes instationnaires

s’écrit comme suit :

( VfQ op T dx + fQ div(vt, — qnd) - Uy de =0, Y (Th, qn) € Xp,Vn >0

o div (vop — pd) - U, dx + fQ(f(tn) — W) - Uy dv =0, Vi), € Y, Vn > 1 (2.72)

=0 g

Proposition 2.5.1 Le probleme (2.72) posséde une et une seule solution ((o},p}),dy) €

X X Yh.

Preuve: Réécrivons (2.72) en posant :

—

1
F(Uh) = _/( (tn> + Eﬁz_l) . Uh dr = 0, Vl_fh € Yh.
Q
Donc

VfQ o T dx + fQ div(vm, — qnd) - Uy dx = 0, Y (Th, qn) € X,
(2.73)

Jo div (voy — pié) - Oy do — 1 [ @y - O, do = F(t),), Vi, € Y.
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Probléme complétement discrétisé

Considérons application qui associe a chaque élément ((o], p}) , u}') € Xp, X Yy, 'élément

de Vespace dual X, x Y, :

(T ts) — v fy 03 70 o+ [y div (s, — ) - @) do

Uy — [, div (vojr — pjo) - U da — ¢ [, Wy - U da
Notons cet élément de X, x Y,, ® ((o},p}),@}). Puisque ® est linéaire de X, x Y;, dans
son dual, ces deux espaces étant de méme dimension, le fait de montrer que ® est injective

est suffisant pour établir sa bijectivité. Soit alors ((o}, p}t) , @}}) tel que :

v [qon:m de+ [ div(vr, — gid) - dy do =0,

(2.74)
fq div (voy — ppo) - U do — ¢ [, @y - Uy dz = 0,
Y ((7h, qn) , Un) € Xp X Yy,. Prenons dans (2.74) :
Th = Ol qn = pj, €t U, = .
Nous obtenons :
v [ o7 dx + Jq div(voy — ppd) - uj de =0
(2.75)

Jo div (vop — ppd) - @y do =+ [, @y da,

1
V/|UZ|2 d:L‘—f——/|’L_[Z|2 dxr = 0.
Q k Jo

Ce qui implique 4} = 0 et o)) = 0. Maintenant, il nous reste a montrer que p; = 0. On a

et donc :

Phyrc = cte, et du fait que o} = 0, il s’en suit que p}d € H(div,2) et donc p} = cte sur €,

comme p} € L3(f2) cette constante ne peut étre que nulle. [

2.5.2 Stabilité du schéma implicite

Avant de passer & la partie concernant I'estimation de ’erreur, nous allons vérifier la

stabilité du schéma (2.72), et nous commengons par la majoration des champs de vitesse :
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Equations de Stokes instationnaires

Proposition 2.5.2 Supposant k < %, on a:

N
@ 1lq < V2exp(2) | [[@lloq + 4 2k (276)
Preuve: Réécrivant le probléme (2.72), on a :
VfQ UZ T dx + fQ diU(VTh — qh5) . ’IIZ' dx =0, V(Th,qh) e Xy,
(2.77)

[ div (vop — ppo) - @ da + [ (f(t,) — T}) - T dz =0, V&, € Y.

Prenons alors v), = 4}, dans (2.77,1i), donc :

[ divwor —pio) @ de = [ (Fien) - o) - @ o
Q Q

= /f i d /éﬁz-ﬁgdx
Q

- 1 1
[ femary [@mf - [ aata

Mais si on prend 7, = o} et g, = p} dans (2.77,7), et en utilisant ’égalité précédente, on
n|2 1 —m |2 1 —n  —n—1 Y -n
v lop|”+ = [ @] de—— | @ - @) de = (tn) -y dx,
Q k Ja k Ja Q
et alors :

1 1 ~
v [1oif e [I1mE dr = E/ﬁ"ﬁ-ﬁ’;‘ldm/ (t,) - @ do
Q Q Q Q

obtient :

(VAN
—
/\1
@

D‘
<y
S
+
\
Qé
<y
S
+
==
=~
S—
§$
<y
8

A fortiori on a

1
%/me dx<—/|a’,'; 1| d:c+/



Probléme complétement discrétisé

d’on

7050 < 11 loq + 2k Fit.)

By
Nl

Sommant ces inégalités depuis n = 1 jusqu’a N, nous avons :

N N
Sl < 3 (150 + 26 0], Il )
n=1

n=1
i +k EN ||17”H2
Q il
n=1

Dans le but d’appliquer I'inégalité de Gronwall discréte, faisons passer le terme Huh H 0.0

Donc :

laN g < @2, +kz | Fita)

dans le membre de gauche. Nous obtenons :

(- ||uﬁ||m<uuhllm+kZHf

N-1
RS @
n=1

Supposant dans la suite que k < %Ce qui n’est pas trop génant, on a donc :

N . 9 N-1
12150 <2 (Il + 32 e, 3 ).
n=1 n=1

Arrivant a ce stade, on peut appliquer I'inégalité de Gronwall et il s’en suit :

N oL 2
la |2, < exo (2k21> (zym||§ﬂ+zkzﬂf<tn> Q)
n=1 ’

Alors :

R, < 2exp 2) (Huhumwzuf
D’ou le résultat 2.76. ]

Pour les o}, on a la majoration suivante :

Proposition 2.5.3 [ existe une constante C' > 0 telle que

(2.78)

N N
S klloilen < € [l + | kD2 £
n=1 n=1
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Preuve: Prenons dans (2.72) :
Th :UZ, aqn :p;‘ et ﬁh :?72,
on a:
u/ o7 |? dm—/(f(tn) —oay) - @} dx = 0.
Q Q
Multiplions les deux membres par le pas de temps k :
k;/ vlon dx—k:/(f(tn) ) - @ dr = 0.
Q Q

Sommant ces équations membre a membre pour n = 1...N, nous obtenons :

N N

oS Rl + S [ @ —a ) e =k [ o) -dan )

n=1 n=1

D’autre part :
[@-aymae = [jafa- [ a0 g
Q Q Q
1 1 2
-n 12 2 —n—
> ||Uh||o,Q -5 ||JZ||OQ -5 Huh IHOQ
2 2 ,
1 —n 2 ]. —n— 2
= 3 [0 — 2 [z 1“0,9'

il suit alors de (2.79), qu’a fortiori :

al 1. | N
v kloila+ 5 1@ loq = 5 l@loq < Dok |7t Ndtle- (280
n=1 n=1 ’
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Probléme complétement discrétisé

Majorons le membre de droite de (2.80) :

N N
Sok||FE)| Ml = Dok
n=1 n=1

o
N

1
1k 0.6

f(ta)

07

=

N s\ /N 3
< (Zk\ (ta) \OQ) (anazzn%@)
n=1 ’ n=1
SN a
< (k| fen] ) cte(lmlhe+#> | Fe]
n=1 ’ n=1 ’
par I'inégalité (2.76),
N A SR
< Cte | Sok||F|| ) (lElee+ 2 | Fe]
n=1 ’ n=1 ’

2
0]

2 N =
S A P Y F
’ n=1

2
00 ]

< Cte (ﬁ:k Hf(tn)

Maintenant remplagons dans (2.80) . On obtient :

N 1, Nono
VS kol + S 2, < Cte (Hﬁ%Hi,ﬂ k37t
n=1 n=1

2
00 ]

A fortiori :

N N
> klloplq < Cte <||172H§,Q + ||t
n=1 n=1

Nous sommes maintenant en mesure de majorer ||p}|,q -

Proposition 2.5.4 [l existe une constante C' > 0, telle que :

2
0,2

N N
S kel < [ @loq + loblq + | D2 k[ 7t
n=1

n=1

Pour démontrer ce résultat on a besoin du lemme suivant :
Lemme 2.5.5 [48] Il existe une constante C' > 0, telle que V7 € H(div;Q)?, satisfaisant :
/ tr(t) de =0 (2.81)
Q
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on ait :
I7llo0 < € (I7°llyq + lldiv(Dllo0) (2:82)

Preuve: Pour utiliser ce résultat sur le tenseur (o} — pjd) , il faut vérifier qu’on a bien la

condition (2.81). Prenons dans (2.72) ;)

10
01

m=0etq,=0,000=

Par conséquent la premiére équation de (2.72) se réduit a

U/ tr(oy) de =0
Q

Et puisque p? € L2(€2), donc on a bien

/tr(a,’f —ppd) dz = 0.
Q

On peut alors appliquer le résultat (2.82), d’ou :

lo: = pholo < € (107 = 50)° o + div(@} = pio)llog) - (2.83)
D’autre part, on a :

n n n n 1 n n
(Uh—ph )D = (Uh—ph )‘5”(‘7}1—2% )0

n Ve n

o —p o 1
. h,11 h h,12 n n n
= N . e 5(%,11 + Oy 99 — 2p}y) 0

Oh,21 Oh2o — Ph

1 _n 1 _n n

o 50h11 — 30422 Oh,12
or Lon  — Llgn
h,21 20h22 — 20h 11

Désignant par ||.|| la norme de Frobénius, on a Va € (2 :
n n 2
[(oh = p6) " (2)]| (2.84)

= L Ra@) 5 (0hal®) + (@)’ + (G (@)’ — of (&) i)

(07 11(2))* + (07 09(2))* + (07 1(2))* + (071 (2))* = [lop (@) [
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Probléme complétement discrétisé

Intégrant les deux membres sur €2, il s’en suit :
2 2
(o = p1)° |2 < o712, (2.85)

De (2.83) et (2.85) suit que

loi: = idlloq < C (Iollog + Idiv(ah = pid) o) - (2.56)

D’autre part :

[fes _pZ(SHO,Q > szé”o,a - “O-ZHO,Q 2 HPZHO,Q - HUZHO,Q'
D’ou :
1Pl < € (It lloq + Idiv(ar = pio)log) (2.87)
Maintenant, il nous faut majorer |[div(oy, — pyd)||o - On a d’aprés (2.72) ;) que Vi, € Yy :

—

/ div (voy — ppd) - Uy dx = —/(f(tn) — OuY) - Uy, dw,
Q Q
ce qui peut étre réécrit :

div (voy, — ph0) = B0, — f(ta)).

ou PP désigne Popérateur de projection orthogonale de L*(Q2)? sur Yj. D’ou :

Idiv(h — 5o < 19| + || 7(ta) (2.89)

0,0

0,9) ’
d’ou il suit que :

N N N B ) N .
> kllpilisq < 3C (Zk lonlye + D k10Tl + S k| Fltn)
n=1 n=1 n=1 n=1

Or, on a démontré dans la proposition 2.5.3, que :

Les inégalités (2.88) et (2.87) entrainent que :

s < € (Il + 19y + 70

;) O (2.89)

(2.90)

2
0,0

N N
S kloplin < O [ g + | kD |70
n=1 n=1
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Pour majorer le membre droit de (2.89), il nous reste a majorer S~ k HgﬁZHi o Appli-

quant 0 aux deux membres de la premiére équation du systéme (2.72), on obtient

1// oyl = 1, dw + / div(vTy, — qpd) - 0u) dx =0 Y (Th, qn) € X,
0 0

Dans 'équation (2.91), prenant 7, = o} et ¢, = p}t, il s’en suit que :
I// Ooy : of do + / div(voy — pid) - iy dx = 0.
Q Q

Prenons @, = 0i} dans (2.72) ;3 - On obtient :

/ div (voy — p}d) - Oty dx + /( F(t,) — oty - Oy dx = 0.
Q Q
Donc
a.-n n Y a-n a-n||2
/Qaah coy dr = /Qf(tn) -0y, dv — Hﬁuh”o,g'
Autrement dit on a :

—

(tn> 0,2

L ZAre

/Qaah oy, dr + H(‘?uhHOQ

Comme

_ 1% 2 1%
V/QGUZ coy dr = % lonllon — E/Qgh Loy dx > ||Uh||og o H 1HOQ

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)

Multiplions par 2k chacun des deux membres de ces deux derniéres inégalités on obtient :

ol — o [0+ 2 032 < 2% |F)],

k (Hﬂm

vllo e = v lon log + k10755 o < k| k)

[0,

IN

L Haazui,ﬂ) -

D’ou

OQ

Faisant la somme de ces inégalités membre a membre pour n = 1,.., N, on obtient :

N N
vllo¥ loq =¥ llotlle + D k9750 < Dk ||£(t2)
n=1 n=1
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Probléme complétement discrétisé

D’ou

N - N . 9
> k|9 oq < Sok||F |+ vllotllon- (295)
n=1 n=1 ’

Les inégalités (2.95), (2.90) et (2.89) entrainent alors :

N N . 9
S kIl < C (Hzﬂl!i,g v lobllsq+ ok 7 ) SRy
n=1 n=1 ’

2.5.3 Estimations d’erreurs

Afin de donner une majoration de l'erreur d’approximation de « par u} en norme

(Lz)2 ,introduisons tout d’abord <<le probléme elliptique a 'instant t,>>: trouver

((&h(tn)7ﬁh(tn>>a ﬁh(tn> c Xh X Yh tel que .

vV [ 0n(tn) : T do + [, div(vr, — qid) - U (tn) da =0, Y (Th, qn) € X,
(2.97)

[ div (vEn(tn) — pu(ta)d) - Tnda + [o(F(tn) — @(tn)) - Ty dz =0, V&, € Y.

Théoréme 2.5.6 1] existe ¢ > 0 indépendante de h et de n telle que :

tn in
s = [ (1 O o + I noey) ds+ & [ 1 (5) e s
) 0 0
(2.98)

Hu_mh - ﬁh(tn)

Preuve: Pour alléger les notations, on va noter comme dans la partie précédente :

en =0y — 0n(ta), T =Py — Pu(ta) et O = @y — un(ty).

Soustrayant membre a membre (2.72) de (2.97), on obtient le systéme d’équations aux

erreurs .

v [oenm de+ [, div(vm, — qud) - §de =0 Y (Th, qn) € X,
(2.99)

Jo div (vey — rpd) - U do = — [ (@ (t,) — OT}) - U dx, VT, € Y.
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Choisissons

Th =€, qn =7}, et U, = 52
Alors (2.99) devient :

v [y ep® dx + Jo div(vey —rpd) - Ordr = 0,

[ div (vey —r28) - G dw = — [ (w@,(t,) — ay) - 6 du.
Alors :
,,/ &2 dx+/(5ﬁh(tn) () - 0 de — —/55;;-5,? dz.
Q Q Q
D’ou :

J

nn
Oh

2 . = o —
dx—/e,z.egl dr - —uk/ B da:—k/(aah(tn) —a(t) - 07 da
Q Q Q

IN

k[l‘(éﬁh—ﬁt(tn))-gﬁ‘ dz

<k‘§” Héj tn—*tn‘ .
< 1o o U (tn) — U(tn) oo
Ce qui implique :
— 2 — — — — =
ol < [ aw+k |6 Ha~ t) — iyt ‘ .
\hm_/g R A N CCACS A1
Donc :
o <‘§"*1 kHéj £ — it ‘ . 2.100
h 00 = h O,Q+ uh( ) “t( ) 0.0 ( )

Posons pour la suite :

o" = (55}1(%) - ﬁt@n))

et J" = &} + J§ avec I = <gﬁh(tn) - 5ﬁ(tn)) et &y = (9u(t,) — U(t,)) . Commengons
par majorer ||}, . Pour cela, on a besoin d’utiliser les opérateurs 7" et Tj, définis par

(2.23) et (2.24). Donc on a :

B = Diin(t) — Didlty) = Tho (5 ) — 5@(%)) A (5 Flt,) — 5@(%)) .
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D’ou :

18700 = ||(The = T2) (07 (k) — 07i(t)) HOQ

IA
™| =
T~
| 3

Autrement, on a :

1 tn
1&g < & /
! 079 k tnfl

Et d’aprés les résultats d’estimation d’erreur dans le cas stationnaire, il existe une constante

Fon(s) — ﬁt(s)HOst.

¢ > 0 indépendant de h telle que :

. L
15000 < b [ (1) oo + I Gloiey) ds. (210
tn—1
D’ou
t"L
kZ &7 llo,q < ch- / (“ﬁt(S)HHm(Q)z + l[pe (S)HHLa(Q)) ds. (2.102)
to

D’autre part :

Et alors :

tn
13800 < [ s}l ds
tn—1
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D’ou :
t"
0

N
U138 o <k [ (o) o ds. (2.103)
n=1

Par (2.103) et (2.102), on obtient :

Si on prend @ = i, (to), alors 6 = 0. Par conséquent :

an
On

tn tn
70 - -
<[]0+t [ (0 Ol + 11 o) ds [l 9l
O,Q O,Q to to

tn

t"
s = [ (1 O o + 1 o) ds+ [ (o

to to

an
911

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer 'estimée finale c¢’est & dire de ma-

jorer

[k = @(tn)]loq Par O(h).

Théoréme 2.5.7 Soit (Ty,), une famille réguliere de triangulations sur €0, jouissant des
propriétés (i) et (ii) de la proposition 1.4.6 pour un o € |1 —mno(w),1[. Il existe une

constante ¢ > 0 indépendante de h telle que pour tout t € I :

i, = ii(ta)llo.o < € b ([E®) )2 + @202 + [P()]7102)

tn

tn
weh [ (1 Mo + 10 o) ds & [l )y

to to
Preuve: Il suffit d’utiliser l'inégalité triangulaire, le résultat d’estimation d’erreur (2.36)

et la derniére estimation (2.98). n
Maintenant on passe a la majoration de ||e}|,, . Pour cela on a besoin du résultat

suivant :

Proposition 2.5.8

a 2 1 —
ekl < L

oo (2.104)

Preuve: Appliquant (5) a la premiére équation du systéme aux erreurs (2.99) , il s’en suit :
y/ Oey 7y, dx + / div(vr, — qud) - 907 dx = 0, Y (Th, qn) € X,
Q Q
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Prenons 7, = €} et ¢, =}, d’olt :

u/ Oep e dr = — / div(ve} — ') - D0 du
0 Q

- /ﬂ (@” - 55;;) 90" dx

par (2.99, 1)

5 _ 512
R —Haen
/Qw h X h 0.0

IN

. _= 12
(= o (N

IA

-,

1, o 1{am]2
S 15750 + 5 ||

Donc :

U/a‘sz:g;; dr < = ||w||m 5 Haen
Q

D’autre part, on a :

Ol —2 [ Ot efdo =
Q

2
(Vttoa =Nl ") ~ 5 | (R =) efdo

(— HeZHSQ — Hé‘Z’lH;Q + 2/9521 D ey da:)

1 2
2 (It = e lo0) <0,

| = | =

IN

Et donc
Bl 2 g < 2/ Bel : e da.
Q
Par (2.105), on obtient :

_ 412
IRl < 15" 20— - ||oG]]

(2.106)

A fortiori on a :

0 HshHOQ - HwnHOQ

Nous sommes maintenant en mesure de majorer 'erreur ||} ||, -

117



Equations de Stokes instationnaires

Théoréme 2.5.9 1[I existe une constante C' > 0 telle que :

ok — an(ta)llog (2.107)
< (h (180 | a0ty + 1P o strnacan )+ 1T() | 2oz )

Preuve: D’aprés I'inégalité (2.104), on sait que :
= 1
2 — 2
ONhla < 1 15" 20

Sommant ces inégalités membre & membre pour n = 1, ..., N, nous obtenons :

k N
et o < lleblloqn 2 D 15" 50
n=1

2 2k N N
< Jilia+ 2 (Slomas Dlaata). o
n=1 n=1

Or, d’aprés I'inégalité (2.101), on a :

n L[
1520 < cby [ (I8 e + 11 6oy . (2.109)
tn—1
Donc :
N h2 N tn 2
—n 2 —
DTS oI § N LTI ATy
n=1 n=1 tn—1
N tn 9
S I (LICT PR AR I
n=1"tn-1
N 2 2
< 2y / (1) pneges + 190 (5) reey ) s
n=17tn-1
N 2 2
< 20 [ (I8 o + I Gine) ds. (2:110)
to

: . L N =ny2
Maintenant on passe a la majoration de k), _, ||&5][;- On a:

N N
EY NS0 = &Y |0t — @t)|;
n=1 n=1
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Par la formule de Taylor avec reste de Laplace, on a :

T(tn) — ltnr) — Kiiy(t,) = /t " (bt — 5) Gin(s) ds.

D’ou :
tn 2
lii(ta) — () — k ()2 = / (tor — ) iin(s)ds
tn—1
tn 2
< ([ = 1005 o)
tn—1
k3 .
< 3 17724(5) [16,0 -
tnfl
Alors :
—n k2 e 2
k2| Mo <5 [ ) 2 g ds, (2.111)
0

De ces deux majorations et de 'inégalité (2.108) suit :

VIl
th 0,Q

N N
€8 ]0.c + 2% (Z [ ||@3||§,Q) -
n=1 n=1

4Ch . 9 9 k2 ty - )
e HOQ Hut(S)Hm,a(Q)z e (o ds | + 25 [ llta(s) lloods
to to

On a donc obtenu qu’il existe une constante C' > 0 telle que :

VAN

IN

HehNHOQ <C <h <||Ut(8)||L2(O,tN;H2’“(Q)2) + ||Pt(3)||L2(o7tN;HLa(Q))> + k ||ﬁtt(3)||L2(O,tN;L2(Q)2)> ’

si Pon choisit @ = 1, (ty) cela implique 00 = &, (ty) par les équations (2.74) ;) et (2.97);

a l'instant . [ ]

A présent nous donnons la majoration finale de I'erreur entre o} et o(t,).

Théoréme 2.5.10 Soit (73,), une famille réquliere de triangulations sur S, jouissant des

propriétés (i) et (it) de la proposition 1.4.6 pour un o € |1 —no(w),1[. Il existe une
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constante ¢ > 0 indépendante de h telle que pour tout t € I :
log = on(tn)llogq

< C (n(JF0)]e@p + PO o) + 170 20 2o + 1P 2001100

+ k ||7Ztt(3>||L2(o,tn;L2(Q)2)>

Preuve: Comme dans le cas du théoréeme 2.5.7, il suffit d’utiliser I'inégalité triangu-
laire, estimation découlant du cas stationnaire (2.35) et le résultat obtenu précédemment

(2.107). n

Et finalement 'estimation de I’erreur pour la pression.

Théoréme 2.5.11 I/ existe une constante C' > 0 telle que :

N
n ~ 2 —
Skl = mnt)lg < € (B (173 oo rysmzears) + 120 () ooyt 45)
n=1

+ k(| (8) | L2omysr2 )2) ds) (2.112)

Preuve: Rappelons le systéme d’équations aux erreurs (2.99) :

z/fQ ey dr + fQ div(vTh, — qnd) - gﬁd:c =0 Y (Th, qn) € Xp,
(2.113)

Jo div (vep —rpd) - O do = — [ (@(t,) — OT}) - U, dx, VT, € Yy,

—

avec €} = o — ap(tn), i = p} — pr(ts) et 52 = U} — up(t,). Prenons 7, = 6 et ¢, = 0 dans

(2.113) ;) - On obtient :
U/ tr(ey) de =0
Q
Et puisque ri' € L(Q2), donc on a bien
/ tr(vey —rpd) de = 0.
Q
On peut alors appliquer le résultat (2.82), d’ou :
e~ r3lyn < O (et = 130)” g + ldiv(veh — rio)l) (2114)
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Avec la méme méthode de démonstration que celle de la proposition (2.5.4) on peut dé-

montrer que :
I3l < € (o + Idiv(s;, = r76) o) - (2.115)
Or d’aprés (2.113) ;) , on a
div (vey — riid) = P (9uy — t(tn)) - (2.116)
Donc il nous faut majorer || PY(di; — ﬁt(tn))”OQ.
|12 (0, — tix(t))

o = [0@; - )

(2.117)
< |\dar = diy(t,, Ha~ tn) — i(t,
< H iy n( )o,n+ Up(t,) — iy ( )0’Q
= Jog] + 15 oa.
Gz
D’autre part, d’aprés (2.106), on a :
aon 2 —-n||2 3 ni2
HaehHo,Q < & lo0 —vOlleklloq - (2.118)

Et donc de (2.115), (2.116), (2.117) et (2.118), nous obtenons :
ni2 ni2 -n 112 a n|2
Il < € (Il o+ 215" 156 — v 31 q)

Faisant la somme de ses inégalités membre & membre pour n = 1, .., N, on obtient :

N N N
Z k HTZHSQ <C (Zk ngngg + QZk ”‘DanQ —V Hgf]LVHEQ +v H‘E%‘EQ) ;

n=1 n=1 n=1

Si on choisit @) = uy(to), ce qui implique 0¥ = & (t), on obtient :

N N N

ni|2 n|2 -n 112
> klrillie <C (Zk lerllon +2 ) kll@ Ho,Q) : (2.119)
n=1 n=1 n=1

D’aprés (2.110) et (2.111), on a :

ty

N tN k,2
—;n2 — 2 2 — 2
Skl < et [ (1 e + I o) ds+ 25 [ o) [} ds
to to
(2.120)

n=1
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s N 2 . .
Il nous reste a majorer Y~ k|7 || o - Or on a démontré que :

tN tn
n|2 — 2 2 N 2
lebllo.q < ch? 1 () 22 + 12e ($)rraqey ds | + & | Nl@u(s) llgq ds.
() ()

to to

Et done :

N tn N
Sl < T ([ 109 s + I (oo 45 ) 4T [ 1ls) [,
n=1 to to

(2.121)

Grace a cette derniére estimation et I’estimation (2.120) on obtient qu’il existe une constante

C > 0 telle que :

N tN tn
anrm@@w(h?(/ ||m<s>||§{2,a(mz+||pt<s>||§p,a(mds)+k2 / ||ﬁtt<s>||§,gds)-
n=1

to to

Par conséquent, on obtient :

N

n||2 _,
Skl < € (h (1)o@ + 19 ()l
n=1

+ K |t (s) ||L2(0,TN;L2(Q)2))

Théoréme 2.5.12 Soit (T3,), une famille réquliére de triangulations sur Q, jouissant des
propriétés (i) et (it) de la proposition 1.4.6 pour un o € |1 —mno(w),1[. Il existe une
constante ¢ > 0 indépendante de h telle que pour tout t € I :

Zk o — plta)l?, < C (h( max_ (|(tn) |22 +1p(ta) | e o)) (2.122)

n=0,..,N

+ 15 (3) || 20,7 120 (02) T+ e (S)HL?(QTN;HLO‘(Q))) +k ||ﬁtt<8)||L2(O,tn;L2(Q)2)>

Preuve: Remarquons que :

Zkah ||OQ

IN

>k = Al + 15n(t) — p(ta)

N N
< 2 klon = () lloe +2 )k IPn(ta) — pta)ll g -
n=1 n=1
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d’aprés lestimation découlant du cas stationnaire (2.35) :

N
n 2
> kv = p(ta)llo g
n=1

N
n ~ 2 —
< O\ Dokl —pulta)llog + h mex (la(ta) 2@y +|p(ta) 1)
n=1

En utilisant la majoration (2.112), nous obtenons (2.122). ]
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Chapitre 3

Mixed finite element method for the
Heat diffusion equation in a random

medium

3.1 Introduction

In this paper, we investigate the dual mixed method for the stochastic heat diffusion
equation :

(ut—diV(ICOﬁu):f in @Q:=]0,T[xD

u=0 on |0,7[x 0D (3.1)

| Up=0 =g on D.

Here D denotes a bounded polygonal domain in R?, f the random heat source, u the ran-
dom temperature, g its random initial value and K the random diffusion coefficient. g and
IC belong to some stochastic vector distributions spaces [27]; in particular it is assumed
that the stochastic diffusion coefficient K does not depend on the time variable ¢. Both f
and u are functions of the time with values in stochastic vector distributions spaces [27].

The question of a Wick product, here between the random heat diffusion coefficient I and
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ﬁu, the gradient of the temperature, is addressed in the papers of T. G. Theting and al.
|24] and [50] ; see also the book of Holden and al. [27]. The classical variational formulation
of the stochastic heat diffusion equation (3.1) and its numerical discretization have been
studied in [23]. A stochastic version of the dual mixed formulation for the corresponding
stationary problem to (3.1) has been studied in [24] and a priori error estimates have
been derived but for “regular solutions in the space variable” only (i.e. belonging to the
stochastic Sobolev space S™VFH*(P) (see (3.4) for its definition)).

Our contribution here consists in introducing a stochastic version of the dual mixed
formulation (see [49] for the nonstochastic case) for the stochastic heat diffusion equa-
tion (3.1) in a polygonal domain with a reentrant corner and proving a-priori optimal error
estimates for the semi-discretized problem. Thus additionally to the unknown random tem-
perature u, in the mixed formulation, the random heat flux p'= K O Vu is considered as an
additional unknown. Denoting by ¢ ~— (7', (), up (t)) the solution of the semi-discretized
problem, we establish rates of convergence for uy(.) and p'j,(.) in terms of the mesh width
h of the triangulation, the dimension K of the homogeneous polynomial chaoses and their
maximum order N ([30], pp. 52-55). Using a regularity result on the solution u of (3.1)
expressed by the fact that u belongs to some spatially weighted Sobolev space taking into
account the singularities induced by the reentrant corner of the polygonal domain D, and
imposing appropriate refinement rules on our regular family of triangulations (73),., of
the polygonal domain D linked to that regularity of the solution w (on the spur of ([3],
section 8.4)), we derive O (h) error estimates in the spatial directions.

We also discuss algorithmic aspects of this numerical method. In particular we show
how the chaoses coefficients of each component of the semi-discretized solution (1 (.), ux(.))
can be computed successively by solving a sequence of deterministic discrete evolution

mixed problems.
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3.2 Preliminaries on white noise analysis and stochastic

Sobolev spaces

Let us recall some notations from [23], [24] and [27]. Z denotes the set of all sequences
a=(a); € (No)" with compact support (for the discrete topology on Np) i.e. such that
Jjo € Ng:aj =0, Vj > j, (! we use the notations of the “Norway-School” [27] : in

particular N = {1,2,3,...} and Ny = NU {0}). Fora € 7 :
a s S\
(2N)" == -H1 (25)
]:

let us observe that this is in fact a finite product as a has compact support. For w € &' (R?)
i.e. a tempered distribution on R? (S (R?) denotes the Fréchet space of rapidly decreasing
functions on R? and &’ (R?) its dual [28] p.133), and a € Z, we set :

+00
Ho () = 11 ha ({w,m:)) (3:2)
where h,, (-) denotes the «o;-th order Hermite polynomial on R
1o d% 1,2
he, :R—=R:x— (—1)%e2" s (e72")

(|27], p.18, 207, 208) monic and orthogonal with respect to the normalized Gauss measure
1
V2

and where (7;),.y C S (R?) denotes the orthonormal basis in L* (R?; dzy ® dxs) constructed

2

exp(f%) dx

by taking tensor products of the 1-D Hermite functions &, () : R — R defined by
& (z) = W‘i((n — 1)!)_1/26_%$2hn_1<\/§£€)

Ve e R, Vn=1,2,3,... (|27] p.19, 208 ) (it is well known that the 1 — D Hermite functions

(&, (+)),,>; which are the eigenfunctions of the “Harmonic Oscillator” since

d*¢, d&y

=2n—-1 nvv 21;
dx? dx (2n )& "

belong to S (R) the space of rapidly decreasing functions on R, and form an orthonor-
mal basis of L? (R;dx) (|28] p.142) (|27] pp.207-208)). Morever if ¢ € S (R?), the ex-
pansion Y7 (¢ | 1) 2 (B2 ) T CONVETges in S (R?) ([28] p.143), (this is also true for

127



Heat diffusion equation in a random medium

S’ (R?) [28] p.143). By theorem 2.2.3 p.21 in [27], (H,),, <7 is an orthogonal basis of our basic
probalitiy space : “ the 1-dimensional (2-parameter) Gaussian white noise probability space
7 L* (S8 (R?), Bsig2), i) (|27] p-21). Bs/(rz) denotes the Borel o—algebra of &’ (R?) i.e. the
o—algebra of S’ (R?) generated by all subsets of &’ (R?) of the form {w € &' (R?); (w, ¢1) €
Bi,...,{w,$,) € B,} for arbitrary numbers of functions ¢y, ..., ¢, € S (R?) and arbitrary
Borel sets By, ..., B, of R. i is the normalized Gaussian measure on S’ (R?) also often called
the 1-dimensional (2-parameter) Gaussian white noise measure and may be defined by the
property that for an arbitrary orthonormal set {¢y,...,¢,} C S (R?), orthonormal with
respect to the L? (R?) scalar product, that its image by the mapping

S'(R?) = R":w i (1), (W, 0n))
is the normalized Gauss measure on R™ : (|27] p.12)
(271')_% exp_%(”"%*"ﬂ%) dr; ® ... @ dx,.

Thus every f € L? (u) possesses a unique expansion : (|27] p.23)

2
(F1Ha) g2 : (f1Ha) .,
f= —Ha and || f =y
QZGI 11220 %ﬁz o
as HHaHiz(u) = a! := aqlaplas!... . This expansion is called the Wiener-Ité chaos ex-

pansion of f (|27] p.23), ([30] p.42), ([42] p.6), [41]. The vector subspace spanned by the
{H,, |a| = p} is called the polynomial chaos of order p and its closure in L? (u) the Wiener
homogeneous chaos of order p ([30] p.44), (|33], p-4), (|[42] p-6), (see also [41]).

Remarque 3.2.1 (i) The Wiener-Ito chaos expansion theorem remains valid for rather
general L?-spaces. Let us consider a general (0, A, v) probability space and let (771')1;1 denote
an i.i.d. (independant, identically distributed) sequence of normalized Gaussian random

variables. Similarly, as previously, we define the poynomial chaos
+o0o
H, (w) =[] hay (i (w)), Yw € Q, Vo € T.
i=1
Let us denote by G C A, the o—algebra generated by the family of standard Gaussian
random variables (1;);5,- Then for every f € L* (0, G,v), we have also [41] ([42], p. 6) :

(f[H. ) v) ‘(ﬂHO‘)LZ(u)‘
f=>x —Ha and ||fl 72 = 2 2. (3.3)

acl a! a€T a!
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Consequently, all the results (except specific examples using explicitely the probability space
(S8’ (R?), Bsi(w2), pt) ) which follow in this paper remain valid when replacing L? (S’ (R?) , Bs/(z2), 1)
by L? (Q,G,v). This flezibility is usefull in theory; for example the i.i.d. sequence of stan-
dard Gaussian random variables (771)¢>1 may appear from the Karhunen-Loéve expansion
[30], ([1] pp. 37-43) ([16], theorem 5 p. 251) of the random diffusion coefficient K assumed
to be a Gaussian random field on a bounded open set of R? and in this case, may not be
imposed a priori. However, from the numerical point of view, this is of no importance :
the only important fact is that (1;),5, is a i.i.d. (independent identically distributed) se-
quence of standard Gaussian random variables. When simulating, we generate a sequence
of numbers that behaves as if each number where independently selected at random with
the normal distribution N (0,1) ([17], pp. 117,...) to obtain a realization of the sequence
(n)izr This last numerical procedure does not take into account the peculiarity of the i.1.d.
sequence of standard Gaussian random variables (1), -

(ii) Let (V,(.,.),,) denotes any real separable Hilbert space. It is easily seen that (3.3) re-
mains true for every vector-valued function f € L*((Q,G,v);V). The proof follows by

considering an arbitrary v* € V* and applying (3.3) to the scalar-valued function v* o f.

Let us now recall the definition of the stochastic Sobolev spaces introduced by Y.
Kondratiev [52],[27] that we will need to explain the classical variational formulation and
the mixed variational formulation for the Cauchy problem (initial boundary value problem
with homogeneous Dirichlet boundary condition) of the stochastic heat diffusion equation
(3.1). Let (V,(.,.);,) denotes any real separable Hilbert space and k € R, p € [—1,1] be

given parameters. We define the space

SPkV . {f = szaHa; fo€Viora € and [f[l,; < —1—00} (3.4)
ac
where
2 L 2 ko Ni+e
1 ey =22 I fally (2N)™ ()", (3.5)
€T
Clearly the norm defined by equality (3.5) is induced by the scalar product :
(N1 Doay = 2 (fal ga)v 2N (). (3.6)
ac
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If k > 0 and p > 0, then it follows immediately from || f||, ., < 00, that 3,7 || fall} o <
+00. Thus in this case, the series ) _; foH, is a Cauchy series and thus convergent in
L?*(p, V). But in other situations for the parameters k and p, the series Y _; foH, does not
converge in L*(u; V) and consequently must be considered as a “formal series” satisfying
the summability condition (3.5). In other words, we could define S»*V in the following

manner :
§V =L f = (fduer’ fa €V, Ya € Tond |[f],y < +oo} (3.7)

and thus S”%" may be seen as an orthogonal countable direct sum of Hilbert spaces (copies
of V) with the positive weights (2N)* (a!)'™, o € T (wich is countable) ([32], volume 4,
p.114) ([28], p.40) (|38], p.114, last § of the introduction).

For k > 0 and p > 0 : SV C L?(u;V). On the other hand f € L*(u,V) =
Y ect Ifall; a! < +o0, and if p <0 and k < 0, then a fortiori :

S I fally N (@) < 400, (3.8)

acl
Thus for p <0 and k < 0, we have the inclusion in the reverse order : L2 (u; V) C SPkV
Let us also observe that, for k € R, p € [-1,1] , that

SV = SR @ v (3.9)

where ® denotes the algebraic tensor product completed for the projective norm ([31], p.93-
94).

Let D C R? be an open bounded set in R%. If V = L? (D), then we will note more shortly
the Hilbert space SPFL* D) by §pk0(D) or SPFO If V = HY (D) (resp. H' (D)), then
we will note more shortly the Hilbert space SP*H'(D) (resp. SPHH'(D) ) by SPF1(D) or
SPF1 (resp. by 8P (D) or SPF1).

S09(D) = L? (u; L* (D)) is not closed under the “Wick multiplication” ¢ defined by

O:(frg)m fOg:= > fags | H,
YEL
a, el

a+B=ry
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[38]. To provide conditions on f such that g — f<{g is a continuous linear operator in
S~1*0(D), we introduce the Banach space F; (D) |38]. Given [ € R, we define the Banach
space [38], [25]
[ => wer faHai fo : D — R measurable Vo € 7
F (D) = and . (3.10)
171l := ess sup( X [ fa ()] (2N)'*) < +o00

z€D a€Z
Fi (D) is a commutative Banach algebra for the Wick product ([38], prop.6, p.123) with 1

as unity. Moreover, if f € F (D) and g € S~V%°(D) with k < 2I, then the Wick product
is a well defined element of S™"*(D) and || fOgll_y o < IfIl,. 9110 ([38], prop. 4, p.
120) [25].

For the mixed formulation, we will also need the space S»*V with V = H (div; D) ; more
shortly we will denote it as in [24] p. 609, H (div; D).

Finally if f =" 7 faHa is in L*(1; V) = > o1 HfaHi, a! < +oo, then by using lemma
2.1.2 p.12 of [27], it follows that £ (f) = f(o,,..) where E(f) denotes the mathematical
expectation of f with respect to the white noise Gaussian measure .

For that reason if f =3 _; foH, belongs to SPRV we will call generalized expectation
of f, the coefficient f(g,,..) and we will denote it E'[f] (|27] p.64).

Note also that E[f{g] = E[f] E'[g] (|27] p.64 and p.30).

Remarque 3.2.2 The vector space E generated by the stochastic monomzials of order p

{H(m ..... anr,0,0..); (1, .., anr) € Né/[, o+ Fay=p }

coincides with the vector space F' generated by the

M
{hp (Ztl <,Th>> ; (tl,...,tjw) ERM, t%—|—_|_t?w — 1}’
i=1
where hy(-) denotes the 1 — D Hermite polynomial of order p (it is in this manner that
the polynomial chaos of order p in the random variables (-,;m),...,{-,nn) is described in

([42] p. 6)).

That F is contained in E follows from proposition D.2 p. 210 of [27] which tells us that
M |
p' (6%
h (gt (-,m)) - Y Zew

a=(a1,02,...,apr),
a1t toap=p
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for every t = (t1,...,ty) € RM such that t3 + -+ + 13, = 1. To show that in fact F = E,

p—1
HT:U(M +7)
p!
number of all multi-indices (o, ..., an) € Néw such that aq + - - -+ apr = p) is orthogonal

to all the vectors of R of the form

in view of that proposition it suffices to show that if y € R? (d = being the

« a=(a , 2 9
( '> :( 17042,-..704]\/1)7 U}Zth 11 _|_ tM ’

Qi+ tan=p

formed by the coefficients appearing in the right-hand side of the preceding equation, that

y = 0. By homogeneity y is orthogonal to every vector (ta—a,) a=(ar,a2,an) s With (t1, ... ty) €

Qi+ tan=p
RM j.e.

tOé
> yaa:O,V(tl,...,tM)e]RM.

a=(ar,az,...,anm),
Qai+-tap=p

This implies that

ta
B E — _
Dt yaa‘ = yﬁ = O,

a=(a1,az,...,anm),
a1+-Fan=p

for every 8= (B,...,0u) € N such that By + ...+ By = p. Thus y = 0. What was to
be proved.

Remarque 3.2.3 If p € S (R?), then we can view il as the element (., @) € L*(n) defined
by :
(L) :S'(R*) > R:we (w,0).

It follows from lemma 2.1.2 of ([27] p. 12) that ||@|| 2 gz) = s )| 12y - Thus if (on),5, s
a sequence in S (R?) that converges to some function 1) € L*(R?), the sequence ({., on)),>,
is also a Cauchy sequence in the Hilbert space L*(u) and thus converges to some element
in L*(p) that we still note (.,) ([27], p.13). The converse is also true. If (n),s, s
a sequence in S (R?) such that the sequence ((.,¢n)),s, converges to some element g €

L?(p), the sequence ((.,¢n)),5, s a Cauchy sequence in L*(u). Thus by the equality

lon — SOmHL?(R?) = [I{,on — Som>HL2(u) = [I{-;on) = (-, @m>HL2(u)
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the sequence (pn),>, is a Cauchy sequence in L*(R?) , and hence it converges to some
element ¢ € L*(R?) which implies
g="{(1).

This proves that the Gaussian Hilbert space generated by the i.i.d. sequence of standard
normal variables ((.,n;)),5, s the space L? (R?) isometrically imbedded in L* (1) by the
mapping L* (R?) — L?(u) : ¥ — (.,v). Denoting by H' the closed vector subspace of
L? (n) generated by the random variables {.,%), ¥ running among L?(R?), the so called
homogeneous Wiener chaos of order 1 (/33], p.4) ([30], p. 44), we may write by identifying
every 1 € L*(R?) with (.,%) that HY = H := L*(R?®). Let us observe that for every
P € L*(R?)\ {0}, that the square integrable random wvariable defined on the probability
space (8" (R?), Bs/(r2), )

<.,¢>:S'(R2) —R:wr— (w,)

is a normal variable with mean 0 and variance ||1/}HL2(R2). It is also interesting to remark
that the mapping which sends every Borel set B of R? of finite Borel measure onto the
square integrable random variable defined on the probability space (8’ (R?) ,BS/(RQ),,LL)

(1) : S'(R*) = R:wr— (w,15)

is a random orthogonal measure with the Borel measure on R? as reference measure ([16],

p. 255), ([18], p. 40).

Remarque 3.2.4 [t follows immediately from the above definition of the Wick product
that for every n; € S(R?) belonging to the orthonormal basis of L*(R?) constructed by

taking tensor products of 1-D Hermite functions that

" = Oni - Ony = hn (1)

. . 2 2 ¢33 o4
where h,, denote the Hermite polynomial of ordern (e.g. ny - =mn;—1, 0" =n;=3n;, n;" =
n; — 6n7 + 3, 77]<->5 = 1> — 10n3 + 15,--- ). ([27] p.18) . In particular njOn belongs to the
polynomial chaos of order n ([33] p.7). The so called homogeneous Wiener chaos of order

two H*([33], p. 4) ([30], p. 44) is the closed vector space generated by the hy (n;) = 77;->2
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and the hy (1;) by (n;) = nim; = 0Oy for i # j. 07 whose meaning is in fact < .,n; >* being
the square of a standard normal random variable is a chi-square random variable with one
degree of freedom from which it is easy to derive that the probability density function of the
random variable 77;>2 = hy (n;) = n;2 — 1 is given by the function

14z

1 e 3
\/—Q—Wmform>—1,
R—-R":z+—
0 forxz < —1.

On the other hand by using the advanced change of variables by area formula (theorem
1.12 page 5 of [43]) and the fact that that (< .,1m; >)ien 1S a i.i.d. sequence of standard
Gaussian random variables, we find that the product random variables nm; (thus in fact
< .m >< .m; >) have for i # j as probability density function : %Ko(H), where K
denotes the modified Hankel function of order 0 ([40] pp. 374-375) (Ko(z) is for x > 0 the
solution of the modified Bessel equation of order 0
y oty g =0
x

which has a regular singular point at 0 ([44], p.71-75), such that Ko(x) ~ —In(z) as
x — 0T ). Thus, at first sight at least, unlike for H', the laws of probability of the random
variables of the homogeneous Wiener chaos of order 2, H*, do not seem to belong to some

common stable family of probability laws like any more.

We close this section by the following technical lemma, that we will need in section 3 :

Lemme 3.2.5 The two-dimensional “Hermite functions” (771‘)]21 on R? are uniformly boun-
ded in j . In particular ||n;|| o < 1, Vj € N. A fortiori [[n®|| , ge < 1, Vo € T.

Preuve: Denoting temporarily by H, the “physical form” of the Hermite polynomaials
orthogonal with respect o the weight exp (—x?) and with leading coefficient 2", we have by

inequality 22.14.17 p.787 of [40]:
2

|H,(2)| < exp(%) k25 v/nl (3.11)

with k ~ 1.086435.

Now, we have the following formula wich links our Hermite polynomials h, monic and
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orthogonal with respect to the Gaussian weight \/%7 exp(‘Tﬁ)dx, the so called “probabilistic

form” of the Hermite polynomaials, to the H,, :

V2
On the other hand, for every n € N, the one-dimensional Hermite function &, on R is

linked to h,—y by the formula ([27], (2.2.2), p.18) :

hol(z) = 27 H, (i> Yz eR, ¥n e N,. (3.12)

En(T) = Ly ((n— 1)!)_% exp(%la:Q)hn_l (\/517) , Vo € R. (3.13)
From formulas (3.11) to (3.13) follows that :

6,(2)] < — < 0.82, Vz € R.

3| =

Thus ||€nllr < 1, Vn € N. As the Hermite functions n;, j € N, on R? are simply tensor
products of the Hermite functions &, on R, we have also ||n;|| _ g. < 1, Vj € N. This implies
also that ||n®|| g2 < 1, Vo € T. ]

3.3 Existence, uniqueness and time regularity of the so-
lution of the classical variational formulation of the

heat diffusion equation in a random medium

We firstly recall the (classical) variational formulation of the heat diffusion equation in
a random medium and T.G Theting’s result on existence and uniqueness [23]. Then we will
give a time regularity result for the solution. Let D C R? be an open bounded set in R? (we
will restrict ourselves later to polygonal domains in R?). Let T be a positive real number,
fixed. As already said in the previous section, for k € R, S;"™' (D) (or S; ') denotes
the space S~1HH'(D) and S~1#0 (D) (or S~1#0) the space S~14L*(P) I the following,
[l -1 g1 (vesp. [I]|_; ) denotes the norm in Sy (resp. STUR0) and (-, -)_yp1 (vesp.
(-,-)—1.x0) denotes the scalar product in Sy "' (resp. S~1F0).

By (2.12) p.5 of [23] the dual space of S; "' (D) may be identified to SH*# " (P) (we will
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Heat diffusion equation in a random medium

denote sometimes this space more simply S»~%~1) under the pairing :

{F, 1)) = 3 (Fu, fa) al.

acl
It is immediately seen that this series is absolutely convergent as

k
2

—ak «@
> |(Fa, fa)| ol < ZIIIFaHHfl(D)a!@N) 2 || fall g1 (py (2N)
[e1S

ael

1 1
2

< (Sl @0 @) (S Ml 20 )

A

< HFHSL,—k,—1 HfHSO—Lm.

From this last inequality follows immediately that the mapping Sy "' — R : f = ((F, f))
is a continuous linear form on &; Ll Consequently, the norm and the inner product on
the dual space of S;"*' will be denoted -l -y and (-, )1,—k,-1-

To introduce the classical variational formulation [23] of the stochastic heat equation, we
firstly need to recall the definition of Sobolev spaces comprising functions mapping time

in Hilbert spaces (|21], p.285,...) ([35], vol.8 p.577-579).

Définition 3.3.1 Let X be a real separable Hilbert space.

By W (0,T;X), we denote the space of all square-integrable function from [0,T] into X
having a weak time derivative square integrable from [0,T] into X' i.e. W (0,T;X) =
{v € L*(0,T; X) ;¢ € L*(0,T; X') }.

If H is another separable Hilbert space and if there is a continuous injection with
dense image from X into H, then ([35], vol. 8 p. 579) W (0, T; X)) maps continuoustly into
C ([0,T); H), the space of continuous functions from [0,7] into H endowed with the sup

norm. In particular
w (0,758, (D)) < € (10,T); 87+ (D))

Now let us suppose that f € L?(0,7;S8“7%71 (D)) and that the initial condition
g € SVRY(D). Let us also suppose that the stochastic diffusion coefficient K € F; (D)
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Existence, uniqueness and time regularity

and that £ < 2[. We have the following existence and uniqueness result, which results from
theorem 4.10 p.12 of T.G. Theting’s paper [23], for the “classical” variational formulation

of the heat diffusion equation with stochastic diffusion coefficient K :

Théoréme 3.3.2 [23] Let us assume that the stochastic diffusion coefficient K € F; (D)
for some l € R and that its generalized expectation E [K] is strictly positively lower bounded

i.e. that i%f E K] > 0. Let us suppose that k € R is choosen sufficiently small to satisfy to

9 i%fE K]
k<2l+ —n|=——]. 3.14
in2 (nmm> (344

the condition

Then Vf € L?(0,T;S8" "1 (D)) and Vg € S~ (D), there exists one and only one
ue W <O,T; Sy ! (D)) — C([0,T];81%0 (D)) solution of the classical variational

formulation relative to the heat equation with random diffusion coefficient I (3.1) :

% (u (") ,v)_Lk’O + (/Coﬁu (), 61}) =(f (") ’U>—1,k,0 Yo e So—l,k,1 (D)

—1,k,0

(3.15)

u(0)=g.

Moreover we have the following energy inequality :

T T
swuwwim+éwaimstwim+Auﬂwith- (3.16)

t€[0,77]

Remarque 3.3.3 In (3.15), concerning the second term in the left-hand side, (-,-)_y

denotes in fact the scalar product in S~VF0 (D).

Remarque 3.3.4 Due to our hypothesis (3.14) which implies that k < 2l and lemma 4.9
p.12 of [23], the bilinear form :

Sy (D) x Sy (D) = R () > (KOVu, Vo) (3.17)

~1,k,0

s well defined and coercive on So_l’k’l (D). Theorem 3.3.2 is then a consequence of theorems

1 and 2 chapter XVIII, p.619 and 620 of [35]. Let us also mention that some existence and
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Heat diffusion equation in a random medium

uniqueness result for the Cauchy problem (3.15) could also be obtained by applying Lumer-
Phillips’ theorem ([6], p. 14) in the Hilbert space S~*0(D). Setting

D(A) = {u e S (D); div(KOVu) € S~1#0(D)},
A: D(A) = S HR0(D) s u > div(KOVu),

it follows by Lumer-Phillips’ theorem ([6], p. 14) (Laxz-Milgram’s lemma and the coercivity
of (3.17) , implies that R(I — A) = S~V*O(D) ), under the hypothesis of Theorem 3.3.2, that

A generates a contraction semi-group in the Hilbert space S™4*0(D).

If we suppose the stronger condition on k that

9 irll)fE[lC]
k<204 —In| ——+—
BT <1.5 Hzcul’*)’

it can even be shown that A generates a holomorphic semi-group ([22], theorem 1 p.237).

Example 3.3.5 Let us recall firstly the definition of the singular white noise field W =
(W (x)),ep (following ([16], p.80), we prefer to say “field” instead of “process” because the
parameter x runs here over D a bounded subregion of the plane) : W (z) := >0 n; () H.,,
x € D ([25], p.4) ([27], p.38) where ¢; € T denotes the multi-indice whose ith component
15 1 and whose other components are 0.

As the two-dimensional “Hermite functions” <m)z’21 on R? are uniformly bounded in i by
lemma 3.2.5, and as the series > ;o (20)" converges iff | < —1, it results immediately from
the definition of F, (D) (3.10) that W € F, (D) for | < —1. But E[W(z)] =0, Yz € D.
Thus if we choose for the coefficient of diffusion K the white noise field, the hypotheses of
T.G. Theting’s theorem 3.3.2 could not be verified. Let us consider rather for K its Wick
exponential : the so called singular positive noise field on D

+o0
1
K = exp®[W]:= ZHW% (/27], p.67, p.65, p.166) . (3.18)
n=0 "

It follows easily by using the basic algebraic properties of the Wick product ([27], lemma
2.4.5 p.42) that

K = 5T n (o] 1),

acl
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Qg
)

Va € I, and using proposition 2.3.3 p. 81 of [27] (or [36]) which tells us that the se-

where n® means [[;=, 0" and o! means [, o;!. Knowing by lemma 3.2.5 that ||n*|| <1,
ries Y o7 (2N)"% converges iff ¢ > 1, it follows easily that the positive singular noise
exp®W0) € F (D) for | < —1. Alternatively, this follows immediately from the fact that
W e F (D) forl < —1 and proposition 6, (ii) p.123 of [38] (an elementary operational
calculus result).

Also as E'[K] = 1, the hypothesis infp E [IC] > 0 of T.G. Theting’s theorem 3.3.2 is trivially
satisfied. Thus T.G. Theting’s theorem 3.3.2 applies in this case, if we take k sufficiently
negative for condition (3.14) to be satisfied.

Now we want to give some time regularity result :

Théoréme 3.3.6 Additionaly to the hypotheses of theorem 3.3.2, we suppose that the right-
hand side f and its time derivative % belong to L* (0, T; SV*0(D)). We also suppose that
the initial condition g € Sy ™' (D) and satisfies div (K(}ﬁg) € S7MRO(D), this last

condition being satisfied for example if Ag € S~V (D) and ?IC e F (D)2. Then the time

derivative fl—”j of the solution of the classical variational formulation (3.15) has the following

reqularity properties :

% € 12 (o,T; Sy (D)) NC ((0,T); 87 (D)) .

Preuve: Let us consider the Cauchy problem : find z € W(0,T;S, """ (D)) such that :

4 (2().0) 0+ (KOV2(), Vo) =

—1,k,0

sla

<.) 7/0),1 k0O’ V/U E 80_17k71 (D)
(3.19)
2(0) = £(0) + div (Koﬁg)
As & e [2(0,T;870) — L2 (0,T;S%%1) and 2(0) € S7H*0 (because f(0) € S~1k0

due to the hypotheses on f and %), it follows by theorem 3.3.2 that z € L? (0, T So_l’k’l) N
C ([0,7];874*%) and

. (3.20)

L2(0,T;S—1:k,0)

e i
HZHL?(O,T;Sgl’k‘l)ﬂC([OyT];S’l"“’O) 5 Hf(0> + div (IC<>V9>‘ ko + HE
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Heat diffusion equation in a random medium

Let us set u(t) = fot z(s)ds + g. 2(t) = z(t) a.e. and by integrating both sides of equation
(3.19)(;) from 0 to t, taking into account the initial condition (3.19):) and applying
Green’s formula ([24], (2.10) p.611), we obtain equation (3.15)(;). We have also u(0) = g
i.e. (3.15)(). By unicity, it is thus the solution of the Cauchy problem (3.15).

We have ‘fl—qg = z from which the stated regularity on Z—Tt‘ follows. [ |

To be able to establish error estimates for the semi-discrete solution of the dual mixed
method relative to the heat equation in a stochastic medium (3.1),we will need also some
spatial regularity of its solution wu, in weighted Sobolev spaces.

Firstly, let us recall the definition of the weighted Sobolev spaces, H?>** (D), 0 < av, < 1.
Henceforth, we suppose that D is a plane domain, simply connected, with a
polygonal boundary I', the union of a finite number N of linear segments fj numbered
according to the positive orientation. We denote by w; the aperture of the angle between I';
and T';yq fori =1,...,N (I'yy1 :=T1). We suppose that D possesses only one reentrant
corner {Sy} = 'y NT';. For simplicity we assume that Sy is situated at the origin of our
cartesian frame. By r (-) we denote the distance function from an arbitrary point in the

plane R? to the origin and w denotes the aperture of our reentrant corner.

Définition 3.3.7 (/3/, p.388) For a,, € |0,1[, we denote by H*>* (D) the space of all
functions in H' (D) such that in addition r®» DPu € L* (D) for every 8 € N2 such that

18] = 2.

Théoréme 3.3.8 We suppose that the right-hand side f and its time-derivative % belong
to L? (0,T; 874" (D)), and that the initial condition g of the Cauchy problem (3.15)
belongs to

{ g eS8 PUDY: Ag e S‘l’k’O(D)} .

On the stochastic diffusion coefficient IC, we suppose that its generalized expectation E [K]
is strictly positively lower bounded i.e. that infp E[K] > 0 and that IC, K71, g—ﬁ, g—ﬁ €
Fi (D). Finally, we suppose that k € R satifies inequality (5.14).

Then u solution of the Cauchy problem (3.15) satisfies :

w
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Preuve: From the heat diffusion equation in a stochastic medium
uy — div (IC<>6U> =,
follows that
KOAu = uy — f — VKOV, (3.21)

By theorem 3.3.6 : u, € L* (0,7; S~ **°(D)) and by theorem 3.3.2 : Vu € (L2 (0,T; 8_17"3’0(D)))2.
Moreover VK € F; (D)? with | > £, Thus VKOVu € L? (0,T;S*(D)) .

Consequently the right-hand side of equation (3.21) belong to L? (0,T7;S~1*°(D)) . Mo-
reover, by hypothesis, ¢! exists and also belongs to F; (D). Thus :

Au=K16 (w — f = VEOVu) € L2 (0,738 (D).
Let us set h := K1O (ut —f- ﬁKOﬁu) .

du
dt

HhHL2(07T;371,k’0) ~ ‘ + HuHL2(0,T;371,k,1> + HfHL2((),T;S*Lk70) : (3.22)

2 (O,T;S_l’kp)

Setting u(t) = > c7ta (t) Hy and h(t) = > .7 ha (t) Hy be the chaos expansions of u(t)
and h(t) respectively, V't € [0,T], we have :

At (t) = ho (1), Ya € T, V't € [0,T]. (3.23)

As u, (t) € H} (D) and h, (t) € L*(D), V't € [0,T], we have by (8,4,1,7) p. 388 of
Grisvard’s book [3], that u, (t) € H>* (D) and by the closed graph theorem

1ua (Dl 20 (D) S o ()l 2y » Yo € T, V' €[0,T], (3.24)

with a constant (hidden in <) independant of « and t.
Taking the squares of each side of inequality (3.24), multiplying both sides by (2N)** :=
jzoi (27)"* | summing over o € Z, and integrating on the time variable ¢ from 0 to T, we

obtain :

T T
/0 St ()2 ) (2N it < / S e (B2 (2N)*
[ 1=y A

acl

141



Heat diffusion equation in a random medium

le.
“uHL2(0,T;57Lk~,H2’QW<D>) N ”hHL2(o,T;$0*1v’9(D)) . (3.25)

Thus u € L2 (0, T sflv’f’H“““”(D)) for all a,, € |1 — =, 1. »

Example 3.3.9 We give an example of a stochastic diffusion coefficient IC satisfying the
hypotheses of theorem 3.3.8. Let ¢ € H' (R?) and let us set

K (2) = exp® (Wy(z, ), ¥ € D
where Wy(z,.) == (-, ¢5), Yz € D and
¢ R =R:iyrd(z—1y).

Let us recall that Wy(z,.) = (., ¢,) is the element of L* (S’ (R?), Bs/(r2), 1) defined by
continuity and density from S (R?) as explained in remark 3.2.3 ([27], (2.1.9) p.13).
Wo(z,.),_, = ({&2)),ep is called the smoothed white noise field ([27] p.13, 18, 66).
We(z,.) == (-, ¢z) has the following chaos expansion

“+oo

W@, ) = (00) = Y (uln) 22y He () (3.26)

i=1
where €; denotes the multi-indice belonging to Z with 1 on entry number ¢ and 0 elsewhere.
It is easy to see that this series is convergent in L? (1) and that its sum is a normal random
variable N (0, H(bHZ) on the probability space L* (S’ (R?), Bs/(r2), ,u). From the definition of
the space F, (D), the boundedness of the coefficients in the series (3.26) and as the series

;;010 (2i)l converges if | < —1, it follows immediately that
W, € F (D), ¥l < —1.
From ([27] (2.6.48) p.66, (2.7.6) p.70) and (3.26), it follows that

K = exp® (W) == 32 L (17,)%"

n=0 n)

(3.27)
= ZaeI i(¢ |77)QH04
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where ol := [ ;! and (¢.|n)* == [[=F (¢:|m:) 72 g2y - By formula ([27], (2.6.49) p.65), it

follows that K (m)of1 = exp® (— (-, ) and thus replacing ¢ by —¢ in formula (3.27), we

obtain

K (@) = 30— (~1)° (g [n) H, (3.28)

acZ Q!

where |a| := Y% a;. We are going to show that K, K¢, g—ﬁ, g—g’; all belong to Fi (D)
for 1 < —1. That K and K®~1 belong to F, (D) for | < —1 results from W, € F, (D) for
I < —1 and proposition 6, (ii) p.123 of [38] (an elementary operational calculus result).
By the definiton of the derivatives in the spatial variables x1, x5 on elements of stochastic

Sobolev spaces (definition 3.4 p.8 [25]), it follows from (3.27) and (3.26) that for i = 1,2

9K () = exp? (Wy(z,.)) OWas (z, .)

811' Dz

(3.29)
= lC(x)OWa¢ (QZ, )

oz,

We know already that IKC belongs to F; (D) for | < —1. By (3.26) :

W) =3 (- )

J=1

so that by the same reasoning as above follows that W, also belong to F; (D) for I < —1

dz;

(i=1,2). Fi (D) being a commutative Banach algebra fo;” the Wick product (prop. 6 p.123

[38])
oK

ox;
From (3.27) follows that E[K (z)] = 1, Yz € D, so that the hypothesis infp E [K] > 0 of
theorem 3.3.8 is trivially satisfied in this case. Thus in conclusion for ¢ € H' (R?), the
stochastic diffusion coefficient IKC defined by

:/COW%, KeF (D) for l<-—1.

K (z) = exp® (Wy(z,.)), Vo € D

satisfies for 1 < —1 all the hypotheses of theorem 3.5.8. Thus if k € R is choosen suffi-
4 er?(0,T;8 (D)),

' dt
and if the initial condition g € { geS;UD); Ag e S’l’k’O(D)}, then the weak solution

ciently negative to satisfy condition (3.14) for somel < —1, if f
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in the classical variational sense of

(

uy — div (expOW(b()ﬁu) =f in Q:=]0,T[xD

u=0 on |0,T[x 0D

[ U=0 =19 on D.

ue L? <O,T; S*Lk’Hz’aw(D)> for all a,, € }1 -z, 1[. Moreover by theorem 3.3.6, u and
du ¢ 2 (o,T; Syt (D)) N C ((0,T); 87140 (D)).

Example 3.3.10 In the preceding example, whatever w € 8’ (R?) is, due to the formula :

1
exp [(016] = exp ((0102) = 5 1610 )

which is proved to be true in [27] (lemma 2.6.16 p.66) for every function ¢ € L? (R?), the
stochastic diffusion coefficient

K = exp® (W)

s always strictly positive. Thus, it seems to be worthwhile to give an example of a diffusion
coefficient KC which can take negative values though satisfynig all the the hypotheses of

theorem 3.3.8 for k sufficiently negative. Let us consider as diffusion coefficient
K(x) =14 Wy(x,.), Vo € D

¢ being some function belonging to H' (R?). We know already from the previous example
that K, a—f (i=1,2) belong to F, (D) for | < —1. Let us find a condition on K who assures
us that K91 exists and belongs to F, (D) for | < —1. By proposition 6, (ii) p.123 of [38]

(an elementary operational calculus result) if ||Wy||,, <1, the series
L= Wy+ W2 —W 4.

converges to some element of F; (D). Thus if |Wy||,, < 1, its Wick inverse Wd?_l exists and
belong to F; (D) (I < —1). But this condition is rather abstract; we would like a condition
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directly on ¢. Thus, let us estimate |[Wy||, , :

+oo
Wy(z,-) = 21 (¢ | ni)p(R?) He,,
where €; = (O, oo L position) 5+ 05 ) , and

H. :S (R2) —-R : wr <w777i>8’(]R2),S(R2) )
From the definition of the norm in F; (D) follows that

Wl = sup (1602 sy | (20

zeD
+oo
BV .
< H¢HL2(R2) ; (2i) = "¢‘|L2(R2) 2! ; i,
this late series being convergent if | < —1. Thus if | is choosen sufficently negative so that

1
2! Z i<
161l 2 g2
the series Y 2% (—1)" W(z?” will be absolutely convergent in the Banach space F; (D) to

W(f*l (I < —1). In conclusion, if ¢ € H' (R?) and | < —1, then K, gf , gf € F (D) and if

(3.30)

| satisfies moreover condition (3.30), then also K®~! € F; (D) .Let us observe also in this

example that the generalized expectation E [K] = 1. If k € R satisfies

2 oo
k<2l — ﬁ1n <1 16l 2y 2 2 il) (3.31)
=1

then condition (3.14) is satisfied for this example. Supposing that ¢ € H' (R?), that | < —1
and that conditions (3.30), (3.31) are satisfied, it follows by theorem 3.3.8, that if f, 4 e
L2(0,T;8 %0 (D)) and if the initial condition g € { ge S (D); AgeSTHHO(D )},

then the weak solution u in the classical variational sense of

~div ((1+W¢><>ﬁu) —f in Q:=1]0,T[xD

(

u=0 on |0,T[x 0D

[ Ut=0 =9 on D.

belongs to L? <O,T; S‘l’k’HQ’aw(D)> Jor all a, € |1 — Z,1[. Moreover by theorem 3.3.6, u
and % € L? <0,T; Sy k! (D)) N C ([0,T]; S0 (D)).
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3.4 The dual mixed formulation for the heat diffusion
equation in a stochastic medium

In the following, to alleviate the notations, we will denote by H(div; D) the space
SURHANVD) where H(div; D) = {1/76 L2(D)*; dive € L2 (D)} this latter space being
endowed with its natural norm and H(div; D) := S™HRHEVD) with the corresponding
norm. Let us introduce the new variable p := KQ?U. Under the hypotheses of T.G.
Theting’s theorem 3.3.2, we have that u € L? <0, T; Sy ! (D)) , K € Fi (D) and k < 21;
consequently p’:= /c<>€u € L? (O, T; (S~1k0 (D))2> .

Let us now assume that the stronger hypotheses of theorem 3.3.6 are verified. In par-

ticular & € L? (0,T;S~"* (D)) . Applying equation (3.15);), it follows that :
divp=w — f € L*(0,T;S " (D)).
Thus p € L? <0,T; (S-1H0 (D))2> and divp' € L? (0,7, S 4*%(D)). Equivalently
pe L*(0,TyH (div; D)) = L? (0, T; S HRH D))

Now, let us take some ¢ € H (div; D). We also assume in addition to the hypotheses
of theorem 3.3.6 that KX°~! € F; (D). For V't € [0,T], (V' means for almost every), we have
the equation KY~1Op (t) — Vu (t) = 0. Taking the scalar product with 7in S~1#L*®" and

then applying Green’s formula :

(KOT0F). @) 4y = & (%a (t),cfa)o(QN)ka

a€el

= =Y (a (£), div dy), (2N)*

a€el

= —(u(?) adiV(j)ka,o )
we obtain the equation
(KOO () )y 4o+ (w(t),div) 40 =0, ¥qeH(div; D). (3.32)
Taking the scalar product in S™4*0 (D) of both sides of the equation
divp(t) = = (f () —ue (1))
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with any v € 780 (D) | we obtain V't € [0,T] the equilibrium equation :
(divp(t),v) 40 =—(F) —ue () ,0)_1 4o, VoS (D). (3.33)

Equations (3.32) and (3.33) form the mixed formulation of the stochastic heat equation
with random diffusion coefficient IC (and random heat sources and initial temperature also)
(3.1).

More precisely, the mixed formulation of the Cauchy problem in the polygonal domain D

with random heat source f and random initial temperature g, is the following problem :

find p'e L? (O, T;H (div; D)), u € H' (0,73 S "% (D)) such that V't € [0, T :
(
(KOOP (1) @)y 0+ (u(t),div) ;0 =0, V§e€H(div; D),

(divﬁ(t> 7U)_1,k,o == (f(t) — U (t> 7U)—1,k,0 ) Vo € 8_17k70 (D) )
(3.34)

and

u(0) = g.
We have already proved that, under the hypotheses of theorem 3.3.6 and K%' € F; (D),

problem (3.34) possesses at least one solution. It remains to prove uniqueness :

Lemme 3.4.1 Assuming that K91 € F, (D) and that k verifies condition (3.14), the

bilinear form
a(): (STHUD))” % (STHUD)) =R (7.0) — (KOT'OPD)
8 also coercive.
Preuve: It suffices of course to prove that the bilinear form
STVOD)x STVI(D) = R (u,v) — (/C<>_1<>u,v)_17k7O

is coercive. Let us set w = K¢ 1Ou € STV49(D). Then :

(/CO_1<>U7U)_L,%O = (walcow>—1,k;,0: (Kowﬂw)—l,k,o

2
> CHwH—l,k,O
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where ¢ > 0 is the constant of coercivity of the bilinear form
SHD) x STV(D) = R : (b, d) — (KO, d)_y g

(see remark 3.3.4 or lemma 4.9 p. 12 of |23]).
But

||U||_1,k,o = H’CO (/C<>—1<>u) H—1,k,o < ||K||l* ”wH—lJ%O'

Thus

-1
||w||—1,k,0 = ||IC||1* ||“”_1,k,0'
Putting together these inequalities, it follows that :

C

_ 2 -
(,CO 1<>U,U)_17k70 Z W ||U||_17k’0, Yu - S 17k70(D).
1%

This proves the coercivity of the bilinear form a (-, -). [

Théoréme 3.4.2 Under the hypotheses of theorem 3.3.6 and assuming also that KO~ ! €
Fi (D), the mized formulation (3.34) possesses one and only one solution. Denoting by
we W(0,T;S; "M (D)) the unique solution of the classical variational solution (3.15), the

unique solution of the mized formulation of the stochastic Cauchy problem (3.34) is given
by
F®),u®) = (KOVult),u(®), vieoT],

Preuve: We have already proved that if u € W(0,T;S; "*!(D)) is the unique solution of

the classical variational solution (3.15), then
—
F1),u®) = (KoVu(t),u@®), vteT]

is solution of the mixed formulation (3.34).
It remains to prove unicity. Thus we suppose that f = 0 in (3.34);) and that ¢ = 0 in
(3.34) (i4s)- From (3.34) follows :

(KO 0B (1), F (1) 0 = — (u (1) u (D) - (3.35)
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Semi-Discrete solution of the dual mixed formulation

Due to hypothesis (3.14) on k, the bilinear form in the left-hand side of (3.35) is coercive.
This implies that

d
O 10 <0

Asue H' (0,T;8%9(D)) by theorem 3.3.6, u is absolutely continuous from [0, 7] with
values in the separable Hilbert space S™%9(D) (|23], lemma 2.3, p.5) . It follows by inte-
gration then, that

@)l 0 < N(0)]1% 10 = 0.

Thus v = 0. By (3.35) and the coercivity of the bilinear form of its left-hand side, we now
obtain p' = 0. |

3.5 Semi-Discrete solution of the dual mixed formula-
tion for the heat diffusion equation in a stochastic

medium

Let us consider a family of triangulations (73),., on the polygonal domain D C R?
(let us recall that D possesses one and only one reentrant corner at the origin of R?).
For K a triangle belonging to the triangulation 75, let us denote by hg the diameter of
K and by pg the interior diameter of K i.e. the diameter of the biggest disc included
in K. As in theorem 8.4.1.6 p. 392 of [3], we suppose that the family of triangulations
(7h) ;>0 has the property that maxger, Z—E is bounded by a positive constant independent
of the parameter h; in that case, one says usually that the family of triangulations is
regular (see for example [4] (17.1) p.131). In accordance with the tradition (see [4] remark
17.1 p 131) the parameter h has also another significance : it may denotes instead of the
parameter h itself, the maxgcz, hx. The true significance of h is always clear from the
context.

Let us now define the semi-discretized problem. Firstly, let us define the following finite
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dimensional vector subspaces X}, of X := H (div; D), respectively M, of M := L? (D) :

X, : ={@ € H(div;D); VK € Ty, : Gy € RTy (K)},

My, : ={w € I*(D); VK € T, : vy € Py (K)},

x
where RTy (K) := Py (K)* & Py (K) " | denotes the 3-dimensional vectorial space on
o)

R of all Raviart-Thomas vectorfields of degree 0 on the triangle K i.e vectorfields of the
form

K —R*: 2= (11,75) — (a+ cxy, b+ cxy)

where a, b, ¢ are arbitrary real numbers. Py (K) denotes the 1-dimensional vectorial space
on R of all constant functions on the triangle K (note that RTj (K) is denoted Dy (K) in
[5] p- 550).

Now for N, K € N, we define the “cutting” Zy x C Z by

INyK:{(O,...,O,...)}U<LJj G{QGNIS; \a\:nandak#0}>

n=1k=1

that is to say Zy x is the set of all multi-indices a such that their index (index « :=

max {j;a; # 0}) is smaller than or equal to K and their modulus (Jo| := Z;Of a;) is
(N+K)!

sier- different multi-indices

smaller than or equal to V. This set can be shown to contain
(]26] p. 9) ([30] p- 82). We are now in a position to define finite dimensional vector subspaces
of H (div; D), respectively of S~1*0(D) :

N,K — T 7
X,(l )= 4n = Z Ghota; Gna € Xn, Vo €Iy ¢,
a€ln K

a€IN K

Note that these spaces do not depend on k.
We can now define the semi-discretized problem corresponding to the mixed formulation

of the stochastic heat equation (3.34) :
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Semi-Discrete solution of the dual mixed formulation

find (fy, up) € L2 (O,T; X,QN’K)) x H' <O,T; M,ENJ“) such that, V't € [0, 7] :

)
(KO0PH (1) )y o+ (un (8), div i)y 0 =0, VG € XM,

(div i (¢) ’Uh>—1,k,0 = —(f(t) —une (t) aUh>—1,k,o , Vup € M/EN’K)a
(3.36)

and

up (0) = gn € MM,

(N,K)

The initial condition ¢, € M, will be made precise later. Let us first show that

the above problem (3.36) possesses one and only one solution in L2 <O,T; X,(LN’K)> X
H! (O,T; M,iN’K)> :

Théoréme 3.5.1 Let the hypotheses of theorem 3.4.2 be satisfied. Then problem (3.36) possesses

one and only one solution :
(D, up) € L? (0,T;X}(LN’K)> x H! <0,T; M}EN’K)) _

Moreover p, € H* (O, T: X,(ZN’K))

Preuve: Let q‘fll), e q‘ﬁlJ) be a basis of X}, and v,(ll), e véL) be the special basis of M), formed

by the characteristic functions of every triangle K € 7j,. Then the random vector fields (jflj)Ha €
X}(LN’K), j=1,...,J, a € Iyxk form a basis of X,(LN’K) and the random fields v}(Lk)Ha, k=
1,...,L, o € Iy form a base of M,gN’K). Expanding pj, (t) , respectively wuy () in these

respective base, we obtain :

J
) =3 D (n(1)0 0 Ha (3.37)

and .
up () =Y (un (£))g Vi Ha, (3.38)

k=1 aEIN K
where (pp, (t)),,, , respectively (up (1)), are some real coeflicients. Note that J is equal to

the number of edges of the triangulation 7 on D and that L is equal to the number of
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triangles.

(N+K)!
NIK!

by taking for qj, € X,(LN’K) an arbitrary element (jfll)Ha of the basis {(jflj)Ha; jg=1,...,J,
o€ IN,K} of X}(LN’K) :

Equation (3.36)(;) is equivalent to the set of J x = J x Cx_x equations obtained

DS ((Ko’l)vrj,(f),tj,(f))w(ph (£)),5+ 5 (v,g’f%divq-g”) (1), =0 (339)

j=1p+y=a : k=1 0,
Vi=1,...,J, Va € Iy k.
Each equation in (3.39) is a linear homogeneous equation in the unknowns (py (1)); 5, j =
1,...,J, B € Twith 8 < aie B; < a;, Vj € N. For each « fixed in Zy g, we have
J equations of the type (3.39). Let us rewrite these J equations in a matrix form. In this

respect for each v € Z, v < a, let us introduce the square symmetric matrix of dimension

J:

B, = (b;,l)lgmlgj
where
me= (K0, a0.a"), = /D (k) @) @ de,

vV j,l=1,...,J, and the rectangular matrix C with J rows and L columns :

C = (Cuir) 1<

1<k<L
where
Cui= (v = /D o divg® da.

In a matrix form, the set of equations (3.39) for j = 1,...,J and every « fixed in Zy

may be rewritten :

> B0 O] =00 (340)

1<j<J
(1.B)ETR g+ vHB=ax

as B, = BI.
Let us now examine the heat balance equation (3.36) .

Equation (3.36);) is equivalent to the set of L x C'}, ;- equations obtained by taking for
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Semi-Discrete solution of the dual mixed formulation

v, € M,EN’ an arbitrary element vh VI, of the basis {vh Hy; k=1,...,L,a € Iyk} of
M,EN’K) :

S (aiv W), )= () == (@), G

j=1

Vk = 1,...,L, Ya € Iyx where f,(t) denotes the o coefficient of the expansion of

f(t) in chaos polynomials.

Each equation in (3.41) is a linear inhomogeneous equation in the J+1 unknows (py, (t));,,, j =
.,J and 4 (un(t))gq - the right-hand side being in fact the opposite of the integral of

fa(t) on the triangle of 7;, whose 'Uf(Lk) is the characteristic function. Denoting that triangle

of 7, K}, equation (3.41) can be rewritten

J
> (v ) 00— 1Kl G Do = = [ al) i@ dms, (32

Vk = 1,...,L, Va GIN’K.
Introducing the diagonal matrix D of order L, whose diagonal elements are | K|, ..., |K| and
the vector %, (t) of R* whose components are [, fo(t) dry @ dxg, ..., [; falt) dzy ®

dzxy, the system of L equations (3.42) for an arbitrary fixed o € Z g, can be rewritten :

T (m0,.)],. - D (O], = -Fa). (3.4

1<k<L

From (3.36) () we have also the set of J x CX, x initial conditions :
(Uh (O))k,a = (gh>k,a s Vk = 1,...,J, Va € IN,K' (344)

Let us first consider the case o = 0.

In this case the system of equations (3.40), (3.43), (3.44) become :

( Bolpa(t)j0h1<i<s *‘(7[(Uh(fﬂkp] =0,

1<k<L

_DCT [(ph(t))j,o} + D'Ey (1), (3.45)

1<j<J
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From the definition of the matrix By, it follows that Bg is a square matrix of order .J

whose elements are :

L5 T OR0 :
B L, o= —q_(j)7q_< ) :/ —q] q dx, vj,l:]_,7<] 346
( O)j,l (E[IC] h h 0.0 b E [’C] h h ( )

But by the hypothesis infp F [K] > 0, from which it follows that :

J
ZZ ( i ,JEP) g6 > nf BIK] |3 gV
0,D j=1

Jj=1 1=1

> 0,

0,D

VE = (&)7_, € R/\ {0}, where

(()o.p (resp. [|[lo.p) denotes the scalar product (resp. the norm) in L* (D)). This shows
that By is a symmetric positive definite matrix and thus invertible. It now follows from

equations (3.45) that

Sl =-DCTBIC )] +DTRM). (347

dt 1<k<L 1<k<L

It is equivalent to rewrite (3.47) by multiplying both sides by D2 to the left, in the

“symmetric form” :

SD! [ ()] | = —DHCTBICD D [ ()] + DR (),
(3.48)
this time the linear operator —D‘%CTBgch‘% being symmetric. Using the fact that
the divergence operator from X}, into M), is in fact surjective ([8] p.612), it is easy to see
that the linear operator C' B;'C : RV — R” is still positive definite despite the fact that
L < J. Thus the linear operator —D_%CTBO_ICD_% in R* is symmetric negative definite
and thus generates a contraction semigroup (1), on R% endowed with the euclidian norm.
The solution of the inhomogeneous linear system of differential equations (3.48) with the

initial conditions (3.45) ;) is given in terms of this semigroup by :

(S

D {(W (t))k’o} — pD: [(gh)ko} o /O 'A_.D7R (s) ds. (3.49)
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l.e.
t
=1 1 =1 =1
[(uh (t))m] — D7 PD> [(Qh)k,o} st /O D3P D7 Fy(s) ds.  (3.50)

By [29] p.256 and theorem 3.1 p.110 of [6], [(uh ())ko] . is Holder continuous of ex-
Vl1<k<r

ponent 3 on [0, T]. Moreover, its derivative being given by the right-hand side of (3.47) is
in L2 (0, T; RL). Thus [(uh (-))ko} € H' (0,T;RL).

Vli<k<r
From equation (3.45);) and the fact that, as we have seen previously, By is symmetric

positive definite and thus invertible, we have also that [(ph (1), 0} € H' (0,T;R7) .
IS

Let us now consider the case a # 0. Reasoning by recurrence, we may suppose that we

have already computed all terms

[ (D] and [ ()] for < a.

1<k<L 1<j<J

Equations (3.40), (3.43) and the initial conditions (3.44), give us the following system :

[ Bolpi(t)j0li<j<s +C [(uh(t))k,a} = =2 pea Ba-slpn(t)jsli<j<i,

1<k<L

=D'CT ()] + DR, (3.51)

1<i<J

| [nO)a] =[]

We can now proceed similary as in the case a@ = 0, using equation (3.51)(; to eliminate

1<k<L 1<k<L

[ph(t>j,a]1§j§J in equation (351)(“) obtaining

d _ 1T -1 —1
Gl =-DrCTBC ()] DR, (852)
where
FR(t) = Fo(t) — Z CTBSIBoc—/B [ph(t)j,ﬁhgng : (3.53)
B<a

Note that equation (3.52) is completely analogous to (3.47) and F(t) is explicitly known.
Reasoning like in the passage from (3.47) to (3.50), it follows from (3.52) and (3.51)(s)
that [(uh(-))m} e H' (0,T;RY).

1<k<L

Using (3.51)(;) and the invertibility of By, we obtain that [(ph())jﬁ} c H! (0, T, ]RJ) )

1<j<J
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Having determined the J x C¥,  coefficients py(-)j5, j = 1,...,J, 3 € Iyk and the
L x C¥,j coefficients (un(Npo> ¥ = 1,...,L, a € Iy, and plugging them in the
formulas (3.37) and (3.38), we obtain pj, € H' (O,T; X,EN’K)) and uy, € H* (O,T; M,EN’K))
satisfying the equations (3.36). ]

3.6 Error estimates for the dual mixed formulation in

the stationary case

We will need these error estimates for the “elliptic projection” of the dual mixed for-
mulation relative to the heat equation with a random diffusion coefficient in a polygonal
domain with a reentrant corner. The dual mixed formulation for the stationary problem
has been studied in [24] but a priori error estimates have been derived only for “regu-
lar solutions in the space variable” i.e. belonging at least to the stochastic Sobolev space

S—LkH?(D) which is not the case here due to the reentrant corner of our polygonal domain

D.

The following hypotheses are always tacitly assumed in this section :
on the stochastic diffusion coefficient K, we suppose that K, K¥~! € F (D) and
that its generalized expectation E [K] is strictly positively lower bounded on D
i.e. that infp F [K] > 0; finally, we suppose that k£ € R satifies inequality (3.14).
These hypotheses will be strengthened when necessary.
We present in this section two methods to derive the error estimates in the stationary case
as the first method has the defect to require regularity on the spatial derivatives of the
right-hand side f.
Thus, exceptionally in this section, we consider the system of equations : find p' € H (div; D),

u € STHRO(D) such that :

(KO~1op, J)—l,k,o + (u,divq) ;,,=0, VqeH(div; D),
(3.54)
(divp,v)_y 40 == (fiv) 10, YvESTUD),
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and its discretization : find pj, € X,EN’K), up € M,EN’K) such that :

(K0P, @) o+ (nndivas) =0, Vg, € X\,
(3.55)
(divﬁhavh)_m,o =—(/, Uh)—l,k,o’ Vo, € M}(LMK)-
Under the above hypotheses , we have seen in lemma 3.4.1 that the bilinear form
_ 2 _ 2 . I
a5 (STH(D)) x (STHD)) = R: (50) — (KOIOR.D)_,,,.  (356)
is coercive. For the bilinear form
b(-): STHUD) x H(div; D) = R: (v,q) — b(v,q) = (0,div§)_, 4, (3.57)

the inf-sup inequality :

b(v, q)

sup o 3 HUH—l,k,O? (3.58)
geH(div;D) Hq_”—l,k,div

is proved in [24] (lemma 3.7 p. 615) and in fact follows easily by applying the construction
used in the “deterministic case” to prove it for each coefficient v, € L?*(D) of the chaos
expansion of v. Thus by corollary 4.1 p. 61 of [15], problem (3.54) is well-posed (the above
coercivity of a (+,-) on (S‘l’k’O(D))2 implying of course the ellipticity in the sense of the
norm of H (div; D) = S~H*H VD) on this subspace of divergence free vectorfields).

To prove that the discrete problem (3.55) is well-posed, being a finite dimensional problem,
it suffices to prove unicity. So let us suppose that f = 0 in (3.55)(;). Taking g, = pj in
(3.55)(;), using (3.55) (s with v, = w;, and using the coercivity of a (-, ), we obtain pj, = 0.
That uj, = 0 follows now from (3.55);), knowing that pj, = 0 and the following proposition :

Proposition 3.6.1 (uniform inf-sup inequality [24] p.620)
Let (7)o be a regular family of triangulations over D. Then, there exists a constant ¢ > 0

independent of hy, N and K such that :

b —
sup (Uh, C]h)

1. > cllonll o0 Vou € M. (3.59)
Gex (N 4hll 1k, div

Preuve: As the domain D presents geometric singularities (D is a polygonal domain in

R? with one reentrant corner at the origin), we indicate our proof, based on our work [8],
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) and

wich seems to us somewhat more clear than the proof given in [24]. Let v, € M,SN’K
let us consider its expansion in chaos polynomials v, = > 7 (vs), Ha. By lemma 1.14

of 8], there exists for each a € Iy i some (qj,), € X, such that div (¢,), = (vp), and

1@l ooy < €)oo, (3.60)

with a constant ¢ > 0 independent of h.

— — — N,K
Let us set ¢, = ZaeIN‘K (qh), Ha; @ € X,S ) and :

b (U}u Jh) = (Uha div (jh)—Lkﬁ
= (Caczor 0o HasYery  div(@)o Ha)
ko . —
= Tt N (@), v @),),,
ka
— ka —
||qh||2—1,k7div < ZQEINK (2N) ||(Qh)a||12q(div;p)
ko 2 2
S SN L TS N LY A O
by inequality (3.60) and the fact that div (¢,), = (vs),. Thus :
||th||2—1,k,div < ||Uh||2—1,k:,0' (3.62)

By inequalities (3.61) and (3.62) :

b (vn, ) 1
o Z — H/Uthl,k,O'
HQhH—l,k,div

)

Let us observe that if for some element ¢, € X}(LN’K ;b (vn, @n) = (0, divgy) 4,0 =0

for every vy, € M}EN’K), then as div ¢, itself belongs to M,EN’K), it follows that div ¢;, = 0 and
thus

-2 o2 -
||Qh||_1,k,div = ||QhH_1,k,0 NARTE
Vg, € {Jh € X,EN’K);b(vh,Jh) =0, Yo, € M}(LN’K)} with a constant (hidden in <) inde-

pendent of h. Thus, the bilinear form a(.,.) is uniformly coercive on the family of subspaces
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XN of H (div; D).
By this observation and proposition 3.6.1 all the hypotheses of theorem II .1.1 p. 114 of
|15] are verified. Thus :

1= Bl i+ =l g0 S i oo 17— Gall s i (3.63)

+ infvheM,ﬁN’K) lu — Uh||_1,k,0 :

Thus we are reduced to bound the right-hand side of the previous inequality. To do that,
we need some spatial regularity on p’; we have the following result (analogous to theorem

3.3.8, but in this section we are concerned with the stationary case) :

Théoréme 3.6.2 Let us suppose that the stochastic diffusion coefficient K satisfies :
irll)fE[lC] >0, K, 28 K k0=l ¢ F (D), and that k € R satisfies inequality (3.14). We

) Ox1 ) Oz

also suppose that f € S~V*0(D). Then the weak solution u € So_l’k’l(D) = S~LkH(D) of

the stationary equation with Dirichlet boundary condition :
— div (/CQ%L) —f in D,
(3.64)
uop =0 ondD,

belongs to S Lk H> (D) for all vy, > 1 =T (w denoting the opening of the reentrant corner

of the polygonal domain D at the origin). Consequently :
=K Yue (8‘1”“’5’1’%@))2 .

Preuve: From (3.64) follows :

—

KOAu=—f— VKO V. (3.65)

— —
Let us set ¢ = f + VK { Vu. Since by hypothesis :

oK oK

— D
&cl’ aCCQ Eﬂ( )’

g € S(D) and

911100 S 1A 2100
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as [[ull _y 1 S NFIZ1 k0
Because by hypothesis K =1 € F; (D) by prop. 4 p. 120 of [38] (or proposition 2.4 of [24]) :
K971 g € S7HRO(D) and

HIC<>_1<> QH_L;&O S ||gH—1,k,0 :

Expanding u and ¢ in chaos polynomials, we have : —Au, = (IC =10 g)a, Va € I. By

(8,4,1,7) p. 388 of Grisvard’s book [3], uq € H*** (D) and |[ua|| y2.aw D) S | (o710 g)aHLz(D) ;
for every av € 7 with a constant (hidden in <) independent of . Consequently :
2 ka — 2 ka
> ltallfrzew o) N S D [[(KKO710 9), 2 2N,
acl acl
Le.
||UH_1,1@,H2yaw(D) S HKO_IO gH—l,k,O'
But, we have seen above that ||IC 0710 g||_1,k,0 S ||9H—1,k,o S Hf||_1’k’0 .Thus
||u||—1,k,H2vaw(D) S Hf||—1,k,07
and by prop. 4 p. 120 of [38] (or proposition 2.4 of [24]) applied to p'= K O Vu:
Hm|71,k,H1vaw(D)2 S Hf”—l,k,()'
]

Using (3.63), the preceding regularity result, and imposing appropriate refinement rules
on our regular family of triangulations (7j,),., linked to the regularity of the solution
(3.6.2), we are going to derive O (h) error estimates in the spatial directions; however to

be able to proceed in this way we will have to suppose that f € S™VF1(D) := S~LHH (D),

Théoréme 3.6.3 Under the hypotheses of theorem 3.6.2, supposing that our reqular famaly
of triangulations (1), satisfies the following refinement rules :
(R1) hg < ohT=ew for every triangle K € T, which has one of its vertices at the origin;
(R1) hix < o(infyex r® (z)) h for every triangle K € Ty, without any vertice at the origin,
the constant o > 0 being independent of the triangle K and h, and finally supposing that
the right-hand side

feSs YD) NSTH(D),
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for some k < 0 and r > 1 such that k +r € R satisfies inequality (3.14), we have the
following a priori error estimate (with a constant hidden in < independent of h, N , the

chaos dimension K and r) :

o+ 17 )

+h (|U’71,k,1 + P11 g prrow(py2 + ‘f’—l,k,l) ;
(3.66)

1P — ﬁh”—l,k,div + fJu — Uh||_1,k,0 S Byk

where [45]

1 1
BNvK = \/A (T‘) Kr—1 + B(T)QT_N’

A(r) = er1

1
2r(r—1)"~°

B(r) = e7=¢ D
K denoting the dimension of the polynomial chaos and N its degree.

Preuve: We have to bound the right-hand side of (3.63).
Firstly :

inf ) 17— (j‘thl,k,div

~ N,K
qheX,(1
< |P— X Pafa + inf > Dalla — G
e (N.K)
a€IN.K kdiv EXa o€IN.K —1,k,div

Z (ﬁa - Hhﬁa) Ha

a€ln K

< Byx Py prraiv

—1,k,div

by [45] (a substantial improvement of [39]) and where II;, denotes the Raviart-Thomas
interpolation operator of degree 0 [8]). Thus using our hypothesis that f € S~%1(D) :

inf P — Gl 1 4 giv (3.67)
fThGXf(LN’K) b
N - 12 ko 2
< B I+ | S 17~ Ty (290
ac
2
ka — |2 2
< BN,K ||m|—1,k:+r,div +ch {ZI(QN) <|pOL|H17ﬂw(D)2 + |fa|H1(D)>}
ac
<

BN,K Hﬁ”—l,k+r,div + Ch(\ﬂ_l,k,maw (D)? + |f’—1,k,H1(D)>
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as by ((31) p.620 of [8])

[P — HhﬁaHo,D < ch |ﬁa|H17ﬂw(D)2

(3.68)

and div (P — [ppn) = — (foa — Pufa), (where P, denotes the orthogonal projection in
L*(D) on M,) which implies by inequality (45) of [8] that also : ||div(pa — npa)llgp <
ch |fa|H1(D)-
Secondly :
uhe;\zﬁfN’K Ju — Uh”q,k,o
< flu— > unH, + inf o ugHy — vy
OtGINJ( Z1k0 ”UhGM}(LN’K) OZEIN’K
S BNvK ||u||—1,k+r,0 + Z uOéHOé - Z PhuaHa
aGINvK OéEIN,K —1,]{:70
< Brxllull_y o+ 22 (ta — Prua) Ho
*CIN.K —1,k,0
3
2 ka
< Bl + | S o = Prtalfp 20
ac
%
2 ka
< Byl usana b | Sl (2N
ac
< Bnk ||U||_1,k+r,0 + ch |u|—1,k,H1(D)
by (45) of |8]. Thus :
inf : |u — Uh“q,k,o < By .k H“Hq,kw,o + ch ‘“’71,1@,1 :

vaM}(LN’K

(3.66) follows from inequalities (3.67), (3.68) and (3.63).

Remarque 3.6.4 Let us observe that

1 1
BNJ( = \/A(T)F—i‘B(T)QTN

(3.69)

tends to 0 exponentially with N : the order of the chaos and only polynomially with K : the

dimension of the polynomial chaos.
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Error estimates in the stationary case

Now, we present another method to derive error estimates, wich does not require f to

belong to S~H*1(D).
Proposition 3.6.5

<

~Y

~1,k,0

ﬁh - Z Hhﬁa Hoc

OCEIN_’K

ﬁ_ Z Hhﬁoc Ha

OZEINyK

~1,k0

Preuve: Let us set ¢, = > I1,p, H,. By the coercivity of the bilinear form

Q€T K
a () (STHUD)) x (STHND)) = R: (7,) = (KOTORD) ., (3.70)
on the Hilbert space (S‘L’L“O(D))2 :
o — qﬂhHQ,l)k,o S a(Ph — Gus Ph — Q) - (3.71)
On the other hand from equations (3.54)(; and (3.55)(; it follows by subtraction that :
a (' = Py P — @) + (w — un, div (Ph — Gh)) _1 40 = 0 (3.72)

By equation (3.55) ;) :

divp, =— >, PufaHa.
OZEINYK
By equation (3.54) ) :
diV q_'h = Z Ph diVﬁaHa = — z thaHa,
OZGIN’K OCEIN’K

Thus div (pj, — ¢») = 0. Thus it follows from equation (3.72) that :
a(p'— Phs P — Gn) = 0. (3.73)
Adding (3.73) to the right-hand side of (3.71), we obtain :
1P = @l 10 S @ (F = G B — Gi) -
Using the continuity of the bilinear form a (-, ), it now follows that :

1h = @l 1 0 S 1D = Gall o -
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Corollaire 3.6.6

ﬁ_ Z Hhﬁa Ha

OéEIN,K

17 = Dl —1 50 <

~1,k,0

Preuve: By the triangular inequality :

”ﬁ_ ﬁhH—l,k,O S ﬁ_ Z HhﬁocHoz + ﬁh - Z HhﬁaHa
OLEIN,K —1,k0 OAEIN’K —1,k0
5 ﬁ_ Z HhﬁaHa )
OZGINYK —1,k,0
by proposition 3.6.5. [ |

Théoréme 3.6.7 We assume that f € S~V O(D) for some k < 0 and r > 1 such
that k + r € R satisfies inequality (5.14), and that the stochastic diffusion coefficient K
satisfies the same hypotheses as in theorem 3.6.2. We suppose that our reqular family of
triangulations (1), satisfies the refinement rules (R1) and (R2) of theorem 5.6.3.

Then

1= Phll o1 ko S Byg 101y gm0 + 2Dy g 10w (2 (3.74)
S Byx ||u||—17k+r,1 +h HuH—l,k,H?’aw (D) (3.75)

where the constants hidden in the symbol < are independent of h, N, K and r, and where

By k has been defined in theorem 3.6.3..

Preuve: By corollary 3.6.6, we are reduced to bound Hﬁ— ZaeINK I,p.H, .
, —1,k,0

By the triangular inequality :

<

—1,k,0

ﬁ_ Z HhﬁaHa

aEIN,K

ﬁ_ Z ﬁaHa

OLEINA’K

_l’_
—1,k,0

Z (ﬁa - Hhﬁa) Ha

OLEINA’K

—1,k,0
1

— 2 kOé E
< Bus Pl s + {2 H? o e (2N) }

acl

by [45] (a substantial improvement of [39]) and by (31) p. 620 of [8], ¢ denoting a strictly

positive constant. Thus :

ﬁ_ ZaGIN,K HhﬁaHa

k0 < Bnk HﬂLl,kJrr,o +ch ‘mq,k,HLaw(D)? (3.76)

S Bk ||UH—1,I<:+T,1 +h ||U||71,/<;,H2ﬂaw (D)
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Error estimates in the stationary case

as p = KOVu and K € F (D) with [ > 2(k + r) because by hypothesis k + r satisfies
inequality (3.14). n

To obtain an error estimate on uy, we need the uniform inf-sup inequality :

Proposition 3.6.8 (7;),., being supposed to be a regular family of triangulations, one

has :

(Un, diV(‘fh))_1,k,0
sup

N,K
H - H Z ||Uh||_17k70> Yy, € M]E ), (3.77)
grex V) qnil-1.k0

with a constant (hidden in 2) independent of h, N and K.

Preuve: In proposition 3.6.1, we have proved that

b (vn, G
sup M >c HU’LH—Lk,O’ Yoy, € M}(LN’K).

anex V0 Gl -1 g aie

As |Gl _y g0 < NIGnll -y 4 aivs this late inequality implies a fortiori inequality (3.77). n

Corollaire 3.6.9 Let us denote by P,EN’K) the orthogonal projection in the space S~1*°(D)
onto the subspace M,EN’K). (7h) >0 being supposed to be a reqular family of triangulations
on D, we have :

HP}EN,K)U = uhH S Bl o (3.78)

vy

Preuve: From equation (3.54)(; follows a fortiori for every ¢, € X ,SN’K) ;

(KO05.G)_y o+ (. div @i)_y = 0.

Asdivg, € M}EN’K) : (u — P,gN’K)u, div Jh) = 0, and thus we can replace (u, div gy)_; . o in

—1,k,0
the preceding equation by (P}EN’K)U, div cfh> getting in this way :

)Yy

(K0P, ) ko T (P,EN’K)u, div cfh> = 0.

—1,k,0

Subtracting equation (3.55)(;) from the preceding equation we obtain :

(OO (5= D) 5 @) _y 4o+ (PfEN’K)u — un, div q_'h>71 o
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for every ¢, € X ,EN’K). By the uniform inf-sup inequality : proposition 3.6.8, we now obtain :

< HICOAQ (7' — ph) Hfl,k,O

S P = Dl -y e

“PéN’K)u — uh’

~1,k,0

by the hypothesis stated at the beginning of this section on ¥~ [ |

Théoréme 3.6.10 We assume that f € STV*O(D) for some k < 0 and r > 1 such
that k + r € R satisfies inequality (3.14) and that the stochastic diffusion coefficient K
satisfies the same hypotheses as in theorem 3.6.2. We suppose that our reqular family of
triangulations (1), satisfies the refinement rules (R1) and (R2) of theorem 3.6.3.

Then, the following error estimates hold on uy :
N,K
| PO Ou ]| S B ]y + Bl gz (3.79)

Ju — Uh”—l,k,o S Byk Hu||—1,k+r,1 +h ||u||—1,k,H2vaw (D) > (3.80)
where By i has been defined in theorem 3.6.3 and P}EN’K) denotes the orthogonal projection
in the space S~2*9(D) onto the subspace M™™).

Preuve: (3.79) follows from (3.78) and (3.75). On the other hand :

o=t

> (e — Prug) Hy

—1,k,0 o€l

—1,k,0
2 ka %
— | S o - Prualp 1]
a€el
3
S SRl Sall,, B8y
acl
by (45) of [§].
From (3.79) and (3.81), we obtain (3.80). ]

3.7 The elliptic projection in the context of the dual

mixed formulation

We will always assume in the following of this section, at least that the

coefficient of diffusion K () € F(D) satisfies infp E[K] > 0, that f € L?(0,T; S~4k+79(D))
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for some r > 1 and k£ < 0 such that k& + r € R satisfies inequality (3.14), and that our
regular family of triangulations (7)., satisfies the refinement rules (R1) and (R2) of
theorem 3.6.3. To get regularity on the time derivative of the solution ”Cll—;‘, we also assume
more regularity on the data f and g : we assume also, that 4 € L*(0, T; S~1*0(D)) and

that the initial condition
ge{ges (D) div (K0 V) e S0(D)}.

Under these hypotheses, we know by theorem 3.3.6 that :

% e L2 <O,T; SJI’HT’I(D)) N C ([0, T); S+ 0(D)) .

We can now introduce the concept of elliptic projection in the setting of the dual mixed

method :

Définition 3.7.1 We call elliptic projection at the fized time t of the exact solution (p'(-),u (-))
of the mized formulation of the evolution problem (3.34), the solution denoted (]5_; (t),ap (t)) €
X,EN’K) X M,EN’K) of the discretized mized formulation of the stationary problem (3.55) with
right-hand side f(t) — %(t), i.e.

é
(KO710Bn (1), @)+ (@ (1), div i)y =0, Vah € X,
(3.82)

. w ,
(le Pu(t) 7vh)*1k0 =—(f@t) - %(t)’vh)q,k,o’ Yoy, € M,ENK).

Note that due to our hypotheses, ¥t € [0,T] : f(t) — fli—?(t) € S~LAHO(D).

Comparing (15_;; (t),an (t)) with (7(t),u (t)), we have the following error estimate (to
give a self-contained statement, we recall all the hypotheses done at the beginning of this

section) :

Théoréme 3.7.2 We suppose that the generalized expectation E[K] of the stochastic diffu-
sion coefficient IC, is strictly positively lower bounded i.e. that infp E[K] > 0 and that K €
Fi (D). We suppose that our regular family of triangulations (1), satisfies the refinement
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Heat diffusion equation in a random medium

rules (R1) and (R2) of theorem 3.6.3. We assume that f, % € L? (0,T; S H0(D)) and

)’ dt
that the initial condition

g€ { g€ Sy (D) div (/co?g) € §-Lk+ro (D)}

for some r > 1 and k < 0 such that k + r € R satisfies inequality (3.14).
Then ¥Vt € [0,T] :

[ =P S BuslFO o+ RIFOI ooy
S Brxlu (t)H—l,k-i—r,l + R lu (t)”—l,k,HQvfm(D), (3.83)
[P uw @) | S Bk el g + O poenm, (380
[ (t) = (D 1 0 S B 1w Oy jopy + A lw O 2y g 20w ), (3.85)
where P,EN’K) denotes the orthogonal projection in the space S~VFO(D) onto the subspace
MM

Preuve: As (ﬁ (t),ap (t)) € X}SN’K) X MéN’K) is simply the solution of the discretized
mixed formulation of the stationary problem (3.54) with right-hand side f(t) — 2(¢), the
above estimates (3.83) — (3.85) follow from the regularity theorem 3.3.6 which imply that
the right-hand side f (t) — % (t) € S™H+0 ¢ € 0,77, theorem 3.6.7 and theorem 3.6.10

respectively. ]

The purpose of the next result is to prove under some assumptions, some regularity on

@ which will be needed to bound the norm in S™*0(D) of %% (+)— 4 in proposition 3.7.5.

Théoréme 3.7.3 Let us be given some r > 1 and k < 0 such that k +r € R satisfies

inequality (3.14). Let us assume that f, %, % €L? (O, T: S*Lk”’o(D)) and for the initial

condition g that

g € 87 D), div (zc<>€g) € S—LRHrO(D),
£(0) + div (/c<>$g) e S (D), and
div (/C<>V [ £(0) + div (/coﬁg)}) € S-Lk+r0( D),
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Then form=20,1,2:

CZ;— e 12 (0,T;S§1”“+T’1(D)> N C ((0,T); 8~ ++0(D)).

Preuve: We know already by theorem 3.3.6 that the thesis is true for m = 0, 1.
Let us consider the Cauchy problem : find { € W (O, T; Syt (D)) such that :

— — d? ket
O o+ (RO TF0) = (Fhow) wesrim)

¢(0) = %(0) + div (m? [f(()) +div (/C(}Vg)]) .

(3.86)
As by hypothesis 4 and 4 (4) = dtg ! belong to L? (0, T; S~H++0 (D)),
4 co(o,1);8 17’“*’”’0 (D)) and 2(0) € S~H#+70 (D). Thus ¢(0) € S~V 0 (D).
By theorem 3.3.2, C(-) € L? <0,T;SO_1”“+”’1 (D)> N C ([0,7]; S+ (D)) and :
||<||c([o,T];5—1,k+n0(D)) + ||<HL2(07T;351»’“+T’1(D))
d2
< |% 1O 5110000 -
LQ(O,T;S—I,IC-Q—?",O(D))
Let us set .
:/ C(s)ds + £(0) + div (KQ%).
0
. . < —1,k+r,1
Due to our hypothesis that f(0) + div (K(}Vg) €S, (D),
ceC ([O,T] Sk (D)) , 2(0) = £(0) + div (/co%) , (3.87)
dz
—(t)=C(t).
"0~

Integrating both sides of equation (3.86);) from 0 to ¢, we obtain :

(C(£),0) _y gm0 — (€ (0),0)_ 1k+r0+(l€<>Vz() %)
~(KOV | £(0) + div /c<>€g)} O) ko

(
= () @)
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Heat diffusion equation in a random medium

Yo e S; VYD), vt e [0,T).
By Green’s formula in the stochastic spaces SHF+mH(dviD) - G=Lk+nH (D) ([24]  (2.10) p.
611) and (3.86) ), the above equation simplifies to :

dz = = df )
— (1), KOVz(t),V = —=(7), , 3.88
<dt ) U) —1,k+7,0 i < ovzl) U) (dt( b —1k+r,0 (8.8)

—1,k+r,0

Yo e S;VMTN(D), vt e [0,T).
Comparing (3.88) and (3.87) with the Cauchy problem stated in the proof of theorem 3.3.6

shows us that z = Ccll—?.
Thus ,
d
—5 = Ce L (0.1:8, (D)) N O ([0.7): 874 (D))
[ ]
Corollaire 3.7.4 Under the hypotheses of theorem 3.7.3, and supposing also that g—ﬁ, g—é,

K=t e F (D), then :
du

dt
(this is already known to be true for u(.) by theorem 3.5.8).

€ € ([o,1]; 8 Mo 0)

Preuve: By the proof of theorem 3.7.3, z =% € C ([O,T] ;Sgl”“”’l(D)> and satisfies :

- = df dz —1k+r,1
KOV= (1), Vo) ~ (L -Z=), Yo eS;MUD),  (3.89
(coF:0).F0) = (G0-F00) wesHTD), @
vt € [0,T].
By theorem 3.7.3, % = ‘573 e C([0,7]; 8 4*0(D)) and as by hypothesis : %,‘2275 €

L?(0,T;S~V+0(D)), we have also that £ € C ([0,77;S™*+"0(D)). Thus the right-

hand side in equation (3.89) belongs to S~V 0(D), vVt € [0, T).

From equation (3.89) follows that in the weak sense

_ﬁ dz

_div (/c<>€z (t)) = = () = 2 () € SHD), Ve e 0,7, (3.90)

From the above considerations follows that & — % ¢ € ([0,7];S~"**"%(D)). This im-

plies that the mapping [0,7] — S~H9(D) : t — —div (K(}?z (t)) is a continuous
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mapping. By theorem 3.6.2, and the “closed graph theorem” follows that the mapping

t — 2z (t) = %&(t) is continuous from [0, 77 into SRR HZ (D) for all ar, > 1 — Z. ]

Proposition 3.7.5 Under the hypotheses of corollary 3.7.4 and supposing that our regu-
lar family of triangulations (7)., satisfies the refinement rules (R1) and (R2) of theorem

3.6.3, we have :
du duy, du
Sl < By |22t iy
1% © dt()‘ww e |5 0) i 0)

Vt € [0,T], where the constant hidden in < is independent of h, N, K, t.

?

—1,k,H2:w (D)

w1

—1,k+r,1

Preuve: As a consequence of our hypotheses on f, %, %, it follows that

fect([0,T];8+0(D)) . By theorem 3.7.3, % € C* ([0,T]; S~ *(D)) .

If we consider the finite dimensional stationary problem : given a linear form F}, on

MM find 7, € XM w, € MM such that -

(IC<>71<>]7h7 Jh)_Lk,O + (up, div Jh)_1,k70 =0, VYg,e X}(ZN,K),
(3.91)
(div P, v) _y o = —Fn (va), Von € M,(LN’K).

(it is clear from the proof of theorem 3.5.1, that this problem does not depend on the

particular value of k € R), and introduce the linear operator
/
Ah : (M}(LN’K)> — X}(LN’K) X M}(LNyK) : Fh — (ﬁh,Uh>

solving the preceding problem ( A, being a linear operator between finite dimensional

spaces is automatically also continuous), we see that V¢ € [0, 7] :
— - du
(7030 (0) = o B (100 - 00

Consequently,
(5n (). () € ¢ (10,71 X x M0

and Vt € [0,7] :
dpn . diy ) o (df . du
(a (1), 4o (t)) =t P (T - i)
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By theorem 3.7.3 : ,
df d*u .
—dt(-) -z (1) € C ([0,T]; S~ (D))

and thus a fortiori : ,

df d*u .

E(t) - W@ € SHMO(D),
vt € [0,T].
Thus we are allowed to apply theorem 3.6.10, wich gives us :

’ du diiy, ' du ’

— (t) — =2 (¢ — (¢
o (1) = —— () o )
du , . . . . . .
as g(t) is the solution of the exact stationary problem at the fixed time ¢ corresponding

to (3.91) with datum

du

— (¢
v i 0)

)

—1,k,H22w (D)

1]

—1,k,0 —1,k+nr1

F(v)= (%(t) — %(t),v) N Yo € STHRO(D).

(as can be seen by a similar reasoning for the exact problem as we have done for the

approximate problem). [

3.8 A priori error estimates for the semi-discrete solu-
tion

In view to compare the solution at time ¢ of the dual mixed semi-discretized problem
with the solution of the elliptic projection at time ¢, let us introduce the following quanti-
ties :

= (1) = (1) — pa(t) and Oy () = up (£) — i (1)

Subtracting equation (3.82)(;) from equation (3.36);) and equation (3.82);) from equation

(3.36)(i1), we obtain the following system in the quantities &, (¢) and 0, (t) :

(Ko=10a, (1) ,Lj’h)il’k,o + (0n (1), divgn) 140 =0, Vgu € XNE),
(3.92)

d _
mwa@%mLmﬁ+<l%ﬁﬁhm%) =0, VYo, € MM
—-1,k,0
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Morover, as we choose uy, (0) = @y, (0) as initial condition for the semi-discretized problem,

we have :

On (0) = 0. (3.93)

Choosing ¢, = €5 (t) in (3.92);) and vy = 6, (1) in (3.92) (), we obtain :

(108 (8) 1 En (1)) _y o+ (On (1), divER ()1 40 =0 (3.94)
(divEn (£) 00 (£) 1 4o + (d(“d—_t“h)(t), 0, (t)) =0 (3.95)
From equation (3.95) and (3.94), we obtain :
B 1 d . (d
(’CO O (1), n (t)>—1,k: 0" St 10n DNZ1 40 = (dt (w—un) (t),0n (t)) . (3.96)

Integrating both sides of this equation from 0 to ¢, taking into account (3.93), we obtain :

t B . ~ 1 t d ~
/ (/C<> YO8, (s), én <S))—1,k,0 ds + 5 16n (t)||2_17k70 = / (@ (u — @) (s),0n (3)> ds.
0 0 —1,k,0
(3.97)
By Cauchy-Schwarz and Young inequalities, we obtain for ¢ > 0 :
t
| o0s09.5.9) e 160 (01 1o (3.98)
d 2
/ 165 (s)]1> ko 8 + I (u— 1) () ds. (3.99)
s ~1,k,0
Due to hypothesis (3.14) and lemma 3.4.1, 3C, > 0 such that :
OER(8),En (s 10 e, ko i
K108 (), €n (s) > Ca llEn ()] (3.100)
To be able to absorb the term €2 [ |6} (s)[°, o ds in the right-hand side of inequality
(3.98) by C, fo 1€, ()7, k0 ds, term implicitely contained in the left-hand side of inequality
(3.98) due to (3.100), let us firstly prove that
16 ()]l —1k.0 S 110 ()] -1 40 (3.101)
By (3.62), there exists g, (s) € X,gN’K) such that div g, (s) = 0y (s) and
1@ ()1 10 S 10 ()11 0 - (3.102)
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Equation (3.92)(;) (with ¢ replaced by s) is valid for any ¢, € X,SN’K),

Thus we may choose ¢, = i, (s), which gives us :

(’Co_logh (3) 7(7h (8)>,1’k70 + Heh (8) |’31,k,0 =0.

This last equation implies that :

100 )P rie < K70 )]y 18 ()0

S IO 0E (5)]| oo 100 ()| 1o by (3:102).

Thus

0 (S)H_Lk,o H;C<>—1<>gh <S)||—1,k,o

N
S lén (3)”—1,k,0'

This proves (3.101). From (3.98), (3.100) and (3.101) follows the following result :

Proposition 3.8.1 Supposing that K, K®~' € Fi(D) and that k € R satisfies to hypo-
thesis (3.14), the following inequality holds :

2

d

T (u—1ap)(s) ds,

—1,k,0

t t
- 2 2
[ GG s+ 1800 S [
0 0

where €, (s) = P (s) — ?h (s) and Oy (s) =u(s) —ap(s).

Corollaire 3.8.2 Under the hypotheses of proposition 3.7.5

H
pn () — D (- + sup |lup (+) — ap (-
0= 00 omnnogt) o202 I ) = 0 Oll
du du
S Byk || (1) + h||— (t) :
dt L2(0,T;8 = Lk+r1(D)) dt L2(0,T;8 =Lk H:w (D) )
Preuve: This follows immediately from proposition 3.8.1 and proposition 3.7.5. [ ]

Applying corollary 3.8.2 in conjunction with theorem 3.7.2, we obtain the following a

priori error estimates on pj, (+) and uy, (+) (we recall all the hypotheses) :
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Théoréme 3.8.3 We suppose :
(i) that the stochastic diffusion coefficient K(-), its Wick inverse K1, and its partial

8IC

derivatives 5 - x’i all belong to F; (D) and that its generalized mean E [K] is lower bounded

by a strictly posztive constant on D;

(i) that k <0, r > 1, and that

ktr <2+ —In| -2,
2 ( KT )

(iii) that f, 4, ‘thg € L2 (0,T; S~ 0(D)) and that the initial condition g satisfies

ge So—l,k+r,1(D>, div (IC<>69> € S~LkrO( D),
f(O) + div <K<>§g) c SO_LIH_T’I(D),
div (KOV(£(0) + div (KO Vg)) ) € §~H(D);
(iv) that our regular family of triangulation (7)., satisfies the refinement rules (R1) and

(R2) stated in theorem 3.6.3 for some o, € |1 — Z 1]
Then :

Hﬁh - ? ”LQ(O,T; (Sfl,k,O(D))2> + HUh - UHL2<O7T; 8_1’k70(D))

du
S Bnx( + HuHL?([O,T}; S—Lk+r.1(D))
di L2(0,1; S=1Lk+n1(D))
du
h I — 27 ’
i (' dt L2(0,T; §—1.k.H2w (D)) i HUHLQ(QT; SLkH? (D>))

lun = ullo(po,ry; s-1m00))

du
N BNK(‘ + HuHC([O’T}; S*l’k+7"1(D)))
dt £2(0,1; S-1k+r1(D))
du
h - sQw .
* <‘ dt L2(0,T; S— 1,k,H2 aw (D)) + HUHC([QT]; S—1,k,H? (D)))
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Résumé

Dans ce travail on se propose d’établir des estimations d’erreurs a priori pour les solutions approchées d’équa-
tions d’évolution obtenues par la méthode d’éléments finis mixte duale en espace et ce pour trois types de pro-
blémes : le premier concerne le probléme de Cauchy pour I’équation de diffusion de la chaleur, le second est le
probléme de Stokes instationnaire, et le dernier concerne le probléme de Cauchy pour I’équation de diffusion de
la chaleur mais avec un coefficient de diffusion aléatoire. Pour ces trois types de problémes, il y a un certain
nombre de raisons de préférer la méthode mixte duale en espace & une méthode classique en espace ; parmi elles
la propriété fondamentale qu’est la conservation locale, et par suite globale, de certaines quantités physiques (la
quantité de mouvement, la masse, la quantité de chaleur,...). Une autre raison bien connue pour adopter la mé-
thode mixte duale en espace est qu’elle nous permet d’introduire des nouvelles variables : §'(¢) = ﬁu(t) le flux de
chaleur a I'instant t pour I’équation de diffusion de la chaleur, p'(t) = K()ﬁu(t) le flux de chaleur a ’instant t pour
I’équation de diffusion de la chaleur avec un coefficient de diffusion aléatoire KC, ¢ dénotant le produit de Wick,
o (t) = Vi(t) le tenseur gradient du champ des vitesses & I'instant t pour le probléme de Stokes instationnaire, ces
inconnues supplémentaires ayant un sens physique et une importance particuliére pour plus d’une application. Il
est donc important de disposer d’une méthode numérique donnant aussi de bonnes approximations de ces quanti-
tés. Nous montrons que ces diverses quantités appartiennent a des espaces de Sobolev ou a des espaces de Sobolev
stochastiques de fonctions dépendant du temps, & poids appropriés en espace prenant en compte les singularités
de la solution apparaissant au voisinage des sommets non-convexes. Nous décrivons ensuite des conditions de raf-
finement de maillage prés des sommets qui permettent d’obtenir une estimée d’erreur a priori optimale en espace
entre une solution de I’équation d’évolution et son approximation semi-discréte ou complétement discrétisée.

Mots-clés: MEF duale mixte, Espaces de Sobolev, Estimations d’erreur & priori, Equation de diffusion de la
chaleur, Coefficient de diffusion aléatoire, Probléme de Stokes instationnaire, Espaces de Sobolev stochastiques,
EDPS.

Abstract

This work intends to establish a priori error estimates for the approximate solutions of evolution equations
obtained by the dual mixed method of finite elements in the spatial directions for three types of problems : the first
one concerns the Cauchy problem for the heat diffusion equation ; the second is the non-stationary Stokes problem
and the last one concerns the Cauchy problem for the heat diffusion equation with a random diffusion coefficient.
For these three types of problems, there is a certain number of reasons for prefering the dual mixed method
in the spatial directions to a classical method in the spatial directions. Among these reasons, the fundamental
property is the local conservation, thus a global one, of certain physical quantities (the quantity of movement,
the mass, the quantity of heat can be mentioned). Another well-known reason for adopting the dual mixed
method in the spatial directions is the fact that this method allows us to introduce new variables : 7 (t) = Vu(t)
the heat flow at time t for the heat diffusion equation, F(t) = KOVu(t) the heat flux at time t for the heat
diffusion equation with random diffusion coefficient K, or o (t) = Vu(t) the gradient tensor of the velocity field
at time t for the non-stationary Stokes problem, these additional unknowns having a physical sense of particular
importance for more than one application. It is thus important to dispose of a numerical method which gives good
approximations of these quantities. These physical quantities will be shown to belong to Sobolev or Stochastic
Sobolev spaces of functions depending of the time variable, with appropriate weights in the spatial directions
taking into account the singularities of the solutions appearing in the neighbourhood of the non-convex vertices of
the physical domain. Appropriate refinement conditions near the reentrant corners which allow obtaining optimal
a-priori error estimates in the spatial directions between a solution of the evolution equation and the corresponding
solutions of the semi-discretized or completely dicretized problems will be described.

Keywords: Dual mixed FEM, Sobolev spaces, a priori error estimation, Heat diffusion equation, Non-Stationary
Stokes problem, Random diffusion coefficient, Stochastic Sobolev spaces, EDPS.



