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Introduction générale

Contexte et motivations de l’étude
Le récent développement des applications en ondes millimétriques a donné un regain
d’intérêt pour les antennes lentilles. Parmi celles-ci, les antennes lentilles inhomogènes
à gradient d’indice présentent de nombreuses propriétés intéressantes. La focalisation,
le comportement large bande, ainsi que la capacité à faire du multi-faisceaux confèrent
à ce type de lentille un champ d’applications diverses et variées.
D’ailleurs, de nombreux travaux ont déjà été menés sur la lentille inhomogène de Lu-
neburg et notamment sur leur analyse électromagnétique. En effet, cette analyse peut
être effectuée via des simulateurs électromagnétiques commerciaux, mais ces logiciels
sont très coûteux en ressources informatiques, ce qui limite leur utilisation.
Ainsi, deux codes de calcul analytiques ont été réalisés à l’IETR (Institut d’Electro-
nique et de Télécommunications de Rennes) par Sébastien Rondineau. Il a soutenu sa
thèse en 2002 sur la modélisation de lentilles sphériques à gradient d’indice associées
à des sources conformes.

Dans la continuité de ces travaux, la lentille HMFE ("Half Maxwell Fish Eye") a
fait l’objet d’investigations au sein de l’IETR. Cette lentille inhomogène à gradient
d’indice a rarement été étudiée auparavant. La lentille HMFE diffère de la lentille de
Luneburg par sa forme (hémisphérique et non sphérique) et sa distribution de per-
mittivité.
Un premier prototype d’antenne lentille HMFE a été réalisé et mesuré dans le cadre
du projet européen MIPA ("MEMS based Integrated Phased array Antennas"). Des
études complémentaires sur cette lentille ont conduit au dépôt d’un brevet, qui s’est
accompagné d’un financement de Rennes Métropôle pour poursuivre les recherches
sur la lentille HMFE.
Grâce à ce soutien, une étroite collaboration entre l’IETR et le "Department of Elec-
trical and Computer Engineering" de l’Université du Colorado, à Boulder aux Etats-
Unis, a été établie. Plusieurs déplacements, d’une durée totale de sept mois, ont été
effectués. C’est ainsi au sein de l’Université du Colorado que les principaux dévelop-
pements théoriques présentés dans ce manuscrit ont été réalisés.
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2 Introduction générale

Objectifs et contributions
Les travaux présentés dans cette thèse ont pour but d’approfondir les connaissances
sur la lentille HMFE. Ils s’articulent autour de trois principaux axes.

Le premier axe concerne la conception des lentilles inhomogènes et plus précisément
l’obtention et l’approximation du gradient d’indice.
Dans ce cadre, une méthode originale d’optimisation de la discrétisation de la dis-
tribution de permittivité a été développée et appliquée aux lentilles HMFE et de
Luneburg. De plus, des techniques d’estimation de la masse des lentilles à gradient
d’indice, point crucial lors de la conception des lentilles, sont proposées.

Le deuxième et principal axe de travail est le développement et la mise en œuvre d’une
méthode d’analyse électromagnétique des antennes lentilles. Cette méthode doit être
peu coûteuse en ressources informatiques, de façon à pouvoir analyser rapidement les
performances des antennes lentilles de toute taille.
Ainsi, la principale contribution de ce travail de thèse est le développement d’un outil
d’analyse d’antennes lentilles stratifiées. Le code est basé sur la décomposition du
champ électromagnétique en modes sphériques.
Par rapport aux travaux précédents, les principales innovations, toutes d’ordre numé-
rique, sont les suivantes :

– la prise en compte de sources réelles,
– la forme des lentilles : sphérique, hémisphérique ou de révolution,
– la quantification de l’interaction source-lentille,
– la possibilité de prendre en compte du métal.

L’outil développé donne accès au champ en tout point de l’espace vide de charges.
Ainsi, les caractéristiques des antennes lentilles (diagrammes de rayonnement en
champ lointain, directivité ou cartographies de champs par exemple) peuvent rapide-
ment être déduites.

Le troisième axe concerne l’analyse des performances en rayonnement des antennes
lentilles HMFE.
Grâce à l’outil de modélisation, les performances en focalisation des antennes lentilles
HMFE sont étudiées et comparées à celles de Luneburg. De plus, les performances
de la lentilles HMFE en dépointage sont quantifiées et un exemple d’antenne lentille
reconfigurable est présenté.



Introduction générale 3

Organisation du document
Ce mémoire s’articule autour de cinq parties principales.

Le premier chapitre situe les antennes lentilles inhomogènes à gradient d’indice parmi
les systèmes de focalisation à base de lentilles. De plus, un état de l’art sur les tra-
vaux théoriques et applications liés aux lentilles inhomogènes à gradient d’indice est
présenté.

Le deuxième chapitre rappelle la technique d’obtention du gradient d’indice et ex-
pose les principales méthodes pour l’approximer. Une méthode d’optimisation de la
discrétisation du gradient d’indice est proposée et détaillée. Des techniques pour esti-
mer la masse des lentilles à gradient d’indice sont également présentées.

Le troisième chapitre est consacré à l’analyse des structures sphériques et hémisphé-
riques. La technique dite de raccordement des modes ("mode matching technique"
en anglais) basée sur les fonctions d’ondes sphériques est décrite et appliquée aux
antennes lentilles de Luneburg et HMFE. Cette méthode est validée numériquement
et expérimentalement.

Le quatrième chapitre présente l’extension de la technique analytique de dévelop-
pement modal décrite au chapitre précédent. En effet, la méthode permet désormais
l’analyse numérique de structures non nécessairement sphériques ou hémisphériques.
La mise en équation et les méthodes numériques de résolution du problème sont dé-
taillées pour des structures stratifiées de forme arbitraire. La méthode est appliquée
à l’étude d’objets diffractants à symétrie de révolution, ce qui ne réduit en rien la
généralité du problème. Les résultats obtenus sont validés par comparaison à ceux des
principaux logiciels commerciaux.

Le cinquième chapitre quantifie les performances en focalisation et dépointage des
antennes lentilles HMFE. Ainsi, de nombreuses études, sur l’influence des paramètres
physiques de la lentille et des configurations d’alimentation, sont menées en appli-
quant la technique de modélisation détaillée au troisième chapitre et en utilisant un
logiciel commercial. Ces simulations sont validées par la caractérisation en bande Ka
et W de plusieurs prototypes d’antennes lentilles.
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6 Etat de l’art

Les communications sans fil connaissent un important essor depuis plusieurs an-
nées. De nombreuses applications, telles que les communications de proximité ou par
satellite, la sécurité automobile et plus largement les systèmes radar et modules de
communications émission / réception se développent.
Cette croissance s’accompagne d’un besoin en conception d’antennes dont la contrainte
principale est très souvent l’utilisation du minimum de puissance. Pour cela, une so-
lution possible est la focalisation. Elle permet de concentrer l’énergie dans une zone
donnée et accroît ainsi l’efficacité de rayonnement.
Il existe principalement trois grandes familles de structures focalisantes : les réflec-
teurs, les structures périodiques et les lentilles. Notre travail s’intéresse aux dispositifs
focalisants à base de lentilles.

L’objectif de cet état de l’art est de situer les antennes lentilles inhomogènes à gra-
dient d’indice, étudiées dans cette thèse, parmi les systèmes de focalisation à base de
lentilles, comme illustré sur la figure 1.1.
Ainsi, le principe de fonctionnement et les applications des différents types de len-
tilles sont tout d’abord présentés. L’accent est mis sur les lentilles diélectriques et,
plus particulièrement, sur les lentilles inhomogènes à gradient d’indice. La dernière
partie passe d’ailleurs en revue les études théoriques et les applications consacrées à
ce type de lentille.

A contrainte de 

propagation

LENTILLES

DIELECTRIQUES

Lentilles homogènes Lentilles inhomogènes

Antennes 

lentilles

Lentilles 

substrats

Multi 

matériaux

Gradient 

d’indice

STRUCTURES 

FOCALISANTES
Réflecteurs

Structures

périodiques

LENTILLES

A diélectrique 

artificiel

A base de 

métamatériaux

Fig. 1.1 – Les antennes lentilles inhomogènes à gradient d’indice situées parmi les
structures focalisantes.
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1.1 Les lentilles
Dans cette partie sont présentés les principes et applications de deux types de lentille :
les lentilles à contrainte de propagation et les lentilles à base de métamatériaux.

1.1.1 Lentilles à contraintes de propagation

Les lentilles à contraintes de propagation sont des structures en réseau où les éléments
rayonnants ont leur phase, et parfois leur amplitude, corrigée afin de collimater le
faisceau dans une direction donnée. Ainsi, l’onde incidente sur une face du réseau ne
suit pas nécessairement la loi de Snell-Descartes en passant à travers la lentille, mais
est contrainte de suivre les lignes de transmission.

1.1.1.1 La lentille de Rotman

Parmi les lentilles à contrainte de propagation, la lentille de Rotman [1, 2] est certai-
nement la plus connue.

Principe
En excitant un des ports d’entrée, une distribution quasi-uniforme en amplitude et
quasi-linéaire en phase est obtenue au niveau des ports de sortie comme expliqué
figure 1.2. A chaque entrée correspond un faisceau dans une direction donnée dont
la directivité dépend du nombre d’antennes connectées en sortie de la lentille. Le
balayage est alors réalisé par commutation entre les différentes voies d’entrée et il est
nécessaire d’avoir autant d’entrées que de faisceaux désirés. Un état de l’art sur la
conception et l’analyse de ce type de lentille est présenté dans [3].

Fig. 1.2 – Schéma de principe de la lentille de Rotman [4].
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Applications
Les lentilles de Rotman peuvent être réalisées en technologie microruban [5], guide
d’onde [6, 7], comme montré figure 1.3, mais également en technologie triplaque, guide
d’onde NRD et onde de surface.
Dans [6], la lentille de Rotman, (figure 1.3(b)), effectue la correction en phase grâce
aux guides d’onde et la correction en amplitude par la distance de propagation dans la
cavité et l’utilisation de Tés magiques. Les diagrammes correspondants à ce prototype
sont montrés figure 1.4. Un tel système permet d’obtenir d’excellentes performances
à 36, 8GHz à la fois en focalisation et en multifaisceaux car l’ouverture couverte est
d’environ ±20 .̊ L’inconvénient majeur de ce type de structure est son poids ainsi que
la précision de l’usinage requis.

Fig. 1.3 – Photographies de prototype de lentilles de Rotman en technologie (a)
microruban et (b) guide d’onde [6].

Fig. 1.4 – Diagramme de rayonnement en champ lointain à 36,8 GHz de la lentille de
Rotman en guide d’onde [6].

Pour obtenir un balayage de faisceau à deux dimensions, plusieurs lentilles de Rotman
peuvent être empilées. Un réseau phasé large bande à double polarisation qui rend
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possible un balayage de faisceau en azimuth et en élévation est présenté dans [8] et
montré figure 1.5. Un commutateur à diode PIN suivi d’un amplificateur faible bruit
est utilisé pour chaque étage, ce qui permet un balayage de faisceau électronique avec
un angle de vue de 49 .̊ De bonnes performances en gain et adaptation sont obtenues
sur la bande 34− 40GHz.

Fig. 1.5 – (a) Empilement de lentilles de Rotman avec la circuiterie active associée
avec (b) les diagrammes de rayonnements mesurés correspondants à 35GHz [8].

1.1.1.2 La lentille discrète

Principe
La lentille discrète a été développée, il y a une vingtaine d’années, par McGrath [9, 10].
Son fonctionnement est basée sur le principe de correction de phase de la lentille de
Rotman. Il est schématisé à la figure 1.6.

Une lentille discrète est composée de deux réseaux d’antennes interconnectés. L’élé-
ment unitaire de la lentille est une paire d’antennes connectées par une ligne à retard.
La longueur de cette ligne varie le long de la face du réseau de sorte qu’une onde plane
incidente soit focalisée en un point dans le champ proche au voisinage de l’autre face
du réseau. Les ondes planes incidentes de différentes directions sont ainsi focalisées en
différents points sur la surface focale de la lentille, où sont placées les antennes récep-
trices (appelées détecteurs) et la circuiterie pour échantillonner l’image. En d’autres
termes, cette lentille peut être vue comme un dispositif qui permet de réaliser, sur
l’arc focal, une transformée de Fourier discrète de l’onde plane incidente.
Il s’agit donc d’une lentille qui permet de faire du multifaisceaux. Elle est légère,
planaire et donc facile à réaliser en technologie imprimée.

Applications
Ce type de lentille a été récemment étudié à l’université du Colorado à Boulder. Ainsi,
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Fig. 1.6 – Schéma de principe d’une lentille discrète composée de deux réseaux d’an-
tennes interconnectées [11].

dans [11, 12], un réseau à double polarisation fonctionnant à 10 GHz permettant de
faire du multifaisceau est présenté. Le prototype et les performances obtenues sont
présentées figures 1.7 et 1.8.
Une lentille discrète, montrée figure 1.9, composée d’un réseau de 952 éléments, est

Fig. 1.7 – (a) Photographie d’une face du réseau de 45 éléments fonctionnant à 10 GHz
montrant les antennes imprimées avec les lignes d’alimentation à double polarisation
et (b) schéma de l’antenne élémentaire du réseau [11].

présentée dans [13]. Cette lentille est l’élément de base d’un réseau de stations ter-
restres destinées à accroître les transferts de données vers les satellites basses orbites.
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Fig. 1.8 – Diagrammes de rayonnement en champ lointain à 10 GHz : (a) calculé (en
pointillés) et mesuré (en continu) pour un faisceau dépointant à −45˚et (b) normalisés
et mesurés pour différents récepteurs (ou émetteurs) positionnés le long de l’arc focal
à −45 ,̊ −30 ,̊ −15 ,̊ 0 ,̊ 15 ,̊ 30˚et 45˚[11].

Fig. 1.9 – Photographies de la lentille discrète composée de 952 éléments sur chaque
face du réseau : (a) le réseau à polarisation circulaire droite côté non alimenté, (b) le
réseau de 32 détecteurs linéairement polarisés et son circuit de commutation et (c) le
réseau de détecteurs et le réseau côté alimentation [13].



12 Etat de l’art

1.1.2 Lentilles à base de métamatériaux

Un nouveau type de lentilles, dites parfaites [14], émerge actuellement. Pour une fré-
quence donnée, leur indice de réfraction est de −1. Le secret de telles lentilles est
que leur permittivité diélectrique relative εr et leur perméabilité magnétique relative
µr sont toutes deux égales à −1 pour au moins une fréquence. Ces propriétés font
que l’indice de réfraction est aussi de −1, (figure 1.10). Dans ce cas, son impédance,
Z =

√
(µrµ0)/(εrε0), est égale à celle du vide et un tel matériau est toujours adapté

à l’air.
Il est montré qu’avec ce type de lentille, toute l’énergie, provenant des ondes propa-
gatives comme des ondes évanescentes, contribue à la focalisation. Ainsi, exceptées
les limitations pratiques d’ouverture et de perfection de surface de la lentille, il n’y a
pas d’obstacle physique à la reconstruction parfaite de l’image, d’où le nom de lentille
parfaite. D’un point de vue pratique, les matériaux les plus appropriés pour réaliser
de telles lentilles aux fréquences optiques sont l’argent, l’or et le cuivre, (figure 1.11).

Fig. 1.10 – Schéma de principe de la lentille parfaite à indice de réfraction négatif
(n = −1). Les angles de réfraction sont inversés c’est à dire négatif par rapport à la
normale [14].

Fig. 1.11 – Lentille à base de métamatériaux. (a) Vue en coupe de la lentille. Un
potentiel quasi-électrostatique dans le plan objet est reflété par l’action de la lentille en
argent. (b) Champ électrostatique au niveau du plan objet. (c) Champ électrostatique
au niveau du plan image avec et sans lentille en argent. La reconstruction serait
parfaite si l’absorption dans l’argent était nulle [14].
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1.2 Les lentilles diélectriques
Les dispositifs de focalisation utilisant une lentille diélectrique (figure 1.1) sont main-
tenant présentés.

Les antennes lentilles diélectriques sont composées d’une source d’excitation primaire
(imprimée ou guidée) associée à un système de focalisation : une lentille diélectrique.
Le principe de fonctionnement de ces lentilles est voisin des dispositifs de focalisation
en optique. La lentille permet d’augmenter la directivité de la source primaire ou, de
manière plus générale, de changer la forme de son rayonnement.
Les lentilles diélectriques utilisées sont soit homogènes, soit inhomogènes.

1.2.1 Lentilles homogènes

Les principes de conception des antennes lentilles homogènes sont basés sur les lois
de l’optique (lois de Snell-Descartes, conservation de la puissance au sein d’un tube
de rayon, longueur des trajets optiques) dont une synthèse a été rédigée par Lee [15].

Parmi ces lentilles homogènes, nous distinguons :
– les antennes lentilles pour lesquelles la lentille est séparée de la source primaire,
– les lentilles substrats, encore appelées lentilles intégrées, où la lentille est direc-

tement en contact avec la source.

1.2.1.1 Les antennes lentilles

La lentille constante K
La lentille constante K est une sphère diélectrique homogène de permittivité notée K.
Elle a été brevetée en 1963 par la société Emerson & Cuming, Canton, Massachussetts,
[16].
Pour déterminer la constante K, il faut minimiser les aberrations (erreurs de phase)
entre un rayon quelconque et celui passant par le centre de la sphère. D’après les
paramètres géométriques donnés figure 1.12, nous calculons cette aberration : ∆ =
n · AD − (n · AB + BC) où n =

√
K. Après normalisation, il vient :

∆/λ0

D/λ0

= 2nsin2 θ

2
− sin2θ et

y

D
=

1

2
sin(2θ). (1.1)

En outre, les réflexions internes sont totales lorsque :

sinθ ≥ 1

n
=

1√
K

. (1.2)

Ces limitations sont reportées figure 1.13(a). Nous remarquons que le meilleur compro-
mis en terme de constante diélectrique est K=3,5. En effet, pour ce cas, l’aberration
maximale est de seulement ± 0,004 D/λ0 pour une ouverture disponible réduite de
10 %.
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Fig. 1.12 – (a) Tracé de rayons au sein d’une lentille constante K. (b) Définition des
paramètres géométriques caractérisant la lentille constante K [16].

Fig. 1.13 – (a) Aberration normalisée de lentilles diélectriques de constante K pour
une source à la surface de la lentille. (b) Evolution de la distance focale R′ en fonction
de la constante diélectrique K [16].
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Exemples d’applications
Les antennes lentilles homogènes peuvent être utilisées pour :

• Les radars d’assistance à la conduite automobile dans la bande 76−77GHz. L’équipe
du professeur G.M. Rebeiz de l’université du Michigan a proposé deux types d’an-
tenne lentille pour cette application. Dans [17], une couronne de "Tapered Slot An-
tennas" (TSA) illumine une lentille en téflon de diamètre 5 cm, (figure 1.14(a)), ce
qui permet de couvrir un secteur angulaire de 180˚ avec 33 faisceaux d’ouverture
5,5 ,̊ (figure 1.14(b)). Une structure plus compacte a été également développée [18].
Elle utilise une lentille hémisphérique et un plan réflecteur. Le schéma de principe
est représenté figure 1.15(a), le prototype fabriqué figure 1.15(b) et les diagrammes
mesurés figure 1.15(c).

Fig. 1.14 – (a) Couronne de "Tapered Slot Antennas" illuminant une lentille sphérique
en téflon. (b) Diagrammmes de rayonnement correspondant mesurés dans le plan E à
77GHz montrant les 33 faisceaux avec un recouvrement à -3,5 dB [17].

Fig. 1.15 – Antenne lentille hémisphérique multifaisceaux avec (a) le principe de
fonctionnement (b) le prototype (c) les diagrammes de rayonnement mesurés à 77GHz
[18].
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• Le suivi de satellites défilant en orbite basse. Une lentille homogène en mousse as-
sociée à un cornet est proposée dans [19, 20] pour cette application. Pour améliorer
les performances de l’antenne lentille, un insert diélectrique est placé dans la source
primaire pour corriger les aberrations de la lentille. Une photographie du prototype
est montrée sur la figure 1.16.

Fig. 1.16 – (a) Antenne lentille en technologie mousse. (b) Source primaire associée :
cornet à insert diélectrique flottant [20].

1.2.1.2 Les lentilles substrats

Principe
En millimétrique, les substrats d’antennes deviennent guidants ce qui génère des ondes
de surfaces néfastes pour certaines applications. Pour réduire ce phénomène, une so-
lution consiste à imprimer les sources sur un substrat d’épaisseur infinie. Dans ce cas,
les modes de substrat ne sont plus excités et le rayonnement se fait principalement
dans le diélectrique.
Ce substrat d’épaisseur infinie peut être simulé en fabriquant les antennes sur la face
plane d’un hémisphère diélectrique, (figure 1.17(a)). D’où le nom de lentille substrat.
Comme tous les rayons arrivent en incidence normale sur la face sphérique de la len-
tille aucun piégeage n’est possible, empêchant ainsi l’apparition des ondes de surface.

Avec une telle configuration, il est possible d’intégrer des circuits hyperfréquences
à l’arrière de la lentille, d’où le terme aussi utilisé d’antennes lentilles intégrées. La
lentille est, en effet, en contact direct avec la source qui est très souvent imprimée.

En pratique, les lentilles utilisées ont généralement une forme hémisphérique, ellip-
tique, hyperhémisphérique ou hémisphérique étendue, (figure 1.17).

Applications
Les applications des lentilles substrats sont nombreuses : systèmes de communica-
tions sans fil à 30GHz [22, 23], au voisinage de 44GHz [24] et 60GHz [25], radars
d’assistance à la conduite automobile [26]. Un état de l’art plus complet sur ce type
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Fig. 1.17 – Configurations usuelles des lentilles substrats d’indice n =
√

εr [21]. (a)
Hémisphère. (b) Ellipse. (c) Hyperhémisphère. (d) Hémisphère étendu.

de lentilles, et notamment leurs applications effectives et envisagées, est reporté au
chapitre 1 des thèses [27, 28] ainsi que dans [29, 30].

Certaines applications nécessitent des diagrammes de rayonnement que les lentilles
de forme canonique, montrées figure 1.17, ne peuvent pas réaliser. Pour cela, il est
possible de concevoir des antennes dont la forme de la lentille est choisie pour satis-
faire un diagramme de rayonnement donné.

Dans ce domaine, des travaux majeurs ont été effectués par l’IST à Lisbonne [24, 25,
31]. L’équipe de C. Fernandes a ainsi synthétisé des lentilles (simple couche, double
couche et dôme diélectrique) répondant à un cahier des charges précis. Un exemple
de réalisation est montré figure 1.18.

Fig. 1.18 – (a) Antenne lentille pour station de base (pièce carrée) avec les diagrammes
de rayonnement théoriques et mesurés correspondant à 62,5 GHz [31].

Des structures de même type ont été étudiées à l’IETR par B. Barès [27] et G. Godi
[28]. Les lentilles synthétisées ne sont plus nécessairement de révolution comme cela
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était le cas auparavant. Cette avancée a permis de concevoir des antennes qui ré-
pondent à des spécifications en rayonnement encore plus complexes et variées.
Un exemple de prototype réalisé, permettant d’obtenir un diagramme de rayonnement
sectoriel, est montré figure 1.19.

Fig. 1.19 – (a) Vue générale et (b) vue arrière du prototype de l’antenne lentille. (c)
Comparaison entre la simulation et la mesure du prototype à 28GHz [32].

1.2.2 Lentilles inhomogènes

Sous la dénomination "lentilles inhomogènes", nous distinguons (figure 1.1) les len-
tilles :

– artificielles,
– à multi-matériaux (de Fresnel) et
– à gradient d’indice.

En effet, ces trois types de lentilles n’ont pas le même principe de fonctionnement.
Par ailleurs, la terminologie d’antenne lentille inhomogène est généralement utilisée
car la source est, le plus souvent, séparée de la lentille.

1.2.2.1 Les lentilles à diélectrique artificiel

Principe
Les lentilles à diélectrique artificiel sont constituées d’un empilement de plaques mé-
talliques formant un réseau de guides d’onde. Elles ont été introduites par Kock [33]
et Ruze [34] dans les années 50.

La conception de ces lentilles se base sur la distance d entre les plaques et les profils
de ces plaques, (figure 1.20(b)). Sur la figure 1.20(a), des lentilles à deux profils, pour
obtenir une focalisation dans les deux plans, sont montrées.
La distance d entre les plaques est choisie de façon à ne laisser passer que le mode

TE1. Ainsi, la fréquence d’utilisation f est telle que fc(TE1) < f < fc(TE2), ce qui
entraîne λ0/(2

√
εr) < d < λ0/(

√
εr).
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Fig. 1.20 – (a) Vue de principe tri-dimensionnelle d’une lentille à diélectrique artificiel
convergente dans les plans E et H. (b) Vue de principe d’une lentille à un seul point
focal avec un indice de réfraction constant et une face plane. (c) Equivalence de profil
entre les lentilles diélectriques et les lentilles à diélectrique artificiel [36, 37].

Ainsi, l’indice de réfraction équivalent n =

√
1−

(
λ0

2d
√

εr

)2

est inférieur à l’unité, d’où

le terme de diélectrique artificiel. Contrairement aux lentilles diélectriques, la vitesse
de phase est donc plus élevée dans le guide que dans l’air. Pour avoir un effet de foca-
lisation, la largeur de la lentille est plus importante sur les bords qu’au centre. Sur la
figure 1.20(c), la dualité entre les lentilles diélectriques et à diélectrique artificiel est
représentée.

Applications
Des travaux sur ce type de lentilles sont menés depuis plusieurs années par le LEST
à Brest [35, 37]. L’application visée est le radar d’aide à la conduite dont la fréquence
de fonctionnement est de 76− 77GHz.
Une solution technologique à bas coût est employée pour réaliser les lentilles. De
la mousse est utilisée comme support diélectrique. Un pressage à chaud permet de
contrôler son épaisseur. Le collage de feuillards de cuivre sur la mousse permet la
métallisation de ses faces. Les motifs en cuivre sont alors gravés par une technologie
classique imprimée.
Un exemple de mesure à 76GHz d’une lentille à diélectrique artificiel ainsi fabriquée
et alimentée par un cornet en mousse est reporté figure 1.21.

1.2.2.2 Les lentilles à multi matériaux (à zones de Fresnel)

Les lentilles à zones de Fresnel focalisent l’énergie en utilisant les phénomènes d’in-
terférences et de diffraction qui apparaissent lors de la traversée d’un plan percé ou
de fentes comme représenté figure 1.22.
Les plus simples sont constituées d’une alternance d’anneaux concentriques transpa-
rents et opaques [38]. Les rendements de ces lentilles sont en général très faibles, de
l’ordre de 10 à 15 %, car la moitié de l’énergie n’est pas utilisée dans la focalisation,
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Fig. 1.21 – (a) Lentille artificielle avec sa source primaire (cornet) avec (b) les dia-
grammes de rayonnement correspondants mesurés dans le plan E à 76GHz [36].

car réfléchie ou absorbée par les zones opaques, et la transformation de phase du front
d’onde sphérique vers le plan est discontinue.

Fig. 1.22 – (a) Illustration du principe de fonctionnement de la lentille de Fresnel via
le tracé de rayons. (b) Différence de profil entre une lentille classique et une lentille
zonée. (c) Lentille à zones de Fresnel avec une zone centrée opaque [37].

Afin d’améliorer le transfert en énergie, [39, 40, 41] proposent d’ajouter des correc-
teurs de phase en jouant sur le profil de la lentille, comme montré figure 1.23(a,b,c),
ou en insérant du diélectrique, figure 1.23(d). Le rendement de telles lentilles peut
alors atteindre les 50%.
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Fig. 1.23 – Différentes configurations de lentille de Fresnel : lentille rainurée (a) à
plaque à inversion de phase, (b) à plaque quart d’onde, (c) de Fresnel et (d) lentille
plane de Fresnel quart d’onde [39, 41].

1.2.2.3 Les lentilles à gradient d’indice

La focalisation peut être effectuée en utilisant des lentilles inhomogènes sphériques
ou hémisphériques à gradient d’indice. Au sein de ces lentilles, l’indice de réfraction
varie radialement selon une loi.
Les distributions d’indice n les plus connues, tracées figure 1.24, sont :

n(r) =
√

2− r2 Luneburg[42, 43, 45],
n(r) = r Eaton[45, 47],

n(r) =

√
2

r
− 1 Eaton-Lippmann[43, 45],

n(r) =
2

1 + r2
Maxwell fish-eye[43, 46].
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Fig. 1.24 – Distribution de l’indice de réfraction le long du rayon normalisé de la len-
tille pour le cas : Maxwell fish-eye (−), Eaton (¤), Eaton-Lippman (©) et Luneburg
(>).
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Toutes ces distributions peuvent également être utilisées dans un espace bi-dimensionnel.
Les lentilles sont alors cylindriques ou hémicylindriques.

Principe
Pour comprendre le principe de fonctionnement de ces lentilles, il est intéressant de
regarder les tracés de rayons au sein des lentilles de Luneburg, Maxwell fish-eye, half
Maxwell fish-eye et Eaton sur la figure 1.25.

Fig. 1.25 – Tracé de rayons au sein d’une lentille (a) de Luneburg, (b) Maxwell
fish-eye, (c) half Maxwell fish-eye et (d) Eaton-Lippmann [43].

• La lentille Eaton-Lippmann se comporte comme un miroir car les points objets et
images sont confondus. C’est un réflecteur omnidirectionnel (figure 1.25(d)).

• La lentille Maxwell Fish-Eye (œil de poisson de Maxwell), notée MFE par la suite, a
des points objets et images conjugués qui sont diamétralement opposés sur la surface
de la lentille, (figure 1.25(b)).
Par symétrie, le plan médian de la lentille est équiphase et les vecteurs d’onde sont,
sur ce plan, parallèles à l’axe optique, (figure 1.25(c)). En d’autres termes, un point
source placé sur un des points focaux produit, sur le plan médian, une onde locale-
ment plane.
Par conséquent, un point source placé sur le point focal d’une demi boule de même
distribution génère en champ lointain un diagramme de rayonnement directif. Cette
lentille est appelée Half Maxwell Fish-Eye (demi œil de poisson de Maxwell) et est
notée HMFE par la suite.

• La lentille de Luneburg a une distribution d’indice telle que chaque point de sa
surface est un point focal (figure 1.25(a)).

Les deux lentilles qui présentent les propriétés de focalisation les plus intéressantes
sont donc les lentilles de Luneburg et HMFE.

La figure 1.26 illustre la focalisation à travers ces lentilles. Au point focal des lentilles
de Luneburg et HMFE, l’onde sphérique créée par le dipôle de Hertz se "transforme"
progressivement pour donner une onde plane du côté opposé de la lentille.
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Cette propriété est montrée, d’une autre manière, par les diagrammes de rayonnement
en champ lointain, reportés à la figure 1.27. De façon générale, pour les lentilles de
Luneburg et HMFE, plus la taille électrique de la lentille est grande, meilleure est la
focalisation.

Fig. 1.26 – Distribution du champ électrique au voisinage (a) d’une lentille de Lu-
neburg et (b) half Maxwell fish-eye en (α) plan E et (β) plan H. Les lentilles ont un
diamètre de 10 λ et sont excitées par un dipôle de Hertz [44].

La description des lentilles de Luneburg et HMFE n’est pas plus développée ici, car elle
fait l’objet d’une étude détaillée dans la partie suivante, ainsi que dans les prochains
chapitres.
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Fig. 1.27 – Diagrammes de rayonnement (a) d’une lentille sphérique de Luneburg et
(b) d’une lentille half Maxwell fish-eye alimentées par un dipôle de Hertz. Du haut
vers le bas, les diamètres des lentilles sont respectivement de 4 λ0, 7 λ0 et 10 λ0 [44].
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1.3 Les lentilles diélectriques inhomogènes à gradient
d’indice

Cette partie s’intéresse aux lentilles diélectriques inhomogènes à gradient d’indice de
Luneburg et HMFE.

La lentille de Luneburg a déjà fait l’objet d’une quantité importante d’études théo-
riques. De plus, elle est utilisée dans de nombreuses applications, comme nous allons
le voir maintenant.
La lentille HMFE, qui est beaucoup moins connue, est rarement rapportée dans la
littérature. Elle est étudiée dans les chapitres suivants.

1.3.1 Résultats théoriques sur les lentilles de Luneburg

De nombreux travaux théoriques ont été menés sur les lentilles de Luneburg ces der-
nières années.
Ainsi, leurs performances (en directivité et rendement d’ouverture notamment) en
fonction des paramètres de la lentille (nombre de coquilles, diamètre de la lentille,
gaps d’air...) ont été largement étudiées. Des solutions pour les améliorer ont égale-
ment été proposées. Par ailleurs, la lentille de Luneburg utilisée en réflecteur présente
d’intéressantes propriétés, qui ont été exhaustivement rapportées dans la littérature.

Dans cette partie sont présentées les publications jugées les plus pertinentes sur ces
thèmes.

1.3.1.1 Etude des performances en rayonnement

Les techniques d’approximation du gradient d’indice sont au cœur du chapitre sui-
vant, mais la technique des coquilles nécessite d’être introduite dès maintenant pour
comprendre les études qui suivent.
Pour approcher le gradient d’indice de lentilles, il est possible d’assembler un nombre
fini de coquilles homogènes concentriques. Une lentille ainsi fabriquée peut être appe-
lée lentille stratifiée.

• Dans [48], Kim s’intéresse tout d’abord aux performances des lentilles de Lune-
burg stratifiées en fonction du nombre de coquilles.
Logiquement, en augmentant le nombre de coquilles, la lentille stratifiée se rapproche
de la lentille idéale et ses performances s’améliorent comme montré figure 1.28. Cepen-
dant une sorte d’effet de seuil apparaît, car au delà de 15-20 coquilles l’amélioration
des performances n’est plus vraiment significative.
Les diagrammes de rayonnement d’une lentille de diamètre 60 λ0 sont montrés fi-
gure 1.29. Il ressort que les lobes secondaires de la lentille à 5 coquilles augmentent
dès 4◦, ceux de celle à 10 coquilles à 12◦. Enfin, ils deviennent similaires pour les trois
lentilles à partir de 32◦.



26 Etat de l’art

Fig. 1.28 – Gain et efficacité d’ouverture (a) en fonction du nombre de coquilles d’une
lentille de Luneburg de diamètre 60 λ0 et (b) en fonction du diamètre de la lentille
pour 10 coquilles [48].

Fig. 1.29 – Diagramme de rayonnement d’une lentille de Luneburg de diamètre 60 λ0

avec différents nombre de coquilles [48].

Par ailleurs, le problème inhérent à la fabrication de lentilles stratifiées est l’apparition
de gaps d’air entre les coquilles. La dégradation des performances, entraînée par la
présence de ces espaces d’air entre chaque coquille, est étudiée dans [48].
Ainsi, l’influence de la taille des gaps d’air sur les performances (gain et efficacité
d’ouverture) d’une lentille de Luneburg de diamètre 60 λ0, pour un nombre différent
de coquilles, est montrée figure 1.30. Il apparaît que les gaps d’air détériorent rapide-
ment et de façon importante les performances de l’antenne lentille.
Logiquement, plus le nombre de coquilles est important, plus la dégradation des per-
formances est rapide. Ainsi, si les gaps d’air sont supérieurs à 0,3 λ0, une lentille à 10
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Fig. 1.30 – Influence des gaps d’air sur (a) le gain et (b) l’efficacité d’ouverture d’une
lentille de Luneburg de diamètre 60 λ0 à 5, 10 et 20 coquilles [48].

coquilles offre de meilleures performances qu’une lentille à 20 coquilles.

• Ingerson s’est également penché, dans [49, 50], sur la relation entre le nombre de
coquilles et l’efficacité d’ouverture, ainsi que sur les effets négatifs des gaps d’air entre
les couches sur le gain de l’antenne lentille stratifiée.
Pour cela, il étudie les niveaux de perte d’une lentille de Luneburg en fonction de son
rayon et de son nombre de coquilles. Il apparaît que l’utilisation de coquilles d’épais-
seur 1 λ0 entraîne des pertes inférieures à 0,2 dB, tandis qu’une épaisseur de 2 λ0

cause environ 1 dB de pertes. Pour éviter l’apparition de phénomènes de résonance
consommant de l’énergie au sein même des coquilles, l’épaisseur de celles-ci ne doit
pas dépasser 1 λ0. Compte tenu des tolérances de fabrication, cela rend possible la
réalisation de lentilles pouvant fonctionner jusqu’à 200 GHz.
L’influence des gaps d’air sur les performances des lentilles discrètes de Luneburg est
reportée figures 1.31 et 1.32. Il ressort à nouveau que les performances des lentilles se
dégradent d’autant plus rapidement que le nombre de coquilles est important. Ainsi,
pour une lentille à 35 coquilles de diamètre 70 λ0, des gaps d’air de 0,15 % du rayon
de la lentille provoquent jusqu’à 4 dB de pertes sur le gain. Cela correspond, pour
une lentille de rayon 152,4 mm, à des gaps d’air de 0,23 mm.

Il ressort de ces études sur les lentilles stratifiées qu’un compromis entre le nombre
de coquilles et les performances de l’antenne lentille est à trouver. En effet, théori-
quement, plus la lentille est fortement discrétisée, meilleures sont ses performances.
Mais en pratique, ces performances sont dégradées par la présence de gaps d’air dont
le nombre augmente avec le nombre de coquilles.
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Fig. 1.31 – Influence des gaps d’air sur la directivité, l’ouverture à mi-puissance et
les niveaux des lobes secondaires d’une lentille plate de Luneburg discrète [49].

Fig. 1.32 – Influence des gaps d’air sur l’efficacité d’une lentille discrète de Luneburg
de diamètre 70 λ0 avec (a) et sans (b) défocalisation [49].
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1.3.1.2 Amélioration des performances en rayonnement

Deux publications originales, visant à améliorer les performances en rayonnement de
l’antenne lentille, sont maintenant présentées en détails.

• Le professeur Rahmat-Samii et son équipe de l’université de Californie à Los An-
geles ont cherché à concevoir une antenne lentille de Luneburg en utilisant le plus petit
nombre de coquilles, tout en conservant un gain et des niveaux de lobes secondaires
acceptables.
Pour cela, dans [51], il propose de synthétiser des antennes lentilles non uniformes,
où la permittivité εi et l’épaisseur ti de chaque coquille est optimisée. En effet, un
algorithme génétique [52, 53] est utilisé pour contrôler le gain ainsi que les niveaux
des lobes secondaires.
La géométrie de l’antenne lentille et la procédure menée sont schématisées figure 1.33.

Fig. 1.33 – Algorithme génétique intégré avec une solution modale des équations de
Maxwell pour synthétiser des lentilles non uniformes [51].

La source utilisée est un réseau de quatre dipôles formant une antenne appelée "end-
fire". Cette technique a pour avantage de modéliser un cornet de façon peu coûteuse
en temps de calcul. L’analyse électromagnétique utilise les fonctions de Green dya-
diques appliquées aux géométries multi-couches sphériques.
La fonction de coût F prend en compte le gain maximum G0, le diagramme en gain
de l’antenne lentille G(θ) et l’enveloppe des lobes secondaires f(θ) :

F (εr1, t1, . . . , εrm, tm) = α ·G0 + β ·min [f(θ)−G(θ)]lobes secondaires . (1.3)

Les coefficients α et β servent à pondérer la fonction de coût selon l’importance à
accorder au gain maximum ou aux niveaux des lobes secondaires. La fonction f des
lobes secondaires a la forme suivante :

f(θ) = 12− 38log(θ◦/5,8◦) [dB] . (1.4)
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Le diamètre de la lentille considéré est 30 λ0. Les caractéristiques des lentilles uni-
formes et optimisées pour (α = 1, β = 0) et (α = 1, β =0,5) sont données figure 1.34.

Fig. 1.34 – Paramètres (permittivité εri et épaisseur ti) des lentilles de Luneburg à 5
coquilles, uniforme et optimisées avec (α = 1, β = 0) et (α = 1, β =0,5).

Les diagrammes de rayonnement en champ lointain d’une lentille uniforme et op-
timisée pour le cas où la directivité est privilégiée (α = 1, β = 0) sont comparés
figure 1.35(a). Il ressort que l’optimisation permet d’augmenter la directivité de 1 dB
tout en abaissant les lobes secondaires de 6,5 dB. D’autres comparaisons menées avec
un nombre de coquilles différent montrent l’intérêt de la méthode proposée. De plus,
l’influence des coefficients α et β est mise en évidence à la figure 1.35(b), où l’on ob-
serve que leur application simultanée dans la fonction de coût conduit aux meilleurs
diagrammes.

(a) (b)

Fig. 1.35 – Diagrammes en gain de lentilles de Luneburg à 5 coquilles de diamètre
30 λ0 : (a) uniforme et optimisée (α = 1, β = 0) et (b) optimisées pour différentes
valeurs de α et β [51].
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Pour résumer, il est montré dans ce papier que la synthèse d’antennes lentilles optimi-
sées non uniformes permet d’améliorer les performances en rayonnement (directivité
et niveau des lobes secondaires) par rapport aux lentilles uniformes.

• J. Sanford et Z. Sipus proposent d’illuminer les lentilles de Luneburg et constante
K par un réseau de sources pour diminuer les lobes secondaires [55]. La source élé-
mentaire, un cornet corrugé circulaire, est d’abord étudiée.
Son avantage est de présenter un centre de phase stable et des lobes secondaires bas.
L’influence de l’ouverture du cornet sur les diagrammes de rayonnement des antennes
lentilles est reportée figure 1.36. Il apparaît que les niveaux des lobes secondaires di-
minuent quand l’ouverture du cornet augmente. L’encombrement lors de la mise en
réseau impose toutefois une limitation quant au diamètre de l’élément rayonnant.

Fig. 1.36 – Diagrammes de rayonnement en champ lointain de lentilles de Luneburg
(a) et constante K (b) de diamètre 15 λ0 illuminées par un point source et des cornets
circulaires corrugés d’ouverture 0,5 λ0, 1 λ0 et 1,5 λ0 [55].

Les cornets sont ensuite mis en réseau comme représenté figure 1.37. L’amplitude et
la phase de chaque élément est optimisée de façon à obtenir les lobes secondaires les
plus bas possibles. Une baisse significative du niveau des lobes secondaires, montrée
figure 1.38, est obtenue pour un réseau de sept sources illuminant des lentilles de
diamètre 15 λ0.

Il est possible d’améliorer les performances des antennes lentilles inhomogènes de
façon non négligeable en jouant sur les caractéristiques de la lentille (épaisseurs et
permittivités des coquilles) et celles de la source.
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Fig. 1.37 – (a) Réseau de sources alimentant une lentille de Luneburg avec (b) le
réseau seul [55].

Fig. 1.38 – Diagrammes de rayonnement en champ lointain de lentilles de Luneburg
(a) et constante K (b) de diamètre 15 λ0 illuminées par une source et un réseau de
sources [55].
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1.3.1.3 Etude des performances de la lentille réflecteur

En plaçant une calotte métallique sphérique sur une partie de la lentille, comme mon-
tré figure 1.39, l’énergie reçue est renvoyée dans la direction d’incidence. La lentille
de Luneburg ainsi utilisée est un parfait réflecteur passif.
Divers travaux théoriques menés sur la lentille réflecteur (limitations pour la calibra-
tion radar, étude de réflectivité, méthodes de modélisation) sont présentés.

Fig. 1.39 – Réflecteur passif constitué d’une lentille de Luneburg associée à une calotte
métallique.

• La lentille réflecteur peut être utilisée pour la calibration des radars, comme sché-
matisé à la figure 1.40(a). Dans [56], sont mises en évidence les limitations de cette
technique de calibration : l’angle de séparation entre l’émetteur et le récepteur, l’angle
bi-statique, doit être faible par rapport à l’ouverture à mi-puissance du champ rétro-
diffusé par le réflecteur de Luneburg. Si ce n’est pas le cas, des erreurs de plusieurs
décibels peuvent apparaître.
Une approximation de l’angle d’ouverture à mi-puissance du champ rétro-diffusé,
θ−3dB, lorsque la moitié de la surface de la lentille est couverte par une calotte métal-
lique, est proposée par [56] :

θ−3dB =
29,2̊
a/λ0

, (1.5)

où a est le rayon de la lentille de Luneburg. Cette formule est validée par comparaison
avec la mesure sur la figure 1.40(b).

• Une étude de la réflectivité de réflecteurs à lentilles sphériques est menée dans [57].
L’analyse est effectuée par la méthode de régularisation basée sur les séries de Mie,
ce qui permet de considérer toute taille de lentille.
Dans un premier temps, la distribution du champ dans la zone focale pour différentes
tailles et permittivités de lentilles est étudiée (figure 1.41(a)). Au maximum d’inten-
sité, l’allure du champ dans un plan transverse est relevée, (figure 1.41(b)), ce qui
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Fig. 1.40 – (a) Schéma de principe de la calibration bi-statique d’un radar à l’aide
d’un réflecteur de Luneburg. (b) Ouverture à mi-puissance du champ rediffusé par le
réflecteur de Luneburg : comparaison entre la formule (1.5) (—) et la mesure (· · · )
[56].

permet de déduire les tailles des réflecteurs à utiliser. Enfin, les Surfaces Equivalentes
Radar (SER) de lentilles de Luneburg sont comparées à celles d’une lentille homogène
de permittivité 3,7 pour différentes tailles électriques de lentilles (figure 1.42). Il ap-
paraît que les valeurs de SER sont plus élevées et la dépendance spectrale est moindre
pour la lentille homogène, montrant ainsi l’intérêt d’un tel réflecteur.

Fig. 1.41 – (a) Distribution de la densité d’énergie électromagnétique le long de l’axe
optique d’une lentille sphérique homogène (εr =2,1) pour 2r1/λ0 = 20 (·−), 50 (−−),
100 (· · · ) et 200 (—). (b) Allure de la tâche focale dans les plans E et H d’une lentille
sphérique homogène (εr =3,7) pour 2r1/λ0 = 10 (−−), 50 (· · · ) et 200 (—) [57].
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Fig. 1.42 – (a) Schéma d’une onde plane incidente sur une lentille sphérique avec une
calotte métallique. (b) Analyse comparative de la dépendance spectrale de réflecteurs
(θ0 = 60 )̊ basés sur une lentille sphérique homogène (εr =3,7)(—), une lentille de
Luneburg à 3 (−−) et 5 (· · · ) coquilles [57].

• Les japonais de l’université de Gunma se sont également intéressés à la réflectivité
du réflecteur de Luneburg [58, 59, 60, 61]. Une de leurs études [58] consiste à modéliser
le champ proche de la lentille en utilisant une décomposition modale et la méthode
de raccordement des points ("Point Matching Method" en anglais) pour prendre en
compte le métal.
La théorie est confrontée avec la simulation pour le cas d’une lentille de Luneburg à 6
coquilles et de taille électrique 15,2 λ0. L’onde provenant du cornet arrive en incidence
normale sur la lentille dont la moitié de la surface est couverte de métal. Le détecteur
est un monopôle λ0/4 et la mesure est effectuée à 10 GHz.
Le schéma de principe du dispositif et la comparaison entre la mesure et la théorie
sont montrés figure 1.43 (a) et (b) respectivement.

Fig. 1.43 – (a) Schéma de principe de la mesure de réflectométrie. (b) Comparaison
entre la théorie et la mesure de la réflectométrie du réflecteur de Luneburg [58].



36 Etat de l’art

• J. Sanford a aussi modélisé les réflecteurs sphériques passifs [62, 63]. La méthode
d’analyse présentée nécessite deux étapes.
Tout d’abord, la diffraction d’une onde plane par une lentille sphérique stratifiée et
sans métal est effectuée en utilisant la décomposition sur les fonctions d’onde sphé-
riques. Ensuite, la calotte métallique est prise en compte en utilisant le principe d’équi-
valence de Love pour remplacer la surface conductrice par ses courants équivalents.
De bons accords entre la théorie et la mesure à 10 GHz sont obtenus avec une lentille
sphérique de diamètre 30 cm.

• Dans [64] sont analysés des réflecteurs de Luneburg à l’aide d’une méthode nu-
mérique rigoureuse ("full wave"). Le code utilisé est basé sur une méthode hybride
FE-BI ("Finite Element - Boundary Integral") prenant en compte des objets à symé-
trie de révolution.
Il est appliqué pour étudier le champ rétro-diffusé par un réflecteur de Luneburg à 3
coquilles (RA-2850 de Rozendal Associate) de diamètre 15 cm. Les résultats obtenus,
figure 1.44 (a) et (b), sont en excellents accord avec les mesures.

Fig. 1.44 – Comparaison entre la théorie et la mesure de la SER d’un réflecteur de
Luneburg à 3 coquilles avec une calotte métallique d’angle 120˚ en fonction (a) de
l’angle et (b) de la fréquence [64].

1.3.2 L’utilisation des lentilles de Luneburg

La lentille de Luneburg, avec ses propriétés de focalisation, son infinité de points fo-
caux et son indépendance en fréquence, est adaptée à de nombreuses applications.
Cette lentille est utilisée sous diverses formes : sphérique associée ou non à un réflec-
teur conformé, hémisphérique sur un plan de masse ou encore cylindrique.

Dans cette partie sont présentées les applications effectives et potentielles des len-
tilles de Luneburg.
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1.3.2.1 Utilisation effective

Lentille sphérique
Konkur Ltd [65] est une entreprise basée à Moscou qui produit, entre autres, des len-
tilles de Luneburg. Ces lentilles sont conçues pour la réception de signaux de satellites
géostationnaires européens en bande C et Ku. Ainsi, la lentille Multisat 1M, montrée
figure 1.45, est destinée à ce marché. Les paramètres de cette lentille sont donnés
tableau 1.1.

Fig. 1.45 – Photographie de l’antenne lentille de Luneburg de l’entreprise Konkur
Multisat 1M.

Tab. 1.1 – Paramètres de la lentille Multisat 1M
Diamètre 2r=0,9 m
Fréquence de fonctionnement 12 GHz
Gain (à 12 GHz) 39 ± 0,5 dB
Efficacité d’ouverture > 50%
Niveau des lobes secondaires (alimentation cornet) < -17 dB
Distance focale 1,2r
Masse 90 kg
Température de fonctionnement -50 à +50 C̊
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La lentille réflecteur
La qualité d’une lentille utilisée en tant que réflecteur est quantifiée par sa SER, notée
σ, dont la valeur théorique est :

σ =
4π3r4

λ2
0

, (1.6)

où r est le rayon de la lentille.
Il est intéressant d’utiliser le réflecteur de Luneburg plutôt que le réflecteur en coin
car sa SER théorique est environ trois fois supérieure, à rayon égal.
De plus, l’angle solide couvert par la lentille est beaucoup plus important que celui du
réflecteur en coin. Cependant, le poids de la lentille peut être un handicap important
pour certaines applications.

En France, la société Lun’tech basée près de Montpellier [66] développe, entre autre,
des réflecteurs de Luneburg. Ceux-ci sont utilisés dans les domaines suivants : équi-
pements de cibles aéroportées ou marines, aide à la navigation maritime (figure 1.46),
terrestre ou aérienne, ou encore calibration radar.

Fig. 1.46 – Exemples de prototype de la société Lun’tech : (a) assemblage de trois ré-
flecteurs de Luneburg, fixés sur une bouée, permettant une réponse homogène sur 360˚
en azimut et 120˚en élévation et (b) couronne de réflecteurs de Luneburg permettant
d’obtenir un réflecteur omnidirectionnel.

Demi-lentille sur un plan de masse
• L’US air force, via la société Datron, utilise quatre lentilles hémisphériques de Lu-
neburg en réseau placées sur un plan réflecteur. Le prototype réalisé est montré fi-
gure 1.47(b). Cette utilisation, dont le principe est schématisé figure 1.47(a), a pour
intérêt de fortement réduire l’encombrement. Toutefois, alors qu’une lentille complète
illumine tout l’espace, le système (figure 1.47(b)), ne permet de couvrir en élévation
que le demi espace contenant les demi lentilles dans un secteur angulaire de ±80˚par
rapport au zénith.
Ces lentilles sont conçues et ont été testées en configuration aéroportée pour rece-
voir des communications GBS (Global Broadcast Service) de signaux allant de 19,2 à
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21,2 GHz. Le diamètre du plan de masse et des lentilles est respectivement de 76,2 cm
et 15,9 cm. Le gain du réseau est presque uniforme, environ 33 dB, sur tout le secteur
angulaire. De plus, ce système est facilement transposable en taille et fréquence.

Fig. 1.47 – (a) Schéma de principe (tracé de rayons) pour une lentille hémisphérique
placée sur un plan réflecteur. (b) Photographie du système antennaire de la société
Daltron composé de quatre lentilles hémisphériques de Luneburg utilisé en bande Ku
(US patent 5-781-163) [67].

• La société japonaise NHK a développée un système antennaire utilisant une lentille
hémisphérique de Luneburg pour des transmissions HDTV par satellite. Une photo-
graphie du prototype et son principe de fonctionnement sont montrés figure 1.48.

Fig. 1.48 – (a) Photographie du sytème antennaire composé d’une demi-lentille de
Luneburg, de sa source associée et du réflecteur. (b) Distribution du champ électro-
magnétique, calculée par la méthode des différences finies dans le domaine temporel,
illustrant comment l’onde sphérique est convertie en onde plane en passant à travers
la lentille.

Ce système antennaire proposé présente de nombreux avantages par rapport aux an-
tennes paraboliques conventionnelles généralement installées sur les véhicules. Il est
compact (38 dB pour une lentille de diamètre 800 mm), léger (la lentille pèse 25 kg)
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et consomme peu de puissance car il nécessite de ne bouger que la source. De plus,
le contact avec le satellite est plus rapide car l’antenne lentille n’a pas besoin d’être
déplacée pour être opérationnelle, contrairement à la parabole. Enfin, son profil hé-
misphérique lui confère une bonne résistance au vent.

• L’entreprise japonaise Sumitomo Electric Industries (SEI) s’intéresse aux lentilles
de Luneburg en vue de remplacer les antennes paraboliques conventionnelles. Actuel-
lement, celles-ci ne permettent de recevoir les services provenant uniquement d’un,
voire deux, satellites s’ils ne sont pas trop éloignés angulairement. Or, le ciel japo-
nais compte une douzaine de satellites de diffusion / communication et la constante
augmentation du nombre de données échangées fait qu’il devient essentiel de pouvoir
capter plusieurs satellites à la fois. Ainsi, la lentille de Luneburg qui permet de re-
cevoir des signaux provenant de toutes les directions avec un niveau de gain égal est
une solution très intéressante.
Pour cela, une lentille de Luneburg hémisphérique sur un plan réflecteur, (figure 1.49(a)),
a été développée. Elle a un diamètre de 450 mm, une masse de 9,6 kg, présente un
gain de 33,3 dBi à 12 GHz et est capable de recevoir les services de tous les satel-
lites fournissant des services au Japon, soient les satellites d’orbites comprises entre
110˚et 162 .̊ Cette antenne présente en outre l’avantage de pouvoir fonctionner aussi
bien verticalement qu’horizontalement et est donc très flexible en terme d’installation,
comme illustré figure 1.49(b).

Fig. 1.49 – (a) Prototype de l’antenne multifaisceau développé par la société SEI. (b)
Illustration d’exemples d’intallation de l’antenne lentille.

Cylindrique
Les radars automobiles d’aide à la conduite nécessitent une antenne capable de balayer
un large secteur angulaire dans le plan azimutal pour pouvoir détecter les obstacles
même quand il y a un changement de direction et / ou une courbure de la route. Le
niveau des lobes secondaires doit être bas et l’ouverture dans le plan de l’élévation
suffisamment faible afin d’éviter les fausses alarmes.
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La lentille de Luneburg cylindrique permet d’obtenir de multiples faisceaux dans un
plan. Pour qu’elle soit suffisamment directive dans le plan orthogonal, elle est associée
dans [69] à un réflecteur parabolique cylindrique et une extension corrugée est ajoutée.
Un schéma et une photographie du dispositif ainsi que ses performances mesurées à
76,5 GHz sont montrés figure 1.50.

Fig. 1.50 – (a) Schéma et (b) photographie de la lentille de Luneburg cylindrique
(APWLL : "Asymmetric Parallel-plate Waveguide Luneburg Lens") associée à un
réflecteur parabolique cylindrique et (c) ses diagrammes de rayonnement en champ
lointain mesurées à 76,5 GHz dans le plan azimutal [69].

1.3.2.2 Utilisation potentielle

Des investigations sont menées depuis peu par le CSIRO en Australie pour concevoir
la prochaine génération de radio télescopes, en vue d’étudier l’hydrogène interstel-
laire aux premiers âges de l’univers. Pour cela, la surface couverte par le réseau de
télescopes doit être de 1 km2 d’où le nom de "Square Kilometer Array" (SKA). Les
télescopes doivent pouvoir capter des signaux de très faibles puissances sur une très
large bande de fréquence, de 200 MHz à 2 GHz, et dans n’importe quelle direction du
ciel. De plus, ils doivent pouvoir former de multiples faisceaux simultanément dans le
ciel pour optimiser le nombre d’utilisateurs et étudier les sources éloignées angulaire-
ment et distribuées de façon inhomogène.
Pour répondre à ces spécifications, Parfitt [70] s’intéresse aux candidats qui pourraient
constituer les élements de ce réseau : antenne réflecteur conventionnel, réflecteur cy-
lindrique avec une alimentation rectiligne et réseau phasé. Il conclut que le réseau de
lentilles de Luneburg est la solution la plus adaptée. Ainsi, le radio télescope pourrait
être constitué d’un réseau de grandes lentilles hémisphériques de 16 m de diamètre,
(figure 1.51(a)), ou de lentilles sphériques plus petites de 5 m, (figure 1.51(b)).
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Fig. 1.51 – Vue (a) du réseau de lentilles hémisphériques et (b) du réseau de lentilles
sphériques composant le radio télescope SKA [70].

1.4 Conclusion
De cet état de l’art, il ressort qu’il existe de nombreuses structures focalisantes à
base de lentilles. Leurs techniques de construction (guide d’onde, imprimé, matériaux
diélectriques de permittivités différentes et/ou de forme exotiques...) ainsi que leurs
principes de fonctionnement (propagation guidée, principes de l’optique, utilisation
de propriétés physiques spéciales...) sont très variés.
Parmi celles-ci, les antennes lentilles inhomogènes à gradient d’indice sont généra-
lement composées d’une antenne dont le rayonnement est focalisé par une lentille
diélectrique, de forme sphérique ou hémisphérique, dont la permittivité varie radiale-
ment.
Comme le montrent les publications présentées, ces lentilles ont largement été étudiées
et utilisées depuis plus d’une cinquantaine d’années. Dans ce chapitre, de nombreux
résultats théoriques sur la lentille de Luneburg ont été présentés : leurs performances
en rayonnement et certaines techniques pour les améliorer ainsi que les performances
de la lentille réflecteur. De plus, des applications effectives et potentielles des lentilles
de Luneburg on été détaillées. En effet, les analyses théoriques et applications sur
les antennes lentilles inhomogènes à gradient d’indice existantes dans la littérature
concernent très majoritairement les lentilles de Luneburg.

Dans la suite de cette thèse, les lentilles HMFE, très peu analysées par le passé,
ainsi que les lentilles de Luneburg sont étudiées.
Le chapitre suivant rappelle, tout d’abord, la technique de Luneburg pour obtenir le
gradient d’indice et passe en revue les techniques existants pour l’approcher. Une mé-
thode d’optimisation, pour choisir les paramètres intrinsèques des lentilles, est ensuite
proposée. Enfin, des techniques pour calculer la masse des lentilles sont présentées.
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Parmi les nombreux systèmes de focalisation, nous nous concentrons désormais
sur les lentilles inhomogènes à gradient d’indice et, plus particulièrement, les lentilles
de Luneburg et HMFE.
Pour cela, il est important de commencer par rappeler le travail majeur effectué par
Rudolf Karl Luneburg en 1944 [1] conduisant à la distribution qui porte son nom.
Ensuite, les différentes techniques de réalisation des lentilles à gradient d’indice sont
revues et discutées. La technique des coquilles, pour approcher le gradient d’indice,
est retenue. Une méthode d’optimisation pour choisir les paramètres de lentilles ainsi
fabriquées est alors proposée. Enfin, une considération pratique, à savoir l’estimation
de la masse des lentilles, est présentée.

2.1 Le gradient d’indice : la technique de Luneburg

2.1.1 Dérivation des lois du gradient d’indice

Nous retraçons ici les grandes lignes de la technique proposée par Luneburg qui per-
met, à partir de deux points focaux conjugués quelconques, d’obtenir la distribution
du gradient d’indice au sein d’une lentille sphérique. Ce cheminement est détaillé au
chapitre III du livre de Luneburg "Mathematical theory of optics" [1].
Tout d’abord, Luneburg part des équations de Maxwell pour obtenir l’équation du
front d’onde Ψ (ou équation eikonale) :

Ψ2
x + Ψ2

y + Ψ2
z = n2 où Ψu =

∂Ψ

∂u
. (2.1)

Les rayons lumineux se propagent dans un milieu de distribution d’indice n continue
et radiale : n = n(r). Ce sont donc des courbes planaires et nous pouvons, sans perte
de généralité, limiter l’étude aux rayons contenus dans le plan (0,x,y) par exemple.
L’équation (2.1) devient alors :

Ψ2
x + Ψ2

y = n2(r). (2.2)

Les solutions retenues s’écrivent sous la forme Ψ(x, y,K) où K est un paramètre
arbitraire. Ainsi, tous les rayons lumineux vérifient le théorème de Jacobi :

∂Ψ

∂K
= constante. (2.3)

La géométrie du problème et les notations utilisées par Luneburg sont représentées
figure 2.1. Par passage en coordonnées polaires, une solution de l’équation (2.2) est :

Ψ(r, θ) = Kθ ±
∫ r

r0

√
n2 − K2

r′2
dr′. (2.4)

Soit une sphère, de rayon r normalisé à 1 et d’indice n tel que :
{

n = n (r) , pour r < 1
n = 1, pour r ≥ 1.
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Fig. 2.1 – Géométrie et notations utilisées par Luneburg [1].

Nous imposons au rayon lumineux de passer par les points (x0 = −r0, y0 = 0) et
(x1 = r1, y0 = 0) et introduisons la notation : ρ = rn(r), où ρ est une fonction
monotone.
Luneburg montre alors que r(θ) atteint un unique minimum r∗ pour l’angle θ = θ∗.
De plus, l’équation du rayon lumineux pour θ < θ∗ est :

θ = θ∗ −K

∫ r

r∗

dr′

r′
√

ρ2 −K2
avec θ∗ = π + K

∫ r∗

r0

dr′

r′
√

ρ2 −K2
. (2.5)

Le changement de variable τ = ln(r) permet de réécrire (2.5) :

K

∫ 0

−∞

dτ√
ρ2(τ)−K2

=
1

2

(
π + sin−1

(
K

r1

)
+ sin−1

(
K

r0

)
− 2 sin−1 (K)

)
. (2.6)

Quelques développements mathématiques mènent à une relation plus facilement uti-
lisable :

ln (n) = ln
(ρ

r

)
= ω(ρ, r0) + ω(ρ, r1) avec ω(ρ, a) =

1

π

∫ 1

ρ

sin−1 (t/a)√
t2 − ρ2

dt. (2.7)

La distribution radiale de l’indice au sein d’une lentille sphérique donnant deux points
focaux aux distances r0 et r1 sur l’axe optique de la lentille se déduit donc directement
de l’équation (2.7).

2.1.2 Particularisation aux lentilles de Luneburg et MFE

L’équation (2.7) est maintenant particularisée aux distributions de Luneburg, MFE et
MFE modifiée. Nous appelons lentille MFE modifiée, une lentille MFE dont la distri-
bution d’indice est modifiée afin d’avoir deux points focaux conjugués à une distance
a quelconque et non nécessairement à la surface de la lentille.
Les tracés de rayons au sein de ces trois lentilles sont représentés figure 2.2. Il faut
aussi préciser que :

lim
a→∞

ω(ρ, a) = 0 et ω(ρ, 1) =
1

2
ln

(
1 +

√
1− ρ2

)
. (2.8)
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Fig. 2.2 – Tracé de rayons pour une lentille de (a) Luneburg, (b) MFE et (c) MFE
modifiée où les deux points focaux conjugués sont à une distance a de la surface de
la lentille.

• Pour la distribution de Luneburg, nous avons r0 = 1 et r1 →∞, il vient alors :

n(r) =
√

2− r2. (2.9)

• Pour la distribution MFE, r0 et r1 sont égaux à 1, d’où :

n(r) =
2

1 + r2
. (2.10)

• Pour la distribution MFE modifiée, nous avons r0 = r1 = a. L’équation (2.7)
devient :

ln(n) =2 ω(ρ, a) (2.11)

=2
1

π

∫ 1

ρ

sin−1 (t/a)√
t2 − ρ2

dt

=2

(
1

π

∫ a

ρ

sin−1 (t/a)√
t2 − ρ2

dt− 1

π

∫ a

1

sin−1 (t/a)√
t2 − ρ2

dt

)

=2

(
1

2
ln

(
1 +

√
1− (ρ/a)2

)
− 1

π

∫ a

1

sin−1 (t/a)√
t2 − ρ2

dt

)
,

et il vient :

n =

(√
1 +

√
1− (ρ/a)2 exp

(
− 1

π

∫ a

1

sin−1 (t/a)√
t2 − ρ2

dt

))2

. (2.12)

Notons qu’il n’y a pas de discontinuité à la surface de la lentille, comme r = 1 et
n(1) = 1 satisfont l’équation (2.12). Par ailleurs, l’intégrale dans l’exposant de (2.12)
n’a pas de forme analytique connue. Elle a été calculée numériquement et est donnée
dans [2]. Un raisonnement similaire appliqué à la distribution de Luneburg modifiée
est présenté dans [3].
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En pratique, illuminer une lentille par un point source à sa surface est difficilement
réalisable. En effet, un cornet, par exemple, n’a pas son centre de phase au niveau
de l’ouverture, mais à l’intérieur. Modifier la loi de distribution d’indice de la lentille,
afin d’avoir un point focal à l’extérieur de la lentille, présente donc un réel intérêt.
Ainsi, à titre illustratif, nous appliquons la relation (2.12) de façon à obtenir un point
focal à la distance a=1,25 normalisée par rapport au rayon de la lentille. La loi cor-
respondante est tracée figure 2.3.
Pour vérifier le bien fondé des développements précédents, l’amplitude de la puissance,
calculée par le logiciel CST Microwave Studior, le long de l’axe d’une lentille HMFE
de diamètre 10 λ0 illuminée par une onde plane, est reportée figure 2.4. La position
du maximum de puissance correspond au point focal de la lentille. Les points focaux
correspondants à ces deux lois sont bien situés à la surface de la lentille et à une
distance normalisée a ∼ 1,25.

Fig. 2.3 – (a) Distribution de la permittivité de la loi de Maxwell fish-eye pour a = 1
(—) et a=1,25 (· · · ), où a est la distance théorique du point focal de la lentille (a est
normalisée par rapport au rayon de la lentille).

Fig. 2.4 – Densité de puissance normalisée le long de l’axe d’une lentille HMFE
illuminée par une onde plane pour le cas a = 1 (—) et a =1,25 (− −), où a est la
distance théorique du point focal de la lentille (a est normalisée par rapport au rayon
de la lentille).
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2.2 Les techniques de réalisation du gradient d’indice
La fabrication des lentilles à gradient d’indice pose un certain nombre de problèmes
d’ordre pratique tels que l’obtention de la distribution continue de l’indice. Il n’existe
pas de procédé permettant de créer parfaitement un gradient d’indice continu. De
nombreuses techniques ont été développées pour l’approcher : utilisation de maté-
riaux à permittivité diélectrique effective ou assemblage de coquilles homogènes pour
discrétiser la loi continue.

Il est important de noter que toutes les techniques proposées jusqu’ici semblent avoir
été appliquées uniquement à la loi de Luneburg, car nous n’avons pas trouvé de proto-
type de lentille de type MFE / HMFE dans la littérature. Nous verrons donc, parmi les
techniques d’approximation du gradient d’indice existantes, lesquelles sont également
applicables à la réalisation de lentilles de type MFE.

2.2.1 Permittivité effective variable

• Une technique originale a été brevetée par Zimmerman [4] en 1995. L’idée est de
faire des trous radiaux de section variable pour recréer de façon artificielle la distri-
bution d’indice comme montrée figure 2.5.

Fig. 2.5 – Lentille de Luneburg réalisée en utilisant la technique des trous (1692 au
total) radiaux à section variable [4].

Zimmerman suppose que la permittivité effective εr d’un matériau de constante di-
électrique εm est linéairement dépendante de sa densité de trous :

εr(r) =
Asphère − Atrou

Asphère

εm +
Atrou

Asphère

, (2.13)

où Asphère est la surface de la sphère de rayon r et Atrou la surface occupée par les
trous sur cette même sphère. Le rayon y des N trous suit la loi parabolique y = ar2.
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Pour une lentille de Luneburg idéale, la relation (2.13) devient :

εr(r) = 2− Atrou

Asphère

= 2− Nπy2

4πr2
= 2− Na2r2

4
. (2.14)

Pour une lentille de Luneburg idéale de rayon R, εr(R) = 1, ce qui entraîne R2 = 4
Na2

et y = 2r2

R
√

N
. En pratique, N est choisi de sorte que y(R), le diamètre maximum d’un

trou, soit inférieur à un dixième de la longueur d’onde afin d’éviter les phénomènes
de dispersion.
Cette technique nécessite un outillage qui permet de percer en 3D et de réaliser des
trous coniques et n’est donc pas très facile à mettre en oeuvre.

• Une autre solution, montrée figure 2.6, est proposée par Strickland [5]. Il s’agit de
diviser la lentille en tranches ayant la forme de quartiers d’orange. Dans ces tranches
sont percées des trous avec une densité variable de façon à créer le gradient d’indice.
Bien que l’usinage soit assez compliqué, toutes les tranches sont identiques ce qui
réduit le coût de fabrication.

Fig. 2.6 – (a) Vue de coupe de la lentille découpée en tranches avec (b) une tranche
à densité de trous variables [5].

• Les japonais Sato et Ujiie travaillent sur les lentilles plates de Luneburg [6]. Ils
proposent deux méthodes, présentées figure 2.7, pour approcher la distribution de
permittivité de la lentille. Des photographies de prototype de lentilles ainsi fabriquées
par [7] sont présentées figure 2.8.

– Approximation de la distribution de permittivité par variation de l’épaisseur du
diélectrique :

En faisant varier l’épaisseur t du disque diélectrique de permittivité εm, il est possible
de contrôler la permittivité. Ainsi, la permittivité effective εr sur un cercle de rayon
r est :

εr(r) =
d− t(r) + εmt(r)

d
, (2.15)

où d est l’espace entre les plaques parallèles.
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– Approximation de la distribution de permittivité par variation de la densité de
trous :

Quand N trous de rayon b sont percés sur un cercle de rayon r, la permittivité relative
effective εr sur ce cercle est :

εr(r) =
1.volume trous + εm.volume diélectrique

volume total
(2.16)

=
Nb2 + εm ((r + b)2 − (r − b)2 −Nb2)

(r + b)2 − (r − b)2
. (2.17)

Pour minimiser les phénomènes de dispersion, le diamètre des trous doit rester infé-
rieur à 0,1 λ0. Par ailleurs, la permittivité de la lentille Luneburg approche 1 au bord
de la lentille, ce qui entraîne une augmentation du nombre de trous qui finissent par
se toucher et même se chevaucher. Pour éviter cela, en périphérie de la lentille, la
permittivité est contrôlée par l’épaisseur du diélectrique.

Fig. 2.7 – Lentille plate de Luneburg avec la variation de permittivité contrôlée par
(a) l’épaisseur et (b) la densité de trous [6].

Fig. 2.8 – Photographies de prototypes de lentilles plates de Luneburg réalisées par
l’hybridation de deux techniques : la variation de la densité de trous et de l’épaisseur
[7].

• L’idée proposée par S. Rondineau dans [8] combine le travail de Sato [6] avec les
lentilles plates et celui de Zimmerman [4] avec les lentilles sphériques pour aboutir à
une façon plus facile de réaliser des lentilles sphériques de Luneburg. Il s’agit d’abord
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de discrétiser la sphère par un empilement de cylindres, puis de faire varier la den-
sité de trous pour changer la permittivité. Une photographie du prototype réalisé est
montrée figure 2.9.

Fig. 2.9 – Photographie du prototype d’une lentille de Luneburg de diamètre 300 mm
approximée par des cylindres dont la permittivité est contrôlée par la densité de trous
(23047 au total)[8].

– Discrétisation de la sphère par des cylindres :
La figure 2.10(a) présente la géométrie et les notations du problème. Pour R, h et
b fixés nous cherchons la valeur de d qui minimise le volume ∆V grisé sur la figure.
Nous avons :

∆V =V2 − V1 (2.18)

=π
(
R2 − (b + d)2

)
(h− d)−

(
πR2(h− d)− π

3

(
(b + h)3 − (b + d)3

))

+ πR2d− π

3

(
(b + d)3 − b3

)− π
(
R2 − (b + d)2

)
d

donc

∂(∆V )

∂d
=4πd2 + 4πbd− 2πh(b + d) (2.19)

avec

∂(∆V )

∂d

∣∣∣∣
d=h

2

= 0 et
∂2(∆V )

∂2d

∣∣∣∣
d=h

2

= 4πb > 0. (2.20)

Pour approcher au mieux une sphère avec des cylindres, ceux-ci doivent être choisis
tels qu’à mi-hauteur, ils coïncident avec la sphère : d = h

2
. Selon le nombre de cylindres

fixés, il en découle immédiatement les rayons et épaisseurs de chacun.
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– Approximation de la distribution de permittivité par variation de la densité de
trous :

Considérons la tranche i, son diamètre est Di, son épaisseur di et la position de son
centre hi, comme indiqué figure 2.10(b).

Fig. 2.10 – Définition des notations et paramètres géométriques : (a) vue de coupe
d’un quart de la lentille pour l’approximation par des cylindres, (b) vue de côté et (c)
vue de dessus de la tranche i pour la densité de trous [8].

Cette tranche, représentée figure 2.10(c), est découpée en Ni cylindres creux de rayon
intérieur ρi

j et d’épaisseur ei
j. Ainsi, sur le cercle au milieu du cylindre creux (i,j), la

permittivité effective a la valeur de la distribution de Luneburg :

εr(r
i
j) = 2− h2

i + ρi
j
2

R2
. (2.21)

Ensuite, nous utilisons l’approximation linéaire pour calculer la permittivité effective
εr eff d’un mélange entre deux matériaux diélectriques homogènes, εr1 et εr2 de volume
ν1 et ν2 :

εr eff =
ν1

ν1 + ν2

εr1 +
ν2

ν1 + ν2

εr2. (2.22)

Ainsi, si ni
j trous de diamètre δi

j sont perçés dans la zone j de la tranche i, la permit-
tivité effective de cette région est :

εr(r
i
j) = ni

j

δi
j
2

4ei
j(2ρ

i
j + ei

j)
(εr1 − εr2) + εr2. (2.23)

Finalement, en égalant (2.21) et (2.23), le nombre de trous ni
j pour chaque anneau

peut être déduit :

ni
j = E

[
4ei

j

2ρi
j + ei

j

δi
j
2
(εr1 − εr2)

(
(2− εr2)−

h2
i + ρi

j
2

R2

)]
. (2.24)
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– Validation
Des mesures de la lentille ainsi réalisée ont été effectuées dans la bande 26,5 - 40,0 GHz.
Les bonnes performances obtenues en terme de diagrammes de rayonnement en champ
lointain, gain, adaptation et ouverture à mi-puissance sur toute la bande montre que
la loi est bien approchée. De plus, la lentille a bien un comportement indépendant de
la fréquence.

Cette technique permet donc de fabriquer des lentilles de Luneburg de manière plus
facile et moins coûteuse que les méthodes précédemment décrites. Toutefois, le temps
d’usinage reste très important pour percer notamment plus de 20000 trous.

• Plus récemment, le professeur Wiesbeck de l’université de Karlsruhe en Allemagne
a réalisé une lentille de Luneburg appelée APWLL pour "Asymmetric Parallel-Plate
Waveguide Luneburg Lens" [9].
La variation de permittivité est créée par des obstacles en colonnes métalliques dispo-
sés en réseau et confinés entre deux plaques métalliques. Cette technique est illustrée
figure 2.11. La hauteur variable t de ces colonnes permet de constituer un milieu d’in-
dice variable, comme initialement présenté dans [10]. Les dimensions des obstacles
doivent être faibles devant la longueur d’onde pour éviter les phénomènes de disper-
sion.
Avec la condition de résonance transverse, la relation entre les dimensions des obs-
tacles métalliques et l’indice n de réfraction souhaité est :

√
n(r′)2 − 1tanh(k0

√
n(r′)2 − 1(h− t)) = 1− (πD/4P )tan(k0t), (2.25)

où k0 = 2π/λ0 et r′ est le rayon normalisé. Les grandeurs géométriques sont représen-
tées sur la figure 2.11(b).

Fig. 2.11 – (a) Vue du dessus d’une lentille de Luneburg constituée d’un guide d’onde
à plaques métalliques parallèles avec des colonnes circulaires et (b) la vue de coupe
de cette lentille [9].

Cette technique, qui reste limitée aux lentilles de Luneburg plates, a pour avantage de
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ne pas utiliser de matériau diélectrique, mais seulement du métal et de l’air. Malgré
tout, la réalisation mécanique d’une telle lentille est longue et nécessite l’utilisation
d’une machine à commande numérique. En effet, le prototype présenté dans [9] compte
plus de 3000 colonnes métalliques.
En outre, une lentille ainsi réalisée présente une faible bande de fonctionnement en
fréquence. En effet, l’indice de réfraction, comme le montre l’équation (2.25), est une
fonction de la fréquence car il s’agit d’un guide d’onde avec toutes les contraintes
liées à ce type de structure : fréquence de coupure et apparition de modes supérieurs
notamment.

2.2.2 Assemblage de coquilles homogènes

Pour approcher le gradient d’indice, la technique la plus répandue est celle des co-
quilles. Cette idée a été exploitée pour la première fois par la société Emerson&Cuming
en 1960 [11].
Il s’agit d’assembler un nombre fini de coquilles hémisphériques homogènes concen-
triques discrétisant la loi continue. Les deux demi-boules ainsi obtenues sont ensuite
collées pour former la lentille sphérique. La figure 2.12 montre des photographies des
coquilles composant la lentille de Luneburg.

Fig. 2.12 – Photographies des coquilles hémisphériques composant la lentille de Lu-
neburg discrète [11].

L’inconvénient majeur de cette technique est dans la difficulté d’usinage des coquilles.
Même avec une bonne précision, il est difficile d’obtenir des dimensions de coquilles
exactes ainsi que de garantir une concentricité parfaite entre les couches. Cela a pour
conséquence la création de gaps d’air entre les coquilles qui altèrent les performances
de la lentille en défocalisant et diffusant légèrement l’énergie.

La technique suivante peut, dans certains cas, être employée pour minimiser la pré-
sence de gaps d’air. A partir d’une demi-boule pleine de diélectrique, une demi-boule
plus petite est creusée à l’intérieur. Dans cette demi-boule est versée le nouveau ma-
tériau qui doit donc être relativement liquide et ainsi de suite. L’inconvénient majeur
de cette technique vient du surcoût généré par le creusage dans des matériaux de plus
en plus dur de demi boules de plus en plus petites.
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Par ailleurs, les coquilles peuvent être réalisées par moulage. Cette technique permet
d’avoir une grande précision et répétabilité quant aux dimensions des coquilles obte-
nues. En revanche, elle limite le choix des matériaux utilisables car tous ne peuvent pas
être moulés. Enfin, cette technique n’est intéressante financièrement que si le nombre
de coquilles à produire est conséquent. Il faut aussi noter qu’il est difficile d’obtenir
des informations précises relatives au moulage, par exemple la composition précise
des matériaux utilisés ou le détail des étapes nécessaires à la réalisation des coquilles,
car les industriels tiennent à conserver leurs secrets de fabrication.

Pour réaliser les coquilles, il est possible d’utiliser des matériaux expansés de type
polystyrène et / ou polyéthylène [12]. Afin de synthétiser de tels matériaux, la for-
mule suivante peut être utilisée :

εr = α(εr1
ν · εr2

1−ν) + (1− α)(εr1ν + εr2(1− ν)), (2.26)

où α est un coefficient qui dépend du type de matériau expansé et ν = ρ/ρ0 est le
rapport entre la densité du matériau expansé (ρ) et du gaz utilisé (ρ0). Dans le cas du
polystyrène et du polyéthylène expansé dans l’air, Sanford [12] conseille de prendre
α = 40%.

2.2.3 Application : réalisation de lentilles de type MFE

Tout d’abord, la permittivité relative au sein de lentilles de type MFE varie de 4 à 1,
alors que pour les lentilles de Luneburg, les valeurs restent comprises entre 2 et 1.
Par ailleurs, le rapport ν de l’équation (2.26), qui n’est autre que le rapport entre le
volume des trous et le volume total dans le cas de la technique par densité de trous,
admet un seuil qui dépend de la précision de l’usinage et du type de matériau utilisé.
Lorsque cette valeur de seuil est atteinte, il est possible de changer le profil de la
lentille, comme proposé par [6].
Une hybridation de plusieurs techniques est donc possible mais ajoute un surcoût.
Ainsi, pour appliquer cette technique à des lentilles de type HMFE, deux matériaux,
au minimum, doivent être utilisés. Le gradient d’indice, pour la permittivité variant
de εr = 4 à 2, peut être approché en utilisant un matériau de permittivité voisine de
4. Pour approcher la distribution de permittivité de εr = 2 à 1, nous retrouvons le cas
de la lentille de Luneburg, où des matériaux de permittivité environ égale à 2, comme
du Téflonr, conviennent.

De ces considérations, il ressort que la technique la plus adaptée pour réaliser des
lentilles de type MFE est celle des coquilles. C’est celle qui a été retenue pour réali-
ser nos prototypes. Une lentille ainsi fabriquée peut être appelée : lentille stratifiée,
discrète, multi-couches ou multi-coquilles.
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2.3 Optimisation de la discrétisation du gradient d’in-
dice

Cette section s’intéresse au choix des paramètres de lentilles stratifiées. Trois méthodes
d’optimisation appartenant à la même famille sont ainsi proposées pour choisir l’épais-
seur et la permittivité de chaque coquille.

2.3.1 Présentation du problème d’optimisation

Nous rappelons que les lois idéales de Luneburg et de MFE suivent la distribution de
permittivité relative donnée par Luneburg [1] :

εth
r (r) = 2− r2 et εth

r (r) = 4/
(
1 + r2

)2 (2.27)

respectivement, où r est la distance radiale normalisée.

Avec une lentille à N coquilles, la distribution continue (2.27) est approchée par
une fonction constante par morceaux prenant N valeurs distinctes correspondant aux
N coquilles diélectriques homogènes. En réalité, comme la lentille est dans l’air, nous
considérerons une coquille fictive supplémentaire constituée d’air et ainsi de permit-
tivité connue mais d’épaisseur inconnue. Dans la suite, cette approximation par mor-
ceaux est notée εrec

r pour permittivité relative reconstruite.

La géométrie du problème est représentée figure 2.13. Les variables ri et εi sont res-
pectivement le rayon extérieur normalisé et la permittivité de la ième coquille. Il faut
noter que r0 = 0, rN+1 = 1 et εN+1 = 1. Le nombre de degrés de liberté est alors 2N ,
à savoir les permittivités relatives et les rayons extérieurs normalisés des N coquilles
réelles, c’est à dire {εi, ri; i = 1, 2, ..., N}.

Fig. 2.13 – Vue de coupe d’un quart de la lentille à N coquilles avec les 2N paramètres
à trouver et la coquille d’air fictive.
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Nous proposons de minimiser la fonction de coût C qui mesure la différence δε entre
εth

r (r) et εrec
r (r) sur le volume de la lentille normalisée :

C =

∫

Vlens

|εth
r (r)− εrec

r (r)|qdV. (2.28)

où il reste à définir |δε|q.
Etant donnée la symétrie sphérique des lentilles étudiées, dV devient 4πr2dr. Comme
εrec

r est une fonction de r constante par morceaux, plus précisément εrec
r = εi pour

ri−1 ≤ r < ri où i = 1 à N + 1, C dans (2.28) peut être réécrite pour le cas de la
lentille de Luneburg et MFE :

C = 4π
N+1∑
i=1

∫ ri

ri−1

|εth
r (r)− εi|qr2dr. (2.29)

Dans (2.28) et (2.29), nous considérerons trois valeurs pour l’exposant q, à savoir
q = 1, 2 et ∞ :

– Pour q = 1 : |δε|1 = |δε| représente la valeur absolue de δε.
– Pour q = 2 : |δε|2 = (δε)2 représente le carré de δε.
– Pour q = ∞ : nous définissons

∣∣εth
r (r)− εi

∣∣∞ , maxri−1≤r<ri

∣∣εth
r (r)− εi

∣∣, i.e.
pour chaque intervalle nous minimisons le maximum de la différence. Ce dernier
cas correspond à une optimisation connue sous le nom de minmax [17].

Il est important de remarquer que, pour r ∈ [ri−1, ri], |δε|q est une fonction de r pour
q = 1 et 2, mais est constante pour q = ∞.

2.3.2 Description de l’algorithme d’optimisation

L’algorithme utilisé pour minimiser C, résumé figure 2.14, est décrit maintenant.

Fig. 2.14 – Diagramme de l’algorithme d’optimisation.
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Il s’agit d’une procédure itérative où p est le pas d’itération. Les seules données ini-
tiales de l’algorithme sont la loi théorique de permittivité relative εth

r et le nombre de
coquilles N .

A l’initialisation (p = 0), la procédure impose aux épaisseurs des coquilles d’être
égales (rp

i = r0
i = i/ (N + 1) pour i = 1, · · · , N) et fixe le seuil ρ du critère d’arrêt. Il

faut noter que toute autre initialisation raisonnable convient également. Comme les
permittivités relatives des matériaux sont habituellement données avec une précision
de l’ordre de 1%, nous stoppons les itérations quand

∑N
i=1

∣∣εp+1
i − εp

i

∣∣ < ρ, où le seuil
ρ est égal à 10−2.

Nous séparons ensuite les 2N inconnues en r = {r1, r2, ..., rN} et ε = {ε1, ε2, ..., εN}
et commençons l’optimisation en prenant le minimum de C(ε, r0) par rapport à ε pour
obtenir ε1. Nous minimisons alors C(ε1, r) par rapport à r pour donner r1 et procé-
dons en minimisant C alternativement par rapport à ε et r jusqu’à ce que le critère
d’arrêt soit atteint.
L’algorithme converge rapidement et l’optimum est indépendant de l’initialisation.
Cela peut être établi théoriquement. Le critère est convexe, car εth

r est une fonction
monotone décroissante, et les deux applications (ε et r) sont strictement contractantes.

2.3.3 Détails des calculs

Dans cette partie sont donnés les détails analytiques pour les trois valeurs de q. Nous
omettons l’indice d’itération p pour simplifier les notations et indiquons comment
obtenir le ε optimal (suivant) pour un r fixé (courant) et vice versa. Les notations
utilisées sont celles définies figure 2.15.

Fig. 2.15 – Représentation de la loi de permittivité théorique (—) et reconstruite
(− − −) pour la lentille de Luneburg (a) et HMFE (b) avec les notations utilisées
pour les distances radiales normalisées et les permittivités relatives.
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2.3.3.1 Cas q = 1

La relation (2.29) devient :

C = 4π
N+1∑
i=1

∫ ri

ri−1

|εth
r (r)− εi|r2dr. (2.30)

Pour s’affranchir des valeurs absolues et ainsi faciliter les calculs, nous introduisons
les variables intermédiaires αi qui sont telles que εth

r (αi) = εi. Comme εth
r est une

fonction monotone, αi existe toujours et est unique. En effet, cette bijection entre εi

et αi est utilisée ci-dessous pour réaliser une sorte de changement de variable.
La relation (2.30) peut alors être réécrite :

C = 4π
∑N

i=1

∫ αi

ri−1

(
εth

r (r)− εi

)
r2dr

+4π
∑N

i=1

∫ ri

αi

(
εi − εth

r (r)
)
r2dr

+4π
∫ 1

rN

(
εth

r (r)− 1
)
r2dr.

(2.31)

Etape 1 :
L’optimisation de C par rapport à ε est réalisée en annulant toutes les dérivées par-
tielles ∂C/∂εi. Après quelques calculs, cela entraîne α∗i =

[(
r3
i + r3

i−1

)
/2

]1/3 pour i=1
à N , où les εi ont disparu. De ces valeurs optimales de αi, nous déduisons les nouvelles
permittivités optimales ε∗i : ε∗i = εth

r (α∗i ).

Etape 2 :
Pour optimiser par rapport à r, nous annulons les dérivés partielles ∂C/∂ri. Le système
d’équations correspondant conduit à εth

r (ri) = (εi + εi+1) /2 pour i=1 à N , qui définit
les nouveaux r∗i optimaux par la bijection existant entre εth

r et r.
– Pour la loi de Luneburg, εth

r admet un inverse analytique :
(
εth

r

)−1
(ε) = r (ε) =√

2− ε, et ainsi, r∗i = [2− (εi + εi+1) /2]1/2.
– Pour la loi de MFE, εth

r n’admet pas d’inverse analytique, l’évaluation des r∗i
nécessite donc l’utilisation d’un algorithme trivial de recherche locale.

2.3.3.2 Cas q = 2

La relation (2.29) devient :

C = 4π
N+1∑
i=1

∫ ri

ri−1

(
εth

r (r)− εi

)2
r2dr. (2.32)

Etape 1 :
Pour optimiser C par rapport à ε nous annulons les dérivés par rapport aux εi. Nous
obtenons ε∗i =

∫ ri

ri−1
εth

r (r)r2dr/
∫ ri

ri−1
r2dr pour tout i, où les intégrales sont triviales à

évaluer et mènent à des expressions analytiques pour les εi optimaux.
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Etape 2 :
L’optimisation par rapport aux ri est assez simple et entraîne εth

r (ri) = (ε2
i+1 −

ε2
i )/ (2(εi+1 − εi)) pour tout i, à partir desquels nous déduisons les nouveaux ri opti-
maux en utilisant l’inverse

(
εth

r

)−1
(ε) comme expliqué ci-dessus.

2.3.3.3 Cas q = ∞
C dans (2.29) devient :

C = 4π
N+1∑
i=1

∫ ri

ri−1

maxr|εth
r (r)− εi|r2dr. (2.33)

Etape 1 :
Les ri sont fixés et nous cherchons les εi optimaux. Considérons le ième terme de la
sommation. Nous cherchons εi qui réalise minεi

∫ ri

ri−1
maxr|εth

r (r)− εi|4πr2dr, i.e. le εi

qui est tel que l’erreur maximale d’approximation soit la plus petite possible. Comme
εth

r (r) est monotone, Mi le maximum de la différence, qui reste constant sur tout
l’intervalle, est atteint en ri−1 ou en ri.
Le Mi minimum est atteint pour le εi qui entraîne la même différence aux deux
extrémités :

Mi =
∣∣εth

r (ri)− εi

∣∣ =
∣∣εth

r (ri−1)− εi

∣∣ . (2.34)

Cela donne : εi =
(
εth

r (ri) + εth
r (ri−1)

)
/2. A la fin de l’étape 1, nous avons ainsi :

C = 4π
N∑

i=1

Mi

∫ ri

ri−1

r2dr + 4π MN+1

∫ 1

rN

r2dr. (2.35)

Etape 2 :
Nous minimisons par rapport à r qui apparaît seulement aux bornes des intégrales.
Nous obtenons un système d’équations :

∇rC(ε1, r) = 0 ⇔ ∂C/∂ri(ε
0
i , ri) = 0, ∀i

⇔ Mi = Mi+1,∀i. (2.36)

Le minimum pour ε fixé, i.e. pour Mi fixé, est atteint quand les Mi sont tels qu’ils
ont tous la même valeur : Mi = M .
Il s’ensuit immédiatement que les permittivités optimales ε∗i sont : ε∗i = εth

r (0) −
(2i − 1)M où M = (εth

r (0) − εth
r (1))/(2N + 1), i.e. elles décroissent régulièrement,

et les rayons optimaux correspondant r∗i sont tels que εth
r (r∗i ) = ε∗i −M . Ce résultat

reste vrai quand le but est d’approcher une permittivité εth
r (r), fonction monotone

décroissante en r.
Nous avons M = 1/(2N + 1) et M = 3/(2N + 1) pour la loi de Luneburg et de MFE
respectivement.
Pour le critère du minmax, les paramètres optimaux sont ainsi triviaux à trouver et
ne nécessitent pas d’itération.
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2.3.3.4 Cas q = ∞ avec les permittivités fixées

En pratique, le problème le plus fréquemment rencontré est le suivant : pour des maté-
riaux donnés, i.e. ceux disponibles pour fabriquer la lentille, quelles sont les épaisseurs
des coquilles qui permettent d’approcher au mieux la permittivité de la lentille idéale ?

La méthode d’optimisation du minmax est maintenant décrite pour des permittivités
fixées. C dans (2.29) est désormais :

C = 4π
N+1∑
i=1

∫ ri

ri−1

maxr|εth
r (r)− εa

i |r2dr. (2.37)

où {εa
1, ε

a
2, ..., ε

a
N} sont les N permittivités disponibles et ri les N rayons qui doivent

être optimisés. En menant le raisonnement présenté ci-dessus, nous déduisons que les
rayons ri doivent être choisis tels que :

∣∣εth
r (ri)− εa

i

∣∣ =
∣∣εth

r (ri)− εa
i+1

∣∣ . (2.38)

Cela conduit immédiatement aux rayons optimaux : r∗i = (εth
r )−1((εa

i + εa
i+1)/2).

2.3.4 Validation

Pour valider la méthode d’optimisation, nous considérons des antennes lentilles de
Luneburg et HMFE à trois coquilles. Les performances en directivité des lentilles
optimisées sont comparées à celles de lentilles de paramètres choisis par des méthodes
proposées dans la littérature.

2.3.4.1 Géométrie des antennes lentilles et stratégie de modélisation

La géométrie des antennes lentilles simulées est représentée à la figure 2.16.
La distance entre la source et la lentille physique est notée h. ri et εi sont le rayon
extérieur et la permittivité relative de la ième coquille respectivement. Le diamètre de
la lentille est noté Φ.
Les lentilles de Luneburg, de diamètre Φ = 4 λ0, sont illuminées par un guide d’onde
ouvert fonctionnant à 6 GHz, montré figure 2.16(a,b).
Les lentilles HMFE sont excitées par une antenne imprimée alimentée par fente fonc-
tionnant à 50 GHz, montré figure 2.16(c,d). Le diamètre des lentilles est, à cette
fréquence, égal à 4 λ0.

Pour analyser ce type de structure, nous avons comparé les résultats obtenus par
trois logiciels commerciaux à notre disposition : CST Microwave Studior, Ansoft
HFSSr et FEKOr. Dans l’étude qui suit, la directivité est la grandeur qui nous in-
téresse, c’est pourquoi nous comparons uniquement les diagrammes de rayonnement
en champ lointain. La figure 2.17 montrent que les diagrammes trouvés par ces trois
logiciels sont très proches.
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Le logiciel FEKOr aurait été un bon outil de comparaison car, comme la méthode
développée au chapitre suivant, ce logiciel traite uniquement les surfaces et présente
donc des temps de calcul intéressant. Malheureusement, il n’était disponible que ponc-
tuellement au laboratoire.
Ainsi, CST Microwave Studior est le logiciel retenu.

Fig. 2.16 – (a) vue de coupe de l’antenne lentille de Luneburg à N coquilles alimen-
tée par un guide d’onde ouvert et (b) vue 3D de l’antenne lentille à trois coquilles
correspondante. (c) Vue de coupe de l’antenne lentille HMFE à N coquilles alimentée
par une antenne imprimée avec (d) la vue 3D correspondante.
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Fig. 2.17 – Diagrammes de rayonnement en champ lointain [(a) plan E et (b) plan
H] d’une lentille HMFE de diamètre 6,15 λ0 alimentée par un guide d’onde. Ils sont
obtenus par différents logiciels commerciaux : CST Microwave Studior (—), FEKOr

(· · · ) et Ansoft HFSSr (−−).
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2.3.4.2 Comparaisons entre méthodes pour choisir les paramètres de la
lentille

Méthodes existantes dans la littérature
Plusieurs méthodes ont déjà été proposées pour choisir les paramètres des lentilles de
Luneburg multi-coquilles.
Parmi ces méthodes, certaines prennent en compte le rayonnement de la source pri-
maire. Ainsi, des lentilles de Luneburg non uniformes ont été synthétisées par al-
gorithme génétique afin que les lobes secondaires restent inférieurs à une enveloppe
donnée [13, 14, 15].

D’autres méthodes, qui nous intéressent ici, déterminent les paramètres de la len-
tille indépendamment de la source primaire :

• Peeler and Coleman [16] suggèrent de choisir des incréments d’indice (ou de permit-
tivité) égaux et de choisir les rayons correspondant à l’indice (ou à la permittivité)
moyenne dans la lentille idéale. Ces lentilles seront appelées lentille à indice égal (EI)
et à permittivité égale (EP). Pour les lentilles EI, nous avons : ni+1−ni =

(√
2− 1

)
/N

avec n1 =
√

2 et ri =
(
εth

r

)−1 ((
n2

i + n2
i+1

)
/2

)
pour i = 1 to N − 1, tandis que pour

les lentilles EP : εi+1 − εi = (2− 1) /N avec ε1 = 2 et ri =
(
εth

r

)−1
((εi + εi+1) /2)

pour i = 1 à N − 1.

• Schrank et Sanford [12] proposent de prendre les rayons des coquilles tels que l’aire
projetée de chaque coquille soit égale et choisissent les diélectriques pour optimiser la
focalisation de chaque coquille. Les lentilles dites à aire égale (EA) sont alors telles
que : πr2

1 = π(r2
i+1 − r2

i ) et εi = εth
r ((ri+1 + ri) /2) pour i = 1 à N − 1.

• Enfin, nous considérons les lentilles uniformes (U) où chaque coquille a la même
épaisseur et la permittivité est égale à la permittivité du rayon moyen de la lentille
idéale. Ainsi, pour les lentilles U, nous avons : ri+1−ri = 1/N et εi = εth

r ((ri+1 + ri) /2)
pour i = 1 à N − 1.

Comparaison avec les lentilles de Luneburg optimisées
Nous voulons ici savoir quelle méthode conduit aux antennes lentilles de Luneburg les
plus directives. Pour cela, nous considérons des lentilles de Luneburg à trois coquilles
dont les paramètres sont choisis par sept méthodes différentes : les quatres présentées
ci-dessus qui ont été trouvées dans la littérature (EP, EI, EA et U) et les trois lentilles
optimisées (avec q = 1, 2 et ∞).
Les paramètres de ces lentilles à trois coquilles sont détaillés dans le tableau 2.1. Il
faut se souvenir qu’avec notre méthode d’optimisation, nous proposons de prendre en
compte une coquille d’air extérieure, ce qui explique pourquoi r3 est plus petit que 1
pour les trois dernières lentilles du tableau 2.1.



2.3 Optimisation de la discrétisation du gradient d’indice 71

Tab. 2.1 – Caractéristiques des lentilles de Luneburg à 3 coquilles simulées
type de lentille rayons extérieurs permittivités

des coquilles ri des coquilles εi

indice égal (EI) 0,44 ; 0,74 ; 1 2 ; 1,63 ; 1,30
permittivité égale (EP) 0,41 ; 0,71 ; 1 2 ; 1,67 ; 1,33
aire égale (EA) 0,58 ; 0,82 ; 1 1,83 ; 1,5 ; 1,16
uniforme (U) 0,33 ; 0,67 ; 1 1,95 ; 1,72 ; 1,28
optimisée avec q = 1 0,62 ; 0,81 ; 0,85 1,75 ; 1,47 ; 1,18
optimisée avec q = 2 0,60 ; 0,79 ; 0,94 1,79 ; 1,50 ; 1,24
optimisée avec q = ∞ 0,53 ; 0,75 ; 0,93 1,86 ; 1,57 ; 1,28

Pour les simulations présentées ici, les sept lentilles ont cependant le même volume de
diélectrique et la distance h entre le guide d’onde et la lentille est mesurée par rapport
à la coquille physique extérieure, (cf. Fig. 2.16(a)).
Les directivités en fonction de h pour les sept lentilles de Luneburg sont comparées
figure 2.18. La lentille optimisée selon la technique du minmax (q = ∞) est celle qui
a la directivité la plus élevée. Elle est obtenue pour h =0,1λ0 qui est la plus petite
valeur simulée. Pour cette valeur de h, l’amélioration de la directivité est supérieure
à 1dB comparée aux méthodes proposées jusqu’ici dans la littérature. Pour cette
lentille, la coquille d’air extérieure est plus grande que 0,1λ0, ce qui signifie que le
guide d’onde ouvert est en fait à l’intérieur de la coquille fictive. Il en est ainsi, car la
source primaire a une longueur électrique non infinitésimale.

Fig. 2.18 – Comparaison de la directivité en fonction de la distance h pour sept
lentilles de Luneburg à trois coquilles : EP (©), EI (¤), EA (♦), U (×) et les lentilles
optimisées avec q = 1 (¨), avec q = 2 (N), avec q = ∞ (¥).
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Comparaison avec les lentilles HMFE optimisées
Pour déterminer l’antenne lentille HMFE la plus directive, nous comparons les per-
formances de cinq lentilles à trois coquilles de caractéristiques données tableau 2.2 en
fonction de h.

Tab. 2.2 – Caractéristiques des lentilles HMFE à 3 coquilles simulées
type de lentille rayons extérieurs permittivités

des coquilles ri des coquilles εi

uniforme (U) 0,33 ; 0,67 ; 1 3,62 ; 2,58 ; 1,46
aire égale (EA) 0,58 ; 0,82 ; 1 3,13 ; 1,85 ; 1,22
optimisée avec q = 1 0,55 ; 0,75 ; 0,94 2,84 ; 1,92 ; 1,25
optimisée avec q = 2 0,48 ; 0,68 ; 0,88 3,12 ; 2,21 ; 1,51
optimisée avec q = ∞ 0,36 ; 0,57 ; 0,82 3,57 ; 2,72 ; 1,86

Nous remarquons sur la figure 2.19 que la lentille optimisée selon le critère du minmax
(q = ∞) est à nouveau la plus directive.

Fig. 2.19 – Comparaison de la directivité en fonction de la distance h pour cinq
lentilles HMFE de diamètre 4 λ0 à trois coquilles : optimisée avec q = ∞ (¨), avec
q = 2 (•), avec q = 1 (¥), U (×) et EA (>).

2.3.4.3 Conclusion

Des méthodes d’optimisation permettant de choisir les paramètres de lentilles strati-
fiées ont été proposées. Appliquées aux antennes lentilles de Luneburg et HMFE, il
ressort que la méthode correspondant au problème d’optimisation du minmax conduit
aux antennes lentilles les plus directives. Les paramètres ainsi optimisés sont donnés
tableaux 2.3 et 2.4 pour les lentilles HMFE et de Luneburg respectivement.
Par ailleurs, il est important de noter que l’optimisation est réalisée indépendamment
de la source primaire. Pour une lentille à nombre de coquilles fixé, les paramètres
optimisés sont donc les mêmes quelle que soit la source excitatrice.
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Tab. 2.3 – Caractéristiques des lentilles HMFE à N coquilles optimisées par minmax
nombre de rayons extérieurs des coquilles ri permittivités des coquilles εi

coquilles N
2 0,44 ; 0,76 3,41 ; 2,20
3 0,36 ; 0,57 ; 0,82 3,57 ; 2,72 ; 1,86
4 0,30 ; 0,47 ; 0,64 ; 0,86 3,67 ; 3,00 ; 2,33 ; 1,67
5 0,28 ; 0,42 ; 0,54 ; 0,70 ; 0,88 3,73 ; 3,18 ; 2,64 ; 2,09 ; 1,55
6 0,25 ; 0,38 ; 0,49 ; 0,60 ; 0,73 ; 0,90 3,77 ; 3,31 ; 2,85 ; 2,38 ; 1,92 ; 1,46

Tab. 2.4 – Caractéristiques des lentilles de Luneburg à N coquilles optimisées par
minmax
nombre de rayons extérieurs des coquilles ri permittivités des coquilles εi

coquilles N
2 0,63 ; 0,89 1,80 ; 1,40
3 0,53 ; 0,75 ; 0,93 1,86 ; 1,57 ; 1,28
4 0,47 ; 0,67 ; 0,82 ; 0,94 1,88 ; 1,67 ; 1,44 ; 1,22
5 0,43 ; 0,60 ; 0,74 ; 0,85 ; 0,95 1,91 ; 1,73 ; 1,55 ; 1,36 ; 1,18
6 0,39 ; 0,56 ; 0,68 ; 0,78 ; 0,88 ; 0,96 1,93 ; 1,77 ; 1,61 ; 1,46 ; 1,31 ; 1,16

2.4 Considération pratique : masse des lentilles
La masse des lentilles est un paramètre important à considérer, surtout si les appli-
cations visées sont des applications embarquées.
Pour réaliser les lentilles, il est possible d’utiliser des matériaux de type mousse expan-
sée, dopés, ou des matériaux dit hybrides (par exemple à densité de trous variable).
Comparer la masse des lentilles réalisées par ces différentes techniques peut alors aider
à choisir une technologie plutôt qu’une autre.

2.4.1 Distribution diélectrique idéale

Pour approcher la permittivité de matériaux expansés, comme vu équation (2.26),
nous rappelons qu’il est possible d’utiliser une pondération d’une loi exponentielle et
d’une loi linéaire :

εr = α(εr1
ν · εr2

1−ν) + (1− α)(εr1ν + εr2(1− ν)), (2.39)

où α est un coefficient qui dépend du type de matériau expansé et ν = ρ/ρ0 est le
rapport entre (ρ) la densité du matériau expansé et (ρ0) celle du matériau de permit-
tivité εr1.

Pour des matériaux de type mousse expansée, une approximation au premier ordre
est acceptable pour estimer la masse du matériau. Par conséquent, α = 0 et si le gaz
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utilisé est de l’air (εr2 = 1), l’équation (2.39) devient :

εr = 1 + ν(εr1 − 1), (2.40)

d’où ν = ρ
ρ0

= εr−1
εr1−1

ce qui entraîne ρ = ρ0
εr−1
εr1−1

.
Sachant que la masse d’une lentille de volume V de densité ρ est : m =

∫
V

ρ dv, nous
obtenons pour une lentille sphérique de rayon R et de permittivité radiale εr(r) :

m =

∫

V

ρ(εr(r)) dv(r)

=4π

∫ R

0

ρ(εr(r)) r2 dr

=
4πρ0

εr1 − 1

∫ R

0

(εr(r)− 1) r2 dr. (2.41)

Il vient alors :

mLuneburg =
4πρ0

εr1 − 1

∫ R

0

(
1−

( r

R

)2
)

r2 dr

=
8

15
πR3 ρ0

εr1 − 1
, (2.42)

mMFE =
4πρ0

εr1 − 1

∫ R

0


 4(

1 +
(

r
R

)2
)2 − 1


 r2dr

=
2π

3
(3π − 8)R3 ρ0

εr1 − 1
, (2.43)

mHMFE =
mMFE

2
=

π

3
(3π − 8)R3 ρ0

εr1 − 1
. (2.44)

Faisons quelques comparaisons en appliquant les formules (2.42) et (2.44) et en sup-
posant que les lentilles sont fabriquées à partir du même matériau (ie. ρ0 et εr1 sont
identiques).
Si les lentilles de Luneburg et HMFE ont le même rayon, alors le rapport entre leur
masse est : mHMFE

mLuneburg
= 89%.

Par ailleurs, toujours sous les mêmes conditions, des lentilles de Luneburg et HMFE
de masse égale ont un rayon tel que : RHMFE

RLuneburg
= 104%.

En réalité, les matériaux ne sont pas uniquement fabriqués à partir de mousses. En ef-
fet, un dopage en céramique, ou autre, peut être utilisé pour obtenir des matériaux de
permittivité plus élevée. Un modèle plus précis peut alors être employé pour calculer
la masse des lentilles.
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2.4.2 Distribution diélectrique réelle

2.4.2.1 Formulation

La masse d’une lentille de volume V et de rayon R est donnée par la formule suivante :

m(R) =

∫ R

0

ρ(r) dv(r). (2.45)

Nous approchons la densité qui varie radialement, ρ(r), par un polynôme de degré
Nρ :

ρ(εr) =

Nρ∑
n=0

pn εr
n, (2.46)

avec εr fonction ici à distribution radiale.
La masse devient alors :

m(R) =

Nρ∑
n=0

pn

∫ R

0

εr(r)
n dv(r). (2.47)

2.4.2.2 Application

En utilisant les données reliant la densité à la permittivité relative fournies par la
société Emerson & Cuming, nous obtenons, par interpolation, les polynômes corres-
pondants à la relation (2.46) :

ρ1(εr) = 0, 562 εr − 0, 441, (2.48)
ρ2(εr) = −0, 035 ε2

r + 0, 731 εr − 0, 614,

ρ3(εr) = −0, 056 ε3
r + 0, 365 ε2

r − 0, 125 εr − 0, 065.

Ces polynômes sont tracés figure 2.20. L’application de la formule (2.47) à la lentille
de Luneburg est une simple intégration de polynômes. Dans le cas de la HMFE, la
fraction rationnelle fait apparaître des fonctions hypergéométriques 2F1 peu pratiques
à utiliser. Pour y remédier, nous approchons la fraction rationnelle par le polynôme
εP
r suivant :

εP
r HMFE(r) =

Nε∑
m=0

εm rm = 4,36 r3 − 6,69 r2 − 0,66 r + 4,04 ; pour 0 ≤ r ≤ 1. (2.49)

Nous avons vérifié que l’erreur d’approximation entre la loi théorique et le polynôme
d’ordre trois εP

r HMFE(r) est au plus de 1,1 %.
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Fig. 2.20 – Densité en fonction de la permittivité relative avec (+) les données pro-
venant d’Emerson & Cuming interpolées par des polynômes de degré 1, 2 et 3 respec-
tivement : ρ1 (—), ρ2 (· · · ) et ρ3 (− − −).

2.4.3 Comparaison

Pour vérifier des formules (2.42), (2.44) et (2.47) permettant de calculer les masses
des lentilles, nous comparons, au tableau 2.5, les masses des cinq lentilles à notre
disposition. Il faut noter que la balance utilisée ne permet pas d’avoir une précision
supérieure au gramme.

Tab. 2.5 – Comparaison des masses mesurées et obtenues par les formules (2.42),
(2.44) et (2.47) de cinq lentilles : une Luneburg et quatre HMFE.

Lentille Masse [g]
Type Rayon [mm] Mesurée Idéale Réelle (ρ1) Réelle (ρ2) Réelle (ρ3)

Luneburg 200 10 000 9 042 12 593 11 340 11 068
HMFE 9 1 0,62 0,8 0,8 0,8
HMFE 12 2 1,55 1,9 1,9 1,9
HMFE 30 32 24,17 29,4 29,4 29,6
HMFE 45 108 81,58 99,4 99,1 100

Des différences relativement importantes sont obtenues entre les masses mesurées et
celles dites idéales. En effet, les masses idéales sont déduites de la formule (2.40) qui
suppose que tous les matériaux sont de type mousse expansée. Or cela n’est pas le
cas pour toutes les coquilles constituant la lentille, surtout pour les lentilles de type
HMFE. Ainsi, alors que l’erreur relative sur la masse est inférieure à 10 % pour le
cas de la lentille de Luneburg, elle est légèrement supérieure à 20 % pour les lentilles
HMFE.
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La masse des lentilles est mieux approchée par la formule dite réelle (2.47) basée
sur les données d’Emerson & Cuming. D’ailleurs, plus l’ordre du polynôme appro-
chant la permittivité est élevé, meilleure est l’approximation de la masse des lentilles.
L’écart relatif entre les masses mesurées et celles réelles est inférieur à 10% pour les
lentilles HMFE et voisin de 10% pour la lentille de Luneburg. Ceci est dû au fait que
la loi de permittivité de la lentille considérée pour la formule (2.47) est théorique,
i.e. continue, et non constante par morceaux comme c’est le cas pour ces lentilles
discrètes.

2.5 Conclusion
Dans cette partie a été rappelé le cheminement, présenté par Luneburg, permettant
d’obtenir les lois du gradient d’indice des lentilles et plus particulièrement celles de
Luneburg et HMFE.
Puis, les techniques de réalisation du gradient d’indice permettant de discrétiser la
loi continue sont passées en revue. Elles ont jusqu’ici été uniquement appliquées aux
lentilles de Luneburg. Une discussion est alors menée pour savoir quelle technique est
la plus adaptée à la réalisation de lentilles de type MFE. La technique de l’assemblage
de coquilles homogènes est retenue. Les lentilles ainsi construites sont donc des lentilles
stratifiées.
Une famille de méthodes d’optimisation, qui permet de choisir les permittivités et
épaisseurs de chaque coquille d’une lentille stratifiée indépendamment de la source,
est ensuite décrite. Il s’agit d’approcher, aussi bien que possible, la permittivité de
la lentille idéale. Le problème le plus fréquemment rencontré, à savoir l’optimisation
pour des matériaux disponibles, de l’épaisseur de chaque coquille est également traité.
Les simulations effectuées avec les lentilles de Luneburg et HMFE ont montré que la
méthode menant aux antennes lentilles les plus directives correspond au problème
d’optimisation du minmax. Les rayons et permittivités sont alors choisis de façon à
ce que, en tout point de la lentille, la différence entre la permittivité théorique et
approchée soit la plus petite possible. Les paramètres optimaux sont, pour ce cas,
déterminés analytiquement et ne nécessitent donc pas d’algorithme itératif.
Enfin, deux méthodes pour estimer la masse des lentilles de Luneburg et HMFE sont
proposées et comparées à la mesure.
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3.1 Introduction
Les lentilles inhomogènes ont d’abord été conçues et analysées en utilisant la technique
du tracé de rayons bien connue en optique [1, 2, 3, 4]. Cependant, l’application di-
recte de cette méthode asymptotique suppose que toutes les dimensions sont grandes
devant la longueur d’onde.

Pour s’affranchir de cette limitation, l’optique géométrique a plus récemment été com-
binée avec des méthodes de diffraction [5], mais aussi couplée avec l’optique physique
[6, 7, 8, 9], pour analyser, entre autre, des lentilles à deux coquilles de forme quel-
conque. Ce type de méthode ne permet toutefois pas une prise en compte efficace des
réflexions dans la lentille, surtout si le nombre de coquilles est important.

Pour obtenir des résultats plus précis, les méthodes numériques classiques peuvent
être employées pour analyser ce type de structures. Ainsi, nous pouvons citer : la
méthode des différences finies dans le domaine temporel [10], la méthode des éléments
finis [11] ou les équations intégrales et la méthode des moments [12, 13]. Malheu-
reusement ce type de méthodes permet de traiter uniquement des lentilles de tailles
réduites, typiquement de dimensions inférieures à 20λ0, et sont très coûteuses en
temps de calcul et en mémoire.

Pour des structures sphériques, la solution de l’équation homogène de Helmholtz est
analytique. Il est possible de représenter le champ électromagnétique en série de fonc-
tions propres vectorielles sphériques. Cette décomposition, introduite par Hansen [14]
en 1935, a été ensuite exhaustivement utilisée et rapportée dans la littérature. Les
études menées se sont d’abord portées sur la diffraction par une onde plane d’une
sphère métallique puis diélectrique [15, 16]. La diffraction d’un champ incident di-
vergent par une lentille diélectrique stratifiée a, par la suite, été résolue en utilisant
des formulations différentes : séries de Mie [17, 18], potentiel scalaire [19], fonctions de
Green dyadiques [20, 21, 22], ou technique de raccordement des modes (notée MMT
pour "Mode Matching Technique") basée sur les fonctions d’ondes sphériques [23].
La prise en compte de sources plus réalistes, telles que des antennes imprimées circu-
laires conformées, associés à des lentilles sphériques, a aussi été précisément étudiée
en utilisant la méthode analytique de régularisation [24, 25].

Ce chapitre présente la MMT basée sur les fonctions d’ondes sphériques pour étu-
dier l’interaction entre une lentille sphérique / hémisphérique stratifiée et une source
quelconque.
La décomposition du champ électromagnétique sur les modes sphériques est tout
d’abord rappelée. La détermination des caractéristiques d’antennes à partir des coef-
ficients modaux est alors détaillée puis la décomposition de sources, idéales ou réelles,
sur la base des vecteurs modaux sphériques est décrite.
La MMT est ensuite appliquée pour étudier les antennes lentilles sphériques et hé-
misphériques stratifiées. Les effets de couplage entre la source et la lentille sont aussi
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considérés.
La théorie développée est alors appliquée pour mettre en valeur certains résultats nu-
mériques, tels que l’ordre de troncature des séries, les cartographies de champs et les
charges et temps de calcul.
Des validations expérimentales et des comparaisons avec des logiciels commerciaux de
la méthode proposée sont montrées.
Enfin, la prise en compte d’une autre famille de vecteurs de base pour la décomposition
du champ électromagnétique est introduite.

3.2 Présentation du problème et mise en équation

3.2.1 Introduction des modes sphériques

L’objectif de cette partie est de rappeler brièvement les étapes permettant d’exprimer
le champ électromagnétique dans un milieu vide de charge à partir des modes sphé-
riques. Ces développements, avec des notations similaires, sont davantage détaillés au
chapitre VII de [15] ainsi que dans [24].

3.2.1.1 Expression du champ électromagnétique

Equation d’onde
En régime harmonique à la pulsation w, dans un espace vide de sources, homogène,
isotrope et linéaire, le champ électromagnétique vérifie l’équation d’onde vectorielle :

∆

{
~E
~H

}
+ k2

{
~E
~H

}
= ~0, (3.1)

où la convention d’évolution temporelle est e+jwt, k représente le nombre d’onde et
∆ est l’opérateur Laplacien. Pour notre étude, les milieux sont supposés sans perte
donc k est réel.

Résolution de l’équation d’onde scalaire de Helmholtz
L’équation d’onde scalaire de Helmholtz est donnée par la relation :

∆Ψ + k2Ψ = 0 (3.2)

où Ψ est la fonction d’onde scalaire.

Pour résoudre cette équation, il est naturel de l’exprimer dans le système de coor-
données sphériques, étant donné la géométrie de la structure étudiée.
En appliquant la méthode de séparation des variables :

Ψ(r, θ, ϕ) = R(r)Θ(θ)Φ(ϕ), r ≥ 0, θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π[, (3.3)
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nous trouvons la fonction d’onde scalaire Ψ, solution de (3.2) :

Ψ(r, θ, ϕ) =
∑

n,m,σ,s

ασs
mnΨσs

mn(r, θ, ϕ), où
∑

n,m,σ,s

=
+∞∑
n=1

n∑
m=0

∑
s=1,4

∑
σ=e,o

, (3.4)

et avec Ψσs
mn(r, θ, ϕ) = Zs

n(kr) Pm
n (cos(θ)) fσ

m(ϕ),

où :

fσ
m(ϕ) =

{
sin(mϕ) si σ = e
cos(mϕ) si σ = o

,

Z1
n fonction sphérique de Bessel de première espèce et d’ordre n,

Z4
n fonction sphérique de Hankel de seconde espèce et d’ordre n,

Pm
n polynôme associé de Legendre de degré n et d’ordre m.

Les définitions et propriétés utiles des fonctions sphériques de Bessel et polynômes
associés de Legendre sont données en annexe A et B respectivement.
Le repère sphérique utilisé est défini figure 3.1.
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Fig. 3.1 – Définition du repère sphérique.

Afin d’expliquer le choix des fonctions de Bessel, il est nécessaire d’introduire les
sphères dites de Wilcox [28]. Elles sont définies de manière à ce que l’espace soit di-
visé en 3 régions concentriques, comme indiqué figure 3.2(a) :
• La zone extérieure (r > rext), délimitée par la sphère Sext, qui est la plus petite
sphère contenant toutes les charges.
• La zone intérieure (r < rint), délimitée par la sphère Sint, qui possède au moins un
point de contact avec les charges mais n’en contient aucune.
• La zone intermédiaire (rint ≤ r ≤ rext) qui contient toutes les charges.
Ces zones correspondent aux domaines d’analycité de la série Ψ.

Par ailleurs, en présence de plusieurs sources, une sphère intérieure et extérieure de
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Wilcox doit être associée à chaque source, comme représenté sur la figure 3.2(b) pour
le cas particulier de deux sources. En effet, les équations de Maxwell sont linéaires ce
qui permet de traiter la contribution de plusieurs sources comme la superposition de
la contribution de chacune d’entre elles.

Le choix de s ∈ {1, 4}, i.e. du type de fonction de Bessel à utiliser, dépend alors
de la position de l’observateur robs par rapport aux sphères de Wilcox :
• Si robs < rint, le champ doit être fini à l’origine donc seule la fonction sphérique
de Bessel de première espèce Z1

n, représentative d’une onde non progressive, existe
(s = 1).
• Si robs > rext, seule la fonction sphérique de Hankel de seconde espèce Z4

n, qui se
comporte comme une onde progressive, est utile pour représenter le champ électro-
magnétique (s = 4).
• Dans une zone vide de source, limitée par une sphère intérieure et une sphère exté-
rieure de Wilcox, soit si r1

ext < robs < r2
int d’après les notations de la figure 3.2(b), les

deux types d’onde, progressive et non progressive, coexistent (s = 1 et s = 4).

Fig. 3.2 – Définition des sphères de Wilcox : (a) intérieure (Sint de rayon rint) et
extérieure (Sext de rayon rext) pour le cas d’une seule source et (b) intérieures (S1,2

int

de rayon r1,2
int) et extérieures (S

1,2
ext de rayon r1,2

ext) pour le cas de deux sources.

Résolution de l’équation d’onde vectorielle de Helmholtz
L’extension de la solution scalaire au problème vectoriel s’effectue par l’introduction
des vecteurs suivants, pour n = 1, 2, . . . +∞, m = 0, 1, . . . n, σ ∈ {e, o} et s ∈ {1, 4} :

~Mσs
mn = ~∇× (Ψσs

mn~r) , ~Nσs
mn =

1

k
~∇× ~∇× (Ψσs

mn~r) et ~Lσs
mn =

1

k
~∇Ψσs

mn. (3.5)

La famille des vecteurs ~Mσs
mn, ~Nσs

mn et ~Lσs
mn forme une base de solutions de l’équation

vectorielle de Helmholtz, comme montré dans [38]. Ces vecteurs de base sont appe-
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lés vecteurs modaux sphériques. L’ensemble des solutions de l’équation vectorielle de
Helmholtz peut ainsi être projeté sur cette base de vecteurs modaux.

Il est important de remarquer que les vecteurs ~Mσs
mn et ~Nσs

mn dérivent d’un rotationnel
et sont par conséquent à divergence nulle : ~∇. ~Mσs

mn = 0 et ~∇. ~Nσs
mn = 0. Quant à ~Lσs

mn,
c’est un vecteur à divergence non nulle mais à rotationnel nul.
Un certain nombre de relations d’orthogonalité utiles entre ces vecteurs sont données
en annexe C.2.

Résolution de l’équation d’onde associée au champ électromagnétique
Etant données les définitions des sphères de Wilcox quant aux domaines d’analycité
des développements sur les modes sphériques, chaque domaine étudié est vide de
charges. Ainsi, le champ électromagnétique est tel que : ~∇. ~E = 0 et ~∇. ~H = 0. Or, les
vecteurs ~Lσs

mn ne sont pas à divergence nulle. Ils servent à caractériser les charges.
Par conséquent, le développement du champ électromagnétique au sein des sphères
de convergence, en espace vide de charges et dans un milieu d’impédance intrinsèque
η, est le suivant :

{
~E
~H

}
=

{
1

j/η

} ∑
n,m,σ,s

aσs
mn

{
~Mσs

mn
~Nσs

mn

}
+ bσs

mn

{
~N σ̄s

mn
~M σ̄s

mn

}
. (3.6)

Selon le théorème de Wilcox basé sur l’analyse de la convergence des séries de Bessel,
la décomposition sur la base

{
~M, ~N

}
, à l’intérieur de Sint et à l’extérieur de Sext,

converge uniformément vers le champ électromagnétique.

Les expressions des vecteurs d’ondes sphériques ~Mσs
mn et ~Nσs

mn sont, au point (r, θ, ϕ) :
{

~Mσs
mn = −tσ1

mn(θ) Zs
n(z) fσ

m(ϕ) θ̂ + tσ2
mn(θ) Zs

n(z) f σ̄
m(ϕ) ϕ̂

~Nσs
mn = tσ3

mn(θ) Zs
n(z)/z f σ̄

m(ϕ) r̂ − tσ2
mn(θ) Ks

n(z) f σ̄
m(ϕ) θ̂ − tσ1

mn(θ) Ks
n(z) fσ

m(ϕ) ϕ̂
(3.7)

avec :

z = kr, où k est le nombre d’onde,
tσ1
mn(θ) = σ̄(−1)mP m

n (cos θ)
sin θ

,
tσ2
mn(θ) = − ∂

∂θ
Pm

n (cos θ),
tσ3
mn(θ) = n(n + 1)Pm

n (cos θ),

Ks
n(z) = 1

z
d
dz

(zZs
n(z)) = Zs

n−1(z)− nZs
n(z)
z

,

σ(−1) =

{
+1 si σ = o
−1 si σ = e

,

σ̄ est le complémentaire de σ dans {e, o} .
aσs

mn et bσs
mn sont les coefficients d’onde sphériques. Leur détermination fait l’objet de

la partie suivante.

3.2.1.2 Coefficients d’onde associés à un champ électromagnétique

Un certain nombre de méthodes permettant de calculer les coefficients d’onde associé
à tout type de champ électromagnétique sont présentées. La première méthode est
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basée sur l’utilisation des courants électriques et magnétiques équivalents. La seconde
concerne l’utilisation des moments dipolaires et la troisième s’appuie sur la discréti-
sation de la source. Enfin, l’obtention des coefficients modaux à partir des courants
électriques et magnétiques sur une sphère est détaillée. En outre, la modification des
coefficients d’onde par translation et rotation est abordée.

Courants électrique et magnétique
Soient des sources d’étendues finies contenues dans le volume V0 fermé par la surface
S0. Nous cherchons les coefficients d’onde a et b qui caractérisent la source hors de V0.

L’obtention de ces coefficients à partir des courants électriques et magnétiques vo-
lumiques caractérisant la source, respectivement Je

v et Jm
v , est détaillée p. 73 - 76 de

[24]. Ainsi, il est montré que :
{

aσs
mn

bσs
mn

}
=− k2η

πem

cmn

∫

V0

[
~Je
v (~r).

{
~Mσs̄

mn(~r)
~Nσs̄

mn(~r)

}
− j

η
~Jm
v (~r).

{
~Nσs̄

mn(~r)
~Mσs̄

mn(~r)

}]
dv(~r),

(3.8)

avec cmn =
2n + 1

2n(n + 1)

(n−m)!

(n + m)!
, em =

{
2 si m = 0
1 si m 6= 0

et où
{

σ̄
s̄

}
est le complémentaire de

{
σ
s

}
.

Il découle alors :
{

aσs
mn

bσs
mn

}
= − k2η

πem

cmn

∫

V0

[
~Je
v (~r).

{
~Mσs̄

mn(~r)
~Nσs̄

mn(~r)

}
− j

η
~Jm
v (~r).

{
~Nσs̄

mn(~r)
~Mσs̄

mn(~r)

}]
dS(r)dr.

(3.9)
Pour le cas particulier où toutes les sources sont concentrées sur la surface S0, nous
pouvons écrire :

~Je
v = ~Je

s .δ(r(θ, ϕ) ∈ S0) et ~Jm
v = ~Jm

s .δ(r(θ, ϕ) ∈ S0) (3.10)

où Je
s et Jm

s sont les courants électrique et magnétique surfaciques.
Nous en déduisons :

{
aσs

mn

bσs
mn

}
= − k2η

πem

cmn

∫

V0

[
~Je
s (~r)δ(r ∈ S0).

{
~Mσs̄

mn(~r)
~Nσs̄

mn(~r)

}
· · · (3.11)

− j

η
~Jm
s (~r)δ(r ∈ S0).

{
~Nσs̄

mn(~r)
~Mσs̄

mn(~r)

}]
dS(r)dr,

soit
{

aσs
mn

bσs
mn

}
= − k2η

πem

cmn

∫

S0

[
~Je
s (~r).

{
~Mσs̄

mn(~r)
~Nσs̄

mn(~r)

}
− j

η
~Jm
s (~r′).

{
~Nσs̄

mn(~r)
~Mσs̄

mn(~r)

}]
dS(r).

(3.12)
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Moments dipolaires
Il est souvent possible de caractériser une source primaire par ses moments dipolaires
électromagnétiques (~p e, ~p m).

Ceux-ci sont liés aux éléments de courants électromagnétiques infinitésimaux placés en
~r0, vecteur défini dans le système de coordonnées sphériques par les trois composantes
r0, θ0 et ϕ0 de la manière suivante :

~Je(~r) =~p e 1

r2 sin θ
δ(~r − ~r0), (3.13)

~Jm(~r) =~p m 1

r2 sin θ
δ(~r − ~r0), (3.14)

avec δ(~r − ~r0) =δ(r − r0)δ(θ − θ0)δ(ϕ− ϕ0).

En insérant les relations (3.13) et (3.14) dans (3.8), nous obtenons directement les
coefficients modaux :

{
aσs

mn

bσs
mn

}
= − k2η

πem

cmn

[
~p e.

{
~Mσs̄

mn(~r0)
~Nσs̄

mn(~r0)

}
− j

η
~p m.

{
~Nσs̄

mn(~r0)
~Mσs̄

mn(~r0)

}]
. (3.15)

Sources étendues
Physiquement, une source électromagnétique réelle est étendue et de dimension finie.

Il est alors nécessaire d’utiliser les formes intégrales (3.12) des expressions des co-
efficients sphériques. Les contraintes imposées par Wilcox sur les fonctions de Bessel
rendent cette intégrale uniformément convergente.
Celle-ci peut ainsi s’exprimer sous la forme suivante :

{
aσs

mn

bσs
mn

}
= lim

P→+∞

P∑
p=1

{
apσs

mn

bpσs
mn

}
, (3.16)

où la surface S0 contenant les sources est découpée en P éléments de surface.
Les coefficients globaux correspondent à la superposition des coefficients de chacune
des sources électromagnétiques composant la source globale.

Courants électriques ou magnétiques sur une sphère
Il est également possible de déterminer les coefficients d’onde caractérisant la source à
partir uniquement des courants électriques ou magnétiques sur une sphère entourant
la source en utilisant les propriétés d’orthogonalité des modes sphériques détaillées en
annexe C.2.

Rappelons que, dans un milieu vide de source :

~E =
∑

n,m,σ,s

aσs
mn

~Mσs
mn + bσs

mn
~N σ̄s

mn. (3.17)
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Après quelques calculs, il vient :

~E⊥r = r̂ × ~E =
∑

n,m,σ,s

aσs
mnχs

n
~Nσs

mn‖ −
bσs
mn

χs
n

~M σ̄s
mn‖, (3.18)

avec χs
n = Zs

n

Ks
n
et où ~a‖ est la partie tangentielle de ~a : ~a‖ = ~a− (~a · r̂)r̂.

• La projection du champ électrique orthogonal à r̂ ( ~E⊥r) sur ~M conduit alors à :

〈
~E⊥r| ~Mσ′s′

m′n′

〉
2

=−
∑

n,m,σ,s

bσs
mn

χs
n

〈
~M σ̄s

mn‖| ~Mσ′s′
m′n′

〉
2
, (3.19)

car
〈

~Mσs
mn| ~Nσ′s′

m′n′

〉
2

=
〈

~Nσs
mn| ~Mσ′s′

m′n′

〉
2

= 0.

Comme
〈

~M σ̄s
mn‖| ~Mσ′s′

m′n′

〉
2

= πeσ
m

cmn

[
Zs

nZs′
n

]
δm,m′δn,n′δσ̄,σ′ , nous obtenons :

bσs
mn = − cmn

πeσ
m

χs
n

Zs
nZs′

n

〈
~E⊥r| ~M σ̄s

mn

〉
2
. (3.20)

• De manière analogue, la projection de ~E⊥r sur ~N permet d’obtenir les coefficients
aσs

mn. Ainsi,

〈
~E⊥r| ~Nσ′s

m′n′

〉
2

=
∑

n,m,σ,s

aσs
mnχ

s
n

〈
~Nσs

mn‖| ~Nσ′s′
m′n′

〉
2

(3.21)

car
〈

~Mσs
mn‖| ~Nσ′s

m′n′

〉
2

= 0.

Or,
〈

~Nσs
mn‖| ~Nσ′s

m′n′

〉
2

= πeσ̄
m

cmn
|Ks

n|2 δm,m′δn,n′δσ,σ′ , d’où :

aσs
mn =

cmn

πeσ̄
m

1

χs
n |Ks

n(z)|2
〈

~E⊥r| ~Nσs
mn

〉
2
. (3.22)

Un développement similaire permet de déduire les coefficients modaux à partir des
champs magnétiques uniquement.

Transformation des coefficients d’onde par translation et rotation
Une étude exhaustive sur la transformation des coefficients d’onde engendrée par ro-
tations et translations est reportée dans [35] avec des notations différentes.
Ces transformations nécessitent des sommes discrètes triples, dont le coût de cal-
cul est du même ordre de grandeur que celui produit par la technique proposée pa-
ragraphe 3.2.1.2, où ces coefficients sont directement calculés à partir des courants
équivalents de la source.
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3.2.2 Détermination des caractéristiques d’antennes

Les coefficients modaux sphériques, aσs
mn et bσs

mn dans (3.6), contiennent toute l’infor-
mation décrivant l’antenne. La manière dont sont extraits de ces coefficients le champ
lointain, la puissance rayonnée et la directivité, est ici détaillée.

3.2.2.1 Champ lointain

Considérons une sphère de rayon suffisamment grand pour se placer dans le cas d’un
problème extérieur (s = 4).
De la forme générale du champ électromagnétique donnée à la relation (3.6), nous
obtenons les composantes du champ électrique sur cette sphère à la position (θ, ϕ) :

Er =
∑
n,m,σ

bσ4
mntσ̄3

mn(θ)
Z4

n(kr)

kr
fσ

m(ϕ), (3.23)

Eθ =−
∑
n,m,σ

[
aσ4

mnt
σ̄1
mn(θ)Z4

n(kr) + bσ4
mntσ̄2

mn(θ)K4
n(kr)

]
fσ

m(ϕ),

Eϕ =
∑
n,m,σ

[
aσ4

mnt
σ̄2
mn(θ)Z4

n(kr)− bσ4
mnt

σ̄1
mn(θ)K4

n(kr)
]
f σ̄

m(ϕ).

Les fonctions sphériques de Bessel ont le comportement asymptotique suivant, donné
dans [29], quand |z| → ∞ :

{
Z4

n(z)
K4

n(z)

}
=

{
j
1

}
jn e−jz

z
+ O

(
1/|z|2). (3.24)

En insérant la relation (3.24) dans (3.23), nous obtenons les composantes du champ
électrique en champ lointain (quand |kr| → ∞) en (θ, ϕ) :

Er = O
(
1/|kr|2), (3.25)

Eθ = − e−jkr

kr

∑
n,m,σ

jn
[
jaσ4

mntσ1
mn(θ) + bσ4

mnt
σ̄2
mn(θ)

]
fσ

m(ϕ) + O
(
1/|kr|2),

Eϕ = e−jkr

kr

∑
n,m,σ

jn
[
jaσ4

mnt
σ2
mn(θ)− bσ4

mnt
σ̄1
mn(θ)

]
f σ̄

m(ϕ) + O
(
1/|kr|2).

3.2.2.2 Puissance rayonnée

La puissance rayonnée par une source électromagnétique est égale au flux du vecteur
de Poynting à travers une surface fictive contenant l’ensemble des sources. Soit une
sphère Sr de rayon r supérieur à rext (le rayon de la sphère du problème extérieur de
Wilcox). La puissance rayonnée Pr est :

Pr = Re {P} =
1

2
Re

{∮

Sr

(
~E × ~H∗

)
· ~dS

}
(3.26)
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où P est la puissance complexe sur Sr.

Grâce aux relations d’orthogonalité entre les vecteurs modaux, reportées en annexe
C.2, nous trouvons :

P =− r2

2η

∑
n,m,σ

[
|aσ4

mn|2λσ
mnjZ

4
n(kr)K4

n(kr) + |bσ4
mn|2λσ̄

mnjZ
4
n(kr)K4

n(kr)
]
, (3.27)

avec λσ
mn = π

eσ̄
m

cmn

, cmn =
2n + 1

2n(n + 1)

(n−m)!

(n + m)!
,

eσ
m = 1 + σ(−1)δm et σ(−1) =

∣∣∣∣
+1, si σ = o
−1, si σ = e

.

En utilisant (3.26) et (3.27) ainsi que les formes asymptotiques des fonctions de Bessel
(3.24), la puissance rayonnée Pr en champ lointain est :

Pr =
1

2ηk2

∑
n,m,σ

λσ
mn

[|aσ4
mn|2 + |bσ̄4

mn|2
]
. (3.28)

3.2.2.3 Directivité

La directivité D associée à une antenne est le rapport entre l’intensité U rayonnée à
grande distance dans une direction (θ,ϕ) et l’intensité moyenne Um rayonnée à grande
distance [30] :

D(θ, ϕ) =
U(θ, ϕ)

Um

. (3.29)

En utilisant les relations (3.6) et (3.25), nous obtenons l’intensité U rayonnée à grande
distance, sachant que :

U(θ, ϕ) = lim
r→+∞

r2

2
Re( ~E × ~H∗).r̂. (3.30)

De l’équation (3.28), il vient l’expression de l’intensité moyenne Um :

Um =
Pr

4π
=

1

8πηk2

∑
n,m,σ

λσ
mn

[|aσ4
mn|2 + |bσ̄4

mn|2
]
. (3.31)

3.2.3 Décomposition de la source

Pour prendre en compte la diffusion par des lentilles stratifiées, il faut d’abord décom-
poser le rayonnement de la source en espace libre sur les fonctions d’ondes sphériques,
comme expliqué figure 3.3.
Les travaux précédents considéraient soit des sources idéales telles que les ondes
planes [15], des dipôles "end-fire" [22] et des sources complexes de Huygens [18, 26]
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Rayonnement de la source 

dans le vide

(simulations ou mesures )

Principe d’équivalence

Courants équivalents

Projection sur la base 

modale sphérique

Champ incident

Mode matching

Champ diffusé Champ total

Champ proche

Champ sur le plan z=0-

Conditions aux limites

Champ sur le plan z=0+

Champ sur le demi espace z >0

DÉCOMPOSITION DE LA SOURCE LENTILLE HÉMISPHÉRIQUE

LENTILLE SPHÉRIQUE

Projection sur la base 

modale sphérique

Fig. 3.3 – Schéma résumant les étapes de la décomposition de la source sur la base
modale sphérique. Cette décomposition permet l’analyse d’antenne lentilles sphériques
à partir de laquelle est déduite l’étude de lentille hémisphérique.

soit des approximations de sources étendues [23, 27]. Dans [36], Wood propose d’in-
terpoler les données provenant du champ lointain d’antennes pour prendre en compte
des sources réelles à symétrie de révolution azimutale.

Dans un premier temps, nous rappelons comment déterminer les coefficients modaux
de sources idéales classiques : dipôles électrique et magnétiques, source complexe de
Huygens, onde plane, antenne "end-fire". Puis, pour améliorer la représentation de
la source, nous détaillons les étapes permettant de considérer n’importe quelle source
réelle sans faire d’approximations.

3.2.3.1 Dipôles électrique et magnétique élémentaires

Un dipôle électrique élémentaire est un fil électrique de longueur l négligeable devant
la longueur d’onde qui est parcouru par un courant électrique Ie. Son moment dipo-
laire électrique et magnétique est donc ~p e = Ie~l et ~p m = ~0 respectivement.

Bien que physiquement irréalisable, le dipôle magnétique élémentaire correspond à
une boucle, en fil électrique de section infinitésimale, de rayon a négligeable devant la
longueur d’onde. Son moment dipolaire est ainsi ~p e = ~0 et ~p m = Ieη2π~a.

La distribution de courant de ces dipôles est obtenue en utilisant les relations (3.13),
(3.14) et les coefficients modaux de l’équation (3.15).
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3.2.3.2 Source complexe de Huygens

La source complexe de Huygens est une source imaginaire qui est solution des équa-
tions de Maxwell. Il s’agit du croisement d’une source électrique et d’une source ma-
gnétique qui permet, selon une direction, l’addition des champs dans un sens et l’an-
nulation dans le sens opposé.

Une source de Huygens est donc réalisée en choisissant un couple de moments di-
polaires (~p e, ~p m), tel que ~p e et ~p m soient orthogonaux entre eux et que leur norme
vérifie |~p m| = η |~p e|. Pour obtenir une source complexe de Huygens, une position
complexe ~r = r · r̂ + jb · ~d est ajoutée.
Celle-ci a été proposée dans la forme scalaire par [18, 26] et vectorielle par [24]. L’avan-
tage est de pouvoir contrôler l’ouverture à mi-puissance du diagramme de rayonnement
de la source en jouant sur le vecteur ~d, qui donne la direction de modification, et sur
le scalaire b, qui influe sur la modification du lobe principal.

L’intérêt de ce type de source est de permettre d’approcher de façon réaliste différents
types de diagrammes sans entraîner de longs temps de calculs.

3.2.3.3 Onde plane

La décomposition d’une onde plane sur la base des vecteurs modaux sphériques est
donnée par Stratton [15]. Il montre que le champ électrique pour une onde plane
s’écrit :

~E = (Ex · x̂ + Ey · ŷ) · ejkz =
∑
n,σ

aσ1
1n

~Mσ1
1n + bσ1

1n
~N σ̄1

1n , (3.32)

avec ao1
1n = jn 2n + 1

n(n + 1)
Ex = j · bo1

1n et ae1
1n = −jn 2n + 1

n(n + 1)
Ey = j · be1

1n.

3.2.3.4 Autres sources

D’autres sources réalistes peuvent être approchées à partir de sources idéales. Ainsi,
le rayonnement en champ lointain d’un cornet rectangulaire peut être simplement ap-
proché en mettant en réseau 4 dipôles électriques formant ainsi une antenne de type
"end-fire".

Par ailleurs, les antennes classiques, dont la forme analytique du champ électroma-
gnétique à l’ouverture est connue, par exemple le cornet pyramidal [24], peuvent aussi
être modélisées. En effet, il suffit de discrétiser ce champ au niveau de l’ouverture puis
d’utiliser les relations données au paragraphe 3.2.1.2.

3.2.3.5 Source réelle

Toute source, pourvue qu’elle soit d’étendue finie, peut être prise en compte.
Les étapes, permettant la décomposition modale sur la base d’ondes sphériques d’une
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source quelconque, sont résumées figure 3.4 :
(a) La source contenue dans le volume V0 rayonne un champ ( ~E, ~H).
(b) A partir de données provenant de mesures ou de simulations de cette source, celle-
ci est remplacée par ses courants équivalents électrique et magnétique ( ~Je, ~Jm).
(c) Ces courants volumiques ou surfaciques sont alors décomposés sur la base d’ondes
sphériques d’après les relations (3.8) ou (3.12) respectivement.

En respectant les critères de convergence imposés par les sphères de Wilcox, (cf.
paragraphe 3.2.1.1), nous obtenons les coefficients {a, b}int et {a, b}ext à l’intérieur de
Sint et à l’extérieur de Sext respectivement.

Fig. 3.4 – Schéma résumant les étapes permettant la projection sur la base d’ondes
sphériques d’une source quelconque.

3.3 Application à l’étude des antennes lentilles stra-
tifiées

3.3.1 Diffusion introduite par une lentille stratifiée

La technique de raccordement ou d’identification des modes (notée MMT pour "Mode
Matching Technique"), basée sur les fonctions d’ondes sphériques est ici décrite pour
analyser les antennes lentilles sphériques et hémisphériques stratifiées. Cette méthode
a été initialement introduite par [15], puis appliquée à l’analyse des lentilles de Lu-
neburg par [23, 27]. Elle est plus rigoureusement détaillée dans [24] et est à nouveau
expliquée ici de façon à présenter son extension aux lentilles hémisphériques. Ces dif-
férentes étapes sont résumées à la figure 3.3.

La géométrie du problème étudié est décrite figure 3.5. p est le numéro de la coquille,
rq le rayon extérieur de la qème coquille. kq est son nombre d’onde et ηq l’impédance
intrinsèque.
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surfaces de 

Huygens

source

Z

X

Y

plan de 

coupe

rq

rint

rext

p=1p=q ...
p=q+1

Sext

Sint

lentille
Z

X
0

...

p=q
p=q+1

p=1rq

surfaces de 

Huygens

rint

rext

(a) (b)

Fig. 3.5 – (a) Représentation tri-dimensionnelle de la lentille sphérique / hémisphé-
rique multi-coquilles alimentée par un guide d’onde ouvert. Les notations utilisée pour
la structure à q couches sont reportées : p le numéro de la coquille et les sphères Sint

et Sext de Wilcox de rayon rint et rext. Le plan de coupe (xOy) montre comment la
lentille HMFE est déduite de la lentille sphérique. (b) Coupe bi-dimensionnelle de la
représentation (a) avec les notations associées.
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3.3.1.1 De forme sphérique

Commençons par appliquer les conditions aux limites, à savoir la continuité des com-
posantes tangentielles du champ électromagnétique à chaque interface entre deux
diélectriques. Ainsi, pour p = 1, · · · , q, nous pouvons écrire :

r̂ ×
{

~E(r−p )
~H(r−p )

}
= r̂ ×

{
~E(r+

p )
~H(r+

p )

}
avec r±p = rp ± 0. (3.33)

Or, à partir de la relation (3.6), nous trouvons :

r̂ ×
{

~E
~H

}
= ±

{
1

j/η

} ∑
n,m,σ,s

[
aσs

mn

{
χs

n

1/χs
n

}
·
{

~Nσs
mn‖

~Mσs
mn‖

}
· · · (3.34)

−bσs
mn

{
1/χs

n

χs
n

}
·
{

~M σ̄s
mn‖

~N σ̄s
mn‖

}]
, (3.35)

avec χs
n = Zs

n/Ks
n.

Les modes sphériques sont découplés, chacun étant orthogonal aux autres. En uti-
lisant les relations d’orthogonalité des fonctions angulaires, détaillées en annexe C.2,
nous obtenons les relations matricielles pour chaque frontière p = 1, · · · , q :

Xxσ,p+1
mn =Mx,p

n ·Xxσ,p
mn où Xx =

[
x1

x4

]
, x ∈ {a, b} et Mx,p

n = [Zx,p+1
n ]−1 · Zx,p

n ,

(3.36)

Za,p+1
n =

[
Z1

n(z+
p ) Z4

n(z+
p )

K1
n(z+

p ) K4
n(z+

p )

]
, Zb,p+1

n =

[
K1

n(z+
p ) K4

n(z+
p )

Z1
n(z+

p ) Z4
n(z+

p )

]
,

Za,p
n =

[
Z1

n(z−p ) Z4
n(z−p )

τpK
1
n(z−p ) τpK

4
n(z−p )

]
, Zb,p

n =

[
K1

n(z−p ) K4
n(z−p )

τpZ
1
n(z−p ) τpZ

4
n(z−p )

]

avec τp =
ηp+1

ηp

, z+
p = kp+1rp et z−p = kprp.

Le lien entre les coefficients de la coquille de coeur (p = 1) et ceux d’une quelconque
autre coquille (p) est obtenu en cascadant les relations (3.36).
Ainsi, pour p = 2, · · · , q + 1 :

Xxσ,p
mn = T x,p

n ·Xxσ,1
mn où T x,q

n =
∏1

i=q Mx,i
n . (3.37)

La condition de finitude du champ à l’origine est alors fixée et connaissant l’onde
incidente xi, nous avons :

x1σ4
mn = 0 et xq+1σ1

mn = xiσ1

mn. (3.38)
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De (3.37) et (3.38), nous obtenons les coefficients de coeur x1 et extérieur xq+1 à partir
de ceux incidents xi par une inversion de matrice :

[
xiσ1

mn

xq+1σ4
mn

]
= T x,q

n ·
[

x1σ1
mn

0

]
. (3.39)

De (3.37), nous tirons les coefficients modaux pour chaque coquille :
[

xpσ1
mn

xpσ4
mn

]
= T x,p−1

n ·
[

x1σ1
mn

0

]
. (3.40)

Les déterminants des matrices de transfert T x,p−1
n ne s’annulent jamais, ce qui assure

à la fois l’existence et l’unicité de ces coefficients :
∣∣T x,p−1

n

∣∣ =

(
kp

k1

)2(
ηp

η1

)
6= 0. (3.41)

Le champ électromagnétique total est alors simplement la superposition des champs
incidents et diffusés. Nous connaissons maintenant le champ électromagnétique proche
et lointain dans toute région vide de charges.

3.3.1.2 De forme hémisphérique

Plusieurs étapes sont nécessaires pour l’analyse de lentilles hémisphériques. Comme
indiqué figure 3.3, nous commençons par calculer le champ électromagnétique sur le
plan (xOy) correspondant au plan de coupe de la figure 3.5.

L’expression du champ électromagnétique ( ~Ep, ~Hp) au sein de la pème coquille est,
pour r ∈]rp−1, rp[p∈{1,..,q+1} avec r0 = 0 et rq+1 →∞, θ = π/2+ et pour tout ϕ :

{
~Ep

~Hp

}
=

{
1
j
ηp

} ∑
n,m,σ,s

apσs
mn

{
~Mσs

mn
~Nσs

mn

}
+ bpσs

mn

{
~N σ̄s

mn
~M σ̄s

mn

}
(3.42)

La discontinuité entre le diélectrique et l’air au niveau du côté plat de la lentille
est considérée en appliquant la continuité des composantes tangentielles du champ
électromagnétique.
Cela entraîne l’expression suivante des courants électriques et magnétiques équivalents
qui rayonnent dans l’air, pour r ∈]rp−1, rp[p∈{1,..,q+1}, θ = π/2− et pour tout ϕ :

{
~Je

~Jm

}
=

{
j/ηp

−1

} ∑
n,m,σ,s

fσ
m(ϕ)

({
bpσs

mn

apσ̄s
mn

}
Zs

n(kr)tσ2
mn(π/2)r̂ − · · ·

{
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mn
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mn

} [
n(n + 1) Zs

n(kr)
kr
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]
Pm

n (0)

)
, (3.43)

avec





tσ2
mn(π/2) = −2m

π
(−1)

m+n−1
2 (1 + (−1)m+n−1)Γ(1

2
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(n−m+1
2

)!
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n (0) = 2m(−1)

m+n
2

1+(−1)m+n

2
m+n

2

1
Γ(n−m

2
+1)

(m+n)!

(m+n
2

)!
, (p. 334 de[29])

où Γ est la fonction Gamma, (p. 255 de [29]).
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A présent, des courants existent sur tout le plan de coupe (xOy). Extraire le champ
électromagnétique devrait nécessiter une intégration bi-dimensionnelle sur cette sur-
face infinie. Dans ce cas, la surface extérieure de Wilcox est étendue à l’infini et tous
les développements précédents sont non utilisables.
Cependant, la majeure partie de la puissance rayonnée par la source sur le plan (xOy)
se trouve concentrée sur le disque limité par la sphère intérieure de Wilcox. Cela
revient à restreindre rq+1 à rint au lieu de l’infini dans l’expression (3.43). Cette res-
triction est désormais appliquée. Il est donc maintenant possible de définir une sphère
extérieure de Wilcox de rayon fini.
Les courants électromagnétiques, obtenus équation (3.43), sont alors projetés sur la
base

{
~M, ~N

}
comme détaillé relation (3.12).

Cela conduit au coefficients modaux sphériques suivants :

aσs
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m
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) ∑
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, (3.44)
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Les diagrammes en champs lointain et directivité peuvent être déduit en utilisant les
relations (3.25) à (3.31).

3.3.1.3 Prise en compte des effets de couplage entre la source et la lentille

Jusqu’ici, nous avons supposé que la lentille ne perturbe pas la source. Nous n’avons
pas trouvé, dans la littérature, de justification ou de quantification numérique de cette
approximation.
Pour remédier à cela, une procédure itérative, inspirée de la théorie dite "des petites
réflexions" [31], est décrite à la figure 3.6. Ses étapes sont les suivantes :

– La source seule est d’abord analysée en utilisant un logiciel de simulation élec-
tromagnétique basée sur une méthode rigoureuse ("full wave"). Une partie de
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son excitation est réfléchie à cause de la désadaptation et l’autre partie rayonne
le champ incident.

– Les courants électromagnétiques équivalents sont calculés sur une boîte virtuelle
entourant l’antenne de façon à ce que, à l’extérieur de cette boîte contenant du
vide, le même champ incident soit rayonné.

– Nous introduisons alors l’objet diffractant (dans notre cas la lentille). Celui-ci
génère, comme réaction au champ incident, un champ diffusé en tout point de
l’espace y compris à l’intérieur de la boîte virtuelle.

– Le champ diffusé à l’intérieur de la boîte est alors remplacé par ses courants
équivalents sur cette même boîte.

– Finalement, l’antenne est replacée dans la boîte. Comme réaction, un champ
est généré, ce qui créé des ondes progressives et rétrogrades à l’intérieur de
l’antenne. Ce champ corrige l’excitation initiale et ferme ainsi la boucle.

En théorie, l’état d’équilibre est atteint après un nombre infini d’itérations. Cepen-
dant, en pratique, les corrections effectuées après un certain nombre d’itérations de-
viennent insignifiantes.

Il est important de souligner que cette procédure itérative n’est pas limitée aux len-
tilles, mais est suffisamment générale pour être appliquée à tout type d’objet diffrac-
tant (diélectrique, magnétique et / ou métallique) de forme quelconque.

3.3.2 Résultats numériques

La théorie précédemment développée est appliquée de façon à mettre en valeur des
résultats numériques significatifs tels que l’ordre de troncature des séries, des carto-
graphies de champ proche, la réaction de la lentille sur la source et les temps et charge
de calculs.

3.3.2.1 Ordre de troncature

Lors de la mise en œuvre numérique, toutes les séries
∑

n requièrent un ordre de
troncature Nt. Cet entier est toujours lié à la longueur électrique ka de la structure
étudiée, où k est le nombre d’onde du milieu sans pertes et a le rayon de la plus petite
sphère centrée sur l’origine entourant l’antenne.
Ainsi, Lo [32] propose de fixer Nt = E[ka], où E[x] est la partie entière du réel x.
Cependant, Bruning et Hanson [33, 34] montrent que pour certains cas, un ordre de
troncature plus grand doit être considéré :

Nt = E
[
ka + 3(ka)1/3

]
. (3.46)

Dans ces références, le critère entraînant l’obtention de l’ordre de troncature n’est
jamais mentionné.

Pour tous les résultats présentés par la suite, l’ordre de troncature de l’équation (3.46),
i.e. le plus grand des deux proposés, est appliqué et a été vérifié.
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Fig. 3.6 – Procédure itérative pour atteindre l’état d’équilibre d’un système objet
diffractant - source. (a) Intialement (p = 1), l’antenne, avec une excitation V +

p est
analysée en espace libre avec un logiciel commercial basé sur une méthode rigoureuse.
Des réflexions (V −

p ) sont produites ainsi qu’un champ électromagnétique (Ei
p, H

i
p) dans

l’espace. (b) Des courants équivalents (Je
p

i, Jm
p

i) pour le problème extérieur sont alors
calculés sur une surface virtuelle S0 entourant la source. Les hachures à l’intérieur de
S0 représentent le problème extérieur. Ces courants sont choisis de façon à ce qu’en
leur présence, la boîte ne contienne que du vide. (c) L’ajout d’un objet diffractant
(ici une lentille) génère, comme réaction à l’excitation, un champ diffusé partout
y compris à l’intérieur de S0. (d) Maintenant, les courants équivalents (Je

p
s, Jm

p
s),

associés au champ diffusé pour le problème interne, d’où les hachures à l’extérieur de
S0, sont calculés sur S0. (e) L’antenne est replacée dans S0. En réaction, cela génère
un champ (Er

p , H
r
p) représenté par des ondes progressives et rétrogrades (V s

p
+, V s

p
−).

Elles corrigent alors l’excitation initiale pour recommencer la boucle afin d’atteindre
l’état d’équilibre après, en théorie, un nombre infini d’itérations.
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3.3.2.2 Réaction de la lentille sur la source

Pour atteindre l’état d’équilibre d’un système source-objet diffractant, la procédure
itérative, détaillée à la figure 3.6, est appliquée pour le cas d’une lentille HMFE à 3
coquilles alimentée par un guide d’onde ouvert WR10.
Les diagrammes de rayonnement de l’antenne lentille, calculés avec et sans correction
de l’excitation, sont superposés comme montré figure 3.7.

Fig. 3.7 – Diagrammes de rayonnement en champ lointain obtenus lors de la première
itération de la procédure présentée figure 3.6 (—) et après correction de l’excitation
(+).

Cela signifie que la distribution du champ au voisinage de l’ouverture de la source
n’est pas modifié de manière significative. En effet, les conditions aux limites dues au
métal imposées par la source sont dominantes, dans cette zone réduite, par rapport
aux conditions aux limites imposées par la présence de la lentille.
Même si la distribution spatiale du champ n’est pas modifiée de manière significative
lorsque la lentille est ajoutée, la puissance du champ rétro-diffusé corrige son niveau.
Pour une source placée entre λ0/4 et λ0 de la lentille, la puissance du champ rétro-
diffusée est quatre cent fois plus faible que celle du champ incident (Table 3.1). La
correction du niveau de champ de l’excitation est par conséquent négligeable.
L’état d’équilibre du système source-lentille est atteint dès la première itération.

Tab. 3.1 – Quantification de la réaction source-lentille
source-lentille 0,25 0,375 0,5 0,625 0,75 0,875 1
distance [λ0]

Pexcitation
Prétro-diffusée

500 420 400 450 620 800 950

Cette constatation s’explique en considérant la coquille de coeur comme la lentille, et
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les autres coquilles comme des couches d’adaptation qui limitent les réflexions sur la
source.

3.3.2.3 Cartographies de champs

Pour mettre en valeur la focalisation par les lentilles inhomogènes, des cartographies
en champ proche de lentilles stratifiées sont présentées.

Lentille de Luneburg
La distribution du champ électrique, au voisinage d’une lentille de Luneburg à 5
coquilles de diamètre 10 λ0 illuminée par une onde plane, est montrée à la figure. 3.8.
L’énergie de l’onde plane incidente est progressivement concentrée vers le point focal
localisé sur l’axe du côté opposé de la lentille. Nous pouvons alors distinguer trois
zones :

– La zone focale, θ ∈ [160o, 180o], qui concentre la plupart de l’énergie provenant
de la lentille. C’est là que doit être placée l’antenne pour optimiser la réception.

– La zone de découplage, θ ∈ [50o, 160o], dans laquelle la présence d’une antenne ne
modifie pas significativement le champ dans la région focale. C’est ici que doivent
être ajoutées d’autres antennes pour obtenir de multiples faisceaux découplés.

– La zone de blocage, θ ∈ [0o, 50o], où la présence d’une antenne masque une
partie de l’énergie.

Fig. 3.8 – Distribution du module du champ électrique total normalisé au voisinage
d’une lentille de Luneburg à 5 coquilles et de diamètre 10 λ0 illuminée par une onde
plane arrivant de +z.

Lentille HMFE
Le champ électrique au dessus du côté plat d’une lentille HMFE à 3 coquilles de dia-
mètre 6.15 λ0 alimentée par un guide d’onde WR10 est cartographié à la figure. 3.9(a) :
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– L’uniformité de l’amplitude et de la phase de la co-polarisation traduisent le
comportement local de l’onde plane au dessus de la lentille. La propagation
sphérique de l’onde est clairement visible en dehors de Sext. La chute de l’ampli-
tude et le changement de phase pour la co-polarisation sont dus à la diffraction
sur la bride du guide qui est aussi visible sur les diagrammes de la figure 3.10.
Les régions blanches correspondent aux zones non convergentes de Wilcox.

– A partir de cette cartographie, nous avons calculé que 86,8% de la densité de
courant générée par la source est concentrée sur la portion de la surface (xOy)
délimitée par la sphère intérieure de Wilcox de rayon rint sur la figure 3.9(a).
La figure 3.9(b) représente l’amplitude du champ électrique extrait de la fi-
gure 3.9(a). Nous remarquons qu’une grande partie de l’énergie est concentrée
à l’intérieur de la lentille. De plus, la lentille ne change pas la polarisation étant
donné que pour les plans E et H, la polarisation croisée reste au moins 20 dB
en dessous de celle principale.

Fig. 3.9 – Analyse de cartographie du champ proche à 77 GHz d’une lentille HMFE à
3 coquilles à diamètre 6.15 λ0 alimentée par un guide d’onde WR10. (a) Cartographie
bi-dimensionnelle de l’amplitude et phase de la co- et cross-polarisation du champ
électrique normalisé sur le plan s = 0+. (b) Courbes de l’amplitude du champ élec-
trique extraite de la cartographie bi-dimensionnelle pour la co- (—) et cross- (− − −)
polarisation et pour deux angles : ϕ = 0◦ (+) et 90◦ (¤).

L’amplitude du champ électrique total pour les plans E et H de la même antenne
lentille est cartographiée à la figure 3.10 :

– Sur la partie supérieure, des directions privilégiées de rayonnement sont visibles.
Elles correspondent aux lobes secondaires visibles en champ lointain sur la fi-
gure 3.14(e,f). Par ailleurs, les niveaux de débordement de champ de la source
sont faibles.

– Sur la partie inférieure, la focalisation à l’intérieur de la lentille, le faible niveau
du champ rétro-diffusé ainsi que les effets de diffraction dus à la bride de guide
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sont visibles. En outre, la zone réactive de l’antenne lentille, pour laquelle les
champs ont une forte dépendance radiale, apparaît sur la cartographie.

Fig. 3.10 – Cartographie bi-dimensionnelle de l’amplitude du champ électrique nor-
malisé au voisinage de l’antenne lentille de la figure 3.9. Pour le plan z < 0, la source
est représentée par la boîte virtuelle S0 correspondant aux surfaces de Huygens. Cela
impose deux sphères de convergence de Wilcox (délimitées par rint et rext) entre les-
quelles le champ ne peut être décomposé (zones blanches). Pour le plan z > 0, les
sources sont représentées par leurs courants équivalents en z = 0. Un changement de
système de coordonnées (translation ~OO′) est réalisé pour réduire la zone d’indéter-
mination. Il en résulte de nouvelles sphères de Wilcox (r′int et r′ext).

3.3.2.4 Considérations de temps et charge de calcul

Les temps de calcul pour analyser les antennes lentilles, en utilisant CST Microwave
Studior, Ansoft HFSSr et notre code scalaire et non optimisé basé sur la MMT, sont
étudiés.
Pour cela, des lentilles de Luneburg et HMFE à 3 coquilles, alimentées par un guide
d’onde ouvert, ont été simulées et le rapport des temps de calculs entre les logiciels
commerciaux et la MMT, rCST et rHFSS, sont reportés tableau 3.2.
Ainsi, pour des lentilles de diamètres 6 λ0, le gain en temps de calcul est déjà intéres-
sant. Par ailleurs, avec notre ordinateur, nous ne pouvons pas simuler de lentilles dont
le diamètre excède, 16 λ0 avec CST Microwave Studior 2006B et 10 λ0 avec Ansoft
HFSS v.10.1, alors que la MMT n’a pas de limitations en terme de taille électrique
de lentille.

De plus, pour donner un ordre de grandeur des charges de calcul, le nombre de co-
efficients modaux inconnus pour notre code, NMMT , le nombre de nœuds de maille
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pour CST Microwave Studior, NCST , et le nombre de tétraèdres pour Ansoft HFSSr,
NHFSS, pour analyser les mêmes antennes lentilles, sont donnés tableau 3.3.

Ces deux comparaisons justifient l’intérêt de la MMT.

Tab. 3.2 – Comparaison de temps de calcul
diamètre de la lentille lentille de Luneburg lentille HMFE

rCST rHFSS rCST rHFSS

6λ0 3,8 23,9 2,9 4,6
10λ0 9,8 ∞ 3,9 29,1
14λ0 10,7 ∞ 2,1 ∞

Calculs réalisés sur un 2.79GHz-CPU 3.99GHz-RAM Xeon x64.
rCST = tCST /tMMT , avec CST Microwave Studio 2006Br.
rHFSS = tHFSS/tMMT , avec Ansoft HFSS v.10.1r.

Tab. 3.3 – Comparaison de charge de calcul
diamètre de la lentille lentille de Luneburg lentille HMFE

NMMT NCST NHFSS NCST NHFSS

6λ0 4860 1,47 106 1,08 105 1,44 106 83907
10λ0 10824 4,19 106 NC 3,31 106 2,17 105

14λ0 19140 8,87 106 NC 7,45 106 NC

NMMT : nombre de coefficients modaux inconnus.
NCST : nombre de nœuds de maille.
NHFSS : nombre de tétraèdres.
NC : non convergence.

3.3.3 Validations

Dans cette partie, des vérifications expérimentales ainsi que des comparaisons avec
des logiciels commerciaux des résultats obtenus par la MMT sont réalisés pour la
modélisation de la source et la diffusion par des lentilles stratifiées.

3.3.3.1 Modélisation de la source

A partir d’un logiciel électromagnétique "full wave", les courants sont extraits sur une
boîte entourant l’antenne selon un maillage cartésien uniforme de taille λ0/10. Ces
courants sont alors décomposés sur les fonctions d’ondes sphériques, selon la formule
donnée équation (3.12).
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Guide d’onde ouvert à 77 GHz
Pour le cas du guide d’onde ouvert WR10, (figure 3.11(a)), les diagrammes de rayon-
nement, tracés figures 3.11(b,c), obtenus par MMT et CST Microwave Studior, sont
en excellent accord. Il est alors logique que les directivités trouvées soient très proches :
10,13 dB et 10,06 dB pour CST Microwave Studior et MMT respectivement.
Les faibles différences de niveaux autour de ± 130˚sur la figure 3.11(c) sont d’ordre
numérique. Elles peuvent être réduites en discrétisant plus finement les courants sur
la surface de Huygens entourant la source.

Fig. 3.11 – (a) Vue tri-dimensionnelle du guide d’ouvert WR10. Comparaisons de ses
diagrammes de rayonnement en champ lointain ((b) plan E et (c) plan H) obtenus
par MMT (—) et simulés avec CST Microwave Studior (¤) à 77GHz.

Réseau de quatre antennes imprimées à 50 GHz
La même décomposition est appliquée à un réseau de quatre antennes imprimées, (fi-
gure 3.12(a)), et l’accord entre les diagrammes de rayonnement, montré figures 3.12(b,c),
est à nouveau bon. Les directivités sont de 8,62 dB et 8,68 dB pour CST Microwave
Studior et MMT respectivement.
Les différences de niveau à ± 150˚sur la figure 3.12(b) sont du même type que celles
figure 3.11(c).

3.3.3.2 Diffusion par une lentille stratifiée

Cas d’une lentille de Luneburg (sphérique)
Une lentille de Luneburg alimentée par un guide d’onde ouvert, photographiée dans
la chambre anéchoïde figure 3.13(a), est mesurée à 6 GHz. A cette fréquence, son
diamètre est de 8 λ0. Elle a six coquilles et ses paramètres, reportés au tableau 2.2,
ont été optimisés selon la méthode du minmax. La modélisation de la source seule
n’a pas été présentée précédemment car elle n’apporte pas de nouveauté par rapport
à celle du guide d’onde WR10.
Les diagrammes de rayonnement, mesurés en champ lointain, sont comparés à ceux
obtenus par MMT et CST Microwave Studior. Ils sont superposés dans les deux
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Fig. 3.12 – (a) Vue de dessus et de coupe du réseau de quatre antennes imprimées ali-
menté par fente. Comparaisons de ses diagrammes de rayonnement en champ lointain
((b) plan E et (c) plan H) obtenus par MMT (—) et simulés avec CST Microwave
Studior (¤) à 48,7GHz.

plans, comme montré figure 3.13(b,c). D’autres logiciels commerciaux, tels que An-
soft HFSSr et FEKOr, ont également été utilisés pour analyser ces lentilles. Leurs
résultats sont très proches de ceux trouvés par CST Microwave Studior.
La directivité déterminée par la MMT est égale à 27,3 dB alors que 27,5 dB sont
calculés par les trois logiciels commerciaux.

Fig. 3.13 – (a) Photographie d’une vue de côté de la lentille de Luneburg à 6 co-
quilles, de diamètre 8 λ0 à 6 GHz, alimentée par un guide d’onde ouvert dans la
chambre anéchoïde. Comparaison des diagrammes de rayonnement en champ lointain
((b) plan E et (c) plan H) de l’antenne lentille obtenus par MMT (+), simulés par
CST Microwave Studior (¤) et mesurés [co-pol (− − −) et cross-pol (· · · )].

Cas d’une lentille HMFE (hémisphérique)
• Une lentille HMFE alimentée par un guide d’onde ouvert WR10, voir vue tri-
dimensionnelle à la figure 3.14(a), est mesurée à 77 GHz. A cette fréquence, cette
lentille a un diamètre de 6,15 λ0. Elle a trois coquilles de même épaisseur, 4 mm,
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ayant pour permittivité relative : εr=1,5, 2,5 et 4.
Les diagrammes de rayonnement mesurés en champ lointain sont comparés, sur la
figure 3.14(b,c), à ceux obtenus par MMT et CST Microwave Studior. Ils sont en bon
accord dans les deux plans. Les différences entre les logiciels commerciaux et la MMT
sur les lobes secondaires viennent de la perte d’information sur les courants du plan
(xOy) due à la restriction rq+1 = rint à la relation (3.43).
La directivité obtenue par MMT est égale à 21,9 dB alors que 21,4 dB, 21,6 dB et
22,3 dB sont calculés par Ansoft HFSSr, FEKOr et CST Microwave Studior respec-
tivement. Les différences entre MMT, ainsi que les trois logiciels commerciaux, et les
mesures sont les conséquences de l’incertitude sur la distance et l’alignement entre la
lentille et la source. Ces paramètres sont en effet très sensibles en bande W.

Fig. 3.14 – (a) Vue tri-dimensionnelle de l’antenne lentille HMFE à 3 coquilles, de
diamètre 6,15 λ0 à 77 GHz, alimentée par un guide d’onde ouvert WR10. Comparaison
des diagrammes de rayonnement en champ lointain ((b) plan E et (c) plan H) de
l’antenne lentille obtenus par MMT (+), simulés par CST Microwave Studior (¤) et
mesurés [co-pol (− − −) et cross-pol (· · · )].

• Cette même lentille est maintenant alimentée par un réseau d’antennes impri-
mées, voir vue tri-dimensionnelle à la figure 3.15(a). Le réseau, étudié seul au pa-
ragraphe 3.3.3.1, est simulé à 48,7 GHz. Les diagrammes de rayonnement en champ
lointain prévu par le logiciel commercial et la MMT sont en bon accord. Les directi-
vités trouvées par CST Microwave Studior et la MMT sont de 19,6 dB et 18,5 dB .

• Une lentille HMFE alimentée par un guide d’onde WR10 sans bride, voir vue tri-
dimensionnelle à la figure 3.16(a), est mesurée à 77 GHz. A cette fréquence, son
diamètre est de 15 λ0. Elle a neuf coquilles et ses paramètres, reportés tableau 3.4,
ont été optimisés selon la méthode du minmax.

L’accord des diagrammes en champ lointain, simulés par le logiciel commercial et
calculé via la MMT, est excellent dans les deux plans, (voir figure 3.16(b,c)). CST
Microwave Studior et la MMT trouvent une même directivité égale à 31,1 dB.
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Fig. 3.15 – (a) Vue tri-dimensionnelle du réseau de quatre antennes imprimées ali-
mentant la lentille HMFE à 3 coquilles de diamètre 4 λ0 à 50 GHz. Comparaison
des diagrammes de rayonnement en champ lointain ((b) plan E et (c) plan H) de
l’antenne lentille obtenus par MMT (+) et simulés par CST Microwave Studior (¤).

Tab. 3.4 – Caractéristiques de la lentille optimisée HMFE à 9 coquilles
permittivités 3,84 3,53 3,21 2,89 2,58 2,26 1,95 1,63 1,32
rayons extérieurs 6,63 9,71 12,3 14,79 17,28 19,90 22,78 26,02 30,00

[mm ]

Fig. 3.16 – (a) Vue tri-dimensionnelle de l’antenne lentille HMFE à 9 coquilles, de
diamètre 15 λ0 à 77 GHz, alimentée par un guide d’onde ouvert WR10. Comparaison
des diagrammes de rayonnement en champ lointain ((b) plan E et (c) plan H) de
l’antenne lentille obtenus par MMT (+), simulés par CST Microwave Studior (¤) et
mesurés [co-pol (− − −) et cross-pol (· · · )].
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Adaptation
Comme évoqué au paragraphe 3.3.2.2, l’adaptation de la lentille est très peu modifiée
quand la lentille est ajoutée. Pour le cas de la lentille de Luneburg, ce changement est
inférieur à la sensibilité des moyens de mesures. Pour la lentille HMFE, la modification
de l’adaptation est inférieure à 1 dB sur la bande de fréquence 76 − 81 GHz comme
montré figure 3.17.

Fig. 3.17 – Adaptation mesurée (S11) du guide WR10 seul (· · · ) et avec la lentille
HMFE à 3 coquilles (—) sur la bande 76− 81 GHz.

3.4 Perspective : prise en compte de la divergence
non nulle

3.4.1 Nécessité du vecteur ~L

Comme expliqué au paragraphe 3.2.1.1, la décomposition sur la base
{

~M, ~N
}
, compo-

sée de vecteurs à divergence nulle, permet de représenter le champ électromagnétique
uniquement dans les zones vides de charges. En d’autres termes et plus précisément,
entre les sphères intérieure (Sint) et extérieure (Sext) de Wilcox, représentées figure 3.2,
le champ électromagnétique ne peut pas être uniquement projeté sur des vecteurs à
divergence nulle.

L’ajout d’une troisième famille de vecteurs de base, à divergence non nulle, est indis-
pensable pour décomposer le champ. Ainsi, le vecteur ~L est tel que :

~Lσs
mn =

1

k
~∇Ψσs

mn, (3.47)

et son expression est :

~Lσs
mn =

dZs
n(z)

dz

tσ3
mn(θ)

n(n + 1)
f σ̄

m(ϕ)r̂ − Zs
n(z)

z
tσ2
mn(θ)f σ̄

m(ϕ)θ̂ − Zs
n(z)

z
tσ1
mn(θ)fσ

m(ϕ)ϕ̂. (3.48)
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Il est à rotationnel nul et à divergence non nulle.

Comme montré par D. Sarkar dans [37, 38], la famille
{

~L, ~M, ~N
}

forme une base
complète de solutions de l’équation vectorielle de Helmholtz.
Pour modéliser le champ dans un milieu linéaire homogène isotrope en présence de
charges, l’utilisation du vecteur ~L est donc nécessaire. Elle l’est également si le milieu
est anisotrope [39, 40].

3.4.2 Utilisation du vecteur ~L

Pour prendre en compte la diffusion par un objet diffractant, il faut d’abord obtenir
les coefficients modaux incidents pour pouvoir appliquer la MMT.
Ces étapes, résumées figure 3.18, permettent d’obtenir, en tout point de l’espace, le
champ diffracté par un objet illuminé par une source réelle.

3.4.2.1 Obtention des coefficients modaux incidents

Pour obtenir les coefficients modaux incidents, il est possible de procéder de deux
façons schématisées figure 3.18.

Source réelle
Diagrammes de rayonnement 

en champ lointain

Décomposition en 

ondes planes

Coefficients modaux 

incidents

Objet

diffractant

Champ total en tout point 

de l’espace

Mode 

matching

Logiciels commerciaux Logiciels commerciaux

ou mesures

Projection sur l’espace 

de Fourier

Projection sur la base 

Champs dans tout l’espace

Projection

Tridimensionnelle

sur la base 

{ }NML

rrr
,,

{ }NML

rrr
,,

Fig. 3.18 – Schéma résumant les étapes permettant d’obtenir, en tout point de l’es-
pace, le champ diffracté par un objet illuminé par une source réelle.
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La projection directe
Cette technique est très coûteuse en mémoire et temps de calcul. Elle nécessite une
connaissance du champ en tout point de l’espace afin d’effectuer une intégration tri-
dimensionnelle sur un domaine théoriquement infini.
Pour s’en affranchir, il est possible de procéder d’une manière plus subtile.
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Le passage par la décomposition en ondes planes
• Projection sur l’espace de Fourier
Dans un milieu homogène, le rayonnement de toute source d’étendue finie ( ~Ei) peut
être décomposé sur une base d’ondes planes :

~Ei =

∫

Ω2

~̃Ei(kx, ky, kz)e
j~k·~rdΩ2

k

=

∫ 2π

0

∫ π

0

~̃Ei(k, α, β)ej~k·~r r2 sin β dβdα, (3.49)

où k2 = k2
x + k2

y + k2
z . A une fréquence donnée, le vecteur d’onde ~k(kx, ky, kz) est fonc-

tion de la direction (α, β) des ondes planes et est ainsi ~k(k, α, β). Notons que ~r(r, θ, ϕ)
est le vecteur position.

En échantillonnant les directions (α, β) des ondes planes, l’équation (3.49) peut s’écrire :

~Ei
∼=

∑
u,v

~̃Ei(k, αu, βv)e
j~k(k,αu,βv)·~r. (3.50)

Cette approximation peut être exacte avec le bon choix des positions d’échantillon-
nage, comme montré dans [41].

• Projection sur la base
{

~L, ~M, ~N
}

La base
{

~L, ~M, ~N
}

est complète, ce qui rend possible la décomposition suivante :

ûej~k.~r =
∑
m,n

au
mn

~Mmn + bu
mn

~Nmn + cu
mn

~Lmn, où u ∈ {x, y, z} , (3.51)

en précisant que s = 1 uniquement dans la sommation. En effet, les ondes planes
peuvent être vues comme le rayonnement de sources placées à l’infini. Cette interpré-
tation physique revient à se situer dans le problème intérieur de Wilcox (rint →∞).

De (3.50) et (3.51), il vient la décomposition suivante :

~̃Eie
j~k.~r =

∑
m,n

{
(

~̃Exa
x
mn + ~̃Eya

y
mn + ~̃Eza

z
mn

)
~Mmn + · · ·

(
~̃Exb

x
mn + ~̃Eyb

y
mn + ~̃Ezb

z
mn

)
~Nmn + · · ·

(
~̃Exc

x
mn + ~̃Eyc

y
m,n + ~̃Ezc

z
mn

)
~Lmn

}
. (3.52)

Introduisons le produit scalaire tridimensionnel :
〈

~A| ~B
〉

3
=

∫ ∞

0

∫ π

0

∫ 2π

0

~A · ~B sin θ dϕ dθ dr, (3.53)
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où ~X est le vecteur complexe conjugué de ~X.

Les relations d’orthogonalités entre les vecteurs ~L, ~M et ~N , détaillées en annexe
C, permettent d’obtenir les relations conduisant aux coefficients modaux :

au
mn =

〈
~Eu| ~Mmn

〉
3〈

~Mmn| ~Mmn

〉
3

, (3.54)

bu
mn =

〈
~Eu|~Lmn

〉
3

〈
~Lmn| ~Nmn

〉
3
−

〈
~Eu| ~Nmn

〉
3

〈
~Lmn|~Lmn

〉
3〈

~Nmn|~Lmn

〉
3

〈
~Lmn| ~Nmn

〉
3
−

〈
~Nmn| ~Nmn

〉
3

〈
~Lmn|~Lmn

〉
3

, (3.55)

cu
mn =

〈
~Eu| ~Nmn

〉
3

〈
~Nmn|~Lmn

〉
3
−

〈
~Eu|~Lmn

〉
3

〈
~Nmn| ~Nmn

〉
3〈

~Nmn|~Lmn

〉
3

〈
~Lmn| ~Nmn

〉
3
−

〈
~Nmn| ~Nmn

〉
3

〈
~Lmn|~Lmn

〉
3

. (3.56)

• Obtention des coefficients modaux
L’équation (3.52) peut être mise sous la forme :

~̃Eie
j~k.~r =

∑
m,n

{Amn
~Mmn + Bmn

~Nmn + Cmn
~Lmn } , (3.57)

où Amn, Bmn et Cmn sont les coefficients modaux sphériques recherchés.
Ces coefficients sont alors obtenus via la décomposition spectrale de la source et les
coefficients modaux au

mn, bu
mn et cu

mn.

3.4.2.2 Application de la MMT

Connaissant les coefficients modaux incidents, la MMT peut être utilisée. Pour cela,
les conditions aux limites du champ électromagnétique sur l’objet diffractant sont
appliquées. Le champ diffracté est alors calculé, ce qui donne accès au champ total en
tout point de l’espace.

3.4.3 Conclusion

Nous avons débuté la décomposition d’une onde plane quelconque sur la base des
vecteurs modaux sphériques ~L, ~M et ~N . Compléter ce travail déjà conséquent est
une tâche considérable. A notre connaissance, seul D. Sarkar [37, 38] propose, avec
d’autres notations, une décomposition similaire qui n’a été ni appliquée, ni validée.

Cette thèse a pour but l’étude et l’analyse d’antennes lentilles. Comme nous n’avons
pas besoin du vecteur ~L pour extraire les caractéristiques d’antennes qui nous inté-
ressent, les développements précédemment introduits ne sont pas poursuivis dans le
cadre de cette thèse.
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3.5 Conclusion
La "Mode Matching Technique" (MMT) basée sur les fonctions d’onde sphériques a
été présentée pour analyser la diffusion de lentilles sphériques et hémisphériques stra-
tifiées alimentées par une source quelconque.
Chaque étape (la décomposition de la source, la diffusion par des lentilles sphériques
(Luneburg) et l’extension aux lentilles hémisphériques (HMFE)) a été numériquement
vérifiée et expérimentalement validée.
En plus d’assurer une précision contrôlée, la méthode présentée est rapide et nécessite
peu de ressources mémoires comparées aux logiciels commerciaux.
Cependant, pour analyser la diffusion par des lentilles hémisphériques stratifiées, le
débordement de la source doit être suffisamment faible pour garantir des résultats
précis. Ce n’est pas le cas, par exemple, si la source n’est pas centrée sous la lentille.

Le chapitre suivant est consacré à l’analyse de structures de forme arbitraire et pré-
sente ainsi une solution pour tenter de remédier à ce problème.
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4.1 Introduction
Un certain nombre de méthodes analytiques sont applicables pour analyser la diffrac-
tion des ondes électromagnétiques. Ces méthodes s’appliquent facilement lorsque les
frontières de l’objet diffractant s’expriment simplement dans un système de coordon-
nées. En effet, l’équation d’onde vectorielle peut être résolue, dans certains cas, par
la méthode de séparation des variables et l’application des conditions aux limites est
simple à mettre en œuvre, comme cela a été détaillé au chapitre précédent pour le cas
d’une structure sphérique stratifiée. L’utilisation directe de telles méthodes est donc
restreinte à l’étude d’un nombre limité d’objets diffractants de forme canonique.
Ainsi, l’utilisation de la MMT basée sur les fonctions d’ondes sphériques, pour ana-
lyser des structures dont les frontières ne sont pas sphériques, n’est pas triviale. Une
discrétisation de ses interfaces s’impose.

Dans [1, 2], D. Sarkar utilise la décomposition en modes sphériques pour analyser
la diffraction d’une onde plane par une "pilule" diélectrique. Nous n’avons pas trouvé
d’autres exemples de ce type, ni de validation tant numérique qu’expérimentale de
cette méthode ainsi appliquée dans la littérature.

Ce chapitre présente l’extension de la technique analytique de développement mo-
dal détaillée au chapitre 3, pour analyser diffraction d’une source quelconque par un
objet stratifié de forme arbitraire.
Tout d’abord, l’utilisation du développement du champ électromagnétique en modes
sphériques est étendue aux structures de forme arbitraire. Le comportement asymp-
totique et la convergence des coefficients et vecteurs modaux sphériques sont aussi
présentés.
Le problème de diffraction est ensuite mis en équation. Cela conduit à un système
linéaire, de grandes dimensions, sur-déterminé et mal conditionné. Les problèmes liés
à la résolution de ce système sont alors traités. Ainsi, des techniques d’amélioration
du conditionnement sont proposées.
Sans perte de généralité, l’application de la MMT est restreinte à l’étude de structures
ayant une symétrie azimutale. De nombreux résultats numériques sont présentés afin
de valider la méthode proposée, d’évaluer ses performances par rapport aux logiciels
commerciaux et d’estimer ses limitations.
Enfin, pour rendre plus robuste la résolution du problème de diffraction, une des
perspectives envisagées est l’utilisation de la Méthode Analytique de Régularisation
(MAR) [3, 4, 5].
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4.2 Les modes sphériques : extension aux structures
de forme arbitraire

Dans cette partie, le développement du champ électromagnétique en modes sphériques
est étendu aux structures de forme arbitraire. De plus, la convergence des coefficients
et vecteurs modaux sphériques est étudiée.

4.2.1 Coefficients modaux associés à un champ électromagné-
tique

La décomposition en modes sphériques est, en général, utilisée pour représenter le
champ au sein de structures de forme sphérique. Dans ce cas, il est depuis longtemps
établi que les coefficients modaux au sein d’une coquille sphérique contenant un milieu
Linéaire, Homogène et Isotrope (LHI) sont constants et uniques.
Nous cherchons dans cette partie à savoir si cette conclusion reste valable au sein d’un
volume non sphérique. Pour cela, nous nous intéressons à l’évolution des coefficients
modaux sphériques après un changement de repère afin d’en déduire comment les
utiliser au sein d’un volume de forme quelconque.

4.2.1.1 Expression des coefficients modaux sphériques après un change-
ment de repère

Soit P une partition de l’espace composée d’une coquille sphérique centrée sur le
repère R1, comme représenté figure 4.1. P contient un milieu LHI.

Fig. 4.1 – Schéma d’une coquille P centrée sur le repère R1 d’origine O1. M est un
point de P à la position ~r1 dans R1 et ~r2 dans le repère R2 d’origine O2.

Pour tout point M de la partition P , nous pouvons écrire :

~E(M) =
∑

I

aI
R1

~M I
R1

(~r1) + bI
R1

~N I
R1

(~r1), avec I = {m,n, σ, s} . (4.1)
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Les coefficients modaux aR1 et bR1 sont constants et uniques quelque soit ~r1 ∈ P .
Après un changement de repère, il vient :
{

~M I
R1

(~r1)
~N I

R1
(~r1)

}
=

∑

I′

{
αII′M

R1,2

αII′N
R1,2

}
~M I′

R2
(~r2) +

{
βII′M

R1,2

βII′N
R1,2

}
~N I′

R2
(~r2), avec I ′ = {m′, n′, σ′, s′} ,

(4.2)

et où αR1,2 et βR1,2 sont les coefficients provenant du changement de repère R1 vers
R2. Cette transformation est unique.
~E(M) peut alors être écrit dans le repère R2, montré figure 4.1, comme suit :

~E(M) =
∑

I

aI
R1

∑

I′
αII′M

R1,2
~M I′

R2
(~r2) + βII′M

R1,2
~N I′

R2
(~r2)

+bI
R1

∑

I′
αII′N

R1,2
~M I′

R2
(~r2) + βII′N

R1,2
~N I′

R2
(~r2) (4.3)

et devient en effectuant des regroupements :

~E(M) =
∑

I′
aI′

R2
~M I′

R2
(~r2) + bI′

R2
~N I′

R2
(~r2), (4.4)

avec
{

aI′
R2

bI′
R2

}
=

∑
I

aI
R1

{
αII′M

R1,2

αII′M
R1,2

}
+ bI

R1

{
βII′N

R1,2

βII′N
R1,2

}
.

Au sein d’une coquille sphérique contenant un milieu LHI, les coefficients modaux
sphériques sont uniques et constants.
Nous avons montré que ces coefficients restent et constants après un changement
quelconque de repère (translation et/ou rotation). Le théorème d’unicité nous permet
d’affirmer que cette distribution modale est unique.

4.2.1.2 Coefficients modaux sphériques au sein d’un volume de forme
quelconque

Les étapes du raisonnement suivant sont illustrées figure 4.2. Considérons un volume
intérieur V0, i.e. sans sa frontière, de forme arbitraire mais connexe et constitué d’un
milieu LHI.
Soit B la plus grande boule contenue dans V0. Du lemme précédent, la famille des
coefficients modaux (a, b) sont uniques et constants dans B. Soit B′ une seconde
boule contenue dans V0, dont l’intersection avec B est non vide et ne se réduit pas
à un singleton. Du lemme précédent, les coefficients modaux (a′, b′) sont uniques et
constants dans B′ et valent (a, b) dans l’intersection B ∩ B′ 6= ∅. Par conséquent,
(a′, b′) = (a, b) dans le volume B ∪ B′. Nous considérons ensuite une troisième boule
B′′ et poursuivons le raisonnement par récurrence, jusqu’à ce que l’intégralité du
volume intérieur V0 ait été décrit.
Nous avons montré qu’au sein d’un volume de forme arbitraire contenant un milieu
LHI, les coefficients modaux sphériques sont uniques et constants.
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Fig. 4.2 – Illustration des étapes permettant de montrer, qu’au sein d’un volume ar-
bitraire V0 contenant un milieu LHI, les coefficients modaux sphériques sont constants
et uniques. Pour cela, trois boules (B,B′ et B′′) et leur coefficients modaux sphériques
associés ((a,b), (a’,b’) et (a”,b”)) sont définis.

4.2.2 Convergence des vecteurs et coefficients modaux sphé-
riques

Nous rappelons la formule qui permet d’obtenir les coefficients modaux sphériques à
partir des sources électromagnétiques ~Je

v et ~Jm
v contenues dans un volume V0.

{
aσs

mn

bσs
mn

}
= − k2η

πem

cmn

∫

V0

[
~Je
v (~r).

{
~Mσs̄

mn(~r)
~Nσs̄

mn(~r)

}
− j

η
~Jm
v (~r).

{
~Nσs̄

mn(~r)
~Mσs̄

mn(~r)

}]
dv(~r).

(4.5)
La linéarité des équations de Maxwell permet de traiter ~Je

v et ~Jm
v séparément. En

effet, la contribution de l’ensemble des courants est la superposition des contributions
de ~Je

v et de ~Jm
v . De plus, l’influence de ~Jm

v se déduit de celle de ~Je
v par simple dualité.

Par conséquent, les développements suivants sont limités à ~Je
v ce qui ne réduit pas la

généralité de l’étude.
D’après le théorème de la moyenne, il existe deux points Pa et Pb dans le volume V0

contenant l’ensemble des sources considérées, ici ~Je
v uniquement, tels que l’intégrale

(4.5) s’écrit :
{

aσs
mn

bσs
mn

}
= − k2η

πem

cmnV0

[
~Je
v (Pa,b).

{
~Mσs̄

mn(Pa)
~Nσs̄

mn(Pb)

}]
. (4.6)

De cette expression, nous obtenons pour m fixé, après quelques développements, les
équivalents suivants pour les coefficients modaux :

|aσ1
mn| ∼

(n→∞)

1

nm+3
2

(
2n
zae

)n [
Je

θa
+ nJe

ϕa

]
, (4.7)

|aσ4
mn| ∼

(n→∞)

1

nm+5
2

(
zae
2n

)n [
Je

θa
+ nJe

ϕa

]
, (4.8)

|bσ1
mn| ∼

(n→∞)

1

nm− 1
2

(
2n
zbe

)n [
Je

rb
+ Je

θb
+ 1

n
Je

ϕb

]
, (4.9)

|bσ4
mn| ∼

(n→∞)

1

nm+1
2

(
zbe
2n

)n [
Je

rb
+ Je

θb
+ 1

n
Je

ϕb

]
, (4.10)
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où za,b sont les longueurs électriques et (Je
ra,b

,Je
θa,b

,Je
ϕa,b

) sont les composantes du cou-
rant électrique dans le repère sphériques aux positions Pa,b respectivement.

Par ailleurs, les vecteurs modaux et les produits entre les vecteurs et coefficients
modaux ont le comportement asymptotique suivant pour m fixé :∥∥∥ ~Mσ1

mn

∥∥∥
2

∼
(n→∞)

(
ze
2n

)n [
fσ

mnm−3/2 + f σ̄
mnm−1/2

]
, (4.11)

∥∥∥ ~Mσ4
mn

∥∥∥
2

∼
(n→∞)

(
ze
2n

)n [
fσ

mnm−1/2 + f σ̄
mnm+1/2

]
, (4.12)

∥∥∥ ~Nσ1
mn

∥∥∥
2

∼
(n→∞)

(
ze
2n

)n [
nm+1/2f σ̄

m + nm−1/2fσ
m

]
, (4.13)

∥∥∥ ~Nσ4
mn

∥∥∥
2

∼
(n→∞)

(
ze
2n

)n [
fσ

mnm+3/2 + f σ̄
mnm+1/2

]
, (4.14)

∥∥∥a
σ1

4
mn

~M
σ1

4
mn

∥∥∥
2

∼
(n→∞)

1
n2

(
z1
4

za

)±n [
Je

θa
+ nJe

ϕa

]
, (4.15)

∥∥∥b
σ1

4
mn

~N
σ1

4
mn

∥∥∥
2

∼
(n→∞)

n
(

z1
4

zb

)±n [
Je

rb
+ Je

θb
+ 1

n
Je

ϕb

]
, (4.16)

où z1
4 = k

1
4r

1
4 . k

1
4 est le nombre d’onde du milieu en r

1
4 avec r1 < rint et r4 > rext.

Les expressions exactes de toutes ces évolutions asymptotiques sont données en an-
nexe D.

Un exemple de ces évolutions asymptotiques est illustré figure 4.3.
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Fig. 4.3 – Evolution de l’amplitude des coefficients modaux sphériques (· · · ), des
vecteurs modaux

∥∥∥ ~Xσs
mn

∥∥∥
2
(−−) et produits

∥∥∥xσs
mn · ~Xσs

mn

∥∥∥
2
(—) en fonction de l’ordre

du mode n pour : (a) x = a, ~X = ~M et s = 1, (b) x = a, ~X = ~M et s = 4, (c) x = b,
~X = ~N et s = 1 et (d) x = b, ~X = ~N et s = 4. Pour ces courbes, les paramètres
utilisés sont : m = 10, za = 100, zb = 120, z1 = 60 et z4 = 180.

Plusieurs remarques en découlent :
• La dynamique des valeurs prises par les coefficients et vecteurs modaux sphériques
est très importante (de 10−40 à 1030 pour cet exemple).
• Les produits aσs

mn
~M s

mn et bσs
mn

~N s
mn convergent normalement quand l’ordre n aug-

mente. Non seulement cela confirme les conclusions de Wilcox [6] mais en plus cela
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donne des informations supplémentaires sur les vitesses de convergence.
• Les coefficients modaux, et a fortiori les produits entre coefficients et vecteurs mo-
daux, convergent plus rapidement lorsque l’excitation, ici les courants électriques ~Je,
est selon ϕ uniquement.

4.3 Présentation du problème et mise en équation
L’objectif est d’étudier, en utilisant la MMT basée sur les fonctions d’ondes sphériques,
l’interaction entre une structure de forme stratifiée diélectrique de forme arbitraire et
une source quelconque.
La prise en compte d’une source quelconque a été présentée dans le paragraphe 3.2.3.
Dans cette partie est décrite l’application à la diffraction par un objet stratifié de
forme quelconque. Pour cela, la géométrie de l’objet diffractant est d’abord précisée
puis l’application des conditions aux limites conduisant au système linéaire à résoudre
est détaillée.

4.3.1 Géométrie de l’objet diffractant

La géométrie de l’objet diffractant étudié est représenté sur la figure 4.4. L’objet
est composé d’un nombre fini de couches diélectriques homogènes, la couche p étant
entourée par la couche p + 1. L’origine O du repère est fixée au sein de la couche
centrale. De plus, nous imposons qu’aucune des tangentes aux interfaces ne passe par
l’origine, de façon à assurer l’unicité de l’intersection entre les interfaces diélectriques
et un rayon venant de O.

p=q

O

p=q+1

(k ,η )

(kq,η q)

t1qij

rqij

nqij

t2qijq+1 q+1

Fig. 4.4 – Vue de coupe de l’objet diffractant multicouche de forme arbitraire. Deux
couches, p = {q, q + 1}, sont représentées avec leur nombre d’onde kp et impédance
intrinsèque associés. A l’intersection entre l’interface de ces couches et la direction (θi,
ϕj), i.e. à la position ~rqij, la normale à la surface est ~nqij et les deux tangentes sont
~t1qij and ~t2qij.
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4.3.2 Application à la diffraction par un objet stratifié de
forme quelconque

4.3.2.1 Conditions aux limites

A l’interface p entre deux diélectriques, nous appliquons la continuité des composantes
tangentielles du champ électromagnétique ( ~Et, ~Ht) :

~Ep+1
t1,2

= ~Ep
t1,2

, ~Hp+1
t1,2

= ~Hp
t1,2

(4.17)

ainsi que la continuité des composantes normales du flux électromagnétique ( ~Dn, ~Bn) :

~Dp+1
n = ~Dp

n, ~Bp+1
n = ~Bp

n. (4.18)

Quand un conducteur électrique parfait d’épaisseur infinitésimale est placé entre ces
deux diélectriques, les équations (4.17) et (4.18) deviennent :

~Ep+1
t1,2

= ~Ep
t1,2

= ~0, ~Dp+1
n = ~Dp

n et ~Bp+1
n = ~Bp

n. (4.19)

La dernière condition à imposer est la finitude du champ à l’origine. Pour cela, les
coefficients modaux (pour s = 4) sont tels que :

aσ4
mn = 0, bσ4

mn = 0 (4.20)

au sein de la couche centrale.

4.3.2.2 Description du système linéaire

Les équations des conditions aux limites (4.17) à (4.20) peuvent être groupées dans
le système linéaire suivant :

Cx = y, (4.21)

où :
– Le vecteur x contient tous les coefficients modaux inconnus pour chaque couche.
– La matrice rectangulaire complexe C est remplie par les composantes des vec-

teurs modaux sphériques, ordonnées selon x, et évaluée à chaque nœud du
maillage décrivant toutes les interfaces.

– Le champ incident connu est dans le vecteur y.

La structure matricielle correspondant au système (4.21) est représentée figure 4.5.
Les détails sur sa composition sont donnés en annexe E.
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BC
(N+1)

BC
(N)

BC
(q+1)

BC
(q)

BC
(2)
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(1)

0

0

a,b
(N+1)

a,b
(q+1)

Chp

inc.C y

x

0

0

a,b
(1)

Fig. 4.5 – Structure du système linéaire sur-déterminé dérivé de l’application des
équations aux limites. Le vecteur x contient les coefficients modaux inconnus (a,b)
pour chaque couche p = 1 à N + 1. La matrice rectangulaire complexe C est une
matrice diagonale bande. Dans les sous-matrices BC (p) sont rangées les équations
aux limites évaluées à chaque nœud de maille de l’interface p. Le vecteur second
membre y contient le champ incident noté "Chp inc.". Il est non nul dans la couche
où se trouve la source (ici p = q) et est aussi évalué à chaque nœud de maille.
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4.4 Résolution du problème
La description d’un objet stratifié de forme arbitraire dans le système de coordonnées
sphériques nécessite la discrétisation de toutes ses interfaces. L’application des équa-
tions des conditions aux limites à chaque nœud de maille conduit à un grand système
linéaire.
Ainsi, le maillage, les dimensions et la résolution du système linéaire sont présentés
dans cette partie.

4.4.1 Maillage

Les interfaces des objets diffractants sont décrites par leur équation paramétrique qui
est de la forme : S(r, θ, ϕ) = 0. La surface est alors discrétisée à différentes positions
angulaires. Les pas angulaires sont notés ∆ϕ et ∆θ. Les nombres de discrétisation en
ϕ et θ sont nbϕ et nbθ respectivement.

Deux types de maillage sont implémentés :
• Le maillage à Pas Angulaire Egal (PAE), ∆ϕ = ∆θ, qui entraîne une discrétisation
se densifiant près des pôles θ = {0, π}.
• Le maillage à surface égales, aussi connu sous le nom de maillage "igloo" [8], pour
lequel ∆ϕ = ∆θ

sin θ
.

Le maillage PAE et le maillage "igloo" sont illustrés sur le cas canonique de la sphère
figure 4.6.

Fig. 4.6 – Sphères maillées selon (a) un Pas Angulaire Egal (PAE) et (b) la technique
"igloo".

Toute étude plus poussée sur les techniques de maillage est un travail à part entière
qui n’est pas l’objectif de cette thèse, c’est pourquoi nous nous sommes limités à ces
deux types de discrétisation.
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4.4.2 Dimensions du problème

La matrice C est une matrice complexe qui a :
– un nombre de lignes égal à : 6.N.nbθ.nbϕ,
– un nombre de colonnes égal à : 2.N.Nt.(Nt + 3).(N + 1),

où N est le nombre de couches et Nt est l’ordre de troncature.
Pour illustrer la complexité numérique du problème, considérons l’exemple d’une len-
tille de taille électrique kr = 10 qui a N = 2 couches. D’après la formule (3.46), l’ordre
de troncature est Nt = 17. Un maillage grossier est choisi où les pas angulaires sont :
∆θ = 5˚et ∆ϕ = 10 ,̊ ce qui entraîne : nbθ = nbϕ = 36.
Cette application numérique conduit à une matrice C contenant plus de 31 millions
de coefficients et un vecteur x de 2040 coefficients modaux inconnus à déterminer.

4.4.3 Résolution du système

Pour résoudre un système linéaire sur-déterminé, de nombreuses techniques existent.
Un certain nombre d’entre elles ont été testées et sont présentées. Il ressort que le
problème inhérent à la résolution de ce système est son mauvais conditionnement.
Des techniques pour l’améliorer sont ainsi proposées.

4.4.3.1 Méthodes de résolution du système

Présentation et mise en forme du système
Le système à résoudre (4.21) est sur-déterminé car le nombre de lignes de C est
supérieur au nombre de colonnes. Comme expliqué sur la figure 4.5, le nombre :

– de colonnes de C est lié au nombre de modes considéré et est donc fixe pour
une structure donnée,

– de lignes de C dépend du nombre de points de discrétisation des interfaces (un
point de discrétisation supplémentaire ajoute six lignes à C).

Pour éviter que la taille du système à résoudre n’augmente avec la finesse du maillage
utilisé, le système (4.21) est remplacé par le système linéaire carré suivant :

Ax = b avec
{

A = C∗C
b = C∗y

, (4.22)

où X∗ est la matrice transposée conjuguée de X.
D’ailleurs, comme le nombre de lignes est très largement supérieur au nombre de
colonnes (pour l’exemple qui sera traité au paragraphe 4.5.1 le nombre de lignes de C
est 150 fois supérieur au nombre de colonnes), cette transformation est indispensable
même si la dynamique des valeurs propres de A est le carré de la dynamique des
valeurs singulières de C.
Le système (4.22) est donc désormais considéré.
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Présentation des méthodes de résolution
Pour résoudre ce système linéraire, deux grandes familles de méthodes existent : les
méthodes directes et les méthodes itératives [7].

– Les méthodes directes sont des méthodes qui après un nombre fini d’étapes
donnent la solution exacte aux erreurs d’arrondi près. La principale méthode
directe est la méthode d’élimination de Gauss. L’idée est d’éliminer les inconnues
d’une manière systématique afin de se ramener à un système triangulaire plus
facile à résoudre. Les méthodes directes sont généralement plus efficaces lorsque
la matrice à inverser est dense.

– Les méthodes itératives sont initialisées par une première approximation qui
est successivement améliorée jusqu’à ce qu’une solution suffisamment précise
soit obtenue. Leur domaine de prédilection est la résolution de systèmes creux,
mais ce type de méthode manque généralement de robustesse car leur conver-
gence (existence et vitesse) est souvent liée au conditionnement de la matrice à
inverser.

Evaluation des méthodes de résolution
Plusieurs méthodes directes (des variantes de l’élimination de Gauss : factorisations
LU et de Cholesky) et itératives (le gradient bi-conjugué, les moindres carrés et le
minimum résiduel) ont été testées, avec le logiciel Matlabr, pour résoudre notre pro-
blème.
A priori, les méthodes itératives sont les plus adaptées, car la structure de la matrice
C (figure 4.5) montre que la matrice A est creuse.
Cependant, aucune de ces méthodes ne permet une résolution correcte systématique
du système, car la dynamique des valeurs propres de A est souvent très importante
(>1030).

Pour pouvoir résoudre le système (4.22), il convient donc, avant d’utiliser une des
méthodes d’inversion évoquées ci-dessus, d’améliorer son conditionnement. Pour cela,
des techniques adaptées à notre problème sont proposées.

4.4.3.2 Amélioration du conditionnement

Le conditionnement d’une matrice n’est pas directement lié à la dynamique de ses
composantes. Cependant, homogénéiser les composantes d’une matrice améliore, en
général, son conditionnement.

Raisons de l’importante dynamique des composantes de A
Regardons la composition de la matrice C pour comprendre ce qui entraîne une dis-
persion importante des valeurs des composantes de A.
La matrice C a pour composantes les vecteurs modaux sphériques. Les éléments de
la matrice A sont donc les produits entre ces vecteurs. Ainsi, elle est composée de
produits entre les fonctions trigonométriques fσ

m, les polynômes et fonctions associées
de Legendre Pm

n et les fonctions sphériques de Bessel Zs
n.
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Les valeurs prises par fσ
m et Pm

n sont comprises entre -1 et 1. En revanche, les fonc-
tions sphériques de Bessel, et plus précisément la partie imaginaire des fonctions de
Hankel de seconde espèce Z4 (ainsi que la fonction modifiée K4), prennent des valeurs
très importantes quand l’ordre n est supérieur à l’argument z, comme le montre les
équivalents suivants :

Z4
n(z) = j

√
2

z

(
2n

ze

)n (
1 + O

(
1
n

))
(n →∞) (4.23)

K4
n(z) = −j

n
√

2

z2

(
2n

ze

)n (
1 + O

(
1
n

))
(n →∞) . (4.24)

Réduction de la dynamique des composantes de A
• Une première technique permet de minimiser la plage de valeurs prises par les fonc-
tions de Bessel. Il s’agit de faire correspondre l’origine 0 du repère avec le barycentre
G de l’objet diffractant afin de minimiser la dynamique des longueurs électriques de
l’objet. Ainsi, le barycentre G est calculé par rapport aux longueurs électriques ~rk(~r)
de l’objet sur son volume V0 :

→
OG =

∫
V0

~r k(~r) dv(~r)∫
V0

k(~r) dv(~r)
(4.25)

=

∫
V0

~r
√

ε(~r) dv(~r)∫
V0

√
ε(~r) dv(~r)

, pour un objet diélectrique. (4.26)

• Pour obtenir un système mieux conditionné, nous introduisons une matrice diagonale
S et effectuons un changement de variable :

AS−1Sx = b, (4.27)

soit Bz = b avec
{

B = AS−1

z = Sx
.

Cette méthode est appliquée de deux manières :
1. S est utilisé pour "normaliser" les colonnes de A,
2. S est utilisé pour réduire la dynamique des composantes de x et A.

Ces deux techniques sont maintenant détaillées.
1. S est une matrice diagonale dont les composantes sont, à une constante α près,

les normes euclidiennes des colonnes de A. B est alors une matrice de même
dimension que A dont les colonnes sont de mêmes normes : 1/α. La constante
α est alors choisie pour "équilibrer" la dynamique de z (autour de 1/α) qui est
généralement plus importante que celle du x initial.



4.5 Application à l’analyse de structures à symétrie de révolution 135

2. S est une matrice diagonale égale au produit de deux matrices : S = NUNx
−1.

Nx est une matrice diagonale telle que x̃ = Nx
−1x, où les composantes de x̃ sont

de l’ordre de 1. Les composantes de Nx sont calculées à partir des évolutions
asymptotiques des coefficients modaux. La composition de cette matrice est
détaillée en annexe F.
Ainsi, en introduisant Nx dans (4.21) nous obtenons :

CNxNx
−1x = y, soit CNxx̃ = y. (4.28)

ce qui conduit à :

Nx
∗C∗CNxx̃ = Nx

∗C∗y. (4.29)

(4.29) peut se réécrire, avec le A et b de (4.22) :

Nx
∗ANxx̃ = Nx

∗b, (4.30)

soit Ux̃ = v avec
{

U = Nx
∗ANx

v = Nx
∗b

.

La matrice diagonale NU , qui joue le rôle de S dans (4.27), est introduite pour
réduire la dynamique des composantes de U :

UNU
−1NU x̃ = v (4.31)

NU est une matrice diagonale qui permet d’homogénéiser les valeurs de U . Ses
composantes sont déduites des évolutions asymptotiques des produits entre co-
efficients modaux et vecteurs modaux comme détaillé en annexe F.

4.5 Application à l’analyse de structures à symétrie
de révolution

Sans perte de généralité, le problème de diffraction est restreint à l’étude de struc-
tures ayant une symétrie azimutale de façon à pouvoir être résolu avec un ordinateur
standard. En effet, le système à résoudre est alors réduit.
La diffraction du rayonnement d’un dipôle par cinq objets de révolution est ainsi étu-
diée. Des résultats numériques sont présentés : l’influence sur la résolution du système
du maillage et des techniques d’amélioration du conditionnement, les temps et charge
de calcul, des cartographies en champ proche et les comparaisons de diagrammes de
rayonnement en champ lointain avec ceux des principaux logiciels commerciaux.
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4.5.1 Description du système réduit

La structure a un axe z de symétrie et donc une périodicité de 2π en ϕ. Par conséquent,
par projection sur l’espace de Fourier, les modes sphériques sont totalement découplés
en σ et m, comme détaillé en annexe C.1.
Ainsi, au lieu d’avoir une seule matrice A de dimension importante à inverser, nous
avons 2(Nt + 1) systèmes plus petits de différentes tailles à résoudre :

Aσ
m xσ

m = bσ
m, (4.32)

où σ = {e, o} et m = {0, · · · , Nt}.
En effet, la taille de la plus grande matrice Aσ

m à inverser est (Nt + 3) fois plus petite
que la taille de la matrice A.
Reprenons les chiffres de l’application numérique effectuée au paragraphe 4.4.2 pour
illustrer cette réduction de taille. Ainsi, au lieu d’avoir une seule matrice A de plus
de 31 millions de coefficients à inverser, nous avons 20 matrices Aσ

m de taille au plus
égale à 1,6 millions de coefficients.

4.5.2 Résultats numériques et discussions

4.5.2.1 Géométrie et caractéristiques des objets diffractants étudiés

Plusieurs objets diffractants sont étudiés. Leurs paramètres caractéristiques sont don-
nés sur la figure 4.7.

L

R

θ 

0

0

θ 

z0
θ 

0

R
R

Rsource

z0

Source

0

a

b=R R( θ ) α 

0

Calotte 

métallique

θ 

z

(a) (b) (c) (d) (e)

Fig. 4.7 – Géométrie et caractéristiques des objets diffractants étudiés : (a) une sphère
de rayon R décalée de z0 par rapport à l’origine du repère 0, (b) une "pilule" composée
de deux hémisphères de rayon R mises au bout d’un cylindre de longueur L, (c) une
hémisphère de rayon R décalée de z0 par rapport à 0, (d) une superellipse avec a
et b les grand et petit axes respectivement et (e) une calotte métallique d’équation
paramétrique r(θ) et de demi largeur angulaire α. Rsource est la distance entre l’origine
0 du repère et la position de la source.
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Leurs profils sont décrits par une équation paramétrique de la forme : r = S (θ). La
normale et les tangentes à la surface sont alors :

~n = ~∇S, ~t1 = ϕ̂ et ~t2 = ~n× ~t1, (4.33)

soit en coordonnées sphériques et sans normalisation :

~n =




∂S
∂r

1
r

∂S
∂θ

1
rsinθ

∂S
∂ϕ


 ,~t1 =




0
0
1


 et ~t2 =




1
r

∂S
∂θ

−∂S
∂r

0


 . (4.34)

Par ailleurs, la distance normalisée rsource entre le centre du repère 0 et la source
localisée à distance Rsource est : rsource = Rsource/R, où R est défini selon les cas sur
la figure 4.7.

Les détails de chaque objet diffractant analysé, à savoir :
– les paramètres caractéristiques : le diamètre (φ = 2R), la position de la source

rsource, le nombre de couches et la permittivité de chaque couche εr,
– l’équation paramétrique du profil r(θ),
– la normale ~n, de laquelle les tangentes ~t1 et ~t2 sont facilement déduites via

l’équation (4.34),
– les rayons de courbures ρ,
– la classe du profil de l’objet.

sont maintenant donnés.

Sphère décentrée
La sphère a un diamètre φ = 2 λ0, son décalage par rapport à l’origine est z0 = λ0/2,
la position de la source est rsource=2,5 et sa permittivité εr est égale à 2,5.

r(θ) = z0 cos θ +
√

R2 − z0
2 sin2 θ, ∀θ ∈ [0, π] , ∀ϕ ∈ [0, 2π] , (4.35)

~n =




r (θ)− z0 cos θ
z0 sin θ

0


 , (4.36)

ρ = R. (4.37)

"Pilule"
Une "pilule" est composée de deux hémisphères de rayon R séparés par un cylindre de
même rayon et de longueur L. Deux types de "pilule", pour lesquelles rsource =1,47,
sont étudiés.
L’une est homogène et ses caractéristiques sont : L=0,3 λ0, R =0,5 λ0 et εr =2,5.
L’autre a deux couches : celle de de cœur avec L=0,75 λ0, R=1,25 λ0 et εr=2,5 et celle
extérieure avec L=1,5λ0, R=2,5 λ0 et εr=1,5, à partir de laquelle rsource est calculé.
Pour les parties hémisphériques de la "pilule", l’équation paramétrique et la normale
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sont les mêmes que pour la sphère décentrée. Pour la partie cylindrique, nous avons :

r(θ) =
R

sin θ
, ∀θ ∈ [ − tan−1

(
L
2R

)
, tan−1

(
L
2R

) ]
, ∀ϕ ∈ [0, 2π] , (4.38)

~n =




sin θ
cos θ

0


 , (4.39)

ρ(θ) =

{ ∞ si θ ∈ [ − tan−1
(

L
2R

)
, tan−1

(
L
2R

) ]
R sinon , ∀ϕ ∈ [0, 2π] , (4.40)

Profil de classe C2. (4.41)

Hémisphère
L’hémisphère étudiée a un rayon R =0,5 λ0, une permittivité εr de 2,5 et une source
à la position rsource =1,67. Pour la partie "plate", nous avons :

r(θ) =
z0

cos θ
, ∀θ ∈

[
0, tan−1

(
R
z0

) ]
, ∀ϕ ∈ [0, 2π] , (4.42)

~n =




cos θ
− sin θ

0


 , (4.43)

ρ(θ) =

{
∞ si θ ∈

[
0, tan−1

(
R
z0

)]

R sinon
, ∀ϕ ∈ [0, 2π] , (4.44)

Profil de classe C0. (4.45)

Superellipse
La superellipse, aussi appelée courbe de Lamé, a une équation généralement donnée
sous la forme :

(x

a

)2ν

+
(z

b

)2ν

= 1, (4.46)

où a, b 6= 0 et la restriction ν ∈ N∗ est appliquée.
Cette équation est celle : d’une ellipse si a 6= b et ν = 1 (devient un cercle quand
a = b) et d’un rectangle si a 6= b et ν → ∞ (qui devient un carré quand a = b).
l’illustration de l’influence du paramètre ν est montré sur la figure 4.8.

La superellipse étudiée a un grand axe 2a = 2R = 2 λ0 et un petit axe 2b=1,6 λ0.
Sa permittivité εr est égale à 2,5 et la source est placée à rsource =1,67. L’équation
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Fig. 4.8 – Superellipses, de grand axe a et de petit axe b, tracées pour des valeurs de
ν égales à 1, 2 et 5.

paramétrique et la normale de cette superellipse sont :

r(θ) =
b

|cos θ|
1

[
1 +

(
b
a
tan θ

)2ν
] 1

2ν

, ∀θ ∈ [0, π] , ∀ϕ ∈ [0, 2π] , (4.47)

~n =




1

b
r

tan θ
cos θ

1h
1+( b

a
tan θ)

2ν
i 1

2ν

[
1− 1+cotan2θ

1+(a
b
cotanθ)

2ν

]

0


 (4.48)

ρ(x) =

[
( b

a
)2(x

a
)4ν−2 + (1− (x

a
)2ν)2− 1

ν

] 3
2

(2ν − 1) b
a2 (

x
a
)2ν−2

(
1−

(x

a

)2ν
) 1

ν
−1

, x ∈ [0, a], (4.49)

Profil de classe C∞. (4.50)

Calotte métallique hémisphérique
La calotte métallique est hémisphérique. Son profil est R(θ) = R = 1 λ0 et la source
est située à rsource=1,67. Cet objet diffractant est discontinu.

4.5.2.2 Considérations sur les techniques de résolution

Pour le cas de la sphère décentrée, la solution exacte est connue par une simple
translation, comme montré au paragraphe 4.2.1.1. Il est donc intéressant d’évaluer,
sur ce cas, les techniques exposées au paragraphe 4.4 pour la résolution du problème.
Ainsi, l’influence sur le conditionnement du système, du maillage et des techniques de
réduction de la dynamique des composantes du système est présenté.
Dans la suite, nous notons CN le nombre de conditionnement d’une matrice carré.
CN est ici défini comme le rapport entre la valeur propre la plus petite λmin et la plus
grande λmax : CN=λmin/λmax.

Maillage
Pour le même nombre de nœuds de maille, Nnoeuds = 625, échantillonnant la surface
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de la sphère, le pire CN, des matrices Aσ
m est de l’ordre de 10−41 pour le maillage

PAE et 10−31 pour le maillage "igloo". Cela signifie que les équations aux limites
correspondant au maillage "igloo" sont plus indépendantes que celles provenant du
maillage PAE.
D’ailleurs, pour le maillage PAE, la densité de nœuds de maille augmente en se rap-
prochant des pôles. Par conséquent, à ces endroits, les conditions aux limites sont
plus nombreuses qu’à l’équateur. En revanche, le maillage "igloo" ne privilégie aucun
endroit de l’objet diffractant. Le poids des conditions aux limites est donc distribué
spatialement de façon "plus uniforme".
Il en résulte que, pour une précision donnée, la représentation du champ électro-
magnétique en termes de coefficients modaux sphériques nécessite moins de points
d’échantillonnage pour le cas du maillage "igloo" que pour celui du maillage PAE.
Illustrons ce propos pour le cas de la sphère décentrée. Pour obtenir des diagrammes
de rayonnement en champ lointain similaires, Nnoeuds = 570 sont au moins nécessaire
avec le maillage "igloo" tandis qu’il faut au minimum Nnoeuds = 625 pour le maillage
PAE.
La maillage "igloo" est désormais utilisé. A titre illustratif, le maillage "igloo" appli-
qué à l’hémisphère, la "pilule" et la superellipse est représenté à la figure 4.9.

Fig. 4.9 – Maillage "igloo" appliqué à (a) une hémisphère, (b) une "pilule" et (c) une
superellipse avec ν = 5.
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Techniques de réduction de la dynamique des composantes du système
– Influence de la position du barycentre de l’objet :

Pour réduire la dynamique des valeurs prises par les fonctions de Bessel, il faut faire
correspondre le barycentre G de l’objet diffractant, dont l’expression est donnée équa-
tion (4.25), avec l’origine 0 du repère.
Lorsque 0 et G sont confondus, le système à résoudre est mieux conditionné. En ef-
fet, pour le cas de la sphère et de l’hémisphère, le CN est plus proche de 1 quand 0
coïncide avec G, comme montré sur la figure 4.10.
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Fig. 4.10 – Influence de la distance normalisée z0/R sur le pire nombre de condi-
tionnement CN des matrices Aσ

m pour le cas (a) de la sphère décentrée et (b) de
l’hémisphère. Les matrices Aσ

m sont mieux conditionnées lorsque l’origine du repère
coïncide avec le barycentre de la structure, soit quand (a) z0/R = 0 et (b) z0/R =0,38.

– Influence de la "normalisation" des colonnes de A :
Les matrices Aσ

m des sous systèmes (4.32) ont un nombre de conditionnement CN
qui, au pire, est d’environ 10−46. Après la "normalisation" des colonnes de Aσ

m (cf.
méthode présentée au paragraphe 4.4.3.2), nous obtenons un CN d’environ 10−30.
Cette technique permet d’améliorer de façon non négligeable le conditionnement des
matrices.

– Influence de la réduction de la dynamique des composantes de A et x :
La méthode, présentée au paragraphe 4.4.3.2, pour réduire la dynamique des compo-
santes de A et x s’avère peu efficace pour améliorer le CN. En effet, cette technique
ne permet pas une bonne homogénéisation de toutes les composantes de la matrice U
pour plusieurs raisons :
• La structure de la matrice diagonale NU permet d’homogénéiser correctement uni-
quement la diagonale de U .
• Cette méthode ne permet pas de réduire simultanément la dynamique des compo-
santes de A et x. En effet, lors de l’homogénéisation des composantes de U , équation
(4.31), le produit entre la matrice NU et x̃ augmente la dynamique des composantes
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de x̃.
Par ailleurs, coupler cette technique avec la "normalisation" des colonnes de A ne
permet pas d’obtenir un meilleur conditionnement que lorsque la "normalisation" est
appliquée seule.
De ces remarques, il ressort que cette régularisation approchée moyenne est trop
imprécise pour être intéressante. Une régularisation exacte point à point est indispen-
sable pour pouvoir inverser le système correctement. Cette méthode sera introduite
en perspective dans le paragraphe 4.6.2.

Autre technique pour améliorer le conditionnement
Certaines équations des conditions aux limites sont linéairement dépendantes à cause
de l’axe de symétrie de l’objet diffractant. Pour réduire leur nombre, une contribution
angulaire aléatoire de distribution uniforme entre 0˚et la valeur du pas angulaire, est
ajoutée aux positions angulaires des points de discrétisation.
Cette technique permet d’améliorer légèrement le CN et est donc appliquée.

Conclusion
Pour résumer, lors de la résolution des exemples traités ci-dessous, les paramètres
suivants sont appliqués :

– le maillage est de type "igloo",
– le barycentre de l’objet diffractant est placé au centre du repère,
– les colonnes de la matrice A sont "normalisées",
– une contribution angulaire aléatoire est ajoutée aux positions des points de

discrétisation.

4.5.2.3 Diagrammes de rayonnement en champ lointain

Les objets diffractants, décrits au paragraphe 4.5.2.1, sont alimentés par un dipôle
électrique radial ou tangentiel. Se limiter à ces deux sources triviales est suffisant. En
effet, d’après la linéarité des équations de Maxwell, nous pouvons appliquer le principe
de superposition des sources. Ainsi, un dipôle électrique quelconque peut être exprimé
comme une combinaison linéaire d’un dipôle électrique tangentiel et d’un dipôle élec-
trique radial. De plus, la contribution du dipôle magnétique se déduit de celle du
dipôle électrique par dualité des équations. Enfin, toute source d’étendue limitée peut
être représentée par la superposition des contributions de dipôles électromagnétiques
comme expliqué équation (3.16).

Les diagrammes de rayonnement de l’association source - objet diffractant sont calcu-
lés avec la MMT, CST Microwave Studior et Ansoft HFSSr. Ils sont comparés pour
chaque configuration sur les figures 4.11 à 4.17. Les résultats obtenus sont discutés
ci-dessous.

Sphère décentrée
Sur la figure 4.11, un bon accord est obtenu entre la MMT et la méthode analytique,
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ce qui valide le code de calcul présenté. Cependant, de petites différences existent
lorsque le dipôle est tangentiel. Cette constat est à rapprocher de l’étude des vitesses
de convergence des coefficients modaux. En effet, un dipôle tangentiel a des compo-
santes selon θ et/ou ϕ. Dans ce cas, les coefficients modaux (inconnues à déterminer)
convergent plus lentement comme montré équations (1.7) à (1.10).

"Pilule"
Un excellent accord est obtenu figure 4.12 entre la MMT, CST Microwave Studior et
Ansoft HFSSr. En effet, les diagrammes sont superposés lorsque le dipôle est radial
et très proches lorsqu’il est tangentiel. Les vitesses de convergence des coefficients
modaux justifient à nouveau ces résultats.

Hémisphère
Les diagrammes obtenus par la MMT et les logiciels commerciaux sont en bon accord
lorsque la source est radiale (figure 4.13(a)). Quand le dipôle est tangentiel, les résul-
tats trouvés par la MMT ne sont pas précis (figure 4.13(b,c)).
Les vitesses de convergence des coefficients modaux n’expliquent pas à eux seul ces
mauvais résultats. Ceux-ci sont, en effet, très vraisemblablement dûs au profil de classe
C0 de l’objet diffractant. Un maillage plus dense au niveau des discontinuités des nor-
males à la surface de l’objet diffractant est nécessaire pour mieux le décrire.
Pour vérifier cette remarque, la superellipse, dont l’équation de la forme est une fonc-
tion de classe C∞, est étudiée.

Superellipse
Lorsque le dipôle est radial, les diagrammes obtenus par la MMT et les logiciels com-
merciaux sont très proches pour les trois cas (figure 4.14(a), 4.15(a) et 4.16(a)).
En revanche, lorsque le dipôle est tangentiel, la MMT, en bon accord avec les logi-
ciels commerciaux pour ν = 1 (figure 4.14(b,c)), l’est de moins en moins lorsque ν
augmente (figure 4.15(b,c) et 4.16(b,c)).
Ainsi, plus la structure analysée a une forme éloignée de celle de la sphère (soit ici
plus ν augmente), plus les résultats sont sensibles aux paramètres numériques (ordre
de troncature et maillage décrivant la surface).

Calotte métallique hémisphérique
Cette structure est étudiée, afin de vérifier qu’il est bien possible de prendre en compte
du métal. Notons qu’il s’agit d’une structure dont la forme est définie par une fonction
discontinue.
L’accord entre les logiciels commerciaux et la MMT (figure 4.17) est, ici aussi, meilleur
lorsque le dipôle est radial pour les raisons évoquées précédemment (vitesse de conver-
gence et régularité de l’objet diffractant).
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Fig. 4.11 – Diagrammes de rayonnement en champ lointain obtenus par (—) la MMT
et (· · · ) la méthode analytique, pour le cas d’une sphère décentrée excitée par (a) un
dipôle radial et (b,c) un dipôle tangentiel dans les plans E et H respectivement.

Fig. 4.12 – Diagrammes de rayonnement en champ lointain obtenus par (—) la MMT,
(· · · ) CST Microwave Studior et (−−) Ansoft HFSSr, pour le cas (a) d’une "pilule"
à deux couches excitée par un dipôle radial et (b,c) une "pilule" homogène excitée
par un dipôle tangentiel dans les plans E et H respectivement.

Fig. 4.13 – Diagrammes de rayonnement en champ lointain obtenus par (—) la MMT,
(· · · ) CST Microwave Studior et (−−) Ansoft HFSSr, pour le cas d’une hémisphère
excitée par (a) un dipôle radial et (b,c) un dipôle tangentiel dans les plans E et H
respectivement.
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Fig. 4.14 – Diagrammes de rayonnement en champ lointain obtenus par (—) la MMT,
(· · · ) CST Microwave Studior et (−−) Ansoft HFSSr, pour le cas d’une ellipse
excitée par (a) un dipôle radial et (b,c) un dipôle tangentiel dans les plans E et H
respectivement.

Fig. 4.15 – Diagrammes de rayonnement en champ lointain obtenus par (—) la MMT,
(· · · ) CST Microwave Studior et (−−) Ansoft HFSSr, pour le cas d’une superellipse
avec ν = 2 excitée par (a) un dipôle radial et (b,c) un dipôle tangentiel dans les plans
E et H respectivement.
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Fig. 4.16 – Diagrammes de rayonnement en champ lointain obtenus par (—) la MMT,
(· · · ) CST Microwave Studior et (−−) Ansoft HFSSr, pour le cas d’une superellipse
avec ν = 5 excitée par (a) un dipôle radial et (b,c) un dipôle tangentiel dans les plans
E et H respectivement.

Fig. 4.17 – Diagrammes de rayonnement en champ lointain obtenus par (—) la MMT,
(· · · ) CST Microwave Studior et (−−) Ansoft HFSSr, pour le cas d’une calotte
métallique hémisphérique excitée par (a) un dipôle radial et (b,c) un dipôle tangentiel
dans les plans E et H respectivement.
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Conclusion
Les comparaisons des diagrammes de rayonnement ont permis d’évaluer la précision
de la MMT pour différentes configurations source-objet diffractant.
Il ressort que la qualité des résultats obtenus par la MMT dépend :

– De la vitesse de convergence des coefficients modaux qui est imposée par les
composantes de la source. En effet, une source purement radiale entraîne des
coefficients modaux qui convergent plus vite.

– De la classe de la fonction qui décrit l’objet diffractant. Ainsi, pour décrire
correctement une structure de forme non "régulière", un maillage plus dense
doit être appliqué au niveau des discontinuités des dérivées successives.

– De la forme de l’objet, car plus celui-ci est éloigné de la sphère (i.e. plus la
dynamique de ses rayons de courbure est importante), plus les paramètres nu-
mériques (ordre de troncature et maillage décrivant la surface) influent sur le
résultat.

4.5.2.4 Cartographies de champs

Pour montrer les effets de focalisation, des cartographies en champ proche de l’ellipse
illuminée par une onde plane sont présentées sur la figure 4.18. La distribution du
champ électrique, au voisinage de la lentille dans les plans E et H, est représentée
figure 4.18(a). L’énergie de l’onde plane incidente est progressivement concentrée vers
la région focale localisée du côté opposé de la lentille.
Le champ électromagnétique sur le grand axe, i.e. l’axe z, de l’ellipse est tracé sur la
figure 4.18(b,c) et comparé à celui obtenu par CST Microwave Studior.
Le bon accord valide la technique proposée.

Fig. 4.18 – Analyse de cartographie en champ proche d’une ellipse (εr=2,5, grand
axe 2a = 2 λ0 et petit axe 2b=1,6 λ0) illuminée par une onde plane. (a) Cartographie
bi-dimensionnelle de l’amplitude du champ électrique total, pour les plans E et H,
au voisinage d’une ellipse excitée par une onde plane de 0 dBV/m arrivant de +z.
Champ (b) électrique et (c) magnétique total sur l’axe z de l’ellipse obtenu par (—)
la méthode proposée et (· · · ) CST Microwave Studior.



148 Extension : analyse de structures de forme arbitraire

4.5.2.5 Considérations de temps et charge de calcul

La structure et les notations du paragraphe 3.3.2.4 sont reprises ici.
Les temps de calcul pour analyser les objets diffractants, en utilisant CST Micro-
wave Studior, Ansoft HFSSr et notre code scalaire non optimisé, sont étudiés. Pour
cela, le rapport des temps de calcul entre les logiciels commerciaux et la MMT, rCST

et rHFSS, sont reportés au tableau 4.1 pour chaque configuration objet diffractant -
source. Les gains en temps de calcul varient de 1,6 à 20,6 selon la structure analysée.
Notons qu’avec notre ordinateur, le logiciel Ansoft HFSSr n’a pas convergé pour ana-
lyser la "pilule" à deux couches ainsi que les superellipses pour lesquelles ν=2 et 5.

Le nombre de coefficients modaux inconnus pour notre code, NMMT , le nombre de
nœuds de maille pour CST Microwave Studior, NCST , et le nombre de tétraèdres
pour Ansoft HFSSr, NHFSS, pour analyser les mêmes antennes lentilles, sont donnés
tableau 4.2, pour donner un ordre de grandeur des charges de calcul.

Le code présenté basé sur la MMT est intéressant, car il permet, pour ces struc-
tures ouvertes de révolution, une réduction importante du temps de calcul et de la
charge mémoire requise.

Tab. 4.1 – Comparaison de temps de calcul
objet diffractant dipôle rCST rHFSS

"pilule" homogène tan. 15,9 4,9
"pilule" à 2 couches rad. 5,3 ∞

hemisphère tan. 5,6 1,6
hemisphère rad. 17,9 5,9

ellipse tan. 16,6 10,3
ellipse rad. 19,3 9,4

superellipse (ν = 2) tan. 13,2 ∞
superellipse (ν = 2) rad. 20,4 ∞
superellipse (ν = 5) tan. 15,6 ∞
superellipse (ν = 5) rad. 14,2 ∞

calotte métallique hémisphérique tan. 13,2 2,0
calotte métallique hémisphérique rad. 20,6 2,6
Calculs réalisés sur un 3.40GHz-CPU 2.00GHz-RAM Pentium 4r.
tan. : tangentiel.
rad. : radial.
rCST = tCST /tMMT , avec CST Microwave Studio SUITE 2006r.
rHFSS = tHFSS/tMMT , avec Ansoft HFSS v.10.1r.
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Tab. 4.2 – Comparaison de charge de calcul
objet diffractant dipôle NMMT NCST NHFSS

"pilule" homogène tan. 616 4,38 105 14514
"pilule" à 2 couches rad. 8400 5,55 106 NC

hemisphère tan. 1080 2,78 105 7462
hemisphère rad. 260 3,05 105 8518

ellipse tan. 520 1,21 106 33246
ellipse rad. 1080 1,12 106 31116

superellipse (ν = 2) tan. 3472 5,61 106 NC
superellipse (ν = 2) rad. 1080 5,62 106 NC
superellipse (ν = 5) tan. 2800 3,76 106 NC
superellipse (ν = 5) rad. 2200 3,77 106 NC

calotte métallique hémisphérique tan. 1080 2,68 106 9824
calotte métallique hémisphérique rad. 520 3,32 106 9709
NMMT : nombre de coefficients modaux inconnus.
NCST : nombre de nœud de maille.
NHFSS : nombre de tétraèdres.
NC : pas de convergence.

4.6 Contexte et perspective de la méthode présentée
Après avoir évalué les performances de la MMT, il est intéressant de comparer les
caractéristiques de cette méthode à celles trois méthodes numériques classiques (la
FDTD, la FEM et la MoM/BEM).
Une perspective permettant d’améliorer l’efficacité de la MMT, la Méthode Analytique
de Régularisation (MAR), est ensuite présentée.

4.6.1 Comparaison de la méthode présentée avec trois mé-
thodes numériques

Il serait trop ambitieux de tenter de situer la MMT, basée sur les fonctions d’ondes
sphériques, par rapport à toutes les méthodes d’analyse électromagnétique existantes.
Nous nous limiterons donc à comparer la MMT à trois méthodes principales :

– la méthode des différences finies dans le domaine temporel (notée FDTD pour
"Finite Difference Time-Domain") qui est une méthode temporelle,

– la méthode des éléments finis (notée FEM pour "Finite Element Method") qui
est une méthode fréquentielle,

– la méthode des moments (notée MoM pour "MOment Method") et plus précisé-
ment la méthode des éléments frontières (notée BEM pour "Boundary Element
Method") qui sont des méthodes fréquentielles.
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Nous précisons que les comparaisons effectuées ci-dessous sont très loin d’être exhaus-
tives. De plus, elles considèrent les méthodes (FDTD, FEM et MoM / BEM) dans
leur formulation de base et ne tiennent pas compte des nombreuses versions amélio-
rées existantes.

La MMT est une méthode fréquentielle. Comme la BEM, elle ne nécessite pas le
maillage de tout l’espace de solution, mais seulement des interfaces. Ainsi, ces deux
méthodes ont un coût de calcul relativement limité par rapport à la FDTD et la FEM.
De plus, la condition d’espace libre est contenue dans la formulation de la MMT et
de la BEM, ce qui n’est pas le cas pour la FDTD et la FEM. Ces deux méthodes né-
cessitent, en effet, l’introduction de conditions absorbantes pour simuler la troncature
spatiale.

Il ressort, de ces simples comparaisons, que la méthode la plus proche de la MMT est
la MoM et plus précisément la BEM.

L’avantage majeur de la MMT par rapport à la BEM est l’utilisation de fonctions
de base globales pour décrire le champ électromagnétique. En effet, la MMT a pour
inconnues les coefficients modaux qui sont identiques au sein d’un milieu Linéaire Ho-
mogène (LH). De plus, la taille de la matrice à inverser, qui est généralement creuse,
est uniquement liée à l’ordre de troncature des séries. La finesse de la discrétisation
des interfaces étudiées n’influe donc pas sur la taille des matrices à inverser.
La BEM nécessite aussi uniquement l’échantillonnage des interfaces. Cependant, les
fonctions de base sur ces surfaces sont locales. Toutes ces fonctions contribuent donc
à exprimer le champ dans un milieu LH. La matrice à inverser est alors remplie et sa
taille est directement liée à la discrétisation de la surface analysée.

Le principal inconvénient de la méthode présentée est évidemment sa limitation quant
à la forme des structures qu’elle peut analyser. Cependant, il faut noter que le dé-
veloppement du code est loin d’être optimal (scalaire et non optimisé). Ainsi, il ne
permet pas, pour l’instant, d’étudier des structures qui ne sont pas de révolution. Un
travail important reste à faire au niveau du mailleur et de la parallélisation du code
pour le rendre plus efficace. Ces tâches relèvent plutôt du génie informatique, que de
l’électromagnétisme.
Par ailleurs, l’analyse des structures de révolution, dont la forme présente des disconti-
nuités ou une dynamique des rayons de courbure importante, pose un certain nombre
de problèmes numériques (cf. paragraphe 4.5.2.2). Le problème majeur est l’inversion
de systèmes linéaires mal conditionnés. Pour y remédier, une solution potentielle est
présentée dans la partie qui suit.

4.6.2 Perspective : la méthode analytique de régularisation

Pour pouvoir analyser, avec la MMT, une plus grande variété de structures en terme
de forme, il est indispensable d’améliorer la résolution du système linéaire. Ainsi,
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il semble intéressant d’appliquer la Méthode Analytique de Régularisation (MAR)
à notre problème. Au lieu de réaliser une régularisation approchée moyenne comme
décrite au paragraphe 4.4.3.2, son principe est d’effectuer une régularisation point à
point, i.e. à chaque nœud du maillage.
Le principe de la MAR est rappelé et l’application de cette méthode à notre problème
est discutée.

4.6.2.1 Principe

La MAR est décrite en détail dans [3, 4, 5]. Elle consiste à déterminer le précondi-
tionneur idéal du système Ax = b. En effet, dans la plupart des cas, une inversion
directe de A est impossible. Même si une inversion numérique est ici possible, rien ne
peut en garantir la convergence.
Pour remédier à cela, A est scindé en deux parties : A = A1 + A2, avec A1

−1 un opé-
rateur connu. De cette manière, le problème de première espèce se trouve converti en
un problème de seconde espèce : x + Px = q, où P = A1

−1A2 et q = A1
−1b. De plus,

en imposant à A1 de posséder la principale singularité de l’opérateur A, l’équation
devient du type de Fredholm de seconde espèce, c’est à dire que la matrice P est com-
pacte sur un certain espace H, ce qui signifie que sa norme est bornée : ‖P‖H < ∞.
Lorsque le vecteur q est compact sur le même espace, les théorèmes de Fredholm as-
surent qu’il existe une unique solution de la forme x = (I +P )−1q, où I est l’opérateur
identité.
De plus, ces théorèmes garantissent une convergence numérique de la solution. En ef-
fet, la mise en œuvre numérique de ces équations nécessite une troncature à un ordre
N : xN + PNxN = qN , où l’opérateur matriciel PN est tel que son noyau contienne
tous les modes supérieurs à N .
Dans ces conditions, l’erreur relative associée à la troncature e(N) se comporte comme
suit :

e(N) =

∥∥x− xN
∥∥

H

‖x‖H

≤
∥∥(I + P )−1

∥∥
H

∥∥P − PN
∥∥

H
. (4.51)

Comme l’opérateur (I + P )−1 est borné et PN → P lorsque N → ∞, il vient :
e(N) → 0 quand N →∞. Plus l’ordre de troncature est grand et plus la précision se
rapproche de la précision machine.

4.6.2.2 Application

Etant donné la structure de la matrice C (cf. annexe E), il est possible de la décom-
poser en produit de matrices décrivant d’une partie l’évolution radiale et de l’autre
l’évolution angulaire. Les fonctions angulaires étant bornées, elles ne sont pas problé-
matiques dans la résolution du système. En revanche, les composantes de la matrice à
dépendance radiale ont, à cause des fonctions de Bessel, une dynamique qui augmente
de façon exponentielle avec l’ordre de troncature des séries.
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Il est alors possible de faire une régularisation point à point, afin de déduire le pré-
conditionneur idéal nécessaire pour assurer la stabilité numérique de l’inversion du
système.

Une fois la MAR appliquée à notre problème, les perspectives sont très prometteuses.
Il sera, en effet, possible de modéliser de façon semi-analytique, l’interaction entre une
structure stratifiée de forme arbitraire et une source quelconque.

4.7 Conclusion
Ce chapitre a présenté l’extension d’une technique analytique généralement limitée à
l’analyse de structures sphériques stratifiées. La MMT basée sur les fonctions d’ondes
sphériques a, en effet, été décrite pour traiter la diffraction d’une source quelconque
par des objets diffractants de forme non nécessairement sphérique.

Chaque étape de la formulation et la mise en équation du problème (la décomposition
du champ en termes de modes sphériques au sein d’un volume de forme arbitraire,
l’application des conditions aux limites et la description du système linéaire) a d’abord
été détaillée.
Ensuite, le maillage des interfaces de l’objet diffractant, les méthodes d’inversion du
système linéaire et des techniques pour améliorer son conditionnement sont présentées
et appliquées à l’analyse d’objets diffractants de forme arbitraire.
Cinq objets diffractants de révolution illuminés par un dipôle électrique radial ou tan-
gentiel sont alors étudiés. Des résultats numériques sont montrés pour discuter des
techniques de résolution du problème et valider la méthode proposée.
Par ailleurs, pour les structures ouvertes de révolution considérées, la MMT est plus
rapide que les principaux logiciels commerciaux. De plus, cette méthode requiert peu
de ressource mémoire lorsque l’objet analysé est de révolution. Enfin, l’avantage ma-
jeur de la méthode présentée est que la taille des matrices à inverser ne dépend pas
de la finesse de la discrétisation des surfaces analysées.
Cependant, pour certaines configurations source - objet diffractant, les résultats obte-
nus ne sont pas précis. C’est le cas, lorsque, de façon générale, la forme de l’objet est
"trop éloignée" de la sphère (dynamique des rayons de courbure importante). En ef-
fet, le système linéaire à résoudre est alors très mal conditionné malgré les techniques
employées pour l’améliorer.
Dès lors, il apparaît indispensable de trouver une méthode de résolution du système
linéaire qui soit plus robuste. Pour cela, il semble intéressant d’appliquer la MAR à ce
type de problème afin de garantir la convergence numérique de l’inversion du système.
Par ailleurs, il apparaît intéressant d’optimiser le code développé ie. de le vectoriser et
le paralléliser. Ainsi des structures de forme arbitraire devrait pouvoir être traité avec
un ordinateur standard. De plus, il apparaît indispensable d’améliorer le mailleur afin
de mieux décrire les discontinuités des objets étudiés.
Une fois mise en œuvre, ces améliorations devrait permettre la modélisation semi-
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analytique de l’interaction entre une structure stratifiée de nature quelconque (diélec-
trique, magnétique et/ou métallique) de forme arbitraire et une source quelconque.
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Chapitre 5

Application : focalisation, dépointage
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Dans ce chapitre, de nombreuses études paramétriques sont effectuées pour quanti-
fier les performances électromagnétiques, jusqu’alors non reportées dans la littérature,
des antennes lentilles HMFE. Pour cela, le code de calcul, présenté au chapitre 3, est
utilisé. Toutefois, certaines configurations nécessitent l’emploi du logiciel CST Micro-
wave Studior.
Par ailleurs, le choix de la fréquence 77 GHz (pour les mesures notamment) a été fixé
par une application potentielle : le radar d’aide à la conduite. Cependant, le but est
ici de présenter une étude générale en bande W non restreinte à cette application.
Tout d’abord, les performances en focalisation des antennes lentilles HMFE sont ana-
lysées et comparées à celles des lentilles de Luneburg. Dans ce cas, la lentille HMFE
est associée à une source axée. L’influence des paramètres physiques de la lentille
(nombre de coquilles, diamètre de la lentille, gaps d’air) et de la position de la source
est étudiée. Les mesures de deux prototypes d’antennes lentilles HMFE en bande W
sont présentées.
Ensuite, les capacités en dépointage des lentilles HMFE sont considérées. La lentille
est alors associée à une source désaxée. L’influence du type de déplacement de la
source et du nombre de coquilles de la lentille est reportée. Des validations expéri-
mentales sont montrées.
Enfin, la lentille HMFE est associée à un réseau de sources actives. Par une simple
commutation des sources, le diagramme de rayonnement de l’antenne lentille peut
être sectoriel, directif ou sectoriel dépointé. La mesure en bande Ka d’un prototype
valide le principe de reconfigurabilité du système antennaire.

5.1 Etude des performances des antennes lentilles
HMFE en focalisation

Dans cette partie, les performances en focalisation des antennes lentilles HMFE sont
quantifiées et comparées à celles des lentilles de Luneburg. Dans ce cas, la lentille
HMFE est illuminée par une source axée.
L’influence, sur la directivité et le rendement d’ouverture notamment, des paramètres
physiques de la lentille (nombre de coquilles et diamètre), des gaps d’air et de la po-
sition de la source est étudiée. Enfin, les résultats de mesures en bande W de lentilles
HMFE alimentées par un guide d’onde ouvert sont reportés.

Pour les études présentées dans cette partie, les paramètres des lentilles à N coquilles
sont choisis, pour i ∈ {1, · · · , N}, comme suit :

– ri = i/N , les coquilles ont la même épaisseur,
– εi = 4/(1 + ((2i− 1)/(2N))2)2, pour les permittivités des lentilles HMFE,
– εi = 2− (2i− 1)/(2N), pour les permittivités des lentilles de Luneburg.
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Un tel choix est fait afin de faciliter la mise en œuvre dans le code de calcul.
Par ailleurs, le rendement d’ouverture, noté ηap, est égal à :

ηap =
D

Dunif

, (5.1)

où D est la directivité maximale de l’antenne, et Dunif = ((2πR) /λ)2 est la directivité
théorique d’une ouverture circulaire uniforme de même diamètre que la lentille [1].

5.1.1 Influence du nombre de coquilles

5.1.1.1 Sur la directivité et le rendement d’ouverture

De façon générale, à diamètre fixé, plus le nombre de coquilles d’une lentille inhomo-
gène stratifiée augmente, plus la loi continue idéale est bien approchée. Par conséquent,
les performances de l’antenne lentille se rapprochent des performances théoriques.
Pour vérifier cela, nous considérons des antennes lentilles HMFE et de Luneburg de
diamètre 10 λ0 excitées par un guide d’onde ouvert fonctionnant à 77 GHz. Les résul-
tats sont obtenus par la "Mode Matching Technique" (MMT) présentée au chapitre 3.
L’influence du nombre de coquilles des lentilles sur la directivité et le rendement d’ou-
verture des antennes lentilles est reportée figure 5.1.

5 10 15 20 25 30

20

25

30

15 20

40

60

80

d
ir

ec
ti

v
it

é 
[d

B
]

nombre de coquilles N

5 10 15 20 25 30

20

25

30

15 20

40

60

80

d
ir

ec
ti

v
it

é 
[d

B
]

ren
d

em
en

t d
'o

u
v

ertu
re η

ap
 [%

]

nombre de coquilles N

(a) (b)

ren
d

em
en

t d
'o

u
v

ertu
re η

ap
 [%

]

Fig. 5.1 – Influence du nombre de coquilles sur la directivité et le rendement d’ou-
verture ηap d’une lentille (a) HMFE et (b) Luneburg de diamètre 10 λ0 illuminée par
un guide d’onde WR10 ouvert.

Il ressort que la directivité et le rendement d’ouverture de l’antenne lentille n’aug-
mentent plus, lorsque le nombre de coquilles dépasse 6 pour la lentille HMFE et 5
pour la lentille de Luneburg. Ce constat est très intéressant d’un point de vue pratique,
car il montre que réaliser des lentilles avec un nombre très important de coquilles :

– n’améliore pas forcément les performances de l’antenne lentille,
– rend la fabrication plus difficile,
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– favorise l’apparition de gaps d’air qui dégradent les performances des antennes
lentilles comme nous le verrons au paragraphe 5.1.3.

Par ailleurs, cela signifie qu’une antenne lentille de diamètre donné a un seuil en di-
rectivité.
Enfin, à nombre de coquilles égal et pour un même diamètre (10 λ0), les lentilles de
Luneburg présentent un rendement de surface supérieur d’environ 20 % par rapport
aux lentilles HMFE (figure 5.1).

Les diagrammes de rayonnement en champ lointain, pour des lentilles HMFE et de
Luneburg à 5, 10 et 20 coquilles de diamètre 20 λ0 sont tracés figure 5.2. Au fur
et à mesure que le nombre de coquilles diminue, le gradient d’indice est moins bien
approché. Cela se traduit sur les diagrammes de rayonnement par une remontée des
lobes secondaires. Ce constat est particulièrement visible pour les antennes lentilles
HMFE. En effet, rappelons que la permittivité d’une lentille HMFE varie de 4 à 1 et
seulement de 2 à 1 pour une lentille de Luneburg. Avec un même nombre de coquilles,
le gradient d’indice de la lentille HMFE est donc moins bien approché que celui de
Luneburg.
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Fig. 5.2 – Influence du nombre de coquilles (5 (©), 10 (¤) et 20 (♦)) sur le diagramme
de rayonnement en champ lointain dans le plan E pour une lentille (a) HMFE et (b)
Luneburg de diamètre 20 λ0 illuminée par un guide d’onde WR10 ouvert.

5.1.1.2 Sur l’adaptation

L’influence du nombre de coquilles d’une lentille HMFE sur le coefficient de réflexion,
S11, d’une antenne imprimée (adaptée à 50 GHz) et d’un guide d’onde WR10 ouvert
(fonctionnant dans la bande 75 - 110 GHz) est reportée figure 5.3. Les simulations
sont effectuées avec CST Microwave Studior, car la MMT ne permet pas le calcul de
l’adaptation de la source.
Les résultats figure 5.3 montrent que la présence de la lentille ne perturbe presque
pas l’adaptation de la source. De plus, l’influence du nombre de coquilles n’est pas
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vraiment significative. En effet, les coquilles composant la lentille agissent comme des
couches d’adaptation. Ainsi, plus il y a de coquilles et plus la transition entre l’air et
le cœur de la lentille est douce, ce qui réduit les réflexions sur la source.

Les remarques concernant l’adaptation, faites pour les lentilles HMFE, sont a for-
tiori valables pour les lentilles de Luneburg. En effet, la variation de permittivité au
sein des lentilles de Luneburg est plus faible que celle au sein des lentilles HMFE.
Ainsi, la transition entre l’air et le cœur de la lentille de Luneburg est plus douce que
pour la lentille HMFE.

Ainsi, pour les antennes lentilles inhomogènes à gradient d’indice HMFE et de Lu-
neburg, la conception de la source peut être effectuée indépendamment de la lentille.
Il est donc pertinent d’optimiser les paramètres de lentille indépendamment de la
source, comme effectué au chapitre 2. Par ailleurs, étant donné le comportement très
large bande de la lentille, il faut noter que la bande passante de l’antenne lentille est
limitée par celle de la source.
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Fig. 5.3 – Influence du nombre de coquilles d’une lentille HMFE, 3 (♦), 5 (+) et
10(>), sur le S11 de l’antenne [(a) une antenne imprimée alimentée par fente et (b)
un guide d’onde WR10 ouvert]. (–) est le S11 de la source seule.

5.1.2 Influence du diamètre

Les résultats présentés dans cette partie (cas idéal et réel) sont obtenus en appliquant
la MMT.

Cas idéal
L’influence du diamètre Φ de la lentille sur la directivité de l’antenne lentille est
étudiée dans le cas idéal suivant : une lentille idéale (i.e. une lentille dont le gradient
d’indice est continu) excitée par une source isotrope rayonnant dans le demi espace
contenant la lentille.
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Pour être le plus proche possible de cette configuration, une lentille très fortement
discrétisée (100 coquilles) illuminée par une source complexe de Huygens placée à la
surface de la lentille est considérée, comme illustré figure 5.4(a).
Cette source complexe de Huygens, dont le principe est expliqué au paragraphe 3.2.3.2,
est placée à la surface de la lentille à la position complexe : ~r = (1+0,05j)r̂. Son
diagramme de rayonnement, qui est de révolution, est montré figure 5.4(b).
Notons que cette source n’a pas un rayonnement parfaitement isotrope dans un demi
plan, car son angle d’ouverture à mi-puissance est égal à 50 .̊ Cependant, elle présente
un bon compromis entre un faible rayonnement arrière et un rayonnement avant le
plus uniforme possible.
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Fig. 5.4 – (a) Schéma de l’association source de Huygens - lentille HMFE. (b) (—)
Diagramme de rayonnement en champ lointain d’une source complexe de Huygens
placée à la position ~r = (1+0,05j)r̂ et (−−) diagramme de rayonnement de la source
isotrope rayonnant dans un demi espace.

L’influence du diamètre sur la directivité des antennes lentilles est reporté sur la
figure 5.5. Les courbes obtenues sont approchées par une loi Dapprox du type :

Dapprox =

(
2πreff

λ

2
)

, (5.2)

où reff = αΦ
2
est le rayon effectif rayonnant de la lentille.

Nous obtenons α=0,75 pour la lentille HMFE et α=0,95 pour la lentille de Luneburg.

Ces lois permettent de donner un ordre de grandeur de la directivité des antennes
lentilles idéales en fonction de leur diamètre. Les lois d’approximations de la directi-
vité semblent peu précises pour des diamètres de lentilles supérieurs à 20 λ0. En effet,
pour des diamètres de lentille importants, la source n’illumine pas uniformément la
lentille. Ainsi, la directivité de l’antenne lentille obtenue par MMT est sous estimée.
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Fig. 5.5 – Directivité de lentilles idéales [(a) HMFE et (b) Luneburg] illuminées par
une source complexe de Huygens en fonction du diamètre des lentilles. Ces directivités
sont calculés par (+) la MMT et (· · · ) la loi d’approximation Dapprox.

Cas réel
La directivité et le rendement d’ouverture pour des lentilles HMFE et de Luneburg,
de diamètre variant de 2 à 30 λ0, alimentée par un guide d’onde WR10 ouvert sont
reportés figure 5.6. Comme le diamètre de la lentille est directement lié à la longueur
électrique, cette étude montre également l’influence de la fréquence sur les perfor-
mances des lentilles.

Fig. 5.6 – Influence du diamètre des lentilles (a) HMFE et (b) Luneburg à 10 co-
quilles illuminées par un guide d’onde WR10 ouvert sur la directivité et le rendement
d’ouverture ηap avec, pour un diamètre de 15 λ0, le rendement d’ouverture de lentilles
à 5 (×) et 20 (+) coquilles.
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Quand le diamètre de la lentille augmente devant la longueur d’onde, soit quand
la fréquence de travail est plus élevée, la directivité de l’antenne lentille augmente.
Parallèlement, l’ouverture rayonnante augmente ce qui entraîne une diminution du
rendement d’ouverture. Pour retarder ce phénomène, il faut augmenter le nombre de
coquilles. Ainsi, pour des lentilles de diamètre 15 λ0, le rendement d’ouverture est si-
gnificativement augmenté si l’on considère des lentilles à 20 coquilles au lieu de 5 ou 10.

Pour des lentilles à 10 coquilles et à diamètre égal, les lentilles de Luneburg pré-
sentent une directivité et un rendement d’ouverture supérieurs d’environ 1,5 dB et
20% respectivement par rapport aux lentilles HMFE.

Cependant, à diamètre égal, le volume de diélectrique de la lentille sphérique de
Luneburg est deux fois plus important que celui de la lentille hémisphérique HMFE.
La directivité de ces antennes lentilles est comparée, à volume de diélectrique égal
sur la figure 5.7 pour une configuration réelle et en utilisant la loi d’approximation.
Il ressort que les performances en directivité de ces antennes lentilles sont alors très
proches.
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Fig. 5.7 – Directivité d’antennes lentilles (—) HMFE et (−−) de Luneburg en fonc-
tion du volume de diélectrique. (a) Ces lentilles ont 10 coquilles et sont illuminées par
un guide d’onde WR10 ouvert et (b) la loi d’approximation Dapprox est utilisée.

5.1.3 Influence des gaps d’air

Les effets des gaps d’air sur les performances des lentilles de Luneburg ont déjà été
largement étudiés par [2, 3, 4], comme vu au chapitre 1. L’objectif est ici de regarder
leur influence sur les performances des lentilles HMFE, mais aussi de Luneburg afin
de faire la comparaison la plus exacte possible.
Pour cela, nous considérons des lentilles de diamètre 10 λ0 excitées par un guide d’onde
WR10 ouvert. La directivité et le rendement d’ouverture en fonction de l’épaisseur
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des gaps d’air sont reportés figure 5.8. Sur cette figure, les gaps d’air, présents entre
chaque coquille, sont considérés de même épaisseur et représentés en fraction de lon-
gueur d’onde, ainsi qu’en millimètres car cela est plus parlant d’un point de vue
fabrication.

L’effet des gaps d’air sur ces deux types de lentilles est logiquement le même : plus
leur épaisseur augmente, plus la directivité et le rendement d’ouverture diminue. En
outre, plus le nombre de coquilles est important, plus les gaps d’air sont nombreux et
donc plus la dégradation des performances est grande.
Ainsi, si la lentille (HMFE ou Luneburg) présente des gaps d’air supérieurs à 0,2 mm,
les performances des antennes lentilles à 77 GHz sont meilleures avec 5 et 10 coquilles
qu’avec 20, ce qui n’est pas le cas en l’absence de gaps d’air.

24

25

26

27

0 0.2
14

16

18

20

22

24

26

28

d
ir

ec
ti

v
it

é 
[d

B
]

0

10

20

30

40

50

re
n

d
em

en
t 

d
'o

u
v

er
tu

re
 η a

p

30

40

50

60

gaps d'air

0 0.025 0.050 0.075 0.1
0.1 0.3 0.4 [mm]

[λ0]

[%
]

0 0.2

gaps d'air

0 0.025 0.050 0.075 0.1
0.1 0.3 0.4 [mm]

[λ0]

(a) (b)

0 0.2

gaps d'air

0 0.025 0.050 0.075 0.1
0.1 0.3 0.4 [mm]

[λ0]

(c)

0 0.2

gaps d'air

0 0.025 0.050 0.075 0.1
0.1 0.3 0.4 [mm]

[λ0]

(d)

re
n

d
em

en
t 

d
'o

u
v

er
tu

re
 

[%
]

d
ir

ec
ti

v
it

é 
[d

B
]

η a
p

Fig. 5.8 – Influence des gaps d’air sur la directivité et le rendement d’ouverture ηap

de lentilles HMFE (a,b) et de Luneburg (c,d). Ces lentilles, de diamètre 10 λ0, sont
alimentées par un guide d’onde WR10 ouvert. Elles ont 5 (©), 10 (¤) et 20 (♦)
coquilles.

Les gaps d’air ont donc un effet négatif sur les performances des lentilles HMFE et de
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Luneburg. Toutefois, leur impact est beaucoup plus important sur les lentilles HMFE.
En effet, les conséquences de la présence de gaps d’air de 0,1 λ0 entre les 20 coquilles
sont :

– pour la lentille de Luneburg : une diminution de 3 dB de directivité et 30 % de
rendement d’ouverture,

– pour la lentille HMFE : une chute 10 dB de directivité et 40 % de rendement
d’ouverture.

Il en est ainsi, car la permittivité au sein de lentilles HMFE varie de 1 à 4 alors
qu’elle varie seulement de 1 à 2 pour les lentilles Luneburg. Par conséquent, le saut de
permittivité dû aux gaps d’air est beaucoup plus important pour les lentilles HMFE.
Ce constat est particulièrement visible sur la figure 5.9, où sont tracés les diagrammes
de rayonnement en champ lointain, avec et sans gaps d’air, pour ces deux lentilles.
Nous remarquons, en effet, que les niveaux des lobes secondaires remontent beaucoup
plus vite pour les lentilles HMFE que Luneburg.
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Fig. 5.9 – Influence des gaps d’air (0 mm (©) ; 0,2 mm (¤) et 0,4 mm (♦)) sur le
diagramme de rayonnement en champ lointain dans le plan E pour une lentille (a)
HMFE et (b) Luneburg à 20 coquilles de diamètre 10 λ0 illuminée par un guide d’onde
WR10 ouvert fonctionnant à 77 GHz.

Néanmoins, cet impact important des gaps d’air sur les performances des antennes
lentilles est à nuancer. En effet, avoir une lentille qui présente un gap d’air de 0,4 mm
entre les 20 coquilles est un cas qui est très peu réaliste mais intéressant pour mettre
en valeur les différences de sensibilité de ces deux antennes lentilles vis à vis des gaps
d’air. En pratique, les lentilles stratifiées présentent plutôt des gaps d’air, d’au plus
0,1 mm, entre certaines coquilles seulement.

5.1.4 Influence de la position de la source

Une fois les caractéristiques de la lentille fixées, il reste un seul degré de liberté pour
améliorer les performances de l’antenne lentille : la source.
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Nous nous intéressons d’abord à l’influence, sur les performances de l’antenne lentille,
de la position de la source par rapport à la lentille. Pour cela, nous étudions les
propriétés de focalisation en réception des antennes lentilles HMFE.
Ensuite, une méthode pour déterminer la position optimale de la source est décrite.
Il s’agit de trouver la distance source-lentille qui maximise la directivité de l’antenne
lentille.
Enfin, le problème plus général de l’optimisation de la source est abordé en tant que
perspective.

5.1.4.1 Etude de la focalisation des lentilles HMFE

Les effets de focalisation des lentilles de Luneburg ont été théoriquement étudiés par
Rozenfeld [15] qui s’est notamment intéressé à la distribution en champ proche de ces
lentilles. Les propriétés de focalisation des lentilles de Luneburg et Luneburg modifiée
ont été reportées et également mesurées par Sakurai et al. [16, 17].

Lorsqu’une lentille est illuminée par une onde plane, son point focal peut être défini
par la position où la densité de puissance est maximale le long de l’axe de propaga-
tion (figure 5.10(a)). La lentille HMFE présente un unique point focal à la position
normalisée z = 1. Par la discrétisation de la lentille, ce point focal devient une zone
de focalisation.

Nous nous intéressons à l’influence du diamètre et du nombre de coquilles des lentilles
sur l’allure (amplitude et position) de la zone focale.
Pour cela, une étude en réception des lentilles HMFE est menée en utilisant le logiciel
CST Microwave Studior car la MMT ne permet pas d’obtenir ces résultats.
Comme indiqué figure 5.10(a), les lentilles sont excitées par une onde plane. La densité
de puissance P le long de l’axe z de la lentille est étudiée. P est normalisée par rap-
port à la densité de puissance P0 incidente sur la lentille (puissance en z = 0). Cette
densité de puissance normalisée est reportée pour plusieurs nombres de coquilles et
diamètres de lentilles (figure 5.10(b,c,d)).

Il ressort que :
– L’amplitude de la densité puissance augmente avec le diamètre de la lentille. En

effet, plus l’ouverture de la lentille est grande, plus la puissance captée par la
lentille est importante.

– La zone focale se rapproche de la surface de la lentille au fur et à mesure que le
nombre de coquilles augmente car ses performances se rapprochent de celles de
la lentille idéale. Ainsi, pour une lentille à 3 coquilles, le point focal se situe à
l’intérieur de la lentille, alors qu’il est très proche de sa surface lorsque la lentille
présente 9 coquilles.

De plus, il faut noter que le comportement en réception des lentilles à 9 et 15 coquilles
est très proche. Ainsi, pour des lentilles de diamètre inférieur à 8 λ0, il n’est pas
nécessaire de considérer plus de 9 coquilles pour améliorer les performances.
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5.1.4.2 Position optimale de la source

Position optimale de la source par rapport à la zone focale de la lentille
Nous cherchons la position optimale de la source, i.e. la position qui maximise la
directivité de l’antenne lentille. Pour cela, nous considérons différents types de source
(un dipôle, un guide d’onde ouvert, un cornet et une antenne imprimée alimentée par
fente) pour alimenter la lentille HMFE à 6 coquilles de diamètre 6 λ0. L’influence
de la distance entre la source et la lentille sur la directivité de l’antenne lentille est
reportée figure 5.11. La distribution de la puissance normalisée le long de l’axe de
cette lentille excitée cette fois par une onde plane est également tracée.
Nous observons que la zone focale de la lentille se situe à z =1,01 tandis que la position
optimale, pour les différents types de source, se situe entre z =1,05 et z =1,06.
Cet écart s’explique par le fait que la source a une longueur électrique non nulle.
Une telle étude permet toutefois d’avoir un bon ordre de grandeur quant à la position
optimale de la source. Pour aller plus loin, intéressons nous au couplage entre la source
et la lentille.

Fig. 5.11 – Directivité d’une lentille HMFE à 6 coquilles de diamètre 6 λ0 illuminée
par un dipôle (©), une antenne imprimée alimentée par fente (×), un guide d’onde
ouvert (–) et un cornet (+) en fonction de la distance axiale normalisée i.e. la distance
source-lentille. La distribution de la densité de puissance normalisée (|P |/|P0|) le long
de l’axe de cette même lentille excitée par une onde plane est tracée en pointillés.

Couplage entre la source et la lentille
Le théorème de Robieux [11, 12] est déduit du théorème de réciprocité de Lorentz. Il
permet de quantifier le couplage entre un système de focalisation et sa source primaire.
Ce théorème est appliqué au système source-lentille et son principe est illustré sur la
figure 5.12.
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Selon le théorème de Robieux, le rendement du système source-lentille ηSL s’exprime :

ηSL =

∣∣∣
∫

S

(
~ES × ~HL − ~EL × ~HS

)∣∣∣
2

· ~n dS

16PSPL

, (5.3)

avec Pi =
1

2
Re

{∫

Si

(
~Ei × ~Hi

∗) · ~ni dS

}
où i ∈ {S, L} .

Les champs
(

~ES, ~HS

)
sont obtenus à partir de cartographies sur la surface SS de la

source seule à l’émission.
(

~EL, ~HL

)
est la distribution du champ sur SL de la lentille

seule en réception illuminée par une onde plane. Enfin Pi correspond à la puissance
traversant la surface Si de normale ~ni.

Fig. 5.12 – Illustration du théorème de Robieux.

Le rendement, défini équation 5.3, est calculé en fonction de la distance entre la source
et la lentille pour deux configurations présentées à la figure 5.13 à savoir : la lentille
HMFE à 6 coquilles de diamètre 6 λ0 illuminée par un guide d’onde ouvert et un
dipôle.
Ce rendement est maximal lorsque z=1,06, ce qui correspond précisément à la position
où la directivité de l’antenne lentille est la plus élevée (cf. figure 5.11). De plus, nous
observons que le couplage avec la lentille est meilleur avec le guide d’onde qu’avec le
dipôle, ce qui est à relier avec les valeurs de directivité obtenues figure 5.11 pour ces
deux antennes lentilles.

Deux méthodes ont été proposées pour déterminer la position optimale de la source,
à savoir :

1. Placer la source au maximum de la zone focale,
2. Placer la source à la position qui maximise le rendement source-lentille.

La deuxième méthode, plus coûteuse en temps de calcul, est la plus précise.
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Fig. 5.13 – Rendement du système constitué d’une lentille HMFE à 6 coquilles de
diamètre 6 λ0 associée à une source [(×) un guide d’onde ouvert et (>) un dipôle] en
fonction de la distance axiale normalisée z.

5.1.4.3 Perspectives : l’optimisation de la source

Le rendement ηSL de l’équation 5.3 est maximal lorsque les champs ( ~ES, ~HS) et
( ~EL, ~HL) sont complexes conjugués entre eux. Pour maximiser ce rendement, le champ
sur SS doit donc présenter les caractéristiques suivantes :

– Une distribution en amplitude identique à celle sur SL à un coefficient multipli-
catif près,

– Une variation de phase opposée à celle sur SL.
La source idéale est celle dont la distribution de champ sur SS présente ces caracté-
ristiques.

Dans cet esprit, [13] optimise la source primaire d’une lentille diélectrique homogène
en ajoutant dans le cornet des inserts diélectriques de façon à contrôler la distribu-
tion en amplitude et phase de la source. [14] fait varier les paramètres d’un cornet
pyramidal illuminant une lentille à diélectrique artificiel de façon à obtenir l’antenne
lentille la plus efficace possible.
De telles méthodes sont tout à fait applicables pour concevoir une source optimale
pour les lentilles inhomogènes.
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5.1.5 Caractérisation de lentilles HMFE stratifiées en bandeW

Dans cette partie, les résultats de mesure de deux lentilles HMFE associées à un guide
d’onde WR10 ouvert dans l’axe de la lentille sont montrés.

5.1.5.1 Lentille HMFE à 3 coquilles

Présentation du prototype
Nous avons fait réaliser par la société Emerson & Cuming une première lentille HMFE
à 3 coquilles de diamètre 24 mm. Les caractéristiques de cette lentille sont données
tableau 5.1. Un support en mousse à faible perte et de permittivité proche de celle de
l’air (voir tableau 5.1) est utilisé pour maintenir la lentille sur la source primaire. Ce
support, qui apparaît imposant par rapport aux dimensions de la lentille, peut être
réduit, car il ne contribue pas au rayonnement de l’antenne lentille. Des photographies
de cette lentille, avec et sans son support, sont montrées figure 5.14.

Tab. 5.1 – Caractéristiques du prototype de la lentille HMFE à 3 coquilles et de son
support

rayons extérieurs permittivités matériau
ri [mm] εi (Emerson & Cuming)

4 4 Eccostockr HiK500F K-4
8 2,5 Eccostockr HiK500F K-2,5
12 1,5 Eccostockr LoK K-1,5

support en mousse 1,04 Eccostockr SH-2

Fig. 5.14 – Photographies de la lentille HMFE à 3 coquilles avec et sans son support
en mousse.
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Résultats de mesure
Cette lentille est illuminée par un guide d’onde WR10 ouvert. Elle est mesurée dans
la bande W.

L’adaptation du guide, seul et avec la lentille, dans la bande 75 − 85 GHz est re-
portée sur la figure 5.15(a). Cette mesure confirme que la lentille perturbe de façon
négligeable l’adaptation de la source primaire.

Le gain G de l’antenne lentille sur la bande 75 − 85 GHz est tracé figure 5.15(b).
Il est corrigé pour tenir compte de la désadaptation de la source. G varie de 2 dB sur
cette bande car la distance optimale source-lentille dépend de la taille électrique de
la lentille et donc de la fréquence.
• Sur la bande 75− 85 GHz, la valeur moyenne du gain est de 21,7 dB tandis que la
directivité moyenne D est de 22,6 dB. Le rendement de pertes ηL = G/D moyen est
donc égal à 81 %. Ces chiffres ont été calculés en moyennant les valeurs obtenues par
un balayage en fréquence entre 75 et 85 GHz avec un pas de 50 MHz.
Le rendement d’ouverture ηap de cette antenne lentille est de 49 %. Le rendement
total ηT = ηL · ηap est alors de 40 %.
• A 77 GHz, le diamètre de la lentille est de 6,15 λ0. Ses caractéristiques sont :
G=21,4 dB, D=22,8 dB, ηL=72 %, ηap=51 % et donc ηT=37 %.

Fig. 5.15 – (a) Adaptation (S11) du guide WR10 seul (−) et avec la lentille HMFE
à 3 coquilles (· · · ) et (b) gain de l’antenne lentille correspondante dans la bande
75− 85 GHz.

Les diagrammes de rayonnement en champ lointain de l’antenne lentille à 77 GHz et
à 76, 77 et 78 GHz sont montrés figures 5.16 et 5.17 respectivement.
A 77 GHz, les lobes secondaires remontent à −10 dB et la polarisation croisée reste in-
férieure à −23 dB. La figure 5.17 illustre le caractère large bande de l’antenne lentille.
En effet, les diagrammes sont peu modifiés avec la fréquence.
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Fig. 5.16 – Diagrammes de rayonnement en champ lointain (polarisation principale
(—) et croisée (· · · )) de la lentille HMFE à 3 coquilles illuminée par un guide d’onde
WR10 ouvert dans le plan E (a) et H (b) à 77 GHz.

Fig. 5.17 – Diagrammes de rayonnement en champ lointain (polarisation principale
(—) et croisée (· · · )) de la lentille HMFE à 3 coquilles illuminée par un guide d’onde
WR10 ouvert dans le plan E (a) et H (b) à 76 (+), 77 (—) et 78 (>) GHz.



176 Application : focalisation, dépointage et reconfigurabilité

5.1.5.2 Lentille HMFE optimisée à 9 coquilles

Présentation du prototype
Une lentille HMFE à 9 coquilles de diamètre 60 mm a été réalisée, sur mesure, par la
société Emerson & Cuming. En effet, ses paramètres, les épaisseurs et permittivités
des coquilles, sont le résultat de l’optimisation selon le critère du minmax présentée
au chapitre 2. Ils sont donnés tableau 5.2. Des photographies de la lentille seule et
associée à sa source sont montrées figure 5.18.

Tab. 5.2 – Caractéristiques du prototype de la lentille HMFE optimisée à 9 coquilles
rayons extérieurs ri [mm] 6,6 9,7 12,3 14,8 17,3 19,9 22,8 26,0 30
permittivités εi 3,84 3,53 3,21 2,89 2,58 2,26 1,95 1,63 1,32

Fig. 5.18 – Photographies de : (a) la lentille HMFE à 9 coquilles et (b) l’antenne
lentille composée du guide d’onde WR10 ouvert, d’une vis micrométrique, du support
en mousse et de la lentille HMFE à 9 coquilles.

Résultats de mesure
La lentille optimisée à 9 coquilles et de diamètre 60 mm est excitée par un guide
d’onde WR10 ouvert sans bride. En effet, comme montré sur la figure 5.19, la sup-
pression de la bride permet de diminuer les ondulations dans le plan E du guide. Ces
ondulations de la source sont amplifiées par la lentille, ce qui explique la remontée des
lobes secondaires dans le plan E de la figure 5.16(a).
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Fig. 5.19 – Diagrammes de rayonnement en champ lointain obtenus par la MMT à
77 GHz dans le plan E du guide WR10, (—) avec et (· · · ) sans sa bride, et les vues
3D des guides d’onde correspondants.

L’antenne lentille a été mesurée dans la bande W.
L’adaptation de l’antenne lentille sur la bande 75-110 GHz est reportée à la figure 5.20
(a). Elle est proche de -15 dB.
Le gain de l’antenne lentille, sur la même bande de fréquence, est montré à la fi-
gure 5.20(b). Il varie de 27 à 31 dB. Le changement de taille électrique de la lentille
et la modification de la distance optimale source-lentille avec la taille de la lentille
expliquent cette variation non négligeable.

• Sur la bande 75-110 GHz, la directivité moyenne D est de 32,3 dB et le gain moyen
G mesuré est égal à 28,8 dB, ce qui entraîne un rendement de pertes ηL=45%. Sur
cette bande, le rendement d’ouverture moyen est égal à 48% ce qui donne une effica-
cité totale : ηT=22%.
• A la fréquence de 77 GHz, le diamètre de la lentille est de 15 λ0. Ses performances
sont : G=28,5 dB, D=31,1dB, ηL=55 %, ηap=58 % et donc ηT=32 %.

75 80 85 90 95 100 105 110
-20

-15

-10

-5

0

75 80 85 90 95 100 105 110
25

26

27

28

29

30

31

32

fréquence [GHz] fréquence [GHz]

(a) (b)

S
1
1
 [

d
B

]

g
ai

n
 [

d
B

]

Fig. 5.20 – (a) Adaptation (S11) du guide WR10 sans bride avec la lentille HMFE à
9 coquilles et (b) gain de l’antenne lentille dans la bande 75− 110 GHz.
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Les diagrammes de rayonnement en champ lointain de l’antenne lentille à 77 GHz
sont montrés figure 5.21. Le lobe secondaire à -18 dB dans le plan H, non prévu par
la simulation, est dû à un défaut de fabrication de la lentille. La polarisation croisée
est inférieure à -25 dB dans les deux plans.
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Fig. 5.21 – Diagrammes de rayonnement mesurés en champ lointain (polarisation
principale (—) et croisée (· · · )) et obtenus par la MMT (−−) de la lentille HMFE
optimisée à 9 coquilles illuminée par un guide d’onde WR10 ouvert et sans bride, dans
le plan E (a) et H (b), à 77 GHz.

5.1.5.3 Synthèse des résultats

Les performances des antennes lentilles HMFE à 3 et 9 coquilles mesurées à 77 GHz
sont résumées au tableau 5.3.
Un gain de 28,5 dB a été obtenu avec la lentille HMFE à 9 coquilles. De plus, elle
présente des lobes secondaires inférieurs à -18 dB et une polarisation croisée au plus
égale à -27 dB. Ces performances, et en particulier le rendement total, sont très inté-
ressantes à 77GHz.

Comparons maintenant les performances de l’antenne lentille HMFE à 3 coquilles
avec celle à 9 coquilles.
Il ressort du tableau 5.3 que les pertes sont plus élevées pour la lentille à 9 coquilles
(ηL = 55 %) que celle à 3 coquilles (ηL = 72 %). En effet, la lentille à 9 coquilles
est plus grande, donc les pertes dans le diélectrique sont plus importantes. De plus,
comme elle présente plus de coquilles, ses performances sont potentiellement plus dé-
gradées par les gaps d’air que la lentille à 3 coquilles.
Par ailleurs, le rendement d’ouverture de la lentille à 9 coquilles (ηap = 58 %) est su-
périeur au rendement de la lentille à 3 coquilles (ηap = 51 %). En effet, les paramètres
(épaisseurs et permittivités des coquilles) de la lentille à 9 coquilles sont optimisés
contrairement à ceux de la lentille à 3 coquilles.



5.1 Etude des performances des antennes lentilles HMFE en focalisation 179

En résumé, optimiser les paramètres de la lentille permet d’augmenter son rendement
d’ouverture et diminuer le diamètre de la lentille conduit à un rendement de pertes
plus élevé.

Tab. 5.3 – Performances mesurées des antennes lentilles HMFE à 77 GHz
HMFE HMFE

3 coquilles 9 coquilles
diamètre Φ 6,15 λ0 15 λ0

angle d’ouverture à mi-puissance ∆θ−3 dB

plan E : mesure (MMT) 9,8˚(8,8 )̊ 4,6˚(4,6 )̊
plan H : mesure (MMT) 12,2˚(13,4 )̊ 5,2˚(5,2 )̊

niveau des lobes secondaires
plan E : -12 dB -25 dB
plan H : -17 dB -18 dB

niveau de la polarisation croisée <-23 dB <-27 dB
directivité simulée D 22,6 dB 31,1 dB
gain mesuré G 21,7 dB 28,5 dB
rendement de pertes ηL 72 % 55 %
rendement d’ouverture ηap 51 % 58 %
rendement total ηT 37 % 32 %

5.1.6 Conclusion

Les performances des lentilles HMFE et de Luneburg associées à une source axée ont
été présentées dans cette partie.
Globalement, les performances en focalisation des lentilles de Luneburg sont plus
intéressantes que celles des lentilles HMFE, car :

– leur rendement d’ouverture est supérieur à nombre de coquilles et diamètre égal,
– leur sensibilité aux gaps d’air est moindre.

Cependant, à volume de diélectrique égal, la directivité de ces deux antennes lentilles
est voisine. De plus, la forme hémisphérique de la lentille HMFE peut présenter, pour
certaines applications, une alternative intéressante à la lentille sphérique de Lune-
burg. En effet, la surface plate de la lentille HMFE peut faciliter son intégration dans
certains dispositifs.
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5.2 Etude des performances des antennes lentilles
HMFE en dépointage

Cette partie s’intéresse aux capacités de balayage du faisceau des antennes lentilles
HMFE. Pour obtenir un dépointage, la lentille doit être illuminée par une source
désaxée.
Des études paramétriques sur la translation et la rotation de la source par rapport
à la lentille sont ainsi menées. L’influence de ces déplacements sur la directivité et
l’angle de dépointage est étudié. Enfin, les résultats de mesure à 77 GHz d’un guide
d’onde ouvert se translatant sous une lentille HMFE à 3 et 9 coquilles sont présentés.

5.2.1 Introduction sur le dépointage

Concernant les lentilles homogènes, les propriétés hors de l’axe des lentilles ellipsoï-
dales et à hémisphère étendu ont été étudiées dans [6, 7, 8, 9] montrant les capacités
de balayage de faisceau avec des lentilles à point focal unique. Ainsi, une lentille hé-
misphérique alimentée par un réseau à maille hexagonale d’antennes imprimées est
présentée dans [7]. Le principe de fonctionnement de cette antenne est illustré fi-
gure 5.22. Le dépointage est réalisé par commutation entre les sources décentrées.

Fig. 5.22 – (a) Géométrie de l’antenne lentille excitée par un réseau de sources impri-
mées à 30GHz. (b) Diagramme de rayonnement théorique et expérimental pour une
position de la source alimentée [7].

Par ailleurs, des lentilles à deux points focaux ont aussi été conçues [10] pour amélio-
rer les performances en angle de dépointage.

Pour ce qui est des lentilles inhomogènes, la plupart des études et applications re-
latives au multi-faisceaux ont été effectuées en utilisant la lentille de Luneburg. En
effet, chaque point à la surface de cette lentille est un point focal. Par conséquent,
le faisceau peut être facilement contrôlé en bougeant la source autour de la lentille
sans aucune dégradation dans les diagrammes de rayonnement, puisque la position de
l’antenne par rapport à la lentille ne change pas étant donnée la symétrie sphérique
de celle-ci.
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En revanche, la théorie de l’optique géométrique prédit que la lentille HMFE idéale
n’a qu’un seul point focal et ne permet donc pas d’effectuer du multi-faisceaux. Ce-
pendant, une lentille HMFE discrète, présente, non pas un seul point focal parfait
(figure 5.23(a)), mais plutôt une zone focale (figure 5.23(b)). Ainsi, par réciprocité, en
bougeant légèrement la source par rapport à la lentille, nous pouvons espérer réaliser
un balayage de faisceau tout en conservant d’intéressants diagrammes.

Fig. 5.23 – Cartographies de l’amplitude du champ électrique, calculé par CST Micro-
wave Studior, au voisinage d’une lentille HMFE excitée par une onde plane unitaire
(a) quasi idéale de diamètre 10 λ0 et (b) à trois coquilles de diamètre 4 λ0.

Les performances des lentilles HMFE associées à une source désaxée sont maintenant
étudiées.

5.2.2 Analyse en dépointage de l’antenne lentille HMFE

5.2.2.1 Configuration de l’antenne lentille et méthode d’analyse

Un guide d’onde WR10 ouvert est utilisé pour illuminer la lentille. Les caractéristiques
des lentilles simulées pour l’étude paramétrique sont reportées tableau 5.4. Il s’agit
de lentilles optimisées selon le critère du minmax (d’après la méthode détaillée au
chapitre 2).

Tab. 5.4 – Caractéristiques des lentilles HMFE à N coquilles simulées
nombre rayon extérieur normalisé permittivités des coquilles

de coquilles ri εi

3 0,36 ; 0,57 ; 0,82 3,57 ; 2,72 ; 1,86
6 0,25 ; 0,38 ; 0,49 ; 0,6 ; 3,77 ; 3,31 ; 2,85 ; 2,38 ;

0,73 ; 0,9 1,92 ; 1,46
9 0,21 ; 0,30 ; 0,38 ; 0,46 ; 0,53 ; 3,84 ; 3,53 ; 3,21 ; 2,89 ; 2,58 ;

0,62 ; 0,70 ; 0,80 ; 0,93 2,26 ; 1,95 ; 1,63 ; 1,32

Pour bouger le faisceau, la source doit se déplacer par rapport à la lentille ou inver-
sement. Ce déplacement peut être accompli de façon rectiligne ou circulaire comme
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représenté figure 5.24 (a) et (b) respectivement.

Fig. 5.24 – Dessin de principe, avec les notations utilisées pour les études paramé-
triques, du système antennaire à dépointage de faisceau constitué d’une source et d’une
lentille hémisphérique pour le cas d’un déplacement (a) rectiligne et (b) circulaire de
la source.

Pour les études suivantes, ce déplacement sera toujours effectué selon le plan H, car le
diagramme du guide WR10 avec sa bride ne présente pas d’ondulations dans ce plan
contrairement au plan E, comme montré figure 5.19. Le désaxage et la distance entre
la lentille et la source sont : X et h pour le cas rectiligne et φ et d pour celui circulaire.

La MMT est moins précise lorsque la source n’est pas centrée sous la lentille (cf.
chapitre 3). Ainsi, le logiciel CST Microwave Studior est ici utilisé pour calculer les
diagrammes de rayonnement en champ lointain et directivité des antennes lentilles.

5.2.2.2 Influence du type de déplacement de la source autour de la lentille

Les performances avec une source désaxée, directivité maximale et angle de dépoin-
tage, sont comparées figure 5.25 pour le cas d’un déplacement rectiligne (translation)
et circulaire (rotation) de la source par rapport à une lentille HMFE à 3 coquilles
optimisée de diamètre 6 λ0 à 77 GHz.

De façon générale, quand le désaxage s’accroît, l’angle de dépointage augmente et
la directivité maximale diminue. Ce constat n’est pas vrai seulement pour le cas où
la source est la plus proche de la lentille. En effet, la directivité maximale dépend de
la distance entre la source et la lentille, comme cela a été vu au paragraphe 5.1.4.
Il s’agit d’ailleurs du seul degré de liberté restant une fois les caractéristiques de la
lentille fixées et la source choisie. Ainsi, pour une distance source-lentille (h/R et d/R)
égale à 0,10, la directivité maximale reste stable pour un important désaxage de la
source. Cet avantage est pénalisé par une directivité moins élevée de 1 dB par rapport
au cas optimal.
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Fig. 5.25 – Directivité maximale et angle de dépointage pour la translation (a,b) et
la rotation (c,d) de la source par rapport à la lentille pour différentes distances entre
le guide d’onde et la lentille : h/R pour la translation et d/R pour la rotation sont
égaux à 0,05 (¤), 0,10 (©), 0,15 (4), 0,20 (>) et 0,25 (×).

Le comportement de l’antenne lentille dans le cas d’une translation ou une rotation
de la source est très proche. Néanmoins, les performances sont légèrement meilleures
pour le cas de la rotation.
Ainsi, à angle de dépointage égal, la directivité maximale obtenue est plus élevée. Par
exemple, pour atteindre un angle de dépointage de 30˚:

– X/R =0,4 et la directivité maximale est de 20 dB pour la translation,
– φ = 18˚et la directivité maximale est de 20,8 dB pour la rotation.

En effet, tourner la source autour de la lentille permet de mieux illuminer la lentille.
Le débordement du rayonnement de la source ("spillover") est réduit par rapport au
cas où la source est translatée sous la lentille.

Les diagrammes de rayonnement en champ lointain, pour la translation et la rota-
tion de la source, sont reportés figure 5.26. Comme attendu, les niveaux des lobes
secondaires augmentent avec le désaxage de la source mais restent inférieurs à -12 dB
dans les deux cas.
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Fig. 5.26 – Diagrammes de rayonnement normalisés dans le cas (a) d’une translation
de X/R = 0 ; 0,1, 0,2 ; 0,3 ; 0,4 et 0,5 ainsi que (b) d’une rotation de Φ = 0 ; 5 ; 10 ;
15 ; 20 et 25 degrés.

Pour de nombreuses applications, bouger la source est difficile car cela implique que
le système d’alimentation doit également se déplacer. Il ne faut alors plus considérer
l’angle de dépointage par rapport à l’axe de la lentille, mais plutôt par rapport à l’axe
de la source, comme schématisé figure 5.27.
Ainsi, l’angle de dépointage θ reste le même pour la translation mais devient plus
petit, égal à θ − φ, pour la rotation.
Par conséquent, si la source doit rester fixe, il est plus intéressant de translater la
lentille par rapport à la source plutôt que la tourner. C’est pourquoi désormais, nous
limiterons notre étude à la translation de la lentille par rapport à la source.

Fig. 5.27 – Schéma de principe montrant l’angle de dépointage (a) θ pour la transla-
tion (b) θ − φ pour la rotation de la lentille par rapport à la source fixe.
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5.2.2.3 Influence du nombre de coquilles de la lentille

Les performances des lentilles optimisées de diamètre 6 λ0 à 3, 6 et 9 coquilles, dont
les caractéristiques sont données tableau 5.4, sont comparées figure 5.28 en fonction
de la translation de la lentille par rapport à la source.
En augmentant le nombre de coquilles, la loi du gradient d’indice est mieux appro-
chée. Les propriétés de la lentille se rapprochent donc des propriétés théoriques. Par
conséquent, la zone focale de la lentille devient plus petite.
Ainsi, lorsque la source est dans l’axe, les performances de la lentille s’améliorent. La
directivité maximale est plus élevée et des lobes secondaires sont plus bas quand le
nombre de coquilles augmente.
Pour une source désaxée, augmenter le nombre de coquilles permet d’augmenter la
directivité maximale dans une certaine mesure. En effet, la figure 5.28(a) montre que
la directivité maximale pour l’antenne lentille à 6 et 9 coquilles est presque identique.
De plus, les niveaux de lobes secondaires les plus élevés sont atteints quand la lentille
a 9 coquilles.

Utiliser une lentille avec un nombre de coquilles trop important dégrade significative-
ment les performances désaxées de l’antenne lentille, car son comportement devient
trop proche de celui de la lentille idéale. Pour cette configuration particulière d’an-
tenne lentille, le choix de 6 coquilles est le mieux adapté.

Fig. 5.28 – Directivité maximale et niveau des lobes secondaires en fonction de la
translation de la source pour des lentilles HMFE optimisées de diamètre 6 λ0 à 3 (¤),
6 (©) et 9 (4) coquilles.
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5.2.3 Caractérisation de lentilles HMFE stratifiées en bande
W

5.2.3.1 Lentille HMFE à 3 coquilles

La lentille à 3 coquilles mesurée à 77 GHz est celle présentée paragraphe 5.1.5.1.

Sur la figure 5.29 sont comparés les diagrammes de rayonnement calculés et me-
surés pour la configuration dans l’axe et deux configurations désaxées (X=0,14R et
X=0,27R). Ils sont en bon accord ce qui valide l’étude paramétrique menée précédem-
ment. Les petites différences entre la simulation et la mesure sont dues aux incertitudes
apportées par le dispositif utilisé pour maintenir et bouger la lentille. En effet, h et
X ne peuvent être connus qu’à 0,2 mm près.

Fig. 5.29 – Comparaison entre les diagrammes de rayonnement en champ lointain
simulés (− − −) et mesurés (—) à 77GHz pour la configuration dans l’axe et deux
configurations désaxées.

Les performances en dépointage de cette lentille sont maintenant caractérisées à
77GHz.
Pour cela, une translation (de -0,6R à 0,6R) de la lentille par rapport à la source
est appliquée. La simulation a permis de déterminer que la distance source-lentille
maximisant la directivité dans l’axe est de h =0,13R.
L’angle de dépointage, le gain mesuré et la directivité calculée pour ces déplacements
rectilignes sont reportés figure 5.30. L’angle de dépointage mesuré et calculé sont en
excellent accord. Les différences entre le gain mesuré et la directivité calculée sont
dues aux pertes dans la lentille. En effet, le rendement de perte de l’antenne lentille
ηL dans l’axe est de 72 %.

En imposant comme limite une diminution maximale en directivité de 3dB, le dépla-
cement maximal de la source hors de l’axe X/R est de 0,4. Les diagrammes en champ
lointain vérifiant ce critère sont tracés figure 5.31. Ces diagrammes montrent qu’un
balayage de ±20˚peut être réalisé avec des lobes secondaires inférieurs à −12dB.
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Par ailleurs, la translation de la lentille par rapport à la source ne perturbe pas l’adap-
tation de la source.

Fig. 5.30 – Angle de dépointage et directivité calculés (− − −) et angle de dépointage
et gain mesurés (—) en fonction de la translation de la source par rapport à la lentille
à 3 coquilles.

Fig. 5.31 – Diagrammes de rayonnement normalisés en champ lointain à 77GHz
[co-pol (—) et cross-pol (· · · )] pour la configuration dans l’axe et 10 configurations
désaxées.

5.2.3.2 Lentille HMFE optimisée à 9 coquilles

Les performances en dépointage de la lentille optimisée à 9 coquilles sont mesurées à
77 GHz.
Pour cela, la source est translatée de 5 mm par rapport à l’axe de la lentille. Le dis-
positif positionnant la source par rapport à la lentille ne permet pas mécaniquement
de réaliser un déplacement plus important.

Le gain mesuré et la directivité calculée sont tracés en fonction du déplacement source-
lentille sur la figure 5.32(a). Comme attendu, le gain et la directivité diminuent lorsque
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la lentille se déplace par rapport à la source. La chute du gain mesuré est moins im-
portante que celle de la directivité simulée, car le gain mesuré n’est pas maximal dans
l’axe mais en X =1 mm.

L’angle de dépointage mesuré et calculé en fonction de la translation source-lentille
est reporté figure 5.32(b).
L’allure de la courbe obtenue en simulation est très proche de celle mesurée (un écart
moyen de 1˚est observé). Le dépointage varie linéairement avec la translation. Ainsi,
une translation de 1 mm entraîne un dépointage de 2 .̊ Le positionnement de la source
par rapport à la lentille doit donc être minutieusement réglé. Lorsque la source est
située dans l’axe de la lentille, l’angle de dépointage mesuré est égal à -0.8 .̊ Ce léger
désaxage, de la source par rapport à la lentille, explique le décalage entre la simulation
et la mesure.
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Fig. 5.32 – Influence de la translation de la source par rapport à la lentille optimisée
à 9 coquilles sur (a) la directivité calculée (· · · ), le gain mesuré (—) et (b) l’angle de
dépointage calculé (· · · ) et mesuré (—) à 77 GHz.

Les diagrammes normalisés en champ lointain correspondant à une translation X = 0,
1, 2, 3, 4 et 5 mm de la source par rapport à la lentille sont tracés figure 5.33. Ils
montrent qu’un dépointage de ±11˚peut être réalisé avec des lobes secondaires infé-
rieurs à -15 dB.

5.2.3.3 Synthèse

Les performances en dépointage des antennes lentilles HMFE à 3 et 9 coquilles me-
surées à 77 GHz sont, pour un déplacement de la source hors de l’axe de X/R=0,17
reportées au tableau 5.5.
L’angle de dépointage est quasiment identique pour les deux lentilles mais la chute de
gain est plus importante pour la lentille HMFE à 9 coquilles.
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Fig. 5.33 – Diagrammes de rayonnement normalisés en champ lointain (co-pol (—) et
cross-pol (· · · )) à 77GHz pour la configuration dans l’axe et 4 configurations désaxées.

Cette lentille a en effet une zone focale plus petite que celle à 3 coquilles. Ses perfor-
mances hors de l’axe se dégradent donc plus rapidement.

Tab. 5.5 – Performances mesurées en dépointage des antennes lentilles HMFE à
77 GHz

HMFE à 3 coquilles HMFE à 9 coquilles
gain (X/R=0) - gain (X/R=0,17) -0,6 dB -1,3 dB
angle de dépointage (X/R=0,17) 11˚ 12˚

5.2.4 Conclusion

Les performances des lentilles HMFE associées à une source désaxée ont été analy-
sées dans cette partie. En effet, les études paramétriques présentées quantifient les
capacités en balayage de faisceau des antennes lentilles HMFE. Les mesures en bande
W de deux prototypes d’antenne lentille HMFE valident les simulations effectuées et
confirment ainsi la possibilité de réaliser du dépointage avec ce type de lentille.
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5.3 Présentation d’une antenne lentille HMFE re-
configurable

Nous avons vu que la lentille HMFE associée à :
• une source dans l’axe permet d’obtenir un diagramme directif,
• une source désaxée permet d’obtenir un diagramme dépointé.
Par voie de conséquence, une source distribuée sur un secteur angulaire (un réseau de
sources par exemple) doit produire un diagramme sectoriel.

Ainsi dans cette partie, la lentille HMFE est associée à un réseau de sources. Ces
sources sont actives, ce qui permet la reconfigurabilité du diagramme de rayonne-
ment de l’antenne lentille (directif, sectoriel ou sectoriel dépointé). Le principe de
fonctionnement de ce système antennaire est expliqué, numériquement vérifié par des
simulations et expérimentalement validé par des mesures en bande Ka.

5.3.1 Présentation et principe de fonctionnement du système
antennaire

Le système antennaire proposé est constitué d’une lentille associée à plusieurs sources.
Le système présenté ici utilise la lentille HMFE. Cependant, des performances simi-
laires peuvent être obtenues avec une lentille de Luneburg ou homogène (constante
K).
Concernant les sources, toute antenne qui illumine correctement la lentille, i.e. dont le
débordement de champ est limité, convient. Le choix du type de source dépend alors
de plusieurs paramètres dont les principaux sont les suivants : la bande de fréquence
de travail, les caractéristiques privilégiées (faibles pertes, bas coût...). Par ailleurs,
les sources sont mises en réseau. Celui-ci peut être surfacique ou linéaire, plan ou
conformé.

Le principe de fonctionnement et les simulations effectuées sont présentées pour des
lentilles HMFE associées à un réseau linéaire plan pour des raisons de simplicité de
modélisation. L’extension au réseau surfacique peut facilement être déduite. La dif-
férence entre un réseau linéaire et conformé est visible au niveau des performances
de l’antenne lentille. Un réseau conformé permet en effet une meilleure illumination
de la lentille. Par ailleurs, les résultats de simulation présentés dans cette partie sont
réalisées avec le logiciel CST Microwave Studior.

Le principe de fonctionnement du système antennaire est schématisé sur la figure 5.34.
Le diagramme de rayonnement de l’antenne lentille est :

– sectoriel, lorsque toutes les sources sont alimentées avec la même amplitude et
la même phase,

– directif, lorsque seule la source centrale est alimentée.
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Fig. 5.34 – Principe de fonctionnement du système antennaire composé de plusieurs
sources et une lentille. Le diagramme de rayonnement en champ lointain est (a) sec-
toriel lorsque toutes les sources sont alimentées et (b) directif lorsque seule la source
centrale est alimentée.

Pour illustrer le fonctionnement du système antennaire, nous considérons l’antenne
lentille suivante : une lentille HMFE optimisée à neuf coquilles, de diamètre 15 λ0 à
77 GHz, alimentée par neuf guides d’onde WR10 ouvert sans bride alignés selon le
plan H. A 77 GHz, l’écart entre deux sources consécutives est de 0,75 λ0 et la distance
entre la source centrale et la lentille est de 0,375 λ0.
Une cartographie au voisinage du système antennaire est montrée pour deux configu-
rations sur la figure 5.35.
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Fig. 5.35 – Cartographie de l’amplitude du champ électrique total normalisé au voi-
sinage du système antennaire composé d’une lentille à neuf coquilles associée à neuf
guides d’onde, lorsque (a) les neuf sources sont alimentées en amplitude et en phase
et (b) seule la source centrale est alimentée.
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– Lorsque les neuf sources sont alimentées avec la même amplitude et en phase,
l’onde en sortie de la lentille illumine un secteur angulaire limité. Le diagramme
sectoriel obtenu est sectoriel en champ lointain.

– Quand seul le guide d’onde central est alimenté, l’onde est localement plane en
sortie de la lentille. Le diagramme de rayonnement en champ lointain est alors
très directif.

Les diagrammes de rayonnement en champ lointain, correspondant à diverses configu-
rations d’alimentation, sont montrés figure 5.36(a). Plus le nombre de sources alimen-
tées augmente, plus l’angle d’ouverture à mi-puissance augmente. Ce comportement,
tracé sur la figure 5.36(b), montre qu’il est possible de passer de 5˚à 70˚d’ouverture
à mi-puissance quand le nombre de sources alimentées passe de un à neuf.

Fig. 5.36 – (a) Diagrammes de rayonnement en champ lointain d’une lentille HMFE
optimisée à neuf coquilles, de diamètre 15 λ0 à 77 GHz, alimentée par neuf guides
d’onde. Le nombre de sources alimentées est de 1, 3, 5, 7 et 9 ce qui se traduit par un
élargissement du faisceau. (b) Evolution de l’angle d’ouverture à -3 dB du diagramme
de rayonnement en champ lointain en fonction du nombre de sources alimentées.

Ce système antennaire permet aussi de réaliser un diagramme sectoriel qui dépointe
lorsqu’un certain nombre de sources voisines est alimenté. Ainsi, en alimentant trois
sources voisines sur huit, un diagramme sectoriel est obtenu. Son ouverture angulaire
est plus faible que si les huit sources étaient alimentées. Si le groupement de trois
sources parmi huit change de position, alors le diagramme sectoriel dépointe comme
montré figure 5.37.
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Fig. 5.37 – Diagrammes de rayonnement en champ lointain à 77 GHz du système
antennaire composé de huit guides d’ondes WR10, alignés dans le plan H, associés à
la lentille HMFE à neuf coquilles. Un diagramme sectoriel qui dépointe est obtenu en
alimentant trois sources voisines (en noir) comme expliqué sur la légende.

5.3.2 Validation expérimentale en bande Ka

Afin de valider expérimentalement le principe de reconfigurabilité de diagramme, une
antenne active associée à la lentille HMFE à 9 coquilles est mesurée dans la bande
Ka.

5.3.2.1 Présentation du prototype

La lentille HMFE optimisée à neuf coquilles (présentée au paragraphe 5.1.5.2) est
associée à une maquette active. Le diamètre de cette lentille est de 4,8 λ0 à 24 GHz.

La maquette active utilisée a été développée par M. Caillet au cours de sa thèse
[18] à l’IETR. Les photographies des deux faces du prototype réalisé sont montrées
figure 5.38. La maquette est constituée de quatre antennes imprimées alimentées par
une transition ligne-fente-ligne. Les commutateurs utilisés sont des transistors NEC
NE3210s1 montés en amplificateurs. Ce montage est intéressant car il permet d’ap-
porter un gain. En revanche, il présente l’inconvénient de ne pouvoir fonctionner que
dans un sens, ici en réception. Ainsi, la topologie de l’antenne active à l’émission est
différente de celle à la réception.
Pour plus de précisions sur les paramètres de cette maquette active, se référer au cha-
pitre 5 de [18]. Il est important de noter que cette maquette active a été initialement
conçue pour réaliser du changement de directivité. Elle n’est donc pas optimisée pour
notre application.
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Fig. 5.38 – Maquette active constituée d’un réseau de quatre antennes imprimées
fonctionnant à 23,9 GHz (hauteur : 65 mm) : (a) face circuit et (b) face rayonnante
[18].

5.3.2.2 Résultats de simulations et de mesures

Les antennes imprimées de la maquette active (figure 5.38(b)) sont numérotés de 1 à
4 de gauche à droite. Ai=1 / 0 signifie que l’antenne imprimée i est alimentée / non
alimentée.
La géométrie de l’antenne lentille, simulée avec CST Microwave Studior, est montrée
figure 5.39(a). L’antenne imprimée simulée est passive et simple face. Elle ne tient
donc pas compte, entre autre, des transistors et des transitions ligne-fente-ligne.
Pour être plus proche des conditions de mesure, la pondération des antennes imprimées
est la suivante :

– 1 V quand ils sont alimentés,
– 0,1 V quand ils sont non alimentés, car l’isolation des commutateurs basés sur

les transistors est de -20 dB.

Diagrammes sectoriels / directifs
Les configurations de l’antenne active pour former un diagramme :

– directif est A1 A2 A3 A4 = 0 1 1 0 (seuls les deux antennes imprimées centrales
sont alimentés),

– sectoriel est A1 A2 A3 A4 = 1 1 1 1 (toutes les antennes imprimées sont alimen-
tées).

Les diagrammes de rayonnement en champ lointain obtenus par simulation à 24 GHz
de l’antenne active, seule et avec la lentille HMFE à neuf coquilles, sont tracés fi-
gure 5.39. Une étude paramétrique sur la distance source-lentille a été menée afin
d’obtenir le diagramme sectoriel le plus large possible.
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Fig. 5.39 – (a) Vue 3D des quatre antennes imprimées alimentant la lentille HMFE à 9
coquilles de diamètre 4,8 λ0 à 24 GHz. Diagrammes de rayonnement en champ lointain
à 24 GHz, obtenus avec CST Microwave Studior, quand (+) les quatre antennes
imprimées et (—) les deux antennes imprimées centrales sont alimentées : (b) de la
source seule et (c) de la source avec la lentille à neuf coquilles.

Les diagrammes de rayonnement en champ lointain mesurés à 23,9 GHz de l’antenne
active, seule et avec la lentille HMFE à neuf coquilles, sont tracés figure 5.40.

Ces diagrammes ne sont pas symétriques. En effet, tous les transistors ne sont pas
exactement identiques et pas montés rigoureusement de la même façon. Ainsi, chaque
antenne imprimée rayonne un champ légèrement différent en amplitude et en phase.
Une étude de la sensibilité quant à ces deux paramètres permettrait de s’en assurer.
De plus, en ajoutant la lentille, l’incertitude due au positionnement de la lentille par
rapport au réseau est additionnée, ce qui explique que la dissymétrie soit plus impor-
tante pour le diagramme de rayonnement de l’antenne lentille que pour le diagramme
de l’antenne seule.
Malgré tout, les diagrammes simulés sont proches de ceux mesurés.

L’objectif visé est la reconfigurabilité de diagramme donc l’angle d’ouverture à mi-
puissance ∆θ−3 dB est la grandeur qui nous intéresse. Elle est reportée pour l’antenne
active, seule et avec la lentille, aux tableaux 5.6 et 5.7 respectivement.

Tab. 5.6 – Résultats de simulation et mesure de l’antenne seule
Configuration Simulation à 24 GHz Mesure à 23,9 GHz

A1 A2 A3 A4 ∆θ−3 dB ∆θ−3 dB

0 1 1 0 33˚ 34˚
1 1 1 1 19˚ 18˚
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Fig. 5.40 – Diagrammes de rayonnement mesurés en champ lointain à 23,9 GHz,
quand (+) les quatre antennes imprimées et (—) les deux antennes imprimées centrales
sont alimentées : (a) de la source seule et (b) de la source avec la lentille HMFE à
neuf coquilles.

Tab. 5.7 – Résultats de simulation et mesure de l’antenne lentille
Configuration Simulation à 24 GHz Mesure à 23,9 GHz

A1 A2 A3 A4 ∆θ−3 dB ∆θ−3 dB

0 1 1 0 30˚ 24˚
1 1 1 1 66˚ 58˚
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Les angles d’ouverture à mi-puissance simulés et mesurés sont très proches pour l’an-
tenne seule. Ils sont plus éloignés lorsque la lentille est ajoutée pour les raisons évo-
quées ci-dessus.
De plus, il faut noter que le gain de l’antenne lentille est de 22,6 dB pour la configu-
ration "directive" et 19,2 dB pour la configuration "sectoriel".

Diagrammes dépointés
Pour faire du dépointage, les configurations suivante de l’antenne active sont considé-
rées :

– B1 (A1 A2 A3 A4 = 1 0 0 0 ),
– B2 (A1 A2 A3 A4 = 0 1 0 0 ),
– B12 (A1 A2 A3 A4 = 1 1 0 0).

Les diagrammes de rayonnement mesurés en champ lointain de l’antenne lentille cor-
respondant à ces trois configurations d’alimentation sont tracés 5.41. Un angle de
dépointage de 29 ,̊ 19˚et 10˚est obtenu pour les configurations B1, B12 et B2 respec-
tivement. L’antenne imprimée 1 est située à la distance X/R=0,44. Cette distance est
importante lorsque la lentille est fortement discrétisée comme c’est le cas ici (cf. pa-
ragraphe 5.2.2.3). Cela explique l’augmentation de l’angle d’ouverture à mi-puissance
et la remontée des lobes secondaires obtenus pour les configurations B1 et B12.
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Fig. 5.41 – Diagrammes de rayonnement en champ lointain mesurés à 23,9 GHz de
l’antenne lentille pour les configurations d’alimentation (· · · ) B1, (—) B12 et (−−)
B2.

5.3.3 Conclusion et perspectives

Dans cette partie, un système antennaire, composé d’une lentille associée à plusieurs
sources, a été présenté. Par une simple commutation des sources, le diagramme de
rayonnement de l’antenne lentille passe de sectoriel à directif ou sectoriel dépointé.
Généralement, pour réaliser une telle reconfigurabilité de diagramme, il est nécessaire
de pondérer les éléments d’un réseau en amplitude et en phase. Des atténuateurs ou
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amplificateurs et déphaseurs sont ainsi nécessaires.
Le système reconfigurable proposé ici nécessite seulement des commutateurs comme
composants actifs. C’est donc une solution relativement simple à mettre en œuvre et
large bande.
Le principe de fonctionnement de cette antenne lentille a été présenté, vérifié par des
simulations et validé expérimentalement.

Pour aller plus loin, il conviendrait d’étudier l’influence de plusieurs paramètres sur
les performances de l’antenne lentille :

– les paramètres physiques de la lentille (nombre de coquilles et diamètre de la
lentille),

– l’écart entre les sources.
En effet, optimiser l’écart entre les sources permet très certainement de réduire les
ondulations dans le diagramme sectoriel.
De plus, le principal travail qui reste à effectuer concerne le système d’alimentation.
La conception de l’arborescence et l’étude des commutateurs sont deux axes qu’il est
nécessaire d’explorer pour envisager une montée en fréquence du système antennaire.

5.4 Conclusion
De nombreuses études paramétriques ont été effectuées afin de quantifier les perfor-
mances électromagnétiques des antennes lentilles HMFE.
La lentille HMFE a d’abord été associée à une source dans l’axe pour analysée ses
performances en focalisation. Globalement, la lentille HMFE est moins intéressante
que la lentille de Luneburg mais à volume de diélectrique égal, la directivité de ces
deux types d’antennes lentilles est très proche.
Ensuite, les performances en dépointage de la lentille HMFE ont été étudiée. Pour
cela, la source est désaxée de la lentille. Bien que la lentille HMFE idéalen qui n’a
qu’un seul point focal, n’est théoriquement pas adaptée pour faire du dépointage, il a
été montré que la lentille discrète a des capacités en balayage de faisceau intéressantes.
Ces études paramétriques ont été validées expérimentalement par les mesures de pro-
totypes d’antennes lentilles HMFE en bande W.
De plus, une autre configuration d’alimentation est étudiée : un réseau de sources ac-
tives est associé à la lentille HMFE. Ce système antennaire permet la reconfigurabilité
du diagramme de rayonnement de l’antenne lentille. Le principe de fonctionnement
est validé par la mesure d’un prototype fonctionnant en bande Ka.
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Conclusion générale et perspectives

Dans cette thèse, les domaines de la conception, la modélisation et l’analyse des
antennes lentilles inhomogènes à gradient d’indice ont été étudiées. Les contributions
apportées et les perspectives dégagées sont présentées dans les parties qui suivent.

Conception
Le problème de la fabrication des lentilles "Half Maxwell Fish-Eye" (notée HMFE) a
été traité. Parmi les nombreuses techniques permettant d’approcher le gradient d’in-
dice, il ressort que la technique des coquilles est la plus simple à mettre en œuvre. Les
lentilles ainsi fabriquées sont stratifiées.
Une méthode originale a alors été proposée pour choisir les paramètres des lentilles
stratifiées (épaisseur et la permittivité de chaque coquille). Cette méthode d’optimisa-
tion, indépendante de la source, a été appliquée avec succès aux lentilles de Luneburg
et HMFE. Elle est généralisable à tout type de loi à dépendance radiale tant diélec-
trique que magnétique.
De plus, lors de la conception des antennes lentilles, la masse est souvent un critère
déterminant. Des techniques pour estimer la masse des lentilles à gradient d’indice
ont ainsi été proposées.

Modélisation
Pour pouvoir analyser rapidement des antennes lentilles de toute taille, deux codes
de calculs ont été développés et mis en œuvre. Le premier permet l’analyse de struc-
tures de forme sphérique et hémisphérique et le second a pour objectif l’analyse de
structures de forme arbitraire. Ces deux outils de modélisation utilisent la technique
de raccordement des modes (notée MMT pour "Mode Matching Technique") basée
sur les fonctions d’ondes sphériques.

Analyse de structures sphériques et hémisphériques

La MMT a déjà été appliquée pour analyser des antennes lentilles sphériques strati-
fiées. Une des nouveautés du travail présenté est la possibilité de prendre en compte
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des sources réelles. De plus, la réaction de la lentille sur la source, généralement né-
gligée, a été quantifiée. Enfin, la méthode de base a aussi été étendue pour pouvoir
analyser des lentilles de forme hémisphérique.
La méthode ainsi développée a été appliquée pour analyser des antennes lentilles de
Luneburg et HMFE. Elle a été validée numériquement, par comparaison avec des lo-
giciels commerciaux, et expérimentalement, par la mesure de prototypes.
L’intérêt majeur de cet outil de modélisation est d’être rapide et de nécessiter peu
de ressources mémoires par rapport aux logiciels commerciaux. Ainsi, des antennes
lentilles sphériques et hémisphériques stratifiées de très grandes dimensions devant la
longueur d’onde peuvent être analysées sur un ordinateur standard, ce qui est actuel-
lement impossible avec l’utilisation de simulateurs électromagnétiques utilisant des
méthodes rigoureuses.
Le développement du champ électromagnétique en termes de modes sphériques est
classiquement effectué sur une base composée de deux familles de vecteurs modaux à
divergence nulle. Il permet ainsi de représenter le champ uniquement dans des zones
vides de charges.
Pour combler cette lacune, une troisième famille de vecteurs de base, à divergence
non nulle, doit être ajoutée. Les étapes nécessaires pour prendre en compte ce vecteur
ont été introduites. Une perspective intéressante serait de développer ces étapes et
de les mettre en œuvre, car les applications qui en découlent sont nombreuses : la
connaissance en tout point de l’espace du champ diffracté par un objet illuminé par
une source réelle, la prise de compte de milieu anisotropique, etc.

Analyse de structures de forme arbitraire

Généralement limitée à l’analyse de structures stratifiées sphériques, la MMT a été
étendue pour pouvoir prendre en compte des objets diffractants de forme arbitraire.
Dans ce cas, l’application des conditions aux limites n’est pas triviale et une discréti-
sation des interfaces de l’objet diffractant est nécessaire.
Le problème de la diffraction d’une source quelconque par un objet stratifié de forme
arbitraire a d’abord été détaillé. La mise en équation, la formulation et les méthodes
de résolution sont présentés. Sans perte de généralité, cette nouvelle version de la
MMT a été appliquée à l’analyse de la diffraction par des structures de révolution.
Notons qu’il est désormais possible d’introduire des parties métalliques.
De nombreux résultats numériques ont été présentés afin de valider la méthode déve-
loppée, d’évaluer ses performances par rapport aux logiciels commerciaux et d’estimer
ses limitations.
L’avantage majeur de cette méthode est qu’elle nécessite seulement le maillage des
interfaces (diélectriques et/ou métalliques). De plus, la finesse de cette discrétisation
n’influe pas sur la taille finale du système à inverser. Ainsi, cette méthode est beaucoup
moins coûteuse en temps et charge de calcul que les principaux logiciels commerciaux
pour analyser des structures ouvertes de révolution.

Cependant, la MMT souffre pour l’instant d’un manque d’universalité, car les ré-
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sultats obtenus sont satisfaisants seulement quand la structure analysée n’est pas
"trop éloignée" de la sphère (dynamique des rayons de courbure limitée). Améliorer
le maillage de la structure, paralléliser et optimiser le code développé permettrait sû-
rement d’obtenir de meilleurs résultats. De plus, il convient de trouver une méthode
de résolution du système linéaire qui soit plus robuste. Pour cela, il semble promet-
teur d’appliquer la Méthode Analytique de Régularisation (MAR) afin de garantir la
convergence numérique de l’inversion du système tout en contrôlant la précision des
résultats obtenus. Il sera alors possible de modéliser de façon semi-analytique, l’inter-
action entre une structure stratifiée de forme arbitraire et une source quelconque.

Applications
Grâce à l’outil de modélisation développé, de nombreuses études paramétriques ont
été menées pour quantifier les performances électromagnétiques, jusqu’alors non re-
portées dans la littérature, des antennes lentilles HMFE.
Ainsi, les performances en focalisation des antennes lentilles HMFE ont été analysées
et comparées à celles des lentilles de Luneburg. Globalement, la lentille HMFE est
moins intéressante. Néanmoins, à volume de diélectrique égal, la directivité des ces
deux types d’antennes lentilles est très proche. La forme hémisphérique de la lentille
HMFE peut alors s’avérer intéressante pour certaines applications. En effet, la surface
plate de cette lentille peut faciliter son intégration dans certains dispositifs.

Par ailleurs, la lentille HMFE idéale, qui n’a qu’un seul point focal, n’est théori-
quement pas adaptée pour faire du dépointage. Cependant, associée à une source
désaxée, la lentille HMFE discrète, dont la zone de focalisation est floue, a des ca-
pacités intéressantes en balayage de faisceau. Cela a été confirmé par les mesures de
prototypes en bande W.

Enfin, en associant un réseau de sources à la lentille HMFE, un diagramme sectoriel
peut être obtenu. Par une simple commutation entre ces sources, une reconfigurabilité
de diagramme (directif, sectoriel ou sectoriel dépointé) peut être réalisée. La mesure
en bande Ka d’un réseau d’antennes imprimées associée à une lentille HMFE a validé
ce système antennaire novateur.
Pour améliorer les performances de cette antenne lentille reconfigurable et la rendre
plus attractive, un important travail reste à effectuer au niveau du système d’alimen-
tation de la lentille en particulier. Les applications potentielles seront alors multiples :
radars d’aide à la conduite autour de 77 GHz et systèmes de communications sans fil
à 60 GHz par exemple.
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Annexe A

Fonctions sphériques de Bessel

La partie radiale du problème présenté dans ce document est modulée par les fonc-
tions sphériques de Bessel. Celles-ci ont été exhaustivement étudiées par le passé.
Ainsi, nombre de leur propriétés ont déjà été mis en évidence : intégrales, récurrences,
évolutions asymptotiques.

A.1 Définition
Les fonctions sphériques de Bessel d’ordre n sont les solutions de l’équation différen-
tielle suivante :

z2d2y

dz2
+ 2z

dy

dz
+

[
z2 − n(n + 1)

]
= 0 (A.1)

avec n entier relatif. Les deux solutions particulières linéairement indépendantes de
cette équation sont :

– les fonctions sphériques de Bessel de première espèce et d’ordre n, jn(z),
– les fonctions sphériques de Bessel de seconde espèce et d’ordre n, yn(z).

Toute combinaison linéaire de ces deux solutions est elle-même une solution de l’équa-
tion différentielle. Ainsi, les fonctions sphériques de troisième espèce, encore appelée
fonctions sphériques de Hankel, sont définies comme les combinaisons linéaires de ces
fonctions sphériques de Bessel.

Les fonctions sphériques de Hankel de première et seconde espèce d’ordre n sont :

h(1)
n = jn(z) + j.yn(z) et h(2)

n = jn(z)− j.yn(z) (A.2)

Par conséquent, jn(z), hn(z), h
(1)
n et h

(2)
n sont solutions de l’équation différentielle et

deux à deux linéairement indépendantes.
Les fonctions de Bessel qui nous intéressent sont :

jn(z) = Z1
n(z) et h(2)

n = Z4
n(z). (A.3)
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A.2 Evolutions asymptotiques

de l’argument z

Ces relations sont très utiles pour l’évaluation du champ rayonné à grande distance.
Pour tout entier relatif n :

Z4
n(z) = jn+1 e−jz

z
+ O

(
1

z2

)
(|z| → ∞) et K4

n(z) = jn e−jz

z
+ O

(
1

z2

)
(|z| → ∞) .

(A.4)

de l’ordre n

Ces relations sont utilisées pour étudier la convergence des vecteurs modaux sphé-
riques. Pour tout complexe z non nul :

Z1
n(z) =

n!2n

(2n + 1)!
zn

(
1 + O

(
1
n

))
(n →∞) (A.5)

Z4
n(z) = j

(2n)!

n!2n

1

zn+1

(
1 + O

(
1
n

))
(n →∞) (A.6)

K1
n(z) =

n!2n

(2n + 1)!
(n + 1)zn−1

(
1 + O

(
1
n

))
(n →∞) (A.7)

K4
n(z) = −j

(2n)!

n!2n

n

zn+2

(
1 + O

(
1
n

))
(n →∞) . (A.8)

Soit en utilisant la formule de Stirling : x! =
√

2πxx+1/2e−x
(
1 + O( 1

x
)
)

[2].

Z1
n(z) =

1

(2n + 1)
√

2

( ez

2n

)n (
1 + O

(
1
n

))
(n →∞) (A.9)

Z4
n(z) = j

√
2

z

(
2n

ze

)n (
1 + O

(
1
n

))
(n →∞) (A.10)

K1
n(z) =

n + 1

2n + 1

1√
2z

( ze

2n

)n (
1 + O

(
1
n

))
(n →∞) (A.11)

K4
n(z) = −j

n
√

2

z2

(
2n

ze

)n (
1 + O

(
1
n

))
(n →∞) . (A.12)



Annexe B

Polynômes et fonctions associées de
Legendre

La théorie développée dans ce document est basée sur l’utilisation des harmoniques
sphériques. Une des variations angulaires de ces harmoniques est régie par les poly-
nômes et fonctions associées de Legendre.

B.1 Définition
Les polynômes associés de Legendre de première espèce, d’ordre m et de degré n,
notés Pm

n , sont les fonctions qui vérifient l’équation différentielle suivante :

(1− z2)
d2y

dz2
− 2z

dy

dz
+

[
n(n + 1)− m2

1− z2

]
y = 0 (B.1)

avec m et n entiers naturels qui ne possèdent pas de singularités en z = ±1.
Ces polynômes sont donnés par les relations :

Pm
n (z) = (1− z2)

m
2

dm

dzm
Pn(z) et Pn(z) =

1

2nn!

dn

dzn
(z2 − 1)n. (B.2)

B.2 Relations intégrales
Les relations intégrales associées aux polynômes et fonctions associées de Legendre
sont utiles pour définir des espaces orthogonaux.

∫ 1

−1

Pm
n (z).Pm

ν (z)dz = 0 pour ν 6= n,
∫ 1

−1

Pm
n (z).P µ

n (z)
dz

1− z2
= 0 pour µ 6= m,

(B.3)
∫ 1

−1

[Pm
n (z)]2 dz =

2

2n + 1

(n + m)!

(n−m)!
,

∫ 1

−1

[Pm
n (z)]2

dz

1− z2
=

1

m

(n + m)!

(n−m)!
, (B.4)

∫ 1

−1

Pm
n (z).Pν(z)dz =

2

2n + 1
.δn,ν ,

∫ 1

−1

zνPn(z)dz = 2n+1 (n!)2

2n + 1)!
.δn,ν , (B.5)
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où δp,q représente le symbole de Kronecker.

B.3 Harmoniques de surfaces
L’ensemble des variations en θ est contenu dans les harmoniques de surfaces définies
comme suit :

tσ1
mn(θ) = σ̄(−1)m

Pm
n (cos θ)

sin θ
avec σ(−1) =

{
+1 si σ = o
−1 si σ = e

(B.6)

tσ2
mn(θ) = − d

dθ
Pm

n (cosθ) (B.7)

tσ3
mn(θ) = n(n + 1)Pm

n (cosθ) (B.8)

où n décrit l’ensemble des entiers naturels et m les entiers naturels inférieurs ou égaux
à n.

B.4 Evolutions asymptotiques
Les relations suivantes sont extraites de la page 1018 de [1].

Pm
n (cos θ) =

Γ(n + m + 1)

Γ(n + 3/2)

√
2

π sin θ
cos(αm

n )
(
1 + O

(
1
n

))
(n →∞) et (B.9)

∂Pm
n (cos θ)

∂θ
=− Γ(n + m + 1)

Γ(n + 3/2)

√
1

2π sin θ
sin αm

n (n + 1)

[
1 +

cotanαm
n

sin θ(n + 1)

]
(B.10)

(
1 + O

(
1
n

))
(n →∞) ,

avec αm
n = n+1

2
θ + mπ

2
− π

4
.

Soit en utilisant la relation p. 257 de [2] : Γ(n+m+1)
Γ(n+3/2)

= nm−1/2
(
1 + O

(
1
n

))
(n →∞), il

vient :

tσ1
mn(θ) = σ̄(−1)m

√
2

π sin θ

cos(αm
n )

sin θ
nm−1/2

(
1 + O

(
1
n

))
(n →∞) , (B.11)

tσ2
mn =

√
1

2π sin θ
sin αm

n nm−1/2(n + 1)

[
1 +

cotanαm
n

sin θ(n + 1)

] (
1 + O

(
1
n

))
(n →∞) ,

(B.12)

tσ3
mn =

√
2

π sin θ
cos(αm

n )nm+1/2(n + 1)
(
1 + O

(
1
n

))
(n →∞) . (B.13)
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B.5 Relations d’orthogonalités
Les harmoniques de surface forment une famille génératrice d’un espace de fonctions
réelles. Ces fonctions réelles sont associées à un produit scalaire : pour tout de fonctions
f , g de cet espace, le produit scalaire f et g est donné par :

〈f |g〉 =

∫ π

0

f(θ)g(θ) sin θdθ (B.14)

où g représente la fonction conjuguée de g. Il ressort alors un certain nombre de
propriétés d’orthogonalité :

〈
tσ1
mn|tσ1

mν

〉
= m

(n + m)!

(n−m)!
δn,ν , (B.15)

〈
tσ2
mn|tσ2

mν

〉
=

(
2n

n + 1

2n + 1
−m

)
δn,ν , (B.16)

〈
tσ3
mn|tσ3

mν

〉
= n2(n + 1)2 2

2n + 1

(n + m)!

(n−m)!
δn,ν , (B.17)

〈
tσ1
mn|tσ1

µν

〉
=

〈
tσ1
mn|tσ1

mν

〉
.δm,ν ,

〈
tσ2
mn|tσ2

µν

〉
=

〈
tσ2
mn|tσ2

mν

〉
.δm,ν ,

〈
tσ3
mn|tσ3

µν

〉
=

〈
tσ3
mn|tσ3

mν

〉
.δm,ν .

(B.18)





Annexe C

Relations d’orthogonalités

C.1 Fonctions circulaires
Les fonctions trigonométriques utilisées dans cette étude sont :

fσ
m(ϕ) =

{
sin(mϕ) si σ = e
cos(mϕ) si σ = o

, (C.1)

avec n ∈ {1, · · · , +∞}, m ∈ {0, · · · , n}, ϕ ∈ [ 0, 2π [ et σ ∈ {e, o}.
Le produit scalaire associé à deux fonctions f et g de l’espace engendré par ces fonc-
tions est :

〈f |g〉 =

∫ 2π

0

f(ϕ)g(ϕ)dϕ, (C.2)

où g représente la fonction conjuguée de g.
La norme associée est ainsi :

‖f‖2 = 〈f |f〉 =

∫ 2π

0

|f(ϕ)|2 dϕ. (C.3)

Les relations d’orthogonalités qui en découlent sont alors :

〈
fσ

m|fσ′
m′

〉
=

∫ 2π

0

fσ
m(ϕ)fσ′

m′(ϕ)dϕ = ‖f‖2 δm,m′ .δσ,σ′ avec ‖f‖2 = 〈fσ
m|fσ

m〉 = πeσ
m,

(C.4)

avec :

eσ
m =

{
em, si σ = o
e′m, si σ = e

= 1 + σ(−1).δm,0, σ(−1) =

{
+1, si σ = o
−1, si σ = e

, (C.5)

em =

{
2, si m = 0
1, si m 6= 0

= 1 + δm,0, e′m =

{
0, si m = 0
1, si m 6= 0

= 1− δm,0. (C.6)
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C.2 Vecteurs modaux sphériques

Les expressions des vecteurs modaux sphériques ~Mσs
mn, ~Nσs

mn et ~Lσs
mn sont :

~Mσs
mn(~r) = −Zs

n(z)tσ1
mn(θ)fσ

m(ϕ)θ̂ +Zs
n(z)tσ2

mn(θ)f σ̄
m(ϕ)ϕ̂

(C.7)

~Nσs
mn(~r) =

Zs
n(z)

z
tσ3
mn(θ)f σ̄

m(ϕ)r̂ −Ks
n(z)tσ2

mn(θ)f σ̄
m(ϕ)θ̂ −Ks

n(z)tσ1
mn(θ)fσ

m(ϕ)ϕ̂

(C.8)

~Lσs
mn(~r) =

dZs
n(z)

dz

tσ3
mn(θ)

n(n + 1)
f σ̄

m(ϕ)r̂ − Zs
n(z)

z
tσ2
mn(θ)f σ̄

m(ϕ)θ̂ −Zs
n(z)

z
tσ1
mn(θ)fσ

m(ϕ)ϕ̂.

(C.9)

Ces vecteurs modaux forment une famille génératrice d’un espace de vecteurs. Ils sont
associés à un produit scalaire : pour tout couple de vecteurs ~A, ~B de cet espace, le
produit scalaire entre les vecteurs ~A et ~B est donné par :

〈
~A| ~B

〉
2

=

∫∫

Ω

( ~A. ~B)dΩ avec dΩ = sin θdθdϕ (C.10)
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Les relations d’orthogonalités qui en découlent sont alors :

〈
~Lσs

mn|~Lσ′s′
m′n′

〉
2

=
2π

(2n + 1)2

(n + m)!

(n−m)!
eσ̄

m

[
nZs

n−1(z)Zs′
n−1(z)+ · · ·

(n + 1)Zs
n+1(z)Zs′

n+1(z)
]

z=kr
δm,m′δn,n′δσ,σ′ (C.11)

〈
~Mσs

mn| ~Mσ′s′
m′n′

〉
2

=
πeσ̄

m

cmn

[
Zs

n(z)Zs′
n (z)

]
z=kr

δm,m′δn,n′δσ,σ′ (C.12)

〈
~Nσs

mn| ~Nσ′s′
m′n′

〉
2

=
πeσ̄

m

cmn

[
n(n + 1)

Zs
n(z)Zs′

n (z)

|z|2 + Ks
n(z)Ks′

n (z)

]

z=kr

δm,m′δn,n′δσ,σ′

(C.13)〈
~Lσs

mn| ~Mσ′s′
m′n′

〉
2

=0 (C.14)
〈

~Mσs
mn| ~Nσ′s′

m′n′

〉
2

=0 (C.15)
〈
~Lσs

mn| ~Nσ′s′
m′n′

〉
2

=
π

(2n + 1)2

(n + m)!

(n−m)!

{[
eσ̄

m

2n(n + 1)

2n + 1

]
× · · ·

[
nZs

n−1(z)Zs′
n−1(z) + nZs

n−1(z)Zs′
n+1(z)− · · ·

(n + 1)Zs
n+1(z)Zs′

n−1(z)− (n + 1)Zs
n+1(z)Zs′

n+1(z)
]

z=kr
+ · · ·

[
eσ̄

m

(
2n(n + 1)

2n + 1
−m

)
+ meσ

m

]
× · · ·

[
(n + 1)Zs

n−1(z)Zs′
n−1(z)− nZs

n−1(z)Zs′
n+1(z) + · · ·

(n + 1)Zs
n+1(z)Zs′

n−1(z)− nZs
n+1(z)Zs′

n+1(z)
]

z=kr

}
δm,m′δn,n′δσ,σ′ .

(C.16)

Pour n ∈ {1, · · · ,∞}, m ∈ {0, · · · , n}, σ ∈ {e, o} et s ∈ {1, 4}, les vecteurs ~Lσs
mn et

~Mσs
mn ainsi que ~Mσs

mn et ~Nσs
mn sont orthogonaux entre eux.

Nous définissons le produit scalaire tridimensionnel :

〈
~A| ~B

〉
3

=

∞∫

0

〈
~A| ~B

〉
2
(z) dz (C.17)
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Les relations d’orthogonalités deviennent :

〈
~Lσ1

mn|~Lσ′1
m′n′

〉
3

=
π2

(2n + 1)2

(n + m)!

(n−m)!
eσ̄

m

4n2 + 4n− 1

(2n− 1)(2n + 3)
δm,m′δn,n′δσ,σ′ (C.18)

〈
~Mσ1

mn| ~Mσ′1
m′n′

〉
3

=
π2

(2n + 1)2

(n + m)!

(n−m)!
eσ̄

mn(n + 1)δm,m′δn,n′δσ,σ′ (C.19)

〈
~Nσ1

mn| ~Nσ′1
m′n′

〉
3

=
π2

(2n + 1)2

(n + m)!

(n−m)!
eσ̄

m

n(n + 1)(4n2 + 4n + 3)

(2n− 1)(2n + 3)
δm,m′δn,n′δσ,σ′ (C.20)

〈
~Lσs

mn| ~Mσ′s′
m′n′

〉
3

=0 (C.21)
〈

~Mσs
mn| ~Nσ′s′

m′n′

〉
3

=0 (C.22)
〈
~Lσ1

mn| ~Nσ′1
m′n′

〉
3

=
4π2

(2n + 1)2

(n + m)!

(n−m)!
eσ̄

m

n(n + 1)

(2n− 1)(2n + 3)
δm,m′δn,n′δσ,σ′ . (C.23)



Annexe D

Evolutions asymptotiques

Les expressions exactes des évolutions asymptotiques des coefficients modaux sphé-
riques, des vecteurs modaux sphériques et des produits entre ces coefficients et vecteurs
sont données dans cette annexe.
Ces relations sont utiles pour : vérifier la convergence des séries étudiées, améliorer
les composantes du système linéaire étudié et expliquer certains résultats obtenus.

D.1 Coefficients modaux
Rappelons le résultat provenant de l’application du théorème de la moyenne.
Il existe deux points Pa et Pb dans le volume V0 contenant l’ensemble des sources
considérées, ici ~Je

v uniquement, tels que :
{

aσs
mn

bσs
mn

}
= − k2η

πem

cmnV0

[
~Je
v (Pa,b).

{
~Mσs̄

mn(Pa)
~Nσs̄

mn(Pb)

}]
. (D.1)

En utilisant les évolutions asymptotiques des fonctions de Bessel (annexe A.2) et des
polynômes de Legendre (annexe B.4), il vient, après quelques développements, les
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équivalents asymptotiques suivants pour m fixé :

∣∣aσ1
mn

∣∣ = k2η
πem

V0
1√

2π sin θa

2n+1
nm+3/2(n+1)

1
za

(
2n
zae

)n

· · ·
∣∣∣Je

θa

√
2fσ

m(ϕa)
m

sin θa
cos αm

na
· · ·

+Je
ϕa

1√
2
f σ̄

m(ϕa)
(
1 +

cotanαm
na

sin θa(n+1)

)
(n + 1) sin αm

na

∣∣∣
(
1 + O

(
1
n

)) (
n →∞)

(D.2)
∣∣aσ4

mn

∣∣ = k2η
πem

V0

2
1√

2π sin θa

1
nm+3/2(n+1)

(
zae
2n

)n · · ·
∣∣∣Je

θa

√
2fσ

m(ϕa)
m

sin θa
cos αm

na
· · ·

+Je
ϕa

1√
2
f σ̄

m(ϕa)
(
1 +

cotanαm
na

sin θa(n+1)

)
(n + 1) sin αm

na

∣∣∣
(
1 + O

(
1
n

)) (
n →∞)

(D.3)
∣∣bσ1

mn

∣∣ = k2η
πem

V0

2
1√

π sin θb

2n+1
nm+3/2(n+1)

1
zb

2

(
2n
zbe

)n

· · ·
∣∣∣Je

rb
2f σ̄

m(ϕb) cos αm
nb

n(n + 1) + Je
θb

f σ̄
m(ϕb)

(
1 +

cotanαm
nb

sin θb(n+1)

)
sin αm

nb
n(n + 1) · · ·

+Je
ϕb

2fσ
m(ϕb)m

cos αm
nb

sin θb
n
∣∣∣
(
1 + O

(
1
n

)) (
n →∞)

(D.4)
∣∣bσ4

mn

∣∣ = k2η
πem

V0

2
1√

π sin θb

2n+1
nm+3/2(n+1)

1
zb

2

(
zbe
2n

)n · · ·
∣∣∣Je

rb
f σ̄

m(ϕb) cos αm
nb

n(n+1)
2n+1

+ Je
θb

1
2
f σ̄

m(ϕb)
(
1 +

cotanαm
nb

sin θb(n+1)

)
sin αm

nb

(n+1)2

2n+1
· · ·

+Je
ϕb

2fσ
m(ϕb)m

cos αm
nb

sin θb

n+1
2n+1

∣∣∣
(
1 + O

(
1
n

)) (
n →∞)

(D.5)
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D.2 Vecteurs modaux
D’après les expressions des vecteurs modaux (données en annexe C.2) et en utilisant
les annexes A.2 et B.4, nous obtenons les équivalents suivants pour m fixé :
∥∥∥ ~Mσ1

mn

∥∥∥
2

= 1√
2π sin θ

nm−1/2

2n+1

(
ze
2n

)n
[
fσ

m
22m2

(
cos αm

n

sin θ

)2

· · ·

+ f σ̄
m

2 1
2
(n + 1)2 sin2 αm

n

[
1 + cotanαm

n

sin θ(n+1)

]2
]1/2 (

1 + O
(

1
n

)) (
n →∞)

(D.6)

∥∥∥ ~Mσ4
mn

∥∥∥
2

= 2√
π sin θ

nm−1/2 1
z

(
2n
ze

)n
[
fσ

m
22m2

(
cos αm

n

sin θ

)2

· · ·

+ f σ̄
m

2 1
2
(n + 1)2 sin2 αm

n

[
1 + cotanαm

n

sin θ(n+1)

]2
]1/2 (

1 + O
(

1
n

)) (
n →∞)

(D.7)
∥∥∥ ~Nσ1

mn

∥∥∥
2

= 1√
2π sin θ

n+1
2n+1

nm−1/2 1
z

(
ze
2n

)n · · ·
[
f σ̄

m
2(n + 1)2 sin2 αm

n

[
cotanαm

n + 1√
2

(
1 + cotanαm

n

sin θ(n+1)

)]2

· · ·

+ fσ
m

2
(

m
sin θ

)2
2 cos2 αm

n

]1/2 (
1 + O

(
1
n

))
(n →∞) (D.8)

∥∥∥ ~Nσ4
mn

∥∥∥
2

=
√

2
π sin θ

nm−1/2 1
z2

(
2n
ze

)n · · ·
[
f σ̄

m
2n2(n + 1)2

[√
2 cos αm

n + sin αm
n

(
1 + cotanαm

n

sin θ(n+1)

)]2

· · ·

+ fσ
m

2
(

m
sin θ

)2
cos2 αm

n 2n2
]1/2 (

1 + O
(

1
n

)) (
n →∞)

(D.9)

D.3 Produits entre vecteurs et coefficients modaux
Avant de calculer l’équivalent asymptotique des produits entre vecteurs et coefficients
modaux, il est judicieux d’effectuer la décomposition suivante :

∥∥∥∥
{

aσs
mn

bσs
mn

}
·
{

~Mσs
mn

~N σ̄s
mn

}∥∥∥∥
2

= k2η
π2em

V0
Γ(n+m+1)
Γ(n+3/2)

2 cmn√
sin θ sin θa,b

·
∣∣∣∣

Z s̄
n(za)Z

s
n(z)

K s̄
n(zb)K

s
n(z)

∣∣∣∣ · · ·
∣∣∣∣∣
~Je(Pa,b) ·

{ √
π sin θa

Z s̄
n(za)

Γ(n+3/2)
Γ(n+m+1)

~Mσs̄
mn(Pa)√

π sin θb

K s̄
n(zb)

Γ(n+3/2)
Γ(n+m+1)

~Nσs̄
mn(Pb)

}∣∣∣∣∣ ·
∥∥∥∥∥

√
π sin θ

Zs
n(z)

Γ(n+3/2)
Γ(n+m+1)

~Mσs
mn(P )

√
π sin θ

Ks
n(z)

Γ(n+3/2)
Γ(n+m+1)

~N σ̄s
mn(P )

∥∥∥∥∥
2

.

(D.10)
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Il vient alors, toujours après quelques développements, les expressions suivantes pour
m fixé :
∥∥∥aσ1

mn
~Mσ1

mn

∥∥∥
2

= k2η
2π2em

V0
1√

sin θ sin θa

1
n2(n+1)

1
za

(
z
za

)n ∣∣∣Je
θa

√
2fσ

m(ϕa)
m

sin θa
cos αm

na
· · ·

+Je
ϕa

1√
2
f σ̄

m(ϕa)
(
1 +

cotanαm
na

sin θa(n+1)

)
(n + 1) sin αm

na

∣∣∣
[
fσ

m
22m2

(
cos αm

n

sin θ

)2

· · ·

+ f σ̄
m

2 1
2
(n + 1)2 sin2 αm

n

[
1 + cotanαm

n

sin θ(n+1)

]2
]1/2 (

1 + O
(

1
n

)) (
n →∞)

,

(D.11)∥∥∥aσ4
mn

~Mσ4
mn

∥∥∥
2

= k2η
π2em

V0
1√

2 sin θ sin θa

1
n2(n+1)

(
za

z

)n
∣∣∣Je

θa

√
2fσ

m(ϕa)
m

sin θa
cos αm

na
· · ·

+Je
ϕa

1√
2
f σ̄

m(ϕa)
(
1 +

cotanαm
na

sin θa(n+1)

)
(n + 1) sin αm

na

∣∣∣
[
fσ

m
22m2

(
cos αm

n

sin θ

)2

· · ·

+ f σ̄
m

2 1
2
(n + 1)2 sin2 αm

n

[
1 + cotanαm

n

sin θ(n+1)

]2
]1/2 (

1 + O
(

1
n

)) (
n →∞)

,

(D.12)∥∥∥bσ1
mn

~Nσ1
mn

∥∥∥
2

= k2η
2π2em

V0
1√

2 sin θ sin θb

1
n2

1
zb

2
1
z

(
z
zb

)n ∣∣Je
rb

2f σ̄
m(ϕb) cos αm

nb
n(n + 1) · · ·

+Je
θb

f σ̄
m(ϕb)

(
1 +

cotanαm
nb

sin θb(n+1)

)
sin αm

nb
n(n + 1) + Je

ϕa
2fσ

m(ϕb)m
cos αm

nb

sin θb
n
∣∣∣ · · ·

[
f σ̄

m
2(n + 1)2 sin2 αm

n

[
cotanαm

n + 1√
2

(
1 + cotanαm

n

sin θ(n+1)

)]2

· · ·

+ fσ
m

2
(

m
sin θ

)2
2 cos2 αm

n

]1/2 (
1 + O

(
1
n

)) (
n →∞)

, (D.13)
∥∥∥bσ4

mn
~Nσ4

mn

∥∥∥
2

= k2η√
2π2em

V0
1√

sin θ sin θb

2n+1
n2(n+1)

1
zb

2
1
z2

(
zb

z

)n
∣∣∣Je

rb
f σ̄

m(ϕb) cos αm
nb

n(n+1)
2n+1

· · ·

+Je
θb

1
2
f σ̄

m(ϕb)
(
1 +

cotanαm
nb

sin θb(n+1)

)
sin αm

nb

(n+1)2

2n+1
· · ·

+Je
ϕb

2fσ
m(ϕb)m

cos αm
nb

sin θb

n+1
2n+1

∣∣∣ · · ·
[
f σ̄

m
2n2(n + 1)2

[√
2 cos αm

n + sin αm
n

(
1 + cotanαm

n

sin θ(n+1)

)]2

· · ·

+ fσ
m

2
(

m
sin θ

)2
cos2 αm

n 2n2
]1/2 (

n →∞)
. (D.14)



Annexe E

Détails du système sur-déterminé

La structure du système linéaire sur-déterminé Cx = y est détaillé dans cette annexe.
Pour une meilleure compréhension, la géométrie de l’objet diffractant et les notations
associées ainsi que la structure du système matriciel sont rappelées figure E.1 (a) et
(b) respectivement.

p=q

0

p=q+1

(k ,η )

(kq,η q)

t1qij

rqij

nqij

t2qijq+1 q+1

BC
(N+1)

BC
(N)

BC
(q+1)

BC
(q)

BC
(2)

BC
(1)

0

0

a,b
(N+1)

a,b
(q+1)

Chp

inc.C y

x

0

0

a,b
(1)

(a) (b)

Fig. E.1 – (a) Géométrie de l’objet diffractant et notations associées et (b) structure
du système matriciel.
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E.1 Matrice C

C est une matrice rectangulaire diagonale bande complexe qui a la composition sui-
vante :

C =
[
CN | · · · | Cq| · · · | C1

]T
,

où N est le nombre de couches de la lentille et AT est la matrice transposée non
conjuguée de A.

Cq =
[
0(p−1)×L | BCq+1 | −BCq | 0(N−q)×L

]T
,

où BCq+1 et BCq ∈ [1× L] et sont notés, sur la figure E.1(b), BC
(q+1)

et BC
(q)

pour des

raisons de place.

BCq =
[
BC11 | · · · | BCij | · · · | BCnbθ,nbϕ

]T
,

où (nbθ, nbϕ) sont les nombres de discrétisation en (θ, ϕ).

BCij =
[
BC1

T | BC2
T | · · · | BC6

T
]T

,

pour les 6 conditions aux limites.

Nous introduisons les notations suivantes :

MNσ(k~r) =
[

~Mσ4(k~r) | ~Nσ4(k~r) | ~Mσ1(k~r) | ~Nσ1(k~r)
]

NMσ(k~r) =
[

~Nσ4(k~r) | ~Mσ4(k~r) | ~Nσ1(k~r) | ~Mσ1(k~r)
]
,

où σ ∈ {e, o} et avec :

~Xσs(k~r) =
[

~Xσs
01 (k~r) · · · ~Xσs

0Nt
(k~r) | ~Xσs

11 (k~r) · · · ~Xσs
1Nt

(k~r) | · · · | ~Xσs
NtNt

(k~r)
]
,

où ~X ∈
{

~M, ~N
}
. A une interface p entre deux diélectriques :

BC12 =
[
~t1/2

(
~rpij)].

[
MN e

(
kp+1~rpij

)
| MN o

(
kp+1~rpij

)]

BC34 =
j

ηp+1

[
~t1/2

(
~rpij)].

[
NM e

(
kp+1~rpij

)
| NM o

(
kp+1~rpij

)]

BC5 = j
kp+1

ηp+1

[~n( ~rpij)].
[
MN e

(
kp+1~rpij

)
| MN o

(
kp+1~rpij

)]

BC6 = jkp+1 [~n( ~rpij)].
[
NM e

(
kp+1~rpij

)
| NM o

(
kp+1~rpij

)]
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Si un conducteur électrique parfait, d’épaisseur négligeable, est placé entre ces deux
diélectriques, les conditions aux limites deviennent :

BC12 =
[
~t1/2

(
~rpij)].

[
MN e

(
kp+1~rpij

)
| MN o

(
kp+1~rpij

)]

BC34 = 01×Q

BC5 = j
kp+1

ηp+1

[~n( ~rpij)].
[
MN e

(
kp+1~rpij

)
| MN o

(
kp+1~rpij

)]

BC6 = jkp+1 [~n( ~rpij)].
[
NM e

(
kp+1~rpij

)
| NM o

(
kp+1~rpij

)]
.

E.2 Vecteur d’inconnues x

Avec la matrice C prédédemment décrite, le vecteur x a nécessairement la structure
suivante :

x =
[
xN+1 | · · · | xq| · · · | x1

]T

xq = [xe | xo]T

xσ =
[
aσ4 | bσ4 | aσ1 | bσ1

]T

γσs =
[
γσs

01 · · · γσs
0Nt

| γσs
11 · · · γσs

1Nt
| · · · |γσs

NtNt

]T
, où γσs ∈ {aσs, bσs} .

E.3 Vecteur second membre y

Le vecteur y est de la forme :

y =
[
yN | · · · |yq| · · · |y1

]T
. (E.1)

Si la source est à l’intérieur de la couche p = q, où p ∈ {1, · · · , N}, alors seul yq est
non nul et s’écrit :

yq =
[
y11| · · · |yij| · · · |ynbθ,nbϕ

]T
. (E.2)

Si la source est dans l’air, i.e. dans la couche p = N + 1, le second membre est :

yN+1 = − [
y11| · · · |yij| · · · |ynbθ,nbϕ

]T
. (E.3)

Au point de discrétisation (i, j), le sous-vecteur yij s’écrit :

yij =
[
Y inc

1 | Y inc
2 | · · · | Y inc

6

]T
. (E.4)
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La kème condition aux limites appliquée au champ incident a pour valeur Y inc
k et ses

expressions, pour k ∈ {1, · · · , 6}, sont :

Y inc
12 =

∑
m,n,σ,s

aiσs

mn
~t12(~rpij) · ~Mσs

mn(~rpij) + biσs

mn
~t12(~rpij) · ~Nσs

mn(~rpij) (E.5)

Y inc
34 =

j

ηp

∑
m,n,σ,s

aiσs

mn
~t12(~rpij) · ~Nσs

mn(~rpij) + biσs

mn
~t12(~rpij) · ~M σ̄s

mn(~rpij) (E.6)

Y inc
5 = j

kp

ηp

∑
m,n,σ,s

aiσs

mn~n(~rpij) · ~Mσs
mn(~rpij) + biσs

mn~n(~rpij) · ~Nσs
mn(~rpij) (E.7)

Y inc
6 = jkp

∑
m,n,σ,s

aiσs

mn~n(~rpij) · ~Nσs
mn(~rpij) + biσs

mn~n(~rpij) · ~M σ̄s
mn(~rpij), (E.8)

où (aiσs
mn,biσs

mn) sont les coefficients modaux de la source.



Annexe F

Détails des matrices
"d’homogénéisation"

La composition des matrices "d’homogénéisation" Nx et NU est ici détaillée.
Ces matrices ont pour rôle de réduire la dynamique des composantes de x et A du
système à résoudre Ax = b en vue d’améliorer son conditionnement.

F.1 Matrice Nx

Nx est une matrice diagonale telle que x̃ = Nx
−1x où les composantes de x̃ sont de

l’ordre de 1. D’après la structure du vecteur d’inconnues x (Annexe E.2), la diagonale
de la matrice Nx, notée Ndiag

x , a la composition suivante :

Ndiag
x =

[
ñN+1

x | · · · | ñq
x| · · · | ñ1

x

]T

ñq
x = [ñe

x | ño
x]

T

ñσ
x =

[
ãσ4 | b̃σ4 | ãσ1 | b̃σ1

]T

γ̃σs =
[
γ̃σs

01 · · · γ̃σs
0Nt

| γ̃σs
11 · · · γ̃σs

1Nt
| · · · |γ̃σs

NtNt

]T
, (F.1)

où γ̃σs
mn ∈

{
ãσs

mn, b̃
σs
mn

}
sont calculés à partir des équivalents asymptotiques des coeffi-

cients modaux donnés en Annexe D.1 :

ãσ1
mn =

1

nm+1/2

(
2n

zsourcee

)n

, (F.2)

b̃σ1
mn =

1

nm−1/2

(
2n

zsourcee

)n

, (F.3)

ãσ4
mn =

1

nm+3/2

(zsourcee

2n

)n

, (F.4)

b̃σ4
mn =

1

nm+1/2

(zsourcee

2n

)n

, (F.5)

où zsource = ksourcersource, avec ksource le nombre d’onde dans le milieu contenant la
source et rsource ∈ V0 le volume contenant les sources.
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F.2 Matrice NU

NU est une matrice diagonale qui a pour rôle de réduire la dynamique de U . Or, U =

Nx
∗ANx, donc la diagonale de U a un comportement du même ordre que |γ|2

∥∥∥~Γ
∥∥∥

2

2
,

où γσs ∈ {a, b} et ~Γ ∈
{

~M, ~N
}
. Compte tenu des structures de Nx et C (Annexe

E.1), la diagonale de la matrice NU , notée Ndiag
U , a la composition suivante :

Ndiag
U =

[
ñN+1

U | · · · | ñq
U | · · · | ñ1

U

]T

ñq
U = [ñe

U | ño
U ]T

ñσ
U =

[
ãσ4 ~̃Mσ4 | b̃σ4 ~̃Nσ4 | ãσ1 ~̃Mσ1 | b̃σ1 ~̃Nσ1

]T

γ̃σs~̃Γσs =

[
γ̃σs

01
~̃Γσs

01 · · · γ̃σs
0Nt

~̃Γσs
0Nt

| γ̃σs
11

~̃Γσs
11 · · · γ̃σs

1Nt
~̃Γσs

1Nt
| · · · |γ̃σs

NtNt
~̃Γσs

NtNt

]T

, (F.6)

où γ̃σs
mn

~̃Γσs
mn ∈

{
ãσs ~̃Mσs, b̃σs ~̃Nσs

}
sont calculés à partir des équivalents asymptotiques

des coefficients modaux donnés en Annexe D.3 :

ãσ1
mn

~̃Mσ1 =

(
z1

zsource

)n
1

n
, (F.7)

b̃σ1
mn

~̃Nσ1 =

(
z1

zsource

)n

n, (F.8)

ãσ4
mn

~̃Mσ4 =

(
zsource

z4

)n
1

n
, (F.9)

b̃σ4
mn

~̃Nσ4 =

(
zsource

z4

)n

n, (F.10)

où z4 = kq+1rq moy et z1 = kqrq moy sont les longueurs électriques au rayon moyen rq moy

de la coquille q.
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Résumé
Certaines lentilles inhomogènes à gradient d’indice présentent de nombreuses propriétés in-
téressantes (focalisation, dépointage, comportement large bande, etc.). Parmi celles-ci, la
lentille hémisphérique "Half Maxwell Fish-Eye" (HMFE) a rarement été étudiée aupara-
vant. Cette thèse a pour but d’approfondir les connaissances sur cette lentille. Des outils de
conception et d’analyse ont ainsi été développés.
Une méthode d’optimisation de la discrétisation du gradient d’indice a été proposée et appli-
quée aux lentilles HMFE et de Luneburg. Elle permet de choisir les paramètres des lentilles
stratifiées et est généralisable à tout type de loi à dépendance radiale tant diélectrique que
magnétique.
La majeure partie de ce travail de thèse est consacrée au développement de deux codes de
calcul utilisant la technique de raccordement des modes basée sur les fonctions d’ondes sphé-
riques. Le premier code permet l’analyse rapide des lentilles stratifiées de forme sphérique
et hémisphérique de toute taille associées à une source réelle. Le second est formulé pour
prendre en compte des structures stratifiées de forme arbitraire avec la possibilité d’intro-
duire du métal. Cette méthode est appliquée à l’étude d’objets diffractants de révolution.
D’un point de vue applicatif, les performances en focalisation des antennes lentilles HMFE
sont analysées et comparées à celles des lentilles de Luneburg. Les capacités de dépointage
de cette lentille sont aussi quantifiées et une antenne lentille HMFE reconfigurable est pré-
sentée. Ces performances sont validées par des mesures d’antennes lentilles HMFE en ondes
millimétriques.
Mots clés : antennes millimétriques, antennes lentilles, lentilles inhomogènes, modélisation
analytique, technique de raccordement des modes, fonctions modales sphériques.

Abstract
Some gradient index lenses exhibit many interesting properties (focalization, multibeam,
broadband behavior, etc.). Among these lenses, the hemispherical Half Maxwell Fish-Eye
(HMFE) lens has not been investigated thoroughly. To deepen the knowledge of this lens,
both conception and analysis tools have been developed in this thesis.
An optimization method of the gradient index discretization has been proposed and applied
to both HMFE and Luneburg lenses. This method allows to choose the stratified lens para-
meters and it can be easily extended to any dielectric or magnetic radial distribution.
The main part of this thesis is dedicated to the development of two computing codes, using
the so-called mode matching technique based on spherical wave functions. The first code
gives access to a fast analysis of spherically and hemispherically stratified lenses of any size
associated with any real source. The second one is formulated to take into account stratified
structures of arbitrary shape with a possibility to add metallic structures. This method is
applied to the study of axisymmetric scatterers.
From an application point of view, the focalization performances of HMFE lens antennas
are investigated and compared to those of Luneburg lenses. The off-axis performances of
this lens are also quantified and a reconfigurable HMFE lens antenna is presented. These
performances are validated by HMFE lens antenna characterizations in millimeter wave.
Keywords: millimeter wave antennas, lens antennas, inhomogeneous lenses, analytical mo-
delization, mode matching technique, spherical modal functions.


