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tenance.
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Politics is for the present, but an equation is something for eternity.

(Albert Einstein)
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1 Introduction

Le sujet principal de cette thèse est l’étude des propriétés dispersives d’équations très im-
portantes de physique mathématique, l’équation de Schrödinger

i∂tu−∆u = 0,

et l’équation des ondes
∂2
t u−∆u = 0,

ainsi que leur perturbation par un potentiel ne dépendant que de la variable d’espace :

i∂tu−∆u+ V (x)u = 0, ∂2
t u−∆u+ V (x)u = 0.

L’équation des ondes et celle de Schrödinger présentent des points communs ainsi que des
propriétés différentes. La notion de propriétés dispersives s’applique aux deux équations mais
s’explique de manière différente.

Pour l’équation des ondes, équation d’évolution à vitesse finie, le signal se déplace avec une
vitesse égale à 1 ; cela signifie que si la donnée initiale a son support dans une boule de rayon R,
la solution au temps T a son support dans une boule de rayon au plus R+T . Ainsi, l’énergie de
la solution qui est conservée s’étend sur une région qui augmente avec le temps, et il est naturel
d’obtenir que la taille de la solution décrôıt de même. D’un point de vue physique, on peut
penser à des ondes se déplaçant sur la surface d’un lac lorsqu’on jette une pierre : les cercles
deviennent de plus en plus grand, mais l’amplitude des ondes décrôıt jusqu’à disparâıtre. Ce
phénomène est qualifié traditionnellement de décroissance des solutions lorsque t→ +∞.

Mais ce phénomène a aussi lieu pour d’autres équations même si la vitesse de propagation
n’est pas finie, ce qui est le cas pour l’équation de Schrödinger. Pour cette équation, il est facile
de prouver la propriété de dispersion grâce à la formule explicite des solutions, mais il est clair
que le mécanisme est différent de l’équation des ondes. Par exemple, si la donnée initiale est
à support compact, la solution de l’équation de Schrödinger au temps T n’a pas un support
compact. Ou dit d’une autre manière, même si une particule est localisée à l’instant t = 0, elle
a une probabilité non nulle de présence dans tout l’espace dès l’instant t > 0. Dans ce cas, en
utilisant la transformée de Fourier, on peut voir que les composantes de la solution qui ont des
fréquences différentes se déplacent à des vitesses différentes. Ainsi, il est naturel de penser à un
nuage de particules qui ont des énergies différentes et qui, pour cette raison, se déplacent à des
vitesses différentes. C’est pourquoi l’on parle de dispersion. Comme les particules se dispersent,
la probabilité de présence dans un région compacte fixée de l’espace décrôıt.

Dans les deux cas, la propriété est appelée propriété dispersive, de manière à unifier les cas
de propagation à vitesse finie et infinie.

Décrivons maintenant nos résultats plus en détail. Rappelons tout d’abord certains résultats.
Considérons l’équation de Schrödinger en dimension n :

i∂tu+G0u = 0, u(0, x) = u0(x),

où G0 est la réalisation auto-adjointe de −∆ sur L2(Rn), n ≥ 1. Le domaine de G0, D(G0), est
l’espace de Sobolev H2(Rn). La solution de l’équation de Schrödinger est donnée par eitG0u0, où
le groupe unitaire fortement continu eitG0 est défini par le calcul fonctionnel sur les opérateurs
auto-adjoints. Comme la solution peut s’écrire explicitement :

u(t, x) = eitG0u0(x) =
1

(4πit)n/2

∫
Rn

ei
|x−y|2

4t u0(y) dy,
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on obtient directement l’estimation dispersive suivante

‖u(t)‖L∞ = sup
x∈Rn

∣∣eitG0u0(x)
∣∣ ≤ C|t|−n/2‖u0‖L1 , t 6= 0.

Comme nous avons conservation de la norme L2 pour le problème libre, par interpolation
entre l’estimation L2−L2 et l’estimation L1−L∞, nous obtenons pour l’équation de Schrödinger :

‖eitG0‖Lp′→Lp ≤ C|t|−αn/2, t 6= 0,

pour tout 2 ≤ p ≤ +∞, α = 1− 2/p et 1/p+ 1/p′ = 1.

L’estimation correspondante pour l’équation des ondes est plus délicate. Bien que déjà connue
dans certains cas, la première analyse complète a été l’article de von Wahl [77], qui a prouvé
que la solution de l’équation des ondes en dimension n, n ≥ 2 :

∂2
t u−∆u = 0, u(0, x) = 0, ∂tu(0, x) = u1(x), et ainsi u =

sin(t
√
G0)√

G0
u1,

vérifie l’estimation de dispersion suivante

|u(t, x)| ≤ C(1 + |t|)−
n−1

2 ‖u1‖WN,1 , ∀x ∈ Rn,

pour N = N(n) assez grand et où WN,1 désignent l’espace de Sobolev usuel. Cette estimation a
été améliorée par Brenner (qui a introduit l’utilisation d’espaces de Besov), Pecher, Kapitanski
[43], Ginibre et Velo [24] [25] [26], et d’autres, et finalement, l’estimation optimale suivante a
été obtenue

|u(t, x)| ≤ Ct−
n−1

2 ‖u1‖
B

n−1
2

1,1

.

Ici B
n−1

2
1,1 désigne l’espace de Besov homogène. Pour éviter le recours à des sous-espaces de

L1(Rn), nous pouvons autoriser une perte supplémentaire de dérivées :∥∥∥eit√G0f
∥∥∥
L∞

≤ Cε|t|−(n−1)/2
∥∥∥(−∆)(n+1)/4−ε(1−∆)2εf

∥∥∥
L1
, 0 < ε� 1,∥∥∥eit√G0f

∥∥∥
L∞

≤ Cε|t|−(n−1)/2 log(2 + |t|)
∥∥∥(−∆)(n+1)/4(1−∆)2εf

∥∥∥
L1
, 0 < ε� 1,

En ce qui concerne l’estimation Lp
′ − Lp, Strichartz a démontré dans [69] et [70]∥∥∥eit√G0f

∥∥∥
Lp
≤ Cε|t|−α(n−1)/2

∥∥∥Gα(n+1)/4
0 f

∥∥∥
Lp′

,

pour tout 2 ≤ p < +∞ et α = 1− 2/p.

Il est logique que l’estimation pour l’équation des ondes soit plus délicate car nous avons les
différences de comportement suivantes :

– équation des ondes : réversibilité (groupe), pas d’action régularisante, vitesse de propaga-
tion finie, solution élémentaire à support compact en x pour tout t > 0 fixé,

– équation de Schrödinger : réversibilité (groupe), action régularisante en x lorsque t crôıt
(t 6= 0), ”vitesse de propagation infinie”, solution élémentaire dont le support est Rn

x pour
t > 0 fixé.
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Nous retiendrons aussi que la solution élémentaire de l’équation de Schrödinger est régulière
alors que celle de l’équation des ondes est une distribution.

Ces estimations seront dorénavant appelées estimations dispersives L1−L∞ usuelles ou pour
l’opérateur libre.

La question qui guide cette thèse est la suivante : quelle part des propriétés dispersives est
préservée si nous perturbons les équations par un potentiel ?

L’étude de ces propriétés est fondamentale à plusieurs titres. Tout d’abord, elle est impor-
tante du point de vue physique dans l’étude des propriétés asymptotiques des solutions : par
exemple, en théorie du scattering, le problème le plus important est de déterminer l’amplitude
des ondes après interaction, mais pas le mécanisme précis de l’interaction. De plus, des esti-
mations dispersives ont été utilisées avec succès dans beaucoup de problèmes non-linéaires ; en
particulier, pour l’équation semi-linéaire de Schrödinger et pour l’équation des ondes, la théorie
moderne de l’existence de solutions locale et globale est basée essentiellement sur ces estima-
tions. Nous mentionnons entre autre, les résultats d’exitence globale pour des petites données
pour des perturbations semi-linéaires, et l’existence locale pour des solutions à faible régularité
(dus à von Wahl, Strichartz, John, Pecher, Brenner, Klainerman, Kapitanski, Shatah, Struwe,
Kenig, Ponce, Vega, Bourgain, Tao et d’autres).

Remarquons qu’il est facile de détruire les propriétés dispersives en perturbant par un poten-
tiel. Par exemple, si nous ajoutons à −∆ un terme de potentiel négatif V (x), V < 0, il est bien
connu que l’opérateur −∆ + V (x) possède des vecteurs propres u(x) pour des valeurs propres
strictement négatives, à condition que V soit suffisamment grand. Ensuite, il suffit de considérer
l’onde correspondante, de la forme eiλtu(x), pour produire une solution de l’équation d’évolution
avec une norme constante en temps. Ainsi, le potentiel V doit satisfaire des hypothèses conve-
nables.

Pour éliminer le problème des valeurs propres, nous ferons des hypothèses convenables sur le
potentiel et nous introduirons Pc la projection sur le spectre continu. Ainsi, en ne s’intéressant
par exemple qu’à l’estimation dispersive L1 − L∞ pour l’équation de Schrödinger, le nouveau
problème est le suivant :
A-t-on ‖eitGPc‖L1→L∞ ≤ C|t|−n/2, t 6= 0 pour l’équation de Schrödinger, où Pc désigne la pro-
jection sur le spectre continu ?

Un autre obstacle à l’obtention d’estimations dispersives est la présence de résonances. Citons
pour introduire ce problème les travaux de Rauch [57] et Jensen et Kato [38] dans lesquels les
auteurs ont étudié les estimations dispersives L2 − L2 avec certains poids, exponentiel pour
Rauch et polynomial pour Jensen et Kato :∥∥∥e−ε|x|eit(−∆+V )Pce

−ε|x|
∥∥∥
L2→L2

≤ C(1 + |t|)−1/2,

avec la condion e2ε|x|V (x) ∈ L∞(R3) dans [57] et∥∥∥〈x〉−seit(−∆+V )Pc〈x〉−s
∥∥∥
L2→L2

≤ C(1 + |t|)−1/2, s > 5/2,

avec la condion 〈x〉β |V (x)| ∈ L∞(R3), β > 3 dans [38]. La décroissance en (1+ |t|)−1/2 au lieu de
(1+ |t|)−3/2 est due à la présence de résonances à l’énergie 0. Ainsi, les résonances sont un autre
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obstacle pour des estimations dispersives. Rauch et Jensen et Kato, en supposant l’absence de
résonances en 0, ont montré ∥∥∥weit(−∆+V )Pcw

∥∥∥
L2→L2

≤ C|t|−3/2,

avec w(x) = e−ρ〈x〉 avec un certain ρ > 0 et V exponentiellement décroissant (Rauch) ou
w(x) = 〈x〉−σ pour σ > 0 et V décroissant comme une certaine puissance (Jensen, Kato). La
perte de décroissance peut apparâıtre aussi si 0 est une valeur propre même si Pc est sensé
éliminer les fonctions propres correspondantes. Les deux articles [57] et [38] sont basés sur des
développements asymptotiques du propagateur lorsque t→∞ sur des espaces L2 à poids. Nous
préciserons plus loin l’importance du comportement en 0 (valeur propre, résonance, les deux ou
ni l’un ni l’autre).

Voyons quelques stratégies pour prendre en compte les problèmes liés aux valeurs propres et
aux résonances. Rappelons qu’il y a deux façons de voir le spectre d’un opérateur :

– en distinguant σpp, σac et σsc (ensembles non nécessairement disjoints) ; nous avons σcont =
σac ∪ σsc et σ = σpp ∪ σcont ainsi que la décomposition pour un opérateur auto-adjoint :

L2(Rn) = L2(Rn)pp ⊕ L2(Rn)ac ⊕ L2(Rn)sc,

– en distinguant σdis et σess (ensembles toujours disjoints) ; nous avons λ ∈ σess si, et
seulement si λ ∈ σcont ou λ est un point limite de σpp ou encore λ est un valeur propre de
multiplicité infinie ; nous avons λ ∈ σdis si, et seulement si λ est un point isolé de σ ou λ
est un valeur propre de multiplicité finie.

Rappelons aussi deux théorèmes :

Théorème 1.1 Théorème de Kato-Rellich.
Si le domaine de V inclut D(−∆) et ‖V ψ‖ ≤ a‖ψ‖ + b‖∆ψ‖ avec a > 0 et 0 ≤ b < 1, alors
−∆ + V est auto-adjoint sur D(−∆).

Théorème 1.2 Théorème de Weyl.
Si V est une perturbation relativement compacte de −∆ alors −∆ + V est auto-adjoint et
σess(−∆ + V ) = σess(−∆) = [0,∞).

C’est pourquoi nous considèrerons des potentiels à valeurs réelles, V perturabtion relative-
ment compacte de −∆. Sous ces conditions −∆+V admet une unique réalisation auto-adjointe
sur L2(Rn) que nous désignons par G. Il est bien connu que les opérateurs G0 et G possède
le même domaine de définition ainsi que le même spectre essentiel qui consiste en l’intervalle
[0,+∞). De plus, le caractère auto-adjoint de G nous permet d’utiliser le calcul fonctionnel
approprié pour travailler sur le propagateur eitG.

Rappelons aussi quelques théorèmes qui montrent pourquoi de nombreux auteurs se sont
intéressés principalement à deux classes de potentiel : les potentiels décroissant à l’infini et les
petits potentiels.

Théorème 1.3 Théorème de Kato-Agmon-Simon
Si V est borné en dehors d’une boule et |x|V (x) → 0 lorsque |x| → ∞, alors G n’a pas de valeur
propre strictement positive.

N(V ) désigne le nombre de valeurs propres négatives de l’opérateur −∆ + V .
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Théorème 1.4 Borne de Birman-Schwinger

N(V ) ≤
(

1
4π

)2 ∫
R6

|V (x)||V (y)|
|x− y|2

dxdy.

L’intégrale apparaissant dans le majorant est la norme de Rollnik au carré, noté ‖ · ‖2
R.

Remarquons que si ‖V ‖R < 4π, alors N(V ) = 0.

Théorème 1.5 Borne de Cwikel-Lieb-Rosenbljum

N(V ) ≤ cn

∫
Rn

|V−(x)|n/2dx, n ≥ 3

Ainsi, si |V (x)| ≤ C〈x〉−δ avec δ > 2, nous avons V− ∈ Ln/2(Rn) et donc les valeurs propres
négatives sont en nombre fini et de multiplicité finie.

Si d ≥ 3 et V est petit, nous pouvons procéder de manière perturbative. Un approche
purement perturbative ne peut pas fonctionner en présence d’états liés pour G comme ceux-ci
doivent être écartés. Comme il est connu que des états liés peuvent apparâıtre pour des potentiels
arbitrairement petits en dimensions d = 1, 2, une approche perturbative sera plus difficile dans
ces dimensions.

Définition 1.6 V est appelé potentiel d’Agmon si V (x) = 〈x〉−1−εW (x) pour ε > 0 et W une
perturbation relativement compacte de −∆.

Par exemple, pour n/2 < p <∞ et p ≥ 2, si 〈x〉1+εV ∈ Lp, V est un potentiel d’Agmon.

Théorème 1.7 Théorème de Agmon-Kato-Kuroda
Si V est un potentiel d’Agmon. Alors

– l’ensemble E+ des valeurs propres positives est un ensemble discret de (0,∞) et chaque
valeur propre a une multiplicité finie.

– σsing(G) = ∅.
– Les opérateurs d’ondes existent et sont complets.

Détaillons un peu ces résultats. Kato [44] a prouvé que si V est borné et vérifie lim
|x|→∞

|x||V (x)| =

0, alors il n’y a pas de valeurs propres positives. Agmon [1] et Simon [64] ont prouvé l’absence
de valeurs propres positives lorsque le potentiel V peut être écrit V = V1 + V2, où V1 vérifie
la condition de Kato et V2 est un potentiel réel à longue portée. La condition de décroissance
ponctuelle de Kato est optimale au sens où Wigner et Von Neumann ont donné un exemple de
potentiel décroissant en 1/|x| et possédant une valeur propre strictement positive.

Une classe intéressante à étudier est la classe des potentiels à courte portée. Nous rappelons
qu’un potentiel réel V ∈ L2

loc(R
n) est dit à courte portée ou appartenir à la classe SR si, pour un

certain ε > 0, l’opérateur de multiplication u 7→ 〈x〉1+εV (x)u définit un opérateur compact de
H2(Rn) sur L2(Rn). Sous cette condition, le spectre de G est de la forme σ(G) = [0,∞)∪ {λj}
où [0,∞) est le spectre essentiel de G et {λj} est l’ensemble discret des valeurs propres négatives
de multiplicité finie, ayant 0 comme seule point limite.

Agmon [2] considère des perturbations par des potentiels à courtes portées (short-range ou
SR). Il montre que sous cette condition, le spectre discret positif de G est un ensemble discret
de R∗

+ et qu’il n’y a pas de résonances sur R∗
+, seulement des valeurs propres. Il montre aussi
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le principe d’absorption aux limites, c’est-à-dire que pour une certaine topologie la fonction à
valeurs opérateur (G − z)−1, définie pour z non-réel, se prolonge de manière continue au bord
depuis les deux côtés de l’axe réel (en excluant l’ensemble discret des valeurs propres). Il montre
aussi l’existence de l’opérateur d’onde. Le principe d’absorption aux limites est un outil impor-
tant dans notre étude et de nombreux auteurs ont cherché à le prouver sous des conditions moins
restrictives.

Ainsi, par exemple, si V est de classe SR, deux types de solutions intéressantes apparaissent :
– les états liés eiωtu0(x) pour lesquels |u(t, x)| est indépendant du temps.
– les états de diffusion u(t, x) avec la propriété∫

B
|u(t, x)|2 dx→ 0 lorsque t→ +∞, ∀B boule de Rn.

Une question fondamentale concernant les solutions de diffusion est de savoir à quel taux elles
décroissent. Comme V (x) → 0 lorsque |x| → ∞, il est naturel de s’attendre à ce que pour
des solutions de diffusion, il existe u+(t) = eitG0u+(0) avec ‖u(t) − u+(t)‖L2(R3) → 0 lorsque
t → +∞. Ainsi, une problématique importante en relation avec les estimations dispersives est
l’étude des propriétés de diffusion, notamment autour de l’existence de l’opérateur d’onde.

Mais supposer que V est un potentiel à valeurs réelles V ∈ L∞(Rn) vérifiant |V (x)| ≤
C〈x〉−δ, pour tout x ∈ Rn avec δ > 1 et ainsi que σac(G0) = σac(G) = [0,+∞), σsing = ∅ et G
ne possède pas de valeurs propres ou résonances > 0 n’est pas toujours suffisant pour avoir une
estimation dispersive du type ‖eitGPac‖L1→L∞ ≤ C|t|−n/2 où Pac est la projection sur le spectre
absolument continu de G.

En effet, sous ces hypothèses, nous pouvons encore avoir 0 valeur propre ou résonance. Plus
généralement, en présence d’états liés, la nature de la mesure spectrale et/ou de la résolvante
de G deviennent essentielles.

Un des objectifs de cette thèse est d’étudier attentivement la nature de la résolvante pour
pouvoir considérer une large classe de potentiel incluant notamment de grands potentiels.

Une autre manière de voir l’importance de l’étude de la résolvante est la suivante : si nous
regardons les noyaux des résolvantes libres (G0−z)−1 en dimension 1 et 3, nous avons les noyaux
suivants :

n = 1 :
i

2
√
z
ei
√
z|x−y| et n = 3 :

1
4π

ei
√
z|x−y|

|x− y|
.

Nous voyons que le noyau en dimension 3 se comporte raisonnablement lorsque z → 0. Dans le
cas n ≥ 4, le noyau de la résolvante libre a aussi un comportement raisonnable lorsque z → 0.
Dans le cas n = 1, le noyau est singulier en z → 0 et les mêmes techniques ne peuvent donc
pas être employées pour la dimension 1 et les dimensions n ≥ 3. Mais si les propriétés de la
résolvante libre sont bien connues, il est plus difficile de voir comment elles se traduisent sur la
résolvante perturbée.

Un des objectifs de cette thèse est de souligner le changement de comportement en fonction
de la dimension.

Jensen et Kato [38] pour n = 3 puis Murata [54], Jensen [36] pour n ≥ 5 et [37] pour n = 4,
sous les hypothèses un peu plus fortes V (x) = O(|x|−β) avec β > 1 pour n = 3 et β > 2
pour n ≥ 4, (éliminant ainsi la présence de valeurs propres strictement positives), montrent des
développements asymptotiques en z de la résolvante (G − z)−1 en distingant les cas où 0 n’est
pas valeur propre des cas où 0 est valeur propre ou résonance. Ces développements reposent
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sur une itération de la formule liant la résolvante R(z) à la résolvante libre ainsi que sur des
propriétés des fonctions de Hankel qui apparaissent dans l’expression du noyau de la résolvante
libre R0.

Vingt ans plus tard, Ionescu et Jerison [34] montrent l’absence de valeurs propres positives
pour G pour une classe de potentiels plus larges que les précédentes. Soit q ∈ [n/2,∞] (ou q ∈
(1,∞] si n = 2) et soit β(q) = (2q − n)/(2q), la classe de potentiel considérée est V ∈ Ln/2loc (Rn)
(ou V ∈ Lrloc(Rn) , r > 1, si n = 2) et

lim
R→∞

Rβ(q)‖V ‖Lq(R≤|x|≤2R) = 0.

Koch et Tataru [50] obtiennent l’absence de valeurs propres pour une large classe de potentiels
qui inclue V ∈ Ln+1/2(Rn) améliorant ainsi le résultat de Ionescu et Jerison où V ∈ Ln/2(Rn).

Le principe d’absorption aux limites d’Agmon [2] a ainsi été amélioré en dimension 3 par
Golberg et Schlag [31]. Agmon [2] utilisait le théorème de Kato avec la condition de décroissance
ponctuelle pour montrer l’absence de valeurs propres plongées alors que Schlag et Golberg utilise
la condition d’intégrabilité de Ionescu et Jerison.

Enfin, Ionescu et Schlag [35] ont récemment amélioré le théorème de Agmon-Kato-Kuroda
pour une classe plus large de potentiels : V à valeurs réelles, V ∈ Lq(Rn), q ∈ [n/2, (n+1)/2] (si
n = 2, alors q ∈ (1, 3/2]) ainsi que pour des potentiels à valeurs réelles vérifiant une condition
de Kato globale.

Pour résumer, les potentiels étudiés vérifient soit une condition de décroissance à l’infini soit
une condition d’intégrabilité. Dans les deux cas, l’hypothèse assure que le spectre essentiel est
σess(G) = σess(G0) = [0,∞) et que G ne possède pas de valeurs propres ni de résonances stricte-
ment positives. De plus, nous avons à notre disposition un principe d’absorption aux limites ainsi
qu’un développement de la résolvante. Par contre, le cas de l’énergie 0 est traité séparément. Des
résultats sont prouvés sous les hypothèses supplémentaires 0 point régulier (ni valeur propre ni
résonance) ou non.

Dans cette thèse, nous étudierons exclusivement le cas où 0 est un point régulier (ie ni valeur
propre, ni résonance). De plus, nous privilégierons l’étude de la résolvante à l’étude du spectre
pour prouver les estimations dispersives contrairement à l’approche la plus souvent employée.

Revenons d’ailleurs aux estimations dispersives en commençant par les résultats concernant
l’équation de Schrödinger.

Une avancée significative a été réalisée par Journé, Soffer et Sogge [42] pour les dimensions
n ≥ 3. Ils supposent que l’opérateur 〈x〉δV (x) : Hγ(Rn) → Hγ(Rn) est borné, avec γ > 0 et
δ > n + 4 ainsi que V̂ ∈ L1. Nous avons δ > 2 en particulier donc des hypothèses convenables
sur le spectre. Les auteurs montrent l’estimation dispersive L1 → L∞ sous la condition 0 point
régulier.

La démonstration utilise une méthode dépendant du temps et un développement du propa-
gateur obtenu par itération de la formule de Duhamel. Pour des hautes énergies, l’estimation
pour contrôler la petitesse du propagateur eitG apparaissant dans le membre de droite d’un tel
développement est obtenue à l’aide d’estimations de régularité de Kato. Pour les basses énergies,
elle utilise le développement de la résolvante proche de zéro. Comme la méthode est basée sur
l’intégrabilité de t−n/2 à l’infini, elle ne peut être utilisée qu’en dimension n ≥ 3 et elle nécessite
aussi plus de régularité sur V (V̂ ∈ L1). Notons que l’hypothèse δ > n + 4 est nécessaire aux
basses fréquences, elle peut être affaiblie en δ > n aux hautes fréquences.
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Notons que les auteurs ont aussi montré l’estimation de Strichartz∥∥eitGPacf∥∥Lp(Rn+1)
≤ ‖f‖L2(Rn),

où p = 2 + 4/n. Ils ont aussi conjecturé que sous les conditions 0 point régulier et |V (x)| ≤
C〈x〉−2−ε, avec ε > 0 arbitraire, alors l’estimation de Strichartz suivante est vérifiée :∥∥eitGPacf∥∥Lq

t (Lp
x)
≤ C‖f‖2, pour tout

2
q

+
n

p
=
n

2
, 2 < q ≤ ∞

L’hypothèse de décroissance ponctuelle ainsi que les hypothèses de régularité ont été réduites
par Yajima [82] pour les dimensions n ≥ 3 puis Golberg et Schlag [30] pour la dimension n = 3.

En effet, Yajima suppose δ > n+ 2 plutôt que δ > n+ 4 mais conserve l’hypothèse V̂ ∈ L1.
Yajima utilise les opérateurs d’onde. Présentons brièvement sa technique :
Soit W = s − lim

t→∞
e−itGeitG0 l’opérateur d’onde habituel. Les opérateurs d’onde sont des

isométries, avec les propriétés suivantes eitGW = WeitG0 , Im(W ) ⊂ L2
ac(G), W ∗W = idL2

et WW ∗ = Pac dans le cas complet (cf théorème d’Agmon-Kato-Kuroda).
Donc eitGPac = WeitG0W ∗ et si ‖W‖L∞→L∞ est finie, alors

‖eitGPac‖1→∞ = ‖WeitG0W ∗‖1→∞ ≤ C|t|−n/2.

En dimension 3, l’hypothèse sur V̂ n’est plus nécessaire et Goldberg et Schlag ont montré
l’estimation dispersive pour des potentiels avec δ > 3. Vodev [73] et Yajima [84] ont finalement
amélioré l’hypothèse en supposant seulement δ > 5/2.

En dimension 3, Goldberg [28] et [29] a montré l’estimation dispersive L1 − L∞ pour V ∈
L3/2+ε(R3) ∩ L1(R3) et V ∈ Lp(R3) ∩ Lq(R3), p < 3/2 < q respectivement avec l’hypothèse 0
point régulier. La possibilité de travailler avec des conditions d’intégrabilité dépend du résultat
de Ionescu et Jerison [34]. Remarquons que si |V (x)| ≤ C〈x〉−δ, δ > 2, nous avons V qui vérifie
V ∈ L3/2−ε(R3) ∩ L3/2+ε(R3) pour ε assez petit.

Rodnianski et Schlag [62] ont montré l’estimation dispersive L1 − L∞ pour un potentiel
vérifiant ‖V ‖K < 4π ainsi que ‖V ‖R < 4π où

‖V ‖K := sup
y∈R3

∫
R3

|V (x)||x− y|−1 dx, ‖V ‖2
R :=

∫
R6

|V (x)||V (y)|
|x− y|2

dxdy.

Remarquons que ‖V ‖K ≤ C‖V ‖L3/2−δ + C‖V ‖L3/2+δ .

Ces deux derniers résultats sont les meilleurs résultats actuellement : le second pour les petits
potentiels, le premier pour des potentiels grands vérifiant des conditions de décroissance et/ou
d’intégrabilité.

En dimension 1, en utilisant comme Yajima des techniques basées sur l’opérateur d’onde,
Weder [79] et [80] a prouvé l’estimation dispersive L1−L∞ sous l’hypothèse V ∈ L1

γ(R), γ > 3/2
lorsque 0 est un point régulier et γ > 5/2 lorsque 0 est une résonance. L1

γ désigne l’espace des
fonctions φ mesurables à valeurs complexes, définies sur R telles que

‖φ‖L1
γ

:=
∫
R
|φ(x)|(1 + |x|)γ dx <∞.

Goldberg et Schlag [30] ont ensuite amélioré ce résultat en supposant V ∈ L1
1(R) dans le cas

où 0 est un point régulier. Le théorème de [30] traite aussi le cas V ∈ L1
2 pour lequel l’estimation
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dispersive L1 − L∞ a lieu qu’il y ait ou non une résonance en 0.

En dimension 2, Yajima [83] a étendu ses résultats prouvés en dimension ≥ 3. Les hypothèses
deviennent |V (x)| ≤ C〈x〉−δ, δ > 6 et une condition de régularité pour l’énergie 0. Pour des
estimations dispersives Lp − Lp

′
avec 1 < p < ∞, Jensen et Yajima [41] ont prouvé le résultat

sous la même hypothèse pour le potentiel et sous l’hypothèse habituelle 0 point régulier. Schlag
[64] améliore ce résultat en supposant uniquement |V (x)| ≤ C(1 + |x|)−β , β > 3 et 0 point
régulier. Il utilise un résultat plus précis de Jensen et Nenciu [40] sur le développement de la
résolvante près des de 0.

Remarque 1.8 la principale difficulté en dimension 2 est la partie aux basses énergies. Cela
est dû au fait que la résolvante libre R±0 (λ2) = (G0− (λ2± i0))−1 a pour noyau H±

0 (la fonction
de Hankel) qui est singulière en 0.

En dimension n ≥ 2, Murata [54] a montré des estimations dispersives L2 pour des hy-
pothèses sur la norme de V vu comme opérateur entre des espaces à poids. En toute dimension,
Jensen et Nakamura [39] ont montré des estimations dispersives Lp presque optimales et pour
des espaces de Besov.

Citons aussi Erdogan et Schlag [21] [22] qui ont étudié les estimations dispersives en présence
d’une valeur propre et/ou d’une résonance au niveau d’énergie 0. Dans le premier article, l’hy-
pothèse sur V est du type |V (x)| ≤ C〈x〉−β avec β > 12, mais l’objectif des auteurs n’était pas
de trouver la décroissance optimale du potentiel.

Parallèlement, des estimations dispersives pour l’équation des ondes ont été étudiées. Beals
et Strauss [5] ont montré des estimations dispersives pour l’équation des ondes sous deux types
de conditions sur le potentiel, une portant sur des petits potentiels, l’autre sur des potentiels plus
réguliers. La condition peut s’exprimer ainsi : |V (x)| ≤ c0〈x〉−δ avec une des deux hypothèses

– c0 est suffisamment petit et δ > 4 pour n = 3, δ > n pour n ≥ 5 impair et δ > n+ 1/2 +
1/(n+ 1) pour n ≥ 4 pair.

– V (x) ≥ 0 et δ > 3n+ 1/2− 1/(n+ 1) ainsi que des majorations des derivées de V jusqu’à
un certain ordre.

Beals [4] a poursuivi ce travail en montrant des estimations analogues à celles portant sur
G0 en supposant V ∈ S(Rn), n ≥ 3 avec V suffisamment petit ou positif.

En dimension n = 3, Cuccagna [13] améliore le résultat de [5] en prenant un potentiel
vérifiant |∂αxV (x)| ≤ C(1 + |x|)−3−ε pour |α| ≤ 2.

Georgiev et Visciglia [23] ont montré que l’estimation dispersive usuelle pour l’équation des
ondes est vérifiée en supposant V (x) ∈ Cα(R3\0), α ∈]0, 1[ et

0 ≤ V (x) ≤ C|x|−2−ε, |x| ≥ 1 0 ≤ V (x) ≤ C|x|−2+ε, |x| ≤ 1

En fait, dans ce cas, V ∈ L3/2−δ(R3) ∩ L3/2+δ(R3) pour δ petit.
Cardoso et Vodev [12] ont montré des estimations dispersives à poids pour l’équation des

ondes en dimension 3, 1 < p < +∞ avec l’hypothèse suivante sur V : |V (x)| ≤ C〈x〉−2−δ, δ > 0.
Vodev [76] a étudié la décroissance de l’énergie locale pour l’équation des ondes en dimension

n ≥ 3 avec des potentiels à courte portée ie 0 ≤ V (x) ≤ C〈x〉−δ, δ > 1.
Pierfelice [56] a montré l’estimation dispersive L1−L∞ pour ‖V ‖K ≤ 4π, ce résultat prolonge

le résultat de [23].Ce résultat est étendu à une classe plus large de potentiels dans [17].
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Cardoso, Cuevas et Vodev [10] ont montré des estimations dispersives à hautes fréquences
en dimensions 2 et 3 pour des potentiels V (x) = O(〈x〉−(n+1)/2−ε), ε > 0, sans régularité
supplémentaire.

Cuevas et Vodev [15] améliorent le résultat de [23] en montrant des estimations dispersives
Lp, 2 < p < +∞ pour des potentiels à valeurs réelles qui décroissent lentement à l’infini.

Ainsi pour l’équation des ondes comme pour l’équation de Schrödinger, le cas de la dimen-
sion 3 est souvent traité, avec deux types d’hypothèses sur le potentiel : petitesse ou condition
de décroissance/intégrabilité. En dimension ≥ 4, les derniers résultats sont celui de Beals et
Strauss [5] pour l’équation des ondes et celui de Yajima [82] pour l’équation de Schrödinger.
Dans ces deux travaux, une condition supplémentaire de régularité est nécessaire pour obtenir
l’estimation dispersive usuelle (celle du cas V = 0).

Pour l’équation de Schrödinger en dimension n ≥ 4, Goldberg et Visan [32] ont montré que
l’estimation dispersive L1 − L∞ usuelle n’a pas lieu pour un potentiel V à support compact,
V ∈ Cα, α < (n − 3)/2. Ceci sugggère que l’estimation dispersive peut avoir lieu pour des po-
tentiels suffisamment régulier (en plus d’une décroissance suffisante à l’infini), d’autres critères
comme le nombre et la taille des dérivées détermine ce qui se passe en l’absence d’une régularité
aussi forte. Nous ne pouvons donc pas espérer l’estimation usuelle sans perte de dérivées. C’est
pourquoi nous chercherons dans cette thèse à expliciter cette perte de dérivée en dimension
n ≥ 4 si nous ne faisons pas d’hypothèses supplémentaires de régularité mais nous chercherons
aussi à améliorer les résultats connus avec des hypothèses de régularité.

Faisons maintenant un petit détour et présentons brièvement d’autres thématiques relatives
aux estimations dispersives : les estimations dispersives pour un potentiel dépendant du temps,
les estimations dispersives pour d’autres perturbations du Laplacien et les estimations de Stri-
chartz.

Ainsi, Rodnianski et Schlag [62] ont étudié la décroissance en temps pour des potentiels
dépendant du temps avec l’hypothèse :

sup
t
‖V (t, ·)‖L3/2(R3) + sup

y∈R3

∫
R3

∫ ∞

−∞

|V (τ̂ , x)|
|x− y|

dτdx < c0,

où c0 désigne une petite constante et V (τ̂ , x) désigne la transformée de Fourier par rapport à la
variable de temps.

Par ailleurs, comme déjà mentionné, Journé, Soffer et Sogge [42] ont montré des estimations
de Strichartz ∥∥eitGPacf∥∥L2+4/n(Rn+1)

≤ C‖f‖L2(Rn).

Yajima [82] puis Goldberg et Schlag [30] en dimension 3 ont affaibli les hypothèses pour lesquelles
l’estimation a lieu.

Un autre résultat fondamental sur les estimations de Strichartz est le résultat de Keel et Tao
[48]. Ces auteurs montrent que si l’estimation dispersive L1−L∞ a lieu ainsi qu’une estimation
usuelle L2 − L2 alors nous avons l’estimation de Strichartz suivante :

‖U(t)f‖Lq
tL

r
x
≤ C‖f‖L2 ,

où la paire d’exposants (q, r) est dite σ-admissible ie q, r ≥ 2, (q, r, σ) 6= (2,∞, 1) et
1
q

+
σ

r
=
σ

2
,

σ = (n− 1)/2, n/2 respectivement pour l’équation des ondes et celle de Schrödinger.
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Ensuite de nombreux auteurs ont étudié ces estimations de Strichartz pour des potentiels
particuliers. Citons les travaux de Burq, Planchon, Stalker et Tahvildar-Zadeh [8] [9] ou les
travaux de D’Ancona et Pierfelice [18] entre autres. Nous voyons que de l’obtention d’une es-
timation dispersive L1 − L∞, nous pouvons déduire des estimations de Strichartz, elles aussi
très utiles dans l’étude de certaines équations aux dérivées partielles. Remarquons que souvent
l’obtention d’une estimation dispersive est plus difficile que l’obtention d’une estimation d’une
estimation de Strichartz car l’obtention de la première implique l’obtention d’une estimation de
Strichartz.

Citons aussi d’autres travaux sur les estimations dispersives. Rodnianski et Tao [63] ont
étudié la décroissance en temps pour l’équation de Schrödinger sur des variétés. Les fréquences
intermédiaires nécessitent l’utilisation du théorème RAGE (qui reflète le fait que G n’a pas de
valeur propre plongée) ainsi qu’une version quantitative de la méthode de Enss. Quant aux
basses fréquences, elles requièrent l’utilisation d’une inégalité type Poincaré (qui reflète que 0
est un point régulier). D’autre part, citons les travaux de Bouclet et Tzvetkov [7] et Nakamura
[55] qui étudient des perturbations à longue portée du Laplacien sur Rn.

Avant de présenter des résultats nouveaux, résumons les problématiques importantes. Pour
étudier les estimations dispersives pour les équations des ondes et de Schrödinger perturbées par
un potentiel, on doit s’intéresser

– à la présence ou non d’états liés ou d’états résonants,
– au comportement à l’infini des solutions de diffusion.

Ceci est relié aux différentes hypothèses que l’on peut envisager sur le potentiel
– petits potentiels,
– conditions d’intégrabilité ou conditions de décroissance à l’infini,
– conditions de régularité.

Remarquons que le problème principal devient trouver les conditions minimales sur le poten-
tiel V (x) qui garantissent que l’estimation dispersive usuelle (ie du problème libre) reste vraie.
En dimension n = 1, 2, 3, ce programme a été pratiquement complété, alors qu’en dimension
supérieure, il n’est pas toujours clair de voir qu’elles sont les hypothèses minimales.

Les objectifs de cette thèse sont principalement les suivants :
– établir des estimations dispersives pour l’équation des ondes et l’équation de Schrödin-

ger en considérant une perturbation par un potentiel réel en dimension n ≥ 2, et plus
particulièrement,

– souligner la différence de comportement en fonction de la dimension,
– étudier attentivement la nature de la résolvante pour déterminer une large classe de po-

tentiel,
– compléter le programme des dimensions 2 et 3,
– déterminer en dimension n ≥ 4 une classe importante de potentiels pour lesquels l’estima-

tion dispersive optimale a lieu,
– expliquer le phénomène de perte de régularité en dimension n ≥ 4.

En dimension n ≥ 4, des résultats à hautes fréquences pour l’équation de Schrödinger ont été
prouvés par Vodev sous l’hypothèse :

V ∈ L∞(Rn), |V (x)| ≤ C〈x〉−δ, ∀x ∈ Rn, (V δ)

avec des constantes C > 0, δ > (n+ 2)/2.
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Pour traiter séparément hautes et basses fréquences, nous procédons comme suit : étant
donné a > 0, posons χa(σ) = χ1(σ/a), où χ1 ∈ C∞(R), χ1(σ) = 0 pour σ ≤ 1, χ1(σ) = 1 pour
σ ≥ 2. Posons ηa = χ(1 − χa), où χ désigne la fonction caractéristique de l’intervalle [0,+∞).
De manière évidente, ηa(G) + χa(G) = Pac.

Dans [74], lorsque n ≥ 4, des estimations dispersives avec une perte de (n − 3)/2 dérivées
pour l’opérateur eitGχa(G), ∀a > 0, ont été prouvées sous la condition (Vδ), δ > (n + 2)/2,
seulement. La perte de dérivées dans ce cas est un phénomène hautes fréquences et ne peut être
évitée à moins d’imposer des conditions de régularité sur le potentiel (voir [32]). La condition
V̂ ∈ L1 dans [42] joue ce rôle mais elle semble trop forte. Il ressort qu’aucune régularité sur le
potentiel n’est nécessaire pour prouver les estimations dispersives pour la partie basses fréquences
eitGηa(G), a > 0 petit. Nous avons juste besoin d’une décroissance à l’infini. En fait, l’étude à
basses fréquences se trouve être plus facile en dimension n ≥ 4 comparée aux cas n = 2 et
n = 3, et peut être conduite pour une classe plus large de potentiels vérifiant (pour un certain
0 < ε� 1)

sup
y∈Rn

∫
Rn

(
|x− y|−n+2 + |x− y|−(n−2)/2+ε

)
|V (x)|dx ≤ C < +∞. (V S)

De manière évidente, (VS) est vérifiée pour des potentiels vérifiant (Vδ) avec δ > (n+ 2)/2.
De même, des estimations dispersives à hautes fréquences avec une perte de régularité de

(n − 3)/2 ont été récemment prouvées dans [75] pour le groupe des ondes avec un potentiel à
valeurs réelles V ∈ L∞(Rn), n ≥ 4, vérifiant

|V (x)| ≤ C〈x〉−δ, ∀x ∈ Rn, (1.1)

avec des constantes C > 0, δ > (n+ 1)/2.

Comme dans le cas du groupe de Schrödinger (voir [53]), les estimations dispersives pour
la partie aux basses fréquences eit

√
Gηa(G), a > 0 petit, se trouvent être plus faciles à prouver

lorsque n ≥ 4, et ceci peut être fait pour une classe plus large de potentiels. Nous le ferons pour
des potentiels vérifiant

sup
y∈Rn

∫
Rn

(
|x− y|−n+2 + |x− y|−(n−1)/2

)
|V (x)|dx ≤ C < +∞. (V O)

De manière évidente, (VO) est vérifié pour des potentiels vérifiant (Vδ) avec δ > (n+ 1)/2.

En appendice, nous explicitons les relations entre ces nouvelles hypothèses sur le potentiel
et les hypothèses usuelles de décroissance et/ou d’intégrabilité.

En dimension n = 3, les méthodes utilisées en dimension n ≥ 4 s’adaptent pour traiter le
cas des basses fréquences pour l’équation des ondes. L’hypothèse (VO) devient

sup
y∈R3

∫
R3

|x− y|−1|V (x)|dx ≤ C < +∞, (V 3)

mais elle ne suffit pas. Il faut rajouter l’hypothèse supplémentaire :

V ∈ L3/2−ε(Rn), 0 < ε� 1, (L3/2−)

qui permet des estimations plus précises dans certains cas. Les méthodes développées permettent
aussi de traiter le cas de l’équation de Schrödinger mais cela n’apporte pas de résultats nouveaux
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puisque nous retrouverions alors les hypothèses de Golberg [28] et [29].

En dimension n = 2, les méthodes développées pour les dimensions n ≥ 4 s’adaptent pour
traiter cette fois-ci le cas des hautes fréquences pour l’équation des ondes et de Schrödinger.
L’hypothèse sur le potentiel s’écrit

sup
y∈R2

∫
R2

|x− y|−1/2|V (x)|dx ≤ C < +∞. (V 2)

Dans le cas de la dimension n = 2, une méthode spécifique permet d’obtenir l’estimation dis-
persive à hautes fréquences sous la même hypothèse sur le potentiel pour l’équation des ondes
et celle de Schrödinger.

Les idées principales des méthodes utilisées sont les suivantes :
– des estimations fines sur la résolvante libre en utilisant l’expression de son noyau à l’aide

des fonctions de Hankel, lesquelles permettent d’obtenir des estimations sur la résolvante
perturbée en inversant 1 + V R0(λ) (sous certaines conditions portant sur λ),

– des estimations sur les propagateurs libres et perturbés, en utilisant leur expression qui
font intervenir de nouveau les fonctions de Hankel,

– des estimations sur des opérateurs de comparaison entre le propagateur perturbé et le
propagateur libre à l’aide d’expressions modifiées de la formule de Duhamel.

1.1 Hypothèses sur le potentiel

Hypothèse 1 Hypothèse en dimension 2
– hypothèse de décroissance :

V ∈ L∞(R2), |V (x)| ≤ C〈x〉−δ, (V (δ))

avec δ > 3/2 pour l’équation des ondes et δ > 2 pour l’équation de Schrödinger.
– hypothèse en rapport avec le noyau de la résolvante :

sup
y∈R2

∫
R2

|x− y|−1/2|V (x)|dx ≤ C < +∞. (V 2)

Hypothèse 2 Hypothèse en dimension 3
– hypothèse de décroissance :

V ∈ L∞(R3), |V (x)| ≤ C〈x〉−δ, (V (δ))

avec δ > 2 pour l’équation des ondes et δ > 5/2 pour l’équation de Schrödinger.
– hypothèse en rapport avec le noyau de la résolvante :

sup
y∈R3

∫
R3

|x− y|−1|V (x)|dx ≤ C < +∞. (V 3)

– hypothèse d’intégrabilité :

V ∈ L3/2−ε(R3), 0 < ε� 1, (L3/2−)

Hypothèse 3 Hypothèse en dimension n ≥ 4
– hypothèse de décroissance :

V ∈ L∞(Rn), |V (x)| ≤ C〈x〉−δ, (V (δ))

avec δ > (n+1)/2 pour l’équation des ondes et δ > (n+2)/2 pour l’équation de Schrödin-
ger.
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– hypothèse en rapport avec le noyau de la résolvante :
– pour l’équation des ondes

sup
y∈Rn

∫
Rn

(
|x− y|−n+2 + |x− y|−

n−1
2

)
|V (x)| dx < +∞, (V On)

– pour l’équation de Schrödinger

sup
y∈Rn

∫
Rn

(
|x− y|−n+2 + |x− y|−

n−2
2

+ε
)
|V (x)| dx < +∞, 0 < ε� 1. (V Sn)
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2 Estimations dispersives pour l’équation des ondes

Nous avons le résultat suivant à basses fréquences en dimension n ≥ 3 :

Théorème 2.1 Sous les hypothèses (VOn) en dimension n ≥ 4 et (V3)+(L3/2-) en dimension
n = 3 sur le potentiel V et sous l’hypothèse que 0 est un point régulier pour G, il existe a0 > 0
tel que pour tout 0 < a ≤ a0∥∥∥eit√GG−n+1

4 ηa(G)
∥∥∥
L1→L∞

≤ C〈t〉−
n−1

2 log(2 + |t|), ∀t, (D1)∥∥∥eit√GG−n+1
4

+εηa(G)
∥∥∥
L1→L∞

≤ Cε〈t〉−
n−1

2 , ∀t, ∀0 < ε� 1, (D2)∥∥∥eit√GG−αn+1
4 ηa(G)

∥∥∥
Lp′→Lp

≤ C〈t〉−α
n−1

2 , ∀t, (D3)

où 1/p+ 1/p′ = 1 et α = 1− 2/p pour 2 ≤ p < +∞.

Rappelons les résultats à hautes fréquences prouvés par Vodev en dimension n ≥ 4 dans
[75] :

Théorème 2.2 Supposons (V(δ)) vérifiée avec δ > (n+ 1)/2. Alors, pour tout a > 0, 2 ≤ p <
2(n− 1)
n− 3

, il existe une constante C > 0 telle que nous ayons l’estimation suivante

‖eit
√
GG−α(n+1)/4χa(G)‖Lp′→Lp ≤ C|t|−α(n−1)/2, ∀t 6= 0,

où 1/p+ 1/p′ = 1, α = 1− 2/p. De plus, pour tout a > 0, 2 ≤ p < +∞, nous avons

‖eit
√
GG−α(n−1)/2χa(G)‖Lp′→Lp ≤ C|t|−α(n−1)/2, ∀t 6= 0,

et ∀ 0 < ε� 1,

‖eit
√
GG−α(n+1)/4χa(G)〈x〉−α(n/2+ε)‖L2→Lp ≤ Cε|t|−α(n−1)/2, ∀t 6= 0.

Quant aux estimations pour p = ∞, ce sont les suivantes pour tout 0 < ε� 1 :

‖eit
√
GG−(n−1)/2−εχa(G)‖L1→L∞ ≤ C|t|−(n−1)/2, ∀t 6= 0,

et ∀ 0 < ε′ � 1,

‖eit
√
GG−(n+1)/4−ε′χa(G)〈x〉−α(n/2+ε′)‖L2→L∞ ≤ Cε′ |t|−(n−1)/2, ∀t 6= 0.

Remarque 2.3 Nous avons aussi l’estimation

‖eit
√
GG−α((n+1)/4+q/2)χa(G)‖Lp′→Lp ≤ C|t|−α(n−1)/2, ∀t 6= 0,

pour tout 0 < q < (n− 3)/2 et pour 2 ≤ p <
2(n− 1− 2q)
n− 3− 2q

.

Une estimation de l’article de Vodev a été donnée sans démonstration et s’est révélée plus
difficile que prévue à justifier, c’est pourquoi nous en donnons la démonstration dans la section
2.1.2.

Nous pouvons ainsi déduire un résultat global :
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Théorème 2.4 Supposons n ≥ 4 et supposons (V(δ)) vérifiée pour δ > (n + 1)/2. Alors pour
tout 2 ≤ p < +∞, 0 < ε� 1, t 6= 0, nous avons les estimations suivantes

‖eit
√
GG−(n+1)/4〈G〉−(n−3)/4−εPac‖L1→L∞ ≤ Cε|t|−(n−1)/2 log(2 + |t|), (D4)

‖eit
√
GG−(n+1)/4+ε〈G〉−(n−3)/4−2εPac‖L1→L∞ ≤ Cε|t|−(n−1)/2, (D5)

‖eit
√
GG−α(n+1)/4〈G〉−α(n−3)/4Pac‖Lp′→Lp ≤ C|t|−α(n−1)/2. (D6)

De plus pour tout 0 ≤ q ≤ (n− 3)/2, 2 ≤ p < 2(n−1−2q)
n−3−2q , nous avons

‖eit
√
GG−α(n+1)/4〈G〉−αq/2Pac‖Lp′→Lp ≤ C|t|−α(n−1)/2, (D7)

où 1/p+ 1/p′ = 1 et α = 1− 2/p.

Nous avons également le théorème suivant en dimension n = 2 :

Théorème 2.5 Soit V vérifiant (V2). Alors, il existe une constante a0 > 0 telle que pour tout
a ≥ a0, 0 < ε� 1, 2 ≤ p < +∞, nous ayons les estimations∥∥∥eit√GG−3/4−εχa(G)

∥∥∥
L1→L∞

≤ Cε|t|−1/2, t 6= 0, (D8)∥∥∥eit√GG−3α/4χa(G)
∥∥∥
Lp′→Lp

≤ C|t|−α/2, t 6= 0, (D9)

où 1/p+ 1/p′ = 1, α = 1− 2/p.
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2.1 Estimations utiles en dimension n ≥ 2 et à toute fréquence

2.1.1 Estimations autour de la résolvante

Soit ψ ∈ C∞
0 ((0,+∞)) et soit ϕ(λ) = ψ(λ2). Nous souhaitons obtenir des estimations sur

ψ(h2G0) et ψ(h2G). Pour cela, nous allons utiliser la formule de Helffer-Sjöstrand (avec H = G0

ou H = G) :

ψ(h2H) =
2
π

∫
C

∂ϕ̃

∂z
(z)(h2H − z2)−1zL(dz), (HS)

où L(dz) désigne la mesure de Lebesgue sur C, ϕ̃ ∈ C∞
0 (C) est un prolongement presqu’analy-

tique de ϕ supporté dans un petit voisinage complexe de suppϕ et vérifiant∣∣∣∣∂ϕ̃∂z (z)
∣∣∣∣ ≤ CN |Im z|N , ∀N ≥ 1.

Notons
C±
ϕ = {z ∈ supp ϕ̃, ±Im z ≥ 0}.

Vu la formule de Helffer-Sjöstrand, les estimations désirées seront déduites d’estimations sur les
résolvantes obtenues pour z ∈ C±

ϕ .

Pour ±Im z > 0, désignons

R±
0,h(z) = (h2G0 − z2)−1, R±

h (z) = (h2G− z2)−1.

Ces résolvantes sont liées par

R±
h (z)

(
1 + h2VR±

0,h(z)
)

= R±
0,h(z) ou R±

h (z)−R±
0,h(z) = h2R±

h (z)VR±
0,h(z), ±Im z > 0.

Nous allons chercher des estimations sur R±
0,h pour voir que sous de bonnes hypothèses sur V ,

nous obtenons des estimations similaires sur R±
h en inversant

(
1 + h2VR±

0,h(z)
)

ainsi que sur

R±
h − R

±
0,h. Pour déterminer des estimations sur R±

0,h, intéressons-nous à son noyau : il est de
la forme R±h (|x− y|, z), où

R±h (σ, z) = ±h−2 iσ
−2ν

4(2π)ν
H±
ν (σz/h) = h−nR±1 (σh−1, z),

où ν = (n − 2)/2, H±
ν (λ) = λνH±

ν (λ), H±
ν sont les fonctions de Hankel sortante et entrante

d’ordre ν.

Il est bien connu que ces fonctions ont un comportement différent près de 0 et à l’infini. Pour
λ grand, ces fonctions vérifient H±

ν (λ) = e±iλb±ν (λ) où b±ν (λ) est un symbole d’ordre (n− 3)/2,
c’est-à-dire ∣∣∣∂kλb±ν (λ)

∣∣∣ ≤ C|λ|
n−3

2
−k, ∀k ∈ N.

Alors que près de λ = 0, elles sont de la forme

H±
ν (λ) = a±ν,1(λ) + λn−2 log λ a±ν,2(λ), (2.1.1)

où a±ν,1 et a±ν,2 sont des fonctions analytiques, a±ν,2 ≡ 0 si n est impaire.

Nous voyons que pour le comportement à l’infini, la dimension 3 joue un rôle charnière alors
que près de 0, c’est en dimension 2 que le comportement change (présense du terme λn−2 log λ).
C’est pourquoi, dans la suite, nous allons distinguer les cas n = 2, n = 3 et n ≥ 4.
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Lemme 2.6 Nous avons en dimension n ≥ 3

‖VR±
0,h(z)‖L1→L1 ≤ Ch−2, h ≥ 1, z ∈ C±

ϕ . (R1)

Preuve de (R1) : Il est bien connu que les fonctions de Hankel vérifient∣∣H±
ν (λ)

∣∣ ≤ C〈λ〉(n−3)/2e−|Imλ|, ∀λ, ±Imλ ≥ 0. (2.1.2)

Par conséquent, les fonctions R±h vérifient les estimations (pour σ > 0, h ≥ 1, z ∈ C±
ϕ )

∣∣R±h (σ, z)
∣∣ ≤ Ch−2σ−2ν

〈σz
h

〉n−3
2
e−|Im

σz
h |.

Comme nous avons 〈x〉α ≤ C(1+ |x|α), pour α > 0 et que nous pouvons majorer l’exponentielle
par 1, nous avons ∣∣R±h (σ, z)

∣∣ ≤ Ch−2σ−n+2

(
1 +

∣∣∣σz
h

∣∣∣n−3
2

)
.

Nous utilisons alors z ∈ C±
ϕ et h ≥ 1 pour conclure

∣∣∣σz
h

∣∣∣ ≤ Cσ et donc

∣∣R±h (σ, z)
∣∣ ≤ Ch−2

(
σ−n+2 + σ−(n−1)/2

)
. (2.1.3)

Remarquons qu’en dimension 3, −n+ 2 = −(n− 1)/2 = −1 :∣∣R±h (σ, z)
∣∣ ≤ h−2σ−1, n = 3.

La norme du terme de gauche de (R1) est majorée par

sup
y∈Rn

∫
Rn

|V (x)|
∣∣R±h (|x− y|, z)

∣∣ dx.
Vu (2.1.3), ce terme est majoré par :

≤ Ch−2 sup
y∈Rn

∫
Rn

|V (x)|
(
|x− y|−n+2 + |x− y|−(n−1)/2

)
dx,

et en utilisant (VOn) pour les dimension n ≥ 4 et (V3) pour la dimension n = 3, nous obtenons
finalement la majoration par Ch−2 soit

‖VR0,h(z)‖L1→L1 ≤ Ch−2, h ≥ 1.

2

(R1) bien que très utile ne nous permet pas d’inverser 1+h2VR±
0,h(z). Il faut pour cela gagner

une puissance négative de h supplémentaire. Cela est permis par une étude plus approfondie de
la fonction de Hankel en 0 ainsi que de l’hypothèse 0 point régulier. En dimension 3, l’étude doit
être légèrement modifiée et l’hypothèse (L3/2-) intervient.

Lemme 2.7 Nous avons pour z ∈ C±
ϕ et h ≥ 1 :

‖VR0,h(z)− VR0,h(0)‖L1→L1 ≤ Ch−5/2, n ≥ 4, (R2)

‖VR0,h(z)− VR0,h(0)‖L1→L1 ≤ Ch−2−γ , n = 3. (R3)
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Preuve de (R2) : Nous étudions donc les fonctions de Hankel. Tout d’abord, considérons le
cas |λ| ≥ 1, ∣∣H±

ν (λ)−H±
ν (0)

∣∣ ≤ |H±
ν (λ)|+ |H±

ν (0)|.

par (2.1.2), nous avons comme |λ| ≥ 1,∣∣H±
ν (λ)

∣∣ ≤ C〈λ〉(n−3)/2e−|Imλ| ≤ C|λ|(n−3)/2,

et nous avons ∣∣H±
ν (0)

∣∣ ≤ C ≤ C|λ|(n−3)/2.

Comme |λ|(n−3)/2 ≤ |λ|1/2〈λ〉(n−4)/2, nous avons pour |λ| ≥ 1,∣∣H±
ν (λ)−H±

ν (0)
∣∣ ≤ C|λ|1/2〈λ〉(n−4)/2.

Ensuite, considérons le cas |λ| ≤ 1, nous avons d’après (2.1.1)

H±
ν (λ)−H±

ν (0) = λ

(
a±ν (λ)− a±ν (0)

λ
+ λn−3 log λ · a±ν,2(λ)

)
.

Comme n ≥ 4 et comme
a±ν (λ)− a±ν (0)

λ
et a±ν,2(λ) sont analytiques, nous avons

∣∣H±
ν (λ)−H±

ν (0)
∣∣ ≤ C|λ| ≤ C|λ|1/2,

car |λ| ≤ 1. Comme |λ|1/2 ≤ |λ|1/2〈λ〉(n−4)/2, nous avons pour |λ| ≤ 1,∣∣H±
ν (λ)−H±

ν (0)
∣∣ ≤ C|λ|1/2〈λ〉(n−4)/2.

Finalement, ∣∣H±
ν (λ)−H±

ν (0)
∣∣ ≤ C|λ|1/2〈λ〉(n−4)/2, ∀λ, ±Imλ ≥ 0. (2.1.4)

En utilisant (2.1.4), nous obtenons :∣∣R±h (σ, z)−R±h (σ, 0)
∣∣ ≤ Ch−5/2

(
σ−n+5/2 + σ−(n−1)/2

)
. (2.1.5)

L’estimation (R2) suit de la même manière que (R1) en utilisant (2.1.5) au lieu de (2.1.3), le
fait que dans l’hypothèse (VOn) nous ayons σ−n+2 et non σ−n+5/2 ne change rien car ce terme
intervient pour contrôler le comportement des σ petits et si σ ≤ 1, nous avons σ−n+5/2 ≤ σ−n+2.

2

Preuve de (R3) : En dimension 3, nous avons∣∣∣H±
1/2(z)

∣∣∣ ≤ Ce−σ|Imz|, ∀z, ±Im z ≥ 0. (2.1.6)

De plus, pour z petit

H±
1/2(z)−H

±
1/2(0) = z × fonction analytique.

Donc ∣∣∣H±
1/2(z)−H

±
1/2(0)

∣∣∣ ≤ C|z|, z petit,

et ∣∣∣H±
1/2(z)−H

±
1/2(0)

∣∣∣ ≤ |H±
1/2(z)|+ |H±

1/2(0)| ≤ C, z grand.
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Ce que nous pouvons regrouper en∣∣∣H±
1/2(z)−H

±
1/2(0)

∣∣∣ ≤ C
|z|
〈z〉

, ∀z ∈ C±
ϕ . (2.1.7)

Par conséquent, les fonctions R±h vérifient les estimations (pour z ∈ C±
φ , σ > 0, h ≥ 1) :

∣∣R±h (σ, z)−R±h (σ, 0)
∣∣ ≤ Ch−2σ−1 |σz|/h

〈σz/h〉
= Ch−3|z|

〈σz
h

〉−1
.

Comme z ∈ C±
φ , on a |z|

〈σz
h

〉−1
≤ C

〈σ
h

〉−1
et finalement,

∣∣R±h (σ, z)−R±h (σ, 0)
∣∣ ≤ Ch−3

〈σ
h

〉−1
. (2.1.8)

Ensuite (R3) se déduit de la même manière que (R1) ou (R2) mais en utilisant l’hypothèse
(L3/2-) ainsi que la remarque sur cette hypothèse faite en appendice. En utilisant (2.1.8), La
norme du terme de gauche de (R3) est majorée par

sup
y∈R3

∫
R3

|V (x)||R±h (|x− y|, z)−R±h (|x− y|, 0)| dx ≤ Ch−3 sup
y∈R3

∫
R3

|V (x)|〈(x− y)/h〉−1 dx

≤ Ch−2−γ .

2

Par contre, en dimension 2, la présence du log pour z petit dans l’expression du noyau de
la résolvante libre modifie l’étude. Vu l’hypothèse faite sur le potentiel, nous pouvons obtenir
‖h2VR±

0,h(z)‖L1→L1 ≤ Ch1/2. Le comportement est ainsi différent des dimensions n ≥ 3 car ici,
cette estimation nous permet directement d’inverser 1 + h2VR±

0,h(z) mais cette fois-ci pour h
petit et non h grand.

Lemme 2.8 Nous avons en dimension n = 2 pour z ∈ C±
ϕ

‖VR0,h(z)‖L1→L1 ≤ Ch−3/2, ∀h > 0. (R4)

Preuve de (R4) : Nous avons alors

z grand , |H±
0 (z)| ≤ ce−|Imz||z|−1/2, ±Im z ≥ 0,

z petit , |H±
0 (z)| ≤ c| log |z||.

Par conséquent, les fonctions R±1 vérifient les estimations (pour z ∈ C±
φ , σ > 0) :∣∣R±1 (σ, z)

∣∣ ≤ C|σ|−1/2, σ ≥ 1,∣∣R±1 (σ, z)
∣∣ ≤ −C log(σ), σ ≤ 1.

Remarquons que − log(σ) ≤ C|σ|−1/2 et donc nous pouvons regrouper les deux estimations
précédentes en ∣∣R±1 (σ, z)

∣∣ ≤ C|σ|−1/2, ∀σ > 0.

D’où pour h > 0 : ∣∣R±h (σ, z)
∣∣ ≤ Ch−3/2|σ|−1/2, σ > 0. (2.1.9)
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Ainsi, la norme du terme de gauche de (R4) est majorée en utilisant (V2) par

sup
y∈R2

∫
R2

|V (x)||R±h (|x− y|, z)| dx ≤ Ch−3/2.

2

Parallèlement, aux estimations sur ‖VR±
0,h‖L1→L1 , nous obtenons aussi des estimations sur

‖R±
0,h‖L1→L1 .

Lemme 2.9 Nous avons pour n ≥ 2 :∥∥∥R±
0,h(z)

∥∥∥
L1→L1

≤ C|Im z|−q, h > 0, Im z 6= 0. (R5)

Preuve de (R5) : La norme du terme de gauche de (R5) est bornée supérieurement par∫
Rn

∣∣R±h (|ξ|, z)
∣∣ dξ.

En effectuant le changement de variables σ = |ξ|, nous avons∫
Rn

∣∣R±h (|ξ|, z)
∣∣ dξ = cn

∫ ∞

0
σn−1

∣∣R±h (σ, h)
∣∣ dσ.

Comme R±h (σ, z) = h−nR±1 (σh−1, z), nous avons∫ ∞

0
σn−1

∣∣R±h (σ, z)
∣∣ dσ =

∫ ∞

0
(σh−1)n−1

∣∣R±1 (σh−1, z)
∣∣h−1 dσ =

∫ ∞

0
σn−1

∣∣R±1 (σ, z)
∣∣ dσ.
(2.1.10)

Ainsi il suffit d’obtenir une majoration de |R±1 |.
En dimension n ≥ 4, nous utilisons (2.1.2) pour obtenir (pour z ∈ C±

ϕ , Im z 6= 0)∣∣R±1 (σ, z)
∣∣ ≤ σ−n+2〈σz〉

n−3
2 e−|Imσz| = Cσ−n+2〈σz〉−5/2〈σz〉

n+2
2 e−σ|Imz|,

comme σ > 0.∣∣R±1 (σ, z)
∣∣ ≤ Cσ−n+2〈σ〉(n−3)/2e−σ|Im z| ≤ Cσ−n+2〈σ〉−5/2|Im z|−(n+2)/2. (2.1.11)

Par (2.1.10), (2.1.11) est majoré par

≤ C|Im z|−(n+2)/2

∫ ∞

0
σ〈σ〉−5/2dσ.

En utilisant σ〈σ〉−1 ≤ 1, nous obtenons

≤ C|Im z|−(n+2)/2

∫ ∞

0
〈σ〉−3/2dσ.

Comme 〈σ〉−3/2 est intégrable sur (0,+∞), nous avons finalement la majoration :

≤ C|Im z|−(n+2)/2.

Ce qui prouve (R5) en dimension n ≥ 4. En dimension n = 3, pour prouver (R5), nous utilisons∣∣∣H±
1/2(z)

∣∣∣ ≤ Ce−σ|Imz|, ∀z, ±Im z ≥ 0,
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pour obtenir (pour z ∈ C±
φ , Im z 6= 0) :

|R±1 (σ, z)| ≤ Cσ−1e−σ|Imz|.

Ainsi, la norme du terme de gauche de (R5) est majorée par

C

∫ ∞

0
σ2|R±1 (σ, z)|dσ ≤ C

∫ ∞

0
σe−σ|Imz|dσ ≤ C|Im z|−2.

D’où (R5) en dimension 3. En dimension 2, pour prouver (R5), nous utilisons les majorations
précédentes pour obtenir (pour z ∈ C±

φ , Im z 6= 0) :

|R±1 (σ, z)| ≤ Ce−σ|Imz||σz|−1/2 ≤ C|σ|−5/2|Im z|−2, σ ≥ 1,

|R±1 (σ, z)| ≤ −C log(σ), σ ≤ 1.

Ainsi, la norme du terme de gauche de (2.1.10) est majorée par

C

∫ ∞

0
σ|R±1 (σ, z)|dσ ≤ C

∫ 1

0
− log(σ)dσ + C|Im z|−2

∫ ∞

1
σ−5/2dσ.

Finalement,

C

∫ ∞

0
σ|R±h (σ, z)|dσ ≤ C + C|Im z|−2 ≤ C|Im z|−2,

comme |Im z| � 1. D’où (R5) en dimension 2. 2

Même si l’inversibilité de 1 + h2VR±
0,h(z) est obtenue de manière différente selon les dimen-

sions, le principe de démonstration du lemme suivant est similaire et nous avons :

Lemme 2.10 Nous avons pour z ∈ C±
ϕ :

En dimension n ≥ 3, pour un certain h0 ≥ 1,

‖VRh(z)‖L1→L1 ≤ Ch−2, h ≥ h0, (R6)∥∥R±
h (z)

∥∥
L1→L1 ≤ C|Im z|−q, h ≥ h0, Im z 6= 0. (R7)

En dimension n = 2, pour un certain h0 ≤ 1,

‖VRh(z)‖L1→L1 ≤ Ch−3/2, 0 < h ≤ h0 < 1, (R8)∥∥R±
h (z)

∥∥
L1→L1 ≤ C|Im z|−q, 0 < h ≤ h0 < 1, Im z 6= 0. (R9)

Preuve de (R6) et (R7) : Pour prouver (R6) et (R7), nous allons utiliser l’identité

R±
h (z)

(
1 + h2VR±

0,h(z)
)

= R±
0,h(z), ±Im z > 0. (2.1.12)

Observons que 1+h2VR±
0,h(0) = 1−V∆−1, qui est supposé être inversible sur L1 avec un inverse

borné, noté T . Ainsi, il suit de (R2)-(R3) qu’il existe une constante h0 > 0 telle que pour h ≥ h0

l’opérateur 1 + h2VR±
0,h(z) est inversible sur L1 avec un inverse vérifiant∥∥∥∥(1 + h2VR±

0,h(z)
)−1

∥∥∥∥
L1→L1

≤ C, z ∈ C±
ϕ , (2.1.13)

avec une constante C > 0 indépendante de z et h. Par conséquent, nous pouvons écrire

R±
h (z) = R±

0,h(z)
(
1 + h2VR±

0,h(z)
)−1

. (2.1.14)

24



Maintenant (R6) résulte de (R1), (2.1.13) et (2.1.14), alors que (R7) résulte de (R5), (2.1.13) et
(2.1.14). 2

Preuve de (R8) et (R9) : Pour prouver (R8) et (R9), nous utilisons aussi l’identité :

R±
h (z)

(
1 + h2VR±

0,h(z)
)

= R±
0,h(z), ±Im z > 0.

Observons que ‖h2VR±
0,h(z)‖L1→L1 ≤ h1/2, donc pour h assez petit 1+h2VR±

0,h(z) est inversible
pour h ≤ h0, avec un certain h0 < 1, avec un inverse vérifiant∥∥∥∥(1 + h2VR±

0,h(z)
)−1

∥∥∥∥
L1→L1

≤ C, z ∈ C±
φ ,

avec une constante C > 0 indépendante de z et h. Par conséquent, on peut écrire

R±
h (z) = R±

0,h(z)
(
1 + h2VR±

0,h(z)
)−1

.

Maintenant, (R8) résulte de (R4) et des identités précédentes, alors que (R9) résulte de (R5) et
des mêmes identités. 2

2.1.2 Estimations sur ψ(h2G0) et ψ(h2G)

Pour les trois propositions suivantes, nous faisons les hypothèses suivantes : ψ ∈ C∞
0 ((0,+∞)),

0 est un point régulier pour G et V vérifie des hypothèses convenables.

Proposition 2.11 (estimations pour tout h en dimension n ≥ 2)
Il existe une constante positive C telle que nous ayons les estimations suivantes

‖ψ(h2G0)‖L1→L1 ≤ C, h > 0, (E1)∥∥〈x〉sψ(h2G0)〈x〉−s
∥∥
L1→L2 ≤ Ch−n/2〈h〉s, h > 0, s ≥ 0. (E2)

Dans (E1) et (E2), la constante C est de la forme

C = C ′ sup
0≤k≤k0

sup
λ∈R

|∂kλψ(λ)|, (E3)

avec un certain entier k0 indépendant de ψ et une consante C ′ > 0 dépendant du support de ψ,
seulement.

Proposition 2.12 (estimations pour h grand en dimension n ≥ 3)
Sous les hypothèses (VOn) pour n ≥ 4 et (V3)+(L3/2-) pour n = 3, nous avons

‖ψ(h2G)‖L1→L1 ≤ C, h ≥ h0, (E4)

‖ψ(h2G)− ψ(h2G0)T‖L1→L1 ≤ Ch−β, h ≥ h0, (E5)

où l’opérateur
T = (1− V∆−1)−1 : L1 → L1

est borné par hypothèse.

Proposition 2.13 (estimations pour h petit en dimension n = 2)
Sous l’hypothèse (V2), il existe des constantes positives C et h0 telles que les estimations sui-
vantes aient lieu : ∥∥ψ(h2G)

∥∥
L1→L1 ≤ C, 0 < h ≤ h0, (E6)∥∥ψ(h2G)− ψ(h2G0)
∥∥
L1→L1 ≤ Ch1/2, 0 < h ≤ h0. (E7)
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Proposition 2.14 (estimations pour h petit en dimension n ≥ 2)
De plus, si V vérifie (V(δ)) avec δ > n/2, nous avons les estimations :∥∥ψ(h2G)− ψ(h2G0)

∥∥
L1→L1 ≤ Ch2, 0 < h ≤ 1, (E8)∥∥∥〈x〉δ (ψ(h2G)− ψ(h2G0)
)∥∥∥
L1→L2

≤ Ch2−n/2, 0 < h ≤ 1. (E9)

Preuve de (E1) (1ère méthode) : (E1) résultent de (HS) et (R3). Ainsi∥∥ψ(h2G0)f
∥∥
L1 =

∥∥∥∥ 2
π

∫
C

∂ϕ̃

∂z
(z)R±

0,h(z)f(z)zL(dz)
∥∥∥∥
L1

en utilisant (HS),

≤ 2
π

∫
C

∣∣∣∣∂ϕ̃∂z (z)
∣∣∣∣ |z|∥∥∥R±

0,h(z)f
∥∥∥
L1
L(dz)

≤ C

∫
C

∣∣∣∣∂ϕ̃∂z (z)
∣∣∣∣ |Im z|−q+1L(dz)‖f‖L1 en utilisant (R3),

≤ C‖f‖L1 d’après les propriétés sur ϕ̃.

2

Preuve de (E4) et (E6) : De la même manière que précédemment, (E4) et (E6) résultent de
(HS) et de (R7) et (R9) respectivement.

2

Preuve de (E1) (2nde méthode) : (E1) peut être aussi prouvée en utilisant le fait que le noyau
de l’opérateur ψ(h2G0) est de la forme kh(|x− y|) avec une fonction kh vérifiant

kh(σ) = h−nk1(σ/h), (2.1.15)

|k1(σ)| ≤ Cm〈σ〉−m, ∀σ > 0, (2.1.16)

pour tout entier m ≥ 0, avec une constante Cm de la forme

Cm = C ′
m sup

0≤j≤jm
sup
λ∈R

|∂jλψ(λ)|, (2.1.17)

où jm est un certain entier indépendant de ψ, alors que C ′
m > 0 dépend du support de ψ. Nous

avons ∥∥ψ(h2G0)f
∥∥
L1 ≤ C

∫
Rn

∣∣∣∣∫
Rn

kh(|x− y|)f(y)dy
∣∣∣∣ dx = C ‖k(|x− ·|) ∗ f‖L1 .

Par l’inégalité de Young, ceci est majoré par

≤ C ‖k(| · |)‖L1 ‖f‖L1 .

Donc le terme de gauche de (E1) est majoré par∫
Rn

|kh(|ξ|)|dξ.

En effectuant le changement de variables σ = |ξ|, nous obtenons∫
Rn

|kh(|ξ|)|dξ = cn

∫ ∞

0
σn−1|kh(σ)| dσ.
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Puis en utilisant kh(σ) = h−nk1(σh−1) et en effectuant le changement de variables σh−1 7→ σ,
nous obtenons ∫ ∞

0
σn−1|k1(σ)|dσ.

Comme |k1(σ)| ≤ Cm〈σ〉−m pour tout σ > 0 et tout entier m ≥ 0, pour m = n+ 1, σn−1〈σ〉−m
est intégrable. Par conséquent, ∫ ∞

0
σn−1|k1(σ)|dσ ≤ Cn+1.

Finalement, nous obtenons (E1) : ∥∥ψ(h2G0)
∥∥
L1→L1 ≤ C.

2

Preuve de (E2) : Nous avons

∥∥〈x〉sψ(h2G0)〈x〉−sf
∥∥2

L2 =
∫
Rn

∣∣∣∣〈x〉s ∫
Rn

kh(|x− y|)〈y〉−sf(y)dy
∣∣∣∣2 dx,

qui est majoré par

≤ sup
y∈Rn

∫
Rn

〈x〉2s〈y〉−2s|kh(|x− y|)|2 dx‖f‖2
L1 .

Comme |x|2 ≤ 2(|y|2 + |x− y|2), nous avons 〈x〉2 = 1 + |x|2 ≤ 2〈y〉2〈x− y〉2 et donc pour tout
s ≥ 0, nous avons 〈x〉2s〈y〉−2s ≤ 〈x − y〉2s. La norme du terme de gauche de (E2) est donc
majorée par

sup
y∈Rn

(∫
Rn

〈x〉2s〈y〉−2s|kh(|x− y|)|2dx
)1/2

≤ sup
y∈Rn

(∫
Rn

〈x− y〉2s|kh(|x− y|)|2dx
)1/2

.

Nous avons
(
1 + |ξ/h|2

)
(1 + h2) ≥ 1 + |ξ|2, donc 〈ξ〉2s ≤ 〈ξ/h〉2s〈h〉−2s, et par conséquent en

effectuant en plus le changement de variables ξ = x− y, nous obtenons la majoration par

≤ C〈h〉s
(∫

Rn

〈ξ/h〉2s|kh(|ξ|)|2dξ
)1/2

.

En utilisant kh(|ξ|) = h−nk1(|ξ|/h) et en effectuant le changement de variables ξ/h 7→ ξ, nous
obtenons finalement la majoration par

≤ C〈h〉sh−n/2
(∫

Rn

〈ξ〉2s|k1(|ξ|)|2dξ
)1/2

.

En choisissant m assez grand dans la propriété (2.1.16), nous avons finalement∥∥〈x〉sψ(h2G0)〈x〉−s
∥∥
L1→L2 ≤ Csn〈h〉sh−n/2,

où sn est un certain entier dépendant de n et s.
2

Preuve de (E5) : Pour prouver (E5), nous réécrivons l’identité (2.1.14) sous la forme

R±
h (z)−R±

0,h(z)T = R±
0,h(z)

(
(1 + h2VR±

0;h(z))
−1 − T

)
,
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et comme T−1 = 1 + h2VR±
0,h(0), nous obtenons

R±
h (z)−R±

0,h(z)T = R±
0,h(z)

((
T−1 + (h2VR±

0,h(z)− h2VR±
0,h(0))

)−1
− T

)
,

et comme (1 +A)−1 − 1 = −A(1 +A)−1, nous obtenons finalement

R±
h (z)−R±

0,h(z)T

= R±
0,h(z)T

(
h2VR±

0,h(z)− h2VR±
0,h(0)

)
T
(
1 +

(
h2VR±

0,h(z)− h2VR±
0,h(0)

)
T
)−1

. (2.1.18)

Par (R2), (R3), (R5), (2.1.13) et (2.1.18), nous concluons∥∥∥R±
h (z)−R±

0,h(z)T
∥∥∥
L1→L1

≤ Ch−β|Im z|−q, h ≥ h0, z ∈ C±
ϕ , Im z 6= 0, (2.1.19)

avec des constantes C, q, β > 0 indépendantes de z et h. Maintenant (E7) résulte de (HS) et
(2.1.19).

2

Preuve de (E7) : Pour prouver (E7), nous réécrivons l’identité de la résolvante sous la forme

R±
h (z)−R±

0,h(z) = h2R±
h (z)VR±

0,h(z).

Par (R4) et (R9), nous concluons∥∥∥R±
h (z)−R±

0,h(z)
∥∥∥
L1→L1

≤ Ch1/2|Im z|−q, h ≤ h0, z ∈ C±
ϕ , Im z 6= 0, (2.1.20)

avec des constantes C, q > 0 indépendantes de z et h. Ainsi (E7) résulte de (2.1.20) et (HS).
2

Preuve de (E8) : Pour prouver (E8), observons que d’après la formule d’Helffer-Sjöstrand
(HS) et l’identité de la résolvante

(h2G− z2)−1 − (h2G0 − z2)−1 = (h2G0 − z2)−1(h2G− h2G0)(h2G− z2)−1

= h2(h2G0 − z2)−1V (h2G− z2)−1,

nous avons

ψ(h2G)− ψ(h2G0) =
2h2

π

∫
C

∂ϕ̃

∂z̄
(z)(h2G0 − z2)−1V (h2G− z2)−1zL(dz). (2.1.21)

Il est évident que (E8) résulte de (2.1.21), (R5) et de l’estimation (pour z ∈ supp ϕ̃)∥∥(h2G− z2)−1
∥∥
L1→L1 ≤ C|Im z|−q, 0 < h ≤ 1, Im z 6= 0. (2.1.22)

En effet, nous avons alors∥∥ψ(h2G)− ψ(h2G0)
∥∥
L1→L1

≤ Ch2

∫
C

∣∣∣∣∂ϕ̃∂z (z)
∣∣∣∣ ∥∥∥R±

0,h(z)
∥∥∥
L1→L1︸ ︷︷ ︸

≤C|Im z|−q (R5)

‖V ‖L∞︸ ︷︷ ︸
≤C

∥∥(h2G− z2)−1
∥∥
L1→L1︸ ︷︷ ︸

C|Im z|−q (2.1.22)

|z|︸︷︷︸
≤C, z∈suppϕ̃

L(dz).
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D’où ∥∥ψ(h2G)− ψ(h2G0)
∥∥
L1→L1 ≤ Ch2

∫
C

∣∣∣∣∂ϕ̃∂z (z)
∣∣∣∣ |Im z|−NL(dz) ≤ Ch2,

car ∣∣∣∣∂ϕ̃∂z (z)
∣∣∣∣ ≤ CN |Im z|N , ∀N ≥ 1.

Preuve de (2.1.22) : Soit φ ∈ C∞
0 ([1, 2]) telle que

∫
φ(θ2)θ−1dθ = 1. Etant donné un paramètre

0 < ε� 1, nous décomposons la résolvante libre comme suit

(h2G0 − z2)−1 = Aε(z;h) + Bε(z;h), (2.1.23)

où

Aε(z;h) =
∫ 1

0
f
(
(εθh)2G0; (εθ)2; z

) dθ
θ
,

Bε(z;h) =
∫ ∞

1
f
(
(εθh)2G0; (εθ)2; z

) dθ
θ
,

avec
f(λ;µ; z) =

φ(λ)
λµ−1 − z2

.

En effet, nous vérifions

Aε(z;h) + Bε(z;h) =
∫ ∞

0
f((eθh)2G0; (eθ)2; z)

dθ

θ
= (h2G0 − z2)−1

∫ ∞

0
φ((eθh)2G0)θ−1dθ.

Ecrivons à l’aide de la formule de Stone :∫ ∞

0
φ((eθh)2G0)θ−1dθ =

1
2iπ

∫ ∞

0

∫ ∞

0
φ((eθh)2λ2)

(
R+

0 (λ)−R−0 (λ)
)
θ−1dθdλ.

Effectuons le changement de variables ehλθ 7→ θ, nous obtenons∫ ∞

0
φ((eθh)2G0)θ−1dθ =

1
2iπ

∫ ∞

0

(∫ ∞

0
φ(θ2)θ−1dθ

)(
R+

0 (λ)−R−0 (λ)
)
dλ.

Ce qui donne ∫ ∞

0
φ((eθh)2G0)θ−1dθ =

1
2iπ

∫ ∞

0

(
R+

0 (λ)−R−0 (λ)
)
dλ = 1.

Maintenant, il est facile de voir qu’il existe des constantes 0 < µ1 < µ2 telles que la fonction
f vérifie les majorations suivantes∣∣∣∂jλf(λ;µ; z)

∣∣∣ ≤ Cjµ, 0 < µ ≤ µ1, (2.1.24)∣∣∣∂jλf(λ;µ; z)
∣∣∣ ≤ C ′

j |Im z|−j−1, µ1 ≤ µ ≤ µ2, (2.1.25)∣∣∣∂jλf(λ;µ; z)
∣∣∣ ≤ C ′′

j , µ ≥ µ2, (2.1.26)

pour tout entier j ≥ 0. En effet, écrivons

f(λ, µ, z) =
φ(λ)
λ

µ

1− z2λ−1µ
= −φ(λ)

z2

1
1− λz−2µ−1

.

Si nous notons supp φ̃ ∩ R = [m,M ] et comme suppφ = [1, 2], désignons par µ1 = m−2/2 et
µ2 = 4M2. Alors pour z ∈ supp φ̃, λ ∈ suppφ et µ ≤ µ1, nous avons |z2λ−1µ| ≤ 1/2 et donc
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µ

1− z2λ−1µ
≤ µ

2
. De même pour z ∈ supp φ̃, λ ∈suppφ et µ ≥ µ2, nous avons |z−2λµ−1| ≤ 1/2

et donc
1

1− z−2λµ−1
≤ 1

2
. Nous obtenons donc les majorations (2.1.24) et (2.1.26) pour j = 0.

Si µ1 ≤ µ ≤ µ2 et 1 ≤ λ ≤ 2, nous avons∣∣∣∣ φ(λ)
λµ−1 − z2

∣∣∣∣ ≤ C

∣∣∣∣ 1
Im (λµ−1 − z2)

∣∣∣∣ = C
1

2|Im z||Re z|
≤ C|Im z|−1

car z ∈ supp ϕ̃. D’où (E8.5) pour j = 0.
Les mêmes constantes µ1 et µ2 conviennent pour tout entier j ≥ 1, car les dénominateurs qui
apparaissent dans les dérivées successives se traitent de la même manière que le cas j = 0 alors
que les numérateurs restent bornés. Nous avons donc bien (2.1.24)-(2.1.26) pour tout entier
j ≥ 0.
Par (E1), (E3) et (2.1.24), nous avons∥∥f ((εθh)2G0; (εθ)2; z

)∥∥
L1→L1 ≤ C(εθ)2, 0 < θ ≤ 1, (2.1.27)

à condition ε > 0 soit pris suffisamment petit (tel que ε ≤ √
µ1, ainsi (εθ)2 ≤ µ1 pour 0 < θ ≤ 1).

Nous déduisons de (2.1.27)

‖Aε(z;h)‖L1→L1 ≤ Cε2, z ∈ supp ϕ̃, (2.1.28)

avec une constante C > 0 indépendante de z, h et ε.
Par (E2) et (E3), nous avons∥∥〈x〉sf ((εθh)2G0; (εθ)2; z

)
〈x〉−s

∥∥
L1→L2 ≤ C(εθh)−n/2〈εθh〉s × sup

0≤k≤k0
sup
λ∈R

∣∣∣∂kλf(λ; (εθ)2; z)
∣∣∣ .

Par suite, en utilisant (2.1.24)-(2.1.26), nous obtenons

sup
0≤k≤k0

sup
λ∈R

∣∣∣∂kλf(λ; (εθ)2; z)
∣∣∣ ≤ sup

0≤k≤k0
max

(
Ckµ1, C

′
k|Im z|−k−1, C

′′
k

)
,

et comme z ∈ Cϕ, Im z est petit, c’est donc le comportement de |Im z|−1 qui domine. Nous
obtenons finalement :∥∥〈x〉sf ((εθh)2G0; (εθ)2; z

)
〈x〉−s

∥∥
L1→L2 ≤ C(εθh)−n/2〈εθh〉s|Im z|−q, (2.1.29)

avec des constantes C, q > 0 indépendantes de z, θ, h et ε.
Nous déduisons de (2.1.29)

‖Bε(z;h)‖L1→L2 ≤ C ′
εh

−n/2|Im z|−q
∫ ∞

1
θ−1−n/2dθ

≤ Cεh
−n/2|Im z|−q, z ∈ supp ϕ̃, (2.1.30)

avec une constante Cε > 0 indépendant de z et h.
Il résulte de (2.1.28) que l’opérateur 1−h2VAε(z;h) est inversible sur L1, à condition que ε > 0
soit pris suffisamment petit, indépendant de h (rappelons que h est supposé 0 < h ≤ 1).
Par conséquent, nous pouvons écrire l’identité(

h2G− z2
)−1 =

(
h2G0 − z2

)−1 + h2
(
h2G− z2

)−1
V
(
h2G0 − z2

)−1
, (2.1.31)

sous la forme (
h2G− z2

)−1 = M(z;h) + h2
(
h2G− z2

)−1N (z;h), (2.1.32)
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où les opérateurs M(z;h) et N (z;h) sont définis pas

M(z;h) =
(
h2G0 − z2

)−1 (1− h2VAε(z;h)
)−1

,

N (z;h) = V Bε(z;h)
(
1− h2VAε(z;h)

)−1
.

En effet, en utilisant l’identité liant résolvante et résolvante libre et en utilisant 1 = (1− x)(1−
x)−1 avec x = h2VAε, nous obtenons

(h2G− z2)−1

=
(
(h2G0 − z2)−1 + h2(h2G− z2)−1V (h2G0 − z2)−1 − h2(h2G− z2)−1VAε

) (
1− h2VAε

)−1
.

Ce qui devient en introduisant Bε :

(h2G− z2)−1 = (h2G0 − z2)−1
(
1− h2VAε

)−1 + h2(h2G− z2)−1V Bε
(
1− h2VAε

)−1
.

De plus les opérateurs M(z;h) et N (z;h) vérifient les estimations

‖M(z;h)‖L1→L1 + ‖N (z;h)‖L1→L1 ≤ C|Im z|−q, (2.1.33)

‖N (z;h)‖L1→L2 ≤ Ch−n/2|Im z|−q. (2.1.34)

En effet, comme V vérifie (V(δ)) avec δ > n/2, on a V ∈ L2. (2.1.34) résulte alors de

‖N (z;h)‖L1→L2 ≤ C ‖V Bε(z;h)‖L1→L2 ≤ C‖V ‖L2 ‖Bε(z;h)‖L1→L2 ,

et de (2.1.30). Pour (2.1.33), comme nous avons
∥∥(h2G0 − z2)−1

∥∥
L1→L1 ≤ C|Im z|q, nous avons

la même estimations pour ‖M(z;h)‖L1→L1 . Nous utilisons ensuite (2.1.23) et (2.1.28) pour obte-
nir ‖N (z;h)‖L1→L1 ≤ C|Im z|−q. Ensuite, comme V ∈ L∞(Rn), nous avons finalement (2.1.33).

En itérant (2.1.32), nous avons

(
h2G− z2

)−1 =
J−1∑
j=0

M(z;h)N (z;h)j + h2J
(
h2G− z2

)−1N (z;h)J

=
J−1∑
j=0

M(z;h)N (z;h)j + h2J
(
h2G0 − z2

)−1N (z;h)J

+h2J+2
(
h2G0 − z2

)−1
V
(
h2G− z2

)−1N (z;h)J , (2.1.35)

pour tout entier J ≥ 1. Par (2.1.34) et (R3), nous obtenons∥∥∥(h2G0 − z2
)−1

V
(
h2G− z2

)−1N (z;h)
∥∥∥
L1→L1

≤ ‖V ‖L2

∥∥∥(h2G0 − z2
)−1
∥∥∥
L1→L1

∥∥∥(h2G− z2
)−1
∥∥∥
L2→L2

‖N (z;h)‖L1→L2

≤ Ch−n/2|Im z|−q2 . (2.1.36)

Maintenant, (2.1.22) résulte de (2.1.33), (2.1.35) et (2.1.36).
2
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Preuve de (E9) : Pour prouver (E9), nous réécrivons (2.1.32) sous la forme

(
h2G− z2

)−1 −
(
h2G0 − z2

)−1 =
3∑
j=1

Fj(z;h), (2.1.37)

où
F1(z;h) = h2Aε(z;h)VAε(z;h)

(
1− h2VAε(z;h)

)−1
,

F2(z;h) = h2Bε(z;h)VAε(z;h)
(
1− h2VAε(z;h)

)−1
,

F3(z;h) = h2
(
h2G− z2

)−1
V Bε(z;h)

(
1− h2VAε(z;h)

)−1
.

En effet,

F1(z;h)+F2(z;h)+F3(z;h) =
(
h2(Aε + Bε)VAε + h2

(
h2G− z2

)−1
V Bε

) (
1− h2VAε(z;h)

)−1
.

En utilisant
(
h2G0 − z2

)−1 = Aε + Bε et l’identité de la résolvante, nous retrouvons (2.1.37).
Il est facile de voir que nous avons l’estimation∥∥∥〈x〉s (h2G− z2

)−1 〈x〉−s
∥∥∥
L2→L2

≤ C|Im z|−q, z ∈ supp ϕ̃, 0 < h ≤ 1, (2.1.38)

pour tout s ≥ 0 avec des constantes C, q > 0 dépendantes de s mais indépendantes de z et h.
Par (2.1.30) et (2.1.38),∥∥∥〈x〉δF3(z;h)

∥∥∥
L1→L2

≤ Ch2−n/2|Im z|−q, z ∈ supp ϕ̃, 0 < h ≤ 1. (2.1.39)

Observons maintenant que nous pouvons écrire l’opérateur Aε(z;h) sous la forme

Aε(z;h) = χ(3)
ε (h2G0)

(
h2G0 − z2

)−1
,

où

χ(3)
ε (σ) =

∫ εσ1/2

0
φ(θ2)

dθ

θ
.

De façon similaire, nous pouvons décomposer l’opérateur Bε(z;h) comme B(1)
ε + B(2)

ε , où

B(j)
ε (z;h) = χ(j)

ε (h2G0)
(
h2G0 − z2

)−1
, j = 1, 2,

χ(1)
ε (σ) =

∫ ε−1σ1/2

εσ1/2

φ(θ2)
dθ

θ
, χ(2)

ε (σ) =
∫ ∞

ε−1σ1/2

φ(θ2)
dθ

θ
.

En prenant ε > 0 assez petit, nous pouvons nous arranger pour que suppχ(j)
ε ∩ suppϕ = ∅,

j = 2, 3, et donc que les fonctions à valeur opérateur Aε(z;h) et B(2)
ε (z;h) soient analytiques sur

supp ϕ̃. Par conséquent, nous pouvons écrire (2.1.21) sous la forme

ψ(h2G)− ψ(h2G0) =
2
π

4∑
j=3

∫
C

∂ϕ̃

∂z̄
(z)Fj(z;h)zL(dz), (2.1.40)

où
F4(z;h) = h2B(1)

ε (z;h)VAε(z;h)
(
1− h2VAε(z;h)

)−1
.

Par (2.1.29) (avec s = δ), nous avons∥∥∥〈x〉δF4(z;h)
∥∥∥
L1→L2

≤ Ch2
∥∥∥〈x〉δB(1)

ε (z;h)〈x〉−δ
∥∥∥
L1→L2

≤ Ch2−n/2|Im z|−q, z ∈ supp ϕ̃, 0 < h ≤ 1. (2.1.41)

Maintenant (E9) résulte de (2.1.39)-(2.1.41). 2
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2.2 Estimations à basses fréquences en dimension n ≥ 3

On introduit
Φ(t;h) = eit

√
Gψ(h2G)− T ∗eit

√
G0ψ(h2G0)T.

Pour prouver le théorème en dimension n ≥ 3 à basses fréquences, nous allons étudier ce com-
parateur en trois étapes :

1. Estimations sur ψ(h2G0) et ψ(h2G) à l’aide de propriétés sur la résolvante (cf section 2.1).

2. Estimations autour des propagateurs à l’aide d’estimations sur les noyaux (cf proposition
2.16).

3. Estimations du comparateur à l’aide de la formule de Duhamel et d’un mécanisme de
bootstrap.

2.2.1 Etape 1 : Estimations sur ψ(h2G0) et ψ(h2G)

L’étude a déjà été faite dans une partie précédente. Rappelons ici les résultats qui nous
intéressent à basses fréquences en dimension n ≥ 3 :

Proposition 2.15 Il existe des constantes positives C, β et h0 telles que nous ayons les esti-
mations suivantes

‖ψ(h2G0)‖L1→L1 ≤ C, h > 0, (E1)

‖ψ(h2G)‖L1→L1 ≤ C, h ≥ h0, (E4)

‖ψ(h2G)− ψ(h2G0)T‖L1→L1 ≤ Ch−β , h ≥ h0, (E5)

où l’opérateur
T = (1− V∆−1)−1 : L1 → L1

est borné par hypothèse.

2.2.2 Etape 2 : Estimations autour des propagateurs eit
√
G0 et eit

√
G

Proposition 2.16 Sous les hypothèses du théorème 2.1, il existe des constantes positives C, h0

et β telles que, pour ∀f ∈ L1,∥∥∥eit√G0ψ(h2G0)f
∥∥∥
L∞

≤ Ch−(n+1)/2|t|−(n−1)/2‖f‖L1 , h > 0, t 6= 0, (P1)∥∥∥eit√G0ψ(h2G0)f
∥∥∥
L∞

≤ Ch−(n+1)/2〈t〉−(n−1)/2‖f‖L1 , h ≥ 1, ∀t, (P2)∫ ∞

−∞

∥∥∥V eit√G0ψ(h2G0)f
∥∥∥
L1
dt ≤ Ch−1−(n−3)/2‖f‖L1 , h > 0, n ≥ 4, (P3)∫ ∞

−∞

∥∥∥V eit√G0ψ(h2G0)f
∥∥∥
L1
dt ≤ Ch−1−γ‖f‖L1 , h ≥ 1, n = 3, (P4)∫ ∞

−∞

∥∥∥V eit√Gψ(h2G)f
∥∥∥
L1
dt ≤ Ch−1−β‖f‖L1 , h ≥ h0. (P5)

Remarque 2.17 Observons dans (P3) que si n = 3 cela donne un terme en h−1 qui est insuf-
fisant pour continuer les majorations. Il faut une puissance négative de h supplémentaire, ce qui
nécessite de nouveau l’emploi de l’hypothèse (L3/2-) et nous obtenons alors (P4) en dimension
n = 3.
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preuve de (P1) : Nous allons utiliser le fait que le noyau de l’opérateur eit
√
G0ψ(h2G0) est de

la forme Kh(|x− y|, t), où

Kh(σ, t) =
σ−2ν

(2π)ν+1

∫ ∞

0
eitλJν(σλ)ψ(h2λ2)λdλ = h−nK1(σh−1, th−1), (2.2.1)

où Jν(z) = zνJν(z), Jν(z) =
(
H+
ν (z) +H−

ν (z)
)
/2 est la fonction de Bessel d’ordre ν = (n−2)/2.

Il est montré dans l’appendice que Kh vérifie les estimations (pour tout σ, t > 0, h ≥ 1)

|K1(σ, t)| ≤ C〈t〉−s〈σ〉s−(n−1)/2, ∀s ≥ 0, (2.2.2)

|Kh(σ, t)| ≤ Ch−(n+1)/2|t|−sσs−(n−1)/2, 0 ≤ s ≤ (n− 1)/2. (2.2.3)

Nous avons∣∣∣eit√G0ψ(h2G0)f(x)
∣∣∣ = ∣∣∣∣∫

Rn

Kh(|x− y|, t)f(y)dy
∣∣∣∣ ≤ sup

σ>0
|Kh(σ, t)| ‖f‖L1 ,

donc il est évident que (P1) résulte de (2.2.3) avec s = (n− 1)/2.

Preuve de (P3) et (P4) : Nous avons∫
Rn

∣∣∣V eit√G0ψ(h2G0)f(x)
∣∣∣ dx ≤ ∫

Rn

∫
Rn

|V (x)||Kh(|x− y|, t)||f(y)|dydx

≤ ‖f‖L1 sup
y∈Rn

∫
Rn

|V (x)||Kh(|x− y|, t)|dx.

D’où après intégration par rapport au temps :∫ ∞

−∞

∥∥∥V eit√G0ψ(h2G0)f
∥∥∥
L1
dt ≤ ‖f‖L1 sup

y∈Rn

∫
Rn

|V (x)|
∫ ∞

−∞
|K(|x− y|, t)|dt dx.

Ce n’est donc pas difficile de voir que (P3) et (P4) résultent de (VOn) et du lemme suivant avec
(s = 0) :

Lemme 2.18 Pour tout σ, h > 0, 0 ≤ s ≤ (n− 1)/2, nous avons∫ ∞

−∞
〈th−1〉s |Kh(σ, t)| dt ≤ Ch−n+1〈σh−1〉s−(n−1)/2. (2.2.4a)

Remarquons que |th−1|s ≤ 〈th−1〉s et comme pour 0 ≤ s ≤ (n−1)/2, nous avons 〈σh−1〉s−(n−1)/2 ≤
C(σh−1)s−(n−1)/2, nous obtenons pour tout σ, h > 0, 0 ≤ s ≤ (n− 1)/2 :∫ ∞

−∞
|t|s |Kh(σ, t)| dt ≤ Ch−(n−1)/2σs−(n−1)/2. (2.2.4b)

Preuve lemme ⇒ (P3) et (P4) : Nous avons alors en dimension n ≥ 4 en utilisant (2.2.4b) :∫ ∞

−∞

∥∥∥V eit√G0ψ(h2G0)f
∥∥∥
L1
dt ≤ Ch−(n−1)/2‖f‖L1 sup

y∈Rn

∫
Rn

|V (x)||x− y|−(n−1)/2dx,

et en dimension n = 3 en utilisant (2.2.4a) :∫ ∞

−∞

∥∥∥V eit√G0ψ(h2G0)f
∥∥∥
L1
dt ≤ Ch−2‖f‖L1 sup

y∈Rn

∫
Rn

|V (x)|〈|x− y|h−1〉−1dx.
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En utilisant (VOn) en dimension n ≥ 4 et (L3/2-) en dimension n = 3, nous obtenons bien (P3)
et (P4).

Preuve lemme h = 1 ⇒ lemme : Vu (2.2.1), il suffit de montrer (2.2.4) avec h = 1. En effet,
nous avons ∫ +∞

−∞
〈th−1〉s|Kh(σ, t)|dt = h−n

∫ +∞

−∞
〈th−1〉s|K1(σh−1, th−1)|dt.

En effectuant le changement de variables th−1 7→ t, nous obtenons :∫ +∞

−∞
|〈th−1〉s|Kh(σ, t)|dt = h−n+1

∫ +∞

−∞
〈t〉s|K1(σh−1, t)|dt

≤ Ch−n+1〈σh−1〉s−(n−1)/2 si (2.2.4a) pour h = 1.

Preuve lemme h = 1 : Lorsque 0 < σ ≤ 1, cela provient de (2.2.2). En effet, nous séparons
l’intégration en deux parties |t| ≤ 1 et |t| ≥ 1. Pour le domaine |t| ≥ 1, nous utilisons (2.2.2)
avec s+ 1 + ε, ε > 0, 0 ≤ s ≤ (n− 1)/2, ce qui donne∫

|t|≥1
|t|s|K1(σ, t)|dt ≤ C〈σ〉s+1+ε−(n−1)/2.

Comme 0 < σ ≤ 1, nous avons 〈σ〉1+ε ≤ C. Pour le domaine |t| ≤ 1, nous utilisons (2.2.2) avec
s, 0 ≤ s ≤ (n− 1)/2, ce qui donne∫

|t|≤1
|t|s|K1(σ, t)|dt ≤ C〈σ〉s−(n−1)/2.

Finalement, nous avons∫ ∞

−∞
|t|s|K1(σ, t)|dt ≤ C〈σ〉s−(n−1)/2, 0 < σ ≤ 1. (2.2.5)

Soit maintenant σ ≥ 1. Nous allons utiliser le fait que la fonction Jν peut être décomposée en
Jν(z) = eizb+ν (z) + e−izb−ν (z), où b±ν (z) sont des symboles d’ordre (n− 3)/2 pour z ≥ z0. Alors,
nous pouvons décomposer la fonction K1 en K+

1 +K−
1 , où K±

1 sont définis en remplaçant dans
la définition de K1 la fonction Jν(σλ) par e±iσλb±ν (σλ). En intégrant par parties, nous obtenons
par exemple pour K+

1 :

im(t+ σ)mK+
1 (σ, t) = cνσ

−2ν

∫ ∞

0
ei(t+σ)λ d

m

dλm
(
b+ν (σλ)ψ(λ2)λ

)
dλ.

En utilisant la formule de dérivation de Leibniz, nous avons

dm

dλm
(
b+ν (σλ)ψ(λ2)λ

)
=

m∑
k=0

σk
dkb+ν
dλk

(σλ)ψm−k(λ),

où ψm−k ∈ C∞
0 ((0,+∞)). En utilisant∣∣∣∣dkb+νdλk

(z)
∣∣∣∣ ≤ |z|

n−3
2
−k, |z| ≥ z0,

et le fait que σ > 1 (et donc σλ ≥ z0 pour z0 convenablement choisi) et comme les ψm−k sont
à support compact, nous pouvons majorer la valeur absolue de la derivée m-ième par Cσ

n−3
2 .

Finalement, −2ν + (n− 3)/2 = −(n− 1)/2, par conséquent nous avons la majoration∣∣K±
1 (σ, t)

∣∣ ≤ Cmσ
−(n−1)/2〈t± σ〉−m, (2.2.6)
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pour tout entier m ≥ 0. En utilisant |t| ≤ |σ|+ |t±σ| et donc |t|s ≤ Cσs+C|t±σ|s, nous avons∫ ∞

−∞
|t|s
∣∣K±

1 (σ, t)
∣∣ dt ≤ σs

∫ ∞

−∞

∣∣K±
1 (σ, t)

∣∣ dt+
∫ ∞

−∞
|t± σ|s

∣∣K±
1 (σ, t)

∣∣ dt.
Par (2.2.6),∫ ∞

−∞
|t|s
∣∣K±

1 (σ, t)
∣∣ dt ≤ Cmσ

s−(n−1)/2

∫ ∞

−∞
〈t± σ〉−mdt+ Cmσ

−(n−1)/2

∫ ∞

−∞
〈t± σ〉−m+sdt.

Nous séparons l’intégration en deux parties, par exemple∫ +∞

−∞
〈t+ σ〉−mdt =

∫
|t+σ|>1

〈t+ σ〉−mdt+
∫
|t+σ|<1

〈t+ σ〉−mdt,

et nous choisissons m = 2 dans la première intégrale et m = 0 dans la seconde pour conclure∫ +∞

−∞
〈t+ σ〉−mdt ≤ C.

Finalement, en procédant de même pour les autres intégrales∫ ∞

−∞
|t|s
∣∣K±

1 (σ, t)
∣∣ dt ≤ Cσs−(n−1)/2. (2.2.7)

Comme σ ≥ 1, nous avons 〈σ〉 ≤ Cσ et donc pour 0 ≤ s ≤ (n−1)/2, σs−(n−1)/2 ≤ C〈σ〉s−(n−1)/2,
nous avons finalement pour tout σ > 0 :∫ ∞

−∞
|t|s|K±

1 (σ, t)|dt ≤ C〈σ〉s−(n−1)/2.

En utilisant cette inégalité pour s = 0 et 0 ≤ s ≤ (n−1)/2 et en remarquant que 〈t〉s ≤ C(1+|t|s),
nous obtenons (2.2.4a) pour tout σ > 0 et 0 ≤ s ≤ (n− 1)/2. 2

Preuve de (P5) : Pour prouver (P5) nous allons utiliser la formule

eit
√
Gψ(h2G) = (iπh)−1

∫ ∞

0
eitλϕh(λ)

(
R+(λ)−R−(λ)

)
dλ, (2.2.9)

où ϕh(λ) = ϕ1(hλ), ϕ1(λ) = λψ(λ2), et R±(λ) = (G− λ2 ± i0)−1 vérifie l’identité

R±(λ)
(
1 + V R±0 (λ)

)
= R±0 (λ). (2.2.10)

Ici R±0 (λ) désignent les résolvantes libres sortante et entrante avec les noyaux donnés en terme
de fonction de Hankel, H±

ν , d’ordre ν = (n− 2)/2 par la formule

[R±0 (λ)](x, y) = ±i4−1(2π)−ν |x− y|−n+2H±
ν (λ|x− y|),

où H±
ν (z) = zνH±

ν (z) vérifie∣∣∂jzH±
ν (z)

∣∣ ≤ C〈z〉(n−3)/2, ∀z > 0, j = 0, 1. (2.2.11)

En effet, rappelons que nous avons

H±
ν (z) = e±izb±ν (z) si z ≥ z0 et H±

ν (z) = a±ν,1(z) + zn−2 log z a±ν,2(z) si z ≤ z0,
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avec b±ν symbole d’ordre (n−3)/2 et a±ν,j analytiques (j = 1, 2). Nous avons déjà montré (2.2.11)
pour j = 0. Dérivons maintenant H±

ν . Nous obtenons si z ≥ z0 :

∂zH±
ν (z) = e±iz

(
±ib±ν (z) + ∂zb

±
ν (z)

)
,

qui peut s’estimer comme z grand∣∣∂zH±
ν (z)

∣∣ ≤ C
∣∣b±ν (z)

∣∣+ C
∣∣∂zb±ν (z)

∣∣ ≤ C|z|(n−3)/2.

Pour z ≤ z0, nous obtenons

∂zH±
ν (z) = ∂za

±
ν,1 + zn−2 log z ∂za±ν,2(z) +

(
(n− 2)zn−1 log z + zn−3

)
a±ν,2(z).

Lorsque n ≥ 4, nous avons près de 0, la même estimation que pour H±
ν (z) soit

∣∣∂zH±
ν (z)

∣∣ ≤ C.
Lorsque n = 3, comme aν,2(z) ≡ 0, nous avons aussi la même estimation. Ce qui prouve bien
(2.2.11) pour j = 1.

D’autre part, nous avons aussi∣∣H±
ν (z)−H±

ν (0)
∣∣ ≤ C|z|1/2〈z〉(n−4)/2, ∀z, pour n ≥ 4, (2.2.12a)∣∣∣H±

1/2(z)−H
±
1/2(0)

∣∣∣ ≤ C|z|〈z〉−1, ∀z, pour n = 3. (2.2.12b)

Il suit de (2.2.11) et de (VOn) et (V3) que∥∥V R±0 (λ)
∥∥
L1→L1 ≤ C, 0 < λ ≤ 1, (2.2.13)

D’autre part, nous avons∥∥(V R±0 (λ)− V R±0 (0))f
∥∥
L1 ≤ cn

∫
Rn

∫
Rn

|x− y|−n+2
∣∣H±

ν (λ|x− y|)−H±
ν (0)

∣∣ |V (x)||f(y)| dydx.

Distinguons les cas n = 3 et n ≥ 4. Pour n ≥ 4, nous utilisons (2.2.12a) pour obtenir :∥∥(V R±0 (λ)− V R±0 (0))f
∥∥
L1 ≤ cn

∫
Rn

∫
Rn

|x−y|−n+2λ1/2|x−y|1/2〈λ|x−y|〉(n−4)/2|V (x)||f(y)| dxdy.

En utilisant (VOn) et le fait que si 0 < λ ≤ 1, nous avons λ(n−4)/2 ≤ 1, nous obtenons∥∥V R±0 (λ)− V R±0 (0)
∥∥
L1→L1 ≤ Cλ1/2, 0 < λ ≤ 1.

Pour n = 3, nous utilisons (2.2.12b) pour obtenir :∥∥(V R±0 (λ)− V R±0 (0))f
∥∥
L1 ≤ c3λ

∫
R3

∫
R3

〈λ|x− y|〉−1|V (x)||f(y)| dxdy.

En utilisant (L3/2-), nous obtenons :∥∥V R±0 (λ)− V R±0 (0)
∥∥
L1→L1 ≤ Cλγ , 0 < λ ≤ 1,

avec γ définie dans l’appendice. Nous pouvons donc écrire pour n ≥ 3 :∥∥V R±0 (λ)− V R±0 (0)
∥∥
L1→L1 ≤ Cλβ, 0 < λ ≤ 1,
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avec β = min(γ, 1/2) > 0. Comme 1 + V R±0 (0) = 1− V∆−1 est inversible sur L1 par hypothèse
avec un inverse borné, noté T , il suit de (2.2.14) qu’il existe une constante λ0 > 0 telle que
l’opérateur 1 + V R±0 (λ) soit inversible sur L1 pour 0 < λ ≤ λ0. Vu (2.2.10), nous avons

R±(λ) = R±0 (λ)
(
1 + V R±0 (λ)

)−1
,

et donc
V R±(λ) = V R±0 (λ)

(
1 + V R±0 (λ)

)−1 = 1−
(
1 + V R±0 (λ)

)−1
.

En écrivant ensuite

1 + V R±0 (λ) = 1 + V R±0 (0) + V R±0 (λ)− V R±0 (0)

= T−1 + V R±0 (λ)− V R±0 (0) =
(
1 + (V R±0 (λ)− V R±0 (0))T

)
T−1,

nous avons l’identité∑
±
±V R±(λ) = −

∑
±
±
(
1 + V R±0 (λ)

)−1 = −
∑
±
±T

(
1 + (V R±0 (λ)− V R±0 (0))T

)−1

=
∑
±
±T (V R±0 (λ)− V R±0 (0))T

(
1 + (V R±0 (λ)− V R±0 (0))T

)−1
. (2.2.15)

Par (2.2.9) et (2.2.15),

V eit
√
Gψ(h2G) = (iπh)−1

∑
±
±
∫ +∞

−∞
TV P±

h (t− τ)U±
h (τ)dτ, (2.2.16)

où
P±
h (t) =

∫ ∞

0
eitλϕ̃h(λ)

(
R±0 (λ)−R±0 (0)

)
dλ,

U±
h (t) =

∫ ∞

0
eitλϕh(λ)T

(
1 + (V R±0 (λ)− V R±0 (0))T

)−1
dλ,

où ϕ̃h(λ) = ϕ̃1(hλ), ϕ̃1 ∈ C∞
0 ((0,+∞)) est tel que ϕ̃1 = 1 sur suppϕ1. Le noyau de l’opérateur

P±
h (t) est de la forme A±h (|x− y|, t), où

A±h (σ, t) = ±i4−1(2π)−νσ−n+2

∫ ∞

0
eitλϕ̃h(λ)

(
H±
ν (σλ))−H±

ν (0)
)
dλ = h1−nA±1 (σ/h, t/h).

(2.2.17)

Lemme 2.19 Pour tout σ > 0, h ≥ 1, nous avons∫ ∞

−∞

∣∣A±h (σ, t)
∣∣ dt ≤ Ch−1/2

(
σ−n+5/2 + σ−(n−1)/2

)
, n ≥ 4, (2.2.18)

∫ ∞

−∞

∣∣A±h (σ, t)
∣∣ dt ≤ Ch−1〈σh−1〉−1, n = 3. (2.2.19)

Preuve de (2.2.18). Vu (2.2.17), il suffit de prouver (2.2.18) avec h = 1. Considérons en
premier le cas 0 < σ ≤ 1. Nous voulons obtenir une majoration en σ−n+5/2. En utilisant
l’inégalité montrée en appendice

‖f̂‖L1 ≤ C
1∑
j=0

sup
λ
〈λ〉
∣∣∣∂jλf(λ)

∣∣∣ ,
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nous obtenons

σn−2

∫ ∞

−∞

∣∣A±1 (σ, t)
∣∣ dt = cν

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣∫ ∞

0
eitλφ̃1(λ)

(
H±
ν (σλ)−H±

ν (0)
)
dλ

∣∣∣∣ dt
≤ C sup

λ∈supp eϕ1

(∣∣H±
ν (σλ)−H±

ν (0)
∣∣+ σ

∣∣∂λH±
ν (σλ)

∣∣) ≤ Cσ1/2,

qui est la borne désirée. Soit maintenant σ ≥ 1. Nous voulons obtenir une majoration en
σ−(n−1)/2. Nous avons

A±1 (σ, t) = K±
1 (σ, t) + c±σ−n+2

∫ ∞

0
eitλϕ̃1(λ)dλ,

où c± sont des constantes et K±
1 sont comme dans la preuve du lemme 2.18. Comme ϕ̃ est à

support compact, nous avons ˆ̃ϕ ∈ L1(R). En effet, écrivons∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∫ ∞

0
eitλφ(λ)dλ

∣∣∣∣ dt =
∫
|t|≤1

∣∣∣∣∫ ∞

0
eitλφ(λ)dλ

∣∣∣∣ dt+
∫
|t|≥1

∣∣∣∣∫ ∞

0
eitλφ(λ)dλ

∣∣∣∣ dt.
En intégrant par parties deux fois dans l’intégrale portant sur {|t| ≥ 1}, nous avons∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∫ ∞

0
eitλφ(λ)dλ

∣∣∣∣ dt ≤ C +
∫
|t|≥1

1
t2

∫ ∞

0
|ϕ′′(λ)|dλ dt ≤ C.

Nous avons donc ∫ ∞

−∞
|A±1 (σ, t)|dt ≤

∫ ∞

−∞
|K±

1 (σ, t)|dt+ Cσ−n+2‖ ˆ̃
φ1‖L1 .

En utilisant (2.2.7) qui apparâıt dans la preuve du lemme 2.18. avec s = 0 et le fait que pour
σ ≥ 1, nous ayons σ−n+2 ≤ σ−(n−1)/2, nous obtenons finalement :∫ ∞

−∞
|A±1 (σ, t)|dt ≤ Cσ−(n−1)/2, σ ≥ 1.

Par conséquent, nous avons bien (2.2.18) (avec h = 1) dans ce cas. 2

Preuve de (2.2.19). Comme dans le cas n ≥ 4, il suffit de prouver (2.2.19) pour h = 1.
Considérons en premier le cas 0 < σ ≤ 1. Nous utilisons ici encore l’inégalité

‖f̂‖L1 ≤ C
1∑
j=0

sup
λ
〈λ〉
∣∣∣∂jλf(λ)

∣∣∣ ,
nous obtenons

σ

∫ ∞

−∞

∣∣A±1 (σ, t)
∣∣ dt = c3

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣∫ ∞

0
eitλφ̃1(λ)

(
H±
ν (σλ)−H±

ν (0)
)
dλ

∣∣∣∣ dt
≤ C sup

λ∈supp eϕ1

(∣∣H±
ν (σλ)−H±

ν (0)
∣∣+ σ

∣∣∂λH±
ν (σλ)

∣∣)
≤ C sup

λ∈supp eϕ1

(
|σλ|〈σλ〉−1 + σ

)
≤ Cσ.

En utilisant 1 ≤ C〈σ〉−1, nous avons∫ ∞

−∞

∣∣A±1 (σ, t)
∣∣ dt ≤ C〈σ〉−1, 0 < σ ≤ 1,
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qui est la borne désirée. Pour σ ≥ 1, écrivons de nouveau

A±1 (σ, t) = K±
1 (σ, t) + c±σ−1

∫ ∞

0
eitλϕ̃1(λ)dλ,

où c± sont des constantes et K±
1 sont comme dans la preuve du lemme 2.18. Nous avons donc∫ ∞

−∞
|A±1 (σ, t)|dt ≤

∫ ∞

−∞
|K±

1 (σ, t)|dt+ Cσ−1‖ ˆ̃
φ1‖L1 .

En utilisant (2.2.7) qui apparâıt dans la preuve du lemme 2.18. avec s = 0 et le fait que
σ−1 ≤ 〈σ〉−1 pour σ ≥ 1, nous obtenons finalement :∫ ∞

−∞
|A±1 (σ, t)|dt ≤ C〈σ〉−1 + Cσ−1 ≤ C〈σ〉−1, σ ≥ 1.

Par conséquent, nous avons bien (2.2.19) (avec h = 1) dans ce cas. 2

Suite de la preuve de (P5) : Par (2.2.16), (2.2.18) et (VOn), nous avons∫ ∞

−∞

∥∥∥V eit√Gψ(h2G)f
∥∥∥
L1
dt ≤ Ch−1

∑
±

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∥∥V P±
h (t− τ)U±

h (τ)f
∥∥
L1 dτdt

≤ Ch−1
∑
±

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫
Rn

∫
Rn

|V (x)|
∣∣A±h (|x− y|, t− τ)

∣∣ ∣∣U±
h (τ)f(y)

∣∣ dxdydτdt
≤ Ch−1

∑
±

∫
Rn

∫
Rn

|V (x)|
(∫ ∞

−∞

∣∣A±h (|x− y|, τ)
∣∣ dτ)(∫ ∞

−∞

∣∣U±
h (τ)f(y)

∣∣ dτ) dxdy.
Distinguons maintenant les cas n ≥ 4 et n = 3. Pour n ≥ 4, nous avons la majoration par

≤ Ch−3/2
∑
±

∫
Rn

∫
Rn

|V (x)|
(
|x− y|−n+5/2 + |x− y|−(n−1)/2

)∫ ∞

−∞

∣∣U±
h (τ)f(y)

∣∣ dτdxdy
≤ Ch−3/2

∑
±

∫
Rn

∫ ∞

−∞

∣∣U±
h (τ)f(y)

∣∣ dτdy. (2.2.20)

Pour n = 3, nous avons la majoration par

≤ Ch−2
∑
±

∫
Rn

∫
Rn

|V (x)|〈|x− y|/h〉−1

∫ ∞

−∞

∣∣U±
h (τ)f(y)

∣∣ dτdxdy,
et donc en utilisant (L3/2-), nous obtenons finalement une majoration par

≤ Ch−1−γ
∑
±

∫
Rn

∫ ∞

−∞

∣∣U±
h (τ)f(y)

∣∣ dτdy. (2.2.21)

Ainsi, (P5) résulte de (2.2.20) et (2.2.21) (avec β = min(γ, 1/2)) et du lemme suivant

Lemme 2.20 Il existe une constante h0 > 0 telle que pour h ≥ h0, nous ayons∫
Rn

∫ ∞

−∞

∣∣U±
h (t)f(x)

∣∣ dtdx ≤ C‖f‖L1 . (2.2.22)
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Preuve du lemme. En utilisant l’identité

T
(
1 + (V R±0 (λ)− V R±0 (0))T

)−1

= T − T (V R±0 (λ)− V R±0 (0))T
(
1 + (V R±0 (λ)− V R±0 (0))T

)−1
,

nous obtenons
U±
h (t) = T ϕ̂h(t)−

∫ ∞

−∞
TV P±

h (t− τ)U±
h (τ)dτ.

Comme ∫ ∞

−∞
|ϕ̂h(t)|dt = h−1

∫ ∞

−∞
|ϕ̂1(t/h)|dt =

∫ ∞

−∞
|ϕ̂1(t)|dt,

comme précédemment, nous avons∫
Rn

∫ ∞

−∞

∣∣U±
h (t)f(x)

∣∣ dtdx ≤ C‖f‖L1

∫ ∞

−∞
|ϕ̂h(t)|dt

+C
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫
Rn

∫
Rn

|V (x)|
∣∣A±h (|x− y|, t− τ)

∣∣ ∣∣U±
h (τ)f(y)

∣∣ dxdydτdt.
Ce qui se majore pour n ≥ 4 par

≤ C‖f‖L1 + Ch−1/2

∫
Rn

∫ ∞

−∞

∣∣U±
h (τ)f(y)

∣∣ dτdy,
et pour n = 3 par

≤ C‖f‖L1 + Ch−γ
∫
Rn

∫ ∞

−∞

∣∣U±
h (τ)f(y)

∣∣ dτdy.
Ce qui implique (2.2.22) à condition que h soit pris assez grand. 2

2.2.3 Etape 3 : étude du comparateur

Proposition 2.21 Sous les hypothèses du théorème 2.1, il existe des constantes positives C, h0

et β telles que nous ayons, pour h ≥ h0,

‖Φ(t, h)‖L1→L∞ ≤ Ch−(n+1)/2−β〈t〉−(n−1)/2, ∀t. (CO)

Preuve : Nous allons déduire (CO) de la proposition 2.16.
Nous utilisons la formule de Duhamel

eit
√
G = eit

√
G0 + i

sin
(
t
√
G0

)
√
G0

(√
G−

√
G0

)
−
∫ t

0

sin
(
(t− τ)

√
G0

)
√
G0

V eiτ
√
Gdτ. (2.2.23)

Posons

Φ2(t;h) = −h
∫ t

0
T ∗ψ̃1(h2G0) sin

(
(t− τ)

√
G0

)
V eiτ

√
Gψ(h2G)dτ. (2.2.24)

Nous avons alors

Φ(t;h)−Φ2(t;h) = Φ(t;h) + T ∗ψ1(h2G0)
(
eit

√
G0 + i

sin(t
√
G0)√

G0
(
√
G−

√
G0)− eit

√
G

)
ψ(h2G).

Nous introduisons ψ1 ∈ C∞
0 ((0,+∞)), ψ1 = 1 sur suppψ, ψ̃(σ) = σ1/2ψ(σ), ψ̃1(σ) = σ−1/2ψ1(σ).

Comme f(h2G0) commute avec e±it
√
G0 pour f = ψ, ψ1 et ψ̃1, nous obtenons

Φ1(t;h) := Φ(t;h)− Φ2(t;h) =
(
ψ1(h2G)− T ∗ψ1(h2G0)

)
eit

√
Gψ(h2G)
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+T ∗ψ1(h2G0)eit
√
G0
(
ψ(h2G)− ψ(h2G0)T

)
−iT ∗ψ1(h2G0) sin

(
t
√
G0

) (
ψ(h2G)− ψ(h2G0)T

)
+iT ∗ψ̃1(h2G0) sin

(
t
√
G0

)(
ψ̃(h2G)− ψ̃(h2G0)T

)
. (2.2.25)

Par (P2) et (E5), nous avons

‖2e terme de Φ1(t;h)f‖L∞ =
∥∥∥T ∗ψ1(h2G0)eit

√
G0
(
ψ(h2G)− ψ(h2G0)T

)
f
∥∥∥
L∞

≤ ‖T ∗‖L∞→L∞︸ ︷︷ ︸
≤C hypothèse

×
∥∥∥ψ1(h2G0)eit

√
G0

∥∥∥
L1→L∞︸ ︷︷ ︸

≤Ch−(n+1)/2〈t〉−(n−1)/2 (P2)

×
∥∥ψ(h2G)− ψ(h2G0)T

∥∥
L1→L1︸ ︷︷ ︸

≤Ch−β (E5)

×‖f‖L1 .

Par conséquent

‖2e terme de Φ1(t;h)f‖L∞ ≤ Ch−β−
n+1

2 〈t〉−
n−1

2 ‖f‖L1 , h ≥ h0.

De la même façon, nous obtenons la même estimation pour les 3e et 4e termes de Φ1(t;h). Pour
traiter le premier terme de Φ1(t;h), nous écrivons :

eit
√
Gψ(h2G) = Φ(t;h) + T ∗eit

√
G0ψ(h2G0)T.

En utilisant (P2) et (E5), nous obtenons

‖1er terme de Φ1(t;h)f‖L∞ ≤ Ch−β
(
‖Φ(t;h)‖L∞‖f‖L1 + h−

n+1
2 〈t〉−

n−1
2 ‖f‖L1

)
.

Finalement, nous obtenons l’estimation suivante pour la contribution de Φ1(t;h) :

‖Φ1(t;h)f‖L∞ ≤ Ch−(n+1)/2−β〈t〉−(n−1)/2‖f‖L1 + Ch−β ‖Φ(t;h)f‖L∞ . (2.2.26)

Nous estimons ensuite

〈Φ2(t;h)f, g〉 = −h
∫ t

0
〈T ∗ψ̃1(h2G0) sin((t− τ)

√
G)V eiτ

√
G0ψ(h2G)f, g〉 dτ.

En prenant la valeur absolue et en multipliant par t
n−1

2 , nous majorons t
n−1

2 |〈Φ2(t;h)f, g〉| en

séparant l’intégrale en deux termes
∫ t/2

0
et
∫ t

t/2
. Dans la première intégrale, nous utilisons

si 0 ≤ τ ≤ t/2 alors
(
t− τ

t

)n−1
2

≥ 2−
n−1

2 ,

et dans la deuxième intégrale, nous utilisons

si t/2 ≤ τ ≤ t alors
(τ
t

)n−1
2 ≥ 2−

n−1
2 .

De plus, nous écrivons dans la première intégrale

〈T ∗ψ̃1(h2G0) sin((t−τ)
√
G0)V eiτ

√
Gψ(h2G)f, g〉 = 〈V eiτ

√
Gψ(h2G)f, sin((t−τ)

√
G0)ψ̃1(h2G0)Tg〉,

et dans la deuxième intégrale

〈T ∗ψ̃1(h2G0) sin((t−τ)
√
G0)V eiτ

√
Gψ(h2G)f, g〉 = 〈eiτ

√
Gψ(h2G)f, V sin((t−τ)

√
G0)ψ̃1(h2G0)Tg〉.
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Ce qui permet la majoration suivante

〈t〉(n−1)/2 |〈Φ2(t;h)f, g〉|

≤ h

∫ t/2

0
〈t− τ〉(n−1)/2

∥∥∥sin((t− τ)
√
G0

)
ψ̃1(h2G0)Tg

∥∥∥
L∞

∥∥∥V eiτ√Gψ(h2G)f
∥∥∥
L1
dτ

+h
∫ t

t/2

∥∥∥V sin
(
(t− τ)

√
G0

)
ψ̃1(h2G0)Tg

∥∥∥
L1
〈τ〉(n−1)/2

∥∥∥eiτ√Gψ(h2G)f
∥∥∥
L∞

dτ.

Par (P2), nous avons comme t− τ 6= 0 car 0 ≤ τ ≤ t/2,∥∥∥sin((t− τ)
√
G0)ψ̃1(h2G0)Tg

∥∥∥
L∞

≤ Ch−
n+1

2 〈t− τ〉−
n−1

2 ‖Tg‖L1︸ ︷︷ ︸
≤C‖g‖1

.

Donc la première intégrale peut être majorée par

≤ Ch1−n+1
2 ‖g‖1

∫ t/2

0

∥∥∥V eiτ√Gψ(h2G)f
∥∥∥
L1
dτ.

Quant à la seconde, nous avons la majoration

≤ Ch sup
t/2≤τ≤t

〈τ〉
n−1

2

∥∥∥eiτ√Gψ(h2G)f
∥∥∥
L∞

∫ t

t/2

∥∥∥V sin
(
(t− τ ′)

√
G0

)
ψ̃1(h2G0)Tg

∥∥∥
L1
dτ ′.

Nous majorons alors les deux intégrales qui apparaissent dans les majorants par des intégrales
sur (−∞,+∞) puis nous distinguons les cas n = 3 et n ≥ 4.

Cas n ≥ 4 : nous utilisons (P3) et (P5)∫ +∞

−∞

∥∥∥V eiτ√Gψ(h2G)f
∥∥∥
L1
dτ ≤ Ch−1−β‖f‖L1 , h ≥ h0,

∫ +∞

−∞

∥∥∥V sin((t− τ ′)
√
G0)ψ̃1(h2G0)Tg

∥∥∥
L1
dτ ′ ≤ Ch−

n−1
2 ‖Tg‖L1 ≤ Ch−

n−1
2 ‖g‖L1 , h > 0.

Finalement,
〈t〉(n−1)/2 |〈Φ2(t;h)f, g〉|

≤ Ch−(n+1)/2−β‖g‖L1‖f‖L1 + Ch−
n−3

2 ‖g‖L1 sup
t/2≤τ≤t

〈τ〉(n−1)/2
∥∥∥eiτ√Gψ(h2G)f

∥∥∥
L∞

.

Comme n ≥ 4, nous avons
n− 3

2
> 0 et donc nous pouvons conclure

〈t〉(n−1)/2 ‖Φ2(t;h)f‖L∞ ≤ Ch−(n+1)/2−β‖f‖L1

+Ch−β sup
t/2≤τ≤t

〈τ〉(n−1)/2
∥∥∥eiτ√Gψ(h2G)f

∥∥∥
L∞

. (2.2.27a)

Cas n = 3 : nous utilisons (P4) et (P5)∫ +∞

−∞

∥∥∥V eiτ√Gψ(h2G)f
∥∥∥
L1
dτ ≤ Ch−1−β‖f‖L1 , h ≥ h0,

∫ +∞

−∞

∥∥∥V sin((t− τ ′)
√
G0)ψ̃1(h2G0)Tg

∥∥∥
L1
dτ ′ ≤ Ch−1−γ‖Tg‖L1 ≤ Ch−1−γ‖g‖L1 , h > 0.
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Finalement,
〈t〉 |〈Φ2(t;h)f, g〉|

≤ Ch−2−β‖g‖L1‖f‖L1 + Ch−γ‖g‖L1 sup
t/2≤τ≤t

〈τ〉
∥∥∥eiτ√Gψ(h2G)f

∥∥∥
L∞

. (2.2.27b)

Nous pouvons réunir les cas (2.2.27a) et (2.2.27b) et continuer la démonstration pour tout
n ≥ 3. Par (2.2.26) et (2.2.27), nous concluons

〈t〉(n−1)/2 ‖Φ(t;h)f‖L∞ ≤ Ch−(n+1)/2−β‖f‖L1 + Ch−β〈t〉(n−1)/2 ‖Φ(t;h)f‖L∞

+Ch−β sup
t/2≤τ≤t

〈τ〉(n−1)/2 ‖Φ(τ ;h)f‖L∞ . (2.2.28)

En prenant h assez grand, nous pouvons absorber le deuxième et troisième terme du membre
de droite de (2.2.28), obtenant ainsi (CO). De façon similaire, nous pouvons traiter le cas t < 0.

2

2.2.4 Preuve du théorème 2.1

Théorème 2.22 Sous les hypothèses (VOn) en dimension n ≥ 4 et (V3)+(L3/2-) en dimension
n = 3 sur le potentiel V et sous l’hypothèse que 0 est un point régulier pour G, il existe a0 > 0
tel que pour tout 0 < a ≤ a0∥∥∥eit√GG−n+1

4 ηa(G)
∥∥∥
L1→L∞

≤ C〈t〉−
n−1

2 log(2 + |t|), ∀t, (D1)∥∥∥eit√GG−n+1
4

+εηa(G)
∥∥∥
L1→L∞

≤ Cε〈t〉−
n−1

2 , ∀t, ∀0 < ε� 1, (D2)∥∥∥eit√GG−αn+1
4 ηa(G)

∥∥∥
Lp′→Lp

≤ C〈t〉−α
n−1

2 , ∀t, (D3)

où 1/p+ 1/p′ = 1 et α = 1− 2/p pour 2 ≤ p < +∞.

Preuve : le théorème résulte de la proposition 2.21. Par interpolation entre (CO) et la borne
triviale

‖Φ(t, h)‖L2→L2 ≤ C,

nous obtenons
‖Φ(t, h)‖Lp′→Lp ≤ Ch−α(n+1)/2−αβ〈t〉−α(n−1)/2, t 6= 0, (2.2.29)

pour tout 2 ≤ p ≤ +∞, où 1/p+1/p′ = 1, α = 1− 2/p. En effet, c’est l’application du théorème
de Riesz-Thorin où (1/p′, 1/p) est le barycentre du système (((1/2, 1/2), α), ((1, 0), 1− α)).

Nous avons bien
1
p

=
1− α

2
et

1
p′

= α+
1− α

2
. Rappellons que

ηa(σ) = χ(σ)(1− χa(σ)) = χ(σ)(1− χ1(σ/a)).

Nous avons donc pour σ > 0 :∫ +∞

σ/a
χ
′
1(θ)dθ = [χ1(θ)]

+∞
σ/a = 1− χ1(σ/a) = ηa(σ).

Par conséquent, en posant ψ(σ) = σ1−α(n+1)/4χ
′
1(σ) ∈ C∞

0 ((0,+∞)), nous avons∫ +∞

1/a
ψ(σθ)θ−1+αn+1

4 dθ =
∫ +∞

1/a
σ1−αn+1

4 χ
′
1(σθ)dθ = σ−α

n+1
4

∫ +∞

σ/a
χ
′
1(θ)dθ = σ−α

n+1
4 ηa(σ).

44



Maintenant, en utilisant (2.2.29), nous obtenons (pour 2 < p ≤ +∞)∥∥∥eit√GG−α(n+1)/4ηa(G)− T ∗eit
√
G0G

−α(n+1)/4
0 ηa(G0)T

∥∥∥
Lp′→Lp

≤
∫ ∞

a−1

∥∥∥Φ(t,
√
θ)
∥∥∥
Lp′→Lp

θ−1+α(n+1)/4dθ

≤ C〈t〉−α(n−1)/2

∫ ∞

a−1

θ−1−αβ/2dθ.

Comme −1 − αβ/2 > −1, θ 7→ θ−1−αβ/2 est intégrable en +∞ et donc pour a assez petit∫ +∞

1/a
θ−1−αβ/2dθ ≤ C. Finalement, nous avons la majoration

∥∥∥eit√GG−α(n+1)/4ηa(G)− T ∗eit
√
G0G

−α(n+1)/4
0 ηa(G0)T

∥∥∥
Lp′→Lp

≤ C〈t〉−α(n−1)/2, (2.2.30)

à condition que a soit pris suffisamment petit. Séparons maitenant les cas p = +∞ et 2 ≤ p <
+∞. Pour 2 ≤ p < +∞, il est évident que (D3) suit de (2.2.30), du fait que l’estimation ait lieu
pour G0 et que l’opérateur T : Lp → Lp est borné par hypothèse pour 1 ≤ p ≤ 2. Pour p = +∞,
nous avons comme l’opérateur T : Lp → Lp est borné par hypothèse pour 1 ≤ p ≤ 2 :∥∥∥eit√GG−α(n+1)/4ηa(G)

∥∥∥
≤
∥∥∥eit√GG−α(n+1)/4ηa(G)− T ∗eit

√
G0G

−α(n+1)/4
0 ηa(G0)T

∥∥∥
L1→L∞

+C
∥∥∥eit√G0G

−α(n+1)/4
0 ηa(G0)

∥∥∥
≤ C〈t〉−(n−1)/2 + C〈t〉−(n−1)/2 log(2 + |t|) ≤ C〈t〉−(n−1)/2 log(2 + |t|).

Théorème 2.23 Supposons n ≥ 4 et supposons (V(δ)) vérifiée pour δ > (n+ 1)/2. Alors pour
tout 2 ≤ p < +∞, 0 < ε� 1, t 6= 0, nous avons les estimations suivantes

‖eit
√
GG−(n+1)/4〈G〉−(n−3)/4−εPac‖L1→L∞ ≤ Cε|t|−(n−1)/2 log(2 + |t|), (D4)

‖eit
√
GG−(n+1)/4+ε〈G〉−(n−3)/4−2εPac‖L1→L∞ ≤ Cε|t|−(n−1)/2, (D5)

‖eit
√
GG−α(n+1)/4〈G〉−α(n−3)/4Pac‖Lp′→Lp ≤ C|t|−α(n−1)/2. (D6)

De plus pour tout 0 ≤ q ≤ (n− 3)/2, 2 ≤ p < 2(n−1−2q)
n−3−2q , nous avons

‖eit
√
GG−α(n+1)/4〈G〉−αq/2Pac‖Lp′→Lp ≤ C|t|−α(n−1)/2, (D7)

où 1/p+ 1/p′ = 1 et α = 1− 2/p.

Preuve : le théorème résulte des théorèmes 2.1 et 2.2
D’après le théorème 2.2, nous avons∥∥∥eit√GG−n−1

2
−εχa(G)

∥∥∥
L1→L∞

≤ C|t|−
n−1

2 , ∀t 6= 0,

et d’après le théorème 2.1, nous avons∥∥∥eit√GG−n+1
4 ηa(G)

∥∥∥
L1→L∞

≤ C〈t〉−
n−1

2 log(2 + |t|), ∀t 6= 0.

Comme Pac(G) = ηa(G) + χa(G), nous avons

G−n+1
4 〈G〉−

n−3
4
−εPac(G) = G−n+1

4 ηa(G)〈G〉−
n−3

4
−ε +G−n−1

2
−εχa(G)G

n−3
4
−ε〈G〉−

n−3
4
−ε.
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Comme 〈x〉−
n−3

4
−ε ≤ 1 et x

n−3
3

+ε〈x〉−
n−3

4
−ε ≤ 1, on a∥∥∥eit√GG−n+1

4 〈G〉−
n−3

4
−εPac(G)

∥∥∥
L1→L∞

≤
∥∥∥eit√GG−n+1

4 ηa(G)
∥∥∥
L1→L∞

+
∥∥∥eit√GG−n−1

2
−εχa(G)

∥∥∥
L1→L∞

,

et finalement∥∥∥eit√GG−n+1
4 〈G〉−

n−3
4
−εPac(G)

∥∥∥
L1→L∞

≤ C|t|−
n−1

2 log(2 + |t|), ∀t 6= 0,

et de la même manière pour prouver (D5), (D6) et (D7).
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2.3 Estimations dispersives en dimension n = 2

Nous adaptons des méthodes utilisées pour les dimensions n ≥ 3 à la dimension n = 2.
Les méthodes fonctionnant à basses fréquences en dimension n ≥ 3 fonctionnent ici à hautes
fréquences en dimension n = 2.

Théorème 2.24 Soit V vérifiant (V2). Alors, il existe une constante a0 > 0 telle que pour tout
a ≥ a0, 0 < ε� 1, 2 ≤ p < +∞, nous ayons les estimations∥∥∥eit√GG−3/4−εχa(G)

∥∥∥
L1→L∞

≤ Cε|t|−1/2, t 6= 0, (D8)∥∥∥eit√GG−3α/4χa(G)
∥∥∥
Lp′→Lp

≤ C|t|−α/2, t 6= 0, (D9)

où 1/p+ 1/p′ = 1, α = 1− 2/p.

Soit ψ ∈ C∞
0 ((0,+∞)). On introduit

Φ(t;h) = eit
√
Gψ(h2G)− eit

√
G0ψ(h2G0).

Pour prouver le théorème 2.24, nous allons étudier ce comparateur en trois étapes :

1. Estimations sur ψ(h2G0) et ψ(h2G) à l’aide de propriété sur la résolvante (section 2.1)

2. Estimations autour des propagateurs associés à l’équation des ondes à l’aide d’estimations
sur les noyaux (section suivante 2.3.1)

3. Estimations du comparateur Φ(t;h) à l’aide de la formule de Duhamel et d’un mécanisme
de bootstrap (section 2.3.2).

En effet, le théorème 2.24 résulte de l’estimation suivante :

Proposition 2.25 Sous les hypothèses du théorème 2.24, il existe des constantes positives C et
h0 telles que nous ayons, pour 0 < h ≤ h0,

‖Φ(t, h)‖L1→L∞ ≤ Ch−1|t|−1/2, t 6= 0. (CO − 2)

Preuve du théorème : écrivons

σ−3/4−εχa(σ) =
∫ 1

0
ψ(σθ)θ3/4+ε−1dθ, σ > 0,

où ψ(σ) = σ1−3/4−εχ′1(σ) ∈ C∞
0 ((0,+∞)), et en utilisant (CO-2), nous obtenons∥∥∥eit√GG−3/4−εχa(G)− eit
√
G0G

−3/4−ε
0 χa(G0)

∥∥∥
L1→L∞

≤
∫ 1

0

∥∥∥Φ(t,
√
θ)
∥∥∥
L1→L∞

θ−1/4+εdθ

≤ C|t|−1/2

∫ 1

0
θ−3/4+εdθ ≤ C|t|−1/2. (2.3.1)

Il est évident que (D8) résulte (2.3.1) et de l’estimation pour l’opérateur libre
√
G0. Pour prouver

(D9), observons qu’une interpolation entre (CO-2) et la borne triviale

‖Φ(t;h)‖L2→L2 ≤ C

conduit à
‖Φ(t;h)‖Lp′→Lp ≤ Ch−α|t|−α/2, t 6= 0, (2.3.2)
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pour tout 2 ≤ p ≤ +∞, 1/p+ 1/p′ = 1 et α = 1− 2/p. Maintenant, nous écrivons

σ−3α/4χa(σ) =
∫ a−1

0
ψ(σθ)θ−1+3α/4dθ,

et nous utilisons (2.3.2) pour obtenir (pour 0 < α ≤ 1)∥∥∥eit√GG−3α/4χa(G)− eit
√
G0G

−3α/4
0 χa(G0)

∥∥∥
Lp′→Lp

≤
∫ a−1

0

∥∥∥Φ(t;
√
θ)
∥∥∥
Lp′→Lp

θ−1+3α/4dθ ≤ C|t|−α/2
∫ a−1

0
θ−1+α/4dθ ≤ C|t|−α/2, (2.3.3)

à condition que a soit pris suffisamment grand. Maintenant, (D9) résulte de (2.3.3) et du fait
que l’estimation ait lieu pour G0.

2.3.1 Estimations autour des propagateurs eit
√
G0 et eit

√
G

Proposition 2.26 Sous les hypothèses du théorème 2.24, il existe des constantes positives C et
h0 telles que, pour 0 ≤ s ≤ 1/2, f, g ∈ L1, nous ayons∥∥∥eit√G0ψ(h2G0)f

∥∥∥
L∞

≤ Ch−3/2|t|−1/2‖f‖L1 , h > 0, t 6= 0, (P6)∫
R2

∫
R2

∫ ∞

−∞
|t|s|x− y|−s

∣∣∣V eit√G0ψ(h2G0)f(x)
∣∣∣ |g(y)| dtdxdy

≤ Ch−1/2‖f‖L1‖g‖L1 , h > 0, (P7)∫
R2

∫
R2

∫ ∞

−∞
|t|s 〈|x− y|/h〉−s

∣∣∣V eit√Gψ(h2G)f(x)
∣∣∣ |g(y)| dtdxdy

≤ Chs−1/2−εs‖f‖L1‖g‖L1 , 0 < h ≤ h0, (P8)

où εs = 0 si 0 ≤ s < 1/2 et εs = ε si s = 1/2 avec 0 < ε� 1.

Preuve de (P6) : Nous allons utiliser comme dans la preuve de la proposition 2.15. le fait
que le noyau de l’opérateur eit

√
G0ψ(h2G0) est de la forme Kh(|x− y|, t), où

Kh(σ, t) =
1
2π

∫ ∞

0
eitλJ0(σλ)ψ(h2λ2)λdλ = h−2K1(σh−1, th−1), (2.3.4)

où J0(z) est la fonction de Bessel d’ordre 0. Il est prouvé dans l’appendice que Kh vérifie les
estimations (pour tout σ, h > 0, t 6= 0)

|K1(σ, t)| ≤ C|t|−s〈σ〉s−1/2, ∀s ≥ 0, (2.3.5)

|Kh(σ, t)| ≤ Ch−3/2|t|−sσs−1/2, 0 ≤ s ≤ 1/2. (2.3.6)

Il est évident que (P6) résulte de (2.3.6) avec s = 1/2.

Preuve de (P7) : Ce n’est pas difficile de voir que (P7) résulte de (V2) et du lemme suivant

Lemme 2.27 Pour tout σ, h > 0, 0 ≤ s ≤ 1/2, nous avons∫ ∞

−∞
〈th−1〉s |Kh(σ, t)| dt ≤ Ch−1〈σh−1〉s−1/2. (2.3.7a)
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Remarquons que le lemme est légèrement différent du lemme 2.18. Le changement de |t|s en
〈t〉s ne peut pas être obtenu en dimension n ≥ 3, car nous utilisons ici que t−s est intégrable en
0 pour 0 ≤ s ≤ (n− 1)/2 avec n = 2. Nous avons encore aussi∫ ∞

−∞
|t|s |Kh(σ, t)| dt ≤ Ch−1/2σs−1/2, 0 ≤ s ≤ 1/2, (2.3.7b)

comme |th−1|s ≤ 〈th−1〉s et 〈σh−1〉s−1/2 ≤ (σh−1)s−1/2 pour 0 ≤ s ≤ 1/2.

Preuve lemme ⇒ (P7). Nous utilisons en fait (2.3.7b). Nous avons∫
R2

∫
R2

∫ ∞

−∞
|t|s|x− y|−s

∣∣∣V eit√G0ψ(h2G0)f(x)
∣∣∣ |g(y)|dt dxdy

≤
∫
R2

∫
R2

∫
R2

∫ ∞

−∞
|t|s|Kh(|x− x′|, t)|dt |x− y|−s|V (x)||f(x′)||g(y)|dx′dxdy,

et en utilisant (2.3.7b),

≤ h−1/2

∫
R2

∫
R2

∫
R2

|V (x)||x− y|−s|x− x′|s−1/2|f(x′)||g(y)|dx′dxdy.

Nous utilisons (V2) pour s = 0 et s = 1/2 :∫
R2

|V (x)||x− x′|−1/2dx ≤ C, (s = 0),

∫
R2

|V (x)||x− y|−1/2dx ≤ C, (s = 1/2),

pour obtenir pour s = 0 ou s = 1/2, une majoration par :

≤ Ch−1/2‖f‖L1‖g‖L1 .

Nous obtenons ensuite (P7) par interpolation entre s = 0 et s = 1/2.

Preuve lemme h = 1 ⇒ lemme. Vu (2.3.4), il suffit de montrer (2.3.7a) avec h = 1. En effet,
nous avons ∫ +∞

−∞
〈th−1〉s|Kh(σ, t)|dt = h−2

∫ +∞

−∞
〈th−1〉s|K1(σh−1, th−1)|dt.

En effectuant le changement de variables th−1 7→ t, nous obtenons :∫ +∞

−∞
〈th−1〉s|Kh(σ, t)|dt = h−1

∫ +∞

−∞
〈t〉s|K1(σh−1, t)|dt ≤ Ch−1〈σh−1〉s−1/2.

Preuve lemme h = 1. Nous séparons l’étude en deux parties.
Si 0 < σ ≤ 1, nous avons∫ ∞

−∞
〈t〉s|K1(σ, t)|dt ≤ C

∫
|t|≤1

|K1(σ, t)|dt+ C

∫
|t|≥1

|t|s|K1(σ, t)|dt.

En utilisant (2.3.5) avec s′ = s pour la première intégrale et s′ = s+1+ ε pour la seconde, nous
avons une majoration par

≤ C

∫
|t|≤1

|t|−s〈σ〉s−1/2 + C

∫
|t|≥1

|t|s|t|−s−1−ε〈σ〉s+1+ε−1/2 ≤ C〈σ〉s−1/2 + C〈σ〉s+1/2+ε.
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Comme 0 < σ ≤ 1, nous avons 〈σ〉1+ε ≤ C et donc nous obtenons finalement∫ ∞

−∞
〈t〉s|K1(σ, t)|dt ≤ C〈σ〉s−1/2, ∀ 0 ≤ s ≤ 1/2.

Si σ ≥ 1, nous allons utiliser le fait que la fonction J0 peut être décomposée en J0(z) =
eizb+0 (z) + e−izb−0 (z), où b±0 (z) sont des symboles d’ordre −1/2 pour z ≥ 1. Alors, nous pouvons
décomposer la fonction K1 en K+

1 + K−
1 , où K±

1 sont définis en remplaçant dans la définition
de K1 la fonction J0(σλ) par e±iσλb±0 (σλ). En intégrant par parties, nous obtenons par exemple
pour K+

1 :

(i(t+ σ))mK+
1 (σ, t) =

∫ ∞

0
ei(t+σ)λ d

m

dλm
(
b+0 (σλ)ψ(λ2)λ

)
dλ.

En utilisant la formule de dérivation de Leibniz, nous avons

dm

dλm
(
b+0 (σλ)ψ(λ2)λ

)
=

m∑
k=0

σk
dkb+0
dλk

(σλ)ψm−k(λ),

où les ψm−k sont dans C∞
0 ((0,+∞)). En utilisant∣∣∣∣dkb+0dλk

(z)
∣∣∣∣ ≤ |z|−1/2−k,

et comme les ψm−k sont à support compact, nous pouvons majorer la valeur absolue de la derivée
m-ième par Cσ−1/2. Finalement, nous avons la majoration∣∣K±

1 (σ, t)
∣∣ ≤ Cmσ

−1/2〈t± σ〉−m, (2.3.8)

pour tout entier m ≥ 0. En utilisant |t| ≤ |σ|+ |t±σ| et donc |t|s ≤ Cσs+C|t±σ|s, nous avons∫ ∞

−∞
|t|s
∣∣K±

1 (σ, t)
∣∣ dt ≤ σs

∫ ∞

−∞

∣∣K±
1 (σ, t)

∣∣ dt+
∫ ∞

−∞
|t± σ|s

∣∣K±
1 (σ, t)

∣∣ dt.
Par (2.3.8),∫ ∞

−∞
|t|s
∣∣K±

1 (σ, t)
∣∣ dt ≤ Cmσ

s−1/2

∫ ∞

−∞
〈t± σ〉−mdt+ Cmσ

−1/2

∫ ∞

−∞
〈t± σ〉−m+sdt.

Nous séparons l’intégration en deux parties, par exemple∫ +∞

−∞
〈t+ σ〉−mdt =

∫
|t+σ|>1

〈t+ σ〉−mdt+
∫
|t+σ|<1

〈t+ σ〉−mdt,

et nous choisissons m = 2 dans la première intégrale et m = 0 dans la seconde pour conclure∫ +∞

−∞
〈t+ σ〉−mdt ≤ C.

Finalement, en procédant de même pour les autres intégrales, nous obtenons∫ ∞

−∞
|t|s
∣∣K±

1 (σ, t)
∣∣ dt ≤ Cσs−1/2, 0 ≤ s ≤ 1/2, ∀σ > 0. (2.3.9)

Ensuite, nous écrivons∫ +∞

−∞
〈t〉s |K1(σ, t)| dt ≤ C

∫ +∞

−∞
|K1(σ, t)| dt+ C

∫ +∞

−∞
|t|s |K1(σ, t)| dt.
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En utilisant (2.3.9) pour s = 0 et 0 ≤ s ≤ 1/2, nous avons∫ +∞

−∞
〈t〉s |K1(σ, t)| dt ≤ Cσ−1/2 + Cσs−1/2 ≤ Cσs−1/2 ≤ C〈σ〉s−1/2,

car σ ≥ 1 et 0 ≤ s ≤ 1/2. Ce qui implique clairement (2.3.7a) dans ce cas. 2

Preuve de (P8) : Pour prouver (P8) nous allons utiliser la formule

eit
√
Gψ(h2G) = (iπh)−1

∫ ∞

0
eitλϕh(λ)

(
R+(λ)−R−(λ)

)
dλ, (2.3.10)

où ϕh(λ) = ϕ1(hλ), ϕ1(λ) = λψ(λ2), et R±(λ) vérifie l’identité

R±(λ)
(
1 + V R±0 (λ)

)
= R±0 (λ). (2.3.11)

Ici R±0 (λ) désignent les résolvantes libres sortante et entrante avec les noyaux donnés en terme
de fonction de Hankel, H±

0 , par la formule

[R±0 (λ)](x, y) = ±i4−1H±
0 (λ|x− y|),

où ∣∣H±
0 (z)

∣∣ ≤ C|z|−1/2, ∀z.

Il suit de ces estimations que∣∣[R±0 (λ)
]
(x, y)

∣∣ ≤ Cλ−1/2|x− y|−1/2,

et donc en utilisant (V2) ∥∥V R±0 (λ)
∥∥
L1→L1 ≤ Cλ−1/2, ∀λ > 0. (2.3.12)

Il suit de (2.3.12) qu’il existe une constante λ0 > 0 telle que l’opérateur 1+V R±0 (λ) soit inversible
sur L1 pour λ ≥ λ0. Vu (2.3.11), nous avons

R±(λ) = R±0 (λ)
(
1 + V R±0 (λ)

)−1
,

et donc
V R±(λ) = V R±0 (λ)

(
1 + V R±0 (λ)

)−1 = 1−
(
1 + V R±0 (λ)

)−1
. (2.3.13)

Par (2.3.10) et (2.3.13),

V eit
√
Gψ(h2G) = (iπh)−1

∑
±
±
∫ ∞

−∞
V P±

h (t− τ)U±
h (τ)dτ, (2.3.14)

où
P±
h (t) =

∫ ∞

0
eitλϕ̃h(λ)R±0 (λ)dλ,

U±
h (t) =

∫ ∞

0
eitλϕh(λ)

(
1 + V R±0 (λ)

)−1
dλ,

où ϕ̃h(λ) = ϕ̃1(hλ), ϕ̃1 ∈ C∞
0 ((0,+∞)) est tel que ϕ̃1 = 1 sur suppϕ1. Le noyau de l’opérateur

P±
h (t) est de la forme A±h (|x− y|, t), où

A±h (σ, t) = ±i4−1

∫ ∞

0
eitλϕ̃h(λ)

(
H±

0 (σλ))
)
dλ = h−1A±1 (σh−1, th−1). (2.3.15)
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Lemme 2.28 Pour tout σ > 0, 0 ≤ s ≤ 1/2 et 0 < h ≤ 1 nous avons∫ ∞

−∞
|t|s
∣∣A±h (σ, t)

∣∣ dt ≤ Ch1/2σs−1/2(1 + hεsσ−εs). (2.3.16)

où εs = 0 si 0 ≤ s < 1/2 et εs = ε si s = 1/2 avec 0 < ε� 1.

Preuve lemme h = 1 implique lemme : comme A±h (σ, t) = h−1A±1 (σh−1, th−1), nous avons∫ ∞

−∞
|t|s|A±h (σ, t)| dt = h−1

∫ ∞

−∞
|t|s|A±1 (σh−1, th−1)| dt = hs

∫ ∞

−∞
|t|s|A±1 (σh−1, t)| dt,

en effectuant le changement de variables th−1 7→ t. Si (2.3.16) est vérifiée pour h = 1, nous avons∫ ∞

−∞
|t|s|A±h (σ, t)| dt ≤ Chs(σh−1)s−1/2(1 + (σh−1)−εs) = Ch1/2σs−1/2(1 + hεsσ−εs).

Ce qui donne bien (2.3.16) pour tout 0 < h ≤ 1.

Preuve du lemme h = 1 : Considérons en premier le cas 0 < σ ≤ 1. Nous avons pour z près
de 0 :

H±
0 (z) = a±1 (z) + log(z) a±2 (z),

avec a±j analytiques pour j = 1, 2. Ce qui donne les estimations

H±
0 (z) = O(| log z|), ∂zH

±
0 (z) = O(1/|z|) et ∂2

zH
±
0 (z) = O(1/|z|2).

En remarquant que (nous notons F la transformée de Fourier par rapport à la variable λ)∫ ∞

−∞
|A±1 (σ, t)|dt =

∥∥∥F (φ̃1(·)H±
0 (σ·)

)∥∥∥
L1
,

et en utilisant l’inégalité (C.12) prouvée en appendice

‖f̂‖L1 ≤ C

1∑
j=0

sup
λ
〈λ〉
∣∣∣∂jλf(λ)

∣∣∣ ,
nous obtenons∫ ∞

−∞

∣∣A±1 (σ, t)
∣∣ dt ≤ C sup

λ∈supp eϕ1

(∣∣H±
ν (σλ)

∣∣+ σ
∣∣∂λH±

ν (σλ)
∣∣)

≤ C sup
λ∈supp eϕ1

(
| log |σλ||+ σ|σλ|−1

)
≤ C| log(σ)|.

De la même manière, en remarquant que∫ ∞

−∞
|t||A±1 (σ, t)|dt =

∥∥∥F (∂λ(φ̃1(·)H±
0 (σ·))

)∥∥∥
L1
,

et en utilisant toujours l’inégalité (C.12), nous obtenons∫ ∞

−∞
|t|
∣∣A±1 (σ, t)

∣∣ dt ≤ C sup
λ∈supp eϕ1

(∣∣H±
ν (σλ)

∣∣+ σ
∣∣∂λH±

ν (σλ)
∣∣+ σ2

∣∣∂2
λH

±
0 (σλ)

∣∣)
≤ C sup

λ∈supp eϕ1

(
| log |σλ||+ σ|σλ|−1 + σ2|σλ|−2

)
≤ C| log(σ)|.
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Par conséquent, par interpolation, nous avons pour tout 0 ≤ s ≤ 1 et en particulier pour tout
0 ≤ s ≤ 1/2 : ∫ ∞

−∞
|t|s
∣∣A±1 (σ, t)

∣∣ dt ≤ C| log σ|.

Considérons maintenant le cas σ ≥ 1. Nous utilisons H±
0 (z) = e±izb±0 (z) pour z grand avec

b±0 symbole d’ordre −1/2, pour écrire

A±1 (σ, t) = c

∫ ∞

−∞
ei(t±σ)λφ̃(λ)b±0 (λ)dλ.

Donc, en utilisant l’inégalité (C.12)∫ ∞

−∞
|A±1 (σ, t∓ σ)|dt =

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
eitλφ̃(λ)b±0 (σλ)dλ

∣∣∣∣ dt
≤ C sup

λ∈supp φ̃1

(
|b±0 (σλ)|+ σ|∂λb±0 (σλ)|

)
≤ C sup

λ∈supp eϕ1

(
|σλ|−1/2 + σ|σλ|−3/2

)
≤ C|σ|−1/2,

car
|b±0 (z)| ≤ C|z|−1/2, |∂λb±0 (z)| ≤ C|z|−3/2, z grand.

En effectuant le changement de variables t± σ 7→ t, nous obtenons pour σ ≥ 1∫ ∞

−∞
|A±1 (σ, t)|dt ≤ Cσ−1/2.

Maintenant, utilisons |t| ≤ |t± σ|+ σ, pour écrire∫ ∞

−∞
|t||A±1 (σ, t)|dt ≤

∫ ∞

−∞
|t± σ||A±1 (σ, t)|dt+ σ

∫ ∞

−∞
|A±1 (σ, t)|dt.

Ce qui donne en effectuant le changement de variables t± σ 7→ t dans les intégrales du membre
de droite : ∫ ∞

−∞
|t||A±1 (σ, t)|dt ≤

∥∥∥F (∂λ(φ̃1(·)b±0 (σ·))
)∥∥∥

L1
+ σ

∥∥∥F (φ̃1(·)b±0 (σ·)
)∥∥∥

L1
.

En utilisant toujours l’inégalité (C.12) et le fait que b±0 est un symbole d’ordre −1/2, nous
obtenons ∫ ∞

−∞
|t||A±1 (σ, t)|dt ≤ C sup

λ∈supp φ̃1

(
|b±0 (σλ)|+ σ|∂λb±0 (σλ)|+ σ2|∂2

λb
±
0 (σλ)|

)
+Cσ sup

λ∈supp φ̃1

(
|b±0 (σλ)|+ σ|∂λb±0 (σλ)|

)
≤ C

(
|σ|−1/2 + σ|σ|−1/2

)
≤ Cσ1/2,

comme σ ≥ 1. Finalement, par interpolation, nous avons pour 0 ≤ s ≤ 1/2∫ ∞

−∞
|t|s|A±1 (σ, t)|dt ≤ Cσs−1/2, σ ≥ 1.
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En regroupant les estimations obtenues pour σ petit et σ grand, et en utilisant pour 0 < σ ≤ 1,
| log σ| ≤ Cεσ

−ε pour tout 0 < ε� 1, nous obtenons finalement∫ ∞

−∞
|t|s
∣∣A±1 (σ, t)

∣∣ dt ≤ Cσ−ε〈σ〉s+ε−1/2,

pour tout σ > 0 et tout 0 ≤ s ≤ 1/2. Pour 0 ≤ s < 1/2, nous pouvons utiliser pour ε assez petit
〈σ〉s+ε−1/2 ≤ Cσs+ε−1/2, mais pas pour s = 1/2. Nous obtenons bien (2.3.16). 2

Suite de la preuve de (P8) : Il est clair qu’il suffit de prouver (P8) pour s = 0 et s = 1/2.
Pour ces valeurs de s, nous utilisons |t|s ≤ |t− τ |s + |τ |s et (2.3.14)-(2.3.15) pour obtenir∫

R2

∫
R2

∫ ∞

−∞
|t|s 〈|x− y|/h〉−s

∣∣∣V eit√Gψ(h2G)f(x)
∣∣∣ |g(y)| dtdxdy

≤ Ch−1
∑
±

∫
R2

∫
R2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
〈|x− y|/h〉−s (|t− τ |s + |τ |s)

×
∣∣V P±

h (t− τ)U±
h (τ)f(x)

∣∣ |g(y)| dτdtdxdy
≤ Ch−1

∑
±

∫
R2

∫
R2

∫
R2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|V (x)| 〈|x− y|/h〉−s (|t− τ |s + |τ |s)

×|A±h (|x− x′|, t− τ)|
∣∣U±

h (τ)f(x′)
∣∣ |g(y)| dτdtdx′dxdy.

Nous séparons alors les termes correspondant respectivement à |t−τ |s et |t|s. Puis nous effectuons
le changement de variables t− τ 7→ t pour obtenir la majoration par

≤ Ch−1
∑
±

∫
R2

∫
R2

∫
R2

|V (x)| 〈|x− y|/h〉−s |g(y)|

×
(∫ ∞

−∞
|t|s|A±h (|x− x′|, t)|dt

)(∫ ∞

−∞

∣∣U±
h (τ)f(x′)

∣∣ dτ) dx′dxdy
+Ch−1

∑
±

∫
R2

∫
R2

∫
R2

|V (x)| 〈|x− y|/h〉−s |g(y)|

×
(∫ ∞

−∞
|A±h (|x− x′|, t)|dt

)(∫ ∞

−∞
|τ |s

∣∣U±
h (τ)f(x′)

∣∣ dτ) dx′dxdy.
Nous utilisons alors (2.3.16) pour s = 0 pour le second terme de la somme du membre de droite
et 0 ≤ s ≤ 1/2 pour l’autre terme pour obtenir

≤ Ch−1/2
∑
±

∫
R2

∫
R2

∫
R2

|V (x)| 〈|x− y|/h〉−s |x− x′|s−1/2
(
1 + hεs |x− x′|−εs

)
|g(y)|

×
(∫ ∞

−∞

∣∣U±
h (τ)f(x′)

∣∣ dτ) dx′dxdy
+Ch−1/2

∑
±

∫
R2

∫
R2

∫
R2

|V (x)| 〈|x− y|/h〉−s |x− x′|−1/2 |g(y)|

×
(∫ ∞

−∞
|τ |s

∣∣U±
h (τ)f(x′)

∣∣ dτ) dx′dxdy := I1 + I2. (2.3.17)
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Pour estimer I1 lorsque s = 0, nous utilisons (V2) pour obtenir

I1 ≤ Ch−1/2‖g‖L1

∑
±

∫
R2

∫ ∞

−∞

∣∣U±
h (τ)f(x′)

∣∣ dτdx′.
Pour estimer I1 lorsque s = 1/2, posons q = (2ε1/2)−1, 1/p+ 1/q = 1, et utilisons l’inégalité de
Hölder pour obtenir

hε1/2

∫
R2

|V (x)| 〈|x− y|/h〉−1/2 |x− x′|−ε1/2dx

≤ hε1/2

(∫
R2

|V (x)| 〈|x− y|/h〉−p/2 dx
)1/p(∫

R2

|V (x)||x− x′|−1/2dx

)1/q

.

Utilisons ensuite (V2) pour majorer la deuxième intégrale du membre de droite. Nous pouvons
ainsi en utilisant p ≥ 1 une majoration par

≤ C1h
ε1/2

(∫
R2

|V (x)| 〈|x− y|/h〉−1/2 dx

)1/p

,

et donc en utilisant 〈|x− y|/h〉−1/2 ≤ Ch1/2|x− y|−1/2 une majoration par

≤ C1h
ε1/2h1/(2p)

(∫
R2

|V (x)||x− y|−1/2dx

)1/p

.

En utilisant de nouveau (V2) et comme p = 1/(1−2ε1/2), nous avons finalement une majoration
par

≤ C2h
1/2.

Par conséquent, nous obtenons pour s = 1/2

I1 ≤ C
∑
±

∫
R2

∫
R2

∫ ∞

−∞

∣∣U±
h (τ)f(x′)

∣∣ |g(y)| dτdx′dy.
Finalement, en regroupant les cas s = 0 et s = 1/2, nous avons

I1 ≤ C ′hs−1/2
∑
±

∫
R2

∫
R2

∫ ∞

−∞

∣∣U±
h (τ)f(x′)

∣∣ |g(y)| dτdx′dy. (2.3.18)

Pour estimer I2 lorsque s = 0, nous utilisons (V2) pour obtenir

I2 ≤ Ch−1/2‖g‖L1

∑
±

∫
R2

∫
R2

∫ ∞

−∞

∣∣U±
h (τ)f(x′)

∣∣ dτdx′.
Pour estimer I2 lorsque s = 1/2, nous utilisons l’inégalité

〈|x− y|/h〉−1/2 |x− x′|−1/2 ≤
〈
|x′ − y|/h

〉−1/2
(
|x− y|−1/2 + |x− x′|−1/2

)
.

Preuve de l’inégalité : Posons a = (x− y)/h et b = (x− x′)/h, l’inégalité se réécrit :

〈a〉−1/2|b|−1/2 ≤ 〈a− b〉−1/2
(
|a|−1/2 + |b|−1/2

)
,

qui est équivalente à
〈a〉1/2

(
1 + |b/a|1/2

)
− 〈b− a〉1/2 ≥ 0.

55



Une étude de fonction par rapport à la variable b montre l’inégalité pour tout a, b ≥ 0. 2

Nous obtenons en utilisant (V2)

I2 ≤ Ch−1/2
∑
±

∫
R2

∫
R2

∫ ∞

−∞
|τ |1/2

〈
|x′ − y|/h

〉−1/2 ∣∣U±
h (τ)f(x′)

∣∣ |g(y)| dτdx′dy,
et donc finalement pour s = 0 ou s = 1/2 :

I2 ≤ Ch−1/2
∑
±

∫
R2

∫
R2

∫ ∞

−∞
|τ |s

〈
|x′ − y|/h

〉−s ∣∣U±
h (τ)f(x′)

∣∣ |g(y)| dτdx′dy. (2.3.19)

D’autre part, par l’identité(
1 + V R±0 (λ)

)−1 = 1− V R±0 (λ)
(
1 + V R±0 (λ)

)−1
,

nous obtenons
U±
h (t) = ϕ̂h(t)−

∫ ∞

−∞
V P±

h (t− τ)U±
h (τ)dτ. (2.3.20)

Comme
ϕ̂h(t) = h−1ϕ̂1(t/h),

nous avons ∫ ∞

−∞
|t|s|ϕ̂h(t)|dt ≤ Chs. (2.3.21)

En utilisant (2.3.20) et (2.3.21), de la même manière que dans la preuve de (2.3.17)-(2.3.19),
nous obtenons avec s = 0,∫

R2

∫
R2

∫ ∞

−∞

∣∣U±
h (t)f(x)

∣∣ |g(y)| dtdxdy ≤ C‖f‖L1‖g‖L1

+Ch1/2

∫
R2

∫
R2

∫ ∞

−∞

∣∣U±
h (τ)f(x′)

∣∣ |g(y)| dτdx′dy
En prenant h suffisamment petit, nous pouvons absorber le deuxième terme du membre de droite
et obtenir l’estimation∫

R2

∫
R2

∫ ∞

−∞

∣∣U±
h (t)f(x)

∣∣ |g(y)| dtdxdy ≤ C‖f‖L1‖g‖L1 . (2.3.22)

Pour s = 1/2, nous avons∫
R2

∫
R2

∫ ∞

−∞
|t|1/2 〈|x− y|/h〉−1/2

∣∣U±
h (t)f(x)

∣∣ |g(y)| dtdxdy ≤ Ch1/2‖f‖L1‖g‖L1

+Ch1−ε
∫
R2

∫
R2

∫ ∞

−∞

∣∣U±
h (τ)f(x′)

∣∣ |g(y)| dτdx′dy
+Ch1/2

∫
R2

∫
R2

∫ ∞

−∞
|τ |1/2

〈
|x′ − y|/h

〉−1/2 ∣∣U±
h (τ)f(x′)

∣∣ |g(y)| dτdx′dy.
Pour majorer le deuxième terme du membre de droite, nous utilisons (2.3.22). Nous remarquons
donc que pour 0 < h ≤ 1, le deuxième terme peut être absorber par le premier terme du membre
de droite. En prenant h suffisamment petit, nous pouvons absorber le troisième terme du membre
de droite et obtenir l’estimation∫

R2

∫
R2

∫ ∞

−∞
|t|1/2 〈|x− y|/h〉−1/2

∣∣U±
h (t)f(x)

∣∣ |g(y)| dtdxdy ≤ Ch1/2‖f‖L1‖g‖L1 . (2.3.23)
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Ainsi en regroupant (2.3.22) et (2.3.23), nous pouvons écrire∫
R2

∫
R2

∫ ∞

−∞
|t|s 〈|x− y|/h〉−s

∣∣U±
h (t)f(x)

∣∣ |g(y)| dtdxdy ≤ Chs‖f‖L1‖g‖L1 . (2.3.24)

Maintenant (P8) résulte de (2.3.17)-(2.3.19) et (2.3.24). 2

2.3.2 Etude du comparateur

Preuve de (CO-2) : Nous allons déduire (CO-2) de la proposition 2.26.
Nous utilisons la formule de Duhamel pour obtenir la décomposition

Φ(t;h) = Φ1(t;h) + Φ2(t;h),

avec
Φ1(t;h) = Φ(t;h)− Φ2(t;h) =

(
ψ1(h2G)− ψ1(h2G0)

)
eit

√
Gψ(h2G)

+ψ1(h2G0)eit
√
G0
(
ψ(h2G)− ψ(h2G0)

)
−iψ1(h2G0) sin

(
t
√
G0

) (
ψ(h2G)− ψ(h2G0)

)
+iψ̃1(h2G0) sin

(
t
√
G0

)(
ψ̃(h2G)− ψ̃(h2G0)

)
,

Φ2(t;h) = −h
∫ t

0
ψ̃1(h2G0) sin

(
(t− τ)

√
G0

)
V eiτ

√
Gψ(h2G)dτ.

où ψ1 ∈ C∞
0 ((0,+∞)), ψ1 = 1 sur suppψ, ψ̃(σ) = σ1/2ψ(σ), ψ̃1(σ) = σ−1/2ψ1(σ).

Par (P6) et (E7), nous avons

‖2e terme de Φ1(t;h)f‖L∞ =
∥∥∥ψ1(h2G0)eit

√
G0
(
ψ(h2G)− ψ(h2G0)

)
f
∥∥∥
L∞

≤
∥∥∥ψ1(h2G0)eit

√
G0

∥∥∥
1→∞︸ ︷︷ ︸

≤Ch−3/2|t|−1/2 (P6)

×
∥∥ψ(h2G)− ψ(h2G0)

∥∥
1→1︸ ︷︷ ︸

≤Ch1/2 (E7)

×‖f‖1.

Par conséquent

‖2e terme de Φ1(t;h)f‖L∞ ≤ Ch−1|t|−1/2‖f‖L1 , 0 < h ≤ h0.

De la même façon, nous obtenons la même estimation pour les 3e et 4e termes de Φ1(t;h). Pour
traiter le premier terme de Φ1(t;h), nous écrivons :

eit
√
Gψ(h2G) = Φ(t;h) + eit

√
G0ψ(h2G0).

En utilisant (P6) et (E7), nous obtenons

‖1er terme de Φ1(t;h)f‖L∞ ≤ Ch1/2
(
‖Φ(t;h)‖L1→L∞‖f‖L1 + h−3/2|t|−1/2‖f‖L1

)
.

Finalement, nous obtenons l’estimation suivante pour la contribution de Φ1(t;h) :

‖Φ1(t;h)f‖L∞ ≤ Ch−1|t|−1/2‖f‖L1 + Ch1/2 ‖Φ(t;h)f‖L∞ . (2.3.25)

Nous estimons ensuite

〈Φ2(t;h)f, g〉 = −h
∫ t

0
〈ψ̃1(h2G0) sin((t− τ)

√
G0)V eiτ

√
Gψ(h2G)f, g〉 dτ
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En prenant la valeur absolue et en multipliant par t1/2, nous majorons t1/2 |〈Φ2(t;h)f, g〉| en

séparant l’intégrale en deux termes
∫ t/2

0
et
∫ t

t/2
. Dans chacune des intégrales, nous utilisons

si 0 ≤ τ ≤ t/2 alors ((t− τ)/t)1/2 ≥ 2−1/2 et si t/2 ≤ τ ≤ t alors (τ/t)1/2 ≥ 2−1/2.

De plus, nous écrivons dans la première intégrale

〈ψ̃1(h2G0) sin((t− τ)
√
G0)V eiτ

√
Gψ(h2G)f, g〉 = 〈V eiτ

√
Gψ(h2G)f, sin((t− τ)

√
G0)ψ̃1(h2G0)g〉,

et dans la deuxième intégrale

〈ψ̃1(h2G0) sin((t−τ)
√
G0)V eiτ

√
Gψ(h2G)f, g〉 = 〈eiτ

√
Gψ(h2G)f, V sin((t−τ)

√
G0)ψ̃1(h2G0)g〉.

Ce qui permet la majoration suivante

t1/2 |〈Φ2(t;h)f, g〉|

≤ h

∫ t/2

0
(t− τ)1/2

∥∥∥sin((t− τ)
√
G0

)
ψ̃1(h2G0)g

∥∥∥
L∞

∥∥∥V eiτ√Gψ(h2G)f
∥∥∥
L1
dτ

+h
∫ t

t/2

∥∥∥V sin
(
(t− τ)

√
G0

)
ψ̃1(h2G0)g

∥∥∥
L1
τ1/2

∥∥∥eiτ√Gψ(h2G)f
∥∥∥
L∞

dτ.

Par (P6), nous avons comme t− τ 6= 0 (car 0 ≤ τ ≤ t/2),∥∥∥sin((t− τ)
√
G0)ψ̃1(h2G0)g

∥∥∥
L∞

≤ Ch−3/2|t− τ |−1/2‖g‖L1 .

Donc la première intégrale peut être majorée par

≤ Ch−1/2‖g‖1

∫ t/2

0

∥∥∥V eiτ√Gψ(h2G)f
∥∥∥
L1
dτ.

Quant à la seconde, nous avons la majoration

≤ Ch sup
t/2≤τ≤t

τ1/2
∥∥∥eiτ√Gψ(h2G)f

∥∥∥
L∞

∫ t

t/2

∥∥∥V sin
(
(t− τ ′)

√
G0

)
ψ̃1(h2G0)g

∥∥∥
L1
dτ ′.

Nous majorons alors les deux intégrales qui apparaissent dans les majorants par des intégrales
sur (−∞,+∞) puis nous utilisons (P7) et (P8) avec s = 0∫ +∞

−∞

∥∥∥V eiτ√Gψ(h2G)f
∥∥∥
L1
dτ ≤ Ch−1/2‖f‖L1 , 0 < h ≤ h0,∫ +∞

−∞

∥∥∥V sin((t− τ ′)
√
G0)ψ̃1(h2G0)g

∥∥∥
L1
dτ ′ ≤ Ch−1/2‖g‖L1 , h > 0.

Finalement,
t1/2 |〈Φ2(t;h)f, g〉|

≤ Ch−1‖g‖L1‖f‖L1 + Ch1/2‖g‖L1 sup
t/2≤τ≤t

τ1/2
∥∥∥eiτ√Gψ(h2G)f

∥∥∥
L∞

.

Nous pouvons conclure

t1/2 ‖Φ2(t;h)f‖L∞ ≤ Ch−1‖f‖L1 + Ch1/2 sup
t/2≤τ≤t

τ1/2
∥∥∥eiτ√Gψ(h2G)f

∥∥∥
L∞

. (2.3.26)

Par (2.3.25) et (2.3.26), nous concluons

t1/2 ‖Φ(t;h)f‖L∞ ≤ Ch−1‖f‖L1 + Ch1/2t1/2 ‖Φ(t;h)f‖L∞ + Ch1/2 sup
t/2≤τ≤t

τ1/2 ‖Φ(τ ;h)f‖L∞ .

(2.3.27)
En prenant h assez petit, nous pouvons absorber le deuxième et troisième terme du membre de
droite de (2.3.27), obtenant ainsi (CO-2). De façon similaire, nous pouvons traiter le cas t < 0.
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3 Estimations dispersives pour l’équation de Schrödinger

Nous avons le résultat suivant à basses fréquences en dimension n ≥ 4 :

Théorème 3.1 Sous les hypothèses (VSn) sur le potentiel V . De plus, supposons que 0 est un
point régulier pour G. Alors dans ce cas, il existe a0 > 0 tel que pour tout 0 < a < a0∥∥eitGηa(G)

∥∥
L1→L∞

≤ C|t|−n/2, ∀t 6= 0. (D10)

Rappelons les résultats à hautes fréquences prouvés par Vodev pour n ≥ 4 dans [74]

Théorème 3.2 Supposons (V(δ)) vérifiée avec δ > (n+2)/2. Alors, pour tout a > 0, 0 < ε� 1,
il existe des constantes C, Cε > 0 telles que nous ayons les estimations suivantes

‖eitGG−(n−3)/4χa(G)‖L1→L∞ ≤ C|t|−n/2, ∀t 6= 0,

‖eitGχa(G)〈x〉−n/2−ε‖L2→L∞ ≤ Cε|t|−n/2, ∀t 6= 0.

De plus, pour tout 0 ≤ q ≤ (n− 3)/2, 2 ≤ p <
2(n− 1− 2q)
n− 3− 2q

, nous avons

‖eitGG−αq/2χa(G)‖Lp′→Lp ≤ C|t|−αn/2, ∀t 6= 0,

où 1/p+ 1/p′ = 1 et α = 1− 2/p.

Nous pouvons ainsi en déduire

Théorème 3.3 Sous les mêmes hypothèses que le théorème 3.2 avec n ≥ 4, alors pour tout
0 < ε� 1 et pour tout t 6= 0, nous avons les estimations suivantes

‖eitGPacf‖L∞ ≤ C|t|−n/2
∥∥∥〈G〉(n−3)/4f

∥∥∥
L1
, (D11)

‖eitGPacf‖L∞ ≤ Cε|t|−n/2
∥∥∥〈x〉n/2+εf∥∥∥

L2
. (D12)

Nous obtenons aussi un nouveau théorème en dimension n ≥ 4 avec des hypothèses de
régularité supplémentaire :

Théorème 3.4 Supposons n ≥ 4, 0 point régulier pour G et V vérifiant (V(δ)) avec δ > n− 1
ainsi que V̂ ∈ L1(Rn). Alors nous avons l’estimation suivante∥∥eitGPac∥∥L1→L∞

≤ C|t|−n/2, t 6= 0. (D14)

Nous avons également le théorème suivant en dimension n = 2 :

Théorème 3.5 Si V vérifie (V2), il existe un a0 > 0 tel que pour tout a ≥ a0, nous ayons∥∥eitGχa(G)
∥∥
L1→L∞

≤ C|t|−1, (D15)

pour une constante C > 0.
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3.1 Estimations à basses fréquences en dimension n ≥ 4

On introduit
Ψ(t;h) = eitGψ(h2G)− T ∗eitG0ψ(h2G0)T.

Pour prouver le théorème en dimension n ≥ 4 à basses fréquences, nous allons étudier ce com-
parateur en trois étapes :

1. Estimations sur ψ(h2G0) et ψ(h2G) à l’aide de propriété sur la résolvante (prouvées dans
la section 2.1).

2. Estimations autour des propagateurs à l’aide d’estimations sur les noyaux (cf proposition
3.7).

3. Estimations du comparateur à l’aide de la formule de Duhamel et d’un mécanisme de
bootstrap.

3.1.1 Etape 1 : Estimations sur ψ(h2G0) et ψ(h2G)

L’étude a déjà été faite dans la section 2.1. Rappelons ici les résultats qui nous intéressent à
basse fréquences en dimension n ≥ 4 :

Proposition 3.6 Il existe des constantes positives C, β et h0 telles que nous ayons les estima-
tions suivantes

‖ψ(h2G0)‖L1→L1 ≤ C, h > 0 (E1)

‖ψ(h2G)‖L1→L1 ≤ C, h ≥ h0 (E4)

‖ψ(h2G)− ψ(h2G0)T‖L1→L1 ≤ Ch−β , h ≥ h0 (E5)

où l’opérateur
T = (1− V∆−1)−1 : L1 → L1

est borné par hypothèse.

3.1.2 Etape 2 : estimations autour des propagateurs eitG0 et eitG

Proposition 3.7 Sous les hypothèses du théorème 1.1, il existe des constantes positives h0 et
β telles que nous ayons les estimations suivantes∫ ∞

−∞

∥∥V eitG0ψ(h2G0)
∥∥
L1→L1 dt ≤ Ch−β, h ≥ 1, (P9)

∫ ∞

−∞

∥∥V ψ(h2G)eitG0ψ1(h2G0)
∥∥
L1→L1 dt ≤ Ch−β, h ≥ h0, (P10)∫ ∞

−∞

∥∥V eitGψ(h2G)
∥∥
L1→L1 dt ≤ Ch−β, h ≥ h0. (P11)

Preuve de (P9) : Il est montré dans l’appendice que le noyau de l’opérateur eitG0ψ(h2G0)
est de la forme Kh(|x− y|, t) avec une fonction Kh vérifiant

Kh(σ, t) = h−nK1(σh−1, th−2),

|K1(σ, t)| ≤ C|t|−s−1/2σs−(n−1)/2, 0 ≤ s ≤ (n− 1)/2, σ > 0, t 6= 0.

Ainsi pour tout 0 ≤ s ≤ (n− 1)/2, σ > 0, t 6= 0, h > 0, nous avons

|Kh(σ, t)| ≤ Chs−(n−1)/2|t|−s−1/2σs−(n−1)/2,
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qui implique∥∥V eitG0ψ(h2G0)
∥∥
L1→L1 ≤ C sup

y∈Rn

∫
Rn

|V (x)||Kh(|x− y|, t)| dx

≤ Chs−(n−1)/2|t|−s−1/2 sup
y∈Rn

∫
Rn

|x− y|s−(n−1)/2|V (x)| dx.

Si
1
2
− ε ≤ s ≤ 1

2
+ ε, alors −n− 2

2
− ε ≤ s − n− 1

2
≤ −n− 2

2
+ ε, ce qui permet d’utiliser

(VSn) : ∥∥V eitG0ψ(h2G0)
∥∥
L1→L1 ≤ Chs−(n−1)/2|t|−s−1/2, 1/2− ε ≤ s ≤ 1/2 + ε, (3.1.1)

où 0 < ε � 1. En choisissant 1/2 − ε ≤ s < 1/2, nous montrons t 7→
∥∥V eitG0ψ(h2G0)

∥∥
L1→L1

intégrable en 0 et en choisissant 1/2 < s ≤ 1/2 + ε, nous montrons t 7→
∥∥V eitG0ψ(h2G0)

∥∥
L1→L1

intégrable en +∞. De manière évidente, (P9) résulte de (3.1.1) avec β = (n− 1)/2− s.

Preuve de (P10) : De plus, en utilisant (HS), (R5), (R6), (3.1.1) et R±
h (z) − R±

0,h(z) =
h2R±

h (z)VR±
0,h(z), nous obtenons∥∥V (ψ(h2G)− ψ(h2G0)

)
eitG0ψ1(h2G0)

∥∥
L1→L1

≤ Ch2
∑
±

∫
C±

ϕ

∣∣∣∣∂ϕ̃∂z̄ (z)
∣∣∣∣ ∥∥∥VR±

h (z)V eitG0ψ1(h2G0)R±
0,h(z)

∥∥∥
L1→L1

L(dz)

≤ Ch2
∑
±

∫
C±

ϕ

∣∣∣∣∂ϕ̃∂z̄ (z)
∣∣∣∣ ∥∥VR±

h (z)
∥∥
L1→L1︸ ︷︷ ︸

(R6)

∥∥V eitG0ψ1(h2G0)
∥∥
L1→L1︸ ︷︷ ︸

(3.1.1)

∥∥∥R±
0,h(z)

∥∥∥
L1→L1︸ ︷︷ ︸

(R5)

L(dz)

≤ Chs−(n−1)/2|t|−s−1/2
∑
±

∫
C±

ϕ

∣∣∣∣∂ϕ̃∂z̄ (z)
∣∣∣∣ |Im z|−qL(dz)

≤ Chs−(n−1)/2|t|−s−1/2, 1/2− ε ≤ s ≤ 1/2 + ε.

ce qui implique (P10) de la même manière que précédemment. 2

Preuve de (P11) : En utilisant la formule de Duhamel

eitG = eitG0 + i

∫ t

0
ei(t−τ)GV eiτG0dτ,

et en multipliant cette égalité à gauche par ψ(h2G) et à droite par ψ1(h2G0)T et en utilisant
que ψ = ψψ1 et que ψ(h2G) et eitG commutent, nous obtenons l’identité

eitGψ(h2G) = ψ(h2G)eitG0ψ1(h2G0)T + eitGψ(h2G)
(
ψ1(h2G)− ψ1(h2G0)T

)
+i
∫ t

0
ψ(h2G)ei(t−τ)GV eiτG0ψ1(h2G0)Tdτ.

En multipliant à gauche par V puis en prenant la norme L1 → L1 et en intégrant par rapport
à t, nous obtenons∫ ∞

−∞

∥∥V eitGψ(h2G)
∥∥
L1→L1 dt ≤ Terme 1 + Terme 2 + Terme 3,
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avec

Terme 1 =
∫ +∞

−∞

∥∥V ψ(h2G)eitG0ψ(h2G0)T
∥∥
L1→L1 dt,

Terme 2 =
∫ +∞

−∞

∥∥V eitGψ(h2G)(ψ1(h2G)− ψ1(h2G0)T )
∥∥
L1→L1 dt,

Terme 3 =
∫ +∞

−∞

∫ t

0

∥∥∥V ψ(h2V )ei(t−τ)GV eiτG0ψ1(h2G0)T
∥∥∥
L1→L1

dτdt.

Pour le Terme 1, nous utilisons (P10) et le fait que ‖T‖L1→L1 ≤ C

Terme 1 ≤ Ch−β, h ≥ h0. (3.1.2)

Pour le Terme 2, nous utilisons (E7)

Terme 2 ≤ Ch−β
∫ +∞

−∞

∥∥V eitGψ(h2G)
∥∥
L1→L1 dt, h ≥ h0. (3.1.3)

Pour le Terme 3, nous avons en utilisant l’inégalité de Young

Terme 3 ≤
∫ ∞

−∞

∫ t

0

∥∥∥V ψ(h2G)ei(t−τ)G
∥∥∥
L1→L1

∥∥V eiτG0ψ1(h2G0)
∥∥
L1→L1 dτdt.

Nous intervertissons les intégrales puis nous effectuons le changement de variables t− τ → t :∫ +∞

−∞

∫ t

0
dτdt =

∫ +∞

0

∫ +∞

τ
+
∫ 0

−∞

∫ −τ

−∞
dtdτ =

∫ +∞

0
dτ

∫ +∞

0
dt+

∫ 0

−∞
dt

∫ 0

−∞
dτ ≤

∫ +∞

−∞
dt

∫ +∞

−∞
dτ

Nous utilisons (P9) pour majorer l’intégrale par rapport à τ

Terme 3 ≤ h−β
∫ ∞

−∞

∥∥V eitGψ(h2G)
∥∥
L1→L1 dt. (3.1.4)

Finalement, regroupant (3.1.2)-(3.1.4)∫ ∞

−∞

∥∥V eitGψ(h2G)
∥∥
L1→L1 dt ≤ Ch−β + Ch−β

∫ ∞

−∞

∥∥V eitGψ(h2G)
∥∥
L1→L1 dt,

qui implique (P11) si nous prenons h assez grand. 2

3.1.3 Etape 3 : étude du comparateur

Proposition 3.8 Sous les hypothèses du théorème 3.1, il existe des constantes positives C, h0

et β telles que pour h ≥ h0 nous ayons

‖Ψ(t, h)‖L1→L∞ ≤ Ch−β |t|−n/2, t 6= 0. (CS1)

Preuve : En utilisant la formule de Duhamel

eitG = eitG0 + i

∫ t

0
ei(t−τ)G0V eiτGdτ,

et en rappelant que ψ1ψ = ψ et que ψ1(h2G) et eitG commutent, nous obtenons l’identité

Ψ(t;h)− i

∫ t

0
T ∗ψ1(h2G0)ei(t−τ)G0V eiτGψ(h2G)dτ
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= eitGψ(h2G)− T ∗eitG0ψ(h2G0)T + T ∗ψ1(h2G0)
(
eitG0 − eitG

)
ψ(h2G).

Posons

Ψ2(t;h) = i

∫ t

0
T ∗ψ1(h2G0)ei(t−τ)G0V eiτGψ(h2G)dτ.

Ainsi, en utilisant entre autre eitGψ(h2G) = eitGψ1(h2G)ψ(h2G) = ψ1(h2G)eitGψ(h2G), nous
avons

Ψ(t;h)−Ψ2(t;h) = T ∗ψ1(h2G0)eitG0
(
ψ(h2G)− ψ(h2G0)T

)
+
(
ψ1(h2G)− T ∗ψ1(h2G0)

)
eitGψ(h2G).

Posons

Ψ1(t;h) = T ∗ψ1(h2G0)eitG0
(
ψ(h2G)− ψ(h2G0)T

)
+
(
ψ1(h2G)− T ∗ψ1(h2G0)

)
eitGψ(h2G).

Nous avons donc

Ψ(t;h) =
2∑
j=1

Ψj(t;h).

Par (E1) et (E5) ainsi que l’estimation dispersive usuelle pour l’opérateur libre∥∥eitG0
∥∥
L1→L∞

≤ C|t|−n/2,

et en rappelant que si ‖u‖L1→L1 ≤ C, alors ‖u∗‖L∞→L∞ ≤ C, nous obtenons

‖Ψ1(t;h)f‖L∞ ≤ ‖T ∗‖L∞→L∞︸ ︷︷ ︸
≤C

‖ψ1(h2G0)‖L∞→L∞︸ ︷︷ ︸
≤C (E1)

‖eitG0‖L1→L∞︸ ︷︷ ︸
≤C|t|−n/2

‖ψ(h2G)− ψ(h2G0)T‖L1→L1︸ ︷︷ ︸
≤Ch−β , h≥h0, (E5)

‖f‖L1

+ ‖ψ1(h2G)− T ∗ψ1(h2G0)‖L∞→L∞︸ ︷︷ ︸
≤Ch−β , (E5)

∥∥(Ψ(t;h) + T ∗eitG0ψ(h2G0)T
)∥∥
L∞

.

Finalement,

‖Ψ1(t;h)f‖L∞ ≤ Ch−β|t|−n/2‖f‖L1 + Ch−β ‖Ψ(t;h)f‖L∞ , t 6= 0. (3.1.5)

Remarquons :

si 0 ≤ τ ≤ t/2 alors ((t− τ)/t)1/2 ≥ 2−1/2 et si t/2 ≤ τ ≤ t alors (τ/t)1/2 ≥ 2−1/2.

En séparant l’intégrale apparaissant dans Ψ2(t;h) en deux intégrales portant respectivement sur
(0, t/2) et (t/2, t), en utilisant la remarque précédente et le fait que ‖T ∗‖L∞→L∞ ≤ C, nous
avons ∀f ∈ L1, t > 0 :

tn/2 ‖Ψ2(t;h)f‖L∞

≤ C

∫ t/2

0
(t− τ)n/2

∥∥∥ψ1(h2G0)ei(t−τ)G0

∥∥∥
L1→L∞

∥∥V eiτGψ(h2G)f
∥∥
L1 dτ

+C
∫ t

t/2

∥∥∥ψ1(h2G0)ei(t−τ)G0V
∥∥∥
L∞→L∞

τn/2
∥∥eiτGψ(h2G)f

∥∥
L∞

dτ.
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Nous avons d’après (P9)∫ t

t/2

∥∥∥ψ1(h2G0)ei(t−τ
′)G0V

∥∥∥
L∞→L∞

dτ ′ =
∫ t/2

0

∥∥ψ1(h2G0)eiτG0V
∥∥
L∞→L∞

dτ

≤
∫ +∞

−∞

∥∥ψ1(h2G0)eiτG0V
∥∥
L∞→L∞

dτ

≤
∫ +∞

−∞

∥∥V eiτG0ψ1(h2G0)
∥∥
L1→L1 dτ

≤ Ch−β d’après (P9).

Donc la deuxième intégrale est majorée par

≤ C sup
t/2≤τ≤t

τn/2
∥∥eiτGψ(h2G)f

∥∥
L∞

∫ t

t/2

∥∥∥ψ1(h2G0)ei(t−τ
′)G0V

∥∥∥
L∞→L∞

dτ ′

≤ Ch−β sup
t/2≤τ≤t

τn/2
∥∥eiτGψ(h2G)f

∥∥
L∞

. (3.1.6)

Pour la première intégrale, nous utilisons l’estimation dispersive usuelle pour l’opérateur libre
pour majorer

(t− τ)n/2
∥∥∥ψ(h2G0)ei(t−τ)G0

∥∥∥
L1→L∞

≤ C, t 6= τ.

Puis en utilisant (P11), la première intégrale se majore par

≤ Ch−β‖f‖L1 . (3.1.7)

Finalement en regroupant (3.1.6) et (3.1.7), nous obtenons

tn/2 ‖Ψ2(t;h)f‖L∞ ≤ Ch−β‖f‖L1 + Ch−β sup
t/2≤τ≤t

τn/2
∥∥eiτGψ(h2G)f

∥∥
L∞

. (3.1.8)

En combinant (3.1.5) et (3.1.8), nous concluons, ∀f ∈ L1, t > 0,

tn/2 ‖Ψ(t;h)f‖L∞ ≤ Ch−β‖f‖L1 + Ch−βtn/2 ‖Ψ(t;h)f‖L∞ (3.1.9)

+Ch−β sup
t/2≤τ≤t

τn/2 ‖Ψ(τ ;h)f‖L∞ .

En prenant h suffisamment grand, nous pouvons absorber le deuxième et troisième terme de
membre de droite de (3.1.9), et obtenir ainsi (CS1). Il est évident que le cas t < 0 peut être
traité de la même manière. 2

3.1.4 Preuve du théorème 3.1

Théorème 3.9 Soit n ≥ 4, soit V vérifiant (VSn) et supposons que 0 est un point régulier pour
G. Alors, il existe une constante a0 > 0 telle que pour 0 < a ≤ a0, nous ayons l’estimation∥∥eitGηa(G)

∥∥
L1→L∞

≤ C|t|−n/2, t 6= 0. (D10)
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Preuve : Rappelons que χa(σ) = χ1(σ/a), a > 0 petit. Alors nous pouvons écrire la fonction
ηa comme suit

ηa(σ) = 1− χ1(σa−1) =
∫ ∞

σa−1

χ
′
1(θ)dθ =

∫ ∞

a−1

σθχ
′
1(σθ)

dθ

θ
=
∫ ∞

a−1

ψ(σθ)
dθ

θ
, σ > 0,

où ψ(σ) = σχ′1(σ) ∈ C∞
0 ((0,+∞)). Ainsi, nous obtenons de (CS1),∥∥eitGηa(G)− T ∗eitG0ηa(G0)T

∥∥
L1→L∞

≤
∫ ∞

a−1

∥∥∥Ψ(t,
√
θ)
∥∥∥
L1→L∞

dθ

θ

≤ C|t|−n/2
∫ ∞

a−1

θ−1−β/2dθ ≤ C|t|−n/2, (3.1.10)

à condition que a soit pris suffisamment petit. Il est évident que (D10) suit de (3.1.10), et du
fait que l’estimation ait lieu pour G0 et que l’opérateur T : Lp → Lp est borné par hypothèse
pour 1 ≤ p ≤ 2.

2

Théorème 3.10 Soit n ≥ 4, soit V vérifiant (V(δ)) avec δ > (n+ 2)/2 et supposons que 0 est
un point régulier pour G. Alors, nous avons l’estimation, ∀t 6= 0, 0 < ε� 1,∥∥eitGPacf∥∥L∞ ≤ C|t|−n/2

∥∥∥〈G〉(n−3)/4f
∥∥∥
L1
, (D11)

∥∥eitGPacf∥∥L∞ ≤ Cε|t|−n/2
∥∥∥〈x〉n/2+εf∥∥∥

L2
. (D12)

Preuve de (D11) : nous avons d’après les théorèmes (3.1) et (3.2)∥∥eitG(χa(G) + ηa(G))f
∥∥
L∞

≤
∥∥∥eitGχa(G)G−(n−3)/4G(n−3)/4f

∥∥∥
L∞

+
∥∥eitGηa(G)f

∥∥
L∞

≤ C|t|−n/2
(∥∥∥G(n−3)/4f

∥∥∥
L1

+ ‖f‖L1

)
≤ C|t|−n/2

∥∥∥〈G〉(n−3)/4f
∥∥∥
L1
.

2

Preuve de (D12) : nous avons d’après les théorèmes (3.1) et (3.2)∥∥eitG(χa(G) + ηa(G))f
∥∥
L∞

≤
∥∥∥eitGχa(G)〈x〉−n/2−ε〈x〉n/2+εf

∥∥∥
L∞

+
∥∥eitGηa(G)f

∥∥
L∞

≤ Cε|t|−n/2
(∥∥∥〈x〉n/2+εf∥∥∥

L2
+ ‖f‖L1

)
.

Comme
(
x 7→ 〈x〉−n/2−ε

)
∈ L2(Rn), nous avons

‖f‖L1 ≤ C
∥∥∥〈x〉n/2+εf∥∥∥

L2
,

et donc finalement : ∥∥eitGPacf∥∥L∞ ≤ C|t|−n/2
∥∥∥〈x〉n/2+εf∥∥∥

L2
.

2
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3.2 Une autre estimation dispersive avec plus de régularité

En combinant des idées de [73],[74] et [42] nous allons prouver le résultat suivant.
En supposant

V̂ ∈ L1(Rn), (3.2.1)

on a le théorème suivant

Théorème 3.11 Soit n ≥ 4, soit V vérifiant (V(δ)) avec δ > n − 1 ainsi que (3.2.1). Alors
pour tout a > 0, nous avons l’estimation∥∥eitGχa(G)

∥∥
L1→L∞

≤ C|t|−n/2, t 6= 0. (D13)

Remarque. Remarquons que (D14) est prouvée dans [42] pour des potentiels vérifiants (V(δ))
avec δ > n, la condition (3.2.1) ainsi que 〈x〉δV (x) : Hγ → Hγ borné pour un certain γ > 0. Ici,
nous éliminons cette condition supplémentaire.

En combinant les résultats des théorèmes 3.1 et 3.11, nous obtenons

Théorème 3.12 Soit n ≥ 4, soit V vérifiant (V(δ)) avec δ > n − 1 ainsi que (3.2.1), et
supposons que 0 est un point régulier pour G. Alors nous avons l’estimation

‖eitGPac‖L1→L∞ ≤ C|t|−n/2, t 6= 0. (D14)

Preuve du théorème 3.12 : comme δ > n− 1 implique δ > (n− 2)/2 pour tout n ≥ 4, nous
avons ∥∥eitG(χa(G) + ηa(G))f

∥∥
L∞

≤
∥∥eitGχa(G)f

∥∥
L∞︸ ︷︷ ︸

≤C|t|−n/2, théorème 3.11

+
∥∥eitGηa(G)f

∥∥
L∞︸ ︷︷ ︸

≤C|t|−n/2, théorème 3.1

Preuve du théorème 3.11 : Le point principal dans la preuve de [42] est la borne prouvée en
appendice (C.11) ∥∥e−itG0V eitG0

∥∥
L1→L1 ≤ ‖V̂ ‖L1 , ∀t. (3.2.2)

En combinant (3.2.2) avec la formule de Duhamel eitG = eitG0 + i

∫ t

0
ei(t−τ)G0V eiτGdτ , nous

obtenons

e−itG0V eitG = e−itG0V eitG0 + ie−itG0V eitG0

∫ t

0
e−iτG0V eiτGdτ,

et donc ∥∥e−itG0V eitG
∥∥
L1→L1 ≤ ‖V̂ ‖L1 + ‖V̂ ‖L1

∫ t

0

∥∥e−iτG0V eiτG
∥∥
L1→L1 dτ.

En appliquant l’inégalité de Gronwall, nous obtenons∥∥e−itG0V eitG
∥∥
L1→L1 ≤ ‖V̂ ‖L1

(
1 + ‖V̂ ‖L1te‖V̂ ‖L1 t

)
.

En particulier, si |t| ≤ 1, nous avons :∥∥e−itG0V eitG
∥∥
L1→L1 ≤ C, |t| ≤ 1, (3.2.3)

avec une constante C > 0 indépendante de t. Dans ce qui suit, nous allons déduire (D14) de
(3.2.2) et (3.2.3).
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Pour cela, étant donnée une fonction ψ ∈ C∞
0 ((0,+∞)) et un paramètre 0 < h ≤ 1, comme

dans [73], [74], désignons par

Ψ(t, h) = eitGψ(h2G)− eitG0ψ(h2G0),

F (t) = i

∫ t

0
ei(t−τ)G0V eiτG0dτ.

Comme dans ces articles, il est facile de voir que (D14) résulte du résultat suivant

Théorème 3.13 Sous les hypothèses du théorème B.1, il existe des constantes C, β > 0 telles
que nous ayons les estimations suivantes (pour 0 < h ≤ 1, t 6= 0)

‖F (t)‖L1→L∞ ≤ C|t|−n/2, (CS2)∥∥Ψ(t, h)− F (t)ψ(h2G0)
∥∥
L1→L∞

≤ Chβ|t|−n/2. (CS3)

Preuve théorème 3.13⇒ (D14) : Nous écrivons la fonction χa comme χa(σ) =
∫ 1

0
ψ(σθ)θ−1dθ

où ψ(σ) = σχ
′
a(σ) ∈ C∞

0 ((0,+∞)). Nous obtenons alors∥∥eitGχa(G)− eitG0χa(G0)− F (t)χa(G0)
∥∥
L1→L∞

≤
∫ 1

0
‖Ψ(t, h)− F (t)φ(θG0)‖L1→L∞ θ−1dθ

≤ C|t|−n/2
∫ 1

0
θ−1+β/2dθ ≤ C ′|t|−n/2.

Comme
∥∥eitG0

∥∥
L1→L∞

≤ C|t|−n/2 et χa(G0) est borné sur Lp, 1 ≤ p ≤ +∞, nous déduisons
(D14) des estimations précédentes en décomposant

eitGχa(G) =
(
eitGχa(G)− eitG0χa(G0)− F (t)χa(G0)

)
+ eitG0χa(G0) + F (t)χa(G0).

Preuve du théorème 3.13
Preuve de (CS2) : Pour |t| ≤ 2, nous avons d’après (3.2.2) :

‖F (t)‖L1→L∞ ≤
∥∥eitG0

∥∥
L1→L∞

∫ t

0

∥∥e−iτG0V eiτG0
∥∥
L1→L1 dτ ≤ 2‖V̂ ‖L1

∥∥eitG0
∥∥
L1→L∞

,

et comme l’inégalité de dispersion est vérifiée pour l’opérateur libre, nous obtenons (CS2).
Sans perte de généralités, nous pouvons supposer t ≥ 2. Ecrivons F = F1 + F2, où

F1(t) = i

∫ t−1

1
ei(t−τ)G0V eiτG0dτ,

F2(t) = i

(∫ 1

0
+
∫ t

t−1

)
ei(t−τ)G0V eiτG0dτ.

Il résulte de (3.2.2) que F2(t) vérifie (CS2) (traitement similaire au cas |t| ≤ 2, étant donné que
les intervalles d’intégration sont de taille ≤ 1). Pour traiter l’opérateur F1(t), observons que son
noyau est de la forme

cn

∫
Rn

U(|x− ξ|2/4, |y − ξ|2/4, t)V (ξ)dξ,
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où cn est une constante et

U(σ1, σ2, t) =
∫ t−1

1
eiσ1/(t−τ)+iσ2/τ (t− τ)−n/2τ−n/2dτ.

Pour prouver que F1(t) vérifie (D14), il suffit de montrer que

|U(σ1, σ2, t)| ≤ Ct−n/2
(
σ
−1/2
1 + σ

−1/2
2

)
, ∀σ1, σ2 > 0, t ≥ 2. (3.2.4)

En effet, si (3.2.4) est vérifiée, nous avons

‖F1(t)‖L1→L∞ ≤ cn sup
x,y∈Rn

∫
Rn

U(|x− ξ|2/4, |y − ξ|2/4, t)V (ξ)dξ

≤ C|t|−n/2 sup
x,y∈Rn

∫
Rn

(
|x− ξ|−1 + |y − ξ|−1

)
|V (ξ)|dξ.

(CS2) découle alors du fait que V vérifie (V(δ)) avec δ > n − 1. Par exemple, (en écrivant
δ = n− 1 + ε, ε > 0) ∫

Rn

|x− ξ|−1|V (ξ)|dξ ≤ C

∫ ∞

0
ρn−2〈ρ〉−n+1−εdρ.

L’intégrande du majorant est équivalent en +∞ à ρ−1−ε qui est intégrable.

Preuve de (3.2.4) : Dans la formule donnant U , séparons le domaine d’intégration en deux
parties : 1 ≤ τ ≤ t/2 et t/2 ≤ τ ≤ t− 1. Effectuons le changement de variables τ/t 7→ τ dans la
première zone et 1− τ/t 7→ τ dans la seconde. Nous avons ainsi

U(σ1, σ2, t) = t−n+1
(
u(σ1t

−1, σ2t
−1, t−1) + u(σ2t

−1, σ1t
−1, t−1)

)
, (3.2.5)

où

u(σ′1, σ
′
2, κ) =

∫ 1/2

κ
eiσ

′
1/(1−τ ′)+iσ′2/τ ′(1− τ ′)−n/2(τ ′)−n/2dτ ′.

Il est facile de voir que (3.2.4) résulte de (3.2.5) et de la borne∣∣u(σ′1, σ′2, κ)∣∣ ≤ Cκ−(n−3)/2(σ′1)
−1/2, ∀σ′1, σ′2 > 0, 0 < κ ≤ 1/2. (3.2.6)

En effet, si (3.2.6) est vérifiée, nous avons

|U(σ1, σ2, t)| ≤ Ct−n+1
(
|t|(n−3)/2(σ1t

−1)−1/2 + |t|(n−3)/2(σ2t
−1)−1/2

)
= Ct−n/2(|σ1|−1/2+|σ2|−1/2).

Preuve de (3.2.6) : Pour prouver (3.2.6), nous effectuons le changement de variables µ = 1/τ ′

et nous écrivons la fonction u sous la forme

u(σ′1, σ
′
2, κ) =

∫ κ−1

2
eiϕ(µ,σ′1,σ

′
2)

(
µ

µ− 1

)n/2
µn/2−2dµ,

où
ϕ(µ, σ′1, σ

′
2) = µσ′2 +

µ

µ− 1
σ′1.

Notons a(µ) = µ/(µ − 1). Nous avons a′(µ) = −1/(µ − 1)2 < 0. Donc a(µ) est décroissante.
Comme 0 < κ ≤ 1/2, nous avons 1 < a(κ−1) = 1/(1 − κ) ≤ 2. Par conséquent, 1 ≤ a(µ) ≤ 2,
pour 2 ≤ µ ≤ κ−1. Nous obtenons ainsi :

∣∣u(σ′1, σ′2, κ)∣∣ ≤ C

∫ κ−1

2
µn/2−2dµ ≤ Cκ−(n−2)/2. (3.2.7)
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Par ailleurs, observons que

ϕ′(µ) =
dϕ

dµ
= σ′2 −

σ′1
(µ− 1)2

,

donc ϕ′ s’annule en µ0 = 1 + (σ′1/σ
′
2)

1/2. Remarquons aussi

ϕ
′′
(µ) =

2σ′1
(µ− 1)3

,

qui est strictement positif pour µ ≥ 2 comme σ′1 > 0. Nous allons considérer deux cas.

Cas 1. µ0 6∈ [3/2, 3κ−1/2]. Alors, écrivons

ϕ′(µ) =
σ′2

(µ− 1)2
(
(µ− 1)2 − (µ0 − 1)2

)
=

σ′2
(µ− 1)2

(µ− 1 + µ0 − 1)(µ− µ0).

Donc ∣∣∣∣ϕ′(µ)(µ− 1)
σ′2

∣∣∣∣ = (1 +
µ0 − 1
µ− 1

)
|µ− µ0|.

Comme
µ0 − 1
µ− 1

≥ 0 pour µ ≥ 2, nous avons

∣∣ϕ′(µ)
∣∣ ≥ σ′2

|µ− µ0|
µ− 1

, µ ∈ [2, κ−1].

Soit µ ∈ [2, κ−1]. Si µ0 ∈ [1, 3/2], nous avons |µ − µ0| = µ − µ0 et
10µ0 − 1

9
≤ 14

9
< 2 ≤ µ, et

donc 10µ0 − 1 < 9µ = 10µ− µ d’où finalement

µ− µ0

µ− 1
>

1
10
.

Si au contraire µ0 ≥ 3κ−1/2, nous avons |µ−µ0| = µ0−µ et
10µ0 + 1

11
≥ 15κ−1 + 1

11
> κ−1 ≥ µ,

et donc 10µ0 + 1 > 11µ = 10µ+ µ d’où finalement

µ0 − µ

µ− 1
>

1
10
.

En réunissant les deux cas, nous avons∣∣ϕ′(µ)
∣∣ ≥ σ′2

10
, µ ∈ [2, κ−1].

De plus, en intégrant par parties, nous obtenons

u(σ′1, σ
′
2, κ) =

∫ κ−1

2
(iϕ′)−1

(
µ

µ− 1

)n/2
µn/2−2deiϕ

= eiϕ(iϕ′)−1

(
µ

µ− 1

)n/2
µn/2−2

∣∣∣∣∣
κ−1

2

−
∫ κ−1

2
eiϕf(µ)dµ, (3.2.8)

où

f(µ) =
d

dµ

(
(iϕ′)−1

(
µ

µ− 1

)n/2
µn/2−2

)
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= (iϕ′)−1 d

dµ

((
µ

µ− 1

)n/2
µn/2−2

)
+
iϕ′′

ϕ′2

(
µ

µ− 1

)n/2
µn/2−2.

Comme ∣∣∣∣ϕ′′ϕ′
∣∣∣∣ ≤ 2σ′1(µ− 1)−2

(µ− 1) |σ′2 − σ′1(µ− 1)−2|
≤ 2
µ− 1

(
1 +

σ′2
|ϕ′|

)
,

en utilisant ϕ′(µ) ≥ σ′2/10, nous avons ∣∣∣∣ϕ′′ϕ′
∣∣∣∣ ≤ 22

µ− 1
.

Soit

g(µ) =
(

µ

µ− 1

)n/2
µn/2−2 = a(µ)n/2µn/2−2.

Nous avons

g′(µ) =
(

µ

µ− 1

)n/2
µn/2−3

(
n/2− 2− n

2(µ− 1)

)
.

Comme 1 ≤ a(µ) ≤ 2 et
1

µ− 1
≤ 1, nous avons pour 2 ≤ µ ≤ κ−1 :

∣∣∣∣ 1
µ− 1

g(µ)
∣∣∣∣ ≤ Cµn/2−3 et |g′(µ)| ≤ Cµn/2−3.

Par conséquent, nous obtenons (pour µ ≥ 2)

|f(µ)| ≤ C(σ′2)
−1µn/2−3. (3.2.9)

Par (3.2.8) et (3.2.9), et en utilisant

1 ≤ a(µ)n/2 ≤ 2n/2 pour µ ∈ [2, κ−1] et 2n/2−2 ≤ κ−n/2+2,

nous obtenons ∣∣u(σ′1, σ′2, κ)∣∣ ≤ C(σ′2)
−1κ−(n−4)/2. (3.2.10)

Il est évident que dans ce cas, (3.2.6) résulte de (3.2.7) et (3.2.10).

Cas 2. µ0 ∈ [3/2, 3κ−1/2]. Désignons par I(µ0) = [9µ0/10, 11µ0/10]∩ [2, κ−1]. Nous écrivons
la fonction u comme u1 + u2, où

u1 =
∫
I(µ0)

eiϕ
(

µ

µ− 1

)n/2
µn/2−2dµ = µ

n/2−1
0

∫
eI(µ0)

eiλψ(z)g(z)dz, (3.2.11)

où nous avons fait le changement de variables µ = µ0(1 + z), Ĩ(µ0) ⊂ [−1/10, 1/10], λ = µ0σ
′
2,

g(z) =
(

1 + z

1 + z − µ−1
0

)n/2
(1 + z)n/2−2,

ψ(z) = (1 + z)
(

1 +
(µ0 − 1)2

µ0(1 + z)− 1

)
.

Nous pouvons écrire

ψ(z) = (1+ z)

(
1 +

µ0 − 1
1 + µ0z

µ0−1

)
= (1+ z)

(
1 + (µ0 − 1)

(
1− µ0z

µ0 − 1
+
(

µ0z

µ0 − 1

)2

+O(z3)

))
,
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et finalement
ψ(z) = µ0 +

µ0

µ0 − 1
z2 +O(z3), |z| � 1,

uniformément en µ0. Il est facile de voir que nous avons l’estimation∣∣∣∣∫ a

0
eiλψ(z)g(z)dz

∣∣∣∣ ≤ Cλ−1/2, |a| ≤ 1/10. (3.2.12)

En effet, les fonctions g(z) et ψ(z) sont analytiques en |z| ≤ 1/10 avec |g(z)| borné sur ce
domaine uniformément en µ0. Par ailleurs, nous pouvons changer le contour d’intégration pour
obtenir (avec un certain 0 < γ � 1)∣∣∣∣∫ a

0
eiλψ(z)g(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ a

0
eiλψ(eiγy)g(eiγy)dy

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a∫ γ

0
eiλψ(eiθa)g(eiθa)dθ

∣∣∣∣ .
D’une part, nous avons

ψ(eiγy) = µ0 +
µ0

µ0 − 1
e2iγy2 +O(y3)

et donc
Re
(
iλψ(eiγy)

)
= − µ0

µ0 − 1
λ sin(2γ)y2 +O(y3) ≤ −Cλy2.

D’autre part, nous avons

Re
(
iλψ(eiθa)

)
= − µ0

µ0 − 1
λ sin(2θ)a2 +O(θ3) ≤ −Cλθ.

Par conséquent,∣∣∣∣∫ a

0
eiλψ(z)g(z)dz

∣∣∣∣ ≤ C1

∫ a

0
e−Cλy

2
dy + C ′

1

∫ γ

0
e−C

′λθdθ = O(λ−1/2),

avec des constantes C,C ′, C1, C
′
1 > 0. Par (3.2.11) et (3.2.12), nous concluons

|u1| ≤ C(σ′2)
−1/2µ

(n−3)/2
0 ≤ C̃(σ′2)

−1/2κ−(n−3)/2. (3.2.13)

D’autre part, si µ ∈ [2, κ−1] \ I(µ0), alors

|µ− µ0|
µ− 1

≥ C > 0,

En effet, si 2 ≤ µ ≤ 9µ0/10, alors |µ − µ0| = µ0 − µ ≥ µ/9 et si 11µ0/10 ≤ µ, alors |µ − µ0| =
µ− µ0 ≥ µ/11, donc nous avons pour tout µ ∈ [2,+∞[\I(µ0)

|µ− µ0|
µ− 1

≥ 1
11

µ

µ− 1
≥ 1

11
.

Par conséquent, nous pouvons minorer |ϕ′(µ)|. De plus, la fonction u2 peut être traitée de la
même manière que dans le cas 1. Ainsi, u2 vérifie (3.2.6) et par conséquent, vu (3.2.13), il en est
de même pour u. Ceci complète la preuve de (3.2.6) et donc de (3.2.4). 2

Preuve de (CS3) : Il suffit de prouver (CS3) pour 0 < h ≤ h0 avec une certaine constante
0 < h0 ≤ 1, comme pour h0 ≤ h ≤ 1, (CS3) résulte de (CS2) et de l’estimation de la norme
L1 → L∞ de Ψ(t, h) prouvée dans [74] pour la classe plus large de potentiels vérifiant (V(δ))
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avec δ > (n+2)/2 (sans utiliser (3.2.1)). Sans perte de généralité, nous pouvons supposer t > 0.
Maintenant, utilisant la formule de Duhamel comme dans [73], [74] nous obtenons l’identité

Ψ(t;h)− F (t)ψ(h2G0) =
5∑
j=1

Ψj(t;h), (3.2.14)

où
Ψ1(t;h) = ψ1(h2G0)eitG0

(
ψ(h2G)− ψ(h2G0)

)
+
(
ψ1(h2G)− ψ1(h2G0)

)
eitG0ψ(h2G0) +

(
ψ1(h2G)− ψ1(h2G0)

)
Ψ(t;h),

Ψ2(t;h) = i

(∫ γ

0
+
∫ t

t−γ

)
ψ1(h2G0)ei(t−τ)G0V eiτGψ(h2G)dτ,

Ψ3(t;h) = −i
(∫ γ

0
+
∫ t

t−γ

)
ei(t−τ)G0V eiτG0ψ(h2G0)dτ,

Ψ4(t;h) = i

∫ t−γ

γ
ψ1(h2G0)ei(t−τ)G0VΨ(τ ;h)dτ,

Ψ5(t;h) = −i
∫ t−γ

γ
(1− ψ1)(h2G0)ei(t−τ)G0V eiτG0ψ(h2G0)dτ,

où ψ1 ∈ C∞
0 ((0,+∞)), ψ1 = 1 sur suppψ, et 0 < γ � 1 est un paramètre qui sera fixé

ultérieurement, dépendant de h.

Estimation sur Ψ1(t;h) : Vu (E5) et en utilisant l’estimation dispersive pour l’opérateur
libre, nous avons

‖Ψ1(t;h)f‖L∞ ≤ Ch2t−n/2‖f‖L1 + Ch2 ‖Ψ(t;h)f‖L∞ , ∀f ∈ L1. (3.2.15)

Estimation sur Ψ3(t;h) : Ecrivons

Ψ3(t;h) = −ieitG0

(∫ γ

0
+
∫ t

t−γ

)
e−iτG0V eiτG0ψ(h2G0)dτ.

Par (3.2.2), l’estimation dispersive pour le propagateur libre et (E1), nous obtenons

‖Ψ3(t;h)f‖L∞ ≤ Cγt−n/2‖f‖L1 , ∀f ∈ L1. (3.2.16)

Estimation sur Ψ2(t;h) : Dans l’intégrale
∫ t

t−γ
, effectuons le changement de variables t−τ 7→

τ , nous obtenons :∫ t

t−γ
ψ1(h2G0)ei(t−τ)G0V eiτGψ(h2G)dτ =

∫ γ

0
ψ1(h2G0)eiτG0V ei(t−τ)Gψ(h2G)dτ

= ψ1(h2G0)
∫ γ

0
eiτG0V e−iτGdτ

(
Ψ(t;h) + eitG0ψ(h2G0)

)
.

En utilisant (3.2.2) et (3.2.3), ainsi que l’estimation dispersive pour le propagateur libre et (E1),
nous obtenons :

‖Ψ2(t;h)f‖L∞ ≤ Cγt−n/2‖f‖L1 + Cγ ‖Ψ(t;h)f‖L∞ , ∀f ∈ L1, (3.2.17)

avec une constante C > 0 indépendante de t, h et γ.

Estimation sur Ψ4(t;h) :

72



Proposition 3.14 Soit V vérifiant (1.1) avec δ > n−1. Alors, il existe des constantes C, β1 > 0
telles que pour 0 < h ≤ 1, t ≥ 2γ, nous ayons l’estimation

‖Ψ4(t, h)‖L1→L∞ ≤ Chβ1γ−(n−3)/2t−n/2. (3.2.18)

Preuve. Nous allons utiliser les estimations suivantes prouvées dans [74].

Proposition 3.15 Soit V vérifiant (1.1) avec δ > (n + 2)/2. Alors, pour tout 0 < ε � 1,
1/2− ε/4 ≤ s ≤ (n− 1)/2, 0 < h ≤ 1, t 6= 0, nous avons les estimations∥∥∥ψ(h2G0)eitG0〈x〉−s−1/2−ε

∥∥∥
L2→L∞

≤ Chs−(n−1)/2|t|−s−1/2, (3.2.19)∥∥∥Ψ(t, h)〈x〉−s−1/2−ε
∥∥∥
L2→L∞

≤ Chs−(n−3)/2−ε/4|t|−s−1/2. (3.2.20)

Comme V vérifie (V(δ)) avec δ > n − 1, nous avons en particulier |V (x)| ≤ C〈x〉−n+1−2ε0

pour un certain 0 < ε0 � 1. En remarquant que −n+1−2ε0 = (−n/2− ε0)+ (−(n−2)/2− ε0)

et en séparant l’intégration
∫ t−γ

γ
en deux parties

∫ t/2

γ
et
∫ t−γ

t/2
, nous obtenons :

‖Ψ4(t, h)‖L1→L∞

≤ C

∫ t/2

γ

∥∥∥ψ1(h2G0)ei(t−τ)G0〈x〉−n/2−ε0
∥∥∥
L2→L∞

∥∥∥〈x〉−(n−2)/2−ε0Ψ(τ, h)
∥∥∥
L1→L2

dτ

+C
∫ t−γ

t/2

∥∥∥ψ1(h2G0)ei(t−τ)G0〈x〉−(n−2)/2−ε0
∥∥∥
L2→L∞

∥∥∥〈x〉−n/2−ε0Ψ(τ, h)
∥∥∥
L1→L2

dτ.

Pour l’intégration
∫ t/2

γ
, nous utilisons (3.2.19) avec s = (n − 1)/2 et ε = ε0 et (3.2.20) avec

s = (n− 3)/2 + 2ε0/5 et ε = 3ε0/5. Nous obtenons ainsi une majoration par

≤ Chε0/4
∫ t/2

γ
|t− τ |−n/2|τ |−(n−2)/2−2ε0/5dτ.

Comme γ ≤ τ , nous avons |t− τ | ≥ t/2 et donc |t− τ |−n/2 ≤ C|t|−n/2. Le majorant devient :

≤ Chε0/4|t|−n/2
∫ t/2

γ
|τ |−(n−2)/2−2ε0/5dτ.

L’intégrale se calcule, et comme t/2 ≥ γ, nous avons∫ t/2

γ
|τ |−(n−2)/2−2ε0/5dτ ≤ Cγ−(n−2)/2−2ε0/5+1.

Comme 0 < ε� 1, nous avons −(n− 2)/2− 2ε0/5 + 1 ≥ −(n− 3)/2 et comme 0 < γ < 1, nous
avons γ−(n−2)/2−2ε0/5+1 ≤ γ−(n−3)/2. Finalement, la première intégrale peut se majorer par

≤ Chε0/4|t|−n/2γ−(n−3)/2.

Pour l’intégration
∫ t−γ

t/2
, nous utilisons (3.2.19) avec s = (n−3)/2+ ε0/2 et ε = ε0/2 et (3.2.20)

avec s = (n− 1)/2 et ε = ε0. Nous obtenons ainsi une majoration par

≤ Chε0/4
∫ t−γ

t/2
|t− τ |−(n−2)/2−ε0/2|τ |−n/2dτ.
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En effectuant le changement de variables t − τ 7→ τ , nous retrouvons la même analyse que la
première intégrale. Finalement, nous obtenons :

‖Ψ4(t, h)‖L1→L∞ ≤ Chε0/4γ−(n−3)/2t−n/2.

Ce qui donne bien le résultat voulu. 2

Estimation sur Ψ5(t;h) :

Proposition 3.16 Soit V vérifiant (1.1) avec δ > n−1. Alors, pour tout 0 < ε� 1, 0 < h ≤ 1,
t ≥ 2γ, nous avons l’estimation

‖Ψ5(t, h)‖L1→L∞ ≤ Cεh
εγ−(n−3)/2−εt−n/2. (3.2.21)

Preuve. nous allons utiliser le fait que le noyau de l’opérateur eitG0ψ(h2G0) est de la forme
Kh(|x− y|, t), où

Kh(σ, t) =
σ−2ν

(2π)ν+1

∫ ∞

0
eitλ

2Jν(σλ)ψ(h2λ2)λdλ = h−nK1(σh−1, th−2),

où Jν(z) = zνJν(z), Jν(z) = (H+
ν (z) +H−

ν (z)) /2 est la fonction de Bessel d’ordre ν = (n−2)/2.
Ainsi, le noyau de l’opérateur Ψ5 est de la forme∫

Rn

Wh(|x− ξ|, |y − ξ|, t, γ)V (ξ)dξ,

où

Wh(σ1, σ2, t, γ) = −i
∫ t−γ

γ
K̃h(σ1, t− τ)Kh(σ2, τ)dτ

= h−2n+2W1(σ1h
−1, σ2h

−1, th−2, γh−2), (3.2.22)

où K̃h est défini en remplaçant dans la définition de Kh la fonction ψ par 1−ψ1. Il est facile de
voir que (3.2.21) résulte de la borne (pour tout σ1, σ2, γ > 0, 0 < ε� 1, t ≥ 2γ)

|Wh(σ1, σ2, t, γ)| ≤ Cεh
εγ−(n−3)/2−εt−n/2

(
σ−n+2

1 + σ−1+ε
1 + σ−n+2

2 + σ−1+ε
2

)
. (3.2.23)

En effet, si (3.2.23) est vérifée, nous avons

‖Ψ5(t;h)‖L1→L∞ ≤ Cεh
εγ−(n−3)/2t−n/2

× sup
x,y∈Rn

∫
Rn

(
|x− ξ|−n+2 + |x− ξ|−1+ε + |y − ξ|−n+2 + |y − ξ|−1+ε

)
|V (ξ)|dξ.

Comme V vérifie (V(δ)) avec δ > n− 1, nous avons par exemple (avec δ = n− 1 + α) :∫
Rn

|x− ξ|−k|V (ξ)|dξ ≤ C

∫ ∞

0
ρn−1−k〈ρ〉−n+1−αdρ.

En 0, il y a intégrabilité si k < n, ce qui est vérifié pour k = n− 2 et k = 1− ε. En +∞, il y a
intégrabilité si k + α > 1, ce qui est vérifié pour k = n − 2 et k = 1 − ε si ε < α (ce que l’on
suppose). Donc nous avons bien l’intégrabilité de tous les termes.

preuve de (3.2.23) : Vu (3.2.22), il suffit de prouver (3.2.23) avec h = 1. En effet, si (3.2.23)
est vérifiée pour h = 1, alors

|Wh(σ1, σ2, t, γ)| ≤ Cεh
−2n+2(γh−2)−(n−3)/2−ε(th−2)−n/2
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×
(
(σ1h

−1)−n+2 + (σ1h
−1)−1+ε + (σ2h

−1)−n+2 + (σ2h
−1)−1+ε

)
.

Soit

|Wh(σ1, σ2, t, γ| ≤ Cεh
εγ−(n−3)/2−εt−n/2

(
σ−n+2

1 hn−3+ε + σ−1+ε
1 + σ−n+2

2 hn−3+ε + σ−1+ε
2

)
.

Comme n ≥ 4 et 0 < h ≤ 1, nous avons hn−3+ε ≤ 1. Par conséquent, nous obtenons bien (3.2.23)
pour tout 0 < h ≤ 1.

Preuve de (3.2.23) pour h = 1 : Maintenant, observons que
1
4
dλ2

1dλ
2
2 = λ1λ2dλ1dλ2 et∫ t−γ

γ
ei(t−τ)λ

2
1eiτλ

2
2dτ =

1
i(λ2

2 − λ2
1)

(
ei(t−γ)λ

2
2+iγλ2

1 − eiγλ
2
2+i(t−γ)λ2

1

)
.

Par conséquent, nous obtenons W1 = W
(1)
1 −W

(2)
1 où

W
(1)
1 (σ1, σ2, t, γ) =

(σ1σ2)−2ν

4(2π)2ν+2

∫ ∞

0

∫ ∞

0
ei(t−γ)λ

2
1+iγλ2

2ρ(λ2
1, λ

2
2)Jν(σ1λ1)Jν(σ2λ2)dλ2

1dλ
2
2,

(3.2.24)

W
(2)
1 (σ1, σ2, t, γ) =

(σ1σ2)−2ν

4(2π)2ν+2

∫ ∞

0

∫ ∞

0
ei(t−γ)λ

2
2+iγλ2

1ρ(λ2
1, λ

2
2)Jν(σ1λ1)Jν(σ2λ2)dλ2

1dλ
2
2,

(3.2.25)
où la fonction (nous utilisons ψ = ψ1ψ pour la seconde égalité)

ρ(λ2
1, λ

2
2) =

(1− ψ1)(λ2
1)ψ(λ2

2)
λ2

2 − λ2
1

= (1− ψ1)(λ2
1)ψ1(λ2

2)
ψ(λ2

2)− ψ(λ2
1)

λ2
2 − λ2

1

vérifie ∣∣∣∂α1

λ2
1
∂α2

λ2
2
ρ(λ2

1, λ
2
2)
∣∣∣ ≤ Cα1,α2〈λ2

1〉−1−α1 , ∀(λ1, λ2). (3.2.26)

En effet, remarquons que λ2
1 ∈ supp (1−ψ1) et λ2

2 ∈ suppψ et que supp (1−ψ1)∩suppψ = ∅.
Comme λ2 7→ ρ(λ2

1, λ
2
2) est C∞

0 ((0,+∞)), les dérivations par rapport à λ2
2 ne posent pas de

problèmes. Lorsque nous regardons λ1 7→ ρ(λ2
1, λ

2
2), il suffit de regarder le comportement à

l’infini, comme la fonction est C∞, elle est bornée sur un domaine compact. A l’infini, elle se
comporte comme 1/λ2

1 (ψ1(λ2
1) = 0 à l’infini), ce qui donne bien (3.2.26) lorsque nous dérivons.

Etant donnés des entiers 0 ≤ k,m < n/2, nous avons k + m ≤ n − 1 pour n impair et
k +m ≤ n − 2 pour n pair. Comme Jν(z) = O(zn−2) lorsque z → 0 pour n pair et qu’il n’y a
pas de singularité qui apparâıt en 0 lorsque nous dérivons pour n impair, nous pouvons intégrer
par parties pour obtenir

W
(1)
1 (σ1, σ2, t, γ) = i−m−k(t− γ)−kγ−m

(σ1σ2)−2ν

4(2π)2ν+2

∫ ∞

0

∫ ∞

0
ei(t−γ)λ

2
1+iγλ2

2

×∂kλ2
1
∂mλ2

2

(
ρ(λ2

1, λ
2
2)Jν(σ1λ1)Jν(σ2λ2)

)
dλ2

1dλ
2
2,

W
(2)
1 (σ1, σ2, t, γ) = i−m−k(t− γ)−kγ−m

(σ1σ2)−2ν

4(2π)2ν+2

∫ ∞

0

∫ ∞

0
ei(t−γ)λ

2
2+iγλ2

1

×∂mλ2
1
∂kλ2

2

(
ρ(λ2

1, λ
2
2)Jν(σ1λ1)Jν(σ2λ2)

)
dλ2

1dλ
2
2.

Utilisant l’inégalité bien connue∣∣∣∣∫ ∞

−∞
eitλ

2
ϕ(λ)dλ

∣∣∣∣ ≤ C|t|−1/2 ‖ϕ̂‖L1 ,
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nous obtenons (avec φ définie de manière naturelle)∣∣∣∣∫ ∞

0
ei(t−γ)λ

2
1φ(λ1)dλ1

∣∣∣∣ ≤ C|t− γ|−1/2‖φ̂‖L1 .

Comme t ≥ 2γ, nous avons t− γ ≥ t/2 et donc |t− γ|−k−1/2 ≤ C|t|−k−1/2 et comme par ailleurs

‖φ̂‖L1 =
∫ ∞

−∞

∣∣∣eiτλ1φ(λ1)
∣∣∣ dλ1, nous obtenons (pour t ≥ 2γ) :

∣∣∣W (1)
1 (σ1, σ2, t, γ)

∣∣∣ ≤ Ct−k−1/2γ−m(σ1σ2)−2ν

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∫ ∞

0

∫ ∞

0
eiτλ1+iγλ2

2

×λ1∂
k
λ2
1
∂mλ2

2

(
ρ(λ2

1, λ
2
2)Jν(σ1λ1)Jν(σ2λ2)

)
dλ1dλ

2
2

∣∣∣ dτ, (3.2.27)∣∣∣W (2)
1 (σ1, σ2, t, γ)

∣∣∣ ≤ Ct−k−1/2γ−m(σ1σ2)−2ν

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∫ ∞

0

∫ ∞

0
eiτλ2+iγλ2

1

×λ2∂
m
λ2
1
∂kλ2

2

(
ρ(λ2

1, λ
2
2)Jν(σ1λ1)Jν(σ2λ2)

)
dλ2dλ

2
1

∣∣∣ dτ. (3.2.28)

Nous rappellons que la fonction Jν est de la forme Jν(z) = eizb+ν (z) + e−izb−ν (z), où b±ν (z) sont
des symboles d’ordre (n− 3)/2 pour z ≥ 1, alors que près de z = 0 la fonction Jν(z) est égale à
z2ν fois une fonction analytique. Par ailleurs, elle vérifie∣∣∂jzJν(z)∣∣ ≤ Czn−2−j〈z〉j−(n−1)/2, ∀z > 0, 0 ≤ j ≤ n− 2, (3.2.29)∣∣∂jzJν(z)∣∣ ≤ Cj〈z〉(n−3)/2, ∀z > 0, j ≥ 0. (3.2.30)

De plus, les fonctions b±ν (z) sont de la forme (près de z = 0)

b±ν (z) = a±ν,1(z) + zn−2 log z a±ν,2(z),

où a±ν,j(z) sont des fonctions analytiques, a±ν,2(z) ≡ 0 si n est impaire. Par ailleurs, nous avons∣∣∂jzb±ν (z)
∣∣ ≤ C, 0 < z ≤ 1, 0 ≤ j ≤ n− 3, (3.2.31)∣∣∂jzb±ν (z)
∣∣ ≤ Cεz

−ε, 0 < z ≤ 1, j = n− 2, (3.2.32)∣∣∂jzb±ν (z)
∣∣ ≤ Cjz

n−2−j , 0 < z ≤ 1, j ≥ n− 1, (3.2.33)

ce qui implique ∣∣∂jzb±ν (z)
∣∣ ≤ C〈z〉(n−3)/2−j , ∀z > 0, 0 ≤ j ≤ n− 3, (3.2.34)∣∣∂jzb±ν (z)
∣∣ ≤ Cεz

−ε〈z〉−(n−1)/2+ε, ∀z > 0, j = n− 2, (3.2.35)∣∣∂jzb±ν (z)
∣∣ ≤ Cjz

n−2−j〈z〉−(n−1)/2, ∀z > 0, j ≥ n− 1. (3.2.36)

Estimations sur W (2)
1 :

Soit

A
(2)
± (λ1, λ2, σ1, σ2) = λ2e

∓iσ2λ2∂mλ2
1
∂kλ2

2

(
ρ(λ2

1, λ
2
2)Jν(σ1λ1)e±iσ2λ2b±ν (σ2λ2)

)
.

Nous avons ainsi

λ2∂
m
λ2
1
∂kλ2

2

(
ρ(λ2

1, λ
2
2)Jν(σ1λ1)Jν(σ2λ2)

)
= eiσ2λ2A

(2)
+ (λ1, λ2, σ1, σ2) + e−iσ2λ2A

(2)
− (λ1, λ2, σ1, σ2).
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Par conséquent, pour majorer W (2)
1 (σ1, σ2, t, γ), il nous faut majorer∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∫ ∞

0

∫ ∞

0
eiτλ2±iσ2λ2+iγλ2

1A
(2)
± (λ1, λ2, σ1, σ2)dλ2dλ

2
1

∣∣∣∣ dτ. (3.2.37)

En effectuant le changement de variables τ ± σ2 7→ τ , nous voyons apparâıtre une transformée
de Fourier. Nous pouvons alors utiliser l’inégalité (C.12) prouvée en appendice

‖ϕ̂(τ)‖L1 ≤ C‖〈τ〉ϕ̂(τ)‖L2 ≤ C

1∑
`=0

∥∥∥∂`λϕ(λ)
∥∥∥
L2
≤ C

1∑
`=0

sup
λ
〈λ〉
∣∣∣∂`λϕ(λ)

∣∣∣ .
Ainsi si nous arrivons à majorer pour ` = 0, 1 :∣∣∣∂`λ2

A
(2)
± (λ1, λ2, σ1, σ2)

∣∣∣ ,
nous obtiendrons des majorations des expressions (3.2.37). Par (3.2.26)-(3.2.36), nous avons
(avec ` = 0, 1) ∣∣∣∂`λ2

A
(2)
± (λ1, λ2, σ1, σ2)

∣∣∣
≤ Cσn−2

1 〈σ1〉m−(n−1)/2〈σ2〉k+(n−3)/2〈λ1〉(n−3)/2−m−2, ∀(λ1, λ2). (3.2.38)

Si m > (n− 3)/2, nous avons l’intégrabilité par rapport à λ1 de

λ1〈λ1〉(n−3)/2−m−2,

et nous pouvons ensuite majorer l’intégrale qui apparâıt dans (3.2.39) par une constante. Ainsi,
par (3.2.28) et (3.2.38), nous obtenons (si m > (n− 3)/2) :∣∣∣W (2)

1 (σ1, σ2, t, γ)
∣∣∣ ≤∑

±
Ct−k−1/2γ−m(σ1σ2)−2ν

×
∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∫ ∞

0

∫ ∞

0
eiτλ2+iγλ2

1A
(2)
± (λ1, λ2, σ1, σ2)dλ2dλ

2
1

∣∣∣∣ dτ
≤
∑
±

1∑
`=0

Ct−k−1/2γ−m(σ1σ2)−2ν sup
λ2

∫ ∞

0

∣∣∣∂`λ2
A

(2)
± (λ1, λ2, σ1, σ2)

∣∣∣ dλ2
1

≤ Ct−k−1/2γ−mσ−n+2
2 〈σ2〉k+(n−3)/2〈σ1〉m−(n−1)/2. (3.2.39)

Nous voulons appliquer (3.2.39) avec k = (n− 1)/2, m = (n− 3)/2 + ε, 0 < ε� 1.
En fait, comme

(
λ2

2 7→ ρ(λ2
1, λ

2
2)
)
∈ C∞

0 ((0,+∞)), nous n’avons pas de conditions restrictives
sur k, (3.2.39) est vraie pour tout entier k ≥ 0 et donc pour tout réel k ≥ 0 par interpolation.
En particulier, ceci est valide pour k = (n− 1)/2.
Comme nous avons les conditions suivantes sur l’entier m : 0 ≤ m < n/2 et m > (n−3)/2, nous
avons en fait une estimation dans le cas n pair, pour m = (n− 2)/2 et dans le cas impair pour
m = (n − 1)/2. Nous avons donc besoin de montrer que ces estimations sont valides pour tout
réel (n− 3)/2 < m ≤ (n− 2)/2 si n est pair, et pour tout réel (n− 3)/2 < m ≤ (n− 1)/2 si n
est impair. Ceci peut être fait par interpolation comme suit.

Soit φ ∈ C∞
0 (R), φ(λ) = 1 pour |λ| ≤ 1, φ(λ) = 0 for |λ| ≥ 2. Décomposons W (2)

1 sous
la forme X(2) + Y (2) où X(2) et Y (2) sont définis en remplaçant dans la définition de W (2)

1 la
fonction ρ par φ(λ1)ρ et (1− φ)(λ1)ρ, respectivement.
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De manière évidente, la fonction vérifie X(2) vérifie (3.2.39) pour tout entier 0 ≤ m < n/2,
et par conséquent, par interpolation, pour tout réel 0 ≤ m ≤ (n− 1)/2 si n est impair, et pour
tout réel 0 ≤ m ≤ (n− 2)/2 si n est pair.
Pour traiter la fonction Y (2), qui vérifie (3.2.39) pour tout entier (n − 3)/2 < m < n/2, nous
écrivons la fonction 1− φ sous la forme

(1− φ)(λ) =
∞∑
p=0

φ2(2−pλ),

avec une certaine fonction φ2 ∈ C∞
0 (R), φ2(λ) = 0 dans un voisinage de λ = 0. Ainsi,

Y (2) =
∞∑
p=0

Y (2)
p ,

où Y (2)
p est défini en remplaçant dans la définition de Y (2) la fonction (1−φ)(λ1) par φ2(2−pλ1).

Maintenant, les fonctions Y (2)
p vérifient (3.2.39) avec un facteur supplémentaire dans le membre

de droite de la forme 2−p(m−(n−3)/2) pour tout entier 0 ≤ m < n/2, et par conséquent, par inter-
polation, pour tout réel 0 ≤ m ≤ (n−1)/2 si n est impair, et tout réel 0 ≤ m ≤ (n−2)/2 si n est
pair. Par conséquent, en sommant ces estimations, nous concluons que Y (2) vérifie (3.2.39) pour
tout réel (n− 3)/2 < m ≤ (n− 1)/2 si n est impair, et pour tout réel (n− 3)/2 < m ≤ (n− 2)/2
si n est pair. En particulier, ceci est valide pour m = (n− 3)/2 + ε.

Ainsi W (2)
1 vérifie (3.2.39) pour k = (n − 1)/2 et m = (n − 3)/2 + ε, ce qui donne comme

estimation : ∣∣∣W (2)
1 (σ1, σ2, t, γ)

∣∣∣ ≤ Ct−n/2γ−(n−3)/2−εσ−n+2
2 〈σ2〉n−2〈σ1〉−1+ε. (3.2.40)

Estimations sur W (1)
1 :

Soit φ ∈ C∞
0 (R), φ(λ) = 1 pour |λ| ≤ 1, φ(λ) = 0 pour |λ| ≥ 2. Décomposons W (1)

1 sous la
forme W (≤1)

1 +W
(≥1)
1 , où W (≤1)

1 et W (≥1)
1 sont définis en remplaçant dans la définition de W (1)

1

la fonction ρ par φ(λ1)ρ et (1− φ)(λ1)ρ, respectivement.
Nous distinguons donc deux cas :

1er cas : |λ| ≥ 1 : nous cherchons à estimer W (≥1)
1 .

Soit

A
(1)
± (λ1, λ2, σ1, σ2) = λ1e

∓iσ1λ1∂kλ2
1
∂mλ2

2

(
ρ(λ2

1, λ
2
2)(1− φ)(λ1)e±iσ1λ1b±ν (σ1λ1)Jν(σ2λ2)

)
.

Nous avons ainsi

λ1∂
k
λ2
1
∂mλ2

2

(
ρ(λ2

1, λ
2
2)(1− φ)(λ1)Jν(σ1λ1)Jν(σ2λ2)

)
= eiσ1λ1A

(1)
+ (λ1, λ2, σ1, σ2)+e−iσ1λ1A

(1)
− (λ1, λ2, σ1, σ2).

Par conséquent, pour majorer W (≥1)
1 (σ1, σ2, t, γ), il nous faut majorer∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∫ ∞

0

∫ ∞

0
eiτλ1±iσ1λ1+iγλ2

2A
(1)
± (λ1, λ2, σ1, σ2)dλ1dλ

2
2

∣∣∣∣ dτ. (3.2.41)

En effectuant le changement de variables τ ± σ1 7→ τ , nous voyons apparâıtre une transformée
de Fourier. Nous pouvons alors utiliser l’inégalité (C.12) prouvée en appendice

‖ϕ̂(τ)‖L1 ≤ C‖〈τ〉ϕ̂(τ)‖L2 ≤ C

1∑
`=0

∥∥∥∂`λϕ(λ)
∥∥∥
L2
≤ C

1∑
`=0

sup
λ
〈λ〉
∣∣∣∂`λϕ(λ)

∣∣∣ .
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Ainsi si nous arrivons à majorer pour ` = 0, 1 :∣∣∣∂`λ1
A

(1)
± (λ1, λ2, σ1, σ2)

∣∣∣ ,
nous obtiendrons des majorations des expressions (3.2.41). Par (3.2.26)-(3.2.36), nous avons
(avec ` = 0, 1) ∣∣∣∂`λ1

A
(1)
± (λ1, λ2, σ1, σ2)

∣∣∣
≤ C〈σ1〉k+(n−3)/2σn−2

2 〈σ2〉m−(n−1)/2〈λ1〉(n−3)/2−k−1, ∀(λ1, λ2). (3.2.42)

Si k > (n− 3)/2, nous pouvons majorer l’expression suivante qui apparâıt dans (3.2.43)

〈λ1〉〈λ1〉(n−3)/2−k−1 ≤ 1.

Ainsi, nous obtenons de (3.2.27) et (3.2.42) (si k > (n− 3)/2)∣∣∣W (≥1)
1 (σ1, σ2, t, γ)

∣∣∣ ≤∑
±
Ct−k−1/2γ−m(σ1σ2)−2ν

×
∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∫ ∞

0

∫ ∞

0
eiτλ1+iγλ2

2A
(1)
± (λ1, λ2, σ1, σ2)dλ1dλ

2
2

∣∣∣∣ dτ
≤
∑
±

1∑
`=0

Ct−k−1/2γ−m(σ1σ2)−2ν sup
λ1≥1, λ2

〈λ1〉
∣∣∣∂`λ1

A
(1)
± (λ1, λ2, σ1, σ2)

∣∣∣
≤ Ct−k−1/2γ−mσ−n+2

1 〈σ1〉k+(n−3)/2〈σ2〉m−(n−1)/2. (3.2.43)

Nous voulons appliquer (3.2.43) avec k = (n− 1)/2, m = (n− 3)/2 + ε, 0 < ε� 1.
Comme nous avons les conditions suivantes sur les entiers k et m : 0 ≤ k, m < n/2 et
k > (n − 3)/2, nous avons en fait une estimation dans le cas n pair, pour k = (n − 2)/2, 0 ≤
m ≤ (n − 2)/2 et dans le cas impair pour k = (n − 1)/2, 0 ≤ m ≤ (n − 1)/2. Nous avons donc
besoin de montrer que ces estimations sont valides pour tout réel (n− 2)/2 ≤ k < n/2 si n est
pair, et si n est impair, c’est bon. Ceci peut être fait par interpolation comme suit.

Pour montrer cela dans le cas n pair, nous écrivons la fonction φ sous la forme suivante

φ(λ) =
∞∑
p=0

φ1(2pλ),

avec une certaine fonction φ1 ∈ C∞
0 (R), φ1(λ) = 0 dans un voisinage de λ = 0. Ainsi,

A
(1)
± =

∞∑
p=0

A
(1)
p,±,

où A
(1)
p,± est défini en remplaçant dans la définition de A

(1)
± la fonction φ(λ1) par φ1(2pλ1).

Comme ci-dessus, nous pouvons voir que les fonctions A(1)
p,± vérifient (3.2.43) avec un facteur

supplémentaire dans le membre de droite de la forme 2p(k−n/2) pour tout entier k ≥ (n− 2)/2,
et par conséquent, par interpolation, pour tout réel k ≥ (n− 2)/2. Par ailleurs, en sommant ces
estimations, nous concluons que A(1)

± vérifie (3.2.43) pour tout réel (n − 2)/2 ≤ k < n/2, et en
particulier pour k = (n− 1)/2. Par conséquent, il en est de même pour les fonctions W (≥1)

1 . De
plus, W (≥1)

1 vérifie (3.2.43) pour tout entier 0 ≤ m < n/2, et par conséquent, par interpolation,
pour tout réel 0 ≤ m ≤ (n− 1)/2 si n est impair, et pour tout réel 0 ≤ m ≤ (n− 2)/2 si n est
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pair. En particulier, ceci est valide avec m = (n− 3)/2 + ε.

Ainsi dans ce cas, W (≥1)
1 vérifie (3.2.43) pour k = (n − 1)/2 et m = (n − 3)/2 + ε, ce qui

donne comme estimation :∣∣∣W (≥1)
1 (σ1, σ2, t, γ)

∣∣∣ ≤ Ct−n/2γ−(n−3)/2−εσ−n+2
1 〈σ1〉n−2〈σ2〉−1+ε. (3.2.44)

2e cas : |λ1| ≤ 1 : nous cherchons à estimer W (≤1)
1

Posons

a(1)(λ1, λ2, σ1, σ2) = λ1∂
k
λ2
1
∂mλ2

2

(
ρ(λ2

1, λ
2
2)φ(λ1)Jν(σ1λ1)Jν(σ2λ2)

)
.

Nous avons comme dans le cas précédent∣∣∣W (≤1)
1 (σ1, σ2, t, γ)

∣∣∣ ≤ C|t|−k−1/2γ−m(σ1σ2)−n+2 sup
λ2

‖â‖L1 .

Il nous faut donc majorer ‖â‖L1 où la transformée de Fourier est prise par rapport à λ1 (ce
qui sera le cas dans la suite lorsque nous noterons â)

Décomposons φ sous la forme φ(λ1) =
∞∑
p=0

φ1(2pλ1) avec une certaine fonction φ1 ∈ C∞
0 ((0,∞))

telle que suppφ1 ⊂ [1/2, 1]. On définit ainsi

ap(λ1, σ1, λ2, σ2) = λ1∂
k
λ2
1
∂mλ2

2

(
ρ(λ2

1, λ
2
2)φ1(2pλ1)Jν(σ1λ1)Jν(σ2λ2)

)
.

Lemme 3.17 Nous avons ‖f̂‖L1 ≤
√

2‖f‖1/2
L2 ‖∂λf‖

1/2
L2 pour tout f ∈ C∞

0 (Rn).

Preuve du lemme : Nous écrivons∫
|f̂(τ)|dτ =

∫
|τ |≤R

1 · |f̂(τ)|dτ +
∫
|τ |≥R

1
|τ |

· |τ ||f̂(τ)|dτ

≤

(∫
|τ |≤R

dτ

)1/2(∫
|τ |≤R

|f̂(τ)|2dτ

)1/2

+

(∫
|τ |≥R

|τ |−2dτ

)1/2(∫
|τ |≥R

|τ |2|f̂(τ)|2dτ

)1/2

≤
√

2R1/2

(∫ ∞

−∞
|f̂(τ)|2dτ

)1/2

+
√

2R−1/2

(∫ ∞

−∞
|τ |2|f̂(τ)|2dτ

)1/2

≤
√

2
(
R1/2‖f‖L2 +R−1/2‖∂λf‖L2

)
.

En choisissant R = ‖∂λf‖L2/‖f‖L2 , nous obtenons le lemme. 2

Nous avons ainsi
‖âp(σ1)‖L1 ≤

√
2‖ap(σ1)‖1/2

L2 ‖∂λ1ap(σ1)‖1/2
L2 , (3.2.45)

où les normes L2 sont prises par rapport à λ1.

Remarquons que supp (λ1 7→ ap(λ1)) ⊂ [2−p−1, 2−p]. Soit φ2 ∈ C∞
0 ((0,+∞)) une fonction

telle que φ2 ≡ 1 sur [1/2, 1]. Nous avons alors ap(λ1) = ap(λ1)φ2(2pλ1). Ce qui nous permet
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d’écrire

‖ap‖L2 =
(∫

|ap(λ1)|2dλ1

)1/2

=

(∫ 2−p

2−p−1

|ap(λ1)|2|φ2(2pλ1)|2dλ1

)1/2

≤ sup
λ1

|ap| ×

(∫ 2−p

2−p−1

dλ1

)1/2

≤ C2−p/2 sup
λ1

|ap|.

Comme ∂λap ∼ 2pap, nous avons ‖∂λap‖L2 ∼ 2p‖ap‖L2 ∼ 2p/2 sup |ap|. Par conséquent, nous
avons en utilisant le lemme

‖âp(σ1)‖L1 ≤ C sup
λ1

|ap(·, σ1)|. (3.2.46)

Pour estimer supλ1
|ap|, nous devons encore traiter deux cas : σ1 ≤ 1 et σ1 ≥ 1.

1er sous-cas : σ1 ≤ 1. Nous avons dans ce cas λ1σ1 ≤ 1. Nous avons

Jν(σ1λ1) = (λ1σ1)n−2
(
1 +O(σ2

1λ
2
1)
)
.

Ainsi le comportement de λ1∂
k
λ2
1
( ) est similaire à celui de σn−2

1 λn−1−2k
1 et donc nous avons la

majoration suivante

sup
λ1

|ap| ≤ C(2−p)n−1−2kσn−2
1 σn−2

2 〈σ2〉m−(n−1)/2.

Pour pouvoir sommer par rapport à p, nous devons supposer k < (n − 1)/2, or nous voulons
utiliser l’estimation pour k = (n − 1)/2. Pour cela, nous devons obtenir une estimation plus
précise, ce que l’on fait en séparant les cas n pair et n impair.

Si n est pair, nous pouvons dériver n/2 fois par rapport à λ2
1 car nous avons

Jν(σ1λ1) = (σ1λ1)2
n−2

2
(
1 +O(σ2

1λ
2
1)
)

= σn−2
1 (λ2

1)
(n−2)/2 − c1σ

n
1 (λ2

1)
n/2 +O((σ2

1λ
2
1)

(n+2)/2).

Le premier terme disparâıt dans la dérivation, ainsi le comportement de λ1∂
n/2

λ2
1

( ) est similaire
à celui de σ1λ1 et donc nous avons la majoration suivante

sup
λ1

|ap| ≤ C(σ2) 2−pσ1 ≤ C(σ2)2−pσn−2,

car σ1 ≤ 1, ce qui convient.

Par interpolation entre k = (n − 2)/2 et k = n/2, nous en déduisons que l’estimation est
vraie pour k = (n− 1)/2, soit sup

λ1

|ap| ≤ C(σ2)σn−2
1 .

Si n est impair, nous avons en regardant cette fois ∂λap :

∂λ1

(
λ1∂

n−1
2

λ2
1

(
σn−2

1 λ
2n−2

2
1 − c1σ

n
1λ

2n
2

1 +O((σ1λ1)(n+2)/2)
))

,

le premier terme ∂
n−1

2

λ2
1
λ

2n−2
2

1 étant en λ−1
1 et se simplifiant dans la dérivation avec le terme λ1.

Nous avons donc ∂λ1ap ∼ σ1λ
1/2
1 et par conséquent sup

λ1

|ap| ≤ C(σ2)σn1 2−3p/2, ce qui convient
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comme précédemment.

Nous avons donc l’estimation pour k = (n− 1)/2 :

‖â‖L1 ≤ Cσn−2
1 σn−2

2 〈σ2〉m−(n−1)/2,

et dans ce cas pour m = (n− 3)/2 + ε, nous obtenons :∣∣∣W (≤1)
1 (σ1, σ2, t, γ)

∣∣∣ ≤ C|t|−n/2γ−(n−3)/2−ε〈σ2〉−1+ε. (3.2.47a)

2e sous-cas : σ1 ≥ 1. Nous écrivons

ρ(λ2
1, λ

2
2) =

(
ρ(λ2

1, λ
2
2)− ρ(0, λ2

2)
)

+ ρ(0, λ2
2) = ρ(0, λ2

2) +O(λ2
1).

Le terme en O(λ2
1) se traite comme le 1er sous-cas car il nous permet deux dérivations

supplémentaires par rapport à k. L’intégration par rapport à λ1 du terme correspondant à
ρ(0, λ2

2) s’écrit en fait : ∣∣∣∣cnσ−n+2
1

∫
eitλ

2
1Jν(σ1λ1)φ(λ1)dλ1

∣∣∣∣ .
Comme nous avons l’estimation (qui correspond à l’estimation dispersive pour l’opérateur libre) :∣∣∣∣cnσ−n+2

1

∫
eitλ

2
1Jν(σ1λ1)dλ1

∣∣∣∣ ≤ C|t|−n/2,

nous pouvons remplacer φ par 1− φ et ainsi remplacer Jν(σ1λ1) par
∑
±
e±iσ1λ1b±ν (σ1λ1). Nous

avons alors à estimer (premier terme du développement de b±ν ) :∣∣∣∣∫ eitλ
2
1±iσ1λ1λ

(n−1)/2
1 (1− φ)(λ1)dλ1

∣∣∣∣ ,
ce qui a été fait par Vodev dans [74] qui a obtenu une majoration par ≤ C|t|−n/2σ(n−1)/2

1 lorsque
σ1 ≥ 1.
On a donc ∣∣∣∣cnσ−n+2

1

∫
eitλ

2
1Jν(σ1λ1)φ(λ1)dλ1

∣∣∣∣ ≤ C|t|−n/2σ−n+2
1 σ

(n−1)/2
1 ≤ C|t|−n/2,

comme n ≥ 3 et σ1 ≥ 1. Comme dans le premier sous-cas, dans la majoration de W (1)
1 n’apparâıt

que le terme dépendant de σ2. Par conséquent si |λ1| ≤ 1, nous obtenons pour m = (n−3)/2+ε :∣∣∣W (≤1)
1 (σ1, σ2, t, γ)

∣∣∣ ≤ C|t|−n/2γ−(n−3)/2−ε〈σ2〉−1+ε. (3.2.47b)

Fin de la preuve :

Par (3.2.40), (3.2.44), (3.2.47a) et (3.2.47b), nous obtenons

|W1(σ1, σ2, t, γ)|

≤ Ct−n/2γ−(n−3)/2−ε (σ−n+2
1 〈σ1〉n−2〈σ2〉−1+ε + σ−n+2

2 〈σ2〉n−2〈σ1〉−1+ε + 〈σ2〉−1+ε
)

≤ Ct−n/2γ−(n−3)/2−ε (σ−n+2
1 + σ−n+2

2 + 〈σ1〉−1+ε + 〈σ2〉−1+ε
)
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≤ Ct−n/2γ−(n−3)/2−ε (σ−n+2
1 + σ−n+2

2 + σ−1+ε
1 + σ−1+ε

2

)
,

qui est l’estimation désirée. 2

En prenant γ = hβ
′

avec une constante convenablement choisie β′ > 0, nous déduisons de
(CS2), (3.2.14)-(3.2.18) et (3.2.21),∥∥Ψ(t;h)f − F (t)ψ(h2G0)f

∥∥
L∞

≤ Chβt−n/2‖f‖L1 + Chβ
∥∥Ψ(t;h)f − F (t)ψ(h2G0)f

∥∥
L∞

, ∀f ∈ L1, (3.2.48)

avec une certaine constante β > 0. en prenant h suffisamment petit, nous pouvons absorber le
second terme du membre de droite de (3.2.48), et obtenir finalement (CS3). 2
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3.3 Estimations dispersives en dimension n = 2

Théorème 3.18 Si V vérifie (V2), alors étant donné un a0 > 0, nous avons pour tout a ≥ a0∥∥eitGχa(G)
∥∥ ≤ C|t|−1, (D15)

pour une constante C > 0.

Soit ψ ∈ C∞
0 ((0,+∞)). On introduit

Ψ(t;h) = eitGψ(h2G)− eitG0ψ(h2G0).

Le théorème 3.17 résulte de l’estimation suivante :

Proposition 3.19 Sous les hypothèses du théorème 3.17, il existe des constantes positives C et
h0 telles que nous ayons, pour 0 < h ≤ h0,

‖Ψ(t, h)‖L1→L∞ ≤ Ch1/2|t|−1, t 6= 0. (CS − 2)

Preuve du théorème : écrivons

χa(σ) =
∫ 1

0
ψ(σθ)θ−1dθ, σ > 0,

où ψ(σ) = σχ′1(σ) ∈ C∞
0 ((0,+∞)), et en utilisant (CS-2), nous obtenons

∥∥eitGχa(G)− eitG0χa(G0)
∥∥
L1→L∞

≤
∫ 1

0

∥∥∥Ψ(t,
√
θ)
∥∥∥
L1→L∞

θ−1dθ

≤ C|t|−1

∫ 1

0
θ−1+1/4−ε/2dθ ≤ C|t|−1. (3.3.1)

Il est évident que (D15) résulte (3.3.1) et de l’estimation pour l’opérateur libre G0.

Preuve de (CS-2). Nous allons déduire (CS-2) des estimations déjà connues pour l’équation
des ondes en dimension 2. Pour cela, nous allons utiliser l’identité

eitλ
2
ϕ(h2λ2) =

∫ ∞

−∞
eiτλζh(t, τ)dτ, (3.3.2)

où ϕ ∈ C∞
0 ((0,+∞)), ϕ = 1 sur suppψ1, les fonctions ψ et ψ1 étant définies comme d’habitude,

et
ζh(t, τ) = (2π)−1

∫ ∞

0
eitλ

2−iτλϕ(h2λ2)dλ = h−1ζ1(th−2, τh−1). (3.3.3)

Nous déduisons de (3.3.2) la formule

eitGψ(h2G) =
∫ ∞

−∞
ζh(t, τ)eiτ

√
Gψ(h2G)dτ. (3.3.4)

En intégrant par parties dans (3.3.3), nous obtenons

ζ1(t, τ) =
1
t

(
τζ

(0)
1 (t, τ) + ζ

(1)
1 (t, τ)

)
,

avec
ζ
(j)
1 (t, τ) =

∫ ∞

0
eitλ

2−iτλϕ̃j(λ)dλ,
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où les fonctions ϕ̃j sont C∞
0 ((0,+∞)). En utilisant l’estimation (C.10) montrée en appendice,

la fonction ζ(j)
1 vérifie les estimations bien connues suivantes (pour tout t 6= 0, τ ∈ R)∣∣∣ζ(j)

1 (t, τ)
∣∣∣ ≤ C|t|−1/2,

qui implique (pour tout t 6= 0, τ ∈ R)

|ζ1(t, τ)| ≤ C|t|−3/2〈τ〉.

Comme nous avons aussi toujours d’après l’estimation (C.10) (pour tout t 6= 0, τ ∈ R)

|ζ1(t, τ)| ≤ C|t|−1/2,

par interpolation, nous obtenons

|ζ1(t, τ)| ≤ C|t|−1/2−s〈τ〉s, ∀ 0 ≤ s ≤ 1.

En particulier pour s = 1/2, cela donne

|ζ1(t, τ)| ≤ C|t|−1〈τ〉1/2,

et donc
|ζh(t, τ)| ≤ Ch|t|−1〈τh−1〉1/2. (3.3.5)

Nous pouvons exprimer le comparateur Ψ(t;h) à l’aide du comparateur Φ(t;h) :

Ψ(t;h) =
∫ ∞

−∞
ζh(t, τ)Φ(τ, h)dτ.

Rappelons la décomposition de Φ(t;h) = Φ1(t;h) + Φ2(t;h) avec

Φ1(t;h) =
(
ψ1(h2G)− ψ1(h2G0)

)
eit

√
Gψ(h2G)

+ψ1(h2G0)eit
√
G0
(
ψ(h2G)− ψ(h2G0)

)
−iψ1(h2G0) sin

(
t
√
G0

) (
ψ(h2G)− ψ(h2G0)

)
+iψ̃1(h2G0) sin

(
t
√
G0

)(
ψ̃(h2G)− ψ̃(h2G0)

)
,

Φ2(t;h) = −h
∫ t

0
ψ̃1(h2G0) sin

(
(t− τ)

√
G0

)
V eiτ

√
Gψ(h2G)dτ,

où ψ1 ∈ C∞
0 ((0,+∞)), ψ1 = 1 on suppψ,ψ̃(σ) = σ1/2ψ(σ), ψ̃1(σ) = σ−1/2ψ1(σ). Ce qui permet

d’écrire une décomposition de Ψ(t;h) = Ψ1(t;h) + Ψ2(t;h) avec

Ψ1(t;h) =
∫ ∞

−∞
ζh(t, τ)Φ1(τ, h)dτ, Ψ2(t;h) =

∫ ∞

−∞
ζh(t, τ)Φ2(τ, h)dτ.

Nous cherchons à estimer 〈Ψ(t;h)f, g〉. Regardons par exemple

Terme 1 =
∫ ∞

−∞
ζh(t, τ)

〈
ψ1(h2G0)eiτ

√
G0
(
ψ(h2G)− ψ(h2G0)

)
f, g
〉
dτ.

En utilisant (3.3.5) et (E7), nous obtenons

| Terme 1 | ≤ Ch3/2|t|−1

∫ ∞

−∞
〈τh−1〉1/2

∫
R2

∫
R2

|K̃h(|x− y|, τ)||f(x)||g(y)|dτdxdy.

85



En utilisant (2.3.7a) puis (V2), nous avons

| Terme 1 | ≤ Ch1/2|t|−1‖f‖L1‖g‖L1 .

En traitant de la même manière, les termes apparaissant dans Ψ1(t, h), nous obtenons

|〈Ψ1(t;h)f, g〉| ≤ Ch1/2|t|−1‖f‖L1‖g‖L1 + Ch1/2‖Ψ(t;h)‖L1→L∞‖f‖L1‖g‖L1 . (3.3.6)

Pour traiter le cas de Ψ2(t;h), écrivons

〈Ψ2(t;h)f, g〉 = −h
∫ ∞

−∞

∫ τ

0
ζh(t, τ)

〈
V eiτ

′√Gψ(h2G)f, sin((τ − τ ′)
√
G0)ψ̃1(h2G0)g

〉
dτ ′ dτ

En utilisant de nouveau (3.3.5) et en introduisant le noyau K̃h :

|〈Ψ2(t;h)f, g〉|

≤ Ch2|t|−1

∫
R2

∫
R2

∫ ∞

−∞

∫ τ

0
〈τh−1〉1/2

∣∣∣K̃h(|x− y|, τ − τ ′)
∣∣∣ |g(y)| ∣∣∣V eiτ ′√Gψ(h2G)f(x)

∣∣∣ dτ ′dτ dxdy.
En utilisant 〈τh−1〉1/2 ≤ C

(
〈τ ′h−1〉1/2 + 〈(τ − τ ′)h−1〉1/2

)
, puis en majorant les intégrales en

temps par des intégrales sur (−∞,∞), nous obtenons

|〈Ψ2(t;h)f, g〉| ≤ Ch2|t|−1

∫
R2

∫
R2

∫ ∞

−∞
|K̃h(|x−y|, τ)||g(y)|dτ

∫ ∞

−∞
〈τ ′h−1〉1/2|V eiτ ′

√
Gψ(h2G)f(x)|dτ ′ dxdy

+Ch2|t|−1

∫
R2

∫
R2

∫ ∞

−∞
〈τh−1〉1/2|K̃h(|x− y|, τ)||g(y)|dτ

∫ ∞

−∞
|V eiτ ′

√
Gψ(h2G)f(x)|dτ ′ dxdy.

En utilisant (2.3.7a), nous pouvons écrire

|〈Ψ2(t;h)f, g〉| ≤ Ch|t|−1

∫
R2

∫
R2

∫ ∞

−∞
〈|x−y|h−1〉−1/2|g(y)|〈τ ′h−1〉1/2|V eiτ ′

√
Gψ(h2G)f(x)|dτ ′ dxdy

+Ch|t|−1

∫
R2

∫
R2

∫ ∞

−∞
|V eiτ ′

√
Gψ(h2G)f(x)||g(y)|dτ ′ dxdy.

En utilisant 〈τ ′h−1〉1/2 ≤ C(1+ |τ ′|1/2h−1/2) et en utilisant 〈|x− y|h−1〉−1/2 ≤ 1 dans l’intégrale
qui correspond à 1, nous obtenons

|〈Ψ2(t;h)f, g〉| ≤ Ch1/2|t|−1

∫
R2

∫
R2

∫ ∞

−∞
〈|x−y|h−1〉−1/2|g(y)||τ ′|1/2|V eiτ ′

√
Gψ(h2G)f(x)|dτ ′ dxdy

+Ch|t|−1

∫
R2

∫
R2

∫ ∞

−∞
|V eiτ ′

√
Gψ(h2G)f(x)||g(y)|dτ ′ dxdy. (3.3.7)

En utilisant (P8) avec s = 1/2 pour la première intégrale et (P8) avec s = 0 pour la seconde
intégrale, nous avons finalement

|〈Ψ2(t;h)f, g〉| ≤ Ch1/2|t|−1, (3.3.8)

comme 0 < h ≤ 1. Ainsi, nous obtenons en regroupant (3.3.6) et (3.3.8) :

|〈Ψ(t;h)f, g〉| ≤ Ch1/2 ‖Ψ(t;h)f‖L∞ ‖g‖L1 + Ch1/2|t|−1‖f‖L1‖g‖L1 ,

qui implique clairement (CS-2) pour h pris suffisamment petit.
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A Appendice 1 : Remarques sur les hypothèses sur le potentiel

Hypothèse 4 Hypothèse en dimension 2
– hypothèse de décroissance :

V ∈ L∞(R2), |V (x)| ≤ C〈x〉−δ, (V 2(δ))

avec δ > 3/2 pour l’équation des ondes et δ > 2 pour l’équation de Schrödinger.
– hypothèse en rapport avec le noyau de la résolvante :

sup
y∈R2

∫
R2

|x− y|−1/2|V (x)|dx ≤ C < +∞. (V 2)

Hypothèse 5 Hypothèse en dimension 3
– hypothèse de décroissance :

V ∈ L∞(R3), |V (x)| ≤ C〈x〉−δ, (V 3(δ))

avec δ > 2 pour l’équation des ondes et δ > 5/2 pour l’équation de Schrödinger.
– hypothèse en rapport avec le noyau de la résolvante :

sup
y∈R3

∫
R3

|x− y|−1|V (x)|dx ≤ C < +∞. (V 3)

– hypothèse d’intégrabilité :

V ∈ L3/2−ε(R3), 0 < ε� 1 (L3/2−),

V ∈ L3/2+ε(R3), 0 < ε� 1 (L3/2+).

Hypothèse 6 Hypothèse en dimension n ≥ 4
– hypothèse de décroissance :

V ∈ L∞(Rn), |V (x)| ≤ C〈x〉−δ, (V n(δ))

avec δ > (n+1)/2 pour l’équation des ondes et δ > (n+2)/2 pour l’équation de Schrödin-
ger.

– hypothèse en rapport avec le noyau de la résolvante :
– pour l’équation des ondes

sup
y∈Rn

∫
Rn

(
|x− y|−n+2 + |x− y|−

n−1
2

)
|V (x)| dx < +∞. (V On)

– pour l’équation de Schrödinger

sup
y∈Rn

∫
Rn

(
|x− y|−n+2 + |x− y|−

n−2
2

+ε
)
|V (x)| dx < +∞, 0 < ε� 1. (V Sn)

Remarque A.1 Si |x| ≤ |y|/2, nous avons

|x− y| ≥ |y| − |x| ≥ |y|/2 ≥ |x|.

Si |x| ≥ |y|/2, nous avons

〈x− y〉2 = 1 + |x− y|2 ≤ 1 + 2(|x|2 + |y|2) ≤ 1 + 10|x|2 ≤ 10〈x〉2.
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Remarque A.2 (Dimension n ≥ 4)
Pour l’équation des ondes, si (Vn(δ)) est vérifiée avec δ > (n+ 1)/2, alors (VOn) est vérifiée.

En effet, soit
n− 1

2
≤ k ≤ n− 2 et soit ε > 0 tel que δ =

n+ 1
2

+ ε. Nous avons∫
Rn

|x− y|−k|V (x)| dx ≤ C

∫
Rn

|x− y|−k〈x〉−
n+1

2
−ε dx.

Nous séparons l’intégrale en deux parties |x| ≥ |y|/2 et |x| ≤ |y|/2. Nous avons en utilisant la
remarque précédente :∫

|x|≥|y|/2
|x− y|−k|V (x)| dx ≤ c

∫
|x|≥|y|/2

|x− y|−k〈x− y〉−
n+1

2
−ε dx,

et ∫
|x|≤|y|/2

|x− y|−k|V (x)| dx ≤ c

∫
|x|≤|y|/2

|x|−k〈x〉−
n+1

2
−ε dx.

En majorant les intégrales par des intégrales sur Rn, puis en effectuant le changement de va-
riables z = x − y dans la première et ensuite ρ = |z| dans les deux intégrales des termes de
droite, nous obtenons∫

Rn

|x− y|−k|V (x)| dx ≤ C

∫ ∞

0
ρn−1−k〈ρ〉−

n+1
2
−ε dρ.

Près de 0, l’intégrande se comporte comme ρn−k−1 qui est intégrable pourvu que n− k− 1 > −1
soit k < n, ce qui est le cas comme k ≤ n− 2. Près de l’infini, l’intégrande se comporte comme

ρn/2−3/2−ε−k qui est intégrable pourvu que n/2 − 3/2 − ε − k < −1 soit k >
n− 1

2
− ε, ce qui

est le cas comme nous avons supposé k ≥ n− 1
2

. Nous avons donc∫
Rn

|x− y|−k|V (x)| dx ≤ C < +∞ pour
n− 1

2
≤ k ≤ n− 2.

Ce qui prouve le résultat annoncé. Nous avons le même résultat pour l’équation de Schrödinger :

(V n(δ)) avec (δ > (n+ 2)/2) =⇒ (V Sn)

Remarque A.3 (Dimension 2)
Pour l’équation des ondes, si (V(δ)) est vérifiée avec δ > 3/2 alors (V2) est vérifiée. Comme
dans le cas n ≥ 4 puisque pour δ > 3/2, nous montrerions∫

Rn

|x− y|−k|V (x)| dx ≤ C < +∞ pour − 1
2
≤ k ≤ 0.

Nous avons le même résultat pour l’équation de Schrödinger comme δ > 2 implique δ > 3/2.

Remarque A.4 (Dimension 3)

Si (V(δ)) est vérifiée pour δ > 2, alors (L3/2-) est vérifiée pour ε < 3
(

1
2
− 1
δ

)
et (V3) est

vérifiée. En effet, si (V(δ)) est vérifiée, nous avons∫
R3

|V (x)|3/2−εdx ≤ C

∫
R3

〈x〉−δ(3/2−ε)dx.
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En effectuant le changement de variables ρ = |x|, nous obtenons une majoration par∫
R3

|V (x)|3/2−εdx ≤ C

∫ ∞

0
ρ2〈ρ〉−δ(3/2−ε)dρ,

qui est intégrable pour 2− δ(3/2− ε) < −1 soit ε < 3
(

1
2
− 1
δ

)
. D’où (L3/2-).

Pour (V3), comme dans le cas n ≥ 4 puisque pour δ > 2, nous montrerions∫
Rn

|x− y|−k|V (x)| dx ≤ C < +∞, pour k = 1.

Nous avons le même résultat pour l’équation de Schrödinger comme δ > 5/2 implique δ > 2.
Si (L3/2c-) et (L3/2+) sont vérifiées, nous avons (V3). En effet, en séparant l’intégrale en deux
parties puis en utilisant l’inégalité de Hölder, nous avons∫
R3

|x−y|−1|V (x)|dx

≤

(∫
|x−y|≤1

|V |p
)1/p(∫

|x−y|≤1
|x− y|−qdx

)1/q

+

(∫
|x−y|≥1

|V |p′
)1/p′ (∫

|x−y|≥1
|x− y|−q′dx

)1/q′

,

avec
1
p

+
1
q

= 1 et
1
p′

+
1
q′

= 1. En effectuant le changement de variables ρ = |x − y|, nous

obtenons :∫
R3

|x− y|−1|V (x)|dx ≤ ‖V ‖p
(∫ 1

0
ρ2−qdρ

)1/q

+ ‖V ‖p′
(∫ +∞

1
ρ2−q′dρ

)1/q′

.

En prenant, p = 3/2+ε et p′ = 3/2−ε, ρ2−q est intégrable en 0 et ρ2−q′ l’est en +∞. Finalement,∫
R3

|x− y|−1|V (x)|dx ≤ C
(
‖V ‖3/2+ε + ‖V ‖3/2−ε

)
.

Remarque A.5 Si (L3/2-) est vérifiée, nous avons d’après l’inégalité de Hölder :

∫
R3

|V (x)|
〈
x− y

h

〉−1

dx ≤
(∫

|V |p
)1/p

(∫ 〈
x− y

h

〉−q
dx

)1/q

.

Effectuons le changement de variables ρ = |x− y|/h dans la seconde intégrale, ce qui donne :∫
R3

|V (x)|
〈
x− y

h

〉−1

dx ≤ h3/q

(∫
|V |p

)1/p(∫
ρ2〈ρ〉−qdρ

)1/q

.

En choisissant p = 3/2− ε, on a q = (3− 2ε)/(1− 2ε) et donc(∫
ρ2〈ρ〉−qdρ

)1/q

≤ C < +∞.

De plus, nous avons
3
q

= 1− 4ε
3− 2ε

et nous pouvons donc écrire, en posant 0 < γ =
4ε

3− 2ε
� 1 :

∫
R3

|V (x)|
〈
x− y

h

〉−1

dx ≤ Ch1−γ . (A.1.1)
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Remarque A.6 Nous avons (VSn) ⇒ (VOn) en dimension n ≥ 4. En effet, nous avons pour
|x− y| ≥ 1 :

|x− y|−n+2 ≤ |x− y|−
n−1

2 ≤ |x− y|−
n−2

2
+ε,

et pour |x− y| ≤ 1 :
|x− y|−

n−2
2

+ε ≤ |x− y|−
n−1

2 ≤ |x− y|−n+2.

Donc si (VSn) est vérifiée

sup
y∈Rn

∫
Rn

(
|x− y|−n+2 + |x− y|−

n−1
2

)
|V (x)|dx

≤ sup
y∈Rn

(∫
|x−y|≤1

|x− y|−n+2|V (x)|dx+
∫
|x−y|≥1

|x− y|−
n−2

2
+ε|V (x)|dx

)

≤ sup
y∈Rn

∫
Rn

(
|x− y|−n+2 + |x− y|−

n−2
2

+ε
)
|V (x)|dx ≤ C < +∞.
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B Appendice 2 : Quelques propriétés autour de la résolvante

B.1 Définition et formules liant R et R0

Nous définissons les résolvantes libre et perturbée par

R0(z) = (H0 − z)−1 pour z /∈ σ(H0),

R(z) = (H − z)−1 pour z /∈ σ(H).

Puis nous définissons
R±0 (λ2) = lim

z→λ2,±Im z>0
R0(z),

R±(λ2) = lim
z→λ2,±Im z>0

R(z).

Nous avons les formules suivantes :

R±(λ)−R±0 (λ) = R±0 (λ)V R±(λ) = R±(λ)V R±0 (λ).

Si (1 + V R0(z))−1 et (1 +R0(z)V )−1 existent,

R(z) = (1 +R0(z)V )−1R0(z) = R0(z)(1 + V R0(z))−1.

De même si les inverses existent,

R+(λ)−R−(λ) = (1 +R+
0 (λ)V )−1

(
R+

0 (λ)−R−0 (λ)
)
(1 +R−0 (λ)V )−1.

La première formule par itération donne une série de Born.

B.2 Résultats autour des noyaux des propagateurs

Pour ±Im z > 0, écrivons

R±
0,h(z) = (h2G0 − z2)−1, R±

h (z) = (h2G− z2)−1.

Le noyau de l’opérateur R±
0,h(z) est de la forme R±h (|x− y|, z) avec

R±h (σ, z) = ±h−2 iσ
−2ν

4(2π)ν
H±
ν (σz/h) = h−nR±1 (σh−1, z),

où H±
ν (z) sont les fonctions de Hankel sortante et entrante d’ordre ν = (n− 2)/2.

A l’aide de la formule

eit
√
G0ψ(h2G0) = (πi)−1

∫ ∞

0
eitλψ(h2λ2)

(
R+

0 (λ)−R−0 (λ)
)
λ dλ,

le noyau de l’opérateur eit
√
G0ψ(h2G0) est de la forme Kh(|x− y|, t) avec

K
(w)
h (σ, t) =

σ−2ν

(2π)ν+1

∫ ∞

0
eitλJν(σλ)ψ(h2λ2)λ dλ = h−nK1(σh−1, th−1). (B.2.1)

où Jν(z) = zνJν(z), Jν(z) = (H+
ν (z)+H−

ν (z))/2 est la fonction de Bessel d’ordre ν = (n−2)/2.
Nous avons le développement suivant

Jν(z) =
(z

2

)ν [ ∞∑
k=0

(−1)k
(z

2

)2k 1
k!Γ(ν + k + 1)

]
.
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De la même manière, à l’aide de la formule

eitG0ψ(h2G0) = (πi)−1

∫ ∞

0
eitλ

2
ψ(h2λ2)

(
R+

0 (λ)−R−0 (λ)
)
λ dλ,

le noyau de l’opérateur eitG0ψ(h2G0) est de la forme K(S)
h (|x− y|, t) où

K
(S)
h (σ, t) =

σ−2ν

(2π)ν+1

∫ ∞

0
eitλ

2
ψ(h2λ2)Jν(σλ)λ dλ = h−nK

(S)
1 (σh−1, th−2). (B.2.2)

Comme nous avons la décomposition Jν(z) = eizb+ν (z) + e−izb−ν (z) pour z grand, il sera
des fois judicieux de décomposer K(w) (ou K(S)) sous la forme K(w)+ +K(w)− où K(w)± sont
définis en remplaçant dans la définition de K(w)

h la fonction Jν(σλ) par ei±σλb±ν (σλ) lorsque nous
souhaiterons obtenir des estimations plus fines sur les noyaux pour σ ≥ 1. Ainsi :

K
(w)±
h (σ, t) =

h−1σ−2ν

(2π)ν+1

∫ ∞

0
ei(t±σ)λψ̃(hλ)b±ν (σλ) dλ, (B.2.3)

où ψ̃(λ) = λφ(λ2).

Lemme B.1 Nous avons les estimations suivantes pour tout σ > 0, t 6= 0 et h > 0 :

|K(w)
1 (σ, t)| ≤ C〈t〉−s〈σ〉s−(n−1)/2, s ≥ 0, pour n ≥ 2, (N1)

|K(w)
h (σ, t)| ≤ C|t|−sh−(n+1)/2σ−(n−1)/2+s, 0 ≤ s ≤ (n− 1)/2, pour n ≥ 2, (N2)

|K(S)
h (σ, t)| ≤ Chs−(n−1)/2|t|−s−1/2σ−(n−1)/2+s, 0 ≤ s ≤ (n− 1)/2, pour n ≥ 3. (N3)

Preuve de (N1) : Séparons les cas n ≥ 3 et n = 2. Soit n ≥ 3. Il est connu que la fonction
Jν(z) vérifie les bornes ∣∣∣∂kzJν(z)∣∣∣ ≤ Ckz

(n−3)/2, z ≥ 1,

pour tout entier k ≥ 0, alors que près de z = 0, la fonction Jν(z) est égale à z2ν fois une fonction
analytique paire. Par conséquent, nous avons, pour n ≥ 3,∣∣∣∂kzJν(z)∣∣∣ ≤ Czn−2−k, 0 < z ≤ 1, 0 ≤ k ≤ n− 2, (B.2.4)

Ainsi, nous obtenons pour n ≥ 3,∣∣∣∂kzJν(z)∣∣∣ ≤ Czn−2−k〈z〉−(n−1)/2+k, ∀z > 0, 0 ≤ k ≤ n− 2. (B.2.5)

Nous avons aussi pour n ≥ 3∣∣∂jzJν(z)∣∣ ≤ Cj〈z〉(n−3)/2, ∀z > 0,∀j ≥ 0. (B.2.6)

Soit n ≥ 3 et soit m un entier tel que 0 ≤ m ≤ n− 2. En intégrant par parties m fois

(it)mK(w)
1 (σ, t) =

σ−2ν

(2π)ν+1

∫ ∞

0
tmeitλψ(λ2)Jν(σλ)λdλ,

et en utilisant (B.2.5), nous obtenons

|tmK(w)
1 (σ, t)| ≤ Cσ−2ν

∣∣∣∣∫ ∞

0
eitλ∂mλ

(
ψ(λ2)Jν(σλ)λ

)
dλ

∣∣∣∣
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≤ Cσ−2ν
m∑
k=0

σk
∫
suppψ

∣∣∣∣∂kJν∂λk
(σλ)

∣∣∣∣ dλ
≤ Cσ−2ν

m∑
k=0

σkσn−2−k〈σ〉−(n−1)/2+k

≤ C〈σ〉−(n−1)/2+m.

Soit maintenant un entier m tel que m > n− 2. En intégrant par parties m fois, nous obtenons

|tmK(w)
1 (σ, t)| ≤ Cσ−2ν

∣∣∣∣∫ ∞

0
eitλ∂mλ

(
ψ(λ2)Jν(σλ)λ

)
dλ

∣∣∣∣
≤ Cσ−2ν

m∑
k=0

σk
∫
suppψ

∣∣∣∣∂kJν∂λk
(σλ)

∣∣∣∣ dλ.
Puis en utilisant (B.2.5) et (B.2.6),

|tmK(w)
1 (σ, t)| ≤ Cσ−2ν

(
n−2∑
k=0

σkσn−2−k〈σ〉−(n−1)/2+k +
m∑

k=n−1

σk〈σ〉(n−3)/2

)
.

Nous avons pour la première somme

σ−n+2
n−2∑
k=0

σn−2〈σ〉−(n−1)/2+k ≤ C〈σ〉(n−3)/2,

et pour la deuxième somme

σ−n+2
m∑

k=n−1

σk〈σ〉(n−3)/2 ≤


〈σ〉(n−3)/2σ ≤ C, σ petit,

σ−n+2σmσ(n−3)/2 = σm−(n−1)/2, σ grand.

Comme m ≥ n− 1, nous avons m− (n− 1)/2 ≥ (n− 3)/2 et donc finalement

|tmK(w)
1 (σ, t)| ≤ Cσm−(n−1)/2.

Ce qui prouve
|K(w)

1 (σ, t)| ≤ C|t|−m〈σ〉m−(n−1)/2, (B.2.7)

pour tout entier m ≥ 0 et donc pour tout réel s ≥ 0 par interpolation. En écrivant (B.2.7) pour
s = 0 et s ≥ 0 et en utilisant 1 + |t|−s ≤ C〈t〉−s, nous en déduisons (N1) pour tout réel s ≥ 0.

Soit maintenant n = 2. Nous avons

J0(z) =
∞∑
k=0

(−1)kckz2k = 1− c1z
2 + · · ·

donc près de 0, nous avons∣∣∣∂kzJ0(z)
∣∣∣ ≤ C, pour k pair

∣∣∣∂kzJ0(z)
∣∣∣ ≤ C|z|, pour k impair.
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Près de l’infini, nous avons l’estimation
∣∣∂jzJ0(z)

∣∣ ≤ C|z|−1/2 pour tout k. En regroupant les
deux types de comportement, cela donne∣∣∣∂kzJ0(z)

∣∣∣ ≤ C〈z〉−1/2 k pair,∣∣∣∂kzJ0(z)
∣∣∣ ≤ Cz〈z〉−3/2, k impair,

que nous pouvons en fait regrouper en∣∣∣∂kzJ0(z)
∣∣∣ ≤ C〈z〉−1/2 ∀k ≥ 0.

Le même type raisonnement que dans le cas n ≥ 3 nous conduit à estimer pour un entier m ≥ 0

|tmK(w)
1 (σ, t)| ≤ C

m∑
k=0

σk
∫
suppψ

∣∣∣∣∂kJν∂λk
(σλ)

∣∣∣∣ dλ ≤ C

m∑
k=0

σk〈σ〉−1/2.

Finalement, nous obtenons pour tout entier m ≥ 0 :

|tmK(w)
1 (σ, t)| ≤ C〈σ〉m−1/2,

et donc par interpolation, nous obtenons (N1) pour tout réel s ≥ 0.
2

Preuve de (N2) : D’après (N1) et comme K(w)
h (σ, t) = h−nK

(w)
1 (σh−1, th−1), nous avons

pour σ > 0 et 0 ≤ s ≤ (n− 1)/2

|K(w)
h (σ, t)| ≤ Ch−n|th−1|−s〈σh−1〉s−(n−1)/2.

Comme nous avons pour 0 ≤ s ≤ (n− 1)/2

〈σh−1〉−(n−1)/2+s ≤ h(n−1)/2−sσ−(n−1)/2+s,

nous obtenons
|K(w)

h (σ, t)| ≤ Ch−(n+1)/2|t|−sσs−(n−1)/2.

2

Preuve de (N3) : Réécrivons K(S)
1 (σ, t) en effectuant le changement de variables λ2 7→ λ :

K
(S)
1 =

σ−2ν

2(2π)ν+1

∫ ∞

0
eitλψ(λ)Jν(σ

√
λ)dλ.

Soit m ≥ 0 un entier. Intégrons par parties tmK(S)
1 (σ, t) :

(it)mK(S)
1 (σ, t) =

σ−2ν

2(2π)ν+1

∫ ∞

0
eitλ

dm

dλm

(
ψ(λ)Jν(σ

√
λ)
)
dλ

=
m∑
k=0

σk−2ν

∫ ∞

0
eitλψm−k(λ)J (k)

ν (σ
√
λ)dλ,

où ψm−k ∈ C∞
0 ((0,+∞)). Effectuons le changement de variables λ 7→ λ2, nous obtenons

(it)mK(S)
1 (σ, t) =

m∑
k=0

σk−2ν

∫ ∞

0
eitλ

2
φm−k(λ)J (k)

ν (σλ)dλ,
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où φk(λ) = 2λψ(λ2). Pour estimer le terme de droite, nous allons utiliser l’inégalité prouvée en
appendice (C.10)-(C.12) : ∣∣∣∣∫ +∞

−∞
eitλ

2−iτλφ(λ)dλ
∣∣∣∣ ≤ C|t|−1/2‖φ̂‖L1

≤ Cb|t|−1/2 sup
0≤j≤1

sup
λ∈R

∣∣∣∂jλφ(λ)
∣∣∣ , ∀t 6= 0, τ ∈ R, (B.2.8)

pour φ ∈ C∞
0 ([−b, b]) avec b > 0 et Cb > 0 une constante indépendante de t, τ et φ. Séparons

les cas 0 < σ ≤ 1 et σ ≥ 1.
Pour 0 < σ ≤ 1, l’inégalité précédente donne

|tmK1(σ, t)| ≤ C|t|−1/2
m∑
k=0

σk−2ν sup
0≤j≤1

sup
λ∈supp φm−k

∣∣∣J (k+j)
ν (σλ)

∣∣∣ .
Comme il est connu que près de 0, la fonction Jν(z) est égal à z2ν fois une fonction analytique,
nous avons pour 0 < z ≤ z0 :∣∣∣∂kzJν(z)∣∣∣ ≤ Cz2ν−k, 0 ≤ k ≤ n− 2,

∣∣∣∂kzJν(z)∣∣∣ ≤ Ck, k ≥ n− 1,

avec des constantes C, Ck dépendantes de z0. Séparons la somme de 0 à m en deux sommes : la
première avec les termes de 0 à n − 2 et les autres de n − 1 à m (la deuxième somme est nulle
si m ≤ n− 2). Nous avons dans la première somme

sup
0≤j≤1

sup
λ∈supp φm−k

∣∣∣J (k+j)
ν (σλ)

∣∣∣ ≤ Cσ2ν−k,

donc la première somme est majorée par une constante. Dans la deuxième somme, nous avons

sup
0≤j≤1

sup
λ∈supp φm−k

∣∣∣J (k+j)
ν (σλ)

∣∣∣ ≤ C,

donc la deuxième somme est majorée par
m∑

k=n−1

σk−n+2 ≤ C comme 0 < σ ≤ 1. Finalement,

|K(S)
1 (σ, t)| ≤ Cm|t|−m−1/2, ∀t 6= 0, 0 < σ ≤ 1, (B.2.9)

pour tout entier m ≥ 0 avec une constante Cm > 0 indépendante de t et σ. Clairement, (B.2.9)
reste vraie pour m = s pour tout réel 0 ≤ s ≤ (n− 1)/2, ce qui implique (N3) pour h = 1 dans
ce cas.
Pour σ ≥ 1, nous devons décomposer Jν(z) en Jν(z) = eizb+ν (z) + e−izb−ν (z) avec des fonctions
b±ν (z) vérifiant ∣∣∂jzb±ν (z)

∣∣ ≤ Cjz
n−3

2
−j , ∀z ≥ z0, (B.2.10)

pour tout entier j ≥ 0 et tout z0 > 0, avec une constante Cj > 0 dépendante de j et z0 mais
indépendante de z. Nous pouvons alors écrire K(S)

1 = K+
1 +K−

1 , où K±
1 est défini en remplaçant

Jν(z) par e±izb±ν (z). Nous avons

J (k)
ν (z) =

∑
±
e±izb±ν,k(z),

où les fonctions b±ν,k vérifient aussi (B.2.10). Nous avons ainsi en utilisant l’inégalité (B.2.8) :

|tmK±
1 (σ, t)| ≤ C|t|−1/2

m∑
k=0

∑
±
σk−2ν sup

0≤j≤1
sup

λ∈supp φm−k

∣∣∣(b±ν,k)(j)(σλ)
∣∣∣ ,
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et comme ∣∣∣∂jzb±ν,k(z)∣∣∣ ≤ Cjz
n−3

2
−j ≤ Cz

n−3
2 , ∀z ≥ z0, j = 0, 1,

nous obtenons finalement :

|tmK±
1 (σ, t)| ≤ C|t|−1/2

m∑
k=0

σ−
n−1

2
+k.

Par conséquent ∣∣K±
1 (σ, t)

∣∣ ≤ Cm|t|−m−1/2σ−(n−1)/2+m, ∀t 6= 0, σ ≥ 1, (B.2.11)

pour tout entier m ≥ 0 avec une constante Cm > 0 indépendante de t et σ. Il est clair que
(B.2.11) reste vraie pour m = s pour tout réel 0 ≤ s ≤ (n − 1)/2, ce qui implique (N3) pour
h = 1 dans ce cas.
Comme K(S)

h (σ, t) = h−nK
(S)
1 (σh−1, th−1), nous en déduisons (N3) pour tout h. 2

Ces résultats sur les noyaux des propagateurs permettent d’obtenir les estimations dispersives
pour l’équation des ondes et de Schrödinger libres.

Proposition B.2 Estimations dispersives pour l’équation des ondes libre
– Estimation L1 − L∞ à basses fréquences (n ≥ 3, 1ère version)∥∥∥eit√G0G

−(n+1)/4
0 η(

√
G0)

∥∥∥
L1→L∞

≤ C〈t〉−(n−1)/2 log (2 + |t|) , ∀t. (OB1)

– Estimation L1 − L∞ à basses fréquences (n ≥ 3, 2nde version)∥∥∥eit√G0G
−(n+1)/4+ε
0 η(

√
G0)

∥∥∥
L1→L∞

≤ Cε〈t〉−(n−1)/2, ∀t. (OB2)

– Estimation L1 − L∞ à hautes fréquences (n ≥ 2)∥∥∥∥eit√G0G
−n+1

4
−ε

0 χa(G0)
∥∥∥∥
L1→L∞

≤ C|t|−
n−1

2 . (OH)

Nous rappelons l’estimation dispersive Lp
′ − Lp pour l’équation des ondes libre (avec 2 ≤

p < +∞, α = 1− 2/p et 1/p+ 1/p′ = 1) prouvée par Strichartz dans [69] et [70]∥∥∥∥eit√G0G
−αn+1

4
0

∥∥∥∥
Lp′→Lp

≤ C|t|−α
n−1

2 . (O)

Proposition B.3 Estimations dispersives pour l’équation de Schrödinger libre.
Estimation Lp

′ − Lp avec 2 ≤ p ≤ +∞ et α = 1− 2/p :∥∥eitG0
∥∥
Lp′→Lp ≤ C|t|−α

n
2 . (S)

Preuve de (OB) : Le noyau de l’opérateur apparaissant dans le membre de gauche de (OB)
est de la forme K(|x− y|, t), où

K(σ, t) = cnσ
−n+2

∫ ∞

0
eitλλ1−(n+1)/2ηa(λ)Jν(σλ)dλ.

Lorsque |t| ≤ 2, en utilisant que Jν(z) = O(zn−2), ∀z > 0, nous avons |K(σ, t)| ≤ C, ce qui
implique (OB) dans ce cas. Dans ce qui suit, nous supposerons donc |t| ≥ 2. Soit φ ∈ C∞

0 (R),
φ(µ) = 1 for |µ| ≤ 1, φ(µ) = 0 pour |µ| ≥ 2. Nous écrivons K = K1 +K2, où

K1(σ, t) = cnσ
−n+2

∫ ∞

0
eitλλ1−(n+1)/2ηa(λ)(φJν)(σλ)dλ,
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K2(σ, t) = cnσ
−n+2

∫ ∞

0
eitλλ1−(n+1)/2ηa(λ)((1− φ)Jν)(σλ)dλ.

Comme ((1− φ)Jν)(z) = O(z(n−3)/2), ∀z > 0, (comportement de Jν à l’infini), nous avons

|K2(σ, t)| ≤ Cσ−(n−1)/2

∫ Const

σ−1

λ−1dλ ≤ Cσ−(n−1)/2 log〈σ〉. (B.2.12)

Il suit de (B.2.12) que pour |t|/2 ≤ σ ≤ 2|t|, nous avons

|K2(σ, t)| ≤ C|t|−(n−1)/2 log |t|. (B.2.13)

Soit maintenant σ 6∈ [|t|/2, 2|t|]. Nous écrivons K2 comme K+
2 +K−

2 , où

K±
2 (σ, t) = cnσ

−n+2

∫ ∞

0
ei(t±σ)λλ1−(n+1)/2ηa(λ)((1− φ)b±ν )(σλ)dλ,

avec des fonctions b±ν qui vérifient

|∂jzb±ν (z)| ≤ Cjz
(n−3)/2−j , ∀j ≥ 0, z ≥ 1.

En intégrant par parties m ≥ 1 fois, nous obtenons

|K±
2 (σ, t)| ≤ Cσ−n+2|t± σ|−m

∫ ∞

0

m∑
j=0

σm−j
∣∣∣∂jλ(λ1−(n+1)/2ηa(λ))

∣∣∣ ∣∣∣(∂m−jλ (1− φ)b±ν )(σλ)
∣∣∣ dλ

≤ Cσ−n+2|t± σ|−m
∫ Const

σ−1

m∑
j=0

σm−jλ1−(n+1)/2−j(σλ)(n−3)/2−(m−j)dλ

≤ Cσ−(n−1)/2|t± σ|−m
∫ Const

σ−1

λ−1−mdλ ≤ Cσm−(n−1)/2|t± σ|−m
∫ ∞

1
µ−1−mdµ

≤ Cσm−(n−1)/2|t± σ|−m ≤ Cmσ
m−(n−1)/2|t|−m, (B.2.14)

comme |t ± σ| ≥ |t|/2 dans ce cas, pour tout entier m ≥ 1, et par conséquent pour tout réel
m ≥ 1. En prenant m = (n− 1)/2 dans (B.2.14), nous obtenons

|K2(σ, t)| ≤ C|t|−(n−1)/2, if σ 6∈ [|t|/2, 2|t|]. (B.2.15)

Pour traiter K1 nous allons utiliser que (φJν)(z) = zn−2g(z) avec une fonction g ∈ C∞
0 (R).

Nous écrivons
K1(σ, t) = cn

∫ ∞

0
eitλλ(n−3)/2ηa(λ)g(σλ)dλ.

Lemme B.4 Pour tout k ≥ 1, nous avons∣∣∣∣∫ ∞

0
eitλλk−1ηa(λ)g(σλ)dλ

∣∣∣∣ ≤ Ck|t|−k, (B.2.16)

avec une constante Ck > 0 indépendante de t et σ.

Preuve. Si k ≥ 1 est un entier, nous intégrons par parties k fois pour obtenir∣∣∣∣∫ ∞

0
eitλλk−1ηa(λ)g(σλ)dλ

∣∣∣∣
97



≤ |t|−k
∫ ∞

0

∣∣∣∂kλ(λk−1ηa(λ)g(σλ))
∣∣∣ dλ+ |t|−k

∣∣∣∂k−1
λ (λk−1ηa(λ)g(σλ))|λ=0

∣∣∣
≤ |t|−k

∫ ∞

0

k∑
j=1

σjλj−1|(∂jλg)(σλ)|dλ+ |t|−k
∫ ∞

0
|η′a(λ)||g(σλ)|dλ+ |t|−k|g(0)|

≤ |t|−k
k∑
j=1

∫ ∞

0
(σλ)j−1(∂jλg)(σλ)|d(σλ) + |t|−k

∫ ∞

0
|η′a(λ)|dλ+ |t|−k|g(0)| ≤ Ck|t|−k.

Nous utilisons alors l’interpolation complexe pour prouver (B.2.16) pour tout réel k ≥ 1. 2

En appliquant (B.2.16) avec k = (n− 1)/2 nous obtenons

|K1(σ, t)| ≤ C|t|−(n−1)/2. (B.2.17)

Maintenant (OB) résulte de (B.2.13), (B.2.15) et (B.2.17). 2

Preuve de (OH) : (N2) avec s = (n− 1)/2 donne

|K(w)
h (σ, t)| ≤ C|t|−(n−1)/2h−(n+1)/2.

Par conséquent∥∥∥eit√G0ψ(h2G0)
∥∥∥
L1→L∞

≤ C sup
σ>0

|K(w)
h (σ, t)| ≤ Ch−(n+1)/2|t|−(n−1)/2.

Ensuite, en écrivant

σ−(n+1)/4−εχa(σ) =
∫ 1

0
ψ(σθ)θ(n+1)/4+ε−1dθ,

avec ψ(σ) = σ1−(n+1)/4−εχ
′
1(σ) ∈ C∞

0 ((0,+∞)), nous obtenons∥∥∥eit√G0G
−(n+1)/4−ε
0 χa(G0)

∥∥∥
L1→L∞

≤
∫ 1

0

∥∥∥eit√G0ψ(h2G0)
∥∥∥
L1→L∞

θ(n+1)/4+ε−1dθ

≤ C|t|−(n−1)/2

∫ 1

0
θ−1+εdθ ≤ C|t|−(n−1)/2.

D’où (OH).
2

Preuve de (S) : Si u vérifie l’équation de Schrödinger i∂tu+G0u = 0 avec condition initiale
u(0, x) = u0(x) pour tout x ∈ Rn, nous obtenons en utilisant la transformée de Fourier par
rapport à x que û vérifie :

i∂tû+ |ξ|2û = 0, û(0, ξ) = û0(ξ), ∀ξ ∈ Rn.

Equation dont on connâıt la solution :

û(t) = ei|ξ|
2tû0.

De cette expression, nous en déduisons la conservation de la charge

‖u(t)‖L2(Rn) = ‖û(t)‖L2(Rn) = ‖û0‖L2(Rn) = ‖u0‖L2(Rn).
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Nous en déduisons aussi par transformée de Fourier inverse :

u(t, x) =
1

(4πit)n/2

∫
Rn

ei
|x−y|2

4t u0(y) dy.

D’où l’on déduit
‖u(t)‖L∞(Rn) ≤ C|t|−n/2‖u0‖L1(Rn), t 6= 0.

Par interpolation entre les estimations L2 − L2 et L1 − L∞, nous en déduisons l’estimation
Lp

′ − Lp pour tout 2 ≤ p ≤ +∞, c’est-à-dire (S). 2
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C Appendice 3 : Quelques inégalités utilisées

1. Inégalité de Cauchy

ab ≤ a2

2
+
b2

2
(a, b ∈ R), (C.1)

ab ≤ εa2 +
b2

4ε
(a, b ∈ R, ε > 0). (C.2)

2. Inégalité de Young. Soit 1 < p, q <∞, 1/p+ 1/q = 1.

ab ≤ ap

p
+
bq

q
(a, b ∈ R), (C.3)

ab ≤ εap + C(ε)bq (a, b ∈ R, ε > 0, C(ε) = (εp)−q/pq−1). (C.4)

3. Inégalité de Hölder. Soit 1 ≤ p, q ≤ ∞, 1/p+ 1/q = 1. Si u ∈ Lp et v ∈ Lq, alors∫
|uv| ≤ ‖u‖Lp‖v‖Lq . (C.5)

4. Inégalité de Minkowski. Soit 1 ≤ p ≤ ∞ et soit u, v ∈ Lp. Alors

‖u+ v‖Lp ≤ ‖u‖Lp + ‖v‖Lp . (C.6)

5. Inégalité d’interpolation pour les normes Lp. Supposons 1 ≤ s ≤ r ≤ t ≤ ∞ et
1
r

=
θ

s
+

1− θ

t
. Supposons aussi u ∈ Ls ∩ Lt. Alors u ∈ Lr et

‖u‖Lr ≤ ‖u‖θLs‖u‖1−θ
Lt . (C.7)

6. Inégalité de Gronwall (forme différentielle).
– Soit η(·) une fonction positive, absolument continue sur [0, T ], qui vérifie pour presque

tout t l’inéquation différentielle

η′(t) ≤ φ(t)η(t) + ψ(t),

où φ(t) et ψ(t) sont positives, intégrable sur [0, T ]. Alors

η(t) ≤ e
R t
0 φ(s)ds

(
η(0) +

∫ t

0
ψ(s)ds

)
. (C.8)

pour tout 0 ≤ t ≤ T .
– En particulier, si η′ ≤ φη sur [0, T ] et η(0) = 0, alors η ≡ 0 sur [0, T ].

7. Inégalité de Gronwall (forme intégrale).
– Soit ξ(t) une fonction positive, intégrable sur [0, T ] qui vérifie pour presque tout t

l’inégalité intégrale

ξ(t) ≤ C1

∫ t

0
ξ(s) ds+ C2,

pour des constantes C1, C2 ≥ 0. Alors

ξ(t) ≤ C2

(
1 + C1te

C1t
)
. (C.9)

pour presque tout 0 ≤ t ≤ T .
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– En particulier, si ξ(t) ≤ C1

∫ t

0
ξ(s) ds pour presque tout 0 ≤ t ≤ T , alors ξ(t) = 0

presque partout.

8. Une autre inégalité utile :∣∣∣∣∫ +∞

−∞
eitλ

2−iτλφ(λ)dλ
∣∣∣∣ ≤ C|t|−1/2‖φ̂‖L1 , (C.10)

pour φ ∈ C∞
0 ([−b, b]) avec b > 0.

Preuve : Définissons

J(τ, t) =
∫ +∞

−∞
eitλ

2+iτλφ(λ)dλ,

pour tout t 6= 0 et tout réel τ . Observons que J(τ, t) est fonction régulière solution de
l’équation de Schrödinger en dimension 1

i
∂

∂t
J(τ, t)− ∂2

∂τ2
J(τ, t) = 0,

J(τ, 0) =
∫ ∞

−∞
e−iτλφ(λ)dλ = φ̂(τ).

Comme nous connaissons la représentation explicite du noyau de la solution fondamentale :

J(τ, t) = (−4πit)−1/2

∫ ∞

−∞
e−i

|a−b|2
4t J(τ ′, 0)dτ ′.

Ce qui implique que J(τ, t) obéit à l’estimation dispersive usuelle en dimension 1 :

|J(τ, t)| ≤ C|t|−1/2‖J(·, 0)‖L1 .

Comme nous avons exactement J(τ, 0) = φ̂(τ), nous obtenons bien l’inégalité voulue. 2

9. Encore une autre inégalité utile :∥∥e−itG0V eitG0
∥∥
L1→L1 ≤ ‖V̂ ‖L1 , ∀t. (C.11)

Preuve : En utilisant la noyau associé au propagateur eitG0 , nous pouvons écrire∥∥e−itG0V eitG0f
∥∥
L1 =

∫
Rn

∣∣∣∣ 1
(4πt)n

∫
Rn

∫
Rn

eiφ(x,y,z)V (z)f(y)dzdy
∣∣∣∣ dx,

avec φ(x, y, z) = −|x− z|2

4t
+
|z − y|2

4t
. Après calculs, nous trouvons

φ(x, y, z) =
|y|2 − |x|2

4t
+ z · x− y

2t
.

Nous pouvons donc écrire :∥∥e−itG0V eitG0f
∥∥
L1

=
∫
Rn

∣∣∣∣ 1
(4πt)n

∫
Rn

ei
|y|2−|x|2

4t

∫
Rn

eiz·
x−y
2t V (z)dz f(y) dy

∣∣∣∣ dx,
101



=
∫
Rn

∣∣∣∣ 1
(4πt)n

∫
Rn

ei
|y|2−|x|2

4t V̂ (
x− y

2t
)dz f(y) dy

∣∣∣∣ dx.
Nous effectuons le changement de variables (x− y)/2t 7→ x, ce qui donne

∥∥e−itG0V eitG0f
∥∥
L1 =

∫
Rn

∣∣∣∣ 1
(2π)n

∫
Rn

eiφ(x,y)V̂ (x)f(y)dy
∣∣∣∣ dx.

Nous pouvons donc obtenir la majoration suivante∥∥e−itG0V eitG0f
∥∥
L1 ≤

1
(2π)n

‖V̂ ‖L1‖f‖L1 ,

qui est l’estimation voulue. 2

10. Une autre inégalité utile

‖ϕ̂(τ)‖L1 ≤ C‖〈τ〉ϕ̂(τ)‖L2 ≤ C
1∑
`=0

∥∥∥∂`λϕ(λ)
∥∥∥
L2
≤ C

1∑
`=0

sup
λ
〈λ〉
∣∣∣∂`λϕ(λ)

∣∣∣ . (C.12)

Preuve de (C.12) : Par l’inégalité de Cauchy-Schwartz, nous avons

‖φ̂(τ)‖L1 =
∫ ∞

−∞
〈τ〉|φ̂(τ)|〈τ〉−1dτ ≤ ‖〈τ〉−1‖L2‖〈τ〉φ̂(τ)‖L2 ≤ C‖〈τ〉φ̂(τ)‖L2 .

Par le théorème de Plancherel, nous avons

‖〈τ〉φ̂(τ)‖L2 = ‖φ̂(τ)‖L2 + ‖τ φ̂(τ)‖L2 = C1‖φ(λ)‖L2 + C2‖φ′(λ)‖L2 ≤ C
1∑
l=0

‖∂lλφ(λ)‖L2 .

Enfin, nous avons

‖φ‖2
L2 =

∫ ∞

−∞
〈λ〉2φ(λ)2〈λ〉−2dλ ≤ C sup

λ
〈λ〉2φ(λ)2

∫ ∞

−∞
〈λ〉−2dλ ≤ C sup

λ
〈λ〉2φ(λ)2.

Finalement, nous avons bien

1∑
`=0

∥∥∥∂`λϕ(λ)
∥∥∥
L2
≤ C

1∑
`=0

sup
λ
〈λ〉
∣∣∣∂`λϕ(λ)

∣∣∣ .
2
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