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Der Cinfall also, eine Sache von drei vier Takten, nicht wahr, mehr nicht.
Alles Ubrige ist Elaboration, ist Gitzfleisch. Over nicht?
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Introduction

Le principal objet de ce travail est la présentation et 1’étude du Calcul de Constructions Induc-
tives. Il s’agit d’un formalisme qui permet un raisonnement de type mathématique et pouvant étre
mis en ceuvre sur ordinateur. C’est-a-dire qu’il est possible de vérifier mécaniquement la validité
d’une construction faite a 'intérieur du systéme.

Les premiers travaux de logique mathématique cherchaient avant tout a définir I’ensemble des
régles formelles nécessaire pour permettre des raisonnements non-triviaux. On cite en général Boole,
Frege [49] et Peano [126]. La découverte en 1912 par Russell [134] d’un paradoze dans un systéme
logique de Frege a montré la nécessité d’une étude mathématique de ces formalismes eux-mémes;
on appelle ce domaine la méta-mathématique.

Au départ, la logique mathématique ne se voulait certainement pas un domaine appliqué et
les préocupations des logiciens souvent plus proches de celles des philosophes que des ingénieurs.
L’arrivée de l'ordinateur a changé cet état de fait : la capacité de la machine a manipuler des objets
symboliques lui permet de représenter effectivement des preuves formelles, et de vérifier leur validité
dans un formalisme bien défini. Au dela de la fascination un peu naive que peut susciter 'impression
de “faire naitre a la vie” et de matérialiser des concepts mathématiques, la vérification de preuves
formelles constitue évidemment un enjeu pratique important :

— En vérifiant une preuve mécaniquement, on élimine pratiquement les risques habituels d’erreur.
Cette perspective est évidemment séduisante, non seulement en mathématiques, mais dans
tous les domaines ou la rigueur est importante, et en particulier la validation de programmes.
Les preuves formelles sont des objets suffisamment bien définis pour que ’on puisse a terme
espérer développer des outils qui permettront a 'ordinateur d’aider le mathématicien. C’est
le domaine de la démonstration automatique, ou synthése de preuve.

A plus long terme encore, certains espérent que ce dévelopement conduira a la mise en place des véri-
tables bases de données de preuves, qui regrouperont 1’essentiel du savoir mathématique, pourraient
étre interfacées avec les descriptions informelles des démonstrations, etc.

Nous sommes toutefois encore loin de ces objectifs ambitieux. La mise en ceuvre de systémes de
preuves plus faciles d’utilisation nécessite des efforts technologiques, en particulier de programma-
tion, considérables. Mais la nécessité de savoir produire des preuves formelles a également changé
notre maniére de voir et de juger les formalismes eux-mémes : ces-derniers sont maintenant jugés a
I'aune de leur facilité d’utilisation.

On compte maintenant un certain nombre d’équipes de recherche de part le monde qui de-
veloppent, ou ont developpé, des systémes permettant la vérification par ordinateur de preuves
formelles. Les pionniers ont été les concepteurs du systéme Automath, autour de N. G. de Bruijn,
dans les années 1960 [35]. Aujourd’hui on peut citer le projet NuPRL de R. C. Constable a 'uni-
versité de Cornell, HOL de M. Gordon et Isabelle de L. Paulson & Cambridge, le systéme NQTHM
de R. Boyer et J. Moore a Austin, OYSTER d’Alan Bundy a Edinburgh, ALF & Go6teborg et les
implémentations de variantes du Calcul des Constructions : LEGO & Edinburgh et Coq & FINRIA



et 'ENS-Lyon.

Un point commun remarquable est que les formalismes sous-jacents a tous ces systémes disposent

chacun d'un mécanisme permettant la représentation intentionnelle de fonctions. Plus précisément :

les fonctions ont un statut singulier (contrairement a la théorie des ensembles ou elle sont un

cas particulier de prédicats)

une fonction peut étre définie par la donnée d’un algorithme la calculant.
Le premier formalisme présentant ces caractéristiques a été la logique d’ordre supérieur de Church.
Pour permettre la représentation intentionnelle des fonctions, Church a introduit le A-calcul typé,
dont diverses évolutions forment toujours la base des systémes nommés ci-dessus. La raison essen-
tielle de ce choix semble étre la difficulté qu’il y aurait a utiliser un formalisme de type Théorie des
Ensembles sur ordinateur : les multiples étapes de codage rendrait le systéme tres lourd a utiliser,
a4 moins d'un énorme travail de 'implémenteur.

De plus, l'utilisation de systémes de types plus expressifs d'un point de vue algorithmique sim-
plifie les preuves. Un exemple trés simple est donné par Dowek [38] : dans un systéme ou I'on peut
effectivement définir le comportement calculatoire de ’addition, la preuve d’une proposition comme
2 + 2 = 4 est véritablement triviale, puisque le mécanisme de calcul est capable d’identifier syn-
taxiquement les termes 2 4+ 2 et 4. Dans des formalismes plus simples, on doit par contre construire
une véritable preuve en utilisant les propriétés de 1’addition, données sous forme de lemmes ou
d’axiomes. Plus le systéme de types est puissant, plus on pourra identifier de termes; autant de
preuves s’en verront simplifiées.

De plus, on s’est rendu compte par la suite, que la structure des A-termes typés était isomorphe
a la représentation des preuves formelles dans la notation connue sous le nom de Déduction Na-
turelle, due & Dag Prawitz [130]. De méme, les types sont alors isomorphes aux propositions. En
d’autres termes, le A-calcul typé permet de représenter non seulement des programmes mais aussi
des preuves. On peut donc décrire un formalisme logique complet comme un systéme de types. Cette
correspondance est connue sous le nom d’isomorphisme de Curry-Howard [71]. Cette approche sim-
plifie la méta-théorie : la cohérence logique d'un systéme se rameéne géneralement & la propriété de
normalisation ou de terminaison des calculs. D’un point de vue plus pratique, le traitement uni-
forme des preuves et des programmes simplifie bien str I'implémentation. On dispose également
souvent de proprietés agréables comme la décidabilité du typage : la vérification de la correction
d’une preuve est automatique.

Bien stir, plus un systéme est performant, plus on se rapproche du paradoxe ; pour citer Jean-Yves
Girard, “la roche Tarpéiene est proche du Capitole”. En d’autres termes, I’étude du systéme risque
d’étre plus difficile et dangereuse. Plus généralement, on peut essayer de préciser les caractéristiques
souhaitables du systéme de types :

— 11 doit permettre de définir une classe aussi large que possibles de fonctions calculables, ces
derniéres étant vue d’'un point de vue extentionnel. Ceci correpond grossiérement a la notion
de complexité logique du formalisme.

D’un point de vue intentionnel, ces fonctions peuvent étre définies de différentes maniéres ;
on demande au systéme d’autoriser 'utilisation d’algorithmes efficaces. Les travaux de Loic
Colson ont souligné les subtiles différences entre ce point et le précédent.
A TDintérieur de cette classe d’algorithmes, on veut étre capable d’identifier autant de termes
que possible.
Pour ce qui est des deux premiers points, relativement peu de progrés ont été accomplis depuis
I'introduction par Jean-Yves Girard des systémes F' et F, au début des années 1970 [58, 59]. De
fait, I'expressivité de ces systémes est telle, qu’il apparait comme & peu prés inutile de chercher &



I'étendre '. En revanche, de nombreuses recherches ces derniéres années ont porté sur le troisiéme
point, et en particulier sur 'ajout de regles de réécriture aux régles de conversion habituelles du A-
calcul. De fait, le probléme d’identifier syntaxiquement des programmes équivalents n’intéresse pas
seulement les logiciens, mais rejoint le domaine de la sémantique des langages de programmation.
Un exemple particuliérement frappant est le lien entre opérateurs de contréle et logique classique
(voir par entre autres [65, 107, 106]) qui a pu conduire des chercheurs se considérant plus logiciens
qu’informaticiens a se pencher sur les travaux de Matthias Felleisen.

L’évolution des différentes variantes du Calcul des Constructions illustre également bien cette
tendance. Le formalisme originel a été introduit en 1985 par Thierry Coquand et Gérard Huet |24,
30, 32|. Ce systéme combine la puissance expressive du systéme F, avec la représentation des
preuves par 'isomorphisme de Curry-Howard. Ce systéme, remarquablement concis et élégant dans
sa présentation, pouvait, alors, sembler achevé : le polymorphisme permet d’y coder les structures
de données inductives et de définir sur ces derniers tous les algorithmes définissables dans F, et
I'on dispose de la logique intuitioniste d’ordre w pour raisonner sur ces objets. La encore, c’est la
mise en ceuvre de ce systéme sur ordinateur qui a montré les limites du mode de représentation
des données, et ainsi motivé 'ajout de types inductifs primitifs en 1989 par Thierry Coquand et
Christine Paulin-Mohring [33] qui est étudié ici. La principale nouveauté, qui rend délicate ’étude
du formalisme résultant est la possibilité de définir de nouveaux types (c’est-a-dire aussi de nouvelle
propositions) par récurrence primitive sur des objets inductifs : on rajoute de nouvelles régles de
conversion non seulement au niveau des preuves et programmes, mais également au niveau des
types et des propositions. Dans la preuve de normalisation, il nous faut alors tenir compte de ces
nouvelles identifications. Une autre extension, sans doute moins importante mais également utile,
est la n-conversion, qui correspond & une forme faible d’égalité extensionnelle. L’ajout de la n-régle
complique également I'étude du formalisme, car il fait dépendre la propriété de confluence de la
propriété de normalisation.

On peut résumer cette thése en disant qu’elle démontre que I'on peut faire cohabiter au sein
d’un systéme cohérent un certain nombre de caractéristiques qui avaient déja été étudiées et utilisées
séparemment, a savoir :

— Le Calcul des Constructions; c’est-a-dire les types dépendants et surtout le polymorphisme.
Des types inductifs primitifs, permettant de construire des types par récurrence primitive
(élimination forte).

Une régle de conversion utilisant la n-réduction.

Il faut souligner qu'un effort particulier a été fait pour étudier un formalisme aussi proche que
possible de ce qui peut étre mis en ceuvre sur ordinateur. En particulier, nous avons choisi d’utiliser
une version de la régle de conversion (ou d’égalité de types) purement syntaxique. Ce choix, discuté
plus en détail & la fin de cette thése complique sensiblement certaines parties de la preuve de
normalisation, mais nous semble indispensable, compte tenu des motivations de cette étude.

Le reste de ce travail est organisé comme suit :

Le premier chapitre commence par une rapide présentation du Calcul des Constructions & tra-
vers quelques exemples simples. On met ensuite en valeur le role des définitions inductives et on
motive I'ajout d’un mécanisme primitif pour celles-ci. On présente informellement les contraintes
de positivité. Enfin la présentation de la dérivation de quelques résultats formels sur le A-calcul

1 faut modérer un peu cette affirmation : dans le cadre, par exemple, de Pextraction de programmes, on trouve
souvent des algorithmes faisant appel & une récurrence non-structurelle et qui ne peuvent donc pas étre programmeés
directement tels quels dans des systémes tel que F,, étendu par des types inductifs. Pourtant, 1a aussi, il s’agit plus
d’un probléme de “souplesse” du langage de programmation que d’un manque de “force brute” du systéme de types.
Voir par exemple [125].



simplement typé permet d’illustrer 'utilisation des types inductifs.

Le deuxiéme chapitre commence par la présentation formelle et détaillée du Calcul des Construc-
tions inductives (CCI). On y introduit également un certain nombre de notations, et on y démontre
un certain nombre de propriétés importantes, dont en particulier la correction de la réduction vis-
a-vis du typage.

La normalisation de CCI est démontrée dans le chapitre 4. On se sert d’une adaptation de la
méthode de réductibilité due & Tait et perfectionnée par Girard. La preuve de normalisation de CCI
est longue et technique ; or une preuve de normalisation ne peut étre que réellement convaincante si le
lecteur en a une compréhension intuitive. Pour cette raison, le chapitre 3 présente les idées essentielles
de la technique de réductibilité & travers divers systémes de types de complexité croissante.

On termine ’étude méta-théorique dans le chapitre 5, ot 'on se sert du résultat de normalisation
pour vérifier des propriétés comme la cohérence logique du systéme, sa confluence et la décidabilité
du typage. En y discutant également de présentations alternatives du systéme, nous indiquons
également pourquoi il semble inévitable de faire un choix entre un systéme plus facile a étudier mais
mal-adapté & une implémentation, et un systéme de mise en ceuvre plus efficace mais plus ardu a
étudier.

En appendice on présente un résultat qui relie deux problémes ouverts : la confluence et la
possibilité de construire un point-fixe dans des systémes non-normalisants. On présente également
une formalisation du paradoxe de Russell qui permet la construction d’un point fixe dans une
variante incohérente de CCI.

Il est & peu prés indispensable de respecter I'ordre des chapitre & la lecture. Seul le chapitre
3 peut étre lu indépendamment (au moins dans ses premiéres parties). Le lecteur familier avec
le Calcul des Constructions et I'isomorphisme de Curry-Howard pourra sauter tout ou partie du
chapitre 1.



Chapitre 1

Une Tentative de Présentation par
I’Exemple

Cette présentation du Calcul des Constructions et de son extension par des types inductifs,
est délibérément modeste. Nous chercherons simplement a illustrer 'utilisation de ce calcul comme
formalisme logique & travers quelques exemples simples. On insistera plus particuliérement sur la
description des types et prédicats inductifs pour permettre une compréhension plus intuitive des
définitions qui seront détaillées dans le chapitre 2.

De maniére générale, il semble que le principe de l'isomorphisme de Curry-Howard, qui est
au ceeur du Calcul des Constructions, ne soit pas toujours facile ni & assimiler, ni & expliquer.
Parmi diverses introductions, il nous faut mentionner celle du premier chapitre de la thése de Gilles
Dowek [38], remarquable de clarté et de concision ; nous ne pouvons que recommander sa lecture au
néophyte.

1.1 Un langage de programmation — rappels de A-calcul typé

L’isomorphisme de Curry-Howard, c’est I'idée que des preuves et des algorithmes peuvent étre
représentés de maniére uniforme. Pour le comprendre, il faut donc commencer par maitriser ces
deux notions. Nous avons déja mentionné dans l'introduction le réle crucial qu’est appelé & jouer la
définition de fonctions sous une forme intentionnelle, ¢’est-a-dire par la donnée d’un algorithme. En
d’autre termes, le formalisme permet la description formelle d’algorithmes et contient une méthode
de calcul ou d’évaluation de ces algorithmes. Ces deux caractéristiques correspondent & la définition
abstraite d'un langage de programmation.

Le A-calcul a été introduit par Alonzo Church, précisément pour décrire les objets de son forma-
lisme logique, appelé “Logique d’Ordre Supérieur” (Higher-Order Logic) [16]. Il reste I'un des moyens
les plus élégants de décrire des calculs de maniére abstraite. Sans rentrer dans les détails historiques,
on peut rappeler qu’une premiére version du formalisme de Church s’est révélée incohérente, parce
qu’utilisant le A-calcul non-typé, qui est trop expressif algorithmiquement.

En A-calcul typé, tout objet bien-formé posséde un type. On écrira toujours ¢ : 1" pour dire que
I'objet ¢ est de type T'. A I'image de ce qui se passe dans un langage de programmation comme ML,
les principales structures de données (entiers naturels, listes) correspondent chacune & un type. Par
exemple l'objet 0 est bien-formé de type Nat (le type des entiers naturels) :

0 : Nat
Par ailleurs, a tout entier naturel, nous pouvons associer son successeur. Le successeur est donc
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une application des entiers naturels vers eux-mémes. On utilise la fleche pour désigner le type des
applications : un objet de type A — B est une application (ou plus exactement une description
intentionnelle d’une application) des objets de type A vers les objets de type B. Dans le cas du
successeur S, on a donc :
S : Nat — Nat

Une fonction peut, bien str, étre appliquée a un argument, pourvu que celui-ci soit du type demandé.
L’application de la fonction S & 'argument O est notée (S 0). Comme S est de type Nat — Nat,
on a :

(S 0) : Nat

(S (S0)) :Nat

Convention d’écriture Une simplification usuelle est de ne pas écrire toutes les parenthéses
lorsqu’une fonction est appliquée successivement a plusieurs arguments : (... (f a1) ... a,) sera noté
(f a1 ... ay). Par ailleurs, on utilisera la notation traditionnelle f(z) pour I'application pour les
raisonnements méta-mathématiques, lorsque f est une fonction au sens de la théorie des ensembles
(c’est-a-dire lorsque f est en fait un prédicat). La notation “A-calcul” étant réservée aux objets du
formalisme.

La définition de nouvelles fonctions est possible grace a I’abstraction, ou A-notation. La fonction
qui & un objet x de type A associe un objet M est notée Az : A.M ou [z : A]M. Bien sir, on peut
utiliser la variable x pour construire I'objet M. L’exemple le plus simple est la fonction identité sur
un type A :

[x:Alx: A= A

Reégles

On peut utiliser ces quelques termes trés simples pour illustrer le principe des régles de typage.
Pour cela, il nous faut introduire la notion de contezte : comme un terme peut contenir des variables
non-définies (ou “libres”), on ne peut le typer que si 'on précise d’abord le type de ces variables.
Un contexte, généralement désigné par une majuscule grecque (I' ou A) est donc une liste de paires
composées chacune d'une variable et d’un type. On désigne par [] le contexte vide, et par I" :: (z,T)
le contexte I' auquel on a ajouté la paire (x,7). Un jugement de typage est donc décrit par un
triplet (contexte, terme, type). On écrit

't+¢t:T

pour dire que t est de type T dans le contexte I'. Dans ce chapitre, on se permettra d’omettre le
contexte lorsque celui-ci sera vide ou qu’il sera facile de le deviner.
Voici les régles d’inférence du A-calcul simplement typé, qui est un fragment de notre systéme :

THt,:A—B Thriy:A I (,A)Ft:B
' (t tg) : B FFjz:Alt:A— B
Dwf  (z,A)el TrHA:Set z¢T
FFz:A :(z,A) wf

Les deux premiéres régles, permettant de typer I'abstraction et ’application sont faciles a com-

prendre. Le jugement I' wf signifie simplement que I' est bien-formé; I' = A : Set signifie que A
est un type bien-formé dans le contexte I'. La nécessité de ces jugements apparaitra dans la section
suivante.
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Remarque Les régles ci-dessus correspondent au fragment simplement typé du Calcul des Construc-
tions. Elles sont admissibles dans ce Calcul, mais non primitives. En fait on verra que 'opérateur
—, de construction de type, n’est qu'un cas particulier des types de fonctions dans ce calcul. Il en
va de méme du jugement [' wf.

Réduction

La régle de calcul essentielle est la -réduction. Elle correspond & I’élimination conjointe d’une
abstraction et d’une application : on dit que le terme ([x : A]M N) se -réduit en M|z \ N], c’est-
a-dire le terme M dans lequel la variable z a été remplacée par N (cette notion de substitution est
définie précisément dans le chapitre suivant.) On écrit :

([z: A]M N)>g Mz \ NJ.
On s’intéressera également a la n-réduction :
[©: A(M z) 1>, M sixz n’est pas libre dans M.

La n-réduction permet d’identifier certaines fonctions qui sont extentionnellement égales ; par exemple :

[z : Nat](f z) >, f.

Notons que la distinction entre f et [z : Nat](f ) a d’ailleurs peu de sens en mathématiques
usuelles.

On verra plus loin que le calcul est enrichi par une autre notion de réduction. On verra surtout
comment la notion de réduction peut intervenir dans le typage.

1.2 Prédicats, propositions et types dépendants

L’autre volet de I'isomorphisme de Curry-Howard est que les A-termes peuvent également étre
utilisés pour représenter des preuves de maniére naturelle. Dans ce paradigme, le langage des types
est enrichi pour permettre & ceux-ci de représenter des propositions. Si un type P correspond a
une proposition, un terme t de type P est alors une preuve de cette proposition. Les propositions
prouvables sont donc les types habités. Pour s’habituer a cette idée, il est utile de rappeler la
sémantique proposée par Heyting pour interpréter les preuves. En voici la version typée :
— Une preuve de la conjonction A A B est une paire formée d’une preuve de A et d’une preuve
de B

— une preuve de la disjonction A V B est une paire dont la seconde composante est soit une
preuve de A soit une preuve de B, la premiére composante étant un drapeau (flag) indiquant
s'il s’agit d'une preuve de A ou de B
une preuve de 'implication A = B est une application construisant une preuve de B a partir
de toute preuve de A
une preuve de la proposition existentielle 3z : A.P(z) est une paire composée d'un objet xg
de type A et d’une preuve de la proposition P(zg)

— une preuve de la proposition universelle Vz : A.P(x) est une fonction associant a tout objet

xo de type A une preuve de P(zg).

Dans cette sémantique, les preuves sont donc soit des paires (typées) soit des fonctions totales,
deux classes d’objets & la base de la programmation fonctionnelle, c¢’est-a-dire du A-calcul typé.
Les trois premiers cas de I’énumération ci-dessus, c’est-a-dire le fragment qui correspond au calcul
propositionnel, peuvent étre représentés dans le A-calcul simplement typé :
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— La conjonction logique correspond au produit du A-calcul : si les type A et B représentent
respectivement les propositions A et B, alors le type produit (souvent noté A x B) représente
bien les preuves de A A B.
La disjonction est représentée par le type somme : les objets de type A + B sont bien les
preuves de AV B.
L’implication enfin est naturellement interprétée par le type fleche. Un objet de type A — B
associe bien un objet de type B (preuve de B) a tout objet de type A (preuve de A). Cet
objet a donc bien la sémantique d’une preuve de A = B.

Informellement, ceci signifie que le A-calcul simplement typé représente la logique proposition-
nelle intuitionniste. Les régles d’inférence du A-calcul correspondent trés exactement aux régles de
prouvabilité du calcul propositionnel. C’est le passage au calcul des prédicats qui nécessite une
extension du systéme de type, et plus précisément du langage des types.

Considérons le cas d’un prédicat sur les entiers naturels comme FEwven, le prédicat de parité. Un
tel prédicat est un objet qui a tout entier n associe une proposition (n est pair.) Une proposition
étant un type, c’est-a-dire encore un objet de type Set, le plus facile est de le typer comme une
fonction des entiers vers les types/propositions. On aura donc :

Even : Nat — Set
et étant donné un terme n : Nat, on pourra construire :

(Even n) : Set
L’objet (Even n) est donc un type qui contient un terme n ; on dit qu’il dépend de n. L’extension qui
permet la représentation d’'un calcul des prédicats dans un A-calcul typé est donc ce qu’on appelle
la possibilité de construire des types dépendants. C’est elle, bien stir, qui donne toute sa portée a
I'isomorphisme de Curry-Howard.

Formellement, cette extension correspond & de nouvelles régles de typage permettant la construc-
tion de ces types dépendants. Elle nécessite également un changement dans la notation du type des
fonctions : considérons un type fonctionnel A — B ; dans un calcul avec types dépendants, le type
du résultat B doit pouvoir dépendre de la valeur de 'argument x : A. La notation — ne permet
pas de faire apparaitre cette dépendance. On la remplace donc la notation (z : A)B, on z est liée,
et peut donc apparaitre, dans B. On lit en général cette notation “pour tout z de type A, B”. En
effet, on retrouve bien la sémantique de Heyting du quantificateur universel : puisqu’une preuve de
Vz : A.B(x) est une fonction qui a tout zy de type A associe une preuve de B(xzg), une preuve de
cette proposition sera simplement un terme de type

(z: A)B.

Les regles de typage de ces types, aussi appelés produits dépendants, sont similaires a celle des
types fleches, mais en faisant apparaitre la dépendance lors de 'application :
I:(z,A) F B: Set 't :(x:A)B -ty A
FI—(’I'A)BSPt Fl—(tl tQ)ZB[.’I}\tQ]

Il est facile de voir que le produit dépendant généralise strictement la fleche. On n’a donc plus
besoin de celle-ci dans le calcul. Plus exactement, on va conserver la notation A — B comme une
abréviation de (z : A)B dans le cas ou x n’apparait pas (n’a pas d’occurrences libres) dans B.
Les regles de typage que nous avons données pour la fleche deviennent donc des régles admissibles,
puisqu’elles sont un cas particulier des régles ci-dessus.

Nous ne présenterons pas le formalisme dit de “déduction naturelle” du a Prawitz [130]. Re-
marquons tout de méme que les deux régles ci-dessus correspondent exactement & l'introduction et
I’élimination du quantificateur universel. La remarque importante est :
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Dans un A-calcul avec types dépendants, on unifie le mécanisme d’abstraction/application de la
programmation fonctionnelle et le mécanisme logique d’introduction/élimination du quantificateur
universel.

Notons aussi que les régles ci-dessus ne suffisent pas & construire le type Nat — Set (en fait
(z : Nat)Set) du prédicat Even. On a pour cela besoin de la regle :

[:(z,A)F K : Type
L'k (z:A)K : Type

qui permet de dériver Nat — Set : Type. L’objet Type est une constante particuliére comme Set,
avec la régle Set : Type. De maniére générale, Type est donc le type des prédicats (et en particulier
des types.)

1.3 La régle de conversion

Nous avons indiqué comment les régles de réduction du A-calcul permettent d’effectuer des calculs
sur les objets du formalisme. Ces calculs permettent d’identifier un certain nombre de termes. Par
exemple, on voudrait que ([z : Nat]z 0) et 0 désignent effectivement le méme objet. Pour cela, on
introduit la régle de conversion. On définit la relation d’équivalence =g, sur les termes comme la
cloture reflexive, symétrique et transitive de g et ;. La régle de conversion est alors :

'H¢t:T r-T":s T =g, T
r¢:1'

On comprend que cette régle permette d’identifier deux termes convertibles. Pour reprendre I’'exemple
ci-dessus, étant donné un prédicat P sur les entiers,; et une preuve p de (P 0), alors p est aussi une
preuve de (P ([z : Nat]z 0)). On a donc “gratuitement” la preuve que 0 est égal a ([x : Nat]z 0).
Ceci signifie aussi que plus on ajoute de régles de réductions au systéme, plus on pourra identifier de
termes mécaniquement, ce qui permet de prouver plus de propositions. De 14 'interét de considérer
la m-réduction, et aussi les réductions liées aux types inductifs primitifs qui seront présentées plus
loin.

Si I'on peut parler de gratuité pour certaines preuves, c’est bien str que la relation de conversion
reste décidable, c’est-a-dire peut toujours étre vérifiée par la machine. Plus précisément, on verra
que la propriété essentielle de ce systéme est la décidabilité du typage : il existe un algorithme
qui vérifie si un jugement I' - ¢ : T est dérivable ou non. La clé de voute de cet algorithme est
précisément la décidabilité de la conversion, qui repose sur les deux propriétés de normalisation et
de confluence qui sont les résultats principaux de ce travail.

Le choix fait de disposer d’une relation de typage décidable interdit de trop étendre la régle de
conversion. Certains systémes, comme celui implémenté dans NuPRL [21] renoncent a la décidabilité
du typage en faveur d’une plus grande souplesse de la régle de conversion.

1.4 Les régles du Calcul des Constructions

On peut maintenant résumer les diverses idées présentées jusqu’ici en donnant les régles de
typage du Calcul des Constructions. On simplifie grandement la présentation formelle de ce systéme
en identifiant syntaxiquement les différentes classes d’objets (termes, types, etc.) Les objets de ce
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calcul sont donc obtenus & partir des quatre constructeurs vus jusqu’ici : variables, abstraction,
application et produit ainsi que les constantes Set et Type. La grammaire correspondante est :

t = x| ({t)|[z:t]t|(x:t)t]s

ot s désigne Set ou Type. Les régles du calcul sont alors :

( AXy) [J F Set : Type

De(x:ity)bHty:s Dk (z:t))tg: s De(x:t)Ht:ty
(LAM)
CE(x:t1)tg:s Dk z:t]t: (z:t)t
Pkt:s '-A:B z¢T
Fa:(z:t)FA:B

'ty ity (LE,t)EF F"tQ!(.TIT])TQ 't : Ty
(App)

'kFz:t Fl‘(tglﬁ)!TQ[.T\t]]

F"tIT] F"T]!S Fl_TQ:S T]ZBUTQ
Fl‘t!TQ

(PROD-s)

(W)

(VAR)

(Conv)

1.5 Le role des définitions inductives

Habituellement, on définit un ensemble défini inductivement comme le plus petit ensemble vé-
rifiant un certain nombre de prédicats. Par exemple I'ensemble des entiers naturels peut étre vu
comme le plus petit ensemble N qui vérifie :

— 0 € N (0 est un entier naturel)

Sin € Nalors n+ 1 € N ('ensemble est clos par successeur).

Ce type de définition joue un réle important en mathématiques. Il devient essentiel lorsque 1’'on
travaille dans une théorie des types, ou il s’utilise de maniére trés naturelle. Dans Coq, on dispose
d’une instruction dédiée; par exemple :

Inductive Definition nat : Set =
O : nat | S : nat -> nat.

qui construira effectivement les objets Nat : Set, 0 : Nat, S : Nat — Nat. Mais surtout, le
fait que Nat est le plus petit type construit a partir des deux constructeurs 0 et S est illustré par
I'existence de schémas de récurrence :

Nat_rec: (P : Nat — Set)(P 0) — ((m : Nat)(P m) — (P (S m))) — (n: Nat)(P n)

c’est-a-dire que pour tout prédicat P sur les entiers, si (P 0) est vérifie, et si (P (S m)) est vérifié
sous la condition (P m), alors tout entier vérifie aussi P. On reconnait bien sir le neuviéme axiome
de Peano [126]. Il est utile de remarquer dés maintenant que ces schémas de récurrence ne sont
pas simplement des axiomes logiques, mais des opérateurs munis d’un comportement calculatoire
particulier. Toujours dans le cas des entiers naturels, on aura les régles de réduction suivantes :

(Nat_rec P py ps 0) > po
(Nat_rec P py ps (S n)) > (ps n (nat_rec P pg ps n)).
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Intuitivement, on comprend bien que ces régles de réductions préservent le typage : on aura P :
Nat — Set, pg : (P 0), ps : (m : Nat)(P m) — (P (S m)), et donc :

(Nat_rec P pg ps 0) : (P 0)
(Nat_rec P pg ps (S n)): (P (Sn)).

On peut également remarquer dés a présent que Nat rec se comporte comme un opérateur de
filtrage vis-a-vis de leur quatriéme argument. De plus, lorsque cet argument est de la forme (S m),
on observe un appel récursif, puisque la fonction (nat rec P py ps) est rappelée sur 'argument n.
On reconnait donc la l'opérateur de récurrence structurelle sur les entiers naturels, tel qu’il existe
dans le systéme T de Gdedel, décrit dans le chapitre 3, mais ici l'utilisation des types dépendants
permet de le typer de maniére plus fine. On peut toutefois retrouver facilement la version sans type

dépendants ; soit la définition :
Nat rec’ = [P : Set](Nat rec[n : Nat]P) : (P : Set)P — (Nat — P — P) — Nat — P.

Le comportement calculatoire de Nat rec’ sera le méme que celui de Nat rec. De maniére gé-
nérale, on parlera de schéma d’élimination dépendant pour Nat rec et de schéma d’élimination
non-dépendant pour Nat rec’. Cette distinction existe pour tous les types inductifs que nous consi-
dérons dans la suite. Le systéme génére également d’autres schémas, que nous considérerons plus
tard.

Dans l'exemple ci-dessus, ainsi que dans la suite de cette partie, nous utilisons les caractéres
verbatim pour les instructions Coq. En effet Inductive Définition ... est une instruction et ne
désigne pas de termes du systéme formel proprement dit. Nous verrons par la suite quelle est la
structure effective des termes construits par cette instruction.

1.5.1 Types de données

La définition ci-dessus rappelle bien sur les types concrets de ML [47, 99, 103, 34, 4, 92]. De fait,
une premiére utilisation des types inductifs dans un systéme tel que Coq est la représentation de
structures de données classiques.

Sommes et Produits

Parmi les types les plus utilisés en programmation, et en particulier en programmation fonction-
nelle, on trouve les sommes et les produits. Donnons-nous deux types A et B, que nous supposerons
déja construits par ailleurs. On définit le produit de A et B (souvent noté A * B) comme le plus
petit type obtenu par le constructeur de paire :

Inductive Definition ProdAB : Set =
pairAB : A -> B -> ProdAB.

Le schéma d’élimination correspondant étant :

ProdAB _rec: (P : ProdAB — Set)((a: A)(b: B)(P (pairAB a b))) — (p: ProdAB)(P p)

La somme de A et B, souvent notée A + B, désigne un type dont les habitants sont soit des
objets de type A, soit des objets de type B, accompagnés d’une marque indiquant dans quel cas on
se trouve. C’est donc le plus petit type obtenu a partir de deux constructeurs, qui sont les injections
de A et B respectivement, vers le type somme :
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Inductive Definition SumAB : Set =
left : A -> SumAB
| right : B -> SumAB.

On obtient alors :
SumAB rec : (P : SumAB — Set)((a : A)(P (left a))) — ((b : B)(P (right b))) — (s :
SumAB)(Ps)

Types récursifs

Une caractéristique qui distingue les entiers naturels de la somme et du produit est que ce type
est récursif : le constructeur S prend comme argument un objet qui est lui-méme de type Nat.
La représentation des entiers naturels est I’exemple le plus simple de type inductif récursif habité.
En informatique on utilise couramment d’autres structures inductives récursives. Nous donnons
I’'exemple des listes homogénes et des arbres binaires :

Inductive Definition list : Set
nil : list
| cons : A -> list -> list.

Inductive Definition tree : Set
leaf : tree
| node : A -> tree -> tree -> tree.

Dans les deux cas, la récursivité de la définition est reflété par les schémas d’élimination. Ces
derniers correspondent au principes de récurrences dit “structurels” sur les structures définies :
tree_rec: (P :tree — Set)
(P leaf) —
((a: A)(Ty : tree)(P Ty) — (T : tree)(P Ty) — (P node a Ty Ty)) —
(T : tree)(P T)

Représentation des types simples

Les définitions inductives sont on ne peut plus courantes en logique formelle. Par exemple lorsque,
dans le chapitre suivant, nous construirons formellement les objets du formalisme, nous les utiliserons
de maniére essentielle. Plus simplement, voici les formalisations des objets du A-calcul simplement
typé; tout d’abord les types :

Inductive Definition ST : Set =
iota : ST
| Arr : ST -> ST -> ST.

On utilise les indices de de Bruijn pour les A-termes :

Inductive Definition term : Set =
var : nat -> term

| app : term -> term -> term

| abs : term -> term.
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1.5.2 Définitions inductives parametrées

La définition précédente semble un peu restrictive : on aimerait pouvoir définir les listes, arbres,
sommes et produits de maniére générique et pas seulement pour des types A et B donnés. La
possibilité, dans le Calcul des Constructions, de définir des fonctions des types vers les types, ou
plus généralement des prédicats vers les prédicats, nous permet de paramétrer ces définitions, en
construisant, par exemple, list :Set—Set. La syntaxe Coq est :

Inductive Definition list [A:Set] : Set =
nil : (list A)
| cons : A->(1list A)->(list A).

ou :

Inductive Definition Sum [A,B:Set] : Set =
inl : A->(Sum A B)
| inr : B->(Sum A B).

Les schémas d’élimination obtenus sont identiques au précédents, a cela prés, qu’ils sont eux
aussi aussi parametrés :

list_rec: (A:Set)(P: (list A) — Set)
(P (nil A)) —
((a: A)(l: (list A))(P 1) = (P (cons Aal))) —
(I : (list A))(P 1)
SumAB_rec: (A, B : Set)(P : (Sum A B) — Set)
((a: A)(P (left A B a))) — ((b: B)(P (right A Bb))) = (s:(Sum A B))(P s)

1.5.3 Prédicats inductifs

Les types définis précédemment sont tous des types de donnés. Ils ne different pas de ce qui peut
étre fait a 1’aide des types concrets d’un langage comme ML. Dans un systéme comme le Calcul
des Constructions, le schéma de définitions inductives est compatible avec les types dépendants : on
peut définir des prédicats inductifs. Un exemple typique est la parité des entiers naturels : Even est
le plus petit prédicat vérifié par 0 et vérifié par (S (S n)) s'il est vérifié par n. En Coq, cela donne :

Inductive Definition Even : nat -> Set =
EvenO : (Even 0)
| EvenS : (n:nat)(Even n)->(Even (S (S n))).

En plus des objets Even, Even( et EvenS attendus, on construit le schéma d’élimination :
Even_rec: (P :Nat — Set)
(P 0) —
((n: Nat)(Even n) = (P n) — (P (S (S n)))) —
(n : Nat)(Even n) — (P n)
qui permet de prouver récursivement des propriétés sur les entiers pairs.

Egalité

Un autre exemple, non-récursif celui-1a, est la définition de 1’égalité. Il suffit de définir I’égalité
comme le plus petit prédicat réflexif! Etant donnés un type A : Set et un élément a : A de ce type,
on définit donc le prédicat “étre égal & a” comme :
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Inductive Definition Eqa : A -> Set =
refla : (Eqa a).

c’est-a-dire aussi comme le prédicat vérifié uniquement par a. L’avantage essentiel de cette définition
est que le schéma d’élimination associé nous permet de retrouver ’égalité de Leibniz :
Eqa_rec: (P: A — Set)(Pa) — (z: A)(Eqa x) — (P )

On a bien siir intérét a paramétrer cette définition par A et a, en obtenant ainsi une définition
générique de 'égalité :

Inductive Definition Eq [a:Aj;a:A] : A -> Set =
refl : (x:A)(Eq A a x)

Le quantificateur existentiel

Nous avons vu comment formaliser un certain nombre de concepts mathématiques courants dans
le Calcul des Constructions. En particulier le quantificateur universel se traduit immédiatement
grace a la quantification dépendante et les prédicats grace aux types dépendants. Nous avons vu
également comment formaliser les connecteurs logiques de conjonction et de disjonction par les
types produits et sommes décrits ci-dessus. Nous pouvons donc plonger le calcul des prédicats
intuitionniste dans les Constructions, & condition de définir le quantificateur existentiel.

Inductive Definition sig [A:Set;P:A->Set] =
exist : (a:A)(P a)->(sig A P).

Remarquons que cette définition est une généralisation stricte du produit : la définition est la méme,
mais le type de la seconde composante de la paire peut, ici, dépendre de la valeur de la premiére.
On retrouve ainsi la sémantique de Heyting du connecteur existentiel. Le schéma d’élimination
correspond bien sir a la régle d’élimination de ce quantificateur en déduction naturelle :

sig_rec: (A:Set)(P: A — Set)(Q :Set)((x: A)(P z) —» Q) — (sig A P) —» Q

Le A-calcul simplement typé

Les régles de typage du A-calcul simplement typé définissent inductivement un prédicat ternaire
sur les contextes, les types simples et les termes. Pour le formaliser, il nous faut d’abord construire
les contextes comme listes de types :

Inductive Definition context : Set =
nil : context
| cons : ST -> context -> context.

Un prédicat inductif permet de préciser qu'un type se trouve a une profondeur n dans un contexte :

Inductive Definition inpos [T:ST] : context -> nat -> Set =
inposcar : (G:context) (inpos T (cons T G) 0)
| inposcdr : (G:context)(n:nat)(T1 : ST)
(inpos T G n)->(inpos T (cons T1 G)(S n)).

A chaque régle de typage correspond alors une clause inductive :
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Inductive Definition WTt : context -> term -> ST -> Set =
Vart : (n:nat) (G:context) (T:ST) (inpos T G n)->(WTt G (var n) T)
| Appt : (G:context) (A,B:ST)(t1,t2:term)
(WTt G t1 (Arr A B))->(WTt G t2 A)->(WTt G (app tl t2) B).
| Lamt : (G:context)(A,B:ST)(t:term)
(WTt (cons A G) t B)-> (WTt G (lam t) (Arr A B)).

Une autre possibilité est de remarquer que ’arbre de dérivation étant isomorphe au terme typé,
ce dernier est en quelque sorte superflu. On obtient alors une définition alternative plus simple! :

Inductive Definition in [T:ST] : context -> Set =
incar : (G:context)(in T (cons T G))
| incdr : (G:context) (T1:ST)(in T G)->(in T (cons T1 G)).

Inductive Definition WT : context -> ST -> Set =
Var : (T:ST)(G:context)(in T G)->(WT G T)
| App : (G:context) (A,B:ST)
(WT G (Arr A B))->(WT G A)->(WT G B)
| Lam : (G:context) (A,B:ST)(WT (cons A G) B)->(WT G (Arr A B)).

1.5.4 La condition de stricte positivité

Méme si nous ne nous sommes pas encore intéressés aux termes correspondant aux définitions
inductives, nous avons vu que tout type inductif est entiérement décrit par les types de ses construc-
teurs. Toutefois, il est nécessaire d’imposer une restriction sur la forme que peuvent prendre ces
types si ’on veut préserver la propriété de normalisation et la cohérence logique du systéme. Dans
ce paragraphe, nous expliquons informellement la condition de stricte positivité sur les arguments
des constructeurs. Aussi ce paragraphe est-il essentiel pour comprendre la définition formelle du
systéme donné dans le chapitre 2.

Le cas général

Considérons un type inductif I, décrit par les types C; ... C, de ses n constructeurs. Pour
simplifier, on considérera dans un premier temps que I n’est pas un prédicat (n’est pas un type
dépendant) ; c’est-a-dire que I : Set. Chaque constructeur attend un certain nombre d’arguments
pour construire un objet de type I. On aura donc pour tout 7, avec 1 <i < m :

Ci = (2} : Uy U3) ... (w),  Th)T

ou n; est donc le nombre d’arquments du n-iéme constructeur de I. Les types U; des arguments
peuvent dépendre de I. Par exemple dans le cas des entiers naturels, avec I = Nat, le deuxiéme
constructeur S est de type Nat — Nat, et donc ny = 1 avec UZ = Nat.

La restriction porte précisément sur cette dépendance des arguments des constructeurs vis-a-vis
du type inductif; elle est la suivante : pour tout Uij,

!Cette deuxiéme version peut-étre surprenante, car les variables ne semblent pas identifiées. En fait I'indice de de
Bruijn de chaque variable est contenu implicitement dans la preuve de (in T (cons T G)) qui permet effectivement
de distinguer deux variables du méme type. Le terme de type (in ...) doit donc étre vue plus comme un terme
qu’une preuve. C’est un bon exemple d’utilisation des types dépendants, & mi-chemin entre propositions et types de
données.
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1. soit I n’apparait pas dans Uij, et on dit alors que l’argument est non-récursif,

2. soit U] est de la forme (yq : V1) ... (ym : Vin)I, ot I n’apparait pas dans les Vi, et argument

2
est alors récursif.
On voit bien que pour les types non-récursifs décrits précédemment (produit, somme) on n’utilise
que la clause 1. La clause 2 est utilisée pour les types récursifs comme les entiers naturels ou
les listes. Le type de I'argument du constructeur S est Nat, qui est bien un sous-cas du schéma
(y1 : Vi) ... (ym : Vin)Nat.

Une représentation des ordinaux

On peut remarquer que dans tous les exemples mentionnés jusqu’ici, on n’utilise pas le schéma
dans toute sa généralité : on ne trouve pas ci-dessus d’arguments récursifs fonctionnels, c’est-a-dire
de la forme (y1 : Vi)...(ym : Vmm)I avec des séquences y; ... ym et Vi ... V,, non-vides. La
définition inductive la plus connue avec argument récursif fonctionnel est une représentation des
notations ordinales en théorie des types. Sa définition dans Coq est :

Inductive Definition Ord : Set =
0o : Ord

| So : Ord -> Ord

| 1im : (nat -> Ord) -> Ord.

Bien entendu, Oo et So correspondent respectivement au 0 (zéro) et au successeur des ordinaux.
Le constructeur 1im appliqué a une suite f d’ordinaux représente la borne supérieure (réunion) de
cette suite 2.

Indiquons le type et le comportement calculatoire du schéma d’élimination correspondant, qui
correspond effectivement & une formulation du principe d’induction transfinie :

Ord_rec : (P : Ord — Set)
(P O,) —
((y : Ord)(P y) = (P (S, y))) —
((y : Nat — Ord)((n: Nat)(P (y n))) — (P (lim y))) = (o : Ord)(P o)

(Ord_rec P py ps p1 O,) > po
(Ord_rec P py ps pi (Sow)) > (ps @ (Ord_rec P py ps pi 7))

(Ord_rec P py ps pi (lim f)) > (p; f [n: Nat](Ord_rec P py ps p; (f n)))

Définitions incorrectes

Un exemple de type inductif interdit est une définition comportant un cas UZ'~7 =1 — I;aussila
définition suivante est refusée par le systéme :

Inductive Definition absurd : Set =
C : (absurd -> absurd) -> absurd.

De maniére pragmatique, on peut expliquer ceci en montrant comment la méme définition dans un
langage de programmation fonctionnel fortement typé, par exemple en CAML [47], conduit a un pro-
gramme non normalisable, sans utilisation du point-fixe. En CAML la construction correspondante
est :

2Bien sir il s’agit 1a d’une représentation des ordinaux, et celle-ci est forcément incompléte : tous les ordinaux ne
peuvent pas étre représentés. Plus encore, la collection des ordinaux représentés en théorie des types est un ensemble,
et est donc majoré.
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# type absurd = C of absurd -> absurd;;

En utilisant simplement le filtrage de CAML, on peut alors typer la fonction f suivante du type
absurd -> absurd:

# let £ = function (C g) -> g (C g);;
f : absurd -> absurd = <fun>

et il est alors facile de voir que le programme £ (C f) va boucler. On peut méme, en utilisant
uniquement le filtrage sur les objets de type absurd construire le point fixe usuel. Ceci montre qu’il
ne peut pas y avoir, dans le Calcul des Constructions Inductives, de schéma d’élimination associé
au type absurd. Un peu plus loin, nous essayons d’expliciter ce point de maniére plus théorique.

1.5.5 La forme des schémas d’élimination

Nous avons dit précédemment que le type et le comportement calculatoire des schémas d’élimi-
nation étaient inférés automatiquement a partir de la description des types inductifs, c’est-a-dire de
la donnée des types de leurs constructeurs ; il nous reste & expliquer ce point. La description formelle
du mécanisme présidant & la construction du type du schéma d’élimination est relativement peu
parlante, alors que son principe sous-jacent est relativement simple. Aussi est-il, 14 encore, conseillé
de bien comprendre ce paragraphe avant d’entamer la lecture du chapitre 2. Nous détaillons d’abord
le cas des schémas non-dépendants.

Le cas non-dépendant

Comme dans le paragraphe précédent, on considére un type inductif 7, et les types Ty ... T,
de ses m constructeurs. On appellera Cy ... C), ces derniers. On a donc : Vi.C; : T;. Une bonne
maniére de comprendre le schéma d’élimination est de le voir d’abord comme un opérateur de filtrage
(pattern-matching) exhaustif et trés simple, voir minimal. Ce dernier est une fonction Ipee nodep qui
attend trois sortes d’arguments : B

Tout d’abord le type de 'objet que nous cherchons & construire ; dans un premier temps nous
considérerons qu’il ne dépend pas de 'objet & destructurer. Nous ’appellerons P : Set.

— Ensuite viennent n termes f; ... f, qui forment les n branches du filtrage, chacune corres-

pondant & un des n constructeurs de I.

— Enfin I'objet ¢ de type I que I'on cherche a déstructurer.

En d’autres termes, pourvu que les fi ... f, soient correctement typés, on aura :

(Irecinodep i f] - fn t) . P.

Nous appellerons A{T;, P} le type respectif de f;, qui est défini ci-dessous. Le type de I . est alors :
Irec_nodep D (P Set)(fi A{T, PY) . (fo s AT, PHI — P

Le fait que ce schéma soit dit non-dépendant tient simplement au fait que P ne dépend pas de t;
sinon on aurait P : I — Set.

Pour comprendre la construction des A{T;, P}, il est utile de considérer d’abord les régles de
réduction associées au schéma d’élimination. Ce dernier correspondant & une étape de filtrage, il y
a possibilité de réduction si ¢ est de la forme (C; w1 ... up,). On a alors u; : U; Supposons dans
un premier temps que C; soit un constructeur non-récursif, c’est-a-dire que I n’apparaisse pas dans
les U; ; on a alors la réduction suivante :

(Irec_nodep P f1--- fu (Ciur oo un)) > (fiur - up,).
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Il est facile de comprendre que, dans ce cas, on aura
fir (@ UY) ... (zh, : UL)P = A{T;, P}.

Nous retrouvons ainsi les types des schémas d’élimination non-dépendants des types non récursifs
présentés ci-dessus.

Si maintenant au moins I'un des arguments de C; est récursif, le comportement calculatoire de
Ircc nodep est plus complexe, puisque, comme indiqué, par exemple, au paragraphe de présentation
des entiers naturels, 'aspect “pattern-matching” du schéma d’élimination se double alors d’un aspect
“récursion”. Plus exactement, chaque fois que l'argument x; d’un constructeur C; est récursif, la
branche correspondante du filtrage f; attendra un argument supplémentaire, & savoir ’appel récursif
de la fonction définie appliquée a x; Supposons plus précisément que U; = I ; alors 1 ou on avait
précédemment :

on aura maintenant :
fir (@ :UD) ... (85 UDP— ... (3, UL)P
ce qui se refléte dans la régle de réduction :
(Irecimdep P fio. fo(Ciur ... up)) > (fiwr ... uj (Irecimdep P fi...fn x;) gcznz)

A partir de 13, il est facile de comprendre comment ceci se généralise aux constructeurs admettant
plusieurs arguments récursifs. Remarquons également que ceci est suffisant pour retrouver les sché-
mas d’élimination des entiers et des listes définis précédemment dans leurs versions non-dépendantes.
On comprend aisément comment ceci se généralise aux cas de constructeurs admettant plusieurs
arguments récursifs, comme les arbres binaires. En revanche, on voit déja que la définition formelle
de la forme générale de ces schémas ne sera pas trés parlante au premier abord.

Le cas d’arguments récursifs plus complexe n’est pas trés difficile. Prenons maintenant

Ui=(1:V1) . (ym: Vi)
On aura alors :

fi: (2 - U (x7U7’)((y1 V) oo Yt Vi) P) = .. (2 UL )P

ng ng

et comme régle de réduction :

(ITBC_nodep P fi... fn (Ci Uy ... “‘ni)) > . .
(fiwr ooy [y VAl oo [ym  Vinl(Tree nodep P f1--- fo (%5 412 ym)) -0 23,,)-

Le cas dépendant

Une fois compris la formation et le typage des schémas d’élimination non-dépendants, il n’est
pas trés difficile de passer a leur homologue dépendant. Comme indiqué précédemment, les régles
de réduction sont les mémes. Il suffit donc de définir leur type. Le premier argument de I, sera
un prédicat sur I : P : I — Set (au lieu d'un type P : Set dans le cas de Iyec nodep). Les types des
branches f; du filtrage seront appelés A{T;, P, C;}, et définis par : B

— Si tous les arguments de C; sont non-récursifs :

A{T;,P,c} = (x’l : U{) (x’ : U’)(P (¢ x’l x;”))

n; n;
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— Si le j-éme argument de C; est récursif de type
U; =(y1: V1) «o. (ym : V)1

on aura :

A{TLPoch = (4 U . (o U 2 Vi) e (o Vo) (P 55 1 e )
(UL (P (cxy ... mp,)).

L

On peut vérifier que ’on retrouve ainsi les schémas Nat rec, tree rec, etc, vus précédemment.

1.6 Représentation des Types Inductifs

Dans ce qui précéde, nous avons décrit un certain nombre de propriétés essentielles (types, ré-
ductions) des objets correspondant & un mécanisme de définitions inductives. Nous avons mentionné
que dans une implémentation telle que Coq, ce mécanisme correspondait & une instruction dédiée
(Inductive Definition...). Il nous reste maintenant a étudier la structure de ces objets.

1.6.1 Le codage imprédicatif

Alonzo Church, I'inventeur du A-calcul, avait trés tot remarqué qu’'une classe de A-termes pou-
vait étre utilisée pour représenter les entiers naturels. C’est la représentation connue sous le nom

“d’entiers de Church” :
0 = Mz A\fzx

1 = X Af.(f z)
2 = ArAL(f (f )

n = AxAf.(f" )

Cette représentation n’est pas utilisable en A-calcul simplement typé. En effet, on peut certes
assigner un méme type aux termes ci-dessus, mais il sera impossible de typer correctement le terme
qui effectuera I'exponentiation de deux entiers de Church®. En revanche, lorsque Jean-Yves Girard
a introduit le A-calcul typé du second ordre, ou systéme F' au début des années 1970 (voir [58, 59])
il a remarqué que griace au polymorphisme on pouvait, dans son systéme, typer uniformément
les entiers de Church et les fonctions prouvablement totales dans 1’arithmétique du second ordre.
C’est pour cette raison que le systéme F', congu a l'origine pour prouver la cohérence logique de
I'arithmétique fonctionnelle du second ordre, n’a pas besoin d’entiers primitifs, contrairement au
systéme 7', introduit pour prouver la cohérence de I'arithmétique du premier ordre. On peut trouver
les définitions et les preuves de normalisation de ces systémes dans le chapitre 3; voir aussi |61, 83].

Comme le Calcul des Constructions est une extension du systéme F', on peut également y définir
les entiers de Church ; il suffit de prendre :

Y

Nat = (A: Set)A —- (A — A) — A.

Il est possible de généraliser cette opération aux autres types inductifs; il existe ainsi des codages
imprédicatifs des listes, sommes, produits, ordinaux, etc. L’étude précise de ces codages a été faite
par Corrado Béhm et Alessandro Berarducci [12], puis dans le cadre du Calcul des Constructions
par Christine Paulin-Mohring et Franck Pfenning [119, 120, 127]. Il faut noter que cette possibilité

3En fait, comme cela a été montré par Helmut Schwichtenberg, les seules fonctions définissables sur les entiers de
Church en A-calcul simplement typé sont les polynomes (a coefficients constants), étendus par le test a zéro.
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semble avoir été 'une des motivations principales de I'introduction du polymorphisme dans le Calcul
des Constructions.

Si cette technique de représentation est trés utile pour, par exemple, donner des preuves de
cohérence de formalismes logiques, il présente aussi un certain nombre de défauts, qui se sont
révélés particulierement génants avec la mise en ceuvre de preuves formelles effectivement vérifiées
par l'ordinateur et la quéte de programmes efficaces extraits de preuves :

On ne peut, sans extension du systéme, construire que les schémas d’élimination non-dépen-
dants.

— Le comportement calculatoire n’est pas exactement celui souhaité. En particulier la régle de

réduction

(Irec P f1 fn (07 al (Im)) > (f7 al )

n’est en fait vérifiée en général que si le terme (C; a1 ...an) est clos. Ceci peut étre génant
car on souhaite utiliser I’égalité correspondante.

La représentation imprédicative est mauvaise d’un point de vue informatique : elle est relative-
ment gourmande en place mémoire, et surtout les calculs sont longs; le calcul du prédécesseur
d’un entier de Church n nécessite un temps au moins proportionnel & n.

— Comme indiqué par Christine Paulin-Mohring, la représentation par le codage imprédicatif
n’est fidéle que pour les types de données : dés que I'un des arguments de I'un des constructeurs
est fonctionnel, il devient possible d’habiter le type imprédicatif par des termes clos qui ne
peuvent pas étre obtenus & partir des constructeurs.

Le codage imprédicatif est mal adapté a extraction de programmes vers des compilateurs de
type ML : on souhaite en effet utiliser les types concrets et le filtrage de ces compilateurs.

Il est impossible de prouver que 0 # 1 dans le Calcul des Constructions pur (voir par
exemple [150]). Plus généralement il est exclu de prouver que deux constructeurs d'un type
inductif sont différents, sans étendre le systéme.

1.6.2 Les types inductifs primitifs

Ces différentes raisons ont conduits Thierry Coquand et Christine Paulin-Mohring a proposer
une extension au Calcul des Constructions, précisément destinée & permettre un traitement plus
satisfaisant des définitions inductives. L’idée est d’ajouter trois nouveaux objets syntaxiques au
Calcul : un pour représenter les types inductifs proprement dits, un pour les constructeurs et un
pour les schémas d’élimination. Les notations sont les suivantes :

— Les types (ou les prédicats) inductifs sont représentés par le terme

Ind(X : A){T1(X); ... :Tn(X)}

qui doit étre compris ainsi : A est le type de l'objet défini, T7(X) ... T,(X) sont les types
des n constructeurs. On souligne que la variable X est liée dans les T;(X) pour permettre des
arguments récursifs. Par exemple le type Nat sera simplement une abréviation de :

Nat = Ind(X : Set){X; X — X} : Set
de méme on aura :
list =[A : Set]Ind(X : Set){X; A — X — X} : Set — Set

FEven = Ind(X : Nat — Set){(X 0); (n : Nat)(X n) — (X (S (S n)))} : Nat — Set.
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— Pour les constructeurs, le terme Constr(i, I') désigne le i-éme constructeur du type inductif I.
On aura ainsi simplement :
0 = Constr(1, Nat) : Nat

c’est-a-dire dans sa forme expansée :
0 = Constr(1,Ind(X : Set){X; X — X}) : Ind(X : Set){X; X — X}

ainsi que :
S = Constr(2, Nat)
nil = Constr(1, list)

etc.
— Le terme correspondant aux schémas d’élimination est un peu plus compliqué :

Elim(7,Q, [u1; ... supl, t){f1; ... s fu}

qui doit étre compris ainsi : I est le type inductif sur lequel on fait I’élimination, ¢ est I’'objet
que l'on élimine et les f; sont les “branches” du filtrage. La liste de termes [u;; ... ;u,] sert a
préciser le type de t dans le cas ol I est un prédicat inductif. De maniére générale on aura :

te(Lup ... up)

et bien sir si I : Set ou I : Prop, la liste [ug; ... ;up] sera vide. Enfin @ sert simplement a
préciser le type de I'objet fabriqué :
Elim(7,Q, [u1; ... ;upl,t) : (Q ur...up t).

Par exemple, les schémas d’élimination vus précédemment sont simplement des formes “cur-
ryfiées” de 'opérateur Elim :

Nat_rec = [@ : Nat — Set][f1 : (Q 0)][f2 : (m : Nat)(Q m) — (Q (S m))][n : Nat]
Elim(Nat, @, [, n){/1; fo} -

Il s’agit 1a bien str d’une description sommaire et intuitive. Les régles de typage précises, qui
formalisent entre autres la contrainte de stricte positivité et les nouvelles régles de réduction, sont
détaillées dans le chapitre 2.

1.6.3 L’élimination forte

Il nous reste & indiquer comment prouver 0 # 1. Pour ce faire, il faut exhiber un prédicat sur
les entiers P : Nat — Set, tel que (P O) et la négation de (P (S O)) soient prouvables. Les outils
que nous avons décrits jusqu’ici ne suffisent pas pour construire un tel prédicat. Il nous faut pour
cela étre capables de définir une proposition par filtrage sur un entier naturel. En d’autre termes,
on doit disposer d’un schéma d’élimination sur les entiers permettant de construire des objets de
type Set. C’est cette possibilité qu’on appelle I’élimination forte. La version la plus simple d’un tel
schéma serait :

Nat recs: Set — (Nat — Set — Set) — Nat — Set
avec :

(Nat_recs Qo Qs O) > Qo
(Nat_recs Qo Qs (Sn)) > (Qsn (Nat_ recs Qo Qs n))
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Pour prouver 0 # 1, on peut alors construire :
Disc = (Nat_recs True [n : Nat][Q : Set|False) : Nat — Set

On a alors (Disc O) qui est convertible a True, et donc trivialement prouvable, et (Disc (S O)) qui
est convertible a False. Si on suppose (Eq Nat O (S O)), comme on a (Disc O), on peut en déduire
(Disc (S 0)), c’est-a-dire False. On a donc (Eq Nat O (S O)) — False (en clair, 0 # 1.)

Forme générale

Le type proposé ci-dessus pour Nat recs correspond & une version non-dépendante de 1’élimi-
nation forte, spécialisée & la seule construction d’objets de type Set. On peut donner un type plus
général a Nat recs, qui permet de construire un prédicat de toute arité par élimination forte :

Nat recs: (Q : Type)@Q — (nat = Q — Q) — Nat — Q
ou, rapellons-le, Type est le type de Set. Ce type correspond exactement au schéma d’élimination
non-dépendent des entiers ot 'on remplace Set par Type. On peut généraliser encore un peu en
prenant le schéma dépendant correspondant :

Nat recs: (Q : Nat — Type)(Q O) — ((n : Nat)(Q n) — (Q (S n))) — (n: Nat)(Q n)

De maniére générale, on obtient donc le type de I'opérateur d’élimination forte d’'un type inductif
I en remplagant la quantification (P : I — Set) du type de I’élimination faible par une quantification
(P : I — Type). Les régles de réduction restent donc inchangées.

Il faut remarquer que pour pouvoir construire les types des schémas d’élimination forte tels
qu’ils sont décrits ici, il faut 1égérement étendre le systéme de type. En effet, dans le Calcul des
Constructions, on n’autorise pas la constructions d’objets tels que Nat — Type (nous appellerons
cette classe d’objets schémas d’ordres.) 1l est toutefois assez facile de modifier les régles du systéme,
pour I’étendre avec ce niveau supplémentaire. La encore, on trouvera la description précise dans le
chapitre suivant.

L’élimination forte permet donc d’utiliser le langage de programmation, avec toute son expressi-
vité calculatoire, pour construire de nouveaux types. Il est clair que c’est par cette caractéristique que
le Calcul des Constructions Inductives se démarque le plus nettement du Calcul des Constructions
pur. Par exemple les schémas d’élimination (faibles) dépendants peuvent étre facilement axiomatisés
dans les Constructions, et ces axiomes sont méme réalisables (voir [120]). La preuve de 0 # 1 par
contre, ainsi que les quelques autres exemples de cette section n’ont absolument pas de contre-partie
dans le calcul sans types inductifs primitifs.

On peut noter que les schémas d’élimination faibles reviennent, d’une certaine fagon, a rajouter
un peu de réécriture au langage de programmation sous-jacent. Il existe a ce titre divers travaux
étudiant le mélange réécriture et A-calcul typé (par exemple [145, 6].) L’élimination forte en revanche
revient & introduire ces régles de réécriture au niveau des types.

Petits constructeurs

A partir de 13, on comprend bien qu’en introduisant une telle extension, il faut étre extrémement
prudent et éviter de faire le pas qui sépare le systéme cohérent du paradoxe. En particulier, on sait
comment Girard a mis en évidence I'incohérence du premier systéme de Martin-Lof en y formalisant
une version typée du paradoxe de Burali-Forti. Coquand a montré comment ce paradoxe pouvait
étre adapté dans le Calcul des Constructions avec sommes fortes [25]. Sans rentrer dans le détail,
on peut dire que ce paradoxe peut étre construit dans tout systéme ou il est possible d’encapsuler
un type dans un terme (d'un type particulier), puis de récupérer ce type. Un peu plus précisément,
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il suffit de disposer d’un type U : Set et de termes encap et decap tels que :

encap : Set —>U
decap : U — Set
(decap (encap A)) > A

Or notre schéma de types inductifs permet facilement de construire un type pouvant encapsuler
tous les autres :

Inductive Definition U : Set =
encap : Set -> U.

Si I’on autorise I’élimination forte sur ce type, il est facile de construire un terme decap vérifiant
les conditions ci-dessus, et donc de formaliser le paradoxe de Girard. Pour éviter ce probléme,
Coquand et Paulin-Mohring ont proposé de restreindre I’élimination forte aux types inductifs dont
les constructeurs ne prennent pas de prédicats en arguments. On les appelle alors petits constructeurs.
Plus précisément, un type de constructeur C est dit petit si :

C=(x1:Th) ... (xn:To)(T uy ... ug)

et les T; sont tous des types (c’est-a-dire de type Set dans leur contexte respectif).

On voit bien que 'unique constructeur du type U ci-dessus n’est pas petit. Sa construction est
donc légale, mais il ne lui correspond pas de schéma d’élimination forte. Il est donc possible d’y
encapsuler n’importe quel type, mais on ne pourra plus extraire le type A de 'objet (encap A).

Cette restriction peut parfois paraitre un peu ad hoc & premiére vue. Notre travail montre qu’elle
est en fait suffisante. Il est également instructif et rassurant d’essayer d’appliquer notre preuve de
normalisation au systéme sans cette restriction, et de vérifier & quel moment elle ne s’applique plus.

Notons également qu’en annexe, nous proposons une formalisation du paradoxe de Russell,
plus simple que le paradoxe de Girard, en utilisant également les sommes fortes. Toutefois, notre
formalisation nécessite une autre extension au systéme (qui semble en revanche inoffensive si elle
est utilisée seule.) 4

L’inversion de prédicats inductifs

La preuve de 0 # 1 donnée ci-dessus peut étre vue comme un cas particulier de ce que I'on
appelle I'inversion des prédicats inductifs. Il s’agit de 'une des applications les plus courantes de
I'élimination forte. L’idée est qu’étant donné un prédicat inductif sur un type inductif, on peut
en général définir un prédicat équivalent en utilisant ’élimination forte. Prenons par exemple la
définition suivante du prédicat de parité sur les entiers naturels :

Inductive Definition Even : nat -> Set =
EO : (Even 0)
| ES : (n:nat)(Even n)->(Even (S (S n))).

Si nous regardons maintenant une preuve (close) de (Even n), on comprend bien qu’elle est & peu
prés isomorphe & l'entier n. Aussi, il est facile de construire un prédicat équivalent & Even par
récurrence structurelle sur U'entier. En notation “a4 la ML” cela donne par exemple :

*L’autre intérét de notre construction est son comportement calculatoire plus intéressant que celui du paradoxe
de Girard.
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Function Even_inv : nat -> Set =
0 => True

| (S 0) => False

| (S (S n)) => (Even_inv n).

Il est assez facile de construire une fonction équivalente en utilisant ’opérateur Nat recs. On peut
ensuite prouver par récurrence sur n (c’est-a-dire en utilisant Nat_rec) que (Even n) et (Even__invn)
sont équivalents. L'intérét de 'opération est bien sir que (Even inv (S O)) se réduit en False, ce
qui permet de prouver que 1 n’est pas pair. Cette opération est ce qu’on appelle [’inversion du
prédicat Even. La preuve de 0 # 1 correspond elle & une inversion possible du prédicat inductif “étre
égal & 0.”

On peut aussi remarquer que dans toute preuve intuitive que 1 ne vérifie pas le prédicat inductif
Even, on doit utiliser le fait que, par exemple, 0 n’est pas égal a 1, puisque sinon on ne pourrait
étre sir de ce que le constructeur E0 ne permet pas de construire de preuve de (Even (S 0)). On
ne peut donc nier la parité de 1 qu’en discriminant entre les constructeurs de Nat, donc, dans le cas
présent, en utilisant 1’élimination forte.

Il existe de trés nombreux exemples de preuves dans lesquelles 'inversion est nécéssaire. Aussi
serait-il trés utile de comprendre comment 'automatiser au moins partiellement. Dans|29|, Thierry
Coquand propose de remplacer, dans les régles de typage, les schémas d’élimination des types
inductifs par un mécanisme de filtrage primitif qui fait intervenir une forme d’unification. L’un
des attraits de cette alternative est justement que l'opération d’inversion devient pour ainsi dire
“gratuite.”

Réflexion

On a indiqué plus haut qu’il était possible de représenter, par exemple, le A-calcul simplement
typé en utilisant des définitions inductives. Une idée intéressante est alors d’utiliser 1’élimination
forte pour passer de la représentation des types simples comme objets inductifs aux véritables types
du calcul qui leurs correspondent. Par exemple, en reprenant le type ST donné plus haut :

TR = [A:Set](ST recs [T : ST]|Set A [T : ST|[X : Set][U : ST][Y : Set]X —Y)
Set — ST — Set

qui a le comportement calculatoire suivant :

(TR A iota) > A
(TR A (ArrTU)) > (TRAT)— (TR AU).

On dispose ainsi d'une représentation d’une classe de types au niveau des preuves a partir de laquelle
on peut revenir vers les types représentés.

On avait également donné une représentation des A-termes simplement typés sous la forme du
prédicat inductif WT : context — ST — Set. Il est alors assez facile d’étendre la traduction ci-dessus
A cette représentation en construisant un terme

tr = (A:Set)(T:ST)(WT nil T) - (TR AT)

qui traduit la représentation d'un A-terme simplement typé clos vers le terme correspondant du
systéme lui-méme. Cette opération s’appelle la réflexion d’'un fragment du systéme (ici le A-calcul
simplement typé).
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On peut refaire ce genre de construction pour des fragments plus large que les types simples.
Il ne semble pas possible en revanche de réfléchir un fragment avec types dépendants. On a alors
besoin d’univers comme ceux proposés par Martin-Lof [98]. Comme remarqué par Mendler [102],
ces univers peuvent étre vus comme un type inductif particulier munis d’élimination forte. Aussi,
Dybjer [45] propose une extension du schéma de définitions inductives qui inclus les univers. Il serait
utile d’ajouter cette extension & notre formalisme, et il semble qu’elle soit cohérente avec le Calcul
des Constructions Inductives.



Aedd

NS AL LL

Al L L ALALEJS

Ao

4

v4eJs L AJLVALLAAL ALYV LS LS4 £ L

LA ITELAL VN L L AL ARJLN

&£ L 1LUL

44 AL XAV EL



Chapitre 2

Le Systéme

Ce chapitre est consacré & la définition formelle du Calcul des Constructions Inductives et
a I’énoncé de quelques propriétés syntaxiques de base. Nous essayons de choisir une présentation
favorisant autant que faire se peut les preuves des deux propriétés essentielles de normalisation forte
et de confluence énoncés dans le chapitre 4. Cette présentation s’inspire des notations de Christine
Paulin-Mohring [124].
Les sept premiéres parties de ce chapitre ne comportent que des définitions :
— Dans la partie 1 on définit I’ensemble des termes du calcul, indépendamment du typage.
Les parties 2 a 6 servent essentiellement & définir les régles de réduction et a introduire un
certain nombre de notations.
En 7 on donne les régles de typage proprement dites.
Ensuite, en 8, on définit de maniére syntaxique et élémentaire les distinctions entre les différentes
classes de termes (preuves, prédicats, etc) et on montre que cette classification est implicitement
présente dans les régles du systéme. La partie 9 est la plus complexe et la plus longue. Les résultats
essentiels qui y sont démontrés sont : une forme faible de confluence et la préservation du type par
réduction (subject-reduction).

2.1 Les termes

Comme c’est 'usage, nous définissons les différentes algébres utilisées par la donnée des gram-
maires correspondantes.

Depuis la thése de Coquand [24], I'habitude a été prise, d’identifier syntaxiquement les abstrac-
tions de variables de type et celles de variables de termes. De méme on utilise une seule algéebre
commune aux types et aux termes. Dans ce qui suit, nous ferons de méme mais en introduisant au
préalable deux classes de variables, comme c’est d’ailleurs fait dans la présentation des “PTS” [56].
Dans le cas présent, cela permettera de distinguer syntaxiquement entre les termes de preuves,
les prédicats, etc, simplifiant notablement certaines preuves, ainsi que la définition des “petits” et
“grands” constructeurs.

Nous supposons donnés deux ensembles dénombrables et distincts, Vt, VT. Nous appellerons
leurs éléments respectivement variables de terme et variables de prédicat.

On utilisera :

les premiéres minuscules latines (a, b, ¢, etc) pour les variables de terme.

— les minuscules grecques («, 3,7, etc) pour les variables de prédicat.

Les derniéres lettres latines (x,y, z, X, Y, etc) seront utilisées pour désigner indifféremment les deux

31
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classes de variables. On a donc I’algébre des variables :
r = a|a

On se donne trois constantes Set, Type, Extern qu’on appellera sortes. Elles seront génériquement
désignées par la lettre s :
s = Set | Type | Extern

Nous définissons 1’algébre de termes £ par :
- : =
t = s|x|(x:t)t|[z:t]t] (¢tt) ] Ind(a:t){t} | Constr(n,t) | Elim(¢,¢,¢,¢){ ¢}
ot n désigne un nombre entier et ¢ désigne 1’algebre des séquences de termes :

£ o= {}\ff

2.2 Notation vectorielle

La donnée des régles d’inférence définissant le Calcul des Constructions Inductives nécessite de
nombreuses utilisations de points de suspension comme (x7 : t1) ... (zy : t,)t ce qui nuit fortement a
la clarté et la concision de la présentation. Pour y remédier partiellement nous utilisons une notation
vectorielle & I'image de [124]. Cette idée est également déja présente dans les travaux de de Bruijn
avec la notion de télescope [35].

On commence par définir les séquences de variables :

Z={}|zd

Soient Z et @ deux séquences, respectivement de variables et de termes, de méme longueur. Pour
tout terme ¢ on définit :
— le cas des séquences vides :
{r:{Ht =t
{b:400 = ¢
t{}) =t
U

T=zcur' etd=uzu_;

Zia)t = (z:u)(x:u)t
Z:alt [z u[z’ : /]t
(t i) ((t u) ')

Séquences indicées et conventions d’écriture

En pratique, on aura souvent & désigner le i-éme élément d’une séquence de termes ou de
variables, c’est-a-dire & indicer les éléments d’une séquence.

Définition 2.1 Soit n un entier naturel. On appelle I(n) 'ensemble {i € N,0 < i < n}. Etant
donnée une séquence de termes t (respectivement une séquence de variables ¥), on désigne par Cf(f)
(respectivement 3(Z)) Uensemble I(n) ow n est la longueur de t (respectivement de T).

Soit n un entier naturel, et une famille de termes (t,;)iej(n). On peut immédiatement lui associer
la séquence de termes

t:ieif(n) =ttty .nty n{)
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Inversement, toute séquence ¢ s’écrit évidemment sous la forme %;;c5(,), ou n est la longueur de ¢.
On écrira pour cela :

En général, on se permettra d’omettre ’ensemble d’indices, qui est défini sans ambiguités pour une
séquence donnée. On se permettra ainsi de dire “soit #;, une séquence de termes”. De plus, pour dire,
par exemple, que chaque ¢; vérifie une propriété P, on s’autorisera “Vi.P(t;)”, pour Vi € J(n).P(t;)
ot m est la longueur de la séquence. Enfin, quand on considérera deux séquences comme t; et £, on
signifiera implicitement qu’elles ont méme longueur, et donc méme ensemble d’indices. Par exemple
si un terme

Elim(Ind(X : A){C}, Q. @, ){F}

est bien formé, les séquences C' et f sont forcément de la méme longueur, ce que 'on indiquera en
I’écrivant

Elim(Ind(X : A {ﬁ} Q,u, {fz}

Il s’agit 1a d’'un abus de notation évident, mais qui allege sensiblement 1’écriture et ne semble
pas ambigu en pratique, pour peu que 'on évite d’utiliser plusieurs fois les mémes identificateurs.
Tout terme ¢ s’écrit de maniére unique sous la forme (ty ;), to n’étant pas une application. On
écrira pour cela :
t

(to 1)

de méme on définit les écritures :
t = (4 : t;)to ou £y n’est pas un produit

et
t=[z;: t;]to ou tg n’est pas une abstraction.

2.3 Variables libres et substitution

Définition 2.2 (Variables libres) Etant donné un terme t, on définit 'ensemble FV (t) des va-
riables libres de t par :

- FV( ) ={} sis est une sorte

) = {2}

(t1 t2)) = FV () UFV(t2)
([ t)ta) = FV (1) U (FV (1) \ {})
(o 1)) = PV (1)U (FV (1) ()
ind(a: H{T}) = FV (1) U (FV()\ {a})

- FV(Constr(n,t)) = FV( )

FV (Elim(ty,t2, {T},t){W}) = FV(t1) U FV(t2) U FV (3) U FV (t) U FV (i)

l’ensemble FV(f) des variables libres d’une séquence de termes étant bien sir défini par :

SRV =0

V(t:t)=FV(t)UFV(#).

Si une variable x n’est pas élément de FV (t), on dira alors qu’elle n’a pas d’occurrences libres

dans t.

FV(z
- FV(
FV(
- FV(
FV(
(

Etant donnés une variable z et deux termes t; et to, si z n’a pas d’occurrences libres dans to,
on pourra éventuellement écrire £; — t9 a la place de (z : £1)ts.
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Définition 2.3 (Substitution) Etant donnés deuz termes t et t' et une variable z, on définit le
terme t[z \ t'] de la maniére usuelle.

Définition 2.4 (Substitution séquentielle) Soitt un terme, T et i, respectivement une séquence
de variables et de termes, de méme longueur. On définit le terme t[Z \ i] par :

I\ =t

tle = Z\ud = tlz\u][F\d]

2.4 Occurrences positives et constructeurs

Nous formalisons maintenant les contraintes de positivité, présentées dans le chapitre 1 et né-
cessaires pour spécifier la forme des définitions inductives.
La notion d’arité décrit les types que peuvent avoir les définitions inductives :

Définition 2.5 (Arité) Etant donné une sorte s, on appelle arités de sorte s l’ensemble des termes
décrits par :

Ar = s | (z:1)Ar.

Exemple On reprend les exemples du type inductif Nat des entiers naturels et du prédicat Fven
de parité déja vus au chapitre 1. Le type de Nat sera l'arité Set, le type du prédicat inductif even
sera l'arité Nat — Set.

Définition 2.6 (Occurrences positives) Soit X une variable de prédicat. On dira qu’un terme
t est strictement positif en X sit = (F:1)(X t'), si X n'a pas d’occurrences libres dans t et t',
et aucune des composantes de T n’est égale a X. On notera aussi Pos(X,t).

Définition 2.7 (Type de constructeur) Un terme C est un type de constructeur en X si l'une
des conditions suivantes est vérifiée :
C = (X 1) sous la condition que X n’est pas libre dans t
- C = (x : t)D sous les conditions : D est un type de constructeur en X, X n’a pas d’occurrences
libres dans t et X # x.
C = P — D sous les conditions : D est un type de constructeur en X et Pos(X, P).

On allegera le formalisme en disant simplement que C(X) est un type de constructeur; on notera
aussi constr(C(X)).

Exemple Le type Nat est défini comme Ind(X : Set){X; X — X}. Les notations 0 et S sont juste
des abréviations pour respectivement Constr(1, Nat) et Constr(2, Nat). Le prédicat inductif even est
défini comme

Ind(X : Nat — Set){(X 0); (a : Nat)(X a) = (X (S (S a)))}.

On vérifie bien que X, X — X, (X 0) et (a : Nat)(X a) — (X (S (S a))) sont tous des types de
constructeurs en X.

Définition 2.8 (petits et grands constructeurs) Soit C(X) un type de constructeur. On a C(X) =
(Z: t)(X z'). Si & est une séquence de variables de terme, c.a.d. T = @, alors on dira que C(X) est

un petit constructeur. On écrira Small(C(X)). Si un constructeur n’est pas petit, il est grand ; noté
Big(C(X)).
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2.5 Dérivation des constructeurs

Nous avons maintenant les définitions nécessaires aux régles d’introduction des types inductifs.
Il nous reste a préparer le terrain pour les régles d’élimination. Le définition suivante correspond aux
types du (des) schéma(s) d’élimination associé(s) au type inductif. Rappelons que le type de chaque
branche du schéma d’élimination dépend du type du constructeur correspondant. Cette opération,
présentée informellement dans le chapitre 1 est appelée dérivation du constructeur.

Définition 2.9 Soit C(X), un type de constructeur et deux termes Q et ¢. On définit le terme
A{C(X),Q,c} par récurrence sur la preuve que C(X) est un type de constructeur :

A{(X 1),Q,¢} = (Qf¢)
A{(z : t)D(Xl, Q,c} = (z t)A{D(Xl, Q,(cz)} B
A{((#: (X #) = D(X),Q,¢} = (p: (F:H(X #)((#: H((Q#) (p 7)) = A{D(X),Q,(c p)}

Enfin on notera A{C(t),Q,c} pour A{C(X),Q,c}[X \ t].

Exemple Les dérivés des types X et X — X des constructeurs des entiers naturels sont :

A{X,Q,c} = (Q¢)
A{X - X,Q,¢} = (n: X)(Qn)—(Q (cn))

et si l'on y substitue X par Nat et ¢ par respectivement les constructeurs 0 et S, on retrouve les
deuxiéme et troisiéme arguments du schéma d’élimination dépendant :

Nat_rec: (@ : Nat — Set)(Q 0) — ((n : Nat)(Q n) — (Q (S n))) — (n: Nat)(Q n).

Enfin les définitions suivantes nous permettront de définir les réductions correspondant aux-dits
schémas d’élimination :

Définition 2.10 Soit C(X), un type de constructeur en X et deuzr termes f et F. On définit le
terme A[C(X), f, F] par récurrence sur la preuve que C(X) est un type de constructeur :

A[(X 1), f. F]
Al(w : )D(X), f, F]
Al((Z: (X 1) = D(X), f, F]

I
)
w@
=

»

s
b

-/
>
(=
=
B
=~

&S

Ry
)
8
|

Définition 2.11 Soit A une arité de sorte S, deur termes I = Ind(X : A){C(Xi} et Q) et une
séquence de termes f. On définit :

— -

Fun Elim(Z,Q, f) = [7: Allc: (I ©)]Elim(I,Q,Z,c){f}
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2.6 Reégles de réduction

Définition 2.12 (réduction) On se donne les relations suivantes sur les termes, définies sous
forme de régles de réécriture :

([’I‘ : t]tl tQ) -8 tl[.’I} \ tQ]

[ t1](t x) —y Six ¢ FV(t)

Elim(I,Q, d@, (Constr(i, I') m)){f;} —. (A[Gi(I), fi,Fun_Elim(,Q, f;)] )
Avec 1 i Ind(X : A){Ci(Xi} ]

On désigne par >g, >, et >,, les relations correspondant a la réécriture d’un sous-terme par res-
pectivement —g, —, et —,. On utilise — et > pour les réunions de ces relations. De méme on
ecrit >* et >1 (respectivement |>E etc) pour les fermetures réflexive-transitive et transitive de >
(respectivement >3 etc.) et =gy, pour la fermeture réflexive, symétrique et transitive. On appellera
chaine de réductions partant de ¢ toute séquence ty ...t, de termes tels que t > t1 > ty... > t,. On
s’autorisera éventuellement a parler de chaine de réduction infinie.

Exemple
[z : Nat](S z) —y S
([ : Set][z : o]z (B:Set)B — B [B:Set]ly: Bly ©j [B:Set]ly: Bly)
Elim(Nathv[]v(S t)){to;ts} B>,
([n : Nat](ts n ([m : Nat]Elim(Nat, Q, [}, m){to;ts} n)) t)
Elim(Nat, @, [], (S #){to; ts} >*  (ts t Elim(Nat, @, [], £){to; ts})

Remarque Pour tous termes t et u, toute variable x et toutes séquences de termes @ et Z (de
méme longueur), on a :
Az = Ztusd) = (Ae ATt u )

dont on peut déduire :
(Az = Z.t u 1) >g (A tx \ u] 4)

(ATt ) > ¢4\ 4.

Lemme 2.1 Sit >t alors FV(t') C FV(t).

Définition 2.13 (Radical) Un radical (respectivement un B-radical, n-radical, etc) est un terme t
tel que t —5 t' (respectivement t —, t', etc). Sit > t', le radical reduit est le sous-terme de t réécrit
par —. Les radicaux d’un terme sont tous ses sous-termes susceptibles d’étre réecrits par —.

Définition 2.14 (Réduits d’un terme) Soit t un terme. On appellera réduit de t (respectiverment
B-réduit, Bu-réduit, etc) un terme t' tels que t >* t' (respectivement t >3 t', >, 1, efc).

Définition 2.15 (Termes normaux) Un terme t est dit normal (respectivement (-normal, .-
normal, etc) si aucun de ses sous-termes n’est un radical (respectivement un (-radical, t-radical,
etc). On dira aussi que t est en forme normale. Une forme normale de t est tout terme t' normal
tel que t >* t'.

Définition 2.16 (Termes normalisables) Un terme t est dit normalisable, ou plus précisément
faiblement normalisable, s’il admet une forme normale. Il sera dit fortement normalisable s’
n’existe pas de chaine de réduction infinie partant de t.
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2.7 Les régles d’inférence

Définition 2.17 (contexte) Un contezte est une séquence de paires formées d’une variable et d’un
terme. On les décrira généralement par la lettre I ou d’autres majuscules grecques :

=[]z (z,t)

Par ailleurs on écrira I'1I'y pour la concaténation de deux contextes, on dira 2 € I' pour dire que
la variable x est liée dans I'. Dans la suite, on n’utilisera que des contextes ou chaque variable sera
lice au plus une fois (on interdit T' :: (a,T1) :: (a,Ty)). Dans ce cas, I'(x) désignera le terme auquel
xz est lie dans ' : si I' = Ay iz (a,T)Ag, alors I'(a) = T.

On peut maintenant définir inductivement la relation de typage. Cette relation est définie entre
un contexte et deux termes. On notera I' F £ : £5 pour “¢; est bien formé de type ¢ dans le contexte
I'.” Dans cette premiére présentation des régles de typage, destinée & faciliter le plus possible I’étude
méta-théorique du systéme, on définit également la relation de typage pour les séquences de termes;
sit f, et & sont respectivement deux séquences de termes et une séquence de variables de méme
longueurs, on pourra considérer le jugement I' F ¢ : (Z : f) Les régles de dérivation sont données
dans la figure 2.7. A noter que les régles PROD et LAM sont paramétrées par une sorte s. On parlera
donc de PROD-SET, PROD-TYPE, LAM-EXTERN, etc.

2.8 Classification des Termes

Alors que dans notre présentation informelle du systéme, nous distinguions entre preuves, pré-
dicats, types, etc, la définition du systéme telle que donnée jusqu’ici ne connait qu’un seul ensemble
de termes. Partant des régles de typage, un premier pas est de distinguer les différents niveaux des
termes qu’on manipule en stratifiant ainsi le systéme.

Définition 2.18 (Les cinq classes des termes) On partitionne [’ensemble des termes en cing
parties : le singleton {Extern}, l’ensemble des termes de preuwve p, l'ensemble des prédicats Pr,
l’ensemble des ordres K et ’ensemble des schémas d’ordres Ex. Chaque terme t appartient a la
partie Cl(t), définie comme suit :

Cl(Set) = K

Cl(Type) = Ex

Cl(a) = p

Cl(«) = Pr

Cl(t t") = Cl(¢)

Cl([z - t]t") = Cl(t")

Cl((z : )t = CI(t")

Cl(Ind(X : A){CY}) = Pr

Cl(Constr(z, I)) = p

CI(Elim(I, Q, 4, f){?}) = p si Cl(Q) = Pr et Pr sinon.
lift(p) = Pr

On définit par ailleurs la fonction suivante sur les classes de termes : ¢ lift(Pr) = K

lift(K) = Ex

Nous avons besoin des lemmes techniques suivants :

Lemme 2.2 SiInd(X : A){C'i(Xi} apparait comme sous terme d’un jugement dérivable, alors tous
les Ci(X) sont des types de constructeurs.
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Reégles du Calcul des Constructions

(AX3) [| F Type : Extern

(.’Iittl)|—t:t2

( Axy) [J F Set : Type
Ciu(z:ty)bty:s Tk (z:t)ta:s r:
PROD- LAM-:
(PROD-8) s (BAves) Tk [z: 0]t : (z: )t
I'+t¢: Set '-A:B z ¢l I'=t:Type '-A:B a¢l
W-S W-T
( BT) Fi:(a:t)FA:B ( YPE) F:(a:t)FA:B
'Et:t rz:t)erl 'ty (z:1h)T: 'Et T
(VAR) 1:t2 (z:1) (App) 21 ( )15 11
I'kx:t F"(tQtl):TQ[.’I}\tﬂ
FI—tZTl F|—T1:S FI—TQ:S leﬁmTQ
(Conv)
I'kHt: T2
Reégles pour les types inductifs
'~ A:Type Vi.(l': (X : A) F Ci(X) : Set) Vi.constr(C;(X))
IFind(X : A){C;(X)}: A

(IxD) Ar(A, Set)
M'Flind(X : A{Ci(X)}: T

Vi.(T' - Constr(n, Ind(X : A){C;(X)}) : Ci(Ind(X : A){C;(X)}))
TFt: (1)

(INTRO)
A= (F: DSt I=Ind(X: A{C:(XS} Tra:(z:A)
—_ IHQ:(Z: A)(I %) —Set  Vi(LF fi: A{C;(I),Q, Constr(i, I)})
(W-ELiv) T FElm(L Q.4 017} (Q 1)
A= (Z: ADSet  T=Ind(X: A{C}(X}} Tra:(@:4) Trt:(a)
. T'HQ:(7:A)(I %) — Type Vi F fi : A{Ci(I),Q, Constr(i,])})  Vi.Small(C;(X))
-HLTIM
( ) T FElim(1,Q,d.t){fi}: (Qit)
Typage de séquences de termes

(Ni) T E = ([ [])
THi:(:T) T@:TFE\H)Ft:T[F\1]
(CONS) - =
FHtut:(zad:TaT)

FiG. 2.1 Les regles de dérivation
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PREUVE Immédiate par récurrence sur la structure de la dérivation. [ ]

Lemme 2.3 Quels que soient les termes Q et ¢ et le type de constructeur C(X), on a Cl(Q) =
CIAIC(X), Q. d]

PREUVE Par récurrence immédiate sur la structure de C(X). |

Lemme 2.4 Soient t; et to deux termes et x une variable. Si Cl(t2) = Cl(x), alors Cl(t1[x \ t2]) =
Cl(ty).

PREUVE Immédiate par récurrence sur la structure de t;. ]

Nous pouvons maintenant établir notre théoréme qui donne son sens a cette classification :

Théoréme 1 Sile jugement T' - to : t1 est dérivable, alors on a Cl(t1) = lift(Cl(¢9)). En particulier
to # Extern. De méme pour tout couple (x,t) de T' on aura CI(t) = lift(Cl(x)).

PREUVE Par récurrence sur la dérivation du jugement. On renforce 'hypothése de récurrence par la
proposition suivante : si [z : £]t’ ou (z : t)t’ apparaissent comme sous-terme d’un jugement dérivable,
alors Cl(t) = lift(Cl(z)).
La régle App : 'hypothése de récurrence nous assure que Cl(z) = Cl(#1), puisque ' F ¢1 : Ty
est une prémisse de la régle. Le lemme précédent permet alors de conclure que

|Ift(C|(f2 tl)) = |Ift(C|(f2)) = C|((’I‘ : Tl)TQ) = C|(TQ) = C|(TQ[’I’ \ tl]).

Le cas de la régle CONV est facile aussi : Comme I' = T : s et I' = T5 @ s, par hypothése de
récurrence, 17 et T, appartiennent a la méme classe.
La régle IND : Comme Ar(A, Set), on a bien Cl(A4) = K.

— La régle INTRO : on a vu que C;(X) était un type de constructeur; aussi Cl(C;(X)) = Pr, et
d’apreés le lemme précédent Cl(Cj(Ind(X : A)C,(X))) = Pr.

- La régle W-ELIM : on a Cl(Q 4 t) = CI(Q) = Pr.

— Le cas de la régle S-ELIM est similaire au précédent.

Les cas des autres régles sont triviaux. [ |

2.9 Propriétés fondamentales du systéme

On commence maintenant ’étude des propriétés du systéme. Cette derniére partie du chapitre
s’articule comme suit :

1. On commence par prouver un certain nombre de propriétés de confluence faible. Cette partie
porte presque uniquement sur les termes et I’on n’y considére pas les régles de typage.

2. On prouve le lemme-clé dit d’inversion, qui relie la structure d'une dérivation a celle du terme
typé.

3. On utilise alors les résultats précédents pour montrer que la réduction est correcte vis-a-vis
du typage.

4. On donne une description syntaxique des différentes classes de termes.

5. On montre que tout ordre se S-réduit vers une arité, que 'on appelle sa forme ordre-normale.

6. On adapte & notre systéme la caractérisation syntaxique habituelle des formes normales.

Le travail effectué dans ce chapitre s’adapte essentiellement & tout systéme de type pur PTS,
c’est-a-dire sans types inductifs, pour peu qu’il soit possible d’y construire une stratification comme
celle décrite dans la partie précédente. Aussi une bonne partie de ce qui suit est fortement inspirée
du travail de Geuvers et Nederhof [56] pour les PTS.
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2.9.1 Confluence réduite - Lemme de Geuvers

Une des propriétés essentielles du systéme est la confluence, ou propriété de Church-Rosser : Si
I'FA:Cetl'F B: Cavec A=g,, B,alors il existe un terme D tel que A >* D et B >* D. On verra
par ailleurs qu’on a alors aussi I' = D : C. Malheureusement, si la preuve de cette propriété peut
étre faite directement pour le A-calcul pur, il n’en va pas de méme pour des calculs explicitement
typés, comme celui que nous considérons ici. Ainsi, on peut facilement trouver deux termes t; et o,
convertibles, mais qui n’admettent pas de réduit commun. C’est le contre-exemple bien connu di a
Nederpelt : soit £ le terme [z : A](([y : Bly) ). On at >g [z : Az et t >y [y : Bly. Pour peu que A
et B soient des variables distinctes, ces deux termes sont distincts, et tous deux en forme normale.
Il n’admettent donc pas de réduit commun. Bien stir, on verra plus loin que si A et B ne sont pas
convertibles alors ¢ n’est pas typable.

Dans le cas d’un systéme comme le notre, il est donc essentiel de faire intervenir les propriétés
du systéme de type dans la preuve de confluence. Par exemple, ici, ¢ n’est pas un terme bien-formé.
En fait, nous prouverons la confluence & la fin de cette étude méta-théorique, aprés la preuve de
normalisation forte. Toutefois, pour énoncer un certain nombre de propriétés plus élémentaires du
Calcul des Constructions Inductives, il nous faut au moins une forme faible de confluence. C’est
Herman Geuvers qui a su donner la bonne formulation de cette propriété. Dans ce paragraphe, nous
la généralisons aux systémes avec types inductifs.

Lemme 2.5 (Confluence de (i) Soient trois termes tq, to, t3 tels que t; DEL to et tq DEL t3. Alors
il existe un terme ty tel que to D;;L ty et t3 D}},} ts.

On utilise 1a méthode usuelle, dite de Tait—Martin-Lo6f, fondée sur la notion de réduction paralléle.
En fait nous ne mentionnons cette propriété qu’a titre indicatif, car elle n’est pas utilisée par la
suite. On pourra reprendre les preuves trés similaires ci-dessous, ou celle donnée dans [149].

Lemme 2.6 (Non-pertinence des domaines) Pour tous termes A, B, C et M, pour toutes
variables © et y, on a :

Cla\y: AIM] =p, Claz\ [y : B]M]

et donc aussi

Cla\ [y : AIM] =gy, Clz\ [y : B]M].

PreUuVE 1l suffit de choisir une variable z qui ne soit pas libre dans M et A. On définit alors
t=Clz\[z: B](([y : A]M) z)] et on a bien t >} Clz\ [y : A]M] et t >3 Clz \ [y : B|M]. ]

Les termes démarqués

Comme la non-confluence est le seul fait de la présence d’annotations de type dans les A-abstrac-
tions, on peut obtenir un calcul confluent en effacant celles-ci. Cette propriété sera cruciale pour le
lemme de Geuvers. Nous définissons ici ces “termes démarqués” et les régles de réduction correspon-
dantes.

Définition 2.19 (termes démarqués) On se donne une variable notée  dont on admet qu’elle
n’est jamais utilisée par ailleurs'. A tout terme t, on associe le terme ||t||, défini comme suit :

'La variable _ n’a pas de classe. Ceci ne posera pas de difficultés, les termes démarqués n’étant utilisés que pour

prouver des résultats de confluence purement syntaxiques, indépendants du typage.
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(4 =z

sl = s

[[(t1 22) ] = (Itall 2l

[z = T]t|] = [z:_]l

[(z + Th) T || = (z: |TWIDIT]
||Constr(i, I)|] = Constr(i, ||I]])

lind (X : A{C:(XTH| = Ind(X : [AIC; ()T}

[Elim(7, Q. 0){ i}l = Elim(I7] Q. lall, 11471}

On notera | L|| pour {||t||,t € L}.
Une conséquence immédiate du lemme précédent est :
Lemme 2.7 Pour tout terme t, on a ||t|| =g, t.

On peut remarquer facilement que |L|| est clos pour la 8 et la np-réduction. Il ne lest pas
pour la t-réduction, car A[||C]], || f]], llg]]] peut contenir & nouveau des A-abstractions annotées. Pour
remédier & ce détail, on définit la relation >,, par :

Définition 2.20
to [P & (E ot At A (1E])

Il est évident que ||£]| est clos par >gy,,. Par ailleurs :

Lemme 2.8 Pour tous termes t, t', sit >gt', alors |[t|| g ||t']| ou |[t]| = ||t']|. De méme, sit >, ¢
alors ||t|| >, [|t'l] ou [[t]| = [|'l|]. Par ailleurs, pour tous termes t et t', si [|t]| >, [#'ll, alors il eviste
un terme u, tel que t >, u et |lul| = |['[].

On faut remarquer que cette derniére propriété est fausse pour la n-réduction; prenons par
exemple le terme

t=[r:al(y: allz: (8 2)z 2)

qui est méme bien-typé dans le contexte [] :: (o, Set) :: (8, — Set). Onabien ||t|| >y, [y: _[z: ]z,

mais ¢ ne contient pas de 7-radical?.

Lemme 2.9 La Suyn-réduction est confluente sur ||L]|.

On prouve ce lemme grace a la méthode des réductions paralléles, due a Tait et diffusée par
Martin-Lof [96]. Bien qu’elle ne présente pas de grandes surprises, on détaillera la preuve. La notion
de réduction paralléle est une relation binaire entre termes qui est comprise entre les relations > g,y
et fomn ; elle correspond a la réduction simultanée d’un nombre arbitraire de radicaux présents dans
le terme de départ. Ici, on note cette relation —» :

20n verra en fait, au chapitre 5, que cette propriété est vraie pour les termes bien-typés et Si-normaux.
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Définition 2.21 (Réduction paralléle) On définit — comme la plus petite relation binaire sur
|L| vérifiant les clauses suivantes, dans lesquelles u — u', v - v', [ — I, etc :

(u v)l :: (1‘u' v')
[z: Ju — [z: ]
Ind(X : A){CZ(X)} - Ind(X : A){C;(X)
Elim(Z,Q,@,t){f,} — Elim(I',Q, @ t){f}
([z: Juv) — uz\]
[x: J(uzx) —» o sixz ¢ FV(u)

Elim(I, Q, i, (Constrj, I 1)) (A[C{(X)', f1,Fun_Elim(I, Q. i )] ')

avec I = Ind(X : A){Q(X)}

4

Une propriété importante est que - commute avec la substitution :

Lemme 2.10 Soit une variable x et u,v,u’ et v' de éléments de | L| tels que
u—>u etv—

alors
ulz \ v] = u'[z\ V']

PREUVE La preuve est par récurrence sur la structure de u, ou plus précisément sur la preuve de
u—» u'
|

On aura besoin des deux propriétés simples suivantes :

—

i
=, D 8o+ BB, 8, etc), alors C' = (@ : Uj)(X ¢
> (respectivement — etc).

Lemme 2.11 Soit un terme C = (& : U;)(X £). Si C se réécrit en C' par > (respectivement
i )

i) ot tous les U; et t; se réécrivent en U; et t) par
PREUVE Immédiate par récurrence sur la structure de C. [ |

Lemme 2.12 Soient deuz termes C = (& : U;)(X ti) et C' = (7 : U_;’)(X f_’]’) tels que tous deux

se réécrivent en un terme C" par > (respectivement —,>g,, 5, etc). Alors C" = (i : UJ')(X t]) ot
pour tout i, U; et U] se réécrivent tous deur en U’ et pour tout j, t; et t; se réécrivent tous deuw

2
en t par > (respectivement — etc).

La encore la preuve est quasi-immédiate. En fait dans la suite, on se sert aussi des propriétés
similaires pour C = Ind(X : A){C;(X)} mais les énoncer précisément ne présente que peu d’intérét.
Le point important est que l'on voit facilement que > C - C »>*; c’est-a-dire que pour tous
termes t et t' :
tet' =>t>t' >t t.
Il est bien connu que cette remarque suffit pour ramener la propriété de confluence de > a la
confluence forte de — (voir par exemple [70]). En d’autre termes, il nous reste a démontrer :

Lemme 2.13 (Confluence forte de —) Pour tous termes démarqués t,u et v,

(t>uNt—>v)=TJwu—»wAv > w.
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PREUVE La preuve est par récurrence sur la structure de ¢ ; on ne considére par les cas symétriques
de ceux déja traités.

1. Sit=[z: |(t1 ) avec x ¢ FV (t1), on peut avoir :
(a) u=wuy et v =01 tels que

t1 > uyp et t1 —» vy

alors I'hypothése de récurrence pour t; garantit ’existence de w; tel que u; —» wy et
v1 — w;y. 1l suffit alors de prendre w = wy.

(b) u=wuy et v=[z: (v z) avec
t1 — up et t1 —» vy.

Il existe alors un w; comme dans le cas précédent. De plus, comme x ¢ t;, on a aussi
x ¢ FV(v1) et donc v - w;. On prend donc w = wy.

() u=lr: J(ug z)etv=I[x: |(v; z)avec
t1 — uy et t1 —» vy.

Il existe alors un w; comme dans les cas précédents, et on peut prendre au choix w = wq
ouw=[z: |(w x).

2. Sit=[z: |t; et t; n’est pas de la forme (9 ) avec ¢ F'V (t2), on a forcément
u=I[r: Juy avec t; » ugv =[r: |vj avec t; - vy
I’hypothése de récurrence sur ¢; assure donc ’existence de w; avec
up —» W et vl > Wq.

11 suffit alors de prendre w = [z : _]w;.
3. Sit=([x: ]t t2), on peut avoir :
(a) u = wuqi[z \ ug] et v =wvy[z \ vo] avec

t1 — U7 et t1 — U1
to — ug et tg — v9.

L’hypothése de récurrence pour #; et to garantit respectivement 'existence de w; et ws
tels que
u; - wy et vy » wy
ug —» W9 et Vo — W9.
11 suffit alors de prendre w = w1 [z \ wy] qui convient d’apreés le lemme 2.10.
(b) u=([z: Jui ug) et v=wv[z\ va] avec

t1 — U7 et t1 — U1
to — ug et tg — 9.

On prend alors le méme w que ci-dessus.
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([x: _Jui ug) et v=([z: Jv vg) avec

t1 - uyp et t1 —» vy
tg —» U9 et tQ —» V9.

On se donne alors wy et wy comme dans les deux cas ci-dessus et 'on prend

w=([x: Jw wy).

4. t = Elim(I, Q, 7, (Constr(j, Iy) 'rﬁ'k)){ﬁ} on peut avoir :
(a) u = (A[C; (XY, f}, Fun_Elim(I",Q", /)] m})

et

v = (A[C;(X)", f!,Fun_Elim(I",Q", fI] m})

avec

o

Ind(X : A){C:(X)}
Ind(X : A"}{C,(X)"}
AI

AII

Ci(X)'

Ci(X)"

&

N L LAJLlVEELS

On sait que I’ et I" (respectivement Q' et Q", les C;(X)" et C;(X)") se réduisent tous
deux en une étape de — vers un terme I" (respectivement Q" etc). Le lemme 2.12
permet alors aisément de vérifier qu’il est correct de prendre

w = (A[C;(X)"

(b) u = (A[C;(X)', f1,Fun_Elim(I', @', f1)] m}) et v = Elim(I", Q", n", (Constr(j, If) m{)){

"

sJ g

Fun_Elim(I", Q" f")] mi").

On définit alors A", C;(X)", I", Q" et m}' comme ci-dessus, et on prend

w = (A[C;(X)"

(¢) u = Elim(I",Q',n, (Constr(j, I}) ﬁ;)){ff{} et v = Elim(I",Q", n", (Constr(j, If}) m")){

Ce cas ne pose pas de probléme.

Ceci clot également la preuve du lemme 2.9

n

sJ g

Fun_Elim(I", Q" f")] m!").

.

)

fi

27

Corollaire 2.1 Soient quatre termes A, A", B,B'. Si (z : A)B =g,, (z : A")B’, alors A =g, A" et

B =4, B’

PREUVE D’aprés le lemme précédent, (x : ||A]))|| B et (z : ||A’]))]|B’|| admettent un réduit commun.
Ce réduit ne peut étre que de la forme (z : U)V, avec || A|| >* U, |A'|| >* U, |B|| >* Vet ||B'|| >* V.

Alors :

A =Bne ||A|| =Bne U =pBn ||A’|| =pBn A et B =pBn ||B|| =B |4 =B ||B’|| =pBn B

Corollaire 2.2 Si u et v sont, soit deur sortes distinctes, soit deuxr variables distinctes, soit une

variable et une sorte, alors u #g,, v.

Y.
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Retard de la n-réduction

Lorsque 'on étudie le A-calcul avec n-réduction, 'une des propriétés essentielles est le lemme de
retard de la n-réduction :
* !/ 1 Er * gl
t>g,t =W d>gt >, 1.
Dans le systéme que nous étudions ici, on aimerait avoir cette méme propriété, en remplacant 3 par
Bu. Hélas, cette fois encore, la propriété n’est vraie que pour les termes bien typés. Considérons par
exemple,

Elim(Nat, @, [], [# : T](Constr(1, Nat) 2)){fo. fs} 5 Elim(Nat,@, ][], Constr(1, Nat)){fo, fs}
>, fU

ou le premier n-redexe (mal-typé) (Constr(1, Nat) x) ne peut étre retardeé.

Il nous faut donc ici aussi nous livrer & quelques contorsions déplaisantes. La solution est heureu-
sement plus facile que dans le cas de la confluence. Nous allons définir une notion de 7n’-réduction,
qui dans le cas des termes bien typés sera équivalente a la (-réduction, et pour laquelle nous aurons
la propriété de retard de n, méme pour les termes mal typés.

Définition 2.22 (J/-réduction) On définit la relation de '-réduction sur les termes par :
Elim(I, Q. i, [ : A;](Constr(k, I) 1 i})){[;} —v (A[C(I), fix. Fun_Elim(I, Q, f,k)] )
st I =Ind(X : A){CW} et pour tout i, |[t;l| > zi, et x; ¢ FV(||i]]) U FV([|]]).
A partir de 14, on définit comme d’habitude les relations >,/, &7, >g,, etc.
Lemme 2.14 Sit oyt alors FV(t') C FV(t).
Lemme 2.15 Quelques soient les termes t et t',
to, t' =t t

et
t=gp t <t =gyt

Lemme 2.16 Soient trois termes t, t' et t". Sit >, t' >,y 1", alors soit t >g, 1", soit il existe t"
tel que t >gy t" ;1"

PrReEUVE Dans le cadre du A-calcul pur, Barendregt présente une preuve relativement élégante
dans [8], mais elle utilise une extension du calcul. A ce point, il nous semble indécent d’infliger au
lecteur l'introduction d’encore un autre calcul. Aussi nous nous contenterons d’une simple récurrence
sur la structure du terme ¢. C’est un peu monotone, certes, mais & notre sens un moindre mal.
Lescas t = x, t = (x : T1)Ty et t = Constr(i, I) sont immeédiats.

Sit=Elim(I,Q,u,t1){ fi }, le seul cas qui ne soit pas trivialement traité par 'hypothese de récur-
rence est t; = [z : T](t2 z) et t >, t' = Elim(I, Q, 4, tg){ﬁ)} avec

-

ts = [ + A,)(Constr(i, I) 1 §})
et .
tl D>y tH = (A[Cv(j)af7a Fun_Elim(I,Q,fi)] ﬁ'])

Mais alors il est facile de voir que 'on a directement ¢ >, ¢".
Le cas t = (#; t3) est comme d’habitude un peu plus complexe :
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— Sit' = (t] t2) avec t; >y, t} c’est immeédiat. Il suffit d’utiliser I'hypothése de récurrence.
Sit' = (t1 ty) avec to >, th c’est immédiat aussi, sauf si to = [z : Ttz et " =3[z \ t5]. Mais
alors il suffit de prendre " = #3[z \ ¢5] et d’observer qu’on a alors " 1> " la longueur de la
chaine de réductions étant égale au nombre d’occurrences de z dans 3.
Enfin on considére le cas ¢t = [z : T|t; qui est le plus subtil. Le seul sous-cas qui ne soit pas traité
immeédiatement par application de 'hypothése de récurrence est t; = (to z) avec t' = t9 et donc
to >, t". On peut alors remarquer que comme d’apres le lemme 2.14 FV (") C FV (t2) on a :

[z :T)(t2 ) gy [z T ) >y t"
et il suffit donc de choisir " = [z : T](#" z). ]

Lemme 2.17 (Retard de la n-réduction) Quelques soient les termes t et t', si
t>*t

alors il existe un terme t" tel que
* n * 4/
S VLS

PREUVE On raisonne par récurrence sur le nombre n de 8 et ¢/-réductions dans la chaine qui va de
tat'. Lecasn =0 est trivial. Si n > 1, alors pour un certain entier naturel p, on a :

t bty >ty >

la chaine allant de ¢ & ' comportant exactement n — 1 3 et (-réductions.

En appliquant p fois le lemme précédent, on établit existence d’un terme t3, tel que ¢ >pg, 3 >}
ts. On a donc une chaine allant de 3 & ' en n — 1 8 et i-réductions. L’hypothése de récurrence
nous garantit alors qu'il existe un terme 4, tel que 3 >3, t4 >} t'. Comme t >g, t3, il s’ensuit que
t Dz[/ t4 |>:; tl. .

I nous faut malheureusement également définir la contre-partie de la +'-réduction pour les termes
démarqués. On définit :

(o AN Z ) & t > 12

avec la propriété attendue :

Lemme 2.18 Soient deuz termes t et t', tels que t >, t'. Alors soit [|t]] = [[t']|, soit [[t]| >, [|t'].
Par ailleurs, si [[t|| >, [[t']l, alors t >, t'.

Le lemme de Geuvers

Ce lemme, que nous pouvons énoncer maintenant, correspond a une forme faible de confluence,
qui sera suffisante pour prouver les deux premiéres propriétés essentielles du systéme de type :
I'unicité du type et la correction de la réduction vis-a-vis du typage. Il dit en substance que tout
terme convertible avec un terme en forme normale de téte se Bi/-réduit vers une forme n-expansée
de cette forme normale de téte. La présence de types inductifs ne change ni sa preuve, ni son énoncé.
Il y a juste plus de cas possibles pour la forme normale de téte.

Lemme 2.19 (Geuvers)
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- Si Q =gy, (x: P1)Py, alors :

Q v [ A)(((2 2 Qu)Q2) i)
avec Q1 =gy, P, Q2 =gy, P2 et pour tout i, t; >} ;.
Si Q =gy, (x P;) alors
Q o5 55+ Ajl(w Qi £5)
avec pour tout i, Q; =gy, P; et pour tout j, t; D;; Y-
Si Q =py, (Constr(i, I) P;) alors

Q >5, [9; + Aj](Constr(i, I') Q; 1))

avec pour tout i, Q; =gy, P; et pour tout j, t; D;; y; et I =gy, I.
- S5i Q =gy, (Ind(X : A){C_>'k} By alors
Lo A
Q >hy 95+ Aj](Ind(X + AN{C}} Qi 1)
avec A =gy, A', pour tout k, Cy, =gy, C}, pour tout i, Q; =g, P; et pour tout j, t; > Yi-
- S5i Q =pp (Elim(I,Q,d},t){?}c} P)), si t n'est convertible avec aucun terme de la forme

—

(Constr(l,J) U), alors
R . - - .
Q >hy [y; « AjJ(Elim(I', Q" ai' . t") { Fi } Qi )
avec I =gp, I', Q =pyn, Q', t =gy t', pour tout i, Q; =pyn, P;, pour tout k, F, =g, F}, pour
tout 1, wy =gy, u; et pour tout j, t; > Y-

PREUVE Les cinq cas sont similaires. A chaque fois on raisonne par récurrence sur la longueur du
chemin qui va de @ & P. On détaillera simplement le cas P = (x P;). Par hypotheése de récurrence,
il existe @', tel que

Q' vp, g5 Az Q; )
et Q' Q ou Q' Q.
Le cas Q >g, Q' est immédiat.
- Si Q' >p, @, on sait, grace a la confluence de S/, qu'il existe Q" réduit commun de Q et Q'
par f3i/. Il est facile de voir que Q" est bien de la forme requise.
- Si Q >y Q' le lemme de retard de la n-réduction nous assure qu’il existe Q" tel que

Q>h Q" >y [0+ Ail(w Qj 1)
LA aussi, on voit facilement que Q" est bien de la forme requise.

le cas le plus délicat est Q' >, Q. La confluence de S1n sur ||£]| nous assure que ||Q| >* (= i)
avec pour tout 7, ||Q;l| >, ¢i- Le lemme de retard de 1 nous permet d’en déduire :
0

1QI 5, [95: (= q; uj) >y (2 Gi)
avec pour tout j, uj >y y; et pour tout 4, g; >y gi.
On en déduit I'existence d'un terme Qo = [y; : 4;](c Q; v}) avec

Q >p Qo et [|Qoll = g5 _(z G ).

On a donc pour tout 4, ||Q;]| = ¢; et donc Q; =g @ =gy ti =g Bi-

Nous n’utiliserons plus les termes démarqués jusqu’a la derniére partie du chapitre 4.
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2.9.2 De la forme des termes bien typés

Les résultats qui suivent sont tous classiques et bien connus pour les PTS fonctionnels avec
B-conversion. La présence de la n-conversion nous oblige & remanier quelque peu l'ordre de leur
présentation. Dans [53], Geuvers indique succinctement comment adapter les démonstrations de |56].
Il a ensuite détaillé une méthode un peu différente dans sa these [55]. Ce que nous proposons ici
ressemble beaucoup a la premiére version, mais nous semble un peu plus simple. Il faut remarquer
que la présence des types inductifs ne change pas l'ordre des lemmes, et peu les démonstrations.
Par ailleurs, tout ce qui suit s’adapte trés facilement a tout PTS extensionnel (avec n-conversion).

Lemme 2.20 (Variables libres) Sile jugement T' -ty : to est dérivable, alors FV (t1)UFV (t2) €
V(T).

PREUVE La preuve est immédiate par récurrence structurelle sur la dérivation. [ |
Lemme 2.21 (Sous-termes) Tout sous-terme de tout terme bien-formé est bien formé.

Lemme 2.22 (Substitution) Siles jugements suivants sont dérivables

Iau(x:A)T9ku:B (1)
MHkFov:A (2)

alors on peut dériver :

[Ty Fulz\ v] : Blz\ v]
PREUVE On raisonne par récurrence sur la structure de la dérivation de 2. [ ]

Lemme 2.23 (Affaiblissement) Si les jugements suivants sont dérivables

Fu:A (3)
I'+v:B (4)
avec I' C IV, alors on peut dériver :
I'u: A
PrREUVE Par récurrence sur la structure de la dérivation de 4. [ |

Lemme 2.24 Si le jugement 'y :: (2, T)T9 = A : B est dérivable, alors Ty F T : S est dérivable, ou
S est la sorte associée a x. De plus on a aussi I'y = (z, T)['o =T : S.

PrREUVE Par récurrence sur la structure de la dérivation. [ |
Lemme 2.25 Si :
Fk(z:T)Ty: S (5)

alors
e(z,Th)FTy: S
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PREUVE Par récurrence sur la dérivation de 5. Celle-ci se termine par une régle PRoD, W ou CONV.
Les deux premiers cas sont immeédiats ; dans le cas de la régle CONV, I’hypothése de récurrence nous
assure I' :: (z,T7) Ty : S" o S’ est une sorte et S =g,, S’. On a vu qu’alors S = S’ [ ]

Lemme 2.26 Si :
(1) T'FlInd(X : A){C,;(X;} : T
alors T =g, A, I'= A : Type et pour tout i on a I :: (X, A) = C;(X) : Set.

PREUVE Par récurrence sur la dérivation de (1). Celle-ci se termine par une régle IND, W ou CoNv.
Les trois cas sont immeédiats. [

Lemme 2.27 Sile jugement U' &t : T est dérivable, alors soit T = Extern, soit ' =T : S pour une
certaine sorte S.

PREUVE C’est encore une récurrence sur la structure de la dérivation. Les cas des régles AX, PROD,
Lam, W, Conv, IND et ELIM sont immédiats. Dans le cas App, si ¢t = (tg 1) et T = Ty[x \ t1], on
sait que I' = (z : T1)Ty : S, ce qui d’apreés le lemme 2.25 implique ' :: (z,T7) =T, : S, et donc T' -
Tylz\t1] : S par le lemme de substitution. Dans le cas de INTRO, si ¢ = Constr(j, Ind(X : A){C;(X )})
alors T' = Cj(Ind(X : A){Q(Xi}) et le lemme 2.26 nous assure que I' - Ind(X : A){Ci(X)} : A et
I':: (X, A) F Cj(X) : Set; par substitution on a alors bien I' =T : Set. [

Lemme 2.28 (Inversion) Sile jugement T'F ¢ : T est dérivable, alors :

(1) t=a = a€el
T =gy I'(a)
I'FT:Set

(i1) t=« = a€cl
T =B F(Ot)
I'ET:Type

(#93) t = Set = T =g, Type

(iv) t= Type = T =g, Extern

(v) t # Extern

(vi) t=(z:T)T, = T'FT:s
Diu(z:Th)FTy: 8o
T =B 52
avec s1 € {Set, Type} et so une sorte quelconque

(vii) t =z :Ti]ts = I'FT: s

Fu(z:Th)Fte: B

Fu(x:Ty)F B:sy

reT: 59

T =B (’I’ . Tl)B

ou sy est la sorte de x et sy € {Set, Type}
(1)7:7:7:) t= (tl tQ) = I'Fi;: (’I’ : TQ)Tl

'k tg : T2

T =gy Th[z \ t2]

—,

(iz) t=Ind(X : A){Ci(Xi} = A= (&:A)Set
Vi.Constr(C;(X))
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Vil (X : A) F Ci(X) = Set
()  t= Constr(i, I) = I=Ind(X: A){C,;(Xi}
avec les mémes conditions sur I que ci-dessus
(#i) t=Eim(I,Q,a0){F,} = I=Ind(X:A){C;(X)}
avec les mémes conditions sur I que ci-dessus et :
I'HQ:(Z: A)(I &) — s avec s € {Set, Type}
'=T:s
L'-t:(Ia)
Vi.l' = fi + A[Ci(X), Q, Constr(i, I)]
T =B (Q’ a t)
de plus s = Type = Vi.Small(C;(X))

PrEUVE 1l s’agit bien siir d’une nouvelle récurrence sur la structure de la dérivation. Remarquons
toutefois que les cas (i) et (44) sont par ailleurs conséquences de lemmes déja énoncés. Les cas
des régles Ax, PrRoOD, LAM, W, VAR, Aprp, IND sont immédiats. La régle CONV ne pose pas de
problémes non plus; pour (zi) il faut juste remarquer que Type #g,;, Set. Les cas des régles INTRO
et ELIM se traitent également facilement grace a I’hypothése de récurrence appliquée aux prémisses.
|

Lemme 2.29 (Unicité du type) SiTFt: AetTFt: A, alors A =g, A"

PREUVE Par récurrence structurelle sur . Pour chaque cas, on utilise la clause correspondante du
lemme d’inversion. [ ]

Corollaire 2.3 Il n’existe pas de terme bien formé, dont un des sous-termes est de la forme
Elim(1, Q, @, [z : TIH{ T .

PREUVE S’il en était ainsi, ce sous-terme serait lui aussi bien formé. Alors, d’aprés le lemme
d’inversion [z : Tt serait bien formé de type (Ind(X : A){ﬁ} %) dans un certain contexte. Mais
le lemme d’inversion nous assure par ailleurs qu’alors [z : T|t est bien typé de type (z : T')B dans
ce méme contexte, et alors (z : T)B =g, (Ind(X : A){C'} @), ce qui est en contradiction avec le
lemme de Geuvers. [

Une conséquence immédiate est qu’on a plus besoin de la notion de ¢/-réduction :

Corollaire 2.4 Soit t un terme bien formé. Si t >, t', alors t >, t'.

2.9.3 Réductions sur les termes bien-formés

C’est bien sir 'une des premiéres caractéristiques demandées & un systéme de type, que le type
d’un terme reste inchangé si I'on réduit ce terme. C’est la propreté de correction des réductions
vis-a-vis du typage, souvent désignée par son nom anglais de subject réduction. C’est sa preuve qui
suit.

Lemme 2.30 (Correction de la Si-réduction) Si le jugement T' = ¢ : A est dérivable, et si
t Déb t' et Déb I, alors les jugements suivants sont dérivables :

FH¢: A
I'H¢t:A
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PREUVE Par récurrence sur la taille de la dérivation de I' F ¢ : A. La plupart des cas sont immédiats
et nous ne traitons que les plus délicats :

— La régle VAR : La réduction se fait forcément dans I'; si ce n’est pas dans le type associé a x
dans T', il n’y a pas de problémes. Sinon on a une dérivationde ' = A : BavecT' =Ty =z (z, )Ty
et I' =T = (z,t')g; elle contient donc une sous-dérivation de I'y F ¢ : S se qui permet
d’assurer I' ¢ : S. Comme I 2 : ' et t =g,, ¢, on a bien I'" F z : ¢.

— La regle IND : 11 suffit de vérifier que le Si-réduit d’'un type de constructeur (respectivement
d’une arité) est également un type de constructeur (respectivement une arité). Le reste suit
par simple application de I'hypothése de récurrence.

Larégle App : Elle ne pose pas de problémes particuliers pour la t-réduction, mais c¢’est bien stir
le cas crucial pour la g-réduction. On prend ¢ = (#; £2). Le cas £ >g t est immédiat. Si fo >3
thy, c’est facile aussi : 'hypothése de récurrence nous permet d’obtenir I' - (¢; ¢5) : Th[z \ t5)].
Par ailleurs T' & (t1 t9) : Th[z \ to] implique T' F Ty [z \ t9] : s. Par ailleurs T' = Ty[z \ t}] : &',
et comme Cl(t9) = Cl(z) = CI(#,) on a bien s = s’. On en déduit T - (¢ ) : Th[z \ t2] par
Conv.

Il reste a traiter le cas t; = [z : T3]t3 = t' et t >p t3[z \ £2]. Le lemme d’inversion nous assure
que I' =2 (z,T3) - t3 : Ty avec (x : T3)Ty =gy, (z : T2)T1. D’apreés le corollaire 2.1, ceci implique
T3 =gy, Ty et Ty =gy, T1, et aussi CI(T3) = CI(Ty) et CI(Ty) = CI(T). On en déduit I' =2, : T3
et par substitution T' F 3]z \ to] : Ty[z \ t2] et donc T' & t3[z \ to] : Th[x \ to].

— La régle ELIM : A T'inverse du cas précédent, c’est bien sir le cas de la s-réduction qu’il
nous faut traiter en détail ici. On prend ¢t = Elim(/,Q, i, 1)){?} avec I = Ind(X : (¥ :
A)Set) {C; (X5},

Les cas correspondants & des réductions dans des sous-termes de ¢ se traitent facilement. Nous
nous intéresserons donc au cas v = (Constr(j, I) v), avec

t' = (A[C;(I), fj, Fun Elim(I,Q, f;)] 7).

Une simple utilisation du lemme d’inversion permet de vérifier les hypothéses nécessaires a la
dérivation de :
'k Fun Elim(1,Q, f;) : (£: A)(e: (I ))(Q % ¢).

Une simple récurrence sur la structure de C;(X) permet a partir de la de vérifier que si
Cj(X) = (gk « Up)(X )

alors
' = A[Ci(I). fj,Fun_Elim(1,Q, f;)] - (4i, : Up)(Q @ (Constr(j, I) 4i)).

Comme par ailleurs le lemme d’inversion assure que I' - ¥ : (y; : Ug), on a bien :

T F (A[Ci(I), f;, Fun_Elim(I,Q, f;)] %) : T.

A partir du lemme précédent et du corollaire 2.4, on déduit aisément :
Corollaire 2.5 Soit t un terme bien formé. Si t DEL, t', alors t DEL t', et donc t' est bien formé.
On en déduit en particulier la version définitive du lemme de retard de la n-réduction :

Corollaire 2.6 (Retard de la n-réduction) Soit ¢t un terme bien formé. Sit >* t', alors il existe
un terme (bien-formé) t" tel que t 5, t" >3 1
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Les deux derniers résultats nous permettent aussi de vérifier que la classe d’un terme est préservée
par conversion.

Lemme 2.31 Soient deuzs jugements dérivables T - A : B et ' = A" : B'. Si A =g, A, alors
Cl(A) = CI(A").

PREUVE On sait que ||A]| et ||A’|| admettent un réduit commun Ag. On a alors
||A|| DE% Ay l>;; Ag et ||AI|| DE% ’1 l>;; Ag

et donc aussi :
Apj, Ay et A g, Ay

avec ||Az|| = Aq et ||A,]| = A). Comme le type est préservé par la Si-réduction, on a Cl(A) = Cl(Az2)
et CI(A") = CI(A)). Il est tres facile de voir que la classe d’un terme est préservée par la n-réduction,
et que pour tout terme u, Cl(u) = CI(||ul|). Aussi :

CI(A) = Cl(A3) = Cl(A;) = Cl(Ag) = Cl(A}) = CI(A)) = CI(A").

|
En particulier, et contrairement a Geuvers, nous obtenons le résultat suivant sans utiliser la norma-

lisation :

Corollaire 2.7 Si les jugements T = A : s et T' = A" : §' sont dérivables, et si A =g, A', alors

7
s=s'.

Une autre conséquence est que nous pouvons affaiblir les prémisses de la régle de conversion en
préservant la relation de typage.

Corollaire 2.8 La régle suivante est admissible 3 :

Fl—t!Tl FI—TQ!S leﬂnLTQ
Fl—t:TQ

(Conv’)

PREUVE Grace aux résultats précédents, la récurrence sur la structure de la dérivation est a peu
prés évidente. ]

Pour prouver la correction de la n-réduction, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.32 Si 'y =z (y,To)Te F ¢t : T, avec y ¢ FV(I'9) U FV(t), alors il existe T' tel que
DDy b t:T" (ce qui implique par ailleurs T =gy, T").

PREUVE Par récurrence sur la structure de la dérivation ; on ne traite que les cas non triviaux.
La regle LAM, avec t = [z : Thlt; et T = (z : Ty)T}. L’hypothése de récurrence nous assure
quiil existe T3 =g,, T1 tel que I''\['y == (x,Ty) F 1 : T3. Alors [''/T'y = (2,T2) F T35 : S et
Do F (2 :Ty)T3:S. On en déduit T4 Ty F ¢ (22 Ty)Ts.

3Cette formulation est celle généralement utilisée dans les présentations de systémes de types. Le fait d’avoir
choisi une régle CoNv plus restrictive nous sera utile pour la preuve de normalisation. En revanche ce corollaire
montre que les deux systémes sont équivalents, et qu’il est donc possible d’utiliser la formulation ci-dessus dans une
implémentation.
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— La régle App, avec t = (t; t2) et T = Tz \ t2]. On sait qu’il existe T3 =g,, (z : Ty)T; et
Ty =gy, Tp tels que I Ty =t 0 Ty et ThTp = ¢y Ty, Alors Ty >, (z : T3)T] d’apres le lemme
de Geuvers et la correction de la Bi-réduction 4, en remarquant qu’un terme ((z : U)V W)

n’est jamais bien typé. Aussi, I'1'Ty - ¢ : (x : Ty)T| avec T =g, Ti et Ty =g, T>. On en

déduit Flrg F t2 : T4 et donc F1F2 Ft: T‘;[’I‘ \ T4].
|

Ce lemme nous permettra de traiter le cas clé dans la preuve de correction de la n-réduction,
puisqu’il nous permet d’escamoter une variable qui, aprés son introduction, n’est plus utilisée dans
la suite de la dérivation. Cette propriété est souvent donnée dans sa formulation ci-dessous [54], qui
nous semble pourtant un peu moins pratique.

Remarque (Renforcement) SiT'y :: (y, To)Ta Ft: T, avecy ¢ FV(I'9) UFV(t) U FV(T), alors
F]FQ Ft:T.

PREUVE D’apres le lemme précédent, il existe 7" =g, T avec T'1 'y F ¢ : T'. De plus T'y :: (y, Tp)T'2 -
T : S, et la encore le lemme précédent nous permet de conclure I'1T'y = T : S. Alors une simple
application de la régle CONV donne bien I'1/I'y F¢: T [ ]

Lemme 2.33 (Correction de la n-réduction) Si ' -t : T, t >y, ¢ et T >, I', alors on a
P :Tetl'Ft:T.

PREUVE Par récurrence structurelle sur ¢. Le cas délicat est bien str ¢ = [z : Tt : On sait alors
que DTy : 8, T (2, 1) FTo: So, T (2,Th) Ftg: T et T =gy, (x: T1)Th. Les cas 11 >y T} et
ty >y t5 ne posent pas de problémes; le seul cas non-trivial est to = (¢3 =) avec ¢’ = ¢3. Mais on sait
alors que I' iz (z,T1) & t3 : (y : T1)Ty avec Ty =g, T1 et Ty =g, Thly \ z]. On en déduit d’apres le
lemme précédent que I' = t3 : C avec C =gy, (z : T1)T,. Aussi C >%, (y : T)Ty =g, T d’apres le
lemme de Geuvers, et comme I' T : S on a bien I' - £3 : T par application de la régle conv. ]

On résume les résultats précédents par :

Théoréme 2 Soit un terme t bien formé. Sit >*t', alors t' est bien formé.

2.9.4 Algébres des classes de termes

Nous allons utiliser les résultats de ce chapitre pour décrire plus précisément les classes de
termes (preuves, prédicats, etc). Cette description nous sera particuliérement utile lors de la preuve
de normalisation.

Notations

Dans toute la suite de cette thése, et sauf indication contraire, nous utiliserons des symboles
dédiés pour chaque classe de termes :
t,t1,ta,t', f, f', etc pour les termes preuves
T,T,,T7',F,F',F|, I, A, etc pour les prédicats
K, Ky, K', etc pour les ordres.
Par ailleurs les symboles suivants seront utilisés pour désigner indifféremment des termes de toutes
les classes : A, B,C, D, E,u,v,w,etc.
Nous pouvons maintenant raffiner la classification des termes bien-formés par une description
de ces dernirs en termes de grammaires définies par récurrence croisée :

YRemarquons que c’est la premiére fois que nous utilisons le lemme de Geuvers.
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Les termes bien typés de chaque classe de termes appartiennent respectivement aux algébres
suivantes :

Termes preuves
tu= al(tt)|(@T)]|[a:T)t| [a: K]t| Constr(i,T) | Elim(T, T, i, f){?}

Prédicats
T = al(a:T)T | (a:K)T |(Tt)|(TT)
[a:TIT | [a: KIT | Ind(e: K){T} | Elim(T, K, @, t){T}

Ordres
K:= Set|(z:T)K|(a:K)K|(Kt)|(KT)||a:T|K | [a: K|K

Schémas d’Ordres
E:= Typel|(a:T)E | (a: K)E

Lemme 2.34 Tout terme bien formé voit sa classe inchangée par réduction.

PREUVE (C’est une conséquence immédiate du théoréme ci-dessus et des lemmes d’inversion, d’uni-
cité du typage, et de la correction de la réduction. ]

2.9.5 Forme ordre-normales des ordres

Définition 2.23 (Forme ordre-normale) Soit K un ordre bien-formé. On dit que K est en forme
ordre-normale si l'une des conditions suivantes est vérifiée :
- K = Set
K = (a: K1)K;y ou Ky et Ky sont des ordres en forme ordre-normale
= (z:T)K ou T est un prédicat et Ky un ordre en forme ordre-normale

(
[z
[

- K
K : 1)Ky ou Ky est un ordre en forme ordre-normale.
- K

a: Kq1|K9 ot Ky et Ky sont deux ordres en forme ordre-normale.

Lemme 2.35 Pour tout ordre bien formé K, il existe un ordre K' en forme ordre-normale tel que
K DE K'. Par ailleurs le lemme de correction de la B-réduction assure que K' est bien formé de
méme type que K.

PREUVE 1l suffit de remarquer que la réduction d’un radical ([z : U]K u) ne crée pas de radical de
la méme forme. Il est donc possible de les réduire tous “en paralléle” et obtenir ainsi un terme en
forme ordre-normale. [ |

Corollaire 2.9 SiT'+ K : Type, alors sa forme ordre-normale K' est une arité : Ar(K', Set).

PREUVE C’est une conséquence immédiate du lemme précédent, de la correction du typage, et du
lemme d’inversion. m

Lemme 2.36 Soit une dérivation (1) d’un jugement I' = K : Type et A = (&; : U;)Set sa forme
ordre normale. Il existe alors une séquence de termes V;, avec pour tout i, V; |>E U;, et une dérivation

—

strictement plus petite que (1) de T'F (& : V;) : 8, ot pour tout i, s; = Set si x; est une variable de
preuve, et s; = Type si x; est une variable de prédicat.
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2.9.6 A propos des formes normales

Il est bien connu, et facile & montrer, que les termes S-normaux du A-calcul sont tous de la forme
AE.(z 1\7,) ot les V; sont tous eux-mémes des termes normaux. Il s’agit de la forme “arbre de B6hm”
des termes normaux. Le lemme suivant et la simple adaptation de cette remarque au Calcul des
Constructions Inductives. Nous n’utiliserons ce lemme qu’a la fin du chapitre 4, mais nous préférons
I’énoncer maintenant, puisqu’il est conséquence de ce qui précéde.

Lemme 2.37 Tout terme Bi-normal bien typé est de l'une des formes suivantes :

1. Z: N|N

2. (z: N)N'

3. s € {Set, Type, Extern}

4. (= N)

5. (Ind(X : N){N} V')

6. (Elim(N,N', N, M)]\_f') avec M et N deuz termes normauz, respectivement des formes 4 et 5.
7. (Constr(i, N) N) avec N terme normal de la forme 5.

Bien sir, dans ce qui précede, N, N', M et M' dénotent des termes bien typés euz-mémes en forme
normale, et N, N' des séquences de tels termes.
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Chapitre 3

Introduction a la Réductibilité

Ce chapitre est une introduction aux preuves de normalisation forte de A-calcul typés. Le but
principal est d’expliquer la notion de réductibilité qui est au centre de ces preuves. On essaye ensuite
d’indiquer les idées essentielles et les points clés de la preuve de normalisation forte de CCI. A
I’'exception de sa partie 3.7, ce chapitre est sensé pouvoir étre lu indépendamment du reste de la thése.
Le but de ce chapitre étant d’abord pédagogique, les parties techniques de certaines démonstrations
sont données en petits caractéres pour indiquer que leur lecture n’est pas indispensable pour saisir
I'idée générale.

3.1 Rappels
Ces quelques lignes sont inutiles pour qui aura lu les chapitres précédents.

On considére un ensemble dénombrable de wariables, que 'on désignera généralement par les
lettres z,y, etc. Les A-termes sont décrits par la grammaire habituelle :

t = x| (tt)] Azt

On définit 'opération de substitution, notée ¢[z \ #'] de la maniére usuelle. Un radical est un terme
de la forme (Az.t t'). On définit la relation binaire —4 par :

Azt t') =g tfz\ 1]

et comme dans le chapitre précédent, on écrit ¢ >g ' pour dire que 'on obtient # par reécriture
d’un sous-terme de ¢ par — 5. Un terme ¢ est normal si aucun de ses sous-termes n’est un radical, ou
de maniére équivalente, s’il n’existe pas de terme #' tel que ¢ >4 #'. Enfin un terme est dit fortement
normalisable, s’il n’existe pas de chaine infinie de réductions partant de ¢. On appelle SN ’ensemble
des termes fortement normalisables.

Dans ce chapitre, on ne s’intéressera pas a la n-réduction. Aussi tous les systémes consi-
dérés dans ce chapitre sont confluents et admettent la propriété de Church-Rosser indé-
pendamment de la propriété de normalisation. On omettra systématiquement les preuves
correspondantes.

o7
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3.2 Normalisation et A-calcul pur

Tout étudiant a qui I’on présente le A-calcul apprend lors du premier cours, que certains termes
n’admettent pas de formes normales. On donne en général ’exemple fameux :

En simplifiant & peine, on peut dire que le but d'un systéme de type est d’isoler une classe
aussi intéressante que possible de A-termes qui vérifieront certaines propriétés, et en particulier celle
de normalisation. La question posée ici est de prouver que tout terme bien typé est effectivement
normalisable.

Avant de se lancer dans le typage, un bon exercice mental est d’oublier pour un temps le contre-
exemple ci-dessus, et d’essayer de prouver naivement la normalisation du A-calcul pur. L’outil essen-
tiel dont nous disposons pour prouver des propriétés sur les A-termes est la récurrence structurelle.
Essayons :

Le terme z est fortement normalisable.

— Si le terme t est fortement normalisable, alors le terme Az.t ’est évidemment aussi.

C’est le cas de 'application qui pose probléme : méme si les termes ¢ et to sont fortement
normalisables, le terme (¢; t2) ne l'est pas forcément. En effet, si t; = Az.t3, alors (¢ t2) >p
ts[z \ t2] et nous ne pouvons rien dire sur ce dernier terme. Si l’on reprend I'exemple ci-dessus
de terme non-normalisable, on voit bien que Az.(z x) € SN.

On peut essayer de renforcer I’hypothése de récurrence, en quantifiant par exemple sur toutes
les substitutions possibles sur ¢ en prouvant par récurrence sur ¢ :

st l’on substitue des termes fortement normalisables a toutes les variables libres de t, on obtient
un terme fortement normalisable.

Le lecteur curieux qui s’y essayera verra que cette fois encore, on ne peut terminer la preuve
par récurrence a cause du cas de ’application. Dans un premier temps, c’est donc d’abord elle qui
retiendra notre attention.

3.3 Types simples

On redonne rapidement la définition du A-calcul simplement typé (voir aussi [83] par exemple).
On se donne un ensemble de types atomiques que 'on n’a pas besoin de préciser. L’ensemble des
types est alors défini inductivement :

tout type atomique est un type

si A et B sont des types, alors A — B est un type.
La présentation du A-calcul simplement typé est plus concise si on utilise des variables explicitement
typées : on considére simplement qu’a toute variable est associée un type, et pour tout type il existe
une infinité de variables qui lui sont associées. On notera z*, 2%, y?, etc. A partir de 1a on définit

la relation de typage par :

A t: A t1:A— B to: A

v )\.’I}B.tZA—)B (t1 tg) ' B

Considérons maintenant le probléme de la normalisation forte des A-termes simplement typés.
Pour chaque terme formé par application, nous disposons d’une information essentielle : si (£; £9) est
bien formé, disons de type A, alors t; est bien formé d’'un type B — A et 5 est bien formé de type
B. L’idée est de renforcer a nouveau 'hypothése de récurrence, mais en se servant de I'information
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de type : pour chaque type U, on définit un prédicat |U| sur les termes, de maniére a ce que si t;
vérifie |B — A| et to vérifie |B|, alors (#; t2) vérifie bien |A|. On se donne donc :
— |A|(t) & t € SN, si A est atomique.
|A — B|(t) & Vu.|A|(u) = |B|(t u).
C’est cette nouvelle condition de récurrence que 1’on appelle réductibilité. On montre alors faci-
lement la condition essentielle que pour tout type la notion de réductibilité est plus forte que la
normalisation forte :

Lemme 3.1 Pour tout type U et tout terme t, si |U|(t), alors t est fortement normalisable.

PREUVE Par récurrence structurelle sur U. On montre simultanément que |U| C SN, et que pour toute variable z et
toute séquence 7 de termes fortement normalisables on a (z #) € |U]. Le cas U atomique est immeédiat. Si U = A — B
ett € |A — B|,on azx € |A|, et donc (¢t z) € |B|. Comme |B| C SN, on voit que ¢ est fortement normalisable. Par
ailleurs soit (x #) et u € |A|; alors u € SN et aussi (x  u) € |B|; on a donc (z £) € |[A — B|. [ ]

Dans la suite on identifiera le prédicat |U| et I'ensemble des termes qui le vérifient. On écrira
donc indifferemment |U|(t) et ¢t € |U].

On va donc chercher & montrer que tout terme ¢ de type A vérifie effectivement |A|(¢). Cette
proposition n’est pas encore tout a fait assez forte, car il nous faut tenir compte des substitutions
possibles sur les variables libres de t. Mais comme chacune de ces variables libres posséde un type
associé, on peut utiliser la notion de réductibilité pour restreindre le domaine de quantification des
substitutions :

Définition 3.1 (Interprétations adaptées) On appellera interprétation adaptée, toute substitu-
tion T qui a toute variable libre £ de type A associera un terme reductible de type A :

Z(z1) € |Al.

A partir de 14, nous sommes capables de quantifier sur toutes les instanciations légales des
variables libres d’un terme. Aussi sommes nous maintenant en état de prouver :

Théoréme 3 Si le jugement t : U est dérivable, alors pour toute interprétation adaptée I, on a
t[Z] € |U].

La preuve se fait par récurrence sur la structure de ¢, c’est-a-dire, a isomorphisme prés, par
récurrence sur la structure de la dérivation du jugement. Deux cas sont maintenant immédiats :

e Sit =z, onsait que U = A, et comme Z est une interprétation adaptée, on a t[Z] = Z(z4) €
4] = U],

e Sit = (t1 t2), nous profitons de la définition du prédicat de réductibilité : on sait que t; : A — B
et to : A avec U = B. Par hypotheése de récurrence on a #1[Z] € |A — B]| et t3[Z] € |A|, alors la
définition de |A — B| nous assure que

t[Z] = (h[Z] 12[Z]) € |B| = |U],

Nous avons donc contourné la difficulté liée & ’application. En revanche le probléme est repoussé
au cas de I'abstraction. En effet 'introduction d’'un A augmente la fonctionnalité du type, et donc
I’hypothése & prouver est d’autant plus forte. C’est 14 qu’intervient le “miracle” de la réductibilité.
On peut en effet généraliser la propriéte (z ) € |U| pour remarquer :

Lemme 3.2 Si tous les réduits d’un terme (t1 t2) sont réductibles d’un type U, alors (t1 t9) l'est
AUSSI.
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Ainsi que cet autre lemme qui nous sera également utile :

Lemme 3.3 Soit un type U. L’ensemble |U| est clos par -réduction :
te|UAt>t =t e]|U|.

PREUVE On prouve les deux lemmes conjointement par récurrence sur la structure de U. Le cas U atomique est
évident. Si U = A — B, alors on commence par remarquer que (1 t2) est fortement normalisable puisque tous ses
réduits le sont. Ensuite pour tout terme u € |A|, on peut montrer par récurrence sur le nombre maximal de réductions
dans u que (t1 t2 u) € |B|. En effet, on peut appliquer ’hypothése de récurrence et se contenter de prouver que tous
les réduits de (1 t2 u) vérifient |B|. Or (¢, t» u) peut se réduire en :

— (t' u) avec (t1 t2) > t'. Mais alors t' € |A — B| et donc (t' u) € |B].

— (t1 t2 u') avec u [> u'. Mais alors on a toujours ' € |A| (hypothése de récurrence sur A) et le nombre de

réductions possibles dans u a décru.

De méme prenons t € |A — B| avec t > t'. Pour vérifier que t' € |A — B, prenons u € |A|. On a (¢ u) € |B|, et donc
par hypothése de récurrence, (t' u) € |B|, et donc t' € |A — B]. [ |

A partir de 1a nous pouvons revenir a la preuve du théoréme et traiter maintenant le cas de
I’abstraction :

e Sit = Az4.t1, on sait que U = A — B, avec t; : B et pour toute interprétation adaptée Z,
t1[Z] € |B|. Montrer que t[Z] € |A — B| c’est prouver que pour tout u € |A|, (¢{Z] u) € |B|. Pour
cela, d’apres le lemme ci-dessus, il suffit de vérifier que tout réduit de (¢[Z] u) est bien élément de
|B|. On raisonne par récurrence sur le nombre maximal de réductions faisables dans #;[Z] et u. Les
réduits de (¢[Z] u) sont de 'une des formes suivantes :

t|Z;x + ul
(t) u) avec t1[Z] >t}
(t1[Z] u') avec u > o’

Dans le premier cas, comme Z;x < u est bien une interprétation adaptée, t1[Z;x < u] appartient
bien & |B|. Dans les deux autres cas, il suffit de remarquer que le nombre maximal de réductions
possibles dans les deux termes a décru et appliquer ’hypothése de récurrence, en utilisant, dans le
troisiéme cas, le lemme 3.3 pour assurer que u’ € |A|.

Ceci clot la preuve du théoréme.

On s’assure ensuite que le théoréeme suffit bien & prouver la normalisation forte en vérifiant que
pour tout que type U, z € |U|. 1l s’ensuit que l'identité est une interprétation adaptée, et donc
que si t: A, alors t € |A] et donc ¢t € SN.

Cette preuve est due a Tait [140]. La formulation ci-dessus est trés proche de [83]. Ce qui est
essentiel a retenir, c’est le role des différentes étapes de la preuve, que nous retrouverons dans toutes
les preuves de normalisation de tous les systémes de types. A savoir, en simplifiant un peu :

Chaque type U est interprété par un ensemble de termes, noté |U|.

— Preuve que |U| C SN.

Preuve d’un certain nombre de propriétés de cloture pour chaque ensemble |U|.

— Preuve que si ¢ : U, alors t[Z] € |U], et donc en particulier ¢ € |U| et t € SN.

On peut voir ce travail comme la construction d’un modéle syntaxique pour le systéme, chaque
type étant interprété par un ensemble de termes. On peut également le voir comme les trois étapes
d’un raisonnement par récurrence : définition de I'hypotheése de récurrence (construction de |Ul),
vérification que cette hypothése est bien plus forte que le résultat final (|U| C SN), et enfin la preuve
par récurrence proprement dite, que si ¢ : U est dérivable, 'hypothése de récurrence t[Z] € |U]| est
bien vérifiée.
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Lors de I'étude de systémes de types plus complexes, le probléme essentiel sera la définition
de l'interprétation des nouveaux types (inductifs, polymorphes, définis par récurrence, etc). Il faut
toutefois remarquer que la définition de |A — B, qui est le cceur de la preuve, reste inchangée pour
tous les systemes.

3.4 Le systéme T et son extension par des ordinaux

Le systéme T' a été introduit par Godel en 1958 [61], pour prouver la cohérence de I’arithmétique
fonctionnelle du premier ordre. Il s’agit essentiellement du A-calcul simplement typé étendu par le
type inductif des entiers naturels. Tout comme nous I'avons vu, ceci correspond a I'introduction de
deux constructeurs 0 et S, et d'un opérateur de récurrence structurelle, noté R. Les régles de typage
sont les mémes que pour le A-calcul simplement typé, étendues par les regles suivantes :

0 : Nat S : Nat — Nat
to: T tg:Nat =T — T u : Nat

(Rut[]tg):T

De plus, la g-réduction est étendue par :

(R 0 to ts) >, to
(R(St)tots) >, (tst(Rttytg))

La preuve de normalisation forte est alors une extension trés simple de celle, donnée ci-dessus,
pour le A-calcul simplement typé. La définition de la réductibilité reste inchangée. En particulier,
on prend :

|Nat| = SN.

La preuve ne différe alors pas beaucoup de celle du A-calcul simplement typé. Le travail essentiel
est d’adapter le lemme 3.2 ; pour cela, il est commode d’introduire une notion de termes neutres.

Définition 3.2 (termes neutres) Un terme est dit neutre s’il n’est pas de l'une des formes sui-
vantes :

Az.t 0 (S t).

On appelle NT l'ensemble des termes neutres.

On obtient alors une formulation des propriétés de cloture de |T'| plus synthétique que les lemmes 3.2
et 3.3.

Lemme 3.4 Pour tout type T :
T| C SN
-Vte Tttt =t €T
Vie NT.(Vt' i >t =t €|T]) = te|T|

La preuve est a peu prés identique a celle des lemmes 3.2 et 3.3.
On peut ensuite conserver la définition d’interprétation adaptée du paragraphe précédent ainsi
que la formulation du théoréme :

Théoréme 4 Pout tout jugement t : T dériwable dans le systeme T, pour toute interprétation
adaptée T on a t[Z] € |T).
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PREUVE La encore elle est par récurrence sur la dérivation du jugement, et différe peu de la
précédente. Le cas intéressant est celui de l'opérateur d’élimination : On sait que u[Z] € SN,
to[Z] € |T|, ts[Z] € SN — |T| — |T| et il faut vérifier (R u o ts)[Z] € |T|. La preuve utilise deux
récurrences emboitées : une premiére sur la taille de la forme normale de u, une deuxiéme sur le
nombre maximal de réductions possibles dans u[Z], ty[Z] et tg][Z]. Comme (R u ty ts)[Z] est neutre,
il suffit de prouver que tous ses réduits sont dans |T'|, or les-dits réduits sont de l'une des formes
suivantes :
(R u' to[Z] ts[Z]) avec u[Z] > '
— (R u[Z] t;, ts|Z]) avec to[Z] > ¢
(R ul[Z] to[Z] t's) avec tg[T] >t
to[Z] siu[Z] =0
~ (ts[T] v (R to[T] ts[T]).
Les trois premiers cas sont aisément traités par la seconde hypothése de récurrence. Le quatriéme
cas est facile : tg[Z] € |T'|. Le dernier cas est le plus subtil : la forme normale de v est plus petite
que celle de u, on a donc (R v ty[Z] ts[Z])) € |T| (premiére hypothése de récurrence), comme on a
également v € |[Nat|, on peut conclure (ts[Z] v (R v to[Z] ts[Z])) € |T. ]

L’exemple du systéme T est essentiel, mais ne suffit pas tout a fait pour illustrer le principe
des preuves par réductibilité adaptées aux types inductifs. En effet, une récurrence sur un entier
correspond exactement & une récurrence structurelle sur la forme normale de sa représentation
dans le systéme T '. C’est cette derniére propriété qui permet de choisir ’ensemble SA/ des termes
fortement normalisables pour l'interprétation |Nat| du type des entiers naturels. Le cas général est
plus complexe. Un bon exemple est a ce titre 'extension du systéme T par le type des ordinaux.
Celui-ci est défini & partir du type des entiers naturels a ’aide de trois constructeurs :

0, : Ord
S, : Ord - Ord
lim : (Nat — Ord) — Ord

Le schéma d’élimination obéit alors a la régle de typage suivante :

to: T ts:O0rd—>T =T t;: (Nat —» Ord) — (Nat — ¢) — ¢ u: Ord
(Rorduto ts tl) : T

avec les nouvelles régles de réduction :

(Ropq 0o to ts t1) >, to
(ROrq (So u) tots tr) > (ts u (Ropq uto ts t)
(Ropq (im f) to ts t) >, (t f AN (Rey,q (f ) to ts 1)

C’est bien siir la troisiéme de ces régles qui est nouvelle par rapport au cas des entiers naturels. Le
point important est l'appel récursif sur (f ), qui n’est pas un sous-terme de (lim f). Il faudra donc,
au moins implicitement, exprimer le fait que, quel que soit U'entier z, (f z) est inférieur a (lim f)
pour un certain ordre bien-fondé. Ceci n’est pas surprenant, puisque (lim f) est justement censé
représenter la borne supérieure de ’ensemble {f(n),n € N}. En termes de réductibilité, on exigera
donc que (lim f) soit réductible de type Ord (élément de |Ord|), si et seulement si pour tout terme

!Cette propriété est en fait vraie pour tout type de données.
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u réductible de type Nat (élément de |Nat|), le terme (f u) est bien réductible de type Ord (c.a.d.
est lui-méme élément de |Ord|). Plus précisément, on définit ’ensemble |Ord| inductivement comme
le plus petit ensemble vérifiant les conditions suivantes :
Si un terme u est fortement normalisable et n’admet pas de réduit de la forme (S, v) ou
(lim f), alors u € |Ord].
Si un terme u est fortement normalisable et se réduit vers (S, v) avec v € |Ord|, alors u € |Ord|.
— Si un terme wu est fortement normalisable et se réduit vers (lim f), avec pour tout v € |Nat|,
(f v) € |Ord|, alors u € |Ord|.
La justification précise des définitions inductives en théorie des ensembles fait appel au lemme du
point fixe de Tarski. C’est-a-dire que 'ensemble |Ord| est en fait défini comme le plus petit point
fixe d’un opérateur croissant des ensembles de termes vers les ensembles de termes. Toutefois cette
deéfinition de |Ord| est un petit peu lourde a utiliser; elle implique :
de refaire la démonstration des lemmes 3.3, 3.2 et 3.1 car Ord est un type atomique qui n’est
pas interprété par SN
de faire une preuve par récurrence sur la structure de la preuve de t € Ord pour vérifier que
(R, to fs fi) est bien réductible.
Pour ces deux raisons, nous préférons introduire dés maintenant la notion de candidats de réducti-
bilité, qui nous permettra de factoriser les preuves des lemmes 3.3, 3.2 et 3.1 et aussi d’utiliser une
définition plus commode de |Ord|. Par ailleurs, cette notion sera, c’est bien connu, indispensable
lorsque nous passerons a des systémes de type imprédicatifs.
Dans ce qui précede, nous avons utilisé les propriétés suivantes :
Pour tout type T', |T| C SN.
— Pour tout type T, I'ensemble |T'| est clos par réduction :

vt,t' . (te|T|At>t) =t €|T|.
Pour tout type T, si t est un terme neutre tel que pour tout terme t', ¢t > t' = ¢’ € |T|, alors
tel|T|.
Une remarque importante est que lorsque ’on prouve ces propriétés par récurrence sur la structure

de T, on ne se sert que des hypothéses de récurrence. A partir de 13 on va pouvoir factoriser la plus
?
grande partie de cette preuve, en distinguant les ensembles de termes vérifiant ces propriétés :

Définition 3.3 (Candidats de réductibilité) Un ensemble de termes C est un candidat de ré-
ductibilité s’il vérifie les propriétés suivantes :

CR1 CCS8SN

CR2 VteCVl.teCAtBt)=teC

CR3 VteNT.(V/tBt =tecC)=tecC

Notre remarque précédente est alors illustrée par les trois lemmes :
Lemme 3.5 L’ensemble SN est un candidat de réductibilité.

Lemme 3.6 Soient C et D deux candidats de réductibilité. Alors l’ensemble suivant est un candidat

de réductibilité :
C—D={t,VueCl.(t u) € D}

PREUVE Soit t € C — D. C contient tous les termes normaux neutres, en particulier toutes les variables, on a donc (t z) € D
et donc (¢t z) et ¢ sont fortement normalisables. Si (t u) € D et ¢ B t/, alors (¢ u) B (¢ u) et donc (#u) € D. On en déduit
t' € C — D. Enfin supposons maintenant que t soit neutre et que tous ses réduits soient dans C — D. Soit alors u € C, on
prouve par récurrence sur le nombre maximal de réductions faisables dans C que (t u) € D; en effet, (¢ u) est neutre et ses
réduits sont de la forme :
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— (¢ u) qui est dans D puisque t' € C — D
(t u'") qui est dans D par hypothése de récurrence.
Il n’y a pas d’autre cas, puisque t est neutre. |

Lemme 3.7 L’intersection d’un ensemble non-vide de candidats de réductibilité est un candidat de
réductibilité.

La preuve de ce dernier lemme est & peu prés immédiate. Ce lemme est important, car il dit que
tout ensemble de candidats de réductibilité admet une borne inférieure pour 1'ordre d’inclusion.
En d’autres termes, ’ensemble des candidats de réductibilité muni de 'ordre d’inclusion est un
inf-demi-treillis. Une conséquence essentielle est que tout opérateur croissant sur les candidats de
réductibilité admet un plus petit point five. Nous allons tout de suite faire usage de cette possibilité
pour construire |Ord|.

Définition 3.4 On définit |Ord| comme le plus petit candidat de réductibilité vérifiant la condition
suivante : un terme t appartient a |Ord| si et seulement si pour tout candidat de réductibilité C, pour
tous termes tg € C, ts € |Ord| - C — C, t; € (|Nat| — |Ord|) — (|Nat| = C) = C, on a

(ROrd ttygts ty) €C.

Il faut bien sir justifier 'existence de ’ensemble |Ord|. Grace a la remarque précédente, nous allons
pouvoir le définir comme le plus petit point fixe d’un opérateur croissant sur les candidats :

Soit S un ensemble de termes et C un candidat de réductibilité. On peut définir ’ensemble de
termes suivant :

G(S,C) = {t,Y(to,ts,t;) EC xS =-C—->Cx (SN—S) = (SN —=C) > C.(R, ttygts t;) € C}
et aussi I’application F' des ensembles de termes vers les ensembles de termes, définie par :

F(S)= ) G(S.0).
CeECR

On peut alors définir |Ord| comme le plus petit point fixe de F' a condition de vérifier les deux
conditions suivantes :

— F est croissante : si S; C Sy alors F/(S1) C F(Sq)

F est effectivement un opérateur sur les candidats : si S € CR alors F(S) € CR.

Le premier point est facile ; il suffit de remarquer C C €' = C' — D C C — D et le reste suit aisément.
Pour le deuxiéme point, CR étant clos pour lintersection, il suffit de veérifier que G(S,C) € CR. Les
preuves des conditions CR 1 et CR 2 sont immédiates. La preuve est similaire a celle du lemme 3.6,
par récurrence sur le nombre maximal de réductions possibles sur les termes tg, tg et ;.

A partir de 13, il est immeédiat que :

Lemme 3.8 Soit T un type quelconque du systéme avec ordinauz. L’ensemble |T| est un candidat
de réductibilité.

On peut expliquer ainsi la définition de |Ord| : comme tous les |T'| sont des candidats de ré-
ductibilité, il suffit de quantifier sur tous les candidats de réductibilité pour quantifier en particulier
sur toutes les interprétations |T'| possibles. C’est aussi exactement ce qui sera fait dans la section
suivante pour interpréter la quantification polymorphe du systéme F.

Le reste de la preuve est trés facile. Comme précédemment on prouve que si ¢ : T', alors pour
toute interprétation adaptée Z on a t[Z] € |T'|. On détaille les cas des nouvelles régles :
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— introduction de 0, : si C € CR, tg € C et tg et t; sont fortement normalisables, on vérifie
facilement, comme d’habitude maintenant par récurrence sur le nombre maximal de réductions
possibles dans tg, tg et ; que (R, 0, to ts t;) € C.
les cas des régles d’introduction de S, et lim sont tout a fait similaires 2.

— introduction de R, : ¢’est immédiat ; par définition, si u[Z] € |Ord|, t,[Z] € |T|, ts[Z] € |Ord —
T — T| et t; € |(Nat — Ord) — (Nat — T') — T'| alors

(Ro ulZ] t,[Z] ts[Z] 4[1]) € |T.

3.5 Le systéme F

Le systéme F', également appelé A-calcul du second ordre, a été introduit par Girard en 1970
pour interpréter les preuves de l'arithmétique fonctionnelle du second ordre et prouver ainsi sa
cohérence [58, 59]. En arithmétique fonctionnelle du second ordre, on peut définir une proposition
ou un prédicat en quantifiant sur toutes les propositions ou prédicats; c’est ce que 'on appelle
I'imprédicativité. Sa contre-partie en A-calcul est précisément la présence de types polymorphes. En
fait, le systeme F' est le A-calcul polymorphe le plus simple qui soit. Les types de ce systéme sont
décrits par 'algébre :

T = a|T—>T|Va.T
oll @ désigne un élément d’un ensemble dénombrable et donné de wvariables de types.

Nous considérerons la version du systéme ou les applications de types ne sont pas données expli-

citement dans les termes. Du fait de la présence de variables liées dans les types, une présentation

utilisant des contextes est plus commode ; ceci rend par ailleurs inutiles les annotations de types sur
les variables. Les termes sont décrits par :

t = x| (tt)] Azt

et les régles de typage sont :

v (¢, T) €T
(VAR) 'tz:T
U (x,Ty)Ft:Th 't :Ty =T | R S Y
(LAM) (App)
F")\.’EtTQ%T] F"(t]tg):T]
F'H¢:T  Y(z,Ty) €eTag¢ FV(T) CFt:Va.T
(V-1) (V-E)
F-t:Va.T I'Fila\T]: T[a\ T)]

La définition des contextes et de F'V ainsi que la signification de (z,T) € I sont évidentes; on
peut reprendre les définitions formelles du chapitre 2. De méme les définitions des termes neutres
et fortement normalisables ainsi que des candidats de réductibilité restent quasiment inchangées.

La différence essentielle avec les systémes précédents est bien stir la présence de variables de types
et de la quantification du second ordre. Le travail consistera essentiellement & réussir & interpréter
ces derniers. Il est clair que l'interprétation d’une variable de type dépend de la maniére dont elle
sera ensuite instanciée. Pour cela, on commence par se donner l'interprétation de chaque variable
pour définir les interprétations des types. De cette maniére, on va étre capable de quantifier sur
toutes les instanciations possibles. Comme dans la définition de Ord dans le systéme précédent,
une quantification universelle sur tous les candidats de réductibilité permettera de capturer une
quantification universelle sur tous les types.

*Notons en particulier que I’on n’a pas besoin d’induction transfinie pour vérifier que lim € |(Nat — Ord) — Ord|
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Définition 3.5 (Interprétation) On appelle interprétation une application associant un candidat
de réductibilité a toute variable de type et un A-terme a toute variable de terme.

Une interprétation sera généralement désignée par la lettre Z. Cette notion étend la notion de
substitution utilisée jusqu’alors dans la derniére partie de la preuve. On pourrait ici distinguer
interprétations des variables de type et interprétations des variables de terme, mais dans les systémes
avec types dépendants il nous faudra de toute fagons les mélanger.

On peut alors définir, pour tout type T', le candidat de réductibilité | T'|z pour toute interprétation
Z. On désignera par Z; a + C l'interprétation valant C en « et égale & 7 partout ailleurs.

lajz = I(a)
|A—>B|I = ‘A|I—>‘B|I
|VO[.A‘I = ﬂ |A‘I;a<;c
CeCR

D’apres les lemmes précédents, il est clair que |T|z est effectivement un candidat de réductibiliteé.
Par ailleurs une propriété essentielle est que 'interprétation est compatible avec la substitution :

Lemme 3.9 Pour tous types T et Ty, toute variable de type a et tout interprétation T, on a :

Tla\T]lz = [T|z0e 1)1
PREUVE On raisonne bien str par récurrence structurelle sur T'; les trois cas sont quasi-immédiats. |

Il nous suffit alors d’adapter la définition 3.1 a la notion d’interprétation pour terminer notre
preuve :

Définition 3.6 (Interprétations adaptées) Une interprétation T est dite adaptée a un contexte
T, si pour tout couple (xz,T) apparaissant dans T, on a bien I(z) € |T|z.

Théoréme 5 Si un jugement I' F ¢ : T est dérivable, alors pour toute interprétation T adaptée a T,
on a t|Z] € |Tz.

La preuve est bien stir par récurrence sur la structure de la dérivation du jugement de typage;
elle ressemble énormément a la preuve correspondante pour le A-calcul simplement typé. Les cas
supplémentaires ne sont pas difficiles.
Le cas de la regle VAR est immédiat : par définition, Z(z) € |T|z.
— Le cas de APP est identique au cas des types simples : t1[Z] € [Ty — Ty|z et t2[Z] € |Tyz.
Aussi : (tl fQ)[I] = (fl[I] to [I]) € ‘t1|1'.
— Le cas de LAM n’est pas vraiment nouveau non plus. On sait que pour toute interprétation Z
adaptée a I' :: (z,Ty), t[Z] € |T1|z. Soit maintenant ty € |T3|7; il nous faut vérifier

Az 4[T; 2™ « 2] ty) € T2

pour prouver (Az’2.t)[Z] € |Ty — Ty|z. Comme précédemment, on raisonne par récurrence
sur le nombre maximal de réductions possibles dans [Z] et t5. Le terme (Az72.t[Z] t5) peut se
réduire en :
— (Az™2.4" ), cas traité par 'hypothése de récurrence

t[Z; x> « t5], mais alors comme ty € |Ty|z, Z; 272 ¢ t5 est une interprétation adaptée a

Y

[ (z,Ty), et donc t[T; 22 + t5] € |Ty|1.
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— Soit Z une interprétation adaptée & I' et C un candidat de réductibilité quelconque. Il faut
vérifier que Z; o < C est bien une interprétation adaptée a I'. C’est évident, puisque pour tout
(x,Ty) apparaissant dans I', on a a ¢ F'V(Ty), et donc |Ty|z = |To|7;04c-

L’ensemble |T}|7 est un candidat de réductibilité ; donc

[Tla\Tlz = |T

Tiac|Ti |z C [V Tz

ce qui implique t[Z] € |T[a \ T1]|z-

Enfin pour vérifier que tous les termes typables sont fortement normalisables, il suffit de remar-
quer que l'interprétation Z telle que Z(«) = SN pour tout « et Z(x) = x pour tout z est adaptée a
tout contexte.

Il faut remarquer que la concision et la simplicité de présentation du systéme F' se retrouve
au niveau de la preuve de normalisation ; cette derniére est plus courte et plus élégante que, par
exemple, la preuve pour le systéme avec ordinaux. Une remarque bien connue est que comme le
systéme F' est imprédicatif, sa preuve de normalisation doit 1’étre aussi. Plus précisément, c’est
le fait de quantifier sur toutes les interprétations Z qui est effectivement un raisonnement d’ordre
supérieur : une interprétation définit en effet un prédicat sur les A-termes pour chaque variable de
type. On quantifie donc bien sur une classe de prédicats.

Il faut aussi noter que prouver la normalisation du systéme F' étendu par les entiers primitifs du
systéme 7', ainsi que des ordinaux comme présenté dans la section précédente ne pose maintenant
aucun probléme. Il suffit de suivre la preuve pour le systéme F, en reprenant les définitions de |Nat|
et |Ord| données précédemment. Cette remarque est importante puisque nous cherchons ultimement
& prouver la normalisation forte pour un systéme incorporant polymorphisme et types inductifs.

3.6 Les types dépendants

La notion de types dépendants correspond, comme indiqué dans le chapitre 1, a la possibilité
de faire dépendre un type d'un terme, ce qui permet de représenter les prédicats de maniére interne
au calcul. Il connu que, pour les A-calculs dits du “Cube de Barendregt”, on peut assez facilement
ramener la normalisation forte du systéme avec types dépendants & celui du systéme sans types
dépendants correspondant (F,, pour le Calcul des Constructions, types simples pour LF...). Nous
ne ferons toutefois pas usage de cette facilité, car nous n’en aurons plus la possibilité lorsque nous
ajouterons I’élimination forte.

Le systéme que nous considérerons ici est le systéme F' étendu par des types dépendants. Dans
la classification du Cube de Barendregt, il est connu sous le nom de APs. Il se distingue du Calcul
des Constructions uniquement en ce qu'’il interdit la formation de fonctions des types vers les types
(ou plus généralement des prédicats vers les prédicats) : pour tout type A on peut définir lista, le
type des listes d’éléments de type A, mais on ne peut pas construire le type “générique” list, qui a
A associe list4.

Contrairement & ce que nous avons fait dans le chapitre précédent pour le Calcul des Construc-
tions inductives, nous donnons une présentation stratifiée des preuves (t), des prédicats (') et des
ordres (K) :

K 2= Set|(z:T)K
T = allz:TIT|(Tt) ]| (a:K)T | (z:Th)To
t = z|[z:Ti|@t) | [a:KJt|(tT)
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Pour ces trois classes de termes, on peut sans difficultés définir les notions de substitution, S-
réduction normalisation et §-équivalence de la maniére usuelle. Les contextes sont définis comme
suit :

I ae=[J| Qe (2, T) | T (o, K).

La complication de la présentation se comprend bien si ’on songe qu’une variable de type «
peut effectivement représenter un type (c’est-a-dire « : Set), ou par exemple un prédicat sur un type
donné (« : Nat — Set). Il est donc nécessaire de faire apparaitre les liaisons des variables de type
(ou plus exactement des variables de prédicat) dans le contexte. Les ordres servent a déterminer le
domaine d’un prédicat : si T : Set, alors T est effectivement un type, si T : Ty — Set, T sera un
prédicat sur les objet de type Ty, etc. Bien sir, si un jugement I' - ¢ : T' est dérivable, alors T' sera
un type et on pourra aussi dériver I' - T" : Set.

Les jugements peuvent étre de trois formes :

I' = ¢: T pour dire que le terme ¢ est bien formé et habite le type T'.

— I'HT: K pour dire que T est un prédicat bien-formé d’ordre K.

— ' K pour dire que K est un ordre bien-formé.

On écrit I' - J pour désigner indiféremment les trois formes de jugement. Les régles de dérivation

sont alors :
A C Set K. :(z, T)FK
(AX) [FSet (K-PROD) Gm—r=rme
Fe(z,)FT: K FET:(z:T)K L-t:Th
(T-LAM) (T-App)
FHlz:TT:(z:Th)K FE(Tt): K[zt
T.p . ' (z,Th) F T : Set TPrOD 't (o, K) F T : Set
(T-Probl) o yrser. (TPROPY) 7 st
(e, Ty)Ft:T s (a,K)Ft:T
(T-LAMm1) (T-LAM2)
Pz :Tt: (z:T))T 'tla:K]: (a: K)T
I'Ety:(z: 1)) 'ty T 'Et:(a: K)T '=T: K
(T-ApP1) 1 2)Th 2072 (T-ApPP2) ( ) !
Fl—(tl tQ)ZTl[.’I}\tQ] Fl—(tTl)ZT[(l{\Tl]
I'FT:Set z¢T 'K a¢ll
1 2
(VARI) Fau(z,T)Fxz:T (VAR2) F:(a,K)Fa: K
'g TFET:Set r-g TFK
TAK1 TAK2
(Wrakl) Fe(z,T)FT (WraK2) rs: (e, K) g
C F"tT] FI—T]:Set T] :BTQ FI—TQ:Set
(Conv) Tt T

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons uniquement a la normalisation forte des A-termes purs
sous-jacents aux preuves. On passe des unes aux autres par 'opération “d’oubli” suivante :

lof = =
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[z : T = Az |lt]]

[ Kt = 2]

It 22) [ = (lital] [I22]])
&I =[]

On peut alors prouver facilement la propriété essentielle suivante :

Lemme 3.10 Soit un terme t. Si t By t', alors ||t|| B |['[|. Aussi, pour tous termes t et t', on a
t=pt' =t =5 l1t'll

L’adaptation de la méthode de réductibilité au présent systéme se comprend intuitivement bien.
Comme précédemment, nous allons interpréter tout type (c.a.d. tout prédicat d’ordre Set) par un
candidat de réductibilité, c.a.d. un ensemble de A-termes; comme les prédicats d’arité 1 (c.a.d. d'un
ordre de la forme T" — Set) sont essentiellement des fonctions des preuves vers les types, ils seront
interprétés par des applications associant un candidat de réductibilité a tout terme pur, et ainsi de
suite.

Formellement, on commence par définir [’arité d'un ordre comme le nombre de produits qui le
forment :

Ar(Set) =0
Ar((z: T)K) = Ar(K) + 1

on peut alors définir pour chaque entier n I’ensemble p(n) des valuations d’arité n :
p(0) est 'ensemble des parties de A
— p(n + 1) est 'ensemble des applications de A vers p(n).
Nous pouvons maintenant définir une notion de candidat de réductibilité pour chaque arité :

Définition 3.7 Pour tout entier naturel n, on définit CR(n) C p(n), 'ensemble des candidats de
réductibilité de degré n :
- CR(0) est l’ensemble des ensembles de termes C vérifiant les trois conditions CR 1, CR 2 et
CR 3 déja énoncées (définition 3.3)
- CR(n+ 1) est l’ensemble des applications f de A vers CR(n) vérifiant :

Vi, 't =pt' = f(t) = f(¥).

On a déja vu que SN était un candidat de réductibilité d’arité 0. On peut généraliser ceci en

définissant pour tout n un élément canonique Can(n) de CR(n) :
Can(0) = SN

— Can(n + 1) est I'application qui a tout A-terme associe Can(n).
Cette remarque nous permet en particulier de quantifier sur ’ensemble CR(n), qui est donc non
vide.

On veut maintenant définir les interprétations Z et les valuations |T'|z. Mais pour cela, il nous
faut d’abord nous assurer que 7 interprétera chaque variable o par une valuation de la bonne arité.
Pour cela, nous utilisons une notion de prédicats bien-construits.

Définition 3.8 (Arité-interprétation) Une arité-interprétation est une application A qui associe
un entier naturel A(«) a toute variable de prédicat. On désigne par A; «a < n arité-interprétation
valant n en «a et égale a A partout ailleurs.
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Définition 3.9 (Bonne-construction) Soit T' un prédicat et A une arité-interprétation. On dit
que T est bien construit d’arité n sous A si :
-T=acetAla)=n
T = (z:T1)T5, n=0 et Ty et Ty sont bien construits d’arité 0 sous A.
-T=(a:K)Ty, n=0, et Ty est bien construit d’arité 0 sous A;a < Ar(K).
T = (T, t) et Ty est bien-construit d’arité n + 1 sous A.
- T =[z:Th|Ty et Ty est bien-construit d’arité n — 1 sous A.

Si un prédicat est bien-construit d’arité n, on peut alors l'interpréter par un candidat de ré-
ductibilité d’arité n, a condition de disposer de valuations de la bonne arité pour toute variable de
prédicat.

Définition 3.10 (Interprétation) Une interprétation T est un application qui :
associe un A\-terme pur Z(x) a toute variable de preuve x.
- associe un couple Z(a) = (n,C) a toute variable de prédicat a, ot n est un entier naturel et C
un candidat de réductibilité d’arité n.
Toute interprétation définit évidemment une arité-interprétation associée. Etant donné un terme
preuwve t, on désigne par t[Z] le terme pur ||t
leurs valuation Z(x). Par exemple :

dont toutes les variables libres ont été substitués par

[a: K]z : T = T)(z y)[Z] = Az.(x Z(y)).

Définition 3.11 Soit T une interprétation et T une prédicat bien-construit d’arité n sous 'arité-
interprétation associée a L. On définit alors |T'|z, candidat de réductibilité d’arité n par récurrence
sur la structure de T :
- |la|z = C avec Z(a) = (n,C)
(T t)|z = |T|z(t[Z])
— |z : Th]Ts|1 est Uapplication qui & tout terme preuve u associe |To| 7,5y
(e K)T|z = Neeer(Ar(x)) ‘T|I;oz<—(Ar(K),C)
— |(z : Th)Ty|z est l'ensemble des \-termes purs u, tel que pour tout A-terme v € |Ti|z, on a
(uv) € |To|z.0e0

11 faut souligner que la définition de |(« : K)T'|7 est simplement la généralisation de la définition
de |Va.T |z utilisée dans le cadre du systéme F', alors que la définition de |(x : T1)T|z correspond
a la définition de |A — B|7 utilisée jusqu’a maintenant, & la nuance prés que Uinterprétation de Ty
dépend maintenant de la valeur de z.

Pour que la définition ci-dessus soit rigoureuse, il nous faut vérifier que |T|7 est effectivement
toujours un candidat de réductibilité de la bonne arité. La preuve n’est pas difficile; il faut juste
renforcer 1légérement ’hypothése de récurrence.

PreuVE En méme temps que 'on définit |T'|z par récurrence sur la structure de T', on prouve également les deux hypothéses
de récurrence :
— Si T est bien construit d’ordre n sous Z, alors |T'|z est un candidat de réductibilité d’ordre n
Soit 7' une interprétation telle que Z(a) = I’(a) pour tout a et I(x) =g Z'(x) pour tout x. Alors |T'|z = |T'|z/.
Le cas T = « est immédiat et T'= (T" t) et trés facile ainsi que T'= [a : K|T”. On détaille un peu plus les autres cas :
— T = [z : T1]T». Pour tout terme pur u, |T2|z;z+, est un candidat de réductibilité par hypothése de récurrence. De plus
siu=g ', alors |To| 10w = |T2lzmew = T2]7 meu-
- T = (a: K)T'. On sait alors que n = 0, et |T'|z étant défini comme une intersection de candidats est bien un candidat.
La preuve de 'autre hypothése de récurrence est immeédiate.
— T = (z: T1)T2. Ce cas est similaire au précédent. Tl faut toutefois adapter le lemme 3.6 au cas des types dépendants.

On vérifie par ailleurs facilement que tout prédicat bien-formé est bien-construit. Il faut juste
auparavant définir une adéquation entre contextes et arité-interprétations :
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Définition 3.12 (arité-interprétation adaptée) Une arité-interprétation A est adaptée a un
contexte T', si et seulement si pour tout couple (a, K) apparaissant dans T, on a A(a) = Ar(K).

Lemme 3.11 Soit un jugement dérivable T = T : K et A une arité-interprétation adaptée a T.
Alors T est bien construit d’arité Ar(K) sous A.

PREUVE Par récurrence sur la structure de la dérivation du jugement. [ |

A partir de 1, on définit une adéquation entre contextes et interprétations. C’est la notion d’inter-
prétation adaptée 3.1, revue et corrigée dans le cadre de systémes avec types dépendants.

Définition 3.13 (interprétation adaptée) Soit I' un contexte bien-formé (c.a.d. tel qu’il existe
un jugement T' = J dérivable). Une interprétation T est adaptée o T', si :

— l’arité-interprétation correspondant par T est adaptée a T’

- pour tout couple (x,T) apparaissant dans ', on a Z(z) € |T|z.

Pour s’assurer que cette définition est correcte, il faudrait vérifier les propriétés suivantes :
si un contexte I' :: (x,T)I" est bien formé, alors I' - T' : Set.
si A est adaptée a I, alors A est adaptée a toute sous-partie de T'.

La seconde propriété ne pose aucun probléme. La premiére est facile & vérifier par récurrence sur la structure
de la preuve de bonne-formation de T' (elle est faite dans le cadre de CCI dans le chapitre précédent).

Nous avons maintenant construit tous les outils nécessaires pour vérifier la normalisation. Il nous
reste un point trés important a traiter : ce systéme se distingue des précédents par la présence de
la régle de conversion :

F"tIT] FI—T]:Set T]:BTQ FI—TQ:Set

(Conv) Trt: T

Lorsque nous prouverons que ¢ : T = t[Z] € |T|z, il nous faudra traiter le cas de cette régle. On
utilisera alors la propriété que l'interprétation des prédicats est invariante par conversion.

Lemme 3.12 (invariance par conversion) Soit T' un prédicat bien construit d’ordre n sous une-
interprétation Z. Si T Bg T" alors T' est bien-construit d’ordre n sous I, et |T'|z = |T"|7.

Cette propriété est la clé de 'adaptation de la méthode de réductibilité a des systémes avec
types dépendants. C’est elle qui nous posera le plus de difficultés dans des systémes plus complexes,
comme dans la partie suivante et surtout pour le Calcul des Constructions Inductives dans le chapitre
suivant. Toutefois dans le cadre du systéme AP2, la preuve est facile :

PREUVE Par récurrence sur la structure de T'. On ne détaille que les cas intéressants ot T est le
radical réduit ou bien la réduction a lieu dans un terme preuve.
- SiT = ([z : T}]Ta t) et T" = Tylx \ T1], c’est une conséquence immédiate de la propriété
To[z\ t]|z = |To| 24 t)-

- SiT = ([a: K|Th Ty) et T' = Ti[a \ Tz], c’est une conséquence immédiate de la propriété
T1[a\ T2]lz = T |z,00- 1517
SiT=(Tyt) et T" = (T1 t') avec t B t/, 'hypothése de récurrence nous assure que [T}z est
un candidat de réductibilité. Aussi comme |t|z =4 |t'|z, on a bien |T1|z(/t|z) = |Th|z(|t'|7).

Nous pouvons maintenant passer & la preuve de normalisation proprement dite :

Théoréme 6 Soit I' -t : T un jugement dérivable et T une interprétation adaptée a I'; on a alors
tZ] € [Tz
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La preuve est une récurrence sur la structure de la dérivation du jugement, sur le modeéle de ce qui
a été fait précédemment. Il ne semble pas nécessaire de détailler.

Corollaire 3.1 Si le jugement T' -t : T' est dérivable dans NP2, alors ||t|| est fortement normali-
sable.

3.7 Types définis par récurrence

Il nous reste un point important & illustrer avant de conclure ce chapitre. C’est celui des types
définis par récurrence sur des objets inductifs, c’est-a-dire la normalisation de systémes comportant
ce que nous avons appelé des opérateurs d’élimination forte. Il va étre facile d’étendre le systéme A P2
en ce sens, puisqu’il posséde déja des types dépendants. Nous considérons les deux types inductifs
primitifs déja étudiés précédemment : les entiers naturels et les ordinaux. L’ensemble des prédicats
de AP2 est donc étendu par les objets Nat et Ord, et on se donne les nouvelles régles d’inférence
suivantes :

[| F Nat : Set [| F Ord : Set

De méme 'algebre des termes de preuves est étendue par les constructeurs et les schémas d’élimi-
nation déja utilisés dans la partie 3.4. Les termes de preuves sont donc maintenant définis par :

t u= z|[z:T)t|@tt)|[a:K[t|(tT)

Les regles d’introduction des constructeurs restent essentiellement inchangées. Par contre, et comme
indiqué dans le chapitre 1, nous pouvons maintenant typer de maniére plus précise les schémas
d’élimination :

(O-N-INTRO) [] F0: Nat (S-N-INTRO) [J F S : Nat — Nat
(0-O-INTRO) [] F 0, : Ord (S-O-INTRO) [J F S, : Ord — Ord
(LIM-INTRO) [] - lim : (Nat — Ord) — Ord

PFT:Nat »Set TDF¢:Nat Dkiy: (T0)
I'tg:(m:Nat)(T'm) — (T (S m))

'+ (RN t t() tg) : (T nt)

(NAT-ELIM)

I'ET:0Ord — Set I'F+¢:0rd I'Eto: (T 0,)
I'Fits:(m:Ord)(T m)— (T (S, m))
't (f: Nat = Ord)((n: Nat)(T (f n))) — (T (lim f))

TF (Rottytsty): (Tt

(OrRD-ELIM)

Les régles de réduction des opérateurs Ry et Ro sont les mémes que celles utilisées dans la sec-
tion 3.4. En particulier, elles étendent la régle de conversion. Comme nous utilisons des termes purs,
non-typés, dans notre preuve de normalisation, il nous faut 1&4 aussi tenir compte des constructeurs
de schémas d’élimination. Les termes purs sont donc maintenant définis par :

t = x| Xzt|(tt)|0]8|00|8o]| lim | Ry | Ro
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et 'opération d’oubli est bien sir étendue par :

o] =
I1s| = S
|Rvll = Rn

etc

avec les regles de réduction maintenant habituelles sur les termes purs.

A ce stade, nous avons défini une extension cohérente de AP2. Il serait en revanche peu in-
teressant d’étudier sa normalisation : il suffit littéralement de combiner la preuve du systéme T
(définitions de |Nat| et |Ord|) avec celle de AP2. Nous commencgons donc par introduire les opé-
rateurs d’élimination forte. Comme indiqué dans le chapitre 2, ces derniers sont construits sur le
modéle des opérateurs d’élimination habituels, mais permettent de construire des types. Nous ap-
pellerons respectivement Rec et Recp les opérateurs d’élimination forte des naturels et des ordinaux.
Les prédicats sont finalement décrits par :

T=a |[z:TIT|(Tt)| (a:K)T| (x:T1)Ts
| Nat | Ord | Rec(¢, T, a.T) | Reco(t, T, a.T, o.T)

Remarquons que Rec et Recp lient des variables dans certains de leurs sous-termes. Par exemple
dans le terme Rec(t, Ty, @.Ts), la variable de prédicat « est liée dans le sous-terme Tg, avec les
conséquences habituelles pour la substitution. Les regles de réduction sur les prédicats de la section
précédente sont étendues par :

Recy (0, Ty, @.Ts) B, Tg

Recn ((S t), Ty, . Ts) B, (Ts[a \ Recy (¢, Ty, a.Ts)] t)

Reco (00, Ty, a.Ts, .T)) B, T
(
(

RECO S t)aTOa a'TSaﬁ'ﬂ) BL (TS[a \ ReC(t,To, OéTS,ﬁT})] t)

(
Reco((lim t), Ty, a.Ts, 5.T;) B, (T[S \ [z : Nat]Rec((t x), Ty, @.Ts, B.T})] t)
Remarque On voit que les comportements calculatoires respectifs de Rec et Recp sont essen-
tiellement identiques & ceux de R et Rp. Les différences sont simplement dues & 'impossibilité,
dans ce systéme, de construire des fonctions des prédicats vers les prédicats : [ : KT est interdit.
Dans le Calcul des Constructions étendu par Extern, cette restriction n’existe pas, et les opérateurs

d’élimination faible et forte se comportent de maniére identique.

Passons enfin aux régles d’inférence correspondant aux schémas d’élimination forte. On simpli-
fie la présentation du systéme en autorisant uniquement la construction d’objets de type Set par
élimination forte, contrairement aux Calcul des Construction Inductives, dans lequel il est possible
de construire des prédicats d’ordre arbitraire.

I' - ¢ : Nat '+ Ty : Set [ (o, Set) FTg : Nat — Set
'k RECN(t,T(), (J/Tq) : Set

(NAT-S-ELIM)

I'kFt¢:O0rd ' Ty : Set I':: («,Set) F Tg : Ord — Set
I':: (B, Nat — Set) - T : (Nat — Ord) — Set

I' F Recp (t,To, a.Tg, ﬁTl) : Set

(ORD-S-ELIM)
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On renvoie par exemple au chapitre 1 pour les exemples d’utilisation de cette régle.

3.7.1 La preuve de normalisation

On aura compris que celle-ci reprend la plupart des éléments de la preuve de normalisation de
AP2, et que la nouveauté essentielle est I'interprétation des types définis par élimination forte. A ce
stade, il n’est sans doute pas inutile de redonner la définition précise des candidats de réductibilité,
combinaison de 3.2 et de 3.7 :

Définition 3.14 Un terme pur est neutre (c’est-a-dire élément de N'T) s’il n’est pas de la forme :
Ax.t 0 (S t) 0o (SO t) (lim t).

Définition 3.15 Pour tout entier naturel n, on définit CR(n) C p(n), l'ensemble des candidats de
réductibilité de degré n :
- CR(0) est l’ensemble des ensembles de termes C vérifiant les trois conditions CR 1, CR 2 et
CR 3 déja énoncées (définition 3.3)
- CR(n+ 1) est l’ensemble des applications f de A vers CR(n) vérifiant :

Vi, bt =5, t' = f(t) = f(').

Les notions d’arité-interprétation 3.8 et d’interprétation 3.10 restent inchangées. Comme nous avons
restreint I'élimination forte aux prédicats d’arité 0, il est facile d’étendre la notion de bonne-
construction :

Définition 3.16

seulement si n = 0, Ty est bien construit d’arité 0 sous A et Tg est bien construit d’arité 1
sous A; a + 0.
Le prédicat Reco(t, Ty, . Ts, B.T;) est bien construit d’arité n sous une arité-interprétation A
si et seulement sin = 0, Ty est bien construit d’arité 0 sous A, Ts est bien construit d’arité
1 sous A; a < 0 et T est bien construit d’arité 1 sous A; 3 + 1.

Les autres clauses définissant la bonne-construction restent inchangées par rapport a 3.9.

On vérifie comme précédemment que si I' = T : K est dérivable, et si A est une arité interprétation
adaptée a T'; alors T est bien-construit d’arité Ar(K) sous A.

Nous arrivons maintenant au point crucial : la définition de |T'|z. Les définitions de |a|z,|(z :
T1)Ts|z, (e « K)Ty|z, (T t)|z et |[z : T1]T2|z sont bien sir identiques a celles données en 3.11.
Les ensembles |Nat|z et |Ord|z sont identiques & |[Nat| et |Ord| définis dans la partie 3.4 (ils ne
dépendent donc pas de 7). La difficulté réside bien sir dans les définitions de |Recy (¢, Ty, a.Ts)|z
et |Reco(t, Ty, .Ts, 5. T})|7. Dans un premier temps nous détaillerons seulement le cas des entiers
(interprétation de Rec). La difficulté réside dans le traitement de la régle de conversion; on peut
dire que nous devons respecter les “spécifications” suivantes :

- SiTkTy:Set, I':: («,Set) = Tg : Nat — Set, et si Z est adaptée a I, alors

|RECN(0, To, O[.Ts)‘z = |T0‘I.
Plus généralement, si I' - ¢ : Nat et |t|z B* 0, alors

‘RGCN(t, Tg, O[.Ts)‘z = ‘TO‘I-
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— Side plus I' £ : Nat, alors
‘RGCN((S t),Tg, a.Ts)‘I = ‘(Ts[a \ RECN(t,To, Oé.TS)] t)|I
Comme le deuxiéme cas est équivalent a

|Recn ((S 1), To, . Ts )|z = |Ts| 7504 |Recn (1,10 ,0.75) 2 ([E]T)

on peut voir ces égalités comme une définition récursive de 'application qui & |t|7 et Z associe
|Recy (t, Ty, . Ts)|z. Il nous reste a déterminer :

1. dans quel cas cette définition est bien fondée
2. que faire dans les cas ou |t|z ne se réduit ni vers 0 ni vers (S u).

La réponse a la deuxiéme question est simple : si |t|7 ne se réduit pas vers une forme de constructeur,
on peut considérer que Recy (¢, Ty, .Ts) est un type atomique, et prendre pour |Recy (¢, Ty, a.Ts)|1
un candidat de réductibilité arbitraire (typiquement SN/).

Pour ce qui est de la premiére question, on voit que la récurrence considérée est bien fondée,
si |t|z est élément de |[Nat|z (respectivement |Ord|z si on considére Recp). Dans le cas des entiers
naturels tout d’abord. Supposons que |t|7 admette une forme normale u. Cette forme normale est
bien sir élément de |Nat|z qui est égal & SN. On définit alors formellement la fonction f qui & une
interprétation Z et un terme normal v associe un ensemble de termes :

f(Z,0) = [Tolz
f(Ia (S U)) = |TS|I;aef(I,v)(U)
f(Z,v) = SN sin’est pas de la forme 0 ou (S v).

Et on définit alors :

Définition 3.17 Si |t|z € SN, et si u est sa forme normale, alors |Recy(t, Ty, . Ts)|z est défini
comme f(Z,u).

Il nous reste a décider de la valeur de |Recy (¢, Ty, @.Ts)|7 dans le cas o ||z n’est pas normalisable.
On sait qu'ultimement, si Recy (¢, Ty, @.Ts) est bien formé, et si Z est une interprétation adaptée
au contexte correspondant, ceci ne sera jamais le cas. Mais nous ne pouvons, bien siir, pas encore
invoquer cet argument.

Un probléeme similaire apparait dans les preuves de normalisation de systéme de types de
Martin-Lof avec univers. La solution adoptée par Per Martin-Lof lui-méme [97] et par Catarina
Coquand [139], est de ne pas définir |T'|z dans les cas correspondants. Il faut alors également définir
le domaine sur lequel 'interprétation est définie. Ensuite on prouve que |T'|7 est effectivement définie
si T est bien typé et Z vérifie certaines conditions bien-choisies.

La solution que nous proposons est légérement différente : |T'|7 est toujours défini. Dans le cas
|t|z on assigne & |Recy (¢, Ty, @.Ts)|z une valeur arbitraire :

Définition 3.17 (suite) Si |tz n’est pas normalisable, alors :

|RECN(t, To, Oé.TS)|I = SN.

On vérifie alors facilement que |T'|7 et toujours un candidat de réductibilité.
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Nous simplifions ainsi la définition de 'interprétation, mais ne faisons essentiellement que re-
pousser le probléme. En effet, il n’est maintenant plus vrai que si T =g 1" alors |T|z = |T"|1.
Considérons par exemple :

T = [z :Nat]Rec((S z),To, .y : nat]Ty)
T' [z : nat|Ty

ou Ty est un type ne dépendant ni de z ni de y. Il est évident que T" B T". Pourtant |T"|7 est
Papplication constante qui & tout terme pur associe |1} |z, alors que si on applique un terme pur
non-normalisable u & |T'|z on obtient SA (& cause de la définition précédente et parce que (S u) est
non-normalisable). Or il est clair qu’il n’y a aucune raison particuliére pour que |T1|r = SN. Par
contre, pour tout terme pur v € |Nat|z, on aura bien :

T|z(v) = |T"|z(v) = |Ti|z.

Dans le cadre du systéme étudié ici, la solution la plus simple et la plus élégante m’a été indiquée
par Milena Stefanova. Il suffit de modifier 'interprétation de la A-abstraction des types dépendants
et de prendre :

[z :To)T|z = uw |T|10eq pour u € |Ty|z

= u |T|1,0eq pour u ¢ |Tp|z.

On ne change pas ainsi les autres étapes de la preuve, et on retrouve bien, pour tous prédicats bien
formés T et T" la propriété
T =8 TI = |T‘I = ‘T"I.

Malheureusement, il semble que cette modification ne soit pas compatible avec la n-réduction pour
des raisons évidentes. Comme notre but ici est d’illustrer les techniques utilisées dans le chapitre
suivant, nous conservons notre définition premiére de I'interprétation des prédicats, et introduisons
la propriété pour un prédicat d’étre “invariant sur son domaine”. Il s’agit simplement de formaliser
le fait que lorsque 1’on applique & un prédicat uniquement des termes qui sont éléments des interpré-
tations de son domaine de quantification, on obtient un type dont 'interprétation est invariante par
réduction. Cette propriété, qui rappelle beaucoup la réductibilité, sera prouvée lors de la récurrence
finale.

Définition 3.18 Soit un jugement dérivable I' = K et une interprétation T adaptée a I'. On définit
dom(K,T',Z) comme un ensemble de Ar(K)-uplets de termes purs par récurrence sur la structure de
K :
si K = Set, alors dom(K,T',T) est l'unique 0-uplet
- st K = (x : T)K', alors (u,uy, ... ,uy,) est élément de dom(K,T',T) si et seulement si
u €Tz, et (w1, ... ,up) € dom(K,T =2 (2,T),Z;x + u). 3

Définition 3.19 (invariant sur son domaine) Soit un jugement dérivable T' = T : K et une
interprétation T adaptée a T'. On dit que (T,K,T,ZI) est invariant sur son domaine si pour tout
A € dom(K,T',T), si T B* T', alors

T|z(A) = |T"|z(A).

En particulier si K = Set alors |T|z = |T"|7.

3Pour étre tout a fait rigoureux, il faudrait en fait prouver que si I' - (z : T)K est dérivable, alors ' - T : Set
et I':: (2, T) F K le sont aussi. Ce résultat est en fait démontré dans le chapitre 2 dans un cadre plus général, et sa
preuve nous intéresse peu ici.
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Nous sommes maintenant parés pour la preuve finale :
Théoréme 7 Pour tout jugement dérivable T &t : T, ||t|| est fortement normalisable.

PREUVE On reste bien str fideéle a la récurrence sur la structure de la dérivation. L’hypothése de
récurrence étant :
— si I' -t : T est dérivable, pour toute interprétation Z adaptée a I', on a |t|7 € |T|z
si'F T : K est dérivable, pour toute interprétation Z adaptée a I, (T, K,T",Z) est invariant
sur son domaine.
On ne détaille que les cas des régles correspondant au second cas, ainsi que la régle de conversion :
— La régle VAR2. C’est immédiat, puisque « est en forme normale.
— Les régles WEAK]1 et WEAK2. 11 suffit de remarquer que si z (respectivement «) n’est pas libre
dans K, alors dom(K,T",Z) = dom(K, T :: (x,T1),Z) (respectivement dom(K,T" :: (o, K1),7)).
— La régle T-App. La conclusion de la régle est I' = (T ) : K[z \ t]. On sait par hypothése de
récurrence que |t|z € |Th|z et que (T, (xz : T1)K,T',Z) est invariant sur son domaine. Alors
pour tout A € dom(K|[z \ t|,I',Z) on a (|t|z,.A) € dom((z : T)K,I',Z). Le résultat suit.
La régle T-LaM. La conclusion est ' b [z : T4]T : (z : T1)K. Si T B* Ty, alors T' =
[z : T{]T". Soit (u1,ug, ... ,u,) € dom((z : T1)K,I",Z); alors u; € |Ti|z et donc (T, K,T ::
(2,T1),Z; x < uq) est invariant sur son domaine par hypotheése de récurrence. Comme (ug, ... ,uy) €
dom(K,T" :: (z,T1),Z;x < uy), on en déduit :

‘T|I;,’Ii<—’ll,1 (“‘2} cee a“‘n) = ‘T’ T2 (“27 s a“n)

c’est-a-dire aussi
[z T )T |z (ut,ug, .. yun) = |z TT |z (u1, ugy .. ,up).

— La régle ProD1. La conclusion est I' = (z : T})Ty : Set. Les réduits de (xz : T7)T sont
forcéement de la forme (x : T{)Ty. Par hypothése de récurrence on sait alors que |T1|z = |T}]z,
et si u € |Th|z, alors |Ts| 7,00 = |T9|23u. on en déduit :

|(z: T)Ts|z = (2 : T{)T2'|I.

La regle PROD2. Ce cas est similaire au précédent.
- La régle NAT-S-ErLIM. La conclusion est

'+ ReCN(t,T[],(l{.Tq) : Set.

On sait par hypothése de récurrence que |t|7 est fortement normalisable; on raisonne par
récurrence sur sa forme normale.
— Si |t|z B* 0, alors on sait que |Recy (¢, Ty, a.Ts)|z = |To|z. Comme si Ty B* T}, et que

Recn (¢, To, . Ts) se réduit soit vers T}, soit vers Recy (¢, T, a.T¢), le résultat suit.

— Si |t|z B* (S v), les réduits de Recy (¢, Ty, @.Ts) sont de la forme :
Recy (', T4, . T§) auquel cas [t'|z B* (S wu). L'hypothése de récurrence assure alors
Tolz = |Ty|z, et |Rec(u, Ty, a.Ts)|z = |Rec(u, Ty, @.T¢)|z. Le résultat suit.

— un réduit de (TS[a\Ty] t'), avec t B* (S t') et Rec(t', Ty, a.Ts) B* T,. Comme substituer
a par Ty dans T, on sait que ((T4[a\T2] t'), Set, I, T) est invariant sur son domaine. Par
ailleurs les hypothéses de récurrence assurent que |(T¢[a\Ts] t')|z = |[Recy (¢, Ty, a.Ts)| 1.

Le cas de la régle Conv. La conclusion est I' = ¢ : T5. On sait que |t|z € |Ti|z. Comme
Ty =5 Ty, Ty et Ty admettent un réduit commun 7T3. Par ailleurs I'hypothéese de récurrence
assure alors |Ty |z = |Ts|7 et |To|z = |T5|7, et donc |t|z € [Tz
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On voit que le travail nécessaire pour prouver l'invariance de |T'|z par réduction est non-trivial.
Dans le cas du systéme étudié ci-dessus, il semble toutefois que la solution présentée ici est plus
simple que celle consistant & définir |T|7 de maniére partielle. C’est un peu moins vrai pour le
Calcul des Constructions Inductives complet : la preuve détaillée dans le chapitre 4 est certainement
compliquée a cause de ce probléme, et il est possible, mais pas stir, qu’une preuve plus proche de
celle de Martin-Lof soit plus claire.

3.8 Petit bestiaire des Candidats de Réductibilité

Nous avons présenté en 3.4 la notion de candidats de réductibilité, puis vu comment cette notion
était indispensable pour prouver la normalisation de tout systéme au moins aussi expressif que F'.
Depuis l'introduction de cette notion par Jean-Yves Girard, un certain nombre de variantes ont
été présentées. Il nous a semblé intéressant, quitte a céder au démon de la taxinomie, de faire le
point sur ces définitions alternatives et, a travers ce tour d’horizon, de caractériser un peu plus
précisément cette notion.

Dans ce chapitre, on considérera, a titre d’exemple, le systéme F. On garde les notations de la
partie 3.5, a savoir Z pour les interprétations, |T'|z pour l'interprétation du type T sous Z, etc.

3.8.1 Caractérisation des candidats

La classe des candidats de réductibilité est un ensemble d’ensembles de termes. Comme nous
I'avons mentionné précédemment, Uinterprétation de tout type T' du systéme considéré (c’est-a-dire
I’ensemble des termes réductibles de type T') sera un candidat de réductibilité. C’est nécessaire
puisque nous voulons étre capable de quantifier sur toutes les interprétations possibles de types
en quantifiant sur I’ensemble des candidats. C’est 1’origine de la dénomination de “candidats de
réductibilité” : un candidat est susceptible de correspondre & I’ensemble des termes réductibles d’un
certain type.

Pour que cette condition soit remplie, il faut et il suffit que CR, ’ensemble des candidats soit
clos pour les différentes clauses de la définition des interprétations des types. Dans le cas du systéme
F il faut que :

1. Si C; et Cy sont des candidats, alors C; — Cs est un candidat.
2. L’intersection d’un ensemble non-vide de candidats de réductibilité est un candidat
de réductibilité.

De plus, pour étre capable de quantifier sur tous les candidats de réductibilité, CR ne doit pas
étre vide. Comme on veut étre capable de construire une interprétation adaptée a tout contexte
dans laquelle les variables de termes sont interprétées par elles-méme (Z(z) = z), on peut écrire :

3. Il existe un candidat de réductibilité.
4. Tout candidat de réductibilité contient toute variable de terme.
Une autre condition moins intéressante est que tout élément d’un candidat de réductibilité est
fortement normalisable. En effet, une variable de type «a peut-étre interprétée par un candidat de

réductibilité quelconque, et il nous faut garantir que les éléments de 'interprétation de « vérifient
bien la condition que nous voulons prouver ultimement : la normalisation forte. On a donc :

5. VC € CR .C C SN.
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L’autre condition clé est & nouveau celle qui nous permettera de traiter le cas de ’abstraction :

Fe:(z,A)Ft:B
'-Xzt:A— B

Etant donnée une interprétation Z adaptée a T, il est facile de ramener ’hypothése de récurrence a
I'énoncé :
Vu € |A|7.t[Z;z + u] € |Blz.

Il nous faut alors prouver que Az.t[Z] € |[A — B|, c’est-a-dire :
Vu € |Alz.(Az.t[Z] u) € |B|z.

En d’autres termes il nous faut étre capable de déduire (Az.t[Z] u) € |B|z de t[Z;x < u] € |B|z. Si
I'on considére que les seules informations dont nous disposons sont :
— |A|z et |B|z sont des candidats de réductibilité,
t[Z;z « u] € |B|z,
- uE ‘A|I,
on peut en déduire la derniére condition que doivent vérifier les candidats :
6. VA,B € CR.Yu € AVt.tlx\u] € B= (Az.t u) € B.

Un ensemble d’ensembles de termes qui vérifie les six conditions ci-dessus peut donc étre choisi
comme définition des candidats de réductibilité (est candidat a la candidature).

3.8.2 Une preuve de normalisation abstraite

Pour nous convaincre que les six critéreres ci-dessus sont suffisants, nous pouvons refaire la
preuve de normalisation forte du systéme F. Dans cette partie, on supposera donc simplement que
I’on dispose d’un ensemble d’ensembles de termes CR qui vérifie nos six conditions.

Pour toute interprétation condidat Z et tout type 7', on définit I'interprétation |T'|z, un ensemble
de termes, comme en 3.5 par récurrence sur la structure de 7" :

lalz = ()
‘A—>B|I = ‘A|I—>‘B|I
Vo Alr = ﬂ \Alz.0cc-
CeCR

Les conditions 1, 2 et 3 suffisent évidemment & assurer :

bilité.
La preuve du lemme de substitution reste inchangée :
Lemme 3.14 Pour tous T, T', a et T :

Tl \ T']lz = |T|z0c 7|7
Il n’est pas non plus nécessaire de changer :

Définition 3.20 Une interprétation T est dite adaptée a un contexte T' si pour tout couple (z,T)
de T on a Z(z) € |T|z.
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Et comme d’habitude :

Théoréme 8 Pour tout jugement dérivable T' =1 : T et toute interprétation candidat T adaptée a
L', on altlz € |Tz.

PREUVE Par récurrence sur la dérivation du jugement. Tous les cas sont identiques a la preuve
de 3.5 a ’exception du cas de la régle LAM qui est traité grace a la condition 6 comme indiqué. B

Corollaire 3.2 Si 't : T est dérivable, il éxiste une interprétation candidat T telle que t € |T|7.

PREUVE Comme il existe au moins un candidat de réductibilité C (condition 3), il suffit de prendre
Z(a) = C pour tout a et Z(z) = = pour tout z. La condition 4 garantit que cette interprétation est
adaptée a tout contexte. On a alors [t|z =t et donc ¢ € |T'|7. ]

Corollaire 3.3 Si ' -1t : T est dérivable, alors t est fortement normalisable.

PREUVE On prend 7 telle que définie précédemment. On a ¢ € |T|z, et comme |T'|7 est un candidat
de réductibilite, on a t € SN. [ |

3.8.3 Autres réductions

Il est évident qu’il faut adapter les conditions énoncées lorsque I'on considére d’autres réductions
que B comme par exemple I’élimination des entiers du systéme T' ou plus généralement la ¢-réduction
des types inductifs. Une exception est la n-réduction (essentiellement & cause du lemme de retard
de 1) qui pour une fois ne pose pas de difficultés. En général il suffira d’étendre la condition 6 au
cas ol d’autres réductions se produisent en téte.

En A-calcul typé, la Ad-abstraction correspond a l'introduction du type fleche ; ’application a son
élimination. La réduction correspond & I’élimination conjointe de ces deux opérateurs. Cette symétrie
se retrouve dans toutes les extensions que nous considérons dans cette thése : un constructeur permet
I'introduction d’un type inductif et 'opérateur d’élimination permet précisément d’éliminer ce type;
la rencontre d’un constructeur et d’un schéma d’élimination donne lieu & un nouveau type de radical.

3.8.4 La définition de Girard

C’est la définition originelle de la Thése d’Etat de Girard, simplifiée dans [83]. C’est aussi celle
que nous avons présentée dans ce chapitre et que nous utilisons dans le chapitre suivant, aprés ’avoir
adaptée aux définitions inductives génériques. Rappellons les trois conditions de Girard :

CR1 CCSN
CR2 VteCVt.(teCAtBt)=teC
CR3 VteNT.(V/tBt =telC)=teC

La condition 5 est exactement CR 1 et la condition 4 une conséquence immédiate de CR 3. 1l
est aussi immédiat de vérifier que SN est un candidat au sens de Girard ce qui permet de vérifier
la condition 3. On a déja vu comment prouver les conditions 1 et 2; ce qu’il faut remarquer, c’est
que CR. 2 est utilisé pour prouver la condition 1.

La preuve de la condition 6 est également implicitement présente dans la premiére preuve de
normalisation de F'. On remarque que la encore, CR 2 est uniquement utilisée pour prouver 6, en
conjonction, bien str avec CR. 3.
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Cette définition présente deux avantages : tout d’abord elle est remarquablement concise et
élégante. Ensuite, 'utilisation de la notion de termes neutres permet de ’étendre de maniére treés
uniforme & de nouvelles réductions, comme les types inductifs. Il suffit en effet d’étendre la notion de
terme neutre aux formes de termes qui correspondent aux nouveaux radicaux, comme par exemple
R(t,t',t").

On peut en revanche lui reprocher de n’étre pas vraiment minimale et de cacher ainsi certains
mécanismes de la preuve. En particulier, la condition CR 2 n’est pas vraiment nécessaire, en ce
qu’elle ne correspond vraiment & aucune des 6 conditions que doivent vérifier les candidats. C’est
en fait le prix a payer pour avoir transformé la condition 6 en CR 3 : on a du coup besoin de CR 2
pour prouver 1 et surtout 6. De plus ces conditions sont prouvées par des récurrences emboitées (ou
grace a I'introduction d’un ordre lexicographique) un peu lourdes.

Un autre “défaut” de cette définition est que les candidats de réductibilité ainsi définis ne sont
pas clos par réunion. On ne peut donc pas les utiliser pour prouver la normalisation de systémes
avec types union.

3.8.5 Les ensembles saturés de Tait

Cette premiére alternative a la définition de Girard a été d’abord introduite par Tait [140]. Elle
est trés facile & comprendre si I’on considére les 6 conditions que nous avons énoncées :

Définition 3.21 (Ensembles saturés) Un ensemble de \-termes S est dit saturé si :

SAT 1 tout élément de S est fortement normalisable
SAT 2 (z N;) € S si tout N; est fortement normalisable
SAT 3 si (M[z\ N] N) € S et N est fortement normalisable, alors (Az.M N N) € S.

On reconnait, en gros, trois des six conditions : SAT 1 est exactement la condition 5, SAT 2
et SAT 3 sont respectivement des généralisations de nos conditions 4 et 6. On montre facilement
que SN est saturé ce qui vérifie la condition 3. La preuve de la condition 2 est immédiate.

La preuve de la condition 1 est plus intéressante : elle explique pourquoi les clauses SAT 2 et
SAT 3 sont plus fortes que les conditions 4 et 6.

Lemme 3.15 La famille des ensembles saturés de Tait vérifie la condition 1.

PREUVE Soient S; et Sy deux ensembles saturés. On a :

- Site Sy — Sy, comme x € Sy ona (tx) € Sy ce qui implique (SAT 1) que (t z) € SN et
donc t est fortement normalisable. S1 — Sy vérifie SAT 1.

— Soit (z N) € SN et N € Sy, d’aprés SAT 2 pour Sy et SAT 1 pour S; on a (z N N) € So.
Donc S — Sy vérifie SAT 2.

— Soit t[x \ u] € S; — Sy avec u € S pour un certain ensemble saturé S. Alors u est fortement
normalisable. Soit v € Sy, on a (#[z \ u] v) € S3. La clause SAT 3 pour Sy assure que
(Az.t u v) € Sy. Donc S; — So vérifie SAT 3 (le cas ou l'on inverse S et S — Sy dans
I’énoncé est immediat).

|

On remarque tout de suite que cette définition est plus proche de notre caractérisation des candi-

dats que la définition de Girard ; aussi les preuves sont elles peut-étre trés légérement plus simples.

On peut aussi remarquer (nous ne sommes pas les premiers a le faire) que la notion d’ensemble

saturé est moins restrictive que la définition de Girard : un candidat de réductibilité est saturé alors
que la réciproque est fausse.
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Lemme 3.16 Soit SAT lensemble des ensembles saturés. On a : CR G SAT.

PREUVE Soit C € CR, C vérifie évidemment SAT 1 et SAT 2 (respectivement identique et
conséquence de CR 1 et CR. 3). La clause SAT 3 se démontre de la maniére usuelle, par récurrence
sur le nombre maximal de réductions faisables sur les arguments; c’est quasi-identique & la preuve
que CR vérifie la condition 6.

Il nous reste & construire un ensemble saturé qui ne soit pas un candidat de réductibilité au sens
de Girard. Considérons ’ensemble des termes fortement normalisables, tel que leur forme normale
par réduction de téte faible soit de la forme (z N) ou égale & Az.(Az.zy). Plus précisément il s’agit
de I'ensemble Sy définit inductivement par :

~ (# N)eSN= (z N) e S

M. (Az.zy) € Sy

~ VtYNYu € SNVz.(tfz \u] N) € Sy = (A\z.t u N) € Sp.

Il est tres facile de voir que Sy est saturé. Par induction, on vérifie également que \z.(Az.zy) est le
seul élément de Sy qui soit une A-abstraction, et donc Az.y ¢ Sp. Or comme

Ax.(Az.zy) Bg Az.y

Sy ne vérifie pas CR 2. [ |

Un avantage objectif des ensembles saturés est que leur famille est close par union arbitraire.
On peut donc les utiliser pour prouver la normalisation de systémes avec types union.

Lemme 3.17 Soit (S;)ic; une famille arbitraire d’ensembles saturés. Alors J;c; Si est un ensemble

saturé.
PREUVE Les conditions SAT 1 et SAT 3 sont trivialement vérifices. Si (M[z\N] N) € User Siet N

est fortement normalisable, alors il existe i € I tel que (M[z\ N] ]\7) € S; et donc (A\z.M N ]\7) € S;.
|

3.8.6 Une variante des ensembles saturés

La définition suivante est une légére variante de la précédente. Elle est due & David McAllester.
On ajoute une clause a la définition des ensembles saturés :

SAT 1 tout élément de S est fortement normalisable

SAT 2 (z ]\77) € S si tout N; est fortement normalisable

SAT 3 si (M[z\ N] N) € S et N est fortement normalisable, alors (Az.M N N) € §
SAT 4si M € S et M B M’ alors M' € S.

Ou B*"? désigne la réduction faible de téte, définie inductivement par :
(Az.t u) BYM t[x \ u]
— ¢ Bwhd t = (t u) Bwhd (tl u)

La réduction faible de téte est en fait une stratégie de réduction, en ce sens qu’elle est déterministe :
tout terme peut se réécrire au plus d’une maniére par B*". Les termes qui n’admettent pas de
réduit pour B”" sont ceux de la forme Az.t ou (x 1\7) ; on les appelle les valeurs. Si la réduction de
téte faible termine sur un terme ¢, elle termine forcément sur une valeur qu’on appelle la valeur de
t. La particularité essentielle de SAT tel que redéfini ci-dessus est :

Lemme 3.18 Soit V un ensemble de termes fortement normalisables et de la forme Az.t. Alors
il existe un et un seul ensemble saturé dont les valeurs soient exactement la réunion de V et de
l’ensemble des termes (z N) fortement normalisables.
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En d’autres termes, tout ensemble saturé est alors caractérisé exactement par 1’ensemble de ses
valeurs. La structure des ensembles saturés est ainsi plus homogéne. On met également mieux en
valeur le role particulier joué par la réduction de téte.

Nous laisserons le lecteur motivé vérifier que les 6 conditions sont bien vérifiées. On peut re-
marquer que cette définition est strictement plus restrictive que la précédente et strictement moins
que celle de Girard (on peut reprendre pour cela le contre-exemple précédent). Par ailleurs, cette
version de SAT est également close pour I'union.

3.8.7 La définition de Parigot

Dans toutes les définitions considérées jusqu’ici, on définit essentiellement les candidats a I'aide
de variantes des conditions 4, 5 et surtout 6 (c’est-a-dire celles qui servent dans la derniére partie de
la preuve), puis on vérifie que les conditions 1 et 2 sont aussi vérifiées (c’est-a-dire que I'ensemble
des candidats est clos par les constructions de U'interprétation des types). Michel Parigot c¢’est rendu
compte que I’on pouvait simplement inverser le probléme et prendre les conditions 1 et 2 pour définir
les candidats de réductibilité puis vérifier que les autres conditions étaient alors respectées. On peut
s’étonner que personne n’ait eu cette idée plus tot; mais il y a une différence essentielle entre cette
définition et les précédentes : il s’agit d’une définition inductive de 'ensemble CR et non plus juste
d’un prédicat du premier ordre sur les ensembles de termes.

Cette définition a été inventée par Parigot pour une preuve directe de normalisation forte du
systéme F' étendu avec des opérateurs classiques (continuations) [117].

Définition 3.22 (Candidats de Réductibilité de Parigot) On définit [’ensemble CR d’ensembles
de termes comme le plus petit vérifiant :
- SNeCR
VCl,CQ €CR .Ci—CeCR
— pour toute famille (C;)icr d’éléments de CR, ();c;Ci € CR.

Il est facile de voir que ces trois clauses correspondent & une définition inductive correcte. Bien str,
les conditions 1, 2 et 3 sont vérifiées par cette nouvelle version de CR. Pour vérifier que tous les
éléments d'un candidat au sens de Parigot sont fortement normalisables, il suffit de vérifier que ces
candidats sont non-vides (pour passer a la deuxiéme clause). Or, étant donné un candidat C de
Parigot, on prouve aisément, par récurrence sur la preuve que C est un candidat, que

(z N) € SN = (z N) e C.

Ce qui permet également de vérifier la condition 4.
La condition 6 est également prouvée par récurrence sur la preuve que C € CR. Plus exactement
on renforce 'hypothése de récurrence et prouve que S vérifie la clause SAT 3 de Tait :
Elle est évidemment vérifiée par SN
- Siue S ettfz\u] €S avec S =S — Sy, alors pour tout v € Sy on a

(t[z \ u] v) € Sy
et par hypothése de récurrence sur So
(Az.t uwv) €Sy

ce qui prouve

(Az.t u) € S.
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— Le cas de l'intersection est immédiat.

Il est clair que cette définition est la plus restrictive qui soit, modulo le choix du candidat
canonique (ici SN), puisque les deux autres clauses de la définition inductive sont des conditions
que doivent nécéssairement vérifier toute famille de candidats.

3.8.8 La définition de Parigot étendue par 1’union

Tout comme la définition de Girard, celle de Parigot n’est pas close pour 'union. On peut
toutefois facilement y remédier cette fois en ’ajoutant simplement a la définition :
- SNeCR
VCl,CQ €eCR.Ci —=CreCR
— pour toute famille (C;);cr d’éléments de CR, ;c;Ci € CR
pour toute famille (C;);c; d’éléments de CR, U;c;Ci € CR.
Nous laissons le lecteur vérifier que cette variante vérifie bien les six conditions. Ce n’est pas
étonnant puisque SAT est déja clos pour 'union, ce qui montre que la condition 6 “passe & I'union”.



Chapitre 4

Le Théoréme de Normalisation Forte

La preuve exposée dans ce chapitre est plus longue et complexe que celles données dans le
chapitre 3, mais elle suit a peu prés le méme cheminement. Nous commengons par définir une
notion de termes purs, non-typés, sous-jacents aux termes preuves. La partie essentielle du travail
est alors de prouver la normalisation forte des termes purs qui correspondent & des termes preuves
bien-formés. Les étapes essentielles de cette preuve sont les mémes que celles de la preuve, donnée
en 3.7, de normalisation de AP2 étendu par des types définis par récurrence. A partir de 1, en en
déduit la normalisation forte de tous les termes bien-typés. Voici un plan plus détaillé du chapitre,
section par section :

1.

10.

On définit un calcul de termes purs. Il s’agit en fait du A-calcul pur étendu avec une notion
non-typée de constructeurs et de filtrage récursif. On définit les notions de réduction et de
normalisation de la maniére usuelle. On prouve que ce calcul vérifie Church-Rosser, et on
définit la “fonction d’extraction”, qui associe un terme pur £ a tout terme preuve ¢.

. On définit une notion de candidat de réductibilité pour ce calcul de termes purs, et on vérifie les

propriétés usuelles. De plus, on définit une notion de construction inductive pour les candidats,
sur le modele de ce qui se fait usuellement en théorie des ensembles.

On définit une notion de prédicats bien construits, sur le modéle de ce qui est fait en 3.6
et 3.7. Il s’agit simplement d’une forme affaiblie de typage, qui facilite la construction de
I'interprétation dans la section suivante.

. A chaque prédicat T bien-construit, on associe une interprétation |T'|z. En particulier si T

est d’ordre Set alors |T'|7 sera un ensemble de termes purs. Le paramétre Z correspond a
I'interprétation des variables libres de 7.

On vérifie que si Z vérifie les conditions adéquates, alors |T'|7 est invariant, une propriété
plus faible que celle d’étre un candidat de réductibilité. Ceci est essentiellement un résultat
technique nécessaire pour ’étape suivante, qui est essentielle.

On montre ensuite que si les variables libres de T sont interprétées par des candidats de
réductibilité, alors |T'|7 est aussi un candidat de réductibilité.

On vérifie un certain nombre de propriétés de l'interprétation des types inductifs.
On vérifie que si T Bg T", alors |T|z = |T"|1.
On fait de méme pour T B, T".

On définit une notion de prédicats invariants sur leur domaine. 1l s’agit de caractériser les
prédicats T dont Uinterprétation |T'|z est stable par réduction de T

85



Aedid ~siLLi AL A L ALELSJ XK. M4 AL RERAALJRNITALAUVELLIVAALd AT AL L VRJAUALVAL ARAENIL AL ARJL Y &L RJAULEL &J

11. On vérifie que I’élimination forte est correcte; c’est-a-dire que les prédicats construits par
élimination forte sont invariants sur leurs domaines.

12. On construit une notion d’instanciation de contexte.

13. On dispose alors de tous les outils nécessaires pour prouver la normalisation forte des termes
purs : si I' = ¢ : T est dérivable, alors le terme pur ¢ est fortement normalisable.

14. On rameéne la normalisation forte des termes bien-formés au théoréme précédent a 1’aide de
deux codages successifs.

4.1 Termes purs

On pourrait discuter le choix que non faisons ici, d'introduire des termes purs non-typés. Un
désavantages indéniables de cette méthode est le codage pénible et compliqué qui permet de déduire
la normalisation forte des termes typés & partir de celle des termes purs sous-jacents. Un avantage
appréciable est que, comme le calcul des termes purs est confluent, on évite dans un premier temps
toutes les complications dues a la non-confluence sur les termes annotés, et que 1’on peut ainsi
repousser la preuve de Church-Rosser aprés la preuve de normalisation 5. Par ailleurs, on obtient
ainsi une preuve plus syntaxique, clairement décomposée en plusieurs étapes. Remarquons aussi que
lon distingue ainsi clairement entre les roles des différentes classes de termes (preuves, prédicats,
ordres), plus peut-étre que dans des preuves de normalisation plus “sémantiques”. Mais ce dernier
point est sans doute affaire de goiit.

Comme indiqué, nous considérons le A-calcul pur étendu par un opérateur de filtrage récursif.

Définition 4.1 (Termes purs) Nous définissons [’algébre A des termes purs par :

u = a | (uu)| Xawu | Co(n) | match a.{w}

4= [ |u:d

Par la suite on s’autorisera a utiliser x,y, z,etc comme symboles de wvariables dans le cas de
termes purs.

Définition 4.2 (Réductions de termes purs) On définit les réécritures suivantes sur les termes

purs :
(Az.u u') —5 ulz\ v
(match a.{@}} (Co(i) ¥)) —, (us[a\ match a.{uj}] v)
Az.(u x) =y U siz ¢ FV(u)

On écrira uw B u' pour dire que le terme u se réécrit en u' par une transformation —g, —, ou
—, d’un de ses sous-termes. On désignera respectivement par Bt ,B*, =3, les clotures transitives,
réflexive-transitive et réflexive-symétrique-transitive de B.

4.1.1 Confluence et formes normales

Définition 4.3 (Forme normale) On dit qu’un terme pur u en forme normale si et seulement
sl n’existe pas de terme v tel que u B v. Plus simplement, on dit que u est normal.
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Définition 4.4 (Normalisable) Un terme pur normal v tel que v B* v est appellé une forme
normale de u. On dit alors que u est normalisable.

Théoréme 9 (Confluence) Soient u,uy et ug tel que u B* uy et u B* uy. Alors il existe un terme
ug tel que uy B* ug et ug B* ug.

Corollaire 4.1 (Church-Rosser) Soient u; et uy tels que uy =gy, ua. Alors il existe uz tel que
u1 B* uz et us B* us.

Corollaire 4.2 Tout terme pur admet au plus une forme normale.

Définition 4.5 (Fortement normalisable) On dit qu’un terme u est fortement normalisable, si
il n’existe pas de suite (u;)ien, tel que u = ug et u; B uj1 pour tout i. On désignera alors par v(u)
la longueur de la plus longue séquence de réductions sur u.

4.1.2 Des preuves aux termes purs

On a dit que I'interét essentiel des termes purs était d’offrir une interprétation des termes preuves
dans un calcul confluent. La traduction des preuves en termes purs est relativement standard, a
I’'exception, peut-étre, des schémas d’élimination.

Définition 4.6 (Traduction des preuves) Soit t un terme preuve. On définit le terme pur t par
la récurrence structurelle suivante sur t :

(t ) = (i7)

tT) =t

[a: Tt = Aat

[o: KTt =1

Constr(i, T) = Co(i)

Elim(I,Q,4,t){f;} = (match a.{A[C;(]), fi.[Z: Allc: (I ©)](a ¢)]} 7)

O I =1Ind(X : (Z: A)Set){C;(X)}.

Il faut tout de suite remarquer que la derniére clause de la définition est & premiére vue mal-

formée, puisque les termes A[C;(1), f;, [Z : A]lc : (I £)](a ¢)] ne sont pas structurellement plus petits
que Elim(I,Q,1i,t){ fi}. Toutefois, en utilisant les autres clauses de la définition, et la définition

de A[C(X), f,g] on peut définir Elim(I,Q, 1, f){ﬁ} de maniére équivalente, et en respectant la
condition de récurrence structurelle. Prenons :

\
7 —

Elim(I,Q, 1, f){ﬁ} = (match a.{[C;(I), fi;, A\Z.Xc.(a €)]} 7)

.= , o .
ou z est la sous-séquence de Z' ne contenant que des variables de preuves :

I

l

axl ol

| a:l
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et ou [C(X), f,g] est défini par récurrence sur la structure de C(X) :

[(X i), 1. F =

[(a: T)D(X ),f,F]] = Ma[D(X).(f a).F]

[(: K)D(X )fF]] = [D(X).}.F] )
[((F:)(X #)) = D(X),/,F]_= A[D(X),(f bAE(F 7 (p B))). F]

Le lecteur vérifiera facilement 1’équivalence entre ces deux définitions. Il est aussi facile de voir que
FV(t) C FV(t).

Lemme 4.1 Soient deuz termes de preuve bien-formés t et t' et une variable de preuve a. Alors
tla\t'] =#a\#].

. - . IS
PREUVE Par récurrence sur la structure de ¢. La seule petite subtilité concerne le cas t = Elim(I, Q, @, v){ f; };

il faut alors remarquer que comme ¢ est bien formé on a I = Ind(X : A){Q(Xi} et que pour tout i,

A[Ci(T), fi.glla \ t] = A[Ci(D]a\ ¢], fila \ '], gla \ ¢']].

Lemme 4.2 (Correction de la traduction) Pour tous termes de preuve bien-formés t et t', si
t B* ' alors t B* /. Plus précisément si t Bt t', alors T B? T pour un certain j < i.

PREUVE Par récurrence sur la structure de ¢. Il suffit bien str de considérer les cas ou ¢ est lui-
méme le radical. Le cas de la S-réduction est une conséquence du lemme précédent. Le cas de la
n-réduction est une conséquence de la proposition FV (¢) C FV(T). Il nous reste a étudier le cas de
la t-réduction :

t = Elim(1,Q, 4, (Constr(j, ) ﬁi)){ﬁ)} et I =Ind(X: A){C’Z(Xi}

avec
t' = (A[C;(I), f;,Fun_Elim(1,Q, f;)] )

on a alors

—.

match a.{A[Ci(1), fi, 7 : Allc: (I )](a )]} (Co(j) 7))
match a{[C; (1), f;,[Z: Allc: (I Z
match a. {[[ ( ), fi, M. Xe.(a ¢)]} (Co(j
[C;(I), fj, \Z.Ac.(match o' {[Ci(I), fi, \E.AC .(a' )
[C;(1), f_ Ae.Elim(1,Q, Z, ){ i}] m)

[Ci(1). f _, Fun_Elim(1,Q, fi)
A[ i(1), f5,Fun_Elim(I, Q. f;

=
v

(
(
(
B, (
(
(
(

v

| m)

\
x|
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4.2 Candidats de réductibilité

Nous pouvons maintenant passer a la définition des candidats de réductibilité. Pour les expli-
cations informelles, nous renvoyons au chapitre 3, auquel il ne devrait pas y avoir grand chose a
rajouter ici. On commence par définir pour chaque ordre K l'ensemble p(K) qui contiendra les
interprétations des termes de type K.

4.2.1 Interprétations des ordres

Définition 4.7 Pour tout ordre K tel que Ar(K,Set), on définit ’ensemble p(K) :
p(Set) est l’ensemble des parties de A, c’est-a-dire l’ensemble des ensembles de termes purs.
p((a: K1)K>) est l'ensemble des applications de p(Ky) vers p(Ks)
- p((z : Th)K3) est l'ensemble des applications de A vers p(Ky).
On appellera aussi dom(K) le domaine de p(K) :
— dom(Set) est un singleton quelconque ; par exemple {0}
dom((a : K1)K3) est le produit cartésien p(K1) x dom(Ks)
— dom((x : Ty)K>) est le produit cartésien A x dom(Ks).

Dans la suite de la preuve, on s’autorisera a parler d’objets fonctionnels a curryfication prés.
Par exemple on identifiera souvent p(K) et I’ensemble des applications de dom(K) vers p(Set).

4.2.2 Les Candidats

Les candidats de réductibilité d’ordre K sont alors des éléments de p(K) vérifiant les bonnes
conditions de cloture. On aura donc CR(K) C p(K). Comme on l'a vu dans le chapitre 3, en
présence de types dépendants, les candidats de réductibilité ont deux caractéristiques :

Les éléments de CR(Set) sont les ensembles de termes purs possédant les caractéristiques

habituelles définies par Girard.

Les candidats de réductibilité d’ordres de la forme (a : T) K, qui prennent donc un terme pur

en argument, ne dépendent que de la classe d’équivalence de ce terme modulo la relation =g, .
De plus, on doit maintenant considérer les ordres de la forme (o : K)K'. Les candidats correspon-
dants sont simplement les applications associant un candidat d’ordre K’ a tout candidat d’ordre
K.

On commence par formaliser la seconde condition & travers les deux définitions suivantes :

Définition 4.8 Pour chaque ordre K, on définit dans p(K) la relation d’équivalence partielle notée
~ par récurrence sur la structure de K :
VC,C' € p(Set).C ~got C' & C ="
- VC,C" € p((a:T)K).C =r)k C' & (Yu,u' € Au =g, u' = C(u) =k C'(u'))
VC,C' € ,0((()/ : Kl)KQ)C (k) Ky & (VD,D’ € ,O(Kl)D ~ K, D = C(D) ~Ky C'(D’))

Par la suite on s’autorisera a écrire simplement C ~ C' en omettant ['ordre.
Définition 4.9 (Invariant) Soit C € p(K). On dit que C est invariant si et seulement si C ~ C.

Pour la suite, il est pratique de définir la relation correspondant & ~j pour dom(K). On sur-
charge le symbole ~ a cet effet.

Définition 4.10 On définit dans dom(K) la relation d’équivalence partielle ~y par récurrence sur
la structure de K :

- VA, A’ € dom(Set). A ~gy A" ?

'Rappelons que dom(Set) est réduit 4 un élément.
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- VA, A" € dom(K).Vu,u' € A (u, A) ~qr)k (u', A') & (u =gy u' NA =g A')
VA, A" € p(K1)VB,B' € dom(K2).(A,B) ~(a.k )k, (A, B') & (A ~k, AANB=~g, B).

Lemme 4.3 Pour tous C et C' éléments de p(K) on a
C~C' & (VA A € dom(K). A~ A = C(A) =C'(A")).

On définit ensuite les candidats de réductibilité d’ordre Set. Les notions de termes neutres et de
candidats de réductibilité sont de simples adaptations de ce qui est fait dans le chapitre 3 :

Définition 4.11 (Termes neutres) Un terme pur est dit neutre, si il n’est ni une abstraction
Az.u, ni de la forme match a.{@}, ni de la forme (Co(i) m)>2.

Définition 4.12 (Candidats d’ordre Set) On appelle candidat de réductibilité d’ordre Set tout
ensemble C de termes purs tel que :

CR 1 tout élément de C est fortement normalisable.

CR2 VYVuelCVYouBv=wveC

CR 3 pour tout terme neutre u, si quelque soit v tel que u B v on a v élément de C, alors u est
aussi élément de C.

On appellera CR(Set), l'ensemble des candidats de réductibilité d’ordre Set.

La définition des candidats de réductibilité d’ordres supérieurs est essentiellement une combi-
naison des définitions précédentes :

Définition 4.13 (Candidats de réductibilité) Pour chaque arité d’ordre Set, K on définit le
sous-ensemble CR(K) de p(K) :
- CR(Set) est défini ci-dessus.
CR((a:T)K) est l’ensemble des éléments invariants C de p((a : T)K) tels que C(A) C CR(K).
- CR((« : Kq1)K3) est l'ensemble des éléments invariants C de p((« : K1) K3) tels que

C(CR(K;)) C CR(K3).
On remarque bien sir que tout candidat de réductibilité est invariant.
La caractérisation suivante de CR(K) est presque triviale, mais il est utile de I’énoncer :

Définition 4.14 Pour tout ordre K on définit le sous-ensemble dom_ C(K) par récurrence sur la
structure de K :
- dom_ C(Set) = dom(Set)
dom_C((a:T)K) = A x dom_C(K)
- dom_C((a: K1)Ky) =CR(K;) x dom_ C(K3)

Lemme 4.4 Soit C € p(K). Si C est invariant, alors

CeCR(K) < VA€ dom C(K).C(A) € CR(Set).

2Comme dans le chapitre 3, il s’agit essentiellement de décrire les termes susceptibles d’étre des radicaux (neutres),
ou ceux qui, lorsqu’ils sont substitués dans un terme, peuvent créer de radicaux (non-neutres). Le fait que match a.{%}
soit considéré comme non-neutre est simplement di au fait qu’ici, il ne peut étre un radical a lui tout seul, mais le
devient lorsqu’on lui applique un argument avec un constructeur en téte.
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4.2.3 Propriétés de cloture de CR(Set)

Il s’agit des propriétés essentielles des candidats de réductibilité, qui assureront ultimement que
les interprétations des prédicats bien formés seront effectivement des candidats de réductibilité.

Remarque Tout terme neutre en forme normale appartient a tout élément de CR(Set). Ceci
s’applique en particulier & toute variable. Il n’y a donc pas de candidat de réductibilité d’ordre Set
qui soit vide.

Lemme 4.5 (Intersection de Candidats) Soit (C;)icr une famille de candidats de réductibilité

de Set, indicée par un ensemble quelconque I. Alors (\;c; C; est un candidat de réductibilité de Set.
La preuve est facile et bien connue, voir le chapitre 3 par exemple.

Définition 4.15 (Demi-treillis complets - rappel) Soit un ensemble A muni d’un ordre <. On
dit que (A, <) est un inf-demi-treillis complet, si toute partie de A admet une borne inférieure.

Corollaire 4.3 (CR(Set), C) est un inf-demi-treillis complet.

Lemme 4.6 Soit C un ensemble non vide de termes purs fortement normalisables. Soit f une
application de A vers CR(Set), telle que pour tous u, u', éléments de C, si u =gy, v, alors f(u) =
f(u"). Alors Uensemble fC défini comme suit est un candidat de réductibilité de Set :

ff={ueAVYoecl.(uv) € f(v)}

On remarque bien sir que ce lemme s’applique en particulier au cas C € CR(Set). Dans le cas on la
valeur de f est une constante C', on écrira aussi C — C' pour fC.
PREUVE Elle ne pose pas de problémes :
Siu € fC alors en particulier (v x) € f(x); donc (u x) et aussi u sont fortement normalisables.
Siu € fC, alors (u v) € f(v) pour tout v dans C. Comme f(v) est un candidat de réductibilité,
siu B ' on aaussi (u' v) € f(v), et donc u' € fC.
On peut alors remarquer que f¢ peut aussi étre défini comme :

{u€e A,YveCuvB*v.(uv) e f(v)}

c’est-a-dire que f¢ = fcl ou C’' est la cloture de C pour B.
Soit alors u neutre tel que pour tout v/, u B v’ = o' € fc. Soit v € C; on montre que
si (u v) B w, alors w € f(v) (cette proposition suffisant a établir que v € f€ car (u v) est
neutre). La preuve se fait par récurrence sur la longueur de la plus longue chaine de réductions
commencant par v. En effet, (u v) peut se réduire en :
~ (u' v) qui appartient & f(v) par hypothése de départ.

(u v") qui appartient & f(v') par hypothese de récurrence. Or f(v) = f(v').
Comme wu est neutre, il n’y a pas d’autres réductions possibles.

Cloture par réduction de téte inverse

Lemme 4.7 (Cloture par g-réduction de téte inverse) Soient deux termes t et t; et un can-
didat de réductibilité C € CR(Set). Si t; est fortement normalisable, et si tfz \ t1] € C, alors
(Az.t t1) € C. En d’autres termes, si t[z \ t1] € C, alors Azt € {t;} — C.



J ~siLLi AL A L ALELSJ XK. M4 AL RERAALJRNITALAUVELLIVAALd AT AL L VRJAUALVAL ARAENIL AL ARJL Y &L RJAULEL &J

PREUVE La démonstration est similaire a celle du lemme 4.6, par récurrence sur v(t) + v(t1)
(rappelons que v(u) est la longueur de la plus longue suite de réductions sur le terme fortement
normalisable u). ]

Corollaire 4.4 Soient t, un terme pur, C un candidat de réductibilité d’ordre Set, Z; et i; respec-
tivement une séquence de variables et une séquence de termes de méme longueur. Si pour tout i, t;
est fortement normalisable, et si t[Z; \ u;] € C, alors (AZ;.t u;) € C.

PREUVE Par récurrence sur la longueur de ;. Le cas de la liste vide est trivial. Par ailleurs si
tlx 2 Z\uul el

il nous faut vérifier que

or
Az 2 Ztu @) = (A AZt u )

et comme u est fortement normalisable, on se raméne & prouver
(AZ.t[z \u] ©) €C

ce qui est vrai par hypothése de récurrence. [ ]

Enfin nous pouvons établir le lemme correspondant pour la s-réduction.

Lemme 4.8 (Cloture par (-réduction de téte inverse) Pour tout candidat de réductibilité C
d’ordre Set, pour toutes séquences de termes purs fortement normalisables f; et m, pour tout j
inférieur ou égal a la longueur de f;, on a :

(match a.{7,} (Co(j) )) € C < (f;]a\ match a.{J}}] ) € C.

PREUVE La condition nécessaire est évidente. La condition suffisante se montre simplement, par
récurrence sur v(m) + v(f;). ]

4.2.4 Demi-Treillis des Candidats d’Ordre Quelconque

La structure de demi-treillis définie ci-dessus peut se généraliser aux candidats de réductibilité
d’ordre quelconque. On commence par définir I'ordre.

Définition 4.16 (Ordre sur les Candidats) Pour tout ordre K avec Ar(K,Set), on définit la
relation binaire < sur p(K) par récurrence sur la structure de K :
- VC,C" € p(Set).C < C'"= C C .
VC,C" e p((z: T)K') . C < C' & (Yu € A.C(u) < C'(u)).
VC,C" € p((a: K'K") . C < C' & (Yu € p(K') . C(u) < C'(u)).

On peut également définir la généralisation de l'intersection :

Définition 4.17 Pour tout ordre K avec Ar(K,Set), pour toute famille (Cy)aca d’éléments de
p(K) on définit \,ec s Ca, élément de p(K) par récurrence sur la structure de K :
N V(Ca)aEA € p(Set)A : /\aeAC = ﬂaGA Ca-
V(Co)aca € p((x : TVK)? . Ngen Ca =1 € A Nyey Calu).
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 V(Caaca € pl(a: KVK"A . Nge s Ca =1 € p(K) = Naea Calu).

1l est facile de voir que si (Cy)aca € p(K)* on abien A ey Ca € p(K). La propriété importante
est bien str :

Lemme 4.9 Soit un ordre K et une famille (Cy)qca d’éléments de p(A). Alors :

Vbe A. N\ Cu <G
acA

On peut voir que CR(K) est aussi clos par A :

Lemme 4.10 Soit un ordre K et une famille (Cy)aca d’éléments de p(A). Si tous les C, sont
invariants, alors il va de méme de A\ ,c 5 C;.

Lemme 4.11 Soit un ordre K et (Cy)aca une famille d’éléments de CR(K)*. Alors on a aussi
/\aeACa € CR(K)

Corollaire 4.5 Pour tout ordre K, (CR(K), <) est un inf-demi-treillis. En particulier, on définit
pour tout K, comme Min(K) le plus petit élément de CR(K) au sens de <.

Cette derniére propriété est importante, puisqu’elle nous permettra, dans le paragraphe suivant, de
définir le plus petit point fixe de tout opérateur croissant sur CR(K).

4.2.5 Candidats de Réductibilité Canoniques

Dans le précédent paragraphe, on a construit un candidat de réductibilité minimal pour chaque
ordre K. On peut de méme construire le candidat maximal.

Définition 4.18 On appelle Can(Set) l'ensemble des termes purs fortement normalisables.

Il est facile de voir que Can(Set) est un candidat de réductibilité d’ordre Set (voir par exemple le
chapitre précédent). A partir de 1a on peut construire un candidat de réductibilité canonique pour
tout ordre K.

Définition 4.19 (Candidat canonique) Soit K une arité de sorte Set. On définit Can(K) par
récurrence sur la structure de K :
Can(Set) est défini ci-dessus.
~ Can((z : T)K'") est lapplication constante associant Can(K') a tout terme pur.
Can((e: K')K") est Uapplication constante associant Can(K") a tout élément de p(K').

Lemme 4.12 Pour tout ordre K, Can(K) est un candidat de réductibilité d’ordre K. De plus, pour
tout élément C de CR(K), on a C < Can(K).

4.2.6 Deéfinitions inductives de Candidats de Réductibilité

Dans cette partie, on définit les outils nécessaires a la construction de I'interprétation des types
inductifs. Essentiellement, on construit une petite théorie de définitions inductives en Théorie des
Ensembles, adaptée a ce dont on aura besoin par la suite. Il est toutefois apparu plus simple de
parler effectivement des familles p(K) et CR(K) plutdt que d’abstraire leurs propriétés utilisées ici.
Ce paragraphe utilise quelques propriétés élémentaires sur les ordinaux (voir par exemple [85, 90]).

Tout comme A généralisait I'intersection a tous les p(K), on peut définir la généralisation de la
réunion \/.
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Définition 4.20 Pour tout ordre K avec Ar(K,Set), pour toute famille (Cy)aca d’éléments de
p(K) on définit \/ ,c o Ca, élément de p(K) par récurrence sur la structure de K :
N V(Ca)aEA € p(Set)A. V(JEA Ca = U(IEA Ca.
Y(Co)aca € p((x : TVK)* Vyen Ca =u € A= Ve y Calu).
- W(Cdach € pller: KVE")A Ny Ca = u € plK') 3 Ve Calu)

Lemme 4.13 Soit un ordre K et deuz familles (Cy)aca et (Dg)aca d’éléments de p(K). Si pour
tout a élément de A on a Cy ~ Dy, alors on a aussi \/ ;e 4 Co = Voca Do En particulier si tous les
Ca sont invariants, il en va de méme de \/,c 4 Cq.

PrREUVE Par récurrence sur la structure de K. [ |

Il est également facile de voir que Cy < \/,c4 Cy. En revanche, CR(K) n’est pas clos pour V,
car la réunion de deux candidats de réductibilité n’est pas forcément un candidat de réductibilité.
Par contre, Si {C,}qsca est une partie de CR(K) totalement ordonnée pour <, alors \/,c 4 C, est un
candidat de réductibilité :

Lemme 4.14 Soit (C,)eca une famille totalement ordonnée d’éléments de CR(K). Alors

\/ Ca € CR(K).

acA

PREUVE Par récurrence sur la structure de K. Si K = Set, |J,c4 C4 vérifie évidemment les condi-
tions CR 1 et CR 2. Il nous reste a montrer CR. 3 : soit ¢ neutre, tel quesit B ', alors ' appartient
& Uyea Ca- Cela revient a dire que pour tout ¢, il existe un a € A, tel que ¢ € C, 3. Les t' étant
en nombre fini, on peut choisir le plus grand de ces C,, qui contiendra donc tous les t'. Ce C, étant
un candidat, on a ¢t € Cy, et donc ¢t € U,cy Co-

Si K = (a:T)K', alors \/,c4 Cq est 'application qui & tout terme pur u associe \/,c 4 Cq(u).
On a vu qu’elle était invariante. On vérifie ensuite que (Cy(u))aca est totalement ordonné. Soient a
et b deux éléments de A, on a C, < Cy ou Cp < Oy, ce qui implique respectivement Cy(u) < Cy(u)
et Cp(u) < Cqy(u). Alors, par hypothése de récurrence, on sait aussi que \,c 4 Co(u) € CR(K'). Par
ailleurs, si u =g,, u', pour tout a € A, on a bien Cy(u) = C,(u'), et donc /¢ 4 Cal(u) = V,yea Calu').
On en conclus V,c4 Co € CR(K).

Le cas K = (ay : K1) Ky est similaire au précédent. ]

Lemme 4.15 Soit (Co)aca une famille d’éléments de p(K) et C € p(K). Si pour tout a € A,
Coa =< C, alors \/ ;c 4 Cy < C.
PREUVE Par récurrence immeédiate sur la structure de K. [

On considére maintenant une fonction F de p(K) vers p(K), croissante pour 'ordre < :
VC,C' € p(K).C<C'= F(C) < F(C).

Par ailleurs on désigne par ((K) le plus petit élément de p(K), ¢’est-a-dire 'application qui associe (}
a tout élément de dom(K). Pour ne pas avoir a traiter le cas dégénéré, on suppose F(0(K)) # 0(K).

Comme p(K) est clos pour A et que (p(Set), <) est un inf-demi-treillis, il est bien connu que F
admet un plus petit point fixe [fp(F’). 1l suffit de prendre :

ifp(F) = \{C € p(K), F(C) < C}.

3Remarquons que 'on n’utilise pas I’axiome du choix : pour chaque #', il suffit, par exemple, de choisir le plus
petit C, contenant #'.
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On cherche maintenant & montrer comment la construction inductive de Ifp(F') permet de définir
un pré-ordre bien-fondé sur Ifp(F). On commence par définir l'itérée transfinie de F :

Définition 4.21 Soit C € p(K) et a un ordinal. On définit 'itérée d’ordre a de F sur C, notée
F%(C) par Uinduction transfinie suivante sur a :
- FY'C)=cC
pour tout ordinal b, F**'(C) = F(F®(C))
— pour tout ensemble A d’ordinauz, plim(2A) (C) = Vpeu Fb(0).

Lemme 4.16 Soit K un sous-ensemble de p(K) vérifiant la condition du lemme 4.1} : $i (Cq)aca
est une famille totalement ordonnée d’éléments de K, alors \/,c4 Co € K. Si de plus F' vérifie les
conditions suivantes :
- F(l(K)) ek
VC e K.F(C) e K
alors Ifp(F) € K. On a vu que c’est le cas si K = CR(K), ou si K est l’ensemble des éléments
invariants de p(K).

PREUVE On a vu que Ifp(F) = F%(B(K)). La preuve est alors immédiate par induction transfinie
sur a. ]

Lemme 4.17 Soit a un ordinal; on a F*(0(K)) < Iifp(F).

PREUVE Par induction transfinie sur a. Le cas 0 est immeédiat, car FO(0(K)) = 0(K) < Ifp(F). Par
ailleurs, si F*(((K)) < ifp(F), alors

FHO(K)) = F(FU(0(K))) < F(lfp(F)) = Ifp(F).
Enfin le cas de 'ordinal limite est une conséquence immédiate du lemme 4.15 et de I’hypotheése de

récurrence. u

Comme pour tout ordinal a, on a F*(((K)) < Ifp(F), pour des raisons de cardinalité évidentes,
F*(B(K)) reste constant a partir d'un certain ordinal ag. On a donc Ifp(F) = F*(((K)). Une
conséquence est :

Corollaire 4.6 Si F()(K)) € CR(K), et si F(CR(K)) C CR(K), alors Ifp(F) € CR(K).

PrREUVE Immédiate, en utilisant le lemme précédent et le lemme 4.15. ]

De plus, a tout élément de Ifp(F'), on peut associer 'ordinal correspondant au plus petit nombre
d’itérations nécessaires pour 'atteindre :

Définition 4.22 Soitv € dom(K) et u € Ifp(F)(v). On définit deg(u,v) comme le plus petit ordinal
tel que u € FI&W0) (((K))(v).

Lemme 4.18 Quels que soient u et v, deg(u,v) est toujours un ordinal successeur.

PREUVE 1l est évident que deg(u,v) # 0, puisque FO(((K))(v) = 0. Supposons que deg(u,v) soit
un ordinal limite; on aurait

we( \/ FOEK)w)= | FOK)©)
acdeg(u,v) acdeg(u,v)

c’est-a-dire que u € F*(((K))(v) pour un certain a < deg(u,v), ce qui est impossible, puisque
deg(u, v) est le plus petit ordinal vérifiant cette condition. [ |
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Définition 4.23 A tout v € dom(K) et tout u € Ifp(F)(v) on associe pred(u,v) C Ifp(F) défini
comme Fes(w:0)=1(((K)).

Définition 4.24 Soient C et C' deuz éléments de p(K). On dit que C <p C' si C = F*(}(K)) et
C' = F*(0(K)) avec a < b.

L’ordre partiel <p est évidemment bien fondé. De plus, si u € F*(§(K))(v), alors pred(u,v) <pg
F(0(K)).

4.3 Prédicats bien construits

A priori, on cherche a définir I'interprétation des prédicats bien formés. Pour des raisons pra-
tiques, il est plus facile de définir I'interprétation sur une classe plus large de prédicats, que nous
appellerons les prédicats bien-construits. Cette notion correspond en fait & une notion faible de
typage, ol 'on ne tient pas compte du type des termes preuves. Cette notion est suffisante pour
déterminer & quel ensemble p(K) appartiendra l'interprétation d’un prédicat donné.

Définition 4.25 (Ordre-interprétations) On appelle ordre-interprétation une application J qui
associe un élément de {p(K)} a toute variable de prédicat . On notera J;o < p(K) lordre-
interprétation valant p(K) en « et identique a J en tous les autres points. Par abus de langage on
s’autorisera aussi a la noter J;a +— K.

Définition 4.26 (Bonne-construction) Soit un ordre K, un prédicat T et une ordre-interpréta-
tion J. On dit que T est correctement construit d’ordre K sous J, si et seulement si :
T=actpK)=J(a).
-T=(a:T))Ts avec K =pgn, Set, et T1 Ty tous deux bien construits d’ordre Set sous [J .
T=(a:Ky)T1 avec K =gy, Set et T bien construit d’ordre Set sous J;a <+ Kj.
- T = (Th Ty) s’il existe deuz ordres Ky et Ky avec Ty bien construit d’ordre Ky sous J, Ty bien
construit d’ordre (v : K9)Kq sous J et p(K) = p(K1[a\ T3]) (c.a.d. en fait p(K) = p(K7)).
- T = (T t) sl existe Ty et K' tel que T) soit bien construit d’ordre (a : Ty) Ky sous J et
p(K) = p(K1[z \ t]) (c.a.d. en fait Ty bien construit d’ordre (a : T1)K ).
T = [a: Th|Ts sl existe Ky tel que Ty soit bien construit d’ordre Ko sous J et p(K) = p((a :
T])KQ).
T = [ : Kq]Ty s’il existe Ko tel que Ty soit bien construit d’ordre Ky sous J;a < K et
p(K) = pla: K1)Ks.
T = [a: Th]Ts s'il existe Ko avec Ty bien construit d’ordre Ko sous J et p(K) = p((a : T1)Ks).
T =Ind(X : A){Q(Xi} avec :
— A est de la forme (Z: A)Set
p(A) = p(K)
— tous les C;(X) sont des types de constructeurs
Tous les C;(X) sont bien construits d’ordre Set sous J; X < A.
- T =Elm(I,Q,a, t){?]} avec :
- I=Ind(X: A){C7(X)} et I est bien construit sous J (forcément d’ordre A)
(Q dt) est un ordre et K =g, (Q @ t).
— pour tout i, T; est bien construit d’ordre A{C;(I),Q, Constr(i,I)}.

Il faut noter que la propriété d’étre bien construit d’ordre K ne dépend que de p(K).



XL Lo LV AL EJALE ALAJ AL ARL ARSLN LS AT £ AUVLEJAST AL AL NI

Remarque Un prédicat T est bien construit d’ordre K sous une ordre-interprétation J si et
seulement si ||T|| est bien-construit d’ordre K sous J.

La propriété de bonne construction nous permettra de définir les interprétations des types et
des prédicats en fonction de leur ordre. Avant cela, nous pouvons d’ores et déja nous assurer que les
ordres bien typés sont bien construits :

Définition 4.27 (Ordre-interprétation compatible avec un contexte) Une ordre interpréta-
tion J dite est compatible avec un contexte T si pour tout couple (o, K) dans T, J(a) = K.

Lemme 4.19 S’il existe une dérivation d’un jugement de typage I' = T : K, alors T est bien
construit d’ordre K sous toute ordre-interprétation compatible avec T'.

4.4 Interprétation des prédicats

Comme expliqué dans le chapitre 3, U'interprétation d’un prédicat est définie modulo la donnée
de l'interprétation de chacune de ses variables libres; aussi bien les variables de preuves que les
variables de prédicats. D’ou la définition suivante.

Définition 4.28 (Interprétations) On appelle interprétation une application T associant un terme
pur a toute variable de preuve, et un élément de Uy p(K) a toute variable de prédicat. Si de plus pour
tout a, Z(«) est invariant (respectivement candidat d’ordre K ), on dira que T est une interprétation
invariante (respectivement une interprétation candidat ).

Remarque 1l est facile de voir que les p(K) sont deux-a-deux soit égaux, soit disjoints. Aussi toute
interprétation définit de maniére univoque une ordre-interprétation J tel que pour tout « on ait :
Z(a) € J(a). A partir de 1a, si un prédicat est bien construit d'un ordre K sous J, on dira aussi
qu’il est bien construit d’ordre K sous Z.

Définition 4.29 (Interprétation des preuves) Toute interprétation définit une transformation
sur les termes purs, par substitution de ses variables libres. On désignera par |u|z le terme pur u
dont toute variable libre x a été substituée par I(z). Par la suite, on s’autorise a écrire |t|z pour
|t|z pour tout terme de preuve t.

Définition 4.30 (Interprétation des prédicats) Soient T, K et une interprétation T tels que
T soit bien construit d’ordre K sous J. On définit alors par récurrence sur T ['élément |T|z de

p(K) :

|z = I(a)

|(z:Th)Tolz = {ueAVu €|Ti|z.(u ur) € |To| T2 }
[(: K0)Thlz = Neeerry) I T1|zaec

(11 )|z = |T|z(Itlz)

[(Th T3)|z = |T|z(|T3]7)

[z :TW|Talz = uwéeA—|Thlzacn

|

o KI]TI‘I = Ce¢ CR(Kl) = |T1|I;oz<—C
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Ce qui précéde est classique, et correspond a ce que l'on pourrait définir pour le Calcul des
Constructions pur. Il nous reste & définir les interprétations des prédicats inductifs :

Ind(X : A){C(X;}
et des prédicats définis par élimination forte :
Elim(I,Q, Z,t){F}.

Par ailleurs, on peut déja remarquer, par simple récurrence structurelle, que pour la définition
partielle ci-dessus, si T' est bien construit d’ordre K sous Z, alors |T|1 est effectivement élément de
p(K).
Définition 4.30 (suite) Soit

I=Ind(X : A{C;(X)}
avec

A = (i : Ay)Set,
et pour tout 1,
=] j ]
Ci(X) = (77 : T (X))(X &)

Soit aussi une interprétation I, telle que I soit bien construit d’ordre A sous I. On définit |I|1
comme le plus petit élément de p(K) tel que min(K) < |I|z et vérifiant la condition suivante : Pour
tout A € dom(A), tout terme pur u élément de |I|7(A), pour tout C € CR((yi, : Ax)or — Set), étant
donnée une séquence de termes f_; avec pour tout i :

T; X «|I|1;Q<«C;c<—Co(7)

on a .

\

I;Vi~gi<—fi} u) € C(A)(u)

(match a{|A[Ci(X), gi, [gi : Axlle: (T Gi)](a ©)]

c’est-a-dire aussi, de maniére équivalente :

(match a.{[C;(X), f5,al} t) € CLA) (D).

La définition ci-dessus est la formulation récursive d’'une définition inductive sur le modéle
considéré en 4.2.6. La définition équivalente en terme de point-fixe est la suivante :

\I|z est le plus petit point fize de application F de p(A) vers p(A) définie par : pour tout
S € p(A), pour tout A € dom(A), on définit F(S)(A) € p(Set) comme la réunion de min(Set) avec
l’ensemble des termes purs u, tels que pour toute séquence de termes purs f;, avec pour tout 1

T; X +S;Q+<+C;c+Co(i)

on ait :

(match a{[ACHX).gi, G : Arlle s (T Gil(@ )z s} ) € C(A) ().
On appelle <(r 1y Uordre bien-fondé sur p(A) induit par la définition inductive de |I|z.

Il faut tout de suite vérifier que 'application F' est effectivement monotone en S pour l'ordre
< ; pour cela, on prouve :

S < S = |A{C,(X),Q,C}

TiX §15QCieColi) C |A{Ci(X), Q, €} 7, x $:Q4Ciee—Coli)-

La preuve est bien siir par récurrence sur la structure du type de constructeur C;(X) :
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- Si CZ(X) - (X {,) alors A{CZ(X)a Qa C} = (Q t_’ C) et donc |A{Cl (X)7 Q7 C}|I;X(—S;Q(—C;C(—C0(’i)
ne dépend pas de S.

— Lecas Cj(X) = (z : T)D(X) est une simple conséquence de I'hypothése de récurrence, puisque
|T'|z ne dépend pas de S et

S <8 = |A{D(X),Q, ¢}tz xs:gciecco(i) C [A{D(X), Q, ¢} 1,x 5,0 CieeColi)-
Si Ci(X) = ((&: 1)(X #)) — D(X), alors
A{CI(X),Q.c} = (p: (#: DX ) ((#: DQ T (p &) - A{D(X), @}
Grace a I’hypothése de récurrence, on sait que :

S <8 = |A{D(X),Q,c} ;X S;Q«CscCo(i) -

Z; X+ S";Q«C;c«+Co(i) C ‘A{D(X)a Qa C}

Par ailleurs on peut vérifier par récurrence sur ¢, que

S <8 = (& 8)(X )|z.xe5.0Creecofiy C |(F 8 (X #)|1,xe 5700 CreColi)-

Le résultat suit alors par simple utilisation de la définition de |(z : A)B|z.
On voit aussi que cette clause de la définition ne respecte pas la récurrence structurelle, puisque
A{C;i(X),Q, c} n’est pas un sous-terme de Ind(X : A){C;(X)}. On peut toutefois corriger cela en
définissant |Ind(X : A){Ci(X)}|z par récurrence sur les différents C;(X), en remplacant toutes les
occurrences d'un |(z : A)B| s par sa définition en fonction de |A| 7 et |B| 7,5+ ¢. Comme il me semble
que cela nuirait plutot a la clarté, je préfére faire grace de la définition rigoureuse au lecteur.

Exemple (Entiers naturels) Lorsque I = Nat = ind(X : Set){X; X — X}, on retrouve la
définition du chapitre 3. L’ensemble de termes |Nat|z est alors défini par 'ensemble des termes u
tel que pour tout candidat C d’ordre Nat — Set, pour tous fy et fg tels que

fo € Q)
fs € ‘(p : X)(Q p) - (Q (C p))‘I;Xe\Nat\I;QeC;ceCO(Q)

T;Q+C;c+Co(1)

c’est-a-dire en fait :

fo € |(QO)lr,gec
fs € |(p:Nat)(Q p) = (Q (S p)|z.gec

on ait :

(match a.{fo; \pAz.(fs p (Ay.(a y) 7))} u) € (C u).
Il est facile de vérifier qu'un terme u est élément de |Nat|7 si et seulement si :
1. u est fortement normalisable.

2. T'une des conditions suivantes est vérifiée :
— u se réduit vers O = Constr(1, Nat)
— wu se réduit vers (S v) avec v € |Nat|z
u ne se réduit pas vers une des formes ci-dessus.
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Autrement dit, |[Nat|7 est 'ensemble des termes fortement normalisables, tels que s'’ils se réduisent
vers (S v), alors v est élément de |Nat|z.

La preuve n’est pas tres difficile. Nous ne la donnons pas, car elle serait redondante avec les
résultats & venir. Remarquons aussi que |Nat|z ne dépend pas de Z.

Remarque Si (Ind(X : A){C(Xi} @) est bien construit d’ordre Set sous Z, alors on a toujours :

|(Ind(X : A){C(X i} )z =|Ind(X : A){C(X i}\z (4] 7).

Nous pouvons maintenant définir |[Elim(7, @, , t){ﬁ}h dans le cas ou les constructeurs de I
sont tous petits. Rappelons que l'idée est de prévoir, dans l'interprétation, toutes les i-réductions
qui pourront étre effectuées. Dans [150], on définissait I'interprétation par récurrence sur la forme
normale de |t|z. Ici, comme le type inductif I peut étre plus complexe que les entiers naturels, nous
raisonnerons par récurrence sur la preuve que |t|z € [(I @)|z. Formellement il s’agit d’une récurrence

sur (|11,_\'I, t|7) bien-fondée vis-a-vis de l'ordre <(; 7).
Définition 4.30 (suite et fin) On considére I = Ind(X : A){C,(X)} bien construit d’ordre

A = (yi, : Ay)Set

sous L. On définit

[Elim(1, Q. @, ){Fi}z = G(|1|7)(ulz, |t]7)
ot

G(H) € p((§ir : Ar)(c: (T §))(Q Gk ©))
est défini pour tout H € dom(<(I’I)) 4 par les clauses ci-dessous.

On se donne A = Ay, € dom(A); c’est-a-dire tel que pour tout k, Ay € p(Ag) si yp est une
variable de prédicat et Ay € A si yp est une variable de preuve. On se donne aussi v € A. Il nous
faut donc définir G(H)(A)(v) € p(Set). On procéde par cas :

1. Siv n’admet pas de forme normale, ou si la forme normale de v n’est pas de la forme (Co(i) m),
alors

G(H)(A)(v) = Can(set)
dans tous les autres cas, on appellera w = (Co(i) m) la forme normale de v °

2. Siw ¢ H(A), alors on prend de méme
G(H)(A)(u) = Can(set)

c’est en particulier le cas si w ¢ |I|7(A).

3. Enfin si w € H(A), alors

G(H)(A)(u)

|A[Ci(T), Fi, g] |I;g<—G(pred(A,w)) ()

ot g est une variable “fraiche”.

{Cest-a-dire que H € p(A), et il existe H' € p(A) tel que H <(1,7) H'. Ou, de maniére équivalente, il existe un
ordinal a tel que H = F%(B(A)).

SRemarquons que c’est ici que nous utilisons la propriété de confluence sur les termes purs, ou, si 'on veut, 'unicité
de la forme normale dans A.
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C’est la derniére clause 3 qui est bien siir le cas crucial. En fait on effectue “a4 la main” la -
réduction de téte. L utilisation de la variable auziliaire g sert simplement o simuler appel récursif
du Elim. Si I'on regarde la structure de (A[C;(I), F;, g] m), on voit que g ne se verra appliqué qu’a des
éléments de m (auxquels on aura éventuellement appliqué des arguments). Cette définition récursive
est bien-fondée par rapport au pré-ordre <(; r).

Comme cela a déja été le cas précédemment, la derniére clause, telle qu’elle est formulée ici ne
respecte pas les conditions de récurrence structurelle, puisque

n’est pas structurellement plus petit que
Elim(Z, Q. @,t){F.).

Toutefois, en reprenant la définition de A[C, f, g], il est facile de la reformuler de maniére correcte.
Toute cette partie étant, & mon sens, suffisamment ardue, pour que 'on s’autorise une formulation
un peu plus intuitive et, au premier abord, un peu moins rigoureuse.

Remarque Si pour tout i, |F;|z = |G|z, alors

Elim(, Q. i, ){F}|7 = |Elim(I, Q, @, t){G}} |-

Remarque Si |t|z =gy, |t'|7 alors

Elim(1,Q,@,1){F}|z = |Elim(I,Q, @, ¢){F}|z.

Remarque Sit; =g,, 2, alors |E|im(I,Q,1_1,',t1){ﬁ;}|I = |Elim(I, Q, i, fg){?,}h

Lemme 4.20 Soit T bien construit d’ordre K sous une interprétation T, a une variable de preuve
et t un terme de preuve. On a :

Tla\ iz = Tzt

Lemme 4.21 Soit T bien construit d’ordre K sous une interprétation I, a une variable de preuve
et Th un prédicat, tels que Ty est bien construit sous T du méme ordre que Z(«). On a :

Tla\ Thllz = |T|z,0e 112
PrREUVE Par récurrence sur la structure de T'. [ |

Les propriétés suivantes nous seront utiles par la suite pour traiter I’élimination forte :

T avec
I=Ind(X: A){Q(Xi}

On appelle G la fonction utilisée dans la définition 4.30 pour linterprétation de l’élimination forte;
c’est-a-dire que l'on a :

Elim(1, Q. i, ){F} Yz = G(|T|z)(Jil], t|z).
Si |t|z € |(I i)|z, alors pour tout H € p(A) avec |t|7 € H(‘“|I)7 on a:
Elim(1,Q, @, t){F}z = G(H)(dlz,|t|z)

et donc ausst

G({z)(|dlz, [t)7) = G(H)(|d|z, [t]z)-



AT ~siLLi AL A L ALELSJ XK. M4 AL RERAALJRNITALAUVELLIVAALd AT AL L VRJAUALVAL ARAENIL AL ARJL Y &L RJAULEL &J

La preuve est immeédiate.
Lemme 4.23 Soient Elim(1,Q, , t){?z}, T et G tels que ci-dessus. A curryfication prés, on a :
Fun_Elim(7,Q. F)lz = G(|T]x).

PrREUVE C’est une conséquence immédiate de la définition de l'interprétation de I’abstraction et
de 'application. m

4.5 Interprétations invariantes

Une premiére propriété est que l'interprétation des prédicats ne dépend que des classes d’équi-
valence des Z(a) modulo =g,,.

Lemme 4.24 Soit (C;)icr une famille d’éléments de p(K), pour un certain ordre K et un ensemble
quelcongue I. Si pour tout i dans I, C; est invariant, alors \;c; C; est aussi invariant.

La relation d’équivalence partielle ~ et la notion d’invariance s’étendent naturellement aux
interprétations :

Définition 4.31 (Interprétations équivalentes) Soient Z et I' deusx interprétations engendrant
la méme ordre-interprétation J. On dit que T et T' sont équivalentes si pour tout a, T(a) ~ T'(«)
et pour tout a Z(a) =gy, I'(a). On note T ~T'.

Définition 4.32 (Interprétations invariantes) Une interprétation T est invariante si elle est
équivalente a elle méme : T ~ Z. Ou, de maniére équivalente, si pour tout o, Z(a) € p(K) est
invariant dans p(K). En particulier toute interprétation candidat est invariante.

Lemme 4.25 Soit K un ordre, T un prédicat bien construit d’ordre K sous deux interprétations
équivalentes T et T'. Alors |T|r ~k |T|z. En particulier |T|z est invariant dans p(K).

PREUVE La preuve se fait par récurrence structurelle sur 7.

Le cas T' = « est immédiat.

~ SiT = (a:T)T, on a |Ti|z = |Th|p et pour tout terme pur u, | 15|70 = |T2|77;04-0 ; donc
on a bien |T|z = |T|p.
SiT = (a: K1)Ty, on sait que K = Set et |T'|z = |T|z. Par ailleurs pour tout C invariant
d’ordre Ky, Z; @ - C et Z'; & < C sont deux interprétations équivalentes et donc |T1|7,0¢c =
|T1|7.04-c- Le résultat suit.

- Si T = (T t) on vérifie d’abord aisément [t|7 =g,, [t|z. Le résultat est alors immédiat,
puisqu’on a |Ty|z ~ |T"|z.

— Le cas T' = (T Ty) est similaire au précédent.
SiT = [a : T1]Ty, quels que soit les termes purs u et u', siu =g, v, alors T;a <~ u ~T';a + o/,
et donc alors |T|7.a¢u = |T2| 7060 -
Le cas T' = [a : K1]T} est similaire au précédent.
Si T = Ind(X : A){C,;(Xi}, avec A = (7 : /Tj)Set, on commence par remarquer qu’en
reprenant les raisonnements ci-dessus, on vérifie que pour tout ¢ et pour tout candidat de

-

réductibilité C € CR((Z; : Aj)a — Set) on a :
IA{Ci(X), Q, c}T,x |T|7;0CseCo(i) = |A{Ci(X), Q, c}

Comme par ailleurs, si A et A’, éléments de dom(A) sont équivalents on a aussi C(A)(u) =
C(A")(u) pour tout terme pur u, on voit bien que |T|z(A) = |T|z(A’), et donc |T|z ~ |T|z.

;X |T|;QC;c+=Co(i) -
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- Si T = Elim(I,Q, , t){?l}, la définition de |T'|z fait intervenir une application G dépendant
de Z. Ici on distinguera entre :

Tz = G([II)(|t]z, |dlz) et |T|z-G'(|T|z)(|tlz. |ilz).
L’hypothése de récurrence nous assure entre autres que
Gz ~gomn) 2 et |z ~a 1]z

et on a aussi |t|7 =g, |tz
Les applications G et G’ étant définies comme plus petit point fixe, on a G = F% et G' = F'®
pour certaines fonctionnelles F' et F' et un certain ordinal a. On montre aisément que F'% ~ F%
par induction transfinie sur a. Il suffit de reprendre la structure de la démonstration du
lemme 4.16.

|

4.6 Interprétations Candidats

Lemme 4.26 Soit T un prédicat de la forme (Z; : T;)T', tel que T soit bien construit d’ordre Set
sous une interprétation I. Un terme pur u est élément de |T|1 si et seulement si pour toute séquence
Ai € |(#i : T)|z on a (u B) € [T\, a;, 0t B est la sous-séquence de A; ne contenant que les
termes purs.

PREUVE Immeédiate par récurrence sur la longueur de Z; et T;. [ ]

Lemme 4.27 Soit T une interprétation candidat et T un prédicat bien construit d’ordre K sous T.
Alors |T|z est élément de CR(K).

PREUVE Comme on a déja vu que |T'|7 était invariant, il ne reste qu’a vérifier que :
Si K = Set alors |T'|z vérifie les conditions CR 1, CR 2 et CR 3.
- Si K = (a: K1)K alors pour tout C € CR(K1), |T|z(C) € CR(K?)
Si K = (a: T)K; alors pour tout terme pur u, |T|z7(u) € CR(K1).
On procede une nouvelle fois par récurrence structurelle sur T (ou, si I'on veut, par récurrence sur
la preuve que T' est bien construit) :
— Si T = a, c’est immédiat puisque Z est une interprétation candidat.
Si T = (z: Th)Ts, on sait que K = Set, et que T} est Ty sont aussi bien construits d’ordre
Set. Donc |Ti|z est un candidat d’ordre Set, de méme que |T5|7,54, pour tout terme u. Alors
|T'|z est bien élément de CR(Set), d’aprés le lemme 4.6.
SiT = (a: Ki)T1, on sait que T} est bien construit d’ordre Set sous J;a + S pour tout
S dans p(K;). Donc si S € CR(K;), alors Ti|z,0«s € CR(Set). Alors, d’aprés le lemme 4.5,
|T |7 = ﬂCeCR(Kl) 'T'1| 7,0« s est bien un candidat d’ordre Set.
- Si T = [a: Th]Ty, alors K est de la forme (a : T1)Kg et Ty est bien construit d’ordre
K5 sous Z;a < u pour tout terme pur u. L’hypothése de récurrence nous assure alors que
T\ 7,04 € CR(K32), ce qui est équivalent au résultat recherché.
Le cas T = [a : K1]T» est similaire.
On traite le cas T = Ind(X : A){Q(Xi} en utilisant le lemme 4.16. Soit F' I’application
de p(A) vers p(A) dont |T'|7 est le point fixe. Notons A = (& : ij)Set. On vérifie que
F(B(A)) e CR(A) et F(S) e CR(A) si S € CR(A) :
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— F(0(A)). Prenons le cas ou au moins I'un des arguments de 1'un des constructeurs est

récursif ; appellons ig son indice. Soient aussi C un candidat de réductibilité du bon ordre
et A € dom_C(A). On vérifie alors aisément que |A{C;(X),Q,c}|7,xp(A);0CiecColi)
contient tous les termes purs, y compris ceux qui ne sont pas normalisables. Aussi, si I’'on
choisi f;, non normalisable, n’existe-t-il pas de terme pur u tel que

\
7

(match a{[C(X), fi. [ : Ajlle: (I ))(a )]} u) € C(A)(w)

puisque C(A)(u) est un candidat de réductibilité et le terme de gauche n’est pas fortement
normalisable. On a donc F(((A4)) = min(A4) € CR(A).

Si aucun constructeur n’est récursif, on voit aisément que F' est en fait une fonction
constante. On peut alors, par exemple, reprendre la preuve du cas suivant.

Soit S € CR(A). On prouve F(S) € CR(A) en vérifiant que pour tout A € dom_C(A),
F(S)(.A) vérifie bien les trois conditions CR 1, CR 2 et CR 3.

— |I|z(A) C SN. 1l suffit de veérifier que pour tout i,

IA{Ci(X), Q, c}|1,x 5;QCseecli)

est non vide. C’est immeédiat puisqu’en utilisant 'hypothése de récurrence on voit aisé-
ment que c’est un candidat de réductibilité.

— Le fait que |I|z(.A) est clos par réduction se vérifie aisément : soit u € |I|7(A) et u' avec
u B . alors soit u € min(A), et alors u' € min(A)(A) et donc aussi v’ € |I|7(A), soit
pour tout candidat C, toute séquence f; avec

fi € |A{Ci(X), Q, c}Hz.x |117:QeCsee—Coli)

on a

(match a{[Ci(X), fi, [Z; - /Tj][(: (I Z5)](ac)]} u) € C(A)(u)

mais alors comme C(A)(u) est un candidat de réductibilité, et est égal a C(A)(u'), on a
bien :

(match a.{[Ci(X), fi, [ : Ajlle: (I &)l(a )]} ') € C(A) ().

Il nous faut encore vérifier que F(S)(A) vérifie CR 3. Soit u un terme pur neutre, tel que
si u B ' alors u € F(S)(A). Soient alors un candidat de réductibilité C et une séquence
de termes f; avec

fi € |A{Ci(X), Q, ¢} | 1,0 5:0Ce~Coli)
pour vérifier u € F(S)(A), il suffit que

(match a.{[Ci(X), fi, [} : Ajlle: (I ))(a )]} u) € C(A)(u)

et comme le terme est neutre et que C(.A)(u) est un candidat, il suffit alors de montrer que
tous les réduits du terme sont dans C(A)(u). On proceéde alors par la méthode habituelle,
par récurrence sur le nombre maximal de réductions possibles sur les f;, en remarquant
d’une part que w étant neutre le terme n’est pas un radical, et d’autre part, que les
A{Ci(X),Q, c}| 1,0 5,0 Cec—Coiy Sont des candidats de réductibilité et donc clos par
réduction.
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— Si T = Elim(I,Q, @,t){F.}, alors

Tz = G(|z)(Jilz, |t|z)

ou G est une application définie par récursion bien fondée sur son premier élément. On prouve
alors par récurrence bien-fondée, que pour tout H € dom(F'), pour tout A € dom(A), tout
terme pur u, on a bien G(H)(A,u) € CR(A). Les cas non-récursifs sont immeédiats. Le cas
récursif est une simple application de ’hypothése de récurrence, puisqu’en reprenant les rai-
sonnements faits pour les cas précédents on vérifie aisément que
‘A[Ci(l)’Fiag]|I;g<—G(pT‘€d(B,w))

est un candidat de réductibilité.

|

Définition 4.33 (Interprétations adaptées) Soit I' un contexte bien-formé, et T une interpré-
tation candidat admissible pour I'. On dit que T est adaptée a I, si :

Va € I'Z(a) € T'(a)|z.

Définition 4.34 (Interprétation canonique) Soit I' un contexte bien-formé. On définit l'inter-
prétation C(I'), qu’on appelle interprétation canonique de T' par les clauses suivantes :
- pour toute variable de preuve a, C(I')(a) = a
pour toute variable de prédicat o apparaissant dans T', C(T')(a) = Can(T'(«))
- pour toute variable de prédicat « n’apparaissant pas dans ', C(T')(«) = Can(Set).

On vérifie aisément que C(I') est une interprétation adaptée a T.

Lemme 4.28 (Correction de l'interprétation de I’abstraction) Soit un jugement I' F [a :
Tolt : (a : To)T et T une interprétation candidat adaptée a T'. On a |[a : Tolt|z € |(z : To)T |1 si et
seulement si pour tout terme pur u € |To|z on a [t 7,00 € |T|T,0¢u-

PREUVE La condition nécessaire est une conséquence immédiate de la définition de |(a : To)T|z,
du lemme 4.20 et de la condition CR 2. La preuve de la condition suffisante est une conséquence
du lemme 4.7 (pour tout u € |To|z, |[a: Tolt|z € {u} = |T|7;000)- ]

Lemme 4.29 (Correction de l'interprétation de ’abstraction polymorphe) Soit un juge-
ment I' F [ : Kt : (a: K)T et une interprétation candidat Z adaptée a T. On a : |[a : K|T|1 €
|(a: K)T'|z Si et seulement si pour tout candidat de réductibilité C € CR(K) on a :

|t|I = |t|I;aeC € ‘T|I;aeC-

PrREUVE C’est la simple combinaison des définitions des interprétations du terme preuve et du
prédicat. ]

Définition 4.35 Soient Z; une séquence de variables et @; une séquence de preuves et de prédicats,
de méme longueur, et telles que pour tout i, x; est une variable de preuve (respectivement de prédicat)
si et seulement si U; est une preuve (respectivement un prédicat). Soit aussi une interprétation Z.
On définit alors |(Z; : U;)|z, une partie de dom((Z; : U;)Set) par les clauses suivantes :

([ )z = dom(Set)
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((a::&:T :: Uz si et seulement si T est bien construit d’ordre Set sous I, u € |T|z,
Tiaeu est défini et A€ |(Z:U)|1,aeu-
- (CLA) el(a=Z: K =U)|z siC e CR(K), si |(£:U)|1,acc est défini, et A€ |(Z:U)|T;ac-

Remarque Pour tout jugement dérivable I' + (& ﬁ)M : N, pour toute interprétation Z admissible
pour I, |(Z : U)|z est défini.

La précédente définition permet de donner la caractérisation suivante :

Lemme 4.30 (Dé-curryfication de I'interprétation du produit) Soient (Z: U)T un prédicat
bien construit d’ordre Set sous Z et u un terme pur. On a u € |(Z : U)T|z si et seulement si pour
tout A€ |(Z:U)|z, on a (u A) € |T|z.54, 00 A est la sous-séquence de A ne contenant que les
termes.

PrREUVE C’est bien siir une récurrence immédiate sur la longueur des séquences ¥ et U. [ |

On peut également faire maintenant la remarque suivante sur les types inductifs :

Lemme 4.31 Soient deuz prédicats I et I', respectivement de la forme :

I = Ind(X:A){C,;(X;}
I' = Ind(X:A'){C{(X;}

ot :

A
AI

(75 - Y)Set
('; + Aj)Set

avec p(A) = p(A") et tel que I et I' soient tous deuz bien construits d’ordre A (et donc aussi d’ordre
A') sous une interprétation candidat T. On suppose de plus que pour tout candidat de réductibilité
S d’ordre A, tout candidat de réductibilité C d’ordre (y; : /Tj)(l ) — Set et tout indice i, et tout
terme pur u on ait :

IA{Ci(X),Q, c}T.x58:05¢icu = |A{CH(X), Q, cH 1. x5 8:0Cic—u-

Sous ces conditions, on a :
Iz =|I'lz
— Les ordres partiels <(; 1) et <(p 1) définis dans 4.30 sur p(A) sont identiques.

4.7 Interprétation des constructeurs

Dans cette partie, on cherche essentiellement & s’assurer de la correction de 'interprétation des
types inductifs ; a savoir :
les interprétations de I’élimination faible et des constructeurs font bien partie des interpréta-
tions de leurs types respectifs, modulo les conditions adéquates.
lordre bien-fondé défini sur |I|7 correspond bien a la structure des termes.
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Dans tout ce paragraphe on considére un prédicat

I=Ind(X: A){Q(Xi}
bien construit d’ordre A = (&} : U})Set sous une interprétation candidat Z, un candidat de réduc-
tibilité
Ce CR((’F] : U])(I 17]) — Set)

et une séquence de termes purs f; tels que
Vi.fi € |A{Ci(I),Q, c} 1,0 ecCoi)-

Lemme 4.32 Soit A € dom(A) et un terme pur u € |I|z(A). On a alors

\

(match a{[C;(X), fi, [} : ﬁj][c: (I Z;)](a )]} u) € C(A)(u).

PREUVE C’est la conséquence immédiate de la définition de |I|z. ]

Une premiére conséquence est que l'interprétation de I’élimination faible est correcte :

Corollaire 4.7 (Correction de l’interprétation de I’élimination) Soit un jugement dérivable
[+ Elim(1,Q,i,t){g:} : (Q @ t) on Q est un prédicat. Si les conditions suivantes sont vérifiées :

ltlz € Hz(lilz)

V?‘qy‘z € ‘A{C@(I), Q, Constr(i, I)}|I

on a alors :
[Elim(Z, Q, i, t){gi }z € |(Q i t)|z.

En utilisant le lemme 4.30 et le corollaire 4.4, on prouve alors aisément :

Corollaire 4.8 Soit Z;, la sous-séquence de Z; ne contenant que des variables de preuves. Le terme

AZj, Ae.(match a.{[Ci(X), fi, Aij, Ae(a )]} )

est élément de

—

(Q: (& : U))(I Zj) - Set)(Z; : Uj)(c: (I £))(Q T ¢)|z

ou, de maniére équivalente :

AT, Ac.(match a {[C;(X), fi, A\@j, . Ac.(a o]} e) € |(Z; : Uj)(e: (I 75))(Q % ¢)|1,0ec
c’est-a-dire aussi avec les conditions précédentes sur g;, et t :

|Fun_Elim(1,Q, )|z € [(Q : (&5 : U)(I &) — Set) (& : Uj)(c: (I #))(Q 75 )|z

Lemme 4.33 On détaille les types C;(X) ainsi :

—

Soit un terme pur F € |(£; : Uj)(c: (I 7;))(Q Zj ¢)|z,0«c, alors on a :

-

[Ci(I), i, F] € |(§h - ULD)(Q # (Constr(i, ) y}) z;qec-
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PREUVE Par récurrence sur la structure de C;(X). [

Lemme 4.34 (Correction de l’interprétation des constructeurs) Pour touti, Co(i) € |C;(I)|z.

PREUVE Rappellons que C;(X) = (y_;k : ﬁ’k)(X t;) Soit A = A € |(y_;k : U_.ik)‘I;XemI- On
appelle A la sous-séquence de A ne contenant que des termes purs. Il nous faut alors simplement

vérifier que (Co(i) A) € |(I t;‘)|I;Vk.y;'c<—Ak- Pour cela il suffit que

\

(match a.{[Ci(X), fi, [ : Tlle < (T #))(a )1} (Coli) ) € CUE |yt a,)(Coli) A)

c’est-a-dire aussi :
N

(match a{[C:(X), fi. [ : Ujlle s (I %))](a )]} (Co(i) A)) € |(Q # (Constr(i, I) #}))

Z;Q<+C

=

Comme 7 est une interprétation candidat, on sait que les [C;(X), fi, [} : Ujl[c : (I #;)](a ¢)] sont
tous fortement normalisables puisqu’ils sont éléments respectivement des candidats de réductibilité

(i, : Ui (1))(Q 7 (Constr(i, I) y})|z.

Grace au lemme 4.8, la condition 1 se raméne alors a

(A[C7(X),f7, )\'i']k)\c(match (I{[[C, (I), fis )\’F]k)\()((l Cﬂ} (3)] Z) S C(|7:;‘I,V71J%A])(CO(7) ﬁ)
ce qui est une conséquence du corollaire précédent. ]

Exemple (Entiers naturels) Reprenons le cas I = Nat = Ind(X : Set){X; X — X} avec O
Constr(1, Nat) et S = Constr(2, Nat).

Nous avons vérifié que les interprétations des constructeurs et des schémas d’élimination sont
bien correctes vis-a-vis des régles d’introduction correspondantes. Il nous reste & montrer que l'ordre
bien-fondé défini sur chaque interprétation d’un type inductif est bien compatible avec la structure
des termes. En simplifiant : les termes qui apparaissent en position d’arguments (récursifs) d’un
constructeur dans un terme ¢ qui est élément de l'interprétation d'un type inductif, sont inférieurs
a t pour le-dit ordre.

Lemme 4.35 On suppose que les constructeurs de I sont tous petits (les U,i sont tous des prédicats).
Soit A € dom(A) et une séquence my, telle que

(Co(i) miy) € |I|2(A)

alors on a

My € |(Uzk : Ulk(X))‘I;Xepred((Co(i) my)yA)°
PreuvE Etant donné un indice kg, il nous faut vérifier que
ka € ‘U]z0|I;Vk<kn.y2%mk (1)

On distingue deux possibilités : pred((Co(i) mig),.A) est vide ou non.
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— Si pred((Co(7) M), A) n'est pas vide, alors c’est un candidat de réductibilité d’ordre A, et

done |Ug [ 7.k <ko i -m,, €5t un candidat d’ordre Set. Soit D, élément de
s Y

-

CR((’;"] A])(I ’;"]) — SPt)

. . y . . . . i ) N 214
défini comme l'application constante qui associe \Uk0|I;Vk<kn_y2ka a tout élément de

-

dom(('f'] : AJ)(I ’f"]) — Set).
Alors, pour tout indice 7',

I -/
|A{CE(X), @, Constr(i', )}z, x  pred(coli) ) A)QD
est un candidat de réductibilité d’ordre Set; c’est en particulier vrai dans le cas i’ = i. Pour
verifier 1, il nous suffit de trouver les termes purs f;, tel que pour tout 7’ :

fir € |A{CH(X),Q, Constr(z",I)}\I;kared((Co(i) k), A): QD

et que le terme

(A[C(X), fi, F] 1)

se réduise vers my, par réduction de téte.
Pour les indices i’ # i, le plus facile est de choisir comme valeur de f; une variable quelconque
b. Pour f;, il suffit de prendre la projection qui retournera le kg-iéme argument du constructeur.
Par exemple :
- 81 Ci(X)=U =V — X, avec U et V non-récursif, si kg = 1, on prendra f; = Az1.\29.21,
et si kg = 2 alors f; = Az1.A29.29.
-siCi(X) =X - X = X,si kg =1, on prendra f; = Az1.A29.A23.A24.21, et si kg = 2 alors
fv = )\Zl.AZQ.)\Zg.)\Z4.23.
On pourrait donner la définition formelle de f; mais cela ne semble pas nécessaire. Il est a peu
prés évident qu’avec ces définitions (A[C;(X), fi, F'] my) se réduit bien vers my, par réduction
de téte.
Si pred((Co(7) myg), A) = 0, on vérifie tres facilement que le type de constructeur C;(X) n’est
pas récursif. On peut alors reprendre la preuve du cas précédent.
|

4.8 Interprétation et S-réduction

A cause de la présence de la régle de conversion, une propriété essentielle des interprétations est
qu’elles doivent étre invariantes par conversion ; si :

THT:Set THT :Set T =g, T’

alors on veut avoir |T|z = |T"|7.
Dans les trois sous-parties qui suivent, nous examinons successivement les trois réductions £,

L et n, et leur comportement vis-a-vis de 'interprétation des prédicats. Nous verrons que seule la
t-réduction est un peu problématique et exige quelques précautions. Le cas de la S-réduction est en

revanche sans malice.
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Lemme 4.36 (Invariance par g-réduction) Soit T un prédicat bien-construit d’ordre K sous
une interprétation Z. Si T Bg 1", alors T' est bien construit d’ordre K sous I et |T|z = |T"|1.

PrREUVE Par récurrence sur la structure de T'. [ |

Corollaire 4.9 Soient le jugement dérivable T+ Elim(I, Q, i, t){?l} :(Q 4 t) et T une interpréta-
tion adaptée a I'. Alors

Elim(1, Q. @, t){Fi}|z = |(Fun_Elim(I,Q, F}) @ t)\z.

4.9 Interprétation et n-réduction

Le cas de la régle de n-réduction est juste un peu plus délicat que celui de la S-réduction. On
cherche a vérifier que si |71 || et ||T2]| ont un n-réduit commun, alors leurs interprétations sont égales.

Lemme 4.37 (Invariance par n-réduction) Soit T, un prédicat bien-construit d’ordre K sous
une interprétation T. Si T B, T" alors T' est également bien construit d’ordre K sous Z, et |T|7 =
|z

PrREUVE Elle se fait bien siir par récurrence sur la structure de 1", ou si I’on veut, par récurrence sur
la structure de la preuve de T'B,, T". Le cas crucial est bien str T = [z : U|(T" z), avec z ¢ FV(T').
On a alors K = (2 : U)K’ et (T" x) bien construit d’ordre K’ sous Z;2 < u pour u bien choisi.
Alors T est bien construit d’ordre (z : U)K’ sous Z. I est aussi évident que |T'|z = |T"|z. ]

Lemme 4.38 Pour tout prédicat bien-construit d’ordre K sous une interprétation T on a |T|7 =
llaliiF

Lemme 4.39 (Invariance par n-conversion) Soient deux prédicats Ty et Ty bien construit d’ordre
K sous une interprétation I. S'il existe un prédicat Ty tel que |Tv| Bj Ty et [Tz By T3, alors
T1|z = |Tz|z.

PREUVE D’aprés les deux lemmes précédents, on a [Th|z = ||| 11|z et |T2|z = |12z et ||T1]||z =
Tslz = [ T2]]]z- m

4.10 Prédicats invariants sur leur domaine

Comme on 'a indiqué dans le chapitre 3, 'interprétation des prédicats peut étre modifiée par
t-réduction. Elle reste en revanche constante si 'on considére uniquement la valeur de ceux-ci sur
leur domaine “légal”. On définit donc celui-ci précisément de maniére similaire a la réductibilité.

Définition 4.36 (Invariant sur son domaine) Soient un jugement dérivable T' =T : K et une
interprétation T adaptée a I'. On définit par récurrence sur la mesure de la forme ordre-normale de
K la proposition “(T, K,T",T) est invariant sur son domaine” par :

Si K = Set alors pour tout T' tel que T B* T', |T|z = |T"|7.

- Si K = (z : Ty) Ky, alors pour tout jugement I' & ¢ : Ty dérivable, si |t|z|Ti|z alors ((T t), Kq[z\

t],I',Z) est invariant sur son domaine.

Si K = (o : K1)Ks, alors pour tout jugement I' = Ty : K dérivable, on a (T T1), Koo \

T1],I,Z) est invariant sur son domaine si (Ty, K1,T',Z) est invariant sur son domaine.
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On vérifie que la condition d’invariance sur le domaine est suffisante pour traiter le cas de la
régle de conversion dans le cas de jugements de la forme I' - ¢ : T'.

T adaptée a I'. Si (Th,Set,I',T) et (To,Set,I',I) sont invariants sur leurs domaines et Ty =gy, Ts,
alors |T1|1' = |TQ|I.

PREUVE On sait que ||T1] et | 7%|| admettent un réduit commun U :
IT2 B* U et |T5] B* U
d’apres le lemme de retard de 7 et le lemme 2.8 il existe deux prédicats T} et Tj tels que :
T, Bs, T [T} BS U T, B, T4 |73 B U
Alors les hypothéses et les lemmes 4.38 et 4.39 assurent que

Th|z = Tz = |Ulz = |Tylz = |Ta|z.

4.11 Interprétations et :-réduction

Dans cette partie, on vérifie essentiellement que la régle de formation de I'élimination forte
(ELIM-S) est correcte vis-a-vis de l'interprétation. Pour commencer, on montre que la propriété
d’invariance sur son domaine est bien close par 8 puis t-réduction de téte inverse :

Lemme 4.41 Soient les termes T, A, V, U, Uy...Uy. Si

([« AlTU U,...U,) B*V
alors

(T[z\U|Uy...U,) B* V'
avec soit V. =V' soit V B]ﬁ V'

PREUVE La preuve est facile, et similaire & ce qu’on peut faire en A-calcul pur. On raisonne par
récurrence sur la longueur de la chaine de réductions, en vérifiant & chaque fois si le radical de téte
est réduit ou non. [ |

Lemme 4.42 Si (T[z\ A], K,I',T) est invariant sur son domaine, et si '+ ([z : U|T A) : K, alors
(([z:UT A),K,I',I) est invariant sur son domaine.

PREUVE Pour un terme Tp, tel que I' = Ty : K, dire que (Ty, K,T',Z) est invariant, c¢’est équivalent
a dire que pour une certaine classe de U; ... U, qui dépend de K, si

(To Uy ...U,) B* Ty

alors
(To Uy ... Uyl = Tz

Considérons donc une telle séquence Uy ...Uy,. Si ([z : UJT A Uy...U,) B* V, alors d’aprés le
lemme précédent, il existe V' tel que (T'[z\ A] Uy ...U,) B* V', avec V.=V’ ou V Bg V'. Dans les
deux cas, |V|z = |V'|z. Comme par ailleurs (T'[z \ A], K,T",Z) est invariant sur son domaine, on a
(T[z\ A] Uy ...Uy,)|z = |V'|z. Enfin comme ([z : U]T A) Bg T[z\ A}, on a [(T[z\ A] Uy ...Up)|z =
|([z:U]T AU,...Uy)|z. Donc |([z : UIT AU, ...Uyp)lz = |V|z. [}
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Lemme 4.43 Si ((A[C;(1), F;, FuniElim(I,Q,F})] m), K,T',T) est invariant sur son domaine, et
51

I' - Elim(Z, Q, d, (Constr(z, I) {?} K

alors (Elim(I,Q,u, (Constr(i, I) m {?} K,T',T) est aussi invariant sur son domaine.
La preuve est similaire & celle du lemme précédent.

Corollaire 4.10 Soit le jugement dérivable T' - Elim(I, Q, i, f){?,} : K (c’est-a-dire avec K =gy,
(Q 1 t)) et T une interprétation adaptée a T'. Alors (Elim(I,Q,d, t){?‘i},K,F,I) est invariant sur
son domaine si et seulement si ((Fun_Elim(I,Q, F;) @ t), K,T',T) l’est.

11 est utile d’introduire une variante S-réduite de (A[C;(X), f, F| m) :

Définition 4.37 Soit deux termes f et F, une séquence de termes m, et un type de constructeur
C(X) = (& : U;)(X 1) tel que m soit de méme longueur que les séquences @; et U;. On définit alors
le terme Apeg[Ci(X), f, F,m] par récurrence sur la longueur de m par les égalités suivantes :

ATEd[(X f)afaFa H] = f
Avpe[(x: M)D(X), f,F.m =m] = ApdD(X), (f m)

Ared((# : M)(X N)) = D(X), f, Fom ] = Dpa[D(X), (f m [&: MI(F M (m 3))), F, 1]

On remarque tout de suite que (A[C;(X), f, F'] m) se réduit vers A,eq[Ci(X), f, F, ] par f-réduction
de téte inverse. Plus précisément :

Lemme 4.44 Soit le jugement dérivable T' b (A[C(X), f,F] m) : K avec C(X) et m vérifiant
les conditions ci-dessus et T une interprétation adaptée a I'. Alors (A[C(X), f,F] m), K,I",T) est
invariant sur son domaine si et seulement si (Apeq[C(X), f, F,m], K,T',T) l’est.

PREUVE C’est une conséquence immédiate du lemme 4.42. ]
Les deux lemmes suivants correpondent au cas le plus délicat du théoréme 10, & savoir que la

régle de construction d’un prédicat par élimination forte préserve la propriété d’invariance sur le
domaine.

Lemme 4.45 Soit le jugement dérivable T' + Elim(I,Q, 4, t {?} (Q @ t), ou Elim(I,Q,d,t {?}
ainsi que les F; sont des prédicats. Soit aussi T une interprétation a,da,ptee al. On suppose que
It|z € |(I 4)|z et t B* (Constr(i,I) ¥). On a alors :

Elim(1, Q. @, t){F.}|7 = |(A[Cs(I), Fy, Fun_Elim(I,Q, F)] 7)|z.

PREUVE Soit G la fonction utilisée en 4.30 pour la définition de |Elim(Z, Q, i, f){ﬁ}\z Soit (Co(4) )
la forme normale de [t|7. On a

Elim(1,Q.7,0){F}r = G(I|z)(|dlr. (Coli) 7))

= AvealCill), Fi, 9. 0| 1,50 Gpred(|11z.(coti) w)))-

Or d’aprés le lemme 4.35, on sait que @ € |(¥ ) et donc dans la formule

Dl x pred(ily |12
précédente, g n’est appliqué qu’a des éléments de pred(|I|z, (Co(i) @)) et on peut donc appliquer le
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lemme 4.22 :

Elim(1,Q. @ 0{F}z = A Ci(1), Fiy g @lzge (i)
= |AwalCi(1), Fi, g, ]|I-g<—\Fun Elim(1,Q.F)|z
|Ared|Ci(I), Fy, Fun EI|m(IQF) Wl
— |A[Ci(I), Fy, Fun_Elim(I,Q, F)] ©)|7.

(lemme 4.23)

Lemme 4.46 (Correction de I’élimination forte) Soit un jugement dérivable
T F Elim(I,Q,a,){F} : (Q i t)

ot les F; ainsi donc que Elim(I,Q, i, t){?z} sont des prédicats. On suppose que pour toute interpré-
tation I, adaptée a T', on a :

1 Wz € (T )z
2. pour tout i, (F;, A{C;(I),Q, Constr(i, I)},T',Z) est invariant sur son domaine.

Soit maintenant T une interprétation adaptée a I' donnée ; alors
(Elim(I,Q,u,t {ﬁ} ut),['T)
est invariant sur son domaine.

PREUVE On raisonne par récurrence sur (|t|z, [#|z) par rapport & l'ordre >(; 7).
Pour abréger, on note :

T = Elim(1,Q,u,t {?}

Dire que (T, (Q @ t),T",Z) est invariant sur son domaine, revient a dire que pour toute séquence de
termes U appartenant & un certain ensemble, on a :

(T U)B*T' = |T'|z = |(T U)|z

(pour chacun de ces U on a bien stir I' = (T U) : Set). Considérons une telle séquence U. On
distingue les cas suivants :
— Le terme |t|7 n'admet pas de réduit de la forme (Co(i) m) (c’est-a-dire il est minimal pour
<(1,7))- Alors T est forcément de la forme

(Elim(I’, Q' o, ) {F1} T

et on a |(T U)|z = Can(Set) = |T"|7.
Le terme t n’admet pas de réduit de la forme (Constr(i, I) m), mais la forme normale de ||z
est de la forme (Co(z) m). Alors T" est encore forcément de la forme

- = o
(Elim(I', @, o0, #){F} 0.
Par définition, on a :

(T Tz = |(AlCAX),F;,Fun_Elim(1,Q, F)] @ U)lz.zcm
1T’z = |(A[Ci(X)',F!,Fun_Elim(I',Q", F;
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ol @ est une séquence de variables de terme “fraiches”, de méme longueur que . Il est facile
de voir que le second terme est un réduit du premier. Il suffit donc de vérifier que

(A[Ci(X), F;,Fun_Elim(I,Q. F,)] @ U),Set,T(@,V),T;d@ < )
est invariant sur son domaine, ol V est définit par :
Ci(I) = (@: V)(I 7).
Ceci revient a vérifier (lemme 4.44) que
(Aea[Ci(X), Fy,Fun_Elim(I,Q, F;),d) U),Set, T'(@,V),Z;@ + m)
est invariant sur son domaine, et pour cela il suffit de vérifier que
Aved[Ci(X), Fy, Fun_Elim(I,Q. F,),d,(Q u t),T(@,V),I;d + m)

est invariant sur son domaine. Pour cela, il suffit d’utiliser la condition 2 et, par récurrence
sur la structure de C;(X), de vérifier a chaque fois que les arguments appliqués a F; dans
A,ed[Ci(X), Fy, Fun_Elim(I,Q, F}),d) sont bien dans le domaine. C’est une conséquence du
lemme 4.35; en particulier, dans le cas d’arguments récursifs, on sait, par hypothése de récur-
rence, que 'application de Fun_Elim(I, @, F}) a Pargument est un prédicat invariant sur son
domaine, car 'argument est inférieur a ||z pour 'ordre <(1,7)-
Le terme t admet un réduit de la forme (Constr(i, I) ¥), et donc la forme normale de |¢|7 est
de la forme (Co(i) 7). On suppose qu'en allant de (7' U) a T' on ne réduit jamais la racine
de T :

= (Elim(I',Q",u',¢") U").
on sait alors (lemmes 2.19 et 2.28) que ¢’ admet aussi un réduit de la forme (Constr(i, I') /)
et alors :

(T O)lz = |(A[Ci(X), F;, Fun_Elim(I,Q, E)] 9)|z

T’z = (A[CHX),F!,Fun_Elim(I',Q', F)] )|z

Il est facile de voir que le second terme est un réduit du second. Par un raisonnement similaire
au cas précédent, on vérifie que ((T ﬁ), Set, ', Z) est invariant sur son domaine. Le résultat
suit.

Enfin on fait les mémes hypothéses sur le terme ¢ que ci-dessus, mais on suppose cette fois que
l'on réduit la racine de T en allant de (T ﬁ) vers T". Mais dans ce cas il existe une séquence
¥ telle que I'on puisse réordonner les réductions :

(T U) B* (Elim(I,Q,, (Constr(i, I) {ﬁ} 7)
B, (A[Ci(X),Fi,FuniEhm(I,Q,Fi)] )
B* T.
Il est clair que la premiére série de réductions ne change pas la valeur de l'interprétation (on

ne réduit que dans un terme de preuve). La t-réduction centrale non plus (lemme précédent).
Enfin de méme que ci-dessus, on vérifie que

((A[Ci(X), Fy,Fun Elim(I,Q, F})] ¥ U), Set, T, T)

est bien invariant sur son domaine.



e L&t ALV ALALVRIS/RELAL AJSLNVS A8 4 JSRJIJLVY L L JLA L AT <+ L7

4.12 Instanciations de contextes

En quantifiant sur I'interprétation Z, on quantifie en fait sur toutes les substitutions valides dans
les termes purs correspondants aux termes de preuve. Cette quantification correspondant donc, de
la maniére usuelle, & la notion de réductibilité |T'|7 définie sur les prédicats. En revanche elle est
insuffisante pour anticiper les substitutions qui auront lieu dans les prédicats. Il nous faut donc
définir quelles seront les substitutions légales vis-a-vis de l'invariance sur le domaine. On exigera
cette fois que ces substitutions soient bien-typées. On aboutit ainsi a la notion d’instanciation de
contexte qui ressemble a U'interprétation “a la Kripke” de Coquand et Gallier [23]. Il s’agit en fait
de quantifier sur toutes les dérivations commencant par une dérivation.

C’est, avec les codages des parties 4.15 et 4.16, 'une des lourdeurs dues au passage par les termes
purs.

Définition 4.38 (Instanciations de contexte) Soit I' un contexte bien formé (c.a.d. qu’il existe
un jugement dérivable T = A : B). Soit A un contexte et ¢ une application associant un terme a
toute variable, tel que

Vo ¢ T.¢(z) = .

On dit que (A, @) est une instanciation de T' si A est bien formé et si pour toute variable x appa-
raissant dans I', on a A F ¢(x) : T'(x)[¢], ou t[p] est le terme t dont toutes les variables libres y ont
été substituées par leur valeurs ¢(y).

Lemme 4.47 Soit un jugement dérivable T = A : B et (A, ¢) une instanciation de T'. Alors A +
Alg] - B[¢].

PREUVE Par récurrence sur la structure de A, en utilisant les lemmes d’inversion et de substitution.
|

Définition 4.39 (Instanciations adaptées) Soient I' un contexte bien formé et (A, ¢) une ins-
tanciation de T'. On dit que (A, @) est une instanciation adaptée a T si :

Va € I'.|p(a)|a € [T(a)[4]|a
- VYa el (¢(a),I'(a)[d], A, Can(A)) est invariant sur son domaine.

On remarque que la premiére clause est équivalente a dire que C(A) o ¢ est une interprétation
adaptée a I

On peut maintenant définir ce qui sera notre hypothése de récurrence pour les jugements I' -
T:K.

Définition 4.40 Soit un jugement dérivable T' =T : K. On dit que toute instanciation de (T, K,T)
est invariante si pour toute instanciation (¢, A) adaptée a T' et pour toute interprétation T adaptée
a A, (T[¢], K[p], A, T) est invariant sur son domaine.

4.13 Ordres et schémas d’ordres invariants sur leur domaine

Dans cette partie, on adapte simplement les définitions précédentes pour construire les hypo-
theses de récurrences correspondant aux jugements I' - K : E et I' - E : Extern.

Définition 4.41 Soit un jugement dérivable I' - K : E, Kq la forme ordre-normale de K et T une
interprétation adaptée a T'. On définit la proposition “(K,E,T',T) est invariant sur son domaine”
par récurrence sur la structure de K :
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- si Kg = Set et £ = Type, alors (K, E,T',T) est invariant sur son domaine
si Ko =la:T|Ky et E = (a:T')Ey, alors (K, E,T,T) est invariant sur son domaine si et
seulement si (T, Set, ', T) est invariant sur son domaine, et pour tout terme t tel que T =1 : T
soit dérivable, et |t|z € |T|z, on ait (Kila \ a], Erla\ t],T,Z) invariant sur son domaine
-si Ko = (a : T)Ky et E = Type, alors (K,E,I',T) est invariant sur son domaine si et
seulement si (T, Set, ', T) est invariant sur son domaine, et pour tout terme t tel que T H¢: T
soit dérivable, et |t|z € |T|z, on ait (K1[a \ a], Type,T',Z) invariant sur son domaine
si Ko =|a: Ki]Ky et E = (a: K{)E1, alors (K, E,T',T) est invariant sur son domaine si et
seulement si (K, Type,I',Z) est invariant sur son domaine, et pour tout prédicat T tel que
T+ T : Ky soit dérivable et (Ty, K1,T,Z) invariant sur son domaine, on ait (Ko[a\T], Eq[a\
T1,T,Z) invariant sur son domaine
- st Ky = (o : K1)Ky et E = Type, alors (K, E,T',I) est invariant sur son domaine si et
seulement si (K1, Type, ', Z) est invariant sur son domaine, et pour tout prédicat T tel que T -
T : K soit dérivable et (Ty, K1,T',Z) invariant sur son domaine, on ait (Ko[a\T], Type,I',T)
mvariant sur son domaine.
Remarquons que l'on n'utilise pas vraiment E dans la définition, mais il semble plus clair de ne pas
lomettre dans ’énonce.

Définition 4.42 Soit un jugement dérivable I' = E : Extern et une interprétation I adaptée a T.
On définit la proposition “(E,T',T) est invariant sur son domaine” par :
dans le cas ot E = Extern, (Extern,T',Z) est invariant sur son domaine
- si B = (a:T)E, alors (E,T,T) est invariant sur son domaine si et seulement si (T, Set, ", T)
est invariant sur son domaine, et pour tout jugement dérivable T &t : T avec |t|z € |T|z, on
ait (Frla\ t],T,Z) invariant sur son domaine
si E=(a: K)Ey, alors (E,T',T) est invariant sur son domaine si et seulement si

(K, Type,T',T)

est invariant sur son domaine et pour tout jugement dérivable T + T : K, avec (T,K,T,T)
invariant sur son domaine, on ait

(Er[a\T],T,T)
wmwvariant sur son domaine.
On verifie que cette hypothése suffit a traiter la régle de conversion pour les ordres :

Lemme 4.48 Soit les jugements dérivables T =T : K et ' = K' : Type et Z une interprétaiton
adaptée a T'. On suppose K =g, K' et que (K, Type,I',T) et (K', Type,I',T) sont invaraints sur
leurs domaines. Alors si (T, K,T',T) est invariant sur son domaine, (T, K',T',T) l’est aussi.

PREUVE Par récurrence sur la structure de la forme ordre-normale Ky de K. On appelle K|, la
forme ordre-normale de K'.

— Le cas Ky = K{, = Set est trivial.

- Si Ky = (a : To)Ky et Ky = (a : Ty)Ky, on a forcément Ty =gy, T et K; =g, Kj.
Par hypothése, (Tp,Set,I',Z) et (T},Set,I',Z) sont invariants sur leurs domaines, et donc
|Tolz = |T}|z. Pour tout terme ¢, on a donc I' - ¢t : Ty et |t|z € |Ty|z si et seulement si
' t: T} et |t|z € |T}|z. Dans ce cas, on a alors (Ki[a\t], Type,I',Z) et (K}[a\t], Type,T',7)
invariants sur leurs domaines, et donc par hypothese de récurrence, (T t), Kq[a \ t],T',Z) est
invariant sur son domaine si et seulement si ((T' t), Ky[a \ t],T',Z) Dest.
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— Le cas Ky = (a: K1)Ky et Kj = (a: K])K} est similaire.
|

Définition 4.43 Soit un jugement dérivable T' = K : E (respectivement I' = E : Extern). On
dit que toute instanciation de (K, E,T) (respectivement de (E,T')) est invariante si et seulement si
pour toute instanciation (¢, A) adaptée a T' et toute interprétation T adaptée a A, (K[¢|, E[¢], A,T)
(respectivement (E[¢], A,T)) est invariant sur son domaine.

Les lemmes suivants permettent de traiter la formation d’abstraction dans les ordres :

Lemme 4.49 Soit le jugement dérivable T :: (a,T) F K : E. On suppose que toute instanciation de
(T, Set,T') et de (K, E,T" :: (a,T)) est invariante. Alors toute instanciation de ([a : T|K, (a : T)E,T)
est invariante.

PREUVE Soit (¢, A) une instanciation de I' et Z une interpretation adaptée a A. Par hypotheése,
(T'[¢],Set, A,T) est invariant sur son domaine. Il nous faut donc encore vérifier, qu’étant donné
A t:T[¢] avec |t|z € |T|z, (K[p;a — t], E[p;a — t], A,T) est invariant sur son domaine. C’est
vrai, puisque (¢;a — ¢, A) est une instanciation adaptée de T ]

Lemme 4.50 Soit le jugement dérivable T' :: (o, K1) b Ky : E. On suppose que toute instan-
ciation de (Ko, E,T :: (o, K7)) ou de (Ko, Type,TI') est invariante. Alors toute instanciation de
([ : K1]Ks, (v : Ky)E,T) est invariante.

La preuve est similaire & la précédente.

4.14 Normalisation forte des termes purs

Le décor est maintenant en place pour dérouler la grande preuve par récurrence.

Théoréme 10 Soit un I' F 1 : T un jugement dérivable et T une interprétation adaptée a I'. Alors
ltlz € |Tz.

PrREUVE Cette fois, on raisonne par récurrence nceethérienne sur la taille de la dérivation. Plus
exactement pour renforcer I’hypothése de récurrence, on prouve :
si ' ¢ : T est dérivable et si Z est une interprétation adaptée a ', alors ||z € |T'|7,
- si ' T : K est dérivable, alors toute instanciation de (T, K,T") est invariante,
si '+ K : F est dérivable, alors toute instanciation de (K, E,T") ou de (E,T') est invariante,

— si I' F E : Extern, alors toute instanciation de (E,T") est invariante.

Une fois de plus, on passe donc en revue I'ensemble des régles d’inférence. Rappelons que v(u)
désigne la longueur de la plus longue chaine de réductions possibles dans un terme pur u fortement
normalisable. Pour une meilleure lisibilité, les nombreux cas de la preuve sont regroupés suivant
la classe du terme construit (¢ : T,T : K, K : E ou E : Extern), c’est-a-dire suivant la clause de
I’hypothése de récurrence qu'il faut prouver.

4.14.1 Construction des termes de preuves

Les régles susceptibles d’étre les derniéres utilisées dans la dérivation d’un jugement I' - ¢ : T
sont : LaM-SET, W-SET, W-TYPE, VAR, APP, CONV, INTRO et W-ELIM. Nous les considérons
dans cet ordre. Les cas délicats ont en fait déja été traités
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La régle LAM-SET. Le cas du jugement I' - [a : Th]t : (a : T1)T, correspond exactement au
lemme 4.28. Celui du jugement I' - [ : K]t : (o : K)T au lemme 4.29.

La régle d’affaiblissement W-SET. Elle ne pose pas de problémes, puisqu’une interprétation
adaptée au contexte I' :: (z, M) est aussi adaptée au contexte I'. Le reste suit par application
immeédiate de I’hypothése de récurrence.

La régle d’affaiblissement W-TYPE. Ici aussi, il n’y a pas de difficultés, puisque toute instancia-
tion du contexte I' :: (e, K) est aussi une instanciation de I'. Le reste suit par utilisation immédiate
de ’hypothése de récurrence.

La régle VAR. Le jugement est de la forme I' - a : T'; aussi si Z est adaptée & I' on a effectivement
lalz =Z(a) € |T|z.

La régle Arp. Comme d’habitude, ce cas ne pose pas vraiment de problémes :

e Si le jugement est I' F (¢; t2) € Th]a\ 2], on sait par hypothése de récurrence que |to|z € |To|1
et |t1‘I € |((1 . TQ)T1|I. Aussi a-t-on (‘t1|1' |t2‘1’) == |(t1 t2)|1' € ‘TI‘I;ae\tz Comme |T1|I;ae\t2
|T1]a\ ta]|z, le résultat suit.

e Si le jugement est I' = (¢ T1) : Tl \ T1], on sait par hypothése de récurrence que |t|z € |(« :
K1)T|z, donc en particulier |t|z € |T|z,qe 1y, = [Tl \ Th]|z. Comme [t|z = [(t T1)|z, le résultat
suit.

Iz lz =

La régle Conv. C’est une conséquence immédiate du lemme 4.40 et des hypothéses de récurrence.
La régle INTRO. C’est une conséquence immédiate du lemme 4.34.

La régle W-ELiM. C’est une conséquence du lemme 4.7.

4.14.2 Construction des prédicats

Les régles susceptibles d’étre les derniéres d’'une dérivation de I' = T : K sont : PROD-SET,
LaM-TyrPE, W-SET, W-TYPE, VAR, APP, CONV, IND, S-ELIM. Nous les traitons dans cet ordre.

La régle PROD-SET.

e Si le jugement est de la forme T'F (a : T1)T5 : Set, il n’y a pas de difficultés. Etant donnés A,
¢ et T, on sait par hypothése de récurrence que |T1[¢]|z = |Ui|zr pour tout U; tel que Ti[¢] B* Uj.
De méme pour tout u € |T1|z, si To[¢] B* Uy alors |Ty| 7,04 = |Ua|T;0¢-u- Aussisi (a:Th)T, B* U
alors |(a : Th) 12|z = |U|z.

e Si le jugement est de la forme I' = (a : K)T : Set, on a vu que si K[¢] B* K'[¢] alors
CR(K[¢]) = CR(K|[4]'). Par ailleurs pour tout C élément de CR(K[¢]) et pour tout U tel que
T[¢]) B* U on a bien |T|1.qcc = |U|z,acc- Donc |((c : K)T)[¢]|7 est bien invariant par réduction
dans ((«: K)T)[¢].

La régle LAM-TYPE.

e Si le jugement est I' F [a : TY|T : (a : T1)K, étant donnés A, ¢ et une dérivation de A F
t : Th[¢], il faut vérifier que (([a : Th|T[¢] t), K[¢][a \ t], A,Z) est invariant sur son domaine. Le
lemme 4.42 rameéne cela a prouver que (T[¢][a \ t], K[¢][a \ t], A,T) est invariant, c¢’est-a-dire que
(Tp;a + t], K[p;a < t],A,T) est invariant. Il est alors facile de voir que (A, ¢;a < t) est une
instanciation adaptée du contexte I' :: (a,T}); il nous suffit alors d’appliquer I'une des hypotheéses
de récurrence qui assure que toute instanciation de (T, K, T :: (a,T1),Z) est invariante.

e Si le jugement est I' - [a : K4]T : (o : Kq)K, étant donnés A, ¢, Z, il nous faut vérifier
que pour tout jugement T'A + Ty : Ki[¢], si (11, Ki[¢],TA,Z) est invariant sur son domaine,
alors ((([e : K4]T)[¢] Th), K[¢p][a \ T1],T'A,Z) est bien invariant sur son domaine. La preuve est
quasi-identique a celle du cas précédent.

Y
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La régle VAR. Le jugement est I' - « : K ; I'une des hypothéses est précisément que
(¢(e), K[¢], TA,T)

est bien invariant sur son domaine.

La régle App.

e Sile jugement est I' b (17 Ty) : Kq[a \ Ty], étant donnés A, ¢ et Z il nous faut vérifier que
(Ty Ty)[¢], K1[a\ T2], A, T) est invariant sur son domaine. C’est immédiat, puisque, par hypotheése
de récurrence, (T1[d], (o : Ko)K1[d], A, T) et (Ta[¢], K2[p], A, T) sont invariants sur leurs domaines.

e Si le jugement est I' = (T ¢1) : K[a \ t1], étant donnés A, ¢ et Z il nous faut vérifier que
(T t1)[¢], Kla \ t1][¢], A,Z) est invariant sur son domaine. C’est immeédiat, puisque (T'[¢], (a :

T)K[¢], A, ) est invariant sur son domaine, et qu’on sait dériver le jugement A & t[¢] : T [d].
La régle Conv. C’est une conséquence immédiate du lemme 4.48 et des hypothéses de récurrence.

La régle IND. On peut vérifier que (Ind(X : A){Ci(Xi}[qS],A[qS],FA,I) est invariant sur son do-
maine. Si on regarde la définition de |Ind(X : A){C;(X)}[¢]|z, on voit qu’elle ne dépend que de
CR(A), et des :

|A{Ci(X)[8], Q, e}z, x 5;0CieColi)-

Or ces derniers sont invariants sur leurs domaines. On en déduit donc facilement que si :

Ind(X : A){C;(X}}[¢] B* I

alors
Ind(X : A){Ci(X)} gz = ']z
et donc a fortiori, ’hypothése de récurrence est vérifiée.

La régle S-ELiM. C’est une conséquence a peu prés immédiate du lemme 4.46.

4.14.3 Construction des ordres

Les jugements de la forme I' = K : E ne peuvent étre dérivés qu’en utilisant ultimement une
des régles suivantes : Ax1, PROD-TYPE, LAM-EXTERN, W-SET, W-TYPE, APP et CONV. On les
considere dans cet ordre.

La régle Ax1. C’est immédiat.

La régle PrROD-TYPE. Si le jugement est de la forme I' F (a : T)K : Type, la prémisse est
I': (a,T)F K : Type. On a donc également une dérivation plus petite du jugement I' = T : Set. En
appliquant I'hypothése de récurrence a ces deux jugements, on obtient que (7', Set, ') est toujours
invariant sur son domaine, et (Kg,I" :: (a,T)) est toujours invariant o kg est la forme ordre-normale
de K. Aussi, comme la forme ordre-normale de (a : T)K est (a : T) Ky, on sait alors que ((a : T)K,T)
est toujours invariant. Le cas ou le jugement est de la forme I' - (« : K1) K> : Type est tout a fait
similaire au précédant.
Dans les deux cas, on a, par définition, que toute instanciation de (Type,T') est invariante.

La régle LAM-EXTERN.

e Sile jugement est I' - [a : T]K : (a : T)E, le lemme 4.49 assure que toute instanciation de
([a : TIK,(a : T)E,T") est invariante. Par ailleurs, il existe alors une dérivation de I' = T : Set a
laquelle nous pouvons appliquer 'hypotheése de récurrence, et donc toute instanciation de (7', Set, I)
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est invariante. Comme 'une des prémisses est I' :: (a,T) F K : E, on sait que toute instanciation
de (K,E,T :: (a,T)) est invariante. On peut déduire de ces deux derniéres propriétés que toute
instanciation de ((a : T)E,T") est invariante.

e Le cas ou le jugement est de la forme I' - [ : K1]Ky : (o : K1) E est tout a fait similaire. On
utilise le lemme 4.50.

Les régle W-SET et W-TYPE.
La régle Aprp. o Si le jugement est I' - (K t) : Ela \ t], les prémisses sont ' - K : (a : T)E et

['¢:T. Soit [a : T'|Ky la forme ordre-normale de K. On a alors T =g,, T'. Etant donnés ¢, A et
Z, on sait que |t[¢]|z € |T[¢]|z. Comme (T'[4], Set,T',Z) et (T'[¢], Set,T’,Z) sont invariants sur leurs
domaines, on a [t[$]|z € |T'|z. Aussi, (¢;a — t[¢], A) est une interprétation adaptée a I' :: (a,T),
et donc (K[¢;a — t], E[p;a — t],A,I) et (E[p;a — t], A,Z) sont invariants sur leurs domaines.

e Le cas d'un jugement I' F (K T) : E est similaire.

La régle Conv. Ce cas est immeédiat puisque I'hypothése de récurrence ne dépend que de K et pas
de son type E.

4.14.4 Construction des schémas d’ordres

Il ne faut traiter que le cas de la formation de produit. Les preuves sont exactement les mémes
que celles utilisées dans le cas de la régle LaM pour les ordres.
|

Ceci clos la preuve du théoréme 10.
Corollaire 4.11 Sit un terme preuve bien-formé, alors t est fortement normalisable.

PREUVE Un terme preuve ¢ est bien formé si et seulement s’il existe un contexte I' et un prédicat
T tel que le jugement I' - ¢ : T soit dérivable. Il suffit de définir une interprétation Z admissible
pour I', telle que pour tout a on ait Z(a) = a. En effet, alors |t|z =t et |t|z € |T|z, et comme |T|1
est un candidat de réductibilité ¢ est fortement normalisable.
On a dit que Z(a) = a pour toute variable de preuve a. On définit Z(«) par récurrence structurelle
sur I' :
Si I' =[] on choisit Z(a) = Can(Set) pout tout c.
- SiT'=T1":(a,T), on prend pour Z l'interprétation associée a I"'.
- SiT=T": (a K), on sait que I'" - K : Type, et donc si J est le contexte admissible pour
I, on prend T = J;a + |K| 7.
|

4.15 Normalisation forte des termes démarqués

Il nous reste a vérifier que la normalisation forte des termes purs associés aux termes preuves
implique bien la normalisation forte de tout les termes bien formés. Cette derniére étape, bien qu’elle
utilise un codage un peu pénible, est conceptuellement bien plus facile que ce qui précéde. Le seul
probléme, est que la propriété de normalisation des termes purs ne nous assure pas a priori qu’il n’y
a pas de séquence infinie de réductions, faisant intervenir des radicaux qui n’apparaissent pas dans
le terme pur extrait. C’est le cas des radicaux de la forme :

([ee: K]t T)
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ou

Elim(1,Q, @, (Constr(i, I) ﬂﬁ)){}i} ol () est un ordre.

Toutefois, le résultat précédent se réveéle suffisant pour capturer également le cas des radicaux ci-
dessus. Concrétement on adaptera a notre systéme une idée de Harper, Honsell et Plotkin [132] :
pour chaque terme bien formé u, on définit un terme preuve bien formé [u] tel que si v B «’, alors
m Bt m ce qui assurera la normalisation forte. Pour simplifier un peu l’écriture du codage,
et & cause de difficultés annexes liées a notre formulation de la i-réduction, nous choisissons de
décomposer cette étape en deux : dans la présente partie, nous démontrons la normalisation forte des
termes démarqués, c’est-a-dire si u est un terme bien-formé, alors ||u|| est fortement normalisable,
et ce quelle que soit la classe de u : terme preuve, prédicat, ordre, etc. Dans la partie suivante,
nous utiliserons ce résultat pour vérifier que u lui-méme est effectivement fortement normalisable.
Soulignons que le résultat de normalisation forte de ||u|| est en lui-méme intéressant, puisqu’il suffit
a établir les deux propriétés essentielles recherchées, a savoir la cohérence logique du systéme, et la
décidabilité du typage.

4.15.1 A propos du codage

Bien que la définition exacte du codage soit trés rébarbative, I'idée générale est trés simple. Pour
étre capable de simuler toutes les réductions, y compris celles sur les prédicats par des réductions
sur des termes preuves, puis des termes purs, il nous faut introduire une variable de preuve chaque
fois que nous introduisons une variable de prédicats. A partir de maintenant, on suppose donc :

Pour chaque variable de prédicat o, on se donne une unique variable de preuve [a]. On
supposera que les [a] sont deuz-a-deux distinctes, et qu’elles ne sont pas utilisées par
ailleurs.

Ainsi, [a : K|T se verra donc traduit en un terme de la forme [[«] : T']T". Comme toutefois
la variable « peut étre utilisée dans T, on introduit également cette derniére, ce qui donnera en
définitive [[a : K|T] = [ : K'][[a] : T'][T]. 1l reste alors a définir K' et T". Pour ce faire, on va
définir également les fonctions 7, x, & qui correspondront aux types des termes codés. On aura :

[Ul:7(V) st U:V
T(U) : x(V) si U:V et Un’est pas un terme preuve
x(V):&(V) si U:V et Un’est ni un terme preuve ni un prédicat

Pour coder les sortes Set, Type et Extern, on rajoutera systématiquement dans le contexte une
variable de prédicat o : Set. On se donne également une variable de preuve b de type (« : Set)a, qui
nous aidera en particulier lors de la définition des codages des produits ([(x : T1)T,]| par exemple).
Enfin on se donne une nouvelle variable de preuve “muette”, 7, que 'on suppose non utilisée par
ailleurs, et qui jouera un role similaire & _ dans la définition des termes démarqués.

Toute ces fonctions sont définies simultanément par récurrence sur la structure des termes. Les
définitions sont données dans les figures qui suivent.

4.15.2 Propriétés du codage

On commence par établir que le codage est compatible avec la substitution.
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7(Extern) = o
x (Extern) = Set
¢(Extern) = Type

B
-
S

X

=

phiy
)
=
=
I
)
b
=

FiG. 4.1 — Codage des schémas d’ordres

Lemme 4.51 Pour tout terme A bien typé dans un contexte I', pour toute variable de preuve a liée
dans T et tout terme de preuve t tel que T+t :T'(a), on a :

[Ala\t]] = [A][a\ [t]]
T(Ala\t]) = 7(A)[a\ [t]] si T(A) est défini
X(Ala\ ) = x(A)a\ 4] si x(A) est défini

Lemme 4.52 Pour tout terme A bien typé dans un contexte I', pour toute variable de prédicat o
liée dans T et tout prédicat T tel que T HT :T'(«), on a :

[Ala\T]] = [Allla] \ [T]][a\ 7(T)]
[ [T\ (

T(Ala\T])) = 7(A)[[a] \ \ 7(T)] si A n'est pas un terme preuve
X(Ala\T]) = x(A)[[a]\ [T]][a\7(T)] si A est un ordre
PREUVE A chaque fois par récurrence sur la structure des termes. ]

En conséquence, la réduction passe bien au codage :

Lemme 4.53 (codage et S-réduction) Pour tout terme A bien typé dans un conteste I', si A By
A, ona:

[A] By [A']

T(A) Bj 7(A') si A nlest pas un terme preuve

(
x(A) Bj x(A') si A est un ordre.

De plus si |A|| Bg A', alors il existe A", tel que |[[A]] BT [[A"]] et ||A"]| = A’

PREUVE La encore par récurrence structurelle sur A. Considérons quelques cas clés :
Si A= ([a:Ti]ta t1) avec A" = t3]a \ t1], alors on a

Y

(Al =
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[Set] = (b1 o)
7([Set]) = o
x([Set]) = Set

T((a: K1)Ks) = (o x(K1))([a] : 7(K1))T(K2)
x((o: K1)K3) = (e x (K1) ([a] : 7(Kq1))x (K2
[[a:TIK] =[a:7(T)][K]
7([a: T|K) = [a: 7(T)]7(T)
x(la: TIK) = [a: 7(T)]x(K)

= [ x(K)][[e] : T(Kq)][K2]

(K T)) = ((K) 7(T) [T])

Fi1G. 4.2 — Codage des ordres

L LT
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T(a) =«

[a] = [a]

T((a: TY)Th) = (a: 7(T1))7(Ts)
(o TT] = (b1 (0= (r(T1) = 0) = 0) [11] a: 7(T)]T])

T((a: K)T) = («: x(K))([a] : 7(K))7(T)
T(la: ThTy) =[a: 7 : (T1)]7(T3)
[la: Th]Ty] = [a: 7(Th)][T2]

([a: KIT) = [a: x(K)][[e] : 7(K)](T)
[fec: KIT] = o x(K)][Ta] = 7(K))[T]

(T t) = (r(T) [t])
[(T )] = (IT1 [t1)

((Th T2)) = (7(Th) 7(T3) [12])
[(Th T»)| = (ITh] 7(T2) [T2])

F(Ind(X : A){T)}) = Ind(X : x(A){7(C}}

7(Elim(Ind (X : A){}, Q, @, #){}) = Elim(Ind(X : 7(A)){}), x(Q), 7(a@), [¢]){}

VT (FS}

[(a: K)TT = (b1 (0 = (x(K) = 7(K) = 0) = 0) [K] ez x(K)][[e] : 7(K)][TT)

[IndX.A{a} =0, (0= (x(A) =21(A) 2 (0= 0— ... > 0) > 0) = o0) [A]
(X x(A[X]:7(A)]p:0—0— ...

-

— 0l(y [C;

r(Elim(1, Q, @, t){F.}) = Elim(r(I), x(Q),
x(

7 (@)
[Elim(1, Q. 4, ){Fi}] = Elim(r (1), x(Q), 7(@), #{D{{l - 7(AG = ][] 111 ([Q]

7(a) [t])}}

1)

PElim(Ind(X : A){}, Q. 7%, ){}] = (I : ol[y : olElim(r(Ind(X : A){}), x(Q). (@), [F1){} 4] [Q))

Fi1G. 4.3 — Codage des prédicats




[a] =a

[la:T)t] = [a: 7(T)][t]

[lo: KJt] = [a: x(K)][[a] : 7(K)][t]

[(t1 22)] = ([t1] [t2])

(1)) = ([t] 7(T) [T]) R R

[Constr(i, Ind(X : A){C,1)] = ([7 : 7(A)|Constr(s, 7(Id(X : A){T}})) [Ind(X : A){T}}])

[Elim(Ind(X : A)Q,Q,ﬁ,t){ﬂ = ([7:0l[y: o]Elim(Ind (X : 7(A)){},7Q, 7(d), [t){} [A] (IQ] 7(a@) [t]))
[Elim(Z, Q, @, 1) { fi }] = Elim(r(I), x(Q), 7 (@), [{D{([ : 7(A)]ls : ol[fs] [1] ([Q] 7(@) [¢]))}

7([]) =[] == (o,Set) == (b1, (e : Set)a) 7([]) =[] == (o,Set) = (b1, (e : Set)Set)
(I (a,T)) = 7(T) == (a,7(T)) T(t @) = [t] = 7(0)
(T (o, K)) = 7(T) = (o, x(K)) =z (Jee], T(K)) (T @) = [T = 7(T) = 7(0)

Fia. 4.5 Codage des contextes et des séquences de termes

et de méme

ITAT = QalIfg21] [ITE )
B [[[t21llla \ [Tt T1I]
= lt21la \ T2 1]
= |Ttafa \ t1]]]
Si A= (Ja: K|Ty Ty) avec A" = T [\ Ty], alors :
(Al = ([e: x(K)][[e] s 7(K))[Th] 7Ty [To])

B [Ti][e\ 7(T)][[e] \ [T2]]
et

ITATE = el AT ITZR T
[ \ ([T

Bs ([Tl
= I Illal \ [T
= M\ ]

Lemme 4.54 (codage et (-réduction) Pour tout terme A bien typé dans un contexte T', si A B,
A, ona:

[A] B [A]
x(4) B x(A') si A est un ordre.
De plus, si ||[[A]|| B,, A'S, il existe A" tel que |[A]| BT [JA"]] et [|[[A"]] = A’

®Rappellons que la 1o-réduction (définition 2.20) correspond simplement & la t-réduction pour les termes || A||.



L & T ~siLLi AL A L ALELSJ XK. M4 AL RERAALJRNITALAUVELLIVAALd AT AL L VRJAUALVAL ARAENIL AL ARJL Y &L RJAULEL &J

Lemme 4.55 (codage et variables libres) Pour tout terme A bien typé dans un contexte T,
les wariables libres de [A], T(A), x(A) et £(A) (si ces termes existent) appartiennent toutes a
FV(A)U{o,b,}.

PREUVE La preuve est immédiate par récurrence structurelle sur A. ]

Lemme 4.56 (codage et n-réduction) Pour tout terme A bien typé dans un contexte I', si A By,
A, ona:
[A] Bj, [A]
T(4) Bg, 7(A") si A n’est pas un terme preuve

x(4) Bj, x(A") si A est un ordre

PREUVE On raisonne par récurrence sur la structure de A; il suffit bien str de considérer les cas

ou A est lui-méme le radical réduit (on on réduit la racine du terme).
- SiA=[a:T|(U a) avec a ¢ FV(U),onaa ¢ FV([U]|), a ¢ FV(7(U)) si 7(U) est défini,

etc. Et donc :
[la:T(U a)] = [a:7(T)([U] a)
B, [U]
m(la:T)(U a)) = la:7(T)|(r(U) a)
B, 7(U)

la preuve pour x étant identique a celle pour 7.
SiA=[a: K|(Ua),onaa¢ FV(U), a ¢ FV(r(U) si 7(U) est défini, etc. Et donc :

[le: KU )] = [a:x(K)][[a] : 7(K)([U] a [a])
By [a:x(K)|([U] @)
Bn [U]

(lo: KJ(U o)) = [o:x(K)|[[a] : 7(K)|(7(U) a [a])
B, [a:x(K)|(r(U) a)
B, t(U)

la preuve pour x étant identique a celle pour .
|

Pour vérifier que le codage préserve le typage, une condition essentielle est que si A =g,, A’,
alors [A] =g, [A"], TA =g,, TA, etc. Malheureusement, les lemmes ci-dessus ne suffisent pas tout
a fait pour la prouver, toujours & cause de la non-confluence. On va donc repasser une derniére fois
par les termes démarqués 2.19. On peut aisément étendre les définitions de [], 7, x et £ aux termes
démarqueés || A||, avec A bien formeé. Il suffit pour cela de prendre :

Définition 4.44 On étend les définitions précédentes auz termes ||A|| avec A bien formé en repre-
nant exactement les définitions précédentes avec de plus :
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On aura par exemple :
(e TRIT = [a: _]TIE]T.

Les deux résultats dont nous avons besoin sont alors :

Lemme 4.57 Soit A un terme bien formé. Si |A|| B, A, alors :

(A B* T[4

7(|Al) B* 7(A") siT(A) est défini
(I1A1)
(I1A1)

—

x(|AI) B* x(A") si x(A) est défini
E(IA]) B* &(A") si £(A) est défini.

La démonstration est quasiment identique a celle du lemme 4.56.

Lemme 4.58 Soit A un terme bien formé. On a :

[A-| =B H|A||—|

T(A) =pgp T(|Al]) si T(A) est défini
X(A) =sn XAl 5i X(A) est defini
E(4) =sm E(IAl) s £(A) est defini

PREUVE Par simple récurrence sur la structure de A. Les seuls cas pertinents sont bien sir ceux
ou A est de la forme [z : B]C :
si A =la:T]t, alors :

=B [(J, : f] [ﬂ
=pm [a = _][II#[]]
= [AIN

si A =la: K]t alors :
(AT =pm [ _llal: ][]

= [lI4lN
- si A= [a:T]T, alors :

[A] = [a: TTy][Ty]
=pm [a: _][T2]l]
= []4]]

et :

T(A) = [a: 7(T1)]T(Ty)
=gn o _]7([[T2]])
= 7(l4l)

~si A=[a: K|T alors :
[A] = o x(K)][[e] : 7(K)][T]

=g oz _[[e] = )71

= [lA]

Les autres cas sont tous trés similaires. [ |
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Lemme 4.59 (codage et conversion) Soient deur jugements dérivables TH A:s et 'H A" s
avec s,s" € {Set, Type, Extern}. Si A =g,, A’, alors :

T(A) =gy, T(A")

et si s,8 € {Type, Extern} :
X(A) =B X(A’)
et si s = s’ = Extern :

f(A) =pBn f(A’) .

Lemme 4.60 (codage et typage) Soit un jugement dérivable T' = A : B. Si B # Extern, les
Jugements suivants sont dérivables :

T(T)F [A] : 7(B) et 7(T') - 7(B) : Set
T(T)F7(A) : x(B) et 7(I') - x(B) : Type si A n’est pas un terme preuve
T(T) F x(A) : £(B) et 7(T') - &(B) : Extern si A est un ordre

Et si B = Extern on peut dériver :

—
~— N N ~—

[A] o0

T(A) : Set

x(4) : Type
¢(A) : Extern.

\]

(

(T
(r
(T

S 9

'_
l_
'_
l_

\]

PrREUVE C’est bien siir une récurrence sur la structure de la dérivation. [ |
Lemme 4.61 Pour tout terme u bien typé, ||u|| est fortement normalisable pour la Bniy-réduction.

PREUVE 1l est évident qu’il ne peut y avoir de séquence infinie de n-réductions (la taille du terme
décroit strictement). En utilisant le lemme de retard de 7, on peut aisément en conclure que ||ul| est
fortement Bnig-normalisable si et seulement s’il est fortement [ip-normalisable. Supposons que nous
ayons une suite infinie de termes (u;);en avec ug = |lul| et u; Bb,} uit1. Alors d’aprés les lemmes
précédents, il existe une suite de termes (v;)ien, avec ||[v;]|| = ui, et |[v;]| BT |[v; + 1]|. Ceci est

bien sir en contradiction avec le fait que |[vg]| (c’est-a-dire |[u]|) est fortement normalisable.  ®

4.16 Normalisation forte des termes bien-formés

Pour montrer maintenant que tout terme bien typé est fortement normalisable, il nous suffit
d’émuler les réductions pouvant apparaitre dans les annotations de type dans les A-abstractions.
L’idée est d’utiliser un codage, ou [z : U]V est remplacé par quelque chose comme [z : UJ([
Set]V U). On a ainsi une occurrence de U qui n’est pas en annotation, et qui peut étre effacée a
volonté (si I'abstraction disparait lors d'une réduction). En construisant le codage, il faut juste faire
attention aux deux points suivants :

on ne peut pas construire un terme ([ : Type]U K) (pour coder [a : K|U); il faut donc un
codage de K sous forme de prédicat
la t-réduction crée des A-abstractions dont il faut tenir compte.

Le premier probléme se pose déja avec les PTS et est aisément résolu |56, 40|. La solution du

second est un peu plus technique. On commence par spécifier le codage :
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Définition 4.45 On définit inductivement le prédicat binaire “U code V7, noté U c V, sur les
termes, par les clauses suivantes :

xr CcCXx
SCS
o ¢ Set
ViU cUiAV' ¢V = (U V)c(UV)
= @ U7 Set)V! UY) ¢ [ : U]V
= (z: U)W c(X:0)V
V' ¢V AViL(U! c U AW/ ¢ W;) = ([ O a}([T, Tw' V) U V) ¢
([#; : UW
A" c ANVI.Ci(X) ¢ Ci(X) = Ind(X : A" {Ciy(X i} clInd(X : A){Ci(X i}
I'cIl = Constr( ,I’) c Constr( )
UBgV’/\V’cV = UcV

Ind(X : (2 : A' Set){C/(X ;}

clInd(X : (2} : Ak Set){Ci (X i}
QcQ
t'ct

Vi.fl c fi

Vi-Ci(I') = (5 T)(T V)

Vi,m.T}, c T},

vi-A{Gi(1), @, Constr(i, D)} = (Ugl : ﬁyz)Wyz = Elim(I',Q',ul,1 ){ } c EI|m(I Q.4ii, ){ T3}
avec Vi.f]' = ([ : Set] " T’ )
et fi”, = I:y_%’ ] ’ W7)

o, dans la derniére clause, W; = y; st le terme correspond a un argument de constructeur (U]Z

> > > > > >

(fi

est un T% ), et s’il correspond a un appel récursif avec T¢, = (i, : Mp)(c (X 9))(Q t ¢) alors
W]l ¢ [ : Mﬁ][c (X f)](ﬂ;’ uip).

Lemme 4.62 Si Uy Bg, Uy et Uz c Uy, alors il existe un terme Uy tel que Us BEL Uy et Uy c Us.
De plus, U B, U]

PREUVE Par récurrence sur la structure de la preuve de Uy Bg, Us. Tous les cas sont & peu pres
immédiats, sauf celui ot Uy est le t-redex réduit qui semble malheureusement impossible & détailler
formellement. On se contente donc d’examiner ’exemple des entiers naturels ; la réduction est alors :

Elim(Nat, Q, [], (S p)){fo, fs} B, ([n : Nat](fs n (Fun_Elim(Nat, @, [fo; fs]) n)) p).
Soit U tel que U c Elim(Nat, @, [], (S p)){fo, fs}. On a forcément

U = Elim(Nat, @, [] (S )AL £

avec Q' ¢ @, p' ¢ p et les conditions ci-dessus sur fy et f&, a savoir :

0 < fo
f& = ([ :Set]fd Nat)
f& = [n:Nat][p:(Qn)|(fsnp)

fs ¢ fs
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Alors
U B, ([n : Nat](fg n (Fun_Elim(Nat, Q", [fg; fs]) n)) p')

or
([n : Nat](fg n (Fun_Elim(Nat, Q", [fg; fs]) n)) p')
(e Nat]([ < Set](7Z n (Fun_Elim(Nat, @, [f 75]) n)) Nat) p)
By (In:Natl([_:Set)(fh n F) Nat) p)
ot F' est un terme qui code bien (Fun_Elim(Nat, @', [f}; f5]) n). [

Corollaire 4.12 Si Uy c Uy et ||Uy|| est fortement Snug-normalisable, alors Us est fortement nor-
malisable.

PREUVE Encore une fois, le lemme de retard de n nous permet de dire qu’il suffit de vérifier que
Us est fortement [Bi-normalisable. Le lemme précédent nous permet de coder toutes les séquences
de fi-réductions sur Uy par des séquences de fSig-réductions au moins aussi longues sur ||U;]|. =

Il ne nous reste alors plus qu’a vérifier qu’il existe bien un codage vérifiant les caractéristiques
ci-dessus. C’est & peu prés immédiat. De fait ¢ est presque une définition du codage. On dispose
juste d’une liberté supplémentaire lors du traitement des séquences de A-abstractions, et il faut
vérifier la sorte des types de chacune de ces abstractions.

Lemme 4.63 Soit les jugements dérivables ' =t : T, T F T : K, ' b K : Type. Alors il éxiste
des termes &, T, K et Ky tel que 'on puisse dériver : [0,Set]l = & : T, [0,Set]l T : K,
[0, Set]T' K i : Set.

PREUVE Respectivement par récurrence sur les structures de ¢, 17" et K. ]

Théoréme 11 (Normalisation forte) Tout terme bien typé est fortement normalisable.



Chapitre 5

La propriété de Church-Rosser

A partir du résultat de normalisation forte, nous allons prouver la propriété de confluence pour
les termes bien-typés. Tous les termes étant normalisables, ce résultat se confond avec 'unicité de
la forme normale. Notre preuve est trés inspirée de celle de Geuvers [54], mais nous semble plus
simple dans le détail. Ensuite nous envisagerons des méthodes alternatives.

5.1 Remarques préliminaires

Strictement parlant, la propriété de confluence correspond a la fermeture du diagramme bien
connu; deux réduits d’'un méme terme ont un réduit commun. Nous avons vu que lorsque l'on
travaille avec des annotations de types sur les A-abstractions, cette propriété devient fausse. Nous
avons annoncé que nous démontrerons cette propriété pour les termes bien-typés; c’est-a-dire : si
'+ A: B est dérivable, et si A B* A’ et A B* A", alors il existe A" tel que A’ B* A" et A” B* A".
Nous appellons cette propriété CONﬁml. La propriété de Church-Rosser est plus forte, et se formule
ainsi : SiI'F A: Bet ' A" : B sont dérivables, et si A =g, A’, alors il existe A” réduit commun
de Aet A': AB* A" et A’ B* A”. Nous appellerons cette propriété CRgy,.

Dans le cadre de systémes comme le A-calcul pur, ou la confluence est vérifiée pour tous les
termes, indépendemment de tout jugement de bonne-formation, on montre facilement que CONg,,
et CRpgy,, sont équivalents. En revanche, lorsque, comme ici, la propriété CONg,, n’est vraie que
sur une partie des termes, on ne peut plus montrer directement que CONg,, implique CRg,, (la
reciproque reste facile). Dans la pratique, CRg,, est au moins aussi importante que CONg,,, car
c’est CRg,, qui assure le résultat essentiel de décidabilité du typage. En effet, si I' = A : B et
'+ A: B, on sait que B =g, B', et nous avons besoin de CRg,, pour assurer que B et B’ ont un
réduit commun, c’est-a-dire ont méme forme normale.

Nous verrons tout a l'heure qu'il existe des présentations alternatives du systéme de types,
ou l'équivalence entre ces deux propriétés se montre plus facilement, sans utiliser le résultat de
normalisation forte mais au prix d’'une mise en ceuvre plus cotiteuse sur machine.

5.2 La preuve de confluence

Il y a deux idées essentielles dans [54|. La premiére est le lemme de confluence restreinte 2.19
qui permet de faire le début de la métathéorie (unicité de type, correction des réductions vis-a-vis

! Attention au risque de confusion : dans [54], Geuvers semble inverser les appellations de confluence et Church-
Rosser.

131



LI wiLiiL LA L ALV Je A4 A & AU LE ALEAAJ AL AL AL JALEJALULS/LEL AUJSIIWITELALU

du typage) pour un systéme non-confluent. La seconde est de remarquer que si un terme bien typé
A est en forme B-normale, alors on peut effectuer les mémes n-réductions dans A que dans [|A]|.
C’est-a-dire qu'il suffit d’étre en forme S-normale (dans CCI, en forme [i-normale) pour effacer le
maximum de variables libres. C’est ce résultat qui suit.

Lemme 5.1 Soit un jugement dérivable T :: (z, U)I' = A : B avec A en Bi-forme normale. Si
z¢ FV(B)UFV ("YU FV(||A])
alors z ¢ FV(A).

PREUVE A nouveau, on procéde par récurrence sur la taille de A. Comme A est, en particulier, en
forme (i-normale, on peut utiliser le lemme 2.37.
Les cas A = a, A = Set et A = Type sont immédiats.

- Si A = (z: A)Ag, on sait que I' :: (2,U)[" F Ay : s, et donc z ¢ FV(A;y); on peut alors
appliquer ’hypothése de récurrence au jugement T :: (2, U)T” iz (2, A1) F As : s9 et en déduire
Si A = [z : A1]Ag, le raisonnement est similaire : on sait que I' :: (2, U)[" = Ay : 51 et donc
z ¢ FV(A;). Par ailleurs on sait que B B* (z : A})B’, avec A =g, A} et T =2 (2, U)T" =:
(x,A1) F As : B'. Comme z ¢ FV(B')UFV(A;), on peut appliquer ’hypothése de récurrence
et donc z ¢ FV(Asg).

- SiA=(z ffz), on remarque tout de suite que x # z. Par ailleurs, si C est le type de = dans
I':(2,U)", onaC =g, (y: D)E. D’aprés le lemme 2.32 et le lemme de Geuvers, on peut
prendre z ¢ FV((y: D)E). On adonc I' :: (2,U)I" + Ay : D, et par hypothése de récurrence
on en déduit z ¢ FV(A1). On en déduit = ¢ E[z \ A1]; en itérant le raisonnement on vérifie
ainsi que z ¢ FV (Ay), ... ,x ¢ FV(4;)?

Si A = (Ind(X : E){C;} 5) on applique d’abord I'hypothése de récurrence au jugement
I':: (2,U)I" = E : Type pour vérifier que z ¢ FV(E). A partir de 1a, comme pour tout i,
L (z,0): (X,E)FC;:Set onaz¢ FV(C;). Enfin on suit le méme raisonnement que
ci-dessus pour vérifier que z ¢ FV (D).

Le cas A = (Constr(i,I) C) est & peu preés identique algrécédent. On montre comme ci-dessus
que z ¢ FV(I), en remarquant que I = Ind(X : F){D;}. Ensuite, comme z ¢ FV(D;), on a
aussi z ¢ FV(D;[X \ I]) qui est le type de Constr(i, I). Enfin on vérifie que z ¢ FV (C) de la
méme maniére que précédemment.

- Si A = (Elim(1,Q, 4, t){F_i} 13), on commence par raisonner comme ci-dessus pour vérifier
z ¢ FV(I). Puis on applique ’hypothése de récurrence au jugement

Do (2,0 FQ:(2: E)I &) — s
oul =Ind(X : (%: E)Set){ﬁ}, ce qui montre z ¢ FV(Q).
On peut alors dériver le jugement
T (z,U) (Y, (Z: E)I Z) — Set) - (Y @ t) : Set

et comme la taille de (Y @ t) est strictement plus petite que celle de A, I'hypothése de
récurrence assure z ¢ FV (i) U FV (t).

Enfin, si Cy est le type du k-iéme constructeur de I, comme z ¢ FV(Cy), on a aussi z ¢
FV(A{Cy,Q, Constr(k,I)}), et comme c’est le type de Fj, on a aussi z ¢ F'V(F}). Finalement,
en reprenant le méme raisonnement que dans les cas précédents, on montre que z ¢ FV(E).

2 R . . L .
A noter que, comme le systéme est polymorphe, on n’a pas nécessairement z : (3; : D;)E comme on pourrait le
croire & premiére vue. Cette remarque est due a Gilles Dowek.
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Corollaire 5.1 Soit un jugement dérivable T A : B. Si A est en forme normale, alors ||A|| 'est
AUSST.

Bien siir, comme A est Si-normal, alors ||A|| 'est aussi. Le point important est que si de plus A est
n-normal, alors ||A| I'est aussi; c’est-a-dire que si un sous terme de A est de la forme [z : C|(D z)
avec x ¢ FV (||D]|), alors © ¢ FV (D).
PrREUVE Il nous suffit de vérifier qu'il n’y a pas de n-radicaux dans ||A||. Supposons que ce soit le
cas, un sous-terme de A étant de la forme [z : C](D z). Ce terme est bien-typé et il existe donc I"
et F tel que :

I'blz:CY(D z): (z:C)E

comme z n’est pas libre dans [z : C](D z) on peut supposer que z n’apparaisse pas dans I'". On
montre maintenant par récurrence sur la structure de D que x n’est pas libre dans les domaines des
A-abstractions apparaissant dans D.
Si D =[y:U]V, on sait que I'" F U : s. Comme U est en forme normale, le lemme précédent
assure que z ¢ F'V(U). On peut alors appliquer I'hypothése de récurrence a V' qui est bien-typé
dans le contexte I' :: (y,U).

— Lecas D = (z : U)V est similaire.

- Si D= Ind(X : A){Ci(Xi}, on applique le lemme précédent aux jugements IV = A : Type
puis I :: (X, A) - Ci(X) : Set.

— Tous les autres cas sont triviaux, puisqu’ils ne correspondent pas a la liaison d’une variable.
Par exemple, si D = (U V), les termes U et V sont tous deux normaux et bien typés dans le
contexte I, Tl suffit de leur appliquer I'hypothése de récurrence.

|

Church-Rosser

On peut maintenant terminer la preuve de Church-Rosser. Quand on considére deux termes A
et A’ normaux, de méme type et convertibles, on sait d’aprés ce qui précede, que || A|| et || A’|| sont
normaux et donc égaux. Il reste donc, en substance, a vérifier que les annotations de type dans
les A-abstractions sont égales, ce qui se fait par récurrence sur la structure des termes, en utilisant
I'unicité du type. Les cas correspondants aux types inductifs demandent un petit peu d’astuce.

Lemme 5.2 Soient deuz jugements dérivables T A: B et A" : B. Si A=p,, A', et si A et A’'
sont en forme normale, alors A = A’.

PREUVE On sait que ||A|| =g, [|A"||. Comme, d’aprés le corollaire précédent [|All et ||A|| sont
normaux, et d’aprés la propriété de Church-Rosser sur ||£||, on a ||A|| = ||A’||. La preuve se fait
alors par récurrence sur les structures de A et A’.
~ Le cas A= A" = s est trivial.
SiA=[z:C|Det A = [z :C']D’, le lemme d’inversion assure que B =g,, (x: C)E =g,, (z :
C")E' ce qui implique C =g, C' et donc C' = C'. On applique alors I’hypothése de récurrence
a D et D' qui sont bien formés du méme type dans le contexte T" :: (z, C).
-~ SiA=(z:C)Det A = (z: D")C’, on applique d’abord ’hypothése de récurrence a C et C’,
puis & D et D' qui sont bien formés du méme type dans le contexte T :: (z, C).
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~SiA=(zC))et A = (z éil), on sait que la forme normale de I'(z) est de la forme (¢; : D;)E
avec

N 5 = o 5 _
F"Cl(leZ)etFl—Cl (lel)

On vérifie alors que pour tout i, C; = C; en appliquant i fois ’hypothése de récurrence a C; et
C1, puis Cy et C, etc, qui sont respectivement bien formés de méme type dans les contextes
[, T (y1,Dq), ete.

S Si A= (Ind(X : D)D) B) et A' = (Ind(X : D){D'} B, on fait de méme, aprés avoir
vérifie que D = D’ car ils sont bien typés de type Type dans I, puis que C = C_'", puisque les
composantes sont bien formées de type Set dans I' :: (X, D).

Si A = (Constr(i,I) C) et A’ = (Constr(i, I') C"), on vérifie comme dans le cas précédent que
I = I, puis on montre, comme dans les deux cas précédents que c=cC".

Si A = Elim(I,Q, i, C){ﬁ} et A" = Elim(I',Q',ﬁ’,C'){ﬁ}, on montre d’abord que I = I,
comme ci-dessus.

Soit ensuite s € {Set, Type}, le type de B. Si

I=Ind(X : (7: E)Set){D}
on peut appliquer ’hypothése de récurrence aux jugements
THQ:(Z:E)IZ) — s

et
Q' :(Z: EYI %) — s

et ainsi vérifier Q = Q.
On remarque ensuite que

L (Y,(Z: E)I &) — Set) - (Y @ C)

et
U (Y, (2: E)I &) — Set) (Y @' ).

On peut appliquer 'hypothése de récurrence a ces jugements, et ainsi verifier (Y 4t) = (Y @' t')
ce qui implique @ = @’ et C = C'.
Enfin F' = F' se montre de la méme maniére que dans les cas précédents.

|

Théoréme 12 (Church-Rosser) Soient deuz jugements dérivables : T+ A: B etT'F A’ : B. Si
A =gy, A', alors A et A" ont un réduit commun : il eziste un terme C tel que AB* C et A' B* C.

PREUVE C’est une conséquence immédiate du lemme précédent : soient D et D' deux formes
normales respectives de A et A’. La correction de la réduction nous assure ' D : Bet I' = D' : B,
et donc D = D'. 1l suffit donc de choisir C = D = D'. [

Corollaire 5.2 (Confluence) Soit un jugement dérivable ' = A : B. Si A B* Ay et A B* Ay,
alors il existe un terme As tel que A1 B* A3 et Ay B* Aj.
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5.3 Décidabilité du Typage

Nous pouvons maintenant cueillir un autre fruit de notre étude méta-théorique : il est possible
d’implémenter un algorithme complet vérifiant si un terme est bien formé dans un contexte donné.
Les clés sont bien siir les propriétés de normalisation et de Church-Rosser, qui nous permettent de
vérifier si deux termes bien-formés sont convertibles et le lemme d’inversion qui relie la structure
d’une dérivation a celle du terme typé.

Théoréme 13 (Décidabilité) 11 existe un algorithme, qui, donné un terme U et un contexte T,
soit échoue sl n’existe pas de terme V tel que I' = U : 'V soit dérivable
— soit retourne un terme V tel que I' = U : 'V soit dérivable.

PREUVE On raisonne par récurrence sur la somme des tailles de U et I'. Dans chaque cas, on utilise
la clause correspondante du lemme 2.28 d’inversion. On ne détaille pas tous les cas.
Si U = [z : U1]Us on vérifie 81l existe des jugements dérivables de formes suivantes :

o, -\
U (x,Uy) F Uy Vs

On vérifie ensuite que V; # Extern. Sous ces conditions, il existe une dérivation de I' - U :
(z : Uy)Va; si en revanche 'une de ces conditions n’est pas vérifiée, alors le jugement n’est pas
dérivable (inversion).

— Si U = (Uy Usy), on vérifie s’il existe des jugements dérivables de formes suivantes :

r=t;,: v
Fl_UQ:VQ.

On vérifie ensuite que la forme normale de V; est bien de la forme (z : V5)V3 et que Vs =8 V.
Si c’est le cas, les régles CONV et APP permettent de construire une dérivation de I' - U :
V3[z \ Us]; si en revanche I'une de ces conditions n’est pas vérifiée, alors aucun jugement
I'F U :V n’est dérivable.

Les cas correspondants aux définitions inductives (Ind(X : A){Ci(Xi}, Elim(I, Q, 4, f){ﬁ,},
Constr(i, I)) sont similaires aux deux prédedents.

Si U = Set, il suffit de prendre V' = Type, avec comme condition nécéssaire et suffisante que
" soit bien-formé. Pour cela, si I' = (zj : U;) on commence par vérifier que U; admet bien
un type dans le contexte vide, et que celui-ci se réduit vers Set (respectivement Type) si x;
est une variable de terme (respectivement de prédicat). On réitére ensuite pour U, dans le
contexte [z1, U] et ainsi de suite. L'unicité du type et la confluence, ainsi que le lemme 2.24,
assurent que ces conditions sont suffisantes.

— Si U = Type on prend V = Extern aprés avoir vérifié, comme ci-dessus, que I' est bien-formé.
Si U est une variable, on vérifie que z est bien liée dans T', auquel cas on prend V = T'(x)
aprés avoir vérifié que I' est bien-formé.

|

Remarque Il nous faut noter un point important : il est possible, en utilisant les divers résultats
prouvés précédemment, de montrer que le systéme que nous avons étudié est en fait équivalent &
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celui obtenu en supprimant la distinction entre variables de preuves et de prédicats. Plus précisément
on identifie ces deux classes syntaxiques, et on remplace les régles W-TYPE et W-SET par :

Fkt:s '-A:B s € {Set, Type} z¢T
Fe(z,t) FA: B

(W)

Les autres régles de typage et les définitions des réductions restent inchangés. On prouve alors
aisément, par une récurrence similaire a celle ci-dessus, que le systéme obtenu est équivalent a
celui que nous avons étudié, et hérite donc de toutes ses propriétés (normalisation, Church-Rosser,
cohérence, décidabilité) et peut donc servir de base a une implémentation.

5.4 Discussion

On peut imaginer prouver la propriété CONg,, avec des méthodes plus familieéres, inspirées
par exemple de la technique de Tait—Martin-L6f. En revanche, on voit mal comment démontrer
CRg,, sans passer par I'existence d'une forme normale. Je voudrais indiquer ici quelques méthodes
susceptibles de s’appliquer aussi au cas de systémes non-normalisants. Remarquons que tout ce qui
va étre dit dans ce paragraphe s’applique aussi bien au Calcul des Constructions Inductives qu’a
tout systéme de types pur (PTS) fonctionnel [56, 7].

5.4.1 Abstractions non-annotées

Une premiére idée est de contourner le contre-exemple de Nederpelt en supprimant tout sim-
plement les annotations de types dans les A-abstractions; on remplace le constructeur de termes
[ @ ta]t1 par Az.t;. Les autres constructeurs de termes restent inchangés. La re-formulation des régles
de réduction et de typage ne pose aucun probléme, et on a immédiatement la propriété de Church-
Rosser, méme pour les termes mal-typés. Le point important est que ce systéme est équivalent a
celui que nous étudions, & cause de la propriété

A =gy A" & [ All =g [|IA].
Précisons ce point :

Définition 5.1 On considére le systéme obtenu en gardant les méme régles de typage et de réduction
que dans la version de CCI étudiée dans les chapitres précédents, mais en utilisant les termes définis
par la grammaire suivante 3 :

t = x| (tt)]| At | s| Constr(i,t) | Ind(x : t){_t>} \ Elim(t,t,f',t){_t)}.

On note ' =, U : V pour désigner les jugements dérivables dans ce systéme (donc U et V' sont
des termes avec A-abstractions non-annotées). Il existe évidemment une traduction canonique des
termes annotés vers les termes utilisés ici. Par léger abus de notation on utilise la méme notation
| || que dans la section 2.9.1 pour la désigner (c’est-a-dire en particulier ||[z : T)t|| = Az.||t]]).
On étend également cette traduction auzx contextes, en parlant de ||T'||. Nous appellerons ce systéme

CCl,.

3Pour étre précis, on remplace la t-réduction par quelque chose de similaire a la to-réduction utilisée dans la
section 2.9.1. Enoncer dans le détail la définition de ce systéme ne présente pas de grand intérét et nous semble
inutile.
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Le résultat d’équivalence s’énonce alors :

Théoréme 14 Si un jugement I' = A : B est dérivable dans CCI, alors on peut aussi dériver
IT|| = [|All - || Bl dans CCL,. Inversement, pour toute dérivation A+, U : V dans CCI,, il existe
une dérivation d’un jugement I' = A : B dans CCI, tel que |T]| = A, ||A|| =U et |B|| = V.

PREUVE Les deux implications se prouvent aisément par récurrence sur la structure des dérivations.
Pour la seconde, dans le cas de la régle de conversion, on utilise évidemment le fait

t=sn t = [t =an ]|

Si la premiére implication est attendue, la seconde est, & premiére vue, plus surprenante. De plus,
la preuve est constructive, et permet, & partir de la dérivation de A , U : V de construire
effectivement les termes A, B, le contexte ' et la dérivation de I' - A : B. Cet isomorphisme entre
les dérivations des deux systémes semble indiquer qu’il est préférable d’utiliser des abstractions
non-typées. Le probléme vient du fait que pour passer de -, a I, nous avons besoin de connaitre
toute la dérivation. En d’autres termes, étant donné un jugement A =, U : V| si nous ne savons pas
comment il a été dérivé, et méme si nous savons qu’il est dérivable, nous ne pouvons construire le
jugement correspondant dans CCI. En fait il peut trés bien exister plusieurs jugements différents
dans CCI, dont la traduction est A+, A: B.

De fait, le typage du systéme C'CI, semble indécidable et la correction de la n-réduction est
problématique, ce qui disqualifie ce systéme comme base d’une implémentation et anihilie & peu prés
I'avantage que la propriété de Church-Rosser pourrait apporter lors de la preuve de normalisation?.

5.4.2 Conversions bien-typées

Une autre possibilité est de remarquer que si CRg,, et CONg,, ne sont pas a priori équivalents,
c’est parce que, si A et A’ sont bien formés du méme type, et si A =g,, A’, on n’est pas sir que
le chemin allant de A & A’ ne passe que par des termes bien typés. C’est cela qui nous interdit
d’invoquer CONg,, pour prouver l'existence d'un réduit commun de A et A’. Plus important encore,
c’est le fait que les conversions, peuvent a prior: passer par des termes mal-typés, qui nous impose
de définir les interprétations des prédicats méme pour des termes mal-typés, et qui contribue ainsi
pour beaucoup a la lourdeur de la preuve de normalisation (en particulier la nécessité de définir les
prédicats invariants sur leur domaine). On peut y remédier en imposant cette condition au niveau
des régles de typage : on supprime la régle de conversion :

Fl—t!Tl FI—TQ!S leﬂnLTQ

Conv
( ) 'kt T2
et on la remplace par les deux régles suivantes :
F"t!T] F'_TQS T]BT2 F"tT] Fl_TQS TQBT]
(RED) (Exp)

FI—tZTQ Fl—tZTQ

I'idée étant bien siir qu’une utilisation de la régle CONV sera remplacée par une série d’utilisations
des régles RED et ExP. De plus, cette formulation est plus rassurante a premiére vue, car il semble

“Le probléme avec la n-réduction est que I'effacement des annotations de type crée une nouvelle fois des 7-radicaux.
11 est possible que la n-réduction préserve toutefois le type, mais si cette propriété était vraie, elle dépendrait de toute
fagon fortement de la normalisation. Elle est par exemple fausse pour le systéme A — % étudié en appendice, si on y
retire les annotations de type.
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étrange d’autoriser d’abord le passage par des termes mal typés, pour vérifier in fine, une fois que la
méta-théorie est faite, qu’en fait on ne se sert pas de cette possibilité. Il existe d’autres présentations,
ou I'on utilise un jugement d’égalité explicite I' - ¢1 = 9 : T pour signifier qu’il existe un chemin de
conversion bien-typé de type T" allant de #; a 2 dans le contexte I'. Streicher [138] et Altenkirch [1]
utilisent tous deux de tels formalismes; il est facile de prouver que ces derniers sont équivalents &
celui ci-dessus.

Malheureusement, et ¢’est un peu surprenant, cette variante du systéme se révéle beaucoup plus
difficile & étudier, au moins pour les propriétés autres que la normalisation. On arrive aisément a
prouver le lemme de substitution, puis le lemme d’inversion. Plus précisément on prouve un lemme
d’inversion renforcé dans I’énoncé duquel toutes les occurrences de A =g,, B se voient remplacées
par “on peut aller de A vers B par un chemin bien-typé”. On peut également montrer I'unicité du
typage sous la forme :

Lemme 5.3 Soient ' - A: B et T' = A : B’ deux jugements dérivables dans le systéme avec les
régles RED et EXP. Alors il existe une séquence de termes Ay, Ag, ... Ay, avec A=A, B= A, et
pour tout i, ' A; : s et A; B Aj1q ou A;41 B A;.

C’est ensuite que les choses se gétent, car il ne semble pas y avoir, & 'heure actuelle, de preuve
de correction de la réduction (subject reduction) pour un tel systéme®. C’est pour avoir négligé
ce détail, que Harper, Honsell et Plotkin ont di renoncer & la 7n-conversion dans la définition du
systéme LF [132], alors qu'ils avaient inclus celle-ci dans leur premiére version [131].

On peut toutefois étudier ce systéme en se restreignant des le départ aux réductions bien-typées
(c’est-a-dire ¢ B ' ou t’' est de méme type que t). C’est, en substance, ce que fait Altenkirch [1],
et on obtient ainsi une preuve plus agréable. Le probléme est alors que pour vérifier ’équivalence
entre les deux systémes (le notre et celui avec RED et EXP), on a besoin de la métathéorie de notre
systéme. Or pour des raisons d’efficacité, c’est évidemment notre systéme que 1’on veut ultimement
utiliser dans une implémentation.

Il y a diverses variantes de systémes, plus ou moins équivalents a celui ci-dessus. On peut, par
exemple mentionner également une autre variante de la régle de conversion, dont 1'utilisation est
équivalente aux regles RED et Exp :

F"t!T] F'_TQS T]l,TQ
FI—tZTQ

(Conv-WT)

ou Ty | Ty signifie que Ty et Ty ont un réduit commun.

On peut enfin utiliser les régles de conversion typées pour un systéme sans annotations de type
dans les A-abstractions, comme décrit dans le paragraphe suivant. Mais comme on dispose alors de
la confluence “gratuitement" cette modification est alors sans grandes conséquences.

Toutes les variantes présentées ci-dessus sont équivalentes, pourvu que 1’on soit dans un systéme
fortement normalisable, c¢’est-a-dire en particulier dans le cas du Calcul des Constructions Inductives.

Le probléme de trouver une preuve purement combinatoire de la propriété de confluence qui
s’appliquerait aussi aux systémes non normalisables reste ouvert. Il est conjecturé vrai par Geuvers.
Sans prendre parti, nous montrons néanmoins en annexe que ce probléme est lié & un autre probléme
ouvert, celui de 'existence d’un point fixe dans les systémes non-normalisables, et que la confluence
est fausse pour une extension “naturelle” du systéme Type :Type de Martin-Lof. Ceci indique que

5Plus exactement, la seule méthode connue est de faire la méta-théorie pour le systéme avec conversion non-typée,
comme nous le considérons ici, et de prouver ensuite I’équivalence entre les deux systémes. Cette derniére preuve
n’est pas excessivement difficile bien que non triviale. Elle sera donnée dans [57].
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méme si I’on obtenait une preuve de confluence combinatoire, pour les PTS non-normalisables, cette
preuve ne serait de toute fagon pas extensible & des extensions de ces systémes, nous obligeant a
emprunter le chemin le plus dur dans I’étude méta-théorique.
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Annexe A

Sur Church-Rosser et ’Existence d’un
Point-Fixe dans Type :Type

Dans cette partie, nous relions, de maniére élémentaire deux problémes ouverts :
Le premier est la possibilité de construire un point fixe dans le premier systéme de Martin-
L&f [96], dont Girard a mis en évidence 'incohérence |25]. Ce systéme est souvent aussi appellé
“Type :Type”, ou A — x dans la terminologie PTS. La possibilité de construire une preuve de
la proposition fausse implique que cette preuve ne soit pas normalisable. Meyer et Reinhold
ont cru pouvoir aller plus loin et utiliser la preuve du paradoxe de Girard pour construire
un point fixe dans le systéme, mais leur preuve c’est ensuite avérée erronée. Doug Howe [72],
puis Thierry Coquand et Hugo Herbelin [22], ont ensuite montré que I’on pouvait en revanche
construire un “looping combinator”, forme plus faible du point fixe. L’existence du point fixe
reste cependant un probléme ouvert.
Nous relions ce probléme avec celui de la confluence de A — * muni de la Brn-réduction. Nous
avons vu que la preuve de confluence de CC ou CCI nécessite la normalisation forte et que
I’on ne sait pas si la confluence des PTS doit étre considérée comme une propriété logique ou
combinatoire.
Nous montrons maintenant qu’au moins 'une de ces caractéristiques n’est pas vérifiée dans A — .
Remarquons que nous considérons la version extentionnelle de A — %, c’est-a-dire que la régle de
conversion utilise la Bn-conversion ; sinon la propriété de Church-Rosser serait évidemment vérifiée.

Définition A.1 On dit que l'on peut construire un point-fire dans A — * s’il existe un terme F, tel
que [JFt: (X :%)(X = X) = X soit dérivable, et que pour tous termes T et f on ait :

T f)B(f (£T [))

Dans la suite on suppose l'existence d'un tel terme, et ’on va s’en servir pour nier la propriété de
Church-Rosser.

Comme on dispose de la régle * : %, on peut utiliser £ pour définir un type récursif. On se donne
trois variables distinctes «, 8 et v. On définit alors :

U = (t x [X:+(X = (= a) =>7)
Vo= (e XX o (8 6) )

on a alors :

[0 x;y x| U %
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[a:xBixy s FV
U=p, U= (a—a) =7y
V=g V-=>(08-=58) -~

On peut alors construire :

[:Ulli:a—al(z zly:aly)
[z:V][i: = Bl(z z [y : Bly)

u

v

On vérifie facilement que u : U et v : V dans le méme contexte que ci-dessus. De plus, u =g, v,
puisque les deux termes ne différent que par les types dans les A-abstractions (lemme 2.7). On a
donc aussi

(uuly:aly) =py (voly:pLly)

et on remarque que ces deux termes sont bien-formés du méme type v dans le contexte ci-dessus.
Il suffit alors de vérifier que ces deux termes n’admettent pas de réduit commun pour nier Church-
Rosser. Or on vérifie aisément que tout réduit de (u u [y : a]y) est de la forme (uq ug [y : a]y) et de
méme tout réduit de (v v [y : Bly) est de la forme (v1 ve [y : Bly). Or de tels termes ne peuvent pas
étre égaux puisque «a # . On a donc :

Théoréme 15 Au moins l'une de ces deus propositions est fausse :
- 1l existe une construction de point-fize dans A — x.



Annexe B

Une Formalisation du Paradoxe de
Russell

Nous proposons une formalisation trés simple du paradoxe de Russell, & notre connaissance in-
édite, dans une extension incohérente du Calcul des Constructions Inductives. Celle-ci est obtenue
en ajoutant & CCI 'élimination forte sur les “grands” constructeurs, ainsi que l'opérateur d’élimi-
nation de I’égalité proposé par Thomas Streicher et présenté plus tot. En dehors de sa simplicité,
notre formalisation présente I'interét de permettre la construction d’un point fixe, et de prouver ainsi
que le formalisme utilisé ne vérifie pas la propriété de Church-Rosser. Cette preuve a été vérifiée
mécaniquement a l'aide de la version V5.8 du systéme Coq, modifiée pour la rendre incohérente.

On sait que I’élimination forte sur les grands constructeurs suffit a rendre le systéme incohé-
rent [25]. L’opérateur de Streicher permet simplement de construire un paradoxe plus facilement. On
ne connait pas de formalisation du paradoxe de Russell dans CCI+élimination forte sur les grands
constructeurs, ni dans le systéme Type : Type. Aussi les problémes de 'existence d’un point fixe et
de Church-Rosser pour ces systémes sont toujours ouverts.

Comme dans le chapitre 1, on utilise la syntaxe Coq Inductive Definition ... pour décrire
les définitions de types inductifs. Le paradoxe de Russell est construit sur I’idée qu’un type permet
de coder tous les prédicats sur ce type. Pour ce faire, nous utilisons la définition suivante :

Inductive Set Ens = ¢ : (S:Set)(S->Set)->Ens.

Remarquons bien sir que le constructeur ¢ (comme compréhension) est grand. Comme nous dispo-
sons tout de méme de I’élimination forte, nous pouvons construire les projections :

pil : Ens — Set

pi2: (e : Ens)(pil e) — Set
avec les proprietés suivantes :

(pil (¢ S P))BS

(pi2 (¢ S P)) B P

Nous pouvons donc extraire un prédicat sur les ensembles d’un objet de type Ens, pour peu

que nous sachions que sa premiére projection est égale & Ens. Pour définir I’égalité sur les types,
une possibilité est d’'utiliser :

Inductive Definition encode : Set =
enc_1i : Set->encode.

et de définir 1'égalité entre les objets S1 et Sy de type Set comme 1'égalité entre (enc_i Sy) et
(enc_i Sy). L’élimination forte nous permet d’obtenir alors toutes les propriétés habituelles de
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I'égalité. On peut alors caractériser les objets de type Ens dont la premiére projection est Ens :
Ve: Ens.(is_Ens e) < (pile) = Ens.

On peut alors, pour les ensembles vérifiant is FEns définir la relation d’appartenance :
In:(e: Ens)(is_FEns e) — Ens — Set
avec :
(In (¢ Ens P) (refl (enc_i Ens))) B P
ou refl est simplement 'unique constructeur de 1’égalité sur encode.
Ceci suffit & construire ’ensemble paradoxal de Russell :
Russell = (¢ Ens [e: Ens|(p: (is_Ens (pil €)))(In epe) — 1)

On a alors :
(In Russell (refl (enc_i Ens)) Russell) B

(p: (is_Ens (enc_i Ens)))(In Russell p Russell) — L
dont on déduit facilement une preuve de

(In Russell (refl (enc_i Ens)) Russell) — L.

Il reste alors a en déduire que Russell est bien élément de lui-méme, ce qui, on l'a vu est
convertible & :
(p: (is_Ens (enc_i Ens)))(In Russell p Russell) — L

mais nous pouvons alors utiliser I'opérateur de Streicher pour prouver que toutes les preuves de
(is_Ens Ens) sont égales, et ainsi ramener cela a

(In Russell (refl (enc_i Ens)) Russell) — L.

On a ainsi construit une preuve de L. La régle de réduction associée a 'opérateur de Streicher,
qui n’a pas été nécessaire jusqu'’ici, permet alors de vérifier que

absurd BT absurd

ou absurd est la preuve de L. On peut alors aisément modifier absurd pour construire un point fixe.
Cette preuve peut-etre traduite immédiatement dans le systéme A — x (ou Type : Type) étendu
avec l'opérateur de Streicher, en utilisant le codage imprédicatif de la somme. On en déduit :

Théoréme 16 Le systéme X\ — x étendu avec 'opérateur de Streicher n’est pas confluent pour la
Bn-réduction.
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Résumé

L’objet de cette thése est la méta-théorie du Calcul des Constructions Inductives (CCI), c’est
a dire les Calcul des Constructions étendu par des types et des prédicats inductifs. Le Calcul
des Constructions a été présenté en 1985 par Thierry Coquand. Il s’agit d’un A-calcul typé qui,
a travers l'isomorphisme dit de Curry-Howard, peut-étre vu comme un formalisme logique. Ce
systéme qui étend a la fois la logique d’ordre superieur de Church et les systémes de Martin-Lof est
particulierement expressif du point de vue algorithmique et peut facilement étre mis en ceuvre sur
ordinateur.

Dans le Calcul des Constructions originel, les types de données (entiers, listes, sommes, etc)
sont représentés dans le A-calcul & travers un codage imprédicatif. Cette solution est élégante mais
conduit & un certain nombre de difficultés pratiques et théoriques. Pour y remédier, Thierry Coquand
et Christine Paulin-Mohring on proposé d’étendre le formalisme par un mécanisme génerique de
définitions inductives. C’est cette extension, utilisée dans le systéme Coq, qui est étudiée dans cette
theése. Le résultat essentiel est que le systéme vérifie bien la proprieté de normalisation forte. On en
déduit les proprietés de cohérence logique, de confluence et de décidabilité du typage.

L’aspect le plus spectaculaire de I'extension par des types inductifs est la possibilité de défi-
nir de nouveaux types et de nouvelles propositions par récurrence structurelle (élimination forte).
Cette caractéristique, qui donne toute sa signification & la notion de types dépendants, augmente
énormément le pouvoir de la régle de conversion, et par 14, la difficulté de la preuve de normalisa-
tion. L’interprétation de I’élimination forte dans une preuve de normalisation par réductibilité est
la nouveauté essentielle de ce travail.

De plus, nous considérons ici un systéme avec n-conversion. Une conséquence est que la propriété
de confluence n’est plus combinatoire et doit étre prouvée aprés la normalisation, ce qui augmente a
nouveau la difficulté de la preuve de celle-ci. A ce titre, nous présentons également quelques résultats
nouveaux sur des systémes non-normalisants qui montrent que pour des A-calculs typés, la propriété
de confluence est logique et non combinatoire.

Mots-Clés

Isomorphisme de Curry-Howard, Lambda-calcul typé, Normalisation, Réductibilité, Confluence,
Types Inductifs, Calcul des Constructions.



