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IntrodutionLe prinipal objet de e travail est la présentation et l'étude du Calul de Construtions Indu-tives. Il s'agit d'un formalisme qui permet un raisonnement de type mathématique et pouvant êtremis en ÷uvre sur ordinateur. C'est-à-dire qu'il est possible de véri�er méaniquement la validitéd'une onstrution faite à l'intérieur du système.Les premiers travaux de logique mathématique herhaient avant tout à dé�nir l'ensemble desrègles formelles néessaire pour permettre des raisonnements non-triviaux. On ite en général Boole,Frege [49℄ et Peano [126℄. La déouverte en 1912 par Russell [134℄ d'un paradoxe dans un systèmelogique de Frege a montré la néessité d'une étude mathématique de es formalismes eux-mêmes ;on appelle e domaine la méta-mathématique.Au départ, la logique mathématique ne se voulait ertainement pas un domaine appliqué etles préoupations des logiiens souvent plus prohes de elles des philosophes que des ingénieurs.L'arrivée de l'ordinateur a hangé et état de fait : la apaité de la mahine à manipuler des objetssymboliques lui permet de représenter e�etivement des preuves formelles, et de véri�er leur validitédans un formalisme bien dé�ni. Au delà de la fasination un peu naïve que peut susiter l'impressionde �faire naitre à la vie� et de matérialiser des onepts mathématiques, la véri�ation de preuvesformelles onstitue évidemment un enjeu pratique important :� En véri�ant une preuve méaniquement, on élimine pratiquement les risques habituels d'erreur.Cette perspetive est évidemment séduisante, non seulement en mathématiques, mais danstous les domaines où la rigueur est importante, et en partiulier la validation de programmes.� Les preuves formelles sont des objets su�samment bien dé�nis pour que l'on puisse à termeespérer développer des outils qui permettront à l'ordinateur d'aider le mathématiien. C'estle domaine de la démonstration automatique, ou synthèse de preuve.À plus long terme enore, ertains espèrent que e dévelopement onduira à la mise en plae des véri-tables bases de données de preuves, qui regrouperont l'essentiel du savoir mathématique, pourraientêtre interfaées ave les desriptions informelles des démonstrations, et.Nous sommes toutefois enore loin de es objetifs ambitieux. La mise en ÷uvre de systèmes depreuves plus failes d'utilisation néessite des e�orts tehnologiques, en partiulier de programma-tion, onsidérables. Mais la néessité de savoir produire des preuves formelles a également hangénotre manière de voir et de juger les formalismes eux-mêmes : es-derniers sont maintenant jugés àl'aune de leur failité d'utilisation.On ompte maintenant un ertain nombre d'équipes de reherhe de part le monde qui de-veloppent, ou ont developpé, des systèmes permettant la véri�ation par ordinateur de preuvesformelles. Les pionniers ont été les onepteurs du système Automath, autour de N. G. de Bruijn,dans les années 1960 [35℄. Aujourd'hui on peut iter le projet NuPRL de R. C. Constable à l'uni-versité de Cornell, HOL de M. Gordon et Isabelle de L. Paulson à Cambridge, le système NQTHMde R. Boyer et J. Moore à Austin, OYSTER d'Alan Bundy à Edinburgh, ALF à Göteborg et lesimplémentations de variantes du Calul des Construtions : LEGO à Edinburgh et Coq à l'INRIA5



6et l'ENS-Lyon.Un point ommun remarquable est que les formalismes sous-jaents à tous es systèmes disposenthaun d'un méanisme permettant la représentation intentionnelle de fontions. Plus préisément :� les fontions ont un statut singulier (ontrairement à la théorie des ensembles où elle sont unas partiulier de prédiats)� une fontion peut être dé�nie par la donnée d'un algorithme la alulant.Le premier formalisme présentant es aratéristiques a été la logique d'ordre supérieur de Churh.Pour permettre la représentation intentionnelle des fontions, Churh a introduit le �-alul typé,dont diverses évolutions forment toujours la base des systèmes nommés i-dessus. La raison essen-tielle de e hoix semble être la di�ulté qu'il y aurait à utiliser un formalisme de type Théorie desEnsembles sur ordinateur : les multiples étapes de odage rendrait le système très lourd à utiliser,à moins d'un énorme travail de l'implémenteur.De plus, l'utilisation de systèmes de types plus expressifs d'un point de vue algorithmique sim-pli�e les preuves. Un exemple très simple est donné par Dowek [38℄ : dans un système où l'on peute�etivement dé�nir le omportement alulatoire de l'addition, la preuve d'une proposition omme2 + 2 = 4 est véritablement triviale, puisque le méanisme de alul est apable d'identi�er syn-taxiquement les termes 2+ 2 et 4. Dans des formalismes plus simples, on doit par ontre onstruireune véritable preuve en utilisant les propriétés de l'addition, données sous forme de lemmes oud'axiomes. Plus le système de types est puissant, plus on pourra identi�er de termes ; autant depreuves s'en verront simpli�ées.De plus, on s'est rendu ompte par la suite, que la struture des �-termes typés était isomorpheà la représentation des preuves formelles dans la notation onnue sous le nom de Dédution Na-turelle, due à Dag Prawitz [130℄. De même, les types sont alors isomorphes aux propositions. End'autres termes, le �-alul typé permet de représenter non seulement des programmes mais aussides preuves. On peut don dérire un formalisme logique omplet omme un système de types. Cetteorrespondane est onnue sous le nom d'isomorphisme de Curry-Howard [71℄. Cette approhe sim-pli�e la méta-théorie : la ohérene logique d'un système se ramène géneralement à la propriété denormalisation ou de terminaison des aluls. D'un point de vue plus pratique, le traitement uni-forme des preuves et des programmes simpli�e bien sûr l'implémentation. On dispose égalementsouvent de proprietés agréables omme la déidabilité du typage : la véri�ation de la orretiond'une preuve est automatique.Bien sûr, plus un système est performant, plus on se rapprohe du paradoxe ; pour iter Jean-YvesGirard, �la rohe Tarpéiene est prohe du Capitole�. En d'autres termes, l'étude du système risqued'être plus di�ile et dangereuse. Plus généralement, on peut essayer de préiser les aratéristiquessouhaitables du système de types :� Il doit permettre de dé�nir une lasse aussi large que possibles de fontions alulables, esdernières étant vue d'un point de vue extentionnel. Cei orrepond grossièrement à la notionde omplexité logique du formalisme.� D'un point de vue intentionnel, es fontions peuvent être dé�nies de di�érentes manières ;on demande au système d'autoriser l'utilisation d'algorithmes e�aes. Les travaux de LoïColson ont souligné les subtiles di�érenes entre e point et le préédent.� A l'intérieur de ette lasse d'algorithmes, on veut être apable d'identi�er autant de termesque possible.Pour e qui est des deux premiers points, relativement peu de progrès ont été aomplis depuisl'introdution par Jean-Yves Girard des systèmes F et F! au début des années 1970 [58, 59℄. Defait, l'expressivité de es systèmes est telle, qu'il apparaît omme à peu près inutile de herher à



7l'étendre 1. En revanhe, de nombreuses reherhes es dernières années ont porté sur le troisièmepoint, et en partiulier sur l'ajout de règles de réériture aux règles de onversion habituelles du �-alul. De fait, le problème d'identi�er syntaxiquement des programmes équivalents n'intéresse passeulement les logiiens, mais rejoint le domaine de la sémantique des langages de programmation.Un exemple partiulièrement frappant est le lien entre opérateurs de ontr�le et logique lassique(voir par entre autres [65, 107, 106℄) qui a pu onduire des herheurs se onsidérant plus logiiensqu'informatiiens à se penher sur les travaux de Matthias Felleisen.L'évolution des di�érentes variantes du Calul des Construtions illustre également bien ettetendane. Le formalisme originel a été introduit en 1985 par Thierry Coquand et Gérard Huet [24,30, 32℄. Ce système ombine la puissane expressive du système F! ave la représentation despreuves par l'isomorphisme de Curry-Howard. Ce système, remarquablement onis et élégant danssa présentation, pouvait, alors, sembler ahevé : le polymorphisme permet d'y oder les struturesde données indutives et de dé�nir sur es derniers tous les algorithmes dé�nissables dans F! etl'on dispose de la logique intuitioniste d'ordre ! pour raisonner sur es objets. Là enore, 'est lamise en ÷uvre de e système sur ordinateur qui a montré les limites du mode de représentationdes données, et ainsi motivé l'ajout de types indutifs primitifs en 1989 par Thierry Coquand etChristine Paulin-Mohring [33℄ qui est étudié ii. La prinipale nouveauté, qui rend déliate l'étudedu formalisme résultant est la possibilité de dé�nir de nouveaux types ('est-à-dire aussi de nouvellepropositions) par réurrene primitive sur des objets indutifs : on rajoute de nouvelles règles deonversion non seulement au niveau des preuves et programmes, mais également au niveau destypes et des propositions. Dans la preuve de normalisation, il nous faut alors tenir ompte de esnouvelles identi�ations. Une autre extension, sans doute moins importante mais également utile,est la �-onversion, qui orrespond à une forme faible d'égalité extensionnelle. L'ajout de la �-règleomplique également l'étude du formalisme, ar il fait dépendre la propriété de on�uene de lapropriété de normalisation.On peut résumer ette thèse en disant qu'elle démontre que l'on peut faire ohabiter au seind'un système ohérent un ertain nombre de aratéristiques qui avaient déjà été étudiées et utiliséesséparemment, à savoir :� Le Calul des Construtions ; 'est-à-dire les types dépendants et surtout le polymorphisme.� Des types indutifs primitifs, permettant de onstruire des types par réurrene primitive(élimination forte).� Une règle de onversion utilisant la �-rédution.Il faut souligner qu'un e�ort partiulier a été fait pour étudier un formalisme aussi prohe quepossible de e qui peut être mis en ÷uvre sur ordinateur. En partiulier, nous avons hoisi d'utiliserune version de la règle de onversion (ou d'égalité de types) purement syntaxique. Ce hoix, disutéplus en détail à la �n de ette thèse omplique sensiblement ertaines parties de la preuve denormalisation, mais nous semble indispensable, ompte tenu des motivations de ette étude.Le reste de e travail est organisé omme suit :Le premier hapitre ommene par une rapide présentation du Calul des Construtions à tra-vers quelques exemples simples. On met ensuite en valeur le r�le des dé�nitions indutives et onmotive l'ajout d'un méanisme primitif pour elles-i. On présente informellement les ontraintesde positivité. En�n la présentation de la dérivation de quelques résultats formels sur le �-alul1Il faut modérer un peu ette a�rmation : dans le adre, par exemple, de l'extration de programmes, on trouvesouvent des algorithmes faisant appel à une réurrene non-struturelle et qui ne peuvent don pas être programmésdiretement tels quels dans des systèmes tel que F! étendu par des types indutifs. Pourtant, là aussi, il s'agit plusd'un problème de �souplesse� du langage de programmation que d'un manque de �fore brute� du système de types.Voir par exemple [125℄.



8simplement typé permet d'illustrer l'utilisation des types indutifs.Le deuxième hapitre ommene par la présentation formelle et détaillée du Calul des Constru-tions indutives (CCI). On y introduit également un ertain nombre de notations, et on y démontreun ertain nombre de propriétés importantes, dont en partiulier la orretion de la rédution vis-à-vis du typage.La normalisation de CCI est démontrée dans le hapitre 4. On se sert d'une adaptation de laméthode de rédutibilité due à Tait et perfetionnée par Girard. La preuve de normalisation de CCIest longue et tehnique ; or une preuve de normalisation ne peut être que réellement onvainante si leleteur en a une ompréhension intuitive. Pour ette raison, le hapitre 3 présente les idées essentiellesde la tehnique de rédutibilité à travers divers systèmes de types de omplexité roissante.On termine l'étude méta-théorique dans le hapitre 5, où l'on se sert du résultat de normalisationpour véri�er des propriétés omme la ohérene logique du système, sa on�uene et la déidabilitédu typage. En y disutant également de présentations alternatives du système, nous indiquonségalement pourquoi il semble inévitable de faire un hoix entre un système plus faile à étudier maismal-adapté à une implémentation, et un système de mise en ÷uvre plus e�ae mais plus ardu àétudier.En appendie on présente un résultat qui relie deux problèmes ouverts : la on�uene et lapossibilité de onstruire un point-�xe dans des systèmes non-normalisants. On présente égalementune formalisation du paradoxe de Russell qui permet la onstrution d'un point �xe dans unevariante inohérente de CCI.Il est à peu près indispensable de respeter l'ordre des hapitre à la leture. Seul le hapitre3 peut être lu indépendamment (au moins dans ses premières parties). Le leteur familier avele Calul des Construtions et l'isomorphisme de Curry-Howard pourra sauter tout ou partie duhapitre 1.



Chapitre 1Une Tentative de Présentation parl'ExempleCette présentation du Calul des Construtions et de son extension par des types indutifs,est délibérément modeste. Nous herherons simplement à illustrer l'utilisation de e alul ommeformalisme logique à travers quelques exemples simples. On insistera plus partiulièrement sur ladesription des types et prédiats indutifs pour permettre une ompréhension plus intuitive desdé�nitions qui seront détaillées dans le hapitre 2.De manière générale, il semble que le prinipe de l'isomorphisme de Curry-Howard, qui estau ÷ur du Calul des Construtions, ne soit pas toujours faile ni à assimiler, ni à expliquer.Parmi diverses introdutions, il nous faut mentionner elle du premier hapitre de la thèse de GillesDowek [38℄, remarquable de larté et de onision ; nous ne pouvons que reommander sa leture aunéophyte.1.1 Un langage de programmation � rappels de �-alul typéL'isomorphisme de Curry-Howard, 'est l'idée que des preuves et des algorithmes peuvent êtrereprésentés de manière uniforme. Pour le omprendre, il faut don ommener par maîtriser esdeux notions. Nous avons déjà mentionné dans l'introdution le r�le ruial qu'est appelé à jouer ladé�nition de fontions sous une forme intentionnelle, 'est-à-dire par la donnée d'un algorithme. End'autre termes, le formalisme permet la desription formelle d'algorithmes et ontient une méthodede alul ou d'évaluation de es algorithmes. Ces deux aratéristiques orrespondent à la dé�nitionabstraite d'un langage de programmation.Le �-alul a été introduit par Alonzo Churh, préisément pour dérire les objets de son forma-lisme logique, appelé �Logique d'Ordre Supérieur� (Higher-Order Logi) [16℄. Il reste l'un des moyensles plus élégants de dérire des aluls de manière abstraite. Sans rentrer dans les détails historiques,on peut rappeler qu'une première version du formalisme de Churh s'est révélée inohérente, parequ'utilisant le �-alul non-typé, qui est trop expressif algorithmiquement.En �-alul typé, tout objet bien-formé possède un type. On érira toujours t : T pour dire quel'objet t est de type T . A l'image de e qui se passe dans un langage de programmation omme ML,les prinipales strutures de données (entiers naturels, listes) orrespondent haune à un type. Parexemple l'objet 0 est bien-formé de type Nat (le type des entiers naturels) :0 : NatPar ailleurs, à tout entier naturel, nous pouvons assoier son suesseur. Le suesseur est don9



10 CHAPITRE 1. UNE TENTATIVE DE PRÉSENTATION PAR L'EXEMPLEune appliation des entiers naturels vers eux-mêmes. On utilise la �èhe pour désigner le type desappliations : un objet de type A ! B est une appliation (ou plus exatement une desriptionintentionnelle d'une appliation) des objets de type A vers les objets de type B. Dans le as dusuesseur S, on a don :S : Nat! NatUne fontion peut, bien sûr, être appliquée à un argument, pourvu que elui-i soit du type demandé.L'appliation de la fontion S à l'argument O est notée (S 0). Comme S est de type Nat ! Nat,on a :(S 0) : Nat(S (S 0)) : Nat: : :Convention d'ériture Une simpli�ation usuelle est de ne pas érire toutes les parenthèseslorsqu'une fontion est appliquée suessivement à plusieurs arguments : (: : : (f a1) : : : an) sera noté(f a1 : : : an). Par ailleurs, on utilisera la notation traditionnelle f(x) pour l'appliation pour lesraisonnements méta-mathématiques, lorsque f est une fontion au sens de la théorie des ensembles('est-à-dire lorsque f est en fait un prédiat). La notation ��-alul� étant réservée aux objets duformalisme.La dé�nition de nouvelles fontions est possible grâe à l'abstration, ou �-notation. La fontionqui à un objet x de type A assoie un objet M est notée �x : A:M ou [x : A℄M . Bien sûr, on peututiliser la variable x pour onstruire l'objet M . L'exemple le plus simple est la fontion identité surun type A :[x : A℄x : A! ARèglesOn peut utiliser es quelques termes très simples pour illustrer le prinipe des règles de typage.Pour ela, il nous faut introduire la notion de ontexte : omme un terme peut ontenir des variablesnon-dé�nies (ou �libres�), on ne peut le typer que si l'on préise d'abord le type de es variables.Un ontexte, généralement désigné par une majusule greque (� ou �) est don une liste de pairesomposées haune d'une variable et d'un type. On désigne par [℄ le ontexte vide, et par � :: (x; T )le ontexte � auquel on a ajouté la paire (x; T ). Un jugement de typage est don dérit par untriplet (ontexte, terme, type). On érit � ` t : Tpour dire que t est de type T dans le ontexte �. Dans e hapitre, on se permettra d'omettre leontexte lorsque elui-i sera vide ou qu'il sera faile de le deviner.Voii les règles d'inférene du �-alul simplement typé, qui est un fragment de notre système :� ` t1 : A! B � ` t2 : A� ` (t1 t2) : B � :: (x;A) ` t : B� ` [x : A℄t : A! B� wf (x;A) 2 �� ` x : A � ` A : Set x =2 �� :: (x;A) wfLes deux premières règles, permettant de typer l'abstration et l'appliation sont failes à om-prendre. Le jugement � wf signi�e simplement que � est bien-formé ; � ` A : Set signi�e que Aest un type bien-formé dans le ontexte �. La néessité de es jugements apparaîtra dans la setionsuivante.



1.2. PRÉDICATS, PROPOSITIONS ET TYPES DÉPENDANTS 11Remarque Les règles i-dessus orrespondent au fragment simplement typé du Calul des Constru-tions. Elles sont admissibles dans e Calul, mais non primitives. En fait on verra que l'opérateur!, de onstrution de type, n'est qu'un as partiulier des types de fontions dans e alul. Il enva de même du jugement � wf.RédutionLa règle de alul essentielle est la �-rédution. Elle orrespond à l'élimination onjointe d'uneabstration et d'une appliation : on dit que le terme ([x : A℄M N) se �-réduit en M [x nN ℄, 'est-à-dire le terme M dans lequel la variable x a été remplaée par N (ette notion de substitution estdé�nie préisément dans le hapitre suivant.) On érit :([x : A℄M N) B� M [x nN ℄:On s'intéressera également à la �-rédution :[x : A℄(M x) B� M si x n'est pas libre dans M:La �-rédution permet d'identi�er ertaines fontions qui sont extentionnellement égales ; par exemple :[x : Nat℄(f x) B� f:Notons que la distintion entre f et [x : Nat℄(f x) a d'ailleurs peu de sens en mathématiquesusuelles.On verra plus loin que le alul est enrihi par une autre notion de rédution. On verra surtoutomment la notion de rédution peut intervenir dans le typage.1.2 Prédiats, propositions et types dépendantsL'autre volet de l'isomorphisme de Curry-Howard est que les �-termes peuvent également êtreutilisés pour représenter des preuves de manière naturelle. Dans e paradigme, le langage des typesest enrihi pour permettre à eux-i de représenter des propositions. Si un type P orrespond àune proposition, un terme t de type P est alors une preuve de ette proposition. Les propositionsprouvables sont don les types habités. Pour s'habituer à ette idée, il est utile de rappeler lasémantique proposée par Heyting pour interpréter les preuves. En voii la version typée :� Une preuve de la onjontion A ^ B est une paire formée d'une preuve de A et d'une preuvede B� une preuve de la disjontion A _ B est une paire dont la seonde omposante est soit unepreuve de A soit une preuve de B, la première omposante étant un drapeau (�ag) indiquants'il s'agit d'une preuve de A ou de B� une preuve de l'impliation A) B est une appliation onstruisant une preuve de B à partirde toute preuve de A� une preuve de la proposition existentielle 9x : A:P (x) est une paire omposée d'un objet x0de type A et d'une preuve de la proposition P (x0)� une preuve de la proposition universelle 8x : A:P (x) est une fontion assoiant à tout objetx0 de type A une preuve de P (x0).Dans ette sémantique, les preuves sont don soit des paires (typées) soit des fontions totales,deux lasses d'objets à la base de la programmation fontionnelle, 'est-à-dire du �-alul typé.Les trois premiers as de l'énumération i-dessus, 'est-à-dire le fragment qui orrespond au alulpropositionnel, peuvent être représentés dans le �-alul simplement typé :



12 CHAPITRE 1. UNE TENTATIVE DE PRÉSENTATION PAR L'EXEMPLE� La onjontion logique orrespond au produit du �-alul : si les type A et B représententrespetivement les propositions A et B, alors le type produit (souvent noté A �B) représentebien les preuves de A ^B.� La disjontion est représentée par le type somme : les objets de type A + B sont bien lespreuves de A _B.� L'impliation en�n est naturellement interprétée par le type �èhe. Un objet de type A! Bassoie bien un objet de type B (preuve de B) à tout objet de type A (preuve de A). Cetobjet a don bien la sémantique d'une preuve de A) B.Informellement, ei signi�e que le �-alul simplement typé représente la logique proposition-nelle intuitionniste. Les règles d'inférene du �-alul orrespondent très exatement aux règles deprouvabilité du alul propositionnel. C'est le passage au alul des prédiats qui néessite uneextension du système de type, et plus préisément du langage des types.Considérons le as d'un prédiat sur les entiers naturels omme Even, le prédiat de parité. Untel prédiat est un objet qui à tout entier n assoie une proposition (n est pair.) Une propositionétant un type, 'est-à-dire enore un objet de type Set, le plus faile est de le typer omme unefontion des entiers vers les types/propositions. On aura don :Even : Nat! Setet étant donné un terme n : Nat, on pourra onstruire :(Even n) : SetL'objet (Even n) est don un type qui ontient un terme n ; on dit qu'il dépend de n. L'extension quipermet la représentation d'un alul des prédiats dans un �-alul typé est don e qu'on appellela possibilité de onstruire des types dépendants. C'est elle, bien sûr, qui donne toute sa portée àl'isomorphisme de Curry-Howard.Formellement, ette extension orrespond à de nouvelles règles de typage permettant la onstru-tion de es types dépendants. Elle néessite également un hangement dans la notation du type desfontions : onsidérons un type fontionnel A! B ; dans un alul ave types dépendants, le typedu résultat B doit pouvoir dépendre de la valeur de l'argument x : A. La notation ! ne permetpas de faire apparaître ette dépendane. On la remplae don la notation (x : A)B, où x est liée,et peut don apparaître, dans B. On lit en général ette notation �pour tout x de type A, B�. Ene�et, on retrouve bien la sémantique de Heyting du quanti�ateur universel : puisqu'une preuve de8x : A:B(x) est une fontion qui à tout x0 de type A assoie une preuve de B(x0), une preuve deette proposition sera simplement un terme de type(x : A)B:Les règles de typage de es types, aussi appelés produits dépendants, sont similaires à elle destypes �èhes, mais en faisant apparaître la dépendane lors de l'appliation :� :: (x;A) ` B : Set� ` (x : A)B : Set � ` t1 : (x : A)B � ` t2 : A� ` (t1 t2) : B[x n t2℄Il est faile de voir que le produit dépendant généralise stritement la �èhe. On n'a don plusbesoin de elle-i dans le alul. Plus exatement, on va onserver la notation A ! B omme uneabréviation de (x : A)B dans le as où x n'apparaît pas (n'a pas d'ourrenes libres) dans B.Les règles de typage que nous avons données pour la �èhe deviennent don des règles admissibles,puisqu'elles sont un as partiulier des règles i-dessus.Nous ne présenterons pas le formalisme dit de �dédution naturelle� du à Prawitz [130℄. Re-marquons tout de même que les deux règles i-dessus orrespondent exatement à l'introdution etl'élimination du quanti�ateur universel. La remarque importante est :



1.3. LA RÈGLE DE CONVERSION 13Dans un �-alul ave types dépendants, on uni�e le méanisme d'abstration/appliation de laprogrammation fontionnelle et le méanisme logique d'introdution/élimination du quanti�ateuruniversel.Notons aussi que les règles i-dessus ne su�sent pas à onstruire le type Nat ! Set (en fait(x : Nat)Set) du prédiat Even. On a pour ela besoin de la règle :� :: (x;A) ` K : Type� ` (x : A)K : Typequi permet de dériver Nat ! Set : Type. L'objet Type est une onstante partiulière omme Set,ave la règle Set : Type. De manière générale, Type est don le type des prédiats (et en partiulierdes types.)1.3 La règle de onversionNous avons indiqué omment les règles de rédution du �-alul permettent d'e�etuer des alulssur les objets du formalisme. Ces aluls permettent d'identi�er un ertain nombre de termes. Parexemple, on voudrait que ([x : Nat℄x 0) et 0 désignent e�etivement le même objet. Pour ela, onintroduit la règle de onversion. On dé�nit la relation d'équivalene =�� sur les termes omme laloture re�exive, symétrique et transitive de B� et B�. La règle de onversion est alors :� ` t : T � ` T 0 : s T =�� T 0� ` t : T 0On omprend que ette règle permette d'identi�er deux termes onvertibles. Pour reprendre l'exemplei-dessus, étant donné un prédiat P sur les entiers, et une preuve p de (P 0), alors p est aussi unepreuve de (P ([x : Nat℄x 0)). On a don �gratuitement� la preuve que 0 est égal à ([x : Nat℄x 0).Cei signi�e aussi que plus on ajoute de règles de rédutions au système, plus on pourra identi�er determes méaniquement, e qui permet de prouver plus de propositions. De là l'interêt de onsidérerla �-rédution, et aussi les rédutions liées aux types indutifs primitifs qui seront présentées plusloin.Si l'on peut parler de gratuité pour ertaines preuves, 'est bien sûr que la relation de onversionreste déidable, 'est-à-dire peut toujours être véri�ée par la mahine. Plus préisément, on verraque la propriété essentielle de e système est la déidabilité du typage : il existe un algorithmequi véri�e si un jugement � ` t : T est dérivable ou non. La lé de voute de et algorithme estpréisément la déidabilité de la onversion, qui repose sur les deux propriétés de normalisation etde on�uene qui sont les résultats prinipaux de e travail.Le hoix fait de disposer d'une relation de typage déidable interdit de trop étendre la règle deonversion. Certains systèmes, omme elui implémenté dans NuPRL [21℄ renonent à la déidabilitédu typage en faveur d'une plus grande souplesse de la règle de onversion.1.4 Les règles du Calul des ConstrutionsOn peut maintenant résumer les diverses idées présentées jusqu'ii en donnant les règles detypage du Calul des Construtions. On simpli�e grandement la présentation formelle de e systèmeen identi�ant syntaxiquement les di�érentes lasses d'objets (termes, types, et.) Les objets de e



14 CHAPITRE 1. UNE TENTATIVE DE PRÉSENTATION PAR L'EXEMPLEalul sont don obtenus à partir des quatre onstruteurs vus jusqu'ii : variables, abstration,appliation et produit ainsi que les onstantes Set et Type. La grammaire orrespondante est :t := x j (t t) j [x : t℄t j (x : t)t j soù s désigne Set ou Type. Les règles du alul sont alors :( Ax1) [℄ ` Set : Type(Prod-s) � :: (x : t1) ` t2 : s� ` (x : t1)t2 : s (Lam) � ` (x : t1)t2 : s � :: (x : t1) ` t : t2� ` [x : t1℄t : (x : t1)t2(W) � ` t : s � ` A : B x =2 �� :: (x : t) ` A : B(Var) � ` t1 : t2 (x; t) 2 �� ` x : t (App) � ` t2 : (x : T1)T2 � ` t1 : T1� ` (t2 t1) : T2[x n t1℄(Conv) � ` t : T1 � ` T1 : s � ` T2 : s T1 =�� T2� ` t : T21.5 Le r�le des dé�nitions indutivesHabituellement, on dé�nit un ensemble dé�ni indutivement omme le plus petit ensemble vé-ri�ant un ertain nombre de prédiats. Par exemple l'ensemble des entiers naturels peut être vuomme le plus petit ensemble N qui véri�e :� 0 2 N (0 est un entier naturel)� Si n 2 N alors n+ 1 2 N (l'ensemble est los par suesseur).Ce type de dé�nition joue un r�le important en mathématiques. Il devient essentiel lorsque l'ontravaille dans une théorie des types, où il s'utilise de manière très naturelle. Dans Coq, on disposed'une instrution dédiée ; par exemple :Indutive Definition nat : Set =0 : nat | S : nat -> nat.qui onstruira e�etivement les objets Nat : Set, 0 : Nat, S : Nat ! Nat. Mais surtout, lefait que Nat est le plus petit type onstruit à partir des deux onstruteurs 0 et S est illustré parl'existene de shémas de réurrene :Nat_re : (P : Nat! Set)(P 0)! ((m : Nat)(P m)! (P (S m)))! (n : Nat)(P n)'est-à-dire que pour tout prédiat P sur les entiers, si (P 0) est véri�é, et si (P (S m)) est véri�ésous la ondition (P m), alors tout entier véri�e aussi P . On reonnaît bien sûr le neuvième axiomede Peano [126℄. Il est utile de remarquer dès maintenant que es shémas de réurrene ne sontpas simplement des axiomes logiques, mais des opérateurs munis d'un omportement alulatoirepartiulier. Toujours dans le as des entiers naturels, on aura les règles de rédution suivantes :(Nat_re P p0 pS 0) B p0(Nat_re P p0 pS (S n)) B (pS n (nat_re P p0 pS n)):



1.5. LE RÔLE DES DÉFINITIONS INDUCTIVES 15Intuitivement, on omprend bien que es règles de rédutions préservent le typage : on aura P :Nat! Set, p0 : (P 0), pS : (m : Nat)(P m)! (P (S m)), et don :(Nat_re P p0 pS 0) : (P 0)(Nat_re P p0 pS (S n)) : (P (S n)):On peut également remarquer dès à présent que Nat_re se omporte omme un opérateur de�ltrage vis-à-vis de leur quatrième argument. De plus, lorsque et argument est de la forme (S m),on observe un appel réursif, puisque la fontion (nat_re P p0 pS) est rappelée sur l'argument n.On reonnaît don la l'opérateur de réurrene struturelle sur les entiers naturels, tel qu'il existedans le système T de Göedel, dérit dans le hapitre 3, mais ii l'utilisation des types dépendantspermet de le typer de manière plus �ne. On peut toutefois retrouver failement la version sans typedépendants ; soit la dé�nition :Nat_re0 = [P : Set℄(Nat_re[n : Nat℄P ) : (P : Set)P ! (Nat! P ! P )! Nat! P:Le omportement alulatoire de Nat_re0 sera le même que elui de Nat_re. De manière gé-nérale, on parlera de shéma d'élimination dépendant pour Nat_re et de shéma d'éliminationnon-dépendant pour Nat_re0. Cette distintion existe pour tous les types indutifs que nous onsi-dérons dans la suite. Le système génère également d'autres shémas, que nous onsidérerons plustard.Dans l'exemple i-dessus, ainsi que dans la suite de ette partie, nous utilisons les aratèresverbatim pour les instrutions Coq. En e�et Indutive Définition ... est une instrution et nedésigne pas de termes du système formel proprement dit. Nous verrons par la suite quelle est lastruture e�etive des termes onstruits par ette instrution.1.5.1 Types de donnéesLa dé�nition i-dessus rappelle bien sur les types onrets de ML [47, 99, 103, 34, 4, 92℄. De fait,une première utilisation des types indutifs dans un système tel que Coq est la représentation destrutures de données lassiques.Sommes et ProduitsParmi les types les plus utilisés en programmation, et en partiulier en programmation fontion-nelle, on trouve les sommes et les produits. Donnons-nous deux types A et B, que nous supposeronsdéjà onstruits par ailleurs. On dé�nit le produit de A et B (souvent noté A � B) omme le pluspetit type obtenu par le onstruteur de paire :Indutive Definition ProdAB : Set =pairAB : A -> B -> ProdAB.Le shéma d'élimination orrespondant étant :ProdAB_re : (P : ProdAB! Set)((a : A)(b : B)(P (pairAB a b)))! (p : ProdAB)(P p)La somme de A et B, souvent notée A + B, désigne un type dont les habitants sont soit desobjets de type A, soit des objets de type B, aompagnés d'une marque indiquant dans quel as onse trouve. C'est don le plus petit type obtenu à partir de deux onstruteurs, qui sont les injetionsde A et B respetivement, vers le type somme :



16 CHAPITRE 1. UNE TENTATIVE DE PRÉSENTATION PAR L'EXEMPLEIndutive Definition SumAB : Set =left : A -> SumAB| right : B -> SumAB.On obtient alors :SumAB_re : (P : SumAB ! Set)((a : A)(P (left a))) ! ((b : B)(P (right b))) ! (s :SumAB)(Ps)Types réursifsUne aratéristique qui distingue les entiers naturels de la somme et du produit est que e typeest réursif : le onstruteur S prend omme argument un objet qui est lui-même de type Nat.La représentation des entiers naturels est l'exemple le plus simple de type indutif réursif habité.En informatique on utilise ouramment d'autres strutures indutives réursives. Nous donnonsl'exemple des listes homogènes et des arbres binaires :Indutive Definition list : Set =nil : list| ons : A -> list -> list.Indutive Definition tree : Set =leaf : tree| node : A -> tree -> tree -> tree.Dans les deux as, la réursivité de la dé�nition est re�été par les shémas d'élimination. Cesderniers orrespondent au prinipes de réurrenes dit �struturels� sur les strutures dé�nies :tree_re : (P : tree ! Set)(P leaf)!((a : A)(T1 : tree)(P T1)! (T2 : tree)(P T2)! (P node a T1 T2))!(T : tree)(P T )Représentation des types simplesLes dé�nitions indutives sont on ne peut plus ourantes en logique formelle. Par exemple lorsque,dans le hapitre suivant, nous onstruirons formellement les objets du formalisme, nous les utiliseronsde manière essentielle. Plus simplement, voii les formalisations des objets du �-alul simplementtypé ; tout d'abord les types :Indutive Definition ST : Set =iota : ST| Arr : ST -> ST -> ST.On utilise les indies de de Bruijn pour les �-termes :Indutive Definition term : Set =var : nat -> term| app : term -> term -> term| abs : term -> term.



1.5. LE RÔLE DES DÉFINITIONS INDUCTIVES 171.5.2 Dé�nitions indutives parametréesLa dé�nition préédente semble un peu restritive : on aimerait pouvoir dé�nir les listes, arbres,sommes et produits de manière générique et pas seulement pour des types A et B donnés. Lapossibilité, dans le Calul des Construtions, de dé�nir des fontions des types vers les types, ouplus généralement des prédiats vers les prédiats, nous permet de paramétrer es dé�nitions, enonstruisant, par exemple, list :Set!Set. La syntaxe Coq est :Indutive Definition list [A:Set℄ : Set =nil : (list A)| ons : A->(list A)->(list A).où :Indutive Definition Sum [A,B:Set℄ : Set =inl : A->(Sum A B)| inr : B->(Sum A B).Les shémas d'élimination obtenus sont identiques au préédents, à ela près, qu'ils sont euxaussi aussi parametrés :list_re : (A : Set)(P : (list A) ! Set)(P (nil A))!((a : A)(l : (list A))(P l)! (P (ons A a l)))!(l : (list A))(P l)SumAB_re : (A;B : Set)(P : (Sum A B)! Set)((a : A)(P (left A B a)))! ((b : B)(P (right A B b)))! (s : (Sum A B))(P s)1.5.3 Prédiats indutifsLes types dé�nis préédemment sont tous des types de donnés. Ils ne di�èrent pas de e qui peutêtre fait à l'aide des types onrets d'un langage omme ML. Dans un système omme le Caluldes Construtions, le shéma de dé�nitions indutives est ompatible ave les types dépendants : onpeut dé�nir des prédiats indutifs. Un exemple typique est la parité des entiers naturels : Even estle plus petit prédiat véri�é par 0 et véri�é par (S (S n)) s'il est véri�é par n. En Coq, ela donne :Indutive Definition Even : nat -> Set =Even0 : (Even O)| EvenS : (n:nat)(Even n)->(Even (S (S n))).En plus des objets Even, Even0 et EvenS attendus, on onstruit le shéma d'élimination :Even_re : (P : Nat! Set)(P 0)!((n : Nat)(Even n)! (P n)! (P (S (S n))))!(n : Nat)(Even n)! (P n)qui permet de prouver réursivement des propriétés sur les entiers pairs.ÉgalitéUn autre exemple, non-réursif elui-là, est la dé�nition de l'égalité. Il su�t de dé�nir l'égalitéomme le plus petit prédiat ré�exif ! Étant donnés un type A : Set et un élément a : A de e type,on dé�nit don le prédiat �être égal à a� omme :



18 CHAPITRE 1. UNE TENTATIVE DE PRÉSENTATION PAR L'EXEMPLEIndutive Definition Eqa : A -> Set =refla : (Eqa a).'est-à-dire aussi omme le prédiat véri�é uniquement par a. L'avantage essentiel de ette dé�nitionest que le shéma d'élimination assoié nous permet de retrouver l'égalité de Leibniz :Eqa_re : (P : A! Set)(Pa)! (x : A)(Eqa x)! (P x)On a bien sûr intérêt à paramétrer ette dé�nition par A et a, en obtenant ainsi une dé�nitiongénérique de l'égalité :Indutive Definition Eq [a:A;a:A℄ : A -> Set =refl : (x:A)(Eq A a x)Le quanti�ateur existentielNous avons vu omment formaliser un ertain nombre de onepts mathématiques ourants dansle Calul des Construtions. En partiulier le quanti�ateur universel se traduit immédiatementgrâe à la quanti�ation dépendante et les prédiats grâe aux types dépendants. Nous avons vuégalement omment formaliser les onneteurs logiques de onjontion et de disjontion par lestypes produits et sommes dérits i-dessus. Nous pouvons don plonger le alul des prédiatsintuitionniste dans les Construtions, à ondition de dé�nir le quanti�ateur existentiel.Indutive Definition sig [A:Set;P:A->Set℄ =exist : (a:A)(P a)->(sig A P).Remarquons que ette dé�nition est une généralisation strite du produit : la dé�nition est la même,mais le type de la seonde omposante de la paire peut, ii, dépendre de la valeur de la première.On retrouve ainsi la sémantique de Heyting du onneteur existentiel. Le shéma d'éliminationorrespond bien sûr à la règle d'élimination de e quanti�ateur en dédution naturelle :sig_re : (A : Set)(P : A! Set)(Q : Set)((x : A)(P x)! Q)! (sig A P )! QLe �-alul simplement typéLes règles de typage du �-alul simplement typé dé�nissent indutivement un prédiat ternairesur les ontextes, les types simples et les termes. Pour le formaliser, il nous faut d'abord onstruireles ontextes omme listes de types :Indutive Definition ontext : Set =nil : ontext| ons : ST -> ontext -> ontext.Un prédiat indutif permet de préiser qu'un type se trouve à une profondeur n dans un ontexte :Indutive Definition inpos [T:ST℄ : ontext -> nat -> Set =inposar : (G:ontext)(inpos T (ons T G) O)| inposdr : (G:ontext)(n:nat)(T1 : ST)(inpos T G n)->(inpos T (ons T1 G)(S n)).A haque règle de typage orrespond alors une lause indutive :



1.5. LE RÔLE DES DÉFINITIONS INDUCTIVES 19Indutive Definition WTt : ontext -> term -> ST -> Set =Vart : (n:nat)(G:ontext)(T:ST)(inpos T G n)->(WTt G (var n) T)| Appt : (G:ontext)(A,B:ST)(t1,t2:term)(WTt G t1 (Arr A B))->(WTt G t2 A)->(WTt G (app t1 t2) B).| Lamt : (G:ontext)(A,B:ST)(t:term)(WTt (ons A G) t B)-> (WTt G (lam t) (Arr A B)).Une autre possibilité est de remarquer que l'arbre de dérivation étant isomorphe au terme typé,e dernier est en quelque sorte super�u. On obtient alors une dé�nition alternative plus simple1 :Indutive Definition in [T:ST℄ : ontext -> Set =inar : (G:ontext)(in T (ons T G))| indr : (G:ontext)(T1:ST)(in T G)->(in T (ons T1 G)).Indutive Definition WT : ontext -> ST -> Set =Var : (T:ST)(G:ontext)(in T G)->(WT G T)| App : (G:ontext)(A,B:ST)(WT G (Arr A B))->(WT G A)->(WT G B)| Lam : (G:ontext)(A,B:ST)(WT (ons A G) B)->(WT G (Arr A B)).1.5.4 La ondition de strite positivitéMême si nous ne nous sommes pas enore intéressés aux termes orrespondant aux dé�nitionsindutives, nous avons vu que tout type indutif est entièrement dérit par les types de ses onstru-teurs. Toutefois, il est néessaire d'imposer une restrition sur la forme que peuvent prendre estypes si l'on veut préserver la propriété de normalisation et la ohérene logique du système. Danse paragraphe, nous expliquons informellement la ondition de strite positivité sur les argumentsdes onstruteurs. Aussi e paragraphe est-il essentiel pour omprendre la dé�nition formelle dusystème donné dans le hapitre 2.Le as généralConsidérons un type indutif I, dérit par les types C1 : : : Cn de ses n onstruteurs. Poursimpli�er, on onsidérera dans un premier temps que I n'est pas un prédiat (n'est pas un typedépendant) ; 'est-à-dire que I : Set. Chaque onstruteur attend un ertain nombre d'argumentspour onstruire un objet de type I. On aura don pour tout i, ave 1 � i � n :Ci = (xi1 : U i1)(xi2 : U i2) : : : (xini : T ini)Ioù ni est don le nombre d'arguments du n-ième onstruteur de I. Les types U ij des argumentspeuvent dépendre de I. Par exemple dans le as des entiers naturels, ave I = Nat, le deuxièmeonstruteur S est de type Nat! Nat, et don n2 = 1 ave U21 = Nat.La restrition porte préisément sur ette dépendane des arguments des onstruteurs vis-à-visdu type indutif ; elle est la suivante : pour tout U ji ,1Cette deuxième version peut-être surprenante, ar les variables ne semblent pas identi�ées. En fait l'indie de deBruijn de haque variable est ontenu impliitement dans la preuve de (in T (ons T G)) qui permet e�etivementde distinguer deux variables du même type. Le terme de type (in ...) doit don être vue plus omme un termequ'une preuve. C'est un bon exemple d'utilisation des types dépendants, à mi-hemin entre propositions et types dedonnées.



20 CHAPITRE 1. UNE TENTATIVE DE PRÉSENTATION PAR L'EXEMPLE1. soit I n'apparaît pas dans U ji , et on dit alors que l'argument est non-réursif,2. soit U ji est de la forme (y1 : V1) : : : (ym : Vm)I, où I n'apparaît pas dans les Vk, et l'argumentest alors réursif.On voit bien que pour les types non-réursifs dérits préédemment (produit, somme) on n'utiliseque la lause 1. La lause 2 est utilisée pour les types réursifs omme les entiers naturels oules listes. Le type de l'argument du onstruteur S est Nat, qui est bien un sous-as du shéma(y1 : V1) : : : (ym : Vm)Nat.Une représentation des ordinauxOn peut remarquer que dans tous les exemples mentionnés jusqu'ii, on n'utilise pas le shémadans toute sa généralité : on ne trouve pas i-dessus d'arguments réursifs fontionnels, 'est-à-direde la forme (y1 : V1) : : : (ym : Vm)I ave des séquenes y1 : : : ym et V1 : : : Vm non-vides. Ladé�nition indutive la plus onnue ave argument réursif fontionnel est une représentation desnotations ordinales en théorie des types. Sa dé�nition dans Coq est :Indutive Definition Ord : Set =Oo : Ord| So : Ord -> Ord| lim : (nat -> Ord) -> Ord.Bien entendu, Oo et So orrespondent respetivement au 0 (zéro) et au suesseur des ordinaux.Le onstruteur lim appliqué à une suite f d'ordinaux représente la borne supérieure (réunion) deette suite 2.Indiquons le type et le omportement alulatoire du shéma d'élimination orrespondant, quiorrespond e�etivement à une formulation du prinipe d'indution trans�nie :Ord_re : (P : Ord! Set)(P Oo)!((y : Ord)(P y)! (P (So y)))!((y : Nat! Ord)((n : Nat)(P (y n)))! (P (lim y)))! (o : Ord)(P o)(Ord_re P p0 pS pl Oo) B pO(Ord_re P p0 pS pl (Sox)) B (pS x (Ord_re P p0 pS pl x))(Ord_re P p0 pS pl (lim f)) B (pl f [n : Nat℄(Ord_re P p0 pS pl (f n)))Dé�nitions inorretesUn exemple de type indutif interdit est une dé�nition omportant un as U ji = I ! I ; aussi ladé�nition suivante est refusée par le système :Indutive Definition absurd : Set =C : (absurd -> absurd) -> absurd.De manière pragmatique, on peut expliquer ei en montrant omment la même dé�nition dans unlangage de programmation fontionnel fortement typé, par exemple en CAML [47℄, onduit à un pro-gramme non normalisable, sans utilisation du point-�xe. En CAML la onstrution orrespondanteest :2Bien sûr il s'agit là d'une représentation des ordinaux, et elle-i est forément inomplète : tous les ordinaux nepeuvent pas être représentés. Plus enore, la olletion des ordinaux représentés en théorie des types est un ensemble,et est don majoré.



1.5. LE RÔLE DES DÉFINITIONS INDUCTIVES 21# type absurd = C of absurd -> absurd;;En utilisant simplement le �ltrage de CAML, on peut alors typer la fontion f suivante du typeabsurd -> absurd :# let f = funtion (C g) -> g (C g);;f : absurd -> absurd = <fun>et il est alors faile de voir que le programme f (C f) va bouler. On peut même, en utilisantuniquement le �ltrage sur les objets de type absurd onstruire le point �xe usuel. Cei montre qu'ilne peut pas y avoir, dans le Calul des Construtions Indutives, de shéma d'élimination assoiéau type absurd. Un peu plus loin, nous essayons d'expliiter e point de manière plus théorique.1.5.5 La forme des shémas d'éliminationNous avons dit préédemment que le type et le omportement alulatoire des shémas d'élimi-nation étaient inférés automatiquement à partir de la desription des types indutifs, 'est-à-dire dela donnée des types de leurs onstruteurs ; il nous reste à expliquer e point. La desription formelledu méanisme présidant à la onstrution du type du shéma d'élimination est relativement peuparlante, alors que son prinipe sous-jaent est relativement simple. Aussi est-il, là enore, onseilléde bien omprendre e paragraphe avant d'entamer la leture du hapitre 2. Nous détaillons d'abordle as des shémas non-dépendants.Le as non-dépendantComme dans le paragraphe préédent, on onsidère un type indutif I, et les types T1 : : : Tnde ses n onstruteurs. On appellera C1 : : : Cn es derniers. On a don : 8i:Ci : Ti. Une bonnemanière de omprendre le shéma d'élimination est de le voir d'abord omme un opérateur de �ltrage(pattern-mathing) exhaustif et très simple, voir minimal. Ce dernier est une fontion Ire_nodep quiattend trois sortes d'arguments :� Tout d'abord le type de l'objet que nous herhons à onstruire ; dans un premier temps nousonsidérerons qu'il ne dépend pas de l'objet à destruturer. Nous l'appellerons P : Set.� Ensuite viennent n termes f1 : : : fn qui forment les n branhes du �ltrage, haune orres-pondant à un des n onstruteurs de I.� En�n l'objet t de type I que l'on herhe à déstruturer.En d'autres termes, pourvu que les f1 : : : fn soient orretement typés, on aura :(Ire_nodep P f1 : : : fn t) : P:Nous appellerons �fTi; Pg le type respetif de fi, qui est dé�ni i-dessous. Le type de Ire est alors :Ire_nodep : (P : Set)(f1 : �fT1; Pg) : : : (fn : �fTn; Pg)I ! P:Le fait que e shéma soit dit non-dépendant tient simplement au fait que P ne dépend pas de t ;sinon on aurait P : I ! Set.Pour omprendre la onstrution des �fTi; Pg, il est utile de onsidérer d'abord les règles derédution assoiées au shéma d'élimination. Ce dernier orrespondant à une étape de �ltrage, il ya possibilité de rédution si t est de la forme (Ci u1 : : : uni). On a alors uj : U ij . Supposons dansun premier temps que Ci soit un onstruteur non-réursif, 'est-à-dire que I n'apparaisse pas dansles U ij ; on a alors la rédution suivante :(Ire_nodep P f1 : : : fn (Ci u1 : : : uni)) B (fi u1 : : : uni):



22 CHAPITRE 1. UNE TENTATIVE DE PRÉSENTATION PAR L'EXEMPLEIl est faile de omprendre que, dans e as, on aurafi : (xi1 : U i1) : : : (xini : U ini)P = �fTi; Pg:Nous retrouvons ainsi les types des shémas d'élimination non-dépendants des types non réursifsprésentés i-dessus.Si maintenant au moins l'un des arguments de Ci est réursif, le omportement alulatoire deIre_nodep est plus omplexe, puisque, omme indiqué, par exemple, au paragraphe de présentationdes entiers naturels, l'aspet �pattern-mathing� du shéma d'élimination se double alors d'un aspet�réursion�. Plus exatement, haque fois que l'argument xij d'un onstruteur Ci est réursif, labranhe orrespondante du �ltrage fi attendra un argument supplémentaire, à savoir l'appel réursifde la fontion dé�nie appliquée à xij. Supposons plus préisément que U ij = I ; alors là où on avaitpréédemment : fi : (xi1 : U i1) : : : (xij : U ij) : : : (xini : U ini)Pon aura maintenant : fi : (xi1 : U i1) : : : (xij : U ij)P ! : : : (xini : U ini)Pe qui se re�ète dans la règle de rédution :(Ire_nodep P f1 : : : fn (Ci u1 : : : uni)) B (fi u1 : : : uj (Ire_nodep P f1 : : : fn xij) : : : xini):À partir de là, il est faile de omprendre omment ei se généralise aux onstruteurs admettantplusieurs arguments réursifs. Remarquons également que ei est su�sant pour retrouver les shé-mas d'élimination des entiers et des listes dé�nis préédemment dans leurs versions non-dépendantes.On omprend aisément omment ei se généralise aux as de onstruteurs admettant plusieursarguments réursifs, omme les arbres binaires. En revanhe, on voit déjà que la dé�nition formellede la forme générale de es shémas ne sera pas très parlante au premier abord.Le as d'arguments réursifs plus omplexe n'est pas très di�ile. Prenons maintenantU ij = (y1 : V1) : : : (ym : Vm)I:On aura alors :fi : (xi1 : U i1) : : : (xj : U ij)((y1 : V1) : : : (ym : Vm)P )! : : : (xini : U ini)Pet omme règle de rédution :(Ire_nodep P f1 : : : fn (Ci u1 : : : uni)) B(fi u1 : : : uj [y1 : V1℄ : : : [ym : Vm℄(Ire_nodep P f1 : : : fn (xij y1 : : : ym)) : : : xini):Le as dépendantUne fois ompris la formation et le typage des shémas d'élimination non-dépendants, il n'estpas très di�ile de passer à leur homologue dépendant. Comme indiqué préédemment, les règlesde rédution sont les mêmes. Il su�t don de dé�nir leur type. Le premier argument de Ire seraun prédiat sur I : P : I ! Set (au lieu d'un type P : Set dans le as de Ire_nodep). Les types desbranhes fi du �ltrage seront appelés �fTi; P; Cig, et dé�nis par :� Si tous les arguments de Ci sont non-réursifs :�fTi; P; g � (xi1 : U i1) : : : (xini : U ini)(P ( xi1 : : : xini)):



1.6. REPRÉSENTATION DES TYPES INDUCTIFS 23� Si le j-ème argument de Ci est réursif de typeU ij = (y1 : V1) : : : (ym : Vm)Ion aura :�fTi; P; g � (xi1 : U i1) : : : (xj : U ij)((y1 : V1) : : : (ym : Vm)(P (xij y1 : : : ym)))): : : (xini : U ini)(P ( xi1 : : : xini)):On peut véri�er que l'on retrouve ainsi les shémas Nat_re, tree_re, et, vus préédemment.1.6 Représentation des Types IndutifsDans e qui préède, nous avons dérit un ertain nombre de propriétés essentielles (types, ré-dutions) des objets orrespondant à un méanisme de dé�nitions indutives. Nous avons mentionnéque dans une implémentation telle que Coq, e méanisme orrespondait à une instrution dédiée(Indutive Definition. . .). Il nous reste maintenant à étudier la struture de es objets.1.6.1 Le odage imprédiatifAlonzo Churh, l'inventeur du �-alul, avait très t�t remarqué qu'une lasse de �-termes pou-vait être utilisée pour représenter les entiers naturels. C'est la représentation onnue sous le nom�d'entiers de Churh� :0 � �x:�f:x1 � �x:�f:(f x)2 � �x:�f:(f (f x)). . .n � �x:�f:(fn x)Cette représentation n'est pas utilisable en �-alul simplement typé. En e�et, on peut ertesassigner un même type aux termes i-dessus, mais il sera impossible de typer orretement le termequi e�etuera l'exponentiation de deux entiers de Churh3. En revanhe, lorsque Jean-Yves Girarda introduit le �-alul typé du seond ordre, ou système F au début des années 1970 (voir [58, 59℄),il a remarqué que grâe au polymorphisme on pouvait, dans son système, typer uniformémentles entiers de Churh et les fontions prouvablement totales dans l'arithmétique du seond ordre.C'est pour ette raison que le système F , onçu à l'origine pour prouver la ohérene logique del'arithmétique fontionnelle du seond ordre, n'a pas besoin d'entiers primitifs, ontrairement ausystème T , introduit pour prouver la ohérene de l'arithmétique du premier ordre. On peut trouverles dé�nitions et les preuves de normalisation de es systèmes dans le hapitre 3 ; voir aussi [61, 83℄.Comme le Calul des Construtions est une extension du système F , on peut également y dé�nirles entiers de Churh ; il su�t de prendre :Nat � (A : Set)A! (A! A)! A:Il est possible de généraliser ette opération aux autres types indutifs ; il existe ainsi des odagesimprédiatifs des listes, sommes, produits, ordinaux, et. L'étude préise de es odages a été faitepar Corrado Böhm et Alessandro Berardui [12℄, puis dans le adre du Calul des Construtionspar Christine Paulin-Mohring et Frank Pfenning [119, 120, 127℄. Il faut noter que ette possibilité3En fait, omme ela a été montré par Helmut Shwihtenberg, les seules fontions dé�nissables sur les entiers deChurh en �-alul simplement typé sont les polyn�mes (à oe�ients onstants), étendus par le test à zéro.



24 CHAPITRE 1. UNE TENTATIVE DE PRÉSENTATION PAR L'EXEMPLEsemble avoir été l'une des motivations prinipales de l'introdution du polymorphisme dans le Caluldes Construtions.Si ette tehnique de représentation est très utile pour, par exemple, donner des preuves deohérene de formalismes logiques, il présente aussi un ertain nombre de défauts, qui se sontrévélés partiulièrement gênants ave la mise en ÷uvre de preuves formelles e�etivement véri�éespar l'ordinateur et la quête de programmes e�aes extraits de preuves :� On ne peut, sans extension du système, onstruire que les shémas d'élimination non-dépen-dants.� Le omportement alulatoire n'est pas exatement elui souhaité. En partiulier la règle derédution (Ire P f1 : : : fn (Ci a1 : : : am)) B (fi a1 : : :)n'est en fait véri�ée en général que si le terme (Ci a1 : : : am) est los. Cei peut être gênantar on souhaite utiliser l'égalité orrespondante.� La représentation imprédiative est mauvaise d'un point de vue informatique : elle est relative-ment gourmande en plae mémoire, et surtout les aluls sont longs ; le alul du prédéesseurd'un entier de Churh n néessite un temps au moins proportionnel à n.� Comme indiqué par Christine Paulin-Mohring, la représentation par le odage imprédiatifn'est �dèle que pour les types de données : dès que l'un des arguments de l'un des onstruteursest fontionnel, il devient possible d'habiter le type imprédiatif par des termes los qui nepeuvent pas être obtenus à partir des onstruteurs.� Le odage imprédiatif est mal adapté à l'extration de programmes vers des ompilateurs detype ML : on souhaite en e�et utiliser les types onrets et le �ltrage de es ompilateurs.� Il est impossible de prouver que 0 6= 1 dans le Calul des Construtions pur (voir parexemple [150℄). Plus généralement il est exlu de prouver que deux onstruteurs d'un typeindutif sont di�érents, sans étendre le système.1.6.2 Les types indutifs primitifsCes di�érentes raisons ont onduits Thierry Coquand et Christine Paulin-Mohring à proposerune extension au Calul des Construtions, préisément destinée à permettre un traitement plussatisfaisant des dé�nitions indutives. L'idée est d'ajouter trois nouveaux objets syntaxiques auCalul : un pour représenter les types indutifs proprement dits, un pour les onstruteurs et unpour les shémas d'élimination. Les notations sont les suivantes :� Les types (ou les prédiats) indutifs sont représentés par le termeInd(X : A)fT1(X); : : : ;Tn(X)gqui doit être ompris ainsi : A est le type de l'objet dé�ni, T1(X) : : : Tn(X) sont les typesdes n onstruteurs. On souligne que la variable X est liée dans les Ti(X) pour permettre desarguments réursifs. Par exemple le type Nat sera simplement une abréviation de :Nat � Ind(X : Set)fX;X ! Xg : Setde même on aura :list � [A : Set℄Ind(X : Set)fX;A! X ! Xg : Set! SetEven � Ind(X : Nat! Set)f(X 0); (n : Nat)(X n)! (X (S (S n)))g : Nat! Set:



1.6. REPRÉSENTATION DES TYPES INDUCTIFS 25� Pour les onstruteurs, le terme Constr(i; I) désigne le i-ème onstruteur du type indutif I.On aura ainsi simplement : 0 � Constr(1;Nat) : Nat'est-à-dire dans sa forme expansée :0 � Constr(1; Ind(X : Set)fX;X ! Xg) : Ind(X : Set)fX;X ! Xgainsi que : S � Constr(2;Nat)nil � Constr(1; list)et.� Le terme orrespondant aux shémas d'élimination est un peu plus ompliqué :Elim(I;Q; [u1; : : : ;up℄; t)ff1; : : : ; fngqui doit être ompris ainsi : I est le type indutif sur lequel on fait l'élimination, t est l'objetque l'on élimine et les fi sont les �branhes� du �ltrage. La liste de termes [u1; : : : ;up℄ sert apréiser le type de t dans le as où I est un prédiat indutif. De manière générale on aura :t : (I u1 : : : un)et bien sûr si I : Set ou I : Prop, la liste [u1; : : : ;up℄ sera vide. En�n Q sert simplement àpréiser le type de l'objet fabriqué :Elim(I;Q; [u1; : : : ;up℄; t) : (Q u1 : : : up t):Par exemple, les shémas d'élimination vus préédemment sont simplement des formes �ur-ry�ées� de l'opérateur Elim :Nat_re � [Q : Nat! Set℄[f1 : (Q 0)℄[f2 : (m : Nat)(Q m)! (Q (S m))℄[n : Nat℄Elim(Nat; Q; [℄; n)ff1; f2g :Il s'agit là bien sûr d'une desription sommaire et intuitive. Les règles de typage préises, quiformalisent entre autres la ontrainte de strite positivité et les nouvelles règles de rédution, sontdétaillées dans le hapitre 2.1.6.3 L'élimination forteIl nous reste à indiquer omment prouver 0 6= 1. Pour e faire, il faut exhiber un prédiat surles entiers P : Nat ! Set, tel que (P O) et la négation de (P (S O)) soient prouvables. Les outilsque nous avons dérits jusqu'ii ne su�sent pas pour onstruire un tel prédiat. Il nous faut pourela être apables de dé�nir une proposition par �ltrage sur un entier naturel. En d'autre termes,on doit disposer d'un shéma d'élimination sur les entiers permettant de onstruire des objets detype Set. C'est ette possibilité qu'on appelle l'élimination forte. La version la plus simple d'un telshéma serait :Nat_res : Set! (Nat! Set! Set)! Nat! Setave : (Nat_res Q0 Qs O) B Q0(Nat_res Q0 Qs (S n)) B (Qs n (Nat_res Q0 Qs n))



26 CHAPITRE 1. UNE TENTATIVE DE PRÉSENTATION PAR L'EXEMPLEPour prouver 0 6= 1, on peut alors onstruire :Dis � (Nat_res True [n : Nat℄[Q : Set℄False) : Nat! SetOn a alors (Dis O) qui est onvertible à True, et don trivialement prouvable, et (Dis (S O)) quiest onvertible à False. Si on suppose (Eq Nat O (S O)), omme on a (Dis O), on peut en déduire(Dis (S O)), 'est-à-dire False. On a don (Eq Nat O (S O))! False (en lair, 0 6= 1.)Forme généraleLe type proposé i-dessus pour Nat_res orrespond à une version non-dépendante de l'élimi-nation forte, spéialisée à la seule onstrution d'objets de type Set. On peut donner un type plusgénéral à Nat_res, qui permet de onstruire un prédiat de toute arité par élimination forte :Nat_res : (Q : Type)Q! (nat! Q! Q)! Nat! Qoù, rapellons-le, Type est le type de Set. Ce type orrespond exatement au shéma d'éliminationnon-dépendent des entiers où l'on remplae Set par Type. On peut généraliser enore un peu enprenant le shéma dépendant orrespondant :Nat_res : (Q : Nat! Type)(Q O)! ((n : Nat)(Q n)! (Q (S n)))! (n : Nat)(Q n)De manière générale, on obtient don le type de l'opérateur d'élimination forte d'un type indutifI en remplaçant la quanti�ation (P : I ! Set) du type de l'élimination faible par une quanti�ation(P : I ! Type). Les règles de rédution restent don inhangées.Il faut remarquer que pour pouvoir onstruire les types des shémas d'élimination forte telsqu'ils sont dérits ii, il faut légèrement étendre le système de type. En e�et, dans le Calul desConstrutions, on n'autorise pas la onstrutions d'objets tels que Nat ! Type (nous appelleronsette lasse d'objets shémas d'ordres.) Il est toutefois assez faile de modi�er les règles du système,pour l'étendre ave e niveau supplémentaire. Là enore, on trouvera la desription préise dans lehapitre suivant.L'élimination forte permet don d'utiliser le langage de programmation, ave toute son expressi-vité alulatoire, pour onstruire de nouveaux types. Il est lair que 'est par ette aratéristique quele Calul des Construtions Indutives se démarque le plus nettement du Calul des Construtionspur. Par exemple les shémas d'élimination (faibles) dépendants peuvent être failement axiomatisésdans les Construtions, et es axiomes sont même réalisables (voir [120℄). La preuve de 0 6= 1 parontre, ainsi que les quelques autres exemples de ette setion n'ont absolument pas de ontre-partiedans le alul sans types indutifs primitifs.On peut noter que les shémas d'élimination faibles reviennent, d'une ertaine façon, à rajouterun peu de réériture au langage de programmation sous-jaent. Il existe à e titre divers travauxétudiant le mélange réériture et �-alul typé (par exemple [145, 6℄.) L'élimination forte en revanherevient à introduire es règles de réériture au niveau des types.Petits onstruteursA partir de là, on omprend bien qu'en introduisant une telle extension, il faut être extrêmementprudent et éviter de faire le pas qui sépare le système ohérent du paradoxe. En partiulier, on saitomment Girard a mis en évidene l'inohérene du premier système de Martin-Löf en y formalisantune version typée du paradoxe de Burali-Forti. Coquand a montré omment e paradoxe pouvaitêtre adapté dans le Calul des Construtions ave sommes fortes [25℄. Sans rentrer dans le détail,on peut dire que e paradoxe peut être onstruit dans tout système où il est possible d'enapsulerun type dans un terme (d'un type partiulier), puis de réupérer e type. Un peu plus préisément,



1.6. REPRÉSENTATION DES TYPES INDUCTIFS 27il su�t de disposer d'un type U : Set et de termes enap et deap tels que :enap : Set! Udeap : U ! Set(deap (enap A)) B AOr notre shéma de types indutifs permet failement de onstruire un type pouvant enapsulertous les autres :Indutive Definition U : Set =enap : Set -> U.Si l'on autorise l'élimination forte sur e type, il est faile de onstruire un terme deap véri�antles onditions i-dessus, et don de formaliser le paradoxe de Girard. Pour éviter e problème,Coquand et Paulin-Mohring ont proposé de restreindre l'élimination forte aux types indutifs dontles onstruteurs ne prennent pas de prédiats en arguments. On les appelle alors petits onstruteurs.Plus préisément, un type de onstruteur C est dit petit si :C � (x1 : T1) : : : (xn : Tn)(I u1 : : : uk)et les Ti sont tous des types ('est-à-dire de type Set dans leur ontexte respetif).On voit bien que l'unique onstruteur du type U i-dessus n'est pas petit. Sa onstrution estdon légale, mais il ne lui orrespond pas de shéma d'élimination forte. Il est don possible d'yenapsuler n'importe quel type, mais on ne pourra plus extraire le type A de l'objet (enap A).Cette restrition peut parfois paraître un peu ad ho à première vue. Notre travail montre qu'elleest en fait su�sante. Il est également instrutif et rassurant d'essayer d'appliquer notre preuve denormalisation au système sans ette restrition, et de véri�er à quel moment elle ne s'applique plus.Notons également qu'en annexe, nous proposons une formalisation du paradoxe de Russell,plus simple que le paradoxe de Girard, en utilisant également les sommes fortes. Toutefois, notreformalisation néessite une autre extension au système (qui semble en revanhe ino�ensive si elleest utilisée seule.) 4L'inversion de prédiats indutifsLa preuve de 0 6= 1 donnée i-dessus peut être vue omme un as partiulier de e que l'onappelle l'inversion des prédiats indutifs. Il s'agit de l'une des appliations les plus ourantes del'élimination forte. L'idée est qu'étant donné un prédiat indutif sur un type indutif, on peuten général dé�nir un prédiat équivalent en utilisant l'élimination forte. Prenons par exemple ladé�nition suivante du prédiat de parité sur les entiers naturels :Indutive Definition Even : nat -> Set =E0 : (Even O)| ES : (n:nat)(Even n)->(Even (S (S n))).Si nous regardons maintenant une preuve (lose) de (Even n), on omprend bien qu'elle est à peuprès isomorphe à l'entier n. Aussi, il est faile de onstruire un prédiat équivalent à Even parréurrene struturelle sur l'entier. En notation �à la ML� ela donne par exemple :4L'autre intérêt de notre onstrution est son omportement alulatoire plus intéressant que elui du paradoxede Girard.



28 CHAPITRE 1. UNE TENTATIVE DE PRÉSENTATION PAR L'EXEMPLEFuntion Even_inv : nat -> Set =O => True| (S O) => False| (S (S n)) => (Even_inv n).Il est assez faile de onstruire une fontion équivalente en utilisant l'opérateur Nat_res. On peutensuite prouver par réurrene sur n ('est-à-dire en utilisant Nat_re) que (Even n) et (Even_inv n)sont équivalents. L'intérêt de l'opération est bien sûr que (Even_inv (S O)) se réduit en False, equi permet de prouver que 1 n'est pas pair. Cette opération est e qu'on appelle l'inversion duprédiat Even. La preuve de 0 6= 1 orrespond elle à une inversion possible du prédiat indutif �êtreégal à 0.�On peut aussi remarquer que dans toute preuve intuitive que 1 ne véri�e pas le prédiat indutifEven, on doit utiliser le fait que, par exemple, 0 n'est pas égal à 1, puisque sinon on ne pourraitêtre sûr de e que le onstruteur E0 ne permet pas de onstruire de preuve de (Even (S O)). Onne peut don nier la parité de 1 qu'en disriminant entre les onstruteurs de Nat, don, dans le asprésent, en utilisant l'élimination forte.Il existe de très nombreux exemples de preuves dans lesquelles l'inversion est nééssaire. Aussiserait-il très utile de omprendre omment l'automatiser au moins partiellement. Dans[29℄, ThierryCoquand propose de remplaer, dans les règles de typage, les shémas d'élimination des typesindutifs par un méanisme de �ltrage primitif qui fait intervenir une forme d'uni�ation. L'undes attraits de ette alternative est justement que l'opération d'inversion devient pour ainsi dire�gratuite.�Ré�exionOn a indiqué plus haut qu'il était possible de représenter, par exemple, le �-alul simplementtypé en utilisant des dé�nitions indutives. Une idée intéressante est alors d'utiliser l'éliminationforte pour passer de la représentation des types simples omme objets indutifs aux véritables typesdu alul qui leurs orrespondent. Par exemple, en reprenant le type ST donné plus haut :TR � [A : Set℄(ST_res [T : ST ℄Set A [T : ST ℄[X : Set℄[U : ST ℄[Y : Set℄X ! Y ): Set! ST ! Setqui a le omportement alulatoire suivant :(TR A iota) B A(TR A (Arr T U)) B (TR A T )! (TR A U):On dispose ainsi d'une représentation d'une lasse de types au niveau des preuves à partir de laquelleon peut revenir vers les types représentés.On avait également donné une représentation des �-termes simplement typés sous la forme duprédiat indutifWT : ontext! ST ! Set. Il est alors assez faile d'étendre la tradution i-dessusà ette représentation en onstruisant un termetr � (A : Set)(T : ST )(WT nil T )! (TR A T )qui traduit la représentation d'un �-terme simplement typé los vers le terme orrespondant dusystème lui-même. Cette opération s'appelle la ré�exion d'un fragment du système (ii le �-alulsimplement typé).



1.6. REPRÉSENTATION DES TYPES INDUCTIFS 29On peut refaire e genre de onstrution pour des fragments plus large que les types simples.Il ne semble pas possible en revanhe de ré�éhir un fragment ave types dépendants. On a alorsbesoin d'univers omme eux proposés par Martin-Löf [98℄. Comme remarqué par Mendler [102℄,es univers peuvent être vus omme un type indutif partiulier munis d'élimination forte. Aussi,Dybjer [45℄ propose une extension du shéma de dé�nitions indutives qui inlus les univers. Il seraitutile d'ajouter ette extension à notre formalisme, et il semble qu'elle soit ohérente ave le Caluldes Construtions Indutives.



30 CHAPITRE 1. UNE TENTATIVE DE PRÉSENTATION PAR L'EXEMPLE



Chapitre 2Le SystèmeCe hapitre est onsaré à la dé�nition formelle du Calul des Construtions Indutives età l'énoné de quelques propriétés syntaxiques de base. Nous essayons de hoisir une présentationfavorisant autant que faire se peut les preuves des deux propriétés essentielles de normalisation forteet de on�uene énonés dans le hapitre 4. Cette présentation s'inspire des notations de ChristinePaulin-Mohring [124℄.Les sept premières parties de e hapitre ne omportent que des dé�nitions :� Dans la partie 1 on dé�nit l'ensemble des termes du alul, indépendamment du typage.� Les parties 2 à 6 servent essentiellement à dé�nir les règles de rédution et à introduire unertain nombre de notations.� En 7 on donne les règles de typage proprement dites.Ensuite, en 8, on dé�nit de manière syntaxique et élémentaire les distintions entre les di�érenteslasses de termes (preuves, prédiats, et) et on montre que ette lassi�ation est impliitementprésente dans les règles du système. La partie 9 est la plus omplexe et la plus longue. Les résultatsessentiels qui y sont démontrés sont : une forme faible de on�uene et la préservation du type parrédution (subjet-redution).2.1 Les termesComme 'est l'usage, nous dé�nissons les di�érentes algèbres utilisées par la donnée des gram-maires orrespondantes.Depuis la thèse de Coquand [24℄, l'habitude a été prise, d'identi�er syntaxiquement les abstra-tions de variables de type et elles de variables de termes. De même on utilise une seule algèbreommune aux types et aux termes. Dans e qui suit, nous ferons de même mais en introduisant aupréalable deux lasses de variables, omme 'est d'ailleurs fait dans la présentation des �PTS� [56℄.Dans le as présent, ela permettera de distinguer syntaxiquement entre les termes de preuves,les prédiats, et, simpli�ant notablement ertaines preuves, ainsi que la dé�nition des �petits� et�grands� onstruteurs.Nous supposons donnés deux ensembles dénombrables et distints, Vt;VT. Nous appelleronsleurs éléments respetivement variables de terme et variables de prédiat.On utilisera :� les premières minusules latines (a; b; , et) pour les variables de terme.� les minusules greques (�; �; , et) pour les variables de prédiat.Les dernières lettres latines (x; y; z;X; Y , et) seront utilisées pour désigner indi�éremment les deux31



32 CHAPITRE 2. LE SYSTÈMElasses de variables. On a don l'algèbre des variables :x := a j �On se donne trois onstantes Set;Type;Extern qu'on appellera sortes. Elles seront génériquementdésignées par la lettre s : s := Set j Type j ExternNous dé�nissons l'algèbre de termes L par :t := s j x j (x : t)t j [x : t℄t j (t t) j Ind(� : t)f�!t g j Constr(n; t) j Elim(t; t;~t; t)f�!t goù n désigne un nombre entier et ~t désigne l'algèbre des séquenes de termes :~t := fg j t :: ~t2.2 Notation vetorielleLa donnée des règles d'inférene dé�nissant le Calul des Construtions Indutives néessite denombreuses utilisations de points de suspension omme (x1 : t1) : : : (xn : tn)t e qui nuit fortement àla larté et la onision de la présentation. Pour y remédier partiellement nous utilisons une notationvetorielle à l'image de [124℄. Cette idée est également déjà présente dans les travaux de de Bruijnave la notion de télesope [35℄.On ommene par dé�nir les séquenes de variables :~x := fg j x :: ~xSoient ~x et ~u deux séquenes, respetivement de variables et de termes, de même longueur. Pourtout terme t on dé�nit :� le as des séquenes vides :(fg : fg)t = t[fg : fg℄t = t(t fg) = t� si ~x = x :: ~x0 et ~u = u :: ~u0 :(~x : ~u)t = (x : u)(~x0 : ~u0)t[~x : ~u℄t = [x : u℄[~x0 : ~u0℄t(t ~u) = ((t u) ~u0)Séquenes indiées et onventions d'éritureEn pratique, on aura souvent à désigner le i-ème élément d'une séquene de termes ou devariables, 'est-à-dire à indier les éléments d'une séquene.Dé�nition 2.1 Soit n un entier naturel. On appelle I(n) l'ensemble fi 2 N; 0 < i � ng. Etantdonnée une séquene de termes ~t (respetivement une séquene de variables ~x), on désigne par I(~t)(respetivement I(~x)) l'ensemble I(n) où n est la longueur de ~t (respetivement de ~x).Soit n un entier naturel, et une famille de termes (ti)i2I(n). On peut immédiatement lui assoierla séquene de termes ~tii2I(n) = t1 :: t2 :: : : : :: tn :: fg:



2.3. VARIABLES LIBRES ET SUBSTITUTION 33Inversement, toute séquene ~t s'érit évidemment sous la forme ~tii2I(n), où n est la longueur de ~t.On érira pour ela : ~t � ~tii2I(n):En général, on se permettra d'omettre l'ensemble d'indies, qui est dé�ni sans ambiguïtés pour uneséquene donnée. On se permettra ainsi de dire �soit ~ti, une séquene de termes�. De plus, pour dire,par exemple, que haque ti véri�e une propriété P , on s'autorisera �8i:P (ti)�, pour 8i 2 I(n):P (ti)où n est la longueur de la séquene. En�n, quand on onsidérera deux séquenes omme ~ti et ~xi, onsigni�era impliitement qu'elles ont même longueur, et don même ensemble d'indies. Par exemplesi un terme Elim(Ind(X : A)f�!C g; Q; ~u; t)f�!f gest bien formé, les séquenes ~C et ~f sont forément de la même longueur, e que l'on indiquera enl'érivant Elim(Ind(X : A)f�!Cig; Q; ~u; t)f�!fi g:Il s'agit là d'un abus de notation évident, mais qui allège sensiblement l'ériture et ne semblepas ambigu en pratique, pour peu que l'on évite d'utiliser plusieurs fois les mêmes identi�ateurs.Tout terme t s'érit de manière unique sous la forme (t0 ~ti), t0 n'étant pas une appliation. Onérira pour ela : t � (t0 ~ti)de même on dé�nit les éritures :t � (~xi : ~ti)t0 où t0 n'est pas un produitet t � [~xi : ~ti℄t0 où t0 n'est pas une abstration.2.3 Variables libres et substitutionDé�nition 2.2 (Variables libres) Étant donné un terme t, on dé�nit l'ensemble FV (t) des va-riables libres de t par :� FV (s) = fg si s est une sorte� FV (x) � fxg� FV ((t1 t2)) � FV (t1) [ FV (t2)� FV (([x : t1℄t2) � FV (t1) [ (FV (t2) n fxg)� FV ((x : t1)t2)) � FV (t1) [ (FV (t2) n fxg)� FV (Ind(� : t)f�!t g) � FV (t) [ (FV (~t) n f�g)� FV (Constr(n; t)) � FV (t)� FV (Elim(t1; t2; f�!v g; t)f�!u g) � FV (t1) [ FV (t2) [ FV (~v) [ FV (t) [ FV (~u)l'ensemble FV (~t) des variables libres d'une séquene de termes étant bien sûr dé�ni par :� FV (fg) � ;� FV (t :: ~t) � FV (t) [ FV (~t).Si une variable x n'est pas élément de FV (t), on dira alors qu'elle n'a pas d'ourrenes libresdans t.Étant donnés une variable x et deux termes t1 et t2, si x n'a pas d'ourrenes libres dans t2,on pourra éventuellement érire t1 ! t2 à la plae de (x : t1)t2.



34 CHAPITRE 2. LE SYSTÈMEDé�nition 2.3 (Substitution) Étant donnés deux termes t et t0 et une variable x, on dé�nit leterme t[x n t0℄ de la manière usuelle.Dé�nition 2.4 (Substitution séquentielle) Soit t un terme, ~x et ~u, respetivement une séquenede variables et de termes, de même longueur. On dé�nit le terme t[~x n ~u℄ par :t[[℄ n [℄℄ � tt[x :: ~x n u :: ~u℄ � t[x n u℄[~x n ~u℄2.4 Ourrenes positives et onstruteursNous formalisons maintenant les ontraintes de positivité, présentées dans le hapitre 1 et né-essaires pour spéi�er la forme des dé�nitions indutives.La notion d'arité dérit les types que peuvent avoir les dé�nitions indutives :Dé�nition 2.5 (Arité) Étant donné une sorte s, on appelle arités de sorte s l'ensemble des termesdérits par : Ar := s j (x : t)Ar:Exemple On reprend les exemples du type indutif Nat des entiers naturels et du prédiat Evende parité déjà vus au hapitre 1. Le type de Nat sera l'arité Set, le type du prédiat indutif evensera l'arité Nat! Set.Dé�nition 2.6 (Ourrenes positives) Soit X une variable de prédiat. On dira qu'un termet est stritement positif en X si t � (~x : ~t)(X ~t0), si X n'a pas d'ourrenes libres dans ~t et ~t0,et auune des omposantes de ~x n'est égale à X. On notera aussi Pos(X; t).Dé�nition 2.7 (Type de onstruteur) Un terme C est un type de onstruteur en X si l'unedes onditions suivantes est véri�ée :� C = (X ~t) sous la ondition que X n'est pas libre dans ~t� C = (x : t)D sous les onditions : D est un type de onstruteur en X, X n'a pas d'ourreneslibres dans t et X 6= x.� C = P ! D sous les onditions : D est un type de onstruteur en X et Pos(X;P ).On allègera le formalisme en disant simplement que C(X) est un type de onstruteur ; on noteraaussi onstr(C(X)).Exemple Le type Nat est dé�ni omme Ind(X : Set)fX;X ! Xg. Les notations 0 et S sont justedes abréviations pour respetivement Constr(1;Nat) et Constr(2;Nat). Le prédiat indutif even estdé�ni omme Ind(X : Nat! Set)f(X 0); (a : Nat)(X a)! (X (S (S a)))g:On véri�e bien que X;X ! X; (X 0) et (a : Nat)(X a) ! (X (S (S a))) sont tous des types deonstruteurs en X.Dé�nition 2.8 (petits et grands onstruteurs) Soit C(X) un type de onstruteur. On a C(X) �(~x : ~t)(X ~x0). Si ~x est une séquene de variables de terme, .a.d. ~x = ~a, alors on dira que C(X) estun petit onstruteur. On érira Small(C(X)). Si un onstruteur n'est pas petit, il est grand ; notéBig(C(X)).



2.5. DÉRIVATION DES CONSTRUCTEURS 352.5 Dérivation des onstruteursNous avons maintenant les dé�nitions néessaires aux règles d'introdution des types indutifs.Il nous reste à préparer le terrain pour les règles d'élimination. Le dé�nition suivante orrespond auxtypes du (des) shéma(s) d'élimination assoié(s) au type indutif. Rappelons que le type de haquebranhe du shéma d'élimination dépend du type du onstruteur orrespondant. Cette opération,présentée informellement dans le hapitre 1 est appelée dérivation du onstruteur.Dé�nition 2.9 Soit C(X), un type de onstruteur et deux termes Q et . On dé�nit le terme�fC(X); Q; g par réurrene sur la preuve que C(X) est un type de onstruteur :�f(X ~t); Q; g � (Q ~t )�f(x : t)D(X); Q; g � (x : t)�fD(X); Q; ( x)g�f((~x : ~t)(X ~t0))! D(X); Q; g � (p : (~x : ~t)(X ~t0))((~x : ~t)((Q ~t0) (p ~x)))! �fD(X); Q; ( p)gEn�n on notera �fC(t); Q; g pour �fC(X); Q; g[X n t℄.Exemple Les dérivés des types X et X ! X des onstruteurs des entiers naturels sont :�fX;Q; g � (Q )�fX ! X;Q; g � (n : X)(Q n)! (Q ( n))et si l'on y substitue X par Nat et  par respetivement les onstruteurs 0 et S, on retrouve lesdeuxième et troisième arguments du shéma d'élimination dépendant :Nat_re : (Q : Nat! Set)(Q 0)! ((n : Nat)(Q n)! (Q (S n)))! (n : Nat)(Q n):En�n les dé�nitions suivantes nous permettront de dé�nir les rédutions orrespondant aux-ditsshémas d'élimination :Dé�nition 2.10 Soit C(X), un type de onstruteur en X et deux termes f et F . On dé�nit leterme �[C(X); f; F ℄ par réurrene sur la preuve que C(X) est un type de onstruteur :�[(X ~t); f; F ℄ � f�[(x : t)D(X); f; F ℄ � [x : t℄�[D(X); (f x); F ℄�[((~x : ~t)(X ~t0))! D(X); f; F ℄ � [p : (~x : ~t)(X ~t0)℄�[D(X); (f p [~x : ~t℄(F ~t0 (p ~x))); F ℄Dé�nition 2.11 Soit A une arité de sorte S, deux termes I � Ind(X : A)f���!C(X)g et Q et uneséquene de termes ~f . On dé�nit :Fun_Elim(I;Q; ~f) � [~x : ~A℄[ : (I ~x)℄Elim(I;Q; ~x; )f�!f g



36 CHAPITRE 2. LE SYSTÈME2.6 Règles de rédutionDé�nition 2.12 (rédution) On se donne les relations suivantes sur les termes, dé�nies sousforme de règles de réériture :([x : t℄t1 t2) !� t1[x n t2℄[x : t1℄(t x) !� t Si x =2 FV (t)Elim(I;Q;~a; (Constr(i; I 0) ~m))f�!fjg !� (�[Ci(I); fi;Fun_Elim(I;Q; ~fj)℄ ~m)Ave I = Ind(X : A)f����!Ci(X)gOn désigne par B�, B� et B�, les relations orrespondant à la réériture d'un sous-terme par res-petivement !�, !� et !�. On utilise ! et B pour les réunions de es relations. De même onerit B� et B+ (respetivement B�� et) pour les fermetures ré�exive-transitive et transitive de B(respetivement B� et.) et =��� pour la fermeture ré�exive, symétrique et transitive. On appellerahaîne de rédutions partant de t toute séquene t1 : : : tn de termes tels que t B t1 B t2 : : : B tn. Ons'autorisera éventuellement à parler de haîne de rédution in�nie.Exemple[x : Nat℄(S x) !� S([� : Set℄[x : �℄x (� : Set)� ! � [� : Set℄[y : �℄y B�� [� : Set℄[y : �℄y)Elim(Nat; Q; [℄; (S t))ft0; tSg B�([n : Nat℄(tS n ([m : Nat℄Elim(Nat; Q; [℄;m)ft0; tSg n)) t)Elim(Nat; Q; [℄; (S t))ft0; tSg B� (tS t Elim(Nat; Q; [℄; t)ft0; tSg)Remarque Pour tous termes t et u, toute variable x et toutes séquenes de termes ~u et ~x (demême longueur), on a : (�x :: ~x:t u :: ~u) � (�x:�~x:t u ~u)dont on peut déduire : (�x :: ~x:t u :: ~u) B� (�~x:t[x n u℄ ~u)(�~x:t ~u) B�� t[~x n ~u℄:Lemme 2.1 Si t B t0, alors FV (t0) � FV (t).Dé�nition 2.13 (Radial) Un radial (respetivement un �-radial, �-radial, et) est un terme ttel que t!� t0 (respetivement t!� t0, et). Si t B t0, le radial reduit est le sous-terme de t rééritpar !. Les radiaux d'un terme sont tous ses sous-termes suseptibles d'être réerits par !.Dé�nition 2.14 (Réduits d'un terme) Soit t un terme. On appellera réduit de t (respetivement�-réduit, ��-réduit, et) un terme t0 tels que t B� t0 (respetivement t B�� t0, B��� t0, et).Dé�nition 2.15 (Termes normaux) Un terme t est dit normal (respetivement �-normal, �-normal, et) si auun de ses sous-termes n'est un radial (respetivement un �-radial, �-radial,et). On dira aussi que t est en forme normale. Une forme normale de t est tout terme t0 normaltel que t B� t0.Dé�nition 2.16 (Termes normalisables) Un terme t est dit normalisable, ou plus préisémentfaiblement normalisable, s'il admet une forme normale. Il sera dit fortement normalisable s'iln'existe pas de haîne de rédution in�nie partant de t.



2.7. LES RÈGLES D'INFÉRENCE 372.7 Les règles d'inféreneDé�nition 2.17 (ontexte) Un ontexte est une séquene de paires formées d'une variable et d'unterme. On les dérira généralement par la lettre � ou d'autres majusules greques :� := [℄ j � :: (x; t)Par ailleurs on érira �1�2 pour la onaténation de deux ontextes, on dira x 2 � pour dire quela variable x est liée dans �. Dans la suite, on n'utilisera que des ontextes où haque variable seraliée au plus une fois (on interdit � :: (a; T1) :: (a; T2)). Dans e as, �(x) désignera le terme auquelx est lié dans � : si � = �1 :: (a; T )�2, alors �(a) = T .On peut maintenant dé�nir indutivement la relation de typage. Cette relation est dé�nie entreun ontexte et deux termes. On notera � ` t1 : t2 pour �t1 est bien formé de type t2 dans le ontexte�.� Dans ette première présentation des règles de typage, destinée à failiter le plus possible l'étudeméta-théorique du système, on dé�nit également la relation de typage pour les séquenes de termes ;si ~t, ~T , et ~x sont respetivement deux séquenes de termes et une séquene de variables de mêmelongueurs, on pourra onsidérer le jugement � ` ~t : (~x : ~T ). Les règles de dérivation sont donnéesdans la �gure 2.7. À noter que les règles Prod et Lam sont paramétrées par une sorte s. On parleradon de Prod-Set, Prod-Type, Lam-Extern, et.2.8 Classi�ation des TermesAlors que dans notre présentation informelle du système, nous distinguions entre preuves, pré-diats, types, et, la dé�nition du système telle que donnée jusqu'ii ne onnaît qu'un seul ensemblede termes. Partant des règles de typage, un premier pas est de distinguer les di�érents niveaux destermes qu'on manipule en strati�ant ainsi le système.Dé�nition 2.18 (Les inq lasses des termes) On partitionne l'ensemble des termes en inqparties : le singleton fExterng, l'ensemble des termes de preuve p, l'ensemble des prédiats Pr,l'ensemble des ordres K et l'ensemble des shémas d'ordres Ex. Chaque terme t appartient à lapartie Cl(t), dé�nie omme suit :Cl(Set) � KCl(Type) � ExCl(a) � pCl(�) � PrCl(t t0) � Cl(t)Cl([x : t℄t0) � Cl(t0)Cl((x : t)t0) � Cl(t0)Cl(Ind(X : A)f�!C g) � PrCl(Constr(i; I)) � pCl(Elim(I;Q; ~u; t)f�!f g) � p si Cl(Q) = Pr et Pr sinon.On dé�nit par ailleurs la fontion suivante sur les lasses de termes : 8><>: lift(p) � Prlift(Pr) � Klift(K) � ExNous avons besoin des lemmes tehniques suivants :Lemme 2.2 Si Ind(X : A)f����!Ci(X)g apparaît omme sous terme d'un jugement dérivable, alors tousles Ci(X) sont des types de onstruteurs.



38 CHAPITRE 2. LE SYSTÈME
Règles du Calul des Construtions( Ax1) [℄ ` Set : Type (Ax2) [℄ ` Type : Extern(Prod-s) � :: (x : t1) ` t2 : s� ` (x : t1)t2 : s (Lam-s) � ` (x : t1)t2 : s � :: (x : t1) ` t : t2� ` [x : t1℄t : (x : t1)t2(W-Set) � ` t : Set � ` A : B x =2 �� :: (a : t) ` A : B (W-Type) � ` t : Type � ` A : B � =2 �� :: (� : t) ` A : B(Var) � ` t1 : t2 (x : t) 2 �� ` x : t (App) � ` t2 : (x : T1)T2 � ` t1 : T1� ` (t2 t1) : T2[x n t1℄(Conv) � ` t : T1 � ` T1 : s � ` T2 : s T1 =��� T2� ` t : T2Règles pour les types indutifs(Ind) Ar(A; Set) � ` A : Type 8i:(� :: (X : A) ` Ci(X) : Set) 8i:onstr (Ci(X))� ` Ind(X : A)f����!Ci(X)g : A(Intro) � ` Ind(X : A)f����!Ci(X)g : T8i:(� ` Constr(n; Ind(X : A)f����!Ci(X)g) : Ci(Ind(X : A)f����!Ci(X)g))(W-Elim) A � (~x : ~A)Set I = Ind(X : A)f����!Ci(X)g � ` ~u : (~x : ~A) � ` t : (I ~u)� ` Q : (~x : ~A)(I ~x)! Set 8i:(� ` fi : �fCi(I); Q;Constr(i; I)g)� ` Elim(I;Q; ~u; t)f�!fi g : (Q ~u t)(S-Elim) A � (~x : ~A)Set I = Ind(X : A)f����!Ci(X)g � ` ~u : (~x : ~A) � ` t : (I ~u)� ` Q : (~x : ~A)(I ~x)! Type 8i:(� ` fi : �fCi(I); Q;Constr(i; I)g) 8i:Small(Ci(X))� ` Elim(I;Q; ~u; t)f�!fi g : (Q ~u t)Typage de séquenes de termes(nil) � ` [℄ : ([℄ : [℄)(ons) � ` ~t : (~x : ~T ) �(~x : ~T [~x n ~t℄) ` t : T [~x n ~t℄� ` t :: ~t : (x :: ~x : T :: ~T )Fig. 2.1 � Les règles de dérivation



2.9. PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DU SYSTÈME 39Preuve Immédiate par réurrene sur la struture de la dérivation.Lemme 2.3 Quels que soient les termes Q et  et le type de onstruteur C(X), on a Cl(Q) =Cl(�[C(X); Q; ℄.Preuve Par réurrene immédiate sur la struture de C(X).Lemme 2.4 Soient t1 et t2 deux termes et x une variable. Si Cl(t2) = Cl(x), alors Cl(t1[x n t2℄) =Cl(t1).Preuve Immédiate par réurrene sur la struture de t1.Nous pouvons maintenant établir notre théorème qui donne son sens à ette lassi�ation :Théorème 1 Si le jugement � ` t0 : t1 est dérivable, alors on a Cl(t1) = lift(Cl(t0)). En partiuliert0 6= Extern. De même pour tout ouple (x; t) de � on aura Cl(t) = lift(Cl(x)).Preuve Par réurrene sur la dérivation du jugement. On renfore l'hypothèse de réurrene par laproposition suivante : si [x : t℄t0 ou (x : t)t0 apparaissent omme sous-terme d'un jugement dérivable,alors Cl(t) = lift(Cl(x)).� La règle App : l'hypothèse de réurrene nous assure que Cl(x) = Cl(t1), puisque � ` t1 : T1est une prémisse de la règle. Le lemme préédent permet alors de onlure quelift(Cl(t2 t1)) = lift(Cl(t2)) = Cl((x : T1)T2) = Cl(T2) = Cl(T2[x n t1℄):� Le as de la règle Conv est faile aussi : Comme � ` T1 : s et � ` T2 : s, par hypothèse deréurrene, T1 et T2 appartiennent à la même lasse.� La règle Ind : Comme Ar(A; Set), on a bien Cl(A) = K.� La règle Intro : on a vu que Ci(X) était un type de onstruteur ; aussi Cl(Ci(X)) = Pr, etd'après le lemme préédent Cl(Ci(Ind(X : A) ~Ci(X))) = Pr.� La règle W-Elim : on a Cl(Q ~u t) = Cl(Q) = Pr.� Le as de la règle S-Elim est similaire au préédent.Les as des autres règles sont triviaux.2.9 Propriétés fondamentales du systèmeOn ommene maintenant l'étude des propriétés du système. Cette dernière partie du hapitres'artiule omme suit :1. On ommene par prouver un ertain nombre de propriétés de on�uene faible. Cette partieporte presque uniquement sur les termes et l'on n'y onsidère pas les règles de typage.2. On prouve le lemme-lé dit d'inversion, qui relie la struture d'une dérivation à elle du termetypé.3. On utilise alors les résultats préédents pour montrer que la rédution est orrete vis-à-visdu typage.4. On donne une desription syntaxique des di�érentes lasses de termes.5. On montre que tout ordre se �-réduit vers une arité, que l'on appelle sa forme ordre-normale.6. On adapte à notre système la aratérisation syntaxique habituelle des formes normales.Le travail e�etué dans e hapitre s'adapte essentiellement à tout système de type pur PTS,'est-à-dire sans types indutifs, pour peu qu'il soit possible d'y onstruire une strati�ation ommeelle dérite dans la partie préédente. Aussi une bonne partie de e qui suit est fortement inspiréedu travail de Geuvers et Nederhof [56℄ pour les PTS.



40 CHAPITRE 2. LE SYSTÈME2.9.1 Con�uene réduite - Lemme de GeuversUne des propriétés essentielles du système est la on�uene, ou propriété de Churh-Rosser : Si� ` A : C et � ` B : C ave A =��� B, alors il existe un termeD tel que A B� D et B B� D. On verrapar ailleurs qu'on a alors aussi � ` D : C. Malheureusement, si la preuve de ette propriété peutêtre faite diretement pour le �-alul pur, il n'en va pas de même pour des aluls expliitementtypés, omme elui que nous onsidérons ii. Ainsi, on peut failement trouver deux termes t1 et t2,onvertibles, mais qui n'admettent pas de réduit ommun. C'est le ontre-exemple bien onnu dû àNederpelt : soit t le terme [x : A℄(([y : B℄y) x). On a t B� [x : A℄x et t B� [y : B℄y. Pour peu que Aet B soient des variables distintes, es deux termes sont distints, et tous deux en forme normale.Il n'admettent don pas de réduit ommun. Bien sûr, on verra plus loin que si A et B ne sont pasonvertibles alors t n'est pas typable.Dans le as d'un système omme le notre, il est don essentiel de faire intervenir les propriétésdu système de type dans la preuve de on�uene. Par exemple, ii, t n'est pas un terme bien-formé.En fait, nous prouverons la on�uene à la �n de ette étude méta-théorique, après la preuve denormalisation forte. Toutefois, pour énoner un ertain nombre de propriétés plus élémentaires duCalul des Construtions Indutives, il nous faut au moins une forme faible de on�uene. C'estHerman Geuvers qui a su donner la bonne formulation de ette propriété. Dans e paragraphe, nousla généralisons aux systèmes ave types indutifs.Lemme 2.5 (Con�uene de ��) Soient trois termes t1, t2, t3 tels que t1 B��� t2 et t1 B��� t3. Alorsil existe un terme t4 tel que t2 B��� t4 et t3 B��� t4.On utilise la méthode usuelle, dite de Tait�Martin-Löf, fondée sur la notion de rédution parallèle.En fait nous ne mentionnons ette propriété qu'à titre indiatif, ar elle n'est pas utilisée par lasuite. On pourra reprendre les preuves très similaires i-dessous, ou elle donnée dans [149℄.Lemme 2.6 (Non-pertinene des domaines) Pour tous termes A, B, C et M , pour toutesvariables x et y, on a : C[x n [y : A℄M ℄ =�� C[x n [y : B℄M ℄et don aussi C[x n [y : A℄M ℄ =��� C[x n [y : B℄M ℄:Preuve Il su�t de hoisir une variable z qui ne soit pas libre dans M et A. On dé�nit alorst � C[x n [z : B℄(([y : A℄M) z)℄ et on a bien t B�� C[x n [y : A℄M ℄ et t B�� C[x n [y : B℄M ℄.Les termes démarquésComme la non-on�uene est le seul fait de la présene d'annotations de type dans les �-abstra-tions, on peut obtenir un alul on�uent en e�açant elles-i. Cette propriété sera ruiale pour lelemme de Geuvers. Nous dé�nissons ii es �termes démarqués� et les règles de rédution orrespon-dantes.Dé�nition 2.19 (termes démarqués) On se donne une variable notée _ dont on admet qu'ellen'est jamais utilisée par ailleurs1. A tout terme t, on assoie le terme ktk, dé�ni omme suit :1La variable _ n'a pas de lasse. Cei ne posera pas de di�ultés, les termes démarqués n'étant utilisés que pourprouver des résultats de on�uene purement syntaxiques, indépendants du typage.



2.9. PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DU SYSTÈME 41kxk � xksk � sk(t1 t2)k � (kt1k kt2k)k[x : T ℄tk � [x : _℄ktkk(x : T1)T2k � (x : kT1k)kT2kkConstr(i; I)k � Constr(i; kIk)kInd(X : A)f����!Ci(X)gk � Ind(X : kAk)f�����!kCi(X)kgkElim(I;Q; ~u; t)f�!fi gk � Elim(kIk; kQk; ~kuk; ktk)f��!kfikgOn notera kLk pour fktk; t 2 Lg.Une onséquene immédiate du lemme préédent est :Lemme 2.7 Pour tout terme t, on a ktk =�� t.On peut remarquer failement que kLk est los pour la � et la �-rédution. Il ne l'est paspour la �-rédution, ar �[kCk; kfk; kgk℄ peut ontenir à nouveau des �-abstrations annotées. Pourremédier à e détail, on dé�nit la relation B�0 par :Dé�nition 2.20 t B�0 kt0k , (t B� t0 ^ ktk 6= kt0k)Il est évident que kLk est los par B���0 . Par ailleurs :Lemme 2.8 Pour tous termes t, t0, si t B� t0, alors ktk B� kt0k ou ktk = kt0k. De même, si t B� t0alors ktk B�0 kt0k ou ktk = kt0k. Par ailleurs, pour tous termes t et t0, si ktk B��� kt0k, alors il existeun terme u, tel que t B��� u et kuk = kt0k.On faut remarquer que ette dernière propriété est fausse pour la �-rédution ; prenons parexemple le terme t � [x : �℄([y : �℄[z : (� x)℄z x)qui est même bien-typé dans le ontexte [℄ :: (�; Set) :: (�; �! Set). On a bien ktk B� [y : _℄[z : _℄z,mais t ne ontient pas de �-radial2.Lemme 2.9 La ��0�-rédution est on�uente sur kLk.On prouve e lemme grae à la méthode des rédutions parallèles, due à Tait et di�usée parMartin-Löf [96℄. Bien qu'elle ne présente pas de grandes surprises, on détaillera la preuve. La notionde rédution parallèle est une relation binaire entre termes qui est omprise entre les relations B��0�et B���0� ; elle orrespond à la rédution simultanée d'un nombre arbitraire de radiaux présents dansle terme de départ. Ii, on note ette relation � :2On verra en fait, au hapitre 5, que ette propriété est vraie pour les termes bien-typés et ��-normaux.



42 CHAPITRE 2. LE SYSTÈMEDé�nition 2.21 (Rédution parallèle) On dé�nit � omme la plus petite relation binaire surkLk véri�ant les lauses suivantes, dans lesquelles u � u0, v � v0, I � I 0, et :u � u(u v) � (u0 v0)[x : _℄u � [x : _℄u0Ind(X : A)f����!Ci(X)g � Ind(X : A0)f����!Ci(X)0gElim(I;Q; ~u; t)f�!fi g � Elim(I 0; Q0; ~u0; t0)f�!f 0i g([x : _℄u v) � u0[x n v0℄[x : _℄(u x) � u0 si x =2 FV (u)Elim(I;Q; ~u; (Constrj; I ~m)) � (�[Cj(X)0; f 0j ;Fun_Elim(I 0; Q; ~fi0)℄ ~m0)ave I � Ind(X : A)f����!Ci(X)gUne propriété importante est que � ommute ave la substitution :Lemme 2.10 Soit une variable x et u; v; u0 et v0 de éléments de kLk tels queu � u0 et v � v0alors u[x n v℄ � u0[x n v0℄:Preuve La preuve est par réurrene sur la struture de u, ou plus préisément sur la preuve deu � u0On aura besoin des deux propriétés simples suivantes :Lemme 2.11 Soit un terme C � (~xi : ~Ui)(X ~tj). Si C se réérit en C 0 par B (respetivement�;B���0 ;B��0 ;B�, et), alors C 0 � (~xi : ~U 0i)(X ~t0j) où tous les Ui et tj se réérivent en U 0i et t0j parB (respetivement � et).Preuve Immédiate par réurrene sur la struture de C.Lemme 2.12 Soient deux termes C � (~xi : ~Ui)(X ~tj) et C 0 � (~xi : ~U 0i)(X ~t0j) tels que tous deuxse réérivent en un terme C 00 par B (respetivement �;B��0;�, et). Alors C 00 � (~xi : ~U 00i )(X ~t00j ) oùpour tout i, Ui et U 0i se réérivent tous deux en U 00i et pour tout j, tj et t0j se réérivent tous deuxen t00j par B (respetivement � et).La enore la preuve est quasi-immédiate. En fait dans la suite, on se sert aussi des propriétéssimilaires pour C � Ind(X : A)f����!Ci(X)g mais les énoner préisément ne présente que peu d'intérêt.Le point important est que l'on voit failement que B � � � B� ; 'est-à-dire que pour toustermes t et t0 : t B t0 ) t � t0 ) t B� t0:Il est bien onnu que ette remarque su�t pour ramener la propriété de on�uene de B à laon�uene forte de � (voir par exemple [70℄). En d'autre termes, il nous reste à démontrer :Lemme 2.13 (Con�uene forte de �) Pour tous termes démarqués t; u et v,(t � u ^ t � v)) 9w:u � w ^ v � w:



2.9. PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DU SYSTÈME 43Preuve La preuve est par réurrene sur la struture de t ; on ne onsidère par les as symétriquesde eux déja traités.1. Si t = [x : _℄(t1 x) ave x =2 FV (t1), on peut avoir :(a) u = u1 et v = v1 tels que t1 � u1 et t1 � v1alors l'hypothèse de réurrene pour t1 garantit l'existene de w1 tel que u1 � w1 etv1 � w1. Il su�t alors de prendre w = w1.(b) u = u1 et v = [x : _℄(v1 x) ave t1 � u1 et t1 � v1:Il existe alors un w1 omme dans le as préédent. De plus, omme x =2 t1, on a aussix =2 FV (v1) et don v � w1. On prend don w = w1.() u = [x : _℄(u1 x) et v = [x : _℄(v1 x) avet1 � u1 et t1 � v1:Il existe alors un w1 omme dans les as préédents, et on peut prendre au hoix w = w1ou w = [x : _℄(w1 x).2. Si t = [x : _℄t1 et t1 n'est pas de la forme (t2 x) ave x =2 FV (t2), on a forémentu = [x : _℄u1 ave t1 � u1v = [x : _℄v1 ave t1 � v1l'hypothèse de réurrene sur t1 assure don l'existene de w1 aveu1 � w1 et v1 � w1:Il su�t alors de prendre w = [x : _℄w1.3. Si t = ([x : _℄t1 t2), on peut avoir :(a) u = u1[x n u2℄ et v = v1[x n v2℄ avet1 � u1 et t1 � v1t2 � u2 et t2 � v2:L'hypothèse de réurrene pour t1 et t2 garantit respetivement l'existene de w1 et w2tels que u1 � w1 et v1 � w1u2 � w2 et v2 � w2:Il su�t alors de prendre w = w1[x n w2℄ qui onvient d'après le lemme 2.10.(b) u = ([x : _℄u1 u2) et v = v1[x n v2℄ avet1 � u1 et t1 � v1t2 � u2 et t2 � v2:On prend alors le même w que i-dessus.



44 CHAPITRE 2. LE SYSTÈME() u = ([x : _℄u1 u2) et v = ([x : _℄v1 v2) avet1 � u1 et t1 � v1t2 � u2 et t2 � v2:On se donne alors w1 et w2 omme dans les deux as i-dessus et l'on prendw = ([x : _℄w1 w2).4. t = Elim(I;Q; ~n; (Constr(j; I0) ~mk))f�!fi g, on peut avoir :(a) u = (�[Cj(X)0; f 0j;Fun_Elim(I 0; Q0; ~f 0i)℄ ~m0k)et v = (�[Cj(X)00; f 00j ;Fun_Elim(I 00; Q00; ~f 00i )℄ ~m00k)ave I 0 � Ind(X : A0)f����!Ci(X)0gI 00 � Ind(X : A00)f����!Ci(X)00gA � A0A � A00Ci(X) � Ci(X)0Ci(X) � Ci(X)00et.On sait que I 0 et I 00 (respetivement Q0 et Q00, les Ci(X)0 et Ci(X)00) se réduisent tousdeux en une étape de � vers un terme I 000 (respetivement Q000 et). Le lemme 2.12permet alors aisément de véri�er qu'il est orret de prendrew = (�[Cj(X)000; f 000j ;Fun_Elim(I 000; Q000; ~f 000i )℄ ~m000k ):(b) u = (�[Cj(X)0; f 0j;Fun_Elim(I 0; Q0; ~f 0i)℄ ~m0k) et v = Elim(I 00; Q00; ~n00; (Constr(j; I 000 ) ~m00k))f�!f 00i g.On dé�nit alors A000; Ci(X)000; I 000; Q000 et m000k omme i-dessus, et on prendw = (�[Cj(X)000; f 000j ;Fun_Elim(I 000; Q000; ~f 000i )℄ ~m000k ):() u = Elim(I 0; Q0; ~n0; (Constr(j; I 00) ~m0k))f�!f 0i g et v = Elim(I 00; Q00; ~n00; (Constr(j; I 000 ) ~m00k))f�!f 00i g.Ce as ne pose pas de problème.Cei l�t également la preuve du lemme 2.9Corollaire 2.1 Soient quatre termes A;A0; B;B0. Si (x : A)B =��� (x : A0)B0, alors A =��� A0 etB =��� B0.Preuve D'après le lemme préédent, (x : kAk)kBk et (x : kA0k)kB0k admettent un réduit ommun.Ce réduit ne peut être que de la forme (x : U)V , ave kAk B� U , kA0k B� U , kBk B� V et kB0k B� V .Alors : A =��� kAk =��� U =��� kA0k =��� A0 et B =��� kBk =��� V =��� kB0k =��� B0:Corollaire 2.2 Si u et v sont, soit deux sortes distintes, soit deux variables distintes, soit unevariable et une sorte, alors u 6=��� v.



2.9. PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DU SYSTÈME 45Retard de la �-rédutionLorsque l'on étudie le �-alul ave �-rédution, l'une des propriétés essentielles est le lemme deretard de la �-rédution : t B��� t0 ) 9t00:t B�� t00 B�� t0:Dans le système que nous étudions ii, on aimerait avoir ette même propriété, en remplaçant � par��. Hélas, ette fois enore, la propriété n'est vraie que pour les termes bien typés. Considérons parexemple,Elim(Nat; Q; [℄; [x : T ℄(Constr(1;Nat) x))ff0; fSg B� Elim(Nat; Q; [℄;Constr(1;Nat))ff0; fSgB� f0où le premier �-redexe (mal-typé) (Constr(1;Nat) x) ne peut être retardé.Il nous faut don ii aussi nous livrer à quelques ontorsions déplaisantes. La solution est heureu-sement plus faile que dans le as de la on�uene. Nous allons dé�nir une notion de �0-rédution,qui dans le as des termes bien typés sera équivalente à la �-rédution, et pour laquelle nous auronsla propriété de retard de �, même pour les termes mal typés.Dé�nition 2.22 (�0-rédution) On dé�nit la relation de �0-rédution sur les termes par :Elim(I;Q; ~u; [~xi : ~Ai℄(Constr(k; I) ~m ~ti))f�!fjg !�0 (�[Ck(I); fk;Fun_Elim(I;Q; ~f; k)℄ ~m)si I = Ind(X : A)f����!Cj(X)g et pour tout i, ktik B�� xi, et xi =2 FV (k~mk) [ FV (kIk).A partir de là, on dé�nit omme d'habitude les relations B�0 , B��0 , B��0 , et.Lemme 2.14 Si t B����0 t0 alors FV (t0) � FV (t).Lemme 2.15 Quelques soient les termes t et t0,t B� t0 ) t B�0 t0et t =��� t0 , t =���0 t0Lemme 2.16 Soient trois termes t, t0 et t00. Si t B� t0 B��0 t00, alors soit t B��0 t00, soit il existe t000tel que t B��0 t000 B�� t00.Preuve Dans le adre du �-alul pur, Barendregt présente une preuve relativement élégantedans [8℄, mais elle utilise une extension du alul. A e point, il nous semble indéent d'in�iger auleteur l'introdution d'enore un autre alul. Aussi nous nous ontenterons d'une simple réurrenesur la struture du terme t. C'est un peu monotone, ertes, mais à notre sens un moindre mal.Les as t = x, t = (x : T1)T2 et t = Constr(i; I) sont immédiats.Si t = Elim(I;Q; ~u; t1)f�!fi g, le seul as qui ne soit pas trivialement traité par l'hypothèse de réur-rene est t1 = [x : T ℄(t2 x) et t B� t0 = Elim(I;Q; ~u; t2)f�!fi g avet2 = [~xj : ~Aj ℄(Constr(i; I) ~m ~tj)et t0 B�0 t00 = (�[Ci(I); fi;Fun_Elim(I;Q; ~fi)℄ ~m):Mais alors il est faile de voir que l'on a diretement t B�0 t00.Le as t = (t1 t2) est omme d'habitude un peu plus omplexe :



46 CHAPITRE 2. LE SYSTÈME� Si t0 = (t01 t2) ave t1 B� t01 'est immédiat. Il su�t d'utiliser l'hypothèse de réurrene.� Si t0 = (t1 t02) ave t2 B� t02 'est immédiat aussi, sauf si t2 = [x : T ℄t3 et t00 = t3[x n t02℄. Maisalors il su�t de prendre t000 = t3[x n t2℄ et d'observer qu'on a alors t000 B�� t00 ; la longueur de lahaîne de rédutions étant égale au nombre d'ourrenes de x dans t3.En�n on onsidère le as t = [x : T ℄t1 qui est le plus subtil. Le seul sous-as qui ne soit pas traitéimmédiatement par appliation de l'hypothèse de réurrene est t1 = (t2 x) ave t0 = t2 et dont2 B��0 t00. On peut alors remarquer que omme d'après le lemme 2.14 FV (t00) � FV (t2) on a :[x : T ℄(t2 x) B��0 [x : T ℄(t00 x) B� t00et il su�t don de hoisir t000 = [x : T ℄(t00 x).Lemme 2.17 (Retard de la �-rédution) Quelques soient les termes t et t0, sit B� t0alors il existe un terme t00 tel que t B���0 t00 B�� t0:Preuve On raisonne par réurrene sur le nombre n de � et �0-rédutions dans la haîne qui va det à t0. Le as n = 0 est trivial. Si n � 1, alors pour un ertain entier naturel p, on a :t Bp� t1 B��0 t2 B� t0la haîne allant de t2 à t0 omportant exatement n� 1 � et �-rédutions.En appliquant p fois le lemme préédent, on établit l'existene d'un terme t3, tel que t B��0 t3 B��t2. On a don une haîne allant de t3 à t0 en n � 1 � et �-rédutions. L'hypothèse de réurrenenous garantit alors qu'il existe un terme t4, tel que t3 B���0 t4 B�� t0. Comme t B��0 t3, il s'ensuit quet B���0 t4 B�� t0.Il nous faut malheureusement également dé�nir la ontre-partie de la �0-rédution pour les termesdémarqués. On dé�nit : (t B0� t0 ^ ktk 6= kt0k), t B�00 kt0kave la propriété attendue :Lemme 2.18 Soient deux termes t et t0, tels que t B�0 t0. Alors soit ktk = kt0k, soit ktk B�00 kt0k.Par ailleurs, si ktk B�00 kt0k, alors t B�0 t0.Le lemme de GeuversCe lemme, que nous pouvons énoner maintenant, orrespond à une forme faible de on�uene,qui sera su�sante pour prouver les deux premières propriétés essentielles du système de type :l'uniité du type et la orretion de la rédution vis-à-vis du typage. Il dit en substane que toutterme onvertible ave un terme en forme normale de tête se ��0-réduit vers une forme �-expanséede ette forme normale de tête. La présene de types indutifs ne hange ni sa preuve, ni son énoné.Il y a juste plus de as possibles pour la forme normale de tête.Lemme 2.19 (Geuvers)



2.9. PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DU SYSTÈME 47� Si Q =��� (x : P1)P2, alors : Q B���0 [~yi : ~Aj ℄(((x : Q1)Q2) ~ti)ave Q1 =��� P1, Q2 =��� P2 et pour tout i, ti B�� yi.� Si Q =��� (x ~Pi) alors Q B���0 [~yj : ~Aj ℄(x ~Qi ~tj)ave pour tout i, Qi =��� Pi et pour tout j, tj B�� yj.� Si Q =��� (Constr(i; I) ~Pi) alorsQ B���0 [~yj : ~Aj℄(Constr(i; I 0) ~Qi ~tj)ave pour tout i, Qi =��� Pi et pour tout j, tj B�� yj et I =��� I 0.� Si Q =��� (Ind(X : A)f�!Ckg ~Pi) alorsQ B���0 [~yj : ~Aj℄(Ind(X : A0)f�!C 0kg ~Qi ~tj)ave A =��� A0, pour tout k, Ck =��� C 0k, pour tout i, Qi =��� Pi et pour tout j, tj B�� yj.� Si Q =��� (Elim(I;Q; ~ul; t)f�!Fkg ~Pi), si t n'est onvertible ave auun terme de la forme(Constr(l; J) ~U), alors Q B���0 [~yj : ~Aj ℄(Elim(I 0; Q0; ~ul0; t0)f�!F 0kg ~Qi ~tj)ave I =��� I 0, Q =��� Q0, t =��� t0, pour tout i, Qi =��� Pi, pour tout k, Fk =��� F 0k, pourtout l, ul =��� u0l et pour tout j, tj B�� yj.Preuve Les inq as sont similaires. A haque fois on raisonne par réurrene sur la longueur duhemin qui va de Q à P . On détaillera simplement le as P = (x ~Pi). Par hypothèse de réurrene,il existe Q0, tel que Q0 B��� [~yj : ~Ai℄(x ~Q0i ~tj)et Q B1 Q0 ou Q0 B1 Q.� Le as Q B�� Q0 est immédiat.� Si Q0 B�� Q, on sait, grâe à la on�uene de ��0, qu'il existe Q00 réduit ommun de Q et Q0par ��0. Il est faile de voir que Q00 est bien de la forme requise.� Si Q B� Q0, le lemme de retard de la �-rédution nous assure qu'il existe Q00 tel queQ B���0 Q00 B�� [~yj : ~Ai℄(x ~Q0i ~tj):Là aussi, on voit failement que Q00 est bien de la forme requise.� le as le plus déliat est Q0 B� Q. La on�uene de ��00� sur kLk nous assure que kQk B� (x ~qi)ave pour tout i, kQik B����00 qi. Le lemme de retard de � nous permet d'en déduire :kQk B���00 [~yj : _℄(x ~q0i ~uj) B�� (x ~qi)ave pour tout j, uj B�� yj et pour tout i, q0i B�� qi.On en déduit l'existene d'un terme Q0 � [~yj : ~Aj ℄( ~Qi ~vj) aveQ B���0 Q0 et kQ0k = [~yj : _℄(x ~qi ~uj):On a don pour tout i, kQik = qi et don Qi =��� qi =��� ti =��� Pi.Nous n'utiliserons plus les termes démarqués jusqu'à la dernière partie du hapitre 4.



48 CHAPITRE 2. LE SYSTÈME2.9.2 De la forme des termes bien typésLes résultats qui suivent sont tous lassiques et bien onnus pour les PTS fontionnels ave�-onversion. La présene de la �-onversion nous oblige à remanier quelque peu l'ordre de leurprésentation. Dans [53℄, Geuvers indique suintement omment adapter les démonstrations de [56℄.Il a ensuite détaillé une méthode un peu di�érente dans sa thèse [55℄. Ce que nous proposons iiressemble beauoup à la première version, mais nous semble un peu plus simple. Il faut remarquerque la présene des types indutifs ne hange pas l'ordre des lemmes, et peu les démonstrations.Par ailleurs, tout e qui suit s'adapte très failement à tout PTS extensionnel (ave �-onversion).Lemme 2.20 (Variables libres) Si le jugement � ` t1 : t2 est dérivable, alors FV (t1)[FV (t2) 2V(�).Preuve La preuve est immédiate par réurrene struturelle sur la dérivation.Lemme 2.21 (Sous-termes) Tout sous-terme de tout terme bien-formé est bien formé.Lemme 2.22 (Substitution) Si les jugements suivants sont dérivables�1 :: (x : A)�2 ` u : B (1)�1 ` v : A (2)alors on peut dériver : �1�2 ` u[x n v℄ : B[x n v℄Preuve On raisonne par réurrene sur la struture de la dérivation de 2.Lemme 2.23 (A�aiblissement) Si les jugements suivants sont dérivables� ` u : A (3)�0 ` v : B (4)ave � � �0, alors on peut dériver : �0 ` u : APreuve Par réurrene sur la struture de la dérivation de 4.Lemme 2.24 Si le jugement �1 :: (x; T )�2 ` A : B est dérivable, alors �1 ` T : S est dérivable, oùS est la sorte assoiée à x. De plus on a aussi �1 :: (x; T )�2 ` T : S.Preuve Par réurrene sur la struture de la dérivation.Lemme 2.25 Si : � ` (x : T1)T2 : S (5)alors � :: (x; T1) ` T2 : S:



2.9. PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DU SYSTÈME 49Preuve Par réurrene sur la dérivation de 5. Celle-i se termine par une règle Prod,W ou Conv.Les deux premiers as sont immédiats ; dans le as de la règle Conv, l'hypothèse de réurrene nousassure � :: (x; T1) ` T2 : S0 où S0 est une sorte et S =��� S0. On a vu qu'alors S = S0.Lemme 2.26 Si : (1) � ` Ind(X : A)f����!Ci(X)g : Talors T =��� A, � ` A : Type et pour tout i on a � :: (X;A) ` Ci(X) : Set.Preuve Par réurrene sur la dérivation de (1). Celle-i se termine par une règle Ind,W ou Conv.Les trois as sont immédiats.Lemme 2.27 Si le jugement � ` t : T est dérivable, alors soit T = Extern, soit � ` T : S pour uneertaine sorte S.Preuve C'est enore une réurrene sur la struture de la dérivation. Les as des règles Ax, Prod,Lam, W, Conv, Ind et Elim sont immédiats. Dans le as App, si t = (t2 t1) et T = T2[x n t1℄, onsait que � ` (x : T1)T2 : S, e qui d'après le lemme 2.25 implique � :: (x; T1) ` T2 : S, et don � `T2[xnt1℄ : S par le lemme de substitution. Dans le as de Intro, si t = Constr(j; Ind(X : A)f����!Ci(X)g)alors T = Cj(Ind(X : A)f����!Ci(X)g) et le lemme 2.26 nous assure que � ` Ind(X : A)f����!Ci(X)g : A et� :: (X;A) ` Cj(X) : Set ; par substitution on a alors bien � ` T : Set.Lemme 2.28 (Inversion) Si le jugement � ` t : T est dérivable, alors :(i) t = a ) a 2 �T =��� �(a)� ` T : Set(ii) t = � ) � 2 �T =��� �(�)� ` T : Type(iii) t = Set ) T =��� Type(iv) t = Type ) T =��� Extern(v) t 6= Extern(vi) t = (x : T1)T2 ) � ` T1 : s1� :: (x : T1) ` T2 : s2T =��� s2ave s1 2 fSet;Typeg et s2 une sorte quelonque(vii) t = [x : T1℄t2 ) � ` T1 : s1� :: (x : T1) ` t2 : B� :: (x : T1) ` B : s2� ` T : s2T =��� (x : T1)Bou s1 est la sorte de x et s2 2 fSet;Typeg(viii) t = (t1 t2) ) � ` t1 : (x : T2)T1� ` t2 : T2T =��� T1[x n t2℄(ix) t = Ind(X : A)f����!Ci(X)g ) A � (~x : ~A)Set8i:Constr(Ci(X))



50 CHAPITRE 2. LE SYSTÈME8i:� :: (X : A) ` Ci(X) : Set(x) t = Constr(i; I) ) I = Ind(X : A)f����!Ci(X)gave les mêmes onditions sur I que i-dessus(xi) t = Elim(I;Q;~a; t)f�!fi g ) I = Ind(X : A)f����!Ci(X)gave les mêmes onditions sur I que i-dessus et :� ` Q : (~x : ~A)(I ~x)! s ave s 2 fSet;Typeg� ` T : s� ` t : (I ~a)8i:� ` fi : �[Ci(X); Q;Constr(i; I)℄T =��� (Q0 ~a t)de plus s = Type) 8i:Small(Ci(X))Preuve Il s'agit bien sûr d'une nouvelle réurrene sur la struture de la dérivation. Remarquonstoutefois que les as (i) et (ii) sont par ailleurs onséquenes de lemmes déjà énonés. Les asdes règles Ax, Prod, Lam, W, Var, App, Ind sont immédiats. La règle Conv ne pose pas deproblèmes non plus ; pour (xi) il faut juste remarquer que Type 6=��� Set. Les as des règles Introet Elim se traitent également failement grâe à l'hypothèse de réurrene appliquée aux prémisses.Lemme 2.29 (Uniité du type) Si � ` t : A et � ` t : A0, alors A =��� A0.Preuve Par réurrene struturelle sur t. Pour haque as, on utilise la lause orrespondante dulemme d'inversion.Corollaire 2.3 Il n'existe pas de terme bien formé, dont un des sous-termes est de la formeElim(I;Q; ~u; [x : T ℄t)f�!f g:Preuve S'il en était ainsi, e sous-terme serait lui aussi bien formé. Alors, d'après le lemmed'inversion [x : T ℄t serait bien formé de type (Ind(X : A)f�!C g ~u) dans un ertain ontexte. Maisle lemme d'inversion nous assure par ailleurs qu'alors [x : T ℄t est bien typé de type (x : T )B danse même ontexte, et alors (x : T )B =��� (Ind(X : A)f�!C g ~u), e qui est en ontradition ave lelemme de Geuvers.Une onséquene immédiate est qu'on a plus besoin de la notion de �0-rédution :Corollaire 2.4 Soit t un terme bien formé. Si t B�0 t0, alors t B� t0.2.9.3 Rédutions sur les termes bien-formésC'est bien sûr l'une des premières aratéristiques demandées à un système de type, que le typed'un terme reste inhangé si l'on réduit e terme. C'est la propreté de orretion des rédutionsvis-à-vis du typage, souvent désignée par son nom anglais de subjet rédution. C'est sa preuve quisuit.Lemme 2.30 (Corretion de la ��-rédution) Si le jugement � ` t : A est dérivable, et sit B1�� t0 et � B1�� �0, alors les jugements suivants sont dérivables :� ` t0 : A�0 ` t : A



2.9. PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DU SYSTÈME 51Preuve Par réurrene sur la taille de la dérivation de � ` t : A. La plupart des as sont immédiatset nous ne traitons que les plus déliats :� La règle Var : La rédution se fait forément dans � ; si e n'est pas dans le type assoié à xdans �, il n'y a pas de problèmes. Sinon on a une dérivation de � ` A : B ave � = �1 :: (x; t)�2et �0 = �1 :: (x; t0)�2 ; elle ontient don une sous-dérivation de �1 ` t : S se qui permetd'assurer �0 ` t : S. Comme �0 ` x : t0 et t =��� t0, on a bien �0 ` x : t.� La règle Ind : Il su�t de véri�er que le ��-réduit d'un type de onstruteur (respetivementd'une arité) est également un type de onstruteur (respetivement une arité). Le reste suitpar simple appliation de l'hypothèse de réurrene.� La règleApp : Elle ne pose pas de problèmes partiuliers pour la �-rédution, mais 'est bien sûrle as ruial pour la �-rédution. On prend t = (t1 t2). Le as t1 B� t01 est immédiat. Si t2 B�t02, 'est faile aussi : l'hypothèse de réurrene nous permet d'obtenir � ` (t1 t02) : T1[x n t02℄.Par ailleurs � ` (t1 t2) : T1[x n t2℄ implique � ` T1[x n t2℄ : s. Par ailleurs � ` T1[x n t02℄ : s0,et omme Cl(t2) = Cl(x) = Cl(t02) on a bien s = s0. On en déduit � ` (t1 t02) : T1[x n t2℄ parConv.Il reste à traiter le as t1 = [x : T3℄t3 = t0 et t B� t3[x n t2℄. Le lemme d'inversion nous assureque � :: (x; T3) ` t3 : T4 ave (x : T3)T4 =��� (x : T2)T1. D'après le orollaire 2.1, ei impliqueT3 =��� T2 et T4 =��� T1, et aussi Cl(T3) = Cl(T2) et Cl(T4) = Cl(T1). On en déduit � ` t2 : T3et par substitution � ` t3[x n t2℄ : T4[x n t2℄ et don � ` t3[x n t2℄ : T1[x n t2℄.� La règle Elim : À l'inverse du as préédent, 'est bien sûr le as de la �-rédution qu'ilnous faut traiter en détail ii. On prend t = Elim(I;Q; ~u; v)f�!fi g ave I = Ind(X : (~x :~A)Set)f����!Ci(X)g.Les as orrespondants à des rédutions dans des sous-termes de t se traitent failement. Nousnous intéresserons don au as v = (Constr(j; I) ~v), avet0 = (�[Ci(I); fj ;Fun_Elim(I;Q; ~fi)℄ ~v):Une simple utilisation du lemme d'inversion permet de véri�er les hypothèses néessaires à ladérivation de : � ` Fun_Elim(I;Q; ~fi) : (~x : ~A)( : (I ~x))(Q ~x ):Une simple réurrene sur la struture de Cj(X) permet à partir de là de véri�er que siCj(X) � ( ~yk : ~Uk)(X ~w)alors � ` �[Ci(I); fj ;Fun_Elim(I;Q; ~fi)℄ : ( ~yk : ~Uk)(Q ~w (Constr(j; I) ~yk)):Comme par ailleurs le lemme d'inversion assure que � ` ~v : ( ~yk : ~Uk), on a bien :� ` (�[Ci(I); fj ;Fun_Elim(I;Q; ~fi)℄ ~v) : T:A partir du lemme préédent et du orollaire 2.4, on déduit aisément :Corollaire 2.5 Soit t un terme bien formé. Si t B���0 t0, alors t B��� t0, et don t0 est bien formé.On en déduit en partiulier la version dé�nitive du lemme de retard de la �-rédution :Corollaire 2.6 (Retard de la �-rédution) Soit t un terme bien formé. Si t B� t0, alors il existeun terme (bien-formé) t00 tel que t B��� t00 B�� t0.



52 CHAPITRE 2. LE SYSTÈMELes deux derniers résultats nous permettent aussi de véri�er que la lasse d'un terme est préservéepar onversion.Lemme 2.31 Soient deux jugements dérivables � ` A : B et � ` A0 : B0. Si A =��� A0, alorsCl(A) = Cl(A0).Preuve On sait que kAk et kA0k admettent un réduit ommun A0. On a alorskAk B���00 A1 B�� A0 et kA0k B���00 A01 B�� A0et don aussi : A B��� A2 et A0 B��� A02ave kA2k = A1 et kA02k = A01. Comme le type est préservé par la ��-rédution, on a Cl(A) = Cl(A2)et Cl(A0) = Cl(A02). Il est très faile de voir que la lasse d'un terme est préservée par la �-rédution,et que pour tout terme u, Cl(u) = Cl(kuk). Aussi :Cl(A) = Cl(A2) = Cl(A1) = Cl(A0) = Cl(A01) = Cl(A02) = Cl(A0):En partiulier, et ontrairement à Geuvers, nous obtenons le résultat suivant sans utiliser la norma-lisation :Corollaire 2.7 Si les jugements � ` A : s et � ` A0 : s0 sont dérivables, et si A =��� A0, alorss = s0.Une autre onséquene est que nous pouvons a�aiblir les prémisses de la règle de onversion enpréservant la relation de typage.Corollaire 2.8 La règle suivante est admissible 3 :(Conv') � ` t : T1 � ` T2 : s T1 =��� T2� ` t : T2Preuve Grae aux résultats préédents, la réurrene sur la struture de la dérivation est à peuprès évidente.Pour prouver la orretion de la �-rédution, nous avons besoin du lemme suivant :Lemme 2.32 Si �1 :: (y; T0)�2 ` t : T , ave y =2 FV (�2) [ FV (t), alors il existe T 0 tel que�1�2 ` t : T 0 (e qui implique par ailleurs T =��� T 0).Preuve Par réurrene sur la struture de la dérivation ; on ne traite que les as non triviaux.� La règle Lam, ave t = [x : T2℄t1 et T = (x : T2)T1. L'hypothèse de réurrene nous assurequ'il existe T3 =��� T1 tel que �1�2 :: (x; T2) ` t1 : T3. Alors �1�2 :: (x; T2) ` T3 : S et�1�2 ` (x : T2)T3 : S. On en déduit �1�2 ` t : (x : T2)T3.3Cette formulation est elle généralement utilisée dans les présentations de systèmes de types. Le fait d'avoirhoisi une règle Conv plus restritive nous sera utile pour la preuve de normalisation. En revanhe e orollairemontre que les deux systèmes sont équivalents, et qu'il est don possible d'utiliser la formulation i-dessus dans uneimplémentation.



2.9. PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DU SYSTÈME 53� La règle App, ave t = (t1 t2) et T = T1[x n t2℄. On sait qu'il existe T3 =��� (x : T2)T1 etT4 =��� T2 tels que �1�2 ` t2 : T4 et �1�2 ` t1 : T3. Alors T3 B��� (x : T 02)T 01 d'après le lemmede Geuvers et la orretion de la ��-rédution 4, en remarquant qu'un terme ((x : U)V W )n'est jamais bien typé. Aussi, �1�2 ` t1 : (x : T 02)T 01 ave T 01 =��� T1 et T 02 =��� T2. On endéduit �1�2 ` t2 : T4 et don �1�2 ` t : T3[x n T4℄.Ce lemme nous permettra de traiter le as lé dans la preuve de orretion de la �-rédution,puisqu'il nous permet d'esamoter une variable qui, après son introdution, n'est plus utilisée dansla suite de la dérivation. Cette propriété est souvent donnée dans sa formulation i-dessous [54℄, quinous semble pourtant un peu moins pratique.Remarque (Renforement) Si �1 :: (y; T0)�2 ` t : T , ave y =2 FV (�2) [ FV (t) [ FV (T ), alors�1�2 ` t : T .Preuve D'après le lemme préédent, il existe T 0 =��� T ave �1�2 ` t : T 0. De plus �1 :: (y; T0)�2 `T : S, et la enore le lemme préédent nous permet de onlure �1�2 ` T : S. Alors une simpleappliation de la règle Conv donne bien �1�2 ` t : T .Lemme 2.33 (Corretion de la �-rédution) Si � ` t : T , t B� t0 et � B� �0, alors on a� ` t0 : T et �0 ` t : T .Preuve Par réurrene struturelle sur t. Le as déliat est bien sûr t = [x : T1℄t2 : On sait alorsque � ` T1 : S1, � :: (x; T1) ` T2 : S2, � :: (x; T1) ` t2 : T2 et T =��� (x : T1)T2. Les as T1 B� T 01 ett2 B� t02 ne posent pas de problèmes ; le seul as non-trivial est t2 = (t3 x) ave t0 = t3. Mais on saitalors que � :: (x; T1) ` t3 : (y : T 01)T 02 ave T1 =��� T1 et T2 =��� T 02[y n x℄. On en déduit d'après lelemme préédent que � ` t3 : C ave C =��� (x : T1)T2. Aussi C B��� (y : T 001 )T 002 =��� T d'après lelemme de Geuvers, et omme � ` T : S on a bien � ` t3 : T par appliation de la règle onv.On résume les résultats préédents par :Théorème 2 Soit un terme t bien formé. Si t B� t0, alors t0 est bien formé.2.9.4 Algèbres des lasses de termesNous allons utiliser les résultats de e hapitre pour dérire plus préisément les lasses determes (preuves, prédiats, et). Cette desription nous sera partiulièrement utile lors de la preuvede normalisation.NotationsDans toute la suite de ette thèse, et sauf indiation ontraire, nous utiliserons des symbolesdédiés pour haque lasse de termes :t; t1; t2; t0; f; f 0, et pour les termes preuvesT; T1; T 0; F; F 0; F1; I; A, et pour les prédiatsK;K1;K 0, et pour les ordres.Par ailleurs les symboles suivants seront utilisés pour désigner indi�éremment des termes de toutesles lasses : A;B;C;D;E; u; v; w;et.Nous pouvons maintenant ra�ner la lassi�ation des termes bien-formés par une desriptionde es dernirs en termes de grammaires dé�nies par réurrene roisée :4Remarquons que 'est la première fois que nous utilisons le lemme de Geuvers.



54 CHAPITRE 2. LE SYSTÈMELes termes bien typés de haque lasse de termes appartiennent respetivement aux algèbressuivantes : Termes preuvest ::= a j (t t) j (t T ) j [a : T ℄t j [� : K℄t j Constr(i; T ) j Elim(T; T; ~u; t)f�!t gPrédiatsT ::= � j (a : T )T j (� : K)T j (T t) j (T T )j[a : T ℄T j [� : K℄T j Ind(� : K)f�!T g j Elim(T;K; ~u; t)f�!T gOrdresK ::= Set j (x : T )K j (� : K)K j (K t) j (K T ) j [a : T ℄K j [� : K℄KShémas d'OrdresE ::= Type j (a : T )E j (� : K)ELemme 2.34 Tout terme bien formé voit sa lasse inhangée par rédution.Preuve C'est une onséquene immédiate du théorème i-dessus et des lemmes d'inversion, d'uni-ité du typage, et de la orretion de la rédution.2.9.5 Forme ordre-normales des ordresDé�nition 2.23 (Forme ordre-normale) SoitK un ordre bien-formé. On dit que K est en formeordre-normale si l'une des onditions suivantes est véri�ée :� K = Set� K = (� : K1)K2 où K1 et K2 sont des ordres en forme ordre-normale� K = (x : T )K où T est un prédiat et K1 un ordre en forme ordre-normale� K = [x : t℄K1 où K1 est un ordre en forme ordre-normale.� K = [� : K1℄K2 où K1 et K2 sont deux ordres en forme ordre-normale.Lemme 2.35 Pour tout ordre bien formé K, il existe un ordre K 0 en forme ordre-normale tel queK B�� K 0. Par ailleurs le lemme de orretion de la �-rédution assure que K 0 est bien formé demême type que K.Preuve Il su�t de remarquer que la rédution d'un radial ([x : U ℄K u) ne rée pas de radial dela même forme. Il est don possible de les réduire tous �en parallèle� et obtenir ainsi un terme enforme ordre-normale.Corollaire 2.9 Si � ` K : Type, alors sa forme ordre-normale K 0 est une arité : Ar(K 0;Set).Preuve C'est une onséquene immédiate du lemme préédent, de la orretion du typage, et dulemme d'inversion.Lemme 2.36 Soit une dérivation (1) d'un jugement � ` K : Type et A � (~xi : ~Ui)Set sa formeordre normale. Il existe alors une séquene de termes ~Vi, ave pour tout i, Vi B�� Ui, et une dérivationstritement plus petite que (1) de � ` (~xi : ~Vi) : ~si, où pour tout i, si = Set si xi est une variable depreuve, et si = Type si xi est une variable de prédiat.



2.9. PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DU SYSTÈME 552.9.6 A propos des formes normalesIl est bien onnu, et faile à montrer, que les termes �-normaux du �-alul sont tous de la forme�~x:(z ~Ni) où les Ni sont tous eux-mêmes des termes normaux. Il s'agit de la forme �arbre de Böhm�des termes normaux. Le lemme suivant et la simple adaptation de ette remarque au Calul desConstrutions Indutives. Nous n'utiliserons e lemme qu'à la �n du hapitre 4, mais nous préféronsl'énoner maintenant, puisqu'il est onséquene de e qui préède.Lemme 2.37 Tout terme ��-normal bien typé est de l'une des formes suivantes :1. ~x : ~N ℄N2. (x : N)N 03. s 2 fSet;Type;Externg4. (x ~N)5. (Ind(X : N)f�!N g ~N 0)6. (Elim(N;N 0; ~N;M) ~N 0) ave M et N deux termes normaux, respetivement des formes 4 et 5.7. (Constr(i;N) ~N) ave N terme normal de la forme 5.Bien sûr, dans e qui préède, N , N 0, M et M 0 dénotent des termes bien typés eux-mêmes en formenormale, et ~N , ~N 0 des séquenes de tels termes.



56 CHAPITRE 2. LE SYSTÈME



Chapitre 3Introdution à la RédutibilitéCe hapitre est une introdution aux preuves de normalisation forte de �-alul typés. Le butprinipal est d'expliquer la notion de rédutibilité qui est au entre de es preuves. On essaye ensuited'indiquer les idées essentielles et les points lés de la preuve de normalisation forte de CCI. Àl'exeption de sa partie 3.7, e hapitre est sensé pouvoir être lu indépendamment du reste de la thèse.Le but de e hapitre étant d'abord pédagogique, les parties tehniques de ertaines démonstrationssont données en petits aratères pour indiquer que leur leture n'est pas indispensable pour saisirl'idée générale.3.1 RappelsCes quelques lignes sont inutiles pour qui aura lu les hapitres préédents.On onsidère un ensemble dénombrable de variables, que l'on désignera généralement par leslettres x; y; et. Les �-termes sont dérits par la grammaire habituelle :t := x j (t t) j �x:tOn dé�nit l'opération de substitution, notée t[x n t0℄ de la manière usuelle. Un radial est un termede la forme (�x:t t0). On dé�nit la relation binaire !� par :(�x:t t0)!� t[x n t0℄et omme dans le hapitre préédent, on érit t B� t0 pour dire que l'on obtient t0 par reéritured'un sous-terme de t par!�. Un terme t est normal si auun de ses sous-termes n'est un radial, oude manière équivalente, s'il n'existe pas de terme t0 tel que t B� t0. En�n un terme est dit fortementnormalisable, s'il n'existe pas de haîne in�nie de rédutions partant de t. On appelle SN l'ensembledes termes fortement normalisables.Dans e hapitre, on ne s'intéressera pas à la �-rédution. Aussi tous les systèmes onsi-dérés dans e hapitre sont on�uents et admettent la propriété de Churh-Rosser indé-pendamment de la propriété de normalisation. On omettra systématiquement les preuvesorrespondantes. 57



58 CHAPITRE 3. INTRODUCTION À LA RÉDUCTIBILITÉ3.2 Normalisation et �-alul purTout étudiant à qui l'on présente le �-alul apprend lors du premier ours, que ertains termesn'admettent pas de formes normales. On donne en général l'exemple fameux :(�x:(x x) �x:(x x)) B� (�x:(x x) �x:(x x)):En simpli�ant à peine, on peut dire que le but d'un système de type est d'isoler une lasseaussi intéressante que possible de �-termes qui véri�eront ertaines propriétés, et en partiulier ellede normalisation. La question posée ii est de prouver que tout terme bien typé est e�etivementnormalisable.Avant de se laner dans le typage, un bon exerie mental est d'oublier pour un temps le ontre-exemple i-dessus, et d'essayer de prouver naïvement la normalisation du �-alul pur. L'outil essen-tiel dont nous disposons pour prouver des propriétés sur les �-termes est la réurrene struturelle.Essayons :� Le terme x est fortement normalisable.� Si le terme t est fortement normalisable, alors le terme �x:t l'est évidemment aussi.� C'est le as de l'appliation qui pose problème : même si les termes t1 et t2 sont fortementnormalisables, le terme (t1 t2) ne l'est pas forément. En e�et, si t1 = �x:t3, alors (t1 t2) B�t3[x n t2℄ et nous ne pouvons rien dire sur e dernier terme. Si l'on reprend l'exemple i-dessusde terme non-normalisable, on voit bien que �x:(x x) 2 SN.On peut essayer de renforer l'hypothèse de réurrene, en quanti�ant par exemple sur toutesles substitutions possibles sur t en prouvant par réurrene sur t :si l'on substitue des termes fortement normalisables à toutes les variables libres de t, on obtientun terme fortement normalisable.Le leteur urieux qui s'y essayera verra que ette fois enore, on ne peut terminer la preuvepar réurrene à ause du as de l'appliation. Dans un premier temps, 'est don d'abord elle quiretiendra notre attention.3.3 Types simplesOn redonne rapidement la dé�nition du �-alul simplement typé (voir aussi [83℄ par exemple).On se donne un ensemble de types atomiques que l'on n'a pas besoin de préiser. L'ensemble destypes est alors dé�ni indutivement :� tout type atomique est un type� si A et B sont des types, alors A! B est un type.La présentation du �-alul simplement typé est plus onise si on utilise des variables expliitementtypées : on onsidère simplement qu'à toute variable est assoiée un type, et pour tout type il existeune in�nité de variables qui lui sont assoiées. On notera xA; xB ; yA; et. À partir de là on dé�nitla relation de typage par :xA : A t : A�xB :t : A! B t1 : A! B t2 : A(t1 t2) : BConsidérons maintenant le problème de la normalisation forte des �-termes simplement typés.Pour haque terme formé par appliation, nous disposons d'une information essentielle : si (t1 t2) estbien formé, disons de type A, alors t1 est bien formé d'un type B ! A et t2 est bien formé de typeB. L'idée est de renforer à nouveau l'hypothèse de réurrene, mais en se servant de l'information



3.3. TYPES SIMPLES 59de type : pour haque type U , on dé�nit un prédiat jU j sur les termes, de manière à e que si t1véri�e jB ! Aj et t2 véri�e jBj, alors (t1 t2) véri�e bien jAj. On se donne don :� jAj(t), t 2 SN, si A est atomique.� jA! Bj(t), 8u:jAj(u)) jBj(t u).C'est ette nouvelle ondition de réurrene que l'on appelle rédutibilité. On montre alors fai-lement la ondition essentielle que pour tout type la notion de rédutibilité est plus forte que lanormalisation forte :Lemme 3.1 Pour tout type U et tout terme t, si jU j(t), alors t est fortement normalisable.Preuve Par réurrene struturelle sur U . On montre simultanément que jU j � SN, et que pour toute variable x ettoute séquene ~t de termes fortement normalisables on a (x ~t) 2 jU j. Le as U atomique est immédiat. Si U = A! Bet t 2 jA ! Bj, on a x 2 jAj, et don (t x) 2 jBj. Comme jBj � SN, on voit que t est fortement normalisable. Parailleurs soit (x ~t) et u 2 jAj ; alors u 2 SN et aussi (x ~t u) 2 jBj ; on a don (x ~t) 2 jA! Bj.Dans la suite on identi�era le prédiat jU j et l'ensemble des termes qui le véri�ent. On ériradon indi�éremment jU j(t) et t 2 jU j.On va don herher à montrer que tout terme t de type A véri�e e�etivement jAj(t). Cetteproposition n'est pas enore tout à fait assez forte, ar il nous faut tenir ompte des substitutionspossibles sur les variables libres de t. Mais omme haune de es variables libres possède un typeassoié, on peut utiliser la notion de rédutibilité pour restreindre le domaine de quanti�ation dessubstitutions :Dé�nition 3.1 (Interprétations adaptées) On appellera interprétation adaptée, toute substitu-tion I qui à toute variable libre xA de type A assoiera un terme redutible de type A :I(xA) 2 jAj:À partir de là, nous sommes apables de quanti�er sur toutes les instaniations légales desvariables libres d'un terme. Aussi sommes nous maintenant en état de prouver :Théorème 3 Si le jugement t : U est dérivable, alors pour toute interprétation adaptée I, on at[I℄ 2 jU j.La preuve se fait par réurrene sur la struture de t, 'est-à-dire, à isomorphisme près, parréurrene sur la struture de la dérivation du jugement. Deux as sont maintenant immédiats :� Si t = xA, on sait que U = A, et omme I est une interprétation adaptée, on a t[I℄ = I(xA) 2jAj = jU j.� Si t = (t1 t2), nous pro�tons de la dé�nition du prédiat de rédutibilité : on sait que t1 : A! Bet t2 : A ave U = B. Par hypothèse de réurrene on a t1[I℄ 2 jA ! Bj et t2[I℄ 2 jAj, alors ladé�nition de jA! Bj nous assure quet[I℄ = (t1[I℄ t2[I℄) 2 jBj = jU j:Nous avons don ontourné la di�ulté liée à l'appliation. En revanhe le problème est repousséau as de l'abstration. En e�et l'introdution d'un � augmente la fontionnalité du type, et donl'hypothèse à prouver est d'autant plus forte. C'est là qu'intervient le �mirale� de la rédutibilité.On peut en e�et généraliser la propriété (x ~t) 2 jU j pour remarquer :Lemme 3.2 Si tous les réduits d'un terme (t1 t2) sont rédutibles d'un type U , alors (t1 t2) l'estaussi.



60 CHAPITRE 3. INTRODUCTION À LA RÉDUCTIBILITÉAinsi que et autre lemme qui nous sera également utile :Lemme 3.3 Soit un type U . L'ensemble jU j est los par �-rédution :t 2 jU j ^ t B t0 ) t0 2 jU j:Preuve On prouve les deux lemmes onjointement par réurrene sur la struture de U . Le as U atomique estévident. Si U = A ! B, alors on ommene par remarquer que (t1 t2) est fortement normalisable puisque tous sesréduits le sont. Ensuite pour tout terme u 2 jAj, on peut montrer par réurrene sur le nombre maximal de rédutionsdans u que (t1 t2 u) 2 jBj. En e�et, on peut appliquer l'hypothèse de réurrene et se ontenter de prouver que tousles réduits de (t1 t2 u) véri�ent jBj. Or (t1 t2 u) peut se réduire en :� (t0 u) ave (t1 t2) B t0. Mais alors t0 2 jA! Bj et don (t0 u) 2 jBj.� (t1 t2 u0) ave u B u0. Mais alors on a toujours u0 2 jAj (hypothèse de réurrene sur A) et le nombre derédutions possibles dans u a déru.De même prenons t 2 jA! Bj ave t B t0. Pour véri�er que t0 2 jA! Bj, prenons u 2 jAj. On a (t u) 2 jBj, et donpar hypothèse de réurrene, (t0 u) 2 jBj, et don t0 2 jA! Bj.À partir de là nous pouvons revenir à la preuve du théorème et traiter maintenant le as del'abstration :� Si t = �xA:t1, on sait que U = A ! B, ave t1 : B et pour toute interprétation adaptée I,t1[I℄ 2 jBj. Montrer que t[I℄ 2 jA ! Bj 'est prouver que pour tout u 2 jAj, (t[I℄ u) 2 jBj. Pourela, d'après le lemme i-dessus, il su�t de véri�er que tout réduit de (t[I℄ u) est bien élément dejBj. On raisonne par réurrene sur le nombre maximal de rédutions faisables dans t1[I℄ et u. Lesréduits de (t[I℄ u) sont de l'une des formes suivantes :t1[I;x u℄(t01 u) ave t1[I℄ B t01(t1[I℄ u0) ave u B u0Dans le premier as, omme I;x  u est bien une interprétation adaptée, t1[I;x  u℄ appartientbien à jBj. Dans les deux autres as, il su�t de remarquer que le nombre maximal de rédutionspossibles dans les deux termes a déru et appliquer l'hypothèse de réurrene, en utilisant, dans letroisième as, le lemme 3.3 pour assurer que u0 2 jAj.Cei l�t la preuve du théorème.On s'assure ensuite que le théorème su�t bien à prouver la normalisation forte en véri�ant quepour tout que type U , xU 2 jU j. Il s'ensuit que l'identité est une interprétation adaptée, et donque si t : A, alors t 2 jAj et don t 2 SN.Cette preuve est due à Tait [140℄. La formulation i-dessus est très prohe de [83℄. Ce qui estessentiel à retenir, 'est le r�le des di�érentes étapes de la preuve, que nous retrouverons dans toutesles preuves de normalisation de tous les systèmes de types. À savoir, en simpli�ant un peu :� Chaque type U est interprété par un ensemble de termes, noté jU j.� Preuve que jU j � SN.� Preuve d'un ertain nombre de propriétés de l�ture pour haque ensemble jU j.� Preuve que si t : U , alors t[I℄ 2 jU j, et don en partiulier t 2 jU j et t 2 SN.On peut voir e travail omme la onstrution d'un modèle syntaxique pour le système, haquetype étant interprété par un ensemble de termes. On peut également le voir omme les trois étapesd'un raisonnement par réurrene : dé�nition de l'hypothèse de réurrene (onstrution de jU j),véri�ation que ette hypothèse est bien plus forte que le résultat �nal (jU j � SN), et en�n la preuvepar réurrene proprement dite, que si t : U est dérivable, l'hypothèse de réurrene t[I℄ 2 jU j estbien véri�ée.



3.4. LE SYSTÈME T ET SON EXTENSION PAR DES ORDINAUX 61Lors de l'étude de systèmes de types plus omplexes, le problème essentiel sera la dé�nitionde l'interprétation des nouveaux types (indutifs, polymorphes, dé�nis par réurrene, et). Il fauttoutefois remarquer que la dé�nition de jA! Bj, qui est le ÷ur de la preuve, reste inhangée pourtous les systèmes.3.4 Le système T et son extension par des ordinauxLe système T a été introduit par Gödel en 1958 [61℄, pour prouver la ohérene de l'arithmétiquefontionnelle du premier ordre. Il s'agit essentiellement du �-alul simplement typé étendu par letype indutif des entiers naturels. Tout omme nous l'avons vu, ei orrespond à l'introdution dedeux onstruteurs 0 et S, et d'un opérateur de réurrene struturelle, noté R. Les règles de typagesont les mêmes que pour le �-alul simplement typé, étendues par les règles suivantes :0 : Nat S : Nat! Natt0 : T tS : Nat! T ! T u : Nat(R u t0 tS) : TDe plus, la �-rédution est étendue par :(R 0 t0 tS) B� t0(R (S t) t0 tS) B� (tS t (R t t0 tS))La preuve de normalisation forte est alors une extension très simple de elle, donnée i-dessus,pour le �-alul simplement typé. La dé�nition de la rédutibilité reste inhangée. En partiulier,on prend : jNatj � SN:La preuve ne di�ère alors pas beauoup de elle du �-alul simplement typé. Le travail essentielest d'adapter le lemme 3.2 ; pour ela, il est ommode d'introduire une notion de termes neutres.Dé�nition 3.2 (termes neutres) Un terme est dit neutre s'il n'est pas de l'une des formes sui-vantes : �x:t 0 (S t):On appelle NT l'ensemble des termes neutres.On obtient alors une formulation des propriétés de l�ture de jT j plus synthétique que les lemmes 3.2et 3.3.Lemme 3.4 Pour tout type T :� jT j � SN� 8t 2 jT j:t B t0 ) t0 2 jT j� 8t 2 NT:(8t0:t B t0 ) t0 2 jT j)) t 2 jT jLa preuve est à peu près identique à elle des lemmes 3.2 et 3.3.On peut ensuite onserver la dé�nition d'interprétation adaptée du paragraphe préédent ainsique la formulation du théorème :Théorème 4 Pout tout jugement t : T dérivable dans le système T , pour toute interprétationadaptée I on a t[I℄ 2 jT j.



62 CHAPITRE 3. INTRODUCTION À LA RÉDUCTIBILITÉPreuve Là enore elle est par réurrene sur la dérivation du jugement, et di�ère peu de lapréédente. Le as intéressant est elui de l'opérateur d'élimination : On sait que u[I℄ 2 SN,t0[I℄ 2 jT j, tS [I℄ 2 SN ! jT j ! jT j et il faut véri�er (R u t0 tS)[I℄ 2 jT j. La preuve utilise deuxréurrenes emboîtées : une première sur la taille de la forme normale de u, une deuxième sur lenombre maximal de rédutions possibles dans u[I℄; t0[I℄ et tS [I℄. Comme (R u t0 tS)[I℄ est neutre,il su�t de prouver que tous ses réduits sont dans jT j, or les-dits réduits sont de l'une des formessuivantes :� (R u0 t0[I℄ tS[I℄) ave u[I℄ B u0� (R u[I℄ t00 tS [I℄) ave t0[I℄ B t00� (R u[I℄ t0[I℄ t0S) ave tS[I℄ B t0S� t0[I℄ si u[I℄ = 0� (tS [I℄ v (R v t0[I℄ tS [I℄)).Les trois premiers as sont aisément traités par la seonde hypothèse de réurrene. Le quatrièmeas est faile : t0[I℄ 2 jT j. Le dernier as est le plus subtil : la forme normale de v est plus petiteque elle de u, on a don (R v t0[I℄ tS [I℄)) 2 jT j (première hypothèse de réurrene), omme on aégalement v 2 jNatj, on peut onlure (tS [I℄ v (R v t0[I℄ tS [I℄)) 2 jT j.L'exemple du système T est essentiel, mais ne su�t pas tout à fait pour illustrer le prinipedes preuves par rédutibilité adaptées aux types indutifs. En e�et, une réurrene sur un entierorrespond exatement à une réurrene struturelle sur la forme normale de sa représentationdans le système T 1. C'est ette dernière propriété qui permet de hoisir l'ensemble SN des termesfortement normalisables pour l'interprétation jNatj du type des entiers naturels. Le as général estplus omplexe. Un bon exemple est à e titre l'extension du système T par le type des ordinaux.Celui-i est dé�ni à partir du type des entiers naturels à l'aide de trois onstruteurs :0o : OrdSo : Ord! Ordlim : (Nat! Ord)! OrdLe shéma d'élimination obéit alors à la règle de typage suivante :t0 : T tS : Ord! T ! T tl : (Nat! Ord)! (Nat! t)! t u : Ord(ROrd u t0 tS tl) : Tave les nouvelles règles de rédution :(ROrd 0o t0 tS tl) B� t0(ROrd (So u) t0 tS tl) B� (tS u (ROrd u t0 tS tl)(ROrd (lim f) t0 tS tl) B� (tl f �xNat:(ROrd (f x) t0 tS tl)C'est bien sûr la troisième de es règles qui est nouvelle par rapport au as des entiers naturels. Lepoint important est l'appel réursif sur (f x), qui n'est pas un sous-terme de (lim f). Il faudra don,au moins impliitement, exprimer le fait que, quel que soit l'entier x, (f x) est inférieur à (lim f)pour un ertain ordre bien-fondé. Cei n'est pas surprenant, puisque (lim f) est justement enséreprésenter la borne supérieure de l'ensemble ff(n); n 2 Ng. En termes de rédutibilité, on exigeradon que (lim f) soit rédutible de type Ord (élément de jOrdj), si et seulement si pour tout terme1Cette propriété est en fait vraie pour tout type de données.



3.4. LE SYSTÈME T ET SON EXTENSION PAR DES ORDINAUX 63u rédutible de type Nat (élément de jNatj), le terme (f u) est bien rédutible de type Ord (.à.d.est lui-même élément de jOrdj). Plus préisément, on dé�nit l'ensemble jOrdj indutivement ommele plus petit ensemble véri�ant les onditions suivantes :� Si un terme u est fortement normalisable et n'admet pas de réduit de la forme (So v) ou(lim f), alors u 2 jOrdj.� Si un terme u est fortement normalisable et se réduit vers (So v) ave v 2 jOrdj, alors u 2 jOrdj.� Si un terme u est fortement normalisable et se réduit vers (lim f), ave pour tout v 2 jNatj,(f v) 2 jOrdj, alors u 2 jOrdj.La justi�ation préise des dé�nitions indutives en théorie des ensembles fait appel au lemme dupoint �xe de Tarski. C'est-à-dire que l'ensemble jOrdj est en fait dé�ni omme le plus petit point�xe d'un opérateur roissant des ensembles de termes vers les ensembles de termes. Toutefois ettedé�nition de jOrdj est un petit peu lourde à utiliser ; elle implique :� de refaire la démonstration des lemmes 3.3, 3.2 et 3.1 ar Ord est un type atomique qui n'estpas interprété par SN� de faire une preuve par réurrene sur la struture de la preuve de t 2 Ord pour véri�er que(Ro t0 fS fl) est bien rédutible.Pour es deux raisons, nous préférons introduire dès maintenant la notion de andidats de réduti-bilité, qui nous permettra de fatoriser les preuves des lemmes 3.3, 3.2 et 3.1 et aussi d'utiliser unedé�nition plus ommode de jOrdj. Par ailleurs, ette notion sera, 'est bien onnu, indispensablelorsque nous passerons à des systèmes de type imprédiatifs.Dans e qui préède, nous avons utilisé les propriétés suivantes :� Pour tout type T , jT j � SN.� Pour tout type T , l'ensemble jT j est los par rédution :8t; t0:(t 2 jT j ^ t B t0)) t0 2 jT j:� Pour tout type T , si t est un terme neutre tel que pour tout terme t0, t B t0 ) t0 2 jT j, alorst 2 jT j.Une remarque importante est que lorsque l'on prouve es propriétés par réurrene sur la struturede T , on ne se sert que des hypothèses de réurrene. A partir de là on va pouvoir fatoriser la plusgrande partie de ette preuve, en distinguant les ensembles de termes véri�ant es propriétés :Dé�nition 3.3 (Candidats de rédutibilité) Un ensemble de termes C est un andidat de ré-dutibilité s'il véri�e les propriétés suivantes :CR 1 C � SNCR 2 8t 2 C:8t0:(t 2 C ^ t B t0)) t0 2 CCR 3 8t 2 NT:(8t0:t B t0 ) t0 2 C)) t 2 CNotre remarque préédente est alors illustrée par les trois lemmes :Lemme 3.5 L'ensemble SN est un andidat de rédutibilité.Lemme 3.6 Soient C et D deux andidats de rédutibilité. Alors l'ensemble suivant est un andidatde rédutibilité : C ! D � ft;8u 2 C:(t u) 2 Dg:Preuve Soit t 2 C ! D. C ontient tous les termes normaux neutres, en partiulier toutes les variables, on a don (t x) 2 Det don (t x) et t sont fortement normalisables. Si (t u) 2 D et t B t0, alors (t u) B (t0 u) et don (t0u) 2 D. On en déduitt0 2 C ! D. En�n supposons maintenant que t soit neutre et que tous ses réduits soient dans C ! D. Soit alors u 2 C, onprouve par réurrene sur le nombre maximal de rédutions faisables dans C que (t u) 2 D ; en e�et, (t u) est neutre et sesréduits sont de la forme :



64 CHAPITRE 3. INTRODUCTION À LA RÉDUCTIBILITÉ� (t0 u) qui est dans D puisque t0 2 C ! D� (t u0) qui est dans D par hypothèse de réurrene.Il n'y a pas d'autre as, puisque t est neutre.Lemme 3.7 L'intersetion d'un ensemble non-vide de andidats de rédutibilité est un andidat derédutibilité.La preuve de e dernier lemme est à peu près immédiate. Ce lemme est important, ar il dit quetout ensemble de andidats de rédutibilité admet une borne inférieure pour l'ordre d'inlusion.En d'autres termes, l'ensemble des andidats de rédutibilité muni de l'ordre d'inlusion est uninf-demi-treillis. Une onséquene essentielle est que tout opérateur roissant sur les andidats derédutibilité admet un plus petit point �xe. Nous allons tout de suite faire usage de ette possibilitépour onstruire jOrdj.Dé�nition 3.4 On dé�nit jOrdj omme le plus petit andidat de rédutibilité véri�ant la onditionsuivante : un terme t appartient à jOrdj si et seulement si pour tout andidat de rédutibilité C, pourtous termes t0 2 C, tS 2 jOrdj ! C ! C, tl 2 (jNatj ! jOrdj)! (jNatj ! C)! C, on a(ROrd t t0 tS tl) 2 C:Il faut bien sûr justi�er l'existene de l'ensemble jOrdj. Grâe a la remarque préédente, nous allonspouvoir le dé�nir omme le plus petit point �xe d'un opérateur roissant sur les andidats :Soit S un ensemble de termes et C un andidat de rédutibilité. On peut dé�nir l'ensemble determes suivant :G(S; C) � ft;8(t0; tS ; tl) 2 C � S ! C ! C � (SN! S)! (SN! C)! C:(Ro t t0 tS tl) 2 Cget aussi l'appliation F des ensembles de termes vers les ensembles de termes, dé�nie par :F (S) � \C2CRG(S; C):On peut alors dé�nir jOrdj omme le plus petit point �xe de F à ondition de véri�er les deuxonditions suivantes :� F est roissante : si S1 � S2 alors F (S1) � F (S2)� F est e�etivement un opérateur sur les andidats : si S 2 CR alors F (S) 2 CR.Le premier point est faile ; il su�t de remarquer C � C0 ) C0 ! D � C ! D et le reste suit aisément.Pour le deuxième point, CR étant los pour l'intersetion, il su�t de véri�er que G(S; C) 2 CR. Lespreuves des onditions CR 1 et CR 2 sont immédiates. La preuve est similaire à elle du lemme 3.6,par réurrene sur le nombre maximal de rédutions possibles sur les termes t0, tS et tl.À partir de là, il est immédiat que :Lemme 3.8 Soit T un type quelonque du système ave ordinaux. L'ensemble jT j est un andidatde rédutibilité.On peut expliquer ainsi la dé�nition de jOrdj : omme tous les jT j sont des andidats de ré-dutibilité, il su�t de quanti�er sur tous les andidats de rédutibilité pour quanti�er en partiuliersur toutes les interprétations jT j possibles. C'est aussi exatement e qui sera fait dans la setionsuivante pour interpréter la quanti�ation polymorphe du système F .Le reste de la preuve est très faile. Comme préédemment on prouve que si t : T , alors pourtoute interprétation adaptée I on a t[I℄ 2 jT j. On détaille les as des nouvelles règles :



3.5. LE SYSTÈME F 65� introdution de 0o : si C 2 CR, t0 2 C et tS et tl sont fortement normalisables, on véri�efailement, omme d'habitude maintenant par réurrene sur le nombre maximal de rédutionspossibles dans t0, tS et tl que (Ro 0o t0 tS tl) 2 C.� les as des règles d'introdution de So et lim sont tout à fait similaires 2.� introdution de Ro : 'est immédiat ; par dé�nition, si u[I℄ 2 jOrdj, to[I℄ 2 jT j, tS [I℄ 2 jOrd!T ! T j et tl 2 j(Nat! Ord)! (Nat! T )! T j alors(Ro u[I℄ to[I℄ tS[I℄ tl[I℄) 2 jT j:3.5 Le système FLe système F , également appelé �-alul du seond ordre, a été introduit par Girard en 1970pour interpréter les preuves de l'arithmétique fontionnelle du seond ordre et prouver ainsi saohérene [58, 59℄. En arithmétique fontionnelle du seond ordre, on peut dé�nir une propositionou un prédiat en quanti�ant sur toutes les propositions ou prédiats ; 'est e que l'on appellel'imprédiativité. Sa ontre-partie en �-alul est préisément la présene de types polymorphes. Enfait, le système F est le �-alul polymorphe le plus simple qui soit. Les types de e système sontdérits par l'algèbre : T := � j T ! T j8�:Toù � désigne un élément d'un ensemble dénombrable et donné de variables de types.Nous onsidérerons la version du système où les appliations de types ne sont pas données expli-itement dans les termes. Du fait de la présene de variables liées dans les types, une présentationutilisant des ontextes est plus ommode ; ei rend par ailleurs inutiles les annotations de types surles variables. Les termes sont dérits par :t := x j (t t) j �x:tet les règles de typage sont : (Var) (x; T ) 2 �� ` x : T(Lam) � :: (x; T2) ` t : T1� ` �x:t : T2 ! T1 (App) � ` t1 : T2 ! T1 � ` t2 : T2� ` (t1 t2) : T1(8-i) � ` t : T 8(x; T0) 2 �:� =2 FV (T0)� ` t : 8�:T (8-e) � ` t : 8�:T� ` t[� n T1℄ : T [� n T1℄La dé�nition des ontextes et de FV ainsi que la signi�ation de (x; T ) 2 � sont évidentes ; onpeut reprendre les dé�nitions formelles du hapitre 2. De même les dé�nitions des termes neutreset fortement normalisables ainsi que des andidats de rédutibilité restent quasiment inhangées.La di�érene essentielle ave les systèmes préédents est bien sûr la présene de variables de typeset de la quanti�ation du seond ordre. Le travail onsistera essentiellement à réussir à interpréteres derniers. Il est lair que l'interprétation d'une variable de type dépend de la manière dont ellesera ensuite instaniée. Pour elà, on ommene par se donner l'interprétation de haque variablepour dé�nir les interprétations des types. De ette manière, on va être apable de quanti�er surtoutes les instaniations possibles. Comme dans la dé�nition de Ord dans le système préédent,une quanti�ation universelle sur tous les andidats de rédutibilité permettera de apturer unequanti�ation universelle sur tous les types.2Notons en partiulier que l'on n'a pas besoin d'indution trans�nie pour véri�er que lim 2 j(Nat! Ord)! Ordj



66 CHAPITRE 3. INTRODUCTION À LA RÉDUCTIBILITÉDé�nition 3.5 (Interprétation) On appelle interprétation une appliation assoiant un andidatde rédutibilité à toute variable de type et un �-terme à toute variable de terme.Une interprétation sera généralement désignée par la lettre I. Cette notion étend la notion desubstitution utilisée jusqu'alors dans la dernière partie de la preuve. On pourrait ii distinguerinterprétations des variables de type et interprétations des variables de terme, mais dans les systèmesave types dépendants il nous faudra de toute façons les mélanger.On peut alors dé�nir, pour tout type T , le andidat de rédutibilité jT jI pour toute interprétationI. On désignera par I;� C l'interprétation valant C en � et égale à I partout ailleurs.j�jI � I(�)jA! BjI � jAjI ! jBjIj8�:AjI � \C2CR jAjI;� CD'après les lemmes préédents, il est lair que jT jI est e�etivement un andidat de rédutibilité.Par ailleurs une propriété essentielle est que l'interprétation est ompatible ave la substitution :Lemme 3.9 Pour tous types T et T1, toute variable de type � et tout interprétation I, on a :jT [� n T1℄jI = jT jI;� jT1jI :Preuve On raisonne bien sûr par réurrene struturelle sur T ; les trois as sont quasi-immédiats.Il nous su�t alors d'adapter la dé�nition 3.1 à la notion d'interprétation pour terminer notrepreuve :Dé�nition 3.6 (Interprétations adaptées) Une interprétation I est dite adaptée à un ontexte� , si pour tout ouple (x; T ) apparaissant dans �, on a bien I(x) 2 jT jI .Théorème 5 Si un jugement � ` t : T est dérivable, alors pour toute interprétation I adaptée à �,on a t[I℄ 2 jT jI .La preuve est bien sûr par réurrene sur la struture de la dérivation du jugement de typage ;elle ressemble énormément à la preuve orrespondante pour le �-alul simplement typé. Les assupplémentaires ne sont pas di�iles.� Le as de la règle Var est immédiat : par dé�nition, I(x) 2 jT jI .� Le as de App est identique au as des types simples : t1[I℄ 2 jT2 ! T2jI et t2[I℄ 2 jT2jI .Aussi : (t1 t2)[I℄ = (t1[I℄ t2[I℄) 2 jt1jI .� Le as de Lam n'est pas vraiment nouveau non plus. On sait que pour toute interprétation Iadaptée à � :: (x; T2), t[I℄ 2 jT1jI . Soit maintenant t2 2 jT2jI ; il nous faut véri�er(�xT2 :t[I;xT2  xT2 ℄ t2) 2 jT1jIpour prouver (�xT2 :t)[I℄ 2 jT1 ! T2jI . Comme préédemment, on raisonne par réurrenesur le nombre maximal de rédutions possibles dans t[I℄ et t2. Le terme (�xT2 :t[I℄ t2) peut seréduire en :� (�xT2 :t0 t02), as traité par l'hypothèse de réurrene� t[I;xT2  t2℄, mais alors omme t2 2 jT2jI , I;xT2  t2 est une interprétation adaptée à� :: (x; T2), et don t[I;xT2  t2℄ 2 jT1jI .



3.6. LES TYPES DÉPENDANTS 67� Soit I une interprétation adaptée à � et C un andidat de rédutibilité quelonque. Il fautvéri�er que I;� C est bien une interprétation adaptée à �. C'est évident, puisque pour tout(x; T0) apparaissant dans �, on a � =2 FV (T0), et don jT0jI = jT0jI;� C.� L'ensemble jT1jI est un andidat de rédutibilité ; donjT [� n T1℄jI = jT jI;� jT1jI � j8�:T jIe qui implique t[I℄ 2 jT [� n T1℄jI .En�n pour véri�er que tous les termes typables sont fortement normalisables, il su�t de remar-quer que l'interprétation I telle que I(�) = SN pour tout � et I(x) = x pour tout x est adaptée àtout ontexte.Il faut remarquer que la onision et la simpliité de présentation du système F se retrouveau niveau de la preuve de normalisation ; ette dernière est plus ourte et plus élégante que, parexemple, la preuve pour le système ave ordinaux. Une remarque bien onnue est que omme lesystème F est imprédiatif, sa preuve de normalisation doit l'être aussi. Plus préisément, 'estle fait de quanti�er sur toutes les interprétations I qui est e�etivement un raisonnement d'ordresupérieur : une interprétation dé�nit en e�et un prédiat sur les �-termes pour haque variable detype. On quanti�e don bien sur une lasse de prédiats.Il faut aussi noter que prouver la normalisation du système F étendu par les entiers primitifs dusystème T , ainsi que des ordinaux omme présenté dans la setion préédente ne pose maintenantauun problème. Il su�t de suivre la preuve pour le système F , en reprenant les dé�nitions de jNatjet jOrdj données préédemment. Cette remarque est importante puisque nous herhons ultimementà prouver la normalisation forte pour un système inorporant polymorphisme et types indutifs.3.6 Les types dépendantsLa notion de types dépendants orrespond, omme indiqué dans le hapitre 1, à la possibilitéde faire dépendre un type d'un terme, e qui permet de représenter les prédiats de manière interneau alul. Il onnu que, pour les �-aluls dits du �Cube de Barendregt�, on peut assez failementramener la normalisation forte du système ave types dépendants à elui du système sans typesdépendants orrespondant (F! pour le Calul des Construtions, types simples pour LF. . .). Nousne ferons toutefois pas usage de ette failité, ar nous n'en aurons plus la possibilité lorsque nousajouterons l'élimination forte.Le système que nous onsidérerons ii est le système F étendu par des types dépendants. Dansla lassi�ation du Cube de Barendregt, il est onnu sous le nom de �P2. Il se distingue du Caluldes Construtions uniquement en e qu'il interdit la formation de fontions des types vers les types(ou plus généralement des prédiats vers les prédiats) : pour tout type A on peut dé�nir listA, letype des listes d'éléments de type A, mais on ne peut pas onstruire le type �générique� list, qui àA assoie listA.Contrairement à e que nous avons fait dans le hapitre préédent pour le Calul des Constru-tions indutives, nous donnons une présentation strati�ée des preuves (t), des prédiats (T ) et desordres (K) : K ::= Set j (x : T )KT ::= � j [x : T ℄T j (T t) j (� : K)T j (x : T1)T2t ::= x j [x : T ℄t j (t t) j [� : K℄t j (t T )



68 CHAPITRE 3. INTRODUCTION À LA RÉDUCTIBILITÉPour es trois lasses de termes, on peut sans di�ultés dé�nir les notions de substitution, �-rédution normalisation et �-équivalene de la manière usuelle. Les ontextes sont dé�nis ommesuit : � ::= [℄ j � :: (x; T ) j � :: (�;K):La ompliation de la présentation se omprend bien si l'on songe qu'une variable de type �peut e�etivement représenter un type ('est-à-dire � : Set), ou par exemple un prédiat sur un typedonné (� : Nat ! Set). Il est don néessaire de faire apparaître les liaisons des variables de type(ou plus exatement des variables de prédiat) dans le ontexte. Les ordres servent à déterminer ledomaine d'un prédiat : si T : Set, alors T est e�etivement un type, si T : T0 ! Set, T sera unprédiat sur les objet de type T0, et. Bien sûr, si un jugement � ` t : T est dérivable, alors T seraun type et on pourra aussi dériver � ` T : Set.Les jugements peuvent être de trois formes :� � ` t : T pour dire que le terme t est bien formé et habite le type T .� � ` T : K pour dire que T est un prédiat bien-formé d'ordre K.� � ` K pour dire que K est un ordre bien-formé.On érit � ` J pour désigner indiféremment les trois formes de jugement. Les règles de dérivationsont alors : (Ax) [℄ ` Set (K-Prod) � :: (x; T ) ` K� ` (x : T )K(T-Lam) � :: (x; T1) ` T : K� ` [x : T1℄T : (x : T1)K (T-App) � ` T : (x : T1)K � ` t : T1� ` (T t) : K[x n t℄(T-Prod1) � :: (x; T1) ` T : Set� ` (x : T1)T : Set (T-Prod2) � :: (�;K) ` T : Set� ` (� : K)T : Set(t-Lam1) � :: (x; T1) ` t : T� ` [x : T1℄t : (x : T1)T (t-Lam2) � :: (�;K) ` t : T� ` [� : K℄ : (� : K)T(t-App1) � ` t1 : (x : T2)T1 � ` t2 : T2� ` (t1 t2) : T1[x n t2℄ (t-App2) � ` t : (� : K)T � ` T1 : K� ` (t T1) : T [� n T1℄(Var1) � ` T : Set x =2 �� :: (x; T ) ` x : T (Var2) � ` K � =2 �� :: (�;K) ` � : K(Weak1) � ` J � ` T : Set� :: (x; T ) ` J (Weak2) � ` J � ` K� :: (�;K) ` J(Conv) � ` t : T1 � ` T1 : Set T1 =� T2 � ` T2 : Set� ` t : T2Dans e hapitre, nous nous intéresserons uniquement à la normalisation forte des �-termes purssous-jaents aux preuves. On passe des unes aux autres par l'opération �d'oubli� suivante :kxk � x



3.6. LES TYPES DÉPENDANTS 69k[x : T ℄tk � �x:ktkk[� : K℄tk � ktkk(t1 t2)k � (kt1k kt2k)k(t T )k � ktkOn peut alors prouver failement la propriété essentielle suivante :Lemme 3.10 Soit un terme t. Si t B�� t0, alors ktk B�� kt0k. Aussi, pour tous termes t et t0, on at =� t0 ) ktk =� kt0k:L'adaptation de la méthode de rédutibilité au présent système se omprend intuitivement bien.Comme préédemment, nous allons interpréter tout type (.à.d. tout prédiat d'ordre Set) par unandidat de rédutibilité, .à.d. un ensemble de �-termes ; omme les prédiats d'arité 1 (.à.d. d'unordre de la forme T ! Set) sont essentiellement des fontions des preuves vers les types, ils serontinterprétés par des appliations assoiant un andidat de rédutibilité à tout terme pur, et ainsi desuite.Formellement, on ommene par dé�nir l'arité d'un ordre omme le nombre de produits qui leforment : Ar(Set) = 0Ar((x : T )K) = Ar(K) + 1on peut alors dé�nir pour haque entier n l'ensemble �(n) des valuations d'arité n :� �(0) est l'ensemble des parties de �� �(n+ 1) est l'ensemble des appliations de � vers �(n).Nous pouvons maintenant dé�nir une notion de andidat de rédutibilité pour haque arité :Dé�nition 3.7 Pour tout entier naturel n, on dé�nit CR(n) � �(n), l'ensemble des andidats derédutibilité de degré n :� CR(0) est l'ensemble des ensembles de termes C véri�ant les trois onditions CR 1, CR 2 etCR 3 déjà énonées (dé�nition 3.3)� CR(n+ 1) est l'ensemble des appliations f de � vers CR(n) véri�ant :8t; t0:t =� t0 ) f(t) = f(t0):On a déjà vu que SN était un andidat de rédutibilité d'arité 0. On peut généraliser ei endé�nissant pour tout n un élément anonique Can(n) de CR(n) :� Can(0) � SN� Can(n+ 1) est l'appliation qui à tout �-terme assoie Can(n).Cette remarque nous permet en partiulier de quanti�er sur l'ensemble CR(n), qui est don nonvide.On veut maintenant dé�nir les interprétations I et les valuations jT jI . Mais pour ela, il nousfaut d'abord nous assurer que I interprétera haque variable � par une valuation de la bonne arité.Pour ela, nous utilisons une notion de prédiats bien-onstruits.Dé�nition 3.8 (Arité-interprétation) Une arité-interprétation est une appliation A qui assoieun entier naturel A(�) à toute variable de prédiat. On désigne par A;� n l'arité-interprétationvalant n en � et égale à A partout ailleurs.



70 CHAPITRE 3. INTRODUCTION À LA RÉDUCTIBILITÉDé�nition 3.9 (Bonne-onstrution) Soit T un prédiat et A une arité-interprétation. On ditque T est bien onstruit d'arité n sous A si :� T = � et A(�) = n� T = (x : T1)T2, n = 0 et T1 et T2 sont bien onstruits d'arité 0 sous A.� T = (� : K)T0, n = 0, et T0 est bien onstruit d'arité 0 sous A;� Ar(K).� T = (T0 t) et T0 est bien-onstruit d'arité n+ 1 sous A.� T = [x : T1℄T2 et T2 est bien-onstruit d'arité n� 1 sous A.Si un prédiat est bien-onstruit d'arité n, on peut alors l'interpréter par un andidat de ré-dutibilité d'arité n, à ondition de disposer de valuations de la bonne arité pour toute variable deprédiat.Dé�nition 3.10 (Interprétation) Une interprétation I est un appliation qui :� assoie un �-terme pur I(x) à toute variable de preuve x.� assoie un ouple I(�) = (n; C) à toute variable de prédiat �, où n est un entier naturel et Cun andidat de rédutibilité d'arité n.Toute interprétation dé�nit évidemment une arité-interprétation assoiée. Étant donné un termepreuve t, on désigne par t[I℄ le terme pur ktk dont toutes les variables libres ont été substitués parleurs valuation I(x). Par exemple :[� : K℄[x : T ! T ℄(x y)[I℄ = �x:(x I(y)):Dé�nition 3.11 Soit I une interprétation et T une prédiat bien-onstruit d'arité n sous l'arité-interprétation assoiée à I. On dé�nit alors jT jI , andidat de rédutibilité d'arité n par réurrenesur la struture de T :� j�jI � C ave I(�) = (n; C)� j(T t)jI � jT jI(t[I℄)� j[x : T1℄T2jI est l'appliation qui à tout terme preuve u assoie jT2jI;x u� j(� : K)T jI � TC2CR(Ar(K)) jT jI;� (Ar(K);C)� j(x : T1)T2jI est l'ensemble des �-termes purs u, tel que pour tout �-terme v 2 jT1jI , on a(u v) 2 jT2jI;x vIl faut souligner que la dé�nition de j(� : K)T jI est simplement la généralisation de la dé�nitionde j8�:T jI utilisée dans le adre du système F , alors que la dé�nition de j(x : T1)T2jI orrespondà la dé�nition de jA! BjI utilisée jusqu'à maintenant, à la nuane près que l'interprétation de T2dépend maintenant de la valeur de x.Pour que la dé�nition i-dessus soit rigoureuse, il nous faut véri�er que jT jI est e�etivementtoujours un andidat de rédutibilité de la bonne arité. La preuve n'est pas di�ile ; il faut justerenforer légèrement l'hypothèse de réurrene.Preuve En même temps que l'on dé�nit jT jI par réurrene sur la struture de T , on prouve également les deux hypothèsesde réurrene :� Si T est bien onstruit d'ordre n sous I, alors jT jI est un andidat de rédutibilité d'ordre n� Soit I0 une interprétation telle que I(�) = I0(�) pour tout � et I(x) =� I0(x) pour tout x. Alors jT jI = jT jI0 .Le as T = � est immédiat et T = (T 0 t) et très faile ainsi que T = [� : K℄T 0. On détaille un peu plus les autres as :� T = [x : T1℄T2. Pour tout terme pur u, jT2jI;x u est un andidat de rédutibilité par hypothèse de réurrene. De plussi u =� u0, alors jT2jI;x u = jT2jI;x u0 = jT2jI0;x u.� T = (� : K)T 0. On sait alors que n = 0, et jT jI étant dé�ni omme une intersetion de andidats est bien un andidat.La preuve de l'autre hypothèse de réurrene est immédiate.� T = (x : T1)T2. Ce as est similaire au préédent. Il faut toutefois adapter le lemme 3.6 au as des types dépendants.On véri�e par ailleurs failement que tout prédiat bien-formé est bien-onstruit. Il faut justeauparavant dé�nir une adéquation entre ontextes et arité-interprétations :



3.6. LES TYPES DÉPENDANTS 71Dé�nition 3.12 (arité-interprétation adaptée) Une arité-interprétation A est adaptée à unontexte �, si et seulement si pour tout ouple (�;K) apparaissant dans �, on a A(�) = Ar(K).Lemme 3.11 Soit un jugement dérivable � ` T : K et A une arité-interprétation adaptée à �.Alors T est bien onstruit d'arité Ar(K) sous A.Preuve Par réurrene sur la struture de la dérivation du jugement.À partir de là, on dé�nit une adéquation entre ontextes et interprétations. C'est la notion d'inter-prétation adaptée 3.1, revue et orrigée dans le adre de systèmes ave types dépendants.Dé�nition 3.13 (interprétation adaptée) Soit � un ontexte bien-formé (.à.d. tel qu'il existeun jugement � ` J dérivable). Une interprétation I est adaptée à �, si :� l'arité-interprétation orrespondant par I est adaptée à �� pour tout ouple (x; T ) apparaissant dans �, on a I(x) 2 jT jI .Pour s'assurer que ette dé�nition est orrete, il faudrait véri�er les propriétés suivantes :� si un ontexte � :: (x; T )�0 est bien formé, alors � ` T : Set.� si A est adaptée à �, alors A est adaptée à toute sous-partie de �.La seonde propriété ne pose auun problème. La première est faile à véri�er par réurrene sur la struturede la preuve de bonne-formation de � (elle est faite dans le adre de CCI dans le hapitre préédent).Nous avons maintenant onstruit tous les outils néessaires pour véri�er la normalisation. Il nousreste un point très important à traiter : e système se distingue des préédents par la présene dela règle de onversion :(Conv) � ` t : T1 � ` T1 : Set T1 =� T2 � ` T2 : Set� ` t : T2Lorsque nous prouverons que t : T ) t[I℄ 2 jT jI , il nous faudra traiter le as de ette règle. Onutilisera alors la propriété que l'interprétation des prédiats est invariante par onversion.Lemme 3.12 (invariane par onversion) Soit T un prédiat bien onstruit d'ordre n sous une-interprétation I. Si T B� T 0 alors T 0 est bien-onstruit d'ordre n sous I, et jT jI = jT 0jI .Cette propriété est la lé de l'adaptation de la méthode de rédutibilité à des systèmes avetypes dépendants. C'est elle qui nous posera le plus de di�ultés dans des systèmes plus omplexes,omme dans la partie suivante et surtout pour le Calul des Construtions Indutives dans le hapitresuivant. Toutefois dans le adre du système �P2, la preuve est faile :Preuve Par réurrene sur la struture de T . On ne détaille que les as intéressants où T est leradial réduit ou bien la rédution a lieu dans un terme preuve.� Si T = ([x : T1℄T2 t) et T 0 = T2[x n T1℄, 'est une onséquene immédiate de la propriétéjT2[x n t℄jI = jT2jI;x jtjI .� Si T = ([� : K℄T1 T2) et T 0 = T1[� n T2℄, 'est une onséquene immédiate de la propriétéjT1[� n T2℄jI = jT1jI;� jT2jI .� Si T = (T1 t) et T 0 = (T1 t0) ave t B t0, l'hypothèse de réurrene nous assure que jT1jI estun andidat de rédutibilité. Aussi omme jtjI =� jt0jI , on a bien jT1jI(jtjI) = jT1jI(jt0jI).Nous pouvons maintenant passer à la preuve de normalisation proprement dite :Théorème 6 Soit � ` t : T un jugement dérivable et I une interprétation adaptée à � ; on a alorst[I℄ 2 jT jI.



72 CHAPITRE 3. INTRODUCTION À LA RÉDUCTIBILITÉLa preuve est une réurrene sur la struture de la dérivation du jugement, sur le modèle de e quia été fait préédemment. Il ne semble pas néessaire de détailler.Corollaire 3.1 Si le jugement � ` t : T est dérivable dans �P2, alors ktk est fortement normali-sable.3.7 Types dé�nis par réurreneIl nous reste un point important à illustrer avant de onlure e hapitre. C'est elui des typesdé�nis par réurrene sur des objets indutifs, 'est-à-dire la normalisation de systèmes omportante que nous avons appelé des opérateurs d'élimination forte. Il va être faile d'étendre le système �P2en e sens, puisqu'il possède déjà des types dépendants. Nous onsidérons les deux types indutifsprimitifs déjà étudiés préédemment : les entiers naturels et les ordinaux. L'ensemble des prédiatsde �P2 est don étendu par les objets Nat et Ord, et on se donne les nouvelles règles d'inférenesuivantes : [℄ ` Nat : Set [℄ ` Ord : SetDe même l'algebre des termes de preuves est étendue par les onstruteurs et les shémas d'élimi-nation déja utilisés dans la partie 3.4. Les termes de preuves sont don maintenant dé�nis par :t ::= x j [x : T ℄t j (t t) j [� : K℄t j (t T )Les règles d'introdution des onstruteurs restent essentiellement inhangées. Par ontre, et ommeindiqué dans le hapitre 1, nous pouvons maintenant typer de manière plus préise les shémasd'élimination : (0-N-Intro) [℄ ` 0 : Nat (S-N-Intro) [℄ ` S : Nat! Nat(0-O-Intro) [℄ ` 0o : Ord (S-O-Intro) [℄ ` So : Ord! Ord(lim-Intro) [℄ ` lim : (Nat! Ord)! Ord(Nat-Elim) � ` T : Nat! Set � ` t : Nat � ` t0 : (T 0)� ` tS : (m : Nat)(T m)! (T (S m))� ` (RN t t0 tS) : (T nt)(Ord-Elim) � ` T : Ord! Set � ` t : Ord � ` t0 : (T 0o)� ` tS : (m : Ord)(T m)! (T (So m))� ` tl : (f : Nat! Ord)((n : Nat)(T (f n)))! (T (lim f))� ` (RO t t0 tS tl) : (T t)Les règles de rédution des opérateurs RN et RO sont les mêmes que elles utilisées dans la se-tion 3.4. En partiulier, elles étendent la règle de onversion. Comme nous utilisons des termes purs,non-typés, dans notre preuve de normalisation, il nous faut là aussi tenir ompte des onstruteursde shémas d'élimination. Les termes purs sont don maintenant dé�nis par :t := x j �x:t j (t t) j 0 j S j 0O j SO j lim j RN j RO



3.7. TYPES DÉFINIS PAR RÉCURRENCE 73et l'opération d'oubli est bien sûr étendue par :k0k � 0kSk � SkRNk � RNetave les règles de rédution maintenant habituelles sur les termes purs.À e stade, nous avons dé�ni une extension ohérente de �P2. Il serait en revanhe peu in-teressant d'étudier sa normalisation : il su�t littéralement de ombiner la preuve du système T(dé�nitions de jNatj et jOrdj) ave elle de �P2. Nous ommençons don par introduire les opé-rateurs d'élimination forte. Comme indiqué dans le hapitre 2, es derniers sont onstruits sur lemodèle des opérateurs d'élimination habituels, mais permettent de onstruire des types. Nous ap-pellerons respetivement Re et ReO les opérateurs d'élimination forte des naturels et des ordinaux.Les prédiats sont �nalement dérits par :T := � j [x : T ℄T j (T t) j (� : K)T j (x : T1)T2j Nat j Ord j Re(t; T; �:T ) j ReO(t; T; �:T; �:T )Remarquons que Re et ReO lient des variables dans ertains de leurs sous-termes. Par exempledans le terme Re(t; T0; �:TS), la variable de prédiat � est liée dans le sous-terme TS , ave lesonséquenes habituelles pour la substitution. Les règles de rédution sur les prédiats de la setionpréédente sont étendues par :ReN (0; T0; �:TS) B� T0ReN ((S t); T0; �:TS) B� (TS [� n ReN (t; T0; �:TS)℄ t)ReO(0O; T0; �:TS ; �:Tl) B� T0ReO((S t); T0; �:TS ; �:Tl) B� (TS [� n Re(t; T0; �:TS ; �:Tl)℄ t)ReO((lim t); T0; �:TS ; �:Tl) B� (Tl[� n [x : Nat℄Re((t x); T0; �:TS ; �:Tl)℄ t)Remarque On voit que les omportements alulatoires respetifs de Re et ReO sont essen-tiellement identiques à eux de R et RO. Les di�érenes sont simplement dues à l'impossibilité,dans e système, de onstruire des fontions des prédiats vers les prédiats : [� : K℄T est interdit.Dans le Calul des Construtions étendu par Extern, ette restrition n'existe pas, et les opérateursd'élimination faible et forte se omportent de manière identique.Passons en�n aux règles d'inférene orrespondant aux shémas d'élimination forte. On simpli-�e la présentation du système en autorisant uniquement la onstrution d'objets de type Set parélimination forte, ontrairement aux Calul des Constrution Indutives, dans lequel il est possiblede onstruire des prédiats d'ordre arbitraire.(Nat-S-Elim) � ` t : Nat � ` T0 : Set � :: (�; Set) ` TS : Nat! Set� ` ReN (t; T0; �:TS) : Set(Ord-S-Elim) � ` t : Ord � ` T0 : Set � :: (�; Set) ` TS : Ord! Set� :: (�;Nat! Set) ` Tl : (Nat! Ord)! Set� ` ReO(t; T0; �:TS ; �:Tl) : Set



74 CHAPITRE 3. INTRODUCTION À LA RÉDUCTIBILITÉOn renvoie par exemple au hapitre 1 pour les exemples d'utilisation de ette règle.3.7.1 La preuve de normalisationOn aura ompris que elle-i reprend la plupart des éléments de la preuve de normalisation de�P2, et que la nouveauté essentielle est l'interprétation des types dé�nis par élimination forte. À estade, il n'est sans doute pas inutile de redonner la dé�nition préise des andidats de rédutibilité,ombinaison de 3.2 et de 3.7 :Dé�nition 3.14 Un terme pur est neutre ('est-à-dire élément de NT) s'il n'est pas de la forme :�x:t 0 (S t) 0O (SO t) (lim t):Dé�nition 3.15 Pour tout entier naturel n, on dé�nit CR(n) � �(n), l'ensemble des andidats derédutibilité de degré n :� CR(0) est l'ensemble des ensembles de termes C véri�ant les trois onditions CR 1, CR 2 etCR 3 déjà énonées (dé�nition 3.3)� CR(n+ 1) est l'ensemble des appliations f de � vers CR(n) véri�ant :8t; t0:t =�� t0 ) f(t) = f(t0):Les notions d'arité-interprétation 3.8 et d'interprétation 3.10 restent inhangées. Comme nous avonsrestreint l'élimination forte aux prédiats d'arité 0, il est faile d'étendre la notion de bonne-onstrution :Dé�nition 3.16� Le prédiat ReN (t; T0; �:TS) est bien onstruit d'arité n sous une arité-interprétation A si etseulement si n = 0, T0 est bien onstruit d'arité 0 sous A et TS est bien onstruit d'arité 1sous A;� 0.� Le prédiat ReO(t; T0; �:TS ; �:Tl) est bien onstruit d'arité n sous une arité-interprétation Asi et seulement si n = 0, T0 est bien onstruit d'arité 0 sous A, TS est bien onstruit d'arité1 sous A;� 0 et Tl est bien onstruit d'arité 1 sous A;�  1.Les autres lauses dé�nissant la bonne-onstrution restent inhangées par rapport à 3.9.On véri�e omme préédemment que si � ` T : K est dérivable, et si A est une arité interprétationadaptée à �, alors T est bien-onstruit d'arité Ar(K) sous A.Nous arrivons maintenant au point ruial : la dé�nition de jT jI . Les dé�nitions de j�jI ; j(x :T1)T2jI ; j(� : K)T1jI ; j(T t)jI et j[x : T1℄T2jI sont bien sûr identiques à elles données en 3.11.Les ensembles jNatjI et jOrdjI sont identiques à jNatj et jOrdj dé�nis dans la partie 3.4 (ils nedépendent don pas de I). La di�ulté réside bien sûr dans les dé�nitions de jReN (t; T0; �:TS)jIet jReO(t; T0; �:TS ; �:Tl)jI . Dans un premier temps nous détaillerons seulement le as des entiers(interprétation de Re). La di�ulté réside dans le traitement de la règle de onversion ; on peutdire que nous devons respeter les �spéi�ations� suivantes :� Si � ` T0 : Set, � :: (�; Set) ` TS : Nat! Set, et si I est adaptée à �, alorsjReN (0; T0; �:TS)jI = jT0jI :Plus généralement, si � ` t : Nat et jtjI B� 0, alorsjReN (t; T0; �:TS)jI = jT0jI :



3.7. TYPES DÉFINIS PAR RÉCURRENCE 75� Si de plus � ` t : Nat, alorsjReN ((S t); T0; �:TS)jI = j(TS [� n ReN (t; T0; �:TS)℄ t)jIComme le deuxième as est équivalent àjReN ((S t); T0; �:TS)jI = jTS jI;� jReN (t;T0;�:TS)jI (jtjI)on peut voir es égalités omme une dé�nition réursive de l'appliation qui à jtjI et I assoiejReN (t; T0; �:TS)jI . Il nous reste à déterminer :1. dans quel as ette dé�nition est bien fondée2. que faire dans les as où jtjI ne se réduit ni vers 0 ni vers (S u).La réponse à la deuxième question est simple : si jtjI ne se réduit pas vers une forme de onstruteur,on peut onsidérer que ReN (t; T0; �:TS) est un type atomique, et prendre pour jReN (t; T0; �:TS)jIun andidat de rédutibilité arbitraire (typiquement SN).Pour e qui est de la première question, on voit que la réurrene onsidérée est bien fondée,si jtjI est élément de jNatjI (respetivement jOrdjI si on onsidère ReO). Dans le as des entiersnaturels tout d'abord. Supposons que jtjI admette une forme normale u. Cette forme normale estbien sûr élément de jNatjI qui est égal à SN. On dé�nit alors formellement la fontion f qui à uneinterprétation I et un terme normal v assoie un ensemble de termes :f(I; 0) � jT0jIf(I; (S v)) � jTS jI;� f(I;v)(v)f(I; v) � SN si n'est pas de la forme 0 ou (S v).Et on dé�nit alors :Dé�nition 3.17 Si jtjI 2 SN, et si u est sa forme normale, alors jReN (t; T0; �:TS)jI est dé�niomme f(I; u).Il nous reste à déider de la valeur de jReN (t; T0; �:TS)jI dans le as où jtjI n'est pas normalisable.On sait qu'ultimement, si ReN (t; T0; �:TS) est bien formé, et si I est une interprétation adaptéeau ontexte orrespondant, ei ne sera jamais le as. Mais nous ne pouvons, bien sûr, pas enoreinvoquer et argument.Un problème similaire apparaît dans les preuves de normalisation de système de types deMartin-Löf ave univers. La solution adoptée par Per Martin-Löf lui-même [97℄ et par CatarinaCoquand [139℄, est de ne pas dé�nir jT jI dans les as orrespondants. Il faut alors également dé�nirle domaine sur lequel l'interprétation est dé�nie. Ensuite on prouve que jT jI est e�etivement dé�niesi T est bien typé et I véri�e ertaines onditions bien-hoisies.La solution que nous proposons est légèrement di�érente : jT jI est toujours dé�ni. Dans le asjtjI on assigne à jReN (t; T0; �:TS)jI une valeur arbitraire :Dé�nition 3.17 (suite) Si jtjI n'est pas normalisable, alors :jReN (t; T0; �:TS)jI � SN:On véri�e alors failement que jT jI et toujours un andidat de rédutibilité.



76 CHAPITRE 3. INTRODUCTION À LA RÉDUCTIBILITÉNous simpli�ons ainsi la dé�nition de l'interprétation, mais ne faisons essentiellement que re-pousser le problème. En e�et, il n'est maintenant plus vrai que si T =� T 0 alors jT jI = jT 0jI .Considérons par exemple : T � [x : Nat℄Re((S x); T0; �:[y : nat℄T1)T 0 � [x : nat℄T1où T1 est un type ne dépendant ni de x ni de y. Il est évident que T B T 0. Pourtant jT 0jI estl'appliation onstante qui à tout terme pur assoie jT1jI , alors que si on applique un terme purnon-normalisable u à jT jI on obtient SN (à ause de la dé�nition préédente et pare que (S u) estnon-normalisable). Or il est lair qu'il n'y a auune raison partiulière pour que jT1jI = SN. Parontre, pour tout terme pur v 2 jNatjI , on aura bien :jT jI(v) = jT 0jI(v) = jT1jI :Dans le adre du système étudié ii, la solution la plus simple et la plus élégante m'a été indiquéepar Milena Stefanova. Il su�t de modi�er l'interprétation de la �-abstration des types dépendantset de prendre : j[x : T0℄T jI � u 7! jT jI;x u pour u 2 jT0jI� u 7! jT jI;x x pour u =2 jT0jI :On ne hange pas ainsi les autres étapes de la preuve, et on retrouve bien, pour tous prédiats bienformés T et T 0 la propriété T =� T 0 ) jT jI = jT 0jI :Malheureusement, il semble que ette modi�ation ne soit pas ompatible ave la �-rédution pourdes raisons évidentes. Comme notre but ii est d'illustrer les tehniques utilisées dans le hapitresuivant, nous onservons notre dé�nition première de l'interprétation des prédiats, et introduisonsla propriété pour un prédiat d'être �invariant sur son domaine�. Il s'agit simplement de formaliserle fait que lorsque l'on applique à un prédiat uniquement des termes qui sont éléments des interpré-tations de son domaine de quanti�ation, on obtient un type dont l'interprétation est invariante parrédution. Cette propriété, qui rappelle beauoup la rédutibilité, sera prouvée lors de la réurrene�nale.Dé�nition 3.18 Soit un jugement dérivable � ` K et une interprétation I adaptée à �. On dé�nitdom(K;�;I) omme un ensemble de Ar(K)-uplets de termes purs par réurrene sur la struture deK :� si K = Set, alors dom(K;�;I) est l'unique 0-uplet� si K = (x : T )K 0, alors (u; u1; : : : ; un) est élément de dom(K;�;I) si et seulement siu 2 jT jI , et (u1; : : : ; un) 2 dom(K;� :: (x; T );I;x u). 3Dé�nition 3.19 (invariant sur son domaine) Soit un jugement dérivable � ` T : K et uneinterprétation I adaptée à �. On dit que (T;K;�;I) est invariant sur son domaine si pour toutA 2 dom(K;�;I), si T B� T 0, alors jT jI(A) = jT 0jI(A):En partiulier si K = Set alors jT jI = jT 0jI .3Pour être tout à fait rigoureux, il faudrait en fait prouver que si � ` (x : T )K est dérivable, alors � ` T : Setet � :: (x; T ) ` K le sont aussi. Ce résultat est en fait démontré dans le hapitre 2 dans un adre plus général, et sapreuve nous intéresse peu ii.



3.7. TYPES DÉFINIS PAR RÉCURRENCE 77Nous sommes maintenant parés pour la preuve �nale :Théorème 7 Pour tout jugement dérivable � ` t : T , ktk est fortement normalisable.Preuve On reste bien sûr �dèle à la réurrene sur la struture de la dérivation. L'hypothèse deréurrene étant :� si � ` t : T est dérivable, pour toute interprétation I adaptée à �, on a jtjI 2 jT jI� si � ` T : K est dérivable, pour toute interprétation I adaptée à �, (T;K;�;I) est invariantsur son domaine.On ne détaille que les as des règles orrespondant au seond as, ainsi que la règle de onversion :� La règle Var2. C'est immédiat, puisque � est en forme normale.� Les règlesWeak1 etWeak2. Il su�t de remarquer que si x (respetivement �) n'est pas libredansK, alors dom(K;�;I) = dom(K;� :: (x; T1);I) (respetivement dom(K;� :: (�;K1);I)).� La règle T-App. La onlusion de la règle est � ` (T t) : K[x n t℄. On sait par hypothèse deréurrene que jtjI 2 jT1jI et que (T; (x : T1)K;�;I) est invariant sur son domaine. Alorspour tout A 2 dom(K[x n t℄;�;I) on a (jtjI ;A) 2 dom((x : T )K;�;I). Le résultat suit.� La règle T-Lam. La onlusion est � ` [x : T1℄T : (x : T1)K. Si T B� T0, alors T 0 =[x : T 01℄T 0. Soit (u1; u2; : : : ; un) 2 dom((x : T1)K;�;I) ; alors u1 2 jT1jI et don (T;K;� ::(x; T1);I;x u1) est invariant sur son domaine par hypothèse de réurrene. Comme (u2; : : : ; un) 2dom(K;� :: (x; T1);I;x u1), on en déduit :jT jI;x u1(u2; : : : ; un) = jT 0jI;x u1(u2; : : : ; un)'est-à-dire aussij[x : T1℄T jI(u1; u2; : : : ; un) = j[x : T 01℄T 0jI(u1; u2; : : : ; un):� La règle Prod1. La onlusion est � ` (x : T1)T2 : Set. Les réduits de (x : T1)T2 sontforément de la forme (x : T 01)T 02. Par hypothèse de réurrene on sait alors que jT1jI = jT 01jI ,et si u 2 jT1jI , alors jT2jI;x u = jT 02jI;x u. on en déduit :j(x : T1)T2jI = (x : T 01)T 02jI :� La règle Prod2. Ce as est similaire au préédent.� La règle Nat-S-Elim. La onlusion est� ` ReN (t; T0; �:TS) : Set:On sait par hypothèse de réurrene que jtjI est fortement normalisable ; on raisonne parréurrene sur sa forme normale.� Si jtjI B� 0, alors on sait que jReN (t; T0; �:TS)jI = jT0jI . Comme si T0 B� T 00, et queReN (t; T0; �:TS) se réduit soit vers T 00, soit vers ReN (t0; T 00; �:T 0S), le résultat suit.� Si jtjI B� (S v), les réduits de ReN (t; T0; �:TS) sont de la forme :� ReN (t0; T 00; �:T 0S) auquel as jt0jI B� (S u). L'hypothèse de réurrene assure alorsjT0jI = jT 00jI , et jRe(u; T0; �:TS)jI = jRe(u; T 00; �:T 0S)jI . Le résultat suit.� un réduit de (T 0S [� nT2℄ t0), ave t B� (S t0) et Re(t0; T0; �:TS) B� T2. Comme substituer� par T2 dans T 0S , on sait que ((T 0S [�nT2℄ t0);Set;�;I) est invariant sur son domaine. Parailleurs les hypothèses de réurrene assurent que j(T 0S [�nT2℄ t0)jI = jReN (t; T0; �:TS)jI .� Le as de la règle Conv. La onlusion est � ` t : T2. On sait que jtjI 2 jT1jI . CommeT1 =� T2, T1 et T2 admettent un réduit ommun T3. Par ailleurs l'hypothèse de réurreneassure alors jT1jI = jT3jI et jT2jI = jT3jI , et don jtjI 2 jT2jI .



78 CHAPITRE 3. INTRODUCTION À LA RÉDUCTIBILITÉOn voit que le travail néessaire pour prouver l'invariane de jT jI par rédution est non-trivial.Dans le as du système étudié i-dessus, il semble toutefois que la solution présentée ii est plussimple que elle onsistant à dé�nir jT jI de manière partielle. C'est un peu moins vrai pour leCalul des Construtions Indutives omplet : la preuve détaillée dans le hapitre 4 est ertainementompliquée à ause de e problème, et il est possible, mais pas sûr, qu'une preuve plus prohe deelle de Martin-Löf soit plus laire.3.8 Petit bestiaire des Candidats de RédutibilitéNous avons présenté en 3.4 la notion de andidats de rédutibilité, puis vu omment ette notionétait indispensable pour prouver la normalisation de tout système au moins aussi expressif que F .Depuis l'introdution de ette notion par Jean-Yves Girard, un ertain nombre de variantes ontété présentées. Il nous a semblé intéressant, quitte à éder au démon de la taxinomie, de faire lepoint sur es dé�nitions alternatives et, à travers e tour d'horizon, de aratériser un peu pluspréisément ette notion.Dans e hapitre, on onsidèrera, à titre d'exemple, le système F . On garde les notations de lapartie 3.5, à savoir I pour les interprétations, jT jI pour l'interprétation du type T sous I, et.3.8.1 Caratérisation des andidatsLa lasse des andidats de rédutibilité est un ensemble d'ensembles de termes. Comme nousl'avons mentionné préédemment, l'interprétation de tout type T du système onsidéré ('est-à-direl'ensemble des termes rédutibles de type T ) sera un andidat de rédutibilité. C'est néessairepuisque nous voulons être apable de quanti�er sur toutes les interprétations possibles de typesen quanti�ant sur l'ensemble des andidats. C'est l'origine de la dénomination de �andidats derédutibilité� : un andidat est suseptible de orrespondre à l'ensemble des termes rédutibles d'unertain type.Pour que ette ondition soit remplie, il faut et il su�t que CR, l'ensemble des andidats soitlos pour les di�érentes lauses de la dé�nition des interprétations des types. Dans le as du systèmeF il faut que :1. Si C1 et C2 sont des andidats, alors C1 ! C2 est un andidat.2. L'intersetion d'un ensemble non-vide de andidats de rédutibilité est un andidatde rédutibilité.De plus, pour être apable de quanti�er sur tous les andidats de rédutibilité, CR ne doit pasêtre vide. Comme on veut être apable de onstruire une interprétation adaptée à tout ontextedans laquelle les variables de termes sont interprétées par elles-même (I(x) = x), on peut érire :3. Il existe un andidat de rédutibilité.4. Tout andidat de rédutibilité ontient toute variable de terme.Une autre ondition moins intéressante est que tout élément d'un andidat de rédutibilité estfortement normalisable. En e�et, une variable de type � peut-être interprétée par un andidat derédutibilité quelonque, et il nous faut garantir que les éléments de l'interprétation de � véri�entbien la ondition que nous voulons prouver ultimement : la normalisation forte. On a don :5. 8C 2 CR : C � SN:



3.8. PETIT BESTIAIRE DES CANDIDATS DE RÉDUCTIBILITÉ 79L'autre ondition lé est à nouveau elle qui nous permettera de traiter le as de l'abstration :� :: (x;A) ` t : B� ` �x:t : A! BÉtant donnée une interprétation I adaptée à �, il est faile de ramener l'hypothèse de réurrene àl'énoné : 8u 2 jAjI :t[I;x u℄ 2 jBjI :Il nous faut alors prouver que �x:t[I℄ 2 jA! Bj, 'est-à-dire :8u 2 jAjI :(�x:t[I℄ u) 2 jBjI :En d'autres termes il nous faut être apable de déduire (�x:t[I℄ u) 2 jBjI de t[I;x u℄ 2 jBjI . Sil'on onsidère que les seules informations dont nous disposons sont :� jAjI et jBjI sont des andidats de rédutibilité,� t[I;x u℄ 2 jBjI ,� u 2 jAjI ,on peut en déduire la dernière ondition que doivent véri�er les andidats :6. 8A;B 2 CR:8u 2 A:8t:t[x n u℄ 2 B ) (�x:t u) 2 B:Un ensemble d'ensembles de termes qui véri�e les six onditions i-dessus peut don être hoisiomme dé�nition des andidats de rédutibilité (est andidat à la andidature).3.8.2 Une preuve de normalisation abstraitePour nous onvainre que les six ritèreres i-dessus sont su�sants, nous pouvons refaire lapreuve de normalisation forte du système F . Dans ette partie, on supposera don simplement quel'on dispose d'un ensemble d'ensembles de termes CR qui véri�e nos six onditions.Pour toute interprétation ondidat I et tout type T , on dé�nit l'interprétation jT jI , un ensemblede termes, omme en 3.5 par réurrene sur la struture de T :j�jI � I(�)jA! BjI � jAjI ! jBjIj8�:AjI � \C2CR jAjI;� C :Les onditions 1, 2 et 3 su�sent évidemment à assurer :Lemme 3.13 Pour tout type T et toute interprétation andidat I, jT jI est un andidat de réduti-bilité.La preuve du lemme de substitution reste inhangée :Lemme 3.14 Pour tous T , T 0, � et I :jT [� n T 0℄jI = jT jI;� jT 0jI :Il n'est pas non plus néessaire de hanger :Dé�nition 3.20 Une interprétation I est dite adaptée à un ontexte � si pour tout ouple (x; T )de � on a I(x) 2 jT jI .



80 CHAPITRE 3. INTRODUCTION À LA RÉDUCTIBILITÉEt omme d'habitude :Théorème 8 Pour tout jugement dérivable � ` t : T et toute interprétation andidat I adaptée à�, on a jtjI 2 jT jI .Preuve Par réurrene sur la dérivation du jugement. Tous les as sont identiques à la preuvede 3.5 à l'exeption du as de la règle Lam qui est traité grâe à la ondition 6 omme indiqué.Corollaire 3.2 Si � ` t : T est dérivable, il éxiste une interprétation andidat I telle que t 2 jT jI.Preuve Comme il existe au moins un andidat de rédutibilité C (ondition 3), il su�t de prendreI(�) = C pour tout � et I(x) = x pour tout x. La ondition 4 garantit que ette interprétation estadaptée à tout ontexte. On a alors jtjI = t et don t 2 jT jI .Corollaire 3.3 Si � ` t : T est dérivable, alors t est fortement normalisable.Preuve On prend I telle que dé�nie préédemment. On a t 2 jT jI , et omme jT jI est un andidatde rédutibilite, on a t 2 SN.3.8.3 Autres rédutionsIl est évident qu'il faut adapter les onditions énonées lorsque l'on onsidère d'autres rédutionsque � omme par exemple l'élimination des entiers du système T ou plus généralement la �-rédutiondes types indutifs. Une exeption est la �-rédution (essentiellement à ause du lemme de retardde �) qui pour une fois ne pose pas de di�ultés. En général il su�ra d'étendre la ondition 6 auas où d'autres rédutions se produisent en tête.En �-alul typé, la �-abstration orrespond à l'introdution du type �èhe ; l'appliation à sonélimination. La rédution orrespond à l'élimination onjointe de es deux opérateurs. Cette symétriese retrouve dans toutes les extensions que nous onsidérons dans ette thèse : un onstruteur permetl'introdution d'un type indutif et l'opérateur d'élimination permet préisément d'éliminer e type ;la renontre d'un onstruteur et d'un shéma d'élimination donne lieu à un nouveau type de radial.3.8.4 La dé�nition de GirardC'est la dé�nition originelle de la Thèse d'État de Girard, simpli�ée dans [83℄. C'est aussi elleque nous avons présentée dans e hapitre et que nous utilisons dans le hapitre suivant, après l'avoiradaptée aux dé�nitions indutives génériques. Rappellons les trois onditions de Girard :CR 1 C � SNCR 2 8t 2 C:8t0:(t 2 C ^ t B t0)) t0 2 CCR 3 8t 2 NT:(8t0:t B t0 ) t0 2 C)) t 2 CLa ondition 5 est exatement CR 1 et la ondition 4 une onséquene immédiate de CR 3. Ilest aussi immédiat de véri�er que SN est un andidat au sens de Girard e qui permet de véri�erla ondition 3. On a déja vu omment prouver les onditions 1 et 2 ; e qu'il faut remarquer, 'estque CR 2 est utilisé pour prouver la ondition 1.La preuve de la ondition 6 est également impliitement présente dans la première preuve denormalisation de F . On remarque que là enore, CR 2 est uniquement utilisée pour prouver 6, enonjontion, bien sûr ave CR 3.



3.8. PETIT BESTIAIRE DES CANDIDATS DE RÉDUCTIBILITÉ 81Cette dé�nition présente deux avantages : tout d'abord elle est remarquablement onise etélégante. Ensuite, l'utilisation de la notion de termes neutres permet de l'étendre de manière trèsuniforme à de nouvelles rédutions, omme les types indutifs. Il su�t en e�et d'étendre la notion determe neutre aux formes de termes qui orrespondent aux nouveaux radiaux, omme par exempleR(t; t0; t00).On peut en revanhe lui reproher de n'être pas vraiment minimale et de aher ainsi ertainsméanismes de la preuve. En partiulier, la ondition CR 2 n'est pas vraiment néessaire, en equ'elle ne orrespond vraiment à auune des 6 onditions que doivent véri�er les andidats. C'esten fait le prix à payer pour avoir transformé la ondition 6 en CR 3 : on a du oup besoin de CR 2pour prouver 1 et surtout 6. De plus es onditions sont prouvées par des réurrenes emboitées (ougrae à l'introdution d'un ordre lexiographique) un peu lourdes.Un autre �défaut� de ette dé�nition est que les andidats de rédutibilité ainsi dé�nis ne sontpas los par réunion. On ne peut don pas les utiliser pour prouver la normalisation de systèmesave types union.3.8.5 Les ensembles saturés de TaitCette première alternative à la dé�nition de Girard à été d'abord introduite par Tait [140℄. Elleest très faile à omprendre si l'on onsidère les 6 onditions que nous avons énonées :Dé�nition 3.21 (Ensembles saturés) Un ensemble de �-termes S est dit saturé si :SAT 1 tout élément de S est fortement normalisableSAT 2 (x ~Ni) 2 S si tout Ni est fortement normalisableSAT 3 si (M [x nN ℄ ~N) 2 S et N est fortement normalisable, alors (�x:M N ~N) 2 S.On reonnaît, en gros, trois des six onditions : SAT 1 est exatement la ondition 5, SAT 2et SAT 3 sont respetivement des généralisations de nos onditions 4 et 6. On montre failementque SN est saturé e qui véri�e la ondition 3. La preuve de la ondition 2 est immédiate.La preuve de la ondition 1 est plus intéressante : elle explique pourquoi les lauses SAT 2 etSAT 3 sont plus fortes que les onditions 4 et 6.Lemme 3.15 La famille des ensembles saturés de Tait véri�e la ondition 1.Preuve Soient S1 et S2 deux ensembles saturés. On a :� Si t 2 S1 ! S2, omme x 2 S1 on a (t x) 2 S2 e qui implique (SAT 1) que (t x) 2 SN etdon t est fortement normalisable. S1 ! S2 véri�e SAT 1.� Soit (x ~N) 2 SN et N 2 S1, d'après SAT 2 pour S2 et SAT 1 pour S1 on a (x ~N N) 2 S2.Don S1 ! S2 véri�e SAT 2.� Soit t[x n u℄ 2 S1 ! S2 ave u 2 S pour un ertain ensemble saturé S. Alors u est fortementnormalisable. Soit v 2 S1, on a (t[x n u℄ v) 2 S2. La lause SAT 3 pour S2 assure que(�x:t u v) 2 S2. Don S1 ! S2 véri�e SAT 3 (le as où l'on inverse S et S1 ! S2 dansl'énoné est immédiat).On remarque tout de suite que ette dé�nition est plus prohe de notre aratérisation des andi-dats que la dé�nition de Girard ; aussi les preuves sont elles peut-être très légèrement plus simples.On peut aussi remarquer (nous ne sommes pas les premiers à le faire) que la notion d'ensemblesaturé est moins restritive que la dé�nition de Girard : un andidat de rédutibilité est saturé alorsque la réiproque est fausse.



82 CHAPITRE 3. INTRODUCTION À LA RÉDUCTIBILITÉLemme 3.16 Soit SAT l'ensemble des ensembles saturés. On a : CR �= SAT .Preuve Soit C 2 CR, C véri�e évidemment SAT 1 et SAT 2 (respetivement identique etonséquene de CR 1 et CR 3). La lause SAT 3 se démontre de la manière usuelle, par réurrenesur le nombre maximal de rédutions faisables sur les arguments ; 'est quasi-identique à la preuveque CR véri�e la ondition 6.Il nous reste à onstruire un ensemble saturé qui ne soit pas un andidat de rédutibilité au sensde Girard. Considérons l'ensemble des termes fortement normalisables, tel que leur forme normalepar rédution de tête faible soit de la forme (x ~N) ou égale à �x:(�z:zy). Plus préisément il s'agitde l'ensemble S0 dé�nit indutivement par :� (x ~N) 2 SN) (x ~N) 2 S0� �x:(�z:zy) 2 S0� 8t:8 ~N:8u 2 SN:8x:(t[x n u℄ ~N) 2 S0 ) (�x:t u ~N) 2 S0.Il est très faile de voir que S0 est saturé. Par indution, on véri�e également que �x:(�z:zy) est leseul élément de S0 qui soit une �-abstration, et don �x:y =2 S0. Or omme�x:(�z:zy) B� �x:yS0 ne véri�e pas CR 2.Un avantage objetif des ensembles saturés est que leur famille est lose par union arbitraire.On peut don les utiliser pour prouver la normalisation de systèmes ave types union.Lemme 3.17 Soit (Si)i2I une famille arbitraire d'ensembles saturés. Alors Si2I Si est un ensemblesaturé.Preuve Les onditions SAT 1 et SAT 3 sont trivialement véri�ées. Si (M [xnN ℄ ~N) 2 Si2I Si et Nest fortement normalisable, alors il existe i 2 I tel que (M [xnN ℄ ~N) 2 Si et don (�x:M N ~N) 2 Si.3.8.6 Une variante des ensembles saturésLa dé�nition suivante est une légère variante de la préédente. Elle est due à David MAllester.On ajoute une lause à la dé�nition des ensembles saturés :SAT 1 tout élément de S est fortement normalisableSAT 2 (x ~Ni) 2 S si tout Ni est fortement normalisableSAT 3 si (M [x nN ℄ ~N) 2 S et N est fortement normalisable, alors (�x:M N ~N) 2 SSAT 4 si M 2 S et M Bwhd M 0, alors M 0 2 S.Où Bwhd désigne la rédution faible de tête, dé�nie indutivement par :� (�x:t u) Bwhd t[x n u℄� t Bwhd t0 ) (t u) Bwhd (t0 u).La rédution faible de tête est en fait une stratégie de rédution, en e sens qu'elle est déterministe :tout terme peut se réérire au plus d'une manière par Bwhd. Les termes qui n'admettent pas deréduit pour Bwhd sont eux de la forme �x:t ou (x ~N) ; on les appelle les valeurs. Si la rédution detête faible termine sur un terme t, elle termine forément sur une valeur qu'on appelle la valeur det. La partiularité essentielle de SAT tel que redé�ni i-dessus est :Lemme 3.18 Soit V un ensemble de termes fortement normalisables et de la forme �x:t. Alorsil existe un et un seul ensemble saturé dont les valeurs soient exatement la réunion de V et del'ensemble des termes (x ~N) fortement normalisables.



3.8. PETIT BESTIAIRE DES CANDIDATS DE RÉDUCTIBILITÉ 83En d'autres termes, tout ensemble saturé est alors aratérisé exatement par l'ensemble de sesvaleurs. La struture des ensembles saturés est ainsi plus homogène. On met également mieux envaleur le r�le partiulier joué par la rédution de tête.Nous laisserons le leteur motivé véri�er que les 6 onditions sont bien véri�ées. On peut re-marquer que ette dé�nition est stritement plus restritive que la préédente et stritement moinsque elle de Girard (on peut reprendre pour ela le ontre-exemple préédent). Par ailleurs, etteversion de SAT est également lose pour l'union.3.8.7 La dé�nition de ParigotDans toutes les dé�nitions onsidérées jusqu'ii, on dé�nit essentiellement les andidats à l'aidede variantes des onditions 4, 5 et surtout 6 ('est-à-dire elles qui servent dans la dernière partie dela preuve), puis on véri�e que les onditions 1 et 2 sont aussi véri�ées ('est-à-dire que l'ensembledes andidats est los par les onstrutions de l'interprétation des types). Mihel Parigot 'est renduompte que l'on pouvait simplement inverser le problème et prendre les onditions 1 et 2 pour dé�nirles andidats de rédutibilité puis véri�er que les autres onditions étaient alors respetées. On peuts'étonner que personne n'ait eu ette idée plus t�t ; mais il y a une di�érene essentielle entre ettedé�nition et les préédentes : il s'agit d'une dé�nition indutive de l'ensemble CR et non plus justed'un prédiat du premier ordre sur les ensembles de termes.Cette dé�nition a été inventée par Parigot pour une preuve direte de normalisation forte dusystème F étendu ave des opérateurs lassiques (ontinuations) [117℄.Dé�nition 3.22 (Candidats de Rédutibilité de Parigot) On dé�nit l'ensemble CR d'ensemblesde termes omme le plus petit véri�ant :� SN 2 CR� 8C1; C2 2 CR : C1 ! C2 2 CR� pour toute famille (Ci)i2I d'éléments de CR, Ti2I Ci 2 CR.Il est faile de voir que es trois lauses orrespondent à une dé�nition indutive orrete. Bien sûr,les onditions 1, 2 et 3 sont véri�ées par ette nouvelle version de CR. Pour véri�er que tous leséléments d'un andidat au sens de Parigot sont fortement normalisables, il su�t de véri�er que esandidats sont non-vides (pour passer à la deuxième lause). Or, étant donné un andidat C deParigot, on prouve aisément, par réurrene sur la preuve que C est un andidat, que(x ~N) 2 SN) (x ~N) 2 C:Ce qui permet également de véri�er la ondition 4.La ondition 6 est également prouvée par réurrene sur la preuve que C 2 CR. Plus exatementon renfore l'hypothèse de réurrene et prouve que S véri�e la lause SAT 3 de Tait :� Elle est évidemment véri�ée par SN� Si u 2 S0 et t[x n u℄ 2 S ave S = S1 ! S2, alors pour tout v 2 S1 on a(t[x n u℄ v) 2 S2et par hypothèse de réurrene sur S2 (�x:t u v) 2 S2e qui prouve (�x:t u) 2 S:



84 CHAPITRE 3. INTRODUCTION À LA RÉDUCTIBILITÉ� Le as de l'intersetion est immédiat.Il est lair que ette dé�nition est la plus restritive qui soit, modulo le hoix du andidatanonique (ii SN), puisque les deux autres lauses de la dé�nition indutive sont des onditionsque doivent nééssairement véri�er toute famille de andidats.3.8.8 La dé�nition de Parigot étendue par l'unionTout omme la dé�nition de Girard, elle de Parigot n'est pas lose pour l'union. On peuttoutefois failement y remédier ette fois en l'ajoutant simplement à la dé�nition :� SN 2 CR� 8C1; C2 2 CR:C1 ! C2 2 CR� pour toute famille (Ci)i2I d'éléments de CR, Ti2I Ci 2 CR� pour toute famille (Ci)i2I d'éléments de CR, Si2I Ci 2 CR.Nous laissons le leteur véri�er que ette variante véri�e bien les six onditions. Ce n'est pasétonnant puisque SAT est déja los pour l'union, e qui montre que la ondition 6 �passe à l'union�.



Chapitre 4Le Théorème de Normalisation ForteLa preuve exposée dans e hapitre est plus longue et omplexe que elles données dans lehapitre 3, mais elle suit à peu près le même heminement. Nous ommençons par dé�nir unenotion de termes purs, non-typés, sous-jaents aux termes preuves. La partie essentielle du travailest alors de prouver la normalisation forte des termes purs qui orrespondent à des termes preuvesbien-formés. Les étapes essentielles de ette preuve sont les mêmes que elles de la preuve, donnéeen 3.7, de normalisation de �P2 étendu par des types dé�nis par réurrene. À partir de là, en endéduit la normalisation forte de tous les termes bien-typés. Voii un plan plus détaillé du hapitre,setion par setion :1. On dé�nit un alul de termes purs. Il s'agit en fait du �-alul pur étendu ave une notionnon-typée de onstruteurs et de �ltrage réursif. On dé�nit les notions de rédution et denormalisation de la manière usuelle. On prouve que e alul véri�e Churh-Rosser, et ondé�nit la �fontion d'extration�, qui assoie un terme pur t à tout terme preuve t.2. On dé�nit une notion de andidat de rédutibilité pour e alul de termes purs, et on véri�e lespropriétés usuelles. De plus, on dé�nit une notion de onstrution indutive pour les andidats,sur le modèle de e qui se fait usuellement en théorie des ensembles.3. On dé�nit une notion de prédiats bien onstruits, sur le modèle de e qui est fait en 3.6et 3.7. Il s'agit simplement d'une forme a�aiblie de typage, qui failite la onstrution del'interprétation dans la setion suivante.4. À haque prédiat T bien-onstruit, on assoie une interprétation jT jI . En partiulier si Test d'ordre Set alors jT jI sera un ensemble de termes purs. Le paramètre I orrespond àl'interprétation des variables libres de T .5. On véri�e que si I véri�e les onditions adéquates, alors jT jI est invariant, une propriétéplus faible que elle d'être un andidat de rédutibilité. Cei est essentiellement un résultattehnique néessaire pour l'étape suivante, qui est essentielle.6. On montre ensuite que si les variables libres de T sont interprétées par des andidats derédutibilité, alors jT jI est aussi un andidat de rédutibilité.7. On véri�e un ertain nombre de propriétés de l'interprétation des types indutifs.8. On véri�e que si T B� T 0, alors jT jI = jT 0jI .9. On fait de même pour T B� T 0.10. On dé�nit une notion de prédiats invariants sur leur domaine. Il s'agit de aratériser lesprédiats T dont l'interprétation jT jI est stable par rédution de T .85



86 CHAPITRE 4. LE THÉORÈME DE NORMALISATION FORTE11. On véri�e que l'élimination forte est orrete ; 'est-à-dire que les prédiats onstruits parélimination forte sont invariants sur leurs domaines.12. On onstruit une notion d'instaniation de ontexte.13. On dispose alors de tous les outils néessaires pour prouver la normalisation forte des termespurs : si � ` t : T est dérivable, alors le terme pur t est fortement normalisable.14. On ramène la normalisation forte des termes bien-formés au théorème préédent à l'aide dedeux odages suessifs.4.1 Termes pursOn pourrait disuter le hoix que non faisons ii, d'introduire des termes purs non-typés. Undésavantages indéniables de ette méthode est le odage pénible et ompliqué qui permet de déduirela normalisation forte des termes typés à partir de elle des termes purs sous-jaents. Un avantageappréiable est que, omme le alul des termes purs est on�uent, on évite dans un premier tempstoutes les ompliations dues à la non-on�uene sur les termes annotés, et que l'on peut ainsirepousser la preuve de Churh-Rosser après la preuve de normalisation 5. Par ailleurs, on obtientainsi une preuve plus syntaxique, lairement déomposée en plusieurs étapes. Remarquons aussi quel'on distingue ainsi lairement entre les r�les des di�érentes lasses de termes (preuves, prédiats,ordres), plus peut-être que dans des preuves de normalisation plus �sémantiques�. Mais e dernierpoint est sans doute a�aire de goût.Comme indiqué, nous onsidérons le �-alul pur étendu par un opérateur de �ltrage réursif.Dé�nition 4.1 (Termes purs) Nous dé�nissons l'algèbre � des termes purs par :u := a j (u u) j �a:u j Co(n) j math a:f�!u g~u := [℄ j u :: ~uPar la suite on s'autorisera à utiliser x; y; z;et omme symboles de variables dans le as determes purs.Dé�nition 4.2 (Rédutions de termes purs) On dé�nit les rééritures suivantes sur les termespurs : (�x:u u0) !� u[x n u0℄(math a:f�!ujg (Co(i) ~v)) !� (ui[a nmath a:f�!ujg℄ ~v)�x:(u x) !� u si x =2 FV (u)On érira u B u0 pour dire que le terme u se réérit en u0 par une transformation !�, !� ou!� d'un de ses sous-termes. On désignera respetivement par B+;B�;=�� les l�tures transitives,ré�exive-transitive et ré�exive-symétrique-transitive de B.4.1.1 Con�uene et formes normalesDé�nition 4.3 (Forme normale) On dit qu'un terme pur u en forme normale si et seulements'il n'existe pas de terme v tel que u B v. Plus simplement, on dit que u est normal.



4.1. TERMES PURS 87Dé�nition 4.4 (Normalisable) Un terme pur normal v tel que u B� v est appellé une formenormale de u. On dit alors que u est normalisable.Théorème 9 (Con�uene) Soient u; u1 et u2 tel que u B� u1 et u B� u2. Alors il existe un termeu3 tel que u1 B� u3 et u2 B� u3.Corollaire 4.1 (Churh-Rosser) Soient u1 et u2 tels que u1 =��� u2. Alors il existe u3 tel queu1 B� u3 et u2 B� u3.Corollaire 4.2 Tout terme pur admet au plus une forme normale.Dé�nition 4.5 (Fortement normalisable) On dit qu'un terme u est fortement normalisable, siil n'existe pas de suite (ui)i2N , tel que u = u0 et ui B ui+1 pour tout i. On désignera alors par �(u)la longueur de la plus longue séquene de rédutions sur u.4.1.2 Des preuves aux termes pursOn a dit que l'interêt essentiel des termes purs était d'o�rir une interprétation des termes preuvesdans un alul on�uent. La tradution des preuves en termes purs est relativement standard, àl'exeption, peut-être, des shémas d'élimination.Dé�nition 4.6 (Tradution des preuves) Soit t un terme preuve. On dé�nit le terme pur t parla réurrene struturelle suivante sur t :a � a(t t0) � (t t0)(t T ) � t[a : T ℄t � �a:t[� : K℄t � tConstr(i; T ) � Co(i)Elim(I;Q; ~u; t)f�!fi g � (math a:f������������������������!�[Ci(I); fi; [~x : ~A℄[ : (I ~x)℄(a )℄g t)Où I � Ind(X :~(~z : ~A)Set)f����!Ci(X)g.Il faut tout de suite remarquer que la dernière lause de la dé�nition est à première vue mal-formée, puisque les termes �[Ci(I); fi; [~x : ~A℄[ : (I ~x)℄(a )℄ ne sont pas struturellement plus petitsque Elim(I;Q; ~u; t)f�!fi g. Toutefois, en utilisant les autres lauses de la dé�nition, et la dé�nitionde �[C(X); f; g℄ on peut dé�nir Elim(I;Q; ~u; t)f�!fi g de manière équivalente, et en respetant laondition de réurrene struturelle. Prenons :Elim(I;Q; ~u; t)f�!fi g � (math a:f����������������![[Ci(I); fi; �~z:�:(a ) ℄℄ g t)où �!z est la sous-séquene de ~z ne ontenant que des variables de preuves :[℄ � [℄ a :: l � a :: l � :: l � l



88 CHAPITRE 4. LE THÉORÈME DE NORMALISATION FORTEet où [[C(X); f; g ℄℄ est dé�ni par réurrene sur la struture de C(X) :[[ (X ~t); f; F ℄℄ � f[[ (a : T )D(X); f; F ℄℄ � �a:[[D(X); (f a); F ℄℄[[ (� : K)D(X); f; F ℄℄ � [[D(X); f; F ℄℄[[ ((~x : ~t)(X ~t0))! D(X); f; F ℄℄ � �b:[[D(X); (f b �~x:(F ~t0 (p ~x))); F ℄℄Le leteur véri�era failement l'équivalene entre es deux dé�nitions. Il est aussi faile de voir queFV (t) � FV (t).Lemme 4.1 Soient deux termes de preuve bien-formés t et t0 et une variable de preuve a. Alorst[a n t0℄ = t[a n t0℄:Preuve Par réurrene sur la struture de t. La seule petite subtilité onerne le as t = Elim(I;Q; ~u; v)f�!fi g ;il faut alors remarquer que omme t est bien formé on a I = Ind(X : A)f����!Ci(X)g et que pour tout i,�[Ci(I); fi; g℄[a n t0℄ = �[Ci(I)[a n t0℄; fi[a n t0℄; g[a n t0℄℄:Lemme 4.2 (Corretion de la tradution) Pour tous termes de preuve bien-formés t et t0, sit B� t0 alors t B� t0. Plus préisément si t Bi t0, alors t Bj t0 pour un ertain j � i.Preuve Par réurrene sur la struture de t. Il su�t bien sûr de onsidérer les as où t est lui-même le radial. Le as de la �-rédution est une onséquene du lemme préédent. Le as de la�-rédution est une onséquene de la proposition FV (t) � FV (T ). Il nous reste à étudier le as dela �-rédution : t = Elim(I;Q; ~u; (Constr(j; I) ~m))f�!fi g et I = Ind(X : A)f����!Ci(X)gave t0 = (�[Cj(I); fj ;Fun_Elim(I;Q; ~fi)℄ ~m)on a alors t = (math a:f������������������������!�[Ci(I); fi; [~x : ~A℄[ : (I ~x)℄(a )℄g (Co(j) ~m))= (math a:f������������������������![[Ci(I); fi; [~x : ~A℄[ : (I ~x)℄(a ) ℄℄ g (Co(j) ~m))= (math a:f����������������![[Ci(I); fi; �~x:�:(a ) ℄℄ g (Co(j) ~m))B� ([[Cj(I); fj ; �~x:�:(math a0:f������������������![[Ci(I); fi; �~x:�0:(a0 0) ℄℄ g ) ℄℄ ~m)= ([[Cj(I); fj ; �~x:�:Elim(I;Q; ~_; )f�!fi g ℄℄ ~m)= ([[Cj(I); fj ;Fun_Elim(I;Q; ~fi) ℄℄ ~m)= (�[Cj(I); fj ;Fun_Elim(I;Q; ~fi)℄ ~m)= t0



4.2. CANDIDATS DE RÉDUCTIBILITÉ 894.2 Candidats de rédutibilitéNous pouvons maintenant passer à la dé�nition des andidats de rédutibilité. Pour les expli-ations informelles, nous renvoyons au hapitre 3, auquel il ne devrait pas y avoir grand hose àrajouter ii. On ommene par dé�nir pour haque ordre K l'ensemble �(K) qui ontiendra lesinterprétations des termes de type K.4.2.1 Interprétations des ordresDé�nition 4.7 Pour tout ordre K tel que Ar(K; Set), on dé�nit l'ensemble �(K) :� �(Set) est l'ensemble des parties de �, 'est-à-dire l'ensemble des ensembles de termes purs.� �((� : K1)K2) est l'ensemble des appliations de �(K1) vers �(K2)� �((x : T1)K2) est l'ensemble des appliations de � vers �(K1).On appellera aussi dom(K) le domaine de �(K) :� dom(Set) est un singleton quelonque ; par exemple f;g� dom((� : K1)K2) est le produit artésien �(K1)� dom(K2)� dom((x : T1)K2) est le produit artésien �� dom(K2).Dans la suite de la preuve, on s'autorisera à parler d'objets fontionnels à urry�ation près.Par exemple on identi�era souvent �(K) et l'ensemble des appliations de dom(K) vers �(Set).4.2.2 Les CandidatsLes andidats de rédutibilité d'ordre K sont alors des éléments de �(K) véri�ant les bonnesonditions de l�ture. On aura don CR(K) � �(K). Comme on l'a vu dans le hapitre 3, enprésene de types dépendants, les andidats de rédutibilité ont deux aratéristiques :� Les éléments de CR(Set) sont les ensembles de termes purs possédant les aratéristiqueshabituelles dé�nies par Girard.� Les andidats de rédutibilité d'ordres de la forme (a : T )K, qui prennent don un terme puren argument, ne dépendent que de la lasse d'équivalene de e terme modulo la relation =���.De plus, on doit maintenant onsidérer les ordres de la forme (� : K)K 0. Les andidats orrespon-dants sont simplement les appliations assoiant un andidat d'ordre K 0 à tout andidat d'ordreK. On ommene par formaliser la seonde ondition à travers les deux dé�nitions suivantes :Dé�nition 4.8 Pour haque ordre K, on dé�nit dans �(K) la relation d'équivalene partielle notée'K par réurrene sur la struture de K :� 8C; C0 2 �(Set):C 'Set C0 , C = C0� 8C; C0 2 �((a : T )K):C '(a:T )K C0 , (8u; u0 2 �:u =��� u0 ) C(u) 'K C0(u0))� 8C; C0 2 �((� : K1)K2):C '(�:K1)K2 C0 , (8D;D0 2 �(K1):D 'K1 D0 ) C(D) 'K2 C0(D0)).Par la suite on s'autorisera à érire simplement C ' C0 en omettant l'ordre.Dé�nition 4.9 (Invariant) Soit C 2 �(K). On dit que C est invariant si et seulement si C ' C.Pour la suite, il est pratique de dé�nir la relation orrespondant à 'K pour dom(K). On sur-harge le symbole ' à et e�et.Dé�nition 4.10 On dé�nit dans dom(K) la relation d'équivalene partielle 'K par réurrene surla struture de K :� 8A;A0 2 dom(Set):A 'Set A0 11Rappelons que dom(Set) est réduit à un élément.



90 CHAPITRE 4. LE THÉORÈME DE NORMALISATION FORTE� 8A;A0 2 dom(K):8u; u0 2 �:(u;A) '(a:T )K (u0;A0), (u =��� u0 ^A 'K A0)� 8A;A0 2 �(K1):8B;B0 2 dom(K2):(A;B) '(�:K1)K2 (A0;B0), (A 'K1 A0 ^ B 'K2 B0):Lemme 4.3 Pour tous C et C0 éléments de �(K) on aC ' C0 , (8A;A0 2 dom(K):A ' A0 ) C(A) = C0(A0)):On dé�nit ensuite les andidats de rédutibilité d'ordre Set. Les notions de termes neutres et deandidats de rédutibilité sont de simples adaptations de e qui est fait dans le hapitre 3 :Dé�nition 4.11 (Termes neutres) Un terme pur est dit neutre, si il n'est ni une abstration�x:u, ni de la forme math a:f�!u g, ni de la forme (Co(i) ~m)2.Dé�nition 4.12 (Candidats d'ordre Set) On appelle andidat de rédutibilité d'ordre Set toutensemble C de termes purs tel que :CR 1 tout élément de C est fortement normalisable.CR 2 8u 2 C:8v:u B v ) v 2 CCR 3 pour tout terme neutre u, si quelque soit v tel que u B v on a v élément de C, alors u estaussi élément de C.On appellera CR(Set), l'ensemble des andidats de rédutibilité d'ordre Set.La dé�nition des andidats de rédutibilité d'ordres supérieurs est essentiellement une ombi-naison des dé�nitions préédentes :Dé�nition 4.13 (Candidats de rédutibilité) Pour haque arité d'ordre Set, K on dé�nit lesous-ensemble CR(K) de �(K) :� CR(Set) est dé�ni i-dessus.� CR((a : T )K) est l'ensemble des éléments invariants C de �((a : T )K) tels que C(�) � CR(K).� CR((� : K1)K2) est l'ensemble des éléments invariants C de �((� : K1)K2) tels queC(CR(K1)) � CR(K2):On remarque bien sûr que tout andidat de rédutibilité est invariant.La aratérisation suivante de CR(K) est presque triviale, mais il est utile de l'énoner :Dé�nition 4.14 Pour tout ordre K on dé�nit le sous-ensemble dom_C(K) par réurrene sur lastruture de K :� dom_C(Set) � dom(Set)� dom_C((a : T )K) � �� dom_C(K)� dom_C((� : K1)K2) � CR(K1)� dom_C(K2)Lemme 4.4 Soit C 2 �(K). Si C est invariant, alorsC 2 CR(K), 8A 2 dom_C(K):C(A) 2 CR(Set):2Comme dans le hapitre 3, il s'agit essentiellement de dérire les termes suseptibles d'être des radiaux (neutres),ou eux qui, lorsqu'ils sont substitués dans un terme, peuvent réer de radiaux (non-neutres). Le fait quemath a:f�!u gsoit onsidéré omme non-neutre est simplement dû au fait qu'ii, il ne peut être un radial à lui tout seul, mais ledevient lorsqu'on lui applique un argument ave un onstruteur en tête.



4.2. CANDIDATS DE RÉDUCTIBILITÉ 914.2.3 Propriétés de l�ture de CR(Set)Il s'agit des propriétés essentielles des andidats de rédutibilité, qui assureront ultimement queles interprétations des prédiats bien formés seront e�etivement des andidats de rédutibilité.Remarque Tout terme neutre en forme normale appartient à tout élément de CR(Set). Ceis'applique en partiulier à toute variable. Il n'y a don pas de andidat de rédutibilité d'ordre Setqui soit vide.Lemme 4.5 (Intersetion de Candidats) Soit (Ci)i2I une famille de andidats de rédutibilitéde Set, indiée par un ensemble quelonque I. Alors Ti2I Ci est un andidat de rédutibilité de Set.La preuve est faile et bien onnue, voir le hapitre 3 par exemple.Dé�nition 4.15 (Demi-treillis omplets - rappel) Soit un ensemble A muni d'un ordre <. Ondit que (A; <) est un inf-demi-treillis omplet, si toute partie de A admet une borne inférieure.Corollaire 4.3 (CR(Set);�) est un inf-demi-treillis omplet.Lemme 4.6 Soit C un ensemble non vide de termes purs fortement normalisables. Soit f uneappliation de � vers CR(Set), telle que pour tous u, u0, éléments de C, si u =��� u0, alors f(u) =f(u0). Alors l'ensemble fC dé�ni omme suit est un andidat de rédutibilité de Set :fC � fu 2 �;8v 2 C:(u v) 2 f(v)gOn remarque bien sûr que e lemme s'applique en partiulier au as C 2 CR(Set). Dans le as où lavaleur de f est une onstante C0, on érira aussi C ! C0 pour fC .Preuve Elle ne pose pas de problèmes :� Si u 2 fC alors en partiulier (u x) 2 f(x) ; don (u x) et aussi u sont fortement normalisables.� Si u 2 fC, alors (u v) 2 f(v) pour tout v dans C. Comme f(v) est un andidat de rédutibilité,si u B u0 on a aussi (u0 v) 2 f(v), et don u0 2 fC.On peut alors remarquer que fC peut aussi être dé�ni omme :fu 2 �;8v 2 C:v B� v0:(u v0) 2 f(v)g'est-à-dire que fC = fC0 où C0 est la loture de C pour B.� Soit alors u neutre tel que pour tout u0, u B u0 ) u0 2 fC. Soit v 2 C ; on montre quesi (u v) B w, alors w 2 f(v) (ette proposition su�sant à établir que u 2 fC ar (u v) estneutre). La preuve se fait par réurrene sur la longueur de la plus longue haîne de rédutionsommençant par v. En e�et, (u v) peut se réduire en :� (u0 v) qui appartient à f(v) par hypothèse de départ.� (u v0) qui appartient à f(v0) par hypothèse de réurrene. Or f(v) = f(v0).Comme u est neutre, il n'y a pas d'autres rédutions possibles.Cl�ture par rédution de tête inverseLemme 4.7 (Cl�ture par �-rédution de tête inverse) Soient deux termes t et t1 et un an-didat de rédutibilité C 2 CR(Set). Si t1 est fortement normalisable, et si t[x n t1℄ 2 C, alors(�x:t t1) 2 C. En d'autres termes, si t[x n t1℄ 2 C, alors �x:t 2 ft1g ! C.



92 CHAPITRE 4. LE THÉORÈME DE NORMALISATION FORTEPreuve La démonstration est similaire à elle du lemme 4.6, par réurrene sur �(t) + �(t1)(rappelons que �(u) est la longueur de la plus longue suite de rédutions sur le terme fortementnormalisable u).Corollaire 4.4 Soient t, un terme pur, C un andidat de rédutibilité d'ordre Set, ~xi et ~ui respe-tivement une séquene de variables et une séquene de termes de même longueur. Si pour tout i, tiest fortement normalisable, et si t[~xi n ~ui℄ 2 C, alors (�~xi:t ~ui) 2 C.Preuve Par réurrene sur la longueur de ~xi. Le as de la liste vide est trivial. Par ailleurs sit[x :: ~x n u :: ~u℄ 2 Cil nous faut véri�er que (�x :: ~x:t u :: ~u) 2 Cor (�x :: ~x:t u :: ~u) = (�x:�~x:t u ~u)et omme u est fortement normalisable, on se ramène à prouver(�~x:t[x n u℄ ~u) 2 Ce qui est vrai par hypothèse de réurrene.En�n nous pouvons établir le lemme orrespondant pour la �-rédution.Lemme 4.8 (Cl�ture par �-rédution de tête inverse) Pour tout andidat de rédutibilité Cd'ordre Set, pour toutes séquenes de termes purs fortement normalisables ~fi et ~m, pour tout jinférieur ou égal à la longueur de ~fi, on a :(math a:f�!fi g (Co(j) ~m)) 2 C , (fj [a nmath a:f�!fi g℄ ~m) 2 C:Preuve La ondition néessaire est évidente. La ondition su�sante se montre simplement, parréurrene sur �(~m) + �(~fi).4.2.4 Demi-Treillis des Candidats d'Ordre QuelonqueLa struture de demi-treillis dé�nie i-dessus peut se généraliser aux andidats de rédutibilitéd'ordre quelonque. On ommene par dé�nir l'ordre.Dé�nition 4.16 (Ordre sur les Candidats) Pour tout ordre K ave Ar(K; Set), on dé�nit larelation binaire � sur �(K) par réurrene sur la struture de K :� 8C;C 0 2 �(Set):C � C 0 , C � C 0.� 8C;C 0 2 �((x : T )K 0) : C � C 0 , (8u 2 �:C(u) � C 0(u)).� 8C;C 0 2 �((� : K 0)K 00) : C � C 0 , (8u 2 �(K 0) : C(u) � C 0(u)).On peut également dé�nir la généralisation de l'intersetion :Dé�nition 4.17 Pour tout ordre K ave Ar(K; Set), pour toute famille (Ca)a2A d'éléments de�(K) on dé�nit Va2A Ca, élément de �(K) par réurrene sur la struture de K :� 8(Ca)a2A 2 �(Set)A : Va2ACa � Ta2A Ca.� 8(Ca)a2A 2 �((x : T )K)A : Va2A Ca � u 2 � 7! Va2A Ca(u).



4.2. CANDIDATS DE RÉDUCTIBILITÉ 93� 8(Ca)a2A 2 �((� : K 0)K 00)A : Va2A Ca � u 2 �(K 0) 7! Va2A Ca(u).Il est faile de voir que si (Ca)a2A 2 �(K)A on a bien Va2A Ca 2 �(K). La propriété importanteest bien sûr :Lemme 4.9 Soit un ordre K et une famille (Ca)a2A d'éléments de �(A). Alors :8b 2 A: â2ACa � Cb:On peut voir que CR(K) est aussi los par ^ :Lemme 4.10 Soit un ordre K et une famille (Ca)a2A d'éléments de �(A). Si tous les Ca sontinvariants, alors il va de même de Va2A Ci.Lemme 4.11 Soit un ordre K et (Ca)a2A une famille d'éléments de CR(K)A. Alors on a aussi^a2ACa 2 CR(K).Corollaire 4.5 Pour tout ordre K, (CR(K);�) est un inf-demi-treillis. En partiulier, on dé�nitpour tout K, omme Min(K) le plus petit élément de CR(K) au sens de �.Cette dernière propriété est importante, puisqu'elle nous permettra, dans le paragraphe suivant, dedé�nir le plus petit point �xe de tout opérateur roissant sur CR(K).4.2.5 Candidats de Rédutibilité CanoniquesDans le préédent paragraphe, on a onstruit un andidat de rédutibilité minimal pour haqueordre K. On peut de même onstruire le andidat maximal.Dé�nition 4.18 On appelle Can(Set) l'ensemble des termes purs fortement normalisables.Il est faile de voir que Can(Set) est un andidat de rédutibilité d'ordre Set (voir par exemple lehapitre préédent). A partir de là on peut onstruire un andidat de rédutibilité anonique pourtout ordre K.Dé�nition 4.19 (Candidat anonique) Soit K une arité de sorte Set. On dé�nit Can(K) parréurrene sur la struture de K :� Can(Set) est dé�ni i-dessus.� Can((x : T )K 0) est l'appliation onstante assoiant Can(K 0) à tout terme pur.� Can((� : K 0)K 00) est l'appliation onstante assoiant Can(K 00) à tout élément de �(K 0).Lemme 4.12 Pour tout ordre K, Can(K) est un andidat de rédutibilité d'ordre K. De plus, pourtout élément C de CR(K), on a C � Can(K).4.2.6 Dé�nitions indutives de Candidats de RédutibilitéDans ette partie, on dé�nit les outils néessaires à la onstrution de l'interprétation des typesindutifs. Essentiellement, on onstruit une petite théorie de dé�nitions indutives en Théorie desEnsembles, adaptée à e dont on aura besoin par la suite. Il est toutefois apparu plus simple deparler e�etivement des familles �(K) et CR(K) plut�t que d'abstraire leurs propriétés utilisées ii.Ce paragraphe utilise quelques propriétés élémentaires sur les ordinaux (voir par exemple [85, 90℄).Tout omme V généralisait l'intersetion à tous les �(K), on peut dé�nir la généralisation de laréunion W.



94 CHAPITRE 4. LE THÉORÈME DE NORMALISATION FORTEDé�nition 4.20 Pour tout ordre K ave Ar(K; Set), pour toute famille (Ca)a2A d'éléments de�(K) on dé�nit Wa2A Ca, élément de �(K) par réurrene sur la struture de K :� 8(Ca)a2A 2 �(Set)A:Wa2A Ca � Sa2ACa.� 8(Ca)a2A 2 �((x : T )K)A:Wa2A Ca � u 2 � 7! Wa2ACa(u).� 8(Ca)a2A 2 �((� : K 0)K 00)A:Wa2ACa � u 2 �(K 0) 7! Wa2ACa(u).Lemme 4.13 Soit un ordre K et deux familles (Ca)a2A et (Da)a2A d'éléments de �(K). Si pourtout a élément de A on a Ca ' Da, alors on a aussi Wa2A Ca ' Wa2ADa. En partiulier si tous lesCa sont invariants, il en va de même de Wa2A Ca.Preuve Par réurrene sur la struture de K.Il est également faile de voir que Cb � Wa2A Ca. En revanhe, CR(K) n'est pas los pour W,ar la réunion de deux andidats de rédutibilité n'est pas forément un andidat de rédutibilité.Par ontre, Si fCaga2A est une partie de CR(K) totalement ordonnée pour �, alors Wa2ACa est unandidat de rédutibilité :Lemme 4.14 Soit (Ca)a2A une famille totalement ordonnée d'éléments de CR(K). Alors_a2ACa 2 CR(K):Preuve Par réurrene sur la struture de K. Si K = Set, Sa2A Ca véri�e évidemment les ondi-tions CR 1 et CR 2. Il nous reste à montrer CR 3 : soit t neutre, tel que si t B t0, alors t0 appartientà Sa2ACa. Cela revient à dire que pour tout t0, il existe un a 2 A, tel que t0 2 Ca 3. Les t0 étanten nombre �ni, on peut hoisir le plus grand de es Ca, qui ontiendra don tous les t0. Ce Ca étantun andidat, on a t 2 Ca, et don t 2 Sa2ACa.Si K = (a : T )K 0, alors Wa2A Ca est l'appliation qui à tout terme pur u assoie Wa2A Ca(u).On a vu qu'elle était invariante. On véri�e ensuite que (Ca(u))a2A est totalement ordonné. Soient aet b deux éléments de A, on a Ca � Cb ou Cb � Ca, e qui implique respetivement Ca(u) � Cb(u)et Cb(u) � Ca(u). Alors, par hypothèse de réurrene, on sait aussi que Wa2A Ca(u) 2 CR(K 0). Parailleurs, si u =��� u0, pour tout a 2 A, on a bien Ca(u) = Ca(u0), et don Wa2A Ca(u) = Wa2ACa(u0).On en onlus Wa2A Ca 2 CR(K).Le as K = (�1 : K1)K2 est similaire au préédent.Lemme 4.15 Soit (Ca)a2A une famille d'éléments de �(K) et C 2 �(K). Si pour tout a 2 A,Ca � C, alors Wa2ACa � C.Preuve Par réurrene immédiate sur la struture de K.On onsidère maintenant une fontion F de �(K) vers �(K), roissante pour l'ordre � :8C; C0 2 �(K) : C � C0 ) F (C) � F (C0):Par ailleurs on désigne par ;(K) le plus petit élément de �(K), 'est-à-dire l'appliation qui assoie ;à tout élément de dom(K). Pour ne pas avoir à traiter le as dégénéré, on suppose F (;(K)) 6= ;(K).Comme �(K) est los pour V et que (�(Set);�) est un inf-demi-treillis, il est bien onnu que Fadmet un plus petit point �xe lfp(F ). Il su�t de prendre :lfp(F ) �^fC 2 �(K); F (C) � Cg:3Remarquons que l'on n'utilise pas l'axiome du hoix : pour haque t0, il su�t, par exemple, de hoisir le pluspetit Ca ontenant t0.



4.2. CANDIDATS DE RÉDUCTIBILITÉ 95On herhe maintenant à montrer omment la onstrution indutive de lfp(F ) permet de dé�nirun pré-ordre bien-fondé sur lfp(F ). On ommene par dé�nir l'itérée trans�nie de F :Dé�nition 4.21 Soit C 2 �(K) et a un ordinal. On dé�nit l'itérée d'ordre a de F sur C, notéeF a(C) par l'indution trans�nie suivante sur a :� F 0(C) � C� pour tout ordinal b, F b+1(C) � F (F b(C))� pour tout ensemble A d'ordinaux, F lim(A)(C) � Wb2A F b(C).Lemme 4.16 Soit K un sous-ensemble de �(K) véri�ant la ondition du lemme 4.14 : si (Ca)a2Aest une famille totalement ordonnée d'éléments de K, alors Wa2A Ca 2 K. Si de plus F véri�e lesonditions suivantes :� F (;(K)) 2 K� 8C 2 K:F (C) 2 Kalors lfp(F ) 2 K. On a vu que 'est le as si K = CR(K), ou si K est l'ensemble des élémentsinvariants de �(K).Preuve On a vu que lfp(F ) = F a(;(K)). La preuve est alors immédiate par indution trans�niesur a.Lemme 4.17 Soit a un ordinal ; on a F a(;(K)) � lfp(F ).Preuve Par indution trans�nie sur a. Le as 0 est immédiat, ar F 0(;(K)) = ;(K) � lfp(F ). Parailleurs, si F a(;(K)) � lfp(F ), alorsF a+1(;(K)) = F (F a(;(K))) � F (lfp(F )) = lfp(F ):En�n le as de l'ordinal limite est une onséquene immédiate du lemme 4.15 et de l'hypothèse deréurrene.Comme pour tout ordinal a, on a F a(;(K)) � lfp(F ), pour des raisons de ardinalité évidentes,F a(;(K)) reste onstant à partir d'un ertain ordinal a0. On a don lfp(F ) = F a(;(K)). Uneonséquene est :Corollaire 4.6 Si F (;(K)) 2 CR(K), et si F (CR(K)) � CR(K), alors lfp(F ) 2 CR(K).Preuve Immédiate, en utilisant le lemme préédent et le lemme 4.15.De plus, à tout élément de lfp(F ), on peut assoier l'ordinal orrespondant au plus petit nombred'itérations néessaires pour l'atteindre :Dé�nition 4.22 Soit v 2 dom(K) et u 2 lfp(F )(v). On dé�nit deg(u; v) omme le plus petit ordinaltel que u 2 F deg(u;v)(;(K))(v).Lemme 4.18 Quels que soient u et v, deg(u; v) est toujours un ordinal suesseur.Preuve Il est évident que deg(u; v) 6= 0, puisque F 0(;(K))(v) = ;. Supposons que deg(u; v) soitun ordinal limite ; on auraitu 2 ( _a2deg(u;v)F a(;(K)))(v) = [a2deg(u;v)F a(;(K))(v)'est-à-dire que u 2 F a(;(K))(v) pour un ertain a < deg(u; v), e qui est impossible, puisquedeg(u; v) est le plus petit ordinal véri�ant ette ondition.



96 CHAPITRE 4. LE THÉORÈME DE NORMALISATION FORTEDé�nition 4.23 À tout v 2 dom(K) et tout u 2 lfp(F )(v) on assoie pred(u; v) � lfp(F ) dé�niomme F deg(u;v)�1(;(K)).Dé�nition 4.24 Soient C et C0 deux éléments de �(K). On dit que C <F C0 si C = F a(;(K)) etC0 = F b(;(K)) ave a < b.L'ordre partiel <F est évidemment bien fondé. De plus, si u 2 F a(;(K))(v), alors pred(u; v) <FF a(;(K)).4.3 Prédiats bien onstruitsA priori, on herhe à dé�nir l'interprétation des prédiats bien formés. Pour des raisons pra-tiques, il est plus faile de dé�nir l'interprétation sur une lasse plus large de prédiats, que nousappellerons les prédiats bien-onstruits. Cette notion orrespond en fait à une notion faible detypage, où l'on ne tient pas ompte du type des termes preuves. Cette notion est su�sante pourdéterminer à quel ensemble �(K) appartiendra l'interprétation d'un prédiat donné.Dé�nition 4.25 (Ordre-interprétations) On appelle ordre-interprétation une appliation J quiassoie un élément de f�(K)g à toute variable de prédiat �. On notera J ;�  �(K) l'ordre-interprétation valant �(K) en � et identique à J en tous les autres points. Par abus de langage ons'autorisera aussi à la noter J ;� K.Dé�nition 4.26 (Bonne-onstrution) Soit un ordre K, un prédiat T et une ordre-interpréta-tion J . On dit que T est orretement onstruit d'ordre K sous J , si et seulement si :� T = � et �(K) = J (�).� T = (a : T1)T2 ave K =��� Set, et T1 T2 tous deux bien onstruits d'ordre Set sous J .� T = (� : K1)T1 ave K =��� Set et T1 bien onstruit d'ordre Set sous J ;� K1.� T = (T1 T2) s'il existe deux ordres K1 et K2 ave T2 bien onstruit d'ordre K2 sous J , T1 bienonstruit d'ordre (� : K2)K1 sous J et �(K) = �(K1[� n T2℄) (.à.d. en fait �(K) = �(K1)).� T = (T1 t) s'il existe T2 et K 0 tel que T1 soit bien onstruit d'ordre (a : T2)K1 sous J et�(K) = �(K1[x n t℄) (.à.d. en fait T1 bien onstruit d'ordre (a : T1)K).� T = [a : T1℄T2 s'il existe K2 tel que T2 soit bien onstruit d'ordre K2 sous J et �(K) = �((a :T1)K2).� T = [� : K1℄T2 s'il existe K2 tel que T2 soit bien onstruit d'ordre K2 sous J ;�  K1 et�(K) = �(� : K1)K2.� T = [a : T1℄T2 s'il existe K2 ave T2 bien onstruit d'ordre K2 sous J et �(K) = �((a : T1)K2).� T = Ind(X : A)f����!Ci(X)g ave :� A est de la forme (~x : ~A)Set� �(A) = �(K)� tous les Ci(X) sont des types de onstruteurs� Tous les Ci(X) sont bien onstruits d'ordre Set sous J ;X  A.� T = Elim(I;Q;~a; t)f�!Tjg ave :� I = Ind(X : A)f����!Cj(X)g et I est bien onstruit sous J (forément d'ordre A)� (Q ~a t) est un ordre et K =��� (Q ~a t).� pour tout i, Ti est bien onstruit d'ordre �fCi(I); Q;Constr(i; I)g.Il faut noter que la propriété d'être bien onstruit d'ordre K ne dépend que de �(K).



4.4. INTERPRÉTATION DES PRÉDICATS 97Remarque Un prédiat T est bien onstruit d'ordre K sous une ordre-interprétation J si etseulement si kTk est bien-onstruit d'ordre K sous J .La propriété de bonne onstrution nous permettra de dé�nir les interprétations des types etdes prédiats en fontion de leur ordre. Avant ela, nous pouvons d'ores et déjà nous assurer que lesordres bien typés sont bien onstruits :Dé�nition 4.27 (Ordre-interprétation ompatible ave un ontexte) Une ordre interpréta-tion J dite est ompatible ave un ontexte � si pour tout ouple (�;K) dans �, J (�) = K.Lemme 4.19 S'il existe une dérivation d'un jugement de typage � ` T : K, alors T est bienonstruit d'ordre K sous toute ordre-interprétation ompatible ave �.4.4 Interprétation des prédiatsComme expliqué dans le hapitre 3, l'interprétation d'un prédiat est dé�nie modulo la donnéede l'interprétation de haune de ses variables libres ; aussi bien les variables de preuves que lesvariables de prédiats. D'où la dé�nition suivante.Dé�nition 4.28 (Interprétations) On appelle interprétation une appliation I assoiant un termepur à toute variable de preuve, et un élément de SK �(K) à toute variable de prédiat. Si de plus pourtout �, I(�) est invariant (respetivement andidat d'ordre K), on dira que I est une interprétationinvariante (respetivement une interprétation andidat).Remarque Il est faile de voir que les �(K) sont deux-à-deux soit égaux, soit disjoints. Aussi touteinterprétation dé�nit de manière univoque une ordre-interprétation J tel que pour tout � on ait :I(�) 2 J (�). A partir de là, si un prédiat est bien onstruit d'un ordre K sous J , on dira aussiqu'il est bien onstruit d'ordre K sous I.Dé�nition 4.29 (Interprétation des preuves) Toute interprétation dé�nit une transformationsur les termes purs, par substitution de ses variables libres. On désignera par jujI le terme pur udont toute variable libre x a été substituée par I(x). Par la suite, on s'autorise à érire jtjI pourjtjI pour tout terme de preuve t.Dé�nition 4.30 (Interprétation des prédiats) Soient T , K et une interprétation I tels queT soit bien onstruit d'ordre K sous J . On dé�nit alors par réurrene sur T l'élément jT jI de�(K) :j�jI = I(�)j(x : T1)T2jI = fu 2 �;8u1 2 jT1jI :(u u1) 2 jT2jI;x u1gj(� : K1)T1jI = TC2CR(K1) jT1jI;� Cj(T1 t)jI = jT1jI(jtjI)j(T1 T2)jI = jT1jI(jT2jI)j[x : T1℄T2jI = u 2 � 7! jT2jI;x uj[� : K1℄T1jI = C 2 CR(K1) 7! jT1jI;� C



98 CHAPITRE 4. LE THÉORÈME DE NORMALISATION FORTECe qui préède est lassique, et orrespond à e que l'on pourrait dé�nir pour le Calul desConstrutions pur. Il nous reste à dé�nir les interprétations des prédiats indutifs :Ind(X : A)f���!C(X)get des prédiats dé�nis par élimination forte :Elim(I;Q; ~x; t)f~F g:Par ailleurs, on peut déjà remarquer, par simple réurrene struturelle, que pour la dé�nitionpartielle i-dessus, si T est bien onstruit d'ordre K sous I, alors jT jI est e�etivement élément de�(K).Dé�nition 4.30 (suite) Soit I = Ind(X : A)f����!Ci(X)gave A � ( ~yk : ~Ak)Set;et pour tout i, Ci(X) = (~xji : ����!T ji (X))(X ~tki ):Soit aussi une interprétation I, telle que I soit bien onstruit d'ordre A sous I. On dé�nit jIjIomme le plus petit élément de �(K) tel que min(K) � jIjI et véri�ant la ondition suivante : Pourtout A 2 dom(A), tout terme pur u élément de jIjI(A), pour tout C 2 CR(( ~yk : ~Ak)�! Set), étantdonnée une séquene de termes ~fi ave pour tout i :fi 2 j�fCi(X); Q; gjI;X jIjI ;Q C; Co(i)on a : (math a:f�����������������������������������!j�[Ci(X); gi; [ ~yk : ~Ak℄[ : (I ~yk)℄(a )℄jI;8i:gi fig u) 2 C(A)(u)'est-à-dire aussi, de manière équivalente :(math a:f���������![[Ci(X); fi; a ℄℄ g t) 2 C(A)(t):La dé�nition i-dessus est la formulation réursive d'une dé�nition indutive sur le modèleonsidéré en 4.2.6. La dé�nition équivalente en terme de point-�xe est la suivante :jIjI est le plus petit point �xe de l'appliation F de �(A) vers �(A) dé�nie par : pour toutS 2 �(A), pour tout A 2 dom(A), on dé�nit F (S)(A) 2 �(Set) omme la réunion de min(Set) avel'ensemble des termes purs u, tels que pour toute séquene de termes purs fi, ave pour tout ifi 2 j�fCi(X); Q; gjI;X S;Q C; Co(i)on ait : (math a:f�����������������������������������!j�[Ci(X); gi; [ ~yk : ~Ak℄[ : (I ~yk)℄(a )℄jI;8i:gi fig u) 2 C(A)(u):On appelle <(I;I) l'ordre bien-fondé sur �(A) induit par la dé�nition indutive de jIjI .Il faut tout de suite véri�er que l'appliation F est e�etivement monotone en S pour l'ordre� ; pour ela, on prouve :S � S0 ) j�fCi(X); Q; gjI;X S0 ;Q C; Co(i) � j�fCi(X); Q; gjI;X S;Q C; Co(i):La preuve est bien sûr par réurrene sur la struture du type de onstruteur Ci(X) :



4.4. INTERPRÉTATION DES PRÉDICATS 99� Si Ci(X) = (X ~t0) alors �fCi(X); Q; g = (Q ~t0 ) et don j�fCi(X); Q; gjI;X S;Q C; Co(i)ne dépend pas de S.� Le as Ci(X) = (x : T )D(X) est une simple onséquene de l'hypothèse de réurrene, puisquejT jI ne dépend pas de S etS � S0 ) j�fD(X); Q; gjI;X S0;Q C; Co(i) � j�fD(X); Q; gjI;X S;Q C; Co(i):� Si Ci(X) = ((~x : ~t)(X ~t0))! D(X), alors�fCi(X); Q; g = (p : (~x : ~t)(X ~t0))((~x : ~t)(Q ~t0 (p ~x)))! �fD(X); Q; g:Grâe à l'hypothèse de réurrene, on sait que :S � S0 ) j�fD(X); Q; gjI;X S0;Q C; Co(i) � j�fD(X); Q; gjI;X S;Q C; Co(i):Par ailleurs on peut véri�er par réurrene sur ~t, queS � S0 ) j(~x : ~t)(X ~t0)jI;X S;Q C; Co(i) � j(~x : ~t)(X ~t0)jI;X S0;Q C; Co(i):Le résultat suit alors par simple utilisation de la dé�nition de j(x : A)BjI .On voit aussi que ette lause de la dé�nition ne respete pas la réurrene struturelle, puisque�fCi(X); Q; g n'est pas un sous-terme de Ind(X : A)f����!Ci(X)g. On peut toutefois orriger ela endé�nissant jInd(X : A)f����!Ci(X)gjI par réurrene sur les di�érents Ci(X), en remplaçant toutes lesourrenes d'un j(x : A)BjJ par sa dé�nition en fontion de jAjJ et jBjJ ;x C. Comme il me sembleque ela nuirait plut�t à la larté, je préfère faire grâe de la dé�nition rigoureuse au leteur.Exemple (Entiers naturels) Lorsque I = Nat � ind(X : Set)fX;X ! Xg, on retrouve ladé�nition du hapitre 3. L'ensemble de termes jNatjI est alors dé�ni par l'ensemble des termes utel que pour tout andidat C d'ordre Nat! Set, pour tous f0 et fS tels quef0 2 j(Q )jI;Q C; Co(1)fS 2 j(p : X)(Q p)! (Q ( p))jI;X jNatjI ;Q C; Co(2)'est-à-dire en fait : f0 2 j(Q O)jI;Q CfS 2 j(p : Nat)(Q p)! (Q (S p))jI;Q Con ait : (math a:ff0;�p:�x:(fS p (�y:(a y) x))g u) 2 (C u):Il est faile de véri�er qu'un terme u est élément de jNatjI si et seulement si :1. u est fortement normalisable.2. l'une des onditions suivantes est véri�ée :� u se réduit vers O � Constr(1;Nat)� u se réduit vers (S v) ave v 2 kNatjI� u ne se réduit pas vers une des formes i-dessus.



100 CHAPITRE 4. LE THÉORÈME DE NORMALISATION FORTEAutrement dit, jNatjI est l'ensemble des termes fortement normalisables, tels que s'ils se réduisentvers (S v), alors v est élément de jNatjI .La preuve n'est pas très di�ile. Nous ne la donnons pas, ar elle serait redondante ave lesrésultats à venir. Remarquons aussi que jNatjI ne dépend pas de I.Remarque Si (Ind(X : A)f���!C(X)g ~u) est bien onstruit d'ordre Set sous I, alors on a toujours :j(Ind(X : A)f���!C(X)g ~u)jI = jInd(X : A)f���!C(X)gjI(j~ujI):Nous pouvons maintenant dé�nir jElim(I;Q; ~u; t)f�!TigjI dans le as où les onstruteurs de Isont tous petits. Rappelons que l'idée est de prévoir, dans l'interprétation, toutes les �-rédutionsqui pourront être e�etuées. Dans [150℄, on dé�nissait l'interprétation par réurrene sur la formenormale de jtjI . Ii, omme le type indutif I peut être plus omplexe que les entiers naturels, nousraisonnerons par réurrene sur la preuve que jtjI 2 j(I ~u)jI . Formellement il s'agit d'une réurrenesur ( ~jujI ; jtjI) bien-fondée vis-à-vis de l'ordre <(I;I).Dé�nition 4.30 (suite et �n) On onsidère I = Ind(X : A)f����!Ci(X)g bien onstruit d'ordreA � ( ~yk : ~Ak)Setsous I. On dé�nit jElim(I;Q; ~u; t)f�!FigjI � G(jIjI)( ~jujI ; jtjI)où G(H) 2 �((~yk : ~Ak)( : (I ~yk))(Q ~yk ))est dé�ni pour tout H 2 dom(<(I;I)) 4 par les lauses i-dessous.On se donne A � ~Ak 2 dom(A) ; 'est-à-dire tel que pour tout k, Ak 2 �(Ak) si yk est unevariable de prédiat et Ak 2 � si yk est une variable de preuve. On se donne aussi v 2 �. Il nousfaut don dé�nir G(H)(A)(v) 2 �(Set). On proède par as :1. Si v n'admet pas de forme normale, ou si la forme normale de v n'est pas de la forme (Co(i) ~m),alors G(H)(A)(v) � Can(set)dans tous les autres as, on appellera w � (Co(i) ~m) la forme normale de v 5.2. Si w =2 H(A), alors on prend de mêmeG(H)(A)(u) � Can(set)'est en partiulier le as si w =2 jIjI(A).3. En�n si w 2 H(A), alorsG(H)(A)(u) � j�[Ci(I); Fi; g℄jI;g G(pred(A;w))(~m)où g est une variable �fraîhe�.4C'est-à-dire que H 2 �(A), et il existe H 0 2 �(A) tel que H <(I;I) H 0. Ou, de manière équivalente, il existe unordinal a tel que H = F a(;(A)).5Remarquons que 'est ii que nous utilisons la propriété de on�uene sur les termes purs, ou, si l'on veut, l'uniitéde la forme normale dans �.



4.4. INTERPRÉTATION DES PRÉDICATS 101C'est la dernière lause 3 qui est bien sûr le as ruial. En fait on e�etue �à la main� la �-rédution de tête. L'utilisation de la variable auxiliaire g sert simplement à simuler l'appel réursifdu Elim. Si l'on regarde la struture de (�[Ci(I); Fi; g℄ ~m), on voit que g ne se verra appliqué qu'à deséléments de ~m (auxquels on aura éventuellement appliqué des arguments). Cette dé�nition réursiveest bien-fondée par rapport au pré-ordre <(I;I).Comme ela a déjà été le as préédemment, la dernière lause, telle qu'elle est formulée ii nerespete pas les onditions de réurrene struturelle, puisque�[Ci(I); Fi; g℄n'est pas struturellement plus petit queElim(I;Q; ~u; t)f�!Fig:Toutefois, en reprenant la dé�nition de �[C; f; g℄, il est faile de la reformuler de manière orrete.Toute ette partie étant, à mon sens, su�samment ardue, pour que l'on s'autorise une formulationun peu plus intuitive et, au premier abord, un peu moins rigoureuse.Remarque Si pour tout i, jFijI = jGijI , alorsjElim(I;Q; ~u; t)f�!FigjI = jElim(I;Q; ~u; t)f�!GigjI :Remarque Si jtjI =��� jt0jI alorsjElim(I;Q; ~u; t)f�!FigjI = jElim(I;Q; ~u; t0)f�!FigjI :Remarque Si t1 =��� t2, alors jElim(I;Q; ~u; t1)f�!TigjI = jElim(I;Q; ~u; t2)f�!TigjI .Lemme 4.20 Soit T bien onstruit d'ordre K sous une interprétation I, a une variable de preuveet t un terme de preuve. On a : jT [a n t℄jI = jT jI;a jtjI :Lemme 4.21 Soit T bien onstruit d'ordre K sous une interprétation I, � une variable de preuveet T1 un prédiat, tels que T1 est bien onstruit sous I du même ordre que I(�). On a :jT [� n T1℄jI = jT jI;� jT1jI :Preuve Par réurrene sur la struture de T .Les propriétés suivantes nous seront utiles par la suite pour traiter l'élimination forte :Lemme 4.22 Soit le prédiat Elim(I;Q; ~u; t)f�!Fig bien onstruit d'ordre (Q ~u t) une interprétationI ave I � Ind(X : A)f����!Ci(X)g:On appelle G la fontion utilisée dans la dé�nition 4.30 pour l'interprétation de l'élimination forte ;'est-à-dire que l'on a : jElim(I;Q; ~u; t)f�!FigjI = G(jIjI)(j~ujI ; jtjI):Si jtjI 2 j(I ~u)jI , alors pour tout H 2 �(A) ave jtjI 2 H(j~ujI), on a :jElim(I;Q; ~u; t)f�!FigjI = G(H)(j~ujI ; jtjI)et don aussi G(jIjI)(j~ujI ; jtjI) = G(H)(j~ujI ; jtjI):



102 CHAPITRE 4. LE THÉORÈME DE NORMALISATION FORTELa preuve est immédiate.Lemme 4.23 Soient Elim(I;Q; ~u; t)f�!Fig, I et G tels que i-dessus. A urry�ation près, on a :jFun_Elim(I;Q; ~Fi)jI = G(jIjI):Preuve C'est une onséquene immédiate de la dé�nition de l'interprétation de l'abstration etde l'appliation.4.5 Interprétations invariantesUne première propriété est que l'interprétation des prédiats ne dépend que des lasses d'équi-valene des I(a) modulo =���.Lemme 4.24 Soit (Ci)i2I une famille d'éléments de �(K), pour un ertain ordre K et un ensemblequelonque I. Si pour tout i dans I, Ci est invariant, alors Vi2I Ci est aussi invariant.La relation d'équivalene partielle ' et la notion d'invariane s'étendent naturellement auxinterprétations :Dé�nition 4.31 (Interprétations équivalentes) Soient I et I 0 deux interprétations engendrantla même ordre-interprétation J . On dit que I et I 0 sont équivalentes si pour tout �, I(�) ' I 0(�)et pour tout a I(a) =��� I 0(a). On note I ' I 0.Dé�nition 4.32 (Interprétations invariantes) Une interprétation I est invariante si elle estéquivalente à elle même : I ' I. Ou, de manière équivalente, si pour tout �, I(�) 2 �(K) estinvariant dans �(K). En partiulier toute interprétation andidat est invariante.Lemme 4.25 Soit K un ordre, T un prédiat bien onstruit d'ordre K sous deux interprétationséquivalentes I et I 0. Alors jT jI 'K jT jI0. En partiulier jT jI est invariant dans �(K).Preuve La preuve se fait par réurrene struturelle sur T .� Le as T = � est immédiat.� Si T = (a : T1)T2, on a jT1jI = jT1jI0 et pour tout terme pur u, jT2jI;a u = jT2jI0;a u ; donon a bien jT jI = jT jI0 .� Si T = (� : K1)T1, on sait que K = Set et jT jI = jT jI0 . Par ailleurs pour tout C invariantd'ordre K1, I;� C et I 0;� C sont deux interprétations équivalentes et don jT1jI;� C =jT1jI0;� C. Le résultat suit.� Si T = (T1 t) on véri�e d'abord aisément jtjI =��� jtjI0 . Le résultat est alors immédiat,puisqu'on a jT1jI ' jT 0jI0 .� Le as T = (T1 T2) est similaire au préédent.� Si T = [a : T1℄T2, quels que soit les termes purs u et u0, si u =��� u0, alors I; a u ' I 0; a u0,et don alors jT2jI;a u ' jT2jI;a u0 .� Le as T = [� : K1℄T1 est similaire au préédent.� Si T = Ind(X : A)f����!Ci(X)g, ave A � (~xj : ~Aj)Set, on ommene par remarquer qu'enreprenant les raisonnements i-dessus, on véri�e que pour tout i et pour tout andidat derédutibilité C 2 CR((~xj : ~Aj)�! Set) on a :j�fCi(X); Q; gjI;X jT jI ;Q C; Co(i) = j�fCi(X); Q; gjI;X jT j0I ;Q C; Co(i):Comme par ailleurs, si A et A0, éléments de dom(A) sont équivalents on a aussi C(A)(u) =C(A0)(u) pour tout terme pur u, on voit bien que jT jI(A) = jT jI0(A0), et don jT jI ' jT jI0 .



4.6. INTERPRÉTATIONS CANDIDATS 103� Si T = Elim(I;Q; ~u; t)f�!Fig, la dé�nition de jT jI fait intervenir une appliation G dépendantde I. Ii on distinguera entre :jT jI = G(jIjI)(jtjI ; j~ujI) et jT jI0=G0(jIjI0)(jtjI0 ; j~ujI0):L'hypothèse de réurrene nous assure entre autres quej~ujI 'dom(A) j~ujI0 et jIjI 'A jIjI0et on a aussi jtjI =��� jtjI0 .Les appliations G et G0 étant dé�nies omme plus petit point �xe, on a G = F a et G0 = F 0apour ertaines fontionnelles F et F 0 et un ertain ordinal a. On montre aisément que F a ' F apar indution trans�nie sur a. Il su�t de reprendre la struture de la démonstration dulemme 4.16.4.6 Interprétations CandidatsLemme 4.26 Soit T un prédiat de la forme (~xi : ~Ti)T 0, tel que T soit bien onstruit d'ordre Setsous une interprétation I. Un terme pur u est élément de jT jI si et seulement si pour toute séquene~Ai 2 j(~xi : ~Ti)jI on a (u ~B) 2 jT jI;xi Ai, où ~B est la sous-séquene de ~Ai ne ontenant que lestermes purs.Preuve Immédiate par réurrene sur la longueur de ~xi et ~Ti.Lemme 4.27 Soit I une interprétation andidat et T un prédiat bien onstruit d'ordre K sous I.Alors jT jI est élément de CR(K).Preuve Comme on a déjà vu que jT jI était invariant, il ne reste qu'à véri�er que :� Si K = Set alors jT jI véri�e les onditions CR 1, CR 2 et CR 3.� Si K = (� : K1)K2 alors pour tout C 2 CR(K1), jT jI(C) 2 CR(K2)� Si K = (a : T )K1 alors pour tout terme pur u, jT jI(u) 2 CR(K1).On proède une nouvelle fois par réurrene struturelle sur T (ou, si l'on veut, par réurrene surla preuve que T est bien onstruit) :� Si T = �, 'est immédiat puisque I est une interprétation andidat.� Si T = (x : T1)T2, on sait que K = Set, et que T1 est T2 sont aussi bien onstruits d'ordreSet. Don jT1jI est un andidat d'ordre Set, de même que jT2jI;x u pour tout terme u. AlorsjT jI est bien élément de CR(Set), d'après le lemme 4.6.� Si T = (� : K1)T1, on sait que T1 est bien onstruit d'ordre Set sous J ;�  S pour toutS dans �(K1). Don si S 2 CR(K1), alors T1jI;� S 2 CR(Set). Alors, d'après le lemme 4.5,jT jI = TC2CR(K1) jT1jI;� S est bien un andidat d'ordre Set.� Si T = [a : T1℄T2, alors K est de la forme (a : T1)K2 et T2 est bien onstruit d'ordreK2 sous I; a  u pour tout terme pur u. L'hypothèse de réurrene nous assure alors quejT2jI;a u 2 CR(K2), e qui est équivalent au résultat reherhé.� Le as T = [� : K1℄T2 est similaire.� On traite le as T = Ind(X : A)f����!Ci(X)g en utilisant le lemme 4.16. Soit F l'appliationde �(A) vers �(A) dont jT jI est le point �xe. Notons A � (~xj : ~Aj)Set. On véri�e queF (;(A)) 2 CR(A) et F (S) 2 CR(A) si S 2 CR(A) :



104 CHAPITRE 4. LE THÉORÈME DE NORMALISATION FORTE� F (;(A)). Prenons le as où au moins l'un des arguments de l'un des onstruteurs estréursif ; appellons i0 son indie. Soient aussi C un andidat de rédutibilité du bon ordreet A 2 dom_C(A). On véri�e alors aisément que j�fCi(X); Q; gjI;X ;(A);Q C; Co(i)ontient tous les termes purs, y ompris eux qui ne sont pas normalisables. Aussi, si l'onhoisi fi0 non normalisable, n'existe-t-il pas de terme pur u tel que(math a:f���������������������������![[Ci(X); fi; [~xj : ~Aj℄[ : (I ~xj)℄(a ) ℄℄ g u) 2 C(A)(u)puisque C(A)(u) est un andidat de rédutibilité et le terme de gauhe n'est pas fortementnormalisable. On a don F (;(A)) = min(A) 2 CR(A).Si auun onstruteur n'est réursif, on voit aisément que F est en fait une fontiononstante. On peut alors, par exemple, reprendre la preuve du as suivant.� Soit S 2 CR(A). On prouve F (S) 2 CR(A) en véri�ant que pour tout A 2 dom_C(A),F (S)(A) véri�e bien les trois onditions CR 1, CR 2 et CR 3.� jIjI(A) � SN. Il su�t de véri�er que pour tout i,j�fCi(X); Q; gjI;X S;Q C; (i)est non vide. C'est immédiat puisqu'en utilisant l'hypothèse de réurrene on voit aisé-ment que 'est un andidat de rédutibilité.� Le fait que jIjI(A) est los par rédution se véri�e aisément : soit u 2 jIjI(A) et u0 aveu B u0. alors soit u 2 min(A), et alors u0 2 min(A)(A) et don aussi u0 2 jIjI(A), soitpour tout andidat C, toute séquene ~fi avefi 2 j�fCi(X); Q; gjI;X jIjI ;Q C; Co(i)on a (math a:f���������������������������![[Ci(X); fi; [~xj : ~Aj ℄[ : (I ~xj)℄(a ) ℄℄ g u) 2 C(A)(u)mais alors omme C(A)(u) est un andidat de rédutibilité, et est égal à C(A)(u0), on abien : (math a:f���������������������������![[Ci(X); fi; [~xj : ~Aj ℄[ : (I ~xj)℄(a ) ℄℄ g u0) 2 C(A)(u0):� Il nous faut enore véri�er que F (S)(A) véri�e CR 3. Soit u un terme pur neutre, tel quesi u B u0 alors u 2 F (S)(A). Soient alors un andidat de rédutibilité C et une séquenede termes ~fi ave fi 2 j�fCi(X); Q; gjI;x S;Q C; Co(i)pour véri�er u 2 F (S)(A), il su�t que(math a:f���������������������������![[Ci(X); fi; [~xj : ~Aj ℄[ : (I ~xj)℄(a ) ℄℄ g u) 2 C(A)(u)et omme le terme est neutre et que C(A)(u) est un andidat, il su�t alors de montrer quetous les réduits du terme sont dans C(A)(u). On proède alors par la méthode habituelle,par réurrene sur le nombre maximal de rédutions possibles sur les fi, en remarquantd'une part que u étant neutre le terme n'est pas un radial, et d'autre part, que les�fCi(X); Q; gjI;x S;Q C; Co(i) sont des andidats de rédutibilité et don los parrédution.



4.6. INTERPRÉTATIONS CANDIDATS 105� Si T = Elim(I;Q; ~u; t)f�!Fig, alors jT jI � G(jIjI)(j~ujI ; jtjI)où G est une appliation dé�nie par réursion bien fondée sur son premier élément. On prouvealors par réurrene bien-fondée, que pour tout H 2 dom(F ), pour tout A 2 dom(A), toutterme pur u, on a bien G(H)(A; u) 2 CR(A). Les as non-réursifs sont immédiats. Le asréursif est une simple appliation de l'hypothèse de réurrene, puisqu'en reprenant les rai-sonnements faits pour les as préédents on véri�e aisément quej�[Ci(I); Fi; g℄jI;g G(pred(B;w))est un andidat de rédutibilité.Dé�nition 4.33 (Interprétations adaptées) Soit � un ontexte bien-formé, et I une interpré-tation andidat admissible pour �. On dit que I est adaptée à �, si :8a 2 �:I(a) 2 j�(a)jI :Dé�nition 4.34 (Interprétation anonique) Soit � un ontexte bien-formé. On dé�nit l'inter-prétation C(�), qu'on appelle interprétation anonique de � par les lauses suivantes :� pour toute variable de preuve a, C(�)(a) � a� pour toute variable de prédiat � apparaissant dans �, C(�)(�) � Can(�(�))� pour toute variable de prédiat � n'apparaissant pas dans �, C(�)(�) � Can(Set).On véri�e aisément que C(�) est une interprétation adaptée à �.Lemme 4.28 (Corretion de l'interprétation de l'abstration) Soit un jugement � ` [a :T0℄t : (a : T0)T et I une interprétation andidat adaptée à �. On a j[a : T0℄tjI 2 j(x : T0)T jI si etseulement si pour tout terme pur u 2 jT0jI on a jtjI;a u 2 jT jI;a u.Preuve La ondition néessaire est une onséquene immédiate de la dé�nition de j(a : T0)T jI ,du lemme 4.20 et de la ondition CR 2. La preuve de la ondition su�sante est une onséquenedu lemme 4.7 (pour tout u 2 jT0jI , j[a : T0℄tjI 2 fug ! jT jI;a u).Lemme 4.29 (Corretion de l'interprétation de l'abstration polymorphe) Soit un juge-ment � ` [� : K℄t : (� : K)T et une interprétation andidat I adaptée à �. On a : j[� : K℄T jI 2j(� : K)T jI Si et seulement si pour tout andidat de rédutibilité C 2 CR(K) on a :jtjI = jtjI;� C 2 jT jI;� C:Preuve C'est la simple ombinaison des dé�nitions des interprétations du terme preuve et duprédiat.Dé�nition 4.35 Soient ~xi une séquene de variables et ~ui une séquene de preuves et de prédiats,de même longueur, et telles que pour tout i, xi est une variable de preuve (respetivement de prédiat)si et seulement si Ui est une preuve (respetivement un prédiat). Soit aussi une interprétation I.On dé�nit alors j(~xi : ~Ui)jI , une partie de dom((~xi : ~Ui)Set) par les lauses suivantes :� j([℄ : [℄)jI = dom(Set)



106 CHAPITRE 4. LE THÉORÈME DE NORMALISATION FORTE� (u;A) 2 j(a :: ~x : T :: ~U)jI si et seulement si T est bien onstruit d'ordre Set sous I, u 2 jT jI,j(~x : ~U)jI;a u est dé�ni et A 2 j(~x : ~U)jI;a u.� (C;A) 2 j(� :: ~x : K :: ~U)jI si C 2 CR(K), si j(~x : ~U)jI;� C est dé�ni, et A 2 j(~x : ~U)jI;� C.Remarque Pour tout jugement dérivable � ` (~x : ~U)M : N , pour toute interprétation I admissiblepour �, j(~x : ~U)jI est dé�ni.La préédente dé�nition permet de donner la aratérisation suivante :Lemme 4.30 (Dé-urry�ation de l'interprétation du produit) Soient (~x : ~U)T un prédiatbien onstruit d'ordre Set sous I et u un terme pur. On a u 2 j(~x : ~U)T jI si et seulement si pourtout A 2 j(~x : ~U)jI , on a (u A) 2 jT jI;~x A, où A est la sous-séquene de A ne ontenant que lestermes.Preuve C'est bien sûr une réurrene immédiate sur la longueur des séquenes ~x et ~U .On peut également faire maintenant la remarque suivante sur les types indutifs :Lemme 4.31 Soient deux prédiats I et I 0, respetivement de la forme :I � Ind(X : A)f����!Ci(X)gI 0 � Ind(X : A0)f����!C 0i(X)goù : A � (~yj : ~Aj)SetA0 � (~y0j : ~Aj)Setave �(A) = �(A0) et tel que I et I 0 soient tous deux bien onstruits d'ordre A (et don aussi d'ordreA0) sous une interprétation andidat I. On suppose de plus que pour tout andidat de rédutibilitéS d'ordre A, tout andidat de rédutibilité C d'ordre (~yj : ~Aj)(I ~y) ! Set et tout indie i, et toutterme pur u on ait :j�fCi(X); Q; gjI;X!S;Q!C;!u = j�fC 0i(X); Q; gjI;X!S;Q!C;!u:Sous es onditions, on a :� jIjI = jI 0jI� Les ordres partiels <(I;I) et <(I0;I) dé�nis dans 4.30 sur �(A) sont identiques.4.7 Interprétation des onstruteursDans ette partie, on herhe essentiellement à s'assurer de la orretion de l'interprétation destypes indutifs ; à savoir :� les interprétations de l'élimination faible et des onstruteurs font bien partie des interpréta-tions de leurs types respetifs, modulo les onditions adéquates.� l'ordre bien-fondé dé�ni sur jIjI orrespond bien à la struture des termes.



4.7. INTERPRÉTATION DES CONSTRUCTEURS 107Dans tout e paragraphe on onsidère un prédiatI � Ind(X : A)f����!Ci(X)gbien onstruit d'ordre A � (~xj : ~Uj)Set sous une interprétation andidat I, un andidat de rédu-tibilité C 2 CR((~xj : ~Uj)(I ~yj)! Set)et une séquene de termes purs ~fi tels que8i:fi 2 j�fCi(I); Q; gjI;Q C; Co(i):Lemme 4.32 Soit A 2 dom(A) et un terme pur u 2 jIjI(A). On a alors(math a:f��������������������������![[Ci(X); fi; [ ~xj : ~Uj℄[ : (I ~xj)℄(a ) ℄℄ g u) 2 C(A)(u):Preuve C'est la onséquene immédiate de la dé�nition de jIjI .Une première onséquene est que l'interprétation de l'élimination faible est orrete :Corollaire 4.7 (Corretion de l'interprétation de l'élimination) Soit un jugement dérivable� ` Elim(I;Q; ~u; t)f�!gi g : (Q ~u t) où Q est un prédiat. Si les onditions suivantes sont véri�ées :jtjI 2 jIjI(j~ujI)8i:jgijI 2 j�fCi(I); Q;Constr(i; I)gjIon a alors : jElim(I;Q; ~u; t)f�!gi gjI 2 j(Q ~u t)jI :En utilisant le lemme 4.30 et le orollaire 4.4, on prouve alors aisément :Corollaire 4.8 Soit ~xjk la sous-séquene de ~xj ne ontenant que des variables de preuves. Le terme�~xjk :�:(math a:f�������������������![[Ci(X); fi; �~xjk :�:(a ) ℄℄ g )est élément de j(Q : (~xj : ~Uj)(I ~xj)! Set)(~xj : ~Uj)( : (I ~xj))(Q ~xj )jIou, de manière équivalente :�~xjk :�:(math a:f�������������������![[Ci(X); fi; �~xjk :�:(a ) ℄℄ g ) 2 j(~xj : ~Uj)( : (I ~xj))(Q ~xj )jI;Q C'est-à-dire aussi ave les onditions préédentes sur ~gi, et t :jFun_Elim(I;Q;~gi)jI 2 j(Q : (~xj : ~Uj)(I ~xj)! Set)(~xj : ~Uj)( : (I ~xj))(Q ~xj )jI :Lemme 4.33 On détaille les types Ci(X) ainsi :Ci(X) � (~yki : ~U ik(X))(X ~tj i):Soit un terme pur F 2 j(~xj : ~Uj)( : (I ~xj))(Q ~xj )jI;Q C, alors on a :[[Ci(I); fi; F ℄℄ 2 j(~yik : U ik(I))(Q ~tij (Constr(i; I) ~yik)jI;Q C:



108 CHAPITRE 4. LE THÉORÈME DE NORMALISATION FORTEPreuve Par réurrene sur la struture de Ci(X).Lemme 4.34 (Corretion de l'interprétation des onstruteurs) Pour tout i, Co(i) 2 jCi(I)jI .Preuve Rappellons que Ci(X) � (~yik : ~U ik)(X ~tij). Soit A � ~Ak 2 j(~yik : ~U ik)jI;X jIjI . Onappelle A la sous-séquene de A ne ontenant que des termes purs. Il nous faut alors simplementvéri�er que (Co(i) A) 2 j(I ~tij)jI;8k:yik Ak . Pour ela il su�t que(math a:f��������������������������![[Ci(X); fi; [ ~xj : ~Uj℄[ : (I ~xj)℄(a ) ℄℄ g (Co(i) A)) 2 C(j~tij jI;8k:yik Ak)(Co(i) A)'est-à-dire aussi :(math a:f��������������������������![[Ci(X); fi; [ ~xj : ~Uj℄[ : (I ~xj)℄(a ) ℄℄ g (Co(i) A)) 2 j(Q ~tij (Constr(i; I) ~xik))jI;Q CComme I est une interprétation andidat, on sait que les [[Ci(X); fi; [ ~xj : ~Uj℄[ : (I ~xj)℄(a ) ℄℄ sonttous fortement normalisables puisqu'ils sont éléments respetivement des andidats de rédutibilitéj( ~yik : ~U ik(I))(Q ~tij (Constr(i; I) ~yik)jI .Grae au lemme 4.8, la ondition 1 se ramène alors à(�[Ci(X); fi; �~xjk :�:(math a:f������������������![[Ci(I); fi; �~xjk :�:(a ) ℄℄ g )℄ A) 2 C(j~tij jI;8j:xj!Aj )(Co(i) A)e qui est une onséquene du orollaire préédent.Exemple (Entiers naturels) Reprenons le as I = Nat � Ind(X : Set)fX;X ! Xg ave O �Constr(1;Nat) et S � Constr(2;Nat).Nous avons véri�é que les interprétations des onstruteurs et des shémas d'élimination sontbien orretes vis-à-vis des règles d'introdution orrespondantes. Il nous reste à montrer que l'ordrebien-fondé dé�ni sur haque interprétation d'un type indutif est bien ompatible ave la struturedes termes. En simpli�ant : les termes qui apparaissent en position d'arguments (réursifs) d'unonstruteur dans un terme t qui est élément de l'interprétation d'un type indutif, sont inférieursà t pour le-dit ordre.Lemme 4.35 On suppose que les onstruteurs de I sont tous petits (les U ik sont tous des prédiats).Soit A 2 dom(A) et une séquene ~mk telle que(Co(i) ~mk) 2 jIjI(A)alors on a ~mk 2 j(~yik : ~U ik(X))jI;X pred((Co(i) ~mk);A):Preuve Étant donné un indie k0, il nous faut véri�er quemk0 2 jU ik0 jI;8k<k0:yik mk (1)On distingue deux possibilités : pred((Co(i) ~mk);A) est vide ou non.



4.8. INTERPRÉTATION ET �-RÉDUCTION 109� Si pred((Co(i) ~mk);A) n'est pas vide, alors 'est un andidat de rédutibilité d'ordre A, etdon jU ik0 jI;8k<k0:yik mk est un andidat d'ordre Set. Soit D, élément deCR((~xj : ~Aj)(I ~xj)! Set)dé�ni omme l'appliation onstante qui assoie jU ik0 jI;8k<k0:yik mk à tout élément dedom((~xj : ~Aj)(I ~xj)! Set):Alors, pour tout indie i0,j�fC 0i(X); Q;Constr(i0; I)gjI;X pred((Co(i) ~mk);A);Q Dest un andidat de rédutibilité d'ordre Set ; 'est en partiulier vrai dans le as i0 = i. Pourveri�er 1, il nous su�t de trouver les termes purs ~fi, tel que pour tout i0 :fi0 2 j�fC 0i(X); Q;Constr(i0; I)gjI;X pred((Co(i) ~mk);A);Q Det que le terme (�[Ci(X); fi; F ℄ ~mk)se réduise vers mk0 par rédution de tête.Pour les indies i0 6= i, le plus faile est de hoisir omme valeur de f 0i une variable quelonqueb. Pour fi, il su�t de prendre la projetion qui retournera le k0-ième argument du onstruteur.Par exemple :� si Ci(X) = U ! V ! X, ave U et V non-réursif, si k0 = 1, on prendra fi = �z1:�z2:z1,et si k0 = 2 alors fi = �z1:�z2:z2.� si Ci(X) = X ! X ! X, si k0 = 1, on prendra fi = �z1:�z2:�z3:�z4:z1, et si k0 = 2 alorsfi = �z1:�z2:�z3:�z4:z3.On pourrait donner la dé�nition formelle de fi mais ela ne semble pas néessaire. Il est à peuprès évident qu'ave es dé�nitions (�[Ci(X); fi; F ℄ ~mk) se réduit bien vers mk0 par rédutionde tête.� Si pred((Co(i) ~mk);A) = ;, on véri�e très failement que le type de onstruteur Ci(X) n'estpas réursif. On peut alors reprendre la preuve du as préédent.4.8 Interprétation et �-rédutionA ause de la présene de la règle de onversion, une propriété essentielle des interprétations estqu'elles doivent être invariantes par onversion ; si :� ` T : Set � ` T 0 : Set T =��� T 0alors on veut avoir jT jI = jT 0jI .Dans les trois sous-parties qui suivent, nous examinons suessivement les trois rédutions �,� et �, et leur omportement vis-à-vis de l'interprétation des prédiats. Nous verrons que seule la�-rédution est un peu problématique et exige quelques préautions. Le as de la �-rédution est enrevanhe sans malie.



110 CHAPITRE 4. LE THÉORÈME DE NORMALISATION FORTELemme 4.36 (Invariane par �-rédution) Soit T un prédiat bien-onstruit d'ordre K sousune interprétation I. Si T B� T 0, alors T 0 est bien onstruit d'ordre K sous I et jT jI = jT 0jI .Preuve Par réurrene sur la struture de T .Corollaire 4.9 Soient le jugement dérivable � ` Elim(I;Q; ~u; t)f�!Fig : (Q ~u t) et I une interpréta-tion adaptée à �. Alors jElim(I;Q; ~u; t)f�!FigjI = j(Fun_Elim(I;Q; ~Fi) ~u t)jI :4.9 Interprétation et �-rédutionLe as de la règle de �-rédution est juste un peu plus déliat que elui de la �-rédution. Onherhe à véri�er que si kT1k et kT2k ont un �-réduit ommun, alors leurs interprétations sont égales.Lemme 4.37 (Invariane par �-rédution) Soit T , un prédiat bien-onstruit d'ordre K sousune interprétation I. Si T B� T 0 alors T 0 est également bien onstruit d'ordre K sous I, et jT jI =jT 0jI .Preuve Elle se fait bien sûr par réurrene sur la struture de T , ou si l'on veut, par réurrene surla struture de la preuve de T B� T 0. Le as ruial est bien sûr T = [x : U ℄(T 0 x), ave x =2 FV (T 0).On a alors K = (x : U)K 0 et (T 0 x) bien onstruit d'ordre K 0 sous I;x  u pour u bien hoisi.Alors T est bien onstruit d'ordre (x : U)K 0 sous I. Il est aussi évident que jT jI = jT 0jI .Lemme 4.38 Pour tout prédiat bien-onstruit d'ordre K sous une interprétation I on a jT jI =jkTkjI .Lemme 4.39 (Invariane par �-onversion) Soient deux prédiats T1 et T2 bien onstruit d'ordreK sous une interprétation I. S'il existe un prédiat T3 tel que kT1k B�� T3 et kT2k B�� T3, alorsjT1jI = jT2jI.Preuve D'après les deux lemmes préédents, on a jT1jI = jkT1kjI et jT2jI = jkT2kjI et jkT1kjI =jT3jI = jkT2kjI .4.10 Prédiats invariants sur leur domaineComme on l'a indiqué dans le hapitre 3, l'interprétation des prédiats peut être modi�ée par�-rédution. Elle reste en revanhe onstante si l'on onsidère uniquement la valeur de eux-i surleur domaine �légal�. On dé�nit don elui-i préisément de manière similaire à la rédutibilité.Dé�nition 4.36 (Invariant sur son domaine) Soient un jugement dérivable � ` T : K et uneinterprétation I adaptée à �. On dé�nit par réurrene sur la mesure de la forme ordre-normale deK la proposition �(T;K;�;I) est invariant sur son domaine� par :� Si K = Set alors pour tout T 0 tel que T B� T 0, jT jI = jT 0jI .� SiK = (x : T1)K1, alors pour tout jugement � ` t : T1 dérivable, si jtjI jT1jI alors ((T t);K1[xnt℄;�;I) est invariant sur son domaine.� Si K = (� : K1)K2, alors pour tout jugement � ` T1 : K1 dérivable, on a ((T T1);K2[� nT1℄;�;I) est invariant sur son domaine si (T1;K1;�;I) est invariant sur son domaine.



4.11. INTERPRÉTATIONS ET �-RÉDUCTION 111On véri�e que la ondition d'invariane sur le domaine est su�sante pour traiter le as de larègle de onversion dans le as de jugements de la forme � ` t : T .Lemme 4.40 Soient deux jugements dérivables � ` T1 : Set et � ` T2 : Set et une interprétationI adaptée à �. Si (T1;Set;�;I) et (T2; Set;�;I) sont invariants sur leurs domaines et T1 =��� T2,alors jT1jI = jT2jI .Preuve On sait que kT1k et kT2k admettent un réduit ommun U :kT1k B� U et kT2k B� Ud'après le lemme de retard de � et le lemme 2.8 il existe deux prédiats T 01 et T 02 tels que :T1 B��� T 01 kT 01k B�� U T2 B��� T 02 kT 02k B�� U:Alors les hypothèses et les lemmes 4.38 et 4.39 assurent quejT1jI = jT 01jI = jU jI = jT 02jI = jT2jI :4.11 Interprétations et �-rédutionDans ette partie, on véri�e essentiellement que la règle de formation de l'élimination forte(Elim-S) est orrete vis-à-vis de l'interprétation. Pour ommener, on montre que la propriétéd'invariane sur son domaine est bien lose par � puis �-rédution de tête inverse :Lemme 4.41 Soient les termes T , A, V , U , U1 : : : Un. Si([x : A℄T U U1 : : : Un) B� Valors (T [x n U ℄ U1 : : : Un) B� V 0ave soit V = V 0, soit V B1� V 0.Preuve La preuve est faile, et similaire à e qu'on peut faire en �-alul pur. On raisonne parréurrene sur la longueur de la haîne de rédutions, en véri�ant à haque fois si le radial de têteest réduit ou non.Lemme 4.42 Si (T [xnA℄;K;�;I) est invariant sur son domaine, et si � ` ([x : U ℄T A) : K, alors(([x : U ℄T A);K;�;I) est invariant sur son domaine.Preuve Pour un terme T0, tel que � ` T0 : K, dire que (T0;K;�;I) est invariant, 'est équivalentà dire que pour une ertaine lasse de U1 : : : Un qui dépend de K, si(T0 U1 : : : Un) B� T1alors j(T0 U1 : : : Un)jI = jT1jI :Considérons don une telle séquene U1 : : : Un. Si ([x : U ℄T A U1 : : : Un) B� V , alors d'après lelemme préédent, il existe V 0 tel que (T [x nA℄ U1 : : : Un) B� V 0, ave V = V 0 ou V B� V 0. Dans lesdeux as, jV jI = jV 0jI . Comme par ailleurs (T [x n A℄;K;�;I) est invariant sur son domaine, on aj(T [xnA℄ U1 : : : Un)jI = jV 0jI . En�n omme ([x : U ℄T A) B� T [xnA℄, on a j(T [xnA℄ U1 : : : Un)jI =j([x : U ℄T A U1 : : : Un)jI . Don j([x : U ℄T A U1 : : : Un)jI = jV jI .



112 CHAPITRE 4. LE THÉORÈME DE NORMALISATION FORTELemme 4.43 Si ((�[Ci(I); Fi;Fun_Elim(I;Q; ~Fj)℄ ~m);K;�;I) est invariant sur son domaine, etsi � ` Elim(I;Q; ~u; (Constr(i; I) ~m))f�!Fjg : Kalors (Elim(I;Q; ~u; (Constr(i; I) ~m))f�!Fjg;K;�;I) est aussi invariant sur son domaine.La preuve est similaire à elle du lemme préédent.Corollaire 4.10 Soit le jugement dérivable � ` Elim(I;Q; ~u; t)f�!Fig : K ('est-à-dire ave K =���(Q ~u t)) et I une interprétation adaptée à �. Alors (Elim(I;Q; ~u; t)f�!Fig;K;�;I) est invariant surson domaine si et seulement si ((Fun_Elim(I;Q; ~Fi) ~u t);K;�;I) l'est.Il est utile d'introduire une variante �-réduite de (�[Ci(X); f; F ℄ ~m) :Dé�nition 4.37 Soit deux termes f et F , une séquene de termes ~m et un type de onstruteurC(X) � (~xi : ~Ui)(X ~t) tel que ~m soit de même longueur que les séquenes ~xi et ~Ui. On dé�nit alorsle terme �red[Ci(X); f; F; ~m℄ par réurrene sur la longueur de ~m par les égalités suivantes :�red[(X ~t); f; F; [℄℄ � f�red[(x : M)D(X); f; F;m :: ~m℄ � �red[D(X); (f m); F; ~m℄�red[((~x : ~M)(X ~N))! D(X); f; F;m :: ~m℄ � �red[D(X); (f m [~x : ~M ℄(F ~M (m ~x))); F; ~m℄On remarque tout de suite que (�[Ci(X); f; F ℄ ~m) se réduit vers�red[Ci(X); f; F; ~m℄ par �-rédutionde tête inverse. Plus préisément :Lemme 4.44 Soit le jugement dérivable � ` (�[C(X); f; F ℄ ~m) : K ave C(X) et ~m véri�antles onditions i-dessus et I une interprétation adaptée à �. Alors (�[C(X); f; F ℄ ~m);K;�;I) estinvariant sur son domaine si et seulement si (�red[C(X); f; F; ~m℄;K;�;I) l'est.Preuve C'est une onséquene immédiate du lemme 4.42.Les deux lemmes suivants orrepondent au as le plus déliat du théorème 10, à savoir que larègle de onstrution d'un prédiat par élimination forte préserve la propriété d'invariane sur ledomaine.Lemme 4.45 Soit le jugement dérivable � ` Elim(I;Q; ~u; t)f�!Fig : (Q ~u t), où Elim(I;Q; ~u; t)f�!Fig,ainsi que les Fi sont des prédiats. Soit aussi I une interprétation adaptée à �. On suppose quejtjI 2 j(I ~u)jI et t B� (Constr(i; I) ~v). On a alors :jElim(I;Q; ~u; t)f�!FigjI = j(�[Ci(I); Fi;Fun_Elim(I;Q; ~Fi)℄ ~v)jI :Preuve Soit G la fontion utilisée en 4.30 pour la dé�nition de jElim(I;Q; ~u; t)f�!FigjI . Soit (Co(i) ~w)la forme normale de jtjI . On ajElim(I;Q; ~u; t)f�!FigjI = G(jIjI)(j~ujI ; (Co(i) ~w))= �red[Ci(I); Fi; g; ~w℄jI;g G(pred(jIjI ;(Co(i) ~w))):Or d'après le lemme 4.35, on sait que ~w 2 j(~y : ~T )jI;X pred(jtjI ;j~vjI) et don dans la formulepréédente, g n'est appliqué qu'à des éléments de pred(jIjI ; (Co(i) ~w)) et on peut don appliquer le



4.11. INTERPRÉTATIONS ET �-RÉDUCTION 113lemme 4.22 :jElim(I;Q; ~u; t)f�!FigjI = j�red[Ci(I); Fi; g; ~w℄jI;g G(jIjI)= j�red[Ci(I); Fi; g; ~w℄jI;g jFun_Elim(I;Q; ~Fi)jI (lemme 4.23)= j�red[Ci(I); Fi;Fun_Elim(I;Q; ~Fi); ~w℄jI= j�[Ci(I); Fi;Fun_Elim(I;Q; ~Fi)℄ ~v)jI :Lemme 4.46 (Corretion de l'élimination forte) Soit un jugement dérivable� ` Elim(I;Q; ~u; t)f�!Fig : (Q ~u t)où les Fi ainsi don que Elim(I;Q; ~u; t)f�!Fig sont des prédiats. On suppose que pour toute interpré-tation I, adaptée à �, on a :1. jtjI 2 j(I ~u)jI2. pour tout i, (Fi;�fCi(I); Q;Constr(i; I)g;�;I) est invariant sur son domaine.Soit maintenant I une interprétation adaptée à � donnée ; alors(Elim(I;Q; ~u; t)f�!Fig; (Q ~u t);�;I)est invariant sur son domaine.Preuve On raisonne par réurrene sur (jtjI ; j~ujI) par rapport à l'ordre >(I;I).Pour abréger, on note : T � Elim(I;Q; ~u; t)f�!Fig:Dire que (T; (Q ~u t);�;I) est invariant sur son domaine, revient à dire que pour toute séquene determes ~U appartenant à un ertain ensemble, on a :(T ~U) B� T 0 ) jT 0jI = j(T ~U)jI(pour haun de es ~U on a bien sûr � ` (T ~U) : Set). Considérons une telle séquene ~U . Ondistingue les as suivants :� Le terme jtjI n'admet pas de réduit de la forme (Co(i) ~m) ('est-à-dire il est minimal pour<(I;I)). Alors T 0 est forément de la forme(Elim(I 0; Q0; ~u0; t0)f�!F 0ig ~U 0)et on a j(T ~U)jI = Can(Set) = jT 0jI .� Le terme t n'admet pas de réduit de la forme (Constr(i; I) ~m), mais la forme normale de jtjIest de la forme (Co(i) ~m). Alors T 0 est enore forément de la forme(Elim(I 0; Q0; ~u0; t0)f�!F 0ig ~U 0):Par dé�nition, on a :j(T ~U)jI = j(�[Ci(X); Fi;Fun_Elim(I;Q; ~Fi)℄ ~a ~U)jI;~a ~mjT 0jI = j(�[Ci(X)0; F 0i ;Fun_Elim(I 0; Q0; ~Fi0)℄ ~a ~U 0)jI;~a ~m



114 CHAPITRE 4. LE THÉORÈME DE NORMALISATION FORTEoù ~a est une séquene de variables de terme �fraîhes�, de même longueur que ~m. Il est failede voir que le seond terme est un réduit du premier. Il su�t don de véri�er que(�[Ci(X); Fi;Fun_Elim(I;Q; ~Fi)℄ ~a ~U);Set;�(~a; ~V );I;~a ~m)est invariant sur son domaine, où ~V est dé�nit par :Ci(I) � (~a : ~V )(I ~n):Cei revient à véri�er (lemme 4.44) que(�red[Ci(X); Fi;Fun_Elim(I;Q; ~Fi);~a℄ ~U);Set;�(~a; ~V );I;~a ~m)est invariant sur son domaine, et pour ela il su�t de véri�er que�red[Ci(X); Fi;Fun_Elim(I;Q; ~Fi);~a; (Q u t);�(~a; ~V );I;~a ~m)est invariant sur son domaine. Pour ela, il su�t d'utiliser la ondition 2 et, par réurrenesur la struture de Ci(X), de véri�er à haque fois que les arguments appliqués à Fi dans�red[Ci(X); Fi;Fun_Elim(I;Q; ~Fi);~a℄ sont bien dans le domaine. C'est une onséquene dulemme 4.35 ; en partiulier, dans le as d'arguments réursifs, on sait, par hypothèse de réur-rene, que l'appliation de Fun_Elim(I;Q; ~Fi) à l'argument est un prédiat invariant sur sondomaine, ar l'argument est inférieur à jtjI pour l'ordre <(I;I).� Le terme t admet un réduit de la forme (Constr(i; I) ~v), et don la forme normale de jtjI estde la forme (Co(i) ~m). On suppose qu'en allant de (T ~U) à T 0 on ne réduit jamais la rainede T : T 0 = (Elim(I 0; Q0; ~u0; t0) ~U 0):on sait alors (lemmes 2.19 et 2.28) que t0 admet aussi un réduit de la forme (Constr(i; I 0) ~v0)et alors : j(T ~U)jI = j(�[Ci(X); Fi;Fun_Elim(I;Q; ~Fi)℄ ~v)jIjT 0jI = (�[C 0i(X); F 0i ;Fun_Elim(I 0; Q0; ~F 0i )℄ ~v0)jIIl est faile de voir que le seond terme est un réduit du seond. Par un raisonnement similaireau as préédent, on véri�e que ((T ~U);Set;�;I) est invariant sur son domaine. Le résultatsuit.� En�n on fait les mêmes hypothèses sur le terme t que i-dessus, mais on suppose ette fois quel'on réduit la raine de T en allant de (T ~U) vers T 0. Mais dans e as il existe une séquene~v telle que l'on puisse réordonner les rédutions :(T ~U) B� (Elim(I;Q; ~u; (Constr(i; I) ~v))f�!Fig ~U)B� (�[Ci(X); Fi;Fun_Elim(I;Q; ~Fi)℄ ~v ~U)B� T 0:Il est lair que la première série de rédutions ne hange pas la valeur de l'interprétation (onne réduit que dans un terme de preuve). La �-rédution entrale non plus (lemme préédent).En�n de même que i-dessus, on véri�e que((�[Ci(X); Fi;Fun_Elim(I;Q; ~Fi)℄ ~v ~U);Set;�;I)est bien invariant sur son domaine.



4.12. INSTANCIATIONS DE CONTEXTES 1154.12 Instaniations de ontextesEn quanti�ant sur l'interprétation I, on quanti�e en fait sur toutes les substitutions valides dansles termes purs orrespondants aux termes de preuve. Cette quanti�ation orrespondant don, dela manière usuelle, à la notion de rédutibilité jT jI dé�nie sur les prédiats. En revanhe elle estinsu�sante pour antiiper les substitutions qui auront lieu dans les prédiats. Il nous faut dondé�nir quelles seront les substitutions légales vis-à-vis de l'invariane sur le domaine. On exigeraette fois que es substitutions soient bien-typées. On aboutit ainsi à la notion d'instaniation deontexte qui ressemble à l'interprétation �à la Kripke� de Coquand et Gallier [23℄. Il s'agit en faitde quanti�er sur toutes les dérivations ommençant par une dérivation.C'est, ave les odages des parties 4.15 et 4.16, l'une des lourdeurs dues au passage par les termespurs.Dé�nition 4.38 (Instaniations de ontexte) Soit � un ontexte bien formé (.a.d. qu'il existeun jugement dérivable � ` A : B). Soit � un ontexte et � une appliation assoiant un terme àtoute variable, tel que 8x =2 �:�(x) = x:On dit que (�; �) est une instaniation de � si � est bien formé et si pour toute variable x appa-raissant dans �, on a � ` �(x) : �(x)[�℄, où t[�℄ est le terme t dont toutes les variables libres y ontété substituées par leur valeurs �(y).Lemme 4.47 Soit un jugement dérivable � ` A : B et (�; �) une instaniation de �. Alors � `A[�℄ : B[�℄.Preuve Par réurrene sur la struture de A, en utilisant les lemmes d'inversion et de substitution.Dé�nition 4.39 (Instaniations adaptées) Soient � un ontexte bien formé et (�; �) une ins-taniation de �. On dit que (�; �) est une instaniation adaptée à � si :� 8a 2 �:j�(a)j� 2 j�(a)[�℄j�� 8� 2 �: (�(�);�(�)[�℄;�;Can(�)) est invariant sur son domaine.On remarque que la première lause est équivalente à dire que C(�) Æ � est une interprétationadaptée à �.On peut maintenant dé�nir e qui sera notre hypothèse de réurrene pour les jugements � `T : K.Dé�nition 4.40 Soit un jugement dérivable � ` T : K. On dit que toute instaniation de (T;K;�)est invariante si pour toute instaniation (�;�) adaptée à � et pour toute interprétation I adaptéeà �, (T [�℄;K[�℄;�;I) est invariant sur son domaine.4.13 Ordres et shémas d'ordres invariants sur leur domaineDans ette partie, on adapte simplement les dé�nitions préédentes pour onstruire les hypo-thèses de réurrenes orrespondant aux jugements � ` K : E et � ` E : Extern.Dé�nition 4.41 Soit un jugement dérivable � ` K : E, K0 la forme ordre-normale de K et I uneinterprétation adaptée a �. On dé�nit la proposition �(K;E;�;I) est invariant sur son domaine�par réurrene sur la struture de K0 :



116 CHAPITRE 4. LE THÉORÈME DE NORMALISATION FORTE� si K0 = Set et E = Type, alors (K;E;�;I) est invariant sur son domaine� si K0 = [a : T ℄K1 et E = (a : T 0)E1, alors (K;E;�;I) est invariant sur son domaine si etseulement si (T;Set;�;I) est invariant sur son domaine, et pour tout terme t tel que � ` t : Tsoit dérivable, et jtjI 2 jT jI , on ait (K1[a n a℄; E1[a n t℄;�;I) invariant sur son domaine� si K0 = (a : T )K1 et E = Type, alors (K;E;�;I) est invariant sur son domaine si etseulement si (T;Set;�;I) est invariant sur son domaine, et pour tout terme t tel que � ` t : Tsoit dérivable, et jtjI 2 jT jI , on ait (K1[a n a℄;Type;�;I) invariant sur son domaine� si K0 = [� : K1℄K2 et E = (� : K 01)E1, alors (K;E;�;I) est invariant sur son domaine si etseulement si (K1;Type;�;I) est invariant sur son domaine, et pour tout prédiat T tel que� ` T : K1 soit dérivable et (T1;K1;�;I) invariant sur son domaine, on ait (K2[�nT ℄; E1[�nT ℄;�;I) invariant sur son domaine� si K0 = (� : K1)K2 et E = Type, alors (K;E;�;I) est invariant sur son domaine si etseulement si (K1;Type;�;I) est invariant sur son domaine, et pour tout prédiat T tel que � `T : K1 soit dérivable et (T1;K1;�;I) invariant sur son domaine, on ait (K2[�nT ℄;Type;�;I)invariant sur son domaine.Remarquons que l'on n'utilise pas vraiment E dans la dé�nition, mais il semble plus lair de ne pasl'omettre dans l'énoné.Dé�nition 4.42 Soit un jugement dérivable � ` E : Extern et une interprétation I adaptée à �.On dé�nit la proposition �(E;�;I) est invariant sur son domaine� par :� dans le as où E = Extern, (Extern;�;I) est invariant sur son domaine� si E = (a : T )E1, alors (E;�;I) est invariant sur son domaine si et seulement si (T; Set;�;I)est invariant sur son domaine, et pour tout jugement dérivable � ` t : T ave jtjI 2 jT jI , onait (E1[a n t℄;�;I) invariant sur son domaine� si E = (� : K)E1, alors (E;�;I) est invariant sur son domaine si et seulement si(K;Type;�;I)est invariant sur son domaine et pour tout jugement dérivable � ` T : K, ave (T;K;�;I)invariant sur son domaine, on ait (E1[� n T ℄;�;I)invariant sur son domaine.On veri�e que ette hypothèse su�t à traiter la règle de onversion pour les ordres :Lemme 4.48 Soit les jugements dérivables � ` T : K et � ` K 0 : Type et I une interprétaitonadaptée à �. On suppose K =��� K 0 et que (K;Type;�;I) et (K 0;Type;�;I) sont invaraints surleurs domaines. Alors si (T;K;�;I) est invariant sur son domaine, (T;K 0;�;I) l'est aussi.Preuve Par réurrene sur la struture de la forme ordre-normale K0 de K. On appelle K 00 laforme ordre-normale de K 0.� Le as K0 = K 00 = Set est trivial.� Si K0 = (a : T0)K1 et K 00 = (a : T 00)K 01, on a forément T0 =��� T 00 et K1 =��� K 01.Par hypothèse, (T0;Set;�;I) et (T 00;Set;�;I) sont invariants sur leurs domaines, et donjT0jI = jT 00jI . Pour tout terme t, on a don � ` t : T0 et jtjI 2 jT0jI si et seulement si� ` t : T 00 et jtjI 2 jT 00jI . Dans e as, on a alors (K1[an t℄;Type;�;I) et (K 01[an t℄;Type;�;I)invariants sur leurs domaines, et don par hypothèse de réurrene, ((T t);K1[a n t℄;�;I) estinvariant sur son domaine si et seulement si ((T t);K1[a n t℄;�;I) l'est.



4.14. NORMALISATION FORTE DES TERMES PURS 117� Le as K0 = (� : K1)K2 et K 00 = (� : K 01)K 02 est similaire.Dé�nition 4.43 Soit un jugement dérivable � ` K : E (respetivement � ` E : Extern). Ondit que toute instaniation de (K;E;�) (respetivement de (E;�)) est invariante si et seulement sipour toute instaniation (�;�) adaptée à � et toute interprétation I adaptée à �, (K[�℄; E[�℄;�;I)(respetivement (E[�℄;�;I)) est invariant sur son domaine.Les lemmes suivants permettent de traiter la formation d'abstration dans les ordres :Lemme 4.49 Soit le jugement dérivable � :: (a; T ) ` K : E. On suppose que toute instaniation de(T;Set;�) et de (K;E;� :: (a; T )) est invariante. Alors toute instaniation de ([a : T ℄K; (a : T )E;�)est invariante.Preuve Soit (�;�) une instaniation de � et I une interpretation adaptée à �. Par hypothèse,(T [�℄;Set;�;I) est invariant sur son domaine. Il nous faut don enore véri�er, qu'étant donné� ` t : T [�℄ ave jtjI 2 jT jI , (K[�; a ! t℄; E[�; a ! t℄;�;I) est invariant sur son domaine. C'estvrai, puisque (�; a! t;�) est une instaniation adaptée de �.Lemme 4.50 Soit le jugement dérivable � :: (�;K1) ` K2 : E. On suppose que toute instan-iation de (K2; E;� :: (�;K1)) ou de (K2;Type;�) est invariante. Alors toute instaniation de([� : K1℄K2; (� : K1)E;�) est invariante.La preuve est similaire à la préédente.4.14 Normalisation forte des termes pursLe déor est maintenant en plae pour dérouler la grande preuve par réurrene.Théorème 10 Soit un � ` t : T un jugement dérivable et I une interprétation adaptée à �. AlorsjtjI 2 jT jI .Preuve Cette fois, on raisonne par réurrene n÷thérienne sur la taille de la dérivation. Plusexatement pour renforer l'hypothèse de réurrene, on prouve :� si � ` t : T est dérivable et si I est une interprétation adaptée à �, alors jtjI 2 jT jI ,� si � ` T : K est dérivable, alors toute instaniation de (T;K;�) est invariante,� si � ` K : E est dérivable, alors toute instaniation de (K;E;�) ou de (E;�) est invariante,� si � ` E : Extern, alors toute instaniation de (E;�) est invariante.Une fois de plus, on passe don en revue l'ensemble des règles d'inférene. Rappelons que �(u)désigne la longueur de la plus longue haîne de rédutions possibles dans un terme pur u fortementnormalisable. Pour une meilleure lisibilité, les nombreux as de la preuve sont regroupés suivantla lasse du terme onstruit (t : T; T : K, K : E ou E : Extern), 'est-à-dire suivant la lause del'hypothèse de réurrene qu'il faut prouver.4.14.1 Constrution des termes de preuvesLes règles suseptibles d'être les dernières utilisées dans la dérivation d'un jugement � ` t : Tsont : Lam-Set, W-Set, W-Type, Var, App, Conv, Intro et W-Elim. Nous les onsidéronsdans et ordre. Les as déliats ont en fait déjà été traités



118 CHAPITRE 4. LE THÉORÈME DE NORMALISATION FORTELa règle Lam-Set. Le as du jugement � ` [a : T1℄t : (a : T1)T2 orrespond exatement aulemme 4.28. Celui du jugement � ` [� : K℄t : (� : K)T au lemme 4.29.La règle d'a�aiblissement W-Set. Elle ne pose pas de problèmes, puisqu'une interprétationadaptée au ontexte � :: (x;M) est aussi adaptée au ontexte �. Le reste suit par appliationimmédiate de l'hypothèse de réurrene.La règle d'a�aiblissement W-Type. Ii aussi, il n'y a pas de di�ultés, puisque toute instania-tion du ontexte � :: (�;K) est aussi une instaniation de �. Le reste suit par utilisation immédiatede l'hypothèse de réurrene.La règle Var. Le jugement est de la forme � ` a : T ; aussi si I est adaptée à � on a e�etivementjajI = I(a) 2 jT jI .La règle App. Comme d'habitude, e as ne pose pas vraiment de problèmes :� Si le jugement est � ` (t1 t2) 2 T1[a n t2℄, on sait par hypothèse de réurrene que jt2jI 2 jT2jIet jt1jI 2 j(a : T2)T1jI . Aussi a-t-on (jt1jI jt2jI) = j(t1 t2)jI 2 jT1jI;a jt2jI . Comme jT1jI;a jt2jI =jT1[a n t2℄jI , le résultat suit.� Si le jugement est � ` (t T1) : T [� n T1℄, on sait par hypothèse de réurrene que jtjI 2 j(� :K1)T jI , don en partiulier jtjI 2 jT jI;� jT1jI = jT [� n T1℄jI . Comme jtjI = j(t T1)jI , le résultatsuit.La règle Conv. C'est une onséquene immédiate du lemme 4.40 et des hypothèses de réurrene.La règle Intro. C'est une onséquene immédiate du lemme 4.34.La règle W-Elim. C'est une onséquene du lemme 4.7.4.14.2 Constrution des prédiatsLes règles suseptibles d'être les dernières d'une dérivation de � ` T : K sont : Prod-Set,Lam-Type, W-Set, W-Type, Var, App, Conv, Ind, S-Elim. Nous les traitons dans et ordre.La règle Prod-Set.� Si le jugement est de la forme � ` (a : T1)T2 : Set, il n'y a pas de di�ultés. Étant donnés �,� et I, on sait par hypothèse de réurrene que jT1[�℄jI = jU1jI pour tout U1 tel que T1[�℄ B� U1.De même pour tout u 2 jT1jI , si T2[�℄ B� U2 alors jT2jI;a u = jU2jI;a u. Aussi si (a : T1)T2 B� U ,alors j(a : T1)T2jI = jU jI .� Si le jugement est de la forme � ` (� : K)T : Set, on a vu que si K[�℄ B� K 0[�℄ alorsCR(K[�℄) = CR(K[�℄0). Par ailleurs pour tout C élément de CR(K[�℄) et pour tout U tel queT [�℄ B� U on a bien jT jI;� C = jU jI;� C. Don j((� : K)T )[�℄jI est bien invariant par rédutiondans ((� : K)T )[�℄.La règle Lam-Type.� Si le jugement est � ` [a : T1℄T : (a : T1)K, étant donnés �; � et une dérivation de � `t : T1[�℄, il faut véri�er que (([a : T1℄T [�℄ t);K[�℄[a n t℄;�;I) est invariant sur son domaine. Lelemme 4.42 ramène ela a prouver que (T [�℄[a n t℄;K[�℄[a n t℄;�;I) est invariant, 'est-à-dire que(T [�; a  t℄;K[�; a  t℄;�;I) est invariant. Il est alors faile de voir que (�; �; a  t) est uneinstaniation adaptée du ontexte � :: (a; T1) ; il nous su�t alors d'appliquer l'une des hypothèsesde réurrene qui assure que toute instaniation de (T;K;� :: (a; T1);I) est invariante.� Si le jugement est � ` [� : K1℄T : (� : K1)K, étant donnés �, �, I, il nous faut véri�erque pour tout jugement �� ` T1 : K1[�℄, si (T1;K1[�℄;��;I) est invariant sur son domaine,alors ((([� : K1℄T )[�℄ T1);K[�℄[� n T1℄;��;I) est bien invariant sur son domaine. La preuve estquasi-identique à elle du as préédent.



4.14. NORMALISATION FORTE DES TERMES PURS 119La règle Var. Le jugement est � ` � : K ; l'une des hypothèses est préisément que(�(�);K[�℄;��;I)est bien invariant sur son domaine.La règle App.� Si le jugement est � ` (T1 T2) : K1[� n T2℄, étant donnés �, � et I il nous faut véri�er que((T1 T2)[�℄;K1[� nT2℄;�;I) est invariant sur son domaine. C'est immédiat, puisque, par hypothèsede réurrene, (T1[�℄; (� : K2)K1[�℄;�;I) et (T2[�℄;K2[�℄;�;I) sont invariants sur leurs domaines.� Si le jugement est � ` (T t1) : K[a n t1℄, étant donnés �, � et I il nous faut véri�er que(T t1)[�℄;K[a n t1℄[�℄;�;I) est invariant sur son domaine. C'est immédiat, puisque (T [�℄; (a :T1)K[�℄;�;I) est invariant sur son domaine, et qu'on sait dériver le jugement � ` t[�℄ : T1[�℄.La règle Conv. C'est une onséquene immédiate du lemme 4.48 et des hypothèses de réurrene.La règle Ind. On peut véri�er que (Ind(X : A)f����!Ci(X)g[�℄; A[�℄;��;I) est invariant sur son do-maine. Si on regarde la dé�nition de jInd(X : A)f����!Ci(X)g[�℄jI , on voit qu'elle ne dépend que deCR(A), et des : j�fCi(X)[�℄; Q; gjI;X S;Q C; Co(i):Or es derniers sont invariants sur leurs domaines. On en déduit don failement que si :Ind(X : A)f����!Ci(X)g[�℄ B� I 0alors jInd(X : A)f����!Ci(X)g[�℄jI = jI 0jIet don a fortiori, l'hypothèse de réurrene est véri�ée.La règle S-Elim. C'est une onséquene à peu près immédiate du lemme 4.46.4.14.3 Constrution des ordresLes jugements de la forme � ` K : E ne peuvent être dérivés qu'en utilisant ultimement unedes règles suivantes : Ax1, Prod-Type, Lam-Extern, W-Set, W-Type, App et Conv. On lesonsidère dans et ordre.La règle Ax1. C'est immédiat.La règle Prod-Type. Si le jugement est de la forme � ` (a : T )K : Type, la prémisse est� :: (a; T ) ` K : Type. On a don également une dérivation plus petite du jugement � ` T : Set. Enappliquant l'hypothèse de réurrene à es deux jugements, on obtient que (T; Set;�) est toujoursinvariant sur son domaine, et (K0;� :: (a; T )) est toujours invariant où k0 est la forme ordre-normaledeK. Aussi, omme la forme ordre-normale de (a : T )K est (a : T )K0, on sait alors que ((a : T )K;�)est toujours invariant. Le as où le jugement est de la forme � ` (� : K1)K2 : Type est tout à faitsimilaire au préédant.Dans les deux as, on a, par dé�nition, que toute instaniation de (Type;�) est invariante.La règle Lam-Extern.� Si le jugement est � ` [a : T ℄K : (a : T )E, le lemme 4.49 assure que toute instaniation de([a : T ℄K; (a : T )E;�) est invariante. Par ailleurs, il existe alors une dérivation de � ` T : Set àlaquelle nous pouvons appliquer l'hypothèse de réurrene, et don toute instaniation de (T; Set;�)



120 CHAPITRE 4. LE THÉORÈME DE NORMALISATION FORTEest invariante. Comme l'une des prémisses est � :: (a; T ) ` K : E, on sait que toute instaniationde (K;E;� :: (a; T )) est invariante. On peut déduire de es deux dernières propriétés que touteinstaniation de ((a : T )E;�) est invariante.� Le as où le jugement est de la forme � ` [� : K1℄K2 : (� : K1)E est tout à fait similaire. Onutilise le lemme 4.50.Les règle W-Set et W-Type.La règle App. � Si le jugement est � ` (K t) : E[a n t℄, les prémisses sont � ` K : (a : T )E et� ` t : T . Soit [a : T 0℄K0 la forme ordre-normale de K. On a alors T =��� T 0. Etant donnés �, � etI, on sait que jt[�℄jI 2 jT [�℄jI . Comme (T [�℄;Set;�;I) et (T 0[�℄;Set;�;I) sont invariants sur leursdomaines, on a jt[�℄jI 2 jT 0jI . Aussi, (�; a ! t[�℄;�) est une interprétation adaptée à � :: (a; T ),et don (K[�; a! t℄; E[�; a! t℄;�;I) et (E[�; a! t℄;�;I) sont invariants sur leurs domaines.� Le as d'un jugement � ` (K T ) : E est similaire.La règle Conv. Ce as est immédiat puisque l'hypothèse de réurrene ne dépend que de K et pasde son type E.4.14.4 Constrution des shémas d'ordresIl ne faut traiter que le as de la formation de produit. Les preuves sont exatement les mêmesque elles utilisées dans le as de la règle Lam pour les ordres.Cei los la preuve du théorème 10.Corollaire 4.11 Si t un terme preuve bien-formé, alors t est fortement normalisable.Preuve Un terme preuve t est bien formé si et seulement s'il existe un ontexte � et un prédiatT tel que le jugement � ` t : T soit dérivable. Il su�t de dé�nir une interprétation I admissiblepour �, telle que pour tout a on ait I(a) = a. En e�et, alors jtjI = t et jtjI 2 jT jI , et omme jT jIest un andidat de rédutibilité t est fortement normalisable.On a dit que I(a) = a pour toute variable de preuve a. On dé�nit I(�) par réurrene struturellesur � :� Si � = [℄ on hoisit I(�) = Can(Set) pout tout �.� Si � = �0 :: (a; T ), on prend pour I l'interprétation assoiée à �0.� Si � = �0 :: (�;K), on sait que �0 ` K : Type, et don si J est le ontexte admissible pour�0, on prend I � J ;� jKjJ .4.15 Normalisation forte des termes démarquésIl nous reste à véri�er que la normalisation forte des termes purs assoiés aux termes preuvesimplique bien la normalisation forte de tout les termes bien formés. Cette dernière étape, bien qu'elleutilise un odage un peu pénible, est oneptuellement bien plus faile que e qui préède. Le seulproblème, est que la propriété de normalisation des termes purs ne nous assure pas a priori qu'il n'ya pas de séquene in�nie de rédutions, faisant intervenir des radiaux qui n'apparaissent pas dansle terme pur extrait. C'est le as des radiaux de la forme :([� : K℄t T )



4.15. NORMALISATION FORTE DES TERMES DÉMARQUÉS 121ou Elim(I;Q; ~u; (Constr(i; I) ~m))f�!Fjg où Q est un ordre.Toutefois, le résultat préédent se révèle su�sant pour apturer également le as des radiaux i-dessus. Conrètement on adaptera à notre système une idée de Harper, Honsell et Plotkin [132℄ :pour haque terme bien formé u, on dé�nit un terme preuve bien formé due tel que si u B u0, alorsdue B+ du0e, e qui assurera la normalisation forte. Pour simpli�er un peu l'ériture du odage,et à ause de di�ultés annexes liées à notre formulation de la �-rédution, nous hoisissons dedéomposer ette étape en deux : dans la présente partie, nous démontrons la normalisation forte destermes démarqués, 'est-à-dire si u est un terme bien-formé, alors kuk est fortement normalisable,et e quelle que soit la lasse de u : terme preuve, prédiat, ordre, et. Dans la partie suivante,nous utiliserons e résultat pour véri�er que u lui-même est e�etivement fortement normalisable.Soulignons que le résultat de normalisation forte de kuk est en lui-même intéressant, puisqu'il su�tà établir les deux propriétés essentielles reherhées, à savoir la ohérene logique du système, et ladéidabilité du typage.4.15.1 A propos du odageBien que la dé�nition exate du odage soit très rébarbative, l'idée générale est très simple. Pourêtre apable de simuler toutes les rédutions, y ompris elles sur les prédiats par des rédutionssur des termes preuves, puis des termes purs, il nous faut introduire une variable de preuve haquefois que nous introduisons une variable de prédiats. A partir de maintenant, on suppose don :Pour haque variable de prédiat �, on se donne une unique variable de preuve d�e. Onsupposera que les d�e sont deux-à-deux distintes, et qu'elles ne sont pas utilisées parailleurs.Ainsi, [� : K℄T se verra don traduit en un terme de la forme [d�e : T 0℄T 00. Comme toutefoisla variable � peut être utilisée dans T , on introduit également ette dernière, e qui donnera endé�nitive d[� : K℄T e = [� : K 0℄[d�e : T 0℄dT e. Il reste alors à dé�nir K 0 et T 0. Pour e faire, on vadé�nir également les fontions � , �, � qui orrespondront aux types des termes odés. On aura :dUe : �(V ) si U : V�(U) : �(V ) si U : V et U n'est pas un terme preuve�(V ) : �(V ) si U : V et U n'est ni un terme preuve ni un prédiatPour oder les sortes Set;Type et Extern, on rajoutera systématiquement dans le ontexte unevariable de prédiat o : Set. On se donne également une variable de preuve b? de type (� : Set)�, quinous aidera en partiulier lors de la dé�nition des odages des produits (d(x : T1)T2e par exemple).En�n on se donne une nouvelle variable de preuve �muette�, |, que l'on suppose non utilisée parailleurs, et qui jouera un r�le similaire à _ dans la dé�nition des termes démarqués.Toute es fontions sont dé�nies simultanément par réurrene sur la struture des termes. Lesdé�nitions sont données dans les �gures qui suivent.4.15.2 Propriétés du odageOn ommene par établir que le odage est ompatible ave la substitution.



122 CHAPITRE 4. LE THÉORÈME DE NORMALISATION FORTE�(Extern) � o�(Extern) � Set�(Extern) � Type�((a : T )E) � (a : �(T ))�(E)�((a : T )E) � (a : �(T ))�(E)�((a : T )E) � (a : �(T ))�(E)�((� : K)E) � (� : �(K))(d�e : �(K))�(E)�((� : K)E) � (� : �(K))(d�e : �(K))�(E)�((� : K)E) � (� : �(K))(d�e : �(K))�(E)Fig. 4.1 � Codage des shémas d'ordresLemme 4.51 Pour tout terme A bien typé dans un ontexte �, pour toute variable de preuve a liéedans � et tout terme de preuve t tel que � ` t : �(a), on a :dA[a n t℄e = dAe[a n dte℄�(A[a n t℄) = �(A)[a n dte℄ si �(A) est dé�ni�(A[a n t℄) = �(A)[a n dte℄ si �(A) est dé�niLemme 4.52 Pour tout terme A bien typé dans un ontexte �, pour toute variable de prédiat �liée dans � et tout prédiat T tel que � ` T : �(�), on a :dA[� n T ℄e = dAe[d�e n dT e℄[� n �(T )℄�(A[� n T ℄) = �(A)[d�e n dT e℄[� n �(T )℄ si A n'est pas un terme preuve�(A[� n T ℄) = �(A)[d�e n dT e℄[� n �(T )℄ si A est un ordrePreuve A haque fois par réurrene sur la struture des termes.En onséquene, la rédution passe bien au odage :Lemme 4.53 (odage et �-rédution) Pour tout terme A bien typé dans un ontexte �, si A B�A0, on a : dAe B+� dA0e�(A) B�� �(A0) si A n'est pas un terme preuve�(A) B�� �(A0) si A est un ordre.De plus si kAk B� A0, alors il existe A00, tel que jdAej B+ jdA00ej et kA00k = A0.Preuve Là enore par réurrene struturelle sur A. Considérons quelques as lés :� Si A = ([a : T1℄t2 t1) ave A0 = t2[a n t1℄, alors on adAe = ([a : �(T1)℄dt2e dt1e)B� dt2e[a n dt1e℄= dt2[a n t1℄e= dA0e
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dSete � (b? o)�(dSete) � o�(dSete) � Setd(A : T )Ke � (b? �(T )! ((a : �(T ))�(K))! o dT e [a : �(T )℄dKe)�((A : T )K) � (a : �(T ))�(K)�((A : T )K) � (a : �(T ))�(K)d(� : K1)K2e � (b? �(K1)! ((� : �(K1))(d�e : �(K1))�(K2))! odK1e [� : �(K1)℄[d�e : �(K1)℄dK2e)�((� : K1)K2) � (� : �(K1))(d�e : �(K1))�(K2)�((� : K1)K2) � (� : �(K1))(d�e : �(K1))�(K2)d[a : T ℄Ke � [a : �(T )℄dKe�([a : T ℄K) � [a : �(T )℄�(T )�([a : T ℄K) � [a : �(T )℄�(K)d[� : K1℄K2e � [� : �(K1)℄[d�e : �(K1)℄dK2e�([� : K1℄K2) � [� : �(K1)℄[d�e : �(K1)℄�(K2)�([� : K1℄K2) � [� : �(K1)℄[d�e : �(K1)℄�(K2)d(K t)e � (dKe dte)�((K t)) � (�(K) dte)�((K t)) � (�(K) dte)d(K T )e � (dKe �(T ) dT e)�((K T )) � (�(K) �(T ) dT e)�((K T )) � (�(K) �(T ) dT e)Fig. 4.2 � Codage des ordres
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�(�) � �d�e � d�e�((a : T1)T2) � (a : �(T1))�(T2)d(a : T1)T2e � (b? (o! (�(T1)! o)! o) dT1e [a : �(T1)℄dT2e)�((� : K)T ) � (� : �(K))(d�e : �(K))�(T )d(� : K)T e � (b? (o! (�(K)! �(K)! o)! o) dKe [� : �(K)℄[d�e : �(K)℄dT e)�([a : T1℄T2) � [a : � : (T1)℄�(T2)d[a : T1℄T2e � [a : �(T1)℄dT2e�([� : K℄T ) � [� : �(K)℄[d�e : �(K)℄�(T )d[� : K℄T e � [� : �(K)℄[d�e : �(K)℄dT e�(T t) � (�(T ) dte)d(T t)e � (dT e dte)�((T1 T2)) � (�(T1) �(T2) dT2e)d(T1 T2)e � (dT1e �(T2) dT2e)�(Ind(X : A)f�!Cig) � Ind(X : �(A))f���!�(Ci)gdInd(X : A)f�!Cige � (b? (o! (�(A)! �(A)! (o! o! : : :! o)! o)! o) dAe[X : �(A)℄[dXe : �(A)℄[| : o! o! : : :! o℄(| ~dCie))�(Elim(Ind(X : A)fg; Q; ~u; t)fg) � Elim(Ind(X : �(A))fg); �(Q); �(~u); dte)fgdElim(Ind(X : A)fg; Q; ~u; t)fge � ([| : o℄[| : o℄Elim(�(Ind(X : A)fg); �(Q); �(~u); dte)fg dAe dQe)�(Elim(I;Q; ~u; t)f�!Fig) � Elim(�(I); �(Q); �(~u); dte)f���!�(Fi)gdElim(I;Q; ~u; t)f�!Fige � Elim(�(I); �(Q); �(~u); dte)f�����������������������������!([| : �(A)℄[| : o℄dFie dIe (dQe �(~u) dte))gFig. 4.3 � Codage des prédiats



4.15. NORMALISATION FORTE DES TERMES DÉMARQUÉS 125dae � ad[a : T ℄te � [a : �(T )℄dted[� : K℄te � [� : �(K)℄[d�e : �(K)℄dted(t1 t2)e � (dt1e dt2e)d(t T )e � (dte �(T ) dT e)dConstr(i; Ind(X : A)f�!Cjg)e � ([| : �(A)℄Constr(i; �(Ind(X : A)f�!Cjg)) dInd(X : A)f�!Cjge)dElim(Ind(X : A)fg; Q; ~u; t)fge � ([| : o℄[| : o℄Elim(Ind(X : �(A))fg; �Q; �(~u); dte)fg dAe (dQe �(~u) dte))dElim(I;Q; ~u; t)f�!fi ge � Elim(�(I); �(Q); �(~u); dte)f�����������������������������!([| : �(A)℄[| : o℄dfie dIe (dQe �(~u) dte))gFig. 4.4 � Codage des termes preuves�([℄) � [℄ :: (o; Set) :: (b?; (� : Set)�)�(� :: (a; T )) � �(�) :: (a; �(T ))�(� :: (�;K)) � �(�) :: (�; �(K)) :: (d�e; �(K)) �([℄) � [℄ :: (o; Set) :: (b?; (� : Set)Set)�(t :: ~u) � dte :: �(~u)�(T :: ~u) � dT e :: �(T ) :: �(~u)Fig. 4.5 � Codage des ontextes et des séquenes de termeset de même kdAek = (�a:kdt2ek kdt1ek)B� kdt2ek[a n kdt1ek℄= kdt2e[a n dt1e℄k= kdt2[a n t1℄ek� Si A = ([� : K℄T1 T2) ave A0 = T1[� n T2℄, alors :dAe = ([� : �(K)℄[d�e : �(K)℄dT1e �T2 dT2e)B� dT1e[� n �(T2)℄[d�e n dT2e℄et kdAek = (�d�e:kdT1ek kdT2ek)B� kdT1ek[d�e n kdT2ek℄= kdT1e[d�e n dT2e℄k= kdT1[� n T2℄ekLemme 4.54 (odage et �-rédution) Pour tout terme A bien typé dans un ontexte �, si A B�A0, on a : dAe B+� dA0e�(A) B�� �(A0) si A est un ordre.De plus, si kdAek B�0 A06, il existe A00 tel que jdAej B+ jdA00ej et kdA00ek = A06Rappellons que la �0-rédution (dé�nition 2.20) orrespond simplement à la �-rédution pour les termes kAk.



126 CHAPITRE 4. LE THÉORÈME DE NORMALISATION FORTELemme 4.55 (odage et variables libres) Pour tout terme A bien typé dans un ontexte �,les variables libres de dAe, �(A), �(A) et �(A) (si es termes existent) appartiennent toutes àFV (A) [ fo; b?g.Preuve La preuve est immédiate par réurrene struturelle sur A.Lemme 4.56 (odage et �-rédution) Pour tout terme A bien typé dans un ontexte �, si A B�A0, on a : dAe B+�� dA0e�(A) B��� �(A0) si A n'est pas un terme preuve�(A) B��� �(A0) si A est un ordrePreuve On raisonne par réurrene sur la struture de A ; il su�t bien sûr de onsidérer les asoù A est lui-même le radial réduit (où on réduit la raine du terme).� Si A = [a : T ℄(U a) ave a =2 FV (U), on a a =2 FV (dUe), a =2 FV (�(U)) si �(U) est dé�ni,et. Et don : d[a : T ℄(U a)e = [a : �(T )℄(dUe a)B� dUe�([a : T ℄(U a)) = [a : �(T )℄(�(U) a)B� �(U)la preuve pour � étant identique à elle pour � .� Si A = [� : K℄(U �), on a � =2 FV (U), � =2 FV (�(U) si �(U) est dé�ni, et. Et don :d[� : K℄(U �)e = [� : �(K)℄[d�e : �(K)℄(dUe � d�e)B� [� : �(K)℄(dUe �)B � dUe�([� : K℄(U �)) = [� : �(K)℄[d�e : �(K)℄(�(U) � d�e)B� [� : �(K)℄(�(U) �)B� �(U)la preuve pour � étant identique à elle pour � .Pour véri�er que le odage préserve le typage, une ondition essentielle est que si A =��� A0,alors dAe =��� dA0e, �A =��� �A0, et. Malheureusement, les lemmes i-dessus ne su�sent pas toutà fait pour la prouver, toujours à ause de la non-on�uene. On va don repasser une dernière foispar les termes démarqués 2.19. On peut aisément étendre les dé�nitions de de; �; � et � aux termesdémarqués kAk, ave A bien formé. Il su�t pour ela de prendre :Dé�nition 4.44 On étend les dé�nitions préédentes aux termes kAk ave A bien formé en repre-nant exatement les dé�nitions préédentes ave de plus :d_e = �(_) = �(_) = �(_):



4.15. NORMALISATION FORTE DES TERMES DÉMARQUÉS 127On aura par exemple : dk[a : T ℄tke = [a : _℄dktke:Les deux résultats dont nous avons besoin sont alors :Lemme 4.57 Soit A un terme bien formé. Si kAk B� A0, alors :dkAke B� dA0e�(kAk) B� �(A0) si �(A) est dé�ni�(kAk) B� �(A0) si �(A) est dé�ni�(kAk) B� �(A0) si �(A) est dé�ni.La démonstration est quasiment identique à elle du lemme 4.56.Lemme 4.58 Soit A un terme bien formé. On a :dAe =��� dkAke�(A) =��� �(kAk) si �(A) est dé�ni�(A) =��� �(kAk) si �(A) est dé�ni�(A) =��� �(kAk) si �(A) est dé�ni.Preuve Par simple réurrene sur la struture de A. Les seuls as pertinents sont bien sûr euxoù A est de la forme [x : B℄C :� si A = [a : T ℄t, alors : dAe = [a : �(T )℄dte=��� [a : _℄dte=��� [a : _℄dktke= dkAke� si A = [� : K℄t alors : dAe =��� [� : _℄[d�e : _℄dktke= dkAke� si A = [a : T1℄T2 alors : dAe = [a : �T1℄dT1e=��� [a : _℄dkT2ke= dkAkeet : �(A) = [a : �(T1)℄�(T2)=��� [a : _℄�(kT2k)= �(kAk)� si A = [� : K℄T alors : dAe = [� : �(K)℄[d�e : �(K)℄dT e=��� [� : _℄[d�e : _℄dkTke= dkAkeLes autres as sont tous très similaires.



128 CHAPITRE 4. LE THÉORÈME DE NORMALISATION FORTELemme 4.59 (odage et onversion) Soient deux jugements dérivables � ` A : s et � ` A0 : s0ave s; s0 2 fSet;Type;Externg. Si A =��� A0, alors :�(A) =��� �(A0)et si s; s0 2 fType;Externg : �(A) =��� �(A0)et si s = s0 = Extern : �(A) =��� �(A0):Lemme 4.60 (odage et typage) Soit un jugement dérivable � ` A : B. Si B 6= Extern, lesjugements suivants sont dérivables :�(�) ` dAe : �(B) et �(�) ` �(B) : Set�(�) ` �(A) : �(B) et �(�) ` �(B) : Type si A n'est pas un terme preuve�(�) ` �(A) : �(B) et �(�) ` �(B) : Extern si A est un ordreEt si B = Extern on peut dériver : �(�) ` dAe : o�(�) ` �(A) : Set�(�) ` �(A) : Type�(�) ` �(A) : Extern:Preuve C'est bien sûr une réurrene sur la struture de la dérivation.Lemme 4.61 Pour tout terme u bien typé, kuk est fortement normalisable pour la ���0-rédution.Preuve Il est évident qu'il ne peut y avoir de séquene in�nie de �-rédutions (la taille du termedéroît stritement). En utilisant le lemme de retard de �, on peut aisément en onlure que kuk estfortement ���0-normalisable si et seulement s'il est fortement ��0-normalisable. Supposons que nousayons une suite in�nie de termes (ui)i2N ave u0 = kuk et ui B1��0 ui+1. Alors d'après les lemmespréédents, il existe une suite de termes (vi)i2N, ave kdviek = ui, et jdviej B+ jdvi + 1ej. Cei estbien sûr en ontradition ave le fait que jdv0ej ('est-à-dire jduej) est fortement normalisable.4.16 Normalisation forte des termes bien-formésPour montrer maintenant que tout terme bien typé est fortement normalisable, il nous su�td'émuler les rédutions pouvant apparaître dans les annotations de type dans les �-abstrations.L'idée est d'utiliser un odage, où [x : U ℄V est remplaé par quelque hose omme [x : U ℄([_ :Set℄V U). On a ainsi une ourrene de U qui n'est pas en annotation, et qui peut être e�aée àvolonté (si l'abstration disparaît lors d'une rédution). En onstruisant le odage, il faut juste faireattention aux deux points suivants :� on ne peut pas onstruire un terme ([_ : Type℄U K) (pour oder [� : K℄U) ; il faut don unodage de K sous forme de prédiat� la �-rédution rée des �-abstrations dont il faut tenir ompte.Le premier problème se pose déjà ave les PTS et est aisément résolu [56, 40℄. La solution duseond est un peu plus tehnique. On ommene par spéi�er le odage :



4.16. NORMALISATION FORTE DES TERMES BIEN-FORMÉS 129Dé�nition 4.45 On dé�nit indutivement le prédiat binaire �U ode V �, noté U  V , sur lestermes, par les lauses suivantes : x  xs  so  Set8i:U 0i  Ui ^ V 0  V ) (U 0 V 0)  (U V )) [~xi : ~Ui℄([ ~_i : ~Set℄V 0 ~U 0i)  [~xi : ~Ui℄V) (x : U 0)V 0  (X : U)VV 0  V ^ 8i:(U 0i  Ui ^W 0i  Wi) ) ([~xi : ~Ui℄([~_ : ~o℄([~xi : ~Ui℄W 0 ~V 0i ) ~U 0i) ~V 0i ) ([~xi : ~Ui℄W ~Vi)A0  A ^ 8i:Ci(X)0  Ci(X) ) Ind(X : A0)f����!Ci(X)g  Ind(X : A)f����!Ci(X)gI 0  I ) Constr(i; I 0)  Constr(i; I)U B� V 0 ^ V 0  V ) U  VInd(X : (~zk : ~A0kSet)f����!C 0i(X)g Ind(X : (~zk : ~Ak)Set)f����!Ci(X)g^ Q0  Q^ 8k:u0kduek^ t0  t^ 8i:f 0i  fi^ 8i:Ci(I 0) � ( ~yim : ~T im)(I ~V ik )^ 8i;m:T im  T im8i:�fCi(I); Q;Constr(i; I)g � (~yij 0 : ~U ij) ~W ij ) Elim(I 0; Q0; ~u0k; t0)f�!f 00i g  Elim(I;Q; ~uk; t)f�!fi gave 8i:f 00i = ([ ~_ im : Set℄f 000i ~T im0)et f 000i = [~yij 0 : ~U ij ℄(f 0i ~W ij )où, dans la dernière lause, W ij = yij 0 si le terme orrespond à un argument de onstruteur (U ijest un T im), et s'il orrespond à un appel réursif ave T im � (~wp : ~Mp)( : (X ~t))(Q ~t ) alorsW ij  [~wp : ~Mp℄[ : (X ~t)℄(yij 0 ~wp).Lemme 4.62 Si U1 B�� U2 et U3  U1, alors il existe un terme U4 tel que U3 B+�� U4 et U4  U2.De plus, kU3k B+��0 kU4k.Preuve Par réurrene sur la struture de la preuve de U1 B�� U2. Tous les as sont à peu prèsimmédiats, sauf elui où U1 est le �-redex réduit qui semble malheureusement impossible à détaillerformellement. On se ontente don d'examiner l'exemple des entiers naturels ; la rédution est alors :Elim(Nat; Q; [℄; (S p))ff0; fSg B� ([n : Nat℄(fS n (Fun_Elim(Nat; Q; [f0; fS℄) n)) p):Soit U tel que U  Elim(Nat; Q; [℄; (S p))ff0; fSg. On a forémentU = Elim(Nat; Q0; [℄; (S p0))ff 000 ; f 00Sgave Q0  Q, p0  p et les onditions i-dessus sur f 000 et f 00S , à savoir :f 000  f0f 00S = ([_ : Set℄f 000S Nat)f 000S = [n : Nat℄[p : (Q n)℄(f 0S n p)f 0S  fS



130 CHAPITRE 4. LE THÉORÈME DE NORMALISATION FORTEAlors U B� ([n : Nat℄(f 00S n (Fun_Elim(Nat; Q0; [f 00; f 0S℄) n)) p0)or ([n : Nat℄(f 00S n (Fun_Elim(Nat; Q0; [f 00; f 0S℄) n)) p0)= ([n : Nat℄([_ : Set℄(f 000S n (Fun_Elim(Nat; Q0; [f 00; f 0S ℄) n)) Nat) p0)B� ([n : Nat℄([_ : Set℄(f 0S n F ) Nat) p0)où F est un terme qui ode bien (Fun_Elim(Nat; Q0; [f 00; f 0S ℄) n).Corollaire 4.12 Si U1  U2 et kU1k est fortement ���0-normalisable, alors U2 est fortement nor-malisable.Preuve Enore une fois, le lemme de retard de � nous permet de dire qu'il su�t de véri�er queU2 est fortement ��-normalisable. Le lemme préédent nous permet de oder toutes les séquenesde ��-rédutions sur U2 par des séquenes de ��0-rédutions au moins aussi longues sur kU1k.Il ne nous reste alors plus qu'à véri�er qu'il existe bien un odage véri�ant les aratéristiquesi-dessus. C'est à peu près immédiat. De fait  est presque une dé�nition du odage. On disposejuste d'une liberté supplémentaire lors du traitement des séquenes de �-abstrations, et il fautvéri�er la sorte des types de haune de es abstrations.Lemme 4.63 Soit les jugements dérivables � ` t : T , � ` T : K, � ` K : Type. Alors il éxistedes termes t, T , K et KK tel que l'on puisse dériver : [o; Set℄� ` t : T , [o; Set℄� ` T : K,[o; Set℄� ` KK : Set.Preuve Respetivement par réurrene sur les strutures de t, T et K.Théorème 11 (Normalisation forte) Tout terme bien typé est fortement normalisable.



Chapitre 5La propriété de Churh-RosserA partir du résultat de normalisation forte, nous allons prouver la propriété de on�uene pourles termes bien-typés. Tous les termes étant normalisables, e résultat se onfond ave l'uniité dela forme normale. Notre preuve est très inspirée de elle de Geuvers [54℄, mais nous semble plussimple dans le détail. Ensuite nous envisagerons des méthodes alternatives.5.1 Remarques préliminairesStritement parlant, la propriété de on�uene orrespond à la fermeture du diagramme bienonnu ; deux réduits d'un même terme ont un réduit ommun. Nous avons vu que lorsque l'ontravaille ave des annotations de types sur les �-abstrations, ette propriété devient fausse. Nousavons annoné que nous démontrerons ette propriété pour les termes bien-typés ; 'est-à-dire : si� ` A : B est dérivable, et si A B� A0 et A B� A00, alors il existe A000 tel que A0 B� A000 et A00 B� A000.Nous appellons ette propriété CON���1. La propriété de Churh-Rosser est plus forte, et se formuleainsi : Si � ` A : B et � ` A0 : B sont dérivables, et si A =��� A0, alors il existe A00 réduit ommunde A et A0 : A B� A00 et A0 B� A00. Nous appellerons ette propriété CR���.Dans le adre de systèmes omme le �-alul pur, où la on�uene est véri�ée pour tous lestermes, indépendemment de tout jugement de bonne-formation, on montre failement que CON���et CR��� sont équivalents. En revanhe, lorsque, omme ii, la propriété CON��� n'est vraie quesur une partie des termes, on ne peut plus montrer diretement que CON��� implique CR��� (lareiproque reste faile). Dans la pratique, CR��� est au moins aussi importante que CON���, ar'est CR��� qui assure le résultat essentiel de déidabilité du typage. En e�et, si � ` A : B et� ` A : B0, on sait que B =��� B0, et nous avons besoin de CR��� pour assurer que B et B0 ont unréduit ommun, 'est-à-dire ont même forme normale.Nous verrons tout à l'heure qu'il existe des présentations alternatives du système de types,où l'équivalene entre es deux propriétés se montre plus failement, sans utiliser le résultat denormalisation forte mais au prix d'une mise en ÷uvre plus oûteuse sur mahine.5.2 La preuve de on�ueneIl y a deux idées essentielles dans [54℄. La première est le lemme de on�uene restreinte 2.19qui permet de faire le début de la métathéorie (uniité de type, orretion des rédutions vis-à-vis1Attention au risque de onfusion : dans [54℄, Geuvers semble inverser les appellations de on�uene et Churh-Rosser. 131



132 CHAPITRE 5. LA PROPRIÉTÉ DE CHURCH-ROSSERdu typage) pour un système non-on�uent. La seonde est de remarquer que si un terme bien typéA est en forme �-normale, alors on peut e�etuer les mêmes �-rédutions dans A que dans kAk.C'est-à-dire qu'il su�t d'être en forme �-normale (dans CCI, en forme ��-normale) pour e�aer lemaximum de variables libres. C'est e résultat qui suit.Lemme 5.1 Soit un jugement dérivable � :: (z; U)�0 ` A : B ave A en ��-forme normale. Siz =2 FV (B) [ FV (�0) [ FV (kAk)alors z =2 FV (A).Preuve A nouveau, on proède par réurrene sur la taille de A. Comme A est, en partiulier, enforme ��-normale, on peut utiliser le lemme 2.37.� Les as A = �, A = Set et A = Type sont immédiats.� Si A = (x : A1)A2, on sait que � :: (z; U)�0 ` A1 : s1, et don z =2 FV (A1) ; on peut alorsappliquer l'hypothèse de réurrene au jugement � :: (z; U)�0 :: (x;A1) ` A2 : s2 et en déduirez =2 FV (A2).� Si A = [x : A1℄A2, le raisonnement est similaire : on sait que � :: (z; U)�0 ` A1 : s1 et donz =2 FV (A1). Par ailleurs on sait que B B� (x : A01)B0, ave A1 =��� A01 et � :: (z; U)�0 ::(x;A1) ` A2 : B0. Comme z =2 FV (B0)[FV (A1), on peut appliquer l'hypothèse de réurreneet don z =2 FV (A2).� Si A = (x ~Ai), on remarque tout de suite que x 6= z. Par ailleurs, si C est le type de x dans� :: (z; U)�0, on a C =��� (y : D)E. D'après le lemme 2.32 et le lemme de Geuvers, on peutprendre x =2 FV ((y : D)E). On a don � :: (z; U)�0 ` A1 : D, et par hypothèse de réurreneon en déduit x =2 FV (A1). On en déduit x =2 E[x n A1℄ ; en itérant le raisonnement on véri�eainsi que x =2 FV (A2); : : : ; x =2 FV (Ai) 2� Si A = (Ind(X : E)f�!Cig ~D), on applique d'abord l'hypothèse de réurrene au jugement� :: (z; U)�0 ` E : Type pour véri�er que z =2 FV (E). A partir de là, omme pour tout i,� :: (z; U)�0 :: (X;E) ` Ci : Set on a z =2 FV (Ci). En�n on suit le même raisonnement quei-dessus pour véri�er que z =2 FV ( ~D).� Le as A = (Constr(i; I) ~C) est à peu près identique au préédent. On montre omme i-dessusque z =2 FV (I), en remarquant que I = Ind(X : E)f�!Djg. Ensuite, omme z =2 FV (Di), on aaussi z =2 FV (Di[X n I℄) qui est le type de Constr(i; I). En�n on véri�e que z =2 FV ( ~C) de lamême manière que préédemment.� Si A = (Elim(I;Q; ~u; t)f�!Fkg ~D), on ommene par raisonner omme i-dessus pour véri�erz =2 FV (I). Puis on applique l'hypothèse de réurrene au jugement� :: (z; U)�0 ` Q : (~x : ~E)(I ~x)! soù I � Ind(X : (~x : ~E)Set)f�!C g, e qui montre z =2 FV (Q).On peut alors dériver le jugement� :: (z; U)�0 :: (Y; (~x : ~E)(I ~x)! Set) ` (Y ~u t) : Setet omme la taille de (Y ~u t) est stritement plus petite que elle de A, l'hypothèse deréurrene assure z =2 FV (~u) [ FV (t).En�n, si Ck est le type du k-ième onstruteur de I, omme z =2 FV (Ck), on a aussi z =2FV (�fCk; Q;Constr(k; I)g), et omme 'est le type de Fk, on a aussi z =2 FV (Fk). Finalement,en reprenant le même raisonnement que dans les as préédents, on montre que z =2 FV ( ~D).2A noter que, omme le système est polymorphe, on n'a pas néessairement x : (~yi : ~Dj)E omme on pourrait leroire à première vue. Cette remarque est due à Gilles Dowek.



5.2. LA PREUVE DE CONFLUENCE 133Corollaire 5.1 Soit un jugement dérivable � ` A : B. Si A est en forme normale, alors kAk l'estaussi.Bien sûr, omme A est ��-normal, alors kAk l'est aussi. Le point important est que si de plus A est�-normal, alors kAk l'est aussi ; 'est-à-dire que si un sous terme de A est de la forme [x : C℄(D x)ave x =2 FV (kDk), alors x =2 FV (D).Preuve Il nous su�t de véri�er qu'il n'y a pas de �-radiaux dans kAk. Supposons que e soit leas, un sous-terme de A étant de la forme [x : C℄(D x). Ce terme est bien-typé et il existe don �0et E tel que : �0 ` [x : C℄(D x) : (x : C)Eomme x n'est pas libre dans [x : C℄(D x) on peut supposer que x n'apparaîsse pas dans �0. Onmontre maintenant par réurrene sur la struture de D que x n'est pas libre dans les domaines des�-abstrations apparaissant dans D.� Si D = [y : U ℄V , on sait que �0 ` U : s. Comme U est en forme normale, le lemme préédentassure que x =2 FV (U). On peut alors appliquer l'hypothèse de réurrene à V qui est bien-typédans le ontexte �0 :: (y; U).� Le as D = (x : U)V est similaire.� Si D = Ind(X : A)f����!Ci(X)g, on applique le lemme préédent aux jugements �0 ` A : Typepuis �0 :: (X;A) ` Ci(X) : Set.� Tous les autres as sont triviaux, puisqu'ils ne orrespondent pas à la liaison d'une variable.Par exemple, si D = (U V ), les termes U et V sont tous deux normaux et bien typés dans leontexte �0. Il su�t de leur appliquer l'hypothèse de réurrene.Churh-RosserOn peut maintenant terminer la preuve de Churh-Rosser. Quand on onsidère deux termes Aet A0 normaux, de même type et onvertibles, on sait d'après e qui préède, que kAk et kA0k sontnormaux et don égaux. Il reste don, en substane, à véri�er que les annotations de type dansles �-abstrations sont égales, e qui se fait par réurrene sur la struture des termes, en utilisantl'uniité du type. Les as orrespondants aux types indutifs demandent un petit peu d'astue.Lemme 5.2 Soient deux jugements dérivables � ` A : B et � ` A0 : B. Si A =��� A0, et si A et A0sont en forme normale, alors A = A0.Preuve On sait que kAk =��� kA0k. Comme, d'après le orollaire préédent kAk et kA0k sontnormaux, et d'après la propriété de Churh-Rosser sur kLk, on a kAk = kA0k. La preuve se faitalors par réurrene sur les strutures de A et A0.� Le as A = A0 = s est trivial.� Si A = [x : C℄D et A0 = [x : C 0℄D0, le lemme d'inversion assure que B =��� (x : C)E =��� (x :C 0)E0 e qui implique C =��� C 0 et don C = C 0. On applique alors l'hypothèse de réurreneà D et D0 qui sont bien formés du même type dans le ontexte � :: (x;C).� Si A = (x : C)D et A0 = (x : D0)C 0, on applique d'abord l'hypothèse de réurrene à C et C 0,puis à D et D0 qui sont bien formés du même type dans le ontexte � :: (x;C).



134 CHAPITRE 5. LA PROPRIÉTÉ DE CHURCH-ROSSER� Si A = (x ~Ci) et A0 = (x ~Ci0), on sait que la forme normale de �(x) est de la forme (~yi : ~Di)Eave � ` ~Ci : (~yi : ~Di) et � ` ~Ci0 : (~yi : ~Di):On véri�e alors que pour tout i, Ci = C 0i en appliquant i fois l'hypothèse de réurrene à C1 etC 01, puis C2 et C 02, et, qui sont respetivement bien formés de même type dans les ontextes�, � :: (y1;D1), et.� Si A = (Ind(X : D)f�!Dg ~E) et A0 = (Ind(X : D0)f�!D0g ~E0), on fait de même, après avoirvéri�é que D = D0 ar ils sont bien typés de type Type dans �, puis que ~C = ~C 0, puisque lesomposantes sont bien formées de type Set dans � :: (X;D).� Si A = (Constr(i; I) ~C) et A0 = (Constr(i; I 0) ~C 0), on véri�e omme dans le as préédent queI = I 0, puis on montre, omme dans les deux as préédents que ~C = ~C 0.� Si A = Elim(I;Q; ~u;C)f�!F g et A0 = Elim(I 0; Q0; ~u0; C 0)f�!F 0g, on montre d'abord que I = I 0,omme i-dessus.Soit ensuite s 2 fSet;Typeg, le type de B. SiI = Ind(X : (~x : ~E)Set)f�!Dgon peut appliquer l'hypothèse de réurrene aux jugements� ` Q : (~x : ~E)(I ~x)! set � ` Q0 : (~x : ~E)(I ~x)! set ainsi véri�er Q = Q0.On remarque ensuite que � :: (Y; (~x : ~E)(I ~x)! Set) ` (Y ~u C)et � :: (Y; (~x : ~E)(I ~x)! Set) ` (Y ~u0 C 0):On peut appliquer l'hypothèse de réurrene à es jugements, et ainsi véri�er (Y ~u t) = (Y ~u0 t0)e qui implique ~u = ~u0 et C = C 0.En�n ~F = ~F 0 se montre de la même manière que dans les as préédents.Théorème 12 (Churh-Rosser) Soient deux jugements dérivables : � ` A : B et � ` A0 : B. SiA =��� A0, alors A et A0 ont un réduit ommun : il existe un terme C tel que A B� C et A0 B� C.Preuve C'est une onséquene immédiate du lemme préédent : soient D et D0 deux formesnormales respetives de A et A0. La orretion de la rédution nous assure � ` D : B et � ` D0 : B,et don D = D0. Il su�t don de hoisir C = D = D0.Corollaire 5.2 (Con�uene) Soit un jugement dérivable � ` A : B. Si A B� A1 et A B� A2,alors il existe un terme A3 tel que A1 B� A3 et A2 B� A3.



5.3. DÉCIDABILITÉ DU TYPAGE 1355.3 Déidabilité du TypageNous pouvons maintenant ueillir un autre fruit de notre étude méta-théorique : il est possibled'implémenter un algorithme omplet véri�ant si un terme est bien formé dans un ontexte donné.Les lés sont bien sûr les propriétés de normalisation et de Churh-Rosser, qui nous permettent devéri�er si deux termes bien-formés sont onvertibles et le lemme d'inversion qui relie la strutured'une dérivation à elle du terme typé.Théorème 13 (Déidabilité) Il existe un algorithme, qui, donné un terme U et un ontexte �,� soit éhoue s'il n'existe pas de terme V tel que � ` U : V soit dérivable� soit retourne un terme V tel que � ` U : V soit dérivable.Preuve On raisonne par réurrene sur la somme des tailles de U et �. Dans haque as, on utilisela lause orrespondante du lemme 2.28 d'inversion. On ne détaille pas tous les as.� Si U = [x : U1℄U2 on véri�e s'il existe des jugements dérivables de formes suivantes :� ` U1 : V1� :: (x;U1) ` U2 : V2:On véri�e ensuite que V1 6= Extern. Sous es onditions, il existe une dérivation de � ` U :(x : U1)V2 ; si en revanhe l'une de es onditions n'est pas véri�ée, alors le jugement n'est pasdérivable (inversion).� Si U = (U1 U2), on véri�e s'il existe des jugements dérivables de formes suivantes :� ` U1 : V1� ` U2 : V2:On véri�e ensuite que la forme normale de V1 est bien de la forme (x : V 02)V3 et que V2 =��� V 02 .Si 'est le as, les règles Conv et App permettent de onstruire une dérivation de � ` U :V3[x n U2℄ ; si en revanhe l'une de es onditions n'est pas véri�ée, alors auun jugement� ` U : V n'est dérivable.� Les as orrespondants aux dé�nitions indutives (Ind(X : A)f����!Ci(X)g, Elim(I;Q; ~u; t)f�!Uig,Constr(i; I)) sont similaires aux deux prédedents.� Si U = Set, il su�t de prendre V � Type, ave omme ondition nééssaire et su�sante que� soit bien-formé. Pour ela, si � = (~xi : ~Ui) on ommene par véri�er que U1 admet bienun type dans le ontexte vide, et que elui-i se réduit vers Set (respetivement Type) si x1est une variable de terme (respetivement de prédiat). On réitère ensuite pour U2 dans leontexte [x1; U1℄ et ainsi de suite. L'uniité du type et la on�uene, ainsi que le lemme 2.24,assurent que es onditions sont su�santes.� Si U = Type on prend V = Extern après avoir véri�é, omme i-dessus, que � est bien-formé.� Si U est une variable, on véri�e que x est bien liée dans �, auquel as on prend V � �(x)après avoir véri�é que � est bien-formé.Remarque Il nous faut noter un point important : il est possible, en utilisant les divers résultatsprouvés préédemment, de montrer que le système que nous avons étudié est en fait équivalent à



136 CHAPITRE 5. LA PROPRIÉTÉ DE CHURCH-ROSSERelui obtenu en supprimant la distintion entre variables de preuves et de prédiats. Plus préisémenton identi�e es deux lasses syntaxiques, et on remplae les règles W-Type et W-Set par :(W) � ` t : s � ` A : B s 2 fSet;Typeg x =2 �� :: (x; t) ` A : BLes autres règles de typage et les dé�nitions des rédutions restent inhangés. On prouve alorsaisément, par une réurrene similaire à elle i-dessus, que le système obtenu est équivalent àelui que nous avons étudié, et hérite don de toutes ses propriétés (normalisation, Churh-Rosser,ohérene, déidabilité) et peut don servir de base à une implémentation.5.4 DisussionOn peut imaginer prouver la propriété CON��� ave des méthodes plus familières, inspiréespar exemple de la tehnique de Tait�Martin-Löf. En revanhe, on voit mal omment démontrerCR��� sans passer par l'existene d'une forme normale. Je voudrais indiquer ii quelques méthodessuseptibles de s'appliquer aussi au as de systèmes non-normalisants. Remarquons que tout e quiva être dit dans e paragraphe s'applique aussi bien au Calul des Construtions Indutives qu'àtout système de types pur (PTS) fontionnel [56, 7℄.5.4.1 Abstrations non-annotéesUne première idée est de ontourner le ontre-exemple de Nederpelt en supprimant tout sim-plement les annotations de types dans les �-abstrations ; on remplae le onstruteur de termes[x : t2℄t1 par �x:t1. Les autres onstruteurs de termes restent inhangés. La re-formulation des règlesde rédution et de typage ne pose auun problème, et on a immédiatement la propriété de Churh-Rosser, même pour les termes mal-typés. Le point important est que e système est équivalent àelui que nous étudions, à ause de la propriétéA =��� A0 , kAk =��� kA0k:Préisons e point :Dé�nition 5.1 On onsidère le système obtenu en gardant les même règles de typage et de rédutionque dans la version de CCI étudiée dans les hapitres préédents, mais en utilisant les termes dé�nispar la grammaire suivante 3 :t := x j (t t) j �x:t j s j Constr(i; t) j Ind(x : t)f�!t g j Elim(t; t;~t; t)f�!t g:On note � `p U : V pour désigner les jugements dérivables dans e système (don U et V sontdes termes ave �-abstrations non-annotées). Il existe évidemment une tradution anonique destermes annotés vers les termes utilisés ii. Par léger abus de notation on utilise la même notationk k que dans la setion 2.9.1 pour la désigner ('est-à-dire en partiulier k[x : T ℄tk � �x:ktk).On étend également ette tradution aux ontextes, en parlant de k�k. Nous appellerons e systèmeCCIp.3Pour être préis, on remplae la �-rédution par quelque hose de similaire à la �0-rédution utilisée dans lasetion 2.9.1. Enoner dans le détail la dé�nition de e système ne présente pas de grand intérêt et nous sembleinutile.



5.4. DISCUSSION 137Le résultat d'équivalene s'énone alors :Théorème 14 Si un jugement � ` A : B est dérivable dans CCI, alors on peut aussi dériverk�k `p kAk : kBk dans CCIp. Inversement, pour toute dérivation � `p U : V dans CCIp, il existeune dérivation d'un jugement � ` A : B dans CCI, tel que k�k = �, kAk = U et kBk = V .Preuve Les deux impliations se prouvent aisément par réurrene sur la struture des dérivations.Pour la seonde, dans le as de la règle de onversion, on utilise évidemment le faitt =��� t0 () ktk =��� kt0k:Si la première impliation est attendue, la seonde est, à première vue, plus surprenante. De plus,la preuve est onstrutive, et permet, à partir de la dérivation de � `p U : V de onstruiree�etivement les termes A, B, le ontexte � et la dérivation de � ` A : B. Cet isomorphisme entreles dérivations des deux systèmes semble indiquer qu'il est préférable d'utiliser des abstrationsnon-typées. Le problème vient du fait que pour passer de `p à `, nous avons besoin de onnaîtretoute la dérivation. En d'autres termes, étant donné un jugement � `p U : V , si nous ne savons pasomment il a été dérivé, et même si nous savons qu'il est dérivable, nous ne pouvons onstruire lejugement orrespondant dans CCI. En fait il peut très bien exister plusieurs jugements di�érentsdans CCI, dont la tradution est � `p A : B.De fait, le typage du système CCIp semble indéidable et la orretion de la �-rédution estproblématique, e qui disquali�e e système omme base d'une implémentation et anihilie à peu prèsl'avantage que la propriété de Churh-Rosser pourrait apporter lors de la preuve de normalisation4.5.4.2 Conversions bien-typéesUne autre possibilité est de remarquer que si CR��� et CON��� ne sont pas a priori équivalents,'est pare que, si A et A0 sont bien formés du même type, et si A =��� A0, on n'est pas sûr quele hemin allant de A à A0 ne passe que par des termes bien typés. C'est ela qui nous interditd'invoquer CON��� pour prouver l'existene d'un réduit ommun de A et A0. Plus important enore,'est le fait que les onversions, peuvent a priori passer par des termes mal-typés, qui nous imposede dé�nir les interprétations des prédiats même pour des termes mal-typés, et qui ontribue ainsipour beauoup à la lourdeur de la preuve de normalisation (en partiulier la néessité de dé�nir lesprédiats invariants sur leur domaine). On peut y remédier en imposant ette ondition au niveaudes règles de typage : on supprime la règle de onversion :(Conv) � ` t : T1 � ` T2 : S T1 =��� T2� ` t : T2et on la remplae par les deux règles suivantes :(Red) � ` t : T1 � ` T2 : S T1 B T2� ` t : T2 (Exp) � ` t : T1 � ` T2 : S T2 B T1� ` t : T2l'idée étant bien sûr qu'une utilisation de la règle Conv sera remplaée par une série d'utilisationsdes règles Red et Exp. De plus, ette formulation est plus rassurante à première vue, ar il semble4Le problème ave la �-rédution est que l'e�aement des annotations de type rée une nouvelle fois des �-radiaux.Il est possible que la �-rédution préserve toutefois le type, mais si ette propriété était vraie, elle dépendrait de toutefaçon fortement de la normalisation. Elle est par exemple fausse pour le système � � � étudié en appendie, si on yretire les annotations de type.



138 CHAPITRE 5. LA PROPRIÉTÉ DE CHURCH-ROSSERétrange d'autoriser d'abord le passage par des termes mal typés, pour véri�er in �ne, une fois que laméta-théorie est faite, qu'en fait on ne se sert pas de ette possibilité. Il existe d'autres présentations,où l'on utilise un jugement d'égalité expliite � ` t1 = t2 : T pour signi�er qu'il existe un hemin deonversion bien-typé de type T allant de t1 à t2 dans le ontexte �. Streiher [138℄ et Altenkirh [1℄utilisent tous deux de tels formalismes ; il est faile de prouver que es derniers sont équivalents àelui i-dessus.Malheureusement, et 'est un peu surprenant, ette variante du système se révèle beauoup plusdi�ile à étudier, au moins pour les propriétés autres que la normalisation. On arrive aisément àprouver le lemme de substitution, puis le lemme d'inversion. Plus préisément on prouve un lemmed'inversion renforé dans l'énoné duquel toutes les ourrenes de A =��� B se voient remplaéespar �on peut aller de A vers B par un hemin bien-typé�. On peut également montrer l'uniité dutypage sous la forme :Lemme 5.3 Soient � ` A : B et � ` A : B0 deux jugements dérivables dans le système ave lesrègles Red et Exp. Alors il existe une séquene de termes A1; A2; : : : An, ave A = A1, B = An, etpour tout i, � ` Ai : s et Ai B Ai+1 ou Ai+1 B Ai.C'est ensuite que les hoses se gâtent, ar il ne semble pas y avoir, à l'heure atuelle, de preuvede orretion de la rédution (subjet redution) pour un tel système5. C'est pour avoir négligée détail, que Harper, Honsell et Plotkin ont dû renoner à la �-onversion dans la dé�nition dusystème LF [132℄, alors qu'ils avaient inlus elle-i dans leur première version [131℄.On peut toutefois étudier e système en se restreignant dès le départ aux rédutions bien-typées('est-à-dire t B t0 où t0 est de même type que t). C'est, en substane, e que fait Altenkirh [1℄,et on obtient ainsi une preuve plus agréable. Le problème est alors que pour véri�er l'équivaleneentre les deux systèmes (le notre et elui ave Red et Exp), on a besoin de la métathéorie de notresystème. Or pour des raisons d'e�aité, 'est évidemment notre système que l'on veut ultimementutiliser dans une implémentation.Il y a diverses variantes de systèmes, plus ou moins équivalents à elui i-dessus. On peut, parexemple mentionner également une autre variante de la règle de onversion, dont l'utilisation estéquivalente aux règles Red et Exp :(Conv-WT) � ` t : T1 � ` T2 : S T1 # T2� ` t : T2où T1 # T2 signi�e que T1 et T2 ont un réduit ommun.On peut en�n utiliser les règles de onversion typées pour un système sans annotations de typedans les �-abstrations, omme dérit dans le paragraphe suivant. Mais omme on dispose alors dela on�uene �gratuitement" ette modi�ation est alors sans grandes onséquenes.Toutes les variantes présentées i-dessus sont équivalentes, pourvu que l'on soit dans un systèmefortement normalisable, 'est-à-dire en partiulier dans le as du Calul des Construtions Indutives.Le problème de trouver une preuve purement ombinatoire de la propriété de on�uene quis'appliquerait aussi aux systèmes non normalisables reste ouvert. Il est onjeturé vrai par Geuvers.Sans prendre parti, nous montrons néanmoins en annexe que e problème est lié à un autre problèmeouvert, elui de l'existene d'un point �xe dans les systèmes non-normalisables, et que la on�ueneest fausse pour une extension �naturelle� du système Type :Type de Martin-Löf. Cei indique que5Plus exatement, la seule méthode onnue est de faire la méta-théorie pour le système ave onversion non-typée,omme nous le onsidérons ii, et de prouver ensuite l'équivalene entre les deux systèmes. Cette dernière preuven'est pas exessivement di�ile bien que non triviale. Elle sera donnée dans [57℄.



5.4. DISCUSSION 139même si l'on obtenait une preuve de on�uene ombinatoire, pour les PTS non-normalisables, ettepreuve ne serait de toute façon pas extensible à des extensions de es systèmes, nous obligeant àemprunter le hemin le plus dur dans l'étude méta-théorique.
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Annexe ASur Churh-Rosser et l'Existene d'unPoint-Fixe dans Type :TypeDans ette partie, nous relions, de manière élémentaire deux problèmes ouverts :� Le premier est la possibilité de onstruire un point �xe dans le premier système de Martin-Löf [96℄, dont Girard a mis en évidene l'inohérene [25℄. Ce système est souvent aussi appellé�Type :Type�, ou �� � dans la terminologie PTS. La possibilité de onstruire une preuve dela proposition fausse implique que ette preuve ne soit pas normalisable. Meyer et Reinholdont ru pouvoir aller plus loin et utiliser la preuve du paradoxe de Girard pour onstruireun point �xe dans le système, mais leur preuve 'est ensuite avérée erronée. Doug Howe [72℄,puis Thierry Coquand et Hugo Herbelin [22℄, ont ensuite montré que l'on pouvait en revanheonstruire un �looping ombinator�, forme plus faible du point �xe. L'existene du point �xereste ependant un problème ouvert.� Nous relions e problème ave elui de la on�uene de �� � muni de la ��-rédution. Nousavons vu que la preuve de on�uene de CC ou CCI néessite la normalisation forte et quel'on ne sait pas si la on�uene des PTS doit être onsidérée omme une propriété logique ouombinatoire.Nous montrons maintenant qu'au moins l'une de es aratéristiques n'est pas véri�ée dans �� �.Remarquons que nous onsidérons la version extentionnelle de � � �, 'est-à-dire que la règle deonversion utilise la ��-onversion ; sinon la propriété de Churh-Rosser serait évidemment véri�ée.Dé�nition A.1 On dit que l'on peut onstruire un point-�xe dans ��� s'il existe un terme F , telque [℄ ` t : (X : �)(X ! X)! X soit dérivable, et que pour tous termes T et f on ait :(t T f) B (f (t T f)):Dans la suite on suppose l'existene d'un tel terme, et l'on va s'en servir pour nier la propriété deChurh-Rosser.Comme on dispose de la règle � : �, on peut utiliser t pour dé�nir un type réursif. On se donnetrois variables distintes �, � et . On dé�nit alors :U � (t � [X : �℄(X ! (�! �)! ))V � (t � [X : �℄(X ! (� ! �)! ))on a alors : [� : �;� : �;  : �℄ ` U : �141



142ANNEXE A. SURCHURCH-ROSSER ET L'EXISTENCE D'UN POINT-FIXE DANS TYPE :TYPE[� : �;� : �;  : �℄ ` V : �U =�� U ! (�! �)! V =�� V ! (� ! �)! On peut alors onstruire : u � [x : U ℄[i : �! �℄(x x [y : �℄y)v � [x : V ℄[i : � ! �℄(x x [y : �℄y)On véri�e failement que u : U et v : V dans le même ontexte que i-dessus. De plus, u =�� v,puisque les deux termes ne di�èrent que par les types dans les �-abstrations (lemme 2.7). On adon aussi (u u [y : �℄y) =�� (v v [y : �℄y)et on remarque que es deux termes sont bien-formés du même type  dans le ontexte i-dessus.Il su�t alors de véri�er que es deux termes n'admettent pas de réduit ommun pour nier Churh-Rosser. Or on véri�e aisément que tout réduit de (u u [y : �℄y) est de la forme (u1 u2 [y : �℄y) et demême tout réduit de (v v [y : �℄y) est de la forme (v1 v2 [y : �℄y). Or de tels termes ne peuvent pasêtre égaux puisque � 6= �. On a don :Théorème 15 Au moins l'une de es deux propositions est fausse :� il existe une onstrution de point-�xe dans �� �.� �� � admet la proprieté de on�uene.



Annexe BUne Formalisation du Paradoxe deRussellNous proposons une formalisation très simple du paradoxe de Russell, à notre onnaissane in-édite, dans une extension inohérente du Calul des Construtions Indutives. Celle-i est obtenueen ajoutant à CCI l'élimination forte sur les �grands� onstruteurs, ainsi que l'opérateur d'élimi-nation de l'égalité proposé par Thomas Streiher et présenté plus t�t. En dehors de sa simpliité,notre formalisation présente l'interêt de permettre la onstrution d'un point �xe, et de prouver ainsique le formalisme utilisé ne véri�e pas la propriété de Churh-Rosser. Cette preuve à été véri�éeméaniquement à l'aide de la version V5.8 du système Coq, modi�ée pour la rendre inohérente.On sait que l'élimination forte sur les grands onstruteurs su�t à rendre le système inohé-rent [25℄. L'opérateur de Streiher permet simplement de onstruire un paradoxe plus failement. Onne onnaît pas de formalisation du paradoxe de Russell dans CCI+élimination forte sur les grandsonstruteurs, ni dans le système Type : Type. Aussi les problèmes de l'existene d'un point �xe etde Churh-Rosser pour es systèmes sont toujours ouverts.Comme dans le hapitre 1, on utilise la syntaxe Coq Indutive Definition ... pour dérireles dé�nitions de types indutifs. Le paradoxe de Russell est onstruit sur l'idée qu'un type permetde oder tous les prédiats sur e type. Pour e faire, nous utilisons la dé�nition suivante :Indutive Set Ens =  : (S:Set)(S->Set)->Ens.Remarquons bien sûr que le onstruteur  (omme ompréhension) est grand. Comme nous dispo-sons tout de même de l'élimination forte, nous pouvons onstruire les projetions :pi1 : Ens! Setpi2 : (e : Ens)(pi1 e)! Setave les proprietés suivantes :(pi1 ( S P )) B S(pi2 ( S P )) B PNous pouvons don extraire un prédiat sur les ensembles d'un objet de type Ens, pour peuque nous sahions que sa première projetion est égale à Ens. Pour dé�nir l'égalité sur les types,une possibilité est d'utiliser :Indutive Definition enode : Set =en_i : Set->enode.et de dé�nir l'égalité entre les objets S1 et S2 de type Set omme l'égalité entre (en_i S1) et(en_i S2). L'élimination forte nous permet d'obtenir alors toutes les propriétés habituelles de143



144 ANNEXE B. UNE FORMALISATION DU PARADOXE DE RUSSELLl'égalité. On peut alors aratériser les objets de type Ens dont la première projetion est Ens :8e : Ens:(is_Ens e), (pi1e) = Ens:On peut alors, pour les ensembles véri�ant is_Ens dé�nir la relation d'appartenane :In : (e : Ens)(is_Ens e)! Ens! Setave :(In ( Ens P ) (refl (en_i Ens))) B Poù refl est simplement l'unique onstruteur de l'égalité sur enode.Cei su�t à onstruire l'ensemble paradoxal de Russell :Russell � ( Ens [e : Ens℄(p : (is_Ens (pi1 e)))(In e p e)! ?)On a alors :(In Russell (refl (en_i Ens)) Russell) B(p : (is_Ens (en_i Ens)))(In Russell p Russell)! ?dont on déduit failement une preuve de(In Russell (refl (en_i Ens)) Russell)! ?:Il reste alors à en déduire que Russell est bien élément de lui-même, e qui, on l'a vu estonvertible à : (p : (is_Ens (en_i Ens)))(In Russell p Russell)! ?mais nous pouvons alors utiliser l'opérateur de Streiher pour prouver que toutes les preuves de(is_Ens Ens) sont égales, et ainsi ramener ela à(In Russell (refl (en_i Ens)) Russell)! ?:On a ainsi onstruit une preuve de ?. La règle de rédution assoiée à l'opérateur de Streiher,qui n'a pas été néessaire jusqu'ii, permet alors de véri�er queabsurd B+ absurdoù absurd est la preuve de ?. On peut alors aisément modi�er absurd pour onstruire un point �xe.Cette preuve peut-etre traduite immédiatement dans le système �� � (ou Type : Type) étenduave l'opérateur de Streiher, en utilisant le odage imprédiatif de la somme. On en déduit :Théorème 16 Le système � � � étendu ave l'opérateur de Streiher n'est pas on�uent pour la��-rédution.
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RésuméL'objet de ette thèse est la méta-théorie du Calul des Construtions Indutives (CCI), 'està dire les Calul des Construtions étendu par des types et des prédiats indutifs. Le Caluldes Construtions a été présenté en 1985 par Thierry Coquand. Il s'agit d'un �-alul typé qui,à travers l'isomorphisme dit de Curry-Howard, peut-être vu omme un formalisme logique. Cesystème qui étend à la fois la logique d'ordre superieur de Churh et les systèmes de Martin-Löf estpartiulièrement expressif du point de vue algorithmique et peut failement être mis en ÷uvre surordinateur.Dans le Calul des Construtions originel, les types de données (entiers, listes, sommes, et)sont représentés dans le �-alul à travers un odage imprédiatif. Cette solution est élégante maisonduit à un ertain nombre de di�ultés pratiques et théoriques. Pour y remédier, Thierry Coquandet Christine Paulin-Mohring on proposé d'étendre le formalisme par un méanisme génerique dedé�nitions indutives. C'est ette extension, utilisée dans le système Coq, qui est étudiée dans ettethèse. Le résultat essentiel est que le système véri�e bien la proprieté de normalisation forte. On endéduit les proprietés de ohérene logique, de on�uene et de déidabilité du typage.L'aspet le plus spetaulaire de l'extension par des types indutifs est la possibilité de dé�-nir de nouveaux types et de nouvelles propositions par réurrene struturelle (élimination forte).Cette aratéristique, qui donne toute sa signi�ation à la notion de types dépendants, augmenteénormément le pouvoir de la règle de onversion, et par là, la di�ulté de la preuve de normalisa-tion. L'interprétation de l'élimination forte dans une preuve de normalisation par rédutibilité estla nouveauté essentielle de e travail.De plus, nous onsidérons ii un système ave �-onversion. Une onséquene est que la propriétéde on�uene n'est plus ombinatoire et doit être prouvée après la normalisation, e qui augmente ànouveau la di�ulté de la preuve de elle-i. A e titre, nous présentons également quelques résultatsnouveaux sur des systèmes non-normalisants qui montrent que pour des �-aluls typés, la propriétéde on�uene est logique et non ombinatoire.
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