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Discipline : Milieux denses et matériaux
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Je tiens bien sûr à remercier Jean-Louis Barrat et Pascal Viot, les deux rapporteurs
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1.5 Plan de la thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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2 Phénoménologie de la transition vitreuse

Dans ma thèse, je me suis intéressé à la dynamique lente et vieillissante (hors-
équilibre) des systèmes vitreux à l’aide de systèmes modèles. Avant de détailler mon
étude, il convient de rappeler quelques notions essentielles sur la dynamique vitreuse.

Introduction

La physique des systèmes désordonnés reste encore incomprise à ce jour. L’activité
scientifique sur ce sujet n’a cessé de crôıtre ces dernières années qu’elle soit expérimen-
tale, théorique ou numérique. Pourtant aucune théorie pouvant décrire tout l’ensemble
de leurs propriétés ne semble émerger. La difficulté majeure de la compréhension de
ces systèmes provient d’un état particulier qu’ils possèdent en commun : l’état vitreux.

La transition vitreuse est un phénomène très courant. Ses implications sont ex-
trêmement variées et touchent de nombreux domaines scientifiques : biologie, géologie
(verres volcaniques), astrophysique (l’eau des comètes est sous forme vitreuse), archéo-
logie, science des matériaux, etc. Au niveau technologique, au-delà des applications
courantes des verres de silice dans la fabrication des récipients, de vitres ou de sys-
tèmes optiques, la plupart des polymères synthétiques se classent dans cette catégorie,
ainsi que les collöıdes et les milieux granulaires qui possèdent une transition de blocage
assimilable à la transition vitreuse sans oublier le poids économique croissant des fibres
optiques et autres verres métalliques à l’avenir prometteur. Ces quelques exemples
donnent un aperçu de la généralité et de l’importance du phénomène de transition
vitreuse.

1.1 Les systèmes vitreux

Lorsqu’on refroidit un liquide, celui-ci peut cristalliser mais il peut aussi rester
liquide bien que sa température soit inférieure à sa température de fusion Tf : on
parle alors de liquide surfondu. Si on continue de refroidir le système, il existe une
température, appelée température de transition vitreuse Tg, au-dessous de laquelle le
liquide ne coule plus : le liquide est devenu un verre. Les verres sont souvent classés
soit dans l’état solide, on parle alors de solide amorphe afin de les distinguer de l’état
cristallin car ils ne possèdent pas d’ordre à longue portée, soit dans l’état liquide, on
parle alors de liquide visqueux car ils possèdent des propriétés de rigidité contrairement
aux liquides classiques.

La façon la plus classique de créer un verre est de réaliser une trempe à très basse
température d’un liquide. Il faut, de plus, que cette trempe soit réalisée assez rapide-
ment de manière à empêcher toute cristallisation. En d’autres termes, en refroidissant
rapidement le liquide, on le fige dans un état désordonné empêchant aux particules de
s’organiser sur les sites d’un réseau cristallin.

Comme le montre la figure 1.1, la transition vitreuse peut être observée en repré-
sentant l’enthalpie H (ou le volume spécifique Vs) en fonction de la température. Lors
du passage à l’état vitreux, on observe un brusque changement de pente dans l’énergie
à la température Tg. Cette température Tg va dépendre de la cinétique de refroidisse-
ment (voir figure 1.1). Une fois dans la phase vitreuse, les propriétés du systèmes vont
évoluer très lentement : on se trouve en présence d’un système hors-équilibre. À ce jour,
la plupart des études portant sur la dynamique des liquides surfondus ont pourtant été

2



1.2 Ralentissement spectaculaire de la dynamique 3
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Fig. 1.1 – Diagramme de phase schématique montrant la continuité de la phase liquide
vers la phase surfondue. On a représenté ici le volume spécifique Vs (ou l’enthalpie
H) en fonction de la température T . On définit Tg comme étant la température où a
lieu le changement de pente dans le volume spécifique. On a représenté deux taux de
refroidissement γ1 > γ2. Plus ce taux sera grand, plus Tg sera grand Tg1 > Tg2. Aucune
singularité n’apparâıt au niveau de la température de fusion Tf .

réalisées à l’équilibre (du point de vue de Boltzmann) donnant accès aux outils issus de
la physique statistique et facilitant ainsi la compréhension des résultats. Des études ont
toutefois été menées sur des systèmes hors-équilibre (polymères, gels, . . . ). La plupart
des résultats théoriques ont été obtenus dans le cadre de théorie champ moyen et sont
basés sur la mesure de la violation du théorème fluctuation-dissipation.

1.2 Ralentissement spectaculaire de la dynamique

Afin de décrire la transition vitreuse, nous allons nous restreindre aux liquides qui
restent l’une des plus grandes classes de systèmes vitreux. Pour des températures suf-
fisamment hautes, le temps de relaxation typique des liquides, τα, est de l’ordre de
la picoseconde [1], c’est-à-dire microscopiquement petit. Ce petit temps de relaxation
montre que dans les liquides, les particules bougent rapidement et font des mouve-
ments qui ressemblent, sur l’ordre de la picoseconde, à des trajectoires de particules
browniennes. Ainsi, si on décrôıt la température T , on s’attend à ce que le temps de
relaxation augmente puisque la vitesse moyenne des particules va décrôıtre par un fac-
teur T 1/2. Néanmoins, si on étudie de manière quantitative la dépendance de τα avec la
température, on trouve qu’une décroissance de température d’un facteur deux peut en-
gendrer une augmentation de τα de plusieurs décades comme le montre la figure 1.2 (τα
et la viscosité η ont des dépendances similaires en température). Cette augmentation
importante pourrait être assimilée à un ralentissement critique associé à une transition
de phase du second ordre mais dans ce cas, le ralentissement est observé pour un faible

3



4 Phénoménologie de la transition vitreuse

Fig. 1.2 – Viscosité de différents liquides vitrifiables en fonction de Tg/T . Extrait de
[2].

pourcentage de la température critique alors que pour les systèmes vitrifiables, il est
observé sur un intervalle de température cent fois plus grand [3]. Identifier et com-
prendre les mécanismes microscopiques responsables de ce ralentissement spectaculaire
de la dynamique reste les grands challenges de la physique des systèmes vitreux.

Ediger et al. [4] et beaucoup d’autres chercheurs pensent que la transition vitreuse
n’est pas une transition de phase du premier ordre mais un évènement cinétique dé-
pendant des échelles de temps expérimentales et de réarrangement du système. Dans
cette vision, la transition vitreuse serait un phénomène purement dynamique. Un des
premiers travaux sur la transition est l’œuvre de Kauzmann [5] qui a tenté de la re-
lier la transition vitreuse avec la thermodynamique. Il a ainsi essayé de trouver une
relation entre γ(T ) et la différence d’entropie qui existe entre un cristal et un liquide
∆S = Sliquide(T )− Ssolide(T ). Une autre théorie ayant permis en partie de comprendre
certains aspects de ce ralentissement est la théorie des modes couplés (MCT) qui prédit
un arrêt de la dynamique dans certains liquides dont l’origine serait une interaction
non-linéaire des fluctuations de densité (voir [2] pour une présentation de cette théo-
rie). On peut citer aussi d’autres théories célèbres comme les théories de volume libre
développées par Flory et Cohen [6], les théories entropiques dues à Adam, Gibbs et Di
Marzio [7] et l’approche par paysage en énergie introduite par Stillinger et Weber [8].
Toutefois aucun cadre théorique à l’heure actuelle n’est capable de décrire tous les as-
pects de la dynamique relaxationnelle d’un liquide sur toute la gamme de température.
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1.3 La fragilité des verres 5

1.3 La fragilité des verres

Étant donné la composition chimique très différente des liquides présentés sur la
figure 1.2, l’augmentation forte de η(T ) se produit sur des échelles de température
très différentes ce qui rend la comparaison des courbes difficiles. Afin de contourner
ce problème, il est couramment introduit une température de transition vitreuse Tg,
définie par η(Tg) = 1012 Pa.s correspondant à 1013 Poise. Il suffit ensuite de représenter
η(T ) en fonction de Tg/T comme le montre la figure 1.2. On voit sur cette figure que les
différentes courbes pour les différents composés ne se superposent pas en une courbe
mâıtresse mais on peut toutefois distinguer deux familles : certains des liquides semblent
avoir une viscosité qui obéit à la loi d’Arrhénius ln(η(T )) ∼ 1/T alors que d’autres ont
une dépendance plus forte avec T à l’approche de Tg. On appellera respectivement ces
deux familles les verres forts et les verres fragiles [9]. Une des définitions possibles de
la fragilité m est donnée par la relation

m =
d log10 η

d Tg/T

∣∣∣∣
T=Tg

(1.1)

c’est-à-dire que m pour chaque composé est simplement donné par la pente au niveau
de Tg sur la figure 1.2. En utilisant cette définition, on trouve des valeurs de fragilité
allant de 15 pour les verres forts à 200 pour les verres fragiles.

1.4 Relaxation des systèmes vitreux

φ

log(t)

β−relaxation

α−relaxation

boson peak

regime

high T

low T

microscopic

ballistic regime

Fig. 1.3 – Dépendance temporelle typique d’une fonction de corrélation. La courbe
de gauche est la corrélation d’un liquide alors que celle de droite est celle d’un liquide
surfondu. Extrait de [2].

Afin de mieux comprendre la relaxation des systèmes vitreux, il est nécessaire de
l’étudier au niveau microscopique. Nous avons représenté de manière schématique sur la
figure 1.3, la dépendance temporelle d’une fonction de corrélation typique (par exemple
le facteur de structure dynamique F (q, t)). On voit que dans le cas des basses tempé-
ratures, cette fonction de corrélation est assez complexe. À temps court, nous avons
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6 Phénoménologie de la transition vitreuse

un régime microscopique qui, contrairement au cas du liquide, ne décrôıt pas à zéro
de manière exponentielle mais atteint un plateau comme ce serait le cas pour un cris-
tal. L’origine de ce plateau correspond aux vibrations des particules autour de leurs
positions initiales. Cela provient du fait que dans les systèmes désordonnés, chaque par-
ticule est piégée par ses voisines qui l’empêchent de faire des déplacements plus grands
et qui la forcent à bouger seulement dans cette cage. Ce phénomène est d’ailleurs ap-
pelé couramment l’effet de cage. Il faut noter que les particules qui forment la cage sont
elles-mêmes piégées par leurs voisines et ne peuvent que vibrer. On observe au début
de ce plateau, une légère courbure attribuée à des modes fréquentiels dont la nature est
encore débattue et qu’on appelle le � pic boson � . Pour des temps beaucoup plus longs
(l’échelle de la figure 1.3 est logarithmique) les particules peuvent s’échapper de leur
cage et ainsi les fonctions de corrélation peuvent décrôıtre de nouveau. Cette décrois-
sance finale n’est pas donnée par une exponentielle simple mais elle est représentée par
une fonction de Kohlrausch-Williams-Watts (KWW)

Φ(t) = A e−( t
τα

)
β

(1.2)

où β est appelé l’exposant d’étirement qui est inférieur à 1. L’existence de cet étirement
dans les fonctions de corrélation a longtemps intrigué les chercheurs et a donné lieu
récemment à un nouveau champ d’étude : l’hétérogénéité dynamique que nous décrirons
à la section 2.2.

1.5 Plan de la thèse

Nous avons vu qu’à l’approche de la transition vitreuse, la dynamique des sys-
tèmes vitreux se ralentit de manière spectaculaire et devient hétérogène. Des questions
fondamentales se posent : quelle est l’origine de ce ralentissement de la dynamique
dans les liquides surfondus et dans les verres sachant que les propriétés structurales
ne dépendent que très peu de la température ? Quelle est la nature de la dynamique à
l’approche de la transition vitreuse ? Quel est le rôle de l’hétérogénéité dynamique au
ralentissement critique de la dynamique ? Comment évolue cette hétérogénéité dyna-
mique temporellement et spatialement ?

Notre étude sera basée sur les différents outils qui ont fait leur preuve dans l’étude
des systèmes champ moyen, comme la mesure de la violation du théorème fluctuation-
dissipation, bien qu’ici on s’intéresse à des systèmes où l’ensemble des fluctuations
doivent être prises en compte. Notre étude s’appuie sur des résultats de deux modèles
issus de la classe de modèles à contraintes cinétiques (KCM’s) particulièrement utilisés
dans l’étude de la dynamique des systèmes vitreux [10, 11, 12].

Notre étude va être développée ainsi : dans le chapitre deux, je présenterai les dif-
férents résultats connus sur les systèmes hors-équilibre, l’hétérogénéité dynamique et
je discuterai la pertinence des KCM’s pour ce type de problème. Dans le chapitre
trois, une étude comparative avec des résultats expérimentaux sera effectuée concer-
nant le temps de de vie de l’hétérogénéité dynamique dans les KCM’s étudiés. Ensuite
dans le chapitre quatre, je ferai une étude détaillée de la dynamique hors-équilibre de
deux KCM’s, l’un modélisant les verres forts, l’autre les verres fragiles en détaillant
les propriétés microscopiques ainsi que les différents régimes. Je présenterai aussi dans
ce chapitre les méthodes numériques mises en œuvre pour simuler les KCM’s ainsi
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1.5 Plan de la thèse 7

que différents résultats dans le régime de vieillissement des modèles étudiés. Enfin
dans le chapitre cinq, je donnerai les résultats de nos mesures de la violation du théo-
rème fluctuation-dissipation dans les KCM’s étudiés. De plus, je décrirai comment nous
avons fait pour mesurer la réponse linéaire nécessaire à l’obtention de cette violation.
La plupart des résultats numériques présentés dans ces deux derniers chapitres seront
comparés à des résultats analytiques obtenus en collaboration avec P. Sollich, P. Mayer
et J. P. Garrahan.
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10 Hétérogénéité dynamique, vieillissement et KCM’s

2.1 Vieillissement et théorème fluctuation-dissipation (FDT)

2.1.1 Systèmes vieillissants

Comme je l’ai dit à la section 1.1 un verre est un système hors-équilibre : le système
ne pourra plus atteindre son état d’équilibre sur des échelles de temps expérimentale-
ment ou numériquement accessibles. Dans cet état hors-équilibre, les propriétés phy-
siques ne sont pas stationnaires contrairement à l’équilibre et le système vieillit [13].
Expérimentalement, le vieillissement a été étudié au niveau macroscopique dans des sys-
tèmes aussi divers que les polymères [14], les verres de spin [13] et structuraux [15, 16],
la matière molle [17]. Une compréhension complète de l’état vitreux hors-équilibre reste
un challenge théorique central [13].

Les études théoriques de modèles champ moyen ont fourni d’importantes pers-
pectives sur l’étude de la dynamique vieillissante des verres de spin et structuraux
[13, 18, 19]. Dans les modèles champ moyen, l’équilibre thermique n’est jamais atteint
en dessous d’une température critique Tc et le vieillissement peut être décrit par des
mouvements dans un paysage en énergie de plus en plus plat [20]. L’invariance par
translation dans le temps est brisée. Les mesures effectuées dans les systèmes vieillis-
sants dépendent alors de l’âge du système tw correspondant au temps écoulé depuis
sa création (typiquement la trempe). Afin de tenir compte de tw dans les mesures, on
est obligé de définir des observables à deux temps comme les fonctions de corrélation
connexes d’une observable générique φ(t)

C(t, tw) = 〈φ(t)φ(tw)〉 − 〈φ(t)〉〈φ(tw)〉 (2.1)

avec t ≥ tw ou la fonction de réponse impulsionnelle à deux temps correspondante

R(t, tw) = T
δ〈φ(t)〉
δh(tw)

∣∣∣∣
h=0

(2.2)

où h dénote le champ conjugué thermodynamiquement à l’observable φ afin que la
perturbation à l’Hamiltonien (ou la fonction de l’énergie E) est δE = −hφ et 〈. . .〉
indique une moyenne sur différentes conditions initiales. Il faut noter que la température
a été absorbée dans la définition de la fonction de réponse. On définit aussi la réponse
intégrée χ(t, tw) plus facilement accessible dans les expériences comme

χ(t, tw) =

t∫

tw

dt′R(t, t′). (2.3)

Les différentes mesures de C(t, tw) [21] obtenues révèlent que dans une bonne ap-
proximation, C(t, tw) peut être écrite comme la somme de deux contributions

C(t, tw) = Cstat(t− tw) + Cag(t, tw). (2.4)

La première contribution Cstat(t− tw) est stationnaire et Cag(t, tw) est la partie vieillis-
sante qui peut souvent être approximée par une loi d’échelle

Cag(t, tw) = C̃

(
t

tw

)
. (2.5)
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2.1 Vieillissement et théorème fluctuation-dissipation (FDT) 11

Cette loi d’échelle a été observée dans de nombreux modèles [21] et décrit ce qu’on
appelle du � vieillissement simple � . Néanmoins, des déviations par rapport à cette
loi ont aussi été observées dans quelques expériences. Ainsi, on a pu observer des lois
d’échelles du type t/tδw avec δ < 1, notamment dans les verres de spin [22] ; on parle
alors de � sous-vieillissement � . Le cas du � sur-vieillissement � , δ > 1 a quand à lui
aussi été observé dans, par exemple, des suspensions de laponite [23].

2.1.2 Généralisation du FDT

Cas des systèmes à l’équilibre

À l’équilibre, la dérivée de la fonction de corrélation C(τ) et la fonction de réponse
R(τ) sont reliées par le théorème fluctuation-dissipation (FDT)

R(τ) =
∂

∂tw
C(τ) (2.6)

où τ = t − tw. Il est à noter que le FDT permet notamment aux expérimentateurs de
déterminer par des mesures de susceptibilité, les fonctions de corrélation à l’équilibre
qui restent dans la plupart des expériences inaccessibles par mesure directe. À l’inverse,
il est plus facile dans les simulations numériques de mesurer les fonctions de corrélation
C(τ) que de mesurer la susceptibilité χ(τ).

Cas des systèmes hors-équilibre

Cas des systèmes champ moyen Dans le régime de vieillissement, ce théorème n’est
plus vérifié. Toutefois, il existe une forme généralisée [24] valable dans le régime de
vieillissement donnée par

R(t, tw) = X(t, tw)
∂

∂tw
C(t, tw), (2.7)

où X(t, tw) est appelé le rapport fluctuation-dissipation (FDR). À l’équilibre le FDT
(Éq. 2.6) impose X(t, tw) = 1 pour tous les temps. On définit la limite asymptotique
de X(t, tw) comme

X∞ = lim
tw→∞

lim
t→∞

X(t, tw). (2.8)

Dans les verres de spin en champ moyen la dépendance temporelle pour les deux ar-
guments du FDT est paramétrée par les fonctions de corrélation X(t, tw) ∼ X(C(t, tw))
aux temps longs. Ceci a laissé supposer que les systèmes vieillissants pourraient être ca-
ractérisés par une température effective [24], définie en fonction du FDR par la relation

Teff (t, tw) =
T

X(t, tw)
. (2.9)

Physiquement, la relaxation des systèmes vitreux a lieu sur des échelles de temps bien
séparées [19]. En champ moyen on a Teff(C(t, tw)), Il est alors aisé de penser que
chaque échelle de temps pourrait être associée à une température effective [25]. Une
interprétation plus thermodynamique des températures effectives a été donnée en la
reliant au concept de brisure de symétrie des répliques [26].
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12 Hétérogénéité dynamique, vieillissement et KCM’s

La figure 2.1 donne une représentation graphique du FDT pour un système type
Lennard-Jones en représentant paramétriquement la susceptibilité χ(t, tw) en fonction
de la fonction de de corrélation C(t, tw). Il est important ici de bien respecter certaines
règles afin d’être sûr de pouvoir mesurer le FDR directement à l’aide de cette repré-
sentation. Ainsi, il faut utiliser des fonctions de corrélation connexes sinon cela peut
mener à des interprétations et des mesures fausses du FDR [21]. De plus, comme nous
le verrons ci-dessous, la relation (2.7) impose que la représentation graphique soit pa-
ramétrée par tw à t fixe et non l’inverse comme cela est fait sur la figure 2.1 car cela
peut donner une mesure incorrecte du FDR.

Cette figure donne le scénario typique de ce qu’on obtient dans les systèmes champ
moyen. À temps court, pour t− tw = O(1), le FDT est vérifié. Ce régime correspond au
régime de quasi-équilibre. Cette contribution de quasi-équilibre provient des vibrations
des particules autour de leurs positions initiales. À temps longs t − tw = O(tw), le
FDT est violé. Ce régime temporel correspond au régime de la relaxation de notre
système. On peut extraire le FDR en mesurant la pente de la courbe et ainsi extraire
la température effective du système via la relation Teff = T/X (Éq. 2.9).

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.00

0.10
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C(τ+tw,tw)

(b)

−
k bT

M
(τ

+
t w

,t w
)

Tf=0.3

Fig. 2.1 – Extrait de [27]. Représentation graphique du théorème fluctuation-
dissipation (FDT) pour un liquide de type Lennard-Jones : les auteurs ont représenté
paramétriquement les fonctions de réponse χ(t, tw) = TM(τ + tw, tw) en fonction des
fonctions de corrélation C(τ+ tw, tw) avec τ = t− tw, pour une valeur de tw fixe, t étant
le paramètre. On distingue deux régimes. Dans le premier correspondant à C(τ+tw, tw)
grand, le FDT (représenté graphiquement par la ligne noire à droite) est vérifié, on se
trouve dans le régime de quasi-équilibre. À temps plus long, le FDT n’est plus vérifié,
la pente de la droite noire de gauche nous donne la valeur du FDR. Dans cette repré-
sentation (incorrecte) du FDT, les auteurs ont trouvé X∞ = 0.45 alors qu’une étude
récente [28], utilisant des observables paramétrisées par tw a trouvé X∞ = 0.38.

Cas des systèmes non champ moyen Pris dans leur ensemble, ces résultats donnent
une description champ moyen très intéressante et ont donné lieu à de nombreux tra-
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2.1 Vieillissement et théorème fluctuation-dissipation (FDT) 13

vaux expérimentaux et numériques (voir [29] pour une revue). Néanmoins, la large
applicabilité du scénario champ moyen reste floue. Tandis que certaines expériences
et simulations semblent confirmer l’existence d’une température effective bien définie
[30, 31, 32], d’autres études ont révélé des limites au scénario champ moyen. Des expé-
riences ont, pour le moment, reporté des violations anormalement importantes associées
à la dynamique intermittente [33, 34, 35, 36], tandis que les études théoriques de sys-
tèmes modèles ont trouvé des fonctions de réponse non-monotones (voir figure 2.2) et
même négatives [37, 38, 39, 40, 41] et des FDR’s mal définis ou dépendant des obser-
vables [42]. Dans la plupart de ces cas, on s’attendait à ce désaccord avec les prédictions
champ moyen puisque de nombreux systèmes physiquement intéressants ne sont pas
de type champ moyen. En fait pour de nombreux systèmes la dynamique est plus com-
plexe et montre des processus thermiquement activés et une dynamique spatialement
hétérogène. Du point de vue théorique, il est ainsi important de comprendre quand le
concept champ moyen d’une température effective reste valable.
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0.5

1.0

1.5

2.0

χ

0.0 0.5 1.0
0.0
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Fig. 2.2 – Extrait de [43]. Représentation paramétrique de la susceptibilité χ(t, tw) en
fonction de la fonction d’autocorrélation à deux temps C(t, tw) pour un modèle de spins
reproduisant une dynamique vitreuse. On voit clairement que χ n’est pas monotone et
que le scénario est très différent du cas champ moyen.

Il a été réalisé plus tard que, bien que les fonctions de réponse non-monotones
soient correctes et physiques [44], elles n’empêchaient pas de définir un FDR avec des
propriétés robustes sur les lois d’échelles. La confusion provenait de l’utilisation d’une
définition incorrecte du FDR où la dérivée par rapport à tw de l’équation (2.7) a été
remplacée par une dérivée par rapport à t pour des commodités numériques que nous
détaillerons à la section 5.1. Sur la représentation graphique du FDT, cela correspond à
fixer tw et laisser t variant le long de la courbe, plutôt que la procédure inverse correcte
où tw < t paramétrise la courbe prise pour un temps t fixe. Comme cela a été soulignée
de nombreuses fois, [42, 45, 28], cette procédure peut donner lieu à des comportements
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14 Hétérogénéité dynamique, vieillissement et KCM’s

complètement différents ou au moins à des valeurs incorrectes du FDR.

Malheureusement, la dérivée par rapport à tw dans la définition du FDR rend la
mesure numérique difficile. De la même manière, il est normalement difficile d’obtenir
la réponse intégrée χ(t, tw) comme fonction dépendante de tw pour un temps t fixe
postérieur. Néanmoins de nouvelles méthodes numériques pour accéder directement
à la fonction de réponse linéaire dans les simulations ont récemment été développées
[28, 46, 47, 48] et ont rendu possible l’étude systématique du FDR dans différents
modèles comme les modèles à contraintes cinétiques (KCM) (voir section 2.3).

2.2 Hétérogénéité dynamique

2.2.1 Dynamique homogène et dynamique hétérogène

La notion d’hétérogénéité dynamique renvoie à l’image physique suivante. Imagi-
nons un échantillon macroscopique d’un liquide surfondu pour lequel une fonction de
relaxation moyenne φ(t) qui sonde la dynamique relaxationelle relaxe de manière non-
exponentielle (par exemple KWW). Deux scénarios extrêmes peuvent expliquer cet
étirement [49] :

– la dynamique est hétérogène, c’est-à-dire qu’à cause du désordre dans le système,
chaque particule possède un environnement légèrement différent et ainsi l’échelle
de temps pour la relaxation exponentielle diffère pour les différentes particules. La
fonction de relaxation moyenne est ainsi donnée par une moyenne sur différente
fonctions exponentielles ayant chacune leur propre échelle de temps ce qui peut
donner lieu à une exponentielle étirée.

– la dynamique est homogène, toutes les particules relaxent de la même façon, c’est-
à-dire que chacune relaxe avec une fonction exponentielle étirée ayant le même
exposant d’étirement. Ainsi, la fonction de relaxation moyenne sera une fonction
de KWW (voir Éq. 1.2) avec le même exposant β.

Il a ainsi été mis en évidence par des simulations [50] que dans un liquide surfondu cer-
taines particules parcourent de longues distances alors que d’autres zones sont complè-
tement figées. Ces sous-régions sont corrélées spatialement induisant des mouvements
coopératifs des particules qui les composent.

La théorie d’Adam-Gibbs est la première à avoir introduit la notion de coopérativité.
Ils ont ainsi pu relié la dépendance en température du temps de relaxation des systèmes
vitreux avec la dépendance en température de la taille des régions se réarrangeant de
manière coopérative. Dans leur théorie, le temps de relaxation est relié à l’entropie
configurationelle par

τα ∝ η ∝ exp[C/(TSc(T )], (2.10)

où C est une constante, T la température et Sc l’entropie configurationelle avec Sc = kb lnNc,
Nc étant le nombre de configurations accessibles par le système. Ainsi, plus le système
sera coopératif, plus Nc sera faible, impliquant une augmentation de τ selon une loi de
type VFT τ ∝ exp(C/(T − Tk) où Tk est la température de Kauzmann correspondant
à une entropie nulle.
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2.2 Hétérogénéité dynamique 15

2.2.2 Violation de la relation de Stokes-Einstein

La présence de cette hétérogénéité a des implications importantes pour la relation
de Stokes-Einstein reliant la constante de diffusion D et le temps de relaxation. Ima-
ginons qu’on décompose le système en régions de tailles mésoscopiques. Si le système
est hétérogène, le temps de relaxation dans chacune de ces régions, τi, dépendra de la
région i. En admettant que dans chacune de ces régions, la constante de diffusion est in-
versement proportionelle au temps de relaxation τi, nous avons alors Di ∝ T/ηi ∝ τ−1

i

comme prédit par la relation de Stokes-Einstein. Bien que cette relation soit exacte
dans chaque sous-ensemble de l’échantillon, nous avons que D = 〈Di〉i n’est pas pro-
portionnel à τ = 〈τ〉i et ainsi le produit Dτ n’est pas constant. Il existe donc bien un
découplage entre ces deux quantités qui est une conséquence directe de la présence de
l’hétérogénéité dynamique.

2.2.3 Mesure des fluctuations de la dynamique

On voit d’après les deux scénarios présentés ci-dessus que mesurer l’hétérogénéité
dynamique revient à mesurer les fluctuations spatio-temporelles de fonctions de relaxa-
tion locales. Hurley et Harrowell ont montré [50], en se basant sur l’étude de disque
mous à deux dimensions, que des sous-régions d’un système peuvent avoir une dyna-
mique coopérative et que la taille de ces sous-régions augmente avec la densité des
disques, impliquant une augmentation des corrélations spatiales de la dynamique. Ce
type d’observation a motivé l’introduction de fonction de corrélation à quatre points
[51] (deux points dans l’espace, deux points dans le temps)

C4(~r, t) = 〈δρ(~r0, 0)δρ(~r0, t)δρ(~r0 + ~r, 0)δρ(~r0 + ~r, t)〉
− 〈δρ(~r0, 0)δρ(~r0, t)〉 〈δρ(~r0 + ~r, 0)δρ(~r0 + ~r, t)〉 , (2.11)

où δρ(~r, t) est une fluctuation de densité à la position ~r à l’instant t. Cette fonction
quantifie la probabilité suivante : si un évènement se produit en un point ~r0 du volume
impliquant une décorrélation de la fonction de corrélation locale sur l’échelle de temps
t, quelle est la probabilité qu’un évènement similaire se produise en un autre point
~r0 + ~r du volume dans le même intervalle de temps ? En fait c’est l’intégrale sur le
volume de C4(~r, t) qui permet de mesurer les fluctuations des fonctions de corrélation
énoncées ci-dessus. On définit alors une susceptibilité quatre points

χ4(t) = ρ

∫
d3~r C4(~r, t) (2.12)

(ρ est la valeur moyenne de la densité) qui donne bien la variance des fonctions des
fonctions de corrélation

χ4(t) = N
〈
δC2(t)

〉
= N

(〈
C2(t)

〉
− 〈C(t)〉2

)
(2.13)

où C(t) est la fonction de corrélation instantanée [52]

C(t) =
1

V

∫
d3~r δρ(~r, t)δρ(~r, 0). (2.14)

Cette fonction permet de quantifier la coopérativité dans le système. Cette fonc-
tion exhibera un pic à l’instant où la dynamique est la plus hétérogène dans le milieu.
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16 Hétérogénéité dynamique, vieillissement et KCM’s

Cette quantité étant proportionelle au volume des régions ayant une dynamique coopé-
rative, on peut en extraire une longueur de corrélation dynamique ξ(t) quantifiant les
hétérogénéités spatiales responsables du ralentissement de la dynamique [53, 52, 54].

2.2.4 Caractérisation de l’hétérogénéité dynamique

L’étude théorique de l’interaction entre une longueur d’échelle dynamique pertinente
et des processus thermiquement activés dans le régime hors-équilibre des systèmes
désordonnés est clairement un défi. Ce problème a été étudié de manière très différente
comme nous allons le voir de manière succincte dans cette section.

Les verres de spin représentent une classe particulière de matériaux qui ont été
étudiés en détail au moyen d’expériences, de simulations et de théories [13]. Pour ces
systèmes, la théorie de champ moyen fournit un ensemble de prédictions détaillées en
particulier dans le régime de vieillissement [19, 55] sans prendre en compte de ma-
nière spécifique la croissance d’une longueur de corrélation dynamique ou des proces-
sus activés thermiquement. À l’opposé, plusieurs approches phénoménologiques se sont
focalisées sur les excitations spatiales réelles. Les prédictions résultantes [56, 57, 58]
diffèrent de celles en champ moyen et le vieillissement en particulier serait associé à
la croissance logarithmique avec le temps d’une longueur de corrélation dynamique.
Cette longueur est supposée jouer un rôle crucial dans les processus de mémoire et de
rajeunissement observés expérimentalement [59, 60, 61, 62]. Ce lien qui a été confirmé
numériquement [63, 64]. Il existe des tentatives théoriques pour étendre le cadre champ
moyen afin d’inclure les fluctuations spatiales et les échelles de longueur dynamiques
[65, 66, 67, 68, 69, 70].

La situation est en quelque sorte similaire pour les verres structuraux. Tandis que les
théories sur le vieillissement sont maintenant bien établies [18], plusieurs perspectives
alternatives soutiennent que des échelles de longueur et des fluctuations dynamiques
pourraient jouer un rôle important [71, 12, 72]. Celles-ci incluent le régime de vieillisse-
ment. Tout comme le cas des verres de spin, des extensions à la théorie champ moyen
sont faisables en principe [52, 54, 73, 74, 75, 76, 77], mais cela reste une tâche difficile.

Une approche naturelle est de considérer directement des systèmes avec des interac-
tions locales. L’étude de la dynamique vieillissante des modèles à contraintes cinétique
(KCM) que nous détaillerons à la section suivante semble très prometteuse puisque
ces modèles combinent les caractéristiques nécessaires en terme de degrés (effectifs) de
liberté microscopique, en ayant des règles de dynamique locales et en exhibant de la
dynamique activée et hétérogène.

2.3 Les Modèles à contraintes cinétiques (KCM)

2.3.1 Concepts généraux

Notre étude s’appuie sur l’étude de la dynamique hors-équilibre de modèles de spins
facilités de verres dans leur régime de vieillissement suivant une trempe soudaine de
haute température à très basse température dans le régime vitreux. Les modèles à
spins facilités appartiennent à une famille plus large de modèles à contraintes ciné-
tiques (KCM’s). Ceux-ci sont des modèles simple de physique statistique qui possèdent
des caractéristiques dynamiques observées dans les matériaux vitreux réels comme les
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2.3 Les Modèles à contraintes cinétiques (KCM) 17

liquides surfondus [78], les verres de spin [13] ou la matière molle désordonnée [17].
Les KCM’s sont définis à partir d’un Hamiltonien généralement sans interactions. La
complexité des verres est encodée dans des règles spécifiques gouvernant la dynamique
locale qu’on appelle aussi contraintes cinétiques (pour une revue rassemblant des ré-
sultats précédemment établis voir [79]).

2.3.2 Présentation des modèles étudiés

Dans cette thèse, nous nous sommes focalisés sur les modèles à spins facilités en
particulier le modèle de Fredrickson-Andersen [80] (FA) et le modèle East [81] (voir
ci-dessous pour une description de ces modèles), mais on s’attend à des comportements
similaires dans d’autres modèles KCM’s comme les gaz sur réseau à contraintes ciné-
tiques [82]. Ces deux KCM’s permettent de modéliser deux propriétés essentielles de la
physique des liquides surfondus :

– À basse température, la mobilité est localisée et peu de particules sont mobiles.
Les particules apparaissent piégées dans des cages sur de grandes échelles de
temps.

– Quand une région de l’espace est mobile, elle influence la mobilité des régions
voisines permettant à celles-ci de devenir mobile et propageant ainsi la mobilité
dans le système. C’est le concept de facilitation dynamique [80, 83]. L’observation
numérique de particules très mobiles bougeant le long de châınes corrélées est une
confirmation de cette idée fondamentale [84].

L’idée du modèle FA [80] était ainsi de concevoir des modèles qui sont simples
comparés à des systèmes moléculaires en interaction, mais dont la phénoménologie
était en accord avec les observations expérimentales. En particulier, les fonctions de
relaxation de ce modèle décroissent en exponentielle étirée et le temps de relaxation
dépend de la température en suivant une loi de type super-Arrhénius.

La dynamique hors-équilibre de ces modèles montrent des similitudes avec les obser-
vations expérimentales de la dynamique vieillissante des liquides [85, 86]. Initialement,
il a été suggéré que le modèle FA possèderait une transition à une température finie
similaire à celle prédite dans la théorie des modes couplés (MCT) des liquides surfon-
dus [80]. Il a ensuite été prédit que la plupart des KCM’s ne présente pas ce type de
singularité et les échelles de temps divergent seulement dans la limite des températures
nulles [87, 88, 89]. Cela implique en particulier qu’après une trempe à une tempéra-
ture non-nulle, ces systèmes peuvent éventuellement atteindre leur état d’équilibre.
Néanmoins la fenêtre de temps du régime de vieillissement devient plus grande à basse
température. L’étude détaillée de ce régime de vieillissement est précisément le but de
cette thèse.

Récemment, il y a eu un regain d’intérêt pour les KCM’s. Ceci est en partie dû
au fait que leur dynamique est caractérisée par une hétérogénéité dynamique (voir la
sous-section précédente) [90, 91, 92, 93, 94, 95, 71] correspondant à des fluctuations
spatio-temporelles non triviales de la relaxation locale (voir la section 2.2). On retrouve
ce type de fluctuations dans les liquides surfondus [96].

Des études récentes caractérisent en détails la dynamique hétérogène des KCM’s.
Elles incluent : des articles définissant et quantifiant les longueurs d’échelles dyna-
miques pertinentes dans les KCM’s à l’équilibre et leurs relations aux échelles de temps
de relaxation [88, 89, 97, 98, 99, 100, 101, 102, 103, 104, 105, 52, 54], des études quan-
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18 Hétérogénéité dynamique, vieillissement et KCM’s

titatives et phénoménologiques des conséquences des contraintes cinétiques, incluant la
dynamique hétérogène et la dynamique activée, pour la physique des systèmes vitreux
[12, 106, 10, 107, 108, 109] ; et la définition et l’analyse de nouveaux KCM’s où les
règles cinétiques ou la géométrie du réseau sont ajustées pour explorer plus en détail
les différents comportements possibles qui peuvent être observés dans les modèles de
verre [110, 111, 112, 108, 113, 114]. Les nombreuses études récentes ont été à leur
tour utile en encourageant des efforts numériques et expérimentaux pour mesurer et
caractériser plus précisément, l’hétérogénéité dynamique dans les liquides surfondus
[115, 116, 117, 118, 51, 119, 120, 53], la matière granulaire [121, 122], les systèmes
collöıdaux [53, 123, 124, 125], les matériaux vitreux mous [126, 127, 128].

2.3.3 Le modèle de Fredrickson-Andersen (FA) et le modèle East

Définition

Par la suite, notre étude se limitera à deux KCM’s : le modèle de Fredrickson-
Andersen (FA) [80] et le modèle East. [81]. Ces deux modèles ne diffèrent que par leurs
contraintes cinétiques. Ils ont ainsi en commun leur Hamiltonien sans interaction

H =

N∑

i=1

ni. (2.15)

Les ni correspondent à la valeur du spin au site i et N est le nombre de site. Ces spins
sont des variables binaires ni ∈ {0; 1} modélisant le champ de mobilité d’un fluide.
Ainsi ni = 1 signifie que les particules sont mobiles au site i alors que ni = 0 signifie
l’immobilité. Ainsi les ni ne représentent pas des particules mais le champ de mobilité
au sein du système. Dans la suite de l’étude, nous appellerons de manière indifférente
ni = 1 des excitations, des défauts (pour défauts du champ de mobilité) ou des spins
hauts.

Ces modèles possèdent des propriétés thermodynamiques triviales. Ainsi la concen-
tration moyenne des défauts à l’équilibre est donnée par

c(T ) =
1

1 + e1/T
. (2.16)

Les contraintes cinétiques de ces deux modèles pour d = 1 sont données par

Ci =

{
1−∏〈j,i〉(1− nj) (Modèle de Fredrickson-Andersen )

ni−1 (Modèle East)

Elles signifient tout simplement que dans le cas du modèle FA, une zone peut devenir
mobile (ou immobile) si et seulement si au moins un de ces voisins est mobile. Ceci
modélise de manière phénoménologique la facilitation dynamique énoncée plus haut :
une particule dans un système encombré a besoin que ses voisines soient elles-mêmes
mobiles. Dans le cas du modèle East, la différence vient du fait qu’un spin ne peut
changer d’état que si son voisin de gauche est mobile. La condition de balance détaillée
impose :

ni = 0

Ci c−−−−−→
←−−−−−
Ci (1−c)

ni = 1.
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2.3 Les Modèles à contraintes cinétiques (KCM) 19

Quelques propriétés des modèles FA et East

Hétérogénéité dynamique À haute température, c(T → ∞) = 1/2, la moitié des
sites seront des défauts modélisant ainsi la grande mobilité des particules dans les
liquides non vitreux.

Par contre à très basse température, c ≈ e−1/T � 1, la concentration moyenne
en défauts est donc très faible. Si on regarde dans un diagramme spatio-temporel les
trajectoires des différents défauts, on s’aperçoit qu’on a des excitations isolées séparées
par de grandes zones immobiles qu’on appelle des � bulles � [12] qui semblent être
corrélées spatialement. Ces corrélations sont une explication possible de l’hétérogénéité
dynamique observée dans les simulations ainsi que dans les expériences [96].

Dynamique activée Dans le modèle FA et le modèle East, la dynamique est activée.
Conformément aux contraintes cinétiques décrites ci-dessus, la diffusion d’un défaut
s’effectue selon cette suite de configurations dans le modèle FA (l’analogue est vrai
pour le modèle East)

10→ 11→ 01

On voit donc que pour diffuser, un défaut a besoin d’atteindre une configuration inter-
médiaire de plus haute énergie. Ainsi, pour relaxer, le système doit localement augmen-
ter son énergie : c’est en ce sens qu’on parle de dynamique activée dans ces modèles.

Temps de relaxation τα Afin de caractériser ces modèles, on s’intéresse aux échelles
de temps nécessaires à leur relaxation pour différentes températures. Nous avons ainsi
étudié la persistance P (t) moyenne

P (t, tw) =

〈
1

N

N∑

i=1

Pi(t, tw)

〉
. (2.17)

La persistance est définie comme suit : Pi(t, tw) = 1 si le spin n’a pas changé d’état
entre le temps t et tw et Pi(t, tw) = 0 dans le cas contraire. Nos résultats pour le modèle
FA à l’équilibre sont présentés sur la figure 2.3. On voit sur cette figure que les échelles
de temps augmentent fortement quand la température diminue (voir figure 2.4). En
définissant le temps de relaxation τα comme P (τα, 0) = e−1, on trouve que ce temps de
relaxation augmente selon une loi d’Arrhénius τα ∼ exp(3/T ) prouvant que le modèle
FA modélise un verre fort (voir la section 1.3). Une analyse similaire dans le modèle
East montre que le temps de relaxation évolue selon une loi τα ∼ exp(1/T 2 ln 2). Par
conséquent, le modèle East modélise les verres fragiles.

Relaxation en exponentielle étirée On voit aussi sur la figure 2.3 que les fonctions
de persistance à basse température peuvent être décrites par une fonction de KWW
(voir Éq. 1.2) avec un exposant d’étirement β = 0.5. Or, c’est à basse température que
la dynamique est la plus hétérogène prouvant les relations évoquées aux sections 1.4 et
2.2, entre l’hétérogénéité dynamique et la relaxation en exponentielle étirée.

Violation de la relation de Stokes-Einstein Jung et al. [10] se sont intéressés à
la validité de la relation de Stokes-Einstein Dτα = constante dans ces modèles. Si
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Fig. 2.3 – Fonctions de persistance moyenne à l’équilibre dans le modèle FA pour
différentes températures. Les lignes en trait pleins sont des régressions des mesures
à basse température effectuée à partir d’une fonction de KWW (voir Éq. 1.2) avec
β = 0.5.
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Fig. 2.4 – Évolution du temps de relaxation en fonction de l’inverse de la température
pour le modèle FA et le modèle East. Dans le modèle FA, le temps de relaxation
évolue selon une loi d’Arrhénius τα ∼ exp(3/T ) caractéristique des verres forts. Dans
le modèle East, cette dépendance est plus forte τα ∼ exp(1/T 2 ln 2) caractéristique des
verres fragiles.

déterminer le temps de relaxation τα ne pose aucun problème comme nous l’avons
vu ci-dessus, la mesure de D pose quelques difficultés puisque les défauts ne sont pas
conservés par la dynamique. Pour résoudre ce problème, ces auteurs ont eu recours à
des particules tests dont la dynamique est gouvernée par celle des défauts. Ainsi une
particule test peut se déplacer si et seulement si le site où elle se trouve ainsi que le site
voisin où elle veut se déplacer sont des excitations. Les auteurs ont ainsi pu montrer
que D ∼ τ 2/3 pour le modèle FA (d = 1) prouvant qu’il existe un découplage entre D
et τα et que par conséquent la relation de Stokes-Einstein n’est plus vérifiée. Maper
et al. [129] ont mesuré expérimentalement ce découplage dans l’o-therphenyl, un verre
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2.4 Objet de l’étude 21

fragile, et ont montré que le découplage dans ce système avait la même dépendance
que celle trouvée dans le modèle East d = 1.

2.4 Objet de l’étude

Notre étude porte sur la caractérisation de l’hétérogénéité dynamique dans le cas
des systèmes vitreux hors-équilibre. En se basant sur ces systèmes modèles, nous allons
essayer de répondre à plusieurs questions.

En particulier, quelle est la durée de vie de l’hétérogénéité dynamique à l’équilibre ?
En effet, nous verrons par la suite que des résultats expérimentaux [130] donnent des
résultats tout à fait surprenants en montrant que le temps de vie de l’hétérogénéité
dynamique peut devenir très supérieur au temps de relaxation du système. Nous tente-
rons donc de répondre à cette question en mesurant le temps de vie de l’hétérogénéité
dynamique dans le modèle FA et le modèle East.

Ensuite, nous nous intéresserons plus particulièrement au vieillissement en se foca-
lisant tout d’abord sur la dynamique microscopique de nos modèles afin de répondre
aux questions suivantes : Peut-on identifier différents régimes ? Quels sont les processus
microscopiques se produisant dans le régime de vieillissement ? Comment évoluent les
échelles de temps et les échelles de longueur dans nos systèmes ? En d’autres termes
comment évolue la distribution de domaines ? À partir de celle-ci, il sera facile de dé-
terminer l’évolution temporelle de l’énergie. Notre étude sera complétée par la mesure
d’observables dans le régime de vieillissement.

Finalement, nous terminerons par une étude détaillée de la violation du FDT dans
le modèle FA et le modèle East. Il est en effet intéressant de se demander : quelles sont
les conséquences d’une dynamique hétérogène et activée sur le rapport fluctuation-
dissipation ? Est-ce que le rapport fluctuation-dissipation a la même valeur sur les
différentes échelles de longueur du système ?
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3.1.1 Méthodes communes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.1.2 Cas des expériences d’Ediger . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.2 Cas des KCM’s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.2.1 Filtrage dynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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24 Temps de vie de l’hétérogénéité dynamique

Motivation

Même si la présence de l’hétérogénéité dynamique est établie pour un système
proche de la transition vitreuse, il faut encore la caractériser. Dans ce chapitre, nous
allons nous focaliser sur le temps de vie de l’hétérogénéité dynamique à l’équilibre. En
effet, il semble important de connâıtre les échelles de temps sur lesquelles le système a
une dynamique hétérogène afin de mieux comprendre quand cette dynamique participe
au ralentissement critique des systèmes vitreux et comment elle évolue avec le temps.

A priori, il semble naturel de penser que la durée de vie de l’hétérogénéité dyna-
mique est comparable au temps de relaxation du système. Toutefois, nous allons voir
que des expériences mettent en évidence des résultats tout à fait surprenants à ce sujet.
La question posée dans cette partie a fait l’étude de nombreuses études expérimentales.
Celles-ci sont en effet relativement faciles à mettre en œuvre car aucune résolution spa-
tiale de la dynamique n’est requise pour résoudre ce type de problème. Ainsi, différentes
approches expérimentales ont été suivies. Des expérimentateurs ont ainsi réalisé des me-
sures optiques [131], diélectriques � hole burning � [132], RMN [133, 134], � solvation
dynamics � [135]. Des études numériques dans des systèmes vitreux type Lennard-Jones
[136], disques durs [137], polymères [138] ont aussi été menées ainsi qu’une étude théo-
rique [139] afin de reproduire les expériences de � hole burning � à l’aide du modèle
p-spin. La plupart de ces études [132, 133, 134, 135, 136, 96, 140] ont conclu que le
temps de vie de l’hétérogénéité dynamique était comparable au temps de relaxation du
système. Toutefois des expériences de � photobleaching � [130] menées sur des systèmes
très proches de leur température de transition vitreuse expérimentale ont montré que le
rapport du temps de vie de l’hétérogénéité dynamique au temps de relaxation augmen-
tait de plusieurs décades et d’une manière assez abrupte à l’approche de la température
de transition vitreuse.

Notre but est de faire une étude similaire dans les KCM’s afin d’établir (ou non)
l’existence de cette augmentation, de comprendre son origine et les implications qu’un
tel phénomène pourrait avoir sur la dynamique de systèmes vitreux.

La première partie décrira les expériences en expliquant comment les expérimen-
tateurs mesurent ce temps de vie de l’hétérogénéité dynamique. Nous insisterons tout
particulièrement sur les expériences basées sur des mesures optiques réalisées par le
groupe d’Ediger. Ensuite, nous nous intéresserons au cas des KCM’s en expliquant le
protocole que nous avons choisi pour nos simulations numériques, en particulier la no-
tion de filtrage dynamique. Puis nous nous efforcerons de définir les échelles de temps
où le système a une dynamique homogène et une dynamique hétérogène. Enfin, nous
décrirons les mesures obtenues dans les KCM’s qui reproduisent de manière seulement
qualitative les expériences de � photobleaching � .

3.1 Descriptif des expériences

3.1.1 Méthodes communes

Protocole expérimental

Les différentes techniques expérimentales utilisées pour mettre en évidence l’hété-
rogénéité dynamique permettent chacune d’accéder à des échelles de température et de
temps bien précises [96, 141, 49]. Toutefois certaines de ces techniques ont des points
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Fig. 3.1 – Représentation schématique des différentes distributions au cours des dif-
férentes phases des expériences. Après la phase de filtrage, on sélectionne un sous-
ensemble (ligne pointillée) de la distribution de temps de relaxation Π(ln τ) du système.
Dans la limite des temps longs, ce sous-ensemble va retrouver sa forme d’équilibre (ligne
de points).

communs. En effet, les techniques de � photobleaching � , RMN, diélectriques et magné-
tiques � hole burning � observent ou modifient la dynamique de particules appartenant
à un sous-ensemble des temps de relaxation du système. En d’autres termes, ces tech-
niques permettent de choisir une partie du spectre des temps de relaxation du système
et d’observer sa dynamique, c’est-à-dire de regarder comment ce sous-ensemble va re-
trouver sa distribution d’équilibre (figure 3.1). Il a été montré qu’il est nécessaire de
mesurer des fonctions de corrélation de plus de deux points en temps et en espace
[96, 141, 84]. Le problème qui se pose ici est : étant donné la structure spatiale des
temps de relaxations locaux d’un système ayant relaxé entre 0 et t, à quoi ressem-
blera cette structure entre t et 2t. En terme statistique, on veut étudier la fonction de
corrélation à quatre temps suivante :

C4(t1, tw, t2) = 〈Oi(0, t1)Oi(t1 + tw, t1 + tw + t2)〉, (3.1)

qui mesure la corrélation de la dynamique entre 0 et t1 et entre t1 + tw et t1 + tw +
t2. Oi(t, t1) quantifie la dynamique entre 0 et t1 (fonctions d’autocorrélation ou de
persistance). L’interprétation de la relation (3.1) est la suivante : combien de temps
faut-il pour qu’une fluctuation dynamique mesurée au site i pendant un intervalle de
temps t1 disparaisse ? Ceci correspond justement au concept de temps de vie τdh pour
l’hétérogénéité dynamique. D’un point de vue du protocole expérimental, le temps t1
correspond au temps pendant lequel on va filtrer les temps de relaxation de Oi(0, t).
Le sous-ensemble sélectionné va ensuite se rééquilibrer pendant un temps tw puis on
mesure pendant un temps t2 la fonction de corrélation (Éq. 3.1).

Résultats

Mis à part les expériences du groupe d’Ediger que nous allons détailler dans la
partie suivante, les autres expériences ont montré que le temps de vie de l’hétérogénéité
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Fig. 3.2 – Représentation schématique d’une expérience de � photobleaching � . Ce type
d’expérience se décompose en deux phases : dans un premier temps on mesure le temps
de relaxation typique de notre système τα en ne filtrant que 10% des molécules puis
dans un second temps on mesure le corrélateur (3.1) pour différentes valeurs de t2 après
avoir filtré pendant un temps t1 65% des particules de l’échantillon. De cette mesure,
on peut extraire τobs.

dynamique τdh est de l’ordre de τα, le temps de relaxation caractéristique de notre
système à l’équilibre. Des expériences de RMN réalisées au-dessus [142] et en dessous
[134] de Tg ont conduit à ce même résultat. Des simulations numériques menées dans
des systèmes type Lennard-Jones [136] et des systèmes de type sphères molles [140] ont
donné τdh ≈ τα. La question naturelle qui se pose est bien sûr de comprendre maintenant
pourquoi les expériences d’Ediger suggèrent des résultats différents [130, 143].

3.1.2 Cas des expériences d’Ediger

A ce jour, le groupe d’Ediger a mené des expériences sur le temps de vie de l’hétéro-
généité dynamique τdh sur deux composés : l’ortho-therphenyl (OTP) [131, 130] et le po-
lystyrène [143]. Pour ces deux composés, les expériences de � photobleaching � donnent
un temps de vie de l’hétérogénéité dynamique qui peut être beaucoup plus grand que
le temps de relaxation caractéristique du système τα.

Techniques expérimentales

La technique de � photobleaching � mesure la dynamique rotationnelle des molécules
tests qui ont survécu à une phase de filtrage. Cette technique a d’abord été utilisée pour
mesurer des temps de relaxation caractéristiques dans les liquides surfondus [144]. En
modifiant le protocole expérimental, on peut l’adapter pour mesurer le temps de vie de
l’hétérogénéité dynamique comme le montre la figure 3.2.

Pendant la phase de filtrage, on choisit en fait une sous-population de particules
ayant une anisotropie orientationnelle bien définie. Ainsi, quand la phase de filtrage est
très faible, l’anisotropie de la sous-population est pratiquement la même que l’ensemble
de l’échantillon. On peut ainsi mesurer le temps de relaxation caractéristique de notre
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Fig. 3.3 – Temps de relaxation τobs normalisé par τα juste après la phase de filtrage
en fonction de la fraction de molécules marquées pour deux températures différentes.
Figure extraite de [130].

système τα défini comme

τα ≡
∞∫

0

CF (t)dt =
τ

β
Γ

(
1

β

)
(3.2)

où CF (t) est une fonction de corrélation basée sur les mesures d’anisotropie des mo-
lécules tests [130]. Cette fonction CF (t) est bien décrite par une exponentielle étirée
(3.5) dont les paramètres τ et β sont extraits à l’aide d’une régression.

Une fois le temps de relaxation τα déterminé, il reste à mesurer le temps de relaxa-
tion τobs de la fonction de corrélation (3.1). On filtre cette fois-ci pendant un temps t1,
65% des molécules de l’échantillon puis on attend un temps tw. On peut alors mesurer
C4(t1, tw, t2) pour différentes valeurs de t2. En utilisant la même définition du temps de
relaxation que pour τα (Éq. 3.2), on peut déterminer de ces mesures τobs.

Résultats et discussion

Évolution de τobs avec le temps de filtrage t1 : La figure 3.3 représente l’évolution
du temps de relaxation τobs normalisé par τα (voir Éq. 3.2) mesuré juste après la
phase de filtrage (tw = 0) en fonction du rapport de molécules filtrées sur le nombre
total de molécules pour deux températures différentes. On remarque que pour les deux
températures, la dynamique du système devient plus lente lorsqu’on augmente la phase
de filtrage. Ceci prouve que la technique mise en œuvre permet de filtrer les molécules
les plus rapides et de ne garder et d’observer que les molécules les plus lentes. De plus
on voit que la dépendance de τobs/τα est moins forte pour les mesures effectuées à
Tg + 4K que pour Tg + 1K. L’efficacité de la phase de filtrage augmente donc lorsque
la température diminue.
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Fig. 3.4 – Résultats des expériences de � photobleaching � pour l’o-therphenyl. Figures
extraites de [130]. Gauche : Évolution du temps de relaxation τobs normalisé par τα en
fonction de tw/τα après avoir détruit 65% des molécules pour 2 températures différentes
Tg + 1K et Tg + 4K dans le cas du système tétracène dans OTP. Droite : Dépendance
en température du temps d’échange (τex) normalisé par le temps de relaxation carac-
téristique du système (τα). On voit clairement que le temps d’échange (τex) dépend
fortement de la température.

Mesure du temps de vie de l’hétérogénéité dynamique : Une fois la distribution
hors-équilibre de temps de réorientation des molécules créée, les molécules non-filtrées
vont se réorienter de manière aléatoire en fonction de leurs environnements locaux à
cause de l’échange se produisant entre les différentes régions possédant des dynamiques
différentes. Ces différentes relaxations vont donner lieu à différentes mesures de temps
d’observation τobs qui vont tendre vers τα au fur et à mesure que tw va augmenter.
Toutefois l’expérience ne permet pas de déterminer et de différencier les différents
mécanismes microscopiques qui sont à l’origine de cet échange.

Après un filtrage de 65% des molécules, on mesure τobs(tw) pour différentes valeurs
de tw pour du tétracène dans l’OTP pour différentes températures. Les résultats pour
deux températures différentes sont présentés sur la figure 3.4 (gauche). L’évolution de
τobs avec tw est une conséquence directe de l’existence d’un temps d’échange. On peut
ainsi définir ce temps d’échange τex comme l’aire se trouvant sous la courbe de la figure
3.4 (droite) normalisée par sa valeur à tw = 0, soit :

τex =

∞∫

0

τobs(tw)/τα − 1

τobs(0)/τα − 1
dtw. (3.3)

Ce temps d’échange est une des définitions possibles du temps de vie τdh de l’hé-
térogénéité dynamique. Les résultats donnent un temps d’échange de 6.5τα pour les
expériences menées à une température à Tg + 4K alors que l’on trouve 540τα pour une
température de Tg + 1K. Ces résultats signifient que les molécules tests ne sont pas
encore complètement réorientées à Tg + 1K et les molécules voisines de l’OTP se sont
réorientées déjà plus de 100 fois. Si on augmente seulement la température de 3K, le
système ne s’est réorienté que 6 fois pour atteindre sa distribution d’équilibre.

Cette forte dépendance du temps d’échange avec la température a été représentée
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Fig. 3.5 – Gauche : Fonctions de corrélation C4(t1, 0, t2) normalisées par leurs valeurs
à t2 = 0 pour différentes valeurs de t1 = 0, 0.01τα, 0.05τα, 0.1τα, 0.5τα, τα, 5τα, 10τα et
50τα (de droite à gauche) dans le modèle FA à T = 0.4 (τα ≈ 570 dans ce cas). La ligne
de points t1 = 0 correspond à la relaxation du système sans filtrage. La courbe en trait
plein noir correspond à une régression de la mesure t1 = 50τα pour une exponentielle
simple. Droite : Fonctions de distributions logarithmiques correspondantes.

sur la figure 3.4 (droite). Il faut noter sur cette figure la présence de l’échelle logarith-
mique sur l’axe des ordonnées. On remarque qu’avec cette technique expérimentale, les
mesures sont en accord avec celles menées en utilisant des techniques de RMN [142].
Pour réconcilier ces résultats, on peut imaginer que τex ∼ τα pour des températures
pas trop proches de Tg, tandis que τex � τα tout près de Tg [130]. Il semble donc que
les conclusions conduisant au fait que τex ≈ τα soient dues au fait que les expériences
ont été menées dans des échelles de températures différentes trop éloignées de Tg. On
peut toutefois se demander pourquoi Tg intervient ici puisque cette température ne joue
aucun rôle particulier habituellement.

Des résultats similaires ont été obtenus dans le polystyrène [143] en utilisant la
même technique expérimentale prouvant qu’une telle dépendance du temps d’échange
avec la température n’est pas propre à l’OTP.

3.2 Cas des KCM’s

3.2.1 Filtrage dynamique

Nous allons maintenant calculer la fonction de corrélation (Éq. 3.1) pour les KCM’s.
Tout d’abord, il convient de bien choisir les différents paramètres qui composent l’équa-
tion (3.1). Afin de mesurer les temps de relaxations locaux, nous avons choisi d’utiliser
comme observable la persistance Pi que nous avons définie au chapitre 2.3.

L’autre paramètre à choisir est le temps de filtrage t1. En effet ce temps peut prendre
une valeur arbitraire comprise entre 0 et le temps nécessaire à ce que la fonction de
persistance moyenne p(t) = 〈Pi(t)〉 s’annule. Plus t1 va être grand, plus nous allons
sélectionner les zones lentes dans notre milieu. Il convient donc de bien choisir t1 :

– si t1 est choisi trop faible, la distribution résultante sera proche de la distribution
d’équilibre et sera encore composée de modes rapides et de modes lents. Il sera
alors impossible d’extraire τdh de cette distribution.

– si t1 est choisi trop grand, pratiquement aucun site ne survivra à la phase de
filtrage. Statistiquement, il sera très difficile de mesurer la fonction de corréla-
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Fig. 3.6 – Gauche : Fonctions de corrélation C4(τα, tw, t2) normalisées par leurs valeurs
à t2 = 0 pour différentes valeurs de tw dans le modèle FA à T = 0.4. Les courbes en
pointillés convergent à large tw vers la fonction de persistance du système pris dans
son ensemble p(t2) (ligne de points). Droite : Fonctions de distributions logarithmiques
correspondantes.

tion (Éq. 3.1).

Nous avons représenté sur la figure 3.5 la fonction de corrélation C4(t1, 0, t2) normalisée
ainsi que les distributions de temps de relaxation correspondantes pour différentes
valeurs du temps de filtrage t1. Ces figures corroborent les observations précédentes.
On remarque que pour un temps de filtrage même très faible, l’amplitude des modes de
relaxation rapides décrôıt alors que l’amplitude des modes lents augmentent. De plus,
on voit bien qu’une exponentielle simple décrit parfaitement la fonction de corrélation
C4 pour un temps de filtrage égal à cinquante fois le temps de relaxation caractéristique
de notre système à l’équilibre. Dans ce cas, on a bien éliminé les modes rapides comme
le montre la distribution correspondante à cette mesure sur la figure 3.5.

On sait que la présence d’hétérogénéité dynamique induit des relaxations en expo-
nentielles étirées [49]. Un critère pratique pour savoir si le temps de filtrage t1 a été
choisi assez grand est de mesurer C4(t1, 0, t2) pour différentes valeurs de t1 et de choisir
la valeur de t1 qui donne une exponentielle simple. Cette méthode est particulièrement
applicable aux systèmes où on a des modes de relaxation bien distincts. Étant donné
que l’hétérogénéité dynamique est plus prononcée pour des temps proches de τα [100]
(voir section 2.2), il semble raisonnable de prendre t1 = τα et d’étudier C4(t1, tw, t2) en
fonction de tw et t2. Nous avons choisi comme définition de τα, p(τα) = e−1.

Sur la figure 3.6, nous avons représenté la dépendance de C4(t1, tw, t2) en fonction
de t2 pour différentes valeurs de tw à T = 0.4 dans le modèle FA. Par définition, cette
fonction décrit la fonction de persistance dans l’intervalle [tw +τα, tw +τα + t2] des spins
qui n’avaient pas relaxé dans l’intervalle [0, τα] et qui étaient plus lents que la moyenne.
Le premier terme dans le corrélateur (Éq. 3.1) joue le rôle de filtre dynamique [145] en
choisissant un sous-ensemble des sites qui ont une dynamique moyenne différente de
celle du système pris dans son ensemble. Comme on peut le voir sur la figure 3.6(droite),
juste après la phase de filtrage, c’est-à-dire lorsque tw = 0, on a bien conservé les modes
les plus lents de la distribution du système pris dans son ensemble (cette représentation
est quelquefois préférée dans les travaux expérimentaux [96]). Au fur et à mesure que
tw augmente, la population sélectionnée oublie qu’elle était initialement lente : les
modes rapides réapparaissent, le temps de relaxation de C4(t1, tw, t2) diminue. Lorsque
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tw →∞, on retrouve la dynamique du système à l’équilibre :

C4(t1, tw →∞, t2)
p(τα)

→ p(t2) (3.4)

comme le montre la courbe en pontillés de la figure 3.6. Toutes les fonctions de persis-
tance figurant sur la figure 3.6 sont bien décrites par des exponentielles étirées dans le
modèle FA à basse température [118]

p(t) = e−( t
τ )

β

. (3.5)

Alors que l’on trouve un exposant d’étirement β proche de 0.5 à l’équilibre, on trouve
un exposant β ≈ 0.83 pour tw = 0. Par conséquent, les distributions s’élargissent au
fur et à mesure que tw augmente. Ces résultats sont en accord avec les observations
expérimentales.

Dans le modèle FA, on peut expliquer l’origine de cet étirement. Il provient d’une
distribution exponentielle des distances entre les défauts de mobilité [110]. Le filtrage
dynamique a pour conséquence de détruire les petites distances dans ces distributions de
domaines. Une distribution plus large d’échelles de longueur implique une distribution
plus large d’échelles de temps.

3.2.2 Dynamique hétérogène vs dynamique homogène

Dans cette partie nous allons nous intéresser aux échelles de temps et aux échelles
de longueur sur lesquelles la dynamique est hétérogène.

Comme nous l’avons montré dans le chapitre 2.2, le modèle FA et East ont une dy-
namique spatialement hétérogène, c’est pourquoi les résultats de la section précédente
ne sont pas tout à fait surprenants.

La facilité avec laquelle on arrive à choisir un sous-ensemble dynamique est parfois
prise comme définition de l’hétérogénéité dynamique bien que dans cette définition, les
échelles de longueur ne jouent aucun rôle. Une autre façon d’étudier l’hétérogénéité
dynamique a été proposée [145, 138, 146]. Elle est basée sur l’analyse de la corrélation
quatre temps (Éq. 3.1). En considérant le cas particulier où tw = 0 et t1 = t2 ≡ t/2, la
fonction de corrélations à quatre temps (3.1) se réduit à une fonction de corrélation à
trois temps [146] :

F3(t) = 〈Oi(0, t/2)Oi(t/2, t)〉. (3.6)

Si on étudie les comportements extrêmes de l’équation 3.6, on peut en extraire deux
scénarios :

– Si la dynamique mesurée dans l’intervalle [0, t/2] et la dynamique mesurée dans
l’intervalle [t/2, t] sont complètement décorrélées, on aura alors F3(t) ≈ [p(t/2)]2.
On peut parler alors de � dynamique homogène � .

– La dynamique mesurée dans ces deux intervalles est fortement corrélée, c’est-à-
dire que les régions qui ont survécu pendant la phase de filtrage lorsque t ∈ [0, t/2],
dominent la relaxation dans l’intervalle [0, t]. Dans ce cas on a F3(t) ≈ p(t) et on
parle alors de � dynamique hétérogène � .

On remarque que dans cette vision, les échelles de longueur ne jouent aucun rôle dans la
nature de la dynamique. De plus, les deux scénarios deviennent équivalents dans le cas
d’une relaxation exponentielle. Dans le cas de l’étude de F3(t), on ne peut plus utiliser
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Fig. 3.7 – Fonction F3(k, t) et ses limites Fs(k, t) hétérogènes et [Fs(k, t/2)]2 homo-
gènes. Gauche : Modèle East pour q = π/5 fixé et différentes températures : T = 1, 0.6,
0.4, 0.3 (de gauche à droite). Droite : Modèle East pour T = 0.4 et différents vecteurs
d’ondes : q = π, π/5, π/10 (de gauche à droite).

la persistance comme observable car Pi(0, t/2)Pi(t/2, t) = Pi(0, t). Pour contourner ce
problème, au lieu d’étudier la dynamique du champ de mobilité, on étudie la dynamique
de particules tests obéissant aux règles dynamiques définies dans la section 2.3. Des
déplacements δx(0, t) = x(t)−x(0) des particules, on peut calculer la partie incohérente
du facteur de structure Fs(q, t) = 〈cos[qδx(0, t)]〉. On peut alors réécrire l’analogue de
la fonction (3.6) comme :

F3(q, t) = 〈cos[qδ(0, t/2)] cos[qδ(t/2, t)]〉. (3.7)

Les résultats numériques concernant le modèle East sont présentés sur la figure 3.7.

La figure 3.7 (droite) montre différents triplets [Fs(q, t)]
2, Fs(q, t), F3(q, t) à tempé-

rature constante et pour différents vecteurs d’ondes.
– Pour les grands vecteurs d’ondes, q ∼ π correspond au bord de la zone de

Brillouin, la fonction Fs(q, t) est dominée par le temps nécessaire pour que le pre-
mier saut de la particule ait lieu entre [0, t]. Dans ce cas, Fs(q, t) ≈ p(t) ≈ F3(q, t).

– Pour les petits vecteurs d’ondes q < q?, c’est-à-dire lorsqu’on sonde les grandes
distances, on retrouve la diffusion fickienne [108], Fs(q, t) = exp(−q2Dst), et il
devient impossible de distinguer relaxation homogène et relaxation hétérogène.

– Pour des vecteurs d’ondes intermédiaires, π > q > q?, la distribution du temps de
persistance domine de nouveau la décroissance à temps longs. En effet, l’échelle de
temps qu’il faut pour qu’une particule test fasse 2π/q pas est fortement dominée
par l’échelle de temps nécessaire pour faire le premier pas [108]. Ceci est une
conséquence du caractère hétérogène de la dynamique comme le montre la figure
3.7.

Ces résultats sont dus à l’existence d’un découplage entre la relaxation structurale et
la diffusion [10, 11, 108]. Le vecteur d’onde caractéristique séparant les 2 scénarios est
donné par

q?(T ) = 1/
√
ταDs. (3.8)

La figure 3.7 (gauche) montre les mêmes triplets que la figure précédente mais pour
q = π/5 fixe et pour différentes températures. On remarque que plus la température est
basse, plus les fonctions [Fs(q, t)]

2 et Fs(q, t) sont différentes. Ceci est une conséquence
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directe de la présence croissante de l’hétérogénéité dynamique à mesure que la tem-
pérature diminue [118]. Ceci va induire des relaxations exponentielles de plus en plus
étirées (β → 0 lorsque T → 0). De plus, comme le montre l’équation (3.8), le vecteur
d’onde q? décrôıt quand la température décrôıt ouvrant une plus large fenêtre pour le
scénario hétérogène ; 2π/q? est donc la distance en dessous de laquelle la diffusion n’est
pas fickienne dans les liquides surfondus [108, 118].

3.2.3 Mesure du temps de vie de l’hétérogénéité dynamique

Dans cette partie nous allons nous intéresser plus précisément à la mesure du temps
de vie de l’hétérogénéité dynamique τdh dans les KCM’s.

Nous avons essayé différentes façons d’extraire le temps de vie de l’hétérogénéité
dynamique qui ont toutes conduit à des résultats similaires. La question ici est : com-
ment les échelles de temps, soit des fonctions de persistance, soit des moments des
distributions de temps de relaxation retrouvent-ils l’ensemble de leurs modes ? Nous
avons choisi de mesurer l’aire :

∆(tw) =

∞∫

0

dt2

[
C4(τα, tw, t2)

p(τα)
− p(t2)

]
(3.9)

comprise entre la distribution filtrée et la distribution d’équilibre comme cela a déjà
été fait dans d’autres études [136, 10, 11]. En regardant simplement la figure 3.6, on
s’attend à ce que ∆(tw) s’annule sur une échelle de temps de l’ordre de τdh. En pratique,
nous avons choisi comme définition de τdh :

∆(τdh)/∆(0) = e−1. (3.10)

τdh dépend alors du temps de filtrage t1 et de la température T . La figure 3.8 montre
l’évolution de ∆(τdh)/∆(0) pour différentes températures en fonction d’une variable
d’échelle tw/τ

1+ξ
α où l’exposant ξ est ajusté afin que toutes les données se superposent

pour le modèle FA et le modèle East. Ces données ont été obtenues à temps de filtrage
constant t1 = τα(T ) ce qui correspond aux temps de filtrage pratiqué dans les expé-
riences de � photobleaching � [130, 143]. Dans le modèle FA, on trouve ξ ≈ −0.02 ce
qui signifie que τdh se comporte comme τα. La légère déviation observée (ξ < 0) est due
à des corrections finies en température qui diminuent au fur et à mesure que T décrôıt.
Dans le modèle East les résultats sont clairement différents. En effet, on trouve que
ξ = 0.06 ce qui signifie que τdh crôıt plus vite que τα à basse température comme on
peut le voir sur l’encart de la figure 3.8 (droite).

Dans le cas des verres fragiles, τdh peut donc être considéré comme une échelle
de temps additionnelle caractérisant la relaxation α [130]. Les deux modèles, FA et
East, ont tous les deux une dynamique hétérogène à basse température qui est une
des causes de la relaxation non-exponentielle dans ces systèmes. Alors que dans le
modèle FA l’exposant β caractérisant l’étirement de la relaxation est constant β = 1/2
[118], dans le modèle East β augmente linéairement avec T . On peut alors donner une
interprétation physique puisque τα représente le premier moment d’une distribution qui
devient de plus en plus large lorsque T décrôıt. On peut donc admettre que ce faible
mais systématique écart entre τdh et τα est directement dû à cet élargissement.
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Fig. 3.8 – Différence intégrée entre la distribution filtrée et la distribution d’équilibre
pour un temps de filtrage constant t1 = τα, et différentes températures pour le modèle
FA (gauche) et le modèle East (droite). Les échelles de temps ont été rééchelonnées
pour assurer la superposition des données mesurées à différentes températures pour
extraire le temps de vie de l’hétérogénéité dynamique τdh. Dans le modèle FA, τdh ∼ τα
auxquelles il faut ajouter des petites corrections qui vont s’annuler à basse température.
Les courbes mâıtresses (ligne pleine) sont le résultat de régressions basées sur l’équation
(3.5). On trouve β = 0.75 pour le modèle FA et β = 0.8 pour le modèle East.

Néanmoins, ces résultats n’expliquent pas les expériences menées par le groupe
d’Ediger qui montrent une augmentation beaucoup plus forte du temps de vie de l’hé-
térogénéité dynamique lorsqu’on s’approche de Tg [130]. Dans l’OTP, alors que τα
augmente d’une décade quand on passe de Tg + 4 K à Tg + 1 K, τdh/τα change de deux
ordres de grandeur ce qui signifie que dans le cas de l’OTP, ξ ≈ 2. Cette valeur est
beaucoup plus grande que celle trouvée dans les KCM’s ce qui empêche toute tentative
d’explication sur l’origine de l’augmentation de τdh par rapport à τα lorsque T s’ap-
proche de Tg. Étant très proche de Tg, on peut supposer que des processus hors-équilibre
peuvent être à l’origine de ce phénomène.

3.3 Conclusion

Dans cette partie, nous nous sommes intéressés à la mesure du temps de vie τdh

de l’hétérogénéité dynamique dans les KCM’s. Nous avons été capables de reproduire
de manière qualitative les expériences de � photobleaching � du groupe d’Ediger mais
malheureusement pas de manière quantitative. En effet, notre étude montre clairement
que le temps de vie de l’hétérogénéité dynamique peut augmenter par rapport à τα

lorsqu’on s’approche de Tg. Toutefois cette augmentation reste faible comparée à celle
des résultats expérimentaux. Nous avons montré que cette augmentation est liée à
l’existence d’un découplage entre le temps de vie de l’hétérogénéité dynamique τdh et le
temps de relaxation τα. De plus, nous avons déterminé l’existence d’un vecteur d’onde
q? définissant l’échelle de longueur séparant la dynamique homogène de la dynamique
hétérogène.
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Motivation

Les KCM’s ont fait l’objet de nombreuses études théoriques et numériques [12,
106, 87, 11, 147, 148, 149, 102, 150]. Les principales motivations de ces études étaient
de montrer la pertinence de ces modèles pour l’étude des systèmes à dynamique lente.
Toutefois, la plupart de ces études ont été réalisées à l’équilibre thermodynamique[108].

Dans ce chapitre, on se propose de réaliser une étude des modèles de Fredrickson-
Andersen (FA) et du modèle East que j’ai définis au chapitre 2.3 dans leur régime de
vieillissement. Nous allons nous intéresser en particulier aux systèmes en basse dimen-
sion, c’est-à-dire là où la théorie de champ moyen n’est pas valable.

Pour ce faire, nous avons besoin de prendre en compte l’ensemble des fluctuations
du système et donc connâıtre précisément les distributions de domaines dans de tels
systèmes. Celles-ci ont été déterminées de manière théoriques dans le cas du modèle
East [151, 79] et du modèle FA [152].

Dans une première partie, j’expliquerai comment les simulations de ces modèles ont
été réalisées. Dans une seconde partie, je rappellerai les résultats obtenus de manière
théorique sur les distributions de domaines pour le modèle FA et le modèle East en
d = 1. Dans une troisième partie, je montrerai une étude numérique plus poussée
du modèle FA en d = 1 où je m’intéresserai plus particulièrement aux propriétés
dynamiques dans le régime de vieillissement de ce modèle.

4.1 Simulations Monte-Carlo

Introduction

Dans cette partie, je vais détailler principalement comment ont été obtenus les
résultats numériques, c’est-à-dire expliquer le principe d’une simulation Monte-Carlo,
comment ont été réalisées les simulations hors-équilibres du modèle FA et du modèle
East puis expliquer les différentes méthodes numériques que nous avons utilisées.

Comme je l’ai indiqué dans le chapitre 2.3, un des avantages des KCM’s est la
simplicité de leur définition. Ainsi, il est possible de les étudier analytiquement en
d = 1 comme nous le verrons par la suite et ils sont facilement simulables quelle que
soit la dimension étudiée.

Pour simuler les deux modèles étudiés dans cette thèse nous avons utilisé deux
méthodes :

– l’algorithme Monte-Carlo simple [153] ;
– l’algorithme Monte-Carlo en temps continu [154].

4.1.1 Algorithme de Monte-Carlo simple

Moyennes thermodynamiques

Lorsqu’on est arrivé à modéliser l’hamiltonien d’un système physique, l’étape sui-
vante consiste à déterminer ses propriétés thermodynamiques,

X =
1

Z
∑

{n}

X (n)e−βH(n) (4.1)
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4.1 Simulations Monte-Carlo 37

où X est une observable, {n} représente l’ensemble des degrés de libertés du système et
H(n) désigne l’énergie associée à la configuration n = (n1, n2, . . . , nN). Ces grandeurs
font intervenir la fonction de partition Z :

Z =
∑

{n}

e−βH(n). (4.2)

Le calcul de la fonction de partition se ramène au calcul d’une somme discrète (ou
d’une intégrale) sur l’ensemble des N configurations du système. Imaginons un sys-
tème où chacune des n variables du problème prend deux valeurs (modèle d’Ising par
exemple), le nombre de configuration est alors égal à 2n. Ce nombre devient vite très
important quand n → ∞ et rend le calcul de Z impossible même pour des valeurs de
n raisonnables.

L’astuce imaginée par Métropolis et al.[153] est de générer une dynamique stochas-
tique qui converge rapidement vers la distribution d’équilibre Peq de Boltzmann. Nous
allons à présent expliquer tous ces concepts.

Processus de Markov

On rappelle que la probabilité conditionnelle W (A|B) est la probabilité d’avoir
l’évènement A sachant que l’on a l’évènement B. Un processus stochastique est dit
de Markov si la probabilité conditionnelle d’ordre n (i.e. la probabilité de trouver le
système dans l’état yn+1 au temps tn+1 sachant qu’il est dans l’état y1 au temps t1, y2

au temps t2, . . . , yn au temps tn), Wn, satisfait la relation :

Wn(yn+1, tn+1 | y1, t1, y2, t2, . . . , yn, tn) = W1(yn+1, tn+1 | yn, tn). (4.3)

Cette définition un peu formelle signifie que l’évolution à un instant donné ne dépend
que de la situation à l’instant précédent et non de toute l’histoire antérieure.
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Fig. 4.1 – Châıne de Markov décrit par la variable X
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38 Vieillissement dans les KCM’s

L’état au temps tn ne dépend que de l’état au temps tn−1, toutefois des points
distants peuvent être corrélés entre eux.

On notera par la suite W (n → n
′), le taux de transition pour passer à la configu-

ration n
′ sachant qu’on se trouve à la configuration n. Ce taux est supposé invariant

dans le temps. De plus il doit vérifier la condition de normalisation :

∑

n′

W (n→ n
′) = 1. (4.4)

Équation mâıtresse et bilan détaillé

L’évolution du système est alors donnée par une équation mâıtresse :

∂P (n, t)

∂t
=
∑

n′

[W (n′ → n)P (n′, t)−W (n→ n
′)P (n, t)], (4.5)

qui s’écrit en temps discret :

P (n, t+ 1) =
∑

n′

W (n′ → n, t)P (n′, t), (4.6)

où on a utilisé la condition de normalisation (Éq. 4.4). Cette équation est en fait une
équation bilan. Elle traduit le fait que la probabilité que le système soit dans l’état
n à l’instant t + 1 est égale à celle à l’instant t, augmentée par la probabilité que le
système qui se trouvait dans n’importe quelle autre configuration passe dans l’état n,
et diminuée de la probabilité que le système initialement dans l’état n aille vers un
autre état.

On cherche ensuite la solution stationnaire de l’équation mâıtresse afin de détermi-
ner les taux de transition W (n→ n

′) qui redonneront la distribution d’équilibre

Peq(n) =
1

Z e
−βH(n).

La condition de stationnarité ∂P
∂t

(n, t) = 0 impose

∑

n′

W (n′ → n)Peq(n
′) =

∑

n′

W (n→ n
′)Peq(n). (4.7)

Une solution possible de cette équation est :

W (n′ → n)Peq(n
′, t) = W (n→ n

′)Peq(n, t). (4.8)

Cette condition suffisante, mais pas nécessaire est connue sous le nom de bilan détaillé

Peq(n
′, t)

Peq(n, t)
=
W (n→ n

′)

W (n′ → n)
= e−β[H(n′)−H(n)]. (4.9)

L’idée principale d’une dynamique Monte-Carlo est donc de générer seulement les confi-
gurations les plus probables i.e. celles qui contribuent le plus à la somme (Éq. 4.1).
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4.1 Simulations Monte-Carlo 39

Le calcul de la fonction de partition (Éq. 4.2) n’est pas nécessaire comme le prouve la
relation (Éq. 4.9). Les moyennes thermodynamiques s’écrivent alors simplement

X =
1

M

M∑

i

Xi

où les Xi sont mesurées sur les M configurations générées par la dynamique. Dans la
limite d’un nombre infini d’itérations, on obtient la valeur exacte de X . Toutefois, la
convergence est beaucoup plus rapide que dans la moyenne (4.1) puisq’on a généré les
configurations les plus probables. Il reste donc à se donner les taux de transition qui
vérifient la condition de bilan détaillé (Éq. 4.8).

Dynamique de Métropolis

Métropolis et al. [153] ont proposé comme taux de transition

W (n→ n
′) = min(1, e−β∆E) (4.10)

où ∆E est la variation d’énergie lors du retournement d’un spin. C’est une dynamique
où le système passe de la configuration n à la configuration n

′ par le retournement
d’un seul spin (single-spin flip) et qui par conséquent ne conserve pas le paramètre
d’ordre. Ces taux traduisent le fait que l’on accepte toujours le retournement du spin
si celui-ci abaisse l’énergie du système. Dans le cas contraire, il peut être accepté avec
une probabilité e−β∆E.

Par la suite, d’autres dynamiques possibles vérifiant la condition de bilan détaillé
ont été proposées comme celle de Glauber. Elle est aussi de type single-spin flip. Le
taux de transition de cette dynamique est donné par :

W (n→ n
′) = e−β∆E

1+e−β∆E . (4.11)

Toutefois, à l’équilibre, différentes dynamiques produiront exactement les mêmes
distributions de Boltzmann. La dynamique de Métropolis étant la plus efficace, cela a
du sens de l’utiliser à l’équilibre plutôt qu’une autre.

Dans une simulation Monte-Carlo, le temps s’exprime en pas de temps Monte-Carlo.
Un pas de temps Monte-Carlo est en fait le temps qu’il faut pour que chaque spin ait,
en moyenne, participé une fois à la dynamique. En d’autres termes, une unité de temps
Monte-Carlo correspond à N tentatives de retournement de spin pris au hasard pour
un système possédant N spins.

Simulations Monte-Carlo hors-équilibre

Les techniques Monte-Carlo peuvent s’appliquer aux simulations des systèmes hors-
équilibres. La mécanique statistique étant moins développée dans ce cas, elle ne nous
fournit pas un cadre théorique comme à l’équilibre pour guider notre calcul.

La difficulté fondamentale des simulations Monte-Carlo hors-équilibre réside dans le
choix de la dynamique. En effet, si à l’équilibre le choix de la dynamique est indifférent,
ceci n’est plus vrai dans le cas hors-équilibre. La condition de balance détaillée (Éq. 4.9)
et l’ergodicité assurait à l’équilibre que la distribution de l’ensemble des états échan-
tillonnés soit la distribution correcte de Boltzmann. Ces deux conditions ne donnent
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40 Vieillissement dans les KCM’s

aucune information sur le chemin que va suivre le système pour retrouver l’équilibre.
Il est clair que différents choix pour la dynamique peuvent donner des résultats diffé-
rents. Par exemple le taux d’acceptation de Métropolis étant plus élevé que celui de
Glauber, un système hors-équilibre sous une dynamique de Métropolis va atteindre
plus rapidement son état d’équilibre [155].

De plus, contrairement à l’équilibre, on ne moyenne pas les observables sur diffé-
rentes configurations mais sur différentes histoires du système au même temps tw.

D’un point de vue pratique, pour réaliser des dynamiques hors-équilibre avec des
simulations Monte-Carlo, on réalise des trempes : on prépare un système à une tempé-
rature infinie (T =∞) au temps tw = 0 qui définit donc l’âge initial de notre système,
on réalise une trempe à la température du bain T = Tbain. La trempe réalisée a donc
une vitesse infinie. Le système va donc évoluer d’une énergie E(T =∞) pour atteindre
son énergie d’équilibre E(T = Tbain) au bout d’un temps τeq(T ) qui peut être fini ou
infini. Ainsi si τeq est plus grand que l’échelle de temps sur laquelle on effectue la simu-
lation, on étudiera essentiellement la dynamique dans le régime de vieillissement et on
s’affranchira de tout retour à une dynamique d’équilibre.

4.1.2 Algorithme de Monte-Carlo en temps continu

Description de l’algorithme

Il existe d’autres algorithmes Monte-Carlo que l’on choisit en fonction de ce qu’on
veut calculer. Un algorithme particulièrement intéressant pour simuler des systèmes à
basse température est l’algorithme Monte-Carlo en temps continu1.

Considérons un système à basse température. Ce type de système pose un réel pro-
blème en terme de simulation Monte-Carlo. En effet, à basse température, un système
passe un temps important dans chacun des états échantillonnés. Du point de vue des
simulations, le taux d’acceptation de retournement d’un spin (Éq. 4.10 pour Métro-
polis et Éq. 4.11 pour Glauber) est très faible et par conséquent, la simulation passe
un temps non négligeable à refuser les retournements de spins du système. Une telle
méthode devient donc inefficace si on s’intéresse à simuler de grandes échelles de temps.

L’idée de l’algorithme Monte-Carlo en temps continu est justement de ne pas s’at-
tarder dans chacune des métastabilités en incrémentant le temps de manière adaptée.
Avec cette technique, on a un pas de temps variable dont la taille dépend du temps que
l’on doit passer dans l’état où se trouve le système avant de transiter dans un nouvel
état.

Pour implémenter cette nouvelle idée, il faut évaluer le temps ∆t de résidence (me-
suré en pas de temps Monte-Carlo) du système dans chaque état n en évaluant la
probabilité P (n→ n). La probabilité qu’un système soit toujours dans l’état n après
t pas de temps est simplement donné par

[P (n→ n)]t = et ln P (n→n), (4.12)

1appelé aussi algorithme BKL qui reprend les initiales de ses inventeurs : Bortz, Kalos et Lebowitz
[154].
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dont on peut déduire facilement l’échelle de temps ∆t à l’aide de la relation suivante :

∆t = − 1

lnP (n→ n)
= − 1

ln[1−∑
n6=n′ P (n→ n′)]

' 1∑
n6=n′ P (n→ n′)

. (4.13)

Donc si on peut calculer cette quantité ∆t, plutôt que d’attendre plusieurs tentatives
de retournement de spins infructueuses, on peut faire comme si on avait attendu ce
temps ∆t et changer l’état du système dans un nouvel état n

′ 6= n. Pour l’état n
′, on

peut choisir un état au hasard mais proportionnel à P (n→ n
′).

Appliquer cette méthode se résume donc en ces différentes étapes :
– On calcule les probabilités P (n → n

′) de transition pour tout les états qui
peuvent être atteints en un pas de temps Monte-Carlo à partir de l’état n. On
choisit un nouvel état n

′ avec une probabilité proportionnelle à P (n→ n
′) et on

change l’état du système dans l’état n
′.

– En utilisant la valeur de P (n → n
′), on calcule la valeur de ∆t à l’aide de

la relation (4.13). On doit recalculer ∆t à chaque pas de temps Monte-Carlo
puisqu’en général ∆t changera d’un pas de temps à l’autre. Afin de modéliser des
fluctuations sur ∆t, on sait que la probabilité d’avoir un temps ∆t obéit à une
loi de Poisson.

– On incrémente le temps t de ∆t pour modéliser les ∆t pas de temps Monte-Carlo
passé dans l’état n.

Cette méthode est donc vraiment performante pour simuler les systèmes à basse
température (ou ceux qui possèdent des taux de transition faibles). Toutefois, il ne
faut pas oublier qu’il faut évaluer à chaque pas de temps P (n → n

′) pour tout les
états n

′ accessibles depuis l’état n. Ce nombre d’états peut devenir très important. Par
conséquent, cette étape du calcul peut avoir un coût non négligeable. Dans certains cas,
il n’est pas nécessaire de mettre à jour toutes les probabilités de transitions P (n→ n

′)
mais seulement une partie d’entre elles.

Application de la méthode Monte-Carlo en temps continu aux KCM’s

La méthode de Monte-Carlo en temps continu est particulièrement utile pour simu-
ler les KCM’s. En effet, les transitions ne sont possibles que sur les sites facilités (voir
section 2.3). De plus, si on se limite aux modèles FA et East, on utilise des variables
binaires ni ∈ {0, 1} donc une seule transition P (1− ni → ni) n’est possible sur chaque
site i. Dans le cas des KCM’s, calculer P (n → n

′) revient donc, en se limitant aux
sites facilités (qui sont peu nombreux à faible température), à connâıtre les nombres
N1→0 et N0→1 définis comme

N1→0 =
N∑

i

δF(ni),1δni,1 (4.14)

N0→1 =

N∑

i

δF(ni),1δni,0 (4.15)

donnant respectivement le nombre de sites 1 et le nombre de sites 0 facilités (δ est ici
le symbole de Kronecker). N est le nombre total de sites du système et F(ni) est une
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42 Vieillissement dans les KCM’s

fonction valant 1 si le site est facilité et 0 dans le cas contraire.
On voit donc qu’il est particulièrement aisé d’implémenter une méthode en temps

continu dans le cas du modèle FA et East puisque leurs contraintes cinétiques ne
concernent que les premiers voisins de chaque spin. Cette méthode sera alors très per-
formante car la mise à jour du tableau P (n → n

′) sera très simple : elle ne se limite
qu’à quelques termes. Ainsi, dans le cas du modèle FA ou East

∑

n6=n′

P (n→ n
′) = N1→0W (1→ 0) +N0→1W (0→ 1). (4.16)

où W (1→ 0) et W (0→ 1) sont les probabilités d’accepter respectivement le retourne-
ment d’un spin 1 et d’un spin 0. De cette expression, on peut déduire facilement une
expression de ∆t à l’aide de la relation (4.13).

Toutefois, dans certaines situations bien précises, il faut prendre certaines précautions
avant d’utiliser cette méthode. Si on se place dans le cas du modèle East ou du modèle
FA en basse dimension, ∆t peut fluctuer de manière très importante provoquant des
déviations par rapport à la courbe réelle (voir figure 4.2). Ainsi, lorsqu’on prépare un
système à haute température, la moitié des sites seront occupés par des défauts d’après
l’équation (2.16). Pour un système de taille L à haute température et dans le cadre
d’une dynamique Métropolis, on obtient alors, d’après l’équation (4.16), que

∆t
T→∞

=
1

L
. (4.17)

Nous verrons par la suite que très rapidement après avoir réalisé la trempe à très basse
température (voir la sous-section 4.2.1) la concentration en défauts va atteindre un
palier car tous les défauts facilités ont maintenant relaxé et tous les défauts sur le
palier sont isolés par conséquent N1→0 = 0. La concentration des défauts sur ce palier
étant 0.5e−1/2, on a sur ce palier

∆t =
eβ+1/2

L
pour le modèle FA (4.18)

∆t =
2eβ+1/2

L
pour le modèle East (4.19)

où β = 1/T . Ces taux ne diffèrent que d’un facteur 2 car un défaut dans le modèle FA
facilitera deux fois plus de sites. On voit qu’à basse température, puisqu’on est obligé
de prendre L � exp(β) � 1 afin d’éviter tout effet de taille finie, ∆t = 1/L � 1 est

très petit dans le régime initial alors qu’il très grand sur le plateau ∆t ≈ eβ+1/2

L
. On voit

donc que les fluctuations de ∆t peuvent devenir très grandes par rapport à l’échelle de
temps nécessaire à la transition entre ces deux états.
Pour résoudre ce problème, une des possibilités est d’augmenter la taille (Éq. 4.19)
(bien sûr, pour des raisons pratiques on ne peut pas prendre L trop grand) de notre
système afin d’empêcher que l’évènement N1→0 = 0 ne se produise avant qu’on ait
atteint le plateau. Il suffit donc de choisir une taille L suffisamment grande afin de
reproduire au mieux la courbe de l’énergie avec la précision que l’on s’impose.

L’autre possibilité consiste à utiliser un algorithme Monte-Carlo simple pour simuler
cette échelle de temps et d’utiliser une méthode en temps continu pour les échelles de
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Fig. 4.2 – Évolution de l’énergie dans le cas du modèle East pour une trempe à T = 0.1.
On voit clairement que le système doit atteindre au moins une taille L = 1600 avec un
algorithme en temps continu (MCTC) afin de diminuer les fluctuations de ∆t et ainsi
reproduire la courbe obtenue avec un algorithme Monte-Carlo simple (MCS) avec un
système de taille L = 100.

temps plus grande où les fluctuations de ∆t deviendront alors négligeables. On voit, en
effet sur la figure 4.2, qu’une taille relativement faible avec un algorithme Monte-Carlo
simple permet de mesurer correctement la courbe de l’énergie du modèle East.

4.1.3 Autres méthodes possibles

Des algorithmes spécifiques pour les KCM’s ont été développés pour franchir les
différentes barrières en énergie apparaissant dans les relaxations non-triviales de ces
systèmes [156]. Ces algorithmes sont basés sur des châınes de Markov absorbantes qui
sont particulièrement utilisées dans l’étude des systèmes possédant de nombreux états
métastables. Si on regarde par exemple la dynamique microscopique du modèle East,
on s’aperçoit qu’on a besoin de créer des châınes d’excitations, processus peu probable
à basse température. En effet si on part d’une excitation isolée, on se rend compte que
si on veut relaxer un domaine de taille trois cet enchâınement de configurations peut
se produire :

10001→ 11001→ 10001→ 11001→ 11101 . . .

On voit clairement que même un algorithme en temps continu ne suffit pas à franchir
une telle barrière mais qu’on a besoin de changer l’état de plusieurs spins afin de
relaxer notre domaine. On doit ainsi généraliser l’algorithme en temps continu à des
ordres supérieurs et suivant la configuration n dans laquelle on se trouve, choisir parmi
les différents algorithmes qui sont à notre disposition afin d’évaluer le temps nécessaire
à la création d’une châıne de 1, 2, 3, . . . excitations. Ces méthodes ont permis ainsi de
simuler le modèle East jusqu’à la troisième relaxation à une température T = 0.01,
c’est-à-dire une échelle de temps t ≈ exp(3/T ) ≈ 1.9e130 pas de temps Monte-Carlo,
échelle de temps inaccessible à ce jour avec les processeurs actuels et une méthode
Monte-Carlo simple.
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Fig. 4.3 – Évolution temporelle de l’énergie n(t) en fonction du temps t pour le modèle
FA en dimension 1 dans le cas d’une trempe à T = 0.15. On distingue quatre régimes
avec des échelles de temps bien définies.

4.2 Distribution des tailles de domaines

4.2.1 Cas du modèle FA

L’ensemble des résultats analytiques du modèle FA provient du fait que l’on peut
faire un parallèle entre le modèle FA et les processus DLPC � Diffusion Limited Pair
Coagulation � [157, 152]. Cette approche nous permet de disposer de nombreux outils
car l’étude des processus de réaction-diffusion a donné lieu à de nombreuses recherches
[158]. Nous pouvons ainsi obtenir des résultats exacts pour les observables qui nous
intéressent dans le cas des fermions libres du DLPA � Diffusion Limited Pair Annihila-
tion � au DLPC. Ainsi, cette technique nous permet d’obtenir des résultats dans le cas
d’observables à plusieurs temps qui sont particulièrement adaptées dans le cas d’études
de systèmes vieillissants.

Dynamique microscopique

Afin de modéliser la dynamique vitreuse avec le modèle FA (voir section 2.3), on va
s’intéresser principalement au cas du modèle FA à très basse température (c → 0), là
où la mobilité des particules est très faible et la dynamique est hétérogène (voir section
2.2). Tout comme dans le chapitre précédent, pour mettre notre système hors-équilibre,
on réalise une trempe d’un échantillon préparé à une température infinie (correspondant
à une concentration initiale c0 ≡ c(T →∞) = 1/2) à une température très basse. Ainsi,
si on réalise ce type d’expérience dans le cadre d’une simulation numérique, on obtient
alors l’évolution temporelle de

n(t) =
1

N

∑

i

〈ni(t)〉 (4.20)

décrite sur la figure 4.3. Quatre régimes (notés I, II, III et IV) différents apparaissent,
chacun avec des échelles de temps bien définies :
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I. Pour t ≈ O(1), les nombreux défauts facilités relaxent. En effet, dans la confi-
guration initiale chaque site a une probabilité c0 = 1/2 d’être un défaut. Les
configurations les plus présentes sont donc des défauts adjacents qui peuvent
s’annihiler sans diffuser. La dynamique est alors contrôlée par les processus de
désexcitation 11→ 10 qui se produisent sur une échelle de temps très courte. Lors
du passage du régime I au régime II, typiquement on a donc ce type d’évolution
du système :

. . . 110101110010 . . .︸ ︷︷ ︸
Régime I

t≈O(1)−→ . . . 100101000010 . . .︸ ︷︷ ︸
Régime II

.

II. Pour 1 ≤ t ≤ c−1, l’énergie du système décrit un plateau. Tous les spins sont isolés
(voir configuration ci-dessus), aucune configuration ′′11′′ n’a survécu pendant le
régime I. Ce processus a été analysé dans [159, 160]. La densité d’excitations passe
de sa valeur initiale c0 = 1/2 à c0 exp(−c0) ≈ 0.3 correspondant à une distance
typique moyenne entre les domaines de exp(c0)/c0 ≈ 3.3 sites.

III. Pour c−1 ≤ t ≤ c−3, on se trouve dans le régime de vieillissement. Les processus
d’excitation 10→ 11 dominent [157, 152]. Ces deux défauts seront donc facilités
et l’un d’entre eux peut relaxer rapidement (taux 1 − c ≈ 1) ; si l’excitation sur
le site initial disparâıt, celle-ci s’est effectivement déplacée d’un site. Ce type de
processus nécessite d’augmenter l’énergie du système ce qui correspond à une
dynamique activée (voir section 2.3). La constante de diffusion est D = c/2 [157,
152]. Quand deux excitations, après avoir diffusé, deviennent adjacentes, chacune
facilite l’autre et par conséquent une des deux peut relaxer. La décroissance de
la densité d’excitations n(t) dans ce régime est donc due à ces processus de
diffusion-coagulation. Le processus inverse de � branchement � est aussi possible,
c’est-à-dire créer deux nouvelles excitations à partir d’une existante. Toutefois
ce processus possède un taux ∼ c2 négligeable devant les taux des processus de
diffusion et de coagulation dans l’échelle de temps c−1 ≤ t ≤ c−2 [157, 152]. Pour
des temps plus importants, les processus de � branchement � vont devenir plus
importants puisque ce sont les seuls à pouvoir créer des défauts. Ils vont ainsi
permettre à la densité de défauts de se stabiliser et ainsi d’atteindre sa valeur
d’équilibre n(t→∞) = c.

IV. Pour t ≥ c−3, le système retrouve sa dynamique d’équilibre. La densité en défauts
fluctue autour de c.

Il est important de remarquer que la dynamique effective en terme de diffusion-coagulation
possède un point critique dynamique c → 0, où les échelles de temps et de longueurs
divergent [98, 100]. On peut alors utiliser les outils des phénomènes critiques comme le
groupe de renormalisation [98, 100] et ainsi définir des exposants critiques. L’exposant
du paramètre d’ordre n(t → ∞) = c ∼ cβ est fixé à β = 1 à cause de la balance
détaillée. La longueur d’échelle ξ et l’échelle de temps trel des fonctions de relaxations
appropriées définissent les autres exposants comme ξ ∼ c−ν et Dtrel ∼ ξz ∼ c−zν.

Résolution analytique

Les premières études en théorie des champs [100] ont suggéré que le modèle FA ap-
partenait à la classe d’universalité de la percolation dirigée avec une dimension critique
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supérieure dc = 4. Cependant, des études plus approfondies ont montré que dc = 2 [101].
Ceci peut-être déduit en faisant un parallèle entre le modèle FA et d’autres modèles
défaut-diffusion où les défauts ou les � particules � s’annihilent en paires (A+A→ 0,
où A symbolise un défaut) et se créent de manière similaire (0→ A+ A) en paire.

La résolution analytique de la distribution de domaines dans le modèle FA a été
réalisée par P. Mayer et P. Sollich [152] à l’aide de processus de réaction-diffusion. Ainsi,
en utilisant des notations de mécanique quantique afin de représenter la dynamique de
Markov, on peut associer à chaque état accessible n, un vecteur unité distinct |n〉 dans
un espace vectoriel ainsi que la distribution de probabilité temporelle sur les différents
états pt(n) le vecteur |pt〉 =

∑
n
pt(n)|n〉. Il est ensuite aisé de vérifier que l’évolution

dynamique de ce vecteur est régie par

∂t|pt〉 = W |pt〉 (4.21)

avec l’opérateur

W =
∑

i

(Fi − 1)f̂i[(1− c)n̂i + c(1− n̂i)] (4.22)

où n̂i =
∑

n
ni|n〉〈n| est l’opérateur mesurant la valeur du spin local, f̂i =

∑
j=n.n.(i) n̂j

et Fi est l’opérateur qui flippe le spin i, Fi|n1, . . . , ni, . . . , nN〉 = |n1, . . . , 1−ni, . . . , nN〉.
En utilisant ce formalisme et en calculant l’évolution temporelle de notre système,
on peut calculer la distribution de taille de domaines Dk(t) [157, 152], c’est-à-dire la
probabilité d’avoir un domaine de taille k au temps t. On obtient une relation simple
pour Dk(t)

Dk(t) = e−2t[Ik−1 − Ik+1](2t) (4.23)

où In(t) sont les fonctions de Bessel modifiées. Ce résultat est bien connu [161]. De
l’équation (4.23) et en utilisant le fait que

√
2πte−tIn(t) ∼ e−n2/(2t) pour t, n→∞ avec

n2/t fixé, on trouve que pour t→∞ et pour des tailles de domaines k = O(
√
t),

Dk(t) =
k

t
e−2tIk(2t) ∼ 1√

πt

k

2
√
t
e−k2/(4t). (4.24)

La taille typique des domaines est k = O(
√
t) et de densité O(t−1). La probabilité

de trouver de larges domaines k �
√
t décrôıt exponentiellement et les domaines de

petites tailles k �
√
t ont une densité sous-dominante. En fait la densité de domaines

ayant une taille finie avec k = O(1) est Dk(t) ∼ k/(2
√
πt3/2) = O(t−3/2) tandis que

Dk(t) = O(t−1) pour les domaines ayant une taille typique.
De Dk(t), on peut facilement obtenir la dépendance temporelle de la densité d’ex-

citations c(t) en associant une particule à chaque domaine à l’aide de la relation
c(t) = 〈n̂i(t)〉 et en sommant sur les différentes tailles de domaines k. Si on re-
vient au formalisme introduit précédemment, il suffit de calculer 〈ni(t)〉 = 〈e|n̂i|pt〉
où 〈e| = ∑

n
〈n|. On obtient alors

n(t) =

∞∑

k=1

Dk(t) = e−2t[I0 + I1](2t). (4.25)

En utilisant le fait que le comportement asymptotique dans la limite t → ∞ des
fonctions de Bessel modifiées pour un ordre n fini et fixé est donné par [162] e−tIn(t) ∼
(2πt)−1/2, on peut déduire de l’équation (4.25) que la concentration n(t) va comme

n(t) ∼ 1/
√
πt. (4.26)
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On trouve effectivement dans les simulations que n(t) ∼ t−1/2 (voir tableau 4.1). En
intégrant l’équation (4.24) sur κ = k/(2

√
t) ∈]0,∞[, on montre que seuls les domaines

ayant une taille typique k = O(
√
t) contribuent à l’équation (4.26).

Modèle FA pour d > 1
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d = 1

t

n
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Fig. 4.4 – Évolution temporelle de l’énergie n(t) en fonction du temps t pour le modèle
FA dans le cas d’une trempe à T = 0.15 pour différentes dimensions. La ligne en
pointillés correspond à la concentration d’équilibre c ≈ exp(−1/T ).

Si on étudie maintenant la dynamique hors-équilibre du modèle FA dans des di-
mensions d > 1, la courbe de l’énergie garde le même aspect qu’en dimension 1. La
preuve est donnée sur la figure 4.4 qui représente la densité n(t) d’excitations pour
T = 0.15 pour des dimensions de 1 à 5 dans le cadre d’une dynamique hors-équilibre.
On remarque que deux régimes sont affectés par le changement de dimension.

Tout d’abord la densité d’état au niveau du palier (régime II) diminue lorsque la
dimension augmente. Ceci est dû au fait qu’augmenter la dimension d augmente la
probabilité de faciliter un spin. Ainsi dans le régime initial (régime I), un spin peut
être facilité par 2d spins et pourra alors relaxer. La durée de vie du palier va diminuer
avec la dimension et les distances typiques entre deux spins à l’issue du régime initial
seront alors plus importantes.

Le second régime affecté est le régime de vieillissement (régime III). Pour les mêmes
raisons que dans le régime II, l’augmentation de la dimension va favoriser la relaxation
des spins. On trouve en effet que les exposants gouvernant la décroissance de n(t) dans
le régime de vieillissement dépendent de la dimension d du système comme le montre
le tableau 4.1.

4.2.2 Cas du modèle East

La description microscopique ainsi que la détermination analytique de la distribu-
tion de domaines dans le modèle East ont été décrites par Sollich et Evans [151, 79].

47



48 Vieillissement dans les KCM’s

d 1 2 3 4 5
γ 0.49 0.85 0.95 1 1

Tab. 4.1 – Exposants γ avec n(t) ∼ t−γ gouvernant la décroissance en excitation dans
le régime de vieillissement du modèle FA. Les exposants ont été mesurés à l’aide d’une
régression en loi de puissance en se limitant au régime de vieillissement sur les courbes
de la figure 4.4. Le fait que l’on ne trouve pas 1 pour d = 3 est dû au fait que les
simulations ont été réalisées à trop haute température.

Description microscopique de la dynamique

On considère de nouveau ici la dynamique hors-équilibre après une trempe d’une
température infinie (i.e. chaque site a une probabilité 1/2 d’être une excitation) du
modèle East à une température finie. Sur une échelle de temps très courte O(1), le sys-
tème va atteindre comme dans le modèle FA une configuration où toutes les excitations
seront isolées. Cette relaxation n’est pas activée thermiquement puisqu’elle correspond
à l’annihilation des spins qui sont facilités dans la configuration initiale. Ces excitations
n’ont donc pas besoin de diffuser pour relaxer. La décroissance de l’énergie va ensuite
se poursuivre grâce à des processus thermiquement activés. Toutefois celle-ci va être
différente par rapport au modèle FA. En effet, l’asymétrie de la contrainte cinétique du
modèle East rend la dynamique plus coopérative. Chaque spin haut ne peut changer
d’état si et seulement si, un front de spins haut s’est propagé de son premier voisin à
gauche jusqu’à lui comme l’indique la séquence suivante :

10001→ 11001→ 11101→ 11111→ 11110.

Pour être précis, si on considère un spin haut au site d et si son premier voisin à gauche
se trouve au site 0, pour relaxer ce domaine de taille d, un front de défauts doit se
propager jusqu’au site d − 1 ceci mobilisant nd sites. Näıvement, on pourrait croire
que créer ce front d’excitation coûte une énergie d− 1 en prenant les spins n1, n2,. . . ,
nd−1 en les retournant en position haute. Toutefois, différentes études [81, 151, 79] ont
montré que la façon la plus efficace de créer un front d’excitations est de créer un
front dont la longueur augmente hiérarchiquement en puissance de 2 (voir figure 4.5).
Ainsi, il semble important de comprendre comment évolue la hauteur de la barrière
h(d) en fonction de la taille du domaine d que l’on veut éliminer. Si on s’intéresse aux
cas d = 1,2,3,4 on obtient les séquences présentées sur la figure 4.5. On doit créer
une excitation intermédiaire au site 2 qui va permettre de créer une excitation au site
4, on enlève ensuite le site intermédiaire au site 2. Ce processus va ainsi continuer :
création d’une excitation intermédiaire au site 8 en utilisant l’excitation au site 4 et
ainsi de suite. En prenant en compte le nombre maximal d’excitations existant à tous
les temps, on voit que la taille de la barrière en énergie pour mettre en abaisser le spin
haut existant au site d (par la création d’un spin haut au site d− 1) est

k pour 2k−1 < d ≤ 2k, (4.27)

où k = 0, 1, 2, . . . [151, 79]. Ces processus de relaxation ont lieu sur des échelles de temps
t ≈ exp(k/T ) ≈ c−k. Lorsque la température va décrôıtre, le rapport de deux de ces
échelles de temps va diverger. Ainsi, pour les basses températures, le système va relaxer
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d = 1 11→ 10 h(1) = 1
d = 2 101→ 111→ 110→ 100 h(2) = 2
d = 3 1001→ 1101→ 1111→ . . .→ 1000 h(3) = 3
d = 4 10001→ . . .→ 11101→ 10101→ 10111

→ . . .→ 10100→ . . . 10000 h(4) = 3

Fig. 4.5 – Différentes séquences nécessaires à l’élimination d’un domaine de taille d
dans le modèle East. La hauteur de la barrière est donnée par h(d) et les spins facilités
ont été soulignés dans les configurations les plus hautes en énergie pour chaque valeur
de d.

en différents � paliers � correspondant à chacune des valeurs de k séparés par des échelles
de temps bien définies. On peut inclure dans cette description la première relaxation
suivant la trempe où les domaines de tailles d = 1 disparaissent sans dynamique activée ;
cette relaxation correspond au palier k = 0.

Détermination analytique des distributions de domaines

On cherche ici à déterminer la valeur de P (d, t) qui correspond à la probabilité
d’avoir un domaine de taille d à un instant t. Cette distribution de domaines dans le cas
du modèle East pour une dynamique hors-équilibre peut être obtenue analytiquement.
L’idée est de voir voir cette dynamique comme une croissance de domaine : quand le
spin haut définissant la limite droite d’un domaine disparâıt, ce domaine fusionne avec
son voisin de droite. Puisque le taux de disparition d’un spin haut dépend seulement de
la taille d du domaine qu’il délimite, aucune corrélation entre domaines voisins ne peut
se développer durant un tel processus [151, 79]. Pour des petites valeurs de c, l’évolution
de la distribution de domaines P (d, t) peut alors être déterminée sans approximations
par une approche d’ � intervalles indépendants � . Si on se place au niveau du palier
k de la dynamique, on trouve que l’évolution de P (d, t) est gouvernée par l’équation
différentielle (pour d > 2k)

∂

∂t
P (d, t) =

∑

2k−1<d′≤2k

P (d− d′, t)
[
− ∂

∂t
P (d′, t)

]
. (4.28)

La somme ne se limite qu’aux domaines de taille 2k−1 < d′ ≤ 2k, c’est à dire seulement
aux domaines � actifs � d′ qui peuvent être éliminés sur le palier k. Le taux pour créer
des domaines plus grands � inactifs � est le produit du taux de disparition d’un domaine
de taille d′, [−(∂/∂t)P (d′, t)], et de la probabilité P (d−d′) d’avoir un domaine de taille
d − d′ sur la droite. Cette équation peut être résolue analytiquement [151, 79] pour
décrire les distributions de tailles de domaines au début et à la fin de chaque palier k.
Pour cela, on utilise les fonctions génératrices [151]

G(z, t) =
∑

d

P (d, t)zd, H(z, t) =
∑

2k−1<d≤2k

P (d, t)zd, (4.29)

où H est l’analogue de G restreint aux domaines actifs. L’équation (4.28) ne concerne
que les domaines inactifs de longueur d, on a

∂

∂t
[G(z, t)−H(z, t)] = G(z, t)

(
− ∂

∂t

)
H(z, t), (4.30)
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Fig. 4.6 – Distribution des tailles de domaine dans le modèle East pour les premiers
paliers de la dynamique. Les symboles ouverts sont les prédictions théoriques pour
le régime de croissance de domaines irréversible (solutions de l’équation (4.28)), les
symboles pleins sont les résultats des simulations : k = −1 (©) (condition initiale), 0
(2), 1 (3), 2 (4), 3 (O). L’encart montre dminPk(d) en fonction de x = d/dmin montre
la convergence des différentes courbes vers le la courbe mâıtresse prédite pour P̃ (x)
(ligne pleine) pour les grandes valeurs de k. Extrait de [151].

et ainsi
G(z, t) = 1 + [G(z, 0)− 1] exp[H(z, 0)−H(z, t)]. (4.31)

Dans la limite t → ∞, tous les domaines actifs auront disparus, (H → 0). On peut
alors déduire une relation sur les fonctions génératrices pour les plateaux k − 1 et k,

Gk(z) = 1 + [Gk−1(z)− 1] exp[Hk−1(z)]. (4.32)

Si on définit la fonction hk(d) comme la transformation inverse de exp[Hk(z)] − 1,
i.e. exp[Hk(z)]− 1 =

∑
d hk(d)zd, on obtient une relation récursive sur la distribution

de taille de domaines :

Pk(d) = Pk−1(d)− hk−1(d) + (Pk−1 ∗ hk−1)(d). (4.33)

En partant de la condition initiale P−1(d) = 2−d, on trouve facilement des solutions de
l’équation précédente :

P−1(1) =
1

2
, P0(2) =

3

8
, P1(3) =

7

24
, P2(4) =

15

64
. (4.34)

Les distributions obtenues par la résolution numérique de l’équation (4.33) [151, 79], ont
été représentées sur la figure 4.6. Les simulations numériques ont été réalisées sur une
châıne de taille L = 215 avec exp(−1/T ) = 10−4 pour k = 0, 1 et exp(−1/T ) = 10−3

pour k = 2. Les résultats de ces simulations ont été représentés aussi sur la figure
4.6. On peut voir qu’on a un parfait accord entre les simulations numériques et les
distributions de tailles de domaines prédites par l’équation (4.33).

Afin de bien décrire la dynamique en escalier, il convient d’adopter des notations
adaptées aux échelles de temps de chaque palier k. Ainsi, chaque palier sera indicé par
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le palier qui le suit, i.e. le palier indicé 0 correspond à l’échelle de temps c0 � t� c−1.
Plus généralement, on utilise les notations suivantes :

ν = T ln t, k = bνc, a = ν − k. (4.35)

Le palier k décrit ainsi le plateau qui a été atteint au temps t (cette notation diffère
de celle utilisée dans [151, 79] où les auteurs avaient choisi k+ 1). Avec cette notation,
la condition initiale est donnée par k = −1. La variable ν permet de rééchelonner
les échelles de temps de chaque palier k ayant une durée de vie t ≈ exp(k/T ) ≈ c−k

(L’expression donnant ν est obtenue en inversant cette relation). Ainsi, à chaque fois
que ν sera un entier, le système changera de palier. La partie entière de ν, k = bνc,
permet de repérer les différents paliers k alors que sa partie décimale a nous permet
de savoir où on se trouve sur chaque palier (exemple : si ν = 1.5, cela signifie qu’on se
trouve sur le palier indicé un et comme a = 0.5, on est sur le milieu de ce palier par
rapport au temps de résidence du système dans ce palier).

Une analyse plus approfondie de la figure 4.6 suggère que la distribution de domaines
obéit à une loi d’échelle pour les grandes valeurs de k. Celle-ci est déterminée en ré-
échelonnant les différentes distributions par la taille minimale des domaines présents
au temps t

dmin(t) = 2k + 1. (4.36)

Nous avons ainsi représenté dmin(t)Pk(d) en fonction de x = d/dmin(t) dans l’encart
de la figure 4.6. On voit que, dans cette représentation, les différentes distributions
convergent vers une courbe mâıtresse P̃ (x) au fur et à mesure que k crôıt. Cette distri-
bution limite P̃ (x) peut, en fait, être déterminée analytiquement. [151, 79] : sa trans-
formée de Laplace est 1 − exp[−Ei(s)] où Ei(s) =

∫∞

1
dz exp(−zs)/z. En développant

Ei(s) et en inversant la transformée, on obtient alors que

P̃ (x) =
∞∑

l=1

(−1)l

l!
fl(x), (4.37)

où les fonctions fl(x) peuvent être définies récursivement par des convolutions succes-
sives

f0(x) = δ(x), f1(x) = Θ(x− 1)
1

x
, fl+1(x) = (fl ∗ f1)(x). (4.38)

Ici Θ(x) et δ(x) sont respectivement les fonction d’Heaviside et la fonction de Dirac.
On peut calculer de manière explicite f2(x) = Θ(x − 2)(2/x) ln(x − 1) alors que pour
l ≥ 3, l’expression analytique des fl(x) ne peut être déterminée de manière simple.
Heureusement pour nous, chaque fk(x) contient un facteur Θ(x − k). On n’a donc
besoin que des quelques premières fonctions fk(x) si on veut les évaluer sur une plage
de valeurs de x raisonnable.

Évolution temporelle de la concentration en défauts

A partir de la distribution de la taille de domaines, il est facile de prédire la densité
d’excitations (qui se confond ici avec l’énergie) n(t) = 1/d̄ où d̄k =

∑
d dPk(d) est

la distribution moyenne des tailles de domaines sur le palier k. On peut voir sur la
figure 4.7 que la hauteur des différents paliers prédite pour T → 0 est en parfait
accord avec les simulations numériques bien que celles-ci aient été réalisées à T > 0. La
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T → 0

0.15

0.17

T = 0.2

0.15

0.17

T = 0.2

νt

n
(t

)

21.510.50-0.5-1

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Fig. 4.7 – Concentration en défauts (énergie) n(t) en fonction de νt pour trois tempéra-
tures différentes. Les symboles représentent les résultats des simulations. La ligne pleine
donne la prédiction pour T → 0 alors que les lignes pointillées donnent la prédiction
théorique (4.39).

différence visible entre les simulations et la prédiction théorique provient des échelles
de temps sur lesquelles s’effectuent les relaxations. Alors que pour T → 0, celles-ci
s’effectuent à chaque fois que νt prend une valeur entière, pour T 6= 0 elles ont lieu
sur des échelles de temps (en terme de νt) plus longues. Les relaxations sont alors
de plus en plus douces au fur et à mesure que T augmente. En analysant plus en
détails la dynamique, on peut prédire cet effet. Pour cela, on se base sur le fait que
1/n(t) = d̄(t) = (∂/∂z)G(z = 1, t). Comme les différentes relaxations ont lieu sur des
échelles de temps ∼ c−k avec k = 0, 1, 2, . . . on peut écrire

ln

(
n(t)

n(0)

)
= −

∞∑

k=0

gk(ckt), (4.39)

où les fonctions gk(.) décrivent la relaxation dans le palier k et sont indépendants de
c pour le terme dominant. Chaque gk(ξ) augmente de 0 pour ξ = 0 et approche une
limite finie pour les ξ grands.

De la relation (4.31), on déduit

n(t) = n(0) exp[H(1, t)−H(1, 0)]. (4.40)

On a besoin de connâıtre l’évolution temporelle de H(1, t). Comme les domaines actifs
ne peuvent être recréés durant le processus de croissance domaines, on peut écrire

H(1, t) =
∑

2k−1<d≤2k

P (d, t) =
∑

2k−1<d≤2k

P (d, 0)S(d, t), (4.41)

où S(d, t) est la probabilité de survie d’un domaine de taille d. Au palier k = 0, la
disparition d’un domaine de taille d = 1 correspond à un spin en position haute qui
passe en position basse. On a donc S(1, t) = exp[−(1 − c)t] ≈ exp(−t) pour c → 0.
Comme P−1(1) = 1/2 (voir Éq. 4.34) au début du palier 0, alors H(1, t) = exp(−t)/2.
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En insérant ce résultat dans (4.40), on obtient directement

g0(ξ) =
1

2

(
1− e−ξ

)
. (4.42)

Pour les autres paliers correspondant à des tailles de domaines d plus grands, on utilise
une châıne de Markov � perméable � qui se termine dès que le spin nd se retourne en
position basse. On peut ainsi obtenir les différentes fonctions gk(ξ) (pour des détails
voir l’appendice B de [163])

g1(ξ) =
3

8

(
1− e−ξ/2

)
, (4.43)

g2(ξ) =
7

24

(
1− e−2ξ/3

)
+

15

64

(
1− e−ξ/4

)
(4.44)

De la relation (4.39) et en se limitant aux termes g0, g1 et g2, on obtient une expres-
sion de n(t) dépendante de c (donc de la température) valables sur les échelles de
temps accessibles à nos simulations pour des températures pas trop basses. Nous avons
représenté sur la figure 4.7 les prédictions de cette équation pour trois températures
différentes. On s’aperçoit qu’on a un très bon accord entre les prédictions de l’équation
(4.39) et les résultats des simulations. Les différentes relaxations du système et leur
dépendance en temps et en température (pour les basses températures) sont donc très
bien décrites par l’équation (4.39).

Dans la limite des grandes valeurs de k, la valeur moyenne de x pour la distribution
(4.37) est exp(γ) = 1.78 . . . avec γ la constante d’Euler. En revenant à la densité de
défauts, on obtient

n(t) = 1/d̄ = e−γ2−k, (4.45)

pour les grandes valeurs de k. À cause de la dépendance logarithmique de k en fonction
de t, on obtient que n(t) ∼ t−T ln 2, le modèle East possède une décroissance de la
concentration en défauts vers zéro à basse température gouvernée par un exposant
T ln 2.

Il existe dans le modèle East deux limites intéressantes où des résultats analytiques
peuvent être obtenus : la limite des petites valeurs de k, typiquement de l’ordre de un
correspondant au régime de croissance de domaines irréversible et la limite des grandes
valeurs de k qui correspondent au régime � paste-all � . Nous décrirons maintenant ces
deux régimes.

Régime de croissance de domaines irréversible

La croissance de domaines irréversible devient exact dans la limite c → 0 pour un
palier k fixé i.e. avec des tailles typiques de domaines d conservées et de l’ordre de un.
Le fait de prendre cette limite assure que les spins hauts peuvent, en effet, se retourner
de manière irréversible. En effet, la probabilité d’observer, à un instant donné et pour
un domaine de longueur d, un spin haut participant à un front d’excitations fluctuant
est O(dc) et peut dans ce cas être négligé. Dans ce régime, les échelles de temps pour les
différents paliers pour les petites valeurs de c seront toujours supérieures aux échelles
de temps nécessaires aux relaxations des différentes échelles de longueur composant les
domaines actifs.
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54 Vieillissement dans les KCM’s

Régime � paste-all �

Nous avons vu que dans la limite des grandes tailles de domaines, n(t) ∼ t−T ln 2

(voir Éq. 4.45). Dans ce régime, la décroissance de l’énergie est algébrique, et les paliers
ont disparu : on se trouve en présence d’une hiérarchie infinie d’échelle de temps. C’est
précisément ce régime qu’on appelle le régime � paste-all � que nous allons détailler
ci-dessous.

Si on souhaite s’intéresser à la taille typique des domaines quand ceux-ci sont de
l’ordre de la taille d’équilibre d’un domaine d̄eq = 1/c, aucune des deux simplifications
décrites ci-dessus ne s’appliquent. Dans ce cas il est plus judicieux de choisir c petit
pour des valeurs fixes de δ = dc plutôt que pour d.

Le cas δ ≥ 1 donnant des informations sur une éventuelle transition vers le régime
d’équilibre. Nous allons nous intéresser plutôt au cas δ � 1 correspondant aux premiers
paliers de cette transition vers l’équilibre.

D’après (4.27), l’échelle de temps pour qu’un domaine de taille d relaxe est

t ∼ c−k ∼ c− ln d/ ln 2 ≈ d1/(T ln 2).

Dans le cas δ � 1 , on obtient alors le scénario suivant [79] : le fractionnement de la
dynamique en différentes paliers disparâıt car le spectre des temps de relaxation dans
le paliers devient large. Le temps t pour éliminer un domaine ayant une taille δ reste

t ∼ (δ/c)1/(T ln 2).

En comparant deux tailles de domaines, δ1 et δ2, on montre que l’on a toujours t2/t1 � 1
dans la limite T → 0 tant que δ2/δ1 > 1. Par conséquent, chaque spin haut a une

� zone d’équilibration � bien définie (sur une longueur d ∼ 1/c) sur sa droite, de taille
δ ∼ ct−T ln 2. Au fur et à mesure que t augmente, ces zones croissent ; quand celles-ci
atteignent le spin haut suivant à leur droite, elles sont éliminées et les deux domaines
fusionnent. Formulé autrement, la dynamique consiste alors à toujours éliminer le plus
petit domaine et inclure toutes les longueurs sur sa droite dans ce domaines sur sa
droite. Ce régime est appelé le régime � paste-all � .

Cette dynamique � paste-all � a été étudiée de manière indépendante dans la lit-
térature [164]. La distribution de taille de domaines qu’il possède dans la limite du
rééchelonnage est exactement identique [79] à celle trouvée à l’équation (4.37). Ceci
montre que le régime de croissance de domaines irréversibles du modèle East va évo-
luer doucement vers le régime � paste-all � . Le régime � paste-all � a deux avantages
pour l’analyse théorique : seulement le plus petit des domaines est � actif � et ainsi
l’ordre temporel de disparition des domaines est déterminé ; ceci n’est pas le cas dans
le régime de croissance de domaines irréversible où deux domaines voisins peuvent être
actifs et peuvent l’un comme l’autre disparâıtre.

4.3 Dynamique de vieillissement du modèle FA

Dans ce chapitre, on va étudier les propriétés dynamiques du modèle FA pour
d = 1 dans le cas d’une dynamique hors-équilibre. On va ainsi mesurer différentes
observables afin de mettre en évidence le vieillissement et le caractériser. Ensuite, on
s’intéressera aux propriétés de diffusion de ces modèles. Pour l’ensemble de cette section,
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les simulations ont été réalisées avec un algorithme en temps continu (voir la sous-
section 4.1.2). La taille du système est chosie à L ≈ 30c−1 afin de s’affranchir de tout
effet de taille finie même si le système retrouve sa dynamique d’équilibre.

4.3.1 Dynamique vieillissante et hétérogène

Dans la section 2.3, nous avons présenté les modèles KCM’s et justifié leur intérêt
dans l’étude d’une dynamique vitreuse. Ces modèles ont, en effet, été étudiés [12,
106, 10] mais la plupart du temps à l’équilibre. Comme nous l’avons vu dans la sous-
section 4.2.1, le modèle FA possède un régime de vieillissement dont l’échelle de temps
augmente au fur et à mesure que T → 0. De plus, dans le cas 1d, nous avons vu que
les limites de ce régime sont bien définies et typiquement il s’étend pour des temps
tw ∈ [c−1; c−3]. Il convient donc de choisir des températures assez basses afin que ce
régime s’étende sur plusieurs décades et pour que nos mesures ne soient pas affectées
par les changements de régime.

Fonctions de persistance à deux temps

On considère, dans un premier temps, la dynamique moyennée spatialement que
l’on peut étudier à l’aide, par exemple, d’une fonction de corrélation à deux temps
(voir section 2.1). Une des observables possibles pour cette fonction de corrélation est
la persistance ; on peut ainsi définir la fonction de persistance moyenne à deux temps :

P (t, tw) =

〈
1

L

L∑

i=1

Pi(t, tw)

〉
(4.46)

avec Pi(t, tw) la persistance locale au site i prenant la valeur 1 si le spin i n’a pas changé
d’état dans l’intervalle [tw, t] et 0 dans le cas contraire. On notera τ = t−tw. On mesure
donc, grâce à cette fonction, l’échelle de temps nécessaire pour que tous les spins aient
relaxé. Nous avons représenté sur la figure 4.8, les résultats de nos simulations pour
P (t, tw) dans le cadre d’une trempe à basse température et pour différentes valeurs de
tw mesurées sur neuf décades. La première remarque est que les différentes mesures ne
se superposent pas : on a bien brisure de l’invariance par translation dans le temps ce
qui est une signature du vieillissement de notre système. Ensuite, on voit que plus tw
augmente, plus l’échelle de temps nécessaire à la relaxation de notre système augmente :
la dynamique du système ralentit, on a donc bien une dynamique vitreuse pour ce
système. On remarque que les premières mesures, celles pour tw < 102, se superposent.
Ces mesures ont été effectuées dans l’échelle de temps du plateau apparaissant dans
l’énergie (voir figure 4.3) et par conséquent, elles ne sont pas des mesures dans le régime
de vieillissement. Dans le cas opposé, c’est-à-dire pour la mesure tw = 109, la courbe se
superpose pratiquement à celle d’équilibre (ligne en trait plein) et on peut estimer que
la dynamique vieillissante du système est déjà affectée par la dynamique d’équilibre.

Évolution du temps de relaxation τα avec l’âge tw

La figure 4.9 est une façon plus adaptée de voir les limites du régime de vieillisse-
ment. Elle représente le temps de relaxation τα de chacune de nos mesures en fonction
du temps d’attente tw pour différentes températures T . Comme définition du temps de
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Fig. 4.8 – Fonctions de persistance à deux temps P (t, tw) en fonction de τ = t − tw
dans le cas d’une trempe à T = 0.15 et pour différentes valeurs de tw. La ligne en trait
plein représente une mesure à l’équilibre tw →∞.

relaxation, on a choisi P (τα− tw, tw) = e−1. On voit clairement apparâıtre trois régimes
délimités par une droite τα ∼ tw.

– Les mesures se trouvant à gauche de cette droite correspondent à celles effectuées
sur le plateau de l’énergie tw < c−1. On voit que dans ce cas le temps de relaxation
est indépendant de tw et ne dépend que de la température T .
On peut évaluer cette dépendance facilement. En fait, en commençant une mesure
sur le plateau de l’énergie, on sait que la distance moyenne séparant deux défauts
est ` = 2 exp(1/2) ≈ 3. Le définition de τα, P (τα − tw, tw) = e−1, signifie que
τ correspond au temps nécessaire à la relaxation de e−1 ≈ 2/3 des spins. Ainsi,
l’échelle de temps τα sera atteinte en moyenne lorsque deux spins de chaque
domaines auront relaxé ou en d’autres termes, lorsque le spin délimitant chaque
domaine aura diffusé d’un site. Ceci se produit avec une probabilité qui est le
produit de la concentration de spins facilités multiplié par la probabilité pour
que les spins se retournent. On aura donc dans ce régime

τα = e1/2c−1. (4.47)

Nous avons testé cette relation dans l’encart de la figure 4.9. On voit qu’on
a un accord parfait entre la relation (4.47) et nos simulations confirmant les
approximations faites ci-dessus.

– Ensuite, lorsque c−1 < tw < c−3, le temps de relaxation τα dépend clairement de
tw et se superpose à la droite τα = tw. Une régression effectuée sur nos données
nous donne un exposant égal à un ce qui indique que l’on a ici du vieillissement
simple τα ∼ tw. Des résultats similaires ont été trouvés notamment dans des
modèles de polymères vieillissants [165].

– Enfin, on voit que dans le dernier régime, τα devient une nouvelle fois indépendant
de tw : notre système a atteint son régime d’équilibre et par conséquent, redevient
invariant par translation dans le temps. La hauteur de ce plateau vaut τα ∼ c−3.

Les temps de relaxation τα du modèle FA des fonctions de persistance P (t, tw) vont
donc tous être compris entre e1/2c−1 et c−3.
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Fig. 4.9 – Temps de relaxation τα(tw) en fonction de l’âge du système tw pour diffé-
rentes températures de trempe. Le trait plein correspond à la droite τα = tw. Encart :
Évolution du temps de relaxation τα pris en tw = 0 et représenté en fonction de 1/T .
Les points correspondent aux simulations, la ligne en trait plein est la prédiction (4.47).

Comportement d’échelle des fonctions de persistance P (t, tw)

Il convient maintenant d’étudier la forme de ces fonctions. Si à l’équilibre les fonc-
tions de persistance à basse température sont bien décrites par une loi de KWW [12]

P (t, tw →∞) = e−( t
τα(T ))

β

(4.48)

avec β = 1/2, ceci n’est pas le cas pour les fonctions mesurées dans le régime de
vieillissement. En fait, on s’aperçoit, à l’aide d’une représentation log-log (voir figure
4.10) que les fonctions de persistance à deux temps P (t, tw) décroissent algébriquement
avec un exposant θ = −1 pour toutes les valeurs de tw. Étant donné que l’on se trouve
en présence de vieillissement simple, il parâıt vraisemblable de penser que ces fonctions
de persistance obéissent à un comportement d’échelle simple du type

P (t, tw)
t→∞∼

(
τ

tw

)−1

. (4.49)

Nous avons testé cette hypothèse sur la figure 4.10 et on voit clairement que l’ensemble
des mesures prises dans le régime de vieillissement se superposent parfaitement.

Distribution des temps de relaxation en fonction de l’âge du système tw

Afin de mieux comprendre l’origine de la décroissance algébrique observée pour
la persistance (voir sous-section précédente), nous avons mesuré les distributions du
logarithme du temps de persistance local, Π(log10 t, tw) que l’on peut facilement relier
aux fonctions de persistance P (t, tw) avec la relation

P (t, tw) =

∞∫

t

dt′ Π(log10 t
′, tw). (4.50)
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Fig. 4.10 – Rééchelonnage des fonctions de persistance à deux temps P (t, tw) en fonc-
tion de la variable d’échelle τ/tw dans le cas d’une trempe à T = 0.08. Les mesures
réalisées dans le régime de vieillissement (tw = 107, 108, 109) se superposent. Le trait
plein correspond à une régression par une loi de puissance de ces fonctions de persis-
tance. On obtient un exposant θ = −1.

Nous avons représenté les distributions Π(log10 t, tw) correspondantes aux temps d’at-
tentes tw de la figure 4.8 sur la figure 4.11. On voit que lorsque tw augmente, les
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Fig. 4.11 – Distributions du logarithme du temps de persistance de chaque cellule
individuelle, Π(log10 t, tw) pour les mêmes valeurs de tw que la figure 4.8. La ligne en
trait plein sur représente une mesure à l’équilibre tw →∞.

distributions se déplacent vers les grandes valeurs de t indiquant une nouvelle fois le
ralentissement de la dynamique.

Pour les plus petites valeurs de tw, les distributions sont mono-modales, indépen-
dantes de tw et dominées par des modes rapides avec un pic centré autour de c−1 (voir
Éq. 4.47). Au fur et à mesure que tw augmente, les distributions deviennent bimodales :
l’amplitude des modes rapides décrôıt alors que celle des modes lents augmente. Cette
distribution large de temps de relaxation rend compte de la nature hétérogène de la
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dynamique.
Pour les petites valeurs de tw, les défauts encore présents en forte concentration

(comme dans le cas d’une dynamique à l’équilibre à haute température), la diffusion
sur le plateau de l’énergie des défauts décrits dans la sous-section 4.2.1 est à l’origine de
ces modes rapides. Au fur et à mesure que t augmente, la taille caractéristique de l’hé-
térogénéité dynamique va crôıtre. Les défauts vont devoir ainsi diffuser sur des échelles
de longueur plus importantes afin de relaxer le défaut voisin. Le temps nécessaire à la
relaxation de chaque spin va alors augmenter expliquant le déplacement des distribu-
tions vers la droite. Une autre chose intéressante sur la figure 4.11 est le changement
de forme des queues des distributions. En effet, lorsqu’on regarde les distributions pour
les faibles valeurs de tw, celles-ci possèdent des queues épaisses avec une décroissance
algébrique qui explique le type de décroissance observée pour P (t, tw). Au fur et à me-
sure que tw augmente les queues des distributions vont peu à peu changer et converger
vers une exponentielle étirée

Π(log10 t, tw →∞) ∼ tβ−1

τβ
e−( t

τ )
β

(4.51)

(β est ici l’exposant d’étirement) afin que la relation (4.50) donne l’équation (4.48)
quand tw →∞.

Susceptibilité dynamique à quatre points χ4(t, tw)

Nous voulons caractériser plus précisément la dynamique hétérogène du système
en mesurant les fluctuations de la dynamique. Pour y parvenir, nous allons calculer
la susceptibilité à quatre points (voir la section 2.2) χ4(t, tw) associée à l’observable
persistance dans le régime de vieillissement comme cela a déjà été fait pour des systèmes
type Lennard-Jones [166]. On rappelle que cette fonction est définie par

χ4(t, tw) =

∫
dr C(r, t, tw) (4.52)

où C(r, t, tw) est la fonction de corrélation à 4 points définie par

C(r, t, tw) =
1

L

L∑

i=1

[〈Pi(t, tw)Pi+r(t, tw)〉 − P 2(t, tw)] (4.53)

pour l’observable persistance. On trouve alors que, dans le cas de la persistance, la
fonction de corrélation χ4(t, tw) s’écrit simplement

χ4(t, tw) = L
[
〈p(t, tw)2〉 − 〈p(t, tw)〉2

]
(4.54)

où p(t, tw) = L−1
∑

i Pi(t, tw) est la persistance non-moyennée. La figure 4.12 montre
la dépendance temporelle des fonctions χ4(t, tw) pour différentes valeurs de tw. Comme
on pouvait s’y attendre, χ4(t, tw) développe un pic dont l’amplitude augmente avec tw
et dont la position se déplace vers la droite. Le comportement de χ4(t, tw) est similaire
à celui observé dans les simulations atomistiques de liquides surfondus à l’équilibre
[28, 166].

On voit en effet sur la figure 4.12 que lorsque tw appartient au régime de vieillis-
sement, la croissance de la fonction χ4(t, tw) n’est pas uniforme mais possède deux
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Fig. 4.12 – Susceptibilité quatre-points χ4(t, tw) en fonction de τ = t−tw pour différents
temps d’attentes après une trempe à T = 0.08.

régimes séparés par un plateau qui ne dépend pas de tw et que l’on trouve à τ ≈ c−1.
Cette valeur de τ correspond d’ailleurs à la position du pic des fonctions χ4(t, tw) me-
surées sur le plateau de l’énergie (tw < c−1). D’après la sous-section précédente, on sait
que cette valeur de τ correspond à la position des modes rapides de notre système. En
fait, lorsqu’on commence une mesure à tw, la fonction χ4(t, tw) va être sensible, sur des
échelles de temps courtes τ ≈ c−1, uniquement aux fluctuations des modes rapides. Au
fur et à mesure que t va crôıtre, l’amplitude de ces modes rapides va décrôıtre (voir
figure 4.11) provoquant une baisse du plateau dans χ4(t, tw).

Sur des échelles de temps plus grandes τ > c−1, des modes lents vont apparâıtre.
χ4(t, tw) va alors mesurer les fluctuations de la dynamique entre les modes lents et
rapides, c’est-à-dire les fluctuations de la dynamique dues à l’hétérogénéité dynamique.
Étant donné que la concentration en défauts décrôıt de manière algébrique avec un
exposant 1/2 (voir tableau 4.1), ceci veut dire que la distance moyenne entre les défauts,
c’est-à-dire que la taille de l’hétérogénéité dynamique ` crôıt selon ` ∼ √tw. On peut
donc s’attendre à ce que le pic χmax

4 (t, tw) ∼ √tw. Comme cela a été précisé à la section
2.2, la position du pic de χ4(t, tw) s’échelonne comme le temps de relaxation τα ce qui
indique que la dynamique est la plus hétérogène au niveau de τα.

Sur la figure 4.13, nous avons testé ces deux hypothèses d’échelles. On voit que les
différentes mesures effectuées dans le régime de vieillissement et mesurant les fluctua-
tions de l’hétérogénéité dynamique se superposent parfaitement.

Fonctions de corrélations spatiales C(r, t, tw)

Maintenant que nous savons l’instant où la dynamique est la plus hétérogène, on
s’intéresse à la structure de notre système en ce temps précis t = τα(tw).

On va ainsi mesurer des fonctions de corrélation spatiales C(r, t, tw) (Éq. 4.53) pour
l’observable persistance. Nous avons représenté sur la figure 4.14, la fonction C(r, t, tw)
en fonction de r pour différentes valeurs de tw. On remarque qu’au fur et à mesure
que tw augmente, les échelles de longueur pour que C(r, t, tw) relaxe sont de plus en
plus grandes. Cette figure suggère qu’il existe une longueur de corrélation dynamique
associée aux corrélations spatiales de la mobilité qui crôıt durant le régime de vieillisse-
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Fig. 4.13 – Susceptibilité quatre-points χ4(t, tw) rééchelonnée pour différents temps
d’attentes tw = 1e7, 2.2e7, 4.6e7, 1e8, 2.2e8, 4.6e8, 1e9, 2.2e9, 4.6e9 pour une trempe
à T = 0.08. Les droites en pointillés correspondent à des lois de puissance avec des
exposants 1 et −1.

ment. De plus, on remarque que contrairement à l’équilibre (dernière mesure de la figure
4.14), les corrélations spatiales sont non-monotones et peuvent devenir négatives ; pour
chaque mesure tw, on voit clairement apparâıtre une anti-corrélation qui traduit en fait
la répulsion effective qui existe entre les différents défauts [167]. Il convient maintenant
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Fig. 4.14 – Fonctions de corrélations spatiales C(r, t, tw) en fonction de r pour T =
0.15 avec tw = 3.2e0, 1e1, 3.2e1, 3.2e2, 1e2, . . . , 3.2e9, 1e10. Toutes ces fonctions ont été
mesurées pour t = τα(tw).

de comprendre la dépendance en temps tw et avec c de cette longueur de corrélation
spatiale. Comme je l’ai dit précédemment, on sait que la longueur typique entre les
défauts `(tw) ∼ √tw. Entre le temps tw à partir duquel on commence la mesure et le
temps t correspondant à la mesure de C(r, t, tw), la longueur typique entre les défauts a
augmenté d’un facteur

√
tw. On peut donc s’attendre à ce que C(r, t, tw) ∼ f(r/

√
tw).

Nous avons testé cette loi d’échelle sur la figure 4.15. On voit sur cette figure que
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Fig. 4.15 – Fonctions de corrélations spatiales C(r, t, tw) en fonction de la variable
d’échelle r/

√
tw pour T = 0.12 avec tw = 3.2e5, 1e6, 3.2e6, 1e7. Toutes ces fonctions ont

été mesurées pour t = τα(tw).

les différentes mesures se superposent en une courbe mâıtresse confirmant ainsi la loi
d’échelle proposée.

4.3.2 Diffusion de particules tests

Dans cette sous-section, nous étudions les propriétés de diffusion du modèle FA
pour d = 1. On ne peut pas suivre directement la dynamique des défauts puisqu’il ne
sont pas conservé par la dynamique, on utilise des particules tests dont la dynamique
est définie à la section 2.3.

Écart quadratique moyen 〈∆2r(t, tw)〉

Une des quantités permettant d’étudier la diffusion d’un système vieillissant est le
déplacement quadratique moyen (MSD) défini par la relation

〈∆2r(t, tw)〉 = 〈[r(t)− r(tw)]2〉 (4.55)

où r(t) est la position de la particule au temps t. On rappelle que le MSD peut être
directement relié à la constante de diffusion D par l’intermédiaire de la relation

lim
t→∞
〈∆2r(t, tw)〉 = 2dDt (4.56)

où d est la dimension du système. Dans un système vieillissant, on peut avoir 〈∆2r(t, tw)〉 ∼
tβ :

– Si β = 1, on retrouve la dépendance temporelle donnée par l’équation (4.56).
Le système est diffusif et de l’équation (4.56), on peut extraire le coefficient de
diffusion D dans la limite des temps grands.

– Si β < 1, le système est dit sous-diffusif.
– Si β > 1, on se trouve en présence d’un système super-diffusif.
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4.3 Dynamique de vieillissement du modèle FA 63

Toutefois, le MSD ne prend pas en compte l’existence de la nature hétérogène de
la dynamique : dans le système FA, des particules peuvent diffuser alors que d’autres
peuvent être piégées et rester immobiles dans une zone sans excitation. Le MSD ne
distingue pas ces deux familles et donne seulement une dynamique moyenne des parti-
cules. Nous avons représenté sur la figure 4.16 le MSD pour différents temps d’attente
pour une température de trempe de T = 0.12. On s’aperçoit que lorsque tw augmente,
les courbes se déplacent vers la droite. Ceci est dû au fait que le nombre d’excitations
décrôıt au cours du vieillissement. Ainsi, la probabilité que la particule test rencontre
un défaut pour la première fois décrôıt avec tw. Hors le temps moyen nécessaire pour
qu’un site i change d’état est exactement la définition de τα, le temps de relaxation
de la fonction de persistance P (t, tw). Ces observations ne font donc que corroborer
celles de la figure 4.8. De plus, on remarque que toutes les mesures, hormis la dernière
tw = 6.3e10 effectuée dans le régime d’équilibre, possèdent trois régimes distincts.

Pour τ < tw, on a 〈∆2r(t, tw)〉 ∼ t, le système est diffusif. Ce comportement à temps
court est aussi observé à l’équilibre [108]. Lorsque tw augmente, le domaine de validité
de ce régime de quasi-équilibre augmente.

Pour tw < τ < c−3, le système est sous-diffusif 〈∆2r(t, tw)〉 ∼ tα. Ce régime est
celui pour lequel la persistance décrôıt de manière algébrique, suggérant l’existence
d’une distribution de temps entre les sauts très large. Il est commun que les formes
des distributions à queues épaisses peuvent donner lieu à du sous-vieillissement [168].
Numériquement, nous trouvons α ≈ 1/2.

Dans le dernier régime t− tw > c−3, on retrouve la dynamique d’équilibre ainsi que
la diffusion fickienne avec une constante de diffusion D ∼ c−2 [10].

tw → ∞
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Fig. 4.16 – Écart quadratique moyen 〈∆2r(t, tw)〉 en fonction de t− tw pour différents
temps d’attentes tw dans le modèle FA à T = 0.12. Pour cette température, on trouve
α = 0.56.

Facteur de structure dynamique Fs(q, t, tw)

Afin de mieux comprendre les échelles de longueur mises en jeux lors du processus
de diffusion, on étudie la partie incohérente du facteur de structure dynamique

Fs(q, t, tw) = 〈e−~qi[~r(t)−~r(tw)]〉. (4.57)
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Cette fonction Fs(q, t, tw) peut-être vue comme une fonction de corrélation mesurant le
temps moyen τ(q, T, tw) nécessaire pour qu’une particule test ait parcouru une distance
L = 2π/q. Ainsi lorsque q va diminuer, on va regarder la dynamique des particules sur
des échelles de longueur de plus en plus grande. Le temps de relaxation τ(q, T, tw) de
Fs(q, t, tw) va alors augmenter. On peut utiliser pour τ(q, T, tw) une définition similaire
à celle de τα. Les conditions aux limites périodiques imposent que q = 2πn/L avec
n ∈ N = 1, 2, . . . , L/2.

Nous avons représenté sur la figure 4.17, τ(q, T, tw) en fonction de q pour différentes
valeurs de tw.

q0
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104
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Fig. 4.17 – Temps de relaxation caractéristiques τ(q, T, tw) des fonctions Fs(q, T, tw)
en fonction de q pour différentes valeurs de tw = 1, 4, 16, 63, 251, 1e3, 4e3, 1.6e4, 6.3e4,
2.51e5, 1e6, 4e6, 1.6e7, 6.3e7, 2.51e8, 1e9, 4e9, 1.6e10, 6.3e10, 2.51e11 après une trempe
à T = 0.12.

Dans le régime de vieillissement, on peut distinguer trois régimes différents de
τ(q, T, tw)

En partant des grandes valeurs de q vers les plus faibles, un premier régime (q >

t
−α/2
w ) se distingue où τ(π, T, tw) est quasiment constant. En fait, le cas q = π corres-

pond au temps nécessaire à une particule pour faire le premier saut. Une nouvelle fois, ce
temps correspond au temps de persistance tp et par conséquent τ(π, T, tw) ≈ τα(T, tw).
Une particule peut effectuer un saut lorsqu’un défaut occupe le même site qu’elle.
Lorsque la particule a effectué un saut, elle se trouve tout près d’un défaut, qui peut
donc lui faire faire plusieurs sauts dans un temps très court. La particule parcourt donc
rapidement une distance de l’ordre de t

α/2
w .

Pour un régime intermédiaire q < t
−α/2
w , la sous diffusion se manifeste par la loi de

dispersion τ(q) ∼ q−2/α.
Pour q < q?, on retrouve le comportement d’équilibre à petit q, τ(q) ∼ q−2, valable

pour q < q?(T ) [108].

Fonctions de van Hove Gs(r, t, tw)

Maintenant que nous avons défini les échelles de longueur et de temps sur lesquelles
se passent les différents régimes, il nous reste à déterminer la probabilité qu’une parti-
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4.3 Dynamique de vieillissement du modèle FA 65

cule ait parcouru une distance r pendant un temps τ sachant que la mesure a commencé
à tw. Cette probabilité s’appelle fonction de van Hove Gs(r, t, tw).

Le régime sous-diffusif suggère la forme d’échelle suivante pour Gs

Gs(r, t, tw) =
1

t
α/2
w

f

(
r

t
α/2
w

)
(4.58)

que l’on teste sur la figure 4.18. De plus, nous avons trouvé que dans le régime de

r/t
α/2

w
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/
2

w
G

s
(r

,t
,t

w
)

1050-5-10

101

100

10−1

10−2

Fig. 4.18 – Fonctions de van Hove Gs(r, t, tw) mesurées dans le régime de vieillissement

après une trempe à T = 0.15 et rééchelonnées par le facteur t
α/2
w où les valeurs de tw

sont les mêmes que celles de la fugure précédente. Les courbes se superposent pour des
valeurs de γ = t/tw constant. Du centre vers l’extérieur, on a γ = 102, 103, 104, 105,
106.

vieillissement, les distributions de temps de relaxation obéissent à une loi de vieillis-
sement simple en t/tw. On peut donc s’attendre à ce que les propriétés de diffusion
obéissent à la même loi ce qui suggère :

Gs(r, t, tw) =
1

t
α/2
w

f

(
r

t
α/2
w

,
t

tw

)
(4.59)

À l’équilibre, les propriétés de diffusion du modèle FA ont été modélisées par le modèle
Continuous Time Random Walk [108]. Il serait intéressant de généraliser cette approche
en utilisant le formalisme du Aging Continuous Time Random Walk [168]. Notons déjà
que les prédictions du ACTRW sont en bon accord avec l’équation 4.59 ci-dessus.

Barkai et al. ont prédit que dans leur modèle (ACTRW) [168], le MSD est égal à

〈∆2r(t, tw)〉ACTRW =
A

Γ(1 + α)
[tα − tαw] (4.60)

où A est une constante et Γ(x) est la fonction gamma. Nous avons testé cette relation sur
la figure 4.19. On voit que l’on a un parfait accord entre nos simulations numériques
et la prédiction de l’équation (4.60) pour les valeurs de tw pris dans le régime de
vieillissement, ce qui semble confirmer l’utilité du ACTRW pour décrire le FA dans son
régime de vieillissement.
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Fig. 4.19 – Symboles : Écart quadratique moyen 〈∆2r(t, tw)〉 dans le cas d’une trempe à
T = 0.15 dans le modèle FA pour différentes valeurs de tw. Traits pleins : représentation
graphique de l’équation (4.60). On a pris ici A = 4.5e−2.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la dynamique microscopique de vieillissement
du modèle du modèle FA et du modèle East. Nous avons déterminé les distributions de
taille de domaines de manière analytique de ces deux modèles. Les prédictions obtenues
ont été confirmées par des simulations numériques. De ces distributions, il nous a été
facile d’obtenir la dépendance temporelle de la concentration en défauts de ces modèles.

On a pu montrer que l’énergie du modèle FA possède quatre régimes distincts
dont un régime de vieillissement particulièrement intéressant pour la suite de notre
étude. Les échelles de temps de chacun de ces régimes ont été définies. Nous avons
voulu étudier les propriétés dynamiques et de diffusion de certaines observables dans
le régime de vieillissement du modèle FA. Nous avons ainsi pu montrer que le modèle
FA présentait des caractéristiques identiques à une dynamique vitreuse : ralentissement
de la dynamique avec l’âge du système, fluctuations de la dynamique dues à la nature
hétérogène de celle-ci, croissance de la taille de l’hétérogénéité avec l’âge du système. De
plus, contrairement à l’équilibre, le modèle FA présente un régime de sous-diffusion dont
nous avons caractérisé les échelles de longueur et de temps et nous avons montré que
de fortes analogies existaient avec un modèle de marcheur aléatoire en temps continu
subissant les effets du vieillissement.

Pour le modèle East, nous avons montré que l’énergie, à basse température, relaxait
en différents paliers dont les échelles de temps ont été définies. Nous avons défini deux
régimes particulièrement intéressant puisqu’il est facile dans ces régimes de faire des
prédictions théoriques : le régime de croissance de domaines irréversibles correspondant
aux premiers paliers de la dynamique et le régime � paste-all � où l’énergie décrôıt de
manière algébrique.

Enfin nous avons présenté les différents algorithmes Monte-Carlo que nous avons
utilisées dans cette thèse afin de simuler le modèle FA et le modèle East ainsi que les
problèmes pouvant apparâıtre pendant ces simulations.

Il nous reste maintenant à mesurer la violation du FDT dans ces deux modèles.
Nous pourrons ainsi, à partir des distributions de domaines, faire des prédictions théo-
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riques des fonctions de corrélation C(t, tw) et de réponses R(t, tw). Les processus mi-
croscopiques, les échelles de longueurs et de temps étant définies de manière précise, ils
nous permettront de faciliter l’interprétation de nos résultats ainsi que d’identifier les
différentes contributions à la violation du FDT ainsi qu’au régime de quasi-équilibre.
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Motivations

Maintenant que nous avons caractérisé les propriétés dynamiques hors-équilibre de
nos modèles, nous pouvons nous intéresser à la violation du FDT dans ces modèles à
contraintes cinétiques.

Des tentatives de mesure du FDR des modèles FA et East existent [21, 44] mais
celles-ci ont toutes conduits à des résultats erronés ou incomplets (voir section 2.1).
Il convient, en effet, de faire de manière rigoureuse, les représentations graphiques de
la violation du FDT afin de pouvoir mesurer la valeur réelle du FDR (voir section
2.1). Hormis le fait que de nouvelles techniques numériques permettant notamment de
calculer directement la réponse linéaire, aucune de ces études n’a tenté de faire un lien
entre la violation du FDT et la dynamique activée de ces modèles.

La première partie de ce chapitre sera consacrée à la présentation des nouvelles
méthodes numériques permettant d’accéder à la réponse linéaire sur les différentes
échelles de longueur de notre système. La deuxième et la troisième partie seront consa-
crées respectivement à la mesure de la violation du FDT dans le modèle FA et le modèle
East. Pour chacun de ces modèles, notre étude distinguera les observables locales et
les observables globales, ainsi que celles correspondant aux les échelles de longueur
intermédiaires. Nous aurons ainsi accès à la mesure du FDR quelle que soit l’échelle
de longueur considérée. Un calcul basé sur la théorie des champs nous donnera accès
au FDR pour des dimensions d > 1 pour le modèle FA et nous verrons par une étude
numérique que pour le modèle East, les résultats obtenus en d = 1 sont valables pour
des dimensions supérieures.

La plupart des résultats obtenus par des simulations numériques sont validés par
des comparaisons avec des résultats théoriques correspondant aux résolutions exactes
en d = 1 effectuées par Peter Mayer et Peter Sollich ou par des calculs en théorie des
champs réalisés par J. P. Garrahan pour les dimensions supérieures.

5.1 Calcul numérique de la fonction de réponse linéaire

Nous allons dans cette partie expliquer les méthodes que nous avons utilisées afin
de mesurer la réponse linéaire dans nos simulations.

5.1.1 Méthode sans champ

Description de la méthode

Pour un système à l’équilibre, mesurer la fonction de réponse linéaire R(t, tw) est
équivalent à mesurer la fonction de corrélation conjuguée à deux temps C(t, tw) en vertu
du FDT (voir section 2.1). Lorsque le FDT n’est pas satisfait, on est obligé d’obtenir
de manière indépendante la fonction de corrélation et la fonction de réponse conjuguée.
Si mesurer la fonction de corrélation par des simulations numériques ne pose aucune
difficulté, l’obtention de la fonction de réponse peut être difficile. On rappelle que la
fonction d’autocorrélation de l’observable φ(t) connexe C(t, tw) est définie par

C(t, tw) = 〈φ(t)φ(tw)〉 − 〈φ(t)〉〈φ(tw)〉 (5.1)
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et la fonction de réponse intégrée conjuguée χ(t, tw) est

χ(t, tw) =

t∫

tw

dt′′
∂〈φ(t)〉
∂h(t′′)

∣∣∣∣∣∣
h→0

. (5.2)

où h est un champ impulsionel externe d’amplitude constante appliqué au temps tw,
conjugué à l’observable φ(t) et introduit de manière à ce que l’Hamiltonien contienne un
terme additionnel δH = −hφ pour t > tw. Une des méthodes possibles pour mesurer
cette susceptibilité est d’appliquer réellement un champ au système. Toutefois cette
méthode possède de nombreux désavantages. Elle introduit un nouveau paramètre,
l’amplitude du champ h, qu’il faut choisir de manière adaptée afin de ne pas sortir du
cadre de la réponse linéaire. En effet, si on choisit une valeur de h trop importante,
on peut induire des effets non-linéaires indésirables. D’un autre côté, si on choisit une
valeur de h trop faible, la mesure de χ(t, tw) deviendra impossible car trop bruitée.
De plus, ce type de technique impose que la moyenne dans (5.2) est réalisée sur des
trajectoires perturbées. Ainsi, ce type de susceptibilité peut seulement être mesurée
pour un seul temps tw contrairement aux fonctions de corrélation qui peuvent être
mesurées et moyennées sur une seule trajectoire non-perturbée.

Une façon de contourner ce problème est d’effectuer la dérivée de l’équation (5.2)
avant de prendre la moyenne comme lors de la démonstration du FDT. Toutefois, pour
démontrer le FDT, on doit supposer l’équilibre thermique, ce qui n’est pas le cas pour
nos systèmes.

Pour contourner ce problème, de nouvelles méthodes numériques ont été développées
[46, 47, 48, 28] que l’on appelle � méthode sans champ � car elles proposent de calculer
la fonction de réponse sur des trajectoires non-perturbées. En reprenant les notations
utilisées dans 4.1.1, on rappelle que dans le cas d’une simulation Monte-Carlo simple,
la probabilité de transition d’une configuration n à l’instant t, notée nt, vers une
configuration nt+1 s’écrit

W(nt → nt+1) = δnt+1,n′

t
W (nt → n

′
t) + δnt+1,nt(1−W (nt → n

′
t)) (5.3)

où W (nt → n
′
t) et W (nt → n

′
t) sont les taux d’acceptations vérifiant la condition de

balance détaillée (Éq. 4.8) et n
′
t est la configuration d’essai que le système atteindra si

la transition est acceptée. Calculer une moyenne se résume à échantillonner un grand
nombre de trajectoires N et ainsi obtenir

C(t, tw) = 〈φ(t)φ(tw)〉0 =
1

N
N∑

k=1

φk(t)φk(tw)Pk(t→ tw) (5.4)

où φk(t) est la valeur de l’observable φ au temps t pour la trajectoire k, et Pk(t→ tw)
est la probabilité de la trajectoire k entre les temps tw et t en commençant de la
configuration ntw :

Pk(tw → t) =

t−1∏

t′=tw

W(nk
t′ → n

k
t′+1) (5.5)

où n
k
tw est la configuration visitée au temps tw dans la trajectoire k. La susceptibilité

(5.2) s’écrit alors

χ(t, tw) =
∂〈φ(t)〉
∂h

=
∂

∂h

(
1

N
∑

k

φk(t)Pk(t→ tw)

)
. (5.6)
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Le fait d’appliquer un champ infinitésimal modifie les taux de transition, donc seul le
terme Pk(tw → t) dépend de h. On trouve que

∂

∂h
Pk(tw → t) = Pk(tw → t)

t−1∑

t′=tw

∂hW(nt′ → nt′+1)

W(nt′ → nt′+1)
(5.7)

et χ(t, tw) peut être réécrite comme une moyenne non-perturbée

χ(t, tw) = 〈φ(t)R(tw → t)〉0, (5.8)

(attention ici le facteur T n’est pas inclus dans χ(t, tw)) où

R(tw → t) ≡
∑

t′

∂

∂h
ln(W(nk

t′ → n
k
t′+1)). (5.9)

Grâce à la relation (5.8), mesurer la susceptibilité revient à mesurer la corrélation
〈φ(t)R(tw → t)〉0 en champ nul, ce qui est facilement implémenté dans les simulations
numériques.

Application de la méthode sans-champ aux KCM’s

Monte-Carlo simple On peut appliquer facilement cette méthode pour le calcul de
la susceptibilité χ(t, tw) dans les KCM’s. On se place dans le cadre d’une simulation
Monte-Carlo simple avec une dynamique de Métropolis. Cette dynamique n’affectant
qu’un spin entre deux configurations successives, elles ne pourront être différentes que
par le spin ni qu’on a tenté de retourner. On peut ainsi réécrire, dans ce cas, la proba-
bilité de transition comme

W(nt → nt+1) = F [ni(t)]{δni(t+1),1−ni(t)W (ni(t)→ 1− ni(t)) + (5.10)

δni(t+1),ni(t)[1−W (ni(t)→ 1− ni(t))]}. (5.11)

La fonction F [ni(t)] permet de tenir compte des contraintes cinétiques et vaut 1 si
le spin ni(t) est facilité et 0 dans le cas contraire. W (ni(t) → 1 − ni(t)) est le taux
d’acceptation de Métropolis (Éq. 4.10). Si maintenant on applique un champ aléatoire
sur le spin ni d’amplitude h constante, on modifie le taux de Métropolis. On a alors,
selon les différents cas possibles :

W (1→ 0) = 1

W (0→ 1) = e−β(1−h)

(5.12)

Il suffit ensuite de calculer γ(nk
t′ → n

k
t′+1) ≡ ∂h ln(W(nk

t′ → n
k
t′+1)), la dérivée par

rapport à h de ces termes pour pouvoir obtenir R(t, t′) (Éq. 5.9). On obtient facilement,
pour h→ 0 que

γ(1→ 0) = 0 (5.13)

γ(0→ 1) = β (5.14)

γ(0→ 0) = − βe−β

1− e−β
. (5.15)

72



5.1 Calcul numérique de la fonction de réponse linéaire 73

On remarque que la transitions γ(1→ 0) = 0. Ceci est dû à la règle de Métropolis qui
fait que toutes les transitions qui abaissent l’énergie sont acceptées : l’application d’un
champ n’a alors aucune incidence sur cette transition qui par conséquent ne contribue
pas à la fonction de réponse χ(t, tw).

Il suffit donc pendant la simulation Monte-Carlo d’identifier chaque transition ni(t)→
ni(t+ 1) est d’incrémenter R(t→ tw) avec la valeur de γ[ni(t)→ ni(t+ 1)] correspon-
dante afin d’obtenir la valeur de χ(t, tw) conformément à l’équation (5.9).

Monte-Carlo en temps continu La difficulté majeure d’implémenter la méthode
sans-champ dans un algorithme de Monte-Carlo en temps continu (voir la sous-section
4.1.2) est que pour cet algorithme toutes les transitions sont acceptées. Or, on a vu
au paragraphe précédent que les contributions à R(tw → t) proviennent des transitions
acceptées mais aussi des transitions refusées. Il faut donc trouver une méthode afin
d’évaluer à chaque itération, le nombre de transitions que l’on aurait rejeté avec une
méthode Monte-Carlo simple. De plus, il faut prendre en compte les fluctuations du
pas de temps ∆t (Éq. 4.13) entre chaque itération.

Il faut donc tenir compte de ces transitions � virtuellement � refusées dans le calcul
de la fonction de réponse.

En utilisant les notations du paragraphe précédent, cela revient à utiliser l’algo-
rithme suivant :

– On choisit un spin ni(t) au hasard parmi les N0→1(t) +N1→0(t) spins facilités de
notre système à l’instant t.

– On retourne ce spin : ni(t + ∆t) = 1− ni(t).
– On met à jour les deux nombres N0→1(t) et N1→0(t).
– On incrémente l’horloge t+ ∆t.
– On ajoute la contribution γ(0→ 1) à R(tw → t) si ni(t) = 0. Si ni(t) = 1, on ne

fait rien car γ(1→ 0) = 0.
– On ajoute γ(0 → 0) N0→1(t + ∆t) à R(tw → t) afin de tenir compte des retour-

nements refusés � virtuellement � .

Il suffit ensuite d’évaluer χ(t, tw) à l’aide de la relation (5.9).

5.1.2 Calcul de la fonction de réponse à l’énergie

La méthode numérique décrite ci-dessus possède un inconvénient. Elle devient in-
efficace pour le calcul de la réponse linéaire pour des perturbations sur de grandes
échelles de longueur : la statistique devient très bruitée tout particulièrement pour les
quantités non-locales que nous voulons étudier ici. Néanmoins, la réponse linéaire des
KCM’s à l’énergie/température possède certaines propriétés que l’on peut exploiter
afin de définir une nouvelle méthode sans champ propre aux KCM’s et plus efficace.
On a, pour tout KCM et quelle que soit la dimension [163], la relation pour la réponse
intégrée

χE(t, tw) =
1

2
[(1− 2c) τ ∂tn(t) + CE(t, t)− CE(t, tw) + CY (t, t)− CY (t, tw)] . (5.16)
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Ici CY (t, tw) = (1/N)(〈E(t)Y (tw)〉−〈E(t)〉〈Y (tw)〉) est la corrélation normalisée connexe
entre l’énergie et une variable aléatoire

Y (t) =

t∫

0

dt′ U(t′) avec U =

N∑

i=1

Fi(n)(ni − c). (5.17)

où Fi(n) vaut un si le spin i est facilité et 0 dans le cas contraire. Dans les simula-
tions Monte-Carlo, l’intégrand dans l’équation (5.17) est constant entre les différents
retournements de spins et par conséquent le calcul de Y (t) se réduit à une somme
Y (t) =

∑
ti≤t(ti − ti−1)U(ti) avec ti la séquence des évènements mis à jour. L’équa-

tion (5.17) peut facilement être implémentée dans les simulations spécialement dans
les codes gardant des traces des sites mobiles i avec Fi(n) 6= 0. En sauvegardant les
histoires de l’énergie E(t) ainsi que celles de Y (t), on peut déterminer très facilement
la valeur de χE(t, tw) à l’aide de l’équation (5.16). Ce qui est intéressant avec cette
méthode est que l’on peut obtenir les valeurs de χE(t, tw) pour n’importe quelle com-
binaison de t et tw en moyennant sur différentes histoires. Ceci est très important pour
réaliser des représentations graphiques correctes du FDT avec t fixé et paramétrées par
tw. Sans cette méthode, il serait très difficile, voire impossible de réaliser les figures des
sections représentant le FDT pour les variables globales.

5.2 Modèle FA

Dans cette section, on se propose de réaliser les représentations graphiques du FDT
dans le cas du modèle FA et ceci sur toutes les échelles de longueur du système. Nous
avons vu dans la section précédente que le calcul de la susceptibilité pour les observables
locales et globales était faisable à l’aide de simulations Monte-Carlo. L’obtention des
fonctions de corrélation étant triviale, il est donc aisé d’obtenir une représentation
graphique du FDT dans les deux cas extrêmes. De plus, en utilisant des observables de
Fourier (dépendantes d’un vecteur d’onde q), nous allons pouvoir accéder aux échelles
de longueurs intermédiaires et ainsi interpoler entre les deux cas limites. Nous pourrons
par la même occasion comparer nos résultats aux prédictions théoriques décrites dans
le chapitre précédent ainsi que dans [152, 163] ainsi qu’aux résultats du groupe de
renormalisation valables pour des dimensions d > dc = 2.

5.2.1 Observables locales

La violation du FDT associée aux observables locales ni a donné lieu à plusieurs
études [21, 169, 170] qui ont, pour des raisons différentes, conduites à des résultats
erronés ou incomplets (voir l’introduction de ce chapitre). De plus, nous allons voir
que l’observable locale n’est pas adaptée à la mesure de la violation du FDT. Nous
voulons ici obtenir les lois d’échelles des fonctions de corrélation C0(t, tw) et de réponse
R0(t, tw) définie par les relations :

C0(t, tw) = 〈ni(t)ni(tw)〉 − 〈ni(t)〉〈ni(tw)〉 (5.18)

R0(t, tw) =
∂〈ni(t)〉
∂hi(tw)

. (5.19)
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Ces prédictions se déduisent des analyses effectuées sur les quantités analogues non-
locales [152]

Cr(t, tw) = 〈ni+r(t)ni(tw)〉 − n(t)n(tw), (5.20)

Rr(t, tw) = T
δ〈ni+r(t)〉
δhi(tw)

∣∣∣∣
hi=0

, (5.21)

en prenant r = 0. Nous avons défini n(t) = 〈ni(t)〉.

Représentation graphique de la violation du FDT

Nous avons réalisé sur la figure 5.1, la représentation graphique du FDT pour l’ob-
servable locale et paramétrée par tw pour différentes valeurs de t. Cette figure diffère
grandement des précédentes tentatives [170, 21] de représenter la violation du FDT
dans le modèle FA. On remarque que pour chaque t, le FDT est violé. Au fur et à
mesure que t crôıt, le régime de quasi-équilibre augmente O(1/

√
t) et la violation du

FDT se contracte vers les points tw → 0. L’encart de cette figure montre un agran-
dissement de la violation du FDT pour la mesure t = 106. On voit clairement que le
rapport fluctuation-dissipation devient négatif et une régression linéaire effectuée sur
les derniers points de la courbe tw → 0 nous donne une valeur de X∞

0 ≈ −3.3.

X
∞

0
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10.98

0.974

0.97
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,t
w
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C
0
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)

10.80.60.40.20
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Fig. 5.1 – Représentation du FDT pour les observables locales normalisées pour le
modèle FA en d = 1 à une température de T = 0.1 et pour des temps t = 2 × 104,
5 × 104, 105, and 106 de bas en haut. La ligne en pointillés diagonale représente le
FDT. Encart : partie finale de la mesure t = 106 agrandie afin de voir la réponse
non-monotone et le FDR asymptotique, X∞

0 = −3.307 (ligne en trait plein) [171].

Prédiction théorique de la violation du FDT

Fonctions de corrélation C0(t, tw) Dans le régime de quasi-équilibre des petits τ =
t− tw ≥ 0 et des grands temps d’attentes tw � 1, l’autocorrélation s’échelonne comme
[152]

C0(t, tw) ∼ 1√
πtw

e−τI0(τ) ∼ n(tw)pr(τ). (5.22)
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Nous avons identifié ici la concentration en défauts (Éq. 4.26) ainsi que la probabilité
de retour d’un marcheur aléatoire [163] pr(τ) = e−τ I0(τ). Dans le régime de quasi-
équilibre, les défauts sont typiquement trop éloignés l’un de l’autre pour se rencontrer
et ainsi ils peuvent être traités comme des marcheurs aléatoires indépendants. Ainsi la
moyenne 〈ni(t)ni(tw)〉 est donnée par la probabilité n(tw) d’avoir un défaut au site i
au temps tw, multipliée par la probabilité pr(τ) pour ce défaut de revenir et d’occuper
le même site au temps t. Ceci correspond à la contribution dominante à la fonction
d’autocorrélation locale C0(t, tw). La soustraction de la partie connexe n(t)n(tw) donne
seulement une correction sous-dominante car n(t)� 1. Pour tw � 1 et pour une valeur
fixée de τ/tw, on peut obtenir des résultats dans le régime de vieillissement [163, 152].
On obtient pour les deux limites suivantes :

τ � tw : C0(t, tw) ≈ 1

π
√

2 τ tw
, (5.23)

τ � tw : C0(t, tw) ≈ 3π − 8

3π2

tw
τ 2
. (5.24)

Ces deux équations caractérisent complètement l’autocorrélation pour les défauts C0(t, tw) :
initialement C0(tw, tw) ∼ n(tw) et décrôıt en suivant l’équation (5.22). Quand 1� τ �
tw ce résultat du régime de quasi-équilibre est en accord avec le développement de
l’équation (5.23). Lorsque τ continue à augmenter au-delà de tw, C0(t, tw) va progres-
sivement obéir à l’équation (5.24).

Fonctions de réponse R0(t, tw) Les lois d’échelle gouvernant la fonction de réponse
R0(t, tw) peuvent être évaluées de la même manière. Il est intéressant d’étudier d’abord
à la fonction de réponse intégrée χ0(t, tw). On peut montrer que dans le régime de
quasi-équilibre pour τ ≥ 0 et des valeurs de tw � 1, on trouve la loi d’échelle suivante
[163, 152]

χ0(t, tw) ∼ n(tw) [1− pr(τ)] , (5.25)

où χ0(t, tw) =
∫ t

tw
dt′R

(a)
0 (t, t′).

Dans le régime de vieillissement, à la limite des temps longs, on obtient pour t �
tw � 1

R0(t, tw) ∼ − 1

2π

t− tw
(t2 − t2w)3/2

. (5.26)

On remarque le signe négatif de R0(t, tw). Ce signe provient du fait que la perturba-
tion au site i augmente le taux de diffusion local [152]. Ceci en soi n’affecte pas la
concentration en défauts 〈ni(t)〉 au site i. Néanmoins, l’accélération de la dynamique
locale augmente la probabilité que les défauts voisins coagulent et par conséquent, ré-
duit la concentration locale 〈ni(t)〉. Par conséquent, R0(t, tw) est négatif, ce qui est une
conséquence directe de l’activation de la dynamique.

Détermination du FDR X∞
0 En se fiant à nos analyse de C0(t, tw) et R0(t, tw) effec-

tuées ci-dessus, on peut maintenant étudier la violation du FDT résultante ainsi que
l’utilité de leur représentation graphique. Dans le régime de quasi-équilibre correspon-
dant aux petits τ ≥ 0 et aux grand tw � 1, nous savons que C0(t, tw) ∼ n(tw)pr(τ),
Éq. (5.22) et χ0(t, tw) ∼ n(tw)[1− pr(τ)], Éq. (5.25). Cela vérifie le FDT χ0(t, tw) ∼

76
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C0(t, t)−C0(t, tw) à l’ordre dominant tw � 1. De plus, l’autocorrélation C0(t, tw) décrôıt
comme pr(τ) = O(τ−1/2) lorsque τ augmente et ainsi atteint une fraction O(tw

−1/2) de
sa valeur à temps égaux C0(tw, tw) sur l’échelle de temps nécessaire pour atteindre le
régime de vieillissement quand τ et tw sont du même ordre de grandeur. La susceptibi-
lité χ0(t, tw) s’approche de n(t) par une petite déviation du même ordre de grandeur.
Par conséquent, la représentation graphique du FDT pour les observables locales ne
montre effectivement que le régime de quasi-équilibre de C0(t, tw) et χ0(t, tw) avec le ré-
gime de vieillissement pratiquement invisible aux temps longs [44, 170, 171]. Ceci rend
difficile l’étude de la violation du FDT particulièrement en utilisant la représentation
graphique. Étant donné les lois d’échelles trouvées, les observables locales s’avèrent ne
pas être adaptées. Néanmoins, en utilisant les différents résultats obtenus précédem-
ment, on peux calculer le FDR X0(t, tw) = R0(t, tw)/∂twC0(t, tw). Celui-ci s’échelonne
avec la variable X0 ∼ X0(t/tw) dans la limite du régime de vieillissement [171, 152],
partant du régime de quasi-équilibre X0 ∼ 1 pour τ � tw et atteignant sa valeur
asymptotique X0 ∼ X∞

0 pour τ � tw. Des développements des équations (5.24) et
(5.26), on obtient une valeur négative

X

(
t

tw
→∞

)
= X∞

0 = − 3 π

6 π − 16
≈ −3.307. (5.27)

Cette valeur est en très bon accord avec la mesure effectuée sur les résultats de nos
simulations où on trouve X∞

0 ≈ −3.3.

5.2.2 Observables globales

Une vision plus claire de la violation du FDT dans le modèle FA apparâıt quand,
au lieu de prendre les observables locales comme précédemment, on considère les ob-
servables globales comme l’énergie [171, 152, 172, 173]. On introduit les fonctions de
corrélation connexes et les fonctions de réponse normalisées

CE(t, tw) =
1

N
(〈E(t)E(tw)〉 − 〈E(t)〉〈E(tw)〉) , (5.28)

RE(t, tw) =
T

N

δ〈E(t)〉
δhE(tw)

∣∣∣∣
hE=0

. (5.29)

Représentation graphique du FDT

La courbe du bas de la figure 5.2 est la représentation graphique de la violation du
FDT pour l’énergie. Pour mesurer la réponse χE(t, tw), nous avons utilisé la méthode
décrite à la sous-section 5.1.2. On remarque que la courbe est très différente par rapport
à celle pour l’observable locale. Le régime de quasi-équilibre est pratiquement invisible
et la courbe se résume à une droite pratiquement linéaire avec une pente négative
donnant X∞

E < 0. Par l’intermédiaire de la relation Teff = T/X∞
E nous donne donc

une température effective négative. Ce signe négatif est comme pour l’observable locale,
une conséquence directe de la nature activée de la dynamique.

En effet, en présence de la perturbation tous les taux de diffusion vont augmenter.
Il serait alors équivalent de donner au système un temps additionnel δt afin d’évoluer.
La réponse à l’énergie est par conséquent RE(t, tw) ∼ [n(t + δt) − n(t)]/δt ∼ ∂tn(t).
L’application du champ hE fait décrôıtre les barrières en énergie et ainsi favorise la
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Fig. 5.2 – Représentation du FDT pour les observables dépendantes des modes de
Fourier nq normalisées dans le modèle FA en d = 1. Les symboles sont les résultats
des simulations pour une température à T = 0.08 pour un système de taille L = 700
et pour une mesure à un temps t = 4.87 × 107 et des vecteurs d’ondes q = (2π/L)j
avec j = 0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21 and 27 de bas en haut. Il est à noter que t est
donné ici en unité microscopique plutôt qu’en unité 1/c comme utilisé dans l’analyse.
La ligne en traits pointillés représente le FDT à l’équilibre. Les lignes en trait plein
représentent la prédiction théorique. La courbe la plus basse correspond à q = 0 et
donne la représentation du FDT pour l’énergie comme observable. Cette courbe est
légèrement incurvée avec une pente augmentant (en valeur absolue) de −(1 +

√
2) à

l’origine à sa valeur asymptotique X∞
q , Éq. (5.45).
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création de défauts, d’où le signe de la relation précédente. Tandis qu’à l’équilibre, le
champ augmenterait la densité en défauts, dans le cas d’une croissance de domaine
hors-équilibre celui-ci favorise la relaxation du système, n(t) décrôıt d’où RE(t, tw) < 0
négatif.

La mesure du FDR est par conséquent beaucoup plus simple que pour l’observable
locale. Une régression linéaire effectuée sur chacune des deux parties de la courbe
donne : X(t/tw → 1) ≈ −2.4 et X(t/tw →∞) ≈ −3.3.

Prédiction théorique de la violation du FDT

Fonctions de corrélation CE(t, tw) Le champ hE uniforme décale l’énergie à E = (1−
hE)

∑
i ni. En substituant E =

∑
i ni dans l’équation (5.28) et en utilisant l’invariance

par translation, on s’aperçoit, en fait, que CE(t, tw) =
∑

r Cr(t, tw) et que de manière
similaire RE(t, tw) =

∑
r Rr(t, tw) d’après l’équation (5.29). Les lois d’échelles de ces

fonctions peuvent être donc déduites simplement à partir des résultats sur les quantités
non-locales (Éq. 5.20 et 5.21) en les sommant sur r.

Les calculs pouvant être effectués exactement [152], on peut en déduire les compor-
tements de CE(t, tw) dans les deux limites qui nous intéressent :

τ � tw : CE(t, tw) ≈ 3− 2
√

2√
π tw

, (5.30)

τ � tw : CE(t, tw) ≈ 3π − 8

3π3/2

tw
τ 3/2

. (5.31)

Pour 0 ≤ τ � tw, les corrélations de l’énergie atteignent un palier dont la hauteur
est donnée par l’équation (5.30) pour 0 ≤ τ � tw. Celui-ci apparâıt car les défauts ne
se rencontrent pas quand τ � tw et par conséquent CE(t, tw) ≈ CE(tw, tw). Lorsque τ
devient comparable à tw, le processus de coagulation peut commencer et ainsi décorréler
E(t) de E(tw) laissant apparâıtre le changement de comportement quand on passe de
l’équation (5.30) à (5.31).

Fonctions de réponse RE(t, tw) Nous allons maintenant nous intéresser aux lois
d’échelles gouvernant la fonction de réponse RE(t, tw). Celles-ci peuvent être déter-
minées assez simplement [152]. On obtient dans le régime de vieillissement tw � 1 avec
τ/tw que

RE(t, tw) ∼ − 1

2
√
π t3/2

∼ ∂tn(t), (5.32)

Étant donné la normalisation par le facteur 1/N , la mesure RE(t, tw) mesure en fait les
changements dans la concentration en défauts n(t) = (1/N)〈E(t)〉 dus à l’application
du champ.

Détermination du FDR X∞
E A partir des lois d’échelles (5.31) et (5.32), on peut

obtenir la représentation graphique du FDT associée à l’énergie (figure 5.2) (courbe
du bas) qui est très différente de celle obtenue pour les observables locales. L’énergie
est une observable intéressante pour l’étude de la violation du FDT dans le modèle
FA d’autant plus que la réponse se mesure facilement dans nos simulations comme
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nous l’avons vu à la section 5.1 Des équations (5.31) et (5.32), on obtient la valeur
asymptotique du FDR pour l’énergie

X∞
E = − 3π

6π − 16
≈ −3.307 . . . (5.33)

tandis que sa valeur à temps égaux vaut

X0(t/tw → 1) = −(1 +
√

2) = −2.414 . . . (5.34)

Ces valeurs sont en très bon accord avec celles mesurées sur les résultats des simulations
(voir figure 5.2). Le fait qu’elles soient très proches explique l’aspect quasi-linéaire de
la courbe FDT dans la figure 5.2. La valeur X∞

E correspond exactement à la valeur
de X∞

0 obtenue pour les observables locales. Toutefois X∞
E reste plus facile à mesurer

[171, 172] que X∞
0 . Nous allons discuter de cela dans les sections suivantes.

5.2.3 Observables dans l’espace de Fourier

Les résultats ci-dessus décrivent les deux cas extrêmes en terme de longueur : le
cas local s’intéresse à la plus petite unité de longueur dans notre système alors que
le cas global prend en compte l’ensemble du système. On s’intéresse maintenant aux
longueurs intermédiaires afin de mieux comprendre la physique à la base de la violation
du FDT dans le modèle FA 1d. Afin d’y parvenir, on va considérer les modes de Fourier
des arrangements des défauts, nq =

∑
j nje

−iqj. Les fonctions de corrélation connexes
et de réponse associée à cette nouvelles observables sont

Cq(t, tw) =
1

N
[〈nq(t)n−q(tw)〉 − 〈nq(t)〉〈n−q(tw)〉] , (5.35)

Rq(t, tw) =
T

N

δ〈nq(t)〉
δh−q(tw)

∣∣∣∣
h−q=0

. (5.36)

On peut ainsi, grâce à ces fonctions, sonder différentes échelles de longueur en jouant
sur le vecteur d’onde q. Le champ hq est conjugué à nq induisant une perturbation
δE = −hqn−q. On voit clairement que Cq(t, tw) est le facteur de structure dynamique
et Rq(t, tw) la fonction de réponse conjuguée. En utilisant l’invariance par translation
spatiale on vérifie facilement que Cq(t, tw) =

∑
r e

−iqrCr(t, tw) est la transformée de

Fourier des fonctions de corrélations spatiales (Éq. 5.20) et Rq(t, tw) celle de la fonction

de réponse impulsionelle non-locale (Éq. (5.21)).

Représentation graphique du FDT

La figure 5.2 représentation le FDT dans le cas observables de Fourier pour des
valeurs de q = 2πn/L (L est la taille de la châıne de spins) avec n allant de 0 à 27
pour une valeur de t = 2e5 fixe. Le cas q = 0 correspond à l’observable globale et a été
traité dans la sous-section précédente.

Contrairement au cas des observables locales ni, une limite non-triviale existe tant
que l’on garde tq2 constant quand on augmente t. On utilise des représentations gra-
phiques normalisées montrant χ̃q en fonction de ∆C̃q = 1− C̃q où

χ̃q(t, tw) =
χq(t, tw)

Cq(t, t)
and C̃q(t, tw) =

Cq(t, tw)

Cq(t, t)
, (5.37)
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et paramétrées par tw afin que la pente des courbes donnent directement la valeur du
FDR Xq (comme nous l’avons discuté à la section 5.1). L’expression générale donnant
Cq(t, tw) et χq(t, tw) sont données dans [163] . L’évaluation numérique des ces quantités
ainsi que les résultats de nos simulations sont présentés sur la figure 5.2.

On note, tout d’abord, que les observables nq avec
√
tq � 1 produisent des courbes

proches de celle du FDT d’équilibre χ̃q = 1− C̃q tout comme ce que l’on observait dans
le cas des observables locales ni. Dans le cas inverse, c’est-à-dire pour les très petites
valeurs de q,

√
tq � 1, on trouve essentiellement la même représentation graphique que

pour l’énergie (q = 0 dans la figure 5.2. Pour les valeurs de q intermédiaires, les courbes
interpolent entre les deux cas extrêmes. Les vecteurs d’ondes q définissent une longueur
intrinsèque ` = 1/q. Par conséquent, l’observable nq nous permet de sonder la violation
du FDT sur différentes échelles de longueur. Puisque la dynamique de croissance de
domaines équilibre les petites échelles de longueur ` � √tw, les grandes échelles de
longueur ` � √tw ne s’équilibrent pas et laissent apparâıtre une violation du FDT
correspondant au cas q = 0.

Les courbes du FDT dans la figure 5.2 sont inhabituelles pour deux raisons : premiè-
rement, elles sont non-monotones et deuxièmement, elles peuvent donner des réponses
intégrées négatives χq < 0. Il faut noter que le caractère non-monotone des courbes
n’est pas dû à une paramétrisation incorrecte avec t à la place de tw [21].

Prédiction théorique de la violation du FDT

Fonctions de corrélation Cq(t, tw) La fonction Cq(t, tw) peut être déterminée analy-
tiquement. Ainsi, on obtient [163]

Cq ≈
1√
πtw

e−
1
4
τq2


e− 1

4
τq2 −

√
2 e−

1
2
twq2

+

∞∫

0

du cos
(√

twqu
)
u e−

1
4
u2

Φ
(u

2

)

 , (5.38)

dans le régime τ � tw et à l’ordre dominant τ/tw avec Φ(z) = (2/
√
π)
∫∞

z
du e−u2

la
fonction d’erreur complémentaire. Il s’avère que l’équation (5.38), dans la limite τ → 0,
donne l’expression du facteur de structure statique. En menant les calculs à terme, on
obtient au final que

Cq(tw, tw) ∼ 1√
πtw



1−
√

2 e−
1
2
twq2

+

∞∫

0

du cos
(√

twqu
)
u e−

1
4
u2

Φ
(u

2

)


 . (5.39)

Le facteur de structure statique a un minimum local pour q = 0 où il mesure les
fluctuations de l’énergie CE(tw, tw) = Cq=0(tw, tw). On trouve la valeur Cq=0(tw, tw) =
(3 − 2

√
2)/
√
πtw à partir de l’équation (5.39). Pour twq

2 � 1, Cq(tw, tw) approche
rapidement n(tw) = 1/

√
πtw. Ce comportement pour les grandes valeurs de q provient

de la loi d’échelle de Cr=0(tw, tw) = n(tw)− n(tw)2 ∼ n(tw). Le minimum local dans le
facteur de structure est dû à une � répulsion effective � des défauts dans la dynamique
de diffusion-coagulation. Les défauts qui ont survécu au temps tw sont éloignés les uns
des autres, i.e. à une distance O(

√
tw). Un effet similaire a été vu à la sous-section 4.3.1

ainsi que dans le régime de vieillissement d’un modèle de plaquettes à deux dimensions
[174].
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82 Violation du FDT dans les KCM’s

Afin de mieux comprendre les lois d’échelle régissant Cq(t, tw) pour 1� τ � tw, il
convient d’étudier plus en détails l’équation (5.38). Le profil de Cq(t, tw) est le suivant :
sur l’échelle twq

2 = O(1), où τq2 � 1 puisque τ � tw, l’équation (5.38) est encore
égale au facteur de structure statique (5.39). Cependant, sur une échelle plus grande
en q où τq2 = O(1) et ainsi twq

2 � 1, on trouve, à partir de l’équation (5.38)

Cq(t, tw) ≈ 1√
πtw

e−
1
2
τq2

. (5.40)

L’échelle de vecteur d’onde τq2 = O(1) correspond à une longueur `(τ) = O(
√
τ). Ici,

puisque τ � tw, on peut traiter les défauts comme des marcheurs aléatoires indépen-
dants. Les corrélations dans Cr(t, tw) sur une longueur d’échelle `(τ), sont diffusives et
ceci est consistant avec l’équation (5.40). D’un autre côté, sur une longueur d’échelle
`(tw) = O(

√
tw), correspondante à twq

2 = O(1), les corrélations spatiales sont encore
essentiellement statiques, c’est-à-dire que Cq(t, tw) ≈ Cq(tw, tw).

On s’intéresse maintenant aux lois d’échelles de Cq(t, tw) dans le régime opposé
τ � tw. Il a été montré que dans ce régime [163], la seule échelle de vecteur d’onde
intéressante est τq2 = O(1). On obtient alors que

Cq(t, tw) ≈ 3π − 8

3π3/2

tw
τ 3/2

e−
1
4
τq2

, (5.41)

dans le régime τ � tw et à l’ordre dominant tw/τ . Ce résultat contraste avec l’équation
(5.40) pour plusieurs raisons. Premièrement, la loi d’échelle de l’amplitude des corréla-

tions Cq(t, tw) change de O(t
−1/2
w ) dans le régime τ � tw à O(tw/τ

3/2) quand τ � tw.
Deuxièmement, la forme de Cq(t, tw) sur une échelle de vecteur d’onde τq2 = O(1) est
toujours gaussienne : néanmoins les exposants des équations (5.40) et (5.41) diffèrent
par un facteur 1/2. Troisièmement, le coefficient de l’équation (5.41) n’est pas relié au
facteur de structure statique pour q = 0. Ces différences entre les équations (5.40) et
(5.41) viennent du fait que pour τ � tw, les effets faisant intervenir plusieurs défauts
jouent un rôle prépondérant ; les défauts se rencontrent et coagulent.

Fonctions de réponse Rq(t, tw) On s’intéresse maintenant aux fonctions de réponse.
La loi d’échelle pour les petites valeurs de τ est [163]

τ � tw : Rq(t, tw) ≈ 1

2
twq

2 1
√
πt

3/2
w

e−
1
2
τq2

, (5.42)

(5.43)

Quant à la loi d’échelle pour les grandes valeurs de τ , elle est donnée par [163]

τ � tw : Rq(t, tw) ≈ − 1

2
√
πτ 3/2

e−
1
4
τq2

. (5.44)

Détermination du FDR X∞
q Dans le régime τ � tw, on peut vérifier, à partir des

équations (5.40) et (5.42) que Xq ∼ Rq(t, tw)/∂twCq(t, tw) ∼ 1. Le FDT d’équilibre est
vérifié pour τ � tw et toutes les courbes ont une pente Xq ∼ 1 à l’origine. Ceci est
vrai à l’exception du cas q = 0 ; il devient déjà difficile de discerner le régime de quasi-
équilibre des courbes pour les petites valeurs de q non-nulles. Par contre, dans le régime
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5.2 Modèle FA 83

opposé τ � tw, la réponse devient négative. Ceci a pour conséquence la non-monotonie
des courbes et explique le signe négatif des fonction χq. Le FDR asymptotique résultant
X∞

q pour τ � tw est donné par Xq ∼ Rq(t, tw)/∂twCq(t, tw), et d’après les lois d’échelles
données par les équations (5.41) et (5.44), on obtient

X∞
q = − 3π

6π − 16
≈ −3.307. (5.45)

Toutes les courbes du FDT sur la figure 5.2 se terminent par la même pente X∞
q quel

que soit q. Ceci est clairement visible sur les différentes courbes lorsque
√
tq � 1 mais

devient difficilement discernable pour
√
tq � 1. Cette observation renforce le fait que

les observables qui sondent des grandes échelles de longueur sont plus adaptées pour la
mesure de X∞

q [171, 172].
Le signe négatif de la fonction de réponse Rq peut être expliqué par le fait que la

dynamique est activée dans nos modèles. Les perturbations couplées aux ni affectent
les barrières en énergie pour la création de défauts sur ces différents sites. Cet effet
ainsi que les fonctions de réponse associées peuvent être décomposées en deux contri-
butions : l’une responsable du piégeage des excitations diffusantes, l’autre accélérant la
dynamique [163]. Dans le régime τ � tw l’effet d’accélération domine et la relaxation
plus rapide vers n(t) → 0 abaisse la valeur de 〈ni(t)〉 attendue, d’où le signe néga-
tif des fonctions de réponse Rq. On trouve X∞

q < 0 définissant une nouvelle fois une
température effective Teff négative

On verra, ci-dessous, que des arguments similaires s’appliquent au modèle FA pour
d > 1 ainsi qu’au modèle East.

5.2.4 Cas des dimensions supérieures

Dans cette sous-section, on se propose de réaliser la mesure de la violation du FDT
dans le modèle FA pour l’énergie pour des dimensions d > dc = 2. Nos résultats seront
comparés à des calculs effectués dans le cadre de la théorie des champs.

Représentation graphique du FDT

La représentation graphique de ces différents résultats auxquels on a superposé les
résultats de nos simulation pour le modèle FA en d = 3, est donnée sur la figure 5.3.
On voit que l’on a un très bon accord entre les calculs et les résultats des simulations
quel que soit le vecteur q. Les simulations ont été réalisées avec l’algorithme en temps
continu (voir la sous-section 4.1.2) sur un réseau cubique avec des conditions aux limites
périodiques, N = L3, avec L�√Dtw afin d’éviter tout effet de taille finie.

Nous avons ensuite réalisé une analyse dimensionnelle de la violation du FDT pour
le cas q = 0, c’est-à-dire en prenant l’énergie comme observable. Nous avons ainsi
représenté sur la figure 5.4, les violations du FDT de l’énergie pour les dimensions
d =1, 2, 3, 4. Pour d = 1, les données sont en accord parfait avec les résultats obtenus
à la sous-section précédente 5.2.1, que ce soit pour la limite t/tw = 1 (Éq. 5.34) ou
pour la limite t/tw →∞ (Éq. (5.27)).

Pour d = dc = 2, on observe une droite pratiquement linéaire. La non linéarité est
probablement due à des corrections logarithmiques étant donné qu’on se trouve à la
dimension critique supérieure.
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XE(t, tw) = −3

FDT
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Fig. 5.3 – Représentation du FDT pour les observables dépendantes des modes de
Fourrier nq normalisées dans le modèle FA en d = 3. Les symboles sont les résultats
des simulations à T = 0.1 pour un système de taille linéaire L = 32 et pour une mesure
à un temps t = 2×105 et des vecteurs d’ondes q = π/x avec x = 1, 2, 2.4, 3, 3.2, 4, 5.33,
6, 8, 12, 16 et ∞ (de haut en bas). Les lignes en trait plein représentent les prédictions
provenant de la théorie des champs. Pour les grandes valeurs de q, plusieurs courbes se
superposent sur la courbe du FDT d’équilibre. La courbe la plus en bas cöıncide avec
la représentation du FDT pour l’énergie à q = 0 qui est une ligne droite de pente −3
[171].
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Fig. 5.4 – Représentation graphique du FDT pour le modèle FA en d = 1 à 4. Les
symboles représentent les résultats des simulations, tous obtenus dans le régime de
vieillissement pour des températures allant de T = 0.2 à T = 0.06 et t = 104 à 108. La
droite en trait plein a une pente égale à −3 correspondant à la prédiction théorique en
d = 1 et les lignes en traits pointillées montrent les pentes asymptotiques [171].
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Pour d ≥ 3, la courbe représentant le FDT est une droite dont on peut extraire la
valeur du FDR. On trouve dans ce cas que X∞

E = −3.

Formalisme de la théorie des champs

À basse température, T < 1 la dynamique du modèle FA correspond à la dynamique
d’excitations qui diffusent et peuvent coalescer ou faire des branchements [98, 100, 160]
(voir sous-section 4.2.1) Ce type de problème peut être décrit dans la limite continue
par l’action d’une théorie des champs dynamiques φ(r, t), φ̄(r, t) [98, 100, 175]

S =

∫

r,t

φ̄(∂t −D∇2 − γ)φ− γφ̄2φ+ λφ̄(1 + φ̄)φ2, (5.46)

où ni → (1 + φ̄)φ [176]. En termes de concentration à l’équilibre des excitations c, les
taux effectifs pour la diffusion, la coalescence et les branchements sont respectivement,
D ∝ c, λ ∝ c et γ ∝ c2 [98, 100, 160]. On voit donc que chacun des termes composant
l’action (Éq. 5.46) décrit chacun de ces processus élémentaires.

Fonctions de corrélations On peut calculer ensuite la fonction de corrélation connexe
à deux temps à tous les ordres λ

N Cq(t, tw) = 〈φq(t)φ−q(tw)〉+ 〈φq(t)φ̄−q(tw)〉〈φ0(tw)〉
≈ N tw(λt2)−1e−Dq2(t−tw)f(z).

où Cq(t, tw) est l’équation (5.35) et φq(t), φ−q sont les transformées de Fourier de
φ(r, t), φ̄(r, t). q indique le vecteur d’onde, N la taille du système, D le coefficient
de diffusion et z ≡ Dq2tw. On suppose ici le temps d’attente tw et le temps final t
grands ( � 1/D) et on prend γ = 0 car on néglige les processus de branchement
puisqu’on est dans le vieillissement. La fonction f(z) va comme f ≈ 1 − 1/z pour
z � 1, et f ≈ (1 + z)/3 pour z � 1. Pour q = 0, on obtient l’autocorrélation
sur l’énergie Cq=0(t, tw) = N−1〈H(t)H(tw)〉c ≈ n(t)tw/(3t) où H(t) =

∑
i ni(t) et

n(t) = 〈ni(t)〉 ≈ (λt)−1 est l’énergie moyenne par site. Cette relation devrait être
exacte au-dessus de la dimension critique supérieure dc, là où les fluctuations sont
négligeables. La limite γ = 0 correspond au processus DPLC évoqué à la sous-section
4.2.1 qui a dc = 2.

Fonctions de réponse Considérons maintenant une perturbation δH = −hqAq au
temps tw avec Aq =

∑
i cos(q � ri)ni. L’action change par

T
δS

δhq
=

∫

p,s

λφ̄pφsφ−q−p−s +

∫

p

Dφ̄pφ−q−pp(p+ 2q),

à l’ordre dominant en c. Pour les fonctions de réponse à deux temps NRq(t, tw) =
Tδ〈Aq(t)〉/δhq(tw) = −T 〈φ−q(t)

δS
δhq

(tw)〉 on trouve alors

Rq(t, tw) ≈ (λt2)−1e−Dq2(t−tw)(z − 1). (5.47)

La réponse à l’énergie va comme Rq=0(t, tw) ≈ −n(t)/t. La susceptibilité correspon-

dante χq=0(t, tw) =
∫ t

tw
dt′R0(t, t

′) est toujours négative, et proportionnelle à la densité
d’excitations au temps t, χ0(t, tw) ≈ −n(t)(1− tw/t).
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Mesure du FDR Xq(t, tw) Le FDR Xq(t, tw), défini par la relation Rq(t, tw) =
Xq(t, tw) ∂twCq(t, tw) (T est inclus dans Rq) est égal à

Xq(t, tw) ≈ z − 1

(1 + ∂z)zf(z)
≈
{

1− 1/z (z � 1)
−3 + 12z (z � 1)

.

Si l’inverse du vecteur d’onde est q−1 plus petit que la longueur de corrélation dyna-
mique, ξ(tw) =

√
Dtw, le FDT est vérifié Xq ≈ 1 quel que soit le temps d’attente tw.

Dans le cas inverse, pour les petits vecteurs d’ondes, qξ � 1, le FDR devient négatif.
Dans la limite q = 0, on obtient le FDR pour les fluctuations de l’énergie

X∞ ≡ Xq=0(t, tw) = −3 (d > dc). (5.48)

Nos résultats sont en bon accord avec les données numériques pour d > 2.

5.3 Modèle East

Dans cette partie, nous allons faire une analyse similaire à celle du modèle FA
mais cette fois-ci dans le cas du modèle East. C’est-à-dire que dans un premier temps
nous allons nous focaliser sur les fonctions de corrélation et de réponses locales. Nous
étudierons ensuite le cas des observables globales pour finir ensuite par les échelles de
longueur intermédiaires, c’est-à-dire le cas des observables non-locales.

5.3.1 Observables locales

Fonctions de corrélations C0(t, tw)

Nous commençons avec les fonctions de corrélation locales C0(t, tw) = 〈ni(tw)ni(t)〉−
n(tw)n(t). Dans le cadre du régime de croissance de domaines irréversible (voir chapitre
4), la dépendance temporelle de cette quantité est facile à déterminer. En effet n’im-
porte quel spin en position haute au temps t doit l’avoir été aussi au temps tw puisque
qu’à l’ordre dominant en c, les spins une fois en position basse ne peuvent revenir en
position haute. Cela implique que 〈ni(tw)ni(t)〉 = 〈ni(t)〉 = n(t) et donc

C0(t, tw) = n(t)[1− n(tw)]. (5.49)

Les résultats des simulations sont comparés sur la figure 5.5 à cette prédiction (qui
est trivialement exacte pour tw = t). Plutôt que de représenter C0(t, tw) sur la figure
5.5, nous avons représenté ∆C0(t, tw) = C0(t, t)−C0(t, tw) pour faciliter notre compré-
hension des représentations du théorème fluctuation-dissipation. La prédiction (5.49)
devient alors

∆C0(t, tw) = n(t)[n(tw)− n(t)]. (5.50)

Il est à noter que cette quantité a été représentée sur la figure 5.5 en fonction de
νw et pas de tw. La prédiction théorique (5.50) reproduit correctement la forme de la
courbe donnée par les simulations. Toutefois on voit clairement qu’il existe de petites
corrections lorsque c 6= 0. Cette différence est d’autant plus importante que t et tw
se trouvent dans le même palier de la dynamique. L’équation (5.50) prédit aussi une
faible valeur de la fonction de corrélation car n(tw) ≈ n(t). Les valeurs observées sont
un peu plus importantes car il y a dans ce régime une contribution de quasi-équilibre
additionnelle.
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Fig. 5.5 – Différence de fonctions de corrélation locales provenant des simulations
pour différentes valeurs de νt et T = 0.15 (symboles). Lignes de points : prédiction
pour l’ordre dominant (5.50). Lignes en traits pleins : théorie incluant les corrections
provenant du régime de quasi-équilibre (5.60). Il est important de noter que l’axe y est
logarithmique ; sur un axe linéaire, il serait difficile de voir la contribution du terme
correctif.

Correction provenant du régime de quasi-équilibre

La correction du régime de quasi-équilibre peut-être plus facilement déterminée
à partir de la susceptibilité locale χ0 puisque dans ce régime de quasi-équilibre, le
théorème fluctuation-dissipation est vérifié.

Pour comprendre l’effet induit par un champ hi appliqué au temps tw sur l’évolution
du spin ni, il faut s’intéresser à l’histoire de son voisin de gauche le facilitant ni−1(t

′)
pris dans l’intervalle temporel t′ = tw . . . t. Le spin ni se comporte comme un spin isolé
du fait qu’il ne peut changer d’état tant que ni−1(t′) = 0. Le temps nécessaire pour
qu’il relaxe de l’état ni(tw) passe de t − tw à

∫ t

tw
dt′ ni−1(t′). En prenant les taux de

Glauber (4.11), le temps de relaxation d’un spin isolé est l’unité, nous avons donc

〈ni(t)〉 = c′ + [ni(tw)− c′] exp


−

t∫

tw

dt′ ni−1(t′)


 . (5.51)

Ici, c′ est la densité d’excitations perturbée au site i. Si on développe c′ à l’ordre linéaire
en intensité du champ hi, on obtient

c′ =
1

1 + eβ(1−hi)
= c + βhic(1− c) + . . . (5.52)

En insérant ce résultat dans l’équation (5.51) et en dérivant par rapport à βhi, la valeur
initiale ni(tw) disparâıt. Après avoir moyenné sur l’ensemble des histoires de ni−1, on
obtient alors pour la susceptibilité locale, l’expression générale

χ0(t, tw) = c(1− c)



1− 〈exp



−
t∫

tw

dt′ ni−1(t
′)



〉



 ≡ c(1− c)[1− r(t, tw)]. (5.53)

87



88 Violation du FDT dans les KCM’s

Pour les petites valeurs de c, on a 1−c ≈ 1. Il reste alors à comprendre le comportement
de � l’intégrale de relaxation � r(t, tw). La moyenne sur les différentes histoires du
système peut pour un système de grande taille, être remplacée par une moyenne sur
les différents sites j = i− 1 :

r(t, tw) =
1

N

∑

j

exp



−
t∫

tw

dt′ nj(t
′)



 . (5.54)

Les sites où un spin a été en position haute pour un temps plus grand que l’unité
donnent une contribution négligeable, donc r(t, tw) est donné par une bonne approxi-
mation de la fraction de sites qui sont restés en position basse entre les temps tw et t.
En d’autres termes, χ0(t, tw)/c est la fraction de spins qui sont restés en position haute
entre tw et t. A partir de cette remarque, on peut prédire sa dépendance en t− tw dans
le régime de quasi-équilibre, où t et tw appartiennent au même palier de la dynamique.
Ainsi aucun domaine ne disparâıt et les excitations définissant les limites de ces do-
maines peuvent être considérées comme fixes. Lorsque τ = t − tw � 1 mais τ � c−1,

0.15

T = 0.2

ντ

χ
0
(t

,t
w
)/

cn
(t

)

32.521.510.50

7

6

5

4

3

2

1

0

Fig. 5.6 – Susceptibilité pour les observables locales χ0(t, tw) dans le régime de quasi-
équilibre, rééchelonnée par cn(t) et représenté en fonction de ντ = T ln(t− tw). La ligne
en trait plein montre la prédiction théorique (5.55) pour c→ 0. Les carrés correspondent
aux données pour T = 0.15, les cercles pour T = 0.2. Pour les deux températures, on
a représenté les données pour νt = 0.25, 0.5, 0.75, 1.25, 1.5, 1.75, 2.25, 2.5 et 2.75 (de
gauche à droite).

seuls les spins bloqués en position haute vont contribuer à χ0. On peut donc prédire
que χ0/c = n(tw). Lorsque τ devient plus grand que c−1, le voisin de droite de chaque
spin bloqué en position haute aura eu le temps de se retourner plusieurs fois, ainsi
χ0/c = 2n(tw). Ce processus continue ainsi : pour des temps τ � c−k, la relation (4.27)
entre les barrières en énergie et les distances impliquent que 2k − 1 spins se trouvant
à droite de chaque spins bloqués en position haute auront été en position haute. La
présence du terme −1 s’explique par le fait que l’on considère ici les spins en position
haute ; la barrière en énergie pour retourner un spin en position basse à une distance
d (comme écrit dans (4.27)) est la même que pour retourner un spin en position haute
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à une distance d− 1. En additionnant la contribution provenant des spins bloqués en
position haute, on obtient

χ0(t, tw) = c n(tw)2kτ = c n(t)2kτ . (5.55)

(On peut utiliser aussi bien n(t) que n(tw) comme préfacteur étant donné que par
hypothèse, on se trouve dans le même palier). Cette prédiction concernant le régime de
quasi-équilibre est comparée avec les résultats de nos simulations sur la figure 5.6. On
voit clairement apparâıtre un très bon accord entre la prédiction de l’équation (5.55)
et les simulations. L’utilisation du terme � quasi-équilibre � est justifié par le fait que
l’on observerait exactement la même structure en paliers pour χ0 à l’équilibre, en
remplaçant toutefois la densité d’excitations, n(t), par sa valeur appropriée d’équilibre
c. Il est à signaler que les études précédentes [81, 177, 79] n’avaient pas fait mention
de ce rééchelonnage (5.55) en puissance de deux.

Le régime de quasi-équilibre dure tant que t et tw appartiennent aux mêmes paliers
de la dynamique, i.e. kt = kw . Dans la limite de c faible, on a kt = max(kw , kτ ), donc
une condition équivalente pour se trouver dans le régime de quasi-équilibre est kt ≤ kw .
Quand t est maintenu constant comme dans la figure 5.6, la limite kτ = kw correspond
à τ ≈ tw ≈ t/2 et donc de nouveau pour c faible, kτ = kt. Par conséquent, on s’attend
de voir kt paliers pour χ0 dans le régime de quasi-équilibre, comme cela est confirmé
par la figure 5.6.

Susceptibilité χ0(t, tw) dans le régime de vieillissement

Au-delà du régime d’équilibre, il est relativement simple en simulant la dynamique
� paste-all � d’obtenir des résultats dans ce régime bien particulier. La variable tempo-
relle pour cette simulation est dmin(t)/dmin(tw). Ainsi, dans le régime � paste-all � la
densité d’excitations s’échelonne comme l’inverse de dmin, on peut alors écrire

χ0(t, tw)/c = F(θ), θ = n(tw)/n(t). (5.56)

La partie initiale de la fonction d’échelle peut être calculée analytiquement [163] avec
le résultat

F(θ) = e−γ

(
1 + ln θ − 1

2
ln2 θ

)
, for θ ≤ 2. (5.57)

Ce résultat est en très bon accord avec les valeurs numériques des simulations de la
dynamique � paste-all � (voir la sous-section 4.2.2) comme le démontre la figure 5.7.
On a testé sur cette même figure la prédiction (5.56) en représentant χ0/c en fonction
de n(tw)/n(t). Bien que les simulations correspondent aux premiers paliers de la dyna-
mique, c’est-à-dire loin du régime � paste-all � , les données provenant des simulations,
pour des valeurs de νt croissantes, s’échelonnent en fonction de la prédiction théorique
et semblent converger vers la courbe donnée par l’équation (5.57). La discontinuité
initiale de la théorie représente la contribution provenant du régime de quasi-équilibre,
qui dans la limite de c petit, converge vers le point n(tw)/n(t) = 1. La valeur de χ0/c
à ce point vaut exp(−γ) ≈ 0.56 (γ est ici la constante d’Euler) [163]

Violation du FDT

Représentations graphiques de la violation du FDT Avant de combiner les données
que l’on possède sur les fonctions de corrélation et de réponse afin de réaliser des
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Fig. 5.7 – Susceptibilité pour les observables locales χ0 en unité de c, représentée
en fonction de la variable d’échelle θ = n(tw)/n(t) afin de montrer le régime hors-
équilibre. De bas en haut, on a νt = 0.5, 1.5 and 2.75. Les lignes horizontales indiquent la
hauteur prédite du régime de quasi-équilibre. La ligne en trait plein montre la prédiction
théorique pour la limite � paste-all � (νt � 1).

représentations graphiques du FDT, on va s’intéresser aux corrections provenant du
régime de quasi-équilibre. Pour les déterminer, on utilise la relation suivante entre la
susceptibilité et la fonction de corrélation :

χ0(t, tw) = n(t)[1− n(tw)]− C0(t, tw) + c[n(tw)− n(t)]. (5.58)

Les détails concernant l’obtention de cette formule sont donnés dans l’appendice C de
[163]. Cette relation est exacte. C’est à partir de cette relation que nous avons mesuré
numériquement les susceptibilités locales. Celles-ci sont en accord avec celles mesurées
avec la méthode sans champ (voir la section 5.1 pour plus de détails). D’un point de vue
théorique, on note que les deux premiers termes de la partie droite de l’équation (5.58)
s’annulent à l’ordre dominant à cause de (5.49). Ceci est normal puisque d’après (5.53),
la susceptibilité ne peut jamais devenir plus grande que c. Les corrections portant sur
les fonctions de corrélations deviennent alors difficiles à évaluer car elles sont de l’ordre
de c, ainsi il devient difficile de déterminer avec précision la valeur de χ0 avec l’équation
(5.58). Néanmoins, à partir de la relation (5.58), on peut déduire une expression pour
la fonction de corrélation locale :

∆C0(t, tw) = n(t)[n(tw)− n(t)] + χ0(t, tw)− c[n(tw)− n(t)]. (5.59)

Les deux dernières contributions de la partie droite de cette équation proviennent de
l’approximation de la croissance de domaines irréversible (5.50). Celle-ci est valable
uniquement dans le régime de quasi-équilibre n(tw) ≈ n(t) où, de plus, le dernier
terme est négligeable comparé à celui en seconde position. La contribution dominante
restante à ∆C0(t, tw) est simplement χ0(t, tw) comme le prédit le FDT pour le régime
de quasi-équilibre. En utilisant (5.55), on obtient de manière explicite que

∆C0(t, tw) ≈ n(t)[n(tw)− n(t)] + cn(t)2kτ . (5.60)
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Cette prédiction � améliorée � est incluse dans la figure 5.5 et donne un accord parfait
avec les résultats des simulations numériques. Comme cela a été dit précédemment, le
terme correctif affecte le résultat seulement quand t et tw sont quasiment égaux, il est
négligeable sinon.

FDT
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Fig. 5.8 – Représentation normalisée du FDT pour les observables locales pour T = 0.2
(symboles pleins) et T = 0.15 (symboles ouverts). Les valeurs numériques indiquent les
valeurs des rapports fluctuation-dissipations X0 pour les différents segments de droite.
Pour T → 0, on prévoit que que la courbe ne dépend que de kt = bνtc, alors que pour
T 6= 0, on s’attend à ce que la forme de la courbe change en fonction des valeurs entières
de νt. Ceci est visible sur les segments de droite courts additionnels juste après le régime
de quasi-équilibre (ligne de points) dans les mesures pour T = 0.2 et νt = 0.75, 1.75.

On peut maintenant combiner les résultats obtenus ci-dessus pour obtenir une repré-
sentation graphique pour les observables locales dans le modèle East. Les résultats bruts
avec les deux axes divisés par C0(t, tw) pour produire les représentations graphiques
du FDT avec des fonctions de corrélation normalisées C̃0(t, tw) = C0(t, tw)/C0(t, t) et
la susceptibilité normalisée χ̃0(t, tw) = χ(t, tw)/C0(t, t) ont été représentés sur la fi-
gure 5.8 pour t fixe et tw variable. Les données laissent clairement apparâıtre le régime
de quasi-équilibre aux différences de temps petits. Les courbes quittent ce régime où
tw devient assez petit pour quitter le plateau où on a commencé la mesure à l’ins-
tant t. Dans la partie hors-équilibre, les endroits où les points de mesure s’accumulent
correspondent aux temps tw appartenant à un même plateau tandis que les segments
correspondent aux transitions entre les différents plateaux (on quitte un plateau pour
atteindre le précédent). Les différentes parties de chaque courbe sont très bien décrites
par des segments de droite. Les pentes des différents segments qui correspondent aux
différentes valeurs des FDR locaux X0(t, tw) sont indiqués sur la figure 5.8. Elles sont
clairement plus petits que un et ne semblent pas, dans cette représentation, suivre une
quelconque loi.

Analyse de X0(t, tw) et discussions Afin de déterminer un rééchelonnage plus ap-
proprié pour cette représentation graphique, on rappelle que d’après l’équation (5.56),
χ0/c est une fonction paramétrée par la variable n(tw)/n(t) au moins dans la limite
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� paste-all � . Pour la différence des fonctions de corrélation, on voit d’après (5.50) que
∆C0(t, tw)/n2(t) = n(tw)/n(t) − 1 est une fonction de la même variable d’échelle (on
s’intéresse ici à la variable d’échelle du régime hors-équilibre, c’est pour cela que l’on ne
tient pas compte des petites corrections du régime de quasi-équilibre). Ces différentes
considérations suggèrent de représenter comme nous l’avons fait sur la figure 5.9 (en
haut), χ0(t, tw)/c en fonction de ∆C0(t, tw)/n2(t). Les courbes pour différentes tempé-
ratures se superposent. Il subsiste toutefois de petits décalages dus à la présence du
régime de quasi-équilibre. Maintenant, si on soustrait à ces deux quantités χ0 et ∆C0,
la contribution cn(t)2kt du régime de quasi-équilibre comme nous l’avons fait sur la
figure 5.9 (en bas), la superposition des courbes à t fixé pour différentes températures
devient excellente.

En comparant qualitativement avec le modèle FA (voir la sous-section 5.2.1), la
différence la plus flagrante est que le FDR n’est jamais négatif pour le modèle East
bien que la dynamique soit activée. Ceci n’est pas seulement dû au fait que les valeurs
négatives sont difficiles à mesurer comme cela était le cas pour le modèle FA aux temps
longs. En fait, à partir de (5.53), on a

R0(t, tw) = − ∂

∂tw
χ0(t, tw) = c(1− c)

〈
ni−1(tw) exp


−

t∫

tw

dt′ ni−1(t
′)



〉
, (5.61)

et parce que cette réponse impulsionelle est toujours positive , le FDR local l’est éga-
lement. D’un autre côté, l’amplitude de X0 est faible : le rééchelonnage de la figure 5.9
montre que X0 est approximativement de l’ordre de c/n2(t) pour les petites valeurs de
c. Ceci suggère de définir la quantité

Skt,νw = X0(t, tw)
n2(t)

c
(5.62)

dont on s’attend qu’elle soit d’ordre un. Le coefficient Skt,νw dépend seulement du palier
kt où se trouve t et du palier νw de la dynamique que traverse tw.

Il est à noter ici que le FDR est défini seulement pour les valeurs entières de νw

dans la limite c → 0. Les autres valeurs de tw correspondent à des paliers de l’énergie
(toujours dans la limite c→ 0). On retrouve ces paliers dans les fonctions de corrélation
C0 (voir figure 5.5) et de réponse χ0 (voir figure 5.7) sur les mêmes échelles de temps.
Par conséquent, les valeurs non-entières de tw seront représentées par un point dans
la limite c → 0 sur la représentation graphique du FDT. Le tableau 5.1 montre les
valeurs de S déterminées à partir de nos valeurs numériques de X0. Elles montrent une
relativement faible dépendance en température ce qui est consistant avec l’approche
en limite non nulle pour T → 0. Au fur et à mesure que la température décrôıt, on
voit que les courbes mesurées sur un même plateau mais pour des valeurs de at (partie
non-entière) différentes se rapprochent l’une de l’autre. L’indépendance de νt avec at à
laquelle on s’attendait devient alors manifeste.

Dans nos simulations, on doit se restreindre à l’analyse des premiers paliers. Théo-
riquement, on peut aussi étudier la limite � paste-all � où la taille des domaines est plus
grande que l’unité mais encore faible comparée à leur taille moyenne à l’équilibre 1/c.
Ce régime peut ainsi être vu comme le vrai régime asymptotique hors-équilibre. Nous
avons inclus sur la figure 5.9 (en haut) la prédiction � paste-all � pour la représentation
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Skt,νw T νw = 0 νw = 1

kt = 0
0.2 0.155 —

0.17 0.149 —
0.15 0.135 —

kt = 1
0.2 0.0269 0.295

0.17 0.0235 0.301
0.15 0.0166 0.306

Skt,νw T νw = 0 νw = 1

kt = 0
0.2 0.134 —

0.17 0.132 —
0.15 0.122 —

kt = 1
0.2 0.0257 0.263

0.17 0.0203 0.266
0.15 0.0154 0.276

Tab. 5.1 – Valeurs numériques de Skt,νw pour at = 0.5 (en haut) et at = 0.75 (en bas).
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Fig. 5.9 – (En haut) Représentation du FDT rééchelonnée pour T = 0.15 (symboles
ouverts) et T = 0.17 (symboles fermés) pour différentes valeurs de νt. (En bas) Même
représentation mais avec la correction de quasi-équilibre soustraite. Les données pour
νt = 2.5, 2.75 ont été représentées dans un encart pour une meilleure visibilité.
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rééchelonnée du FDT. Celle-ci a été obtenue en combinant le rééchelonnage prédit par
(5.56) avec ∆C0(t, tw)/n2(t) = n(tw)/n(t)− 1 = θ − 1.

En dehors du régime de quasi-équilibre, la limite � paste-all � est une courbe lisse
(bien qu’une analyse théorique montre la présence de discontinuités dans les dérivées
d’ordre supérieures pour des valeurs entières de θ [163]). Cette courbe FDT continue est
associée à l’existence d’une hiérarchie infinie d’échelle de temps, chacune responsable de
la présence d’un segment infinitésimal sur la représentation graphique. Ce résultat est
remarquablement similaire au comportement trouvé dans le modèle des verres de spins
de Sherrington-Kirkpatrick à portée infinie [19]. Ce qui est remarquable ici est que l’on
trouve ce scénario pour le modèle East bien qu’avec son interaction purement locale
et dirigée, il ne soit pas ici un modèle champ moyen. Le long de l’axe x on a θ − 1 =
n(tw)/n(t)−1 = dmin(t)/dmin(tw)−1 ; les deux points θ et θ′ > θ correspondent alors aux
temps d’attente avec un rapport t′w/tw = (θ′/θ)1/(T ln 2) qui diverge exponentiellement
pour T → 0.

5.3.2 Observables globales

On passe maintenant de l’observable locale ni à son analogue global E =
∑

i ni

comme nous l’avons fait à la section précédente pour le modèle FA. On rappelle que
l’observable globale dans nos modèles correspond simplement à l’énergie. Les fonctions
de corrélation et de réponse sont définies respectivement par les relations (5.28) et
(5.29).

Fluctuations de l’énergie CE(t, t)

On commence par représenter sur la figure 5.10 les fonctions de corrélation à temps
égaux CE(t, t) en fonction de νt. Cette figure laisse clairement apparâıtre une structure
en paliers similaire à celle de la densité de défauts n(t), et pour c → 0, on s’attend
à ce que les transitions entre les différents paliers aient lieu pour les valeurs entières
de νt. Ceci peut être confirmé par un calcul dans le régime de croissance irréversible
de domaines [174]. Les résultats numériques de nos simulations sont en parfait accord
avec le résultat de ce calcul comme on peut le voir sur la figure 5.10. La théorie montre
que les fluctuations de l’énergie peuvent être reliées à la variance de la distribution de
la taille des domaines par la relation

CE(t, t) =
d2 − d̄2

d̄3
. (5.63)

Fonctions de corrélations à deux temps CE(t, tw)

Une approche similaire peut aussi être utilisée pour prédire les corrélations énergie-
énergie CE(t, tw) qui ont elles aussi une structure en paliers. Le tableau 5.2 résume les
prédictions pour différentes valeurs de kt et kw. On observe une bonne convergence de
nos données provenant des simulations avec les prédictions théoriques qui s’améliore
encore lorsque c diminue. La seule exception est (kw = 1, kt = 2) où la corrélation
négative prédite est trop petite pour être déterminée de manière précise à l’aide de nos
simulations.

Ces corrélations énergie-énergie négatives peuvent provenir d’une singularité des
premiers paliers de la dynamique. Afin de vérifier cette hypothèse, des calculs de
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5.3 Modèle East 95
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Fig. 5.10 – Variance de l’énergie CE(t, t) en fonction de νt pour trois températures
différentes. La ligne en trait plein représente la prédiction théorique dans la limite
T → 0.

CE(t, tw) kw = −1 kw = 0 kw = 1 kw = 2

kt = 0

T = 0.2 0.0739 0.0659 — —
T = 0.17 0.0744 0.0649 — —
T = 0.15 0.0748 0.0646 — —
Théorie 0.0758 0.0646 — —

kt = 1

T = 0.2 0.0254 0.0141 0.0332 —
T = 0.17 0.0254 0.0138 0.0316 —
T = 0.15 0.0256 0.0137 0.0310 —
Théorie 0.0261 0.0137 0.0305 —

kt = 2

T = 0.2 0.00395 0.00240 0.000580 0.0188
T = 0.17 0.00376 0.00226 0.000148 0.0167
T = 0.15 0.00367 0.00232 -0.000110 0.0160
Théorie 0.00385 0.00232 -0.000233 0.0153

Tab. 5.2 – Valeurs numériques des fonctions de corrélation à deux temps énergie-
énergie CE(t, tw) pour les différents paliers dans la dynamique identifié par kw and
kt ≥ kw. On donne les résultats pour trois températures différentes ainsi que pour la
prédiction théorique T → 0. Dans cette limite, kw = −1 correspond à tw = 0 ; les
résultats des simulations ont été en fait prises à tw 6= 0 mais à νw = −0.8 pour chaque
température expliquant la légère différence avec la théorie pour la première colonne.
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CE(t, tw) ont été effectués dans le régime � paste-all � [163]. Ceux-ci ont montré que
CE(t, tw)/n(t) devient une fonction d’échelle G(θ) avec θ = n(tw)/n(t) [163]. La figure
5.11 montre que les corrélations négatives persistent même dans la limite � paste-all � .
Elle montre aussi les résultats des simulations numériques ainsi que les valeurs pré-
dites de CE(t, tw) pour les différents paliers (symboles) provenant du tableau 5.2. En
dépit des valeurs relativement faibles de νt accessibles par les simulations, les données
numériques sont déjà proches de la limite � paste-all � .

Paste-all limit
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Fig. 5.11 – CE(t, tw)/n(t) provenant des simulations représenté en fonction de la va-
riable d’échelle n(tw)/n(t). Les différentes lignes en pointillés sont les résultats des
simulations pour νt = 0.5, 1.5, 2.5 and 3.5 (de haut en bas). On montre sur cette figure
les données pour les températures T = 0.15 (sauf pour νt = 3.5), 0.17 et 0.2, toutefois
la dépendance en température est presque invisible dans cette représentation. Au fur et
à mesure que νt augmente, les courbes convergent vers la prédiction � paste-all � (trait
plein épais). Pour des valeurs de νt finies, c’est-à-dire dans le régime de croissance
irréversible de domaines, seulement les valeurs sur les paliers peuvent être prédites
théoriquement (voir tableau 5.2) ; celles-ci ont été représentées par des symboles et
sont en parfait accord les résultats des simulations.

Le fait que CE(t, tw) devienne négative implique en particulier que les fonctions de
corrélation à deux temps énergie-énergie ne sont pas monotones lorsque tw varie et t
reste fixe (voir figure 5.11) , comme c’est le cas habituellement. Une autre origine du
caractère non-monotone est le comportement de ces fonctions lorsque νw ≈ 0 où on
trouve, dans les simulations ainsi que dans la théorie que CE augmente de nouveau
lorsque tw décrôıt. On attribue ce comportement inhabituel à la valeur relativement
grande de la corrélation à temps égaux CE(tw, tw) = 1/4 sur le palier initial de la
dynamique (kw = −1).

Susceptibilité globale χE(t, tw)

Maintenant nous allons regarder plus en détail la susceptibilité associée à l’éner-
gie χE(t, tw). Par définition, c’est la réponse de la densité en défauts n(t) quand la
concentration à l’équilibre de spins hauts est changée au temps tw de c à c′ donnée par
l’équation (5.52). Nous allons pouvoir ainsi déduire des résultats théoriques à partir de
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l’analyse que nous avions faite de la structure en plateau de n(t) au chapitre précédent,
en se basant sur les équations (4.39) ainsi que (4.42), (4.43) et (4.44).

Quand on applique le champ, l’intervalle de temps effectif apparaissant dans ces
fonctions sera remplacé par cktw + (c′)k(t− tw). En utilisant l’équation (5.52) et en la
dérivant par rapport à βh, on obtient l’estimation suivante pour la susceptibilité de
l’énergie

χE(t, tw) = −(1− tw/t)n(t)
∑

k≥0

kcktg′k(ckt). (5.64)

Chacun des termes dans la somme produit un � saut � dans χE(t, 0) au temps t ∼
c−k avec une hauteur de l’ordre de l’unité. La dépendance avec tw est simplement
donnée par le facteur 1 − tw/t. Les résultats des simulations sont en très bon accord
avec les prédictions (figure 5.12). On a représenté −χE(t, 0) car la prédiction donne
une susceptibilité négative (il faut rappeler que les fonctions gk(·) sont des fonctions
croissantes, le signe négatif est une signature de la dynamique activée). De la même
façon, la dépendance linéaire avec tw est bien vérifiée avec nos données numériques
sur la figure 5.13. Les sauts visibles sur la figure 5.12 correspondent aux différents
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Fig. 5.12 – −χE(t, 0) représenté en fonction de νt pour trois températures différentes.
Symboles : Résultats des simulations. Lignes : prédiction théorique de l’équation (5.64).

paliers de la dynamique. En effet, comme pour chaque palier la densité en défauts est
indépendante de c pour les petites valeurs de c, on s’attend à ce que la susceptibilité
s’annule sur les plateaux quand c → 0. Plus précisément, si on écrit T ln t = kt + at

avec, comme d’habitude, 0 < at < 1, on obtient alors la loi d’échelle

−χE(t, 0) ∼ cα, α = 1− at. (5.65)

Pour s’en convaincre, il suffit de voir que tous les termes k ≤ kt dans la somme (5.64)
sont supprimés de manière exponentielle car l’argument de gk(·) est grand. Dans les
termes restants, l’argument de la fonction s’annule pour c → 0 ; puisque les dérivées
g′k(0) sont constantes et d’ordre de 1, chaque terme a comme variable d’échelle ckt. La
contribution dominante vient de k = kt + 1 donnant −χE(t, 0) ∼ ckt+1c−kt−at = c1−at .
La loi d’échelle (5.65) est vérifiée sur la figure 5.14 en mesurant l’exposant à l’aide de
régression pour différentes valeurs c. On observe clairement, de manière qualitative, la
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Fig. 5.13 – Susceptibilité −χE(t, tw) négative pour T = 0.15 et différentes valeurs de
νt représenté en fonction de tw/t. La proportionnalité avec le facteur (1−tw/t) suggérée
par la théorie (Éq. 5.64) est bien vérifiée

dépendance non-monotone de l’exposant α en fonction de νt à laquelle on s’attendait.
D’une manière quantitative, on observe des déviations qui proviennent du fait que les
régressions ont été effectuées sur seulement trois valeurs différentes de c et que, comparé
à la figure 5.12, nous ne sommes pas encore dans le régime asymptotique pour les faibles
valeurs de c où les différents sauts ont chacun leurs échelles de temps bien séparées. On

1 − at

νt

α

21.510.5

1

0.75

0.5

0.25

0

-0.25

Fig. 5.14 – Exposant α obtenu par régression de la dépendance avec c de χE(t, 0)
pour des valeurs fixées de νt, comparé avec la prédiction théorique χE(t, 0) ∼ cα avec
α = 1− at.

tient à noter que dans le régime � paste-all � , là où la dynamique n’a pas des échelles
de temps bien distinctes pour les différentes relaxations, on peut affirmer comme ci-
dessus, que la décroissance de la densité en défauts non perturbées évolue selon la loi
n(t) ∼ t−T ln 2. En perturbant T = ln(1/c) vers T ′ = ln(1/c′) = T + T 2(βh) + . . ., on
montre que

−χE(t, 0) ∼ T 2(ln t)t−T ln 2 = Tνt2
−νt ∝ Tνtn(t). (5.66)
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Pour des valeurs constantes de νt, cette quantité est proportionnelle à T = ln(1/c) :
cette loi d’échelle logarithmique est effectivement une version lisse contrairement aux
sauts dans la dépendance de cα avec α = 1− at ∈ [0, 1] dans le régime de croissance de
domaines irréversible.

Violation du FDT

Représentations graphiques du FDT On peut maintenant combiner χE et CE pour
représenter le FDT (voir figure 5.15). Trois régimes peuvent être distingués. Pour tw
proche de t, χE(t, tw) est positif et de l’ordre de c. Ce cas correspond au régime de
quasi-équilibre que nous avons ignoré ci-dessus. Dans le second régime, la contribution
négative à la réponse domine et χE(t, tw) < 0 ; |χE(t, tw)| augmente en fonction de
1 − t/tw au fur et à mesure que tw décrôıt. Pour les petites valeurs de c, ce facteur
peut être proche de 1 avant que tw ne quitte le palier contenant t. Lorsque tw quitte
ce palier, CE(t, tw) commence à changer de manière significative. On entre alors dans
le troisième régime où χE(t, tw) est constante et la représentation du FDT devient
horizontale (dans ce régime, la représentation du FDT peut éventuellement par la suite
revenir en direction inverse : cela correspond au palier initial où tw est d’ordre de un
et CE(t, tw) est non-monotone).
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Fig. 5.15 – En haut : Représentation du FDT pour νt = 0.7 (gauche) et 1.7 (droite)
pour trois températures différentes. En bas : même figure mais avec les axes rééchelonnés
par le facteur 1/c ; des régressions linéaires restreintes à la partie linéaire de chaque
courbes donnent des pentes de −2.55(2) et −3.77(5) respectivement.

Notre estimation ci-dessus ne nous permet pas de déterminer le comportement précis
de la représentation graphique du FDT aux alentours du régime de quasi-équilibre.
Néanmoins, le fait que χE atteigne des valeurs de l’ordre de c suggère un rééchelonnage
des deux axes par un facteur c−1. La figure 5.15 indique qu’il existe une représentation
limite au fur et à mesure que c devient petit pour νt constant. Ceci décrit le régime initial
de quasi-équilibre ainsi que le changement de comportement vers les valeurs négatives
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de χE. Dans le second régime, la représentation graphique correspond à des lignes
droites avec des pentes négatives dont la valeur est de l’ordre de un. Afin d’expliquer
ce régime, il suffit de considérer t et tw appartenant à un même palier. Ceux-ci sont
petits comparés aux échelles de temps gouvernant les paliers suivants de la dynamique
(k = kt +1) et on peut linéariser l’évolution de CE(t, tw) pour les deux temps. Ceci peut
ensuite donner une dépendance linéaire en t− tw de ∆CE(t, tw) = CE(t, t)− CE(t, tw).
Combiné avec une relation linéaire équivalente pour χE ∝ (t− tw)/t, la représentation
du FDT pourrait ensuite être une ligne droite comme on l’observe sur nos données
numériques. En calculant les préfacteurs dominants de t− tw pour ∆CE et χE, on peut
prédire que le FDR associé à l’énergie dans ce régime vérifie la relation

XE = −(kt + 1)

[
Γd

Γ d
−
(
d2

d̄2
− 1

)]−1

. (5.67)

Les moyennes ici sont des moyennes sur les distributions de tailles de domaines, Γ(d)
est le taux de relaxation de la taille des domaines d [163] et toutes les quantités sont
évaluées au début du palier en cours.

La valeur numérique de (5.67) peut être évaluée de manière relativement simple
pour les premiers paliers. Pour kt = 0, il y a seulement un taux non nul, Γ(2). Il suit
que Γd/Γ = 2, et en évaluant les moments restants de d̄ et d2 de P0(d), on obtient la
prédiction XE = −2.54 . . . en parfait accord avec la valeur XE = −2.55(2) obtenue à
partir de nos données numériques présentées sur la figure 5.15.

Pour kt = 1 on peut prédire de manière similaire le FDR en utilisant le fait que
Γ(3) = 2c2/3 et Γ(4) = c2/4 [163] on obtient la valeur de XE = −3.79 . . ., une nouvelle
fois en parfait accord avec notre estimation numérique XE = −3.77(5).

Dans la limite � paste-all � , où Γ(d) est seulement significatif pour les plus petits
domaines, on a Γd/Γ = dmin et par conséquent le FDR de l’énergie dans ce régime est
XE = −(kt + 1)/[1− exp(−γ)] et ainsi augmente linéairement avec l’index du palier de
la dynamique. Cette dépendance se produit parce que les échelles de temps augmentent
en suivant la loi c−kt−1 et, au fur et à mesure que kt crôıt.

Ci-dessus, nous avons discuté le régime de quasi-équilibre se produisant au début
de chaque représentation du FDT ainsi que de la ligne droite donnant un FDR négatif
XE. Puisque la hauteur de la représentation graphique suit la loi χE(t, 0) ∼ c1−at et que
XE est de l’ordre de un, cette partie s’étend seulement d’une petite quantité ∼ c1−at du
même ordre le long de l’axe CE. Dans le troisième régime restant, XE s’annule pour c→
0 comme nous l’avons expliqué ci-dessus. Plus précisément, ce régime peut être divisé
en sous-sections où le FDR suit la loi XE ∼ c, XE ∼ c2, etc jusqu’à ckt+1 comme tw
évolue de manière décroissante à travers les différents paliers de la dynamique. Afin de
s’en convaincre, rappelons que XE = −(∂χE/∂tw)/(∂CE/∂tw). Le numérateur est égal
à −∂χE/∂tw = χE(t, 0)/t d’après (5.64) qui s’échelonne comme c1−at+(kt+at) = c1+kt.
Pour les fonctions de corrélation, nous n’avons pas de résultat explicite qui interpole
les différents paliers mais il semble raisonnable de supposer une dépendance faible
avec n(tw). Cela nous donne ensuite l’estimation de ∂CE/∂tw ∼ (∂/∂tw)n(tw) qui
d’après (4.39) s’échelonne comme ckw+1 au premier ordre. En rassemblant ces différents
résultats nous avons XE ∼ ckt−kw et ainsi s’échelonne comme ∼ c, c2, . . . , ck1+1 comme
nous l’avons affirmé. Le cas où tw est encore dans le même palier que t (kw = kt) est
inclus et donne un FDR d’ordre un comme nous l’avons discuté ci-dessus.
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5.3.3 Observables non-locales

Dans les sous-sections précédentes, nous avons trouvé que les corrélations pour les
observables locales et globales ont des valeurs d’ordre un et montrent une structure en
paliers indiquant une séparation de la dynamique en différentes étapes (dans le régime
de croissance de domaines irréversible). Les susceptibilités pour les variables locales
et globales diffèrent plus fortement : pour le cas local, χ0 est toujours positive et de
l’ordre de c et le FDR local est positif et de l’ordre de c/n2(tw) (voir la discussion
à la fin de 5.3.1). Par contre, la susceptibilité globale est négative sauf sur la partie
initiale de O(c) et le FDR XE associé est négatif avec des valeurs de l’ordre de un
avant de chuter à zéro (plus précisément O(c), O(c2), . . . ) dans la partie finale de la
représentation graphique. Naturellement, la question qui se pose est de savoir comment
ces deux résultats sont reliés les uns aux autres.

En se fiant à notre analyse du modèle FA, nous avons dans un premier temps utilisé
des observables avec les composantes de Fourier de l’énergie. Celles-ci donnent malheu-
reusement des représentations graphiques passablement compliquées à interpréter. De
plus la limite des petits vecteurs d’ondes ne donne pas un accès direct aux quantités
locales. A la place, nous avons considéré les fonctions de corrélation et susceptibilités

C`(t, tw) =
∑

r

e−r2/2`2Cr(t, tw), (5.68)

χ`(t, tw) =
∑

r

e−r2/2`2χr(t, tw). (5.69)

Au fur et à mesure que ` passe de 0 à ∞, on peut alors directement interpoler entre
observables locales (` = 0) et observables globales (` =∞). Avant de s’intéresser à ces
fonctions dépendantes de `, on va d’abord se focaliser sur les termes de ces fonctions,
c’est-à-dire les fonctions Cr et χr.

Fonction de corrélation Cr(t, t)

Le comportement des fonctions de corrélation à temps égaux Cr(t, t) est facile à
prédire dans le régime de croissance irréversible. En sommant la probabilité d’avoir un,
deux spin(s) haut(s) le long des domaines, on obtient

Cr(t, t) = 〈ni(t)ni+r(t)〉 − n2(t) (5.70)

= n(t)

[
−n(t) + δr,0 + Pk(r) +

∑

d

Pk(d)Pk(r − d) + . . .

]
. (5.71)

Il est facile d’évaluer cette relation par une convolution numérique étant donné que l’on
connâıt Pk(d) ; Seuls les quelques premiers termes sont nécessaires puisque le terme de
convolution d’ordre m est non nul seulement pour r ≥ mdmin(t) = m(2k + 1). Le
résultat de ce calcul est donné sur la figure 5.16 et donne un très bon accord avec
les données numériques. Le régime initial négatif pour 0 < r < dmin(t) a lieu parce
qu’aucun spins hauts n’existe pour ces distances. Cette forte répulsion à courte portée
se traduit par la présence d’oscillations dans la corrélation pour les plus grandes valeurs
de r, impliquant de faibles anti-corrélations pour certaines distances. Dans la limite

� paste-all � , on utilise le fait que la somme infinie de convolutions de l’équation (5.71)
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Fig. 5.16 – Fonctions de corrélation non-locales Cr(t, t) provenant des simulations
(symboles) pour différentes valeurs de νt. Celles-ci sont en accord avec les prédictions
de la croissance de domaines irréversible (lignes pointillés). Encart : même quantité
dans le régime � paste-all � , d’après l’équation (5.72).

devient une simple suite géométrique en utilisant la transformée de Laplace. Le résultat
est proportionnel à exp(Ei(s)), et en inversant la transformée, on obtient en terme de
fonctions (4.38)

Cr(t, t)

n2(t)
= H(r/dmin(t), 1), H(x, 1) = −1 + eγ

∑

l≥1

1

l!
fl(x). (5.72)

Une représentation graphique de cette fonction est donnée sur la figure 5.16 (dans
l’encart) et montre clairement qu’une petite partie négative apparâıt, par exemple, aux
alentours de x = 2 en dehors de la � zone de répulsion principale � 0 < x < 1.

Fonction de corrélation Cr(t, tw)

Cas où r < 0 Les fonctions de corrélation à deux temps

Cr(t, tw) = 〈ni+r(t)ni(tw)〉 − n(t)n(tw) (5.73)

sont plus difficiles à déterminer mais peuvent encore être obtenues d’une manière re-
lativement simple pour r < 0. La survie d’un spin haut au site i + r du temps tw au
temps t dépend seulement de la distribution des longueurs des domaines à gauche de
ce site. En particulier, il ne dépend pas de la présence d’un spin au site i (à droite de
i + r) au temps tw. Puisque la probabilité de survie globale d’un spin haut est seule-
ment n(t)/n(tw), cela implique que 〈ni+r(t)ni(tw)〉 = [n(t)/n(tw)]〈ni+r(tw)ni(tw)〉 ou
en terme de Cr(t, tw),

Cr(t, tw)

n(t)n(tw)
=
Cr(tw, tw)

n2(tw)
, pour r < 0. (5.74)

La prédiction est très bien vérifiée par nos résultats numériques comme le montre la
figure 5.17. Elle montre que pour différentes valeurs de r négatives, la partie gauche de
l’équation (5.74) est indépendante de t et dépend de tw de la façon prédite.
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Fig. 5.17 – Fonction de corrélation non-locale Cr(t, tw)/[n(t)n(tw)] représentée en fonc-
tion de νw pour différentes valeurs de r négatives. Symboles : résultats des simulations
pour T = 0.15, pour une valeur constante de νt = 1.2 (symboles ouverts) et νt = 1.5
(symboles fermés). Lignes pointillées : prédiction théorique en terme de corrélation à
temps égaux, Cr(tw, tw)/n2(tw), déduite de l’équation (5.74).

Cas où r > 0 Pour les valeurs positives de r, on ne peut pas utiliser ces arguments
simples. Néanmoins, on peut encore calculer Cr(t, tw) dans le régime � paste-all � . Ceci
implique de garder une trace des domaines qui, à partir du temps tw, ont été transformés
en domaines plus grands au temps t [163]. On trouve alors les lois d’échelles suivantes :

Cr(t, tw)

n(t)n(tw)
= H(x, θ), x =

r

dmin(tw)
, θ =

n(tw)

n(t)
. (5.75)

La fonction d’échelle H peut être calculée explicitement dans l’intervalle 0 ≤ x ≤ 3 et
1 ≤ θ ≤ 3. On trouve alors le résultat suivant

H(x, θ) = −1 + eγ θ

x

{
1− Θ(θ − x)

x

+Θ(x− 2)

[
−x− 1

x
ln(x− 1) + 1− 2

x

]

+Θ(x− θ − 1)

[
x− 1

x
ln

(
(x− θ)(x− 1)

θ

)
− x− θ − 1

x− θ

]

+Θ(x− 2θ)

[
1

x
ln

(
x− θ
θ

)
+

2

x
− 1

x− θ

]

+Θ(θ − x− 1)
1

x
ln

(
θ

(x+ 1)(θ − x)

)

+Θ(θ − 2x)
1

x
ln

(
2(θ − x)

θ

)}
. (5.76)

Il est à noter que pour les distances négatives, le rééchelonnage est indépendant de t
d’après (5.74) : H(−x, θ) = H(−x, 1) et est dû à la symétrie spatiale de la corrélation à
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temps égaux ce qui est identique à H(x, 1) d’après (5.72). On a représenté H(x, θ) pour
les valeurs de x positives sur la figure 5.18 pour différentes valeurs de θ en les comparant
avec les données provenant des simulations de la dynamique � paste-all � . On peut voir

x
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,θ
)

4321

0.5

0
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-1

Fig. 5.18 – Fonction d’échelle H(x, θ) pour les fonctions de corrélation non-locales dans
le régime � paste-all � . Les courbes sont données pour θ = 1, 1.2, . . . , 3 de gauche à
droite. Lignes : simulations pour le régime � paste-all � ; Symboles : prédiction analy-
tique (5.76).

que les fonctions de corrélation à deux temps ont une structure spatiale assez riche qui
provient des différentes longueurs d’échelles dmin(tw) et dmin(t). La zone d’exclusion pour
r < dmin(tw) (x < 1) reste présente à temps t plus grand. Des distances plus grandes
r peuvent distinguer des spins à deux temps différents tw et t (H > −1), mais les
corrélations deviennent seulement positives au-delà de la longueur r = dmin(t) (x = θ).
Les résultats de nos simulations dans les premiers paliers (5.19) suivent qualitativement
les tendances prédites ; les paliers suivants devront, de manière évidente, être pris en
compte pour avoir un meilleur accord avec la limite � paste-all � pour les grandes
valeurs de kw et kt.

Susceptibilité non-locale χr(t, tw)

Maintenant, on va s’intéresser à la susceptibilité non-locale χr(t, tw). Le cas des
r négatifs est une nouvelle fois plus simple : χr(t, tw) doit s’annuler. Ceci est dû au
fait que l’évolution du spin ni+r(t) est seulement affecté par les spins à sa gauche. En
particulier, ce spin n’est pas perturbé par un champ appliqué au site i > i + r. Par
contre, pour les valeurs positives de r, χr(t, tw) ne s’annulera pas mais plusieurs effets
concurrents vont gouverner le signe et l’amplitude de cette fonction rendant les calculs
compliqués. Sur la figure 5.20, nous avons représenté certains de nos résultats pour
χr(t, tw). Sur la figure 5.21, nous avons représenté cette fois-ci l’exposant αr obtenu
à partir de régression en utilisant la loi d’échelle χr(t, 0) ∼ cαr pour des valeurs de
νt fixées par analogie avec la figure 5.14. Considérons d’abord le cas r = 1 et une
configuration locale de spins (n−1, n0, n1) = (1, 0, 1) au temps tw = 0 quand le champ
est branché au site 0. Celui-ci va augmenter les chances de n0 d’être en position haute,
après un temps ∼ c−1, et par conséquent augmenter les chances de n1 d’être en position
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Fig. 5.19 – Fonctions de corrélation non-locales Cr(t, tw) obtenues à partir des simu-
lations pour νt = 1.5 et νw = 0.5 pour trois températures différentes. Les axes sont les
mêmes que la figure 5.18, montrant que les corrélations s’échelonnent avec la variable
n(t)n(tw) en fonction de la distance rééchelonnée x = r/dmin(tw). La ligne en traits
pleins représente la prédiction � paste-all � pour la limite des grandes valeurs de νw et
νt.

basse. La contribution résultante à χ1(t, 0) est un saut aux alentours de t = c−1 avec
un signe négatif et une amplitude d’ordre un. Si le spin haut suivant à gauche de n0 se
trouve plus loin, un effet similaire va se produire avec toutefois un délai plus long car
un front de spins hauts a besoin de se propager. Globalement, cela donnera une suite
de sauts négatifs dans χ1(t, 0) centrés autour de t = c−1, c−2, etc. comme cela était
déjà le cas dans χE(t, 0). Pour des valeurs constantes de νt, le rééchelonnage avec c suit
la loi ∼ c1−at (5.65). Ceci est en accord raisonnable avec les données de la figure 5.21.

Pour r = 2, un argument basé sur les configurations initiales (n−1, n0, n1, n2) =
(1, 0, 0, 1) suggère une structure similaire mais avec le sauts autour de t = c−1 absent,
donnant ainsi la loi d’échelle χ2(t, 0) ∼ c2−νt pour νt < 2 (et par la suite ∼ c1−at). Cette
prédiction est une nouvelle fois en accord avec les données numériques de la figure 5.21.
Une étude plus approfondie révèle néanmoins que χ2(t, 0) est en fait positive pour
νt / 0.8. Le changement de signe qui rend difficile la mesure de l’exposant αr, n’est
pas considéré dans nos arguments.

Pour r = 3, ce problème devient encore plus prononcé. En fait, χ3(t, 0) est positif
pour l’intervalle que l’on peut explorer (figure 5.20). La contribution dominante pour
t < c−3 est dans ce cas, un effet entre les domaines : en commençant de la configura-
tion (n−1, n0, n1, n2, n3) = (1, 0, 1, 0, 1), un champ au site 0 augmentera la vitesse de
disparition des domaines formés par les trois premiers spins. Ainsi, n3 va survivre plus
longtemps donnant une contribution positive à χ3(t, 0). L’échelle de temps t ∼ c−1 sur
laquelle ce terme devient important est donnée par le taux donnant la disparition du
premier domaine. On peut s’attendre alors à une loi d’échelle χ3(t, 0) ∼ c1−at pour
νt < 1. En fait, la fonction d’échelle pertinente, qui pour les châınes courtes peut être
calculée de manière explicite, évolue de manière quadratique pour des arguments pe-
tits. Ainsi on aura χ3(t, 0) ∼ c2(1−at) en très bon accord avec nos données numériques.
(figure 5.21). Il n’est toutefois pas évident pour nous de savoir comment prendre en
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Fig. 5.20 – Susceptibilités non-locale mesurées dans nos simulations à T = 0.15 et
pour νt = 0.7 (en haut) et νt = 1.5 (en bas). χr(t, tw) est représenté en fonction de r
pour différentes valeurs de temps d’attentes comme cela est indiqué dans la légende.
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Fig. 5.21 – Exposant d’échelle αr obtenu à l’aide de régression de nos données de
simulation en se basant sur la relation χr(t, 0) ∼ cαr pour des valeurs de νt fixes.
L’exposant es représenté en fonction de νt pour différentes valeurs de r comme indiqué
dans la légende.

106
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compte des effets de ce type afin d’avoir une prédiction globale des lois d’échelle de
χr(t, 0) pour les petites valeurs de c. De plus, l’inclusion de la dépendance de χr(t, tw)
avec tw n’est pas triviale : pour kt = 0 (figure 5.20 en haut) un terme proportionnel à
(1− tw/t) est suffisant pour bien décrire les données, alors que pour kt = 1 (figure 5.20
en bas), ceci n’est plus le cas.
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Fig. 5.22 – Représentation normalisée du FDT pour les observables gaussiennes
(Éq. 5.69) pour T = 0.15 et νt = 0.5 (en haut), νt = 1.5 (en bas). La distance `
est donnée dans la légende.

Cas des observables non-locales gaussiennes

Finalement, on montre sur la figure 5.22 les représentations graphiques du FDT pour
les observables dépendantes de ` définies par (5.69). Celles donnent une interpolation
entre les limites locales (` = 0) et globales (` → ∞). Pour les échelles de temps
considérées, les longueur d’échelle dynamiques (taille typique des domaines) sont assez
petites pour que l’on atteigne la limite globale pour des valeurs de ` relativement faibles.
Par ailleurs, la limite locale ` = 0 peut devenir singulière pour les petites valeurs de
c. En effet, χE(t, tw) =

∑
r χr(t, tw). On sait que pour tw = 0 et νt fixe, cette quantité

va comme c1−at pour c → 0. Il doit y avoir donc une ou plusieurs valeurs de r pour
lesquelles χr(t, 0) suit la même loi d’échelle. Mais ensuite, ces valeurs domineront la
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somme sur r dans χ`(t, 0). En particulier, elles domineront toujours le terme local
(r = 0) dont la contribution est O(c). Ainsi, pour toutes les valeurs de ` différentes de
zéro, on s’attend à χ`(t, 0) ∼ c1−at alors que pour ` = 0, la loi d’échelle est χ`=0 ∼ c.
En admettant que des arguments similaires s’appliquent aux quantités à deux temps
χ`(t, tw), les représentations graphiques du FDT pour des valeurs suffisamment faibles
de c vont transiter effectivement de manière discontinue de la relation locale pour ` = 0
à un comportement dominé par les effets non-locaux pour ` > 0.

5.3.4 Cas des dimensions supérieures

Le modèle East est généralisable pour des dimensions d > 1 en autorisant chaque
spin à être facilité par un de ses voisins dans chacune des dimensions. Par exemple,
pour d = 3, on obtient le modèle � North-East-Front (NEF) � qui a notamment, déjà
été étudié numériquement à l’équilibre [149].

Dans le cas d’une dynamique hors-équilibre, ce modèle présente aussi une énergie
ayant une structure en paliers ayant les mêmes échelles de temps que le modèle East. Par
contre, les hauteur des différents paliers est plus basse. En effet, puisque la dimension
du système est plus grande, le nombre de manière pour faciliter un spin augmente.

Nous avons réalisé une étude de la violation du FDT dans ce modèle que nous
présentons sur la figure 5.23 pour l’observable locale. On voit clairement apparâıtre,
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Fig. 5.23 – Représentation graphique du FDT pour les observables locales dans l’ana-
logue 3D du modèle East, pour T = 0.15 et νt = 0.5, 1.5, 2.5 (de bas en haut). Comme
en d = 1, la représentation graphique du FDT consiste en des segments approximati-
vement droits dont le nombre augmente avec t (voir la figure 5.8).

tout comme pour le modèle East, une structure en segments de droite. Les observations
qui nous avaient conduites dans la sous-section 5.3.1 à conclure que l’on pouvait définir
une température effective pour chaque relaxation semblent être encore vraies en d = 3.

5.4 Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre la violation du FDT de deux modèles à contraintes
cinétiques (KCM’s) : le modèle de Fredrickson-Andersen (FA) et le modèle East. Nous
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5.4 Conclusion 109

avons analysé en particulier les fonctions de corrélation et de réponse dans leur régime
de vieillissement après une trempe à basse température. Nous avons ainsi pu détermi-
ner les rapports fluctuation-dissipation (FDR’s). Les observables globales locales ont
été considérées ainsi que les observables ayant des modes de Fourrier et les observables
gaussiennes nous permettant toutes les deux d’interpoler entre les deux cas limites
précédents.

Dans le modèle FA, avec sa dynamique effective de défauts diffusants et coagulants,
un scénario émerge : le FDR pour des valeurs de t� tw est négatif. Sa valeur dépend
seulement de la dimension d : si d est supérieure à la dimension critique supérieure
dc = 2, on aura X∞ = −3 alors que X∞ = −3π/(6π − 16) en d = 1. La raison
physique de ce signe négatif est une conséquence directe de la nature activée de la
dynamique. En fait, le champ conjugué aux observables étudiées dans cette thèse est
la température. Ainsi, quand on applique la perturbation afin de mesurer la réponse,
on augmente légèrement la température. Si cette perturbation en température n’aurait
comme conséquence que d’augmenter la concentration en défauts à l’équilibre, dans
le cas d’un système hors-équilibre elle va accélérer la décroissance de l’énergie. Le
FDR a été déterminé pour toutes les échelles de longueur même pour l’observable
locale où la mesure est très difficile car la partie négative de la réponse est dominée
par des contributions de quasi-équilibre. Ce qui est encore plus étonnant, c’est que la
représentation graphique du FDT dans le cas de l’énergie est une ligne droite quasiment
linéaire pour (d = 1) et est exactement une ligne droite (d > 2) de pente X∞.

Le modèle East a un comportement plus coopératif que le modèle FA et par consé-
quent une violation du FDT beaucoup plus complexe. Pour l’observable locale, le FDR
X0(t, tw) est toujours positif mais d’amplitude faible de l’ordre de c/n2(t), où c est
la concentration en défauts à l’équilibre. Dans la limite � paste-all � des domaines de
grandes tailles qui correspondent à la limite des temps longs dans le régime de vieillis-
sement, nous trouvons une intrigante similarité avec les prédictions champ moyen des
verres de spins : une hiérarchie continue d’échelles de temps de relaxation donne une
représentation graphique du FDT qui est effectivement composée d’une infinité de seg-
ments de droite. Dans le cas de l’observable globale, on trouve comme dans le cas
du modèle FA, un FDR négatif. Celui-ci a une valeur d’ordre un et peut-être prédit
théoriquement. Les observables sondant la dynamique sur des échelles de longueur `
intermédiaires nous ont permis d’interpoler entre les cas locaux et globaux nous per-
mettant d’affirmer que les effets non-locaux vont dominer pour ` > 0.

De plus, nous avons représenté ici des représentations graphiques correctes du FDT
puisque les différentes observables sont paramétrées par tw et non par t comme cela
était le cas des précédentes études. La plupart de nos résultats numériques ont été
confirmés par les des calculs théoriques. Nous avons montré aussi que nos résultats
sont généralisables pour des dimensions supérieures.
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Conclusion

Caractériser et comprendre la dynamique vieillissante des systèmes vitreux reste un
challenge pour les physiciens. Des travaux récents ont montré que cette dynamique était
hétérogène à l’approche de la transition vitreuse. Dans cette thèse, nous nous sommes
intéressés à étudier une dynamique vitreuse hétérogène à l’aide de systèmes modèles :
les modèles à contraintes cinétiques (KCM’s). Ces modèles ont l’avantage de posséder
les caractéristiques de la dynamique vitreuse (hétérogène, activée,. . . ) tout en ayant une
formulation simple. Nous avons ainsi pu mesurer le temps de vie de l’hétérogénéité dy-
namique à l’équilibre, ainsi que la violation du théorème fluctuation-dissipation. Nous
avons aussi caractérisé la dynamique vieillissante de nos modèles et montré que l’on
peut établir des relations avec des dynamiques stochastiques de type marche aléatoire.
La plupart de nos résultats ont été confirmés par des calculs en théorie des champs ou
des résultats exacts obtenus en d = 1.

La mesure du temps de vie de l’hétérogénéité dynamique à l’équilibre a été motivée
par des travaux expérimentaux. Si la plupart des expériences ont trouvé que ce temps
de vie était comparable au temps de relaxation du système étudié τα, une expérience
a montré que lorsqu’on se trouve très proche de la transition vitreuse, ce temps de vie
peut augmenter de manière spectaculaire. Nous nous sommes intéressés à reproduire,
à l’aide de simulations numériques ce type d’expérience afin de comprendre l’origine de
ce phénomène. Nous avons observé pour les systèmes vitreux fragiles une augmentation
du temps de vie de l’hétérogénéité dynamique par rapport au temps de relaxation τα du
système lorsqu’on s’approche de la transition vitreuse. Si de manière qualitative, nous
sommes arrivés à reproduire le phénomène observé dans les expériences de photoblea-
ching d’Ediger, nos résultats diffèrent au niveau quantitatif. Ediger et al. trouve une
augmentation du temps de vie algébrique avec un exposant ξ = 2, nous trouvons dans
nos systèmes modèles ξ = 0.06. Nous avons montré toutefois que cette augmentation est
liée à l’existence d’un découplage entre le temps de vie de l’hétérogénéité dynamique et
le temps de relaxation τα. Nous avons aussi déterminé un vecteur d’onde q? définis-
sant l’échelle de longueur séparant la dynamique homogène et la dynamique hétérogène.

Si les KCM’s ont fait l’objet de nombreuses études à l’équilibre, il en existe beaucoup
moins concernant leur régime de vieillissement. Nous nous sommes donc intéressés à
caractériser le régime de vieillissement de deux KCM’s : le modèle de Fredrickson-
Andersen (FA) modélisant les verres forts et le modèle East modélisant les verres fra-
giles. Nous avons étudié en détail leur dynamique microscopique, déterminé les échelles
de longueur et les échelles des différents processus microscopiques qui gouvernent leur
dynamique. Nous avons ainsi pu déterminer les distributions de taille de domaines de
chacun de ces modèles de manière analytique et numérique. À partir de celles-ci, il nous
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a été facile de trouver la dépendance temporelle de l’énergie de ces modèles. Nous avons
ainsi montré que dans le modèle FA, l’énergie décrôıt de manière algébrique avec un
exposant 1/2 dans le régime de vieillissement alors que dans le modèle East, à temps
court, on observe une succession de paliers séparés par des relaxations chaque fois
que la variable νw = T ln tw est entière et qu’à temps long, cette décroissance devient
algébrique avec un exposant T ln 2. Dans chacune de ces limites, des approximations
peuvent être faites afin de mener des calculs analytiques. Ainsi, à temps court, nous
avons défini le régime de croissance de domaines irréversible où nous avons pu déter-
miner l’expression analytique de l’énergie pour les premiers paliers de la dynamique
ainsi que sa dépendance avec la température qui montre un parfait accord avec les
données numériques. Dans l’autre limite, là où l’énergie décrôıt algébriquement, nous
avons défini le régime � paste-all � et montré qu’il correspondait à la limite asympto-
tique du régime de vieillissement. Nous avons aussi étudié différentes observables dans
le régime de vieillissement du modèle FA. Nos résultats ont montré l’apparition d’un
régime sous-diffusif dont on a caractérisé les échelles de longueur et de temps. Nous
avons pu établir des analogies avec un modèle de marcheurs aléatoires (ACTRW).

Une fois le régime de vieillissement de nos modèles caractérisé, nous avons pu me-
surer la violation du théorème flucuation-dissipation. Nos mesures de susceptibilité
obtenues par les nouvelles méthodes numériques � sans champ � ont permis d’obtenir
la susceptibilité paramétrée par tw ce qui nous assure une mesure directe du rapport
fluctuation-dissipation (FDR) X∞(t, tw). L’étude détaillée des fonctions de corrélation
C(t, tw) et de réponse intégrée χ(t, tw) a été réalisée permettant de déterminer diffé-
rentes lois d’échelles pour chacune de ces deux observables sur différentes échelles de
longueur. D’une manière étonnante, nous obtenons dans le modèle FA une valeur né-
gative pour le FDR. Si dans le cas des observables locales, cette mesure reste difficile,
la représentation graphique du FDT se résume à une droite de pente négative dans le
cas des observables globales avec X∞ ≈ −3.3. Ce signe négatif est une conséquence
directe de la nature activée de la dynamique. Cette valeur du FDR est la même quelle
que soit l’échelle de longueur observée. De plus, pour d > dc = 2, ce FDR reste négatif
est égal à −3. Ces résultats ont tous été confirmés par des calculs analytiques. Dans
le cas modèle East, bien que la dynamique soit activée, nous avons trouvé pour les
observables locales un FDR positif mais très faible. Pour les observables globales, le
FDR est négatif. Notre étude de X∞ en fonction de l’échelle de longueur nous a permis
de conclure que dès que ` > 0, les effets non-locaux vont dominer et X∞ sera négatif.

Ces différents résultats permettent ainsi de mieux comprendre la dynamique vieillis-
sante des systèmes vitreux. Toutefois de nombreuses questions restent en suspens. Il
serait ainsi intéressant de comprendre le rôle joué par Tg lors de la mesure de temps
de vie de l’hétérogénéité dynamique. De la même façon, on pourrait chercher à com-
prendre l’origine de l’échange ayant lieu entre les régions possédant des dynamiques
différentes. Concernant le régime de vieillissement du modèle FA, il reste à déterminer
les distributions de pas ainsi que de temps afin d’en donner une description en terme
de marches aléatoires dans le cadre de la théorie du Aging Continuous Time Random
Walk. Quant à la mesure de la violation du FDT, il serait intéressant d’observer le signe
négatif de la réponse sur des systèmes réels. À ce jour aucune expérience n’a mesuré
de fonction de réponse négative. On pense toutefois que ces réponses négatives seraient
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visibles et mesurables dans des expériences de type compaction granulaire ainsi que
dans des liquides type Lennard-Jones à très basse température.

De plus, il serait intéressant de faire une analyse similaire sur des systèmes ayant
une coopérativité plus forte comme le modèle FA en d = 2 avec la nécessité d’avoir
deux défauts et non plus un seul pour être facilité ou sur d’autres KCM’s comme des
modèles de gaz sur réseaux (par exemple le modèle de Kob-Andersen [178]).

Enfin, une extension du FDT a récemment été proposée [179] mettant en relation la
susceptibilité non-linéaire avec les fonctions de corrélation à quatre points mesurant les
fluctuations de la dynamique. On pourrait donc réaliser une analyse analogue à celle
proposée ici mais dans le cadre de la réponse non-linéaire, celle-ci étant accessible grâce
aux méthodes numériques présentées dans cette thèse.
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[176] U. C. Täuber, M. Howard, and B. P Vollmayr-Lee. Applications of field-theoretic
renormalization group methods to reaction-diffusion problems. Journal of Physics
A : Mathematical and General 38, R79–R131 (2005).
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Titre de la thèse : Hétérogénéité dynamique et échelles de longueur dans les systèmes

vitreux hors-équilibre.

Résumé de la thèse : L’origine microscopique du ralentissement de la dynamique

dans les systèmes vitreux peut être attribuée à la nature hétérogène de la dynamique

apparaissant à l’approche de la température de transition vitreuse. Dans ce travail,

nous caractérisons cette hétérogénéité dynamique dans le cadre d’une dynamique hors-

équilibre en nous basant sur l’étude numérique et analytique de modèles à contraintes

cinétiques. Nous mesurons ainsi le temps de vie de l’hétérogénéité dynamique et dé-

montrons que dans le cas des verres fragiles, il augmente plus rapidement que le temps

de relaxation du système. Nous caractérisons aussi les régimes de vieillissement des mo-

dèles étudiés en établissant l’existence d’un lien avec la dynamique de modèle de mar-

cheurs aléatoires. Enfin nous mesurons la violation du théorème fluctuation-dissipation

et montrons que le signe négatif des températures effectives trouvées est une consé-

quence directe de la nature thermiquement activée de la dynamique.
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Place Eugène Bataillon CC069 34095 Montpellier Cedex 05 France

Title : Dynamical heterogeneity and lengthscales in non-equilibrium glassy systems

Abstract : Our theoretical understanding of the glass transition remains incomplete.

The microscopic origin of the dynamic slowing down can be explained by the presence

of spatial heterogeneities which have been observed experimentally and numerically

in various glass-formers. In this work, we characterize the dynamical heterogeneities

during a nonequilibrium dynamics. Our analysis is based on detailed theoretical and

numerical results for the activated aging regime of simple kinetically constrained mo-

dels. We shown that fragile glasses close to their glass transition exhibit a lifetime

of dynamic heterogeneities larger than their relaxation time. We find also that the

aging dynamics of these models can be described in term of very special class of ran-

dom walks. Moreover, the measurement of the violation of the fluctuation-dissipation

theorem leads to negative effective temperature which is a direct consequence of the

thermally activated dynamics.
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