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domaine considéré,
surface libre,
topographie,
hauteur de la colonne de fluide H(t,x) = h(t,x) — b(t, ),

vitesse, avec u la composante horizontale, w la composante verticale,
fonction courant, définie par u = V+1,

partie symétrique du gradient de vitesse, tenseur des déformations,
partie anti-symétrique du gradient de vitesse,

base canonique,

composantes du vecteur v dans la base canonique,

moyenne verticale du vecteur v sur la hauteur du fluide,

vecteur orthogonal au vecteur V'

siV = (V1, W), alors V+ = (=Va, V1),

tenseur total des contraintes,

tenseur des contraintes supplémentaires,
tenseur de cisaillement,

vitesse de rotation de la Terre,

latitude,

constante universelle de gravitation,
coefficient de capillarité,

coefficient de capillarité non-dimensionnel,
courbure moyenne,

coefficient de frottement,

coefficient de frottement non-dimensionnel,
coefficient de frottement turbulent,

coefficient de frottement turbulent non-dimensionnel,
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viscositeés,
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temps de relaxation,

taux de plasticité,

rapport entre D'élasticité et la viscosité,

débit,

petits parametres,

variable rapide en espace,

variable lente en espace,

transformée de Fourier de la fonction f,

jacobien des fonctions f(z) et g(z), J(f,g) = 0y, f0r,8 — 02,10, g,
espace des distributions.
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Introduction.

Nowadays, the understanding of meteorological phenomena constitutes a major challenge
for the planet. It has markedly evolved thanks to developments in computing, and to the
obtention of new models. One of the key points of this science relies on the narrow and mutual
relation that exists between the movements of the atmosphere and the ones of the oceans.
Even if they seem different in appearance, these two geophysical fluids can be represented
with an identical model regarding their common properties. As a matter of fact, they are
both submitted to the rotation of the Earth around its axis, which creates a centrifugal force,
generally regrouped with the gravity, and the Coriolis force. Thus we are in presence of what
we call rotating fluids. This is the general context of this manuscript.

The objective of this work is to consider the effects of small scales that are involved in
the models, the stress tensor and the boundary conditions (at the surface and at the bottom)
on Shallow-Water type systems. We also show the influence of these parameters on the limit
equations that can be deduced from the Shallow-Water equations.

1  General description

This Ph.D. is composed of two parts: the first one, which corresponds to Chapters 1 to 5,
deals with the Shallow-Water system and the second one, from Chapter 6 to 9, is interested
in its limit equations, particularly to the Quasi-Geostrophic equations.

1.1  First part: the Shallow-Water equations.

The first part of this Ph.D. is dedicated to the Shallow-Water equations, or Saint-Venant
equations. Introduced in 1871 by Adhémar Barré de SAINT-VENANT (see [62]), they are still
of great importance in maritime or fluvial hydrodynamics today. For example, they are used
for the protection of the environment, the tide computing and storm waves, the impact and
the stability of construction works, the sedimentation or the study of flood. They can also
describe the horizontal movements of the atmosphere, or more generally of all fluid submitted
to the gravity in a rotating domain.

These equations are obtained from the Navier-Stokes equations. It is necessary to consider
a domain where the deepness is small compared to the horizontal dimensions. Then we
integrate the equations over the water height, since the variable of the final form is the mean
velocity. In the initial one-dimensional version, this system of equations describes the flow
of water in a rectangular channel with flat bottom by means of the water height H(¢,x) > 0

ix



X. Introduction.

and the mean velocity u(t, x):

8tH+8x(Hu) = O,

2
O (Hu) + 0, (Hu2 + %) = 0,

where ¢ is the gravity. It is also possible to take into account the variations of topography, bot-
tom drag terms, source terms such as the wind at the surface. Concerning the viscous terms,
their contribution was often added a posteriori. However, J.-F. GERBEAU and B. PERTHAME
obtained a one-dimensional Shallow-Water model with viscosity in [34]. This leads to the
addition, in the second equation, of the term:

4105 (HOzu)

in the right hand side, where p symbolizes the fluid viscosity. Moreover, as they consider a
Navier condition at the bottom that reads ku (where k is the friction coefficient), a new drag
term appears, which is not —ku anymore but:

—ku
kH *
L4507
After them, in [52], F. MARCHE generalized this system to the bi-dimensional case, from
the three-dimensional Navier-Stokes equations. He takes into account the viscosity, linear or
quadratic drag terms on the bottom, the variability of the topography and surface tension.
Equally, he keeps the first order of the Coriolis force, that is the part that depends on the
sine of the latitude, but neglects the cosine part.
In this work, we show that the viscous terms are of the same order of size as the cosine

part of the Coriolis force. Thus the latter has to be considered in its entirety along the
computations. Then we obtain the following Shallow-Water system:

O H + div,(Hu) = 0, (1)
O(Hu) + div,(Hu ® u) + ngH2 =
—ao(H)u — a1 (H)Hu |u| + aHV, A H + 2pV, (Hdivyu) + 240 divy (H Dyu) (2)
+Q cos 0 V, (u1H2) + Q cos 0 H?eydivyu — 29 sin 0 Hu ™
—2Q cos He Vb - u +2Q cosQuy H Vb + aHV, ALb — gH Vb,

where
aog(H) = —%5  is the laminar friction term and

a1 (H) = —"— represents the quadratic drag term.

In these equations, b symbolizes the topography, 0 the latitude and a is the capillary coefficient,
that enables us to express the surface tension. We also denote by e; the vector {(1,0). We
can remark that having two space dimensions splits up the viscous terms into two terms.
Lastly, as we emphasized it before, we obtain new terms, in bold in the above equations, due
to taking into consideration the cosine part of the Coriolis force. More complete than the
previous ones, this model will be studied in details in the following.
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To represent in a better way the reality, some people have been interested in the stratifi-
cation, which means that one consider the fluid to be the superposition of several horizontal
layers. This has been studied by E. AUDUSSE in [5] for example, imposing a different kine-
matic condition between each layer. Then we obtain a Shallow-Water system for each layer,
coupled to the upper layer and the lower by this condition.

From a mathematical point of view, without going into details for the moment, we can
remark that the equation that governs the water height is a transport equation and the
momentum equation is degenerated.

The contribution of this work, beyond the analysis of this cosine effect (Chapter 1), is to
study the influence of the conditions at the bottom and at the surface (Chapter 2), of the use
of multi-scales schemes (Chapter 4) for newtonian fluids. We also tackle (in Chapter 3) the
case of some non-newtonian fluids. Finally, we propose (Chapter 5) theoretical and numerical
results on a new sedimentation model with viscosity.

1.2 Second part: the Quasi-Geostrophic equations and the lakes equation.

In a second part, we are interested in the limit equations of the Shallow-Water system, and
principally to the Quasi-Geostrophic equations. This theory is recent: it has been intro-
duced in 1947 by the american meteorologist Jules G. CHARNEY. The following year, the
simplification of the resulting equations allowed Charney and his colleagues R. FIORTOFT,
J. SMAGORINSKY and J. VON NEUMAN to realize the first numerical integration of the equa-
tions of the atmosphere. This historical computation was the starting point for the nu-
merical simulation which is nowadays the basis of the meteorology and the oceanography.
The quasi-geostrophic approximation still remains a very powerful theoretical tool for in-
terpreting the numerical results and understanding phenomena. As underlined in [12], the
Quasi-Geostrophic equations are widely used in oceanography for the mid-latitude models.

This formulation relies on the assumption that the Froude and the Rossby numbers are
small non-dimensional numbers. The Froude number (F'r) characterizes the relative impor-
tance of the inertial and gravity forces. In the case of rotating fluids, the Rossby number (Ro)
represents the ratio of the inertial forces and the forces due to the rotation of the domain.
We also perform the (-plane approximation, which means that we develop the Coriolis term
around a fixed latitude. Thus we write the Shallow-Water equations with the different as-
sumptions listed before and get the Quasi-Geostrophic equations. In the viscous case, without
the cosine term, the usual form of the Quasi-Geostrophic equation is the following:

(O +u- V) (A — Fip +b+ frg) = —agAy + pAyp + curlf, (3)

where b represents the topography, ag the friction term, p the viscosity and f a source term,
such as the wind. The stream function v is linked to the velocity as follows:

_a:c 1/1(’5 x))
u(t,x) = 2 .
.2) ( Or (1, )
The existence of solutions for such equations has been proved in [6]. The demonstration of
the convergence of the viscous Shallow-Water system to Equation (3) has been performed in
[15]. Note that it is also possible to obtain the Quasi-Geostrophic equations from the Navier-

Stokes system (the computation is detailed in [28]), but there are only mathematical results
with the rigid lid assumption (see for example [55], [37]).
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Here we are interested in the Quasi-Geostrophic Shallow-Water equations (3) and to the
limit, for small Rossby and Froude numbers, of the viscous Shallow-Water system with a
complete Coriolis force (1)-(2). It produces a new model that reads:

(O +u-V) ((A+882,) ¢ — Fp + (1 — Cdyy) b+ Bus) = —ag At + puA% + curlf,  (4)
where the coefficients § and C' can be expressed as functions of the cosine of the mean latitude.

The results developed in this part first show (Chapter 6) the influence of these new terms
in a theoretical and mathematical point of view. Then we propose (Chapters 7 and 8) a multi-
scale approach for the resolution of Equation (3). The last chapter is dedicated to another
limit equation obtained from the Shallow-Water system with a complete Coriolis force: the
lakes equation, that also includes new terms in cosine.

2 Presentation of the chapters.

After the presentation of the two main themes of this Ph.D., we detail below the content of
each of the 9 chapters which compose it.

First, in Chapter 1, we explain the obtention of the viscous Shallow-Water system (1)-(2).
To do this, we consider the tri-dimensional Navier-Stokes equations:

U +diviU®U) =dive — 22 x U + f,
divU =0,

in a domain with a small deepness and a variable topography b(z). In these equations,
U = (u,w) is the fluid velocity, o the total stress tensor, 202 x U symbolizes the Coriolis force
and f the gravity force. We use a Navier type condition at the bottom, and add a quadratic
drag term. Thus we write:

(Un)tan = kUian + ktH|U|Utan

where n is the normal at the bottom. We denote by h the surface of the fluid, that is h
is the sum of the fluid height H and of the bottom height b. At the surface, we take into
account the capillarity through the formula on = akn (k is the curvature and a the surface
tension coefficient) and we impose the usual kinematic condition that reads d;h+u -V, h = w.
As the domain is a thin domain, we introduce a small parameter ¢ which represents the
aspect ratio, ratio between the characteristic heigh and the characteristic length. Following
the classical method of asymptotic developments, we develop our variables according to this
small parameter. Then we study the different orders of the Navier-Stokes equations with the
hydrostatic approximation. The first order gives us a generalization of the system proposed
by A. J.-C. de SAINT-VENANT to two dimensions, with the first order of the Coriolis force.
However, as it has been done by J.-F. GERBEAU et B. PERTHAME, we have to go to the second
order to see the trace of the viscosity. At this moment, we remark that the first order drag
term must be changed: on the one hand, the laminar friction term becomes equal to ag(H),
and on the other hand, we see the turbulent drag term. Moreover, the Coriolis force has a
new contribution, related to the cosine of the latitude: it gives a new system (1)-(2) for which
we set up some properties. First, we bend over the existence of global weak solutions. For
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this, we use a mathematical entropy proposed by D. BRESCH et B. DESJARDINS in [15], [18]
and extended in [16], which consists in multiplying the momentum equation not by u which
gives the classical energy, but by uV In H. To get this result, it is necessary to slightly modify
the viscous terms, keeping only those in div(H D(u)). Thus we follow the same steps as [54];
however, we cannot directly assert that v HVu is bounded. A precise study of each new term
is indispensable to conclude about the existence of global weak solutions in the presence of
capillarity. Finally, in the last part, we consider waves for rotating fluids: we show how the
cosine part of the Coriolis force modifies Poincaré waves and equatorial waves (Kelvin waves
and mixed Rossby-gravity waves). This new term is far from anecdotal, as we will see on an
example.

In Chapter 2 we discuss the conditions at the surface and at the bottom of our domain.
At the bottom, two possibilities are generally evoked: the Navier condition,

(Un)tan = kUtany

used to get the model (1)-(2), with the friction coefficient &, and the no-slip condition, u = 0.
The latter, that is considered as an unquestionable condition by some people, stipulates that
the horizontal velocity is zero, just as the vertical velocity. Then we are interested in the
influence of the choice of the bottom condition on the obtention of the Shallow-Water system,
detailing the model with the no-slip assumption. It has been studied by J.-P. VILA in [69],
for an inclined flat bottom. For an horizontal flat bottom, we are led to add a source term
in order to have a non trivial solution. The methodology is exactly the same as the one
introduced above (asymptotic developments and study of the different orders). However, this
choice of boundary condition constrains us to compute the velocity at the second order to get
the Shallow-Water system at the first order. As a matter of fact, we need an approximation
at the order ¢ of the term (linked to the no-slip condition):

Ho
_8Zu‘z:o7
g

that is to say d,u _, at order g2, We detail the computations for a source term which is

constant in space and time, and then give the model when the source term depends on the
horizontal variables.

After bending over the bottom conditions, we consider the surface conditions. We chose to
take into account the evaporation, as it has been done in the case of a drop (see [23]). We
propose here a Shallow-Water system with an evaporation term that we do not precise. This
term is a complex function and differs a lot from an application to another. The contribution of
this element is visible through a term, of the same type as the ones of friction. Moreover, in the
same way that the viscosity modified the system obtain by J.-F. GERBEAU and B. PERTHAME,
the evaporation also has an influence on the expression of the coefficients oy and ;.

After letting the bottom and the surface conditions vary, we study the influence of the
stress tensor in Chapter 3. The model (1)-(2) supposes that the stress tensor is the classical
Cauchy tensor. However, numerous fluids are not newtonian and their constitutive laws do
not satisfy this limitation. Here we study the case of the Oldroyd B law, which characterizes
some visco-elastic fluids. This law is given by

VU +'VU

o=—-pld+7=—pld+2u(l —r) 5 +o0,
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where r represents the ratio between the elasticity and the viscosity. The stress tensor is
not explicitly given, it is a function of the extra-stress tensor ¢ which is also solution of the
differential equation

VU +'VU

A0 +U -Vo +go(VU,0)) + F(o)o = 2ur 5

Thus we are led to combine carefully this equation and the Navier-Stokes equations to propose
a new Shallow-Water system that corresponds to this law, with a certain choice of parameters.
In the final model for a flat bottom (h = H), only one new term remains, term that depends
on the ratio r as follows:
k T 9 .

— -~ h"Vdivu.

1+ @h 6e
We also study mathematical properties of this system, or more precisely of the linearized
one. In the spirit of [61], we face an eigenvalues problem, for which the asymptotic behavior
enables us to give conditions such that the system is well-posed. We realize that the choice
of the Oldroyd law tends to destabilize the system comparatively to the Cauchy tensor. As
a matter of fact, the term related to the ratio » comes in opposition to the viscosity whose
regularizing properties are well known. So this term has to remain small compared to the
viscosity.

Another approach, detailed in Chapter 4, is to do multi-scale developments on the

Shallow-Water equations. They allow the capture of all the variations of the functions, in
our case the variations of the topography, introducing new scales: a quick scale, which takes
into account the oscillating part of the function, and a slow scale, which represents the main
behavior of the curve.
We propose several possible regimes for the Shallow-Water equations with a small Froude
number (denoted by €), depending on the topography we consider (oscillating, with slow
variations or function of the classical variable). We prove that it is sometimes possible to
transform the small variation into a quick variation in time, and we detail two regimes: the
one where the bottom is a function of x and ex, and the one of an oscillating topography,
that depends on x and x/e. In the first case, we manage to get a closed system, without real
difficulty. The second one is much more intricate: the first point is to look at the weakly
non-linear system associated to this problem, so that the cumbersome terms are shifted of
one order and we obtain a closed system. Besides, note that this model is consistent with the
results of [19] where the authors study this limit but in two steps, through the lakes equation.
Then we explain the problems we have to face in the non-linear case and propose to use
the viscous version of the Shallow-Water system to get satisfactory results. We consider two
choices of viscosity (of order 1 and of the order of the Froude number), and we prove that, in
both cases, we are able to close the system.

Finally, to conclude on the Shallow-Water equations, in Chapter 5 we are interested in
the properties of Shallow-Water type models. In Chapter 1, we first worked on the model
itself, model that we completed up to here. We also gave mathematical results, obtained
thanks to energy and entropy inequalities. Such technics, in particular the BD entropy, can
also be applied to other problems of the same type, like a sedimentation model for example.
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We propose here a new coupling between a viscous Shallow-Water system and a diffusive
equation for the sediment layer, for which we prove a stability theorem.

In addition, we present some numerical simulations of our viscous model: we study the
evolution of a conical dune of sand in a channel. On the one hand, we show the influence of
the viscous terms on the angle of spread of this dune, and, on the other hand, the possible
link between this model and the one proposed by Grass [36], for which the evolution equation
for the sediments does not depend on the water height.

In a second part, we study the compressible Bingham system. Bingham fluids are complex
materials, whose constitutive law is given by an inequality that can be expressed as:

e when the shear is smaller than a given threshold, the fluid is not deformed,
e if the shear exceeds the threshold, the fluid is deformed.

We prove that such a law gives a Shallow-Water system under the form of an inequality with
degenerated viscosities. It is one of the reasons why the problem of the existence of solutions
is still under consideration. Then we try to adapt the results for the usual Shallow-Water
equations to this compressible Bingham system. A first step carried out here is to prove new
estimates with energy and entropy inequalities.

The second part of this work is dedicated to the limit equations that can be deduced

from the Shallow-Water equations. Chapter 6 presents the Quasi-Geostrophic limit of the
Shallow-Water system obtained in Chapter 1. Thus we consider the Froude and Rossby
numbers as small numbers. We carry out an asymptotic development of the Shallow-Water
equations according to the latter small parameter. The resulting model (4) gives two contribu-
tions of the latitude cosine: first, the laplacian of the vorticity is modified in the North-South
direction, and the topography term also has to be changed. Next, we are interested in the
well-posedness of the limit equation. In the rectangular case with impermeability and slip
conditions on the boundaries, we prove the existence of a unique strong solution thanks to a
priort estimates.
Then we give some numerical results: our goal is to see whether the Coriolis term has an
effective role or not on straightforward examples. We implemented these coefficients in a
program that resolves the Quasi-Geostrophic equations (3). We present two series of results,
which represent a double-gyre circulation in a domain such as the north Atlantic Ocean. At
first, we take a flat bottom, which enables us to see the effects of the anisotropy introduced in
the laplacian. Then we test a mid-Atlantic type ridge to take into account the contribution
of the topography.

In Chapter 7, we present a multi-scale approximation method on a simple Quasi-Geostro-
phic type equation in one dimension:

0u(t,2) — O (t,2) — 0,0t ) = ~f(6a) W [0,T) xD
¥(t,0) =v(t,1) =0 Vt € [0,T]
¢(07x) - 0 Vx S D,

studying the existence of such functions beforehand. For this, we use the classical method of
series developments with several spatial scales x and X, fast variable. It allows us to split
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our problem into equations on the interior of the domain (equations that do not depend on
X) and a system that does not depend on x, which governs the western boundary where
we can observe a boundary layer. The first numerical results encourage us to improve this
approximation: we show that it is possible to assume the boundary layer terms to be equal
to zero outside this area. Therefore we reduce the computation time whereas the result stays
close to the theoretical solution.

In the following chapter, Chapter 8, we begin by adding a topography term to the

equations studied in Chapter 7, term which is a periodic function of the fast variable. Thus
we can make use of the methodology presented above, but now the functions on the interior
of the domain depend on the two space variables. Moreover, we manage to express the
contribution of the topography term, that is we give the expression of the terms we must
add to the solution for a flat bottom to get the solution with a varying bottom. In spite of
their complexity, we prove that it constitutes a good approximation from a numerical point
of view. We also present some results when the topography is not of order one anymore but
of order e~!. In these conditions, we cannot carry out the asymptotic development: we are
led to achieve changes of variables that depend on the choice of the source term.
We generalize this study to the stationary Quasi-Geostrophic equations in two dimensions.
We prove that we can put the previous theory in place, with three space variables in total.
Indeed we do not add the fast variable corresponding to y, we consider a bottom of the type
b(X,y). Then we obtain the beginning of the series development of the solution for a variable
topography. This approach has been numerically validated thanks to a program that solves
the Quasi-Geostrophic equations with a finite difference method. In a last part, we pass to the
Quasi-Geostrophic equations themselves, with a time evolution and a bottom friction term.

Chapter 9 is dedicated to another type of limit equations: the lakes equations, modified
by the terms in cosine of the Coriolis force. They constitute the limit for a small Froude
number of the Shallow-Water system, without any assumption on the Rossby number. Taking
into account the complete Coriolis force has the effect of modifying the vorticity that becomes:

sinf 1 cos 0 8, H®

II = —curl _—
curlu + Ro H0+E2Ro 7o

but the satisfied equations are the same. Then we adapt the various existing results for the
usual lakes equations to this new vorticity. Differentiating the case where the water height
vanishes, it enables us to conclude about the existence of solutions to such equations.



Introduction.

De nos jours, la compréhension des phénomenes météorologiques constitue un enjeu ma-
jeur pour la planéte. Elle a nettement évolué grace aux progres de I'informatique, ainsi qu’a
I’obtention de nouveaux modeles. Un des points essentiels de cette science repose sur la rela-
tion étroite et mutuelle qui existe entre les mouvements de ’atmosphere et ceux des océans.
Bien que différents en apparence, ces deux fluides géophysiques peuvent étre modélisés de
facon identique de par leurs propriétés communes. En effet, ils sont tous deux soumis a la
rotation de la Terre autour de son axe, qui crée une force centrifuge, généralement regroupée
avec la gravité, et la force de Coriolis. Nous sommes donc en présence de ce que I'on appelle
des fluides tournants. Il s’agit 1a du contexte général de ce manuscrit.

L’objectif de ce travail est de considérer les effets des petites échelles qui entrent en jeu
dans les modeles, du tenseur des contraintes ainsi que des conditions aux bords (a la surface
et au fond) sur des systémes de type Saint-Venant. Nous montrons aussi 'influence de ces
parametres sur les équations limites qui se déduisent des équations de Saint-Venant.

1 Description générale.

Cette these se décompose en deux parties : la premiere, qui correspond aux Chapitres 1
a b, traite du systeme de Saint-Venant, et la seconde, du Chapitre 6 au Chapitre 9, s’intéresse
a ses équations limites, en particulier aux équations Quasi-Géostrophiques.

1.1 Premiére partie : équations de Saint-Venant.

La premiere partie de cette thése est consacrée aux équations de Saint-Venant, ou équa-
tions en eaux peu profondes. Introduites en 1871 par Adhémar Barré de SAINT-VENANT
(voir [62]), elles sont encore aujourd’hui d’une grande importance en hydrodynamique ma-
ritime ou fluviale. Elles sont par exemple utilisées pour la protection de l’environnement,
le calcul des marées et des ondes de tempéte, I'impact et la stabilité des ouvrages d’art, la
sédimentation ou encore I’étude des crues. Elles peuvent également décrire les mouvements
horizontaux de I’atmosphere, ou plus généralement de tout fluide soumis a la gravité dans un
domaine en rotation.

Ces équations sont obtenues a partir des équations de Navier-Stokes. Il est nécessaire de se
placer dans un domaine ou la profondeur est petite par rapport aux dimensions horizontales. 11
faut ensuite intégrer les équations sur la hauteur d’eau, puisque la variable qui intervient dans
la forme finale est la moyenne de la vitesse. Dans sa version mono-dimensionnelle initiale, ce
systeme d’équations décrit I’écoulement de I’eau dans un canal rectangulaire a fond horizontal,
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par l'intermédiaire de la hauteur d’eau H(t,z) > 0 et de la vitesse moyenne u(t, x) :
8tH + 8x(Hu) = O,

2
O(Hu) + 0, (Hu2 + %) = 0,
ol g est la gravité. Il est également possible de prendre en compte les variations de topographie,
des termes de trainée au fond, des termes source tels que le vent en surface. En ce qui concerne
les termes visqueux, ils étaient souvent rajoutés a posteriori. Cependant, J.-F. GERBEAU
et B. PERTHAME ont obtenu, dans [34], un modele de Saint-Venant unidimensionnel avec
viscosité. Cela se traduit par I’ajout, dans la seconde équation, du terme :

4105 (HOzu)

dans le membre de droite, ou p désigne la viscosité du fluide. De plus, comme ils considerent
au fond une condition de Navier de type ku (ou k est le coefficient de frottement), ils voient
apparaitre un nouveau terme de trainée, qui n’est plus de la forme —ku mais qui s’écrit :

—ku
kH *
1+ Em

Par la suite, dans [52], F. MARCHE a généralisé ce systéme au cas bi-dimensionnel, & partir
des équations de Navier-Stokes tri-dimensionnelles. Il tient compte de la viscosité, des termes
de frottement de fond (linéaires ou quadratiques), de la variabilité de la topographie et de la
tension de surface. Il conserve également le premier ordre de la force de Coriolis, c’est-a-dire
la partie qui dépend du sinus de la latitude, mais en néglige la partie en cosinus.

Dans ce travail, nous montrons que les termes visqueux sont du méme ordre de grandeur

que la partie en cosinus de la force de Coriolis. Celle-ci doit donc étre considérée dans son
intégralité tout au long des calculs. Nous obtenons alors le systeme de Saint-Venant suivant :

O, H + div,(Hu) = 0, (1)
O(Hu) + divy(Hu ® u) + ngHz =
—ao(H)u — a1 (H)Hu |u| + aHV, A H + 2pV, (Hdivyu) + 240 divy (H Dyu) (2)
+Q c0s 8V, (u1 H?) + Q cos § H?e1divu — 2Q sin 0 Hu™
—2Q cos@ He Vb - u +2Q cos O uy H Vb + a HV, ALb — gH Vb,

ol
ao(H) = 1+’3€_H est le terme de frottement laminaire et
3p
ay(H) = W représente le terme de trainée quadratique.
B

Dans ces équations, b désigne la topographie, 6 la latitude et a est le coefficient de capillarité,
qui permet d’exprimer la tension de surface. Nous notons également e; le vecteur £(1,0). Nous
pouvons remarquer que le fait d’avoir deux dimensions d’espace scinde les termes visqueux
en deux termes. Enfin, comme nous I’avons souligné auparavant, nous obtenons de nouveaux
termes, ceux figurant ci-dessus en gras, dus a la prise en considération de la partie en cosinus
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de la force de Coriolis. Ce modele, plus complet que ceux évoqués auparavant, va étre étudié
en détails dans la suite.

Pour mieux représenter la réalité, certains se sont intéressés a la stratification, ce qui
signifie que I'on considere le fluide comme la superposition de plusieurs couches horizontales.
C’est ce qu’a étudié par exemple E. AUDUSSE dans [5], en imposant une condition cinématique
entre les différentes couches. On obtient alors un systéme de Saint-Venant pour chaque couche,
couplé a la couche supérieure et a la couche inférieure par cette condition.

D’un point de vue mathématique, sans entrer dans les détails pour le moment, nous
pouvons remarquer que ’équation qui régit la hauteur est une équation de transport et que
I’équation des moments est dégénérée.

La contribution de ce travail, outre I’analyse de cet effet cosinus (Chapitre 1), est d’étudier
I'influence des conditions au fond et & la surface (Chapitre 2), de I'utilisation de schémas multi-
échelles (Chapitre 4) pour des fluides newtoniens. Nous abordons aussi (au Chapitre 3) le cas
de certains fluides non-newtoniens. Enfin nous proposons (Chapitre 5) des résultats théoriques
et numériques sur un nouveau modele de sédimentation avec viscosité.

1.2 Deuxieme partie : équations Quasi-Géostrophiques et équation des lacs.

Dans une seconde partie, nous nous intéressons aux équations limites du systeme de Saint-
Venant, et principalement aux équations Quasi-Géostrophiques. Cette théorie est récente : elle
a été introduite en 1947 par le météorologue américain Jules G. CHARNEY. La simplification
des équations qui en résulte a permis a Charney et a ses collegues R. FJIORTOFT, J. SMAGO-
RINSKY et J. VON NEUMAN de réaliser I’année suivante la premiere intégration numérique des
équations de I’atmosphere. Ce calcul historique a ouvert la voie a la simulation numérique qui
est maintenant I'outil de base de la météorologie et de 'océanographie. Aujourd’hui encore,
I’approximation quasi-géostrophique demeure un outil théorique trés puissant pour interpréter
les résultats des calculs numériques et comprendre les phénomeénes. Comme souligné dans [12],
les équations Quasi-Géostrophiques sont largement utilisées en océonographie et météorologie
pour la modélisation & moyenne latitude.

Cette formulation repose sur I’hypothése que le nombre de Froude et le nombre de Rossby
sont de petits nombres sans dimension. Le nombre de Froude (F'r) caractérise I'importance
relative des forces d’inertie et de gravité. Le nombre de Rossby (Ro), quant a lui, représente,
dans le cas des fluides tournants, le rapport entre les forces d’inertie et les forces dues a la
rotation du domaine. Nous effectuons également ’approximation du plan [, ce qui signifie
que nous développons le terme de Coriolis autour d’une latitude de référence. Nous reprenons
donc les équations de Saint-Venant avec les différentes hypotheses énumérées ci-dessus et
obtenons les équations Quasi-Géostrophiques. Dans le cas visqueux sans terme en cosinus, la
forme usuelle des équations Quasi-Géostrophiques est la suivante :

(O +u-V) (A — Fp + b+ Bas) = —apAy + pA) + curlf, (3)

ou b représente la topographie, aq le terme de frottement, i la viscosité et f un terme source,
le vent par exemple. La fonction 1, fonction courant, est liée a la vitesse par la relation :

)= ().
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L’existence de solutions pour de telles équations a été prouvée dans [6]. La démonstration
de la convergence du systeme de Saint-Venant visqueux vers 1’équation (3) a été effectuée
dans [15]. Notons qu’il est également possible d’obtenir les équations Quasi-Géostrophiques a
partir du systeme de Navier-Stokes (le calcul est détaillé dans [28]), mais il n’y a de résultats
mathématiques qu’avec I’hypothese du toit rigide (voir par exemple [55], [37]).

Nous nous intéressons ici aux équations de Saint-Venant Quasi-Géostrophiques (3) ainsi
qu’a la limite, pour de faibles nombres de Rossby et de Froude, du systeme de Saint-Venant
visqueux avec force de Coriolis compléte (1)-(2). Cela produit un nouveau modele qui s’écrit :

(O +u-V) ((A+882,) ¢ — Fp + (1 — Cdyy) b+ Bus) = —ag At + puA® + curlf,  (4)
ol les coefficients § et C' s’expriment en fonction du cosinus de la latitude moyenne.

Les résultats présentés dans cette partie montrent tout d’abord (Chapitre 6) 'influence
de ces nouveaux termes d’'un point de vue numérique et théorique. Nous proposons ensuite
(Chapitres 7 et 8) une approche multi-échelle pour la résolution de I’équation (3). Le dernier
chapitre est consacré & une autre équation limite obtenue a partir du systéme de Saint-Venant
avec force de Coriolis complete : I’équation des lacs, qui comporte, elle aussi, de nouveaux
termes en cosinus.

2 Présentation des chapitres.

Apres avoir présenté les deux thématiques principales de cette these, nous détaillons ci-
dessous le contenu de chacun des 9 chapitres qui la composent.

Tout d’abord, dans le Chapitre 1, nous présentons l'obtention du systeme de Saint-
Venant visqueux (1)-(2). Pour cela, nous considérons les équations de Navier-Stokes tri-
dimensionnelles :

U +diviU®U) =dive — 22 x U + f,
divU =0,

dans un domaine de faible profondeur, avec une topographie variable b(x). Dans ces équations,
U = (u,w) est la vitesse du fluide, o le tenseur total des contraintes, 242 x U désigne la force
de Coriolis et f la force de gravité. Nous utilisons une condition de type Navier au fond a
laquelle nous ajoutons un terme de trainée quadratique. Nous écrivons donc :

(O’Tl)tan = kUtan + ktH‘U’Utan

ou n est la normale au fond. Nous représentons la surface par la fonction h, c’est-a-dire que h
est la somme de la hauteur du fluide H et de la hauteur du fond b. A la surface, nous prenons en
compte la capillarité par la formule on = akn (k est la courbure et a le coefficient de tension
de surface) et nous imposons la condition cinématique usuelle qui s’écrit d;h + u - V,h =
w. Comme le domaine est mince, nous introduisons un petit parametre £ qui représente le
rapport entre la hauteur caractéristique et la longueur caractéristique. Suivant la méthode
classique des développements asymptotiques, nous développons nos variables en fonction de
ce petit parameétre. Nous étudions alors les différents ordres des équations de Navier-Stokes
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sur lesquelles nous avons fait ’hypothese hydrostatique. Le premier ordre nous donne une
généralisation du systeme présenté par A. J.-C. de SAINT-VENANT en deux dimensions, avec
le premier ordre de la force de Coriolis. Cependant, comme I'ont fait J.-F. GERBEAU et
B. PERTHAME, nous devons regarder nos équations au second ordre pour voir apparaitre la
trace de la viscosité. A ce moment la, nous remarquons que le terme de trainée doit étre
modifié par rapport au premier ordre : d'une part, le terme de frottement laminaire devient
égal & ap(H), et d’autre part, nous voyons arriver le terme de trainée turbulente. De plus,
la force de Coriolis a une nouvelle contribution liée au cosinus de la latitude : cela nous
donne un nouveau systeme (1)-(2) pour lequel nous établissons quelques propriétés. Tout
d’abord, nous nous penchons sur I'existence de solutions faibles globales. Nous utilisons pour
cela une entropie mathématique proposée par D. BRESCH et B. DESJARDINS dans [15], [18]
puis étendue dans [16], qui consiste & multiplier ’équation des moments non plus par u, ce
qui donne 'énergie classique, mais par pV In H. Ce résultat nécessite de modifier légerement
les termes visqueux en ne conservant que ceux en div(H D(u)). Nous suivons donc la méme
démarche que [54] sans toutefois pouvoir affirmer directement que VHVu est borné. Une
étude précise de tous les nouveaux termes est alors nécessaire pour conclure quant a l’existence
de solutions faibles globales en présence de capillarité. Enfin, dans une derniére partie, nous
considérons les ondes pour les fluides tournants : nous montrons comment la partie en cosinus
de la force de Coriolis modifie les ondes de Poincaré et les ondes équatoriales (ondes de Kelvin
et ondes mixtes de Rossby-gravité). Ce nouveau terme est loin d’étre anecdotique, comme nous
pourrons le voir sur un exemple.

Dans le Chapitre 2 nous discutons des conditions au fond et a la surface de notre domaine.
Au fond, deux possibilités sont généralement évoquées : la condition de Navier,

(Un)tan = kUtam

utilisée pour obtenir le modele (1)-(2), qui fait intervenir le coefficient de frottement k, ou
bien la condition de non-glissement u = 0. Cette derniére, que certains peuvent considérer
comme une condition indiscutable, stipule que la vitesse horizontale est nulle, tout comme
la vitesse verticale. Nous nous intéressons alors a l'influence du choix de la condition au
fond sur l'obtention du systeme de Saint-Venant, en présentant le modele avec I'hypothese
de non-glissement. Cela a été étudié par J.-P. ViLA dans [69], pour un fond plat incliné.
Pour un fond plat horizontal, nous sommes amenés a ajouter un terme source pour que la
solution ne soit pas triviale. La méthodologie est exactement la méme que celle exposée ci-
dessus (développements asymptotiques et étude des différents ordres). Cependant, ce choix
de condition au fond nous oblige a calculer la vitesse au second ordre pour obtenir le systeme
de Saint-Venant au premier ordre. En effet, il nous faut une approximation a l'ordre £ du
terme (lié & la condition de non-glissement) :

Ho
o Ot

c’est-a-dire d,u,_, a lordre 2. Nous détaillons les calculs pour un terme source constant en
espace et en temps pour simplifier les résultats, puis nous donnons le modele dans le cas ou
le terme source dépend des variables horizontales.

Apres nous étre penchés sur les conditions au fond, nous passons aux conditions a la surface.
Nous avons choisi de tenir compte de I’évaporation, comme cela a été fait dans le cas d’'une
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goutte (voir [23]). Nous proposons ici un systéme de Saint-Venant avec un terme d’évaporation
que nous ne précisons pas. En effet, ce terme est une fonction complexe des parametres du
modele et differe beaucoup d’une application a 'autre. La contribution de cet élément est
visible au travers d’un terme du méme type que les termes de frottement. De plus, de la
méme fagon que la viscosité modifiait le systéme obtenu par J.-F. GERBEAU et B. PERTHAME,
I’évaporation a aussi une influence sur 'expression des coefficients «q et aq.

Apres avoir fait varier les conditions au fond et a la surface, nous étudions 'influence du
tenseur des contraintes dans le Chapitre 3. En effet, le modele (1)-(2) suppose que le tenseur
des contraintes est le tenseur classique de Cauchy. Cependant, de nombreux fluides ne sont
pas newtoniens et leur loi constitutive ne rentre pas dans ce cadre. Nous étudions ici le cas
de la loi d’Oldroyd B, qui caractérise certains fluides viscoélastiques. Cette loi est donnée par

VU + VU

o=—pld+1=—pld+2u(l—r) 5 +o,

ou r représente le rapport entre 1’élasticité et la viscosité. Le tenseur des contraintes n’est pas
donné explicitement, il s’exprime en fonction du tenseur des contraintes supplémentaires o
qui, lui-méme, vérifie 'équation différentielle

VU +'VU

A0 +U -Vo +go(VU,0)) + F(o)o = 2ur 5

Nous sommes donc amenés a combiner soigneusement cette équation et les équations de
Navier-Stokes pour proposer un nouveau systéme de Saint-Venant correspondant & cette loi,
avec un certain choix de parametres. Dans le cas d’'un fond plat (h = H), il ne reste qu'un
seul nouveau terme dans le modele final, terme dépendant du rapport » comme suit :

T v,

1+ 3:h 6e
Nous étudions également les propriétés mathématiques de ce systeme, ou plus précisément du
systéme linéarisé. Dans l’esprit de [61], nous nous ramenons & un probléme de valeurs propres,
dont le comportement asymptotique nous permet de donner les conditions pour lesquelles le
systeme est bien posé. Nous nous rendons compte que le choix de la loi d’Oldroyd a tendance
a déstabiliser le systeme par rapport au tenseur de Cauchy. Le terme lié au rapport r vient en
effet s’opposer a la viscosité dont les propriétés régularisantes sont bien connues. Il est donc
nécessaire que ce terme reste petit devant la viscosité.

Une autre approche, exposée au Chapitre 4, est d’effectuer des développements multi-
échelles sur les équations de Saint-Venant. Ceux-ci permettent de bien capter toutes les va-
riations des fonctions, dans notre cas les variations de la topographie, en introduisant de
nouvelles échelles : une échelle dite rapide, qui prend en compte la partie oscillante de la
fonction, et une échelle lente, qui représente ’allure grossiere de la courbe.

Nous présentons plusieurs régimes possibles pour les équations de Saint-Venant avec faible
nombre de Froude (que l'on note €), en fonction de la topographie considérée (oscillante, a
variations lentes ou fonction variable classique). Nous montrons qu’il est parfois possible de
transformer la variation faible en espace en une variation rapide en temps, puis nous détaillons
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deux régimes : celui ou le fond varie en fonction de x et de ex, ainsi qu’'une topographie os-
cillante dépendant de x et de z/e. Dans le premier cas, nous arrivons, sans réelle difficulté,
a un systéme fermé. Le second choix est nettement plus complexe : dans un premier temps,
nous regardons le systeme faiblement non-linéaire associé, ce qui permet de décaler les termes
génants d’un ordre et d’obtenir un systeme fermé. Notons d’ailleurs que ce modele est en
accord avec les résultats de [19] ou les auteurs étudient cette méme limite mais en deux
étapes, en passant par I’équation des lacs. Nous expliquons ensuite les problemes auxquels
nous sommes confrontés dans le cas non-linéaire, et nous proposons d’utiliser la version vis-
queuse des équations de Saint-Venant pour avoir des résultats satisfaisants. Nous considérons
deux choix de viscosité (d’ordre 1 et de 'ordre du nombre de Froude), et nous montrons que,
dans les deux cas, nous sommes capables de fermer le systeme.

Enfin, pour conclure sur les équations de Saint-Venant, nous nous intéressons, dans le
Chapitre 5, aux propriétés de modeles de type Saint-Venant. En effet, dans le premier cha-
pitre, nous avons tout d’abord travaillé sur le modele en lui-méme, modeéle que nous avons
complété jusqu’ici. Nous avons également donné des résultats mathématiques, obtenus grace a
des inégalités d’énergie et d’entropie. Ces techniques, en particulier I’entropie BD, s’appliquent
aussi a des problemes de méme type, comme par exemple un modele de sédimentation. En
effet, nous proposons ici un nouveau couplage entre un systéme de Saint-Venant visqueux et
une équation d’évolution avec diffusion pour la couche de sédiments, pour lequel nous mon-
trons un théoreme de stabilité.

Nous présentons également des simulations numériques de notre modele visqueux : nous
étudions I’évolution d’une dune de sable dans un canal rempli d’eau. Nous montrons d’une
part I'influence des termes visqueux sur ’angle d’étalement de cette dune, et d’autre part le
lien possible entre ce modele et celui proposé par Grass [36], pour lequel I’équation d’évolution
des sédiments ne dépend pas de la hauteur d’eau.

Dans un deuxiéme temps, nous étudions le systeme de Bingham compressible. Les fluides de
Bingham sont des matériaux complexes, dont la loi constitutive s’exprime sous la forme d’une
inégalité que 'on peut reformuler comme suit :

— lorsque le cisaillement est inférieur a un seuil donné, le fluide n’est pas déformé,

— si le cisaillement dépasse le seuil, le fluide est déformé.

Nous montrons qu’'une telle loi nous donne un systeme de Saint-Venant sous la forme d’une
inégalité avec des viscosités dégénérées. C’est en partie pour cela que la question de 'exis-
tence de solutions est toujours a 1’étude. Nous essayons alors d’adapter les résultats pour
les équations de Saint-Venant usuelles a ce systeme de Bingham compressible. Une premiere
étape, réalisée ici, est de prouver par des inégalités d’énergie et d’entropie, de nouvelles esti-
mations.

La seconde partie de ce travail est consacrée aux équations limites qui se déduisent des
équations de Saint-Venant. Ainsi, le Chapitre 6 présente la limite quasi-géostrophique du
systeme de Saint-Venant obtenu au Chapitre 1. 11 s’agit donc de considérer les nombres
de Froude et de Rossby petits. Nous effectuons alors un développement asymptotique des
équations en eaux peu profondes en fonction de ce petit parametre. Le modele obtenu (4)
fait apparaitre deux contributions du cosinus de la latitude : d’une part, le laplacien de la
vorticité est modifié dans la direction nord-sud, et d’autre part le terme de topographie doit
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aussi étre changé. Nous nous intéressons ensuite au caractere bien posé de I’équation limite.
Dans le cas d’un rectangle avec conditions d’imperméabilité et de glissement sur les bords,
nous montrons 'existence d’une unique solution forte grace a des estimations a priori.

Nous passons ensuite a une étude numérique : notre but est de voir, sur des exemples assez
simples, si la prise en compte de ce terme de Coriolis a un role effectif ou non. Nous avons donc
programmé ces coefficients dans un code qui résout les équations Quasi-Géostrophiques (3).
Nous présentons deux séries de résultats, qui représentent une circulation double-gyre dans un
domaine de type océan Atlantique nord. Dans un premier temps, nous prenons un fond plat,
qui nous permet d’observer l'effet de I’anisotropie introduite dans le laplacien. Nous testons,
dans un second temps, un fond de type dorsale médio-atlantique pour tenir compte de la
contribution due a la topographie.

Nous présentons, au Chapitre 7, une méthode d’approximation multi-échelles sur une
équation simple de type Quasi-Géostrophique en une dimension :

0 (t,2) — 020 (t,2) — 0.U(t) = ~f(ta)  dans [0,7] x D
B(t,0) = ¥(t, 1) =0 vt € [0, 7]
¥(0,2) =0 Vz € D,

en ayant au préalable étudié 'existence de telles fonctions. Pour cela, nous utilisons la tech-
nique classique des développements en série avec plusieurs échelles spatiales x et X, variable
rapide. Cela nous permet de séparer notre probleme en des équations sur 'intérieur du do-
maine (équations qui ne dépendent pas de X) et un systéme qui ne dépend pas de x, qui
régit le bord ouest ou l'on observe un phénomene de couche limite. Les premiers résultats
numériques obtenus nous incitent a améliorer cette approximation : nous montrons qu’il est
possible de considérer que les termes de couche limite sont nuls en dehors de cette zone. Nous
diminuons ainsi le temps de calcul, pour un résultat qui reste proche de la solution théorique.

Dans le chapitre suivant, Chapitre 8, nous commencons par ajouter, aux équations
étudiées au Chapitre 7, un terme de topographie, fonction périodique de la variable rapide.
Nous pouvons donc mettre en ceuvre la méthode présentée ci-dessus, mais les fonctions sur
I'intérieur du domaine dépendent désormais des deux variables d’espace. De plus, nous ar-
rivons a exprimer la contribution du terme de topographie, c’est-a-dire que nous donnons
I’expression des termes a ajouter a la solution avec fond plat pour obtenir la solution avec
fond variable. Malgré leur complexité, nous montrons numériquement que cela constitue une
bonne approximation. Nous présentons également des résultats dans le cas ou la topographie
n’est plus d’ordre un mais d’ordre e ~!. Dans ces conditions, nous ne pouvons plus effectuer le
développement asymptotique : nous sommes amenés a réaliser des changements de variables
qui dépendent du choix du terme source.

Nous généralisons cette étude aux équations Quasi-Géostrophiques stationnaires en deux di-
mensions. Nous montrons que nous pouvons mettre en place la théorie présentée auparavant,
avec au total trois variables d’espace. En effet, nous n’ajoutons pas de variable rapide cor-
respondant & y, nous considérons un fond du type b(X,y). Nous obtenons alors le début du
développement en série de la solution avec topographie variable. Cette approche a été validée
numériquement a 'aide d’un programme qui résout les équations Quasi-Géostrophiques avec
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une méthode de différences finies. Enfin, dans une derniere partie nous passons aux équations

Quasi-Géostrophiques proprement dites, avec évolution en temps et terme de frottement de
fond.

Le Chapitre 9 est consacré a I’étude d’un autre type d’équations limites : les équations
des lacs, modifiées par les termes en cosinus de la force de Coriolis. Elles constituent la
limite faible nombre de Froude du systéme de Saint-Venant, sans hypothese particuliere sur
le nombre de Rossby. La prise en compte de la force de Coriolis compléte a pour effet de
modifier la vorticité qui devient :

II= Lcurlu + sinf 1 + s_cosﬂamﬂo
- HO Ro H° "2Ro HO ’

mais les équations satisfaites sont les mémes. Nous adaptons alors les différents résultats
existants pour les équations des lacs usuelles a cette nouvelle vorticité. Cela nous permet de
conclure, en distinguant le cas ou la hauteur d’eau s’annule, quant a l’existence de solutions
a de telles équations.
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Premiere partie

Les équations de Saint-Venant :

modeles et propriétés
mathématiques.
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Chapitre 1

L’équation de Saint-Venant
visqueuse en deux dimensions
avec effet cosinus.

Dans ce chapitre, nous montrons rigoureusement, mais formellement, I’obtention des équa-
tions de Saint-Venant visqueuses en deux dimensions a partir des équations de Navier-Stokes
en trois dimensions. Nous prouvons que suivant le lien entre la viscosité et le rapport entre la
hauteur et la longueur caractéristiques du domaine, nous devons considérer la force de Coriolis
complete et non pas son approximation au premier ordre comme cela a été fait jusqu’a présent.
Nous obtenons donc un nouveau systeme de Saint-Venant visqueux, avec les termes en cosinus
de la force de Coriolis. Notons que, sans viscosité, ce systeme constitue le second ordre des
équations de Saint-Venant.

Dans une seconde partie, nous nous intéressons aux propriétés mathématiques de ce
systeme. En utilisant ce qui a été fait par F. MARCHE en particulier (voir [53], [52] et plus
récemment [54]), nous démontrons 'existence de solutions faibles globales & condition de mo-
difier légerement le terme visqueux. Pour cela, nous donnons des estimations a priori grace a
I’égalité d’énergie mais aussi avec une nouvelle entropie, ’entropie BD définie par D. BRESCH
et B. DESJARDINS dans [15], qui nous permet de controler de nouveaux termes. Nous pouvons
alors, avec des propriétés de compacité, passer a la limite dans les différents produits.

Enfin, nous présentons des résultats sur diverses ondes. Comme nos nouveaux termes
dépendent du cosinus de la latitude, nous nous penchons plus particulierement sur les ondes
équatoriales du modele de Saint-Venant visqueux : nous pensons en effet que c¢’est au niveau
de I'équateur que leffet cosinus devrait jouer un role important.

Ce chapitre, ainsi qu’'une partie des Chapitres 6 et 9, fait 'objet d’une note aux CRAS, section
Mathématique [50]. Un article plus détaillé [49] a été accepté pour publication dans Quarterly of
Applied Mathematics.

13



14. CHAPITRE 1 : L’équation de Saint-Venant visqueuse 2D avec effet cosinus.

1.1 Obtention de I’équation de Saint-Venant visqueuse.
On considere les équations de Navier-Stokes 3D pour un fluide homogene :

U +diviUeU) =dive — 22 x U + f,
divU =0,

pour (z, z) variant dans T? x [b(x), h(t, z)],
ott @ U = (u,w) € R? x R est la vitesse du fluide,
e 0 est le tenseur total des contraintes,
e 202 x U est la force de Coriolis avec £2 = Q(0,cosf,sinf), 6 représentant la latitude,
supposée constante, et 2 la vitesse de rotation de la Terre,
e enfin, f = —¢ (0,0, 1) désigne la force de gravité.

x = (x1,T)

Fic. 1.1 — Notations utilisées lors de 'obtention du systeme de Saint-Venant.

A ces équations, nous devons ajouter des conditions aux bords (voir Figure 1.1) :
e 2 la surface libre z = h(t,x) :
habituellement, on néglige la pression atmosphérique, et on utilise la condition

on =0,

ou n est la normale a la surface.
On peut parfois ajouter les effets de la tension de surface, c’est a dire

on =akn,

ou a est la capillarité, k est la courbure moyenne.
Enfin, dans tous les cas, on rajoute le fait que la vitesse normale dans le référentiel
translaté lié & une particule qui se déplace a la surface est nulle :

Oih +u - Vih = w.

e au fond z = b(x) :
on impose des conditions de type Navier

(on) -mm + (on) e =kU -1 + kU - 172,
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ou k est le coefficient de frottement, (71, 72) forme une base de la surface tangente. On
ajoute la condition de non-pénétration

—u-Veb+w=0.

On peut aussi considérer des termes de trainée turbulente en remplacant dans la formule
précédente kU par k, HU|U|, ou k; est le coefficient de frottement turbulent (voir [60]).

Dans la suite, nous mettons ces équations sous forme non-dimensionnelle, en remplacant o
par le tenseur des contraintes de Cauchy habituel. Nous écrivons ensuite un développement
asymptotique de U et nous étudions les premiers ordres que 1’on obtient. On a alors I’équation
de Saint-Venant en faisant la moyenne sur la hauteur d’eau. Nous montrons ici que, pour les
fluides géophysiques, celle-ci est donnée au second ordre par :

OyH + divy(Hu) = 0,

O(Hu) + div,(Hu ® u) + ngH2 =
—ao(H)u —aq(H)Hu|u| + aHV, Ay H + 2V (Hdivgu) + 240 divy (H D)
4+ cos 0V, (ule) + Q cos 0 H?erdivu — 2 sin 0 Hut
—2Q cos@ He Vb - u+ 28 cosOuy H Vb 4+ aHV,Arb — gH V,.b,

ao(H) = —F o (H) = — 1

1+ kY ke 2

1.1.1 Mise sous forme non-dimensionnelle des équations de Navier-Stokes.

On considere les équations de Navier-Stokes en trois dimensions pour un fluide homogene,
avec 0 = —pld + 2uD(U), ou pu représente la viscosité et D(U) est la partie symétrique du
gradient de vitesse :

O+ u - Vpu + wo,u = —Vyp + 2p divy (Dy (w)) 4 p 02w + uV, (0,w) — 2Q sinfut,
— 2 cos Bwey

Ow + u - Vyw + wo,w = —0,p + 0, (divpu) + p Ayw + 2p ng +2Qcosfu; — g,

divyu + d,w = 0.

On note avec un indice = les quantités liées aux variables horizontales ; u1 et ug sont les deux
composantes du vecteur u, u est le vecteur orthogonal & u défini par t(—ug,uy) et eq est le
vecteur !(1,0).

On définit alors les variables non-dimensionnelles et nombres sans dimensions suivants :

/ car
T = Legr 7', 2= H.y 2, avec € = < 1,
car
_ / _ / _
U = Ucar U W = Wear W, aveC Weqr = EUcar,
_ H _ / 9
V= L Y p - pCa?”p ) avec pC(lT - ucar?
Carucar
Lear U U
/ car car
f=Zery R Fr— —tear

Ucar B 2LcarQ’ V char ’
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et on réécrit ces équations en enlevant les primes :

2 2 2

Year Opu + Year . Vpu + Year wou = — Pear VP — 29 Ueqy sin Qut — £2Q tgqy cos Hwey
LCCLT LCCLT car car
. mu 2 u
Ui (Do) + 75k 1V 00),
2 2 2
u u u
e Ow + e - Vyw + e wol,w = — Pear 0.p + 2Q Ueqr cos Oug —
LC(IT LC(IT LC(IT 3 car
2
+H 29 ), (divpu) + pre—et Ay + 2 “ga’“ 92w,
LCO/T LCO/T LCO/T

car

(divu + O,w) = 0.

car

On multiplie I’équation des moments sur u par Leq, tu 2 et Péquation sur w par €~ Leg, uz2
et on obtient la forme non-dimensionnelle des équations de Navier-Stokes 3D :
v
ou+u-Vou+wou = —Vpp+2vdivg(Dy(u))+ 2 8§u + vV, (0,w)
0 0
—%ul - EC;;O weyq, (1.1)
1 v . 2V 9
ow +u - Vyw +wi,w = —gazp + E—zaz(dlvxu) +vAyw+ E—zazw
1 cos6 1
- — 1.2
c Ro ' 2R )
divyu + 0,w = 0. (1.3)

Il nous faut maintenant transformer les conditions aux bords. On commence par réécrire ces
conditions en remplacant o par son expression puis on change les variables :

e a la surface libre z = h(t,x) :

L —V:h
la normale n s’écrit : n = ———— 7], donc on a
1+(Vzh)? 1

pVih + akNVeh —2uD, (u)Vieh + pu Vow + pdu = 0,
ptar—2ud,w~+ puVow - Voh + pdu-Vyh =0,
Oth +u - Vph = w.

De plus, la courbure est donnée par k = div(—n) si n est la normale extérieure définie
ci-dessus. Ainsi, en variables non-dimensionnelles, si on écrit h = Hq,-h' (puisqu’il s’agit
de la méme échelle que z) et par conséquent k = ¢ L k" = e L_LA R & O(e3) pres,
ces conditions deviennent :

U Uu, Uu
€ Pear P Vh + 2L K Voh — 20062 D (w)Vih + e W 4+ LU 54 = 0,
LCGT LCGT car 3 car
C(I?”

Pear P+ € K — 2 O,w + ¢ ,uLCMVw Vh+uzcarazu-vxh:0,

LCGT LCGT car car

€ Ugar (Oth + u - Vph) = € Uggrw.

Si on définit A = cau_2L.}, et que 'on multiplie la premiére condition par e~ tu_2,
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-2

la seconde par u_,,., on obtient les conditions non-dimensionnelles a la surface libre :

pVh + Ak Vh — 20D, (W) Vieh + v Vyw + E%azu: 0, (1.4)

p+ Ak — 200w+ v Vyw - Vyh 4+ vd,u - Vyh =0, (1.5)
Oth +u - Vih = w.

e au fond z = b(z) :
sib = Hub', la condition de non-pénétration s’écrit € ueqr (—u-V,0+w) = 0 en variables
non-dimensionnelles, c¢’est-a-dire :

—u-Vib+w=0. (1.7)
Etudions maintenant I'expression de la condition de Navier. On choisit les vecteurs

1 L 1 —
tangents T = —— Vi et g = Vab et les deux premieres
Vb \ O

VIR0 + Vbt \—|Vabl?

lignes s’écrivent :

24
Vb2 (1 + |[V,b[2)2

[(axb b Oy + %(8yb)2(8xu2 + Oyuy) — %@/b (Opw + D)

—%(axb)%axug + Oyuy) — 0.0 Oyb Dyus + %axb (9w + azu2)> (14 |Vib[?) Vb
- <(8xb)28wu1 + 0,b Ay (yus + Dyur) — %&cb (Dow + By ) + (8,5)°0,us
—%ayb (0w + Do) + %|be|28wb (010 + Byur)
+%\be\28yb (Oyw + Oyuz) — ]belzazw> be} = ku+ ky Hu |ul.

A nouveau, on considére les variables non-dimensionnelles et b = H.,.b'; on note
également K = kuc_alr et K; = ki L.y et on obtient :

2ev
IV,bJ2 (1 + 2|V, b|2) 2
1
—§8yb (Opw + £20,uy) —

Kaxb Byb Dyur + %(8yb)2(8qu +0,u)

| =

(0:0)%(Opuz + Oyu1) — 0:b Oyb Dyus

N

+%azb (Oyw + 5—262u2)> 1+ &%|V,b|?) Vb — <(8$b)28mu1

+0,b 0yb (Orug + Oyur) — 0,0 (0w + e 20,uy) + (8yb)26yu2

N =

1 1
—§8yb (Oyw + e 20,u0) + §|be|28mb (e20,w + O.uq)
1
+§\bey2ayb (e20yw + O.uz) — ]be\282w> be} = Ku+eK; Huul.

1.1.2 Approximation hydrostatique.

Pour continuer, on utilise 'hypothese hydrostatique, c’est-a-dire que ’on considere que ¢
est petit dans la seconde équation du systeme de Navier-Stokes (I’équation (1.2)). On se
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ramene donc au systeme :

O+ u - Vou + wo,u = —Vpp + 2v divy (Do (u)) + 612 8§u + vV, (0, w)

1.
Ro “"Ro UV (18)
1 cos 6
_ : 2
0.p = vo,(divu) + 2v0;w — T2 + €y Uy (1.9)
div,u + 0, w = 0. (1.10)

La condition de Navier devient alors

2ev D, (u)Vyb — ev <€i282u + Vmw>
= —Ku— e K; Hulu| + 2e v 0,w Vb 4+ e v(Vyb - O,u) Vb, (1.11)

La condition a la surface libre sur h (équation (1.6)) reste inchangée. La premiere condition
a la surface libre (équation (1.4)) se réécrit

vo,u = —62(]9 Vieh + Ak Vph — 2D, (u)Vieh + v Vw),
et nous sert a simplifier la seconde condition (équation (1.5)) :

p+Ar—2wow = —2vVyw-Vih—vdu-Vh
= 2(pVoh+ ArV,h — 20D, (u)V,h).

Ainsi, on obtient les premiers ordres en &
p+Ak—200,w=0(* enz=h. (1.12)

On integre alors la dérivée verticale de la pression, donnée par l'’équation (1.9), de h a z,
pour z variant entre b et h :

1 . . cosO [#
P—D._, = W(h —z)+vdivu — v (dlku)|z:h + 200w — 2v (azw)‘z:h + € o /h uy.

L’équation (1.12) nous permet de remplacer p|__, — 2v (0.w)._, par —Ar + O(e?), et avec
I’équation (1.10) qui nous donne div,u = —d,w, on a :
p(t,z,z) = (h(t,z) — 2) — Ar —v (divyu)|,

=h(t,z)

. cosf [~ 9
=) _Vdqu—i_Eﬁ/h up+0(e%). (1.13)

On cherche maintenant a déterminer des équations sur la moyenne de la vitesse et sur la
surface libre. Pour commencer, on intégre 1’équation des moments (1.8) sur la hauteur d’eau,
c’est-a-dire entre z = b(x) et z = h(t,x) :

h
/@u—k/ divy (u ® w) /8 uw) /Vp = 21// divy (D (u))
h
—/ 82u—|—u/ Ve (0, w) — s1n6/ ul_ecloqsﬂ/ wey.
o Jp
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On utilise alors la formule de Leibniz pour sortir les dérivées des intégrales :

h h
at/b u—@thuz_h+divm/b (u@u)— (- Voh)w)_ +((u- Vab)u)_,+(ww)_, —(ww)_,

z=b

h h
+ Vx/ p = Vihp_, —Vibp _, +2v divx/ D,(u) —2v Dy (u)|,_, Vah + 2v Dx(u)|z:beb
b b

: h h

+ §52u|z:h — 6_1/282”&:;) +vVew, _, —vVew) _, — %/b ut — 6010;06 A wey.
On veut simplifier les expressions a la surface et au fond grace aux conditions aux bords.
A la surface, on voit apparaitre la somme (0;h + u - Vi h — w)‘z:h qui est nulle d’apres ’équa-
tion (1.6). La seconde partie des termes de surface, Viohp| _, —2v Dip(u),_, Voh+ Z0,u) _, +
vVyw| _, vaut —AkV;h d’apres la condition (1.4).
On regroupe également les termes de fond de maniere a les simplifier : tout d’abord, le
terme (u-Vpb—w) _ vaut a nouveau zéro car on a Iégalité (1.7). La condition (1.11)
nous permet aussi de remplacer I'expression 2v Dy (u),_, Vib — =0 _, — vVow)__, par
(—%u — Ky Hulu| + vVb (20,w + Vb - 8zu))|z_
Finalement, lorsque 'on modifie tous ces termes dans équation des moments intégrée, on
trouve :

h h h K
at/ u—l—divx/ (u®u)—|—Vm/ p = —ArVih—Vibp _, — <?u+KtHu|u|>
b b b

|z:b

h : h h
UV (200 + Vb Do), + 2vdiv, /b Dm(u)—%‘) b uL—eC;’;OH /b wey. (1.14)

Enfin, on integre ’équation de divergence nulle (1.10) du fond & la surface en utilisant encore
la formule de Leibniz :

h
diVx/ u—u_, - Vi h + (. Vb + w|,_, —W,_, = 0,
b

ce qui nous donne, avec les conditions (1.6) et (1.7) a la surface et au fond :

h(t,z)
Ouh(t, ) + divx/ w=0. (1.15)
b(z)

Nous fixons maintenant les valeurs de v, K et K; en fonction de € et nous regardons ce
que deviennent les équations (1.14) et (1.15) lorsque 'on approche u au premier ordre ou au
second ordre en €.

1.1.3 Systeme de Saint-Venant (ou Shallow-Water).

On considere les équations (1.8)-(1.10) avec les conditions (1.4)-(1.6) a la surface libre et
(1.11) au fond. Nous remplacons les diverses expressions dans les équations intégrées (1.14)
et (1.15), en utilisant également 1’équation (1.13). Nous supposons ici que v, A, K et K; sont
d'ordre e : v =cvg, A = Ay, K =cKy et K; = cKy,.

On développe u, w, H, p, b en fonction de ¢, c’est-a-dire que I'on écrit v = u®+eu' +2u’+. ..
(et de méme pour les autres fonctions), ou 'on a noté H (t,z) = h(t,z) —b(z) la hauteur d’eau.



20. CHAPITRE 1 : L’équation de Saint-Venant visqueuse 2D avec effet cosinus.

Systéme de Saint-Venant au premier ordre.

On commence par chercher le premier ordre de la vitesse, u°. Pour cela, on utilise I'équation
des moments horizontaux (1.8) ainsi que les conditions aux bords (1.4) et (1.11). On obtient :

0*u = O(e), (O.u),_, =O0(e) et (d.u),_, =0(),

donc, au premier ordre, u ne dépend pas de z : u’(t,z,z) = u®(¢,z), qui reste inconnu. On
veut connaitre la dynamique de u”, donc on va regarder les premiers ordres des équations
précédentes.

Tout d’abord, on peut déja réécrire I’équation (1.15) sous la forme :

Oy H® + div, (Hu") = 0, (1.16)

puisque les variations en temps de h et de H sont les mémes.

Ensuite, lorsque 'on écrit la valeur de p, donnée par la formule (1.13), au premier ordre, on
trouve : pO(t,x,2) = Fr=2(h — 2).

Ainsi, si on reporte ces valeurs dans I'équation des moments intégrée (1.14), on obtient
I’égalité :

1

in g
V. (H°)? = _HOVwa—KOuO—S%HOuO% (1.17)

O (Hu®) +div, (Hu® @ 1) + ~ T2

1
2 Fr?
Les équations (1.16) et (1.17) constituent les équations de Saint-Venant au premier ordre en
variables non-dimensionnelles.
Lorsque I'on revient aux variables avec dimensions, on obtient le systeme de Saint-Venant au
premier ordre :
O H + divy,(Hu) = 0, (1.18)
By (Hu) + dive (Hu @ u) + ng — gHV,b—ku—2Qsind Hut. (1.19)

Cependant, au premier ordre, la viscosité n’apparait pas. Il est donc nécessaire d’aller a 'ordre
suivant pour obtenir le systeme de Saint-Venant visqueux.

Remarque 1.1. Si nous considérons le cas des fluides minces en rotation, mous pouvons
étudier le cas d’une viscosité d’ordre 1 et non plus d’ordre €. Nous prenons également une
tension de surface d’ordre 1. Les résultats sont inchangés jusqu’a la réécriture de I’équation
des moments intégrés; le systéme au premier ordre est alors donné par :
O H + div,(Hu) = 0,
0 (Hu) + divy(Hu  u) + gvxm = —gH Vb — ku— 2Q sin0 Hu*
+aHV, Ayb+ aHV, A H + 2uNV, (Hdiv,u) 4+ 2pdiv, (H Dyuw).

Les termes visqueux apparaissent alors des le premier ordre, il n’est aucunement nécessaire
d’écrire l’ordre suivant pour avoir la trace de la viscosité dans les équations de Saint-Venant.
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Systéme de Saint-Venant au second ordre.

Etudions maintenant ce que 1’on obtient au second ordre.
Dans cette partie, on notera en gras les variables a 'ordre 1 (par exemple, ul =0 + eul) et
avec une barre les moyennes sur la hauteur d’eau :

1 h
u:i/ udz.
H(t,.%') b

On réécrit I'équation de la divergence :
O, H' + div, (H'a') = O(£?). (1.20)

On cherche & nouveau & écrire ’équation des moments, mais a 'ordre 1 cette fois. On reprend
donc 'équation (1.8) :

sinf 1

7o + O(e).

v 1
6—28§u = o’ 4+ u® - Vpul + F—TQVth +
Or les équations au premier ordre (1.16) et (1.17) permettent d’écrire :

1 sin 6
HO <8tu0 + UO . quo + vaho + Eu0l> = —Ko’LLO.

On obtient donc la dérivée seconde de w :

Vo2 Ko o
On peut intégrer cette équation de b a z, pour z variant entre b(x) et h(t, z) :

Vo, o W Ko o — z— b
?8ZU = ;827”2:[7 — mu (Z — b) + 0(5) = K(]'LL <1 — W + 0(5),

ou la seconde égalité est obtenue avec la condition au fond (1.11) qui nous donne la relation
20, = Kou"+0(g). On réintegre encore une fois de b & z pour trouver une approximation
de u a 'ordre 2 :

K z
u = ulz_b—i-ay—oouo/b <1— 770 >ds+O(€2)
K, — b
= 'U;l ‘z:b <1 +€V_(?(Z — bo) <1 — %)) +O(€2)

Ceci nous permet maintenant de calculer la moyenne de u et la moyenne de u2. On trouve :

u=u'_, (1 + EQH—()) + 0(£?),

vo 3

w2 = (ul ‘Z:b)Q (1 + 255—5%0) + 0(£?),

et donc la moyenne de u? est égale au carré de la moyenne de u & O(g?) pres. De la méme
facon, on montre que la moyenne de la matrice u®u est égale (toujours en ajoutant un O(e?))
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a la matrice formée a partir des moyennes de u, soit 4 ® u.
Enfin, I’équation (1.13) nous donne une expression & I'ordre £2 de la pression :

: 0
h(tmy — EVO div,u

plt,z,2) = FLﬂ (H(t,2) +b— 2) — £ ApAyh — evg (divgu),

cos 0
Ro

On peut alors utiliser ces résultats dans I’équation des moments intégrée (1.14), en remarquant

+e ul(z — h%) + O(£?).

que la condition de divergence nulle (1.10) nous donne fbh w? = —@divxuo + HOV,0° - "
1
O (H @) + div,(H'a ® @) + W%(HIF — AoV, (HYALR®) — 2610V, (H div,u?)
H1
_Eﬂvx (u?(HO)2) =-V,b <W — eAgALRY — 2erpdivyu’ — EcoseugH())

2Ro Ro
—(Kou! + eKo, Huful|))__, + evo Vi (200" + V,0° - 0:u°), _, —eAoAshOV R
cos 0 cos 0
2R Ro

On regroupe les termes de tension de surface & droite : eAgHV, AL H? + e AgHOV, A bP.
La vitesse au fond u| _, s’exprime sous la forme :

sin 9

+2¢evp div, (H°D,u®) — H1 it 4+ e——(H°)%erdiv,u’ — e H V0" - u® + O(e?).

1 u 2
u Iz:b 1 + €K0 HO +O(E )
Cela nous donne donc :

1- . 1- o - 12 u B u 1~

O(H" u) +div,(H' u ® u) + 2FTQVQC(H )" =—Ko - EKO H1 eKot <1 N ﬁH_1)2H |
vo 3
+eAgH 'V, AL H + cAgH'V, A yb + 2e10V, (H div, @) + 210 div, (H' D, )

E%Vx (w (H)?) + ;‘ZH(HI) erdivy i — e ;’;Oeﬂlelvxb.a (1.21)

sin ¢ H! cos 0 1 9

ROH Vb<F2 e, & 1H>+O(E).

Les équations (1.20)-(1.21) forment le systéeme de Saint-Venant au second ordre en variables
non-dimensionnelles.
On revient enfin aux variables dimensionnelles pour obtenir le systeme de Saint-Venant vis-
queux au second ordre :
Oy H + divy,(Hu) = 0, (1.22)
Oy (Hw) + div, (Hu ® u) + gvxm -
—ao(H)u —aq(H)Hu|u| + aHV, Ay H + 2V (Hdivgu) + 240 divy (H D)
+Q cosOV, (u1H2) +Q cos 0 H?eydivyu — 29 sin 0 Hu™ (1.23)
—2Q cosO He1 Vb - u + 28 cos O uy H Vb + aHV,ALb — gH V,.b,

ou . L
a1 (H) = -

=" —
1+ 50 (1+%)
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1.1.4 Cas de la latitude non constante.

Si la latitude 6 varie en fonction de la seconde variable xo, en reprenant les calculs
précédents on trouve le systeme de Saint-Venant suivant :
Oy H + div,(Hu) = 0, (1.24)
By (Hu) + divy(Hu @ u) + gvxm -
—ao(H)u —aq(H)Hu|u| + aHV, Ay H + 2V (Hdivpu) + 240 divy (H D)
+QV, (cos 0 u1H2) +Q cos b H?erdivu — 29 sin 0 Hut (1.25)
—2Q cosO He Vb - u+ 28 cosOuy H Vb 4+ aHV,Arb — gH V,b.

Le seul terme modifié est V, (cos OuiH 2), puisque 1’on ne peut plus faire sortir le cosinus du
gradient.

Dans la suite de ce chapitre, nous omettons l'indice  qui désignait les variables hori-
zontales puisque nos fonctions ont été moyennées sur la hauteur d’eau et par conséquent ne
dépendent plus de la variable z.

1.2 Existence d’une solution de ’équation de Saint-Venant.

L’existence de solutions de I’équation de Saint-Venant a été démontrée récemment par
F. MARCHE et P. FABRIE dans [54] sans les nouveaux termes dus & l'effet cosinus et avec
comme terme visqueux uniquement pdiv(H D(u)). Nous ajoutons ici les termes en cosinus
de la latitude, mais nous sommes contraints, de par la structure de I’entropie BD que nous
utilisons dans la démonstration, de faire la méme hypothese sur les termes visqueux, c¢’est-a-
dire de ne pas considérer le terme en V(Hdivu). Nous étudions donc le modele suivant :

8tH + le(HU) = O,

1
On(Hu) + div(Hu @ ) + VH? = —ao(H)u — a1 (H)Hulu|
0

VAHVAH + AHVAb + 20 div(HD(u)) + 502‘20 V (ur H?) (1.26)

cosf o . cos 6 sinf |
+e o Heydivu — z—:ﬁHelVb cu— 7o Hu

H cos 6

-V (ﬁ ~ R M ) '

avec des conditions aux bords périodiques, c’est-a-dire dans un domaine D = T?. On rappelle
que

- K - e K
aO(H)zlfg(oI{ et Oél(H):—Ot2
+3—Vo (1+ €§SOH>

On suppose que le fond est suffisamment régulier (b € H3(D)) et que la condition initiale sur
la hauteur vérifie :

H,_,=Hy>0, +/Hy€H], (D), Hy € 12,,.(D), 127
Houd € LL..(D),  In(Ky'Hodo(Hy)) € LL,,.(D). '

Dans la suite, nous montrons le théoreme suivant :
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Théoréme 1.2. Si A > 0, ay(H) > 0 et aq(H) > 0, avec Hy satisfaisant (1.27), il existe
une solution faible globale de (1.26).

1.2.1 Estimations a prior:.

Inégalité d’énergie.

Nous établissons tout d’abord l'inégalité d’énergie. Celle-ci ne nous donne pas les estima-
tions a priori nécessaires pour passer a la limite, mais elle est utilisée pour obtenir I'inégalité
d’entropie.

Proposition 1.3. L’inégalité d’énergie associée au systeme (1.26) est donnée par :

1d H? 2 2 ~ 2 ~ 3
§E/D<F S+ HJul? + A|VH] ) /DaO(H)]u\ +/Da1(H)H]u\
+K/ H]Vu+tVu\2</H AVAb—E - U (1.28)
2 D B D F7’2

La démonstration de cette inégalité est classique. On multiplie la seconde équation du
systeme (1.26) par u et on integre sur D. En simplifiant les différents termes, on obtient
I'inégalité annoncée.

Inégalité d’entropie.

Nous pouvons donner une seconde inégalité qui nous permet d’avoir de meilleures estima-
tions a priori : I'inégalité d’entropie.

Proposition 1.4. L’inégalité d’entropie pour le systeme (1.26) s’écrit :

1 H
i/ <H|u—|—2uV1nH|2+
D

1 2 v ot 2
> = 2+A|VH|>+2/DH|Vu Vul

_QVKOi/ In (Ko‘lHdo(H))JrQu/ | (H)VH - u—|—21// (H)|ulu - VH
dt Jp D D

HP? 0 0
-|-2VA/ vrapR o [ VHE L, ﬂ/ wb VH - 2w
D D

-VH Hdi
Fr? Ro 2Ro /Del v v

—2yacose/ V(H2u.el)-v1nH+2usC°SQ/ Vb-uey - VH (1.29)
2Ro D

cos 0 - - 3
—2ve u-eyVh-VH+ | ao(H)u*+ [ & (H) Hlul

Ro Jp D D

Vb
/D (AVAb - ﬁ> - (Hu + 20V H).

Cette nouvelle entropie (dénommée entropie BD) a été introduite par D. BRESCH et
B. DESJARDINS dans [15]. La preuve de cette proposition repose sur le lemme suivant.

Lemme 1.5. On a les deux égalités :

th/H]VIHH\2 /Hlevu VlnH—i—/HVu Vin H®VIn H=0, (1.30)
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et

zﬂi/ H|V1nH|2+u/ do(H)u-VlnH—i—y/ ay(H)|ulu - VH
dt Jp D D

H|? in 6
+1/A/ IVZH> + v VA o /ul-VH
D D D

Fr2 Ro
cos 0 ) cos 6 9
Ve Del-VHHdlvu—Va2R0/DV(H u-e;)-VInH (1.31)
——yi u-VH—l—V/HVu:tVu—VECOSG/Vb-uel-VH
dt D RO
cos

+ve

u-61Vb-VH+V/
D

<AVAb — E) VH.
D FT

Remarque 1.6. Les nouveaux termes en cosinus ne donnent que quatre termes dans la
seconde équation.

Ro

Preuve.

La premiere égalité a été prouvée dans [15] : on l'obtient en dérivant I’équation de la masse
(premiere équation de (1.26)) par rapport a z; et en la multipliant ensuite par H9;In H. On
somme alors sur 7 et on integre le résultat sur D.

Pour la seconde égalité, on multiplie I’équation des moments (seconde équation de (1.26)) par
vVIinH :

,,/ (8tu+(u-V)u)-VH—|—2u2/ D(u) : (vw{—M) —|—I/A/ \V2H|?
D D H D

H? i
+1//&O(H)u-VlnH—H//541(H)\u]u-VH+V VA] —i—ysme/ul.v}[
D D D F?"2 Ro D

cos 0 cos 0

—ve
v 2Ro

/el-VHHdivu—Ve /V 2u-e)-VInH
D

0 0 b
et / Vb-uer VH — vemo / w-e Vb VH = 1// Avab— Y2 vH.
Ro D Ro D D F7’2
On simplifie alors cette expression en utilisant les relations :
[ w0 vnio v - [ LT

/D VVHJr/Vdivu-VH:O,
D

et en ajoutant I’équation (1.30) multipliée par 2v2. On obtient :
[VH?
Fr2
sin 6 i cos 6 .
+v | a1(H)|u|lu-VH+v u--VH —ve el-VHHdlvu
D ‘Ro Jp

d
1/2—/ HIVInH? +v +VA/ ‘VQH‘z—i—I// ao(H)yu-Vin H
dt Jp D D D

2Ro
cos 6 cos 0
2Ro

cos 6

—ve /V(H2u-e1)-v1nH+ue /Vb wey - VH
D

“+ve

/u-61Vb-VH:I,
0 Jp
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oll
Vb
I = —y/(@tu+(u-V)u)-VH—|—u/ <AVAb——> VH,
D D Fr?
t Vb
I = —1/— u VH +v HVu Vu+v AVAb — —— | - VH,
D F’I"

ce qui termine la démonstration du lemme 1.5.

Preuve de la proposition 1.4.
Grace au lemme 1.5, nous pouvons démontrer la proposition.
On réécrit I’équation (1.31) sous la forme :

/Hyu+2uv1nHy2+2u/ao(H)u VInH+2V/a1( Yulu - VH

VH|? 6
—|—21/A/ |VZH|* 4 2v VA + 2ysm / ut - VH
D D F?"2 Ro D

cos 0 cos 6
—2 .VH Hdivu — 2 H?u-e)-VInH
I/€2R0/€1 \Y divu V€2R0/Dv( u-e1)-Vin
0 0s 0
+2ve €os /Vb wey - VH — 2ue . /U'€1Vb'VH
D

Vb
2 t _ _ .
2dt/ H]ul —1—21// HVu: Vu+2y/D<AVAb FT2> VH,

et on ajoute l'inégalité d’énergie (1.28); on obtient alors l'inégalité (1.29), ce qui clot la
démonstration.

0

Estimations a priori.

Soient (Hp)i>1 et (ug)r>1 deux suites de solutions faibles du systeme (1.26) et satisfaisant
les relations (1.28) et (1.29).
L’inégalité d’énergie (1.28) donne classiquement les résultats suivants :

e (Hy), dans L*°(0,T; H}., (D)),

per

o (VHyug), dans L>(0,T; (Ly,,(D))?),
o (VHy (Vug —i—tVuk)) dans L?(0,T; (L3,,.(D))*),
° (dO(Hk)1/2 ) dans L?(0,T; (L2,,.(D))?),

per

. <d1(Hk)1/3Hk1/3uk>k dans L3(0, T; (L3,,(D))?).

per

On montre alors que 'on a de nouvelles informations, en particulier grace a ’énergie d’entro-
pie (1.29) :

o (0;Hy), dans L°(0,T; WperY(D)),  Vq < 2,

o (up)y, dans L2(0,T5 (L2, (D))?),

per
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° < ;16/37%) dans L*(0,T; (Ls..(D))?), Vs <3,

i )
, dans L>(0,T; H}.,.(D)),
, dans L>(0,T; Hy,..(D))),

Hy,
Hy,

(Go(Hp))
e (a1(Hy))
e (VV/Hy), dans L>°(0,T; (L., (D))?),
e (Hy), dans L*(0,T; H2,.(D)),

(VHg (Vuy, — tVuk)) dans L%(0,T; (L2,,.(D))*) et donc, avec les résultats déduits de
4

per

Pénergie, (v/HiVuy), dans L*(0,T; (Lz,,.(D))*),
o (Hyuy), dans L?(0,T; (Wl}e,ln( D))?).

Preuve.

Pour les cinq premiéres estimations, nous renvoyons le lecteur a [54]. Il s’agit principalement
de réécrire les différents termes en fonction des quantités qui sont déja bornées par I'inégalité
d’énergie.

Les estimations suivantes reposent sur 'inégalité d’entropie (1.29), mais les termes en cosinus
compliquent leur écriture : on ne peut pas déduire directement que (v/HyVuy)x est bornée
dans L?(0,T; (Lfm (D))*). Nous sommes amenés & combiner des termes du membre de droite
avec les termes du membre de gauche.

Tout d’abord, a partir des résultats obtenus sur Hj et ug, on sait que (Hypug)g est bornée
dans L%(0,T; (Lper(D))?) pour tout p < 2. On peut aussi écrire :

t
Ddl(Hk)U’U\ -VH| <C|v HkukH2L2(O7T;(L2(D))2) + d1llv Hkvuk|’2L2(0,T;(L2(D))4)'

Alors, pour 61 suffisamment petit et vq positif, on peut montrer, en majorant les différents
termes comme dans [54], que, pour tout p < 2, on a :

1 t inf [
_/ Hk\uk+1/V1nHk\2+V1/ /HkWu—tVu‘z—i-usgf/ /uki.VHk
0o JD

cos 6 cos [* 9
QRO/ /61 VHkadlvuk—V€2R0/ /V(Hk uk-el)-VlnHk

+VA/ / IV2H|? + Ecose /Vb ug €1 - VHk—VsCOSH/ /uk e1Vb - VH,
0 JD

wo
FT2 (L2

< C1+Cy || AVAD — (1 Hrull 20,1500 (0))2) + IV Hill 220,7:022(0))2)) -

(P))?

Il nous reste donc a étudier les termes de Coriolis :

t
//u,i-VHk
0 JD
t

e1 - VHk deiv Uk

< Nkl 20,12 (0))2) IV Hi || Loo (0,7:(22(D))2)

t
S/O IV H |22y 1V H || oo (0y [V Hiediv ug]| 2oy
1 [t t .
< E/O ||VHk||%L2(D))2HVHkH%oo(D)-1—52/0 H‘/delvukH%Z(D)

Pour 09 suffisamment petit, le dernier terme peut étre absorbé dans le membre de
gauche. Regardons maintenant ’autre terme : avec les estimations déduites de ’énergie,
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nous avons juste besoin de controler fot H\/Hk”%oo(p)'
Pour tout ¢ > 0, on peut écrire : ”\/HkH%oo(D) = || Hgl| Lo (py < [ Hkll o (py-

Grace aux injections de Sobolev, nous avons : H\/HkH%oo(D) < IVHg 2ra-) (py-
Nous pouvons également utiliser une inégalité de type Sobolev “précisée” (voir [14]) :

2 1-2
V2<p <400, [flle < Gol I NI (1.32)
qui nous donne les inégalités suivantes :

IVH o) < IVHl 20-5(p) < CollV Hill 12y IV Hill371 )
< GIVHE ) +53HVHkuLz )+ 03| AH 22 p)

Quand nous intégrons ce résultat en temps pour d3 petit, nous pouvons passer le dernier
terme dans le membre de gauche, et les autres termes sont bornés.

t t
/ V(Hk2uk-el)-VlnHk = / / 2uk-61 (VHk)2+HkVHk-V(uk'€1) .
D 0 JD

La seconde partie du membre de droite peut étre controlée exactement comme le terme
que nous venons de détailler. La premiere partie demande en revanche plus de précisions.

Nous commengons par écrire la relation : / uy - e (VHy)? < ||ukHL2(D)||VHkH%4(D)-

D
Avec la propriété (1.32), nous avons 'inégalité suivante :
HVHka ) < CIIVH| 2(0) IV Hi || 711.(p).-

FEn utilisant I'inégalité de Young, on a alors :

2uy, - e1 (VHR)?| < C'|VHy|[F e (0 1120y k1720 1720

+ 04l V Hil| 20 7.2 (py) + 04l AHR| T2 (0 1.2 (D))

et pour J4 suffisamment petit, le dernier terme peut étre absorbé a gauche.

t
//Vb'ukel-VHk
0 JD
t

Uk - €1Vb . VHk

< |[Vb[ (oo (o2 1wkl 20,752 (D) 2) | HE N £oo (0,111 (D))

< |[Vbll(zee oyy2 1wkl 20,722 (0y)2) 1 HEN Loo (0,755 (D)) -

En regroupant toutes ces relations, on obtient trois nouvelles estimations sur (V/Hy)g, (Hg)

et sur (v HpVug)g.
La derniere, (Hyug)y, dans L2(0,T; (Wper (D))2), est alors obtenue en développant V(Hjuy)

en / Hj. (\/HkVuk) + uy - VHp.

0

Une propriété supplémentaire sur Hiuy.

Pour passer a la limite, nous avons besoin de meilleures estimations sur le produit Hyuy.

On a la proposition :
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Proposition 1.7. Il existe une constante C positive telle que
1/3
HTn(Hk;uk‘) - Hkuk||L°O(07T—77,(W;}é$o(p))’ é 077 / s

ou Ty, pour tout n > 0, est l'opérateur de translation T,v(t,x) = v(t +n,x).
Sipour 1 < q<+o00 et 0<¢ <1, pour un espace de Banach E, on note Ng(O,T; E) l’espace
de Nikolskii défini par :

N(0,T; E) = {f € LU0, T; E)t..3C > 0: ||myf — fll poe o0y < Cn<} ,

alors la propriété précédente signifie que (Hyuy )y est borné dans N;c{g(O,T; Wple’?o).

Preuve.
On multiplie le systéme (1.26) par une fonction test ¥ et on I'intégre sur D, puis de ¢t & ¢t + 1.
En majorant les différents termes (voir [54]), on trouve :
t+n
/ / Hkuﬂf‘
t D

sin 6

(o) (1) — He(0) 0] < ([ a(s)ds ) 9]y +
/D ‘ (/t Ro

0 t+n 0 t+n
St [ mpaivwes) 4 S8 [ [
¢ D ¢ D
ecosf | [t gcosf | [t
H Vb H? NG
Ro /t /D k(uk)l ‘4‘ Ro /t /D k(uk)lv ',

ot la fonction g est bornée dans L32(0,T). Etudions maintenant les nouveaux termes :

[ / Hkuf;\ll
D

[ Hﬁdivukelw\ < Il oo I/ Tl o |/ Ty 2019 5

< [ Hyug| 1oy | ¥ o s

YR w' < [l 110 1V o< () [ 91| e .

|/ Hk<uk>1vwf\ < 1 Hywe 110 [V o o | 9 o

o | [ #2000,99 | < IV ool Bl 5ol ) [T
On peut donc en conclure qu'il existe § bornée dans L3/ 2(D) telle que :

1y (Hn) (8) = HiuOl oo (pyy < 072118l av20,1)-

1.2.2 Convergence et compacité.

Nous pouvons maintenant passer a la limite dans les différents termes. Dans [54], les au-
teurs montrent que tous, excepté ceux liés au cosinus de la latitude qui ne sont pas présents
dans leur modele, convergent vers la limite attendue. Nous n’étudions donc ici que la conver-
gence de nos nouveaux termes.
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Propriétés de H;. et uy.

Tout d’abord, nous savons que u; — u dans L?(0, T} (Lger(D))Q).
En ce qui concerne la suite (Hy)g, vu que nous avons prouvé que |[Hg| reor.m1 () < C
et |0t Hy Lo (0,0.1r—2(py) < C, avec les résultats de compacité présentés dans [66], on trouve
Hj, — H dans C°(0,T; H*(D)), pour tout s < 1.
Enfin, en utilisant a la fois la Proposition 1.7 et les propriétés des espaces de Sobolev, on

obtient Hyuy — Hu dans L?(0,T; (L2,,(D))?).

per

Etude des nouveaux termes.

Pour les termes de Coriolis “classiques” en sinus, avec les résultats précédents on peut
éerire : Hyu;r — Hut dans L2(0,T; (L2,,.(D))?).

per
Les termes qui font intervenir le fond ne posent pas plus de problémes :

per

et Hy(ux),Vb— Huy Vb dans L*(0,T; (L2, (D))

per

HVb - upe; — HVb - uey dans L2(0,T; (L2,,.(D))?),
2)'
Enfin, pour les deux derniers, on a :
(ug), Hip — w H? dans L'(0,T; (L'(D))?),

et, comme /Hydivuy, — v Hdivu in L?(0,T; L*(D)) et Hy — H dans C°(0,T; H*(D)), pour
tout s < 1, on obtient

H} divuge; — H?divue; dans L'(0,T; L' (D)).

1.2.3 Fin de la preuve.

On a montré que, d’une suite vérifiant les équations (1.28) et (1.29), on peut extraire une
sous-suite qui converge fortement vers une solution faible de (1.26). Comme dans [17], on peut
construire, par un procédé de régularisation, des suites de solutions approchées de (1.26), suffi-
samment régulieres. En considérant de telles suites, on obtient classiquement le Théoreme 1.2.

1.3 Ondes pour les fluides tournants.

Dans cette partie, nous renvoyons le lecteur a [51] (chapitres 4 et 9) pour I’étude des ondes
sans effet cosinus.
On considere les équations de Saint-Venant non-dimensionnelles au second ordre avec effet
cosinus et latitude constante, sans viscosité, sans tension de surface et sans frottement de
fond :

O.H + div(Hu) = 0, (1.33)
. 1 9 cosf 9 cos o .
O(Hu) + div(Hu @ u) + 52 VH” =¢ 5o V(uyH?) + ¢ 5o H?eydive  (1.34)
in 6 0 0 1
T Hut — 22 Hey Vb u 4 ey HVb — —— HVb.

Ro Ro Ro Fr?
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1.3.1 Conservation de la vorticité potentielle.

La vorticité est définie par w = curlu = —0z,u; + 0y, u2. Ecrivons I'équation vérifiée
par w en prenant le curl de équation (1.34) :

oicurlu + u - Veurlu + curludivu

B _sin@div +€COS€
"~ Ro b 2Ro

curl (HVui + 2u1 Vh + Heydivu — 2e1 Vb - u), (1.35)

ou l'on rappelle que h représente la surface libre, soit la somme H + b.
On peut alors écrire, grace a 'équation (1.33) :

A = HVui +2u1Vh+ Heydivu — 2e1Vh-u
 (HOpu1 + 2u10p h + Hdivu — 205, bur — 20,,bus
N H@mzul + 2u16m2h
o (—2@@8962/1 — H@mzug — QOtH

_ € 1
2010y h + HOpyuy > =20, hu™ + Hpyu™ — 20;Hey.

Quand on en prend le curl, en utilisant la dérivée par rapport a la seconde variable x5 de
I’équation (1.33), on obtient :

curlA = 20,hdivu+2u-VOy,h+ Hdivoy,u + Oy,u - VH + 20,0,, H
= Op,Hdivu+u- VO, H + 20;,bdivu + 2u - VOy,b + 0; 0y, H.

On remplace alors cette égalité dans ’équation (1.35), ce qui nous donne :

Oy +u-Vw+ wdivu

= _S;jdivu + 6—62(}300 (O, Hdivu + u - VOuy H + 20,,bdiv u + 2u - VO,,b + 040, H) .

ou encore, comme b représente le fond et donc ne dépend pas du temps,

sin __cos 0
Ro c 2Ro

sin 0 . _cos 0
Ro c 2Ro

(0 +u-V) <w + Oy (H + 2b)> + <w + Oy (H + 2b)> divu = 0.

On multiplie cette équation par H et on y ajoute ’équation (1.33) multipliée par ’expression
(—2Row — 2sin @ + £ cos 00, (H + 2b)) /(2Ro). On a alors la relation :

sin @ cos 0
H (O +u-V) <w+ T S3Ro Oy (H + 2b)>
sin 6 cos 6
— <w+ Ro —€%amz(H+2b)> (8t—|-’LLV)H—0,

et donc en divisant par H?,

2Row + 2sin @ —ecos 00, (H +2b)\
(8t+uV)< SRo H = 0.
La vorticité potentielle définie par (2Row + 2sinf — € cos 09y, (H + 2b)) /(2Ro H) est donc

conservée.
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1.3.2 Modele linéarisé et ondes de Poincaré.

On cherche le modele linéarisé correspondant aux équations (1.33)-(1.34). On suppose que
le fond est plat, c’est-a-dire b = 0, et on linéarise autour de I'état H = H® (constant) et u = 0;
on pose donc H = H¢ + 6PHP et u = dPuP, avec 6P < 1 petite perturbation.
On remplace ces expressions dans les équations et on regarde le premier ordre en 6. Cela
nous donne alors :

O HP + Hedivu? = 0, (1.36)

cos 0 cos 0 sin 6
c P
5o Vul +eH 5o erdivu o uP—. (1.37)

1
P+ —_VHP =cH®
8{& + F7’2

A partir de ces équations, on peut obtenir par exemple les ondes de Poincaré, aussi appelées
ondes d’inertie-gravité. Pour cela, on écrit I’équation d’onde du second ordre, obtenue de la
méme fagon que les équations pour les ondes acoustiques en dynamique des gaz.

On dérive par rapport au temps I’équation (1.36), et on utilise I'’équation (1.37) pour exprimer
le terme en divo,uP :

1 0 cos 6 sin 6
2 : D : €
Of H? + Hdiv <—WVHP + €HC%VU1 +eHC 5o erdivuf — Eup > .
On dérive une seconde fois en temps, pour obtenir
2 cos 6 2 cos 6

1 sin 6
OPHP = o HAOH”) — el 8tA eH O Oydiv el — HE——d,curl u”
On linéarise 1’équation de conservation de la vorticité potentielle obtenue au paragraphe 1.3.1

en posant w = Pw? = dPcurl uP. On trouve :

sin 6 cos 0
HP —
Ro H¢ O E

OyoP —

8962 o H
On a aussi les égalités suivantes :

amlﬁtdivup = —%8331815(815]{10),

cos 0

2Ro

S0 (OLHP).

) 1
AU = 0y(Or, div uP — O, ") = — 00, O (O HT) — € RoH<™"

02 (9,HP) —

On remplace ces trois identités dans le calcul de la dérivée troisieme de HP et on obtient :

O2(0,HP) = %HCA(@H”) 4 eeS? eamat(ath)

.cost 9 » sin 9 2 »
<H Ro> 0y, (0 H )_<Ro> (0:HP),

que 'on peut aussi réécrire

cos 0 2 cos 0 2 sin 6\ 2
_ogePY Py = [ — e+ c Py _ P
<8t eH 2R08x1> (O, HP) (F SH + <H 2Ro> )A(@tH) <Ro> (O HP).
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On peut alors définir une fonction GP telle que
0
HP (21, 72,t) = G"(y1,92,5) = G¥ <x1 + EHC%t,xg,t> .
0

Les dérivées des fonctions HP et GP sont liées de la maniere suivante :

cos 0
2Ro
Cela nous permet d’écrire 1’équation sur HP sous la forme d’une équation de type Klein-

Gordon :
ogr — (Lo (cpeesf)’ (@2, +o2)gr — (0 g
7\ Fr2 2Ro yro Ty Ro '
avec GP = (eHcos 0/(2R0)0y, + 0s) GP.

On peut également donner ces résultats sous forme dimensionnelle. L’équation avant change-
ment de variables devient :

(8, — HQcos 09,,)* (8, HP) = (gHC + (H°Q 0089)2) A(O,HP) — (2Qsin 0)? (9, HP). (1.38)

Op HP = 0,,GP,  0p H? = 0,,GP,  O,HP = 0,GP + cH"

0y, GP.

Si on pose, par analogie avec ce que nous avons fait précédemment,
HP (21, 29,t) = GP(y1,y2,5) = GP (x1 + HQcos 0 t, xo,t) ,
on obtient :
92GP = (ch + (HCQCOSH)2) (02 +02,) G — (2Qsin 0)* G7, (1.39)
ou GP = (HQcos 00y, + 05) GP.
La relation de dispersion est la condition qui doit étre vérifiée pour que
HP(z,t) = Hpexp (i (kjzy + koxo — wt))

soit solution de I’équation (1.38). Cela revient a chercher GP(y, s) solution de I’équation (1.39)
sous la forme
GP(y,s) = Goexp (i(Kiy1 + Koyo — Ws)),

avec Hy = Gg, K1 = k1, Ko = kg et W = w + HQ cos 0k;.

Remarque 1.8. Pour respecter les conventions, nous utilisons ici les notations classiques
dans le domaine des ondes, c’est-a-dire que k et K désignent les nombres d’onde, w et W les
pulsations.

On a donc :
w? + 2HQ cos Okyw + (HQcos kg )* = (gH + (H*Q cos 0)?) [k|* + (202 sin 0)?,

ce qui donne la relation de dispersion

w(k) = ~HQeos bky =/ (gH° + (H*Qcos 0)?) [k|? + (202sin0)2, (1.40)

ou bien

W(K) = £/ (gH® + (H*Qcos 6)%) [K|? + (202sin 6)2. (1.41)
On peut alors regarder sur un exemple le décalage du a l'effet cosinus : on trace HP avec
comme paramétres k; = 1, ko = 0, H® = 1000 m, Q = 7% 107 s7!, g = 9.81 ms™? et
6 = /6 ou w/4, et on compare cette fonction avec celle que I'on obtenait sans les termes en
cosinus. On voit, sur les Figures 1.2 et 1.3, que le décalage est tres important.
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1.0 1.0 1.0 1.0
0.8 0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2 0.2
0.0 0.0 0.0 0.0
—0.2 —0.2 —0.2 —0.2
—0.4 —o0.4 —0.4 —0.4
—0.4 —0.4§ —0.¢4 —0.4
—o.9 —o.4 —o.9 —o.9
[ P e B e B B s B SPLC o s s s B B B B B B SPLC o s s s B B L B B P i S e B e B s
o 5 10 15 o 5 10 1s o 5 10 s o 5 10 15

— AVEC EFFET COSINUS
— SANS EFFET COSINUS

Fi1G. 1.2 — Onde avec et sans effet cosinus pour une latitude de 30°, aux temps 1s, 4s, 7s et
10s.

1.0 1.0 1.0 1.0

0.8 0.8 0.8 0.8

0.6 0.6 0.6 0.6

0.4 0.4 0.4 0.4

0.2 0.2 0.2 0.2

0.0 0.0 0.0 0.0

-0.2 —o0.2 —o0.2 -0.2

—0.4 —0.4 —0.4 —0.4

—o0.q —o0.q —o0.¢ —-o0.q

—-o.9 —-o.¢ —o.9 —o.g

[P e S e B e B B S FE TP o o s e B B L B B SELC o s e B B L [P i s e B e s s
o 5 10 15 o 5 10 15 o 5 10 15 o 5 10 15

— AVEC EFFET COSINUS
— SANS EFFET COSINUS

F1G. 1.3 — Onde avec et sans effet cosinus pour une latitude de 45°, aux temps 1s, 4s, 7s et
10s.

1.3.3 Ondes équatoriales.

Comme les nouveaux termes que nous avons obtenus dépendent du cosinus de la lati-
tude, nous nous proposons de regarder les ondes équatoriales. Nous nous intéressons plus
particulierement aux ondes de Kelvin et aux ondes mixtes de Rossby-gravité ou ondes de
Yanai.

Les ondes de Kelvin constituent une part importante des observations enregistrées dans I'océan
équatorial. On prouve qu’elles sont piégées dans le guide d’onde équatorial et que leur vitesse
dépend des termes en cosinus.

On étudie les flux paralleles a ’équateur, c’est-a-dire avec uo = 0, et on fait 'approximation
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du plan 3 autour de 6y = 0 dans les équations linéarisées (1.36)-(1.37) pour obtenir :
B = — 0, HP + e H O, ul
Touy = 2% +E2—Ro 2o U7

1 1.
Z?tu@f + WGMHP = E%H 8951'&1;,
E?th + Hcaxluf = 0.

On définit les variables :

c c
q:—Hchp—l—u’l’ et r:—chHp—u’f.
Elles satisfont :
0 0 0 0
8_(2 + cla—;l1 =0 (verslest) et 8_§ - 628—; =0 (vers louest),

ol les vitesses sont définies par :

_ |He 5, H? 1 . _ e 2HC2 1c
Cl_\/m“ QRoE ‘3Rl U 2T\ F2 € @Roe TS3ReT

Une combinaison de ces deux ondes donne une solution générale de notre probleme.

Cherchons maintenant leur structure en la seconde variable d’espace. Pour les ondes qui vont
vers 'est, c’est-a-dire r = 0, si on écrit q = G(x2)q(x1 — ¢1t) on trouve 'expression de G :

—B
G(x2) = Gpex T ,
(72) 0 €Xp <61 5
ce qui signifie que les ondes sont piégées dans le guide d’onde équatorial.
Pour les ondes vers 'ouest (q = 0), la solution obtenue n’est pas physique.

Pour conclure, les ondes de Kelvin se propagent uniquement vers l'est a la vitesse ¢y, qui est
modifiée par Deffet cosinus (termes en gras). Elles sont non dispersives et contenues dans le
guide d’onde équatorial.

Passons aux ondes mixtes de Rossby-gravité ou ondes de Yanai. On écrit uf et HP en fonction
des variables caractéristiques q et r définies ci-dessus. On modifie donc les équations de Saint-
Venant linéarisées en :

0q dq c1+ e Oub p

ot o T ( > > Bz, P22 =0,

or Oor c1+ ¢ 8u2

ot~ “on ( > > Dy P2 =0,
8_ug ciea 9(q+r) n Bra(c1q — cor) c1 —ca O(c1q — cor) _0
ot c1+co Oxo c1+ ¢ 2(01 + Cg) 0xo '

A nouveau, on cherche des solutions pour r = 0 ce qui implique

c1+ e\ Ju
< 5 >8x2+ﬁx2u2—0
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On obtient alors une expression de u} : uh = A(z1,t) exp (—B23/(c1 + ¢2)) et q de la forme
q = B(z1,t)x2 exp (—ﬁ:n%/(cl + 62)), ol A et B sont liés par :

OB+ 10, B =284, A= —%IB.

Finalement, on trouve une expression pour le champ des vitesses :

— 2972 oxp ( =5 x%) sin(kzy — wt)

c1 ci+c2

exp ( =5 a:%) sin(kx; — wt)

c1+c2

u? =

avec la relation de dispersion : w(w — key) = fey.
Ces ondes sont dispersives, mais, comme dans le cas des ondes de Kelvin, elles sont piégées
dans le guide d’onde équatorial.

Nous voyons donc que les nouveaux termes en cosinus de ’équation de Saint-Venant visqueuse
modifient les ondes de Kelvin et les ondes mixtes de Rossby-gravité : a une latitude moyenne
ou a I’équateur, l'effet cosinus ne peut pas étre négligé.

Conclusion.

En tenant compte de la force de Coriolis complete, nous avons donc proposé un nouveau
modele pour le systeme de Saint-Venant visqueux avec un “effet cosinus”. D’un point de vue
théorique, nous avons montré que, méme si quelques difficultés surviennent dans les calculs,
les propriétés d’existence de solutions ne sont pas modifiées par ces termes supplémentaires.
En revanche, lorsque nous étudions les ondes pour les fluides tournants, nous observons une
modification de leurs vitesses. Il semblerait donc que ces nouveaux termes ne soient pas
anodins ; nous poursuivons cette étude au Chapitre 6 en nous intéressant aux équations Quasi-
Géostrophiques obtenues a partir de ce modele, ainsi qu’au Chapitre 9 avec les équations des
lacs.



Chapitre 2

Effets des conditions
au fond et a la surface.

La nature des conditions aux bords en hydrodynamique a été largement débattue au XIXe
siecle. Beaucoup de grands noms de la dynamique des fluides ont donné leur avis sur ce sujet
durant leur carriere, dont BERNOULLI, EULER, COULOMB, DARCY, NAVIER, STOKES, .. ..
Jusqu’a maintenant, de nombreuses études ont été réalisées en utilisant la condition de non-
glissement, qui stipule que les trois composantes de la vitesse du fluide sur la surface solide
sont égales aux composantes respectives de la vitesse de la surface. En raison de la cohérence
entre les résultats expérimentaux et les théories obtenues en supposant la condition de non-
glissement pendant un siecle, cette condition n’a pas été remise en cause. De nos jours,
malgré des expériences qui montrent une violation apparente de cette condition, de nombreux
ouvrages de dynamique des fluides ne mentionnent pas le fait que cette condition de non-
glissement aux bords reste une hypothese.

Ainsi, dans une premiere partie, nous nous intéressons aux différentes conditions au fond qui
sont couramment utilisées, et a leur influence sur le modele de Saint-Venant.

Dans une seconde partie, nous nous penchons sur les conditions a la surface en fixant au
fond une condition de Navier. Nous proposons ici un modele qui tient compte de I’évaporation.
Cela se traduit par ’ajout d’un terme dans ’équation qui régit I’évolution de la surface libre.
Cependant, I’expression de ce terme dépend du cas physique considéré. Nous ne le précisons
donc pas ici, mais nous pouvons nous rendre compte qu’il intervient dans la formule de la
vitesse. Ainsi, outre les nouveaux termes qui apparaissent dans les équations de la divergence
et des moments intégrées, les formules de frottement de fond sont également modifiées.
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2.1 Choix des conditions au fond.

FEn 1823, dans son traité sur le mouvement des fluides Mémoire sur les lois du mouvement
des fluides [58], NAVIER a été le premier & introduire la caractérisation du glissement, toujours
utilisée de nos jours. Il s’agit d’une relation linéaire, qui peut étre formulée comme suit : la
composante de la vitesse du fluide tangente a la surface U)| est proportionnelle au tenseur des
contraintes a la surface. Pour un flux newtonien avec un fond plat, cela s’écrit :

Uj=u=/In-(VU+'VU) - 1—nn)=In-VU+n-'VU - (n-VU +¢n-'VU) -nn,
ou n est la normale a la surface dirigée vers le liquide, et £ est la distance de glissement.

non—glissement glissement partielglissement parfait

FiGc. 2.1 — Glissement de longueur /.

La composante normale a la surface de la vitesse est naturellement nulle, puisque 'on a une
surface solide imperméable, donc :
w = 0.

Dans la suite, nous présentons les cas £ = 0 (non-glissement) et ¢ > 0 (glissement) plus en
détail.

2.1.1 Condition de non-glissement £ = 0.

La condition de non-glissement, largement discutée dans [43], est utilisée par exemple
dans [69] par J.-P. VILA qui obtient un systéme de Saint-Venant sur un plan incliné, ou bien
dans [13] ou les auteurs étendent ces calculs a un fond variable. Elle est donnée par :

De telles conditions aux bords sont naturelles pour les personnes qui travaillent en mathé-
matiques appliquées par exemple. Comme nous ’avons souligné auparavant, il est important
de comprendre 'effet des conditions aux bords sur le processus asymptotique qui donne les
modeles de Saint-Venant.
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2.1.2 Condition au bord de type Navier £ # 0.

En revanche, dans [34], les auteurs étudient le systéme en eaux peu profondes avec des
conditions au fond de type Navier définies par :

(0n)tan = zu =ku, w=0,

ou k est le coefficient de frottement. Ces conditions aux bords sont parfois appelées lois de
parois. L’idée générale de ces lois de parois est de modifier la couche limite, en remplagant
la condition classique de non-glissement par une relation plus complexe entre les variables et
leurs dérivées. Notons que, depuis quelques années, de nombreux articles de mathématiques
appliquées ont été publiés sur ce point, par exemple [40], [1] et plus récemment [21] ou une
approche unifiée est proposée ainsi que des conditions aux bords plus générales. Nous voyons
donc que le choix de ces conditions n’est pas aussi évident que ce que 'on aurait pu penser
et qu’il dépend du processus physique que 'on étudie.

2.1.3 Influence de ces conditions au fond sur le modéle de Saint-Venant.

Dans le Chapitre 1, nous avons présenté I'obtention du modele en eaux peu profondes avec
une condition de type Navier. Nous pouvons nous intéresser a ce méme modele mais avec une
condition de non-glissement au fond. Ce n’est pas tout a fait ce qui a été étudié dans [69] :
dans ce travail, 'auteur considere un écoulement sur un plan incliné, et utilise le repere lié a
ce plan. La conséquence principale de ce choix est que le poids se décompose alors sur les deux
axes, et change radicalement les expressions des différents ordres de la vitesse. Par exemple,
si @ est 'angle d’inclinaison, le premier ordre de la vitesse est défini par :

O?u’ = —sin @, Z?Zuo‘z:h =0, u0|zzb =0.

Cependant, 'auteur arrive a expliciter tous les termes et obtient un systéme de type Saint-
Venant, mais avec des coefficients inhabituels dus au repere incliné. Enfin, il faut aussi noter
que ce résultat, qui dépend de ®, ne peut pas étre utilisé directement pour un fond plat car
I'un des coefficients ne peut étre obtenu que si 'angle d’inclinaison n’est pas nul.

Pour toutes ces raisons, nous sommes amenés a reprendre les calculs précédents et regarder
les modifications apportées par ce changement de condition au fond. En étudiant un peu plus
précisément le probléme avec condition de non-glissement, nous nous rendons compte que la
vitesse est nulle. Nous choisissons donc d’ajouter & ce modeéle un terme source f d’ordre 1/e
(on peut le supposer constant en espace et en temps pour simplifier les calculs), c’est-a-dire
que nous considérons les équations suivantes :

Ou + u - Vyu + wo,u = —Vpp + 2pdivy (Dy(u)) + ,u@fu + uVi(0,w) — 2Q sin 6 u™
— 2Q cos wey — f,

Opw + u - Vyw + wo,w = —0.p + 0. (diveu) + p Agw + 2 82w + 2Q cos fuy — g,

div,u + 0,w = 0,

avec les conditions :

on =akKn, Oth +u - Vih = w, en z = h(t,x),
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et au fond (z =0) :
u =0, w = 0.

Si on pose f = u2,, f'/(Leare), on peut réécrire ces égalités en variables non-dimensionnelles,
en enlevant les primes :

ou+u-Vou+wdu = —Vpp+2vdivg(Dy(u)) + 12 8§u + vV, (0, w)
€
sinf | 60089
—_—u — wep — =
Ro Ro ! ’
1 v . 2V o
ow +u - Vyw +wi,w = —gazp + gﬁz(dlvmu) + v Ayw+ 6—28210
1 cosf 1

e Ro ' 2F2
divu + d,w = 0,

avec & la surface libre :

pVih + Ak Vh — 20D, (W) Vih + v Vyw + E%azuz 0, (2.1)
p+ Ak — 200w+ v Vyw - Vyh 4+ vdu - Vyh = 0, (2.2)
Oh +u - Vih = w,
et au fond :
u =0, w = 0. (2.4)
Enfin, 'approximation hydrostatique nous permet de simplifier ces expressions et d’obtenir :
O+ u - Vou + woyu = —Vpp + 2vdivy (D (u)) + 612 8§u + vV, (0,w)
sinf |  cosf f
- —u - - = 2.
7o Y €y WeL — o (2.5)
1 0
d.p = v (divyu) 4 200%w — T2 + E%ul, (2.6)
div,u + 0,w = 0. (2.7)

Les mémes calculs que ceux du Chapitre 1 nous donnent les deux premiers ordres de la
pression :

(h(t,x) — z) — Ak — v (divyu)

0 z
p(t,z,z) = o) — Vdivmu—l—scos / u +0(e%). (2.8)
=hitT RO h

P

Avant de passer aux équations de Saint-Venant proprement dites, il nous reste a intégrer
I’équation des moments sur la hauteur d’eau :

h h h
at/ u + divx/ (u®u) + Vm/ p = —ArVh— é@zu‘zzo —vVpw|__,
0 0 0

h : h h
sin @ cos 0
vdiv, | Dg(u) — — —
—l—ulv/o (u) Roou EROO

wey — gf, (2.9)

ainsi que ’équation de divergence nulle :

h(t,z)
Oh(t,x) + divx/ u=0. (2.10)
0
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Systéme de Saint-Venant au premier ordre.

Nous considérons désormais que v = cvy, A = €A, nous réalisons un développement
asymptotique des variables (u = u® + eu! + %u? + ... et de méme pour w, h et p) et nous
remplagons tous ces termes dans les égalités (2.1) a (2.10).

Les équations (2.5), (2.1) et (2.4) écrites au premier ordre nous donnent :

8§u = i
20

+ O(e), (0,u) = 0O(e), u)_, = O(e),

|z:h

donc au premier ordre la vitesse s’écrit :
0 f (Z 0 >
u (t,rx,z) ==—z|=—h"(t,x)).
(t.2.2) = £z (5 - (t.2)

Nous pouvons alors en déduire les expressions de la vitesse verticale (grace a 1’équation (2.7)
et la condition d’imperméabilité au fond) :

2 f

Ot,z, 2) / div,ul(t, x, s) ds = - VehO(t, ),

ainsi que le premier ordre de la pression en utilisant (2.8) :

po(t,:n,z) F1r2 (ho(t x) — z)

Notre but est maintenant de remplacer ces valeurs dans 1’équation des moments intégrée (2.9)
et d’obtenir une égalité & O(e) pres. Nous commencons par exprimer l'intégrale de la vitesse
sur la hauteur d’eau :

h - hO f 3
/Ou:hu:/o uO+O(€):—3—(hO) + O(e).

Yo

Cela nous permet de calculer le terme non-linéaire en fonction de la moyenne de la vitesse
sur la hauteur d’eau  :

h
/ W@ U= f®f ——ho) +O(e) = f%f%(h0)5+0(e):§h0ﬂ®ﬂ+0(e).
0

)

Le terme de pression, quant a lui, s’écrit :

/ /hop +0(e) = 57 2(h0)2+0(a).

Il nous reste deux termes a étudier : (v9/e)0,u|__, et hf/e. Cependant, pour les approcher a
'ordre ¢, il est nécessaire de connaitre la vitesse et la hauteur d’eau & O(g?) prés. On éerira
alors :
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Il

nous faut donc utiliser I'ordre suivant pour espérer obtenir I’équation des moments intégrée

au premier ordre et avoir ainsi I’équation de Saint-Venant.

En allant au second ordre, nous obtenons le second ordre de la vitesse :

0
V02 (uo—l—sul) f—l—s(@m +u’ - Vyu® + w°0.u° + V,p’ —I-Sgo 0l>,

avec les conditions

190, (uo + 6u1)|zzh = —5p0|Z:thh0 =0 (52) et u1|z:0 =0.

En intégrant entre h et z, on peut trouver ’expression de 0,u'

/ 102 (u® + eu') ds = 110, (u° + cu')
h

:/ fds—l—s/ (&u +ul - Vu® + wlo,u’ 4 V,p +sm€ 0L>d8+0(€).
h hoO Ro

Cela nous donne, en simplifiant la dérivée de u®

= (o l0) (o S

0 %0
il ho
- 2v R+ s;oes (g - ho) ";—0> ds + /homl f
- (6_ng2h0vxh0 + %jl> 25— <2iath° + %%) 2+ %Vxho
+2_-’;)a RO (h0)? — G—Iljgfz (h)" VRO — h—ov R + 3,1/0 S}%“fﬁ (h%)* = fh'.

Nous avons donc la dérivée en z de la vitesse u; au fond, qui n’est autre que le coefficient
constant de Pexpression précédente. On en déduit également !

z
vout = /Voﬁsul(t,a:,s)ds,
0

2,0 sinf | f o . sin@ fLRON\ 4 VRO
= V,h ——0h
" <24 3 [PIOVI0 4 o 2R ) <6V2 T Re 6z )7 T wer”
f 0 /1.0 2 1 0\d o 10 hOVxh sing | 3 fht
oh” (h h”) Vi h" — -
<2V0 ( ) l/gf ( ) voFr? 31/2R / ( ) v “
Nous sommes donc maintenant en mesure d’écrire le systeme de Saint-Venant au premier
ordre :
A h° — Vi (n%)? - v,h0 =0, (2.11)
0
f 2 "
1) 0Y2 71 . 1_
Oh' — 5=V ((r)*n") —|—d1vx/0 ul =0, (2.12)

) :
O (h°w) + gdivx (h'u @ u) + —hOVth = —S}%ﬂh%i

o
f 0 2 (1,0 o_ h 0, L sinb
<2V08h( 0y _ 62f (1) v,h0 — Iy, p0 4 Lsind

o o Ft (h0)3> +0(e). (2.13)
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1

Notons que les termes en £~ s’annulent :

0
—Rf —po.u®)_, = —h0f — (—ﬂ> =0,

Yo

ainsi que les termes en fh'. On peut encore calculer la moyenne de la vitesse au second ordre
dans le but de simplifier le membre de droite de I’égalité (2.13) :

hO4ehl hO
hu = / u0+€/ u' + 0(e)
0 0

- i<_(ho)3 —a(h0)2h1> 22 (W) VA0 = fan® ()

w0 3 2 ) 403 2412
2 sinf 1)’ v, h0 ho)? nt
=2 2fL (h0)5—57( ) —€i( ) + O(e)
15 Ro v 3 vy Fr? vy 2
fn 3 205w 0, 9 0 (0\3
= -2 4eh| - h”)" Vzh oh” (h
w3 T Tame! (") YT Ee ()
2
2 sinf .|, o\4 (ho) vV, h°
— h”) — ~——— .
+15 Ro 1/02f ( ) 3y Fr? +0(e)
Cela nous permet de réécrire I'équation (2.13) sous la forme :
.6 o 1 sinf o, , fh° R
0 0 0w 10 _ 01 1 1
ou 7! est défini par :
1 sind

2
SR )y (X SRy XS

L L (h0)? .
8 70 120 12 S~ (1) +06)

" 1519 Ro

Systéme de Saint-Venant au second ordre.

Pour voir les termes visqueux, il nous faut écrire 'équation de Saint-Venant au second
ordre. Pour cela, nous calculons les approximations de la vitesse verticale et de la pression a
O(£?) pres, puis nous les remplacons dans I’équation des moments intégrée (2.9). On a donc :

z
wh = —/ divgcu1
0

L og 10y .5 L[ f o, sinf fH-Vh0N\ o A
= - -V, (hOV,h S (A Y v e A L
20087 Ve (W) 27 4 62 OV T R T ) T G
(21/02% (o (n)°) sl div, ((n°)" 7,") -
R () R v LI A
+I/gRof ( ) ) 2

et

3
_ oy 0 0 (50 cosf fi (2 022 (1)
P= gz (W= 2) = cAoAah? +ef VI (W7 4 2) e = (6 > T3 )
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Nous pouvons ainsi donner le second ordre des différentes variables. Cependant, comme au

premier ordre, nous voyons qu’il faut aller & I’ordre suivant (u?) pour obtenir I’approximation
5 T s . 5. . N 2 N .

voulue de d,u|,_,, c’est-a-dire pour écrire I’équation (2.9) & O(e®) pres. Nous ne jugeons pas

nécessaire de donner ici la suite de ces calculs. Nous préferons présenter le résultat au premier

ordre dans le cas d’une terme source f dépendant des variables horizontales (z1,x2).

Cas d’un terme source non constant.

Nous reprenons donc les calculs précédents mais avec f qui dépend de x. Nous obtenons
alors :

W(t,z,2) = @z (g - ho(t,:n)) ,

0
wO(t7x7Z) _ _legiO(x) 23 + ho(tax;i(l)vxf(w) 22 + J;(VO) \vA ho(t .Z')
po(t,az,z) = F1r2 (ho(t x) — z)

Cela nous permet de calculer les différents termes intervenant dans I’équation des moments
intégrée :

O _f®) 008
/Ou—hu _ /0 W +0(6) = -2 (1) 4 0(e),

Yo

[fwon = TSI [T (5 40y o) = Bitaen s o)

v
h ho
[v = [ " +06) = 55 0 + 0.

Enfin, nous recherchons également I’expression du second ordre de la vitesse, qui nous donne
1 . . : b 2 p .
d.u'|,_, ainsi que la moyenne de la vitesse a O(e”) pres :

ut(t, z,

_f< _j@ﬂmﬂ@)+£<%Wwﬂmﬂ@_hW@%%ﬂ@>
30 41/0 61/8’ 20 31/8’ 1/8’
(G (x) , ( F(@)? hOVR0 (h)° f(@)divef () | sind fla)t

12 203 203 Ro 213

23 f(x atho sinf f(x)* 22 V,h0
+5 < Ro 1 ho) N 2 v Fr?

()" (@) Vaf(x) 2 (h°)° f@)divef(x) ()" f(2) Vil (2)
51/0 15 1/8’ 31/8’

63 Ro 313 202 voF'r? v

(RO (F()?Vh®  (B0)’sind f(x)t  (h0)® f(2)0h0  KOV,hO f(a:)h1>‘
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Ainsi, le systéme de Saint-Venant au premier ordre avec terme source est donné par :

o’ — %”) (h0)* - V,h0 — ‘h‘gii;(x) (1)’ =0, (2.15)
f 2 divy f(z) 2 . he N
o — Lo, (07 nt) - L )t i [Tt <o (2.16)
d,(h° )—|—§de (n° u®u)+—h0V ho = #hoal
W) f(@) - Vel (@) 2 (1) f)dins (@) (h)"f(2) Vaf(2) 217)
513 15 Vg 3u3 '
(R (f(2)? Vh0 (B0)%sind f(z)t  (h0)° f(2)Bh®  ROV,hO
B 6V§ + Ro B + 210 - Fr2? +0(e).

Si I'on utilise la moyenne de la vitesse pour simplifier la derniére équation, on obtient :

. 6 . o 1 sinf 4 _ f(:n)ho 3votl
0 o 0 4 30 0o_  >M¥y.o-1 J)I g _ 1
at(h u)—|—5d1vx (h u®u)—|—Fr2h Veh' = o h'u 6 h f(:n) 10 T, (2.18)

ou 7! est défini par :

) 7 2 1 sinf
P W0 ey T o ()" W - o ) (1)°
7 (1) f(@)-Vef (@) 13 (10 f@)div(z) 11 (1)’ f(x) - Vif(x)
. ) 13 2 - > + O(e).

Lors de 'obtention de ce modele de Saint-Venant, nous avons donc modifié les conditions
au fond : la condition de Navier utilisée au Chapitre 1 a été remplacée par la condition de
non-glissement. La principale différence dans les calculs est que, dans le second cas, nous ne
pouvons pas simplifier la condition au fond. Bien au contraire, celle-ci nous oblige a aller
chercher I'ordre suivant de la vitesse pour qu’elle soit au méme ordre que les autres termes.
Le systeme de Saint-Venant obtenu differe alors nettement de celui obtenu avec la condition
de Navier.

2.2 Un modele avec évaporation en surface.

La prise en compte de 1’évaporation a été présentée dans [59] par exemple. Pour obtenir le
systeme de Saint-Venant avec évaporation, il faut tout d’abord expliciter des conditions a la
surface qui expriment le changement de phase : une certaine masse de liquide est transformée
en vapeur. On montre alors qu’il existe F, fonction complexe de la température, de la pression
et des parametres du fluide, telle que, en variables non-dimensionnelles, la nouvelle condition
a la surface libre (qui remplace (1.6)) soit :

Oh+u-Voh=w—E.
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Cela modifie donc I'équation des moments intégrée (1.14) et 'équation de la divergence (1.15)
comme suit :

h h h
K
at/ u—l—Euz_h—l—diVm/ (u®u)—|—Vm/ p = —AI{Vxh—Vmbp|z_b—<?u+Kt Hu|u|>
b b b

‘z:b

h . h h
+ v Vb (20w + Vib - Ozu) _, + 2v divx/b D, (u) — S;%LOH A ut — 6(:;506 /b wey, (2.19)

et
h(t,x)
Ouh(t, ) + div, / Wt B, =0. (2.20)
b(z)

Passons maintenant aux systemes de Saint-Venant aux premier et second ordres. Notons
que seules ces équations sont modifiées et que nous pouvons conserver, en grande partie, les
résultats du Chapitre 1. La différence n’intervient que lorsque I'on remplace tous les termes
dans les nouvelles équations intégrées.

2.2.1 Systeme de Saint-Venant avec évaporation au premier ordre.

Comme précédemment, nous effectuons un développement asymptotique des variables.
Nous obtenons également que, au premier ordre, u ne dépend pas de z. Enfin, la formule de
p reste inchangée. Nous avons alors le systeme de Saint-Venant avec évaporation au premier
ordre en variables non-dimensionnelles :

OHH" + divy(H'u®) + E|__, =0, (2.21)

Vao(H)? =

1
0,0 : 0,0 0
O(H"u") + div,(H v’ @ u”) + 52
1 in 6
— s HO Vb — Kou® — S}%JL]%OL ~ B, (2.22)

Notons enfin qu’il est cohérent de ne pas obtenir de conservation d’énergie puisqu’il y a
transformation de la matiere par changement de phase.

2.2.2 Systeme de Saint-Venant avec évaporation au second ordre.

Passons maintenant au second ordre : ’équation de la divergence devient
OH' + div, (H'a') + E__, = O(e?). (2.23)

Le premier ordre étant modifié, la dérivée seconde de u est donnée par :
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et sa valeur a la surface :

K h s
u),_ :ul‘ N 1—|—€—H0 ° / / E) ds) +O(?).
==h =0 2vg v Jo \Jb

On peut donc écrire le systéme de Saint-Venant visqueux non-dimensionnel avec terme
d’évaporation :

Oy (H @) + div, (H'a ® @) + FZ%(W? = —ao(H)a — oy (H)H'ala| (2.24)
+eAgHW,ALHY + c AgH WV, A b + 2e1V, (H div, @) + 2ev div, (H D, @)
cos 6 _ 1 cosQ 1 o cost 4 _
sﬁvm (ul(H )2) 2R —(H ) e1div,@ — € o H e V,b-u (2.25)

sm@ H1 cos@ - ~ 9
ou
- K
Oé(](H) = oK, Hl - h 0 P P )
140 4 = </ (/E)ds)dz
e vo Jy b b
- eK
<1+—&7 02 4 £ (/ </ E> ds> dz>
2 Vo Jo b b
h s
1+a§{—°H°+i/ </ E> ds
- 14 14
Go(H) 0 0 Jb b

1 h z s .
o HoH € </ (/ E>ds>dz
N vo Jp b b

Nous ne pouvons pas simplifier plus ce modele, il faudra ’adapter en fonction de I’expression
de I’évaporation, qui dépend du cas physique considéré.

Conclusion.

Dans un premier temps, nous avons étudié le cas du syteme de Saint-Venant avec condition

de non-glissement au fond : les principales difficultées liées a ce choix sont la nécessité d’ajouter
un terme source a ’équation, ainsi que le besoin d’avoir une approximation de la vitesse a
un ordre supérieur par rapport au cas avec frottement. Cependant, nous arrivons a écrire le
modele correspondant, modele bien différent de celui obtenu au Chapitre 1.
Dans un second temps, nous nous sommes intéressés aux conditions & la surface, en ajoutant
de I’évaporation. Le probleme que nous rencontrons ici est de savoir comment exprimer ce
terme : en effet, il dépend du cas que ’on considere. C’est pour cela que nous ne pouvons pas
préciser plus le modele, ’évaporation devra étre spécifiée suivant I’application choisie.



48.

CHAPITRE 2 : Effets des conditions au fond et & la surface.




Chapitre 3

Effets du tenseur des contraintes :
exemple de la loi d’Oldroyd B.

Beaucoup de fluides non-newtoniens qui sont étudiés en rhéologie ont, en plus d’un compor-
tement visqueux non-linéaire, des propriétés élastiques. Les écoulements de tels liquides, com-
munément appelés fluides viscoélastiques, ont été caractérisés par de nombreux modeles ces
cinquante dernieres années. Les mathématiciens se sont également penchés sur les problemes
d’existence de solutions de ces modeéles.

Notre but, dans ce chapitre, est d’étudier le systeme de Saint-Venant pour des fluides incom-
pressibles qui suivent une loi d’Oldroyd B.

Dans une premiére partie, nous définissons précisément la loi d’Oldroyd B. Nous reprenons
alors les calculs du Chapitre 1 et nous étudions le systeme de Saint-Venant visqueux pour
un tel type de fluide. Nous prouvons qu’un terme qui dépend du parametre r, rapport entre
I’élasticité et la viscosité, doit étre ajouté.

Dans une seconde partie, nous nous intéressons au caractere bien posé du systéme linéaire
correspondant. Pour cela, nous calculons la transformée de Fourier en espace de nos équations :
nous nous ramenons ainsi a un probleme de valeurs propres. L’étude de la limite de leur partie
réelle nous permet de donner la condition pour laquelle le systeme est linéairement bien posé.

49
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Dans le but de décrire le comportement des fluides viscoélastiques, on a défini la loi
d’Oldroyd-B. L’équation constitutive est une interpolation entre un comportement purement
visqueux et un comportement purement élastique. On introduit donc un parametre r compris
entre 0 et 1 qui représente le rapport entre I'élasticité et la viscosité : lorsque r est nul,
I’équation constitutive est celle de Newton, si » vaut 1, on obtient le modele de Maxwell
(voir [26]). Cette loi de Oldroyd est alors donnée par :

o=—pld+71=—pld+2u(1 —r)D(U) + o,
ou o vérifie
NOyo +U Vo + go(VU,0)) + F(o)o = 2urD(U),
avec [, viscosité du fluide, et A\, temps de relaxation, des constantes positives. La fonction F
sera choisie ultérieurement et application g,, pour o € [—1, 1] satisfait :

9a(VU,0) =0 - W({U)—-W({U) -6 —alec-DU)+ D) -0),

ou D(U) et W(U) sont respectivement les parties symétriques et anti-symétriques du gradient
de la vitesse.

3.1 Obtention du modeéele.

Dans cette partie, nous reprenons les calculs effectués au Chapitre 1 mais en remplacant
le tenseur des contraintes newtonien par la loi d’Oldroyd. Il s’agit de I’étude proposée dans [9]
pour les équations de Reynolds. Nous considérons le cas particulier g, = 0 et F(z) = 1. Nous
nous ramenons donc a la loi suivante :

o=—pld+2u(l —r)D(U) + o, avec A (00 +U -Vo)+0o =2urD(U).

Par ailleurs, nous négligeons la force de Coriolis et nous supposons que le fond est plat
(h=H).

3.1.1 Mise sous forme non dimensionnelle des équations de Navier-Stokes.

Les équations de Navier-Stokes avec le tenseur d’Oldroyd explicité ci-dessus s’écrivent :

Ou~+u-Vu+wdu+Vp = div(2u(l —7)Dy(u)) + dive g, + 0, (u(l — r)(0.u + Vw))
+0; 042,
ow+u-Vw+wl,w+d,p = —g+div(u(l —7r)(0.u+ Vw)) + Vo,
+0: 2u(1 = r)0.w) + 0: 02,
divu + d,w = 0,

o
xrz zz
Comme précédemment, nous supposons que la condition de Navier est vérifiée au fond, et a

la surface nous posons on = 0 en plus de la condition cinématique (il n’y a pas de tension de
surface).

weo A8+ U Vo) 0 = 2urD(U) et o = (77 7).
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Pour passer aux équations non-dimensionnelles, nous utilisons les variables définies au Cha-

pitre 1 ainsi que o = u?,.0’. En enlevant les primes, nous obtenons :

Ou+u-Vu+wiyu+Vp = div(2u(l —r)Dy(u)) + divo,,

0?u 1
+v(l—r) ( 2 + 8ZVw> + EZ?Z sy (3.1)
g2 (Opw 4+ u - Vw + wo,w) + ,p = —% + div (1/(1 —7)(0u + 52Vw)) +eVo,.
+2v(1 —r) (agw) +0,0,., (3.2)
divu + d,w = 0,
1 vr 2D (u) 1azu +eVuw
aveccrdonnépar8t0'+U-Vo-+Xo-:7 €

1
E(‘)Ztu + elVuw 20,w
A la surface libre, nous avons :
1 1
pVh —2v(1 —r)VhD,(u) + v(1 —r) <§8Zu + Vw> —Vhoy,; + s 0az = 0, (3.4)

p+v(l—r)Vh(du+ 52Vw) —2v(l —r)0,w+eVhoy, — 0., =0, (3.5)
Oth +u-Vh =w, (3.6)

et au fond (z =0) :
w =0, (3.7)
1
Ku—v(l—r) (EC‘)Zu + EVU)) —0,.=0. (3.8)

3.1.2 Approximation hydrostatique.

Nous continuons ces calculs en faisant I’approximation hydrostatique. Cela nous donne :

2
Ou~+ u-Vu~+ wdyu+ Vp=div(2v(l —r)Dy(u)) + diveg, +v(1 —7) (% + 8ZVw>

+§82 0., (3.9)
O.p= —% +div (v(1 — r)d.u) + Vo, +2v(1 — 1) (02w) + 0. 0., (3.10)
divu + d,w =0, (3.11)

A la surface libre, la premieére équation (3.4) se réécrit :
1
v(l —7r)0u = —&? <pVh —2v(1 = r)VhD,(u) + v(1 — r)Vw — Vho,, + B am> .

Cette condition nous sert a simplifier la seconde équation (3.5) :

p—20(1—r)0,w = —v(l—r)Vhd,u—e’v(l—r)Vh-Vw—eVh-0,.+0..
= = (v Ve - 2 )

= —e?Vh(2v(1 —r)VhD,(u) — pVh + Vho,) +0..,
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ce qui nous donne les premiers ordres de la pression :
p—2v(1 —7)d.w—0.. =0(?) en z = h. (3.12)

La condition (3.6) reste inchangée, tout comme les conditions au fond.
On intégre maintenant I'équation (3.10) entre h et z en utilisant (3.12) ; on trouve :

1 z

p(t,x,z) = W(h —z) —v(l —r)divu(z) — v(1 — r)divu(h) + 0. + E/ Vo,.. (3.13)
h

Enfin, on écrit I'équation des moments (3.9) intégrée entre 0 et h :

h h h
E?t/ u—0hu__, + div/ u@u— (u-Vhu _, + (vw) _, — (vw) _, + V/ D
0 0 0

h h
= Vhp._, +2v(1 - r)div / Dy (u) = 20(1 = 1) D, (u),_, - Vh + div / G
0 0

v(l—r v(l—r
_0-5555|z:h . Vh + 7( 62 )azu‘z:h — 4( 62 )8zu‘z:0
1 1
+v(1 — T)Vw|z:h —v(l— T)Vw‘z:() + gam|z:h - Oz,

Grace aux conditions a la surface et au fond, on obtient :

h h h h h
1
Z?t/ u+div/ u®u+V/ p:—gKu|z_O+2u(1—r)div/ Dx(u)—i—div/ Oz (3.14)
0 0 0 0 0

Nous fixons alors les différents coefficients en fonction de & pour obtenir le systeme de Saint-
Venant visqueux avec la loi d’Oldroyd.

3.1.3 Systeme de Saint-Venant.

On considere désormais que v = cvy, K = Ky et A = €)\g. On développe les variables en
fonction de e et on commence par chercher le systeme de Saint-Venant au premier ordre.

Systéme de Saint-Venant au premier ordre.

En réécrivant I’équations (3.9), on obtient la relation suivante sur u” :

83 0=— az agz + 0(5)7

vo(1 =)
et avec les conditions aux bords (3.4) et (3.8), on trouve :

= 0 106, 0= sl 10

0
(8211, )|z:h _1/0(1 — T) z| =, _V()(l — 7,) 2| ,—0

Cependant, nous avons des informations supplémentaires grace a ’équation sur o. Celle-ci
s’écrit : .
1 ur 2D, (u) —0,u+eVuw
8ta+U-Va+Xa:7 1 € , (3.15)
E&Ztu +etVw 20,w
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et nous donne au premier ordre :

0 0,u°
0 __ z

Nous avons donc le premier ordre de la vitesse qui vérifie :

02w’ =0(e), (9:u")_, = O0(e), (9:u°)._, = O(e),

‘z:h ‘z:()

ce qui signifie que u° ne dépend pas de z. En reprenant les équations précédentes, on trouve :
u(t,z, z) = u(t,z,0) + O(e), w(t,x, z) = —divu(t, z,0) + O(e),

p(t,z,z) = (h—2)+ O(e), o =0(e).

1
Fr?
Cela nous donne le systéeme de Saint-Venant en variables non-dimensionnelles au premier
ordre :

Oth + div(hu) = O(e), (3.16)
1
Or(hu) + div(hu @ u) + o Vh? = —Kou + O(e), (3.17)
ou bien en variables dimensionnelles :
Oh + div(hu) = 0, (3.18)
O (hu) + div(hu @ u) + th2 = —ku. (3.19)

Pour voir les effets visqueux, il est nécessaire d’aller a ’ordre suivant.

Systéme de Saint-Venant au second ordre.

On note toujours avec une barre les valeurs moyennées sur la hauteur d’eau. L’équation
de la divergence s’écrit :
Oth + div(hi) = O(?).

Pour obtenir I"équation des moments au second ordre, nous utilisons (3.9) mais a 'ordre
suivant :

1— 1
%fﬁu = u+u-Vu+wi,u+ Vp—dive,, — E(‘)Z 0.+ 0(e)
= O’ +u°-Vu — 0,0l +O(e).

1
Or l'équation (3.15) nous donne 9,0k, = vor <—8§u - Vdivu0> + O(e) et nous permet de
€

simplifier ’équation des moments comme suit :

Y0 49 1 .

?@u =0wuw+u-Vu+ WVh + vorVdivu + O(e).
En utilisant le systéeme de Saint-Venant au premier ordre, on obtient :

K
?afu = —Tou + vorVdivu + O(e).
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On integre alors cette égalité entre 0 et z, grace a la condition au fond (3.8) :

vo(l —r)
€

1
(0-u),_, = Kou|,_, — < Tazl.0 +O(e) donc ?((‘Lu) Kouy,_, + O(e),

IZ:O ‘Z:O

et on obtient : y .
?Oazu = Ko (1 — E) u(t, z,0) + zvprVdivu + O(e).

On intégre une nouvelle fois pour avoir :

z

K z
u(t,x,z) = <1 + 1/—262 <1 - %)> u(t,x,0) — 67“/0 2Vdivu 4 O(£?)

. K()E y4 22 . 2
= <1 + V—oz (1 — %)> u(t,x,0) — ETElevu + 0(e).

Comme dans le cas newtonien, on vérifie que la moyenne de u? est égale au carré de la moyenne
de u, ce qui nous permet de réécrire I’équation des moments intégrée au second ordre :

1 .o G+ Fh*Vdivu
DAy T

3o

h z
- V/O (azz + €/h Vam> + 2ev9(1 — 7)div (hD(u)) + 2evprdiv (RD(u)) + O(e?).

O(hu) + div(ha @ u) + + 2evp(1 — )V (hdivu)
Or on a I’égalité :

h z
V/ <azz + 5/ Vam> = —2ev9rV (hdivuo) + O(e),
0 h

qui nous donne le systéme de Saint-Venant au second ordre en variables non-dimensionnelles :

O¢h + div(hu) = 0, (3.20)
1 o+ £ h2Vdivu
ha iv(hu ® u 2o _Kp—6
O( u)+d1v(hu®u)+2FT2Vh 0 1+§T°§h
+2e1yV (hdivu) 4 2epdiv (hD(u)), (3.21)
ou encore en variables dimensionnelles :
Oth + div(hu) = 0, (3.22)
U+ =h2Vdi
Oy(hii) + div(hi @ @) + Lvp? = —pt =t Y
2 1+ @h
+2uV (hdivu) + 2pdiv (RD(u)) . (3.23)
Le fait de remplacer le tenseur des contraintes newtonien par une loi de Oldroyd ajoute donc
le nouveau terme 1+ki . éh2Vdivu. Donnons maintenant quelques propriétés mathématiques
3p

de ce nouveau systeme.
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3.2 Propriétés mathématiques de ce systeme.

Dans cette partie, nous nous intéressons au caractere bien posé du systeme précédent,
probleme que nous étudions grace au systeme linéarisé. Pour cela, nous suivons la démarche
proposée dans [61], c’est-a-dire que nous appliquons une transformée de Fourier pour les
variables d’espace (notée classiquement par un chapeau). Nous obtenons une relation du

type : R R

Of(&:t) = —M[(&, 1),
ou la matrice M dépend de I’état constant autour duquel a été effectuée la linéarisation et du
vecteur £. L’étude des valeurs propres de cette matrice lorsque |£| tend vers I'infini ou reste
suffisamment grand permet de conclure, si leur partie réelle reste strictement positive, que le

probléme linéarisé est bien posé.

On considere, dans les équations (3.22)-(3.23), une petite perturbation autour de I'état
(h,u) = (h,0), ou h® est une constante. On note donc pour € petit, (h,u) = (h° + eh?, eu?),
et on regarde les équations que ’on obtient a 'ordre € :

Oh? + hdivu? =0,
uP + & (h®)? Vdiv uP

1+ ";fL

h€oyuP 4+ gh®Vh? = —k + 3phVdivuP + phtAuP.

On peut alors définir le vecteur VP, qui représente la perturbation, par :

hP(t,x)
VP(t,x) = ’ .
o) = (e
On effectue une transformée de Fourier en espace des équations de Saint-Venant linéarisées.
Cela nous donne le systeme suivant :

0 —ih%&, —1h®&s
k T
~ —ig &1 Mao 3 — ——=—h ) &1l | &
QVP(E.1) + ( 1+ - G VP(E 1)
k r
i 3u——— T pe M
19 &2 <,u 1-1-’%’565 >§1€2 33
M(h*,§)
0 0 0
k
T L2 ~
+ he + k(i}’:u) VP ) =0,
k
0 0 o
he + =3~
G(h°)

ou les coefficients diagonaux M;; sont donnés par :

k T
M;; = 2 3 — ————=—h" | (&1)%.
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Dans la suite, on suppose que G(h¢) = 0 : en effet, ce terme ne joue pas un role primordial
dans cette étude et il peut étre rendu aussi petit que nécessaire par un changement d’échelle
en temps. Nous nous ramenons donc au systeme :

OVP(E,t) + M(he,E)VP(E,t) = 0.

Pour £ non nul, on définit la matrice N par :
c 2 c 1
M(h, &) = [§]°N (b ,—|£|2£ -

Lorsque ¢ s’annule, nous pouvons imposer N (h¢, 00) := 0, puisque cela reste cohérent avec les
autres valeurs.

Pour savoir si notre systeme linéarisé est bien posé, nous devons calculer les valeurs propres
de la matrice N. Nous posons a = £/|¢|? et nous écrivons le polynéme caractéristique de la
matrice N en fonction de « :

k r k r
P(X,a)=-X3+X% (50— —~ — 1|+ X | —4u> —h¢ — ghta? heua?.
(X,a) + <u 1+%,56€ >+ ( 1 +u1+,§566 gha® | +ghfpo

Nous allons, pour en calculer les racines, faire des hypotheses sur le vecteur a.

3.2.1 Cas ou « est le vecteur nul.

Ce cas correspond au cas ou & tend vers 'infini. Le polynome caractéristique se réduit a :

k T k T
P(X,00)=—-X*+X?(6p— ———h° | + X | —4p® + p————h° | .
(%,0) * <,u 1—1-’%—’566 )+ ( K +M1—|—k3—}56€

Les valeurs propres sont donc :

)‘1(0) =K,
k r
=4y — ———— )€
A2(0) 1% 1+ %Zc 6€h ’
23(0) = 0.

Les deux valeurs A1(0) et \2(0) restent strictement positives (on suppose que p > 0) si 'on a
I'inégalité suivante :

1 1
24 — . .24
r< “E<khc+3u> (3.24)

Nous voyons donc, comme nous pouvions le penser de par 'expression de I’équation (3.23),
que le nouveau terme en r a tendance a déstabiliser le systeme.

3.2.2 Cas ou a est un vecteur non nul.

Si € est grand, « est un petit parametre : nous nous intéressons alors aux racines Ay («),
Ao(a) et Az(a) du polynéme P(X, «). Nous vérifions que les deux premieres sont égales, au
premier ordre, & A\1(0) et A2(0) respectivement, et le calcul de la troisitme nous permettra de
connaitre le signe de sa partie réelle.
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Une des méthodes possibles pour obtenir ces expressions est d’injecter un développement de la
valeur propre considérée dans ’expression du polynome P(A(«), ) et d’étudier les conditions
qui permettent d’en annuler les différents ordres en «. Ainsi, on peut écrire :

AM(a) =M(0)+a-a+0(a?),

ce qui nous donne, en calculant P(Ai(«a),a), a = 0; on a le méme résultat sur la seconde
valeur propre. Nous pouvons d’ores et déja affirmer que :

b T het0(0?),

A = O (a? A =4y —
1(@) =p+0(a?), 2(a) = 4p 1+'3—}56€

qui sont, pour « petit, deux valeurs strictement positives tant que la condition (3.24) est
vérifiée.
Passons a la derniére valeur propre, nulle au premier ordre. On écrit le développement suivant :

)\3(&):b'a—f-t()é'B'Oé—FO(’Oé’g),

ol b est un vecteur et B une matrice symétrique a déterminer. En injectant cette relation
dans Pexpression de P(A3(«), @), nous trouvons que b est nul et que 'on doit avoir :

k
‘a B« —4,u2 + uwlhc + ghc,uoz2 +0 <|oz|3) =0.
1+ M 6e

On obtient alors I'expression de la matrice B :

B= gh 1d,
4 _Llhc
a 1—1—’%’5 6

ce qui nous donne une approximation de la troisieme valeur propre :

hC
A3(a) = gk . a? +0 (\a\?’) .
T
1+ m 6e

La condition (3.24) nous assure que les trois valeurs propres sont & partie réelle strictement
positive pour « suffisamment petit.

Nous pouvons donc en conclure (voir [61] pour plus de détails) que le probleme linéarisé
autour de 'état constant (h¢,0) est bien posé si la condition (3.24) est vérifiée.

Conclusion.

Dans le cadre des fluides viscoélastiques, pour un certain choix de parametres, nous avons
pu écrire le modele de Saint-Venant. L’obtention de ce systéme est bien plus complexe que le
cas newtonien puisque le tenseur des contraintes est donné par deux équations différentielles
couplées. Nous obtenons un terme qui dépend du rapport r entre ’élasticité et la viscosité, et
qui vient s’opposer a cette derniere. Ce phénomene est particulierement mis en évidence lors
de I’étude mathématique du probleme linéarisé : nous montrons en effet que ce probléme est
bien posé a condition que r ne soit pas trop grand par rapport a la viscosité.
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Chapitre 4

Echelles multiples autour des
équations de Saint-Venant.

Ce chapitre concerne les développements multi-échelles sur les équations de Saint-Venant.
Les développements multi-échelles sont des développements asymptotiques dans lesquels sont
introduites de nouvelles variables, lentes ou rapides. Le but de cette approche est de prendre
en compte toute la variablité de nos fonctions, et cela peut étre a l'origine de nouveaux
schémas numériques.

Apres avoir introduit les développements multi-échelles, nous détaillons plusieurs régimes

possibles pour les équations de Saint-Venant avec faible nombre de Froude, régimes qui
dépendent du choix de la topographie. Nous montrons aussi qu’il est possible de passer d'un
systeme avec forte variabilité en temps a un systeme avec variation lente en espace.
Parmi toutes ces alternatives, nous nous penchons sur un développement qui comporte, en
plus de la variable classique, une variable lente, et nous donnons les équations vérifées par les
premiers ordres de la vitesse et de la hauteur d’eau. Nous nous intéressons également au cas
d’une topographie oscillante : nous montrons que, dans ces conditions, nous sommes amenés
a considérer un systeme faiblement non-linéaire ou bien la version visqueuse des équations de
Saint-Venant (avec une viscosité d’ordre 1 ou de 'ordre du nombre de Froude) pour espérer
fermer le développement. Ce dernier choix s’inscrit dans la lignée des travaux de W. E [31]
et D. SERRE [63], [64], ol les auteurs ont analysé I'influence d’une densité initiale oscillante,
mais est adapté a une oscillation de fond qui agit comme une force extérieure.

99



60. CHAPITRE 4 : Echelles multiples autour des équations de Saint-Venant.

4.1 Introduction aux développements multi-échelles.

Pour commencer, nous définissons le vocabulaire qui va étre utilisé tout au long de ce
chapitre. Pour cela, nous tracons sur la Figure 4.1 une fonction de la variable d’espace qui
pourrait représenter par exemple la topographie.

IV L
(/! Tl
A

> >
(ex1) x x/€ : variations rapides

|
N

er : variations lentes

FiG. 4.1 — Représentation des échelles lentes, classiques et rapides.

Nous voyons, sur ce dessin, trois échelles différentes. Tout d’abord, 'allure grossiere de
la courbe, qui représente les variations lentes : il faut couvrir un grand intervalle d’espace
pour se rendre compte que cette fonction n’est pas constante. Ensuite, nous avons ’échelle
que nous pouvons considérer comme “classique”, c’est-a-dire que les variations sont visibles
pour des valeurs de z de 'ordre de 1. Enfin la troisieme échelle décrit les variations rapides
de notre courbe.

Notre but est de capter toutes ces échelles, mais avec des variables non-dimensionnelles,
de l'ordre de 1. C’est pour cela que nous introduisons deux nouvelles variables, appelées
par extension variable rapide et variable lente, qui vont nous permettre de bien prendre en
compte cette dépendance. Si € est un petit parametre, nous définissons donc X par X = x/e,
la variable rapide : lorsque X varie entre 0 et 1, ce qui correspondrait & = compris entre 0 et
€, nous prenons en considération les variations rapides de la fonction. De la méme fagon, nous
posons x = ex la variable lente, qui permet de représenter les phénomenes lents, observés
pour z variant de 0 a 1/e.

Une autre définition dont nous aurons besoin est celle d’'une fonction oscillante : il s’agit
d’une fonction qui dépend, entre autres, de la variable rapide X et donc, lorsqu’on la trace
pour x de 'ordre de 1, comporte des oscillations.

Comme nous 'avons précisé ci-dessus, le fait de considérer des échelles multiples permet
de mieux prendre en compte la variabilité totale de la fonction. Un des intéréts de ce type
d’approche est de mettre en place de nouveaux schémas numériques basés sur ces différentes
variables. C’est ce qui est fait dans [33] ou dans [42] par exemple. C’est également le point de
vue qui est adopté dans le Chapitre 7 pour les équations Quasi-Géostrophiques.
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4.2 Différents régimes pour les équations de Saint-Venant.

Nous nous intéressons, dans cette partie, aux échelles multiples pour le systeme de Saint-
Venant non-dimensionnel au premier ordre :

8tH + le(HU) = O,
. H 1
O(Hu) + div (Hu ® u) + WVH = —WHVZ).

On suppose que le nombre de Froude est petit : Fr =€ < 1.
Différents régimes peuvent étre étudiés :

e le fond est représenté par la fonction b(z) et les variables H et u se décomposent sous
la forme :

(H,u) = Zei (H'(t,2),u'(t, z)).
Il s’agit du cas classique, sans échelles multiples.

e Sile fond ne dépend que de la variable lente b(ex), on écrit
(Hou) =Y & (Hi(t,ex),u'(t,ex)).
i
Etudions un peu plus précisément ce cas en rempacant ces expressions dans les équations
de Saint-Venant. Pour cela, on note x = ex et on obtient :

OyH + €0y (Hu) =0,
2

H 1
E?t (HU) +68X <HU®U+ ﬁ) = —EH(‘)Xb

Notons que ce systeme peut également s’écrire, en divisant les deux égalités par € :
1
—8TH + 8x (Hu) = 0,
€

1 H? 1
EaT (Hu) + 0, (Hu@u—i— ﬁ) = —6—2H8xb,

avec T =t /e, ce qui correspond & un développement des variables donné par :

o= o (1) (1))

)

pour le fond b(z).

e Il est possible, toujours pour un fond b(z), de considérer des échelles multiples en temps :

=5 (i (L) o (L))

2

ou T = t/e est la variable rapide en temps. Notons que ce développement permet de
retrouver les équations des ondes acoustiques. Il sert aussi & modéliser le phénomeéne des
marées comme dans [3] ou est étudiée la dérive d’objets dans 'océan ou bien dans [2],
ol les auteurs justifient la convergence du modele lorsque € tend vers 0 par la technique
de convergence double échelle, technique utilisée en homogénéisation.



62. CHAPITRE 4 : Echelles multiples autour des équations de Saint-Venant.

e Pour un fond qui dépend des deux variables d’espace b(z, ex), il en est de méme pour
la vitesse et la hauteur d’eau :

(H,u) = Zei (Hi(t,x,ex),ui(t,az,ezn)) .
i
Nous revenons sur ce cas dans la suite.

e Enfin, au lieu de s’intéresser a des variables lentes, il est possible de définir une variable
rapide. Ainsi, si le fond s’écrit b (%, ac), le développement pour H et u est :

(H,u) = Zi:ei (HZ (t, %,x) ' (t,%,m)) .

Nous détaillons également ce choix ci-dessous.

4.3 Développement multi-échelles en espace avec une variable
lente.

Ce choix de variables a été effectué dans [42] dans le but de proposer un nouveau schéma
numérique, qui tienne effectivement compte de la condition de compressibilité. Le fond b(x, ex)
dépend a la fois de la variable x et de la variable lente Y = ex, comme celui présenté sur la

Figure 4.2.
4W
o T T T ] T T T T ] /\A/\\/\
25 50 75

il
\/

)

N

R

100
—1 x

Fi1c. 4.2 — Exemple de topographie dépendant de la variable lente et de .

On développe la vitesse comme suit :
ult, x,x) = u’(t, 2, x) +eul (L, x) + ...

ainsi que la hauteur d’eau. Pour (z,x) dans T? x D, le systéme de Saint-Venant devient,
comme Fr =¢:

O H + div(Hu) = 0,
H
O(Hu) + div(Hu ® u) + E—QV(H +b)=0.
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Nous écrivons donc les différents ordres de ces équations :
e & lordre €2, le systeme se résume A :

HOV,(H° +b) =0, (4.1)

1

e a l'ordre e~ *, nous obtenons :

HV, H' + H°V, (H° +b) + H'V,(H° +b) = 0, (4.2)
e & l'ordre suivant €, les équations sont plus complexes :

O HO + div, (H%®) = 0, (4.3)
O (Hu®) + div, (H'u® @ u°) + H'V, H? + H'V, H' + H>V,(H° +b) (4.4)
+H'V, H' + H'V,(H° +b) =0,

e enfin, a l'ordre ¢, la premiere équation s’écrit :
O H' + divy (Hu") + div, (H'u®) + divy (Hu") = 0. (4.5)

L’équation (4.1) nous donne que H° +b ne dépend pas de z. En intégrant I’équation (4.2) par
rapport & z, on trouve H° 4 b indépendant de . Enfin, la relation (4.3) intégrée également
en x nous donne, comme b ne varie pas au cours du temps, que H° + b est une constante C
et que div,(H%) = 0.

De plus, avec 1’équation (4.2) nous obtenons que H! ne dépend pas de x, et les équations
(4.4) et (4.5) deviennent :

Oy (Hu®) + div, (H%° @ u°) + H°V, H? + H'V, H' =0,
O H* + divy (Hu') + div, (H'u®) + divy (Hu") = 0.

Notons que si la topographie ne dépend pas de x, en combinant les équations précédentes
intégrées en x, nous obtenons bien une équation de type ondes acoustiques sur H' :

OFH" + divy ((b(x) — C)V, H') =0.

4.4 Cas ou la topographie est une fonction oscillante.

11 s’agit donc de considérer un fond qui dépend de z et de la variable rapide X = x/e, du
type de celui tracé sur la Figure 4.3.

Nous développons la vitesse et la hauteur d’eau selon le schéma suivant :

ut,X,z) = 't X,z)+eut(t, X, z) + ...,
Ht,X,z) = H(t,X,z)+eH'(t,X,z) +...,

et nous les remplacons dans le systeéme de Saint-Venant, pour (X, z) dans T? x D. Pour com-
mencer nous étudions le systeme faiblement non-linéaire : nous montrons que la limite obtenue
lorsque € tend vers zéro correspond a la limite faiblement non-linéaire de I’équation des lacs
avec topographie oscillante. Dans un deuxieme temps, nous nous penchons sur I’équation de
Saint-Venant avec non-linéarité forte ; vu les relations a chaque ordre, nous proposons d’ajou-
ter des effets visqueux pour compenser les difficultés inhérentes aux termes non-linéaires.
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Fi1G. 4.3 — Exemple de topographie dépendant de la variable rapide et de x.

4.4.1 Systeme de Saint-Venant faiblement non-linéaire.
Nous considérons tout d’abord le systéme de Saint-Venant non-linéaire suivant :
O H + ediv(Hu) = 0,
O(Hu) + ediv(Hu ® u) + gV(H +b) =0,

ott b = b(X, z) est une fonction de classe C°.

Nous identifions alors les puissances de ¢ :
e A l'ordre €2, nous avons :

HOVy (H® +b) =0, (4.6)

a lordre €72, les deux échelles interviennent dans le gradient :

HOV,(H° +b) + H'Vx (H° +b) + H'VxH' =0, (4.7)

1. nous obtenons :

e 3 l'ordre e~

H'W,(H° +b) + H'V, H' + H*Vx(H° +b) + H'VxH' + H'VxH? =0,  (4.8)

a Pordre €, nous voyons apparaitre les dérivées en temps ainsi que la premiere égalité
(conservation de la hauteur d’eau) :

O H® + divy (Hu®) = 0, (4.9)
Oy (Hu®) + divy (Hu’ @ u®) + H*V,(H® +b) + H'V, H*
+HOV,H? + H3Vx(H® +b) + H*VxH' + H'VxH? + H'Vy H? = 0, (4.10)

enfin, & Pordre €', nous ne donnons que I’égalité obtenue & partir de I'équation sur la
hauteur d’eau :

O H" + div (H%®) + divy (H'u®) + divy (H') = 0. (4.11)
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La relation (4.6) nous permet d’affirmer qu’au premier ordre, la hauteur d’eau s’écrit sous
la forme : HO(t, X,z) = —b(X, ) + ¢(t, ). Le second terme de (4.7) disparait donc et, en
moyennant en X, on trouve que H°(¢, X, z) + b(X, z) ne dépend pas de z. De la méme facon
avec I'équation (4.9) que l'on peut réécrire 9;(HY + b) + divx (H°u’) = 0, en moyennant en
variable rapide, on obtient que la fonction ¢ ne dépend pas non plus du temps : il s’agit donc
d’une constante en temps et en espace, calculée a partir de la valeur de H? & I'instant initial.
Ainsi, nous savons que le premier ordre de la hauteur d’eau est H%(X,z) = —b(X,z) + C, ou
C=b+H 0| e0*

En reprenant '’équation (4.7), comme H° + b est une constante, nous obtenons Vy H' = 0.
Nous utilisons & nouveau les autres équations pour voir ce que cela implique : la relation (4.8)
intégrée en X nous donne que H! ne dépend pas de x, donc le second ordre de la hauteur
d’eau ne dépend pas des variables d’espace. Enfin, en moyennant ’équation (4.11) en variables
spatiales, on a H' qui ne dépend pas du temps, donc on peut supposer que H' = Hl‘t:O = 0.
Pour commencer a donner des propriétés sur ’ordre suivant, nous reprenons ’équation (4.8)
en simplifiant presque tous les termes puisque H” + b est une constante et H' est nul; on
trouve VxH? = 0.

Nous pouvons récapituler ces résultats ainsi que I'expression des équations (4.9) & (4.11) sous
la forme d’un systeme :

divy (Hu®) = 0,

O (Hu®) + divy (H'u® @ v°) + H'V,H? + H'VxH?3 = 0,
div, (Hu®) + divy (H') = 0,

VxH? =0,

avec HY(X,z) = —b(X,z) + C.
Il est possible de calculer I'énergie associée, en multipliant I’équation (4.13) par u" et en
Iintégrant en = et en X. On obtient, en intégrant par parties :

1d

5E//HO |u0\2 - // (H?div,(Hu") dz dX + H*divx (Hu")) dzdX = 0.

Le dernier terme est nul (d’apres (4.12)) et le second se rééerit, grace a I’équation (4.14) sous
la forme H2divy (H%u!). Une intégration par parties nous permet d’affirmer que ce terme est

nul également, a cause de (4.15). Nous avons donc :

1d 2
§a//H0‘u0| dxdX = 0.

Le systeme (4.12)-(4.15) correspond & la limite faible nombre de Froude dans les équations
de Saint-Venant faiblement non-linéaires. Nous pouvons remarquer qu’il s’agit du méme
systéme que celui obtenu dans [19] en considérant deux petits parameétres distincts : le nombre
de Froude et le parametre n qui représente a la fois le coefficient du terme non-linéaire et le
lien entre les variables d’espace X = x/n. Dans cet article, les auteurs considérent 1’équation
des lacs, limite formelle des équations de Saint-Venant pour un nombre de Froude petit. Ils
étudient alors la limite faiblement non-linéaire de cette équation (lorsque n tend vers zéro) et
prouvent la convergence vers le modele limite par la méthode de double échelle, utilisée par
exemple dans [48] pour des probléemes d’homogénéisation. La limite réalisée ici correspond au
cas I'r = i et montre donc qu’il est possible de mener 'asymptotique directement a partir
des équations de Saint-Venant en liant le nombre de Froude a la variabilité du fond.
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4.4.2 Systeéme de Saint-Venant non linéaire.
Nous regardons maintenant ce qu’il se passe lorsque ’'on a une non-linéarité forte, soit :
O H + div(Hu) = 0,
O(Hu) + div(Hu ® u) + gV(H +b) =0,
avec b = b(z, X).

Nous développons nos variables selon le méme schéma que dans le cas faiblement non-linéaire,
et nous identifions les puissances de € :

e & l'ordre €3, nous obtenons la relation :
HVx (H® 4+ b) = 0, (4.16)
e & l'ordre e 2, nous avons :
HOV,(H® 4+ b) + H'Vx (H® + b) + H'VxH' =0, (4.17)
e & lordre e !, la premiere équation apporte également une contribution :
divy (Hu°) = 0, (4.18)
divy (Hu® @ u®) + H'V, (H® + b) + HOV, H' + H*Vx (H" + )
+H'VxH' + H'VxH? =0, (4.19)

e & Pordre €, les équations s’écrivent :
O H® + div, (H%P) + divy (Hu!) + divy (H'u?) = 0, (4.20)
Op(H"u®) + div, (H%u® @ u®) + divy (H'u® @ u®) 4 divy (Hu' @ u°)
+divy (Hu® @ u') + H*V,(H® +b) + H'V, H' + H'V,H?
+H3Vx (H +b) + H*VxH' + H'VxH? + H'Vx H? = 0, (4.21)

et enfin a l'ordre ¢,
O H' + divy (Hu?) + divyx (H'u') + divy (H?u)
+ divy (H'u®) 4 div, (Hu') = 0. (4.22)
Comme dans le cas faiblement non-linéaire, nous pouvons en déduire que H® + b est une
constante. Cependant, les autres équations ne nous permettent pas de fermer le systéeme :
il y a toujours besoin de l'ordre suivant .... Rappelons que le modele de Saint-Venant peut
s’écrire sous une forme visqueuse, forme que nous avons d’ailleurs présentée au Chapitre 1.

Nous montrons ci-dessous que la prise en compte d’une viscosité, méme négligeable, permet
d’obtenir un systéme fermé dans le cadre d’un développement asymptotique.

4.4.3 Systeme de Saint-Venant avec viscosité d’ordre 1.

Nous étudions maintenant le systeme avec termes non-linéaires, mais auquel nous ajoutons
les effets de la viscosité. Nous avons donc les équations suivantes :

O H + div(Hu) = 0,
H
O(Hu) + div(Hu ® u) + E—2V(H +b) — 2vdiv(HD(u)) — 2vV(Hdivu) = 0,
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ou le fond b est toujours une fonction de x et de X.

Les différents ordres en € sont donnés par :
e & ordre e 3 :
HOVx (H® 4+ b) = 0, (4.23)

e & lordre e 2, lechelle classique s’ajoute & 1’échelle rapide :

HOV, (H° 4+ ) + H'Vx (H® + b) + H'Vx H!
— 2udivy (H'Dx (u?)) — 20Vx (Hdivyu®) = 0, (4.24)

1

e 3 l'ordre ¢, nous obtenons les deux équations :

divy (Hu®) = 0, (4.25)

divy (Hu® @ u°) + H'V,(H® + b) + H'V, H' + H*Vx (H® +b) + H'Vx H'
+HVy H? — 2vdiv, (H°Dx (u°)) — 20V, (H divxu®) — 2vdivx (H' D, (u?))
—2uVx (H div,u") — 2vdivy (H' Dx (u°)) — 20Vx (H'divxu®) (4.26)
—2vdivy (H°Dx (u')) — 2vVx (Hdivyxu') = 0,

e & lordre €, les deux équations font apparaitre les deux échelles :
O H® + divy, (Hu®) + divy (Hu!) + divy (H'u®) = 0, (4.27)
O (Hu®) + div, (Hu® @ u°) + divy (H'u® ® u®) + divy (Hu! @ u®)
+divy (Hu® @ u') + H?V,(H® + b) + H'V, H' + H'V, H? + H3Vx (H° + )

+H*VxH' + H'VxH? + H'Vx H? — 2vdiv,(H°D,(u°)) — 20V, (H div,u®)  (4.28)
—2vdiv, (H' Dx (u")) — 2vV,(H!divxu®) — 2vdiv, (H'Dx (u')) — 20V, (Hdivyu')

—2vdivx (H' D, (u?)) — 2vVx (H'div,u®) — 2vdivy (H° D, (u')) — 20Vx (H div,u')
—2vdivx (H2Dx (u®)) — 2vVx (H*divyxu®) — 2vdivy (H' Dx (u')) — 20Vx (H divyu')
—2vdivy (H'Dx (u?)) — 2vVx (Hdivyu?) = 0,

e enfin, & P'ordre €', nous n’écrivons pas 1’égalité obtenue & partir de I’équation des mo-
ments :

O H' + divy (Hu?) 4 divy (H'u') + divy (H?*u)
+ divy (H'u®) 4 div, (Hu') = 0. (4.29)
L’équation (4.23) nous permet d’affirmer que H" + b ne dépend pas de la variable rapide.

En intégrant ensuite en X I'équation (4.24) multlipliée par u°, comme divy (H%°) = 0, on
obtient :

/ (uOHOVx(HO +b) + 2vH® | Dy (u0)|* 4 20 HO |divX(u0)\2) dX = 0.

En utilisant I’équation (4.27) intégrée en X puis multipliée par H® 4 b et intégrée en x, nous
aboutissons a :

%//WOMF d:vdX+//(4VH0|Dx(u°)\2+4uH0|divX(u0)\2) dz dX = 0.
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Or en intégrant deux fois 'équation (4.27) on trouve que la moyenne en z et X de 8;H° ou
0;(H® + b) est nulle, ce qui nous donne que u° ne dépend pas de X.

Nous pouvons alors utiliser cette propriété dans 1’équations (4.24) pour montrer, par une
intégration, que H® +b ne dépend pas non plus de z : H*(X,x) = —b(X,z) +C, ou C est une
constante, donnée par les conditions initiales. Enfin, toujours a partir de cette méme égalité,
nous obtenons que H! ne dépend pas de X.

De plus, la relation (4.27) nous donne :

div, (Hu®) + divy (H') = 0.

On a la dynamique de u” en intégrant en X 1’équation (4.28) :

Oy (Hu®) + div, (H9° @ u®) + H'V,H' + HOV,H? + HOVx H3 (4.30)
—2vdiv,(HOD,(u°)) — 2vdiv,(HODx (ul)) — 20V, (HOdiv,u’) — 20V, (Hdivyul) = 0,
ou la barre représente la moyenne en X.

Par ailleurs, les variables u! et H' sont liées par les équations suivantes, obtenues en simplifiant
les relations (4.26) et (4.29) :

HOV,H' + HVx H? — 2vdivy (H' D, (u°)) — 2vVyx (H div,u)
—2vdivy (H'Dx (u')) — 20Vx (Hdivyu') = 0, (4.31)
O H" + divy (Hu?) 4 divy (H'u') + divx (H?*u") + div, (H'u®) + div,(H%!) = 0.(4.32)
Nous obtenons ici, sur un probleme d’oscillation de fond, un résultat du méme type que

ceux de [31], [63], [64] et [38] pour une densité initiale fortement oscillante. Au premier ordre,
la vitesse n’oscille pas alors que la hauteur est une fonction oscillante.

Nous pouvons nous intéresser aux propriétés énergétiques de ce systéme : nous ajoutons
I’équation (4.30) multipliée par u° et intégrée par rapport & x et I’équation (4.31) multipliée
par u' et intégrée par rapport aux deux variables d’espace. L’équation (4.32) ainsi que les
relations sur la divergence du produit Hu nous permettent de simplifier cette somme et
d’obtenir ’énergie suivante :

%%//(Ho\uofﬂﬂl)?) de dX

—1—21/// (‘Dm(uo) +DX(u1)|2 + ‘divxu0+divxu1‘2> drdX = 0.

4.4.4 Cas d’une viscosité de 'ordre du nombre de Froude.
Enfin, nous étudions le cas ou la viscosité est du méme ordre que le nombre de Froude :
O H + div(Hu) = 0,
Oy(Hu) + div(Hu @ u) + gV(H +b) — 2ppediv(H D(u)) — 2vpeV (Hdivu) = 0,

avec b fonction de x et de X.

Les différentes puissances en € s’écrivent :
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e & lordre e 3 :
HOVx (H® +b) =0, (4.33)

e & lordre ¢ 2

, nous n’avons pas encore de termes visqueux :

HOV,(H° +b) + H'Vx (H° +b) + H'VxH' =0, (4.34)

e & l'ordre e !, les deux équations deviennent :

divy (H%°) = 0, (4.35)
divy (Hu® ® u°) + H'V,(H" + b) + H'V, H' + H*Vx(H® 4+ b) + H'VxH'
+HVx H? — 2updivy (HDx (u°)) — 20V (H divxu®) = 0, (4.36)

e & l'ordre €, nous obtenons :
O H® + div, (Hu®) + divy (Hu') + divx (H'u®) = 0, (4.37)
O (Hu®) + div, (Hu® @ u°) + divy (H'u® @ u®) + divy (Hu! @ u)
+divy (Hu® @ u') + H?V,(H® + b) + H'V, H' + H'V,H? + H*Vx (H" + )
+H*VxH' + H'VxH? + H'Vx H? — 2v0div, (H'Dx (u®)) — 20V, (Hdivyu)
—2uydivy (HY D, (u®)) — 200 Vx (H div,u®) — 2vdivy (H' Dx (u?)) (4.38)
—2uyVx (H'divyu®) — 2vpdivy (H'Dx (u')) — 2v0Vx (H divxu') = 0,

e et & l'ordre €', ’équation de conservation de la hauteur d’eau nous donne :

Oy H' + divy (Hu?) + divy (H'u') + divy (H?u)
+ div, (H*u®) + div, (Hu) = 0. (4.39)

Comme dans le cas faiblement non-linéaire, nous obtenons H° + b = C constante et H' ne
dépend pas de X. En combinant alors les équations & I'ordre e !, puis en intégrant en z et
en X, nous obtenons que u” ne dépend pas de X, propriété liée & la présence de la viscosité.
Nous sommes donc, ici encore, en mesure de donner la dynamique de la vitesse, grace aux
termes visqueux :

Oy (H%®) + div, (HOu° @ u°) + H'V,H' + HOV,H? + HOVy H3 = 0,

ou la barre symbolise la moyenne en X.
De plus, H! est donné par 1’équation (4.39) :

O HY + divy (Hu?) + divy (H'ub) + divy (H?u®) 4 div, (H'u") + div, (Hu!) = 0.
Nous pouvons alors calculer 1’énergie associée en multipliant I’équation sur u° par «°. Comme

I'équation (4.36) s’écrit :
V.H' +VxH? =0,

nous trouvons que :

/ / wWH'WV, H dzdX = / / H2divy (H'u®)dz dX =0,
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et, en utilisant I’équation sur H', nous montrons que :

//uOHOVxHZ drdX = %%//(Hl)2 dz dX.

Nous obtenons alors :
1d 2 2
m//(HO () + (1)) dwdX = 0.

Nous voyons donc que dans le cas non-linéaire, nous n’avons pu conclure que lorsque
nous avions une faible non-linéarité ou bien lorsque nous avions considéré les équations avec
viscosité.

Notons enfin qu’'une justification mathématique de ces asymptotiques est en cours.

Conclusion.

Nous avons présenté ici une méthode qui permet de prendre en compte la variabilité des
fonctions que l'on étudie, en introduisant de nouvelles variables. Nous avons appliqué cette
analyse multi-échelles aux équations de Saint-Venant, pour plusieurs types de topographie. Si
le cas d’un fond ne dépendant pas de la variable rapide ne pose pas de probleme particulier,
le cas d’une topographie oscillante est plus délicat : il nous faut soit considérer un systeme
faiblement non-linéaire, soit prendre en compte la viscosité pour arriver a fermer nos systemes.
Cette méthode sera reprise au Chapitre 7 pour nous permettre d’écrire un schéma numérique
résolvant les équations Quasi-Géostrophiques.



Chapitre 5

Propriétés de modeles
de type Saint-Venant.

Contrairement aux chapitres précédents ou le but était en partie d’obtenir de nouveaux
modeles, nous nous intéressons ici a des systemes qui existent déja dans la littérature ou qui
en sont proches, et nous en donnons des propriétés mathématiques. Pour cela, comme pour les
équations de Saint-Venant présentées au Chapitre 1, nous utilisons des estimations a priori
obtenues a partir de I’énergie et de ’entropie BD.

Dans une premiere partie, nous présentons un modele de sédimentation, composé d’un
systeme de Saint-Venant visqueux et d’une équation avec diffusion qui décrit I’évolution du
fond. Grace aux méthodes citées auparavant, nous démontrons alors un résultat de stabilité
pour un tel systeme. Nous présentons également des tests numériques simulant I’évolution
d’une dune de sable dans un canal, avec et sans termes visqueux. Ces expériences nous
montrent que I’angle d’étalement de la dune est légerement modifié par la viscosité.

La seconde partie est consacrée a l’étude du systéme de Bingham compressible. Les
fluides de Bingham entrent dans la catégorie des fluides a seuil : ils ne se déforment que
lorsque la contrainte exercée est suffisamment importante. Nous commencgons par considérer
les équations de Navier-Stokes pour un fluide de Bingham incompressible. Nous montrons
alors que, pour un domaine dont la hauteur caractéristique est faible devant la longueur
caractéristique, ce systeme peut étre réduit a un systeme de type Bingham compressible a
viscosités dégénérées. La question qui se pose alors est de savoir si les différentes étapes mises
en place lors de I’étude mathématique des équations de Saint-Venant compressibles usuelles
peuvent s’adapter a ce cas. Le premiere point, que nous montrons ici, est d’établir une égalité
d’énergie et une inégalité d’entropie qui permettent d’obtenir de nouvelles estimations.

La partie concernant la sédimentation est effectuée en collaboration avec E. D. FERNANDEZ-NIETO et
J. de D. ZABSONRE. Elle a été soumise sous le titre An energetically consistent viscous sedimentation
model, J. de D. ZABSONRE, C. Lucas, E. D. FERNANDEZ-NIETO. L’étude du systéme de Bingham fait
partie d’'un programme de travail sur le sujet avec D. BRESCH, E. D. FERNANDEZ-NIETO, I. [ONESCU,
P. NOBLE et J. de D. ZABSONRE.
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5.1 Un modele de Saint-Venant couplé a une formule de sédi-
mentation.

La concentration des activités humaines & proximité des fleuves et des rivieres nécessite
de se pencher sur les problemes posés par les crues. Les inondations en sont ’expression la
plus marquante ; elles sont pourtant indissociables des modifications de la forme du lit qui
entrainent, en outre, d’autres désagréments sur lesquels nous ne revenons pas ici. Il est donc
important de bien prévoir ces variations pour éviter des catastrophes naturelles. De nombreux
modeles physiques et mathématiques sont proposés dans la littérature pour prédire I’évolution
du lit des rivieres. Le modele mathématique le plus couramment utilisé est le modele de Saint-
Venant couplé a une équation pour le transport des sédiments comme suit :

O H + divg = 0, (5.1)
. (q®q 1
o + adiv (q,(H, q)) = 0, (5.3)

ou b est I'épaisseur de la partie variable du lit, a est donné par @ = 1/(1 — ag) avec ap la
porosité de la couche de sédiments, et ¢, désigne le charriage. Celui-ci dépend de la hauteur H
du fluide et du débit d’eau ¢ = Hu, ol u représente la vitesse (voir Figure 5.1).

A
z

u(t, x) : vitesse
¢t @) -

H(t,z) : hauteur d’eau

b(t,x) : épaisseur de la couche de sédiments

Y

X

Fi1G. 5.1 — Lit d’un cours d’eau avec phénomene de sédimentation.

En ce qui concerne le charriage gy, il peut étre calculé par plusieurs formules : ’équation de
Grass (voir [36]), 'équation de Meyer-Peter et Muller (voir [57]), ou bien encore les formules
de Ferndndez Luque et Van Beek, de Van Rijn, ou de Nielsen par exemple (cf. [32]). Le modele
de sédiments le plus basique est celui de Grass, ou le mouvement des sédiments et du fluide
commencent au méme moment. Dans ce cas, le charriage est donné par :

mg—1

q 149
Qb(qu):Agﬁ‘ﬁ‘ 5 1§mg§47
ou la constante A, englobe les effets dus a la taille des grains et a la viscosité cinématique,
et, en général, est déterminée a partir de données expérimentales.

Cependant, ce modele ne fait pas intervenir les termes visqueux du systéme de Saint-Venant.
Une premiere étude a été menée dans [68] sur un modele de Saint-Venant avec viscosité couplé
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a une équation de type Grass pour ’évolution des sédiments. Ce systéme est donné par :

O:H + div(Hu) =0, (5.4)
Ou+u-Vu+ Fl V(H +b) —vAu = f, (5.5)
0¢ — div(Cu) =0, (5.6)

avec ¢ définie par ((t,z) = |D|™! [, (H(t,z) + b(t,z)) — b(t,x) et u nulle sur les bords du
domaine D. Il n’est cependant pas possible de trouver une énergie dans ce cas. En effet, en
intégrant en espace 1’équation (5.5) multipliée par u, en utilisant également les équations (5.4)
et (5.6), les auteurs obtiennent, pour tout M strictement positif, l'inégalité :

2
s [P+ / (HnH — H) +9d / (¢ = Q)+ vlully

M C

Il est donc nécessaire de supposer que les données sont suffisamment petites pour que le terme
2u— M — C’Hu||Loo(0 T(L2(D))?) reste strictement positif.

Nous proposons ici une autre approche qui consiste a coupler un modele de Saint-Venant
visqueux :

OH + div(Hu) =0, (5.7)
Oy (Hu) + div(Hu ® u) + FLTQHV(H +b) — Aydiv (HD(u)) = 0, (5.8)

et une équation avec diffusion pour les sédiments :
Ob + Aydiv(H |u|™u) — %Ab =0, avec 0 <m < %, (5.9)

dans un domaine borné D avec des conditions aux bords périodiques. Dans ces équations, A,
est une constante strictement positive qui désigne la viscosité.
Les conditions initiales sont les suivantes :

H‘t:() = HO 2 07 b|t:0 = b07 Hu‘t:() = qo, (510)
et vérifient :

Hy € LX(D), by € LX(D), ]‘ZI—OO € L'(D), V/H e (L*(D))*.

5.1.1 Inégalités d’énergie et estimations a priori.

Dans cette partie, nous démontrons deux inégalités d’énergie qui nous permettent de
donner des estimations a priori.

Proposition 5.1. Pour (H,u,b) solution du modeéle (5.7)-(5.9), on peut établir l'inégalité
d’énergie suivante :

Hlul|? + b+ H|? + Hlu|™? + /H b
2dt/ [ul” + F2dt/‘ "+ +2dt/ [ul 2F2 VI -V

1-2
/|Vb|2+—/ H|Vu + 'Vu|? 4+ A2 m/ H|Vu + 'Vullul™ <0. (5.11)

2F2
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Preuve.
On multiplie ’équation (5.8) par u, et on integre sur D. Cela nous donne, en utilisant (5.7) :

/H@tu-u+/(Hu'V)u-u+%/HV(H—I—b)-u—Av/div(HD(u))-uzO.
D D Fre Jp D

Simplifions maintenant chaque terme :

. _ - 2
o/H@tuu—F/D(HuVuu 2dt/HH
/Hv H+b)- u_/(H+b 8tH_§E/H2 /b(‘)tH

/dlv(HD /HD :——/ H|Vu + 'Vul?
D 4 Jp

En remplagant tous ces termes, on obtient :

1d 9 1 d . -

Contrairement au cas étudié au Chapitre 1, nous ne pouvons pas faire d’hypothese sur la
régularité du fond b : les différentes relations d’énergie doivent nous permettre de donner des
propriétés sur b. C’est pour cela que nous poursuivons les calculs.

On multiplie I'équation (5.8) par |u|™u et on integre sur D :

/ How - |u|™u + / (Hu-V)u - |u|™u + L/ HV(H +0b) - |u|™u
D D Fr? Jp
- AU/ div (HD(u)) - [u™u = 0.
D

A nouveau, on regarde les termes séparément :

1
. /DHﬁtu'\u!mu—i—/D(Hu'V)u-\u]mu:m—ﬂ%/DH]u\mH,

! my _ _ L . ”
o oy [0 e = 2 [ v i),

On utilise alors I'équation (5.9) pour écrire :

w1 1
FTZ/HV HAb) jum™u = —W/(Her)AbJrAFZ/(Her)atb

1 1 1 d
- H-Vb b|? Hob+ ——ou— [ V?
2Fr2 /DV v +2F7"2/DW‘ +AvFr2/D YW AL

. / div (HD(u)) - |u]™u = —1/ H|Vu 4 "Vul*|ul™ - m/ (HD(u)u - V) u - ulu|™?
D 4 Jp D

. w - ulu|™ 2
" /D (HD(w)u-V)u- ulyl

<2 / H|D(w) ™.
D
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En rassemblant tous ces résultats, on aboutit a :

1 d 1 1 1
- = H m—+2 H. - 2 7/H
m+2dt/p ) +2FT2/DV Vb+2FT2/D|Vb| s o

1 d [, 1—2m .
- A, H m<0. (5.1
+2AUFr2dt/Db + 1 /D IV + 'Vul2|ul™ < 0. (5.13)

On multiplie maintenant 1’équation (5.13) par A, et on y ajoute I'égalité (5.12) : on trouve
I’inégalité annoncée.

O

Cependant, nous ne connaissons toujours pas le signe du terme fD VH - Vb. Pour avoir plus
d’informations, étudions ’entropie BD.

Proposition 5.2. Pour (H,u,b) solution du modéle (5.7)-(5.9), on montre la relation sui-
vante :

24, d 1d
H A,V 1n H|? b+ H|? + ”—/H m+2 ——/H2
2dt/ ‘u+ VinH| +F2dt/‘ P T g )

v A’U

)|2+—/ H|Vu—|—tVu|2+—/ H|Vu — 'Vu|?
4 Jp 4 Jp

1—2m

+ A2

/H|Vu+tVu|2|u|m <0. (5.14)
D

Tout comme au Chapitre 1, la démonstration de cette proposition repose sur le lemme suivant :

Lemme 5.3. Si (H,u,b) est une solution du modéle (5.7)-(5.9), on a l’égalité :

A

/ H|VInH|? +

2dt

d A,
__A%/Du.VH+AU/DHvu. 2 (5.15)

Preuve.
Ce résultat n’est qu’une réécriture du lemme 1.5, avec 2v = A, ao(H) =0, a1(H) =0, A =0
et sans force de Coriolis.

O

Preuve de la proposition 5.2.
L’équation (5.15) nous donne :

/ Hlu+ A,V In H> +

2dt

2
2dt/H||+A/HVu Fz/VHVb
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On ajoute a cette égalité I'inégalité d’énergie multipliée par 2 :

24, d 1d
H ANVINHP? + —— [ |b+ H + ”—/Hm+2 ——/H2
2dt/ it A,V in ‘+F2dt/‘ mradr f, A A5 | Hl

A, Y 1—2
+ /yV(H+b)y2+—/ H!Vu+tVu]2+A37m/ H|Vu + 'Vu*u™
F7’2 D 2 D 4 D

< AU/ HVu:tVu,
D

ce qui démontre la proposition.
O

Nous savons désormais que notre systeme est dissipatif. De plus, nous pouvons donner des
estimations a priori :

Corollaire 5.4. Si (H,u,b) est solution du modéle (5.7)-(5.9), alors, grice a la proposi-
tion 5.2, nous avons :

IVHul L 0,152 (0))2) < € € Ry, IVVH| 0,152 (0))2) < €
L>=(0,T;L2(D)) = 6 u L=(0,T(L*(D))?) = &
b+ H| < |V |72 < (5.16)
L2(0,T;(L2(D))?) = G Ul L2(0,T5(L2(D))4) = 6
IV(H + )| < IVHV | <

IVHD(u) |ul™?2 1200 7,(12(D))1) < €

5.1.2 Théoreme de convergence.
Résultat de convergence.

Définition 5.5. On dit qu’un triplet (H,u,b) est une solution faible du systéme (5.7)-(5.9)
sur (0,T) x D avec les conditions initiales (5.10) si
~ le systéme (5.7)-(5.9) est satisfait au sens des distributions, dans (D' ((0,T) x D))*,
~ les conditions initiales (5.10) sont satisfaites dans D' (D),
— les inégalités (5.11), (5.14) sont satisfaites pour presque tout t positif, ainsi que les
inégalités (5.16).

Théoréme 5.6. Soit (Hy, uy,by)r>1 une suite de solutions faibles du systéme (5.7)-(5.9) qui
satisfait les inégalités (5.11), (5.14) et dont les conditions initiales sont données par :

k k k
Hk\t:o = HO >0, bklt:o = bOv Hkuk|t:0 =qp,
avec

ko 1k
/Hg\UISP n |H} +b0‘ Hk’“o’m+2
D

2
Vi Hf
2 2 m+ 2 . 0
et qui vérifient H('f — Hy, blg — by et qg — qo dans LY(D).
Alors, quitte a extraire une sous-suite, (Hy, uk, by) converge fortement vers une solution faible
de (5.7)-(5.9) qui satisfait les inégalités (5.11), (5.14).

<0et/|H{§|<C,
D

Ce résultat est démontré par la suite, en quatre étapes. Nous prouvons, grace aux estima-
tions précédentes, la convergence des différents termes qui interviennent dans I’équation.
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Premiére étape : convergence des suites (vVHi),s; (Hi)g>1 et (Ok)g>1-

Nous donnons tout d’abord les espaces dans lesquels (v/Hy) est bornée.
Si I’on intégre 1’équation de la masse, on a directement (v/Hy); dans L°(0, T; L?(D)). Comme
le Corollaire 5.4 nous donne que HV\/FHLOO(O’T;(LP('D))Z) < ¢, on obtient :

(v/Hy)i, est bornée dans L>(0,T; H' (D)). (5.17)

De plus, toujours en utilisant I’équation de la masse, on a I’égalité suivante :

8“/ Hk = %\/ deivuk —div ( Hkuk) s

qui nous donne que (9y\/Hy,); est bornée dans L?(0,T; H~1(D)).
Ainsi, grace au lemme de Aubin-Simon (voir [14] par exemple), on peut extraire une sous-

suite, toujours notée (Hy)r>1 telle que \/Hj, converge fortement vers un certain élément v H
dans C°(0,T; L*(D)).

Passons maintenant & I’étude de (Hy)g. D’apres Paffirmation (5.17) et les injections de So-
bolev, on sait que, pour tout p fini, (v/Hg)r est bornée dans L>°(0,7T; LP(D)). Dans la
suite, on supposera que p > 4 pour simplifier nos expressions et assurer que (Hy)y est dans
L>(0,T; L*(D)).

L’égalité V Hy, = 2/H,V+/Hy, nous permet de borner (V Hy)y, dans L>(0, T; (L?*/(2+P)(D))?)
et par conséquent (Hy)y est bornée dans L (0, T; W12/ (2+p) (D)),

De plus, nous avons des informations sur la dérivée en temps de Hj. : en effet, I'équation
de la masse s’écrit : 0, Hp = —div(Hyug). En décomposant le produit Hiuy sous la forme
Hyuy, = /Hy/Hyuy, nous obtenons (Hjuy )y, dans L®(0, T; (L?/2+P)(D))?) et donc (8; Hy )
dans L>®(0,T; W ~120/(2+p) (D)),

En utilisant & nouveau le lemme de Aubin-Simon, nous avons :

Hj, — H dans C°(0,T; L*/(P)(D)).

Enfin, regardons le terme de fond (by) : avec le Corollaire 5.4 et la borne de (\/Hy) dans
L>(0,T; LP(D)), nous savons que (by)x est bornée dans L>°(0,7; L?(D)). De méme, nous
avons (Vby)x bornée dans L2(0, T (L?P/(2+P)(D))2), ce qui nous donne :

(bg)r est bornée dans L>(0, T; W12/ (2+P) (D)),

Pour la dérivée en temps de by, nous repartons de I'équation (5.9). Nous venons de montrer
que (Aby)y, est dans L>(0, T; W~ 12P/(24P) (D)), Passons maintenant au terme en divergence :

_ m
Hylug ™y, = H ™/ (H;/2|uk|) HY Py, (5.18)

ou e (H,gl_m)m)k est bornée dans L°(0,T; LP/(1=") (D)),
o ((H,i/2|uk|>m)k est bornée dans L>(0,T; L?/™(D)),
o (H;/zuk)k est bornée dans L>(0,T; (L%(D))?),
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soit (Hy|ug|™ug)p est bornée dans L°(0, T; (L2P/(2=2m+mptp) (D))2). Puisque 0 < m < 1/2 et
que l’'on a supposé p > 4, on aboutit & : (Hy,|ug|™uy )i est bornée dans L0, T'; L*P/(2+3p) (D)),
Ainsi, comme dans notre cas 4p/(2 + 3p) < 2p/(2 + 2p), on obtient :

(8ybr) i est bornée dans L(0,T; W14/ (2439) (D)),

Comme W12/ +p) (D) cc L2P/2+P)(D) ¢ W14/ (2+3)(D) le lemme de Aubin-Simon nous
permet d’affirmer que by, converge fortement vers b dans L?(0, T'; L??/(2*P)(D)). A noter que
I’on peut également démontrer la continuité en temps avec un résultat plus faible en espace.

Seconde étape : convergence du débit (gk)>; = (Hrtk)g>1-

A Tétape précédente, nous avons déja démontré que la suite (Hyug)g est bornée dans
L(0,T; (L?/(2+P)(D))2) ol p est un entier supérieur a 4.
En écrivant le gradient comme suit :

V(Hkuk) = 24/ HkukV Hk + vV Hk\/HkVuk,

comme le premier terme est dans L>(0,T; L' (D)) et le second dans L?(0, T; L?P/(3tP) (D)),
ona:

(Hpug)y bornée dans L2(0,T; Wh1(D)).
De plus, I’équation des moments (5.8) nous permet d’exprimer la dérivée en temps du débit :

1

Oy (Hyuy) = —div(Hgug ® ug) — 2

HiV(Hy + by) + Aydiv (HiD(ug)) .

On étudie alors chaque terme :
o div(Hpuy ® uy) = div (\/Hkuk ® \/Hkuk) qui est dans L>(0,T; W~—11(D)),

o H.V(H +by) est dans L?(0,T; L?*/(4+P)(D)) ¢ L?(0,T; W~ 1.2p/(4+p) (D)),

e en remarquant que
H,Vu, = V(Hkuk) —up @ VH, =V (\/ H,, Hkuk> — 2/ HpupV+/ Hy, (519)

on sait que le premier terme est dans L°°(0, T} W—1:2p/(2+p) (D)) et que le second est
dans L>(0,T; L' (D)) ; on a donc HyD(u;) borné dans L?(0,T; W ~12p/(2+p) (D)),
Enfin, on note que ces trois termes sont tous inclus dans L?(0,T; W~22P/+P)(D)), ce qui
signifie que 0y (Hyuy) est également dans cet espace, et ce pour tout k > 1.
Alors, en appliquant le lemme de Aubin-Simon, on obtient :

(Hyuy)y, converge fortement vers ¢ dans L?(0,T; L?/(3TP)(D)).

Troisieme étape : convergence de (\/Hkuk) E>1°

Le produit v/Hyuy n’est rien d’autre que le rapport qx/+/Hy. Nous voulons, sur ce terme
également, démontrer une convergence forte. Par rapport & [56], la borne sur vH u(m+2)/2
simplifie nos calculs.

Avant de passer a la convergence proprement dite, développons quelques propriétés du débit
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limite. Nous savons que (qx/v/Hy )i, est bornée dans L°°(0, T'; L?(D)), donc le lemme de Fatou
s’écrit :
/ Ui [ 5
liminf =~ < limin — < 4o00.
D Hj, p Hy,

En particulier ¢(t, z) est nul pour presque tout = ou H(¢,z) s’annule. On peut alors définir la
vitesse limite en prenant u(t,z) = q(t,x)/H(t,x) lorsque H(t,z) # 0 et u(t,z) = 0 sinon. On
a donc un lien entre les limites ¢(t,x) = H(t,z)u(t, z) ainsi que :

q° 2
— = | Hlu|* < +o0.
L=,

De plus, nous pouvons a nouveau utiliser le lemme de Fatou pour écrire :

/H\u]m*'2 /llmlank\uk\m+2<hmmf/ Hy|ug ™2,

qui nous donne que v H|u|(™*2)/2 est dans L?(0,T; L?(D)).

Puisque (qx)r et (Hy)r convergent presque partout, lorsque H est non nul, la suite des
VHpuy = q./+/Hy, converge presque partout vers v Hu = q/+/H. De plus, pour tout M stric-
tement positif, (\/Fkuk1|uk|§ M)k converge presque partout vers v/ H ul|,<pr, toujours lorsque
H ne s’annule pas. Si H s’annule, on peut écrire que /Hyugly,, < < M+/Hy et donc on a
convergence vers 0. Ainsi, on obtient presque partout la convergence de (\/Fkuklm‘ <M)k-

Enfin, nous nous intéressons a la norme suivante :
2
/ ‘ Hkuk—\/ﬁu‘
D
2
< / (| VR 0y <00 = VIl gns| + [VERwid g | + [V
D
2 2 2
< 3/ |V Hiu g <ar = V< +3/ |V iy | +3/ Vo
D b P

Puisque (v Hy)y, est dans L* (0,75 LP(D)), (v Hrugl|y, |<ar )k est bornée dans ce méme espace.
Donc, comme nous 'avons vu précédemment, la premiere intégrale tend vers 0. Regardons
les deux autres termes :

/ ‘\/Hkukl‘ |>M‘2 < L/ Hk’uk’m—i-Z < L
- U, = p[m > = pm’

2 1 m-+2 C/
/D VB ou| < 15 /D Hu™? < 2

pour tout M > 0. Lorsque M tend vers l'infini, nos deux intégrales tendent vers 0. Donc

(v/Hjug)y, converge fortement vers v Hu dans L*(0,T; L?(D)).
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Quatrieme étape : convergence des termes de diffusion, de pression et de char-
riage.

En ce qui concerne le terme de diffusion, (V(Hyuyg))i converge vers V(Hu) au sens des
distributions, dans (D’ ((0,T) x D))*. Comme la suite (Vy/Hy)i converge faiblement dans
L2(0,T; (L*(D))?) et (v Hpug)r converge fortement dans ce méme espace, alors (uy @ V Hy,)
converge faiblement dans L'(0,7; (L'(D))*). Donc, en utilisant le développement (5.19) du
produit HpVuy présenté a la seconde étape, on a (HpVuy), qui converge vers HVu dans
(D'((0,T) x D))*. Cela nous donne la convergence du terme de diffusion complet.

D’apres le Corollaire 5.4, on sait que (V(Hy + b)), converge faiblement vers V(H + b) dans
L?(0,T; (L*(D))?). De plus, (Hy); converge fortement dans C°(0,7; L?*/(>*P)(D)), donc le
produit converge faiblement vers HV(H + b) dans L?(0,T; (LP/(1P)(D))?).

Enfin, il reste le terme de charriage : (H,gl_m)/ Z)k converge fortement vers H=™/2 dans
Pespace CO(0, T; L*P/((2+P)(1=m)) (D)) et la suite (v/Hyuz)p converge fortement vers v/ Hu dans
L?(0,T; (L*(D))?). De plus, (H,T/2|uk|m)k converge fortement vers H"/?|u|™ dans Pespace
L?/™(0,T; L*™(D)). En utilisant I'équation (5.18), on obtient que (Hp|ug|™ug)s converge
fortement vers H|u|™u dans L* (" +1) (0, T (L*P/(3+3p=2m+pm) (D))2),

Cela termine la preuve du Théoreme 5.6.

5.1.3 Résultats numériques.

Des tests numériques pour mettre en évidence les effets visqueux ont été effectués en col-
laboration avec E. D. FERNANDEZ-NIETO qui possédait un code volumes finis pour simuler la
dynamique sédimentaire en I’absence de viscosité. Il s’agit d’étudier I’évolution d’une dune de
sable de forme conique dans un canal rempli d’eau. La couche de sédiments s’étale progressi-
vement a partir de cet état initial avec un certain angle. Cet angle peut étre calculé dans le cas
non visqueux suivant les travaux de DE VRIEND [70], sous I'hypothése que l'interaction entre
le fluide et la couche de sédiments soit faible. Dans cet article, 'auteur donne une formule
analytique pour 'angle d’étalement en fonction du type de transport solide. Plus précisément,
on considere I’équation de transport :

Otb + 05,51 + 0,52 = 0,

ou les termes S; sont définis par :

U1 U2

S1 = Stot, S2 =

Stot, avec ugor = |ul.
Utot Utot

Si 'on note ¢ 'angle d’étalement, DE VRIEND déduit la relation suivante :

3v/3T,

tang = ———
WP = STy
ou 05 H 05
T, = Utot tot 1et Ty = tot
Stot OUtot Siot OH

Pour le modele (5.7)-(5.9) étudié ici, sans viscosité, I'’équation d’évolution des sédiments de-
vient :

Ob + Oy, (ApH|u|™uy) + 0y, (ApH|u|™ug2) = 0.
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Nous avons donc les égalités :

H
Stor = AUHU?;;H, T, = %AUH(m +Dul, —1=m et Tyg= Avugg"l —1=0.
Stot Stot

Finalement, on trouve que, pour ce modele, 'angle d’étalement est indépendant du parame-

tre m :
V3

tan ¢ = 3 ¢ = 30° pour tout m.

En regardant d’'un peu plus pres toutes ces expressions, on se rend compte que l'angle
d’étalement est indépendant de la valeur de m parce que Sy dépend de H. Au contraire, si

Sior €tait indépendant de H, on aurait 0y S, = 0 et Ty = —1, ce qui nous donnerait :
3v3
tan ¢ — ﬂ‘
9v3m + 8

Dans notre modele, si ’'on omet la dépendance en H, on obtient la formule suivante :
Stot = Av|u|m+1

ce qui est exactement le modele de Grass. Mais ici, la dépendance en H est indispensable
pour la démonstration de ’existence de solutions.

m | 0.25 1 2 3 4 5 10 102 103 1016
¢ | 7.22° | 16.99° | 21.78" 24° | 25.28° | 26.11° | 27.93° | 29.78° | 29.97° 30°

TAB. 5.1 — Valeurs de ¢ en fonction de m pour le modele de Grass.

Nous présentons dans la Table 5.1 les différentes valeurs de ’angle ¢ en fonction des valeurs de
m pour le modele de Grass. On observe que I'angle d’étalement pour ce modele tend vers 30°,
c’est-a-dire la méme valeur que celle que nous avons avec dépendance en H. Cependant, la
valeur de m généralement utilisée dans le modele de Grass est m = 2 (voir [39] par exemple).

Parameétres utilisés.

On considere les équations (5.7)-(5.9) avec m = 0.25. On utilise le schéma numérique pour
les systémes hyperboliques non-conservatifs en deux dimensions introduit dans [32] qui repose
sur une méthode de volumes finis. Comme nous ’avons indiqué au début de cette étude, le
coefficient A, peut étre exprimé en fonction de la porosité de la couche de sédiments :
I

1-— a0

Ay

Nous fixons nos deux parametres : la porosité ag = 0.4 (en général, elle est comprise entre
0.2 et 0.4) et :47) = 0.001 ou 0.01. Dans le premier cas (:47) = 0.001), ce qui correspond a une
interaction tres faible entre le fluide et les sédiments, on fait évoluer le modele jusqu’au temps
t1 = 360000s. La seconde valeur de A,, qui peut étre vue comme la limite d’une interaction
faible, est associée au temps final to = 36 000s.
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F1G. 5.2 — Zoom sur la dune de sédiments avec le maillage utilisé (& gauche) et la surface de
leau (& droite) a I'instant initial.

Le schéma numérique repose sur une formulation volumes finis explicite, dont la condition
CFL est égale a 0.8. Le maillage est un maillage volumes finis & 7600 éléments (voir Figure 5.2).
On impose un débit ¢ = (10,0) et une épaisseur de sédiments b = 0.1 sur le bord 21 = 0 et
une condition libre en 1 = 1000. Sur les murs latéraux, on impose la condition de glissement
q-n = 0. Les conditions initiales sont les suivantes (voir Figure 5.2) :

H(O,$1,$2) - 10]— - b(O,{Il,.’I}g), Q$1(07x17x2) - 107 q$2(0,.'1f1,.'1f2) - 07

ainsi qu’'une couche de sédiments correspondant a une dune de sable de forme conique :

.o (m(x1 —300)\ . 5 [m(xz2 —400) . 300 < x1 <500,
b0, 1, 2) = { T I ( 200 S 200 1400 < 29 < 600,
0.1 sinon.

Résultats obtenus.

Tout d’abord, pour avoir une idée de 'allure de la couche de sédiments a l'instant final,
nous présentons, Figure 5.3, la dune ainsi que la surface de I’eau a la fin d’une des simulations.
Les figures suivantes représentent les courbes de niveau a I'instant initial, & U'instant final ¢,
(respectivement t5) ainsi qu’a l'instant ¢1/2 (respecti