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2.3.1 Estimations linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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Notations

Rk,Nk,Zk Ensemble des k-uplets de réels, d’entiers et d’entiers relatifs.

Mn,p(R) Ensembles des matrices de taille n× p à coefficients réels.

P, E, Var Probabilité, Espérance, Variance.

v.a., v.a. i.i.d. variable aléatoire, v.a. indépendantes et identiquement distribuées.

[x] Partie entière du nombre x.

11E Fonction indicatrice de l’ensemble E.

‖e‖, e ∈ Rk Norme l2 d’un vecteur e. Si e = (e1 . . . ek)
T, alors ‖e‖ =

(

∑
k
i=1 e

2
i

)1/2
.

‖A‖, A ∈ Mn,p(R) Norme de Frobenius d’une matrice A. Si A est de terme général ai,j,

alors ‖A‖ =
(

∑i,j a
2
i,j

)1/2
.

AT, A−1 Matrice transposée et matrice inverse de la matrice A.

P−→ Convergence en probabilité

un = ©(vn), un ∈ Rk, vn ∈ R ∀i = 1, . . . , k, ∃ci > 0, |uin| < ci|vn|.

un = ◦(vn), un ∈ Rk, vn ∈ R ∀i = 1, . . . , k, limn→∞ uin/vn = 0.

Un = ©P(vn), Un v.a. à va-

leurs dans Rk, vn ∈ R

∀i = 1, . . . , k, ∀δ > 0, ∃ti,δ > 0, P(v−1n |Uin| > ti,δ) 6 δ.

Un = ◦P(vn),Un v.a. à valeurs

dans Rk, vn ∈ R

∀i = 1, . . . , k, v−1n Un
P−→ 0.

Lp(I) = { f : I → R,
∫
| f |p < ∞}

Ws, s ∈ N = { f : I → R, I ⊂ R, s-fois continûment dérivable,
∫
| f (s)|p < ∞}.

Λα(M), α 6 1 = { f : I → R, I ⊂ R∀(x, y) ∈ I2, | f (x) − f (y)| 6 M|x− y|α}.

Λα(M), α > 1 = { f : I → R, I ⊂ R [α]-fois continûment dérivable, f ([α]) ∈
Λα−[α](M)}.

SNR Rapport Signal sur Bruit : Si Y ∈ Rn est un vecteur observé avec un

bruit d’écart-type σ, SNR = ‖Y‖√
nσ
.





Introduction

Le problème de la régression statistique consiste à analyser l’influence de variables dites

explicatives X, X ∈ Rp, sur une variable y. Lorsqu’aucun a priori quant à la forme de

la relation explicative n’est possible, la modélisation la plus adaptée est le modèle non

paramétrique. Celui-ci conste à supposer que les variables sont régies par l’équation

yi = g(Xi) + ε i, i = 1, . . . , n,

le terme ε i représentant un bruit. Néanmoins, ce modèle souffre d’un manque d’interpré-

tabilité et les techniques d’estimation non paramétriques ont des performances moindres

que dans un cadre paramétrique. Ce dernier point, connu en général sous l’appélation

fléau de la dimension, a été mis en évidence par Ibragimov et Has’Minskii (1980) à l’aide de

la notion de vitesse asymptotique minimax. Leurs travaux ont incité à développer, dans

les dernières décennies, des modèles dits semi-paramétriques.

L’idée d’un modèle semi-paramétrique est d’émettre des hypothèses quant à la forme

de la fonction g que l’on cherche à estimer. A l’aide de ces hypothèses, une reformula-

tion du modèle est réalisée permettant de réduire la dimension des variables explicatives

intervenant dans l’estimation fonctionnelle. Parmi la classe de modèles résultant de ce

procédé se trouvent, de manière non exhaustive, le modèle additif, le modèle à direction

révélatrice ou encore le modèle partiellement linéaire. Le but du présent travail est d’ap-

porter une contribution à l’étude de ce dernier modèle, en s’intéressant à l’application de

techniques non linéaires d’estimation par ondelettes dans celui-ci.

Le modèle partiellement linéaire est présenté dans le premier chapitre. Ce modèle s’écrit

sous la forme

yi = X
T
i β + f (Ti) + ε i, i = 1, . . . , n,

avec Xi covariables de Rp et, dans le cadre de cette thèse, Ti ∈ R. Il est ainsi constitué de

deux parties distinctes : une partie linéaire et une partie fonctionnelle. La dimension des
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INTRODUCTION

variables explicatives de la partie fonctionnelle étant ici l’unité, le problème de fléau de la

dimension cité plus haut est amoindri comparativement à la version non paramétrique.

Ce modèle a connu un essor important suite aux travaux de Engle et al. (1986), qui met-

taient notamment en exergue la capacité de modélisation offerte.

Nous nous intéressons plus particulièrement aux procédures d’estimation par moindres

carrés pénalisés développées dans les années 80. La majorité des approches effectuées

dans ce modèle consiste à introduire des techniques d’interpolations par des splines ou

des estimateurs à noyaux afin d’estimer la partie fonctionnelle du modèle.

Les deux articles fondamentaux sur ce modèle sont ceux de Rice (1986) et Speckman

(1988). Rice a montré que lorsque les variables explicatives respectivement de la partie

linéaire du modèle et de la partie fonctionnelle, X et T, étaient corrélées, alors une esti-

mation optimale et du vecteur de régression β et de la fonction f n’était pas réalisable.

(La notion de corrélation entre les variables utilisée ici est définie précisément dans le

chapitre.) L’auteur aboutit à la conclusion que pour atteindre la vitesse optimale dans

l’estimation du vecteur de régression, un sous-lissage de l’estimation fonctionnelle est

nécessaire. Les travaux de Rice ont engendré de nombreuses réflexions sur ce modèle.

Parmi celles-ci, nous pouvons citer Speckman, qui retrouve des conclusions similaires.

Ce dernier propose une autre approche, dite de régression partielle, permettant de réduire

les biais dans l’estimation, et résolvant le problème du choix du paramètre de lissage. Les

deux auteurs s’accordent aussi pour dénoncer les mauvais résultats que peut engendrer

une procédure de validation croisée dans ce contexte.

Dans un modèle non paramétrique, la projection sur une base d’ondelettes associée à des

techniques de seuillage a permis le développement d’estimateurs adaptatifs quant à la

régularité de la fonction estimée. Ces procédés d’estimation présentent l’avantage d’offrir

des résultats quasi-minimax sur une large gamme de fonctions mais aussi de passer outre

une éventuelle validation croisée pour déterminer le paramètre de lissage. C’est pourquoi

ce travail est motivé par l’introduction des schémas d’estimation par ondelettes dans le

modèle partiellement linéaire.

En conséquence, le deuxième chapitre propose un bref rappel sur la notion d’analyse

multirésolution et d’ondelette. Nous redonnons aussi la définition d’espace de Besov.

Dans un second temps, ce chapitre présente les procédures d’estimation dans un modèle

de régression non paramétrique lorsque les observations sont réalisées en des points

équidistants de l’intervalle unité. Le seuillage des coefficients d’ondelette permet de con-

struire des estimateurs quasi-minimax sur des boules de Besov, tout en étant adapta-

tifs relativement à la régularité de la fonction estimée. La généralisation de ces schémas

2



INTRODUCTION

d’estimation au cas d’observations distribuées selon un plan aléatoire fait actuellement

encore l’objet de nombreux travaux. Après avoir succintement résumé quelques articles

relatifs à ce domaine, nous nous attarderons principalement sur la procédure d’estima-

tion proposée par Kerkyacharian et Picard (2004), étant donné que celle-ci semble la plus

adaptée à l’application dans un modèle partiellement linéaire.

Le Chapitre 3 concerne l’introduction des ondelettes et du seuillage des coefficients dans

un modèle partiellement linéaire. Nous nous restreignons au cadre d’un plan d’observa-

tion équidistant de la partie fonctionnelle. En s’appuyant sur les travaux de Antoniadis

et Fan (2001), nous élaborons une procédure des moindres carrés pénalisés dans laquelle

la pénalisation, portant sur les coefficients d’ondelettes, permet d’aboutir au seuillage

souhaité. Nous établissons l’équivalence entre la minimisation du critère des moindres

carrés pénalisés et des estimations successives du vecteur des paramètres de régression

β par un M-estimateur et de la partie fonctionnelle par ondelettes avec seuillage des co-

efficients. Grâce à ces résultats, nous pouvons interpréter les estimateurs comme suit :

1. Le vecteur de paramètres β est évalué par une procédure de M-estimation dans le

modèle de régression linéaire de y par X après projection sur une base d’ondelette.

Il est donc estimé sans tenir compte de la présence d’une partie fonctionnelle dans

le modèle. Cela revient à intégrer dans le bruit les coefficients d’ondelettes de la

partie fonctionnelle.

2. La fonction f est l’estimation par ondelettes avec le seuillage désiré dans la ré-

gression non paramétrique de y − Xβ̂n, l’estimateur β̂n ayant été calculé à l’étape

précédente.

L’originalité de notre travail réside aussi dans le parallèle montré entre les seuillages

réalisés à l’étape 2 et les M-estimateurs associés dans l’étape 1 ci-dessus. Par exemple le

seuillage doux est associé au M-estimateur de Huber, le seuillage SCAD à celui de Ham-

pel ou encore le seuillage fort à la moyenne tronquée. Ainsi, les M-estimateurs obtenus

sont des estimateurs usuels introduits dans les années 80 par la théorie de l’estimation

robuste.

De plus, le fait d’avoir une équivalence avec une procédure d’estimation en deux étapes

ouvre des perspectives de développement intéressantes. Outre la construction d’algo-

rithmes estimant successivement et non conjointement les paramètres (cf. Chapitre 5),

elle offre la possibilité d’approfondir le comportement asymptotique des estimateurs.

Ceci fait l’objet du Chapitre 4.

Dans le quatrième chapitre, nous nous intéressons plus précisément à deux pénalisations

dans le critère desmoindres carrés pénalisés : la pénalisation l1, menant au seuillage doux

3



INTRODUCTION

et au M-estimateur de Huber, et une pénalisation par une norme de Sobolev, de forme

quadratique, menant à un lissage usuel et à un estimateur des moindres carrés pondérés.

Pour chacune de ces procédures, nous étudions les propriétés asymptotiques des estima-

teurs. Dans les deux cas considérés, l’estimateur de la partie fonctionnelle a un compor-

tement quasi-minimax en probabilité pour la norme L2 sur des espaces de Besov. Cepen-

dant, en l’absence d’hypothèse quant à la structure des variables, la vitesse de conver-

gence de l’estimateur de la partie linéaire est d’ordre non paramétrique, ce qui n’est pas

satisfaisant. Lorsque nous supposons que les covariables ont une structure similaire à

celle considérée par Rice (1986) dans ce contexte, nous obtenons que les estimateurs du

vecteur de régression β convergent à une vitesse quasi-minimax. Ces résultats sont donc

cohérents avec ceux de Rice (1986). Le principal intérêt est que la procédure menant au

seuillage doux offre un schéma adaptatif, permettant d’éviter une procédure de valida-

tion croisée. Ce choix de pénalisation est donc particulièrement intéressant.

Par ailleurs, ces estimateurs nécessitent une estimation de la variance du bruit. Une

procédure basée sur une décomposition QR de la matrice de régression et sur le caractère

creux des coefficients d’ondelettes sur un espace de Besov est proposée dans ce chapitre.

LesChapitres 5 et 6 traitent de la mise en oeuvre des estimateurs dans les cas du seuillage

doux, du seuillage dur et du seuillage associé à la pénalité par une norme de Sobolev.

Dans le Chapitre 5, nous présentons les divers algorithmes qui seront appliqués dans le

Chapitre 6. Parmi ces algorithmes, nous pouvons distinguer ceux qui estiment conjointe-

ment le vecteur de régression β et la fonction f de ceux reposant sur l’estimation en deux

étapes établie au Chapitre 3 et évoquée plus haut. Le principal algorithme estimant simul-

tanément les paramètres est le Backfitting, déjà proposé par Fadili et Bullmore (2005) dans

le même contexte. Quant aux méthodes de calcul succesif des estimateurs, nous propo-

sons deux algorithmes semi-quadratiques –ARTUR et LEGEND– issus de la théorie de la

reconnaissance robuste. Ces deux algorithmes peuvent par exemple être rencontrés dans

Dahyot et Kokaram (2004).

Lors de la comparaison sur des simulations, il apparaı̂t que le Backfitting est plus perfor-

mant en terme de temps de calcul que les autres procédures. L’algorithme LEGEND ob-

tient des résultats similaires avec un temps de calcul légèrement supérieurmais dumême

ordre de grandeur. Concernant la qualité des résultats obtenus, l’estimation du vecteur

des paramètres de régression linéaire est satisfaisante pour les seuillages fort et doux.

Pour ces seuillages, l’estimation de la partie fonctionnelle donne de bons résultats pour le

critère de l’erreur quadratique moyenne. Concernant le seuillage issu d’une pénalisation

par une norme de Sobolev, une procédure de validation croisée est nécessaire afin de

4



INTRODUCTION

déterminer le paramètre de lissage. L’inconvénient est le sous-lissage probable engendré

par un tel schéma, souligné par Rice (1986) et Speckman (1988). Les estimations obtenues

sont de moins bonne qualité et nous observons, entre autres, un sous-lissage de la partie

fonctionnelle, ce qui confirme à notre avis la préférence pour des schémas adaptatifs dans

un modèle partiellement linéaire.

Nous avons par ailleurs étudié en fin de Chapitre 6 un exemple sur des données réelles,

gracieusement fournies par Dr. Fadili. Ces données consistent en trois signaux obtenus

par Imagerie à Résonance Magnétique fonctionnelle (IRMf). L’un des signaux est issu

d’une expérience avec des stimuli tandis que les deux autres sont des enregistrements de

référence, où aucun stimulus n’a été réalisé. Dans la modélisation par un modèle partiel-

lement linéaire, la partie linéaire intègre des facteurs de nuisance. La partie fonctionnelle

résume donc l’activité neuronale sans le biais causé par ces nuisances. Cette modélisation

s’avère peu convaincante en raison principalement du bruit important, comparativement

aux modalités de la partie linéaire du modèle obtenu.

LeChapitre 7 généralise l’étude au cas où la partie fonctionnelle est observée sur un plan

aléatoire. Nous appliquons la procédure d’estimation de Kerkyacharian et Picard (2004)

exposée au Chapitre 2. Dans ce chapitre, nous mettons en application le schéma d’esti-

mation proposé sur des simulations. Pour cela, nous utilisons l’algorithme élaboré par

Vidakovic (2002) permettant de calculer les valeurs des ondelettes en des points donnés.

Il apparaı̂t que l’estimateur choisi, bien qu’ayant de bonnes propriétés asymptotiques

théoriques, n’aboutit pas à des résultats satisfaisants en pratique. Le problème semble

être lié au caractère aléatoire du plan d’observations qui à distance finie entraı̂ne une

inhomogénéité dans la répartition des observations entre les supports des ondelettes.

L’alternative proposée pour la mise en oeuvre est celle de Chesneau et Willer (2005). Les

résultats obtenus lors de l’application sur des simulations sont satisfaisants pour une

large gamme de densités du plan des observations.
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CHAPITRE 1

LE MODÈLE PARTIELLEMENT LINÉAIRE
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1.2 Inférence statistique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2.1 Estimation par les moindres carrés pénalisés . . . . . . . . . . . . 10
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Ce premier chapitre présente les modèles partiellement linéaires, qui font l’objet du pré-

sent travail. Outre leur formalisme, l’intérêt de leur mise en oeuvre est souligné. Dans

un second temps, nous évoquons quelques résultats théoriques quant à l’inférence statis-

tique dans ces modèles.

1.1 Un modèle semi-paramétrique

Soient (X1 . . . ,Xn) et (T1 . . . , Tn) deux échantillons de covariables à valeurs respective-

ment dans Rp et Rq. Etant donnée l’observation sur R de (Y1, . . . ,Yn), nous considérons

le modèle de régression :

yi = X
T
i β + f (Ti) +Ui, i = 1, . . . , n, (1.1)

où (U1, . . . ,Un) est un échantillon aléatoire issu de la loi normale centrée de variance σ2.

Sous forme matricielle, nous noterons :

Y = Xβ + F(T) +U.
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1.1. UNMODÈLE SEMI-PARAMÉTRIQUE

Le vecteur de bruit U est supposé indépendant des plans d’observation X et T. Une

dépendance entre les variables X et T peut être envisagée. Nous désignerons par la suite

β0 la valeur du vrai paramètre.

1.1.1 Pourquoi ce modèle

Le modèle (1.1) fait partie de la classe des modèles semi-paramétriques. Le but de cette

gamme demodèle est d’offrir un compromis entre le modèle linéaire et le modèle non pa-

ramétrique. En effet, le modèle paramétrique et le modèle non paramétrique présentent

tous deux des inconvénients. Le problème majeur du modèle paramétrique doit être

considéré d’un point de vue de modélisation ; comme le soulignent Engle et al. (1986),

le modèle de regression est trop réducteur et ne permet pas de prendre en compte toutes

les intéractions. Ainsi, ils citent l’exemple de l’influence de la température sur la consom-

mation d’électricité : la relation entre les variables ne peut s’exprimer sous une forme

linéaire, même après transformation des données. Les outils non paramétriques, en ne

posant pas d’hypothèses quant à la forme du lien explicatif entre les variables, deviennent

indispensables pour traiter un tel cas.

Cependant, la liberté de modélisation qu’offre le domaine non paramétrique a un coût :

schématiquement, pour estimer une fonction f k-fois dérivable, la vitesse optimale est

de l’ordre de n
− k
2k+p , le paramètre p désignant la dimension des variables explicatives.

Tandis que dans le modèle de régression paramétrique, elles sont de l’ordre de n−1/2

quel que soit le nombre de variables explicatives. Il apparaı̂t par conséquent utile de

prendre en compte la linéarité dans les modèles, afin d’augmenter la vitesse d’estima-

tion. Ce constat, souvent rencontré sous l’expression de fléau de la dimension, a incité le

développement depuis les années 80 d’une nouvelle gamme de modèles que sont les

modèles semi-paramétriques. L’idée de ces modèles est de combiner les modèles non

paramétriques et les modèles linéaires.

Le modèle partiellement linéaire que nous allons aborder ici est un des nombreux mo-

dèles semi-paramétriques existants. Ce modèle a été introduit à notre connaissance par

Green et Yandell (1985) mais a particulièrement connu son essor après l’article de Engle

et al. (1986). La capacité de modélisation de phénomènes divers ainsi que les résultats

satisfaisants d’estimation statistique dans ce modèle ont contribué à son développement.

L’intérêt principal du modèle partiellement linéaire est qu’il permet de distinguer les

relations linéaires et les relations non linéaires au sein d’un même modèle. L’idée est de
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prendre en compte l’a priori que l’on a quant à la linéarité de certaines relations afin de

réduire le coût de l’estimation qu’aurait un modèle non paramétrique, tout en gardant la

complexité de modélisation sous-jacente au modèle non paramétrique pour expliquer les

autres relations.

1.1.2 Exemples d’application

Un premier exemple d’application de ce modèle au milieu industriel est l’étude de la

consommation électrique en fonction de la température réalisée par Engle et al. (1986). Les

auteurs veulent étudier l’influence de la température sur la consommation électrique des

ménages. Ils expliquent cette consommation par un modèle partiellement linéaire dans

lequel la partie linéaire intègre les effets du prix de l’électricité, du revenu des ménages,

etc. . . Cette modélisation permet donc d’étudier la relation entre la température et la

consommation d’électricité sans que cette étude soit biaisée par la présence des cova-

riables de la partie linéaire.

En biologie, on peut citer notamment les travaux de Green et Yandell (1985) qui ana-

lysent l’influence de la dose d’un produit donné sur l’hyperplasie de la voie biliaire des

rats. La présence d’hyperplasie à la mort du rat est expliquée de manière linéaire par le

logarithme de la dose reçue, le poids du rat et sa position dans la cage, et de manière non

linéaire par l’âge de la mort. Il est intéressant de remarquer que la relation sur laquelle se

focalise l’analyse est ici linéaire, contrairement à l’étude de Engle et al. (1986).

Plus récemment F. Meyer (2003) puis Fadili et Bullmore (2005) s’intéressent à la modéli-

sation d’un signal issu d’Imagerie à Résonance Magnétique fonctionnelle par un modèle

partiellement linéaire. L’idée est d’intégrer dans la partie linéaire du modèle des pa-

ramètres de nuisance, afin de conserver dans la partie fonctionnelle un signal épuré. De

tels signaux seront étudiés au Chapitre 6.

L’éventail des domaines où ce modèle peut être appliqué est vaste. Hardle et al. (2000)

illustrent son aptitude à modéliser des phénomènes dans des domaines aussi variés que

l’industrie, la finance, la biologie . . . Nous renvoyons à leur ouvrage pour un aperçu plus

large des applications possibles.

Si ce modèle présente souvent un intérêt, on est amenés à se poser la question de savoir

dans quel cas il est adapté et quelles sont les variables correspondant respectivement aux

parties linéaire et fonctionnelle du modèle. A notre connaissance, seuls Chen et Chen
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(1991) et Roger-Vial (2003) ont abordé ce point. Nous renvoyons à leurs travaux pour

plus de détails.

1.2 Inférence statistique

L’objet du problème est d’estimer le vecteur des paramètres de regression β0 ainsi que la

fonction f au vu de l’observation des triplets (Yi,Xi, Ti)i=1,...,n.

Parmi les techniques développées dans l’estimation de la partie fonctionnelle dans un

modèle partiellement linéaire, outre les splines et l’estimation à noyau, on peut citer aussi

l’estimation linéaire locale (Hamilton et Truong (1997)), l’estimation par la méthode des

polynômes locaux (Roger-Vial (2003)), l’estimation par séries orthogonales (Donald et

Newey (1994)). . . A titre de remarque, l’application des techniques de bootstrap a aussi

été mise en oeuvre dans ce modèle par Hardle et al. (1999). Mais nous n’aborderons pas

ces travaux ici dans un souci de concision. Ne pouvant présenter de manière exhaus-

tive l’ensemble des approches considérées, nous nous intéressons plus particulièrement

à l’estimation par minimisation d’un critère des moindres carrés pénalisés ainsi que l’ap-

proche dite de régression partielle de Speckman (1988), étant donné que nous avons opté

pour une procédure similaire dans ce travail.

1.2.1 Estimation par les moindres carrés pénalisés

La première approche, proposée notamment par Green et Yandell (1985), Engle et al.

(1986) ou encore Chen et Shiau (1991), est l’estimation reposant sur un critère des Moin-

dres Carrés Pénalisés. Les estimations de β0 et f sont obtenues en minimisant un critère

de la forme :
n

∑
i=1

(Yi − XTi β − f (Ti))2 + λPen( f ), (1.2)

où Pen( f ) est un indicateur de la régularité de f . L’idée d’un tel critère est d’introduire

la régularité de la partie fonctionnelle de sorte que la fonction obtenue ne “colle” pas

aux données mais de la contraindre à être suffisament lisse. Par ailleurs, l’introduction

d’une pénalité est justifiée par la théorie bayésienne, comme le font remarquer notam-

ment Green et Yandell (1985) et Heckman (1986).

Typiquement, la pénalité choisie est de la forme Pen( f ) =
∫

( f (m))2 ; c’est le choix par
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exemple de Heckman (1986), Rice (1986) ou Chen (1988). Cette pénalité correspond en

fait à supposer que f appartient à un espace de Sobolev

W2m :=

{

g m− fois différentiable, telle que
∫

(g(m))2 < ∞

}

.

Dans le cadre d’un modèle non paramétrique, l’optimum des moindres carrés avec une

telle pénalité est atteint sur l’espace des splines de degré 2m− 1. Ainsi, il semble naturel
d’approximer f par une projection sur l’espace des splines de degré 2m− 1. Considérons
W matrice de projection sur un espace de splines. Alors, si f = WTθ, les conditions du

premier ordre s’écrivent

β̂ = (XTX)−1XT(y−WT θ̂) (1.3)

θ̂ = W(y− Xβ̂). (1.4)

En remplaçant l’expression de θ̂ dans β̂, nous obtenons :

β̂ = (XT(I − S)X)−1XT(I − S)y

avec S =WTW.

Cette approche a tout d’abord été appliquée par de nombreux auteurs parmi lesquels

Green et Yandell (1985), Engle et al. (1986) et Heckman (1986). Notons qu’en particulier

Rice (1986) et Chen et Shiau (1991) optent pour la base de Reinsch. Chen (1987) , Chen et

Chen (1991) ou encore Schick (1996) proposent quant à eux d’estimer f dans un espace

de splines engendré par des subdivisions de dimension supérieure à 2m− 1, adaptées au
plan des observation (Ti)i=1,...,n.

Premiers résultats asymptotiques

Les premiers résultats relatifs au comportement asymptotique des estimateurs construits

par moindres carrés pénalisés sont à notre connaissance dus à Heckman (1986) et Rice

(1986). Leurs travaux ont été élaborés dans le contexte d’une pénalité de Sobolev, associée

à une projection dans un espace de splines comme évoqué ci-dessus. Nous présentons

brièvement ces résultats ainsi que leur limite avant d’évoquer des méthodes d’estimation

proposées pour améliorer leur performance.

Normalité asymptotique

Heckman (1986) établit la normalité asymptotique de l’estimateur β̂n :

11
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Théorème 1.1. (Heckman (1986))

Supposons que f appartienne à l’espace de Sobolev Wm.

Supposons qu’existe une fonction w continue et strictement positive telle que le vecteur des cova-

riables ti vérifie la relation
∫ ti
0 w(u)du = i

n .

Supposons de plus que (X1, . . . ,Xn) sont des variables aléatoires i.i.d. centrées, de matrice de

covariance Σ et admettant un moment d’ordre 4.

Si
√
nλ tend vers l’infini, alors β̂n est un estimateur consistant de β0.

Si de plus λ tend vers 0, ou f (m) ≡ 0, alors √n(β̂n − β0) converge en loi vers une variable

aléatoire B de loi gaussienne centrée et de matrice de covariance σ2Σ−1.

Ce qu’il est intéressant de remarquer dans ce résultat est que l’estimateur atteint la vitesse

minimax d’unmodèle linéaire. Autrement dit, la présence d’une partie fonctionnelle dans

le modèle n’affecte pas la vitesse de convergence de l’estimation, et nous obtenons de

même un estimateur asymptotiquement sans biais.

Notons que la normalité asymptotique de β̂n fut ensuite étenduee au cas desmodèles par-

tiellement linéaires généralisés avec une procédure des quasi-moindres carrés pénalisés

par Chen (1987).

Vitesses minimax : problème de variables corrélées

Rice (1986) dans un contexte similaire s’est intéressé à ce que devenait la consistance de

β̂n établie par Heckman (1986) lorsque l’hypothèse de non corrélation entre les variables

X et T était amoindrie. Plus précisément, Rice (1986), sous l’hypothèse p = 1, considère

que les covariables X peuvent s’écrire sous la forme

xi = g(Ti) + ηi, (1.5)

avec (ηi)j=1,...,p n-échantillon issu d’une variable centrée de variance finie (ou covariables

se comportant comme tel).

Lorsque la fonction g s’annule, le cadre de l’étude est celui de Heckman (1986). Rice

(1986) montre qu’alors non seulement β̂n admet une vitesse optimale de convergence,

mais que de plus l’estimation de la partie fonctionnelle atteint une vitesse minimax. L’au-

teur montre en fait ce résultat sous des hypothèses moins restrictives :

Théorème 1.2. (Rice (1986))

Supposons que f appartient à l’espace de Sobolev Wm et que les covariables xi, i = 1, . . . , n,

vérifient (1.5) avec g fonction polynomiale de degré inférieur ou égal à m− 1. Si λ = n−1/(1+2m),
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alors

E‖β̂n − β0‖ = ©(n−1/2)

E‖ f̂n − f‖ = ©(n−m/(1+2m)).

Autrement dit, la présence de la partie non paramétrique dans le modèle n’affecte pas la

qualité de l’estimation de la partie paramétrique et réciproquement.

Néanmoins, Rice (1986) considère aussi des fonctions g plus complexes et conclut que si

les hypothèses sur la fonction g sont amoindries (c’est-à-dire que la corrélation entre les

variables explicatives est plus forte) le biais de l’estimateur β̂n résultant est trop impor-

tant. Plus précisément, si g est m-fois continûment dérivable, il va falloir pour pouvoir

atteindre la vitesse optimale dans la régression linéaire choisir un paramètre λ qui va

imposer un sous-lissage dans l’estimation de f . En conséquence, l’estimation de f ne

pourra être optimale. Ainsi, un compromis doit alors être réalisé entre l’optimalité dans

l’estimation de la partie linéaire et celle dans l’estimation de la partie non paramétrique

du modèle.

La conclusion de ces résultats est qu’on peut espérer atteindre la normalité asymptotique

dans l’estimation du vecteur de régression de la partie linéaire et des vitesses minimax

respectivement pour la partie linéaire et la partie fonctionnelle du modèle, sans que le

fait d’être dans un modèle partiellement linéaire affecte les vitesses respectives des deux

parties. Cependant, ces bons comportements asymptotiques sont valables sous la condi-

tion que la corrélation entre les variables de la partie linéaire et celles de la partie non

paramétrique du modèle ne soit pas forte.

La conclusion de Rice (1986) sur le comportement des estimateurs dans le cadre de va-

riables corrélées a engendré de nombreuses reflexions. Attardons nous notamment sur

les articles de Chen et Shiau (1991) et de Speckman (1988).

Une estimation en deux étapes : Chen et Schiau (1991)

Chen et Shiau (1991) construisent une estimation en deux étapes afin de “décorréler”

les variables explicatives. Cette méthode sera ensuite reprise par Chen et Chen (1991) et

par Hamilton et Truong (1997) et peut aussi être trouvée dans Antoniadis (1992). Cette

approche consiste à extraire des variables explicatives de la partie linéaire de nouvelles

variables non corrélées avec la partie fonctionnelle. L’idée est de régresser les variables
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explicatives X du modèle (1.1) par rapport aux variables T selon un modèle non pa-

ramétrique. Cela signifie que nous supposons que les variables X s’écrivent :

Xi = g(Ti) + Ri, i = 1, . . . , n.

Les auteurs proposent d’estimer g selon les techniques usuelles d’estimations non pa-

ramétriques afin d’en déduire les covariables R non corrélées avec T. L’estimation par

moindres carrés pénalisés (1.2) sera ensuite effectuée en considérant que la matrice de

régression est non pas la matrice X initiale mais la matrice des résidus R obtenus dans la

première étape.

Chen et Shiau (1991) introduisent les matrices de régression par splines Sλ. Les auteurs

utilisent des paramètres de lissages λj distincts pour chacune des p regressions xi,j =

gj(ti) + ri,j, i = 1, . . . , n et un paramètre de lissage λ pour le critère des moindres carrés

pénalisés sur les résidus. Ils obtiennent des estimateurs de la forme :

β̂n = (X̃T(Ipn − S̃)T(In − Sλ)(Ipn − S̃)X̃)−1X̃T(Ipn − S̃)T(In − Sλ)y

f̂n = Sλ(y− Xβ̂n)− (I − Sλ)SX̃β̂n,

avec X̃ et S̃ matrices par blocs définies par : X̃ = diag(X1 . . .Xp) et S̃ = diag(Sλ1 . . . Sλp).

Chen et Shiau (1991)) aboutissent par ce moyen à des estimateurs minimax et à un β̂n
asymptotiquement normal.

1.2.2 La régression partielle de Speckman (1988)

L’article de Speckman (1988), outre le fait de proposer d’autres estimateurs, généralise

aussi l’estimation par splines à une estimation par noyaux dans lesmodèles partiellement

linéaires.

Dans le cadre d’un modèle non paramétrique, Y = f (T) + U, considérons que l’es-

timation de f s’écrit f̂ = WY. W est une matrice de lissage par noyaux ou de pro-

jection sur une base de splines, supposée symétrique. Par ailleurs, l’estimation du pa-

ramètre de régression choisie dans le modèle Y = Xβ +U est celle des moindres carrés

β̂ = (XTX)−1XTY. Les deux options d’estimation possibles dans le modèle partiellement
linéaire, outre l’estimation conjointe des deux parties, sont :

1. Si f était connue, le vecteur β serait estimé par β̂ = (XTX)−1XT(Y − f (T)). Il en
découle que f peut être estimée à partir du modèle Y − Xβ̂ = f (T) +U par f̂ =
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W(Y−Xβ̂). En remplaçant f par f̂ dans l’expression de β̂, les estimations obtenues

s’écrivent alors :
{

β̂
(1)
n = (XT(I −W)X)−1XT(I −W)Y

f̂
(1)
n = W(Y − Xβ̂)

.

Nous obtenons ici la forme des estimateurs étudiés par Heckman (1986), Rice (1986)

et Chen (1988).

2. Si β était connu, alors f serait estimée par f̂ = W(Y − Xβ). De même que pré-

cédemment, β est obtenu par estimation des moindres carrés dans le modèle Y −
f̂ (T) = Xβ +U puis la valeur obtenue est remplacée dans f̂ . Cette technique abou-

tit aux estimations suivantes :
{

β̂
(2)
n = (XT(I −W)2X)−1XT(I −W)2Y

f̂
(2)
n = W(Y − Xβ̂)

.

Telle que présentée par Speckman (1988), cette estimation consiste à projeter le

modèle dans l’espace orthogonal à W de sorte à faire disparaı̂tre la partie non pa-

ramétrique puis à appliquer une estimation des moindres carrés pour obtenir une

estimation du vecteur de regression de la partie linéaire.

La conclusion de Speckman (1988) est que la deuxièmeméthode est préférable. En effet, il

montre que si les variances des estimateurs sont inchangées, les biais de laméthode 2 sont

réduits par rapport à laméthode 1 lorsque les variables sont corrélées, c’est-à-dire lorsque

les variables X vérifient (1.5) avec g n’appartenant pas à la classe des polynômes de degré

inférieur ou égal à m− 1. Speckman montre par ailleurs la normalité asymptotique de β̂n
tel que défini en 2. Quant aux estimations des parties fonctionnelles, les deux procédures

mènent à des vitesses minimax, pour le choix usuel de lissage.

Résumons les propriétés asymptotiques établies par l’auteur :

Théorème 1.3. (Speckman (1988))

Supposons qu’existe une fonction w continue et strictement positive telle que le vecteur des cova-

riables ti vérifie la relation
∫ ti
0 w(u)du = i

n .

Supposons que f appartient à l’espace de Sobolev Wm et que les covariables xi, i = 1, . . . , n,

vérifient (1.5) avec g fonction m-fois continûment dérivable.

Alors

Eβ̂
(1)
n − β0 ∼ λm,

Eβ̂
(2)
n − β0 = ©(λ2m + λmn−1/2)
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et Var(β̂
(i)
n ) = ©(n−1) pour i = 1, 2. De plus,

E f̂
(i)
n − f = ©(λm)

Var( f̂
(i)
n ) = ©(n−1λ−1)

pour i = 1, 2.

Si de plus les variables η admettent un moment d’ordre strictement supérieur à 2 fini, alors√
n(β̂

(2)
n − Eβ̂

(2)
n ) converge en loi vers une variable aléatoire B de loi gaussienne centrée et de

matrice de covariance σ2Σ−1.

Lorsque le paramètre de lisssage λ est pris de telle sorte que l’estimation de la partie fonc-

tionnelle soit minimax, c’est-à-dire λ = n−1/(1+2m), ce théorème nous confirme bien que

la procédure 2 permet de construire des estimateurs des parties linéaires et fonctionnelles

qui sont optimaux ; tandis que le biais de l’estimation du vecteur de paramètres β dans

la procédure 1 a une vitesse non paramétrique. L’auteur souligne par ailleurs le danger

de la première méthode car la nécessité de mettre en place une procédure de validation

croisée pour choisir le paramètre λ risque d’entraı̂ner un sous-lissage dans l’estimation

de la partie fonctionnelle.

Conclusion : Des splines aux ondelettes. . .

Depuis les années 90, l’usage des ondelettes en statistique s’est répandu (cf Antonia-

dis (1997)). Elles offrent en effet l’avantage d’élargir le champ de régularité de la partie

fonctionnelle, comparativement aux techniques de splines, en permettant d’appréhender

des fonctions moins lisses et spatialement plus hétérogènes que des fonctions de Sobo-

lev. De plus, des procédures d’estimation non linéaires, via le seuillage des coefficients,

permettent d’élaborer des estimateurs quasi-minimax qui sont adpatatifs quant à la régu-

larité de la fonction estimée. Ceci est particulièrement intéressant dans le modèle partiel-

lement linéaire en raison des biais possibles engendrés par la validation croisée soulignés

par Rice (1986) et Speckman (1988).

Récemment, l’utilisation des ondelettes dans le modèle partiellement linéaire a été pro-

posée par divers auteurs. Une estimation linéaire a été mise en place par F. Meyer (2003)

ou Xue (2003), une estimation non linéaire par Chang et Qu (2004) et Fadili et Bullmore

(2005), ou encore une estimation bayésienne par simulations Monte-Carlo par Chaı̂nes

de Markov avec des techniques d’ondeletttes par Qu (2005).
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CHAPITRE 1. LE MODÈLE PARTIELLEMENT LINÉAIRE

L’objet du présent travail est donc d’introduire à notre tour une estimation non linéaire

par ondelettes dans ce modèle. Après avoir brièvement présenté les ondelettes et leur

application en régression fonctionnelle, nous décrirons ainsi les procédures d’estimation

construites en introduisant des ondelettes dans le modèle partiellement linéaire. Nous

donnerons ensuite les résultats quant à leurs propriétés asymptotiques et étudierons leur

mise en oeuvre algorithmique.
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RAPPELS SUR LES ONDELETTES ET LEUR

USAGE EN RÉGRESSION
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Ce chapitre propose un bref rappel sur les ondelettes ainsi que sur leur usage dans le

modèle de regression non paramétrique. Dans un premier temps, nous redonnons la

définition des bases d’ondelettes orthonormées ainsi que des espaces de Besov, puis

nous nous intéressons à l’estimation par transformée en ondelette dans le modèle de

régression lorsque le plan d’observation est équidistribué et lorsque ce n’est pas le cas.

Dans cette dernière section, nous insistons particulièrement sur la procédure d’estimation

développée par Kerkyacharian et Picard (2004), qui sera appliquée au Chapitre 7.
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2.1. ANALYSEMULTIRÉSOLUTION ET ONDELETTES

2.1 Analyse multirésolution et ondelettes

Parmi les différentes approches possibles, nous avons choisi d’introduire les ondelettes à

travers la notion d’analyse multirésolution. L’idée d’une analyse multirésolution (AMR)

est de définir une suite d’espaces emboı̂tés (Vj)j∈Z telle que à chaque incrémentation,

l’approximation résultante d’une fonction f de L2(R) sur cette espace est affinée. De

manière rigoureuse, une analyse multirésolution se définit de la façon suivante :

Définition 2.1. Analyse multirésolution Orthonormée (AMR)

On appelle Analyse multirésolution orthonormée de L2(R) toute suite (Vj)j∈Z croissante

d’espaces fermés de L2(R) telle que

(i) ∩j∈ZVj = {0} et ∪j∈ZVj = L
2(R),

(ii) ∀ f ∈ L2(R), ∀ j ∈ Z, f ∈ Vj si et seulement si x 7→ f (2−jx) appartient à Vj+1,

(iii) Il existe ϕ, appelée fonction d’échelle, telle que la famille {x 7→ ϕ(x− k)}k∈Z soit une

base orthonormée de V0.

Nous ne traiterons pas des bases biorthonormée d’ondelettes, où les analyses multi-

résolution sont définies à partir de bases de Riesz et non plus de bases orthonormées.

Nous renvoyons aux livres de Daubechies (1992), Y. Meyer (1992) ou Mallat (1999) pour

ces dernières.

Cette définition a pour conséquence qu’à chaque degré de résolution j, la famille de fonc-

tions {ϕj,k : x → 2j/2ϕ(2jx − k)}k∈Z forme une base orthonormée de l’espace Vj pour

la norme L2. Comme ϕ appartient à V0, qui est inclus dans V1, il en résulte que ϕ peut

s’exprimer comme combinaison linéaire de {ϕ1,k}k∈Z. Autrement dit, il existe une suite

de réels (hk)k∈Z telle que

∀x ∈ R, ϕ(x) = ∑
k∈Z

hkϕ(2x− k).

Le principe de cette relation, appelée relation à deux échelles, permet comme nous le ver-

rons ultérieurement d’élaborer des algorithmes rapides de décomposition ou de recons-

truction dans le contexte d’une analyse multirésolution.

Il est intéressant dès lors de pouvoir affiner la connaissance sur une fonction en aug-

mentant le niveau de résolution sans recalculer l’intégralité des coefficients associés. On

introduit alors les espaces de détails : passer d’une résolution j à une résolution j+ 1 re-

vient à ajouter des détails, compris dans l’espace Wj complémentaire de Vj dans Vj+1 ;
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pour tout j ∈ Z,Wj est défini par :

Vj+1 = Vj ⊕Wj.

Une conséquence immédiate de cette définition ainsi que de la Définition 2.1 est que pour

tout j0 appartenant à Z, l’espace L2(R) vérifie :

L2(R) = Vj0 ⊕⊕+∞
j=j0
Wj. (2.1)

Il existe une fonction ψ telle que {x 7→ ψ(x − k)}k∈Z soit une base orthonormée de W0.

La fonction ψ est alors appelée ondelette. De même que précédemment, à tout niveau de

résolution j ∈ Z, la famille {ψj,k : x 7→ 2j/2ψ(2jx− k)}k∈Z forme une base orthonormée de

l’espaceWj. De plus, de manière similaire, une relation à deux échelles peut être établie :

commeW0 est inclus dans V1, il existe une suite de réels (gk)k∈Z telle que

∀x ∈ R, ψ(x) = ∑
k∈Z

gkϕ(2x− k).

Un exemple simple d’analyse multirésolution est celle de Haar, générée par la fonction

d’échelle ϕ = 11[0,1) et l’ondelette ψ = 11[1/2,1) − 11[0,1/2).

2.1.1 Approximations de fonctions

En utilisant la décomposition de l’espace L2(R) donnée en (2.1), nous déduisons de ce

qui précède que pour tout j0 ∈ Z, toute fonction f appartenant à L2(R) s’écrit :

f = ∑
k∈Z

αj0 ,kϕj0,k +
+∞

∑
j=j0

∑
k∈Z

β j,kψj,k, (2.2)

avec αj0 ,k =
∫
f ϕj0 ,k et β j,k =

∫
fψj,k.

Définition 2.2. Ordre d’une AMR

Une analyse multirésolution orthogonale est dite d’ordre N si, pour tout degré de résolu-

tion j ∈ Z, tout polynôme P de degré inférieur à N− 1 appartient à Vj, i.e. P peut s’écrire
sous la forme :

P = ∑
k∈Z

cj,kϕj,k.
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2.1. ANALYSEMULTIRÉSOLUTION ET ONDELETTES

Un calcul simple montre que l’ordre d’une Analyse Multi-résolution orthogonale est

équivalent au nombre de moments nuls de l’ondelette associée. Rappelons la propriété

des moment nuls.

Définition 2.3. Nombre de moments nuls

Une fonction f admet N moments nuls si pour tout p = 0, . . . ,N − 1,
∫
f (x)xpdx = 0,

et
∫ ∣
∣ f (x)xN

∣
∣ dx < ∞.

L’intérêt d’une décomposition multi-échelle est que, contrairement à une décomposition

dans une base de Fourier, celle-ci est localisée en temps et en fréquence. Les valeurs des

coefficients de détails sont faibles lorsque la fonction est régulière,mais deviennent élevés

dans le voisinage des points de discontinuité. En effet, lorsque la fonction est localement

polynômiale, la propriété de représentation des polynômes associée à l’odre de l’AMR as-

sure que les coefficients de détails vont être faibles. Cette localisation dans les voisinages

des points critiques permet une meilleure détection de ces points. De plus, les valeurs

étant peu élevées dans les zones de régularité et décroissant avec le degré de résolution j,

le fait de ne pas conserver ces coefficients a une influence moindre sur la reconstruction

de la fonction. Ce principe peut permettre de compresser l’information en ne gardant

que les coefficients significatifs. On peut aussi espérer qu’une telle procédure réduira les

fréquences parasites du signal lorsque celui-ci est bruité.

L’ondelette de Haar, citée plus haut, présente l’inconvénient majeur de n’avoir qu’un seul

moment nul. On préférera donc en général prendre des ondelettes ayant un nombre de

moments nuls plus élevés. Daubechies (1992), entre autres, propose des ondelettes ayant

des nombres de moments nuls élevés, et à support compact, qui seront utilisées dans

les applications. D’autres exemples de fonctions d’échelle et d’ondelettes peuvent être

trouvés par exemple dans Mallat (1999) ou Hardle et al. (1998).

2.1.2 Ondelettes périodiques

La fonction que l’on souhaiterait estimer étant définie sur [0, 1], la construction d’une

base d’ondelettes sur L2([0, 1]) est possible en périodisant les fonctions ϕ et ψ. Soient ϕ̃κ
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et ψ̃κ définies par :

ϕ̃κ = ∑
l∈Z

ϕ̃(x+ l),

ψ̃κ = ∑
l∈Z

ψ̃(x+ l).

Alors, le couple (ϕ̃, ψ̃) engendre une analysemultirésolution orthonormée sur [0, 1]. Cette

périodisation est une manière simple et intuitive de restreindre une anlayse multirésolu-

tion à un intervalle, mais son inconvénient majeur est que des problèmes de discon-

tinuités aux bords de l’intervalle en découlent. Nous renvoyons à la thèse de Maxim

(2003) pour d’autres constructions d’ondelettes sur l’intervalle et notamment d’onde-

lettes adaptées aux bords.

Toute fonction f ∈ L2([0, 1]) peut alors se décomposer sous la forme :

f = ∑
k∈Ij0

αj0 ,k ϕ̃j0,k + ∑
j>j0

∑
k∈I j

β j,kψ̃j,k

avec ακ =
∫
f ϕ̃ et βκ =

∫
f ψ̃, et Ij =

{
k = 0, 1, . . . , 2j − 1}, la restriction des indices k aux

ensembles Ij étant due à la périodicité des fonctions considérées.

2.1.3 Espaces de Besov

Nous étudierons par la suite le cas de fonctions appartenant à des espaces de Besov. Nous

rappelons par conséquent leur définition. Pour les preuves des résultats énoncés dans ce

chapitre, on pourra se référer notamment à Hardle et al. (1998).

Les espaces de Besov sont définis à partir du module de continuité, qui est une notion

plus faible que la dérivabilité, donc permet aux espaces de Besov d’être peu contraignants

quant à la régularité des fonctions.

Pour 1 6 π 6 ∞, le module de continuité d’ordre π d’une fonction f , ωNπ ( f , .), se définit

comme :

ωNπ ( f , t) := sup
|h|6t

‖∆Nh f‖π où ∆h f (x) = f (x+ h) − f (x) (2.3)

et ∆Nh f = ∆ho∆ho . . . o∆h
︸ ︷︷ ︸

N f ois

f . (2.4)

Les espaces de Besov sont ensuite construits de la façon suivante :
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Définition 2.4. Espaces de Besov

Soient 0 < s < ∞, 0 < π 6 ∞ et 0 < q 6 ∞. On définit l’espace de Besov Bsπ,r comme
l’ensemble des fonctions f appartenant à Lπ(R) telles que

(
∫ ∞

0

(
ωNπ ( f , t)

ts

)q
dt

t

)1/q

< ∞,

avec N entier tel que s < N et la modification usuelle pour q = ∞.

Remarque : La définition ci-dessus semble dépendre de l’entier N considéré, mais la

caractérisation d’un espace de Besov en terme d’ondelettes permet en réalité de montrer

qu’il n’en est rien.

Les espaces de Besov sont particulièrement adaptés à l’estimation par projection sur une

base d’ondelettes en raison de leur caractérisation par rapport à une telle base.

Proposition 2.5. Caractérisation des espaces de Besov par ondelettes

Soient ϕ une fonction d’échelle issue d’une Analyse Multi-Résolution et ψ l’ondelette associée.

Supposons que ϕ vérifie la propriété des N moments nuls et qu’il existe une constante C telle que

ψ vérifie

∑
k∈Z

|ψ(x− k)| 6 C p.s.,

∑
k∈Z

|DNψ(x− k)| 6 C p.s.

Soit 0 < s < N, 1 6 π 6 ∞ et 0 < r 6 ∞ et f = ∑k∈Z αj0 ,kϕj0,k + ∑j>j0 ∑k∈Z β j,kψj,k
appartenant à Lπ(R).

Alors, f ∈ Bsπ,r si et seulement si ∑j∈N 2
j(s+1/2−1/π)r

(

∑k∈Z |β j,k|π
)r/π

< ∞. Avec les modifi-

cations usuelles si π ou r est infini.

Ainsi dès que l’ondelette considérée est suffisamment régulière et vérifie une condition

de moments nuls, les espaces de Besov sont caractérisés par le comportement des coeffi-

cients de la décomposition sur une base d’ondelettes. Cette propriété fondamentale incite

à estimer les fonctions appartenant à des espaces de Besov. C’est pourquoi dans toute la

suite, nous considérerons que la fonction f que l’on cherche à estimer appartient à un

ensemble Bsπ,r. On remarquera en particulier que Y. Meyer (1992) et Daubechies (1992)
proposent des bases d’ondelettes vérifiant les propriétés nécessaires à la caractérisation

par ondelettes.
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Les espaces de Besov peuvent alors être munis de la norme

‖ f‖s,π,r = ‖ f‖Lπ + ∑
j∈N

2j(s+1/2−1/π)r

(

∑
k∈Z

|β j,k|π
)r/π

.

La boule {‖ f‖s,π,r 6 M} sera notée par la suite Bsπ,r(M). Par abus de notation, les es-

paces de Besov définis sur R seront confondus par la suite avec les espaces définis sur un

intervalle afin de ne pas prêter à confusion.

2.2 Transformation en ondelettes

Cette section donne dans un premier temps l’écriture matricielle de la transformée en

ondelette et de la transformée inverse associée. Ensuite, elle décrit comment ces trans-

formées peuvent être mises en oeuvre algorithmiquement.

2.2.1 Ecriture matricielle

Soit (Vj)j∈N une Analyse Multi Résolution orthogonale sur [0; 1] engendrée par la fonc-

tion d’échelle ϕ. On note ϕj,k(x) = 2j/2ϕ(2jx− k). Alors Vj = Vect(ϕj,k, k = 0 . . . 2j − 1).
Soit ψ l’ondelette associée. On utilise des notations similaires pour ψj,k et les espaces en-

gendrés par {ψj,k}k sont notésWj.

La matriceW de projection sur l’espace VJ = Vj0 ⊕J−1j=j0 Wj est une matrice orthogonale de
taille n× n. Nous distinguerons par la suite les deux blocs engendrés respectivement par
les fonctions d’échelle et les ondelettes.

Pour un vecteur quelconque e = (e1 . . . en)
T la transformée en ondelette d = We est de la

forme :

We =
(

sj0 ,0 . . . sj0 ,2j0−1 wj0,0 . . . wj0,2j0−1 . . . wJ−1,2J−1−1
)T

où sj,k et wj,ksont les coefficients empiriques respectivement d’échelle et d’ondelette de e
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de degré (j, k). L’approximation suivante permet de mieux appréhender ces coefficients :

sj0 ,k ≈ 1√
n

n

∑
i=1

eiϕj0,k(ti) pour k = 0 . . . 2j0 − 1

wj,k ≈ 1√
n

n

∑
i=1

eiψj,k(ti) pour

{

j = j0 . . . J − 1,
k = 0 . . . 2j − 1.

Cette approximation servira notamment dans l’établissement des propriétés asympto-

tiques.

La transformée étant orthogonale, le vecteur e peut ensuite être obtenu à partir de sa

transformée en ondelette d par e =WTd.

2.2.2 Algorithme pyramidal

Nous présentons ici la mise en oeuvre algorithmique du calcul des coefficients d’onde-

lettes et de la reconstruction d’un signal à partir de la donnée des coefficients.

Les relations à deux échelles données ci-dessus permettent d’établir une relation entre

les coefficients à différentes échelles. Mallat (1989) propose deux algorithmes issus de

ce constat permettant l’un de calculer les coefficients de la décomposition de f à des

niveaux de plus en plus fin et l’autre de calculer les coefficients à des niveaux de plus en

plus grossiers. Ces algorithmes sont appelés respectivement algorithme de décomposition et

algorithme de reconstruction.

D’après ce qui précède, il existe deux suites de réels (hk)k∈Z et (gk)k∈Z telles que

∀x ∈ R, ϕ(x) = ∑k∈Z hkϕ(2x− k)
ψ(x) = ∑k∈Z gkϕ(2x− k).

Sous forme matricielle, ces équations donnent :

∀j ∈ Z, Φj = HjΦj+1 et Ψj = GjΦj+1.

Ces relations établissent un lien entre les coefficients d’échelle sj et d’ondelettes wj de

différents niveaux de résolutions. Il en résulte en effet que

∀j ∈ Z, sj = Hjsj+1 et wj = Gjwj+1

sj+1 = Hjsj + Gjwj.
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La dernière de ces équations permet de reconstruire le signal à partir des coefficients

d’échelles et d’ondelettes de diverses résolutions tandis que les premières servent au cal-

cul des coefficients d’échelles et d’ondelettes d’un signal. Ces algorithmes permettent de

décomposer et de reconstruire de manière efficace un signal en coefficients d’ondelettes.

Ce sont eux qui seront appliqués lors de la mise en oeuvre pratique.

FIG. 2.1: Algorithmes de décomposition et de reconstruction.

Nous n’avons pas construit les algorithmes présentés ici mais nous appliquons ceux du

module WaveLab de Matlab, élaborés par Donoho et ses collaborateurs au Département

de Statistiques de l’Université de Stanford.
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2.3 Régression non paramétrique avec ondelettes : cas d’un plan

d’observation équidistant

Dans cette section, nous nous intéressons au problème de l’estimation par ondelettes

d’une fonction f définie sur [0, 1] et à valeurs réelles dans le modèle suivant :

yi = f (ti) + vi, i = 1, . . . , n, n = 2J , J ∈ N, (2.5)

où le plan (ti)i=1,...,n désigne le plan équidistant sur [0, 1] : ti =
i
n , et les erreurs (vi)i=1,...,n

sont i.i.d. de loi normale N (0, σ2v ). Nous noterons par ailleurs Y = (Y1 . . .Yn)
T le vecteur

des observations.

A partir de la représentation en ondelettes donnée en (2.2), nous pouvons élaborer une

procédure d’estimation dans ce modèle. Nous distinguerons les estimateurs linéaires des

estimateurs non linéaires : les premiers consistent à estimer f par une estimation à noyau,

le noyau étant élaboré à l’aide d’ondelettes, tandis que les seconds essayent de ne pas

considérer dans l’estimation les coefficients de moindre importance relativement à l’in-

formation sur f en introduisant des techniques de seuillage.

2.3.1 Estimations linéaires

Considérons que nous avons à notre disposition les observation (ti, yi)i=1,...,n ainsi qu’une

base d’ondelettes orthogonale générerée par le couple (ϕ,ψ). L’estimateur linéaire de

f construit à partir de la décomposition (2.2) consiste à estimer la projection de f sur

l’espace Vj1 de la façon suivante :

f̂ =
2j0−1
∑
k=0

α̂j0 ,kϕj0,k +
j1

∑
j=j0

2j−1
∑
k=0

β̂ j0 ,kψj0 ,k (2.6)

où les coefficients α̂j0 ,k et β̂ j,k sont les coefficients empiriques respectivement d’échelle et

d’ondelette, donnés par

α̂j0 ,k =
1

n

n

∑
i=1

yiϕj0,k(ti), et β̂ j,k =
1

n

n

∑
i=1

yiψj,k(ti) ; (2.7)

α̂j0 ,k et β̂ j,k sont les estimateurs naturels des coefficients αj0 ,k =
∫ 1
0
f ϕj0,k et β j,k =

∫ 1
0
fψj,k.
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Le paramètre j1 joue le rôle d’un paramètre de lissage : plus j1 est grand, plus le nombre

de coefficients intervenant dans l’estimation, donc de détails, est grand. Mais trop de

coefficients peut avoir pour conséquence un sous-lissage dans l’estimation de la fonction.

Le choix optimal de j1, menant à une vitesse minimax sur un espace de Besov Bsπ,r, est
2j1 = n

s
1+2s . Ce choix dépend de la régularité de la fonction f que l’on cherche à estimer.

L’estimateur n’est donc pas adaptatif. En outre, les limites de l’estimation linéaire ont

été mises en évidence, comme cela peut être vu dans Donoho et Johnstone (1998). Ceci

incite à élaborer des techniques non linéaires d’estimation. Les procédures de seuillage,

présentées ci-après, répondent à cette attente.

Remarque : Nous avons dit en introduction que cet estimateur pouvait s’écrire comme

un estimateur à noyau. Ceci résulte du fait que l’on peut écrire l’estimateur en (2.6) sous

la forme

∀x ∈ [0, 1], f̂n(x) =
n

∑
i=1

Kj0 ,j1(x, ti)Yi, (2.8)

où Kj0 ,j1 est défini par

∀(u, v) ∈ [0, 1]2,Kj0,j1(u, v) =
1

n

2j0−1
∑
k=0

ϕj0 ,k(u)ϕj0,k(v) +
1

n

j1

∑
j=j0

2j−1
∑
k=0

ψj,k(u)ψj,k(v).

Grâce à cette écriture, nous pouvons notamment appliquer les résultats de Speckman

(1988) dans le cadre d’un modèle partiellement linéaire lorsqu’une estimation par onde-

lettes linéaire est réalisée.

2.3.2 Estimations non linéaires : seuillage des coefficients

L’estimation avec seuillage a été introduite en 1994 par Donoho et Johnstone. L’idée est

de ne pas tenir compte des coefficients d’ondelettes de faible valeur, en considérant qu’ils

transcrivent du bruit plus qu’une information sur le signal. En effet, si la représentation

en ondelettes de la fonction f que l’on cherche à estimer est creuse (comme cela est le

cas par exemple lorsque f appartient à un espace de Besov, défini en Section 2.1.3) cela

signifie que seul un nombre réduit de coefficients véhiculent l’information nécessaire à

l’estimation de f .
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Principe et différents types de seuillage

Lorsque nous écrivons les coefficients d’ondelettes empiriques intervenant dans l’estima-

tion de la fonction f , donnée en (2.6), nous pouvons remarquer qu’ils se décomposent en

deux termes :

∀(j, k), β̂ j,k = β j,k +
1

n

n

∑
i=1

viψj,k(ti).

Cette décomposition est immédiate en remplaçant f (ti) par son expression dans le mo-

dèle (2.5).

Si le niveau de bruit est élevé comparativement au coefficient de détail β j,k, alors, il de-

vient raisonnable de penser que le deuxième terme dans l’estimation β̂ j,k est prédomi-

nant. La représentation creuse d’un signal en coefficients d’ondelettes incite alors à ne

prendre que les coefficients relativement élevés. Le principe du seuillage est ainsi de se

donner un seuil à partir duquel on considérera que l’on peut conserver les coefficients

dans l’estimation.

De façon plus formelle, nous introduisons l’estimateur seuillé de f comme suit :

f̂ =
2j0−1
∑
k=0

α̂j0 ,kϕj0,k +
j1

∑
j=j0

2j−1
∑
k=0

γ(β̂ j0 ,k,λj)ψj0 ,k, (2.9)

la fonction γ(.,λ) désignant la fonction de seuillage de seuil λ.

Les seuillages les plus connus sont le seuillage fort (hard thresholding) :

γH(u,λ) = u11|u|>λ

et le seuillage doux (soft thresholding) :

γS(u,λ) = signe(u)(|u| − λ)+.

De nombreux types de seuillages peuvent être rencontrés, comme nous verrons par la

suite. Citons notamment la procédure de seuillage SCAD, qui réalise en quelque sorte

un compromis entre les seuillages fort et doux. Rencontrée par exemple dans Fan et Li

(2001) ou Antoniadis et Fan (2001), sa fonction de seuillage est :

γSCAD(u,λ) =







signe(u)(|u| − λ)+ si |u| 6 2λ
1
a−2((a− 1)u− aλsigne(u)) si 2λ < |u| 6 aλ

signe(u)(|u| − λ)+ si |u| > aλ,
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avec a = 3.7 si l’on considère les arguments bayésiens de Fan et Li (2001). La figure

ci-contre illustre ces trois fonctions de seuillages. Remarquons que la particularité du

seuillage fort est que la fonction associée n’est pas continue, contrairement aux seuillages

doux et SCAD.
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−5 0 5
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FIG. 2.2: Fonctions de seuillages des seuillages doux, SCAD et fort.

Choix du seuil et estimation de la variance

Dans la forme de l’estimation donnée en (2.9), nous avons considéré qu’à chaque niveau

de résolution j correspondait un seuil λj. Comme nous nous intéressons par la suite à

des bruits blancs i.i.d., un unique seuil peut être utilisé uniformément sur les niveaux

de résolution. Cependant, lorsque l’hypothèse de non corrélation des résidus n’est plus

vérifiée (ou lorsque la transformée en ondelettes n’est pas orthogonale, mais ce cas n’a

pas été évoqué ici) il est nécessaire d’adapter le seuil au niveau de résolution. Mais nous

verrons des procédures de seuillages avec des données i.i.d. faisant appel à des seuils

dépendant du degré de résolution.

Nous utiliserons principalement par la suite le seuillage universel, qui est le plus fré-

quemment utillisé. Ce seuillage vaut

λ = σv

√

2 log(n).

Notons qu’il entraı̂ne généralement un surlissage de la fonction, ce qui explique qu’on

trouve souvent le seuil corrigé λ = σv
√

2 log(n) − log(log(n)).

Avec le seuil universel, Donoho et al. (1995) mettent en évidence le caractère quasi-mini-

max de l’estimateur ainsi construit pour les seuillages doux et fort :
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Théorème 2.6.

Soit 1 < p < ∞. Supposons que la fonction d’échelle ϕ et l’ondelette ψ appartiennent à CR
et que ψ admette N moments nuls. Considérons l’estimateur à seuillage fort ou doux avec un

seuil λ = σ
√

2 log(n). Si f appartient à une boule de Besov Bsπ,r avec 0 < s < min(R,N) et

s+ 1/2− 1/π > 0, alors il existe C constante indépendante de n telle que

E‖ f̂n − f‖pp 6 C

(
log(n)

n

)s/(1+2s)

.

Cet estimateur est quasi-minimax dans la mesure ou sa vitesse ne diffère que d’un facteur

logarithmique avec la vitesse optimale au sens minimax, et il est adaptatif quant à la

régularité de f car les paramètres s,π, r n’interviennent pas dans la construction de f̂n.

Le seuil nécessitant une estimation de l’écart-type du bruit σv, Donoho et al. (1995) pro-

posent l’estimateur Maximum Absolute Deviation (MAD) appliqué aux coefficients d’on-

delettes de résolution maximale. Si on note θJ−1 les 2J−1 dernières composantes du vec-
teur θ = WY, avec W matrice de transformée orthogonale en ondelettes définie en Sec-

tion 2.2.1, l’estimateur MAD s’écrit :

σ̂v =
mediane (|θJ−1 −mediane(θJ−1)|)

0.6745
. (2.10)

Les bonnes propriétés de cet estimateur résultent de la robustesse de la procédure ainsi

que du caractère creux de la représentation en coefficients d’ondelettes à une résolution

élevée.

Moindres carrés pénalisés

Le seuillage peut aussi être vu comme une sélection des coefficients par une procédure de

moindres carrés pénalisés. C’est ainsi que Antoniadis et Fan (2001) le considèrent comme

solution d’un problème de minimisation de la forme :

‖WY − θ‖2l2 +
n

∑
i=1

Peni,λ(|θi|), (2.11)

Antoniadis et Fan (2001) offrent ainsi une vision générale du seuillage. Les auteurs don-

nent par ailleurs les fonctions de pénalité menant aux seuillages usuels. Nous revien-

drons sur ces dernières au Chapitre 3 lorsque nous introduirons le seuillage dans l’esti-

mation de la partie fonctionnelle d’un modèle partiellement linéaire.
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RÉGRESSION

2.4 Régression avec un plan d’observation non-équidistant :

l’approche de Kerkyacharian et Picard (2006)

Considérons maintenant le modèle suivant :

yi = f (Ti) + vi, i = 1, . . . , n, (2.12)

où le plan d’observation (Ti)i=1,...,n est irrégulier sur [0, 1]. Nous supposerons par la suite

que les observations (T1, . . . , Tn) sont indépendantes et issues d’une loi de probabilité

de fonction de répartition G et admettant une densité g. Les erreurs (vi)i=1,...,n sont de

nouveau supposées i.i.d. de lois normale N (0, σ2v ).

De nombreux articles ont essayé d’étendre les techniques de régression par ondelettes

du cas équidistant au cas où le plan d’observation n’est pas équidistant. Nous résumons

brièvement diverses méthodes proposées dans ce but. Nous détaillerons ensuite plus

précisément le schéma d’estimation élaboré par Kerkyacharian et Picard (2004) qui sera

appliqué au Chapitre 7.

2.4.1 Aperçu de différentes approches

La première idée pour estimer f dans le modèle (2.12) est d’essayer d’appliquer la pro-

cédure du modèle (2.5), c’est-à-dire de considérer que le plan d’observation (Ti)i=1,...,n
est équidistant. Cai et Brown (1999) montrent que dans le cas où l’échantillon (Ti)i=1,...,n
est i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1], l’erreur quadratique moyenne de l’estimateur ob-

tenu est quasi-minimax sur l’ensemble des fonctions 1/2-Hölderiennes. Cependant, cette

méthode semble assez restrictive, étant données l’hypothèse de loi uniforme sur le plan

d’observation et la régularité élevée de la fonction f nécessaire.

Antoniadis et Fan (2001) étudient quant à eux l’estimation obtenue lorsqu’on considère

une grille régulière plus fine que celle des observations. Supposons que chaque Ti s’écrit

sous la forme Ti = ni/2
J∗ . Les auteurs introduisent la matrice A dont chaque ligne i cor-

respond à la ligne ni de la matrice de transformée en ondelettes associée au plan régulier

d’ordre 2J
∗
citée en Section 2.2.1. Ils sont alors ramenés à étudié le modèle

y = Aθ + v, v ∼ N (0, σ2v I2J∗ ).

Le seuillage est ensuite défini par minimisation d’un critère des moindres carrés péna-

lisés, comme en (2.11). Une procédure en deux étapes -ROSE- est par ailleurs proposée
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afin de ne pas avoir à résoudre le problème de minimisation correspondant (en général

non convexe, non lisse et en grande dimension).

Toujours dans l’optique de se ramener à une grille d’observation régulière afin de pou-

voir, de nouveau, appliquer les schémas décrits en Section 2.3, Hall et Turlach (1997) et

Kovak et Silverman (2000) proposent d’interpoler les données. Les auteurs utilisent une

interpolation par des polynômes, dépendants du plan d’observation, et considèrent un

seuillage global pour Hall et Turlach (1997) et adapté à chaque coefficient pour Kovak et

Silverman (2000). Sous certaines conditions quant à l’interpolation, Hall et Turlach (1997)

montrent que ce shéma mène à un risque quadratique optimal pour des fonctions r-fois

continûment déroivables et sous l’hypothèse d’une densité g continue par morceaux et

bornée inférieurement par une constante strictement positive.

Cai et Brown (1998) supposent que pour tout i, Ti = H−1(i/n) et considèrent l’estima-
tion ĥn = n−1/2∑ yiϕJ,i de h = f ◦ H−1. Les auteurs définissent ensuite f̂n comme la
projection sur l’espace VJ = Vj0 ⊕⊕Jj=j0Wj de ĥn ◦ H. Cette méthode permet notamment
d’introduire du seuillage. Cai et Brown (1998) montrent que sur l’ensemble des fonctions

s-Hölderiennes, l’estimateur obtenu atteint une vitesse quasi-minimax, en étant adaptatif

quant à la régularité s, lorsque la fonction H est connue et lipschitziennne. L’inconvénient

dans la mise en oeuvre pratique est que cette procédure nécessite de connaı̂tre les valeurs

des fonctions ϕJ en des points quelconqes. Willer (2006) fait remarquer que ce schéma

est équivalent à interpoler les observations à l’aide de fonctions d’échelle (composées

avec la fonction de répartition des observations) puis à appliquer au modèle obtenu une

procédure usuelle d’estimation par ondelettes.

Antoniadis et al. (1994) proposent une estimation à noyaux. Ils obtiennent un estimateur

de Naradaya-Watson de noyau

E(Ti, .) = ∑
∫

Ai

K(., s)ds11Ti∈Ai

où K(t, s) = N−1∑k ϕj1,K(t)ϕj1,k(s) et Ai est une partition de l’intervalle adaptée au plan

d’observation, le paramètre j1 étant choisi par validation croisée. Les auteurs montrent

la consistance de cette procédure sous des conditions que nous ne détaillerons pas ici.

Amato et al. (2006) développent quant à eux une procédure des moindres carrés péna-

lisés menant un estimateur à noyau avec un seuillage par blocs des coefficients. Outre

l’algorithme d’implémentation, les auteurs montrent l’optimalité du risque quadratique

sur des espaces de Besov.

Antoniadis et Pham (1998) s’inspirent de l’estimateur de Naradaya-Watson. Si h désigne
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la fonction f g, alors l’estimateur défini par les auteurs s’écrit f̂n = ĥn
ĝn
avec ĥn et ĝn es-

timateurs par ondelettes respectifs de h et g. L’estimation de g est donnée par la théorie

usuelle d’estimation de densité par ondelettes. Quant à l’estimateur de h, le coefficient

d’ondelette d’ordre (j, k) est estimé par 1n ∑
n
i=1 Yiψj,k(Ti). Les auteurs établissent les pro-

priétés asymptotiques dans le cadre d’estimateurs linéaires. Notons que cette méthode

suppose de connaı̂tre la valeur d’une fonction d’échelle ou d’une ondelette en un point

quelconque de l’intervalle unité. Antoniadis et Pham (1998) utilisent pour cela un résultat

de Chui (1992), et on peut aussi utiliser Vidakovic (2002).

Pensky et Vidakovic (2001) proposent quant à eux une nouvelle estimation des coeffi-

cients d’ondelettes dans un cadre non équidistribué en constatant que le coefficient d’on-

delette d’ordre (j, k) de la fonction f s’écrit β j,k = E[Y
ψj,k(T)

g(T)
]. Chesneau (2007) reprend

leur principe d’estimation en ajoutant un seuillage sur les coefficients. Il montre l’opti-

malité en norme Lp de ce shéma pour un seuil non adaptatif lorsque la densité g vérifie
1
g ∈ Lmax(p,2).

Une autre idée développée notamment par Sardy et al. (1998), Delouille et Sachs (2001)

ou encore Delouille et Sachs (2001) est d’adapter l’analyse multirésolution au plan d’ob-

servation. Ces articles modifient la base de Haar afin qu’elle soit adaptée non plus aux

intervalles dyadiques de [0, 1] mais à la partition engendrée par le plan d’observation.

La construction engendre une analyse multirésolution non orthonormée, ce qui explique

l’introduction d’une correction des coefficients par Delouille et Sachs (2001). Delouille et

Sachs (2001) et Delouille et Sachs (2001) proposent par ailleurs des estimateurs seuillés.

Sur l’ensemble des fonctions s-Hölderiennes à variations bornées, ces derniers obtiennent

une estimation adaptative ayant une vitesse en n−s/(1+2s) pour le risque L2 associé à la
mesure engendrée par le plan d’observation, sous des hypothèses relativement fortes

quant à la régularité de la distribution de ce plan.

Kerkyacharian et Picard (2004) envisagent aussi de modifier la base de l’analyse mul-

tirésolution afin de l’adapter aux données. Cependant leur procédure s’applique à tout

type d’ondelettes sans restriction à la base de Haar comme les travaux cités ci-dessus. Le

grand atout de leur approche est qu’ils montrent comment en pratique l’algorithme usuel

du cas équidistant peut être appliqué. De plus, par rapport au problème de l’estimation

dans un modèle partiellement linéaire, ils aboutissent à des transformées orthogonales,

ce qui permet de conserver les propriétés de la partie linéaire d’un tel modèle. Nous ne

détaillerons pas plus ici cet estimateur, celui-ci faisant l’objet du reste de la section.

En résumé, nous pouvons classer ces méthodes en trois catégories : la première est d’es-
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sayer de se ramener à un modèle équidistant soit par interpolation soit en considérant

une grille considérablement plus fine que la grille initiale. L’approximation résultante

peut diminuer la qualité globale de l’estimateur, ce qui explique que nous ne mettions

pas en oeuvre ces schémas d’estimation par la suite. Nous pouvons remarquer cepen-

dant qu’ils présentent l’avantage d’être facilement adaptables au modèle partiellement

linéaire dans la mesure où le caractère linéaire est conservé. La seconde option est d’ap-

pliquer un estimateur à noyaux. Mais l’introduction d’un critère des moindres carrés

pénalisés (Amato et al. (2006)) ou la forme d’estimation de Antoniadis et Pham (1998)

excluent l’approche des moindres carrés pénalisés pour laquelle nous avons opté dans ce

travail et donc le lien avec la M-estimation qui sera vu au Chapitre 3. (Cette remarque est

aussi valable pour Pensky et Vidakovic (2001).) Enfin, la dernière catégorie de procédures

proposées revient à adapter la base de décomposition au plan d’observation. La modi-

fication de la base de Haar a pour principal inconvénient de perdre l’orthogonalité de

la base. Dans un modèle partiellement linéaire, nous devrions alors justifier de l’iden-

tifiabilité du modèle projeté et obtiendrions de plus un modèle hétéroscédastique. De

plus, Kerkyacharian et Picard (2004) propose une méthodologie qui n’a besoin d’estimer

les ondelettes qu’en des points dyadiques. Ceci semble particulièrement intéressant, no-

tamment par comparaison aux autres travaux qui avaient aussi recours à la composition

des ondelettes avec la fonction de répartition (Cai et Brown (1998), Antoniadis et Pham

(1998)).

En conclusion, la déformation des bases d’ondelettes explorée par Kerkyacharian et Pi-

card (2004) semble la plus intéressante à appliquer dans unmodèle partiellement linéaire

dans la mesure où cette procéduremène à une estimation adaptative, basée sur une trans-

formée orthogonale (ou du moins asymptotiquement) et évalue les ondelettes en des

points dyadiques, ce qui réduit le coût de calcul. C’est pourquoi nous détaillons cette

estimation dans la suite de la section.

2.4.2 Hypothèses sur le plan d’observation

La théorie développée par Kerkyacharian et Picard (2004) repose sur la notion de poids

de Muckenhoupt. Soit 1 < p < ∞. L’hypothèse fondamentale faite sur la distribution du

plan d’observations est la suivante :

(Hp) La densité g commune aux observations (Ti)i=1,...,n est à support compact [a, b] et

la fonction y 7→ wg(y) = 1
g(G−1(y)) appartient à la classe Ap([a, b]) des poids de

Muckenhoupt de degré p sur [a,b], c’est-à-dire qu’il existe une constante C > 0
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telle que pour tout intervalle I inclus dans [a,b],

(
1

|I|
∫

I
wg

)1/p ( 1

|I|
∫

I
w
−p/q
g

)1/q

6 C,

avec 1/p+ 1/q = 1.

Remarque :Notons que la fonctionwg intervient naturellement dans le calcul d’intégrale :

pour toute fonction h définie sur [0, 1],
∫
h ◦ G(t)dt =

∫ 1
0 h(s)wg(s)ds. Cette fonction est

aussi la dérivée de l’inverse généralisée de G.

Les auteurs montrent que supposer (Hp) équivaut à dire qu’il existe une constante C telle

que pour tout intervalle I inclus dans [a, b],
(
1

|I|
∫

I
g(x)qdx

)1/q

6 C
1

|I|
∫

I
g(x)dx, (2.13)

où 1/q + 1/p = 1. L’idée est que la densité doit être répartie de manière homogène,

c’est-à-dire que les réalisations doivent donner suffisamment de poids à chaque inter-

valle. Kerkyacharian et Picard (2004) font remarquer que la loi uniforme vérifie (Hp). Si

g appartient à Lq et est bornée inférieurement par c > 0, alors (Hp) est vérifiée.

Nous pouvons par ailleurs établir un lien avec l’hypothèse de Chesneau (2007), 1g ∈
Lmax(p,2)−1. Soit r, 1 < r < 1+ (max(p, 2) − 1)/q2 et introduisons p′ > 1 tel que 1/p′ =

1/q− q(r− 1)/(max(p, 2) − 1). L’inégalité de Hölder donne, pour tout intervalle I,
(∫

I
gq
)1/q

=

(∫

I
gqr (1/g)q(r−1)

)1/q

6

(∫

I
gqrp

′
)1/p′

(
∫

I

(
1

g

)max(p,2)−1)q(r−1)/(max(p,2)−1)
.

Comme r > 1, nous avons qrp′ > 1 et par conséquent l’inégalité de Jensen implique

que
(∫

I g
qrp′
)1/p′

6
(∫

I g
)qr
. En utilisant que g est une densité donc à valeur positive et

d’intégrale 1, et que qr > 1, nous obtenons

(∫

I
gq
)1/q

6

(∫

I
g

) ∥
∥
∥
∥

1

g

∥
∥
∥
∥

q(r−1)

max(p,2)−1
.

Ainsi la propriété de Muckenhoupt est vérifiée avec une constante C égale à

C = max

(

1,

∥
∥
∥
∥

1

g

∥
∥
∥
∥

(max(p,2)−1)/q

max(p,2)−1

)

|b− a|1/p.

Nous obtenons donc la propriété suivante :
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Proposition 2.7. Soit p > 1. Si g est à support compact et 1/g ∈ Lmax(p,2)−1, alors la propriété
(Hp) est vérifiée.

Néanmoins, l’hypothèse (Hp) est moins restrictive que l’hypothèse de Chesneau (2007) :

montrons qu’il existe des fonctions g à support compact vérifiant (Hp) telles que 1/g

n’appartienne pas à Lmax(p,2)−1. Considérons pour cela des fonctions avec une singularité.
Nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.8. Soient [a, b] un intervalle de R et x0 un point de [a, b]. Pour tout α > 0, la

fonction g définie sur [a, b] qui à x associe |x− x0|α vérifie l’hypothèse (Hp).

Ce résultat étaye nos propos dans la mesure où, lorsque l’exposant α est inférieur à la

quantité 1/max(p, 2), la fonction g correspondante n’appartient pas à l’espace Lmax(p,2)−1.
Ceci montre que l’hypothèse (Hp) semble relativement peu restrictive et permet notam-

ment à la densité du plan d’observation d’avoir des discontinuités.

Démonstration. Si α > 1, alors pour tout p > 1, la fonction g appartient à Lmax(p,2), donc

la propriété (Hp) est vérifiée. Nous étudions par conséquent le cas α < 1.

Commençons par étudier la fonction g : x 7→ |x|α. Soit I = [c, d] un intervalle de R inclus

dans [a, b]. Nous allons montrer que (2.13) est vérifiée. Distinguons selon que 0 est ou non

dans l’intervalle I.

• Si I = [c, d], avec 0 6 c < d. Le membre de gauche de l’inégalité (2.13) s’écrit :

(
1

|I|
∫

I
gq
)1/q

=
1

(αq+ 1)1/q
(dαq+1− cαq+1)1/q

(d− c)1/q

=
α + 1

(αq+ 1)1/q
A1/q

(
1

|I|
∫

I
g

)

avec A =
(d− c)q
d− c

dαq+1 − cαq+1
(dα+1 − cα+1)q

.

Il suffit pour pouvoir conclure de montrer que la quantité A peut être bornée uni-

formément indépendamment de I. Tout d’abord, nous avons les inégalités

dα+1 − cα+1
> ddα − cdα = (d− c)dα

dαq+1− cαq+1 6 dcαq − ccαq = (d− c)cαq.
D’où

A 6 (
c

d
)αq.

Nous pouvons ainsi majorer A par 1.
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• Si I = [−c, d], avec 0 6 c, d. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que c 6 d

par parité de la fontion g. De même que précédemment, nous pouvons écrire :
(
1

|I|
∫

I
gq
)1/q

=
α + 1

(αq+ 1)1/q
A1/q

(
1

|I|
∫

I
g

)

avec A =
(d+ c)q

d+ c

dαq+1+ cαq+1

(dα+1 + cα+1)q
.

Nous avons

cα+1 + dα+1
> dα+1

cαq+1+ dαq+1
6 2dαq+1.

D’où A 6
2(c+d)qdαq+1

(c+d)dαq+q . On en déduit que A 6 2( d+cd )q dc+d 6 21+q.

Ainsi, l’inégalité (2.13) est vérifiée en prenant C = 21+1/q α+1
(αq+1)1/q

.

La généralisation au cas où la singularité est en un point x0 quelconque est immédiate. Il

suffit en effet de remarquer que pour tout β > 0, pour tout c 6 d,

1

d− c
∫ d

c
|x− x0|βdx =

1

(d− x0) − (c− x0)
∫ d−x0

c−x0
|u|βdu.

2.4.3 Approche théorique

Considérons le modèle (2.12) défini en début de section et supposons que la densité g

commune aux Ti vérifie l’hypothèse (Hp).

L’idée de Kerkyacharian et Picard (2004) est de se ramener à une fonction définie sur

[0,1] à l’aide de G en considérant la fonction f ◦ G−1, où G−1 est l’inverse généralisée
de G. (Notons que cette approche avait déjà été envisagée par Cai et Brown (1998).)

Considérons ψj,k une base d’ondelettes. Le coefficient d’ordre (j, k) de f ◦G−1 vaut β j,k =
∫
f ◦ G−1(s)ψj,k(s)ds. Par changement de variable il est aussi égal à β j,k =

∫
f (t)ψj,k ◦

G(t)g(t)dt. Alors, lorsque G est connu, les coefficients peuvent être estimés par

β∗
j,k,n =

1

n

n

∑
i=1

Yiψj,k ◦ G(Ti) ; (2.14)

en effet, les vi étant centrés, nous avons :

E[β∗
j,k,n] =

1

n

n

∑
i=1

E
[
f (Ti)ψj,k ◦ G(Ti)

] ≈
∫

f (t)ψj,k ◦ G(t)g(t)dt = β j,k.
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Sous l’hypothèse (Hp) ci-dessus, la famille {ψj,k ◦ G, j > −1, k ∈ Z} vérifie la propriété
de Temlyakov ainsi que la propriété de seuillage. En considérant les fonctions ψj,k ◦ G,
nous sommes donc dans une trame très proche du cadre usuel des ondelettes.

Afin de se placer dans un cadre similaire et d’établir les propriétés d’estimation, Kerkya-

charian et Picard (2004) introduisent des espaces de Besov pondérésBGs,π,r. Le principe de
ces espaces de Besov est de calculer le module de continuité par rapport à la mesure in-

duite par la fonction de répartition G. Plus précisément, dans la Définition 2.4, le module

de continuité ωNπ défini en (2.3) est remplacé par ωN,Gπ défini par :

ωN,Gp ( f , t) := sup
|h|6t

(∫

|∆Nh f (u)|πwg(u)du
)1/π

,

avec wg donné par l’hypothèse (Hp) et la modification usuelle si π est infini. L’hypothèse

(Hp) ci-dessus sert à ce que la définition des espaces pondérés résultante ait un sens et à

établir le caractère creux des coefficients d’ondelette associés à cet espace. Demême qu’en

Section 2.1.3, les espaces BGs,π,r obtenus peuvent être caractérisés par le comportement des
coefficients d’ondelettes : les coefficients d’ondelettes β j,k d’une fonction h appartenant à

un tel espace vérifient

∑
j

2j(s+1/2)

(

∑
k

|β j,k|pw(Ij,k)
1/p

)q

< ∞,

avec w(Ij,k) =
∫

Ij,k
wg, l’intervalle Ij,k étant le support de ψj,k et wg la fonction introduite

dans (Hp). Lorsque la loi des Ti est la loi uniforme, nous retrouvons les espaces de Besov

non pondérés. Nous pouvons aussi remarquer que quelque soit G, supposer que f ◦ G−1

appartient à l’espace de Besov Bs∞,∞ est équivalent à supposer que f appartient à l’espace
pondéré BGs,∞,∞.

Définissons

f ∗ = α∗
0,0,nϕ ◦ G+

j1

∑
j=0

2j−1
∑
k=0

β∗
j,k,n11{|β∗

j,k,n|>κ

√
log(n)
n }

ψj,k ◦ G,

avec κ constante, 2j1 ∼
√

n
log(n)

, les coefficients β∗
j,k,n donnés en (2.14) et α

∗
0,0,n construit sur

le même principe. Les auteurs montrent que si f est bornée et f ∈ BGs,π,r avec π > p > 1

et s > 1/2, alors

E‖ f ∗ − f‖p 6 C

(
log(n)

n

)− s
1+2s

.
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Lorsque g est telle que 1g ∈ Lmax(p,2)−1, Chesneau (2007) montre que ce résultat est quasi-
minimax. Kerkyacharian et Picard (2004) donnent aussi une caractérisation maxiset de

l’estimateur f ∗ que nous ne présentons pas ici.

2.4.4 Approche pratique

L’estimateur f ∗ ne peut être calculé au vu des données car G n’est pas connu. Kerkya-
charian et Picard (2004) proposent alors une estimation en 2 étapes. Les auteurs séparent

l’échantillon en deux parties égales : une pour estimer la fonction de répartition G et

l’autre pour en déduire l’estimation de f .

1. Nous estimons G à partir de T1 . . . T[n/2] :

Ĝ[n/2](t) =
1

[n/2]

[n/2]

∑
i=1

11{Ti6t}.

2. L’estimation de f ne repose ensuite que sur les observations T[n/2]+1 . . . Tn afin

d’avoir l’indépendance entre les données utilisées et l’estimation de G. Nous es-

timons les coefficients d’ondelette β j,k en remplaçant G par Ĝ[n/2] dans (2.14) :

β̂ j,k,n =
1

n− [n/2]

n

∑
i=[n/2]+1

Yiψj,k ◦ Ĝ[n/2](Ti).

Ce qui mène à l’estimateur f̂n :

f̂n = α̂
ϕ
0,0,n ◦ Ĝ[n/q] +

j1

∑
j=0

2j−1
∑
k=0

β̂ j,k,n11{|β̂ j,k,n|>κ

√
log(n)
n }

ψj,k ◦ Ĝ[n/q], (2.15)

avec 2j1 ∼
√

n
log(n) .

Kerkyacharian et Picard établissent le comportement asymptotique de l’estimateur f̂n
ainsi construit :

Théorème 2.9.

Supposons que nous avons le modèle (2.12) avec un plan d’observation (Ti)i=1,...,n i.i.d. de densité

g vérifiant l’hypothèse (Hp), p > 1.

Soit s > 1/2. Si f est bornée et appartient à l’espace BGs,∞,∞, alors l’estimateur f̂n défini dans
l’équation (2.15) ci-dessus vérifie :

E‖ f̂n − f‖p 6 C

(
log(n)

n

)− s
1+2s

.
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La vitesse obtenue est quasi-minimax lorsque le plan d’observation est équidistant, ou

vérifie l’hypothèse de Chesneau (2007) citée plus haut. Mais nous avons vu que l’hy-

pothèse faite sur le plan est moindre dans le contexte de ce théorème. Les auteurs ont

ainsi développé une estimation menant à une vitesse de convergence quasi-minimax,

dès lors que la fonction à estimer est suffisamment régulière, et que la loi régissant le

plan (Ti) est suffisamment homogène, sans que cette dernière hypothèse soit très res-

trictive. Remarquons toutefois que les hypothèses quant à la régularité de f sont plus

restrictives que pour l’estimateur f ∗, mais l’estimateur f̂n est, lui, utilisable sur données
réelles.

En pratique, pour réaliser l’étape 2 ci-dessus, nous considérons le plan T[n/2]+1, . . . , Tn
ordonné, c’est-à-dire qu’à une permutation près des indices, nous prenons T[n/2]+1 6

· · · 6 Tn.

Désignons par Ĝ−1
[n/2]
la fonction suivante :

Ĝ−1
[n/2] :

{1/[n/2], 2/[n/2], . . . 1} → P({T[n/2]+1 . . . Tn})
i/[n/2] 7→

{

Tj, Ĝ[n/2](Tj) = i/[n/2]
}

.

Si Ĝ−1
[n/2]

(i/[n/2]) = ∅ nous posons Ỹi = 0. Ensuite, si Ĝ−1
[n/2]

(i/[n/2]) = {Tj1 , . . . , Tji},
nous considérons Ỹi = Yj1 + Yj2 + · · · + Yji . Alors nous avons

β̂ j,k,n =
1

[n/2]

n

∑
l=[n/2]+1

Ylψj,koĜ[n/2](Tl) =
1

[n/2]

[n/2]

∑
i=1

Ỹiψj,k(i/[n/2]).

Ainsi, nous pouvons estimer f en réalisant la transformée en ondelettes associée au plan

équidistant de Ỹ1 . . . Ỹ[n/2], en appliquant le seuillage, puis la transformée en ondelettes

inverse.

Remarque : La raison pour laquelle Kerkyacharian et Picard (2004) choisissent de séparer

l’échantillon en deux parties égales est que sinon, ceci entraı̂nerait un biais dans l’estima-

tion des coefficients : en estimant la fonction de répartition G avec n/q observations, nous

obtiendrions

β̂ j,k,n =
1

[n/q]

n

∑
i=[n/q]+1

Yiψj,koĜ[n/q](Ti),

soit l’estimateur cherché avec un facteur multiplicatif
n−[n/q]

[n/q]
∼ q/q′ avec 1/q+ 1/q′ = 1.

Nous reviendrons sur la mise en oeuvre de cette procédure au Chapitre 5. Nous verrons

alors les problèmes rencontrés lors de l’exécution de ces algorithmes : si la théorie as-

sure les bonnes propriétés asymptotiques de ce schéma d’estimation, celles-ci ne sont pas

assurées à distance finie.
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Conclusion

Ce chapitre a rappelé brièvement les techniques d’estimation par ondelettes que nous

souhaitons appliquer dans un modèle partiellement linéaire. Les outils (Analyse mul-

tirésolution, espaces de Besov) définis, l’estimation par ondelettes, associée à des tech-

niques de seuillage, est particulièrement attractive. Nous avons vu que dans le cadre

d’un plan d’observation équidistribué, nous pouvions mettre en oeuvre une procédure

de débruitage quasi-minimax et adaptative relativement à la régularité de la fonction.

Nous verrons au chapitre suivant comment ce schéma peut se transcrire dans un modèle

partiellement linéaire. Lorsque le plan d’observation est aléatoire, nous avons choisi de

focaliser notre étude sur la méthode d’estimation de Kerkyacharian et Picard (2004). Cette

approche, quasi-minimax pour une large gamme de densité, est particulièrement adaptée

à la transcription dans un modèle partiellement linéaire. Ceci sera étudié au Chapitre 7.
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CHAPITRE 3

DU SEUILLAGE À L’ESTIMATION ROBUSTE
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Nous considérons dans ce chapitre le modèle partiellement linéaire suivant :

yi = X
T
i β + f (ti) + ui i = 1, . . . , n, (3.1)

où les Xi sont des vecteurs de covariables de taille p connus, β est un vecteur de pa-

ramètres inconnu et les ti, i = 1, . . . , n, forment un plan équidistribué de [0; 1], ti = i
n .

Les termes de bruit (ui)i=1...n seront par la suite supposés indépendants et gaussiens de

moyenne nulle et de variance σ2. Nous supposons de plus que nous disposons de n = 2J

observations. Étant donnée l’observation de (yi,Xi)i=1...n, notre but est d’estimer le vec-

teur des paramètres de régression β et la fonction f à partir de ces données.

Comme cela a été précisé au premier chapitre, une technique d’estimation reposant sur

la représentation en coefficients d’ondelettes du modèle est développée, avec l’idée que

l’introduction d’un seuillage sur les coefficients doit permettre d’obtenir une estimation

adaptative de la partie fonctionnelle avec une vitesse quasi-minimax sans restreindre la

régularité. Dans unmodèle partiellement linéaire, l’estimation non linéaire par ondelettes

a déjà été réalisée par F. Meyer (2003), Chang et Qu (2004) et Fadili et Bullmore (2005).

Nous comparerons principalement nos résultats à Fadili et Bullmore (2005) dont le cadre

d’étude est relativement similaire, mais ceci fera l’objet des chapitres suivants.
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3.1. IDENTIFIABILITÉ ET TRANSFORMÉE EN ONDELETTES

L’originalité de la procédure d’estimation présentée est d’établir un lien entre le seuillage

des coefficients d’ondelettes de la partie fonctionnelle et des M-estimateurs usuels. Effec-

tuer un seuillage doux, un seuillage fort ou encore un seuillage SCAD sur les coefficients

d’ondelettes de f revient à estimer le vecteur des paramètres de régression β respective-

ment par l’estimateur de Huber, la moyenne tronquée ou l’estimateur de Hampel.

Le chapitre est organisé de la façon suivante : dans un premier temps, nous explicitons la

transformée en ondelettes du modèle et introduisons les notations utilisées par la suite.

Dans la section suivante, nous mettons en évidence le lien entre l’estimation par seuillage

et les M-estimateurs usuels et détaillons le schéma d’estimation.

3.1 Identifiabilité et transformée en ondelettes

Sous forme matricielle le modèle (3.1) s’écrit

Y = Xβ + F+U, (3.2)

avec Y =
(

y1 . . . yn

)T
vecteur des observations, XT =

(

X1 . . .Xn

)

matrice de taille p× n

et F =
(

f (t1) . . . f (tn)
)T
. Le bruit U =

(

u1 . . . un

)T
est un vecteur gaussien de moyenne

nulle et de variance σ2 In.

Nous supposerons de plus que la fonction f appartient à un espace de Besov Bsπ,r([0; 1])
avec s+ 1/π − 1/2 > 0, afin que sa représentation par des coefficients d’ondelettes soit

creuse. Afin d’assurer que le modèle soit asymptotiquement identifiable, nous introdui-

sons deux hypothèses :

(A1) Le vecteur 1nX
TF tend vers 0 quand n tend vers l’infini.

(A2) La matrice X est de plein rang colonnes, c’est-à-dire 1nX
TX converge vers une ma-

trice inversible.

L’expression du vecteur des paramètres en fonction des données du problème,

β =

(
1

n
XTX

)−1
XT(Y− F−U),

permet de vérifier aisément que (A1) et (A2) sont suffisantes pour que le modèle soit

asymptotiquement identifiable. Aucune de ces deux hypothèses n’est contraignante. Cela

sera étudié en Section 4.1.
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Soit (Vj)j∈N une Analyse Multi Résolution sur [0; 1] engendrée par la fonction d’échelle ϕ.

On note ϕj,k(x) = 2j/2ϕ(2jx− k). Alors Vj = Vect(ϕj,k, k = 0 . . . 2j − 1). Soit ψ l’ondelette

associée. On utilise des notations similaires pour ψj,k et les espaces engendrés par {ψj,k}k
sont notés Wj. Notons W la matrice de projection sur l’espace VJ = Vj0 ⊕J−1j=j0 Wj. Nous
renvoyons à la Section 2.2.1 pour la forme de la matriceW.

Notons Z = WY, A = WX, θ = WF et ε = WU. Alors la transformée en ondelettes du

modèle (3.2) aboutit au modèle

Z = Aβ + θ + ε ; (3.3)

l’orthogonalité de la transformation W assure que ε est un bruit gaussien centré de va-

riance σ2 In. La représentationdumodèle en coefficients d’ondelettes permet de conserver

la structure linéaire de la partie linéaire tout en donnant une représentation creuse de la

partie fonctionnelle. L’intérêt de l’estimation du paramètre de régression dans le modèle

projeté est que le biais introduit par la présence de la partie non paramétrique du modèle

sera réduit par ce caractère creux, comme l’illustre la Figure 3.1 ci-dessous.
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FIG. 3.1: La figure (a) représente les observations yi en fonction des covariables Xi
dans un cas de modèle partiellement linéaire (avec p = 1). La droite est la droite

d’équation yi = Xiβ0. La figure (b) représente le même modèle après application

d’une transformée en ondelettes, c’est-à-dire les points de coorconnées (Ai, zi).

La droite en traits pleins est la droite d’équation zi = Aiβ0. Les droites en tirets

sont les droites d’équations respectives zi = Aiβ0 ± λ.

Cette figure montre que la transformée en ondelette devrait mener à une meilleure esti-

mation des paramètres de régression, étant donné que la cohérence entre la droite d’équa-
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tion y = xβ0 (i.e. la partie linéaire) et le nuage de points des observations est fortement

augmentée. De plus, sur le modèle projeté, nous avons représenté les droites d’équations

y = xβ0 ± λ. L’idée est que les points en dehors de l’espace délimité par ces deux

droites ont une influence moindre dans le calcul d’estimateurs robustes du paramètre

de régression.

3.2 Critère des moindres carrés penalisés

Nous proposons d’estimer les vecteurs de paramètres β et θ du modèle (3.3) par les

moindres carrés pénalisés. Le problème que nous considérons est le suivant

(β̂n, θ̂n) = argmin
(β,θ)

{

Jn(β, θ) =
n

∑
i=1

1

2
(zi − ATi β − θi)

2 + λ
n

∑
i=i0

Pen(|θi|)
}

, (3.4)

avec i0 = 2j0 + 1. Le terme de pénalité ∑
n
i=i0
Pen(|θi|) ne porte que sur les coefficients

d’ondelettes empiriques de la partie fonctionnelle du modèle, et ne porte pas en particu-

lier sur les coefficients d’échelle. L’introduction d’une pénalité sur les coefficients d’on-

delettes permet dans le cadre non paramétrique d’introduire un seuillage sur les coeffi-

cients, comme cela a été vu en Section 2.3.2.

3.2.1 Conditions du premier ordre

Nous nous intéresserons par la suite de manière plus spécifique à certaines pénalités,

mais rappelons d’abord ce résultat de Fadili et Bullmore (2005) qui établit que les condi-

tions du premier ordre sont nécessaires pour un large éventail de pénalités :

Théorème 3.1. Fadili et Bullmore (05)

Supposons que la pénalité vérifie :

(i) Pen est paire, à valeurs positive, non décroissante sur [0,+∞) et Pen(0) = 0.

(ii) Pen est deux fois différentiable sur R\{0}.
(iii) Pen est continue sur R et admet une dérivée à droite Pen′+(0) strictement positive en 0,

finie ou infinie.

Supposons de plus que le vecteur des observations Y appartient à l2(n) et que 11n n’est pas généré

par les vecteurs de X. Alors, les solutions (éventuellement locales) (θ̂n, β̂n) du problème de mini-
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misation (3.4) vérifient les conditions du premier ordre du problème.

β̂n = (ATA)−1AT(Z− θ̂n)

θ̂i,n =







zi − ATi β̂n si i < i0

0 si i > i0 et |zi − ATi β̂n| 6 λPen′+(0)

zi − Pen′(θ̂i,n) si i > i0 et |zi − ATi β̂n| < λPen′+(0)

, i = 1 . . . n,

L’intérêt du résultat de Fadili et Bullmore (2005) est qu’il englobe une vaste catégorie de

pénalités, notamment les pénalités associées aux seuillages dur et SCAD, comme nous le

verrons par la suite. Il est donc valable pour une gamme de seuillage plus importante que

les résultats que nous établissons ici, qui ont l’inconvénient de ne pas avoir été exprimés

sous une forme plus générale. Ceci serait une perspective intéressante de prolongation.

Notons enfin que Chang et Qu (2004) dans le cadre de la pénalité l1 avaient établi que non

seulement les conditions du premier ordre sont nécessaires, mais qu’elles sont de plus,

pour cette pénalité, suffisantes.

3.2.2 Seuillage doux et estimateur de Huber

Nous choisissons une pénalité l1 sur les coefficients d’ondelettes. C’est-à-dire que les es-

timateurs sont solutions du problème d’optimisation :

(β̂n, θ̂n) = argmin
(β,θ)

{

Jn(β, θ) =
n

∑
i=1

1

2
(zi − ATi β − θi)

2 + λ
n

∑
i=i0

|θi|
}

. (3.5)

La pénalité l1 choisie ici correspond à une estimation par ondelettes avec seuillage doux

dans unmodèle non paramétrique (voir Donoho (1992)). La fonction de seuillage associée

dans un modèle non paramétrique est γS(u;λ) = signe(u)(|u| − λ)+.

Afin d’établir le lien avec l’estimateur de Huber, essayons de résoudre le problème de

minimisation de Jn. Pour β fixé, le critère Jn(β, .) est minimal en

θ̃i(β) =

{

zi − ATi β si i < i0

signe(zi − ATi β)
(
|zi − ATi β| − λ

)

+
si i > i0

. (3.6)

Ainsi, trouver β̂n solution du problème (3.5) est équivalent à trouver β̂n qui minimise le

critère Jn(θ̃(β), β). Or,

Jn(θ̃(β), β) =
n

∑
i=i0

ρλ(zi − ATi β) (3.7)
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où ρλ est la fonction de coût de Huber de seuil λ, définie par :

ρλ(u) =

{

u2/2 si |u| 6 λ

λ|u| − λ2/2 si |u| > λ
(3.8)

Démonstration. Soit i > i0. Minimiser le critère (3.5) en θi est équivalent à minimiser

j(θi) :=
1
2(zi − ATi β − θi)

2 + λ|θi|. Les conditions du premier ordre sont : j′(θi) = θi −
(zi − ATi β) + signe(θi)λ = 0.

• Si θi > 0, alors j′(θi) = 0 si et seulement si θi = zi − ATi β − λ Donc si zi − ATi β 6 λ,

θi = 0 et sinon θi = zi − ATi β − λ.

• Si θi 6 0, j
′(θi) s’annule si et seulement si θi = zi − ATi β + λ Donc si zi − ATi β > −λ,

θi = 0 et sinon θi = zi − ATi β + λ.

Ceci prouve qu’à β fixé, le problème (3.4) est minimal en θ̃(β) donné en (3.6).

Remplaçons dans le critère : Jn(β, θ̃(β)) = 1
2

n

∑
i=i0

(
(zi − ATi β − θ̃i)

2 + λ|θ̃i|
)
car θ̃i = zi −

ATi β pour i < i0. Ensuite, si I désigne l’ensemble I :=
{
j = i0 . . . n, |zj − Ajβ| < λ

}
,

alors Jn(β, θ̃(β)) s’écrit Jn(β, θ̃(β)) = 1
2∑
I

(zi − ATi β)2 + 1
2∑
IC

λ2 + λ∑
IC

(
|zi − ATi β| − λ

)
en

remplaçant θ̃i par la valeur (3.6). Nous retrouvons bien la fonction de Huber.

Nous obtenons ainsi la proposition suivante :

Proposition 3.2.

Si β̂n et θ̂n sont solutions du problème d’optimisation (3.4), alors ils vérifient

β̂n = argmin
β

n

∑
i=i0

ρλ(zi − ATi β), (3.9)

θ̂i,n =

{

zi − ATi β̂n si i < i0

γso f t,λ(zi − ATi β̂n) si i > i0
, i = 1 . . . n, (3.10)

avec ρλ fonction de coût de Huber définie en (3.8) et γso f t,λ fonction de seuillage doux de seuil λ ;

γso f t,λ(u) = signe(u) (|u| − λ)+.

Ce résultat permet de calculer les estimateurs β̂n et θ̂n de manière non itérative. Nous

pouvons estimer le paramètre β directement à partir des observations, sans tenir compte

de la partie non paramétrique dumodèle à l’aide de l’équation (3.9), puis obtenir θ̂n, donc

f̂n, à l’aide de l’équation (3.10).
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Nous avons ainsi mis en évidence une méthode d’estimation directe des paramètres du

modèle, qui offre la possibilité d’étudier les propriétés asymptotiques des estimateurs.

Nous verrons dans le Chapitre 5 que cette écriture donne aussi la possibilité d’appli-

quer des algorithmes issus de l’estimation robuste. Mais surtout, nous avons une in-

terprétation de ce que représentent ces estimateurs ; à partir des observations (X,Y) la

procédure d’estimation proposée est la suivante :

1. Nous appliquons la transformée en ondelettes d’ordre J = log2(n) sur X et Y afin

d’obtenir leur représentations respectives A et Z en coefficients d’ondelettes.

2. L’estimation du paramètre β est donnée par l’estimateur de Huber sans tenir com-

pte de la présence d’une partie fonctionnelle dans le modèle :

β̂n = argmin
β

n

∑
i=1

ρλ(zi − ATi β).

Cela revient à considérer que nous avons un modèle linéaire zi = A
T
i β + ei de bruit

ei = θi + ε i.

3. La représentation en coefficients d’ondelettes θ de la fonction f est estimée par

seuillage doux de Z− Aβ̂n.

θ̂i,n =

{

zi − ATi β̂n si i < i0

signe(zi − ATi β̂n)
(
|zi − ATi β̂n| − λ

)

+
si i > i0

.

L’estimation de f est ensuite obtenue en appliquant la transformée en ondelettes in-

verse. Nous avons en fait l’estimation par transformée en ondelettes avec seuillage

doux dans le modèle non paramétrique :

yi − XTi β̂n = f (ti) + vi, i = 1 . . . n,

avec vi = X
T
i (β0 − β̂n) + ui.

Remarque : Comme évoqué en Section 1.2.2, Speckman (1988) fait remarquer qu’il est

préférable d’estimer préalablement la partie linéaire puis d’en déduire une estimation de

la partie fonctionnelle plutôt que de prendre le schéma inverse. Le principe de l’estima-

tion peut ici être décrit de manière similaire à celui préconisé par Speckman (1988) :

1. Si β était connu, nous estimerions f par f̃ = TW(Y − Xβ). La différence avec la

démarche de Speckman réside dans la présence de l’opérateur de seuillage T.

2. β est alors estimé par la méthode des moindres carrés dans le modèle Y − f̃ =

Xβ +U, ce qui donne β̂ = (XTSTSX)−1SY avec S = (I − T)W.
3. On remplace dans f̃ afin d’obtenir un estimateur de f : f̂ = (I − S)(Y− Xβ̂).

La forme des estimateurs résultante est identique à celle de Speckman (1988) donnée au

Chapitre 1, à ceci près que S n’est pas un opérateur linéaire.
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3.2.3 Vers d’autres M-estimateurs

Nous avons établi un lien entre l’introduction d’une pénalité menant au seuillage doux

des coefficients d’ondelettes et le M-estimateur de Huber. Il s’avère que pour d’autres

seuillages, nous obtenons une procédure d’estimation équivalente, basée sur des M-esti-

mateurs usuels. Si γλ désigne la fonction de seuillage obtenue, alors nous pouvons mon-

trer de manière analogue que les estimateurs vérifient

β̂n = argmin
β

n

∑
i=i0

ρλ(zi − ATi β),

θ̂i,n =

{

zi − ATi β si i < i0

γλ(zi − ATi β) si i > i0
, i = 1 . . . n,

avec ρλ primitive de u 7→ u− γλ(u). Nous présentons dans cette section quelques exem-

ples de fonctions de coût obtenues sur ce principe, mais un vaste éventail peut être obtenu

en utilisant le lien entre seuillage et pénalité sur les coefficients, décrit en Section 2.3.2 et

reposant sur les travaux de Antoniadis et Fan (2001).

Seuillage fort

Pour introduire le seuillage fort, nous pouvons prendre la pénalité de comptage ; elle

mène au critère :

(θ̂n, β̂n) = argmin
θ,β

{

Jn(θ, β) =
1

2

n

∑
i=1

(zi − ATi β − θi)
2 + λ2/2

n

∑
i=i0

11{θi 6=0}

}

. (3.11)

Alors les estimateurs θ̂n, β̂n sont solutions des conditions du premier ordre et nous pou-

vons montrer que celles-ci s’écrivent

β̂n = argmin
β

n

∑
i=i0

ρλ(zi − ATi β) (3.12)

θ̂i,n =







Zi − ATi β̂n si i < i0

(Zi − ATi β̂n)11|Zi−ATi β̂n|>λ si i > i0
(3.13)

où ρλ est la fonction de coût de la moyenne tronquée de seuil λ, définie par :

ρλ(u) =

{

u2/2 si |u| 6 λ

λ2/2 si |u| > λ
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Remarque : D’autres pénalités mènent au seuillage dur. Nous avons opté pour celle-

ci mais nous pouvons prendre de manière équivalente λ2/2 − ∑
n
i=i0

(|θi| − λ)211{|θi|6λ}
ou encore ∑

n
i=i0

λ|θi|11{|θi|<λ} + λ2/211{|θi|>λ} (cf Antoniadis et Fan (2001) –nos pénalités
diffèrent légèrement afin d’aboutir ensuite à une fonction de coût continue dans l’estima-

tion du paramètre β–).

Il en résulte que le seuillage dur est associé à la fonction de coût de la moyenne tronquée.

Seuillage SCAD

Une autre forme de seuillage présentée en Section 2.3.2 est le seuillage SCAD. La pénalité

correspondante est

Penλ(θ) = 11|θ|6λ +
(aλ − |θ|)+

(a− 1)λ
11|θ|>λ.

Ce seuillage est donc associé au M-estimateur de Hampel de paramètres (λ, 2λ, aλ).

La Figure 3.2 ci-après donne les représentations des trois M-estimateurs usuels obtenus

par la procédure des moindres carrés pénalisés pour les seuillages doux, fort et SCAD.

Pénalisation par une norme de Besov

Soient sj0 ,. et wj,. respectivement les coefficients d’échelle et d’ondelette de f ; nous avons

θ = (sj0 .wj0,. . . .wJ−1,.)
T. Lorsque la pénalité est la norme associée à l’espace de Besov

Bsπ,r,

Penλ(θ) = λ



‖sj0 ,.‖lπ +

(
J−1
∑
j=j0

2jq(s+1/2−1/π)‖wj,.‖qlπ
)1/q



 ,

alors nous obtenons le seuillage

γj,k,s(u,λ) =
u

1+ λ22js
.

L’étude des propriétés asymptotiques réalisée par Fadili et Bullmore (2005) se fait dans le

cadre d’un seuillage très proche. Les auteurs considèrent la pénalité associée à la norme

de Sobolev sur l’espaceWs :

Penλ(θ) = λ

(
J−1
∑
j=j0

2j−1
∑
k=0

22jsw2j,.

)

,
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FIG. 3.2: Fonctions de seillages, pénalités correspondantes et fonctions de coût as-
sociées pour divers seuillages. En pointillés est tracée la fonction de coût desmoindres
carrés.

qui mène au seuillage

γj,k,s(u,λ) =
u

1+ 2λ22js
.

Le M-estimateur résultant dans l’estimation de la partie linéaire a pour fonction de coût :

ρj,k,λ(u) =
λ22js

1+ 2λ22js
u2,

ce qui correspond à une procédure des moindres carrés pondérés. Notons que cet esti-

mateur présente la particularité intéressante de pouvoir s’écrire de manière explicite. En

effet, nous avons :

β̂n = (ATTA)−1ATTz,
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avec T = diag
(
2λ22js/(1+ 2λ22js)

)

j=j0 ,...,J−1, k=0,...,2j−1 lorsque (ATTA)−1 existe.

Le seuil dépend ici du degré de résolution. Cette procédure présente l’inconvénient ma-

jeur de ne pas être adaptative, le paramètre de régularité de la fonction, s, intervenant

dans la pénalité, donc dans le seuillage et la fonction de coût résultante. Afin d’y remé-

dier, une procédure de validation croisée est nécessaire. C’est ce pour quoi optent Fadili

et Bullmore (2005).

Conclusion

Le parrallèle établi entre l’estimation par moindres carrés pénalisés et les M-estimateurs

usuels dans une régression linéaire apporte de nombreuses ouvertures à l’inférence sta-

tistique dans unmodèle partiellement linéaire. En effet, cette propriété permet d’élaborer

des estimations en deux étapes : l’estimation du paramètre de régression linéaire et con-

sécutivement l’estimation de la partie fonctionnelle. Nous verrons au Chapitre 5 que ceci

offre la possibilité d’algorithmes efficaces. Ensuite, l’étude des propriétés asymptotiques

est grandement facilitée par cette approche.

L’estimateur de Huber fut élaboré dans le but de “robustifier” la méthode des moindres

carrés, trop sensible aux valeurs aberrantes. L’introduction de la fonction de coût de

Huber permet de donner une importance moindre aux grands écarts, de sorte à moins

prendre en compte d’éventuelles valeurs aberrantes. –A titre de remarque, l’estimateur

de Huber est robuste au sens de Huber (1964) mais n’est pas robuste si l’on considère la

définition actuelle de la robustesse qui repose sur la notion des points de rupture (cf. Ma-

ronna et al. (1979)).– D’après Hampel et al. (1986) cet estimateur est peu sensible aux écarts

en ordonnée. Les M-estimateurs obtenus par les seuillages Hard et SCAD appartiennent

quant à eux à une catégorie de M-estimateurs considérée comme plus robustes que l’esti-

mateur de Huber : lesHard-RedescendingM-estimateurs (voir par exemple Müller (2004)).

Ces derniers ont en fait la particularité d’avoir une fonction de coût constante à partir

d’un certain seuil.

La présence de la partie non paramétrique pouvant être considérée en quelque sorte

comme un écart en ordonnée relativement au modèle zi = ATi β + ε i, l’idée est que sa

présence affectera peu le comportement de l’estimateur. Les coefficients d’ondelettes non

négligeables pouvant en effet être considérés comme des valeurs aberrantes, la robustesse

des estimateurs obtenus permettra de minimiser le biais induit. L’approfondissement de

cette idée fait l’objet du Chapitre 4.
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PROPRIÉTÉS ASYMPTOTIQUES DES
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Ce chapitre donne les propriétés asymptotiques des estimateurs dans les contextes de la

pénalité l1, qui correspondait à la fonction de coût de Huber, et d’une pénalité de Sobolev.

Dans chacun de ces cas, nous obtenons des vitesses de convergence minimax ou quasi-

minimax et pour la partie linéaire du modèle et pour la partie non paramétrique lorsque

la structure des covariables de régression est de la forme suggérée par Rice (1986).

4.1 Hypothèses

Rappelons les deux hypothèses introduites au Chapitre 3 afin d’assurer l’identifiabilité

du modèle :

(A1) Le vecteur 1nX
TF tend vers 0 quand n tend vers l’infini.
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(A2) La matrice X est de plein rang colonnes, c’est-à-dire 1nX
TX converge vers une ma-

trice inversible.

Nous introduisons ensuite l’hypothèse (A3) :

(A3) La suite de matrices (Kn) définie par Kn :=
1
n ∑

n
i=1 AiA

T
i ρ′′λ(θ0,i + ε i) converge en

norme L2 vers une matrice K0 inversible.

L’orthogonalité deW assure que ATA = XTX. Ainsi sous (A2) la matrice ATA est inver-

sible à partir d’un certain rang. Si nous définissons alors la matrice de projection sur les

vecteurs colonnes de A, H = A(ATA)−1AT, H est de rang p. Si, pour tout i = 1, . . . , n, la
quantité hi désigne le i

ème terme diagonal de H, nous avons ∑ hi = p.

Nous faisons aussi une hypothèse sur la structure de la matrice de régression. Usuelle

en régression robuste –elle permet d’appliquer le critère de Lindeberg-Feller–, elle est

transcrite ici pour la représentation en coefficients d’ondelettes de la matrice X.

(A4) La quantité h := max
i=1,...,n

ATi (A
TA)−1Ai tend vers 0 quand n tend vers l’infini.

La quantité h est en fait le terme diagonal maximal de la matrice H.

Discussion des hypotheses

Afin d’étudier la cohérence des hypothèses, nous pouvons supposer, demanière similaire

à Rice (1986) –qui a été reprise entre autres par Speckman (1988), Chen et Shiau (1991) et

Fadili et Bullmore (2005)– que les éléments de X peuvent s’écrire sous la forme xi,j =

gj(ti) + ξi,j avec (gj)j=1,...,p telles que
∫
f gj = 0 pour tout j et ξi,j réalisations de variables

ξ j aléatoires i.i.d. centrées, de variance finie non nulle ; nous notons G et E les matrices de

termes généraux respectifs gi,j = gj(ti) et ξi,j. Nous avons
1
nE
TE → V > 0. Avec X sous

cette forme, les hypothèses (A1), (A2) et (A4) deviennent :

(A1) Nous avons ‖ 1nXTF0‖2 = ∑
p
j=1

(
1
n ∑

n
j=1 gi(tj) f (tj) + 1

n ∑
n
j=1 ξi,j f (tj)

)2
.

La loi des grands nombres assure que le second terme tend presque sûrement vers

0 car les variables ξi sont centrées.

Le premier terme converge aussi vers 0 grâce à l’hypothèse que
∫
f gi = 0 pour tout

i = 1, . . . , p.

Remarquons que le fait de supposer ∀i,
∫
f gi = 0 implique que soit f est d’intégrale

nulle soit aucune colonne de X n’est un vecteur constant. Ce constat est usuel pour

avoir l’identifiabilité d’un modèle partiellement linéaire (voir par exemple Chen

(1988) ou Donald et Newey (1994)).
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(A2) Nous avons 1nX
TX = 1

nG
TG+ 1

nE
TE+ 1

nG
TE+ 1

nE
TG

Etudions la convergence du premier terme :

(

n−1GTG
)

i,j
=
1

n

n

∑
l=1

gi(tl)gj(tl) →n→∞

∫

gigj.

Notons V(g) la matrice de terme général
∫
gigj.

Le deuxième terme, 1nE
TE tend vers V définie positive.

Ensuite, ‖n−1/2GTE‖2 = ∑
i,j=1,...,p

(

1

n

n

∑
l=1

gi(tl)ξl,j

)2

. Les variables ξi étant centrées,

la loi des grands nombres assure que ‖n−1/2GTE‖ tend vers 0 en probabilité.
Ainsi, 1nX

TX converge en probabilité vers V(g) + V. Si nous supposons que la fa-

mille de fonctions (gi)i=1,...,n est orthogonale dans L2, la matrice V(g) + V est dia-

gonale et ses termes diagonaux sont positifs, donc elle est inversible.

(A4) Montrons dans un premier temps qu’il est équivalent de montrer que 1n‖Ai‖2 tend
vers 0 pour avoir (A4). La quantité qui nous intéresse est

ATi (A
TA)−1Ai =

1

n
‖( 1
n
ATA)−1/2Ai‖2.

Nous avons

s((
1

n
ATA)−1)‖Ai‖2 6 ‖( 1

n
ATA)−1/2Ai‖2 6 ‖ 1

n
ATA‖2‖Ai‖2

avec s(( 1nA
TA)−1) plus petite valeur propre de ( 1nA

TA)−1. Sous l’hypothèse (A2),
il suffit donc d’avoir 1n‖Ai‖2 → 0 pour que (A4) soit vérifiée.
La quantité 1n‖Ai‖2 vaut n−1ATi Ai = ∑

p
l=1

[
1
n ∑

n
j=1 ψi(tj)Xj,l

]2
. En reprenant les no-

tations précédentes, xj,l = gl(tj) + ξ j,l , la loi des grands nombres implique que

n−1ATi Ai converge presque sûrement vers ∑
p
l=1

(∫
ψigl

)2
. Autrement dit, n−1ATi Ai

tend vers ∑
p
l=1(w

l
i)
2 avec wli coefficient d’ondelettes continu d’ordre i de gl .

Si nous supposons que pour tout l = 1, . . . , p, gl est une fonction polynômiale de

degré inférieur à N, avec N le nombre de moments nuls de l’ondelette, alors cette

condition est vérifiée.

L’hypothèse (A3) ne semble pas particulièrement contraignante même s’il semble dur de

montrer qu’elle est en effet bien vérifiée dans tous les cas. Nous l’étudions ici dans le cas

du seuillage quadratique :
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(A3) Dans le cas d’une pénalité quadratique, les matrices Kn s’écrivent Kn = ATTA avec

T = diag
(
2λ22[log2(i)]s

1+2λ22[log2(i)]s

)

i=1,...,n
. La preuve qui suit peut être trouvée dans Fadili et

Bullmore (2005). Le terme (i, j) de la matrice 1nA
TTA s’écrit

(ATTA)i,j =
1

n

n

∑
l=1

tlw
i
lw
j
l +
1

n

n

∑
l=1

tlw
i
lη
j
l +
1

n

n

∑
l=1

tlw
j
lη
i
l

+
1

n

n

∑
l=1

(1− tl)ηilη
j
l +
1

n

n

∑
l=1

ηilη
j
l ,

= T1 + T2 + T3 + T4 + T5,

tl désignant tl :=
2λ22[log2 l]s

1+2λ22[log2 l]s
.

Par Cauchy-Schwarz, le premier terme est majoré par

T1 6

(

1

n

n

∑
l=1

t2lw
i2
l

)1/2(

1

n

n

∑
l=1

w
j2
l

)1/2

,

donc nous avons T1 6 λ1/2‖gi‖Ws‖gj‖ par l’égalité de Parseval. Si gi appartient à
Ws et gj appartient à L

2, alors le terme T1 tend vers 0.

Les termes T2 et T3 sont d’espérance nulle. Leur variance est majorée respective-

ment par σ2 1
n2 ∑

n
l=1 t

2
lw
k
l avec k = i ou k = j, donc par λ

n‖gk‖Ws . Nous en déduisons
que ces deux termes tendent en probabilité vers 0 dès lors que gi et gj appartiennent

àWs.

Si i = j, le terme T4 est d’espérance nulle et si i 6= j, son espérance vaut 1n trace(I −
T). D’après Fadili et Bullmore (2005), trace(I − T) = ©(λ−1/(2s)). Donc pour une
régularité s > 1/4 l’espérance tend vers 0. La variance, à une constante près, peut

être majorée par 1
n2 ∑

n
l=1 t

2
l = trace((I − T)T(I− T)). Cette quantité est de l’ordre de

λ−1/2s d’après Fadili et Bullmore (2005). Nous en déduisons que le terme T4 tend
en probabilité vers 0.

Quant au terme T5, il est immédiat qu’il converge vers V.

Il en résulte que la suite de matrices 1nA
TTA converge en probabilité vers la matrice

V. Il est suffisant pour cela que les fonctions gi, i = 1, . . . , n appartiennent à un

espace de SobolevWs (ce qui est vérifié pour les fonctions polynomiales) et soient

dans L2.

En résumé, si les observations Xi, i = 1, . . . , n sont de la forme Xi = g(ti) + ξi avec g =

(g1 . . . gp)
T, gj fonctions polynômiales de degré inférieur à N, où N est le nombre de mo-

ments nuls de l’ondelette et ξi variables centrées indépendantes de variances finies non

nulles, si de plus la famille (gj)j=1,...,p est orthonormée dans L2 et si
∫
f gj = 0 pour tout
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j = 1, . . . , p, alors les conditions (A1), (A2) et (A4) sont vérifiées. Ces hypothèses semblent

peu restrictives et offrent donc un large champ d’application des résultats présentés.

Nous retrouvons une condition quant à la forme des fonctions gj similaire à celle de Rice

(1986), citée au Chapitre 1, dans la mesure où ces fonctions sont supposées polynomiales

afin que les hypothèses soient vérifiées. Notre hypothèse est toutefois légèrement plus

faible dans la mesure où le degré maximal dépend du nombre de moments nuls de l’on-

delette et non de la régularité de la fonction étudiée. Cette restriction est ainsi cohérente

avec les résultats précédemment établis. Cependant, contrairement à Rice (1986), nous

n’établissons pas que cette hypothèse est nécessaire à la bonne convergence, uniquement

qu’elle est suffisante. Nous n’avons pas considéré le cas de fonctions plus complexes,

mais une procédure par étapes comme suggéré par Chen et Shiau (1991) (cf. Chapitre 1)

pourrait être envisagée.

4.2 Propriétés asymptotiques

Dans cette section, nous donnons les principaux résultats quant aux propriétés asymp-

totiques du schéma d’estimation proposé. Nous considérons deux des cas présentés au

Chapitre 3 : la pénalité l1 et la pénalisation par une norme de Sobolev. Les preuves des

résultats exposés dans cette section se trouvent en Section 4.4.

En s’inspirant des travaux de Rice (1986), l’étude des comportements asymptotiques dis-

tingue selon qu’une hypothèse quant à la structure des variables est émise ou pas. cette

structure sera considérée sous une forme similaire à celle de Rice le cas échéant.

4.2.1 Cas du seuillage doux et de l’estimateur de Huber

Considérons dans un premier temps le cas de la pénalité l1. Rappelons que celle-ci mène

à une estimation de la partie linéaire du modèle par le M-estimateur de Huber et à un

seuillage doux des coefficients de la partie fonctionnelle. Les vitesses de convergences

obtenues sont les suivantes :

Théorème 4.1.

Considérons le seuillage universel λ = σ
√

2 log(n). Supposons les hypothèses (A1) à (A4)

vérifiées.
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Alors,

β̂n − β0 = ©P

((
log(n)

n

)s/(1+2s)
)

,

et
√
n(β̂n − β0) = K−10

(

1√
n

n

∑
i=1

ρ′λ(θ0,i + ε i)Ai

)

+ oP(log(n)s/(1+2s)n1/(2(1+2s))).

Soit N le nombre de moments nuls de l’ondelette ψ.

Si de plus, pour tout i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , p, nous considérons que Xi,j = gj(ti) + ξi,j avec gj
fonctions polynomiales de degré au plus égal au nombre N de moments nuls de l’ondelette et ξi,j
issu d’un vecteur de variables ξ j de loi centrée de matrice de variance-covariance V finie, alors

β̂n − β0 = ©P

(√

log(n)

n

)

,

et
√
n(β̂n − β0) = K−10

(

1√
n

n

∑
i=1

ρ′λ(θ0,i + ε i)Ai

)

+ oP

(√

log(n)

)

.

Supposons que la fonction d’échelle ϕ et l’ondelette ψ appartiennent à CR.
Si f appartient à l’espace de Besov Bsπ,r avec 0 < s < min(R,N) et s+ 1/2− 1/π > 0, alors

‖ f̂n − f‖2 = ©P

((
log(n)

n

) s
1+2s

)

,

avec ‖ f̂n − f‖22 =
∫ 1
0 ( f̂n − f )2.

La preuve de ce résultat est donnée en fin de chapitre.

La vitesse de l’estimateur de la partie fonctionnelle est quasi-minimax. Cependant, la

vitesse d’estimation pour le vecteur des paramètres de régression n’est en général pas

optimale. En effet, en l’absence d’hypothèses (autres que (A1) à (A4)) quant à la structure

de la matrice de régression, l’estimateur élaboré admet une vitesse non paramétrique.

Lorsque nous supposons que les covariables vérifient une relation de type Xi,j = gj(ti) +

ξi,j avec gj fonction polynomiale de degré au plus égal au nombre N de moments nuls de

l’ondelette et ξi,j issu d’une loi centrée de variance finie, alors nous obtenons une vitesse

quasi-minimax dans l’estimation de la partie linéaire. L’estimation est presque optimale

dans le sens où la vitesse ne diffère que d’un terme logarithmique de la vitesse minimax.
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Nous perdons en effet un terme
√

log(n) dans l’estimation des paramètres de régression

linéaire.

L’explication de la non-optimalité de la vitesse pour la partie paramétrique réside dans le

choix du paramètre de seuillage λ. Si nous pouvions prendre λ tendant vers 0, alors nous

obtiendrions un résultat minimax pour l’estimateur β̂n. Toutefois, ce choix de paramètre

est exclu dans la mesure où il ne permet pas d’aboutir à une bonne qualité d’estimation

de la partie non paramétrique. Nous retrouvons le compromis de Rice (1986), entre l’op-

timalité dans la partie linéaire et le surlissage de la fonction ou une perte de la qualité

d’estimation de la régression mais un lissage adapté de la partie fonctionnelle.

De même que Rice (1986), nous trouvons que lorsque la structure des covariables de

régression est suffisamment “décorrélée” de la partie fonctionnelle (voir plus précisément

au Chapitre 1) alors les estimateurs de la partie linéaire et de la partie fonctionnelle du

modèle sont quasi-minimax. La condition quant à la structure des covariables est de plus

très similaire à celle de Rice (1986). Elle est relativement moins contraignante dans la me-

sure où le degré maximal des fonctions polynomiales intervenant dans la partie linéaire

dépend de la régularité de l’ondelette considérée et non de celle de la partie fonctionnelle

du modèle.

L’intérêt de notre procédure, outre l’extension à des fonctions appartenant à des espaces

de Besov, est qu’elle est adaptative par rapport à la régularité de la fonction.

Ainsi, nous retrouvons le compromis de Rice (1986) quant à la structure des covariables.

Lorsque celles-ci sont de la forme Xi,j = gj(ti)+ ξi,j avec gj fonction polynomiale de degré

au plus égal au nombre N de moments nuls de l’ondelette et ξi,j issu d’une loi centrée de

variance finie, nous obtenons des estimateurs quasi-minimax. Nous avons de plus une

écriture asymptotique au second ordre de β̂n qui permettra probablement ultérieurement

d’élaborer des tests sur ces paramètres. Nous avons par ailleurs une estimation adapta-

tive de la partie fonctionnelle.

4.2.2 Exemple issu de Fadili et Bullmore (2005)

Nous étudions ici le cadre d’une pénalisation par une norme de Sobolev. Les résultats

sont résumés dans le théorème suivant :

Théorème 4.2.

Supposons que les hypothèses (A1) à (A4) soient vérifiées. Supposons que λ = ©(n−2s/(1+2s))
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et que f appartient à un espace de Hölder Λs(M) avec s > 1/4.

Soit ϕ une fonction d’échelle admettant N moments nuls, avec N > s+ 1.

Les estimateurs β̂n et f̂n vérifient :

β̂n − β0 = ©P

(

n−s/(1+2s)
)

,

‖ f̂n − f‖2 = ©P

((
log(n)

n

) s
1+2s

)

Si de plus, pour tout i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , p, nous considérons que Xi,j = gj(ti) + ξi,j avec gj
appartenant à Λs(Mj) et ξi,j issu d’une loi centrée de variance finie, alors

β̂n − β0 = ©P

(

n−2s/(1+2s)
)

.

Lorsque pour tout j = 1, . . . , p, gj est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal au

nombre de moments nuls de l’ondelette, alors

β̂n − β0 = ©P

(

n−1/2
)

.

De même que pour le seuillage précédemment étudié, nous obtenons une vitesse quasi-

minimax pour l’estimation de la partie fonctionnelle, mais la vitesse de convergence de

l’estimateur du paramètre de régression n’est pas satisfaisante dans le cas général. Nous

retrouvons le résultat de Fadili et Bullmore (2005) lorsqu’aucune hypothèse autre que les

hypothèses (A1) à (A3) n’est faite. La vitesse est améliorée sous l’hypothèse de structure

des covariables émise dans le théorème, et devient minimax lorsque nous avons une

forme similaire à celle des théorèmes précédents. Dans ce dernier cas, nous avons une

procédure minimax pour l’estimation de la partie fonctionnelle et de la partie linéaire.

Nous avons donc un résultat similaire à celui de Rice (1986).

La majeure différence avec le seuillage doux est que le schéma d’estimation n’est pas

adaptatif dans la mesure où il est nécessaire de connaı̂tre la régularité s de la fonction f .

Afin de résoudre ce point, une procédure de validation croisée peut être appliquée. Un

exemple de validation croisée dans ce contexte est développée en Section 6.2.1. L’un des

inconvénients de cette procédure de seuillage en pratique est le temps de calcul résultant

de la détermination par validation croisée des paramètres. Celui-ci incite à choisir les

schémas adaptatifs, tels que les seuillages fort et doux.Mais surtout, comme le soulignent

Rice (1986) et Speckman (1988), la procédure de validation croisée risque d’entraı̂ner des

biais importants : lorsque la condition de structure de la partie linéaire Xi,j = gj(ti) + ξi,j
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avec gj fonction polynomiale de degré au plus égal à N n’est pas vérifier le paramètre λ

doit converger vers 0 plus vite que la valeur optimale pour l’estimation de la partie fonc-

tionnelle pour améliorer la qualité d’estimation de la partie linéaire. Dans ce contexte,

les conséquences d’une procédure de validation croisée seront alors un sous-lissage dans

l’estimation de la partie fonctionnelle.

4.3 Estimation de la variance

Le schéma d’estimation que nous proposons nécessite de connaı̂tre la variance du bruit,

σ2. En effet, le paramètre de seuillage λ dépend de cette variance ; le seuillage universel

que nous avons considéré pour les seuillages doux et fort s’écrit λ = σ
√

2 log(n). Afin

d’estimer σ2, une première approche possible est de le calculer de manière itérative, c’est-

à-dire en actualisant notre estimation à l’aide de l’estimation du paramètre de régression

β0 puis en réestimant β0 avec l’estimation de σ obtenue. Cela est par exemple proposé

dans Fadili et Bullmore (2005). Néanmoins, une méthode directe, plus facile à justifier du

point de vue théorique, est préférable. L’implémentation confirme par ailleurs l’utilisa-

tion de la méthode présentée ci-après.

Dans un modèle non paramétrique, l’étude de Donoho et al. (1995) incite à estimer la

variance du bruit par l’estimateur MAD des coefficients d’ondelettes zi de résolution J =

log2(n) (cf. Section 2.3.2). Néanmoins, contrairement à ce qu’affirment Fadili et Bullmore

(2005), cet estimateur n’est pas adapté au modèle partiellement linéaire car la représen-

tation de la partie linéaire du modèle n’est pas creuse. En pratique, ceci est confirmé par

des estimations très éloignées des valeurs réelles.

L’idée est ici d’effectuer une décomposition QR de la matrice de régression A. Cepen-

dant nous n’appliquons pas cette décomposition sur toutes les colonnes de A mais sur

les colonnes correspondant aux coefficients d’ondelettes d’échelle maximale J = log2(n).

Notons AJ cette matrice. AJ est une matrice de taille nJ × p avec nJ = n/2 > p. La

décomposition QR nous dit qu’il existe une matrice orthogonale Q et une matrice trian-

gulaire supérieure R telles que

AJ = Q

(

R

0

)

.

(Q est de taille nJ × nJ , R de taille p× p.)

Notons ZJ , θJ et εJ les coefficients d’ondelettes correspondant au degré de résolution J
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respectivement de Y, F et U. En multipliant par QT le modèle projeté, il en résulte que

QTzJ =

(

R

0

)

β0 +QTθJ +Q
Tε J .

L’estimateur MAD appliqué non pas aux dernières composantes de z mais de QTzJ va

alors donner une bonne estimation de σ. En effet, les composantes de la partie linéaire

sont nulles donc nous sommes ramenés au cadre d’un modèle non paramétrique. La rai-

son pour laquelle nous nous sommes restreints à la décomposition QR de ATJ au lieu de

celle de A est que sinon les coefficients d’ondelettes de faible résolution de la partie fonc-

tionnelle interviennent dans l’estimation et engendrent un biais important. Le fait que la

représentation de la partie fonctionnelle soit creuse et que le bruit est bien gaussien centré

et de variance σ2 assure de bonnes propriétés à l’estimateur (cf Donoho et al. (1995)).

Nous avons en effet le résultat suivant :

Proposition 4.3.

Si σ̂n désigne l’estimateur défini ci-dessus, alors

inf
f

P(σ < σ̂n) −→
n→∞

1.

De plus, si l’ondelette ψ est Cr et admet N moments nuls, alors pour 1/π < s < min(R,N) −
(1/2− 1/π)+,

sup
f∈Bsπ,r

P(σ̂n > 1.01 σ) −→
n→∞

1.

Démonstration. Soit κ ∈ {p + 1, . . . , nJ}. Introduisons θ̃κ la κième composante de QTθJ .

Alors σ̂n est l’estimateur MAD défini par Donoho et al. (1995) dans le modèle non pa-

ramétrique :

yi = g(i/n) + σUi

avec Ui indépendants de loi normale centrée réduite et g = ∑
n J
k=p+1 θ̃J,kψJ,k.

Rappelons le résultat de Donoho et al. (1995) (Section 5.1. page 325) dans un tel modèle :

Proposition 4.4. (Donho, Johnstone, Kerkyacharian et Picard (1995))

inf
g

P(σ < σ̂n) −→
n→∞

1.

Si l’ondelette ψ est CR et admet N moments nuls, alors, pour tout 1/π < s < min(R,D),

sup
g∈Bsπ,r

P(σ̂n > 1.01 σ) −→
n→∞

1.
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Le premier résultat de la Proposition 4.3 est donc une application directe de celui de

Donoho et al. (1995).

Quant au second il résulte du fait que la matrice QT étant orthogonale, ‖QT‖2 = 1, donc

‖QT‖∞ 6
√
nJ . D’où

‖θ̃‖∞ 6
√
nJ‖

(

θ̃p+1 . . . θ̃n J

)

‖∞ 6 2(J−1)/2‖θJ‖∞. (4.1)

Si f appartient à un espace de Besov Bsπ,r avec s > 1/π, alors f ∈ Bs−1/π
∞,r , donc

‖θJ‖∞ = C2(J−1)(s−1/π+1/2)

avec C constante. D’où

‖θ̃‖∞ 6 C2(J−1)(s−1/π+1).

Il en résulte que la fonction g = ∑
n J
κ=p+1 θ̃κψκ appartient à l’espace de Besov Bs+1/2−1/π

∞,r

qui est bien défini car s+ 1/2− 1/π > 0. Sous les conditions de la Proposition 4.3, cet

espace vérifie les conditions du second résultat de Donoho et al. (1995), ce qui permet

donc de conclure la preuve.

4.4 Preuves

Cette section est constituée des preuves des Théorèmes 4.1 et 4.2.

D’autres voies de démonstration que celle présentée ici ont été explorées, notamment

l’utilisation des pseudo-variables (-voir Oh et al. (2007)- qui ne donnait pas semble-t’il de

résultats concluants), le schéma de Mammen et Van der Geer (1997), reposant sur l’entro-

pie des boules de Besov donnée par Loubes et Van der Geer (2002) (qui ne distingue pas

les parties paramétrique et non paramétrique ; son intérêt est à première vue d’offrir un

cadre plus vaste pour le choix des pénalités). Dans le cadre deRedescendingM-estimateurs

telle la moyenne tronquée, une preuve de consistance dans le modèle linéaire peut être

trouvée dans Davies (1990). L’idée est d’utiliser les lemmes de symétrisation de Pollard

(1990) en approximant la fonction de coût par des fonctions constantes par morceaux. La

présence de la partie non paramétrique empêchait à première vue de reprendre la preuve

citée.

Nous établissons d’abord la consistance de l’estimateur β̂n dans chacun des contextes

étudiés avant de nous intéresser à la convergence de la partie fonctionnelle. En ce qui
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concerne la consistance de β̂n, celle-ci est donnée dans un premier temps dans le cas du

seuillage doux, facilement approximable par une fonction plus lisse. Lorsque la pénalité

choisie est celle de Fadili et Bullmore (2005), le même schéma peut être appliqué mais

l’écriture explicite de l’estimateur offre une alternative plus rapide. Nous terminons cette

section par la preuve de la convergence de la partie fonctionnelle.

Mais donnons d’abord ce lemme utile pour la suite :

Lemme 4.5. Sous (A2) et (A3),

(i) n−1/2 supi=1,...,n ‖Ai‖ → 0
(ii) n−1∑i=1,...,n ‖Ai‖2 = ©(1)

Démonstration. Il suffit de remarquer que

‖Ai‖2 = ATi (A
TA)1/2(ATA)−1/2Ai 6 ‖Ai‖‖(ATA)1/2‖h1/2i ,

donc ‖Ai‖ 6 n1/2‖( 1nATA)1/2‖h1/2i .

4.4.1 Consistance de β̂n avec le seuillage doux

La preuve est construite de la façon suivante : dans un premier temps nous définissons

un changement de variables permettant de développer l’argumentation dans un modèle

équivalent. Ensuite, nous rappelons des théorèmes relatifs à la convergence de fonctions

convexes et donnons une approximation de la fonction de coût par une fonction plus

lisse. L’établissement des propriétés de l’estimateur est enfin réalisé en deux étapes :

l’étude du comportement asymptotique du critère minimisé et la consistance qui en

découle.

Elaboration d’un modèle équivalent par changement de variable

Le changement de variable réalisé repose sur le résultat suivant :

Proposition 4.6.

Si les hypothèses (A2) et (A3) sont vérifiées, et λ = σ
√

2 log(n), alors :

1

n

n

∑
i=i0

ρ′λ(θ0 i + ε i)Ai = ©P((log(n)/n)s/(1+2s)).
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Si de plus la matrice de régression X vérifie : pour tout i = 1, . . . , n, pour tout j = 1, . . . , n,

xi,j = gj(ti) + ξi,j,

avec gj fonctions polynomiales de degré au plus égal au nombre de moments nuls de l’ondelette, et

ξi,j réalisations du vecteur de variables aléatoires (ξ1, ξ2, . . . , ξp) centré et de matrice de variance-

covariance convergeant vers une matrice V positive, alors :

1√
n

n

∑
i=i0

ρ′λ(θ0 i + ε i)Ai = ©P(λ).

Démonstration. Notons

B :=
1

n

n

∑
i=i0

ρ′λ(θi + ε i)Ai.

Nous avons :

B =
1

n

n

∑
i=i0

Ai(θi + ε i − γ(θi + ε i,λ)),

avec γ(.,λ) fonction de seuillage doux de seuil λ.

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, la norme de

B2 :=
1

n

n

∑
i=i0

Ai(θi − γ(θi + ε i,λ)).

peut être majorée par

(

1

n

n

∑
i=i0

‖Ai‖2
)1/2(

1

n

n

∑
i=i0

(θi − γ(θi + ε i,λ))2
)1/2

.

D’après le Lemme 4.5, 1n ∑
n
i=i0

‖Ai‖2 est borné. Soit

B2 :=
1

n

n

∑
i=i0

(θi − γ(θi + ε i,λ))2.

Par l’égalité de Parseval, nous avons B2 = ‖ f − f̃‖2 avec f̃ estimation de f dans le modèle
non paramétrique yi = f (i/n) + ε i. D’après Donoho et Johnstone (1994), ce terme est

d’ordre (n/ log(n))−2s/(1+2s). Ce qui achève la démonstration du premier point de la
proposition.

Reprenons maintenant l’étude du comportement asymptotique du terme B lorsque la

matrice de régression a la forme suggérée dans le cadre du Théorème 4.1 : pour tout
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couple (i, j), i = 1, . . . , n et j = 1, . . . , p, nous considérons que Xi,j = gj(ti) + ξi,j avec ξi,j
issu d’une loi centrée de matrice de variance-covariance V. Supposons que pour tout j,

gj est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal au nombre de moments nuls

de l’ondelettes. Soit j ∈ {1, . . . , p} fixé. Alors, les coefficients d’ondelettes des fonctions
gj sont nuls. D’où :

B =
1

n

n

∑
i=i0

ηiρ
′
λ(θi + ε i),

où les vecteurs (ηi)i=1,...,n sont définis par η =Wξ. Par orthogonalité de la transformée en

ondelettesW, les vecteurs (ηi)i=1,...,n sont issus d’une loi centrée de matrice de variance-

covariance V. L’espérance de B2 est donc nulle. De plus nous avons :

EB2 6
λ2

n2
E

(
n

∑
i=i0

η2i

)

.

Nous en déduisons que B = ©P(λn−1/2).

Remarque : La vitesse de convergence du terme 1√
n

n

∑
i=i0

ρ′λ(θ0 i + ε i)Ai est déterminante

dans la vitesse de l’estimation du vecteur β. Si ce terme est borné, la vitesse de conver-

gence en probabilité de l’estimateur β̂n est d’ordre n
−1/2, donc optimale, et s’il est d’ordre

vn, alors β̂n est d’ordre vnn
−1/2.

Nous sommes amenés à étudier le modèle

zi = A
T
i β0 + ei, i = 1, . . . , n, sous (A2)-(A4) (4.2)

avec ei = θi + ε i. Nous ne prenons pas en compte ici l’hypothèse (A1) dans la mesure où

elle n’intervient pas dans les preuves ; cette hypothèse est introduite uniquement pour

assurer que le modèle est identifiable.

De manière similaire à Huber (1981), Bai et al. (1992) ou encore Wu (2004), nous pouvons

établir les résultats pour un modèle équivalent en effectuant des changements de va-

riables. L’idée de ce changement de variable est de se ramener à unematrice de régression

R telle que RTR = Ip.

Les changements de variable suivants sont effectués :

R = A(ATA)−1/2∼n→∞n
−1/2AΣ−1/2,

ζ = (ATA)1/2β.
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Nous obtenons alors le modèle

zi = R
T
i ζ0 + ei sous (A2’)-(A4’) (4.3)

avec

(A2’) RTR = Ip.

(A3’) max
i=i0,...,n

RTi Ri tend vers 0.

(A4’)
n

∑
i=i0

RiR
T
i E
[
ρ′′λ(ei)

]
converge vers une matrice définie positive notée K′0.

Nous souhaitons dans un second temps nous ramener à une hypothèse de la forme
n

∑
i=i0

Riρ
′
λ(ei) = ©P(1). Pour déterminer un changement de variables permettant de se

ramener à un modèle vérifiant cette hypothèse, nous utilisons les propriétés de change-

ment d’échelle de la fonction ρ.

La fonction de coût de Huber vérifie pour tout v > 0 :

ρλ(u) = v2ρλ/v(u/v). (4.4)

Alors, ζ̂n = argmin
ζ

n

∑
i=i0

ρλ(zi − RTi ζ) est aussi solution du problème de minimisation

ζ̂n = argmin
ζ

n

∑
i=i0

ρλ/vn

(
1

vn
(zi − RTi ζ)

)

.

En remplaçant zi par la valeur donnée par le modèle, nous avons
1
vn

(zi − RTi ζ) = ei −
RTi

1
vn

(ζ − ζ0). En posant α = 1
vn

(ζ − ζ0), nous obtenons que

α̂n = argmin
α

n

∑
i=1

ρλ/vn(di − RTi α),

avec di =
1
vn
ei.

Remarquons que ρ′λ(u) = vnρ′λ/vn(u/vn) et ρ′′λ(u) = ρ′′λ/vn(u/vn). Les résultats seront
ainsi établis pour le modèle auxiliaire :

zi = R
T
i α0 + di sous (A2”)-(A4”); (4.5)

(A2”) RTR = Ip.
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(A3”) h = max
i=i0,...,n

RTi Ri tend vers 0.

(A4”) K′′n := ∑
n
i=i0
RiR

T
i E

[

ρ′′λ/vn(di)
]

tend vers K′′0 inversible.

La suite vn est prise de telle sorte que

1

vn

1√
n

n

∑
i=1

Aiρ
′
λ(θi + ε i) = ©P(1).

Les résultats asymptotiques établis pour ce modèle sont alors transcrits au modèle (3.2)

en effectuant les transformations :

R ∼ n−1/2AΣ−1/2,

α ∼ √
nΣ1/2

(
1

vn
(β − β0)

)

.

Nous avons asymptotiquement K′′0 ∼ Σ−1K0. Notons de plus que la Proposition 4.6 de-
vient dans le modèle (4.5) :

n

∑
i=i0

ρ′λ/vn(di)Ri = ©P(1).

Montrer la consistance dans le modèle (4.5) est alors équivalent à montrer la
√
n
vn
-consis-

tance dans le modèle (3.2) ; et supposer que α̂n est borné revient à supposer que β̂n est

d’ordre n
1/2

vn
. Pour toutes les preuves, nous considérerons le modèle (4.5) et nous transcri-

rons ensuite les résultats à l’aide des relations données ci-dessus.

Outils

Comme cela a été expliqué précédemment, nous reprenons le schéma de preuve de Bai

et al. (1992) dans le modèle (4.5). Cette preuve s’appuie essentiellement sur la convexité

de ρ, notamment sur les théorèmes de Rockafellar (1970), que nous traduisons pour la

convergence en probabilité afin de pouvoir les appliquer au contexte présent.

Proposition 4.7.

Soit C un compact deRm. Soit fn une famille de fonctions aléatoires convexes et soit f une fonction

aléatoire convexe définies sur C à valeur dans un espace de probabilité (Ω, P, µ) donné. Si pour

tout u ∈ C, fn(u) − f (u) converge en probabilité vers 0, alors sup{u∈C} fn(u) − f (u) converge
en probabilité vers 0.
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Démonstration. Rappelons un théorème donné dans Rockafellar (1970) (Théorème 10.8

page 90) :

Proposition 4.8.

Soit C un ouvert convexe. Soit fn une famille de fonctions convexes finies et soit f une fonction
convexe. Si fn converge simplement vers f sur C, alors la convergence est uniforme sur tout
compact inclus dans C.

Afin d’obtenir un résultat similaire pour la convergence en probabilité, nous utilisons le

lemme suivant :

Lemme 4.9.

Soient (Xn)n une suite de variables aléatoires et X variable aléatoire.

Alors (Xn) converge en probabilité vers X si et seulement si de toute suite extraite de (Xn) on

peut extraire une sous-suite convergeant presque sûrement vers X.

Soit C un compact. Soit fn une famille de fonctions aléatoires convexes différentiables

et soit f une fonction aléatoire convexe différentiable. Supposons que pour tout u ∈ C,
fn(u) converge en probabilité vers f (u). Soit ν(n) sous-suite de n.

Nous souhaitons montrer dans un premier temps qu’il existe une sous-suite η(n) de ν(n)

telle que pour tout u ∈ C, fη(n)(u)− f (u)
p.s.−→ 0.

Le Lemme 4.9 permet tout d’abord de dire que pour tout u ∈ C, il existe ηu(n) extraction

de ν(n) telle que fηu(n)(u) − f (u)
p.s.−→ 0. Considérons D = {u0, u1, u2 . . .} sous-ensemble

dense dénombrable de C. Par procédé diagonal, nous pouvons construire (η(n)) telle que

pour tout u ∈ D, fη(n)(u)− f (u)
p.s.−→ 0 :

– Il existe η0 = ηu0 tel que fη0(n)(u0) − f (u0)
p.s.−→ 0 ;

– La suite fη0(ηu1(n))(u1) − f (u1) converge vers 0 presque sûrement donc il existe
η1 = η0oηu1 tel que fη1(n)(u1)− f (u1)

p.s.−→ 0 et fη1(n)(u0)− f (u0)
p.s.−→ 0 ;

– Supposons ηk construit, en prenant ηk+1 = η0oη1o . . . oηkoηuk+1 ,nous avons

∀i = 0, . . . , k+ 1, fηk+1(n)(ui) − f (ui)
p.s.−→ 0.

Ainsi pour tout k, il existe ηk+1 tel que pour tout i = 0, . . . , k, fηk(n)(ui) − f (ui)
tende presque sûrement vers 0. En posant η(n) := ηn(n), nous obtenons le résultat

souhaité.
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La convergence de fη(n) − f sur un sous espace dense de C assure la convergence sur C
par continuité de fη(n) − f .

Ainsi, fη(n) est une suite de fonctions convexes différentiables convergeant presque sû-

rement vers f différentiable sur C. Le théorème de Rockafellar (1970) peut donc être ap-

pliqué et permet d’obtenir que sup
u∈C
fη(n)(u) − f (u) tend presque sûrement vers 0.

En résumé, il a été montré que de toute suite extraite sup
u∈C
fν(n)(u) − f (u) de sup

u∈C
fn(u) −

f (u) on pouvait extraire une sous-suite convergeant presque sûrement vers 0. Le Lem-

me 4.9 permet alors de conclure que sup
u∈C
fn(u) − f (u) converge en probabilité vers 0.

Approximation de la fonction de coût par une fonction plus régulière

L’idée est d’approximer la dérivée troisième de ρ par une fonction affine puis d’intégrer

cette fonction pour obtenir les approximations de ρ et de sa dérivée première.

Soit 0 < δ < 1. Introduisons r3δ définie sur R par

r3δ : u 7→







0 si |u| 6 1− δ/2
6
δ3

(u− (1− δ/2))(u− (1+ δ/2)) si 1− δ/2 < |u| < 1+ δ/2

0 si |u| > 1+ δ/2

.

Soient r2δ la primitive de r
3
δ s’annulant en 1+ δ/2, r1δ la primitive de r

2
δ s’annulant en 0 et

rδ, primitive de r
1
δ s’annulant en 0.

En posant ρ̃1 = r3
1/n2
, nous avons exhibé une suite de fonctions convexes et C3, conver-

geant uniformément vers ρ1. Nous pouvons de plus montrer que
∫
|ρ̃(3)
1 | 6 12, que

n‖ρ̃1 − ρ1‖∞ −→
n→∞

0, (4.6)

n‖ρ̃′1 − ρ′1‖∞ −→
n→∞

0, (4.7)

‖ρ̃′′1 − ρ′′1‖∞ 6 1, (4.8)

et que ρ̃′′1 et ρ′′1 ne diffèrent que sur deux intervalles de longueur respective 1/(n
2).
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FIG. 4.1: Approximation des dérivées de la fonction de Huber ρ1 avec δ = 1

Convergence du critère

Nous souhaitons montrer dans le modèle (3.2) la proposition suivante :

Proposition 4.10.

Sous (A1) à (A4), pour tout c > 0,

sup
{‖β−β0‖6cvnn−1/2}

v2n
∣
∣∑
n
i=i0

(
ρλ(θ0 i + ε i − ATi (β − β0)) − ρλ(θ0 i + ε i)

)

+
n

∑
i=i0

ρ′λ(θ0 i + ε i)A
T
i (β − β0) − n

1

2
(β − β0)

TK0(β − β0)

∣
∣
∣
∣
∣

P−→ 0.

Dans le modèle (4.5) la Proposition 4.10 s’écrit :

sup
{‖α‖6c}

∣
∣
∣
∣
∣

n

∑
i=i0

(

ρλ/vn(di − RTi α) − ρλ/vn(di)
)

+
n

∑
i=1

ρ′λ/vn(di)R
T
i α − 1

2
αTK′′0 α

∣
∣
∣
∣
∣

P−→ 0.
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• Considérons la fonction :

∆(α) :=
n

∑
i=1

(

ρ̃λ/vn(di − RTi α) − ρ̃λ/vn(di) + ρ̃′λ/vn(di)R
T
i α
)

.

A i fixé, la convexité de la fonction de coût ρ̃λ/vn donne l’inégalité :

∣
∣
∣ρ̃λ/vn(di − RTi α) − ρ̃λ/vn(di) + ρ̃′λ/vn(di)R

T
i α
∣
∣
∣ 6 |ρ̃′λ/vn(di − RTi α) − ρ̃′λ/vn(di)||RTi α|.

(4.9)

Cette inégalité permet de majorer la variance de ∆(α) par :

Var(∆(α)) 6

n

∑
i=1

E

[(

ρ̃′λ/vn(di − RTi α) − ρ̃′λ/vn(di)
)2
]

|RTi α|2.

Supposons que ‖α‖ 6 c. Alors supi=1,...,n |RTi α| tend vers 0 quand n tend vers l’infini et
∑
n
i=1 |RTi α|2 est borné.

La fonction ρ̃′λ/vn est 1-lipschitzienne, donc

∀n ∈ N, ∀i = 1, . . . , n, ∀u ∈ R
+, E

(
ρ̃′λ/vn(di + u) − ρ̃′λ/vn(di)

)2
6 u2.

D’où

Var(∆(α)) 6

n

∑
i=1

|RTi α|4 6 ‖α‖4
n

∑
i=1

‖Ri‖4.

Comme α est supposé borné et comme ∑
n
i=1 |Ri|4 6 h∑ hi = hp tend vers 0, ceci implique

que Var(∆(α)) tend vers 0.

Par l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, il en résulte que |∆(α) − E∆(α)| tend vers 0 en
probabilité.

• Explicitons E∆(α).

La fonction ρ̃ étant C3, le développement de Taylor avec reste intégral de ρ̃λ/vn au voisi-

nage de di s’écrit :

ρ̃λ/vn(di − RTi α) − ρ̃λ/vn(di) + ρ̃′λ/vn(di)R
T
i α − 1

2
ρ̃′′λ/vn(di)αTRiR

T
i α

= −
∫

ρ̃
(3)
λ/vn

(t)(di − t)311di−RTi α6t6di
dt/6.
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Comme
∫ ∣∣
∣ρ̃

(3)
λ/vn

(t)
∣
∣
∣ dt 6 12,

E

∣
∣
∣
∣
∣

n

∑
i=1

(

ρ̃λ/vn(di − RTi α) − ρ̃λ/vn(di) + ρ̃′λ/vn(di)R
T
i α − 1

2
ρ̃′′λ/vn(di)αTRiR

T
i α

)
∣
∣
∣
∣
∣

6 2‖α‖3
n

∑
i=1

‖Ri‖3.

Notons que ∑
n
i=1 ‖Ri‖3 6 h1/2∑ hi = h

1/2p→ 0. Ainsi, pour ‖α‖ 6 c,

E∆(α) =
1

2
αTK̃′′nα + o(1),

avec

K̃′′n =
n

∑
i=i0

RiR
T
i E
[
ρ̃′′λ/vn(di)

]
.

Or, K̃′′n converge vers K
′′
0 . En effet la différence ‖K̃′′n − K′′0 ‖ peut se décomposer en :

‖K̃′′n − K′′0 ‖ 6 ‖K̃′′n − K′′n‖ + ‖K′′n − K′′0 ‖.

Le second terme tend vers 0 par l’hypothèse (A3). Le premier vaut :

K̃′′n − K′′n = ∑ RTi E(ρ̃′′λ/vn(di)− ρ′′λ/vn(di)).

Comme ρ̃′′1 et ρ′′1 ne diffèrent que sur deux intervalles de longueur respective 1/(n
2),

E(ρ̃′′λ(di) − ρ′′λ(di)) 6 2/(n2)‖ρ̃′′λ − ρ′′λ‖∞‖ fε‖∞ avec fε densité de ε i. Ceci nous donne

l’inégalité suivante :

‖K̃′′n − K′′n‖ 6
1

n
h1/2C,

avec C constante, donc comme h tend vers 0, nous en déduisons que K̃′′n converge vers
K′′0 .

D’où : E∆(α) = 1
2α
TK′′0 α + ◦(1). Donc, sous (H3’), si ‖α‖ 6 c, alors la convergence en

probabilité de |∆(α) −E∆(α)| vers 0 implique :
∣
∣
∣
∣
∣

n

∑
i=1

(

ρ̃λ/vn(di − RTi α) − ρ̃λ/vn(di) + ρ̃′λ/vn(di)R
T
i α
)

− 1
2

αTK′′0 α

∣
∣
∣
∣
∣

P−→ 0.

Considérons D̃ := ∑
n
i=1 ρ̃λ/vn(di−RTi α)− ρ̃λ/vn(di) etD := ∑

n
i=1 ρλ/vn(di−RTi α)− ρλ/vn(di).

Alors |D− D̃| 6 n‖ρ̃λ/vn − ρλ/vn‖∞, doncD− D̃ tend presque sûrement vers 0 d’après (4.6).
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De même si B̃ = ∑
n
i=1 ρ̃′λ/vn(di)R

T
i α et B = ∑

n
i=1 ρ′λ/vn(di)R

T
i α, alors nous avons |B− B̃| 6

n‖ρ̃′λ/vn − ρ′λ/vn‖∞‖α‖h1/2. Pour ‖α‖ 6 c, le point (4.7) implique que B− B̃ tend presque
sûrement vers 0. Par conséquent, nous avons :

∣
∣
∣
∣
∣

n

∑
i=1

(

ρλ/vn(di − RTi α) − ρλ/vn(di) + ρ′λ/vn(di)R
T
i α
)

− 1
2

αTK′′0 α

∣
∣
∣
∣
∣

P−→ 0.

• Reste à montrer que la convergence est uniforme sur {‖α‖ 6 c}.

Les fonctions qui à α associent

n

∑
i=1

(

ρλ/vn(di − RTi α) − ρλ/vn(di) + ρ′λ/vn(di)R
T
i α
)

et
1

2
αTK′′0 α

sont convexes et l’ensemble {‖α‖ 6 c} est convexe, compact et indépendant de n. En
appliquant la Proposition 4.7, il vient le résultat final :

sup
{‖α‖6c}

∣
∣
∣
∣
∣

n

∑
i=1

(

ρλ/vn(di − RTi α) − ρλ/vn(di) + ρ′λ/vn(di)R
T
i α
)

− 1
2

αTK′′0 α

∣
∣
∣
∣
∣

P−→ 0. (4.10)

Consistance

Nous souhaitons montrer que dans le modèle (3.2), nous avons

Proposition 4.11. √
n(β̂n − β0) = ©P(vn).

Dans le modèle (4.3), ceci équivaut à

α̂n = ©P(1).

Soit cn → ∞. Montrons que P (‖α̂n‖ > cn) → 0.

• Nous aimerions montrer qu’il existe une suite c′n telle que c′n → ∞, c′n 6 cn et

sup
{‖α‖6c′n}

∣
∣
∣
∣
∣

n

∑
i=1

(

ρλ/vn(di − RTi α) − ρλ/vn(di) + ρ′λ/vn(di)R
T
i α
)

− 1
2

αTK′′0 α

∣
∣
∣
∣
∣

P−→ 0.

Nous noterons Sn(α) :=
∣
∣
∣∑
n
i=1

(

ρλ/vn(di − RTi α) − ρλ/vn(di) + ρ′λ/vn(di)R
T
i α
)

− 1
2α
TK′′0 α

∣
∣
∣.
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Soit ε > 0. Alors, il existe n0 tel que ∀n > n0, 1/n 6 ε. En traduisant la convergence de la

Proposition 4.10 avec c = cn, il existe ν(n) > n tel que

∀k > ν(n), sup
{‖α‖6cn}

Sk(α) 6 1/n.

Nous construisons alors c′n de la façon suivante :

∀k = ν(n), . . . , ν(n+ 1) − 1, c′k = inf{ck, cn}

en choisissant ν(n) strictement croissante. Alors, c′n tend vers l’infini car cn tend vers
l’infini, c′n 6 cn pour tout n, et enfin,

∀ε > 0, ∃n1, ∀n > n1, sup
{‖α‖6c′n}

Sn(α) 6 ε,

ce qui assure la convergence recherchée.

Comme P (‖α̂n‖ > cn) 6 P (‖α̂n‖ > c′n), il suffit de montrer que P (‖α̂n‖ > c′n) → 0.

• Supposons que ‖α‖ = c′n.

Alors,

n

∑
i=1

(

ρλ/vn(di − RTi α) − ρλ/vn(di)
)

= −
n

∑
i=1

ρ′λ/vn(di)R
T
i α +

1

2
αTK′′0 α + oP(1).

Or,

‖1
2

αTK′′0 α‖ >
1

2
s(K′′0 )(c

′
n)
2,

avec s(K′′0 ) plus petite des valeurs propres de K
′′
0 . La matrice K

′′
0 étant supposé inversible,

s(K′′0 ) > 0. Ensuite, la suite vn a été choisie de telle sorte que ∑
n
i=1 ρ′λ/vn(di)R

T
i = ©P(1),

il en découle que :
∣
∣
∣
∣
∣

n

∑
i=1

ρ′λ/vn(di)R
T
i α

∣
∣
∣
∣
∣
= ©P(c′n).

Il en résulte que la probabilité que la quantité

n

∑
i=1

ρλ/vn(di − RTi α) − ρλ/vn(di) = −∑ ρ′λ/vn(di)R
T
i α +

1

2
αTK′′0 α + oP(1)

soit négative tend vers 0. Ceci étant vrai uniformément pour α tel que ‖α‖ = c′n, nous en
déduisons que

P

(

inf
{α, ‖α‖=c′n}

n

∑
i=1

ρλ/vn(di − RTi α) − ρλ/vn(di) 6 0

)

→ 0. (4.11)
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• Soit ensuite α tel que ‖α‖ > c′n. En posant t =
c′n
‖α‖ ∈]0; 1] et α′ = tα et en écrivant d− Rα′ =

(1− t)di + t(d− Rα), la convexité de ρ assure que si∑ni=1
(
ρλ/vn(di − RTi α) − ρλ/vn(di)

)
>

0 alors

0 6

n

∑
i=1

ρλ/vn(di − RTi α′)−
n

∑
i=1

ρλ/vn(di) 6 t
n

∑
i=1

(

ρλ/vn(di − RTi α) − ρλ/vn(di)
)

.

D’où lorsque ∑
n
i=1

(
ρλ/vn(di − RTi α) − ρλ/vn(di)

)
> 0,

n

∑
i=1

ρλ/vn(di − RTi α′) −
n

∑
i=1

ρλ/vn(di) 6

n

∑
i=1

ρλ/vn(di − RTi α) −
n

∑
i=1

ρλ/vn(di).

Ainsi, pour tout α tel que ‖α‖ > c′n, nous avons avec un probabilité tendant vers 1,

n

∑
i=1

ρλ/vn(di − RTi α) − ρλ/vn(di) > inf
{α′, ‖α′‖=c′n}

n

∑
i=1

ρλ/vn(di − RTi α′) − ρλ/vn(di).

Ceci implique que :

P

(

inf
{α, ‖α‖>c′n}

n

∑
i=1

ρλ/vn(di − RTi α)− ρλ/vn(di) 6 0

)

→ 0, (4.12)

soit :

P

(

inf
{α, ‖α‖>c′n}

Jn(α) 6 Jn(0)

)

→ 0.

Etant donné que α̂n réalise le minimum de Jn, ceci impose

P
(‖α̂n‖ > c′n

)→ 0,

ce qui achève la démonstration.

Ecriture au second ordre

Dans le modele (3.2), nous aimerions montrer la proposition suivante :

Proposition 4.12. Sous (A2) à (A4),

√
n(β̂n − β0) = K−10 (

1√
n

n

∑
i=i0

ρ′λ/vn(di)Ai) + oP(vn).
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CHAPITRE 4. PROPRIÉTÉS ASYMPTOTIQUESDES ESTIMATEURS

Dans le modèle (4.5), cette écriture au second ordre devient :

α̂n = K′′0
−1
(
n

∑
i=1

ρ′λ/vn(di)Ri

)

+ oP(1).

Rappelons tout d’abord le résultat de Rockafellar (1970) :

Proposition 4.13. Soit C un ouvert convexe. Soit fn une famille de fonctions convexes différen-
tiables et soit f une fonction convexe différentiable. Si fn converge simplement vers f sur C, alors
∇ fn converge simplement vers∇ f sur C, et de plus, la convergence est uniforme sur tout compact
inclus dans C.

De même que pour la Proposition 4.7, ce résultat peut s’appliquer à la convergence en

probabilité (en utilisant le Lemme 4.9).

En appliquant la proposition ci-dessus au résultat de la Proposition 4.10, nous obtenons

que, pour tout c > 0,

sup
‖α‖6c

∣
∣
∣
∣
∣

n

∑
i=1

(

ρ′λ/vn(di − RTi α)Ri + ρ′λ/vn(di)Ri
)

− K′′0 α

∣
∣
∣
∣
∣

P−→ 0.

En particulier, comme α̂n = ©P(1) d’après ce qui précède, il en résulte que

∣
∣
∣
∣
∣

n

∑
i=1

(

ρ′λ/vn(di − RTi α̂n)Ri + ρ′λ/vn(di)Ri
)

− K′′0 α̂n

∣
∣
∣
∣
∣

P−→ 0. (4.13)

Par définition de α̂n, ∑
n
i=1 ρ′λ/vn(di − RTi α̂n)Ri = 0. Alors la convergence (4.13) permet de

conclure que :

α̂n = K′′0
−1
(
n

∑
i=1

ρ′λ/vn(di)Ri

)

+ oP(1),

ce qui est le résultat annoncé.

La normalité asymptotique sous conditions supplémentaires donnée eu Théorème 4.1 en

découle de manière immédiate au vu de la Proposition 4.6.
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4.4.2 Consistance de β̂n avec la pénalité quadratique

Le terme déterminant dans la vitesse de l’estimateur, de même que pour le seuillage

doux, est

B : =
1

n

n

∑
i=i0

ρ′λ/vn(θi + ε i)Ai

=
1

n

n

∑
i=i0

Ai(θi + ε i)
2λ22 log2(i)s

1+ 2λ22 log2(i)s
.

Nous avons le contrôle suivant :

Proposition 4.14. Sous (A1) à (A4), si λ → 0 et √nλ → ∞, alors,

B = ©P(λ1/2).

Si de plus, pour tout i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , p, nous considérons que Xi,j = gj(ti) + ξi,j avec gj
appartenant à Λs(Mj) et ξi,j issu d’une loi centrée de variance finie, alors

B = ©P(λ).

Si les fonctions gj sont des fonctions polynomiales de degré au plus égal au nombre de momants

nuls de l’ondelette, alors

B = ©P(1/
√
n).

Démonstration. Le terme B peut s’écrire :

B =
1

n

n

∑
i=i0

2λ22 log2(i)s

1+ 2λ22 log2(i)s
Aiθi +

1

n

n

∑
i=i0

2λ22 log2(i)s

1+ 2λ22 log2(i)s
Aiε i.

Soit j ∈ {1, . . . , p} fixé. Nous avons

E

[

1

n

n

∑
i=i0

2λ22 log2(i)s

1+ 2λ22 log2(i)s
Ai,jε i

]

= 0

et

E

(

1

n

n

∑
i=i0

2λ22 log2(i)s

1+ 2λ22 log2(i)s
Ai,jε i

)2

6
σ2

n

(

1

n

n

∑
i=i0

A2i,j

)

.
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Nous obtenons donc que E

(

1
n

n

∑
i=i0

2λ22 log2(i)s

1+ 2λ22 log2(i)s
Ai,jε i

)2

= ©(1/n), via le Lemme 4.5.

D’après l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, il en résulte que

1√
n

n

∑
i=i0

1

1+ 2λ22 log2(i)s
Ai,jε i = ©P(n−1/2).

Afin de majorer le deuxième terme, nous distinguons selon qu’une hypothèse sur la

structure des covariable est émise ou pas. Dans le cas général, la norme de

1

n

n

∑
i=i0

2λ22 log2(i)s

1+ 2λ22 log2(i)s
Ai,jθi

peut être majorée à l’aide de l’inégalité de Cauchy-Schwarz par

(

1

n

n

∑
i=i0

‖Ai‖2
)1/2(

1

n

n

∑
i=i0

4λ224 log2(i)s

(1+ 2λ22 log2(i)s)2
θ2i

)1/2

.

D’après le Lemme 4.5, 1n ∑
n
i=i0

‖Ai‖2 est borné. Comme f appartient à un espace Λs(M),

nous en déduisons la majoration, à une constante multiplicative près, par λ1/2, ce qui

était le résultat annoncé.

Supposonsmaintenant que la matrice de régression a la forme suggérée dans le cadre du

Théorème 4.2 : pour tout couple (i, j), i = 1, . . . , n et j = 1, . . . , p, nous considérons que

Xi,j = gj(ti) + ξi,j avec gj appartenant à Λs(Mj) et ξi,j issu d’une loi centrée de variance

finie. Soit j ∈ {1, . . . , p} fixé. Alors,

1

n

n

∑
i=i0

2λ22 log2(i)s

1+ 2λ22 log2(i)s
Ai,jθi =

1

n

n

∑
i=i0

2λ22 log2(i)s

1+ 2λ22 log2(i)s
η
j
i θi +

1

n

n

∑
i=i0

2λ22 log2(i)s

1+ 2λ22 log2(i)s
w
j
iθi,

(4.14)

avec (η
j
i )i=1,...,n réalisations d’une variable aléatoire centrée de variance finie et w

j
i coeffi-

cient d’ondelette de gj d’ordre (l, k) où 2l + k = i.

Avec cette écriture, nous pouvons montrer de même que précédemment que :

1

n

n

∑
i=i0

2λ22 log2(i)s

1+ 2λ22 log2(i)s
η
j
iθi = ©P(n−1/2). (4.15)

Quant au terme
1

n

n

∑
i=i0

2λ22 log2(i)s

1+ 2λ22 log2(i)s
w
j
iθi,
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sa norme peut être majorée à l’aide de l’inégalité de Cauchy-Schwarz par

(

1

n

n

∑
i=i0

2λ22 log2(i)s

1+ 2λ22 log2(i)s
w
j2
i

)1/2(

1

n

n

∑
i=i0

2λ22 log2(i)s

1+ 2λ22 log2(i)s
θ2i

)1/2

.

En utilisant l’hypothèse que les fonctions f et (gj)j=1,...,p appartiennent à des espaces de

Hölder de régularité s > 1/4, nous en déduisons que

∥
∥
∥
∥
∥

1

n

n

∑
i=i0

2λ22 log2(i)s

1+ 2λ22 log2(i)s
w
j
iθi

∥
∥
∥
∥
∥

6 λ,

ce qui achève la démonstration.

Le dernier cas considéré est celui où les covariables vérifient une relation de la forme

Xi,j = gj(ti) + ξi,j avec gj appartenant dorénavant à l’ensemble des fonctions polyno-

miales de degré inférieur ou égale au nombre de moments nuls de l’ondelette. Les va-

riables ξi,j étant toujours supposées issues d’une loi centrée de variance finie. Alors, en

conservant les notations précédentes, les coefficients d’ondelettesw
j
i des fonctions gj sont

nuls. D’où le résultat énoncé dans le théorème en utilisant les équations (4.14) et (4.15).

Nous pouvons effectuer des transformées de variables similaires à celles décrites pour

le seuillage doux –en normalisant non par vn = λ1/2
√
n, vn = λ

√
n ou vn = 1 selon

les cas– puis reprendre intégralement la preuve pour le seuillage doux (sans besoin de

passer par l’approximation). Ceci est possible car les fonctions de coût associées à la

pénalité de Fadili et Bullmore (2005) sont convexes, trois fois continûment dérivables

et 1-lipschitziennes. Mais nous avons ici le résultat de manière immédiate étant donné

que l’estimateur s’écrit de manière explicite.

L’estimateur β̂n s’écrit

β̂n = (ATTA)−1ATTz

avec T = diag
(
2λ22[log2(i)]s

1+2λ22 log2(i)s

)

i=1,...,n
. Par conséquent,

β̂n − β0 =

(
1

n
ATTA

)−1
B.

Or par hypothèse, (ATTA)−1 converge vers une matrice inversible, donc nous avons le
résultat énoncé dans le Théorème 4.2.
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4.4.3 Estimation de la partie fonctionnelle

Nous considérons ici le modèle initial (3.2) et non les modèles (4.3) ou (4.5) utilisés pour

les preuves précédentes.

D’après Parseval, ‖ f̂n− f‖2 ∼ 1
n‖θ̂n− θ0‖. Nous pouvons ensuite décomposer cette quan-

tité : 1n‖θ̂n − θ0‖ 6 1
n‖θ̂n − θ̃n‖ + 1

n‖θ̃n − θ0‖ avec

θ̃i,n =

{

zi − ATi β0 si i < i0

γ(zi − ATi β0,λ) si i > i0
,

où γ(.,λ) désigne la fonction de seuillage de seuil λ. D’après les résultats Donoho (1992),

il existe une constante C telle que E
1
n‖θ̃n − θ0‖ 6 C

(
log(n)
n

) s
1+2s
. Pour le seuillage associé

à la pénalité quadratique, cette inégalité est donnée dans Antoniadis (1996). Ayant la

convergence L2, il en découle la convergence en probabilité. Montrons ensuite que le

terme 1n‖θ̂n − θ̃n‖ est négligeable, ce qui achèvera la démonstration.

Nous avons la majoration 1n‖θ̂n − θ̃n‖ 6 1
n‖A‖‖β̂n − β̂0‖ + 2λ

n . Les hypothèses (A2) et

(A3) assurent que 1√
n
‖A‖ =

(
1
n ∑ ‖Ai‖2

)1/2
est borné. Pour le seuillage doux, nous avons

‖β̂n − β̂0‖ = ©P(vn), avec vn 6 (log(n)/n)s/(1+2s). D’où, 1n‖θ̂n − θ̃n‖ = ©P( vn√
n
) =

©P(( log(n)n )s/(1+2s)). Nous obtenons bien le résultat souhaité.

Pour la pénalité quadratique, sous les hypothèses du Théorème 4.2, l’estimateur β̂n vérifie

‖β̂n − β̂0‖ = ©P(λ1/2). D’où, 1n‖θ̂n − θ̃n‖ = ©P((λ/n)1/2). Avec λ = n−2s/(1+2s), ce
terme est bien négligeable.

Conclusion

Ce chapitre présente les résultats de convergence obtenus pour deux procédures décrites

au Chapitre 3. Pour le schéma de pénalisation menant au seuillage doux dans l’estima-

tion par ondelettes de la partie fonctionnelle, les estimateurs de la partie fonctionnelle

et de la partie paramétrique du modèle s’avèrent avoir une vitesse quasi-minimax en

probabilité. Cependant, pour obtenir ces résultats nous avons supposé que la structure

des covariables était similaire à celle suggérée par Rice (1986). Une écriture asymptotique

au second ordre de l’estimateur du paramètre de régression est par ailleurs donnée. Le
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seuillage associé à une norme de Sobolev vérifie l’optimalité au sens minimax sous cette

hypothèse de structure des covariables. Mais contrairement à la procédure du seuillage

doux, cette démarche n’est pas adaptative par rapport à la régularité de la fonction. Ceci

risque alors d’entraı̂ner des biais dans la sélection du seuil par validation croisée. Cette

étude des comportements théoriques est complétée en Chapitre 6 d’une comparaison

numérique sur des simulations, et est généralisée au cas d’un plan non équidistant pour

le seuillage fort au Chapitre 7. Notons enfin qu’un schéma d’estimation de la variance du

bruit est aussi proposé dans ce chapitre.
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CHAPITRE 5

QUELQUES ALGORITHMES

Sommaire

5.1 Estimation conjointe des paramètres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

5.1.1 Backfitting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

5.1.2 Deux algorithmes pour le seuillage doux . . . . . . . . . . . . . . 89

5.2 Approche semi-quadratique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

5.2.1 ARTUR, ou les poids modifiés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

5.2.2 LEGEND, ou les résidus modifiés . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

Grâce à la procédure d’estimation présentée, nous pouvons estimer le vecteur des pa-

ramètres de régression β0 indépendamment de la partie fonctionnelle, puis en déduire

une estimation de la partie fonctionnelle. Cependant, l’estimateur β̂n ne peut être donné

explicitement, mais doit être obtenu par des algorithmes itératifs. L’avantage d’abou-

tir à un M-estimateur usuel est que des techniques de programmation de cet estima-

teur existent. La première partie du chapitre propose des algorithmes de calcul estimant

conjointement les parties linéaire et non paramétrique du modèle, notamment le Backfit-

ting. Dans la seconde section, nous présenterons les algorithmes résultant de cette esti-

mation en deux étapes.

5.1 Estimation conjointe des paramètres

Dans cette section sont présentés trois algorithmes. Ces algorithmes calculent simul-

tanément les estimations du vecteur des paramètres et de la fonction dans un modèle

partiellement linéaire, les estimateurs étant définis par minimisation d’un critère des
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moindres carrés pénalisés tel que cela a été vu au Chapitre 3. Le premier algorithme,

le Backfitting est un algorithme usuel dans un modèle partiellement linéaire. Une ver-

sion adaptée au contexte de notre étude est proposée. Ensuite, nous exposons deux algo-

rithmes qui sont propres au seuillages doux.

5.1.1 Backfitting

Chang et Qu (2004) pour la pénalité l1 et Fadili et Bullmore (2005) pour une large gamme

de pénalités proposent d’obtenir les vecteurs de paramètres β̂n et θ̂n à l’aide d’un algo-

rithme de Backfitting. L’idée d’un tel algorithme est de résoudre itérativement les équa-

tions du premier ordre du problème de minimisation conjointement aux deux vecteurs.

Avec les notations que nous avons introduites, l’estimation par Backfitting consiste à ap-

pliquer dans un premier temps la transformée en ondelettes aux observations, à l’aide de

l’algorithme pyramidal de Mallat (1989), puis à appliquer l’algorithme suivant :

1. Initialisation des paramètres : m = 0 et θ
(0)
i =

{

zi si i < i0,

0 si i > i0.

2. Tant que m < M ou
‖β(m+1)−β(m)‖2

‖β(m)‖2 < δ,

β̂(m+1) = (ATA)−1AT(z− θ̂(m))

θ̂
(m+1)
i =

{

zi − ATi β̂(m+1) si i < i0,

γλ(zi − ATi β̂(m+1)) si i > i0,

avec γλ fonction de seuillage des coefficients d’ondelettes de seuil λ associée à la

pénalité donnée dans les moindres carrés pénalisés, tel que cela fut décrit au Cha-

pitre 3.

L’estimation f̂n de la partie fonctionnelle est ensuite obtenue en appliquant la trans-

formée en ondelettes inverse au vecteur θ̂n. Un nombre maximal d’itérationsM est fixé ici

afin de s’assurer de l’arrêt de l’algorithme. De plus, nous considérons que l’algorithme

a convergé lorsque la vitesse de convergence relative entre deux itérations successives

dans le calcul de β̂n est inférieure à un seuil δ donné.

Nous renvoyons au livre de Hardle et al. (2000) pour des références et des détails supplé-

mentaires sur le Backfitting.

Fadili et Bullmore (2005) appliquent un algorithme légérement différent de celui pro-

posé ici. En effet, les auteurs font l’hypothèse que la matrice de covariables X admet
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une représentation en fonction d’échelle creuse. Par conséquent, les itérations ci-dessus

deviennent :

β̂(m+1) = (ATwAw)
−1ATw(zw − θ̂

(m)
w )

θ̂
(m+1)
w i = γλ(zw i − ATw i β̂(m+1)),

où l’indice w désigne le coefficient d’ondelettes. Les coefficients d’échelle θ̂i valent zi. En

l’absence de critères d’arrêt, Fadili et Bullmore (2005) montrent que cet algorithme est

convergent lorsque la pénalité Pen vérifie les hypothèses du Théorème 3.1 et lorsque de

plus la fonction qui à θ associe θ + λPen′(θ) est unimodale sur (0,+∞).

La raison pour laquelle nous avons considéré l’algorithme de Fadili et Bullmore (2005) est

que le temps de calcul est réduit lorsque seuls les coefficients d’ondelettes sont considérés.

En pratique les covariables de régression seront centrées avant d’exécuter cet algorithme.

5.1.2 Deux algorithmes pour le seuillage doux

Nous présentons deux algorithmes pouvant être appliqués dans le cadre du seuillage

doux. Le premier est issu d’une première version de l’article de Fadili et Bullmore (2005)

et le deuxième est proposé par Fuchs (1999).

Algorithme BCR

Pour une pénalité l1 sur les coefficients d’ondelettes, Fadili et Bullmore proposent un

autre algorithme. Les auteurs s’inspirant de l’algorithme BCR développé dans le cadre

non paramétrique, nous l’appelerons BCR par la suite.

1. Initialisation des paramètres : β(0) = (ATA)−1ATz et l(0) = maxi=1,...,n |θi|.
2. Pour m = 0, . . . ,M− 1, les étapes a et b ci-dessous sont répétées K fois :

a) Calculer une estimation des coefficients d’ondelettes de la partie fonctionnelle

de la manière suivante :

θ̂
(m+k+1)
i =

{

zi − ATi β̂(m+k) si i < i0,

γl(m)(zi − ATi β̂(m+k)) si i > i0,

avec γl fonction de seuillage doux de seuil l.
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b) Estimer β par β̂ =(m+k+1) (ATA)−1AT(z− θ̂(m+k)).

Actualiser le seuil l(m) : l(m+1) = l(m) − (l(m) − λ)/M.

Algorithme quadratique de Fuchs

Une autre méthode d’estimation conjointe des paramètres a été implémentée dans le cas

d’une pénalité l1, correpondant au seuillage doux. Il s’agit du programme quadratique

proposé par Fuchs (1999). Ce dernier remarque que la minimisation du critère (3.5) est

équivalent à la résolution du programme :

max
β,θ+,θ−

1
2 ∑
n
i=1(zi − Aiβ + θ−i − θ+

i )2 + ∑
n
i=i0

(θ+
i + θ−i )

s.c. θ+
i > 0, pour i = 1, . . . , n,

θ−i > 0, pour i = 1, . . . , n,

avec θ+
i = max(θi, 0) et θ−i = max(−θi, 0). Ce programme peut s’écrire sous la forme :

max
β,T+,T−

1
2

(

βT T+T T−T
)

H






β

T+

T−




 + hT






β

T+

T−






s.c. −T+ 6 0,

−T− 6 −z,

avec T+
i = θ+

i et T
−
i = θ−i + zi,

H =






ATA AT −AT
AT In −In
−AT −In In






et hT =
(

0p 0i0−1 11n−i0−1 0i0−1 11n−i0−1
)

. Pour le résoudre, nous pouvons utiliser

les fonctions de résolution de programmes quadratiques sous contraintes linéaires acces-

sibles sous les logiciels de programmation. Notamment, nous avons utilisé la fonction

quadprog de MATLAB. Les valeurs initiales des paramètres dans l’algorithme sont fixées

à β(0) = (ATA)−1ATZ, soit l’estimateur des moindres carrés, T+ = 0 et T− = 0.

Remarquons aussi que Fuchs (1999) établit l’équivalence entre l’estimation par critère

des moindres carrés pénalisés avec une pénalité l1 dans unmodèle linéaire avec présence

de valeurs aberrantes et l’estimation par le critère de Huber et le seuillage doux dans
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un modèle linéaire. Il propose alors trois options de programmation : le Backfitting, la

résolution du programme présenté ici ou IRLS (ou LEGEND), qui est présenté en section

suivante.

5.2 Approche semi-quadratique

Résumons tout d’abord les étapes de l’estimation telle qu’elle fut présentée au Chapitre 3 :

1. Transformée discrète en ondelettes à l’aide de l’algorithme pyramidal de Mallat

(1989) ;

2. Estimation de β0 par résolution d’un problème de minimisation de la forme :

β̂n = argmin
β

n

∑
i=2j0+1

ρλ(zi − Aiβ);

3. Estimation de θ0 par seuillage de Z− Aβ̂n :

θ̂i,n =

{

zi − Aiβ̂n si i 6 2j0

γ(zi − Ai β̂n,λ) sinon,

avec γ(.,λ) fonction de seuillage de seuil λ.

4. Transformée inverse en ondelettes (algorithme pyramidal de Mallat (1989)) de θ̂n
pour obtenir f̂n.

Le but de cette section est de proposer un algorithme permettant de résoudre l’étape 2

ci-dessus. L’estimateur β̂n s’obtient par minimisation d’un critère de la forme

J(β) =
n

∑
i=1

ρ

(

yi − XTi β

σ

)

.

Le critère que nous souhaitons minimiser n’étant pas quadratique, l’idée est de se rame-

ner à une forme quadratique du problème, car alors des techniques de recherche linéaires

de minima existent. Deux méthodes furent explorées pour se ramener à un problème

d’optimisation proche d’un problème quadratique.

La première approche est celle proposée par Huber (1981) qui consiste à approximer le

critère à l’aide d’une famille de polynômes. Les deux algorithmes, ARTUR et LEGEND,
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mis en oeuvre dans ce travail peuvent être obtenus par ce principe (cf. Huber (1981)) mais

nous verrons leur fondement du point de vue de la seconde approche qu’est la théorie

semi-quadratique.

Cetteméthode consiste à introduire un nouveau critère K ayant le mêmeminimum global

que le critère initial. Le principe est de faire en sorte que la fonction K, fonction de β et

d’une variable auxiliaire, soit telle que J et K admettent le même minimum et que ce

minimum soit atteint pour une même valeur de β. Dans le domaine de la théorie semi-

quadratique, les algorithmes ARTUR et LEGEND peuvent être notamment trouvés dans

Dahyot et Kokaram (2004), Dahyot et al. (2000), Dahyot et al. (2004) ou Vik (2004). Ce

dernier montre le lien entre ces algorithmes et l’approche de Huber (1981).

Soit J(β) = ∑
n
i=1 ρ

(
yi−XTi β

σ

)

le critère que l’on souhaite minimiser. Nous construisons un

critère K, appelé énergie augmentée, vérifiant :

(i) il existe c tel que ∀β, J(β) = minc K(β, c),

(ii) il existe ρ̆ tel que ∀β, ∀c, K(β, c) = ∑
n
i=1 ρ̆(yi,Xi, β, c).

Le principe est alors de résoudre le problème de minimisation de l’énergie augmentée

de manière itérative. Si β(m) et c(m) sont les valeurs obtenues après m itérations, l’étape

m+ 1 de l’algorithme consiste alors à actualiser les valeurs par :

β(m+1) = argmin
β

K(β, c(m)) (5.1)

c(m+1) = argmin
c
K(β(m+1), c) (5.2)

Toute la difficulté de la théorie semi-quadratique réside dans la capacité à trouver une

énergie augmentée K facile à minimiser.

La paternité de la construction des deux algorithmes présentés ci-après est attribuée à

Geman et Reynolds (1992) et Geman et Yang (1995). L’idée est de chercher l’énergie auxi-

liaire K décrite ci-dessus sous la forme

K(β, c) =
n

∑
i=1

Q(gTi β, ci) + ψ(ci),

avec Q forme quadratique. Deux formes de Q ont été proposées : multiplicative Q(t, s) =

t2s/2 –qui mène à ARTUR– ou additive Q(t, s) = (t− s)2 –qui mène à LEGEND–.
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Remarque : Le principe des algorithmes semi-quadratiques peut s’appliquer dans un

problème des moindres carrés avec une pénalité convexe :

min
β
J(β) = ‖Y − Xβ‖2 + γ

n

∑
i=1

ϕ(gTi β).

Nous renvoyons à Nikolova et Ng (2005) pour une analyse des algorithmes dans ce

contexte.

5.2.1 ARTUR, ou les poids modifiés

L’algorithme exposé ici se rencontre sous les termes d’ARTUR dans la littérature semi-

quadratique ou de Iterative Reweighted Least Squares (IRLS) dans la théorie robuste. Le

théorème de Geman et Reynolds (1992) permet de construire une énergie augmentée de

la forme

K(β, c) =
n

∑
i=1

ci(yi − XTi β)2 + Ψ(c).

Théorème 5.1.

Supposons que la fonction de coût ρ soit symétrique, croissante surR+ et que la fonction c définie

sur R par c(t) = ρ′(t)/(2t) existe, soit décroissante sur R+ et bornée. Supposons de plus que

limt→∞ b(t) = 0 et que limt→0 b(t) = 1.

Alors il existe une fonction ψ : [0, 1] 7→ [0, 1] strictement convexe et décroissante telle que pour

tout t ∈ R, ρ(t) = infc ct2 + ψ(c). De plus, pour t 6 0, l’infimum est atteint en une valeur

unique c = ρ′(t)/(2t).

Dans le critère K(β, c) = ∑
n
i=1 ci(yi − XTi β)2 + Ψ(c) obtenu, la variable auxiliaire c cor-

respond à une pondération sur les résidus, d’où l’appellation IRLS. Intuitivement, les

pondérations sur les résidus élevés tendent à les exclure de l’estimation.

D’après le théorème ci-dessus, à β fixé le minimum est atteint pour ci =
ρ′(ri)
ri
où ri est le

ième résidu ri = yi − XTi β, et en ce point la fonction Ψ vaut ρ(ri) − ρ′(ri)ri/2. Il en résulte
que ARTUR consiste à réévaluer les valeurs à l’étape m+ 1 de la façon suivante :







r
(m)
i = zi − ATi β(m)

c
(m+1)
i =

ρ′λ(2r
(m)
i )

2r
(m)
i

, ∀i ∈ {1, . . . , n}
β(m+1) = (ATc(m+1)A)−1ATc(m+1)Z
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5.2.2 LEGEND, ou les résidus modifiés

LEGEND, ou Iterative Modified Residuals (IMR), est légèrement différent ; la variable auxi-

liaire ne joue pas le rôle d’une pondération mais réduit les résidus élevés par soustrac-

tion. L’existence de l’énergie augmentée est démontrée à l’aide du deuxième théorème

de Geman et Reynolds (1992).

Théorème 5.2.

Sous les conditions du Théorème 5.1, il existe une fonction ξ : [0,∞) 7→ [0,∞) telle que pour

tout t ∈ R, ρ(t) = infc(c− t)2 + ξ(c). De plus, pour t 6 0, l’infimum est atteint en une valeur

unique c = t(1− ρ′(t)/(2t)).

Le critère obtenu est de la forme

K(β, c) =
n

∑
i=1

(yi − XTi β − ci)2 + ξ(c).

A β fixé, le minimum est atteint pour ci = ri

(

1− ρ′(ri)
2ri

)

où ri est le i
ème résidu ri =

yi − XTi β, et qu’en ce point la fonction ξ vaut ρ(ri) − ρ′(ri)2/4.

Avec des notations similaires à la sous-section précédente, l’itération m+ 1 est effectuée

par :






r(m) = Z− Aβ(m)

c
(m+1)
i = r

(m)
i

(

1− ρ′λ(2r
(m)
i )

2r
(m)
i

)

∀i ∈ {1, . . . , n}
β(m+1) = (ATA)−1AT(Z− c(m+1))

L’un des intérêts de cette méthode est que les itérations (5.1) peuvent être données ex-

plicitement. D’où la facilité de programmation d’ARTUR et LEGEND. Nikolova et Ng

(2005) prouvent que le risque obtenu par une formemultiplicative est toujours plus faible

que celui obtenu par une forme additive, mais l’analyse des coûts des algorithmesmontre

que la forme additive permet un coût moindre. La cause de cette différence de coût réside

dans la nécessité d’inverser une matrice à chaque itération dans l’algorithme résultant de

la forme multiplicative. En pratique, Vik (2004) et Dahyot et Kokaram (2004) observent

en effet que si ARTUR converge en un nombre d’itérations plus faible que LEGEND, il

est néanmoins plus lent car chaque itération est plus coûteuse.

Remarque : Huber (1981) réalise un parallèle entre les fonctions de coûts et l’a priori

que l’on a sur les résidus. Dahyot et al. (2004) et Vik (2004) reprennent cette optique en
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établissant quelles sont les densités a priori que l’on attribue aux résidus lorsque l’on

choisit les algorithmes ARTUR ou LEGEND.

De même que précédemment, afin de réduire les temps de calcul, un critère d’arrêt a

par ailleurs été introduit dans ARTUR et LEGEND : plutôt que de fixer arbitrairement

le nombre d’itérations, nous considèrons que les algorithmes sont stabilisés dès lors que

la différence relative entre entre deux itérations est inférieure à un seuil δ donné. Plus

précisément, l’algorithme est arrêté si ‖b
(m+1)−b(m)‖2
‖b(m)‖2 < δ. Un nombre maximal d’itérations

est aussi donné afin d’assurer l’arrêt des algorithmes.

Conclusion

Ce chapitre propose deux types d’algorithmes permettant de calculer les estimations

dans un modèle partiellement linéaire. La première catégorie consiste à estimer conjoin-

tement les parties linéaire et fonctionnelle du modèle. La seconde est issue du constat

établi au Chapitre 3 qui permet d’estimer successivement le vecteur de régression et

la fonction du modèle. Le lien avec la théorie de l’estimation robuste vu au Chapitre 3

donne accès à des algorithmes semi-quadratiques. Cette estimation en deux étapes est

à notre connaissance novatrice dans la mesure où l’estimation conjointe des parties du

modèle semble être l’unique approche considérée auparavant. Le chapitre suivant com-

pare ces algorithmes d’estimation sur des données simulées avant de les appliquer sur

des données réelles.
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CHAPITRE 6

SIMULATIONS ET UN EXEMPLE SUR

DONNÉES RÉELLES
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Dans ce chapitre, nous comparons les algorithmes présentés dans le chapitre précédent

sur des données simulées. Nous nous intéressons ensuite aux comportements des diffé-

rentes procédures de seuillage étudiées au Chapitre 4 sur des simulations. La dernière

section de ce chapitre consiste en l’étude de données réelles, provenant d’Imagerie à

Résonance magnétique fonctionnelle.

Les calculs ont été réalisés sous MATLAB 7.4 sur un environnement Unix. Pour la dé-

composition en ondelettes (DWT) nous avons utilisé la toolboxWaveLab développée par

Donoho et ses collaborateurs (disponible sur http ://www-stat.stanford.edu/∼wavelab). Ré-
sumons tout d’abord les procédures mises en oeuvre pour chacun des exemples :
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1. Application de la transformée en ondelette discrète (DWT) aux observations et aux

covariables à l’aide de l’algorithme pyramidal de Mallat (1989) ;

2. Estimation de la variance σ2 au moyen d’une décomposition QR de la matrice des

coefficients d’ondelettes de résolution maximale de la matrice de régression, suivie

d’une estimation MAD, tel que cela est décrit en Section 4.3 ;

3. Estimation du vecteur de régression β et du vecteur des coefficients de la partie

fonctionnelle θ par les différents algorithmes :

– Estimation conjointe des deux vecteurs par Backfitting.

– Estimations successives des deux vecteurs à l’aide de la relation établie au Cha-

pitre 3 :

(a) Estimation de β à l’aide de ARTUR ou LEGEND;

(b) Estimation de θ par application de la fonction de seuillage à Z− Aβ̂n ;

4. Et enfin estimation de f en appliquant la transformée en ondelette inverse à θ̂n.

Dans le cadre d’un seuillage doux, nous comparerons aussi à l’algorithme BCR de Fadili

et Bullmore ainsi qu’à l’algorithme quadratique suggéré par Fuchs.

Nous remercions chaleureusement M. Fadili de nous avoir transmis les algorithmes du

Backfitting et BCR.

6.1 Comparaison des algorithmes pour le seuillage doux

Nous nous intéressons dans un premier temps à l’estimation mettant en oeuvre un seuil-

lage doux des coefficients d’ondelettes.

Pour illustrer les procédures ci-dessus, nous les avons évalué sur les trois problèmes

“test” suivants. Deux fonctions différentes ont été utilisées pour la partie non paramé-

trique f , une fonction sinusoı̈dale et une constante par morceaux. Les covariables ont été

générées selon l’expression Xi = g(i/n) + ηi avec des fonctions g polynomiales et un

échantillon (ηi)i=1,...,n généré indépendamment depuis une loi centrée de variance finie,

comme cela fut expliqué lors de la discussion des hypothèses au Chapitre 4. Nous avons

considéré n = 28 observations et répété l’estimation avec 500 réalisations différentes de

U pour chaque expérience. La variance du bruit a été choisie de telle sorte que le rap-

port signal-sur-bruit respectivement de la partie non paramétrique et de la partie pa-

ramétrique valent 5 and 8.88. Ce choix nous a semblé raisonnable. Les données ainsi
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simulées, nous avons appliqué les algorithmes présentés ci-dessus. L’application de la

décomposition DWT a été réalisée à partir de Symmlets de Daubechies ayant 8 moments

nuls. Afin de mieux comparer les algorithmes, ce filtre a été appliqué à chacun d’eux et

seul le seuillage doux a été mis en oeuvre dans un premier temps. Le seuil choisi dans le

seuillage des coefficients d’ondelettes est le seuil universel. Quant aux critères d’arrêt, le

seuil de tolérance δ a été fixé à 10−10 pourARTUR, LEGEND et le Backfitting. Afin d’éviter
des délais de calcul trop longs, nous avons enfin limité le nombre d’itérations à 2000. En

ce qui concerne l’algorithme BCR, le nombre d’itérations a aussi été fixé à 2000.

D’autres exemples de simulations peuvent être trouvés dans Gannaz (2007). La raison

pour laquelle les temps de calcul sont nettement réduits pour le Backfitting comparati-

vement à l’article, est que nous n’avons pas ici utilisé l’algorithme de Fadili et Bullmore

(2005) gracieusement fourni par les auteurs. Nous avons en particulier calculé la matrice

(ATA)−1AT nécessaire à chaque étape de l’algorithme plutôt que d’utliser la fonction de
Matlab “A\”, ce qui permet un gain de temps considérable.

6.1.1 Exemple 1 : Fonction sinusoı̈dale

Dans les exemples 1 and 2, la covariable fut générée avec une fonction polynomiale

g(t) = 15t4 − 2(t − 0.5)2 + t et un bruit η indépendant de loi N(0, 1). Nous avons par

ailleurs effectué aussi des simulations avec des fonctions g générant le plan de régression

plus complexes telles que g(t) = 2t, g(t) = e−t
2
ou encore g(t) = cos(t) afin d’étudier

le comportement des estimateurs lorsque l’hypothèse (A4) était affaiblie. Les résultats

étant similaires, cette hypothèse semble donc pouvoir être réduite pour assurer le bon

comportement des estimateurs.

Nous considérons dans un premier temps le cas où la partie non paramétrique dumodèle

est constituée d’une fonction sinusoı̈dale. Dans un tel contexte, l’estimation semiparamé-

trique basée sur des techniques de splines est accessible, mais il est intéressant d’observer

le comportement de la procédure par ondelettes. La Figure 6.1 représente la transformée

en ondelette des observations et de la matrice de régression. Nous pouvons constater que

la représentation creuse de la partie non paramétrique génère une réduction importante

du biais entre les données et un modèle linéaire. Les lignes en pointillés de la Figure 6.1

représentent respectivement les droites d’équations y = Xβ − λ et y = Xβ + λ. Les

observations hors de ces lignes ont un poids moindre dans l’estimation de β.

99



6.1. COMPARAISONDES ALGORITHMES POUR LE SEUILLAGEDOUX

−5 0 5 10

−5

0

5

10

(a)

X
i

Y
i

−30 −20 −10 0 10
−40

−20

0

20

(b)

A
i

Z
i

−4 −2 0 2 4

−2

0

2

(C)

A
i

Z
i

(c)

FIG. 6.1: Transformée en ondelettes des données. La figure (a) représente le nuage des

observations yi en fonction des covariables Xi. La droite correspond à la partie linéaire

du modèle, d’équation yi = Xiβ. La figure (b) représente le nuage de points de la fi-

gure (a) après la Transformée en Ondelettes Discrète, c’est-à-dire les coefficients zi en

fonction de Ai. La ligne pleine correspond à la partie linéaire du modèle (d’équation

zi = Aiβ) et les lignes pointillées sont les droites d’équations z = Aiβ ± λ. La figure (c)

est un agrandissement de la figure (b), correspondant au rectangle tracé sur celle-ci.

Nous étudions maintenant l’influence de la décomposition QR sur l’estimation de la va-

riance du bruit, puis nous comparons les temps d’exécution de chacun des algorithmes

sur 500 répliques des données.
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Estimation de σ par MAD

Vraie valeur sans décomposition QR avec décomposition QR

0.5 1.1144(0.090578) 0.50085(0.050492)

TAB. 6.1: Valeurs moyennes et écarts-types des estimations de σ sur 500 simulations de

l’Exemple 1 avec n = 28 observations (l’écart-type est donné entre parenthèses).

La Table 6.1 donne un bon aperçu de l’effet d’une décomposition QR sur l’estimation de

la variance du bruit : la présence de la partie linéaire introduit un fort biais dans l’esti-

mation MAD. La décomposition QR permet de réduire considérablement ce biais. Ceci

peut expliquer pourquoi dans leur comparaison des divers estimateurs, Fadili et Bull-

more (2005) obtiennent souvent des estimateurs surlissés, étant donné que leur seuil est

sur-évalué par l’intermédiaire d’une sur-estimation de la variance du bruit. Pour que

la comparaison des méthodes soit plus juste, nous avons appliqué pour tous les algo-

tithmes, y compris le Backfitting, le seuil universel λ = σ
√

2 log(n) avec σ donné par

l’estimateur MAD après une décomposition QR.

Estimation de β

Vraie valeur Fuchs BCR Backfitting

1 0.85283(0.0065982) 0.8678(0.0098) 0.9285(0.0148)

Temps moyen de calcul 391.5878 0.8212 0.0326

Estimation de β

Vraie valeur ARTUR LEGEND

1 0.9285(0.0148) 0.9285(0.0148)

Temps moyen de calcul 0.0885 0.0480

TAB. 6.2: Valeurs moyennes des estimations et écarts-types sur 500 simulations dans

l’Exemple 1 (les écarts-types sont donnés entre parenthèses) avec n = 28. L’erreur qua-

dratique moyenne pour l’estimation de la partie non paramétrique sur ces simulations

vaut respectivement 0.2687 pour le Backfitting, ARTUR et LEGEND, 2.4318 pour le BCR

et 17.5383 pour l’algorithme de Fuchs.

L’algorithme quadratique de Fuchs a été exécuté avec un degré de tolérance égal à 10−2 et
un nombre maximal de 10 itérations dans la fonction quadprog de Matlab. Cette tolérance

très forte et ce très faible nombre d’itérations expliquent en grande partie les résultats ob-

tenus dans la Table 6.2. Néanmoins, la dernière ligne de la Table fait apparaı̂tre un temps
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de calcul considérablement plus long que les autres algorithmes. Ainsi le coût de calcul

que nécessiterait cet algorithme pour obtenir des estimations de qualités équivalentes

aux autres procédures semble excessif. Par conséquent, nous ne considérerons plus cet

algorithme par la suite.

La dernière ligne de la Table 6.2 met en évidence que l’algorithme BCR est beaucoup plus

lent que les autres procédures et que de plus la qualité de l’estimation obtenue est nette-

ment inférieure. Notons que la différence de qualité d’estimation de l’algorithme BCR est

peut-être due au choix du nombre d’itérations. Une augmentation du nombre d’itérations

permettrait probablement d’améliorer la qualité de l’estimation, mais au détriment du

temps de calcul.

La Table 6.2 montre aussi que le Backfitting est plus rapide que les procédures semi-

quadratiques (ARTUR et LEGEND), pour des qualités d’estimation comparables.

Rappelons que dans les schémas d’estimation semi-quadratiques, après avoir obtenu une

estimation du paramètre β, la partie non paramétrique est estimée à partir des résidus

associés, yi − Xi β̂n, à l’aide d’une estimation basée sur des ondelettes. La Figure 6.2
représente un exemple typique de ces résidus ainsi que de l’estimation correspondant à

ceux-ci. Ces résidus sont issus de l’une des simulations, à laquelle l’algorithme LEGEND

a été appliqué.

Etant donnée la valeur du rapport signal-sur-bruit choisie pour la partie non paramé-

trique (SNR f = 5) l’estimation ne détecte pas la discontinuité de la fonction. Nous

pouvons aussi observer des “décalages” au niveau des extrêmes de la fonction les plus

proches des bords de l’intervalle ; ce phénomène usuel peut s’expliquer par le surlissage

lié au choix du seuil universel et par les problèmes de bord rencontrés dans une esti-

mation par ondelettes. Cependant, la qualité de l’estimation est identique à celle qu’on

obtiendrait par des techniques d’ondelettes dans un modèle usuel de régression fonc-

tionnelle (c’est-à-dire sans partie linéaire) avec un même SNR. Ceci étaye notre propos

du Chapitre 4 qui stipulait que la présence de la partie paramétrique dans le modèle

n’altère pas la qualité de l’estimation de la partie fonctionnelle.

Lors de l’application de ARTUR et LEGEND, Vik (2004) et Dahyot et Kokaram (2004) ar-

rivent tout deux à la conclusion que LEGEND converge plus rapidement, ce qui confirme

les résultats théoriques de Nikolova et Ng (2005). Afin de vérifier nous aussi ce point,

nous avons comparé les deux algorithmes sur un nombre plus élevé d’observations. Avec
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FIG. 6.2: Estimation de la partie non paramétrique dans l’Exemple 1. La figure (a)

représente les résidus obtenus après estimation de la partie linéaire du modèle, soit

zi − Ai β̂n ; la vraie fonction y est représentée en pointillés. La figure (b) donne l’esti-
mation (en traits pleins) qui en résulte ainsi que la vraie fonction (en pointillés).
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FIG. 6.3: Exemple de modélisation par un modèle partiellement linéaire dans

l’Exemple 1. Le nuage de points des observations y est représenté, ainsi que l’estima-

tion partiellement linéaire correspondante (en traits pleins) pour un plan d’expérience.

n = 210 observations et un rapport signal-sur-bruit inchangé, une différence très nette ap-

paraı̂t en terme de temps de calcul pour des qualités d’estimation équivalentes, comme

cela est mis en évidence par la Table 6.3. Cette Table montre aussi que le Backfitting reste
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plus rapide que ARTUR et LEGEND pour une qualité équivalente.

Estimation de β

Vraie valeur Backfitting ARTUR LEGEND

1 0.9814(0.0048) 0.9814(0.0048) 0.9814(0.0048)

Temps moyen de calcul 0.0178 0.6590 0.0328

Nombre indicatif d’itérations 31 14 71

TAB. 6.3: Valeurs moyennes des estimations et écarts-types sur 500 simulations dans

l’Exemple 1 (les écarts-types sont donnés entre parenthèses) avec n = 210.

6.1.2 Exemple 2 : Fonction linéaire par morceaux

Le but est maintenant de comparer les procédures lorsque la partie non paramétrique du

modèle présente de fortes irrégularités. C’est pourquoi nous considérons ici une fonction

f linéaire par morceaux. Il est évident que pour une telle fonction l’estimation à base

de techniques d’ondelettes est plus adaptée qu’une estimation par splines. Les autres

caractéristiques du modèle sont identiques à celles de l’Exemple 1.

Estimation de σ par MAD avec décomposition QR

Vraie valeur Estimation

0.5 0.50371(0.052899)

TAB. 6.4: Valeurs moyennes et écarts-types des estimations de σ sur 500 simulations de

l’Exemple 2 avec n = 28 observations (l’écart-type est donné entre parenthèses).

Les résultats donnés dans la Table 6.5 confirment de nouveau que le Backfitting est l’algo-

rithme le plus rapide parmi ceux appliqués. Les procédures semi-quadratiques ont tou-

tefois des temps comparables au Backfitting. On peut de plus remarquer que le manque

de régularité de la partie fonctionnelle ne semble pas affecter la qualité de l’estimation

du paramètre de régression pour ces trois procédures. En ce qui concerne l’algorithme

BCR, même si la qualité de l’estimation est meilleure que dans l’Exemple 1 pour la partie
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Estimation de β

Vraie valeur BCR Backfitting ARTUR LEGEND

1 1.0012(0.0107) 0.9976(0.0148) 0.9976(0.0148) 0.9976(0.0148)

Temps moyen de calcul 0.8092 0.0270 0.0679 0.0412

TAB. 6.5: Valeurs moyennes des estimations et écarts-types sur 500 simulations dans

l’Exemple 2 (les écarts-types sont donnés entre parenthèses) avec n = 28. L’erreur qua-

dratique moyenne pour l’estimation de la partie non paramétrique sur ces simulations

vaut respectivement 0.2216 pour le Backfitting, ARTUR et LEGEND et 2.3824 pour l’al-

gorithme BCR.

paramétrique, elle reste médiocre pour la partie non paramétrique. De plus, le temps de

calcul est nettement supérieur aux procédures ARTUR, LEGEND et Backfitting.

De même que dans l’Exemple 1, les Tables 6.5 et 6.6 montrent que LEGEND converge

plus rapidement qu’ARTUR, et que cet écart dans les temps de calcul augmente avec le

nombre d’observations n. Le Backfitting reste l’algorithme le plus rapide.

Estimation de β

Vraie valeur Backfitting ARTUR LEGEND

1 0.9563(0.0068) 0.9563(0.0068) 0.9563(0.0068)

Temps moyen de calcul 0.0261 0.8488 0.0463

TAB. 6.6: Valeurs moyennes des estimations et écarts-types sur 500 simulations dans

l’Exemple 2 (les écarts-types sont donnés entre parenthèses) avec n = 210.

Au vu de la Figure 6.4, l’estimation de la partie fonctionnelle détecte le saut de la fonction.

Lorsque nous comparons l’estimation usuelle par ondelettes dans un modèle de regres-

sion non paramétrique et l’estimation obtenue dans un modèle partiellement linéaire,

nous obtenons des qualités similaires.
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FIG. 6.4: Estimation de la partie non paramétrique dans l’Exemple 2. La figure (a)

représente les résidus obtenus après estimation de la partie linéaire du modèle, soit

zi − Ai β̂n ; la vraie fonction y est représentée en pointillés. La figure (b) donne l’esti-
mation (en traits pleins) qui en résulte ainsi que la vraie fonction (en pointillés).

6.1.3 Exemple 3 : Dimension 5

Nous nous intéressons dans cet exemple au cas où le vecteur des paramètres de régres-

sion β appartient à R5 (La dimension de la matrice de covariables X étant alors n× 5). La
partie non paramétrique f est la même que dans l’Exemple 2, c’est-à-dire que la fonction

présente de fortes discontinuités. De même que pour les exemples précédents, le SNR a

été fixé à 5 pour la partie non paramétrique. Le SNR de la partie linéaire du modèle vaut

5 également. Les Tables ci-après résument les résultats obtenus dans ces simulations.

Estimation de σ par MAD avec décomposition QR

Vraie valeur Estimation

0.5 0.50922(0.051209)

TAB. 6.7: Valeurs moyennes et écarts-types des estimations de σ sur 500 simulations de

l’Exemple 3 avec n = 28 observations (l’écart-type est donné entre parenthèses).
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FIG. 6.5: Exemple de modélisation par un modèle partiellement linéaire dans

l’Exemple 2. Le nuage de points des observations y est représenté, ainsi que la par-

tie fonctionnelle du modèle estimée (en traits pointillés) et l’estimation partiellement

linéaire correspondante (en traits pleins) pour un plan d’expérience.

Nous retrouvons dans la Table 6.8 des résultats similaires à ceux des Exemples 1 et 2.

Le Backfitting est l’algorithme le plus rapide et l’algorithme BCR le plus lent malgré sa

qualité peu satisfaisante d’estimation.
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FIG. 6.6: Estimation de la partie non paramétrique dans l’Exemple 3. La figure (a)

représente les résidus obtenus après estimation de la partie linéaire du modèle, soit

zi − Ai β̂n ; la vraie fonction y est représentée en pointillés. La figure (b) donne l’esti-
mation (en traits pleins) qui en résulte ainsi que la vraie fonction (en pointillés).
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Estimation de β

Vraie valeur BCR Backfitting ARTUR LEGEND

-1 1.4160(0.2519) -0.5755(0.2411) -0.5755(0.2411) -0.5755(0.2411)

5 4.6518(0.0915) 4.9183(0.0912) 4.9183(0.0912) 4.9183(0.0912)

0 0.3450(0.3002) 0.4859(0.3078) 0.4859(0.3078) 0.4859(0.3078)

-2 -5.0459(0.3229) -2.9461(0.2349) -2.9461(0.2349) -2.9461(0.2349)

10 10.9563(0.2076) 10.4691(0.1963) 10.4691(0.1963) 10.4691(0.1963)

Erreur quadra-

tique moyenne
4.0717 1.3390 1.3390 1.3390

Temps moyen de

calcul
0.6916 0.0337 0.0931 0.0444

TAB. 6.8: Valeurs moyennes des estimations et écarts-types sur 500 simulations dans

l’Exemple 3 (les écarts-types sont donnés entre parenthèses) avec n = 28. L’erreur qua-

dratique moyenne pour l’estimation de la partie non paramétrique sur ces simulations

vaut respectivement 0.2798 pour le Backfitting, LEGEND et ARTUR et 2.1359 pour le

BCR.
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FIG. 6.7: Exemple de modélisation par un modèle partiellement linéaire dans

l’Exemple 3. Le nuage de points des observations y est représenté, ainsi que la par-

tie fonctionnelle du modèle estimée (en traits pointillés) et l’estimation partiellement

linéaire correspondante (en traits pleins) pour un plan d’expérience.

La particularité de cet exemple comparativement aux deux exemples précédents est aussi

que la partie fonctionnelle du modèle a des valeurs du même ordre de grandeur que la

partie paramétrique du modèle. Nous pouvons voir que ceci n’altère pas la qualité de

l’estimation pour la fonction (à SNR égal).
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6.2 Comparaison des différents seuillages

Nous reprenons les trois exemples précédents avec l’objectif de comparer les trois procé-

dures de seuillage étudiées dans ce travail : le seuillage doux, le seuillage associé à une

pénalité quadratique et le seuillage fort. Le seuillage doux et le seuillage fort permettent

de définir des procédures adaptatives. Nous avons pris pour ces deux procédures le seuil

universel λ = σ
√

2 log(n). Dans le cas du seuillage correspondant à une pénalisation par

la norme de Sobolev, le schéma d’estimation obtenu n’est pas adaptatif. Par conséquent

nous mettons en oeuvre la procédure de validation croisée décrite en début de section.

Les autres paramètres de l’estimation sont choisis demanière identique à la section précé-

dente. Au vu des résultats de la section précédente, seul le Backfitting a été appliqué.

Signalons que les résultats présentés peuvent sembler éloignés de ceux obtenus dans

Fadili et Bullmore (2005). La raison principale est que la notion de SNR diffère. En effet,

Les auteurs définissent le rapport signal sur bruit comme ‖ f‖∞/σ, tandis que dans ce

travail, celui-ci vaut SNR f = ‖ f‖2/(
√
nσ).

6.2.1 Validation croisée pour la pénalité quadratique

La procédure de seuillage par une pénalité de Sobolev, issue de Fadili et Bullmore (2005),

aboutit à un estimateur ayant une forme similaire à celui de Speckman (1988). Nous

pouvons donc appliquer la procédure de validation croisée définie par celui-ci. Celui-ci

consiste à choisir les paramètres s et λminimisant le critère

GCV =
n−1‖(I −M(λ, s))y‖2

(1− n−1trace(M(λ, s)))2
,

avec M(λ, s) tel que y− ŷ = (I −M(λ, s))y.

Fadili et Bullmore (2005) optent aussi pour ce schéma, mais en ne considérant que les

coefficients d’ondelettes. Dans le cas de l’estimateur β̂n obtenu, nous obtenons :

GCV(λ, s) =
(n− 2i0)−1‖(I −M(λ, s))y‖2

(1− (n− 2i0)−1trace(M(λ, s)))2
,

avec M(λ, s) = I − T + TA(ATTA)−1ATT, la matrice T ayant pour terme général

Ti,j =
2λ22[log2(i)]s

1+ 2λ22[log2(i)]s
δi,j.
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Sous les conditions du Théorème 4.2, à s fixé, le critère vérifie

E(GCV(λ, s)) − E(R(λ, s)) → σ2

avec

R(λ, s) = (n− 2i0)−1‖Xβ + F− Xβ̂n − F̂n‖2.
La preuve de cette convergence peut être trouvée dans Fadili et Bullmore (2005).

Remarquons qu’il serait intéressant de mettre en oeuvre cette procédure de validation

croisée pour les seuillages doux et fort afin d’améliorer la comparaison, mais n’ayant pas

d’écriture explicite des estimateurs du paramètre de régression dans ces contextes, ceci

n’est pas possible.

6.2.2 Exemple 1

Estimation de σ par MAD avec décomposition QR

Vraie valeur Estimation

0.5 0.50025(0.052127))

TAB. 6.9: Valeur moyenne et écart-type des estimations de σ sur 500 simulations de

l’Exemple 1 avec n = 28 observations (l’écart-type est donné entre parenthèses).

L’estimation de l’écart-type du bruit, donnée en Table 6.9, ne dépend pas du seuillage

choisi.

Au vu de la dernière ligne de la Table 6.10, le temps de calcul est plus élevé pour la

pénalité de Sobolev. Ceci est dû à la procédure de validation croisée nécessaire pour

déterminer les paramètres de lissage λ et s. Le temps de calcul de la procédure de va-

lidation croisée dépend de la précision demandée pour ces paramètres. Le temps peut

être réduit au risque de diminuer la qualité d’estimation.

La Table 6.10 montre que le seuillage associé à la pénalité de Sobolev aboutit à une moins

bonne qualité d’estimation. Le biais de l’estimation du paramètre de régression β ainsi

que l’erreur quadratique moyenne de l’estimation de la partie fonctionnelle du modèle

sont nettement plus élevés qu’avec les schémas des seuillages doux et fort. Nous avons

vu au Chapitre 3 qu’en théorie nous obtenions des vitesses plus faibles pour l’estimation

du paramètre de régression. Cependant la mauvaise qualité observée ici semble être liée
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Estimation de β

Vraie valeur Seuillage fort Seuillage doux Seuillage de Sobolev

1 0.9838(0.0189) 0.9288(0.0158) 0.8637(0.0076)

Temps moyen de calcul 0.0375 0.0398 6.5199

TAB. 6.10: Valeurs moyennes des estimations et écarts-types sur 500 simulations dans

l’Exemple 1 (les écarts-types sont donnés entre parenthèses) avec n = 28. L’erreur qua-

dratique moyenne pour l’estimation de la partie non paramétrique sur ces simulations

vaut respectivement 0.0695 pour le seuillage fort, 0.2473 pour le seuillage doux et 0.6003

pour le seuillage de Sobolev. Le seuillage de Sobolev a été mis en oeuvre avec une

procédure de validation croisée.

à la procédure de validation croisée appliquée. En effet, en théorie le biais résultant de

l’estimation de la partie linéaire n’affecte pas la vitesse d’estimation de la partie fonc-

tionnelle. Or d’après la Table 6.10, la qualité d’estimation de f est peu satisfaisante, par

comparaison aux autres seuillages.

Nous avons appliqué une procédure de validation croisée similaire dans un modèle

non paramétrique. La fonction choisie est celle de l’Exemple 1, avec un même SNR. La

Table 6.11 donne les résultats des simulations réalisées dans ce modèle. Nous pouvons

constater que la qualité de l’estimation par pénalisation de Sobolev est améliorée, com-

parativement à ce que nous avons pu observer dans un modèle partiellement linéaire.

Ceci confirme, comme il a été dit au Chapitre 4, que les paramètres obtenus par moyen

de la procédure de validation croisée dans un modèle partiellement linéaire entraı̂nent

un sous-lissage de la partie fonctionnelle.

Estimation de f dans un modèle non paramétrique

Seuillage fort Seuillage doux Seuillage de Sobolev

MISE 0.0597 0.1380 0.2501

TAB. 6.11: MISE de l’estimation dans un modèle non paramétrique sur 500 simulations

aec la fonction et le SNR de l’Exemple 1 et n = 28. Le seuillage de Sobolev a été mis en

oeuvre avec une procédure de validation croisée.

La Table 6.10 montre aussi un biais plus important dans l’estimation de la partie linéaire

du modèle avec le seuillage de Sobolev qu’avec les autres seuillages.
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Nous pouvons constater au vu de la Table 6.10 que le seuillage fort est le seuillage cor-

respondant à la meilleure qualité (selon le critère de l’erreur quadratique moyenne) dans

l’estimation de la partie fonctionnelle. Ce constat est similaire à ce qu’on observe dans

un modèle non paramétrique et est donc cohérent. Concernant l’estimation de la partie

linéaire, la qualité de l’estimation est aussi meilleure avec le seuillage fort. De manière

générale, la classe des Redescending M-estimateurs, à laquelle appartient la moyenne tron-

quée, associée au seuillage fort, est moins sensible aux valeurs aberrantes. D’où proba-

blement le biais moindre dans le cadre d’un seuillage fort que dans celui du seuillage

doux, les coefficients d’ondelettes de la partie linéaire ayant eu moins d’influence dans

l’estimation.

Les Figures 6.8 et 6.9 confirment le sous-lissage important de la fonction dans le cas du

seuillage de Sobolev, en raison de la validation croisée.
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FIG. 6.8: Un exemple d’estimation de la partie non paramétrique dans l’Exemple 1. Sont

représentées en traits continus l’estimation par seuillage fort (figure (a)) l’estimation par

seuillage doux (figure (b)) l’estimation par seuillage quadratique (figure (c)). La vraie

fonction est représentée en traits discontinus.

6.2.3 Exemple 2

De même qu’auparavant, l’estimation de l’écart-type du bruit, donnée en Table 6.12, ne

dépend pas du seuillage considéré.
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

−2

0

2

4

(a)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

−2

0

2

4

(b)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−4

−2

0

2

4

(c)

FIG. 6.9: Moyennes des estimations de la partie non paramétrique sur 500 simulations

dans l’Exemple 1. Sont représentées en traits continus les moyennes des estimations par

seuillage fort (figure (a)) par seuillage doux (figure (b)) et par seuillage quadratique (fi-

gure (c)). Les barres verticales sont de taille proportionnelle à l’écart-type de l’estimation.

La vraie fonction est représentée en traits discontinus.

Estimation de σ par MAD avec décomposition QR

Vraie valeur Estimation

0.5 0.5078(0.05087)

TAB. 6.12: Valeur moyenne et écart-type des estimations de σ sur 500 simulations de

l’Exemple 2 avec n = 28 observations (l’écart-type est donné entre parenthèses).

Les observations de la Table 6.13 aboutissent aux même conclusions que dans l’exemple

précédent. En effet, nous constatons que l’erreur quadratique moyenne de l’estimation

de la partie fonctionnelle et le biais de l’estimation du vecteur de régression sont plus

élevés dans le cadre du seuillage de Sobolev. Ce résultat ainsi que le temps de calcul sont

probablement dus à la procédure de validation croisée, comme expliqué précédemment.

Mais la qualité d’estimation par seuillage de Sobolev est nettement meilleure que dans

l’Exemple 1. Ensuite, le seuillage fort donne de meilleurs résultats en ce qui concerne

l’estimation de la partie fonctionnelle, mais le seuillage doux est plus performant pour

l’estimation de la partie linéaire du modèle.
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Estimation de β

Vraie valeur Seuillage fort Seuillage doux Seuillage de Sobolev

1 0.9800(0.0149) 0.9969(0.0145) 0.9558(0.0074)

Temps moyen de calcul 0.0287 0.0294 5.7920

TAB. 6.13: Valeurs moyennes des estimations et écarts-types sur 500 simulations dans

l’Exemple 2 (les écarts-types sont donnés entre parenthèses) avec n = 28. L’erreur qua-

dratique moyenne pour l’estimation de la partie non paramétrique sur ces simulations

vaut respectivement 0.0743 pour le seuillage fort, 0.2130 pour le seuillage doux et 0.2849

pour le seuillage de Sobolev. Le seuillage de Sobolev a été mis en oeuvre avec une

procédure de validation Croisée.
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FIG. 6.10:Moyennes des estimations de la partie non paramétrique sur 500 simulations

dans l’Exemple 2. Sont représentées en traits continus les moyennes des estimations par

seuillage fort (figure (a)) par seuillage doux (figure (b)) et par seuillage quadratique (fi-

gure (c)). Les barres verticales sont de taille proportionnelle à l’écart-type de l’estimation.

La vraie fonction est représentée en traits discontinus.

Enmoyenne, l’estimation de la fonction estmeilleure pour le seuillage de Sobolev, comme

l’illustre la Figure 6.10. Mais la variance de l’estimation est plus forte que pour les autres

seuillages. Au vu de la Figure 6.11, ces observations peuvent s’expliquer par un sous-

lissage de l’estimation, résultant a priori de la validation croisée.
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FIG. 6.11: Un exemple d’estimation de la partie non paramétrique dans l’Exemple 2.

Sont représentées en traits continus les moyennes des estimations par seuillage fort (fi-

gure (a)) par seuillage doux (figure (b)) et par seuillage quadratique (figure (c)). La vraie

fonction est représentée en traits discontinus.

6.2.4 Exemple 3

Estimation de σ par MAD avec décomposition QR

Vraie valeur Estimation

0.5 0.50289(0.052125)

TAB. 6.14: Valeur moyenne et écart-type des estimations de σ sur 500 simulations de

l’Exemple 3 avec n = 28 observations (l’écart-type est donné entre parenthèses).

Les résultats donnés en Table 6.15 concordent avec ceux observés dans les Exemples 1

et 2. Le seuillage fort mène à l’estimation du vecteur des paramètres β ayant l’erreur

quadratique moyenne la plus faible. La qualité de l’estimation fonctionnelle en terme de

risque quadratique est aussi plus faible pour le seuillage fort. Le seuillage de Sobolev

apparaı̂t nettement moins performant que les seuillages doux et fort.

De plus, comparativement à l’Exemple 2, la qualité de l’estimation par seuillage de So-

bolev est fortement diminuée. En effet le MISE de l’estimation de la partie fonctionnelle

vaut près du double de celui de l’Exemple 2. Ceci s’explique probablement par le fait

que, comme cela fut précisé en section précédente, l’Exemple 3 admet une partie linéaire
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Estimation de β

Vraie valeur Seuillage fort Seuillage doux Seuillage de Sobolev

-1 -1.2512(0.2311) -0.5732(0.2362) 1.6523(0.1334)

5 4.9989(0.0891) 4.9243(0.0874) 4.4646(0.0833)

0 0.3013(0.3275) 0.4813(0.2939) -0.8198(0.2807)

-2 -2.0768(0.2421) -2.9468(0.2465) -7.4036(0.1847)

10 10.2048(0.2342) 10.4883(0.2117) 12.0784(0.1963)

Erreur quadratique Moyenne 0.6956 1.3453 6.4566

Temps moyen de calcul 0.0382 0.0361 6.6344

TAB. 6.15: Valeurs moyennes des estimations et écarts-types sur 500 simulations dans

l’Exemple 3 (les écarts-types sont donnés entre parenthèses) avec n = 28. L’erreur qua-

dratique moyenne pour l’estimation de la partie non paramétrique sur ces simulations

vaut respectivement 0.0806 pour le seuillage fort, 0.2769 pour le seuillage doux et 1.4281

pour le seuillage de Sobolev. Le seuillage de Sobolev a été mis en oeuvre avec une

procédure de validation Croisée.

de modalités comparables à la partie fonctionnelle, tandis que dans l’Exemple 2 la partie

fonctionnelle “prédomine” dans le modèle. Or, le biais de l’estimation de la partie linéaire

est non négligeable, au vu des résultats établis au Chapitre 4. Les modalités de la matrice

de régresion étant plus élevées, le biais sera donc plus impotrant dans l’Exemple 3 que

dans l’Exemple 2. Ce biais implique une moins bonne estimation de la partie fonction-

nelle.

Les Figures 6.13 et 6.12 mènent à des conclusions similaires aux deux exemples précé-

dents pour les seuillages fort et doux. En ce qui concerne le seuillage issu d’un pénalisation

par une norme de Sobolev, la qualité visuelle de la moyenne des estimations est dégradée.

Ceci en raison probablement de la remarque ci-dessus : la partie linéaire a une importance

plus grande que dans les exemples précédents et le biais dans l’estimation de cette partie

se répércute dans l’estimation fonctionnelle.
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FIG. 6.12:Moyennes des estimations de la partie non paramétrique sur 500 simulations

dans l’Exemple 3. Sont représentées en traits continus les moyennes des estimations par

seuillage fort (figure (a)) par seuillage doux (figure (b)) et par seuillage quadratique (fi-

gure (c)). Les barres verticales sont de taille proportionnelle à l’écart-type de l’estimation.

La vraie fonction est représentée en traits discontinus.
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FIG. 6.13: Un exemple d’estimation de la partie non paramétrique dans l’Exemple 3.

Sont représentées en traits continus les moyennes des estimations par seuillage fort (fi-

gure (a)) par seuillage doux (figure (b)) et par seuillage quadratique (figure (c)). La vraie

fonction est représentée en traits discontinus.
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FONCTIONNELLE

6.3 Application à l’étude de données réelles issues d’une IRM

fonctionnelle

Dans cette section, nous nous intéressons à la modélisation de signaux issus d’Imagerie à

Résonance Magnétique fonctionnelle par un modèle partiellement linéaire. Nous remer-

cions grandement M. Fadili qui nous a procuré les données étudiées ici.

6.3.1 Description des données

Nous étudions trois signaux issus d’une Imagerie à Résonance Magnétique fonctionnelle

(IRMf). Le principe de l’IRM fonctionnelle est de détecter les flux sanguins dans le cer-

veau à l’aide d’un champ magnétique de forte intensité. Lors de l’activation d’une zone

du cerveau, les neurones consomment plus d’oxygène, ce qui se traduit par un afflux

sanguin. L’IRMf, en mesurant la densité d’hydrogène, va permettre de détecter cet acti-

vation. Plusieurs “coupes” en deux dimensions du cerveau sont effectuées, et ces coupes

sont répétées à des intervalles de temps rapprochés. La particularité de l’IRMf est de

fournir des images de bonne résolution du cerveau à des intervalles de temps réduits

(comparativement par exemple aux méthodes de tomographie d’émission de positrons

(PET)). Dans les coupes obtenues, plus l’intensité enregistrée est grande, plus l’afflux san-

guin dans la zone du cerveau correspondante est important. L’idée est alors d’observer

quelles zones sont activées lors d’un stimulus et comment évolue l’activité d’une zone

précise au cours d’une expérience.

Parmi les trois signaux, deux sont des signaux de référence, où aucun stimuli n’a été

réalisé durant la durée de l’enregistrement. Ces signaux ont été enregistrés au CHU de

Caen, initialement sur 6 individus, mais seuls deux des enregistrements sont conservés

dans notre étude. Les personnes sont allongées, les yeux fermés, sans perturbation ex-

térieure. Les durées d’enregistrement sont de 8 minutes 32 secondes et 128 mesures ont

été réalisées au cours de ce délai, toutes les 4 secondes. Les images obtenues contiennent

64× 64 pixels et ont une résolution de 3.75× 3.75 mm.

Le troisième signal étudié provient d’un enregistrement réalisé à Cambridge. Seul un si-

gnal fut enregistré. Une personne a été placée dans l’IRM fonctionnelle et des stimuli ont

été réalisés toutes les 16.5 secondes. Les stimuli étaient des stimuli visuels d’une durée

500 millisecondes, et à chaque stimulus le sujet devait appuyer sur un bouton. La durée

de l’enregistrement réalisé est de 4 minutes et 28 secondes, et 128 mesures ont été ef-
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fectuées, toutes les 2 secondes. Les images obtenues contiennent 64× 64 pixels et ont une
résolution de 1.5 × 3 mm. L’objectif est de mesurer l’activité résultante dans une zone
précise du cortex.

Le trois signaux que nous allons étudiés sont issus d’un pixel situé dans la zone du cor-

tex correspondant à la perception visuelle que nous pensons activée par les stimuli. D’où

le fait que nous étudions trois jeux de 128 données unidimensionnelles. La restriction à

des signaux issus d’un pixel a pour but d’analyser dans un premier temps la validité du

modèle proposé sur ces signaux, afin éventuellement de prolonger l’étude aux données

bi-dimensionnelles. L’idée serait alors de déterminer les zones activées en extrayant les

pixels activés, c’est-à-dire dont la modélisation du signal présente la fréquence des sti-

muli.

L’idée du modèle partiellement linéaire est de régresser les signaux par rapport à des co-

variables “de nuisance” et d’extraire une partie fonctionnelle correspondant à l’évolution

au cours du temps caractérisant l’activité de la zone du cerveau observée. Les mouve-

ments de têtes, les problèmes d’instabilité des instruments de mesure ou encore l’oscil-

lation naturelle des neurones impliquent une perturbation du signal, correspondant en

général à des oscillations basses fréquences. Le fait de régresser sur ces covariables est

alors intéressant pour étudier un signal sans biais, dont la tendance rendramieux compte

des phénomènes propres à l’expérience réalisée.

6.3.2 Modélisation par un modèle partiellement linéaire

Nous avons modélisé ces trois signaux par un modèle partiellement linéaire. La partie

linéaire du modèle a pour matrice de régression la matrice des trois covariables décrite

ci-dessus. Nous utilisons les ondelettes Symmlet à 8 moments nuls. Le seuillage considéré

est le seuillage fort et le seuil choisi est le seuil universel corrigé :

λ = σ
√

2 log(n) − log(log(n)).

Par la suite, nous désignerons respectivement les trois signaux par “Signal 1” et “Si-

gnal 2” pour les deux signaux sans stimuli et “Signal 3” pour le signal issu de l’expérience

avec stimuli.

Nous avons estimé l’écart-type du bruit dans chacun des signaux par la procédure MAD

après une décomposition QR de la matrice, comme décrit en Section 4.3. La première re-

marque est que l’écart-type du bruit semble élevé comparativement aux valeurs associées
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FONCTIONNELLE

à la partie linéaire du modèle. Pour s’en assurer, nous avons calculé le SNR de la partie

linéaire, soit
‖Xβ‖√
nσ
, avec les valeurs estimées. Ces SNR sont résumés dans la Table 6.16.

Estimation du SNR

Signal 1 Signal 2 Signal 3

0.3359 0.1334 0.5052

TAB. 6.16: Estimation du rapport signal sur bruit de la partie linéaire : ˆSNR =

‖Xβ̂n‖/(
√
nσ̂n), pour les 3 signaux d’IRMf.

Les SNR obtenus sont particulièrement faibles. Par exemple, pour l’expérience avec ac-

tivation, le SNR pour la partie linéaire vaut 0.5052. Les valeurs de SNR ne laissent pas

présager une bonne qualité d’estimations du vecteur des paramètres de régression. Cette

observation remet en cause la validité d’une modélisation par le modèle partiellement

linéaire.

Les estimations des parties fonctionnelles obtenues sur les trois signaux étudiés sont

données en Figure 6.14. Si nous effectuons l’estimation par un modèle non paramétrique,

les fonctions sont en effet très différentes. Ceci montre que le fait de considérer unmodèle

partiellement linéaire a un impact important. De manière générale, les fonctions estimées

dans un modèle non paramétrique présentent plus d’oscillations. Un exemple est donné

en Figure 6.15.

Les courbes obtenues dans les deux cas sans stimuli sont fort semblables à celles obte-

nues par Fadili et Bullmore (2005). Néanmoins, pour le cas avec stimuli, nous obtenons

une courbe très différente. En faisant varier le paramètre d’échelle j0 et la constante du

seuil, nous obtenons des résultats similaires, mais nous ne nous sommes pas autorisés

ces changements dans notre travail.

Afin de mieux analyser les estimations, un spectre peut être réalisé, de même que dans

Fadili et Bullmore (2005) afin de voir si la fréquence des stimuli est présente dans l’expé-

rience correspondante. Ces spectres sont donnés en Figure 6.16.
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FIG. 6.14: Signaux initiaux (tirets) et fontions estimées dans un modèle partiellement

linéaire (continues). Les deux premières figures représentent des cas sans stimuli, la

troisième un cas avec stimuli réguliers.
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FIG. 6.15: Fontions estimées pour le signal de l’expérience avec stimuli, dans unmodèle

partiellement linéaire (continues) et dans un modèle non paramétrique (tirets).
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FIG. 6.16: Spectres des signaux initiaux et des fonctions estimées dans un PLM.

L’étude des spectresmontre la présence d’un pic très net à la fréquence des stimuli pour le

signal issu de l’expérience avec activation, pic qui ne se retrouve pas dans les deux autres

expériences. Cependant, ce pic n’apparaı̂t pas dans le spectre de la fonction estimée.

Une autre remarque est que sur chaque enregistrement nous pouvons observer une forte

variation de la partie fonctionnelle, très irrégulière et localisée, et ce à des instants iden-

tiques proportionnellement aux temps de mesures. N’y aurait-il pas un pré-traitement

des données qui créerait cette irrégularité ? Ou un phénomène autre, par exemple une

covariable qui n’a pas été prise en compte ? Le fait que les signaux proviennent d’enregis-

trements dont la fréquence demesure n’est pas identique, alors que nous considérons une

unique matrice de régression (donc les même fréquences dans la partie linéaire) semble

par ailleurs peu adapté. Il serait plus justifié de prendre comme signaux de référence des

signaux enregistrés dans les mêmes conditions que celui avec stimuli.

En conclusion, la modélisation par un modèle partiellement linéaire dans ce contexte est

peu convaincante. Outre que la fréquence des stimuli n’est pas mise en évidence par la

partie fonctionnelle du modèle, c’est surtout l’importance du niveau de bruit qui rend

ce modèle peu adapté. L’écart-type du bruit semble trop élevé pour pouvoir obtenir une

estimation satisfaisante du vecteur de regression dans la partie linéaire du modèle. Cette

étude ne remet pas en cause la modélisation par un modèle partiellement linéaire de

signaux d’IRMf, uniquement son application aux données étudiées dans ce chapitre.
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Conclusion

Lors de la mise en oeuvre des estimateurs sur des simulations, il est apparu que les qua-

lités des estimations obtenues étaient satisfaisantes, tant pour le seuillage doux que pour

le seuillage fort. La procédure construite permet de détecter des irrégularités dans la par-

tie fonctionnelle, où une estimation par splines pourrait ne pas être performante. De plus

le temps de calcul est faible. Le Backfitting s’est révélé l’algorithme le plus rapide, mais

LEGEND admet un temps de calcul comparable. Cependant, pour le seuillage issu d’une

pénalisation quadratique, la procédure de validation croisée semble entraı̂ner un sous-

lissage de la partie fonctionnelle. Ce seuillage paraı̂t par conséquent moins adapté au

modèle partiellement linéaire que les seuillages fort et doux. Enfin, la dernière section de

ce chapitre appliquait la procédure d’estimation développée à des données réelles. Ces

données, issues d’Imagerie à Résonance Magnétique fonctionnelle semblent fortement

bruitées. Ce qui explique probablement que les résultats obtenus n’ont pas étés satisfai-

sants.
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CHAPITRE 7

CAS DE PLANS D’OBSERVATIONS

ALÉATOIRES
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L’étude développée jusqu’à présent supposait que les observations de la partie fonc-

tionnelle étaient réalisées sur une grille équidistante de l’intervalle unité. L’objet de ce

chapitre est de généraliser ce travail à des plans d’observations aléatoires de la partie

fonctionnelle. Nous souhaitons pour cela appliquer l’estimation développée par Kerkya-

charian et Picard (2004) et présentée dans le Chapitre 2.

7.1 Principe d’estimation

Rappelons que ce modèle s’écrit, sous forme matricielle :

Y = X β0 + F(T) + U

n× 1 n× p p× 1 n× 1 n× 1

avec F(T) = ( f (T1) . . . f (Tn))
T et U bruit blanc gaussien centré de variance σ2 In. Nous

considérons dans ce chapitre que les (Xi, Ti)i=1...n sont des variables aléatoires i.i.d. Nous

supposons que les variables Ti admettent une fonction de répartition G et une densité g.
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Etudions dans un premier temps l’identifiabilité de ce modèle. Demême que pour l’étude

dans le cadre d’un plan d’observation équidistribué, lorsque 1nX
TX est inversible, nous

pouvons écrire le paramètre β0 sous la forme

β0 = (
1

n
XTX)−1

1

n
XT(Y− F(T)−U).

Les variables (Xi, Ti) étant indépendantes et identiquement distribuées, la Loi desGrands

Nombres assure que 1nX
TX = 1

n ∑
n
i=1 X

T
i Xi tend presque sûrement vers E[XTX] et que

1
nX
TF0(T) = 1

n ∑
n
i=1 X

T
i f0(Ti) tend presque sûrement vers E[XT f (T)]. Ainsi l’hypothèse

(A1) E[XTX] > 0 et E[XT f (T)] = 0

est suffisante pour avoir l’identifiabilité asymptotique presque sûre du modèle.

La transformation en ondelettes appliquée diffère du cas du plan équidistant. En s’ap-

puyant sur les travaux de Kerkyacharian et Picard (2004), nous définssonsWT la transfor-

mation associée au plan T1 . . . Tn. Une approximation du terme général de la transformée

en ondelettesW est donnée par :

WT,i,j ≈
1√
n

ψi ◦ G(Tj).

Ainsi si e est un vecteur de Rn, sa transformée en ondelette est approximativement

WTe ≈
(
1√
n ∑

n
j=1 ψ1 ◦ G(Tj)ej . . .

1√
n ∑

n
j=1 ψn ◦ G(Tj)ej.

)

Nous pouvons aisément vérifier qu’asymptotiquement, WT est bien une matrice ortho-

gonale :

Démonstration. Nous avons (WTTWT)i,i′ = 1
n ∑

n
j=1 ψi ◦ G(Tj)ψi′ ◦ G(Tj). Les variables ψi ◦

G(Tj)ψi′ ◦ G(Tj) sont i.i.d. et

Eψi ◦ G(Tj)ψi′ ◦ G(Tj) =
∫

ψi ◦ G(t)ψi′ ◦ G(t)g(t)dt =
∫

ψiψi′ = δi,i′ .

Nous pouvons alors appliquer la Loi forte des Grands Nombres, qui donne

(WTTWT)i,i′
p.s.−→ δi,i′ .

Ainsi, La suite de matricesWTTWT converge vers la matrice unité In.

126



CHAPITRE 7. CAS DE PLANS D’OBSERVATIONS ALÉATOIRES

Nous considérerons par la suite que WTTWT = WTW
T
T = In, cette égalité étant vraie

asymptotiquement presque sûrement.

Après transformation, nous obtenons le modèle suivant :

Z = A β0 + θ0 + ε

n× 1 n× p p× 1 n× 1 n× 1
avec Z = WTY, A = WTX et ε = WTU, bruit blanc gaussien centré de variance σ2 In par

orthogonalité de la matriceWT .

Lorsque la fonction de répartition n’est pas connue, alors nous remplaçons G par son

estimation Ĝn, obtenue indépendamment des données utilisées pour l’estimation dans le

cadre dumodèle partiellement linéaire. Le terme général de la transforméeWT résultante

est approximativement

WT,i,j ≈
1√
n

ψi ◦ Ĝn(Tj).

Nous sommes alors ramené à un cadre d’étude similaire à celui du Chapitre 3. Nous

pouvons alors reprendre la procédure d’estimation décrite dans ce chapitre. C’est-à-dire

que les estimateurs (β̂n, θ̂n) sont définis par minimsation d’un critère des moindres carrés

pénalisés :

(θ̂n, β̂n) = argmin
θ,β

{

Jn(θ, β) =
1

2

n

∑
i=1

(zi − ATi β − θi)
2 + λ2/2

n

∑
i=i0

11{θi 6=0}

}

. (7.1)

Nous considérons la pénalité de comptage afin d’obtenir un seuillage fort des coefficients

et donc d’obtenir un estimateur de la partie non paramétrique du modèle semblable à ce-

lui de Kerkyacharian et Picard (2004). Demême qu’au chapitre 3, les estimateurs résultent

d’une procédure en deux étapes :

1. L’estimateur du paramètre β est un M-estimateur obtenu en intégrant la partie

linéaire dans le bruit :

β̂n = argmin
β

n

∑
i=1

ρλ(zi − ATi β),

avec ρλ(u) = u2/211|u|6λ + 1/211|u|>λ.

2. Le vecteur des coefficients d’ondelettes θ est estimé par seuillage fort de Z− Aβ̂n.

θ̂i,n =







zi − ATi β̂n si i < i0

signe(zi − ATi β̂n)11|zi−ATi β̂n|>λ si i > i0
.

L’estimation de f est ensuite obtenue en appliquant la transformée en ondelettes inverse

associée au plan T1, . . . , Tn.
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7.2 Simulations avec un plan d’observations aléatoire

Dans cette section, nous mettons en oeuvre la procédure d’estimation dans le cadre d’un

plan d’observation non équidistant développée au début du chapitre. En particulier,

l’estimation de la partie fonctionnelle repose sur la méthodologie développée dans l’ar-

ticle de Kerkyacharian et Picard (2004) présentée au Chapitre 2. Avant d’appliquer notre

procédure dans un modèle partiellement linéaire, nous étudions dans un premier temps

les qualités de l’estimation fonctionnelle décrite par Kerkyacharian et Picard (2004) dans

un modèle non paramétrique.

7.2.1 Modèle non paramétrique

Rappelons tout d’abord la procédure d’estimation décrite au Chapitre 2 pour un modèle

non paramétrique. Le modèle considéré est de la forme :

yi = f (Ti) + vi, i = 1, . . . , n,

avec vi variables i.i.d. de loi normale centrée de variance σ2v et Ti variables i.i.d., indépen-

dantes des vi, de densité g et de fonction de répartition G. Nous distinguons deux cas :

– Soit la fonction de répartition du plan d’observations est connue, auquel cas nous ca-

culons l’estimateur f ∗n par :

f ∗ = α∗
0,0,nϕ ◦ G+

j1

∑
j=0

2j−1
∑
k=0

β∗
j,k,n11{|β∗

j,k,n|>κ

√
log(n)
n }

ψj,k ◦ G,

avec κ constante, 2j1 ∼
√

n
log(n)

, et

β∗
j,k,n =

1

n

n

∑
i=1

Yiψj,k ◦ G(Ti).

– Soit la fonction de répartition est inconnue et alors nous procédons en deux étapes :

1. Nous estimons la fonction de répartition G par Ĝn calculé sur les observations

(Ti)i=1,...,n/2. Kerkyacharian et Picard (2004) proposent d’utiliser l’estimateur em-

pirique mais d’autres estimateurs plus lisses peuvent être considérés.

2. L’estimation de la fonction f est donnée par f̂n :

f̂n = α̂
ϕ
0,0,n ◦ Ĝ[n/q] +

j1

∑
j=0

2j−1
∑
k=0

β̂ j,k,n11{|β̂ j,k,n|>κ

√
log(n)
n }

ψj,k ◦ Ĝ[n/q],
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avec 2j1 ∼
√

n
log(n) et

β̂ j,k,n =
1

n− [n/2]

n

∑
i=[n/2]+1

Yiψj,k ◦ Ĝ[n/2](Ti).

L’objectif de cette sous-section est d’implémenter ces estimateurs. Nous remercions sin-

cèrement M. Willer de nous avoir aimablement donné les programmes relatifs à l’article

Chesneau et Willer (2005).

Problèmes à distance finie

Dans les estimateurs ci-dessus, le degré maximal de résolution est 2j1 =
√

n/ log(n).

Pour des valeurs usuelles de n, cette grandeur ne permet pas une bonne approximation

de la fonction. Ainsi si par exemple nous avons n = 29 observations, seuls 7 degrés

de résolution sont utilisés dans l’approximation. Le choix d’un paramètre de lissage j1
nécessaire à l’établissement des propriétés asymptotiques de l’estimateur mais ne per-

mettant pas une bonne estimation à distance finie est usuel dans le cadre de l’estimation

de la densité par techniques d’ondelettes (voir Donoho et al. (1995)). Nous choisissons de

prendre 2j1 = n. Cette modification du paramètre j1 ne porte pas à conséquence sur la

qualité de l’estimation.

La qualité des estimateurs décrits ci-dessus n’est pas satisfaisante, dans le cas où G est

connue comme dans celui où G est inconnue. En effet bien que le comportement asymp-

totique de l’estimateur soit très bon (nous avons un estimateur quasi-minimax), celui-ci

ne permet pas une bonne approximation en pratique, i.e. avec un nombre d’observations

fini. Afin de mieux comprendre ce phénomène, détaillons la procédure d’estimation.

Considérons le cas où la fonction de répartition G est connue. La difficulté de l’estima-

teur de Kerkyacharian et Picard (2004) est qu’il nécessite le calcul des ondelettes aux

points G(Ti), i = 1, . . . , n. Nous pourrions utiliser une approximation de ces valeurs en

utilisant une grille de points l/N, l = 1, . . . ,N avec N très grand, et en approximant

la valeur G(Ti) par la grandeur l/N la plus proche. L’algorithme pyramidal de Mallat

(1989) peut alors être appliqué. Les temps de calcul sont raisonnables, et on peut espérer

que l’approximation résultante est négligeable. Cependant, nous choisissons de calculer

les valeurs des ondelettes aux points précis afin de s’assurer que le comportement de

l’estimateur observé n’est pas dû à cette approximation.

Le calcul des valeurs des ondelettes en des points donnés peut être réalisé à l’aide de l’al-

gorithme de Daubechies-Lagarias, mis en oeuvre par Vidakovic et décrit dans Vidakovic
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(2002). L’algorithme utilisé permet des temps de calculs raisonnables, même si plus longs

qu’une DWT classique. L’intérêt d’appliquer cette méthode est que, comme cela a été dit,

nous calculons avec une très faible approximation l’estimateur défini par Kerkyacharian

et Picard (2004).

L’objectif étant de comprendre le comportement de l’estimateur, nous avons opté pour

un bruit très faible. Dans un premier temps, nous vérifions notre procédure d’estimation

sur un plan équidistant, en Figure 7.1, en considérant une fonction sinusoı̈dale.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

Avec les ondelettes de Vidakovic

Estimation avec un plan equidistant

Estimation
Vraie fonction

FIG. 7.1: Estimation de fonction avec un plan équidistant. Sont représentées la fonction

f à estimer (en tirets) et l’estimation f ∗n obtenue. La simulation a été réalisée avec n = 28

observations, un SNR égal à 10 et l’écart-type du bruit σ est supposé connu. Les valeurs

des ondelettes aux point i/n, i = 1, . . . , n, ont été calculées à l’aide de l’algorithme de

Vidakovic (2006).

La Figure 7.2 représente l’estimation obtenue dans le cas où la densité du plan des obser-

vations est uniforme, avec la même fonction qu’en Figure 7.1. Nous pouvons constater

que la qualité visuelle de l’estimation n’est pas satisfaisante. En comparaison, nous avons

aussi représenté en Figure 7.2 l’estimation à noyau avec seuillage par blocs élaborée par

Amato et al. (2006).
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FIG. 7.2: Estimation de fonction avec une densité du plan d’observations uniforme dans

le cas où la fonction de répartition est connue. Les figures représentent respectivement

la densité g du plan d’observation, la fonction f à estimer et les estimations f ∗n obtenues
par les procédures de Kerkyacharian et Picard (2004) et Amato et al. (2006). La simulation

a été réalisée avec n = 28 observations, un SNR égal à 10 et l’écart-type du bruit σ est

supposé connu. Les valeurs des ondelettes aux point G(Ti), i = 1, . . . , n, ont été calculées

à l’aide de l’algorithme de Vidakovic (2006).
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Afin de mieux comprendre la raison pour laquelle l’estimation résultant de la procédure

de Kerkyacharian et Picard (2004) est peu satisfaisante (cette observation reste valable

pour toutes les densités qui ont été essayées), nous l’appliquons sur une fonction conti-

nue par morceaux. La Figure 7.3 représente la fonction que l’on cherche à estimer ainsi

que l’estimation obtenue par Kerkyacharian et Picard (2004). Nous pouvons constater

que lorsque les valeurs des observations sont proches de 0, l’estimation est correcte, tan-

dis que lorsque les valeurs des observations sont élevées, l’estimation est très irrégulière.
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FIG. 7.3: Estimation par Kerkyacharian et Picard (2004) avec une densité du plan d’ob-

servations uniforme dans le cas où la fonction de répartition est connue. La simulation

a été réalisée avec n = 28 observations, un SNR égal à 10 et l’écart-type du bruit σ est

supposé connu. Les valeurs des ondelettes aux point G(Ti), i = 1, . . . , n, ont été calculées

à l’aide de l’algorithme de Vidakovic (2002).

L’idée est que lorsque nous calculons les coefficients d’ondelettes par la procédure de

Kerkyacharian et Picard (2004), le coefficient d’ondelette sera d’autant plus élevé qu’il

y a d’observations sur le support de l’ondelette. A l’inverse, les coefficients d’ondelettes

sont nuls dès lors que le support de l’ondelette est inclus dans un intervalle de la forme

[G(Ti),G(Ti+1)], i = 1, . . . , n/2. La conséquence est que les estimations des coefficients

d’ondelettes sont biaisées lorsque nous sommes dans l’un de ces deux cas.

Pour illustrer ces propos, nous avons représenté en Figure 7.4 l’estimation résultant du

schéma de Kerkyacharian et Picard (2004) conjointement aux cumul des observations sur

les intervalles [i/n, (i + 1)/n], i = 1, . . . , n. Nous pouvons constater que les pics les plus

elevés dans l’estimation correspondent bien à des cumul d’observations importants.
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Remarque : Nous avons vu en Section 2.4 que lorsque la fonction de répartition est incon-

nue et estimée par la fonction de répartition empirique, la procédure de Kerkyacharian et

Picard (2004) équivaut à sommer les observations sur les intervalles [Ĝ−1
n (i/n), Ĝ−1

n ((i+

1)/n)], i = 1, . . . , n et à considérer la valeur nulle si ces intervalles sont vides. Les coeffi-

cients d’ondelettes associés sont donc d’autant plus élevés que ces intervalles contiennent

beaucoup d’observations, et sont nuls lorsqu’ils n’en contiennent pas. Ainsi, l’estima-

tion du coefficient risque d’être biaisée. Le principe lorsque la fonction d’estimation est

connue est le même, à ceci près que la valeur prise par l’ondelette dans le calcul du coef-

ficient dépend du point d’observation, ce qui ne permet pas de réécrire la procédure en

terme de “données modifiées”.
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Estimation par Kerkyacharian&Picard

cumul des observations
sur [(i−1)/n,i/n]
estimation

FIG. 7.4: Estimation par Kerkyacharian et Picard (2004) et cumul des observations sur

une subdivision de pas 1/n. La densité du plan des observations est uniforme et la fonc-

tion de répartition est supposée connue. La simulation a été réalisée avec n = 28 ob-

servations, un SNR égal à 10 et l’écart-type du bruit σ est supposé connu. Les valeurs

des ondelettes aux point G(Ti), i = 1, . . . , n, ont été calculées à l’aide de l’algorithme de

Vidakovic (2002).

Lorsque nous réalisons une décomposition en ondelette d’ordre n, la longueur des sup-

port des ondelettes d’ordre maximal est 1/n. Avec une distribution aléatoire de n points,
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il y a nécessairement des supports sans observations. En théorie nous avons une pro-

babilité non nulle qu’il y ait des points, mais en pratique ceci n’est pas vérifié. Si nous

réalisons une estimation avec un degré maximal de résolution plus faible, le problème

principal sera qu’à l’inverse les supports d’ondelettes contiendront trop d’observations.

Afin d’étayer cette interprétation, nous avons représenté en Figure 7.5 une moyenne des

estimations obtenues sur 500 simulations. En effet, les biais des coefficients dépendant de

la répartition des données sur l’intervalle, en moyennant les estimations nous devrions

retrouver une estimation satisfaisante, ce que la Figure 7.5 confirme.
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FIG. 7.5: Moyenne des estimations par Kerkyacharian et Picard (2004) sur 500 simula-

tions. La densité du plan d’observations est uniforme et la fonction de répartition est

supposée connue. Les simulations ont été réalisées avec n = 28 observations, un SNR

égal à 10 et l’écart-type du bruit σ est supposé connu. Les valeurs des ondelettes aux

point G(Ti), i = 1, . . . , n, ont été calculées à l’aide de l’algorithme de Vidakovic (2002).

En résumé, asymptotiquement, tous les intervalles supports des ondelettes contiennent

des observations, et en nombre équivalent. Ceci est schématiquement la conséquence de

l’hypothèse de régularité (H2) sur la densité du plan d’observation. C’est pourquoi les

propriétés asymptotiques de l’estimation sont satisfaisantes. Mais à distance finie, les

observations ne sont par réparties de manière suffisamment homogène pour que cela

soit vérifié. Soit la résolution des ondelettes est fine, et alors il existe des intervalles ne

contenant pas de points d’observations de la fonction. Sur ces intervalles, le coefficient

d’ondelettes correspondant sera nul. Soit la résolution est grossière auquel cas certains

intervalles contiennent de nombreuses observations. Ceci a pour conséquence un biais
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important dans l’estimation du coefficient d’ondelette correspondant. D’où une estima-

tion qui n’apparaı̂t pas de bonne qualité visuellement lorsque le nombre d’observation

est fini.

Alternative choisie

Nous définissons un estimateur très proche de celui utilisé par Chesneau (2006) dans les

simulations et par Chesneau et Willer (2005). Le modèle considéré est

Yi = f (Xi) + vi, i = 1, . . . , n,

avec Xi variables aléatoires i.i.d. de fonction de répartition G et vi i.i.d. de loi normale

centrée de variance σ2v . Il peut aussi s’écrire

Yi = h(Ui) + vi, i = 1, . . . , n, (7.2)

avec h = f ◦ G−1 et Ui = G(Xi) pour tout i = 1, . . . , n. Les variables Ui sont i.i.d. de loi

uniforme sur [0; 1].

Nous définissons alors l’estimateur suivant :

f ∗n = α∗
0,0,nϕ ◦ G+

j1

∑
j=0

2j−1
∑
k=0

β∗
j,k,n11{|β∗

j,k,n|>κ

√
log(n)
n }

ψj,k ◦ G,

avec 2j1 = n, et

β∗
j,k,n =

1

n+ 1

n

∑
i=1

Y(i)ψj,k(
i

n+ 1
),

lorsque la fonction de répartition G du plan d’observation est connue. Lorsqu’elle est

inconnue, l’estimateur devient

f̂n = α∗
0,0,nϕ ◦ Ĝn +

j1

∑
j=0

2j−1
∑
k=0

β∗
j,k,n11{|β∗

j,k,n|>κ

√
log(n)
n }

ψj,k ◦ Ĝn.

Précisons que l’estimation Ĝn de la fonction de répartition utilisée est basée sur les obser-

vations Ti, i = 1, . . . , n. Par conséquent, Ĝn(T(i)) = i/n.

Les estimateurs ainsi définis s’écrivent f ∗n = ĥn ◦ G et f̂n = ĥn ◦ Ĝn, avec ĥn estimateur
par ondelettes défini par Cai et Brown (1998) dans le modèle (7.2). Nous avons donc la

propriété suivante :
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Proposition 7.1. Supposons que l’ondelette ψ admet N moments nuls. Si f ◦ G−1 appartient à
l’espace des fonction Hölderiennes Λα(M) avec 1/2 6 α 6 N et 0 < M < ∞, alors

1

n

n

∑
i=1

E

[

( f ∗n (Ti) − f (Ti))2
]

6 C

(
log(n)

n

) 2α
1+2α

.

Si α > 1,

1

n

n

∑
i=1

E

[(

f̂n(Ti) − f (Ti)
)2
]

6 C

(
log(n)

n

) 2α
1+2α

.

Démonstration. Dans le cas où la fonction de répartition G est connue, il suffit de remar-

quer que ĥn(Ui) = f ∗n (Ti) et d’appliquer le résultat de Cai et Brown (1998).
Lorsque la fonction G est inconnue, nous avons la décomposition suivante :

f̂n(Ti)− f (Ti) = ĥn ◦ Ĝn(Ti) − h ◦ Ĝn(Ti) + h ◦ Ĝn(Ti) − h ◦ G(Ti).

D’où, en remarquant que Ĝn(T(i)) = i/n,

1

n

n

∑
i=1

E

[(

f̂n(Ti) − f (Ti)
)2
]

=

1

n

n

∑
i=1

E

[(

ĥn(
i

n
) − h( i

n
)

)2
]

︸ ︷︷ ︸

T1

+
1

n

n

∑
i=1

E

[(

h(
i

n
) − h(U(i))

)2
]

︸ ︷︷ ︸

T2

.

Le premier terme est borné par
(
log(n)
n

)2α/(1+2α)
, à une constante près, d’après le Théo-

rème de Cai et Brown (1998). Quant au deuxième terme, la fonction h appartenant à

l’espace Λα(M), il peut être majoré par

M

n

n

∑
i=1

E

[(

U(i) −
i

n

)2min(α,1)
]

.

L’inégalité de Jensen permet d’obtenir l’inégalité

T2 6
M

n

n

∑
i=1

[

E

(

U(i) −
i

n

)2
]min(α,1)

.

Les variables U(i) ont pour loi une loi Beta B(i, n− i+ 1) donc E[U(i)] = i
n+1 et E[U2(i)] =

i(i+1)
(n+1)(n+2)

. D’où

E

[(

U(i) −
i

n

)2
]

=
n

(n+ 1)(n+ 2)

i

n
(1− i

n
) +

2

(n+ 1)(n+ 2)
i2n2.
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Pour n assez grand, cette quantité est comprise entre 0 et 1. Donc si α > 1,

T2 6
n

(n+ 1)(n+ 2)

1

n

n

∑
i=1

i

n
(1− i

n
) +

2

(n+ 1)(n+ 2)

1

n

n

∑
i=1

i2

n2
.

Nous en déduisons que T2 est de l’ordre de 1/n, ce qui achève la démonstration.

Remarquons que si f appartient à Λα(M′) avec 1/2 6 α 6 1 et 0 < M < ∞, alors il suffit

que G−1 soit lipschitzienne pour qu’existe M telle que f ◦ G−1 appartienne à l’espace
Λα(M). Ceci est notamment vérifié lorsque g est borné inférieurement par une constante

c > 0. Cependant, cette condition est plus forte que la condition de Muckenhoupt de

Kerkyacharian et Picard (2004). En effet, G−1 lipschtzienne équivaut à dire qu’il existe
une constante C telle que pour tout intervalle I nous avons

1

|I|
∫

I

1

g(G−1)
6 C.

Or l’hypothèse (Hp) émise par Kerkyacharian et Picard (2004) était qu’il existe une cons-

tante C telle que pour tout intervalle I nous avons

1

|I|
∫

I

1

g(G−1)
6 C

(
1

|I|
∫

I
g(G−1)q/p

)−p/q
,

avec 1/p+ 1/q = 1. Il est alors immédiat que G−1 lipschitzienne implique (H2).

Ce résultat est donc assez restrictif tant en ce qui concerne la régularité de la fonction

étudiée f que celle de la densité du plan d’observation. Néamoins, il permet de justifier

en partie les bonnes qualités de l’estimateur observées en pratique. Notons de plus que le

fait que l’estimation de la fonction h ne fasse pas intervenir les variables (Ti)i=1,...,n permet

d’estimer la fonction de répartition G à l’aide de l’intégralité du plan d’observation, ce

que ne permet pas la procédure de Kerkyacharian et Picard (2004).

Les Figures 7.6 et 7.7 montrent les bonnes qualités visuelles de l’estimation lorsque la

fonction G est connue. Elles mettent aussi en évidence, particulièrement la Figure 7.7,

que la composition avec G aboutit à de bien meilleurs estimateurs. Notons de plus que

dans cette procédure d’estimation, il n’est plus nécessaire de faire appel à un algorithme

calculant les valeurs des ondelettes en des points exacts. L’algorithme pyramidal utilisé

dans le cadre équidistant peut être appliqué, ce qui représente un gain en terme de temps

de calcul non négligeable.
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FIG. 7.6: Estimation par l’estimateur de Kerkyacharian et Picard (2004) modifié dans

le cas où la fonction de répartition est connue. Sont représentées respectivement la den-

sité g du plan d’observation, la fonction f à estimer, l’estimation fn obtenue lorsqu’on

considère que les observations sont équidistantes et l’estimation f̂n obtenue en compo-

sant avec la fonction de répartition G. La simulation a été réalisée avec n = 28 observa-

tions, un SNR égal à 9 et l’écart-type du bruit σ est supposé connu.
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FIG. 7.7: Estimation par l’estimateur de Kerkyacharian et Picard (2004) modifié dans le

cas où la fonction de répartition est connue. Sont représentées respectivement la den-

sité g du plan d’observation, la fonction f à estimer, l’estimation fn obtenue lorsqu’on

considère que les observations sont équidistantes et l’estimation f̂n obtenue en compo-

sant avec la fonction de répartition G. La simulation a été réalisée avec n = 28 observa-

tions, un SNR égal à 9 et l’écart-type du bruit σ est supposé connu.
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Lorsque la fonction de répartition G est inconnue, l’estimation est toujours satisfaisante.

Les figures n’ont pas été mises ici, étant donné qu’il n’est pas possible visuellement de

faire la différence avec le cas où la fonction G est connue.

Le problème qui se pose pour l’application de cet estimateur dans un modèle partiel-

lement linéaire est qu’il nécessite de mettre en oeuvre une transformée en ondelettes

d’ordre n + 1. Or, il est nécessaire d’avoir une transformée d’ordre n pour que la ma-

trice de régression de la partie linéaire conserve ses propriétés lors de la transformée

en ondelettes. C’est pourquoi nous n’appliquons pas les estimateurs ci-dessus dans un

modèle partiellement linéaire. Nous prendrons donc les estimateurs suivants :

f ∗n = α∗
0,0,nϕ ◦ G+

j1

∑
j=0

2j−1
∑
k=0

β∗
j,k,n11{|β∗

j,k,n|>κ

√
log(n)
n }

ψj,k ◦ G,

avec 2j1 = n, et

β∗
j,k,n =

1

n

n

∑
i=1

Y(i)ψj,k(
i

n
),

lorsque la fonction de répartition G du plan d’observation est connue ; et

f̂n = α∗
0,0,nϕ ◦ Ĝn +

j1

∑
j=0

2j−1
∑
k=0

β∗
j,k,n11{|β∗

j,k,n|>κ

√
log(n)
n }

ψj,k ◦ Ĝn,

lorsque G est inconnue. Ceci revient en fait à considérer que nous avons un plan d’obser-

vations équidistant lors de l’estimation des coefficients d’ondelettes puis à corriger par la

fonction G ou son estimation.

Remarquons que ces estimateurs sont très proches de ceux définis ci-dessus. La qualité

visuelle des estimateurs est identique et les calculs des MISE sur des simulations abou-

tissent aux mêmes valeurs. Ces estimateurs furent par ailleurs appliqués par Chesneau

(2006) et Chesneau et Willer (2005). Nous renvoyons donc à la thèse de Chesneau pour

de plus amples exemples d’applications de ces procédures sur des simulations.

7.2.2 Modèle partiellement linéaire

Mettre en oeuvre la procédure d’estimation de la partie fonctionnelle que nous venons de

décrire dans un modèle partiellement linéaire consiste à réaliser les étapes suivantes :

1. Application de la transformée en ondelette discrète (DWT) d’ordre n aux obser-

vations et aux covariables à l’aide de l’algorithme pyramidal de Mallat (1989) de

manière identique au cas équidistant ;
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2. Estimation de la variance σ2 au moyen d’une décomposition QR de la matrice des

coefficients d’ondelettes de résolution maximale de la matrice de régression, suivie

d’une estimation MAD (bien que ce schéma ne soit plus justifié, n’étant plus assuré

du caractère creux des coefficients d’ondelettes) ;

3. Soit estimation conjointe du vecteurs des paramètres de régression β et du vecteur

des coefficients d’ondelettes θ de la partie fonctionnelle par Backfitting, soit estima-

tion de β par LEGEND puis estimation de θ par application du seuillage à Z− Aβ̂n.

Les autres algorithmes ne seront pas considérés au vu des résultats du chapitre

précédent ;

4. Et enfin calcul de f̂n en appliquant la transformée en ondelette inverse à θ̂n puis en

composant avec l’estimation de la fonction de répartition G.

Reprenons les exemples du chapitre précédent.Nous considérerons trois densités du plan

d’observations différentes, que nous nommerons respectivement densité n°1, n°2 et n°3 :

La densité n°1 est la densité uniforme sur [0, 1]

La densité n°2 est une densité de forme sinusoı̈dale, définie à une constante près par

g(t) = 1+ 0.2 sin(4πt).

La densité n°3 présente une discontinuité. Elle est de la forme g(t) = |x − a|0.9 + 0.03,

avec une constante de normalisation multiplicative. Sauf lorsque cela sera précisé

dans l’Exemple 2, le paramètre a, déterminant où se trouve la discontinuité, vaudra

0.5.

Exemple 1

La matrice de régression ainsi que la fonction que nous cherchons à estimer sont celles

de l’Exemple 1 du Chapitre 6. La différence est que nous considérons que le plan des

observations de la partie fonctionnelle est aléatoirement distribué sur l’intervalle. Nous

supposons que le plan d’observation admet une densité g définie sur [0, 1] vérifiant l’hy-

pothèse (H2). Nous considérons les trois types de densités décrits ci-dessus : une densité

uniforme, une densité sinusoı̈dale et une densité présentant une singularité. Dans chacun

de ces trois cas, nous appliquons le schéma d’estimation décrit ci-dessus.

Au vu de la Table 7.1, l’estimation par MAD après une décomposition QR de la ma-

trice de régression aboutit en pratique à de bons résultats. Les estimations obtenues ne

dépendent pas de la densité du plan d’observation étant donné que la transformée en on-

delette appliquée ne dépend pas du plan d’observation. Comme évoqué plus haut, cette
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Estimation de σ par MAD avec décomposition QR

Vraie valeur Estimation

0.5 0.47645(0.042488)

TAB. 7.1: Valeurs moyennes et écarts-types des estimations de σ sur 500 simulations de

l’Exemple 1 avec n = 28 observations (l’écart-type est donné entre parenthèses).

procédure n’a plus le fondement théorique du caractère creux des coeffcicients d’onde-

lettes de la partie fonctionnelle, étant donné que nous appliquons une DWT pour un plan

équidistant à une fonction observée sur un plan aléatoire. Cependant, les bons résultats

en pratique de l’estimateur incitent à conserver ce schéma d’estimation de la variance par

la suite.

Estimation de β

Vraie valeur Backfitting LEGEND

1 0.9976(0.0038) 0.9976(0.0038)

Temps moyen de calcul 0.0058 0.0119

TAB. 7.2: Valeurs moyennes des estimations et écarts-types sur 500 simulations dans

l’Exemple 1 (les écarts-types sont donnés entre parenthèses) avec n = 28 avec une den-

sité du plan d’observation uniforme. L’erreur quadratique moyenne pour l’estimation

de la partie non paramétrique sur ces simulations vaut 0.2939 pour le Backfitting et LE-

GEND.

La dernière ligne de la Table 7.2 met en évidence que le Backfitting reste plus rapide que

l’algorithme LEGEND, comme cela avait déjà été observé dans le cadre d’un plan d’ob-

servation equidistant. Les ordres de grandeur des temps de calcul sont identiques pour

les autres densités et les Exemples 2 et 3, et ne seront donc pas précisés.

Au vu de la Table 7.3 la qualité de l’estimation semble satisfaisante. Le biais ainsi que la

variance du bruit sont plus faibles que dans le chapitre précédent en raison du caractère

aléatoires des variables de régression. Nous pouvons noter que lorsque le plan des obser-

vations est uniforme, la qualité de l’estimation est identique à celle obtenue dans le cadre

d’observations équidistantes. Pour les densités n°1 et n°2, nous obtenons des biais et des

écart-types un peu plus élevés.
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Estimation de β

Vraie valeur Estimation

Densité n°1 Densité n°2 Densité n°3 Plan équidistant

1 0.9999(0.0038) 1.0071(0.0038) 1.0035(0.0033) 0.9998(0.0039)

TAB. 7.3: Valeurs moyennes des estimations et écarts-types sur 500 simulations dans

l’Exemple 1 (les écarts-types sont donnés entre parenthèses) avec n = 28 avec un plan

d’observation aléatoire. L’erreur quadratiquemoyenne pour l’estimation de la partie non

paramétrique sur ces simulations vaut respectivement 0.5478 pour la densité n°1, 1.0686

pour la densité n°2, 0.7300 pour la densité n°3 et 0.4581 pour le plan équidistant.

Le fait de se placer dans un contexte aléatoire ne semble pas altèrer beaucoup la qualité

de l’estimation du paramètre de régression β. Cette conclusion semble logique dans la

mesure où la procédure d’estimation est similaire à celle développée dans le cadre d’un

plan équidistant.
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FIG. 7.8: Estimation de la partie non paramétrique dans l’Exemple 1 avec la densité
n°1. La figure (a) représente la densité du plan d’observation, la figure (b) la fonction

que l’on cherche à estimer. En figure (c) sont donnés les résidus après estimation de la

partie linéaire ainsi que la fonction à estimer (en trait discontinu). L’estimation obtenue

est représentée en figure (d) (en trait continu) ainsi que la fonction à estimer (en trait

discontinu).
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FIG. 7.9: Estimation de la partie non paramétrique dans l’Exemple 1 avec la densité
n°2. La figure (a) représente la densité du plan d’observation, la figure (b) la fonction

que l’on cherche à estimer. En figure (c) sont donnés les résidus après estimation de la

partie linéaire ainsi que la fonction à estimer (en trait discontinu). L’estimation obtenue

est représentée en figure (d) (en trait continu) ainsi que la fonction à estimer (en trait

discontinu).
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FIG. 7.10: Estimation de la partie non paramétrique dans l’Exemple 1 avec la densité

n°3. La figure (a) représente la densité du plan d’observation, la figure (b) la fonction

que l’on cherche à estimer. En figure (c) sont donnés les résidus après estimation de la

partie linéaire ainsi que la fonction à estimer (en trait discontinu). L’estimation obtenue

est représentée en figure (d) (en trait continu) ainsi que la fonction à estimer (en trait

discontinu).
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FIG. 7.11: Estimation de la partie non paramétrique dans l’Exemple 1 avec la densité

n°3 avec un paramètre a = 0.7. La figure (a) représente la densité du plan d’observation,

la figure (b) la fonction que l’on cherche à estimer. En figure (c) sont donnés les résidus

après estimation de la partie linéaire ainsi que la fonction à estimer (en trait discontinu).

L’estimation obtenue est représentée en figure (d) (en trait continu) ainsi que la fonction

à estimer (en trait discontinu).

Les Figures 7.8, 7.9 et 7.10 montrent que les qualités d’estimation de la partie fonction-

nelle sont visuellement satisfaisantes. Les estimations sont meilleures aux voisinages des

maxima de la densité du plan d’observation (soit là où le nombre d’observations est im-

portant) et plus faibles lorsque l’on se situe au voisinage d’un minima de la densité (soit

là où le nombre d’observations est moindre). Ceci est particulièrement visible sur les Fi-

gures 7.10 et 7.11. Notamment, la discontinuité n’est pas detectée par l’estimation dans

le cas où la discontinuité se situe au niveau du minimum de la densité (Figure 7.11),

tandis qu’elle est détectée lorsqu’elle ne se situe plus dans le voisinage du minimum

(Figure 7.10). A titre de remarque, avec ce SNR, dans le cas d’un plan d’observation

équidistant, la discontinuité n’apparaı̂t pas dans l’estimation.

Remarque : L’usage des ondelettes dans la régression fonctionnelle avec un plan d’ob-

servation équidistant est encore au stade de la recherche, comme l’a montré le rapide

survol bibliographique du Chapitre 2. Dans un tel contexte, les méthodes d’estimations

à noyaux s’avèrent plus développées. Leur principal inconvénient réside dans l’incapa-

cité à estimer correctement des fonctions présentant de fortes irrégularités. Les onde-

lettes permettent d’appréhender des fonctions plus hétérogènes, la régression par onde-

lettes permettant notamment de détecter des “sauts”. Nous avons brièvement comparé
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la procédure par ondelettes reposant sur Chesneau et Willer (2005) choisie pour la suite

du travail et une technique d’estimation par régression partielle avec noyau (décrite en

Section 1.2.2) dans le contexte de l’Exemple 1. Nous avons considéré un noyau gaussien

(ce noyau a été pris dans un souci de facilité et n’est pas nécessairement le plus adapté).

La procédure de validation croisée appliquée dans l’estimation à noyau est celle de Spe-

ckman (1988). La Table 7.4 ainsi que les Figures 7.12, 7.13 et 7.14 illustrent les comporte-

ments des deux approches quant à la qualité d’estimation dans les modèles partiellement

linéaires sur l’Exemple 1.

Estimation de β

Vraie valeur Estimation

Densité n°1 Densité n°2 Densité n°3

Par ondelettes 1 1.0003(0.0032) 1.0003(0.0032) 1.0035(0.0033)

Par noyau 1 1.0134(0.0063) 1.0105(0.0070) 1.0113(0.0058)

Erreur quadratique moyenne de l’estimation de f

Estimation

Densité n°1 Densité n°2 Densité n°3

Par ondelettes 0.0096 0.0182 0.0098

Par noyau 0.0244 0.0729 0.0334

TAB. 7.4: Valeurs moyennes des estimations et écarts-types pour β (les écarts-types sont

donnés entre parenthèses) et erreur quadratique moyenne pour l’estimation de la par-

tie non paramétrique sur 500 simulations dans l’Exemple 1 avec n = 28 avec un plan

d’observation aléatoire.

Il apparaı̂t au vu de la Table 7.4 que la procédure d’estimation par ondelettes semble

mener à des estimations de meilleure qualité que l’estimation à noyau mise en oeuvre

ici. Ce constat est confirmé par les Figures 7.12, 7.13 et 7.14, notamment avec la Densité

n°3. La qualité de l’estimation par noyau pourrait être améliorée en considérant une grille

plus fine pour le paramètre de lissage dans la procédure de validation croisée. Le choix du

noyau de même a probablement une influence sur la qualité de l’estimation. Néanmoins,

il semble raisonnable au vu de cette rapide comparaison de penser que la procédure par

ondelettes est performante et que les résultats obtenus sont au moins comparables à ceux

résultant d’une estimation à noyau.
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FIG. 7.12: Comparaisons des estimations par ondelettes et par noyau gaussien pour

la partie fonctionnelle dans l’Exemple 1 avec un plan d’observation de Densité n°1. La

simulation a été réalisée avec n = 28 observations et un SNR égal à 5.
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FIG. 7.13: Comparaisons des estimations par ondelettes et par noyau gaussien pour

la partie fonctionnelle dans l’Exemple 1 avec un plan d’observation de Densité n°2. La

simulation a été réalisée avec n = 28 observations et un SNR égal à 5.

Dans la Figure 7.15) où nous avons considéré le même modèle mais avec un SNR plus

grand, nous pouvons par exemple constater que la procédure par ondelette détecte la

singularité de la partie fonctionnelle alors que la procédure à noyau ne la détecte pas.
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FIG. 7.14: Comparaisons des estimations par ondelettes et par noyau gaussien pour

la partie fonctionnelle dans l’Exemple 1 avec un plan d’observation de Densité n°3. La

simulation a été réalisée avec n = 28 observations et un SNR égal à 5.

Cette étude incite donc à développer les procédures par ondelettes dans ce contexte.
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FIG. 7.15: Comparaisons des estimations par ondelettes et par noyau gaussien pour

la partie fonctionnelle dans l’Exemple 1 avec un plan d’observation de Densité n°1. La

simulation a été réalisée avec n = 28 observations et un SNR égal à 10.
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Exemple 2

Estimation de σ par MAD avec décomposition QR

Vraie valeur Estimation

0.5 0.47751(0.043152)

TAB. 7.5: Valeurs moyennes et écarts-types des estimations de σ sur 500 simulations de

l’Exemple 2 avec n = 28 observations (l’écart-type est donné entre parenthèses).

Estimation de β

Vraie valeur Estimation

Densité n°1 Densité n°2 Densité n°3

1 1.003(0.0031) 1.0077(0.0029) 1.0019(0.0038)

TAB. 7.6: Valeurs moyennes des estimations et écarts-types sur 500 simulations dans

l’Exemple 2 (les écarts-types sont donnés entre parenthèses) avec n = 28 avec un plan

d’observation aléatoire. L’erreur quadratiquemoyenne pour l’estimation de la partie non

paramétrique sur ces simulations vaut respectivement 0.5858 pour la densité n°1, 0.1012

pour la densité n°2 et 0.7173 pour la densité n°3.

Les qualités d’estimation données en Table 7.6 sont comparables à celles obtenues dans

l’Exemple 1.

L’erreur quadratique moyenne de l’estimation de la partie fonctionnelle est plus faible

lorsque la densité du plan d’observation est la densité uniforme ou est sinusoı̈dale.

Visuellement, la qualité de l’estimation est correcte. Nous pouvons toutefois observer un

décalage entre le saut de la fonction estimée et celui de la vraie fonction dans le cas où

la densité du plan des observations est sinusoı̈dale (Densité n°2). Ceci s’explique par les

faibles valeurs de la densités au voisinage du saut. Pour les autres densités, le saut de

la fonction est mieux détecté. Les valeurs prises par les densités du plan d’observation

étant relativement éloignées de 0 au voisinage du saut, ceci est cohérent.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5

2
(a)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3
(b)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−6

−4

−2

0

2

4
(c)

Résidus de la régression linéaire
Vraie fonction

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−6

−4

−2

0

2

4
(d)

Vraie fonction
Estimation

FIG. 7.16: Estimation de la partie non paramétrique dans l’Exemple 2 avec la densité

n°1. La figure (a) représente la densité du plan d’observation, la figure (b) la fonction que

l’on cherche à estimer. En figure (c) les observations sont donnéess ainsi que la fonction

à estimer (en trait discontinu). L’estimation obtenue est représentée en figure (d) (en trait

continu) ainsi que la fonction à estimer (en trait discontinu).
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FIG. 7.17: Estimation de la partie non paramétrique dans l’Exemple 2 avec la densité

n°2. La figure (a) représente la densité du plan d’observation, la figure (b) la fonction

que l’on cherche à estimer. En figure (c) sont donnés les résidus après estimation de la

partie linéaire ainsi que la fonction à estimer (en trait discontinu). L’estimation obtenue

est représentée en figure (d) (en trait continu) ainsi que la fonction à estimer (en trait

discontinu).
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FIG. 7.18: Estimation de la partie non paramétrique dans l’Exemple 2 avec la densité

n°3. La figure (a) représente la densité du plan d’observation, la figure (b) la fonction

que l’on cherche à estimer. En figure (c) sont donnés les résidus après estimation de la

partie linéaire ainsi que la fonction à estimer (en trait discontinu). L’estimation obtenue

est représentée en figure (d) (en trait continu) ainsi que la fonction à estimer (en trait

discontinu).

Exemple 3

Nous considérons dans cet exemple le cas où le vecteur des paramètres de régression β

appartient à R5. La partie non paramétrique f est la même que dans l’Exemple 2, c’est-à-

dire que la fonction présente de fortes discontinuités.

Estimation de σ par MAD avec décomposition QR

Vraie valeur Estimation

0.5 0.53568(0.053989)

TAB. 7.7: Valeurs moyennes et écarts-types des estimations de σ sur 500 simulations de

l’Exemple 3 avec n = 28 observations (l’écart-type est donné entre parenthèses).

Les résultats montrent de même que dans les deux exemples précédents que la qualité

d’estimation du paramètre de régression est satisfaisante pour les trois densités considé-

rées. Nous pouvons voir aussi que la meilleure qualité de l’estimation fonctionnelle est

obtenue pour la densité uniforme (Densité n°1) et que la moins bonne qualité correspond

à la densité présentant une singularité (Densité n°2).
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Estimation de β

Vraie valeur Estimation

Densité n°1 Densité n°2 Densité n°3

-1 -0.3695(0.2626) -0.3922(0.2447) -0.4184(0.2590)

5 5.0066(0.0486) 5.0088(0.0478) 5.0070(0.0482)

0 0.4025(0.1660) 0.4095(0.1801) 0.4052(0.1838)

-2 -2.1288(0.1221) -2.1295(0.1215) -2.1260(0.1168)

10 9.6128(0.1067) 9.6105(0.1043) 9.6071(0.1097)

Erreur quadratique moyenne 0.9224 0.9088 0.8953

TAB. 7.8: Valeurs moyennes des estimations et écarts-types sur 500 simulations dans

l’Exemple 3 (les écarts-types sont donnés entre parenthèses) avec n = 28 avec un plan

d’observation aléatoire. L’erreur quadratiquemoyenne pour l’estimation de la partie non

paramétrique sur ces simulations vaut respectivement 0.5809 pour la densité n°1, 0.6437

pour la densité n°2 et 0.7363 pour la densité n°3.
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FIG. 7.19: Estimation de la partie non paramétrique dans l’Exemple 3 avec la densité

n°1. La figure (a) représente la densité du plan d’observation, la figure (b) la fonction

que l’on cherche à estimer. En figure (c) sont donnés les résidus après estimation de la

partie linéaire ainsi que la fonction à estimer (en trait discontinu). L’estimation obtenue

est représentée en figure (d) (en trait continu) ainsi que la fonction à estimer (en trait

discontinu).

L’ordre de grandeur des erreurs quadratiques moyennes ainsi que les qualités visuelles

des estimations sont semblables à celle obtenues dans l’Exemple 2.
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FIG. 7.20: Estimation de la partie non paramétrique dans l’Exemple 3 avec la densité

n°2. La figure (a) représente la densité du plan d’observation, la figure (b) la fonction

que l’on cherche à estimer. En figure (c) sont donnés les résidus après estimation de la

partie linéaire ainsi que la fonction à estimer (en trait discontinu). L’estimation obtenue

est représentée en figure (d) (en trait continu) ainsi que la fonction à estimer (en trait

discontinu).
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FIG. 7.21: Estimation de la partie non paramétrique dans l’Exemple 3 avec la densité

n°3. La figure (a) représente la densité du plan d’observation, la figure (b) la fonction

que l’on cherche à estimer. En figure (c) sont donnés les résidus après estimation de la

partie linéaire ainsi que la fonction à estimer (en trait discontinu). L’estimation obtenue

est représentée en figure (d) (en trait continu) ainsi que la fonction à estimer (en trait

discontinu).

153



7.2. SIMULATIONS AVEC UN PLAND’OBSERVATIONS ALÉATOIRE

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons généralisé le schéma d’estimation au cas où le plan d’ob-

servation de la partie fonctionnelle est aléatoire. La procédure envisagée consistait à

reprendre l’estimation de la partie fonctionnelle proposée par Kerkyacharian et Picard

(2004) et décrite au Chapitre 2.

Lors de lamise en oeuvre des schémas d’estimations sur des simulations, il est apparu que

la procédure développée par Kerkyacharian et Picard (2004) ne donnait pas une qualité

visuelle d’estimation satisfaisante. Nous avons alors opté pour l’alternative de Chesneau

et Willer (2005) qui consiste à considérer que le plan est équidistant puis à apporter une

correction de l’estimation en composant avec la fonction de répartition des observations.

Les résultats obtenus sur les simulations se sont avérés de bonne qualité et ce pour une

large gamme de densités.
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Conclusion et Perspectives

Cette thèse est consacrée à l’inférence statistique dans un modèle partiellement linéaire.

Un tel modèle est constitué de deux parties : une partie paramétrique de régression

linéaire et une partie non paramétrique de régression fonctionnelle. L’idée était d’in-

troduire dans ce modèle des techniques d’estimation par ondelettes, notamment des

procédures non linéaires permettant d’élaborer une estimation de la partie fonctionnelle

qui soit adaptative quant à la régularité de la fonction estimée.

L’écriture des estimateurs comme solutions d’un problème des moindres carrés pénali-

sés a permis de construire des estimateurs ayant la forme recherchée pour la partie fonc-

tionnelle. Nous établissons l’équivalence entre la minimisation du critère des moindres

carrés et une estimation en deux étapes. Nous pouvons estimer le vecteur des paramètres

de régression à l’aide d’un M-estimateur usuel, puis appliquer la technique d’estimation

par ondelettes avec seuillage sur les résidus résultant. Le lien entre le M-estimateur de la

première étape et le seuillage utilisé dans l’estimation fonctionnelle est établi.

Cette caractérisation de l’estimation est intéressante tout d’abord dans la mesure où elle

permet une interprétation nouvelle des estimateurs. Elle nous a aussi permis d’établir les

propriétés asymptotiques de deux procédures. Notamment, pour la pénalisation menant

au seuillage doux, nous obtenons des estimateurs quasi-minimax pour la partie linéaire

et pour la partie fonctionnelle du modèle lorsque la structure des covariables est simi-

laire à celle considérée par Rice (1986). Cette procédure présente l’intérêt par rapport aux

méthodes existantes d’être adaptative quant à la régularité de la partie fonctionnelle.

En s’appuyant sur cette écriture des estimateurs, nous avons aussi proposé des algo-

rithmes de calcul des estimateurs. Nous les avons exécutés sur des données simulées et

comparé à d’autres algorithmes existants. Les performances des algorithmes étaient sa-

tisfaisantes. Nous avons aussi appliqué la procédure d’estimation étudiée dans le cadre

de données réelles. Celles-ci consistaient en des signaux issus d’Imagerie à Résonance
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Magnétique fonctionnelle. Le niveau de bruit relativement élevé ne nous a cependant

pas permis de conclure à la validité du modèle.

Les perspectives de ce travail sont nombreuses. Tout d’abord, notre étude s’est focalisée

sur deux seuillages. Il serait intéressant d’étendre les propriétés asymptotiques établies à

d’autres formes de seuillage, par exemple aux seuillages fort et SCAD. (L’étude des pro-

priétés asymptotiques dans le cadre d’un seuillage fort est actuellement en cours.) Les

seuillages décrits dans Antoniadis et Fan (2001) comme résultants d’une procédure de

moindres carrés pénalisés sont adaptés. Une forme plus générale des résultats présentés

permettrait une meilleure lisibilité de l’application des ondelettes et du seuillage dans

un modèle partiellement linéaire. Par ailleurs les résultats énoncés sont donnés pour

la convergence en probabilité et l’extension à une convergence presque sûre peut être

étudiée.

Ensuite, il serait intéressant de prolonger ce travail en étudiant desmodèles partiellement

linéaires généralisés.

Nous pouvons aussi complexifier la structure des variables, notamment en introduisant

une dépendance au sein des variables de régression. Le fait de considérer un plan d’ob-

servation de la partie fonctionnelle avec dépendance nécessitant toutefois une estimation

par ondelettes et seuillage avec données dépendantes, ce point est délicat. Nous pour-

rions étudier la faisabilité d’une estimation en deux étapes, telle que proposée par Chen

et Shiau (1991), qui pourrait permettre éventuellement une corrélation plus forte entre

les variables des parties linéaire et fonctionnelle du modèle.

Nous pouvons citer une extension vers la MM-estimation, qui consisterait à définir un

critère estimant la variance du bruit conjointement au vecteur de paramètre et à la fonc-

tion. Ou encore la recherche d’un critère qui permettrait, à partir du schéma d’estimation

choisi, de déterminer quelle variable serait la plus appropriée dans la partie fonctionnelle

du modèle, de manière similaire à ce qu’ont développé Chen et Chen (1991).
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ESTIMATION PAR ONDELETTES DANS LES MODÈLES PARTIELLEMENT LINÉAIRES

RÉSUMÉ : L’objet de cette thèse est d’apporter une contribution à l’inférence dans les

modèles partiellement linéaires en appliquant des méthodes d’estimation adaptative par

ondelettes. Ces modèles de régression semi-paramétriques distinguent des relations li-

néaires et des relations fonctionnelles, non paramétriques. Une procédure des moindres

carrés pénalisés permet d’introduire une estimation par ondelettes avec seuillage des

coefficients de la partie fonctionnelle. Un parallèle est établi avec une estimation du pa-

ramètre de régression par des M-estimateurs usuels dans un modèle linéaire, les coeffi-

cients d’ondelettes de la partie fonctionnelle étant considérés comme des valeurs aber-

rantes. Des résultats relatifs aux propriétés asymptotiques des estimateurs de la partie

linéaire et de la partie fonctionnelle sont démontrés. Des simulations permettent d’illus-

trer les comportements des estimateurs et de les comparer avec d’autres méthodes exis-

tantes. Une application sur des données d’IRMf a aussi été réalisée.

MOTS-CLEFS : Modèles semi-paramétriques, modèles partiellement linéaires, ondelettes,

estimation fonctionnelle adaptative, régression à pas aléatoires, backfitting, M-estima-

tion, moindres carrés pénalisés.

WAVELET ESTIMATION IN PARTIALLY LINEAR MODELS

ABSTRACT : This dissertation is concerned with the use of wavelet methods in semipara-

metric partially linear models. These models are composed by a linear component with

unknown regression coefficients and an unknown nonparametric function. A wavelet

thresholding based procedure is built to estimate the nonparametric part of the model

using a penalized least squares criterion. We establish a connection between different

thresholding schemes and M-estimators in linear models with outliers. Some asympto-

tic results of the estimates of both the parametric and the nonparametric part are given.

Simulations illustrate the behavior of the proposed methodology and compare it with

existing methods. An application to real data from functional IRM is also presented.

KEYWORDS : Semiparametric modelling, partially linear models, wavelet thresholding,

regression in random design, backfitting, M-estimation, penalized least squares.


	Tables des matières
	Introduction
	Le modèle partiellement linéaire
	Un modèle semi-paramétrique
	Pourquoi ce modèle
	Exemples d'application

	Inférence statistique
	Estimation par les moindres carrés pénalisés
	La régression partielle de Speckman (1988)


	Rappels sur les ondelettes et leur usage en régression
	Analyse multirésolution et ondelettes
	Approximations de fonctions
	Ondelettes périodiques
	Espaces de Besov

	Transformation en ondelettes
	Ecriture matricielle
	Algorithme pyramidal

	Régression avec un plan d'observation équidistant
	Estimations linéaires
	Estimations non linéaires : seuillage des coefficients

	Régression avec un plan d'observation non-équidistant
	Aperçu de différentes approches
	Hypothèses sur le plan d'observation
	Approche théorique
	Approche pratique


	Du seuillage à l'estimation robuste
	Identifiabilité et transformée en ondelettes
	Critère des moindres carrés penalisés
	Conditions du premier ordre
	Seuillage doux et estimateur de Huber
	Vers d'autres M-estimateurs


	Propriétés asymptotiques des estimateurs
	Hypothèses
	Propriétés asymptotiques
	Cas du seuillage doux et de l'estimateur de Huber
	Exemple issu de Fadili et Bullmore (2005)

	Estimation de la variance
	Preuves
	Consistance pour le seuillage doux
	Consistance avec la pénalité quadratique
	Estimation de la partie fonctionnelle


	Quelques algorithmes
	Estimation conjointe des paramètres
	Backfitting
	Deux algorithmes pour le seuillage doux

	Approche semi-quadratique
	ARTUR, ou les poids modifiés
	LEGEND, ou les résidus modifiés


	Simulations et un exemple sur données réelles
	Comparaison des algorithmes pour le seuillage doux
	Exemple 1 : Fonction sinusoïdale
	Exemple 2 : Fonction linéaire par morceaux
	Exemple 3: Dimension 5

	Comparaison des différents seuillages
	Validation croisée pour la pénalité quadratique
	Exemple 1
	Exemple 2
	Exemple 3

	Application à l'étude de données réelles issues d'une IRM fonctionnelle
	Description des données
	Modélisation par un modèle partiellement linéaire


	Cas de plans d'observations aléatoires
	Principe d'estimation
	Simulations avec un plan d'observations aléatoire
	Modèle non paramétrique
	Modèle partiellement linéaire


	Conclusion et perspectives
	Bibliographie
	Résumé - Abstract

