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Introduction

La diffraction d’une onde électromagnétique par un corps est un phénomene couram-
ment rencontré lors des études de conception et d’intégration d’antennes ainsi que dans
les problemes de signature radar. La constante progression des capacités informatiques
a permis I'évolution des techniques de modélisation utilisées dans la simulation de ces
problemes.

L’évolution rapide des systemes de communication par voie hertzienne nécessite aussi une
tres bonne connaissance de ces phénomenes afin d’optimiser les réseaux d’antennes. Ces
diverses applications montrent l'intérét de telles études.

La diffraction acoustique est elle aussi de plus en plus présente dans 'actualité. Que ce
soit dans la discrétion en milieu marin ou la réduction des nuisances sonores aux abords
des aéroports, ce sujet est traité dans de nombreux domaines.

En acoustique, le champ vérifie ’équation d’Helmholtz. Les équations régissant la propa-
gation des ondes électromagnétiques sont les équations de Maxwell. Dans les deux cas ces
équations sont associées aux conditions limites définies par la nature du corps diffractant.
Les conditions limites utilisées sont les conditions de Dirichlet, Neumann ou d’impédance.
Le champ considéré est alors la somme du champ incident et d’'un champ diffracté.

L’étude et la résolution rigoureuse de ces équations, commencée par Sommerfeld au
début du 20eme siecle, donne des solutions exactes. Aujourd’hui, les méthodes numériques
résolvant les équations d’Helmholtz et de Maxwell sous leurs formes intégrales sont réunies
sous le terme de "méthodes des moments”.

La nature oscillatoire de la solution oblige une discrétisation du domaine en fonction de la
longueur d’onde. Dans un domaine hautes fréquences comme pour des objets diffractants
grands devant la longueur d’onde, ’assemblage et 'inversion de la matrice pleine dont
le rang croit avec le carré de la fréquence devient tres couteux en espace mémoire ainsi
qu’en temps de calcul.

L’apparition des méthodes asymptotiques hautes fréquences dues a Keller [19, 20] dans
les années 50 est un début de réponse au besoin de réduire le nombre d’opérations de la
résolution de ces équations a hautes fréquences comme pour des objets de grande taille.
Le principe de ces méthodes est le développement asymptotique en puissance inverse
du nombre d’onde k de la solution du champ. Ce développement, appelé ” Ansatz”, se
décompose en un terme exponentiel de phase représentant le comportement oscillant de
la solution et en une amplitude lentement variable décomposéee elle-méme en une série
de puissances décroissances entieres ou fractionnaires de la longueur d’onde .

L’OG (Optique Géométrique) bien qu’antérieure a ces méthodes peut étre retrouvée

a partir de telles considérations.

La résolution de ces équations nous amene a un systeme.

— La premiere équation appelée équation ”eikonale” nous donne le terme de phase ainsi
que les trajets de propagation de 1’énergie. Ces trajets, interprétations visuelles des
phénomenes, sont les rayons de 'OG.

— La deuxieme appelée ”équation de transport” nous donne les amplitudes du développement.



Cette équation nous relie au principe de conservation d’énergie pour 'amplitude.
L’OG, valide a tres hautes fréquences, est retrouvée en ne prenant que le premier terme
du développement de I'amplitude.

Ces méthodes de résolution sont moins lourdes que les précédentes. Les décompositions
effectuées étant en puissances inverses de k, la précision de ces méthodes augmente avec
la fréquence et leur domaine de validité se situe alors en hautes fréquences.

Ces méthodes, dérivant de I’OG, sont appelées "méthodes de rayons”.

L’approche de Keller, la GTD (Geometric Theory of Diffraction), améne une amélioration
de I’OG par la prise en compte de termes diffractés. En effet, ’OG donne un champ nul
dans la zone d’ombre.

Cette approche constitue la généralisation du principe de Fermat par la prise en compte
des discontinuités ainsi que des parties régulieres de 1'objet diffractant. Cette prise en
compte crée des rayons qui suivent la surface de 1'objet et qui pénetrent dans la zone
d’ombre.

Il reste cependant des zones ou la solution donnée par la GTD est erronée. Les passages
de caustiques ainsi que les zones de transition sont particulierement propices aux change-
ments de comportement de la solution.

Afin de pallier le probleme de passage de caustique, on préfere utiliser la Méthode des
courants asymptotiques, basée sur le principe d’équivalence qui permet de remplacer
I'objet diffractant par des sources placées sur sa surface. Le champ diffracté est obtenu

— —
en faisant rayonner les courants électromagnétiques (.J, M) calculés a partir des champs

tangents a la surface (B, ]?), par les équations intégrales de Stratton-Chu.

Une premiere approche de ce type de méthodes , 'OP (Optique Physique), utilise le
champ d’Optique Géométrique pour obtenir les courants.

Par la suite, dans les années 60, Ufimtsev [37] étend I’OP par la prise en compte des
discontinuités de surface. A hautes fréquences, les courants créés par les discontinuités
appelés courants “non-uniformes”, sont localisés au voisinage de la discontinuité. Leurs
réductions asymptotiques en courants linéiques localisés sur la surface sont appelés ”cou-
rants de frange”. Cette extension s’appelle PTD (Physical Theory of Diffraction).
En ce qui concerne les zones de transitions, 'utilisation de la méthode de la couche limite
a permis 1’évaluation des champs dans ces zones, notamment par Bouche et Molinet [10].
Tres récemment, un certain type d’objet diffractant a été étudié par Bouche, Andronov
et Molinet [5] : les corps allongés (le rayon de courbure de I'objet orthogonal au vecteur
d’onde incident vérifie certaines propriétés).

Dans ce mémoire de these, le plan se décompose de la maniere suivante :

— Dans la premiere partie, nous présentons la GTD, basée sur le principe de Fermat
généralisé, fondement des études asymptotiques menées jusqu’ici. Nous expliquerons
aussi les méthodes numériques utilisées ainsi que leurs limitations. Nous avons aussi
développé un algorithme de lancer de rayons généralisé aux multiréflexions, aux trans-
missions ainsi qu’aux rampants sur la surface.

— Dans la deuxieme partie, nous rappelons les regles de ’'OG et nous montrons quelques
résultats issus de ces formulations appliquées a différents problemes canoniques. Une



fois ’OG appliquée nous procédons au calcul des courants et proposons une méthode
permettant de réduire fortement le cotit du calcul de l'intégrale de rayonnement.

— La troisieme partie de ce rapport est consacrée a 1’étude de la diffraction d'un corps
convexe régulier et a I'uniformisation des formulations qui apparaissent dans la littérature
notamment dans les ouvrages et articles de Bouche, Molinet et Andronov. Les développements
sont effectués dans un premier temps pour I’équation de Helmholtz comportant une in-
connue scalaire avant d’étre appliqués aux équations de Maxwell qui contiennent, elles,
deux inconnues vectorielles. En acoustique comme en électromagnétique, nous traitons
la zone proche de la frontiere ombre-lumiere, ’ombre profonde proche de la surface et
nous effectuons les raccords entre ces differérentes zones. Des validations de ces formu-
lations sur des cas canoniques sont aussi présentées en fin de partie.

— La quatrieme partie contient les récents développements sur les cas particuliers de corps
allongés. Nous y étudions les changements révélés par les caractéristiques de la surface
de T'objet et nous proposons quelques méthodes d’utilisation des ces formulations. Les
résultats présentés illustrent 'approche et la nécessité de la caractérisation de ces objets
particuliers.

— Dans la cinquieme partie, nous avons effectué une synthese sur la maniere générale
de trouver une méthode de recherche de solutions analytique des équations de Heun
acoustique et électromagnétique.

Une grande partie des formulations et algorithmes présentés dans cette these ont été

intégrés, en Fortran 90 et Matlab, dans le code de calcul électromagnétique/acoustique

SPECTRE de Dassault Aviation.
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1 Description de la GTD

Keller montre dans sa théorie géométrique de la diffraction (1953-1957) que les phénomenes
de diffraction peuvent étre exprimés en termes géométriques par 'introduction de rayons
directs, réfléchis, transmis et diffractés. Ces rayons ayant des chemins déterminés par le
principe de Fermat.

Le concept de rayons diffractés est développé a partir d’'une évaluation asymptotique
(le nombre d’onde k tend vers l'infini) de solutions exactes de problémes canoniques
(probléemes sur des formes simples).

Il existe une relation directe entre les représentations en rayons et les développements
asymptotiques solutions de 1’équation d’Helmholtz

AU + KU =0

avec k le nombre d’onde,
ou du systeme d’équations de Maxwell

. ﬁ . ﬁ
div £ = 0 div H = 0
— . — — =
rot £ = wpuH rtot H = —wek

développé dans [36], avec € et u les caractéristiques du milieu (perméabilité et permitti-
vité). Ceci a débouché sur les bases d'une technique formelle appelée "méthode de rayons”.
Cette derniere conserve les expressions en puissances inverses de k issues de l'optique
géométrique [23] pour les appliquer aux problemes de diffraction par des objets réguliers.
La construction d'une solution a haute fréquence par la méthode de rayons n’est possible
que si le champ de rayons est régulier ce qui est satisfait par les limites en zone d’ombre
(fig. 2, fig. 3).

1.1 Principe de Fermat

Postulat énoncé en 1654 dans lequel Fermat affirme que sans se soucier des réflexions ou
réfractions auxquelles il est exposé :

”Un rayon voyage d’un point a un autre par le chemin de durée minimum”

Dans un milieu d’indice n(7), la longueur du chemin optique entre deux points A et B est

L(AB) = / n()ds

ou AB est le chemin reliant les 2 points. Un rayon est défini comme étant la trajectoire
satisfaisant le principe de Fermat reliant A et B et rendant 'intégrale stationnaire.

10



Champ continu( direct + réflexion)

\\ ] - Discontinuité

| 7V Champ nul (ombre)

FiG. 2 — Définition du domaine par méthode d’Optique Géométrique

Champ continu (direct + réflexion)

YA f /

| - Continuité

L
\ 7V Champ non nul (diffraction)

Fi1G. 3 — Définition du domaine par Théorie Géométrique de la Diffraction

La généralisation du principe de Fermat réside dans I’application de cet énoncé en tenant
compte des contraintes de I’environnement. Pour la diffraction par une aréte, on doit
introduire une contrainte qui est un point de passage sur l'aréte ( fig. 4). Pour la diffraction
par un objet régulier, on doit introduire une contrainte qui est un arc sur l'objet ( fig. 5).

11



FiG. 4 — Principe de Fermat appliqué a une aréte

A B

Fi1G. 5 — Principe de Fermat appliqué a un objet

1.2 Principe de Fermat généralisé

Le principe de Fermat généralisé prend en compte tous les types d’interactions possibles.
On considere un chemin 7' comprenant NN interactions en des points M situés sur des
changements d’indice, des surfaces, des arétes ou bien des pointes avec #},¢; les tangentes

en ces points ( fig. 6).

Mj_q M; Mi 1

Fi1Gc. 6 — Chemin

On considere que le chemin 7" est un rayon si et seulement si sa longueur est stationnaire
pour tous les chemins satisfaisant les connections aux points M,;.

12



On définit la variation

5(L(T)) = /T 5(ds) = /T £.d(5M)

avec t = Y le vecteur unitaire tangent au chemin en M. T est un chemin si §(L(T)) = 0

—
pour tout 6 M compatible avec les contraintes imposées sur les segments de rayons.
Alors on a les équations suivantes :

—
Jy 0M.dE=0 Vi€ [0,N]

(L1.1)
(t —5).0M =0 Viel[0,N]

1.3 Application a des problemes concrets

L’application de ces équations aux problemes de propagation et de diffraction nous donne
les lois régissant le comportement des rayons.

En espace libre (indice du milieu constant)

Dans l'espace libre, (5]\/[ est arbitraire et a trois degrés de liberté. D’apres la premiere
équation, on a df = 0 donc t = t; = ! iz1 = cste. Ceci nous donne la premiere loi
d’optique géométrique qui est :

”Dans l'espace libre, les rayons sont des lignes droites.”

Réflexion sur une surface réguliere ( fig. 7)

On prend comme notation 7 = ¢} et ¥ = ¢,. D’apres la deuxieme équation, on a7 — 7 = A7l

avec A un scalaire et 77 la normale a la surface en M. Pour i — 77 = —2cos(f)ii, on a
7' =1+ 2cos(0)ri. Cette équation représente la loi de la réflexion :

”Le rayon réfléchi est dans le plan d’incidence (défini par la normale & la surface et le
vecteur de propagation du rayon incident) et 'angle de réflexion est égal a I’angle
d’incidence.”

Rayon de surface

Si T; est un rayon de surface, (5M se trouve dans le plan tangent a la surface. On a alors
h
p(s)
ot & est la normale principale au rayon de surface, p(s) le rayon de courbure principal en

dt. 6M = 0 et par conséquent 3 dt = A7i. En se rapportant a la formule de Frenet : 7: =
s et donc h et 7 coincident, ce qui est la caractéristique de la géodésique sur une surface.
La loi de propagation d’un rayon de surface est alors :

”Les rayons de surface suivent les géodésiques de la surface.”

Dans le cas d’une surface convexe, on parle de rayons rampants.
Dans le cas d’une surface concave, on parle de rayons de galerie a écho.

13



Fic. 7 — Réflexion

Rayon rampant émis par un rayon d’espace ( fig. 8)

A Tintersection du rayon incident et du rayon rampant, 5M se trouve dans le plan tangent
a la surface. On prend comme notation ¢ = t’ et r =t. D apres la deuxieme équation, on
ai—7=Mi.Onafri=0et par conséquent i=7etin=0.L1 angle d’incidence est
donc de 7.

Se situant en incidence rasante, le point M est sur la limite ombre / lumiere.

n

F1G. 8 — Emission d’un rayon rampant par un rayon d’espace

On a alors la loi suivante :
”Un rayon spatial lance un rayon rampant a la limite ombre/lumiere et le vecteur
tangent au rampant est suivant le vecteur tangent au rayon incident.”
Rayon d’espace émis par un rayon rampant ( fig. 9)

De méme que précédemment, la deuxieme équation nous donne 7 = 7.
La loi d’émission de rayons spatiaux par un rayon rampant peut alors s’écrire :

”Un rayon rampant lance des rayons spatiaux et les vecteurs tangents aux rayons
spatiaux sont suivant le vecteur tangent au rayon rampant au point de décrochage.”

14



F1G. 9 — Emission d’un rayon d’espace par un rayon rampant

Rayons d’espace émis par la diffraction sur une aréte ( fig. 10)

Pour étre complet, nous reprenons les lois appliquées aux géométries singulieres. Ces
dernieres ne sont pas appliquées dans le cadre de cette these mais elles peuvent étre
traitées de la méme maniere que les lois sur corps réguliers que nous allons traiter.

On prend comme notation i = tz et d=1;. On a 5M = & selon la tangente a 'aréte. La
deuxieme équation nous donne alors (; — Cng = 0. Cette équation définit un cone, appelé
cone de Keller, dont ’axe est la tangente a ’aréte.

Fic. 10 — Diffraction par une aréte (céne de Keller)

La loi de diffraction d’un rayon spatial par une aréte peut alors s’écrire :

"Tous les rayons spatiaux diffractés par une aréte doivent résider sur le cone de Keller.”

15



Rayons rampants émis par la diffraction d’un rayon spatial sur une aréte ( fig.
11)

—
On reprend 6 M = § selon la tangente a 'aréte. La deuxiéme équation nous donne alors
(1 — d).5 = 0 ce qui nous redonne le cone de Keller.

Fic. 11 - Rampant émis par une aréte

La loi d’émission de rayons rampants par une aréte peut alors s’écrire

"Tous les rayons rampants originaires de la diffraction d’un rayon spatial sur une aréte

sont, a 'origine, tangents au cone de Keller.”
Rayons spatiaux émis par la diffraction sur une pointe ( fig. 12)

—
Etant donné la géométrie de la singularité, on a 0 M = 0. La premiere équation est donc
vérifiée quelque soit la direction du rayon diffracté

Fi1Gc. 12 — Diffraction par une pointe

La loi d’émission de rayons spatiaux par une pointe peut alors s’écrire :

”Une pointe ou un point singulier diffracte dans toutes les directions.”

16



FiG. 13 - Rampants émis par une pointe

Rayons rampants émis par la diffraction sur une pointe ( fig. 13)

De la méme facon que précédemment, la premiere équation est vérifiée quelque soit la
direction du rayon diffracté.
La loi d’émission de rayons rampants par une pointe peut alors s’écrire :

"Tous les rayons rampants originaires de la diffraction d’un rayon spatial sur une pointe
sont émis suivant les génératrices du cone tangent a la pointe.”

Rayon suivant une aréte ou un fil ( fig. 14)

—
On a M = § selon la tangente au fil (ou a l'aréte).
La deuxieme équation nous donne alors (], — £;).5 = 0.

|
M

Fi1G. 14 — Rayons se propageant le long d’une aréte

La loi d’émission de rayons rampants par une pointe peut alors s’écrire :

”Les rayons d’aréte s’attachent et se détachent tangentiellement au fil.”

17



2 Lancer de Rayons

L’utilisation d'une méthode de rayons consiste a considérer, pour toute source, le champ a
propager comme une famille de points {M;}; auxquels on associe une famille de vecteurs

d’onde {k;};, de champs {U;};, {L_?:}Z, {E}z et de phase {;};. Ces champs étant exprimés

sous forme de développements asymptotiques de Luneberg-Kline :

() ulT)
U (?) _ eikS T ]. '
pour Helmholtz.

T (7) = (%) i u; (7)

— L. . — . —
avec U désignant soit le champ E soit le champ H pour Maxwell.

(1.2.2)

(1.2.3)

Nous représentons le front d’onde par un maillage portant les champs et phases ( fig. 15).

F1G. 15 — Modélisation des champs

Nous créons donc un maillage autour de la source ( fig. 16).

18



Un plan pour une onde plane

Une sphére pour une source ponctuelle

Fi1G. 16 — Maillages de front d’onde

Le champ est alors exprimé en tout point de ce maillage par une simple interpolation

suivant sa position dans 'un ou 'autre des éléments de ce maillage.

(1,0,0)

(0,1,0)

I3
(0,0,0)

Fi1G. 17 — Interpolation des champs
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équation de transport (I1.1.9).

par la résolution de I’
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A chaque intersection entre un rayon et une surface, les amplitudes des ondes réfléchies
et transmises sont données par les équations (I1.2.17) et (I1.2.19) prenant en compte les
caractéristiques géométriques et physiques de la surface intersectée (normale, courbures,
caractéristiques du matériau, ...).

On a alors les résultats d’optique géométrique qui sont les résultats du premier ordre (en

Fi1G. 18 — Maillage d’optique géométrique

2.1 Multi-Réflexion

Lorsqu’on traite de la multi-réflexion, on doit créer une nappe réfléchie et une nappe
transmise (si il y a lieu...). Le calcul des vecteurs d’onde transmis se fait alors en fonction
des lois de Schnell-Descartes prenant en compte les indices des milieux ( fig. 19).

indice =1

indice = 2

Fi1G. 19 — Vecteurs d’onde réfléchis et transmis
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2.2 Zone de Fock et Rampants

La Théorie Géométrique de la Diffraction nous amene la présence de rayons diffractés
au niveau de la frontiere ombre-lumiere et de rayons rampants partant de cette méme
frontiere. L’intérét géométrique suivant est alors la recherche de la frontiere ombre-lumiere.
Cette recherche se fait par un lancer de géodésiques partant des rayons intersectés les plus
proches de la frontiere, c¢’est-a-dire ceux dont le produit scalaire ?ﬁ est le plus petit.
On recherche alors les points de ces géodésiques pour lesquels ?ﬁ est nul. Ces points
sont sur la frontiere ombre-lumiere.

On a alors les résulats tirés des formulations de la zone de Fock provenant d’une géométrie
de champs de la zone éclairée ( fig. 21).

Fi1G. 21 — Maillage de la partie éclairée

Le calcul dans la zone d’ombre se fait ensuite par un lancer de géodésiques suivant le
vecteur d’onde incident.

L’utilisation des formulations de rampants nous amene alors des résultats améliorés ayant
pour support la géométrie de 'objet de la figure ( fig. 22).

Le cout des méthodes de rayons est difficile a déterminer. Le nombre de rayons lancés
est de loin le paramétre le plus important dans le cott du calcul. On peut lancer assez
de rayons afin d’obtenir une discrétisation de la surface éclairée du méme ordre que dans
le cadre d’un calcul en méthode intégrale. Lors de calculs par lancer de rayons, nous
connaissons le vecteur d’onde incident en chaque point. Dans (3.2) nous expliquons une
méthode de calcul de I'intégrale de réaction utilisant cet avantage et permettant de lancer
moins de rayons et donc de réduire le cotut des calculs.
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F1G. 22 — Maillage sur toute la sphére

3 Méthode des Courants Asymptotiques

L’expression des champs en termes de rayons (Développement de Luneberg-Kline) n’est
pas valable dans des zones telles que la couche limite. On exprime alors le champ sous
forme intégrale. La représentation intégrale des champs est le fondement méme de la
méthode étudiée ici.

Le principe d’équivalence en surface nous donne que le corps de l'objet diffractant de
volume V et de surface extérieure S peut étre remplacé par des sources de courant fictives

— —
électriques J et magnétiques M disposées sur la surface ( fig. 23).

S

® E(P)H(P) E(P)H(P)

F1G. 23 — Principe d’équivalence en surface
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3.1 Calcul des Courants

On décompose les champs en amplitude (le développement asymptotique est réduit a son
premier ordre) et phase.

EF) = Eo(f)e e (L3.7)
H(F) = Hy()e7#® (L3.8)

Les courants surfaciques s’expriment en fonction des champs totaux sur la surface par les
relations :

T(F) = @A Hy(7) (L3.9)
M) = Eo(P) A (1.3.10)

avec 7 unitaire normale a la surface et dirigé vers I'extérieur.
On décompose alors les courants de la méme facon que les champs.

TF) = Jo(F)eie® (13.11)
M(F) = My(R)e e (1.3.12)

Les relations (1.3.9) et (1.3.10) étant linéaires, 'interpolation des courants est la méme
que pour les champs, c’est a dire linéaire.
Les expressions des champs re-rayonnés par les courants surfaciques sont alors :

(P) = fs—jkno J¥ — M AV + 2T,0dS (1.3.13)
e — = —
(P)=  Jo MW + T AV + 2T 0dS (1.3.14)

E,
—
}{O 70
avec

=ik 77|

e

ﬁ
la fonction de Green en espace libre et V; le gradient par rapport a 7;.
Les valeurs ps et 75, densités surfaciques de charges électriques et magnétiques sur la
surface, s’exprimant par :

(T, T

(1.3.15)

— —
Ve d = —jwps (1.3.16)
— —

V.M = —juwr, (13.17)

avec ﬁ le gradient surfacique.

Le but des calculs effectués est de connaitre le champ au point d’observation.

Nous pourrions continuer la méthode de rayons jusqu’a I'observateur. Ce procédé contient
certaines limites telles que la présence potentielle de caustiques lors du trajet de la surface
jusqu’a I’observateur.

En utilisant une méthode de courants, I'intégrale étant calculée par équivalence, ce probleme
est éliminé.
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3.2 Calcul du rayonnement (Méthode de Ludwig)

Le calcul du rayonnement consiste a calculer 'intégrale de réaction suivante :

- — — — - o
I= / () B () ~ M) HR)) 9% O3 O (7) (1.3.18)
=
- —
avec J* et M les courants électriques et magnétiques de surface calculés précédemment,
. — —

" la phase associée et E° et H? les champs électriques et magnétiques de I'observateur
calculés par réciprocité ainsi que ° la phase associée.
Ce calcul par réciprocité revient a considérer ’observateur comme une source et a en
calculer les champs rayonnés sur la surface.

(B 43
s {EoHo %o} O

{EoHo 90}

{Eo xﬁo Bo}

Fic. 24 — Quantités sur la surface

En prenant :

- — — g
A(r) = JYr).E°(T) — M"(T).H°(7)
p(M) = @' () + ¢°(7)
on doit donc calculer 'intégrale suivante :

= e 1M ds(7) = e 7O ds(F 3.
I /ZA() ds(7) /ZA() ds(7) (13.19)

On développe alors 'amplitude et la phase au premier ordre :

AR =~ AR+ (F— 7). A, (1.3.20)
(7 ~ i)+ (F =)0, (13.21)

N —
Avec A, et [, calculées par une approximation facette plane sur le triangle /left(Py, Ps, P3/right) :

- - ~\\ PiP}PP,—(PiP,.P\P3) PP - —~\\ PiP3PiPs—(PiP,.P\P3) P P
A = (A(r2) — A(r1)) ————— + (A(r3) — A1) —
PLP§P P}~ (P P;.PLPs) PLP3P P}~ (P P3P Ps)

2———>7 —_ ——\ 2A——>7 —_

l—; — 1) —107) PLP?P P,—(PyP;.PiP3) PLPs ) —167) PLP;P\Ps—(P\P;.PiPs) PPy

2 2 > >\ 2 2 2 > >\ 2
Py P2P; P} —(P1P2.P1P3) P P2P; P —(Png.Png)
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On a donc, au premier ordre :

La formule de Stokes nous donne :

/Z(ﬁAvZf)dz:/cfﬁdc

Fi1Gc. 25 — Quantités de la formule de Stokes

El
|
.
>
=
‘l?l
Si
N

donc pour f = (r— TB).A(T_(.))

On calcule le coefficient de Knott @ = |77 A l—;\

L =
AL

En multipliant 'équation précédente par ¢ = o ona:

e / (7 — 70) Ave M= g5 — g <ﬁ/\ /T;) / LGOIy
> >

+ / (7.7 (7 — 73) Ay e IR=r01T g
C

26

(1.3.22)

(1.3.23)

/ [(ﬁ/\ Z —jk(?— TB)ZT <ﬁ/\ l_r>)>:| efjk(Ffr’()).ﬁdZ — /(7:‘_ TB).zefjk(Ffﬁ))-ﬁUdC
> c

(1.3.24)

(1.3.25)



La formule de Gordon nous ameéne :

_ j M - k:l—> an
o Ik(=r0). I gy T ay) e IRrm )b iy room 1.3.26
I; i 2 (T )

= Se~ikl g Q=0 (1.3.27)

Fi1G. 26 — Quantités de la formule de Gordon
et on a aussi :

(7.7) (F — 1) A, e~ =0l g

S~

il T — k1, @
= Z (G .ap,) e HFOm=10):br [(r; — 7). Ay sing ( = m)

m=1

2
' K1, I, .,
— vl _ v,
+kl—,}7.a_>m (@.AO (cos ( 5 ) — sin,. < 5 >>] (1.3.28)

N

On obtient alors :

' k1, @
N .
(463) = 25 (7 ) ) sin < ’"za’”>
— —
kl_;a_)m <am. T) <cos < 5 > sin, ( 5 (1.3.29)
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Il existe des cas particuliers pour lesquels on peut réduire I’expression :

1. l_:.cfn}—ﬂ)

Cette condition implique :

Ry AN kL (—
— <am.AT) cos — sin, — = (am.A
kl. .a, 2 2 12

ce qui amene :

<

[ = e MO (TG =ik (=) 17 [( A(D) - 25 (ﬁ A Zﬁ)) sin, (kﬁ;.am
gkl am (@Z)}

12
2.Q0Q—0
On a alors :

=58 (A(r?)) v (7 — fo).Z;)

avec 713, le barycentre de la facette.
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Validation de la méthode de Ludwig

Apres avoir détaillé la méthode de Ludwig, nous allons maintenant donner des exemples
de validations dans lesquels nous verrons les apports d’une telle méthode.

Nous prenons le cas de la sphere acoustique a 10kHz. Nous effectuons un calcul en
méthode asymptotique et un calcul par une méthode intégrale.

Les résultats de la méthode intégrale et des lancers de rayons de la méthode asymptotique
se présentent sous la forme :

)

Méthode Intégrale Optique Géométrique

p/

4

Formulations de Fock Formulations de Rampants

Fic. 27 — Potentiel de double couche de la sphére acoustique parfaitement
réfléchissante a 10k H =

On remarque que sur les résultats de la méthode asymptotique, il est impossible de dis-
cerner les extrema de phase de 'onde.

29



Cette représentation est directement issue du lancer de rayons et du calcul des potentiels
de simple et double couche sur la surface. Pour obtenir une représentation plus fine des

résultats de la méthode asymptotique, on peut projeter ces résultats sur un maillage de

sphere plus fin (discrétisation en 7 avec A la longueur d’onde). On a alors :

)

Méthode Intégrale Optique Géométrique projetée

0))

Fock projetée Rampants projetée

Fic. 28 — Potentiel de double couche de la sphéere acoustique parfaitement
réfléchissante a 10kHz (avec projection)

On remarque que la projection des résultats des lancers de rayons correspond au résultat
de la méthode intégrale. L’avantage apporté par le lancer de rayons est alors de pouvoir
obtenir une représentation similaire a la méthode intégrale a partir d’'un résultat avec
tres peu d’éléments. Lors de tels calculs, on cherche souvent a obtenir la valeur du rayon-
nement des courants (potentiels en acoustique). A cette fin, nous utilisons le calcul de
l'intégrale vu dans (3.2).

On calcule la pression lointaine autour de cette sphere par différentes méthodes.

30



— Le résultat de la méthode intégrale est discrétisé en 2. On calcule Dintégrale (I.3.18)
par une méthode classique :

/5 F(P@)de = Y 5if (P(w1) (1.3.30)

avec S; la surface du domaine de control 1ié au point P(z;).

F1Gc. 29 — Domaine de control du noeud P

— Les résultats de la méthode asymptotique sont calculés par une méthode de Ludwig et
par une méthode d’intégration classique décrite précédemment.

On a alors les comparaisons de ( fig. 30) pour le résultat d’optique physique dont 'intégrale

a été calculée de trois facons différentes.

2
10°

2. On integre le maillage d’optique physique (grossier) par la méthode de Ludwig

1. On integre de fagon classique le résultat projeté sur un maillage raffiné en

3. On integre le maillage d’optique physique de facon classique
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Fi1G. 30 — Pression lointaine en dB.m?

L’intégration par la méthode de Ludwig (en bleu) donne un résultat tres proche de la
méthode classique associée a un maillage raffiné en % (en rouge), ce qui n’est pas le cas

lorsqu’elle est associée a un maillage d’optique physique (en vert).
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Deuxieme partie

Optique Physique
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1 Espace Libre

Avant de traiter les problemes de diffraction, nous rappelons I'approximation de la pro-
pagation de 'onde en espace libre (Méthode BKW).
Pour plus de détails dans les développements, on pourra se reporter a [10].

1.1 Equations de Maxwell en espace libre

Considérons les équations de Maxwell en absence de sources :

— —
div £ = 0 div H = 0
—

.= — = (H.l.l)
rot £ = wwpuH rtot H = —wek

On peut réécrire les deux équations rotationnelles :

rot VEE = iwiyELH ot EH = —iwyE/EHE (I1.1.2)
On prend alors comme notation pour toute la suite du rapport la notation de 'ouvrage
de Fock [16] :

— — — —
VeE — E et \JepH — H
de plus, w,/ex = k, ce qui nous amene :

— —
div E = 0 ¢ divH = 0

— .= € — = (H.1.3)
rot £ = ikH rot H = —ikE
En appliquant le fait que rot (rot ) =V(div)— A, on a:
— — — —
rot (rot £) = V(div E)—AE = —-AF
— —= —
rot (rot E) = iknrot (H) = k’FE
On a alors pour équivalent de (II.1.3) :
— 1 , ) )
AE +k"E =0 TI'équation d’Helmholtz vectorielle (I1.1.4)
div E =0 laloi de Gauss (absence de sources) (IL.1.5)
— — — —
rot B =ikH <0u rot H = —z'kE) (I1.1.6)
Considérons alors I’équation d’Helmholtz scalaire dans I’espace libre :
(A+kHU =0 (I1.1.7)

En la mettant sous la forme (£ + 1)U = 0 et pour k grand ( hautes fréquences) le terme
kA—QU apparait comme une perturbation.
On prend U sous la forme :

U = e*50y
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On obtient alors :
' 1
(1— (V9)H)u + %(UAS +2VS.Vu) + AU =0
qui en négligeant le terme d’ordre 2 nous donne ’'équation eikonale :

IVS[2 =1 (ordre 0) (IL1.8)

a l'ordre 0 et ’équation de transport :

— —
uAS 4+ 2VS.Vu =0 (ordre 1) (IL.1.9)

a lordre 1. On cherche une solution sous la forme d’un Ansatz :

E() = szk () + ol ™)

H(7) = 50 Z(zkr"f?m +o(k™V)

En utilisant ces développements et apres identification des termes de chaque ordre, on
retrouve les équations suivantes :

IVS|? ~1
(AS+2VSV)E = —Aa (I1.1.10)
vS.e, =-V.ni o
B = {VEAE +V A&

On controle que ey vérifie 'équation eikonale et '’équation de transport.
On a en plus les équations :

S

1
.e_0>:Oeth—0>:—V—k>9/\e_0>

3

a1 — T 3 " .
On remarque qu’a lordre 0, (€g, ho, V.S) forme un triedre direct.

1.2 Résolution de I’équation eikonale

Dans un systeme de coordonnées cartésien (z1, xs, x3), un point de I'espace est repéré par
7= 721, 2, T3)
et on peut écrire ’équation eikonale sous la forme :

0S\*  (0S\* [0S\ as
S a9 A = ' e =1€12 ] = _ 9o
(01’1) + (81’2) + (01’3) 1 soit F(x;,&)) =!I — 1 =0 avec & 9 (IT.1.11)
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Une équation de ce type est généralement résolue par la méthode des caractéristiques.

dF = Z dwz+z

nous donne

R——— e =

ds ox; ds 0&;
qui sont les équations paramétriques des courbes caractéristiques.
Dans un milieu homogene, on a d’” = 2¢; et dél =0.

La premiere équation nous montre que la tangente a la courbe (ici au rayon) est dirigée

S —
selon le gradient de phase (% = QVS) et la deuxieme nous montre qu’elle est constante

le long de cette courbe <% = O)

Les courbes caractéristiques (rayons) sont donc des lignes droites dirigées selon le gradient
de phase.

1.3 Résolution de I’équation de transport

s ’ . ’ ’ . —_
Afin de résoudre I'équation de transport, on résout ’équation en eg :

<AS +2V8. v) & =0 (IL1.12)

— —

Pour u, une composante cartésienne de cette équation, on a a résoudre uAS+2VS.Vu = 0.
— —

En multipliant cette équation par u, V. <u2VS ) = 0 nous indique qu’il y a conservation

du flux dans un tube de rayon ( fig. 31).

En effet, on obtient
2(0)d > (o) =u*(0)d ) (0)

@)Y () = @ O)Pd Y (0)

et donc en vectoriel
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F1G. 31 — Conservation du flux

Ce résultat ne donne cependant aucune indication sur la direction du champ.
En coordonnées courbes, on a

AS = L + L etV—S)'.ﬁ:%

o1+0 o340 do

pour oy et g9 les rayons de courbures principaux et transverses du front d’onde, d’ou :

(o) = \/ : %1% o) (I1.1.13)

o1+ 0)(os + 0)

F1G. 32 — Courbures du front d’onde

La direction du champ est donc invariante le long du rayon.
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En combinant les différentes propriétés, on a :

Le champ d’optique géométrique est le premier terme du développement asymptotique,
appelé développement de Luneberg-Kline.

Pour les termes d’ordre supérieur, les lois de 'optique géométrique ne s’appliquent pas
car le second membre de I’équation de transport est non nul. On réécrit alors I’équation
en introduisant la fonction

(014 0)(02+ o)

R e ()
On obtient ’équation :
du Up dJ
22— 4 2 = A,
do J do tn=1
Par intégration, on a :
_ J(0)|* 1/” T2 s
nlo)=|—"=] en(0)—= Ae,_ d I1.1.14
€ (0) J(O’) € ( ) 2 . J(O) € 1(0) o ( )

|.J(0)] est le Jacobien le long du rayon.
Il est donné par d) (o) = |J(0)|do1dos.

2 Formulation dans la zone éclairée

L’optique physique est la combinaison de la méthode des courants asymptotiques et de
I'optique géométrique, qui ne prend en compte que les contributions dans la zone éclairée
de l'objet diffractant ( cf. part 1).

On considere le champ incident sous la forme d’une onde plane avec développement asymp-
totique de 'amplitude de la forme :

— ) —
EY(R) = eSO SN (k) el (7) + o(kN)
Hi(7) = 550 Y (ik) =R (7) + o)
. — —
ou la phase S*(7) vérifie 'équation eikonale (II.1.8) et les amplitudes e’ (7) et Al (7)
vérifient respectivement ’équation de transport (II.1.9) et la relation vectorielle (I1.1.6)
liant les deux champs.
Sous cette forme (développée), le champ est un champ de rayons. Si le développement est
limité a son premier ordre, ¢’est un champ d’optique géométrique donnant lieu a 'optique
physique.
Dans un milieu homogene, les rayons sont des lignes droites dirigées selon le gradient de
la phase. Certains de ces rayons intersectent la surface de l'objet et divisent 1’espace en
une région éclairée et une région dans I'ombre séparée par la surface ), appelée limite
d’ombre du champ incident ou frontiere ombre-lumiere. La limite de la zone d’ombre est
tangente a la surface S le long d'une courbe I' séparant la surface en Sg et So ( fig. 33).
Dans le cadre d’études monostatiques (source et observateur confondus) & hautes fréquences,
I'optique physique est une bonne approximation car les contributions calculées dans la
zone éclairée sont largement prépondérantes.

(IL.2.15)
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So

Fi1G. 33 — Zone éclairée, Zone d’ombre, Limite Ombre-Lumiere

2.1 Réflexion et Transmission

Les objets étudiés sont généralement de forme assez complexe et ont des revétements ayant
des caractéristiques particulieres. Ces propriétés se révelent nécessaires dans la prise en
compte des réflexions et transmissions des champs sur la surface.

Réflexion

Le probleme canonique permettant de trouver les valeurs des champs lors de la réflexion
nous apporte que la structure du champ réfléchi est la méme que celle du champ incident.

— —
Dans la partie éclairée, le champ incident donne lieu & un champ réfléchi <ER(F), H R(F))

qui respecte les équations de Maxwell et qui s’écrit donc sous la forme :

R kSR AN N —n R -N
EE(r) = ey T (ik) ey (7) + o(k™)
R kSRR NN (o N—np R -N
HY(r) = e > n—olik) iy (F) + (k™)

ou les amplitudes et les phases respectent les mémes équations que pour le champ incident.
Comme pour les rayons incidents, les rayons réfléchis sont orthogonaux au front d’onde
(S(7) = cste ).

Ces développements asymptotiques sont valables dans la région éclairée a condition de ne
pas étre trop proche de la frontiere ombre/lumiere. On verra par la suite, dans I111.2.12,
I’explication de cette limite.

L’onde incidente étant quelconque, elle se décompose sur 2 modes.

Une matrice de réflexion notée # contient les 4 coefficients reliant les modes incidents et
réfléchis.

On a alors sur la surface :

(11.2.16)

g
b, = #b (I1.2.17)
HR = ZuyH'
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avec Zr et %y les matrices de réflexion électrique et magnétique.
#; sont des matrices 3x3 car elles prennent en compte le changement de direction de
propagation entre le champ incident et le champ réfléchi.

Fic. 34 — Réflexion

Transmission
ot 7T
De la méme maniere, on a le champ transmis <E (), H (F)) ;

T ikST (™) NN T -N
ET(7) = MO 5L k) e () + olk )

=, e (I1.2.18)
HT(F) = e 0370 o (ik) 7" hyy (7) + o(k~)
avec
—>T _—
o= 75 (11.2.19)
HT = FgH'

avec Jg et Iy les matrices de transmission électrique et magnétique.
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Fi1G. 35 — Transmission

2.2 Calcul des matrices de réflexion et de transmission

Le calcul des coefficients de réflexion et de transmission se fait par résolution des équations
de Maxwell a une interface entre deux milieux 1 et 2 ( fig. 36)
On place ces coefficients dans une matrice appelée matrice S, de la forme :

Rurere Rurerm Tiorere  TioreETM
Rurvre Rurvrum Tiormre  Tiorvrm
S = (I1.2.20)
Torere  Toarerm Rosrere  RoxrerM
Torrvmre  Torrmrm Rosrvre  Rosrvrm

Les coefficients de réflexion de S sont de la forme R;;, avec ¢ le milieu de propagation et
a et b les modes transverses électrique et magnétique.
Les coefficients de transmission de S sont de la forme 77,4, avec 7 le milieu de propagation
de I'onde incidente et j le milieu de propagation de 'onde transmise et a et b les modes
transverses électrique et magnétique.
Les modes transverse électrique (TE) et transverse magnétique (TM) sont définis par :
— Une composante nulle du champ électrique suivant la normale (TE).

On l'appelle aussi horizontal électrique (H).
— Une composante nulle du champ magnétique suivant la normale (TM).

On l'appelle aussi vertical électrique (V).
Afin de déterminer les coefficients de S, on détermine les modes de propagation des deux
milieux considérés. Dans chaque milieu, on détermine des modes montant(U) et descen-
dant(D) transverse électrique et transverse magnétique normés suivant I'impédance du
milieu.

On écrit la relation liant ces modes :

dlrg ulrg
dlpy | _ g ulpar
u2rp d27g
U7y d27
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N

Fi1G. 36 — Description des modes montants et descendants

avec (di, ui), les coefficients liant 'onde et les modes (Di, Ui) .

En écrivant les relations de passage du champ & une interface (continuité du champ
tangent), on obtient les coefficients de S.

Pour pouvoir utiliser cette formulation, on décompose 'onde électromagnétique incidente
sur les modes TE et TM dans le repere lié a la surface puis on reconstitue ’onde réfléchie
et I'onde transmise.

Par exemple, pour une onde incidente en domaine 1 (d’impédance Z7), on écrit :

—.
E . .
, = Mo D + Moy, D
(Zlﬁz) TEYITE TMY1TM

Ensuite, on calcule les coefficients réfléchis et transmis :

Py _ Rurepre  Rurerm Nk
My Rurvmre Rurmrm TM
pyae _ Ioirere  ToirerMm N
Mo Tnrvre Tarvmrm AT

Puis on reconstitue les champs réfléchis et transmis :

ﬁR
ZﬁR = )\¥E‘U1TE + )\¥MU1TM
1

E>T
(ZﬁT> = MyDorg + My Dory
9
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2.3 Impédance de surface

Comme nous le verrons par la suite, la notion d’impédance est nécessaire aux formulations
des lors que les formulations utilisées ne sont plus celles de 'optique physique. Apres avoir
caractérisé les matériaux par leurs coefficients de réflexion et de transmission, nous devons
passer a une caractérisation sous forme d’impédance de surface.

Cette notion n’ayant pas été développée dans le cadre de la these, nous nous contentons
dans cette partie de reprendre ’explication fournie par D. Bouche, F. Molinet et R. Mittra
[10] dans le cadre de surfaces régulieres a hautes fréquences en zone d’ombre.

La notion d’impédance de surface a été introduite par Rytov [33] et Léontovitch [27]. Dans

ces travaux, Rytov et Léontovitch utilisent un développement asymptotique en n~! =

el =2

Cette approche a été améliorée par Artola, Cessenat et Cluchat [6] [15]. Nous nous plagons
a haute fréquence, lors d’incidence sur des matériaux a pertes.

L’impédance Z dépend du phénomene physique pris en compte. Nous nous considérons
en zone d’ombre ou les ondes rampantes dominent.

Nous considérons alors le cas canonique du cylindre de rayon b revétu d’une ou plusieurs
couches de diélectrique ( fig. 37).

Impédance

! zone éclairée

Impédance
zone d’ombre

FiG. 37 — Cylindre recouvert éclairé par une onde plane

Le champ total au point M(p, ) pour le cylindre éclairé par une onde plane TE est
exprimé sous forme intégrale :

T [t / i .
0= [ (- S )

avec -
Om = |0 + 2mm| -3

et 7, est 'impédance relative par rapport au vide du mode en e?7.
En imposant de vérifier les conditions de transmission aux interfaces ainsi que ’annulation

de la dérivée normale sur le noyau conducteur nous obtenons le facteur Z,.
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Dans le cas d'une couche diélectrique (g1, 1) d’épaisseur b — a sur un cylindre de rayon
intérieur a, on obtient :

g M S, (k1a) Ny (k1b) — J)(k1b) N}, (k1a)
"\ ey J(kia) N, (kyb) — J,(kb)N! (kya)

Kim et Wang [22] ont calculé le developpement asymptotique de I'intégrale (I11.2.21) dans

le cas d’une couche. Dans la zone d’ombre, le champ est obtenu comme une série de modes

rampants.

— Dans le cas d’'une couche fine de matériau a pertes, ces modes ont des constantes de
propagation v proches de kb.

— Si les indices des matériaux sont suffisamment différents, nous pouvons remplacer les
fonctions de Bessel par leur développement asymptotique de Debye.

Ceci nous amene :
. V2 / v

2
or v = kb donc /1 — k‘;bQ = 4/1- # = cos7; avec 7 est I'angle dans la couche de
1

matériau.

(11.2.22)

On reconnait I'impédance sur un plan revétu de la méme couche éclairé en incidence
rasante.

L’impédance est donc, en premiere approximation et pour un matériau d’indice pas trop
proche de 1, celle de la plaque plane en incidence rasante.

2.4 Optique physique acoustique

Etant donné que nous allons présenter des résultats en acoustique et que les développements
en zone de Fock et zone d’ombre seront aussi effectués pour I’équation d’Helmholtz, nous
relions les développements d’optique physique en électromagnétique avec ’acoustique. Le
champ recherché est alors la pression P.

Des études plus approfondies sur 'application des méthodes asymptotiques en acoustique
sont développées dans [30].

Espace libre

On considere le champ incident sous la forme d’une onde plane avec développement asymp-
totique de "amplitude de la forme :

N

Pi(7) = k' Z Pi(F) + (k™) (11.2.24)

=0

ol la phase S%(7) vérifie 'équation eikonale (I1.1.8) et les amplitudes p () vérifient
'"équation de transport (I1.1.9).
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Réflexion et Transmission

Les formulations de réflexion et de transmission sont les mémes qu’en életromagnétisme
a ceci pres que les matrices %; et .7; deviennent des scalaires #Z et 7. En effet, le champ
recherche n’étant plus vectoriel, il n’y a plus de changement de base.

On a alors :

PR = zP' (11.2.25)
PT = 7P (11.2.26)

Potentiels et calcul de rayonnement

La méthodologie de calcul utilisée est la méme qu’en électromagnétisme. On recherche
donc un équivalent aux courants.

Les potentiels de simple et double couche jouent alors le méme réle que les courants. Ces
potentiels sont définis a une interface entre un domaine 1 et un domaine 2 par :

. 8P2 8P1 . f— - —
oo = o= (VP -VPR).7 (I1.2.27)
vao = Pr—P (11.2.28)

avec P; la pression a l'interface dans le domaine 7 et n la coordonnée normale a la surface.
Le calcul du rayonnement donné par l'intégrale (1.3.18) est alors adapté a l'acoustique.
Le rayonnement calculé n’est plus le champ électromagnétique observé mais la pression
observée.

I= / (god(F).UO(F) + oy (F).V U |ZO| (F)) e3¢ (M e=3¢°(7) g5 () (I1.2.29)
>
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3 Validations de I’Optique Physique

Nous appliquons maintenant les développements précédents a des cas concrets.

On compare les résultats aux résultats obtenus par une méthode de moments résolvant
exactement I’équation d’Helmholtz en acoustique et les équations de Maxwell en électromagnétisme
sous forme intégrale.

3.1 Validation d’une incidence

Pour ’valider’ ’Optique Physique, nous réalisons un calcul acoustique. Nous calculons la
pression lointaine créée par une source disposée a la sortie de la nacelle (réacteur).

Source

—
-

b

o
~
b

~ - Observateur
~
]

Plan de rotation de I'observateur

Fi1G. 38 — Cas de calcul acoustique sur un ensemble corps, dérive et empennage
d’un Falcon a 3kHz
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Les résultats obtenus sont comparés aux résultats d'une méthode de moments ( fig. 39).

-90

o0k f’\ \
\ }
-110 " WWM Y /

V
|

—
N
—_— =

g | i
z
: I
9 -130 bt A N : =
o | .
o /
-140}- }) "‘ ' i
' ‘
-150 - .
-160 - .
_170 | | | | | | |
0 45 90 135 180 225 270 315 360

Angle d’observation (°)

F1G. 39 - Comparaison avec un résultat issu d’une méthode intégrale 3D

La premieére incidence (en bleu) nous donne un résultat tres proche de la solution en
méthode intégrale (en rouge). Une multiréflexion peut cependant améliorer le résultat. Ce
cas est traité de fagon plus complete dans [30].
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3.2 Validation de la multi-réflexion
Le diedre Parfaitement Electrique Conducteur

Le cas de validation du diedre est intéressant car il permet de se comparer a une solution
analytique de 'optique physique. En effet, la SER d’un diedre en monostatique constitué
de 2 plaques de surface S éclairé avec un angle de 45 degrés est équivalente a la SER d’une
plaque de surface 2 éclairée en spéculaire ( fig. 40). Nous appliquons cette validation a
un diedre de 100mm de coté.

\\

F1G. 40 — Cas de calcul sur diedre

Nous obtenons les résultats apres 2 réflexions ( fig. 41).

10

SER (dB)

Fréquence (GHz)

Fi1G. 41 — Comparaison diedre monostatique avec balayage fréquentiel

Le résultat donné par le diedre (en bleu) est assez proche du résultat analytique (en
rouge). On remarque que plus la fréquence monte, plus les résultats sont proches. L’optique
physique tend donc bien a étre exacte a hautes fréquences dans ce genre de cas.
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Le triedre Parfaitement Electrique Conducteur

Le cas du triedre nous permet de valider une troisieme réflexion, et surtout nous autorise
un balayage monostatique suivant 2 angles, le site et 'azimut ( fig. 42). Le triedre considéré
pour le cas de validation est de 100mm de coté.

Site //////\\\\\\

<

Azimuth

Fic. 42 — Cas de calcul sur triédre

Nous relevons alors une cartographie de la SER sur une portion d’espace.
Les résultats obtenus sont comparés a des résultats obtenus par une méthode intégrale
3D ( fig. 43).
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Methode integrale 3D Methode asymptotique

SITE )
SITE )

0 45 90 0 45
AZIMUT () AZIMUT ()

Fic. 43 — Comparaison triedre monostatique avec balayage angulaire a 10GH 2

Les résultats obtenus par I'optique physique sont assez satisfaisants d’autant plus que 'on
utilise une méthode de lancer de rayons et que pour celle-ci les angles d’incidence rasante
sont difficiles & calculer. Le second probleme apporté par une méthode de rayons dans
ce type de calculs est qu’il faut faire autant de lancer de rayons qu’il y a de visées soit
882 dans ce cas de triedre ce qui devient rapidement cotiteux. Le cotut de la méthode de
moments dépend, elle, beaucoup plus de la fréquence de calcul que du nombre de visées
incidente et donc est beaucoup plus avantageuse sur ce genre de cas de validation.

o1
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3.3 Validation complete de I’Optique Physique
La plaque multi-domaines

Dans ce cas complexe de validation de la réflexion et de la transmission, nous allons valider
la multi-réflexion ( fig. 44) mais aussi une approche couche mince ( fig. 45), c’est-a-dire
le remplacement de la multiréflexion par des coefficients de réflexion et de transmission
rendant compte de la structure du matériau.

0
(¢0,u0)

(e.H)

Couche de parfaitement électrique conducteur

F1G. 44 — Probléeme de multi-réflexion dans un matériau multi-domaines

(¢0,u0)

Couche parfaitement €lectrique conducteur
F1G. 45 — Probleme équivalent en approximation couche mince
Le calcul consiste a obtenir le méme résultat pour la méthode multi-domaines et 'approche

couche mince tout en comparant les résultats avec une méthode intégrale.
Le matériau utilisé a pour caractéristiques :

e=1—tetp=1

52



On observe la convergence de I'approche multi-couches suivant les interactions effectuées
au sein du matériau ( fig. 46).

0°, 0° -45°, 45°

15} . 15+ .
10 . 10 .
5r . 5 .
O Il 1 1 Il O Il 1 1 Il
4 6 8 10 12 4 6 8 10 12
Frequence (GHz ) Frequence (GHz )

F1G. 46 — Itérations successives

Les courbes vertes correspondent a la premiere interaction, c’est-a-dire l'incidence de
I’onde sur le matériau et la prise en compte de la réflexion. Les courbes bleues ajoutent la
premiere transmission ainsi que la réflexion sur la surface parfaitement électrique conduc-
teur et la transmission vers le milieu extérieur. Les courbes rouges prennent en compte
une interaction supplémentaire. Apres 3 interactions, les résultats ne varient pratiquement
plus.
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On compare maintenant les calculs multi-couches et les calculs couche mince ( fig. 47).

0°, 0° —45°, 45°
36 T T T T 36 T T T T

20 Il Il Il Il 20 Il Il Il Il
4 6 8 10 12 4 6 8 10 12

Frequence (GHz) Frequence (GHz)

Fi1G. 47 — Comparaison des résultats

On remarque une assez bonne cohérence des résultats ce qui nous valide I’approximation

couche mince (en rouge) par rapport a l’approche en multi-couches (en bleue) pour ce

genre de calculs.

La validation de ce cas est effectuée pour 2 incidences.

— A l'incidence 6 = 0 (observation & § = 0), les résultats HH et V'V sont confondus.
Les résultats des différentes méthodes sont superposés.

— A lincidence § = —45 (observation a 6 = 45), il y a séparation des résultats HH et
VV.
Les résultats fournis par ’approche multi-couches sont moins précis que ceux de ’ap-
proche couches-minces mais restent cependant corrects meéme apres peu d’interactions.
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Troisieme partie

Formulations sur corps réguliers
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1 Meéthode de la couche limite

Les méthodes de rayons, bien que performantes en zone éclairée, ne sont pas valables dans
certaines régions. On utilise alors une méthode dite 'de la couche limite’.

Les domaines de non-validité des formules générales sont généralement les domaines de
petites dimensions. L’idée principale de la méthode est alors d’étendre les coordonnées
par des puissances fractionnelles de k£ (nombre d’onde) afin que les coordonnées étendues
soient du méme ordre.

Cette extension détermine alors une 'couche limite’ pour laquelle on impose une forme
de solution correspondant au probleme. La forme analytique de la solution ainsi imposée
est appelée ” Ansatz”. Lors de l'intégration de I’Ansatz dans les équations (Helmholtz ou
Maxwell) et dans les conditions limites ou de radiation, on voit apparaitre une succession
de problemes en identifiant les termes de chaque ordre.

Si I’Ansatz choisi est correct, ces problemes se résolvent ordre par ordre. On a alors un
nombre fini de coefficients (ou fonctions) constant(e)s indéterminé(e)s résolus lors de 1as-
sortiment des développements asymptotiques locaux. L’application de la méthode de la
couche limite n’est pas triviale, en particulier sur des surfaces non régulieres. De plus il faut
que chaque développement asymptotique local soit compatible avec les développements
Voisins.

L’assortiment des développements devient donc un probleme supplémentaire a résoudre.

1.1 Analyse des champs de rayons

Considérons un corps convexe régulier de surface S éclairé par un champ de rayons donné
par son développement asymptotique.
On a la coupe du champ de rayons suivante :

\ \ réfléchis

zone de Fock

incidents énombre

diffractés

FOL rampants

FiGc. 48 - Champ de rayons

Tout point du domaine éclairé est atteint par deux rayons (incident et réfléchi par la
surface).

A une distance convenable de la limite ombre/lumiere et des rayons limites, on peut ap-
pliquer 'optique géométrique ( cf. part 2)

Pour un corps régulier, il existe quatre domaines ou les formulations d’optique géométrique
ne sont plus valables.
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— Voisinage proche de la limite ombre/lumiere (Domaine de Fock)
— Région d’ombre profonde proche de la surface (Ondes rampantes)
— Région d’ombre profonde loin de la surface (Rayons diffractés)

— Région de pénombre (Champs de Fresnel).

Les développements limités utilisés dans ces quatre domaines peuvent étre construits par
la méthode de la couche limite comme nous le verrons dans (2), (3), puis dans le cadre de
corps allongés ( cf. part IV). Suivant le domaine considéré, on se place dans un systéeme
de coordonnées particulier.

Par souci de généralisation des problemes posés, nous développerons toutes les équations
en trois dimensions.

Dans chacun des domaines traités, nous utiliserons les équations (II.1.6) et (II.1.7). Il est
donc nécessaire d’exprimer les opérateurs Laplacien (A) et Rotationnel ( rot ) dans les
systemes de coordonnées tridimensionnels associés.

Pour un systéme de coordonnées (x1, 22, x3), les formulations générales sont :

1 ) . oU
AU = ﬁ Z o, (\/§(9 1)”8_%) (IL.1.1)
7 Vg OVay
1 6932 8:33
ot V- aavzl _ 88%3 (II1.1.2)
Vol o, &
ox1 Ox2

avec (g) la matrice métrique du systeme de coordonnées choisi, g son déterminant, (i, j) €
(1,2,3)% et

Vs Ve
Va = (g ) Ve
v, v

Dans tous les cas que nous allons traiter, la méme procédure sera suivie :

— Choix d'un Ansatz (forme de la solution)

— Expression des équations dans le systeme de coordonnées choisi

— Introduction de I’Ansatz dans ces équations

— Résolution des équations qui en découlent

Le champ que nous recherchons est le champ total, la condition limite est homogene.
— Pour Helmholtz

U = 0 pour la condition de Dirichlet (parfaitement absorbant)
9u 0 pour la condition de Neumann (parfaitement réfléchissant)
g—g +ikZU = 0 pour la condition d’impédance (cas le plus général)
(II1.1.3)
— Pour Maxwell
ﬁ % . 7 .
Ey = 0 pour le parfaitement conducteur électrique
— —
Hy, = 0 pour le parfaitement conducteur magnétique (II1.1.4)
— —
E. = ZnANH,; pour lacondition d'impédance (cas le plus général)

avec Z l'impédance relative de 'objet diffractant et n la coordonnée normale a la surface.
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1.2 Etude générale sur la surface

Les études des domaines de Fock et de propagation de rampants utilisent le méme
systeéme de coordonnées : le systeme géodésique (s, ar, n) avec s 1'abscisse curviligne sur la
géodésique, n la coordonnée normale et o suivant la binormale.

FOL

F1G. 49 — Systéeme de coordonnées (s, a,n)

Pour un corps convexe ¢ régulier, la matrice métrique s’écrit :

2
n 2,2 n? n?
<1+;> +n°T —h7'<277,+7+;> 0 a b 0
— 2 2 2 2\ _ b 0 |+ ( 2)
(9) —ht <2n + 2+ ”—) h? (1 + ﬁ) 22} o [Fo (@) ¢ o(n
p pt pt 0 0 1
0 0
(III.1.5)

avec p et p; les rayons de courbure dans les directions 5 et @ et avec h(s) la divergence
(ou convergence) des géodésiques et 7 la torsion de la géodésique telle que :

on s g

— =—+TQ

ds p

avec (8, —1i, @) le triedre de Frénet de la géodésique.

Helmbholtz

Par souci de simplicité, nous étudions en premier I’équation d’Helmholtz. On verra par la
suite que 'on trouve des résultats similaires dans le cas vectoriel.
La matrice (g) et la formulation (III.1.1) nous donnent le Laplacien :

1 |0 c oU b oU 0 b oU a OU 0 ou
ANU=—|—|—+— |+ —=+—= |+ = (VI
V9 10s \g ds /g O0a da \ /g 0s /g O« on on
(IIL.1.6)
avec g = ac — b%.
En considérant que les variations transverses des variables p,p; et 7 sont faibles, les
dérivées par rapport a « deviennent négligeables face aux autres termes, ce qui nous
donne 'équation d’Helmholtz sous la forme :

AU+ KU = === + Z— — 2= 111,
U+ kU + 0 (55 ~ 3475 - 0 (I1.1.7)

co?U 0*U 1dc ¢ 9g\oU 109g0U _
g 0s?>  On? ds  2g0non
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Maxwell

Pour les champs en coordonnées (s, a,n) :

E? H#
— —
E = E“ et H = He
E" "

— —
en utilisant (II1.1.2), ¢tk H = rot E nous donne :

1 [0b Oc OE®  OE“
kH° = — | —FE°— —E“ —
i VI (3n on o on ~ “on )

1 (0a ob OE®* OE* OE"
kH* = — | —FE°——E° — — III.1.
ik V9 (877, on T on b on Os ) ( 8)
ikH" = L —@ES + @EO‘ — baE caE

N{ ds ds ds 0s

ainsi que le systeme 'dual’ obtenu par £ — H et H — —F.

2 Domaine de Fock

On commence par l'analyse de la région proche de la limite ombre/lumiere a la surface
d’un corps convexe régulier. Cette région appelée région de Fock se trouve étre le berceau
d’ondes rampantes partant en direction de la zone d’ombre et dans la zone de pénombre.
L’analyse des solutions dans le domaine de Fock donne un Ansatz de départ des rampants.
Comme dans la partie précédente nous effectuerons les développements dans le cas scalaire
dans (2.2), le cas vectoriel lui sera relié dans (2.3).

2.1 Equation parabolique de Leontovich

Dans une étude préalable de ce domaine, on utilise le fait que les champs électrique et
magnétique vérifiant les équations de Maxwell vérifient aussi I’équation d’Helmholtz.

Afin de ne conserver que les termes dominants de 'equation (III.1.7), on effectue une
extension des variables s et n par les facteurs k® et k° avec (a < 1) pour que u varie

moins vite suivant s que le terme exponentiel de (I11.2.13).

7 . /. N “ 1, 2 .

— « étant inférieur a 1, on peut considérer les termes en % comme corrections du terme
en 2u
Js*

— La condition de radiation a 'infini et les conditions limites sur la surface nous obligent

a conserver les termes de dérivation par rapport a n, ce qui nous amene 3 > 0. Les
ou : 9%u
termes en 2% sont alors plus petits que le terme en F-3.

— De méme, le termes en n? sont plus petits que le terme en n.
Dans ce domaine, nous recherchons une solution de la forme :

U(s,a,n) = e*u(s,a,n) (I11.2.9)

En utilisant les considérations précédentes, on peut alors réduire la matrice métrique a
une expression plus simple.
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1+ 27" —2nht 0
0 0 1

L’équation (II1.1.7) s’écrit alors sous la forme :

4
(1 + 2= ) = 4
n?
2n 4n h ou
1+ —+ — 2ik+—) (———)}— -+
(%) (v ;
2 h 2 4 /
{—"kQ +ike (1 + 24 ") +ikn (ﬁ - %)} = 0 (IL2.11)
p h P P N,
Les trois termes dominants nous donnent alors :
ou O%*u n
2ik— + — +2k*—u =0 I11.2.12
ho + o2 + pu ( )

Afin que les termes dominants soient du méme ordre, on a 1 +«a = 2 — 3 = 203, ce qui
nous donne facilement :

a=1/3et =2/3

Ces extensions « et (3 des coordonnées s et n données par I’équation parabolique (111.2.12)
donnent les dimensions du domaine de Fock ( fig. 50).

~1/3
ok )

F1c. 50 — Dimensions du domaine de Fock
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2.2 Helmholtz

Dans ce domaine, on peut effectuer un développement de Taylor du rayon de courbure

p(S) ~po+pis+ ...
Dans I’équation parabolique, on remplace alors p par py.
On pose un nouveau systeme de coordonnées appelé systeme semi-géodésique étiré :

1
koo 3

(0 = @,I/ = 2m2£) avec m = [ L2
Po Po 2

Ayant étiré le parametre k par les puissances 1/3 et 2/3, il est naturel de prendre I’Ansatz
du domaine de Fock comme :

N

U(s,a,n) = e*u(o, a,v) = e* Zuj(a, o, v)k3 (I11.2.13)
5=0

c’est-a-dire en série de puissances de k3.

On a alors dans le nouveau systeme de coordonnées :

dodu  (ov\® 0%u v

2ik——+|— | = +k—u=0 111.2.14

o5 o (ém) ov? m2 " ( )

puis, en insérant 1’Ansatz dans I’équation d’Helmhotz (I11.2.11) et en ordonnant suivant

les puissances de k3 on obtient alors le systeme suivant :

L()UO =0 (k%)
Louy + Liu =0 (k
o (k) (I11.2.15)
Loty + .+ Ljuy_;+ ...+ Lyug =0 (k%)
Equation d’Airy
Au premier ordre on retrouve 1’équation parabolique de Fock :
Oug  u
Loug = 13—00 + ay; + v = 0 (111.2.16)

et les autres opérateurs L; au maximum du second ordre.

Le champ recherché est la somme d'un champ incident u’ et d’un champ diffracté u?, le
champ incident étant pris sous la forme d’une onde plane en e*?.

En effectuant la transformée de Fourier par rapport a o de 'opérateur Lg, on retrouve
I’équation d’Airy :

2~d
o“ug
ov?
d

On a alors la solution @§(s,v) de la forme :

+(v—-8ul =0 (I11.2.17)

ad(s,v) = A(s)wy (€ — v) + B(s)wy (€ — v) (I11.2.18)
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avec wy et weq les fonctions de Fock-Airy ( cf. annexe 4).
On impose a @d(s, v) la condition de radiation en faisant tendre v vers +oco pour un milieu
a pertes, or on a :

wi(t) — 0 lorsque |t| — +o0

wy(t) — 400 lorsque [t| — 400

donc seule w; permet de satisfaire la condition de radiation ce qui nous donne :

ad(s, o, v) = A(s)wy (€ — v)

Condition limite de surface

Maintenant, ad(s, ) doit vérifier la condition limite de surface (I11.1.3)

Les développements sont effectués dans le cas d'une condition d’impédance car les cas
Neumann (Z = +00) et Dirichlet (Z = 0) en découlent facilement.

Cette condition limite du champ total s’écrit :

O
% +imZu; =0 en v =0,¥j € [0, N] (I11.2.19)
v
et donc
Ouj d Ouj i ,
B +imZuf = — w +imZu; | en v =0,V j € [0,N] (I11.2.20)

ce qui découple les conditions aux limites des u;.

Considérons le développement asymptotique du champ incident u* = Zé\fzo uzk*%.

On se ramene au premier ordre et on effectue une transformée de Fourier en o sur la
condition limite :

ow . on |
5 +imZu; = — 5 +imZu; ) env =0,V j€[0,N] (I11.2.21)

Afin de relier v} et ud, on exprime le champ incident dans le systéme de coordonnées
semi-géodésique ( cf. annexe 2). Le calcul est effectué en passant par un développement
de Luneberg-Kline du champ incident :

ns s 4
x=s+———+0<lﬁ) [11.2.22
On a alors
Uy ~ eik(s+z_05_65f%>
et donc :
. ik ms— 5%
uh =e (PO 6#3) (I11.2.23)
or on a
ms 2m?n
o=—e¢et nu=
£o L0
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donc

o3 s3

ov = kE et — = k—2
Po 3 605

ce qui nous donne

ul = (=) (111.2.24)

La transformée de Fourier du champ incident est alors de la forme :

+oo 3
iy = %/ (E5) gy

= 2J/7TAi(§ —v)
1
o L (I11.2.25)
avec Ai la fonction d’Airy et v la fonction de Fock-Airy ( cf. annexe 4)
L’application de cette expression & (II1.1.3) nous donne :

—A@em@+mﬂmm=§#w@+mm@>

et donc

As) = LU = imZu(E) (I11.2.26)

VT wi(§) —imZwi(§)

On a donc une expression du champ total en intégrales de Fourier :

uo(o,o,v) = ub(o,v) +ul(o,v) (I11.2.27)

_ w(0.0) T W —imZe§) N e
= O (e ) s

La solution (II1.2.27) n’est autre que la 'fonction universelle de Fock’ V' (o, v, mZ).
On remarque que 'intégrale est écrite de facon formelle. Afin de la calculer, on utilisera
le théoréme des résidus ( cf. annexe 6)

Pour les valeurs de £ négatives, on remplace la fonction d’Airy v(§) dans I'expression du
w1 (§)—w2(§) (
2

champ réfléchi par cf. annexe 4)
La valeur du champ sur la surface (v = 0) est

o H0.0) [P (€ () = i) e
o) VT /_oo Wy (&) — imZwy (€) d

w00

VT /oo @) —imZu©) © (I11.2.28)

étant donné que le Wronskien est W (v, wy) = 1.
On a donc au premier ordre

U(s,a,n) =ub(0,0)e™ Fy(o) (I11.2.29)
avec Fz(o) la ’fonction de courant de Fock’ (I11.2.28).
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2.3 Maxwell
Equation d’Airy

De la méme fagon que nous avons obtenu (I11.2.11), on a :

Mﬁ(y+@+ﬁ)m _

P Pt

Mh0+ﬁ+ﬁ)m —

2

Mﬁ(1+§
P Pt

+ﬁ)m -

h2 S 2 @
2hTe® —2—e* + 2nh7’ae — h? (1 + _n) ai
Pt on

2 2 oe® Oe”
—eS—ZhTea—ike”—l—(l—l——n) ¢ —ZnhTi——

p p
, oh\ | oe® 9 2n\ Oe®
—2nT (zkh + %) e’ — thT% +h (1 + —) N

, 2 0h 2n 2n Opy
2 —— 1+ — ] = ——=] ¢ I11.2.
+h ((zk+has)( +Pt) p 88)6 ( 30)

ainsi que son 'dual’ correspondant aux mémes équations avec l'inversion e — h et h — —e.
fo . 1 2

On étire les variables s et n en o1 = sk3 et vy = nks.

On prend les Ansatz du domaine de Fock pour Maxwell :

H
E (o1, a,11)

ﬁ(ala Q, Vl)

= % (0, a,1) = e** Z e_;(crl, a, ul)k’%

N
(111.2.31)

=0

N
= eiksﬁ(ala «, Vl) = eiks Z h—j)(o-b a, Vl)k_% (111232)
=0

On substitue le développement des champs dans les équations de Maxwell (I11.2.30).
On a alors le systeme d’équations suivant :

hy
ey + hhy
hy — hes

h o= 0 (I11.2.33)
eg = —hhg (I11.2.34)
hy = hey (IT1.2.35)

ey
B = h—2 I11.2.

L= nld (111.2.36)
el = —hh{ (I11.2.37)
hi = he} (IT1.2.38)

ey

— jh—L I1I.2.

ih (111.2.39)
1 1 O%hg ohg
— —phl2+ =) py—p0 _;p=—0 I11.2.40
. (,0+pt) T ( )
1 1 Oed
— —uhl =2+ =) ex—jp=—" I11.2.41
141 ( + pt) €9 80'1 ( )



ainsi que le 'dual’ obtenu par les changements e — h et h — —e.

On remarque qu’on peut écrire toutes les composantes des champs a l'ordre 0 par la
simple connaissance de la composante suivant la binormale. Nous allons alors exprimer
cette composante et nous obtiendrons donc une expression complete du champ a 'ordre
0.

En utilisant (I11.2.40) ainsi que le dual de (II1.2.41) on obtient :

D%ed 1 1 Oef
—— +2 -+ — 2l— = 0 I11.2.42
81/12 + 211 (p + pt) + Zaal ( )
0*hg 1 1 Ohg
2 — hy +2i— = 0 I11.2.43
ov? e (P Pt) " doy ( )

On introduit le systeme de coordonnées géodésique (o, av, ) comme dans le cas acoustique :

1
k 3

(a:@ v=2m ﬁ)avecm: EPo
Po Po 2

Les équations (I11.2.43) et (I11.2.45) deviennent alors les équations paraboliques de Fock :

dey  0%*el
za—°+ o7 Y tvey = 0 (T11.2.44)
o 82h“

hy = 111.2.4

En prenant les développements précédents, on en déduit que ef et h{ s’écrivent :

eg(o,a,v) = B(s)wy (£ —v) (I11.2.46)
hi(o,a,v) = A(s)wy (€ —v) (I11.2.47)

Les champs recherchés vérifient la condition limite :

— —
Ey=2ZnNHy (I11.2.48)
qui devient rapidement :
aaﬁ + z’%eg -0 (IIL.2.49)
v
Ohg
—3 +imZhy = 0 (I11.2.50)
v

Comme dans le cas acoustique, en prenant une onde plane incidente, on retrouve le résultat
— —
(II1.2.27) et (II1.2.28) sur la surface pour les composantes o de H et E.

e(0,0) = G0 / mu,}l@ L itge — i (0,0)Fy(0) (TIL2.51)

\/7_T —17w1(5) z
wo gy - 0.0 ! ot o _ pi i
h&(a,0) 7 /_ R GETy G dé = hi*(0,0)F4(0) (111.2.52)
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On peut améliorer le résultat et 'amener rapidement a prendre en compte un terme
d’ordre 1 grace a I’équation (I11.2.36) et a son équation duale.

Le premier terme non nul suivant s est le terme d’ordre 1. La condition limite a la surface
nous donne un lien entre les champs tangents (I11.3.78) :

— —
iy =2 (7 ATHy) (II1.2.53)

avec
S [0 s S [6%d
Eiy = FEe,+ E%, et Hyy = H’e; + H%,,

On a alors :

e = —Zh (I11.2.54)
S 1 (0%
o= e (I11.2.55)

Les formulations (II1.2.51) et (I11.2.52) deviennent alors :

E(0,0) = ¢ [(ﬁi(a, 0).3) Fi(0)@ +7 (ﬁi(a, om) FZ(J)?] (I11.2.56)
) ) 1 .

H(0,0) = &k {(ﬁ@(a, 0).6) Fy(o)@ + (ﬁ%(a, o).ﬁ) F%(aﬁ} (I11.2.57)

— —

Le cas du conducteur parfait est particulier car nous avons E; = 0.

L’équation (II1.2.36) nous donne :

; @
iks i ae0

hi = = I11.2.58
1= ¢ m Ov ( )
ce qui nous amene pour le parfaitement conducteur :

H(0,0) = ei** {(ﬁi(a, 0).3) g(o) T + % (?ﬁ(a, O)W) f(a)ﬂ (I11.2.59)
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3 Ondes rampantes

Une grande valeur positive de o dans I'expression asymptotique (I11.2.27) nous permet de
remplacer 'intégrale par une expression en somme de résidus due aux poles §; situés dans
le demi-plan supérieur de plan complexe. Ces poles sont les racines de wy (§) — imZwq ().
On étudie dans ( cf. annexe 6) les valeurs de ces poles et leur emplacement dans le plan

complexe.

Im

e
4
7
7

. 7
11/gpe des ,-
résidus ,/

4

Re

F1G. 51 — Racines de w(§) — imZw;(§)

Chacun de ces résidus est caractérisé par un facteur d’atténuation €% .
On réduit cette somme de résidus a son premier terme. L’expression de ces résidus et de
o incite a rechercher une expression des solutions de la forme :

N
. o1
U(S, a, l/) _ elkS-I—ZkBLp(S) Z uj(s, a, Vl)k_

5 (I11.3.60)
=0
pour Helmholtz et :
E(s,a,u) — ikstikS o) IS (s, vk
- o =0 €. ' (I11.3.61)
H(s,a,v) eihstikon(s) > im0 hj(s,a,v)k™s

pour Maxwell.
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3.1 Helmholtz

Apres insertion de I’Ansatz (I11.3.60) dans (II1.1.7) et en ordonnant suivant les puissances
de k%, on obtient les équations suivantes :

Loyug =0 (kg)
o : - " (I11.3.62)
Loux + -+ Ly + ...+ Lyug. =0 (k'5")
avec
82 1 2 9
Lo = W + <I/1 - 25[)%9/(3)) pour v; = nks (111.3.63)
U
0 h
o= 2ty I11.3.64
1 283 +1 A (111.3.64)
(IT1.3.65)

En utilisant le méme principe que pour le domaine de Fock, on utilise I’équation de premier

ordre Loug = 0 et on modifie v et v = £ avec m = (%)5.
On a alors :
82 1 2
%2’”) + (u - 2§p§gp/(8)> uo(s, ) = 0 (I11.3.66)
v

En prenant £ = 2§p%<p’(s) et pour la variable (£ — v), on retrouve I’équation d’Airy et on
obtient :

up(s,v) = A(s)wi (€ — v) (I11.3.67)

ol

En posant m = (k’) ) , la condition d’impédance devient :

2
Ou,
£
Au premier ordre on a donc w} (&) —imZ(s)w(€§) = 0.
Cette équation admet une infinité de solutions ¢, . On prend simplement § = ¢, la racine
de partie réelle la plus faible (elle détermine le premier mode de propagation) de ces
racines qui est fonction de s.

On a alors p(s) = 273 IN %ds avec ¢(0) une constante considérée nulle.
p(s)3

+imZu; =0env =0,Yj € [0,N] (I11.3.68)

Afin de définir A(s), on utilise I'équation Lou; + Liug = 0 donnée par I'annulation du
terme en k ( cf. annexe 3)
On obtient finalement :

= et () (4 (0 iy s

ot Q(s) = (£(s)+m2Z?)wi(&(s)) et h(s) I'écartement du pinceau géodésique sur la surface
au point d’abscisse curviligne s.
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Les termes d’ordre supérieur se calculent en résolvant les autres équations ordre apres
ordre ce qui nous remene a la résolution a chaque ordre d’un probleme de Sturm-Liuville.

h(0)]

Fi1G. 52 — Ecartement du pinceau géodésique

3.2 Maxwell

En prenant la forme de I’Ansatz (I11.3.61), ainsi que le systeme (II1.1.8), on obtient les

N 2 1 . C
systémes en k, k3, k3 et kY suivants (& vérifier) :

0
- 1
ho == _EeO
heg
.5 Oef
Zha_lq
- 1
_ n
hl - —Eel
«a
heg
B2l 4 9plon
Zh61/1+6ah€0
- _1l.n_ (22 | 9p1 _ 1, 1 n
hy = h€2 <6u§+ sh V1<p+Pt))0
o 1_ 1) _9¢) o«
h62+h<V1 5 pt) 65)60
862 84;1—)71 2 1 1 0 «
Zh’a_yl—i_ﬁﬁel_‘_”]’ w M1\ o T o) o )
_l,n_1(9 | 9p 1,1 n
E} he?) h<8uf+8s g <p+pt )61
3 = n
~ 199) 9\ pa 4 ;90
+2iT <1 + (1/1 + 278&) 61/1) ey + 175,

)) et — a2 — i (1+ 2mhr)

o1

(I11.3.70)

(I11.3.71)

(111.3.72)

111.3.73)




— —
On peut compléter ce systeme par son ’dual” issu de l'’équation rot H = —ikE en
remplacant e par h et h par —e.

On examine ces systemes ordre par ordre.

Systeme d’ordre k

Le systeme d’ordre k est composé de (I11.3.70) et de son ”dual”.

— —
Ce systeme nous amene que les composantes suivant s de £ et H sont nulles au premier
ordre et que les autres composantes son liées entre elles. Ceci s’explique par le fait qu’il
existe 2 types de rayons rampants :

1. Rampant Electrique
—_
@ et h s’expriment en fonction de €.

«

=)

n — o
hy = he]

S _ S _

o = ¢ =20
hi = e = 0

Le repere d’évolution des rampants n’étant pas normé, la deuxieme équation nous
_)

indique seulement 'égalité des longueurs de € et h. Les composantes dominantes
étant I et hg, le rampant électrique se propage comme une onde plane.

2. Rampant Magnétique
—_
@ et h s'expriment en fonction de eg.

ho

eqg = —hh§

egc = hy =0
eg = hy =0

De ces équations découlent les mémes conclusions que celles vues précédemment.

ﬁt(i E
/x H»

Fi1G. 53 — Rampants électrique et magnétique
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Systeme d’ordre ks

Ce systeme composé de (I11.3.71) et de son "dual” fait apparaitre une composante suivant
s non nulle, contrairement a I’onde plane.

s .1 Oed
e; = —iha—lflJ # 0

—
. Ed .

A Tordre 1, on exprime toutes les composantes de € et h en fonction de ef, h{, ef et h{,

on prend alors e® et h® comme des potentiels.

Pour calculer ces potentiels, le systeme d’équations en k3 nous amene le systeme suivant :

0*hy vy Oy
— 2 =—=——=—L1]1hY = 0 111.3.74
ov? + (p as) 0 ( )
0?%ey v Op

o (1 _ 92\ 0 _ 111.3.75
ov? + (p 03) 0 ( )

Pour chaque composante ef et h{, on retrouve 'opérateur L, pour lequel I'étude a été
faite en (I11.3.63).
Comme pour Helmholtz, en changeant v; en v, on retrouve alors :

hy = A(s)wi(§ —v) (I11.3.76)
eg = B(s)wi(§—v) (II1.3.77)

avec £ = 2%,0%@/(3)

3.3 Conditions limites (détermination de la phase)

Comme dans le cas scalaire, on considere que les cas de Dirichlet et Neumann découlent
facilement du cas avec impédance.
Cette condition s’écrit :

— —
By =2 (77 Ty) (IIL.3.78)

avec
S [6%ud s o
FEig = FEes + E%q et hyy = h'e; + h%eq

On peut réécrire (I11.3.78) comme :

¢ = —Zhh® (I11.3.79)
h

h o= —_E° 11.3.80
7 ( )
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Afin d’obtenir une solution uniforme en Z — oo, nous étirons I'impédance.

Z =k 3Zy dans (111.3.79)
7 =k3Zy dans (I11.3.80)

avec Zg et Zy supposés d’ordre 1.
Les équations (II1.3.79) et (II1.3.80) donnent alors :

Oeg m o __ _
6h°‘$ +7e = 0 pourv =0
—L timZhy = 0 pourv =0

1
avec m = (%) °.
On retrouve alors (I11.2.19) pour hf et Ef.
On a alors :

eg proportionnel & wy (§g —v)  avec wi (€p) = Zw; (&)

hg proportionnel a wy (g —v)  avec w) (§y) = imZw; (En)

(I11.3.81)
(111.3.82)

&p et £y ne peuvent étre égaux que dans le cas ou Z =1 car w; et w) ne s’annulent pas

simultanément.
Il y a donc 2 modes :

1. Le mode rampant électrique ef # 0 et h§