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présentée par

Vivien LECOMTE

pour obtenir le grade de

DOCTEUR DE L’UNIVERSITÉ PARIS VII
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5.3.2 Principe d’additivité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

5.3.3 Distribution du courant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

6 Système de spin en contact avec deux bains thermiques 89

6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

6.1.1 Motivations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

6.1.2 Système de spins . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
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B.2 Bilan détaillé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
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remercie en particulier Noëlle Pottier, Jean-Baptiste Fournier, avec qui j’ai partagé l’émotion
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Introduction

0.1 Décrire à différentes échelles

Lorsqu’on observe un système physique macroscopique, il est impossible en pratique de

connâıtre expérimentalement l’état de chacun de ses constituants microscopiques, et l’on est

en général restreint à la mesure de grandeurs (comme la température ou la pression) qui

décrivent seulement les propriétés moyennes du système. La première thermodynamique, de

Carnot, Thomson, Clausius a pour objet les “lois” qui décrivent les états macroscopiques

de la matière. Sa construction, empirique, repose sur l’observation expérimentale systéma-

tique de phénomènes de changement d’état, de réactions chimiques, de transformation d’une

forme d’énergie en une autre. La physique statistique a donné un cadre pour déduire les

“principes” de cette première thermodynamique d’un ensemble de concepts plus fondamen-

taux. Sa construction par Boltzmann, Maxwell, Gibbs, Einstein, Ehrenfest repose sur le fait

– historiquement, l’hypothèse – que la matière est formée à l’échelle microscopique de consti-

tuants élémentaires insécables. La remarque clef à la base de la physique statistique est qu’à

un état macroscopique donné correspond une multitude d’états microscopiques différents,

dont l’analyse au niveau théorique permet de retrouver la description moyenne de la thermo-

dynamique classique.

Fondée sur une approche microscopique, la mécanique statistique permet naturellement

d’accéder aux fluctuations des grandeurs mesurées, et de prédire de nouvelles lois qui les régis-

sent. Très peu de temps après la formulation de cette théorie, Einstein [47] établit justement

un lien entre fluctuation et dissipation, pour de petites particules en suspension dans une so-

lution. Il donne au passage une première description microscopique du mouvement brownien.

Même si les fluctuations que l’on peut observer dans ce genre de système macroscopique sont

très faibles, elles sont néanmoins mesurables et Perrin, dès 1908, est capable de vérifier avec

succès les prédictions d’Einstein, donnant du même pas de très forts arguments en faveur de

l’hypothèse atomique1.

1Il est assez remarquable que les premières preuves de l’existence des atomes soient de nature statistique !

ix
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0.2 Des fluctuations des configurations à celles des histoires

De manière générale, une grande partie de l’information que l’on peut espérer obtenir sur

un système se déduit de la distribution stationnaire P (C) de ses configurations {C}. Dans un

système à l’équilibre thermodynamique, il existe même une manière très directe d’y accéder

puisque P (C) ne dépend que l’énergie H(C) de la configuration. Pour un système en contact

avec un thermostat de température 1/β, on a par exemple

P (C) ∝ e−βH(C) (1)

Cependant, la connaissance de P (C) ne dit rien sur les fluctuations des histoires suivies par le

système2. Ainsi, la construction de Boltzmann et Gibbs, bien que très générale, est utilisable

seulement

(i) pour décrire un système à l’équilibre (sans courant), et

(ii) pour y étudier des observables statiques (comme l’énergie, le nombre de particules).

Restent inaccessibles par exemple la description des systèmes traversés par un courant d’én-

ergie ou de particules, ou l’étude des fluctuations de courant dans un système à l’équilibre.

L’analyse de telles situations est pourtant importante et on aimerait disposer d’une théorie

plus générale.

Dans le cadre des systèmes dynamiques, Ruelle a ainsi proposé un “formalisme thermo-

dynamique”, élaboré en analogie avec la physique statistique de Boltzmann. Sa construction

consiste à remplacer l’étude des fluctuations des configurations d’un système par celle des fluc-

tuations de ses histoires. Ce formalisme est très bien défini d’un point de vue mathématique,

mais pour ainsi dire impossible à mettre en pratique dans des systèmes physiques.

La ligne directrice de cette thèse est la traduction d’une telle construction dans un cadre un

peu différent, celui des systèmes stochastiques : l’idée centrale est de calquer la construction

de Boltzmann-Gibbs, en partant du fait qu’à une histoire macroscopique correspondent de

nombreuses histoires microscopiques.

0.3 Plan

La première partie de cette thèse est consacrée à la thermodynamique des histoires pro-

prement dite, dont la construction est exposée au chapitre 1 – nous verrons qu’il s’agit es-

sentiellement de déterminer certaines fonctions de grandes déviations. Le cas des systèmes de

“dimension infinie”(décrits sur un graphe complet, et pour lesquels le champ moyen est exact)

où toutes les quantités sont accessibles analytiquement, est étudié dans le chapitre 2 : nous

montrons qu’il est possible de définir une notion assez originale d’énergie libre dynamique à

la Landau-Ginzburg, qui donne accès à toutes les grandeurs du formalisme. La construction

est illustrée sur des exemples présentant une transition de phase ou un état absorbant, dont

2On songe à certains systèmes unidimensionnels – le SEP et le TASEP – dont l’état stationnaire est le

même en conditions aux limites périodiques (cf. paragraphe 1.5.4), mais dont la dynamique très différente.
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l’influence sur la dynamique du système est mise en évidence. Dans le cas plus complexe des

systèmes de dimension finie, on doit souvent se restreindre à des résultats numériques – un

algorithme est détaillé dans le chapitre 3, fondé sur une approche directe en temps continu.

De manière plus générale, il donne accès à n’importe quelle fonction de grandes déviations

associée à une observable locale en temps, pour les systèmes markoviens en temps continu.

Les résultats de la thermodynamique des histoires sur des modèles de systèmes vitreux, pour

lesquels l’utilisation d’outils dynamiques est opportune, sont exposés dans le chapitre 4. Nous

montrons que, dans la limite thermodynamique, l’état stationnaire des systèmes cinétique-

ment contraints se situe exactement au point critique d’une transition dynamique du premier

ordre, justifiant l’image de séparation de phase employée pour décrire ces systèmes.

Dans la seconde partie, nous nous concentrons sur un cas particulier de la thermody-

namique des histoires, l’étude des fluctuations de courant dans des systèmes à l’équilibre ou

hors d’équilibre. Nous donnons au chapitre 5 les motivations de cette étude en rappelant

brièvement diverses formes du théorème de fluctuation, et en exposant une méthode déjà

existante (le “principe d’additivité”) qui permet dans certaines situations de déterminer les

fonctions de grandes déviations associées au courant. En premier lieu (chapitre 6), nous ex-

aminons en détail les fluctuations du courant d’énergie dans un modèle de spins en interaction

sur un graphe complet. Le système est porté très loin de l’équilibre au contact de deux bains

thermiques différents et nous montrons comment étudier les fluctuations du courant, bien

que le principe d’additivité ne puisse pas s’appliquer. Nous étudions au chapitre 7 un modèle

unidimensionnel de particules en interaction (le processus d’exclusion symétrique), où nous

déterminons analytiquement la fonction de grandes déviations du courant dans de nombreux

régimes. De manière inattendue, il ressort que cette fonction est directement liée à la fonction

de grandes déviations d’une autre observable (le nombre d’événements) par l’intermédiaire

d’une fonction universelle commune, que nous déterminons. Au cours de cette étude, nous

montrons en particulier comment utiliser de manière assez nouvelle le principe d’additivité

– dans le cadre, équivalent, de l’hydrodynamique fluctuante – pour déterminer tous les cu-

mulants du courant. Enfin, dans le chapitre 8, nous donnons quelques exemples d’utilisation

des méthodes de renormalisation pour étudier les fluctuations de courant dans les systèmes

superdiffusifs. Il apparâıt qu’à grande échelle la fonction de grandes déviations acquiert un

comportement d’échelle en loi de puissance, qui reflète les propriétés de diffusion anormale.

Ces résultats permettent de caractériser différentes classes d’universalité dynamiques.
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Thermodynamique des histoires

1





Chapitre 1

Présentation de la

thermodynamique des histoires

Nous présentons une méthode, dans l’esprit du formalisme thermodynamique de Ru-

elle [112], pour effectuer une analyse statistique des histoires suivies par un système stochas-

tique. Ce travail a été effectué en collaboration avec Cécile Appert-Rolland et Frédéric van

Wijland, et correspond aux publications P2 et P3.

1.1 Motivations : construction de Boltzmann-Gibbs

En physique statistique d’équilibre, l’une des quantités non triviales les plus simples à

définir est le nombre de configurations Ω(E,N) dans lesquelles un système de taille N et

d’énergie fixée E peut se trouver

Ω(E,N) =
∑

C
δ
(
E −H(C)

)
∼ eNs(e) avec e =

E

N
(1.1)

Pour les grands systèmes (N → ∞), ce nombre se comporte exponentiellement en N et l’on

appelle s(e) l’entropie (intensive) correspondante, fonction de la densité d’énergie e = E/N .

En théorie, on peut décrire toutes les propriétés macroscopiques reliées à E à partir du calcul

de s(e) – c’est le point de vue microcanonique. En pratique, il se révèle plus facile de se

placer dans l’ensemble “canonique”, où, au lieu de fixer exactement l’énergie E, on introduit

un paramètre intensif β conjugué, qui fixe la valeur moyenne e = E/N de E. La quantité

associée à Ω(E,N) est la fonction partition du système Z(β,N) =
∑

E Ω(E,N)e−β E , qui

s’écrit directement

Z(β,N) =
∑

E

Ω(E,N)e−βE ∼ eNw(β) pour N → ∞ (1.2)

Elle se comporte aussi exponentiellement en N ce qui permet de définir la quantité intensive

w(β) , indépendante de la taille du système, et directement reliée à l’énergie libre f(β) par

3
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w(β) = −β−1f(β). C’est la quantité centrale de la physique statistique d’équilibre (les tran-

sitions de phase apparaissent notamment comme des singularités de f(β)). L’entropie s(e) se

retrouve comme

s(e) = max
β

(
βe− βf(β)

)
= max

β

(
βe+ w(β)

)
(1.3)

La thermodynamique des histoires consiste à traduire cette construction pour rendre

compte des fluctuations des histoires d’un système, au lieu de celles de ses configurations.

Il s’agit de classifier toutes les histoires que peut suivre un système sur une longue durée t en

utilisant une grandeur A[hist]

(i) qui dépend de l’histoire complète : A = A[hist], au lieu de dépendre seulement de la

configuration comme H(C),

(ii) qui est extensive en la durée t, tout comme l’énergie H(C) est extensive en la taille du

système.

Le nombre d’histoires suivies par le système avec une valeur donnée de A sur une durée t est

(en posant a = A/t) :

Ω(A, t) =
∑

histoires
de 0 à t

δ
(
A−A[hist]

)
∼ et π(a) pour t→ ∞ (1.4)

Dans les cas qui vont nous intéresser, il se trouve à nouveau plus facile de prendre un point

de vue canonique, en introduisant un paramètre s intensif en temps, conjugué à A, qui

fixe la valeur moyenne a = A/t de A. La fonction de partition dynamique correspondante

Z(s, t) =
∑

A Ω(A, t)e−sA s’écrit

Z(s, t) =
∑

A

Ω(A, t)e−sA ∼ et ψA(s) pour t→ ∞ (1.5)

Le lien entre l’entropie π(a) et l’équivalent dynamique de l’énergie libre s’écrit à nouveau sous

la forme d’une transformée de Legendre

π(a) = max
s

(
ψA(s) + sa

)
(1.6)

Remarquons par avance que dans les dynamiques stochastiques en temps continu, il sera

nécessaire de modifier légèrement les définitions (1.4) et (1.5) pour tenir compte du nombre

infini de trajectoires possibles (paragraphe 1.3.2).

En statistique d’équilibre, plusieurs observables – l’énergie, le nombre de particule, le vol-

ume – peuvent jouer le rôle de la quantité extensive E utilisée pour classifier les configurations

du système. En dynamique, le choix de la quantité A est tout aussi vaste : A peut représenter

le courant total qui a traversé le système entre 0 et t, ou le nombre d’événements élémen-

taires dans l’histoire suivie, ou toute autre quantité extensive en temps. D’un point de vue

historique, c’est la “complexité dynamique” de l’histoire qui a joué ce rôle en premier. Avant

d’effectuer la construction détaillée de la thermodynamique des histoires pour les systèmes

markoviens, nous allons brièvement rappeler certaines approches antérieures qui permettent

de préciser la notion de complexité dynamique (partie 1.2). Nous reviendrons ensuite sur la

thermodynamique des histoires construite à partir d’une quantité A quelconque (partie 1.4).
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b

b

δΓ0

∼ δΓ0 eλt

instant 0 instant t

Fig. 1.1 – Séparation exponentielle de deux trajectoires initialement très proches

1.2 Perspective historique

1.2.1 Formalisme thermodynamique de Ruelle

L’idée initiale d’effectuer une statistique sur les histoires d’un système remonte à la con-

struction par Ruelle du formalisme thermodynamique, dans le cadre des systèmes dynamiques

déterministes [112]. Un système dynamique, décrit par un ensemble de coordonnées Γ(t) dans

l’espace des phases, évolue suivant
dΓ

dt
= F (Γ) (1.7)

La tendance du système à explorer son espace de phase peut s’étudier en suivant au cours du

temps l’évolution de la séparation δΓ(t) entre deux points infinitésimalement proches à l’état

initial :
dδΓ

dt
=
∂F

∂Γ
δΓ (1.8)

La norme de δΓ crôıt ou décrôıt exponentiellement en temps, et évolue suivant une équa-

tion similaire à (1.8). Moyennées dans l’état stationnaire, les valeurs propres de l’opérateur

d’évolution correspondant permettent d’obtenir le spectre de Lyapounov {λi} du système. Il

y a autant d’exposants de Lyapounov que de dimensions dans le système. À chaque exposant

de Lyapounov positif correspond une direction particulière instable dans l’espace de phase et

un système qui possède au moins un λi > 0 est dit chaotique. Un autre outil est l’entropie de

Kolmogorov-Sinai (KS) [89, 120], qui caractérise la chaoticité globale, plutôt qu’individuelle,

de la dynamique. Pour la définir, on partitionne l’espace de phase en cellules discrètes, ce qui

rend la dynamique probabiliste et permet de construire une mesure sur l’ensemble de toutes

les trajectoires physiquement accessibles sur un intervalle de temps [0, t] donné. L’entropie de

Kolmogorov-Sinai hKS est l’entropie de Shannon d’une telle mesure

hKS = − lim
t→∞

1

t

∑

histoires
de 0 à t

Prob{histoire} ln Prob{histoire} (1.9)

Cette définition inclut une moyenne sur l’ensemble des conditions initiales ainsi qu’une ex-

trémalisation (supremum) par rapport à l’ensemble des partitions possibles de l’espace des

phases. Par définition, hKS donne une mesure de la complexité moyenne dans l’état station-

naire des trajectoires suivies par le système. Il est également possible de relier cette entropie
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au spectre de Lyapounov de la dynamique : le théorème de Pesin affirme en effet que dans

un système fermé1

hKS =
∑

λi>0

λi (1.11)

Remarquons que cette entropie est de nature dynamique et n’est pas directement liée à

l’entropie de Boltzmann-Gibbs du système. La fonction de partition dynamique, introduite

par Ruelle [112], est définie comme2

Z+(s, t) =
∑

histoires
de 0 à t

(
Prob{histoire}

)1−s ∼ et ψ+(s) (1.12)

À nouveau, cette définition comporte une moyenne sur les conditions initiales et un supremum

sur l’ensemble des partitions possibles de l’espace des phases. L’équivalent de l’énergie libre,

appelé pression topologique, est défini par

ψ+(s) = lim
t→∞

1

t
lnZ+(s, t) (1.13)

Cette fonction permet de retrouver l’entropie KS par hKS = ψ′
+(0) ou l’entropie topologique

htop = ψ+(1), qui donne une mesure du taux de croissance du nombre de trajectoires possibles

au cours du temps3. C’est la quantité centrale du formalisme de Ruelle.

Notons déjà que l’on peut voir hKS comme la valeur moyenne dans l’état stationnaire

d’une quantité fluctuante (la complexité dynamique d’une histoire)

Q+[histoire] = ln Prob{histoire} (1.14)

qui augmente linéairement en temps. On remarque que la fonction de partition dynamique

Z+(s, t) de Ruelle est très proche de la quantité (1.5) pour l’observable A = Q+. Mais avant

cela, il faut donner une définition précise de Prob{histoire}, ce que nous allons faire dans le

cadre des systèmes décrits par une dynamique markovienne.

1.2.2 Approche de Gaspard : temps discret

D’après les définitions précédentes, il existe une manière naturelle, comme l’explique Gas-

pard dans [64, 62, 65], d’étendre les notions d’entropie KS et de fonction de partition dy-

namique au cas des châınes de Markov en temps discret. Considérons un processus de Markov

1Dans un système ouvert, la probabilité n’est pas conservée, et on note γ le taux de perte de probabilité

correspondant :
P

histoires
de 0 à t

Prob{histoire} ∼ e−γt. L’entropie de Kolmogorov-Sinai est définie par

hKS = − lim
t→∞

1

t

P

histoires
de 0 à t

Prob{histoire} ln Prob{histoire}
P

histoires
de 0 à t

Prob{histoire}
(1.10)

et le théorème de Pesin s’énonce hKS = −γ +
P

λi>0 λi.
2Dans les notations historiques, 1 − s est noté β. L’avantage de notre changement de notation apparâıtra

pour les dynamiques markoviennes, lorsqu’on exprimera Z+(s, t) comme la fonction génératrice des moments

d’une observable.
3Dans un système ouvert, on a γ = −ψ+(0) et hKS = ψ′

+(0) − γ.
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qui décrit l’évolution d’un système entre ses différentes configurations {C} avec des probabil-

ités de transition w(C → C′). La probabilité P (C, t) d’être dans la configuration C à l’instant

t obéit à l’équation d’évolution discrète

P (C, t+ τ) − P (C, t) =
∑

C′ 6=C

[
w(C′ → C)P (C′, t) − w(C → C′)P (C, t)

]
(1.15)

où τ représente le pas de temps (le temps écoulé s’écrit sous la forme t = nτ). La probabilité

d’une histoire C0 → . . .→ Cn se déroulant entre 0 et t = nτ , du type

(
C0, 0; C1, τ ; . . . ; Cn, nτ

)
(1.16)

s’écrit

Prob(C0 → . . .→ Cn) = P (C0, 0)w(C0 → C1) . . . w(Cn−1 → Cn) (1.17)

Dans cette expression, deux configurations successives Ck, Ck+1 peuvent tout à fait être égales.

Par définition de l’entropie KS on a directement

hKS = − lim
n→∞

1

nτ

∑

C0,..Cn
Prob(C0 → . . . → Cn) ln Prob(C0 → . . . → Cn) (1.18)

On voit alors facilement [65] que cette expression se simplifie pour donner

hKS = −1

τ

∑

C,C′

Pst(C) w(C → C′) lnw(C → C′)

= −1

τ
〈
∑

C′

w(C → C′) lnw(C → C′)〉st (1.19)

où Pst(C) est l’état stationnaire markovien. De nombreux calculs explicites de cette quantité

ont été effectués dans Dorfman [45] ou Gaspard [64].

1.2.3 Problème du passage du discret au continu

On aimerait prendre la limite du temps continu τ → 0 dans (1.19). Les probabilités de

transition w(C → C′) entre configurations s’expriment en fonction du pas de temps τ et des

taux de transition W (C → C′) selon :

w(C → C′) =





τ W (C → C′) si C 6= C′

1 − τ
∑

C′′ 6=C
W (C → C′′) si C = C′ (1.20)

de sorte que l’équation mâıtresse discrète (1.15) redonne son analogue en temps continu à la

limite τ → 0 :

∂tP (C, t) =
∑

C′ 6=C

[
W (C′ → C)P (C′, t) −W (C → C′)P (C, t)

]
(1.21)
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En suivant Gaspard, [63, 65], l’entropie KS définie dans (1.19) s’écrit en terme des taux de

transition W (C → C′) :

hKS = −
∑

C,C′

Pst(C) W (C → C′) ln
(
τW (C → C′)

)
(1.22)

Il apparâıt clairement que la limite continue τ → 0 dans (1.22) n’existe pas, à cause du terme

divergent en ln τ . Comme les taux de transition W (C → C′) sont dimensionnés et qu’il n’y a

pas a priori d’échelle de temps disponible, on ne peut pas éliminer la divergence en gardant

seulement le terme fini dans (1.22), car l’argument du logarithme doit rester sans dimension.

L’exemple très simple de la marche aléatoire unidimensionnelle est déjà affecté par ce

problème. En notant p (respectivement q, r) les probabilités de saut vers la gauche (resp. vers

la droite, de ne pas sauter) l’entropie KS correspondante s’écrit

hKS = −1

τ
[p ln p+ q ln q + r ln r] (1.23)

À la limite du temps continu, les probabilités p et q sont proportionnelles à τ et tendent vers

0, ce qui donne comme attendu un hKS mal défini.

Il en est a fortiori de même pour la fonction de partition dynamique. De manière plus

générale, on voit qu’il est préférable pour éviter ces problèmes de repartir des définitions

même et de construire une approche intrinsèquement en temps continu.

1.3 Construction pour les dynamiques markoviennes en temps

continu

1.3.1 Nature des histoires

Considérons un système décrit par une dynamique de Markov, de taux de transition

W (C → C′) entre configurations différentes. La probabilité P (C, t) d’être dans l’état C à

l’instant t évolue suivant l’équation mâıtresse (1.21), qui s’écrit aussi

∂tP = WP (1.24)

où l’opérateur d’évolution W a pour éléments

(
W
)
C,C′ = W (C′ → C) − r(C)δC,C′ (1.25)

et

r(C) =
∑

C′ 6=C
W (C → C′) (1.26)

est le taux de saut de la configuration C vers une autre configuration (que nous appellerons

taux d’échappement de C). Les histoires suivies par le système peuvent être vues comme le

résultat de deux processus aléatoires distincts (voir figures 1.2 et 1.3) :
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C(t)

tt0 = 0 t1 t2 t3

∆t0 = t1 − t0 ∆t1 = t2 − t1 ∆t2 = t3 − t2

C0

C1

C2

C(t) = C3

Fig. 1.2 – Une trajectoire typique pour une dynamique markovienne en temps continu : les

intervalles de temps tk+1 − tk entre les changements de configuration sont distribués suivant

une loi de Poisson de paramètre r(Ck). À chaque changement de configuration, le système

saute de Ck vers une autre configuration Ck+1 avec probabilité
W (Ck→Ck+1)

r(Ck) .

(i) Le système passe par une séquence C0 → . . . → CK de configurations successivement

distinctes. Chaque saut de Ck à Ck+1 s’effectue avec une probabilité
W (Ck→Ck+1)

r(Ck) .

(ii) Entre chaque changement de configuration, le système reste dans la configuration Ck
pendant un intervalle de temps ∆tk = tk+1−tk qui est distribué avec une loi poissonienne

de paramètre r(Ck) (défini à l’équation 1.26)

ρ(Ck,∆t) = r(Ck)e−∆t r(Ck) (1.27)

Une différence importante avec les séquences de configurations en temps discret (cf. éq.1.17)

est que dans cette description les configurations successives sont différentes par construction.

La probabilité d’une telle séquence, indépendamment des temps de sauts, s’écrit

Prob{histoire} =

K−1∏

k=0

W (Ck → Ck+1)

r(Ck)
(1.28)

oùK est le nombre de changements de configuration (voir figure 1.3). La densité de probabilité

des instants {tk}1≤k≤K de changement de configuration est

K−1∏

k=0

ρ(Ck, tk+1 − tk) (1.29)

Cette représentation des trajectoires d’une dynamique markovienne est décrite dans Van

Kampen [85]. On peut la retrouver facilement à partir d’une transformation de l’équation
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0

C0

t1

C1

t2

C2

. . . tK

CK

t

C = CK

probabilité d’attente :

e−(t−tK)r(CK)

Fig. 1.3 – Une réalisation donnée d’une histoire de configurations C0 → . . . → CK . Entre les

instants tk et tk+1, le système reste dans la configuration Ck.

mâıtresse où l’on sépare à la main les termes de gain (absence de saut de configuration) et

de perte (saut de configuration) de probabilité (cf. annexe A). Explicitement :

P (C, t|C0, t0) =

+∞∑

K=0

∑

C1,...,CK

∫ t

t0

dt1 ρ(C0, t1 − t0) . . .

∫ t

tK−1

dtK ρ(CK−1, tK − tK−1)

e−(t−tK )r(CK )

[
K∏

k=1

W (Ck−1 → Ck)
r(Ck−1)

]
(1.30)

Dans cette expression, le dernier terme exponentiel e−(t−tK )r(CK ) représente la probabilité de

ne pas sauter de C = CK entre tK et t (cf. figure 1.3).

1.3.2 Fonction de partition de Ruelle

Avant de choisir un nouveau point de vue qui donne une entropie KS et une pression

topologique bien définies, on peut d’abord expliciter la source des difficultés de la discrétisa-

tion en temps. Sans discrétisation temporelle, les intervalles de temps ∆tk entre les sauts sont

distribués continûment. Ainsi, en appliquant mot pour mot la construction de Boltzmann-

Gibbs du paragraphe 1.1 à une dynamique markovienne continue en temps et discrétisée par

un pas de temps τ , on voit d’après (1.4) que le nombre Ω(Q+, t) d’histoires du type (1.16)

donnant au temps t = nτ une valeur fixée de Q+ tend vers l’infini à la limite τ → 0 , même

pour t fini. Il en est de même pour la fonction de partition dynamique correspondante (1.5)

et donc pour l’entropie KS (1.22). En termes imagés, la complexité dynamique de l’histoire

est infinie à la limite τ → 0 , car il y a besoin d’une information infinie pour représenter les

temps de saut, répartis continûment entre 0 et t [68].

Pour dépasser cette difficulté, une alternative consiste à se concentrer sur la probabilité

des histoires C0 → . . . → CK seulement dans l’espace des configurations. Dans cette optique,

la distribution de probabilité des intervalles de temps ∆tk entre les sauts intervient seulement

comme moyenne extérieure, et joue un rôle similaire à la moyenne sur les conditions initiales

présente dans les définitions (1.9) et (1.12) de hKS et Z+(s, t) dans le contexte des systèmes

dynamiques déterministes. Ce changement de point de vue est dans l’esprit de l’approche

développée par Van Beijeren, Dorfman et collaborateurs [12, 92] pour le gaz de Lorentz et le

billard de Sinai.



1.3. CONSTRUCTION POUR LES DYNAMIQUES MARKOVIENNES EN TEMPS CONTINU11

Explicitement, cela consiste à interpréter la définition de la fonction de partition dy-

namique (1.12) comme

Z+(s, t) =
+∞∑

K=0

∑

C1,...,CK

∫ t

t0

dt1 ρ(C0, t1 − t0) . . .

∫ t

tK−1

dtK ρ(CK−1, tK − tK−1)

e−(t−tK )r(CK)

[
K∏

k=1

W (Ck−1 → Ck)
r(Ck−1)

]1−s

(1.31)

pour les dynamiques markoviennes. Seule la partie correspondant à la probabilité de la

séquence de configuration C0 → . . . → CK est élevée à la puissance 1 − s (elle contient une

information finie). Sans que cela nuise à la généralité, nous avons considéré que la condition

initiale C0 est fixée.

1.3.3 Entropie de Kolmogorov-Sinai

Dans le même esprit que pour la fonction de partition dynamique, la définition (1.9)

de l’entropie de Kolmogorov-Sinai s’interprète pour les dynamiques markoviennes en temps

continu selon

hKS = − lim
t→∞

1

t

+∞∑

K=0

∑

C1,...,CK

∫ t

t0

dt1 ρ(C0, t1 − t0) . . .

∫ t

tK−1

dtK ρ(CK−1, tK − tK−1)

e−(t−tK )r(CK) Prob{histoire} ln
[
Prob{histoire}

]
(1.32)

où à nouveau la probabilité d’une histoire représente celle de la séquence de ses configurations,

comme dans (1.28) :

Prob{histoire} =

K−1∏

k=0

W (Ck → Ck+1)

r(Ck)
(1.33)

On retrouve le lien habituel entre hKS et Z+(s, t) :

hKS = lim
t→∞

1

t

∂ lnZ+(s, t)

∂s

∣∣∣∣
s=0

(1.34)

Une première justification des définitions (1.31) et (1.32) est qu’elles donnent un résultat

fini, indépendant de toute échelle de temps extérieure ou d’un choix particulier d’unité de

temps. De plus, comme on le détaillera au paragraphe 1.5.6, l’entropie hKS définie à partir

de (1.31) est intimement liée au courant d’entropie [93] des processus de Markov en temps

continu, exactement comme Gaspard l’avait montré pour le cas des dynamiques de Markov

en temps discret [65].

Il faut souligner que les définitions que nous avons proposées ici diffèrent d’une lecture

directe de celles des systèmes dynamiques. L’entropie de Kolmogorov originale correspond à

une mesure sur les histoires, à la fois dans le temps et dans l’espace des configurations, ce qui

la rend infinie [64] en temps continu (comme nous l’avons déjà signalé, il faut une information

infinie pour décrire les intervalles qui séparent deux changements de configuration, car ils sont
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distribués continûment). Elle ne permet donc pas de comparer deux processus de Markov en

temps continu par l’étude de leurs entropies dynamiques, ce qui serait pourtant souhaitable

dans l’absolu. Pour atteindre ce but, nous avons préféré focaliser la mesure des trajectoires

sur l’information contenue dans les séquences de configurations visitées, donnant aux poids

des intervalles temporels la forme d’une moyenne extérieure, selon la procédure exposée au

paragraphe 1.3.2. Nous verrons sur de nombreux exemples que notre approche respecte l’esprit

originel et le contenu physique du formalisme thermodynamique de Ruelle.

Il est également possible de faire un lien entre les approches en temps continu et en temps

discret, en remarquant qu’entre chaque changement de configuration, il existe en vérité une

unité de temps naturelle – bien que fluctuante –, donnée par τC = 1/r(C) si le système est

dans l’état C. Toutefois, substituer τ par le bon τC à chaque pas de temps dans l’écriture (1.18)

de hKS en temps discret ne redonne pas la même expression (1.32) qu’en temps continu. En

effet, il reste que l’écriture (1.18) accorde autant d’importance aux pas de temps qui voient

la configuration changer qu’à ceux qui ne la voient pas changer, contrairement à l’expression

(1.32) en temps continu.

1.3.4 Interprétation en termes d’une observable

Comme esquissé à la fin du paragraphe 1.2.1, on peut exprimer la fonction de partition

dynamique Z+(s, t) en termes d’une observable Q+ extensive en temps. En définissant la

complexité dynamique Q+ d’une histoire

Q+ =
K−1∑

k=0

ln
W (Ck → Ck+1)

r(Ck)
, (1.35)

telle que, dans l’espace des configurations

Prob{history} = eQ+ (1.36)

on identifie d’après (1.31) la fonction de partition Z+(s, t) à la fonction génératrice des mo-

ments de Q+ :

Z+(s, t) = 〈e−sQ+〉 (1.37)

La moyenne 〈·〉 est la moyenne usuelle sur les histoires du processus stochastique, c’est-à-dire

sur des configurations visitées et sur les intervalles de temps. Pour l’entropie KS, on remarque

d’après (1.37) que

hKS = − lim
t→∞

1

t
〈Q+〉 (1.38)

Enfin la pression topologique (ou pression de Ruelle) ψ+(s), définie comme

ψ+(s) = lim
t→∞

1

t
lnZ+(s, t) (1.39)

s’interprète comme la fonction génératrice des cumulants de la complexité dynamique :

lim
t→∞

〈Qn+〉c
t

= (−1)n
dnψ+

dsn

∣∣∣∣
s=0

(1.40)
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On voit de plus que l’entropie KS s’obtient à partir de ψ+ selon

hKS =
dψ+

ds

∣∣∣∣
s=0

, (1.41)

tout comme dans le formalisme original de Ruelle. La pression topologique s’interprète égale-

ment comme le taux de croissance exponentiel de Z+(s, t) ∼ etψ+(s). Ce type de propriété est

en réalité générique de toutes les observables qui, comme Q+ évoluent dans le temps par saut

à chaque changement de configuration :




C → C′

Q+ → Q+ + ln
W (C → C′)

r(C)

(1.42)

Nous allons donc étudier de manière générale les fluctuations d’observables de même na-

ture. Ceci permettra également de mieux comprendre comment adapter au temps continu les

fonctions Ω(A, t) et Z(s, t) définies lors de la construction de Boltzmann-Gibbs dynamique

(paragraphe 1.1).

1.4 Généralisation à une observable A quelconque

1.4.1 Courants

Inspiré par la manière dont évolueQ+ dans (1.42), nous allons étudier les fluctuations d’ob-

servables A, qui dépendent de l’histoire suivie par le système en évoluant à chaque changement

de configuration sous la forme {
C → C′

A→ A+ α(C, C′)
(1.43)

autrement dit, d’observables égales à une somme de contributions élémentaires α(C, C′) qui

ne dépendent que des états visités

A[hist] =
K−1∑

k=0

α(Ck, Ck+1) (1.44)

C’est un type d’observable qui nous permettra d’effectuer la construction de Boltzmann-Gibbs

dynamique du paragraphe 1.1. Le courant dans un système de particules, ou la complexité

dynamique Q+ font partie des exemples que nous étudierons. On peut également considérer

des observables qui dépendent des intervalles de temps entre chaque saut (paragraphe 1.4.5).

Pour une construction similaire dans le cadre des systèmes dynamiques, on consultera par

exemple l’exposé de Gaspard [64, sec. 4.2].

L’étude des fluctuations de A se fait par l’étude de la probabilité jointe P (C, A, t) d’être

dans la configuration C à l’instant t en ayant observé une valeur A de l’observable (1.44).

Cette quantité obéit à l’équation mâıtresse

∂tP (C, A, t) =
∑

C′ 6=C
W (C′ → C)P

(
C′, A− α(C′, C), t

)
− r(C)P (C, A, t) (1.45)
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Comme première remarque, on peut vérifier que A se comporte linéairement en temps aux

grands temps. Par définition, la moyenne 〈A〉 de A sur les histoires s’écrit au temps t comme

〈A〉 =
∑

A,C AP (C, A, t). On déduit de l’équation d’évolution (1.45) et de la définition (1.26)

de r(C) que

∂t〈A〉 =
∑

C,C′ 6=C
α(C, C′)W (C → C′)P (C, t) (1.46)

ainsi, dans l’état stationnaire, atteint aux grands temps,

1

t
〈A〉 = 〈JA〉 pour t→ ∞ (1.47)

où l’observable

JA(C) =
∑

C′ 6=C
α(C, C′)W (C → C′) (1.48)

est statique (i.e. ne dépend pas de l’histoire, mais seulement de la configuration du système)

et 〈·〉 désigne la moyenne dans l’état stationnaire.

On peut illustrer cette propriété sur la complexité dynamique : pour A = Q+, les relations

précédentes donnent l’entropie de Kolmogorov-Sinai

hKS = −1

t
〈Q+〉 = −〈J+〉 (1.49)

comme moyenne dans l’état stationnaire de l’observable statique

J+(C) =
∑

C′

W (C → C′) ln
W (C → C′)

r(C)
(1.50)

Cette expression est très proche de celle obtenue en temps discret (1.19), ce qui souligne

le parallèle entre les deux approches. Le facteur 1/r(C) rend l’argument du logarithme sans

dimension.

1.4.2 Fonctions de grandes déviations

Comme nous l’avons déjà remarqué, la quantité Ω(A, t) définie en (1.4), qui compte le

nombre d’histoires pour lesquelles A[hist] = A, est infinie, tout comme la fonction de partition

discrète (1.5) associée, ce qui empêche de déterminer l’entropie dynamique π(A) et l’énergie

libre dynamique ψA(s) associée. Pour adapter cette construction de Boltzmann-Gibbs aux

dynamiques de Markov en temps continu, on est conduit comme pour Z+(s, t) à modifier

les définitions (1.4) et (1.5) et, plus précisément, à changer légèrement de point de vue en

s’intéressant aux quantités suivantes. L’équivalent de Ω(A, t) est la probabilité d’observer une

valeur A = a t de l’observable A après un long temps t

P (A/t = a, t) ∼ et π(a) pour t→ ∞ (1.51)

La fonction π(a) joue le rôle d’une “entropie dynamique” associée à A. Elle s’annule à son

maximum ast, qui correspond à la valeur de 1
t 〈A〉 dans l’état stationnaire (voir figure 1.4). La
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“fonction de partition dynamique” associée à P (A/t = a, t) est ZA(s, t) =
∑

A P (A, t)e−sA,

qui s’écrit encore4

ZA(s, t) =
〈
e−sA

〉
∼ et ψA(s) pour t→ ∞ (1.52)

Dans la suite, les notations ZA(s, t) et ψA(s) désignent les définitions (1.52) valides en temps

continu.

π(a)

a

ast = 〈JA〉 = 1
t 〈A〉b

Fig. 1.4 – Fonction de grandes déviations π(a) associée à P (A/t = a, t).

Par extension, on appellera ψA(s) “énergie libre dynamique” associée à A. Comme en

physique statistique d’équilibre, il s’avère plus facile d’adopter une approche canonique (don-

née par ψA(s)) que microcanonique (correspondant à π(a)). Le passage de l’une à l’autre de

ces fonctions de grandes déviations s’effectue au moyen d’une transformation de Legendre

ψA(s) = max
a

(
π(a) − sa

)
(1.53)

= π(a⋆) − sa⋆ avec π′(a⋆) = s (1.54)

ou encore, lorsque l’inversion est possible [48]

π(a) = max
s

(
ψA(s) + sa

)
(1.55)

= ψA(s⋆) + s⋆a avec ψ′
A(s⋆) = −a (1.56)

Ces fonctions de grandes déviations décrivent toutes les fluctuations de A dans l’état station-

naire :

lim
t→∞

1

t
〈Ap〉c = (−1)p

dpψA(s)

dsp

∣∣∣∣
s=0

, (1.57)

bien au delà des fluctuations gaussiennes. En plus d’une facilité de calcul, la fonction de

partition dynamique ZA(s, t) et l’énergie libre ψA(s) apportent aussi des informations sur les

4La comparaison entre (1.1-1.2), (1.4-1.5) et (1.51-1.52) éclaire d’une lumière originale l’hypothèse micro-

canonique de Boltzmann.



16 CHAPITRE 1. PRÉSENTATION DE LA THERMODYNAMIQUE DES HISTOIRES

histoires atypiques suivies par le système. D’un point de vue formel, la fonction π(a) sonde les

histoires qui possèdent une valeur fixée a de A/t aux grands temps, tandis que l’énergie libre

dynamique ψA(s) à s fixé caractérise les histoires qui possèdent une valeur moyenne de A/t

égale à a, la correspondance entre a et s étant donnée par (1.54) ou (1.56) [cf. paragraphe

1.4.3]. En particulier, l’état stationnaire, pour lequel a = ast = 〈A〉/t, est caractérisé par

s = 0.

1.4.3 État stationnaire à valeur non nulle de s

On souhaite maintenant étudier les états à s 6= 0 explorés par la fonction de partition

dynamique ZA(s, t). Le passage de P (A, t) à ZA(s, t) faisait intervenir une transformation

de Laplace. Celle-ci simplifie également l’équation d’évolution (1.45) de la probabilité jointe

P (C, A, t). La transformée de Laplace

P̂A(C, s, t) =
∑

A

e−sAP (C, A, t) (1.58)

obéit d’après (1.45) à l’équation d’évolution

∂tP̂A(C, s, t) =
∑

C′ 6=C
e−sα(C′,C)W (C′ → C)P̂A(C′, s, t) − r(C)P̂A(C, s, t) , (1.59)

qui s’écrit encore ∂tP̂A = WAP̂A , l’opérateur WA ayant pour éléments

(
WA

)
C,C′ = W (C′ → C)e−sα(C′,C) − r(C)δC,C′ . (1.60)

Pour s 6= 0, cet opérateur ne conserve pas la probabilité, car
(
WA

)
C,C +

∑
C′ 6=C

(
WA

)
C′,C 6= 0.

L’équation d’évolution (1.59) est linéaire. On voit donc que P̂A(C, s, t) se comporte exponen-

tiellement aux grands temps :

P̂A(C, s, t) ∼ etψA(s) , (1.61)

où ψA(s) est la plus grande valeur propre de WA. Il en est de même pour ZA(s, t) =∑
C P̂A(C, s, t), ce qui justifie (1.52). La croissance ou décroissance exponentielle de P̂A(C, s, t)

incite à définir l’état à s non nul (ou “état-s”)

P̃A(C, s, t) =
P̂A(C, s, t)
ZA(s, t)

∼ e−tψA(s)P̂A(C, s, t) (1.62)

Les valeurs de P̃A(C, s, t) sont positives, car PA(C, s, t), qui obéit à l’équation mâıtresse (1.45),

est positif à tout temps. Il en est de même pour P̂A(C, s, t)/ZA(s, t). Après normalisation,

l’état-s P̃A(C, s, t) représente bien une distribution de probabilité. La limite de grands temps

donne l’état-s stationnaire P̃A(C, s) = limt→∞ P̃A(C, s, t). Cet état est aussi le vecteur propre

(normalisé) de WA associé à ψA(s).

Cet état n’est pas le résultat d’une évolution qui conserve la probabilité dans l’espace des

C. On peut cependant l’obtenir comme le résultat de l’évolution en parallèle d’un ensemble

de copies du système, munies d’une dynamique qui favorise l’observation de déviations de
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A par rapport à sa moyenne ainsi que de règles de clonage qui reflètent la non-conservation

de la probabilité (voir par exemple l’algorithme de par Giardinà, Kurchan et Peliti [67], ou

celui proposé dans P5 et détaillé au chapitre 3). Pour toute observable statique O, la valeur

moyenne de O dans l’état-s à l’instant t, définie par

〈O〉s =
∑

C
O(C) P̃ (C, s, t) (1.63)

est telle que, pour les trajectoires entre 0 et t

〈O〉s =
〈O(C(t)) e−sA〉

〈e−sA〉 (1.64)

Une construction similaire donne la mesure dans l’état-s d’observables qui dépendent de

l’histoire complète du système. En particulier la valeur moyenne de l’observable A dans l’état-

s est

〈A〉s =
〈A e−sA〉
〈e−sA〉 = −∂s〈e

−sA〉
〈e−sA〉 ∼ −∂s

[
etψA(s)

]

etψA(s)
∼ −t ψ′

A(s) (1.65)

On voit donc que pour imposer une valeur moyenne donnée a de A/t dans l’état-s, il suffit

de choisir le s⋆ conjugué à a par (1.56) (tout comme en thermodynamique d’équilibre le

choix d’une température impose la valeur moyenne de l’énergie). De la même manière, aux

grands temps, la valeur moyenne d’une observable dans l’état-s 〈O〉s est égale à la valeur

moyenne 〈O〉a de O pour les histoires telles que A[hist] = a t, a et s étant toujours conjugués

par (1.56) :

〈O〉a ≡
∑

C
O(t)P (C, A = at, t)

=
∑

C,A
O(t)P (C, A, t) δ(A − at)

=

∫
ds
∑

C,A
O(t)P (C, A, t) e−sA+s a t

=

∫
ds
∑

C
O(t)P̂ (C, s, t) es a t

〈O〉a =

∫
ds 〈O〉s e[ψA(s)+s a] t (1.66)

d’où l’interprétation annoncée, l’intégrale sur s étant dominée par la même valeur s⋆ que

dans (1.56).

Une autre propriété particulière des état-s est que la moyenne intégrée au cours du temps

et la moyenne au temps final ne sont pas égales (dès que s 6= 0). Plus précisément, si O(C)

est une observable qui dépend de la configuration, on peut s’intéresser à deux manières de

calculer la moyenne de O
– soit au temps final

〈O〉s =
〈O(C(t)) e−sA〉

〈e−sA〉 (1.67)
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– soit en effectuant une moyenne au long de l’évolution temporelle

1

t

〈∫ t

0
O
〉
s

=

〈 ∫ t
0 dτ O(C(τ)) e−sA

〉

〈e−sA〉 (1.68)

Dans l’état stationnaire non-modifié (s = 0), ces deux moyennes cöıncident aux grands temps.

En revanche, dès que s 6= 0, on peut voir de manière générale que ces deux quantités sont

différentes (cf. l’annexe B pour des exemples). De manière plus générale, on peut définir une

moyenne à temps intermédiaire 0 ≤ τ ≤ t

〈O(τ)〉s =
〈O(C(τ)) e−sA〉

〈e−sA〉 (1.69)

où 〈·〉 a toujours lieu sur toutes les histoires entre 0 et t.

Dans l’annexe B, on détaille un exemple de système de particules où l’on peut déterminer

la densité 〈ρ(τ)〉s à tout temps intermédiaire. Elle possède un régime transitoire initial (qui

dépend des conditions initiales), mais également un régime transitoire final, qui décrit la

transition d’un régime “stationnaire” intermédiaire vers l’état-s à temps final. Il correspond

aux configurations visitées par le système pendant une longue période avant de d’adopter sa

configuration finale.

1.4.4 Fonction Zêta

Aux fonctions de partition ZA(s, t) sont associées les fonctions Zêta, transformées de

Laplace de ZA(s, t) par rapport au temps :

ZA(s, z) =

∫ ∞

0
dt e−ztZA(s, t) (1.70)

La fonction ZA(s, z) est analytique sur le plan complexe de la variable z, sauf en certains

pôles. L’énergie libre dynamique ψA(s) correspond au pôle le plus proche de 0. D’après (1.52),

ZA(s, t) s’écrit explicitement [cf. l’expression (A.23) en annexe] sous forme d’une somme

d’intégrales temporelles convoluées, qui se factorisent après transformation de Laplace pour

donner

ZA(s, z) =
+∞∑

K=0

∑

C1,...,CK

1

z + r(CK)

K−1∏

k=0

e−sα(Ck ,Ck+1) W (Ck → Ck+1)

z + r(Cn−1)
(1.71)

Dans certains systèmes on accède plus facilement à l’énergie libre dynamique en utilisant

cette expression. La fonction Zêta de Ruelle (paragraphe 1.5.1) est la fonction Zêta associée

à la fonction de partition dynamique Z+(s, t).

1.4.5 Une généralisation supplémentaire

Jusqu’à présent nous avons considéré des observables qui dépendent de l’histoire du sys-

tème seulement par la séquence des configurations visitées. Une forme plus générale d’observ-
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able, toujours locale en temps, est donnée par

B[hist] =

K−1∑

k=0

α(Ck, Ck+1) +

∫ t

0
dt b
(
C(t)

)
(1.72)

où b(C) est une fonction de la configuration. Les observables de ce type sont utiles si l’on

cherche par exemple à classifier les histoires du système en fonction de l’intégrale temporelle

d’une quantité statique D’autre part, la forme (1.72) permet de faire le lien avec certaines

observables étudiées dans le cadre des systèmes dynamiques, comme le taux d’expansion dans

l’espace de phase, intégré temporellement [69, 13]. En utilisant les résultats de l’annexe A et

l’écriture ∫ t

0
dt b
(
C(t)

)
=

K−1∑

k=0

(tk+1 − tk)b(Ck) + (t− tK)b(CK) (1.73)

on voit que la fonction de partition dynamique Z(s, t) = 〈e−sB〉 se comporte à nouveau

en etψB(s) , où l’énergie libre dynamique ψB(s) est la valeur propre maximale de l’opérateur

d’éléments
(
WB

)
C,C′ = W (C′ → C)e−sα(C′,C) −

[
r(C) + s b(C)

]
δC,C′ . (1.74)

Pour l’observableB, les parties diagonale et non diagonale de l’opérateur d’évolution markovien (1.25)

sont modifiées. La fonction Zêta correspondante ZB(s, z) possède la même expression (1.71)

que ZA(s, z), en y substituant r(C) par r(C) + s b(C).

On peut également retrouver ce résultat en s’intéressant à la probabilité P (C, B, t) d’être

dans la configuration C à l’instant t après avoir mesuré une valeur B de l’observable extensive

en temps (1.72). Cette probabilité évolue suivant

∂tP (C, B, t) =
∑

C′

W (C′ → C)P
(
C′, B − α(C′, C), t

)
− r(C)P (C, B, t) − b(C)

∂

∂B
P (C, B, t)

(1.75)

Sa transformée de Laplace P̂B(C, s, t) =
∫

dB e−sBP (C, B, t) vérifie donc

∂tP̂B(C, s, t) =
∑

C′

e−sα(C′,C)W (C′ → C)P̂B(C′, s, t) −
[
r(C) + sb(C)

]
P̂B(C, s, t) (1.76)

Cette évolution correspond bien à celle de l’opérateur (1.74).

1.5 Premiers exemples

1.5.1 Retour au formalisme thermodynamique

La pression topologique ψ+(s, t) apparâıt comme la valeur propre maximale de l’opérateur

WA associé à A = Q+, qui s’écrit explicitement

(
W+

)
C,C′ = W (C′ → C)1−sr(C′)s − r(C)δC,C′ . (1.77)
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Cet opérateur est l’analogue stochastique de l’opérateur de Perron-Frobenius pour les sys-

tèmes dynamiques, dont la pression topologique est également la valeur propre maximale [64,

section 4.5]. La fonction Zêta de Ruelle s’écrit

Z+(s, z) =
+∞∑

K=0

∑

C1,...,CK

1

z + r(CK)

K−1∏

k=0

rs(Ck)W 1−s(Ck → Ck+1)

z + r(Ck)
(1.78)

On trouvera dans [12] un exemple d’utilisation de ce type de relation pour le gaz de Lorentz.

1.5.2 Cas du taux de sortie r(C) constant

Il existe une situation particulièrement simple pour les fluctuations de Q+ et le calcul

de ψ+(s) : celle des systèmes dont les taux de transition sont uniformes dans l’espace des

configurations (W (C → C′) = W ). Le taux d’échappement r = r(C) est indépendant de C et

on trouve que la pression topologique prend une forme poissonienne

ψ+(s) = r
[( r

W

)s
− 1
]

(1.79)

Ce résultat peut s’obtenir en déterminant la plus grande valeur propre de l’opérateur de

Perron-Frobenius (1.77), ou par le calcul direct suivant. Dans la définition (1.31) de la

fonction de partition dynamique Z+(s, t), la probabilité d’une histoire de configurations

Prob[hist] = eQ+ ne dépend de la suite de configurations visitées C0 → . . . → CK que par

l’intermédiaire du nombre K de configurations visitées : eQ+ =
(
W
r

)K
. Ainsi, le facteur eQ+

est entièrement découplé de la moyenne sur les instants de saut t0, . . . , tK . La probabilité de

ces tk est e−rt (r t)K

K! . Au total, indépendamment de la configuration initiale, Z+(s, t) prend

ainsi la forme simple :

Z(s, t) =

+∞∑

K=0

( r
W

)K

︸ ︷︷ ︸
nombre

d’histoires

e−rt
rK tK

K!︸ ︷︷ ︸
probabilité
de K sauts

[(
W

r

)1−s]K

︸ ︷︷ ︸
Prob[hist]1−s

= e t r [(
r
W )

s−1] , (1.80)

ce qui donne bien l’expression (1.79). Ce résultat peut encore s’obtenir en calculant la fonction

Zêta de Ruelle (1.78) :

Z+(s, z) =
1

z + r

+∞∑

K=0

(
W ( r

W )1+s

z + r

)K
=

1

z − r (( r
W )s − 1)

=
1

z − ψ+(s)
(1.81)

Les fluctuations de Q+ sont particulièrement simples car r(C) est indépendant de C, ce qui

n’est pas le cas en général dans les systèmes physiques. Un exemple est donné par celui d’une

particule qui diffuse sur une châıne de trois sites avec des conditions au bord réfléchissantes.

On peut prendre tous les taux de saut égaux à 1, sauf l’un d’entre eux (saut du site 1 vers le

site 2), égal à w. L’opérateur d’évolution et l’opérateur de Perron-Frobenius s’écrivent

W =



−1 1 0

w −w − 1 1

0 1 −1


 , W+ =




−1 (w + 1)s 0

w1−s −w − 1 1

0 (w + 1)s −1


 (1.82)
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La pression topologique, obtenue comme plus grande valeur propre de W+, vaut

ψ+(s) =
1

2

{
−2 − w +w− s

2

√
ws+2 + 4(1 + w)s(ws + w)

}
(1.83)

et ne correspond pas à un Q+ poissonien.

On verra cependant des exemples où ψ+(s) prend une forme poissonienne similaire à (1.79),

dans une limite de grande taille de système (où précisément les W (C → C′) deviennent

indépendants de C).

1.5.3 Un système ouvert : la marche aléatoire à conditions absorbantes

Gaspard et Nicolis [61] ont montré qu’il existe un lien générique entre le taux de perte de

probabilité γ dans un système ouvert et les coefficients de transport. Nous illustrons dans ce

paragraphe sur un exemple qu’un tel lien existe aussi dans notre approche en temps continu.

On considère une marche aléatoire sur un réseau euclidien en dimension d, infini dans d− 1

directions et fini, de taille ℓ, avec bords absorbants dans la direction restante. L’opérateur

de Perron-Frobenius W+ se décompose sous la forme d’une somme directe de d opérateurs

décrivant une marche unidimensionnelle, un pour chaque direction indépendante du système

W+ = W
(ℓ)
+ ⊕ W

(∞)
+ ⊕ . . . ⊕ W

(∞)
+ (1.84)

avec

W
(ℓ)
+ =




−2D D(2d)s (0)

D(2d)s −2D D(2d)s

. . .
. . .

. . .

D(2d)s −2D D(2d)s

(0) D(2d)s −2D




︸ ︷︷ ︸
ℓ éléments

(1.85)

W
(∞)
+ étant la version infinie de W

(ℓ)
+ . La pression topologique ψ+(s) est le maximum du

spectre de W+. On trouve

ψ+(s) = 2D

[
(2d)s

(
cos

π

ℓ+ 1
− 1

)
+ d
(
(2d)s − 1

)]
(1.86)

Le taux d’échappement γ de la probabilité (cf. notes 1 et 3, section 1.2.1) vaut

γ = −ψ+(0) = 2D

(
1 − cos

π

ℓ+ 1

)
(1.87)

Le développement pour ℓ grand donne

γ = D
π2

ℓ2
(1.88)

Le résultat (1.88) montre que dans notre approche en temps continu ce lien entre propriétés

de transport (D) et taux d’échappement (γ) est bien valide.
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1.5.4 Le modèle d’exclusion totalement asymétrique (TASEP)

Dans le contexte des systèmes dynamiques, la détermination de l’entropie de Kolmogorov-

Sinai est une tâche assez difficile, voire impossible pour des systèmes physiques en interaction,

à l’exception du gaz de Lorentz ou de gaz de sphères dures [44, 10, 11]. Dans notre approche,

hKS apparâıt comme la valeur moyenne (1.49) dans l’état stationnaire de l’observable statique

J+, ce qui rend sa détermination plus facile. Nous l’illustrons dans ce paragraphe sur le modèle

d’exclusion totalement asymétrique (TASEP).

Le système est constitué de L sites, vides (ni = 0) ou occupés par une particule (ni = 1).

Une particule peut sauter avec un taux D vers son voisin de droite s’il est vide. Autrement

dit, le taux de transition entre les configurations n = (ni) et n′ = (. . . , 1 − ni, 1 − ni+1, . . .)

vaut W (n → n′) = Dni(1 − ni+1). En conditions aux limites périodiques, le nombre de

particules N =
∑

i ni est fixé, l’état stationnaire est uniforme [122] et chaque configuration a

la probabilité Pst(n) = 1/
(L
N

)
. De plus, dans (1.49), W lnW est égal à W lnD. On voit donc

que hKS s’écrit

hKS =
〈
r(n) ln

r(n)

D

〉
(1.89)

où le taux instantané d’échappement de la configuration n est r(n) = D
∑

i ni(1 − ni+1).

L’état stationnaire étant uniforme, on voit [33] que les fonctions de corrélation spatiale Ck à

k points s’expriment simplement sous la forme :

C1 ≡ 〈n1〉st =
N

L
(1.90)

C2 ≡ 〈n1n2〉st =
N(N − 1)

L(L− 1)
(1.91)

CM ≡ 〈n1n2 · · ·nM 〉st =
N(N − 1) · · · (N −M + 1)

L(L− 1) · · · (L−M + 1)
(1.92)

À la limite thermodynamique ( N → ∞, L → ∞ avec N/L = ρ fixé) on obtient 〈r(n)〉st
L →

Dρ(1 − ρ). Pour les systèmes finis, la valeur moyenne du taux d’échappement r(n) vaut

exactement

〈r(n)〉st = DL

(
N

L
− N(N − 1)

L(L− 1)

)
(1.93)

La valeur instantanée de r(n) se décompose en la somme de sa valeur moyenne, d’ordre L,

et d’une partie fluctuante, d’ordre
√
L :

r(n) = 〈r(n)〉st(1 + ξ/
√
L) avec ξ =

√
L
r(n) − 〈r(n)〉st

〈r(n)〉st
(1.94)

Par définition, on a 〈ξ〉st = 0. De plus,

〈ξ2〉st = L
〈r(n)2〉st − 〈r(n)〉2st

〈r(n)〉2st
(1.95)
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En distinguant les différentes possibilités d’occupation de sites, on obtient 〈r(n)2〉st = 4L
[
C1−

C2 + (L− 3)
(
C2 − 2C3 + C4

)]
, ce qui mène à

〈ξ2〉st =
L(N − 1)(L −N − 1)

N(L−N)(L− 2)
(1.96)

À l’ordre dominant en L, on obtient 〈ξ2〉st = 1 + O(1/L). On peut alors développer hKS =

〈r(n) ln r(n)
D 〉st comme

hKS = 〈r(n)〉st ln〈
r(n)

D
〉st +

1

2
〈r(n)〉st

〈ξ2〉st
L

+ O(1/L) (1.97)

En notant σ = Dρ(1 − ρ) et en rassemblant tous les termes, on arrive au résultat

hKS = Lσ ln(Lσ) + σ ln(Lσ) +
3

2
σ +

σ

L
lnL+ O(1/L) (1.98)

Dans le cas du modèle d’exclusion symétrique (SEP), où une particule peut sauter vers

la droite ou la gauche (si le site d’arrivée est vide), on obtient le même résultat avec σ =

2Dρ(1−ρ). Dans le SEP, on constate ainsi que l’entropie KS est, à la limite thermodynamique,

une fonction simple de la compressibilité σ du système.

Dans ces deux systèmes, la pression topologique ψ+(s) semble difficile à obtenir directe-

ment. En revanche, on peut s’intéresser à la thermodynamique des histoires associée à un

paramètre plus simple, comme K, le nombre d’événements dans une histoire. Pour le TASEP,

cette quantité correspond au courant total de particules dans le système entre les instants 0

et t. La fonction de grandes déviations ψK(s) correspondante a été déterminée exactement

dans [34, 35]. Pour le SEP, l’étude de cette fonction fait l’objet du chapitre 7.

1.5.5 Courant d’entropie

Outre K et Q+, une importante observable extensive en temps pour les processus de

Markov en temps continu est donnée par le courant d’entropie QS [93], défini par

QS =

K−1∑

k=0

ln
W (Ck → Ck+1)

W (Ck+1 → Ck)
(1.99)

C’est l’observable dont la fonction génératrice des cumulants ψS(s) = limt→∞ 1
t ln〈e−sQS〉

vérifie la symétrie ψS(s) = ψS(1−s), qui constitue une des formulations possibles du théorème

de fluctuation [50, 52, 58, 64, 90, 93, 96] (cf. également paragraphe 5.2.3). Pour les systèmes

physiques, QS s’écrit en général sous la forme d’une combinaison linéaire des divers courants

(de charge, de particule, d’énergie) traversant le système, pondérés par leur force (ou leur

affinité) conjuguée (voir partie 5.2 également). On remarque que QS est nul pour une dy-

namique d’équilibre, i.e. dont les taux de transition vérifient le bilan détaillé

Peq(C′)W (C′ → C) = Peq(C)W (C → C′) . (1.100)
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De manière plus générale, l’interprétation deQS comme un courant d’entropie intégré provient

du fait [93, 63, 96] que l’entropie – de Boltzmann-Gibbs – dépendante du temps

S(t) = −
∑

C
P (C, t) lnP (C, t) (1.101)

évolue selon
dS

dt
= σirr + σf (1.102)

où σirr est défini par

σirr =
1

2

∑

C,C′

[
W (C → C′)P (C, t) −W (C′ → C)P (C′, t)

]
ln
P (C, t)W (C → C′)
P (C′, t)W (C′ → C)

(1.103)

et vérifie σirr ≥ 0, avec égalité seulement si le bilan détaillé (1.100) est vérifié. Le second

terme σf représente le flux d’entropie, associé aux forces extérieures qui pilotent le système

dans un état stationnaire hors d’équilibre, pour lequel σf = −σirr ≤ 0 et

σf = −〈JS(C)〉st = − lim
t→∞

〈QS〉
t

, (1.104)

avec JS(C) =
∑

C′ W (C → C′) ln W (C→C′)
W (C′→C) .

1.5.6 Entropie de Kolmogorov-Sinai renversée dans le temps

On peut légitimement se demander s’il existe un lien entre l’entropie dynamique hKS (qui

mesure la complexité des histoires) et l’entropie de Boltzmann-Gibbs S(t) (définie en (1.101),

qui mesure la complexité des configurations). En suivant l’approche en temps discret de

Gaspard [65], on peut réaliser un tel lien en définissant une nouvelle observable Q− qui décrit

les trajectoires renversées dans le temps

Q−(t) =

K−1∑

k=0

ln
W (Ck+1 → Ck)

r(Ck)
(1.105)

Lui est associée l’entropie dynamique ψ−(s) ainsi que l’entropie de Kolmogorov-Sinai renver-

sée dans le temps [65] hRKS :

hRKS =
dψ−
ds

∣∣∣∣
s=0

= − lim
t→∞

〈Q−〉
t

= −〈J−(C)〉st (1.106)

avec J−(C) =
∑

C′ W (C → C′) ln W (C′→C)
r(C) . D’après les définitions, on voit que

(i) QS = Q+ −Q−, (ii) JS = J+ − J− (1.107)

et, dans l’état stationnaire,

(iii) σf = hKS − hRKS (1.108)

L’égalité (iii) possède un analogue dans le cadre des systèmes dynamiques : hKS (resp. −hRKS)

représente la somme des exposants de Lyapounov positifs (resp. négatifs) et σf correspond

au taux de contraction dans l’espace de phase (somme de tous les exposants de Lyapounov).

Remarquons enfin que les égalités (i) et (ii) dans (1.107) sont des égalités entre quantités

fluctuantes.
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1.5.7 Variation d’entropie de Kolmogorov-Sinai

L’entropie de Kolmogorov-Sinai, par construction, donne une mesure du “désordre dy-

namique” d’un système lorsqu’on suit son évolution dans l’espace de phase sur une longue

durée. Pour un système qui part d’un état initial P qui n’est pas l’état stationnaire de l’équa-

tion mâıtresse, on s’attend à ce que le “désordre dynamique” évolue dans le temps [5]. Pour

étudier cette variation, l’expression (1.49) de hKS suggère fortement de définir l’entropie dy-

namique hKS[P ] dépendante de l’état P comme

hKS[P ] = −
〈
∑

C′

W (C → C′) ln
W (C → C′)

r(C)

〉

P

(1.109)

= −
∑

C,C′

P (C)W (C → C′) ln
W (C → C′)

r(C)
(1.110)

Cette quantité s’interprète comme la propension instantanée du système à explorer l’espace

de phase partant de l’état P (elle jouerait le rôle de la somme des exposants de Lyapounov

positifs instantanés dans le cadre des systèmes dynamiques). Le calcul de hKS[P ] pour un

système de spins d’Ising en interaction à portée infinie est détaillé au paragraphe 2.2.5.
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Chapitre 2

Approche en champ moyen

Nous appliquons la méthode exposée au chapitre précédent à des systèmes décrits en

champ moyen. Cette simplification permet de développer l’analogue dynamique du paysage

d’énergie libre de Landau. Les résultats ont été obtenus en collaboration avec Cécile Appert-

Rolland, Frédéric van Wijland, Robert Jack et Juan P. Garrahan, et correspondent en partie

aux publications P2, P3 et P6.

2.1 Cas général

2.1.1 Dynamique

Nous étudions dans ce chapitre quelques modèles où l’approche en champ moyen donne

des résultats exacts, à l’instar de ce qui se passe pour la thermodynamique d’équilibre. L’im-

age que l’on va obtenir permet d’illustrer de nombreux aspects de la thermodynamique des

histoires, et en particulier de donner des exemples d’états-s, ou de résultats explicites pour

l’énergie libre dynamique ψA(s).

Les modèles que nous allons étudier sont constitués de N spins 1/2 {σi} (σi = −1 ou

+1), ou bien de N sites {ni} vides ou occupés (ni = 0 ou 1). Les interactions entre les

constituants du système seront supposées de portée infinie, rendant possible une approche en

champ moyen. Avant d’étudier de manière générale ce type de système, il est utile de définir

leur dynamique sur quelques exemples analysés en détail dans la suite.

(i) Système de spins d’Ising sur un graphe complet :

Le hamiltonien du système s’écrit

H(σ = {σi}) = − 1

2N

∑

i,j

σiσj = −M
2

2N
(2.1)

où

M =
∑

i

σi (2.2)

est l’aimantation totale du système. La forme du hamiltonien traduit l’interaction de

tous les spins entre eux. L’état stationnaire (d’équilibre) Peq(σ) d’une configuration de

27
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spins σ = {σi} à la température inverse β est donné par le facteur de Boltzmann-Gibbs

P (σ) ∝ exp[−βH(σ)]. Le système est muni d’une dynamique de type Glauber en temps

continu, pour laquelle chaque spin σi se retourne avec un taux

W (σi → −σi) = e−βσi
M
N (2.3)

Ces taux vérifient le bilan détaillé par rapport à la loi P (σ). Cette dynamique est celle

utilisée par Ruijgrok et Tjon [113] dans leur étude de la dynamique de ce système de

spins d’Ising. Nous étudierons sa thermodynamique des histoires dans la partie 2.2

(ii) Processus de contact sur graphe complet :

La dynamique du système, constitué de N sites ni vides ou occupés par une particule,

est la suivante. Chaque particule s’annihile avec un taux 1, tandis que chaque site vide se

remplit soit spontanément (avec un taux h), soit avec un taux proportionnel au nombre

de ses voisins. Sur le graphe complet, les taux de transition correspondants s’écrivent

{
W
(
ni = 1 → ni = 0

)
= 1

W
(
ni = 0 → ni = 1

)
= h+ λn/N

(2.4)

où n =
∑

i ni est le nombre total de sites occupés. Nous motiverons l’étude de ce système

et effectuerons sa thermodynamique des histoires dans la partie 2.4.

Dans ce type de système, les taux de transition se mettent génériquement sous une forme

qui ne dépend que de la valeur du spin retourné et de l’aimantation totale M du système

avant retournement

{
W (σi = +1 → σi = −1) = w−(M)

W (σi = −1 → σi = +1) = w+(M)
(2.5)

pour les systèmes de spins ; ou sous une forme qui ne dépend que du nombre total n de sites

occupés avant annihilation/création

{
W (ni = 1 → ni = 0) = w−(n)

W (ni = 0 → ni = 1) = w+(n)
(2.6)

pour les systèmes de particules. Ces deux points de vue sont équivalents, modulo les corre-

spondances

ni ↔
σi + 1

2
n↔ N +M

2
N − n↔ N −M

2
(2.7)

et, sauf indication contraire, nous prendrons celui des systèmes de spins dans la suite de ce

chapitre.

Notons que, pour simplifier, nous nous sommes restreints, aux systèmes dont les spins

possèdent deux états différents. La généralisation à de plus grands nombres d’états se fait

sans problème (voir le modèle de Potts, section 2.3.2, pour un exemple).
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2.1.2 Espace des spins, espace des aimantations

Dans l’espace des spins individuels, l’équation mâıtresse s’écrit

∂tP (σ, t) =
∑

i

{
w+
(
M − 2

) 1 + σi
2

P
(
σ1, . . . ,−1, . . . , σN , t

)

+ w−(M + 2
) 1 − σi

2
P
(
σ1, . . . , 1, . . . , σN , t

)}
− r(σ)P (σ, t) (2.8)

où M =
∑

i σi désigne l’aimantation de la configuration σ, et le taux d’échappement r(σ)

vaut

r(σ) =
N −M

2
w+
(
M
)

+
N +M

2
w−(M

)
(2.9)

On remarque cependant que l’évolution des configurations s’effectue par saut M → M ± 2

dans l’espace des aimantationsM , et que les taux des transitions autorisées (2.5) ne dépendent

que de la valeur de M . En partant d’un état initial P (σ, 0) uniforme dans chaque sous-espace

d’aimantation fixée, la probabilité P (σ, t) conserve cette propriété à tout temps, et on peut

avantageusement traduire l’équation mâıtresse (2.8) dans l’espace des aimantations M sous

la forme

∂tP (M, t) = W+(M − 2)P (M − 2, t) +W−(M + 2)P (M + 2, t) − r(M)P (M, t) (2.10)

avec des taux de transition égaux à





W−(M) ≡ W (M →M − 2) =
N +M

2
w−(M)

W+(M) ≡ W (M →M + 2) =
N −M

2
w+(M)

(2.11)

Ils correspondent respectivement aux taux de diminution et d’augmentation de l’aimantation

du système. Les facteurs N±M
2 comptent le nombre de spins susceptibles de se retourner vers

le bas ou vers le haut. Le taux d’échappement r(M) s’écrit toujours comme dans (2.9) sous

la forme

r(M) =
N −M

2
w+(M) +

N +M

2
w−(M) = W+(M) +W−(M) (2.12)

Pour les systèmes de particules, les taux correspondent à une annihilation ou une création,

et, dans l’espace du nombre total de particules, prennent la forme

{
W−(n) ≡ W (n→ n− 1) = nw−(M)

W+(n) ≡ W (n→ n+ 1) = (N − n)w+(M)
(2.13)

On se référera au paragraphe 2.1.5 et à l’annexe C pour une représentation des deux

équations mâıtresses (2.8) et (2.10) en fonction d’opérateurs de spin, et pour le passage de

l’une à l’autre.

Dans l’espace des aimantations, la dynamique est essentiellement unidimensionnelle (l’aiman-

tation varie de −N à N par pas de 2). On s’attend donc à ce que soit une dynamique
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d’équilibre. Nous allons montrer que c’est bien le cas en général. On suppose désormais que

l’inverse de toute transition autorisée est encore une transition autorisée (W±(M) > 0 ⇒
W∓(M ± 2) > 0). Sans perte de généralité (quitte à diminuer la valeur de N), si la dy-

namique est irréductible, cela revient à supposer que W+(M) > 0 pour −N ≤ M < N et

W−(M) > 0 pour −N < M ≤ N , ce qui est le cas en l’absence d’état absorbant. Dans cette

situation, la dynamique markovienne possède un état d’équilibre, qui s’écrit dans l’espace des

aimantations comme1

Peq(M) ∝
M∏

µ=−N

[
W−(µ)

]−1
M−2∏

µ=−N
W+(µ) (2.14)

Cette distribution vérifie le bilan détaillé

Peq(M)W+(M) = Peq(M + 1)W−(M + 2) (2.15)

2.1.3 Énergie libre dynamique à l’ordre dominant

On souhaite étudier la thermodynamique des histoires associée à une quantité A, extensive

en temps, qui évolue à chaque augmentation ou diminution de l’aimantation selon
{
M →M ± 2

A→ A+ α±(M)
(2.16)

De l’équation mâıtresse sur P (M,A, t) on obtient comme au paragraphe 1.4.3 une équation

d’évolution pour la transformée de Laplace P̂A(M,s, t) =
∑

A e−sAP (M,A, t) de la forme

∂tP̂A = WAP̂A. Les éléments de l’opérateur d’évolution WA s’écrivent

(
WA

)
M,M ′ = W+(M − 2) e−sα+(M−2)δM ′,M−2

+W−(M + 2) e−sα−(M+2)δM ′,M+2 − r(M)δM ′,M (2.17)

L’énergie libre dynamique ψA(s) = limt→∞ 1
t

∑
M P̂A(M,s, t) est la plus grande valeur propre

de WA. On sait que l’opérateur W = WA|s=0 de la dynamique markovienne originale est

symétrisable grâce à la distribution d’équilibre (2.14). Pour s non nul, il existe une opération

de symétrisation analogue : en définissant l’opérateur diagonal2

(
QA
)
M,M ′ = δM,M ′ [Peq(M)]1/2

M∏

µ=−N
e
s
2
α−(µ)

M−2∏

µ=−N
e−

s
2
α+(µ) , (2.18)

l’opérateur symétrisé

W̃A = Q−1
A WAQA (2.19)

est hermitien et a le même spectre que WA. Ses éléments s’écrivent

(
W̃A

)
M,M ′ =

[
W−
A (M)W+

A (M − 2)
]1/2

δM ′,M−2

+
[
W+
A (M)W−

A (M + 2)
]1/2

δM ′,M+2 − r(M)δM ′,M (2.20)

1Dans l’écriture (2.14) de l’état d’équilibre, la valeur de µ varie de 2 en 2 dans chaque produit.
2Les valeurs de µ courent toujours de 2 en 2.
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avec les taux de transition modifiés

W±
A (M) = W±(M) e−s α±(M) (2.21)

Pour s=0, on retrouve l’opération de symétrisation habituelle. Dans l’expression (2.20), le

terme diagonal reste bien sûr inchangé, égal à r(M) = W+(M)+W−(M) , avec les taux non

modifiés. L’énergie libre dynamique ψA(s), valeur propre maximale de W̃A, s’obtient grâce à

une identité variationnelle, valable pour tout opérateur symétrique :

ψA(s) = max Sp WA = max
P

〈P |W̃A|P 〉
〈P |P 〉 (2.22)

On s’intéresse à l’ordre dominant en N de ψA(s) à la limite thermodynamique (N grand).

On suppose que les taux de transition W+(M) et W−(M) sont du même ordre en la taille

du système (N , dans les exemples présenté ci-dessus), tout comme les courants élémentaires

α±(M), que l’on prend d’ordre 1. Notons, d’après (2.14), qu’à l’équilibre, l’état Peq ne dépend

que de l’aimantation M = mN . On cherche ici un état P sous la forme P (M) ∼ eNf(m) avec

m = M/N , ce qui donne

ψA(s) = max
f

∑
M

[
(W+

AW
−
A )1/2

(
e2∂mf + e−2∂mf

)
−W+ −W−

]
e2Nf(m)

∑
M e2Nf(m)

(2.23)

où, à l’ordre dominant, W+
A , W−

A , W+ et W− dépendent de l’aimantation seulement par

l’intermédiaire de m. Pour chaque fonction f , la somme (2.23) est dominée par les M = mN

tels que f(m) est maximal (ce qui implique ∂mf = 0). La dépendance directe en f disparâıt

et il n’y a plus qu’à maximiser sur la valeur moyenne m de l’aimantation :

ψA(s) = max
−1≤m≤1

{
2(W+

AW
−
A )1/2 −W+ −W−

}
+ O(1) (2.24)

En particulier, ψA(s) est d’ordreN . Les corrections de taille finie (notées O(1)) seront étudiées

au paragraphe (2.1.7). L’équation (2.24) est le résultat central de ce chapitre : elle permet

de déterminer ψA(s) en utilisant une image d’énergie libre à la Landau. En définissant la

quantité

FA(m, s) =
1

N

{
− 2(W+

AW
−
A )1/2 +W+ +W−} (2.25)

qui ne dépend pas de N pour N grand, l’ordre dominant de ψA(s) s’obtient en effet suivant

le “principe variationnel” :

1

N
ψA(s) = − min

−1≤m≤1
FA(m, s) (2.26)

Cette procédure de minimalisation permet d’interpréter FA(m, s) à la manière d’une énergie

libre dynamique à la Landau. On verra notamment que certaines caractéristiques de systèmes

vitreux sont associés à la présence de plusieurs minima de FA(m, s) (cf. chapitre 3).
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2.1.4 Interprétation de l’énergie libre dynamique à la Landau FA(m, s)

Pour comprendre plus précisément la signification du paysage d’énergie libre FA(ρ, s), et du

minima atteint dans le principe variationnel 1
NψA(s) = −min−1≤m≤1 FA(m, s), considérons

la moyenne habituelle de e−sK , mais restreinte aux histoires qui ont une valeur fixée m de

l’aimantation intégrée au cours du temps :

probabilité (non-normalisée), dans l’ensemble-s, de mesurer

une aimantation moyennée dans le temps égale à m entre 0 et t

∣∣∣∣∣ =
〈
e−sKδ

(
m− 1

Lt

∫ t

0
dτ M(τ)

)〉

≡ e−LtF
⋆
A(m,s) (2.27)

Cette moyenne se comporte exponentiellement en temps, avec un taux −LF⋆
A(m, s). Nous

allons montrer qu’en fait F⋆
A(m, s) = FA(m, s). Considérons tout d’abord la transformée de

Laplace
∫

dh e−hm
〈
e−sKδ

(
m− 1

Lt

∫ t
0 dτ M(τ)

)〉
de (2.27) par rapport à m. Elle s’écrit

〈
exp

(
− sK − h

∫ t

0
M(τ)

)〉
=

∫
dm e−Lt(F

⋆
A(m,s)+hm) ∼ e−Ltminm(F⋆A(m,s)+hm) (2.28)

De plus, le comportement exponentiel en temps du membre de gauche de cette dernière

équation est donné par la plus grande valeur propre de l’opérateur d’éléments (cf. par exemple

(1.60)) W+
A (M−2) δM ′,M−2 +W−

A (M+2) δM ′,M+1−
[
W+(M)+W−(M)+hM

]
δn′,n. On peut

à nouveau symétriser cet opérateur (le nouveau terme hnδn′,n n’est pas modifié) et utiliser la

procédure variationnelle du paragraphe précédent. On obtient que la valeur propre maximale

est donnée par −Lminm(F⋆
A(m, s) + hm). Enfin, d’après (2.28), on obtient

min
m

(FA(m, s) + hm) = min
m

(F⋆
A(m, s) + hm) (2.29)

et on peut identifier F et F⋆ (pourvu que la transformée de Legendre inverse puisse être

prise – pour autre une approche sans ce problème, on peut utiliser la théorie de Donsker-

Varadhan [43], cf. annexe E).

En intégrant (2.27) par rapport àm, on obtient à nouveau 1
LψA(s) = −min0≤m≤1 FA(m, s).

Maintenant, la signification du mininum est claire : il représente l’aimentation moyenne in-

tégrée au cours du temps, dans l’état-s, et non la densité au temps final. Ceci ce voit par

exemple en dérivant (2.28) par rapport à h et en prenant la limite h → 0. Explicitement le

minimum du paysage d’énergie libre dynamique de Landau est atteint pour mK(s)

mK(s) =
1

t

〈∫ t
0 dτ M(τ) e−sA

〉

〈e−sA〉 (2.30)

Nous verrons par la suite deux autres méthodes pour arriver à (2.24).

Les deux observables de type A qui vont nous servir le plus sont la complexité dynamique

Q+ et le nombre d’événements K. Les énergies libres à la Landau FA(m, s) correspondantes

donnent :
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⋆ pour A = K, α±(M) = 1, et

ψK(s) = − min
m∈[−1,1]

{
−2e−s

[
W+W−] 1

2 +W+ +W−
}

+ O(1) (2.31)

⋆ pour A = Q+, α±(M) = ln W±(M)
W+(M)+W−(M) et

ψ+(s) = − min
m∈[−1,1]

{
−2
[
W+W−] 1−s

2
[
W+ +W−]s +W+ +W−

}
+ O(1) (2.32)

Le lecteur impatient peut directement passer à la section 2.2 pour une illustration physique de

ces résultats, les paragraphes intermédiaires détaillant d’autres approches pour obtenir (2.24)

avec les corrections de taille finie.

2.1.5 Formalisme d’opérateur

L’équation mâıtresse (2.8) pour la probabilité P (σ, t) dans l’espace des spins individuels

peut être traduite en terme d’opérateurs de spins 1/2. On définit une base |σ〉 orthonormée

associée aux configurations σ. L’évolution temporelle du vecteur

|Ψ〉 =
∑

σ

P (σ, t)|σ〉 (2.33)

s’écrit, d’après (2.8), grâce aux opérateurs (de spin 1/2) de Pauli σx,y,zi , sous la forme

∂t|Ψ〉 =
∑

i,σ

{
σxi

1 − σzi
2

w+(σ) + σxi
1 + σzi

2
w−(σ)

}
P (σ)|σ〉 − r(Mz)|Ψ〉 (2.34)

On en déduit la forme de l’opérateur d’évolution W (tel que ∂t|Ψ〉 = W|Ψ〉) :

W = M−w−(Mz) +M+w+(Mz) − r(Mz) (2.35)

où l’on a défini

M± =
Mx ± iMy

2
avec Mx,y,z =

∑

i

σx,y,zi (2.36)

Il également possible de retrouver l’expression (2.35) de l’opérateur d’évolution en partant

de l’équation mâıtresse (2.10) dans l’espace des aimantations, à condition de choisir une base

adéquate pour les états d’aimantation fixée (annexe C). De la même manière, on trouve que

l’opérateur d’évolution associé à A s’écrit

WA = M−e−sα−(Mz)w−(Mz) +M+e−sα+(Mz)w+(Mz) − r(Mz) (2.37)

Nous allons voir dans les sections suivantes que l’étude de cet opérateur de spin permet

de retrouver le principe d’extrémalisation (2.25-2.26) sans avoir à effectuer de symétrisation

(paragraphe 2.1.6) ou en accédant aux corrections de taille finie (paragraphe 2.1.7).
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2.1.6 États cohérents de spin

Comme nous le montrons dans l’annexe D, on peut utiliser les états cohérents de spin [88,

106] pour déterminer le comportement aux grands temps de 〈etWA〉 dans la limite des grands

spins (N → ∞) sous la forme d’une intégrale de chemin sur deux champs m et φ :

〈etWA〉 ∼
∫

DmDφ exp

∫ t

0

{
Nφ∂tm+ WA(m,φ)

}
(2.38)

où la fonction WA(m,φ) s’obtient à partir de WA en y substituant les opérateurs Mz, M+

et M− par les fonctions suivantes :




Mz → Nm

M± → 1

2
N
√

1 −m2 e±φ
(2.39)

Les opérateurs Mz et M± ne commutent pas, ce qui rend l’opération (2.39) ambiguë. On

vérifie cependant que l’ordre des opérateurs Mz et M± dans (2.37) n’a pas d’importance pour

déterminer ψA(s) à l’ordre dominant en N [124]. À cet ordre là, les valeurs de w±(Mz) et

α±(Mz) ne dépendent plus que de m. On cherche les chemins stationnaires qui extrémalisent

l’intégrale dans (2.38), par un argument de point col. Les équations correspondantes sont

∂WA/∂φ = 0 et ∂WA/∂m = 0. La première d’entre elles :

−e−φw−(m)e−sα−(m) + eφw+(m)e−sα+(m) = 0 (2.40)

permet d’obtenir la valeur φ au point col

eφ =

[
w−(m)

w+(m)

]1/2

es[−α−(m)+α+(m)]/2 (2.41)

ce qui élimine le champ φ de l’extrémalisation. En rassemblant les résultats précédents, on

obtient :

〈etWA〉 ∼
∫

Dm exp

∫ t

0

{√
1 −m2

[
w+w−e−s(α++α−)

]1/2
− 1 +m

2
w+ − 1 −m

2
w−
}

(2.42)

En revenant aux taux de transition (2.11) dans l’espace des aimantations (W± = N 1∓m
2 w±)

on obtient à nouveau exactement le “principe variationnel” (2.25-2.26).

Cette méthode des états cohérents de spin ne nécessite pas la symétrisation préalable de

l’opérateur d’évolution WA (c’est l’élimination du champ φ qui a joué ce rôle). En revanche,

elle ne permet pas directement d’accéder aux corrections de taille finie, en raison des prob-

lèmes de commutation des opérateurs (il faudrait effectuer un calcul précis de la valeur des

produits de la forme M+Mz entre deux états cohérents de spin [124]). Pour y accéder, nous

utiliserons plutôt la représentation de Holstein-Primakoff des opérateurs de spins, très proche

des états cohérents, mais dont les relations de commutation sont plus aisément utilisables

(paragraphe 2.1.7).
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Insistons sur le fait que dans cette approche il n’est pas nécessaire de symétriser l’opérateur

d’évolution WA. Ceci est utile, par exemple, dans un cas un peu plus général où le système

est décrit à l’échelle macroscopique par deux aimantations totales (au lieu d’une) : l’état

stationnaire ne vérifie alors pas nécessairement le bilan détaillé (2.14-2.15). Dans une telle

situation, le système atteint un état stationnaire hors d’équilibre et il n’est pas possible de

symétriser WA. La méthode des états cohérents, exposée dans ce paragraphe, permet toutefois

d’obtenir des résultats (cf. paragraphe 6.3.2 pour un exemple).

2.1.7 Corrections de taille finie

La première étape consiste à nouveau à symétriser l’opérateur d’évolution WA écrit en

fonction des opérateurs de spin (éq. (2.37)). Grâce aux relations

MzM− = M−(Mz − 2) MzM+ = M+(Mz + 2) (2.43)

et à l’expression explicite de la distribution d’équilibre (2.14), on voit que l’opérateur diagonal

QA =

[(
N

N+M
2

)−1

Peq(M)

]1/2 M∏

m=−N
e
s
2
α−(m)

M−2∏

m=−N
e−

s
2
α+(m) (2.44)

permet de symétriser WA suivant

W̃A ≡Q−1
A WAQA (2.45)

=M− [w−(Mz)w+(Mz − 2)
] 1

2 e−
s
2

[α−(Mz)+α+(Mz−2)]

+M+
[
w+(Mz)w−(Mz + 2)

] 1
2 e−

s
2

[α+(Mz)+α−(Mz+2)] − r(Mz) (2.46)

Pour étudier le spectre de W̃A et en particulier sa valeur propre maximale ψA(s) dans la limite

N → ∞, une possibilité – en suivant Ruijgrok et Tjon [113] – est d’utiliser la représentation

(exacte) des opérateurs de spins (Lx, Ly, Lz) donnée par Holstein et Primakoff [74]

Lx = N − 2a†a (2.47)

iLy = a†
(
N − a†a

) 1
2 −

(
N − a†a

) 1
2
a (2.48)

Lz = a†
(
N − a†a

) 1
2

+
(
N − a†a

) 1
2
a (2.49)

en termes d’opérateurs bosoniques a et a† de création et d’annihilation. Une telle représen-

tation n’est pas unique, car toute rotation du vecteur (Lx, Ly, Lz) reste une représentation

valide de l’algèbre de spins. Il sera en fait nécessaire, pour étudier le développement de WA

en puissances de N , d’utiliser cette liberté en écrivant les opérateurs (Mx,My,Mz) de (2.37)

comme une rotation de (Lx, Ly, Lz) autour de la direction y. Plus précisément, toujours suiv-
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ant [113], on pose My = Ly et3

(
Mx

Mz

)
=

(
p −m
m p

)(
Lx

Lz

)
, p =

√
1 −m2 et − 1 ≤ m ≤ 1 (2.50)

Le choix du paramètre m permettra de déterminer la valeur ψA(s) du fondamental de WA.

Dans l’approche originale de Ruijgrok et Tjon [113], la représentation (2.50) permet d’étudier

la dynamique d’un modèle de spins (précisément le modèle (i) défini au paragraphe 2.1.1) et la

valeur de m correspond à la valeur de l’aimantation moyenne 〈M〉/N du système dans l’état

stationnaire. Dans notre approche, nous verrons que le choix de m qui permet de déterminer

le fondamental de W̃A correspond à nouveau à la valeur moyenne de l’aimantation mA(s) =

〈M〉s/N dans l’état-s (cf. également (2.26) et (2.30)). Une fois insérée la représentation (2.47-

2.50) dans l’expression symétrisée (2.46) de l’opérateur d’évolution, on peut effectuer un

développement en puissances de N :

W̃A = H(2)N + (a+ a†)H(1)
√
N + Ĥ(0) + O(N−1/2) (2.51)

Les quantités H(2) et H(1) sont des fonctions qui dépendent de m, et Ĥ(0) est un opérateur

quadratique en a et a†. Pour obtenir l’ordre dominant de ψA(s), seuls H(2) et H(1) comptent.

On obtient

H(2) =
[
(1 −m2)w+

Aw
−
A

] 1
2 − 1 −m

2
w+ − 1 +m

2
w− (2.52)

H(1) =
(1 −m2)∂m(w+

Aw
−
A) − 2mw+

Aw
−
A

2
[
w+
Aw

−
A

] 1
2

− 1

2

√
1 −m2

{
w− + (1 +m)∂mw

− − w+ + (1 −m)∂mw
+
}

(2.53)

où les fonctions w± et w±
A ne dépendent que de m :

w± = lim
N→∞

w±(M = mN) (2.54)

w±
A = lim

N→∞
w±
A(M = mN) (2.55)

et les taux w±
A(M) décrivent la dynamique modifiée par s :

w±
A(M) = w±(M) e−sα±(M) (2.56)

Si l’opérateur originel W̃A s’exprime simplement (2.37) en fonction des taux de transition

w±(M) dans l’espace des spins individuels, les expressions de H(2) et H(1) se simplifient con-

sidérablement en repassant aux taux de transition dans l’espace des aimantations (à l’échelle

1/N dans la limite N → ∞). En posant, d’après (2.11)

W̃±
(A) =

1 ∓m

2
w±

(A) (2.57)

3On peut vérifier que des rotations supplémentaires autour de x et z n’apportent rien, une fois l’opérateur

WA symétrisé. On aurait également pu se passer de la symétrisation (2.45), à condition de la remplacer par

une rotation supplémentaire autour de z.
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on obtient :

H(2) = 2
[
W̃+
A W̃

−
A

] 1
2 − W̃+ − W̃− (2.58)

H(1) =
√

1 −m2 ∂mH
(2) (2.59)

La valeur propre maximale de WA est donc donnée par NH(2) pour la valeur de m qui annule

H(1) et maximise H(2). Ces conditions équivalent à

1

N
ψA(s) = max

−1≤m≤1

{
2
[
W̃+
A W̃

−
A

] 1
2 − W̃+ − W̃−

}
+ O(N−1) (2.60)

et on retrouve bien le principe variationnel (2.26). Dans l’état qui correspond à ce choix de

m, on a, d’après (2.47-2.50)
1

N
〈M〉s = m+ O(1) (2.61)

ce qui donne l’interprétation physique (2.30) du paramètre m.

Les corrections de taille finie s’obtiennent à partir du spectre de l’opérateur Ĥ(0) défini

en (2.51). Il est quadratique en a et a†

Ĥ(0) = C +Xa2 + Y (a†)2 + 2Za†a (2.62)

En appliquant le résultat de l’annexe F, on obtient

ψA(s) = N max
−1≤m≤1

{
2
[
W̃+
A W̃

−
A

] 1
2 − W̃+ − W̃−

}

+
W̃+
A ∂mW̃

−
A − W̃−

A ∂mW̃
+
A(

W̃+
A W̃

−
A

) 1
2

+
[
2
(
W̃+
A W̃

−
A

) 1
2 ∂2

m

(
W̃+ + W̃− − 2(W̃+

A W̃
−
A )

1
2
)] 1

2
+ O(N−1) (2.63)

où les corrections d’ordre 1 (deuxième et troisième lignes de (2.63)) sont calculées pour la

valeur même de m qui réalise l’extremum.

2.2 Modèle d’Ising

2.2.1 Transition de phase thermodynamique

Nous passons à l’étude du système de spins d’Ising défini au paragraphe 2.1.1, dont le

hamiltonien est donné en (2.1) et la dynamique, en suivant [113], est donnée par les taux de

transition de type Glauber (2.3) à la température inverse β. Ce modèle de spins en interac-

tion à portée infinie donne la description la plus simple d’un milieu magnétique sujet à une

transition de phase du second ordre en fonction de la température. À la limite thermody-

namique (N → ∞), le système présente en haute température (β < βc , βc = 1) une phase

désordonnée d’aimantation moyenne m = 〈M〉/N nulle, séparée d’une phase ordonnée, en

basse température (β > βc), dont l’aimantation moyenne m est solution de l’équation

m = tanhβm (2.64)
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Le système possède une symétrie par renversement global des spins, qui est brisée pour β > βc,

le système adoptant dans cette phase une aimantation moyenne soit positive, soit négative

(correspondant à l’une des deux solutions opposées de (2.64)).

La transition de phase thermodynamique sépare deux phases dont les configurations sont

de nature différentes : désordonnées pour β < βc, ordonnées, c’est-à-dire présentant un amas

macroscopique de spins orientés dans la même direction, pour β > βc. Le formalisme thermo-

dynamique présenté dans les sections précédentes permet d’analyser les aspects dynamiques

de cette transition, et notamment de représenter directement sa “naissance” en termes des

histoires suivies par le système.

2.2.2 Énergie libre dynamique associée à Q+

Dans la limite des grands N , les taux de transition dans l’espace de l’aimantation totale

prennent la forme

W+ = N
1 −m

2
eβm (2.65)

W− = N
1 +m

2
e−βm (2.66)

La pression topologique ψ+(s) est donnée d’après (2.32) à la limite thermodynamique par
1
Nψ+(s) = −minmF+(m, s) avec

F+(m, s) = cosh βm−m sinhβm− 2s(1 −m2)
1−s
2
(
cosh βm−m sinhβm

)s
(2.67)

Une analyse élémentaire de cette équation donne les résultats suivants.

Pour les hautes températures (figures 2.1a-2.4a), la pression topologique présente un point

de non-analyticité sc < 0, qui sépare deux phases dynamiques.

– Une phase désordonnée (pour s > sc) où l’aimantation moyenne m+(s) est nulle (fig-

ure 2.2a), et la pression topologique s’écrit d’après (2.67)

1

N
ψ+(s) = 2s − 1 (2.68)

Cette forme, qui correspond à une distribution poissonienne de 1
NQ+, est similaire à

celle des systèmes dont les taux de transition sont uniformes (cf. (1.79), où le rapport

r/W vaut 2, ce qui correspond aux deux possibilités – augmentation ou diminution –

d’évolution de l’aimantation totale M). Elle traduit la nature complètement aléatoire de

la dynamique dans cette phase. Les corrections de taille finie, d’après (2.63), s’écrivent

ψ+(s) = N(2s − 1) + 2s(1 − s)(1 − β) − 2s/2
√

2s(1 − s(1 − β)2) − β(2 − β) + O(N−1)

(2.69)

et ne sont pas poissonniennes.

– Une phase ordonnée (pour s < sc) où l’aimantation moyenne m+(s) est non nulle,

la transition ayant lieu continûment en s = sc (figure 2.2a). Le passage dans cette

phase ordonnée se traduit par une discontinuité de la variance 1
Nt〈Q2

+〉c = 2ψ′′
+(s)
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Fig. 2.1 – Énergie libre à la Landau F+(m, s) pour le système de spins d’Ising, pour différentes

valeurs de s. [(a), gauche] En phase haute température (β = 0.8). [(b), droite] En phase

basse température (β = 1.5). Les valeurs m+(s) auxquelles F+(m, s) atteint son minimum

sont représentées en figure 2.2.
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Fig. 2.2 – Aimantation moyenne dans l’état-s m+(s) pour le système de spins d’Ising. Les

deux branches pour s < sc représentent les deux phases brisées possibles.

[(a), gauche] En phase haute température (β = 0.8), l’aimantation moyenne m+(s) subit une

transition continue en sc < 0 .[(b), droite] En phase basse température (β = 1.5), le point

singulier est sc = 0 et l’aimantation moyenne est discontinue.
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Fig. 2.3 – Pression topologique 1
Nψ+(s) pour le système de spins d’Ising.

[(a), gauche] En phase haute température (β = 0.8), ψ+(s) est non analytique en sc < 0 (la

deuxième dérivée est discontinue, cf. figure 2.4a). [(b), droite] En phase basse température

(β = 1.5), le point singulier est sc = 0 et la singularité est d’ordre 1.
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Fig. 2.4 – Dérivée de la pression topologique 1
Nψ

′
+(s) pour le système de spins d’Ising.

[(a), gauche] En phase haute température (β = 0.8), la dérivée ψ′′
+(s) est discontinue en

sc < 0. Cette non-analyticité de ψ+(s) est une signature de la discontinuité de la variance de

la complexité dynamique dans l’état-s 1
Nt〈Q2

+〉c = 2ψ′′
+(s) en sc, à la limite thermodynamique.

[(b), droite] En phase basse température (β = 1.5), le point singulier vaut sc = 0 et la

singularité de ψ+(s) traduit une discontinuité dans la moyenne de la complexité dynamique

dans l’état-s 1
Nt〈Q+〉 = −ψ′

+(s) en s = 0, à la limite thermodynamique.
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de la complexité dynamique (figure 2.4a), la pression topologique 1
Nψ+(s) ayant une

singularité d’ordre 2 en s = sc (figure 2.3a). On s’attend à ce que la discontinuité de la

variance se transforme pour les systèmes en dimension finie en une divergence (à l’image

de ce qui se passe pour les transitions de phase standard).

Pour les basses températures (figures 2.1b-2.4b) la pression topologique présente également

la signature d’une transition de phase dynamique, entre une phase ordonnée et une phase

désordonnée. À la différence des hautes températures, la transition a lieu au point singulier

sc = 0 et est du premier ordre (m+(s) est discontinu, figure 2.2b).

L’image dynamique qui ressort de ces transitions est la suivante. Plaçons-nous dans la

phase de haute température (β < 1) où l’aimantation moyenne est nulle. On peut classifier

l’ensemble des histoires possibles par la valeur de leur complexité q+ = Q+/t. Les histoires

ont en moyenne une complexité dynamique qeq+ = 1
Nt〈Q+〉. Si l’on regarde les histoires de

complexité moyenne légèrement différente de qeq+ (pour les grands temps, d’après (1.66),

leur statistique est donnée par les états-s avec s ≈ 0) les configurations visitées sont de

même nature que celle de l’état d’équilibre : l’aimantation moyenne m = M/N est nulle.

En revanche, les histoires de complexité suffisamment faible, qui correspondent à s < sc,

possèdent une aimantation moyenne m non nulle. Diminuons ensuite la température. Au fur

et à mesure que β s’approche de βc, il devient de plus en plus facile de faire nâıtre des histoires

qui visitent des configurations d’aimantation non nulle (car sc → 0 pour β → 1). Au point

critique thermodynamique, ces histoires prennent le dessus et l’emportent pour tout β > βc.

En résumé, la transition de phase thermodynamique usuelle en β = 1 est directement re-

sponsable de la transition de phase dynamique observée pour tout β. Cette dernière donne de

plus une représentation quantitative du scénario des transitions du second ordre, engendrées

par les fluctuations.

2.2.3 Énergie libre associée à K

La quantité de type A la plus simple pour caractériser l’activité d’une histoire est son

nombre d’événements K, c’est-à-dire son nombre de changements de configurations. L’énergie

libre dynamique ψK(s) associée à K est donnée d’après (2.31) à la limite thermodynamique

par 1
NψK(s) = −minmFK(m, s) avec

FK(m, s) = cosh βm−m sinhβm− e−s
√

1 −m2 (2.70)

Comme illustré sur les figures 2.5-2.8, la thermodynamique des histoires associée à K donne

exactement la même image que celle associée à Q+, à la correspondance s↔ −s près, néces-

saire car Q+ < 0 et K > 0. La grandeur K représente l’activité d’une histoire et l’image

physique donnée à la fin du paragraphe 2.2.2 reste identique.

Les calculs analytiques peuvent être explicités un peu plus loin sans trop de lourdeur.



42 CHAPITRE 2. APPROCHE EN CHAMP MOYEN

-1 -0.5 0.5 1

-0.1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

m

s = sc

FK(m, s)

s > sc

s < 0

s = 0 -1 -0.5 0.5 1

-0.1

0.1

0.2

0.3

0.4

m

FK(m, s)

s = 0

s < ssp
s > ssp

s < 0

Fig. 2.5 – Énergie libre à la Landau FK(m, s) pour le système de spins d’Ising, pour différentes

valeurs de s. [(a), gauche] En phase haute température (β = 0.8). [(b), droite] En phase

basse température (β = 1.5). Les valeurs mK(s) auxquelles FK(m, s) atteint son minimum

sont représentées en figure 2.6.
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Fig. 2.6 – Aimantation moyenne dans l’état-s mK(s) pour le système de spins d’Ising. Les

deux branches pour s > sc représentent les deux phases brisées possibles.

[(a), gauche] En phase haute température (β = 0.8), l’aimantation moyenne mK(s) subit une

transition continue en sc > 0 . [(b), droite] En phase basse température (β = 1.5), le point

singulier est sc = 0 et l’aimantation moyenne est discontinue.
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Fig. 2.7 – Énergie libre dynamique 1
NψK(s) associée à K pour le système de spins d’Ising.

[(a), gauche] En phase haute température (β = 0.8), ψK(s) est non analytique en sc > 0 (la

deuxième dérivée est discontinue, cf. figure 2.8). [(b), droite] En phase basse température

(β = 1.5), le point singulier est sc = 0 et la singularité est d’ordre 1.
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Fig. 2.8 – Dérivée 1
Nψ

′
+(s) de l’énergie libre dynamique associée à K pour le système de

spins d’Ising.

[(a), gauche] En phase haute température (β = 0.8), la dérivée ψ′′
K(s) est discontinue en

sc > 0. Cette non-analyticité de ψK(s) est une signature de la discontinuité de la variance du

nombre d’événements dans l’état-s 1
Nt〈K2〉c = 2ψ′′

K(s) en sc, à la limite thermodynamique.

[(b), droite] En phase basse température (β = 1.5), le point singulier vaut sc = 0 et la

singularité de ψK(s) traduit une discontinuité dans la moyenne du nombre d’événements

dans l’état-s 1
Nt〈K〉 = −ψ′

K(s) en s = 0, à la limite thermodynamique.
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L’aimantation moyenne mK(s) est la solution de

mKβ cosh βmK + (1 − β) sinhβmK =
mK√

1 −m2
K

z (2.71)

qui minimise FK(m, s). L’aimantation nulle mK(s) = 0 est toujours racine de (2.71), et il

peut exister deux autres solutions opposées non nulles. Le passage d’une solution nulle à une

solution non nulle à une valeur sc de s est responsable de la singularité de ψK(s) (figures

2.7-2.8). En phase basse température (β > 1, figure 2.6b), mK(s) = 0 l’emporte pour s < 0

tandis que mK(s) 6= 0 l’emporte pour s > 0 : la transition dynamique a lieu au point sc = 0.

En phase haute température (β < 1, figure 2.6a), on trouve que l’aimantation mK(s) est

continue et le point singulier est donné par

sc = − ln
[
β(2 − β)

]
(2.72)

En posant z = e−s, on a, pour les phases où mK(s) = 0 l’emporte :

ψK(z) = (z − 1)N + z(1 − β) −
√
z(z − β(2 − β)) + O(N−1) (2.73)

L’ordre dominant en N correspond à une distribution poissonienne de K. Pour les phases où

mK(s) 6= 0 l’emporte (c’est-à-dire s > sc, cf. figure 2.6), on obtient

ψK(z) =N

[
z
√

1 −m2
K − cosh βmK +mK sinhβmK

]

+ z
1 − (1 −m2

K)β√
1 −m2

K

+
√
φK(z)

(2.74)

avec

φK(z) =
z2

1 −m2
K

[
3 − 6(1 −m2

K)β + 4(1 −m2
K)2β2

]

+βz
√

1 −m2
K

[
(2 − β) cosh βmK + βmK sinhβmK

][
1 − 2(1 −m2

K)β
]

(2.75)

Lorsque s = 0 (i.e. z = 1), l’équation (2.71) sur mK(s) est bien sûr résolue par la solution

m
(0)
K de l’équation de champ moyen

m
(0)
K = tanh(βm

(0)
K ) (2.76)

En phase basse température, on peut par exemple choisir m
(0)
K > 0 et ψK(s) est donné

par (2.74). Il est possible d’effectuer une théorie de perturbation en puissances de s pour

mK(s) et ψK(s) en cherchant la solution de (2.71) sous la forme mK = m
(0)
K +m

(1)
K s + . . ..

En posant c0(β) = coshm
(0)
K (β), on trouve les cumulants suivants

1

N t
〈K〉 =

1

c0
+
β

N

c20(2 − 3β) + β2

2c0(c20 − β)2
+ O(1/N2) (2.77)

1

N t
〈K2〉c =

1

c0
+ c0

c20 − 1

(c20 − β)2
+ O(1/N) (2.78)

1

N t
〈K3〉c =

1

c0
+ 3c0

c20 − 1

(c20 − β)5
[
c60 − (1 + β)c40 − β(1 − 3β)c20 − β3

]
+ O(1/N) (2.79)
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Ce résultat montre en particulier que, dans cette phase, le nombre d’événements K n’est pas

distribué de manière poissonienne, même à l’ordre dominant en N (si tel était le cas, seule

le terme en 1/c0 serait présent dans les membres de droite (2.77,2.78,2.79) des cumulants

précédents).

2.2.4 Entropie de Kolmogorov-Sinai dans l’état stationnaire

Le modèle d’Ising étudié dans ce chapitre permet également d’illustrer le lien entre la

chaoticité de la dynamique dans l’état stationnaire et la valeur de l’entropie KS (associée

à l’évolution dans l’espace de l’aimantation totale, c’est-à-dire donnée par hKS = −1
t 〈Q+〉).

Grâce à (1.49), on voit que hKS ne dépend de la température inverse β que par l’intermédiaire

de c = cosh
[
β m(β)

]
, où m(β) est l’aimantation d’équilibre solution de l’équation de champ

moyen (2.64). On trouve :

lim
N→∞

1

N
hKS =





ln 2 if β < 1

1

c
ln 2 if β > 1

(2.80)

Dans la phase haute température (β < 1), hKS est constante à l’ordre dominant en N . On

obtient les corrections de taille finie en développant (1.49) à l’ordre 0, ce qui donne (figure

2.9) :

hKS −N ln 2 = −1 + (ln 2 − 1)β(2 − β)

2(1 − β)
(2.81)

2.2.5 Entropie de Kolmogorov-Sinai dépendante de l’état

Pour la dynamique à température fixée, on a défini au paragraphe 1.5.7 l’entropie KS

hKS[P ] dans un état P qui n’est pas nécessairement l’état stationnaire Peq. Pour le modèle

d’Ising étudié ici, hKS[P ] ne dépend de P à l’ordre dominant que par l’intermédiaire de m :

1

N
hKS[P ] = eβm

1 −m

2
ln

[
1 +

1 +m

1 −m
e−2β m

]
+ e−βm

1 +m

2
ln

[
1 +

1 −m

1 +m
e2β m

]
(2.82)

Si l’état P possède une aimantation moyennem plus faible que meq, l’entropie correspondante

hKS[P ] est plus faible que hKS, comme attendu pour une dynamique dans un état plus “figé”

(figure 2.10).

L’entropie KS renversée dans le temps hRKS[P ] dans l’état P s’écrit :

1

N
hRKS[P ] = eβm

1 −m

2
ln

[
1 +

1 −m

1 +m
e2β m

]
+ e−βm

1 +m

2
ln

[
1 +

1 +m

1 −m
e−2β m

]
(2.83)

D’après (1.108), où σf = 0 (le bilan détaillé est vérifié), hKS[P ] et hRKS[P ] sont égales dans

l’état d’équilibre (c’est-à-dire pour m = meq d’après (2.14)), aussi bien en haute température

(figure 2.11) qu’en basse température (figure 2.12).
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Fig. 2.9 – Entropie de Kolmogorov-Sinai hKS dans l’état stationnaire, en fonction de β. Dans

la phase ordonnée (β > 1), les variations de hKS sont d’ordre N , alors qu’elles sont d’ordre 1

dans la phase désordonnée.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

 

1
N
hKS

m

meq

hKS et la haotiitédéroissent
aimantationd'équilibre hKS et la haotiitéroissent

Fig. 2.10 – Entropie de Kolmogorov-Sinai hKS[P ] dans un état P de magnétisation moyenne

m à température fixée, dans la phase ordonnée (β = 1.2).
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Fig. 2.11 – Entropie de Kolmogorov-Sinai directe et renversée dans le temps dans un état

d’aimantation m, dans la phase ordonnée (β = 0.8). Comme attendu hKS ≤ hRKS. Ces deux

entropies dynamiques ne sont égales que pour l’aimantation d’équilibre meq = 0.
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Fig. 2.12 – Entropie de Kolmogorov-Sinai directe et renversée dans le temps dans un état

d’aimantation m, dans la phase désordonnée (β = 2). Comme attendu, hKS ≤ hRKS. Les deux

entropies dynamiques ne sont égales que pour les magnétisation d’équilibre meq ≃ ±0.956 où

à m = 0, qui est instable.
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2.3 Modèle de Potts

2.3.1 Dynamique

Le modèle de Potts est une généralisation du modèle d’Ising étudié dans la section précé-

dente, où chaque spin individuel σi prend désormais q valeurs possibles, au lieu de deux. Pour

un système de N spins, son hamiltonien s’écrit

H(σ) = − 1

2N

∑

i,j

[
qδσi,σj − 1

]
= − 1

2N

[
q∑

k=1

qN2
k −N2

]
= −1

2
N

[
q

q∑

k=1

θ2
k − 1

]

où Nk est le nombre de spins dans l’état k (1 ≤ k ≤ q) et θk = Nk
N est la fraction de spins

dans l’état k. Si un spin saute de l’état k à l’état k′, la variation d’énergie correspondante est

∆H = − q

N
[Nk′ −Nk + 1] = −q [θk′ − θk + 1/N ] (2.84)

Le modèle est muni d’une dynamique de Glauber en temps continu, de taux de transition

W (σi = k → σi = k′) = e−β
∆H
2 (2.85)

vérifiant le bilan détaillé avec l’état d’équilibre

Peq (σ) ∝ e−βH (2.86)

Pour q = 2, on retrouve le modèle similaire au modèle d’Ising étudié dans la partie 2.2. Ici,

nous allons également nous intéresser à la dynamique à l’échelle des nombres d’occupation

N = {Nk}1≤k≤q. Dans ce jeu de variables, les taux de transition prennent la forme

W
(
N → N ′) = Nne

β q
2N

[Nm−Nn+1] (2.87)

avec N ′ = {N1, · · · , N ′
n = Nn − 1, · · · , N ′

m = Nm + 1, · · · , Nq}, et la distribution d’équilibre

s’écrit

Peq (N ) =
1

Z

N !

Πq
k=1Nk!

e−βH (2.88)

Le système présente à la limite thermodynamique une transition de phase en β = βc, qui

sépare une phase désordonnée (β < βc) où tous les états sont occupés uniformément, d’une

phase ordonnée (β > βc) où l’un des états est occupé de manière prédominante, brisant

la symétrie initiale entre les états. Nous étudions dans le paragraphe suivant la transition

dynamique qui lui est associée.

2.3.2 Thermodynamique des histoires associée à K

Comme pour le modèle d’Ising, les thermodynamiques données par Q+ et K donnent des

résultats équivalents (paragraphes 2.2.2 et 2.2.3). Nous nous restreindrons à la description

donnée par K, qui est plus simple à traiter. En généralisant l’approche du paragraphe 2.1.3,
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nous allons déterminer l’énergie libre dynamique ψK(s) à l’ordre dominant. Le point de départ

est l’opérateur d’évolution associé à K, dont les éléments s’écrivent (cf. 2.17)

(WK)
N

′,N = z
∑

n

∑

m6=n
δN ′

n,Nn−1δN ′
m,Nm+1

( ∏

k 6=n
k 6=m

δN ′
k
,Nk

)
W
(
N → N ′)−

( q∏

k=1

δN ′
k
,Nk

)
r(N )

(2.89)

avec z = e−s et r(N) =
∑

N
′ 6=N

W (N → N ′). En utilisant une transformation similaire

à (2.18-2.19), on obtient à nouveau un opérateur symétrisé
(

W̃K

)
N

′,N
= z

∑

n

∑

m6=n
δN ′

n+1,NnδN ′
m−1,Nm

( ∏

k 6=n
k 6=m

δN ′
k ,Nk

) [
(N ′

n + 1)N ′
m

]1/2

−
( q∏

k=1

δN ′
k
,Nk

)∑

n

∑

m6=n
N ′
ne
β q

2N
[N ′
m−N ′

n+1]

dont le spectre, et en particulier la plus grande valeur propre ψK(s), est égal à celui de WK .

Pour grand N , et en dehors de la transition β = βc, on s’attend à ce que le vecteur propre

correspondant à ψK(s) ait des éléments de la forme

P (N ) ∼ eNf(θ) avec θ = {θk}1≤k≤q ,

ce qui est déjà le cas pour z = 1 (s = 0), i.e. pour la distribution d’équilibre

feq(θ) = β
q

2

q∑

k=1

θ2
k (2.90)

Dans la limite N → ∞, on obtient

∑

N
′

(
W̃K

)
N,N′P (N ′)

= z
∑

n

∑

m6=n

[
(Nn + 1)Nm

] 1
2 eNf(θ1,··· ,θn+ 1

N
,··· ,θm− 1

N
,··· ,θq)

−
∑

n

∑

m6=n
Nne

β q
2N

[Nm−Nn+1]eNf(θ1,··· ,θq) (2.91)

= NeNf(θ1,··· ,θq)
∑

n

∑

m6=n

{
z
√
θnθme

∂f
∂θn

− ∂f
∂θm − θne

β q
2
[θm−θn]

}
(2.92)

Comme dans (2.22), la plus grande valeur propre s’obtient en maximisant sur P la quantité

〈P |W̃K |P 〉
〈P |P 〉 =

∑
N
Ne2Nf(θ1,··· ,θq)∑

n

∑
m6=n

{
z
√
θnθme

∂f
∂θn

− ∂f
∂θm − θne

β q
2
[θm−θn]

}

∑
N

e2Nf(θ1,··· ,θq) (2.93)

Pour chaque fonction f , dans la limite des grands N , la somme est dominée par le maximum

de f , pour lequel ∂f
∂θk

= 0 pour tout 1 ≤ k ≤ q. Autrement dit :

1

N
ψK(s) = max

θ

∑

n

∑

m6=n

[
z
√
θnθm − θne

β q
2
[θm−θn]

]
(2.94)
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Fig. 2.13 – Énergie libre à la Landau FK(m, s) en fonction dem pour le modèle de Potts, pour

différentes valeurs de s (s = −1, 0, 0.1, 0.22, 0.2255, 0.23), dans la phase haute température

β = .5 < βc. On observe l’apparition d’une transition de phase dynamique du premier ordre

en s = sc ≈ 0.2255.
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Fig. 2.14 – Énergie libre dynamique ψK(s) et sa dérivée ψ′
K(s) pour le modèle de Potts en

phase haute température (β = 0.5 < βc). Une transition dynamique du premier ordre a lieu

en s = sc ≈ 0.2255 (pour le modèle d’Ising en haute température, la transition était du second

ordre, cf. figure 2.4).
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2.3.3 Brisure de symétrie

Pour toute température, le système présente une transition de phase dynamique (ce que

l’on savait déjà pour q = 2). Comme au point critique thermodynamique βc [99], la transition

dynamique s’accompagne d’une brisure de la symétrie de permutation entre les états. Dans

la phase brisée, un état particulier (par exemple k = 1) possède un nombre d’occupation N1

différent des autres occupations (Nk)k>1. L’état du système peut se décrire en fonction d’un

paramètre d’ordre m ∈ [−1/(q − 1), 1] tel que θ1 = 1+(q−1)m
q et θk = 1−m

q pour k > 1. Dans

la phase non brisée, on a θ1 = θk et m = 0.

D’après (2.94), la fonction génératrice des cumulants de K s’écrit

ψK(s)

N
= max

m

{
2
q − 1

q
z
√

(1 −m) [1 + (q − 1)m] +
(q − 1)(q − 2)

q
(z − 1)(1 −m)

−q − 1

q
[1 + (q − 1)m] e−

βq
2
m − q − 1

q
(1 −m)e

βq
2
m

}
(2.95)

Pour trois états (q = 3), les résultats en basse température sont similaires à ceux du modèle

d’Ising (q = 2) : on observe une transition dynamique en sc = 0, entre deux phases, l’une

symétrique (m = 0 pour s > 0), l’autre brisée (m 6= 0 pour s ≤ 0). En haute température, on

observe toujours une transition en s = sc > 0 (figure 2.13), mais celle-ci est du premier ordre

(figure 2.14).

2.4 Processus de contact

2.4.1 Motivations

Nous passons à l’étude du système du Processus de Contact (CP) sur un graphe complet,

défini au paragraphe 2.1.1 et dont la dynamique est donnée par les taux de transition (2.4).

Introduit par Harris [72] en 1974, ce modèle a été réexaminé assez récemment en champ nul

(h = 0). Dickman et Vidigal [40] ont étudié en détail une de ses propriétés remarquables :

l’existence d’une transition de phase hors d’équilibre qui sépare un état absorbant, vide de

particule (pour les faibles λ) d’un état actif (pour λ > λc), à la limite thermodynamique

(N → ∞). Sur le graphe complet le taux de branchement critique vaut λc = 1. En taille finie,

l’état d’équilibre est absorbant pour toute valeur de λ, et, pour λ > λc, les configurations de

densité non nulle n’ont qu’une durée de vie finie. La durée de vie de cet état actif, en taille finie,

a été étudiée par Deroulers et Monasson [39]. En substance, la transition de phase du processus

de contact se range dans la classe d’universalité de la percolation dirigée. Elle apparâıt donc

comme un cas d’école de transition de phase hors d’équilibre (pour une revue cf. par exemple

[73]), auquel on a naturellement envie d’appliquer le formalisme thermodynamique. Il faut

noter d’ailleurs que de telles transitions vers un état absorbant sont parfois invoquées dans

la physique de la transition vitreuse [118, 109, 128].
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2.4.2 État stationnaire

La dynamique peut être décrite à l’échelle du nombre total de particule n : comme

dans (2.13), on a {
W (n→ n− 1) = n

W (n→ n+ 1) = (N − n)(λn/N + h)
(2.96)

Rappelons d’abord les principales propriétés de l’état stationnaire en champ nul (h = 0).

Pour tout N fini, l’état stationnaire est l’état vide. L’évolution temporelle du nombre moyen

de particules s’écrit

∂t〈n〉 =

〈
(N − n)

λn

N
− n

〉
(2.97)

Comme les interactions ont une portée infinie (les sites sont tous voisins entre eux), l’approche

de champ moyen est valide à la limite thermodynamique (n et N tendent vers l’infini, avec

ρ = n/N fixé). Dans l’état stationnaire, (2.97) devient donc

ρ
[
λ(1 − ρ) − 1

]
= 0 (2.98)

À la limite thermodynamique, il existe donc deux régimes de densité possibles, en fonction

de la valeur de λ. Pour λ ≤ 1, l’état stationnaire est l’état absorbant, tandis que le système

atteint presque sûrement un état quasi-stationnaire de densité non nulle ρ pour λ > 1. La

densité stationnaire est donnée par

ρ = 1 − 1

λ
, (2.99)

Pour passer outre l’état absorbant en taille finie, nous travaillerons à h non nul. Dans l’état

d’équilibre correspondant, la densité moyenne ρ est la seule solution positive de

λρ+ h = ρ/(1 − ρ) (2.100)

2.4.3 Pression topologique

Dans la limite thermodynamique (n et N grands, ρ = n/N fixé) les taux de transi-

tion (2.96) dans l’espace du nombre total de particules prennent la forme

W− = Nρ (2.101)

W+ = N(1 − ρ)(λρ+ h) (2.102)

La pression topologique ψ+(s) est donnée d’après l’égalité (2.32), traduite dans le langage des

particules (au lieu des spins) à l’ordre dominant en N par 1
Nψ+(s) = −minρF+(ρ, s) avec

F+(ρ, s) = ρ+ (1 − ρ)(λρ+ h) − 2
[
ρ(1 − ρ)(λρ+ h)

]1/2 [
ρ+ (1 − ρ)(λρ+ h)

]s
(2.103)

On obtient les résultats suivants :
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(i) Pour une faible valeur h > 0 du champ : l’état stationnaire est actif, de densité ρeq =

ρ+(0) non nulle, donnée par la solution (2.100) (qui correspond également au minimum

et au zéro de F+(ρ, s), figure 2.15a). Pour s > 0, les histoires ont une plus grande

complexité dynamique (donnée − 1
Nt〈Q+〉s = ψ′

+(s), figure 2.18a) que dans l’état sta-

tionnaire et les états explorés ont une densité de particules ρ+(s) > ρeq (figure 2.16a).

Une plus grande densité autorise en effet plus d’événements par unité de temps. Dans

la région s < 0, qui explore des histoires de complexité dynamique plus faible que dans

l’état stationnaire, on observe une transition de phase dynamique du premier ordre, la

dérivée ψ′
+(s) de la pression topologique étant discontinue en un point singulier sc < 0

(figures 2.17a, 2.18a). La complexité moyenne diminue brutalement (figure 2.18a) : pour

s < sc, les histoires sont beaucoup moins actives. La transition se reflète aussi dans la

densité moyenne ρ+(s) des configurations explorées, qui est plus faible dans la phase

inactive.

(ii) Dans la limite de champ nul (h→ 0) : le scénario précédent est conservé, le point sin-

gulier sc tendant vers 0 (figures 2.15b-2.18b). Dans la phase inactive (s < sc), la densité

de particules devient nulle (le système tombe dans l’état absorbant).

2.4.4 Thermodynamique des histoires associée à K

Comme pour le modèle d’Ising étudié précédemment, les résultats sur ψK(s) sont en

correspondance qualitative avec ceux de ψ+(s), suivant s↔ −s.
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Fig. 2.15 – Énergie libre à la Landau F+(ρ, s) pour le processus de contact, pour différentes

valeurs de s, à λ = 2.5. Les valeurs m+(s) auxquelles F+(m, s) atteint son minimum sont

représentées en figure 2.16. [(a), gauche] En champ non nul (h = 0.1). [(b), droite] Dans la

limite de champ nul (h→ 0).

-0.75 -0.5 -0.25 0.25 0.5 0.75 1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

s

ρ+(s)

-1 -0.5 0.5 1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

s

ρ+(s)

Fig. 2.16 – Densité de particules moyenne dans l’état-s ρ+(s) pour le processus de contact

(λ = 2.5). [(a), gauche] En champ non nul (h = 0.1), la densité moyenne ρ+(s) indique la

transition du premier ordre en sc < 0. La densité de particules dans l’état inactif (s < sc) est

plus faible que dans l’état actif (s > sc), mais n’est pas nulle. [(b), droite] Dans la limite de

champ nul (h→ 0), la transition a lieu en sc = 0. La densité de particules dans l’état inactif

(s < sc) tend vers 0 avec h. Pour h = 0, on retrouve l’état absorbant complètement vide de

particule.
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Fig. 2.17 – Pression topologique 1
Nψ+(s) pour le processus de contact (λ = 2.5).

[(a), gauche] En champ non nul (h = 0.1), ψ+(s) est non analytique en sc < 0 (la deuxième

dérivée est discontinue, cf. figure 2.18a). [(b), droite] Dans la limite de champ nul (h → 0),

le point singulier sc tend vers 0.
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Fig. 2.18 – Dérivée de la pression topologique 1
Nψ

′
+(s) pour le processus de contact (λ = 2.5).

En champ non nul [(a), gauche, h = 0.1] comme dans la limite de champ nul [(b), droite,

h → 0], la singularité de ψ+(s) traduit une discontinuité dans la moyenne de la complexité

dynamique dans l’état-s 1
Nt〈Q+〉 = −ψ′

+(s) en s = sc, à la limite thermodynamique.
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Chapitre 3

Grandes déviations en temps

continu : méthode numérique

Nous présentons une procédure numérique pour étudier les propriétes physiques d’un sys-

tème dans l’ensemble-s, développée en collaboration avec Julien Tailleur. Les résultats corre-

spondent à la publication P5.

3.1 Description de la méthode

3.1.1 Motivations

L’étude des fluctuations d’observables extensives en temps du type A (comme K, Q+, ou

QS) est à la base de la thermodynamique des histoires exposée au chapitre 1. Quantitative-

ment, il s’agit d’étudier la fonction de grandes déviations π(a) associée à la probabilité de

mesurer une valeur a t de l’observable A sur un temps long :

Prob
(
A/t = a , t

)
∼ etπ(a) avec t→ ∞ (3.1)

Comme on l’a vu, il est plus facile de considérer la fonction de grandes déviations ψA(s)

associée à la fonction génératrice des moments de A :

ZA(s, t) =
∑

A

e−sAP (A, t) =
〈
e−sA

〉
∼ etψA(s) avec t→ ∞ (3.2)

Ces fonctions et leur interprétation ont été introduites au paragraphe 1.4.2.

La définition même de ces fonctions de grandes déviations rend leur détermination difficile,

car la probabilité d’observer une valeur de A/t loin de sa moyenne décrôıt exponentiellement

en temps. Déterminer directement π(a) pose donc un problème d’échantillonnage – il faut

observer un grand nombre de trajectoires pour obtenir des valeurs rares de A. Pour les

systèmes évoluant avec une dynamique de Markov en temps discret, Giardinà, Kurchan et

Peliti ont proposé [67] une méthode numérique du type Monte Carlo qui s’affranchit de

cette difficulté, la fonction de grandes déviations étant obtenue par la mesure de la valeur
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moyenne d’une observable. Toutefois, les systèmes physiques évoluent continûment en temps :

l’application de cet algorithme à des modèles continus en temps passe donc par le choix

d’un pas de temps arbitraire dt pour discrétiser la dynamique. La valeur optimale de dt est

déterminée par un équilibre entre l’efficacité de l’algorithme et l’erreur due à la discrétisation.

Dans l’idéal, dt doit être plus petit que toute échelle de temps dans le système, mais des valeurs

de dt trop petites ne font qu’allonger inutilement la durée de simulation, la plupart des pas

de temps étant perdus à rejeter des événements. Cette difficulté est déjà présente dans les

algorithmes de Monte Carlo standard, et devient inévitable lorsqu’on étudie une fonction

de grandes déviations. En effet, même un système qui possède une seule échelle de temps

dans l’état stationnaire présentera en général des échelles de temps assez différentes dans

ses grandes déviations, suivant la nature des histoires rares qui les génèrent – ce qui rend le

choix de dt ardu. Un exemple simple de cette situation est donné par les modèles de trafic

routier : dans l’état stationnaire, l’échelle de temps est globalement fixe, mais peut varier d’un

facteur N égal au nombre de voitures présentes dans le système, si l’on compare les histoires

embouteillées (un nombre fini de voitures peut bouger) et les histoires fluides (où un nombre

extensif de voitures peut bouger).

Dans ce chapitre, nous présentons une procédure inspirée de [67] où les difficultés de la

discrétisation en temps sont éliminées en se plaçant directement en temps continu. Pour les

phénomènes décrits dans le cadre des systèmes dynamiques, la détermination de fonctions de

grandes déviations fait également appel à des méthodes de clonage (voir [125, 126] pour des

exemples de systèmes à grand nombre de degré de liberté).

3.1.2 Une évolution qui ne conserve pas la probabilité

On s’intéresse à des systèmes munis d’une dynamique markovienne en temps continu,

avec les notations du chapitre 1 (partie 1.3 pour la dynamique, partie 1.4 pour l’observable

A). Nous allons évaluer l’énergie libre dynamique ψA(s) associée à A. Comme on l’a vu au

paragraphe 1.4.2, il est en général possible de reconstruire π(a) à partir de ψA(s). À l’instar

de [67], nous allons obtenir la fonction ψA(s) par la mesure de la valeur moyenne d’une

observable bien choisie, dans une nouvelle dynamique. L’outil principal qui permet d’arriver

à ce résultat est la transformée de Laplace (1.58) P̂ (C, s, t) de la probabilité jointe P (C, A, t)
d’observer le système dans une configuration C au temps t, ayant mesuré une valeur A de

l’observable (1.44). Elle obéit à l’équation d’évolution (1.59), qui peut se récrire :

∂tP̂A(C, s, t) =
∑

C′

Ws(C′ → C′)P̂A(C′, s, t) − rs(C)P̂A(C, s, t)
︸ ︷︷ ︸

partie conservant
la probabilité

+
[
rs(C) − r(C)

]
P̂A(C, s, t)

︸ ︷︷ ︸
partie ne conservant
pas la probabilité

(3.3)

où l’on a introduit une nouvelle dynamique de taux de transition dépendants de s

Ws(C → C′) = e−sα(C,C′)W (C → C′) (3.4)
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dont le taux d’échappement depuis la configuration C est :

rs(C) =
∑

C′

Ws(C → C′) . (3.5)

Nous avons vu au paragraphe 1.4.3 que P̂A(C, s, t) et ZA(s, t) =
∑

C P̂A(C, s, t) évoluent

exponentiellement en temps avec un taux ψA(s), qui s’interprète comme le taux de perte (ou

de gain) de probabilité de l’équation d’évolution (1.59). Dans l’écriture (3.3) de l’équation

d’évolution, on a séparé deux parties, l’une conservant la probabilité, l’autre, diagonale, ne la

conservant pas. Toute la subtilité, comme dans [67], consiste à construire un algorithme qui

tienne compte de ces deux types d’évolution.

Remarquons au passage une autre conséquence de la décomposition (3.3). D’après (1.76),

on voit que 〈
e−sA

〉
=
〈
e

R t
0 δrs

〉
dynamique
s-modifiée

(3.6)

En d’autre termes, la fonction de partition dynamique 〈e−sA〉 associée à A s’écrit comme celle

associée à
∫ t
0 δrs dans la dynamique modifiée donnée par les taux (3.4-3.5). Ceci permet de

faire le lien entre les grandes déviations d’observables de type A, qui varient discontinûment

au cours du temps, et celles d’observables de type
∫ t
0 δrs, qui varient continûment.

3.1.3 Algorithme de clonage

Si la partie non conservative δr(C) = rs(C) − r(C) de (3.3) est indépendante de C, la

“probabilité” non conservée P̂A(C, s, t) diminue (ou augmente) exponentiellement en temps à

un taux constant δr (comme pour une désintégration radioactive), ce qui permet d’ailleurs

de retrouver (1.79) pour A = Q+. Dans le cas général où δr(C) dépend de C, la dynamique

est constituée d’une succession de changements de configuration déterminés par les taux

modifiés (3.4), et d’évolutions exponentielles de P̂ (C, s, t), avec un taux rs(C) − r(C), entre

les changements de configuration.

Une construction explicite de ces deux évolutions parallèles est donnée dans l’annexe A

(voir en particulier la forme explicite de P̂A(C, s, t), éq. A.19). Pour représenter cette évolution,

on considère, comme en diffusion Monte Carlo [2], un grand nombre de copies du système

qui évoluent en parallèle avec la dynamique s-modifiée (3.4-3.5). À chaque changement de

configuration d’une copie c

(1) c saute de sa configuration C vers une autre configuration C′ tirée avec probabilité

Ws(C → C′)/rs(C) ;

(2) l’intervalle de temps ∆t que la copie c passera dans l’état C′ avant de changer à nouveau

de configuration est tiré suivant la loi de Poisson (1.27) de paramètre rs(C′) ;

(3) la copie c est soit tuée, soit clonée avec un taux Y(C′) = e∆t [rs(C′)−r(C′)] : en posant

y = ⌊Y(C′) + ε⌋ où ε est uniformément distribué sur [0, 1]

a) si y = 0, la copie c est tuée,
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b) si y = 1, il ne se passe rien,

c) si y > 1, la copie c est copiée y − 1 fois.

À chaque étape de cette procédure, le nombre total de copies du système est modifié par

un facteur X = N+y−1
N , N étant le nombre total de copies avant l’étape. Ce facteur traduit

l’évolution exponentielle en temps de P̂ (C, s, t). Tant que le nombre total N (t) de copies à

l’instant t est grand, par construction (d’après A.19), le nombre N (C, t) de copies dans l’état

C à l’instant t vaut

N (C, t) = N (C, 0)P̂A(C, s, t) (3.7)

Ainsi, pour t grand, ZA(s, t) =
∑

C P̂A(C, s, t) est simplement donné par l’augmentation de la

population totale :

ZA(s, t) =
N (t)

N (0)
(3.8)

Tel quel, l’algorithme entrâıne la disparition ou l’explosion du nombre total de copies du

système. Pour maintenir leur nombre constant, on remplace les points a), b), c) de la 3ème

étape par :

(3’) a) si y = 0, la copie c est remplacée par une autre copie tirée au hasard,

b) si y = 1, rien ne se passe,

c) si y > 1, y− 1 copies tirées au hasard sont remplacées par c avec probabilité N
N+y−1 .

Pour déterminer ψA(s, t), il suffit de conserver tous les facteurs X = N ′+y−1
N ′ , N ′ étant cette

fois le nombre total de copies, conservé. On a en effet :

1

t
lnX1 . . . XK =

1

t
lnN (t) ∼ ψA(s) pour t→ ∞ (3.9)

où K est le nombre total d’événements entre 0 et t, incluant les changements de configurations

et les étapes de clonage.

Par construction, dans la nouvelle dynamique (1), (2), (3′) à nombre de copies constant,

le nombre N ′(C, t) de copies dans l’état C à l’instant t vaut N ′(C, t) = N (C, t)/N (t). Ainsi,

d’après (1.62), (3.7) et (3.8), N ′(C, t) ne dépend plus de t aux grands temps et donne une

représentation de l’état-s (paragraphe 1.4.3)

lim
t→∞

N ′(C, t) = P̃ (C, A) (3.10)

En particulier, la mesure 〈O〉s d’une observable O dans l’état-s peut se mesurer numérique-

ment comme la moyenne de O sur l’ensemble des clones

〈O〉s =
∑

C
O(C)N ′(C, t) (3.11)

Ceci est également généralisable à une observable O qui dépend de l’histoire complète entre

0 et t (une telle valeur de O étant attachée à chaque clone).
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3.1.4 Intégration thermodynamique

Le calcul direct de ψA(s) par (3.9) est par nature bruité, à cause de la taille finie de

population des copies. Pour atténuer ce bruit, on peut se servir de la relation (1.65), qui permet

de reconstruire ψA(s) à partir de sa dérivée ψ′
A(s) = − limt→∞ 1

t 〈A〉s. Numériquement, il suffit

de mesurer 〈A〉s :

ψA(s) = −1

t

∫ s

0
ds′ 〈A〉s′ (3.12)

L’intégration réduit le bruit. Cette relation doit toutefois être utilisée avec précaution autour

d’une transition de phase dynamique du premier ordre (la forte variation de ψ′
A(s) autour du

point singulier nécessite un échantillonnage important en s).

3.1.5 Une généralisation supplémentaire

Dans le cas d’une observable un peu plus générale (paragraphe 1.4.5) de type B (éq. 1.72),

on voit que la fonction de grandes déviations ψb(s) ≡ limt→∞ 1
t ln〈e−sB〉 s’obtient par le même

algorithme que précédemment, le facteur de clonage devenant

YC = eb(C)+∆t [rs(C′)−r(C′)] (3.13)

Les taux de transitions Ws et rs ne sont pas modifiés.

3.2 Premiers exemples

3.2.1 Processus d’Exclusion Symétrique (SEP)

Comme premier test de l’algorithme précédent, on étudie ici la fonction de grandes dévia-

tions du courant total Q dans le processus d’exclusion symétrique (SEP) [122] avec conditions

aux limites périodiques. Le système est constitué de N particules qui diffusent sur un réseau

en dimension 1, de taille L. Chaque particule peut sauter avec un taux 1 vers sa droite ou

vers sa gauche, si le site d’arrivée est vide. Le courant total Q augmente de 1 à chaque saut

à droite et diminue de 1 à chaque saut à gauche.

Comme dans d’autres processus d’exclusion [34, 35, 93], la fonction de grandes déviations

ψQ(s) est extensive en L pour s fini, et on s’intéressera à la fonction intensive 1
LψQ(s), à la

limite thermodynamique (N et L grands, la densité ρ = N/L étant fixée). La moyenne du

courant est nulle (les sauts sont symétriques), mais sa variance est finie et ψQ(s) s’écrit pour

s faible [122] :
1

L
ψQ(s) = ρ(1 − ρ)s2 + O(Ls4) (3.14)

Dans ce régime, les fluctuations sont gaussiennes et l’évaluation numérique donne des résultats

en parfait accord avec le développement (3.14) (figure 3.1b). Pour de plus grandes valeurs de s

(cf. la relation 7.67 et la figure 7.5 pour les expressions analytiques dans le régime s≫ 1), les

fluctuations sont non gaussiennes (figure 3.1a), et correspondent à de très grandes déviations

du courant.
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Fig. 3.1 – Évaluation numérique de 1
LψQ(s) pour le SEP (N = 200, L = 400).

[(a) : gauche] Comparaison entre l’évaluation directe de ψQ(s) (croix bleues) et le résultat de

l’intégration thermodynamique (ronds rouges).

[(b) : droite] Comparaison entre le résultat numérique (ronds rouges) et le développe-

ment (3.14), valide pour faible s (ligne continue).

La mesure directe de ψQ(s) est également comparée au résultat de l’intégration thermody-

namique (figure 3.1a). Les deux évaluations sont en accord, en tenant compte des incertitudes.

3.2.2 Processus d’Exclusion Asymétrique (ASEP)

Nous considérons maintenant les déviations du courant dans le processus d’exclusion

asymétrique (ASEP) [122], en conditions aux limites périodiques. Le réseau est identique

à celui du SEP, mais la dynamique mène maintenant le système hors d’équilibre : chaque

particule saute avec un taux DL vers sa gauche et DR vers sa droite, si le site d’arrivée est

vide. Pour DL 6= DR, le système est traversé par un courant de particules non nul dans l’état

stationnaire : à la limite thermodynamique, 1
t 〈Q〉 ≡ qst = Lρ (1 − ρ)(DR −DL). La fonction

de grandes déviations ψQ(s) (cf. figure 3.2a pour une évaluation numérique) est symétrique

autour de 1
2E (avec E = ln DL

DR
), d’après le théorème de fluctuation ψQ(E − s) = ψQ(s).

Pour DL > DR (DL = 1.2, DR = 0.8 dans les données des figures 3.2 et 3.3) le courant

stationnaire qst est négatif. La branche s > E/2 correspond à des déviations où le courant

moyen est négatif, tandis que s < E/2 correspond à des déviations positives (rappelons

que ψ′
Q(s) = − limt→∞ 1

t 〈Q〉s). La procédure numérique proposée dans ce chapitre permet

également de visualiser les configurations qui contribuent, dans l’état-s, à imposer une valeur

moyenne du courant 1
t 〈Q〉s différente de qst.

– Pour les grands courants (c’est-à-dire |s| ≫ E et Q d’ordre N), le courant est rendu

maximal par les configurations qui possèdent le moins d’amas de particules possible

(figure 3.2b) : le profil moyen est plat, avec une densité moyenne N/L.

– Pour les faibles courants (c’est-à-dire |s| ≈ E et Q d’ordre 1), le système visite des

configurations formées d’un amas de taille macroscopique. Le profil moyen prend la

forme d’un choc suivi d’un anti-choc (figures 3.3a-d). Leur asymétrie favorise un léger
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Fig. 3.2 – [(a) : gauche] Fonction de grandes déviations 1

L
ψQ(s) pour l’ASEP (L = 400 sites,

N = 200 particules). Les taux de saut sont DL = 1.2 et DR = 0.8, d’où E/2 ≃ −0.2. Les croix bleues

et les cercles rouges correspondent respectivement à l’évaluation directe de 1

L
ψQ(s) et au résultat de

l’intégration thermodynamique. [(b) : droite] Une configuration typique (ni = 0 ou 1 est le nombre

d’occupation au site i) pour une très grande déviation de courant (|s| ≫ E, i.e. | 1
t
〈Q〉s| ≫ qst) : le

profil est uniforme. Ici, L = 100, N = 50.
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Fig. 3.3 – Profil moyen de l’ASEP (avec L = 100, N = 50, DL = 1.2 et DR = 0.8 d’où E/2 ≃ −0.2)

pour différentes valeurs de s autour de E/2. [(a) : haut, gauche] Pour s = −0.1 > E/2, le courant

moyen est négatif (les particules vont majoritairement vers la gauche), comme dans l’état stationnaire.

[(b) : haut, droite] Pour s ≃ −0.2 = E/2, le courant moyen est nul. [(c) : bas, gauche] Pour s =

−0.30 > E/2, le courant moyen est positif. [(d) : bas, droite] Pour s = −0.35 > E/2, le système

développe des profils instationnaires, qui annoncent la transition vers un profil uniforme.
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courant moyen du côté le moins pentu.

La transition entre ces deux régimes est de même nature que celle étudiée par Bodineau et

Derrida dans le cas des processus d’exclusion faiblement et totalement asymétriques [19].

3.2.3 Processus de Contact (CP) en dimension 1

Nous avons étudié dans la partie 2.4 le processus de contact (CP) sur un graphe complet.

Nous considérons ici le CP en dimension 1. Chaque site i d’un réseau unidimensionnel de

taille L est soit vide (ni = 0) soit occupé par une particule (ni = 1). La dynamique est la

suivante : les particules s’annihilent avec un taux 1, tandis que les sites vides i se remplissent

avec un taux

Wcréation = λ(ni−1 + ni+1) + h (3.15)

où λ et h sont correspondent aux taux déjà définis en champ moyen. Nous examinons ici

l’énergie libre dynamique associée au nombre d’événements K. En champ moyen (para-

graphe 2.4.4), nous savons déjà que l’énergie libre correspondante 1
LψK(s) est singulière en

sc > 0 pour h > 0 à la limite thermodynamique.

4
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0
1.50.5-0.5-1.5

ψ
K

(s
)
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1.2
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0
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ψ
′ K

(s
)

L

s

Fig. 3.4 – [(a) : gauche] Tracé de la fonction de grandes déviations 1
LψK(s) associée au nombre

d’événements K dans le processus de contact (λ = 3.5) avec un champ non nul (h = 0.1) pour

L = 120 sites. Les deux branches, séparées pour L grand par un point singulier sc ≃ 0.057,

correspondent aux deux phases actives et inactives de la dynamique. [(b) : droite] L’arrivée

de la transition de phase dynamique en sc pour L→ ∞ est illustrée sur le comportement de

−ψ′
K(s) = 1

t 〈K〉s en taille finie, pour différentes tailles de système (noir :L = 4, rouge : 8, en

bleu : 15, en violet : 50).

En utilisant l’algorithme décrit dans ce chapitre, on montre que cette transition de phase

dynamique existe toujours en dimension 1, à la limite thermodynamique. Comme en champ

moyen, on obtient que 1
LψK(s) est indépendant de L pour L grand. La fonction 1

LψK(s)

(figure 3.4a) présente deux branches qui correspondent aux histoires fortement et faiblement

actives.



3.2. PREMIERS EXEMPLES 65

La non-analyticité de 1
LψK(s) apparâıt, à la limite L→ ∞, sous la forme d’une disconti-

nuité de 1
Lψ

′
K(s) = − 1

Lt〈K〉s. Celle-ci se manifeste clairement dans le comportement de taille

finie de − 1
Lψ

′
K(s) (Figure 3.4b), qui permet en particulier d’estimer la valeur point singulier

à sc ∼ 0.057. Autour de ce point, la dynamique présente une superposition d’histoires “plus

actives” et “moins actives”, pour lesquelles l’approche en temps continu proposée dans ce

chapitre est particulièrement appropriée.
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Chapitre 4

Transition de phase dynamique

dans les systèmes vitreux

Nous effectuons une statistiques des histoires sur quelques exemples de modèles de ver-

res. Nous montrons que la coexistence de phase dynamique de ces systèmes correspond à

l’existence de plusieurs minima dans le paysage d’énergie libre dynamique à la Landau. Les

résultats ont été obtenus en collaboration avec Juan P. Garrahan, Robert Jack, Estelle Pitard,

Kristina van Duijvendijk et Frédéric van Wijland, et correspondent en partie à la publication

P6.

4.1 Dynamiques cinétiquement contraintes

4.1.1 Motivations

Un grand nombre de phénomènes naturels peuvent être rassemblés dans une même classe,

celle des phénomènes vitreux, qui ont la particularité de ne pas pouvoir être compris si on

se restreint à une approche purement statique (i.e. à la thermodynamique de Boltzmann).

Ainsi, des systèmes aussi divers que les verres (de nos vitres), les empilements granulaires com-

pacts, les collöıdes, les gaz de sphères dures polydisperses, les systèmes de spins désordonnés

présentent (au moins) deux échelles de temps caractéristiques très différentes :

(i) l’une, souvent inaccessible expérimentalement, correspond au temps que ces systèmes

mettent (mettraient) pour atteindre leur état d’équilibre – plusieurs milliards d’an-

nées pour le verre des vitres et vitraux [135] – et qui dépend considérablement de la

température (figure 4.1) ;

(ii) l’autre, expérimentale, correspond au temps que le système met pour “relaxer” après

une faible perturbation.

Ces systèmes, dans la pratique, n’atteignent donc pas leur état d’équilibre, restent bloqués

dans un état (de “quasi-équilibre” [55]) qui varie très lentement dans le temps, et présentent

toute une phénoménologie originale (“violation” de FDR, vieillissement) qui diffère en tout

67
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Fig. 4.1 – Viscosité (en unités logarithmiques) de certains matériaux de type vitreux en

fonction de la température inverse. La viscosité, directement reliée au temps de retour à

l’équilibre, change sur plus de 10 ordres de grandeur sur une faible gamme de température.

Figure tirée de Martinez et Angell [98].

point de celle d’un état transitoire proche de l’équilibre. Ce ralentissement de la dynamique,

au moins dans les cas les plus simples [114], est également différent du ralentissement critique,

présent au voisinage d’un point critique dans les transitions de phase standard.

L’application du formalisme thermodynamique à ce type de systèmes est assez ardue

(voir [1] pour une étude numérique). On se limitera dans ce chapitre à l’étude de quelques

modèles de verres, dans le cadre stochastique détaillé au long des chapitres précédents.

4.1.2 Modèles cinétiquement contraints

Au niveau théorique, les exemples les plus simples de systèmes présentant certaines car-

actéristiques vitreuses sont donnés par les modèles cinétiquement contraints (cf. Ritort et

Sollich [111] pour une revue exhaustive).

Nous considérerons des modèles définis sur un réseau euclidien en dimension d, de volume

V = Ld, en conditions aux limites périodiques. Chaque site i est soit “peu mobile” (ni = 0),

soit “mobile” (ou “excité”) (ni = 1). C’est cette différence de mobilité entre régions distinctes

qui constitue l’ingrédient essentiel pour produire un ralentissement dynamique, en induisant

des contraintes cinétiques. Les taux de transition entre ces deux états se mettent sous la forme

W (ni → 1 − ni) = CiW0(ni → 1 − ni) (4.1)

où W0(ni → 1 − ni) est le taux de transition en l’absence de contrainte et Ci représente une
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“contrainte cinétique”. Les taux non contraints sont les taux de Glauber à la température 1/β

correspondant à l’énergie triviale

H =
∑

i

ni (4.2)

La contrainte cinétique Ci est un facteur qui interdit ou autorise certaines transitions entre

états. Elle traduit la manière dont les zones immobiles défavorisent le mouvement dans leur

voisinage, à l’inverse des zones mobiles, qui le favorisent.

Nous allons en particulier étudier le modèle de Fredrickson-Andersen (FA) [56, 57] et ses

variantes. La contrainte cinétique Ci est une fonction du nombre de voisins excités fi du

site i. De manière générale, Ci est nul pour fi = 0 (c’est l’image physique de “facilitation” :

seules les zones excitées peuvent exciter leur voisinage). La contrainte la plus simple consiste

à prendre Ci = 0 si fi = 0 et Ci = 1 si fi ≥ 1. Nous considérerons également le choix Ci = fi,

qui revient qualitativement au même [111], et permet de bien formuler une limite de champ

moyen aux grandes dimensions. Pour toute transition ni → 1−ni, la contrainte Ci agit de la

même manière sur la transition (ni = 0) → (ni = 1) que (ni = 1) → (ni = 0) : on voit ainsi

que les dynamiques contrainte (taux W ) et non contrainte (taux W0) vérifient toutes deux

le bilan détaillé par rapport à la distribution d’équilibre P eq ∝ e−βH . Enfin, notons que les

taux de transition s’écrivent explicitement

{
W
(
(ni = 0) → (ni = 1)

)
= ζcCi ≡ k Ci

W
(
(ni = 1) → (ni = 0)

)
= ζ(1 − c)Ci ≡ k′ Ci

(4.3)

où c = 〈ni〉 = (1 + eβ)−1 est la concentration d’excitation à l’équilibre, et ζ est l’unité de

temps de la dynamique de Glauber. Dans ce qui suit, on utilisera plutôt le vocabulaire des

taux de création k et d’annihilation k′ définis dans (4.3).

Il n’y a pas de transition de phase thermodynamique à température non nulle dans le

modèle FA [131]. Il existe par ailleurs un état complètement isolé, l’état vide d’excitation

(ni = 0 pour tout site i), qui n’interviendra pas par la suite – il est impossible de l’atteindre

depuis un état non vide, et impossible d’en sortir. De nombreuses variantes du modèle FA

existent [111]. Nous étudierons la plus simple d’entre elles, le modèle East [78, 100], pour

lequel un site ne peut changer d’état que si son voisin de gauche est excité (en dimension d,

la “gauche” est définie par rapport à une direction arbitraire fixée).

4.2 Transition de phase dynamique

4.2.1 Résultats en dimension finie

La dynamique des modèles cinétiquement contraints possède un ingrédient clef pour notre

analyse des phénomènes vitreux : les taux de transition vérifient le bilan détaillé par rapport

à une même distribution d’équilibre P eq triviale en l’absence et en présence de contrainte.

Sachant qu’en l’absence de contrainte la dynamique ne présente pas de caractéristiques vit-

reuses, on voit dès maintenant que celles-ci ne peuvent être comprises en étudiant seulement
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Fig. 4.2 – Comportement de taille finie dans l’état-s associé à K, au voisinage du point

singulier sc = 0 pour le modèle FA en dimension 1 (k = 1, k′ = 3, tailles L données dans

le même ordre dans la légende que sur les courbes). La branche s < 0 (resp. s > 0) est

plus active (resp. moins active) que l’état stationnaire (s = 0). [(a) : gauche] Énergie libre

dynamique 1
LψK(s). Une transition dynamique du premier ordre a lieu en sc = 0 (de manière

effective, sc = O(1/L) en taille finie). [(b) : droite] Densité d’excitation ρK(s) dans l’état-s.

À mesure que L grandit, l’état inactif (s > 0) devient de plus en plus inactif.
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Fig. 4.3 – Comportement de taille finie dans l’état-s associé à K, au voisinage du point

singulier sc = 0 pour le modèle FA en dimension 2 (k = 1, k′ = 3, Ci = fi, tailles linéaires L

données dans le même ordre dans la légende que sur les courbes). Le système possède L2 sites.

La branche s < 0 (resp. s > 0) est plus active (resp. moins active) que l’état stationnaire

(s = 0). [(a) : gauche] Énergie libre dynamique 1
L2ψK(s). Une transition dynamique du

premier ordre a lieu en sc = 0 (de manière effective, sc = O(1/L2) en taille finie). [(b) :

droite] Densité d’excitation ρK(s) dans l’état-s. À mesure que L grandit, l’état inactif (s > 0)

devient de plus en plus inactif.
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Fig. 4.4 – Comportement de taille finie dans l’état-s associé à K, au voisinage du point

singulier sc = 0 pour le modèle East en dimension 1 (k = 1, k′ = 3, tailles L données dans le

même ordre dans la légende que sur les courbes). Les graphes et l’interprétation sont similaires

à ceux de la figure 4.2.
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Fig. 4.5 – Comportement de taille finie dans l’état-s associé à K, au voisinage du point

singulier sc = 0 pour le modèle East en dimension 3 (k = 1, k′ = 3, tailles linéaires L données

dans le même ordre dans la légende que sur les courbes). Le volume du système est V = L3.

Les graphes et l’interprétation sont similaires à ceux de la figure 4.2.
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P eq. Nous avons utilisé l’algorithme proposé au chapitre 3 pour étudier l’état-s associé au

nombre d’événements1 K pour les modèles FA en dimension 1 et 2 (figures 4.2 et 4.3) et East

en dimension 1 et 3 (figures 4.4 et 4.5).

Pour tous ces systèmes, les estimations numériques obtenues pour ψK(s) et ρK(s) (densité

d’excitation 〈ni〉s dans l’état-s) appuient le scénario suivant : à la limite thermodynamique

(V → ∞), l’état stationnaire standard (s = 0) est critique par rapport à la variable (dy-

namique) s. En détail :

(i) l’énergie libre dynamique (divisée par V = Ld) 1
V ψK(s) tend à la limite V → ∞ vers

une fonction singulière en sc = 0,

(ii) dans la branche s < 0, l’activité moyenne 1
V t〈K〉s = − 1

V ψ
′
K(s), ainsi que la densité

d’excitations ρK(s) sont non nulles (phase active),

(iii) dans la branche s > 0, l’activité moyenne 1
V t〈K〉s et la densité d’excitations ρK(s) sont

nulles (phase inactive).

On a donc une situation assez analogue à celle du processus de contact en champ nul

(h = 0) en dimension finie (paragraphe 3.2.3) ou en champ moyen (partie 2.4). Toutefois,

cette comparaison n’est valide qu’à la limite thermodynamique. En taille finie, ρK(s)|s>0 est

non nul (d’ordre 1/V ) pour les modèles FA ou East (la phase s > 0 est faiblement active),

tandis que ρK(s)|s>0 est nul pour toute taille de système dans le CP en champ nul (dans la

phase s > 0, le système tombe dans un état absorbant).

Enfin, on vérifie que la dynamique non contrainte (où tout est calculable exactement, car

les sites sont indépendants) ne présente pas de transition de phase dynamique : l’énergie libre

dynamique 1
LψK(s) et la densité dans l’état-s ρK(s) ne possèdent pas de singularité à la limite

thermodynamique. (figure 4.6).

4.2.2 Approche en champ moyen

Pour déceler l’origine de cette transition dynamique, on s’intéresse à une version de FA sur

un graphe complet, avec des taux de transition du type (4.1, 4.3) et une contrainte cinétique

Ci égale au nombre de voisins excités. Sur un graphe complet, tous les sites étant voisins

entre eux, les taux s’écrivent

{
W
(
(ni = 0) → (ni = 1)

)
= k n

W
(
(ni = 1) → (ni = 0)

)
= k′ (n− 1)

pour L→ ∞ (4.4)

où n =
∑

i ni est le nombre total d’excitations. À nouveau, ces taux possèdent un état

complètement isolé (n = 0) dont on ne peut pas sortir et qu’on ne peut pas atteindre. On

s’intéresse à la dynamique dans la partie restante de l’espace de configuration (n > 0), qui est

irréductible. À la limite thermodynamique (L→ ∞, n→ ∞, ρ = n/L fixé), et dans l’espace

1L’étude de la complexité dynamique Q+ donne des résultats similaires.
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Fig. 4.6 – Comparaison entre les état-s de la dynamique contrainte (en rouge) et de la

dynamique non contrainte (en vert) pour un système de taille (L = 100, k = 1, k′ = 3).

[(a) : gauche] Densité d’excitation ρK(s) sur une large gamme de valeurs de s. La dynamique

non contrainte présente une seule phase active, contrairement à la dynamique contrainte.

[(b) : droite] Énergie libre dynamique 1
LψK(s) correspondante, autour de s = 0.

du nombre total d’excitations (cf. éq. 2.13), les taux se comportent à l’ordre dominant en

{
W+(n) = Lk ρ2

W−(n) = Lk′ ρ(1 − ρ)
pour L→ ∞ (4.5)

et, d’après les résultats du chapitre 3, la fonction de grandes déviations ψK(s) est donnée à

l’ordre dominant par 1
LψK(s) = −minρFK(ρ, s) avec l’énergie libre dynamique à la Landau

FK(ρ, s) = k ρ2 + k′ ρ(1 − ρ) − 2e−sρ
[
k k′ ρ(1 − ρ)

]1/2
(4.6)

Une analyse immédiate montre qu’à la limite thermodynamique le système possède une tran-

sition de phase (figure 4.7) similaire à celle observée numériquement en dimension 1 et 2.

L’interprétation (2.27) de l’énergie libre à la Landau-Ginzburg justifie l’image heuristique

de coexistence de phase dynamique proposée dans [76] (cf. également la figure 4.9).

Notons qu’en l’absence de contrainte,

{
W+(n) = Lk ρ

W−(n) = Lk′ (1 − ρ)
pour L→ ∞ (4.7)

on a à l’ordre dominant 1
LψK(s) = −minρFK(ρ, s) avec

FK(ρ, s) = k ρ+ k′ (1 − ρ) − 2e−s
[
k k′ρ(1 − ρ)

]1/2
(cas non contraint) (4.8)

Enfin, on peut voir que le point critique (de température nulle) de FA ne joue pas de

rôle vis-à-vis de la transition de phase dynamique. Le modèle A+A↔ 0 possède les mêmes

propriétés critiques que le modèle FA [77] au voisinage de la température nulle, mais on peut
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Fig. 4.7 – État-s du modèle FA en champ moyen (taux définis en (4.4)) pour k = 1, k′ = 2. Les

résultats correspondent à ceux du modèle FA en dimension 1 et 2 (figures 4.3 et 4.3) à la limite

thermodynamique. [(a) : gauche] Énergie libre dynamique limL→∞ 1
LψK(s) correspondante.

[(b) : droite] Densité d’excitation ρK(s).

voir que son énergie libre dynamique, au moins en champ moyen, n’est pas singulière. Les

taux de transition des processus 0 → A+A et A+A→ 0 s’écrivent dans l’espace du nombre

total de particules n :

{
W (n→ n− 2) = k n(n− 1)

W (n→ n+ 2) = k′ (L− n)(L− n+ 1)
pour L→ ∞ (4.9)

et grâce aux résultats du chapitre 3 on constate facilement que l’énergie libre dynamique

de Landau FK(ρ, s) est purement quadratique en la densité ρ. Le modèle n’est donc pas

dynamiquement critique2. Ces résultats se transposent également en dimension finie.

2On vérifie également que F+(ρ, s) ne possède qu’un minimum pour tout s.
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complet, à la limite thermodynamique. [(a) : gauche] Pour différentes valeurs de s. [(b) :

droite] Pour s = 0 : comparaison à la dynamique non contrainte (taux définis en 4.7).
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Fig. 4.9 – Énergie libre phénoménologique proposée dans [76] pour rendre compte de la

coexistence de phase. Pour le modèle FA en champ moyen étudié dans ce paragraphe il est

possible de construire exactement cette quantité (figure 4.8) : il s’agit de F(ρ, s = 0). Dans

notre approche, la quantité µ (différence d’énergie libre entre la phase active et la phase

inactive) est d’ordre 1/L.
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Deuxième partie

Fluctuations de courant

77





Chapitre 5

Introduction aux grandes

déviations de courant

Dans ce chapitre, nous donnons un aperçu des résultats existant dans la littérature autour

des fonctions de grandes déviations du courant.

5.1 Irréversibilité

Flux d’entropie associé à un

échange d’énergie, de particules, ...

QS

Production d’entropie

associée à la

dissipation interne

Σ > 0

Fig. 5.1 – Production et flux d’entropie moyens dans un système dissipatif

La second principe de la thermodynamique énonce que l’entropie d’un système isolé ne

peut qu’augmenter au cours du temps, ou, plus généralement, que la variation d’entropie ∆S

d’un système au cours d’une évolution est la somme de deux contributions (figure 5.1) :

∆S = Σ −QS (5.1)

79
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Cette relation est la version intégrée du bilan d’entropie

dS

dt
=

∫

volume

dV σirr −
∫

surface

d~S. ~JS (5.2)

L’entropie échangée QS est liée aux courants d’énergie, de charges, de particules, etc... entre le

système et l’environnement. L’entropie produite Σ est positive et correspond aux phénomènes

irréversibles qui se déroulent à l’intérieur du système. Dans l’état stationnaire (∆S = 0),

l’entropie échangée (QS = Σ) est positive.

L’existence d’une quantité comme Σ , positive pour toute évolution temporelle, permet de

caractériser les systèmes qui ont une dynamique réversible. Comparons les variations d’en-

tropie d’une évolution donnée (∆S = Σ −QS) et de son évolution renversée temporellement

(∆SR = ΣR−QR
S ). Comme ∆S = −∆SR, la dynamique est réversible (QR = −Q) seulement

si ΣR = −Σ, ce qui implique Σ = 0. D’où le résultat suivant : les évolutions réversibles sont

celles dont la production d’entropie est nulle.

Ce point de vue est celui de la thermodynamique macroscopique. En physique statistique,

l’entropie échangée est une quantité fluctuante et n’est positive qu’en moyenne dans l’état

stationnaire. Les relations de fluctuations généralisent le résultat ci-dessus. Ce sont des iden-

tités qui apparaissent lors de la comparaison, à l’échelle microscopique, des histoires directes

et renversées dans le temps suivies par un système.

5.2 Relations de fluctuation : galerie de portraits

5.2.1 Systèmes déterministes

L’observation, par Evans, Cohen et Morriss [50], d’une relation simple entre la probabilité

de mesurer une certaine contrainte de cisaillement σ et la probabilité de mesurer la contrainte

opposée −σ dans un fluide hors d’équilibre, sur une durée d’observation t

Prob[σ]

Prob[−σ]
∼ etσ (5.3)

a été le point de départ d’une série d’analyses, de généralisations, ou de traductions dans

d’autres contextes de cette relation, l’idée centrale étant toujours la comparaison entre les

histoires d’un système et de leur renversé temporel. Dans le cadre des systèmes dynamiques

Evans et Searles [51, 52], Gallavotti et Cohen [58, 59] ont étudié ce genre de relation en

s’appuyant sur une analyse précise de la mesure dans un état hors d’équilibre à temps

fini t, définition problématique à la limite t → ∞ (voir le point de vue récent de Kur-

chan [91] pour une analyse très claire). Dans de telles approches, la quantité σ représente

plus généralement l’entropie (fluctuante) échangée par le système avec l’environnement. Dans

tous les cas, la relation (5.3) donne une mesure de la difficulté à observer des déviations

(Prob[−σ] ∼ Prob[σ]e−tσ) de l’égalité 〈σ〉 > 0, valable en moyenne. Remarquons enfin

que (5.3) implique également

〈e−s t σ〉 ∼ 〈e−(1−s) t σ〉 (5.4)
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5.2.2 Systèmes stochastiques décrits par une équation de Langevin

Dans le cas de particules dont le mouvement obéit à une équation le Langevin, Kurchan [90]

a montré que le travail des forces non conservatives agissant sur le système vérifie une relation

du type (5.4) – premier exemple d’un théorème de fluctuation dans un cadre stochastique.

Dans ce cadre, la démonstration du résultat n’est pas éclipsée par les difficultés techniques

de la définition de la mesure dans les systèmes dynamiques.

Comme exemple pédagogique, on peut considérer un ensemble de particules en contact

avec un bain thermique de température unité, placées dans un champ E. Pour varier les

plaisirs, on choisit d’utiliser un formalisme de théorie de champ, différent du point de vue

de [90], mais tout à fait équivalent. La densité ρ(x, t) des particules obéit elle-même à une

équation de Langevin (dans la discrétisation de Itô [29]) :

∂tρ+ ∇j = 0

j = −D∇ρ+ Eρ+ η (5.5)
〈
η(x, t)η(x′, t′)

〉
= 2D δ(d)(x− x′) δ(t − t′) ρ(x, t)

On s’intéresse aux grandes déviations du courant intégré Q =
∫

dtdxj(x, t) et au com-

portement aux grands temps de la fonction de partition ZQ(s, t) = 〈e−sQ〉. À partir des

équations (5.5), on détermine l’action S[ρ, ρ̄; s] telle que ZQ(s, t) =
∫
DρDρ̄ e−S[ρ,ρ̄;s], suiv-

ant les méthodes standard de passage d’une équation de Langevin à une théorie de champ

[6, 41, 79, 80] (cf. également le paragraphe 8.2.1). On obtient presque sans calcul :

S[ρ, ρ̄; s] =

∫
dtdx

{
ρ̄
[
∂t −D∆ + (E − 2sD)∇

]
ρ−D(∇ρ̄)2ρ+ s(E −Ds)ρ

}
(5.6)

On vérifie facilement que l’action S[ρ, ρ̄ ; s] est invariante (à des termes de bord non extensifs

en temps près) sous les transformations





t 7→ −t
ρ̄ 7→ −ρ̄+ log

ρ

ρ0

s 7→ E

D
− s

(5.7)

Ce qui montre que l’énergie libre dynamique ψQ(s) ≡ limt→∞ 1
t lnZQ(s, t) vérifie la symétrie

ψQ(s) = ψQ(E/D − s) (5.8)

qui n’est autre qu’une forme du théorème de fluctuation. Alternativement, on peut utiliser

l’invariance sous la symétrie 



t 7→ −t
ρ̄ 7→ ρ̄+ f

s 7→ E

D
− s

(5.9)
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où la fonction f est solution de

∂tρ+ (E − 2sD)∇ρ−D∇(ρ∇f) = 0 (5.10)

et s’interprète (cf. éq. 5.5) comme la partie longitudinale du courant dans l’état-s. À l’équilibre

(E = 0), les symétries (5.7) et (5.9) sont des symétries par renversement du temps dont on

peut par exemple déduire la relation de fluctuation dissipation d’Einstein (on consultera [3]

pour une étude systématique).

5.2.3 Processus de Markov

En suivant [64, 93, 96], on définit pour un système markovien en temps continu le courant

d’entropie QS :

QS =

K−1∑

k=0

ln
W (Ck → Ck+1)

W (Ck+1 → Ck)
(5.11)

pour une histoire de configurations (C0 → . . . → CK). On a déjà vu que la variation de

l’entropie de Boltzmann-Gibbs (1.101) s’écrit

∆S ≡ S(t) − S(0) = Σ(t) − 〈QS〉 (5.12)

où Σ(t) =
∫ t
0 dt σirr et σirr > 0 est défini en (1.103). On retrouve exactement la situa-

tion décrite au paragraphe 5.1, mais cette fois les observables sont fluctuantes : QS défini

par (5.11) a le sens d’un courant d’entropie entre le système et l’environnement. Sur la plu-

part des exemples physiques, il s’écrit justement comme la somme de courants d’énergie ou

de particules pondérés par les affinités conjuguée (cf. la partie 6.2.2 pour un exemple). C’est

aussi la grandeur qui vérifie le théorème de fluctuation. En effet, d’après (1.60), l’opérateur

d’évolution WS associé à QS a pour éléments

(
WS

)
C′C = W (C → C′)1−sW (C → C′)s − r(C)δCC′ (5.13)

et vérifie

WS(1 − s) = WS(s)† (5.14)

L’énergie libre dynamique ψS(s) associée à QS vérifie donc la relation de fluctuation

ψS(1 − s) = ψS(s) (5.15)

5.2.4 Relations apparentées et applications

Enfin, Jarzynski [82] puis Crooks [26, 27] ont obtenu des relations apparentées au théorème

de fluctuation. Considérons un système physique décrit par un hamiltonien Hλ qui dépend

d’un paramètre de contrôle λ (représentant par exemple la distance, fixée, entre deux éléments

du système). La relation de Jarzynski donne un lien entre

(i) la différence d’énergie libre ∆F ≡ F (λf ) − F (λi) entre les états d’équilibre à λf et λi,
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(ii) le travail (fluctuant) exercé par l’opérateur W sur le système pour faire varier le

paramètre extérieur de λi à λf , même pour les évolutions qui ne sont pas quasi-statiques

(l’état final à λ2 n’a pas besoin d’être revenu à l’équilibre)

sous la forme

e−β∆F = 〈e−βW 〉 (5.16)

La relation de Crooks concerne quant à elle directement les distributions de probabilités

PF (W ) et PR(W ) du travail pour deux processus direct et renversé en temps :

PF (W )

PR(−W )
= eβ(W−∆F ) (5.17)

La relation de Jarzynski s’obtient comme cas particulier de (5.17). Dans le cadre des systèmes

markoviens, on peut effectuer un lien direct entre le théorème de fluctuation et les relations

précédentes [27, 110]. On considère une dynamique de taux Wλ(C → C′) vérifiant le bilan

détaillé par rapport à une loi d’équilibre e−βEλ/Zλ où Eλ(C) = E(C) − λX(C), λ et X(C)

étant thermodynamiquement conjuguée. En utilisant la décomposition [28]

Ef − Ei =

K∑

k=0

[
Eλk(Ck+1) − Eλk(Ck+1)

]

︸ ︷︷ ︸
≡Q

−
K∑

k=0

A(Ck)(λk+1 − λk)

︸ ︷︷ ︸
≡W

(5.18)

la définition de l’énergie libre −βF = lnZ donne bien (5.17) pour un état initial d’équilibre.

Les expériences qui concernent le théorème de fluctuation couvrent un grand nombre de

domaines, allant des billes en mouvement dans un piège optique [130] aux écoulements tur-

bulents [24, 25] en passant par les circuits électroniques [60]. Une des applications les plus in-

téressantes concerne probablement l’utilisation des relations de Jarzynski-Crooks pour déter-

miner des différences d’énergie libre de conformation de molécules uniques. Notons que l’on

peut également tenir compte des différences d’énergie libre dues aux réactions chimiques [66].

On consultera [22] pour une introduction, [110] pour une revue exhaustive, notamment des

utilisations des relations de Jarzynski-Crooks en biophysique.

5.3 Principe d’additivité

Nous détaillons ici une situation assez remarquable où la fonction de grandes déviations

du courant est calculable exactement pour toute valeur de s. Il sera possible d’en déduire les

situations où il ne s’applique pas. Bodineau et Derrida [18, 19, 20] ont montré que l’on peut

énoncer, pour les systèmes diffusifs en contact avec deux réservoirs de particules, un“principe

d’additivité”qui donne la fonction ψQ(s) associée au courant Q traversant le système à une de

ses extrémités. L’exposé de ces résultats nous permettra également de mettre en perspective

le principe variationnel obtenu – pour les situations en champ moyen – au chapitre 2. Bertini

et al. [14] ont montré que ce principe découlait de l’hydrodynamique fluctuante.
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5.3.1 Notations

Q(t)

L L′

ρρa ρb

Fig. 5.2 – Système en contact avec deux réservoirs de particules

On s’intéresse ici à un système de particules en interaction sur un réseau, en contact avec

deux réservoirs de densités ρa et ρb (figure 5.2). On note Q(t) le courant ayant traversé une

extrémité du système entre 0 et t, et ψ(s, L) = ψQ(s) la fonction associée, pour un système de

longueur L. La connaissance de ψ(s, L) détermine pour les temps longs la fonction de grandes

déviations πL(q) définie par :

Prob

(
Q(t)

t
= q, L

)
= exp (t πL (q)) . (5.19)

π est la transformée de Legendre de ψ : ψ(s, L) = maxq

(
− sq + πL(q)

)
, et donc :




πL(q) = ψ(s, L) + sq

q =
dπL
ds

.
(5.20)

5.3.2 Principe d’additivité

Considérons un système de longueur L + L′ en contact avec deux réservoirs, séparé ar-

tificiellement en deux parties de longueurs L et L′ (figure 5.2), et notons ρ la densité au

point de séparation. Bodineau et Derrida ont postulé [18] que la distribution de probabilité

du courant q dans le système entier est égale au maximum sur ρ de la distribution de proba-

bilité du courant dans chacune des deux parties, supposées indépendantes, et traversées par

le même courant q :

Prob(q, ρa, ρb;L+ L′) ∼ max
ρ

{
Prob(q, ρa, ρ;L) Prob(q, ρ, ρb;L

′)
}
. (5.21)

Autrement dit, pour la fonction de grandes déviations :

πL+L′(q, ρa, ρb) = max
ρ

(
πL(q, ρa, ρ) + πL′(q, ρ, ρb)

)
. (5.22)

Nous allons rappeler comment ce principe permet, de manière générale, de trouver la distri-

bution du courant moyen dans le système en régime stationnaire (ρa et ρb quelconques), à

partir de ses deux premiers cumulants près de l’équilibre (ρa ≃ ρb).
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5.3.3 Distribution du courant

Lorsque les densités des deux réservoirs sont presque égales, i.e. ρb = ρ et ρa = ρ + ∆ρ,

avec ∆ρ≪ ρ, on suppose que le système est traversé par un faible courant, dont la forme est

donnée par la loi de Fick (approximation linéaire) :

〈Q〉
t

=
D(ρ)

L
∆ρ avec

{
ρa =ρ+ ∆ρ

ρb =ρ ,
(5.23)

ce qui définit un coefficient de diffusion effectif D(ρ), premier moment de la distribution du

courant moyen près de l’équilibre, à la densité ρ.

Lorsque ρa = ρb = ρ, le système, dans le régime stationnaire, est à l’équilibre, et la valeur

moyenne du courant qui le traverse est nulle. En revanche, comme on l’a vu sur des exemples

dans le chapitre 3, ses fluctuations sont en général non nulles. On suppose que ces fluctuations

sont de l’ordre de 1/L. Ceci définit une fonction σ(ρ) telle que

〈Q2〉
t

=
σ(ρ)

L
, avec

{
ρa =ρ

ρb =ρ.
(5.24)

Dans l’exemple du processus d’exclusion symétrique, les deux fonctions précédentes sont

données par les expressions suivantes :

{
D(ρ) =1

σ(ρ) =2ρ(1 − ρ).
(5.25)

Nous allons voir qu’en appliquant le principe d’additivité, tous les cumulants de Q(t)

dans le régime stationnaire peuvent être exprimés grâce aux fonctions D et σ. Appliquons le

principe d’additivité au système, après l’avoir découpé (figure 5.3) en sous-systèmes de taille

ℓ :

– assez petite pour que ∆ρi = ρi − ρi+1 soit faible, i.e. que chaque sous-système soit

proche de l’équilibre,

– et assez grande pour que les fluctuations soient d’ordre 1/ℓ et que (5.24) soit valable

pour les sous-systèmes successifs de taille ℓ.

0 Li i+ 1

ℓ

Fig. 5.3 – Découpage du système en éléments de taille ℓ

Si ρi désigne la densité au site ℓi, alors, le principe d’additivité s’écrit :

πL(q, ρa, ρb) = max
{ρi}

L/ℓ∑

i=1

πℓ(q, ρi, ρi+1). (5.26)
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D’après (5.19), πℓ(q, ρi, ρi+1) prend son maximum en q = 1
t 〈Q(t)〉, et a pour variance 1

t 〈Q2(t)〉c .

Comme chaque sous-système de taille ℓ est proche de l’équilibre, on peut approximer π quadra-

tiquement (ce qui revient à faire une approximation gaussienne pour la distribution de prob-

abilité), et donc écrire :

πℓ(q, ρi, ρi+1) = −
(
q − 1

t 〈Q(t)〉
)2

21
t 〈Q2(t)〉c

. (5.27)

Ainsi, en revenant aux définitions des fonctions D(ρ) et σ(ρ) :

πℓ(q, ρi, ρi+1) = −

(
q − ρi − ρi+1

ℓ
D(ρi)

)2

2
σ(ρi)

ℓ

. (5.28)

En supposant que les fonctions sont assez régulières pour pouvoir passer à la limite continue,

et en posant xi = iℓ/L, on a :

πL(q, ρa, ρb) = max
{ρ(xi)}


−

∑

i

(
qL+ ρ′(xi)D(ρ(xi)

)2

2σ(ρ(xi))

ℓ

L


 , (5.29)

où l’on a utilisé la définition ρi = ρ(xi) et le développement ρi+1 = ρ(xi+ℓ/L) = ρi+
ℓ
Lρ

′(xi) .

Enfin, en faisant tendre ℓ/L tend vers 0, on obtient :

πL(q, ρa, ρb) = max
ρ(x)


−

∫ 1

0

(
qL+ ρ′(x)D(ρ(x)

)2

2σ(ρ(x))
dx


 . (5.30)

Ce résultat est celui qui permet de faire le lien avec l’hydrodynamique fluctuante, comme

analysé par Bertini et al. [14] (cf. également l’annexe A de [19] où l’éq. 5.30 est obtenue assez

simplement). L’approche est également équivalente à celle développée dans [84, 107]. On peut

déduire de (5.30) un résultat similaire pour ψ(s, L) [19] :

ψ(s, ρa, ρb;L) = −min
ρ(x)

{
sq +

∫ 1

0

(
qL+ ρ′(x)D(ρ(x)

)2

2σ(ρ(x))
dx

}
(5.31)

Ce résultat est analogue au principe variationnel (2.25 2.26) obtenu au chapitre 2 en champ

moyen, pour une quantité A quelconque. Le profil de densité optimal qui extrémalise (5.31)

correspond à la densité moyenne ρA(s) dans l’état-s définie en champ moyen. Précisons que

la relation (5.31) n’est pas tout à fait générale et qu’il faut en principe autoriser des profils

de densité ρ(x, t) non stationnaires (cf. [14, 19, 20] pour des exemples).

Nous pouvons désormais identifier plusieurs situations où l’approche précédente n’est pas

utilisable.

(i) Si le courant étudié Q ne se comporte pas en 1/L comme dans (5.23), les lois d’échelle

correspondantes pour πL(q) ne permettent pas de découper le système en sous-systèmes

proches de l’équilibre et l’approche de l’additivité est mise en défaut. Nous étudions une

telle situation au chapitre 6.
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(ii) Il existe des situations où, suivant les configurations explorées par le système, les fluc-

tuations du courant adoptent plusieurs régimes différents en fonction de la taille L

du système. Nous examinons en détail le cas du SEP au chapitre 7, pour lequel nous

montrons que l’approche de l’additivité n’est valide que dans un certain régime de s.

(iii) Enfin, l’hydrodynamique fluctuante, qui permet de retrouver le principe d’additivité,

n’est valide que pour les systèmes diffusifs. Nous examinons au chapitre 8 le comporte-

ment de ψQ(s) à la limite macroscopique dans des exemples de systèmes superdiffusifs.
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Chapitre 6

Système de spin en contact avec

deux bains thermiques

6.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons le système étudié dans la publication P1 avant de

donner les grandes lignes des résultats obtenus et de détailler certains points à la lumière

du chapitre 2. Les résultats ont été obtenus en collaboration avec Frédéric van Wijland et

Zoltán Rácz.

6.1.1 Motivations

Dans les systèmes diffusifs, Bodineau et Derrida [18, 19, 20] ont montré que la connaissance

des coefficients de diffusion D et σ permet de reconstruire entièrement la fonction génératrice

ψQ(s) associée au courant qui traverse le système. Ce résultat est valide pour les systèmes

faiblement hors d’équilibre (le courant qui les traverse tend vers 0 avec la taille du système).

Nous nous intéressons dans ce chapitre au courant d’énergie Q traversant un système de spins

en contact avec deux bains de température différents, le menant loin de l’équilibre (le courant

ne tendant pas vers 0 avec la taille du système).

Le système présente également une transition de phase thermodynamique, accompagnée

d’une brisure de la symétrie par renversement des spins, dont on peut étudier les effets sur

les fluctuations de courant.

6.1.2 Système de spins

Nous repartons du système de spins d’Ising défini au paragraphe 2.1.1, dont l’énergie

totale H est donnée en (2.1). Les spins sont séparés en deux groupes 1 et 2 de tailles égales

(N/2), chacun thermalisé à la température βν (ν = 1 ou 2), c’est-à-dire soumis à des taux de

transition de type Glauber

Wν(σi → −σi) = e−βνσi
M
N si i ∈ ν (6.1)

89
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qui dépendent du groupe ν auquel le spin retourné appartient. Comme dans (2.3),M représente

l’aimantation totale du système avant le retournement de σi. Ce type de contact thermique,

où chaque spin essaye de s’équilibrer à une température donnée – qui n’est pas forcément la

même dans tout le système – est la traduction sur un graphe complet des systèmes unidi-

mensionnels étudiés par Rácz et Zia [108], puis par Schmittmann et Schmüser [117]. Dans la

suite, on utilisera les notations

β =
β1 + β2

2
, ε =

β1 − β2

2
(6.2)

(ε n’est pas supposé infinitésimal). Si les deux bains ont même température (ε = 0), le système

atteint un état d’équilibre donné par le poids de Boltzmann P eq ∝ e−βH , comme dans la

partie 2.2. Dans le cas contraire, le système atteint un état stationnaire hors d’équilibre, dont

nous allons étudier les propriétés.

6.2 État stationnaire

6.2.1 Diagramme de phase

Les aimantations moyennes de chaque sous-système s’écrivent

m1 =
1

N
〈
∑

j∈1

σj〉, m2 =
1

N
〈
∑

j∈2

σj〉, m =
M

N
= m1 +m2 (6.3)

et vérifient (le champ moyen étant exact dans la limite N → ∞)

dm1

dt
= −2m1 cosh β1m+ sinhβ1m,

dm2

dt
= −2m2 cosh β2m+ sinhβ2m (6.4)

Ainsi, dans l’état stationnaire, l’aimantation totale du système est solution de

m =
1

2
(tanhβ1m+ tanhβ2m) (6.5)

Pour ε = 0, on retrouve l’équation de champ moyen d’équilibre (2.64). On déduit de (6.5)

que, dans l’état stationnaire, le système présente une transition de phase du second ordre,

qui sépare une phase désordonnée (m1 = m2 = m = 0) en haute température (β < 1) d’une

phase désordonnée (doublement dégénérée) en basse température. L’aimantation totale est

déterminée par (6.5), ce qui fixe

mν =
1

2
tanhβνm (6.6)

d’après (6.4).

6.2.2 Courant d’entropie, courant d’énergie

On voit immédiatement que le courant d’entropie traversant le système – défini assez

abstraitement à l’équation (1.99) – est relié de manière directe au courant d’énergie traversant

le système. D’après l’expression (6.1) des taux de transition, on obtient en effet

QS(t) = −β
(
H[σ(t)] −H[σ(0)]

)
+ εQ(t) (6.7)
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où la quantité Q

Q(t) = − 2

N

K∑

k=0

(±)σjk(Mk − σjk) , (6.8)

somme des variations d’énergie ∆H à chaque retournement de spin, représente le courant

total traversant le système pour une histoire donnée (σjk est le kème spin retourné au cours du

temps et Mk est l’aimantation totale avant ce retournement). Le signe + (resp. −) correspond

au retournement d’un spin du groupe 1 (resp. 2). Comme H[σ(t)] − H[σ(0)] est borné au

cours du temps, QS(t) et εQ(t) possèdent la même fonction de grandes déviations ψQS(s). La

même interprétation a lieu au niveau des valeurs moyennes : en notant Jν le flux d’énergie

dû au retournement des spins du groupe ν

Jν = − 2

N

〈∑

j∈ν
σj(M − σj)e

−βνσjM/N
〉

(6.9)

on voit directement que le flux d’énergie qui traverse le système J ≡ 〈Q(t)〉
t vaut

J = J1 − J2 (6.10)

Dans l’état stationnaire, on a d〈H〉
dt = 0 = −(J1 +J2) et les flux J1 et J2 sont opposés. Le flux

d’entropie JS ≡ 〈QS(t)〉
t vaut

JS = β1J1 + β2J2 = εJ (6.11)

et on retrouve l’expression habituelle du courant l’entropie dans la théorie d’Onsager [102,

103, 23].

6.2.3 État stationnaire hors d’équilibre

Comme au chapitre 2, nous étudions l’évolution du système dans l’espace des aimantations

totales Mν =
∑

j∈ν σj dans chaque groupe de spin ν. À la limite thermodynamique, la

distribution stationnaire P (M1,M2) dans l’espace des Mν peut être déterminée à l’échelle

des fluctuations d’aimantation

xν =
Mν −Nmν√

N
, ν = 1, 2 (6.12)

En suivant van Kampen [85], le développement aux grands N de l’équation mâıtresse sur

P (M1,M2, t) donne une équation de Fokker-Planck sur P (x1, x2, t) :

∂tP = −∂x1J1 − ∂x2J2 (6.13)

où le courant de probabilité s’écrit

Jν = fν(x1, x2)P −Dν∂xνP (6.14)

La force ~f = (f1, f2) ne dérive pas d’un potentiel, à moins que le système ne soit à l’équilibre

(ε = 0). Son expression explicite est

f1(x1, x2) = ((β1 − 2)x1 + β1x2) cosh β1m− 2β1m1 sinhβ1m(x1 + x2)

f2(x1, x2) = ((β2 − 2)x2 + β2x1) cosh β2m− 2β2m2 sinhβ2m(x1 + x2) (6.15)
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~J

x1

P

x2

Fig. 6.1 – Distribution de probabilité dans l’espace (x1, x2) des fluctuations d’aimantation

(6.12) des groupes de spins 1 et 2. Les lignes d’isoprobabilité P (x1, x2) = Cste cöıncident

avec les lignes du courant de probabilité ~J . Les paramètres sont β = 0.8, ε = 0.7.

et les constantes de diffusion s’écrivent Dα = cosh βαm − 2mα sinhβαm =
√

1 − 4m2
α . Les

forces sont linéaires en les “coordonnées” x1 et x2, ce qui incite à rechercher la distribution

stationnaire P (x1, x2) sous forme gaussienne. Une telle solution existe bien. Dans la phase

haute température (β < 1, m = m1 = m2 = 0), elle s’écrit

P (x1, x2) ∝ exp

[
−1 − β

2
(x1 + x2)

2 − 2

4 + J2

(
x1[1 − J/2] − x2[1 + J/2]

)2
]

(6.16)

où J = 2ε
2−β est le flux d’énergie traversant le système. On peut visualiser les lignes du courant

de probabilité ~J , qui sont spécifiques des systèmes hors d’équilibre ( ~J = ~0 dans les systèmes

à l’équilibre). On trouve que ce sont des ellipses, qui cöıncident avec les lignes d’isoprobabilité

(figure 6.1). Dans les systèmes où les forces ne sont pas linéaires, on observera des lignes de

courant qui ne sont pas elliptiques.

6.3 Grandes déviations du courant d’énergie

6.3.1 État-s associé au courant d’énergie Q

Les fluctuations du courant d’énergie Q sont décrites par la fonction génératrice de ses

cumulants ψQ(s) = limt→∞ 1
t ln〈e−sQ〉 (avec les notations du chapitre 1). En suivant le for-

malisme développé au chapitre 2, on s’intéresse à l’évolution temporelle de la transformée de

Laplace P̂ (M1,M2, s, t) =
∑

Q e−sQP (M1,M2, Q, t), qui se comporte aux grands temps en

etψQ(s). Le vecteur |Ψ(s, t)〉 =
∑

M1,M2
P̂ (M1,M2, s, t)|M1,M2〉, obéit à une équation d’évo-
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lution linéaire ∂t|Ψ(s, t)〉 = WQ|Ψ(s, t)〉 où l’opérateur d’évolution s’écrit

WQ =
∑

j∈1

(
σxj e

+2sσzj (M
z−σzj )/N − 1

)
e−β1σzjM

z/N

+
∑

j∈2

(
σxj e

−2sσzj (M
z−σzj )/N − 1

)
e−β2σzjM

z/N (6.17)

La fonction ψQ(s) est obtenue comme valeur propre maximale de WQ|Ψ(s, t)〉. L’opéra-

teur (6.17) n’est pas symétrisable car la dynamique ne vérifie pas le bilan détaillé. En re-

vanche, inspiré par [90, 113], on peut effectuer la transformation de similitude

W̃Q ≡ e−β(Mz)2/4N WQ e+β(Mz)2/4N (6.18)

=
∑

j∈1

(
−e−β1σzjM

z/N + σxj e
+(2s−ε)σzjMz/N−(2s+β)/N

)

+
∑

j∈2

(
−e−β2σzjM

z/N + σxj e
−(2s−ε)σzjMz/N+(2s−β)/N

)
(6.19)

Les spectres de W̃Q et WQ sont identiques et le théorème de fluctuation ψQ(s) = ψQ(ε − s)

se déduit immédiatement de la propriété

(
WQ(s)

)†
= WQ(ε− s) (6.20)

6.3.2 Fonction de grandes déviations ψQ(s)

En suivant la méthode exposée au paragraphe 2.1.6 (états cohérents de spin), on peut

déterminer l’énergie libre à la Landau F(m1,m2, s) telle que, à l’ordre dominant en N

ψQ(s) = −N min
− 1

2
≤m1≤ 1

2

− 1
2
≤m2≤ 1

2

F(m1,m2, s) + O(1) (6.21)

On obtient un résultat indépendant de s :

F(m1,m2, s) =
∑

ν=1,2

{√
1 − 4m2

ν −
1

2
cosh

[
βν(m1 +m2)

]
+mν sinh

[
βν(m1 +m2)

])}

(6.22)

Le minimum dans (6.21) est atteint pour les solutions de l’équation de champ moyen (6.5-6.6),

pour toute valeur de s (contrairement par exemple au m+(s) du modèle à une température,

figure 2.2). L’aimantation moyenne des configurations observées pour de grandes déviations

du courant d’énergie (s > 0) reste donc la même que dans l’état stationnaire (s = 0). Toute

la dépendance en s de ψQ(s) est contenue dans les corrections d’ordre 1 à (6.21). En util-

isant, comme au paragraphe 2.1.7, la représentation de Holstein-Primakoff des opérateurs

d’aimantation, on obtient

ψQ(s) = c1 + c2 −
1

2

(
β1

c1
+
β2

c2

)
−
√[

c1 + c2 −
1

2

(
β1

c1
+
β2

c2

)]2

+
4

c1c2
s(ε− s) (6.23)
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Fig. 6.2 – Courant d’énergie moyen J en fonction de ε ∈ [0, β] à β = 2 (phase ordonnée). En

phase désordonnée, le courant est simplement proportionnel à ε.
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Fig. 6.3 – Courant d’énergie moyen J en fonction de bêta β ∈ [0.5, 2] à ε = 0.5.
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où cν = cosh(βνm) = 1/
√

1 − 4m2
ν et mν est la solution de l’équation de champ moyen (6.5-

6.6).

Le courant d’énergie à “champ” ε = 0.5 fixé est tracé en fonction de β ∈ [0.5, 2] sur la

figure 6.3. Le courant reste fini et continu au point critique (β = 1).

En utilisant la forme explicite (6.23) de ψQ(s), on trouve, en dérivant par rapport à s,

l’expression du coefficient de diffusion D(β) comme réponse du système au champ ε, ainsi

que σ(β) comme variance du courant

D(β) =
∂J(β1, β2)

∂β1

∣∣∣
β1=β2=β

, σ(β) =
〈Q2〉c
t

∣∣∣
β1=β2=β

(6.24)

Ces fonctions vérifient une relation de Green-Kubo généralisée, sous forme intégrale :

2

∫ β1

β2

dβ
D(β)

σ(β)
= ε (6.25)

On peut également faire apparâıtre cette relation comme une conséquence directe du théorème

de fluctuation (6.20).

Dans notre système, la connaissance des fonctions D(β) et σ(β) ne permet pas de remon-

ter à la distribution complète ψQ(s). À notre connaissance, il n’y a que dans le TASEP que

la fonction de grandes déviations ψQ(s) avait déjà été calculée pour un système où l’hydro-

dynamique fluctuante ne s’applique pas. Dans notre modèle, ψQ(s) a de plus l’avantage de

vérifier le théorème de fluctuation (ce qui n’est pas le cas dans le TASEP car les mouvements

y sont strictement irréversibles).
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Chapitre 7

Fluctuations dans le Processus

d’Exclusion Symétrique

Nous nous intéressons aux fluctuations de deux observables macroscopiques (le courant

total et le nombre d’évenements) dans le processus d’exclusion symétrique. Les fluctuations de

ces deux observables sont décrites par des fonctions d’échelle universelles qui présentent des

liens inattendus. Ces travaux ont été effectués en collaboration avec Cécile Appert-Rolland,

Bernard Derrida et Frédéric van Wijland.

7.1 Introduction

7.1.1 Présentation du modèle

b b b

1 1 1 1

0 L ≡ 0

Fig. 7.1 – Dynamique du modèle d’exclusion symétrique : chaque particule peut sauter avec

un taux 1 vers un site voisin, si le site d’arrivée est vide. En conditions aux limites périodiques,

les sites 0 et L sont identifiés.

Le processus d’exclusion symétrique (SEP) [122] en dimension 1 est défini sur un réseau de

taille L, chaque site i étant vide (ni = 0) ou occupé par une particule (ni = 1). Les particules

peuvent sauter avec un taux 1 vers un site voisin, s’il est vide. Le SEP et sa généralisation

asymétrique (ASEP), où les taux de saut vers la gauche et vers la droite ne sont pas égaux,

font partie des systèmes de particules en interaction les plus simples à définir et les mieux

étudiés (cf. [33] pour une revue). En conditions aux limites ouvertes (des particules peuvent

entrer et sortir aux extrémités du réseau), l’état stationnaire est connu exactement [30, 31].

97
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Le système présente une transition entre plusieurs états (embouteillés, vides, ou de courant

maximal) suivant les taux d’entrée et sortie des particules aux extrémités. Ces résultats sont

par exemple obtenus par une méthode de matrices [31, 49]. Cette même méthode permet

d’obtenir la probabilité d’observer un profil de densité donné dans l’état stationnaire [36, 37],

à la limite des grandes tailles de système.

7.1.2 Motivations

En ce qui concerne les fluctuations de courant, on peut classer les résultats de la littérature

en trois catégories :

(i) Dans le modèle totalement asymétrique (TASEP), en conditions aux limites périodiques,

Derrida et Lebowitz [34], Derrida et Appert [35] ont obtenu la fonction de grandes

déviations ψQ(s) du courant total traversant le système, en toutes tailles. La méthode

utilisée repose sur l’Ansatz de Bethe. Le résultat montre qu’à la limite thermodynamique

le TASEP appartient à la classe KPZ [86]. Dans le cas partiellement asymétrique, seuls

les deux premiers cumulants du courant sont connus, grâce à la méthode des matrices

(Derrida et Mallick, [32]).

(ii) En conditions aux limites ouvertes, avec injection de particules aux extrémités, Derrida,

Douçot et Roche [38] ont obtenu les premiers cumulants du courant en toutes tailles,

conjecturant une expression générale pour ψQ(s) à la limite thermodynamique. Les

cumulants sont obtenus grâce à une théorie de perturbation en s.

(iii) Enfin, dans le cas précédent, Bodineau et Derrida [18, 19, 20] ont proposé un “principe

d’additivité” qui permet de retrouver le résultat de cette conjecture. On consultera la

partie 5.3 pour un exposé de ce principe. Le résultat obtenu décrit les grandes déviations

du courant total Q, dans un certain régime d’échelle du courantQ en fonction de la taille

L du système. La méthode redonne les résultats de l’hydrodynamique fluctuante [123],

dans l’approche de Bertini et al [14, 15, 16].

Dans ce chapitre, nous nous focalisons sur la version symétrique, en conditions aux lim-

ites périodiques (figure 7.1). Le nombre de particules est fixé, égal à N . L’état d’équilibre

est uniforme (toutes les configurations sont équiprobables). Nous nous intéressons aux as-

pects dynamiques, au moyen des fonctions de grandes déviations ψQ(s) et ψK(s) associées

respectivement au courant total et au nombre d’événements. Dans une première partie, nous

présentons les résultats exacts que nous avons obtenus en utilisant des méthodes similaires

à celles des points (i) et (ii) ci-dessus. Dans une seconde partie, nous montrons que cer-

tains de ces résultats peuvent être obtenus à la limite thermodynamique par une approche

beaucoup moins technique, basée sur l’hydrodynamique fluctuante (dans sa version Edwards-

Wilkinson).
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7.2 Résultats exacts

Dans tout ce qui suit, nous noterons z = e−s et ρ = N/L.

7.2.1 Théorie de perturbation

Pour une observable A du type (1.43), l’état-s stationnaire P̃A(C, s), défini à l’éq. (1.62)

(paragraphe 1.4.3) est valeur propre de l’opérateur WA, autrement dit :

ψA(s)P̃A(C, s) =
∑

C′

[
e−sα(C′→C)W (C′ → C) − r(C)δC,C′

]
P̃A(C′, s) (7.1)

Ainsi, pour une observable O(C), la moyenne 〈O(C)〉s =
∑

C O(C)P̃A(C, s) de O dans l’état-s

obéit à :

ψA(s)〈O(C)〉s =
〈∑

C′

e−sα(C→C′)W (C → C′)O(C′)
〉
s
− 〈r(C)O(C)〉s (7.2)

On appelle

Ck = 〈nj1 · · ·njk〉 (7.3)

la fonction de corrélation spatiale à k points dans l’état stationnaire (s = 0). Par définition,

tous les jℓ sont différents. Dans l’état-s, on note les fonctions de corrélation

C(r) = 〈njnj+r〉s (7.4)

C(r1, r2) = 〈njnj+r1nj+r2〉s (7.5)

C(r1, r2, r3) = 〈njnj+r1nj+r2nj+r3〉s (7.6)

· · ·

Guidés par [38], nous allons montrer qu’il est possible de déterminer ψK(s) et les C(r),

C(r1, r2), . . . perturbativement en s. On note leur développement au voisinage de 0 :

ψA(s) = ψ
(0)
A + sψ

(1)
A + s2ψ

(2)
A + . . . (7.7)

C(r) = C(0)(r) + sC(1)(r) + s2C(2)(r) + . . . (7.8)

Dans la suite de ce paragraphe, on considère la quantité A = K. En appliquant l’identité (7.2)

à l’observable O = 1, on obtient

ψK(s) = (z − 1)〈r(C)〉s = 2(z − 1)L [ρ− C(1)] (7.9)

On a utilisé la conservation du nombre de particules (vérifiée également dans la dynamique

s-modifiée), qui implique que 〈ni〉s = ρ, ainsi que l’invariance par translation, qui entrâıne

que 〈njnj+1)〉s ne dépend pas de j. D’après (7.9), on voit que pour connâıtre ψK(s) à l’ordre

2 en s, il suffit de connâıtre C(1) à l’ordre 1. Pour illustrer la méthode un rang plus loin, nous

allons détailler l’obtention de C(1) à l’ordre 1 à partir des fonctions à deux points à l’ordre

0 en s (qui sont connues, ce sont les mêmes que dans le TASEP, cf. paragraphe 1.5.4). On
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applique maintenant l’identité (7.2) aux observables O = nini+1 et O = nini+r (r > 1). En

notant

X ≡ −N(N − 1)(L−N)(L−N − 1)

L(L− 1)2(L− 2)
(7.10)

les équations correspondantes deviennent, une fois développées en puissances de s :

C(1)(2) − C(1)(1) = X (7.11)

C(1)(r + 1) + C(1)(r − 1) − 2C(1)(r) = −2
X

L− 3
≡ Y (7.12)

La différence δ(r) = C(1)(r + 1) − C(1)(r) vérifie les équations

δ(1) = X (7.13)

δ(r) − δ(r − 1) = Y pour 2 ≤ r ≤ L− 2 (7.14)

et on obtient

δ(r) = C(1)(r + 1) − C(1)(r) = X + (r − 1)Y (7.15)

D’où, en particulier, en sommant entre 1 et r − 1

C(1)(r) − C(1)(1) = (r − 1)X +
1

2
(r − 1)(r − 2)Y (7.16)

L’équation manquante pour résoudre ce système vient de la relation

n1

L∑

r=2

nr = n1(N − n1) = n1(N − 1) (7.17)

qui provient des conditions aux limites périodiques. En moyennant dans l’état-s :

L∑

r=2

〈n1nr〉s = (N − 1)〈n1〉s (7.18)

et en développant à l’ordre 1, on trouve pour la fonction C(1)(r) que
∑L−1

r=1 C
(1)(r) = 0. On

peut maintenant déterminer C(1)(r) grâce à l’équation (7.16). Cela donne

C(1)(1) = − 1

L− 1

L−1∑

r=1

[
(r − 1)X +

1

2
(r − 1)(r − 2)Y

]
=

N(N − 1)(L−N)(L−N − 1)

6L(L− 1)2

(7.19)

Au passage, on a aussi la fonction de corrélation dans l’état-s

C(1)(r) =
N(N − 1)(L−N)(L−N − 1)(L2 + L− 6rL+ 6r2)

6L(L− 1)2(L− 2)(L − 3)
(7.20)

Et grâce à (7.9), on peut enfin déterminer

ψ
(2)
K (s) =

N(L−N)(2L− 2 + LN −N2)

3(L− 1)2
(7.21)
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On peut poursuivre ordre par ordre l’étude de la hiérarchie d’équations sur les fonctions de

corrélation dans l’état-s. On trouve que les C(p)(r1, . . . , rℓ) sont des fonctions polynomiales

de r1, . . . , rℓ. En utilisant un logiciel de calcul formel, on obtient le développement suivant à

l’ordre s4 (il faut résoudre 22p−2 équations pour passer de l’ordre sp−1 à l’ordre sp) :

ψK(s) = − 2Rs+
1

3
R(R+ 2) s2 +

1

45

[
LR(R− 1) − 3(R2 + 4)

]
s3

R

L− 3

{
(R− 1)R(5R − 6)L3

1890
− (R− 1)R(35R − 34)L2

1890
+ (7.22)

(
175R3 − 308R2 + 184R + 264

)
L

3780
+

−17R3 + 28R2 − 28R− 88

420

}
+ O(s5)

Le résultat est exprimé en fonction de la variable R = N(L − N)/(L − 1), qui fait appa-

râıtre explicitement la symétrie particule-trou du SEP. À la limite thermodynamique (N et

L grands, ρ = N/L fixé), on obtient

ψK(s) = − 2ρ(1 − ρ)Ls+
1

3

[
ρ(1 − ρ)

]2
L2s2 +

1

45

[
ρ(1 − ρ)

]3
L4s3

+
1

378

[
ρ(1 − ρ)

]4
L6s4 + O(L8s5) (7.23)

De même, on obtient la fonction de corrélation C(r) dans l’état-s, à la limite thermody-

namique (r = Lx) :

C(x) =ρ2 +
1

6

(
1 − 6(1 − x)x

)[
ρ(1 − ρ)

]2
Ls+

1

90

[
1 − 30x2(1 − x)2

][
ρ(1 − ρ)

]3
L3s2

+
1

756

[
1 − 21x2(1 − x)2(1 + 2x(1 − x))

][
ρ(1 − ρ)

]4
L5s3 + O(L7s4) (7.24)

Ces deux développements suggèrent l’existence d’une fonction d’échelle, que nous obtiendrons

dans la partie 7.3 grâce à une version de l’hydrodynamique fluctuante qui tient compte des

fluctuations du profil de densité dans l’état-s.

7.2.2 Théorie de perturbation pour Q

Dans l’état-s associé à Q, on obtient à nouveau grâce à (7.2) une hiérarchie d’équations sur

les fonctions de corrélation. Elle se résout perturbativement, puissance paire par puissance

paire de s. On trouve exactement1, à N et L fixés et s→ 0

ψQ(s) = Rs2 +
1

12
R2 s4 − 1

360(L − 2)

[
(L2 − L+ 2)R3 − L2R2

]
s6 (7.25)

+
R2
[(

10L4 − 2L3 + 27L2 − 15L+ 18
)
R2 − 2

(
11L2 − L+ 12

)
L2R + 12L4

]

60480(L − 2)(L− 3)
s8 + O(s10)

1À nouveau, l’obtention de ce résultat est assez technique : il faut déterminer la fonction de corrélation à

6 points à l’ordre s2, ce qui demande d’écrire et de résoudre un système de ≃ 128 équations polynomiales.



102 CHAPITRE 7. FLUCTUATIONS DANS LE PROCESSUS D’EXCLUSION SYMÉTRIQUE

avec toujours R = N(L−N)/(L− 1). À la limite thermodynamique, (7.25) devient

ψQ(s) = ρ(1 − ρ)Ls2 +
1

12
L2[ρ(1 − ρ)]2s4 − 1

360
L4[ρ(1 − ρ)]3s6

+
1

6048
L6[ρ(1 − ρ)]4s8 + O(L8s10) (7.26)

Ce résultat, tout comme celui pour K (éq. 7.23), décrit les fluctuations pour s proche

de 0, c’est-à-dire pour des déviations du courant qui restent du même ordre de grandeur

que le courant stationnaire. Il faut utiliser un autre outil que la théorie des perturbations

pour accéder à un régime où les déviations échellent différemment avec la taille du système.

L’Ansatz de Bethe [17] fournit cette possibilité (cf. l’annexe G pour une introduction).

7.2.3 Ansatz de Bethe pour Q (I)

On peut représenter chaque nombre d’occupation ni = 0 ou 1 par un spin si = 2ni − 1.

Suivant [119], l’opérateur d’évolution associé au courant total Q peut s’écrire en fonction des

opérateurs de Pauli σx,y,zi agissant au site i :

WQ(s) =

L∑

i=1

[
σzi σ

z
i+1 − 1

2
+ zσ+

i σ
−
i+1 + z−1σ−i σ

+
i+1

]
(7.27)

où σ±i = 1
2 (σxi ± σyi ). L’opérateur (7.27) représente une “châıne de spin” XXZ. La valeur

propre maximale de WQ(s), à nombre de particules fixé (c’est-à-dire à aimantation totale

M =
∑

i σi fixée) vaut ψQ(s). En suivant Lebowitz et Spohn [93], il est tentant d’utiliser les

résultats obtenus par Kim [87] pour la châıne XXZ : le fondamental de l’opérateur

H =
L∑

i=1

{1

4
∆̃(1 − σzi σ

z
i+1) −

1 − S

2
σ+
i σ

−
i+1 −

1 + S

2
σ−i σ

+
i+1

}
(7.28)

pour ∆̃ inférieur à 1 (mais proche de 1) est donné à la limite thermodynamique (L → ∞,

M ≡∑i σi → ∞, m ≡M/L fixé) par

lim
L→∞

1

L
min Sp H = −1

4
(1 −m2)(1 − ∆̃) (7.29)

− 1

20

(
3π

2

)2/3

S−2/3(1 −m2)4/3(1 − ∆̃)5/3
{

1 + O(1 − ∆̃)2/3
}

Pour faire le lien avec l’opérateur d’évolution WQ du courant pour le SEP, on peut remarquer

que WQ = −xH avec

x =
1

2
cosh s , ∆̃ =

1

cosh s
, S = tanh s (7.30)

En insérant ses relations aveuglément dans (7.29), et grâce m = 2ρ − 1, on obtient (comme

dans [93], à un facteur 2 près qui vient d’un choix différent pour les taux de saut) :

1

L
ψQ(s) = ρ(1 − ρ)s2 +

2
1
3 (2π)

2
3

10
[ρ(1 − ρ)]

4
3 |s| 83 + . . . pour s < 0 . (7.31)
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Il faut toutefois prendre garde au domaine dans lequel le résultat de Kim est valide. Dans

les notations du modèle à six vertex, (∆̃ = ∆/ cosh(2H), S = tanh(2H), ∆ = cosh ν cf. eqs

(5), (6) de [87]), les relations (7.30) deviennent

∆ = 1 , 2H = s , ν = 0 (7.32)

L’opérateur étudié correspond donc au point critique ∆ = 1, qui n’est pas étudié par Kim

dans [87], car son étude repose sur l’hypothèse ν > 0 (cf. le paragraphe après l’eq. (6) de [87]).

Précisément, le changement de variables (7) de [87] n’est pas défini. Dans ses notations,

α = 1 pour ∆ = 1, et ses équations (7-8) ne sont plus utilisables, ce qui rend inexploitable

sa dérivation si on cherche à l’étendre au cas ∆ = 1. Il est donc nécessaire de repartir d’un

approche directe des équations de Bethe, comme proposé ci-après (paragraphe 7.2.5). Nous

présentons en premier lieu la méthode pour K, qui s’avère plus simple.

7.2.4 Ansatz de Bethe pour K

L’opérateur d’évolution associé à K s’écrit

WK(s) =

L∑

i=1

[
σzi σ

z
i+1 − 1

2
+ z(σ+

i σ
−
i+1 + σ−i σ

+
i+1)

]
(7.33)

On voit facilement que cet opérateur se met sous la forme WK = −xH avec

x = z , ∆̃ = z−1 , S = 0 (7.34)

mais Kim n’étudie pas le point S = 0 : on ne peut pas utiliser l’expression 7.29 du fondamental.

Nous présentons ici en détail une méthode, également basée sur l’Ansatz de Bethe, pour

décrire un régime de fluctuations qui n’est pas atteint par la théorie de perturbation.

On se place dans l’espace des états à N particules. Il s’agit de recherche l’état propre

P̃K(n ≡ {ni}, s) de WK correspondant à ψK(s) sous la forme d’une superposition de N

“ondes planes” (voir [70, 87] et l’annexe G) :

P̃K(n, s) =
∑

P

A(P)

N∏

i=1

[
ζp(i)

]xi (7.35)

où les P = (p(1), · · · , p(N)) représentent les permutations de (1, ..., N), xi est la position de la

ième particule, et les ζi sont des nombres complexes – qui a priori ne sont pas nécessairement

de la forme eik avec k réel, malgré la terminologie d’‘onde plane’ [70]. Pour être un vecteur

propre de WK , les ζi doivent satisfaire certaines contraintes (annexe G), appelées équations

de Bethe

ζLi =

N∏

j=1
j 6=i

[
− 1 − 2esζi + ζiζj

1 − 2esζj + ζiζj

]
, (7.36)
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L’expression de ψK(s) est donnée par

ψK(s) = e−s
N∑

j=1

(
ζj +

1

ζj

)
− 2N (7.37)

Suivant Baxter [7, p.162], dans la limite s → 0− (i.e. z → 1+), et à la limite des grands

systèmes (L → ∞, ρ = N/L fixé), les ζj sont distribués de manière dense sur un arc fini du

cercle unité. Dans le régime de s que nous allons étudier, nous cherchons les ζj sous la forme

ζj = eikjδ avec cos δ = es (δ → 0 lorsque s→ 0−). Le développement des équations de Bethe

au premier ordre en δ donne

ki =
2

L

∑

j 6=i

1 − kikj
ki − kj

+ O(δ2) (7.38)

En notant Lρ0(k)dk le nombre de kj entre k et k + dk, on doit avoir

k = 2P
∫ Q0

−Q0

dk′ρ0(k
′)

1 − kk′

k − k′
(7.39)

en supposant les k continûment distribués sur [−Q0, Q0]. La fonction ρ0 doit également vérifier∫ Q0

−Q0
dkρ0(k) = ρ. On trouve que les deux inconnues ρ0 et Q0 ont pour expression

ρ0(k) =
1

2π

√
Q2

0 − k2

1 − k2
, Q0 = 2

√
ρ(1 − ρ) (7.40)

La valeur propre maximale s’obtient à partir de (7.37) :

1

L
ψK(s) = 2e−s

∫ Q0

−Q0

dkρ(k) cos(δk) − 2ρ (7.41)

et on trouve explicitement
1

L
ψK(s) = −2ρ(1 − ρ)s + o(s) (7.42)

On se place toujours dans la limite des grandes tailles. Jusqu’à présent, rien de très grisant,

car on savait déjà déterminer la valeur moyenne de K par un argument simple – précisé-

ment, (7.42) se déduit de dψK(s)
ds

∣∣∣
s=0

= −〈r(C)〉 = −2Lρ(1 − ρ). Pour obtenir la contribution

suivante, qui nous renseigne vraiment sur les fluctuations de K, il faut étendre l’approche de

Baxter. Nous exposons dans l’annexe H le détail du calcul, assez nouveau, qui présente un

point technique délicat. On arrive à l’expression suivante :

1

L
ψK(s) =2e−s

∫ Q

−Q
dkρ(k) cos(δk) − 2ρ

= − 2ρ(1 − ρ)s+
27/2

3π
[ρ(1 − ρ)]3/2|s|3/2 + O(s2)

(7.43)

En utilisant l’algorithme exposé au chapitre 3, on obtient des résultats numériques en accord

le terme en |s|3/2 (figure 7.2).
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Fig. 7.2 – Tracé de ψK(s)/(Ls) + 2ρ(1 − ρ) pour s < 0 en coordonnées logarithmiques. La

ligne correspond au développement limité (7.43), exact à la limite L → ∞. Les points sont

obtenus numériquement en utilisant la procédure exposée au chapitre 3 (L = 500, ρ = 1/2).

7.2.5 Ansatz de Bethe pour Q (II)

Les contraintes sur les vecteurs d’onde s’écrivent maintenant

ζLi =

N∏

j=1
j 6=i

[
− 1 − 2e−sζi + e−2sζiζj

1 − 2e−sζj + e−2sζiζj

]
, (7.44)

et la fonction de grandes déviations est donnée par

ψQ(s) = −2N + e−s
[
ζ1 + . . .+ ζN

]
− es

[
1

ζ1
+ . . .+

1

ζN

]
(7.45)

Pour WK , dans l’approche de Baxter [7], les ζj sont sur le cercle unité. Ce qui n’est plus le

cas pour WQ car la châıne XXY correspondante est asymétrique (S 6= 1, cf [87]). À l’ordre

minimal en s → 0, on note maintenant ζj = e−skj où kj est un nombre complexe. Cette loi

d’échelle en s sera vérifiée par auto-consistance. À l’ordre dominant, les équations de Bethe

deviennent

ki =
2

L

∑

j 6=i

{
1 + ki +

(1 + ki)
2

kj − ki

}
(7.46)

Dans le continuum, les kj se répartissent densément sur un chemin C du plan complexe, et,

pour tout k appartenant à C, on a

φ(k) ≡ k − 2ρ (1 + k)

2(1 + k)2
= P

∫

C
dk′

g0(k
′)

k′ − k
(7.47)

où dk g0(k) est le nombre de moments k appartenant à un segment infinitésimal dk de C autour

de k. Ceci implique
∫
C dk g0(k) = ρ. Nous verrons qu’à l’ordre minimal en s, la fonction de
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grandes déviations ψQ(s) ne dépend que des extremités du chemin C, et non de sa trajectoire

précise, dès que l’on connâıt la fonction g0(k) sur le plan complexe entier. Dans le continuum,

la fonction de grandes déviations (7.45) devient

1

L
ψQ(s) = −2ρ+ 2

∫

C
dk g0(k) cosh [s(k + 1)] (7.48)

= s2
∫

C
dk (1 + k)2g0(k) + O(s3) (7.49)

En suivant Muskhelishvili [101, paragraphe 89], la solution bornée de (7.47) est donnée par

g0(k) = − 1

π2

∫

C
dk′
√

(k − a)(k − b)

(k′ − a)(k′ − b)

φ(k′)
k′ − k

(7.50)

et existe pourvu que ∫

C
dk

φ(k)√
(k − a)(k − b)

= 0 (7.51)

On a noté a et b les extrémités de C. Les symétries des équations de Bethe impliquent que a

est le complexe conjugé de b, et on note a = re−iθ, b = reiθ. La condition (7.51) se transforme

en une relation entre ρ, r et θ :

ρ =
1 − r2 + 2r cos θ −

√
1 + 2r2 cos 2θ + r4

4 (1 − r2)
(7.52)

En insérant (7.50) dans
∫
C dk g0(k) = ρ, on obtient une autre relation ρ = r(r+cos θ)

2(1+2r cos θr+r2)
. En

combinant ces résultats, on obtient finalement

g0(k) =
1

2iπ

√
k2 + 4(k + 1)ρ

(k + 1)2
, ρ = cos2 θ , r = −2 cos θ (avec

π

2
≤ θ ≤ π) (7.53)

Le chemin C (déterminé par exemple en coordonnées polaires k = R(Θ)eiΘ) est l’ensemble

des points tels que dk g0(k) = (R′ + iR)eiΘdΘ est réel (et positif). L’accord avec la résolution

numérique directe des équations de Bethe discrètes est très correct (Fig. 7.3). La fonction de

grandes déviations ne dépend que de r et θ, et on obtient d’après (7.48), (7.53) :

1

L
ψQ(s) = s2ρ(1 − ρ) + O(s3) (7.54)

comme attendu.

À l’ordre suivant en s, g0 devient g = g0 + |s|g1, et ce développement en s est vérifié par

auto-consistance. En développant les équations de Bethe au premier ordre en s, on obient

sk = 2s P
∫

C
dk′
[
(1 + k) +

(1 + k)2

k − k′

]
g(k′) + R(k, s) (7.55)

où le reste R(k, s) s’écrit

R(k, s) = −sk + P
∫

C
dk′g(k′) ln

[
− 1 − 2e−s e−sk + e−2s e−s(k+k

′)

1 − 2e−s e−sk′ + e−2s e−s(k+k′)

]
(7.56)
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Fig. 7.3 – Répartition des moments complexes kj : résolution à la limite du continuum

(chemin C en bleu) et solution des équations de Bethe discrètes (ρ = 1/2 aves L = 20 en noir,

L = 80 en rouge).
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À nouveau, la condition
∫
C dk g(k) = ρ implique

∫
C dk g1(k) = 0. Pour déterminer R(k, s),

il suffit de choisir un chemin quelconque qui lie les extrémités a et b de C (par exemple un

chemin vertical). Comme pour ψK(s), l’argument complexe de (7.56) oscille pour k ∼ k′, et il

faut diviser l’intégrale (7.56) suivant deux régimes |k− k′| >
√

|s|, |k− k′| <
√
|s|. On trouve

R(k, s) = −1

2

(1 + k)2(k + 2ρ)√
k2 + 4ρ(1 + k)

s2 + O(s3) (7.57)

ce qui justifie le développement g = g0 + |s|g1. D’après (7.55), l’équation vérifiée par g1 s’écrit

φ1(k) ≡
1

4

k + 2ρ√
k2 + 4ρ(1 + k)

= P
∫

C
dk′

g1(k
′)

k′ − k
(7.58)

mais il est maintenant nécessaire de considérer la solution non-bornée, qui s’écrit [101, para-

graphe 89]

g1(k) = − 1

π2

1√
(k − a)(k − b)

[
C +

∫

C
dk′
√

(k′ − a)(k′ − b)
φ1(k

′)
k′ − k

]
(7.59)

La constante C est choisie de manière à vérifier
∫
C dk g1(k) = 0 (ce qui donne C = 0) et on

trouve

g1(k) =
1

4π2

1√
(k − a)(k − b)

[
2i sin 2θ + (1 + k + cos 2θ) ln

(
− k − a

k − b

)]
(7.60)

Insérant cette expression dans

1

L
ψQ(s) = −2ρ+

∫

C
dk
[
e−se−sk + esesk

]
g(k) (7.61)

on arrive finalement au développement

1

L
ψQ(s) = s2ρ(1 − ρ) +

4

3π

[
ρ(1 − ρ)

]3/2|s|3 + O(s4) (7.62)

En utilisant l’algorithme exposé au chapitre 3, on obtient des résultats numériques en

accord le terme en |s|3 (figure 7.4).

7.2.6 Valeurs extrêmes de s pour K et Q

Nous commençons par l’étude de ψK(s). Dans la limite s → ∞ (z → 0), les histoires

favorisées sont celles qui engendrent un nombre d’événements minimal. Ceci se voit facilement

par exemple sur l’expression (7.33) de WK : le terme diagonal −r(C) de l’opérateur d’évolution

domine, tandis que le terme non diagonal, proportionnel à z, ne tient lieu que de perturbation.

Pour z = 0, l’état propre associé à la valeur propre maximale est celui qui minimise r(C).

Il correspond à la configuration (dégénérée L fois) où toutes les particules sont rassemblées

en un unique amas. Il existe deux manières de sortir de cette configuration, en bougeant

les particules extrêmes, ce qui donne lims→∞ ψK(s) = −2. Le terme suivant est obtenu
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Fig. 7.4 – Tracé de ψQ(s)/(Ls2)− ρ(1− ρ) en coordonnées logarithmiques. Les points rouges

sont obtenus numériquement en utilisant la procédure exposée au chapitre 3 (L = 600, ρ =

1/2). La ligne bleue correspond au développement limité (7.43), exact à la limite L → ∞ et

pour s≪ 1. La ligne verte au terme en |s| 83 du développement (7.31) que l’on obtiendrait en

utilisant aveuglément le résultat de Kim. La courbe jaune est le développement pour |s| ≫ 1,

cf. paragraphe suivant.

en effectuant une perturbation autour de cet état (par exemple en adaptant la théorie de

perturbation markovienne de l’annexe H). On obtient

ψK(s) ∼ −2 + e−2s + O(e−3s) pour s≫ 1 (7.63)

Cette limite correspond au régime où K/t est de l’ordre unité.

Dans la limite opposée (s→ −∞), c’est le terme non diagonal qui domine WK et les con-

figurations favorisées sont celles qui donnent le maximum d’événements. Dans ce régime, il est

utile de transformer l’expression (7.33) de l’opérateur d’évolution en un opérateur décrivant

des fermions en faible interaction, au moyen d’une transformation de Jordan-Wigner [83].

L’opérateur ci = σ−i
∏
j≤i−1(−1)nj et son adjoint sont des opérateurs de création/annihilation

fermioniques. L’opérateur nombre d’occupation s’écrit n̂j = (1 + σzj )/2 = c†i ci. En passant en

coordonnées de Fourier spatiales, (7.33) s’écrit :

− WK(s) = −2
∑

i

(n̂i −
1

2
)(n̂i+1 −

1

2
) + L

∑

q

εqc
†
qcq (7.64)

avec εq ≡ −2e−s cos q, et cq est la transformée de Fourier de ci. Dans la limite s → −∞, le

dernier terme domine. Il correspond au hamiltonien d’un système de N fermions libres, d’én-

ergie εq = −2e−s cos q dans l’espace de Fourier. Dans l’état fondamental, ceux-ci s’empilent

sur les N niveaux d’énergie εq = −2e−s cos q les plus bas : |q| ≤ κ ≡ πρ. À la limite L→ ∞,
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Fig. 7.5 – Tracé de ψK(s)/L pour s > 0 en unités logarithmiques. La ligne pointillée corre-

spond au développement limité (7.67), valable pour s≫ 1. Les points sont obtenus numérique-

ment en utilisant la procédure exposée au chapitre 3 (L = 200, ρ = 1/2).

les modes de Fourier deviennent continus et une théorie de perturbation donne au premier

ordre

ψK(s) = −2L e−s
∫ κ

−κ

dq

2π
cos q −

〈
2
∑

i

(ni −
1

2
)(ni+1 −

1

2
)
〉

(7.65)

où les crochets 〈...〉 désignent la valeur moyenne dans l’état fondamental de
∑

q εqc
†
qcq. On

obtient

1

L
ψK(s) = 2e−s

sinπρ

π
− 2ρ(1 − ρ) − 2

sin2(πρ)

π2
+ O(es) pour s→ −∞ (7.66)

Pour les fluctuations du courant, les deux régimes s → ∞ et s → −∞ correspondent à

des histoires avec un courant maximal. En appliquant la méthode précédente, on trouve

1

L
ψQ(s) = 2 cosh s

sinπρ

π
− 2ρ(1 − ρ) − 2

sin2(πρ)

π2
+ O(e−|s|) pour |s| ≫ 1 (7.67)

À nouveau, le résultat est en accord avec les résultats numériques de simulations effectuées

avec l’algorithme présenté au chapitre 3 (figure 7.5).

7.3 Approche de l’hydrodynamique fluctuante

7.3.1 Introduction

Le processus d’exclusion est décrit [122] à la limite macroscopique par sa densité locale de

particules ρ(x, t), qui obéit à l’équation de Langevin

∂tρ(x, t) = −∂xj(x, t), j(x, t) = −∂xρ+ ξ(x, t) (7.68)
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avec un bruit blanc gaussien de corrélations

〈ξ(x, t)ξ(x′, t′)〉 = 2ρ(x, t)(1 − ρ(x, t)) δ(x − x′) δ(t − t′) . (7.69)

Dans l’état stationnaire, cette description du SEP dans le cadre de l’hydrodynamique fluc-

tuante permet par exemple en conditions aux limites ouvertes de déterminer les corrélations

à longue portée créées par un gradient de potentiel chimique [122]. Dans l’état-s associé au

courant de particules Q entrant dans le système, elle redonne également le principe d’addi-

tivité [14, 15, 16, 19].

En conditions aux limites périodiques, elle permet de retrouver les fluctuations gaussiennes

du courant (cf. par exemple [19] dans le cadre du principe d’additivité) :

ψQ(s) = s2ρ(1 − ρ) (7.70)

pour un profil optimal stationnaire plat.

Nous montrons dans cette partie que l’analyse des fluctuations de ce profil permet, à la

limite thermodynamique, de retrouver les cumulants d’ordre supérieur du courant (éq. 7.26),

comme du nombre d’événements (éq. 7.23). Pour un certain régime de s, on obtient en outre

le comportement d’échelle (7.43) de ψK(s).

7.3.2 Fluctuations du nombre d’événements K

Le nombre d’événements K s’écrit, à l’échelle macroscopique

K(t) = 2

∫ t

0
dt′
∫ L

0
dx ρ(x, t′)(1 − ρ(x, t′)) (7.71)

On s’intéresse aux fluctuations du profil de densité ρ(x, t) autour de sa moyenne ρ = N/L :

φ(x, t) = ρ(x, t) − ρ (7.72)

Par exemple, le nombre d’événements prend la forme

K(t) = 2ρ(1 − ρ)L t− 2

∫ L

0
dxdt φ2 (7.73)

On suppose que l’on décrit un régime où le profil reste faiblement fluctuant autour de sa

moyenne (φ ≪ ρ). En utilisant les techniques habituelles pour passer d’une équation de

Langevin à une théorie de champ [6, 41, 79, 80], la fonction génératrice 〈e−sK〉 s’écrit comme

〈e−sK〉 =

∫
DφDφ̄ e−S[φ̄,φ,s;t] . (7.74)

L’action S[φ̄, φ, s; t] s’écrit

S[φ̄, φ, s; t] = −2sρ(1 − ρ)L t+

∫
dxdt

{
φ̄(∂t − ∂2

x)φ− ρ(1 − ρ)(∂xφ̄)2 − 2sφ2
}

(7.75)
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On retrouve l’action d’Edwards-Wilkinson (EW) [46] qui décrit les fluctuations du SEP [122],

à laquelle s’ajoutent deux termes supplémentaires dépendants de s (on trouvera au para-

graphe 8.2.1 d’autres exemples d’actions modifiées par s). Le terme linéaire en s et déter-

ministe correspond à la valeur moyenne de K : 〈K〉 = 2Lρ(1 − ρ)t. Le terme en sφ2 rend

compte des fluctuations de K autour de sa moyenne. Remarquons que si l’on intègre sur le

champ φ̄, on retrouve la formulation2 de l’hydrodynamique fluctuante utilisée par Bertini et

al. [14, 15, 16], Bodineau et Derrida [19, 20]. De manière générale, la dynamique à s non

nul est décrite par une action quadratique, ce qui permet d’obtenir directement la fonction

ψK(s) = limt→∞ 1
t ln〈e−sK〉 :

ψK(s) + s
〈K〉
t

=
1

2
L

∫
dq

2π

[
q2 −

√
q2(q2 − 8ρ(1 − ρ)s)︸ ︷︷ ︸

Ωq(s)

−4sρ(1 − ρ)
]

(7.76)

L’intégrale (7.76), définie seulement pour s < 0, se calcule et donne

1

L
ψK(s) = −2sρ(1 − ρ) +

27/2

3π
[ρ(1 − ρ)]3/2(−s)3/2 (7.77)

Ce résultat concorde exactement (préfacteur compris) avec les deux premiers termes trouvés

au moyen l’Ansatz de Bethe (paragraphe 7.2.4 et annexe I). L’absence de terme d’ordre

supérieur en s vient du fait que les fluctuations ne sont décrites que de manière minimale par

l’hydrodynamique fluctuante – par un bruit gaussien. Enfin, pour s > 0, l’approche exposée ici

n’est pas utilisable. Nous ne disposons dans ce régime que d’indications numériques montrant

que des configurations non uniformes entrent en jeu.

L’action étant gaussienne, on peut également déterminer la fonction de corrélation dans

l’état-s, selon :

C(r = xL) − ρ2 =
1

2
ρ(1 − ρ)

∫
dq

2π
eiqr

q2 − Ωq(s)

Ωq(s)
(7.78)

On obtient l’expression suivante

C(x) − ρ2 =[ρ(1 − ρ)]3/2
√
−2s

∫ +∞

−∞

dq

2π

q2 −
√
q2(q2 + 1)√

q2(q2 + 1)
eiqx

√
−8ρ(1−ρ)sL2

=
1

2π
ρ(1 − ρ)

√
−8u

L

[
−2 + πI1(

√
−8ux) − πL1(

√
−8ux)

]

= − 1

2π
ρ(1 − ρ)

1√
−8uL

1

x2

[
1 +

3

(
√
−8ux)2

+ O
(

1

u2

)]
(7.79)

où u = L2ρ(1− ρ)s et I1 et L1 sont respectivement une fonction de Bessel et une fonction de

Struve modifiées.

2À la Onsager-Machlup [104, 127]. Remarquons aussi qu’on peut obtenir l’action modifiée par s (7.75) à

partir de la dynamique microscopique du SEP et du formalisme de Doi et Peliti [42, 105] pour le passage d’un

opérateur d’évolution à une théorie de champ (cf. également le paragraphe 8.2.5).
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7.3.3 Effets de taille finie ; fonction d’échelle pour ψK(s)

Pour tenir compte des effets de taille finie, il suffit de poser q = 2nπ
L et de remplacer les

sommes continues
∫ dq

2π par leur version discrète 1
L

∑
n, qui reflète la répartition discrète des

modes de Fourier. En particulier,

ψK(s) = −2sρ(1 − ρ)L+
2π2

L2

∑

n∈Z

[
n2 −

√
n2(n2 − 2sρ(1 − ρ)/π2) − 1

π
sρ(1 − ρ)L2

]
(7.80)

On voit apparâıtre une fonction d’échelle F de la variable u = L2ρ(1 − ρ)s, telle que les

fluctuations de K se mettent sous la forme

ψK(s) + 2Lρ(1 − ρ)s = L−2F(u) (7.81)

Les premiers termes du développement de F(u) autour de 0 redonnent exactement les termes

obtenus par le calcul perturbatif du paragraphe 7.2.1

F(u) =
1

3
u2 +

1

45
u3 +

1

378
u4 +

1

2700
u5 + . . . (7.82)

Son terme général s’écrit, d’après (7.80)

F(u) =
∑

k≥2

(−2u)kB2k−2

Γ(k)Γ(k + 1)
(7.83)

où les Bk sont les nombres de Bernoulli. Cette série a pour rayon de convergence π2/2 (ce

qui apparâıt déjà dans l’éq. 7.80). La fonction F(u) est l’analogue de la fonction universelle

déterminée par Derrida et Lebowitz [34] pour le TASEP. En reconnaissant une convolution,

on peut la prolonger analytiquement :

F(u) =





2

∫ u

0
dx

[
1 − 1

π

∫ 1

0
dy

√
2x cot

√
2xy√

1 − y

]
pour 0 < u <

π2

2

2

∫ u

0
dx

[
1 − 1

π

∫ 1

0
dy

√
−2x coth

√−2xy√
1 − y

]
pour u < 0

(7.84)

Dans la limite u → ∞, on retrouve à nouveau (7.77). La fonction de corrélation dans l’état-

s C(r) = 〈nini+r〉s se détermine en passant aux modes de Fourier discrets dans l’expres-

sion (7.78), qui se transforme en

C(r = Lx) − ρ2 =
1

2
ρ(1 − ρ)

∑

n

e2iπxn

[
n√

n2 − 2u/π2
− 1

]
(7.85)

En utilisant les sommes

∑

n≥1

cos 2πnx

n2
=
π2

6
(1 − 6x(1 − x)),

∑

n≥1

cos 2πnx

n4
=
π4

90
(1 − 30x2(1 − x)2) (7.86)

∑

n≥1

cos 2πnx

n6
=

π6

945
(1 − 21x2(1 − x)2(1 + 2x(1 − x))) (7.87)
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on voit que les premiers termes du développement en puissances de u redonnent exactement

les corrélations (7.24) obtenues par la théorie de perturbation à la limite des grands systèmes

C(r = Lx) =ρ2 +
1

L

[
u

(
1

6
− x(1 − x)

)
+

1

3
u2

(
1

30
− x2(1 − x)2

)

+
1

756
u3(1 − 21x2(1 − x)2(1 + 2x(1 − x)))

] (7.88)

7.3.4 Fonction d’échelle pour ψQ(s)

L’action est maintenant définie par

〈e−sQ〉 =

∫
DφDφ̄ e−S[φ̄,φ,s;t] . (7.89)

et s’écrit

S[φ̄, φ, s; t] = s2ρ(1−ρ)L t+
∫

dxdt
{
φ̄(∂t−∂2

x)φ−ρ(1−ρ)(∂xφ̄)2+s2φ2+2s(∂xφ)φ2
}

(7.90)

Elle est semblable à l’action (7.75) pour K, sa partie quadratique se retrouvant en effectuant

s 7→ −1
2s

2. En revanche, un terme supplémentaire apparâıt, cubique (de type KPZ).

Nous restreignons d’abord notre étude aux valeurs de s pour lesquelles ce terme cubique

n’est pas pertinent. La fonction ψQ(s) est à nouveau donnée par une intégrale

ψQ(s) − 1

2
s2

〈Q2〉c
t

=
1

2
L

∫
dq

2π

[
q2 −

√
q2(q2 + 4ρ(1 − ρ)s2) + 2s2ρ(1 − ρ)

]
(7.91)

En taille finie, la somme est discrète :

ψQ(s) = s2ρ(1 − ρ)L+
2π2

L2

∑

n

[
n2 −

√
n2(n2 + s2ρ(1 − ρ)/π2) +

1

2π
s2ρ(1 − ρ)L2

]
(7.92)

On voit apparâıtre la même fonction d’échelle F que pour ψK(s), la variable d’échelle étant

v = −1
2L

2ρ(1 − ρ)s2. Les fluctuations de Q sont données par

ψQ(s) − Lρ(1 − ρ)s2 = L−2F(v) (7.93)

Les premiers termes du développement de F(v) autour de 0 redonnent exactement les termes

obtenus par le calcul perturbatif du paragraphe 7.2.2. Comme pour le nombre d’événements,

on aboutit au résultat remarquable suivant : tous les cumulants de Q s’obtiennent à la limite

thermodynamique par une théorie gaussienne. Explicitement :

ψQ(s) − ρ(1 − ρ)Ls2 =
1

12
L2[ρ(1 − ρ)]2s4 − 1

360
L4[ρ(1 − ρ)]3s6 + . . . (7.94)

On peut conjecturer que dans la limite v → ∞, le terme cubique de l’action reste toujours

négligeable. Si c’est bien le cas, on obtient grâce à (7.84) :

1

L
ψQ(s) = s2ρ(1 − ρ) +

4

3π
[ρ(1 − ρ)]3/2|s|3 (7.95)

L’intégrale (7.91) donne aussi ce résultat, qui est identique à celui obtenu par l’Ansatz de

Bethe (7.62).
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7.4 Résumé

En guise de conclusion, on peut résumer les résultats obtenus dans ce chapitre, qui illus-

trent la diversité des régimes scrutés par ψK(s) et ψQ(s).

• Nombre d’événements K pour le SEP

s≫ 1 ψK(s) ∼ −2 + e−2s + O(e−3s) (perturbation)

|s| ≪ L−2 ψK(s) + 2ρ(1 − ρ)Ls ∼ L2s2 (EW, perturbation)

−1 ≪ s≪ −L−2 ψK(s) + 2ρ(1 − ρ)Ls ∼ L(−s) 3
2 (EW, Bethe)

s≪ −1
1

L
ψK(s) ∼ 2e−s

sinπρ

π
(Fermions libres)

Fonction d’échelle dans le régime |s| ≪ L−1 , pour L grand :

ψK(s) + 2ρ(1 − ρ)Ls = L−2F(u) où u = L2ρ(1 − ρ)s

avec F(u) = 1
3u

2 + 1
45u

3 + 1
378u

4 + 1
2700u

5 + . . . =
∑

k≥2
(−2u)kB2k−2

Γ(k)Γ(k+1) , qui se prolonge en

F(u) =





2

∫ u

0
dx

[
1 − 1

π

∫ 1

0
dy

√
2x cot

√
2xy√

1 − y

]
pour 0 < u <

π2

2

2

∫ u

0
dx

[
1 − 1

π

∫ 1

0
dy

√
−2x coth

√−2xy√
1 − y

]
pour u < 0

La fonction de corrélation C(r) = 〈nini+r〉 s’y écrit

C(r = Lx) − ρ2 =
1

2
ρ(1 − ρ)

∑

n

e2iπxn

[
n√

n2 − 2u/π2
− 1

]
(EW)

Il existe à nouveau une fonction d’échelle. Les comportements asymptotiques sont :

u→ 0 C(r = Lx) − ρ2 =
1

L

[
u

(
1

6
− x(1 − x)

)
+

1

3
u2

(
1

30
− x2(1 − x)2

)

+
1

189
u3(1 − 21x2(1 − x)2(1 + 2x(1 − x)))

]
(EW, perturbation)

u→ ∞ C(r = Lx) − ρ2 = − 1

2π
ρ(1 − ρ)

1√
−8uL

1

x2

[
1 +

3

(
√
−8ux)2

+ O
(

1

u2

)]
(EW)

• Courant total Q pour le SEP

Comportements asymptotiques :

|s| ≪ L−1 ψQ(s) − ρ(1 − ρ)Ls2 ∼ L2s4 (EW, perturbation)

L−1 ≪ |s| ≪ 1 ψQ(s) − ρ(1 − ρ)Ls2 ∼ L|s|3 (Bethe, EW)

|s| ≫ 1
1

L
ψQ(s) ∼ e|s|

sinπρ

π
(Fermions libres)

Le régime d’échelle est décrit grâce à la même fonction F , dans sa branche négative :

ψQ(s) − ρ(1 − ρ)Ls2 = L−2F(v) où v = −1

2
L2ρ(1 − ρ)s2
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Chapitre 8

Systèmes superdiffusifs et

fluctuations de courant

8.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons et mettons en perspective les résultats de la publication

P4. Les résultats ont été obtenus en collaboration avec Frédéric van Wijland et uwe Taüber.

8.1.1 Motivations

Nous examinons dans ce chapitre les fluctuations du courant total Q traversant un système

de taille L en dimension d, constitué de particules en interaction sur un réseau. Le système

est éventuellement soumis à un champ extérieur qui le plonge hors d’équilibre. Nous nous

intéressons au comportement de l’énergie libre dynamique ψQ(s, L) à la limite macroscopique,

le pas du réseau tendant vers 0 et taille du système vers l’infini (la densité de particules étant

fixée). Outre ses propriétés de symétrie, la fonction ψQ(s, L) donne des renseignements sur

la nature des fluctuations du courant. Dans un système de particules indépendantes et sans

interaction, ψQ(s, L) est simplement proportionnelle au nombre de particules dans le système :

elle prend la forme d’échelle

ψindép

Q (s, L) = Ld
(
B1s+B2s

2 + . . .
)
, (8.1)

En d’autres termes, tous les cumulants du courant (〈Q〉 = −LdB1, 〈Q2〉c = 1
2L

dB2, . . .) sont

proportionnels au volume Ld. Lorsque les particules sont en interaction, on peut difficilement

prédire le comportement en L de ψQ(s, L). Sur certains exemples particuliers, à l’équilibre [87,

93] ou hors d’équilibre [34, 35], on sait que ces interactions se traduisent par l’apparition de

puissances non entières de |s| dans le développement de L−dψQ(s, L) au voisinage de s = 0,

à la limite L → ∞. Ce comportement non analytique en s = 0 reflète l’existence d’un

cumulant 〈Qk〉c du courant qui crôıt “anormalement” avec Ld dans la limite L → ∞. Dans

le processus d’exclusion totalement asymétrique (TASEP) en dimension 1, la fonction de

117
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grandes déviations [34, 35] s’écrit (pour grand L, la densité ρ étant fixée, et en conditions

aux limites périodiques)

1

L
ψTASEP
Q (s) = −ρ(1 − ρ)s+

(3π)
2
3

5
[ρ(1 − ρ)]

4
3 |s| 53 + . . . pour s < 0 , (8.2)

ce qui implique que la variance de Q augmente plus vite que la taille du système. Dans le

processus d’exclusion symétrique (SEP) on a [87, 93]

1

L
ψSEP
Q (s) =

1

2
ρ(1 − ρ)s2 +

2
1
3 (2π)

2
3

5
[ρ(1 − ρ)]

4
3 |s| 83 + . . . pour s < 0 . (8.3)

Ce comportement anormal de la fonction de grandes déviations arrive un rang plus loin que

pour le TASEP – il provient de détails plus fins. D’une manière générale, on s’attend à ce que

les exposants qui apparaissent dans (8.2) et (8.3) soient universels (pour des modèles dans

une même classe), les préfacteurs de |s| 53 , |s| 83 , . . . dépendant des détails du modèle.

Dans les systèmes diffusifs de particules en interaction dans un gradient de potentiel chim-

ique, Bodineau and Derrida [18, 19, 20], ainsi que Bertini, De Sole, Gabrielli, Jona-Lasinio, et

Landim [14, 15, 16], ont trouvé une méthode générale pour déterminer la fonction de grandes

déviations du courant (cf. également la partie 5.3). Cette approche n’est cependant valide

que pour les systèmes normalement diffusifs. Dans notre contexte cela revient à demander

qu’à la limite continue, l’échelle de temps τ et le pas du réseau a tendent vers 0 selon τ ∝ a2

(i.e. suivent la limite hydrodynamique). Il existe bien sûr de nombreuses situations physiques

où la diffusion est anormale, c’est-à-dire où a et τ s’échellent suivant τ ∼ az avec un “ex-

posant dynamique” z 6= 2. Le TASEP appartient à la classe KPZ [86] pour laquelle z = 3
2 .

D’autre part, l’approche de l’hydrodynamique fluctuante n’est valide que dans l’étude des

faibles fluctuations de courant, comme on l’a vu au chapitre 7.

Dans P4, nous avons étudié quelques exemples superdiffusifs (z < 2). Nous utilisons des

méthodes de renormalisation (RG) [127], particulièrement adaptées à la limite continue. Elles

permettent en outre de s’affranchir des techniques assez spécifiques des systèmes d’exclusion

(du type SEP, TASEP).

8.1.2 Systèmes étudiés

Nous examinons les propriétés de systèmes constitués, à l’échelle microscopique, de partic-

ules soumises à une force dans une direction spatiale particulière (notée ‘‖’ dans ce qui suit).

Nous adoptons une description mésoscopique, le système étant décrit par une densité locale

de particules ρ(x, t). La conservation du nombre de particules se traduit sous la forme d’une

équation de “continuité” sur ρ

∂tρ(x, t) = −∇ · j(x, t) (8.4)

Le courant de particules j dépend du champ extérieur et de la nature des interactions

entre les particules. Il contient également un terme de bruit qui représente les fluctua-

tions microscopiques à l’échelle mésoscopique. L’équation (8.4) prend donc la forme d’une
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équation de Langevin. Dans l’ensemble des situations considérées par la suite, la densité

ρ(x, t) = ρ0 + φ(x, t) fluctue faiblement autour de sa valeur moyenne ρ0. Le courant se dé-

compose également en une partie constante j0 et une partie fluctuante j − j0.

Le premier modèle considéré représente à l’échelle mésoscopique un ensemble de particules

qui s’excluent mutuellement [81, 94], soumises à un champ extérieur qui crée un courant dans

la direction ‖. En suivant [9, 81], le courant de particules s’écrit, en fonction de la fluctuation

de densité φ(x, t) :

j⊥ − j⊥0 = −D∇⊥φ+ η⊥ , (8.5)

j‖ − j‖0 = −λD∇‖φ− Dg

2
φ2 + η‖ . (8.6)

Le paramètre g rend compte de l’interaction répulsive entre les particules. Le paramètre D

(resp. λD) représente la constante de diffusion effective dans la direction ⊥ (resp. ‖). Le bruit

η traduit les fluctuations microscopiques. C’est un bruit blanc gaussien de corrélations

〈η⊥i(x, t) η⊥j(y, t′)〉 = 2D δij δ
(d)(x− y) δ(t − t′) , (8.7)

〈η‖(x, t) η‖(y, t′)〉 = 2Dσ δ(d)(x− y) δ(t − t′) . (8.8)

En présence d’un champ, et en conditions aux limites périodiques, les équations (8.4-8.8)

décrivent un système hors d’équilibre, parcouru dans l’état stationnaire par un courant per-

manent dans la direction longitudinale ‖. En particulier, les constantes λ et σ dans (8.6)

et (8.8) ne sont pas nécessairement égales. Une étude détaillée de ses propriétés d’échelle à

la limite continue est effectuée dans [81, 127]. En dimension 1, l’exposant dynamique vaut

z = 3/2 : la limite continue est la même que pour l’équation de Burgers bruitée [54]. En

dimension 2, on obtient z‖ = 2, avec des corrections logarithmiques dans la direction du

champ, tandis que la diffusion est normale dans la direction transverse (z⊥ = 2).

Le second modèle que nous considérons est en quelque sorte le modèle “standard” de sys-

tème diffusif en champ présentant une transition de phase continue dans un état stationnaire

hors d’équilibre [115, 116]. Dans la direction ‖, le courant prend la même forme que (8.6). Le

courant transverse est similaire à celui du modèle de Ginzburg–Landau dynamique avec un

paramètre d’ordre conservé [127] :

j‖ − j‖0 = −λD∇‖φ− Dg

2
φ2 + η‖ (8.9)

j⊥ − j⊥0 = −D∇⊥
(
r −∇2

⊥ +
u

6
φ2
)
φ+ η⊥ , (8.10)

Les corrélations du bruit sont les mêmes que précédemment. Le système est critique en r = 0

(dans l’approximation de champ moyen). En l’absence de champ (g = 0), ce modèle décrit la

transition de phase du modèle d’Ising muni de la dynamique de Kawasaki (modèle B, [71]). En

présence du champ (g 6= 0), le système change de classe d’universalité : u devient non pertinent

pour les propriétés critiques du modèle, qui sont entièrement gouvernées par le terme non

linéaire en g [115]. Le système est superdiffusif dans la direction du champ (z‖ = 12/(11−d))
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en dimension d < 5, avec à nouveau des corrections logarithmiques exactement à dc = 5. La

diffusion est normale dans la direction transverse (z⊥ = 2).

Nous considérons enfin un système de particules qui diffusent dans un champ de vitesse

désordonné, suivant Honkonen [75]. Au niveau mésoscopique, la diffusion s’effectue dans un

champ aléatoire ψ(x⊥), dirigé selon e‖. En moyenne, le courant de particules est nul (j0 = 0)

et sa partie fluctuante s’écrit

j⊥ = −D⊥∇⊥φ+ η⊥ , (8.11)

j‖ = −D‖∇‖φ− ψ φ+ η‖ . (8.12)

Les corrélations du bruit assurent que les secteurs transverse et longitudinal sont à l’équilibre.

〈
η⊥,i(x, t) η⊥,j(x

′, t′)
〉

= 2D⊥δijδ(x
′ − x)δ(t′ − t) , (8.13)

〈
η‖(x, t) η‖(x

′, t′)
〉

= 2D‖δ(x
′ − x)δ(t′ − t) . (8.14)

Suivant la distribution des corrélations spatiales du champ aléatoire ψ(x⊥) e‖, les particules

adoptent un comportement subdiffusif ou superdiffusif [8, 75]. Nous nous intéressons ici au

cas d’un champ sans corrélation spatiale, de distribution gaussienne, avec

〈
ψ(x⊥, t)ψ(x′

⊥, t
′)
〉

= λ δ(x′
⊥ − x⊥)δ(t′ − t) (8.15)

Les particules sont superdiffusives dans la direction longitudinale (z‖ = 4/(5 − d)) en dimen-

sion d < dc = 3 [75]. Remarquons ici que le comportement superdiffusif provient de la marche

aléatoire à l’équilibre de particules dans le champ aléatoire gelé ψ(x⊥) e‖, alors que dans les

systèmes précédents la diffusion anormale provenait du champ extérieur, qui mène le système

hors d’équilibre.

8.2 Fluctuations de courant

8.2.1 Action effective dans l’état-s

Pour chacun des systèmes décrits ci-dessus, nous souhaitons étudier le courant longitudinal

total Q(t) qui traverse le système sur une durée t

Q(t) =

∫ t

0
dt′
∫

ddx j‖(x, t
′) (8.16)

La fonction de partition associée s’écrit

ZQ(s, t) =
〈
e−sQ(t)

〉
=

〈
exp

[
−s
∫ t

0
dt′
∫

ddx j‖(x, t
′)
]〉

. (8.17)

C’est la fonction génératrice de ses moments :

(−1)n
dnZ(s, t)

dsn

∣∣∣
s=0

= 〈Q(t)n〉 . (8.18)
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En utilisant les techniques habituelles pour passer d’une équation de Langevin à une

théorie de champ [6, 41, 79, 80], la fonction de Z(s, t) s’écrit génériquement comme

ZQ(s, t) =

∫
DφDφ̄ e−S[φ̄,φ,s;t] . (8.19)

L’action S[φ̄, φ, s; t] dépend du paramètre s conjugué à Q et sert de point de départ pour

chacun des systèmes étudiés. Elle ne représente pas un processus de Markov qui conserve la

probabilité, sauf pour s = 0 où l’on retrouve l’action habituelle du système (ZQ(s = 0, t) =

1). La fonction de partition ZQ(s, t) augmente exponentiellement en temps, et on définit à

nouveau ψQ(s) = limt→∞ 1
t lnZQ(s, t). De même qu’au paragraphe 1.4.3, S[φ̄, φ, s; t] décrit

l’évolution du système pour des histoires conditionnées par la valeur moyenne (sur l’intervalle

de temps [0, t]) du courant qui a traversé le système sur une durée t.

8.2.2 Particules diffusant dans un champ ; équation de Burgers bruitée

En utilisant la convention de Itô pour le passage de l’équation de Langevin (8.4) à la

théorie de champ, on trouve l’action suivante pour le premier système :

S[φ̄, φ, s; t] =

∫
ddx

∫ t

0
dt′
[
φ̄
(
∂t′ −D∇2

⊥ −Dλ∇2
‖
)
φ−D

(
∇⊥φ̄

)2 −Dσ
(
∇‖φ̄

)2

− Dsg

2
φ2 +

Dg

2
(∇‖φ̄)φ2

]
+ s j0 L

dt− s2DσLdt . (8.20)

Par rapport au cas stochastique S[φ̄, φ, s = 0; t], cette action possède deux termes déter-

ministes supplémentaires, ainsi qu’un terme quadratique fluctuant. Nous montrons dans P4

que ce terme n’ajoute pas de contribution divergente aux fonctions de vertex de la théorie

stochastique (même si la valeur de ces fonctions dépend maintenant de s). Autrement dit, les

propriétés critiques du modèle ne sont pas drastiquement modifiées par les termes supplémen-

taires en s. Après renormalisation, on trouve que les fluctuations du courant sont normales

en dimension d supérieure à la dimension critique du système (d > 2). En dessous de la

dimension critique dc = 2, on obtient le comportement d’échelle :

L−d ψQ(s) = −j0s+ Ad s
(d+4)/3 (8.21)

Le préfacteur Ad n’est pas universel, et l’exposant (d+4)/3 est exact. On retrouve en dimen-

sion 1 l’exposant 5/3 du TASEP [34, 35] – voir également (8.2). Ce résultat corrobore le fait

que l’équation de Burgers bruitée et le TASEP appartiennent à la même classe d’universal-

ité (dynamique). À la dimension critique exactement (d = 2), le groupe de renormalisation

permet de trouver les corrections à l’exposant 2 de (8.21) :

L−2 ψQ(s) = −j0s+ A2 s
2
(
− ln |s|

)2/3
. (8.22)

De telles corrections logarithmiques sont habituelles à la dimension critique supérieure. No-

tons qu’elles interviennent ici dans un cadre dynamique. À notre connaissance, le comporte-

ment d’échelle (8.22) est le premier résultat exact de ce genre en dimension 2.
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8.2.3 Modèle diffusif en champ avec transition continue

Dans ce cas, la dimension critique du système vaut dc = 5 et on obtient (avec ǫ = dc − d),

pour ǫ > 0 :

L−d ψQ(s) = −j0s+ Ad s
2−ǫ/18 , (8.23)

où l’amplitude Ad n’est pas universelle. L’exposant est ici valide au premier ordre en ǫ. À la

dimension critique, les corrections logarithmiques s’écrivent

L−5 ψQ(s) = −j0s+ A5 s
2
(
− ln |s|

)2/9
. (8.24)

8.2.4 Superdiffusion dans un champ de vitesse désordonné

Ce système étant désordonné, précisons avant toute chose à quel niveau intervient la

moyenne sur le désordre dans la fonction de grandes déviations du courant. Les caractéris-

tiques physiques des fluctuations de Q sont contenues dans les cumulants 〈Q(t)n〉c moyennés

sur le désordre. La moyenne sur les histoires (i.e. sur le désordre thermique) est notée 〈. . .〉,
tandis que la moyenne sur le champ aléatoire ψ est notée . . . . Nous cherchons donc à déter-

miner

ψQ(s) = lim
t→∞

1

t
lnZQ(s, t) . (8.25)

où la fonction de partition dynamique ZQ(s, t) dépend du désordre. La théorie de champ

correspondant à (8.11-8.13) donne Z sous la forme ZQ(s, t) =
∫
Dφ̄Dφ e−Sψ [φ̄,φ,s;t] , où l’action

s’écrit

Sψ[φ̄, φ, s; t] = − s2D‖L
dt+

∫
ddx

∫ t

0
dt′
[
φ̄
(
∂t′ −D⊥∇2

⊥ −D‖∇2
‖ − ψ∇‖

)
φ

−D⊥(∇⊥φ̄)2 −D‖(∇‖φ̄)2 − sψφ
]
. (8.26)

L’évaluation de (8.25) peut s’effectuer en utilisant une méthode de répliques. Au dessus de

la dimension critique dc = 3, le système possède des fluctuations de courant normales. En

dessous de la dimension critique, on trouve le comportement d’échelle

L−dψQ(s) = Ad s
2−2ǫ/5 = Ad s

2d/5 . (8.27)

avec ǫ = dc − d. Ce résultat implique qu’en taille finie, la variance du courant augmente plus

vite que le volume du système, bien que le système soit à l’équilibre. Nous ne connaissons

pas d’autre système à l’équilibre où cette propriété ait été exhibée. À la dimension critique

dc = 3, on obtient la correction logarithmique

ψQ(s) = A3 s
2(− ln |s|) . (8.28)

qui implique comme précédemment une divergence logarithmique en la taille du système de

la variance “volumique” du courant 1
L2t

〈Q3〉c, en taille finie.
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8.2.5 Autre approche

L’approche développée dans ce chapitre se fonde sur une description phénoménologique

des fluctuations thermiques microscopiques, décrites par le bruit blanc gaussien (8.7-8.8). Il

est possible de partir directement d’un modèle microscopique dans lequel, comme dans [133],

l’équation mâıtresse sur P̂Q(C, s, t) (cf. éqs. 1.58, 1.59) se traduit exactement sous forme d’une

théorie de champ, suivant l’approche de Doi et Peliti [42, 105].

On peut illustrer rapidement cette méthode sur le modèle de Honkonen. On considère

des particules indépendantes qui diffusent sur un réseau de pas b dans un champ aléatoire

−ψ̃(x⊥)e‖, ce qui signifie que dans la direction e‖ le taux de saut de x vers x ± be‖ s’écrit

D̃‖ ∓ 1
2 ψ̃(x⊥). L’opérateur d’évolution pour P̂Q(C, s̃, t) peut s’écrire en fonction d’opérateurs

d’annihilation et de création bosoniques :

WQ = D̃⊥
∑

x

a†
x
∆⊥ax −

∑

x,±

[
D̃‖ ∓

1

2
ψ̃(x⊥)

](
a†
x
− e∓s̃a†

x±be‖

)
ax (8.29)

La limite continue (b → 0, ax 7→ ρ(x), a†x 7→ ρ̄(x)) s’effectue en gardant D = b2D̃, ψ = bψ̃

et s = b−1s̃ fixés. La fonction de partition que l’on cherche à évaluer s’écrit ZQ(s, t) =∫
Dρ̄Dρe−S avec

Sψ[ρ̄, ρ] =

∫
ddxdt

[
ρ̄(∂t −D⊥∆⊥ −D‖∂

2
‖ − ψ∂‖)ρ

]
+

1

2λ

∫
dd−1x⊥ψ

2(x⊥)

−
∫

ddxdt
[
s2D‖ρ̄ρ+ sψρ̄ρ+ 2D‖sρ̄ ∂‖ρ

]
(8.30)

En effectuant la transformation de Cole-Hopf1

ρ̄ = eφ̄ (8.31)

ρ = e−φ̄ φ (8.32)

on ne retrouve pas tout à fait l’action (8.26), mais

Sψ[φ̄, φ] =
1

2λ

∫
dd−1x⊥ψ(x⊥)2 −

∫
ddxdt

[
s2D‖φ+ sψφ+ 2sD‖φ̄∂‖φ

]

+

∫
ddxdt

[
φ̄(∂t −D⊥∆⊥ −D‖∂

2
‖ − ψ∂‖)φ

−D⊥φ(∇⊥φ̄)2 −D‖φ(∂‖φ̄)2
]

(8.33)

C’est exactement l’action que l’on obtient en revenant à une version fluctuante des corrélateurs

du bruit

〈
η⊥,i(x, t) η⊥,j(x

′, t′)
〉

= 2D⊥δijδ(x
′ − x)δ(t′ − t)φ(x, t) (8.34)

〈
η‖(x, t) η‖(x

′, t′)
〉

= 2D‖δ(x
′ − x)δ(t′ − t)φ(x, t) (8.35)

1On consultera [4] pour d’autres liens de cette nature entre l’approche de Doi-Peliti et les équations de

Langevin. Remarquons que dans notre contexte, nous établissons ce lien à s 6= 0.
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Dans la formulation mésoscopique développée au paragraphe précédent, on avait en effet

utilisé une version approximée (8.13) de (8.34), valide dans le régime où la densité de particules

fluctue peu autour de sa valeur moyenne. Ces deux versions sont physiquement équivalentes

à l’échelle macroscopique.

Du point de vue de la théorie des champs, nous allons vérifier qu’il est équivalent d’étudier

l’action (dépendante de s) exacte (8.33) ou sa version approximée (8.26). Remarquons tout

d’abord que la transformation galiléenne x‖ 7→ x‖+2D‖st élimine le terme −2sD‖φ̄∂‖φ de l’ac-

tion (8.33). De plus, si le système part d’une densité de particule fixée φ0 = L−d ∫ ddxφ(x, 0),

la conservation du nombre de particules assure que
∫

ddxφ(x, t) reste constant. Le terme

−s2D‖
∫

ddxdt φ(x, t) de l’action prend donc une forme déterministe. Ceci suggère de sé-

parer le champ de densité en sa contribution moyenne φ0 et sa partie fluctuante : φ(x, t) 7→
φ0 + φ(x, t). Au total, on arrive à l’expression

Sψ[φ̄, φ] = − s2D‖ φ0L
dt+

1

2λ

∫
dd−1x⊥ψ(x⊥)2

+

∫
ddxdt

[
φ̄(∂t −D⊥∆⊥ −D‖∂

2
‖ − ψ∂‖)φ− sψφ

−D⊥φ0(∇⊥φ̄)2 −D‖φ0(∂‖φ̄)2

−D⊥φ(∇⊥φ̄)2 −D‖φ(∂‖φ̄)2
]

(8.36)

Un comptage de puissance montre que les termes φ(∇⊥φ̄)2, φ(∂‖φ̄)2 sont non pertinents (ce

que confirme l’analyse du groupe de renormalisation). Finalement, en redéfinissant λ, φ, φ̄

et ψ, on peut poser φ0 = 1 sans perte de généralité (Sψ/φ0 ne dépend plus de φ0, comme

on l’attend pour des particules indépendantes), et on retrouve finalement la forme (8.26) de

l’action.

Pour les autres systèmes étudiés, il est également possible de partir d’une formulation

microscopique de la dynamique, par exemple, celle du TASEP ou de l’ASEP, pour retrouver

l’action de Burgers (8.20) (modifiée par s) en utilisant le mapping sur une théorie de champ

de Doi-Peliti associé à des opérateurs bosoniques [132] ou des opérateurs de spin [53].

8.3 Conclusions

Les exemples étudiés illustrent le parallèle entre la thermodynamique d’équilibre et la

thermodynamique des histoires exposée dans les chapitres précédents. Nous avons en partic-

ulier montré que les outils bien éprouvés dans le cadre statique (groupe de renormalisation,

méthodes des répliques) s’adaptent directement à notre approche dynamique, la fonction de

grandes déviations ψQ(s) se déterminant comme une énergie libre statique.

Le résultat obtenu pour les systèmes superdiffusifs est l’existence d’un exposant a qui

caractérise la singularité de ψQ(s) à la limite macroscopique

L−dψQ(s) + j0s ∼ sa , avec 1 < a ≤ 2 . (8.37)
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Cette singularité (si a < 2) traduit l’existence d’un comportement anormal de la variance

du courant en fonction de la taille du système, en taille finie. La divergence apparâıt comme

conséquence directe de la superdiffusion (z < 2) des particules dans le système.
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Chapitre 9

Perspectives

9.1 Conclusions

La ligne directrice de cette thèse est la traduction du formalisme thermodynamique de Ru-

elle dans le cadre des systèmes markoviens en temps continu. Nous avons vu au chapitre 1 que

la construction de Boltzmann correspondante, une fois traduite en temps continu, aboutis-

sait à l’étude de fonctions de grandes déviations associées à des observables A extensives en

temps. La fonction de partition dynamique de Ruelle trouve notamment une interprétation

simple en fonction de la complexité dynamique Q+ des histoires de configurations. En ef-

fectuant le parallèle avec la thermodynamique standard, nous avons montré qu’il est plus

facile d’adopter un point de vue canonique, où les histoires sont étudiées à la “température”

s (conjuguée à A), définissant la notion d’état-s. Nous avons également été amenés à étudier

les singularités de l’énergie libre dynamique ψA(s) associée aux observables de type A. Ces

singularités correspondent à une transition de phase dynamique, que l’on peut mettre en évi-

dence en étudiant la valeur moyenne de certaines observables (comme la densité de particules

ou l’aimantation) dans l’état-s. Les points de transition en s séparent deux classes d’histoires,

caractérisées par des valeurs de 〈A〉s qui n’ont pas le même comportement d’échelle à la limite

thermodynamique.

Dans les modèles de champ moyen (chapitre 2), l’existence d’une énergie libre dynamique

à la Ginzburg-Landau offre une grande simplification et permet notamment de visualiser

directement les aspects dynamiques des transitions de phase habituelles (comme nous l’avons

fait pour le modèle d’Ising). En outre, il est apparu que des modèles de verre, tant en champ

moyen qu’en dimension finie, possèdent une transition de phase dynamique du premier ordre,

et que l’état stationnaire est à la frontière entre une phase active et une phase inactive. La

présence de cette transition est compatible avec le ralentissement dynamique observé dans

ces systèmes, associé à la coexistence entre les histoires actives et inactives. L’image donnée

par l’approche de champ moyen est confirmée en basse dimension par l’évaluation numérique

directe de ψA(s), en utilisant un algorithme en temps continu (chapitre 3).

Le cas des fluctuations du courant Q traversant un système hors d’équilibre (ou même à
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l’équilibre) a engendré une quantité homérique de travaux concernant le théorème de fluctu-

ation. Nous nous sommes efforcés dans la seconde partie de cette thèse de dépasser la simple

analyse de cette symétrie en étudiant la fonction de grandes déviations ψQ(s) elle-même. Bod-

ineau et Derrida ont proposé une méthode pour déterminer ψQ(s) au moyen d’un principe

d’additivité – équivalent à l’hydrodynamique fluctuante. Nous avons obtenu des résultats sur

des systèmes où ce principe ne peut pas s’appliquer (le modèle de spins du chapitre 6 est trop

fortement hors d’équilibre, les systèmes superdiffusifs du chapitre 8 ne sont pas... diffusifs),

et les résultats permettent d’esquisser différentes classes d’universalité dynamiques indiquées

par les comportements d’échelle de ψQ(s) à la limite des grands systèmes. Le cas du processus

d’exclusion symétrique s’est révélé assez riche : à la limite des grands systèmes, nous avons

pu déterminer tous les cumulants du courant en utilisant une version du principe d’additivité

qui tient compte des fluctuations du profil de densité dans le système. Cette étude a égale-

ment fourni l’occasion de montrer que d’autres méthodes (l’Ansatz de Bethe ou une théorie

de perturbation d’un opérateur de fermions libres) s’appliquent pour des régimes de courant

différents.

9.2 Questions ouvertes

Nous donnons ici quelques voies à explorer.

• Dans l’approche en champ moyen, le cas des dynamiques qui ne vérifient pas le bilan

détaillé reste à examiner. Nous avons donné un exemple au chapitre 6 pour l’observable

‘courant d’entropie’ QS dans le système de spins à deux températures, mais c’est un

cas assez particulier car l’énergie libre dynamique FS(m1,m2, s) est indépendante de s

à l’ordre dominant, et toute la dépendance en s est contenue dans les corrections.

• On peut examiner s’il existe une énergie libre à la Landau au delà du champ moyen,

en dimension finie. Le formalisme de Doi et Peliti [42, 105] offre bien sûr une possibilité

mais l’apparition d’un champ conjugué à la densité (par exemple) masque la signification

physique du résultat. L’hydrodynamique fluctuante, pour le courant de particules, offre

un exemple où le champ conjugué peut être éliminé – on obtient le principe d’additivité.

On peut se demander si c’est également le cas pour l’énergie libre associée à d’autres

quantités que le courant de particules.

• Les modèles de verre étudiés au chapitre 4 appartiennent à la classe des systèmes ciné-

tiquement contraints, qui offrent par construction deux phases dynamiques distinctes.

Le cas des systèmes vitreux où cet ingrédient n’est pas introduit à la main dès le départ

reste à explorer.

• Enfin, on peut se demander si le formalisme construit ici s’adapte aux systèmes décrits

dans un cadre quantique. On songe notamment à certaines transitions de phase quan-

tiques exotiques ou à l’étude de la décohérence.



Annexe A

Sauts et temps d’attente

markoviens en temps continu

A.1 Exponentielle ordonnée en temps

On considère un vecteur |ψ(t)〉. Si W(t) est un opérateur linéaire dépendant du temps, la

solution du système différentiel :

∂t|ψ(t)〉 = W(t)|ψ(t)〉 (A.1)

est donnée par :

|ψ(t)〉 = T exp

(∫ t

0
W

)
|ψ(0)〉 (A.2)

où l’exponentielle ordonnée en temps s’écrit :

T exp

(∫ t

0
W

)
=
∑

n≥0

T
(∫ t

0
W

)n
(A.3)

=
∑

n≥0

∫ t

0
dtn

∫ tn

0
dtn−1 . . .

∫ t2

0
dt1 W(tn) . . .W(t1) (A.4)

=
∑

n≥0

∫ t

0
dt1

∫ t

t1

dt2 . . .

∫ t

tn−1

dtn W(t1) . . .W(tn) (A.5)

comme on le vérifie immédiatement.

A.2 Application aux processus stochastiques

A.2.1 Équation mâıtresse

Soit {C} un ensemble fini de configurations et W (C → C′) des taux de probabilité définis-

sant une dynamique markovienne en temps continu sur {C}. On rappelle que l’équation
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mâıtresse s’écrit :

∂tP (C, t) =
∑

C′ 6=C

(
W (C′ → C)P (C′, t) −W (C → C′)P (C, t)

)
(A.6)

On définit par :

r(C) =
∑

C′ 6=C
W (C → C′) (A.7)

le taux d’échappement de C vers les autres configurations C′. Si |C〉 est une base orthonor-

male de kets associés aux configurations, le vecteur : |ψ(t)〉 =
∑

C P (C, t)|C〉 évolue selon

l’équation (A.1), les éléments de l’opérateur W étant :

WC′C = W (C → C′) − r(C)δCC′ =

{
W (C → C′) si C 6= C′

− r(C) sinon
(A.8)

A.2.2 Solution (1) : séquences de configurations quelconques

On peut obtenir P (C, t) = 〈C|ψ(t)〉 en fonction de l’état initial |ψ(0)〉 =
∑

C P0(C)|C〉 en

développant la solution explicite (A.2) :

P (C, t) =
∑

n≥0

tn

n!

∑

C0...Cn−1

WCCnWCnCn−1 . . .WC1C0P0(C0) (A.9)

Cette expression provient d’une simple exponentielle (non ordonnée dans le temps car l’opéra-

teur d’évolution est indépendant du temps), mais il n’y a pas cependant d’interprétation

immédiate en termes d’histoires, car la somme a lieu sur des séquences C0 . . . C dont deux

configurations successives peuvent être identiques.

A.2.3 Solution (2) : séquences de configurations successivement distinctes

Pour obtenir une somme sur des histoires de configurations successivement distinctes, on

peut récrire l’équation mâıtresse (A.6) suivant :

∂tP (C, t) + r(C)P (C, t) =
∑

C′ 6=C
W (C′ → C)P (C′, t) (A.10)

La quantité Q(C, t) = et r(C)P (C, t) vérifie l’équation d’évolution :

∂tQ(C, t) =
∑

C′ 6=C
W̃ (C′ → C, t)Q(C′, t) (A.11)

dont les taux de transitions, dépendants du temps, sont :

W̃ (C′ → C, t) = W (C′ → C)et(r(C)−r(C′)) (A.12)

L’opérateur d’évolution, dépendant du temps, n’a pas d’́eléments diagonaux

W̃C′C = W̃ (C → C′) (A.13)
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0

C0

t1

C1

t2

C2

. . . tK

CK

t

C = CK

probabilité d’attente :

e−(t−tK)r(CK)

Fig. A.1 – Une réalisation donnée d’une histoire de configurations C0 → . . . → CK . Entre les

instants tk et tk+1, le système reste dans la configuration Ck.

Un calcul rapide donne le développement de la solution explicite (A.4) :

P (C, t) =
∑

K≥0

∑

C0,...,CK−1

∫ t

0
dtK

∫ tK

0
dtK−1 . . .

∫ t2

0
dt1

ρ(0, C0; t1, C1; . . . ; tK−1, CK−1; tK , C; t)

Prob(C0 → . . . → CK−1 → C) P0(C) (A.14)

où ρ(0, C0; t1, C1; . . . ; tK−1, CK−1; tK , C; t) est la densité temporelle de probabilité des instants

de changement de configuration (cf. figure 1.2, rappelée ci-dessus) :

r(C0)e
−(t1−t0)r(C0) . . . r(CK−1)e

−(tK−tK−1)r(CK−1)e−(t−tK )r(C) , (A.15)

dans laquelle le dernier facteur exponentiel e−(t−tK )r(C) rend compte de la probabilité de ne

pas sauter de C = CK entre tK et t. La quantité

Prob(C0 → . . .→ CK−1 → C) P0(C) =
W (C0 → C1)

r(C0)
. . .

W (CK−1 → C)

r(C)
P0(C0) (A.16)

représente elle la probabilité de l’histoire d’événements successivement distincts C0 → . . . →
CK−1 → C.

A.2.4 Évolution sans conservation de la probabilité

L’utilisation de la forme explicite (A.4) de l’exponentielle ordonnée dans le temps n’est

pas restreinte aux évolutions qui conservent la probabilité (i.e. aux opérateurs tels que∑
C′ WC′C = 0). En particulier, en posant WA(C → C′) = e−sα(C,C′)W (C → C′) l’évolu-

tion (1.59) dans l’état-s associé à A s’écrit

∂tP̂A(C, s, t) =
∑

C′ 6=C
WA(C′ → C)P̂A(C′, s, t) − r(C)P̂A(C, s, t) , (A.17)

et grâce à (A.4) on obtient explicitement

P̂A(C, s, t) =
∑

K≥0

∑

C1,...,CK−1

∫ t

0
dtK

∫ tK

0
dtK−1 . . .

∫ t2

0
dt1

r(C0)e
−(t1−t0)r(C0) . . . r(CK−1)e

−(tK−1−tK)r(CK−1)e−(t−tK )r(C)

WA(C0 → C1)

r(C0)
. . .

WA(CK−1 → C)

r(CK−1)
P̂A(C, s, 0) (A.18)
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Ceci s’écrit également

P̂A(C, s, t) =
∑

K≥0

∑

C1,...,CK−1

∫ t

0
dtK

∫ tK

0
dtK−1 . . .

∫ t2

0
dt1

rs(C0)e
−(t1−t0)rs(C0) . . . rs(CK−1)e

−(tK−1−tK)rs(CK−1)e−(t−tK )rs(C)

Ws(C0 → C1)

rs(C0)
. . .

Ws(CK−1 → C)

rs(CK−1)

(YC0)
t1−t0 . . . (YCK−1

)tK−tK−1(YC)
t−tK (A.19)

avec

YC = ers(C)−r(C) (A.20)

en fonction de taux de transition d’une dynamique markovienne s-modifiée

Ws(C → C′) = e−sα(C,C′)W (C → C′) (A.21)

rs(C) =
∑

C′

Ws(C → C′) . (A.22)

On en déduit également l’expression de la fonction de partition dynamique associée à A

ZA(s, t) =
∑

K≥0

∑

C1,...,CK

∫ t

0
dtK

∫ tK

0
dtK−1 . . .

∫ t2

0
dt1

r(C0)e
−(t1−t0)r(C0) . . . r(CK−1)e

−(tK−1−tK)r(CK−1)e−(t−tK )r(CK )

WA(C0 → C1)

r(C0)
. . .

WA(CK−1 → CK)

r(CK−1)
(A.23)



Annexe B

Moyenne à temps final et moyenne

intégrée au cours du temps dans

l’état-s

Pour une observable donnée b(C), on peut s’intéresser à deux quantités dans l’état-s :

– la valeur moyenne de b dans l’état final

〈b〉s ≡
〈b(C(t))e−sA〉

〈e−sA〉 (B.1)

où les crochets 〈·〉 désignent une moyenne sur toutes les histoires entre 0 et t,

– et sa valeur moyenne intégrée au cours du temps

〈B〉s ≡

〈∫ t
0 dτ b(C(τ))e−sA

〉

〈e−sA〉 (B.2)

Typiquement, 〈B〉s augmente linéairement au cours du temps, mais en général, à moins

que s = 0, on a

∂t〈B〉s 6= 〈b〉s (B.3)

Dans cette annexe, nous présentons plusieurs méthodes pour accéder à ces deux moyennes,

soit en étudiant les vecteurs propres de l’opérateur d’évolution (en suivant par exemple Gi-

ardinà, Kurchan et Peliti [67]), soit, en utilisant une théorie de perturbation markovienne

(annexe I). Enfin, nous présentons un exemple où l’on peut déterminer la valeur moyenne à

temps intermédiaire

〈b(τ)〉s ≡
〈b(C(τ))e−sA〉

〈e−sA〉 (B.4)

à tout temps intermédiaire τ (dans cette expression 〈·〉 désigne toujours une moyenne sur

toutes les histoires entre 0 et t).
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TEMPS DANS L’ÉTAT-S

B.1 États propres

B.1.1 Définition

L’opérateur d’évolution WA s’écrit en fonction de ses vecteurs propres à gauche et à droite

|Ln〉 et |Rn〉
WA =

∑

n

λn|Rn〉〈Ln| (B.5)

avec λ0 > λ1 ≥ . . .. La valeur propre maximale λ0 est égale à l’énergie libre dynamique ψA(s).

Il est toujours possible de normaliser les vecteurs pour que

〈Ln|Rm〉 = δnm et 〈−|R0〉 = 1 (B.6)

Les états propres correspondants |L0〉 et |R0〉 permettent de déterminer les valeurs moyennes

〈b〉s et 〈B〉s.

B.1.2 Valeur moyenne au temps final

Par définition, partant d’un état initial |P0〉 =
∑

C P0(C)|C〉, on a

〈b〉s =
〈−|b̂ etWA |P0〉
〈−|etWA |P0〉

(B.7)

La limite de grands temps donne, avec les normalisations choisies

〈b〉s = 〈−|b̂|R0〉 (B.8)

L’état propre à droite |R0〉 s’interprète donc comme la distribution de probabilité associée

aux valeurs moyennes à temps final.

B.1.3 Valeur moyenne intégrée au cours du temps (1)

On peut estimer que la valeur moyenne intégrée 〈B〉s est donnée par la valeur moyenne

de b aux temps intermédiaires

〈b(τ)〉s avec 0 ≪ τ ≪ t (B.9)

où la moyenne 〈·〉s a toujours lieu sur les histoires entre 0 et t. Autrement dit, tout comme

en théorie quantique [67], on a

1

t
〈B〉s = 〈b(τ)〉s =

〈−|e(t−τ)WA b̂ eτWA |P0〉
〈−|etWA |P0〉

(B.10)

mais dans le régime 0 ≪ τ ≪ t

eτWA |P0〉 = eτψK(s)|R0〉 〈L0|P0〉 = eτψK(s)|R0〉 (B.11)

〈−|e(t−τ)WA = 〈−|R0〉 〈L0|e(t−τ)ψK (s) = 〈L0|e(t−τ)ψK (s) (B.12)
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On obtient ainsi
1

t
〈B〉s = 〈b(τ)〉s = 〈L0|b̂|R0〉 (B.13)

À la différence du résultat (B.8), b̂ est évalué entre les états propres 〈L0| et |R0〉. On a donc

besoin de ces deux vecteurs pour déterminer la valeur moyenne de b intégrée au cours du

temps dans l’état-s. Si la dynamique est réversible, on verra qu’il suffit de connâıtre |R0〉 car

dans ce cas |L0〉 = P̂−1
eq |R0〉.

B.1.4 Valeur moyenne intégrée au cours du temps (2)

Une autre manière d’accéder à la valeur moyenne intégrée au cours du temps est d’utiliser

∂t〈B〉s = ∂t∂h〈ehB〉s|h=0 (B.14)

= ∂t∂h
〈−|et(WA+hb̂)|P0〉
〈−|etWA |P0〉

∣∣∣∣∣
h=0

(B.15)

= ∂t∂h
etλ0(h)〈L0(h)|P0〉

etλ0〈L0|P0〉

∣∣∣∣∣
h=0

(B.16)

∂t〈B〉s = ∂hλ0(h)|h=0 (B.17)

où 〈L0(h)| et λ0(h) désignent les éléments propres de l’opérateur perturbé WA + hb̂. D’après

la théorie de perturbation (pour un opérateur non-hermitien, annexe I), le premier ordre de

perturbation ∂hλ0(h)|h=0 de la valeur propre λ0(h) est précisément

∂t〈B〉s = 〈L0|b̂|R0〉 (B.18)

ce qui correspond au résultat trouvé précédemment : on a identité entre la valeur moyenne à

temps intermédaire et la valeur moyenne intégrée au cours du temps.

B.1.5 Dans l’état stationnaire non-modifié

Dans l’état stationnaire non-modifié (s = 0), les vecteurs propres à droite et à gauche sont

|R0〉 = |Pst〉 et 〈L0| = 〈−|. En particulier

∂t〈B〉 = 〈−|b̂|Pst〉 = 〈b〉 (B.19)

Les deux moyennes de l’observable b cöıncident. Ceci n’est plus vrai pour les cumulants d’ordre

supérieur. Ainsi, pour un ensemble de particules sur L sites qui se créent et se détruisent avec

des taux c et 1− c, les fonctions génératrices des cumulants du nombre n de particule intégré

ou non au cours du temps s’écrivent

1

L
ln
〈
ehn
〉

= ln
(
1 − c(1 − eh)

)
(B.20)

1

Lt
ln
〈
eh

R t

0
n
〉

=
1

2

[
h− 1 +

√
(h− 1)2 + 4 c h

]
(B.21)
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TEMPS DANS L’ÉTAT-S

B.2 Bilan détaillé

Lorsque la dynamique vérifie le bilan détaillé, l’opérateur d’évolution est symétrisable et

il est possible d’obtenir un lien entre les valeurs moyennes finales et intégrées au cours du

temps, pour faible s.

B.2.1 Vecteurs propres à gauche et à droite

En général 〈Ln| n’est pas le transposé de |Rn〉 et on ne peut pas faire le lien entre ces

deux états propres. Pour s = 0, et pour une dynamique d’équilibre (bilan détaillé) on a

W† = P̂−1
eq WP̂eq et les états propres à gauche s’expriment en fonctions des états propres à

droite

|Ln〉 = P̂−1
eq |Rn〉 (B.22)

Pour n = 0, on retrouve bien |−〉 = P̂−1
eq |Peq〉

Un autre cas où on peut expliciter un tel lien et celui des état-s associés à K en présence

de bilan détaillé. On a

W
†
K = P̂−1

eq WK P̂eq (B.23)

et (B.22) est toujours valide. Plus généralement, si la quantité A s’écrit, pour une histoire

A =

K∑

k=0

α(Ck → Ck+1) +

∫ t

0
dτ a(C(τ)) (B.24)

avec

α(C → C′) = α1(C) + α2(C′) (B.25)

l’opérateur d’évolution correspondant a pour éléments

(WA)C′C = e−sα(C→C′)W (C → C′) − δCC′

[
r(C) + sa(C)

]
(B.26)

et on vérifie que l’opérateur diagonal

(Q̂)C′C = Peq(C)e−s[α2(C)−α1(C)] δCC′ (B.27)

permet de symétriser WA

W
†
A = Q̂−1WAQ̂ (B.28)

et de faire le lien entre les états propres à gauche et à droite suivant

|Ln〉 = Q̂−1|Rn〉 (B.29)
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B.2.2 Perturbations au premier ordre en s

Si la dynamique vérifie le bilan détaillé, on a vu que 〈b〉s=0 = ∂t〈B〉s=0. Lorsque s est

associé à K, on peut en fait déterminer le lien entre les premiers termes des développements

de 〈b〉s et de ∂t〈B〉s pour s faible. Précisément :

〈b〉s = 〈b〉 + sb(1) + . . .

∂t〈B〉s = 〈b〉 + sB(1) + . . .

}
avec b(1) =

1

2
B(1) (B.30)

En effet, en notant |R〉 =
∑

C R(C, s)|C〉, et en utilisant |L〉 = P̂−1
eq |R〉, on a





〈b〉s = 〈−|b̂|R〉 =
∑

C
b(C)R(C, s)

∂t〈B〉s = 〈L|b̂|R〉 =
∑

C
b(C)R(C, s)2/Peq(C)

(B.31)

De plus, on peut écrire pour s proche de 0 un développement de la forme

R(C, s) = Peq(C) + sf(C) + . . . (B.32)

de sorte que 



〈b〉s = 〈b〉 + s
∑

C
b(C)f(C) + . . .

∂t〈B〉s = 〈b〉 + 2s
∑

C
b(C)f(C) + . . .

(B.33)

d’où le résultat annoncé. Il n’y a en revanche pas de relation simple entre les termes suivants

des développements.

L’égalité b(1) = 1
2B

(1) s’écrit ∂s〈b〉s|s=0 = 1
2∂t∂s〈B〉s|s=0, c’est-à-dire encore, en terme de

la variable K :

〈bK〉c =
1

2
∂t〈BK〉c (B.34)

où les moyennes sont dans la dynamique non-modifiée (s = 0).

B.2.3 Une autre symétrie

On considère maintenant deux observables b1(C) et b2(C), ainsi que leur version intégrée

dans le temps B1 et B2. On cherche à effectuer le lien entre 〈b1B2〉c et 〈b2B1〉c. Comme

précédemment, on part de l’expression

〈b1B2〉c = ∂h
〈b1ehB2〉
〈ehB2〉

∣∣∣∣
h=0

(B.35)

= ∂h
〈−|b̂1et(W+hb̂2)|P0〉
〈−|et(W+hb̂2)|P0〉

∣∣∣∣∣
h=0

(B.36)

On se place à s = 0. Pour l’instant, on ne suppose pas que la dynamique vérifie le bilan

détaillé. On note λn(h), 〈Ln(h)|, |Rn(h)〉 les éléments propres de l’opérateur modifié W+hb̂2.

On vérifie que (B.36) mène à :

〈b1B2〉c = 〈−|b̂1|R(1)
0 〉 (B.37)
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où |R(1)
0 〉 est le premier ordre en perturbation de |R0(h)〉, qui vaut

|R(1)
0 〉 = ∂h|R0(h)〉 |h=0 = −

∑

n≥1

〈Ln|b̂2|R0〉
λn

|Rn〉 (B.38)

et au final

〈b1B2〉c = −
∑

n=1

〈−|b̂1|Rn〉〈Ln|b̂2|R0〉
λn

(B.39)

〈b2B1〉c = −
∑

n=1

〈−|b̂2|Rn〉〈Ln|b̂1|R0〉
λn

(B.40)

où la deuxième relation est obtenue de la même manière (les indices 1 et 2 jouent un rôle

muet). En général, ces deux expressions sont différentes.

En revanche, si le bilan détaillé est vérifié, on voit grâce à |Ln〉 = P̂−1
eq |Rn〉 et |R0〉 = |Peq〉

que

〈b1B2〉c = 〈b2B1〉c = −
∑

n=1

〈−|b̂1|Rn〉〈Rn|b̂2|−〉
λn

(B.41)

Autrement dit, si la dynamique est réversible, mesurer b1 après avoir pondéré par B2 revient

au même que mesurer b2 après avoir pondéré par B1.

B.2.4 Utilisation de la symétrie

On peut utiliser la symétrie (B.41) pour fournir une autre preuve de l’égalité b(1) = 1
2B

(1).

On vérifie facilement en effet que

〈bK〉c = 〈bR〉c (B.42)

et que

∂t〈BK〉c = 〈bR〉c + 〈rB〉c (B.43)

où r(C) est le taux habituel de sortie de la configuration C et R la quantité intégrée corre-

spondante. D’après (B.34), il suffit donc de montrer que

〈rB〉c = 〈bR〉c (B.44)

mais c’est précisément vrai si la dynamique est réversible, d’après la symétrie du paragraphe

précédent.

B.3 Modèle A : état-s à tout temps intermédiaire

Nous illustrons sur un exemple l’importance du temps auquel la moyenne dans l’état-s est

effectuée (avec s conjugué à K). Le système considéré est décrit par un seul degré de liberté,

le nombre n de ses particules. Celles-ci peuvent se créer ou s’annihiler avec des taux

W (n→ n+ 1) = cL , W (n→ n− 1) = n (B.45)
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L’état stationnaire (s = 0) est une loi de Poisson discrète de paramètre cL : Peq(n) =

e−cl(cL)n/n!. Le paramètre c représente donc la densité de particules moyenne dans le système

c = 1
L〈n〉 aux grands temps à s = 0. On souhaite déterminer le nombre de particules moyen

ρ(s; τ, t) = 1
L〈n(τ)〉s dans l’état-s à temps intermédiaire 0 ≤ τ ≤ t, l’ensemble-s correspondant

à toutes les histoires se déroulant entre 0 et t. On suppose l’état initial poissonien avec densité

moyenne c0. On peut déterminer l’observable dans l’état-s ρ(s; τ, t) suivant

ρ(s; τ, t) = − 1

L
∂τ∂h

∣∣∣
0

〈
exp

[
− h

∫ τ

0
n
]〉
s

(B.46)

On note Nτ =
∫ τ
0 n. On s’intéresse à la quantité

Pn ≡ P (n, h, s, t) =

∫
dNτ e−hNτ P̂ (n,Nτ , s, t) (B.47)

qui est telle que
∑

n P (n, h, s, t) = 〈exp
[
− sK − h

∫ τ
0 n
]〉

.
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Fig. B.1 – Densité moyenne de particules dans le régime intermédiaire 0 ≤ τ ≤ t, dans

l’état-s associé aux histoires entre 0 t, pour le modèle A en champ moyen (c0 = 0.1, c = 0.2,

s = −0.5, t = 30).

Comme dans (1.59) et (1.76), l’équation d’évolution de Pn s’écrit

∂tPn = e−s
[
cLPn−1 + (n + 1)Pn+1

]
−
[
cL+ n+ hn θ(τ − t)

]
(B.48)

où θ est la fonction de Heaviside. D’après sa définition, Pn est une loi de Poisson c0L au

temps initial t = 0. Pour t > 0, on cherche Pn sous la forme d’un produit entre d’une loi de

Poisson normalisée, de paramètre Lρ0(t), et un poids exponentiel eLΨ(t), indépendant de n.

D’après ce qui précède, ce poids représente précisément eLΨ(t) = 〈exp
[
− sK − h

∫ τ
0 n
]〉

. Les

équations vérifiées par ces deux paramètres sont
{
ρ̇0 = c e−s −

[
1 + hθ(τ − t)

]
ρ0

Ψ̇ = ρ̇0 + e−sρ0 − c
avec les conditions initiales

{
ρ0(0) = c0

Ψ(0) = 0
(B.49)

En résolvant explicitement ces équations et en utilisant ρ(s; τ, t) = − 1
L∂τ∂hΨ

∣∣
h=0

, on obtient

(avec z = e−s)

ρ(s; τ, t) = c0
[
ze−τ + (1 − z)e−t

]
+ c
(
1 − e−τ

) [
zeτ−t + z2

(
eτ−t − 1

)]
(B.50)
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La densité à temps intermédiaire ρ(s; τ, t) présente trois régimes distincts (figure B.1).

– Un régime transitoire initial : pour t ≃ 0, τ ≃ 0, le système garde une densité ρ(s; τ, t) ≃
c0 proche de la densité au temps initial.

– Un régime stationnaire intermédiaire : pour 1 ≪ τ ≪ t, le système adopte une densité

stationnaire intermédiaire ρ(s; τ, t) ≃ c e−2s qui est également la densité moyennée au

cours du temps 1
L∂t〈

∫ s
0 n〉s.

– Un régime transitoire final : pour τ → t le système atteint une densité finale ρ(s; t, t) =

c e−s = 1
L〈n(t)〉s qui est celle de la distribution normalisée P̃A(C, s, t) (1.62).



Annexe C

Opérateurs de spin et espace des

aimantations

C.1 Espace des spins, espace des aimantations

C.1.1 Vecteur aimantation

À chaque configuration de spin σ = (σ1, . . . , σN ) on associe un vecteur

|σ〉 (C.1)

pour lequel on choisit le produit scalaire

〈σ|σ′〉 = δσ,σ′ (C.2)

À la distribution de probabilité P (σ, t) des configurations de spin on associe le vecteur

|ψ〉 =
∑

σ

P (σ, t)|σ〉 (C.3)

On note |σ| =
∑

i σi l’aimantation d’une configuration. On définit le vecteur |M〉 associé aux

configurations d’aimantation M par

|M〉 =
∑

|σ|=M
|σ〉 (C.4)

Le produit scalaire de tels états est

〈M |M ′〉 =

(
N

N+M
2

)
δM,M ′ (C.5)

C.1.2 Probabilité dans l’espace des aimantations

On suppose désormais que P (σ, t) évolue dans le temps avec des taux de transition qui

ne dépendent que de l’aimantation des configurations. Comme on l’a vu au paragraphe 2.1.2,

probabilité P (σ, t) n’est donc qu’une fonction de l’aimantation :

P (σ, t) = Pspins(M, t) (C.6)

141
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Dans l’espace des M , pour définir une probabilité normalisée P (M, t) :

1 =
∑

σ

P (σ, t) =
∑

M

∑

|σ|=M
Pspins(M, t) =

∑

M

(
N

N+M
2

)
Pspins(M, t) (C.7)

on pose donc

P (M, t) =

(
N

N+M
2

)
Pspins(M, t) (C.8)

On remarque qu’avec ces définitions, le vecteur |ψ〉 défini par (C.3) s’écrit directement

|ψ〉 =
∑

M

P (M, t)|M〉 (C.9)

C.1.3 Vecteurs duaux

Pour calquer la relation 〈σ|ψ〉 = P (σ, t), on cherche un vecteur 〈M̃ | tel que

〈M̃ |ψ〉 = P (M, t) (C.10)

On trouve simplement

〈M̃ | =

(
N

N+M
2

)−1

〈M | (C.11)

Ce vecteur vérifie

〈M̃ |M ′〉 = δM,M ′ (C.12)

Il serait possible de définir un nouveau produit scalaire entre les vecteurs aimantation, mais

cela n’apporte pas de simplifications.

C.1.4 Action des opérateurs M± sur les états |M〉

On définit les opérateurs d’aimantation

M± =
Mx ± iMy

2
avec Mx,y,z =

∑

i

σx,y,zi (C.13)

où les σx,y,zi sont les matrices de Pauli agissant sur le i-ème spin 1/2 de |σ〉. Leur action sur

les vecteurs aimantation est

M−|M〉 =
N −M + 2

2
|M − 2〉 (C.14)

M+|M〉 =
N +M + 2

2
|M + 2〉 (C.15)

On obtient par exemple la première de ces relations en écrivant

M−|M〉 =
∑

|σ|=M

∑

i

σxi
1 + σzi

2
|σ〉 =

(
nombre de spins ↓ dans |M − 2〉

)
|M − 2〉 (C.16)

car M− agit sur chaque configuration |σ〉 de |M〉 en la transformant en une configuration de

|M − 2〉, et chaque configuration de |M − 2〉 a été obtenue un nombre de fois égal au nombre

de ses spins ↓.
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C.2 Description des systèmes de spin

C.2.1 Taux de transition

On suppose que le taux de retournement d’un spin individuel ne dépend que de l’aiman-

tation de la configuration initiale

W (↑→↓) = w−(M) (C.17)

W (↓→↑) = w+(M) (C.18)

On sait déjà écrire (cf. paragraphe 2.1.5) à partir de l’équation mâıtresse (2.8) sur les σ

l’opérateur d’évolution correspondant

W = M−w−(Mz) +M+w+(Mz) − r(Mz) (C.19)

où r(C) est le taux de changement de configuration

r(C) =
∑

C′

W (C → C′) (C.20)

soit ici

r(M) =
N −M

2
w+(M) +

N +M

2
w−(M) (C.21)

On aimerait interpréter cet opérateur dans l’espace des aimantations, où les taux de transition

s’écrivent

W (M →M − 2) =
N +M

2
w−(M) (C.22)

W (M →M + 2) =
N −M

2
w+(M) (C.23)

C.2.2 Équations d’évolution dans l’espace des aimantations

Dans l’équation d’évolution de |ψ〉 on peut séparer l’espace des configurations en tranches

d’aimantation M fixée. En utilisant l’action (C.14-C.15) des opérateurs M± sur les vecteurs

|M〉, on obtient

∂t|ψ〉 =
∑

i,σ

{
σxi

1 − σzi
2

w+(σ) + σxi
1 + σzi

2
w−(σ)

}
P (σ)|σ〉 − r(Mz)|ψ〉 (C.24)

=
∑

i,M

{
σxi

1 − σzi
2

w+(M) + σxi
1 + σzi

2
w−(M)

}
Pspins(M)|M〉 − r(Mz)|ψ〉

∂t|ψ〉 =
∑

M

{
N +M + 2

2
w+(M)|M + 2〉+

N −M + 2

2
w−(M)|M − 2〉

}
Pspins(M) − r(Mz)|ψ〉 (C.25)
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Cette dernière expression (C.25) est cependant a priori incompatible avec une traduction

directe de l’équation mâıtresse dans l’espace des M

∂tP (M) = W (M − 2 →M)P (M − 2) +W (M + 2 →M)P (M + 2) − r(M)P (M) (C.26)

sous la forme d’une équation sur |ψ〉 que l’on aurait aimé écrire

∂t|ψ〉 =
∑

M

{
N −M

2
w+(M)|M + 2〉+

N +M

2
w−(M)|M − 2〉

}
P (M)|M〉 − r(Mz)|ψ〉 (C.27)

Un moyen de rendre les relations (C.25) et (C.27) compatibles est de réexprimer (C.25) sur

les vecteurs |M̃ 〉 en utilisant les relations

Pspins(M)|M − 2〉 =
N +M

N −M + 2
P (M)|M̃ − 2〉 (C.28)

Pspins(M)|M + 2〉 =
N −M

N −M − 2
P (M)|M̃ + 2〉 (C.29)

On obtient alors

∂t|ψ〉 =
∑

M

{
N −M

2
w+(M)|M̃ + 2〉+

N +M

2
w−(M)|M̃ − 2〉

}
P (M)|M〉 − r(Mz)|ψ〉 (C.30)

L’opérateur qui correspond à l’écriture directe (C.27) est donc le même que celui qui corre-

spond à (C.30), au changement de base près |M〉 7→ |M̃〉, qui ne modifie pas le spectre.



Annexe D

États cohérents de spin

Considérons un opérateur W qui s’exprime, à l’instar des opérateurs d’évolution rencontrés

au paragraphe 2.1.5, en fonction d’opérateurs de spin Mz, M+ et M−. Nous montrons dans

cette annexe qu’il est possible de déterminer le comportement aux grands temps de 〈etW〉
suivant

〈etW〉 ∼
∫

DmDφ exp

∫ t

0

{
Nφ∂tm+ W(m,φ)

}
(D.1)

où la fonction W(m,φ) s’obtient à partir de W. On suppose que les opérateurs de spin

agissent sur l’espace des spin j = N/2 (autrement dit : l’aimantation varie entre −j et j).

Suivant [88, 106], on définit l’état cohérent de spin |ζ〉 associé au nombre complexe ζ par :

|ζ〉 = exp
(
ζM+

)
| − j, j〉 (D.2)

où |−j, j〉 est l’état propre de Mz de plus basse aimantation. Ces états cohérents sont nor-

malisés selon 〈ζ|ζ ′〉 = (1 + ζ̄ ′ζ)2j et vérifient la relation de fermeture

1 =
2j + 1

π

∫
d2ζ

(1 + ζ̄ζ)2j+2
|ζ〉〈ζ| (D.3)

Leur action sur les opérateurs de spin est

N 2〈ζ|Mz|ζ〉 = j
z̄z − 1

z̄z + 1
, N 2〈ζ|M+|ζ〉 = j

z̄

z̄z + 1
, N 2〈ζ|M−|ζ〉 = j

z

z̄z + 1
(D.4)

où l’on a posé N = 〈z|z〉 = 1/(1 + z̄z). Aux grands temps, le comportement de 〈etW〉 est

donné par 〈ζf |etW|ζi〉, où |ζi〉 et |ζf 〉 sont deux états cohérents quelconques. En suivant la

procédure habituelle [42, 105], on insère dans l’écriture de 〈ζf |etW|ζi〉 un grand nombre de

relations de fermeture (D.3). La valeur moyenne de etW s’obtient au moyen d’une intégrale

fonctionnelle [121] sur deux champs m et φ, de la forme (D.1) :

〈etW〉 ∼
∫

DmDφ e−S[m,φ;t] (D.5)

où l’action S[m,φ] vaut

S[m,φ; t] = −
∫ t

0

{
2jφ∂tm+

〈ζ|W|ζ〉
〈ζ|ζ〉

}
(D.6)
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et l’état cohérent |ζ〉 est paramétrisé par

ζ = e−iφ cot
θ

2
avec m = cos θ (D.7)

Dans la limite N → ∞ la quantité 〈ζ|W|ζ〉/〈ζ|ζ〉 se trouve à l’ordre dominant en substituant

dans W les opérateurs Mz, M+ et M− par les fonctions suivantes :




Mz → Nm

M± → 1

2
N
√

1 −m2 e±φ ,
(D.8)

d’après (D.4) et (D.7). On retrouve les expressions (2.38) et (2.39) utilisées au paragraphe 2.1.6.



Annexe E

Théorie de Donsker-Varadhan et

énergie libre dynamique à la

Landau

On considère un processus de Markov de taux de transition W (C → C′) entre ses config-

urations {C}. Son état stationnaire Pst(C) est approximé, aux grands temps, par la mesure

expérimentale

µ̄(C, t) =

∫ t

0
dτ δC,C(τ) (E.1)

Cette quantité, qui dépend de l’histoire du système, représente le temps passé dans la config-

uration C entre 0 et t. C’est l’objet central de la théorie de Donsker-Varadhan [43] (voir [97]

pour une présentation). Pour“la plupart des histoires”, on a en effet limt→∞ 1
t µ̄(C, t) = Pst(C),

au moins dans le sens suivant : lim 1
t 〈µ̄(C, t)〉 = Pst(C). On vérifie en effet qu’à tout temps

∂t〈µ̄(C, t)〉 = P (C, t) (chaque membre de cette égalité dépend de l’état initial). La théorie de

Donsker-Varadhan donne les grandes déviations de la mesure expérimentale µ̄(C, t) dans la

limite de grands temps. Il y a des liens naturels entre cette théorie et l’approche présentée

dans cette thèse : considérons par exemple une observable b(C) qui dépend de la configuration

du système. La mesure expérimentale µ̄(C, t) fournit un lien entre b(C) et b(C(τ))

∑

C
b(C)µ̄(C, t) =

∫ t

0
dτ b(C(τ)) (E.2)

En d’autres termes, µ̄(C, t) est la mesure (normalisée à
∑

C µ̄(C, t) = t) telle qu’à tout temps,

〈b〉µ̄ =
∫ t
0 dτ b(C(τ)). [Pour toute mesure µ, on note 〈b〉µ =

∑
C b(C)µ(C) la moyenne de b dans

la mesure µ.] Dans cette annexe, nous montrons comment obtenir le paysage d’énergie libre

dynamique à la Landau (paragraphe 2.1.4) à partir de la théorie de Donsker-Varadhan. Les

résultats sont obtenus ici sans effectuer d’approximation de champ moyen.
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E.1 Donsker-Varadhan large deviation function

Aux grands temps, la probabilité que 1
t µ̄(C, t) soit égal à une certaine mesure µ(C) est

maximale pour µ(C) = Pst(C). Le but de la théorie de Donsker-Varadhan est de déterminer

les grandes déviations de la distribution de µ̄(C, t).

E.1.1 Énoncé du résultat

Le théorème de Donsker-Varadhan [43] affirme que dans la limite de grands temps

Prob
[
µ̄(C, t) = tµ(C)

]
= et J [µ] avec J [µ] = inf

ρ>0
〈ρ|W|ρ−1µ〉 (E.3)

où l’infimum est pris sur les mesures normalisées (〈−|ρ〉 = 1) et où on note |f〉 =
∑

C f(C)|C〉
pour toute fonction f de la configuration. Explicitement (cf. par exemple [97])

J [µ] = inf
ρ>0

∑

C,C′

{
W (C → C′)

ρ(C′)
ρ(C)

µ(C) − r(C)µ(C)δC′C
}

(E.4)

À l’équilibre (i.e. si W vérifie le bilan détaillé par rapport à une loi d’équilibre Peq(C))

l’infimum est atteint pour ρ = (µ/Peq)
1/2 et la fonction de grandes deviations s’écrit

J [µ] = 〈µ1/2|Wsym|µ1/2〉 (E.5)

où Wsym = P̂
−1/2
eq WP̂

1/2
eq est l’opérateur d’évolution symétrisé. Explicitement :

Jeq[µ] =
∑

C,C′

{[
W (C → C′)W (C′ → C)

]1/2
[µ(C)µ(C′)]1/2 − r(C)µ(C)δC′C

}
(E.6)

Nous supposerons dans la suite que de bilan détaillé est vérifié.

E.1.2 Lien avec l’approche opératorielle

Plutôt que de déterminer la probabilité “microcanonique” Prob
[
µ̄(C, t) = tµ(C)

]
= et J [µ]

on peut utiliser un champ h(C) dépendant de la configuration, conjugué à µ̄(C, t), et déter-

miner la fonction de partition “canonique” associée
〈
e

P

C h(C)µ̄(C,t)〉 ≡ etΨ[h]. Les fonctions de

grandes déviations Ψ[h] et J [µ] sont obtenus l’une de l’autre la transformée Legendre :

Ψ[h] = sup
〈−|µ〉=1

{
J [µ] + 〈h〉µ

}
(E.7)

où le supremum est pris sur toutes les mesures µ normalisées (〈−|µ〉 = 1) et 〈h〉µ = 〈−|ĥ|µ〉
est la moyenne de h par rapport à µ. De plus, d’après (E.2), on a

〈
e

P

C h(C)µ̄(C,t)
〉

=
〈
e

R t
0 dτ h(C(τ))

〉
(E.8)

∼ exp
{
tmax sp (W + ĥ)

}
(E.9)
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où ĥ est l’opérateur diagonal d’éléments h(C). On obtient

Ψ[h] = max sp (W + ĥ) (E.10)

= max sp (Wsym + ĥ) (E.11)

= sup
〈µ|µ〉=1

{
〈µ|Wsym|µ〉 + 〈µ|ĥ|µ〉

}
(E.12)

= sup
〈−|µ〉=1

{
〈µ1/2|Wsym|µ1/2〉 + 〈h〉µ

}
(E.13)

En comparant (E.7) et (E.13) on obtient bien l’expression d’équilibre (E.5) de J [µ]. Cette

approche canonique permet de faire le lien avec l’approche opératorielle du chapitre 2, mais

présente des problèmes d’inversion de transformée de Legendre, comme au paragraphe 2.1.4.

Dans la suite de cette annexe, nous conservons le point de vue “microcanonique” de Donsker

et Varadhan.

E.2 Énergie libre dynamique de Landau à s = 0

Pour une observable donnée b(C) la moyenne intégrée au cours du temps

B̄(t) =

∫ t

0
dτ b(C(τ)) (E.14)

se comporte en t〈b〉 aux grands temps. On peut s’intéresser à la distribution de probabilité

(pdf) de B̄(t), qui contient a priori plus d’informations sur la dynamique que la pdf de b(C)

dans l’état stationnaire. Dans la limite des grands temps, la pdf de B̄(t) évolue exponentielle-

ment en temps suivant

Prob
[
B̄(t) = tB

]
∼ e−tF(B) (E.15)

La fonction de grandes déviations F(B) s’obtient au moyen de la fonctionnelle J [µ] de

Donsker-Varadhan. En utilisant l’égalité B̄(t) =
∑

C b(C)µ̄(C, t), on a en effet

Prob
[
B̄(t) = tB

]
=
〈
δ
(
B̄(t) − tB

)〉
(E.16)

=

∫
dµ
〈
δ
(
B̄(t) − tB

)
δ
(
µ̄(C, t) − tµ(C)

)〉
(E.17)

=

∫
dµ δ

(∑

C
b(C)µ(C) − B

) 〈
δ
(
µ̄(C, t) − tµ(C)

)〉
(E.18)

=

∫
dµ δ

(
〈b〉µ − B

)
etJ [µ] (E.19)

et donc

F(B) = − sup
µ tel que
〈b〉µ=B

J [µ] (E.20)

Cette égalité donne l’équivalent du paysage d’énergie libre dynamique à la Landau pour un

système markovien quelconque (vérifiant le bilan détaillé).
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En champ moyen, à l’équilibre, et lorsque les taux de transitions s’expriment en fonction

d’une grande observable b (dans une limite de grands systèmes), alors, dans cette limite,

[µ(b)µ(b′)]1/2 ≃ µ(b) et (E.6) permet d’obtenir, comme attendu

F(b) = r(b) −
∑

b′

[
W (b→ b′)W (b′ → b)

]1/2
(E.21)

Cette relation généralise l’expression (2.25) obtenue pour les systèmes de spin.

E.3 Énergie libre dynamique de Landau pour s quelconque

On aimerait appliquer le raisonnement du paragraphe précédent à l’ensemble-s associé

à une variable extensive en temps A. Il n’est pas possible d’utiliser directement le résultat

de Donsker and Varadhan, car il ne s’applique qu’aux dynamiques qui conservent la prob-

abilité (et par exemple P̂A(C, s, t) satisfait une équation d’évolution qui ne conserve pas la

probabilité). Pour contourner ce problème, on considère d’abord une pondération de la dy-

namique associée à B̄2(s, t) =
∫ t
0 dτ b2(C(τ), s) où b2(C, s) est une observable qui dépend de

la configuration. Comme au paragraphe précédent,

〈
eB̄2(s,t)δ

(
B̄(t) − tB

)〉
=

∫
dµ
〈
δ
(
B̄(t) − tB

)
eB̄2(s,t) δ

(
µ̄(C, t) − tµ(C)

)〉
(E.22)

=

∫
dµ δ

(∑

C
b(C)µ(C) − B

)
et

P

C µ(C)b2(C,s) 〈δ
(
µ̄(C, t) − tµ(C)

)〉

(E.23)

=

∫
dµ δ

(
〈b〉µ − B

)
et
(
J [µ]+〈b2(s)〉µ

)
(E.24)

et donc (E.22) se comporte exponentiellement en temps selon ∼ e−tF(B,s), avec

F(B, s) = − sup
µ tel que
〈b〉µ=B

{
J [µ] + 〈b2(s)〉µ

}
(E.25)

On peut maintenant utiliser la relation (3.6), qui implique que les moyennes sur les his-

toires pondérées par e−sA sont égales à celles pondérées par eB2(s,t), dans une dynamique

s-modifiée, de taux Ws and rs donnés en (3.4-3.5), et avec b2(C, s) = rs(C)− r(C). On obtient〈
e−sAδ

(
B̄(t) − tB

)〉
∼ e−tFA(B,s) avec

FA(B, s) = − sup
µ with
〈b〉µ=B

JA[µ, s] (E.26)

et

JA[µ, s] =
∑

C,C′

{
e−

s
2
[α(C,C′)+α(C′,C)]

[
W (C → C′)W (C′ → C)

]1/2
[µ(C)µ(C′)]1/2 − r(C)µ(C)δC′C

}

(E.27)
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La quantité FA(B, s) représente une énergie libre dynamique de Landau à s 6= 0, similaire à

celle du chapitre 2 mais hors du cadre champ-moyen. De plus, par souci de simplicité, nous

avons présenté les résultats en supposant vérifié le bilan détaillé, mais ils ne dépendent pas

de cette hypothèse. Par exemple, la relation (E.26) est valide de manière générale avec

JA[µ, s] = inf
ρ>0

∑

C,C′

{
e−sα(C,C′)W (C → C′)

ρ(C′)
ρ(C)

µ(C) − r(C)µ(C)δC′C
}

(E.28)

Enfin, les résultats précédents donnent également une généralisation du théorème de Donsker-

Varadhan (E.3) dans le cadre d’une statistique sur les histoires dans l’ensemble-s :

〈
e−sAδ

(
µ̄(C, t) − tµ(C)

)〉
= et JA[µ,s] avec JA[µ, s] = inf

ρ>0
〈ρ|WA|ρ−1µ〉 (E.29)

et JA[µ, s] = 〈µ1/2|Wsym
A |µ1/2〉 lorsque WA peut être symétrisé.
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Annexe F

Spectre d’un opérateur quadratique

en a et a†

On cherche à déterminer le spectre d’un opérateur Ĥ quadratique en les opérateurs

bosoniques a et a† de création et d’annihilation :

Ĥ = Xa2 + 2Za†a+ Y (a†)2 (F.1)

On s’intéresse à la situation où ∆2 = Z2 − XY est positif et Y 6= 0 (ces hypothèses sont

vérifiées pour la partie quadratique des opérateurs d’évolution du type WA, et assurent que

H possède un spectre borné inférieurement). Lorsque Ĥ est hermitien (X = Y ), son spectre

peut s’obtenir par une transformation de Bogoliubov. Dans le cas plus général où Ĥ n’est pas

hermitien, nous allons déterminer son spectre au moyen de deux transformations de similitude

successives. On considère tout d’abord

Q1 = e
Z−∆
2Y

a2 , (F.2)

qui laisse a inchangé et agit sur a† suivant :

Q−1
1 a†Q1 = a† − Z − ∆

Y
a (F.3)

Cette transformation de similitude élimine le terme en a2 de Ĥ :

Ĥ1 = Q−1
1 ĤQ1 = Y (a†)2 + 2∆a†a+ ∆ − Z (F.4)

De même, l’opérateur

Q2 = e−
Y
4∆

(a†)2 (F.5)

laisse a† inchangé et agit sur a suivant :

Q−1
2 aQ2 = a− Y

2∆
a† (F.6)

Cette transformation de similitude élimine le terme en (a†)2 de Ĥ1 :

Ĥ2 = Q−1
2 ĤQ2 = 2∆a†a+ ∆ − Z (F.7)
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Les transformations (F.3) et (F.6) ne changent pas le spectre de Ĥ. Son fondamental est

donné en particulier par

min Sp Ĥ = ∆ − Z =
√
Z2 −XY − Z (F.8)



Annexe G

Ansatz de Bethe pour les modèles

d’exclusion

On considère un modèle d’exclusion symétrique de L sites avec conditions aux limites

périodiques (chapitre 7). L’opérateur WQ associé au courant total Q traversant le système

s’écrit en termes des matrices de Pauli (opérateurs de spin 1/2) :

WQ(s) =
L∑

i=1

[
σiσi+1 − 1

2
+ esσ+

i σ
−
i+1 + e−sσ−i σ

+
i+1

]
(G.1)

La fonction de grandes déviations ψQ(s) est la valeur propre maximale de WQ(s). Comme

WQ(s) conserve le nombre de particules, on peut déterminer ses fonctions propres sur chaque

sous-espace qui possède un nombre N fixé de particules. En suivant [70, 34, 35], on peut

chercher le spectre de WQ(s) en utilisant la méthode de Bethe. On note φ(x1, . . . , xN ) un

état dont les N particules sont situées en x1 < . . . < xN . L’Ansatz de Bethe consiste à

remarquer que :

φ(x1, . . . , xN ) =
∑

P∈SN

AP ζ
x1
P1
. . . ζxNPN (G.2)

est un état propre de WQ(s) de valeur propre

ψQ(s) = −2N + e−s
[
ζ1 + . . .+ ζN

]
+ es

[
1

ζ1
+ . . .+

1

ζN

]
(G.3)

dès lors que :

A2,1,3...,L = S1,2 A1,2,3...,L

A2,3,1...,L = S1,2 S1,3 A1,2,3...,L (G.4)

A1,3,2...,L = S2,3 A1,2,3...,L

etc . . .

A1,2,...,L a une valeur arbitraire qui fixe la normalisation de φ et Si,j est “l’amplitude de

diffusion” à deux corps :

Si,j = −e
s − 2ζj + e−sζiζj
es − 2ζi + e−sζiζj

(G.5)
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Elle vérifie :

φ(x1, x2)/A1,2 = ζx1
1 ζx2

2 + S1,2 ζ
x1
2 ζx2

1 (G.6)

Les équations de Bethe sont les deux conditions suivantes, déduites de (G.2,G.4) et des

conditions aux limites périodiques :

ζLi =
∏

j=1..N
j 6=i

Sj,i (G.7)

1 =
∏

j=1..N

ζj (G.8)

Pour chaque solution ζ1, . . . , ζN de (G.7,G.8), ψQ(s) donné par (G.3) est valeur propre de

WQ(s) pour le vecteur propre (G.2). On cherche l’unique solution (d’après Perron-Frobenius)

telle que ψQ(0) = 0 c’est-à-dire telle que les ζi tendent vers 1 lorsque s tend vers 0.

Pour les fluctuations de K dans le SEP, il suffit de remplacer les relations (G.1), (G.3) et

(G.5) respectivement par :

WK(s) =

L∑

i=1

[
σiσi+1 − 1

2
+ e−sσ+

i σ
−
i+1 + e−sσ−i σ

+
i+1

]
(G.9)

ψK(s) = −2N + e−s
[
ζ1 + . . .+ ζN

]
+ es

[
1

ζ1
+ . . .+

1

ζN

]
(G.10)

Si,j = −e
s − 2ζj + e−sζiζj
es − 2ζi + e−sζiζj

(G.11)

Les équations de Bethe à résoudre étant toujours données par (G.7,G.8).

Pour le TASEP, les équations de Bethe ont la même forme que (G.7,G.8) mais la fonction

génératrice s’écrit :

ψTASEP
Q (s) = −N + e−s

[
1

ζ1
+ . . .+

1

ζN

]
(G.12)

et l’amplitude à deux corps :

STASEP
i,j = −e

−s − ζj
e−s − ζi

(G.13)

La première équation de Bethe prend la forme simple :

ζ−Li (e−s − ζi)
N = (−1)N−1

∏

j=1..N

(e−s − ζj) (G.14)

Derrida et Lebowitz ont montré [34] qu’il est possible de résoudre (G.12-G.14) et de déter-

miner exactement la fonction ψQ(s)
(

= ψK(s)
)

dans ce système.



Annexe H

Ansatz de Bethe continu

Nous détaillons dans cette annexe l’obtention du développement limité de ψK(s) pour

le SEP au voisinage de s = 0− par l’Ansatz de Bethe, dans sa version continue proposée

par Baxter [7], bien adaptée pour décrire la limite des grands systèmes. Nous reprenons les

notations du paragraphe 7.2.4, où le développement de ψK(s) avait été obtenu au premier

ordre
1

L
ψK(s) = −2ρ(1 − ρ)s+ o(s) (H.1)

À l’ordre suivant en s, les inconnues ρ0(k) et Q0 sont remplacées par ρ(k) = ρ0(k) + δαρ1(k)

and Q = Q0 + δβQ1, où les puissances α et β sont pour l’instant laissées libres, et ne sont pas

forcément entières (le résultat (7.31) pour Q nous avertit déjà que les développements aux

petits s ne sont pas forcément analytiques).

Le point délicat vient de l’existence de deux limites à prendre dans les équations de

Bethe (7.36) : on s’intéresse à leur développement pour δ → 0, dans une limite où les ki se

répartissent continûment sur un segment [−Q0, Q0]. Si on effectue näıvement le développe-

ment δ ∼ 0 sous la somme qui apparâıt en prenant le logarithme de (7.36), les équations

deviennent

k =2P
∫ Q

−Q
dk′ρ(k′)

1 − kk′

k − k′

+
δ2

6
(1 − k2)P

∫ Q

−Q
dk′ρ(k′)

(1 − k′2)(k2 + k′2 + 2kk′ − 4)

(k − k′)3
+ O(δ4)

(H.2)

ce qui implique α = 2 et donne

P
∫ Q0

−Q0

dk′
ρ1(k

′)
k − k′

= − 1

12
P
∫ Q0

−Q0

dk′ρ0(k
′)

(1 − k′2)(k2 + k′2 + 2kk′ − 4)

(k − k′)3
, (H.3)

en utilisant l’égalité ∫ Q0

−Q0

dkρ1(k) = 0 (H.4)

qui provient de la condition
∫ Q
−Q dkρ(k) = ρ. Le second membre de (H.3) n’est pas défini

mathématiquement (la partie principale est infinie), ce qui signifie que le développement
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n’est pas valide. Il faut en réalité d’abord se placer dans une limite où les ki se répartissent

densément sur [−Q0, Q0], et ne pas effectuer de développement en puissance de δ sous les

sommes qui proviennent du logarithme de (7.36). On obtient l’équation

δk = 2δ P
∫ Q

−Q
dk′ρ(k′)

1 − kk′

k − k′
+R(k, δ) (H.5)

où le “reste”R(k, δ) a pour expression

R(k, δ) = −kδ + P
∫ Q

−Q
dk′ρ(k′)

1

i
ln

[
− 1 − 2 cos δeikδ + ei(k+k

′)δ

1 − 2 cos δeik′δ + ei(k+k′)δ

]
(H.6)

Dans l’intégrant, l’argument du logarithme est de module unité. Il s’agit maintenant de

déterminer un développement limité de cette expression. La première contribution à (H.6)

est donnée par les ordres dominants ρ0 et Q0 de ρ(k) et Q

R0(k, δ) = −kδ + P
∫ Q0

−Q0

dk′ρ0(k
′)

1

i
ln

[
− 1 − 2 cos δeikδ + ei(k+k

′)δ

1 − 2 cos δeik′δ + ei(k+k
′)δ

]
(H.7)

comme on l’a déjà remarqué, au premier ordre :

R0(k, δ) = 0 + o(δ) (H.8)

Pour obtenir l’ordre suivant, il est plus facile d’analyser la dérivée de R0(k, δ) par rapport à

δ (la différentiabilité est assurée par (H.8)). On obtient une expression de la forme

∂R0(k, δ)

∂δ
= −k + P

∫ Q0

−Q0

dk′ρ0(k
′)Φ(k, k′, δ) (H.9)

où Φ(k, k′, δ) est une fonction réelle définie pour k et k′ appartenant à [−Q0, Q0], sans sin-

gularité tant que δ > 0. Le tracé de Φ(k, k′, δ) (figure H.1) montre que la fonction développe

une oscillation assez fine autour de k = k′ à mesure que δ s’approche de 0.

Loin de k = k′, Φ(k, k′, δ) ne dépend plus de δ pour de petites valeurs de δ. À l’inverse,

autour de k = k′, Φ se comporte en

Φ(k, k′, δ) ∼ δ−1Φ̃(k, (k − k′)δ−1) pour k fixé et δ → 0 , (H.10)

comme illustré sur la figure H.2.

On remarque que les deux extrema de Φ sont séparés d’une distance ∼ δ, mais qu’ils

sont étalés autour de k = k′ sur une distance bien plus large, d’ordre
√
δ. Cette différence

de comportement nous suggère d’étudier séparément dans l’intégrale (H.9) sur les régions

[k −
√
δ, k +

√
δ] et [−Q0, k −

√
δ] ∪ [k +

√
δ,Q0], en effectuant le découpage

∫ Q0

−Q0

dk′ =

∫

|k′|<Q0

|k′−k|>
√
δ

dk′ +
∫

|k′|<Q0

|k′−k|<
√
δ

dk′ (H.11)



159

-0.75 -0.5 -0.25 0.25 0.5 0.75

-30

-20

-10

10

20

30

Φ(k, k′, δ)

k′

Fig. H.1 – Tracé de Φ(k, k′, δ) en fonction de k′ pour k = 0.4, ρ = 0.2 et différentes valeurs

de δ proches de 0. Ces tracés illustrent la manière dont Φ développe une oscillation de plus

en plus forte autour de k = k′ pour δ → 0 (la plus faible de δ correspond à l’oscillation la plus

forte, et inversement). Comme on l’indique sur la figure (H.2), les extrema de l’oscillation ont

une hauteur ∼ δ−1 et sont séparés d’une distance ∼ δ.

-4 -2 2 4

-1

-0.5

0.5

1

u

δ Φ(k, k + uδ, δ)

Fig. H.2 – Tracé de Φ(k, k′, δ) autour de k = k′ en fonction de u = (k′ − k)/δ à k = 0.4 fixé,

ρ = 0.2 et pour différentes valeurs de δ. Le changement de variable permet d’éliminer tout

comportement dangereux de l’oscillation autour de k = k′.
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Intégrale (H.9) pour |k′ − k| >
√
δ :

Le développement de Φ s’écrit

Φ(k, k′, δ) =
1 − kk′

k − k′
− (1 − k2)(1 − k′2)

(
4 − (k + k′)2

)

2(k − k′2)
δ2 + O(δ4) (H.12)

En utilisant les primitives (valides pour |k| < Q0 ≤ 1, |k′| < Q0 ≤ 1)

∫
dk′

√
Q2

0 − k′2

k′ − k
=
√
Q2

0 − k2 − k arcsin
k′

Q0
−
√
Q2

0 − k2argcosh
Q2

0 − kk′

Q|k − k′|
∫
dk′

√
Q2

0 − k′2

k′ − 1
=
√
Q2

0 − k2 − k arcsin
k′

Q0
+
√
Q2

0 − k2 arccos
Q2

0 − k′

Q(1 − k′)

(H.13)

et la décomposition

1 − kk′

(1 − k′2)(k − k′)
=

1

k − k′
+

1

2(1 + k′)
− 1

2(1 − k′)
(H.14)

on trouve ∫

|k′|<Q0

|k′−k|>
√
δ

dk′ ρ0(k
′)Φ(k, k′, δ) = − 2k(1 −Q2)

π(1 − k2)
√
Q2

0 − k2

√
δ + O(δ3/2) (H.15)

Intégrale (H.9) pour |k′ − k| <
√
δ :

Sur cet intervalle, on développe Φ(k, k′, δ) après le changement de variable k′ = k + uδ de

manière à extraire tout comportement dangereux de l’oscillation de Φ (cf. figure H.2)

δΦ(k, k + uδ, δ)ρ0(k + uδ) = − 1

π

u
√
Q2

0 − k2

u2 + (1 − k2)
(H.16)

+
ku2

π

(1 − k2)(1 + 2k2 − 3Q2
0) + (1 −Q2

0)u
2

(1 − k2)
√
Q2

0 − k2
(
u2 + (1 − k2))

δ + O(δ2)

Alors, grâce aux primitives
∫
du

u

u2 + (1 − k2)2
=

1

2
ln
(
u2 + (1 − k2)2

)

∫
du u2 (1 − k2)(1 + 2k2 − 3Q2

0) + (1 −Q2
0)u

2

u2 + (1 − k2)
= u

(1 − k2)3 − (1 −Q2
0)u

2

u2 + (1 − k2)

+ (1 − k2)2 arctan
u

1 − k2

(H.17)

on trouve
∫

|k′|<Q0

|k′−k|<
√
δ

dk′ ρ0(k
′)Φ(k, k′, δ) =

2k(1 −Q2)

π(1 − k2)
√
Q2

0 − k2

√
δ − k(1 − k2)√

Q2
0 − k2

δ + O(δ3/2) (H.18)

Dans l’addition des résultats (H.15) et (H.18), les termes en
√
δ s’éliminent. Finalement,

en revenant à (H.8) et (H.9), on arrive à l’expression suivante

R0(k, δ) = δk − 1

2

k(1 − k2)√
Q2

0 − k2
δ2 + O(δ3/2) (H.19)
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dont on déduit α = 1 (à comparer à la valeur α = 2 du développement näıf). Ceci permet de

déterminer l’équation vérifiée par la perturbation ρ1 :

P
∫ Q0

−Q0

dk′
ρ1(k

′)
k − k′

=
k

4
√
Q2

0 − k2
(H.20)

Cette équation intégrale (à bornes finies) se résout par exemple en utilisant la méthode

exposée par Tricomi [129, p.176]

ρ1(k) =
1

2π2

1√
Q2

0 − k2

(
Q0 − kargth

k

Q0

)
+ Cφ(k) (H.21)

La solution générale laisse la constante C devant φ(k) = 1√
Q2

0−k2
est indéterminée. Cette

fonction vérifie en effet :

P
∫ Q0

−Q0

dk′
φ(k′)
k − k′

= 0 (H.22)

Dans notre contexte, C est déterminée grâce à la condition (H.4), qui implique C = 0. Au

final, on trouve

ρ1(k) =
1

2π2

1√
Q2

0 − k2

(
Q0 − kargth

k

Q0

)
(H.23)

En rassemblant les résultats précédents dans (7.41), on arrive à l’expression suivante du

développement de ψK(s) :

1

L
ψK(s) =2e−s

∫ Q

−Q
dkρ(k) cos(δk) − 2ρ

= − 2ρ(1 − ρ)s +
27/2

3π
[ρ(1 − ρ)]3/2|s|3/2 + O(s2)

(H.24)

On peut confirmer le résultat numériquement (figure 7.2) ou analytiquement dans l’approche

du SEP par d’hydrodynamique fluctuante (paragraphe 7.3.3).



162 ANNEXE H. ANSATZ DE BETHE CONTINU



Annexe I

Théorie des perturbations pour un

opérateur markovien

Nous détaillons dans cette annexe la construction originale d’une théorie de perturbation

pour un opérateur markovien. La construction ressemble, sans y être équivalente, à la théorie

de perturbation quantique d’un opérateur hermitien. Au lieu de tirer parti de la diagonal-

isabilité de l’opérateur (qui n’est pas assurée), on utilise ses propriétés markoviennes. On

montre que dans le cas particulier où le bilan détaillé est vérifié, les deux constructions sont

équivalentes.

I.1 Notations

On considère un système markovien décrit par des taux de transition entre configurations

W0(C → C′). En posant r0(C) =
∑

C′ W0(C → C′), son opérateur d’évolution a pour éléments

de matrice

W0(C, C′) = W0(C′ → C) − r0(C)δ(C, C′) (I.1)

À l’ensemble {C} des configurations on associe une base orthonormée |C〉. On définit l’état

de projection

|1〉 =
∑

C
|C〉 (I.2)

Il vérifie 〈1|W0 = 0 ce qui montre que W0 admet un vecteur propre à droite de valeur propre

nulle

|P0〉 =
∑

C
P0(C)|C〉 tel que W0|P0〉 = 0 (I.3)

C’est l’état stationnaire, qui est unique si W0 est irréductible (ce que l’on suppose dans ce

qui suit). Le théorème de Perron-Frobenius assure que 0 est la valeur propre maximale de

W0, que l’état propre |P0〉 est unique et que ses coordonnées sont toutes de même signe (que

l’on choisit positif). On normalise |P0〉 suivant 〈1|P0〉 = 1.
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I.2 Perturbation au premier ordre

On s’intéresse à la perturbation de l’état “fondamental” |P0〉 de W0 par un opérateur W1 :

W = W0 + sW1 (I.4)

|P 〉 = |P0〉 + s|P1〉 +
1

2
s2|P2〉 + . . . (I.5)

λ = 0 + sλ
(1)
0 +

1

2
s2λ

(2)
0 + . . . (I.6)

L’équation aux valeurs propres W|P 〉 = λ|P 〉 donne au premier ordre en s l’équation sur |P1〉

W0|P1〉 = λ
(1)
0 |P0〉 − W1|P0〉 (I.7)

Alors

λ
(1)
0 = 〈1|W1|P0〉 (I.8)

Contrairement au cas quantique, l’orthogonalité ne joue pas de rôle dans la détermination

de la perturbation du fondamental. La seule chose importante est l’existence et l’unicité du

fondamental.

I.3 Perturbation au second ordre

Au second ordre, l’équation aux valeurs propres donne une équation sur |P2〉

W0|P2〉 = 2λ
(1)
0 |P1〉 + λ

(2)
0 |P0〉 − 2W1|P1〉 (I.9)

On en déduit l’expression de λ
(2)
0 en fonction de |P1〉

1

2
λ

(2)
0 = 〈1|W1|P1〉 − 〈1|W1|P0〉〈1|P1〉 (I.10)

L’équation (I.7) qui porte sur |P1〉 n’a pas une solution unique, car W0 a une valeur propre

nulle et n’est donc pas inversible. Si |P1〉 est une solution particulière, toutes les solutions

sont en fait de la forme :

|P1〉 + α|P0〉 (I.11)

Toutefois, quelle que soit la solution choisie, l’expression (I.10) de λ
(2)
0 reste inchangée.

I.4 Cas des taux de transition vérifiant le bilan détaillé

Lorsque le processus markovien non perturbé décrit une évolution vers un état d’équilibre

P0(C), les taux vérifient le bilan détaillé

P0(C)W0(C → C′) = P0(C′)W0(C′ → C) (I.12)
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qui implique que

P0(C)
1
2W0(C → C′)P0(C′)−

1
2 = P0(C′)

1
2W0(C′ → C)P0(C)−

1
2 (I.13)

En désignant par P0 la matrice diagonale d’éléments P0(C)δ(C, C′), on voit que

P
− 1

2
0 W0P

1
2
0 est une matrice symétrique (I.14)

Elle est donc diagonalisable dans une base orthonormale {|Xn〉}. Par unicité de l’état fonda-

mental, on a en particulier

|X0〉 = |P
1
2
0 〉 =

∑

C
P0(C)

1
2 |C〉 (I.15)

La décomposition sur les vecteurs propres s’écrit

P
− 1

2
0 W0P

1
2
0 =

∑

C
λ(0)
n |Xn〉〈Xn| (I.16)

Pour revenir à l’opérateur d’évolution initial, on pose |Yn〉 = P
− 1

2
0 |Xn〉 et 〈Zn| = 〈Xn|P

1
2
0 , de

sorte que

W0 =
∑

C
λ(0)
n |Yn〉〈Zn| avec : 〈Zn|Ym〉 = 〈Yn|Zm〉 = δn,m (I.17)

D’après (I.15), pour n = 0 les vecteurs |Yn〉 et 〈Zn| reprennent des valeurs connues

|Y0〉 = |P0〉 et 〈Z0| = 〈1| (I.18)

Enfin, il est facile de voir réciproquement que tout opérateur d’évolution vérifiant les rela-

tions (I.17) vérifie une relation de bilan détaillé.

Lorsque le bilan détaillé est vérifié, l’équation (I.7) sur la perturbation |P1〉 peut se résoudre

en projetant sur les vecteur |Yn〉. On obtient

|P1〉 = −
∑

n≥1

〈Zn|W1|P0〉
λ

(0)
n

|Yn〉 (I.19)

Il est alors possible de trouver l’expression de la perturbation d’ordre deux de l’état fonda-

mental
1

2
λ

(2)
0 = −

∑

n≥1

〈1|W1|Yn〉〈Zn|W1|P0〉
λ

(0)
n

(I.20)

Cette expression est valide même si P
− 1

2
0 W1P

1
2
0 n’est pas symétrique. Si P

− 1
2

0 W1P
1
2
0 est

symétrique, on retrouve l’expression standard de la théorie quantique des perturbations

1

2
λ

(2)
0 = −

∑

n≥1

|〈1|W1|Yn〉|2

λ
(0)
n

(I.21)
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P7 V. Lecomte, C. Appert-Rolland and F. van Wijland, compte rendu de la conférence
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Résumé
La thermodynamique étudie les fluctuations des configurations adoptées par un système, mais ce

point de vue n’est pas adapté aux situations où les fluctuations des histoires sont importantes.

Dans une première partie, nous adaptons le formalisme de Ruelle au cas des systèmes markoviens

en temps continu. Il apparâıt que tous les concepts de la théorie (fonction de partition dynamique,

pression topologique) s’obtiennent comme des fonctions de grandes déviations de certaines observables

extensives en temps. Nous développons une approche en champ moyen, basée sur la construction d’une

énergie libre dynamique à la Landau-Ginzburg, dont découlent toutes les observables de la théorie.

Nous exposons également un algorithme qui permet de les évaluer en dimension finie. L’application

de ces méthodes à des modèles de verres montre que l’état stationnaire de ces systèmes est situé

exactement au point d’une transition de phase dynamique du premier ordre (entre deux phases active

et inactive) ce qui justifie l’image heuristique de coexistence de phase dynamique proposée pour décrire

ces modèles.

La seconde partie traite spécifiquement des fluctuations de courant dans des systèmes pour lesquels

peu de résultats généraux sont disponibles : (i) un modèle de spins très loin de l’équilibre au contact

de deux bains thermiques, (ii) un modèle d’exclusion symétrique en dimension 1, (iii) des exemples de

systèmes superdiffusifs. Dans tous ces systèmes, nous déterminons le comportement en loi de puissance

de la fonction de grandes déviations et, lorsque c’est possible, la fonction de grandes déviations elle-

même ou les fonctions d’échelles qui correspondent à différents régimes de courant.

Summary
Thermodynamics is aimed at studying the fluctuations of configurations in physical systems. This

approach is not well fitted to systems where the fluctuations of the histories followed by the system

are also important.

In a first part, we translate the Ruelle formalism to the case of continuous-time Markov systems.

The main tools of the theory (dynamical partition function, topological pressure) appear as large

deviation functions of well-defined time-extensive observables. We develop a mean-field approach based

on a Landau-Ginzburg dynamical free energy construction, from which the main objects of the theory

are deduced in a natural way. We also present an algorithm which can be used to evaluate them

in finite dimension. In this context, we show that the steady state of glass formers takes place at a

first-order coexistence line between active and inactive dynamical phases, which justifies the heuristic

picture of dynamical coexistence of phase proposed to describe these models.

The second part deals specifically with current fluctuations in systems where few general results

had been obtained (i) a spin model driven very far from equilibrium ; (ii) the symetric exclusion

process in dimension one ; (iii) examples of superdiffusive systems. In these systems, we determine

the power behavior and, when possible, the scaling functions of the current large deviation function,

which correspond to different transport regimes in the system.
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