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������� ����!��	� �� �� 2��� ��� ��������� 6 ��������� �	 
����1 	��
����������� ����!�����!��	� ����� ��� ����!��� ��"���
��
��$ /� ��� ��������� �����
��1
�� ������� ���� �� ��8��� �� �	� ���� ��!!� 	�� ��!�����	�� 
���	�����1 �� ������	���
	�� ����!�����!��	� �	 
���� ��� �����
�� �"�� �� ����!�����!��	� �������	�$ .���	��
��� !����	� 
���	������ ����� ��������� ���� �	 ������
�� ��� ��	��� �� !����	� O !������ P
�Q ���� �����<�� �� 2��!� �� �� ������ ��� 
����� ����� �	� ��� ���������� ������!������� F��	�
���	!�����1 $ $ $ G$

�0>����8 �� &��+��� �� ) �!

.� !����	������ �� �� !������ �� 
����� ��� ��	"��� �� ��	��� �� ��!
��	��� ��K�	����$

.�	�� ������� ����� ��� �� ��
��
����� �� ������1 �	� �!����	� 	�� ������
	���� ��� ��!�
���
��� ��H������ ����� �� 
�����1 �� �	� ���� ���� ��K���� �� ����������� �� !����
�� ��!�
����$
.� ��2������ �������	� ���� �� ��!���� � ��� �
����� ���� �� ����
�� ������� �� ������ �� ��
F������ �� ���1 &'E*G ���� �� ����� ��� O ��	��	�� ��� ���� �	 R����� ����,����� �	,����	� S P$
�	���� �� ���"��� �� �����1 ��	� ��	� ��!!�� ���������� 6 �� ����������� ��������� ���� 	�

&



#  5���/�4

!����	 
���	�����$ .� �����!��� �� ����������� ��������� ��� ��8�� ��!!� �� !�	"�!���
�� 8��� ������	��� 6 ���"��� 	� �����
�!��� �� ������� ��	� 
������ ��	� �� ��!��� �H��
�� �� 
��"���$ .�����
�� ��� ����� �������� ���� ��� ���������� �	� �����3���� 	�� ����������
���
��	������ �� �����"������ ��� ������	���$ R���
T���� F	
��
����
 �� ���1 &'I'G ��  �!,
��� F������1 &''*G ��� �	����"��� ��������� ����	�� ��	� ��� �����!��� �� ��������� ��
����������� �� ����������� ��	�� 	���	� ������	�� �	 ���� �	 !����	 ����	�$ 0�	� ���������
��� �� ��!������ ��� ��	��� �������	��� �� ��	� ����������� �	 ��� �Q ��	���	�� ������	���
���������� �� !9!� ��!�� ���� �� ���	��	��$ �� ���"��� � ����� ���	 6 	�� �	
��������
F������ �� �
�
1 ())IG ���� ������� �� 	
�
��
�
�� ��
����
� � ������ ��� ���������

���� 	�� ����� ��� 7����� �� ������ �$

�! � �� !��%&�+�

���� 	� ���!��� ��������1 ���	!��� �� �	���	� ����� ������ ��� ������������� �	� �� �	,
7��1 ��	� ������ ��������� ��� ��H������ !������!�� ��������
��� �� �� ��
��
�����$ 0�	�
"������ ���	��� ��� ��H������ ����� �� !����
�	�� 	������� ���� �� !����	 ���	������1 ��	�
������� ��� �����!���� �� ��
��
����� �� �
����� ��� !����
�� ��!�
���� �� !������	� ��

�����$ .���	�� �� �� ����������� �� ������	��� ���� 	� �!����!��� �� ������� ��	� 
������
��������� �� ��������������� �� ���!����!��� �� ������� 	������$ ����� ��	��	�� ��	� ������
�
���!��� ���������1 ���� �� ���!��� ��������1 ��� ��H������� ���������� ��	� �!����!���
�� ������� �� ��� ��H������ ����!����� ���!������ �� �� ������������$ 4�8�1 ��	� ���!���,
���� �� �������� �� ���������� ��� �����!���� �� ��������� ���� ��� !����	� ����	�$ ��	�
����1 ����� 	�� ������������ ��� ���� �� ��������� 	�������� ��	� ������� ��� ���	��!���� ��
J	����1 ��	� ���	!����� ��� ��������	� ���	����� ��� ��	��� �������	��� �	 �	7�� �� �����	,
��!��� �� 
����� ���� ��� !����	� ����	� �	 6 ���"��� ��� �����	� ���
�������$
0�	� ������ ���	���1 ���� 	� ��	���!� ��������1 ��������� �� ���������2 ������!����� �	�
��	� �"��� !�� �	 ����� ��	� �������� ����� ��	��$ �"�� �� ���������21 ��	� �"��� ����,
������!��� ��� ����� ��	�� �	� �� ��������������� ��	� ��!�� !���� �� ��7�	� �� �	� ��
��������������� �� �� ���������� ��	� ���	�� �� ������	��� �� 2������� ��� ��H������ ��,
��!����� �� ������������$ 0�	� ������������ �� ������	����� ��� ���	����� �
���	� ���� ��
��	���!� ��������$
��	� ��!������ ����� ��	�� ������!������1 ��	� �"��� ��"������ ��� ���
��!!�� �� ��,
!	������ ���!������ �� ������	��� ����� ����������$ ��	�,�� ������ ��������� ���� 	�
�������!� ��������$ ����� �"��� ������ ����
�����!� �	� ��	� �"��� 	������ ��	� 
������ ���
�!����!���� �� �������1 ��	� ������	����� �� 2���������!��� �� ���!���!�������� �� ��	�
!������� �	!����	��1 ����	�� ��	� �� ��! �� O !������ 4"���,���"�� P �� O ����!��	�
!����	����� �� ������� !����� P$ 0�	� �
�������� ��� �"����
�� �� ��� ��!���� �� ��� !�,
������ ����� �	� ��� �������	�� ������!������� ��	"��� 9��� !���� �� ����� ��	� �!�������
���K������ �� �� ��������� ��� ���������� ����� ������	���$
���� 	� �	�����!� ��������1 ��	� ������������ ��� ���	����� �� ��� ��H������� ��!	�������$
0�	� !��������� �� "������� ��� !������ 	������� ��� ��!�������� ��� ���	����� �"�� ��	�
�
���	� ������!������!���$ 0�	� ��!��������� ����� ����	�� ������!������ ��� ���������
�� ��"��� ����!����� ������	�� ��K����!��� �����<��
��� ������!������!���$



 5���/�4 *

4�8�1 ���� 	� ����	��!� �� ������� ��������1 ��	� ������������ 	�� ����������� �������,
����� �� �� ����������� ��������� �� 
����� ���� 	� �!����!��� �� ������� ��	� ���
��$
0�	� !������� �� �"������ �� �����
����� ��	������� �� ���� �����	��!��� ��	� �
����� ���
!����
�� ��!�
���� �� ������	���$ ���� ���� ����� �����
�� �����
������� ��	� !����
�	�
���	������ �K���� �� ��	 ��U��	�$ ��	� �� 2����1 ��	� ����������� ��� !����
�� �� ������	���
�	 !���� �� ��� ���
��!!�� �� ��!	������$
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��
�� 111 ������ �� �����

���� �� ���!��� ��������1 ��	� ���������� �� �������� �� �� ���"��� �� �����$ 0�	� ���������
��	� ���
��� ��� ��H������ !������!�� �� ��� ��"����� !������� ���!������ �� !����
�� ��
!������	� ������� ����� �	� ��� ���!���� ����������� 6 �� ��������������� ��� !����	� ����	�$
0�	� 2������ ���	��� 	� ���� ��� ������������� �	� ��� ���	��!���� ���� ��� !����	� ����	�
�� ��	� ���	!��� ��� ��������	� ���	����� ��� ��	��� �������	���$

��� ������� �� �������� !�

����� ������	 
	 ����
���� ����
	�

�����
�� ��
��8� �������� 	�� �	
������ ��!�
��� 6 ������ �� ��	� �	 �� ��	���	�� ��
��,
������ F���� �� ���1 &''&G$ .��
7����21 �	 2�
������ �	� ������� ��� !����
��1 ��� ���
�����
	� ����	�� ��	�� �	����� ������$ ��	� ����1 �� ���� 9��� ����
��1 ��	� �	 ���
 �	 ������,
�	� �����
�������1 �� !�3������ ���2����!��� �� ��!�������� �	 !����
� F��� �� ���1 &'')G$
���� �	� ���!�� ����� �� �����<��� 	� �"���	�� �����2��� �� �����	�1 �� !���� �	 ������
	�� �������� ���!��	�$ ��� ���!���1 ���� �����	����� ����!���	���	�1 	�� ��	�� ��
�����
�� ��!���!�� ��	� �������� ��	� �� 5 �	 10 ��
�������� �	� ���� !����
�� ���� ��� �����

��� �����!�����$ ����	� �� ��� ��
�������� � 	�� 2������� �����8�	�1 ����� �	� ���
���
�� !������1 �!������� ���
�������� �	 !�����!���1 �!������� ��� ���������� 
	�����"�� �	
������ �������� 	�� ��	��� ����������!� �� ������� ��� ���!��� 	�� ��	��	� ����������
�	 ��!���!� F��
��1 ()))G$
.��� �� �����
������� �� ��� ��!���!��1 ��� ���������� �� !����
�� ���� ��	"��� ��� ������
��	������ �	 ������� �� 2�
��������$ 4���� ���� �����!������� ���� �� �	����� �	 ����	��$
�����1 	�� ���	K����� �� ����
������� ����2 ���� 	� !�����!��� ��	� ���	��� 	� !���	�
���K������ �� ���	�,��$ � ����"����1 	�� ������������� ���� ���"�� ��	� 9��� �� ��	�� ���2,
2��� ��������
��� ���L �� !�����$ ���������1 ���������!��� �	 ��� �	 !����
� �� ���	����
!����
���1 ���"���� 6 �����<��� �� 6 !�������� �� ���	���� �	 !����
� �� ��	� �	 ��	���	��
������� ����� ��� 	�� ����� �����$
����� ��	��	��1 ����	�� ��� ���
��!�� ���� �	� !����
�� �� !������	� 
���	������ ���������

@



- �������� 	 
 ��
��� �� �����

2����!��� ��� ���	�������$ #�� 
����� ������ �	 ���"��� ���� �� ��!���� ��������� �������,
!��� ��� ���
��!�� ���������� ��� ��� ���	�������$ �����1 �� ��	���� ��� ���������� ���	�����
��� ��	� ���
��� �� 
����� ����	���� �������� �� ����������!� ��	� !����
�	� ������	���� F��!,

�	� ��	����� F��

 �� ���1 &'IIG1 ���,���"�� !����
 F����� �� ���1 &'')GG1 �	 �� !����
��� ��	��� �������	�� "�	��� 6 �� �����!������� �	 ��!�� ���������� 6 ���
������� ��	�
!����
� ��!�
��� 6 ������ ��	�� �������� ��!
������� �� !������	� F������� �� ����
�1
&'@)V ����1 &'@'V 	���1 &''(G$
4� ����� �� �������� ���!������ �	� �� !�3����� ��� !����
�� �� ������� ����������1 �� ���
���	����!��� ��K���� �� ������� 	� ��	� �� !����
� ��	� 	�� ��!
������� ������	����� ��
!������	�$ 4� �H��1 ��!������"�!��� �	 ��� ��� ���	����1 ������ ��� ������������� 2����,
!������� ���� �� ��!���� �	 !����
� �� ������� ��� 
��	��	� !���� �"���� F����
�� 1
&''EG$ ���� ��� ������ ����	����1 ���� F&'@BG � ������� ��	���	�� !������!�� ���!������
�� !����
�� ��� �������$
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.� ���!��� ���� �� !����
� �	� ���� ��	� ����� ��� 	� !����
� ��� ��H	����$ /� ���
��
��	� �������!��� ����"��	�� ��� ������	��� �U 6 ��� �����$ ��� �������� �
�	������� 6 	��
��������
	���� ����"��	���� ��� ������	���$ �� !������!� � ��!!� ���������� �������������	�
��9��� ������"�!��� ���� !��� ��!�	�� ���� �K����$ .� 8
	�� &$& ���	���� 	� ���!��� ��
!����
� ��� ��H	����1 �Q ���� ������� 	� !����
� �� ��	� ����� �� 
����� ��� ���	��!���
�	� 	�� ������� �� ������ F	
��� �� ���1 ())&V 	
���1 ())(V 	����� �� ���1 ())*G$

������ ���	 	
���� �����
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������ �� ������� ��� ��������� ��� ������ ���
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� ����
�����
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�
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���� �� ��� �	 !����
� ��� ���"������1 �� ������� �	 ��������� �� 
��	��� �� ������	���
��	� ������� �	 �����!� 6 	� �	���$ ��� 
��	��� �� !�	"��� ��� 	�� ��� ������� �	� �	����
�� �� !�	"�!��� ������2 ��� �!�� �� ������	��� ��
����� 	� !����
� !����������	�$ .�
8
	�� &$( ���	���� �� !����
� �� ������	��� ��� ���"������$
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.� ������� ���� �� !����
� �	� ���� ��	� ���������� ��� �� !����
� ��� ��������!���$ 5�
������� �����1 ��	� ���H�� ��	�� ������ !������	�1 6 ������������ �� ����� �� 
�����!���
�������� ��H������� ��	���� �� ������	���$ .� !�	"�!��� ������2 �� ��� ����� �!����	� 	�

�����
� ��� ������	��� ����� ��� ��H������� ��	���� ���	����� ����� 	� !����
� ��� 
�����$
.� !����
� ��� ��������!���1 ���	���� �	� �� 8
	�� &$A1 � 	�� �K������ �����!������� �����
��� ��	� !������!�� ����������$

������ ���	 	
���� �����
���
 �� ��
������ �� ������� ��� 
����������
� %�� �

��� ��
�&
��'�� �����
 ��� ���$����
� ����
��� �� ����� �������
 ��� 
��
��� �� ���
�
����( ��
��)���

�� ��������

���� �� ������	�1 �� ��� 
��� ��	"��� ��K���� �� ��������� ��� ����� !������!��$ .� ���,
���������� �� ��	� �	 ���	��� ��� �!����� ��� �� !����
�	� 	������ ����� �	� ��� �� ���	��
!9!� ��� 
����� �	� ���� ������ !����
��$ 0���!����1 �� �����
�� ����� ��� !������!��
�������� 2����!��� �� �������	� �� !����
� F����"���1 &'*)G$

����� �	 ��������	 
	 ���
�������

.� ��
��
����� ��� ��!!	��!��� �
���"�� ���� �� ��!
��	� �������� ���	������� ��!!�
�� ��������� F8
	�� &$BG1 �� 
�����
� �� ��!
�	�� F8
	�� &$@G �� �� J	��������� �� !������
�� 
����� F8
	�� &$IG$ .� !������!� �� ��
��
�����1 �	� ���� ������� ������ !������!� ��
��!����
� �	 �� ��!������1 ��� �� �������	� ��"���� �	 !����
�$ .� ��
��
����� ������3�
�����	� ��� ������	���1 �	� ��� ��� ���������� ��H�������1 ���� !���� �� !�	"�!���$
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������ ���	 	������
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����$��
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!�! �����
� �� ��

�
����� ;

��� ��H������� �� ����������1 ������ �	�	�� ��H������ �� ������1 	�� ��H������ �� �������
�	 
��� 	�� ��H������ �� 2��!�1 �����3���� ��� !�	"�!���� ���2��������� ��� ������	���$ /�
�����	�� ����� 	�� ����������� �������� ��H������ ����� �� ���� �� ������	���$ ��� ���!���1 ��
���� ��������� 	� !����
� �� 
����� �������	�� �� ������� ��H������� �� �� ������� �������	�1
�� �
���"� �	� ��� ������	��� ��� ��	� ������� ��� �������� 6 �� ��
��	��� "��� �� ������
�	 ��!
�	� F��������#� �� ��$�
����
1 &''@G$  � ��� ������	��� �������	�� ��� �� !9!�
������ !��� ��� �������� ��H�������1 ��� ������	��� ��� ��	� ������ �� ���	��� ���� �� L���
�����	��!��� �� !�	"��� "��� �� 
��$ .�� ������	��� ��� ��	� ������ �� �����	"��� ����
���2����������!��� �	 ������ �	 ��!
�	� F������ 1 &''BG$ 4�8�1 �� ���� ��������� !���������
��� ������	��� �� !9!� ������ �� �� !9!� �������1 !��� �� 2��!�� "������1 ��� 
����� ��	"���1
�	�"��� ��	� 2��!�1 �� ���������� �	� �� ���������� �	 �	 ������ �	 ��!
�	� F%����� ��
���
�1 &''AG$ W�����!� � ��H������� ����� F%�������1 &'*IG �	�� �	���� F%�������1 &'*EG
��������	� ����� �� ��
��
�����$

��/��/ ���� ���  �% �� >�������+

.����	� ��� 
����� ��	"��� �� �������� ��
��!��� �� ���� �!���� 6 ��!
��1 ��	� "������
8���� �� ��	�� ��	� 9��� �����!�� ��� 	�� ��� ��  ���:�� �����	� �� ��
�!� �����	��!���
��	� 9��� �	���8� �� ��!������$ �� �	� ��"���� 6 ���� �	� �� ��!
�� �� �������� �	 
����
�Reg ��8�� ��� �

Reg =
ρf U d

μ
F&$&G

�Q ρf ��� �� !���� "��	!��	� �	 J	���1 U �� d ���� ��������"�!��� �� "������ ������"� ��
�� ���!���� �	 
����1 �� μ ��� �� "�������� �	 J	���1 ��� ����� ��"��� ��	����$ .� "������
!���!��� �	 
���� V ��� ��	� ����� 9��� ������ ��� ����	����� F&$(G �

V ��� =
gd2

18μ
(ρs − ρf ) F&$(G

�Q g ��� �������������� 
��"������������1 ρs ��� �� !���� "��	!��	� �	 ������$ 5� ��	� �	���
!������ �	� �� ���� ����� ����L������!��� 	�� ������	��1 ��	�� ��	��	� ��8��� �� �"�� 	��
"������ V �1 �� �������� !���!��� l �	����� ��	� �����	��� ����L������!���1 �	��� �������
�������� �����9�1 ��� ������ ��� �

l =
V �ρsd

2

18μ
F&$AG

����� �������� !���!��� "���� �
���!��� ��!!� �� ����� �	 ���!���� �� �� ������	��$ .�
�������� F&$AG ������	� ��	��	�� �� �����!��� �� ��
��
����� ��� ��	��!!��� ���������
�� ��	��� F&�����' �� ������1 ())AV (�
���1 ()))V 	�����) �� ���1 ())BG1 �	��� ���� ������
�	 ���1 ���� �	 ��������� �� !������� �� 
����� �	� ��� ���"���	�� ��!!� ���	���� �	� ��
����!� &$B$ ����� ��� ������	��� ��	� 2��� ��	� 
������ ����� �	���� 2��� ��	� ���� ������ �	�
��� ������	��� ��	� 2��� ��	� ������ ����� ��	��!��� ��	� 2��� ��	� ����$

��� ��������� ��		
 ���
�� �� �������	 �� ���������� �� ���
�� �� �������	 ����
����
���



�. �������� 	 
 ��
��� �� �����

��/��/ ���� & � &����! ���� ��+ <��+ & �����!�+

.� ������ ���� �� ��
��
����� ��� �� ��
��
����� ��� �����������$ .����	�	� ����!
�� ��
������	��� ��� !�� �� !�	"�!���1 ��� ��2�	�� ���� �������
�!��� ��� 
����� ��	"��� ��,
���3��� ������������ �� ���	���$  � ��� 
����� �������	��� �� !������	 
���	����� ����������
	�� ������
	���� �� ������1 �� ������� 6 	�� ��
��
����� ��� �� ������$ .�� ������	��� ��� ��	�
������� "��� ��	"��� ��������� ���� ��� ����������� �� �	���� ���� �������� 6 ��������� "���
�� 
��1 ������� ���	 �	 �����!��� �� ��
��
�����$  � �� ��H������ ����� ��� ������ �� ��� 
���

����� ��� �	K�����1 ��� ������ 
����� ��	"��� ��������� ���� ��� "���� ������� ��� ��� 
���

����� !9!� �� ��� �������� ���� �!!�
����$ ��� �H�� ��� ����	 ��	� �� ��! �� �����������
��������� �� ��	� ������3��� ��� �	� �� ������� �� ������ ����� ��� 
��� �� ��� ������ 
�����
��� �	�����	� 6 4 F%�������1 &'*EG$  � �� ��� �� 
����� ��� ��
���!��� ����	�
�1 �� ��
��
�����
��� ����������� ��	� 9��� �
���"�� �����	� ��� 
����� ��� 	�� ���� 2��
�� ��H������ �� �������$
/� ��� ����� �����
�� �� ��H�������� ��	���	�� ���	������$

	������
��� ���� �� ��$�������
 �� 
��

�� ���� �� ��
��
����� ��� ��	���� ���� �	 ��"����!��� ��	� !����
� �� 
�����$ .�� ���,
���	��� �� ��	� 
������ ������� �� �����	"��� ���2����������!��� �	� ��� 
���� �	 ���$ .�
�����
������ &$*F
G ���	���� ��� ���!���$ .����	�	� !������	 
���	����� ��� ��"���� �	� ��
��	� ��	� ���1 ��� 
����� �	� �����	���� �	� �� �	�2��� �	 ��� "����� 	�� �	
����� ��H������
����� ��	� ������$ 4� �H��1 ��	� ��� 
����� ���� 
��� �� ��	� �� �	�2��� �	 ��� ��!
�� �����$ .�
����������� ������
�� ��� ���� ��	� ����� �� ��� �����	���� 	�� ��	� 
����� �������� �"���
�� �����9���$ ����� ��	��	�� �� �����	"� ���2����������!��� F"��� 8
	�� &$*F�GG ��� 
����� ��
��	� ������� ������� ���� �� ����� �	 ��� �� ��� 
��� 
����� �	� �� ����������$

	������
��� ��� 
����������


.����	� ��� 
����� ���� !�� �� !�	"�!��� �� ����� ����� �	��� ������ 	� 
������� �� "������1
�� �	�	�� ��	��� �� ������	��� ��	� ������ �	,����	� ��	�� �	��� ��	��� �	� �� �������
!���� ������!���1 ��� 
����� �� ��	� ������� ������� ��	"��� ��!
�� ���� �� ��	��� ��
��	� ����� �� �����3��� 	�� ��
��
����� ��� 
�����$ 5� ��	� ��� ���!��� �
���"�� �� 
����
�� ��
��
����� ���� 	� ��!
�	� ��	����� F*�� ����� �� ���1 &'EIV �����
� �� ������1
&'E'V �������1 &'IEV �
���� �� 	
��
����
1 &'EAV ���� �� +�)�����1 &''@G ��!!� ���	����
�������!!��� �	� �� 8
	�� &$@$

	������
��� ��� $����
���

.� �����!��� �� ��
��
����� ��� ����������� ��������	� �� �� !������	 ��� ��	!�� 6 ���
"�
�������$ .�� 
����� ��� ��	� 8�� ��������� 7	��	� ���� �� 
�� �	 ��� �� ��� 
��� 
����� ��
�����	"��� �	� �� ����	� !9!� �� ��	�,�� ���� ��� ��	� ��	���$ .����!��� �� ��	� ����	 ��
�� ���� �� ��
��
����� ��� �����!��� ��� ���� �	 R����� ���� �������!!��� F������ �� ���1
&'E*G$
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� �� ��

�
����� ��

��� �
�

������ ���	 1����
��
��� �� �� �������
��� ���� �� ��$�������
 �� 
��� ,�/ 	
���� � ���
���
�
���� �� ���� ������� 
������ �� ��
���$��
 ��������
��������
 ��� ��� ����� �� 
��� ,�/
2��
�������� �� �� �������
��� �����$�� ���� �� ������� ,���
�������� 	
������ 3����+�
!�4�/�



�# �������� 	 
 ��
��� �� �����


 ��'����� ��+ /��+ /� ��+ +��+ )�0� ����

4� ��	� �	 �����!��� �� �����������1 �� ������ 	� �	��� !������!� �� ��
��
����� �����	�
���� ��	!�� 	� !����	 
���	����� ������������ 6 ��� "�
�������$  � �� "�
�� 	� ��� �� 
�����
!������������ �	 2��� �	�	�� �� � ���� ���� �� ������ 	� 
���� �� ��	� 
����� ������1 ��
�
���"� �	� �� 
��� 
���� ��	� ��!����� 7	��	�6 �� �	�2��� �	 ��� 
���	�����	$ 4� �H��1 ���
������� ������	��� ��������� ���� ��� "���� ������� ��	� �� 
��� 
����1 �	� �� ���� ��� �����1
�����3�� 	�� ������������� �� ���!����!��� ���!�9����� �� �����������$

��/��/ ���� & � �!���� ����

.����	�	� !������	 
���	�����1 ���� ��� ���!���� �� �������	��� ���������� 	�� 2���� ������,

	���� �� ������ �� �������� 	�� ���� ��� ��
��
��
�� �� 
����� ���� �� ������ ��� �� �������
�	 !�����1 ��� �	������ 6 �����	��� ���� 	� ���������1 �� ��	� �
���"�� 	� �	��� ���� ��
��
��
����� ������ ��
��
����� ��� ��	��������$ .����	� ��� 
����� ��!
���1 �� "������ ��
����� ��!������ 6 ��	�� �� ��	� �������!��� ��	� 9��� �
��� �	 �	�����	�� 6 ����� ��� 8���
������	���$ ��� ��������� ������� ����� �� �	�������� �	 ��	"��� 9��� ����	����� �	� ���

���� �� �����������$ /� ��� ����� �����
�� ���
���"�� 	�� ��	��� �� 8��� ������	��� �	� ��
����	� ��� 
������ �������$

��" 
� �#$��� � �� ��� %������$��

��	� !����
�� ��� !������	� 
���	������1 ��� ���	������� ��	"��� �"��� ����	�� 6 ��	���	��
�������	��$ 0�	� ������ ��������� ��� ��� ��������	� !����
�	�� 	������� ���� �����	�����$
��	�� !������ 
�������1 ��� !������!�� �� ��� !����
�	�� ���� ������"�!��� ��!���� ��
��	�� 	��
�� ������� ��	"��� �����8�	�� 6 	� ���� �� !������	$

����� �	� ������	�
� ����	�����

.�� !����
�	�� ���"����2� ���� ��� ��������� ��!������� 	�� �	"� �� !����
� 8�� 6 ����,
�����	� �� ���	���� ��	��� 	� �
�����	� ���� �� "������ �� �������� ��	� "����� ����� 50 ��
150 tours min−1$ .� !�	"�!��� �� ���
�����	�1 ���� �� 2��!� ��	� 9��� ����9!�!��� "�����
�� ����	��� 6 ��� !����
�� �����
��!��� ��H������1 ��
����� 	� �������!��� 2���� ��	�
����!
�� �� ������	��� ��	� ������� 6 	� �	��� �� �� �	"� �� !����
�$


�+ '�! �/���+ : & !�+

.�� !����
�	�� 6 ����� ���� �������	�� ��	�� �	
� ����L������ ���������	� F"��� 8
	��
&$EF�GG �	 ��!����������	�$ .��
�����	� ��� �������	� �����!����1 ���� �	� ��� ���� �	 	�
�	 ��	���	�� �	
���1 8��� �	� 	� ��
�� !���	� �	 �	� 	� �����$ .��
�����	� ���� ���	���
	�� ��	���� ������ �� 	�� ���������� ������� ��� 
�����$

�� ����
�
�� ��� ������
���� ��	 �

���
��	 	�
� 	��	������ ������ ������ �� ��	� ��� ��



!�, �-������
�� �� ��� �����
��
� �*

��� �
�

������ ���	 ,�/ ��������� 
��$�

�� # ����� ,� ���+� ��� ��
����
�
��� 
�
���'�� �� !�&
��
5� 1����
���� 	�6�/ �,�/ �� ���
�� # ����
� �
 �� ���
 �� ��� � �
���� � �� ���������

�������'�� # ������ ,� ���+� ��� ��
����
�
��� 
�
���'�� �� 7���5�8� ��
��� 	�6�/(
���
�������� �� ������ ,� ���+� ��� ��
����
�
��� 
�
���'�� �� "������� 1����
���� 	�6�/(
���
��������� �� ���������� ����
�������'��� # ������� ����� ,� ���+� ��� ��
����
�
���

�
���'�� �� "������� 1����
���� 	�6�/( ���
�������� � ��� ���� ,� ���+� ��� ��
����
�
���

�
���'�� �� "������� 1����
���� 	�6�/�


�+ '�! �/���+ : )�+

���!� ��� !����
�	�� ���"����2�1 �� ������
	� 	�� ������� ����
���� �������	�� ��� !����,

�	�� 6 "��$ ���� �� 
���� �� !����
�	��1 	�� "�� ���� 8� ����
� ���� �� �	"� �� !����
�
���	�� �� ������ �	�����	��$ .�� �	"�� ���� 
�������!��� �� 2��!� �����	� �	 ���������	�
�� ��������� "��������!���$ .� "�� �� !����
� ��	� 9��� "�������� F"��� 8
	�� &$'F�GG �	
��
����� �"�� �� �����
����� �� ��	���� �� ���
 ��� ������ �� �� �	"� F"��� 8
	�� &$'F
GG$


�+ '�! �/���+ : 3 �� ��+ �!!�'���

5	��� ��� !����
�	�� 6 ����� �� ��� !����
�	�� 6 "��1 �� ������ 	� ������� ���� �� !����,

�	� ���"����2 �������	� ��� !����
�	�� 6 ��	� ��������!���$ ���� �� ���� �� !����
�	�1
���
�����	� ��� ����� �	 2��� �� �� �	"� �� �	� ���!�� ����������� ��� "������� 
��	��	�
��	� ���"��� �	� �������!!��� F1 000 tours min−1G$ �� 
���� �� !����
�	� ���!�� ���2���
	� 
����
� ��� ������	���$ ��	� ���	��� 	� �����
� ��� ������ �� �� �	"�1 ���
�����	� � ���
��!������� ������� �� ������ �� �� �	"�$

����� �	� ������	�
� � ���	� ���
����	�

.�� !����
�	�� 6 �	"�� ��	�������1 �	 !����
�	�� 6 ����	���!���1 ���� ��� ��	� ��	��!,
!��� ����������$ .�� 
����� 6 !����
�� ���� ������	� ���� 	�� �������� 2��!�� �	� ��	���
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�	��	� ��	� ���$ 5� ������
	� ��H������ ����� �� !����
�	�� 6 ����	���!��� �	�"��� ��
2��!� �� �� �	"� �� �� �� �������� �� ����� �� ��������$
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���!� ��� !����
�	�� 6 �	"�� ��	�������1 �� ������
	� ��� !����
�	�� 6 ��	
�� �<��$
��!!� ��	� ��! �������	�1 ��	�,�� ���� �������	�� �� ��	� �<��� ������ ����� �	� ���
	�� L��� ���������	� 6 ���������	� ����	��� ���� ������ ��� ���!���� ���!������ 	� 
���,
��
� ��� 
�����$ .� �	"� 
������	� ��� !��� �� �������� ����� �� ���� ��������� ����� ���
�<��� F"��� 8
	�� &$&)F�GG �	 ���������	�����!��� 6 ���	�,�� F"��� 8
	�� &$&)F
GG$
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��� =( ,�/ �����&
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/� ������ ��� !����
�	�� 6 ��	
�� �	"� ��	� ����	��� �� �	"� �� !����
� ��� 2��!�� �� ��	�
���������$ .���� �� �������� �� �� �	"� ��	� 9��� ���� �� ���� ��� �	"�� �	 ���������	���,
��!��� 6 ���	�,��$  	�"��� �� ���1 �� ����� ��������"�!��� �� !����
�	�� �� ���� > F8
	��
&$&&F�GG �� �� !����
�	�� �� ���� = F8
	�� &$&&F
GG$
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���2���1 �� ��	� 9��� ��	� ������	� �� !����
�� �� !����	 
���	����� �������!��� ���� ��
�������	� �	� ��� ������� 6 ���	������ �� !����
�$ ���� ���!�� �� �H�� ���"���� �� !����	��,
���� �� ���� �� ��!���� �� ��
��
����� �	 !����
�$ ��� ��������� ���� ����	�"	� ���
�����	�
�� �	� 2������� 
�����!��� �� �������
� �� �� 
���� �� !����
�	��$ .�� �	"�� ��	"��� 9���
�� 2��!�� �	������	��1 �� ��	� ����� ���	"�� ��� �	"�� �� 2��!� �� > �	 �	
��	�� ��!!�
���	���� ��� �� �����
������ &$&($ /� ������ �
���!��� ��� !����
�	�� �� �������	�1 ��� �	�
�� �	�
	��1 �	� ��	"��� ��������� 6 ��� ���������� �� 2��!�� �� �� ������� �	������	��$ #��
�����
������ ��	� �	�
	�� ��� ������ �	� �� 8
	�� &$&A$ .�� �	�
	��� ���!������ "�� 	�
!�	"�!��� ��!�����1 ���
����� ��� !����
�� ��!�
���� ���� ������!���$
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�� �� ��� �����
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� �1

����� �	� ������	�
� �������	�

���������!��� �	� !����
�	�� ���"����2� �� �	� !����
�	�� 6 �	"�� ��	�������1 �� ������
	�� �������!� ����
���� �� !����
�	�� �	� �� ��������� ��� �������� ��	� �
�����	� �	 �� !���
�� !�	"�!��� �� �� �	"� ��	� �������� �� !����
� ��	� !������	 
���	�����$ .� �����!�
��	��� �	���� �� ���"��� �� ����� ��	� ������� ���� ����� ����
���� �� !����
�	�$ 4� �H��1
��	� !��������� �	� �����	��!��� �� 
����� 6 ���"��� 	� �!����!��� �� ������� ��	� ���
��
��	� ����	��� 6 �� ����������� �� !����
�� ��!�
����$ ��� !����
�	��1 �	� 	�������� �����	,
��!��� ��� 
����� 6 ���"��� 	� ���������2 8��1 ���� ����!!�� � ��� !����
�	�� ������	��$
 	�"��� �� ���	�� �� �����	��!��� ��� 
�����1 �� ��	� ��H�������� ��	���	�� ����
�����$
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���� ��� !����
�	�� 6 ��� J	�����1 �� !������	 
���	����� 6 !����
�� ���"���� 	�� �	"� ����
���	���� ����	�� 	� 
�L$ .� ��	���� �� ��� !����
�	�� 2����������� ��� �����!������� ��	�
���!����� 	�� ����� �� ������������ ��� ������	���$ #� ���!��� �� !����
�	� 	�������� ��
�������� �� J	��������� ��� ���������� �	� �� 8
	�� &$&B$
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.����	� ���� "����
� 	� ����1 �� �
���"� 	� !����
� ����� ��� 
����� �� ������ ��	� ���8� ��
"������ ����
����	� ���� �� ���� �� �����	��!��� �� �	 ����������!��� �	 ���� �	 ��"��	 ��
��� �!
�	��	��$ .�� !����
�	�� �� ����� 	�������� ����� ��������� �� ���!������ �
���!���
�� �������� 	� !����
� ������ ��� ���7�	� �� !��� ����� F8
	�� &$&@F�GG1 �� �������� F8
	��
&$&@F
GG �	 �� ��������	�� F8
	�� &$&@F�GG$ ��	� �����3��� ���K������ �	 �������� �� !����
�1
	�� ������	������ �	 !����	 
���	����� 7	��	��	 ��!!�� �	 ���� ��� ��	"��� !��� �� �����$
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.�� !����
�	�� �� ��
�� ���� ��� ���!���� �� 2��
��� ��!������� �	� ���� ����� �	 ���� ���
���	��!���� �� 
�����$ 5� �����	"� ��� ���!��� ��� !����
�	�� ���� ��� ����	���� ���!��,
���� ������!���!��� �	 !������	 
���	����� ����� ��	� �������� �� �� ���3�� ���	��������$
.� �����
������ &$&I ���	���� 	� ���!��� �� !����
�	� �� ��
��$

����� ����	�� ����	
 �� ���
�������

��!!� ��	� "����� �� �� "���1 �� ��"������ ��� !����
�	�� ���	���� �� 2��� �	� ��H�������
�������	�� ��	"��� 9��� 	�������� ��	� �"���� �� ��
��
�����$ ��	� ����� �� "	� ��	� 
������1
�� ��	� 
������ ��� 
����� "�� 	� �
�����	� �	 ��� 2����� 6 �!��	���� ��� ���!��� ��H������$
#� 
���� ��!
�� �� �������� ���	��������� �"����� �� ��!������ �� ����	���� �� !����
�

���	����� ���� 	�� 
���	��
$ ���������1 �� 
���	������ �	 !����
� ����� ��� ��	7�	��
�����
��$ ����� ��� ���!��� �� ��� ���� �����	����� ���!�������1 �Q �� �	�"��������� �� ���	����
�	� ��� ��	���� ������������1 ��� ����� �	 ��� �������� ��	� ������ ��7�	���� ��� 6 ���������$

�!�� "������ 	��
�
��� �� ������
	��� �� �
��
�� 	�� �� �����"� ���� ������ ��	 �""�������	� #�	
����
��	 	��� ��	�
�� 	��$�	�
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 ��
��� �� �����

��& 
�� % � �$' (!��$'

�����  �	���	� 
�!�������

#� !����	 ����	� ��� �������	� ��� 	�� !������ ������ �� ��� "���� ������� �����$ ��� "����
��	"��� 9��� ��!���� ��� �� ����	1 �� ����� �	 ���	���� J	����$ ��	�� !������ 
�������1
�� ������
	� ��	� ����� �� ��������$ .� �������� ������������ F"��� 8
	�� &$&*F�GG �� ��
�������� �� 8��	�� F"��� 8
	�� &$&*F
GG$ .� �������� ������������ ���������� ��� "���� �	��	�

��� �
�

������ ����	 ���� 
���� �� ������
� � ,�/ �� ������
� � ��
���
�
�( ,�/ �� ������
� �� <������

�� ������	��� ������� ��	� �	 !���� ����� ��� 	��� �	� �	����$ D����� �	� �� �������� ��
8��	�� ���������� 6 ��� 2����	���1 8��	��� ���� �� !������	$ 4� 
������1 ��� ��	� ����� ��
�������� ��	"��� ����
���� ��!!� ���� ��� ������ ��� ���!���$ ��	�� !������ 
������� ��
�������� P ��� ��8��� ��� �� ������� �

P =
"��	!� ��� "����

"��	!� ����� �� �������������
F&$BG

.� �������� ��� �	��� ���� �	 ������� C ����� �� "��	!� �� !������ �� �� "��	!� ����� ��� ��
�������� P = 1 − C$ C ��� ������ �� ��!������$ 5� ��8��� �
���!��� 	�� �	��� 
�����	�
���� ��!������ �	� ��� �� ������� ����� �� "��	!� ��� ����� �	� �� "��	!� �	 ������$ ��
������� ��� ������ ������ ��� "����$
���� ��	� �� �	� �	��1 ��	� ��	� ������������� 	���	�!��� �	 ���!��� ���� �� �������� �����
6 ���� 6 �� �������� ������������$ .��� ��� ��	��� �� ��
��������1 �� ��� ��	"��� ��!!��� ��
���������� 	� !����	 ����	� !����� ���� �� 
��!����� F2��!� ��� 
�����1 ��������1 $ $ $ G
��	� 9��� �����<��� 2�����!���$ ����� ��	��	��1 �� � ��	"��� ����	�� 6 ��� �!����!���� ��

����� �������	��$

����� ��
����
������	� 
	� 	����	�	��� 
	 ����
	�

.� �������� !���!��� ��	� �!����!��� �� ������� ��� �� 1 − π

6
= 47, 6% �� ���������� 6

	� �
����!��� �	
��	� ��!��� ��� ������� ���������� �	� �� 8
	�� &$&EF�G$ .��
����!��� ��
��	� ��!����1 ���� ��2��!�� ��� �������1 ��� �
���	 ��� 	� �
����!��� ����
���� ��!����
��� ������� ��!!� �	� �� 8
	��&$&EF�G �	 
��� ��� 	� �
����!��� �	
��	� 2���� ��������
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&$&EF�G$ .� �������� ��� ����� �� 1 − √
2
π

6
= 25.9%$ ��	�� !������ 
�������1 �� �
���"�

��	� ��	"��� ��� ����� �����!�������� �"�� ��� ��������� ��!������ ����� ��� ��	� "���	��
����9!��$  � ��� ����������� ���� �������� �	� ���!����!���1 ��� 
����� ��	"��� �� ��2��!��
�� �	� � �������� 6 ���	��� �� ��������$ �� �� !9!� !������1 	�� ���������� �� ������
��� 
����� �������	��� �� !����	 ����	� � �������� 6 ���	��� �� �������� F	��0(��1 &'*)V
�
�
 �� ���1 &'EIV �
�
1 &'E*G$ .� 
��!����� ��� �!����!���� �� 
����� � ��� �� ��� ������
�� �	7�� �� ��!
��	��� ��	���$ .��� ��� ��� ����	� �� �� 8
	�� &$&*1 �� 
��!����� ��	�
�!����!��� ���� �� ������� ��� 
��	��	� ��	� ��!�����$ 4� �H��1 ��� 
����� �������	��� ���
!������	� 
���	������ �� ���� 7�!��� �������	�� �	 !����� ���� F�	 !��	�1 ��� ������� ����
�� ������ �1 ����� 6 ���� �	� �� ��������� �	� �� ������ �� ������,�� ��� ±10−6 %G$ 5� ��� 2�����
�� �������� �	� �
������ ����� ��	� ������� ���������� �����	�!��� �	� ��� ���
	�	�� ��
������� �	 !��������!� �� !����$ .�� �!����!���� �� !������	� 
���	������ ���� ���� �	7��
6 	� �������� ��� ��������$ ��� ������ �� �������� ��	"��� 9��� �	����!�� ���������!���
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 ��
��� �� �����

���� ��!����� �� ��	�� �� ���
����� �� ���!����!��� F�
�
1 &'E*G$ .� 8
	�� &$&' !����� 	�
�����	 ��� 2����� �� �������� ���� 	� �!����!��� 
���!���������$ .��!����!��� �� �������
������	�� ���������!��� �	� �������� �� ��	� 2��
�� ��!������ �� ���� �� ��	� 
����� ��������
��� ���!����!��� RLP FO �����! .���� ���:��
 PG$ CRLP ≈ 56% �� PRLP ≈ 0.44%$
� ����"����1 ���!����!��� ��������� �� ��	� �����1 ���!����!��� RCP FO �����! �����
���:��
 PG � 	�� ��!������ CRCP ������ �� 64% F&��
�
 �� *�
��1 &''(G �� 	�� ��������
PRCP �� 36%$

������ ����	 2��
�������� � �� ���������
 �� 
�������� �� 	
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.� �������� ����	�� ���� �� "��	!� �� "��� ���� 	� !����	 ����	�$ .�� !��	��� �� "��	!��
��	"��� 9��� �H���	��� ��� ��H������ �������� F������
�1 &'I@V �������1 &'*'V 	��
#�� ��
1���'��
1 &'E@V 	��
#�� �� ���1 &'EIG ��	"��� ����	��� 6 ��� ���	����� ��H������$ 4� �H��1
�	�"��� �� �������	� 	�������1 �� !��	���� ���� �� �������� �	"���� F����� 6 ���� �� "��	!�
�� "��� ����� 6 ���������	� �� �������
�� �	 J	���1 �� �������� �	"���� ��	� ��� ���!���
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���� �� ��������� �"�� ���	� ��	� J	���$ ����� ��	��	�� ��	� ������ ������� ��� ��� ��H������
!������!�� ��	"��� ����������� 	� J	� �� !������� ���� 	� !����	 ����	�$ ��	� ����1 ��	�
����������� 	�� �������� �� ���� ��41 ��� �����,�� ���!�� �� �����!������� �� ����!�����
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�� ����������$
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.� ���"������ ��� ��	� ��� !������!�� ������������� 6 �����
��� ��� J	� �� !������� ����
��� !����	� ����	�$ /� ��� �
���!��� �� ��	� ���	���2$ .� ���"������ �������� �� �������3��!���
��� ���!���� ��� �� J	��� �	� �� �������$ ���� 	� !����	 	����!���������1 ����	����� ��
��������� ��� ���"������ ��� ������ ��� �
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����� �� Vx ��� �� "������ !������ ��������
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(−→
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4� ������ �� �� !�������	��	�� �	 !����	1 �� "������ �	 J	��� "���� �� !�
���	�� �� ��
��������� �	 ���� �	 !����	 ����	�$ ����� "�������� ��� "������� �����3�� 	�� ���	���� �	
���	��1 ������� ���������� ����!����	�$ .�� ����������� ��	��� �� �� ���������� ����!����	�
���� ��	� ���
��� ����������� �� ���8�� �� "������� ����
����	�� ���� �	 �����
� ��� �����,
�	��� �	 ���� ��� �����$ .� 2������� �����3�� 	�� "������ !���!��� �	 ������ �	 ���� ������
�	� �� "������ ��� �	��� �	� ��� ������ �� ���	�,��$ ��	���!�!���1 �� ������ ��� 
������
"��������� �� ���
	�	�� �� �� ������� ��� ����� �	� ��	"��� ������� ���� 	� !����	 ����	�1 ��
"������ !������ �� �����	��!��� "���� ��	� ���� 6 ���	���$ 4�8�1 �� ������ �� �� ����	�����
�	 !����	1 ��� ������	��� ��� ��� ���!��� ��	� �	 !���� ���
� ��	� 	�� !9!� ���������

��
��� �����	��!���$ ��� "��������� ������� �� ���
	�	�� �� ���7�� ������
	��� �
���!���
6 �� ���������� ����!����	�$ �����1 �� ������ �	 !�	"�!��� �	 J	���1 ��� 
��	��� �� ���,
���	��� ���� ������U!��� �������$ /� �����	�� ����� 	� �����!��� ���
��	����� �� �����"�����
��� ������	��� �	��	� �	 2���� ���"����2 �	�$ ��� �����!��� ��	� 9��� ������ �����!���,
��
��	�!��� ��� 	�� ��� ��!������ 6 �� ��� �� %��:1 �Q �� ���K����� �� ���������� �������!�
��	� 	�� 2��!� �����������1 ��!�����	� �� ������ ����� �

=⇒
Dc =

∣∣∣∣∣∣
Dc⊥ 0 0
0 Dc⊥ 0
0 0 Dc//

∣∣∣∣∣∣
.�� ���������� ����������� �	 �����	� ���� ����� 6 �����	��!���$ 5� ��8��� ����� Dc//

��!!�
�� ���K����� �� ���������� ���� �� ��������� ���
��	������$ �����,6,���� ���� �� ��������� ��
�����	��!���$ 4� �� ��8��� Dc⊥ ��!!� �� ���K����� �� ���������� ���� ��� ���������� �����,
"����� 6 �����	��!���$ /� � ��� ���
�� F�������

�
1 &'I&G �	� ��� ���K������ �� ����������
����!����	� ���� �������������� �	 !��	�� �� �� "������ �� �����$

Dc//
= α//‖V ‖

Dc⊥ = α⊥‖V ‖
.�� ���K������ �� �����������������1 α// �� α⊥ ���� ��������"�!��� �� ��������"��� ���
��	,
������ �� �� ��������"��� �����"������$ .� ��������"��� ��� 	�� ��������� �������������	� �	
!����	 ����	� �� �	 ���!� �� "������$
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�� ���������!,
!��� �� �� ���"������$ /� ���
�� ��	� �����!��� ��� 6 ���
������� ��� ������	��� �� ������ ���
���������� ����� ������	���$  � �� ������������� ����� ��� ��!�
���1 	� J	� �� ������	��� ���



!�2 �
���$�
� ���� �� ������ $�
��� #;

��
���� �� ��	� 2����� �������������� "��� ��� ��
���� �� ��	� 2��
��� �������������� �����
���
�	�"��� �� ��� �� %��: �

jd = −Dm

−−→
grad C(r, t) F&$&BG

����	����� �	� �� J	� !�����	� �� ������	�� jd ��� ������������� �	 
������� �� ���������,
����$ .� ���K����� �� ���������������� Dm ��� �� ���K����� �� ��H	���� !����	�����$ ����
��� !����	� ����	�1 �� �������� �� 
����� �������� �� �������	� �� ��H	���� ��� ��� ������	���
���"��� �	�"�� ��� ���!��� ��	� ���
� �	� ���� �� ��� �Q �� ��H	���� �� 2����� ���� 	� J	���
��
��$ 5� ��8��� ����� 	� ���K����� �� ��H	���� �H����2 Deff

m �	� ���� ��	� ���2��� ������
�	 ���K����� �� ��H	���� !����	�����$

����� �� 
���	
���� �"

�
"������	

4� ������	�1 �� �� ��	� ��� ��������� ���H�� �U 6 �� ���������� ����!����	� �� ���	� �U 6
�� ��H	���� !����	�����$ ����� ��	��	�� ��� ��	� ������
	����� ���� 
�������!��� ��������
����!
�� ��� 	�� ��� �� ��H	���� �� %��: �"�� 	� ���K����� �� ���������� ��!!	�

=⇒
D 1

������ ���K����� �� ���������� ���������!��	�1 �	� ��
��	�� �� ���K����� �� ����������
����!����	� �� �� ���K����� �� ��H	���� !����	�����$ 5� ��	� ����� ���������� ��� ���!����
���
���	� �	 �����	� ��� �

D// = α//‖V ‖ +Deff
m

D⊥ = α⊥‖V ‖ +Deff
m

�	 ���� ���
� �	 ���!� ����������1 �� ��	� �����!�� �� "�������� �� �� ������������� ����
�� ��!�� �� �������� ��� �(

∂C(r, t)

∂t

)
���
������ = div

(=⇒
D

−−→
grad C(r, t)

)

����� �#�������� 
#�
�	�����$
���	
���� %�� 
	 ����	�����$
���	
����&

#� 
���� �� !������1 �� ������ ��!��� 6 �� 2��� ��� �����!���� �� ���"������ �� ���
�����!���� �� ���������� ����� �	��� ������ ��!��� �"���	����!��� ��	� ���!� ��	��� Q1
�!��� 6 ���������� 	�� ��	����� �� �� 2��!� �

∂C(r, t)

∂t
= div

(=⇒
D

−−→
grad C(r, t) −−→

V C(r, t)
)

+Q F&$&@G

��	����� �	� ���� ����� ��	"��� ��	� �� 2��!� �

∂C(r, t)

∂t
+ L (C(r, t)) = Q F&$&IG

�Q L(C(r, t)) = − div
(=⇒
D

−−→
grad C(r, t) −−→

V C(r, t)
)
��� ���������	� �� ���������$

���� �� ������	�1 �� ��������� ����!��� 	�� ���"������,��H	���� �	��$ .� ��� �
������� 6
����	����� F&$&IG ��!�	�� ���� 	� ��� �����$ 4� �H��1 �� ��
��
� ��	�� ����������� ����� ��
!������ ����	�� �� ��� ������� !�
������$ ��� ������������1 ����� ������������ �� ��������1
��	"��� 9��� �� ��	���	�� ����� F�-(�
��� �� ���1 ())AV �
�'�
 �� ���1 &'''G$
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 ��
��� �� �����

Y .����������� �������� �� �����	!	������ �����!���� �	� �������2��� ������,J	���$

Y .� ���!���������� �������� �� ������
������ �����!���� 6 �� !������ ������ ��� ��������
���!��	�$

��� �����!���� �� �������� ���	����� 	� ���!� ��	��� Qs(C(r, t)) ���� ����	����� ��
���������$ �� ���!� ��	��� ��� ��8�� ��!!� �

Qs(C(r, t)) = −ρs

P
Γ
∂C(r, t)

∂t
F&$&*G

�Q ρs ��� �� !���� "��	!��	� �	 !����	 ����	� �� Γ ��� 	�� ��������� �������������	� ��
������������� �� ��������$ ����� ��������� ��� ������� ��������� �� �������� �� �������!�
�� m3Kg−3$ 5� ��	� ���� ��2��!	��� ����	����� �� ��������� �"�� 	� 2����	� �� ������ R
��� �	� �

R = 1 +
ρs

P
Γ F&$&EG

.���	����� �� ��������� ������� ����� �

R
∂C(r, t)

∂t
+ L(C(r, t)) = 0 F&$&'G

4� ��	� �� ��� ��������� �� ��������1 ��� ������	��� ��	"��� 9��� ��	!���� 6 ��� �����,
��
������� ���������"��$ ���� �� 
���� �� ���	������1 �� "�������� �� �� ������������� ��
������	��� �������!� ��� �

∂C(r, t)

∂t
= −λC(r, t) F&$()G

5� ��	� �	���1 ��� �����
�� �"�� 	�� ������������ ���������"�1 !�������� ��� �����!����
�� �������� ��� 	� ���!� �� ���<� �	 ���!��� ����� ��
��
���� ��	� �H�� �� �����
�
� ���
������	��� F��
�$���
�� �� &���
 1 &''AV �������1 &'E)V +
��'�����
 �� ���1 &''*G �Q K ���
�� ���K����� �������	� �� ���<� F��������� �� ������������ �	 ���!��� �����G �������!���
�� m3s−1$  � �� ����� ��!��� �
���!��� ��	� ���!� ��	��� �� �� ����� ���	��� ������� L���
γ1 ����	����� �� ��������� 6 	�� ��!������ ������� �����

R
∂C(x, t)

∂t
−D//

∂2C(x, t)

∂x2
+ V

∂C(x, t)

∂x
+KC(x, t) + γ = 0 F&$(&G

����' (
�	����� �	
��� 
���	
����

.��!�������� ������"� �	 ��������� ��� ��"������ ��� ������� �	 ��������� ��� ����������
F���������� ����!����	� ��;�	 ��H	���� !����	�����G ��� �����!�� 6 ������ ��	� ����!����
���!�������� � �� ��!
�� �� ������ Pe �

Pe =
��������� ��� ��"������
��������� ��� ����������

=
V s

D//

F&$((G

�Q s ��� 	�� ���
	�	� �������������	�$ �����1 ��	� �� ��!
�� �� ������ ��� 
����1 ��	� ��
��������� �� 2��� ��� ��"������$ 5� ��8��� �
���!��� ��� ��!
��� �� ������ Pel �	�"��� ��
��������� �� �����	��!��� �� Per ���� �� ��������� ���������	����� 6 �Z����	��!���$



!�3 �������� ��� �4������� �� �
���$�
� *�

��* �!�$� !� #�� �+$�� !�� #� �����(!��

0�	� ������ ��������� ��,�����	� �	���	�� ���	����� ��������	�� ��� ��	������ �� ����������$
/� ������ ��	���	�� ���	����� ��������	�� ��	� ��H������� ���������� �	� ��!����$ %���� �� �����
�� ��� ���	����� ��	� ������!
�� ��� ���������� �	� ��!���� ��"���
��
��� ���� �	 ����� ��
�� ���"���$ #�� ����	����� �	� ��� ��H������� ���������� �	� ��!���� �� ��	�� ��
��8�������
������	�� � ��� �H���	�� ��� �� ��!
��	� �	��	�� F	
�
���1 &'*BV 	�)�
1 &'**V +
�5� ��
1�#�
1 &'*E1 &'*'V +
�5�1 &'E&V *�����1 &'E&G$ ����� ��	��	�� ��	� ������ ���������1 ����
�� �	� �	��1 ��� ���	����� ��������	�� �� ����	����� F&$(&G ��	� ��� ���������� �	� ��!����
��!
��
��� 6 ������ �� ��� �����������1 ����� 6 ���� ��	� 	�� ��7������ 
��"� �� ������	���
�	 ���� �	 !����	 ����	�$ #�� O ���������� P �� ���	����� ��������	�� �� ����	����� F&$(&G
� ��� ������ ��� 6�� .�������� �� (�7�� F&'E(G$

��'�� )������� 
	 �#�������� 
	 ����	����� 
�*�����

4� ����������� 	� !����	 ��!�,��8��1 >�� ���	����� F6�� .��������1 &'E&V 6�� .�����0
��� �� (�7��1 &'E(G � !����� �	� ��	� 	�� ��7������ ������	� FC(0, t) = C0G 1 ����	�����

F&$(&G1 �"�� ��!!� ��������� �������� C(x, 0) = 0 �� ��!!� ��������� ��!���
∂C(∞, t)

∂x
= 01

6 	�� ���	���� ��������	� �� �� 2��!� �

C(x, t) =

(
C0 − K

μ

)
H(x, t) +M(x, t) F&$(AG

�Q �

H(x, t) =
1

2
exp

[
(V − β)x

2D//

]
erfc

[
(Rx− βt)√

4D//Rt

]

+
1

2
exp

[
(V + β)

2D//

]
erfc

[
(Rx+ βt)x√

4D//Rt

] F&$(BG

��

M(x, t) =
K

μ
exp

(
−μt
R

){
1

2
erfc

(
Rx− V t√

4D//Rt

)
+

1

2
exp

(
V x

D//

)
erfc

(
Rx+ V t√

4D//Rt

)}

F&$(@G

+
K

γ

(
1 − exp

(
−μt
R

))
�"��

β = V

√
1 +

4KD//

V 2

#�� ���	���� ��������	� ��	� 	�� ��7������ 
��"� ��	� 9��� �
���	� ��� ��H����������� ��
����	����� F&$(AG ��� ������� �	 ��!��$ 5� ��	� ��	�� !������ 
������� ������
	�� ��	���	��
���$
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 ��
��� �� �����

&��'��� � + � R = 1B K = 0 �� γ = 0

���� ��� ����������1 ����	����� F&$(&G �� ��!���8� ��	� �� 2��!� �

∂C(x, t)

∂t
−D//

∂2C(x, t)

∂x2
+ V

∂C(x, t)

∂x
= 0 F&$(IG

��	� 	�� ��7������ 
��"� FC0dt = M/QG1 �� ���	���� ��������	� �� ����	����� F&$(IG ���
������ ���

C(x, t) =
mx

Q
√

4πD//t3
exp

(
− (x− V t)2

4D//t

)
F&$(*G

 � �� ���� Ce1(x, t) �� ������������� �	!	��� ���� �� ��!�� 6 �� ������ �	 !����	 ����	�1
�	���!��� ������� ���8� ����	��������1 �����,�� ��� ����� ������ ��� �

Ce1(x, t) =
C0

2

[
erfc

(
x− V t√

4D//t

)
+ exp

(
xV

D//

)
erfc

(
x+ V t√

4D//t

)]
F&$(EG

���%�C'� � + � γ = 0

4� ���
����� �	 ���!� ��	��� ������� 01 ����	����� �� ��������� ������� �

R
∂C(x, t)

∂t
−D//

∂2C(x, t)

∂x2
+ V

∂C(x, t)

∂x
+KC(x, t) = 0 F&$('G

.� ���	���� ��������	� ��	� 	�� ��7������ 
��"� FC0dt = M/QG ��� ����� ������ ��� �

C(x, t) =
mRx

Q
√

4πD//Rt3
exp

(
x (V − β)

2D//

)
exp

(
− (Rx− βt)2

4D//Rt

)
F&$A)G

 � �� ���� Ce2(x, t) �� ������������� �	!	��� ���� �� ��!�� 6 �� ������ �	 !����	 ����	�1
�����,�� ��� ����� ������ ��� �

Ce2(x, t) =
C0

2

[
exp

(
x (V − β)

2D//

)
erfc

(
Rx− βt√

4D//Rt

)
+ exp

(
x (V + β)

2D//

)
erfc

(
Rx+ βt√

4D//Rt

)]
F&$A&G

����+�C'� � + � K = 0

4� ���
����� �	 ���!� ��	��� �	 ���!��� �����1 ����	����� �� ��������� ����� �� 2��!� �

R
∂C(x, t)

∂t
−D//

∂2C(x, t)

∂x2
+ V

∂C(x, t)

∂x
− γ = 0 F&$A(G
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��� **

.� ���	���� F&$(AG �� ������� ���� ��	� 	�� 2��!� ������	����� �

Ce3(x, t) =
C0

2

[
erfc

(
Rx− V t√

4D//Rt

)
+ exp(

V x

D
) erfc

(
Rx+ V t√

4D//Rt

)]

+
γ

R

(
t+

Rx− vt

2V
erfc

(
Rx− V t√

4D//Rt

)
+
Rx+ vt

2V
exp

V x

D
erfc

(
Rx+ V t√

4D//Rt

))
F&$AAG

������������� �
���!��� 6 ������
����

Ce3(x, t) =

∫ t

0

C(x, t) dt

�Q C(x, t) ������ �� ���	���� �� F&$A(G ��	� 	�� ��7������ �� �����	� ��	� �� 2��!� ��	��
�!�	�����$

,� ���C'� � + � � + ����� ���)������ &���

4�8�1 �� ������ 	� ������� ��� �����������$ /� ���
�� �	 ��� ������������� 6 	�� ���"������
�	��$ .���	����� F&$(&G1 �� ���
����� �� ���!�� ��	���� �� �	 2����	� �� ������ ������� �

∂C(x, t)

∂t
−D//

∂2C(x, t)

∂x2
= 0 F&$ABG

.� ���	���� �� ����	����� F&$ABG ��	� 	�� ��7������ 
��"� ������� �

C(x, t) =
mx

Q
√

4πD//t3
exp

( −x2

4D//t

)
F&$A@G

�� �� !9!� !������ �	� �������!!���1 �� ��	� ������ Ce4 ��!!� ������
���� �� ����	�����
F&$A@G ��� ������� �	 ��!��$

Ce4(x, t) = erfc

(
x√

4D//t

)
F&$AIG

��, 
� �����(!�� #� ��� �� �� % � �$ (!��$'

��+�� )�������
	� , 
�*�
	��	� ��	� �	 ��� 
	 �#�����	�	�� 
#�� -��
	

.����	��!��� �� 
����� 6 ���"��� 	� !����	 ����	� ��� ��� ��H����� �� �����	��!��� ��
�����	�� ���� 	� !����	 ����	�$ 4� �H��1 ���� �� 
�!!� �� ������ ��� 
����� 	������� F�	
!����!���� �	 �����!����G1 ��� �����!���� ������������ ��� 
����� ���� �����������$ .��
�,
������ ����!��	� �� �� 2������ ��� ���������1 �� ��H	���� !����	����� �������"���� ��� ����
�� �������	� �� ���������$ 0���!����1 ��� ���������� ��� ������	��� ����� ����� �� �"�� ���
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������� �������	��� �� !����	 ����	� ���	����� ��� ����
�!���� ���������� ��� "������� ���
������	���$ ����� ��	��	��1 �� ���� 2��� �
��������� �� �������� ������
�� ����������
�� 6 ��
����������� ��� 
�����1 �� ��	� 2���� 	�� �����
�� ����� �� ��H	���� !����	����� �� �� ��H	,
���� ��� 
����� "�� ��� ����������$ /� ��� ���� ��	� 6 2��� ��������
�� ��	������� 	�� ��� �� ����
��"������ ��H	���� ��	� ������� ��� ��!�����!���� �� 
����� �� ���	��!��� ���� 	� !����	
����	�$ 5� ��	� �	��� �� ���"������ �� �� "������� ��	�� ����� ��	����� ��� �����
�� �"��
����	����� ��  !��	���T�:�1 ���
��� �� 1906 �� ���!������ �� ����������� �� �� ������
	����
�� ���
�
����� ��	�� ������	�� 
��T������ ���� 	� !����	 ����!�
���$ .� ��!����������
�� ����� ��	����� ��� ��������� �� ������ R$

��+�� .��
	� ����
�	�
	�

.� ����������� ��������� �� 
����� ���� ��� �!����!���� �� ������� �� ��	� 
������ �������1
�� ���� ��� �����9� ���� �� ��!���������� ��� !������!�� 6 �� 
��� �� �� ��
��
����� ��
������1 � ��� �� �	7�� ����	��� ������
��� ���� ��	� ������ �������� ��� ��� ��������	� ���	�����$

�����! ���� ����� +&3C�� � �+ �� �'&�!�'��� �� +&3C��+ &!�+ /��++�+

	
��
����
 �� ��� F&'I'G �� ���� ���������� 6 �����	��!��� �� ������	��� ��7������ ��� 	���
����� ��� �	���� ���� 	� �!����!��� �� �������$ .��!����!��� �� ������� ����� ������	 ����
	� ��������� ���������	� �� ��	��	� 30 cm �� �� ���!���� ������� 15 cm$ /�� ��7�������� ���
������	��� ��� 	��� ����� ��� �	���� ���� ���!����!��� �� �
���"����� �� ����� �� ������
��� ������	��� �� ��� ���	������ �	� 	� ������	 ������2 ����� ��	� ���!����!��� �� 
������
�������$ ��	� �����	��� �	 �����
� ��� ������	��� 6 ���"��� ��	� ��� ���8��� �� �� ���	��	��
����	��1 ��� �	��	�� ��� ���� ���� �� ������� ��� ������	��� �	K��!!��� ������� ��� �������
�	� ������� �������	��� �� !����	 ����	�$  � �� ��������� 	� ��!
�� N0 �� ������	���
������� �	� ����� ��	� �������� ��!��� �� ������� ��	� ���
��1 ��� ������� ������	��� ��	"���
�� ��������� �������!��� �� ��!
��� ���� ���!����!��� �	�"��� ����	����� �

∂n

∂t
= D⊥

(
∂2n

∂r2
+

1

r

∂n

∂r

)
F&$A*G

�Q n ��� �� ��!
�� �� ������� ������	���1 ��� 	���� ������ ���������	�����!��� 6 �� ���������
�� �����������1 6 	�� �������� r �	 ��!�� t$ .���	����� F&$A*G �!����	� ���� �� ����������
���!����!��� ��!!� 	��2��!� �� ���������� ���������� 2��� �
��������� �� ��	�� ����������
���
��	������$  � �� 2��� ��� ���������� �	� ��	��� ��� ������	��� !������ �	���� �� ��!��
��	� ���"����� ���!����!��� �� �	� ���	�,�� ������� 6 ����8�� �������!���1 ����� ��� �	��	��
!������� �	� ���� ��	� ������ �

r2

4D⊥t
= ln

(
N0

N0 −N

)
F&$AEG

�Q N ��� �� ��!
�� �� ������� ������	��� ���� �� ������ ��� 6 ���������	� �	 ����� r �	
��!�� t$ N0 ��� �� ��!
�� ����� �� ������	���$ 	
��
����
 �� ��� F&'I'G ��� !����� �	�
�� �������� F&$AEG ����� "���8�� ��	� ��H������ ����� �� ������	��� ����������� �� �� ���
��
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���� �� ������ $�
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4!����!��� ������	��� ����������� D⊥ e

D = 1,2 cm1 "����

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

d = 0,8 mm1 �����
d = 0,8 mm1 2��
d = 0,8 mm1 "����
d = 0,8 mm1 ������
d = 0,8 mm1 ���!


1,7
1,7
1,5
1,3
1,4

0,92
0,88
0,84
0,69
0,19

D = 3,7 cm 1 
����� ��

������ �� ��
��

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

d = 1,3 mm1 "����
d = 2,1 mm1 "����
d = 3,1 mm1 "����
d = 4,2 mm1 ���!

d = 1,6 mm1 �����

8,1
7,4
7,5
6,6
12

0,42
0,79
0,82
0,50
0,84

������� ���	 ������� �������
 ��� $������ �� 
��E
���
� �� ���������� ��
���� ��� 	
��
0
����
 �� ��� ,-?F?/( ���� �������
�� 
������ �� �������

�������$ ���� ����	�� ���� �� ��������� ��H	��2 �� �� ���������� ������� ��� ������	��� ��
"����� ����������� �	� �� ��!�� �� ������� ��� �������	� ��	� ��	��� ��� ������	��� �� ���� �	��
�	� ���� �� !������	 �	� ��� �������	�$ ���� ���	���� �
���!��� �	� ��� �H��� �� ������� 8����
���� ��
��
��
���$ /�� ��� �	 ����� �����!���� ��� ���K������ �� ���������� ��	� ��H������
!������	�1 ���� ��� "���	�� ���� ��������� ���� �� ��
���	 &$&$

.�� �	��	�� ��� �
���!��� �����!��� ��� "���	�� �	 ��!
�� �� ������ ������ ��	� ��H������
����� �� 
����� F	
��
����
 �� ���1 &'I'G$ ��	�� !������ 
�������1 ��� ��� !����� �	� ��
��!
�� �� ������ ������1 �	� "���� ���� �� 
�!!� �� 12 6 51 �����3� �����	� �� ���K�����
�� ������	���� ���3�$  ���� ��� �	��	��1 ��� ���	����� ���� ��������
��!��� �� ������ �"��
�� !����� �� ���������� �� �����	�� �� ���' F&'@(G$ ��	� �� ���K����� �� ������	���� ���
���"� �� ��	� ��� ������	��� �����	���� �� 
������ ���������$ ���� � ��	� �H�� ���	
!�����
�� ���������� ������� ��� ������	��� �� ���� �� ��!��	�� �� ��!
�� �� ������$ .�� �	��	��
�	

����� �
���!��� �	� �� !�	"�!��� ��� ������	��� �� 2����� �����������!��� ��� ��	� ��
�	� �� 2�����!��� ��� !������	� ��� ��� ����J	���� �	� ��� �������������	�� �	 ���������$
���� 	�� ��	���!� ����� ������������� 	
��
����
 �� 9�

�� F&'*&G ��� !��	�� �� ��!��
�� ��������� �� ��� ������	��� ��7������ ��� 	��� ����� ��� �	����$ /�� ��� ����� �	 !������
�	� �� "������ !������ �� ����������� ��!��	� �����	� �� "���	� �	 ���K����� �� ������	,
���� �	
!����$ ��	� �� ��������� ��� �������	�1 !���� �� ����������� ������
�� ��� ������$ .�
������	�� ���������� !�� ����� ��	� �� ��!�� ��	� ��������� ���� ���!����!���$ ��� ��	�
���	�����1 6 ��"��� �	� �� ���������� ������� �	
!���� �� �	� �� "������ !������ �� �����,
������ ��!��	� �����	��� �	
!���� �� ���K����� �� ������	����1 ���� ���� �!��������$ 4�
�H��1 ��	� ������ �!���� 6 � ��"���� ���� �� �	��� �� �� ���"���$ .�� �	��	�� ��� �
���!���
!����� �	� �� ��!!� �	!	��� ��� ��!�� �� ������� 6 �� ������ �	 !����	 ����	� �	�"���



*- �������� 	 
 ��
��� �� �����

	�� ��� �	 ���� �
n

N0

=
1

2

(
1 − erf

(
V (〈t〉 − t)

2
√
D// 〈t〉

))
F&$A'G


���� �	� �� ���	���� ��	�� ��	����� �� ��H	���� �

∂n

∂t
= D//

∂2n

∂z2
F&$B)G

�"�� ��� ���������� � ⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

n = 01 t = 01 |z| > 0

n = 01 t > 01 z = ±∞∫ +∞

−∞
n dz = N01 ��	� ��	� t

F&$B&G

4� ��	� �� ��� ��	��� ������!�������1 ����� �� �� 	
��
����
 F&'*BG ��� !��� 	�� ��	��
�	!����	� ��	� ��H������ �����
�!���� �� ���!����!��� �� 
������ ������� F�	
��	�1 ����,
�����1 ����
���� ��!���� �� �	
��	� 6 2���� ��������G$ 4� 2������ ����� "����� �� ��!������
����� 0.52 �� 0.741 ��� ��� !����� �	� �� ���������� ������� ��� ������	��� �	
!���� �����,

��!��� �	��� �� ��!������ ��!��	�$ ��	� ����� �� "	� �������	�1 %��)����� �� :���
��
F&'E(G ��� ������� 	�� �������� 
���� �	� ��������� �� !�	"�!���� 
��T���� F:�������1
&'((G$ � ������ �� !����� !�������	��	��	� 
���!���������� ���������� ������������� ��� ���,
���	��� ����������� �"�� ���!����!��� �� ������� ��	� ���
��1 ��� ��� �����!��� ����J	���� �	
���K����� �� ������	���� e$ �����1 ��	� ��� ���������� �����	� �������	��1 �� "������ !������
�� ����������� ���!��������� ������ �	 ���K����� �� ������	���� �	�"��� �� �������� �

〈V 〉√
2gD

∝ (1 − e)1/4 F&$B(G

�Q 〈V 〉 ��� �� "������ !������ �� �� 
���� �� ���	��!��� �� �Q g ��� �������������� 
��"���,
���������$ .�� ����������� �� %��)����� �� :���
�� F&'E(G ���� ��������
��!��� �� ������
�"�� ��� ���	����� ������!����	� �� R���
T���� �� �� F	
��
����
 �� ���1 &'I'V 	
��
����

�� 9�

��1 &'*&G ��	� ��� 
������ "���	�� �� D/d$ .�������� �	���,�������	� �� W��:�����
�� 4�T���� ������ �	� ��� ��!
��� �� ������ ���� �� ��������� �� �����	��!��� �� ������,
���	�����!��� 6 �����,�� ���� �
�	� �� ���� ���� �	� �

Pel = Per ∝ (1 − e)1/2 F&$BAG

#�� �	��� ��	�� ������!������ �� �� ����������� ��������� ��	�� ������	�� 6 ���"��� 	�
�!����!��� �� ������� ��	� ���
�� � ��� !���� ���  �!��� �� /������� F������1 &''*V
9$$����� �� ���1 ()))G$ ���������!��� �	� ����������� �� R���
T���� �� ��1 �	� ���������
�����������!��� ���������� 6 ������������ ����J	���� �	 ���K����� �� ������	����1 ��� ��� ��	,
����� ��	���� ����J	���� �� �� ��	��	� H �� ���!����!��� ����� �	� ����� �	 ������� �� ������
D/d$ 9$$����� �� ��� F()))G ��� !�����1 �� !��	���� �� ��!�� �� ������� ��	�� ������	��
��	� ��H������� ��	��	�� �� ���!����!��� F"��� 8
	�� &$(@G1 �	� �� ������	�� ����������
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������ ��

	 =����
��� �� 
���� ����� �� 
�����
 〈T 〉 �� ���

��� �� �� ���
��� �� � ��&
�������
 H ���� ��� ���
�
���� ���
����
�� �� ����+
�� d = 0,7 mm ���� �� ���������

����
���� �� ���+��� �� ����+
�� (�)D = 6 mm( (©)D = 10 mm �
 (�)D = 16 mm�
B����� ��
���
� �� 9$$����� �� ��� ,:;;;/�

���� ���!����!��� �"�� 	�� "������ !������ �� ����������� ���������$ �� ���	���� �"���
�
���!��� ��� �
���"� �	!����	�!��� ��� ����� �� �� 	
��
����
 F&'*BG$ 9$$����� �� ���
F()))G ��� ���8�!� �� ��������� ��H	��2 �� �� ���������� ������� ��� 
����� 6 �� ������ ��
���!����!��� �� 
������ �������$ 4� �����!����� ������� �	�������	� !���� 〈R2〉1 ��� ���
!����� �	� ����� ���������� ��!
�� ������������ �� �� ������ �� �� ������	�� ����������
F8
	�� &$(IF�GG �� �	����� ��� ����������!��� �����!���� ��� �� ���!���� D ��� �������
�������	��� ���!����!��� F"��� 8
	�� &$(IF
GG$ ��� �����
�� �"�� �� ���������� �� �����	�
���� ��� !����	� ����	� F	��
1 &'*(G1 ��� ��� ��8�� �� ��������"��� ��!!� ��� ���
	�	��
�������������	�� α⊥ = D⊥/ 〈V 〉 �� α// = D/// 〈V 〉 ���� ����	�� ��� ���������� �� �����	,
��!���$ /�� ��� ����� !����� �	� α// "������ ��������!��� �"�� D �� �	� ����� ��� �	��	��
��������	� ��� 	� !����� �� !����� �	 ������ �"�� 	� ��� �� ���
	�	� D$ 4� !��	����
�� ���������� ��� ��!�� �� ������� ��	� ��H������� ��	��	��1 ��� �	��	�� ��� !����� �	� ��
�������	� ����� ��H	��2 ���� �� ��������� �� �����	��!���$ /�� ��� ����� !����� �	� �� ���,
�����"��� α//1 ���� �� ��������� �� �����	��!���1 ������ �����������!��� �	 ���!���� D ���

������ �������$ �	���!��� ���1 �� ������ ��� ������	��� ����������� ��� �	� ��	 ����J	����
�	� �� ���������� ���
��	������ ������� ��	� ��� 
������ "���	�� �� D1 �� �	� ���������� 6
	� ������� �� ������ D/d = 161 �� �	� ���� �� ��� ���� ��� �����������$
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� ��� ����
���� ���� �� ����

��� ��������
������ # � �
�������
 �� ���

��� �� ��
���
��� H ���� D = 16 mm �
 (+)d = 0,7 mm( (×)d = 1 mm �
 (∗)d = 2 mm� ,�/
1�0���
� �� �� 
����� ��� ���
�
���� 
���
�
���
 �� ������ ������� 〈R2〉 �� ���

��� �� H
���� (�)D = 6 mm( (©)D = 10 mm �
 (�)D = 16 mm�

��?�+��� +�� ��� &! ��3� �� D !��� �� : !���������� ���� ��+� � ���0+� �!�+ *�E

��	� ����!!���1 R�	�� �� �� F	
��� �� ���1 ())&1 ())AG ��� ��	��� �� ���������� �� ����	��
�	� 	�� ������� �� ������$ 4� ��	� ����	���� �� �N���� ��	�� ������	�� ���� �� �����	
���
�������1 ��� �� ���� �
���!��� ���������� 6 ��� �N����� �� ��	���� �� ������	���$ ���
��	����� ������� �������	�� �	 ��	� �� 150 ������	���$ /� � ��� !����� �	������ 	� �����
��!
�� �� ����������1 ��� ������	��� �����
���� 	� ��
�!� ������������$ .�� �	��	�� ���
!����� �	�1 ���� �� �N����� �� ������	��� ��� 	��� ����� ��� �	����1 �� "������ !������
�����	��!��� �	� �� ������� �� ������ ������ �	 ���!���� �H����2 deff ��� ����	��1 ��8��
��!!� �� ������� ����� �� ���!���� ��� ����	�� �� �� �����	�� !���� ����� ��	� �
�������
�	 �����	$ � ����"����1 ��� ��� !����� �	� ����� "������ �� ������ ��� �� deff �����	�
��	���	�� ������	��� ���������� �� !9!� ��!��$ .���J	���� ��� �H��� ��������2� �����"����
�
���!��� �����	� ���� ��������� �� ��H	���� ��� ������	���$ 4� �H��1 ��� �	��	�� ��� !��
�� �"������ ����������� ��	� ��
�!� ����������� ���	� ���� �� ������ ��	�� �� �� ������� ��
������ !��� ��� ��� �
���!��� �������� �	� �� ��
�!� ��H	��2 ����� ������� ��	� ������!���
��	� 	� ��	���� �� ������	��� �� ���	��!��� �	� ��	� 	�� ������	�� ������$ �� ���	����
��������	� ��� �� 2��� �	� �� ���
�
����� �� ��������� ��	�� ������	�� �� ���	"��� ���� 	�
��	���� �� ������	��� ��� ��	� 
����� �	� ����� ��	�� ������	�� ������$ #�� ������	�� ������
�	�� ���� 
����� �� ��	� �� ��!�� ��	� ��������� 	� ��
�!� ��H	��2$

��� ��	��� ��� !�� �� �"������ �	���	�� ��!����	��� �"�� ��� ���	��!���� �� J	��� ����
��� !����	� ����	�$ 0���!���� ����� !������� �
���!��� �� ��!������� �	 �����!��� ��
����������� ���������$ ��� ��	��� ��� !����� ����������� ��	� ��
�!� ������������ �"��



!�8 �� �
���$�
� �� 

���� �� ������ $�
��� *;

	�� "������ !������ �� ����������� ��������� �����	� ���� 2������ ��������� 	�� ������	��
�	 ���� ��	� �!����!��� �� ������� ��	� 
������$ 4���� ��� �
���!��� !����� �	� ��� ����
������������ ������� �
���"�
�� �����	� �� ��!
�� �� ������	���1 ���������� ��!	�����!���1
����� �� ������� �� �	���	�� ��L�����$ ���� �	��� ���,�� �����	� �� ��!
�� �� ������	��� ���
��	� �!������� �� �	� ��� �����!���� ������!
��!��� ��	"��� �����"���� S ��� ��	���
�������	��� ��� �
���!��� !�� �� �"������ �� ���������� �	 ��!�� �� ������� ��	�� ���,
���	�� �"�� ������������ ��� ���������� ����� ����� ������	�� �� �� !����	 ����	�$ ���������1
�����	� ��	���	�� ������	��� ���������� �� !9!� ��!��1 �� ��!�����!��� ���,�� �
���"� S
��!!��� ��� ���������� �����,������	��� !���8���,����� ��� ���������� �� �����	��!��� ���
������� �	 ��� �� �����	��!��� ��	�� ��	�� ������	�� S .�� �"���	��� �H��� ��������2� ���	�,
���� �� �� �������� ��	�� 
����� �	������ �� ������	�� !���8�������,��� ��� ��!�����!����
��H	��2� �
���"�� �������!!��� S ��	� �������� 6 ��� �	�������1 	�� ��	�� �"�� 	� ��	�

���� ��!
�� �� ������	��� ����� ����������$ 0�	� ��	� ��!!�� ���������� �	���� �� ���"���
�� ����� 6 �� ��������������� ��� ���������� �� �����	��!��� ��	� 
���� ��!
�� �� �����,
�	��� 6 ���"��� 	� �!����!��� �� ������� ��	� 
������$ ��	� �������� 	�� ����� ��	��1 ��	�
�"��� !�� �	 ����� 	� ���������2 ������!����� ���!������ ����	���� ����J	���� �	 ��!
��
�� ������	��� ��7������ ���� �� !����	 ����	� ����� �	� ����J	���� �	 ���� �� !������	 �� �	
������� �� ������ ����� ��� 
����� �������	��� �� !����	 ����	� �� ��� ������	��� �� ���	��!���$
��N�� 6 �� !����������� �	!����	�1 ��	� ������ ��������� �� ��!������ ����	�� ������!��,
���� ��	� ������������ �� !������ �� ��	� ��!����� �����
�� �� �����!��� �� �����������
��������� ��	� 
���� ��!
�� �� ������	���$





�
�
�
�
��
�� 222 ����� �������������

"�� 
���!#$�� !�

���� �� ���"��� �� �����1 ��	� ��	� ��!!�� ���������� 6 �����	��!��� �� ������� ������	���
6 ���"��� 	� �!����!��� �� ������� ��	� ���
��$ 0�	� �"��� "	 �	 �������� ��������� �	���
����� ���������� �� �������� 	�� ��7������ �� ��	� �����	���� �����
�� �8� �� ��	"��� 	�������
��� !������ �� ��H	���� �� J	���1 ��������� �� ����������� �� ��� ����������� ������	���
�	� ���������� �� 
����� ����� ��� �	��� ��!���$ ���� �� ��������1 ��	� ������ ��	� ���
���
��������� �� ���������2 ������!����� !�� �	 ����� �	 ��	�� �� ����� ����� �� ��	� ���!������
�� �������� ����	�� �� �� ����������� ��������� �� 
����� 6 ���"��� 	� !����	 ����	�$ 0�	�
"������ ���	��� ��� ���������� ������!������� ���� ����	����� ����� ��	�� 6 ��� ��������1 �	��
��	� ������������ ������!
�� �� ��� ���	����� ������!����	�$

"�" � �(!� � - �'(�� %�����

����� /
��	�������

0���� ���������2 ������!�����1 ���� 	�� "	� ����!����	� ��� ��������� �	� �� 8
	�� ($&1
��� �������	� ��	� �!����!��� �� 
����� !������������ �� ���!���� D ������	�� ���� 	��

�3�� ����������������	� �������	�� �� �����
��� �� �� �>�$ .�� ��!������� �� ����� 
�3��
���� �� 26 cm × 26 cm × 51 cm$ .��!����!���1 ������� ��� 	� ��!��� ���<� ��	� 
��"���1
�������	� 	� !����	 ����	� ������	���
�� �"�� 	�� �������� ������ �� 0,4 F�����$$�1 ())(G$
#� ������ �!����!���1 �������	� �� ������� 
����� �� ���!����� d1 ��� ����� ���� 	� �����,
"��� �	
��	� �	����!
��� �� !����	 ����	�$ �� �����"���1 !	�� ��	�� ������ 6 �	"���	��
"��������1 ���!�� 	� �N���� �	���,���������� ��� ������	���$ .� 8
	�� ($( !����� ����� ����,
!�� ������������ �� ������
	��	� �� 
����� ��	� ��H������ ��
��� �� "	�$ /� ��� �����
�� ��
!���8�� F"��� 8
	�� ($&G �� ��	��	� �� �N���� ��� ������	��� �� �7	����� �� ��
��
� �	 
���
�� 8������ �	 �����"���$ ��	� 
������� �	� ��� ���������� �� ���
�
� �� ����� �!����!���
�� ������	��� ���� ��!������� �	�� �	� ���� �� ��!
�� �� ������	���1 �� ��� ����������
�� ��
��	"��� �����<��� �� "��	!� �	 �����"���$ ��	� ����1 �� ��� �����
�� �� ������ 6 ���������	� ��

B&
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������

����������

����������

collecteur

milieu poreux

distributeur de billes

balance piézoélectrique

H

h

������ 
��	 	
���� �� ���
��� ���������
���

 de billes
distributeur

trappe en position fermée

électroaimant trappe en position fermée

électroaimant

trappe en 
position ouverte

������ 
�
	 	
����� �� �������
�� �� �������� 4����&
� ��
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�
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� �� 
�0��
����� � ��� 
����� 
���
�
��� �� ���� ���
��� 4�� ���
�� ���
 ����
����� ������� ��� ��
����� � �� ���

�������
 
������� ��� � ������
���� ,�/ =�� �� 
9
�( ,�/ $�� �� �������
,
/ $�� �� 
9
� ����'�� �� 
����� ��
 �� ����
��� ��$��
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,�, ���$�����5 ��$�
������� (*

collecteur

tiroir amovible

grille de maintien
du milieu poreux

volume de mesure

������ 
��	 	
���� �� 
����� ���$���� '�� ������
� �� *��� �� �������

�� ������� ��� �	
�� ����������	��$ �����1 �� �N���� ��� �� ��	� �����	�� �����
�� �	�� �	�
���� �� ��!
�� �� ������	��� �	� ���� ������ ��7����� ���� �� !����	$ .��!����!��� �� 
������
������� ������ �	� 	�� 
����� ������� ��������� �	 
N�� �	 ���������2 ������!�����$ �8� ��
�����	��� �	��	�	�� ������	�� ����� �� ��!��� ���� ��� !��	��� ��� �	����"��� ������� ���
������ �� �� 
�3�� �� �����
���1 ��	� ��!����� �� ��	��	� H �	 !����	 ����	� 6 	�� "���	�
�� ������� �� 20 cm$ 0���!���� ��	� �����	��� �	� �� ��������� ���������� ��� ������!���
��!����1 ��	� �������
���� ����� "��	!� �� !��	�� �	 ���� �� ���!����!��� 6 	� ��������
�� ���!���� 20 cm$ ���� ��� ������� ��� ��	���������� ��	� ������ �!�"�
��1 �������� �	� ��
8
	�� ($A !	�� �� ��� ������ ��	� ���8�� ����	����� �� ���!���� 20 cm$ ����� ��� ������	���
�	�1 !��
�� ����� �����	���� �	� �� ��	��	� H 1 �����
���� ��� ������ ������� �!!�
�������
���� �� ������$

.� ������ ��������� �	 ���������2 ������!����� ��� �������	�� ��	�� 
������ ���L���������	�
��	���� 6 	� �!���8����	�1 �� ��	� ����� 6 	� ��������	� "�� 	�� ����� �����	�������$ .��	,
"���	�� �� �� ������ �	 �����"��� �� ������	��� ��� ������� ��� ����������	� �� ���������
������
�����!��� �	 ��
��� �!�� ��� �� 
������$ /� ��� �!������� �� ����� �	� ��	� ��	�
���H����������� �	 ��!�� �� ������� �� �� 
������ �� ���	������� �������!���1 ����� 	�
8����
� ������
��1 �� ��
��� �!�� ��� �� ���L���������	�$ ��	� ��������� ��� ������	��� 6 ��
������ �	 !����	 ����	�1 �� ����� �	� �� 
������ 	�� 
�3�� ���� �� 2��� ��� 
���� ��	�
!������ �� !�	��� ���!������ ���"���� ��� ��
���� ��	"��� ����	�
�� �� !��	��$ ��	�
������"�� ���K������ �� �� �����!� ���!�������!���1 ����� 
�3�� ����������� ���� 9��� "����
����� ����	� ����������$ �� ���������2 ��	� ����� ���� ����� 6 ���"��	���� ��!������� �	
��!
�� �� 
����� 6 �� ������ �� ���!����!���$ ��!!� ��	� ������ �� "��� ��� �� �	���1 ����
��	� ���!�� �� ��!����� 6 �� !��	�� �	 ��!�� !���� �� ��������� ��� ������	��� �	 ����
�� �� ���	��	�� ����	��$
��	� ��	"��� ������� �	� ��������� ��� ������	��� 6 �� ������ �� ���!����!��� �� 
������
�������1 ��	� ��������� �
���!��� ��	� ���������� ��!�����!����$ ���	�,�� ��� 2��!� ���



(( �������� � 
 ����� ���
���������

200 mm

1,02 mm 10 mm

30 mm

1 mm

������ 
��	 =�� �
����
�'�� � ��� ��������

������ 
�
	 2��
�������� �� ��
��
�
�� 
�����
����
��

�������������!��� �� �	������ ��!����� �������	�� 6 ����� ����������� �	� �� 8
	�� ($B$ �"��
	� ��� ���������21 �� �
����� ����� 	� ���������� F"��� 8
	�� ($@G �� �	���� ����� ����� ��
��!������� 10 mm ��� 10 mm$ 4� ������ �� !���� �� 
����� ������	� ���� ����	�� ���
�����1 �� ��!���� ����!��� �	 ��!
�� �� 
����� ���� ����	�� ��� �����$ ���� ��� ����	
�����
�� ��� �� �������� ��	�� ������ ������������ ���	�� ��	� �� ����������$

����� ���
������ 
	 ��
���	 
	� ��
�����	�

��	� 
������� �� ������	���
����� ��� !��	���1 	� 
���� ���� � ��� ������� 6 �� !��� �� �����
�	 �����!� �� �N���� ��� ������	���$ ��!!� ��	� ���"��� ��� �������!!���1 ���	"���	��
�� �� ������ �	 ������
	��	� �� 
����� ��������� ������
�����!��� �	 ��
��� �!�� ��� ��

������ ���L���������	�$ ���������1 ��	� �����	��� �	� ��� ������ �� �� ������ ���	"����
������!���1 �� ���� �	���� �	� ���� �� !���� �� 
����� ������	� ���� �� ������
	��	�1 ���
������ �� �� ������ ���� �������� ��������!��� ��� �� ���������!��� �� �����������!��� ���
	� �����!� �� ��	� ��!����� �� !���� ��2��!��� �	� �� ��������� ��	� 2��!� �����
���
����	����� ��� ������ �� �� ������ �	� ��� �<���$ ��	� 
������� �� ��!����� ��� ����������
�� ���
�
�1 ��	� �"��� ��7�	�� ��	� 2�	���� ������ �	� �� ������
	��	� �� 
�����$ ���� ���
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fausse porte 

fausse porte 

lamelle de métal 

porte 

������ 
��	 	
���� �� ���
����
��� �� ������ ���� ��� �������� �����

��
 � �
��
����

������ ��� ���
��� H��� �$��� ��������
 ��������
� ��� ������� ���
�� �����

��
 �� �����
��
�� ����
��� �� ��
����

���	���� �	� �� 8
	�� ($I$ 0�	� �"��� �	 ������
�� ��	��� ����J	���� �� �� ��	��	� �� ���
�
�
h �	 ���	�� �� ������	��� �	,����	� �	 !����	 ����	�$ .� 8
	�� ($* !����� ���"��	���� �	

0 5 10 15 20

h (cm)

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

<
t>

 (
s) N = 50 000, H = 12 cm

N = 10 000, H = 12 cm

N = 50 000, H = 8 cm
N = 10 000, H = 8 cm

������ 
��	 G$���
��� �� 
���� ����� �� 
�����
 �� ���

��� �� �� ���
��� h( ���� ����
���
���� H �� � ���������
 �� ������� ���+����

��!�� !���� �� ������� 6 ���������	� �	 !����	 ����	� �� 2������� �� �� ��	��	� h �� ��
��	� ��	� ��	��	�� H �� ���!����!��� �� 
������ �������$ 0�	� ��	"��� ��!���	�� �	�
��	� �� ��	��	� h ��� 
�����1 ��	� �� ��!�� !���� �� ������� ��!��	�$ ����� ������������
��� "���
�� �	�� �	� ���� �� ��!
�� �� ������	��� �� �� ��	��	� �� ���!����!��� �� 
������
�������$ ��	� ��� ������	��� ���� �N����� �� ��	� �� ��	� ��	� "������ �� ����������� ���� ��
!����	 ����	� ��� 
�����$ 0�	� ���������� �	��� �	�6 	�� ��	��	�H 8���1 �� ��	� �� 2��
���
"���	�� �� h1 �� ��!�� !���� �� ������� ��H��� �	�"��� �� ��!
�� �� ������	��� N $ ���	�,��
��� ��	� ���"� ��	� N = 50 000 �	� ��	� N = 10 000$ ����� "�������� �	 ��!�� !���� ��



(- �������� � 
 ����� ���
���������

������� �"�� �� ��!
�� �� ������	�� �������3� �	 2	� �� 6 !��	�� �	� �� ��	��	� h �� �N����
�	
!����$ ��	� �� ���	�� �� ������	��� ��� �N��� �� ��	� �� ��	� �� �� �������� ��� ��
���
�	� �� �	�2��� �	 !����	 ����	�$ ���� ������	� ��	��	�� ��� ��	�
��1 ���������� ���"��	����
�	 ��!�� !���� �� ������� �"�� h ��	� N = 50 0001 ��7��
���� ������ ���������� ����� !9!�
�"��	���� ��	� N = 10 000 �����	� �� "���	� �� h ��� 
�����$ [ �� "	� �� ��� ���	�����1 ��	�
�"��� ������ �� ������ �� ������
	��	� �� 
����� �	 ��	� ���� �� �� �	�2��� �	 !����	 ����	�$
��	� ����1 �� ��	��	� h 6 ��� ����� 6 	�� "���	� h = 2,6 cm ������������� 6 �� ��!������
��� ������ �� �� ������$ ����� ��	��	� ��� ������ 8�� ���� ��	��� ��� �����������$

"�& .!�# � !�� �'(�� %�������

0���� ���������� �������� 6 ������� ��������� ��	� �� ��!��� �H�� �� �� 
��"���1 ��� ������	���
�� ���!����� d ���� 	� �!����!��� �� ������� �� ���!����� ��	� 
����� D$ /� ��� �"�����
�	� ��	� �	� �����	��!���1 �	 ���� ��� 
������ �������1 �� ��� ������� ������	��� ���� �����
��1
�� ���!���� �� ��� ��������� ���� 9��� �	K��!!��� ����� ��� ������� �	� ��"���� ����������
���� ���!����!��� �� 
������ �������$ ��	� ��	� �H������� ���"���	��� �H��� �� ���
��
��1
��	� �"��� ������ �� ���"������ ��	7�	�� �	,����	� �	 ��	�� �� ����	�� ��8�� ��� ����	�����
F&$'G$ 0���!����1 �������� 
��!�����	� ����� ��� �� ��	� �H�� ��	"��� �����3��� 	� ���
��
�
��� ������	���$ 4� �H��1 ���	!����� �� ����� ��	� �
���!��� �����3��� �� 2��!����� �� �����
����������� 2�"������� ����� ������������ ��� ������	��� �	� �� �	�2��� ��� 
������ �������$
����� ��	��	��1 ��	� �����<��� �� 2��!����� �� ��� ����� ����������� �� �����	��� ����� ��
������	���
����� �� ��� !��	���1 ��	� ���"������� 6 ��	� ���	!����� �������� �� 40%$
���� �� ��	���� �� ��� �����������1 ��	� �"��� 	������ 	� !����	 ����	� 2��!� �� 
�����
�� "���� �� ���!���� 16 mm �� ��� ������	��� ������� �� ���!���� 1 mm$ 0�	� ��!�������
���� ���� �� �	���1 �	� ��	��� ��� ����������� ��� ��� ��������� ���� ��� ����������1 ��	2
�	��� ��	� �� !������������ ���������!���$

"�) �����% ��� !� #�$� ��%(� %!/�� #� ��� #����

���� 	� ���!��� ��!��1 ��	� �"��� ��	����� �����!���� 	� ��!�� !���� �� ��������� ���
������	��� �	 ���� �	 !����	 ����	�$ �� ��!�� !���� �� ���������1 �	 ��!�� !���� �� ����,
���1 ���� ���� �� �	��� ���� 〈t〉$ ��	� ��	"��� �����!���� �� ��!��1 �� ���	���� ������ ������
�� ��	"��� ������8�� �� 2�?�� 	���	� ����	�� ��� ������	��� ��	� ��	"��� ����� !��	��� ��,
��"��	����!��� ��	� ��!�� �� �������$ ��!!� ��� ������	��� ����������� ���� ����������
���
��� 	��� ��� �	����1 ����� !������ ����� ��� ��"���
��
��$ .� ��	�� !������ ���
����� 	��
��2��!����� �	� ��� ��!�� �� ��������� ��� ������	��� �	 ���� �� ���!����!��� �� �������
��	� 
������ ��� �� ���������� �� ������
	���� �� ��� ��!�� �� �������1 �	 ��	� ������!���
��� ����
���� ��!�������$ 4� �H��1 �� ��
��� ���	����� "�� �� 
������ ���L���������	�1 ����
	� ���!��� ��� ����� �	� �� 8
	�� ($E1 ����	�� ���"��	���� �� �� !���� �� 
����� ���	������
6 �� ������ �	 !����	 ����	� �� 2������� �	 ��!��$ �� ��
��� ��	�"�	� ���� 6 ������
����
��� ������� �	 ��!�� �� �� ������
	���� ��� ��!�� �� ������� ��� ������	���$ ����� ��������
��	"��� 9��� �
���	� ��� ��H����������� �	 ��
���$ .� 8
	�� ($' !����� 	� ���!��� �� ���,
���
	���� ��� ��!�� �� ��7�	��$ [ ������ �� ����� ������
	����1 �� ��� �����
�� �� �����!����
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������ 
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���� ������������ %� �A��
����
 �$�
 �� ���
,:�-/ ��
 ��������
 ��������
��

�� ��!�� !���� �� ������� 〈t〉 ��� 	�� ��!��� !������ �������� ��� ��H������ ��!�� ��
��7�	�$ ���������1 
��� �	� ����� !������ ��!�	�� �������
�� ��	� 	�� �����!������� �	
��!�� !���� �� ��������� ��� ������	��� �	 ���� �	 !����	 ����	�1 �� ��	� 9��� �����������
�� �����!���� 	�� ��� �� ��!�����!��� ���!������ 	� �7	���!��� �� �� ��	�
� ������ �	�
�� 8
	�� ($E$
4� �� 
����� �	� ��� ���	����� �� 	
��
����
 �� 9�

�� F&'*&G ��������� �������!!��� �	
����
����� &$I$ 0�	� �"��� ������ ���7	���� ��� ��	�
�� ����	�������� ��� �� ���

Ce(t) =
1

2

(
1 + erf

(
V (t− 〈t〉)
2
√
D// 〈t〉

))
F($&G

��!������ 6 �� ��� F&$A'G$ .� 8
	�� ($&) !����� 	� ���!��� �����	� �� ���"��	���� �� ��
!���� �	!	��� �"�� �� ��!��1 �
���	� ����� �����!���������$ ����� 8
	�� !����� �	��� ��
��H������ �"�� �� !�����	� �7	���!��� �
���	 �"�� �� ��� F($&G$ /� ��� ����� �	� ����	�����
F($&G1 ���	���� �� ����	����� �� ��H	���� ����� ��� ������� ��	� ������� ���� ����� ��� ��
�����!��� �� ��������� �� ������	��� 6 ���"��� 	� !����	 ����	�$ ���������!��� �	 ��� ��
	
��
����
 �� 9�

�� F&'*&G1 ��	� �"��� ��	���	�� ������	��� �	� �����	���� �� !9!� ��!��
�	 ���� �� �� ���	��	��$ ���� �� ���1 ��������� �� �����	��!��� �� ������!
�� ��� ������	���
���� 9��� ����� �� ��!���$ 5� ��	� ����� ������ �	� �� �������� �� ��	���	�� ������	��� �	
���� �	 !����	 ����	� ���	�� 	� �����!��� �� ������ ��� ������� �	 ��� �� �����	��!���
��	�� ��	�� ������	��$ �����1 �� ��	� �
���!��� ������� ���7	���� ��� ��	�
�� ����	��������
�� ������� ��	� �� ����� ���� �� ���7	���!��� �	� 2��
��� "���	�� ��� ��!�� �� �������$ #�
���!��� �� �� 
���� ���7	���!��� ��� �������� �	� �� 8
	�� ($&&$
.� 8
	�� ($&& ����	�� �	� ��	� �� ��!
�� �� ������	��� �����	���� ���� �� !����	 ����	�
��� �!������� �� ��	� �� ��!�����!��� ������
�� ��	� ��� �� ��H	���� �	��$ .�� ���	�����
�� 	
��
����
 �� 9�

�� F&'*&G �� ���� ���� ��� �������
��� ���$ .� �������� �� ��	���	��
������	��� ���� �� !����	 ����	� ���� ��	� �!���� 6 ������� �
���!��� �� ��!��� 	� ���!�
���"����2 ���� �� ��� ��	"��� 
�	"����� �� �����!���$ ��!!� ��	� ���"��� ��� �������!,
!���1 �� 2������ 	�� �����
�� �"�� �����	��!��� ��	� J	��� ���� 	� !����	 ����	�1 ��	�
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��	"��� 	������� 	�� ��� �� ���"������ ��H	���� ����� �	� �� ��� F&$&IG ��	� !�������� �����	,
��!��� �� ������	��� 6 ���"��� 	� !����	 ����	�$ .���7������ ��� ������	��� �	 ���� �	 !����	
����	� ��	� 9��� ���������� ��!!� �����������$ 4� �H��1 !9!� �� ��� ������	��� !������
	� ������� ��!�� ��	� ������ �� ���!��� ���� �� ������ ��	� �����!��� ������!
��!���
�	 �� ��
���� �� 2����� �!����	��� �	� �� ��	� �	 !����	 ����	�1 �� ��!�� �� �����������
����� ����� ��� ������� �	 ��!�� !���� �	� !������ ��� ������	��� ��	� ��������� �� 
��
�� ���!����!��� �� 
������ �������$ ���� 	� ���!��� ��!��1 �� �� ��
��
� ��	� �����!����
������������ ��� ������	��� �	� �� !����	 ����	�1 �� ��	� ������� ���7	���� ��� ��	�
��
����	�������� ��� �� ��� F&$(AG1 ���	���� �� ����	����� �� ���"������ ��H	���� ��	� 	�� ��,
7������ ������	� �� �����	� 6 �������� �	 !����	 ����	�1 �� ������������� 6 ������
���� ����
�� ��!�� �� �� ���	���� ��	� ����7������ �� �����	�� ��	� 2��!� ��	�� �!�	����� �� �	���
��8������!���$ .� 8
	�� ($&( ���������� 	� �7	���!��� �� ��	� ��	�
�� ����	�������� �"��
�� ��� �

Ce(x, t) =
C0

2

[
exp

(
xV

D//

)
erfc

(
x+ V t√

4D//t

)]
F($(G

5� ��������1 �� ��!������ �� 8
	�� ($&( 6 �� 8
	�� ($&)1 �	� �� ��� F($(G ������	�� !��	�
���"��	���� ��!������� �	 ��!
�� �� 
����� ���������� 6 �� ������$ ���������1 �� ��!���	�
�	� �� ��� F($(G �� ������	�� ��� ��������!��� �� ������ 
���� �� �� ��	�
� ����	��������$
0�	� �"��� ������ ���!������� ���7	���!��� �� ����������� ���� ����� !����� ��� ��"���
���!�� �� ������ ����	� ���� ����	����� F&$(&G$ ��	� ����1 ��	� �"��� ������ ���7	���� ���
��	�
�� ����	�������� �"�� ��� ���� F&$A&G �� F&$AAG !��� ��� �7	���!���� �
���	� �� ����
��� ��	� �����2������ �	� ��	� �
���	� ��� ��	���������� �� �� ��� F($(G$ .���	����� F($(G ���,
!�� ����!���� �� ������� ���"���
��!��� �����	�� 
������� ��� ��	�
�� ����	��������$ 4���
���!�� �� 2������ �����"���� �� ����!���� H �� �����!���� 	�� "������ !������ �� �����,
������ �� �� ���K����� �� ���������� ���� �� ��������� ���
��	������ D//$ �	� ��������	���
�� !��	��� ����1 ��� "������� !������� �����	��!��� ���� �
���� �	� "������� �	� ���� ��	�
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����	��� ��� �� ������� H/ 〈t〉$ �� !9!�1 ��� ���K������ �� ���������� ���� �� ��������� ��
�����	��!��� ���� �	 !9!� ����� �� 
�����	� �	� ��	� ���	"�� ���� ��� ��	��� �����������
F������1 &''*G$ /� ��� ����� �
���!��� �����
�� ��� ����� !������ �� �����!���� 	� ��!��
!���� �� ��������� 6 ������ �� �� "������ !������ �� �����������$ ��	�,�� ���� ������ 6 ��
��	��	� H �� ���!����!��� ��� 〈t〉 = H/ 〈V 〉$
���� ��	� ��� ��� �� �	���� �	� ���� �� !������ 	������� ��	� �����!���� �� ��!�� !����
�� ������� ��	� ���	�� �� ������	��� 6 ���"��� 	� �!����!��� �� ������� ��	� 
������1 ���
J	��	������ �� 〈t〉 ����� ��� ��H������� �������	�� �� !��	��� ���� ��!������ ���� ��� ��,
������	��� ������!�������$ ��!!� ��	� �"��� ������� ��� ����������� 	� 
���� ��!
�� ��
2��� �8� ���
����� 	�� 
���� ���������	� �	� ��� !��	���1 ��	� ��	"��� 	������� ��	�� �	
���	��� �� ��� !������� ���� ��J	���� �	� ��� ���	����� �	� ��	� ������ ��������� ���� ��
�	���$

"�* �' ������ #�$� ��� %� ���� !��� ��

�"�� �� ���������21 ��	� �"��� "�	�	 �����!���� �� ��!�� !���� �� ������� ��	� ��H�������
��	��	�� H �	 !����	 ����	�$ ��	� ���H������� ��� J	��	������ �	� �� "���	� !������ �	
��!�� �� ������� �� �� ����������	�� �	� �� �����!������� �� �� ��	��	� �� ���!����!���1
��	���	�� !��	��� ��� �U 9��� ���������$ .� 8
	�� ($&A !����� ��� ���	����� �
���	�$ 5�
��!���	� �	� �� ��!�� !���� �� ������� 〈t〉 ��� ������������� 6 �� ��	��	� �� ���!����!���$
4� �������1 ���� ��� "��� �� �� ������ �� ���!����!��� ��� �	K��!!��� 
����� ��	� !���!����
����J	���� ��	� ��
�!� �� ���������� �	� ������3� ���� �� ������ ��	�� �� ���!����!���$
��� ���� ������������ ������3� �	,����	� ��	�� ��	��	� ��	��1 �� ������� �� �	���	�� �������
�� 
�����1 �	,�����	� �� ���	���� �	�	� ��	���
�� �� �� ��!�����	�� 
���	����� �� ��	� 9���
�������$ .� 8
	�� ($&A !����� �
���!��� �� ���������� ��� ��!�� !����� �� ������� �
���	
��	� 	�� ����� ������������� �"�� N = 10 000 �� N = 70 000 ��	� 	�� "���	� �� H/D = 1,5$
5� �������� �	� �� ��!�� !���� �� ������� "���� 
��	��	� ��	�� ���������� 6 ���	���$
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� ���� ��� ������� $������ �� H/D�

����� ���,������	���
����� �� ������������ ��������	� ��� ��� �!��������� J	��	������ ��
��!�� �	� ���� ��	� �
���"�� ����� �������� �� �� ������ �	 !����	 ����	�$ 4� �H��1 ����� ��
�������� �	 ��� ��	� ���� ��	� �� ������ ���	"���	��1 	�� ��H������ �� �������� �� �������
�	 ���!���� ��	�� 
����� ������ ��	� �"��� ���	$ .�� ������	��� ��	"��� �
���!��� ��
�����
�	� �� �	�2��� �	 !����	 ����	� �� !����� 	� ������� ��!�� �"��� �������� ���� �� �������$
4� ������ ��� �������������� �����������1 �� ����� ��� �����
�� ������������ ��� ��	�
�� ��
�� 8
	�� ($&A �� L���$
.� 8
	�� ($&A ��	� !����� �
���!��� �	� �� "������ !������ �� ����������� �������� ���� ��
��
�!� ������������ ������ �	 ��!
�� �� ������	���$ ����� ��	��	��1 ��	� �"��� ���������
	�� ��	�� �� ����J	���� �	 ��!
�� �� ������	��� �	� �� ��!�� !���� �� ������� �� ��	�
������ !��������� "�	� �� ��������� ��� ���	�����$

"�, 
�0$���� #$ �!%1�� #� (��� �$��� �$� �� ��%(� %!/��
#� ����� �

0�	� �"��� 2��� 	�� ����� ������������� ��	� ��	���� ����J	���� �	 ��!
�� �� ������	���
�	� �� ��!�� !���� �� ������� 〈t〉$ /� ��� �"����� �	� �� 	�� ��	�� ������	�� �������� 6
���"��� �� ���	��	�� ����	��1 �����,�� ��	� �������� �������!��� �������� ��
�� ���� �	�	��
����	�
�����$ ���������1 ���� ����� ��	� "��� �� ��	���	�� ������	��� ���������� �� !9!�
��!��$ ���� �� ���1 ��� ������	��� ��	"��� ������
�� ����� �����$  � ��	� ��!!�� ���� �	
��	�� �� ����	��1 ��8�� �������!!��� F"��� �� ��� F&$'GG1 ��	��!��� 	�� �	 ��	� ������	���
��	"��� ������ ����!
�� 6 ���"��� �� !9!� ����$  � ��	���	�� ������	��� ���������� �� !9!�
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��!�� ���� �� !����	 ����	�1 ����� ���"��� ������ ��� 	��� ����� ��� �	����$ ��	� �	���
����1 �� ��	� ���"������� ���� �� �� ��	��1 ��	���	�� ������� ��	"��� ������ ��!	�����!���
6 ���"��� �� !9!� ����$ .� ��!�� !���� �� ��������� ������ ��	�<� �	 "��	!� NpVp

���	�� ��� �� ���	�� �� ������	��� �� ���	��!��� �	� ��!���!��� �	 ������� �� ������
D/d$ .� ��!�� !���� �� ������� ������ ���� �������!��� �	 ��!
�� �� ������	���$ .�
8
	�� ($&B ���������� ���"��	���� �	 ��!�� !���� �� ������� �� 2������� �� Np ��	� 	��
��	��	� H = 10D$ � ����� �� ��2������1 �������� � �������� 	� ��
���	 ����	�"������ �����
�� ��!
�� �� ������	��� �� �� ����!���� Np ���� ��� ���������� ������!�������$ ��!!�
!�������� �������!!���1 �� ��� ��������
�� �� ������ �	� �� "������ !������ �� �����������
"� ��!��	�� �"�� �� ��!
�� �� ������	��� �� ������ �� ���	
!�������� �� ������!
��!���
��� �����$ 4� ���	���� ���!��1 �� ��!�� !���� �� ������� ��"���� ���3��� �"�� Np1 6 ��	��
�� �� ��K�	��� ����	"�� ��� ��� ������	��� ��	� ���	"�� ��� ����� �������
���$ 0���!����
�� 8
	�� ($&B !����� �	� �� �����!��� ��� ��	� ��!����� �� �	� ��	� ��	"��� ��8���
����������!��� ����� ��
�!�� �����	��!���$ ���� ����� ��	��1 ��	� �"��� ��	� �����!����
�	� ��
������ �� ����������� ��������� ��	� 
��"��� � 	� ��
��� �!������� ��	�� ������	��
�	� ��� ������� �������	��� �� !����	 ����	� F���� �� ������ ��	� ���K����� �� ������	����
�!�������G1 ����� �	�	�� ������������ ������ �� �� "������ ��� ������	��� �	� �	 2��� �	�
��� ��������� ������� �� ��������� ��� 	��� �"�� ��� �	���� ����� �	��"�� ������ �������	��� ��
!����	 ����	�$ ���� �� ���!��� ��
�!�1 �� Np = 1 7	��	�� �������!���"�!��� Np = 501
�� ��!�� !���� �� ������� �����3� �	��� �� ��!
�� �� ������	�� �	
!����$ �	 2	� �� 6
!��	�� �	� Np ���3�1 ��� ������	��� ������� �� ��	� �� ��	� ������
�� ��� ���������� �"��
��	�� "�������$ ���� �!����	� �	� ��	� Np ≈ 50 ����� ��!
��� �����	� �������!��� ���� ���
����� ��	�,7������ ���� ��
����� �	��	�$ C	��� �� ��!
�� �� ������	��� �	
!���� ������
��	�1 	� ��	���
�� ����� �� ��	�� ������� ��� 
����� �� ��� ���������� ����� ������	��� ���
�������$ /� ��	� 9��� �
���"� ���� 	� ������ ��
�!� �� Np ≈ 50 6 Np ≈ 200$ ���� �� ��
�!�
�����	��!��� ��	� 
��"���1 �� "������ !������ �� ����������� ��� �	��� ������������ ��
Np1 �� ���� ������������ �� N $  � ���� �	
!���� ������ �� ��!
�� �� ������	���1 ��
�
���"� 	� �������!� ��
�!� ���� ���	�� �� ��!�� !���� �� ��������� 〈t〉 �	
!���� �"�� ��
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����!���� Np$ �� !������ ��	� �������1 �� ��
�!� ��	� 9��� ��"��� �� ��	� ��	�,��
�!��$
���!����!���1 �� Np ≈ 200 6 Np ≈ 2501 �����	��!��� �������� 2����!��� �����	� ��	�
�	
!������ Np$ �� ��!�����!��� ����	�� �� !��� �� ����� ��	� �H�� ���!
�	������
� ���
����� ���	�� ���� �� L��� �����	��!���$ .��H�� ������!
��!��� ���3� �"�� Np �� ���	���1
��	� Np > 2501 ���	
!�������� �	 ��!�� !���� �� ������� �"�� Np ��� !���� �!��������
�� ������ �� �����	!	������ �� ������	��� ���� ��� ����������� ����� �����$ ��	� �� ������
"���	�� �� Np1 ������!
��!��� ��	� ���� ��� �������!��� ����� 6 ������!
��!��� ��� �����
�"�� ����	��� �� ��� ��������1 "�� ������!
��!��� ��� ���!��� ���2���������$
.� 8
	�� ($&@ �������� ���"��	���� �	 ��!�� !���� �� ������� ��	� �	���� ��	��	�� ��
!����	� ����	�$ ��	� H/D = 51 ��� ����� ��
�!�� �����	��!��� ���� �
���!��� "���
���$
.� ������ ��!���� ��!
�� ������3��� ��	� 	� ��!
�� �� ������	��� ��	� ����� �	� ��	�
H/D = 10$ 0���!���� ��	� H/D = 14,41 ����������� �� ��� ��H������ ��
�!�� ����� ���
�"������$ 5� �
���"� �� �H�� �	� �� ��!�� !���� �� ������� �����3� �����	� Np �	
!����$
5� ��	� ����� ������ �	� �� ��	��	� �� ���!����!��� ��� �	K����� ��	� ���!����� 	��
2���� ���������� �	 ���	�� �� ������	���1 �"����� ����� ��� �����!���� ������!
��!����$

"�2 
�0$���� #� #$ ��((!�� #� �� ��� D/d

0�	� �"��� ���	��� "�	�	 ��	���� ����J	���� �	 ������� �� ������ �	� �� ��!�� !���� ��
�������$ R��� �	�������!������!��� �� ���� ��K���� �� 2���� "����� 	���	�!��� �� ����!����
D/d ��	�� ���������� 6 ���	��� �� ������ �� �� ��K�	��� 6 ���	"�� ��� 
����� �� ���������
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�� ������� ������� �� �� !9!� ��!��������1 ��	� �"��� ���	 6 ��������� ��� ���	����� �	�
��	� ��	"��� �	���8�� �� �����!�������$ ��������� 
�N�� �	 ����	�� 6 �� !�����������
�	!����	�1 ��	� ��"�������� �	� ��� ���	����� �	 �������� B$ 4� 8���� �� ������ �	 !����	
����	� 6 	�� ��	��	� H = 13 cm1 ��	� �"��� 2��� "����� �� ���!���� ��� 
����� �	� ��
�������	���$ .� !����	 ����	� � ���� ��� 2�
���	� �"�� ��� 
����� �� "���� �� ���!�����
D = 10 mm �	�� D = 12 mm �� ��8� D = 16 mm$ .�� ������	��� �N����� �	,����	� �� ��
!����	 ����	� ����� �	��� 6 ����� ��� 
����� ������� �� ���!���� d = 1 mm �	 ��!
�� ��
N = 30 000$ .� 8
	�� ($&I !����� ���"��	���� �	 ��!�� !���� �� ������� ���!�������� ��
2������� �	 ������� �� ������ D/d$ ��	� ��� ������	��� �	� �����	���� ���� ���!����!��� ��

������ ������� ���� ������� �� ��	� �� ��!�� !���� �� ������� ��!��	�$ ����� ������������
��� ���� 6 �� 2�������1 �	���� ��� ������	��� �� ��	� ������� �������1 6 2������� ��� ����� ��
���!����!���$ 0�	� �"��� ���	��� ������� 	�� ����� ������������� �� 2������ "����� �� ��!
��
N �� ������	��� �� �� 	�������� 	� !����	 ����	� ��!���� �� 
����� �� "���� �� ���!����
D = 12 mm$ 0�	� �"��� 8�� �� ��	��	� �� �� ������� 6 �� "���	� �� H = 8 cm$ ���� �"���
��	� 
	� �� ��	"��� ������ ����J	���� �	 ����!���� D ��� ��!�������� �"�� ��� ���	�����
��������� �	 ����
����� ($I$ 0�	� �"��� ����1 ��!!� ���� �� ��� �� �� 8
	�� ($&@1 ������
��	������� ��� ������	��� ������� �� ���!����� 1 mm$ .� 8
	�� ($&* !����� ��� ���	�����
�
���	�$ 5� �
���"� �	�1 ���������!��� �	� ��� ����������� �	� ��� 8
	��� ($&B �� ($&@1 ��
8
	�� ($&* �� !����� ��� �� 2�?�� �"������ �� �������� �� ��	���	�� ��
�!�� �����	��!����$
4� �������1 �� ����� �6 �	�������3� ������!��� �� ���� �� �����!��������!��� ��� �� ����!����
Np1 �� ��� ��	� 7	�����	� �� ����������� ���"��	���� �	 ��!�� !���� �� ������� �� 2�������
�	 "��	!� �� ������	��� ��7������ ���� �� !����	 ����	� ���!��������� ��� �� ��	� �����
���� �	 !����	 ����	�$ .� 8
	�� ($&E !����� ���"��	���� �	 ��!�� !���� �� ��������� ���
������	��� �	 ���� �� ���!����!��� �� 2������� �	 ����!���� Np$ 0�	� �"��� �
���!���
���������� �	� ����� !9!� 8
	�� ��� ���	����� �� �� 8
	�� ($&@ �
���	� �"�� D = 16 mm$
���� 	� ���!��� ��!��1 �� ��!!� ��	� ���"��� "	 �������!!��� �	� �� 8
	�� ($&I1 ��	�
���������� �	� �� ��!�� !���� �� ��������� ��� ������	��� �	
!���� �����	� �� ������� ��
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��"���$
�� ��������!��� ��� 	�� ��� ������������ �����
��� �� ���	
!�������� ��� ���K������ ��
���������� ���� �	 �����
� �� ��	���������� �� 
����� ������� 6 ��	���������� �� 
����� �� "����$
4� �� �	� �������� �� �������� ���������1 �	� 	�� !���8������ ��� ���������� �� ������	����
�� ������
�� ���� ��	�� ���������1 	� ����
�!��� �� !������	 �����3�� �� !���8������ ��
��	���	�� ���K������ �� ������	���� � �� ���K����� �� ������	���� ����� ��	� ������	��� ��
���	� ����� 	�� ������	�� �� 	�� ������ �	 !����	 ����	�$ ��	�� !������ 
�������1 ���� �	
�����
� �� ��	���������� �� 
����� ������� 6 ��	���������� �� 
����� �� "����1 ��� ��	� ���K������
�� ������	���� �	
!������ F.��������1 &'I)G$ ���������1 ����	�� �� ��	� ��J	���� �	� ��
���������� �������� ��� ������	��� ����� ��� 2�����!��� �������
�� ������!������!���$ 4�
��"����� 	�� ����� ��	�� ��� �����
�� �	!����	�!��� �� ��	� � ��"�������� ��� �� �	���
���� �� �������� B$ 0���!����1 ����� �	
!�������� �� �� ���������� ���� �	 �����
� ��
��	���������� �� ������	��� ������� 6 ��� ������	��� �� "���� �� ����	�� ��� 	�� �����������
�������� ��	� �!�������� ��	� ��� 
����� �� "���� �	� ��	� ��� 
����� �������$ .� 8
	�� ($(I
!����� ���"��	���� �	 ��!�� !���� �� ������� �� 2������� �	 ��!
�� �� ������	��� �� "����
��	� ��H������� ��	��	��$ 0�	� �"��� �
���!��� ������� ��� "���	�� �	 ��!�� !���� ��
������� !��	�� ���� �� ��� �� ��	���������� �� ������	��� �������$ 0�	� ��	"��� ���������1 6
�� "	� �� �� 8
	�� ($(I �� �� ������ ��� ���	����� ����������1 �	� �� ��!�� !���� �� �������
��� ������	��� �� "���� ��� ��	� �!������� �	� ���	� ��� ������	��� �������$
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"��7 .!���$� !� #$ �8�( ���

.�� �����������1 ��������� 
�N�� �	 ���������2 �������� ���� �� ������ ($(1 ��� ���!�� ��
!����� �� �"������ �� ��!
��	� ���	����� ������������$ ����� �"��� ������ ��� ����������
������!�������1 ��	� �"��� !����� ��!!��� �� ����� �����
��1 "�� 	� �7	���!��� ��� ���8��
����	��������1 �� �����!���� 	� ��!�� !���� �� �������$ 0�	� �"��� ����� !�� �� �"������
�� 2��� �	�	�� �������� �� ���� ��4 ��	"��� ������� �� �����!��� �� ����������� ����,
����� ��	� ����!
�� �� ������	��� �	 ���� ��	� �!����!��� �� ������� ��	� ���
��$ ���
!��	��� �	 ��!�� !���� �� ������� ��	� ��H������� ��	��	�� �	 !����	 ����	� �� ��	�
��H������ ��!
��� �� ������	��� ��� ���!�� ��������� �� "������� ��� ���	����� �� ������
F&''*G1 9$$����� �� ��� F()))G �	 ��� �Q ��	���	�� ������	��� ���������� ��!	�����!��� ����
�� !����	 ����	�$ 4� �H��1 ��	� �"��� !����� �	� �� ���	�� �� ������	��� ������� 	� ��,

�!� �����	��!��� 6 "������ ��������� ����� �"��� 2������ ��	��!��� �	���	�� ��	���� �	
!����	 ����	�$ .� ������ ��	�� �� ���!����!��� �� 
������ ������� ��� �� ���
� ��	� ��
�!�
����������� �	� � ��� �� ������ ��J��� ��� �� 2���� ���������� ��� "���	�� ��� ��!�� !����
�� ������� �	� ��	� �"��� !��	���� ��	� ��� 2��
��� ��	��	�� -$
0�	� ��	� ��!!�� ���������� ��� �� �	��� 6 ������������ ����J	���� �	 ��!
�� �� �����,
�	��� �	� �� ��!�� !���� �� �������$ 5� � ����� �
���"� �	� ���� ��	"��� ��H�������� �����
��������	� ��
�!�� �����	��!���� �	�"��� �� ��!
�� �� ������	��� �	� ���������� ���� ��
���	��	��$ ��� ����� ��
�!�� ���� �� ����� ������������1 
��"������ �	 ������!
��!���$ #��
�	��� ����� ������������� � ��� �������� ��	� ��	���� ����J	���� �	 ������� �� ������ �����
��� ��	� ����� �� ������� �	� �� ��!�� !���� �� �������$ /� � ����� ��� �
���"� �	� ��	� ���
������	��� ���� ������� �� ��	� �� "������ �����	��!��� 6 ���"��� �� !����	 ����	� ��� 
�����$
4�8�1 ��	� �"��� ���!��� �� �������� �� !������� ����J	���� �	 ��!
�� �� ������	���
�	� �� ���������� �� ��� ���������$ ��N�� 6 �� ��� F($(G1 ��	� �"��� !��	�� �� ���K����� ��
���������� ���� �� ��������� ���
��	������ ��	� ��H������ ��!
��� �� ������	���$ /� � ���
!�� �� �"������ �	� �� ���K����� ���3� �"�� N �� �	��� �� ������ ��� �� �� ��	��	� ��



,�!@ ���������� �� ���$��
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���!����!���1 6 ��������� �	� �����,�� ���� �	K��!!��� 
����� ��	� !���!���� ����J	����
�� �� ����� �� ��
��� �	� �� �	�2��� �	 !����	 ����	� �� ����� �	 ��
�!� �� ���������� ����
�� ������ ��	�� �� ���!����!���$ ����� ��	��	� �� ���� ��������� ��� 9��� ���� 
����� ��	�
�"���� �	� �� ���	�� �� ������	��� �� ���� ��!�����!��� ���	� �� ���� ���!����� �	� ���
�H��� ��������2� �	������ ������ �"��� ���	$ ��� !��	��� �	 ���K����� �� ���������� ����
�� ��������� ���������	����� 6 �� ��������� �� �����	��!��� ��� ��� ��������� 6 ������ ���
������
	����� ��������� ��� ������	��� �
���	�� 6 �� ������ �	 !����	 ����	�$ 0�	� �"��� !��
�� �"������ 	�� �	
!�������� �� �� ���������� �������� �	 ���	�� �� ���	��!��� �����	� ��
��!
�� �� ������	��� �	� �� �������	� �	
!����$
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.�� ��	��� ������!������� ��� !����	� 
���	������ ���� ��	"��� ��!������� ��� 	�� ��	��
�	!����	�$ .� !����������� ��� ����������� �	 !���� ��	� ��������	� ���!�� �� �����<���
�K����!��� ����J	���� ��� ��"��� ����!����� ������	�� �	� ��	"��� �����"����1 �� ��� ��,
��������� �	 ��� ���� �� !�����$ �����1 ��	���	�� ���������1 ��	� �	 !���� ��!������ ���
	��� ��� ������� �	� �	����1 ���� �����
��� ��	� !�������� 	� !����	 
���	�����$ #� !�����
�	!����	� ��� "����� �����	��� ������	��1 6 ������ ��� ��
�������� ����������1 ��� ��!�����,
!���� ������!����	�$ 4� ������ �� �� ���	�� !9!� ��� !����	� 
���	������1 �� !�����������
�	!����	� �� ��� �����!�� �� ���	"� ���2������ 6 �� ��K�	��� �� !����� �� ��	"�� 	� 
����
��!
�� ��������� ���!��������$ 0	!����	�!���1 	� ���������!��� �	 ��!
�� ��������� 6
!�������� �����3�� 	�� �	
!�������� �	 ��!�� �� ����	�$ .�� ��������	� �"����
�� �	���,
����� ���������� �	!����	� ��� ������� 6 ���������� ������!������ ���� �

Y .� ��!	������ �	!����	� ����� ����� �	� "����
��� �������1 �����,6,���� �	� �������,
���� ���������1 �	� ��!�������� ��� "������� ����� �	��"���	����!��� �	� 2�����1 6
��H������ �������� �� �� ��	� ����	� ������	��$

Y ���������!��� �	� ����������� �������1 �� !����������� �������� ��� !����	� 
���	,
������ ���!�� ������������� ��� �������������	�� ��� ��������$ 4� �H��1 ���� ��� ����,
�������1 ��� �������� �����,
����� ���� ���� �����
��� �	� ���������� �������	���$ �����1
�� ��!	������ �	!����	� ���!�� ��� ���!��� �� �� ��� !�������� �� 2��!����� ��
����� ����������� ����� ��� 
����� F�� ������ �� ���	!����� �!
�����G �� ��� �H��� ��
"���������!���$

&�" 
�� # 9������ �/(�� #� � %$��� !��

.� ��K�	��� �� !�������� ���2����!��� �� ��!�����!��� ��� !����	� 
���	������ ������	�
���� �	�	� ��	�� �� 
���� ��!
�� ����������� �	� ��� ��� ���������$ ����	�� �� ��� !�,
������ ������� ��� �"����
�� �� ��� �����"�������1 �	��� 
��� �	� �� ���� �	 ��!�� �� ����	�

I@
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�	� �	� �� 8�
����� ��� ���	�����$ ����� ��	��	�� �� ���"���� ��9��� ��	���� �	��� �	 �����
��	�� !������ �� �� ��� ��!���� ��	����������$ ���� ��� �������� �	� �	�"���1 ��	� ������
������ �� ��"	� ��� ��H������ ����� �� !������� ��	��!!��� �!������� ���� �� !�����,
������ �� �� !������ �� 
�����$ 0�	� ������������ ���� 	� ���!��� ��!�� ��� �����������
!������� �	� ���!���� �������� F�4�G �	�� ���� 	� ������ ��!��1 ��	� �
�������� ��
!������ �� ����� �����$

����� �	� �����
	� ��� ����	��� 
���
	��

.�� !������������ ��������� 6 ��������� �� �� ������	��1 �	� ���� ��
��	�� ��	� �� ���!�
��������2 �� �������� �	� ���!���� �������� F�4� �	 �4�G1 ����������� 	� �����!�
������	� ��!!� 	� ����!
��
� �� ����� ���������$ ����	� �����1 ��	�"	 ��	�� 
��!�����
�����8�	�1 ������� 	�� ���	��	�� ������� ������$ 4� ������ �� �� !����� �� �	������� ���
����	����	��1 ��� !������� �	� ���!���� �������� �������	��� �	7�	����	� 	� �	��� �!�������
���� ��� ���"�	� �� ����������$ ��� !������� ���� ���� ��	��!!��� �!������� ���� ����	��
��� �����!�� ��!������ ��!!� ��� !����	� 
���	������$ ��	� ����� �� "	� 
������1 ��
������
	� ���!� ��� !������� �	� ���!���� ��������1 ��	� 
������ ����
�����$ /� ������ ���
��
�����!�� �� ����	� ����
�� ��� O ��� �"���!���� P �� ���	���� ����
��� ��� 	�� O �����
� P$
���� ���������� ��������"�!��� ����L 
��� �	� ��H������� ��������� �	� ���� ��� !������
6 ������� �	��� �� ��	� 6 ������� ��2��!�
���$
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.� ��	� �������� �� ��� !�������1 �� �� ���� �� ��	� 	����� 6 �� 7�	�1 ��� 	�� !������ ���
�,
��� ��� �	����� F������� �� ��
��)1 &'*'G �� �������� �� �� ����!��	� !����	����� F(���

�� %����
�
��1 &'@'G$ ����� �������	�1 ��!!	��!��� ������� O ����!��	� !����	����� ��
������� !����� P1 �������� 6 ����
��� �	 ��	�� �	 ��!�� ��� ��������� ����� �	� ��� "������� ��
��	��� ��� ������	��� �
���	�� 6 ������ ��	�� ��	����� �	 !�	"�!��� ���	��� ��� �� ����	�
��� 2����� �������� �	� ����	� ������	��$ /� ������ ��H������� "�������� ���� �� ����!��	�
!����	����� �� ������� !�����$ ������,�� ��H����� ����� ����� ��� �� !����� �!����� ��	�
!�������� �� 2���� �	� �������� �	� ��� 
����� ���� ��	�� ���������$ ��	�� !������ 
�������1
��� ������	��� ���� ����������� ��!!� ��2��!�
��� �� �� 2���� ���	��� ��� 	�� ��������� ���
����	��� 6 ������ �� �� �����!������� �� ������������������ ����� ��� ������	���$
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.� ����!��	� ��� �������� ��� 	�� �������	� !��� �	 ����� ���� ��� ������ &'E) ��� �����	
�� +��� F��
���1 &'EEV &��� �� ��
���1 &''(V &���1 &''@G$ 4��� ���!�� �� ������� ���
����!
��� �� ������	��� ��
����1 2��������� �� ���������	��$ .�� ������	��� ���� �����������
��!!� ����2��!�
��� �� ��� 2����� ���� ����	���� �� ������	��� �� ��� �� ��	��!
$ 4���
���������� 	�� ���������"� ������������ 6 �� ����!��	� !����	����� �� ������� !�����$ �����
�������	� ���!�� ��	���������� ��	� ��� �� ��!�� ��	� 
���� ��!���� 6 	�� !������ ��
����!��	� !����	����� �� ������� !�����$ ����� �������	� � ��� ������	�� �"�� �	���� 6
�� !����������� �� !����	� 
���	������ ���� ��� ��� ������	�� F���A�� �� ���1 &''IG1 �	���,
������	�� FF��
���1 &''*GG �� ����!��	�� F���
��1 ())(G$



/�, ��� ��B�
���� � $�� �� ����������� -1


 '��3��� �)���G���)��

.� !������ 4"���,���"�� ���1 ��!!� ��� ��! �������	�1 	�� !������ 
���� �	� ��� �"���,
!����$ .� !����� 4"���,���"�� �	 /- F/�������� -���  �����G ������� �� ������	������ ��
���������� ��� ���������� ��!!� 
������� �� ������������$ ���������!��� �	� ��	� !�������
�����������1 �� �� ������� ��� ��� ����
������ ���� �� ��!��$ .��
����� �� ��� �� ��!��
���� �� 
���� �� ��!	������ 
��	��	� ��	� ������ �	�	�� !������ ��������� 	� ��� ��
��!��$

����� �� �����
	 
	 ����	 ��
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/� ������ 	�� �	��� !������ ������� �������	� �� ����� �����$ 4��� � ��� !������ 2���
	���� ���� �� �����	���� �� ���
��!�� �� !������	� ���������	�$ ����� �������	� � ��� �	���
�!������ ���� �� ������	� ��� !����	� 
���	������ F������ �� ���1 &'EI1 &'E*V 	�
)�
 ��
�����1 &''AV ��7����
�1 &'')V (���
 �� ���1 &'@@V ��)� �� ���1 &'')V �����$$�1 ())(G$ .�
!������ �� ����� ����� ��� 	�� !������ �	� ������� ��� ��������� �������� ��	� !����	

���	�����$ ��	� ��	"��� 	������� ����� �������	�1 �� ��� ���� ���������� �� ������
	�� ��	�
������ ���� ���"��	���� ��!������� �	 !����	 
���	����� � 	�� ����� ������������1 �	�"��
��	�� ����� �� ����������$ ����� �������	� �� ��!	������ �	!����	� �� ����� ���� ���
�� ��!��� �� ����!��	� ��� ����������$ �� ��	�1 ���� ��� �!������ 6 �� ����������� ��	��
���������� �� 
����� �� ������������ �������������� 2���	�����$ 4� �H��1 �� ������� �	 �����
����������,���������� ��"��� 9��� ��2����	�� 6 �������"���� �� ��!�� ����� ��	� �"���!����1
�� ��!
�� �������� �� ����	� ��"��
�$


�+  ���' ��+ ��!!�! ���+

.����
��� ��� �	��!���� ����	������ ��!���� �	� ������ �	������ �� �	 !����!�������  ��,
������ #��!$ ���	�,�� ����� ��������� 6 ���"��	����1 ���� 	� ������ 6 ��	� ��!������� ��"���
�� ����	���1 �� ������	������ 
������	�� ��
������� ��� ��� ��
��� ��!����$ ����	�� ���
����	��� ��	"��� �"��� ��	� ����� � ���	!� �	 ������$ .����� ��	�� ����	�� 6 ��������� �	�,
"��� ����� �����!��� ��� ��� ��
��� �� "������
��$ ��� ���!���1 �� 	�� ����	�� ��!��� ��	�
����	��� "������� �	� �� ���	"��� �� �������� ���	!�� ����� �����,�� �����	!� �	 �������� ��
��� �������$ ������� ��	�� ���8
	������ ������ �� �� ������	��� ��� ��
��� �� "������
��
��!����1 #��! ��!���	� �	��� ����� �����
�� �� 
������ ��� ���	��	��� ���� ��!������$ /� ��
���� ����� �� �	������ �� ��"��� �� �� ���� !������!�� ���	���2� ��	"����� ������	�� �� ��!,
������� �	 ����1 �� �	� ����	����� ����� �	� ����� ��!������� ����� �	���������� �� �	� ���
���� 2����!������� �	� 
�	"������ �������� �����!���� ��!������ ��	������� 9��� ��������
��!���!���$ .�	���������� ��� �	��!���� ����	������ ��	� !�������� �� ��!�����!��� ���
!����	� 
���	������ � ��
	�� "��� �� 8� ��� ������ �	����,"��
�� F	�) �� ���1 &'E*V 	����

�� 	��
��
�
1 &'')1 &''&V ���
 �� ��

����1 &''BG$ 4� 1987 	�) �� ��� F&'E*G ��� ��8��
	� !����� ���	��!��� ����	����� ��	� ��!	��� 	�� �"������� 6 �� �	�2��� ��	� ��� �� ��
��$
���	��1 �� ��!
��	��� ��	��� ��� ��� ��������� F����
�#�� �� ��
����'1 &''AV ����
�#��1
&''EG1 ����������!��� ���� �� ��!���� ��� ���	��!���� �� �� �� 2��!����� ��� ���$



-= �������� � 
 ���
��������� ���
������

&�& .���� !� #�$� % � �$ (!��$'

��	� ��	"��� !�������� ����� ����������1 ��	� �"���� 
����� ���� 	� ���!��� ��!�� ��

������ ��� �!����!���� �� ������� �����������$ 0�	� �"��� ���� ���� 	� �!����!��� ��
������� �� ���!����� D1 �	� "� �������	�� ����� !����	 ����	�1 ����� �	�	� �!����!��� ��
������� �� ���!����� d �	� ���� ����� �	 ����	� �� ���!����!��� ���������$ ��� ��	� �!,
����!���� "��� ���� ��	� ���!����� �� ������	��� ��� ����������� ��� ��!	�������$ �"���
�� ������� ����� !������ �� �������� ��	� ������� �� ������ ����!��	� �� �� ��!	������
�	 ��������� �� ������� ������	��� ���� 	� �!����!��� �� �������1 ��	� ������ �������
�� �������� �� 2���������!��� �� ����
�����!� 	������ ��	� 
������ ��� �!����!����$ ��	�

������ ���	 ������� � ���������
 �� 70 000 ���+��� ������ �$�
 � ������
��� �� 2�8����

������	��� ��� �!����!���� �� �������1 �� ������ ��	���	�� ��
�����!��$ ������ ��� ���!���
��� ��
�����!�� ���� ���	������� ���� �	� ����
�����!� � � F�����!  ��	������ ����������
G F��� �1 &'@EV %����1 &'IIV ���
������ �� ���1 &'EIG1 ����
�����!� �� � F����8�� ���,
��!  ��	������ ����������G F&������ �� ���)��1 &''(G1 ��� ��
�����!�� 
��"����������� ����
�	� ����
�����!� �� 6������
 �� 	�����
�� F&'*(G �	 ����
�����!� �� ������ F&'E)G$ /� ������



/�/ �
������ �-�� ������ $�
��� -;

�	��� ��� ��
�����!�� ���������2� ���� �	� ����
�����!� �� &��
� �� ��
 F&'E@G �	 �� "��,
���� !���8�� ��� &������ �� ��� F&''IG$ 0�	� �"��� ������ ��	������� ����
�����!� �� ������
F&'E)G$ ��	� ����1 ��	� ������� ��	�� ���8
	������ �������� �Q ��	� ���?��� 	� ��	���� ��
����� ������� �� ������� ��	� 6 ��	� ���� 	� ���� ��2����	� ��	�� 
�3�� ��������������	�$
����� 
�3�� ���!�� �� ����!���� �� ������ �	 �����!�1 !��� ���!�� �� 
��� ���� ���!���� ���
�� ���������� �	� ���!����!���$ .�� �!����!���� 
������ ��� ����� ���
��!!� ���� ����
��������	�� ��������!���$ �� ��	���� �������	� ���!���� �	� "� ��	� ���!����� �� 2����
���3��� ���!����!��� ���� ��� ����� ���������� �� ��������$ .� 2��� �� ���!����!��� �����
�� ������� �"�� �� 
��� �� �� 
�3��1 ��	� 
������� �� ���!���� ��	��� �� ���!����!��� ���
	�� ��	���� �����8�	� ���!������ �� ������� �� ��!��� �� �������� ��	� ���� �� �� ����,
�	��� �	 ������� ��� ������� �"�� �� ����$ ����� ��	���� ��� �����������!��� 	�� "������ 6
��	� ��!������� �� �� ��	���� ���������� ��	� ���!������ �� ������	��� ���!����!���$ 5�
������� ����� 6 ������ �	������"�!��� ��� �������1 ���� ��� ������ ���� ������� �� !������
���������1 �	 ������� �� �� 
��� �� �� 
�3�� �� �� ��	� ������� ��76 �������$ .�� �������
������� �� ���� ����� ��	� �	�������� 6 
�	
��$ C	��� �� ����� ��	� �����
�� �� ������ ��
������� ���� ����� ���!���� ��	���1 �� ����� ���������������� �����9��$ ��!!���� ����� 	��
��	"���� ����� ���� ���	���� ����	� ��	"���� ������ �� ���!����!��� ��� ������ �� �������
�"�� ����� �	���� ������� ��76 �� �����$ �� �� !9!� !������1 �� ������� ���������!��� ��
����� ��	�� ��	"���� ������ �	� ���� "� �7�	��� 6 ����� �!����!���$ 5� ����� ����� ������
�� ������� �"�� 	�� ������ �� ���!����!��� ������� �	 ������ �� �	� ����� ��� ������ ��,
��	"����$ 5� ���������� ���	��� �� ��	"���� ������ �� ����� ����� �	����� ���� �� ��	� ��
������� �"�� ��	� �	���� ������� ����L ������� �� �� ������ ������� �������!!���$ � ��
�����1 ��	� "���8��� �	� �� ������ �� ����	"�� ��� 	�� �	��� ������ �� ���!����!���$  �
����� ��������� ��� ��!����1 ����� �� �������� �� �� ��	"���� ������ ��� ��������$ 4��� ���
����� �� ������� �"�� ����� �	���� ������� �� �	� 
������� �� ���
����� �� ���!����!���$  ��� �
� ����	"��!��� �"�� 	�� �	�����!� ������1 �� �������� �� �� ��	"���� ������ ��� ��"������$
5� ������� ����� ��	� �	���� ������� ���������� ��	� ���	��� �� �������$ .�� ����� �	�������
��	� �� �����!��� ��	�� ��	"���� ������ ���� ��	� ���� �	� �� ������ 
���� �� �� ������ ����
��!����� ����� 	�� 
�!!� �������	�� ������ ������������� 6 	�� L��� �� ���"���$ .� ������
�� �����,�� ��� �� ������� �	 ����	��!� �� �� ������ ��	� 
����$ 4� �������1 ��	� ����	�� ���
��	"����� ������� �	� ���� ������� 6 ������1 �� �H���	� ��	���	�� ����� �� ����������!���$
�����1 �� ���� ����� L��� �� ���"���1 �� � � ��	� ��	�� ��	�� �������� �����
�� ��	� �� ��	"����
������1 �����,6,���� ���� ������ ���	���� ��������� ������ �	� �� ��	"���� ������ ���� �	 �������
�� �� !9!� ������ ������� ���������!��� ���� ���!����!��� �� �� ��	� �	���� �������1 �����
�� ������� ��!!� �������� ����� �	� ����� �� ������ 6 �� ��	��	� �� !���� ���"�� ��	� �"���
	� �!����!��� ������"�!��� �����$
 � �	�	�� �������� ����� �������
��1 �� ���
��!!� ������� ����� �	 ������ 	�� �	��� ������
��	� 9��� �� ������� �"�� �� ��	"���� ������ �	� ���� ������� 6 ������$  � �	 
�	� ��	� ���,
���� ��!
�� ��������1 �� ����� ��	7�	�� ��� �����
�� �� ���	"�� 	�� ����� ��	� 	�� ��	"����
������1 �� �	�2��� �� ���!����!��� ��� ����� ��!�����!��� ����	"����$ 5� �����!���� �����
�� ��	��	� �� ����� L��� �� ���"��� �� ���� ������	� �� ������� ��	��� ��� ��	��� 7	��	�6
�� �	� ��	��� ��� ������� ������ ������� �	 �	� ���!����!��� �� ������� �����
�� �� ��	��	�
�������$

.���
�����!� !������� �� �	���	� ����� 	�� ���������� ��� ������� ��	� 
��"���1 �� �	� ���,
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 A��'� # ��� $����� ����� ��� ��� ���
���
�� � ����� �� ���� ����+
��� �� �������

������� ����L 
��� 6 �� �������	� 	������� ��	� �� ����������� ��� �!����!���� 	������� ����
��� �����������$ .�� �!����!���� 
������ �"�� ����� �������	� ���� ������"�!��� ������$
��	� �"���� ������������ ������� �����1 �� ������	�� 	�� ��
��� ���������� �� ������ F20%G$
.� 8
	�� A$& !����� 	� ���!��� ���!����!���� �
���	� ��� ����
�����!� �� ��T���$ .�
8
	�� A$( �������� 	� ���8� �� ��!������ ��	� 	� �!����!��� 
����� "�� ����
�����!� ��
��T���$ �"�� ����� �������	�1 �� �
����� ��� �!����!���� ���� �� ��!������ ��� "������
�� 0,60$ .� !������ �� ������	����� ��� ��	���� �	�	������ ����
�����!� �� ��T��� ���!��
���
����� ��� �!����!���� ���� �� �	�2��� ��� �	��� �����$ ���� ��� ���	���� �	� �������� ��
�� 8
	�� A$($ .� 
��!����� ��� �!����!���� ������	��� ��� ����� !������ � ��� �� �	7�� ��
��!
��	��� ��	��� F������1 &'E)V �
�
 �� ���1 &'EIG �� ������,�� ��� !����� ����	�"������
�"�� ��� �!����!���� ����� �� �������$

&�) ��� ��%��� #� �� (��� � #/��% +$� (�� $�� %��8!#�
�:���4�� :��

����� 3
�	� 	� �����������

���� ��� �����!�� �Q �� �	��� �����	� ��	�� ��������� ��� ������ ��"��� �� ��!�� !����
����� ��	� ���������� �	������"�� ��	�� !9!� ������	��1 ��� ������	��� ���� ����!��� ��
������� �"�� ��	� ��	�� ������	��$ �����1 �� ��	���� �	 ��!��1 ��� ������	��� �� !�	"��� ��
���
 ��	�� ���7������� 
�������	�1 �������!�	� �� ��!�� 6 �	��� ��� ��� ���������� �� ��	���
�	���$ ����	� ���������1 �	� �!����	� 	�� ����� �� ������	���1 ��	� 9��� ���������� ��!!�
	� �"���!��� ���������� �� 9��� ������� ���������!!��� ��� �	���� ����������$ R��� �	�	��
��!	������ �� ����!��	� !����	����� 
���� �	� 	� ����	� ��� 2����� �	���� 9��� �������
��
���� �� ������ ���	������1 �� 
���� �� !����������� ���1 �� ��� ��� ��������1 ���K���� ��
������ �	 ��!�� �� ����	� ����������$ 4� �H��1 �� ���� ����
�� ��� ��	������ �	 !�	"�!���



/�2 �
�������� �� �� $�
��� � ����4�� $�
 ��� ������� :7���0�
�7�� 1�

��	� 	�� ����� ������ �� ������	��� �	� ������� �� ���������1 ��� "������� ����� �� ���� ��	"���
�������!��� 9��� �����!��� ��!!� ��� 2�������� ��� "������� �"��� �� ����$ .� ������������
��� 2����� ������������� ����� ��� ���	��� �� ���� ��	� ����� 	������� ��� 2�������� ��	� !�����
�	 ����� 	�� ��!	������ �� ���� ����!��	� !����	����� 
���� ��� ��� �"���!����$ #�� �����
�������	� ��� ��!!	��!��� ������� 4"���,���"�� �	 !����� /- F/�������� -���  �����G$
.���������� ���������� ��	� ��	"��� 	������� 	�� �������� 4"���,���"�� ��� ���� �	�6
���!����� �	�� �������1 �� �� ��	� � �"��� ���� �� �����!� �	 ��	� �	�	�� ��������� ��	��
�	��� ��8������!���$ �	���!��� ���1 �� ���� ���� tc �� �	��� ��	�� ��������� �� t��� �� ��!��
����� ��	� ����������1 �� � tc � t��� �� �	� ���� ����!��� 6 tc = 0$ ����� !������ �������
���"����
� �� �� ��� ���������� �� ����	� ��� ���7�������� �� ��	��� ��� ������	���$ 4� �H��1
����� ����	� ���������1 ��� ������	��� �� ��������� �	� ��� ���7�������� 
�������	�� ����	��$
5� ��	� ����� ����!��� ����	��� ��� ��������� �� ��� "������� ��� ������	��� �	 !�!���
�� ��	�� ���������� ����������$ ���� �����3�� 	� ��!�� �� ����	� !������ ��� ������� 6
	�� !������ �� ����!��	� !����	����� �� ������� !����� �Q ���� ����	� ��� ��	������
�� 0�T���$ #�� �������������� ������,��!������� ��	�� �	�������� �� ���������� ���� 	�
!����� 4"���,���"�� ��� ������ �	� �� 8
	�� A$A$

espace

temps

j

l

i

k
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&���$��� "�� ���
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����� 4
���	�	�� 
#��	 ��������� 	��
	 
	�� ����
	� 
�
	�

�"�� ���������� �	 !����� /- 1 ��� ������� ���� ����������� ��!!� ����2��!�
��� �� ���
���������� ���� ����������� ��!!� ������������ �� 
�������$ ���� �� 
���� �� !�����������1
�� ��� ��� �� 2����� �� �������$ ������,�� ���� ��!������� ��� 	� �������	� �� ���������
�	� ����	�� ��� "������� ����� 	� ���� �� 2������� ��� ���������1 !����� �� "������� �"���
���!����$ ��� �������	� �� ��������� ���� ��!��� �� �������������� ��� ����� F��$$��1 &''EG$
����������� �� ��������� ����� ��	� ������� i �� j ��!!� ����������� �	� �� 8
	�� A$B$ 5�
��	� ����� ��8��� 	� "����	� 	������� −→n ����
� ����� �� ������ 7��
���� ��� ������� ��� ��	�



1# �������� � 
 ���
��������� ���
������

������ ���	 1����
��
��� � ��� 
�������� ��
�� ���� ���+��� ����� i �
 j�

������	��� i �� j �� �������� �� �� ������	�� j "��� �� ������	�� i1��� �	� �

−→
n =

−→
r i −−→

r j

‖−→r i −−→
r j‖

FA$&G

/� ��� ��!!��� �� ������ �����
��� �� �� "����	� �	 ����� �� ������� ����� ��� ��	� �������$
�"��� �� ���������1 ��� ������� i �� j1 �� ������ ��������2� Ri1 Rj �� �� !����� ��������"��

mi1 mj 1 ��� ��	� "������� ����������������� ��������"��
−→
V i ��

−→
V j $  � ���� ���� −→w i ��

−→
w j ���

"������� �� ��������� �� ����	�� ��� ������	���1 �� "������ ������"�
−→
V rij

�� �� ������	�� i ���
������� 6 �� ������	�� j �	 ����� �� ������� ������� �

−→
V rij

=
(−→
V i −−→

w i ∧Ri
−→
n
)
−
(−→
V j +

−→
w j ∧Rj

−→
n
)

=
−→
V ij −

(
Ri

−→
w i +Rj

−→
w j

) ∧ −→
n

FA$(G

�"��
−→
V �� =

−→
Vi −

−→
Vj �� �Q Ri �� Rj ���� ��� ������ ��������2� ��� ������	���$

.�� "������� ������"�� ���� ��� ���������� ���!���� �� ���
��������� ������"��� ����� �

−→
V

n

rij
=

(−→
V rij

· −→n
)−→
n FA$AG

−→
V

t

rij
= −−→

n ∧
(−→
n ∧ −→

V rij

)
FA$BG

���� �� �	���1 ��	��� ��� 
�����	�� �"�� 	� ���!� ����
���� ��� 
�����	�� ����� �� ����$

�����1
−→
V i

′
��

−→
V j

′
����
���� ��� "������� ��� ������	��� i �� j ����� �� ���������$ .�� "�������
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�7�� 1*
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 � �

��� �� 
��E
���
 �� ���
�
�
��� ���� �� ����

��� ���&
�����

������"�� ����� �� ��������� ���� ��� ���������� ���!���� �� ���
��������� ���� ������� �	�
"������� ���������� ��� �� 
���� ��� ���K������ �� ������	���� en �� et1 �	� ���� ��������"�!���
��� ���K������ �� ������	���� ���� ��� ���������� ���!���� �� ���
����������$

−→
V

n

rij

′
= −en

−→
V

n

rij
1 �"�� 0 � en � 1 FA$@G

−→
V

t

rij

′
= −et

−→
V

t

rij
1 �"�� − 1 � et � 1 FA$IG

.������� �	 ���K����� �� ������	���� ���� �� ��������� ���!��� ��� ����������� �	� �� 8,

	�� A$@$ �� ���K����� ����	�� ������������ ��	�� ���������$ .����	� en = 11 �� ��������� ���
�������	�$ ���� ��� !����	� 
���	������1 ��� ���������� ����� ��� 
����� ���� ���������"�� �����
��	��	�� �� ������� ���� ��	"��� 	� ���K����� �� ������	���� en ��2����	� 6 ��	����$ .�������
�	 ���K����� �� ������	���� ���� �� ��������� ���
�������� ���1 �	��� 6 ����1 ����������� �	�
�� 8
	�� A$I1 ���� �� ��� �Q ���� � 	� ������� ���2����!��� 
�������$ .����	� et = 01 ��
��!������� ���
�������� �� �� "������ ������"� �	 ����� �� ������� ��� �	���$ .�����
�� ���
��������$ 4� ��"����� �����	� et = ±11 �� ��� � ��� �� ����������� ������
��$  � et = 1 ��
��!������� ���
�������� �� �� "������ ������"� �� �� ������	�� �	 ����� �� ������� ����"����
�	 !�!��� �� �� ��������� �� �� ������	�� ��
����� �	 �<�� ������$ .� �	�2��� �� �������
����� ��� ��	� ������� ����� ���� ������1 �	�	�� ��� 2����� �
������ �	� ��� ������	��� ����,
���3�� �� !�!���$ 4� ������	����1 �� ��� � ��� �� �����2��� �� !�!��� ����� ��� ������	���
i �� j$ ��� ����1 �� ��	� ������ ����� ��������� �� ������"�����$ .� ���!���� ������� ����� ��,
���!� �� ������"����� �� �� �	������ �� !�	"�!��� ������ �	� ��� ��	� �	���� ����	����� ��
������"����� ��� !�!���� ��
	������ F�������	��G ��	� ����	�� ��� ������	���$ ��� ����1 ��

�%� �����
��� �� ��	�
���
�� ���"���
�� �	� 
������
� �� ���
&�� $���
	�
���� '� �����
� �� �����
�� ��
��
������
�� ( 
�
	�� ��	 �
����������	 �� ������ �� �$�� ���"���
��� �� ��)�
� ����"�� ��
����� �����
����"�� ����� �� ������� �� ������� �� �� �
��		� �����
�� �� �� ����
���� i �� ����� 	���� ���
� 	�
� �����
	
����� π/2 �� π� '� �*
	�� �� ��"�� �� ������� 	��
� �� ���� �� ����� ������ ��
�������
�� ���� +��� ����
)��
��
�������
�� �� "�
		����� �� ��
�������
�� �� ���������� �
������� �� ��	� ��� , 
����� � ���-
, ������
.///�� %� 	
����
�� ���	 �������� ���	 ���	 ���0��	 	����	� ��� �� ������� �	� �����
������ "�
		����
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��� �� 
��E
���
 �� ���
�
�
��� ���� �� ����

��� 
��&
���
������

���� ����
−→
J �� "�������� �� �	������ �� !�	"�!��� �� �� ������	�� i1 ������� �	��� "����	�

�!�	�����1 ��� ��
��� �� ������"����� �� ���	!��� �� �� 2�?�� �	�"���� �

mi

(−→
V i

′
−−→
V i

)
= −mj

(−→
V j

′
−−→
V j

)
=

−→
J FA$*G

Ii
Ri

(−→
w i

′ −−→
w i

)
=

Ij
Rj

(−→
w j

′ −−→
w j

)
= −−→

n ∧ −→
J FA$EG

�Q Ii �� Ij ���� ��� !�!���� ���������� ��� ������� ������� �� ��!�
���� i �� j1 ��� �������

6 ��	�� ���� �� �������� �� ���� �	� � Ii =
2

5
miR

2
i �� Ij =

2

5
mjR

2
j $

.��!�	����� ������� ����� �

−→
J = −mij(1 + en)

−→
V

n

rij
−mij

Ĩ

Ĩ + 1
(1 + et)

−→
V

t

rij
FA$'G

�Q m−1
ij = m−1

i + m−1
j �Q Ĩ = Ii/(miR

2
i ) = Ij/(mjR

2
j ) ��� �� !�!��� ��������� ���	�� �
��

6
2

5
$ /� ��� ����� �����
�� �������!�� ��� "������� ��������� �� ��
	������ ����� �� ��������� ��

2������� �� ��� !9!�� "������� �"��� �� ���������$⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−→
V i

′
=

−→
V i − mij

mi
(1 + en)

−→
V

n

rij
− 2

7

mij

mi
(et + 1)

−→
V

t

rij

−→
V j

′
=

−→
V j +

mij

mj
(1 + en)

−→
V

n

rij
+

2

7

mij

mj
(et + 1)

−→
V

t

rij

−→
w i

′
=

−→
w i +

2

7

Ri

Ii
mij (et + 1)

−→
V

t

rij

−→
w j

′
=

−→
w j +

2

7

Rj

Ij
mij (et + 1)

−→
V

t

rij

FA$&)G

.� ������������ ��� ���K������ �� ������	���� ��	� ���!�� ���� �������!�� 	�� ��
�� ��
��������� ����� ��	� ������	��� i �� j$
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�7�� 1"

����� /
�����	 	� ������	������� 
	 �#����
����	 5�	��$6
��	�

� ������ �� �� ��
�� �� ��������� FA$&)G1 �� ������	�� 	� ��
�����!� ���!������ �� !��������
	� ����!
�� �� ������	���$ .� �������� ��	� ��� ��
�����!� ��� �� �	�"��� �

&$ �	 ��
	� �	 ���
��!!�1 �� �����
	� 6 ����	� ������	�� i 	�� �������� −→
ri 1 	� "����	�

"������
−→
Vi �� 	�� ��2������ ��!������� ti �	� ���� ���������� 6 �� "���	� L���$

($ 5� ��������� ��	� ��� �"���!���� �����
��� �� ���� �����!��� �� ��!�� t�1 ��!�� �	

�	� �	�	�� ��� �"���!���� "��� �� ����	���$ 5� ������� ���	��� �� ��	� ����� t�

���!� ������!
�� ��� �"���!���� �����
���1 �	� �������	� ��������� te �� �� ���������
���������$

A$ 5� �����!��� �� �������� �� �� "������ ��� ������	��� �!����	��� ���� �� ��������� 6

��������� te$ �	�� �� ����	�� ��� ��	"����� "�������
−→
V i

′ −→
V j

′
�� −→w i

′ −→
w j

′
��� ��	� �������

�!����	���$ ���� �� 2��� �� ������	��� �� ��
�� �� ��������� FA$&)G ��8��� �������!!���$

B$ 5� !�� 6 7�	� �� ���� �	 �����!� � t = te$

@$ 4�8�1 �� ����	��� 6 ������� ( ��	� �������� 6 �� ��������� ���������$

0�	� �"��� ���� �!���!���� 	� ��
�����!� 4"���,���"�� ��	� !�������� �����	��!��� ��
������	��� ���� 	� �!����!��� �� ������� ��	� ���
��$ 0�	� ������ ��������� !���������
����	�� ��� ��H������� ������ �� ����
�����!� ������ �	� ��	� ��� �"��� �!���!������ ����
����� ���$

��!!� ��	��� ��� ������� �� ����� �����!� �� ���� ��� 2����!��� !�
����1 ��	� ������	�,
���� ��	� ������� �� ������� � ������ �������	��� �� !����	 ����	� �� ���!���� !���� D
�� ������ �� ���!���� d �	� ���� �N��� �	 ��!!�� �	 !����	 ����	�$ �	 ������ �	 ���,

��!!� �� ��	� 2�	� ����������� ��� ���������1 "������� �� ������ �� ��	��� ��� ������	���$ .��
��������� ��� ������� �	 !����	 ����	� ���� �
���	�� ��� ����
�����!� �� ��T��� ������ �	
����
����� A$A$ ��� ������� ���� �!!�
����1 �� ��	� �����
	� ���� ��
��	�!��� 	�� "������
�������� �	���$ 0�	� 
������� ���	��� 	� �	��� �!����!��� �� ������� ������� �� ���!����
d� = d+ ε �� �� !9!� !������ �	� �������!!���$ �	�� ��	� �������������� ��	� ��� ������
��� ������	��� 6 	�� "���	� �
��� 6 d$ ����� ���������� �������� �� ���!����!��� ���!��
���"���� �	� ��� ������	��� ������ �� ������� �"��� �� ��
	� �� �� ��!	������$ .� "���	� �� ε
����� ���� 2��
�� ��	� ��	"��� �K�!�� �	� ���!����!��� �� ������� ������	��� ��� ���
�� ��
�	� ����� ���������� ��� �	�	�� ��J	���� �	� �� �	��� �� �� !�����������$ ���� ��	� ���!��
���"���� ���"��� ��� ���������� 6 ��	� �� ��	� ������	��� 6 ��������� t = 01 �� �	� ����� ���
�	������ ���� �� �������� !9!� �� �� !������ 4"���,���"��$ 5� ����� ��� �!����!���
�� ������	��� �	 ��!!�� �	 !����	 ����	�$ .��!�
� A$* ���	���� �� ����������!��� �� ���
�!����!��� ��� ������� 6 ���!����!��� 2������ �K�� �� !����	 ����	�$ .�� ��!������� �	
����� �!����!��� ���� �������� �� ����� ����� �	��� ���� �� 2��!� �	
��	�$ .������ ����� ���
��	� �!����!���� ��� �
�� �	 ���!���� !���� D ��� 
������ ������� �� �� ����� ��������
���� ��	��� ��� ��!	�������$

���� �� ��	���!� ����� �� ����
�����!�1 �� ��� ���������� �� �����!���� ������!
�� ���
�"���!���� �����
���$  � ���� ��������� ��� ���������� ����� 2 ������� i �� j1 �� ���������



1- �������� � 
 ���
��������� ���
������

������ ���	 ������� � ���������
 �� 20 000 ��
�
�� ���+��� ������ �$�
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��	� �"���!��� �������� 6 �������� ���"���	�� ��!�� t� �Q ��� ������	��� ������ �� �������$
���� ��"���� 6 ����	��� ����	����� �

‖−→r i(t
�) −−→

r j(t
�)‖ = Ri +Rj FA$&&G

5� ������� ���� ������!
�� ��� ��!�� t� ��	� ��	� ��� ��	���� �� ������	��� i �� j �	� ����
�	������
��� �������� �� ���������$ 0�	� �"��� !�������� ���� �� ������ A$A �	� �� !����	
����	� ����� ������	�� �� !������ ��������	� �	�"��� ��� ���������� ���������$ �	���!���
���1 	�� ������	�� !�
��� �	� ���� �	 �����!� ��	� �<�� ������ ���� �� �����!� ��� ��
�<�� ������$ 0���!����1 ��� ���������� ����� ������� ������	���1 ���������!��� �	� ����������
����� ��� ������	��� �� ��� ������� �	 !����	 ����	�1 �� ���� ��� ��������	��$ #�� ������	��
������� ��� �� ������ �	 �����!� �� ��	� ��� ������
�� �"�� 	�� ������	�� �� ���	��� ���� ��
�� 2�������� 
�	��� �	 �����!�$
#�� 2��� ������!
�� ��� �"���!���� �����
��� ����	1 �� ��	� 2�	� �����3��� ���"���!��� ��
��	� ������ ���� �� 2	�	� ��� ������� 6 �� ���� t���� ���	���� �	 �����!�$ ���� ��� ����	
�����
�� ��� ��	���������� ��	� ��
�� 
������ �	�1 ��	� ����	� ������	�� i1 ���!�� ���������
������!��� 6 �� ���� �	 �������� �"���!��� �	�	�� ���� ���� ��	!��� �	 ��!�� t�$ .� ����
�	 �������� �"���!��� te �� ����� �����!� ��� ����� �����!���� "�� 	�� !������ �� ���
������ �	� ��	� ���!�� ��������� ����!��� �� ������!��� �	 ��!�� te !���!	! ���!�
������!
�� ��� t�$ 5� ������� ���� �� ���!������ 	�� ����� ��������
��	� �� ��	� ��� �"�,
��!���� 2	�	�� �	� ���� �	������
��� ���"��� ���	 ���� �� �����!�$

#�� 2��� te ����	1 �� ��� ����� �����
�� ��������	�� �� ��
�� �� ��������� FA$&)G 6 ��������� te
��	� ��� ��	� ������	��� i �� j ������� ��	�� ��������� �� ��	�� "������� �	� �������� ti �� tj $



/�2 �
�������� �� �� $�
��� � ����4�� $�
 ��� ������� :7���0�
�7�� 11

���� ����� ���
��!!�1 	�� ��
��� !���8������ ��� �������� ��� ������� 6 ���������	� ��
��������� FA$&)G$ 4� �H��1 ��	� ��
��
���� ��	��� ��������� ��� ������	���$ ����� ���������
��� ��	"��� 	������� ���� �� ������� ��� 
�L 
���	������ F.
������ �� ���1 &''*V �� �� ���1
&''@V ��*���
� �� C���
 1 &''IG$
#�� 2��� �� ��������� ����� i �� j �������1 �� �����!� �� ���	"� 6 �� ���� t���� = te$ �� 2�	�
��������� ����� �	� ��	��� ��� ������	��� i �� j �!����	��� ���� �� ��������� ���������� ��
���	"��� ������!��� 6 �� ���� te$ .�� �	���� ������	��� �� ���	��� 6 ��� ��������� ��	� ���
��!�� �������	�� 6 te$ 4� ��	�� ��
��	�1 �� ��� �����
�� �� ����	��� ��� ��������� �� ��	��� ���
������� 6 ��������� te$ ���� �� ����	� ����� �	���!��� ���������� �	���	� ��	�� ���7��������
7	��	�6 te ���� �����!�������$ �����1 
��� �	� ���� ��	� �
��
� 6 ���������� ��� ��������
����� ������� �	� ����� ��� ��� !9!�� ��2��������� ��!������1 ��	� �"����� 	�� !��� 6 7�	�
��!����� �	 �����!� �� �	� ������� 	� 
��� �� ��!�� ��� ��
��
��
�� ���� �� ��!	�������
��	� 
���� ��!
�� �� ������	��� !�
����$
��	� 8���1 �� ����	��� 6 �� ��	���!� ����� �� ����
�����!�$ /� 2�	� !����� 6 7�	� ����
��

������ ��	� ��	"��� �������� �� �������� �"���!���$ ��	� �� 2����1 �� ������� 6 ��	"��	
�� �������� �"���!��� ��	� ��� ������	��� i 1 j ����� �	� ��	� ��	�� ������	�� k1 �Q k ���
	�� ������ �	� ��"��� ������ �� ��������� �"�� i �	 j �� ���"���!��� �	 ��!�� te ���"���
��� �	 ���	$ 5� ������� ����� 7	��	�6 �� �	� ��	��� ��� ������	��� ����� ������� 	�� ��	��	�
�
��� 6 ��	� �����1 ���� �� 
�� �	 !����	 ����	�$

����� �	� �����	� 
	 �#5�	��$6
��	� 	� �	�
� ���������

��!!� ���� ��	�� ��!	������ �	!����	�1 �� �� ���� ��9��� "�
����� �	��� 6 �� !������ ��
!���!���� �����	!	������ ��� ����	�� �	�� 6 �� ��������� ��!���� ��	� ��������	�$ ��� ����	��
���������� ��	"��� �"��� ��� ������	����� �!��������� ���� �� ��!	������� �	!����	�� ��
�� ������	���� ���� �� ��� �� �� !������ 4"���,���"��1 �Q ���� ��������� �	� �� �	���
��� ���������� ��� ���� ������ ��� ������� �	� ��!�� �� "��� ��� ������	���$ ��� ��������
��	"��� �����3��� ��� ����	"��!���� �� ������	���1 ����	����� 6 ������������ ������	�� ����
�� �����!������� �� �� �	�������� ��� �"���!����$ ����� �	� �� ��������� ��	�� ���������
����� ��	� ������	��� !�
���� ����	�� 6 �� �����	���� ��	�� ��	����� �	�������	� �� t1
�� ��������� ��	�� ��������� ����� 	�� ������ !�
��� �� 	�� �	��� ����������� �	 !����	
����	� �� ��!��� 6 �� �����	���� ��	�� �	�����	�$ 4� �H��1 �� ��������� FA$&&G �� ���	!�
���� �� ��� �� ��	� ������� !�
���� 6 �

(t� − ti)
2 + 2(t� − ti)
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−→
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V

2
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= 0 FA$&(G
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��
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1= �������� � 
 ���
��������� ���
������

������ ���	 7��
��� z � ��� ����� �����������
 ��� �� ���� ����*��
�� �� ���

��� ��

�����

.����	� �� ������	�� j �� ��	� ��� 
�	
��1 ����� !9!� ��������� �� ����	�� ��� ����	�����
�	�����	� �

(t� − ti)
4 + 4(t� − ti)

3
−→
a · −→V i(ti)

−→
a

2 + 4(t� − ti)
2
−→
a · −→r ij(ti) +

−→
V

2

i (ti)−→
a

2 +

8(te − ti)
−→
r ij(ti) ·

−→
V i(ti)

−→
a

2 + 4

−→
r

2

ij(ti) − (Ri +Rj)
2

−→
a

2 = 0

FA$&AG

�"�� −→
r ij(ti) =

−→
r i(ti) −−→

r j(ti) =
−→
r i(ti) −−→

r j(tj)$
.� ��������� ��� �"���!����1 �� ���� �� �����	���� �� ��� ��	������1 7�	� 	�� ���� ����
�!�������� ���� �� �	��� �� �� ��!	������$ .� �����	���� �� ��� �	�����	�� ��� ��	� ���
���
��!�� �	��	��� ��	� �"��� �U 2���� 2���$ .�� ��H������� !������� �� �����	���� ��
�	�����	�� ������ �	� ��� !������� �� ���������1 %������ �� 0�	!��:1 ��!����� �� ���,

��!�1 ��� 	� ����
�!��� �� "����
�� ������ 6 ����	�� ��� !�������1 6 �� �����	����
��	�� ��	����� �	
��	�$ 0���!����1 �	�	�� �� ��� �������	�� �� �����	���� �� �	�����	��
����� ��2�����
��$ 4� �H��1 �����	� ��� ���	����� ���� �� ������� �� 10−4 6 10−6 �������1 ��	��
�	 ���	��� ��� !������� ��	� �� ��� ���	"�� ������!
�� ��� ���	�����$ .� ����
�!��� ��
"����
�� ������ 6 ����	� !������ ������	�� ��� ����	�� �	� �� ������	���� �	� ��� ���	,
����� �� �� �	�����	�$ 0� ��	"��� �� ���!����� ���	
���� ��� �"���!����1 ����
�����!� �	�
��	� �"��� ��"������ ��	�1 ���� �� 7	
� ����������1 ��!
���� ��� ���	����� �
���	� ��� ���
��H������� !�������$ .�� ���	�����1 ��!!� ��	� �
���	� ���� �� �� ��������� �� �������
����� ��	� ������	��� !�
����1 ��	"��� 9��� ���	��� ����!���� ��� 	�� !������ �� ����
0�T���,�������$ /� 2�	� ���� �� ���!������ ������� �� 
�� ��!���!�� ����� �� ���������
�� ���K������ �	 ����	�$

.��� �� ��	���������� �� �� !������ 4"���,���"��1 	� ����2���1 ����	 ��	� �� ��! �� ��������
���������	� ��	� ������3��� F����� �� +����1 &'E'G$ ������� ��� ���!��� �� ��� ��	�� 
����



/�2 �
�������� �� �� $�
��� � ����4�� $�
 ��� ������� :7���0�
�7�� 1;

��	!��� 6 �������������� 
��"������������ �� ��
��������� �	� 	� ���� ����L�����$ .� 8
	��
A$E ���������� �� ��	��	� �� ����� 
���� �� 2������� �� ��!��$  ��� ��������"�!��� Vk �� V

′
k

��� "������� �"��� �� ����� �� :,��!� ���������$ 5� ��	� ����� ������ �	� V̄
′
k = −enV̄k = −V̄k+1$

 ��� V̄k+1 = enV̄k = ek+1
n V̄0 �Q V0 ��� �� "������ ��������$ .� ��!�� ����� ��	� ����������

�	������"�� k �� k + 1 ������� ����� �

tk+1 = 2Vk+1/g = 2ek+1
n V0/g FA$&BG

����� �� ��!�� �	 
�	� �	�	�� �� ������	�� � ����	 �� �������� �� ��� ����
�� �������	�
������� �

T =
∞∑

k=0

tk+1 =
2V0en

g (1 − en)
FA$&@G

k��� =

log

(
gtc
2V0

)
log(en)

FA$&IG

.� ������	�� ����� ����� �� ������� �"�� �� ���� ����L�����$ ���� �� ��!�����!��� �� ��	�
��� 9��� ������ �"�� 	�� !������ �� ���� 4"���,���"��$ ��� ����1 	� �����!� �� ������	���
�� ������������ �"�� 	� ���K����� �� ������	���� �������� �� ��2����	� 6 ��	���� ��	� 9��� ��
���
� �� 2��!������ �� ��	����� �� ������	���$ ��� �� 
���� �� ���������� ���������	��1 ��� ���,
���	��� ������� �� �������� �� ��	� ����
�� �������	� ������"� �� �� ��
��	���� �� 	� ��	����
�Q ����� �"��	��� ��	��� 6 �� !9!� "������$ .�� ���������� ��	� �	�	� �������� ���������	�
�	���� �"��� ���	 ��� ��� ��	����� 6 	�� ��!������ F��*���
� �� C���
 1 &''(G ����� �	�6
��	� ��!������� F��*���
� �� C���
 1 &''BG$ /� � �	��� ��� !����� ��������	�!��� F1���
�� +�����B 1 &''IG1 �	�	� �������� �� ����� ������	��� ��	� �"��� ���	 �	���� �	� ���� ��
��!������ �� �������� ���� ���	�� ��� ������	��� �"��	���$ #� �������� ���������	�1 !9!�
����!����1 �����3�� ���� 	�� ��!	������ �� ���� 4"���,���"�� 	�� �	
!�������� �� �� 2��,
�	���� ��� ����������$ ���� �� ����	�� ��� 	�� ��"��
���� �	 ��!�� �� ����	�$ .�� ������	���
���� �	7����� 6 	� ���� 
���� ��!
�� �� ���������� ������� 	� ��!�� ���� ��	��1 ��!�� �	�
8��� ��� 9��� ��!����
�� 6 �� ��!��� �� �� ��������� �	!����	�$ 0�	� �"��� �	 �
���"�� ��
�����!��� ���� ����� ���
��!!� �� ��!	������ �� �	� ��	� � ����	�� 6 ��	� ����������
�	� !����� ���"���� ��� ����2���$ ��	� �"���� ������������ �	 �������� ���������	�1 ��	���	��
�	��	�� F.
������1 &''*V ������
 �� 	�

��1 &''*G �	

����� ���7�	� ����������	� ������,

�� ���������������� �	 ������������� ��� �	� �����,�� ��"���� ��2����	�� 6 	�� �������� "���	�
������	�$ �� �� !9!� !������1 	�� ��������1 ��	� ��
�� ��2����	� 6 5◦1 �� �� "������ ������"�
����� �� ������� ��!
�� �"���� ������������ �	 �������� ���������	�$ 4� �H��1 ��� �������,
����� ����� ��� ���������� �	������"�� �� ���	"��� ����� �����	���$ 0���!���� ��� �������	��
��	� �"���� �� 2��!����� �� ��	����� �� ������	��� �� ������ �� �������������� ��� ����������
����� �	�	�� 7	���8������ ������	�$ �� ��	�1 ����� �� ��	"��� ���	��� �������������� �	 ���,
����� ���������	� ���� ��	� ��� ��� �� 8
	��$ .� �������� ���������	� ���"���� �	 2��� �	�
�� ���K����� �� ������	���� ���� �� ��������� ���!��� ��� ��������� ��!!� ��������$ 5�
����� ��������� ����� ��� �� ������ �"�� ���
���"����� ������!������$ ���� ��� !������ ��
���������� ��	� ���������1 �� ���K����� �� ������	���� ����� ��� ��������$ #�� �������	� 2��,
�	�!!��� 	������� ��	� ���	��� �� ����������� ���� ��� �����!�� �Q ��� "������� ���� 2��
���



=. �������� � 
 ���
��������� ���
������

��� �
�

������ ���	 C�������
�
��� �
����
�'�� �� �� 
��A�

���� �� ���� ���
�
���� � ,�/ ���� � ���

�������� ���� �� 
�� � �� ���+�� �� ���+��� ������( ,�/ ���� �� 
�� � �� ���+�� �� ���+���
������

��� �� ������� 	� ���K����� �� ������	���� ��������� �� �� "������ ���!����$ ����� ����,
����� ��� 
���� �	� ��� �������� "�����������	�� F�����
 �� ���1 &''B
V 	
��������7 �� ���1
&''IG �	 �������	�� F���
����1 &''*V %�����1 &''@G$ ����� ���������� �	 ���K����� ��
������	���� �"�� �� "������ � ��� �
���"�� ������!������!��� F��5����' �� +���) 1 &'IBG ��
��!
�� �"���� ������������ �	 ��������$ ���	�,�� �	
!���� �	��� �� "������ ���!���� �����3�$
#�� !������ ���
���� �� ��!����� �	 �������� ���������	� ���� ���!���!�������� �� �� !�,
����� 4"���,���"�� ��� ����	� ��	� �� ��! �� !����� D� F�����
 1 &''E�G$ ����� "�������
�	 !����� /- �H�� �� �����
����� �� ��!����� �	 �������� ���������	�1 �� ���!�� �	��� ��
��!	��� ��� �������� 6 ��	� �� ��	� ������	���$ .�� ����!�� �� �� 8
	�� A$' ������������
��� ���7�������� �� ��	� ������	��� �� ��������� ���� �� ��� ��	� !����� �� ������� !�����
�� ���� �� ��� ��	� !����� �� ������� �	���$
.��� �� �� ��������� ����� ��	� ������� !�����1 ������,�� ������
������ ������� 	� ��!�� tc$
����� �	��� �� ������������� ����� ��� ��	� ������� ��� ����������� ��� �� L��� 
����� �	� ��
8
	�� A$'F�G$ ���� �� ��� �	 !����� /- 1 �� ��������� ��� �����������$ ���������1 �� !�����
D� �!����	� �	�1 
��� �	� ����� ��������� ����� �����������1 ��� ������	��� �	� ������� ��
��������� ����J	������ ��	�� �� ���	��� ������� 	� ��!�� tc ����� ����	� ��������� ��!!�
���	���� ��� �� L��� 
����� �	 ����!� A$'F
G$ .����� 
������� �	 !����� D� ��� �� �������
�� 	�� ������ �	� ����� �� ��������� �"�� 	�� "������ ��� ��	7�	�� ��	� ����J	���� ��	��
��������� ����������$ 4� �H��1 ���� ��� ��� �� ���� �� ������� ��� �
7��� ���������!!���
��� 	�� ��� �	���� �� ��	�,�� ����1 6 �� ��������� �	!����	� ����1 �� �������$ ���� �� !9!�

���� ������1 ��	� ���������� �� ��	"��� ��� 9��� �������� ��!!� ��	� �"���!���� �������
�� ����� ��� ���	 ������� 	� �����"���� �� ��!�� ��2����	� 6 tc$ ���� �� ������ ���	������1 ��
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!����� D� ���	�� �� ����������� ������
�� �� ������� 	� ���K����� �� ������	���� �
�� 6
��	���� F�����
 �� ���1 &''IV �����
 1 &''*G$  � ���� ���� tk �� �	��� ���	�� �� ��������� k−11
�� ���K����� �� ������	���� ���!�� ��	� �� k���� ��������� ������� �

e(i)nk
=

⎧⎨
⎩en ��	� t(i)k � tc

1 ��	� t(i)k < tc

FA$&*G

�����1 	�� ��������� ��"���� �������	� �	��� ��� ���������� ���� ���� 2���	�����$ /� ��� �����
��
�� ������� 	�� "���	� �� tc ���������� �� �� "������ ������"� �	 ��� ����!����� �	 !������	
F�����
 �� ���1 &''B
V 	
��������7 �� ���1 &''IG$ ���� ��� ��!	�������1 ��	� �"��� ������
	�� "���	� tc = 1.0 10−6 s ���������1 �����,6,���� �� ������� �� 
�����	� �� �� �	��� ��	��
��������� ����� ��	� 
�����$

&�* ��� ��%��� #� �� (��� � #/��% +$� (�� �� %��8!#�
#�� �(8;��� %!����

��'�� 3
�	� 	� �����������

.� !����������� �� ����� ���������� ��� 	�� !������ 4"���,���"�� ��� ���� 
��� �������
�	� �����!�� ��	 ������$ 0���!����1 ��!!� ��	� ���"��� "	 �������!!���1 �����	� ��
��!
�� �� ������	��� ��� ������"�!��� ���"�1 �� !������ ��"���� ���������$ ��	� � ��!�����1
��	� �"��� ��"������ 	� �	��� ���
��!!� ���!������ �� !����������� �� ����� ����������
�����	��!��� �� ������� ������� 6 ���������	� ��	� �!����!��� �� ������� ��	� 
������$
0�	� �"��� ������ ��	� ���� ���!���!����� 	� ��
�����!� �� ���� ����!��	� !����	�����
�� ������� !�����$ ���� ����� ��������1 �� ��������� �	� ��� ������� �� O ��2��!��� P ����
��	�� ��������� �� �	� ��� �!����	��� �� ��� ��2��!������ ���� ������� ��� ������� �	�
������ ��� �������$ .� !����������� �� �� ��2��!����� ������ ��	�� ������ ����� ��� �����$
4� ������	����1 �� 2��� ���������!����� �	� �� ������� �� 2��� �� 	� ����� �� ���� ����� �����
�� 2���� ������������� �"�� �� ����	"��!��� δ ��� ��	� ������	��� �	� ������� �� ���������$

��'�� ��� 
	 ������� 	��
	 
	�� ����
	� ����	�

����������� ��	� ������� !����� i �� j1 �� ������ ��������2� Ri �� Rj $ 5� �	����� �	�

��� ��	� ������� ��� ��������"�!��� ��!!� "����	�� "�������
−→
V i ��

−→
V j �� ��� "�������

��
	������ −→w i ��
−→
w j $ ��� �������1 �������� ��� ��� "����	��

−→
r i ��

−→
r j ������� �� ���������

��!!� ���������� �	� �� 8
	�� A$&)$ .�� ��	� ������� ���� �� ������� �� �� �	������ δ1
������������ �� ����	"��!��� ����� ��� ������� i �� j1 ��8��� ��� �

δ = Ri +Rj −
(−→
r i −−→

r j

) · −→n FA$&EG

��� ������"�$ ��!!� ���� �� ��� �� �� ��������� ����� ��	� ������� �	���1 ��	� ��	"���
��8���1 ��� ����	����� FA$&G1 	� "����	� 	������� −→

n 1 ��!!� ���	���� �	� �� 8
	�� A$&)$ ��
!9!�1 �� 	�������� ��� ��������� FA$(G1 FA$AG �� FA$BG1 �� ��	� �����!�� ��� ��!��������



=# �������� � 
 ���
��������� ���
������

������ ����	 1����
��
��� � ��� 
�������� ��
�� ���� ���+��� ����������� i �
 j�

���!��� �� ���
�������� �� �� "������ ������"� �� �� ������	�� i ��� ������� 6 �� ������	�� j$
�� �	� ��	� ���!�� �� ��8��� 	� "����	� 	�������

−→
t ���� �� ��������� ���
��������$

−→
t =

−→
V

t

rij

‖−→V
t

rij
‖

FA$&'G

���� ��� ����������1 �� ��	� ����!����� �� 2���� �������������
−→
F ji ��	�� ������	�� j �	�

	�� ������	�� i �� ��	� ��!��������$

−→
F ji = ‖−→F

n

ji‖−→n + ‖−→F
t

ji‖
−→
t FA$()G

��'&�+ ��� ���' !� �� ! 8���� ������� �����

.� ����	� �� �� ��!������� ���!��� �� �� 2����
−→
F

n

ji ������������� �� �� ������	�� j �	� ��
������	�� i ��� �� ������� ������� �"�� �� "���	� �� δ$ 4� &'E(1 -������� -���L F��
�'1 &EE(G
� ���
��1 ���� �� ����� ��� ������� ��2��!������1 	�� ��� ������� �� 2���� �	� �������� �����
��	� ������� ��2��!�
��� i �� j �� ������� �"�� �� ����	"��!��� δ$  � ���� ���� Ei1 Ej 1 νi

�� νj ��������"�!��� ��� !��	��� ��=�	�
 �� ��� ���K������ �� ������� ��� ��	� �������1
�� 2���� �	� �������� �	� �� ������	�� i ������� F������ �� ��5�����'1 &'I*G �

FHertz
ij =

4

3

(
1 − ν2

i

Ei
+

1 − ν2
j

Ej

)−1√
R�� δ

3
2 = kn

√
R�� δ

3
2 FA$(&G
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�"�� kn =
4

3

(
1 − ν2

i

Ei
+

1 − ν2
j

Ej

)−1

�� R�� =

(
1

Ri
+

1

Rj

)−1

$

����� 2���� ������ ���� �	 ����	"��!��� ����� ��� ��	� ������� i �� j ��!!� 	�� ���
�� �	������� 3/2$ .����	� ��� ��	� ������� i �� j ���� �������	��� �	 !9!� !������	1 ��
��� �����
�� �� 
���������� �� ��� �� -���L 6 ��� �������� "�����������	�� F	
��������7 �� ���1
&''IG$ .� 2���� ���!��� ������������� ����� ��� ��	� ������	��� i �� j ������� ����� �

Fn =
2Ei

√
R��

3 (1 − ν2
i )

(
δ

3
2 + ζ

√
δδ̇
)

FA$((G

�Q ζ ��� 	�� ��������� ���������"� �	 !������	1 2������� �� �� "�������� �� ���	�,��$ ���� ��
��� ��	� ������� ����� ��	� ������	��� �� !������	� ��H������1 �� ������ ���������"� �� ��
2���� ���!��� �� ��	� ��� 9��� �����	� �� !������ ��!��� ��!!� ��	� �� ������ �������	�$

"����� 	����� ������
 ����� ,"	�/

#�� �	��� ��� ��	��!!��� 	������� ��	� �� ����	� �� �� ��!������� �������	� �� �� 2����
���!���1 ���� �� ����� ��� 2��
��� ��2��!������1 ��� �� ��� �� -��:�$  � ���� ���� σn ��
���������� ���!��� ������� �	� �� !������	1 �� � �

σn = Eεn

�Q εn ��� �� ��2��!����� ���� �� ��������� ���!���$ 5� ��	� ����� ������ �	� �� ������
�������	� �� �� 2���� ���!��� ��� ��������������� �	 ����	"��!��� δ$ ��	� ����� ��!��� ��
�������������� ��� ����������1 �� �7�	�� 	� ���!� ���������2$ �� 
���� �� !����� ��� ����	 ��	�
�� ��! �� O .�����  ����
 ������� ����� P$ .� 2���� ������������� ����� ��	� ������	���
��� ����������� ��	� �� 2��!� ��	� ���������	� ���!����	� �!����$ R��� �	��� �������1 ��	��,
�������� ��	� !����� �� 2���� 
��� �	� ����	����� FA$((G ������ ��	� ����������1 �� !�����
�� �����������	� �!���� ��� ��	��!!��� �!����� �� ��� ���	����� �	��� 2�	���� ���� �� ������
�"�� ��� �
���"������ ������!�������$ ����� �� !����� �	� ��	� �"��� ������ ��	� !��������
�� ��!������� ���!��� �� �� 2���� ������������� ����� ��	� ������	��� i �� j$ �� !�����
�������� ���"����
� �� �������� ��� ���	����� ��������	�� ���!������ �� ����	��� ��"�����
���������� �	 �������$ 4� ����������� ����	����� FA$&EG1 �� ��	� ������ �	� �

δ̈ = −d
−→
V

n

rij

dt
= −

−→
F

n

i

mi

+

−→
F

n

j

mj

FA$(AG

�"��
−→
F

n

i = mi
d2−→r i

dt2
· −→n ��

−→
F

n

j = mj
d2−→r j

dt2
· −→n $ ������� �� �������!� ��� �� 0�T���1 ��	�

�"���
−→
F

n

i = −−→
F

n

j �� �	� ��	� ����� �

δ̈ = − 1

mij

−→
F

n

i FA$(BG

���� �� !����� . �1 �� 2���� ���!��� �	� �
�� �	� 	�� ������	�� i �� ����!���� �� 	��
������ �������	�1 ����������� ��!!� �� 2���� ������� ��� 	� ������� �� �����	� kn$

F n
�� = knδ FA$(@G



=( �������� � 
 ���
��������� ���
������

����� 2���� ��� ����"� �	��� �� ����	"��!��� ��� ������2 Fδ � 0G$ ��	� ������	��� 	��
����������� ���� �� �����!�1 �� !����� . � 	������ 	�� ����������� �� ���� "���	�	��1 �����,
6,���� 	�� ����������� ���������� �� �� "������$

F n
���� = νnδ̇ FA$(IG

.� 2���� ���!��� ������������� ����� ��	� ������	��� ��2��!�
��� ������� ���� �

F n
��� = knδ + νnδ̇ FA$(*G

4� ��!
����� ��� ��	������ FA$(BG1 FA$(@G �� FA$(IG1 �� �
����� ����	����� ��H����������
�������������	� ��	� ���������	� ���!����	� �!���� �

δ̈ + 2ηδ̇ + ω2
0δ = 0 FA$(EG

�"�� η = νn/(2mij) �� ω2
0 = kn/mij

 � νn < 2
√
mijkn1 �� ���	���� �� FA$(EG �"�� ��� ���������� � δ(t = 0) = 0 �� δ̇(t = 0) = V01

������� �

δ = V0
tc
π

exp

(
− νn

2mij

t

)
sin

(
π

tc
t

)
FA$('G

�Q tc ��� �� ��!�� ������� ���	�� ��� ������	��� ������� �� ������� �� "�	� �

tc = π

(
kn

mij
−
(

νn

2mij

)2
)− 1

2

FA$A)G

.� ����	"��!��� !���!�� δ��� ��� ����� ����� ��� �

δ��� <
V0tc
π

FA$A&G

/� ��� �����
�� ���	��� �������!�� �� ���K����� �� ������	���� ���� �� ��������� ���!��� �	
�������$

en =

∣∣∣δ̇(tc)∣∣∣
V0

= exp

(−νntc
2mij

) FA$A(G

R��� �	� �� !����� ��!�	�� ��!��� �� �K����1 �� ��	� ���2��� ������	��� 	� ����2��� ����
�� ��!	������$ ����������� �� ��������� ����� ��	� ������	��� ��2��!�
��� ��!!� �����	����
�� ����� �� ����	�� �� �� 8
	�� A$&&$ .����	� ��� ������	��� ���� �� ������� Fδ > 0G ��
�	������ ������������ ��	�� �� ���	��� Fδ̇ > 0G1 �� 2���� ������� ��� �� ��� FA$(*G ��� ���	�,
��"�$ � ������ ��	� !�!���1 ��	� �������� �� ����� 2���� ���	���"�1 ��� ������� 8������� ���
������
��� ��� 	��� ��� �	����$ 5� � ����� δ̇ < 0 ��	� �� ����� δ > 0$ ���� ��� ����������1
�� 2���� ������������� ��� ��	7�	�� ���	���"� !��� �� ������ 	�� "���	� ������	� δ̇c �	 ��	�
�� ��2��!����� �	,����	� �� ���	���� �� ��
�� �� �� 2���� ����"����$ ���� ���������� 6 	��
2���� ��������"�1 
��� �	��� � ��� ��	7�	�� ������� ����� ��� ������	���$ ���� �����3�� �	� ���
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=- �������� � 
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��������� ���
������

������� �� ��������� �"�� 	�� "������ ��	� 2��
�� �	������ �� �� ��"������$ �� �����!��� ���
�"���!!��� �	�	� ���� ������	� �� ���� 9��� ������ �"�� ���� ���� ��� ��!	������� �� ����
����!��	� !����	����� �� ������� ��2��!�
���$ 4� �������1 �� ��� �����
�� �� ���H������� ��
��� ����2���$ ��	� ����1 ����������� 6 ��	"��	 ��� ��	� ������� �� ���������� !��� �����,
������� �� ������� ����� ��� ��	� ������	��� �� !������ ��	� ��������$ ���� �� ������� ���
������� �� �� ����	"���� ���1 ����� �� ��2��!���$ �����1 �����	� ��� ��	� ������� ������
����
��	�� �� ���	���1 ����� �����	"��� ��	 6 ��	 ��	� 2��!� �������	�$ 0���!���� �	��� �� ���!�
knδ + νnδ̇ ��"���� ��
���21 ��� ������� ��� ��	� ������� ������
���� ���� ������!��� ��	� ��
���	��� ��	� ��	"��� ���� �	� ��	�� �	�2���� ������� �� ������� ������� �	������ �����	"���
��	�� 2��!��$ �����1 
��� �	��� � ��� ����	"��!��� ����� ��� �������1 �� ��	� ���������� ���
��	� ������	��� ��!!� ������� ��	� �� �������$ .� 2���� ���!��� ������������� ��� �����
�	���$ ��	� ���!���� ��� ����2���1 �� ��� ����� 7	�����	� �� ��!������ �� ��8������ FA$(*G ��� �

Fn = !��
{

0, knδ + νnδ̇
}

FA$AAG

���� �� !9!� 
���� ������1 ���� �� ��
���� F&'E@G ��� ��"������ 	� !����� 
������ ��
������� �"�� �!�������!��� ��� �������� F���� �� ��
����1 &'E@V �����
 �� ���1 &''B�G1
����!���� �� !����� �������� � ��� ���
�!��� 	������ �� "����� ��� ���2��������� �"�� ���
����������� F������� �� ��
��)1 &'*'V %�����1 &'E(V �E����� �� ��

����1 &''@G$

"� ���+�� �� D��
�� �
 3����

#�� �	��� ��������1 
���� �	� ������ ��	�� ��2��!����� �������	� � ��� ��"������� ���
%����� �� 	
��� F&'EIG$ .�� �	��	�� 	�������� ��� "���	�� ��H������� ��� ���������� ��
�����	� �	�"��� �	� ��� ��	� ������� ������������ �	 ������
���� ��	�� �� ���	���$ ����� ��
2���� ���!��� ������������� ����� ��	� ������� F n

�� ������� �

F n
�� =

{
k1δ 1 �����	� δ̇ � 0

k2(δ − δ0) 1 �����	� δ̇ < 0
FA$ABG

�"�� k1 < k2$ .� 8
	�� A$&( ���������� �� 2���� �� 2������� �	 ����	"��!��� ����� ���
�������$ .� �����	� �	 ������� ������� �� ����� ���������� ��� ��	� 
����� �	� ����� ����
�� ����� �� �������!���$ .����	� �� ��	� �� ��2��!����� ��� ������21 �����,6,���� �	� ���
������� ��� ������	��� �� �����������1 �� 2���� �� ���	����� ��� ��������������� �	 ����	"��,
!��� ��� ��	� ������	��� �"�� ��!!� ��������� �� ���������������� �� ��������� �� �����	�
k1 F���!�� (a) �� (b)G$ ���� � ���	 ���� �	� �� ����	"��!��� ��� ��2����	� �	 ����	"��!���
!���!�� δ��� .����	� ��� ������	��� �� ���������1 �	���!��� ��� �	��� �� ��	� �� ��2��,
!����� ��"���� ��
���2 F���!�� (c)G1 �� 2���� �� ���	����� ��!��	� 7	��	�6 ��������� 	��
"���	� �	��� ��	� δ = δ0$ .� "���	� �� δ0 ����� �����!���� ��� ����	����� �� ������	��� ��
�� 2���� �� δ���$ �"�� �� !�����1 �� �	��� ��	� ������� ������� ����� �

tc =
π

2

(√
mij

k1
+

√
mij

k2

)
FA$A@G
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 �� ������� ��� �$�D
�� ������ =1

������ ���
	 C�������
�
��� �
����
�'�� �� ���+�� �� B��
� �� D��
�� �
 3���� ,%�����
�� 	
���( -?LF/�

�� �� ���K����� �� ������	���� � ��	� ���������� � en =
√
k1/k2$ .� �������1 �	 ���� !���,

���	� �	 ���!�1 �� ���!��� ��� �	� �� ����	"��!��� ��� ��2����	� 6 δ0$  � 	� �	��� ����
�,
!��� � ���	 �"��� �� 8� �	 �������1 �� ��!�������� �	�� �� ���!�� k2(δ − δ0) F���!�� (c)G$
 � �� ��	"��	 ����
�!��� � ���	 ����� �� 8� �	 ������� ��������� �� �"��� �� ����������
��!����� ��� ��	� �������1 �� 2���� �	�� �� ���!�� ����	����� k2(δ−δ′) F���!�� (f)G 7	��	�6
�������������� �"�� �� ������ k1δ �	����� �	�� ������� �� ����� �� �� ����� �� ��!��������
F���!�� (b)G$  � 	� �	��� ������� � ���	 ����� �� ���������� ��!����� ��� ��	� �������
Fδ < 0)1 �� ���!�� �!��	��� ������� �� ����� �� ��!�������� ��� �� ������ ����	�����
k1δ$ ���� �!����	� �	� ���� ��
��
� �� ��2��!����� �������	� ����� �� ���������� ������ ���
������� �� �	������� �	� �� ������ �� ��	� ��� ������ �� ��	"��	 �� ��������� ������!���
�	 !9!� ������� �	� �������!!���$ .� ���
��!!� ��2��!����� ���������� �� �� !�����1

��� �	� ��	� �������� �	� ���	� �	 !����� . �1 �� ���������� ��� ��������!��� �� ��� ����$
.� !����� �� W����� �� R��	� �	����� 	�� ����� �� ��!�������� �������������	� �� 	��
����!�������� �������	�$ �� !����� ��	� 9��� �!������ �� ����������� 	�� ����!��������
�������������	�$ ���
��� �� ��� F())&G ��� ����� ��"������ 	� !����� 6 ����� ���������� ��
�����	��$
.� !����� �� W����� ��� 	������ �����	� ��� ��2��!������ ��� ������� ���� �!���������$
/� ���"���� ����� ���� �� 
���� �� ���	������ �� ��	"��� ������ ��!��� �� ���������� ���
��������$
����� �"��� "	 ��� ��������	� !������ ���!������ �� !�������� �� 2���� ������������� �����
��	� ������	��� ���� �� ��������� ���!���1 ��	� ������ "��� !��������� ��!!��� ��	�
��	"��� !�������� �� ��!������� ���
�������� �� �� 2���� �������������$

����!�+ ���� �� ! ��'&�+ ��� � �/�����!!�

#�� ��������� ����� ��	� ������� ���	�� 
�������!��� 	�� 2���� �� ��������!���
−→
F

t

ji ����
�� ��������� ���
�������� �	 �������$ ��� 2����� ��������� ��� ���������� �� �	�2���� ���
������� �!����	��� F�	
�����1 �	!�����1 ��������1 $ $ $ G$ D�	� ��!!� ��	� �� !�����������



== �������� � 
 ���
��������� ���
������

�� �� 2���� ���!���
−→
F

n

ji1 �� ������ ��	� �� 2���� ���
��������
−→
F

t

ji ��H������ !������$

"� ��� �� 4������

.� !����� �� ��	��!
 ��� 	� !����� �����!�����
��	� F������#1 &*E&G$ .� 2���� ����
�� ��������� ���
�������� fF ��� ��������������� 6 �� 2���� ���!��� fN �� ������������ ��
�� �	�2��� �	 �������$  	������� 	� 
��� ���� �	� 	�� �	�2��� ����� �� ��	!�� 6 	��
2���� f ���� �� ��������� ����L������ ��!!� ���������� �	� �� ����!� A$&A$ 5� ��8���

������ ����	 	
���� ��������
��
 ��� ���
�� �������
 ��� �� ��$� ���� ��� ��� �����
�
������

����� �� ���K����� �� 2�����!��� μ = fF/fN 1 �	� ��� 	�� ��������� ���� ��!������ ��
���� �� "���	� ��� �������������	� �	 ��	��� �� !������	 !�� �� 7�	$ 4� 
������1 �� ��
���� �� ������
	�� ����� �� 2�����!��� ������	� �� �� 2�����!��� ����!��	�1 �� �	� �!����
�� ��8��� ��� ���K������ �� 2�����!��� ������	� μ�������� �� ����!��	� μ���������$ 5� �

�������!��� μ�������� > μ���������1 !��� ���������!����� μ = μ�������� = μ��������� �����
��������
��$ C	���	�� ���!���� �� "���	�� �� ���K������ �� 2�����!��� ��	� ��H������
��	���� �� !������	� ���� ������ �� ������ �$
���� �� ����� �	 !����� �� ��	��!
1 �� ��	� ���� ������ �	� �

−→
F

t

ji = −ψμ‖−→F
n

ji‖
−→
t FA$AIG

�Q ψ = ±1 �	�"��� �� ���� ��
−→
V

t

rij
$ �� !����� ���� ���"���
��!��� 	� ���
��!� ���������,

!������� �����	� �� "������ ������"� ���
�������� ��� �	���$ 0�	� ������ "��� ���� ��� !������
�	�"���� ��!!��� ���H������� �� ����� �������!�������$

"� ���+�� �� 7�� �
 D�����

.� 2�?�� �� ��	� ��!��� �� !�������� �� 2���� ���
�������� ��� ��	������� 	�� 2���� "���	�	��
F��B �� %�
��
1 &'EIG � −→

F
t

ji = −νt

−→
V

t

rij
FA$A*G

.� 2���� �� ��������!��� ����� ��!���� ��� �� ��� �� ��	��!
1 .� 2���� ���
�������� �	�������
�� ������	�� i �	� �� ������	�� j ������� �

−→
F

t

ji = −ψ !��

(
νt‖

−→
V

t

rij
‖, μ‖−→F

n

ji‖
)−→
t FA$AEG
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�������� �� �� $�
��� � ����4�� $�
 �� ������� ��� �$�D
�� ������ =;

������ ����	 a) "�� �� 4������( b) ��� �� 4������ ����������� ��� �� ������
 �� ����
�
�� ���
� −νt�

����� !������ ��"���� 6 ��
	������� �� ��� �� ��	��!
 ��!!� ���	���� �	� �� 8
	�� A$&BF
G$
�� 
���� �� !����� �� 2���� ��� ��	��!!��� 	������ ���� �� !����������� �� �����!� ��,
��!��	� �� ����� ��� ���	����� 8�
���$ 4� ��"�����1 �� ������ �	 2��� �	��� �� ����� ���
�� ��!��� �� 2������� ������	�1 �� !����� ����� ��� ������ 6 �� !����������� �� �����!��
�	���,������	��$ �� !����� 2��� �����"���� �� ��������� νt1 !��� �� "���	� �� �����,�� �� ��	�
9��� ��������� 6 �	�	�� ��������� �	 !������	 !��	��
�� ������!������!���$ .� "���	�
�� ����� ��������� ���� ���� 9��� �����!���� � ���������� ��� ���2��������� ��� ���	�����
�
���	� ��� ��!	������� �"�� ��	� �
���	� ��� ������������$

"� ���+�� �� 4������ �
 	
��
5

������� �� ��
��) F&'*'G ��� ������� ��	������� 	�� ��� ��!������ 6 �� ��� �� -��:�$ ��	�
����1 ��� ��8������� �� ����	"��!��� ���
������ ϕ �

ϕ =

∫ tβ

tα

−→
t · d

−→
� FA$A'G

�Q tα �� tβ ���� ��������"�!��� ��� ����� �Q ��� ������� ������� �� ������� �� �� ��������$

d
−→
� ��� �� �������!��� ��8������!�� ��!!� ���	���� ��� �� 8
	�� A$&@$

�� �� !9!� !������ �	� ��	� �� !����� �� -�H �� ��1 �� ��	� ��8��� �� 2����
−→
F

t

ji ��� �

−→
F

t

ji = −ψ !��
(
|ktϕ| , μ‖

−→
F

n

ji‖
)−→
t FA$B)G

�Q �� ���!� νt‖
−→
V

t

rij
‖ �� FA$AEG ��� ��!����� ��� �� ���!� |ktϕ|$ D�	� ��!!� �� ��������� νt1

�� ��� ��� �� 7	���8������ �������	� ��	� ��	���������� ��	� !����� �"�� 	� ������� �� �����	�
kt$ �� !����� � ����!���� ���"����
�1 ��� ������� �	 !����� �� ����������� "���	�	��1 ��
������� �� ������������� ���������� �	 �������$ ����� ��	��	�� �� !����� � ��� ��	"���
	������ F���A� �� ���1 &''(V 1���
 �� ���$#���1 &''(V ���1 &''BV ����� �� ��

����1 &''BG$

"� ���+�� �� D��
�� �
 3����

#�� �	��� !������ �������� �� !�������� �� 2���� ������������� ���
�������� ��� �� !����� ��
%����� �� 	
��� F&'EIG$ �� !����� ��� 
��� �	� ��� ���	����� �� ������� �� ��
�������'
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 ���
��������� ���
������

������ ���
	 ���� �� ���+�� �� 4������ �
 	
��
5( �� ��<��
 �� ��
��$�����
 
�����
���
�� �� ���
�
��� i ���� �� �� 
�������� ��
�� ���� ���
�
���� i �
 j ��� �� ����
��� ,.�.?/�

F&'@AG �	� ������������� 	�� 2���� ���!��� ��������� �� 	�� 2���� ���
�������� ��	"���
"�����$ ��	� ����1 W����� �� R��	� 2��� ����������� �	� �� 2���� ���!��� "���� ��	 �����
��	� ��� �� ��!�� �	������2�1 �� !������ 6 �� ��� ��J	����� �� ��!������� ���
�������� ��

�� 2����$  � ���� ����
−→
F

t

ji(t−dt)1 �� 2���� ���
�������� ����� ��	� ������	��� i �� j 6 ���������
t − dt �� �	� ���� �	����� �	� ��� ������� 
������� ��	�� ������ ���	��� ������� 	�� �	���
dt1 ����� �� 2���� 6 ��������� t ��� ������ ��� �

F t
ji(t) = F t

ji(t− dt) + κtΔϕ FA$B&G

�Q Δϕ ��� �� �������!��� ���
������ ������2 �� �� �	�2��� ��� ��	� ������	���$ κt ����� ���
	�� ��������� �	 !������	 ��!!� ���� �� !����� �� �	����� ��  ����:$ .� "���	� �� κt

������ �� �� 2���� ���
�������� �

κt =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

k0
t

(
1 − F t

ji(t− dt) − F �
t

μF n
ji − F �

t

)γ

1 �� F t
ji �	
!����

−k0
t

(
1 − F �

t − F t
ji(t− dt)

μF n
ji + F �

t

)γ

1 �� F t
ji ��!��	�1

FA$B(G

�"�� γ �	� ��� 	�� ��������� �	!����	�$ k0
t ��� �� �����	� ��������$ F �

t ��� �� "���	� �� ��
2���� ���
�������� ���� �� �� �������� ��"������ �	 ���� �� 
�����!��� �� ���� ��� ��������!���
�	���$ ��	� 9��� �� ������ �"�� �� ������� �� ������� �� "���	� �� γ "�	� 
�������!��� 1/3$
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0�	� �"��� "	 ��� ��� ��������	� !������ ��	� �!���!����� �� 2���� ���
�������� �������,
������ ����� ��	� �������$ ����� ����� ����� ��� ����	���"� �� �� ��� ��	� 6 2��� �����
��
��	������� ���	���� !������$ 5� ��	� ��� ���!��� 	������� �� !����� . � ��	� !�������� ��
2���� ���
�������� F���#�
� �� ���1 ())&G$ ��	� 	�� ������� ��!������"� ����� ��� ��H������
!������1 �� �����	� ��	��� �� �������� 6 �� ��2������ �	�"���� � ���F5�
 �� ��� F&''IG$

��'�� /
�����	 
	 �#����
����	

0�	� ������ !��������� ��������� �� �������� �� ����
�����!� �� ����!��	� !����	����� ��
������� !�����$

Y �������������� �	 �����!�
Y ����	� ��� 2�����
Y ����
������ ��� ��	������ �	 !�	"�!���
Y ��	"�
���� ��� ���������1 "������� $ $ $

	���� !�+ ���� �� +F+�C'�

���� 	� ���!��� ��!��1 ��	� ������������ �� �����!�$ ��	� �� 2����1 ��	� ������� 6 ����	�

������ i 	�� �������� −→
r i1 	�� "������

−→
V i �� 	�� !���� mi$ ��!!� ���� ����� ���
��!!�

	�������� �� !������ 4"���,���"��1 ��� ������� �������	��� �� !����	 ����	� ���� 8��� �� ���
���� 	�� "������ �	���$ ��	�� !������ 
�������1 ��� ������� �	� ���� ��������� 6 9��� �N�����
���� �� !����	 ����	� ��� �
���!��� 	�� "������ �������� �	���$ .� �����!� ��� ����������
���� �� ��!�� ��� 	� ��� �� ��!�� dt ���� ��� �	� dt = tc/100$

� !��! ��+ 8����+

���� 	� ������ ��!��1 ��	� ����	���� ��� 2����� �	� ��������	��� �	� ����	�� ��� �������
�� !�	"�!��� F2���� �� �������	� �� 2����� �������������G$ ��	� �� 2����1 ��	� �"��� �!,
���!���� �	���	��,	�� ��� !������ �� 2����� "	� 6 �� ������� A$@$(
�� !������ ��	� �������1 ��	� �"��� !�� �� ����� 	� !����� �� ���� O .�����  ����
 ����,
��� P ��	� �� 2���� ���!���$ 0�	� �"��� ���� ��8�� ��	� ���������� �� �����	�� � knpg ��	�
��� ���������� ����� 	�� ������	�� �� 	�� ������ �	 !����	 ����	� �� knpp ��	� ��� ����������
����� ��	� ������	��� !�
����$ D����	�!���1 ��� "���	�� �������� ���� knpg = 2× 105 Nm−1

�� knpp = 5× 105 Nm−1$ 0�	� ������� ���	��� ��!!� ����!����� �������� �	 ���
��!!�
��� ���K������ �� ������	���� ���� �� ��������� ���!��� e
� �� e

 �	�"��� �� ���� �� ���������$
� ������ ��� ��	������ FA$A)G �� FA$A(G1 �� ��	� �����!�� tc ��� �

tc =

(
π2 + (log en)2

kn
mij

) 1
2

FA$BAG

4� ��!
����� ���	��� FA$BAG �� FA$A(G �� ��	� �� ���	��� �� ��������� "���	�	�� νn �

νn =
2
√
knmij log en√

(log en)2 + π2

FA$BBG
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��	� !�������� �� 2���� �� 2�������1 ��	� �"��� ������ �� !����� �� �	����� ��  ����:
�������� �	 ����
����� A$@$( �"�� 	�� ����������� "���	�	�� ��!!� ����� 2��� �	����"���
���#�
� �� ��� F())&G$  � ���� ��������� ������!
�� ��� ��	������ FA$&)G1 �� ��� �����
�� ��������
	�� ��	����� ��H���������� ��	� ϕ �� !������ �������	� 6 FA$(AG$ 5� � ����� �

ϕ̈ =
d
−→
V

t

rij

dt
=

7

2

⎛
⎝−→
F

t

i

mi

−
−→
F

t

j

mj

⎞
⎠ =

1

mij

7

2

−→
F

t

i FA$B@G

�� !������ �����
	� 6 �� �����	���� �	 !����� . � ���� �� ��������� ���!���1 �� ��	�
�����!�� �� �	��� τ �	 ������� ���� �� ��������� ���
��������$

τ =

(
π2 + (log et)

2

kt

2

7
mij

) 1
2

FA$BIG

��	� ���	��� �� ������	���� �������� �� ������
�� ���� ��	�� ���������1 �� ���� � �"��� �
�����
����� ��� ��������� FA$BIG �� FA$BAG �	� �� ����	�� ��� �

kt =
2

7

(
π2 + (log et)

2

π2 + (log en)2

)
kn FA$B*G

4� �H��1 �� ��� ����� ��� �� ���1 	�� ������ �� ������
�� ��	� ������� ���� 	� ��� �������� �	
!�!��� �	 �������!���$ ����� �"��� 8�� kt ��� ����	����� FA$B*G1 �� 8�� �� "���	� �� νt

��� 	�� ��� ��!������ 6 FA$BBG �� ��!���?��� kn ��� kt$

	���/� ���� ��+ �,� ����+ �� '��)�'���

����� �"��� ����	�� ������!
�� ��� 2�����1 ��	� ��"��� ����	��� ��� ��	"����� ��������� �� "�,
������ �� ��	��� ��� ������	���$ /� ������ �� ��!
��	��� !������� ��	� ����
��� ��� ��	������
��H����������� F�
��� �� ���1 &''(G$ ���������1 ��	� ������ ��������� ��� ��	� �������	�� ���
��	� ��	��!!��� 	�������� � ����
�����!� �� >����� �� ����
�����!� �� ����$

" ������
��� �� =����


.���
�����!� �� >����� ��� ��	� ��� ��
�����!�� ��� ��	� ��!���� ����� �	� ��	� ��� ��	�
�K����� F�
��)�� �� ����1 &''IG$ .��
�!��� 	������ �� ����!��	� !����	����� F���#�
�
�� ���1 ())&G1 ����� �������	� ������
������ ��� ����	� �� �����!����	� ��	� �� ��! �� ��
!������ ��  �]�!��$ /� 	������ ��� ��������� �	� �������� t �� t− dt ����� �	� �� 2���� f �	�
�������� �	� �� ������	��$  � ���� ����� �� ��"������!��� �� D����� ��	� �� ���������� x �	�
�������� t+ dt �� t− dt1 �� � �

x(t+ dt) = x(t) +
∂x(t)

∂t
dt+

f

m

dt2

2
+
∂3x(t)

∂t3
dt3

3!
+ o(dt4) FA$BEG

x(t− dt) = x(t) − ∂x(t)

∂t
dt+

f

m

dt2

2
− ∂3x(t)

∂t3
dt3

3!
+ o(dt4) FA$B'G
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.� ��!!� �� ��� ��	������ ����� �

x(t− dt) + x(t+ dt) = 2 x(t) +
f

m
dt2 + o(dt4) FA$@)G

5� ��	� ����� �����!�� �� ��	"���� �������� x(t+dt) �� 	�������� ��� ��������� 6 t �� t−dt$

x(t+ dt) = 2 x(t) − x(t− dt) +
f

m
dt2 FA$@&G

.� ��������� �	� �� ��	"���� �������� ��� �� ������� �� dt2 F���
���1 &'I(G$ ��� ��
�����!�
��	������ ��� �� "������ ��	� ����	��� ��� ��	"����� ���������$ 5� ��	� ����!���� ����	���
����� �������� ��� �

Vx(t) =
x(t+ dt) − x(t− dt)

2 dt
+ o(dt2) FA$@(G

��	� �� "������1 �� ��������� ����� �	� �� ������� �� dt2$ ���������1 ���� �� �������	� ���
	� ���� �������� ���1 ��!!� ��	� "����� �� �� ����1 �� "������ ����� ��� 	������� ����
����
�����!� ������
������$
.�� ��
�����!�� ������� ��	� ���"� ��� �������� 6 2�	���� 	�� ����!��	� �	� ��!�� ��	���
�� !�����	�� �	�����$ ���������1 ������
�� ������ �	 �����!� ���� 6 �� ��� ������ ���������
�	� ��!�� ���
�$ �	 ���������1 ����
�����!� �� >����� ������� �� "���	 �� ����	��� 6 	��
����"� ����
����	� 2��
�� �	� ��!�� ���
�$
.� ��!����� ��� ���"����!��� �	 ��!�� ������	� ���� ��� ��	������ �� 0�T��� ��� �����,
2���� ��� ����
�����!� �� >�����$ 4� �H��1 �� ���� ����
� dt �� −dt1 ����	����� FA$@)G �����
������
��$ .� ������	���� �� ����� ��������� ��� �	�1 �� 6 	� ������� t �� �� ��!	������1
�� ��"���� �� J���� �	 ��!��1 �� ���7������� �� �� ����!��	� !����	����� ��"���� �	� ���
���$ �"���!!���1 ��� ����	�� ��������� ���	!	���� ������� �� ��!	������ ��!����� �� ��,
"����
�����1 �	���	� �	��� �� ��!
�� �� ��� �� ����	� ��"���� �!�������$ .� �������	� �	
���"����!��� �	 ��!�� ��	� 9��� !��� �� ��	"�� ��	� !��	��� ���!�������� ��� ����	��
��������� ���� ����
�����!�$ /� 2�	� 
��� ����� �	��"�� ����� �������	� ������
������1 �� ���
���������� �� �����3��� ��� ��������� 6 ��������� ���������$ ����� ��	��	�� ���!���!��������
�� ����� �������	� ��������� ������������� ��� ��������� 6 ��������� t = −dt$

" ������
��� �� !���

#� �	��� ��
�����!� ��	��!!��� 	������ ��	� ����
��� ��� ��	������ �� 0�T��� ��� ����,

�����!� �� ���� F.��
1 &'I*1 &'*&V ������ 1 &''(V �����
 �� ���1 &''B
G$ ��� ��
�����!�
�� ����	�� �� ��	� ������$ ���� 	� ���!��� ��!��1 �� ������ ��� ��������� �� ��	�� n����

����"��� ��!�������� 6 ��������� t + dt1 ��� 	� ��"������!��� �� D�����$ ��� ��	��� ��
������1 ��	� ������ ��������� 	���	�!��� ������
������ ��� ��
��� �� ��
���� �� �����������$
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.� �������� ����� �� !9!� ��	� ����
��� �� "������ ��
	����� ��� ������	���$

−→
r i

���=

−→
r i(t)+dt

−→
V i(t)+

dt2

2!
−̈→
r i(t)+

dt3

3!

$$$−→
r i(t)+

dt4

4!

$$$$−→
r i(t)+o(dt

4)

−→
V i


���=
−→
V i(t) +

−̈→
r i(t)dt +

$$$−→
r i(t)

dt2

2!
+
$$$$−→
r i(t)

dt3

3!
+o(dt4)

−̈→
r i

���= +

−̈→
r i(t) +

$$$−→
r i(t)dt +

$$$$−→
r i(t)

dt2

2!
+o(dt4)

$$$−→
r i

���= +

$$$−→
r i(t) +

$$$$−→
r i(t)dt +o(dt4)

$$$$−→
r i

���=

$$$$−→
r i(t) +o(dt4)

#�� 2��� ��� "���	�� ����!���1 �� ��	� ����	��� �� 2���� ������?��� �	� �� ������	��$ 4� �H��1

�����,�� ������ �� −→r i

��� �� ��

−→
V i


���$ ����� ��!��� ���������� ����	�� ���"���
��!��� 6 ���

����	��$ .�����	� ������	��� Δ
−̈→
r i ��	� 9��� !��	��� �� ����	���� ������� ����� ��������������

������� �� ����� ����	��� 6 ������ �� �� 2���� �������!!��� ����	���$

Δ
−̈→
r i =

−→
F (

−→
r i

���,

−→
V i


���)

mi
− −̈→
r i

��� FA$@AG

.� ��	���!� ����� �� ����
�����!� �� ���� ���!�� �� �����
�� ��� "���	�� �������� �� �7�	,
���� 	� ��!
�� ������������� 6 ������	� ������	���$ ����� ��� "���	�� �����
��� �������!���
��!!� �

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−→
r i
����

−→
V i

����

−̈→
r i
����

$$$−→
r i
����

$$$$−→
r i
����

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−→
r i

���

−→
V i


���

−̈→
r i

���

$$$−→
r i

���

$$$$−→
r i

���

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

C0

C1
1

dt

C2
2

dt2

C3
3

dt3

C4
4

dt4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

dt2

2
Δ
−̈→
r i

�Q �� "���	� ��� ���K������ Cn ������ �� ������� �� ����
�����!� 	������ �� �	 ���� ��
����	����� ��H���������� F(���� �� �������� 1 &'E'G$ �����1 ��	� 	�� ��	����� ��H����������



/�8 ( �� 
����
��� ��� �������� ���
� $�
������� ;"

�	 ������ �����1 ��� ���K������ Cn "����� �

C0 C1 C2 C3 C4 C5

��
�����!� ������� 3 0 1 1
��
�����!� ������� 4 1/6 5/6 1 1/3
��
�����!� ������� 5 19/120 3/4 1 1/2 1/12
��
�����!� ������� 6 3/20 251/360 1 11/18 1/6 1/60

����� ����� ����� �� ����������1 �� �����!� �� ���	"� 6 ��������� t+ dt$ ��� ��
�����!�1 ��
���� ��� �������� �� 2���������!���1 ��� �	��� ������ ��
�����!� ��������	� ��������	�$

&�, � �� ���8���8� #�� �!������ ����� (��� �$���

���� 	� �����!� �� N ������	���1 ���������� ��� ���������� �����
��� ��"���� 6 �H���	�� N ×
(N − 1)/2 ����� ����� ������ �� ������	��� 6 ����	� ����� �� ����
�����!� �� !�����������$
C	���� �	� ���� �� �������	� 	������� ����� ����� ��� ����������$ .� ��������� ��� ��	����
�� ������	��� ��	"��� ������ �� ��������� F"��� ������� A$BG1 �	 ����� �� ��������� F"���
������� A$@G1 ����� 	�� ���� �!�������� �	 ��!�� ����	� 6 �� ����������� ��	�� ����� ��
����
�����!� �� ��!	������$ ��	� ��� ������������ ����� ������	��� �� ��	���� �������1 ��

����� !�7����� �� ��� ����� ��� ��	���� ��� ��� ������	��� ���� ���� ����
���� ��� 	��� ���
�	���� ��	� �"��� 	�� ������ �������� �� ��������� ����� �	���	�� ��� �� ��!��$ ������� ���
���!��� 	� �����!� �� N = 2 000 ������	���$ ��	� �������� 6 	�� ����� �� ����
�����!�
�� ��!	������1 �� ��	� 2�	� �������� N × (N − 1)/2 ≈ 2 000 000 �����$ ��	� 	� �����!� ��
������	��� !������������1 ����	� ������ ��	� �"��� �	 ��	� 6 ��������$ .� ��!
�� �� �����
������!��� ���������� ��� ���� �� 3N = 6 000$ .��K������ ��	� ��
�����!� �� ��!	������
��� ���� 
�����!��� �����!��� ��� ���!���!�������� ��	�� �������	� ������ �� ����������
��� ����������$ /� ���"���� ����� �� ���	"�� ��� �������	�� ���!������ �� �����!���� ���!�
��� N × (N − 1)/2 ������ �� ������	��� ������ �	� ��� �� ��	� �� ������� �� ����	��� 6 	��
��������� ����� ������	���$ 0�	� ������ ��������� ���� ����� ������ ��� ��H������� �������	��
�	� ��	� �"��� !���� �� ��	"�� ��	� ����!���� �� ��!�� �� ����	� �� ��� ��
�����!�� ��
��!	������� �� ���� ���7�����!��� ��	� ��� ��	� !������� �� ��!	������ 	��������$

��+�� �� ����	 
	 7	
�	�

.� !������ �� �� ����� �� 6�
��� F&'I*G ��� 
���� �	� ����������� �	� �� "������
� ��	��
������	�� �� ����
� ��� �� !������ 
�	����$ .����� �� ����� !������ ��� ���� �� �����
	�� ����� ��� ������	��� ��	"��� ������
�� �� �� �� ������"�� ������� 	� ������� ��!��$
�����1 ��	� ������	��� 	�� ����� �� >�����1 �� ��8��� 	�� �������� �	� ���� ���� L �����

���!������ �� 8��� F"��� 8
	�� A$&IG 	�� �������� ��!��� �	,���6 �� ���	���� �� ���������
�	�	�� ����������� �"�� �� ������	�� i ����� ��� ��"���
��
��$ ����� ����� ����� ��9��� "���
��
�	��� 	�� ������	�� j ����� �������� ��	�� �������� �	�����	�� 6 Δr = 1/2L ����� − R���
�Q R��� ��� �� ��	� 
���� ����� ��� ������	���$ 4� ������	�1 �� ������� �� !��� 6 7�	� ��
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/�8 ( �� 
����
��� ��� �������� ���
� $�
������� ;1

�� ����� �� >����� ��� ���� ������$ 4� �H��1 �� ���������� �	 ��� ���� �!���
�
�� �	� ��	���
��	� ��� �������� �	�"���� �

Y �	 !�!��� �� �� ������	����� �� �� ����� �� >�����1 ��� ������	��� i �� j ���� ��������
��	�� �������� 6 ����� ��	� 
����� �	� L �����1

Y ��� ������	��� ������������ ��	�� �� ���	��� �	�"��� �� !9!� ���������1

Y ��� ��	� ������	��� ���� ��� ��	� ������� �	 �����!�1

Y ����� ��� �� !9!� "������ ��	� ���!������ �� �� �������� ��	�� �������� �� L �����/2$

��!!� �� ��U� �� �� !��� 6 7�	� �� �� ����� �� >����� ��� ������������� 6 N21 �� ��� �����
��
��	������� 	� ������� �� !��� 6 7�	� !���� ���������2$ 5� ��	� ��� ���!��� ������� �� !�����
6 7�	� �� ����� �� >����� ��� �	� �� ������	�� �� ��	� ������ �	 �����!� � �����	�	 	��
�������� �	�����	�� 6 1/2L������ ���	�� �� �������� !��� 6 7�	� �� �� ����� �� >�����$ /� ������
	� 
���� ��!
�� �� �������� ��	� !����� 6 7�	� �� ����� �� >����� F�����7� �� ��#��������1
&'')G$ .� ��	���� ������� �	� ���� 
���� �	� �� �������� !���!��� �� �������!��� ��	��
������$

��+�� �� �����
	 
	� �	����	�

.� !������ �� ��	� ��!��� ��	� !���!���� �� ��!
�� �� ��������� 6 ���������� ��	� 	��
�"���	���� ��������� ��� �� ��"���� �������� �� ����	���$  � ���� ����� ���� �� ������� �� ������
��� ����	��� �� ����� ����� �	�	�� ������ ��	� 9��� ����	�� �������!��� ���� 	�� ����	��1 ��	�
��� ��������� �����
��� ��	� ������
�� �"�� ����� ������ �� ��	"��� �� ���	"�� �	� ���� ���
26 ����	��� �����
	^� 6 �� ����	�� �Q �� ���	"� ����� ������$ .������"������ �� ����� !������
��� �	� ���� �� ���� �� ������"�� ��	� ����	�� ��� ����	��� ��� �	!���� ��� ������� �	� ���
���	"���$ .��� �� ��	���������� �� ����� !������1 �� 2�	� ���� "������ �	 ����� �� �� ������
��� ����	���$ 4� �H��1 �� 2�	� 2���� 	� ��!���!�� �	� �� ������ ��� ����	���$ ��	� ��� ����	���
���� �������1 ��	� �� ��������� ��� ���������� ��� ������$ /� � � ����� ���� ��	 �� �������
���� ����	�� ��� ����	���$ 4� ��"�����1 ��	���������� �� ����	��� ���� ������� �����3�� 	��
	���������� �
	��"� �� !�!����$ ����� !������ ��� ���� 2����� 6 !����� �� �����$ /� 2�	�
�
���!��� ����� �	� ��� 	���������� ���� 	� ��
�����!� �� ���� 4"���,���"�� �
��
� 6
���������� ��	� 2���������!��� �� ����	�� ��� �� ������ ��	�� ������	�� ��!!� 	� �"���!���
��	� ����� ������	��$ 5� ���� ����� �����!���� �� ��!�� t� ��	� ���	�� �� ����
�!��� ��
����	�� �����"���� �� ������	�� ���� ����
�� ��� �"���!���� F"��� ����
����� A$B$AG$

��+�� �� �����
	 
	� �	����	� ���	�

��	� ������� �� �����!!����� �������"� �� !�!����1 �� ������ 	�� "������� �� �� !������
��� ����	��� ������� �� !������ ��� ����	��� ����� �	 
��� ������ !������ ��� ������ �����$
����� !������ ������ �	� ��	���������� ��!	������ �� ��	� ������$ ���� 	�� ���!���� �����1 ��
����:� �� �	!��� �� �� ������	�� �	� ��� 6 �� �9�� �� ����	� ����	��1 �	���!��� ���1 �� �	!���
�� �� �������� ������	�� ������8�� ���� ����� ����	��$ ���� 	�� ������� �����1 �� ����:� ���
�	!���� ��� ������	��� �	� �� ���	"��� ���� �� !9!� ����	��$ ����� ������� ����� ���
���
���� ��� ����� ����� ��� ������	��� ��	�� !9!� ����	��$ .������� 4 2�	���� 	� ���!��� ��
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�����
��� � �� ������ # ������� <����

�������� �� ��	���������� ��� ������ �����"����� ���� ����� !������$ ����� "������� �� ��
!������ ��� ��!���� ����	��� �������� ���"����
� ��9��� ��	 
�	�!���� �� !�!����$

��+�� 8� ����
����	 � �������	 !�

.�� �������	�� "	�� �	 ����
����� A$I$( �� A$I$A ��� �� ������	������ �	� �� ������ ��� ����	���
���� 9��� �	�����	�� �	 ��	� 
���� ���!���� ��� �������$ .����	� ��� ������� �������	��� ��
�����!� ��	��� ��� 	�� 
����� ���������� �� ������1 	� �����	 �� ������ 8�� ����� ��� ������$

��	� 8��� ��� �����1 ����������� �� ��� �	�	�� ��	� ��	� ��!!�� ���������� ���� �� ���,
"��� �� �����1 �����,6,���� 	� �����!� �������	� ����������!��� �� ��	� ������� �� 
�����$
.� 8
	�� A$&EF�G !����� ������!��� �	� �� ����� �� �� ������ ��� ����	��� �� ���"���� ���
6 �� ��������� ��� ���������� ����� ������� �������$ ���� �� ���
�	� �� ��� ����	��� �� ��	�
��� 9��� ��!��	�� ���� ������ ��� ��2��!������ �	� �� �������� ��� 
������ �������$ ����
�� 
���� �� ���	�����1 �� ��	�1 !�������� �	���	�� �����	�����1 �	������� ��� ������� 6
9��� ������	�� ���� ��	���	�� ����	��� �� ������	�� ��� !������� �� ����	��� ��!���� "	��
�������!!���$ 0���!����1 �� 
���� �� �������	� ��	� ����� ���
��!� �� �� ������ ��� ���,
�	��� Rp ��� ���� ������$ 4� �H��1 �� ������	����� ��� ������ �� ������	��� ��	� �����3��� 	��
�����!!����� �������"� �� !�!����$ �� 
���� �� �������	� ��� �
���!��� !�� ������� �"��
���!���� ��	�� �������	� �� ������ �����$ 4� �H��1 6 ������ �	 !�!��� �Q ����	� ������ �����
��	� ������ 9��� ������	� ���� 	�� 	���	� ����	��1 ��������8������ ��� ������� 6 �� �9�� ��
����	�� ��� ����	��� �� �� ������	����� ��� ������ ����� �"�� 	� ���� 	���	� ���� ��!���!����$

5� ��	� �	��� ��"���
�� �� ������"�� �� !��� ��������8������ �� �������������� ��	��
������ 6 	�� ����	�� 	���	� F��� �� �������� �� ��� ������G1 !��� �� ����
�� �� !������
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�� �������� ��	� ������8�� ��� ����	��� ��������� ��� �"���	����� ����������� �� ���������$  �
���� ��������� �� ��� �� �� 8
	�� A$&EF
G1 �� ��	� 
���� ���!���� ��� ������� ��	� ��	"��� �	
��	� nk = (int)(Rg/Rp) + 1 ����	��� ���� ����	�� ��� ����������$ ���� ��	� 9��� ����!���
�!���!���� ���� 	� ��
�����!� �� ���� ����!��	� !����	����� �� ������� ��2��!�
���$
5� ��!���	� �	� ��� ����	��� ��������� ��� �"���	��� ����������� ��	� 	�� ��������� �"��
	�� ������ ���� �� ������ �� ���	� ���� �� ����	�� �������� (I, J) ���� ��� ����	��� ���������
(I + k, J + l) �"�� k, l = ±1,±2, . . . ,±nk$ �"���!!��� 	�� ����� !������ ����� ��� ����,
��� ��	� �� ��������� �� ���������� ����� ��	� ������� ������� �Q k, l ± 1 �	K�$ /� ��� ����
�����
��1 �� ������� ���� �� ��H�������� ��� ���������� ����� ������� �� ��H������ ������1
���!������� ����� !������ �� 2������ "����� nk ����� �� ���� �� ����������$

��+�' 8� ����
����	 � 
	�� �������	�

.� ��!���	� ���������� �	� ��	���������� ��	� nk "����
��1 ���!�� �
���!��� ����"���
�� 	�
��
�����!� 6 ��	� !�����
��$ 4� �H��1 �� ��� �����
��1 �����	� �� �����!� �������� ��	���	��
������� �������������	��1 ��	������� ��	���	�� �����	� �� ������� ��H������� ��!!� ����!�����
�	� �� 8
	�� A$&'$ 5� 	������ 	� �����	 �� ����	��� �� ������ Rg ��	� ��� 
������ ������� ��
	� �	��� �����	 �� ������ Rp ��	� ��� ������� �� ������� ��	� �������$ ��	� ��	"��� !�����
�� ����� �� �������	� ��� ����	��� ����� �"�� ��� ��	� �����	�1 �� ��	� 2�	� ��	� ���
���
������8�� �� �������� �� ����	� ������ ������ ���� ����	� ��� ��	� �����	� �� �� ��������
��� 
������ ������� ���� �� �����	 �� ������ Rg$ 5� ������	� ���	��� �� !������ ��� ����	���
����� 6 ����	� ��� ��	� �����	�$ 5� �
����� ����� 	�� ����� �� ����� ��	� ����	� ����
�� ������	�� �� ��	� ������ ��	� ������� �� �	!��� �� �� �������� ������ ������8�� ����
����	� ��� ��	� �����	�$ ����������� ��� ����	��� ��������� 	�� ������ ������ ���� ����	�
��� ��	� �����	�1 �� ��� ����� �����
�� ��	������� ��� ��	� ������ �� ����� ����� �� ���� ��
��������� ���������$
��	� ���	����� ����1 ������� �� ��� ���������� �	� �� 8
	�� A$&'$ 5� ������� 6 ������ ��� �������
��	"��� ������
�� �"�� �� ������ ������ �����$ .�	���������� ��	�� !������ �� ����	��� �����
�������	� ��!!� ��������� �	 ����
����� A$I$A ��	� �!������� 6 �H���	�� ������,�����
����� �� ����	"��!��� ���� �� L��� ����������� �� 
��	� �	� �� 8
	�� A$&'$  ��� ����� ��
����	"��!��� �"�� ��� 
������ ������� �� "��
�,��� ����� �"�� ��� �������$  � ���� ����� ����
�� !����� �� ����� 	�� ����� ��� ���� �� ������	��1 �� ��	� ������� ������� �� ��������� ���
���������� �� ��	�$ #�� ��������� ��� ����	"��!���� �"�� ��� 
������ ������� F�����������
�	� ����	��� 
��	��G �	�"� ��	�� ��������� �"�� ��� ������� ������� F����������� �	� ����	���
��	
��G1 ���� �	����L� ����� �� ����	"��!���$

��+�+ 8�	 �����
	 
	� �	����	� � 
��2�	� ��	��

�"��� �� ��2��!�� ����� ������ �	� ��� !������� ������!������� �� �� ��������� ��� ����������1
��"����� �	� �� �������	� ��� ����	��� �����$ ��	�� !������ 
�������1 ��	� �� ������ ��� ����	���
��� ������1 !���� �� � � �� ������� ���� ����	�� ��� ����	��� �� ���� ��	� �� ��������� ���
���������� ��� ������$ ��������� ��� ������ �� ����� ����� ������� ������� ��9��� "���
��� ���
�	�	�� ������ ����
� �� ����	��$ �����1 ��	� ��� ����	��� ���� �������1 �� ��	� �� !��� 6 7�	�
��� ������ �� ����� ���� ���
	�$ 4� �H��1 �� ��!�� t�
���� ���������� 6 �� !��� 6 7�	� ��� ���
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�� �� ����	��� �� N
�� ��� �� ��!
�� ����� �� ������	���$ ���� �� !9!�

���� ������1 �� 2���	���� �� ��� !���� 6 7�	� ������ �
���!��� �� N
�� ��� ��	� �� � �
�� ������	��� �� ��	� ��� 2���������!���� �� ������ �� ����	��� "��� �"��� ���	$ ���� ������
�����"��� 	� ���
��!� �����	� �	� �� ��!
�� �� ������	��� ��� �!������� �� �	� ���� ������
������"�� ��� ����	��� �� ������� �������$ R��� �	� �� !��� 6 7�	� ��� ������ �� ���� ��� "���!���
��U��	�� �� ��!�� �� ����	�1 �� ��	� ��������� 	� ��
�!� �� 2���������!��� �Q ��� ������ ��
����� ���"��� 9��� !���� 6 7�	�� 6 ����	� ��� �� ��!��$ 4� �H��1 6 ����	� ��� �� ��!��1 �	
!���� 	�� ��� ������	��� ����
� �� ����	��$ �� !��� �� 2���������!��� ��	� 9��� 
9����
�����	� �� ��!
�� �� ������	��� ��� �� ������� �� ��	���	�� ��L����� �� !�������$ .� ���	����
6 �� ���
��!� ������ ���	
!����� �� ������ ��� ����	���$ ���� ���� �� 2����� �	 �����!��� ��
���K������ �� ����
�����!� �� ��������� ��� ����������$ ��	� ��!����� 6 �� ���
��!�1 ��	�
�"��� !�� �	 ����� 	�� �������	� ���!������ �� ���H������� �� �� !��� 6 7�	� ��� ������
�� �����$ ��	� ���� ��	� 	�������� 	�� ����� 6 ����� ��	
��� �� ��	� �� ��!
����� �"�� ��
!������ �	 ��	
�� !�����
� "	� �	 ����
����� ���������$ #� ���!��� ��	���������� ��
����� !������ ��� ��������� ���� �������� %$ .�	���������� �� ����� ��	
��� ���!�� ���"����
�� ��������	����� ������ �� �� ����� �� �����$

�	 !���� �� �� !������ 4"���,���"�� �� �� �� !������ �� ����!��	� !����	����� ���
������� !�����1 ��	� �"��� �	 ������	��� �	!����	�!��� ����� ���������� �� �����������
��������� ��	� 
���� ��!
�� �� 
����� ���� 	� �!����!��� �� ������� ��	� ���
��$ 0�	�
������ ���������1 ���� �� �������� �	�"���1 ��� ���	����� �
���	�$
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.�� ��!	������� ���������� ���� �� �������� A1 ��	� ���!������ �� ������	��� �	!����	�,
!��� ������������ �	 ��������� �� ������	��� 6 ���"��� 	� �!����!��� �� ������� ��	� ���
��$
��!!� ��	� ���"��� ��� �������!!���1 ��	���������� �� �� !����������� �	!����	� ���!��1
�� ��	� �� ��	"��� 2���� "����� ����!��� ��H������ ����!����� �� ������������1 ���������
6 ���������	� �	 !����	 ����	�$ ��� ���!���1 �� ����� �� ������� ��������� �	� �� 8
	�� B$&
���	���� �� �N���� ��	� �!����!��� �� N = 20 000 ������	��� ���� 	� �!����!��� �� �������
��	� 
������$ 0�	� ������ ��������� ���� �� �������� ��� ���	����� �
���	� 6 �� 2��� ��� ����,
������ �� ���� 4"���,���"�� �� ��� ���������� �� ���� ����!��	� !����	����� �� �������
!�����$ 0�	� ��������� ����� ���2��� �� �� !������ 4� ��	� ����
��� �� !������ 4"���,
���"��1 �� �� !������ �� ��	� ����
��� �� ����!��	� !����	����� �� ������� !�����$
0�	� ��!�������� ����� ��� ���	����� �	!����	�� �"�� ��	� �
���	� ������!������!���1
�	� ��	� �"��� ��������� �	 �������� (1 �����	� ��� �������� ��	� �� ���!�������$ .�� ���	�,
���� ������� �	� ��!	������� �	!����	��1 �����,6,���� ��	� �	� �� ��	����� 9��� "���8�� ���
������������ 
���8������� ����� ��	�� ���2��������� ����� ��� ��	� �������	�� �� ��!	�������
!���� �	 ����� �	 ��	�� �� ����� �����$
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.� 8
	�� B$( !����� ���"��	���� �� �������	�� !������ ��	� ���	�� �� 5 000 ������	��� ��
2������� �	 ��!�� ��	� H/D = 861 �
���	� ��� �� !������ 4�$ ��!!� ��	� ���"���
"	 ���� �� ������ ������!������1 ��	� �
���"��� �	� �����	��!��� �� 2��� �"�� 	�� "������
!������ �� ����������� ���������1 ����������� �	� ����� 8
	�� ��� 	� �7	���!��� ��������
�� ������ ������$ 5� ��!���	� �
���!��� �	�1 ���� �� ������ ��	�� �� ���!����!���1 �� ��,
�	�� �� ������	��� � 
����� ��	� ������� ���� �� ��!�� ��	� ��������� 	�� "������ !������
�� ����������� ���������$ 4� �H��1 �� �	�
� �� ������	��� �	
�� 	�� ������������ �� ��,
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����� ���� �� !����	 ����	� �	��1 "�� ��� ����� �"�� ��� ������� �	 !����	 ����	� �	 �"��
���	���� ������	���1 ��� ������	��� ������� 	�� 2������� �� ��	� ����
�� �� 8������� ��	��� ���
��������� 	�� !9!� "���	� ������
�� �������	�$ ����� L��� �� ���!����!��� �Q ��� "�������
��� ������	��� ����	���
���� ����	�� 
��� ����������� ��	� ��
�!� ����������� ���� �����	��,
!��� �� ������� ������	��� 6 ���"��� 	� !����	 ����	�$ ���	�,�� ��� ���	� ���� �� ������
��	�� �� ���!����!���$ .������� �� �� 8
	�� B$( ���������� ����� !9!� �"��	���� ��	� ���
��!�� ��	� ���
�$ .6 �	���1 �� ��� �����
�� �� �����!���� 	�� "������ !������ �� �����������
��������� ������������� 6 �� "������ !������ �����	��!��� �� ������	��� �������$
.� 8
	�� B$A !����� ���"��	���� �� �� "������ �����	��!��� �	 ���	�� �� 5 000 ������	���
2������� �� t− t01 �Q t0 ��� �� ��!�� �	 
�	� �	�	�� �� ���	�� �� ������	��� ������� ����
�� !����	 ����	�$ 5� �
���"� �	� �� 8
	�� B$A �	� �� ���	�� �� ������	��� �	
�� 	�� �����
�������������� �	�� 	�� ����� �� ������������ ��	� ��!�	��� �"�� 	�� "������ !������ ��
����������� V ���� ��������� ������������� 6 �� "������ ��	�� ������	�� ������$ .� ��������
��	�� L��� �� ������������ � ��76 ��� !��� �� �"������ ��� ������ F&''*G ���� �� ��� ��
�����	��!��� ��	�� 
���� �	� 	� ���� ������� 6 2��� �	
	�	�$ ����� ������������ �������������
�� �� "������ ��	� �� 7	���8�� ��� �� !����� �� .��
�"��$ 4� �H�� ���� �� !�����1 ��������
��	� J	��� �	� 	�� ������	�� 
��T������ ��	� 9��� !�������� ��� 	�� 2���� �� 2�����!���
"���	�	� ������������ ��� 	� ��!�� �� ���������� τ �� 	�� 2���� J	��	����1 ������� 2����
�� .��
�"�� F (t)1 ������������ ��� ���������� ����� �� ������	�� 
��T������ �� ��� �	����
!����	��� �	 J	���$ �����1 �� ��	� ���������� 6 	�� ��!������1 ����	����� �	 !�	"�!���
��	� �� �������� �� �� ������	�� 
��T������ ��
�� �� !���� 	������� ��� ������ ��� �� ��� ��
0�T��� �

dV (t)

dt
= −1

τ
+ F (t) FB$&G

 � ��	� �	������� �	� �� J	��� ��� ���� 	� ���� ������������1 �� 2���� �� .��
�"�� ��� 	��
2���� ��������� ������������ �� �	� ��	� ���!�� �������� �	� 〈F (t)〉 = 0$ ���� ��� ����������1
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���������!��� �	 ���������2 ������!�����1 ��� ���	����� �	!����	�� ��	� ���!������ ��
�	����8�� �� �� ��������� ���H�� �� ����� L��� �� ����!��������� �	 ����� �� �����	��!���$
��	� ����1 ��	� ������ ��8��� 	�� ��	��	� H ���� ������������� 6 	�� ���2����	� �� ��	�
������� �� 
��� 
����� 6 ������ �	 ��	� �� ���!����!���$ �����1 �����	� ��� ������	��� ��
���	��!��� �����
���� ����� ��	��	�1 ��	� ��	"��� �K�!�� �"�� ������	�� �	������ ���

��� ������� ���� �� !����	 ����	�$ .� 8
	�� B$B ���	���� �� ������
	���� ��� ��!�� ��
�����
��1 �	� ��	� ������ t����1 6 �� ��	��	� H ���� ��	� 	� �N���� �� 5 000 ������	���$ 0�	�
� !���������� �
���!��� ��� "���	�� ��� ���K������ �� ������	���� 	�������$ .� ���K�����
�� ������	���� ��	�� ��������� ����� 	�� ������	�� �� 	�� ������ �	 !����	 ����	� ��� ����
e
� F����� O ������ P �� O ������ PG$ .� ���K����� �� ������	���� ��	�� ��������� ����� ��	�
������	��� ��� ���� e

 F����� O ������ P �� O ������ PG$ .� 8
	�� B$B ����	�� 	� �����!���
��� t���� "��� ��� ��!�� ���
�$ ��� �����!��� ���"���� �	 2��� �	� ��	��� ��� ������	��� ��
��	"��� 2������� ��!	�����!��� ��� ����� �������� �	� �� ���	"��� �� �����	� �	 ����� ��
�N����$ ��� �����!��� ��� �
���!��� �����!��� "���
�� �	� �� 8
	�� B$&$
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0�	� ������ "��� !��������� ��!!��� ��� ��H������ ����!����� ���� �	� �� ��!
�� N ��
������	��� �� ���	��!����1 �� ������� �� ������D/d $ $ $ 1 ��J	������ �� "���	� !������ 〈t����〉
�� ��� ��!�� �� �����
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�� �� ������	���
�N����� �	,����	� �	 !����	 ����	�$ .� 8
	�� B$@ !����� ���"��	���� �	 ��!�� !����
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�������1 �� ��!�� !���� 〈t����〉 �	
!���� �"�� �� ��!
�� ��
������	���$ ���� ��	� ����!��� �� ��!�������$ 4� �H��1 ��!!� ��� ����� �������� ��� 	�
"��	!� ��������1 �� ��!����� 
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�	� �� 8
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	�� B$&A1 ��� ����� ��
�!�� �����	��!��� !�� �� �"������
������!������!��� ���� �
���!��� �
���"��$ .����	� Np ��� ��2����	� 6 401 ��� ������	���
��� ��	 �� "�������$ .����	� ���� �	
!���� �� "��	!� �� 
����� �� ���	��!���1 ��	� "������
�
��"���� ��	� �!�������$ .�� ������	��� �	
������ ����� 	� ��	� 
���� ��!
�� �� ����������
����� ����� �� �� �����	�� 	�� ����� ������
�� �������	� ��	� �!��������$ .�� ������	��� ���
����� !���� �������� 6 ��
����� ��������!���$ .����	� Np ≈ 50 ��� ������	��� �� ���	��!���
��!
��� �����	� �������!��� ���� ��� ����� ��	�,7������ ���� ��
����� ��������!���$ 5�
�
���"� ����� �� ������ ��
�!� ����	���
�� �Q �� ��!�� !���� �� ������� �� ������ �	���!���
��	� �	 ��!
�� �� ������	��� �� ���	��!��� �� ���� �� Np$ ���� �� ��
�!�1 �����	��!���
�� ��!����� ��!!� 	� ���	��!��� ��	� 
��"���$ �� ������ ��
�!� ��� �
���"�
�� �����
Np ≈ 40 �� Np ≈ 75$ .����	� Np ������� �� "���	� �� 751 �� �
���"� �	� �� ��!�� !����
�� ������� �	
!���� �"�� �� ��!
�� �� ������	���$ ���� ����������� �� �������!� ��
�!�
�����	��!��� �Q ��� �H��� ���
���	������1 ���"��	�� ��� �� ��!
�� �!������� �� ������	���
���������� �� !9!� ��!�� ���� �� ���	��	�� ����	��1 ������������$ .����	� �� "���	� ��
Np ������� 2001 �� �
���"� ����� 	�� ���	������ �	 ��!�� !���� �� ������� �������������	�
��	� �H�� O 
�	���� P ���� �� !����	 ����	�$ .�� ������	��� �� ��	"��� ��� ��������� ����
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��!!� ���� �� ��� ������!�����1 ��	� 	��������1 ��	� ��� ��!	������� �	!����	��1 	� ���,
���� �� ������ �	,����	� �	 ��	�� �� ����	�� 
��!�����	� D/d � 6,5$ ��	� ������ ����J	����
�� �� ����!����1 ��	� ���"��� 2��� "����� ���� 	�� 
�!!� ������ �� 6,5 6 20 �� �� �"��
��� ��	� �������	�� �� ��!	������� ��"�������� �	 ��	�� �� �� ���"��� �� �����$ .� 8
	��
B$&B �������� ���"��	���� �	 ��!�� !���� �� ������� �� 2������� �	 ������� �� ������ D/d
�
���	� �� 	�������� 	�� �������� �� ���� 4"���,���"��$ .� 8
	�� B$&@ �	��� 6 ����1 �����,
����� ����� !9!� �"��	���� �
���	� ��� 	�� ��!	������ �� ���� ����!��	� !����	����� ��
������� !�����$ C	���� �	� ���� �� �������	� 	�������1 �� ��!����	�� ��� ���	����� ����� ���
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������$ ��	� ��� ������	��� ����
�������1 ��	� ����� �����
���� ������!��� �� 
�� �	 !����	 ����	�$ ���� ��� 6 ���������� ���
���	����� ������!����	� ��������� �	� �� 8
	�� ($&I$ ��	� ��������	��1 ��	� ������ �������,
��� �� 8
	�� B$&I �	� ���������� ���"��	���� �� �� "������ !������ �� �����	��!��� �
���	�
���� ������ ������������ �� 2������� �	 ������� �� ������ D/d ��� ��� ��	� �������	�� ��
��!	�������$ ��	�� !������ 
�������1 ��	� ��� ������	��� ���� ������� �� ��	� ����� ����������
������!��� ���� �� !����	 ����	�$ 4� �H��1 �� "������ �
���	� ���� ������ ������������ �	
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�� ���	���$ ����� ������������ ��� ��!�� !�����
�� �����
� �"�� �� ������� D/d � ���	 ��� �� !��� �� ��	���
�� �	 �	�
� �� ������	��� ����
��� ���!����� ��	���� �	 !����	 ����	� F"��� 8
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6 !��	�� �	� �� ���	�� �� ������	��� �����	��$ 0���!���� ��!!� ��	� �� "������ ���� ��
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�	���1 �� 2��� �� ��!��	�� �� ������ ��� ������	��� ����������� 2�"����� �
���!��� ��	� ������,
���� ���� �� ��������� ���������	����� 6 �����	��!���$ �����1 �����	� �� ������ ��� ������	���
��� �	K��!!��� ������1 	� ��	���
�� ���������� ����� �����	��!��� ���� �� ��������� ���
��	,
������ �� �������!��� ���� �� ��������� �����"������$ ���� ������	� ��	��	��1 �	� ��� 8
	���
B$&B �� B$&@ �� ��!�� !���� �� ������� ��� �� !���� �� !���� ��������� �	 ������� D/d
�	��� ���	�,�� ������� 	� ������� ��	��$ ��	� ��� !9!�� ������� �	� ��	� �"����� ��	���� 6
����������� 〈t����〉 �� 2������� �� (D/d)−31 ��	� �"��� ����� �� ���������� �	 ��!�� !����
�� �������1 �
���	� ��� �� �������	� ��1 �� 2������� �� (D/d)−3$ ���� ��� ���������� �	�
�� 8
	�� B$&*$ 0�	� ��	"��� ��������� �	� �� ��!�� !���� �� ������� �	
!���� �� !������
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0�	� �"��� ���	��� ������� 6 	�� ����� ������������� �� 2������ "����� ��� "���	�� ���
���K������ �� ������	���� e
� �� e

1 �	� ���� ��������"�!��� ��� ���K������ �� ������	����
��	�� ��������� ����� 	�� ������ �� ���	��!��� �� 	�� ������ �������	��� �� !����	 ����	�1
�� ���	� ��	�� ��������� ����� ��	� ������� ������� �� ���	��!���$

	�A����� �� ���7����� �� ��+�������� e��

0�	� ���������� ���� ���"��	���� �	 ��!�� !���� �� ������� �� 2������� �	 ���K�����
�� ������	���� e
�$ .�� ���	����� �
���	� ��� ����� ���
��!!� �� ��!	������ 	�������� ��
!������ 4� ���� ��������� �	� �� 8
	�� B$&E ������ �	� ��	� �
���	� ��� �� !������ ���
������� !����� ���� ��������� �	� �� 8
	�� B$&'$ .�� 8
	��� B$&E �� B$&' !������� �	� ���
���	����� ���� ��!������� �	���� �	� ���� �� �������	� �� ��!	������ 	�������$ .����	� �� ��,
�K����� �� ������	���� e
� �������������	� �� �� ��������� ����� 	�� ������	�� �� ���	��!���
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�� 	�� ������ �	 !����	 ����	� �	
!����1 �� ��!�� !���� �� ������� �	 ���	�� �� �����,
�	��� �	
!����$ ��!!� ��	� ��� ������� �"��	��� �������!!���1 ���� �� ����	�� �	 ��!��
!���� �� �����
� 6 	�� ���2����	� 〈t����〉1 ��	� �� ����������� ������
�� ��� 2��
�� �� ��	�
��� ������	��� ���� �!����� 6 �������� ��������!��� ���!����!���$ ���� ������	� ��	��	��
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!���� �� ������� �� 2������� �	 ������� �� ������ D/d �
���	� ��� �� !������ 4"���,
���"�� �� �� ��	� ��H������� "���	�� �	 ���K����� �� ������	���� e
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	�� B$(&
!����� ���"��	���� �� �� "������ !��	��� ���� ������ ������������ �� 2������� �� (1−e
�)1/4$
5� �������� ����� �	� ���"��	���� ��� ��������$ ���� ��� �� ������ �"�� ��� ���	����� �
���"��
�������!!��� ��� %��)����� �� :���
�� F&'E(G1 �� ��������� �	 �������� & ���� �� ������
&$I$(1 ���� �� ��� ��	� ���	��!��� ��	�� ��	�� ������	��$ ���� ����� ���� �� "������� ��
���"��	���� �������� �� �� "������ !������ �� ����������� �"�� (1 − e
�)
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�� ���� 1 ��� ����������� �� d/d21 �� 8
	�� @$I ���!�� �� ��!���	�� �	� �� ���������� ���
������	��� �� ���� 2 �	
!���� �"�� �� ������� �� ������ d/d2$ ����� �	
!�������� �� D⊥
�"�� d/d2 ��	� �	��� 9��� ������	�� ��� �� ��!
�� ��������� �� 
����� �� ���� 2 ����� �	�
��� ���	
!�������� �	 ������� �� ������ D/d2$ 4� �H��1 ���� ��� �� ������ �"�� ��� ���	�����
��������� �������!!��� ���� �� ��� !���������1 �� �� ������	���� �	� ��� 8
	��� B$A) �� B$A&$

.�������� ��� ���	����� ���������� !����� �	� ��� ��	� ����� �� ������	���1 �� ���� ��	��
��H������� �� ������ �� �� ��!
��1 �� ��!������� ��H���!!���$ .� ����������� ��	� !�,
���
�	� �� ������	��� �� 	�������� �����	��!��� �� ������	��� ��� ����������� ��������� 6
���"��� 	� �!����!��� �� ������� ��	� 
������ ��"�� ���� �� 2���� ��� ��7������ ��	� J	�
������	 �� ������	��� �� ����	� ����$ 4� �	������� ����� ��������� �	� �� ����������� �	
!����
�	�1 �� ��	� ����� 6 !��	��� �� ��
�� �� !����
� ��� ������	��� ���� �� ���������
���������	����� 6 �����	��!��� ��	� �����!���� �� 	� !����
�	� ��� ����������� ���������
�������	� 	�� !������ �K���� ��	� !����
�� ��� ������	���$
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3�, �-���� �� �����
� �*1

Y ��������� �� ��
��
����� �	� ������ ������ �� �	
��"����� ��� 
��	��� �� ������	���1 ��
���!� ��	� 9��� �
���	 ��� ��� �������	�� ���	�������������1

Y ����������� �� ��
��
����� �	� ��� �����!�� �� ���!�� �� "������� �� ��!��������$

.���������� �� ��
��
����� ��� �� ���!� �� ��	� ��	��!!��� 	������ ��	� �	����8�� ����!�,

������ ��	� !����
�$ .� "������� ������!������ ��� ��	"��� ������ 6 ��� "���	�� ��!����
���!������ ����� ���"��	�� �� ��"��	 ����!�
������ �	 !����
�$ ��	� �����!���� �� ���,
!���� �� ��� ��!����1 ����������� 	� !����
� ������!��� ��
��
� �� ��	� ����� �� �����,
�	���$  � ���� ���� n �� ��!
�� �� ������	��� �� nA �� ��!
�� �� ������	��� �� ���� A1 ��
� nB = (n − nA) ������	��� �� ���� B$  � ���� ���� ��������"�!��� fA �� fB ��� ����	��
!������� ��� ��	� �������	���� ���� �� �������� �	 !����
�1 �� � nA = fAn �� nB = fBn$
 � ���� ���� si �� ��!�������� �	 �������	��� ������ ���� ������������� i1 �� ��	� �����,
!�� �� "������� �� �� ��!�������� �	 !����
� ������!��� ��
��
�1 �Q ����	� �����������
�� �������� �	�	�� ��	�� ������ �� ������	�� F���� 1 &'@BG$  � �� ��������� �	� ����	�
����������� �� �������� �	�	�� ������	��1 �� � �

σ2
0 =

1

n

n∑
i=1

[si − 〈s〉]2 =
1

n

n∑
i=1

(si − fA)2 F@$(G

=
1

n

[
nA∑
i=1

(1 − fA)2 +
n∑

i=nA

(0 − fA)2

]
F@$AG

=
1

n

[
nA (1 − fA)2 + (n− nA) (0 − fA)2] F@$BG

=
1

n

[
nfA (1 − fA)2 + n (1 − fA) f 2

A

]
F@$@G

=
1

n
[nfA (1 − fA)] = fA (1 − fA) F@$IG

���� ��� ����������1 ��	� �"��� ����� fA = fB = 1/2 ���� σ2
0 = 1/4$ .� ��	���!� ��!���

���!������ ���"��	�� �� ��"��	 ����!�
������ �	 !����
� ��� ����� �	 !����
� ������!���
��������� σR$  � ���� �	����� �	� �� !����
� ��� �������	� �� ��	� ������� �	� ��H�����
	���	�!��� ��� ��	� ��	��	�1 �� !����
� ��������� �	�� 	�� ��� �� ������
	���� 
���!���� ��
���� !����� F���� 1 &'@BV ��� �� ���1 &'*)V ������0�������
1 ()))G �	� �� "������� �� ��
��!�������� �	 !����
� �������!� ��!!� �

σ2
R =

fAfB

N
=
fA (1 − fA)

N
F@$*G

�Q N ��� �� ��!
�� ����� �� ������	���$ σR ��� �� ������� ���� !���!�� �	� ���� ��	� �
�����
���� 	� !����
� ��� �������$ 4� �H��1 �� �� !����
� ��� ���2����!��� �������1 �� !����
�
��� ����� �� �� "������� �� �� ��!�������� ��� �	���$ ���� ��	� ��� ���1 �� "������� �� ��
��!�������� σ2

m ��� ����� �	� �
σ2

R < σ2
m < σ2

0 F@$EG

���� ��� �����!�� �����1 �� �������� ��	�� ������
	���� �� ������ ��� ������	��� "���� ��!���,
�	�� �� ������ �� ��!
�� �� ������	��� ��� ����������� 	������ ���� �� ��8������ ����������
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��� � �� ����������

�� σR ��� �����,�� �����	�� �	� 	� ��!
�� �������� �� ������	��� ���� ��� ������������$ ��
��	"����� ��8������� �� ������� ���� ��!��� ��	� ��� !����
�� ������������� ��� ����� ���
������� ��� ��H������ �	��	�� F����
�1 &'@BV ����� �� ���1 &'IBV 	����)1 &'*AV �
��)� ��
��1 &'*@G$ � ������ ��� ��8������� �� σ0 �� σR1 �� ��!
��	� ������� �� !����
�� ��� ���
�������� ���� �� ��������	�� F���� 1 &'@BV �����1 &'@@V .� �� �� ���1 &'@EV ��
���1 &'I)V
����� �� ���1 &'I)V ����%�������� �� �������1 &'I)V �����)�����'1 &'I&V �����1 &'I(V
����� �� ���1 &'IBV ���� �� ��#�����1 &'I@V 6�������1 &'I*G$ ���	���� �	��	�� F��� �� ���1
&'*)V ������0�������
1 ()))G ��� ����� ��� ��H������ ������� �� !����
�1 �� �����	� ����,
����� ��	��� ��� ��������$

.� ������������� ��� ������	��� �� �������� a 6 �� �������� x 6 �� ������ �	 !����	 ����	�
��� ������ ��� �

ca(x) =
ma(x)

ma(x) +mb(x)
=

ma(x)

Ma

ma(x)

Ma
+
mb(x)

Ma

F@$'G

�Q ma(x) �� mb(x) ���� ��������"�!��� ��� !����� ��� ������� a �� b 6 �� �������� x �� �Q
Ma ��� �� !���� ������ �� ������	��� �� �������� a ��7������ ���� �� !����	 ����	�$ ��!!�1
���� ����� ���1 �� !���� ������ �� ������	��� �� �������� b ��� ����� �	� Mb = Ma1 �� "����
����� �

ca(x) =
fa(x)

fa(x) + fb(x)
F@$&)G

.� ������������� �� �������� b ��� ����� �	� cb(x) = 1−ca(x)$ ��	� 	� !����
� ���2����!���
��!�
���1 ��� �	� ��	� �"��� ma(x) = mb(x) �	�� �	� ���� x1 ����� ca(x) = cb(x) = 1/2$
����� ��8������ �� �� ������������� ����� �� ��!��� �� ���������� �� ������	��� ��	��
������ �� 	� ����� ����� �� ��������$ 5� ��	� ������� ����� ��8������ 6 	�� ��
��� ��
���
�	� Δx ������� �	��	� ��	� ����� x0$ 5� ��	����� ���� 9��� ����� ��	������� �� "�������
�� ca(x) ��	� ����	��� �� "������� �� �� ��!�������� �	 !����
� �� �� ��	"��� ����� ����	���
	� ������ �� !����
�$ 0���!���� ����� �������� �� ��	� 9��� 	������� ��� �� !���� ������
�� ������	��� ma(x)+mb(x) = Ma(fa(x)+fb(x))1 ������	� ���� 	�� ��
��� �� ���
�	� Δx1
����� ��� ��������� �"�� x$ �� ���� ������������ �� ���� ���� ��� ��	�"������ ����� �	�$
��	� ������� ����1 ��	� �"��� ������1 ��!!� ��� 2��� 	
��� F())(G �	����"���1 �� �	
��"����
����� �����!� �� ����������� �� !���� m0 �"�� �

m������ < m0 < Ma F@$&&G

�Q m������ ��� �� ��	� ������ !���� ��� ������	���$ ��	� ����1 ��	� ��!����� ����� ������
	,
���� 
���!����������� ��� ������	��� 6 	�� ������
	���� 	����!����������� "�� �� ����	� ��
l =

√
x2 + y21 ����� �� ��!�,������� ������� �	� ����� ������� �	 !����	 ����	�$ .�	����������

�� ��!�,������� �"��� �� �	��!����� 	� !����
� �	� ��� ��� ���	 ��9��� �����	� ��� ������	���
�� ���	"��� �� ���� �� ���	��� �	 ���� �� ��!����� �	 �����!�$ .� k���� ����������� ��� ����
��8�� ��� �� ��	���� �� nk ��
���� ������	��"�� �� ����� ����� �	� �

m0 =

nk∑
i=nk−1+1

m(li) F@$&(G
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�"�� n0 = 0$ .�� ��H������ nk �� ���� ��� 2����!��� �
�	� ����� �	�$ .� ������������� ��
�������� a ���� ������������� k �������!� ����� ��!!� �

ca(lk) =
ma(lk)

m0

F@$&AG

.� "������� σm ������� ����� �

σ2
m =

1

K

K∑
k=1

(
ca(lk) − 1

2

)2

F@$&BG

�Q K =
2Ma

m0
��� �� ��!
�� ��������������$

� ������ �	 ����	� �� σm1 �� ��� ����� �����
�� �� ����	��� 	� ������ �� !����
�$ ��!!�
	
��� F())(G1 ��	� �"��� ������ ��	������� �������� �� ���� �� ��#����� F&'I@G F��
�# 
�� ���1 &''(V %��
 �� ���1 &'*IG1 ��8�� ��� �

M = 1 − σ2
m

σ2
0

F@$&@G

'����  ������ 
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.� 8
	�� @$* ���������� ���"��	���� �� M �� 2������� �	 ��!��$ 0�	� ��	"��� �
���"�� �	�
�� 8
	�� @$* �	� ��������M �	
!���� ��	 6 ��	 �� ��!
�� ��������� 	�� "���	� ��!���$ /� ���
�!������� �� �������� �	� �������� � ��� ����	�� ����� �	� ��	��� ��� ������	��� ������� ������
!�
����$ �����,6,���� �	��	�	�� ������ ��� ������� �� 
�� �� ���!����!���$ ��	� ���	����� ����1
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	�� @$E !����� �� "���	� �� �������� �� !����
� �	�"��� �� ���2����	� �������� ��� ��
���	�� �� ������	���$ .� �������� �� ����� "���	� ������������ ��� ���� �������������	� �	
!����
�	� �� ������ ���� ��	 �� �� ��	��	� �� ���!����!���$
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����( �$�
 l
�� = 0,7D �
 Np = 25�

0�	� �"��� �
���!��� ���������� �	� �� 8
	�� @$* ����� �"��	���� ��	� ��	� "���	�� �	
������� �� ������ d/d2$ .� ���������� �� ����� "���	� ������������1 �	� ��	� ������ M∞1
�"�� �� ������� �� ������ �� ��!
�� ��� �"������$ 0�	� �"��� 2��� 	�� ����� �� !��	��� ��
2������ "����� �� ������� �� ������ d/d2 ����� 1,1 �� 2,0$ .� ���������� �� M∞ �
���	�
��� ���	����� �	� �� 8
	�� @$'$ 5� �������� �	� �� ������� �� ������ ����� ��� ��	� ����� ��
������	��� � ��	 ����J	���� �	� �� �	����� �	 !����
�$ .������� M∞ ����� �������� 6 	��
"���	� �� ������� �� 0,8$ .�� ���	����� ���������� !����� �	� �� �����!��� �� �����������
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 = 25
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������ 
��	 G$���
���� �� � ����
� �� ������� M∞ �� ���

��� �� ������
 �� 
����� d/d2

���� ��� ��
���� �� ���� ��'��
� �� ���
�
���� �� $����� ����
�'��� ���� �$���
���� ����
���� $������ �� Np ���
 ��������
��� �$�
 l
��/D = 1�

��������� �������	� 	� 
�� !������!� ���!������ �����	��� �� !����
� �� ������	��� ����
�� ������� �� ������ ��� ��2����	� 6 2$ R��� �	� ��	� ������� ��� ������� ������������ ��
!����
� ��	� d/d2 > 21 �� ��� ��������
�� �� ������ �	� �� �	����� �	 !����
� ����� ���	���
��	� �� ������ "���	��$
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.� 8
	�� @$&) !����� ���"��	���� �� �������� �� !����
� M �� 2������� �	 ��!�� ��	�
��H������� "���	�� �� �� �������� �	� ������ ��� ��	� ���	��� �� ������	��� �	 !�!���
�	 ���
�
�$ 5� �������� �	� �� "���	� ������������ ��� ��	� ������!��� �������� �����	�
l��
 = 0,3D �	� �����	� l��
 = 0,5D �	 l��
 = 0,7D$
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.��"��	���� �� M∞ �� 2������� �� l��
 ��� ��������� �	� �� 8
	�� @$&&$ R��� �	� ��	�
�	������� ��!���	�� 	�� ��
��� ��!��	���� �� M∞ �����	� l��
 "���� ����� 0,2D �� 1D1 ��
"���	� M∞ �� �������� �� !����
� ������ ��	 �� �� �������� �������� �������� ��� ��	�
���	���$ 4� ��"�����1 �� �� ��	��	� �� ���!����!��� ����� ��� �	K����� ��	� ��������� 	��
"���	� ������������1 ����� ���,���������� �� M �"�� l��
 ����� ��	� "���� F"��� 8
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.�����!
�� �� ��� ���	����� !����� �	�1 ���� �� ����� �� ����7������ ��	� J	� ������	 ��
������	���1 �� ����������� ��������� �������	� 	�� !������ �K���� ��	� �
����� ��� !�,
���
�� ��!�
���� �� ������	��� �� ������� ��H�������$ 0���!����1 	�� ��	�� ��	� ��!�����
��� ���������� ��	� ������������ ������ �� !����
� �
���	 �"�� ��� ������	��� �� ����������
��H������� F���K������ �� ������	����1 �������1 $ $ $ G$



������	��� �� ���	�������	

�	 ��	�� �� �� ���"��� �� �����1 ��	� �"��� �
���� ����	�� ������!������ �� �	!����	� ��
�����	��!��� ��	� ����!
�� �� ������	��� 6 ���"��� 	� �!����!��� �� ������� ��	� 
������$
�� ���"��� ��������� ���� �� ������	��� ��� ��	��� �������	��� ���������� �� �����������
��������� �� ������� �	 �� ����	�� �� ������� �	������� ���� 	� �!����!��� �� ������� �	 6
���"��� 	� �����	 ���
�������$ .�� ���	����� �� ����� ��	�� ��	"��� ����� 6 �� ��!����������
�� 6 �� !�3����� ��� �����!���� �� ��
��
����� �� ������� ���� ��� !����	� 
���	������$

.� ������ ������!������ �� �� ���"��� �� ����� � ��	� ���
��� �������� 6 !����� �	 �����
	� ���������2 ���!������ ����	�� �� �����	��!��� �� ������	��� 6 ���"��� 	� !����	 ����	�
���� ��� ���������� �����<����$ ��N�� 6 �� ���������21 ��	� �"��� �	 ���� 	� ���!��� ��!��
�����!���� 	� ��!�� !���� �� ��������� ��� ������	��� �	 ���� �	 !����	 ����	�$ 0�	�
�"��� !����� �	� �� ���	�� �� ������	��� �� ���	��!��� ������� 	� ��
�!� ������������
����� �"��� 2������ �	���	�� ��	���� �	 !����	 ����	�$ .� ���������� �	 ��!�� !����
�� ������� �"�� �� ��!
�� �� ������	��� � ��� �����!���� ���� 	�� ���
� 
�!!� �� ��	�
�"��� !�� �� �"������ ����������� �� ��	���	�� ��
�!�� �����	��!��� �	�"��� �� ��!
�� ��
������	��� ���������� ���� �� ���	��	�� ����	��$ 0�	� �"��� �
���!��� ��������� 	�� ��	��
�� ����J	���� �	 ������� �� ������ ����� ��� ������	��� �� ��� ������� �������	��� �� !����	
����	� �	� �� ��!�� !���� �� ��������� ��� ������	���$ /� � ��� !����� �	� �� �������
��!��	��� �����	� ��� ������	��� �� ���	��!��� ������� �� ��	� ������� �������$ �	 ��	�� ��
����� ��	�� ������!������1 ��	� ��	� ��!!�� �
���!��� ���������� 6 �� ��������������� ��
�� ���������� ��� ������	��� ���� �� ��������� ���������	����� 6 �����	��!���$ 0�	� �"���
!�� �� �"������ ���	
!�������� ��� ���K������ �� ��H	���� �����	� �� ��!
�� �� �����,
�	��� �� ���	��!��� �	
!����$ 0�	� �"��� ���	��� ������� 	�� ��� �� ��!�����!��� ��	�
���!������ ���7	���� ��� ���8�� ����	��������$ 0�	� �"��� !����� �	� ��	���������� ��	�� ���
�� ���"������,��H	���� ���!������ 	� �7	���!��� ���"���
�� ��� ������� ������!�������
���� 	�� ���!���� �������!�����$ .���	�� ������!������ ����� ��!���� ��� ���!�����
�����
��������� 6 ���������	� �	 !����	 ����	�1 ��	� �"��� ��������� �� ��"������!��� �� ���,

��!!�� �� ��!	������� ���!������ �� ������	��� ����� ���������� �� ���������$
.� ������ �	!����	� �� �� ���"��� �� ����� � �������� ���� 	� ���!��� ��!�� 6 �����
�������
�� ���
��!!�� �� ��!	������$ 0�	� �"��� ��	� ���� 	������ ��	� !������� �	� ���!����
�������� �	� ���� �� !������ 4"���,���"�� �� �� ����!��	� !����	����� �� ������� !�����$
��� ���
��!!�� ��� �	 9��� "������ ��� ���2��������� �"�� ��� ���	����� ������!����	�$
4� �H��1 ��	� �"��� !����� �	� ��� ��!	������� �	!����	�� �	 ��������� �� ������	���
6 ���"��� 	� �!����!��� �� ������� ��	� ���
�� !�������� �� �"������ �� 2��� �	� �� ��,

&BA
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�	�� �� ������	��� �����
���� 	�� "������ !������ �� ����������� ��������� ����� �	���	��
��	���� �� 
����� 6 ������ �� �� �	�2��� �	 !����	 ����	�$ ��� ��!	�������1 �� �� ������	����
������ 
����� �	� �� !������ �� ����!��	� !����	����� �� ������� !�����1 ������	�����
��� ��H������ ��
�!�� �����	��!���� �
���"�� ������!������!��� �����	� �	� �� ��!
�� ��
������	��� "����$ �� ��	�1 ��� ��!	������� �	!����	�� ��� ���!�� �� ������������ ����J	����
�� ��"��� ����!����� ��K����!��� �������
��� ��� ������������$ �����1 ��	� �"��� �	 ��	����
����J	���� �	 ������� �� ������ ����� ��� ������	��� �� ���	��!��� �� ��� ������� �������	���
�� !����	 ����	�$ 0�	� �"��� !�� �� �"������ ���	
!�������� ��� ���K������ �� ������,
���� ���� �� ��������� ���������	����� 6 �� ��������� �� �����	��!��� �� �� ��!��	���� ���
���K������ �� ���������� ���� �� ��������� �� �����	��!���1 �����	� �� ������ ��� ������	���
��!��	�$ .����	� ��� ������	��� �	� �����	���� ���� �� !����	 ����	� ���� �� ��	� �� ��	�
�������1 �� "������ !������ �� ����������� �	
!���� �� ��!
�� ���	��� 6 	�� "���	� ��!���
���	����� ��	� ��	���
�� ����� �� ��	�� ��� ������	��� _ 2�������� ��� 	�� ��!��	���� ��
��	� ������ _ �� ���	
!�������� �� �� ���������� �������� ��� ������	���$ 0�	� �"��� !�����
����������� ��	� ���� ������ ����� �� ��!�� !���� �� ��������� �	 ���	�� �� ������	��� �	
���� �	 !����	 ����	� �� �� "��	!� ���	�� ��� ���	�,��1 �	 !���� ��	� ���!��������!���
��� (D/d)−3$ 0�	� �"��� ��!����� ����	�� ������!������ �� !������ �� �"������ ���	
,
!�������� �	 ���K����� �� ���������� ���� �� ��������� �� �����	��!��� �"�� �� ��!
��
�� ������	���$ .� ��!	������ �	!����	� ��	� � �
���!��� ���!�� ����	���� ����J	���� �	
���K����� �� ������	���� ����� ��	� ������	��� �� ����� �	 ���K����� �� ������	���� �����
	�� ������	�� �� 	�� ������ �	 !����	 ����	�$ ��	�� !������ 
�������1 �� ���� �	�� �	�
���� �� ���� �� ����������1 �� ��!�� !���� �� ��������� �	 ���	�� �� ������	��� �	 ����
�� ���!����!��� �	
!���� �����	� �� ����������� ������
�� ��!��	�$ .� ��!��	���� �� ��
"������ !������ �� ����������� �"�� �� ���K����� �� ������	���� ����� 	�� ������	�� ��
	�� ������ �	 !����	 ����	� �"��� ��� �
���"�� ���� �� ��� �� �����	��!��� ��	�� ��	��
������	�� ��� 	
��
����
 �� 9�

�� F&'*&G$ 0���� ��	�� � ���� ���!�� ��������� �� "�,
������ �� �� ��!�����!��� �	 ��� �Q ��	���	�� ������	��� �����	���� ��!	�����!��� ����
�� !����	 ����	�$ 0�	� �"��� !����� �	� ��� ���K������ �� ���������� ���� �� ���������
�� �����	��!��� ��!��	��� �����	� ��� ���K������ �� ������	���� �������������	�� ��� ��	�
����� �� ���������� �	
!������$ D����� �	� �� ���K����� �� ���������� ���� �� ���������
���������	����� 6 �� ��������� �� �����	��!��� �	
!���� �����	� �� ���K����� �� ������	����
�����������	��� �	
!����1 ��	� �"��� ��!���	� �	� �� ���K����� �� ���������� ������ ��	
�	 ���K����� �� ������	���� ����� 	�� ������	�� �� 	�� ������ �	 !����	 ����	�$ /� �"��� ���
!����� �������!!��� ��� 	
��
����
 �� 9�

�� F&'*&G �	� ���� �� ��� �� �����	��!���
��	�� ��	�� ������	��1 �� ���������� �������� �	
!���� �"�� �� ���K����� �� ������	���� �����
	�� ������	�� �� 	�� ������ �	 !����	 ����	�$ 0���� ��	�� ��"��� ���� �	� �� �����!���
����� ��	� "���
�� �����	� ��	���	�� ������	��� ���������� �� !9!� ��!�� ���� �� ���	��	��$
.�������� �������	� �� %��)����� �� :���
�� F&'E(G1 ��	7�	�� ���� �� ��� �� �����	��!���
��	�� ��	�� ������	��1 �"��� !����� �	� �� "������ !������ �� ����������� "������ �"�� ��
���K����� �� ������	���� ����� 	�� ������	�� �� 	�� ������ �	 !����	 ����	� ��!!� 	�� ���
6 �� �	������� 1/4$ .� ��!	������ �	!����	� ��	� � ���!�� �� !������ �	� ����� ��� �������
"���
�� ���� �� �����	��!��� �� ��	���	�� ������	���$
4�8�1 �	���� �� ���"��� �� �����1 ��	� �"��� �
���!��� !�� �� �"������ �	��� ����� �����
��
��	������� �� �����!��� �� ����������� ��������� 6 ���"��� 	� �!����!��� �� ������� ��	�
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���
�� ��	� �������� ��� !����
�� �� ������	���$ ��	� ����1 ��	� �"��� ������� ��� !����
��
�� ������	��� �� ������� ��H������� �� ��	� �"��� ����������� ������ �� !����
� �� ����	����
	� ������ �� !����
�$ 0�	� �"��� "	 �	� ��� !����
�� �
���	� ��� ����� !������ ���� ��
���� 
���� �	����� �� �	� �� ������� �� ������ ����� ��� ������	��� ��� �	� ��	 ����J	���� �	�
�� �	����� 8���� ��� !����
�� �
���	�$ .�	���������� �� �����	��!��� �� ������	��� �� J	�
������	 6 ���"��� 	� �!����!��� �� ������� ��	� ���
�� ��� ���� 	� !���� �K����1 ��!���
�� ��	 ��U��	� ��	� �
����� ��� !����
�� ��!�
���� ���� ��� ���	������ !����	���� �� ��
!������ �� 
�����$

�� ���"��� �� ����� �	"�� ��	���	�� ���������"�� �� ���������$ D�	� ���
���1 �	� �� ���� ��,
����!�����1 �� ������ ���� ����������� �� ������������ �� ���������� �� �� ���������� ��������
��� ������	��� �� 2������� �	 ������� ����� �� ������ �� ��� ������	��� �� ����� ��� �������
�������	��� �� !����	 ����	�$ ���� �� !9!� 
���� ������1 	�� ��"����
����� �� ����J	����
��� ���K������ �� ������	���� �	� ��� ���������� �� �����	��!��� ����� 6 �H���	��$ .� ��!,
������ �� ���!����!��� �� 
������ ������� ��� 	� ����!���� ���� ����J	���� ��� ��� ���
��	���� �	 ��	�� �� �� ���"���$ ���� ��	����� 9��� 2��� ��� ����������� ���!����!���� ��
��!������� ��H������� "�� �� !����
� �� ��!������� ��� "�
������ ���
��� �	 ��
��������$
.���	�� ������!������ ����� ��!���� ��� ���!�����
����� �� �	�"�� ��� �������!���� ��� �����,
�	��� ���� �� !����	 �	 ��	�� �� �����	��!���$ /� ������ �����
�� ��� ��!����� �� 2������ 	��
��	�� ������!������ 6 ��	� ��!������� �Q �� !����	 ����	� ������ �������	� �� ���������
������� ��� 	�� ��� �	����1 �	� ���� ��	����� �
����� ���� ��� ���8
	������� ��H������� ��
!������ 6 2���� "����� �� ��!������ �� ���!����!��� 
���!���������$
�"�� ��� ��	"��	� "�����1 ���� �	� ��� "����� ��� ���
���� ��� ����	��� O >����� �� ����,
!��	�� P �� ��#��"������ �� ������ &1 �� ������ �����
�� �� ����� 	� �!����!��� �"�� ���
������� ��!�����!��� ������������� ���� ����2����	
�$ .� �	�"� �	 ���	�� �� ������	��� ��
���	��!��� ��	����� ����� 9��� ����	 �����
�� ��� ��	���������� ��	�� ��!��� ��2����	
�$
4�8�1 �� ������ �
���!��� ����������� ��������� �� ���������2 ������!����� ���	�� ��	� ��	,
���� �� ����������� �� !����
�� �� ������	���$
��	� ����� �� "	� �������	�1 �� ������3� ����������
�� �� ���������� ��� ���K������ ��
���������� ��� ��������� ��	� ���2���� ���7	���!��� ��� ���8�� ����	�������� �
���	�$
 	� �� ���� �� �� !����������� �	!����	�1 ���"����
� �	 �����<�� ��� ��H������ ����!�����
�	� �����,�� ���!��1 ������ ���8��
�� ��	� ������������ ����J	���� �� �� ��!������ �� ���!��,
��!��� �� 
������ �������$ /� ������ �
���!��� ����������� �� ������ �� �����
����� �� ��������
��� !����
�� �� ������	��� �� �������� �	 �� 2��!�� ��H�������$ 4�8�1 ���� ��� ���"�	�1
��	� ��	� ��!!�� ���������� 6 ��� ���	��!���� �� ������	��� !������������1 �� ����	��
�����	��!���� �� ������	��� ���������� 	�� ���������� �� ������ ������ �
���!��� ��	� 
����
�����9�$ 4� �	�"��� ����� "���1 �� ��� �	��� ��	� 6 2��� ��"���
��
�� ��	������� ����� ���������2
�����	��!��� 6 ���"��� 	� !����	 ����	� ��	� �������� �� �������	� ��"���� �	 !����
�$ 4�
�H��1 �� "������ !������ �����	��!��� ��	� 
��	�� �� ������	��� ����� ��H������ �	�"���
��	� ������1 �� ���� 9��� �����
�� �� ������� ��� ��H������ �������	���� ��	� ���	�� �� �����,
�	��� ���������� ��	���	�� ������� �������������	��$ .�� 
��	��� �� ������	��� �������	�� ���
������	��� �� !9!� ������ ������ ���� ������� ��������!��� ���� �� ��������� �� �����	��,
!��� �� ��	� ���������� ��	� 9��� ����	� �����
�� �� ��� ���	������ 6 �� ������ �	 !����	
����	� �	 !���� ��	� ���������� !�
��� ��� �	�	� ���"���	�$
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������� �� 	
�
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�
�� ��
����
� � ������ ��� ���������
$ ����� ���!���� ������ ��������
	�� ����� �� ��� �������$
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0�	� ������ ��������� ��� ����	����� ��  !��	���T�:�$ �����,�� ���!�� �� ������� �� ���,
���
	���� �� ���
�
����� ��	�� ������	�� ���� 	� ���!� �� 2����$ ����������� 	� �����!�

������ ���	 C����� �� ��������� 1�

	����!��������� ��!!� ���������� �	� �� 8
	�� R$& �� 	�� ������	�� ��
�� �� �� ��������
�� �����	��� ��� ����� 01 ±l1±2l1±3l1$ $ $ $  	������� �	�6 ����	� �����"���� �� ��!�� τ 1 ��
������	�� ��	� �� �������� ��	�� �������� l "��� �� ������ �"�� 	�� ���
�
����� p �� "��� ��

�	��� �"�� 	�� ���
�
����� q1 �� ����� ����� �	� p+ q = 1$
���� 	� ���!��� ��!��1 �� ���� ��������� 	� ���!� �� 2���� 	��2��!�1 ��	� ��	"��� ������
��� ���
�
������ �� �������!��� ��� ������	��� ��	� �� 2��!� p = 1/2 + ζl �� q = 1/2 − ζl1
�Q ζ ��� 	�� ��������� ������������ �� �� ��������$  � ���� ����� ζ = 01 �� �����	"� �� ���
��	�� !����� �	 ������ ��!�����	� �Q ��� ���������� �� �������!��� ���� ��	����
�
���$
0�	� ��8������� ���	��� �� ���
�
����� P (x = 0, t = 0|x = ml, t = nτ) ��!!� ����� ��
���
�
����� �� ���	"�� �� ������	�� 6 �� �������� ml �	 ��!�� nτ ������� �	����� �� ���	"���
�� 0 �	 ��!�� 0$ ��	� ��!���8�� ��� ���������1 ��	� �������� ���� �� �	��� ����� ���
�
�����
��	� �� 2��!� P (ml, nτ)$

0�	� ��	"��� ����� ������ �

P (ml, (n+ 1)τ) = pP ((m− 1)l, nτ) + qP ((m+ 1)l, nτ)

=

(
1

2
+ ζl

)
P ((m− 1)l, nτ) +

(
1

2
− ζl

)
P ((m+ 1)l, nτ)

FR$&G

/� "���� ����� �

P (ml, (n+ 1)τ) − P (ml, nτ) =
1

2
(P ((m− 1)l, nτ) + P ((m+ 1)l, nτ) − 2P (ml, nτ))

− ζl (P ((m+ 1)l, nτ) − P ((m− 1)l, nτ))

FR$(G

&I&



�-# ������ % 
 ��
������� �� #�������&�'�

 � ���� ���� x = ml �� t = nτ 1 �� "���� ����� �

P (x, t+ τ) − P (x, t)

τ
=

l2

2τ

(
P (x− l, t) + P (x+ l, t) − 2P (x, t)

l2

)

− 2ζl2

τ

(
P (x+ l, t) − P (x− l, t)

2l

) FR$AG

 � ���� ���� D =
l2

2τ
�� �	� ���� ��������� �� ��!��� τ → 0 �� l → 01 �� ��	� ������ FR$AG

��	� �� 2��!� �
∂P (x, t)

∂t
= D∂

2P (x, t)

∂x2
− 4ζD∂P (x, t)

∂x
FR$BG

��	� ��� ������� �� ��!�������1 �� ��	� ����� 4ζD = F/(mα)1 �Q F ��� �� 2���� ������?���
�	� �� ������	�� �� !���� m �� �Q �� ����	�� mα ��� 	�� ��������� �� ����������� "���	�	��$
 � ��	� ����������� !��������� 	� ���!� �� 2���� ����!�
��� �Q �� ��������� ζ ������
�	 ���� ���	�� F����� �����!��� ζ(ml)G ����� ����	����� FR$(G ��"���� �

P (ml, (n+ 1)τ) − P (ml, nτ) =
1

2
(P ((m− 1)l, nτ) + P ((m+ 1)l, nτ) − 2P (ml, nτ))

− l(ζ((m+ 1)l)P ((m+ 1)l, nτ)

− ζ((m− 1)l)P ((m− 1)l, nτ))

FR$@G

���� �� ��!��� �Q τ → 0 �� l → 01 ����	����� FR$@G ��	�"�	� ����� 6 �

∂P (x, t)

∂t
= D∂

2P (x, t)

∂x2
− 4D∂ (ζ(x)P (x, t))

∂x
FR$IG

�	� ���� ��	� ������ �
���!��� ��	� �� 2��!� �

∂P (x, t)

∂t
= D∂

2P (x, t)

∂x2
− 1

mα

∂ (F (x)P (x, t))

∂x
FR$*G

.���	����� FR$*G ��� ������� ��	����� ��  !��	���T�:�$
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�������

.� ��
���	 �$& �������� ����	�"������ ����� �� ��!
�� N �� ������	��� �� �� ����!���� Np

���� �� ���8
	������ ������!������ 	�	���� FD/d = 16 �� d = 1 mmG$

N Np N Np N Np

100 0,77 15 000 115,37 56 000 430,70
200 1,54 16 000 123,06 58 000 446,08
300 2,31 17 000 130,75 60 000 461,46
400 3,08 18 000 138,44 62 000 476,84
500 3,85 19 000 146,13 64 000 492,22
600 4,60 20 000 153,82 66 000 507,61
700 5,38 22 000 169,20 68 000 522,99
800 6,15 24 000 184,58 70 000 538,37
900 6,92 26 000 199,97 72 000 553,75
1 000 7,69 28 000 215,35 74 000 569,13
2 000 15,38 30 000 230,73 76 000 584,52
3 000 23,07 32 000 246,11 78 000 599,90
4 000 30,76 34 000 261,49 80 000 615,28
5 000 38,46 36 000 276,88 82 000 630,66
6 000 46,15 38 000 292,26 84 000 646,04
7 000 53,84 40 000 307,64 86 000 661,43
8 000 61,53 42 000 323,023 88 000 676,81
9 000 69,22 44 000 338,40 90 000 692,19
10 000 76,91 46 000 353,79 92 000 707,57
11 000 84,60 48 000 369,17 94 000 722,95
12 000 92,29 50 000 384,55 96 000 738,34
13 000 99,98 52 000 399,93 98 000 753,72
14 000 107,67 54 000 415,31 100 000 769,10
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�������	� & �������	� ( ���K����� �� 2�����!���
������	� ����!��	�

��	!���	! ��	!���	! &1)@−&1A@ &1B
>���� >���� )1'−&1) )1B
>���� ����� )1@−)1*
>���� 0��:�� )1*E )1@I
%�� %�� &1)
0��:�� 0��:�� )1*−&1& )1@A
�����
��� �����
��� )1E
�����
��� ����� )1B−)1@
����������� ����������� )1@
����������� ����� )1A−)1A@

&I@
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0�	� ������ ���	����� ��� �� !������ ��� ����	��� ����� ��������� �	 ����
����� A$I$A$ �����,
������ 	� ���!��� ��!��� 6 	�� ��!������ �� N = 7 ������	��� �"�� ��� ����	��� �� ������
L ��!!� ����!����� �	� �� 8
	�� 4$&$ ��	� ���	����� ��� ������1 ��	� ������ 	������� ��	�
������$ .� ���!����1 �	� ��	� �������� O ��� P FO -��� �2 ���� PG "� ��	� ���"�� 6 ����:��
�� �	!��� �� �� �������� ������	�� ������8�� ���� �� ����	��$ .� �������1 �	� "� 2���� �� ����
����� ��� ������	���1 ���� ������� �� ����� O ����� P$
���� 	� ���!��� ��!��1 �� ���������� ��� ��	� ������ �� ���� ������� ���� �	���� ����	�� ��
���	"� ����	�� ��� �������$

��� ������
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��
����
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����������������

��� ������

���
����

����	� ������	�� i ��� ���	��� ���� �"�� �� ������	�� �������!!��� ������8�� ��!!� �����,
������ 6 �� !9!� ����	�� I[i] ���� liens[i] = hoc[I[i]]$ ����� ������	�� i ��� ���	��� ������ ��
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 �� �
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�9�� �� ����� �� �� ����	�� I[i] ���� hoc[I[i]] = i$
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�����1 �����	� ���� "�	� �����3��� ��� ������	��� �� ���	"��� ���� �� ����	�� 31 �� �	K� ������,
��8�� �� ������	�� 6 �� �9�� �� �� ����	�� 3 �� �� ����	��� �� ����� �������������� 7	��	�6 ��
�	� �� "���	� �	 ���� ���� �	���$ �� �	� ����� �

���
����

	�
��
����

	�
��
����

	�
��
����

.�� ������� 71 6 �� 2 �� ���	"��� 
��� ���� �� �������!� ����	��$

.� ����� ��� ����� �� �� ����� O ��� P ���"��� 9��� !���� 6 7�	� �����	�	�� ������	�� ����
�
�� ����	��$ /� ��� �"����� �	� ��	� ���8��� ������!��� ��� �"����
�� �� ��	���������� ��
����	���1 �� ������ �� ������,�� ���� 9��� ������"�!��� ������ ��	� �� ��� �������� ���� ��
������	���$ 0���!����1 ��	� �� ������ ��� ����	��� ��� ������1 ��	� �� !��� 6 7�	� �� ��� ������
���� 9��� 2���	����$ /� 2�	� ���� !�������� 	� ��!
�� �� ����	��� ��������
��1 �	���	� �	���
�� ��!
�� �� ������	��� ��� �!�������$
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 �� ������� ��� �������� ! ���	���

�
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0�	� ������ ���	����� ��� �� !������ ��� ����	��� 6 ��	
��� ����� ��������� ���� �� ������
A$I$I$ ����������� �� ��� 	����!��������� ���������� �	� �� 8
	�� %$& �������	� 6 �� 8
	��
4$& �� �������� 4$ ���� 	� ���!��� ��!��1 �� ���������� ��� ������ �� ���� ������� ���� �	����
����	�� �� ���	"� ����	�� ��� �������$ 4� ������ �� �� �������� �� �� ����� O �����`��"���� P1
����� ����� ��� ��!������ �� ��	� ����� 6 ������� "	� ���� �������� 4

��� ������
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��
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����������������

��� ������

���
����

���� 	�� ������� ������1 �� ��	7�	�� ��	�� !������ ��!
��
�� 6 �� !������ �������	� ���
����	��� �����1 �� "� ���� ��� ������	��� ����� �����$ ����� ����� ��� 2���� 	�� ��	�� 2���1 ����
�� ���������������� �	 ���
��!!�$
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�1. ������ ) 
 *�� �
����� ��� �������� + ���!��� �����

sphère 7 sphère 6 sphère 2
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.��7�	� �� ����� ��	���!� ����� ���!�� ���� �� �����	��� �� ����� ��� ����� ���� ��� ��	�
����$ ��!!� �� ����� ��� ������	��� ��	"��� ������
�� �� ��������� ��� ��9��� ��������1 ��
��	� ���H������� �� �� ��������	����� �� �� �������� �� �� ����� O ����� P �	��� 	�� ������	��
����
� �� ����	��$ .� 8
	�� %$( ���	���� ���!���� ��	�� ��	
�� ����� ���� �����	�	�� ������



�1�

����
� �� ����	��$ .� 8
	�� %$( !����� �	� �� �� ������	�� 6 ����� �� �� ����	�� 3 6 �� ����	��
41 �� ����� ��� ���������� �� ������� ��	�� �� �����1 �� �	K� 7	��� �� ����
�� ��� �����$ .��
"���	�� �	���� �	� 
������ ��� ��	� ������ ���!������ �� �������� ������!��� ��� ������� ��
���	"��� ��	��� ���� 	�� ����	�� �	 
��� ������ �	� ���� �� �9�� �� �����$ 4� �H��1 �����	�
����� �� ���1 �� 2�	� �
���!��� !����� 6 7�	� �� ����� O ��� P ��	� �����	�� �	� �� ������
�	� "���� �� ����
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���!��� ����������$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ BE

($&& 4��!���� �� ������� ������!�������$ ��� �7	���!���� �"�� 	�� ��� �� ����
F($&G �� ������� ��	� �� ����� �	� 2��
��� "���	�� ��� ��!�� �� ���������
���� �
���!��� �����������$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ B'

($&( �7	���!��� �� ��	�
�� ����	�������� �"�� �� ��� F($(G ��	� N = 48366 ��
N = 81394$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ @)

($&A �"��	���� �	 ��!�� !���� �� ������� �� 2������� �� �� ��	��	� H �	 !����	
����	�1 ��	� ��� ������	��� ������� �� ���!���� d = 1 mm �� ��� �������
�� "���� ������ �	� D = 16 mm$ D���� ������ �� "���	�� ������������� 6 ���
"���	�� �� Np ��H������� ���� ������������$ 0�	� �"��� �
���!��� ����������
��� ��!�� !����� �� ������� !��	��� ��	� H/D = 1,5$ .� 
����� ����������
��� "���	�� !��	���� ����	�� �� ���,������	���
����� �� ������������ ��	� ���
2��
��� "���	�� �� H/D$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ @&

($&B �"��	���� �	 ��!�� !���� �� ������� �� 2������� �	 ��!
�� �� ������	���1
��	� 	�� ��	��	� H = 16 cm$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ @(

($&@ �"��	���� �	 ��!�� !���� �� ��������� �"�� �� ����!���� Np ��	� ��H�,
������ ��	��	�� H $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ @A

($&I �"��	���� �	 ��!�� !���� �� ������� �� 2������� �	 ������� �� ������ ��	�
	� �N���� �� N = 30 000 ������	��� ������� �� ���!���� d = 1 mm �	,����	�
�� ��	���	�� �!����!���� �� 
����� �� "���� �� ���!����� ��H������$ $ $ $ $ $ @B

($&* �"��	���� �	 ��!�� !���� �� ������� �� 2������� �	 ��!
�� �� ������	���
��	� ��� �N����� �� ������	��� ������� �� ���!���� 1 mm �� 	� !����	 ����	�
��� �	� H = 8 cm �� D = 12 mm$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ @@

($&E �"��	���� �	 ��!�� !���� �� ������� �"�� �� ����!���� Np ��	� ��	� ���,
����� �� ������ D/d �� ��	� ��� �N����� �� ������	��� ������� �� ���!����
1 mm$ .� !����	 ����	� ��� ��� �	� H = 8 cm$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ @@

($&' >���	�� ��� ���K������ �� ���������� ���� �� ��������� �� �����	��!��� ��
2������� �	 ����!���� Np ��	� ��H������� ��	��	�� H $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ @I
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($() 4��!��� �� ������
	���� �������� ��� 
����� �
���	� 6 �� ������ �� ���!��,
��!���$ ����� ������
	���� ���������� 6 	� �N���� �� 100 000 
����� ��	��
��	��	� �� 8 cm$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ @*

($(& 4��!��� �� ������
	���� �������� ��� 
����� �
���	� 6 �� ������ �� ���!����,
!���$ #� �7	���!��� �"�� 	�� ��� ���!��� ��� �
���!��� ����������$ $ $ $ $ @E

($(( %�
	�� ���	������ �������!��� �� �� ������
	���� ��� ������	��� 6 �� ������ ��
���!����!��� �����	� �� ��	��	� H "����$ ��� ������
	����� ������������� 6
��� �N����� �� 100 000 ������	��� ������� �� ���!���� 1 mm$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ @E

($(A �"��	���� ��
〈
(ΔR)2〉 �"�� �� ��	��	� H �� ���!����!���$ .�� 
����� ������,

�	��� �� !����	 ����	� ���� ��� 
����� �� "���� �� ���!���� 16 cm$ .�� ���,
���	��� 	�������� ���� ��� 
����� ������� ������ �	� D/d = 16$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ @'

($(B �"��	���� �	 ���K����� �� ���������� ������� �� 2������� �	 ��!
�� �� ���,
���	��� ��	� 	� ������� �� ������ D/d = 16$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ I)

($(@ �"��	���� ��
〈
(ΔR)2〉 �"�� �� ��	��	� H �� ���!����!���$ .�� 
����� ������,

�	��� �� !����	 ����	� ���� ��� 
����� �� "���� �� ���!���� 16 cm$ .�� �����,
�	��� 	�������� ���� ��� 
����� �� "���� ������ �	� D/d = 16$ .�������� �����,
����� ���"��	���� �	 ���K����� �� ���������� ������� �� 2������� �	 ��!
��
�� ������	���$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ I)

($(I �"��	���� �	 ��!�� !���� �� ������� �� 2������� �	 ��!
�� �� ������	���
��	� ��� ������� ������� �� "���� �� ���!���� d = 1 mm$ ����� !9!� �"�,
�	���� ��	� ��� ������	��� ������� ��� �
���!��� �����������$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ I(

A$& 4��!��� ���!����!��� �� 70 000 ������� 
����� �"�� ����
�����!� �� ��T���$ IE
A$( 4��!��� �� ���8� �� ��!������ ��	� �!����!��� 
����� "�� ����
�����!� ��

��T���$ .������� !����� �	� �� ��!������ �����3� 7	��	�6 	�� "���	� �	���
�	� 	�� ��	��	� �� ������� �� ��	� ���!����� �� 
�����$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ *)

A$A �������������� �� �� 
������ ��	�� �	�������� ���"���!���� ���� 	� !�����
�� ���� 4"���,���"��$ .�� ������	��� ���� �� 
������ 6 ��� ����� ��H�������
�� ��	�� ���7�������� ���� �����!������� ����� ��	� ����������$ $ $ $ $ $ $ $ $ *&

A$B /��	�������� ��	�� ��������� ����� ��	� ������� �	��� i �� j$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ *(
A$@  ���!� ���	������ �������� �	 ���K����� �� ������	���� ���� �� ��������� ���,

!���$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ *A
A$I  ���!� ���	������ �������� �	 ���K����� �� ������	���� ���� �� ��������� ���,


��������$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ *B
A$* 4��!��� ���!����!��� �� 20 000 ������� ������� 
����� �"�� ����
�����!� ��

��T���$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ *I
A$E -�	��	� z ��	�� 
���� ��
��������� �	� 	� ���� ����L����� �� 2������� �	

��!��$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ *E
A$' �������������� ����!����	� �� �� ���7������� �� ��	� ������	��� � F�G ����

��	�� ��������� ���� �� ��� ��	� !����� �� ������� !�����1 F
G ���� �� ���
��	� !����� �� ������� �	���$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ E)

A$&) /��	�������� ��	�� ��������� ����� ��	� ������� ��2��!�
��� i �� j$ $ $ $ $ $ $ E(
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A$&&  ��	����� �� ����!�� ��	�� ��������� ����� ��	� ������	���$ .� ���	����
�	 ��	� ���������� �	 ��� �Q ��� ��	� ������� �� ����	"���� ������� ��
���������1 ������ �	� �� ���	���� �	 
�� ���������� �	 ��� �Q ��� �������
�� ��2��!���$ ��� ���	����� ���	������ ������2��� ������� ���	 6 ������������
��	�� 2���� ������������� ��������"� F������
�� �� ����������G$ $ $ $ $ $ $ $ $ E@

A$&( �������������� ����!����	� �	 !����� �� %���� �� W����� �� R��	� F%��0
��� �� 	
���1 &'EIG$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ E*

A$&A  ���!� ������������ ��� 2����� �
������ �	� 	� ��"� ���� �	� 	�� �	�2��� �����$ EE
A$&B a) .�� �� ��	��!
1 b) ��� �� ��	��!
 ��
	������� ��� 	� ��
!��� �� ������

�� ����� −νt$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ E'
A$&@ ���� �� !����� �� �	����� ��  ����:1 �� ��8��� �� ����	"��!��� ���
������

�� �� ������	�� i ���� �� �� ��������� ����� ��	� ������	��� i �� j ��� �� ��������
FA$A'G$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ ')

A$&I �������������� 6 ��	� ��!������� �	 �������� �� �� ����� �� >�����$  �	���
��� ������	��� �� ���	"��� 6 !���� ��	�� �������� �� L ����� �� �� ������ �����
��� 	�� ������ ��������
�� �"�� ����$ .�� �	!���� �� ��� ������� ���� ����
����:�� ���� 	�� ����� �	� ���� ������� ����� �� >�����$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 'I

A$&* �������������� 6 ��	� ��!������� �� �� !������ ��� ����	���$ .� ������	��
����� �� ��	� ������
�� �	��"�� ��� ������	��� ���� ��� ������� �� ���	"���
���� �� L��� ����	���$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 'E

A$&E �G/��	�������� �� �����K������ ��	� ��!��� �����	 ���� 	� �����!� 
���������$

G/��	�������� �� ��	���������� ��	� �����	 6 !������ 8���$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ ''

A$&' /��	�������� �	 �������� �� �� ��������� ��� ���������� "�� ��	� !�����
�� ��
������� ��H�������$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ &)&

B$&  ���� �� ������� ���� 6 ��H������ �������� ���	������ �� ����������� �� �����	��,
!��� �� ������	��� ���� 	� !����	 ����	� "�� ��	���������� �� �� !�����������
�	!����	�$ ��	� ���!����� 	�� "��	��������� ���"���
��1 ��	��!��� �� !��,
��� �	 !����	 ����	� ��� �����������$ ��� ���	��������� ��� ��� �
���	�� ���
�� !������ �� ����!��	� !����	����� �� ������� !�����$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ &)B

B$( �"��	���� �� �������	��!������ ��	� �!����!��� �� 5 000 ������	��� �� ���	,
��!��� �� 2������� �	 ��!�� ��	� H/D = 86$ ��� ���	����� ��� ��� �
���	�
��� �� !������ 4�$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ &)@

B$A �"��	���� �� �� "������ �����	��!��� ��	� ���	�� �� 5 000 ������	��� �� 2���,
���� �	 ��!��$ .����
��� ��� ��!�� t0 ��� ����� �	 !�!��� �Q �� ���	�� ��
������	��� ����� ���� �� !����	 ����	�$ 5� �������� ���� 	� ���!��� ��!��
	�� ����� �������������� �	�� ���� 	� ������ ��!�� �� �
���"� 	� �����,
!��� �� ����������$ ����� ���������� �	�� 	�� ��� ������������� �����������
�� ����������$ ��� ���	����� ��� ��� �
���	� ��� 	�� ��!	������ �� ���� 4"���,
���"�� �"�� H/D = 86$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ &)I

B$B ������
	���� ��� t���� ��	� 	� �N���� �� 5 000 ������	��� �"�� D/d = 101
e
� = 0,841 e

 = 0,99 �� H/D = 14$ ��� ���	����� ��� ��� �
���	� "�� ��
!������ ��$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ &)*
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B$@ �"��	���� �	 ��!�� !���� �� �����
� 6 �� ���2����	� H ���� �� 2�������
�	 ��!
�� �� ������	��� ��	� ��	� �������� �� ������ D/d �
���	� ��� ��
!������ �� �"�� H/D = 141 e
� = 0,84 �� e

 = 0,99$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ &)*

B$I ������
	���� ��� t���� ��	� ��H������� "���	�� �	 ��!
�� N �� ������	��� ��
���	��!��� ���� �� ���	��	�� ����	��$ ��� ���	����� ��� ��� �
���	� �"�� ��
!������ �� �"�� H/D = 141 e
� = 0,84 �� e

 = 0,99$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ &)E

B$* �"��	���� �	 ��!�� !���� �� �����
� 6 �� ���2����	� Hinit �� 2������� �	
������� �� ������D/d$ ��� ���	����� ��� ��� �
���	� "�� �� !������ �� �"��
e
� = 0,84 �� e

 = 0,99$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ &)'

B$E �"��	���� �	 ��!�� !���� �� �����
� 6 �� ���2����	� H ���� �� 2������� ��
(D/d)−3$ ��� �7	���!���� ��������� ���� �
���!��� �����������$ ��� ���	�����
��� ��� �
���	� "�� �� !������ �� �"�� e
� = 0,84 �� e

 = 0,99$ $ $ $ $ $ &)'

B$' �"��	���� �	 ��!�� !���� �� �����
� 6 �� ���2����	� H ���� �� 2�������
�	 ���K����� �� ������	���� e
� ��	� ��H������� "���	�� �	 ��!
�� N ��
������	��� �� ���	��!��� �� ��	� ��	� �������� �� ������� D/d$ ��� ���	�����
��� ��� �
���	� "�� �� !������ �� �"�� e

 = 0,99$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ &&)

B$&) �"��	���� �	 ��!�� !���� �� �����
� 6 �� ���2����	� H ���� �� 2�������
�	 ���K����� �� ������	���� e

 ��	� ��H������� "���	�� �	 ��!
�� N ��
������	��� �� ���	��!���$ ��� ���	����� ��� ��� �
���	� "�� �� !������ ��
�"�� e
� = 0,84$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ &&&

B$&& �"��	���� �	 ��!�� !���� �� ������� �"�� Np ��	� ��H������� ��	��	�� H $
��� ���	����� ��� ��� �
���	� ��� �� !������ �� ���� 4"���,���"�� �"��
e
� = 0,84 �� e

 = 0,99$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ &&(

B$&( �"��	���� �	 ��!�� !���� �� ������� �"�� Np ��	� H/D = 14$ ��� ���	�����
��� ��� �
���	� ��� �� !������ �� ���� 4"���,���"�� �"�� e
� = 0,84 ��
e

 = 0,99$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ &&(

B$&A �"��	���� �	 ��!�� !���� �� ������� �"�� �� ����!���� Np$ ��� ���	�����
��� ��� �
���	� ��� �� !������ �� �"�� D/d = 101 e
� = 0,841 e

 = 0,99
�� H/D = 14$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ &&A

B$&B �"��	���� �	 ��!�� !���� �� ������� �"�� �� ������� �� ������ D/d ��	�
��H������� "���	�� �� N �"�� H/D = 14$ ��� ���	����� ��� ��� �
���	� ��
	�������� �� !������ 4� �"�� e
� = 0,84 �� e

 = 0,99$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ &&B

B$&@ �"��	���� �	 ��!�� !���� �� ������� �"�� �� ������� �� ������ D/d ��	�
��H������� "���	�� �� N �"�� H/D = 14$ ��� ���	����� ��� ��� �
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Résumé :

Cette thèse a pour objet l'étude expérimentale et numérique de  
l'écoulement de particules dans un empilement de sphères plus grosses. 

Un dispositif expérimental a été mis au point pour étudier la dispersion 
latérale et le temps moyen de séjour d'un paquet de particules dans un 
milieu poreux. Nous avons en particulier déterminé la dépendance du 
temps moyen de transit en fonction du nombre de particules en  
écoulement, de la taille des particules et de la hauteur du milieu poreux. 
Nous avons également caractérisé la dépendance du coefficient de 
dispersion latéral vis-à-vis du nombre de particules transitant dans la 
structure poreuse.

Dans un deuxième temps, nous avons développé des modèles de 
simulations numériques basés sur les méthodes « Event-Driven » et 
« dynamique moléculaire de sphères molles ». Ceux-ci nous ont permis 
de compléter l'étude expérimentale en analysant l'influence de divers 
paramètres supplémentaires. L'accès à l'intérieur du milieu poreux a 
permis une analyse plus fine de la dispersion des particules.

Enfin, nous avons abordé la possibilité d'utiliser le phénomène de 
percolation spontanée pour réaliser un mélangeur. Grâce à l'outil 
numérique, nous avons réalisé et caractérisé des mélanges de particules 
de tailles différentes. Nous avons alors montré que ce procédé s'avère 
être un moyen simple et efficace pour obtenir des mélanges homogènes 
de particules. 

Mots-clefs :

Ecoulement, ségrégation, percolation, milieu poreux, matériau 
granulaire, mélange, simulations numériques, Event-Driven, 
dynamique moléculaire de sphères molles.




