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RESUME

La finalité de ce mémoire est double : tout d'abord, d'appréhender
la solution exacte de propagation d'ondes élastiques harmoniques (tant lon-
gitudinales que transversales) régnant dans les diverses zones d'un milieu
sphérique multi-couches ; ensuite, d'apprécier, par voie asymptotique, 1'in-
fluence de cette stratification sur le phénom2ne de diffraction sévissant
4 1'extérieur de l'obstacie. Le premier point est donc une étape importante
pour laquelle est développée une méthode qui permet de s'affranchir d'une
des principales difficultés inhérentes 2 ce type de milieu : les conditions
aux limites. Cette méthode s'appuie sur la sclution de point source dans un

espace infini et sur les coefficients de réflexion et de réfraction.

Le modéle théorique retenu est celui d'un espace infini contenant
un point source (d'ondes harmoniques) extérieur 2 un nombre fini de sphéres
concentriques. Tous les domaines sont supposés élaétiques, homogénes, iso-

tropes et de propriétés mécaniques distinctes,

Les résultats acquis ont pour champ d'application les domaines
scientifiques oli ce genre de schéma peut 8tre adopté : acoustique sous-ma-
rine, géophysique et d'une manidre générale toutes branches d'activités ol
interviennent des dispositifs de détection, oli d'émission, d'ondes se pro-

pageant en présence de corps de forme géométrique simple.

La rédaction de ce travail est organisée, sur cinq chapitres, autour
des deux centres d'intér2ts : la détermination de la solution exacte de pro-
pagation d'ondes dans 1'ensemble du modele (chapitresII a IV) et le déve-
loppement d'une approximation asymptotique de celle-ci dans le cadre d'une

propagation d'ondes "SH" (chapitre V).

Le chapitre I, consacré 2 de brefs rappels, permet d'introduire les



potentiels de Helmholtz et le découplage des mouvements en milieu borné en
mouvements plan et anti-plan, de préciser le type d'ondes (P,SV,SH) auquel
on s'intéresse, d'acquérir le potentiel des déplacements engendrés par un
point source situé dans un espace infini. Ce résultat est identifié par la

suite aux ondes incidentes sur 1'obstacle.

Au chapitre II on détermine les solutions globales exactes (poten-
tiels des déplacements) régnant dans 1'ensemble d'un moddle & une sphre
(soumise 2 1'incidence d'ondes SH) par résolution classique du probl2me ca-
nonique, c'est a dire; par résolution des équatiomsdu mouvement tenant
compte, de la singulafité de point source, des conditions aux limites, de
la condition de radiation a l'infini et d'absorption a l'origine de
Sommerfeld. Les solutions ainsi obtenues, qui ne laissent transparaitre
aucune interprétation physique évidente, sont ensuite développées (a 1'aide
des coefficients de réflexion et de réfraction) en des séries - développe-
ment de Debye - dont chaque terme rend compte des réflexions.et réfractions
multiples dont le mod2le est le sidge. Ce dernier point permet d'élaborer
une nouvelle méthode de construction directe des solutions exactes régis-
sant le mouvement des divers domaines, et ce, sous une forme plus satisfai-
sante pour 1l'esprit au regard de 1'information physique que 1l'on pressent

contenue dans la solution globale.

Cette méthode est mise en oeuvre au chapitre III pour construire
les potentiels de déplacements dans toutes les zones d'un mod2le 2 un nombre
fini de spheres concentriques soumises % la seule influence d'ondes SH.
Elle est fondée sur l'utilisation de la solution de point source d'ume part,
du principe des superpositions d'autre part. Avec la solution de point
source on précise la structure des solutions dans chaque région du modle.
Le principe des superpositions est ensuite utilisé 2 deux niveaux : d'abord
au niveau des harmoniques puis au niveau des conditions aux limites (par
le biais des coefficients de réflexion-réfraction) pour générer directement
la solution exacte. Entre autres avantages relatés plus loin, ce processus
donne, ipso facto, une représentation analytique interprétable du phénoméne

physique étudié.
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L'extension matricielle de cette méthode est réalisée au chapitre IV
pour asseoir directement la solution exacte relative & 1'incidence d'ondes
P et SV sur une sphére en introduisant des matrices de réflexion et de ré-
fraction. Par récurrence on é&tablit la solution dans chacune des régions

d'une sphére multi-couches - développement de Dgbyé généralisé -. Les

résultats obtenus englobent ceux d'un certain nombre de cas particuliers

qui sont examinés comme ceux d'une onde P incidente puis d'une onde SV in-
cidente. On montré, par un passage a la limite, que les solutions contien-
nent celles en vigueur pour des milieux fluides; ainsi on complate 1'acquis

du modeéle 2 une sphdre fluide donné par S€holte, Roseau, Datta,

Les avantagegr&fopérer par superpogsitions sont nombreux. Le premier
est de sehlibé:e;_dé calculs qui pratiquement ne sont jamais simples. Le
secondeé;foufnir directement les éléments, de la solution, propres a un
apprqf;ndissement des effets que l'on espere gpécifiquesde.tel constituant
particulier du mod2le, Cette étude fait 1'objet du chapitreV. Un autre
aspect intéressant de ce processus est de détenir la solution exacte pour
un éventail assez large de schémas ds lors que 1'on possdde (ou sait éva-
luer) les coefficients de réflexion et de réfraction d'une géométrie donnée
dont les frontidres sont des surfaces coordonnées {(cylindre, sphéroide, -
ellipsoide,...). Par ailleurs les solutions dégagées aux chapitres III et
IV sont également valables pour des milieux visco-élastiques linéaires
et compl2tement donc celles publiées récemment dans le cadre d'une couche
cylindrique plongée dans un fluide (acoustique sous-marine) par Uberall
et son équipe qui ne fournissent pas le développement de Debye de leur so-

lution.

Le cinqui®me chapitre est ex¢lusivement réservé 2 l?obtentionlde
développements asymptotiques des solutions exhibées dans le cas des ondes
incidentes SH. Cela est réalisé a 1'aide de calculs d'intégrales dams le
plan complexe (transformation de Watson) et de diverses techniques asympto-
tiques, d'abord pour une sph2re parfaitement rigide puis pour les premiers

termes du développement de Debyé généralisé d'une sphere multi-couches.

Dans le cas de la sphdre parfaitement rigide les résultats asympto-

tiques sont acquis tant dans la zone "d'ombre" (méthode des résidus) qu'en
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avant de 1'obstacle (méthode du col). Les interprétations physiques aux~
quelles on est conduit sont en accord avec celles données par Scholte,
Roseau, Datta pour une sphére fluide; tel est le cas des rayons qui 8'en-
roulent autour de 1'inclusion et des lois de 1'optique géométrique qui sont

plus spécifiques de la méthode employée que du modéle considéré.

Pour ce qui concerne la sphére élastique, une distinction nette
entre milieu fluide et solide est établie par la présence de l'angle d'in-
cidence critique. L'étude du premier terme du développement de Debye montre
que deux sortes d'ondes de surface (dispersives, évanescentes) prennent si-
mul tanément naissance sur la frontidre. Les unes sont excitées ou éteintes
par des rayons tangents comme pour les matériaux fluides, les autres sont
suscitées, ou s'évanouissent, selon l'angle d'incidence critique lorsque
le milieu interne est plus rigide que le milieu infini. L'étude du premier
terme du développement de Debye, susceptible de rendre compte de la pré-
sence d'une couche p au sein de la stratification, est également effectuée.
Elle dévoile une autre caractéristique nouvelle des ondes de surface liée
aux milieux élastiques. Celles-ci sont engendrées (aprés réflexion sur la
couche p) sous 1'angle d'incidence critique puis étouffées par des rayons
tangents & la frontidre, et vice versa, lorsque la rigidité des miliéux va
en décroissant vers le centre du mod2le. On note que cette excitation
d'ondes de surface par 1'angle d'incidence critique est en parfait accord
avec les expériences d'acoustique sous-marine de Bertoni et Tamir (faisceau
d'ondes planes venant frapper un demi-espace élastique immergé dans 1'eau)
ou de Uberall et son équipe (cas du cylindre métallique). D'autres résul-
tats sont mis au jour. En outre, on effectue le lien entre les solutions
asymptotiQues obtenues et la théorie des rayons de Levy et Keller. Ce der-
nier point permet de contrdler les résultats acquis et de mettre en évi-
dence 1'incidence de certaines singularités analytiques (pdles multiples)
sur 1'interprétation physique des solutions asymptotiques (faisceau des

rayons réfléchis sur la couche é&tudiée p).

Note:
- onde P = onde longitudinale
- onde SV = onde tramsversale d polarisation verticale
- onde SH = onde transversale A polarisation horizontale
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INTRCDUCTION

La déviation subie par une vibration rasant les bords d'un obstacle,
effet commun 3 diverses branches de la physique, est répertoriée sous le

vocable "diffraction".

Sans entrer dans une énumération fastidieuse des domaines ol sévit
ce phénoméne nous pouvons cependant en recenser quelques uns des plus connus.
L'optique, avec l'arc en ciel attribué depuis fort longtemps +) 3 une dif-
fraction des ondes lumineuses (vibrationslongitudinales) par les goutte-
lettes d'eau en suspension dans 1'air. L'électromagnétisme ol 1'apparition
de la "transmission sans fil" et des particularités qui s'y rattachent con-
duisit, au début du sidcle, 2 expliquer les singularités détectées dans le
cheminement des vibrations d'origine électromagnétique a 1l'aide de la dévia-
tion des ondes hertziennes (type transversale ) par les couches denses de
1'atmosphdre. En sismologie, depuis les années 50, 1'oscultation de plus en
plus fine du globe terrestre par les sismographes met 2 son tour en évidence
des anomalies dans la progression des ondes élastiques (simultanément lon-
gitudinales et transversales). Un essai de compréhension de ces anomalies
s'appuie sur la diffraction des ondes élastiques par les diverses couches
de matériaux qui comstituent la terre. Les actuels progrés de 1'acoustique

sous-marine sont aussi révélateurs de semblables phénom2nes pour lesquels

des études, tant expérimentales que théoriques, sont en cours.

Les méthodes & méttre en oeuvre pour explorer la propagation de ces

diverses sortes d'ondes linéaires, dans un mod2le précis, sont voisines.

(+) En effet le premier d avoir tentd de fournir une explication ration—
nelle de l'arc en citel est Aristote.



La difficulté dans leur mise en application va croissante selon la nature
des vibrations considérées (longitudinales, transversales ou simultanément
les deux). Néanmoins, ces méthodes se répartissent en deux clasgses : la

classe des intégrations numériques et celle des méthodes analytiques.

Les processus de la premidre classe débouchent, par exemple en élas~
tisticité, sur la réalisation de sismogrammes synthétiques : travaux d'Al-
terman et ses collaborateurs (1968, 1970) : utilisation de la technique des
différences finies ; ceux de Lysmer (1970) : application des é&léments fi-
nis ; ou de Thomson (1950) Haskell (1953) : résolution matricielle des
équations aux dérivées partielles du second ordre qui sont transcrites en
un systéme du 1€r ordre. Les difficultés sous-jacentes sont dés lors spéci-

fiques de 1'analyse numérique d'éléments dynamiques.

La seconde classe, qui reléve des méthodes analytiques, a plus parti-
culidrement retenue notre attention pour une approche de la diffraction des
ondes élastiques par un ensemble de sph2res concentriques, théme de ce
mémoire. Dans cette dernidre classe on peut entrevoir deux voies essentiel-

les. L'une conduit directement 2 une solution approchée, l'autre consiste

& asseoir d'abord la solution exacte que 1'on approxime ensuite.

Dans la voie des solutions approchées, il semble &tre attribué une
autorité certaine, & la théorie des rayons - ou de la diffraction géo-
métrique - due a Keller (1953), Levy et Keller (1959). Elle réside en une
extension de 1'optique géométrique et permet d'atteindre directement la
structure de la solution approchée (pour des obstacles de forme géométrique
simple) & 1'aide du principe de conservation de 1'éﬁergie et d'une généra-
lisation du principe de Fermat, Pour analyser les résultats de mesure de
1'explosion de Bukhara c'est par ce biais que Woodhouse (1972) a obtenu
la solution pour une sphére élastique (décentrée de l'origine des coordon-
nées) de rigidité inférieure 2 celle de l'espace infini. Bien adaptée 2a la
recherche d'une solution approchée pour un modéle simple (Chen - 1964 - par
exemple pour un modéle a un cylindre) elle devient d'un abord trés délicat
pour les milieux multi-couches étant donné le nombre infini de réflexions

et de réfractions a concevoir. Cette remarque tient également pour la tech-



nique des développements asymptotiques raccordés dont l'usage est satis-
faisant pour 1'étude du champ lointain et proche d'un obstacle ou encore
pour les géométries particulidres tels les sphéroides 5.K.Datta (1973,1974).
Ces méthodes approchées sont toutes dominées par le facteur ka (ka>>1 -
haute fréquence) produit du nombre d'onde k de la vibration examinée par
une grandeur a, caractéristique de la géométrie du mod2le. L'idée qui con-
siste a rechercher, a priori, un développement en série en puissance de

(ka)~! - méthode dite de Luneburg - Kline - est d'un apport intéressant
notamment vis A vis de la détermination de la section d'un obstacle dif-

fractant & grande distance de celui-ci, George et Uberall (1979). Elle ne

parait cependant gudre envisageable dans le cadre d'une stratification.

Du bref inventaire qui vient d'2tre dressé il découle que la seconde
voie ouverte par les méthodes analytiques (recherche d'une solution exacte)
semble mieux adaptée aux propagations d'ondes dans les multi-couches. Elle
nécessite d'opérer en deux étapes. Au cours de la premidre nous devons
expliciter une solution des équations du mouvement temant compte de la sin-
gularité due 2 la source, des conditions aux limites attachées 2 1'obstacle,
de la condition de radiation 2 1'infini et d'absorption & l'origine de
Sommerfeld adjointe & des considérations énergétiques. Ceci constitue
notre probléme canonique. Hormis les écueils relevant de ces impératifs il
y & ceux inhérents 3 1'expression mathématique de la solution du probléme
canonique, expression qui masque toute interprétation physique et, par voie
de conséquence , interdit, en général, toute exploitation ratiomnelle des
résultats comme .nous le verrons. Parmi les différentes démarches & notre
disposition pour surmonter ces embliches nous retiendrons les méthodes-asymp-
totiques qui constituent la seconde étape. Rappelons pour mémoire que
celles-ci furent développées sur la base des travaux de Debye (1908),
Poincaré (1909) et Watson (1918) par Van der Pol, Bremmer (1937), Fock
(1948), Bremmer (1949) au cours de leurs études sur les ondes hertziennes.
Il s'agit, ayant trouvé la solution exacte d'un probléme, d'acquérir une
expression approchée et interprétable de celle-ci., Ceci s'obtient en mani-
pulant la méthode du col et des calculs d'intégrales par la technique des
résidus. Nous verrons que, dans les cas complexes, il est intéressant de
faire précéder cette seconde étape d'un développement de l'amplitude en

série d'ondes partielles - développement de Debye -.



L'intérdt, relativement récent, des mécaniciens envers les problémes
de diffraction par des sphdres, ou des cylindres, dans le cadre de 1l'appro-
ximation des hautes fréquences, explique l'extension tardive des méthodes
asymptotiques ci-dessus a 1'élasticité et 2 1l'acoustique sous-marine. Les
premidres recherches sur la diffraction des ondes P (ondes longitudinales)
par une sph2re fluide remontent, semble-t-il, aux travaux de Nagase (1956),
Scholte (1956) dont certains résultats furent justifiés derni2rement par
Ansell (1973) et Roseau (1976). Une synth2se de 1'acquis sur la propagation
d'ondes élastiques P en présence d'une sphére fluide a été donnée par S.K.
Datta (1978). On‘réﬁC6ntre-également les approches relatives au voisinage
de la frontidre "d'ombre'" projetée par des cylindres dans les travaux de
Teng et Richards (1969), la recherche des caustiques d'ondes P (cas du cy-
lindre) par Griffin et Miklowitz (1974). Les études relatives & la diffrac-
tion des ondes linéaires par des cylindres ou des sph&res couvrent, bien
slir, d'autres domaines comme nous 1'avons déjad singnalé. Citons : l'élec-
tromagnétisme avec les travaux de Poincaré (1909,1910), Bremmer (1949),
Fock (1965) sur les ondes radioélectriques, Streifer et Kodis (1964)
études de cylindres diélectriques, Nussenzveig pour le cas sphérique (1965,
1969)..., 1'acoustique avec Uberall et ses collaborateurs (études d'ondes
de surface sur des cylindres 1973, 1976...) dont les recherches semblent
s'orienter vers les phénomnes de résonance et d'absorption (Flax, Gaunaurd
(1978), Murphy et Al (1979)) ou encore l'aspect du passage d'une onde de
surface 2 une fréquence de résonance (Derem (1979) cas du cylindre). Une
bibliographie fournie, en particulier sur les probldmes de diffraction par
des cylindres, peut &tre consultée dans Pao et Mow (1973). La recherche du
développement de Debye pour la solution exacte, issue de 1'incidence d'une
onde de pression sur un cylindre élastique immergé dans un liquide, est
menée 2 bien par des calculs laborieux : Brill et Uberall (1971). Hormis
les études de stratifications planes, traitées par les méthodes matricielles

attachées 2 la résolution des équations du mouvement (Thomson, Haskell par

exemple), le mod2le le plus complexe que l'on ait pu relever dans la litté-

rature est celui de deux cylindres élastiques concentriques plongés dans
un fluide et dont 1'intérieur renferme un liquide : Flax et Neubauer (1977)

ou son pendant sphérique : Murphy et collaborateurs (1979).



Un point commun 2 tous ces travaux concerne la premi2re étape qui
est touJours maitrisée par le biais de la résolution d'équations linéaires
par la méthode de Cramer du falt des conditions aux limites qui débouchent
sur un systeme linéaire. Dans les approches de Flax et de Murphy le déve-
loppement de Debye de 1'amplitude, nécessairement trds complexe, n'est pas

effleureé, Le calcul de la série solution est laissé au soin de 1'ordinateur.

L'un des buts que nous nous fixons est d'établir une méthode d'obten-
tion directe de la solution exacte, sous la forme d'un développement de
Debye généralisé pour un nombre fini de milieux concentriques soumis a un
point source externe A cet ensemble, évingant ainsi la technique des dé-
terminants de Cramer. Apr&s avoir rappelé le résultat important du point
source placé dans l'espace infini (chapitre I) nous verrons comment une
exploitation rationnelle de la linéarité 3 deux niveaux permet de dégager
(chapitre IT consacré 2 l'acquisition du champ de déplacements pour une
sphére élastique) les principes de la méthode que nous proposons. Ceux-ci,
appliqués au chapitre III, fournissent la solution dans 1l'un quelconque
des domaines du multi-couches excités par des ondes SH. Au chapitre IV
1'extension de la méthode, conduite & l'aide de matrices de réflexion et
de réfraction, permet de déboucher sur la solution pour 1'ensemble du pro-
bleéme dans le cadre d'une émission simultanée d'ondes P et SV ; 1'étude des
cas particuliers d'ondes incidentes P seules ou SV seules sur le multi-
couches est effectuée tr2s simplement sans faire de nouveau calcul. Le pas-
sage & la limite du milieu fluide rejoint et compl2te les résultats de
Scholte (1956) et S.K. Datta (1978).Enfin, vue la complexité des solutions,
on s'attache,avec le chapitre V et dans l'hypothdse des vibrations SH, 2a
développer l'aspect asymptotique pour um certain nombre de cas spéciaux.
Nous y examinons, entre-autre, 1'influence d'un domaine quelconque du multi-

couches sur la solution dans l'espace infini.



L'ordre logique suivi ici ne concorde pas avec la progression chro-
nologique de nos travaux. Cela tient A une volonté de dégager d'abord la.
solution exacte pour toutes les configurations de source extérieure au mo-
dele avant de se glisser dans 1'approximation des hautes fréquences. Les
éléments de ce premier souci sont rassemblés dang de courtes présentatidns
(1980a mouvements P et SV, 1979b
des rédactions plus étoffées (ondes SH 19743, 1976, 1979a, 1980b) qui dé-

mouvements P ou SV) ou sont dispersés dans

tiennent également les approches de notre seconde préoccupation.

Note : La mumérotation des figures est continue tout au long de ce texte.
La mumérotation des formules est particuliére d chaque chapitre.
Le renvoi & une formule est précédé du numéro du chapitre lorsque
celut—ci est & fférent du chapitre dans lequel on cite la formule.




CHAPITRE 1

CHAMP DE DEPLACEMENTS ENGENDRE PAR UN POINT SOURCE

Ce chapitre, comsacré en majeure partie & des vappels, va nous per—
mettre de préciser le type d'ondes augquel nous nous intéresserons dans
ce mémoire. De plus_, la construction du champ de dep lacements engendré par
un point gsource place dans un milieu infint est un résultat important pour
la suite. Il sera en effet tdentifié ultérieurement au champ de dép lacements

ineident sur les divers obstacles que nous aurons d considérer.

1 - ONDES ELASTIQUES EN MILIEU INFINI.

Soit un espace infini élastique, homogéne et isotrope, de coeffi-
cients de Lamé XA, u et de masse spécifique p. Admettons qu'a tout instant t,
et qu'en chaque point de coordonnées X, (i=1, 2, 3), soumis 2 une densité
de forces f il existe un champ de deplacements ﬁ(x ,t}. Ce champ de dépla-

cements imprime au milieu un mouvement régit par les équations de Navier :

2>
(1) (A+2u) gr;d div U - u rot (rot U) + pf = D-ﬁ—% .
. it

En 1'absence de force de volume, cherchons une solution du systéme
(1) de la forme

(2) T=4a4d exp {i [ k ;.; -wt]}) .

Une telle représentation correspond 3 une onde plane, de pulsation
w, de nombre d'onde k, se propageant 2 la vitesse ¢ = wk-l, dans la direc-
tion du vecteuf unitaire ;'(comPOSanuw pi,+i =+1,2,3), et induisant un dé&-
placement d'amplitude A dans la direction d ; x désigne le vecteur d'es~

pace de coordonées X, .

La substitution de (2) dans (1) conduit 3 1'équation vectorielle :
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> > >

MU o d)p=o0 o

0

e
2 My -
(3) (C p)d

Le vecteur unitaire %, de composantes di’ support de 1'amplitude

doit donc satisfaire au systdme d'équations homognes

f(c2 -} (A2 oWy - .
&) {{c 5 )6 i ( 5 5 )pipj} di 0

Une solution non triviale de (4) existe si et seulement si :

pipj}= o -

2 ' . Aty
(5) | dét {{(C° - M/p) aij 5

Ceci conduit a 1'équation caractéristique

2 2 2 +2
(6) (c® - Vo) ¢® - BBy =0 .
Ainsi, les solutions du type (2) se propagent dans un milieu non-

borné avec l'une des deux vitesses (i), (ii) :
. _oA2u . e
(7) (i) c, = (~B——) ; (ii) Cor (p)

Dans le cas d'une onde cheminant & la vitesse (i), 1'équation (3)
se réduit 3
+> 3> >

-
(8) d=(p.d)p-

Cette relation montre que le vecteur déplacement, associé 2 une onde pro-
gressant 3 la vitesse CL’ est colinéaire 2 la direction de propagation.
Ceci caractérise une onde longitudinale notée P. Si l'on considére & pré-

sent la vitesse (ii), 1'équation (3) devient :

(9) p.d = 0 -

Par conséquent, le vecteur déplacement accouplé & une onde parcourant
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l'espace & la vitesse C,;, est normal & la direction de propagation, c¢'est 2

TJ
dire situé dans un plan paralléle au front d'onde. On dit que 1'onde est

transverse, ou de cisaillement, notée S.

Il est facile de s'assurer que rot ﬁ== 0 dans le cas des ondes
longitudinales et que div =0 pour les ondes transversales. Ceci justi-
fie les expressions, d'ondes irrotationnelles ou de dilatation, attribuées
aux ondes longitudinales, et, d'ondes d'équivolume ou de distorsion, réser=~
vées aux ondes transverses. De (7) il suit que CL est supérieure 2 Crs de
14 découle la dénomination d'ondes P et d'ondes S utilisée respectivement
pour les ondes longitudinales qui arrivent les premi2res en un point d'ob-
servation, les ondes transverses, &tant pergues en second (cf. par exemple

Achenbach, Brekhovskikh).

Notons que ces deux types d'ondes évoluent indépendamment les unes
des autres de sorte que les déplacements engendrés sont entidrement découp-
l1és. Enfin, cette propriété est spécifique des milieux infinis comme 1'in-

dique 1'étude suivante des milieux bornés.

2 - ONDES ELASTIQUES EN MILIEU BORNE.

Sans restreindre la généralité on peut analyser la propagation des
ondes P et S dans deux demi-espaces accolés par un plan H. La surface de
discontinuité est simplement caractérisée par le vecteur directeur n du
plan ; la direction de propagation, quant & elle, est précisée par le vec-
teur unitaire ; du nombre d'onde. Par anticipation sur les développements
ultérieurs, désignons par plan vertical V le plan défini par les deux vec-
teurs n et P. Les projections du vecteur déplacement (2) d aux ondes trans-
verses dans ce plan V, et sur la normale 2 ce m@me plan V, sont respective-
ment représentatives des ondes transversales A polarisation verticale, no-

tées SV, et des ondes transversales A polarisation horizontale, notées SH.

Ceci étant, la présence de la surface H nécessite d'assortir les
équations du mouvement de conditions aux limites. Par exemple, & la tra-

versée de deux milieux élastiques, on doit adjoindre 3 (1) des relations
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traduisant la continuité des contraintes et des déplacements, Supposons que
1'on ait une onde P incidente sur la surface H de séparation de deux maté-
riaux, on peut penser trouver la solution régnant dans chacun d'eux en
ajoutant 3 1l'onde P incidente, une onde P réfléchie et une onde P réfractée.
Une telle opération conduit, en général, 2 un systdme, issu des conditions
aux limites, surdéterminé et insoluble (sauf si l'incidence est normale).
Par contre, si l'on superpose 3 ces déplacements réfléchis et réfractés P,
des déplacements réfléchis et réfractés SV, le systéme des conditions aux
limites devient soluble., De m8me, 2 une onde SV incidente il est indispen-
sable d'adjoindre une onde réfléchie et une onde réfractée des deux caté-
gories, P et SV, pour satisfaire le systdme des conditions aux limites

(voir par exemple Ewing et collaborateurs (1957)).

En revanche, a des ondes incidentes SH, il suffit d'associer des

ondes SH réfléchies et réfractées pour vérifier les conditions aux limites.

La propriété d'indépendance des mouvements longitudinaux et trans-
versaux du paragraphe précédent se trouve donc réduite & un découplage
entre mouvements plan (P et SV) et anti-plan (SH)(+). Notons que ce découp-
lage est intimement 1ié % la géométrie du milieu et n'est valable que pour
des géométries simples (plans, cylindres, sphéres...), dont les surfaces

sont des surfaces coordonnées comme l'a montré Jobert (1976).

Voyons 3 présent comment relier cette décomposition des mouvements
a2 la théorie des potentiels de Helmholtz qui sera d'un usage constant 2

1'avenir.

3 - POTENTIELS DE HELMHOLTZ .

Depuis la théorie des potentiels de Helmholtz, on sait que 1'on peut

construire un champ de déplacements & l'aide d'un potentiel scalaire ¢ et

(+) Remarquons en outre la possibilité d'une transition d'ondes P en ondes
SV, et viee~versa, ce qui complique quelque peu le probléme de l'inci-
dence d'ondes P et SV qui gsera étudié au chapitre IV.
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d'un potentiel vecteur ¥ 2 divergence nulle :
(10) U = grad ¢ + rot(¥) ; div¥ =0 -

Tous les mod2les que nous aurons 3 envisager par la suite étant 2
base de spheres, plagoms-nous d'ores et déja dans le systéme de coordonées
adaptées r,0,¢, de vecteurs unitaires Er’ge’gﬁ' D&s lors, la normale i une

. . ek > .
surface de discontinuité est colinéaire 2 e, qui n'est autre que le vecteur

. + =+
directeur du plan H s'appuyant sur les vecteurs egsey. Rappelons qu'avec

les notations du paragraphe précédent ce plan H est iormal au plan sagittal
V engendré par la direction de propagation E et par la normale n (=Z?) a

la surface de discontiﬁuité. Le report de (10) dans (1) montre, aprds quel-
ques calculs simples, que le mouvement des particules associé & ¢, s'effec-
tue dans le sens de la propagation; celui engendré par ¥ est exécuté selon
une direction orthogonale 2 celle de la propagation. La distinggégp entre
mouvements plan et anti-plan, établie au paragraphe précédent, incite 3
chercher une décomposition du potentiel vecteur ¥ en deux composantes ortho-
gonales, dont l'une, compte tenu de (10), est portée par le vecteur ;r'
Cette opération est aisément réalisée en s'appuyant sur deux fonctions sca-
laires ¢(r,0,¢,t) et x(r,8,¢,t). Si 1'on choisit la premidre fonction por-

tée par Zr,unecombinaison répondant & 1'objectif fixé est donnée par :
-+ ->
(11) ¥ = rye  + 3A (rxer) .

L'association de (11) et de (10) nous fournit la décomposition (12)
du champ de déplacements 3 1'aide de potentiels tenant compte des proprié-

tés énoncées au §2.
(12) U = grad ¢ + rot(rot{ rx?;r} ) + rzt(rw'ér) .

Ce résultat montre que les quantités scalaires ¢, x et § sont respectivement
assoc?fes aux ondes P, SV et SH; de plus, les composantes Ur’ Ue, U¢ du
champ U s'expriment en fonction de ces potentiels par les relations (13)
(voir par exemple Eringen, Suhubi 1975):

2
U =g§+{%¥l—rvzx},

r

Sloee 1 %(x), 1 3w

(13) Us =730 % r 565r ' sine 39 °
U = 1 E 1 E.Eﬂ-é}k- -

¢ rsinB 3¢ rsinb drd¢ 26
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Par ailleurs, pour une normale extérieure aux surfaces de disconti-
muité portée par Zr’ il est clair, d'aprés la loi de Hooke et (12}, que les
composantes du vecteur contrainte (Trr’Tre’Tr¢) nécessaires a 1'expression
des conditions aux limites que nous aurons 3 évaluer dans les chapitres

suivants sont (cf. Scholte par exemple) :

au
T = Adivﬁ + 2u £
rr. ar ’
1Y 3y U
=yl ,_9_ 8
(14) T =G s+ 5 - )
aU al U
T = uf( '1. + =2 ¢) .
r§ rsing 9¢ or T

Remarque. Le découplage des ondes SH, des ondes P et 8V, joint au formalisme
(12), permettent d'utiliser le principe de superposition des solutions. No-
tons, pour ne plus y revenir par la suite, que le vecteur contrainte agis-
sant sur une surface coordonnde r = cQEf et, le champ des déplacémeﬁts as-

sociés aux ondes SH, sont donnés par les relations (15) et (16)

= -1 3y ]
(15) Uy =0 » Ty =31io36 ° Y% 30
au U au U
= - —-—-—Q - -.-E - _....{P. - i ]
(16) Ter™ 0 » Ty u(Br r s Tr¢_ “(ar T )

Des expressions analogues peuvent de toute évidence 8tre extraites
de (13) et (14) en ce qui concerne les ondes P et les ondes SV qui, rappe-

lons le, sont respectivement attachées aux potentiels ¢ et x.

Mettons en oeuvre ces résultats pour définir le champ de déplacements

dii 2 un point source.

4 - CHAMP DE DEPLACEMENTS ENGENDRE PAR UN POINT SOURCE.

Par souci de simplification, nous établissons le champ de déplace-

ments relatif & une source émettant uniquement des ondes SH. Cette
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singularité, agissant dans un milieu infini, est supposée située au point

S de coordonnées r=r_, B=GS, ¢=¢s. Utilisons le formalisme des champs de
forces développé par Burridge et Knopoff (1964), Hudson (1969). Ces auteurs
ont établi qu'une force concentrée en S est équivalente 3 une source d'ondes
placée en ce point. Dans le cas général, on montre que le champ de forces

a une structure analogue au champ de déplacementsdonné en (12}, ol les po-
tentiels ¢, x et Y sont & remplacer respectivement par des potentiels g,

h et f. Il en résulte que pour décrire, par exemple, des ondes SH issues de
8, il suffit de considérer un champ de forces F par unité de volume tel

que :

(17) F=9(rf(r,0,0,£)) -

Ceci implique que les composantes radiales de F et U sont nulles ainsi que
la dilatation. L'une des équations du mouvement est automatiquement satis-
faite, les deux autres ne le sont que si le potentiel § est solution de
1'équation :

. 2
(18) ;%'é% (r? alp) ;yg%;—g gE (siné ag) —Tl;?-ggg Tr(3t¢ “f )

T

Pour une distribution de forces f, correspondant 2 une source d'ondes mono-
chromatiques de pulsation w, qui communique au milieu élastique un mouvement
d'amplitude f,, nous avons :

E(rer _)6(0-0 )& ($-9 ) -iwt
(19) £f=f 2 2 s © .

o r
r? sin 0

Singh et Ben Menahem (1969) ont montré que :

6(@-65)<§(¢'¢3 =l nf E (2n+1)(n'm)! i (eS,ch) Ymn(es¢)s .

sinf 4n & (n+m)! mn
n=o ms.

(20)

imd

o Y est le conjugué de Y = Pm (cosB)e .
mn mn n

Pour résoudre (18), compte tenu de (19) et (20), nous utilisons la

méthode de séparation des variables et posons
® n

(21) Y = Z z Umn (x) Ymn (e’¢)e_1wt '
n=o m=-n ,
En introduisant le nombre d'onde B = uuC—1 et le développement ci-dessus

T
dans (18), il s'ensuit que Umn(r) doit 2tre solution de :
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. d%u_ (x) du__ (r) §(r-r )
mn 2 _“mn 2 _ n{n+l) _ 5
(22) T + = ___dr T + {B _rz_-" } Umn(r)-A n _"""_]::T_ >
A= (mspy BRI 5
mn (n*m)! “mn ‘"s'’s

Deux solutions fondamentales de 1'équation homogdne associde i (22)
sont les fonctions de Hankel de premire et seconde espice d'ordre n+,.
Seule la somme de ces deux fonctions reste finie en r=o. En outre, il est

bien connu que la condition de radiation 2 1l'infini de Sommerfeld :

5
. aU sy
lim r(g; - ipy) =
r-oe
est ecatisfaite seulement par la fonction Hiib (Br) en + =, par la fonction
2 2
( y (Br} en - ® , tandis qu'a l'origire (r+o) la fonction de Bessel
.aﬁjb(sr) vérifie le meme type de condition dite condition d'absorption
(cf, Sommerfeld (1949)). Nous retenons donc comme solutions fondamentales
de (22) les fonctions de Hankel et de Bessel H(T{ (Br) et J 1, (Br). Pour-
n+ /2 n+ /2
suivant la résolution de (22) par les méthodes usuelles (cf. Morse et
Feshbach 1953), et utilisant la valeur 2i/wfr du Wronskien des solutions

fondamentales retenues, on trouve :

ifo(2n+1)(n-m)! 3 1 :
U = Y (8 ,¢ )3 (Br M 5, (Br),r>r_
mn BC% @;S(n+m)? mat s’ s n+h n+th s
(23) L ifeCnrl)(m-m)l 5 0 )H(H/ I, (BT), ocr<r -

mn 80% /?}S(n+m)! mn

A 1'avenir, les mod2les étudiés possdderont la symétrie de révolu-
tion et mous choisirons la source placée en 6 =0, ¢ _=o. Nous explicitons la
solution de (18) pour cette position particulidre (rs,o,o) de la source, le
cas général ne posant plus de difficulté majeure. Ainsi le potentiel y, que

nous désignerons dorénavant par abus de language “champ”, vaut, en posant

n = cosb
if, ;lwt o« (1)
(26) g = —=—— ] (Y1 (Br )T 1 (Br)P (n) , osrer,

4c2/yr n=o
T s
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2
d°u_ (r) du__ (r) §(r-r )
' mn 2 mn 2 ni{n+l) - 8
(22> T2 +-; - + {B° - —;—2—-- } Umn(r) Amn '-"'-"r—f'— s

_ (n-m)!
A n (2n+1) (n+m)! Yrnn (es’¢s) )

Deux solutions fondamentales de 1'équation homogene associée & (22)
sont les fonctions de Hankel de premidre et seconde espice d'ordre n+¥s,
Seule la somme de ces deux fonctions reste finie en r=o, En outre, il est

bien conmu que la condition de radiation 2 l'infini de Sommerfeld :

>
ijﬁl r(%% - igl) =
est ratisfaite seulement par la fonction Hﬁiiﬁ (8r) en + », par la fonction
(Zi (Br) en - = , tandis qu'a l'origine (r—~+o0) la fonction de Bessel
J}H}é(sr) vérifie le meme type de condition dite condition d'absorption
(¢f, Sommerfeld (1949)). Nous retenons donc comme solutions fondamentales
de (22) les fonctions de Hankel et de Bessel H( +, (Br) et I Y, (8r). Pour-
suivant la résolution de (22) par les méthodes usuelles (cf Morse et
Feshbach 1953), et utilisant la valeur 2i/w8r du Wronskien des solutions

fondamentales retenues, on trouve

_ ifo(2n+l)(n-m)! 7 (s ’¢3)J

= (Br )H( s Y (Br), LSS I
mwn BC% /;;S(n+m)!

Y

(23) - ifo(2n+1)(n-m}! 7 (o ¢ )H(I (Br )J .1, (Br), osr<r .
"mn BC% yrr (n+m)! n 8 e , s
8

A 1'avenir, les modzles étudiés possédderont la symétrie de révolu-
tion et nous choisirons la source placée en es=o, ¢S=o. Nous explicitons la
solution de (18) pour cette position particulidre (rs,o,o) de la source, le
cas général ne posant plus de difficulté majeure. Ainsi le potentiel y, que
nous désignerons dorénavant par abus de language "ehamp', vaut, en posant
n = cosb :

it o
20) =Rt § (] e s, BoR () e

2/ =
4CT rr n=o

(26) 0 =
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if e-lwt
-]

S S PSR PR 6§
(24) v Y nzo(n+ é)Hn+H§(Br)Jn+%&(Brs)Pn(n)’ T
T s

On retrouve ainsi un résultat bien connu (voir Sommerfeld, Bremmer...).
Rappelons que (24) est aussi le développement classique (cf.Robin) de
. p eiBR

(25) Y=t o
4“0% R

%& .

, R = (r2+rz-2rsr cos 6)

Supposons 2 présent que le point source 5 émette des ondes SV (ou
des ondes P) engendrées par une distribution de forces analogue a (19).
Dans ce cas, en utilisant les potentiels adaptés aux ondes SV (ou aux ondes
P), nous devons dans (18) échanger ¢ eny (ou y en ¢ et Cp en CL)' 11 en
résulte que le champ émis par une source d'ondes SV est celui donné en (24)
4 condition d'y remplacer § par X. De m2me, pour une source d'ondes P, nous

tirons de (24), en admettant que l'amplitude de la densité de force soit

go

ig e

-iu_)tsnzo (n+1/2)Hr(‘H/2(urs)Jml/z(ar)Pn(n) , oSrer_
K2 fer, 'nzo (IR (L) (aed3 oy Gax R () L e

N -1 .
ol a=wCL est le nombre d'ondes attaché aux ondes P.

Les gsalutions données en (24) et (26) suscitent quelques remarques
utiles pour les développements futurs. Dans le cadre de 1'approximation des
hautes fréquences kr>>(n+l), k désignant 1'un ou l'autre des nombres

(2)

d'onde o ou B, les fonctions H /(kr) et H /(kr) (qui vérifient les con~

"ditions de radiation a 1'inf1n1 de Sommerfeld) ont un développement asymp-

totique (voir annexe I du chapitre V) tel que :

Yy
@) 1, G (L Cexpliter-ue- B U0, vened
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-1 1
(28)  n 3 ade 0 o Gh R oexp (-ilirvut - W - D), vl

(1)

Il apparait donc que tout potentiel proportionmel 2 Hn+%§ (kr) cor~

respond 4 une onde qui s'écarte de 1'origine vers 1'infini ~ onde dite

. . . , 2
sortante ou divergente -. A contrario, un potentiel proportionnel a Hﬁ+b
2
(kr) caract®rise une onde qui se propage vers l'origine - onde dite
entrante ou convergente -. Ces deux remarques permettent de mieux saisir

la nature physique du phénoméne contenu dans chacun des éléments de (24)
(1) (%) + H(2)

N
n+l, n+1/2(x)’ sillon

ou (26). En particulier, puisque ZJn‘V (x} = H
=12

-

imagine une sph2re de rayon inférieur a L centrde a l'origine des coordon-
nées, il est clair que les termes valables pour r<r_, contiennent autant
d'ondes entrantes que d'ondes sortantes, ce que l'on traduit parfois en pré-

cisant que ces termes correspondent 3 une réflexion sur 1'origine.

5 - DEPLACEMENTS ET VECTEURS CONTRAINTES ASSOCIES AUX ONDES P ET SV.

La solution de point source que nous venons d'appréhender apparait
sous une forme A variables séparées pour les trois types d'ondes P, SV et
SH. Ceci nous conduit 3 revenir sur les expressions des déplacements et du
vecteur contrainte car, si le découplage des variables r et 6 persiste pour
les mouvements d'ondes SH, avec les écritures (15) et (16), on observe

qu'il n'en est pas de mlme pour les deux autres espéces de mouvements,

En effet, on note, avec (13) par exemple, que les déplacements rela-
tifs aux ondes P et SV ne sont pas acquis avec le meme ordre de dérivationm,
relativement aux variables r et 0, pour les potentiels ¢ (ondes P) et ¥
(ondes SV). Pour conserver une séparation des variables r et & efficace
au niveau des futures conditions aux limites il est indispensable de modi-
fier L'écriture de (13) et de (14). Nous réalisons cette opération comme
d'autres suteurs (voir par exemple Roseau, chp.7) 2 1'aide d'un changement
de variable approprié pour les ondes P d'une part, puis pour les ondes SV,

d'autre part,
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-3 1
(28) Hif%%(kr)e ot (;%;) 72 exp { -~i(kr+wt - %; - %Y, vEnel,

(1)

Il apparait donc que tout potentiel proportionnel 2a Hn+yb (kr) cor-

respond & une onde qui s'écarte de 1l'origine vers 1'infini - onde dite

. . . 2)
sortante ou divergente -. A contrario, un potentiel proportionnel 2 H£+%&
(kr) caractérise une onde qui se propage vers l'origine - onde dite
entrante ou convergente -. Ces deux remarques permettent de mieux saisir

la nature physique du phénomdne contenu dans chacun des &léments de (24)
1) oy » 52

: '
1y, n+y&(x), si 1l'on

ou (26). En particulier, puisque 2Jn-V (x) = H
=2

imagine une sphére de rayon inférieur a r centrée a l'origine des coordon-
nées, il est clair que les termes valables pour r<r s contiennent autant
d'ondes entrantes que d'ondes sortantes, ce que l'on traduit parfois en pré-

cisant que ces termes correspondent & une réflexion sur l'origine.

5 - DEPLACEMENTS ET VECTEURS CONTRAINTES ASSOCIES AUX ONDES P ET SV.

La solution de point source que nous venons d'appréhender apparait
sous une forme & variables séparées pour les trois types d'ondes P, SV et
SH. Ceci nous conduit & revenir sur les expressions des déplacements et du
vecteur contrainte car, si le découplage des variables r et 0 persiste pour
les mouvements d'ondes SH, avec les écritures (15) et (16), on observe

qu'il n'en est pas de m2me pour les deux autres espdces de mouvements.

En effet, on note, avec (13) par exemple, que les déplacements rela-
tifs aux ondes P et SV ne sont pas acquis avec le m2me ordre de dérivation,
relativement aux variables r et 0, pour les potentiels & (ondes P) et x
(ondes SV). Pour conserver une séparation des variables r et & efficace
au niveau des futures conditions aux limites il est indispensable de modi-
fier 1'écriture de (13) et de (14). Nous réalisons cette opération comme
d'autres auteurs (voir par exemple Roseau, chp.7) & 1'aide d'un changement
de variable approprié pour les ondes P d'une part, puis pour les ondes 5V,

d'autre part.
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Dans le cas des ondes P, le champ des déplacements dans l'hypothase
de la symétrie de révolution s'écrit, d'aprés (13), en fonction du poten-

tiel scalaire® (r,0,t):

_ 3 - 1 232 -
(29) u = a U r 90 s U¢ O.

Désignons par ¢+, o la partie du potentiel (26) qui dépend des
variables r,® par 1'intermédiaire du produit du polyndme de Legendre par
la fonction de Hankel de premidre espéce (¢7) ou de seconde espéce (& ).
Il en découle que les .quantités X (associée 2 87) et X~ (lige 2 %) définies
en (30) ne dépendent que de la seule variable r.

+,- ¢ 3’

= +,- Ar

¢ 3

(30) X

-1.

Les composantes (29) du déplacement sont dés lors données par (31) assortie

des signes + ou - convenables.

9

N
B

(31) U ===90, U, =

r - F 6 g * Up T o

Qa»

I1 nous reste 3 faire disparaitre les dérivées croisées en r et 6 de

1'expression (14) du vecteur contrainte. Pour ce faire, on observe en fai-
. e + - -

sant appel & 1'équation des ondes vérifiées par ¢ et ® , que la partie U

- . . . + -
(ou U ) du vecteur contrainte exprimée 2 1'aide de ¢ (ou ¢ ) vaut :

-5
- - 2 -
(32) div U777 = a0t T = - & o .
CL

De m@me, en faisant intervenir 1'équation différentielle génératrice des

polyndmes de Legendre et l'équation des ondes, dont ® est solution, nous

obtenons :
bR 2.2 -
(33) 970 © . EE" _{-ﬁii% + (n+2)(n-1) - 2x7°7} -
ar?2 r CL

Nous avons également besoin de trouver une autre expression de la dérivée
croieée de ¢ “par rapport a r et 8. Or une telle quantité figure dans
1'équation des ondes que 1'on utilise conjointement avec les résultats (33)

et (30) pour obtenir :

320 _1 93¢ _ 30 _X+l 3¢
(34) 3r30 & 9r 36 r 90
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Introduisons les résultats (31) 3 (34) dans (14). Il s'ensuit, aprds simpli-

fication :

+,-_ 2 _
R T2 S B
rr 2
r
(35) +,- +,-
T =g, X000
o M 2 08 !
ot 1'on a posé :
t"“2:._2
m? = 2(n+2)(n-1) - 5
. Crp

Dans le cas d'un milieu fluide, pour lequel p=co, les expressions (35)
prennent la forme particulidrement simple :
2

= - P.".._. +y - . =
(36) T ., A . 2@ i Tog 0.

L

En ce qui a trait aux déplacements dus aux ondes SV, engendrées par

le potentiel x(r,0,t), nous avons en faisant usage de (12) et (13) :

32rx

g = - rv2x
r 3 r2
(37) ,
- 1 9%ry =q .
Ug =+ a5 =9

Nous désignons par x+’h la partie du potentiel analogue & (24) construite

3 1'aide de P, (cosB) et des fonctions Hsl)(x) ou HSZ)(X). L'équation dif-

férentielle pour les polyndmes de Legendre conduit 3 :

+, -
T—-l__.l 1 _32&._.’ _EQI_‘_’_‘_]..) *y =
IJr - rsin® 30 (sin o 30 ) = r X
(38) R fom gt
= 1oy x 1 X 8x oy ex 7,
U =v i3 *rame 1Tl voe- o7 b g

Avec la définition de m? ci-dessus nous introduisons la quantité (39) qui,

comme (30), ne dépend que de r.

(39) T = 2 X ) S 2 - m? »

Ainsi nous pouvonsg transformer la composante Ue du déplacement (38) en :

o Yemleh 3y
40) Uy = 57 56
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Par ailleurs, puisque le potentiel y est & divergence nulle, nous

avons :
au
_ “r _ n(ntl) 2
Trr - 21‘89 u—w;g——-(Y+m X s
“1) b oanGel) 12X 2 8%
g ¥ 2 X 2.2 27728
r ar r

Enfin de 1'équation des ondes et de (39) on déduit sams difficulté :

2 2.2
1 92X _ _ Ym+2 _ 1 o w’r® )
(42) X arz r2 r2 { CTZ' n(n+1)}

En se souvenant de la définition de m? le report de (42) dans (41) implique:

- . wY 3 |

En résumé, avec les relations (31}, (35), (38)1, (40), (41)1 et(43)
nous avons une écriture tout a fait semblable des composantes du déplace-
ment et des contraintes, tant pour les mouvements engendrés par les ondes P
que pour ceux issus des ondes 5V, de sorte que dans l'écriture des condi-
tions aux limites la variable & disparaitra. Nous verrons au chapitre TV
que cet artifice permet de rendre unidimensionnel le probléme de l'impact
d'ondes P ou SV sur une surface. Il conduit en outre, & ne raisonner gque
sur la variable r et, par voie de conséquence, d'étendre aisément aux ondes

P et SV la méthode développée pour les ondes SH au chapitre III.



CHAPITRE 11

O—IAIvP DE DEPLACEWENTS ENGENDRE' PAR L' INCI EENCE D’ ONDES SH SLR
I.NE SPHERE ELASTIQUE

S L'on s 'attache & déterminer le champ de déplacements régnant dans

~

un milieu stratifé soumis a 1'influence d'ondes harmoniques, pZuswum &z f-
fleultés surgissent. Les unes sont intimement lides au systéme d'équations
zssues des condzt'z,ons aux Z'umtes, les autres a Z’expmsston de la solution
g?,obale tnexplmtable a pmom '

e but essem‘nel de ce chapztne est d’appréhender, propos d'un
.e:cemple swnple une méthode qm permette de s affmnchzr des conditiove aux
limiteg, conduigse directement 4 la solution exacte régissant le mouvement
des différentes couches, et ce, sous une forme plus satisfaisante poyr l'es-
prit au regard de l'information physique que L'on pressent nature lLlement

contenue dans la solution globale.

1 - FORMULATION DU PROBLEME.

_ Les études relatives 3 des milieux stratifiés sphérique;'sontlfela-
tivement complexes. Aussi pour une premidre application des résultats du
chapitre prééédent, choisissons le moddle le plus simple imagiﬁable.enlla
matidre : celui de 1'espace infini (noté 2), contenant un point source $
extérieur 2 une sphére I; ; celle-ci limite un domaine not& 1. Nous suppo-
sons tous les milieux élastiques homogénes et isotropes mais de densité mas-
sique p et de coefficients de Lamé A, p distincts. Ces quantités affectées de
l'indice j (j=1,2) seromt spécifiques du milieu j. Soit r,, le rayon de I,
dont le centre 0 est confondu avec l'origine des coordonnées sphériques. En
un point M de la sph2re le plan H (cf.chp.I) est le plan tangent en M 2 D

engendré par les vecteurs %B’-%

¢
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Nous nous intéressons aux effets dus & la propagation d'ondes SH
émises par le point source S situé en r=rs(rs>r1), Gs=o,¢s=o. Le probléme
initial est de déterminer le champ des déplacements régnant dans chacun des
deux domaines. Si 1l'on observe la symétrie de révolution du modele autour
de 0S5, on congoit que les diverses grandeurs (contraintes, déplacements)
décrivant 1'état vibratoire SH de l'ensemble sont indépendantes de la vari-
able ¢. En particulier, le champ des déplacements poss&de une seule compo-
sante nonnulleU, (¢f.1.15). On admettra & l'avenir l'absence de force de

¢

volume et que la source induit dans le milieu infini un champ de déplace-

el

ments représenté par (1.19).

La théorie des potentiels de Helmholtz jointe aux équations de
-iwt,,
(j=1,2),

appelé par abus de language champs par la suite, doivent, d'aprés (1.18),

mouvement données en (1.1) implique que les potentiels ¥.e

vérifier :
U..l2
(1) Ay + - 2 EC I dans 1 ,
Tl
w2 1
(2) M ¥ —5—V,=-—5 f , damns 2
C CT
Tq 2

Outre les équatione ci-dessus, § et wz gsont agtreints 2 satisfaire

1
aux conditions de radiation et d'absorption de Sommerfeld, & des conditions
aux limites sur D de continuité des contraintes et des déplacements. Sous
réserve d'une adhérence parfaite des milieux 1 et 2 sur toute la surface

r=r, ces dernidres se réduisent, d'aprds (1.15) et (1.16), 2

(3) v, =V, ,enr=r, ,
" W, v
(4) ulfg;l - :}J = uz(g;— --;%) s en rer .

En résumé, nous sommes contraints 3 chercher une solution du pro-
bl2me canonique, c¢'est 2 dire une solution répondant aux impératifs (1) a

(4) et satisfaisant aux conditions de radiation & 1'infini et d'absoption 2
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l'origine de Sommerfeld.

2 - SOLUTION DU PROBLEME CANONIQUE,

De la mise au point effectuée au chapitre I il ressort que certains

éléments du probl2me canonique sont déja connus. En effet, le champ wie-lwt
émis par la source est acquis d'aprés (1,.24) et s'écrit :
if w
= o (1) (1) (2)
(5) e S ) VH Ty BT G) + BT () Y Pr(n), pysrsr
8C rr  n=o
Ty s
© bt Tw® ey 5P 1Dy v, err -
i 8C 2 Ly 2 v s v 5 n 7 s
TVrr °°
2 s
Pour tout le chapitre nous posons :
wr . .
(7) v=n+1/2 s X =-—i s X_:-".u_.r— (J"'l,Z)
s CT ] C
2 T4

Par ailleurs, de la nature élastique de la sphdre il découle qu'une

onde SH qui vient frapper la surface de celle-ci donne naissance, en généraf?)
3 une onde transmise dans 1 et 3 une onde réfléchie vers 2. Par conséquent,
le champ dans 2 est constitué d'ondes provenant directement de la source

et d'ondes "restitutées" par la sph2re. Ces dernidres sont nécessairement de
(1)
v

type divergent ou convergent (phase proportionnelle 2 H

nature divergente (phase proportionnelle a H (x,)) et les premidres de

(2)(x
v
1'on &'intéresse A un point pour lequel t>r_ ou r<r_. Or on observe dans

5)) selon que

(5) et (6) une partie continue et une partie discontinue. La premidre (nous
la notons wiz) correspond nécessairement aux ondes incidentes sur I;. La

- + " .
seconde (nous la notons ¥, pour r<r_ et Y., pour r>rs) coincide, au point

1 1
P (r,9), aux ondes en provenance directe de la source. Ceci nous montre que
1wt

le champ "restitué" par la sphére, soit wre- , est connu (pour chaque

harmonique de rang n) 2 une "constante" prés A(n) et vaut :

(+)d L'exception du milieu fluide pour lequel il n'y a pas de propagation
d'ondes SH (u=o).
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if o

= ° (1) (1)
® | v = P e Z VH O HUT (<) AGm) P (), rar
T2 s n=o
if - P
- _ ° (1) (2)
wll_ SCTZEI'— ngo vH\) (XS) H (Xz) Pn(n) > r1$r<rs,
2 ""sg
s Y. T @ (1)
IP]-_I‘ SC’IE /}? nzo ‘JH\J (XS) H\J (X2) Pn(n) s r>rs .
s

On peut facilement déduire de l'analyse ci-dessus la structure du

champ Yo en tout point de ;; il est exprimé par wil + wr si r1<r<rS ou
+ . . . .
wi + wr si r>rs. Comme les conditions aux limites sont & écrire sur la
1
surface r=r nous transcrivons ci-dessous la valeur de ce champ pour Ty<re<r,
1

soit
Ve T aWe @) oy gD
(%) b, = ;Ergqyﬂv @S) ) x2) + A(n) Hv (xz)} Pn(n) s T SESE
if
avec Yy _ = ———53—— s+ N =cos B °*
SCTz/?s

De méme, le champ §,; transmis dans 1 est connu & une constante prés
D(n) car il doit &tre proportiomnel au champ incident sur I; et rester fini

en r=o donc de phase proportionnelle 2 Jv(xl) d'od :

=

|

e s 1
(10) v, = nZOvHS )(Ks) Jv(xl) D{(n) Pn(n) , OSTST, o

r

&

Dans (9) et (10) les coefficients A(n) et D(n), 3 déterminer par
application des conditions aux limites, sont des constantes dépendantes de
n et des caractéristiques des milieux 1 et 2. Par commodité pour la suite,
nous indiquons la dérivée d'une fonction par rapport 2 son argument par un

prime et nous introduisons les notations
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"(£)
A A € : Hy 7 (2)
: HIET PN B LV BRI _é;] tz] = : - s (i*l 2) !
(11) [z] Jv(k) 2z ' L42] H(Q)(z) 2z
’ v
N._ = uB, (uB )-1 :
12 11 272 !

olt: N, 4 tégt ‘1’ itpéddndedes’ deux milieux. 'Lé' report dié” (9) et- (10) dans (3)

et (4) nous fournit le systime :

(2)

(12) (x )+ am! )(x) - D(n) 3 (xl) ,

(13) 12 () 12651 + Aln) B ey 1% 0 -
v 2 2 n HV (XZ)[IXZ] - Ny»s Jv(xl)[xll D(n)=o ,

dont les racines A(n) et D{(n) s'explicitent sans difficulté,

1 1
(”@ ) [2x5] - Nyl

(14) A(n) = ,
H“%%) (xl1 - 0xl]
1 1
K205) (11 - T2 5]
(15) D(n) =

T, (Xi) [IX;] - N12[Xi 1

Avec (14) et (15) nous connaissons A présent les champs cherchés en

tout point des domaines 1 et 2.

(16) v, =

v (1) (2)
Z (x,) B3 7 (x )

v,
Ve

o (2) o : |
H xly [2%5]-M,, [x;] :
0 aPedy gl 1]

an -y, = Ly (il v e,
r

=2

1 1
H(l)(x ) H(I)t ) (2)(x2) [2x1]‘N12[x1] )P ( ) : )
N % — I n) , st r_ g£r<r ,
v 8 v . 2 (1)(X ) [lx;]'le[xl] n 1 s
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1
H(Z)(x2)

1 1
( [1xp] - [2x;1 } Pn(n) . ogrer. -

VoS
(18)  w,= ] VH T ()3, (p) 1

Yo 1 1 1
n=o J, <) [1x]-N,,[x]]

Les séries (16) 3 (18) suscitent quelques remarques. La premidre :
sous ces écritures aucune interprétation physique ne peut 2tre dégagée, la
seconde a trait & léur convergence. L'utilisation des développements asymp-
totiques des fonctions de Hankel et deBessel (¢f. Annexe) montre que le terme
général de (16) par exemple [resp.(17)] se comporte 2 1'infini comme
™y (e fresp. (5 : i
[r) a , s p- (< Pn(n) s r<rs] ; or puisque IPn(n)|$ 1

s
chacune de ces séries convergent et ceci tr2s lentement. On ne peut donc pas

avoir une bonne approximation de la solution décrite par (16) et (17) en mne
conservant que les premiers termes. La m@me remarque tient pour (18). Nous
verrons au chapitre V comment remédier a cette seconde remarque par 1l'intro-
duction d'une transformation intégrale. Quant 2 la premiére mnous lui ap-
portons un premier élément de réponse aprés avoir évalué les coefficients

de réflexion et de réfraction d'une surface sphérique ce que mous faisons

ci-dessous,

3 - COEFFICIENTS DE REFLEXION ET DE REFRACTION.

L'évaluation des coefficients de reflexion et de réfraction n'est
pas spécifique du nombre de surfaces considérées ; elle ne dépend que de la
géométrie de celles-ci et des caractéristiques mécaniques des milieux adja-
cents. Aussi nous effectuons la détermination de ces coefficients dans le

cas général afin d'alléger quelque peu les autres chapitres.

Soit deux milieux fictifs k et j = k+l que 1l'on suppose infinis et
séparés par la surface r=r . Pour une onde qui se propage dans le milieu j
[resp. k contenant l'origine ] on désigne par Rjk [reSp.Rkj] le coeffi-

cient de réflexion de cette onde sur le milieu k Tresp.j]l . De m@me notons
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Tjk [resp. T jl le coefficient de réfraction correspondant au passage d'une

k
onde du milieu j [resp. k] vers le milieu k [resp.jl.

Dans 1'hypothese d'une sphdre I, élastique, homog2ne et isotrope il

k
est patent que ces coefficients ne sont pas fonction du point considéré sur
la surface de celle-ci. D'aprds l'écriture (3) et (4) des conditions aux
limites ils ne peuvent dépendre que de la variable r et des caractéristiques
mécaniques des deux milieux en présence. Par analogie avec les ondes planes
nous cherchons ces coefficients pour un harmonique de rang n correspondant

4 un champ incident unitaire sur la surface r=r, . Introduisons la notation:
19) x, = B.r , x =8 r , (L =k,k+tl),

ol Bi est le nombre d'onde du milieu £. Il ressort, des remarques faites au

-

chapitre I & propos des fonctioms Hil)(X) et Hiz)(X) {(associées aux ondes

divergentes et convergentes), que si 1'on choisit l'onde incidente dans le
-iwt -imt

milieu j les champs ¢je et ¢, e , correspondant & l'harmonique de
rang n régnant dans chacun des milieux j et k, doivent &tre choisis de la
forme
(20) e e
20 , = — | —v—— + R, —=———— | P_(n)
5T L e, e g iy f T
v h] v j
(2)
H: " (%)

(21) o =— 1, YK P )

1
k /g jk H£2)(XE)

La détermination de Rjk et de Tjk s'éffectue en utilisant les condi-

tions aux limites (3) et (4). Elles conduisent au systéme de Cramer :

(22) 1+R. =T

k k k
(23) [2xj] + [1xj] Rjk + Nkj [2xk] Tjk

3

ot 1'indépendance Nkj des deux milieux est définie par :

Kk -1
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La solution de (22) et (23), transcrite en se souvenant de la valeur du
Wronskien des fonctions de Hankel [W(H(l)( ), H(Z)( )) = -41(ﬂz)- =
(1)( ) H(Z)(z) ([22] - [121)1,s exp11c1te par les relations (25).

[2x51-8, 5 [2x)) [1x5] - [2x5]
ELw T [1xi]-n [zik] -
it ki Tk N S
(25)
_ -4 i
ik T ] S Ky (1150 L L2612 (o
5 Iy IR TRV Y
La résolution d'un probléme analogue(T) pour des ondes incidentes

issues du milieu k conduit, sans difficulté, aux expressions (26),

[1x¥J-Nk.[1x§] [1x 1 - [2xK "
R = - Tt T 575 ou
[lxj]-Nkj[ZXk] [1x 1- N, [2x ]
(26)
-4 1 N, .
Tk_"l - : ] kJ. .

T 1) G020 ] K, K
IxTH; - (D (xj)([lxj] Nkj[Zxk]]

Notons que lek|<1 et LRkjr<1 et que de plus ces coefficients sont unitaires.
Or, nous avons vu en (5) et (6) que le champ incident sur Iy n'est pas uni-

taire. En particulier d'aprds (9) il est égal & la valeur que prend la fonc-

(2)

tion H (%3) en rer, . D&s lors considérons une onde dont la phase dans le

(2)0< ). Sur la surface r=r, cette phase vaut

(x ) A partir de -(20) un ralsonnement simple permet d'établir que le

m111eu J est proportionnelle 3 H

1 (2)

\)

coeff1c1ent RJk doit &tre multiplié par le rapport "d'interaction"
12 o (17!

pour que l'onde réfléchie ait une phase proportionnelle

a Hu)(x ). De meme de (21) on s'assure que le coefficient T, est 3 multi-

(2) (2) ik
plier par H/ (x )[H (x )] pour que la phase de l'onde transmise reste

52)(X ). Un résultat 51m1131re tient pour RkJ et Tkj' De ces constations

il se dégage la régle générale suivante;

H)E’n effet les coefficients ne sont pas symétriques. Cependant on peut ge

dispenser de résoudre le probléme en invoquant le sens de propagation des
ondes et en prenant garde de bien conserver la méme valeur N, . de 1'im—
pédance . J



- 30 -

Le coefficient d'interaction d'une onde avec une surface sphérique (en
réflexion ou en réfraction) est une fraction ayant pour numérateur la fonc-
tion de Hankel caractéristique du sens de propagation de 1'onde avant que
celle-ci ne rencontre la surface de séparation des deux milieux et pour dé-
nominateur la fonction de Hankel associée au sens de propagation de 1'onde
aprés qu'elle ait atteint la surface de séparation des milieux. L'argument de
ces fonctions est le produit du rayon de la surface de discontinuité consi-
dérée par le nombre d'onde du milieu "d'émission" ou de "réception" selon
que 1l'on s'intéresse respectivement A 1'argument du numérateur ou du déno-

minateur.

Ces résultats nous conduisent A la définition des coefficients de
réflexion et de réfraction "effectifs" vy et t, [resp. r .,t, .] adaptés
(2) 4 ki), kg, K377k
4 une onde incidente d'amplitude H (Xg) [resp.Hv (Xk)] sur la frontidre
r=r, .
R k) 12 k) ARy D ok
27 .. =R, t. =T, =R ,—m,t =T . =
(27) Tik ik Hfl)(xk)’ jk ik H(Z)(xk)’rkj RRJH(2)(XR)’ k) ki H(l)(xk)
v j v k v k v h|

Du fait de la structure de (9) et (10) il est important de remarquer
pour la suite que ce sont bien ces quantités qui doivent intervenir pour
éventuellement rendre compte des ondes multiplement réfléchies-réfractées et
qui sont nécessairement contenues dans les résultats (16) 2 (18) comme nous
1'établissons au paragraphe suivant. Observons également que
IRij<1 et |Rjk|<1 impliquent que nous avons aussi |rkj|<1 et |r-k]<1.
Voyons 2 présent comment ces coefficients interviennent dans A(n) et D(n).

4 - DEVELOPPEMENT DE DEBYE (METHODE CLASSIQUE) .

Dans le cas d'une seule sphere séparant les milieux 1 et 2 les expres-

sions (25) et (26) se réduisent &

1 1 1 1
[2x]1 -N,,[2x]] 11 - [2xg]
’ T21

(28) Ry, =

[1x3] -N),[2%]] [1x}1-N [2x]]
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[1x}1-N,,[1x]] [1x]] - [2%]]
(28) Rjp™ - 1 1 » T" N 1x11-m. _[2xh] -
[1x11-N ,[2x]] [1551-N,,[2%]

Le but de ce paragraphe est d'asseoir un développement des solutionms
obtenues en (16), (17), (18) en fonction de ces coefficients. Pour ce faire
partons de l'expression (14) de A(n) a laquelle nous ajoutons et retran-
chons r,,. Aprés quelques manipulations, reproduites en annexe, nous obte-

nons le nouvel arrangement (29) de A(n) :

12 ) iPep e 1
(29) A(n)=mR21 + Ty “(_r_ P (1)( ) . (1)(x )
v

v 2 1-

Ceci, d'aprés les définitions (27), s'écrit simplement :

t t
21 12
(30) A(n) = T, + T
1 - ro,

Or, puisque ]r12 [<1, on peut utiliser dans (30) le développement en série
de (l-x)-l. Celui-ci inséré dams (14), puis reporté dans (7), nous fournit

le champ restitué wre-lmt :

‘po () v Q‘l (1)
G ¥ = =1 ] vk ) [ragetan tlzéﬁl (r,; 097 [10Y O (), e2r,

L'étude de la convergence de (31) révdle que, vis 3 vis de 1'écri-
ture de (8)l au moyen de (14), aucun progr2s en la matidre n'a été réalisé.
En revanche nous détenons, avec cette nouvelle série, 1'image que 1'on pres-
sentait contenue dans la solution exhibée au paragraphe précédent. En effet,
les premiers termes de (31) représentent, au point (r,8), 1'ensemble des
ondes ayant subit une réflexion (coef. rzl) sur la face externe de I,. La
deuxitme série d'éléments (q=1) est 1'image (en r,08) de la totalité des
harmoniques ayant effectué 1la réfraction de 2 vers 1 (coef. t, ) puis émer-
gé dans le milieu 1 (coef. tlz) D'une manidre générale les p+1 igme termes

(q=p) du développement (31) ne sont autre que l'ensemble des ondes qui,
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aprés s'dtre réfractées dans le milieu 1 (coef.t,,), ont exécuté (p-1)

21
réflexions sur la face interne de L (coef.rgil) avant d'émerger dans le

domaine 2 (coef.t12).
Un résultat analogue 3 (31) peut 2tre facilement acquis pour le
champ wle-lwt qui (cf.anmexe) s'écrit sous la forme :
1 ' o 1
ou D{(n) = (r. )9 .

t =t .}
21 l-r12 21 q=1 12

(32) D) =
Par simple transport de (32) dans (10) il vient :

(33) =2w°§H(”(x){' T e )9 5 ()P (), osrer, -
1] L W N s t21 r12 MR nJ), o$rsry

—
r 0=o q

1]
—

Le contenu physique de y,; est tout aussi évident que celui inclus dans wz.
Les premiers termes de la série (q=1) regroupent 1'ensemble des harmoniques
transmis au travers de E dans le domaine 1 (coef. t21) La série des plemes

termes (q=p-1) abrite la totallté des ondes réfractées dans 1 et qui se

p-ly,

sont réfléchies (p-1) fois sur la face interne de I,(coef. r,

Par ailleurs, le développement (31) est de mBme nature que celui
obtenu par Scholte lors de son étude sur la réflexion des ondes P par une

sphere fluide (voir aussi S.K.Datta (1978)). Suivant la terminologie utili-

sée en électromagnétisme ol des développements mathématiques de méme type

sont rencontrés (Bremmer, Streifer et Kodis...) nous pouvons dire que (31)

est le développement de Debye de la solution de notre probléme.

Ceci dit la physionomie des solutions (31) et (33) n'est pas sur-
prenante et permet de concevoir une méthode de construction directe de ces
solutions qui, tout en aboutissant & la solution exacte, nous libdre des

conditions aux limites (3) et (4) du probléme canonique.
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5 - GENERATION DIRECTE DE LA SOLUTION,

Le raisonnement élaboré pour préciser la structure des solutions
(8) et (10) peut 2tre poursuivit quelque soit le nombre de couches. On peut
donc connaitre aisément la structure de la solution en tout point d'une

couche quelconque comme on le verra plus loin.

Le probléme que l'on s'est posé étant linéaire répond i 1'évidence
au principe de superposition. D'une part avec la recherche de A(n) 2 1l'aide
de (12) et (13) nous avons utilisé une premi2re fois ce principe au niveau
des harmoniquesn. D'autre part, nous observons que pour un harmonique de
rang n les développements de Debye, acquis en (31) et (33), correspondent
en réalité 3 une autre superposition - celles des conditions aux limites.
Ainsi il est loisible de préciser non seulement la structure des solutions
mais encore de construire directement celles-ci en raisonnant d'une fagon

fort simple comme le dévoile 1'analyse suivante .

Lorsque l'on a traité le probléme de réflexion, réfraction les
coefficients ont &té déterminés par 1'application des conditions aux limites
du probl2me canonique. Par suite si l'on associe, 3 chaque impact d'une
onde sur une surface, une onde réfléchie et une onde réfractée on construit,
4 chacun de ces impacts, un terme de la solution dans chaque domaine de part
et d'autre de la fronti2re. Chacun de ces termes vérifie les conditions aux
limites. En prenant, dans chaque domaine, la somme de ces termes aprés n
impacts, la somme partielle effectuée vérifie, par construction, les condi-
tions aux limites du probl2me canonique. Or, du fait que Irjk|<1 et Irkjf<1
pour toute surface, les sommes partielles sont absolument convergentes.
Etant en régime harmonique, le nombre de points d'impacts est infini. Si
donc on fait tendre n vers 1'infini les séries ainsi constituées sont abso-
lument convergentes et chaque élément vérifie les conditions aux limites.

La somme des séries existe et vérifie aussi les conditions aux limites du

probléme canonique.

On a ainsi un processus simple pour atteindre directement la solution
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en tout point du domaine d2s lors que l'on conmnait la solution de point
source en espace infini et les coefficients de réflexion, réfraction. C'est
ce processus que nous utilisons 3 présent pour déterminer la solution dans
le cas de n couches, processus qui ne semble pas avoir été mis en évidence
jusqu'a ce jour vraisemblablement & cause des multiples réflexions et ré-

fractions dont de tels mod2les sont le sidge.
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ANNEXE DU CHAPITRE 11

Les résultats ci-dessous peuvent 2tre retrouvés dans Gérard (1976)
sous une présentation légdrement différente.
On note qu'avec les notations (11) on a l'identité suivante issue

de 1'écriture de J (z) en fonction de H(l)(z) et H(Z)(z)

(41) QJU(Z) = Hil)(z) [1z] + Hiz)(z) [2z]

de (14) nous tirons en utilisant (28)

(1)(x ) SR = [2x1]-N12[2x}J . le[x}] ) [2x}]
(2) 21 ~ 1 1 1 1 '
( (g 1-n 2l (il 1w 0

(A2)  A(m)

En réduisant cette expression au m2me dénomitateur on a :

Lop, 1 1.pq,1 1 1 1 1
~[2x 1= 1= T2x] TE0xg 1+Dx) 100G 1+ [2x T12x) ]
2 1 1 1 1
[[lxz]—N12[2x1]][[lle-le[xl]]

Aprés mise en facteur au numératevr et division , de celui-ci et du

dénominateur, par [lx;]-le[in] il vient, compte tenu de (28) :

1 G [x11 - [24]
(A4) A(n) -—(-E")T-—)- R21 = le T21

[1x;]-N12[Xi]

On introduit 1'identité (A;) dans (A4) pour z=x} ce qui donne :

(1)( 3
I (A5)  A(n) _T57?;—; R,, =

a6 s - T240])

: N T .
: 12 21 (1) 1 (2),.1 B o

b oDt e P eyl -
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I1 suffit de diviser numérateur et dénominateur du ZIQ?E membre de (A5)

par [lx;]-le[ZX}] pour 2tre conduit d'apras (28) a

e P ey T B0 ehm{P ey
° (2)(x 1 - r, aehu®edy

d'ob 1'expression (29) de A(n).

Le développement de D{n) est tout aussi simple. Partons de (15) :
1 1
YO N WP Lo LI

(A7) (2) 1 i 1
o2 o ediag, b

On utilise au dénominateur de {(Ay) la décomposition de J (Xi) couplée avec

1 1

[lx;] conjointement avec 1'identité (Ay) pour 1'élément Jv(xl)[xll' On obh-

tient apriés regroupement et mise en facteur :

1 1
D(n) (1] - 121

), 1. (1) 1 (2)
22 (<) OOILg1-n (1 1)+ B2 DTN, 20 1)

(Ag)

. . . iéme
Divisons le numérateur et le dénominateur du 2° > membre par

Hiz)(xi){[lxi]-le[ZXi]} et utilisons (28) on a :

(2) (2Y,.1,, -1
T,, H (x ) {H (x )}

(1) 1 (2) -1
1 - R12 B (xl) {Hv (xl)}

3

(A)  D(n) = 2

d'olt (32) .



CHAPITRE 111

(HAMP DE DEPLACEMENTS ENGENDRE PAR L'INCIDENCE D'ONDES SH SUR
UNE SPHERE MULTECOUCHES

La finalité de cette étape est d'accéder aux champs de diplacements
ayant investis un nombre fini de sphéres concentriques sowmses aux sollici-
tation d'ondes SH.

A partir de la solution de point source et des coefficients de ré-
flexion et de réfraction, les principes dégagés du chapitre II sont mis en
veuvre pour construire directement les potentiels régissant le mouvement
des divers constituants du modéle.

1 - PROBLEME CANONIQUE.

Nous adoptons le schéma d'un espace infini, noté m+l, contenant umn
nombre fini m de sph2res concentriques Zk de rayon L (k=1,2,...,m). La

sphere I, sépare donc le milieu k du milieu k+1 (fig.1) que 1'on suppose

k
adhérer parfaitement. Ces différents domaines de propriétés mécaniques dis-
tinctes sont tous élastiques, homogénes et isotropes. La source responsable
de 1'émission d'ondes SH, placée comme précédemment, 3 1'extérieur de la

sphére I est situde au point § de coordonnées r (r >r ), 8 =0, ¢ =o.
m £ 8 m 8 8

On généralise les notations du chapitre II. En particulier, la coor-
donnée radicale r jointe au nombre d'onde 81 du milieu } devant jouer un

réle privilégié, nous définissons les quantités

, W s — | g=1,2,..., mtl .

Notre préoccupation premidre est de comnaitre la réaction de chacun
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m+1

Fig.l Mod2le de milieu sphérique stratifié. La numérotation des couches et

des surfaces de discontinuités zj (j=1,2,...m) est indiquée sur la

| figure.

des milieux aux sollicitations du point 8. Ceci équivaut 3 la recherche du
i champ des déplacements dans m+l domaines. Profitant de la théorie des poten-

tiels de Helmholtz la question posée est reportée sur la détermination de

1wt

m+l potentiels wje- (3=1,2,...,m+1) qui, d'aprés (1.12) et les équations

de mouvements (1.1), doivent 2tre solutions des équations aux dérivées par-

tielles (2) et vérifier les conditions aux limites de continuité des dépla-
X cements et des contraintes (3). En outre, la solution dans m+l doit satig-
faire 3 la condition de radiation a 1'infini de Sommerfeld et ne pas violer

la condition d'absorption a l'origine dans le milieu 1.

; 2
j (2), ij +£2-— by=o ,dans j , (j=1,2,...,m) ,
* c
| T.
j
(.U2 1
(2)2 Awmﬂ + 2 -pm+1 = - -C—2 f , dans m+l ,
T
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(3)1 ¢j+1 = wj , BUr r = rj (j=1,2 ),
ay, [ 3¢- ¥,
i+l Tl ) Yy ] _ ,
3), el [ 5t r ] M3 [ r T p J o SuE TTT

Dans ces relations on n'utilise pas la régle de sommation sur 1'in-
dice répété. De plus, aucune force de volume ne s'exerce sur les m+l maté-
riaux (f=o) tandis que la densité de force représentant la source est pré-

cisée, en (2)2 , par la donnée (1.19) de f.

Bien que les solutions fondamentales des équations (2) soient connues
il est manifeste que le probldme ainsi défini n'est pas résolu. Il revient,
par l'intermédiaire des conditions (3), a déterminer (2m+2) inconnues d'un
systéme de Cramer. Or, de la philosophie dégagée au chapitre II, il est pa-
tent qu'une telle résolution peut dtre évitée en raisonnant i partir de la
solution de point source (1.24) et de la connaissance des coefficients de

réflexion et de réfraction “effectifs" (2.27).

2 - STRUCTURE DES CHAMPS.

L'ensemble des ondes venant frapper la sphere Zm engendre dans m+l
un champ restitué wr dont la structure est analogue 2 celle indiquée pour
une sphere ; il suffit de remplacer dans (2.8)1 la variable X, par x . et

nous en déduisons

I v M) ORI

5 +1,m )Pn(n) .
n=o

(4)

?nlf‘

ol le coefficient S (n) désigne le coefficient de "restitution" entre

les milieux m+] et ETIBZns une couche quelconques £, distincte de la pre-
midre ou de la derni2re (2=2,3,...,m), il est clair que les surfaces EQ,
22-1 sont le sidge de réflexions et de réfractions. Seules dans la couche

£ sont & prendre en considération les ondes de type "entrantes" (dont 1'am-

plitude, rappelons le, est proportionnelle i Hiz)(xg))et les ondes
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"sortantes" (dont il faut se souvenir que 1'amplitude est un multiple de

(l)

(x }). 11 s'ensuit que pour un domaine % quelconque inclus entre I, et

1
Em le champ b, est du type :

Ve v, (2)
() | .= - nzo VRS () BT (x IB (n)
+a Do e (), v srer,, 292,3,...,m
") 2, R, n 3 '!}_1 'Q" 3 R | 1)

ott Bg(n), Cl(n) sont des constantes A déterminer.

Le milieu 1 contenant 1l'origine doit &tre traité 2 part. Pour ce do-
maine le champ wl doit rester fini & l'origine (condition d'absorption) ;
ceci revient 2 considérer la série des ondes réfléchies sur 1'origine.
Ainsi les coefficients B, (n) et C, (n) de (5) sont égaux. En les désignant

par D(n) nous avons, vue la décomposition de la fonction de Bessel Jv(xl):

;Y ¥ w
(6) — L VM TT(x ) I () D(a) P (), osrer; -
/; =q
Le probléme canonique se trouve comme prévu, reporté A la détermina-
tion des 2m+2 éléments Sm+1,m(n), Bn(n), C,(n) et D(n) pour chaque rang n.

Cela peut, bien siir, 8tre effectué par transfert de (4), (5) et (6) dans
(3), puis résolution du syst2me linéaire qui en découle. Rappelons que c'est
précisément ce dédale de calculs fastidieux, dont 1l'issue ne dévoile aucune
interprétation physique évidente a priori (cf. 2 titre d'exemple A(n) donné
en (2.13) ou (3.9) donné en (1979)a.), que nous évitons dans le paragraphe

ci-dessous.

3 - GENERATION DIRECTE DE LA SOLUTION.

Pour les études ultérieures que nous avons en vue seul le champ dans

‘1'espace infini nous importe. On pourrait appliquer la méthode que nous

proposons & 1l'unique recherche du champ dans ce milieu, cependant elle vaut
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également pour expliciter les déplacements dans l'un quelconque des do-
maines de 1 A m+l., Aussi nous choisissons de préciser les champs dams tout
le modzle & partir de ceux décrivant 1'état des milieux m et m+l. Ce choix
n'entrave en rien la généralité de notre méthode mais permet de gagner

quant & la clareté de son exposé.

Les coefficients que nous devons évaluer sont donc les trois quan-

tités Sm+1,m(n), Bm(n), Cm(n). Remarquons tout d'abord que le probléme

étant linéaire le principe de superposition des solutions peut &tre utilisé.
Cette observation nous permet de raisonner sur un seul harmonique (n est

fixé). Par ailleurs supposons connu S (n)1 le coefficient de "restitution"
m,m-
de toutes les ondes "réémises" par 1'ensemble des sphéres

L, depuis £=1 jusqu'a 2=m-1 (nous verrons plus loin comment s'affranchir de
cette hypothése). Du principe de conservation de l'énergie il résulte que

|s (n)| = 1. Voyons comment se construit alors son homologue § (n) et
m,m-l m+1 s/

les coefficients B _(m), C_(n).
m m

Pour des raisons d'écriture, plutdt que de faire intervenir i chaque

(1) g,

impact d'une onde sur une surface les fonctions HSZ)(“) et H/ ) associédes

aux ondes convergentes et divergentes, nous considérons les familles Ui et
Vi assorties 2 droite du signe supérieur - ou + selon que l'on évoque une

52)(X)) ou divergente (Hil)(x))_ Ainsi,

onde convergente (proportionnelle & H
a4 une onde U; incidente sur une frontiére correspond deux ondes : l'une
transmise U: dont 1'amplitude est obtenue par le produit de U: par le coef-
ficient de réfraction effectif de l'interface, 1'autre réfléchie (échange
de U: en U:) dont 1'amplitude est acquise par multiplication de U: par le
coefficient de réflexion effectif de la surface (avec ces notations une ré-

flexion correspond donc 3 un échange des signes + et -).

Soit U, une onde incidente sur I , au point d'impact elle donne nais-

+

+
sance 2 deux ondes, l'une réfléchie vers m+l d'amplitude r u =U_,
m+l,m "° 1

- . ) .
m+1,g° U, (cf. fig. 2). Cett

onde UI devient incidente sur Em—l' Elle excite une infinité d'ondes dans

1'autre transmise dans le milieu m d'amplitude t

les milieux suivants m-1, m-2,..,1. La somme de toutes ces ondes, qui se

. . . . - +
sont réfléchies sur l'origine (transformation du U_ en Uo), est alors
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représentée par le coefficient de restitution S Elles ont donc une

,m-1"
+ + .+ + +
litude donné = T = (n)
amplitude donnée par Sm’égi U=V (V1 tm+1,msm;m_1 U,). Ces ondes v,

restituées par Em deviennent & leur tour incidentes pour Zm. Au premier

-1
impact interme sur L il y a création de deux groupes d'ondes, l'un

+ + - -
t - - P + 1 = .
—— V1 U2 réfracté vers m+l, l'autre rm,m+1 Vl U2 réfléchi par Em
vers Zm-l' L'arrivée de ce nouveau paquet d'ondes U; sur zm-l excite 2

son tour une série d'ondes qui va se réfléchir sur 1l'origine (U; changée

+ + -
en U2). La somme de toutes ces ondes restituées par Em est encore repré-

-1
sentée par Sm m-1 de sorte qu'il y a émergence, dans le milieu m, d'ondes
d'amplitude 8 m-1 U; = V;. Ce nouvegu groupe d'oundes V; est a présent in-

cident pour la face interne de Zm. Au 21%98 point d'impact interne A& Zm

il y a donec émergence, dans le milieu m+l, d'ondes d'amplitude tm m1
3

+ + .. .
V2 = U3 et ainsi de suite.

i2me . . .
Par récurrence, au p — point d'impact interne sur Em, les ondes

vi v =5 U") sont incidentes. Leur réfraction dans le domaine m+l
P P m,m-1 "p
' + = + . . ' ié_me
est donc le groupe d'ondes Up+1 tm,m+1 Vp . Ainsi a l'issue de ce p

impact interne sur Em la situation dans m+l et m est la suivante : dans te
rq s . + .

milieu m+l on a une série d'ondes (cf.tableau 3) Ui (i=1,2,...,p+1l) res-

tituées par Zm qui contribuent toutes a 1'élaboration du champ wr et dont

la somme SP est donnée par (7) ; 1'espace m quant 2 lui contient deux

m+l,m
espéces de groupes d'ondes, 1'un issu de la réflexion sur Zm que nous avons

- . +
noté U, 1'autre restitué par o noté v - Seul 1l'ensemble de toutes les

ondes du premier groupe contribuela la conception du coefficient d'ampli-
tude que nous désignons par Bﬁ(n) donné en (8), De méme seule la totalité
des ondes V; contribue au coefficient d'amplitude induit par Zm not é
CE(n) répertorié en (9).

P
P (n) = +
() Sm+1,m izoui+l ?

o Ui+1 s

o170

(8) BP(n) =
m .
1

P
(9) cPm) =7 vi
m i=1 1
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+ -+ ..
Or, compte tenu de la valeur de chacun des éléments Ui’ Ui’ Vi consignée
dans le tableau 3, ces relations s'explicitent en fonction des coefficients

de réflexion et de réfraction en :

p
P - [ (n) q-l]
(10) Sm+1,m(n) rm+1,m+tm+1,q1 Sm,m—l(n)qzl[rm,m-i-l Sm,m--l ] tm,m+1 s
p+1 q
P(n) = ( (n) 1
(11) Bm(n) tm+1,m qzl[rﬂhnﬁ1 Sm,m-l ] ,

e~

: s ] [r s @9t} .

m+l,m m,m-~1 q=1 mm+]l m,m-

(12) cP(n)
m

Plusieurs propriétés peuvent 2tre dégapées des trois sommes partielles

ci-dessus : (i) puisque nous savons que |r, .|<1(% , ¥.) et comme |S§ (n)|=1
kj J m,m-1

ces séries sont absolument convergentes et leurssommes 5 (n) , B (n), ¢ (n)
. m+l,m m m

existent.

ii) chacun des éléments composants (10),(11) et (12) vérifie les conditions

aux limites du probl2me canonique par construction. En ce qui concerne les

termes de (12) ceci est vrai d'aprés l'hypoth2se § (n% gsolution. Quant aux
m,m-

termes de (10) et de (11) les conditions aux limites sur L, sont satisfaites
par les éléments de m2me rang d'aprés la détermination des coefficients de
réflexion et de réfraction. Par suite les sommes partielles (10) a (12) vé-
rifient les conditions (3). Ceci implique que leurs sommes qui existent
d'aprés (1)) satisfont aussi les conditions aux limites (3).

iii) nous étudions un mouvement harmonique, le nombre des points d'impact

est donc ianfini.

Des propriétés (i) 2 (iii) on conclut que la solution du probldme est

obtenue en faisant tendre p vers l'infini dans (10), (11) et (12) d'oi :

s (19,

m,m-1 ‘

(13) § (m)=r +t (n) [ [r

t S
m+l,m m+l,m  ml,m mym+l Tp o

e—18

q=1 m, m+1

, N v q-1
(14) Bén) - tm+1,m Z[rm,m+1 Sm,éggl ] }

q=1
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(15) ¢ (n) = ¢ s e s (n)]q'l) :

m+l,m m,m-1 =1 m,m+1 m,m-1

Si nous observons que la raison T el s (n{ de chacune des séries
m, m,m-

ci-dessus est de module inférieur 3 1 on en déduit les formes (16) & (18).

t t g f{(n)
(16) 8 +{n) =r ot m+l,m m,m+l m,m-1 ’
m ,m N 1 . S
r ,m+1 m, lglnf
t
1 -r 5 (n)

m, ol g om-1

t S (n)
(18) Cm(n) - m+1,m m,m-l N

1 - 1:‘m,m+1 Sm,mf?)

En définitive, il nous reste A nous assurer que nous pouvons déter-
miner le coefficient de restitution S (?) supposé connu au départ. Or,
m,m-
pour une sphére quelconque Ep, le coefficient de restitution S 1(n) de
ptl,p
cette fronti2re vers le milieu p est donné par 1'analogue de la relation

(13) soit :

o[ Jix

(n) = + ot t S Q'l] .
(197 Spe1,p” 7 Tptl,p T Tptlip pyp¥l p,pl q=1 "pyptl Tp,pel

En effet, pour un mod2le 3 une seule sphére nous avons déterminé au cha-

pitre II le coefficient de restitution Aln) =8 de la surface I, qui est

2,1
précisément donné par (19) lorsque p=l (car pour une sphire le terme S, ,
)

correspond 3 la réflexion sur 1l'origine et donc vaut + 1). 8 étant

2,1
connu la relation de récurrence (19) nous fournit pour p=2 le coefficient

"- -
correspondant au cas de deux sphéres('). Cette loi de récurrence étant

3 2
supposée acquise jusqu'a 1'ordre p=m-1 nous avons démontré, en établissant
(13) qu'elle était exacte au rang supérieur m ce qui en asseoie la validité

quelque soit p=1,2,...,m. Ceci nous assure également que tous

) On retrouve ainsi les résultats que nous avons établi dans (1979)a par
vésolution du probléme canorique pour deux sphéres concentriques.
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Tes éléments des développements (13) a (15) sont connus. Ainsi la solution
exacte est déterminée dans tous les domaines constituant le mod2le et en

particulier dans 1'espace infini pour lequel le champ restitué v s'éerit :

(20) b=

3l

1=1

v D) (1)

§ vy ) CF (S50, M0 P00 or
j=m

Dans (20) le symbole e_S;z?indi.que que 1'on doit substituer la quantité
Sj+1,j par son expreséion (19) et ce, pour les valeurs entidres, succes-
sives et décroissantes de 1'indice j depuis j=m jusqu'z j=I.

Ceci étant ,nous nous attacherons au chapitre V & préciser 1'in-
fluence d'une couche p sur la solution.élobale régnant dans le milieu infi-
ni lorsque ce dernier contient un ensemble m de sphires (p<m). Il est clair
que le premier élément wép) pouvant éventuellement contribuer 2 détecter la
présence de cette couche p est celui qui, dans le développement (20), con-

tient le coeffient de réflexion des ondes sur la face convexe de la sphére

Zp—l’ soit rp,p-l' Compte tenu de (19) et (20) cet élément s'écrit :
m _ Y% T (1) (p)
21) v, v ﬁéovuv CIN NS CID I g CVI SUCD IR 2 2 S
P m) = ¢ £ :

m+l,m m,m+l tp+1,p tp,p+1 rp,p-l

La méthode que nous venons d'exploiter est une illustration du prin-
cipe de superposition des solutions 3 deux niveaux, d'abord au niveau des
harmoniques et ensuite & celui des conditions aux limites. Nous nous propo-
sons 3 présent de 1'&tendre 2 la détermination des champs dans le cas plus

général ol la source émet simultanément des ondes P et des ondes SV.
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<3

il - - e
+ + + - .
p+l—t Vp Up+1=r v

Fig.2. Illustration schématique des réflexioms-réfractions multiples ; les
symboles sont définis au tableau 3 qui rassemble les résultats.
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TABLEAU 3
On pose : r =r s = t=t o 's=S‘(n)et
m,m+l °* m+l,m; % m+1,m’t= m,m+1 * m,m-1
- (2) + _ (1) + (1) . <
U, =H_ (Xm),Uo =H (xm+1), Vi, =H;"7(x_}, d'une manidre générale pour
i # o le signe + pour U correspond 3 H(l)(x ) ; le signe - pour U, rem-

place H( )(X ) le signe + pour Vv, doit &tre substitué par H(l)(xm).
+ -+ - - - + - +
U =r U, v =t vV, =ts T,
T R T - e 4 e - + + -, - +
U, =t v =t t sl U,=r Vi =r t sl Vz—sU?_-t s(r s)U,
+_ ok + - - + - et = =2 - +_ F_om e 2+
Uy=t VQ tts(r s)u, Uy=r Vy=t (rs)7U, Vy=sUs=t s(r s)0
+ + - - 2+ +_ o~ o+ -, = 3 - +_ - - 3 +
4-t V3-—t t s(r s)“U, U4-r V3-—t (r s)U, V4 sU, =t s{r s)7U,
-, = p-1l._+
vi=sut=tTs(c7s)P lUn
P p
+ _ P~ 1 + I T Ly - W
Up+1 t Vp tTst ™ (r’s) Up+1 t vp t (r s)u,




CHAPITRE 1V

CHAMPS DE DEPLACEMENTS ENGENDRES PAR L’'INCIDENCE D'ONDES P ET SV
SUR UNE SPHERE MULTI-COUCHES

On étend la méthode exposée au chapitre précédent au cas d'une source
émettant simultanément des ondes P et SV. Aprés avoir posé le probléme cano—
nique et établi la stf«ucture des solutions on introduit des matrices de
réflexion et de réfraction et l'on détermine le déve loppement de Debye géné-
ralisé pour un modéle d& une seule sphére élastique. On en déduit les rdsul-
tats afférents au cas particulier de la sphére fluide avant de se pencher

sur le modéle général d un nowbre finmi de sphéres concentriques.

1 - LE PROBLEME CANONIQUE.

Nous avons développé au chapitre III une méthode qui permet d'acqué-
rir assez rapidement et A moindre calcul le champ des déplacements régnant
dans une sphéremulti-couches soumise & 1'influence d'ondes SH. Nous envisa-
geons dans ce passage son extension au cas ol la source émet dans 1'espace
infini simultanément des ondes P et SV. Ainsi & 1'issue de ce chapitre le
principe de superposition nous fournira la solution globale pour un modéle
soumis 2 la sollicitation la plus générale que 1'on puisse envisager (ondes

P, SV et SH).

Nous conservons la géométrie précédente d'un nombre fini m de sphéres

concentriques I, de rayon L (k=1,2,...,m) dont les centres coincident avec

l'origine des cgordonnées sphériques. La source est située au point S de

coordonnées rs(rs>rm), Bs=o, ¢s=o de 1'espace infini noté m+l. La symétrie
de révolution est conservée (pas de dépendance en ¢). Par ailleurs on admet
une adhérence parfaite des divers domaines que 1'on suppose élastiques, ho-

mog2nes et isotropes mais de propriétés mécaniques distinctes ; en outre
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les forces de volume sont négligées, Dés lors le probléme peut &tre posé en
ces termes : quels sont les déplacements induits dans les différents milieux
et en particulier dans 1'espace infini, par une émission d'ondes P et SV
harmoniques, monochromatiques ? Ceci se transcrit en un probléme mathéma-
tique que nous appelons canonique et qui consiste 2 chercher 4m+4 fonctions
scalaires ¢J, Xj solution des équations (1) et (2), satisfaisant aux condi-
tions de radiation & 1'infini et d'absorption a 1'origine de Sommerfeld,
vérifiant 4m+4 équations linéaires (3) et (4) issues des conditions aux
limites qui traduisent la continuité des contraintes et des déplacemeﬁts a

travers les surfaces Lo (cf. chapitre I).

2 2
1 89, + o 4= 3 by ¥ ii— X, =° 3 k=1,2,...,m,
CLk T
2 2 2 2
(2) Aq)m-l-l * Cw2 ¢m+1= B E%_— b ;Axm+l * 22 Xm+1 - 2 E
1 L1 Tl mt1

(3, D,y +alerldy o= (ReDDoy + nlovldxe g poy

1 k 3
8¢k+1 Y+m2+4 axk+1 a¢k Y+m2+4 Bxk
(3)2 + . = + » sur r=r, o,
96 2 36 26 2 ab
(4) -u (4X-m2)¢ +u n(n+1)(Y+m2)x =
1 k+1 k+l "k+l k+1
- (4X-m2)¢ + 1 n(n+1)(Y+m2)¢ sur r=r
k k "k k’ k
3 ] ad 9%
(4)2 2“k+1 X ktl | My Y —3%f1=2uk X——E " My Y .S s sur r=r -
36 20 36 08

Dans (2) h et g sont les densités de force analogue 2 (1.19), leur présence
est lide 2 l'existence du point source. Dans (3) et (4) il convient de se
souvenir que les grandeurs X et Y définies au chapitre I s'entendent assor-
ties du signe plus ou moins selon qu'elles sont associées (par les poten-
tiels ¢ ouy)aux fonctions de Hankel de premi2re ou seconde espdce et de

l1'indice k révélateur du milieu dans lequel les ondes se propagent.
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Remarquons que nous connaissons déja les solutions fondamentales de
(1) et (2) vérifiant les conditions de radiation 3 1'infini et d'absoption
32 1'origine de Sommerfeld (cf.Chapitre I}. Il reste domc surtout & satis-

faire aux relations (3) & (4) ce qui peut &tre évité apres avoir établi la

structure des solutions objet du paragraphe ci-dessous.

3 - STRUCTURE DES SOLUTIONS.

Pour ce faire nous généralisons et complétons les notations des

chapitresI 2 III en posant :

(5) -1 k .
=a.r; o,= sy = sy =aLr ;) i=1,2,... (k=1,2,...,m.
yﬁ a.r oo, (CLj) Ve am+1rs,yJ asrysd 1, ,m+l; k=1,2, ,m
ih L g
¢o=w—-—_— ’ Xn=— 12 - )
80% Vr 8¢, Vr
mtl % m+1 8

Comme pour les ondes SH il est important de bien dissocier dans la
solution de point source (1.24) et (1.26) les éléments qui contribuent a
une écriture discontinue de celle-ci, de ceux qui en donnent une représen-
tation continue. Les premiers, notés ¢;1 , x;1 et ¢;1 s le (cf.6 a 9) sont
constitués de tous les harmoniques qui arrivent directement de la source en
un point P(r,8) respectivement plus proche de 1'origine que ne l'est la
source (r<rs, phase en H\)2 ) et vice versa (r>rS , phase en Hil)). Les se-
conds notés ¢i2 et Xip 3 quant 3 eux, recouvrent la totalité des harmoniques
qui semblent venir de 1l'origine, et ce, quelque soit la position de P et de
la source (r>o). Par suite ces éléments sont proportionnels 3 tous les har-

moniques qui auront eu des interactions avec les spheres du modéle (phase

en Hil) et pas de condition sur r). Cette remarque conduit a
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2y = .
- _° (1) 0y (22
- _ 2 (1) (2)
@) ¢, = = nzo VE S RS B (), e,
- XX E
(9) x;, =— (1) (2)
ST - Hv (xs)Hv ) Pn(n) » TSEg
2¢
A0) 4y == 1 IO TALICOR SRS
r n=o
2y ®
av xgy == 1o BV oo e ), w0 -
r n=o¢

Dans ces expressions l'indice m+l est sous-entendu pour les variables
y et ¥ qui se rapportent au milieu infini. Cette simplification de notation
sera dorénavant d'un usage courant. De (6) a (11) il est aisé de déduire la

forme du champ dans chacun des domaines constituant le modéle.

Considérons d'abord le cas d'une seule sphére z, de rayon r, entourée
de 1'espace infini 2. Souvenons nous que lors d'une incidence d'ondes P,
ou 8V, sur une surface il y a couplage de ces ondes aprés réflexion - ré-
fraction et, a fortiori, lorsque des ondes P et SV sont incidentes. Les
deux potentiels ¢ et x interviennent donc simultanément et le champ resti-
tué (¢r,xr) par la sph2re est proportionnel 2 (¢i2 . xiz); en désignant par

A(n) et B(n) les coefficients de proportionnalité nous avons

20,08 D )
(12) L - nzo v B (ys)H\J (y) Aln) Pn(n) » TRy
2y
- o (1) (1) .
1) x, = v nzo v BT BT () B(n) P (), w3
Le champ (¢2 ; X2) dans le milieu infini compte tenu de (6)(7),(8) et (9)

est en définitive donné par (14) et (15).




(14) ¢2 = ¢11 + ¢ , ror
(15) =y 4 >
Xy = Xy * X, s T
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¢2 = ¢i1 + ¢‘r L r<rs 3

. + r<r .
Xi1 Xp )

De m2me, 3 1l'intérieur de Lys le champ devant rester fini & 1l'ori-

gine (condition d'absorption) est proportionnel a celui émis par la source

r<r_. En désignant par C(n) et D(n) les coefficients de proportionnalité

on a, en partant des notations (5) prises pour j=1 :

]

Ak

(16) ¢y

X o

X vHSl)(ys) Jv(yl) C(n) Pn(n) s TST
n=o —

1 3

=—= ] “Hil)(xs) J,{(x;) D(n) P (n) , rsr; -

an X1 o L

1

A ce stade une notation matricielle ne s'impose pas. Cependant elle sera
p p P

trés utile par la suite aussi nous introduisons immédiatement la matrice

(18) dite de "propagation" P;’_ ot le signe plus se rapporte2 la fonction

H&l), tandis que le signe moins est adjoint a la fonction Héz).
1 1,2 .
o vn My ah P e ), 0
(18) ¥ = /e S
0 , ZoymnMs w2« e (n)
Je s v £ n

~ . - +
Adoptens la m@me convention de signe que dans (18) pour les vecteurs & et

$iz,- définis en (19).

_>
(19) ¢ =

r

En convenant que la matrice de propagation privée de son indice inférieur

est afférente & 1'espace infini, nous introduisons la matrice J1 et celle

de "restitution" 8, 1 Ainsi les relations (14), (15), (16) et (17) se
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transforment en :

> - +
(20)1 ¢, = nzo (p I +P 82’1 I) , >,
(20). % S (e *
= <
), % nzo PI+P 8, ;1 , e,
> *® - 1 +
(21) o, = nzo P J, [, osrsr; , P =3 (p+P) -

I]1 nous faut maintenant déterminer les deux matrices inconnues .
82 1 et Jl' Ceci nécessite d'établir d'abord les matrices de réflexion et de
3
réfraction que nous mettons en place dans ce qui suit,

3 - MATRICES DE REFLEXION ET DE REFRACTION.

Dans le cas d'une onde incidente P ou SV sur une interface il y a
création de quatre ondes ; deux ondes réfléchies P et SV, deux ondes réfrac-
tées P et SV. Ces phénomenes de réflexion-réfraction s'accompagnent (cf.
chapitre I) d'une transition d'ondes P en ondes SV et réciproquement. Par

suite, pour une onde P incidente dans le milieu j=k+1, on désigne par
s
r?i (resp. r?k) le coefficient de réflexion sur le milieu k de cette onde

PP ps . .
en une onde P (resp.SV). Nous appelons t,k (resp. tjk) le coefficient de ré-
J
fraction d'une onde P incidente dans le milieu j en une onde P (resp.SV)
réfractée dans le milieu k. De m2me pour une onde SV incidente dans le mi-

88 s
lieu j} nous définissons le coefficient de réflexion r, (resp. r,i) de cette
]

Jk
s
onde 8V en une onde SV (resp.P) sur le milieu k. De fagon analogue t,z
' J

58
(resp. t,k) est le coefficient de réfraction du milieu j vers le milieu k
J

pour la transition d'une onde incidente SV en une onde réfractée P (resp.SV).

La détermination de ces coefficients de réflexion et de réfraction
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"effectifs" s'effectue en considérant le probléme relatif 2 1l'impact d'une

onde incidente, successivement P, puis SV sur une surface donnée & pour

s
laquelle r=r, et séparant deux demi-espaces. Développons 2 titrg dEexemple
la méthode pour 1'harmonique n d'une onde incidente P du milieu j=k+1
sur le milieu k. Hormis les complications induites pour la nécessité de
considérer les deux potentiels ¢ et x le processus est semblable & celui
exposé pour les ondes SH. Soit une onde P incidente de type convergente
(harmonique proporﬁfbnnél a HéZ)) et qui rencontre la surface Zk. Les ondes
réfléchies engendrées sont de type divergent (harmonique proportionnel 2
Hgl)) tandis que les ondes réfractées restent convérgentes.'On en déduit
que les champs (!%, Xj) et ka, xk) régnant dans les milieux j et k sont

nécessairement de la forme :

-1, (2)
22 - L = = .
(22) ¢J {Hv (yJ) +

r

r?P Hil)(y

i« j)} Pn(n) , T3r

k_ »

(23 x. = 1 P8 H(l)

{(x.) P (m) , r2r
I S

k ’

(26) y =L PP H(Z)(yk) P (), rer

k s dkoV

25) x, =+ P u®

(x ) P_(n rg .
k /_r— jk v k) n ) } r

La détermination des quatre coefficients apparaissaitt dans (22) 2
(25) se fait en utilisant les conditions aux limites de continuité des dé-
placements et des contraintes sur ls surface r=r, qui, aprds usage des re-

lations (3) et (4), nous conduit au systéme (26) a (29).

- (2), k., pp, + (1), k ps (1), k

(26) (Xj+1)ﬂ) (yj)+rjk(Xj+1)H§J (yj) + n(n+1)rijv (Xj)
- PP (2), k ps (2), k.
—(Xk+1)tijv (yk) - n(n+1)tijV (xk)—o
+ 2
(2), &k, pp (1), k, . Y3 ps (1) &
H H »

(27)  H (yj) + rjk v (yj) + ; rjk g ¢ j)
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-2
PP (@) Ky Yim 4 Ps. (2) K e
vk 2 Fpk ’
- (2) + 2, pp (1) &k 2y Py (1)
- (4X-mDH -, . +
( 57m 2y (yJ) (4XJ mJ)riju (yJ)+n(n+1)€*&fj mJ Jk N (xj)
(28)
~am2y PPy (2) (2)
Nkj {(4Xk mk) Jk v ) - n(n+1)(Y, +mk)t H (x Ji=o
i (2) + .Pp, (1 + ps (1), k
X H (y )+2xJ Jk N ij> - erijv (x3)
(29)
) PRy (2) (K (2) }
! N {2th ) thJk (x )}

od l'on a posé 1'impédance N Rappelons que dans (26) 2 (29) les

(+)

kj "k Y]

éléments X et Y affectés des signes supérieurs plus ou moins indiquent

siTplement que ces grandeurs sont a évaluer respectivement avec les fonctions
r b Hil) ou rnl/2 HSZ) (cf.chapitre I). La résolution de ce syst®me, pré-
sentée en annexe, nous fournit les coefficients de réflexion et de réfrac-
tion. La valeur précise de ceux-ci n'étant pas'indispensable pour nos dé-
veloppements ultérieurs, nous nous dispensons de les retranscrire ici afin

d'alléger quelque peu le texte.

Envisageons de méme une onde SV incidente sur la frontiére r=r, .

Nous sommes conduits 3 définir pour 1l'harmonique de rang n les champs sui-

vants dans chacun des milieux j et k.

. -1 sp (1)
: \Pj Erijv (yj) Pn(n) , TET,
| (30)
| i )
) 2), (1) _
1 Xy = %F{Ii ( ) + er (x )} Pn(n) , T

) En outre les éléments xj , Yj et m2j rel&vent du milieu J tandis que

. 2 . ‘e
les éléments Xk , Yk et m sont aqsgoclés au milieu k .
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1 sp (2)
b _-;gﬂ tjk-Hv (y, ) P (), rsr, ,
(31)
1 ss (2)
e “i G4 P (), rer

L'obtention des nouveaux coefficients figurant dans (30) et (31) s'effectue
en utilisant les conditions aux limites (3) et (4) qui engendrent un systzme
linéaire voisin de celui décrit par (26) a (29) [voir annexe]. Par ailleurs,
par application du principe classique de conservation de 1l'énergie (cf.
Roseau, ch.7) il découle les propriétés (32) relatives a ces coefficients

de réflexion et de réfraction :

pp PS| .. PP(2 . | PS 2 2
|rjk|<1 3 lrjkl<1 3 |rjk] + |r_]13k| | | Itl‘;il =1 ks 'V'j, ¥ ’
(32) . 2, |58 2 sp|2 ss12_,
8212 4 13817 4 (3212 1631

Appliquons le principe de superposition. Il est clair que la somme
des champs définis en (22), (23) et (30) d'une part, en (24), (25) et (31)
d'autre part fournit le champ résultant de 1'incidence simultanée d'une
onde P et d'une onde 5V sur la surface rer, . Pour un harmonique de rang n

nous en déduisons ainsi les matrices de réflexion Rjk et de réfraction Tjk'

(PP PP 8P
r £, .
3w, = | ik ;¢ o= | JF 3K
Jk rpS rSS Jk tps tSS )
jk ik jk gk

Par analogie avec les notations (18) et (19) nous introduisons les

. , +, - +
matrices (34) de propagation p,’ et les vecteurs ¢j (composantes wj,xj) ,

X, ( )
Xi composantes wk’ Xy /e
~L—H§1 2) y,) B (n) 0
+, - r .

0 s (xﬂ) Pn(n)

1
/1: AY

Ainsi les champs dans les milieux j et k s'écrivent sous la forme condensées.
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Y. I, rgr

Gs)  § T 1+ p I
: . =p. I +p.R, I, ,
Py L+ py R, I, oo P Toe Iy Tty

i . kb Yk
Par inversion des indices k et j dans (33) définissons les matrices de ré-
flexion Rkj et de réfraction'rkj dont les coefficients sont obterus en
résolvant un probléme analogue(t) A celui que nous venons de traiter quand
les ondes incidentes sur la frontiére rer, sont issues non plus du milieu
j mais du milieu k. Connaissant 3 présent les différentes matrices régis-
sant les phénoménes de réflexion et de réfraction nous déterminons ci-des-

1 i . .
sous les matrices 82’1 et Jl

4 - GENERATION DIRECTE DE LA SOLUTION POUR UNE SPHERE ELASTIQUE.

4.1. Cas des_ondes_incidentes P_et SV

Le probléme étant linéaire nous utilisons le principe de superposi-
tion des solutions & plusieurs niveaux comme au chapitre III, d'abord au
niveau de l'harmonique de rang n puis au niveau des réflexions - réfractions,

Ainsi le principe général de la méthode n'est pas altéré.

Des ondes incidentes P (phase en ng)(yz) et SV (phase en HiZ)(Xz))

sur la face externe de I, excitent quatre ondes réfléchies (2 ondes P et 2

ondes SV) et quatre ondei réfractées (2 ondes P, 2 ondes SV). D'aprds 1'é-
tude du paragraphe 3, l'amplitude des premi2res est proportionnelle 2 la
matrice de réflexion R,, et contribue 3 la constitution de la matrice 82,1
(fig.4). Les secondes sont représentées, en amplitude , par la matrice T,
et vont se réfléchir sur l'origine. Aprés cette réflexion elles deviennent
incidentes (avec 1'amplitude T21) sur la face concave de . Au premier

impact interne sur I, il y a de nouveau création de deux groupes d'ondes ;

1
1'un A réfracté (multiplication de 1'amplitude par T12) d'amplitude t, =
T21 T12, 1'autre B réfléchi (multiplication de 1'amplitude R12) d'amplitude
(1)

Cela peut &tre évité si L'on prend soin de bien comserver la méme défi-

mtion de l'impédance Nkj des deux milieur k et j et en premant garde

d l'inversion des ondes convergenteg et des ondes divergentes en regard
du phénoméne de réflexion - réfraction.
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T, = T21 R12' Ces ondes, d'amplitude s deviennent (aprés réflexion sur

1'origine) incidentes sur la face interne de El etc... Par récurrence, au
iéme . . . ..

ql-y point d'impact interne sur 21 les ondes incidentes sur la face con-

cave de I, ont pour amplitude r T21(R12)q-1. Il y a en ce point réfrac-

1 q-1
tion d'ondes d'amplitude tq = T21 (Rlz)q 1 T,, dans le milieu 2.

12
A ce stade de l'analyse, la totalité des ondes restituées dans le
milieu 2 par la sphére Zl, est égale 3 la somme de toutes les ondes réfrac-
tées dans ce milieu 2 chaque point d'impact (coef.ti), augmentée des ondes

directement réfléchies par I.. Elles constituent donc le coefficient de res-

1

titution S, iq) défini par ces q premiéres interactions avec Zl.
3
(q) : 5-1
(36) 52,1 TBa Ty s£1 ®p) Ty

De m2me 1'ensemble des ondes prisonnidres de El a une amplitude pro-
portionnelle a J(q)somme des amplitude;ri augmentée des ondes directement

réfractées d'on

(37) J = TZl I (R, . .

Fig. 4. Illustration schématique des réflexions et réfractionms tultiples.
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Ce faisant, les sommes partielles (36) et (37) possddent les prop-

riétés suivantes
(i) les éléments de méme rang vérifient les conditions aux limites du pro-

bléme canonique par définition mme de ceux-ci. Il en résulte que

I () (q) : S e s "
1 821 et Jl satisfont également les conditions aux limites (3) et (4).
PP _ps

= (ii) puisque nous savons, d'aprés (32), que les coefficients r,k ,r,k,

i J ]

] 55

- rk? s rk_ sont de module inférieur & 1 quelque soit j et k les séries (36),
] J

(37) sont absolument convergentes. Leurs sommes 52 et Jl existent et
, ;

s 'obtiennent en faisant tendre le nombre de points d'interaction gq vers
1'infini.
(iii) comme nous étudions un régime d'ondes harmoniques le nombre de points

d'interaction des ondes avec 21 est infini.

11 découle des propriétés énoncées en i), ii) et iii) que les valeurs
des matrices S, ; et J; sont acquises en faisant tendre q vers 1'infini
)

respectivement dans (36) et (37), et sont bien la solution du probléme ca-

nonique.
(38) S.. =R, +T OZO ® )4t
21 21 21 =1 12 12 °
(39) ;=1 7 @9t .
1 21 & 12
g=1
L'application du théordme de Cayley-Hamilton permet en outre de

condenser (38) et (39) en (40) od E est la matrice unité.

= - -1 . - -
(40) 321 = n21 + '1:21(1: mlz) 1312 ; Jl '1'21 (E -Rr

-1
12)

Le report des relations (38) et (39) ou (40) dans (20) et (21) nous fournit

la solution exacte du probl2me canonique écrite en (41), (42) et (43).

oo o
rou + + q-1
(41) %, = nZO{P I+P [321+121q£1(312) 1r12]}} , T,
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o

(42) @, = E (»" 1+ PR, T 7] O® R R r §re<r
2 ¢ : 21 721 & 12 12727 "1 s ?
n=o q=1
N =oo oo q-]_ .
“3) e Z P {T,, Y ®,,) by osrerg
n=o q=1

Abordons maintenant le cas plus simple d'une source émettant unique-

ment soit des ondes P soit des ondes SV.

4.2. Cas des ondes incidentes P seuies ou SV seules.

Il n'est pas difficile d'extraire de la solution globale précédente
celle qui correspond 3 des ondes incidentes P seules. En effet dans ce cas
1'unique modification faisant suite 2 une telle émission se situe au niveau
de la premidre interaction des ondes avec Zy. En ce point il ne peut y
avoir que deux transitions (& la réflexion comme & la réfraction) 1'une
d'ondes P en ondes SV, l'autre d'ondes P en ondes P. Dans les matrices

de réflexion R21 et de réfraction T21 nous devons donc annuller les coeffi-

. rp %) 5p 55
clents r21 s r21, t21 et t21.

351 et de réfraction Tgl définies en (46). Aprds ce premier point d'inter-
action sur la face convexe de 21 il régne dans le milieu 1 3 la fois des

ondes P et des ondes SV comme dans le cas général. Les matrices R12 et le

Ceci constitue les matrices de réflexion

ne sont pas modifides. Il en résulte que pour une émission d'ondes P seules,
les relations (38) et (39) sont encore valables a condition d'y substituer

les matrices B,. et T21 respectivement par-RP et Tgl. Aprés report de ces

21 21
modifications dans (41) a (43) la solution globale dans les milieux 1 et 2

est donnée par :

D_T oteP L ptraP P v q-1
CEDM 5 nZO{P 1" + PR, + T21q£1(R12) T I, e,

(44), 2P_T (=P . otoP L P T q-1 |
2 ¢2-;£0{P I" + P[R, + T21q£1(R12) T 1}, rysrer_
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‘ +p ® P = q-1
(45) ¢ = Leir, [®, 11 osrsr,
n=o q=1 "~

avec
S o

(46) mE = , 1= L=
LPs o tPS -

; 21 ! 21 ©

De méme, dans le cas ol la source n'émet que des ondes SV la solu-

tion dans les deux milieux s'obtient en remarquant que les coefficients

Pp bs ¢ PS

. . . pp . .
de réflexion Toy o Toy et de réfraction t21, 21 sont nuls., Ceci conduit

{ 5 aux matrices de réflexion et de réfraction Rzl et Tzl recensées en (49).

Le transfert de ces matrices dans (38) et (39) aboutitd la solution affé-

rente aux seules ondes SV incidentes sur &

1
+_8
o PI o« s r>r
47y oS =T { ~ + PR + ¥ T @ )TN n) 8
2 - 21 21 & 12 127
n=o P I q=1 » T gr<r
. 1 s
oo o 1
5 = 8 q‘
(48) o =) P r,, I ®,,)" " 1, osrer,
n=o n=o
sp 8p
0o r o ¢t
(49) RS, = 21 , T, = 21 , =% .
21 .S58 21 o S8 -
° Ty 21

Si 1'on se souvient qu'en théorie linéaire il existe un moyen simple
pour passer d'un milieu élastique 2 un milieu fluide, il est clair que ces
résultats englobent ceux d'une inelusion liquide. Aux fins de comparaison
avec la littérature existante le passage & la limite fluide est donc sou-

haitable.

Puisqu'un milieu fluide peut 2tre caractérisé par M=o les ondes de

cisaillement ne se propagent pas dans un tel matériau. I1 en résulte que
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les coefficients de réfraction associés i une transition d'ondes P, ou SV,

en ondes SV dans le domaine 1 sont nuls. De m2me les coefficients de réfle-
xion ou de réfraction adjoints a la transition d'ondes SV, issues de 1, en

ondes P ou SV, vers les milieux 1 ou 2 n'existent pas. Pour des ondes inci-
dentes P sur une sphdre fluide, les matrices de réflexion et de réfraction

(33) prennent 1'aspect particulilrement simple :

PP PP PP ' pp
. r21 o) . t21 0] . t12 0 . r12 0]
(50) R = N T = s T = s R = .
21 rgf 0 21 0 0 12 tf; 0 12 0 0

La solution dans chacun des deux domaines se déduit des relations
(44) et (45) en y introduisant les quantités (50) au lieu et place des 6lé-
-
ments définis en (46). Le champ @r restitué dans 2 et celui ¢1 régnant dans

1 s'explicitent, apr2s développement des produits matriciels, sous la

forme :
206
= _o (1) (1) PP
ér r nZOVHv (yS)HV (y) { r21
(51)
PP v . ppya-l .pp
+ by qzl(rlz) typ } B, o,
2 0
x. === 5w P onM iy 4P
r /r n=o 87V 21
(52)
PP T ,.PPya-l ps
+ty1 El(rlz) £l } Pn(n) I
2¢ -] (1) o0
(53) = _° PP . PPyq-1 .
¢1 = Z VHv(Ys)Jv(Yl) { £y Z (r12) }Pn(n) » osrsr)
r n=o q=1

En se rappelant que les fonctions sphériques hifi&(z) se déduisent

. . 1 .
des fonctions cylindriques HSJ)(z) par 1'égalité hif%éz) = (2n/z) 2 HSJ)(Z),

on constate que les résultats (51) et (52) sont en parfait accord avec ceux

obtenus par Scholte, Roseau... aprés résolution classique du probldme
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canonique puis développement. Les travaux de ces auteurs sont complétés ici
par la donnée (53) du champ dans 1'inclusion fluide également acquise par
S.K.Datta (1978) [aprés résolution du probléme canonique puis développe-
ment]. Observons que sans faire de nouveau calcul nous détenons avec (46)
et (47) la solution correspondant 4 1l'incidence d'ondes SV seules, tandis
que (41) 2 (43) fournissent avec le concours de (50) les résultats du cas
plus général des ondes incidentes simultanément P et SV sur une sphére

fluide que Scholte, Roseau, Datta n'ont pas abordés.

Par ailleurs, en acoustique sous-marine Brill et {iberall (1971) ont
traité le probl2me d'un cylindre élastique immergé dans un liquide et sou-
mis 4 1'influence d'ondes de pression, planes, harmoniques, d'extension
infinie. La solution qu'ils obtiennent est acquise par la technique des
syst2mes de Cramer puis développée en séries de Debye par des calculs la-
borieux s'appuyant sur la formule du binbme. Bien que les coefficients de
réflexion et de réfraction d'un cylindre et d'une sphere soient distincts,
f on peut constater,qu'a des différences de notation prés, leur développement
(22) a 1'intérieur du cylindre élastique est en accord avec (45) établi ici
par une voie différente. De plus les ondes S ne se propageant pas dans un

milieu fluide notre solution générale (44) englobe aussi leur résultat (25).

Voyons 3 présent comment se présente la solution pour un modéle &

un nombre fini de sphéres élastiques concentriques.

5 - GENERATION DIRECTE DE LA SOLUTION POUR DES ONDES P ET SV INCIDENTES
SUR UN NOMBRE FINI DE SPHERES CONCENTRIQUES.

Nous généralisons les résultats qui précédent en considérant le cas

des ondes P et SV incidentes sur un nombre fini m de sph2res concentriques.
Le mod2le du chapitre III est conservé. Bien que l'on puisse déterminer
uniquement le champ dans le milieu infini nous montrons comment on peut

1’atteindre dans chacun des domaines constituant le mod2le.
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Dans la couche m comprise entre'E et I a1 le champ "émis" par E
est constitué d'ondes de type convergent ~ [donc de phase proportlonnelle

4 H(z)( ) (2)(X )} selon qu'il s'agit d'ondes P ou d'ondes sv] -

nous d851gnons par Jm+lf§) la matrice représentative des amplitudes de ces
ondes. De méme les ondes provenant du milieu m-1 & travers Zm-l sont de na-
ture divergente -[phase proportionnelle 2 H(l)(y } ou H(l)(x )] - et nous
désignons par J - (n)la matrice des amplitudes assocides A ces mouvements.
Enfin, les ondes restltuées par Em vers le milieu m+l sont aussi de nature
dlvergente Ces remarques justifient la structure des champs restitués dans

.
m+l soit @ et ceux ayant investi la couche m soit ¢m

-> = +
(54) ¢, = E {p Sm+1,m 1} £
n=o
> % -
(55) o = PR P Jm+1,m * B Jm-l,m I rpSrsr e

Dans (55) nous avons adopté la notation générale :

> qbp‘:
<I>R = y B=1,2,. .. ,m -
X

Supposons connue la matrice de restitution Sm m-1 des m-1 sphéres internes

3
3 Zm-l' Cette unique hypoth2se, dont nous nous affranchirons plus tard,
suffit & démarrer le processus récurrent de détermination des trois matrices

inconnues de (54) et (55).

En effet, au premier impact des ondes P et SV sur la face convexe
de L, sont créés deux groupes d'ondes, 1'un réfléchi vers m+l, d'amplitude

donnée par la matrice de réflexion R +1,m =U; 1'autre transmis dans Zm

d'amplitude T = V,. Ce dernier groupe v, devient incident sur = m-1

et excite une 1;%Tn1té d'ondes, dans tous les milieux compris entre 1 et

m-1, qui vont se réfléchir sur 1'origine et dont la somme, conme par hypo-
thése, vaut S
] v

m,m-1 "1
celles-ci sur I il y a transmission vers le milieu m+l, d'ondes d'ampli-

. Aprés le 1°! impact sur J on a donc les ondes
m,m-1 m-1

= Wl qui deviennent incidentes sur L - Au premier impact de

= i 1 ! 1 = .
tude Tm,m+1 Wl U2 et réfraction vers Em-l d'ondes d'amplitude Rm,m+1w1 Vs
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Ces dernidres (V ) sont 2 leur tour incidentes sur m-1 ot le processus se
idme
perpétue. Par récurrence, au q rem point d'impact interne sur Em les ondes

incidentes sont représentées par W =3 V .. Elles sont d'une part
, q-1 m,m-1 q-1

réfractées vers le milieu m+l en deés ondes d'amplitude proportionnelle 2
e ! . ¥ 2
Tm,m+1wq-1 Uq et d'autre part réfléchies vers L,-1 en des ondes d'ampli

W = .
tudes Rm,mfl q-1 Vq

La situation dans les milieux m+1 et m est donc la suivante 3 1'ig-

sue des q premiers points d'impact sur la face concave de I o Puisque l'on

est en régime harmonique, le champ restitué dans m+l par Z est constitué
(q)
m+1,m
férentes interactions, et est augmenté des ondes U, directement réfléchies

de la somme § de toutes les ondes Uj(j 2,3,...q) exc1tees par les dif-

Pad -
par Zm d'ol :

q+l
(56) sla) Ju. =R + T

m+1 m j=1 i m+l,m m+1,mj=1

Nal

i-1 |
(Rm,m+1 Tm+1,m . 2

e |

De méme dans la couche m la totalité des ondes Vj réfléchies par Zm est

(q)

représentée par J tandis que l'ensemble des ondes Wj restitudes par

m+1, ( ) -k
Em—l a pour somme m 1,m : |
;@ o : ]
q = 3-1
(57) +1 m Z v, Tm+1,m.2 (Rm,m+1 Sm,m-l }
= J =
1 j=1
(@) q q .
q = = J-1
(58) Jm--l,m i_w m+l,m m m-l.z (R m+1 m,m-l) .
j=19 j=1

Les remarques (i) 3 (iii) du paragraphe 4 sont toujours valables de
sorte que les éléments cherchés s'obtiennent en faisant tendre le nombre g

de points d'interactions vers 1'infini d'ou :

=1 q-1
(59) sm+1,m nm+1,m * Tm+1,mq£ (Rm,m+1 Sm,m-l) Tm,m+1 s

_ s q-1 1
(60) Jm+l,m' Tm+1,m I (nm,m+1 Sm,m-l) ’ &
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o

r~—1 8

(61) J =T R

S
m-1,m m+l,m m,m-1 m, m+1 Sm,m-l

q=1
Le théoréme de Cayley-Hamilton peut 2tre exploité pour &rire ces relations

sous une forme plus compacte. Ainsi (59) par exemple devient :

: _ -1
(62) _S.rn"'l,m - mm"’l’m * Tm"‘l,!\'l (E Rm:m+1 Sm’m-_l m’m+1

I1 nous reste & préciser Sm Or, par récurrence nous établissons

,m-1"
qu'entre deux domaines q+l, q le coefficient de restitution est donné par :

_ s-1

(63) =R + T (R 8 1 T
q+l,q q+l,q szl 9,9+l q,q-1 q,q+1

Sa+1,q
Nous avons obtenu (63) dans le cas particulier de deux matériaux (en posant
Sl,O= E). Par ailleurs ayant supposé (63) vrai jusqu'au milieu m nous dé-
montrons avec (5%) que la relation est valable entre les domaines m+l et m et
par conséquent, quelque soit le domaine envisagé. On note aussi que le
raisonnement effectué pour établir (60) et (61) vaut pour une zone g quel-
conque du mod2le. Il s'ensuit que 1'introduction de (59) 3 (61) respective-
ment dans (54} et (55), compte tenu de (63), engendre la solution dans les

diverses régions. Nous 1'écrivons

1
> = +
(64) ¢ = Z {p y (Sj,j-l)}f s TRE
n=o
j=m+1
i T S
(65) o = nZO{P LE;‘Q (441, 37%0, (Jyy, 52z ey
i=q i=q

¥q=2,3,...,m

Le champ dans le milieu 1 est, rappelons le, dormé en (43).

Dans le cas d'une source émettant soit des ondes P, soit des ondes
S8V, par un raisonnement déj3 développé au § 4.2, on sait que les matrices

R et T doivent &tre modifiées. Par analogie avec (46) et (49),
m+1,m mt+l,m
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lorsque l'une des deux sortes d'ondes P ou SV est incidente sur Xm nous

définissons :

p
(66) lm+1,m

s
{67) mtl,m

\

PP
m+l,m

Ps

r
m+l,m

¢ PP 0
m+l,m
o =
P Tol,m ?
ps 0
m+l,m
sp sp
rm+1,m 5 0 tm+1,m
’ Tm+l,m = .
88 o ss
m+l,m m+l,m

Il en résulte que les solutions exhibées en (64) et (65) sont toujours va~

lables 3 condition de faire apparaitre, selon les circonstances, (66) ou

(67) dans (63) dds que g=m. Enfin les résultats concernant des sph2res

fluides non miscibles et ceux afférents A toute combinaison de matériaux

&lastiques-fluides concentriques se déduisent de manidre évidente de

1'étude ci-dessus.

Par ailleurs, l'acquis de ce chapitre joint 2 celui des précédents

nous apporte,

par application du principe de superposition, le champ dans

1'ensemble du modéle lorsque celui-ci est soumis & la sollicitation la

plus générale d'une source émettant simultanément des ondes P et S. En par-

ticulier pour

ce qui est du milieu infini la solution est obtenue par

superposition de (3.20) et (64). La relation (64), utilisée dans le cas de

deux surfaces

concentriques, compléte les résultats de 1'équipe de berall

qui s'est intéressée 3 1'influence d'une onde plane de pression d'exten-

sion infinie émise dans un fluide ol se trouve immergé deux cylindres élas-

tiques concentriques renfermant un liquide Flax 1977 ou son pendant sphé-

rique Murphy 1979.

Ce faisant, le champ d'application des résultats ci-dessus ne se

borne pas au seul cadre des mod2les 3 sph2res concentriques. Le processus

qui nous a guidé vers (3.20) et (64) s'appuk essentiellement sur trois

points,

1) L'utilisation de la méthode des variables séparées qui nous a per-

mis, entre-autre, de réduire le probl2me 2 une dimension d’espace -




la variable r - ,

2) Nous avons un mod2le pour lequel les diverses frontiéres sont des
surfaces coordonnées concentriques - ce qui est essentiel pour une
écriture simple des conditions aux limites - , '

3) Nous avons bénéficié de la décomposition du champ des déplacements
en deux grandes classes de mouvements - les mouvements plans (ondes

P et SV) et anti-plan (ondes SH),

Sous réserve de conmnaltre les coefficients de réflexion et de ré-
fraction des surfaces limitant les différentes zones de moddles pour les-
quels les conditions 1 3 4 seraient vérifiées, nous avons avec (3.20) et
{(64) la solution de ceux-ci. Par suite, notre étude s'étend au cas des

schémas de cylindres, sphéroides, ellipsoides... .

De plus, avec le théor2me de correspondance, nous avons aussi la
solution pour des milieux viscoléastiques linéaires dans le plan de la
transformation de Laplace. Ainsi le développement de Debye, qui n'a pas
été obtenu par Gaunaurd et Uberall (1979) dans leur étude d'un cylindre
constitué d'un milieu de Kelvin-Voigt, est maintenant acquis avec (41) a
(43) dans le cas d'une inclusion ((64), fournie la solution dans le cas de

plusieurs domaines concentriques).

Les développements de Debye que nous avons établis convergent tous

mais trads lentement. Pour avoir des résultats significatifs il faudrait

donc sommer un trés grand nombre de termes de ces séries. Aussi nous allons

voir comment, en se saisissant de certaines intégrales dans le plan com-

plexe, cette difficulté peut 2tre surmontée en nous limitant au cas simple

des ondes SH.
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ANNEXE DU CHAPITRE IV

Comme pour les ondes SH, pour résoudre (26) 3 (29) il est avan-

tageux d'introduire au lieu et place des coefficients de réflexion et de

pp PP

Jkrr o les coefficients unitaires

réfraction "effectifs" r

R?ﬁ, TPS, définis par :
k
a{D k). AR AR
RPP - 73 (PP . gPS _ 1V PS5 psP o v _7j° sp

ik (2)(yk) it i T @Yy Tk S T p@y e T

v j v i v j)
11 Ky 12k (2)(x )
(A1) RSS = V¥ i~ .58 . : PP = _V k tpp : TPs o v ¢ P8 ;
jk (2)(X ) Tik jk HSZ)(yﬁ) jk jk H525(yj) ik
(2}, k (2)
P . H " (y,) P . nes (x ) 55
ik HiZ)(x%) jk 7 Tk H(z)(xg) ik
] v ]

I1 en résulte 1'écriture du systéme (26) a (29) sous la forme

- PP/t p PP _ ps - .
(xj+1) + Rjk(xj+1) + n(n+1)R (Xk+1)T n(n+1) T o ;
pp . 1 ps _ .pp _ 1 ps - .
1 + Rjk + 5 (YJ +4) RJk Tjk (Y +m.k+4) T o

-2 +_ 2. pp 4,2 \ops o
4% ,-m’,) + (4X,-m7[)RLS - +1)(Y.,+m" .)RY - N (4 - TS
( 5 mJ) ( ; mJ) ik n{n+1)( 3 m J) Xk m ) Sk

(A2) * Nkjn(n+1)(Y;+mi)T§§‘= 0

PP_y*+, DS _ PP - oPs _ .
2xJ + 2 X, i Roe YJRJk szxk To M Y The =0

Aprés regroupement des termes et simplifications les solutions du syst2me

homogeéne (A2) sont
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xt - X7y (A, a0, - 24, ]
PP _ _ 3 i 11 13 14
(A3) Rjk 1 + )
i < (xt-x7) 2
RPS = 1 73" ¢ (m -m N )[2n(n+1)+ Y, “(1- -N, )+m +4]
ik A k
(A4)
- - 2 - 2,.- 2
+ Xk(I-Nkj) [2n(n+1)Nkj(Ykmk)-hNijkﬂnj(Yk-t-mk+4)]} R
[ (x -x.)} . 0
L N | {[n(n+1)(Y +u 2y 2Y ][2x (N ~1)+Y L +mH4 ]
Jk A 13
(A5)
2 + - + 2
i + (Nkjmk )[2n(n+1)+YJ.]+ xk(l-NkJ)m (YJ+mJ+4) } o,
[ (Xo-X7)
TJk —3 3 [2n(n+1>-m ][(Y +m )(2n(n+1)+N ¥y 7
2A
(A6) (Nk.-l)
- 2 + - _+ -2
i - (Yk+mk) {Yj+2n(n+1)Nkj} + A(Nkjyk-Yj)] +8n(n+1 (Y +mk) } o,

Dans les expressions (A3) a (A6) on a posé :

24, Nkj { (Y +4) [Zn(n+1)Xk(Y +m 2y -yt (axk-m )]

244 )20(n+1 X (Y;mlf)

(A7)
]

+

-2 .+ 2 2 +
2n(n+1)(Ykmj ijk) } o+ Nkj{ (Yj+m

+

- 2im 2
(axk-mk)Yk(ijj +4) } ,
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+ 2 - 2 - -, 2 -
= (Yj+mj-Yk-mk)[ (xk+1)(Yk+mk+4) ;+ 4Nijkn(n+1) ]

(A8)
- ot - -2
+2(Nijk-Yj)[ (Xk+1)(Yk+mk+h) -2n(n+1) ] ,
- 28, = ni{n+1)N ., { (¥ + 2y [4X - 2 on(nt1)]- (YH+m2es) (Y +m2) (X +1)
y - LI R Ty X M ;7™ K Tk’ Nk
(49) - (Y +m )(4Xk-m )}

+ n(n+l) { (Y’meg) [(x;n)(v’l'{mf(m) - 2n(n+1) T }

L

et ot le déterminant A4 du systéme vaut :

(A10) A = (x;—x;) Ay, * 2N X7 - X:)128

2 2
A L e T

ki k 13

Dans le cas d'une onde incidente SV sur I, le report des champs (30)

et (31) dans les conditions aux limites (3) et (4) conduit au systime :

SIPLE AL )+ n(ed) LD etV o) 1

- (%, +1)tsp H( )(Y ) - n(n +1)tSS (2)( k) =0 ;

2 + 2
Y.+m,+4
SP H(l)(Y ) o+ | ! H(z)(xl.() + - l'l'l! rqS (1)(>( )
ik v 2 ] 9 jk v
Y;*’"i"‘* () sp . (2), Kk
(A11) - ———;———- th (x k) - tjk H (yk) =0
- xtnd)r n{ ¢ 7) + ntar) [ (Fgom 2y 4(2) Xy
J Jk it v h]

+ 2. ss (1) - 2..8p (2}, k
+ (Yj+mj) er N (x )] -Nkj{ - (Axk-mk)tjk H (xk)

% n(n+1)(Y;+m§)t;i Héz)(xk) } =0
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+ q (1) Ky _ (2) vre8s g (1)
2xj er Y (yj) J (x ) - j ik H (x )
- sp (2), k g (2 -
L - N5 zxktjgﬂv (v,) - thJk (x )}

En introduisant les coefficients unitaires définis en (Al) on obtient le

systéme homogéne :

(x;+1)R§ sn(n+l) [1 + R b1 - (xp+1) 73 E - n(n+1)T =5,
sp Yl+m +4 ?;+m§+4 s sp Y-+mi+4 ss
RS + + R., -T.. ~-———T.” =0 ,
Jk 2 2 jeo ik 2 Jk
+ 2 8p - 2 +, 2 ss
A12)| - (4%.-m7) ROY + +1 Y.+m,) + (Y.+m.) R.
( 57m) Roy n{n+1) [( 3 mJ) ( j ml) Jk]

R _ -2 sp - 2 88 y _
Nkj { (4Xk+mk) Tjk + n(n+l)(Yk+mk) Tjk }=o ,

2x§ RSP - yT - vTRSS - on L {2xT%P - y77%%)

[ TR LT R % kK jk - kijk’ -9 f

Aprés simplification on trouve pour solution du systéme (Al12) :

n(n+1)(Y5-Yf)

R?E = d [2n(n+1)X (Y +mk) - Y (4x )1
2 A

(813) | + B LY mE) (X (Cmied) +30 3 + X7 (4xam2+2n(ne1)48)]

2
k

- @YY [OEHD) (Fpmied) - 20(eD] |

- + 2
sp (Y.-Y In(n+l)N,, )
= J_J kj + 2
(Al4) Tjk " Yk(xj+1)(Y +mk)
Qo -Y)n(atl)N, .
+—d ki {(Yk+mi)(xg+1)[2(Y3+Y£)-+m§+4-2n(n+1)]

24 -, ot 2
-Yk(AXj-Zn(n+1)~mj)}
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(¥ =Y n(n+l)
J ]

(e D 2n(ae )X =X (@ts)] + 2n(n+1)Y.
+ (Yk+mk In n+1)Xj-Xj mj+ n{n Yk

(a14) 24

2in(n+1)] + n(n+1)m§} ,

]

- 2 4
+ (2Y .+m.)[4X,-m
] 1] L ]

Y.-Y.
8s _ - 2 + - 2 _ -
(A15) Tjk —iz—l Nkj {(4xk mk)[(Xj+1)(Yj+mj+4) (Yj+2n(n+1))]

+ 2n(n+1)X+[—1-§(Xf+1)(YT+m%)-+4Xf-m%+2n(n+l)]}
k ] 1] 13

YT-YT " - 4 2 - 2 - -
R B {n(n+1)[(X.+1)(m%¥.+m.+4m»-2(Y-+m.)(X +1))+2n(n+1)(Xk+1-n(n+1))
24 ] i3 3 ) 1 17k
L . (4X§-m§+2n(n+1)[n(n+l)(Y;+m§+4)-(m§+4)(X£+1)]} ,

-
(Yj-Yj) {A12+2n(n+1)A13+2A1H}

(A16) R>= -1 +
Ik 2 A

ol 1'on a posé le déterminant Adu systéme :

2 - 2 P T
(A17) | 2A = (Yj+mj Y, mk)A12 2n(n+1)[Yj+mj Nkj(Yk+mk)]A13

-+
+ 2(Nijk—Yj)Alh ,
avec :

R 2 e 2 - 2
(A18) |4y, = (Xj+1)Nkj{Yk(4Xk-mk) -2n(n+1)Xk(Yk+mk)}

P 2 + + -, 2 + 2
'*Nkj {Yk(xk+1)[mj-4Xj+2n(n+1)xj]-+2n(u+1)xk(mj+xjmk)} .

(a19) [815 = My 4 x}[Y;+x;(Yk+m§+4)]-+x£(m§+4-zn<n+1>>}

- xg [(x+1) (Yl +h) -20(oe D],
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28,, = (4X3-m§)[ (X;+1)(Y;+m§+4) -2(n+1)n]
+
1

- - 2 - 2 -
+ Mo {2n(evD) (Re-XD) (Ypam) - (6% ) [ (X;+1)(Yk+mi+4) -2n(+l) T} -

De méme que précédemment dans le cas d'une onde P incidente sur f. issue
4 k

du milieu k le systéme homog2ne qui fournit les coefficients de réflexion

et de réfraction unitaires est :

+ = o1yrPP PS _ ¢yt 1yrPP _ Ps _ .
(Xk+1) + (Xk+1)Rkj + n(n+1)Rkj (Xj+1)Tkj n(n+1)Tkj o ;

op Y-+m§+4 ps - Yim2+s b
+ o —— i A T = .
1 RkJ . RkJ TkJ ; TkJ o

+ 2 ~_ 2\oPP _ - 2\ P8
Nkj(4xk mk) + Nkj(axk mk)Rkj Nkj(n+1)n (Yk+mk)R ;

+ 2 P + 2 ps
-(4xX.-m)TPR & n(n+l) (Y+m5) TPS = o ;
J 1k} 37 K] ’

+ ~oPP _ "RPS _ oyt oPP , y*oPS L |
2N, X 42N X REE - N YRPS - 2k TR 4+ TRS = o

La solution est :

- 4
R, (X =X ) [8yy- 48,5~ 28]
i

A

i - 4+
(X, -X. )
ps _ "k 'k 2. 2 + + 2 _
Rkj '_—7[___ {(mkaj mj) [2n{n+l) + Yj-r(Yj+mj+4)(<1 Nkj)+1)]

- + 2 + + 2 2
+ xk(Nkj-l) [2“(“+1)(Yj+mk) -4Yj + (Yj+mj+4)Nkjmk] } oo

B - _+
(x -xk)
PP _ Uk 2., st 2 - 2
Tkj —-——j;—~ Nkj(mk+4 2n(n+1) { Nijk(Yj+mj Yk mk)
+ g 2 + 2 -2
- (Yj-Nijk)(Yk+mk+4) + 2n(n+1) [Yj+mj Nkj(Yk+mk)} |
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__________ +_ - 2 _2_ _ 2
T . = Nkj{ xj(1,Nkj) [(Yk+mk+2)(2n(n+l) m 4) Z(mk+4)]

+ 2 2..2 :
+ [4(1 Nkj)xj+Nkjmk mj][mk+4-2n(n+1)]} R
oll le déterminant du systdme 4 vaut :
- _+ + -
= - +2(X,-N, . -
(x, xj)A11 2(xJ NkJXk)[2A13+A ]+ (mkmkJ w, )A )

avec
[ - a2 ot 2 + +_ 28 L + 2
28, (Yk+mk Yj mj) [Yj(4Xj mj) 2n(n+1)(Yj+mj)]

_ + 2 - 2 + g . +, .+ 2
+ n(n+l) { (Yj+mj+4)[Nkj(Yk+mk)(Yj+2Xj Yk) 2Xj(Yj+mj)]

k3

. a 2

4,5 = (Fem=Y LKD) (Femss) +ha(ne])X]
+ - + + 2
i + (Yj-NYk)[ (Xj+1)(Yj+mj+4) - 2n(n+1)]
20y, = ) | (imdovrnd) (D ) - G} -nd))
- 2 + 2 + + 2
_ + Dy ) - (CmDIT G 1) (1 amdaa) - 2aeD]) -

Le systéme & résocudre pour des ondes S5V incidentes dans le milieu k sur

Zk est :

ss - 8P _ ot 8p _ ss _
n(n+1)+n(n+1)Rkj + (Xk+1)Rkj (Xj+1) Tkj n{n+l) Tkj o,

Y;+m§+4 Y-+m§+4 ¥hemles
+ RO + RE - Tpf - L1 58
2 9 k] 3 k] 2 kj ’




Nkj

+ 2 - 2..88
n(n+1)(Yk+mk) + Nkj n(n+1)(Yk+mk)Rkj - (4%

-N .Y -
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- 2, 8p
KO Ry

v axt-mHI? - (D) (YT = 0
I O 1 17k;

kj k

- 58 - 8P _ oy tnSP +.88 _ .
NijkRkj + 2Xkaijj ZXkaj + Ykaj o

La solution est :

58

B3

sp
Rkj

jk

88
jk

+ + + : + 2 +
+YJ. {Zn(n+1)Yj-4(Xj+1)} - (2Yk+mk)(4Xj m

3P =

i

1 +

Cd -
CALR AP 2Nkjn(n+1)A13- 2N, b1yl

2A

2A

k 2 + 2 + + 2
{ Nkj (2Yk+mk){ (Xj+1-)(Yj+mj+4) - 2n{n+l)]

PN [ m?) (GG QY - 2n(ae)) + 2n(n+1)m§ +4)

2
3]

¢ Y axt-nd) - 20X (F ) 3,
] ) 3 J 3 1

2A

N2

n(n+1) [ (x

A

iyt
A {

- + - - + 2 +, 2 + 2
k+1)YJ. + 2n(n+1)Xkaj][Yk(l-Nkj)(Yjﬂnj) +Nijk(mk Yj m

- ¥ 2 - 2 - + 2 -2
ij) (Yj-i-m.-Yk-mk)[(Xk+1)(Yj+mj) +4X mk] ,

k J

A T O K0) (Y (1) (X om) + 2v D) ]

- 4n(n+1)X;((X;+1)(Y;+mIZ{+4) - 2n{n+1) }

+4

N, . (Y, -

)

ki 'k

24

+ - -+ + 2
.- =X.)(2X.-m. +
+ 4xJ axk] + (xk J)( xJ mJ) }

Kk v 2 N SN I -t
{ (Yk+mk+4) [(Xj+1)(2xj-2xk+mk-mj+2n(n+1)(Kkaj xj))

+

n(n+l) _+ N2,
T Xj (Yk-Yj ) (mk 4Xk) s

. ]
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ob-1'on a posé le détermipant A du syst2me égal 2 :

2 -

28 = (Y +m",
i k

) By +-2n(n+1) [Nkj(Y;+mi)

+
- (Yj+m§)] Byy* 2Dy Y- YJ] Bry s

avec’ :

_ + 2 - CetavtyT _
Ay, = 2n(n+1)(Yj+mj)[Xkaj xj+xjxk(Nkj 1]
+ 2 + - - 2 + + +
+ (4xj-mj) [Yj+xk (1+2n(n+1»Nkj]—(4Xk-mk)[ (Xj+1)Yj-2n(n+1)Xj]
oot et 2 - 1y L + ot LT | + -
by = xj(Yj+mj+4) [Xk(ZNkj 1) xj]-+Yj(xj xk)-+2n(n+1)(xj kakj)
Y. +m2+4
Alu = n(n+1)(X -X )(Y +m )+ 0—1*—~—— - n{n+1)) [4X -4%. +mk-m 1
2

Y, +m2+4

I .
- ( ; ) (KT mk+ka )



CHAPITRE V

QUELQUES ASPECTS ASYMPTOTIQUES DES SOLUTIONS

Ce qui sult est exclustvement consacré 4 dégager des valeurs asympto-
tiques des solutions explicitées aux chapitres II et III. Les trois premiers
paragraphes cormspondeht g L'étude de la sphére parfaitement rigide dont
1'auantage réside en la mise en place, & propos d'un exemple simple, de la
trans formation de Watson. Celle—ol est utilisée directement dans le cas des
sphéres élastiques aux parvagraphes ¢ et 5.

1 - TRANSFORMATION DE WATSON : SPHERE PARFAITUMENT RIGIDE.

Le support de ce paragraphe n'est certes pas tréds réaliste. Il a cepen-

dant 1'avantage de permettre la mise en place, & propos d'un exemple trés
simple, d'une méthode d'analyse dans le plan complexe qui sera utilisée di-

rectement & 1'avenir.

Pour cette premi2re étude asymptotique, nous considérons le mouvement
engendré par des ondes SH dans le cas particulier le plus simple des modiles
2 une couche: celui de l'espace infini (noté 2) contenant une sphere L, par-
faitement rigide de rayon r=r, Le milieu 1 étant parfaitement rigide, il n'y
a qu'une seule condition a la limite de déplacement nul 3 vérifier sur la
surface rer,. Elle nous conduit au champ global wz dans le milieu infini

(),

sous la forme
[=+]

(1) Vo =¥y Loy (%%, 500 Pyleos®) , § = 1,25
n=o

(t) On peut aussi remarquer l'obsence d'ondes transmises dans le milieu 1
ce qui implique T,, = o et, d'aprds (2.22), R, =-1; en utilisant (2.29)

dans (2.16) et (2.17} on dédwit le champ 11)2 donné en (1},
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avec
B W H(z)(xl)

_ . (2) ey v 2 (1) )
gy = H (XS) v (x) H (XS) ;ETTE:E; H (x7, ¥ <rer g

(2)

_ (1) (2) (1) v
g, = H“ (x) Hv (XS) - H\J (XS) —

Dans ces expressions nous reconnaissons le champ arrivant directement
de la source en un voint P (r,8) avec le premier terme de g, ou de 8qs puis
le champ restitué par la sphere avec le second terme. En reportant dans (1)

H(l) (2)
v

le développement en série des fonctions et Hv on constate que le

terme d'ordre n dans (1) se comporte comme :

. r
@y =y e L (G ™ D™ e om0 11+ 0 G

selon que r<r, ou rer. Comme ]Pn(cos)|<1 la série converge mais trés lente-
ment. I1 est donc hors de question d'avoir une bonne approximation de (1)

en ne conservant que les premiers termes. Ceci nous incite & utiliser comme
d'autres auteurs (Ansell, Nagase, Roseau, Scholte, Uberall...) la transfor-
mation de Watson(+) pour passer de la série (1) 2 une série équivalente et
plus rapidement convergente. On considdre, pour ce faire, 1'intégrale dans

le plan de la variaBle v gque 1'on suppose complexe :

“ ;. E—_ vgj(v) gJJé(-cosB)

21 cosmv
C

ot C est le contour qui enlace le demi-axe Ré (v) > o (fig.5).

dv s

b Im(v)

t

----------- S . Ré(W)
N

-
%

C

Fig. 5 Chemins d'intégration C et C'.

(+)

En véalité cette transformation est due 4 H.Poincaré (1908) ; Wateon
et Sommerfeld 1'ont développée et étendue ¢ des problémes d'optique et
d'électromagnétisme .
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4 Im(v)

o _ Eé(v)

Fig. 6 Chemin d'intégration D.

(

Si l'on remarque que Hvl)(xé), en tant que fonction de v, ne possdde
pas de pdle sur l'axe réel de v positif (voir Annexe I Fig.19) alors gj et
Pv-b& sont holomorphes dans le plan v. Les seuls pbles de J sont les zéros
de cosmv soit v=Y, , % .., n+tl, . Or puisque P_(-cos8) = - Pg(cosﬂ) on
en déduit que la série des résidus de J pris aux pdles vn=n+lé est identique
a (1). Ceci permet de substituer 1'étude de (1) & celle de (4).

Les propriétés des fonctions H&l)(x), H\Ez)(x

) et P\J-llg(n) lorsque
1'on change v en -v {cf. Annexe I-(I.14)) montrent que 1'intégrant J est une
fonction impaire de v. Il est alors possible de remplacer la partie infé-
rieure du contour C par son symétrique C' par rapport 2 l'origine (fig.5).
Ainsi le chemin C est déformé sans difficulté en la droite D qui va de

-o+ie 3 w+ie, e>0 fig.6.

Tm(v)
Y

- 0 ?’
Rn Rn RéE(v)

Fig.7. Les points désignent les zéros de Hél)(x;).

Soit Dn le contour fermé constitué de la droite D et du demi-cercle
c, de rayon R tracé dans I (demi-plan Im(v) positif)(fig.7); nous choi-
\ +
sissons Cn de fagon & éviter les singularités qui se trouvent dans I les-
(

quelles sont les zéros de la fonction de v, Hvl)(x;), c'est 3 dire les pbles

de la fonction gj définie en (2).
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Comme (cf. Annexe II) :

(5) lim -2 dv =o ,

|an+w 21 cos ™ v

Cn

Y vgj(\)) PU_I/Z('COSB)

Y, est égale & la série des résidus pris aux pdles de la fonction gj(v) car

1'intégrale J se réduit i

+ oo
] . vg.{v) P (-cos8)
(6) v, = 2 1 ol dv o+
21 e cos TV

Sur le contour D on a la relation :

1 = 9 elwv Z (_1)me21mnv
COSTV )
m=o

et (6) s'éerit :

) o = Lov®ae
avec :
b
@) +™,0) = (-1)m}1_»i2 08 b, % k) By (eose) oIV gy

=1
Puisque P_ 1, (-cos8) = (-1)" hp 1; (cos®) on a aussi :
V= /2 V= /2

+ o0
(-1)" lp0 ng(v)Pv_%5(cose) e21mﬂv dv .

i

w(m%r,

(9 8) =

-0

Pour comnaitrey, il nous suffit de calculer les intégrales par la

. 1 1
méthode des résidus. On trouve que les zéros env de la fonction Hi )0<2)

sont donnés par (Keller, Rubinow, Goldstein (1963)) :
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1 1/3.
1 1 X2 i fy 1,-%
(10) v (5) = x, 5 g e + 0 (xz) ) e
ol - En est le nlgpe zéro de la fonction d'Airy d'argument X; pour n assez
graﬁd on voit que :
-2
ly ., 1,1 .1 3 iy, 1y-14 ]
(11) v () = x, + 5 [3n(n 4] Ee (%)) , n>>1
soit r la quantité :
12 (<)
(12) r = - —W) .
v 2 Ve
=V
gV

Pour v voisin de X; on utilise les approximations (Annexe 1(I.8)). Il con-
vient aussi de tenir compte du Wronskien des fonctions d'Airy A (-£) et

A (-Ee 2in é) pour obtenir la relation :

1 l/.
(13) e E :
LD 2 (A (- 1%
1 n

od A', désigne la dérivée de la fonction d'Airy. Le calcul de (8) et (9)
conduit respectivement 3 : '

(14) w(m)(r,s) = (‘1)1[1 21'”1) z v r H(l)(xz)H(l)(X )P’ -l/(_cose)ei(2m+1)ﬂ\a
o S, @V v, s v -

(15)- q,(m%r,e)—( 1)"2m Z o H(l)( 0 (1)(x ), _y, (eost)e?i™s
n

Aux fins d'expliciter (14) et (15) on se sert de (I.7) et (1.12) de 1l'an-

nexe I qui impliquent :



I1 est alors aisé d'écrire (14) et (15), en se souvenant de la valeur de
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(D, 3D 2 2_2,,2 2. -Y
an ( S)an (Xz) i @ {(r -rl)(rs-rl)} “

1 r
X exp {iBZ(rz—rf)}/Z-ivnarccos Tl -in/y )

. 2 2. Y% . 1.
X exp {182(1:8-1'1) /?-1vnarccos -r—; -infy },
l/ .
x% } 1 e * /e -2
vr =|— Xy T {A'.(-£ )} .
nn & o i* “n

wo’ sous la forme ;

r

[

_q\m 1.V ing Y% 2 2.,.2 2.,-Y4%
'Ji(m)(r,ﬂ) = 1) f°(x2) € 2 rl{(r -rl)(rs-rl)}

3
lm/z C% Yrr r B. sin @
9 s 172

1 1 - -
x exp (i8,[ 2Dy 24 2ey By SRALHERE ’

1
r r,
X exp {i\)n[ (2m+1) ™ -0 - arccos — - arccos -1—;-] +im/y ),
s

1y 2 1 1 17 _1
(m) (“l)mfo(x;) /361"/3 2 /6 rl{(rz-ri) /2+ (ri_ri) /2} Af
y (r,8) =

3
411/2(:2 Yrrr
T 8

B, sin ©
9 2

1

: 2 2% 2 2. T -2
x exp {iB,[(x"-r]) 2+ (r]-r] 1} =} [a}(-g )1
n=1
r r
X exp {i\)n[Zmﬂ +6 - arccos == - arccos —= 1 -in/y} .

s
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De ces deux dernidres expressions on déduit :
r

(m) _ . 2 2. % 2 2. Y m S, -2
(16) ¢ ' (r,8) =B exp {182 [(r ~ry 2-+(rs-r1) 2]}(-1)n3¥[Ai(-En)]

x {exp Kvnﬁm.‘“/u) + expi.(Un Yo * /) }}s

avec

1y 5 |

r £, by Bt 7 ¢ [Py (D)

B = ¢ : 1 1 8 1 ,
3
b % C% Yr r r.B, sin @
(17) 2 8172
! "1

ém =2mr+6 -6, , Y, = (2m+1)w-6-6_, 8 = arccos ;; + arccos ==

Par anticipation sur le paragraphe suivant nous pouvons noter que (7)
et (16) représentent la solution du probléme quelque soit & si m>1 et pour
6>6  si m=o. Ces résultats, &tablis indépendamment des travaux sur la propa-
gation des ondes électromagnétiques de Levy et Keller, sont en accord avec
leur relation 26 p.173, obtenue & 1'aide d'un bilan d'énergie et d'une exten-
sion du principe de Fermat - théorie des rayons -. Voyons & présent quelques
traits particuliers se dégageant de cette solution ainsi que son domaine de

validité.

2 - DOMAINE DE VALIDITE, INTERPRETATION.

Pour connaitre le domaine de validité du développement auquel nous

venons d'aboutir il convient d'examiner la convergence de ce dernier.

Puisque v, 8 une partie imaginaire positive, la partie réelle de
iv 8 (valeur de 6m pour m=o) est négative si 5, est positif ; ce qui a lieu

‘-:';Si

o Ty r

{18) ® > arccos -= + arccos —  °
8



- 85 =

Lorsque cette condition est satisfaite, les termes de la série (16)
décroissent expconentiellement. Dans tous les autres cas la solution est
'inacceptable . La comparaison de ce résultat & (3) justifie donc, a poste-

riori, l'usage de la transformation de Watson.

Enfin, lorsque 1'on remplace v par 821'1 on néglige les termes de

1'ordre de (Bzrl) h . Par suite (16) n'est valable que si

2 1/2
1

-a

1 1 1
8 (rz-rf % 55 (8,7)) 5 ot Bz(r:~r >> (Bzrl)/3

2

cet ensemble de conditions s'éerit encore :

Vo -4

-@
(19) (r-rl) > % 8, 3

1/3

g 1

et (r -r.)>>r
s 1

By

Autrement dit, la solution proposée au paragraphe précédent est
acceptable quelque soit m, si la source et'"l'observateur" sont suffisam-
ment loin de la sphere de rayon r, d'apras (19), et seulement dans la zone

"d'ombre", si m=o d'aprads (18).

On peut interpréter, en termes d'optique géométrique, la solution
P rp ptique g q

établie au paragraphe 1. Envisageons d'abord le cas simple m=0 qui corres-

()

pond au premier élément ¢ du développement (7) soit :

©) . 2_2.Y VA -2 §
(20) 37 (r,0) = B exp (g, [(rp-r)) 24 (7ord) /2JL£{(A£(—£n)) 2ot (VY +w/u)

1

I VAP

ol 1'on a posé :

r r r r

(21) 60 = 0 - arccos T =~ arccos T Y =7=-0 - arccos-;- - arccos —— »
L r
8 s

Comme 82, 1'inverse de la longueur d'onde, vaut w/C il est commode pour

Ty
1'avenir d'écrire (11) sous la forme :

wr

" 1 .
(22)1 vy . *ix,
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%, -1
= 3
(22)2 Wn CT2 {1+ (4r182) En] s
r 2
=1 -h .
(22)3 Xy =3 (4r182) £, 3> o0
T
2
idmes . (o)
Les n" — composantes de P ont pour phases
, 1 11
[ 'fzﬂrz1 & rz-r2 k r.é
¢('b) = UJ{ 1 + ] 1 + 1 } ,
nl c.? c.? W
T T n
2 2
(23)
[ 7 21 2 23}l
(o) L B KN
¢ = U,)‘[ + + } ’
n2 2 2
C C W
T T n
L 2
J
1
2..2) %
Il est clair que 5 est le temps mis par l'onde pour parcourir le
Cc
I, 2.2 %
trajet ST, ou ST!, Fig.8. De mBme | 1 est apparenté aux rayons
J 1 1 c 2 y
T

1
T, P ou T, P tandis que les termes rléolwn ou r1Y°/wn représentent les che-

mins T} T) ou T, T, parcourus sur la sph2re de rayon r

en résulte que les termes de phase ¢ et ¢n2

1 3 la vitesse Wn. Il

nl correspondent respectivement

. 1 1 ¥
aux trajets ST) T, P et ST, T, P (fig.8).
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S(r ,o0)
s

Fig.8

Ainsi le premier élément w(o) de la solution représente une diffrac-

tion des rayons issus de la source 8. En outre, il convient de remarquer

que les chemins T1T2 et TiTé sont parcourus par une infinité d'ondes qui,
(+)

ayant pris naissance aux points T1 et Ti possédent les trois propriétés

suivantes :

a) Elles sont évanescentes car elles ont un facteur d'amplitude, 2

déeroissance exponentielle, proportionnel a :

exp (-xnﬁo) soit & exp (—xnyo) (20) et (22)3 .

b) Elles sont dispersives puisque leur vitesse wn dépend de la fré-
quence w d'aprds (22)2.
)

¢) Elles se propagent toujours 2 une Vitesse Wn inférieure a

celles des ondes SH incidentes qui leur ont donné naissance d'aprés (22)2.

Une analyse semblable peut 2tre conduite lorsque m>1. En effet,

(+) Scholte, dans son étude sur les ondes P, donne seulement la premiére
propriété (a) .
(%) On est en présence d'ondes de surface d'aprés les caractéres a et c.
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écrivons (16) sous la forme :

(m) m T 6y
(24) b, 8) = (De 2 »
il est clair que la phase des deux composantes de w(m) est
[ 1 1
[ (m) r2-rf Z [rz—rf Z r16 2nr1
¢n = w { + 5 5 + +m ); s
1 C. Co W W
2 | 2J n n
(25)
1 1 ( i
( r2-r2 Z r2-r2 % r.,Y 2y
m) _ 1 s 1 1o
8" = W d 5 + 5 + ——— & }o.
2 C; Cq W W |
L 2 J 2 " '

Ainsi (25) nous montre que les rermes w(m) correspondent 3 des rayons qui ;

effectuent en plus du trajet ST1 T2 P ou STi Té P (fig.8) m fois le tour de 3
(+) '

Z; 7. Il y a attenuation et dispersion de ces ondes faisant plusieurs fois

le tour de la sphére qu'elles parcourent avec une vitesse W - On est done

<C
n T2
en présence d'ondes de surface. Enfin, si nous remarquons que pour n fixé,

la série en m est une série géométrique de raison inférieure 3 1 en module,

on peut alors écrire la solution ¥ sous la forme plus compacte :

: 1 w 1(v 8 -u/) i(unyo+w/@
(26) 405, 0) = B explip, [(e?) a2y o) ] PN
=LAl e ™

3 - SOLUTION EN AVANT DE L'OBSTACLE.

Nous avons remarqué que la solution acquise au paragraphe 1 est en
défaut en avant de 1'cbstacle si m=0. Les résidus contenant Ym restent ra-

pidement convergents dans la zone'éclairse" pourvu que, d'aprés (17), onajt:

(+)

" A notre connaissance, une tnterprétation de méme nature a été donnde pour
La premiére fois & propos d'ondes électromagnétiques par Levy et Kellep
(1953).
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1/3
(1) (Bzrl) (e+eo)>>1 .

S8i l'on considére, comme Nussenzweig (1964), la décomposition :

- A (2)
(28) Pv-%ﬁ (cosf) = Qv-%& (cosd) + Qv_bb(-cose) R
on constate que les termes Y proviennent de Qigiﬁ(-cose) tandis que les

facteurs Gm (responsables de la non validité de (16) pour 0<80) sont issus

1)

des pbles de QS_%Q(-coéB). I1 est donc indispensable de reprendre le calcul
des intégrales (9) pour m=o soit :

+ @

mv

() Ve 1 i
T vgj(v,xz,x2,xs) Pv_%5(-cose) e dv

(29) =

-0

De (2), on observe que les seconds termes de g, et de 8y» qui cor-
respondent au champ restitué par la sph2re, sont identiques. D'autre part,
on passe du premiér terme de g, au premier terme de g, en échangeant le rdle
de la source et de 1'observateur. Ainsi, vue la réciprocité source-observa-
teur, il nous suffit d'estimer (29) pour 1l'une des deux fonctions gj.
Traitons par exemple le cas ol r>rS ce qui correspond & la fonction 8o- L'in-
tégrale (29) est rapidement oscillante A proximité de 1'axe réel. Nous cal-
culons chacun des termes qui la compose par la méthode du col dont la mise
en oeuvre nous oblige & distinguer deux cas selon que 8 est inférieur ou su-
périeur 3 un certain angle 61<w/2 qui sera défini plus loin. En outre, la pa-
rité des fonctions mises en cause permet de restreindre 1'étude au cas des

angles 6 positifs.

Lorsque 8 est inférieur 3 7/, le premier terme w01 de (29) s'écrit

d'apreés (2) :
+

]
ol Ze vH(l)
i

(30) ¢°' = S 1y

(1)(XS) Pv_yb(cos[n—e])e dv

(x2)Hu

- 00

En utilisant les développements asymptotiques donnés en annexe I pour chacune

des fonctions figurant dans (30) on trouve que le col est défini par :
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(31) v = Bzrs snnW1= Bzr san2 avec w1+w2+e =5 .

Le chemin de plus grande descente fait un angle de -n/, avec Ré{v)>o0 et

o<wl<n/2 tandis que er(nlg , 7). En posant V1=Wl et V, = m- w2 nous avons

au col :

(32) vV, = 8+ V .

ol fo iB 2R
(33) P = e e , avec R = rscosV1 -rcosV,

C'est donc le champ en P provenant directement de la source § que l'on

retrouve par ce premier calcul dont une illustration physique est donnée par

la figure 9.

r

Fig.9. champ direct SP ; r<rcos 0 ,0 < 61 = Arccos 7? .

Le second terme de (29) woZ que nous avons a évaluer, vue (28),

est
+ oo
(2), 1
¥ H77(x,)
02 _ o (1) (L, v ) . .
(34) ¢~ = - — VH (XZ)Hv ( S) ;TTTE;T; Pv-lb( cosB) dv
! 2
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De la remarque faite plus haut sur la série Yo il résulte que cet élément
2 .o . .
mo se décompose lui-méme en deux termes 2 l'aide de (28). L'un w;z conte-

2 . - . \ .
nant Qé_ib n'a pas besoin d'&tre estimé puisqu'il correspond i la série des

résidus convergeants y de (26). Ainsi il nous suffit de nous pencher sur
(34) lorsque 1l'on a remplacé Pv-V (-cosb) par Qsli&(-cose). L'infégrale
ol . zZ . %l .
", engendrée par cette transformation, est rapidement oscillatoire au voisi-

nage de 1l'axe réel. Nous la calculons par la méthode du col :

+ o

o2 _ Y W, . B )
(35) Ipl = - —;— . \)H\J (XZ)H (XS) m Q\)_l/z(-cose) dv -
- v 2

Les approximations asymptotiques des fonctions de Hankel (cf.Annexe I)

nous conduisent a :

y&
) /H\()l)(x;) = exp { —2i[{(x;)2-_v2} - v arccos _\)T R DA

X

2

(36) 1)l
v 2

Le col de 1'intégrant (36) est déterminé (toujours pour le cas ol § est in-

férieur 3 "/y) par :

37) o = 82r831n W, = Bzr'snnw = BZYISLHWé avec W1+W2—2W3+8 =0

1 2

Tous les angles figurants dans (37) étant inférieurs 3 "/, 1l'estimation de

(35) nous fournit 1'expression :

./—T'—"—"_'— .
(38 ¢°2 _ r, £, 31nw3cosw3 i} exp [182(D1+D2)}
1 1
4uc.? Vrr sin® (D,r cosW +D,rcos W )/2
T2 8 1's 1 72 2
ot 1l'on a posé :
(39) D1 = rscosw1 - rlcosW2 s D2 = rcosw2 - rlcosw3 .

Le résultat (38) s'interpr2te aisément & l'aide de la figure 10 comme
les rayons réfléchis ayant parcourus une distance du type STP . On note, en

outre, que (39) est l'analogue, pour les ondes SH, des lois de Descartes



de 1l'optique géométrique :

P(r.g)

r
Fig.10. Champ réfléchi STP ; r_<rcosd , 0<8<f =Arccos -r—s .

L'étude précise du col défini par (31) (en particulier de la ligne de plus
r
grande pente) montre que celui-ci n'existe que si sinV2>-;§ (i). Quand

v* wla V24-64-ﬂé d'aprads (32) et la relation (i) est équivalente 3

r_<rcosf . I1 en est de m2me en ce qui concerne le col défini en (37) et les

solutions (33), (38) sont valables dans la région : rs<rcose , 0<9<61.

Lorsque © est supérieur 3 6., des calculs analogues 3 ceux présentés

1}
ci-dessus doivent &tre effectués. L'évaluation de (30) dans ce cas conduit

-0l . .
au champ ¢ =~ venant directement de la source soit :

o f iB, R
(40) $01'= —o e 21 , R, = rcos W,-r cos W, ,
2 1 1 "s 2
4nC,." R
T2 1

provenant du col défini par :

(41) v = 62r sin Wl = 82rS sain W2 . Wl + W, - g = 1 .

La contribution de (35) est le champ réfléchi ﬁ?z
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- _ 1Y)
r, f s sin W.cos W ) 2
-02 5] - -
(42) v, ® 1 3 3 exp{iﬁz(D]+D2)} .
4nC 2 Yrr sin 8 D.rcosW, +D,.r cosW '
T2 s 1 1 "2°s 2
avec D] = rS cos W2 - rl cos w3 s D2 = r cos wl - rlcos W3 .

Cette dernidre expression se déduit du col engendré par :

(43) v = 82r51nw = 82r851nw = B,r 51nw3 tel que: W +w2-2w3-e3= 0 .

1 2 271 1

L'interprétation physique de (40) et {(42) est illustrée par les figures 11

et 12.
P(r’ ‘:f) P(r,e)
1
S{r ,u)

s

Fig.11. Champ direct : T >TCosB, Fig.12. Champ réfléchi ; r£>rcos8,
8. <p<q . B,<8<d
1 s} 1 0

Un examen des cols (41) et (43) indique que ceux-ci ne tienment, quand 8>61,
que dans la zone ol r >rcos® (rs<r) et 0,<6<6 d'olr la limitation de (40)

et (42) au domaine : rs>rcose s 81 <e<80

En résumé : au terme de cette étude, 1a solution de propagation
d'ondes SH, dans un espace infini contenant une sphére parfaitement rigide,

est décrite (pour r>rs) par les relations (7) et (16) dans tout l'espace
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lorsque m>l. Pour m = o, la représentation (16) est encore valable tant que
0>6, (cf.(18) et (27)). Dés que £<0, la solution est donnde par la partie
de (16) correspondant 2 la série des termes Y, la série des éléments ém

devant, selon le cas, &tre remplacée par :

- le champ "direct" (33) et le champ réfléchi (38) lorsque r_<rcos0 et

r
o<8<81 ol 81 est 1'angle défini par cosBI = :?

- le champ “direct" (40) et le champ réfléchi (42) dans le domaine rcose<rs

et 6_<0<o .
1 0

Pour r<r la solition est acquise en échangeant dans les expressions

ci-dessus le r8le de la source et de 1'observateur.

On peut observer que ces résultats sont en accord avec ceux de Scholte,
Nagase, Ansell,... pour les ondes P en incidence sur une sphére fluide, de
Uberall et de ses collaborateurs (ondes acoustiques en incidences sur un
cylindre), Bremmer (Chp.5 p.88). Toutefois, ces travaux ne font pas la dis-
tinction entre les deux zones rs<rcose et rs>rcosB ; une telle limitation
peut tre trouvée dans Roseau ch.7 P.301 (angles limites 6 et 6 exclus).

Voyons & présent les modifications apportées par une sphire élastique.

4 - SPHERE ELASTIQUE.

Nous revenons avec ce paragraphe au modéle plus réaliste d'une sphére
élastique El de rayon r, entourée de 1'espace infini 2, Nous avons établi
la solution globale dans celui-ci au chapitre II sous la forme d'un déve-
loppement en série de Debye dont nous ne retenons ici que le 18F¥ terme. Il
correspond, rappelons le, A la premidre interaction des ondes SH avec Zl
et au champ incident arrivant directement de la source au point d'observa-
tion P(r,0). Nous nous interessons en particulier 2 la forme du premier

terme du développement de'Debye wé valable pour r>r qui d'aprés (2.14),
(2.16) et (2.29) s'’explicite sous la forme :




(44) IP; = 'Po Z (n+1/2) g (n+1}) Pn(n) R r>r
n=g . 3
avec :
(1) (2) .1
. (2) W) o8 Bl e liip ()
)= .
) eloe) Hn“‘1/2(x9‘)}11f1+1/2(x2)1 e 120 o) od) 21
o+l s 1, 2

Cette limitation ¥>r_ est intéressante pour l'acoustique sous-marine, la
géophysique puisque les sources sismiques sont placées entre le manteau et
la crolite terrestre ol sont situées les stations d'observation. Cependant,
cette restriction n'est pas fondamentale en vertu du principe de réciproci-
té entre la source et l'observateur d'une part, la validité du champ resti-
tué pour £>ry d'autre part. Ainsi les résultats obtenus ci-aprés tiennent

aussi pour t<r_ par échange des grandeurs r et r..

-

La série (44) est du type ) (n+1,)F(n+¥,) Pn(n). Nous lui appli-
' n=o _
quons la transformation de Watson (4). On montre (voir Aunexe III) que g(v)

ne posséde pas de pdle sur 1'axe réel de v positif de sorte que la forme

(44) est substituée 3 1'intégrale dans le plan complexe v :

¥ vg(v) Py, (-cos6)}
(46) by =5 V-l

—é-I dv

C COST v

ol C est le contour de la fig.5.

Avant d'aller plus loin, il convient de noter que selon la rigidité

relative des milieux, il peut y avoir, ou non, réflexion totale des ondes
E

1 . .
La distinction entre ces deux éventualités peut &tre effectuée a 1l'aide de

sur

1' impédance Ny Toutefois il est préférable de raisonner sur les vitesses
des milieux qui s'introduisent naturellement au niveau des pdles de (46).
Ainsi nous définissons 1'incide n=81/82 (n=x%/xé) qui, d'apres (2.24), est

relié 2 1'impédance par :



_9.6..

H2

(47) n=N, —
i2

1
Pour une sph2re moins rigide que le milieu infini, n>1, quelque soit 1'angle
d'incidence des ondes sur la sph2re, il existe des rayons réfractés 2 1'inté-
rieur de celle-ci. En revanche, pour n<l, il existe un angle d'incidence
critique BC au deld duquel les rayons qui atteignent la frontidre de sépara-
tion des deux milieux sont totalement réfléchis. Ceci implique une évaluation

différente de (46) suivant la position de n par rapport a 1.

Pour n>1, 1' étude de 1'intégrant Il(v) de (46), montre que ce dernier
converge dans le demi-plan complexe Im(v) positif ainsi que dans le quatridme
quadrant dé&s que n1>(ﬂ—8)/2 (voir Annexe III). Ces constatations permettent
de passer du contour C au contour D (fig.13) a condition de prendre en compte
les séries de résidus provenant des palgs Va(1) et\h(Z) de g(v) ; ceux-ci,
évalués dans 1'annexe III, sont les racines du dénominateur de R21 soit de:

1

“8) (151 - N,l2q] = 0 .

Les considérations ci-dessus conduisent 3 remplacer (46) par :

A vg(V)Pv_yb(-cosG) - -
“9) v, =37 dv f‘f’o";(Rn(l)““Rn(z)) ’

cCos TV
D

ot R4y (i=1,2) est le résidu de Il(v) pris aux pdles Vo)

A Im{v)

- R&E(V)

Fig.13. Divergence de 1'intégrant de (46) dans la zone hachurée,



Si 1'on remarque que seul le second terme de (45) fournit une contribution

non nulle aux séries de résidus et si 1'on pose :

2
(50) r ,.\ = résidus de { —=——— R, ;) , (i=1,2),
n(i) H(l)(xl) 21 V)
v 2
alors de (45) et (50) on tire :
D el e By (ce0s®)
(51)  R_,.\=V n(i) n(i) T e (i=1,2) -
1'1(1.) n(i) E) 1=1,
cosTvY .
n(i)

En outre, des propriétés sur la parité des fonctions de Hankel et de Bessel
(Annexe 1(13) ), il découle que Il(u) est une fonction impaire de v; il
s'ensuit que 1'intégrale figurant dans (49), étant prise le long d'un con-
tour D symétrique par rapport 24 l'originme, est nulle. De ce résultat et des

expressions (49) et (51) on déduit 1'expression (52) de w; .

1 _ 1 1
(52) vy = oyt o
1 (1) (1) Toncy e 0%
) 1 n(1i)
(53) U)2(i) =y ow Z1 Vo) H\Jn(i)("_z) H\’n(i)(xs)rn(i) coeT Y
(i=1,2)

Pour exploiter (52), (53) il reste 2 obtenir 1'expression de i)

De (46), (48) et du Wronskien des fonctions de Hankel [voir Annexe I.(14)]

il suit :

6 i {a([lx;1 - Ny, 2 D) | 1
Th(i) © 1o (1), 1., 2 _ '
“(xz)[Hv (xz)] v VEV (1)

I1 suffit d'utiliser les développements asymptotiques (donnés dans l'an-
nexe I) et les valeurs des pbles Va(1y % Va(2) [Annexe I (7) et (8)] pour

obtenir respectivement :
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e-i'"/6 2 -%%
(54) T = —_— ’
R e
i n 2

argech n }

2i / 2 1
(55) r(2) > exp {- 2V n"-1 X1 T 2% 0)
n’-1

En introduisant conjointement (54}, (55), le développement asymptotique de
Pv-%@ [Annexe I (I.12)] et les développements en série de (COSﬂV)_l dans

(53), il vient :

(1) Al

1) (x) { e

n(1)

(56> r w2(1) Z ¢, vy By () B

V(1)

+ ) -1)" [exp(ivn(l)[2mw-8] ~iﬂ/q)-bexp(ivn(l)[2mﬂ+@4'iﬂ/u)]} R

= m=1
1
1 , ¥
(1) (1) —in/3 3
(57) | v =Jc (v, H "7 O)H (x ) exp (-2e Argch n (—-)
2(2) 7 LV () 0y 2T hy 8 En
s m -izmﬂvn(Z) . . . .
_xmzo(-l) e {exp[-1Vn(2)9-1ﬂ/q]+expP1%N2)(2ﬂ-9)+1ﬁzh]},
avec
v -in/g A
c, (v ) = = |2 /o)
1 n(1) [A' (-£ )]2 _2_] 2wsin @ !
i‘7%n
(58)
Cz(vn(z)) - //Zwvn(z) exp{ 28 [nargchn-nl } ,
Vnz_l sin®
ol -gn représente le nié@e zéro de la fonction d'Airy Ai

L'analyse de la phase des solutions (56), (57) se fait comme au para-
graphe 2 (cf.23 et 16). Elle montre l'existence d'ondes qui parcourent la

surface de la sphere m fois (dans le sens direct ou rétrograde selon le
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signe de 8)3 une vitesse inférieure 2 celle des ondes incidentes. En outre,
ces ondes de surface sont dispersives et évanescentes. On veut de plus noter
la présence d'un facteur d'atténuation trds importante dans (57). La solu-
tion w;(z) est donc rapidement évanescente. On en conclut que les pdles

vn(Z) apportent une contribution négligeable a4 la solution ¢; .

Pour voir apparaitre clairement 1'interprétation indiquée il est né-
cessaire de remplacer dans (56) et (57) les fonctions de Hankel et les poly-
ndmes de Legendre par leurs approximatiomsasymptotiques. Celles-ci sont don-
nées dans l'annexe I (7) et (12). Vue que (I.12) n'est valable que si
€<f<m-¢, 1'approximation vaut seulement si v>>(xé) 1’.'3t—31t lorsque (X;)-y%<6<
ﬂ—(x;)-hg. Enfin 1'examen de la phase dupremier terme de la série montre que
celui-ci converge seulement dansila zone d'ombre 6>80 (avec la définition

(17) de BO).

Dans le cas ol l'indice de réfraction est important n<l on définit

un angle d'incidence critique Bc(fig.ld) tel que :

(59) o, = Arc sin n

Lorsque 1'angle d'incidence est inférieur 2 8., il existe 2 la fois
des rayons réfléchis et des ravons réfractés. En revanche si l'angle d'in-
cidence est supérieur 2 BC les rayons incidents subissent une réflexion to-

tale sur la frontigre de la sphére.

Fig.14



Dans ce dernier c¢as on constate que l'intégrant Iz(v) de (46) converge
trds rapidement dans le demi-plan complexe Im(v) positif. Ainei que dans 1a

zone du quatri2me quadrant pour 1aque11e[ﬂ2> -8 [n2=e Log[le82-1v-1|],
2

voir Annexe III]. Ceci justifie le fait que l'on puisse déformer le contour
C en un contour D'(fig,15) sous réserve de prendre en compte les pbdles

» - . - [ -
V(1) €F Va(2) (donnés en Annexe III - 5 et 7)., La parité de 1'intégrant ne
dépend pas de 1'impédance ; l'intégrant est donc toujours impair. Il en ré-
sulte que les expressions (46} a (53) sont valables pour n<l et qu'il ne

reste qu'a déterminer la valeur des résidus o) définis en (50).

A Im(v)
x.i\\ ;// —-RéE(V)

Fig. 15. Divergeuce de 1'intégrant dans la zone hachurée.

11 n'est pas trds difficile de s'assurer que la solution (56) est toujours
valable & condition d'y remplacer la valeur de Va(1) Pour n>l par celle
donnée pour n<l (voir Annexe III - (5)). Il s'énsuit que l'interprétation
de 1'élément w;(l) est la m2me que celle donnée auparavant. De méme 1'appro-
ximation de (57) afférente aux pdles va(2) est encore valable, cependant les

résidus correspondants T (2) doivent &tre remplacés par

1/2 1

- 1
(60) Ty =T 2n GJE -1) exp{'Ziﬁ%-q) bx1+2ivn(2)arccos n}

n
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Soit 50 1'angle supplémentaire du double de l'angle d'incidence c¢ri-

tique (fig.14) d'aprés (59) on a
(61) 6 = 'rc-28c = 2 Arccos n ,

qui est 1'angle apparaissant dans (60). En utilisant (60), (61) et les dé-
veloppements asymptotiques de 1'annexe I (I1.17) il résulte que la solution

{(57) devient :

(62) ¢2(2) Z C (v (2)) exp{16 [(r -r 1° ) &-+(r r2n2) b 2r Y1- nz] }

M)’ T (-1)™ [exp(iv_,.6.) - iexp (iv 7!
M PAMYn(2)%n 1EXP AV, (2)m S ’

m=1
avec :
-1
- 11T/f+[(r2 1:21_‘2)(1:‘ n2)] iy
0
C4(vn(2)) 9 !
2CT2 /2w X}rrs sing (1-n?)
- 3! Y1
(63) | 8§ = 2mw+H6+ 8 -arccos — n - arccos —— N,
m ) T : r
- 1 Y1
Y =2mwr-06+ 6 =-arccos — n - arccos ~—~ n °*
m ) r r

La construction géométrique réalisée sur la fig.16, illustre 1'inter-
prétation physique des deux premiers termes de (62). La présence du facteur
omt dans (63) implique simplement que les ondes, correspondantes a l'ordre
m=p de la série, ont effectué p fois le tour de la sphére en plus des trajets
§.8! ou § Sé parcourus sur la surface de celle-ci. La différence entre (62)

171 2
et les solutions précédentes se situe au niveau de la phase des ondes dans la-

(+)

quelle s'introduit 1'angle d'incidence critique . Avec (62) on constate que

les ondes de surface ne sont plus excitées ou éteintes par des rayons tan-

gents mais suivant des rayons 8 Sl’ 532 ou SiP SéP inclinés de 1l'angle d'in-
cidence critique BC sur la normale en SI’S Sl’ Sé. En outre, en premiére

(1)

Frisk et Uberall (1976) ont mis en évidence un résultat similaire pour
des ondes acoustiques venant frapper un cylindre élastique immergé dons
un fluide.
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approximation, de la valeur v,(py ™ r] (Annexe III.(III.7)) il ressort que
ces ondes de surface parcourent L, avec une vitesse proche de celle des
ondes dans la sph2re. Une analyse analogue 2 celle réalisée en (22) laisse
percevoir que le caractire dispersif des ondes sur la surface 21 est conser-
vé. De plus, cette solution n'est 3 retenir que dans la zone d'ombre en ce

qui concerne le premier terme 60 de la série.

Si 1'on compare g(v) 2 son homologue gl(v) du paragraphe 1 on constate
une différence entre ces deux fonctions par la présence dans g (v) du coef-
ficient R,, (dont le module est inférieur 4 1). Dans la zone "éclairée” la
méthode du col peut &tre utilisée, et, conduit 3 un découpage de cette ré-
gion analogue 2 celui obtenu pour le mod2le 3 une sphire parfaitement rigide.
Toutefois, le coefficient de réflexion doit &tre évalué au col. Nous laissons
volontairement de c®té ce calcul pour nous préoccuper de 1'influence, dans

1'espace infini, d'une couche quelconque d'une sphire stratéfide.

5 - INFLUENCE SUR LA SOLUTION DANS L'ESPACE INFINI D'UNE COUCHE QUELCONQUE.

Grace au développement de Debye (3.20), le chapitre III nous a fourni
la solution exacte pour un espace infini contenant un nombre fini des sphires
concentriques. Ce développement permet de discerner dans la solution géné-
rale les termes succeptibles de renfermer les effets induits par tel consti-
tuant du modéle. Ainsi on peut donc réaliser une évaluation asymptotique de
1' élément w(p) de la.série qui, a lui seul, correspond aux phénom2nes que

1'on souhaite apprécier.

Dans ce qui suit, nous précisons 1'influence d'une couche p quel-
conque, sur la solution globale, dans le cas ol la vitesse des ondes décroit
d"une couche 2 1'autre lorsque l'on se rapproche du centre du modéle. On
suppose que :

(64) C =Cp>Cp>Cp > ... > C .

Tm+1 m m-] Tp

De fagon précise nous nous plagons dans le cadre od :
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------

De (3.21) 1'é&lément w(p) s'éerit

v, =
lp(p) - = ) vg(p)
X /2 n=o

(v) P\J-I/z (cos8) , r>r_

(66)

(p) _ (1) (1)
g Hv () Hv (Xs) tm+1,m tm,m+1 ' tP+1,PtP:P+1rP:P‘1 '

Pour v complexe, 3 partir des relations (2.26) définissant chacun des

termes de g(p)(v), il résulte que cette quantité n'a aucun pbdle sur 1'axe

réel de v positif. Nous pouvons utiliser la transformation de Watson pour la

série (66). Ceci nous conduit & échanger 1'étude de (66) avec celle de 1'in-

tégrale :
(p) v, vg(p)(v)P _%&(-cosa)
(67) pP = -1 k4 dv
2ix 2 cos TV

C

ol C est le contour de la fig.5 qui enlace le demi-axe Ré(v) > o.

L'étude de 1'intégrant (67) montre que ce dernier converge dans le
demi-plan complexe Im(v) > o et dans le quatridme quadrant d&s que n> ﬂ;e

xm
[voir annexe III ol n, = eLog | %;—[ , €>0]. Cela permet de passer du contour

C au contour D (fig.17) & condition de prendre en compte les séries de rési-

dus provenant des pdles Yok de la fonction g(p (v} ce qui donne :

(p)_ E: vg(p)(v)Pv'%ﬁ(-cose)

21

dv +ry ] -1° Y Rés(f,v )
cos TV 8=0 nk

(68) v
D

olt Rés (f,v k)désigne le résidus de 1l'intégrant (67) en ses divers pdles Vo
18!



-~105 -

A Im(v)
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Fig. 17. Divergence de 1'intégrant de (67) dans la zone hachurée
(1)
v H
- voir annexe IV.3)

lieu des pdles (dans Im{(v)>o pdles voisins de H
(2)

dans Im (v)<o pdles voisins de H

(1)
v
(données en annexe I-(13)), on constate que 1'intégrant de (67) est une fon-

(2)

A partir des propriétés sur la parité des fonections H ™7, Hv et Pn(n)

citon impaire de v, L'intégrale (68) prise le long du contoir D symétrique

par rapport 2 l'origine est nulle. Le champ w(p) se réduit 2 ;

L]

(69) w(p) =y, RGN ) Rés (f,v ",
§=0 K "

De (2.26) et de (66) il résulte que 1l'intégrant de (67) possdde m+l-p pdles
doubles. Ceux-ci sont liés aux racines des dénominateurs communs aux coeffi-
cients t. . et t,

i i-1 i-1,j
v, c'est 2 dire liés aux racines des quantités :

(j = p+1,...,m+l) considérés comme des fonctions de

k

k .
(70) d, = [lxj] - Nkj [2Xk] = o0, (j®k+l), k=p,p+l,...., m,

i
comptées deux fois. A ces pdles doubles s'ajoutent des pdles simples prove-

nant des racines du dénominateur dp du coefficient de réflexion Ty p-1" Ces
]

séries de pbles [explicitées en annexe IV] sont voisines des géros des
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(1)

fonctions Hv I1 résulte, de 1l'hypothese faite en (6),

v
que les pbles se répartissent dans le plan complexe v comme indiqué sur la

(X%) et H(z)(xk).
] k

fig.22 de l'annexe IV ; la série des pdles apportant 2 (69) une contribution

significative, est celle des pdles doubles voisine des zéros de Hjl)(xm)=o,

engendrée par di+1=o , soit :
. m 1
_ _m im /3 X\ '3
(71) V=X te En(2 ) , Nm,m+1 <1,
N igme . . .
oil -En est le n — zéro de la fonction d'Airy Ai(-i). Par ailleurs, du ré-

1
sultat (71) et de l'hypothése (65) il vient, qu'ét)(k“ﬁ é)on a:
(72) h, = —= <r, , vj = m+l,my..., p *

Par suite 2 chaque couche j correspond un angle de réfraction limite ag

défini par :

Vo1 .
(73) sin = o) s
J 0
3
ou encore vu (72) :
; | h. .
(74) I - 2 arccos ;J = 2a§ .

]
Aprés insertion des relations ci-dessus et du calcul des résidus de (68)
[voir Annexe IV,2] dans (69) on obtient :

(75) P

=B (v) exp i¢2{ ) (a'i)"2 a: exp (iv_; 87)
n

43 (-1)%{{@;)'2[5; exp(ivnIG;_HiG; exp(ivnlé‘;)]}]}

L q=1 n
p .
2 2. Y% 2 2y, 2 2%, 2 2.4 |
$o* B (r®-r ) "“4(r"-r + 2 ) 4B.[(e5-n)S (e -n) 21 ¢,
m+1 m s m jeml 3330 L !
avec .
' r r P h. h,
(76) 8" =2qn+ 6 - {arccos — + arccos — +2 z [arccos — - arccos —L ]} R
q r T o : Tr. r._l
s J1=m J J




- 107 -

o - . 21 21
2™ 12§ cogaP 4P iM2p 2. (2~ 2 (27 A
(76) B(v) = 2 Il’ : 2
3 1 ;
(8in0) 2w 2 (2/x™ B (/21
p+l cosaé cosa?’ -1
x I " s :
B T T
i j=m (cosaj Nj-l,j cosaj_l)

Le domaine de validité de (75) est imposé comme dans les paragraphes
précédents par le premier terme en G: de l1la série. I1 nous faut 6:>0.
Ceci nous défini la zone d'ombre pour laquelle la solution est valable dans

son ensemble soit d'apr2s (76)2 R

P h. h.
(77) 8>6  + 2 X {arccos ?l - arccos ;i ) .
j=m h| j-1

La somme des différences dans (77) étant positive on a donc une zone d'ombre
qui est plus grande que pour les termes analogues caractéristiques des

couches supérieures.

Sous la forme (75), la contribution de la couche p au champ global
régnant dans le milieu infini est claire et s'interpréte facilement en termes
d'optique géométrique. Un exemple de cette interprétation est dépeint par la
figure 18, qui, dessinée dans le cas particulier p=2 et m=3, correspond aux
déductions émanantes des termes de phase ¢£’§: et GI. Ceux-ci ont respective-
ment po:r image des segments de droite (coef.¢2) ou des arcs de cercle
(coef.8” ). D'une manidre générale, la premidre série de termes de (75) est
constit&ée de tous les rayons qui, arrivant de la source § tangentiellement
a la sphére Em’ p?nétrent dans les couches successives selon l'angle de ré-
fraction limite ag relatif 2 chaque couche j rencontrée, et ce, jusqu’a la
couche p ol ils se réfléqhissent sur la sphére Ep-l; ensuite ces rayons

émergent d'une couche 3 l'autre jusqu'ad la couche m pour enfin émerger de la
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sphére Zm' A partir de ce point d'émergence des ondes de surface prennent
naissance (cf,vitesse différente dans by et Gz) et parcourent une partie de
la sphére Zm avant de s'éteindre aux points ot les rayons gquittent tangen-
tiellement la sphére vers le point P situé dans la zone d'ombre (trajet du

+ -
type SA1 B1 C1 D1 E1 F1 pour 60 et du type SA B, ¢, D, E, F, pour §

fig.18). I1 en résulte que les ondes de surface zrééeszsui Zi sgnt excitées
ou éteintes selon 1'angle de réfraction limite u$+1 relatif 3 la couche m.
Les .autres éléments composants w(p), comme on le voit d'aprés (76), se dis~
tinguent des premiers par la présence du terme 29" qui indique simplement
qu'd I'ordre gq=s les ondes de surface ont effectué s fois le tour de Zm en
plus des trajets décrits ci-dessus. En outre, ces ondes de surface sont dis-
persives, évanescentes et se propagent avec une vitesse inférieure 3 celle

Cop des ondes SH du milieu infini. Cependant, avant de pénétrer dans les
m+]1

couches successives les rayons peuvent aussi effectuer une partie de leur
trajet sur la sphére Zm (chemin en pointillés de la fig.18). Ces trajets
complémentaires sont essentiellement dus A la présence du facteur ﬁﬁ devant
les exponentielles de (75) comme nous le verrons plus loin. Analytiquement
ils proviemment des pdles doubles figurant dans 1'intégrale (67) ce qui est

1'une des nouveautés de ce paragraphe en regard des précédents.

Ce faisant, la solution obtenue suscite quelques remarques. On peut
s'assurer que les résultats asymptotiques (75) généralisent ceux obtenus au
paragraphe précédent et dans le cas du modéle 2 deux sph2res concentriques
(Gérard 1979). Il convient de noter qu'ils sont aussi en accord avee ceux que

l'on peut obtenir 3 1'aide de la théorie des rayons de Levy et Keller (1953).
En effet, la phase du n]“@ilne harmonique qui exécute le trajet géométrique d'un

+
rayon tel que 84, B, C; D, By Fl(fig.IS) est donnée par exp i¢2expivn1 8,

Considérons un faisceau élémentaire de rayors compris entre les points E. et

1
E; séparés d'un angle d 2. La contribution 2 la solution de 1'ensemble des

1
rayons de ce faisceau élémentaire est dA= expidy expivn 6: d®. Or, la solu-

1

tion doit englober tous les faisceaux de ce type inclus entre les points El

+ . .
et F dft varie donc de 0 a 6 . La contribution totale est donnée par :

1’
6+

Q

o i . . + .t
(78) expig, exp(lvnlﬁo) dQ = exp(1¢2). 50 exp(1vn16°) .
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On retrouve ainsi la phase de l'harmonique de rang n de la premi2re série

de (75). I1 en est de mlme en ce gui concerne les rafons qui &'enroulent
plusieurs fois autour de L (remplacement de Gj_par 62 dans (78)) et 1'appli-
cation du principe de superposition établit le lien entre (75) et la théorie

des rayons.

Par ailleurs, avec (75) on a la contribution & la solution générale
correspondante au premier terme rendant compte d'une couche quelconque g
telle que p<q<m. D'aprés (76) nous observons que la longueur du trajet par-
couru par les ondes de surface sur Em est d'autant plus courte que la couche
q considérée est plus brofonde. Enfin 2 ce stade de 1'analyse on remarque
aussi que la relation (72) permet de savoir, a priori, quel est le nombre
maximum de couches pouvant avoir, en premidre approximation, une influence
sur la solution globale régnant dans le milieu infini. En effet, si on suit
un rayon en partant de la couche m, la premi2re couche pour laquelle la con-
dition (72) est violée, est une couche qui est traversée par des rayons ne
se réfléchissant pas sur la sphere qui la limite inférieurement. D2s lors,
les couches suivantes ne sont traversées par aucun rayon et celles-ci n'ont
donc aucune incidence sur le phénoméne de diffraction qui se manifeste dans

le milieu infini.

La voie empruntée dans ce chapitre, pour acquérir quelques renseigne~-
ments asﬁmptotiques assoclés aux développements des chapitres précédents, a
permis de mettre au jour un certain nombre d'effets communs avec le moda2le

de sphére fluide.

La présence d'ondes de surface, faisant plusieurs fois le tour de
1'inclusion, est intimement liée au facteur (COSWU)-I dans la transformation
de Watson. Le caractre dispersif des ondes de surface, quant 3 lui, est en-
gendré par la méthode des résidus et ne peut 2tre dissocié de la structure
des pdles. Enfin 1'interprétation de la solution en termes d'optique géomé-
trique et 1'extension des lois de Descartes aux ondes élastiques SH sont

naturellement introduites par la méthode du col ou la transformation de
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Watson selon les circonstances.

Néanmoins, 1'introddction d'une certaine rigidité du milieu straté-
fié a laissé transparaitre des résultats plus spécifiques d'un caractére
€lastique de la sphire, notamment grice 3 la possibilité d'avoir un angle
d'incidence critique que 1'on retrouve dans le mécanisme d'excitation et
d'extinction des ondes de surface , lorsque la sphére est plus rigide que le
milieu infini par exemple. Ce dernier résultat est en parfait accord avec
les relevés expérimentaux de Bertoni et Tamir (1973) (cas d'un faisceau acous~-
tique d'ondes planes venant frapper un demi-espace élastique plongé dans

1'eau) ou de Frisk et tUberall (1976) (cas du cylindre métallique immergé).
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ANNEXE DU CHAPITRE V

I - RAPPELS ET COMPLEMENTS.

Partant des représentations intégrales des fonctions de Bessel et de

(+)

Hankel on établit, en utilisant la méthode du col, les compor tements

asymptotiques ci-aprés'(pbur 'ordre v et 1'argument z grands)

Zone., A B C D E
Fonction
) -
HE,”(Z).... —fA et Aec(z) Aeu [¢) —_ Aeﬂ(Z)'-Zhw H,'Ae—n (z)
H(al (Z). . l'A e~ {z) iA e~ {z) —_— Aeu(:)+2tnv A e° (£ A e ()
A % (2) A a (2) A a (1) A 8 (z) A
ol . - x . z - pelE)
I (@...... 5 € 3 € T 5 € 5¢ z
H;“’ ... iBe-v @ B gt ) Bt () — B gt (53 2tny iBe-a@
H;(Z; (z)”' — jB e=n —_ !B g—uiz) — B et (s} + 2ty Bet @ B et (0
J—v (z) s - j%e—[c () + Inyv] i—?e‘“ (x)~21av —_ ,-J_;_ e=e (2} + (v — !'Ae"“ (T)+ Iny

2 21 2 1
A=y/L &k g 2ol U
TZ L2 2 z2

ainsi quand |v|+« on a

./ 2 1 [2y alz) _ ,zeyv
(I.l.) A= -TRJ_’ B—'; -'Tr—, e "(2\))

(

v
ment le long des courbes hy et by [resp. h

Les Zéros des fonctions H 1)(z) [resp.Héz)(z)] se localisent asymptotique-

et h_,] dont la tangente

2 2

) Watson, G.N. Treatise on the Theory of Bessel Functioms (1962).

- Nussenzveig H.H. High Frequency Scattering by an impenetrable sphere
{1965).
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A tmi9)
\
\ hy ’I
\\ B.Ré{o5)>0 ]
C.Ré{0c)>0 ARe({ot}<0
Re{cG+iTT V=0 Réfoz)=0
> 0 3 ReD)
D.ReIX)>0 /) E.Rg[0C}>0
Ré{oc-i V=0 /’ [ A.R&(I<0
. ! Rd(oz)=0
! [l
Il
i
-1 h2
Fig. 19

devient verticale lorsque |v|+4°. Asymptotiquement les courbes tendent vers

v = g|v| et n+-n/2, ol 6 et n sont définis par

(1.2) o = exp(in/2+ie), n = eLog ]%E | -

Au voisinage des courbes h1 et h2 les deux cols sont de m&me importance de

sorte que les développements 2 utiliser dans ces zones sont

(1)

(1.3) H\;

(z) = 2A exp (iv/u)Sh(a(z)-in/u) dans AB,

(I.4) Hil)(z)

-2A exp (-iwv-in/4)Sh{a(z)-inv+in/u) dans DE,

(1.5) H(z)(z)

v

it

-2A exp (imv+ iw/4)Sh(a(z)-imv-im/u) dans BC,

(1.6) Hiz)(z) 2A exp (-im/u)SH(a(z)+in/u) dans EA,

oli les deux lettres indiquent la zone voisine de la courbe hi(ou h-i) qui

sépare les deux régions repérées par ces méme lettres.

Dans la zone BE, proche de l'axe réel, on a le développement asymp-

totique de Debye soif :
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I PR 1
(1.7) Hil’z)(x)=//%}x2—v2) Aexp{fi[(xz-vz) é-v arccos%-—w/u]}

i
x{l + ———— [1+... ]} ,
8("2“\)2)1/2

-1 .
avec (xz—vz) A>O 0 <arccos (v/x) <n/2 pour -x<v<x dans (L7) le signe supé-

(2)(x))

Le long des courbes h, (et h_.) on a besoin des développements sui-

rieur (resp.inférieur) vaut pour H(I)(X) (resp.H

vants (cf, Abramowitz, Stegun Dover 1970) valables au voisinage de v=x et si
[ v- x]-O(v/g):

(I.8)

H

| 5 N
B2 0003 ) paa@ s Find
A v 1 v

s 20 2, Y
(1.9) J, () —‘(;) ?)Ai[(v-X)(U) 1,

enfin si (v-x) = 0(x) et (x-y) = O(y) avec (x-y) = 0(x) on a (Streifer, Kodis
1964)

B ()

2
(1.10) x 21) ml(x -y ) é x2 5t (zones B et E),
Hv (x) 2(x"-v")
Hﬁl)(x) Hiz)(x) ) o 2
(1.11) X Ty TGS Va(yS-x©) 24 ——gT tee (zone A).
Hv (x) Hv (x) 2({x“-v*)

Pour les polynbmes de Legendre les développements asymptotiques uti-

lisés sont {(Robin 1957)

2
Tvsind

] i
(1.12) P,y (cos0) = ( ) [ cos (v0-n/1)+ Scotgesin(ve-n/u+0(v2) |
avec g<f<m-¢, ]U|>>1,e|u|>>1 .

I1 est tenu compte dans le texte des relations classiques
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Hfi)(x) = eiTr\) H\El)(x) . HE\Z))()() = e"’i'ﬂ'\’ H\E2)(x) ;

(I.13)
(1)

ZJv(X) =R

O R AICONE P_,_1, (cos0)= P _y (cosd) 5

1.16) 5@, 1200y =u P eomP e (q2x1 - ) = - aimo™

(1) (2}

ol W désigne le Wronskien de H et H ™",

@.19) 1P eon P ) -n P 6o = 2t conP iy -1l 00 5 o0

(1}

_ (2) (1) (2) .y - (1) (1)
(1.16) B ~TCOR™ (y) =B " (H " (<) = 2{3 (y)H “70) -H “7(y) I 0O,

(cf. Robin 1957 p.89) :

(1) _ exp{-i(vO-n/u)} (2) _expl{i{vh-n/u)}
Q\)'I/ - s Q - ]_/ (COSB) =
2 Y21 vsin O VT2 Y2nv sin §

Les trois premiers zéros de la fonction d'Airy Ai(-X)'sont

£, = 2,33811 52 = 4,08795 £, = 5,52056

1 3
d'une mani2re générale tous les ¢ sont positifs (V.A.Fock, Vol.l,p.384,1965)

On a aussi :

(1.17) 25,60 = B P +8 P = 20 =1V +aPiy =
(1.18) ZJ-\)(y) = ei.'lTV H‘El)(y)+e'i“\) H\()Z)(y) .

Avec (I.17) on remplace H\El) par H\()Z) d'otr :

23_(y) = eiﬂv[ZJv(y)-HSZ)(y)] s e 1T Hiz)(y) ,
(1.19)

' ZJ_U(Y) = e-iw[z.]v(y).-l{\()l)(y)] + eiTT\J H\El)(y)

]
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d'ou :
(1.20) 3 ) =™ 5 (9 -uP(y) sin imv
-v v v
(1.21) J (y) =g (y)-+H(1)(y) gin inv
-v v v
et ainsi il vient :
(1.22) Jv(y) = '™ I, ) - e ™™ gin imv Hil)(y) ,
(1.23)

Jv(y) = e-?vv J_U(y) + e ™ sin inv Héz)(y) .

I1 - CONVERGENCE DE L' INTEGRALE (5.5).

On pose : x = x] y = X zZ. = X
2 s’ 2
Im(v) A
\ i S I}
\// \\ i
A A
7o !
/ \ r’ \‘
/ \\ ! \
! C \ B ,’ A \‘
4 A / !
! \-. l. : ‘b
-R, -v ° v R,
Fig.20
1) Dans la zone A

Ré(v)

On utilise(I.15) pour mettre g, sous la forme

1) @),y 4@
_ v 2 2
(11.1) g, = 2 ;ITETE—)— {J\)(x) H\) (z) 'H\) (x

)Ju(Z)} avec x<z<y

Pour z et v grands, on utilise les valeurs asymptotiques des fonctions de
Hankel et de Bessel, données par le tableau de l'annexe I, d'ol
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g, iAzeu(x)—a(y) {ea(x)-u(z)_ea(z)-a(x)}

2i v, x v X -y x
R Log; {e Log y e Log ;} ;

0T, X<Z<y = E <1, comme dans la région A RE(v) >0, 1l'accolade se comporte
comme :

e-vLogX/z
d'od

2i JVLog zly

" -
g1 1AV

or z/y<l=>g~+ 0 exponentiellement quand|v|++ = -«

2) Dans la zone B Ré(v)>0

e v e

On peut de méme utiliser la forme (I1I1.1) d'ol :

2i ea(y)-a(X){ea(X)-a(z)_e-u(x)+a(z)} .

glm 1AV

23 -
8" ;% eVkog y/x{evLog x/Z-e vLog ></z}></z<1

g quand |v| >+ =, se comporte comme :

2i e\JLog yl/z

e , Ré(W)>0 -

3) Dans ks zones B Ré{v) <0 et C.

On utilise la formule(I.16) d'od :

(I1.2) g, = 2 ;‘5—15(-; {Jv(X)H(l)(z)-Jv(z)H\)(l)(X)} avec x<z<y

\Y




- 118 -

On utilise la formule (I.22) dans (II.2) pour en déduire :

= 21 D,y - ¢! v
g = 2e {J-v(x-)H\J (z) J_v(z)uv _(x)}m ,
Y
or dans ces zones on a
J =i A - (aximw) er ull) o Ae®
-V 2 Y]
d'ol
g = %ﬁ oVLog y/ﬁEvLog x/z _vLlog x/z

2i oVLog ylz

Ré(V) <0 et y/z<l = gV v oS

donc 8ys quand |v[+~+w, converge exponentiellement vers zéro dans les ré-

gions B R&(V)<0 et C.

En résumé, on a les comportements ¢i-aprés pour gy !

dans A
g 2i euLog Z/Y, z/y<l et RE(V)>0
1 mv
dans B
. 2i vlog y/Z, y/z<l et RE(V)>0
™
glm-zl Log y/z’ y/z<l et RE(V)<0 ;
m '
dans C

Ces résultats permettent d'établir sans difficulté la relation (5.5) pour

la fonction g Il en est de m2me pour la fonction gy



- 119 -
III - POLES ; CONVERGENCE D'INTEGRALE DU PARAGRAPHE 4.

e L b e e I

Le probléme & résoudre est le suivant : pour x; et x} donnés quels

sont les valeurs de 1'ordre v des fonctions de Hankel pour que :

(I1I.1) [lx;] - le[zxi} = o

soit vérifiée,

La résolution d"équations du type (III.1) a déja été traitée par de
nombreux auteurs. Aussi nous ne donnons ici que les principales étapes de
la méthode dont les détails peuvent 2tre trouvés dans Streifer et Kodis

(1964) par exemple :

Fig.21

A partir des propriétés (I.13) on établit que les racines de (III.1)
sont symétriques par rapport 4 l'origine ce qui permet de se restreindre au
demi-plan Ré(v) poéitif. Les résultats de l'annexe I imposent de décomposer
le demi-plan complexe Ré(v)>0 en six zones (cf.fig.21). Dans les zones 3 et
5 on a |v-Xi|= o(X;) ,|v-x;|= o(x;) et |x;-Xi|= o(x;) de sorte qu'en utili-
sant (I.10) et (I.11) (III.1) devient :

1 H 1
w? - () by L toohht o000 -
W, 1

I1 s'ensuit que (III.1) a des racines dans les zones 3 et 5 si l'on a
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2 : . . .
0(a) = 0{(a") ce qui est impossible. De méme on s'assure qu'il n'y a pas de

racine dans les régions 1 et 2. Dané 4, v est voisin de x; et ]v-Xi|=

O([ x1 ] @) |v-(xl)| O([x 1 é) [v=-(x )[ 0([Xi]) ; les racines étant proches

des zéros de H(l) on les cherche sous la forme :
. . . 1/ . 1/
‘ : 3 _: 3
(I11.2) = x; +elﬂ/3*"_£““T £= (v_xl) 2 o 1ﬂ/3’ 2 el o
(2/x3) " x xL
2 2
De (I.8) il résulte que :
V - vl -
3 -imf3 A} (-E) ‘ 1
(1) = 5] Te +0 (g1 ),
Xz Ai(‘E)
yg

et puisque |u-(x1)|+ O(Xl) >> (xl) ou déduit de (I.10) (x 1) [2x ] =

- (v (xl)z) é + 0(1), de sorte que (III.1) est transformée en

Yo -in/3 ar(-8) %

3 . 2

(II1.3) —ZT e  —i = - (vz- [xi]z) _1__1__ .
x A.(-¢) : u, (%)
2 1 272

Mais Ai(-g) est fini pour tout { fini, donc le membre de gauche n'est
pas borné uniquement aux zéros de Ai(-E). On cherche done En voisin des

zéros de A,. On pose £ = x =-g aveec A.{(-x ) = 0 et on utilise le dévelop-
i n n o i n

pement de Taylor de la fonction d'Airy ce qui nous fournit la valeur :

2/a) By el

Ule
En= - 1 ? N12>1
2 2,2 4,
(N12u2/u1 -1)
et par suite avec (III.2) on a :
in/3 x m
1 n 2
(T11.4) v =X, + e —— + s N>1 -
1 2 )} 2
a (1) erh% oy oluin? % e
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Le méme processus utilisé lorsque N12<1 conduit & :

in/3 X, iuz
(I1L.5) v = X_+e - , N <1 °*
n1) 2 s K

.. 1 .. .
Dans la zone 6, v est voisin de *; 3 on distingue aussi le cas N12>1 et

N,,<l et 1l'on cherche v tel que :

in/3 £
vV E XD + e
1 ' (2/Xi)33

Les approximations précédentes sont inversées, on a :

Y2 in/3 AL (-£)

111y =102 6h 2y 001y er 12xty = (2] P ‘
2 2 2 1 1
X1 Ai(-E)
En posant § =x -¢' on trouve :
n n n
1
gl= - 2] g eiw/3 ‘1 N,,<1
no -2 B T
1 Mat= M/, Wy
dfott il découle :
<L, ot/ (2 )Y, iuy
(I11.6) Vo(2)® ¥ te x =l e PN N1,
x P, (1-pi /N7 ul)
1 2 1"712 "2
de m&me on g :
. 1/ xl
_.1 . -imf [2Y3 171 :
(MLT) v gy=xyre 5| T w2 2zt
1 Moo 12 Ha/¥1

L BBk R Y= nyugny, = Suwipeig s ipaly 44

Posons :

_ (), 1, () (1) (2),.1
(I11.8) G(v)=H, (xz)HV (xs)+ R,, H (><S)H\J ( 2)
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I1 en résulte que 1'intégrant I(v) de (5.46) s'écrit :

(1) -
v (x) g(v) P (-cos9)
(1I11.9) 1(v) = v vl .
H(1)
v

1. .
(XZ) cosmy

Par la suite on désigne par Il(v) (resp.Iz(v)) la valeur de I(v)
pour N, <1 (resp.N,,>1.Avant d'étudier la convergence de Il(v) il est néces-

saire de préciser le comportement a 1'infini de R Les développements

21’
asymptotiques (I.10) et (I.11) fournissent les résultats suivants pour
N,,<1 ; dans les zones A,D et C, R21+-1 quand|v|44°, tandis que dans les
zones B et E, R,,> (ul-uz)/(u1+u2)<1 quand |v]+«>. Par suite dans la zone

A le comportement 2 1'infini de G(v) est de m2me nature que celui de

L), 1, (@) (1) (2),.1
(111.10) G(v) = H (XZ)Hv (xs) - Hj (XS)HU (x2)
(2)

Comme Jv(x) et H “7(x) conservent le méme développement asymptotique

v
dans les zones A et B il est préférable de faire apparaitre ces quantités

dans 1l'expression de G(v), d'ol :

(2)

A"

(2)

1
N (xz) Jv(xs) } o

(IT1.11) () = 2 { 3,030 H (x)- K

+ . . . . P
Dans I , le demi-plan imaginaire de v positif, on a :

(I11.12)  (cosm) ™t = 2§ (-1)™ exp { i(2m+1)mv} »
m=o0
Aussi du tableau donné en I et du terme prépondérant dans le développement
du polyndme de Legendre soit :
2 )HQ

%_% (cos8) = (—=—

" exp{ -iv(n-0) + in/y } ,

il résulte que Il(v) se comporte comme :
- rS
expivlLog — + i(2mm+0)]} -

En posant: v =|\J]e1¢ » ¢ € [o,m/2] on en déduit :

o .
(111.13) 1, () vexpl [v|cosglog == - |v]sin¢(2mm+6) } -
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Or, puisque rS/r<1 (I1I.13) montre que Il(v)~*o trés rapidement quand
|v|>e. Dans les zones B et C les m@mes résultats sont obtenus par le meme
genre de calcul. Cependant, pour la zone C, plutdt que d'utiliser (III.11)

il vaut mieux remarquer que (III.10) s'écrit aussi :

_im (1) 1y (1)
6(v) = 2¢1™ 1,10 3 0x) - 3 0g) WG]

Ceci, joint au fait que Ré(v) <o et Im(v)>o dans la région C, conduit 2

1'expression :

(111 14) Il(v) = exp [lv|c05<bLog£L - |v| sin¢ (2mm+0)]
8

ou Log %L >0 et ¢€(n2,n) impliquent la convergence vers zéro de Il(v).
. ,
Dans I , le demi-plan partie imaginaire de v négatif, on a:

-1
(1I1.15) (cosTv) ™t = -2 T (-1)™ exp[i(2m+l)wv]

m:—m

le terme dominant de Pv-H& est

2 y&
(1IL 16) P iy, (-cosd) = |—— exp [iv{m-8) -in/u4],
v Tvsin®
- sin

de (II1.16) , (ITII.15) et des développements asymptotiques donnés dans

1'annexe I il résulte :

" Y v
21 rl\ rs rl
I.(v) ~v = = - =Bl |=1 expli(2ZmtDnv+iv(n-8) -im/u] -
1 - r | r T
sj -t 11 '
Posons v = |v|e1(“/2-€) ; on en déduit que quand |v|+ w et €+ 0

eX
u 2,
(1TE.17) 1, () ~ exp [-[v|(2n-m40)]; ny=elogl5l s

donc quand ]v|+*b, Il(v)+0 si 2n1-n+6>0 soit pour ny> ﬂ;e )

Ce qui établit le résultat utilisé em (5.46) et dans la fig. (13).
Dans I+ on montre que les résultats acquis pour Il(v) valent aussi pour

Iz(v). Dans I , il n'est pas trés difficile de trouver que :
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2v

1

2v

Iz(v) ~vexp[[v](sine- i cos €) (2 Log +Log -i621 ,

e><1
_1 Iog
2v

ex ex

1
d'ott le résultat :

Iz(v)'bexp [-|v|(2n2-n+e)} quand |v|+ ® et ¢+0 donc a l'infini

dans I, Iz(v)-*o aussi vite qu'une exponentielle si :
1
aX

2v

p- S -
) nz € Log

IV - POLES; RESIDUS; CONVERGENCE D'INTEGRALE.

(p)

Les pﬁles de g (u))définis au chapitre V (65),sont les racines

des quantités :

' -1 j-1
(1v.1) d. = [1x37'3- N, . [2x37%1 =0, § = p;p+l,...,m+l ,
h| J i-L,j [ J-l] 3T BB "

considérées comme d?s fonctions de v. Ces racines sont calculées de fagon
;-1) 3 prés en utilisant les méthodes indiquées en annexe IIL.

On remarque que ces racines sont proches des zéros des fonctions Hél)(xg-l)

approchée & O(x

et HSZ)(xg:}). La résolution de (IV.1) est faite dans le cas 0%1§>>1 et en
faisant appel aux développements asymptotiques des fonctions Hv (z) et
HSZ)(Z). Lorsque l'argument z est loin d'un pdle on évalue les crochets 2
l'aide de (I.7). Par contre prés d'un pble, v ést équivalent 2 z, et on

utilise les développements (I.8); d'on

. c 1 in/ xJ1 s
i inf3, 1§
(1v.2) Vo) xj + e gn( 5 )
ji=p,p+l,...,n+l
-1 Y,

(1v. 3) L N e S L P st S
j-1 n 2
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Des hypothises faites au paragraphe 5 (cf.5.65) il résulte la répar-

tition des divers pbles représentée sur la fig.22.

En premidre approximation, les pdles v, se présentent d'aprés (IV.2)

g

comme le produit du rayon r {de la sphére Zﬂ-l) par le nombre d'onde Bl

£-1
relatif 2 la couche L. Il est utile pour les interprétations données aux

paragraphes 4 et 5 du chapitre V, de noter 1l'interprétation physique asso-

ciée aux différents groupements apparaissant dans le développement (I.7)

que 1'on peut réécrire, pour la fonction Hsl)(xt) par exemple, sous la

forme

- Y 1 h
(Iv.4) HSI)(XE)N\/g.[(xi)z-vz] exp{in(ri—hE) &-iﬁz(rﬁ_larccos;i)-iF/q},

v
ou 1'on a posé RE h, . Plagons nous dans le cas ol h <r .
Bk k k "k

Ainsi dans la phase associée & une onde pour laquelle (IV.4) intervient

1
on distingue, dans 1l'exponentielle, deux termes. Le premier Bk(ri-hi) 12

correspond au segment de droite M H (cf.fig.23) parcouru par 1'omde dans

k

la couche de nombre d'onde Bk. Le second Bg(r arccos hk/rk) est associé

-1

au trajet effectué par l'onde sur 22_1 4 la vitesse des ondes dans la

couche %. La présence du signe moins devant ce dernier terme indique simple-
ment que le second trajet est 3 remplacer par le premier. Pour la suite on

k 4 . k ' - .
note a, 1'angle OMka et o, 4 1'angle OMka_1

‘ Im(v)
[ ]
4 1
." /
] /
!r ',I
m d ' P-1
vn vn 2 / vn
1 1 . ; 1
, - e -
0 \ \ R&(v)
\)m m~1 \\\ \\\ V P
n 9 na \ \‘ ny
\ \
\ \
\ \
[ \

Fig. 22. Répartition des pdles dans le cas ol V>Vm>Vm_1>...>Vp.
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-1

Fig.23. Interprétation géométrique des éléments qui apparaissent dans
1'exponentielle du développement asymptotique (IV.4) de Hil)(xt).

On a posé : o, = arccos (hk/rk)

2) Résidus.

Pour faire le calcul des résidus nous remarquons d'abord que 1l'inté-
grant de (67) peut, pour chaque pbdle considéré, 2tre mis sous la forme du
produit de deux fonctions : C (v), ne possédant pas de pdle, et d32 contenant
les pdles {on note ici dj le dénominateur commun aux coefficients de réfle-

xion et de réfraction donndsen IV.1). Ainsi en un pdle double Vo °° sait,

1
d'aprés les résultats de Morse Feshbach (1953), que les résidus sont

ad
C C dogC _ 3 m+1 .
{(1v.5) Rés |— = = 2 { 3 v v [LogF I v 3 -
2 ad v=y
d m+1 nl
m+1 vy (————)
nl 3 v

En employant les développements asymptotiques,des fonctions Hél)(z)

et Héz)(z) et de leurs dérivées, donnés en I on obtient :

2 2
ad m
(v.6) = . |—mtl = |2 -1 .

a v X
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Puis de (I.8) on déduit :

'eiﬂ@[(xm/xg)z-l]

(1v.7) [H\El)(x"“)]-2

N2, m, Y
4(an) (x /2) 3

ol a; = Ai(-En), g est le n-™€zér0 de la fonction d'Airy Ai(-x). De meme,

de la définition de dj (c£.1V.1) et des résultats asymptotiques de 1l'annexe

I., il vient tout calcul fait :

. . 1 1
) 2 /s 2 b
(1v.8) d= il 1o =2 | % o ) i R A
] L o I edTn?

j-1

ce qui, vus les éléments géométriques introduits avec la fig. (23}, conduit

a:

2 j-1 | -1, 2
(1Iv.9) d7 = - i{cos ad - N, . cos aJ 1} .
] ] 11,1 i-

[

Pour obtenir le résidu au pdle v s o utilise les résultats ci-dessus et
le développement de Debye de P 1, (cos®) (cf.I1.12).

-2
Toutefois, il est commode, avant de mettre en oeuvre (1v.5), de séparer

dans C(v) les exponentielles des autres termes, ce que 1'on fait en posant :

(Iv.10) €O =6 { BTG + F (WY,

od FE(v) désigne les fonctions regroupant toutes les exponentielles qui
apparaissent dans C{v) tandis que dans G(v) figurent tous les autres CLermes
de C(v). Ainsi & partir de (1v.4), (1v.7), (IV.9) et {I.12) on aboutit tout

calcul fait a :

F(v) = - i exp[i(¢2-v¢a)] exp(ivl (2s+1)7t8 % 1/y1)

(1v.11)
+ (2smt8)

[

e = B(W) [GM/M™ME11 , b =8
m a

+ ‘ 1
9, et ds étant donnés en (5.76). D'od en appliquant (IV.5) & 0(><m)'/3 prés
i1 vient les résultats présentés en (5.75) et (5.76).
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v T o o

Dans (67) la fonction g(p)(v) a la forme :

@w.12) g Py nP o Mg @
(p)_

v fmrl,mbm,mel  Ehed, ptp, pe1Tp, oo

De 1l'expression des coefficients tij [chp.II.(2.25),(2.26),(2.27)] on
déduit :

-16 1\1..7(><;.“)-1 j=i+l,

(1v.13) t..t,, = . 12 - , L.
1] ji ﬂz(xi) [Hil)(XE)HSZ)(X;)] 2d§ i=m-1,...,p+l,p } ,

ce qui conduit & :

(2), p-1
o). a6 P mLp St BUCR Ty
u'\P/= . C;*) 5 It {(x;xg+1)
(1), m (2),. p (1), p-1, j=m
[Hv (xm+l)Hv (Xp)] H (Xp )

-2
(2) 3y (g g1 .
x L7700 BT RLTL }

Il est alors indispensable de regarder le comportement a 1'infini du coef-
ficient de réflexion R ,p-1' Les développements asymptotiques (I.10) et
(1.11) dans les diverses zones du plan complexe v permettent d'établir,

par la voie utilisée pour R21(cf.III), que |R ,p-ll reste borné par une
constante strictement inférieure 3 1 quand |v|++w, En conséquence, 1'inté-

grant a un comportement a 1'infini de meme nature que ;

(p) _ (1) (2), m .
(1Iv.15) Gm (v) = Hv (xs)HV (x7) tm+1,mtm,m+1'“'tp+1,ptp,p+1

Les calculs sont plus longs que difficiles pour montrer la convergence de
G;p)(v) étant donnée la nécessité de changer la représentation asymptotique
des fonctions de Hankel A la traversée de chacune des lignes ol sont situés

(p)

les pdles de g "' (v) (fig.22) en accord avec la fig.19 de I'annexe I.
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Dans Im(v)> O les résultats sont tout 2 fait similaires & ceux ob-
tenus dans le cas d'une seule sphére élastique et 1'intégrant converge vers

0 exponentiellement quand |v|+ «.

Dans le demi-plan Im(v)<0 on obtient,

m
x
m+1
(1v. 16) I(v) VA exp {-[vl(an - 1+8) } , n.=€ Log| W |,
_ i(nf2-¢)
en posant v = |v| e " (e+0 quand ]v|+~+w). A est une constante bornée
(p)

issue de U dans laquelle intervient des quantités telles que (IV.7) et
(1v.8). Ainsi quand |v]|++w®, I(v)+ O exponentiellement pourvu que 2n -m+H>0,
ce qui établit la convergence de 1'intégrant (67) dars Im(v)<Q pour la zone

du plan complexe située 2 droite de la région hachurée de la fig.17.




CONCLUSION

L'une des difficultés majeures de la recherche des solutions exactes
régissant le mouvemert d'un milieu stratifié réside dans les conditions aux
limites. L'exploitation de celles-ci se traduit par la nécessité de résoudre
un systéme d'équationé linéaires. Cette résolution est habituellement mener

A bien par la méthode de Cramer.

Dans le cadre de 1*élasticité, nous avons évité cette technique. Nous
avons établi les solutions exactes du mouvement d'un milieu stratéfié sphé-
rique par application du principe des superpositions utilisé a deux niveaux.
' D*abord au niveau des harmoniques puis au niveau des conditions aux fron-
tidres dont nous nous sommes affranchis par un usage intensif des coeffi-
sients de réflexion et de réfraction. Ce dernier aspect est, nous semble-
t-il, fondamental. En effet, nous étant dégagés des conditions aux limites
nous détenons avec les chapitres III et IV la solution exacte pour un éven-
tail assez large de modéles et de domaines. Effectivement, il suffit de dis-
poser de la solution de point source et de connaitre (ou de savoir évaluer)
les coefficients de réflexion et de réfraction d'une géométrie donnée pour

exploiter les résultats des chapitres III et IV.

L'avantage d'opérer par superposition est double. Le premier est de
nous libérer de calculs qui, pratiquement, ne sont jamais simples. Le second
est de nous fournir directement les éléments propres 2 un approfondissement
des effets que 1'on souhaite détecter, et que 1'on espdre spécifiques de tel
constituant particulier du mod2le stratéfié. On pourrait étendre la méthode
élaborée aux chapitres III et IV A une configuration de source non plus in-
terne mais externe au multi-couches. Il est également tentant d'envisager
de passer au milieu continu en faisant tendre la distance inter-couche vers
zéro. Ces processus permettrait d'asseoir directement la solution globale
pour un milieu radialement non-homogéne puisque la technique de séparation

des variables, support de ce travail, nous a conduit & raisomnner uniquenent
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sur la coordonnée r.

La seconde &tape importante de ce mémoire réside dans la voie d'ap-
proche asymptotique empruntée au chapitre V. Elle nous a enclin 2 constater
qu'un mod2le élastique n'échappe pas & certaines interprétations physiques
révélées par d'autres études, milieux fluides par exemple. Tel est le cas
des rayons qui s'enroulent autour de l'inclusion et des lois de 1'optique
géométrique qui sont plus spécifiques de la méthode employée que du modéle

exploité.

Néanmoins, la méthode de Watson a été révélatrice d'éléments mar-
quant une distinction nette entre les milieux fluides et solides. Ainsi
1'étude du premier terme du développement. de Debye a montré que deux types
d'ondes de surface prennent simultanément naissance sur la frontidre d'un
milieu élastique. Les unes sont excitées ou éteintes par des rayons tangents
comme pour les milieux fluides, les autres sont suscitées et s'évanouissent
selon 1'angle d'incidence critique lorsque le milieu interne est plus rigide

~que le milieu externe. En outre, ces deux sortes d'ondes dispersives se pro-
pagent avec des vitesses distinctes. Les premidres ont une célérité plus
proche de celle des ondes dans le milieu externe tandis que les secondes ont
un temps de parcours voisin de celui des ondes dans le milieu interne. De
plus, 1'influence du premier terme succeptible de rendre compte de la pré-
sence d'une couche précise au sein de la stratification a dévoilé une autre
caractéristique nouvelle des ondes de surface élastiques. Celles-ci sont
engendrées sous l'angle d'incidence critique puis étouffées par des rayons
tangents 3 la frontidre, et vice-versa, lorsque la rigidité des milieux in-
ternes va endécroissant vers le centre du modele. L'importance de cet angle
critique, spécifique des milieux élastiques, nous améne & penser qu'il serait
également intéressant d'affronter une configuration inverse de l'ordre des

vitesses.

Ceci dit, nous sommes conscients de ne pas avoir abordé, dans ce
mémoire, certaines questions : études des caustiques, de la frontigre

d'ombre pour lesquelles de sérieuses difficultées sont a craindre, les
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développements asymptotiques que nous avons utilisés cessant d'@&tre va-
lables dans ces zones. Quant 3 tendre vers le milieu continu ce n'est

pas un probléme simple du fait de passages 3 la limite 3 effectuer simulta-
nément sur les séries et sur les arguments de fonctions (et de leurs déri-
vées) génératrices de la solution. L'étude préalable des milieux de célérité

voisine (n ~ 1) parait donc 2tre une étape essentielle.

Pour emprunter ces diverses voies, parmi lesquelles ce travail
peut recevoir des prolongements, la manipulation des fonctions de variable
complexe, entre autre, est indispensable. Cela montre, g'il en &tait encore
besoin, que les méthodes d'analyse classique ne sont pas désudtes et peuvent

apporter certaines satisfactions.
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