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Résumé

Ce travail s’inscrit dans le cadre de la vérification formelle de programmes : il s’agit de
vérifier si le modéle d’un systéme vérifie le modéle d’une propriété. Certains systémes sont
placés dans un environnement extérieur, il s’agit alors de guider ou contréler le systéme pour
qu’il satisfasse la propriété. Dans le but de modéliser des systémes et propriétés relatives a
I’écoulement du temps, nous nous intéressons aux systémes hybrides et aux logiques tempori-
sées.

Nous établissons dans un premier temps que le probléme de contréle pour les systémes
hybrides o-minimaux est décidable. Dans le but de modéliser des propriétés d’optimisation,
nous introduisons alors une extension avec cofits des systémes hybrides o-minimaux. Nous
montrons que ce modéle est expressif mais analysable puisque le model-checking ainsi que le
controéle optimal sont décidables, alors que les problémes équivalents sont indécidables dans le
cadre des automates temporisés.

Nous étudions également les logiques temporisées, notamment les logiques MTL et TPTL
qui sont des extensions de LTL avec des contraintes quantitatives. Ces logiques permettent par
exemple d’exprimer des propriétés comme « une alarme se mettra & sonner moins de 10s aprés
le début d’un incendie ». Nous prouvons alors une conjecture énoncée par Alur et Henzinger
au début des années 1990 et établissons que la logique TPTL est strictement plus expressive
que MTL. Dans le cadre du controle temporisé pour des spécifications MTL, nous identifions
la frontiére de décidabilité selon les ressources allouées au controéleur.

Enfin nous introduisons une classe d’automates paramétrés par des opérateurs. Notre ap-
proche permet d’obtenir des résultats génériques d’expressivité entre automates, logiques du
premier et du second ordre, et logiques temporelles. Ces résultats permettent de déduire dif-
férentes représentations pour MTL+Past, par une logique du premier ordre, ainsi que sous
la forme d’automates, ce qui permet de prouver une propriété de stabilité a I'infini de cette
logique.

Mots clefs : controle, systémes hybrides, logiques temporisées, expressivité.

Abstract

This thesis deals with formal verification of programs, which consists in verifying that
the model of a system satisfies the model of a property. Most embedded systems are open
systems, i.e. they interact with an environment and must be guided or controlled to satisfy
their specifications. For modelling systems and properties with timing constraints, we study
hybrid systems and real-time logics.

We show that the control problem for o-minimal hybrid systems is decidable. To express
optimization properties, we introduce a weighted extension of o-minimal hybrid systems. We
show that this model is expressive though analysable, as model-checking and optimal control
are decidable, whereas similar problems are undecidable for timed automata.

We study real-time logics as well, in particular MTL and TPTL which are extensions of
LTL with quantitative constraints. These logics allow to express properties like ‘an alarm will
ring less than 10s after a fire has started’. We then prove a conjecture stated by Alur and



Henzinger at the beginning of the 90s and show that the logic TPTL is strictly more expressive
than MTL. We also study timed control for MTL specifications, and identify the decidability
border depending on the resources allowed to the controller.

Finally we introduce a class of automata parametrized by operators. Our approach yields
generic expressivity results between automata, first and second-order logics, and temporal
logics. These results enable to deduce different representations for MTL+Past, as a first-order
logic, and by automata, from which we can deduce an ultimate stability property of this logic.

Keywords : Control, hybrid systems, real-time logics, expressivity.
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Chapitre 1

Introduction

Les enjeux de la vérification

L’informatique est devenue en quelques dizaines d’années un outil incontournable dans
de nombreux domaines tels que les bases de données, les transports, les télécommunications,
etc. Nombre de ces applications ont un roéle critique, et une défaillance peut avoir de lourdes
conséquences humaines ou financiéres. Ainsi, de 1985 & 1987, des patients traités par 1'appa-
reil médical Therac-25 recurent des doses massives de radiations, pouvant aller jusqu’a cent
fois le traitement préconisé, ce qui provoqua la mort d’au moins cinq d’entre eux. Les causes
de ces accidents sont largement imputables a la composante logicielle de I'appareil : procé-
dure de certification incompléte, réutilisation incorrecte de code, programmation en langage
de bas-niveau (assembleur). D’autres exemples de tels dysfonctionnements das & des erreurs
logicielles incluent ’échec de la premiére fusée Ariane 5 en 1996, ou la cotation incorrecte
de l'action de Google en avril 2006 (le prix de 'action est passé de 388 $ a 38% en quelques
minutes, toutes les transactions durant prés d’une heure ont da étre annulées). Il apparait
donc indispensable de développer des méthodes systématiques d’analyse et de vérification des
systémes informatiques.

Les méthodes formelles

Une des raisons de la présence d’erreurs dans les logiciels réside dans le fait que les be-
soins informatiques sont typiquement exprimés sous forme de spécifications ou de cahier des
charges; ces documents, souvent rédigés en langage naturel, peuvent donner lieu & des erreurs
d’interprétation lors de leur implémentation. Les méthodes formelles visent & établir un cadre
mathématique ou exprimer les ressources et besoins informatiques.

La vérification formelle se déroule généralement en trois phases :

— une phase de modélisation ou le systéme réel est décrit par un modéle mathématique

censé reproduire aussi fidélement que possible son fonctionnement,

— une phase de spécification qui consiste a exprimer les propriétés devant étre vérifiées par

le systéme ; ces propriétés peuvent étre décrites dans un formalisme logique,

— une phase de vérification, qui s’assure que le modéle vérifie les propriétés requises.

Nous pouvons distinguer trois principales familles de méthodes formelles, qui se différen-
cient principalement par la maniére dont la phase de vérification est réalisée :

11



Chapitre 1. Introduction

Systéme réel Cahier des charges

Modélisation Spécification

zF(OAF (cN z<2))
Veérification

— le test consiste & générer des scénarios de fonctionnement du systéme, et & vérifier
que 'exécution du systéme est correcte lors de cette simulation. Différentes techniques
existent pour générer un ensemble de tests « intéressants ».

— la démonstration automatique permet de prouver formellement que le modéle satisfait la
spécification en réalisant une preuve mathématique. Il existe des assistants de preuve, qui
permettent de générer automatiquement de telles preuves a partir d’indications fournies
par 'utilisateur.

— le model-checking (ou vérification de modeéle) permet de vérifier automatiquement que
le modéle du systéme vérifie le modéle de la spécification.

Nous nous plagons dans le cadre du model-checking, cette approche combine certains avan-
tages du test et de la démonstration automatique : elle est automatisée et ne nécessite pas de
travail de la part de 'utilisateur une fois que le modéle et la spécification sont établis; elle est
également exhaustive, la vérification ne se base pas sur quelques scénarios fixés qui peuvent ne
pas prendre en compte tous les cas possibles, mais fournit une preuve formelle que le modéle
satisfait la spécification. En contrepartie le cadre du model-checking est plus restrictif dans
le sens ou il pourra s’appliquer a une classe moins grande de systémes. Le but sera donc de
trouver des classes de systémes et de spécifications les plus larges (ou expressives) possibles
pour lesquelles le model-checking est décidable, c’est-a-dire qu’il existe un algorithme pouvant
déterminer si le modéle satisfait la spécification.

Nous étudierons également un probléme qui étend le cadre du model-checking : le probléme
de controle. Certains systémes sont dits ouverts car ils sont placés dans un environnement
extérieur ; le systéme ne peut décider du comportement de ’environnement et doit réagir en
fonction des actions de ce dernier. Il faut alors guider (ou controler) le systéme de fagon a ce

12



qu’il satisfasse la spécification, quoi que fasse I’environnement ; cela devient un probléme de
synthése de systemes ol le but est de construire un systéme qui permet de contréler un autre
systéme pour satisfaire une spécification.

Systémes hybrides et logiques temporisées

Nous étudions plus particuliérement les systémes hybrides [ACHT95| qui sont des systémes
ayant différents modes discrets, et équipés de variables soumises & des équations différentielles.
Le formalisme des systémes hybrides est trés expressif mais il ne peut étre utilisé directement
pour le model-checking car il est indécidable. Il posséde néanmoins de nombreuses sous-classes
décidables comme les automates hybrides rectangulaires initialisés [Hen96], les automates tem-
porisés [AD90, AD94], ou les systémes hybrides o-minimaux [LPS00]. Un automate temporisé
est un systéme hybride ou toutes les variables évoluent a la méme vitesse (celle du temps
universel) et peuvent étre comparées a des constantes ainsi qu’étre remises a zéro. Nous nous
intéresserons aussi aux systémes hybrides o-minimaux : ces systémes ont une dynamique conti-
nue trés riche, mais un fonctionnement discret assez simple, puisque toutes les variables doivent
étre réinitialisées lors de chaque changement de mode. Nous étudierons en particulier les pro-
blémes de model-checking et de controle pour les automates temporisés et les systémes hybrides
o-minimaux.

Nous avons décrit les modéles auxquels nous nous intéresserons, nous décrivons maintenant
les types de spécifications que nous considérerons : les logiques temporisées. Les logiques
temporelles sont largement utilisées dans le contexte de la vérification [Pnu77]; en particulier,
la logique temporelle de temps linéaire (LTL) permet d’exprimer des propriétés sur ’exécution
d’un systéme comme « toute apparition d’un probléme déclenchera l’alarme dans le futur ». Au
début des années 90, des contraintes « temps-réel » ont été ajoutées aux logiques temporelles
[AH89, Koy90]; ces logiques temporisées permettent d’exprimer des propriétés quantitatives
sur le temps comme « toute apparition d’un probléme déclenchera l’alarme en moins de cing
minutes ». Nous considérerons différentes logiques temporisées pouvant exprimer ce type de
propriétés et étudierons leur pouvoir d’expression et leur représentation par des automates.

Contributions de cette thése

La thése est divisée en trois parties, nous en détaillons les contributions partie par partie.

Partie I

Dans la premiére partie, nous nous intéressons au controle et au model-checking des sys-
témes hybrides, en particulier des systémes o-minimaux.

Nous nous donnons une propriété & vérifier ¢ et un systéme S plongé dans un environ-
nement ; ainsi certaines actions sont contrélables et d’autres non. Le probléme de controle
consiste & déterminer s’il est possible de construire un controleur C, de telle fagon que le
systéme controlé S || C satisfasse la propriété ¢, quoi que fasse I’environnement.

De nombreux résultats ont déja été obtenus dans ce cadre, comme I'indécidabilité du
contrdle pour les automates hybrides [HHM99], ou l'existence de semi-algorithmes pour ce
probléme [dAHMO1]. Dans le chapitre 3, nous étudions le probléme de controle pour les sys-
témes o-minimaux, et considérons deux cadres, celui d'une observation totale de la dynamique
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Chapitre 1. Introduction

par le controleur, et celui d’une observation partielle de la dynamique. Dans le cadre de 1’ob-
servation totale, une technique usuelle pour le contréle de systémes infinis est ['utilisation de
la bisimulation & temps abstrait [AHLPO00], en effet deux états bisimilaires sont soit tous deux
gagnants, soit tous deux perdants pour le probléme de contréle. Nous montrons que dans le
cadre des jeux hybrides, la bisimulation & temps abstrait n’est plus un bon outil pour étudier le
probléme de contréle : nous exhibons un systéme qui contient deux états bisimilaires mais dont
I'un est gagnant et 'autre perdant. Nous proposons donc une autre approche : nous utilisons
une technique d’encodage des trajectoires par des mots introduite dans [BMRT04, BMO05].
Nous montrons que pour un systéme o-minimal dont la structure est décidable, le probléme de
controle est décidable ; nous donnons un algorithme de point-fixe pour calculer I’ensemble des
états gagnants, et prouvons que des stratégies gagnantes peuvent étre calculées. Nous traitons
ensuite le cadre du contréle o-minimal sous observation partielle, nous proposons un nouveau
codage par mots, appelé codage par supermots, qui permet de traduire de fagon correcte
I’hypothése d’observation partielle et d’obtenir des résultats de décidabilité et de calculabilité
similaires & ceux obtenus sous observation totale.

Dans le chapitre 4, nous étudions une classe de systémes o-minimaux étendus avec des
fonctions de coiit, ce formalisme permet de modéliser naturellement des problémes comme la
gestion de ressources. Les systémes pondérés (i.e. avec une fonction de coiit) ont été largement
étudiés dans le cadre des automates temporisés donnant lieu aux automates temporisés pondé-
rés [ALPO1, BFH"01]. Dans ce modéle, une nouvelle variable de cofit est ajoutée au systéme,
mais celle-ci est une variable d’observation, c’est-a-dire qu’elle n’influe pas sur le compor-
tement du systéme. Ce modéle est intéressant pour vérifier des propriétés quantitatives des
systémes temporisés, ce qui a été confirmé par la décidabilité du probléme d’atteignabilité op-
timale (trouver le meilleur moyen en terme de cofit pour atteindre un état) [ALP01, BFH'01],
le développement d’Uppaal Cora [Cor06], et la calculabilité du cotit optimal moyen (trouver
le meilleur moyen pour le systéme d’assurer un colit par unité de temps le plus bas pos-
sible) [BBL04]. Cependant, des propriétés plus complexes comme le contrdle optimal (trou-
ver le coiit le plus bas pour atteindre un état donné, quoi que fasse l’environnement), ou
le model-checking de WCTL (une logique étendant CTL avec des modalités sur les coiits)
ont été montrés indécidable pour les automates temporisés pondérés avec trois horloges ou
plus [BBR04, BBR05, BBMO06|. Bien que ces problémes aient été montrés décidable pour les
automates temporisés pondérés a une horloge [BLMR06, BLMO7], ces résultats de décidabilité
sont assez restrictifs.

Nous proposons une extension naturelle des systémes o-minimaux enrichis d’une fonction
de cotit positive qui croit avec le temps et qui peut étre utilisée comme critére d’optimisation,
comme dans le cadre des automates temporisés pondérés. Il est intéressant de remarquer que
le systéme obtenu n’est pas o-minimal car le colit n’est pas remis & zéro quand une transition
discréte est prise. Nous devons donc développer des techniques spécifiques pour ce type de
systémes. Nous montrons que le controle optimal et le model-checking sont décidables pour
les systémes o-minimaux pondérés. Etant donné que ces problémes sont indécidables dans le
cadre des automates temporisés pondérés, ces résultats attestent que les systémes o-minimaux
sont une classe analysable et expressive de systémes.

Ces travaux ont fait 'objet de deux publications dans des actes de conférences internatio-
nales [BBC06b|, [BBCO07].
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Partie I1

Dans cette partie, nous présentons les logiques temporisées que nous étudierons par la
suite et nous considérons le probléme de contréle pour des spécifications MTL.

Nous considérons des extensions temporisées de LTL ; la logique MTL étend LTL en ajoutant
des contraintes sur les opérateurs temporels comme dans la formule suivante :

G (probléme = F<;alarme)

qui exprime que tout probléme est suivi, moins de 5 unités de temps plus tard, par une alarme.
La logique TPTL utilise des horloges de formule pour exprimer les contraintes temporelles;
une formule de TPTL peut remettre une horloge a zéro, et comparer plus tard la valeur de
cette horloge a une constante, la propriété précédente s’exprime par exemple par la formule
de TPTL :

G (probléme = z.F (alarme A z < 5))

ou x.y signifie que 1'horloge = est remise & zéro & la position courante, avant d’évaluer .

Nous distinguons deux sémantiques, selon que les formules sont évaluées sur des mots tem-
porisés (c’est-a-dire sur une séquence discréte d’observations du systéme, c’est la sémantique
d’actions) ou sur les séquences temporisées (c’est-a-dire une observation continue du systéme,
c’est la sémantique continue). Les problémes de satisfaisabilité et de model-checking de TPTL
ont été prouvés indécidables [AH89| pour les deux sémantiques. Cette preuve d’indécidabilité
s’applique & MTL pour la sémantique continue. Cependant les problémes de satisfaisabilité
et de model-checking de MTL sont décidables pour la sémantique d’actions sur les mots fi-
nis [OW05], méme s’ils sont indécidables sur les mots infinis [OW06a].

La preuve d’indécidabilité originale de [AH89] utilise la réduction du probléme d’accessibi-
lité d’'une machine & deux compteurs ; son principe est naturel et intuitif mais sa formalisation
est assez complexe [DP07|. Nous proposons dans le chapitre 5 une méthode différente a partir
d’une réduction de 'accessibilité des automates communicants. Cette technique a été utilisée
dans [OWO05] pour établir la complexité non primitive-récursive de MTL pour la sémantique
d’actions. Notre approche permet de montrer que les problémes de satisfaisabilité et de model-
checking sont indécidables pour différentes logiques temporisées sur les mots finis ou infinis :
TPTL et MTL+Past pour les deux sémantiques, et MTL pour la sémantique continue.

Aprés avoir introduit ces différentes logiques temporisées et montré l'indécidabilité de
certaines, nous considérons le probléme de contréle temporisé. Il s’agit, étant donné un sys-
téme modélisé par un automate temporisé P plongé dans un environnement, de déterminer
s’il est possible de controler P pour satisfaire une propriété ¢, quoi que fasse 1’environne-
ment. Les problémes de controle temporisé pour des propriétés d’accessibilité et de sireté
sont décidables [MPS95, AMPS98, HK99|. Pour des propriétés plus complexes, comme celles
données par un automate temporisé de Biichi, le probléme de contréle temporisé devient in-
décidable [DMO02]. Cela a amené a introduire des restrictions sur le pouvoir du contréleur (en
fixant son nombre d’horloges et les constantes qu'’il utilise), ce probléme de contrdle, dit a
ressources firées, a été montré décidable [DMO02], et ’est méme dans un cadre d’observation
partielle [BDMPO03].

Nous étudions le controle temporisé oil la spécification est donnée par une formule appar-
tenant aux logiques temporisées exposées au préalable. Comme ce probléme est plus difficile
que celui de la satisfaisabilité, nous nous restreignons a des logiques dont le probléme de
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satisfaisabilité est décidable. Nous nous plagons dans le cadre de la sémantique d’actions et
considérons les logiques MTL sur les mots finis et Safety-MTL sur les mots infinis (Safety-MTL
est une restriction de MTL qui impose intuitivement une borne supérieure finie sur les inter-
valles contraignant les modalités temporelles). En utilisant 'interaction entre I’environnement
et le contréleur, nous montrons que le probléme de controle temporisé pour des spécifications
MTL sur les mots finis et Safety-MTL sur les mots infinis est indécidable. Nous considérons
également le probléme de controle & ressources fixées et montrons qu’il est décidable pour des
spécifications MTL sur les mots finis et Safety-MTL sur les mots infinis. Les méthodes que nous
développerons sont trés différentes de celles utilisées auparavant pour le contréle & ressources
fixées [DM02, BDMPO3] et utilisent des techniques d’ordre partiel pour les configurations
temporisées [AN01, OW04, OWO05].

Ces travaux ont fait 'objet d’une publication dans des actes de conférences internatio-
nales [BBCO06a].

Partie II1

Dans cette partie, nous donnons des résultats d’expressivité pour MTL et TPTL et intro-
duisons un nouveau formalisme d’automates qui permet d’obtenir de nouvelles caractérisations
pour les logiques temporisées, en particulier MTL.

Comme nous ’avons vu dans la partie précédente, toute formule de MTL peut étre tra-
duite en une formule équivalente de TPTL. Alur et Henzinger ont conjecturé que TPTL serait
strictement plus expressive que MTL [AH92b, AH93, Hen98|, en particulier qu'’il n’existerait
pas de formule de MTL équivalente a la formule de TPTL

G (probléme = z.F (alarme A F (initialisation Az < 5))) (1.1)

sans toutefois apporter de preuve de ce résultat. Nous résolvons ce probléme pour les deux
sémantiques (la sémantique d’actions et la sémantique continue) et montrons que :

— la conjecture est vraie pour les deux sémantiques,

— pour la sémantique d’actions, la formule (1.1) est un bon témoin, c’est-a-dire qu’elle ne
peut effectivement pas étre exprimée dans MTL,

— pour la sémantique continue, la formule (1.1) peut étre exprimée dans MTL, mais nous
donnons une autre formule de TPTL qui ne peut étre exprimée dans MTL, confirmant
ainsi la conjecture.

Nos techniques nous permettent également d’obtenir d’autres résultats : pour les deux
sémantiques, ajouter des modalités du passé & MTL et MITL augmente strictement leur ex-
pressivité (MITL [AFH96| est un fragment de MTL ou les égalités sont interdites dans les
contraintes) ; MTL est strictement plus expressive pour la sémantique continue que pour la
sémantique d’actions; pour la sémantique continue, MITL ne peut exprimer la formule (1.1),
ce qui est contre-intuitif car la formule (1.1) n’utilise pas de contrainte ponctuelle. Nous prou-
vons enfin que pour la sémantique continue, le fragment de TPTL ou la seule modalité F est
autorisée peut étre traduit dans MTL. Cela généralise le fait que la formule (1.1) peut étre
exprimée dans MTL pour la sémantique continue.

Dans le chapitre 8, nous introduisons un nouveau modéle d’automates temporisé, les auto-
mates input-determined. Ces automates sont une généralisation de plusieurs modéles introduits
depuis les années 90 [AFH96, RS97, DMO05]. Ils n’utilisent pas d’horloges explicites, et ne sont
pas directement comparables aux automates temporisés, mais ont de fortes propriétés logiques
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telles que la cloture par complément. Les gardes d'un automate input-determined imposent
des contraintes uniquement sur le mot d’entrée, leur valeur de vérité ne dépend pas du chemin
suivi dans Pautomate. Un exemple d’opérateur input-determined est 'opérateur <, de [AFH96]
qui mesure le temps depuis la derniére occurrence d’une action a. De méme l'opérateur ¢,
[DT04, DMO5|, qui rappelle Popérateur F de MTL mesure le temps jusqu’aux prochaines oc-
currences de 'action a. Pour la sémantique d’actions, l’article [DT04] donne un cadre général
pour ’étude d’automates basés sur des opérateurs input-determined, qui permet de déduire
des caractérisations par logique monadique du second ordre, des résultats d’expressivité, des
propriétés de déterminisation et de cloture.

Nous construisons ici un cadre similaire pour la sémantique continue. Nous définissons une
version continue des automates input-determined paramétrée par un ensemble d’opérateurs.
Nous montrons que cette classe d’automates est déterminisable et close pour les opérations
booléennes. Tout comme les automates finis, les automates input-determined continus ad-
mettent une caractérisation par une logique monadique du second ordre ; de plus le fragment du
premier ordre de cette logique est expressivement équivalente & une extension input-determined
naturelle de LTL.

Nous étendons ensuite ces résultats a des automates input-determined récursifs. Comme ap-
plication nous montrons que la logique MTL+Past, qui étend MTL avec des modalités du passé,
est expressivement équivalent & une logique du premier ordre associée. La logique MTL+Past
peut étre vue comme la logique de temps linéaire associée a I'opérateur ¢ (ainsi qu’a sa version
passé €), et correspond au fragment du premier ordre de la logique monadique du second ordre
caractérisant les automates input-determined récursifs.

Comme dit ci-dessus, MTL+Past est expressivement équivalente & une logique du pre-
mier ordre utilisant des opérateurs input-determined. Dans le chapitre 9, nous donnons une
représentation de MTL+Past en terme d’automates, établissant une caractérisation similaire
& celle de la représentation par automates finis sans compteurs de la logique du premier
ordre [Kam68, MP71]. Nous identifions une classe d’automates input-determined sans comp-
teurs (paramétrée par un ensemble d’opérateurs) qui caractérise précisément la logique tem-
porelle basée sur ces opérateurs.

Ces résultats donnent une caractérisation en termes d’automates de MTL4Past. Parmi
d’autres applications, une telle caractérisation peut étre utile pour obtenir des résultats d’ex-
pressivité pour certaines logiques. Nous utilisons enfin cette caractérisation pour prouver
une propriété des langages temporisés définissables dans MTL+Past : nous montrons que
MTL+Past est stable a l’'infini, c’est-a-dire qu’étant donnée une séquence périodique de mots
temporisés uviw, la valeur de vérité d’une formule de MTL+Past sur ces modéles finit par
se stabiliser sur « vrai » ou « faux ». Ce résultat obtenu grace a notre caractérisation de
MTL+Past en terme d’automates, est une version plus forte d’un résultat de stabilité simi-
laire [PDO06], car il est valide méme avec les modalités du passeé.

Ces travaux ont fait 'objet de deux publications dans des actes de conférences internatio-
nales [BCMO5|, [CDPO06].

Ce document de thése ne regroupe qu’'une partie des travaux réalisés ces derniéres années.
D’autres contributions ont été publiées notamment dans [BCD05, BCKT05, BC06, BCO07].
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Chapitre 2
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons certaines notions fondamentales que nous utiliserons
par la suite. Nous définissons et donnons quelques propriétés des automates finis et des auto-
mates finis avec invariants; pour une étude plus compléte des automates finis, consulter par
exemple [Sak03]. Nous présentons les deux modéles temporisés que nous utiliserons : les mots
temporisés et les séquences temporisées. Nous présentons enfin la sémantique des automates
temporisés [AD90, AD94].

2.1 Automates finis

Alphabets et automates finis

Nous notons N l’ensemble des entier naturels. Un alphabet ¥ est un ensemble fini de
symboles. Nous noterons ¥* I’ensemble des suites finies d’éléments de Y, une telle suite sera
également appelée mot sur ¥. La longueur d'un mot w = wy - - - w, € ¥*, notée |w| est n + 1.
Le mot vide, noté ¢, est de longueur 0. Un langage sur 3 est un sous-ensemble de ¥*.

Définition 2.1.1 Un automate fini est un n-uplet A = (3,Q,1,5,F) ou ¥ est un alphabet
d’actions, ) un ensemble d’états, I C @ un ensemble d’états initiauz, 6 C Q X X X ) une
relation de transition et F' C Q un ensemble d’états finauz. Un tel automate est dit automate
fini sur .

Une ezécution de A sur un mot w = wy - - - wy, € X* & partir d’un état ggp € @) est une suite
p=qo = q =5 - 2% gup telle que pour tout 0 < i < n, (i, ws,gir1) € 6. Une telle
exécution est acceptante si q,4+1 € F\.

Nous définissons la fonction de transition généralisée 6* : Q x ¥* — 29 inductivement par
0*(q,e) ={q}t et 0*(q,a-w)={¢d € Q|3 € Q, ¢1 € 5(q,a) et ¢ € 6*(q1,w)} pour a € 3 et
w e X*.

Un état ¢ € Q est dit accessible s'il existe une exécution p = gy —> q1 —> - - - —2 Qn+1 &
partir de qg € I telle que gn,4+1 = ¢. Un état g € Q est dit co-accessible s’il existe une exécution
P = qo g s Gn+1 & partir de go = q telle que ¢,+1 € F. Un automate est dit
accessible (resp. co-accessible) si tous ses états sont accessibles (resp. co-accessibles).
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Le langage symbolique! accepté par A, noté L:ymb (A), est 'ensemble des mots sur ¥ sur

lesquels A a une exécution acceptante a partir d’'un état initial. Un langage accepté par un
automate fini est dit régulier.

Un automate fini A = (X,Q, 1,0, F') est dit déterministe si I est un singleton et pour tout
q € Q, pour tout a € X, il y a au plus un état ¢’ € @ tel que (g,a,q’) € 4. La relation de
transition d’un automate fini déterministe peut étre vue comme une application partielle de
Q@ x ¥ dans Q. Un automate fini 4 = (X, Q, 1,0, F) est dit complet si pour tout ¢ € Q,a € ¥,
il y a au moins un état ¢’ € Q tel que (q,a,q’) € 0.

Soit ¥ un alphabet, tout langage régulier L sur ¥ peut-étre reconnu par un unique (a
isomorphisme prés) automate fini déterministe complet accessible avec un nombre minimal
d’états, qui sera noté Ay,.

Automates finis avec invariants

Dans la partie I1I, nous utiliserons une variante d’automates finis avec des invariants. Un
alphabet partitionné est un couple d’alphabets (31, %) ot X1 N Xe = (. Pour des raisons de
lisibilité nous noterons parfois un tel alphabet partitionné > = 31 U 3.

Définition 2.1.2 Un automate fini avec invariants est un n-uplet A = (3,Q,1,6, F,1), ou
Y = X1 U Xy est un alphabet partitionné, Q un ensemble d’états, i € @ un état initial,
6 C Q x X1 X Q une relation de transition, F C @Q un ensemble d’états finaux et l: Q — Yo
une fonction d’étiquetage des états. Un tel automate est dit automate fini avec invariants sur

3.

Un automate fini avec invariants accepte des mots de ¥; - (3g - 31)*. Une exécution de A
* . wo w1 W2n
sur un mot w = wy - - - Way, € L1 - (X2 - X1)* est une suite p = qp — q1 — -+ — @n+1 telle
que go = %, pour tout 1 < j < n, l(g;) = wa;j—1 et pour tout 0 < j < n, (gj,w2;,qj+1) € 0.
Une telle exécution est acceptante si g,4+1 € F'. Le langage symbolique d’un automate fini avec
invariants A est I’ensemble des mots de X* sur lesquels A a une exécution acceptante.

Proposition 2.1.3 Soit ¥ = X1 U X9 un alphabet partitionné. Les langages acceptés par
automates finis avec invariants sur ¥ sont les langages réguliers inclus dans ¥ - (Xg - X1)*.

Preuve. Nous raisonnons par double implication.

Implication directe. Soit A = (X, Q, 7, §, F\,[) un automate fini avec invariants. Nous construi-
sons un automate fini A’ sur ¥ comme suit : pour tout état ¢ € Q nous ajoutons un état ¢’ et
une nouvelle transition (¢,1(q),q’). Toutes les transitions sortantes de ¢ sont transférées sur
¢'. Nous ajoutons un nouvel état initial ¢ avec les mémes transitions sortantes que 7. Les états
finaux de A’ sont les mémes que ceux de A.

Implication réciproque. Soit A = (X3,Q,4,0, F,l) un automate fini acceptant un sous-
ensemble de X - (X2 - ¥1)*. Nous construisons un automate fini avec invariants reconnaissant
le méme langage comme suit : les états de A" sont les transitions de A qui sont dans Q X 3o X Q.
Il y a une transition d’un état (p,a,q) & un état (r,c,t) étiquetée b € Xq si (q,b,7) est une
transition de A. Les états finaux de A’ sont ceux de la forme (p,a,q) ou p € F. Il y a un
nouvel état initial i’, qui a pour transitions sortantes les (7', b, (p, ¢, q)) telles que (i,b,p) € 4.
Tout état (p,a,q) est étiqueté par a et i’ est étiqueté de maniére arbitraire. O

'Nous utilisons le terme « symbolique » ici car nous considérerons plus tard le langage temporisé pour
certains automates.
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2.2. Mots temporisés et séquences temporisées

Automates de Biichi

Soit 3 un alphabet. Nous noterons % I’ensemble des suites infinies d’éléments de 3, et
3% 'union de X* et X%.

Un automate fini peut également étre interprété pour reconnaitre des mots infinis, dans ce
cas nous parlons plutét d’automate de Biichi.

Soit A = (X,Q,1,6,R) un automate de Biichi. Une ezécution de A sur un mot w =
wowy - -+ € ¥ est une suite p = ¢y —> g1 — --- telle que gy € I et pour tout 0 < i <
n, (g, w;, ¢i+1) € 0. Une telle exécution est acceptante si {i € N | ¢; € R} est infini.

Le langage symbolique accepté par un automate de Biichi A, noté Lfymb (A), est 'ensemble
des mots de X sur lesquels A a une exécution acceptante.

2.2 Mots temporisés et séquences temporisées

Nous notons Q> I’ensemble des nombres rationnels positifs ou nuls et R>g ’ensemble
des nombres réels positifs ou nuls. L’ensemble de dates T représente I'un ou 'autre de ces
ensembles.

Une suite de dates sur T est une suite finie ou infinie 7 = (7;);>0 € T° d’éléments de T
satisfaisant les conditions suivantes :

— (monotonie) la suite est croissante : Vi > 0, 7; < 741,

— (progrés) si T est infinie alors {7; | i € N} est non-borné.

Un mot temporisé sur ¥ est un couple 0 = (w,7) ol w € X et 7 est une suite de
dates sur T de méme longueur que w (deux suites infinies sont considérées comme étant de
méme longueur). Un mot temporisé peut également étre vu comme un élément de (3 x T)°.
Nous notons T¥* I’ensemble des mots temporisés finis sur 3, et T3“ I'ensemble des mots
temporisés infinis sur X.

Exemple 2.2.1 Soit 0 = (w,7) avec w = (a,b,b,a) et 7 = (0,7;1,3;2,87;2,9). Alors o
est un mot temporisé fini sur Ualphabet {a,b}. Il peut également étre vu comme la suite
(a;0,7)(b;1,3)(a;2,87)(a;2,9).

Soit o = (wo, to)(w1,t1) - - (wp, t,) un mot temporisé fini, la durée de o est définie par
dur(c) = t,. Etant donné un mot temporisé fini o = (wo,to)(w1,t1) - - - (wn,t,) et un mot
temporisé fini ou infini o' = (wy, t{)(w),t}) -, nous définissons la concaténation o - o’ de
maniére usuelle par (wo, to)(wi,t1) -+ (Wn, tn) (Wh, tn + o) (W], tn + 1) - - -

Un intervalle est un sous-ensemble convexe de R>(o. Nous notons Zr 1’ensemble des inter-
valles. Deux intervalles I et I’ sont dits adjacents si INI' = () et I U I est un intervalle.
Nous notons Zg ’ensemble des intervalles dont les bornes sont rationnelles. Nous utilisons la
notation classique pour les intervalles, par exemple |a,b] = {z € R>o | a < 2 < b}. Nous
utilisons les notations ( et ) pour désigner des bornes pouvant étre ouvertes ou fermées. Par
exemple la notation (a, b| désigne U'intervalle ]a, b[ ou l'intervalle [a, b[.

Une séquence temporisée sur X est un couple k = (w, ) oit w € (2%)® et I = (I;);>0 est
une suite d’intervalles non-vides de méme longueur que w satisfaisant les conditions suivantes :

— (adjacence) pour tout i € N, I; et I; ;1 sont adjacents,

— (progrés) si k est infini, tout réel positif ou nul appartient & un intervalle I;.

Une séquence temporisée peut également étre vue comme un élément de (2% x Zg)>. Nous
ne considérerons les séquences temporisées que pour ’ensemble de dates T = R.
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Remarque 2.2.2 Un mot temporisé peut étre vu comme un cas particulier de séquence tem-
porisée. Par exemple, le mot temporisé (a;1,8)(b;2.3) correspond a la séquence temporisée

(0,10;1,8)({a}, [1,8;1,8])(0,]1,8; 2, 3[) ({b}, 2, 3; 2, 3])(1,]2, 3; 4-00])-

2.3 Automates temporisés

Horloges

Nous considérons un ensemble fini X, que nous appellerons ensemble d’horloges. Une va-
luation sur X est une fonction v : X — T. Nous notons 0 la valuation qui envoie toute horloge
xz € X sur 0. Pour ¢t € T, la valuation v + ¢ est définie par (v + t)(x) = v(x) + ¢t pour tout
x € X. SiY est un sous-ensemble de X, la valuation v[Y « 0] est définie par : pour tout
xeX, (WY «0])(z)=0sixz €Y et (v]Y « 0])(z) = v(z) sinon.

L’ensemble des gardes sur un ensemble d’horloges X, noté G(X) est défini par la grammaire
suivante :

gu=x~c | ghg

ou~e{<,<,=>>}zeX, etce Q.
La satisfaisabilité d’une garde g par une valuation v, notée v |= g, est définie par :
{ vEx~c st v(r)~c
vEgGIANg st viEg etvE g
L’ensemble des valuations sur X qui satisfont une garde g € G(X) est noté [g]x, ou
simplement [[¢] si 'ensemble X est clair dans le contexte.

Alphabet symbolique

Soit Y un alphabet et X un ensemble fini d’horloges. Un alphabet symboliqgue I' basé sur
(£, X) est un sous ensemble fini de G(X) x ¥ x 2%,

Un mot symbolique v = (gi,b;,Yi)i>0 € I'™ génére un ensemble de mots temporisés,
noté tw(vy). Nous interprétons I’action symbolique (g,b,Y") par le fait qu'une action b peut se
produire si la garde g est satisfaite, et que les horloges de Y sont remises & zéro aprés I'action.
Formellement, soit 0 = (ag, 79)(a1,71) -+ un mot temporisé sur X, o € tw(y) si |o| = || et
s’il existe une suite de valuations vg, vy, -+ sur X telles que vg = 0, et pour tout 0 < i < |/,
vi + T — Ti—1 | gi et vig1 = (v; + 7 — 7i—1)[Yi < 0] (en supposant 7—1 = 0).

L’opérateur tw est étendu aux langages symboliques L sur I' de maniére usuelle par

tw(L) = U tw().

yeL

Automates temporisés

Définition 2.3.1 Un automate temporisé est un n-uplet A = (X, X,Q, qo, F, R,0) ou 3 est
un alphabet d’actions, X un ensemble fini d’horloges, QQ un ensemble fini d’états, qop € @Q

un état initial, I C Q un ensemble d’états finaux, R C Q) un ensemble d’états répétés, § C
Q x (G(X) x ¥ x 2%) x Q un ensemble fini de transitions.

Nous omettons parfois F' ou R quand ces ensembles sont vides.

Soit T' un alphabet symbolique basé sur (X, X) tel que § C @ x I' x @, le n-uplet
(T, @, qo,9, F) peut étre vu comme un automate fini et le n-uplet (', Q, qo, 9, R) comme un
automate de Biichi.
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En tant qu’automate fini, un automate temporisé A reconnait un langage symbolique de
mots finis sur I, noté L}, (A). Son langage temporisé est défini par L*(A) = tw(L},,,,(A)).
En tant qu’automate de Biichi, un automate temporisé 4 reconnait un langage symbolique de
mots infinis sur T, noté LY . (A). Son langage temporisé de mots infinis est défini par L*(A) =
tw(L,,,,(A)). Nous notons Lymy(A) = L, (A) U LS, (A) et L(A) = L*(A) U LY(A).

Un automate temporisé A = (X, X, Q, qo, F, 9) est dit déterministe si pour toutes transi-

tions distinctes (g, (¢,a,Y),q’) et (q,(¢',a,Y"),q") de 9§, [g] N [¢'] = 0.

Remarque 2.3.2 La condition de déterminisme pour un automate temporisé est plus forte
que le déterminisme de l’automate fini sous-jacent. En effet, les deux transitions (¢, (g,a,Y),q’)
et (q,(g,a,Y"),q") pour Y #Y' donnent lieu & un automate temporisé non-déterministe, mais
l’automate fini sous-jacent peut étre déterministe.

Exemple 2.3.3 Soit ¥ = {a,b}, X ={z}, Q ={q,q1}, F ={q}, R=0, et 6 = {(qo, (z >
07 87 a, {33}), Q1)7 (q17 (33‘ > 07 87 b) {33}), QO)}
L’automate temporisé A = (X, X, Q, qo, F, R,0) est représenté sur la figure suivante :

x>0,8, a, x:=0

z > 0,8 b, x:=0
Fic. 2.1 - Fxemple d’automate temporisé
Le langage symbolique de A est Lomp(A) = ((x > 0,8,a,{z})(x > 0,8,b,{x}))*. Le
|

(
langage temporisé de A est L(A) = {(w,7) | w € (ab)*, |w| = |7|,70 > 0,8 etV 0 < i <
]w\, Ti+1l > T + 0,8}.
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Premiére partie

Vérification et controle de systémes
O-minimaux
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Chapitre 3

Controle de systémes o-minimaux

Les systémes o-minimaux [LPS00] sont une classe de systémes hybrides avec une dynamique
continue trés riche, pouvant par exemple utiliser des polynémes ou la fonction exponentielle,
mais dont les transitions discrétes sont limitées, a chaque étape toutes les variables devant
étre réinitialisées indépendamment de leurs valeurs. Cela permet de découpler les composantes
continues et discréetes de tels systémes. De nombreux travaux sur les systémes o-minimaux ont
été réalisés [Dav99, BMRT04, BM05, KV04, KV06|, traitant principalement d’abstractions,
de propriétés d’accessibilité et de bisimulations.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probléme de controle d’accessibilité pour les
systémes o-minimaux : étant donné un systéme dont certaines actions sont contrélables et
d’autres incontrolables (c’est-a-dire appartenant a l’environnement), déterminer s’il est pos-
sible de controler le systéme pour atteindre un ensemble d’états gagnants, quoi que fasse
I’environnement.

Nous présentons tout d’abord le cadre des jeux non-temporisés et rappelons que la bisi-
mulation est un bon outil pour étudier ces jeux. Nous introduisons alors notre modéle de jeux
hybrides dans une structure M, appelés M-jeux. Nous montrons que ces jeux sont fondamen-
talement différents des jeux classiques (méme & un nombre infini d’états) en ce que P’action
d’écoulement du temps n’appartient & aucun des deux joueurs; nous montrons en particulier
que la bisimulation a temps abstrait n’est pas un bon outil pour étudier les jeux hybrides
(pour deux états bisimilaires, I'un peut étre gagnant, et ’autre perdant).

Nous introduisons alors la technique d’encodage des trajectoires par des mots [BMRT04,
BMO05], nous considérons en particulier ’ensemble des suffixes d’un état. La stabilité par suffixe
est une condition plus forte que la bisimilarité & temps abstrait, et nous montrons que cette
notion est un bon outil pour étudier le contrdle hybride, cela nous permet de retrouver les
résultats de [AMPS98| sur le contréle temporisé. Nous nous concentrons ensuite sur les jeux
o-minimaux et montrons que pour une structure M décidable et o-minimale, le probléme de
controle est décidable; nous donnons un algorithme de point-fixe pour calculer I’ensemble
des états gagnants, et prouvons que des stratégies gagnantes peuvent étre calculées. Nous
considérons ensuite un cadre d’observation partielle de la dynamique par le contréleur : nous
proposons un nouveau codage par mots, appelé codage par supermots, qui permet d’obtenir
des résultats de décidabilité et de calculabilité similaires & ceux obtenus sous observation
totale.
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Chapitre 3. Contréle de systémes o-minimaux

3.1 Jeux finis

Dans cette section, nous rappelons des définitions et résultats concernant les bisimulations
de systémes de transitions (voir [Acz88, Cau95, Hen95]) et les jeux classiques (non temporisés).

3.1.1 Jeux finis classiques

Nous donnons ici les définitions du probléme de contréle sur un graphe fini (aussi appelé
jeu fini) et la notion de stratégie (voir [GThWO02| pour une vue d’ensemble sur les jeux). Ces
définitions sont classiques et seront étendues aux systémes temporisés par la suite.

Définition 3.1.1 Un systéme de transitions sur ¥ est un triplet T = (X,Q,—) ot ¥ est un
ensemble d’actions (éventuellement infini), ) un ensemble d’états (éventuellement infini) et
— C @ X X X Q une relation de transition.

Une transition (q1,a,q2) € — est aussi notée ¢ 2 ¢2. Un systéme de transitions est dit
fini si son ensemble d’actions et son ensemble d’états sont finis. Remarquons qu’un automate
fini définit de maniére canonique un systéme de transitions.

Définition 3.1.2 Un jeu fini est un automate fini (3,Q,1,0,But) ot ¥ = X.U X, est un
alphabet partitionné correspondant respectivement aux actions controlables et incontrolables.

Soit A = (%, Q, I, 6,But) un jeu fini. Une action a € ¥ est dite possible en g € Q 8’1l existe
qd € Q tel que (q,a,q’) € 6. Une exécution de A a partir de g est une suite finie ou infinie

g 5 ¢ 2 .- ; une telle exécution est gagnante il existe i tel que ¢; € But. Pour une
exécution finie p = qq 9o % o 2 g, nous définissons dernier(p) = ¢,. Nous notons

Exect(A) 'ensemble des exécutions finies de A.

Nous considérerons des jeux de contréle & deux joueurs : le controleur et [’environnement.
Les actions de Y. appartiennent au controleur et celles de X, 4 I'environnement. A chaque
étape, le contréleur propose une action contrélable qui est 'action qu’il veut exécuter ; alors soit
cette action, soit une action incontrolable est prise et ’automate va dans 1’état correspondant!.

Définition 3.1.3 Une stratégie? est une application partielle X de Execy(A) dans . telle que
pour toute exécution p de Execy(A), si A(p) est définie alors X(p) est possible en dernier(p).

Soit p = qo 4, Q 22, ... une exécution, et posons pour tout 4, p; le préfixe de longueur
de p. L’exécution p est compatible avec la stratégie X si pour tout i, a;11 = A\(p;) ou a;y+1 € .
Une exécution p est mazimale par rapport a une stratégie X si elle est infinie ou si A(p) n’est
pas défini.

Une stratégie A\ est gagnante a partir d’un état g si toute exécution maximale par rapport
a A\ a partir de ¢ compatible avec A est gagnante.

1 peut y avoir plusieurs états correspondants & une action donnée car nous ne supposons pas que 'automate
est déterministe. Nous supposons que I’environnement choisit le prochain état s’il y a plusieurs choix possibles.
2Dans le contexte du contrdle, une stratégie est parfois appelée controleur.
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3.2. Jeux sur des systémes dynamiques

3.1.2 Bisimulation

Nous rappelons la définition de bisimulation sur un systéme de transitions. Soit T =
(£,Q,—) un systéme de transitions et ~ une relation d’équivalence sur Q. Etant donné
P C @, nous disons que ~ respecte P si pour tout q,¢' € Q, siq € P et g~ ¢ alors ¢’ € P.
Soit P une partition de (), nous disons que ~ respecte P si pour tout P € P, ~ respecte P.

Définition 3.1.4 Soit T = (£,Q, —) un systéme de transitions. Une bisimulation sur 7" est
une relation d’équivalence ~C Q x Q telle que Vq1,¢},q2 € Q, Va € X,

<Q1 ~q et q > Q2> = <3q’2 G~ qh et g > qé)

3.1.3 Jeux et bisimulation dans le cadre non temporisé

Dans le cadre non temporisé, la bisimulation est une technique usuelle pour abstraire les
jeux : les états bisimilaires peuvent étre identifiés comme le précise le théoréme suivant.

Théoréme 3.1.5 Soit A = (X,Q,1,0,But) un jeu fini, q,q € Q et ~ une bisimulation qui
respecte But. Alors il existe une stratégie gagnante o partir de q si, et seulement s’il existe une
stratégie gagnante a partir de q'.

Ce théoréme reste vrai pour les jeux discrets a nombre infini d’états [HHM99, dAHMO1] et
peut étre utilisé pour résoudre ces jeux : s’il existe une bisimulation d’index fini, le probléme
de contréle peut étre réduit & un probléme de contréle sur un graphe fini.

Le probléme de contréle temporisé ne peut pas étre vu comme un jeu classique discret
4 nombre infini d’états a cause de la nature spéciale de l'action d’écoulement du temps,
qui n’appartient & aucun des deux joueurs. Il est néanmoins naturel d’essayer d’adapter la
technique de bisimulation pour résoudre les problémes de contréle temporisé.

3.2 Jeux sur des systémes dynamiques

3.2.1 Systémes dynamiques

Soit M une structure. Nous disons qu’une relation, sous-ensemble ou fonction est définis-
sable si elle est définissable par une formule du premier ordre dans M (voir [Hod97]). Nous
notons Th(M) la théorie de M, c’est-a-dire 1’ensemble des énoncés (i.e. formules closes du
premier ordre) de M considérés comme vrais. La théorie d’une structure M est décidable s’il
existe un algorithme qui, étant donné un énoncé, détermine s’il appartient & Th(M).

Nous ne considérerons que des structures qui sont des extensions de groupes ordonnés,
nous supposons également que M contient deux symboles de constantes, c’est-ad-dire M =
(M,+,0,1,<,---) et sans perte de généralité nous supposons que 0 < 1. Nous posons M =
{re M|T>0}.

Définition 3.2.1 Un systéme dynamique est un couple (M,~) ot :
- M= (M,+,0,1,<,---) est une extension d’un groupe ordonné,
~ v : Vi xV — Vy est une fonction définissable dans M (on Vi C M*¥,V C M et
Vy C ng)b’_

3Nous utiliserons ces notations dans la suite sans les redéfinir.
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Chapitre 3. Contréle de systémes o-minimaux

La fonction v est la dynamique du systéme.

Quand M est ’ensemble des réels, nous voyons V' comme le temps, V; x V' comme ’espace-
temps, V1 comme ’espace de départ et Vo comme ’espace d’arrivée. Nous conservons cette
terminologie dans le contexte plus général d’une structure M.

La définition de systéme dynamique prend en compte de nombreux comportements. Nous
donnons ci-dessous un premier exemple.

Exemple 3.2.2 Nous pouvons retrouver la dynamique continue des automates temporisés.
Nous posons M = (R,<,+,0,1) et définissons la dynamique v : R™ x R>o — R" par

’7(1:17"' 7xn7t) = (l'l"i't? 7l'n+t)

F1a. 3.1 — Dynamique des automates temporisés

Définition 3.2.3 Soit x € V4, l’ensemble T, = {y(x,t) | t € M} C V5 est appelé trajectoire
a partir de x.

Nous définissons un systéme de transitions associé & un systéme dynamique ; cette défini-
tion est une adaptation & notre contexte de la définition classique de systéme de transitions
continu dans le cas de systémes hybrides (voir [LPS00] par exemple).

Définition 3.2.4 Soit (M,v) un systéme dynamique. Il définit un systéme de transitions
T, =(2,Q,—) ot :

— lensemble des actions . est M™T ;

— l’ensemble des états QQ est Vs ;

— la relation de transition y; iw yo est définie par :

o € Vi, 3ty,ta € M7 tels que ty < to,y(z,t1) = y1, y(x,t2) = y2 et t = to — 1.

3.2.2 M-jeux

Dans cette sous-section, nous définissons les M-automates, qui sont des automates avec
des gardes, remises & zéro et dynamiques continues définissables dans la structure M. Nous
introduisons alors notre modéle de jeu dynamique qui est un M-automate avec deux ensembles
d’actions, un pour chaque joueur; nous exprimons enfin en terme de stratégie le probléme de
controle dans une classe de M-automates.

Définition 3.2.5 (M-automate) Un M-automate A est un n-uplet (M, Q,%,d,7) ot M =
(M,+,0,1,<,---) est une extension d’un groupe ordonné, Q est un ensemble fini d’états, 3 un
alphabet, § un sous-ensemble fini de transitions (¢,g,a, R,q') € Q x2V2 x ¥ x (Vo — 2Y2) x Q
ot g et R sont définissables dans M, et v envoie tout état ¢ € Q) sur une dynamique 7y, :
V1 xV — VQ.
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3.2. Jeux sur des systémes dynamiques

Nous utilisons une notion générale de remise & zéro : une remise a zéro R est en fait une
fonction de V5 dans 2V2, qui peut correspondre & une mise a jour non déterministe. Si I’état
courant est (g,y), le systéme ira en (¢',y’) avec v’ € R(y). Nous appelons état discret de A un
élément ¢ € @, et dynamique continue une fonction v, pour ¢ € Q.

Un M-automate A = (M, Q, X, d, ) définit un systéme de transitions T4 = (I', S, —) ou :

— I’ensemble des actions I' est M T UX;

— P’ensemble des états S est QQ x Va;

— la relation de transition est définie par (¢,y) — (¢',3') si I'une des conditions suivantes

est vérifiée :
- e €Y, et il existe (¢,g9,e,R,q") € § avec y € g et v € R(y),
—e€MT,g=¢q,ety in,q y' ol 74 est la dynamique dans l'état g.

Dans la suite, nous nous intéressons aux exécutions formées d’une alternance de transitions
continues et discrétes.

Nous aurons également besoin d’une notion de transition plus précise : quand (q,y) 5
(¢,y') avec 7 € M, cela est dit & un choix d’un (z,t) € Vi x V tel que v,(z,t) = .
Nous disons que (¢,y) —u: (¢,9) si y4(z,t) = y et y4(z,t + 7) = y'. Pour améliorer la
lisibilité, nous écrivons parfois (g, z,t,y) — (q,z,t+7,y") pour (¢,y) —u+ (¢,y'). Nous disons
quune action (1,a) € M™T x ¥ est possible dans un état (q,z,t,y) s’il existe (¢',2',t,y’)
et (¢", 2", t",y") tels que (q,z,t,y) = (¢,2',t,y) % (¢",2",t",y"). Nous écrivons alors
(q,z,t,y) SALN (¢",2",t",y"). Nous notons Enb(q, z,t,y) Pensemble des actions possibles dans
(q,,t,y).

Une ezécution de A a partir de (qo, xo, to, Yo) est une suite finie ou infinie (g, o, to, Yo) e,
(g1, z1,t1,91) - 4 Une telle exécution est dite gagnante s'il existe i tel que ¢; € But. Nous no-

tons Execy(A) 'ensemble des exécutions finies de A. Si p est une exécution finie (qo, %o, to, yo) AL

T (Gns T, bty Yn), nous définissons dernier(p) = (qn, Zn, tn, Yn).

Définition 3.2.6 (M-jeu) Un M-jeu est un n-uplet (M, Q,But,X,d,7) ot But C Q est un
sous-ensemble d’états gagnants, (M,Q,%,0,7) est un M-automate et X = X, U X, est un
alphabet partitionné en deux sous-alphabets correspondants auzx actions contrélables et incon-
trolables.

Définition 3.2.7 (Stratégie) Une stratégie est une application partielle \ de Execy(A) dans
Mt x X, telle que pour toute exécution p de Execy(A), A(p) est possible dans dernier(p).

Une stratégie indique ce qui doit étre fait pour controler le systéme : a chaque étape,
elle indique un délai 7 et une action contrélable qui doit étre faite aprés ce délai. L’action
réellement réalisée est alors soit ’action proposée par la stratégie apres le délai 7, soit une
action incontrolable aprés un délai 7/ < 7. Remarquons que l’environnement peut avoir a
choisir entre différentes arétes (dans le cas ou le jeu est non-déterministe).

Une stratégie \ est sans mémoire si pour toutes exécutions finies p et p/, dernier(p) =
dernier(p’) implique A(p) = A(p'). Soit p = (qo, xo, to, Yo) TU%, ... une exécution, et soit pour
tout ¢, p; le préfixe de longueur i de p. L’exécution p est dite compatible avec une stratégie A
si pour tout i, si A(p;) = (7,a) alors soit 7,11 = 7 et a;+1 = a, soit 7,41 < T et a; 41 € Xy
Une exécution p est dite mazimale par rapport a une stratégie X si elle est infinie ou si A\(p)
n’est pas définie. Une stratégie A est gagnante a partir d’un état (q,y) si pour tout (z,t) tel

“Dans le cas d’une exécution finie, celle-ci peut éventuellement finir par une action de délai.
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Chapitre 3. Contréle de systémes o-minimaux

que y(z,t) = y, toute exécution maximale par rapport & A a partir de (¢, x,t,y) compatible
avec \ est gagnante. L’ensemble des états gagnants est ’ensemble des états a partir desquels
il existe une stratégie gagnante.

Nous pouvons maintenant définir le probléme de contréle que nous étudierons.

Probléme 1 (Probléme de controle dans une classe C de M-jeux)
Etant donné un M-jeu A appartenant a C, et un état initial définissable (q,y), déterminer sl
existe une stratégie gagnante dans A a partir de (q,y).

3.2.3 M-jeux et bisimulation

La bisimulation & temps abstrait [Hen95, Dav99, AHLPO00| est une abstraction correcte
pour les propriétés d’accessibilité dans les systémes temporisés, et en particulier les M-
automates [Bri05]. Nous verrons que cet outil n’est pas suffisant pour traiter les problémes de
controle temporisé.

Définition 3.2.8 Soit T = (I', S, —) un systéme de transitions, une bisimulation & temps
abstrait sur 7' est une relation d’équivalence ~ C S x S telle que Vq1,q},q2 € S, les deux
conditions sutvantes sont satisfaites :

Va €%, (Q1 ~q et g qz) = (HQQ €S tel que gz ~ ¢y et ¢} = (Jé)

Vre M, <q1 ~q) et q = q2> = (EIT’ € M™* 3¢, € S tels que g2 ~ ¢ et ¢} -, qé)
Exemple 3.2.9 Soit A = (M,Q,But,3,6,7) un M-jeu ot M = (R, <,+,0,1,=2)%, Q =
{¢1,92,q3}, But = {g}, ¥ = X, UX, ou 3. = {c} (resp. £, = {u}) est l’ensemble des

actions controlables (resp. incontrélables). La dynamique dans qi, Vg, : R>0 x {0,1} X R>g —
R>g x {0,1} est définie par vq, (x1,x2,t) = (21 + t,22).

C
9c, ¢ @ ., LA,B_C B, C,
@ N
A C B C B
z2=0 + + + + + +
9B, U (@) ’
(a) Le M-jeu A (b) Dynamique dans g;

FiG. 3.2 — La bisimulation & temps abstrait ne respecte pas les états gagnants

Nous considérons la partition décrite sur la figure 3.2(b). La garde gc est satisfaite sur les
états de C et la garde gp sur les états de B. Remarquons que cette partition respecte But et
les transitions discretes.

Dans ce jeu, le controleur peut gagner quand il atteint la piece C' en jouant laction c, et il
perd en entrant dans la piéce B parce qu’il ne peut empécher l’environnement de jouer [’action
u et d’aller dans [’état perdant gs.

L’état s1 = (q1,(0,1)) est donc perdant, alors que l’état s = (q1,(0,0)) est gagnant.
Or la relation d’équivalence induite par la partition {A, B,C} est une bisimulation & temps

5=, dénote la relation « modulo 2 ».
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abstrait : les deux états s; et so sont donc bisimilaires, mais ne sont pas équivalents pour le jeu.
La bisimulation a temps abstrait n’est donc pas correcte pour résoudre le contrdle temporisé,
car elle ne peut toujours distinguer les états gagnants des états perdants.

Proposition 3.2.10 Soit M une structure et A un M-jeu. Une partition respectant But et
induisant une bisimulation a temps abstrait sur QQ X Vo ne respecte pas nécessairement les états
gagnants de A.

3.3 Suffixes et types dynamiques

Dans cette section nous expliquons comment encoder les trajectoires d’un systéme dyna-
mique par des mots. Cette technique a été introduite dans [BMRT04, BMO05| pour étudier les
systémes hybrides o-minimaux. Nous nous intéresserons en particulier & la partition suffize
introduite dans [Bri05].

Nous expliquons tout d’abord comment construire les mots associés & une trajectoire.
Soit (M, ~y) un systéme dynamique et P une partition finie de V, étant donné = € Vi nous
considérons la trajectoire I'; = {v(x,t) | t € V'} et nous lui associons un mot. Nous considérons
les ensembles {t € V' | v(z,t) € P} pour P € P. Cela donne lieu & une partition de I'ensemble
des temps V. Pour définir un mot sur P associé a la trajectoire déterminée par x, nous devons
définir ’ensemble des intervalles F, = {I ‘ I est un intervalle de temps qui est maximal pour
la propriété « 3P € P, vVt € I, ~(x,t) € P >>}. Pour tout z, ’ensemble F, est totalement
ordonné par l'ordre induit par celui de M. Cela nous permet de définir le mot sur P associé
a 'y, noté w,.

Définition 3.3.1 Soit x € Vi, le mot associé a ', est la fonction w, : F, — P définie par
wz(I) =P, ou I € F, est tel que Vt € I, v(x,t) € P.

Remarque 3.3.2 Cette définition est en fait une généralisation de la notion classique de mot.
En effet elle permet de retrouver les mots finis et infinis mais prend en compte d’autres cas,
par exemple des mots indexés par les réels.

L’ensemble des mots sur P associés & (M,) donne en quelque sorte une description
« statique » du systéme dynamique (M, ) a travers la partition P car il indique pour chaque
trajectoire la fagon dont le systéme évolue dans la partition P. Pour retrouver ’aspect « dyna-
mique » du systéme, nous avons besoin de plus d’information, et devons savoir & tout moment
quelle partie de la trajectoire a déja été parcourue, et quelle partie reste & parcourir; nous
introduisons pour cela la notion de suffixe associé & une trajectoire.

Etant donné un point = de 'espace de départ V;, nous avons associé & x une trajectoire
I'; et un mot w;. Si nous considérons un point (z,t) de Pespace-temps V; x V' il correspond a
un point y(z,t) de I'y. Pour retrouver la position de y(x,t) sur I'; depuis w;, nous associons a
(7,t) un suffixe du mot w, noté w,4). La construction de wy, ;) est similaire & la construction
de w,, nous considérons les ensembles d’intervalles F, ;) = {IN{t' e V [’ >t} | I € F,}.

Remarquons qu’étant donné un point (z,t) de 'espace- temps V; x V' il existe un unique
suffixe w(, ) de w, associé¢ a (x,t). Pour un point y € V3, il peut y avoir plusieurs (z,t)
tels que y(z,t) = y et donc plusieurs suffixes associés a y. Le futur d’'un mot y € V5 est
non-déterministe, et un seul suffixe w(, ;) n’est pas suffisant pour retrouver la dynamique du
systéme de transitions & travers la partition P. Nous introduisons la notion de type dynamique
suffize d’'un point y € V5 par rapport & P :
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Chapitre 3. Contréle de systémes o-minimaux

Définition 3.3.3 Soit (M, ) un systéme dynamique, P une partition finie de Va, y un point
de V;. Le type dynamique suffixe de y par rapport & P, noté Sufp(y) est défini par Sufp(y) =
{way [ (1) =y}

Cela nous permet de définir une relation d’équivalence sur V5. Nous disons que deux
points y1, y2 € Vo ont mémes suffizes si Sufp(y1) = Sufp(y2). Nous notons Suf (P) la partition
induite par cette relation d’équivalence. Nous disons qu’une partition P est stable par suffize
si Suf(P) = P (cela implique que si y; et y2 appartiennent a la méme piéce de P alors
Sufp(y1) = Sufp(y2)).

Soit y € V&, nous disons qu’il existe un unique suffixe sur P associé a y si Sufp(y) est un
singleton. Les exemples suivants illustrent la technique d’encodage par mots.

Exemple 3.3.4 Nous considérons tout d’abord la dynamique des automates temporisés en
dimension deuz (voir l’exemple 3.2.2). Nous avons que Y(x1,z2,t) = (x1 + t,z2 + t). Nous
considérons la partition P = {A,B} ou B = [1,2]? et A = R%,\ B. Les points dont la
trajectoire passe par la piéce B mais n’appartenant pas & B ont pour suffize le mot ABA, les
points de la piece B ont pour suffize le mot BA, les autres points ont pour suffize le mot A.
La partition suffize compte donc trois piéces comme décrit sur la figure 3.3.

To A
7
/| BA
/7
1 7
7
Ve
ABA 4
/7
7
0 1 x1

FiG. 3.3 — Suffixes pour la dynamique des automates temporisés

Exemple 3.3.5 Nous considérons le systéme dynamique (M,~) ot M = (R,+,-,0,1,<
siny, o, Cos| 2w]> 6 ety :R2 x [0,27] x R — R? est défini comme suit :
7(-7;17 Z2, 07 t) =

(t.cos(h),t.sin(6)) si (z1,22) = (0,0),
(x1 +t.xy,mo + t.we) st (x1,22) # (0,0).

Nous associons a ce systéme dynamique la partition P = {A,B,C} ou A = {(0,0)}, B =
{(6cos(9),0sin(0)) | 0 < 6 < 21} et C =R*\ (AUC). Nous appelons la piece B la spirale
(voir la figure 3.4). Il y a quatre types dynamiques dans ce systéme : {ACBC'} pour le point
central (0,0), {CBC} pour U« intérieur » de la spirale, {BC'} pour la spirale, et {C'} pour
I’« extérieur » de la spirale. Remarquons que méme si le systéme dynamique est infiniment
branchant en (0,0), il y a un unique suffize associé a chaque point y de l’espace d’arrivée.

Dans les deux exemples précédents, & tout point était associé un unique suffixe ; le prochain
exemple permet de retrouver la dynamique continue des automates rectangulaires [HKPV98],
et nécessite 'utilisation de type dynamique suffixe (certains points n’ont pas un unique suffixe).

65&11‘[0 2m) €6 COS| 5 correspondent aux fonctions sinus et cosinus restreintes au segment [0, 27].
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FiG. 3.4 — Le systéme dynamique de la spirale

Exemple 3.3.6 Nous considérons le systéme dynamique (M,~) ou M = (R, +,-,0,1,<) et
v:RZ, x [1,2] x Rsg — R%) est défini par v(x1,32,p,t) = (¥1 +t, 22 +p-t). Nous associons
a ce systéme dynamique la partition P = {A, B,C} ou B = [2,5] x [3,4], C = [3,5] x [1,2] et
A=R%,\ (BUC) (voir la figure 3.5(a)). Regardons plus précisément les types dynamiques
suffives des points y1 = (1;2,5) et y2 = (2;0,5). Nous avons que Sufp(y1) = {A, ABA}
et Sufp(y2) = {ABA, ACABA}. Méme si certains points ont plusieurs suffizes, la partition
induite par les types dynamiques suffizes est finie et représentée sur la figure 3.5(b).

Y1

A C
Y2

(a) La dynamique (b) La partition suffixe

Fia. 3.5 — Dynamique rectangulaire

3.4 Résolution des M-jeux

Dans cette section, nous présentons une procédure générale pour calculer 'ensemble des
états gagnants d’un M-jeu. Nous montrons que si une partition est stable par suffixe, cette
procédure peut étre effectuée symboliquement sur les piéces de la partition. Cette procédure
n’est pas toujours effective et nous étudierons plus loin des M-structures ot chaque étape
peut étre réalisée algorithmiquement.

3.4.1 Prédécesseurs controlables

Comme pour les jeux d’accessibilité classiques [GThWO02], un moyen de calculer ’ensemble
des états gagnants est de calculer [’attracteur de ’ensemble But en itérant 'opérateur des
prédécesseurs controlables.

Soit A = (M, Q,But, %, d,7) un M-jeu. Pour A C @ x V5 et a € 3 nous définissons les
prédécesseurs controélables et incontrélables comme suit :
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Jde € X, c est possible dans (q,y),
cPred(A) = {(q,y) €Qx V2 | et V(d,y) €Q x Vs,
(@9) = (dy) = (d,y) €A

i,
uPred(A) = {(q,y) €Q x Vs Ju € By, (¢, Y) € Q x V2 tels que}

(g.y) = (d.y) et (¢,y) € A

Comme dans le cadre des jeux temporisés et hybrides [AMPS98, HHM99|, nous définissons
le prédécesseur temporel sdr d’un ensemble A par rapport & un ensemble B : un état (q,y)
appartient & Pred;(A, B) si en laissant s’écouler le temps, un état de A est finalement atteint,
en évitant B. L’opérateur Pred; est formellement défini comme suit :

Pred;(A, B) =
V(x,t) tel que v4(x,t) =y, Ir e M+
(1) €QxVa | (¢,9) Dur (d,Y), (d0) € A,
q,x
et Post[t7t+T] cB
ou Post‘[{f’:’;ﬁ] ={(¢,vq(z,t)) | t<t' <t+7}

L’opérateur des prédécesseurs controlables est alors défini par :

m(A) = AU Pred;(cPred(A),uPred(A))

Intuitivement, un état (g, y) appartient a 7(A) s’il appartient déja a A ou s’il existe un moyen
d’attendre un certain temps sans qu’aucune action incontrolable améne en dehors de A, et a
jouer ensuite une action contrélable qui améne en A.

Nous disons qu’une partition P est stable par m si pour toute piece A € P, m(A) est une
union de piéces de P.

Remarque 3.4.1 L’opérateur w est définissable dans toute extension d’un groupe ordonné,
donc si A est définissable dans M, w(A) Uest aussi.

Nous calculerons 'ensemble des états gagnants en itérant ’opérateur 7. En notant 7*(But) =
Ugso 7 (But), nous montrerons que le calcul itératif de 7*(But) se stabilise, et que 'ensemble
des états gagnants du jeu est précisément 7*(But). Ceci nous permettra plus tard d’obtenir des
résultats d’effectivité et de définissabilité pour les états gagnants et les stratégies gagnantes
sous certaines hypothéses sur la structure sous-jacente.

Proposition 3.4.2 Soit A = (M, Q,But,X,d,v) un M-jeu, et soit (q,y) € Q x V. S’il existe
n € N tel que 7" (But) = 7" "(But) alors 7*(But) = 7"(But) est ’ensemble des états gagnants
de A.

Preuve. Nous prouvons tout d’abord que si (¢,y) € 7*(But) alors il existe une stratégie
gagnante a partir de (q,y). Pour cela, nous définissons une stratégie gagnante sans mémoire
pour tout (q,y) € n*(But). Par abus de notation, nous définissons cette stratégie \ sur les
états (¢, x,t,y) au lieu des exécutions, ce qui est possible car elle est sans mémoire.

Nous définissons A sur les ensembles | Jy<;< 7'(But) par récurrence sur k, et montrons
que c’est une stratégie gagnante. Si k = 0, nous posons A comme non définie, elle est donc
gagnante pour les états de But.
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Supposons maintenant que A est déja définie sur W = (J,-, <4 7'(But) et est gagnante sur
ces états. Nous définissons alors A sur w(W). Soit (¢, x,t,y) € @ x V1 xV x Va :si (q,y) € W,
A est déja définie; si (¢, y) € (W) \ W, nous savons que (q,y) € Pred; (cPred(W), uPred(W)).
Pour tout (z,t) tel que v4(x,t) = vy, il existe 7 € M™ et ¢ € ¥, avec (7,¢) possible dans

(q,9) et (q,y) i@,t (¢',y') implique (¢',y) € W et Post‘é’tJr ) € uPred(W). Nous posons

Mg, z,t,y) = (1,¢) et montrons que ce choix est gagnant.

Soit p = (q,z,t y) 5 (qr, 21,1, 1) 2%, ... une exécution compatible avec A. Soit
=T et a1 = ¢, dans ce cas (q1,y1) € W soit 71 < 7 et a; € ¥, dans ce cas (¢,y) T—1>w,t
(@) 2 (q1,y1) avee (¢',y') ¢ uPred(W) donc (q1,y1) € W. Dans les deux cas, (q1,y1) € W

donc par hypothése de récurrence p est gagnant.

Nous montrons maintenant que s’il existe une stratégie gagnante \ a partir de (g, y) alors
(¢,y) € 7*(But). Posons W = 7*(But), et supposons par l'absurde que (q,y) ¢ W, nous
construisons une exécution compatible avec A qui n’est pas gagnante. Par hypothése n(W) =
W (car 7*(But) = 7" (But) = 7#"*"!(But) = 7(7*(But))), donc (g,y) ¢ 7(W); il existe donc
(z,t) € Vi x V tel que v,(x,t) = y, et pour tout 7 € M™, (q,y) —7, (¢',y') implique
(¢,y") ¢ cPred(W) ou Postﬁ;HT] N uPred(W) # (). Fixons un tel (z,t) € Vi x V, et soit
(1.¢) = Mg, =, t,y).

Il existe (q1,x1,t1,y1) avec (q1,y1) ¢ W tel que soit (q,z,t, y) (ql,ml,tl,yl) soit il

existe 7/ < 7 et u € Xy avec (¢, x,t y) (ql,xl,tl,yl) Dans les deux cas, I'exécution
construite est compatible avec A. Comme (ql, y1) ¢ W nous pouvons appliquer & nouveau cet
argument et construire par récurrence une exécution p = (¢, z,t,y) A, (q1,%1,t1,91) SEIEEN

- compatible avec A telle que pour tout ¢, (¢;, =i, ti, yi) ¢ W. Par définition de W, pour tout

i, ¢; ¢ But, ce qui contredit le fait que A est une stratégie gagnante. [l

Nous déduisons maintenant un résultat algorithmique de la proposition 3.4.2. L’ensemble
des états gagnants est 7*(But) mais cela n’implique pas que nous puissions calculer cet en-
semble car beaucoup de M-structures sont intrinséquement indécidables. Le corollaire suivant
établit que si certaines conditions sur la structure et sur 7 sont satisfaites, alors cette procédure
donne une solution algorithmique au probléme de controle.

Corollaire 3.4.3 Soit M une structure telle que Th(M) est décidable”. Soit C une classe
de M-jeuz telle que pour tout A € C, il existe une partition finie P de Q x Vo définissable
dans M, respectant But®, et stable par w. Alors le probléeme de controle dans la classe C est
décidable. De plus si A € C, l’ensemble des états gagnants de A est calculable.

Preuve. Soit M une structure et C une classe d’automates satisfaisant les hypothéses du
corollaire, et soit A € C. Comme P est stable par m, 7*(But) est une union finie de piéces
de P. 1l existe donc n € N tel que 7*(But) = 7" (But). La proposition 3.4.2 montre donc que
I'ensemble des états gagnants est 7*(But).

Comme 7 et But sont définissables, nous avons que 7(But) est définissable et comme
Th(M) est décidable nous pouvons tester si 7¢(But) = 7+ (But), nous pouvons donc calculer
une représentation effective de 7*(But). Comme Th(M) est décidable, si un état (q,y) est

"Nous rappelons qu’une théorie Th(M) est décidable s’il existe un algorithme qui peut déterminer si un
énoncé (c’est-a-dire une formule sans variable libre) appartient a la théorie (c’est-a-dire est vrai).
8(C’est-a-dire que But est une union de piéces de P
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définissable nous pouvons tester si (¢,y) € 7*(But). Le probléme de controle dans C est donc
décidable. (I

3.4.2 Stabilité de Suf (P) par =

Dans la sous-section 3.2.3, nous avons donné un contre-exemple montrant que la bisimula-
tion & temps abstrait n’est pas toujours correcte pour résoudre les problémes de contréle. La
principale raison est que la partition induite par une bisimulation & temps abstrait n’est pas
toujours stable par 'opérateur 7.

Nous présentons maintenant une condition suffisante pour qu’une partition soit stable par
I'opérateur 7 : si une partition est stable par cPred, uPred et par suffixe?, elle est correcte pour
résoudre les problémes de controle.

Proposition 3.4.4 Soit A un M-jeu, P une partition de QQ X Vo et m l'opérateur des prédé-
cesseurs controlables. Si P respecte But, est stable par cPred, uPred et par suffize, alors P est
stable par l’opérateur m.

Preuve. Nous fixons un état discret g de 'automate et prenons y1,y2 € Vo tels qu’il existe
A € P avec (q,y1) € A et (¢,y2) € A. Nous montrons que si (¢,y1) € m(X) pour X € P alors
(¢, 12) € 7(X).

Comme (¢, y1) € m(X), pour tout (z,t) € Vi x V tel que y,(z,t) = y1, il existe 13 € M+

et y] tels que y; T—1>x’t Y1, ¥} € cPred(X), et POSt([]tfi-kn} C uPred(X).

Soit w(g ¢ (y1) un suffixe de y; associé & x et ¢t. En terme de mots, les trois conditions précé-
dentes signifient qu’il existe un préfixe de w(, ) (y1) dont la derniére lettre est dans cPred(X)
et sans occurrence de lettres de uPred(X) (cela a un sens car par hypothése cPred(X) et

uPred(X) sont des unions de piéces de P). Notons wf% " (y1) ce préfixe.

Comme P = Suf (P), et (q,y1) et (¢,y2) appartiennent & la méme piéce de P, nous avons
que Sufp(y1) = Sufp(ya). Soit (z,t) € Vi x V tel que v4(z,t) = y2 et soit w(, 1) (y2) le suffixe
de yo associé a x et t. Comme Sufp(y1) = Sufp(y2), il existe (z,t') tel que v4(a',t') = y1 et
Wz,)(Y2) = W(gr (1), donc le préfixe wfx,vt,)(yl) est un préfixe de w(, ) (y2)-

Nous pouvons donc trouver 4 € cPred(X) et 7o € M7 tels que y2 —>.4 b, ¥4 € cPred(X),

et POSt([ZtiLTQ} C uPred(X). Donc (q,y2) € 7(X). 0

Comme corollaire immeédiat de cette proposition et du corollaire 3.4.3, nous obtenons le
résultat de décidabilité suivant.

Corollaire 3.4.5 Soit M une structure telle que Th(M) est décidable. Soit C une classe de
Mjeuzx telle que pour tout A € C, il existe une partition finie P de QQ X Vo définissable dans
M, respectant But, stable par cPred, uPred et par suffize. Alors le probléme de contrdle dans
la classe C est décidable, et si A € C, 'ensemble des états gagnants est calculable.

®Nous étendons de maniére naturelle la notion de partition stable par suffixe (voir page 34) pour une
partition d’un M-jeu respectant les états discrets.
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Remarque 3.4.6 La stabilité par suffize est une condition plus forte que la bisimulation a
temps abstrait [Bri05], et nous montrons ici que c’est l'un des bons outils pour résoudre les
problémes de contréle. Dans l’exemple 3.2.9 la partition P est une bistmulation a temps abstrait
qui n'est pas stable par suffive. En effet s1, s2 € A mais Sufp(s1) # Sufp(s2).

Remarque 3.4.7 Les résultats de cette section permettent de retrouver les résultats sur le
controle des automates temporisés de [AMPS98]. En effet, considérons la partition finie clas-
sique pour les automates temporisés induite par le graphe des régions [AD94[. Appelons Pr
cette partition, et remarquons que Pg est définissable dans la structure (R, <,+,0,1). Pr est
stable par cPred et uPred. Par l’ezemple 3.2.2 la dynamique continue des automates tempori-
sés est définissable dans (R, <,+,0,1). Nous pouvons donc encoder les trajectoires continues
des automates temporisés par des mots. Il est alors facile de voir que Suf(Pr) = Pgr. Par

le corollaire 3.4.5 nous obtenons la décidabilité et le calcul des états gagnants dans les jeux
temporisés [AMPS98].

Corollaire 3.4.8 Le probléme de contréle dans la classe des automates temporisés est déci-
dable. De plus l’ensemble des états gagnants 7*(But) est calculable.

3.5 Jeux o-minimaux

Dans cette section, nous nous intéressons au cas particulier des jeux o-minimaux (c’est-
a-dire les M-jeux olt M est une structure o-minimale et des restrictions sont faites sur les
remises a zéro) [LPS00].

Nous rappelons quelques définitions et résultats concernant la o-minimalité [PS86] (pour
une étude plus compléte se référer a [vdD98|). Nous considérerons alors des structures o-
minimales dont la théorie est décidable pour obtenir des résultats de décidabilité et de calcu-
labilité dans le cadre du controle.

Définition 3.5.1 Une extension d’un groupe ordonné M = (M,<,---) est o-minimale si
tout sous-ensemble définissable de M est une union finie de points et d’intervalles ouverts.

Dans une structure o-minimale, les sous-ensembles définissables sont donc les plus simples
possibles : ce sont ceux qui sont définissables dans (M, <).

Exemple 3.5.2 Il y a beaucoup d’exemples de structures o-minimales comme le groupe or-
donné des rationnels (Q,<,4+,0,1), le corps ordonné des réels (R, <,+,-,0,1), le corps des
réels muni de la fonction exponentielle.

Le principal théoréme que nous utiliserons sur les structures o-minimales est un cas par-
ticulier du théoréme de finitude uniforme [KPS86, Théoréeme 0.3(a)], (voir aussi [vdD98,
Corollaire 3.6, p. 60]) :

Théoréme 3.5.3 ([KPS86]) Soit M = (M,<,---) une structure o-minimale et m un en-
tier, soit S C M™ x M un sous-ensemble définissable. Pour x € M™, soit S, = {y € M |
(x,y) € S}. Alors il existe un entier Ng tel que pour tout x € M™, l’ensemble S, C M est
une union d’au plus Ng points ou intervalles ouverts définissables.
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3.5.1 Geénéralités sur les jeux o-minimaux

Définition 3.5.4 Soit A un M-automate (resp. M-jeu), nous disons que A est o-minimal si
la structure M est o-minimale et si toutes les transitions (q,g,a, R,q') de A appartiennent'®
aQx2"2 x ¥ x2"2 x Q.

Remarquons que dans un jeu o-minimal A4, les gardes, remises a zéro et dynamiques sont
définissables dans la structure o-minimale sous-jacente. Nous notons P4 la partition la plus
grossiére de I'espace d’états S = () x Vo qui respecte But et toutes les gardes et remises & zéro
de A. Notons que P4 est une partition finie et définissable de S.

La forte condition sur les remises & zéro implique que P4 est stable par cPred et uPred et
permet de découpler les composantes continues et discrétes d’'un systéme hybride o-minimal
[LPS00]. Remarquons également que tout raffinement de P4 est stable par cPred et uPred.

Les jeux o-minimaux sont en particulier des systémes hybrides o-minimaux (comme définis
dans [BMO05, Bri06]). Nous utiliserons les résultats suivants sur ces systémes.

Théoréme 3.5.5 [Bri06] Soit A un automate o-minimal, alors :
— pour tout y € Va, alors Sufp , (y) est composé d’un ensemble fini de mots finis sur P4,
— la partition Suf(P4) est finie et définissable,
- sl existe un unique suffize sur Py associé a tout y € Vo alors Suf(P4) est une bisimu-
lation a temps abstrait.

3.5.2 Jeux o-minimaux avec un unique suffixe

Dans cette sous-section, nous appliquons les résultats généraux de la section 3.4 au cas
particulier des jeux o-minimaux satisfaisant la condition d’unicité du suffixe. Nous prouvons
tout d’abord que toute partition induisant une bisimulation a temps abstrait est stable par
suffixe :

Lemme 3.5.6 Soit A un jeu o-minimal et P une partition induisant une bisimulation & temps
abstrait. S’il existe un unique suffize sur P associé a tout (q,y) € Q x Va alors P = Suf(P).

Preuve. Nous fixons un état discret ¢ € Q) et pour améliorer la lisibilité nous notons y 1’état
(¢,y). Nous notons également y —~ y' pour 37 >0, y -, v/

Soit A1 € P et y1,y; € A;. Montrons que Sufp (y1) = Sufp (y]). Dans le cadre des jeux
o-minimaux, le suffixe associé & un point est un mot fini, soit donc w; = A;...A, le suffixe
unique associé & ¥y, nous pouvons construire la suite de transitions suivante :

Y1 =y Y2 =~ oo 7 Yn,

avec y; € A; pour tout 1 < i < n. Comme y; et ¢} sont bisimilaires, nous pouvons construire
une suite similaire de transitions

/ / /
Y1 7y Y2 7y - 7y Yns

avec y; € A; pour tout 1 <i <n.
Montrons maintenant que ’hypothése d’unicité du suffixe implique qu’il existe x € V; et
t1yeenstn € M avec 1 < ... < t,, tels que y(z,t1) = yj, et y(x,t;) € A; pour tout 1 < i < n;

107] s’agit du cas particulier ou les remises & zéro du M-jeu sont des fonctions constantes.
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ce qui montre que w; est un sous-mot de w} ('unique suffixe associé a y}). Nous pouvons
clairement trouver w, t1, to avec t1 < to, y§ = y(z,t1) € A1 et y(z,t2) € Ag (car y| —~ y5).
Supposons par ’absurde qu’il existe z, t1, to tels que t1 < to, y(z,t1) € Ay, v(x,t2) € Ay et
v(z,t3) ¢ As pour tout t3 > to. Par 'hypothése d’unicité du suffixe, 'unique suffixe associé a
yh ne contient pas la lettre As. Cela contredit Pexistence de la transition y5 —~ y5 ot y4 € As.
Nous pouvons donc trouver ts satisfaisant les conditions requises. En répétant cet argument
nous trouvons les autres t;.

De méme, W} est un sous-mot de w;. Donc wy = w] car ce sont des mots finis. Nous avons
montré que Sufp(y1) = Sufp(y]), ce qui achéve la preuve du lemme. O

Proposition 3.5.7 Soit A un jeu o-minimal, P une partition induisant une bisimulation a
temps abstrait et respectant But, les gardes et les remises a zéro de A. S’il existe un unique
suffize sur P associé a tout (q,y) € Q X Va alors P est stable par .

Preuve. En appliquant le théoréme 3.5.5 et le lemme 3.5.6, nous obtenons que Suf(P4) est
stable par suffixe, et en utilisant la proposition 3.4.4 nous obtenons que celle-ci est stable par
. [l

Remarque 3.5.8 Le théoréme 3.5.5 assure que la partition suffize Suf(P4) est une partition
satisfaisant les hypothéses de la proposition ci-dessus si la condition d’unicité du suffize est
vérifiée.

Remarque 3.5.9 La proposition 3.5.7 ne contredit pas la proposition 3.2.10 qui montre que la
bistmulation a temps abstrait n’est pas en général un outil correct pour résoudre les problemes
de controle. En effet, ’exemple de la figure 3.2(b) satisfait la condition d’unicité du suffize
mais n'est pas o-minimal. 1l est également possible de construire un exemple qui est o-minimal
mais ne satisfait pas la condition d’unicité du suffize (voir l'ezemple 3.5.10). Les hypothéses
d’o-minimalité et d’unicité du suffize sont donc nécessaires dans la proposition 3.5.7.

Exemple 3.5.10 Considérons le jeu A de l'exemple 8.2.9. Nous définissons un jeu o-minimal
A, a partir de A. La structure o-minimale sous-jacente M est (R, <,+,0,1). Le jeu o-minimal
A, a le méme ensemble d’états discrets, le méme ensemble But, le méme ensemble d’actions
et le méme automate fini sous-jacent que A (c’est-a-dire que la figure 3.2(a) représente aussi
A,). Les deux différences entre A et A, sont les gardes et la dynamique continue dans qi.
Définissons tout d’abord les gardes. Nous avons que gg = {(y,0) | y > 0} U{(0,1)} et gc =
{(0,0)} U{(y,1) | y > 0}. La dynamique continue dans q, est représentée sur la figure 3.6.
Yo R x {0,1}2 x Rsg — R x {0,1} est définie par :

x1+t,xa) sip=0
x1,x2) sip=1etx; <0
x1,x2) sip=1, 21 >0ett=0

(

)
’YQ1(-’E17x27p7t) -

(71

(0, x2) sip=1,21>0ett>0

9B, gc etq, sont clairement définissables dans M. Comme dans 'ezemple 3.2.9, nous pouvons
facilement vérifier que la relation d’équivalence induite par la partition P = {A,B,C} (ou
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—t A N
xo=0 4 ?/\ B

0

FiGc. 3.6 — Un jeu o-minimal ou la bisimulation & temps abstrait n’est pas correcte pour le
controle

B=ygp, C=gc et A=Vo\ (g Ugc)) est une bisimulation & temps abstrait sur A,. Les
états s1 = (q1,(—1,0)) et so2 = (q1,(—1,1)) sont bisimilaires alors que s1 est gagnant et pas
so. Remarquons que cet exemple ne satisfait pas ’hypothese d’unicité du suffize : par exemple
les points (z1,1) avec x1 > 0 ont {C,CB} pour ensemble de suffizes.

Remarque 3.5.11 L’hypothése d’unicité du suffize de la proposition 3.5.7 est satisfaite par
les comportements continus décrits dans [LPS00] (ot il y a une unique trajectoire passant par
chaque point). Des systémes plus complexes entrent dans ce cadre, par exemple la dynamique
de la spirale (exemple 3.5.14) qui est un systéme infiniment branchant avec un unique suffize.

3.5.3 Relacher ’hypothése d’unicité du suffixe

Dans la sous-section précédente, sous ’hypothése d’unicité du suffixe et en appliquant la
proposition 3.4.4, nous avons montré que Suf(P 4) est stable par . Nous montrerons que nous
pouvons relacher ’hypothése d’unicité du suffixe et obtenir la stabilité de Suf(P4) par 7. A
partir de maintenant et dans le reste de ce chapitre nous relachons I’hypothése d’unicité du
suffixe ; ce cadre est plus général et nous ne pouvons plus appliquer la proposition 3.4.4 car la
partition Suf(P4) n’est pas stable par suffixe en général (méme si le systéme est o-minimal),
c’est le cas par exemple pour la sémantique rectangulaire décrite sur la figure 3.5(a).

Le théoréme 3.5.5 assure que la partition Suf(P4) est finie ; méme si elle n’est pas toujours
une bisimulation & temps abstrait (comme sur la figure 3.5(b)); nous montrons que Suf(P4)
est stable par .

Proposition 3.5.12 Soit A un jeu o-minimal. La partition suffize Suf(P4) est finie et stable
par .

Preuve. Nous fixons un état discret ¢ de A, et soit y1,y2 € V> tels que Sufp, (y1) = Sufp, (y2),
c’est-a-dire que y; et yo appartiennent a la méme piéce de Suf (P4). Soit X € Suf (P4), nous
montrons que y; € 7(X) si, et seulement si y2 € 7(X). Nous montrons uniquement que si
y1 € m(X) alors y2 € w(X), lautre sens est similaire.

Rappelons la définition de 'opérateur des prédécesseurs controlables :

7(X) = X U Pred;(cPred(X), uPred(X))

Condidérons tout d’abord le cas simple ot y; € X. Comme Sufp,(y1) = Sufp,(y2) et X €
Suf (P.4), nous avons clairement que y2 € X et donc que y2 € w(X).
Considérons maintenant le cas ot y; € m(X)\X. Nous avons que pour tout (z1,%;) € Vi xV
tel que v,4(x1,t1) = y1, il existe 11 € M7 et y] tels que y T—1>m1,t1 y; avec y) € cPred(X) et
q7x Y
Post[thtl_m] C uPred(X).
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Par la définition des transitions d’un jeu o-minimal, nous avons que cPred(X) est une
union de piéces de P4, et de méme pour uPred(X).

Soit w(m,tl)(yl) le suffixe de y; associé & x1 et t1. En terme de mots, cette condition
signifie qu'il existe un préfixe w,, ;,)(y1) dont la derniére lettre est dans cPred(X) et sans
occurrence de lettres de uPred(X) (ce qui a un sens car cPred(X) et uPred(X) sont des unions
de piéces de P4). Appelons wa17t1)(y1) ce préfixe. Comme Sufp, (y1) = Sufp, (y2), il existe
(z2,t2) € Vi x M tel que vq(w2,t2) = Y2 €t Wz, 1) (Y1) = W(gy 1) (y2). En particulier, le préfixe
wﬁvl’tl) (1) est un préfixe de w(,, 1,)(y2). Nous pouvons donc trouver 7, € M et yh € cPred(X)

tels que yo —.¢ yh avec yh € cPred(X) et Post‘[’t’fwﬂ C uPred(X). Donc y2 € 7(X), ce qui

achéve la preuve de la proposition. O

3.5.4 Synthése de stratégies gagnantes

Nous montrons maintenant qu’étant donné un jeu o-minimal A définissable dans une struc-
ture M, nous pouvons construire une stratégie définissable (dans la méme structure M) a
partir de ’ensemble des états gagnants. L’effectivité de cette construction sera discutée dans
la sous-section 3.5.5.

Théoréme 3.5.13 Soit A un jeu o-minimal. Il existe une stratégie gagnante sans mémoire
définissable pour tout (q,y) € 7*(But).

Preuve. Par le théoréme 3.5.5, la partition Suf(P4) est finie. Par la proposition 3.5.12, elle
est stable par 7, il existe donc n € N tel que 7*(But) = 7™ (But). Alors par la proposition 3.4.2,
7*(But) est ’ensemble des états gagnants.

Soit (¢,y) € m*(But), nous savons qu’il existe une stratégie gagnante a partir de (¢, y). Nous
donnons maintenant une stratégie définissable. En suivant la preuve de la proposition 3.4.2,
nous construisons cette stratégie par récurrence sur le nombre d’itérations de . Soit W =
Uogigkﬂ'i(But) et supposons que nous ayons déja défini une stratégie sans mémoire sur toute
piéce de W, considérons maintenant w(W) \ W.

Par la proposition 3.5.12, nous savons que 7(W) \ W est une union finie de piéces de
Suf(P4). Soit P une de ces piéces. Par le théoréme 3.5.5, P correspond & un nombre fini de
mots finis sur P 4. Donc pour (¢,y) € P nous avons que

Sufp, (y) = {w1, ..., wi}

ol les w; sont des mots finis sur Py4.

Soit (z,t) € V1 x V tel que v,(z,t) = y, nous avons que w(, ;) = w; pour w; € Sufp,(y)-

Comme (q,y) € 7(W)\ W, le mot w(, 4 doit contenir un préfixe dont la derniere lettre est
inclue dans cPred(W) et sans occurrence de lettre de uPred(W) (ce qui a un sens car cPred(W)
et uPred(1W) sont des unions de piéces de P). Soit A la derniére lettre de ce préfixe. Comme
A C cPred(W), il existe une action contrdlable ¢ € ¥. telle que pour tout (¢,y) € A, une
transition étiquetée par c est possible et toutes ces transitions aménent en W. La stratégie
pour (q,z,t,y) sera d’exécuter I’action ¢ aprés un certain délai. Nous expliquons maintenant
comment choisir ce délai.
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Soit (g, x,t,y) tel que (¢,y) € P et v4(z,t) = y. Considérons Temps(z,t) le sous-ensemble
de M™ défini comme suit :

Temps(z,t) = {r € MT | y(z,t+ 7)€ A}.

Cet ensemble est définissable car A est définissable.

Par o-minimalité, Temps(z,t) est une union finie de points et d’intervalles ouverts. Notons
1 le point ou l'intervalle le plus & gauche. Remarquons que I est définissable. Si I a un minimum
m, nous définissons A(q, z,t,y) = (m,c). Sinon deux cas sont possibles. Si I est borné alors il
est de la forme Jm,m/[ ou Jm,m/] dans ce cas nous définissons'! A(q,z,t,y) = (3(m+m’),c).
Enfin si I n’a pas de minimum et est non-borné, il est de la forme |m, 00|, nous définissons
alors A(q,z,t,y) = (m + 1,¢). Nous pouvons résumer la définition de A sur P de la maniére
suivante :

(min(I),c) st ¢1(z,)
Mg,z t,y) = (%(inf(]) + sup(I)),c) si po(x,t)
(inf(I) +1,¢) sinon

ot ¢1(x,t) est une formule qui est vraie si, et seulement si I a un minimum et po(x,t) est
une formule qui est vraie si, et seulement si  n’a pas de minimum et est borné. A est donc
clairement définissable sur P.

Comme il existe un nombre fini de P € Suf(P4) par le théoréme 3.5.5 et un nombre fini
de suffixes pour chaque P € Suf(P,4), nous pouvons conclure que A est définissable. O

Nous illustrons maintenant le théoréme 3.5.13 sur deux exemples.

Exemple 3.5.14 Considérons a nouveau l’automate de l’exemple 3.2.9. Nous définissons a
partir de A un jew o-minimal As relatif a Uezemple de la spirale (voir l'exemple 3.3.5). La
structure o-minimale sous-jacente'> M est (R, +,-,0,1, <, Sin|[0,2w] , COS\[OQW])- Le jeu o-minimal
As a le méme ensemble d’états, le méme But, le méme ensemble d’actions et le méme automate
fini sous-jacent A (c’est-a-dire que la figure 3.2(a) représente aussi As). Les deux différences
entre A et As sont les gardes et les dynamiques continues. Définissons tout d’abord les gardes :
gB peut étre franchie sur les états de la piece B (c’est-a-dire les points de la spirale) et go
sur les états de la piece C (les points différents de l'origine n’étant pas sur la spirale). La
dynamique continue dans q est celle décrite dans 'exemple 3.3.5 (les dynamiques continues
dans q2 et g3 ne jouent aucun role). Clairement gp, gc et g, sont définissables dans M.

La stratégie au point (0,0) donnée par le théoréeme 3.5.13 est A\(0,0,0,t) = (g, c) ou c est
l’action qui mene a l’état gagnant qo.

Exemple 3.5.15 Pour la dynamique des automates temporisés (décrite dans 'exemple 3.2.2),
les stratégies définissables correspondent aux stratégies réalisables obtenues dans [BCFLO4/.

3.5.5 Reésultats de décidabilité

Le théoréme 3.5.13 est un résultat existentiel. Il assure qu’étant donné un jeu o-minimal, il
existe une stratégie sans mémoire définissable pour tout y € 7*(But). La conclusion de la sous-

" Rappelons que tout groupe ordonné o-minimal est sans torsion et divisible (voir [PS86]), ce qui implique
qu’il existe un unique y satisfaisant y + y = m + m’, que nous notons %(m +m').
12Cette structure est o-minimale (voir [vdD96]).
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section précédente est qu’étant donné un jeu o-minimal il existe une stratégie sans mémoire
définissable pour tout y € 7*(But).

Le théoréme 3.5.13 ne permet pas de déduire la décidabilité du probléme de contréle dans
une M-structure dans le cas général. En effet, cela dépend de la décidabilité de Th(M).

Théoréme 3.5.16 Soit M une structure o-minimale telle que Th(M) est décidable et C une
classe de M-jeux. Alors le probléme de controle dans la classe C est décidable. De plus si
A € C, l’ensemble des états gagnants w*(But) est calculable et une stratégie gagnante sans
mémoire définissable peut étre calculée pour tout (q,y) € 7 (But).

Preuve. Par le théoréme 3.5.5, pour tout A € C, Suf(P4) est une partition définissable
respectant But ; la proposition 3.5.12 assure que cette partition est stable par 7. Les hypothéses
du corollaire 3.4.3 sont donc satisfaites et nous obtenons que le probléme de controle dans la
classe C est décidable et que les états gagnants et stratégies d’un jeu A € C sont calculables.
a

Remarque 3.5.17 Les structures (R, <,+,0,1) et (R, <,+,-,0,1) sont des exemples de struc-
tures o-minimales avec une théorie décidable.

Remarque 3.5.18 En fait le théoréme 3.5.16 peut étre prouvé pour une classe plus large
que les systémes o-minimauz, la condition que toute variable est remise & zéro aprés chaque
transition n’est pas nécessaire : il est suffisant qu’il existe une partition stable par suffize et par
cPred et uPred ; si cette condition est satisfaite (et la dynamique de chaque état o-minimale)
alors les remises a zéro peuvent étre quelconques.

Les automates temporisés entrent dans ce cadre. Le théoréeme 3.5.16 donne donc un moyen
de calculer des stratégies gagnantes pour les jeuxr temporisés.

Remarque 3.5.19 Notons que les résultats de décidabilité que nous avons obtenus pour les
jeuz o-minimaux reposent uniquement sur le calcul d’un attracteur basé sur une partition finie
de ’espace d’états. Nous pouvons donc appliquer les algorithmes classiques pour les problémes
de streté, ou des conditions de victoire a la Blichi. De maniére plus générale nous pouvons
résoudre les jeux o-minimauz pour des conditions de parité, voir [GThWO02] pour plus de détails
Sur ces jeut.

Remarque 3.5.20 Remarquons que nous n’avons pas traité de facon spécifique les comporte-
ments zénon. En effet, dans le cadre considéré, si l’environnement a une stratégie qui empéche
le jeu d’atteindre But en bloquant le temps, nous considérons que le controleur perd le jeu. Dans
le contexte des automates temporisés, une solution élégante a été proposée dans [AFHT 03]. A
cause de la forte condition sur les remises G z€ro, cette méthode ne peut étre facilement appli-
quée auT Jeur o-MmiInIMmauc.

3.6 Controle hybride avec observation partielle de la dynamique

Jusqu’a maintenant, nous avons supposé qu’a partir d’'un point donné, ’environnement
choisit une trajectoire continue suivie par le jeu, et que le controleur réagit en fonction de
la trajectoire choisie. Dans cette section, nous considérons une observation partielle de la
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dynamique : la trajectoire n’est pas connue par le contrdleur, et sa stratégie ne peut dépendre
que du point de départ. Ce cadre permet notamment de modéliser naturellement des horloges
ou les pentes des horloges appartiennent & un petit intervalle autour de 1 [Pur98, ALMO05].

Notons que 'observation partielle que nous considérons ne concerne que la dynamique du
systéme et non pas les actions effectuées, ce qui est une hypothése différente de celle faite dans
le cadre des systémes finis dans [AVWO03] ou des systémes temporisés dans [BDMPO03].

3.6.1 Stratégies sous observation partielle

Dans cette sous-section, nous adaptons toutes les notions que nous avons déja définies au
cadre de I'observation partielle.
. 71,01 Tn,Q 2 . . -
Soit p = (qo, 0, to,Y0) —— -+ —— (Gn, Tn, tn, Yn) une exécution finie. L’ observation de
71,0 Tn,Gn

p, notée obs(p), est la suite (qgo, yo) —— - -+ —% (¢n, Yn)-

Définition 3.6.1 (Stratégie sous observation partielle) Une stratégie \ est dite sous ob-
servation partielle si pour toutes les exécutions finies p,p’, si obs(p) = obs(p') alors \(p) =

A(p').

Toutes les autres notions, comme les stratégies sans mémoire, compatibilité, stratégies
gagnantes, états gagnants, etc... s’étendent naturellement & ce nouveau contexte.

Probléme 2 (Probléme de contréle sous observation partielle) Etant donné un M-
jeu A € C, et un état initial définissable (q,y), déterminer s’il existe une stratégie gagnante
sous observation partielle dans A a partir de (q,y).

Exemple 3.6.2 Nous considérons a nouveau [’exemple de la spirale (exemple 3.5.14). Rappe-
lons que le comportement discret du systéme est représenté sur la figure 3.2(a) et sa dynamique
définie dans l'exemple 3.5.5.

Nous avons montré que sous observation totale ce M-jeu a une stratégie gagnante en (0,0)
donnée par X\(0,0,0,t) = (g,c). Notons que cette stratégie dépend de la trajectoire prise (car
elle dépend de 0).

1l n’existe pas de stratégie gagnante sous observation partielle pour ce jeu : une telle stratégie
ne peut dépendre que du point courant, et dans cet exemple, pour toute action (T,a) proposée
par le contréleur en (0,0), il existe une trajectoire qui atteint un mauvais état (c’est-a-dire un
point sur la spirale) avant 7.

3.6.2 Un nouveau codage symbolique des trajectoires : les supermots

Dans la section 3.4, nous avons prouvé que la partition suffixe était un bon outil pour
étudier le probléme de controle (le probléme 1). Cependant, dans le cas du contrdle sous
observation partielle (le probléme 2), la partition suffixe n’est plus un bon outil, comme illustré
par 'exemple 3.6.3. Pour résoudre le probléeme 2, nous introduirons donc un autre codage
symbolique des trajectoires.

Exemple 3.6.3 Nous considérons le systéme dynamique (M,v) ou M = (R, +,-,0,1,<) et
v Rng x [1,2]? x Rsg — R%o est définie par

(x1+p1-t,oa+pe-t) sixg <2

x1,T2,p1,p2,t) = :
&1, 22,p1, 72, ) {(:E1+t,:172+2t) sinon
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Nous associons & ce systéme dynamique la partition P = {A, B} ot B = [3,5] x [0,400] et
A =R?\ B (voir la figure 3.7). Considérons les types dynamiques suffizes des points y; = (0,0)
et yo = (8,0). Nous avons que Sufp(y1) = Sufp(y2) = {ABA}.

A partir de ce systéme dynamique, nous construisons un M-jeu simple ou la piéce B est
la garde d’une transition contrélable (étiquetée a) menant a But. Dans ce jeu, il est facile de
voir que Yo est un état gagnant alors que y1 ne l’est pas. En effet, une stratégie gagnante a
partir de yy est d’attendre 2 unités de temps et d’effectuer alors Uaction a. A partir de yi, nous
savons qu’aprés T unités de temps, le systéme sera dans le carré [r,27])%. Pour tout T € R,
nous avons que [7,27]?> € B (comme décrit sur la figure 3.7). En particulier, & partir de v,
il est impossible de garantir que la transition sera possible aprés T unités de temps et donc il
n’existe pas de stratégie gagnante (sous observation partielle) a partir de y;. Cela montre que
la partition suffize n’est pas un bon outil pour étudier la probléeme de contrdle sous observation
partielle.

2T F------

Y2

N - \---
(]
N

Y1

F1G. 3.7 — La partition suffixe ne respecte pas les états gagnants sous observation partielle

Supermots.

Nous décrivons tout d’abord un nouveau codage symbolique des trajectoires, nous dis-
cuterons de sa définissabilité (dans le cas o-minimal) par la suite. Soit (M,~y) un systéme
dynamique, y un point de V5 et P une partition de V5. Comme plusieurs trajectoires passent
par le point y, il existe plusieurs ¢’ tels que y — ¢/, pour 7 € M*. En particulier, en partant
de y, il est possible d’étre dans plusieurs piéces de P aprés 7 unités de temps. Pour capturer
ce comportement, nous associons un mot w, sur 27 A tout point y € Va. Pour définir le mot
sur 27 associé & y € Vs, nous devons introduire quelques définitions supplémentaires.

Définition 3.6.4 Soit y un point de Vo et T un temps de M ™.
Fy(r)={PeP|Iwe M*™ 3t € M ~(z,t) =y et y(z,t +7) € P}.

L’ensemble F,(T) représente l’ensemble des piéces qui sont potentiellement atteintes aprés T
unités de temps a partir de y.

47



Chapitre 3. Contréle de systémes o-minimaux

Définition 3.6.5 Soit y un point de Vs.

F, :{I | I est un intervalle de temps maximal pour la propriété
3Se2Pvrel Fy(r)=5}

Pour tout y € V5, I'ensemble F, est exactement l’ensemble des composantes connexes des
ensembles {T € MT | F,(r) = S}, pour S € 27.
Nous pouvons maintenant définir le mot w, associé a un point y € V5.

Définition 3.6.6 Soit (M,~) un systéme dynamique, y un point de Va, et P une partition
de V5. Le supermot associé a y est la fonction Supp(y) : Fy — 2P définie par :

Supp(y)(I) =95 ou I € F, est tel que VT € I Fy(r)=S.

Si (M, ) est un systéme dynamique et P une partition finie de V3, nous notons Sup(P)
la partition induite par les supermots.
Nous illustrons cette nouvelle notion sur un exemple.

Exemple 3.6.7 Considérons les trois systémes dynamiques représentés sur la figure 3.8. Dans
les trois cas, le systéme dynamique consiste en deux trajectoires d partir du point y;. La dif-
férence entre les trois systémes réside dans la fagon dont la partition P = {A,B,C} est
franchie. Les supermots associ€s aux y; sont les suivants : pour les deuxr premiers systémes
dynamiques nous avons Supp(y1) = Supp(y2) = {AH B, C}, et pour le dernier Supp(ys3) =
[AW{B,CHBHB,CHCHB.C}.

B . C . B B B C. B
A A A
Y1 C B C Y2 C Y3\C B C
(a) {A}(B.C} (b) {a}(B.C} (c) {A}{B.C}{B}{B.C}{C}{B.C}

FiG. 3.8 — Les suffixes et les supermots ne sont pas comparables

Remarquons que les notions de type dynamique suffize et supermot sont incomparables.
Nous avons que Supp(y1) = Supp(y2) # Supp(yz). Considérons les types dynamiques suffizes
de ces points :

Suf(y1) = {ABCB, ACBC} ; Suf(y) = {AB, AC} ; Suf(ys) = {ABCB, ACBCY}.

Les supermots peuvent donc distinguer y1 et y3, mais pas y1 et y2, alors que les types dyna-
miques suffives peuvent distinguer y1 et yo, mais pas y1 et ys.

Définissabilité.

Soit (M, ~) un systéme dynamique et P une partition finie de V2. Nous avons expliqué
comment associer un mot sur 27 & un point y de V5. Nous expliquons maintenant pourquoi
dans le cas des systémes dynamiques o-minimaux le codage par supermots peut étre réalisé
de fagon définissable.
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Soit (M, ~y) un systéme dynamique o-minimal et P une partition finie et définissable de
Va. Remarquons tout d’abord que pour un sous-ensemble S € 27, nous pouvons facilement
écrire une formule du premier ordre ¢g(y,7) qui est vraie si, et seulement si F(7) = S.

En effet si, S = {A1,---, Ay}, il suffit de poser :

es(y,7) =3y Iy - Tz e\ (v(@it) =y A yl(@iti+7) € AY)
1<i<n

A Vz Yt (y(z,t) =y) = (Y(z,t+7) € AU~ UA,).

Or pour tout y € Vo, 'ensemble F,, est composé exactement des composantes connexes des
ensembles {7 € Mt | pg(y,7)}, pour S € 2”. La technique pour prouver que ces ensembles
sont définissables est la méme utilisée pour montrer que F, est définissable (voir [BMO05,
Bri06)).

Résultats de finitude.

Nous montrons maintenant que dans le cadre des systémes dynamiques o-minimaux, seul
un nombre fini de supermots finis est nécessaire pour encoder ’ensemble des trajectoires.

Proposition 3.6.8 Soit (M,~) un systéme dynamique o-minimal et P une partition finie
et définissable de V. Alors il existe un nombre fini de supermots finis associés a (M,~y) par
rapport a P.

Preuve. Soit S € 27, considérons tout d’abord I’ensemble
Fy(S)={reM™ | Fy(r)=8}={reM" | ¢s(y,7)}.

Comme nous ’avons remarqué, I’ensemble F,(S) est un sous-ensemble définissable de M.
Par o-minimalité, c’est donc une union finie de points et d’intervalles ouverts, qui a donc
nécessairement un nombre fini de composantes connexes. Par définition de F, nous avons
I’égalité suivante :

|Fyl = Z (nombre de composantes connexes de F (S ))
Se2P
Comme P est finie, nous déduisons que F, est fini.

En utilisant la finitude uniforme (voir le théoréme 3.5.3), nous obtenons qu’il existe N € N
tel que pour tout y € Vo, |.7-"y‘ < N. En terme de codage de mots, cela signifie qu’il y a
uniquement un nombre fini de supermots associés aux points de Va. En effet la taille des
supermots Supp(y) est uniformément bornée par N. O

La proposition précédente montre directement que la partition Sup(P) est finie. De plus
cette partition est définissable comme le précise la proposition suivante.

Proposition 3.6.9 Soit (M,~) un systéme dynamique o-minimal, et P une partition finie et
définissable de Va. La partition Sup(P) est finie et définissable.

Preuve. La finitude de Sup(P) est une conséquence de la proposition 3.6.8. La définissabilité
de Sup(P) provient de la définissabilité des F, et suit la preuve du lemme 12.2.6 de [Bri06]. O
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3.6.3 Prédécesseurs controlables

Soit A = (M, Q,But,X,d,v) un M-jeu. Remarquons que les opérateurs définis dans la
sous-section 3.4.1 ne permettent pas de calculer ’ensemble des états gagnants. En effet, sous
observation partielle le choix de la stratégie doit étre indépendant de la trajectoire suivie.
Nous définissons donc de nouveaux prédécesseurs controlables qui prennent en compte cette
spécificité; nous expliquerons dans la remarque 3.6.10 la différence entre les anciens et les
nouveaux opérateurs.

Pour A C Q x V3, a € ¥, et u € ¥, nous devons raffiner la notion de prédécesseurs
controlables discrets. Pour tout a € ¥, U Y, nous définissons

a est possible dans (q,y),
aPred(A4) =< (¢,y) € @ x Vs et V(¢',y') € Q x Va,
((fby) = ()= (d.y) € A)

Notons que les opérateurs cPred et uPred, définis page 36, correspondent & cPred(A) =
Uaes, aPred(A), et uPred(A) = (J,cx, uPred(4).

La notion de prédécesseur temporel str doit étre adaptée pour prendre en compte le fait que
la stratégie du contréleur ne peut dépendre de la trajectoire. Nous définissons le prédécesseur
tenﬂagrel sar uniforme d’un ensemble A par rapport & un ensemble B : un état (g, y) appartient

a Pred;(A, B) s'il existe un délai 7 tel que en laissant s’écouler 7 unités de temps, un état de
A est atteint, en évitant B. Formellement 'opérateur Pred; est défini par :

Ire M, V(x,t) € Vi x V tel que v4(z,t) =y,
Predi(4,B) =< (¢,9) € Q x Va | (¢,y) =us (¢'y) implique (¢',y') € A
B

q"’l"
et Post[t7t+T] -

L’opérateur des prédécesseurs controlables est alors défini par :

7(A) = AU | Pred(aPred(A), uPred(4)).

a€X,

Remarque 3.6.10 Considérons les différences entre cet opérateur T et l'opérateur © défini
page 36 :

m(A) = AU Pred, ( U aPred(A), U uPred(ﬁ))
ac¥, UEDy
et

7(A) =AU | Pred, (aPred(A), U uPred(Z)>.

ac€X, u€Xy

L’opérateur Pred; a été remplacé par Pfr\éat, et la position de l'union sur les actions contrélables
a également changé. Ce changement exprime que sous observation partielle, I’action contrélable
qui doit étre effectuée doit étre choisie indépendamment de la trajectoire. L’exemple 3.6.11
tllustre cette différence.

Exemple 3.6.11 Considérons le M-jeu A représenté sur la figure 3.9(a) ot But = {q2,q3}
et c1,co € X sont des actions controlables distinctes. La dynamique dans q; est décrite sur la
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figure 3.9(b). Il y a une stratégie gagnante (sous observation totale) dans A a partir de y; en
effet, selon la trajectoire suivie, le contréleur va jouer soit (7,c1), soit (T,c2), pour un certain
T € R>¢. Cependant il n’y a pas de stratégie gagnante sous observation partielle a partir de y.
Méme s’il existe T € R>q tel qu’une action controlable gagnante sera possible aprés T unités
de temps, il est impossible de dire laquelle de ces actions doit étre prise a priori.

B
" t
y . C
(a) Le M-jeu A (b) Dynamique dans q;

F1a. 3.9 — Jeu gagnant sous observation totale mais pas sous observation partielle

La proposition suivante établit la correction du nouvel opérateur de prédécesseurs contro-
lables pour calculer 'ensemble des états gagnants sous observation partielle.

Proposition 3.6.12 Soit A = (M,Q,But,X,d,v) un M-jeu. S’il existe n € N tel que
7%(But) = 7" (But) alors 7*(But) = 7" (But) est [’ensemble des états gagnants de A.

Preuve. Nous prouvons tout d’abord que si (¢,y) € 7*(But) alors il existe une stratégie
gagnante sous observation partielle & partir de (q,y). Nous définissons une stratégie gagnante
sans mémoire & partir de tout (¢,y) € 7*(But). Par abus de notation, nous définissons la
stratégie A sur les états (¢, y) plutot que sur les exécutions, ce qui est possible car elle est sans
mémoire.

Nous définissons A sur les ensembles | J,;, 7' (But) par récurrence sur k, et montrons que
c’est une stratégie gagnante. Si k& = 0, nous posons A non-définie, c’est donc une stratégie
gagnante pour tout état de But.

Supposons maintenant A déja définie sur W = (Jy,., 7' (But) et gagnante sur ces états.
Nous définissons maintenant A sur 7(W). Soit (g,y) € Q@ x Vs : si (¢,y) € W, X est déja définie ;

si (q,y) € 7(W)\W, nous savons qu'il existe a € X, avec (¢,y) € Pred; (aPred(W), uPred(W)).
1l existe 7 € M avec (7, a) possible!® dans (q,y) tel que pour tout (z,t) si v4(z,t) = y, alors
,a , —_————-
(0,y) ~50i (d,y)) avee (¢',y') € W et Postt[ltft:rﬂ C uPred(W). Nous posons \(q,y) = (7,a)
et montrons que c’est un choix gagnant.
Nous montrons par récurrence sur k que A est gagnante pour tout état de W = ;< 7'(But).
C’est immédiat pour k& = 0. Supposons le résultat vrai pour k, et soit (¢,y) € 7(W). Soit
71,01 72,02 2 . .

p = (¢x,t,y) — (q1,x1,t1,y1) —— --- une exécution compatible avec A. Nous avons
que soit 71 = 7 et a; = a, dans ce cas (q1,y1) € W, soit 1 < 7 et a1 € X, dans ce cas
(0,9) ous (d59) 25 (q1,91) avee (¢',y) ¢ uPred(W) donc (q1,y1) € W. Dans les deux cas
(q1,y1) € W donc par hypothése de récurrence p est gagnant.

Nous montrons maintenant que s’il existe une stratégie gagnante sous observation partielle
A a partir de (g, y) alors (¢q,y) € 7*(But). Posons W = 7*(But), et supposons par ’absurde que

BNous disons que (7,a) € M+ x X est possible dans (q,y) s'il existe (z,t) € Vi x V tel que ~(z,t) = y et
(7,a) est possible dans (g, z,t,y).
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(¢,y) ¢ W, nous construisons une exécution non-gagnante compatible avec A. Par hypothése
(W) = W donc (q,y) ¢ 7(W), il vient que pour tout a € X, pour tout 7 € M il existe
(z,t) € Vi x V tel que yy(x,t) = y, et (¢,y) —5, (¢',y') implique (¢',y') ¢ aPred(IW) ou
Post?t’j 4 N uPred(W) # (). Soit (7,a) = A(q,y) (comme ) est une stratégie sous observation
partielle, elle ne dépend pas de z et t) et soit (z,t) € V3 x M T comme définis précédemment.

Il existe (qi,71,t1,y1) avec (q1,y1) ¢ W tel que soit (q,7,t,y) == (q1,21,1,31), soit il

existe 7/ < 7 et u € Xy avec (¢, x,t,y) T, (q1,21,t1,91). Dans les deux cas, Iexécution
construite est compatible avec \. Comme (q1,y1) ¢ W nous pouvons appliquer a nouveau cet
argument et construire par récurrence une exécution p = (q,x,t,y) A, (q1,21,t1,91) T2

- compatible avec A et telle que pour tout i, (g;, x;,t;,y;) ¢ W. Par définition de W, pour

tout i, ¢; ¢ But, ce qui contredit que A est une stratégie gagnante. [l

3.6.4 Résolution du controéle o-minimal sous observation partielle

La proposition suivante est 1’équivalent de la proposition 3.5.12 sous 'hypothése d’obser-
vation partielle.

Proposition 3.6.13 Soit A un jeu o-minimal, et P4 la partition correspondant o ses gardes
et remises a zéro (voir page 40). La partition des supermots Sup(P4) est finie et stable par 7.

Preuve. Nous fixons un état discret ¢ de 'automate et prenons y;,y2 € Vo ayant le méme
supermot, c’est-a-dire Supp(y1) = Supp(y2) ; en particulier (g, y1) et (g, y2) appartiennent a la
méme piéce de Sup (P4). Soit X € Sup (P4), nous montrons que (g, y1) € 7(X) si, et seulement
si (q,y2) € m(X). Nous montrons uniquement que si (g, y1) € 7(X) alors (¢, y2) € 7(X), 'autre
sens est identique.

Rappelons la définition de 'opérateur des prédécesseurs controlables :

7(X) = XU J Predy(aPred(X), uPred(X)).
a€Xl,.

Considérons tout d’abord le cas simple o (¢,y1) € X, comme Supp,(y1) = Supp,(y2) et
X € Sup (P4), nous avons que (q,y2) € X et donc (q,y2) € 7(X).

Considérons maintenant le cas ou (g,y1) € 7(X)\ X. Alors il existe a € X, et ) € M tels
que pour tout (z1,t1) € Vi x M, si y,(x1,t1) = y1 et y1 —=z, 4, ¥, alors ¥} € aPred(X) et

Post([lt’f ty4m) © UPred (X). Par la définition des transitions dans un jeu o-minimal nous avons

que aPred(X) est une union de piéces de P4, de méme pour uPred(X).

La condition précédente signifie qu’il existe un préfixe de Supp(y) sans occurrence de lettres
de uPred(X) et tel que tout élément de sa derniére lettre est un sous-ensemble de aPred(X)
(cela a un sens car aPred(X) et uPred(X) sont des unions de piéces de P4). Appelons w}, ce
préfixe. Supposons que wl, = 5195 --- Sk, avec S; € 274, les conditions précédentes peuvent
étre exprimées comme suit :

— pour tout A € S, A C aPred(X),

— pour tout 1 < i < k, pour tout A € S;, AN uPred(X) = 0.

Comme Supp, (y1) = Supp,(y2), nous pouvons trouver 7o € M tel que pour tout

(x2,t2) € Vi x V tel que v4(z2,t2) = y2, y2 T—2>x27t2 yh implique y5 € aPred(X) et VO <
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7 < 13 vy(z,t + 7') ¢ uPred(X). Donc (q,y2) € 7(X), ce qui achéve la preuve de la proposi-
tion. ]

Nous avons donc montré le point essentiel de la résolution des jeux o-minimaux sous
observation partielle : la partition des supermots est finie et stable par 7. Nous pouvons alors
appliquer les techniques de la section 3.5 pour obtenir le résultat suivant.

Théoréme 3.6.14 Soit M une structure o-minimale telle que Th(M) est décidable et C une
classe de M-jeux. Alors le probléme de contréle sous observation partielle dans la classe C est
décidable. De plus si A € C, l'ensemble des états gagnants 7*(But) est calculable et une stratégie
gagnante sans mémoire définissable peut étre effectivement calculée pour tout (q,y) € 7*(But).
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Chapitre 4
Systémes o-minimaux pondérés

Pour exprimer des propriétés quantitatives sur les systémes temporisés, le modéle des
automates temporisés a été étendu avec des fonctions de cotit. Dans ce cadre, le probléme
d’atteignabilité optimale est décidable [ALPO1, BFH"01, BBBR06]. Pour des propriétés plus
riches, comme celles exprimées par une formule de WCTL, une extension pondérée de CTL
avec des modalités sur les coiits, le probléme de model-checking devient indécidable [BBRO4].
De méme, dans le cadre du contrdle, le probléme de contrdle optimal (déterminer le meilleur
cotit possible pour atteindre un état, quoi que fasse l’environnement) est indécidable dans le
modele des automates temporisés pondérés [BBR05, BBMO06].

Dans ce chapitre, nous adoptons une démarche similaire et enrichissons la classe des sys-
témes o-minimaux avec des fonctions de cotit. Un systéme o-minimal pondéré est un systéme
hybride, non nécessairement o-minimal, en particulier il n’admet pas nécessairement de bisi-
mulation finie & temps abstrait (voir la remarque 4.1.7) ; nous développons donc des techniques
spécifiques aux systémes o-minimaux pondérés.

Nous considérons tout d’abord le probléme de contréle optimal. Dans le chapitre 3, nous
avions utilisé la partition suffixe pour résoudre le contréle optimal pour les systémes o-
minimaux classiques; avec 'ajout de fonctions de coiit, cette outil n’est plus adapté (deux
états ayant les mémes suffixes peuvent étre I’'un gagnant et 'autre perdant pour un objectif
de coit). Nous tirons parti des fortes conditions sur les transitions discrétes des systémes o-
minimaux pour borner a priori la durée du jeu (en nombre de transitions franchies) et utilisons
des techniques de définissabilité pour montrer que pour une structure décidable et o-minimale,
le probléme de controéle optimal est décidable pour les systémes o-minimaux pondérés.

Nous considérons ensuite le probléme de model-checking de WCTL. Pour une formule ¢ de
WCTL, nous construisons inductivement une partition de l'espace d’états respectant ¢ (c’est-
a-dire que la valeur de vérité de ¢ sur une piéce est uniforme), et nous montrons que cette
partition est finie et définissable (c’est-a-dire qu'il existe une formule décrivant 1’ensemble des
états d’une piéce). La construction d’une telle partition permet de déduire la décidabilité du
model-checking de WCTL si la structure sous-jacente est décidable.

4.1 Automates et jeux o-minimaux pondérés
Dans cette section, nous définissons les automates et jeux o-minimaux pondérés, qui
étendent les modéles du chapitre 3 avec des fonctions de cotit. Ces fonctions de cotit donnent

une information quantitative et permettent de mesurer les performances des systémes. Ces
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modéles sont respectivement inspirés des automates temporisés pondérés [ALP01, BFHT01]
et des jeux temporisés pondérés [ABMO04, BCFLO04].

4.1.1 Définitions

Nous considérons des fonctions de cofit positives et croissantes. Remarquons que les
fonctions de cofit pour les automates temporisés pondérés [ALPO1, BFHT01] satisfont ces
hypothéses.

Soit M une structure, une fonction de codt sur M positive et croissante est une fonction
Colt: Q x Vi x V x M+ — M définissable dans M telle que pour tout ¢ € Q, z € V1, t €V
et 71, 7o € M, si 1y <7y alors Codt(q, x,t,7) < Colit(q, z,t, 7).

Définition 4.1.1 (Automates et jeux o-minimaux pondérés)
Un M-automate (resp. M-jeu) pondéré est un M-automate (resp. M-jeu) o-minimal muni
d’une fonction de codt sur M positive et croissante.

La sémantique d’un automate (resp. jeu) pondéré (H,Coit) est celle de 'automate o-
minimal sous-jacent. La fonction de coiit ne modifie donc pas le comportement de l'auto-
mate; elle associe & tout mouvement de ’automate une valeur positive, qui correspond au
cotit de cette étape. Ce coiit s’étend naturellement a une exécution de lautomate : soit

p = (qo;xo,to,yo) —=% ... oty (qp, Tp, tp, yp) une exécution finie de H. Le codt! de p
est Colt(p) = b_, Colit(¢;—1,wi—1,ti—1,7;). Donnons un exemple d’automate o-minimal
pondéré.

Exemple 4.1.2 (|[BLMO07]) L’automate o-minimal pondéré de la figure 4.1 modélise un pro-
cessus de réparation. La réparation d’un probléme a un certain codt, capturé par la fonction
Colit. Deés qu’un probléeme survient (modélisé par la transition pb) la valeur du codt augmente
avec une pente de 1, jusqu’a ce qu’une réparation soit effectuée par une des transitions rp;
(réparation peu chére mais longue) ou rpy (réparation chére mais rapide).

Colt(g2,z,t,7)=2-T

Coiit(qo,z,t,7)=0 Coit(q1,z,t,7)=T7

y=10, OK,
y:=0

Codt(gs,z,t,7)=5T

F1G. 4.1 — Un probléme de réparation

!Si p finit avec une action de délai, c’est-a-dire qu’il y a une transition supplémentaire (gp, p, tp, yp) BEASN

(gp+1, Tp+1, tp+1, Yp+1), il faut alors ajouter le terme Colit(gp, Tp, tp, Tp+1) dans Codt(p).
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4.1.2 Problémes associés

Nous définissons maintenant les deux problémes auxquels nous allons nous intéresser dans
ce chapitre : le probléme de contréle optimal et le probléme de model-checking de WCTL .

Le probléme de contrdle optimal

Le probléme de contréle d’atteignabilité optimale a été étudié en premier lieu dans le
cadre des automates temporisés pondérés [ABM04, BCFL04]. Cependant il a été prouvé
dans [BBR05, BBMO06] que ce probléme est indécidable pour les automates temporisés pon-
dérés.

Dans notre cadre de jeux o-minimaux pondérés, le probléme de contréle optimal consiste &
calculer le cotit optimal pour le contréleur pour atteindre But quoi que fasse ’environnement.
Pour prendre en compte la fonction de cotit, nous définissons le coit d’une stratégie depuis un
€tat et le codt optimal depuis un état.

Définition 4.1.3 (Coiit d’une stratégie depuis un état) Soit (H, Colt) un jeu o-minimal
pondéré, s un état de Vo et A\ une stratégie. Le cout Colt(s,A) de X a partir de s est défini
par :

Coiit(s, A) = sup {Coﬁt(p) | p est une exécution a partir de s compatible avec )\}.

Le contréleur cherche & minimiser le cotit, mais ’environnement n’est pas nécessairement
coopératif, ce qui explique la présence du supremum sur les exécutions compatibles avec la
stratégie du controéleur.

Définition 4.1.4 (Couit optimal depuis un état) Soit (H,Colt) un jeu o-minimal pon-
déré et s un état de Va. Le cott optimal ColtOpt(s) associé a s est défini par :

CoiitOpt(s) = inf {Colit(s, A) | A est une stratégie gagnante}.
Une stratégie gagnante a partir de s est optimale si Codt(s, \) = ColtOpt(s).

Probléme 3 (Probléme de contrdle optimal) Etant donné un jeu o-minimal pondéré
(H, Coiit), un état définissable s et une constante définissable® c, déterminer s’il existe une
stratégie gagnante \ & partir de s telle que Codt(s, \) < c.

Probléme 4 (Calcul du cott optimal) Etant donné un jeu o-minimal pondéré (H, Coiit)
et un état définissable s, calculer le codt optimal ColtOpt(s).

Remarque 4.1.5 Il existe une stratégie gagnante optimale o partir de s si, et seulement si
Uinfimum peut étre remplacé par un minimum dans la définition de OptCost(s). Si nous savons
résoudre les problémes 3 et 4, nous pouvons également déterminer s’il existe une stratégie
gagnante optimale en demandant s’il existe une stratégie \ telle que Cot(s, A) < OptCost(s).
Dans [BBR05, BBMO06], il a été montré que la variante du probléme 3 pour les automates
temporisés pondérés a plus de trois horloges est indécidable.

2Nous rappelons qu’un état ou une constante sont définissables s’ils sont définissables par une formule du
premier ordre dans la structure sous-jacente.
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Le probléme de model-checking de WCTL.

La logique WCTL (pour Weighted Computational Tree Logic) a été proposée dans le
contexte des systémes temporisés pondérés comme une extension de CTL avec des contraintes
de coit sur les modalités [BBR04, BBM06, BLMO07|. Dans notre cadre, nous définissons pour
toute structure M la logique WCTL 4 sur X inductivement comme suit :

pu=a | eVe | 79 | EpUcp | ApUvcyp

otacX, ~c¢c{<,<,=2> >} et cest une constante définissable dans M.

Soit (H,Codt) un M-automate o-minimal. Nous supposons par la suite que H est sans
blocage, c’est-a-dire qu’il existe une transition discréte a partir de tout état (¢q,y) € @ x Va.

Pour définir la sémantique de WCTL 5, nous aurons besoin de la notion de position dans
une exécution. Soit p = (qo, o, to, Yo) om, (q1,%1,t1,91) 2%, ... une exécution de H. Une
position p de p est un couple (i,7) € Nx M tel que 7 < 7,41. Nous définissons l'état p[(i,7)] =
(Gi>vg: (i, ti + 7)) et Pexécution p<(; ) = (qo, Zo, to, Yo) T, B (g b )
(gi i, ti + T, Vg (x4, t; + 7)) ; nous définissons de méme ’exécution p>(i,r)- Remarquons que
les positions d’'une exécution sont totalement ordonnées de maniére naturelle.

La sémantique de WCTL est définie pour tout état (¢,y) € Q x Vo de (H, Coit) de la
maniére suivante :

(¢y)Ea & (g,9) % (¢,y) pour (¢,y) € Q x Vp ®
(Gy) E-e & (¢.y) Fe
(@:9) Fe1Ver & (¢,y) Fviou(qy) F e
(¢,y) EEp1 Uocpa < il existe une exécution infinie p de H a partir de (g, y)

telle que p = o1 Une 3
toute exécution infinie p dans H a partir de (g, y)
satisfait 1 U, 02
pE 1 Ucpa < il existe p > 0 une position de p telle que

p[p] = @2, et pour toute position 0 < p’ < p de p,

plp'] £ o1V 2, et Colit(p<py) ~ ¢ *

i3

(¢,y) E A1 U

Nous utilisons les raccourcis classiques : T pour a V —a, EF..¢ (resp. AF..p) pour
ETU..p(resp. AT U~cp) et AGocp (resp. EG.. @) pour "EF .~ (resp. " A F . —p).

L’exemple suivant reprend le cadre du probléme de réparation de 'exemple 4.1.2 et illustre
le type de propriétés pouvant étre exprimées dans WCTL.

Exemple 4.1.6 (|[BLMO0T7]) Une propriété qui peut étre exprimée dans WCTL est « chaque
occurrence d’un probléme peut étre réparée avec un cotit total inférieur & 55 ». Cette propriété
peut étre exprimée par la formule suivante :

AG (pb = EF<s55 (OKl V OKQ))

1l est facile de vérifier que cette formule est vraie pour tout état de l'automate de la figure 4.1.

3Cela peut également étre vu comme des propositions atomiques.
*Comme par exemple dans [Ras99], nous demandons aux positions intermédiaires de satisfaire ¢1 V 2 pour
avoir une interprétation naturelle de la satisfaction quand 2 est vraie sur un intervalle ouvert & gauche.
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Probléme 5 (Model-checking de WCTL) Etant donné un M-automate o-minimal pon-
déré (H,Coit), ¢ une formule de WCTLpq et (q,y) € Q X Vo un état définissable de H,
déterminer si (q,y) E .

Les résultats classiques sur les systémes o-minimaux ne s’appliquent pas pour les problémes
ci-dessus : en particulier, les automates o-minimaux pondérés n’admettent pas de bisimulation
finie comme le précise la remarque suivante.

Remarque 4.1.7 Un M-automate o-minimal pondéré (H, Colt) peut étre vu comme un M-
automate H. avec une variable supplémentaire (la variable de coit). Cependant il est facile de
voir que H. n’est pas un automate o-minimal ; en effet la variable de codt n’est jamais remise
a zéro. En particulier, les automates o-minimauz pondérés (vus comme des M-automates avec
une variable supplémentaire) n’admettent pas toujours de bisimulation finie. Nous donnons un
tel exemple ci-dessous. Considérons l’automate o-minimal de la figure 4.2(a) ot la dynamique
v :R>o x {1,2} x R>g — R est définie par v4(x,p,t) = x +p-t et la fonction de codt par
Colt(q, x1,x2,p, t,7) = T.

Montrons maintenant que ’automate o-mininal pondéré de la figure 4.2(a) n’admet pas
de bisimulation finie & temps abstrait. Nous montrons que l’algorithme classique de bisimu-
lation [PT87, Hen95] ne termine pas. L’algorithme de bisimulation fonctionne intuitivement
comme suit : étant données deux pieces Py et Py de la partition initiale, [’algorithme calcule
Py N Pred(P,) (o Pred(P,) est l’ensemble des prédécesseurs® de Py). Si le nouvel ensemble
Py N Pred(P,) raffine la piéce Py, alors nous créons une nowvelle partition ot la piéce Py est
remplacée par les deuzx piéces P; N Pred(Ps) et Py \ Pred(P). L’algorithme de bisimulation
itére cette opération jusqu’a obtenir une partition stable par Pred(:) , dans ce cas la partition
obtenue est une bisimulation a temps abstrait. Si cet algorithme itératif ne termine pas, c’est
qu’il n’existe pas de bisimulation finie a temps abstrait.

Dans cet exemple, ’espace d’états a considérer est (RZO)Z. Supposons que dans la partition
initiale le point {(1,1)} et la droite x = 0 soient isolés.

Appliquons maintenant l’algorithme de bisimulation a l’exemple de la figure 4.2(a). D’aprés
la figure 4.2(b), nous remarquons que Pred;({(1,1)}) isole le point (0, 3) et Pred,({(0, 3)}) isole
le point (%, %) Sur la figure 4.2(c), nous répétons cette opération pour isoler le point (i, i) Ce
processus ne termine pas, ce qui prouve qu’il n’existe pas de bisimulation finie a temps abstrait
pour cet automate (voir la figure 4.2(d)).

0<z<1. a. 2:=0 Colit Colit Coiit
-] S e e
| g =L
- - ZZZZI:os :xA
Codt(r)=7 ‘
(a) Structure discréte (b) Pred(+) (c) Pred?(") (d) Pred*(-)

Fi1G. 4.2 — Un systéme simple

5Pred(P) est soit Pred; = {y € Vo | 3y’ € P tel que y - '} ou Preds = {y € Vo | Jy’ € P tel que y = ¢/'}.
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4.2 Probléme de controéle optimal
Dans cette section, nous montrons que le probléme 3 est décidable.

Remarque 4.2.1 Dans le chapitre 3, pour prouver la décidabilité du probleme de controle,
nous avons utilisé le fait que l’équivalence par suffive était suffisante pour distinguer les états
gagnants des états perdants. Dans le cadre du contréle optimal, ce n’est pas le cas comme
en atteste l’exemple suivant. Considérons le jeu o-minimal pondéré (H,Codt) décrit sur la
figure 4.3(a), ot la dynamique dans q est définie par v(x,t) = x +t et la fonction de codt
dans q est Colt(q1,x,t,7) = 27. Dans cet exemple, la partition de [0, 1] respectant les gardes
et remises 4 zéro consiste & isoler le point {1}, c’est-a-dire Pry = {A,B} ou A = [0,1] et
B = {1} (voir la figure 4.3(b)). 1l est facile de voir Suf(Py) = Px.

Supposons que nous voulions atteindre But avec un codt inférieur ou égal a 1. 1l est facile de
voir que cet objectif est réalisable a partir du point s = (q1,0.6) mais pas du point 8" = (q1,0).
Cependant les points s et s’ ont le méme suffize sur Py. La partition correcte pour ce jeu est
donnée sur la figure 4.3(c).

' 1 ' } 1

Coat(r)=27

(a) Le M-jeu A (b) La partition suffixe dans ¢ (c¢) La partition correcte dans ¢

F1G. 4.3 — La partition suffixe n’est pas suffisante

Nous montrons maintenant un point clé : nous pouvons nous restreindre aux stratégies qui
franchissent chaque transition au plus une fois. La preuve de la proposition 4.2.4 repose sur le
fait que les fonctions de cofit sont positives ou nulles.

Définition 4.2.2 Soit (H,Codt) un jeu o-minimal pondéré. Nous disons qu’une exécution
(qo, o, t(, Yo) IL%, ... traverse la transition e = (¢,9,a,R,q") alétape i si ¢ = q;—1, ¢ = ¢,

a=aj, Vg ,(Ti—1,t,_1 +7i) €g et y; € R.

Définition 4.2.3 Nous disons qu’une exécution p' = sj — s} — - -+ — s}, étend une exécution
p=28g— 8 — - — s sil <k etpourtout 0 <i<ls,=s;.

Proposition 4.2.4 Soit (H, Colt) un jeu o-minimal pondéré et (q,y) un état de H. S’il existe
une stratégie gagnante \ a partir de (q,y) alors il existe une stratégie gagnante Apouy avec
Cotit((q,y), Anouv) < Colit((q,y),\) telle que toute exécution compatible avec \poyy G partir de
(q,y) franchit chaque transition au plus une fois.

Preuve. L’intuition de la preuve est la suivante : pour une transition fixée e, nous assurons
qu’il existe une stratégie gagnante (de cotit ¢ < Colit((q,y), A)) franchissant e au plus une fois.
Considérons I'ensemble des exécutions a partir de (g,y) compatibles avec A comme un arbre
(infiniment branchant) : tout chemin de cet arbre est fini et atteint But, mais il peut franchir
e plusieurs fois. Nous construisons une nouvelle stratégie A,ow qui court-circuite A\ dans le
sens suivant : elle simule \ jusqu’a ce que e soit franchie pour la premiére fois, elle passe alors
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directement & un descendant dans I’arbre & partir duquel tous les chemins ne franchissent plus
e (c’est possible car A est gagnante). Une telle stratégie franchit e au plus une fois, son coit
est plus petit que celui de A car la fonction de cotit est positive et les exécutions qui sont
compatibles avec A,y sont « plus courtes » que celles compatibles avec A.

Sans perte de généralité nous supposons qu’il n’y a pas de transition sortant des états de
But. Nous fixons un état (qo, yo), une stratégie gagnante \ a partir de (qo, o) et une transition
e. Nous montrons qu’il existe une stratégie gagnante A,y telle que toute exécution compatible
avec Apoup franchit e au plus une fois.

La construction de Ay,ouy €St basée sur le lemme suivant :

Lemme 4.2.5 Soit p une exécution compatible avec A franchissant e et (q,z,t,y) € R(e).
Alors il existe une exécution r¢*(p, (q,z,t,y)) (notée de maniére plus concise r°%) étendant p,
compatible avec \, telle que dernier(r®®) = (q,z,t,y) et pour tout p' étendant r°** compatible
avec \, p' ne franchit e a aucune étape i > |r¢*|.

Preuve.[Preuve du lemme| Supposons par 'absurde qu’il existe p et (¢, z,t,y) € R(e) ne
satisfaisant pas le lemme.

Alors pour toute exécution 7% étendant p, compatible avec \, telle que dernier(r
(q,7,t,y), il existe p’ étendant 7% compatible avec ), et franchissant e strictement apres |r

En considérant r¢** = p nous pouvons trouver p; avec dernier(p1) = (g, z,t,y) étendant p,
compatible avec ), et franchissant e strictement aprés |p|. En considérant alors r¢* = p; nous
trouvons une exécution similaire py franchissant e strictement aprés |p;|. Nous construisons
itérativement une exécution infinie compatible avec A franchissant e infiniment souvent. C’est

une contradiction car A est une stratégie gagnante et But n’a pas de transition sortante. [

ezt) —

ewt| .

Soit p = (qo, x0, th, Yo) TL%, ... une exécution, la stratégie Anouv(p) est définie par :

— si p ne franchit pas e alors A\pou(p) = A(p),

— sinon soit ¢ le plus petit entier tel que p franchit e & 'étape i. Soit ppour 1'exécu-
tion % (p, (Gis Ty th Yi)) — s (i1, Tig 1, Ei 1 Yi 1)~ - AlrS Apous(p) =
)\(pnouv)-

Informellement \j,q réagit comme A jusqu’a ce que e soit franchie, et réagit alors comme

X\ en supposant que ré a été lu. Aoy, satisfait les propriétés suivantes :

Lemme 4.2.6 Soit p une exécution compatible avec Apouy *

p franchit e au plus une fois,

si p est maximale par rapport & Apowy alors elle est gagnante,

— il existe pg compatible avec A tel que Cott(p) < Colit(po),

— si € est une transition et p franchit € k fois alors il existe p; compatible avec \ fran-
chissant €' k' fois avec k' > k.

Preuve.[Preuve du lemme] Soit p = (qo, o, ), yo) ——— --- une exécution compatible avec

Anoup- O1 p ne franchit pas e alors le lemme est trivial. Sinon soit Py, comme dans la définition
de Apouy- La preuve des quatre points du lemme est une conséquence du fait que ppouy SOit
compatible avec A. [l

Le quatriéme point du lemme 4.2.6 assure que nous pouvons appliquer cette procédure
successivement a toutes les transitions et ainsi trouver une stratégie gagnante qui franchit
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chaque transition au plus une fois, ce qui achéve la preuve de la proposition 4.2.4. [l

Remarque 4.2.7 Remarquons que la proposition 4.2.4 n’est pas vérifiée dans le cadre du
controle optimal pour les automates temporisés.

Nous donnons maintenant un algorithme de calcul en arriére pour trouver le cotit optimal,
basé sur la formulation du probléme donnée dans [LMMO02, ABMO04|. La terminaison de cet
algorithme repose sur la proposition 4.2.4.

Etant donné (¢,y) € Q x Vs et n € N nous définissons tout d’abord ¢, (g, y) le cotit optimal
pour atteindre But en moins de n étapes & partir de (g, y). Formellement nous avons que :

— ¢o(q,y) =0 si g € But, +00 si g ¢ But.

COGtZLLa(Qa Z, tv y)

7'

-c = su inf ma
nt1(¢,9) P X{ sup{Cout; “(q,z,t,y) | (v',u)€Enb(gz,ty),~' <}

Yq (x,t) :y(T’a)EEnb(q,mﬂf,y)

ou (1,e) € Enb(q, z,t,y) ssi e € Enb(q,z,t + 7,74(z, t + 7)),
et Cott7*(q,z,t,y) = Colit(q, ,t,y,7) +sup{c(d,y') | (¢, 2, t,y) = (¢, 2", t',y)}.

Définition 4.2.8 Une stratégie \ est n-bornée a partir de (q,y) si toute exécution compatible
avec \ & partir de (q,y) est de longueur au plus n.

Lemme 4.2.9 Pour tout € > 0, pour tout (q,y) € Q x Va tel que cp(q,y) < +00, il existe une
stratégie définissable n-bornée \ a partir de (q,y) telle que Colt((q,y),\) < cn(q,y) + €.

Preuve. Nous montrons ce lemme par récurrence sur n. Pour n = 0, si ¢y(q,y) < 400, alors
(¢,y) € But, il suffit donc de prendre A non-définie.

Supposons le résultat vrai pour n — 1; soit € > 0 et (qo,yo) tel que ¢,(qo,y0) < +o0.
Nous construisons une stratégie n-bornée A a partir de (qo,yo) telle que Colt((qo,yo), ) <
¢n(qo,yo) +¢&. Comme nous avons supposé le résultat vrai pour n— 1, pour tout (¢’,y’) tel que
cn-1(q,y') < +0o0, il existe une stratégie (n — 1)-bornée a partir de (¢/,4/), notée AX9Y'| telle
que Cott((¢,y), \"¥) < cn1(d9/) + 5.
Soit (7,a) tel que

{ Coﬁt;’f(qg, Zo, to, yo)
ma; .

~ 7! S C 9 +
sup{Colt? ™ (qo, 0, t0, Y0) | (+';u)eEnb(ao zo.to,90).7" < } } n(0:9)

N ™

Nous construisons maintenant la stratégie A en utilisant (7,a) et les stratégies A\9¥". Soit
p = (0, w0, to, yo) = - -+

— si |p| = 1 alors A(p) = (7,a),

= si [p| = 2 alors A(p) = AT (p>(10))-

(Gms Tms tm, Ym ), nous définissons A\(p) comme suit :

Nous montrons maintenant que A est une stratégie n-bornée a partir de (g,y) et que
Cott((q,y), A) < enlq,y) + &

71,01 Tm,am

Soit p = (qo, x0, to, Yo) (Gms T, tm, Ym) une exécution compatible avec
A. L’exécution px(q ) est compatible avec A1, elle est donc gagnante et nous avons que

Zzni_ll Cott(qi, zi,ti, 7i) < cn—1(q1,91) + 5. Comme p est compatible avec A, en considérant
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la premiére étape nous déduisons que Coit(qo, %o, to, 70) + cn—1(q1,%1) < cal(q,y) + 5. Donc
Cotit(p) = 315" Cott(gs, iy ti, i) < calq,y) + e

Notons que A est définissable. En effet A\?¥! est définissable par hypothése de récurrence.

De plus il existe a € X tel que 'ensemble Temps, ..o ;. . . , défini par

COGtZ’a(QO; Zo, th yO) c
T | max n o se¢ 3
{ | { sup{Colit;, “(qo, Zo, 0, Y0) | (+':u)€Enb(g0.w0.t0.y0) 7' <7} o) 2

n’est pas vide. Alors en utilisant la sélection de courbe d’extensions o-minimales de groupes
ordonnés (voir [vdD98, chap.6]), nous pouvons choisir de maniére définissable un délai 7 dans
cet ensemble. 0

Lemme 4.2.10 Si A\ est une stratégie n-bornée a partir de (q,y) alors Colt((q,y),\) >
Cn(Qay)'

Preuve. Nous montrons ce lemme par récurrence sur n. Il est immédiat pour n = 0.

Supposons le lemme vrai pour n — 1 et soit A une stratégie n-bornée a partir de (qo, %0),
nous montrons que Codt((qo,yo),\) > ¢n(qo, yo). Soit (xo,to) tel que g4, (x0,t0) = Yo, nOUS
devons trouver (7, a) tel que

Colt?* , T0, to,
Coiit((qo,¥0), A) > max{ (te, . (90: 2o, f0, o) }

!
sup{Coutzn’fl (q(), o, to, yo) | (T’,u)GEnb(qo,xo,to,yo),f’g‘r}

Pour montrer que (7,a) a la propriété requise, nous considérons une stratégie \; a partir

de (q1,1) qui réagit comme X si la premiére étape est (7,a). Soit p = (q1,x1,t1,y1) ——

Tt (Gms T, tms Ym), A1(p) est défini comme suit :
— si (q1,y1) # (¢, y') alors A\1(p) = L (c’est-a-dire que A\ n’est pas définie),
. T,a

= si (q1,91) = (¢',y') alors Ai(p) = (g0, Zo, to, yo) — p)-

A1 est une stratégie (n — 1)-bornée a partir de (¢’,y’). Donc par hypothése de récur-
rence Colt((¢',y'),\1) > cn-1(¢’,y’). 1l vient que pour tout ¢ > 0 il existe une exécu-
tion p. compatible avec A1 telle que Colt(pe) > c¢n-1(¢',y’) — e. Alors lexécution p =
(qo, o, to, Yo) RILN p- est compatible avec A, donc Coit((qo,%0),A) > Colt(qo, xo,to,T) +
Cout(p:) > Cot®  (qo, wo, to, yo) — €.

Cela est vrai pour tout ¢ > 0 donc Colit((qo,¥0), A) > Colt?®  (qo, o, to,y0). De méme
nous montrons que pour tout (7/,u) € Enb(qo,xo, to,y0), pour tout 7 < 7, nous avons que
Codit((go, ¥0), A) > Codity ™ (o, %o, to, ¥0))-

Nous avons donc que

Colt™” , T0, to,
Coiit((qo,y0), A) > max{ (it~ (90: 2o, f0, o) }

!
sup{Coat;, ** (qo, Zo,to, Yo) | (v',u)€Enb(go,z0,t0,y0),7' <7}

C’est ce que nous devions montrer, ceci achéve donc la preuve du lemme. [l

Théoréme 4.2.11 Soit M = (M, +,0,1,---) une structure o-minimale telle que Th(M) est
décidable. Le probleme de controle optimal pour les M-jeux o-minimaux est décidable.
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Preuve. Soit (H,Colt) un jeu o-minimal pondéré et s un état de H. Les lemmes 4.2.9 et
4.2.10 montrent que cx(s) = inf {Colit(s,A) | X est une stratégie k-bornée}.

Soit n le nombre de transitions de H. La proposition 4.2.4 montre que pour toute stratégie
gagnante a partir de s il existe une stratégie gagnante (n+ 1)-bornée a partir de s avec un coit
inférieur. Donc CoatOpt(s) = inf {Codit(s,\) | A est une stratégie (n+ 1)-bornée} = cpy1(s).
Remarquons que ¢,41(s) est calculable car Th(M) est décidable.

Nous pouvons de plus décider si le cotit optimal peut étre réalisé par une stratégie : par la
proposition 4.2.4 il est suffisant d’énumérer toutes les stratégies (n + 1)-bornées en utilisant
les 7; comme des paramétres et de vérifier si le cotit d’une de ces stratégies est égal & ¢, 11($).

0

Remarque 4.2.12 La preuve du théoreme 4.2.11 montre que s’il existe une stratégie assurant
un cott donné c, alors pour tout € > 0, nous pouvons construire une stratégie sans meémoire
et définissable assurant un coit c + €.

Remarque 4.2.13 Remarquons qu’il existe des exemples de jeuz o-minimauz 0w (i) il n’existe
pas de stratégie optimale ou (ii) le codt optimal ne peut étre réalisé qu’avec de la mémoire. Ces
exemples sont directement inspirés du cadre des automates temporisés pondérés a une horloge

[BLMRO6].

Codt(r)=T7

Cout(r)=2-7
y<l, u y>0, ¢, y:=0

=0 N _
Fi1G. 4.4 — Pas de stratégie Y Cotit(r)=r

optimale FiG. 4.5 — L’optimalité requiert de la mémoire

Sur la figure 4.4 nous avons un exemple d’un jeu o-minimal pondéré o le codt optimal est
0 mais ou aucune stratégie ne peut assurer ce cott optimal.

Sur la figure 4.5 nous avons un exemple d’un jeu o-minimal pondéré ou le cott optimal est 2
mais ot aucune stratégie sans mémoire ne peut assurer ce cott. En effet ’environnement peut
amener le jeu en qo avec un codt Colt(p) arbitrairement proche de 2, le contréleur doit alors
réagir en jouant une action (7,c) avec Colt(p) + 7 < 2, ce qui est impossible sans mémoire.

4.3 Model-checking de WCTL

Notre but dans cette section est de montrer le résultat de décidabilité ci-dessous. Les
techniques que nous utiliserons pour prouver ce résultat sont en partie inspirées de la preuve
de décidabilité de WCTL sur les automates temporisés pondérés a une horloge [BLMO7].

Théoréme 4.3.1 Soit M = (M,+,0,1,<,---) une structure o-minimale telle que M est
archimédienne® et Th(M) est décidable. Alors le model-checking de WCTLy, est décidable.

6Une structure est archimédienne si pour tout (a,b) € M? tel que a > 0, il existe un entier n tel que
n-a>b.
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Si P et P’ sont deux partitions, nous écrivons P NP’ pour la partition jointe, c’est-a-dire
la partition la plus grossiére qui raffine a la fois P et P’. Remarquons que si P et P’ sont
toutes deux finies et définissables alors P M P’ est finie et définissable.

Soit H = (M, Q, X%, d,v) un M-automate o-minimal. Soit P une partition de S = Q x Va
et ¢ une formule de WCTL 4. P est une partition pour o si pour tout P € P, soit tous les
états (¢,y) € P satisfont ¢, soit aucun état (q,y) € P ne satisfait .

Etant donné un M-automate o-minimal H, nous rappelons que Py est la partition la plus
grossiére respectant les gardes et remises & zéro de H. Py est une partition pour les proposi-
tions atomiques a € 3. Pour toute formule de WCTL z4, nous construisons inductivement un
raffinement (fini et définissable) P, de Py tel que P, est une partition pour ¢.

Nous procédons en trois étapes : a partir de partitions pour ¢ et ¥ nous construisons une
partition pour E p U ¢ et A ¢ U v, puis pour EpU_. % et enfin pour A o U, 9.

4.3.1 Partition pour EpUv et Ap Uy

Nous réalisons la premiére étape avec le lemme suivant, qui applique la construction d’une
partition finie et définissable (la partition suffixe) induisant une bisimulation, et qui est donc
correcte pour les formules de CTL [AHLP00, HMRO5].

Lemme 4.3.2 Soit M = (M,+,0,1,<,---) une structure o-minimale telle que M est archi-
médienne et Th(M) est décidable. Soit (H, Colt) un M-automate o-minimal pondéré, soit ¢
et ¢ deuz formules de WCTL . Supposons que nous ayons construit deux partitions finies et
définissables P, et Py, pour ¢ et 1 respectivement, alors nous pouvons construire une partition
finie et définissable pour les formules E U ¢ et A U 1.

Preuve. P, Py, est une partition pour les deux formules ¢ et +). Par définition, la partition
suffixe Suf(P, MPy) raffine la partition P, M Py,. Par [Bri06, Theorem 12.6.14|, Suf(P, M Py,)
est une bisimulation & temps abstrait sur H pour ¢ et . C’est donc une partition pour
toute formule de CTL ou ¢ et 9 sont utilisées comme des propositions atomiques (voir par
exemple [AHLP00, HMRO05]) ; c’est en particulier une partition pour E@ U ¢ et A ¢ U 9.
Remarquons que nous avons prouvé que si (q,y) E E@ U alors il existe un témoin
(c’est-a-dire une exécution finie satisfaisant ¢ U 1)) de longueur au plus |Suf(P,MPy)| car cela
correspond & un probléme d’accessibilité dans ’abstraction. [l

4.3.2 Partition pour EpU__ ¢

La construction d’une partition (finie et définissable) pour E ¢ U1 est plus complexe.
Notons P la partition Suf(P, M Py). Soient ¢ et ¢’ deux états discrets de H. Soient P et P’
deux piéces de P. Nous donnons tout d’abord une formule définissant 1’ensemble des cotits

possibles des chemins d’un état (ou d’une piéce de P) & une piéce de P :
O
état (¢',y’) avec y € P’ par une étape continue suivie d’une action discréte, avec un

cotlt ¢, en satisfaisant constamment ¢ V .
- sz\ﬁﬁwp,)(c, y) exprime qu'il est possible d’aller d'un état (¢,y) avec y € P a un autre
état (q,y’) avec ¢y’ € P’ par une étape continue (et pas d’action discréte), avec un coit

¢, en satisfaisant constamment ¢ V 9.

@ P,)(c, y) exprime qu'il est possible d’aller d’un état (g, y) avec y € P a un autre
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Les formules Géy;f)_)(q,ﬁ P,)(c, y) (resp. Géﬁfw P,,)) sont définies dans M comme suit :

ezpqvijq/ pr(cy) = FzeViFteVIreMIaen 3y e

Yo, t) =y A (q.y) =5 (0 y) A (y) €P A (¢, y)€P A
vr' <7, (g.(z,t+7) EeVe A Coit((q,z,t,y,7)) = c.

eéﬁwp)(c»y) = deeVyIteV dre M Ely/ eV,

Y@, t) =y A (¢y) = (¢.y) A (y)eP A (¢,y)eP A
vr' <1, (g,y(x,t+7)) EeVve A Cott((q,z,t,y,7)) =c.

A partir des formules précédentes, nous définissons les ensembles définissables suivants :

Vap _ + Vv .
’{S(quP)—%qﬁP’) ={ce M™ | Jy € P tel que Hzoqu)_)(q,jp,)(c, Y)};

H((qu,gwp/) ={ce M™T | Jyec P tel que HEZYgWP/)(Cv v}

Vap _ % .
X(in)_,(q/,P/)(y) ={ce M ‘ Qa,p)_)(qf’pf)(cvy)} ;

N ) = {e€ MY | 028 (e u)).

Nous construisons alors un graphe fini qui abstrait la partie dynamique de H et restreint
aux parties de H satisfaisant la formule E ¢ U %. Les arétes de ce graphe sont étiquetées par
un poids (en fait un ensemble définissable) qui représente I’ensemble des cotts des chemins
de ‘H vérifiant la formule E ¢ U 1. Formellement, nous construisons un graphe fini pondéré
(définissable) G, = (V, E) comme suit :

— son ensemble d’états V' est

{(a. P), (¢, Pinit) | (¢.P)FoVvy}T U {(qPfinal) | (¢,P) v},

— ses arétes I sont

vy oy (Y) vy i (Y)
(¢,P)—(q’',P") (q’,P’)} U {(qu} init) (q,P~P'")
wPVY L,
U {(g, Pyinit) - (g, P final)} U {(g, P) ~=2=0 (P}
VY VY

K 1 pl K =14
U {(qP) —22=0 (P! final)} U {(g, P) —22=0

{(g, P,init) (g, P", final)}

(q, P" final)}.

A .
Soit & = (qo, Po, init) 2, (q1, P1) =% -« 2% (qy, Py, final) une exécution finie de G- Nous

définissons K¢(y) I’ensemble de tous les cotits possibles de I'exécution ¢ :
Ke(y) ={\My) +c2a+---+cn | €Ri}

Les propositions suivantes montrent que le graphe G, , peut étre utilisé pour réaliser le
model-checking de la formule E ¢ U, 1.

"C’est un abus de notation : (g, P) | ¢ V1 signifie que pour tout y € P, (¢,9) = ¢ V4, ce qui est
équivalent au fait qu’il existe y € P tel que (¢,y) E ¢ V 9.
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A
Proposition 4.3.3 Soit { une exécution finie de G, telle que § = (qo, P, init) 20, (q1,Pr)

N (@n-1,Pu_1) = (qn, Py, final), et soit yo € Py. Alors pour tout ¢ € Ke¢(yo),
il existe une exécution réelle p de H telle que Colt(p) = (, pour toute position p sur p,

plp] = ¢ V1, et dernier(p) = 1. La réciproque est également vraie.

Preuve. Considérons tout d’abord le cas particulier des exécutions de longueur 1. Supposons

que & = (qo, Py, init) —> A, (Gn, Py, final). Deux cas sont possibles : soit A(y) = [0], soit A(y) =

PV

)\(q, PWP,,)( y). Dans le premier cas l’exécution p est simplement (go,yo). Dans le second cas,
Pexécution (qo,y0) — (qo,yl) est facilement obtenue & partir de la définition de /\“(qu’gwp,,)(y).
Considérons maintenant le cas général. Soit ¢ I’exécution suivante :
( ) Kn— n -
€ (QO7P07In|t) (thl) . —1> (qn—l:P’n—l) L (qnapnaflna|)7
et soit ¢ un point de K¢(yo). Nous construisons une exécution réelle p = (qo, o) o

2,02 Tn,an

(q1,91) e e, (qn,yn) de H telle que Colit(p) = (, pour toute position p sur p,
p[p] |: pV 1), et (Qnayn) ): .
Comme ¢ € K¢(yo), il existe ca,- -+ ,cp € M7 tels que ¢; € k; et ( = Myo) +c2 + -+ +

A
¢n. Comme (qo, Py, init) 20), (g1, P1), il existe un délai 71 tel que (qo,yo) RALLLN (q1, P1),

et Cott((go,yo) —— (g1, P1)) = A(yo). Notons que A(yo) assure que toutes les positions

intermédiaires menant a (g1, P;) satisfont ¢ V 9. Comme (ql,Pl) (q2, P2) et co € Ko, il
existe un point (q1,y1) € P; et un délai 72 tels que (¢1, yl) (g2, P2), et Cotit((q1,y1) T202,
(g2, P2)) = c. Ici aussi toutes les positions intermédiaires menant & (go, P2) satisfont ¢ V 1.

. 4 . 71,4 72,02 A
Nous avons construit une exécution (qo,y0) —— (q1,%1) —— (g2, P2). Nous itérons

. . L . L 71,01 Tn—1,0n—1
cette construction et construisons une exécution réelle (qo,v0) — (q1,91) -+ ————
(gn—1, Ph—1) telle que toutes les positions intermédiaires menant & (g,—1, P,—1) satisfont

¢ V1. Pour la transition finale (g¢,—1, P,—1) Ln, (Gn, Pn, final), deux cas sont possibles : ky,

est soit de la forme /ﬁ‘(pvw ) soit de la forme n“(‘;vgwp,). Dans le premier cas, comme

a.P)— (¢, P’
(Gn-1, Pn_1) = (gn, Py) et ¢p € kp, par définition de &, = ﬁ“(‘;\fphpn 1) (g, P THOUS POUVONS

(Qna P, n)a
Colt((gn—1,Yn—1) Intn, (qnsYn)) = cn, (Gn,yn) satisfait ¢ et toutes les positions intermé-
diaires menant a (gn,yn) satisfont ¢ V1. Dans le second cas, en utilisant la définition de
Ky = H(é]\:b%lvpn—l)“"’(Qny p,)» hous pouvons construire une transition (gn,—1,Yn—1) In, (qn, Pn)
satisfaisant les propriétés demandées. Cela achéve la preuve de cette implication.

La réciproque peut étre prouvée d’'une maniére similaire. [l

Tn,an

trouver (¢n—1,Yn—1) € Pa—1, (qn,yn) € Py et un délai 7, tels que (¢n—1,Yn—1) ——

A partir de la proposition précédente nous déduisons le résultat suivant.

Proposition 4.3.4 Soit ¢ € Q, Py € P et yo € Py. Alors (qo,yo) E EeU. . si, et

seulement s’il existe une exécution & = (qo, Py, init) —= A, (q1,P1) =5 - 2% (g, Py, final) de

Gowr et ¢ € M tels que ( € Ke(yo) et ¢ ~ c.

Nous prouvons, sous réserve que la structure sous-jacente soit archimédienne, que nous
pouvons borner la longueur des exécutions témoins dans le graphe G, . Cette hypothése n’a
pas été utilisée jusqu’alors, mais elle est nécessaire dans la preuve de la proposition suivante.
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Pour tout (m,c) € M? tel que m > 0, nous notons [ﬁ] le plus petit entier k tel que
k-m>c.

Proposition 4.3.5 Supposons (qo,v0) = E@U~c9, et posons N = 2+ (|Q]-|P|+1) -
([%] + 2) ot m est la plus petite constante positive apparaissant dans un intervalle de poids

A
étiquetant les transitions de G, . Alors il existe une exécution § = (qo, Po, init) A, (q1, P) =%
oo 2% (gn, Py, final) de G telle que yo € Py, n < N, et ¢ € M tel que ¢ € K¢(yo) et ¢ ~c.

Preuve. Nous introduisons tout d’abord la notion de réalisation d’une exécution. Soit & =

oy A n . , . .. e,
(qo, Py, init) 26), (q1,P1) =5 - 2% (gn, Py, final) une exécution de G- Par o-minimalité,

I’ensemble des cofits étiquetant une transition est une union finie de points ou d’intervalles
ouverts; une réalisation de £ est un choix, pour chaque transition de &, d’un intervalle (ou
point) des coiits étiquetant cette transition (nous notons Z la fonction de choix et £[Z] la
réalisation). Une réalisation raisonnable de & est une réalisation telle qu’aucun cycle n’est
étiqueté par le seul point {0}. Une réalisation non raisonnable n’est pas intéressante car les
{0}-cycles peuvent étre supprimés.

|Q|-|P|+1 états

L | | L | | | | L | !
re: T L T T T L | 1 f[I}

il peut y avoir des {o}-cycles
} ool % % % ool ¢

les {0}-cycles ont étés supprimés

F1G. 4.6 — La construction du témoin

Nous prouvons maintenant la proposition. Soit gg € Q, Py € P, yo € Py, et supposons que

NP
(90, v0) F E @ U~ 1. Par la proposition 4.3.4, il existe une exécution & = (g, P}, init) 2,

(g1, P)) R T N (q},» P/, final) de G, 4, il existe (' € M tel que (' € K¢ (yo) et (' ~ c. A partir
de &’ nous construisons une exécution £ = (qo, Py, init) ), (q1, P1) =5 - % (g, Py, final)
avec n < N, (qo, Po) = (¢, Fy) et (qn, Pn) = (q},, P},) telle qu’il existe ¢ € M avec ¢ € K¢(yo)
et ( ~ec.

Nous supposons qu’il existe une réalisation raisonnable de &’ : si ce n’est pas le cas il y a
des cycles de ¢’ dans lesquels tous les x] sont réduits a {0} ; nous supprimons alors ces cycles,
et obtenons une exécution &| pour laquelle le colit accumulé est &', et nous faisons le reste de
la preuve avec & au lieu de &.

Si la longueur de &'[Z] est inférieure & N nous avons fini. Sinon & contient au moins
( [%] + 2) cycles simples (voir la figure 4.6), chacun étant étiqueté par un intervalle de coiits
(accumulé) dont la borne droite est supérieure ou égale & m. Donc K¢7)(y0) = (a,b) avec
b > ¢+ 2m. Par hypotheése, il existe (' € (a,b) tel que ¢’ ~ c.

Nous supprimons alors le premier cycle simple de ’exécution et supprimons les {0}-cycles
qui ont pi étre créés par cette opération (voir la figure 4.6). Nous obtenons une exécution £ [Z]
strictement plus courte. Notons que K¢ (7)(yo) peut étre différent de K¢j7)(yo) ; en effet comme
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nous avons supprimé certains cycles, Ken7)(yo) = (a’, ) avec a’ < aet b’ < b. Néanmoins " [Z]
contient au moins [%] cycles simples donc b’ > ¢ (comme précédemment). Cela prouve qu’il
existe (" € Keniz)(yo) avec (" ~ c. Nous itérons ce processus jusqu'a obtenir une exécution §
de longueur inférieure ou égale & IV ayant cette propriété.

U

En appliquant la proposition précédente, nous pouvons construire une formule du premier
ordre qui vérifie si un état (q,y) satisfait la formule de WCTL E ¢ U._. %, et donc obtenir le
corollaire suivant.

Corollaire 4.3.6 Soit M = (M,+,0,1,<,---) une structure o-minimale telle que M est
archimédienne et Th(M) est décidable. Soit (H,Coit) un M-automate o-minimal pondére,
soit o et v deux formules de WCTL . Supposons que nous ayons construit deux partitions
finies et définissables P, et Py pour ¢ et 1 respectivement, alors nous pouvons construire une
partition finie et définissable pour la formule E U ..

Preuve. Par les propositions 4.3.4 et 4.3.5, nous déduisons facilement qu’'un état (q,y) de H
satisfait la formule E ¢ U si, et seulement s’il existe une exécution réelle de longueur au
plus N a partir de (g,y), qui satisfait la formule ¢ U .

Pour n € N, il est possible d’écrire une formule du premier ordre 6,,(-) telle que M |=
0.(q,y) si, et seulement s’il existe une exécution réelle de longueur exactement n a partir de
(¢,v), qui satisfait la formule ¢ U.. 1. Nous obtenons donc ’équivalence suivante :

N
(¢,9) EE@U .1 si, et seulement si M |= \/ 0n(q,y).

n=0

La partition désirée est celle obtenue en raffinant la partition finie et définissable Suf(P,MPy,)

avec la formule \/7];7:0 0,(q,y). Cette nouvelle partition est clairement définissable et contient
au plus 2 - [Suf(P, M Py)| piéces. O

4.3.3 Partition pour ApU_. ¢

Nous expliquons maintenant comment construire une partition pour la formule A ¢ U,
en supposant que nous ayons construit des partitions finies et définissables P, et Py pour ¢
et 1) respectivement.

Il sera utile dans la suite de pouvoir décider s’il existe une exécution infinie de coiit toujours
inférieur & une constante ¢, c’est le but du lemme suivant.

Lemme 4.3.7 Soit (q,y) un état de H et ¢ une constante définissable. Il est décidable de
déterminer s’il existe une exécution infinie a partir de (q,y) de codt strictement inférieur
(resp. inférieur ou égal) a c.

De plus, sl n’existe pas de telle exécution, alors il existe un indice calculable ng, ne dé-
pendant pas de (q,y), tel que toute exécution de longueur supérieure ou égale G ng a un codt
supérieur ou égal (resp. strictement supérieur a c).
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Preuve. Nous considérons le cas < ¢, le cas < c est analogue. Nous établissons tout d’abord
une caractérisation des états a partir desquels il existe une exécution infinie de colit < c et
utilisons alors cette caractérisation pour montrer le lemme.

Soit G le graphe de la sous-section 4.3.2 o ¢ = 1» = T. Nous appellons (0, )-cycle un
cycle de G ou toutes les étiquettes sont de la forme |0, a[, ]0,al, [0,a[ ou [0, a] pour a € M.
Il existe une exécution infinie de cott < ¢ a partir de (g, y) si, et seulement s’il existe

Rn—

€ = (g0, Povinit) 22 (g1, P1) ™ - 5 (gr, Pat) 2 (gu, Po) (4.1)
une exécution de G avec gy = q, y € Pyet Ke(y) N[0, c[#0

/ /{//
et E|§ - (QO7PO) (QDPI) k (QI,wPlg)
un (0, )-cycle avec (g, P}) = (qk,Pk,) (qn, Pp).

Nous prouvons maintenant la caractérisation (4.1). Soit m > 0 la plus petite constante
strictement positive apparaissant dans un intervalle de poids étiquetant les transitions de G.
Posons ng = |P| - [£] + 2.

71,01

Implication directe. Soit p = (qo,y0) —— --- une exécution infinie de colit < ¢ & partir
.. A
de (q,y). Par la proposition 4.3.3, il existe une exécution £ = (qo, Fo, init) 2, (q1, P1) =

Kn—1

-5 (qn—1, Pu—1) = (gn, Pn, final) de G telle que Coit(p) € K¢(y). Comme Coit(p) < c,
par définition de ny, il existe un (0, )-cycle dans £ : en effet divisons £ en [%] segments
de longueur |P|, chaque segment produit un cycle dans G, et un de ces cycles doit étre un
(0, _)-cycle sinon Coiit(p) serait > c. De plus le coiit pour atteindre ce (0, )-cycle doit étre
nécessairement < c car c’est le cas pour £ en entier.

Implication réciproque. Soient & et &’ comme dans (4.1). Par définition de £ et la proposition

4.3.3, il existe une exécution p = (qo, Yo) —— - - - U (g, yn) avec Vi y; € P et Cout( ) < c.

1,07 Ty,

Par définition de &’ et la proposition 4.3.3, Ve > 0 3p. = (¢(, y)) —— — (¢}s Y1)
avec Vi y, € P/ et Colt(p:) < e.

Soit &’ = ¢ — Colit(p). En concaténant p et p . pour n > 1, nous obtenons une exécution
on+1
infinie & partir de (g,y) de cotit < c. Cela achéve la preuve de la caractérisation (4.1).

En utilisant (4.1) il est facile de vérifier s’il existe une exécution a partir de (q,y) de coftt
< ¢ en considérant le graphe fini G. De plus, s’il n’existe pas de telle exécution, soit p une
exécution de longueur supérieure ou égale & ng. Soit £ I’exécution correspondante de G obtenue
par la proposition 4.3.3. Soit £ contient un (0, )-cycle alors nécessairement Cott(£) > ¢ (si ce
n’était pas le cas, par (4.1) il existerait une exécution infinie de cotit < ¢). Soit £ ne contient
pas de (0, )-cycle, alors Coat(p) > |7;.‘m > ¢ (divisons £ en segments de longueur |P|, chaque

segment a un coiit supérieur ou égal a m).

Remarquons qu’en utilisant (4.1) nous pouvons donner une formule du premier ordre (g, y)
exprimant l'existence d’une exécution infinie & partir de (g,y) de cout < c. O
Notons que EF.. ¢ est un cas particulier de E ¢ U 2, nous pouvons donc appliquer

les résultats de la sous-section 4.3.2 pour construire une partition pour E F. . ¢ & partir d’'une
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partition pour . Nous expliquons maintenant comment construire une partition pour E G, ¢
car cela sera utile par la suite.

Lemme 4.3.8 Soit ¢ une formule de WCTLa4 et ¢ une constante définissable. S’il existe une
partition finie, définissable et calculable pour ¢ alors il existe une partition finie, définissable
et calculable pour E G ¢.

Preuve.
Nous prouvons tout d’abord le cas > c; les cas = ¢ et > ¢ sont analogues.
Soit ng comme dans le lemme 4.3.7. Nous utiliserons la caractérisation suivante :

(¢,y) E E Gs.p si, et seulement si

il existe une exécution a partir de (¢q,y) de cott < ¢ (4.2)

ou 3p a partir de (g, y) de longueur ng + |P| + 1 telle que®p = G

L’implication directe est évidente.

Il est aussi évident que s’il existe une exécution infinie a partir de (q,y) de cott < ¢ alors
(¢,y) E E Gs. . Supposons maintenant qu’il n’existe pas d’exécution infinie & partir de (¢, y)
de cotit < ¢ mais qu'il existe une exécution p a partir de (¢,y) de longueur ng + |P| + 1 telle
que p = G, @, nous devons montrer que (q,y) = E G, ¢.

Loy A K,
Par la proposition 4.3.3, il existe £ = (qo, Fo, init) LN (qi, P1) =% - SRR
a2 . .
(@no+P]> Pro+IP)) _rotPIL, (@no+Pl+1> Pro+|P|+1, final) une exécution correspondante avec

Fng+2 Fng+|P|

qo = q et y € Py. Considérons 'exécution (gng+1, Pno+1) (@no+1P|> Pro+1P))-
Il y a nécessairement une boucle dans cette exécution, et comme dans la preuve du lemme
4.3.7 nous pouvons trouver une exécution infinie p’ qui itére cette boucle. Par le lemme 4.3.7,
aprés l'indice ng le cotit est toujours strictement supérieur & ¢ donc ¢ est toujours satisfaite
dans p; comme p’ est obtenue & partir de p en itérant une boucle située aprés I'indice ng, ¢
est également toujours satisfaite dans p’; donc p' = Gscp, et (¢,y) E E Gs. . Cela achéve
la preuve de la caractérisation (4.2).

Le lemme 4.3.8 et la caractérisation (4.2) montrent qu’il existe une formule du premier
ordre pour E G~ ¢.

Nous expliquons maintenant comment traiter le cas < c; le cas < c est similaire. Le lemme
4.3.2 donne une partition P; pour ETUp = EF ¢ et EG ¢ = “AF (—p). Nous donnons
une caractérisation qui permet de construire une formule du premier ordre pour E G, ¢. Soit
ng comme dans le lemme 4.3.7, nous utilisons la caractérisation suivante, qui peut étre prouvée
comme la caractérisation (4.2) :

(¢,y) E E G, si, et seulement si
(¢,y) E EG ¢ ou dp a partir de (q,y) de longueur ng + |P| + 1 telle que p E EG.. ¢

Ceci achéve la preuve du lemme 4.3.8.

8La sémantique de WCTL sur les chemins finis est analogue & celle sur les chemins infinis définie page 58.
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Remarque 4.3.9 Dans la preuve du lemme 4.3.8 nous utilisons fortement I’hypothése que la
fonction de codt est croissante. Nous ne savons pas si le lemme 4.3.8 est vrai pour des cotts
NON-croissants.

Nous sommes maintenant préts pour construire une partition pour la formule A ¢ U, 9.
En fait nous considérerons la formule =A ¢ U.. 1, qui a la méme partition. Nous décompo-
sons = A ¢ U9 en deux prédicats de chemins, et montrons que ces prédicats admettent des
témoins de longueur finie (et calculable), ce qui permet de prouver l'existence d’une partition
pour “A o U .

Définition 4.3.10 Un prédicat de chemin @) est une fonction @ : Exec(H) — {T, L}. Nous
notons p = Q pour Q(p).

Nous définissons les deux prédicats suivants, dont la disjonction correspondra & = U ¥ :

— p = Q7 si, et seulement si p = G

— p | Q5°€ si, et seulement s’il existe une position p > 0 sur p telle que p[p] E (—p) A
—p, et pour toute position 0 < p’ < p sur p, Colit(p<y) ~ ¢ = p[p] E ¢

Pour i € {1,2} nous disons que (g,y) = ¢y s'il existe une exécution infinie p & partir

de (g, y) telle que p = Q7. Notons que Qe n'est pas nécessairement une formule de WCTL,
c’est une proposition booléenne dépendant de (q,y).

Définition 4.3.11 Un prédicat de chemin Q admet des témoins de longueur n € N a partir

de (q,y) si :
3 une exécution infinie p a partir de (q,y) telle que p = Q < 3 une exécution p a partir de

(q,y) de longueur < n telle que p = Q.

Remarque 4.3.12 Si Q est définissable et admet des témoins d’une longueur finie et calcu-
lable alors il existe une partition finie, définissable et calculable pour la propriété (q,y) = Q
car nous pouvons construire une formule du premier ordre énumérant tous les témoins comme
dans la preuve du corollaire 4.3.6.

Proposition 4.3.13 (q,y) = A ¢ U~ si, et seulement si (q,y) = pqre ou (q,Y) F oy«

1

Preuve. (¢,y) F A ¢ U % signifie qu’il existe une exécution infinie p & partir de (q,y)
telle que p = ¢ U~ 1. La proposition sera donc une conséquence de la propriété suivante :

p Ut ssi p = Qr° ou p b= Q5" (4.3)
Remarquons tout d’abord que p £~ ¢ U1 est équivalent a
¥p1 2 0, (plp1] ¥ et Cott(p<p,) ~ ¢) = Ipi™ < p1 sur p avec p[pi™™] | (—p) A=) (4.4)

C’est-a-dire que pour toute position p; ot ¢ et Colt(p<p,) ~ ¢ sont vérifiées, il existe un
témoin pour (—p) A =) & une position pt™ < p;.

Nous montrons maintenant (4.3) par double implication, en utilisant la caractérisation
(4.4).
Implication réciproque. Pour i € {1,2}, nous supposons que p = Q¢ et montrons que
pEPUct.
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- pEQT=pFE Uy
(plp1]) = ) et (Colt(p<p,) ~ ¢) ne sont jamais vraies simultanément donc il n'y a rien
& vérifier.
CPE QS Uy
Soit p comme dans la définition de Q5. Pour toute position p; < p sur p, (p[p1] = ¥)
et Colit(p<p, ~ ¢) ne sont jamais vraies simultanément donc il n’y a rien & vérifier. Pour
toute position p; > p, p est un témoin pour (—p) A 2.
Implication directe. Supposons p & ¢ U~.9. Si (p[p1] = ¢) et Colt(p<p, ~ c¢) ne sont
jamais vraies simultanément alors p = Q7.

Sinon nous pouvons définir py = inf{p; | p[p1] = ¢ et Colt(p<p,) ~ c}. Si cet infimum est
en fait un minimum, c’est-a-dire p[po] = 9 et Colit(p<y,) ~ ¢, alors par hypothése il existe
un témoin p pour (—¢) A —tp avec p < pg. Alors pour toute position p; < p, Colt(p<p, ~ ¢)
implique p[p1] = =, donc p = Q5°.

Soit pg = (ng,to). Si U'infimum n’est pas un minimum alors il existe des positions (ng,t)
avec t >t arbitrairement proche de to vérifiant p[(no,t)] = ¢ et Colit(p<(nys) ~ c. Il existe
une formule du premier ordre exprimant £ = {t > to | p[(no,t)] = ¥ et Colt(p<(nys) ~ c}-
Donc par o-minimalité, £ est une union finie de points et d’intervalles ouverts. Comme g
n’appartient pas & E, E doit contenir un intervalle de la forme ]tg, t'[ avec t’ > tg. Alors il doit
exister une position p < pg telle que p[p] = (—¢) A =2 (sinon p vérifierait? o U.v). Pour
toute position p; < p, Colt(p<p, ~ ¢) implique p[p1] = =, donc p = Q5. O

Remarque 4.3.14 La proposition 4.3.13 est a notre connaissance la premiere fois qu’une
caractérisation de = A o U 1 est prouvée de maniére rigoureuse.

Notons que nous avons utilisé 'hypothése d’o-minimalité. En effet sans cette hypothése
la caractérisation n’est pas correcte : si la véracité de 1 peut varier infiniment souvent au
voisinage d’un point, ~A o U . peut étre vraie mais pas la caractérisation.

Considérons lexécution p décrite sur la figure 4.7 : @ est vraie pour x < 1 et ¢ est vraie aux
dates x = 1+2in pourn € N. p = =(o U ), mais elle ne satisfait pas la caractérisation. Notons
que méme la caractérisation classique dans LTL, ~(o U ¢) = G (=¢) \/((—) U ((—p) A —1)))
n’est pas vérifiée par ce modéle.

La proposition 4.3.13 est cependant robuste, car dans beaucoup de logiques temporisées les
modeéles sont supposés & variation finie.

0 1.9 1{; P P

AP %

F1G. 4.7 — Un modéle variant infiniment souvent

Proposition 4.3.15 Soit M = (M,+,0,1,<,---) une structure o-minimale telle que M est
archimédienne et Th(M) est décidable. Soit (H,Colit) un M-automate o-minimal pondére,
soit @ et v deux formules de WCTLay. Supposons que nous ayons construit deux partitions
finies et définissables P, et Py pour ¢ et 1 respectivement, alors nous pouvons construire une
partition finie et définissable pour la formule A ¢ U, 1.

®Rappelons que dans WCTL, ¢ U, est équivalente & (¢ V ¢) U~ 1.
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Chapitre 4. Systémes o-minimaux pondérés

Preuve. Nous distinguons différents cas pour ~ ¢ et montrons que pour tout ¢, soit pQye peut
étre exprimée par une formule de WCTL pour laquelle nous savons qu’il existe une partition
finie, soit ;" admet des témoins d’une longueur bornée définissable.

En effet, si Q7 admet des témoins d’une longueur bornée définissable, nous pouvons écrire
une formule énumérant tous ces chemins finis et tester si pg~c est satisfaisable sur ceux-ci,
définissant ainsi une partition finie, définissable et calculable pour Q)7¢. Cela montrera donc
qu’il existe une partition finie, définissable et calculable pour =A ¢ U, 1.

Nous traitons le cas A o U_. 1, les autres cas sont similaires.
— Le lemme 4.3.8 montre qu’il existe une partition finie, définissable et calculable pour
.

— Nous montrons le lemme suivant :
Lemme 4.3.16 Si (q,y) [F pgze alors Q3¢ admet des témoins d’une longueur finie
définissable a partir de (q,y).
Notons que ce lemme est suffisant pour trouver une partition pour = A ¢ U_. 9 car nous
pouvons considérer les prédicats Q1, (-QT°) A Q3¢ (au lieu de QT et Q5°).
Preuve.[Preuve du lemme]| Soit ng comme dans le lemme 4.3.7. Soit n = ng + |P]|.
Nous devons montrer qu’il existe une exécution infinie p & partir de (q,y) telle que
p | Q3° si, et seulement §’il existe une exécution finie p & partir de (¢, y) de longueur
< n telle que p = Q3°.
L’implication réciproque est évidente. Supposons maintenant qu'’il existe une exécution
infinie p a partir de (q,y) telle que p = Q3¢ et construisons une exécution finie de
longueur < n. Nous avons qu’il existe une position p sur p telle que pp] = (—¢) A
—1p, et pour toute position 0 < p’ < p sur p, Colit(p<y) = ¢ = p[p] = .
Si la position p est située avant 'indice n alors p<, est notre témoin. Si ce n’est pas le cas,
par le lemme 4.3.7 nous avons que Coiit(p<p,) = ¢ donc ¥(ng,0) < p’ < p, Colit(p<y) =
c. Cela implique que p>(ny.0) = () U ((—) A—¢p). Comme nous I’avons remarqué dans
la preuve du lemme 4.3.2, il existe donc une exécution p’ de longueur < |P| a partir de
pl(no,0)] telle que p’ = (=) U ((—¢)) A—y). En concaténant p<(,, o) et p’ nous obtenons
une exécution de longueur < ng + |P| satisfaisant Qs. O

Ceci achéve la preuve de la proposition 4.3.15.
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Deuxiéme partie

Décidabilité et controle de MTL
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Chapitre 5

Logiques temporelles : définitions et
décidabilité

Les logiques temporisées ont été introduites au début des années 90 [AH89, Koy90], elles
étendent naturellement les logiques temporelles [Pnu77] avec des contraintes temps-réel sur les
modalités. Il existe deux sémantiques pour les logiques temporisées, la sémantique d’actions
ou les formules sont évaluées lors d’observations discrétes (les actions d’un mot temporisé),
et la sémantique continue ot les formules sont évaluées de maniére continue. Nous présentons
différentes logiques temporisées pour ces deux sémantiques : TPTL qui utilise des horloges de
formule pouvant étre remises & zéro et comparées a des constantes, MTL qui est une extension
de LTL avec des contraintes sur 'opérateur until, MITL qui est un fragment de MTL ou les
intervalles ponctuels sont interdits, et Safety-MTL qui est un fragment de MTL exprimant des
propriétés de siireté. Nous définissons les extensions avec passé de ces logiques et présentons
la notion d’expressivité d’une logique.

Les problémes de satisfaisabilité et de model-checking de TPTL ont été prouvés indéci-
dables [AH89] pour les deux sémantiques. Cette preuve d’indécidabilité s’applique également
4 MTL pour la sémantique continue. Cependant les problémes de satisfaisabilité et de model-
checking de MTL sont décidables pour la sémantique d’actions sur les mots finis [OW05], méme
s’ils sont indécidables sur les mots infinis [OWO06a).

La preuve originale d’indécidabilité de TPTL [AH89] utilise une réduction de 'arrét de ma-
chines & deux compteurs. Son principe est naturel mais sa formalisation et preuve de correction
sont assez techniques [DP07]. Nous proposons une preuve différente basée sur la réduction de
I’accessibilité des automates communicants. Cela nous permet d’obtenir une preuve unifiée
de I'indécidabilité du probléme de satisfaisabilité de plusieurs logiques temporisées : TPTL,
TPTL+Past et MTL+Past pour les deux sémantiques, et MTL pour la sémantique continue.
Cette technique a été utilisée dans [OWO05] pour établir la complexité du probléme de satis-
faisabilité de MTL pour la sémantique d’actions.

5.1 Définitions

Nous définissons dans cette section les logiques que nous considérerons et discutons des
problémes d’expressivité.
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Chapitre 5. Logiques temporelles : définitions et décidabilité

5.1.1 La logique TPTL

La logique propositionnelle temporisée [AH94, Ras99|, notée TPTL (pour Timed Proposi-
tional Temporal Logic), est une extension de LTL [Pnu77| utilisant des variables supplémen-
taires (appelées horloges) dans les formules. Dans ce chapitre, AP désigne un ensemble infini
dénombrable de variables propositionnelles. La syntaxe de TPTL est la suivante :

pu=alonp|-p|eUgp|lz~c|zyp

ot a € AP, x est une horloge, c € Q et ~ € {<, <, =,>,>}.

Il y a deux sémantiques pour TPTL : la sémantique continue qui interpréte les formules
de TPTL sur les séquences temporisées, et la sémantique d’actions qui interpréte les formules
sur les mots temporisés. Cette derniére sémantique est différente car les formules ne peuvent
étre interprétées qu’aux points ol une action a lieu.

Les deux sémantiques ont été considérées dans la littérature, et les résultats de décidabilité
dépendent fortement de la sémantique choisie. Par exemple, Ouaknine et Worrell [OW05] ont
montré que la satisfaisabilité de MTL (un fragment de TPTL que nous définirons plus tard)
est décidable pour la sémantique d’actions, alors que MTL est indécidable pour la sémantique
continue.

Sémantique continue. Pour la sémantique continue, les modéles sont des séquences tempo-
risées finies ou infinies k, et les formules sont évaluées & une date ¢t € T avec une interprétation
I: X — T (o0 X est 'ensemble des horloges de la formule). Nous notons 0 l'interprétation
qui associe a toute horloge la valeur 0. Pour une interprétation I, nous utilisons la notation
I[x + t] pour l'interprétation qui envoie x sur ¢ et est identique a I pour toutes les autres
variables. La relation de satisfaction, notée «,t,I =, ¢ (nous omettons parfois l'indice ¢, et
écrivons k, t, 1 = ¢, quand c’est clair dans le contexte), est définie inductivement comme suit :

Kt IEcp si pé€ k()
Rt TlEc o1 A st Kkt L= o1 et kyt, 1 ¢ o2
Rt ITEc—p st kot I
kb, IEc 1 Ugpe  si 3t >t tel que k,t', 1 [ 2
et Ve <t <t Kkt TEc o1 V!
Kt lEce~c st t—I(z)~c

Rt ez st kit Iz—tl Ece

Nous écrivons x =, ¢ pour k,0,0 =, . L’ensemble des mots temporisés finis vérifiant
une formule ¢ est donné par L¥(p) = {0 € TY* | 0 |=c ¢}. L’ensemble des mots temporisés
infinis vérifiant ¢ est donné par L¥(¢) = {0 € T | 0 |=¢ ¢}. Quand la sémantique est claire
dans le contexte, nous notons simplement L*(¢) et L ().

Nous interprétons x.¢ comme une remise a zéro. Remarquons aussi que la sémantique de
U est stricte : pour satisfaire ¢ U s, une séquence temporisée n’a pas besoin de satisfaire
©1; cette sémantique est plus expressive que la sémantique non stricte (voir la section 5.1.5).

!Comme par exemple dans [Ras99], nous demandons aux positions intermédiaires de satisfaire 1 V @2 pour
avoir une interprétation naturelle de la satisfaction quand 2 est vraie sur un intervalle ouvert & gauche.
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5.1. Définitions

Nous utilisons le until temporisé p1 U po défini par x.(p1 U (x € I A ¢3)). Nous ne préci-
sons pas l'intervalle contraignant le until quand celui-ci est [0, +oo[. Nous écrivons U, pour
Uj avec I = {t |t ~ c}. Nous utiliserons les raccourcis classiques suivants : T pour pV —p, L
pour =T, @1 = 2 pour =1 Vo, Fro pour T U, et Gy pour =(F;—¢). Soit ¥ C AP un
ensemble fini de variables propositionnelles, nous utilisons également ’opérateur suivant noté
Xy (ousimplement X quand ¥ est clair dans le contexte) défini par Xx ¢ = (= 5 a) U .

Sémantique d’actions. Dans cette sémantique, les modéles sont des mots temporisés finis
ou infinis o, et la satisfaction est interprétée non plus & une date ¢ € T mais & une position
i € N du mot temporisé. Pour un mot temporisé o = (w, 7) avec w = (w;)i>o0 et 7 = (7;)i>0,
et une interprétation I: X — T (ot X est 'ensemble des horloges de la formule), la relation
de satisfaction o,,1 =p, ¢ est définie inductivement comme suit :

o i, lEpwp st wi=p
o0, Epw o1 N2 st 0,0, 1 =py g1 et 0,4, 1 =pw 02
o0, L Ep ¢ st o0, 1w @
o0, 1 Ep 01 Upe st 35 >itel que 0,5,1 =py 2
et Vi <k <j, o,k, I =py 1
o i lEwr~c si 7—1I(x)~c
o0l Epwze st o0z — 7 Epw e
Nous écrivons o =p, ¢ pour p,0,0 [=p, . Nous omettons parfois I'indice pw quand c’est
clair dans le contexte.
L’ensemble des mots temporisés finis vérifiant une formule ¢ est donné par L;,(¢) =
{0 € TY* | 0 =pw ¢}. L’ensemble des mots temporisés infinis vérifiant ¢ est donné par

Ly, (¢) = {0 € TE® | 0 Fpw ¢}. Quand la sémantique est claire dans le contexte, nous
notons simplement L*(y) et L¥(¢p).

Exemple 5.1.1 Considérons le mot temporisé o = (a;0)(a;1,1)(b;2) -, et la formule de
TPTL ¢ = 2.F (x = 1 Ay.F (y = 1AD)). Cette formule exprime intuitivement qu’une unité de
temps apres le point 1, la proposition atomique b est vérifiée. o py @ car il n’y a pas d’action
a la date 1 dans o.

Un mot temporisé peut toujours étre vu comme un cas particulier de séquence temporisée.
Par exemple, o correspond a la séquence temporisée

k= ({a},[0;0))(,]0; 1, 1)) ({a}, [1,1;1,1))(@,]1, 15 2]) ({0}, [2:2]) - - -

Alors, K [Ec ¢ car au point t = 1, Kk vérifie la formule y.F (y = 1 A'b).

5.1.2 La logique MTL

La logique MTL [Koy90, AH93| étend LTL avec des contraintes quantitatives sur 'opérateur
until. La syntaxe de MTL est la suivante :

pu=aloNe|-p|eUre
oﬁaEAPetIGI@z.

2Nous rappelons que Zg est ’ensemble des intervalles de R>o dont les bornes sont rationnelles
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Chapitre 5. Logiques temporelles : définitions et décidabilité

Nous définissons la sémantique d’une formule de MTL en la considérant comme une formule
de TPTL : @1 Us ¢y est interprétée comme z.(p1 U (x € I A p3)).
Nous utilisons les mémes raccourcis que précédement, comme F; ou Gj.

Exemple 5.1.2 La formule ¢ de 'ezemple 5.1.1 peut étre exprimée dans MTL par F—1 F_1 b.
Pour la sémantique continue, cette formule est équivalente ¢ F—_o b, mais ce n’est pas le cas
pour la sémantique d’actions.

Exemple 5.1.3 Nous inspirant de [AM04], nous donnons un exemple de formule ¢ de MTL
dont la « détemporisation » (c’est-a-dire la projection de L*(p) sur X), notée détemp(L*(p))
n’est pas un langage régulier. Soit ¥ = {a,b}, la formule 1 = G (a = F —1b) exprime que
toute action a est suivie une unité de temps plus tard par une action b. Soit L C TX* composé
des mots temporisés dont la détemporisation est dans a*b* et tels que deux actions différentes
ne se produisent pas a la méme date. Il existe une formule po de MTL telle que L = L*(p2).
Remarquons alors que détemp(L*(p1 A @2)) = {a™"™ | m > n}, qui n’est pas un langage
réqulier.

5.1.3 Les logiques MITL et Safety-MTL

La logique métrique temporelle des intervalles (MITL pour Metric Interval Temporal Lo-
gic) [AFH96] est une version restreinte de MTL ou les intervalles contraignant le until ne
sont pas des singletons. Empécher 'utilisation de singletons comme intervalles rend le model-
checking décidable : pour la sémantique continue le model checking de MITL est EXPSPACE-
complet alors qu’il est indécidable pour MTL [AFH96].

Si @1 et o sont des formules de MTL, l'opérateur until dual est noté ¢ 61 p2. Sa sé-
mantique est celle de la formule =((—¢1) Uy (—¢2)). En utilisant 'opérateur until dual et la
disjonction, il est possible de réécrire toute formule de MTL en « forme normale positive ».
Safety-MTL est le fragment de MTL composé des formules de MTL en forme normale positive
qui n’utilisent 'opérateur U; que pour des intervalles I bornés. Notons qu’il n’y a pas de
restriction sur le until dual.

Formellement la syntaxe de Safety-MTL est la suivante :

pu=alehpleVeleUrp|pUje

oua € AP, I € Ig et J € Ig est un intervalle borné.
La sémantique de Safety-MTL est obtenue en interprétant une formule de Safety-MTL
comme une formule de MTL.

Exemple 5.1.4 Les formules de Safety-MTL peuvent en particulier exprimer ['invariance ; en
effet 'opérateur G peut étre utilisé dans Safety-MTL car il est équivalent a L U . Ainsi la for-
mule G (a = F<5b) appartient a Safety-MTL. Par contre la formule G (a = F b) n’appartient
pas a Safety-MTL car 'opérateur F n’est pas contraint par un intervalle borné.

5.1.4 Logiques temporelles avec passé

Les logiques définies plus haut n’utilisent que des modalités relatives au futur. Tout comme
pour LTL, nous définissons une version symétrique du until, appelée since qui est relative aux
événements du passé [Kam68, LPZ85]. La sémantique du since est la suivante :
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— Pour la sémantique continue :

Kt e p1Spa  si 3t < ttel que k,t', 1 = @2
et Vi’ <t <t, k,t" T = o1 Voo

— Pour la sémantique d’actions :

py i, 1 ‘:pw ©1S w2 st dj <itel quep,j,1 ):pw P2
et Vj <k <ipk,I|=pw 1

La formule de MTL correspondante est définie de maniére naturelle. Par exemple, la formule
de TPTL z.(p S (¢ A = < —2)) exprime que ¢ était vraie il y a 2 unités de temps ou plus tot,
et que p est vraie depuis. Nous la notons pS)_., 9]¢, ou pS<_2 ¢, dans MTL. Nous utilisons
les raccourcis classiques FI_1 @ pour T Sy, et GI_1 © pour ﬂFl_l .

Nous notons MTL+Past (resp. MITL+Past, TPTL+Past) la logique MTL (resp. MITL,
TPTL) étendue avec la modalité since. Ces extensions ont été définies et étudiées dans [AH92a,
AH93].

Exemple 5.1.5 La formule G (a = | b) de MTL+Past exprime pour la sémantique conti-
nue que toute action a est précédée une unité de temps plus tét par une action b. Pour la
sémantique d’actions, cette méme formule exprime que toute action a, si elle est précédée une
unité de temps plus tot par une action, est alors précédée une unité de temps plus tot par une
action b.

5.1.5 Expressivité relative

Soit M un ensemble de modeéles, et soient £ et £’ des langages d’une logique interprétée
sur M. Nous disons qu'une formule ¢ € L est équivalente & ¢’ € L' sur M si pour tout
T € M, 7 satisfait ¢ si, et seulement si 7 satisfait /. Le langage £’ est dit au moins plus
expressif que L sur M si, et seulement si toute formule de £ a une formule équivalente de L’
sur M. Il est dit strictement plus expressif sur M si de plus il existe une formule de £’ qui
n’a pas d’équivalent dans L sur M. Deux langages £ et L' sont ezpressivement équivalents
sur M (nous disons qu’ils ont la méme expressivité) si chacun est au moins aussi expressif que
lautre sur M. Quand c’est clair dans le contexte, nous omettons de mentionner I’ensemble

des modéles M.

Rappelons quelques résultats d’expressivité classiques des logiques temporelles (non tem-

porisées) linéaires :

— tout d’abord il est évident que la logique faite des opérateurs booléens et du until
strict est au moins aussi expressive que celle avec le until non-strict. Elles n’ont pas la
méme expressivité en général : par exemple le until strict peut tester deux occurrences
consécutives d’'une méme lettre, ce qui est impossible au until non-strict.

— ajouter des modalités du passé & LTL n’augmente pas son expressivité : toute formule de
LTL+Past peut étre exprimée dans LTL [Kam68, GPSS80], méme s’il existe des cas ou
la formule de LTL résultante est nécessairement exponentiellement plus grande [LMS02,
Mar03b|. Ces résultats ne se généralisent pas au cas temporisé : les modalités du passé
augmentent strictement Pexpressivité de MITL pour la sémantique continue [AH92a].
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Prouver des résultats d’expressivité est parfois complexe. Pour montrer qu’une formule
© ne peut étre exprimée dans une logique £, la technique naive consiste & construire deux
modeles M et N tels que ¢ peut les distinguer (ou séparer) (i.e., est vraie sur 'un des deux
modeéles et fausse sur ’autre), et prouver qu’il n’existe pas de formule de £ qui puisse distinguer
ces deux modéles.

Cette technique n’est pas suffisante pour montrer par exemple que TPTL est strictement
plus expressive que MTL : en effet, soient deux modéles que TPTL peut séparer. Ces modéles
sont donc différents; il existe une proposition atomique a et une date d tels que F_ja est
vraie sur un des modéles et fausse sur l'autre. Cette approche naive ne peut que comparer
le pouvoir de séparation des logiques, qui est plus grossier que I’expressivité. La remarque
ci-dessus montre que TPTL et MTL ont le méme pouvoir de séparation. Nous pouvons aussi
facilement remarquer que LTL a moins de pouvoir de séparation que TPTL.

Une technique plus fine, que nous utiliserons dans la suite, consiste & construire deux
familles de modéles (M;) et (IV;) telles que pour tout i, ¢ sépare M; et Nj, et telle qu’il
n’existe pas de formule de £ de taille inférieure & i séparant M; et N;. Cette technique a déja
été employée par exemple dans [EH86, Eme91, Lar95, BCLO05].

Parmi d’autres techniques, nous pouvons évoquer la traduction de logiques temporelles
a d’autres formalismes comme les automates, la théorie des langages ou les structures algé-
briques [Kam68, GPSS80, AH92a, TW96, Mar03b].

5.2 Indécidabilité des logiques temporisées

Dans cette section, nous montrons que le probléme de satisfaisabilité est indécidable pour la
plupart des logiques définies précédemment sur les mots finis et infinis. Plus précisément, pour
la sémantique continue la satisfaisabilité de MTL et TPTL (et donc MTL+Past et TPTL+Past)
est indécidable ; et pour la sémantique d’actions la satisfaisabilité de TPTL et MTL+Past est
indécidable. Nous prouvons en fait tous les cas d’indécidabilité de MTL et TPTL sur les mots
finis, car la satisfaisabilité de MTL pour la sémantique d’action est décidable [OWO05]. Sur
les mots infinis, la satisfaisabilité de MTL est indécidable [OWO06a], mais notre approche ne
permet pas de retrouver ce résultat.

Historiquement TPTL a été montrée indécidable dans [AH89] en utilisant une réduction
de arrét des machines & deux compteurs. Nous présentons ici une preuve différente que nous
espérons plus simple & partir d’une réduction de I'accessibilité des automates communicants.
Cette technique a été utilisée dans [OWO05] pour établir la complexité de MTL pour la séman-
tique d’actions.

Pour une logique £, le probléme de satisfaisabilité est défini de la maniére suivante :

Probléme 6 (Probléme de satisfaisabilité) Soit £ une logique interprétée sur un ensemble
de modéles M. Le probleme de satisfaisabilité sur L est, étant donné une formule ¢ de L, de
déterminer s’il existe un modeéle M € M tel que M = .

5.2.1 Automates communicants

Un automate communicant est un n-uplet S = (M, S, sp, A, Sstop) 00 M est un ensemble
fini de messages, S un ensemble fini d’états, sg € S I’état initial, A C Sx{m!,m? | m € M} xS
la relation de transition, sy, € S I'état d’arrét.
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Un automate communicant S = (M, S, 50, A, sstop) est dit déterministe s'il satisfait les
deux conditions suivantes : (1) si (s,a,s1) € Aet (s,a,s2) € Aalors s; = s2; (2)si (s,ml,s1) €
A et (s,a,s2) € A alors a = m! et 51 = s9.

La sémantique d’'un automate communicant déterministe est donnée par un systéme de
transitions étiqueté G(S), dont les sommets sont des couples (s,z) avec s € S et x € M*
(représentant le contenu du canal), et dont la relation de transition est définie par : (s,z) %
(s',y) si, et seulement si (s,a,s’) € A et, soit a =m! et y =m - x, soit a =m? et z =y -m.
L’état Sgop est dit accessible dans S s'il existe x € M* et un chemin de G(S) de (s, €) a
(88t0p7 1') .

Le probléme d’accessibilité pour les automates communicants déterministes est, étant
donné un automate communicant déterministe S = (M, S, so, A, Sstop), de déterminer si ssop
est accessible dans S. Le résultat principal sur les automates communicants que nous utilise-
rons est le suivant :

Proposition 5.2.1 ([BZ83]) Le probleme d’accessibilité pour les automates communicants
déterministes est indécidable.

5.2.2 Codage d’une exécution par un mot temporisé

Soit S = (M, S, 50, A, Sstop) Un automate communicant déterministe et soit M, = {m?, m! |
m € M} Densemble des messages du canal. Nous encodons les exécutions de S par des mots
temporisés sur > = M. U S. Un mot temporisé est correct s’il alterne entre états de S et
messages du canal selon la fonction de transition de S et si tout message envoyé est recu une
unité de temps plus tard (et réciproquement).

Formellement un mot temporisé o = (ao, to)(a1,t1) - - (an,ty) sur X appartient & Leorrect
s’il vérifie les conditions suivantes :

(R1) ap = sp et pour tout 7, (ag;,agiti,azit2) € A
(R2) il n’y a pas deux actions au méme moment : Vi, j, i # j = t; # t;,
(R3) a toute action m! correspond une action m? une unité de temps plus tard :
Vi, (ai=mlet 3jt; > t;+1) = Tk (ap =m? et ty =t; + 1),
(R4) a toute action m? correspond une action m! une unité de temps plus tot :
Vi, (a; =m?) = 3k (ap =m!et ty =1t; —1).

Remarquons que la condition (R1) entraine que a; appartient & S pour i pair et a M,
pour ¢ impair. Les propriétés (R3) et (R4) peuvent étre schématisées comme suit :

FiG. 5.2 — La propriété (R4)
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L correct est 'ensemble des codages d’exécutions de S. Nous définissons Lstop = Lcorrect N
{w € TY* | 3i a; = Sstop} 'ensemble des codages d’exécutions de S atteignant sgop. Nous
avons que Sgop est accessible dans S si, et seulement si L0, est non vide. Nous montrerons
I'indécidabilité de certaines logiques temporelles en montrant qu’elles peuvent définir L op.

5.2.3 Reésultats d’indécidabilité

Nous montrons que certaines logiques temporelles définies dans ce chapitre ont un probléme
de satisfaisabilité indécidable. Une remarque importante est que pour les logiques considérées
dans ce chapitre la sémantique continue est plus expressive que la sémantique d’actions. Pré-
cisons cette affirmation : la syntaxe d’une logique donne en fait lieu & deux logiques distinctes
selon qu’elle est interprétée sur les séquences temporisées (sémantique continue) ou sur les
mots temporisés (sémantique d’actions). Pour pouvoir comparer 'expressivité de ces deux lo-
giques il faut les considérer sur un méme ensemble de modéles (voir la section 5.1.5). Comme
tout mot temporisé peut étre vu comme une séquence temporisée (voir 'exemple 5.1.1, page
79), nous pouvons comparer I’expressivité d’une méme logique selon les deux sémantiques en
Iinterprétant sur les mots temporisés. Soit £ une logique appartenant & MTL, MTL+Past,
TPTL, TPTL+Past, MITL, MITL+Past, nous notons L. pour la logique £ interprétée sur les
mots temporisés pour la sémantique continue et £, pour la logique £ interprétée sur les mots
temporisés pour la sémantique d’actions. Nous avons alors le résultat suivant :

Proposition 5.2.2 Soit £ une logique sur les mots finis ou infinis appartenant o [’ensemble
{TPTL, TPTL+Past, MTL, MTL+Past, MITL, MITL+Past}. Alors L. est au moins aussi expres-
sive que Ly .

Preuve. Soit ¢ une formule de L interprétée pour la sémantique d’actions. Nous construisons
une formule ¢’ de £ qui, interprétée pour la sémantique continue, reconnait les mémes modéles
que .

Soit > I’ensemble des variables propositionnelles apparaissant dans ¢ et @action la formule

\/ a, la traduction trad est définie inductivement de la fagon suivante :
a€ed

trad(a) = asia€X

trad(—y) = —trad(yp)

trad(p1 V p2) = trad(pr) Vtrad(ps)

trad(pr U pz) = (@action = trad(¢1)) U (@action A trad(pz))

Pour les mots temporisés qui ont une action a 'instant initial, la formule ¢’ est trad(p).
Pour un mot temporisé quelconque, il faut considérer la formule ¢’ = (paction = trad(p)) A
((mpaction) = (“@action) U (Paction A trad(yp))) car pour la sémantique d’actions le modéle
est interprété sur la premiére action alors que pour la sémantique continue il est toujours
interprété en 0. U

Nous montrons l'indécidabilité des logiques de '’ensemble suivant E = {TPTL., TPTL,,,,
TPTL+Past., TPTL+Past,,, MTL., MTL+Past., MTL+Past,,, }. Nous considérons tout d’abord
ces logiques sur les mots finis, nous expliquerons plus tard comment adapter la preuve aux
mots infinis. Remarquons que si une logique £; est au moins aussi expressive qu’une logique
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Lo (et ce de fagon effective, c’est-a-dire qu’il existe un algorithme qui donne pour toute for-
mule de L2, une formule équivalente de L), et si le probléme de satisfaisabilité de Lo est
indécidable, alors le probléme de satisfaisabilité de £ est aussi indécidable.

Par la proposition 5.2.2 il nous suffit donc de montrer que le probléme de satisfaisabilité des
trois logiques de ’ensemble E’ suivant est indécidable : E' = {TPTL,,,, MTL.,, MTL+Past,, }.
Notons que ces trois logiques sont toutes au moins aussi expressives que MTL,,,.

Soit S = (M, S, 50, A, Sst0p) Un automate communicant déterministe et soit M, = {m?, m! |
m € M} Pensemble des messages du canal. Soit ¥ = M. U S.

Nous utilisons dans la suite les versions non-strictes de F et G, elles sont définies par
F[ =pVFrpet a[ = ﬁF[—\(p.

Soit @action la formule \/ a, les propriétés (R1), (R2) et (R3) peuvent respectivement
acX
étre exprimées dans MTL,,, par les formules suivantes :

Pstruct = So N /\ G (3 = \/ ((Xa’) N (X XS/)))

SGQ\{Sstop} (S,a,S/)EA
Psim = _‘F (@action A F:O Spaction)
Pavant = /\ G ((m' A FZI Soaction) = F:l m7)
meM

Ces trois formules sont donc exprimables dans toutes les logiques de E’. Il est également

facile d’exprimer que sy, est atteint par la formule F s4p.

Il nous reste donc & montrer que la condition (R4) peut étre exprimée dans les logiques

TPTL,y, MTL. et MTL+Past,,,. Nous devons ici distinguer les cas.

— Dans MTL+Past,,, comme les modalités du passé sont autorisées, (R4) s’exprime na-
turellement par la formule : parrigre = G (M? = F;l_l m!).

— Dans MTL,, nous tirons parti du fait que la sémantique est continue pour exprimer (R4)
par le fait que quand F—; m? est vraie m! doit étre vrai. Ce procédé permet de « regarder
dans le passé » indirectement en utilisant la sémantique continue. La propriété (R4)
peut alors s’exprimer par la formule suivante :

Pricre = [\ Ge1 (em?) A\ G ((F=ym?) = ml)
meM meM

— Pour TPTL,,, nous ne pouvons utiliser le procédé précédent directement. En effet dans
ce cas ¥ e NSt interprétée qu’aux points ol une action se produit. Pour que cette
formule soit correcte il faut pouvoir s’assurer que dés qu'’il y a une action m? au temps
t+ 1, il y a une action au temps t. Grace & deux horloges il est possible d’imposer cette
condition. Nous exprimons la condition (R4) dans TPTL,, par la formule suivante :

(Pgrriére - (p:xrriére e (.CU X y(_'F (JJ >1Ay<1IA m7)))

Remarquons que (R4) n’est pas exprimable dans MTLy,, (sinon la satisfaisabilité de

cette logique serait indécidable).

Finalement nous avons que ssi0p est accessible dans S si, et seulement si ¢s = QYstruct A
. . N /
Psim /A Pavant A\ Parriere N F Sgi0p st satisfaisable (et de méme en remplagant @arriere PAr ¥y isre

"
OU PLarriere ) .
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= r>1Ny<1
: 1

F1G. 5.3 — Exprimer (R4) avec deux horloges

La preuve s’adapte facilement aux mots infinis : il suffit d’ajouter une nouvelle action #
qui permet de compléter un mot fini en un mot infini®. Les formules Pstruct, Psim, Pavant €6
Warriere SONt inchangées.

Nous avons donc proposé une nouvelle preuve du résultat suivant :

MTL+Past,,,.

Théoréme 5.2.3 Le probléme de satisfaisabilité des logiques suivantes sur les mots finis ou
infinis est indécidable : TPTL., TPTLy,, TPTL+Past., TPTL+Pasty,,, MTL., MTL+Past,,

3En fait Pajout de I’action # n’est méme pas nécessaire puisqu’il est possible de compléter un mot fini
satisfaisant la formule par des actions ss¢op.

86



Chapitre 6

Controle temporisé pour des
spécifications MTL

Le modéle de controle pour les systémes a événements discrets remonte a plusieurs an-
nées [RW89, PR89|, ces résultats ont été prolongés dans le cadre temporisé au début des
années 90 [WTHO1]. La forme de controle temporisé utilisée aujourd’hui a été introduite
dans [MPS95] : il s’agit, étant donné un systéme modélisé par un automate temporisé P plongé
dans un environnement, de déterminer s’il est possible de contréler P pour satisfaire une pro-
priété v, quoi que fasse I’environnement. Plusieurs types de propriétés ont été étudiées : les pro-
priétés d’accessibilité ou de streté [MPS95, AMPS98, HK99|, exprimées dans LTL [FLMO02a],
ou dans TCTL [FLMO02b], ou méme par des automates temporisés [DM02, BDMPO03].

Dans ce chapitre, nous étudions le probléme de contréle temporisé pour des propriétés
exprimées dans des logiques temporisées de temps linéaire. Comme le probléme de controle
est plus difficile que celui de la satisfaisabilité, nous nous restreignons & des logiques dont
le probléme de satisfaisabilité est décidable. Nous considérons la sémantique d’actions et des
propriétés exprimées dans MTL sur les mots finis et Safety-MTL sur les mots infinis; ces
logiques ayant été montrées décidables [OW05, OWO06b].

Nous utilisons une technique similaire & celle que nous avons utilisée pour montrer 1’indéci-
dabilité de certaines logiques temporisées dans le chapitre 5 : nous réduisons ’accessibilité des
automates communicants & un probléme de contréle pour montrer que le contréle temporisé
pour des spécifications MTL sur les mots finis et Safety-MTL sur les mots infinis est indéci-
dable. Nous utilisons l'interaction entre ’environnement et le controleur pour vérifier que toute
action p est précédée une unité de temps plus t6t par une action g. Cette propriété ne peut
étre exprimée dans MTL pour la sémantique d’actions, mais suffit & mener & I'indécidabilité.

Comme le contrdle pour des spécifications MTL ou Safety-MTL est indécidable, nous sui-
vons [DMO2] et restreignons la puissance du controleur en fixant son nombre d’horloges et
les constantes de ses gardes. Nous obtenons ainsi le probléme de contréle & ressources fixées.
Nous ne pouvons pas transformer notre probléme en un jeu de parité via 'automate des
régions comme dans [DMO02], nous utilisons des techniques d’ordre partiel pour les configura-
tions temporisées [AN01, OW04, OWO05] et les adaptons au cadre du controle pour obtenir la
décidabilité du controle a ressources fixées pour des spécifications MTL sur les mots finis et
Safety-MTL sur les mots infinis.
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6.1 Probléme de contrdle

Nous définissons tout d’abord quelques notions qui nous seront utiles et présentons ensuite
les problémes de controle que nous considérerons dans ce chapitre.

6.1.1 Granularité

Nous considérerons des sous-classes d’automates temporisés dont les constantes et le nombre
d’horloges sont fixés. Nous utilisons pour cela le concept de granularité.

Définition 6.1.1 Une granularité est un triplet p = (X, m, M) ou X est un ensemble fini
d’horloges, m un entier strictement positif, et M un entier positif.

Intuitivement M représente la constante maximale utilisable et m représente la finesse des
gardes de p : toutes les constantes utilisées dans une garde de granularité p sont multiples
de %

Une garde g est de granularité u= (X, m, M) si elle utilise des horloges de X et toute
constante apparaissant dans g est de la forme £ avec o < M. Soient s et y/ deux granularités,
w est dite plus fine que p’ si toute garde de granularité p/ est aussi de granularité p.

Soit G un ensemble fini de gardes, p = (X, m, M) est la granularité de G si X est ’ensemble
des horloges utilisées dans G, m est le plus petit dénominateur commun des constantes de G,
et % est la plus grande constante apparaissant dans G.

Une garde g de granularité u est atomique pour p si pour toute garde ¢’ de granularité u,
[9] € [4'] ou [¢] N [¢'] = 0. Un automate temporisé est atomique si toutes ses gardes sont

atomiques pour sa granularité.

6.1.2 Systémes de transitions symboliques

Nous fixons un alphabet symbolique, qui est un ensemble de contraintes d’horloges (voir
page 22) et définissons un systéme de transitions symbolique comme un systéme de transi-
tions sur cet alphabet. Les systémes de transitions symboliques sont une généralisation des
automates temporisés, car leurs étiquettes de transitions sont fixées, mais ils peuvent avoir un
nombre infini d’états.

Définition 6.1.2 Soit I' un alphabet symbolique, un systéme de transitions symbolique sur I"
est un n-uplet T = (I', S, so, —) ot S est un ensemble (éventuellement infini) d’états, sy € S
un €état initial, et — CS X I' X S la relation de transition.

Un automate temporisé A peut étre vu comme un systéme de transitions symbolique &
un nombre fini d’états avec des conditions d’acceptation. Nous notons 7 (A) le systéme de
transitions symbolique associé a A.

Une exécution de 7 sur un mot w = wowy - -- € '™ est une suite p = sg 0,5 B

(T) (resp. LY (7)) ’ensemble des mots finis (resp. infinis) de I' sur lesquels

*
Nous notons L symb

symb
7T a une exécution.

Un systéme de transitions symbolique 7 = (I, S, sg, —) est symboliquement déterministe
sis 2 sy ets LN s9 impliquent s; = s9. Pour tout état s € S, nous notons Enbs(s) 'ensemble
des actions symboliques possibles en s, c’est-a-dire I’ensemble des b € T tels qu’il existe s’ € S

b
avec s — §'.
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Si 7 est symboliquement déterministe, pour tout mot v € L:ymb(T ), il y a exactement une

exécution de 7 sur «. Nous notons étatr(7) le dernier état de cette exécution. Si~y ¢ L3, ,(7),
étatr () n’est pas défini.

Nous donnons maintenant une construction pour déterminiser un systéme de transitions
symbolique. Il s’agit d’une simple généralisation de la méthode classique des sous-ensembles
pour les automates finis. Soit 7 = (I, S, s9, —) un systéme de transitions symbolique. La
déterminisation de 7T, notée Det(7T), est le systéme de transitions symbolique déterministe
(T, 2%, {s0}, —p), ou

S1 LD Sy si, et seulement si Sy = {sy € S| Is1 € S1 51 LN so} et Sy # (.

Notons que Ly ,(Det(T)) = L,

(7).

Tout comme pour les automates temporisés nous définissons le langage temporisé d’un sys-
téme de transitions symbolique : L*(7") est défini par tw(Lj,,,,(7)) et L*(7) par tw(L,,,,(7)).
Un systéme de transitions symbolique 7 est déterministe s’il n’y a pas deux transitions

.. ,a,Y] ,a,Y: .
distinctes ¢ 2225 g1 et ¢ 222 gy avec [91] N [g2] # 0. Cette notion est plus forte que le

déterminisme symbolique. Remarquons qu’un systéme de transitions symbolique déterministe
avec un nombre fini d’états est un automate temporisé déterministe.

Nous définissons maintenant le produit synchronisé de systémes de transitions symboliques.
Il s’agit du produit synchronisé classique ot les transitions se synchronisent sur toute lettre
de I'alphabet. Soient 7; = (T, S, s§, —1) et 73 = (T, Sa, s3, —2) deux systémes de transitions
symboliques sur un alphabet symbolique I'. Le produit synchronisé de 7T et T, noté Ty || Tz,
est le systéme de transitions symbolique (I', S, sg, —) ou :

- S = Sl X 52

— 50 = (59, 59)

9,a,Y . ) . g1,a,Y1 g2,a2,Y2
— (p1,p2) =—— (s1,52) si, et seulement 8l existe pj ———1 s1 et py ———9 S9 avec
g=giNgaetY =Y1UY,

6.1.3 Controle pour des spécifications MTL

Soit ¥ = ¥ UX g un alphabet partitionné en un ensemble d’actions contrélables Y et un
ensemble d’actions incontrélables X (ce sont les actions appartenant a 'environnement). Un
systéme P sur X est un automate temporisé déterministe sur X tel que pour tout v € Lgyms(P),

tw(y) #0 %

Définition 6.1.3 Soit X = X UXE un alphabet partitionné et P un systéeme sur X. Soit Xp
l’ensemble des horloges de P, X¢ un ensemble fini d’horloges distinct de Xp et p = (Xp U
Xc,m, M) une granularité plus fine que celle de P. Un p-contrdleur pour P est un systéme
de transitions symbolique déterministe C sur un alphabet symbolique basé sur (X, Xp U X¢) de
granularité p satisfaisant les conditions suivantes :

Y o
(C1) C ne remet pas a zéro les horloges du systéme : qc EILILEN g dans C implique Y C Xc.

(C2) C ne restreint pas les actions de l’environnement (condition dite de non-restriction) :

sie€ Xg,0€ L*(T(P||C)) eto- (e, t) € L*(T(P)), alors o - (e,t) € L*(T(P | C)).

!Nous expliquons cette condition dans la remarque 6.1.4.
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(C3) C est non bloquant : si o € L*(7(P||C)) et o - (a,t) € L*(T(P)), alors il existe b € 3
ett' € T tels que o - (b,t') € L*(T(P||C)).

Ces restrictions naturelles du pouvoir du controéleur ont été initialement énoncées dans

[DMO02].

Pour un langage temporisé de mots finis L. C TX* nous disons qu'un p-controleur C
contréle P pour la spécification souhaitée (resp. interdite) L si, et seulement si L*(P||C) C L
(resp. L*(PJ|IC) N L = 0). La définition est similaire pour les mots temporisés infinis.

Remarque 6.1.4 Etant donné un systéme P interprété sur les mots finis, il est facile de
construire un systéme équivalent ayant la propriété que pour tout v € Lgymp (P), tw(y) # 0,
en utilisant la construction classique de l’automate des régions [AD9/].

Sur les mots infinis, cette construction demande a changer le langage symbolique reconnu
et ne s’applique donc pas directement aux probléme de contréle. Nous demandons que tout
chemin accepteur de P reconnaisse des mots temporisés pour empécher d’avoir des contréleurs
pouvant controler correctement le systéme en étant zénon, c’est-a-dire en faisant converger le
temps. En effet, si tw(y) =0 (ce qui est le cas si tw(vy) ne contient que des mots zénons), tout
controleur jouant vy est gagnant car il n’y aura pas de mots temporisés dans tw(y).

Nous présentons maintenant les problémes de contréle qui nous intéresseront. Le probléme
de controle a ressources non-fixées consiste & déterminer s’il existe un contréleur pour le
systéme donné en entrée. Le probléme de controle & ressources fixées consiste a déterminer s’il
existe un contréleur de ressources fixées pour le systéme. Ce deuxiéme probléme semble donc
A premiére vue plus simple puisqu’une partie des paramétres du controleur sont fixés.

Probléme 7 Le probléme de contrdle a ressources nmon-fixées pour des spécifica-
tions souhaitées (resp. interdites) est, étant donné un systéme P, une spécification L,
de déterminer s’il existe une granularité p plus fine que celle de P et un p-controleur C qui
controle P pour la spécification désirée (resp. interdite) L.

Probléme 8 Le probléme de controle a ressources fixées pour des spécifications
souhaitées (resp. interdites) est, étant donné un systéme P, une spécification L, et une
granularité p plus fine que celle de P, de déterminer s’il existe un p-contréleur C qui controle
P pour la spécification désirée (resp. interdite) L.

Nous nous intéresserons aux problémes de contréle ou les spécifications sont données par
des formules de MTL, c’est-a-dire ou £ = L*(¢) ou £ = L¥(¢) pour ¢ € MTL. Dans [DMO02],
les problémes de controle a ressources fixées ou non-fixées sont résolus pour des spécifications
données par des automates de Biichi temporisés.

Le probléme de satisfaisabilité d’une logique peut étre réduit trivialement au probléme
de contrdle sur cette logique. Pour la sémantique continue, les problémes de contréle MTL et
Safety-MTL, sur les mots finis ou infinis, pour des spécifications souhaitées ou interdites, sont
donc clairement indécidables. Dans tout ce chapitre, nous interprétons donc les logiques MTL
et Safety-MTL pour la sémantique d’actions.

Le tableau suivant récapitule les résultats que nous montrerons dans la suite de ce chapitre
(le cas de Safety-MTL & ressources non-fixées et pour des spécifications interdites est a ce jour
ouvert) :
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ressources fixées | ressources non-fixées
MTL sur les mots finis L. o,
. . o : . décidable indécidable
spécifications souhaitées ou interdites
Safety-MTL sur les mots infinis L. e
Y ) ) L décidable indécidable
spécifications souhaitées
Safety-MTL sur les mots infinis L.
Y o . . ] décidable ?
spécifications interdites

6.2 Controle a ressources non-fixées

Dans cette section, nous montrons qu’a ressources non-fixées, les problémes de controle
MTL sur les mots finis et Safety-MTL sur les mots infinis pour des spécifications souhaitées
sont indécidables.

6.2.1 Retour sur les automates communicants

Nous montrerons l'indécidabilité des problémes de contréle précédents par réduction de
I’accessibilité des automates communicants. Dans la section 5.2 nous avons réduit ce probléme
a la satisfaisabilité de certaines logiques temporisées pour montrer leur indécidabilité. Ici, nous
avons besoin de raffiner un peu le modéle des automates communicants, nous allons imposer
des conditions supplémentaires au modéle, qui n’altérent cependant pas l’indécidabilité de
I’accessibilité.

Soit S = (M, S, s0, A\, sstop) un automate communicant déterministe. Un cycle d’écriture
est une suite sp, - - , s avec s, = s1 et (s, m;!, s;i41) € A pour tout 1 < i < k. Rappelons que
dans un automate communicant déterministe tel que défini dans le chapitre 5, il y a au plus
une exécution possible & partir d’une configuration donnée.

S a un canal divergent si la propriété suivante est vérifiée : si 'unique chemin maximal de
G(S) partant de (sp,e) est infini, alors la taille du canal est non-bornée sur cette exécution.

Lemme 6.2.1 Etant donné un automate communicant déterministe 8" = (M',S', 54, A', 8%,
nous pouvons construire un automate communicant déterministe S = (M, S, so, A, Sstop) tel
que Ssiop et le seul état sans transition sortante, ne contenant pas de cycle d’écriture, ayant

un canal divergent et tel que sy, est accessible dans S' si, et seulement si ss0p e€st accessible
dans S.

Preuve. Nous construisons S en plusieurs étapes :
— nous supprimons tout d’abord toutes les transitions sortantes de s;top, puis nous sup-

primons toutes les transitions faisant partie d’un cycle d’écriture. Comme ’automate
/
stop>

Supprimer un tel cycle ne change

communicant obtenu est déterministe et qu’il n’y a pas de transition sortante de s
un cycle d’écriture améne a boucler sans atteindre s,
donc pas P'accessibilité de s,

— nous supprimons alors tous les états différents de si,,, qui n’ont pas de transition
sortante et répétons cette opération jusqu’a ce qu’il ne reste plus de tel état. Soit
S1 = (M', 5", 55, A1, 8,) Pautomate communicant déterministe résultant.

— nous transformons alors §; en un automate communicant déterministe S qui a un canal

divergent. Pour cela, nous ajoutons un nouveau message # & M. L’idée de la construction
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est que S va simuler Sy, et aprés toute étape de S1, un message # sera ajouté dans le
canal de S. Dans tout état de S, un message # peut étre lu et réécrit immédiatement
(ce qui permet de « cycler » les messages #).

S est formellement défini comme suit :
— M = M"U{#}, so = s{, Sstop = s;top
- S=5USUSy ou S ={s|s €S} et Sy ={s5|de€ A}
— A est défini comme suit :

— pour tout s € S"\{s},,,} tel qu’il n’existe pas de transition étiquetée par une action

d’écriture sortant de s', (s',#7,5') € Aet (s, #!,8') € A

- si 0 = (5], a,s5) € Ay, alors (s],a,sy) € A et (s§, #!,s7) € A
S a un canal divergent parce qu’aprés avoir simulé n étapes de Sy, le canal contient au
moins n messages # (en plus des messages se trouvant normalement dans le canal de
S1). Remarquons que Sstop €st toujours le seul état sans transition sortante, et que nous
n’avons pas ajouté de cycle d’écriture en construisant S.

O

6.2.2 Controle MTL sur les mots finis

Nous traitons tout d’abord le cas du controle MTL sur les mots finis. Nous utilisons le
codage de la section 5.2 pour coder les exécutions d’'un automate communicant et montrons
que nous pouvons exprimer l'accessibilité de ’état final par un probléme de controle.

Nous fixons un automate communicant déterministe S = (M, S, 50, A, sst0p) tel que Sgop
est le seul état sans transition sortante, ne contenant pas de cycle d’écriture, et ayant un canal
divergent.

Nous considérons un codage des configurations d’un automate communicant déterministe
similaire & celui exposé dans la section 5.2. Soit ¥ = {m?,m! | m € M} D'ensemble des
messages du canal. Un mot temporisé o = (ao, to)(a1,t1) - - - (an, tn) sur ¥ appartient & L coprect
s’il vérifie les conditions suivantes :

(R1) il existe s1,s9,--- € S tels que s1 = s¢ et pour tout @ > 1 (s, ai, Siy1) € A,
(R2) il n’y a pas deux actions au méme moment : Vi, j, i # j = t; # t;,

(R3) a toute action m! correspond une action m? une unité de temps plus tard :
Vi, (ai:m!/\ﬂj t; Zti—i-l)éﬂk (ak:m? et tk:ti-i-l),

(R4) a toute action m? correspond une action m! une unité de temps plus tot :
Vi, (a; =m?) = 3k (ap =m! et t, =t; — 1),

Remarque 6.2.2 Le codage des exécutions que nous proposons est un peu différent que celui
du chapitre 5 puisqu’il est composé de messages uniquement et non plus de messages et d’états
discrets. En effet, nous ferons jouer le contréleur sur un automate ayant la méme structure que
S, les états discrets seront donc obtenus par le chemin suivi dans ’automate. Nous utilisons ce
nouveau codage dans le but de traiter le controle Safety-MTL ; en effet la formule Y sryct nE peut
étre écrite dans Safety-MTL. Il serait néanmoins possible de conserver le codage du chapitre 5
en imposant au controleur une certaine réactivité et en réécrivant certaines formules.
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Nous rappelons que les propriétés (R2) et (R3) peuvent respectivement étre exprimées
dans MTL par les formules suivantes :

Psim = _‘F ((Paction ANF_—p Soaction)
Pavant — /\ E ((m' A FZl Spaction) =F_ m7)
meM

La propriété (R4) ne peut pas étre exprimée dans MTL sur les mots finis (pour la séman-
tique d’actions que nous considérons ici), sinon cette logique serait indécidable. Pour traduire
cette condition nous aurons a utiliser I'interaction avec ’environnement.

Nous construisons maintenant un probléme de contrdle (Ps, L*(¢s)) (ot Ps est un systéme
et s une formule de MTL) tel que sgt0p est accessible dans S si, et seulement s’il existe une
granularité p plus fine que celle de P et un p-controleur C qui controle Pg pour la spécification
désirée L*(ps).

L’idée de la réduction est la suivante : le systéme est intuitivement 'automate communi-
cant S ou toutes les actions m! et m? sont controlables. Il permet au controleur de jouer une
exécution de S selon le codage décrit précédemment. Nous ajoutons également deux actions
incontrolables Nil et Test. Aprés chaque action du controleur, ’environnement répond par une
action incontrdlable (en temps nul). Quand c’est son tour, 'environnement peut soit jouer
laction Nil pour continuer la simulation, soit jouer l'action Test, ce qui met fin au jeu (la
signification de l'action Test est expliquée plus bas). Le but du contréleur est de jouer une
exécution correcte de S atteignant sgp (bien str cela n’est possible que si sg0p est réellement
accessible dans S). Si sg,p est atteint, le controleur est déclaré gagnant (si I'exécution jouée
jusque la est correcte).

Le systéme Pgs est formellement défini par Ps = (Xc U Xg, X, Q, qo, F, —) ou :
- Yo ={ml,m?|me M}, ¥g = {Nil, Test}, et X = {z},

- Q=SU{qgs|0€ A} U{qrin}, o = s0, et F' = Q,
q RGN ¢s pour tout 6 = (¢q,a,q') € A,

s 22N bour tout 6 = (g,a0,¢') € A,

~ g =0, Test, {z}, qFin POUr tout § € A.

Remarque 6.2.3 Nous avons utilisé un systéme avec une horloge, qui sert uniquement a
forcer Uenvironnement a répondre au contréleur immédiatement. Cette horloge n’est pas né-
cessaire car nous pourrions assurer cette condition dans la spécification.

Nous expliquons maintenant comment utiliser la spécification et ’action Test pour assurer

que le contréleur joue un mot de L orrect (ou perde dans le cas contraire) :

— la propriété (R1) est satisfaite car Ps a la méme structure que S.

— les propriétés (R2) et (R3) sont encodées dans la spécification par les formules gy, et
Yavant décrites dans le chapitre 5 et rappelées ci-avant.

— la propriété (R4) est vérifiée par 'environnement. Aprés chaque action du controleur,
I’environnement peut décider de jouer l'action Test et d’arréter le jeu. Dans ce cas, si
laction Test est jouée juste aprés (mais en temps 0) une action m? et qu’il n'y a pas
d’action m! correspondant une unité de temps plus tot, le controleur est déclaré perdant
(dans la spécification). Si I'environnement a joué 'action Test & tort (c’est-a-dire s’il n’y
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a pas d’action m? ou s'il y a une action m! une unité de temps plus tot), le controleur
est déclaré gagnant.

Le controleur est donc forcé de simuler une exécution correcte de S parce que s’il essaie
d’insérer une action m? a laquelle ne correspond aucune action m! une unité de temps
plus t6t, il risque de perdre si I’environnement joue 'action Test & ce moment.

Nous donnons maintenant la définition formelle de la spécification. Nous devons prendre
garde au détail technique suivant : les formules pgim €t Yavant décrivent les propriétés (R2)
et (R3) pour un mot de 3. Or une exécution du systéme produit un mot sur X U { Nil, Test},
nous devons donc « ignorer » les actions Nil et Test en utilisant une technique classique.

Soit @Yaction = \ ¢; nous considérons les formules suivantes :

ceY
Psim = -F ((-Pa.ction ANF—g c)Oanction)
Pavant — /\ a ((m' A FZI (Paction) =F_ m?)
meM
Gtest = Nmem ((F (m?AF - Test)) =F(m'AF Test))

La spécification ¢g est alors donnée par ¢ = pgim A Qavant N Ptest- La formule piest assure
que si 'action Test est jouée au méme moment qu’une action m? alors il doit exister une action
m! une unité de temps plus tot. Nous montrons maintenant la correction de cette réduction :

Proposition 6.2.4 sy, est accessible dans S si, et seulement s’il existe un contréleur de Ps
pour la spécification souhaitée ps.

Preuve.

Implication directe. Supposons s, accessible dans S. Alors il existe une exécution correcte
finie atteignant s,,, dont toutes les dates appartiennent & Q>g. Le contrdleur C va simplement
jouer ce mot temporisé; un tel controleur peut étre réalisé avec une unique horloge qui est
remise & zéro aprés chaque transition. Si 'environnement répond Nil jusqu’a la fin de I'exé-
cution la spécification est satisfaite. Si ’environnement joue I'action Test & un moment, Qiest
sera vérifiée car & toute action m? correspond une action m! une unité de temps plus tot.

Implication réciproque. Nous expliquons tout d’abord intuitivement pourquoi si s4,, n’est
pas accessible dans S, il ne peut exister de controleur de Ps pour la spécification souhaitée
oS-

La spécification assure que C doit jouer une exécution correcte de S. Le fait que sg0p ne

soit pas accessible dans S peut provenir de deux situations :

— & peut étre bloqué dans un état différent de s4,p. Dans ce cas, comme C est non-bloquant
il va tout de méme devoir jouer une action, violant ainsi la spécification.

— il y a une exécution infinie de S qui n’atteint jamais s4,p. Dans ce cas, comme S a un
canal divergent, le canal sera non-borné sur cette exécution et un contréleur ne pourra
pas simuler cette exécution car il aurait besoin pour cela d’une infinité d’horloges (une
par symbole sur le canal).

Nous montrons maintenant formellement qu’il ne peut exister de controleur de Ps pour la
spécification souhaitée pgs. Supposons par ’absurde qu’il existe un tel controleur C. Considé-
rons un mot maximal w de L*°(Ps || C) ne contenant pas laction Test (ce mot correspond a
ce que fait le contrdleur si ’environnement ne joue jamais 'action Test).

Soit 7 la projection sur {m!,m? | m € M}, nous montrons le lemme suivant :
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Lemme 6.2.5 7(w) est infini et appartient ¢ Leorrect-

Preuve.|Preuve du lemme| 7(w) satisfait la propriété (R1) car Pgs a la méme structure que S.
m(w) satisfait les propriétés (R2) et (R3) car C doit satisfaire @gim €t @avant-

m(w) satisfait la propriété (R4). Si ce n’était pas le cas, il existerait un préfixe w' =
(bo,to) -+ (bn-1,tn—1)(m?,t,) de m(w) tel que pour tout 7, (b;,t;) # (m!, t, —1). Alors w” =
(bo, to)(NZl, to)(bl, tl)(Nil, tl) ce (bn 1, )(Nll tn 1)(m?, tn)(Test, tn) serait dans L*(Pg H
C). Comme w" £ @ r1est, C'est imp0551ble. 7r( ) appartient donc & L coprect-

Nous pouvons maintenant montrer que 7(w) est infini. Supposons par I’absurde que 7(w)
soit fini, alors par ce qui précéde, m(w) € L¢oprect- Alors comme 7(w) est maximal, Sg0p est le
seul état sans transition sortante, et C est non bloquant, m(w) méne nécessairement a Sgop.
L’état sstop est donc accessible dans S ce qui est absurde. m(w) est donc infini. (|

Revenons a la preuve de la proposition 6.2.4. Comme $,,, n’est pas accessible dans S et
que S a un canal divergent, le canal de § est non borné sur 'unique exécution maximale de S.
En particulier, & un moment il y aura trop de lettres dans le canal pour que C puisse se souvenir
de toutes. Nous considérerons le préfixe correspondant de w et montrons en utilisant ce préfixe
que C ne peut étre un controleur pour ps. En fait il est possible que ce préfixe satisfasse la
spécification, mais nous montrerons qu’il existe nécessairement un autre mot temporisé de
L*(Ps || C) qui n’est pas dans L*(pgs).

Soit I' 'alphabet symbolique de C et soit m le plus petit multiple commun des dénomina-
teurs des constantes apparaissant dans I' (toute constante de I' est alors un multiple entier de
LY. Soit (s0,€) <% (s1,¢1) =5 - -+ l'exécution infinie de S. Comme S a un canal divergent, il
existe n € N tel que |¢,| > m - |T'| + 1. De plus, comme S ne contient pas de cycle d’écriture,
il existe n’ > n tel que toute lettre de ¢, a été lue a la n/*™® étape.

Soit w' = (ao,to)(ai,t1) -+ (agns,ton) le préfixe fini de w de longueur 2 - n' (ce qui cor-
respond au préfixe de longueur n’ dans S car a toute action du contréleur correspond une
réponse Nil ou Test de 'environnement). Toutes les lettres sur le canal ¢, doivent avoir été
écrites entre les dates to, — 1 et to,. Il existe alors un intervalle de longueur % a l'intérieur
duquel il y a au moins |I'| + 1 actions d’écriture. Formellement, il existe i, i1, - - - yir| < n tels
que a;; = m;;! pour des m;; donnés, et tipry — tio < 1

Comme 7(w) est dans Lcomct, pour tout 0 < j < IT'| il existe une action m;,;? a la date
ti; + 1. Soit z; I'indice de laction qui se produit a la date ¢;; + 1 dans w'.

Considérons I'exécution de Pg || C sur w’ : soit (go, ao, Yo) (91, a1, Y1) - - - (gons, a2n/, Your) le
mot symbolique associé a w’. Nous considérons en particulier les gardes gz, (qui correspondent
a I'action prise au temps t;; + 1). Nous prouvons tout d’abord que les gardes 9iy> Gir> s it
sont des gardes ou le temps ne peut pas s’écouler (c’est-a-dire que pour tout 0 < j < |I'|, pour

tout v € [[glg]] et pour tout t € T, v+t ¢ [[gzg]]) Si ce n’était pas le cas pour une 9y, alors
I’action ag pourrait étre prise un peu plus tard, a la date t;; + 1+ ¢ pour un certain € > 0, ce
qui donnerait lieu & un mot temporisé appartenant & L*(P || C) mais pas & L*(¢s).

Comme il y a [['| + 1 gardes g, g, -+, Jit, il doit exister deux indices k < [ tels que
9ir = gy~ Or (t;, +1) = (t;, +1) < L Or le seul moyen de vérifier une garde ot le temps ne peut
pas s’écouler et ensuite de vérifier la méme garde moins d’% unité de temps plus tard est de
ne pas laisser le temps s’écouler. Il y a donc contradiction car cela implique que deux actions
controlables se produisent en méme temps dans w’. Il ne peut donc exister de contrdleur de
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Ps pour la spécification ¢pgs. Ceci achéve la preuve de la proposition 6.2.4. ([l

La proposition 6.2.4 montre que le probléme de contréle MTL sur les mots finis & res-
sources non-fixées pour des spécifications souhaitées est indécidable. Comme MTL est close
par complémentaire, les problémes de controle pour des spécifications souhaitées ou interdites
sont équivalents.

Nous avons donc montré le théoréme suivant :

Théoréme 6.2.6 Les problemes de controle MTL sur les mots finis & ressources non-fixées
pour des spécifications souhaitées ou interdites sont indécidables.

6.2.3 Controle Safety-MTL sur les mots infinis

Nous adaptons maintenant la réduction précédente pour montrer que le probléme de
controle Safety-MTL sur les mots infinis pour des spécifications souhaitées est indécidable.

Nous ajoutons simplement une nouvelle action incontrélable jouable dans ¢p;, pour étendre
les exécutions finies en exécutions infinies. La difficulté est de réécrire la spécification précé-
dente dans Safety-MTL. Les formules @gim €t Qavant peuvent étre réécrites dans Safety-MTL
en remplacant simplement les implications par leur définition. Nous expliquons maintenant
comment remplacer la formule ptest par une formule de Safety-MTL.

Rappelons que iest = A,car <(F (m? AF —gTest)) = F (m! AF —; Test)).

Rappelons que @action = V ¢ et posons X,et ) = (—¢@action) U ¥ ; nous considérons alors
ceX

Prest = Nimem ((F (m? ANF _Test)) = @0) 2 ou
po = (a<1 (- Test)) A (ﬁf ((F>1 Test) A (Xget F<q Test))) A (G ((le Test) = m'))

L’idée de la construction est que nous savons que l'action 7Test apparaitra au plus une
fois dans une exécution du systéme, donc nous voulons remplacer dans et la formule
F (m! AF _; Test) (qui n’est pas dans Safety-MTL) par G ((F—; Test) = m!). Mais ce rempla-
cement n’est pas correct car nous considérons la sémantique d’actions, il n’est correct que si
une action se produit vraiment une unité de temps avant ’action Test. Pour assurer ce point,
nous utilisons une technique similaire & celle que nous avons employée dans la section 5.2 pour
exprimer Qarriere dans TPTL,,, : nous interdisons I'existence de deux actions consécutives ou
F. Test puis F.q Test sont vraies.

Il est important de remarquer que (g n’est pas une formule équivalente a F (m! A'F —; Test)
dans MTL : son utilisation est correcte car nous savons que l'action Test se produira au plus
une fois dans une exécution du systéme. C’est 'objet du lemme facile suivant :

Lemme 6.2.7 Soit 0 € TX¥ contenant ’action Test exactement une fois. Alors

o EF (m! ANF _ Test) si, et seulement si o = ¢p.

Corollaire 6.2.8 Soit 0 € TX¥ contenant ’action Test au plus une fois. Alors o |= piest i,
et seulement si 0 = Peq-

2Pour des raisons de lisibilité nous n’écrivons pas @;es; dans Safety-MTL, mais cela peut-étre fait trivialement
en poussant les négations & l'intérieur.

96



6.3. Controle a ressources fixées

Nous avons donc construit un probléme de controle avec une spécification dans Safety-MTL
équivalent a l’accessibilité de S, ce qui montre le théoréme suivant :

Théoréme 6.2.9 Le probléme de controle Safety-MTL sur les mots infinis a ressources non-
fixées pour des spécifications souhaitées est indécidable.

Remarque 6.2.10 Dans la preuve nous n’avons pas utilisé la spécificité des mots infinis. En
fait la spécification Safety-MTL que nous avons proposée fonctionne aussi pour le probléeme de
controle Safety-MTL sur les mots finis, qui est aussi indécidable.

Remarque 6.2.11 Comme Safety-MTL n’est pas close par complémentaire, le probléme de
contréle pour des spécifications interdites ne se réduit pas a celui pour des spécifications souhai-
tées. Le probléme de controle Safety-MTL (sur les mots finis ou infinis) & ressources non-fizées
pour des spécifications interdites est a ce jour ouvert.

6.3 Controle a ressources fixées

Dans cette section, nous montrons qu’a ressources fixées, les problémes de controle pour
MTL sur les mots finis et Safety-MTL sur les mots infinis (pour des spécifications souhaitées
ou interdites) sont décidables. Nous utilisons des techniques d’ordre partiel pour les systémes
temporisés, introduites initialement dans [ANO1], puis utilisées dans le cadre des automates
temporisés dans [OWO04].

6.3.1 Jeux temporisés

Nous procédons comme dans [DMO02] et réduisons le probléme de controle temporisé (pour
des spécifications quelconques) & un jeu temporisé entre deux joueurs. Dans [DMO02], le jeu
temporisé résultant est résolu en utilisant la construction de 'automate des régions et les jeux
de parité. Dans notre cadre nous utiliserons des techniques différentes, nous exprimerons les
spécifications MTL et Safety-MTL par des automates temporisés alternants & une horloge et
utiliserons des méthodes d’ordre partiel.

Un tel jeu temporisé est joué sur un systéme de transitions symbolique 7 = (T, S, sg, —)
avec une fonction de validité val : 28 — 2(2"), Les deux joueurs C' (pour contrdleur) et E
(pour environnement) jouent alternativement mais leur role n’est pas symétrique. En effet,
si le jeu se trouve dans ’état s, le joueur C choisit un sous-ensemble U de val(Enbz(s)); le
joueur F choisit alors un élément v € U et le jeu continue dans I’état successeur de s par u.

Les deux joueurs forment ainsi un mot 7. Si tw(7y) vérifie la spécification, C' est déclaré
gagnant, sinon C' est déclaré perdant.

Formellement, soit I' un alphabet symbolique, une fonction de validité sur I' est une fonc-
. r .
tion val : 2¥ — 2(2') telle que tout ensemble V' € 2 est envoyé sur un sous-ensemble non vide
de sous-ensembles de V.

Soit 7 un systéme de transitions sur I' et val une fonction de validité sur I', une stratégie
de 7 respectant val est une fonction f : D C L} (7) — 2" satisfaisant les conditions
suivantes :

-e€D

-siyeDetbe f(y)alorsy-be D
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— siy € D alors f(v) € val(Enbr(étatr(7)))

Un mot v € I'™ est compatible avec f si pour tout préfixe v/ - b de v, b € f(7'). Une
stratégie f est a €tats finis s’il existe un systéme de transitions symbolique symboliquement
déterministe 7g, avec un nombre fini d’états tel que pour tout v € I'* compatible avec f, f(7)
est 'ensemble des actions symboliques possibles dans 1'état étatfﬁn(’y).

Définition 6.3.1 Un jeu temporisé sur les mots finis (resp. les mots infinis) est un triplet G =
(A,val, L) ot A est un automate temporisé déterministe atomique sur un alphabet symbolique
I tel que ¥y € Loymp(A), tw(y) # 0, val est une fonction de validité sur T, et L C TX* (resp.
L C TX¥) est un langage temporisé de mots finis (resp. de mots infinis).

Soit G = (A,val,L) un jeu temporisé, une stratégie de G est une stratégie de 7 (A)
respectant val. Si L est un langage temporisé de mots finis, une stratégie f de G est gagnante
pour des spécifications souhaitées (resp. interdites) si, et seulement si tout mot vy € L’;ymb(.A)
compatible avec f vérifie tw(y) C L (resp. tw(y) N L = ). La définition est similaire si L est
un langage temporisé de mots infinis.

Un jeu temporisé sur MTL (resp. sur Safety-MTL) sur les mots finis est un jeu temporisé
G = (A,val, L) ou L est I’ensemble des modeéles d’une formule de MTL (resp. Safety-MTL)
sur les mots finis. Nous définissons de maniére similaire un jeu temporisé sur MTL (resp. sur

Safety-MTL) sur les mots infinis.

En adaptant la construction de [DM02] & notre formalisme, nous obtenons que :

Proposition 6.3.2 Soit P un systeme, p une granularité plus fine que celle de P et L un
langage temporisé de mots finis ou infinis.

Alors nous pouvons construire un jeu temporisé G = (A,val,L) tel qu’ il exriste un -
controleur (a états finis) C qui contréle P pour des spécifications souhaitées (resp. interdites)
si, et seulement s’il existe une stratégie gagnante (a4 états finis) de G pour des spécifications
souhaitées (resp. interdites).

La preuve de cette proposition est identique a celle de [DM02] : il s’agit tout d’abord
de rendre les gardes de P p-atomiques puis de construire 'automate des régions associé, et
ensuite d’exprimer les conditions (C1), (C2) et (C3) par une fonction de validité.

La proposition 6.3.2 assure qu’a ressources fixées, le probléme de controle MTL sur les
mots finis (resp. Safety-MTL sur les mots infinis) peut-étre réduit & I'existence d’une stratégie
gagnante dans un jeu temporisé sur MTL sur les mots finis (resp. Safety-MTL sur les mots
infinis).

6.3.2 Automates temporisés alternants

Dans cette sous-section, nous introduisons les automates temporisés alternants a une hor-
loge [OWO05, LWO05]. Nous notons x 'unique horloge de tels automates. Soit () un ensemble
fini, ®(Q) désigne I'ensemble des formules définies par la grammaire suivante :

b= A | OV | g | @~k | 2

ouqeQ, keN et ~e{<,<,=> >} Lexpression .1 correspond a remettre ’horloge z
a zéro.
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Définition 6.3.3 Un automate temporisé alternant & une horloge (ATA;) est un n-uplet
A= (2,0Q,q0,F,d) ot ¥ est un alphabet, Q un ensemble d’états, qy € Q un état initial,
F C @ un ensemble d’états accepteurs, et § : Q x X — ®(Q) une fonction de transition.

Soit ¢pqr une constante plus grande que la constante maximale apparaissant dans la
fonction de transition d'un ATA; A. Suivant [OW07], nous définissons ’ensemble des valeurs
d’holorge de A comme Val = [0, ¢naz] U {T}. Nous étendons les propriétés arithmétiques a T
parv+t=Tsiv,teTetv+t>cmar; I +t=Tpourt €Tet T >0 pour tout v € Val.
Dans ce chapitre nous utilisons un formalisme similaire pour les automates temporisés.

Remarque 6.3.4 Le symbole T représente toute valeur d’horloge plus grande que Cpqq. Cette
identification n’a pas d’incidence puisque ces valeurs d’horloge sont indistingables par les
gardes. Cette représentation nous permettra de présenter certains résultats comme la pro-
position 6.3.7 plus clairement.

Une configuration de A est un ensemble fini de couples (¢, u) ot ¢ € @ est un état et u € Val
une valeur d’horloge. La configuration initiale est {(qo,0)}. Une configuration C est acceptante
si pour tout (¢,u) € C, g € F (remarquons que la configuration vide est acceptante).

Etant donnée une valeur d’horloge u, nous définissons la relation de satisfaction |=, entre
configurations et formules de ®(Q) inductivement comme suit :

CEuq si (qu)eC
CkEuz~k si u~k

ClEy x4 si. C o
C):uwlva si C):u¢10uc):u¢2
CE.ViANYy si ClEytret Cl=y b

Un ATA; A est complet si pour tout ¢ € @), a € 3, et u € Val, il existe une configuration
C telle que C' =, d(q,a). Nous disons qu’une configuration M est un modéle minimal de
1 € ®(Q) par rapport & u € Val si M =, ¢ et ¢’il n’existe pas de sous-ensemble strict C' de
M avec C =, 1.

Soit C' = {(qi,u;) }ier et C'" deux configurations. Pour a € X, t € T, nous définissons la

relation de transition entre configurations par C 2 orsi 0 = Ui {M; | M; est un modele
minimal de §(g;, a) par rapport & w; + t}.

, . . . ao,do
Une exécution sur un mot temporisé o = (ag, 70)(a1,71) - - - (an, tn) est une suite Cyp ——

a1,dy an,dn,

Ch C, telle que Cy est la configuration initiale et pour tout 0 < i < n,
d; =7, — T;—1 (en posant 7_; = 0). Une telle exécution est acceptante si C,, est acceptante.

Le langage d'un ATA; A est ’ensemble des mots temporisés sur lesquels A a une exécution
acceptante, il est noté L*(A).

Exemple 6.3.5 Il existe un ATA; reconnaissant le méme langage que la formule G (a = F —1b)
de l'exemple 5.1.3. Soit 'automate temporisé alternant & une horloge ayant pour ensemble
d’états {qo, q1} avec qo initial et final, et la fonction de transition 6 donnée par :

- 0(g0,a) =qo Nz

= 6(q0,0) = qo

- 6(q1,0) =q

- 6(q,b) =(x=1)Vaq

L’automate se trouve constamment dans l’état qo, et quand un a se produit une copie de q;
est lancée; cette copie ne peut étre acceptante que si un b se produit une unité de temps plus
tard.
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6.3.3 Configurations abstraites

Dans cette partie, nous rappelons certains résultats de [OWO05] et montrons certaines pro-
priétés qui seront la base de la résolution du controle MTL et Safety-MTL a ressources fixées.
Notre approche utilise des beaux-ordres et des meilleurs-ordres, nous commencgons donc par
rappeler des résultats classiques dans ce domaine.

Un ordre partiel est un couple (S, <) ou S est un ensemble et < est une relation binaire
réflexive et transitive sur S. Un bel-ordre partiel est un ordre partiel (S, <) tel que pour toute
suite infinie xg, x1, 2, -- d’éléments de S, il existe des indices i < j tels que z; < x;.

Etant donné un ordre partiel (S, <), nous serons intéressés par les ordres partiels déduits
de (S, <) suivants :

— ordre de domination monotone est Pordre partiel (S*, <*), o0l &1 -+ xp =* y1 -+ Yy i,
et seulement g’il existe une injection monotone h : {1,--- ;m} — {1,--- ,n} telle que
pour tout 1 <4 <m, @ = Yp@);

— lordre des parties est 'ordre partiel (25, C), ou pour tout S;,S2 C S, S; C Sy si, et
seulement si Vxo € So dx1 € 51 21 < X9

Un meilleur-ordre partiel est un bel-ordre partiel ayant de plus fortes propriétés. Nous
ne rappelons par la définition de meilleur-ordre partiel (voir par exemple [AN00]) car celle-ci
est assez technique et nous ne ferons qu’utiliser des résultats connus sur les meilleurs-ordres
partiels.

Proposition 6.3.6 ([AN00, ANO01])
1. Tout meilleur-ordre partiel est un bel-ordre partiel.
2. Si S est fini, alors (25, C) est un meilleur-ordre partiel.
3. Si (S,=) est un meilleur-ordre partiel, alors (S*,=*) est un meilleur ordre partiel.

4. Si (S, =X) est un meilleur ordre partiel, alors (25, C) est un meilleur ordre partiel.

Nous rappelons maintenant le codage des configurations d’un automate temporisé syn-
chronisé avec un automate temporisé alternant a une horloge [LW05, OWO05].

Nous fixons un automate temporisé déterministe atomique A = (2, X, Q, qo, FA, RA, 64)
sur un alphabet symbolique I' de granularité u = (X, m, M), et un ATA; complet B =
(P, po, F5B,68) dont 'unique horloge est .

Une A/B-configuration est un couple ((¢,v),G), ou (q,v) est une configuration de A et
G est une configuration de B. Pour une A/B-configuration ((¢,v),G), t € T, et une action
symbolique (g,a,Y’) € I, nous définissons

Succ((q,v),t,(9,0,Y)) == {(d,V') | (a,v) % (q',v)}°
Succ®(G,t,a) == {G'| G “5 G

Le produit synchronisé de A et B est un systéme de transitions symbolique infini non-
dénombrable sur I', noté 74,3, représentant intuitivement A et B s’exécutant en paralléle.
Formellement, 74,5 = (I', S, s9, =), ot

— S est 'ensemble des A/B-configurations

- 50 = ((¢0,0), {po,0}) correspond a la A/B-configuration initiale

3Cest-a-dire que ¢ 22 ¢’ est une transition de A, v+t € lgl, et v' = (v +t)[Y « 0.
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g,a,Y .
- ((q1,11),G1) — ((q2,12), G2) si

(Q% VQ) S SUCCA((qu V1)7 t7 (97 a, Y))

Jt € T tel
b€ T telque {Gg € Succ®(Gy,t,a) et

Nous rappelons maintenant la construction d’un automate des région généralisé pour abs-
traire les valeurs précises des horloges des .A/B-configurations, en ne conservant que des valeurs
entiéres et Iordre relatif des parties fractionnaires des horloges. Nous rappelons la construc-
tion d’une relation d’équivalence, qui est une bisimulation sur 74,5, en codant des ensembles
d’ A/B-configurations par des mots.

Soit K un entier plus grand que M et plus grand que la plus grande constante apparaissant
dans les transitions de B. Nous considérons ¢,,.: = K et nous définissons REGg 1’ensemble
des régions unidimensionnelles {rg, 71, -+ ,rox 41} : pour 0 < i < K, ro; = {i}, roit1 =|i,i+1],
et ro+1 = {T}. Pour u € Val, reg(u) est P'unique région de REG contenant u.

Nous définissons Dalphabet A = 2(@*X*xBEGK)U(PXREGK) . ype lettre de A est un ensemble
fini de paires (p,r) et de triplets (¢, y,7), ot ¢ et p sont des états de A et B respectivement,
y € X est une horloge de A, et r est une région unidimensionnelle de REGg. De plus nous
notons (A*, <) Pordre de domination monotone induit par le meilleur-ordre partiel (A, C), et
par (2", C) lordre des parties induit par (A*, <). Par la proposition 6.3.6, (A*, <) et (22", C)
sont des beaux-ordres partiels?.

Nous montrons maintenant comment associer a une A/B-configuration s = ((¢,v),G) un
mot H(s) € A*. Remarquons tout d’abord que s peut étre représentée comme 1’ensemble G’
donné par GU{(q,y,v(y)) |y € X}.

Nous partitionnons G’ en une suite de sous-ensembles non-vides G1,--- , G}, tels que pour
tout 1 < i < j < n, pour toute paire (p,u) ou triplet (¢,y,u) de G;, et pour toute paire
(p',v) ou triplet (¢/,v’,v) de Gj, la condition suivante est vérifiée : i < j si, et seulement si
(u) < (v) 5.

Nous définissons H(s) comme le mot de A* donné par Abs(G1)--- Abs(G,,), ou pour tout
1<1<n,

Abs(G;) = {(p, reg(u)) | (p,u) € Gi} U{(q,y, reg(u)) | (q,y,u) € Gy}

Nous disons que deux A/B-configurations s et s’ sont équivalentes, et écrivons s ~ s, si
H(s)=H(s").

Proposition 6.3.7 ([OW05, OWO07]) La relation ~ est une bisimulation sur T4/3, c’est-
. g-a,Y N o .

a-dire que s1 ~ sy et s — so impliquent qu’il existe une A/B-configuration sb, telle que
9,a,Y

sy — sh et s9 ~ 5.

Le quotient induit par la bisimulation ~ sur 74,5 est le systeme de transitions symbolique
7. = (I', W, wp, —) défini par :

— W ={H(s) | s est une .A/B-configuration }

— wo = H(sp)

“Ce sont méme des meilleurs-ordres partiels, mais nous n’aurons pas besoin de cette propriété.
%(u) est la partie fractionnaire de u.
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? 7Y . . .
— wy; 28wy si, et seulement s'il existe s; € H1({w1}) et s € H 1 ({wy}) tels que

9,a,Y
§1 — S2.

Proposition 6.3.8 (JOWO05]) 1. Pour tout w € W, l’ensemble des successeurs de w dans
1. est fini et calculable.

2. La relation de transition — de 7., est compatible vers le bas par rapport a <, c’est-a-dire
9,a,Y . . . . 9,a,Y
que Wy < wy et w; —— wy impliquent qu’il existe wh < wy avec W —— w).

Nous étendons maintenant la proposition précédente a la déterminisation Det(7.) de 7.

Remarque 6.3.9 Le systéme de transitions Det(7.) jouera un réle important dans la suite
de ce chapitre, car contrairement aux probléemes d’accessibilité ou satisfaisabilité, le probleme
de contréle dépend de ’ensemble des états dans lesquels peut se trouver le systeme ; c’est pour
cela que nous devons déterminiser T..

Nous commencons par remarquer que nous pouvons associer & un mot w € W une unique
région de A au sens classique du terme [AD94]. Considérons en effet le sous-mot maximal de
w ne contenant pas d’occurrence d’états de B3, nous notons reg 4(w) ce sous-mot.

Comme B est complet et A est atomique et déterministe, nous remarquons que pour tout

. g,a,Y ’ g,a,Y ’ ’
wi,wy € W avec regy(wi) = regq(wsa), si wy —— wj et wy —— w) alors reg (w)) =
reg 4 (wh). Il s’ensuit que tout état C C W de Det(7.) accessible & partir de la configura-
tion initiale a la propriété que pour tout w,w’ € C, reg (w) = reg,(w’). Nous notons SW
I’ensemble des états non vides C C W ayant cette propriété. Nous définissons le systéme de
transitions symbolique D7 . = (I', SW,{wp}, —p) la restriction de Det(7.) a 'ensemble des

états de SW. Par les remarques précédentes, nous avons que Ly, (D7) = L, ., (Det(7.)).

Proposition 6.3.10 1. Pour toutCy,Cy € SW, siCy C Ca, alors Enbpr._(C1) = Enbpr_(Co).

2. La relation de transition —p de DT .. est compatible vers le bas par rapport a C, c’est-a-
9,a,Y

b 7Y . . . .
dire que C{ C Cy et Cy &D Co impliquent qu’il existe Ci T Cy tel que C} ———p Cb.
Comme B est complet, les actions possibles a partir de C € SW ne dépendent que de la
A-composante des mots de C. Si C; C Ca, pour tout wy € C; et wa € Ca, regy(w1) = regy(w2)
donc Ean’TN (Cl) = EanTN (Cg)
Nous prouvons maintenant la seconde propriété. Par la premiére propriété et le fait que

b 7Y
DT . est symboliquement déterministe, il y a un unique C} € SW tel que C} AL, Cl. Nous
devons montrer que C C Cs. Soit we € C2, nous montrons qu'’il existe w) € C) tel que wh < ws.

9,a,Y . . 9,a,Y . . . .
Comme C; ——p Ca, il existe wy € C; tel que w; <~ wa. C§ C C; implique qu’il existe

w) € C} tel que w} < wj. Par la seconde propriété de la proposition 6.3.8, il existe un mot

g:aaY g,a,Y
wh tel que wh < wo et wj —— wh. Alors comme w) € C} et C; ——p C}, nous avons que

wh € Cy.

6.3.4 Controle MTL sur les mots finis

Dans cette sous-section, nous montrons que le contréle MTL sur les mots finis & ressources
fixées est décidable. Comme MTL est close par négation, il nous suffit de montrer que le
probléme de controle pour des spécifications interdites est décidable.

102



6.3. Controle a ressources fixées

Nous fixons un jeu temporisé sur MTL sur les mots finis G = (A, val, L*(¢)). Soit T
l’alphabet symbolique de A. En appliquant les résultats de [OWO05], nous pouvons construire
un ATA; complet B, = (I, P, po, F'¥,0) tel que L*(B,) = L*(y).

Soit 7y,, le produit synchronisé de A et B, décrit dans la sous-section 6.3.3, 7. =
(T, W, wp, —) et DT . = (I', SW,{wo}, —p) le systéme de transitions symbolique induit par
T4/, défini précédemment.

Nous disons qu'une A/B, configuration ((¢,v),G) est mauvaise si ¢ et G sont tous deux
accepteurs. Comme nous sommes dans le cadre du controle pour des spécifications interdites,
une telle configuration n’est pas souhaitable car elle correspond & un état accepteur de A ou
@ est vérifite. Un mot w € W est mauvais s'il existe s € H~'({w}) tel que s est une mauvaise
configuration (remarquons que dans ce cas toute configuration s € H~({w}) est mauvaise).
Un ensemble de mots C € SW est mauvais si C contient un mauvais mot.

Une stratégie f de D7 . respectant val  est sdre si pour tout mot v compatible avec f,

étatpr.. (7) n’est pas mauvais. Le lemme suivant montre que D7 . est une bonne abstraction
de G.

Lemme 6.3.11 [l existe une stratégie gagnante (a états finis) du jeu temporisé G pour des
spécifications interdites si, et seulement s’il existe une stratégie sire (a4 états finis) de DT ..
Preuve. Comme B, est complet, nous avons que Ly . (7(A)) = Lj,.,(74,). Donc pour
toute f : D C IT'* — 20, f est une stratégie de G si, et seulement si f est une stratégie de
DT ..

Soit f une stratégie gagnante de G pour des spécifications interdites, montrons que f est
une stratégie siire de D7 .. En effet supposons par I’absurde qu’il existe v € T'* compatible avec
f tel que étatpr (7) soit mauvais. Par définition il existe un mot w € étatpr_ () mauvais;
alors comme D7 ., est construit par la méthode des sous-ensembles, il existe un chemin de wqg &
w dans 7... Par la proposition 6.3.7 il existe un chemin dans 74, de la configuration initiale a
une mauvaise configuration étiqueté . Nous avons donc que v € L’s‘ymb(A) et tw(y)NL*(p) #
(), ce qui est absurde.

De maniére similaire, si f est une stratégie stire de G pour des spécifications interdites,
alors f est une stratégie gagnante de D7 . O

Le lemme 6.3.11 montre que pour décider Iexistence d’une stratégie gagnante dans le jeu
temporisé G pour des spécifications interdites, il est équivalent de décider 'existence d’une
stratégie stire de D7 ... Nous montrons maintenant que ce probléme est décidable, en étendant
I'approche utilisée dans [ABdO03] pour les jeux clos par le bas. La correction et la terminaison
de notre algorithme repose sur le bel-ordre partiel (SW,C).

Nous construisons une partie 7' de I’arbre (infini dénombrable) correspondant au dépliage
de DT .. depuis l'état initial {wg}. L’arbre T est construit de la maniére suivante : nous
commengons avec la racine étiquetée {wp}, et a chaque étape nous prenons une feuille z
étiquetée C € SW et nous faisons I'une des actions suivantes :

— si ensemble C est mauvais, nous déclarons le nceud mauvais et nous le fermons (c’est-

a-dire que nous ne déplions plus ’arbre & partir de ce nceud),

— si Pensemble C n’est pas mauvais et qu’il existe un ancétre de x étiqueté C’ avec C' C C,

nous déclarons le nceud bon et nous le fermons,

5Dans la suite nous omettons la référence a val quand c’est clair dans le contexte.
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. .- 9,0, .

— sinon, pour toute transition de D7 - de la forme C ———p C’ nous ajoutons un nouveau
noeud y étiqueté C’ et une aréte de = & y étiquetée (g,a,Y). Si C n’a pas de successeur,
nous déclarons x mort et le fermons.

Remarque 6.3.12 La construction est un dépliage standard, sauf pour le deuxiéme point : si
nous trouvons une configuration C telle que nous avons déja exploré une configuration C' C C,
nous considérons la configuration C comme gagnante. En effet pour tout mot w € C, il existe
alors un mot w' € C' avec w' <X w. Le mot w' a moins d’états de B que w et donc est plus
susceptible de mener a une configuration mauvaise (qui est une configuration ot A et B sont
tous deux accepteurs). Intuitivement C est « moins dangereuz » que C' et n’a donc pas besoin
d’étre exploré.

La terminaison de cette algorithme est assurée par le lemme de Konig et le fait que (SW, C)

est un bel-ordre partiel. En effet, le dépliage de D7 . est & branchement fini donc si 1" était

. .. . .. . 90,20,Y0 g1,a1,Y1 .
infini il y aurait un chemin infini de 7', Cy < p C1 < p ---. Par construction ce

chemin vérifierait que pour tout @ < j, C; Z C; ce qui contredit le fait que (SW,C) est un
bel-ordre partiel.

Nous attribuons ensuite a tout noeud de 7" une valeur dans {T, L} de maniére classique &
partir des feuilles :
— les noeuds bons et morts ont pour valeur T ; les nceuds mauvais ont pour valeur L ;
— pour tout nceud interne x étiqueté C dont la valeur de tous les successeurs est déterminée,
la valeur de x est attribuée comme suit :
— ¢’il existe un ensemble d’actions symboliques U € wval(Enbpr_(C)) tel que pour tout
(g,a,Y) € U, Paréte de T de x étiquetée (g, a,Y) méne & un nceud de valeur T, alors
la valeur de z est T,
— sinon la valeur de = est L.
Notre algorithme répond « oui » si la racine a pour valeur T, et répond « non » sinon.

La correction de l'algorithme est assurée par la proposition suivante :

Proposition 6.3.13 Si l’algorithme répond « non », alors il n’existe pas de stratégie sire de
DT .

St Dalgorithme répond « oui », alors il existe une stratégie siire de DT . a états finis, et celle-ci
peut étre construite effectivement.

Preuve. Si I'algorithme répond « non », la racine a pour valeur L ; il est alors facile de voir
que quoi que fasse le controleur, ’environnement peut toujours choisir un sucesseur étiqueté L.
Comme T est fini, un mot maximal compatible avec de tels choix de ’environnement atteint
un mauvais état, donc il ne peut y avoir de stratégie siire de D7 .

Réciproquement supposons que ’algorithme réponde « oui ». Soit T” Parbre obtenu a partir
de T en supprimant tous les états de valeur L. Pour tout nceud x de 7”, nous notons C(x)
I'état de DT . associé & x. Comme la racine a pour valeur T, il existe un arbre fini Tysq: (pas
nécessairement unique) satisfaisant la condition suivante : si  est un noeud de Tsyrqt (et n’est
pas bon), alors I’ensemble des arétes de Tsyq¢ partant de x est un sous-ensemble des arétes de
T’ partant de z tel que ’ensemble des étiquettes de ces arétes appartient a val(Enbpr_(C(x))).
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Remarque 6.3.14 Intuitivement l’arbre T' représente a chaque étape l’ensemble des actions
qui permettent au contréleur de gagner; nous extrayons de T" un sous-arbre Tsyq proposant a
chaque étape une unique action contrélable (ainsi que toutes les actions incontrélables possibles
a ce moment). Ainsi Uarbre Tsiqr correspond « presque » & une stratégie (il nous reste a
déterminer ce que fait cette stratégie lorsque qu’elle atteint un état C' C C, ce que nous faisons
ci-dessous).

Nous construisons un systéme de transitions symbolique & partir de Tyt qui nous per-
mettra de définir aisément la stratégie (stre) associée a cet arbre. Ce systéme de transitions
correspond a identifier les noeuds de Ty étiquetés C ot C' C C avec un nceud ancétre étiqueté
C’. D’un point de vue de controle, lorsqu'’il se trouve en C, le contréleur fait comme s’il était
en C’.

Soit Tsirae = (I'y X, 20, —) le systéme de transitions symbolique symboliquement déterministe
& états finis défini par :

— X est ’ensemble des noeuds de Tyt qui ne sont pas bons,

— xg est la racine de Tgyrqt,

-z 8, 2’ si 'une des conditions suivantes est vérifiée :

— il y a une aréte de Tsyqr de x & 2 étiquetée (g,a,Y),

— il y a une bonne feuille y de Tiqs telle que x est le pére de y, il existe une aréte de x
a y étiquetée (g,a,Y), et 2’ est le plus jeune ancétre de y tel que C(z') C C(y) (dans
ce cas nous identifions y et 2’).

Nous pouvons maintenant définir notre candidat de stratégie stire de D7 ., respectant val.
I L:ymb(TStrat) — 21" est définie par : pour tout v € L:ymb(Tstmt), f(y) = Enbr,,,.,(étatr,,,.,(7)).
Nous montrons le lemme suivant qui assure que f est siire et respecte val :

. g1,a1,Y1 9n,an,Yn .. .
Lemme 6.3.15 Soit p = Cy ———p C1 -+ ————p Cy, une exécution de DT .. compatible
avec f.

91,a1,Y1 92,a2,Y2 n,an,Yn
T ce Ty de Tsyrar avec pour tout

Alors il existe une exécution g
0<i<nC(x;) CEC et f(p;) € val(Enbpr_(C;)) 7

Preuve. Nous raisonnons par récurrence sur n. Pour n = 0 le lemme est évident.

Supposons le lemme vrai a I'indice n, et montrons-le a l'indice n+ 1. Soit gn41, Gn+1, Yn+1

n+1,0n41,Yn+1 . . S el . .
et Cp+1 tels que C,, ———— p Cp41 soit compatible avec f. Par définition de f, il existe

In+1,0n+1 Yn+1 . .
" xpy1 dans Tsyq. Nous distinguons deux cas :

In41,0n41,Yn41 . ) .- Gn+1,0n+1,Yn+1
———————— Tp41 provient d’une transition C(z,) ——  p

Tnt1 € X tel que xp,

— si la transition x,,
C(xpy1) de DT .
Alors C(x,) E C, implique par la proposition 6.3.10 qu'il existe C' € SW tel que

n yYn 7Yn . . .
C(xn) w@ C' et C' C Cpiq. Comme DT . est symboliquement déterministe,
nécessairement C' = C(x,41) et donc C(xp41) E Cry-

gn+17an+17Yn+1
bl b B Bl

— sinon est un ancétre de x,, et la transition x x rovient d’une
n+1 n n n+1 P

n y“n 7Yn .
transition C(zy,) Sttt C(y) avec C(zp+1) C C(y). Nous raisonnons comme

dans le premier cas pour montrer que C(y) C Cp41 et donc C(zp+1) E Cpg1-

g1,a1,Y1 g2,a2,Y2 9i,a5,Y5
[ D ...

"p;i correspond & Cp © p C1 p Ci.
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Il nous reste a montrer que f(pp+1) € val(Enbpr. (Cpt1)). Par définition de f, f(pnt1) =
Enbr,, ., (zn+1) € val(Enbpr_(C(zp+1))). Or nous avons montré que C(zp+1) E Cpy1, par
la proposition 6.3.10 nous avons que Enbpr_(C(xn+1)) = Enbpr._(Cpht1) donc f(pnt+1) €
val(Enbpr . (Crt1))- O

Le lemme précédent assure que f est une stratégie stiire de D7 .. Comme f peut étre
construite effectivement et est par construction une stratégie a états finis, ceci achéve la
preuve de la proposition 6.3.13. [l

Finalement, par le lemme 6.3.11 et la proposition 6.3.13, le fait que MTL soit close par
négation et la proposition 6.3.2, nous obtenons le résultat principal de cette sous-section :

Théoréme 6.3.16 Le probleme de contréle MTL sur les mots finis a ressources fixées pour
des spécifications souhaitées ou interdites est décidable. De plus s’il existe un contréleur, il est
possible de construire un contréleur a €états finis.

Remarque 6.3.17 Comme le probleme de satisfaisabilité de MTL peut aisément étre réduit
a un probléme de contréle, le probléme de contréle MTL sur les mots finis a ressources fizées
a une complexité non primitive-récursive [OW05].

Remarque 6.3.18 Comme notre algorithme est basé sur une traduction de MTL auz ATA{,
le résultat précédent s’étend aux spécifications données directement par des ATA;.

6.3.5 Controle Safety-MTL pour des spécifications souhaitées

Les techniques utilisées pour décider le controle Safety-MTL sur des mots infinis pour des
spécifications souhaitées sont proches de celles de la sous-section précédente, en effet nous
ne pouvons identifier ici des mauvais états de D7 ., mais nous pouvons identifier des états
« dangereux » (que nous appelerons condamnés) tel qu’il sera facile de déterminer si un tel
état est gagnant ou non.

Nous fixons un jeu temporisé Safety-MTL sur les mots infinis G = (A, val, L¥(¢)). Soit
I’ Talphabet symbolique de A, d’aprés [OWO05] nous pouvons construire un ATA; complet
B, = (I, P,po, 0, ) sans état accepteur tel que pour tout o € TX¥, o [= ¢ si, et seulement
s'il existe un préfixe & de o tel que & € L*(B,,).

Soit 74/, le produit synchronis¢ de A et B,; soient 7. = (I, W,wo,—) et DT =
(T, SW,{wp},—p) les systémes de transitions symboliques définis dans la sous-section 6.3.3.

Un mot w € W est condamné s'il existe ((¢,v),G) € H '({w}) tel que G = §. Un
ensemble de mots C € SW est condamné s’il contient un mot condamné. Nous utilisons le
terme condamné car le successeur d’un mot (resp. d’un ensemble de mots) condamné est aussi
condamné.

Une stratégie de D7 ., est sdre s’il n’existe pas de mot v € LY  (A) et d’exécution

symb
g1,a1,Y1 g2,a2,Y>2 .. .
Co « p Cq < p -+ avec v = (g1,a1,Y1)(g2,a2,Y2)--- et d’indice i € N tel que C;
est condamné.
.. , . 91,a1,Y1 92,a2,Y2 . , .
Intuitivement une exécution Cy « p Cq © p -+ ou C; est condamné donne lieu

a un mot symbolique 7 tel que tw(y) € L¥(p). Le lemme suivant montre que les stratégies
slires correspondent aux stratégies gagnantes de G.
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Lemme 6.3.19 I] existe une stratégie gagnante (G €états finis) du jeu temporisé Safety-MTL
sur les mots infinis G pour des spécifications souhaitées si, et seulement s’il existe une stratégie
sare (a4 états finis) de DT .

La preuve de ce lemme est analogue & celle du lemme 6.3.11.

Remarque 6.3.20 La principale différence entre [l'algorithme de décision du probléme de
controle MTL et Safety-MTL pour des spécifications souhaitées est que dans le cas de MTL,
une configuration mauvaise €tait toujours perdante pour le controleur. Ce n’est pas le cas ici
avec les ensembles de mots condamnés, en effet comme il y a une condition d’acceptation dans
A, un ensemble de mots condamnés peut encore étre gagnée par le controleur s’il arrive &
jouer un mot n’appartenant pas a L‘S"ymb (A). La proposition suivante assure que nous pouvons

déterminer si une configuration condamnée est gagnante pour le contréleur.
Nous notons DTC le systéme de transitions D7 . avec pour état initial C.

Proposition 6.3.21 Pour un ensemble de mots condamné C € SW, l’existence d’une straté-
gie sire de DTS respectant val est décidable. De plus s’il existe une stratégie sire, une stratégie
stire a €tats finis est calculable.

Preuve. Comme C est condamné, la spécification ¢ ne joue plus aucun role, la seule fagon de
gagner DTC est de jouer un mot vy ¢ LS,y (A) (voir la remarque 6.3.20). Il s’agit donc d’un
jeu sur un graphe fini classique qui peut-étre résolu en le transformant par exemple en jeu de

parité [DMO02]. O

Nous expliquons maintenant comment décider 'existence d’une stratégie stire de D7 ..
Notre algorithme est trés similaire & celui utilisé dans la sous-section 6.3.4 pour MTL sur les
mots finis. Nous commengons avec la racine étiquetée {wy}, et a chaque étape nous prenons
une feuille = étiquetée C € SW et nous faisons 'une des actions suivantes :

— si ’ensemble C est condamné, nous utilisons la proposition 6.3.21 pour déterminer s’il
existe une stratégie siire & partir de C respectant val. Si c’est le cas nous déclarons le
nceud bon, sinon nous déclarons le nceud mauwvais ; ensuite nous fermons le nceud.

— si ’ensemble C n’est pas condamné et qu’il existe un ancétre de x étiqueté C’ avec C' C C,
nous déclarons le nceud bon et nous le fermons.

— sinon, pour toute transition de D7 . de la forme C ﬂm C’, nous ajoutons un nouveau
neeud y étiqueté C’ et une aréte de = a y étiquetée (g,a,Y). Si C n’a pas de successeur,
nous déclarons x mort et le fermons.

Tout comme pour MTL sur le mots finis, la terminaison de cette construction est assurée
par le lemme de Konig et le fait que (SW,C) est un bel-ordre partiel. Nous affectons une
valeur dans {T, L} a chaque nceud de arbre comme dans la sous-section 6.3.4. L’algorithme
répond « oui » si, et seulement si la valeur de la racine est T.

La correction de l'algorithme est assurée par la proposition suivante :

Proposition 6.3.22 Si l’algorithme répond « non », alors il n’existe pas de stratégie sire de
DT .

Si Ualgorithme répond « oui », alors il existe une stratégie sire de DT . & états finis, et celle-ci
peut étre construite effectivement.
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La preuve de cette proposition est similaire & celle de la proposition 6.3.13.
Nous avons donc montré le théoréme suivant :

Théoréme 6.3.23 Le probleme de controle Safety-MTL sur les mots infinis a ressources fixées
pour des spécifications souhaitées est décidable. De plus, s’il existe un controleur, il est possible
de construire un controleur a états finis.

Remarque 6.3.24 Le probléme de model-checking de Safety-MTL sur les mots infinis a une
complezité non primitive-récursive : c’est une conséquence de [OWO05], comme cela nous a
€té communiqué par les auteurs de cet article. Or ce probléme peut facilement étre réduit au
probléme de contréle Safety-MTL sur les mots infinis pour des spécifications souhaitées. La
complexité du probléeme de contréle Safety-MTL sur les mots infinis pour des spécifications
souhaitées est donc non primitive-récursive.

6.3.6 Controle Safety-MTL pour des spécifications interdites

Les preuves de décidabilité du controle MTL et Safety-MTL pour des spécifications sou-
haitées sont assez similaires. Pour le controle Safety-MTL pour des spécifications interdites
nous aurons recours i une technique plus élaborée : nous définirons aussi une notion de stra-
tégie sdre mais nous ne pourrons plus déplier partiellement I’arbre d’exécution de D7 .. Nous
caractériserons I’ensemble des configurations gagnantes par un point fixe et montrerons que
celui-ci a une base finie calculable. Cette technique a été utilisée dans [OWO06b| pour établir
la décidabilité de la satisfaisabilité de Safety-MTL.

Nous rappelons tout d’abord quelques résultats de la théorie des beaux-ordres partiels.
Etant donné un ordre partiel (S, <), nous disons que L C S est fermé vers le bas si x € S,
y € L, et x < y impliquent & € L. Nous disons que L C S est fermé vers le haut si x € S,
y € L, et y =< x impliquent = € L. La fermeture vers le haut de S; C S, notée T S est
I'ensemble {z € S| Jy € S1 : y < x}. Une base d'un ensemble fermé vers le haut U est un
sous-ensemble U, de U tel que U =T Up. Une co-base d’'un ensemble fermé vers le bas L est
une base de I’ensemble fermé vers le haut S\ L.

Proposition 6.3.25 ([FS01]) Soit (S, <) un bel-ordre partiel. Alors
1. tout ensemble fermé vers le bas L C S a une co-base finie.

2. toute suite infinie décroissante Lo O L1 D Lo O --- d’ensembles fermés vers le bas se
stabilise, c’est-a -dire qu’il existe k € N tel que Ly, = Ly pour tout n > k.

Nous fixons un jeu temporisé Safety-MTL sur les mots infinis G = (A, val, L¥(p)) avec
A= (%,X,Q,q,RA, 64). Soit T I'alphabet symbolique de A, d’aprés [OW05] nous pouvons
construire un ATA; complet et local® B, = (T, P, pg, P\{p},d) ot® p est un état puit (c’est-
a-dire que pour tout a € ¥, §(p,a) = p). En particulier pour tout mot o € TX%, 0 |= ¢ si,
et seulement s’il existe une exécution infinie de B, ne visitant que des configurations qui ne
contiennent pas p.

8Un ATA; est local si son horloge est remise & zéro lorsqu’il change d’état.

9Cet automate correspond intuitivement & un automate acceptant le complémentaire du langage de I’ ATA;
B, que nous avons considéré dans la sous-section précédente car il accepte les modéles vérifiant ¢. Nous le
notons également B, car il joue le méme role que précédemment.
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Soit 74/, le produit synchronis¢ de A et B,; soient 7. = (I', W, wp,—) et DT =
(T, SW,{wo}, —p) les systémes de transitions symboliques définis dans la sous-section 6.3.3.
Un mot w € W est sauvé s'il existe ((q,v),G) € H~'({w}) tel que (p,u) € G pour v € T. Un
ensemble de mots C € SW est dit sauvé si pour tout w € C, w est sauvé. Nous utilisons le
terme sauvé car le successeur d'un mot (resp. d’un ensemble de mots) sauvé est aussi sauve.
Intuitivement, si C; est sauvé, le mot ne pourra étre accepté par B, et il est donc déja assuré
que la spécification interdite sera satisfaite.

Un ensemble de mots C € SW est dit répété s’il existe w € C et (q,y,7) € Q@ X X x REGk
tel que ¢ € R% et {(q,y,7r)} < w. Intuitivement C si 'état de A associé est répéteé.

Une stratégie f de D7 . est dite sdre si pour tout v € I'Y compatible avec f, 'exécution

91,a1,Y1 g2,a2,Y2 L . . s . . .
deysur DT ., p=Cp - p (1< p - -, vérifie : {i | C; est répété} est fini ou il existe

1 € N tel que C; est sauvé. Le lemme suivant montre que les stratégies siires correspondent
aux stratégies gagnantes de G.

Lemme 6.3.26 [l existe une stratégie gagnante (& états finis) du jeu temporisé Safety-MTL
sur les mots infinis G pour des spécifications interdites si, et seulement s’il existe une stratégie
sare (a états finis) de DT .

La preuve de ce lemme est analogue a celle du lemme 6.3.11.

Remarque 6.3.27 Dans les sous-sections précédentes, nous avons utilisé la construction d’un
arbre fini correspondant & une partie du dépliage de DT .. pour résoudre les probléemes de
controle MTL sur les mots finis et Safety-MTL sur les mots infinis pour des spécifications
souhaitées. Cette technique ne peut étre appliquée pour le controle Safety-MTL pour des spéci-
fications interdites ; en effet, dans les deux cas précédents, le but du controleur était d’éviter
les états mauvais ou condamnés'® ; si dans la construction de ’arbre nous rencontrions une
configuration C1 puis une configuration Co, avec C; C Ca, nous pouvions arréter le dépliage a
partir de Co, car la configuration Co pouvait étre considérée moins dangeureuse que la configu-
ration C1. Dans le cadre du contréle Safety-MTL pour des spécifications interdites ce n’est pas
le cas, en effet le but du contréleur est maintenant d’atteindre une configuration sauvée, donc
st nous recontrons une configuration C1 puis une configuration Co, avec C1 C Co, Co me peut étre
considérée moins dangeureuse pour le controleur, car il peut exister une suite de configurations
CiECoEC3E -+ ou aucune C; n'est sauvée, et qui fait perdre le controleur.

La configuration Co ne peut pas non plus étre considérée comme plus dangeureuse que la
configuration C1 pour le contréleur, car si C1 C Ca, la configuration Co « a plus de chances »
de mener & une configuration sauvée que Ci.

Les techniques développées précédemment ne peuvent donc s’appliquer, c’est pourquoi nous
avons recours G des méthodes de point fize.

Nous notons €2 I’ensemble des ensembles de mots C € SW tel qu’il n’existe pas de stratégie
siire de DTC . Il est évident qu’il existe une stratégie siire de D7 . si, et seulement si {wo} ¢ Q.
Nous montrons maintenant que nous pouvons construire une représentation finie de ).

Définition 6.3.28 Pour L C SW, nous définissons P; (L) comme l’ensemble des C € SW
tels que C nest pas sauvé et pour toute stratégie f de DTS, il existe un moty € I't compatible

avec f et C' € SW tels que C A C', C' est répété et C' € L.

0Pour plus de clarté, nous négligeons la condition d’acceptation de A dans cette discussion.
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Intuitivement P;, (L) correspond a ensemble des configurations non sauvées a partir des-
quelles le contréleur ne peut empécher I'environnement d’atteindre L en étant passé par un
état répété. (1 est donc intuitivement le plus grand point fixe de P;, car C € Q si 'environ-
nement peut rester dans des configurations non sauvées et passer infiniment souvent par des
états répétés de A, formant ainsi un mot violant la spécification interdite. Nous montrons ce
résultat formellement dans le lemme suivant :

Lemme 6.3.29 Q est le plus grand point fize de P;, (—) : 25W _, 95W

Preuve. Nous montrons tout d’abord que tout point fixe de P;, (L) est inclus dans Q. Soit
L C SW tel que P; (L) = L, et soit Cy € L. Nous montrons que Cy € €2, c’est-a-dire
qu'il n'existe pas de stratégie sire de DT, Soit donc fy une stratégie de DT, Comme
Co € Pi (L), il existe un mot y; € '™ compatible avec fo et C; € SW tels que C A’% C1, C1
est répété et C; € L. Soit fi la stratégie de DTC! correspondant au jeu de fy apreés v;. Comme
Cy1 € L, nous pouvons appliquer le méme raisonnement a f;. Nous construisons ainsi un mot
infini v = 12 - - compatible avec fy tel que Cy l@ C1 ‘ED -+ avec pour tout i, C; € L
et est répété. Le chemin de DT sur ~ ne visite que des configurations non sauvées et passe
infiniment souvent par des configurations répétées. La stratégie fo n’est donc pas stire, ce qui
montre que Cy € 2. Nous avons donc montré que L C €.

Nous montrons maintenant que 2 est un point fixe de P; .
Montrons tout d’abord que P; () C Q.
Soit C € P; () et soit f une stratégie de DT ; montrons que f n’est pas stre. Comme

C € Pi.(Q), il existe un mot v; € 't compatible avec f et C; € SW tels que C AN
est répété et C; € Q. Soit f’ la stratégie de DTS correspondant au jeu de f aprés ;. Comme
C1 € Q, f' n'est pas une stratégie sire de DT, 1l existe donc v € I'¥ compatible avec f’
tel que le chemin de DTC! sur 7 ne visite donc que des configurations non sauvées et passe
infiniment souvent par des configurations répétées. Le mot g7y, compatible avec f, montre
alors que f n'est pas une stratégie sire de DT< et donc que C € Q.

Montrons maintenant que 2 C P; (€2), nous montrons en réalité que P; (2)¢ C Q°. Soit
C ¢ Pi () et montrons que C ¢ €. Si C est sauvé, il est évident que C ¢ §2. Sinon il existe une

stratégie f de DTC telle que pour tout mot v € I't compatible avec f et C’ tel que C l;‘b c,
soit C’ n’est pas répété, soit C' ¢ Q.

Pour montrer que C ¢ € nous cherchons a montrer qu’il existe une stratégie sire de DTEC.
La stratégie f n’est pas nécessairement siire mais nous construisons a partir de f une stratégie
f! stire de la fagon suivante :

— tant qu’aucun élément de Q° n’a été visité, f’ est identique a f,

— si un élément C' € Q° est atteint, par définition de € il existe une stratégie stire for de

DTC . f’ est alors identique & for.
Montrons que f’ est une stratégie sire de DT, Soit v € I'“ un mot compatible avec f’.

Soit Cy AD C1 im .+ lexécution de DTC sur v (nous avons que Cy = C). Soit pour tout
1, C; n’est pas répété alors il n’y a rien a vérifier. Soit il existe i € N tel que C; est répété;

Vi
soit alors 79 € N le plus petit j € N tel que C; est répété. Alors Cy <lp C1 ip <—0>D Cio

est compatible avec f, donc par définition de f, C;, ¢ €. Alors par définition de f’, il existe

Vig+1 Yiq+2
11 < ig tel que C;, <1—>D Ci 41 ;»D -+ est compatible avec fCil (41 est le plus petit indice
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tel que C;, ¢ Q). Il est alors facile de déduire que « vérifie que {i | C; est répété} est fini ou il
existe i € N tel que C; est sauvé car nous avons montré que cette condition est satisfaite par
Vi, Vii+1 - - - et qu’elle ne dépend pas d’un préfixe fini.

f" est donc une stratégie stre de DTS, et nous avons montré que Q C P; (Q).

Cela achéve la preuve que € est le plus grand point fixe de P; . O

Notre but est maintenant de calculer une représentation finie de €2 ; I'idée est de calculer la
suite d’approximations SW 2 P;, (SW) 2 P2 (SW) 2 -+ et d'utiliser la proposition 6.3.25
pour montrer que cette suite se stabilise.

Nous montrons tout d’abord que P;, transforme un ensemble fermé vers le bas en un
ensemble fermé vers le bas :

Lemme 6.3.30 Soit L C SW un ensemble fermé vers le bas (par rapport a C). Alors P;, (L)
est un ensemble fermé vers le bas.

Preuve. Soit L C SW un ensemble fermé vers le bas. Soit C' € P;, (L) et soit C C C'.
Montrons que C € P; (L).

C n’est pas sauvé car C’ n’est pas sauvé et C C C'.

Soit f une stratégie de DTC . Par la proposition 6.3.10, f est une stratégie de DTC . Comme
C’' € P, (L) il existe un mot v € I'" compatible avec f et C] € SW tels que C’ <, C1, C] est
répété et C; € L. Par la proposition 6.3.10 il existe C; C C] tel que C ‘lﬁ‘p Cy. Le fait d’étre
répété ne dépend que de la A-composante donc C; est répété, et comme L est fermé vers le
bas, C; € L. Nous avons donc montré que C € P; (L). P; (L) est donc fermé vers le bas. O

Nous avons montré que P; transforme des ensembles fermés vers le bas en des ensembles
fermés vers le bas. Pour avoir une procédure effective, il nous faut montrer que nous pouvons
calculer une représentation finie de P; (L) a partir d’une représentation finie de L. C’est le
but des prochains lemmes et propositions. Nous raisonnons sur une approximation finie <,
de = qui ne considére que les mots de longueur inférieure ou égale a n.

Nous supposons que nous connaissons une co-base finie B de ’ensemble fermé vers le bas
L. Nous montrons que nous pouvons calculer une co-base finie de P; (L).

Définition 6.3.31 (JOWO06b]) Soit n > 1, nous notons =<,, l’ordre partiel sur W défini par :
w =<, w' si, et seulement si pour tout u € W tel que |u| < n, u < w implique u < w'.

Remarquons que w =< w’ implique w =<, w’ pour tout n > 1. De plus, pour tout n > |w|,
w =, w' implique w < w'.

Exemple 6.3.32 Considérons ¥ = {a,b} et < la relation de sous-mot sur ¥* . Nous avons
que aba =9 bab : en effet I’ensemble des mots v de longueur inférieure ou égale a 2 tels que
u =< aba est {¢,a,b,ab,ba} et chacun de ces mots u vérifie u < bab. Nous avons donc que
aba =<5 bab mais aba A bab.
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Nous considérons également ’ordre partiel C,, sur SW défini par : C C,, C’ si, et seulement
sivVw' € ¢' Jw € C, w X, w'. Pour C € SW, la longueur de C, notée |C|, est la longueur du
plus long mot de C.

Lemme 6.3.33 Soit n € N un entier supérieur au nombre d’horloges de A. La relation de
transition — de 1. est compatible vers le bas par rapport & =, ; c’est-a-dire u =<, w et

gaY . ) . , , gaY
w —— w' impliquent qu’il existe u’ <, w' tel que u —— u’.

La preuve du lemme 6.3.33 est identique & celle du lemme de simulation du rapport de

recherche de [OWO06b)].

Lemme 6.3.34 Soit n € N un entier supérieur au nombre d’horloges de A.
1. siCC, C’, alors Enbpr_(C) = Enbpr_(C').
2. La relation de transition <—p de DT . est compatible vers le bas par rapport 4 &, c’est-

b 7Y . . . . b 7Y
a-dire C| =, C1 et Cy &»D Co impliquent qu’il existe C} C,, Ca tel que C} &D Cl.

En utilisant le lemme 6.3.33, la preuve du lemme 6.3.34 est identique & celle de la propo-
sition 6.3.10.

Dans la suite nous supposons que n est un entier supérieur au nombre d’horloges de A et
a la longueur de tout C € B. Remarquons que L est un ensemble fermé vers le bas par rapport
a C,. En effet pour tout C € SW et C' € B, C' C,, C si, et seulement si C' C C.

Proposition 6.3.35 P, (L) est un ensemble fermé vers le bas par rapport & C,,.

Par le lemme 6.3.33, la relation de transition de 7. est compatible vers le bas par rapport
a =,. La preuve de la proposition 6.3.35 est alors identique a celle du lemme 6.3.30.

Proposition 6.3.36 L’ensemble des C € SW \ P (L) de longueur inférieure ou égale a
n -2 est!! une base de SW \ P (L).

Preuve. Soit C € SW \ P;, (L). Montrons qu’il existe C; € SW \ P;; (L) tel que C; C C et
C1| < n-27IAl Par la proposition 6.3.35, C C,, C; implique C; € SW \ Pi, (L). Soit u un mot
de C. Suivant la technique utilisée dans [OWO06b], pour tout sous-mot v’ < u avec |[v/| = n,
nous marquons les lettres de u correspondant a v’ . Il y a n telles lettres pour tout sous-mot, et
il y a moins de 2! tels sous-mots. Soit sub(u) le mot composé de toutes les lettres marquées
de u (dans l'ordre). Nous avons que sub(u) =< u et u <, sub(u). Soit C; € SW défini par :
C1 = {sub(u) | u € C}. Nous avons que C; C C, |C;| < n-2"Al et C C,, C;. Comme P; (L)
est un ensemble fermé vers le bas par rapport & C,,, nécessairement C; € SW \ P; (L).

{Cr € SW\Piy(L)||C1| <n-2¥IM} est donc une base de SW \ Pi (L). O

Proposition 6.3.37 Soit C € SW, il est décidable de tester si C € P;(L).

1 Nous rappelons que A = 2(QXXXREGK)UPXREGK) o] que défini page 101, est ’alphabet sur lequel sont
définies les configurations.
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Preuve. Nous utilisons un algorithme similaire & celui de la sous-section 6.3.4. Nous déclarons
mauvaises les configurations C' € SW telles que C’ est répété et C' € L. Nous construisons
ensuite un arbre fini qui est une partie du dépliage de DT .. & partir de C. La construction et
la preuve de correction sont similaires a celles de la sous-section 6.3.4. [l

Corollaire 6.3.38 Une co-base finie de P; (L) peut étre calculée a partir d’une co-base finie
de L.

Preuve. Par définition, une co-base finie de P;, (L) est une base finie de SW \ P; . (L). Soit B
une co-base finie de L et soit n un entier supérieur au nombre d’horloges de A et a la longueur
de tout C € B.

Par la proposition 6.3.36, ’ensemble des C € SW de longueur inférieure ou égale a n - 274l
tels que C ¢ P (L) est une base de SW\P;, (L). Comme l'ensemble des C € SW de longueur
inférieur ou égale a n - 2717l est fini, il suffit de tester pour chaque tel C si C € Pii (L), ce qui
est possible par la proposition 6.3.37. O

Nous pouvons maintenant achever la preuve de décidabilité des jeux temporisés Safety-MTL
pour des spécifications interdites. Nous calculons des co-bases finies de la suite d’approximation
SW 2 Py (SW) 2 P2(SW) D -+ et montrons que cette suite se stabilise sur Q. Il suffit
alors de tester si la configuration initiale est dans 2.

Proposition 6.3.39 Etant donné un jeu temporisé Safety-MTL G = (A, val, L*(p)), il est
possible de décider I’existence d’une stratégie gagnante pour des spécifications interdites.

Preuve. Par le lemme 6.3.26 et la définition de ), il existe une stratégie gagnante de G
pour des spécifications interdites si, et seulement si {wg} ¢ €. Par le lemme 6.3.30, 'opéra-
teur P;; transforme un ensemble fermé vers le bas en ensemble fermé vers le bas. La suite
SW 2 Piy (SW) 2 PA(SW) D -+ est donc une suite d’ensembles fermés vers le bas. Par
le corollaire 6.3.38, nous pouvons construire une co-base finie de chaque P;’} (SW). De plus,
par la proposition 6.3.25 cette suite se stabilise aprés un nombre fini d’itérations (le plus petit
k tel que P;X (SW) = PA(SW)). La valeur de stabilisation est le plus grand point fixe de
Piy, c’est donc () par le lemme 6.3.29. Nous pouvons calculer une co-base finie de €2, et donc

deécider si {wp} € Q. O

Le théoréme suivant est une conséquence immédiate des propositions 6.3.2 et 6.3.39 :

Théoréme 6.3.40 Le probleme de controle Safety-MTL sur les mots infinis a ressources fixées
pour des spécifications interdites est décidable.

Remarque 6.3.41 Le probléme de non-satisfaisabilité de Safety-MTL sur les mots infinis,
qui a une complexité non-élémentaire [BMO™T 07], peut facilement étre réduit au probléme de
controle Safety-MTL sur les mots infinis pour des spécifications interdites. La complexité du
probléeme de controle Safety-MTL sur les mots infinis pour des spécifications interdites est donc
non-élémentaire.

Remarque 6.3.42 Pour le probléme de controle Safety-MTL pour des spécifications inter-
dites, le probleme de savoir s’il existe toujours un contréleur o €tats finis est ouvert & notre
connasissance.
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Chapitre 7

Expressivité de MTL et TPTL

Les logiques temporisées MTL et TPTL ont été introduites & la fin des années 80 pour ex-
primer des propriétés quantitatives des systémes temporisés [AH89, Koy90|. Dans ce chapitre,
nous nous intéressons & ’expressivité relative de ces logiques. Il est évident que toute formule
de MTL peut étre exprimée dans TPTL car la formule de MTL ¢; Uy @9 est équivalente & la
formule de TPTL z.(p1 U (p2 A x € I)). Dans [AH92b, AH93, Hen98|, Alur et Henzinger ont
conjecturé que TPTL serait strictement plus expressive que MTL. Ils ont aussi conjecturé que
la formule de TPTL suivante ne pourrait pas étre exprimée dans MTL :

Ga=z.F(bAF (cN z<2))) (7.1)

Nous résolvons cette conjecture pour les deux sémantiques, la sémantique d’actions et la
sémantique continue. Nous montrons que pour la sémantique d’actions, la formule (7.1) ne
peut pas étre exprimée dans MTL, établissant le saut d’expressivité conjecturé. De fagon sur-
prenante, nous montrons que la formule (7.1) peut étre exprimée dans MTL pour la sémantique
continue ; nous proposons alors une autre formule de TPTL ne pouvant pas étre exprimée dans
MTL pour la sémantique continue, confirmant la conjecture :

zF(aNz<1ANG(zx<1= b))

Nos techniques permettent de déduire facilement d’autres propriétés intéressantes comme le
fait qu’ajouter des modalités du passé & MTL et MITL augmente strictement leur expressivité,
ou le fait que MTL est strictement plus expressive pour la sémantique continue que pour
la sémantique d’actions (cela a été prouvé indépendamment dans [DPO07]). Nous montrons
également que la formule (7.1) ne peut étre exprimée dans MITL pour la sémantique continue,
ce qui est contre-intuitif car cette formule n’utilise pas de contrainte ponctuelle.

7.1 TPTL est strictement plus expressive que MTL

Dans cette section, nous montrons que TPTL est strictement plus expressive que MTL pour
la sémantique d’actions et la sémantique continue.
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7.1.1 La formule d’Alur et Henzinger n’est pas un bon témoin

Il a été conjecturé dans [AH92b, AH93, Hen98| que TPTL serait strictement plus expressive
que MTL, et en particulier que la formule de TPTL

Ga=z.F(bAF (cN z<2)))

ne peut pas étre exprimée dans MTL. La proposition suivante montre que cette formule n’est
pas un bon témoin pour montrer que TPTL est strictement plus expressive que MTL pour la
sémantique continue :

Proposition 7.1.1 La formule de TPTL z.F (bAF (cA x < 2)) peut étre exprimée dans MTL
pour la sémantique continue.

Preuve. Soit ® la formule de TPTL 2.F (b A F (¢ A x < 2)). Cette formule exprime que
depuis le point courant, il y a un b suivi d’un ¢ dans la séquence temporisée, et que le ¢ se
produit dans moins de deux unités de temps. Pour prouver la proposition, nous construisons
une formule de MTL @' qui est équivalente & ® pour les séquences temporisées. La formule @’
est définie comme la disjonction de trois formules ® = & v @}, v &% ou :

(I)ll = (Fgl b) A F[LQ] c
(I)/Q = Fgl (b A Fgl C)
5 =F< (F<ib)AF=i0)

Soit k une séquence temporisée. Si x = @', il est évident que x = ®. Supposons maintenant
que k |= @, alors il existe 0 < t; < t3 < 2 tels que ! K,t; = b et k,ta = c. Sity < 1 alors &
satisfait ®) ou @), (ou les deux) selon que t2 est plus petit ou plus grand que 1. Si ¢; €]1,2]
alors il existe une date ¢’ de ]0, 1] telle que k,t' = F<1 b A F—; ¢, ce qui implique que x = ®%.
Nous représentons les trois cas possibles sur la figure 7.1 :

0 1 2
| N : n : = &
: ' @]

0 1 2
—* ¥ : : = O/
: ' = @5
0 1 2 )
r 1 T ll) E T |— @3

(FS1 b)/\F:l C

F1G. 7.1 — Traduction de la formule ® de TPTL dans MTL

O

D’aprés la proposition ci-dessus, nous obtenons que la formule de TPTL G (a = ®) est
équivalente a la formule de MTL G (a = @) pour les séquences temporisées.

'Nous ne mentionnons pas la valeur de I’horloge z car elle correspond & la date.
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7.1. TPTL est strictement plus expressive que MTL

7.1.2 MTL est plus expressive que MITL pour la sémantique continue

La formule de MTL proposée dans la sous-section précédente utilise une contrainte ponc-
tuelle F— . Il est naturel de se demander si cela est vraiment nécessaire étant donné que la
propriété initiale de TPTL n’est pas ponctuelle & priori. De maniére surprenante, pour exprimer
la formule ® dans MTL, les contraintes ponctuelles sont nécessaires :

Proposition 7.1.2 La formule ® = x.(F (b AF (c Az < 2))) ne peut pas étre exprimée dans
MITL pour la sémantique continue.

La granularité d’une formule ¢ est le plus petit dénominateur commun des constantes
apparaissant dans ¢. Si p est la granularité de ¢, toute constante apparaissant dans ¢ est
clairement un multiple de 1. Nous utilisons la notation MITL,, (resp. MTL,,) pour I’ensemble
des formules de MITL (resp. MTL) de granularité p.

Preuve. Nous construisons deux familles de mots temporisés vu comme des séquences tem-
porisées (Ap)nen+ et (Bp)nen- telles que :

(a) pour tout n € N*, A, = ® et B, = ®
(b) pour tout p € N* et tout ¢ € MITL,,, A, =@ < B, = ¢.

La proposition 7.1.2 est une conséquence immeédiate des propriétés (a) et (b) : si ® a un
équivalent dans MITL W, soit p la granularité de W. Par (a) A, = ¥ et B, %= U; par (b)
A, =V <= B, =V ce qui est une contradiction.

L L
BN
An ¥ -———t4 i : ——4 '
a 2_% c b c b 9 € b
B, w -——— t —+—+ i
a c b c b

Fi1G. 7.2 — Les modéles A,, et B,

Les deux familles de modéles sont présentées sur la figure 7.2. Remarquons que sur les
modéles A, et B,, il n’y a pas d’action entre les dates 0 et 2 — % Aprés la date 2 — %, le
mot A, est périodique de période ﬁ : la proposition atomique c est vraie aux dates 2— % +35
avec ¢ > 0, la proposition atomique b est vraie aux dates 2 — % + 5. Le mot B, est obtenu
en décalant A, de % unités de temps.

Nous montrons tout d’abord que pour tout p € N*, toute formule de MITL,, est unifor-
mément vraie ou fausse sur certains intervalles de A, et B,. Pour tous les entiers p et i avec

. . , 1 , 5
1 <i < 2p, nous notons J; , l'intervalle ]2 — T2t %[QRZO.
Lemme 7.1.3 Pour tous les entiers p et i avec 1 < ¢ < 2p, pour tout ¢ € MITL,, et tout
T,y € Ji,p;
Bp,l’ ): 1% — Bp7y ): ©-

Preuve.[Preuve du lemme| Nous prouvons ce lemme par récurrence sur i. Nous prouvons
tout d’abord I’étape de récurrence : supposons le résultat vrai jusqu’a ¢ — 1. Nous montrons le
résultat pour ¢ par induction sur la structure de . Cette induction est évidente si ¢ est une
proposition atomique, ou si ¢ est la conjonction ou la négation de formules plus petites.

Le dernier cas est quand ¢ = ¢1 U 2. Dans la suite, nous écrivons g pour %. Comme ¢ €
MITL,, I est de la forme I =|kiq, kagq[, I = [k1q, k2q[, I =]ki1q, k2q] ou I = [k1q, kaq], avec k1 <
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ks. Nous montrons ’hypothése d’induction pour les quatre cas en prouvant la propriété plus
forte suivante : sil existe z € J; ), tel que By, z = ¢1 Ulk,q,k2q) P2, alors pour tout y € J;y,
pr Yy |: P1 U]k1q7k‘2q[ $2.

Pour prouver cette implication, soit x € J; ; tel que By, z = 01 Uy, g koq) P2- S0it y € Jip,
montrons que By, y = ¢1 U, g kgl P2-

Par définition de z, il existe k1q < t < kog tel que By, x + ¢ |= @2 et pour tout 0 < ¢’ < ¢,
By, x4+t |= ¢1. Par hypothése d’induction sur ¢1, nous avons que pour tout z € J; p, By, z |=
1. Cela est vrai en particulier entre y et = si y < .

Nous distinguons maintenant différents cas selon la position respective de x, y et ¢ :

— Casou k1g < x4+t —1y < kog. C’est le cas oul le témoin pour x est aussi correct pour y.

En posant ¢ = x 4+ ¢t — y, nous avons que ¢ est vraie entre y et z (si y < x), donc
By, y E ©1 Ujkyg kngl P2

— Cas ou z +t — y < ki1q (en particulier z < y)

—Sik=0,alorsz+t<y<2—iqg+ %. Donc par hypothése d’induction, ¢ et @2
sont vraies partout dans 'intervalle J; ,, donc By, y = ¢1 Ulkyq,kaq] P2-
— Si ki > i : nous pouvons supposer que |z —y| < 4. En effet le cas général peut étre

retrouvé en considérant z = (x—;y) et en appliquant le lemme deux fois.

Nous avons que x +t > 2 —iq — % + kiqg > 2 — %. Comme les modeles By, z + ¢ et
By, x 4t + 4 sont identiques, nous avons que By, z +t + 2 |= 2. Le point x +t + 4

sera le témoin de 1 Ujg, g kg P2 €n y. Nous devons montrer que

L. 1 est satisfaite entre 'ancien témoin (x+1t) et le nouveau témoin (z+t+4) : cela
est vrai parce que pour tout 0 < z < £, les modeéles By, x+t+z et By, x+t+2z—12
sont identiques, et By, x +t 4 z —  satisfait ¢1.

2. t' = x+t—y+1 est dans l'intervalle Jk1q, kog[ : t' < k1qg+4 < kag (car x+t—y <
kiq) et t' >t > kiq (car |z —y| < 2).

— Si0 < kp < i (ce qui implique que ¢ > 1), nous prouvons l'existence d’un témoin dans
I'intervalle J;_g, ;-
Nous avons que £+t >2—ig— g +kig=2—(i—ki)g— ¢, et a+t=a+t—y+y<
kig+2—iq+ %, donc x+1t est dans J;_j, ,,. Nous appliquons I’hypothéese de récurrence

pour 7 — k1, et obtenons que 1 et 2 sont satisfaites partout dans J;_j, ,. En prenant

—3 q__
t'=kiqg+ %, il est facile de vérifier que kiqg <t' < kag et y +t' € Ji_j, p-

— Cas ou x + t — y > kagq (en particulier x > y)

— Si kg > i : nous supposons a nouveau que |z —y| < 4.
Comme z +t=x+t—y+y>kq+2—-ig—%>2—"1%et By,x+1t|= @, nous
avons que By, x4+t — 4 = 2. Nous devons encore montrer que le nouveau témoin
t' = x+t—y—12 est dans le bon intervalle : nous avons que t’ < t < kaq car [z —y| < 4,
et t' > kaoq — 2 > kyq. De plus, comme nous 'avons montré avant, @i est satisfaite
entre y et x.

— Si ko < i (donc i > 1), nous construisons un autre témoin dans I'intervalle J;_, .

A nouveau, x +t =x+t—y+y>2+kq—iqg—getx+t<2—ig+ 5+ kg
donc x +t est dans J;_y, ,. Nous appliquons I’hypothése de récurrence pour i — kg, et
obtenons que 1 et (2 sont satisfaites partout dans J;_, ,,. Nous montrons facilement

—(2—ig—q/8 .
que t' = koq — W est un témoin de @1 Ujy, g k,q) P2 €0 Y.
Le cas i = 1 est une conséquence de la preuve ci-dessus, car nous utilisons ’hypothése de

récurrence que pour les cas ou ¢ > 1. U
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Nous déduisons facilement le lemme suivant :
Lemme 7.1.4 Pour tout p € N*, pour tout p € MITL,, A,,0 = ¢ <= B,,0 = ¢.

Preuve.[Preuve du lemme]| Soit ¢ une formule de MITL,,. Alors

1
Ay, 0 = = B, % = ¢ car les suffixes & partir deA,, 0 et Bp,é—) sont les mémes
p
5)
< Vr e [O, 8—[ , Bp,x |= ¢ par le lemme 7.1.3 pour i = 2p
P
— BP70 |: ¥

Ce lemme achéve la preuve de la proposition 7.1.2. O

Comme corollaire de la proposition 7.1.2, nous obtenons le théoréme suivant :

Théoréme 7.1.5 MTL est strictement plus expressive que MITL pour la sémantique continue.

7.1.3 TPTL et MTL pour la sémantique d’actions

Nous avons montré précédemment que la formule d’Alur et Henzinger n’était pas un bon
témoin pour montrer que TPTL est strictement plus expressive que MTL pour la sémantique
continue. Nous montrons dans cette sous-section que pour la sémantique d’actions, cette for-
mule est cependant un bon témoin :

Proposition 7.1.6 La formule de TPTL ® = 2. (F (bAF (c Ax < 2))) n'a pas d’équivalent
dans MTL pour la sémantique d’actions.

Preuve. Nous conservons les notations de la sous-section 7.1.2, et en particulier nous considé-
rons & nouveau les familles de modéles (maintenant considérées comme des mots temporisés)
(Ap)nen+ et (Bp)nen+ décrites sur la figure 7.2. Comme précédemment MTL,, désigne le frag-
ment de MTL contenant les formules de granularité p. Comme dans la sous-section précédente
nous prouvons que :

(a) pour tout p € N*, A, |= @ et B, =
(b) pour tout p € N* et tout ¢ € MTL,, A, = <= B, =
La propriété (a) est évidente. Pour prouver la propriété (b), nous montrons tout d’abord le

lemme facile suivant :

Lemme 7.1.7 Pour tout p € N*, pour tout k, k' > 1 tels que k = k' mod 2, et pour toute
formule o € MTL,,

ApkEp &= BykEp < A,k E¢ < B,k E .
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Ce résultat est évident car les suffixes & partir de Ay, k, By, k, A,, k', et By, k' sont les mémes.

Nous prouvons maintenant le lemme suivant :
Lemme 7.1.8 Pour tout p € N* et toute formule ¢ € MTL,,, A,,0 = ¢ <= B,,0 = ¢.

Nous raisonnons par induction sur la structure de . Le cas des propositions atomiques est
facile, de méme que I’étape d’induction pour la conjonction et la négation. Nous posons ¢ = %.
Supposons maintenant que ¢ = 1 Uj@s. Remarquons que pour tout k£ € N il n'y a pas

d’action aux dates kq dans A, ou B,. Nous avons donc que pour tout ki, k2 € N,

Ap E 01 Upyghaq 92 <= Ap F 01 Uiy kag 2
= Ap F 01 Upygiag P2 <= Ap F 01 Ul kaq P2

et de méme pour B),. Sans perte de généralité nous supposons donc que I =|k1q, kaq|.
Dans ce qui suit, nous écrivons 7; pour la date associée a la position 7 dans A, et Tj( pour
la date associée & la position j dans B,.

— Supposons que A,,0 = ¢, et montrons que B,,0 = ¢. Nous savons qu’il existe i > 0
avec 7; € I, Ay, i |= 2, et tel que pour tout 0 < k < i, A, k = 1. Nous distinguons
deux cas :

— Sii > 3 : nous prenons j =i — 2; alors 7; = 7;, et 7; € I. Par le lemme 7.1.7, nous
avons que By, j = ¢2. Comme A,, 1 et A, 2 satisfont o1, ce lemme assure également
que pour tout k > 0, By, k |= ¢1. Donc By, 0 = 1 Ur ¢

-Sil<i<2:alorsT; € {2— %,2— %}, ce qui implique k2q > 2. En prenant j =i et
en appliquant le lemme 7.1.7, nous obtenons que B,,j = ¢2 et pour tout 0 < k < j,
By, k = 1. Comme j = i, nous avons 7/ = 7, + 4, donc 7/ > 7, > kiget 7/ <2 - { <
2 < kap. Donc By, 0 = 01 Ujg, g kpq) P25 €t en particulier By, 0 = @1 Us o

— Réciproquement supposons que B,,0 |= ¢. Alors il existe j > 0 tel que 7']/- €I, By, j = ¢,
et pour tout 0 < k < j, By, k |= ¢1. Nous distinguons deux cas :

— Si j > 3 : nous prenons alors ¢ = j + 2. Dans ce cas 7; = 7']( et 7, € I. Par le
lemme 7.1.7, nous avons que Ay, i = @a. A nouveau, comme By, 1 et B,,2 satisfont
©1, le lemme 7.1.7 asssure que pour tout k > 0, A,, k |= ¢1. Donc A,,0 = 1 Ug 2

-Sil1<j <2: alors T]{ € {2 - %, — 2}, ce qui implique que k1g < 2 — ¢. Nous
prenons ¢ = j : le lemme 7.1.7 assure que Ay, i = @2 et que pour tout 0 < k < 1,
Ay, k = ¢1. Nous avons 7; :Tj/- — 4, donc 7; < 7']/- <kopetrm >2— % >2—q > kig.
Dot Ap, 0 = ©1 Uk, g kaq[ P2, €6 Ap, 0 = 01 Ug 2.

O

Comme corollaire direct de la proposition 7.1.6, nous obtenons le théoréme suivant : :

Théoréme 7.1.9 TPTL est strictement plus expressive que MTL pour la sémantique d’ac-
tions.

Comme la formule F<o (¢ AT Sb) de MITL+Past distingue également les familles (A,)pen
et (Bp)pen, nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 7.1.10 Pour la sémantique d’actions, MTL+Past et MITL+Past sont respective-
ment strictement plus expressives que MTL et MITL.
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Le résultat pour MITL a déja été prouvé par des techniques différentes dans [AH92D].
A notre connaissance, le résultat pour MTL n’était pas connu avant. Remarquons que le
corollaire 7.1.10 établit une importante différence entre le cadre temporisé et le cadre non
temporisé ot il est bien connu qu’ajouter des modalités du passé n’augmente pas ’expressivité
de LTL [Kam68, GPSS80].

7.1.4 TPTL et MTL pour la sémantique continue

Comme nous 'avons vu, la formule utilisée pour la sémantique d’actions ne peut étre
un témoin pour la sémantique continue. Nous utilisons une autre formule et montrons la
proposition suivante :

Proposition 7.1.11 La formule de TPTL ® = 2. F(a Az < 1AG (z <1 = —b)) n'a pas
d’équivalent dans MTL pour la sémantique continue.

Preuve. Soit p € N* et ¢ = %. Quitte & augmenter la hauteur temporelle d’une formule ¥ de
MTL, nous pouvons supposer que ¥ utilise uniquement des contraintes de la forme ~ ¢, avec
~ € {<,=,>}. Nous définissons MTL,, ,, le fragment de MTL composé des formules utilisant
uniquement des contraintes ~ ¢ et dont la hauteur temporelle est au plus n.

Nous construisons deux familles de mots temporisés vus comme des séquences temporisées
Ay et By telles que :

(b) Apn et By, ne peuvent étre distingués par une formule de MTL

pn—3"

Nous définissons tout d’abord A, ,,. Sur cette séquence temporisée, a est vraie exactement
aux dates ﬁ + a%, ol a € N. La proposition atomique b est vraie exactement aux dates

q _ 4q .~

(a+1)-2 -zl otaecN

By n a exactement les mémes a que A, ,, alors que b est vraie dans B, ,, aux dates (v +1)-
4 _ 49 )
5 — g oua €N,

Les portions entre 0 et 4 des deux séquences temporisées sont représentées sur la figure 7.3.

P g q P P

Les deux séquences temporisées sont en fait périodiques de période %.

a _q
2n 12n
R e -
Apn ————————————————
a a a a a a ab a ¢ a
0 2

F1G. 7.3 — Les modéles A, ,, et B,

Le lemme suivant est évident car pour chaque équivalence les suffixes sont les mémes :

Lemme 7.1.12 Pour tout entier strictement positif p, pour tout entier n, pour tout réel posi-

tif x, et pour toute formule ¢ de MTL, en posant ¢ = %, nous avons les propriétés suivantes :
q

Apn,z =@ = By, x+ o = (7.2)
q

Az = Apns+ 5 F @ (7.3)
q

Bpn,x =@ = Bpn,x + ) = (7.4)
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Nous prouvons le lemme suivant :

Lemme 7.1.13 Soit p € N*, et q = %. Pour tout k < n, pour toute formule ¢ € MTL;k,

pour tout x € |0, % — gz;f?,’% , pour tout o € N, nous avons
q 4 _
Ap7n+3,a§ +z ko = Bpn+3, ag +rE

Preuve. Nous raisonnons par récurrence sur k. Pour améliorer la lisibilité nous écrivons A
q

et B pour A, 13 et By 3 respectivement et posons § = TeEeIt
— Le cas k = 0 est facile, car ¢ ne peut étre qu'une proposition atomique et pour toutes
les dates dans 'intervalle considéré, A et B ont les mémes propositions atomiques.
— Supposons le résultat vrai pour k£ et montrons le pour k£ + 1. Soit ¢ € MTL; k41, Femar-
quons que nous pouvons supposer ¢ de hauteur temporelle égale & k+ 1 sinon le résultat
est déja vrai par hypothése de récurrence.
- Si o = 1 Uy : soit z € [0,%— ((k+1)+2)5[ et @ € N, et supposons que
A ad + 2 |= 1 Uy pa. Alors o est vraie a la date (o + 2)4 4 z, et ¢ est vraie
pour toutes les dates intermédiaires. En appliquant I’hypothése de récurrence, nous
obtenons que B, (a4 2)Z + 2 = @2. Nous obtenons également que B vérifie 1 pour
toutes les dates entre ad + x et ad + x 4 6. Par I'équation (7.2), ¢1 est également
vérifiée dans BB entre les dates ad +14-0 et (a+2)2+x. Il vient donc que B, a2+ |= .
Réciproquement supposons que B, a% + 2 = 1 U—4 2. Par hypothése de récurrence
A, (a+2)4 + 2 = o. Par I'équation (7.2), nous savons que ¢; est vraie dans B entre
af +x et (a+2)4+2— 4. Enfin, I'équation (7.3) assure que ¢ est également vraie
dans B entre (o +2)2 +x —d et (a4 2)2 + x, ce qui clot ce cas.
— Supposons que ¢ = @1 Uy g2 @ soit x € [0, I—((k+1)+ 2)(5[ et « € N et supposons
que A, of +2 = 01 Uy o
— Si le témoin pour ¢y est entre ad +x et (a+1)2 4+, en appliquant I'équation (7.2),
nous obtenons que B,aZ +x + 0§ F o1 U<% 2. L’hypothése de récurrence assure
que @1 est vraie dans B entre a% + x et oz% + x 4+ 6, d’ott nous déduisons que
B,ai +x = @1 Ucqpo.

— Sile témoin est entre (a+1)Z+x et (a+2)4+x, par Péquation (7.3), il y a également
un témoin entre a2 + x et (o + 1)2 + x et nous appliquons le cas précédent.

Réciproquement, supposons que B, oz% + 2 = 1 U, 2. Nous distinguons ici aussi

deux cas :

— Si le témoin pour @2 est entre ad 4 x et ad 4+ 2+ 4, il suffit d’appliquer 'hypothése
de récurrence a @1 et pa.

— Sinon il suffit d’appliquer 'équation (7.2).

— Enfin, supposons que ¢ = ¢1 Usg¢o : soit z € [0,4 — ((k+1)+2)0[, a € N, et
supposons que A, ad + x |= ¢1 Usq pa. En appliquant I'équation (7.2) et 'hypotheése
de récurrence & (1, nous obtenons que B, oz% + 2 = @1 Usq o
Réciproquement, supposons que B,a2 + x |= ¢1 Usg 2. Si le témoin pour oo est
aprés (a +2)2 + x + 4, il suffit d’appliquer I’équation (7.2). Sinon, I’équation (7.3)
assure que nous pouvons trouver un autre témoin pour @y aprés (a + 2)4 4+ x + 4.
Cela achéve la preuve du lemme.

O
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En appliquant le lemme précédent avec k = n et « = x = 0, nous trouvons que toute
formule de MTL,,, ne peut distinguer A, 13 et Bp 3. Alors la formule ® ne peut avoir
d’équivalent dans MTL, car cette formule devrait satisfaire les équations (a) et (b). Nous
avons donc prouvé la proposition 7.1.11. O

Nous déduisons le théoréme suivant :

Théoréme 7.1.14 TPTL est strictement plus expressive que MTL pour la sémantique conti-
nue.

Remarquons que la formule z.F (aAx < 1AG (x < 1 = —b)) n’utilise pas la modalité U, donc
le fragment de TPTL utilisant uniquement les modalités F et G est lui aussi strictement plus
expressif que le fragment correspondant de MTL. Ce n’est pas le cas du fragment de TPTL
utilisant uniquement la modalité F (voir la section 7.2).

Il est clair que la formule F—; (=S a) de MTL+Past distingue les deux familles de modéles
(Apn)peNnen et (Bpn)pennen. La formule plus élaborée de MITL+Past

F>i (F3L, (G —a)) A -bSa) (7.5)

distingue également ces modéles : la sous-formule F;£1 (G™!—a) assure qu’il y a un point
pas trop éloigné dans le passé (au plus une unité de temps) tel que a n’a jamais été vrai
dans le passé. Dans les deux modéles, ce point est nécessairement entre les dates 0 et L, et
F;l_l (G~ —a) est vraie exactement entre les dates 0 et 1+ 1= Donc la formule (7.5) exprime
qu’il y a un point entre les dates 1 et 1+ L ot =bS a doit étre vérifiée. Cette formule est
satisfaite dans A, ,, pour tout n et p, mais n’est satisfaite pour aucun B, ,. Nous avons donc
le corollaire suivant :

Corollaire 7.1.15 MTL+Past et MITL+Past sont respectivement strictement plus expressives
que MTL et MITL pour la sémantique continue.

A notre connaissance, ce sont les premiers résultats d’expressivité pour des logiques tem-
porisées linéaires utilisant le passé pour la sémantique continue.

7.2 Fragment existentiel de MTL et TPTL

TPTLy est le fragment de TPTL qui utilise uniquement la modalité F (et pas la modalité
plus générale U) et restreint la négation aux propositions atomiques. Formellement, TPTLg
est définie comme suit :

pu=plplotVer | pi A |Folo~c|ay

ou p est une proposition atomique, = une horloge, c € Q et ~ € {<, <, =,>,>}.
Un exemple de formule de TPTLg est 2.F (b AF (¢ Az < 2)) (voir la sous-section 7.1.1).
De méme nous définissons le fragment MTLy de MTL ot seule la modalité F est autorisée :

pu=plp|leiVer |1 Ap2 |Fro

ol p est une proposition atomique et I € Zg.
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D’aprés la sous-section 7.1.3, nous savons que pour la sémantique d’actions, TPTLg est
strictement plus expressive que MTLg, car la formule z.F (bAF (cAx < 2)) n’a pas d’équivalent
dans MTL (et donc dans MTLg). Par contre, pour la sémantique continue, nous avons prouvé
que la formule ci-dessus peut étre exprimée dans MTLg (voir la sous-section 7.1.1). Nous
généralisons maintenant la construction de la sous-section 7.1.1 et montrons que TPTLg et
MTLg ont la méme expressivité pour la sémantique continue.

Théoréme 7.2.1 TPTLg et MTLg ont la méme expressivité pour la sémantique continue.

Preuve. Nous supposons sans perte de généralité que toutes les contraintes apparaissant dans
des formules de TPTLg sont des entiers. Pour toute formule de TPTLg, nous construisons une
formule équivalente de MTLg pour la sémantique continue. La construction se fait en six
étapes.

1. Forme normale pour les formules de TPTLE.
Quitte a ajouter de nouvelles horloges, nous supposons que toute occurrence d’une modalité
F est sous la portée directe d’une remise a zéro « x. », et que toute horloge x apparaissant
dans la formule est remise & zéro au plus une fois. Nous considérons donc des formules de la
logique définie par :
pu=plwlereleVel|lz~clzFyp (7.6)
telle que toute horloge apparait au plus une fois dans une remise & zéro « z.F ».

Nous construisons maintenant récursivement une forme normale pour les formules de
TPTLg qui est en quelque sorte une forme normale disjonctive. Nous appelons atome une
proposition atomique ou sa négation.

Définition 7.2.2 Une formule de TPTLg est simple si c¢’est un atome, une contrainte d’hor-
loges ou si elle est de la forme :

hi ho h3
z.F (/\ak/\ (/\xzk Nkck) A /\@k)
k=1 k=1 k=1

ot ay, sont des atomes, x, des horloges, ~j, € {<,<,=,>,>}, ¢ sont des rationnels positifs,
et o sont des formules simples de TPTLg xj, .F 1y.

Le lemme suivant est évident en utilisant la propriété que x.F (¢1 V ¢2) est équivalent a
(x.F 1) V (x.F p2).

Lemme 7.2.3 Toute formule de TPTLg est équivalente a une combinaison booléenne positive
de formules simples de TPTLg.

Le probléme initial se raméne donc & construire pour toute formule simple de TPTLg, une
formule équivalente de MTLg.

2. Des formules simples de TPTLy aux systémes d’inéquations diagonales.

Cette étape consiste & transformer récursivement une formule simple de TPTLg en un
systéme d’inéquations, ot chaque sous-formule z.F ¢ est représentée par la date y a laquelle ¢
est vérifiée. Cela génére des conditions entre y et les autres dates et horloges déja construites.
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Nous définissons tout d’abord les systémes d’inéquations diagonales® qui seront associés
aux formules de TPTLg.

Définition 7.2.4 Soit X un ensemble d’horloges et Y un ensemble fini de variables disjoint
de X. Un systéme S sur X et Y est un couple (V,J) ou V:Y — MTLF associe a toute
variable y € Y une formule de MTLg V(y), et J est une ensemble d’inéquations (diagonales)
de la forme © —x' ~ ¢ oux ~ ¢ ot x,2’' sont des éléments de X UY, ~ € {<,<,=,>,>}, et
c € Z est un entier relatif.

Intuitivement, un tel systéme S représente une propriété sur les séquences temporisées
ou les formules de MTLg données par V doivent étre satisfaites aux dates satisfaisant les
contraintes données par le systéme d’inéquations 7.

Par abus de notation, si S = (V,J) est un systéme sur X et Y, pour tout y € Y, nous
écrivons S(y) pour V(y), et si e est une inéquation de J, nous notons e € S.

Soit S un systéme sur X et Y, x une séquence temporisée, v: Y — R>( une valuation, et
a: X — R>( une interprétation des horloges de X. Nous disons que ,v,a = S si 'interpré-
tation o/ : X UY — R>p, qui étend naturellement v et « satisfait les conditions suivantes :

VeeS, d'lEe et Vyevy, ko(y) ESyy).

La relation de satisfaction est alors définie par? :

Kt,alES st Ju: Y — Ryg tel que k,v,a S,
YyeY, viy) >tet Jyo €Y, v(y) =t.
La conjonction de deux systémes S = (V, J) et S’ = (V', J’), notée SAS’, est le systéme
(V" JuJ") ou V" y— V(y) ANV'(y).

Soit ¢ une formule simple de TPTLg avec pour horloges X,. Nous expliquons comment
construire inductivement un systéme S, sur X, et un ensemble de variables Y, tel que

k,0,0l=c @ ssi K0, =S, (7.7)

— Si ¢ est un atome, I'ensemble des variables Y, contient une unique variable y, le systéme
n’a pas d’inéquations, et S(y) = .

— Si ¢ est une contrainte x ~ ¢, ’ensemble Y, contient une unique variable y, le systeme
a une unique inéquation y ~ ¢, et S(y) = T.

— Nous supposons que ¢ = z.F (/\21:1 ap N (/\Zi1 Tip ~k ck) A /\Zil (pk), ol @y est une
formule simple de TPTLg de la forme z;, .F ¢;,. Nous supposons que nous avons déja
construit pour tout 1 < k < h3, un systeme S, sur X, et Y, qui correspond a ¢;, dans
le sens de I'équivalence (7.7). Nous construisons le systéme S, comme suit. L’ensemble
des variables Y,, est UZP’: 1 Yo, U{y}, ot y est une variable fraiche représentant la date a
laquelle la sous-formule /\21:1 ap N ( /\Zi1 Tip ~k ck> A /\Z“: | ¢k sera vérifiée. Le systéme
S, est alors défini par la conjonction suivante :

— V: y /\hl_ ak
S@ SO} 7'} — U /\ k=
SRSN3 2

ol Sy, [, < y] est le systéme S, dans lequel la variable z;, a été remplacée par y.

2Nous remercions Pierre-Alain Reynier pour la traduction de ce terme.
3Comme le systéme est évalué au temps ¢, au moins une des variables de la valuation sera envoyée sur t.

127



Chapitre 7. Expressivité de MTL et TPTL

Exemple 7.2.5 Pour la formule x1.F (a A z2.F (b A x1 < 2)), le systéme construit par la
transformation inductive présentée plus haut est le suivant :

Viyg — a
y2 — b

S= Yo — w1 <2
JT=9q y2>u
Y1 > 21

La variable x1 représente le temps initial, c’est-a-dire la date a laquelle la formule doit étre
vérifice.

Le lemme technique suivant établit la correction de la construction :
Lemme 7.2.6 k., t,afz—t]|E ¢ < K, t,afz—t] = S,.

Preuve. Nous raisonnons par induction sur la structure de .
Le cas des atomes et des contraintes d’horloges est évident. Soit ¢ une formule simple

de TPTLg de la forme z.F ( 2“:1 ag N\ (/\22:1 Tip, ~k ck) A /\Z“:1 cpk> ou ¢y, est de la forme

Kytalr—t E e
(1) K, 3 ‘: /\21:1 ak
< dpf>ttelque ¢ V1 <k <hy B—alrm—t)(zi)~k ck
V1<k<hg (k0 alz—1]) | F
K, B /\21:1 ag
V1<k<hy, f—ale—i(z) ~k ey
< dp>ttelque ¢ V1 <k <hs, Jug: Yy, — [3,+00) tel que
(K, v, ez = ¢, — B]) F Sy F oy
(par hypothése d’induction)
( K, [ ‘: /\21:1 ar
V1<k<hy, f—alet(zy) ~k e
375 Yy, U{y} — [t, +00) tel que T (y) = 5 et
< 3B >ttel que (K, 0k, afz = t x5, — B]) |_S$]kF¢k[l‘jk —y
(parce que xj, est remplacé par y et la va-
luation 7 associe a y la valeur 3, qui est la
valeur associée & x;, par 'interprétation)
< Ju:Y — [t,+00) (étendant chaque vi) tel que
v(y) = AL ax
v(y) — alz > t)(z) > 0
V1< k< hy, v(y) —ale —t)(zi,) ~k ck
V1 <k<hs,
kv = tag, — oY) Sy w2, < Yl

< Ju:Y — [t,+oo[, tel que
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koY) = ALL, ax
(y) = alz — f](x) > 0
V1<k<hy, v(y) —afz e t)(zg,) ~ i
V1<k<hs, (kovalz—t)kF Sl'jk-F"/’k[xjk — vy
(parce que I'horloge xj, n’apparait plus
\ dans Sﬂcij v [T yl)

<

PON K talr =t ES,

Presque toutes les équivalences ci-dessus sont évidentes, & part 'implication réciproque

3 . .
&. En effet, vy, envoie a priori Y, sur [t,+oo], et pas sur [3,+oo[. Pour montrer que

vk(y') > B pour y' € Y, , nous appliquons le lemme facile suivant :
Lemme 7.2.7 Soit k,v, o tel que Kk, v, afx — t| = S,. Alors pour tout v’ € Y, v(y') > v(y).

Cela acheéve la preuve du lemme 7.2.6. O

3. Quelques propriétés des systémes.
Soit S un systéme sur Y et ¢ une formule de MTLg. Nous disons que S et ¢ sont équivalents
si pour toute séquence temporisée x,

k,0,0 =S ssi k,0 1.

Notre but est donc de construire une formule 1) de MTLg équivalente & Sy, oll ¢ est une
formule simple de TPTLg.

Nous disons que deux systémes S = (V, J) et 8’ = (V', J’) sont équivalents si V = V',
et J et J' ont les mémes solutions. Remarquons que deux systémes équivalents représentent
des formules de TPTLg équivalentes sur les séquences temporisées.

Nous prouvons facilement le lemme suivant :

Lemme 7.2.8 Soient S; = (V, J1) et So = (V, J2) deuz systémes. Soit S = (V, J) un systéme
tel que l’ensemble des solutions de [J est l'union de l’ensemble des solutions de J1 et Jo. Alors

K taES < k,t,a =81 ou kK, t,a = So.

Grace a ce lemme, nous déduisons la propriété suivante : si ¢; est une formule de MTLg
équivalente a un systéme S; (pour i € {1,2}), alors 1 V9 est une formule de MTLg équivalente
as.

4. Reéduction a des systémes d’inéquation diagonales bornés.

Nous fixons un systéme S = (V, J), en supposant que J = {z; —x; <i; myj |4, =0---n}
est un ensemble de contraintes en forme normale (c’est-a-dire qu'’il n’est pas possible de déduire
des contraintes plus fortes) avec zy = 0. Nous supposons de plus (quitte & dupliquer le systéme,
ajouter des contraintes de la forme z; < x;, et appliquer le lemme 7.2.8) que les contraintes
de J impliquent que z;—; < x; pour tout 0 < ¢ < n. Soit M la plus grande constante
apparaissant dans J. Pour tout b: {1,--- ,n} — {<, >}, nous définissons un nouvel ensemble
de contraintes J° o les contraintes {x; — z;_1 b(i) M | 1 < i < n} sont ajoutées & J. Nous
prouvons les deux lemmes suivants :
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Lemme 7.2.9 (a;)o<i<n est une solution de J si, et seulement si c’est une solution de JP
pour un b: {1,--- ;n} — {<, >}

Lemme 7.2.10 Soitb: {1,--- ,n} — {<,>} tel que J est consistent (c’est-a-dire J° a une
solution), et soit =y, la relation d’équivalence sur les indices suivante :

i=pj ssi pourtouti<k<j b(k)

<.
Alors JP est équivalent a
{z; — Tj <45 My |i=pjtU{z; —xi—1b(i) M |1 <i<n}.

Ces lemmes sont une conséquence immédiate du fait que M est la plus grande constante
apparaissant dans J, et du fait que z;_1 < x; pour tout 0 < ¢ < n.
Le lemme 7.2.10 est décrit par la figure suivante :

bornée bornée

Sur cette figure, tout point sur la ligne représente une variable, et une partie notée « bornée »
rassemble toutes les variables dont les différences sont bornées par le systéme d’inéquations
JP. Deux parties « bornées » sont séparées par au moins M unités de temps.

D’aprés le lemme 7.2.9, si 1° est une formule de MTLg équivalente a SP, alors la disjonction
de tous les °, oi1 b parcourt I’ensemble des fonctions de {1,--- ,n} — {<, >}, est équivalente
a S. Il nous reste a expliquer comment construire une formule équivalente & un systéme SP.

Nous fixons un b: {1,--- ,n} — {<, >}, et notons (I;)o<i<p les classes d’équivalence pour
=}, (en ordre croissant). Pour chaque 0 < i < p, nous notons n; le plus grand indice de I;. Nous
supposons que nous connaissons une procédure qui construit une formule de MTLg équivalente
aux systémes S = (V, J) ou J implique que toutes les variables sont bornées. Nous décrirons
une telle procédure a 1'étape 6. ci-dessous. La formule de MTLy résultante est noté ¥(S).
Nous définissons les systémes (S;)o<i<p par une récurrence décroissante sur ¢ comme suit :
Si = (Vi, Ji) est un systéme sur {x; | j € I;} et

{ Vi(z;) = VP(z;) sii=petjel; ousijel\{n}
Vl(xnz) = Vb(xm) NFsp \I’(Si-i-l) sii#p
Ji = j‘tl’l est la restriction de J® aux variables {z; | j € I;}

D’aprés les lemmes 7.2.6 et 7.2.10, la formule 9® est équivalente a la formule ¥(Sy) définie
plus haut. Nous avons donc réduit notre probléme initial & trouver une formule de MTLg
équivalente & un systéme S = (V, J) ot les contraintes de [J impliquent que toutes les variables
sont bornées.

5. Décomposition de systémes d’inéquations diagonales bornés.

Nous fixons § = (V, J). Nous supposons que les variables apparaissant dans J sont {x; |
0 < i < n}, et quelles sont bornées par M. Nous nous inspirons de la décomposition en régions
pour les automates temporisés [AD94], et nous décomposons J en systémes ou les contraintes
sont des régions. Intuitivement, une région spécifie dans quel intervalle élémentaire (de la
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forme Jc,c+ 1] ou [c, ¢] pour ¢ < M) se trouve la différence z; — x;. Il est alors suffisant de
trouver des formules de MTLy pour les systémes Sg = (Vg, Jr) oit Jr représente une région
bornée : en effet, si i est une formule de MTLg équivalente au systéme Sg = (V, Jg) ot Jr
contient toutes les contraintes de J et toutes les contraintes définissant la région R (ce qui
signifie aussi que Jr correspond & R car R est soit inclus dans [J ou disjoint de [J), alors la
formule \/ Rrc7 YR est équivalente au systéme S (en appliquant le lemme 7.2.8).

Une région R peut également étre caractérisée par une valeur entiére pour chaque variable
z; (0 <4 < n) et par des variables (X;)o<i<p (qui forment une partition de {z; | 0 <1i < n})
telles que?

— x € Xy si, et seulement si (x) = 0,

- x,y € X; si, et seulement si (x) = (y),

-z € X; et y € Xj avec i < j impliquent (z) < (y),

Soit 8" = (V', J") le systéme sur {X; | 1 < i < p} (les X; sont vus comme des variables
ici) tel que pour tout 1 < i < p, V/(Xi) = A,ex, Fo|o) V(2), et J' est le systéme 0 <
X; < -+ < Xp < 1. Si ¢ est une formule de MTLg équivalente a S’, alors la formule
(/\meX0 F_|, V(z)) Ay est équivalente au systéme S.

6. Formules de MTLy pour les systémes simples.

Il nous reste a montrer comment construire des formules de MTLg W[;..,,) . équivalentes aux
systemes Sy, = (V, Jpr) sur {X; | 1 <i < p}, oi r est un rationnel et J,, est ’ensemble des
contraintes 0 < X; < --- < X, < r. Remarquons que par abus de notation nous supposons
que nous avons une unique fonction V' qui est utilisée pour tous les systémes S, ,. Nous
construisons inductivement des formules ;... 44] », qui traitent le cas des variables Xj a Xp 1
sur P'intervalle |0; r[. Pour k < 0, la formule est T. Pour k = 0, nous avons ¥, . = F<, V(X}).
Pour k + 1 variables X;, & Xpig, Vip..nqn),r est la disjonction des quatre formules @1 a @4
décrites ci-dessous, qui distinguent les positions possibles des variables :

— ¢’il n’y a pas de variable dans I'intervalle ]O, kLH} et que toutes les variables (Xp,1;)o<i<k

sont dans l'intervalle } o fr[ :

¢, =0, VF_r 0

k+1

ol

k
01 =Fc | <\/ ((F:T—k% V(Xh"’k)) A ‘Il[h~~-h+k—1],r—kz_’"1)>

=1

La formule ®; distingue les différentes positions pour la derniére variable X, : celle-ci

est dans 'un des intervalles [7‘ - ki—J:l,r — kz—ll} avec 1 < i < k ou ]r — kirrl,r — (l;fl)r {
avec 1 <1 <k.

Remarquons que ®; n’exprime pas exactement la propriété ci-dessus : elle contient
d’autres cas, mais implique toujours que 0 < X; < --- < X}, < r. Cette remarque
s’applique également pour les trois formules suivantes.

“Dans la suite, () représente la partie fractionnaire de x, et || représente la borne inférieure de I’intervalle
dans lequel z se trouve (si x est dans [c, c] ou |¢,c+ 1], alors |z] est ¢).
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Chapitre 7. Expressivité de MTL et TPTL

ol

— ¢'ily al <[ < k variables dans l'intervalle ]0, L [ et kK —1+1 variables dans l'intervalle

1
T .
]k+1?T['

k

Qg = \/ (‘I’[h-»-h—i—l—l},kil AY (‘I’[h—i-l---h—&-k},r—k#“)) :
=1

— s'il y a 0 <1 < k variables dans I'intervalle }0, o [, une variable a la date 1=, et k—1

variables dans l'intervalle ] k%—l? r[ :

k

03 =\/ (‘I’[h-v-h—i-l—l},k;l NF_ o (V(Xh—i-l) A ‘I’[h+l+1~-h+k},r—#l>> :
1=0

— enfin, si toutes les variables sont dans l'intervalle }O, T [ :

O, =F._ - qum)AF<ﬁj<VﬁXmu)A(-~)))

k+1

I1 est facile de montrer par induction que la formule résultante est équivalente a S, .. O

Exemple 7.2.11 Nous illustrons toutes les étapes de la construction précédente sur la for-
mule :
¢ = z.F <a/\x >IANFOAz<3)AyF(-aNzx<3ANy> 1))

1. La forme normale de ¢ est
z.F (a/\:cz INzF(bANz<3)ANy.F(-anhz<3ANy> 1))

2. Le systéme associé a cette formule simple de TPTLg est

zo =0, z1—2z9>1 zo— T
20—21>0, 29—20<3 Z1—a
2z3—21 >0, 23—20<3 z9 — b
z3—2z1>1 23 — —a

— 2o représente le temps initial, c’est-a-dire la date a laquelle la formule p doit étre vérifiée ;
— 21 représente la date o laquelle la formule (a ANe>1ANzFbANz<3)ANyF(-anz <

3Ny > 1)) doit étre vérifiée ;
~ 29 représente la date a laquelle la formule (b A x < 3) doit étre vérifiée ;
— z3 représente enfin la date a laquelle la formule (ma ANx < 3 Ay > 1) doit étre vérifiée.
De tels systemes de contraintes peuvent étre représentés par des matrices & différences
bornées (DBMs pour Difference Bound Matrices) [Bou0/j]. Le systéme d’inéquations J
peut étre représenté par la DBM suivante en forme normale :

20 21 Z2 Z3
o/ =0 <3 <3 <3
L4l <=1 =0 <2 <2
| <-1 <0 =0 <2

L \<—2 <-1 <1 =0
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4. Le systéme d’inéquations ci-dessus présente une incertitude sur l’ordre relatif des variables
zo et z3. Nous décomposons ce systeme en deux sous-systémes, un ot zo < 23, et un autre
ot z3 < z9. Nous ne considérons que le second cas dans la suite. Le systéme obtenu est
borné, donc nous n’avons pas besoin de le décomposer plus avant.

5. Ce systéme d’inéquations représente une zone bornée, que nous décomposons en T€gions.
Par exemple, il contient la région définie par les contraintes :

20=20 1<z <2
2<29<3 2<23<3
z9—2z1 =1 O0<zz3—2z1 <1
0<zg—23<1

Nous ne voulons avoir que des constantes 0 et 1, nous décalons donc le systéme ci-dessus
et obtenons :

2 = 0, 0<z21<1 2= T
s 0<2h<1, 0<zp<1 V' 21— F_oja
N 21—2b=0, 0<zj—2t<1 ") 2 — Foob
0<zh—z<1 zh — F_9—a

En posant Xo = {z}, X1 = {21, 25} et Xo = {24}, nous obtenons le nouveau systéme

Xo— T
j//:{0:X0<X1<X2<1} V. X1 —F_1anNF_3b
Xo— F_9a

6. Nous construisons maintenant la formule correspondant au cas que nous avons sélectionné :
P = VPV I3V Dy avec®

O = 01 VF 501 000, =F_5-aANFo5(F-1aNF_3b)

Oy = Foo5(Fo1aANF_3D) A F}2.573[ -a

b3 = F_;5 (F:1 aANF_obA F]272.5[ —\a) vV (F<0,5 (F:1 aANF_o b) ANF_o5 —|a)
d,= F_o5 (F:1 aANF_obA F]272.5[ —\a)

Remarquons que cette formule n’est qu’une partie de la formule de MTLg équivalente a la
formule initiale .

Notre construction de TPTLgy & MTLg est exponentielle. Nous calculons tout d’abord la
forme normale de la formule ¢ de TPTLg en choisissant pour chaque disjonction une des
sous-formules : la forme normale est alors la disjonction de toutes les formules obtenues par
de tels choix. Cela donne un nombre exponentiel de formules dont la disjonction correspond
a ¢, la taille de chacune de ces formules étant linéaire en la taille de ¢. La réduction & des
systémes bornés produit pour chaque formule un nombre exponentiel de systémes (dont la
taille est polynomiale en celle de ¢). Nous calculons alors pour chaque systéme la formule de
MTL correspondante qui a une taille exponentielle en la taille du systéme. La formule de MTL
pour ¢ est finalement la combinaison d’un nombre exponentiel de formules exponentielles, sa
taille est donc simplement exponentielle.

SPour améliorer la lisibilité de cet exemple, nous considérons que les opérateurs temporels ont une priorité
supérieure a celle de la conjonction.
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Chapitre 7. Expressivité de MTL et TPTL

Notre construction donne une procédure pour tester la satisfaisabilité d’une formule de
TPTLg. La satisfaisabilité de TPTL et MTL est indécidable pour la sémantique continue [AH89],
alors que la satisfaisabilité de MTL est décidable mais de complexité non primitive-récursive
pour la sémantique d’actions|OW05]. Par la construction ci-dessus nous obtenons que :

Corollaire 7.2.12 Le probléeme de satisfaisabilité pour TPTLg (et donc MTLg ) pour la sé-
mantique continue est NP-complet.

Preuve. Si ¢ est une formule de TPTLg, nous devinons pour chaque disjonction de ¢ une
des sous-formules, et construisons le systéeme & = (V,J) pour la nouvelle formule qui est
directement en forme normale, nous devinons alors un ordre sur les variables qui est cohérent
avec les contraintes de 7, et nous résolvons finalement un simple probléme de programmation
linéaire. Le probléeme est donc dans NP. La NP-dureté est une conséquence immédiate de celle
de 3SAT. O
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Chapitre 8

Automates input-determined continus

Les automates temporisés sont un modéle expressif ayant un probléme de vacuité déci-
dable; ils ne sont néanmoins pas déterminisables ni clos par complémentaire. De ce fait il
est plus difficile d’obtenir des caractérisations logiques pour cette classe de systémes [Wil94],
car par exemple, une caractérisation par une logique monadique du second ordre (MSO) non
restreinte suppose la cloture par complémentaire. Les automates event-clock [AFH94| furent
un des premiers pas vers 'identification d’une sous-classe des automates temporisés clos pour
les opérations booléennes. Ces automates ont une caractérisation logique forte en terme de
logique monadique du second ordre [RS97, D’S03|. Les automates event-clock ont des horloges
implicites, dont la valeur ne dépend que du mot temporisé lu et pas du chemin pris dans
I’automate.

Pour la sémantique d’actions, une classe d’automates (les automates input-determined) gé-
néralisant les automates event-clock a été proposée [DT04|, permettant d’obtenir de fortes ca-
ractérisations logiques entre logiques temporisées et automates input-determined. Des exemples
d’opérateurs input-determined sont l'opérateur <, de [AFH96| qui mesure le temps depuis la
derniére occurrence d’une action a, ou 'opérateur ¢, [DT04, DMO05] rappelant 'opérateur F
de MTL, qui mesure le temps jusqu’aux prochaines occurrences de ’action a. Nous établissons
dans ce chapitre un cadre similaire pour la sémantique continue, nous ajoutons des invariants
et des e-transitions aux automates input-determined classiques. Nous montrons que cette classe
d’automates est déterminisable et close pour les opérations booléennes. Tout comme les auto-
mates finis, les automates input-determined continus admettent une caractérisation par une
logique monadique du second ordre (TMSO€); de plus le fragment du premier ordre de cette
logique (TFO®) est expressivement équivalent a une extension input-determined naturelle de
LTL (TLTL®).

La récursivité apparait de maniére naturelle dans les logiques temporisées dans la construc-
tion inductive des formules; pour obtenir des caractérisations entre automates et logiques
temporisées, nous définissons une version récursive des automates input-determined. Comme
dans le cadre non-récursif, nous montrons que les automates input-determined récursifs ad-
mettent une caractérisation par une logique monadique du second ordre (rec-TMSQO¢), avec une
équivalence entre le fragment du premier ordre (rec-TFO¢) et une extension input-determined
naturelle de LTL (rec-TLTL®). La logique rec-TLTL® correspond & la logique MTL+Past, qui
est donc expressivement équivalente & rec-TFO€. Nous avons donc développé un formalisme
logique pour MTL+Past : les automates input-determined récursifs caractérisent rec-TMSO€,
et MTL+Past correspond au fragment du premier ordre de cette logique. Nous donnerons

135



Chapitre 8. Automates input-determined continus

d’autres applications de ces résultats dans le chapitre 9.

8.1 Définitions

8.1.1 Fonctions a variation finie

Soit ¥ un alphabet et soit f : [0,7] — X une fonction avec r € T. Nous notons dur(f) la
durée de f, dans ce cas . Nous disons que f est une fonction a variation finie! sur ¥ s’il existe
une suite d’intervalles Io, I1,--- , Io, et des lettre wo,wy, -+ ,wa, tels que 0 € Iy, I; et 114
sont adjacents pour tout ¢, I; est un singleton pour tout ¢ pair, et pour tout ¢t € [0, 7], f(t) = w;
si t € I;. Nous disons alors que (wp, Ip) - - - (wan, I2,,) est une représentation par intervalles de
f. Un mot wowy - - - wy, de 2* est dit canonique si n est pair, et s’il n’existe pas de ¢ pair tel que
0 <i<netw_1=w; =wp1. Une représentation par intervalles (wp, Ip) - - - (wan, I2,) de f
est dite canonique si wq - - - way, est canonique. Remarquons que toute fonction a variation finie
a une unique représentation canonique par intervalles. Nous appelons FVF (X)) I’ensemble des
fonctions & variation finie sur 3.

Soit f € FVF(X) et soit (wo, Io) - - - (wan, [2,) sa représentation canonique par intervalles.
La détemporisation de f, notée détemp(f), est wow; - - - way,. La détemporisation d’une fonction
capture explicitement les points de discontinuités de cette fonction et les intervalles entre
eux : si I C FVF(X), détemp(F) = {détemp(f) | f € F}. La temporisation d’'un mot
w = wowy - - - Wy, sur X, notée tempy,(w) (ou simplement temp(w) quand X est clair dans le
contexte) est définie comme suit :

si |w| est impair, temp(w) = ()
si |w| est pair, temp(w) = {f € FVF(X) | (wo, Lo)(w1,I1) - - (wp, I,,)
est une représentation par intervalles de f}
Si L C X%, temp(L) = {temp(w) | w € L}.
Exemple 8.1.1 Soit ¥ = {a,b} et soit f:[0,2] — X définie par :

a st 0<zx<13
flz)y=<¢ b st 13<x<2
a s x=2

f est une fonction a variation finie représentée sur la figure suivante :

bt —
a .
1.3 2

FiG. 8.1 - Fonction & variation finie

!Nous omettons ¥ quand I’alphabet est clair dans le contexte.
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Soit w = aaaabba € ¥*. La fonction f est dans temp(w) car une représentation par inter-
valles de f est (a,[0;0])(a,]0;0,5])(a, [0,5;0,5])(a,]0,5;1,3])(b, [1,3; 1, 3])(b, |1, 3; 2[) (a, [2; 2]).
Notons que cette représentation par intervalles n’est pas canonique (de fagon intuitive, cela est
di a Uintroduction «arbitraire» du point 0,5).

Nous avons que détemp(f) = aabba car f admet pour représentation canonique par inter-

valles (a,[0;0])(a,]0;1,3[)(b,[1,3;1,3])(b,]1,3;2[)(a, [2;2]).

8.1.2 Automates input-determined continus

Nous définissons tout d’abord les opérateurs input-determined et les gardes sur ces opéra-
teurs.

Définition 8.1.2 Soit ¥ un alphabet. Un opérateur input-determined sur . est une applica-
tion partielle de (TY* x T) dans 27 qui est définie pour tout couple (o,t) ot t € [0, dur(c)].

Un opérateur input-determined identifie donc un ensemble de distances a partir d’une
position dans un mot temporisé.

Etant donné un ensemble d’opérateurs input-determined Op, nous définissons ’ensemble
des gardes sur Op, noté G(Op) inductivement de la maniére suivante :

gu=T|A"[~g|lgVglgAg

ou A € Op et I € Zg. Les gardes de la forme AT sont dites atomiques. Etant donné un mot
temporisé o, nous définissons la satisfaisabilité d’une garde g aux dates t € [0, dur(o)], et
deéfinissons la relation de satisfaction o,¢ = ¢g de la maniére suivante :

otlE=T
ot = Al si. Ao, t)NT #0
o,t =g si oty

o, tlE=EgiVge si o,tl=giouo,tl=g
otEg@ANg si otEgqetotEg

Exemple 8.1.3 Soit ¥ un alphabet. L’opérateur Ag qui associe a (o,t) l'ensemble {1} sit
est rationnel et l’ensemble {0} sinon, est un opérateur input-determined.

Pour a € X, Uopérateur (), inspiré de la logique MTL, qui associe a (o,t) ’ensemble des
distances d telles que un a se produit au temps t+d dans o est un opérateur input-determined.
Oq est formellement défini par Qq(o,t) ={d €T |30 <i<|o| -1, 05 = (a,t+d)}.

L’équivalent dans le passé de Oq, noté &, est également un opérateur input-determined. 11
est défini par & (o,t) ={de T |0 <i<|o|—-10;=(a,t—d)}

Pour a € X, lopérateur <, input-recording, qui associe a (o,t) la distance de la derniére
occurrence de a avant le temps t, est un opérateur input-determined. Il est défini par <,(o,t) =
max(&,(0,t)) st Qu(o,t) # 0 et par <,(o,t) =) sinon.

Un opérateur input-determined A sur X est dit a variation finie si pour tout I € Zg, et
tout o € TY*, la fonction fas : [0, dur(c)] — {0,1} définie par far(t) = 1sio,t = Al et 0

sinon, est & variation finie.

Exemple 8.1.4 L’opérateur Ag n’est pas a variation finie. Les opérateurs Qq, Qu et <, sont
a variation finie.
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Nous définissons maintenant la notion d’alphabet symbolique sur un ensemble d’opérateurs
input-determined :

Définition 8.1.5 Soit X un alphabet et Op un ensemble d’opérateurs input-determined sur
Y. Un alphabet symbolique sur (3, Op) est un alphabet partitionné T' =T'1 UT'y, ou T’y est un
sous-ensemble fini de (XU {e}) x G(Op) et 'y un sous-ensemble fini de G(Op).

Nous définissons l’ensemble des mots temporisés sur X associés & une fonction f de
FVF(T';Ul'y), noté tw(f) de la maniére suivante. Si détemp(f) & I'1-(T'y-T'1)*, alors tw(f) = 0.
Sinon un mot temporisé o = (wo, to) - - - (Wn, ty) est dans tw(f) si pour tout ¢ € [0, dur(f)] :

- si f(t) = (a,g), pour a € ¥ et g € G(Op), alors il existe i € {0,--- ,n}, avec t; =t et

a;=acetotpEg.

—si f(t) = (e,9) ou g, pour g € G(Op), alors o,t |= g et il n’existe pas de i € {0,--- ,n}

avec t; = t.
Notons que pour tout f, tw(f) est soit vide, soit un singleton. Si £ C FVF(I';y UT'g), tw(f)
est défini par (e p tw(f).

Définition 8.1.6 Soit X un alphabet et Op un ensemble d’opérateurs input-determined sur
Y. Un automate input-determined continu (AIDC) A sur (X, Op) est un automate fini avec
invariants sur un alphabet symboliqgue I' =T'1 UT'y basé sur (2, Op).

En tant qu’automate fini avec invariants, A accepte un langage symbolique L%, . (A). Nous
définissons également le langage de fonctions accepté par A, noté F'(A) par temp (L3, (A)).
Le langage temporisé accepté par A est tw(F(.A)), nous le notons L*(A).

Exemple 8.1.7 La figure 8.2 représente un AIDC sur ({a,b}, Op) avec Op = {Qq | a € X}.
Il reconnait le langage Lg; (« si » signifie sans insertion), qui accepte les mots temporisés pour
lesquels pour tout instant entre deux a consécutifs, il n’y a pas de a ou de b une unité de temps
plus tard. L’automate fonctionne de la fagon suivante : si la derniére lettre lue est un b il se
trouve dans l’état initial ; si la derniére lettre lue est un a et la prochaine a étre lue un b, il
se trouve dans l’état du bas; enfin si la derniére lettre lue est un a et la prochaine a étre lue
un a, il se trouve dans l’état de droite. L’invariant de ce dernier état est —((}g’l] V 01[)1,1]) et
assure donc qu’il n’y a pas de a ou de b une unité de temps plus tard.

(ot y ol

Fic. 8.2 - Fxemple d’automate input-determined continu

8.2 Propriétés de cloture

Dans cette section nous montrons que les automates input-determined continus sont clos
pour 'union, 'intersection et le complémentaire. S’il est clair que leurs langages symboliques
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sont clos pour les opérations booléennes, ce n’est pas le cas pour leurs langages temporisés :
en effet deux mots symboliques différents peuvent avoir des mots temporisés en commun.
Complémenter de fagon symbolique un automate input-determined continu ne permet donc
pas d’obtenir le complémentaire de son langage temporisé.

Nous définissons la notion d’alphabet symbolique propre : & deux mots d’un tel alphabet
correspondent des ensembles de mots temporisés distincts, nous pourrons donc complémenter
un automate sur un alphabet symbolique propre en complémentant son langage symbolique.

Soit G un ensemble fini de gardes atomiques sur Op. Un alphabet symbolique propre sur
(, Op) basé sur G est un alphabet partitionné T' = Ty UTy ou I'y = (BU{e}) x 2¢ et Ty = 2€.
Un mot symbolique propre est un mot sur un alphabet symbolique propre. Un mot symbolique
propre 7 € I" est canonique pur siy € I'1-(I'y-T'1)* et 7y ne contient pas de facteur de la forme
g-(e,9)-g. Pour f € FVF(I' UT3), nous définissons tw(f) en interprétant ¢ C G comme
la garde A\, g h A /\heG\ {9} —h. La propriété fondamentale des mots canoniques purs est que
deux mots distincts ont des mots temporisés disjoints.

Exemple 8.2.1 Soit ¥ = {a}, Op = {Qs} et G = {()Ll’l]}. L’alphabet symbolique propre est
I =T1Uly ou Ty = (S U{e}) x 2¢ et Ty = 2C. Soit f1 : [0,2] — Ty Uy telle que f1(0) =
£2) = (a,0), 1(1) = (e, {O8) et f1(t) = 0 si t ¢ {0,1,2}. Alors tw(f1) = {(a,0)(a,2)}.

Soit fo : [0,2] — 'y UTy définie par fa(1) = (,0) et fo(t) = fi(t) si t # 1. Alors
tw(f2) = 0. En effet la lettre (¢,0) lue en 1 dans fo impose qu’aucune contrainte de G ne doit
étre vérifiée en ce point, en particulier la garde OE’”.

Un automate input-determined continu propre A sur (X, Op) est un automate fini avec
invariants sur un alphabet symbolique propre I' basé sur (X, Op). Le langage d’un auto-
mate input-determined continu propre est défini comme pour un automate input-determined
continu. Un AIDC propre est dit canonique pur si son langage symbolique ne contient que
des mots canoniques purs.

Nous montrons maintenant que tout AIDC est équivalent & un AIDC canonique pur.

Lemme 8.2.2 Soit X un alphabet et Op un ensemble d’opérateurs input-determined a varia-
tion finie. Les AIDC sur (X, Op) et les AIDC' propres sur (X, Op) définissent la méme classe
de langages temporisés.

Preuve. Soit A un AIDC sur un alphabet symbolique propre I' = I'; UI's basé sur un ensemble
fini de gardes atomiques G. Nous obtenons un AIDC' a partir de A en remplagant tout g € G
par Apeg h A Apec (g 7P
Réciproquement, soit I' = I'y U I's un alphabet symbolique, et soit G ’ensemble des
gardes atomiques utilisées dans I". Nous montrons maintenant que pour tout AIDC A =
(T, Q,1,9, F,1) il existe un AIDC propre A’ tel que L*(A) = L*(A).
Soit I" = I} UTY, Palphabet symbolique propre sur (3, Op) basé sur G. Nous construisons
A= (@,Q,i,d, F' ') basé sur I' =T} UTY, comme suit :
- Q' ={"tU{(¢.9)l¢€Q,9CG,g = Ug)}
-0 = {(i/7 (Cv 91)7 (QaQZ)) | (i7 (Cv 9)7 Q) € 57 g1 = g} U
{((p,91) (¢, 92),(a,93)) | (,(c.9).q) € 6,92 = g} U
{(p,91), (¢,92): (P, g3)) | g2 = 1(p)}
- F={(f9)eQ | ferF}
- U(s) =T et I'((¢,9)) = 9.
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Cette construction consiste a dupliquer tout état p € @ en fonction de toutes les gardes
symboliques propres qui satisfont [(p). Par exemple si G = {g1, g2} et I(p) = g1, A’ contiendra
les états (p,{g1,92}) et (p,{g1}). L'état (p,{g1,92}) signifie que A se trouve dans p et que g;
et go sont vérifiées ; et I’état (p, {g1}) signifie que A se trouve dans p et que g; est vérifiée mais
pas g2 (car la garde symbolique propre {g;} signifie g1 A —g2). Remarquons qu’il peut y avoir
une transition spontanée de (p, {g1,92}) & (p,{g1}) si la garde g; est vérifiée. O

Lemme 8.2.3 Soit 3 un alphabet et Op un ensemble d’opérateurs input-determined a varia-
tion finie. Les AIDC sur (X, Op) propres et les AIDC' canoniques purs sur (X, Op) définissent
la méme classe de langages temporisés.

Preuve. Un AIDC canonique pur est un AIDC propre donc I'implication réciproque est
triviale.

Soit A un AIDC propre sur I' = I'y UT's basé sur GG. Nous allons construire un AIDC
canonique pur A’ sur I tel que L*(A) = L*(A').

Soit A = (I',Q,1,6, F,1). Nous définissons tout d’abord la relation 7 qui correspond
intuitivement & la fermeture transitive par e-transition pour un automate fini avec invariants,
c’est-a-dire qu’il faut que tout au long du chemin le méme invariant soit vérifié.

0F est la plus petite relation incluse dans @ x @ telle que

— pour tout q € Q, (q,q) € &

— pour tout ¢, r,t € @, pour tout g € G tels que l(q) = I(r) = I(t) = g, si (¢, (¢,9),7) €0

t (r,t) € 0F alors (q,t) € 0}

Nous construisons maintenant ’automate A; comme la fermeture arriére par o7,
dire ./41 = (F, Q, i, 51, Fl, l) ou :

— pour tout ¢, € Q, pour tout v € 'y, (q,7,7) € 01 si, et seulement s’il existe t € @ tel

que (q,t) € 6F et (t,y,7) € d; et sil(q) #I(r) alors v ¢ {e} x G

~Fi={¢€Q|IreF (qr) e}

L’automate A" est obtenu en retirant toutes les transitions (g, (g, g),r) telles que I(q) =
l(r) = g; cette opération ne change pas le langage temporisé puisque nous avons fermé A;
par §*. Nous avons donc que A’ est canonique pur et reconnait L*(.A). O

c’est-a-

Proposition 8.2.4 Soit ¥ un alphabet et Op un ensemble d’opérateurs input-determined a
variation finie. Les AIDC sur (X, Op) et les AIDC canoniques purs sur (3, Op) définissent
la méme classe de langages temporisés.

Preuve. C’est une conséquence immédiate des lemmes 8.2.2 et 8.2.3. (I

Théoréme 8.2.5 Soit ¥ un alphabet et Op un ensemble d’opérateurs input-determined a
variation finie. La classe des AIDC sur (X, Op) est close par union, intersection et complé-
mentaire.

Preuve. La cloture par union est évidente car il suffit de faire I’'union des langages symboliques.
Pour la cloture par complémentaire, d’aprés la proposition 8.2.4 il suffit de montrer que les
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AIDC canoniques purs sont clos par complémentaire. Soit A un AIDC canonique pur sur I' =
I'y UT9. Comme deux mots canoniques purs distincts ont des langages de fonctions disjoints,
nous avons que L*(A)® = tw(temp(L,,,,(A)))° = tw(temp(L3,,,,(A))). Or L, (A)° est un
sous-ensemble régulier de I'; - (I'2 - I'1)*, il est donc reconnu par un AIDC propre.
L’intersection peut étre obtenue a partir de 'union et du complémentaire. Il est également
possible de construire un automate reconnaissant l'intersection de deux AIDC canoniques
purs comme a partir de I’automate intersection. O

8.3 Logique monadique du second ordre en temps continu

Dans cette section, nous interprétons la logique monadique du second ordre de Biichi sur
des fonctions & variation finie et montrons que la détemporisation d’un langage de fonctions
définissable dans la logique est régulier. Ce résultat nous sera utile ultérieurement dans I’étude
des AIDC.

Nous rappelons que pour un alphabet ¥, la logique monadique du second ordre de Biichi
(voir par exemple [GThWO02]), que nous noterons MSO¢(X) est définie comme suit :

pu=Qu(x) [T X |xz<y|-p|pVe|drp|IXep

oll a € X, x et y sont des variables du premier ordre, et X est une variable du second ordre.
Nous utiliserons comme convention que les lettres minuscules correspondent & des variables
du premier ordre, et les lettres majuscules & des variables du second ordre.

Nous interprétons une formule de la logique sur une fonction a variation finie f € FVF(Y),
avec une interprétation I par rapport & f, qui associe pour toute variable du premier ordre x
une valeur dans [0, dur(f)], et pour toute variable du second ordre X un sous-ensemble fini
de [0, dur(f)]. Si A et B sont des sous-ensembles de T, nous utilisons la notation A Cg,; B si
A est un sous-ensemble fini de B.

Pour une interprétation I, nous utilisons la notation I[z — t] pour linterprétation qui
envoie = sur t et est identique & I pour toutes les autres variables. De méme I[X — B] est
I'interprétation qui envoie X sur B et est identique a I pour toutes les autres variables.

Nous définissons la sémantique de MSO¢(X) : soit une formule ¢ € MSO¢(X), f € FVF(X)
et [ une interprétation par rapport a f des variables libres de ¢, la relation f,1 = ¢ est définie
inductivement comme suit :

[ITEQu(z)  si f(I(z) =a

f[IlFEzeX si I(z) e (X

LIz <y st I(z) <I(y)

fa]I|:_'()0 si f,]II#SO

LIE@eiVes st f,IEprou f,lE @

£, 1 Jze si Jtel0,dur(f)], f,llx—tl ¢

Pour un énoncé, c’est-a-dire une formule sans variable libre, l'interprétation ne joue pas
de role. Nous définissons donc le langage d’un énoncé ¢ par F(p) ={f € FVF(X) | f E ¢}.

Le théoréme suivant fait le lien entre les automates finis et MSO¢. Notons que ce résultat
a été prouvé en utilisant des techniques différentes par Rabinovich dans [Rab02].
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Chapitre 8. Automates input-determined continus

Théoréme 8.3.1 Soit ¢ un énoncé de MSO®(X), il existe un automate fini A, tel que F(p) =
temp( :ymb ("4@0)) :

Dans le reste de cette section, nous présentons une preuve de ce théoréme. Nous repré-
sentons les modéles des formules qui ont des variables libres comme des fonctions sur un
alphabet étendu. Nous ordonnons ’ensemble des variables : soient x1, 9, -- les variables du
premier ordre et X1, Xo,--- les variables du second ordre. Soit ¢ un formule avec des va-
riables libres dans F = {x;,, zi,, -+, 24, } et F'={X;, Xjp, -+, Xj,} ol <ig < -+ <ipy
et j1 < j2 < --- < jn. Nous représentons une fonction f et une interprétation I comme une
fonction £ : [0, dur(f)] — £ x {0, 1}+" définie par £7F () = (f(£),b1, - ,bm,c1, -+, ¢n)
ou by = 1si I(x;,) =tet ey =1sitel(Xj). Une telle fonction est appelée (E, F')-modéle.
L’ensemble des (E, F)-modéles de ¢, noté M () est 'ensemble des fonctions fHE’F telles
que f,1 = .

Nous prouvons le lemme suivant qui nous aidera dans la construction de A, :

Lemme 8.3.2 Soit ¥ un alphabet et ¢ une formule de MSO(X) avec des variables libres
incluses dans E = {x;,, Ty, -+ , 2, } et F = {X;,Xj,,---,Xj,}. Soient E" et F' des sous-
ensembles de variables du premier et du second ordre qui contiennent E et F respectivement.
Soit A un automate fini reconnaissant détemp(MPEF(p)). Alors il existe un automate A’
reconnaissant détemp(MEF ().

Remarquons tout d’abord que pour tout FE, F' il existe un automate fini ALiron qui re-

connait ’ensemble des mots canoniques sur ¥ x {0, 1}|E|+‘F | et un automate fini Afa’f;d qui
reconnait I’ensemble des mots sur ¥ x {0, 1}Z+Fl qui pour toute variable du premier ordre de
FE ont un unique 1 dans la composante correspondante, et tel que ce 1 apparaisse en position
paire.
Preuve.[Preuve du lemme| Soit A; un automate fini reconnaissant les mots de longueur
impaire de L;‘ymb(A). Soit Ag = (X, Q2, I2, §2, F») Pautomate reconnaissant {aoblflal i bf’ ap |
agbiay ---ba; € L*(A1) et V1 < i <[ k; est impair}. Ay correspond a décanoniser les mots
de A; (dans le but de pouvoir insérer de nouveaux points ou I vaut 1 quand on construira
A’), c’est-a-dire répliquer les parties continues un nombre impair de fois.

Nous construisons ensuite ’automate Az = (X x {0, 1}|El‘+|F/|,Q2,I2,53,Fg) a partir de
A en remplagant chaque transition de A par toutes ses extensions possibles : si q,¢ € Qo,
aeX, ve {0, 1}EHIF (¢ (a,v),q) € 85 si, et seulement si (¢, a,q’) € d.

Soit A’ I'intersection de A3 avec Aﬂ,ﬁ; et AZF" . nous avons alors que le langage reconnu

valid

par A’ est détemp(MPZF (). O

Soit ¢ une formule de MSO¢(X), nous construisons inductivement un automate Ag’F ou F
et F' sont précisément les variables libres de ¢, dont le langage symbolique est détemp(MPF ().

1. ¢ = Qq(x) : Vautomate Affm est I'intersection de Agr}wan, Aiil}u? et automate suivant

(le symbole — correspondant & n’importe quel symbole pouvant se trouver en cette
position) :
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2. ¢ = x < y : lautomate Ag{f’y}’w est l’intersection de Aiﬁiz}ﬁm, Aizlfd} 0 et I'automate
suivant :
(_7_7_) (_7_7_) (_7_7_)
(_7170) (_:071)
fu @
3. ¢ =z € X : Pautomate A[{px}’{x} est l'intersection de AE?QL;%X} Aiﬁld{x} et 'automate

suivant :

(_7_7_) (_7_7_)

4. ¢ = —m : soit E et F' les variables libres de 7. Ag’ est I'intersection de Awmm, A

Ualld
et de 'automate complémentaire de Ag o

5. ¢ =n V1 :soit (E,, F;) les variables libres de 1), (Ey, Fy) les variables libres de 1. Soit
E =E,UEy et F'= F, UF,. Par hypothése d’induction, il existe un automate AE"’F”
reconnaissant détemp(MPEn-Fu(n)). Par le lemme 8.3.2, il existe un automate AE’F re-
connaissant détemp(ME(n)). De méme pour . AE’F est I'union de AE’F et Ai’F.

6. ¢ = Jxn : soit (E,, F,) les variables libres de n Soit E = E,\{z} et F = F,. Par

mFn pour 7.

Nous projetons tout d’abord la composante en x des étiquettes des transitions de AE ”’F”,

soit A; 'automate obtenu. Soit A2 'automate reconnaissant le langage {agbia; - - - bja; |

aoblf a - bklal € L*(A1) et V1 < i <[ k; est impair} 2. AZE’F est l'intersection de

.Acamm, Amhd et As.

7. ¢ =3Xn : ce cas est similaire au précédent.

hypothése d’induction, il existe un automate “4?7

Nous pouvons achever la preuve du théoréme 8.3.1 : si ¢ est close nous avons que F(¢) =

temp(L%,,., (AS)).

symb
(I

8.4 Une caractérisation logique des AIDC

Dans cette section, nous donnons une caractérisation logique des AIDC par une logique
monadique du second ordre paramétrée par un ensemble d’opérateurs input-determined. Soit
Y un alphabet et Op un ensemble d’opérateurs input-determined sur . Nous définissons la

2Cette deuxiéme étape consiste & canoniser le langage de Ai1, en effet ’endroit ot la variable = était vraie
a pl créer une discontinuité qui n’en est plus une aprés projection. Par exemple si F,, = {z} et F;, = 0, le
mot (a,0)(a,1)(a,0) sera projeté en aaa, qui n’est pas un mot canonique. L'étape de canonisation consiste a
transformer aaa en a.
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Chapitre 8. Automates input-determined continus

syntaxe de la logique monadique du second ordre temporisée sur (X, Op), notée TMSO¢(X, Op).
Les formules de TMSO¢(X, Op) sont définies inductivement comme suit :

pu=Qqu) | Al) [zeX |z<y|~p|pVe|Irp|IXe

onac X Ac Op, IcIy, xetysontdes variables du premier ordre et X est une variable
du second ordre.

Nous interprétons cette logique sur des mots temporisés de T>*. Soit ¢ une formule de
TMSO¢(%, Op), soit o = (a1,t1) - - - (an, t,) un mot temporisé de T'X*, et soit I une interpré-
tation des variables libres de ¢ par rapport & o, qui envoie une variable du premier ordre x
sur ¢ € [0, dur(o)] et une variable du second ordre X sur B Cgp,; [0, dur(o)], nous définissons
la relation o, = ¢ inductivement comme suit :

o, I Qulz) st I1<i<n, a;=a,t; =1(x)

o, 1A (z) si Ao, I(z))NI#0

olEFzeX s I(z)el(X)

olEFz<y s I(z)<I(y)

o, lE=—p si oI}

o lE@ei Ve si ol ¢ ouollE @

o, EJzp si 3t el0,dur(o)], oIz —t] E e

ol =3Xe si 3B Cppi [0, dur(o)] : 0,1[X — Bl = ¢

Pour un énoncé ¢ de TMSO¢(3, Op), nous définissons le langage temporisé de ¢ comme
L*(¢) = {0 € TY* | 0 = ¢}. Nous montrons maintenant que TMSO€¢ caractérise les AIDC.

Théoréme 8.4.1 Soit X un alphabet et Op un ensemble d’opérateurs input-determined a
variation finie basés sur X. Soit L C TX*. L est reconnu par un AIDC sur (X, Op) si, et
seulement si L est définissable par un énoncé de TMSO(X, Op).

Preuve. Nous consacrons le reste de cette section a la preuve de ce théoréme.
Implication directe. Nous montrons que tout langage définissable par un AIDC propre sur
(X, Op) est définissable par un énoncé de TMSO¢(X, Op).

Soit A = (T',Q, 1,0, F,1) un AIDC sur (X, Op). Nous construisons une formule ¢ 4 telle
que L*(A) = L*(p4). Comme dans la preuve du théoréme de Biichi, cette formule vérifie
l'existence d’une exécution acceptante de A sur un mot temporisé. Soit 6 = {ey, - - ,em}
Pensemble des transitions de A.

Nous définissons I’ensemble consec C § x 0, ou (e,€’) € consec si, et seulement 8’il existe
q € Q tel que e = (p,7,q) et € = (q,7,r). Nous définissons des abréviations qui nous aiderons
dans la construction de la formule ¢ 4 :

— premier(x) = -Jy(y < x),

— dernier(x) = -3Jy(z < y),

— suivant(z,y, X)=r € X Aye X A-Jw(z <wAw<yAw e X), et

— entre(x,y,2) =x <yAy < z.

Nous utilisons action(z) pour \/, .5 Qa(). Etant donné une garde g sur Op, nous utilise-
rons la notation g(z) pour dénoter la formule de TMSO€ obtenue en remplagant tout A’ de g
par Al(z).
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Les variables du second ordre X, ,- -, X,  sont utilisées pour capturer les points du mot
temporisé correspondant aux transitions ej,- - - ,e,, respectivement. X représente I'union de
Xela e 7Xem-

p 4 est alors définie par :
AX3IX, - 3X., (01 Apa Aps Aps A ps A s A @7 A pg) ol :
1. ¢y signifie que X est I'union de X, ,---, X, :

Vx(\/xeXe@x € X).
ecé

2. 9 signifie que les ensembles X, -+, X, sont disjoints :
Va /\ (reXe, = v & Xe,).
l,je{l, 7m}77‘7£.7

3. 3 assure qu’il y a une transition partant de 1’état initial au temps O :

Va(premier(z) = \/ T € X(
(iv,q)€6

imq))'

4. 4 signifie que la derniére action du mot temporisé correspond & une transition arrivant
dans un état final :

Vz(dernier(z) = \/ T € X(gn,f))-
(a7, f)ed,feF

5. 5 assure que deux points consécutifs de X appartiennent & deux transitions consécu-
tives :

Vay(suivant(z,y, X) = \/ (r e XNy € Xo)).

e,e’ Econsec

6. wg assure que si un point du mot temporisé correspond & une transition étiquetée (a, g)
ol a € %, alors le mot temporisé en ce point contient la lettre a et satisfait la garde g :

Va /\ (iL‘ € X(p,(a,g),q) = (Qa(gj) A g(l’)))
(p,(a.9),9)€0

7. 7 assure que si un point du mot temporisé correspond & une transition étiquetée (e, g),
alors le mot temporisé en ce point ne contient aucune action et satisfait la garde g :

Va /\ (7 € X(p,(e,9),q) = (maction(x) A g(x))).
(p:(£:9),9)€0

8. (g signifie que tout point situé entre deux points correspondant a deux transitions consé-
cutives ne contient aucune action et satisfait la garde de 1’état correspondant :

VaVyVz ((suivant(y, z, X) A entre(y, z, z)) =

( N\ e Xpag = (Haction(z) All()](2))))).

(p,a,q)€d
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Finalement nous avons que L*(A) = L*(¢.4).

Implication réciproque. Nous transformons une formule de TMSO€ en une formule de MSO¢
et utilisons le théoréme 8.3.1 pour obtenir un automate fini sur I'.

Soit o = (ao,to)(a1,t1) - (an,tn) € TE* et G un ensemble fini de gardes atomiques sur
Op. Nous définissons la fonction f& : [0, dur(c)] — 29 telle que pour tout t € [0, dur(c)],
fEt)={h|heq,at}h}

Soit (go,10)(g1,11) - - (g2m, Iom) la représentation canonique par intervalles de f&. Soit
I' =T'; UT'y Palphabet symbolique propre sur (X, Op) basé sur G. Nous définissons la fonction
fL [0, dur(o)] — T comme suit. Soit ¢ € [0, dur(o)] et soit t € I;. Sit =¢; pour 1 <i < n,
alors fI(t) = (a;,9;), sinon fL(t) = (g, g;) si j est pair, et fI(t) = g; si j est impair. Notons
que o € tw(fL).

Soit ¢ € TMSO¢(X, Op) et soit G = {A! | Al(z) est une sous-formule de ¢}. Soit I' =
I’y UT, alphabet symbolique propre sur (3, Op) basé sur G.

Nous définissons maintenant la transformation tmso-mso, qui associe & une formule de
TMSO(X, Op) une formule ¢ de MSO¢(T"). tmso-mso est définie inductivement comme suit :

tmso—mso( ( )) = V(a,g)EF Q(a,g)(x)

tmso—mso( ( )) = \/(C,g)GF,AIEQ Q(C:g) (.CC) v \/gGF,AIEQ QQ (.Z')
tmso-mso(r € X) = ze€X

tmso-mso(x <y) = xz<y

tmso-mso(—)) = —tmso-mso(1)

tmso-mso(n V) = tmso-mso(n) V tmso-mso(1))
tmso-mso(3xp) = Tz tmso-mso(v)

tmso-mso(IX ) = 3IX tmso-mso()

Le lemme suivant se prouve facilement par induction sur la structure de ¢ :

Lemme 8.4.2 Soit o € TY* et soit I une interprétation des variables libres de ¢ par rapport a
o. Soit f € FVF(T) telle que o € tw(f). Alors 0,1 |= ¢ si, et seulement si f,1 = tmso-mso(p).

Proposition 8.4.3 Soit v un énoncé de TMSO(X, Op). Alors L*(p) = tw(F (tmso-mso(g))).

Preuve.|Preuve de la proposition| Soit tmso-mso(¢) = ¢. Supposons que o € tw(F(p)).
Alors il existe f telle que o € tw(f) et f € F(@). Nous avons que f = @, ce qui implique que
o = ¢ par le lemme 8.4.2. Par conséquent o € L*(y).

Supposons que o € L*(¢). o |= ¢, et comme o € tw(fL), fL & @. Donc fL € F(3). Do,
o € tw(F()). O

Nous pouvons maintenant finir la preuve de 'implication réciproque du théoréme 8.4.1 en
suivant le diagramme ci-dessous :

TMSO® — 9 oo >~ AIDC — A

J !

AF —A¢

Par la proposition 8.4.3, L*(¢) = tw(F()), ou ¢ = tmso-mso(yp). Par le théoréme 8.3.1
il existe un automate fini Ag tel que temp(L5,,,,(Az)) = F(¢). Nous avons donc L*(p) =

146



8.5. Logique de temps linéaire temporisée

tw(temp(Ly,,,,(Ag))). Nous pouvons supposer que L3, (Az) € I't - (I'2 - I')* car les mots

n’appartenant pas & I'y - (I'e - I'1)* ne générent aucun mot temporisé. Nous pouvons donc

donner un AIDC' A’ tel que Ly, (A') = L7, (Az). Nous avons que L*(p) = L*(A").

Ceci achéve la preuve du théoréme 8.4.1.

8.5 Logique de temps linéaire temporisée

La logique LTL est expressivement équivalente & la logique du premier ordre [GPSS80].
Dans cette section nous montrons un résultat analogue pour une logique de temps linéaire
basée sur un ensemble d’opérateurs input-determined.

Cette logique, appelée TLTLS(X, Op), est paramétrée par un alphabet ¥ et un ensemble
d’opérateurs input-determined Op sur Y.

Les formules de TLTL® sont données par :

pu=a|Al | oUp|pSp|-p|eVe

oua € X, A € Opetl € Zg. Nous interprétons les formules de TLTLS(X, Op) sur les mots tem-
porisés sur X.. Soit ¢ une formule de TLTLE(X, Op). Soit o0 € TX*, avec 0 = (a1, t1) -+ (an, tn),
et soit ¢ € [0, dur(o)]. Alors la relation o,t |= ¢ est définie inductivement comme suit :

o,tlEa si dieN, a;=aett;=t

ot = Al si. Ao, t)NT#0

otEeUy st <t <dur(o),o,t' Ev, etVi<t' <t ot =V
o tEeSY st L <tot' EY, et V! <t <t,ot Ep VY

o,t = si o, tEp

o,tlE (V) si ot Eg@ouo,tlE.

Le langage temporisé défini par une formule ¢ de TLTL®(3, Op) est donné par L*(p) = {o €
TY* | 0,0 = ¢}

Nous montrons que TLTL® est expressivement équivalente au fragment du premier ordre
de TMSO¢€. Nous notons TFO®(X, Op) le fragment du premier ordre de TMSO¢(X, Op) (c’est-
a-dire le fragment obtenu en retirant la quantification sur les variables du second ordre). Les
logiques TLTL® et TFO® sont expressivement équivalentes dans le sens suivant :

Théoréme 8.5.1 Soit X un alphabet et Op un ensemble d’opérateurs input-determined a
variation finie sur X. Un langage temporisé L C TX* est définissable par une formule de
TLTLE(X, Op) si, et seulement s’il est définissable par un énoncé de TFO(3, Op).

Preuve.
Implication directe. Soit ¢ une formule de TLTL¢(X, Op), nous pouvons lui associer une
formule ¢’ de TFO¢(X, Op) avec une unique variable libre du premier ordre z telle que o,t = ¢
si, et seulement si o, [x — t] = ¢'. La construction de ¢’ se fait inductivement de la maniére
suivante :
— pour les formules atomiques a et A’ nous prenons ¢’ égale & Q. (x) et Al(z) respecti-
vement,
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— pour I'hypothése d’induction, en supposant que nous avons déja traduit ¢ et ¥ en ¢
et ¢’ respectivement. Nous prenons deux variables fraiches y et z, et nous traduisons
pU4 en

Jy(z <yAYz—yAVz(z<2Az2<y) = (¢[r— 2]V — 2))),

— la traduction de S est similaire.
Nous avons que si ¢’ est la traduction de ¢ alors o, ¢ |= ¢ si, et seulement si o, [z — t] = ¢'. Par
conséquent o, 0 = ¢ si, et seulement si o satisfait 'énoncé ¢ donné par Va(premier(z) = ¢').
Il vient que L*(p) = L*(¢").
Implication réciproque. Pour cette direction nous utilisons le théoréme de Kamp pour la
logique classique LTL® [Kam68].

Nous rappelons que la syntaxe de LTL¢(X) est donnée par :

pr=a|lpUp|pSe|-p|pVe
ol a € X.

Cette logique est interprétée sur les fonctions f € FVF(X). Soit t € [0, dur(f)] et ¢ €
LTLE(X), la relation f,t |= ¢ est définie inductivement comme suit :

fitEa si f(t)=a

LtEeUY si <t <dur(f),f,t' EY, et Vi<t <t fit"=pV

LtEeSYy st <t/ <t,f,t' =, etV <t <t, f,it"EpVY

fitE-p st fitFe

fitlEevy st fitlEpoufit=d
Le langage défini par une formule ¢ de LTLE(X) est F(p) = {f € FVF(X) | f,0 = ¢}. Nous
notons FO¢(X) le fragment du premier ordre de MSO¢(X). Alors le résultat de Kamp [Kam68]|
est le suivant :

Théoréme 8.5.2 ([Kam68]) Soit ¥ un alphabet. La logique LTL(X) est expressivement
équivalente a FO°(X).

Soit ¢ un énoncé de TFO(X, Op). Soit I' = I'; U 'y un alphabet symbolique propre sur
(X, Op) basé sur G = {Al | Al(x) est une sous-formule de }. Soit ¢ € TX*, la fonction
tmso-mso transforme une formule de TFO(X, Op) en une formule de FO(I"). D’aprés le
lemme 8.4.2, nous avons que f. = tmso-mso (i) si, et seulement si o = ¢

Soit @ = tmso-mso(p). Par le résultat de Kamp, il existe une fonction fo-ltl qui transforme
une formule de FO(T") en une formule équivalente de LTLY(T"). D’ou F(p) = F(fo-ltl(p)) et
donc fL |= & si, et seulement si fL = fo-1tl({).

Soit ¢ = fo-ltl(¢). Nous définissons la fonction [tl-tltl qui transforme une formule de
LTLS(T") en une formule de TLTL¢(X, Op) :

Soit a € ¥, g € G et (a,g9) € I'. Soit 9, = /\h»Egh A /\heG\{g} —h. Pour améliorer la
lisibilité, nous notons ¢ pour lt-tltl(p).

-titl((a,g)) = aA,

W-titl((,9)) = (5 Vaex @) Athg A=((1hg S thg) A (g U thy))
Ittt (g) = (" Vaex @) Ahg A (g S1hg) A (105 U 1)
-titl(y Un) = »UAH

W-tltl(pSn) = $SHh

H-tt(~p) =

W-tll(Yp V) = Vi
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Le lemme suivant se montre facilement par induction sur la structure de 1) :

Lemme 8.5.3 Soit v une formule de LTL(T) et o € TX*. Alors fL,t |=1) si, et seulement
si ot |= -t ().

Finalement nous avons que :

clEe © fIEtmso-mso(p) par le lemme 8.4.2
& fL = fo-lti(tmso-mso(y)) par le théoréme de Kamp
& o = -t (fo-ltl (tmso-mso(y))) par le lemme 8.5.3
Donc L*(p) = L*(Itl-titl(fo-1tl(tmso-mso(p)))), ce qui achéve la preuve du théoréme 8.5.1.
g

8.6 Automates input-determined continus récursifs

Nous considérons maintenant des automates input-determined récursifs (ou hiérarchiques),
une idée introduite dans [HRS99], qui permet d’augmenter le pouvoir des logiques temporelles
en passant des formules comme argument aux opérateurs, ainsi que de caractériser I’expressi-
vité des logiques temporisées ot la récursivité apparait de maniére naturelle.

Mots temporisés pointés

Un mot temporisé pointé sur X est un couple (o,t), ot 0 € TYX* et t € [0, dur(c)]. Un
langage temporisé pointé sur X est un ensemble de mots temporisés pointés sur .

Un mot temporisé pointé sur ¥ peut étre vu comme un mot temporisé sur l'alphabet
Y = (XU{e}) x{0,1} (la seconde composante valant toujours 0 sauf au temps pointé ou elle
vaut 1). Si o/ est un mot temporisé sur ¥/, nous notons premier(c’) le mot temporisé obtenu
a partir de ¢’ en effagant la composante {0,1} de ¢’ et les € restants.

Un mot temporisé o’ sur ¥’ est dit valide 'l contient exactement un symbole de (XU{e}) x
{1}, et tel que son dernier symbole est dans ¥ x {0,1}. Un tel mot temporisé représente un
mot temporisé pointé (o, t), ou ¢ est le temps de 'unique action dont la deuxiéme composante
est un 1. Nous notons valid( T%"*) 'ensemble des mots temporisés valides sur >'.

Nous notons fw : TY™* — TX* Papplication partielle définie sur valid( TYX"™) qui associe &
un mot temporisé o’ sur X' le mot temporisé pointé (o,t) correspondant. Nous étendons cette
fonction aux langages temporisés sur > de maniére naturelle.

Opérateurs input-determined récursifs

Un opérateur input-determined récursif A sur X est une fonction partielle de (2Tr x TY*xT)
dans 2T, qui est définie pour les triplets (M,o,t) ot M C T, 0 € TE*, et t € [0, dur(o)].
L’ensemble M sera typiquement donné par un automate pointé ou une formule de logique
temporisée ; c’est-a-dire que M sera ’ensemble des positions dans le mot temporisé o qui sont
acceptées par 'automate pointé ou la formule. Nous précisons cette notion plus loin.

Exemple 8.6.1 L’opérateur O, inspiré de MTL est un opérateur input-determined récursif;
il est défini par
O(M,o,t)={t' —t|t' >tett € M}
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O identifie l’ensemble des distances au point courant qui sont dans M.

Nous disons qu’un sous-ensemble M de T est & wvariation finie s’il existe une fonction a
variation finie f : [0,7] — {0,1} telle que M C [0,7], et f(t) = 1 si, et seulement si t € M.
Un opérateur input-determined récursif A est dit a variation finie si pour tout ensemble &
variation finie M, Ays défini par Ays(o,t) = A(M,o0,t) est & variation finie (voir la section
8.1).

AIDC pointés

Soit 3 un alphabet et Op un ensemble d’opérateurs input-determined. Pour A € Op, nous
utilisons la notation A’ pour opérateur sur ¥’ avec pour sémantique A’'(0”,t) = A(fw(o’)) si
o' € valid(TX'"™) : Vopérateur A’ ignore la composante {0,1} de o’ et se comporte comme A
sur la composante X.

Nous notons Op’ pour 'ensemble {A’ | A € Op}. Un AIDC pointé (AIDCp) sur (3, Op)
est un AIDC sur (¥, Op’). Le langage pointé d'un AIDC pointé B est LP(B) = fw(L*(B)).

Remarque 8.6.2 Un AIDCp se comporte comme un AIDC, les gardes et invariants fonc-
tionnent de la méme manieére ; la différence est qu’un AIDCp, en plus d’accepter ou non le mot
d’entrée, indique une position dans ce mot. L’ensemble de ces positions acceptées sera utilisé
pour définir récursivement les AIDC'.

Exemple 8.6.3 Soit ¥ = {a,b} et Op = (). L’automate B suivant est un AIDCp sur (3, Op).
Il reconnait le langage temporisé L*(B) = {0’ € TY™ | Ji o} = ((b,1),t)}. Nous serons plus
intéressés par son langage temporisé pointé LP(B) = fw(L*(B)) = {(o,t) | i oy = (b,1)}.

Un AIDCp B définit pour un mot temporisé un ensemble de positions par I'intermédiaire
de son langage pointé. L’ensemble des positions de o par rapport & B est pos(o,B) = {t €
[0, dur(o)] | (o,t) € LP(B)}. Nous associons cet ensemble de positions avec un opérateur
input-determined récursif pour obtenir un opérateur input-determined classique. L’opérateur
Ap est défini par :

Vo € TY* Vt € [0, dur(o)], Ag(o,t) = A(pos(o,B),0,t)

Remarque 8.6.4 Cette construction permet d’interpréter des AIDCp comme des opérateurs.
Nous procédons ensuite récursivement en construisant des AIDC et des AIDCp utilisant ces
nouveauxr opérateurs. En répétant l’opération nous construisons la hiérarchie des automates
input-determined récursifs.
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Automates input-determined récursifs

Nous présentons maintenant les automates input-determined continus récursifs et leur équi-
valent pointé. Ces automates sont définis niveau par niveau : les AIDC (resp. AIDCp) de
niveau 0 sont des AIDC' (resp. AIDCp) n’utilisant pas d’opérateur : toutes leurs gardes valent
T. Un ensemble fini de AIDCp de niveau ¢ donne lieu comme expliqué plus haut & un ensemble
d’opérateurs input-determined. Les AIDC (resp. AIDCp) de niveau i+ 1 sont des AIDC' (resp.
AIDCp) sur cet ensemble d’opérateurs (nous imposons aussi qu’ils utilisent un opérateur de
niveau i, voir la définition ci-dessous).

Nous définissons les automates input-determined continus récursifs (rec-AIDC') et les au-
tomates input-determined continus pointés récursifs (rec-AIDCp) sur un alphabet 3 et un
ensemble d’opérateurs input-determined récursifs Rop basé sur X, comme étant respective-
ment 'union des rec-AIDC' et des rec-AIDCp de niveau i, pour ¢ € N. Les rec-AIDC et
rec-AIDCp de niveau i sont définis inductivement comme suit :

— Un rec-AIDC A de niveau 0 est un AIDC sur ¥ qui utilise uniquement la garde T. Un

rec-AIDCp B de niveau 0 est un AIDC pointé sur X qui utilise uniquement la garde T.

— Soit C un ensemble fini de rec-AIDCp de niveau ¢ ou moins sur (3, Rop). Soit Op

I'ensemble des opérateurs {Ap | A € Rop, B € C'}. Nous disons qu'un opérateur Ag est
de niveau j si B est un rec-AIDCp de niveau j.

Un rec-AIDC(X, Rop) de niveau i + 1 est un AIDC(X, Op) qui utilise au moins un
opérateur de niveau i. Un rec-AIDCp(X, Rop) de niveau i+ 1 est un AIDCp (%, Op) qui
utilise au moins un opérateur de niveau 1.

Exemple 8.6.5 Soit ¥ = {a,b} et Rop = {O}. L’automate B de l’exemple 8.6.3 est un
rec-AIDCp sur (X, Rop) de niveau 0. Il définit donc un opérateur Op donné par Op(o,t) =
O(pos(o,B),0,t). Dans cet exemple, pos(c,B) = {t' € [0,dur(o)] | Ji, o5 = (b,t')}. OB
identifie les distances au point courant ot un b se produit : Op(o,t) ={t'—t |t/ >t et Ji, oy =
(b, t")}.

L’automate A suivant est un rec-AIDC sur (¥, Rop) de niveau 1. Il reconnait [’ensemble
des mots temporisés tels que toute action a est suivie d’une action b une unité de temps plus
tard. En effet si A accepte un mot temporisé o, toute lecture d’un a au temps t est soumise
a la garde Og’l], et donc nécessairement pos(o, B) doit contenir t +1; comme un b se produit
pour toute position de pos(o,B) nous avons le résultat voulu.

Plus formellement, si A accepte un mot temporisé o et si o; = (a,t), nécessairement
o,t = Qg’l]. Or nous avons que

ot EOR & Op(o,t)N[L1#0
< 1€ Q(pos(o,B),0,t)
(o,t+1) € LP(B)
30<i<l|o|—1 tel que o; = (b,t +1)
(a, 05"

=
=
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8.7 Caractérisation par MSQO des AIDC récursifs

Dans cette section nous présentons un version récursive de TMSO®¢ et montrons qu’elle
caractérise la classe des langages temporisés définissables par rec-AIDC'.

Cette logique est paramétrée par un alphabet ¥ et un ensemble d’opérateurs récursifs
Rop, nous la notons rec-TMSO¢(X, Rop). Soit ¥ un alphabet et Rop un ensemble d’opérateurs
récursifs, 'ensemble des formules de rec-TMSO¢(X, Rop) est défini inductivement comme suit :

@ = Qa(z) | AL(x) [z <ylze X |~p|oVe|Iazp|IXe

oua € X, A€ Rop, I €Zg et est une formule de rec-TMSO®(X, Rop) avec une unique
variable libre du premier ordre.

La logique rec-TMSQO€ est interprétée sur les mots temporisés sur Y. Si ¢ ne contient pas
de prédicat de la forme A{b (z), alors 0,1 |= ¢ est défini comme pour TMSO®.

Soit 9 une formule de rec-TMSO®(X, Rop) avec une unique variable libre du premier ordre
z, Vopérateur Ay, est défini inductivement. Soit pos(o,1) = {t | o, [z + t] = ¢} I'ensemble
des interprétations de z qui rendent ¢ vraie pour o. L'opérateur Ay, est défini par Ay (o,t) =
A(pos(o,1),0,t).

Remarquons qu’une formule de rec-TMSO¢(3, Rop) peut-étre vue comme une formule de
TMSO4(X, Op), ou Op est 'ensemble des opérateurs Ay qui ne sont pas sous la portée d'un
autre opérateur A.

Le niveau d’une formule de rec-TMSO¢(X, Rop) est défini naturellement de la maniére
suivante :

— Une formule de rec-TMSO¢(X, Rop) de niveau 0 est une formule de TMSO¢(X, 0).

— Soit C I’ensemble des formules de rec-TMSO€(X, Rop) de niveau ¢ ou moins avec exac-
tement une variable libre. Alors une formule de rec-TMSO¢(X, Rop) de niveau i + 1 est
une formule de TMSO¢(X, Op), out Op = {Ay | A € Rop,4 € C}, qui utilise au moins
un opérateur de niveau i.

Notons qu’une variable z libre dans 1 n’est pas libre dans Al (x). Un énoncé ¢ de
rec-TMSO¢(X, Rop) définit un langage temporisé L*(¢p) = {0 € TY* | 0 | ¢}. Une for-
mule 1) de rec-TMSO¢(X, Rop) avec une variable libre définit un langage temporisé pointé
LP() ={(o,t) | 0, [z — 1] = ¥}

Nous montrons tout d’abord I’équivalence entre les automates pointés et les formules de
TMSO¢ avec une variable libre.

Lemme 8.7.1 Soit L un langage temporisé pointé sur un alphabet Y. Soit Op un ensemble
d’opérateurs input-determined & variation finie basés sur Y. Alors il existe un AIDCp B sur
(3, Op) tel que L = LP(B) si, et seulement s’il existe une formule v de TMSO¢(%, Op) avec
une variable libre telle que L = LP(1)).

Preuve.
Implication directe. Soit B = (Q, 1,0, F,l) un AIDCp sur (X, Op) tel que L = LP(B). Alors
B est un AIDC sur (X', Op').

Soit § = {e1,--- ,€m}. Nous donnons une formule yg de TMSO(X, Op) telle que LP(B) =
LP(1p). La construction est similaire a celle du théoréme 8.4.1, les changements sont les
suivants. g(z) est obtenu a partir de g en remplacant tout A’ par Af(x). Nous remplagons
e et 7 par les formules suivantes et ajoutons une formule g.
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e =V /\ (x € Xp,((ai),g)a) = (Qa(z) A g(2)))
(p((a,2),9),9) €0

w7 =V /\ (7 € Xp(e,9).q) = (maction(x) A g(x)))A
(p:(2.9),9)€6

YV /\ (7 € X(p,((e,i),9),q) = (action(x) A g(z)))
(:((£,9),9),9)€0

po=Vz(( \/  zeXpangq) ST=2)
(p,((a,1),9),9)€8

Implication réciproque. Soit 1) une formule de TMSO¢(%, Op) avec une variable libre z. Par
le lemme 8.4.2, nous avons que o, [z — t] = 1 si, et seulement si f, [z — t| = tmso-mso (1)),

ot o € tw(f). Par la construction du théoréme 8.3.1, nous obtenons un automate .ASZ}E’F), ou

E = {2z} et F = (), reconnaissant les détemporisations de f[f’jt], ou f,[z — t] E 1. Clest
un automate sur 'alphabet I' x {0,1}, ou I = I'; U T’y est l'alphabet symbolique propre basé
sur G, les gardes atomiques de 1. Tout symbole de I" est de la forme (c,g,7) ou (g,7) ou
ce XU{e}, g € Getie {0,1}. Remarquons que les mots qui sont la détemporisation
d’une fonction fH(E’F commencent et finissent par un symbole de la forme (c, g,7) et alternent

)

entre les (¢, g,7) et les (g,0). Nous pouvons donc supposer que AS/JE’F ne reconnait que des

mots de cette forme. Maintenant nous transformons .A(E’F) en un AIDCp ; nous remplacons
les étiquettes de transition (c,g,7) par ((c,i),g"”) et (g,i) par ¢”, ou g” est la garde g ou
les opérateurs A sont remplagés par A’. Cet automate reconnait un sous-ensemble régulier de
(X' % 2¢U29)* ; nous pouvons alors construire un AIDCp sur (X, Op) reconnaissant ce langage
symbolique, et dont le langage temporisé pointé est celui de . [l

Nous prouvons maintenant que les formules de TMSO€ sont & variation finie. Une formule v
de TMSO¢(X, Op) avec une variable libre est @ variation finie si pour tout o € T'X*, pos(o, 1)
est un ensemble & variation finie. Il est facile de voir que si A un opérateur input-determined
récursif & variation finie et ¢ une formule & variation finie alors 'opérateur A, est a variation
finie.

Lemme 8.7.2 Soit X un alphabet et Op un ensemble d’opérateur input-determined a varia-
tion finie. Toute formule v de TMSO¢(X, Op) avec une variable libre est a variation finie.

Preuve. Soit 0 € TY*. Soit M = pos(o,) et far : [0, dur(c)] — {0,1} telle que fur(t) =1
si, et seulement si t € M. Montrons que fas est & variation finie. Soit G I'ensemble des gardes
atomiques de 1 et soit I' = I'; UT'y 'alphabet symbolique propre sur (3, Op) basé sur G. Nous
montrons que la représentation canonique par intervalles de f; est? plus fine que celle de fa;.

Formellement, soit (wo, Ip) - - - (wa2n, I2,) la représentation canonique par intervalles de f1 .
Montrons que si ty,ty € I; alors 1 € pos(o, 1) si, et seulement si ty € pos(o, ).

t1 € pos(o,1) < o, [z — t1] |E ¢ par définition

3La définition de fL se trouve page 146
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U [z + t1] = tmso-mso(¢)) par le lemme 8.4.2

detemp(fr[z,_,t1 ) € L%y (Atmso-mso(w)) Par le lemme 8.3.2 4

detemp(f [ZHtQ]) € L3ymp(Atmso-mso(y)) car détemp(fL ot]) = détemp( fX [ZHtQ])
T [z + ta] = tmso-mso(¢) par le lemme 8.3.2

a, [z — to] = 1 par le lemme 8.4.2

ta € pos(o,1)) par définition

S A O

Théoréme 8.7.3 Soit ¥ un alphabet et soit Rop un ensemble d’opérateurs input-determined
récursifs a variation finie sur . L C TY* est reconnu par un rec-AIDC sur (X, Rop) si, et
seulement si L est définissable par un énoncé de rec-TMSO(X, Rop).

Preuve. Nous montrons par récurrence sur ¢ que pour tout ¢ :

1. L € TY* est reconnu par un rec-AIDC (3, Rop) de niveau i si, et seulement si L est
définissable par un énoncé ¢ de rec-TMSO(X, Rop) de niveau 3.

2. Un langage temporisé pointé L sur ¥ est reconnu par un rec-AIDCp de niveau 4 sur
(X, Rop) si, et seulement si L est définissable par une formule ¢ de rec-TMSO¢(X, Rop)
avec une variable libre.

3. Les formules de rec-TMSO¢(X, Rop) de niveau i avec une variable libre et les auto-
mates de rec-AIDCp(X, Rop) de niveau 7 sont & variation finie (un automate B €
rec-AIDCp (X, Op) est dit a variation finie si pour tout o € TYX*, pos(o, B) est & varia-
tion finie).

Les automates et formules de niveau 0 correspondent respectivement aux AIDC (X, () et
aux énoncés de TMSO¢(X, (), qui ont la méme expressivité par le théoréme 8.4.1.

De méme les rec-AIDCp(3, Rop) et formules de rec-TMSO¢(X, Rop) de niveau 0 avec une
variable libre correspondent respectivement aux AIDCp(X, () et les formules de TMSO¢(X, 0)
avec une variable libre, qui sont expressivement équivalents par le lemme 8.7.1.

Les formules de rec-TMSO¢(X, Rop) de niveau 0 avec une variable libre sont a variation
finie par le lemme 8.7.2, et donc il en est de méme des rec-AIDCp (X, Rop) de niveau 0.

Nous prouvons maintenant 1’étape de récurrence. Soit A un rec-AIDC de niveau i + 1 sur
(X, Rop). C’est un AIDC (X, Op) pour un ensemble d’opérateurs Op de niveau i ou moins,
I’'un de ces opérateurs étant de niveau i. Les opérateurs de Op sont & variation finie, car ils
proviennent d’un opérateur récursif & variation finie et de rec-AIDCp de niveau i ou moins,
qui sont & variation finie par hypothése de récurrence. Par le théoréme 8.4.1, il existe donc un
énoncé de TMSO¢(X, Op) équivalent a A.

Pour tout Ag € Op, B est un rec-AIDC(X, Rop) de niveau j, avec j < i+ 1. Par hypothése
de récurrence, il existe une formule de rec-TMSO¢(X, Op) de niveau j avec une variable libre
telle que LP(¢) = LP(B), donc pos(o,v) = pos(o, B). Les opérateurs Ag et Ay ont donc la
méme sémantique, et nous pouvons remplacer Ag par Ay dans ¢ pour obtenir un énoncé de
rec-TMSO¢(X, Op) de niveau i + 1.

Réciproquement, soit ¢ une formule de rec-TMSO¢(X, Rop) de niveau i + 1. C’est une
formule de TMSO¢(3, Op) pour un ensemble d’opérateurs Op de niveau ¢ ou moins. Ces

40 (zsty) désigne le ({2}, 0)-modele associé a fL et [z — t1], voir la preuve du théoréme 8.3.1 page 142.
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opérateurs sont a variation finie par hypothése de récurrence. Par le théoréme 8.4.1, il existe un
AIDC (%, Op) A équivalent a ¢. Pour tout Ay, de Op, 9 est une formule de rec-TMSO*(3, Op)
de niveau j avec une variable libre, avec j < i + 1. Par hypothése de récurrence, il existe un
rec-AIDCp(X, Rop) B de niveau j tel que LP(B) = LP(1)), donc pos(o,B) = pos(o,1)). Les
opérateurs Ay et Ag ont donc la méme sémantique, et nous pouvons remplacer A, par Ag
dans A pour obtenir un rec-AIDC(X, Rop) de niveau i + 1.

La preuve de I’étape de récurrence pour le deuxiéme point est similaire et utilise le lemme
8.7.1.

Lors de la preuve du premier point de ’étape de récurrence nous avons montré que les
formules de rec-TMSO¢(X, Op) de niveau i+1 et les automates de rec-AIDC(X, Rop) de niveau
t+ 1 sont & variation finie. (I

8.8 Caractérisation de rec-TLTL® par une logique du premier
ordre

Nous inspirant de [DT04], nous définissons une logique temporelle de temps linéaire ré-
cursive et montrons qu’elle est expressivement équivalente au fragment du premier ordre
de rec-TMSQ¢. Cette logique est similaire & TLTL®, elle est paramétrée par un alphabet X et
un ensemble d’opérateurs input-determined récursifs Rop ; nous la notons rec-TLTL®(X, Rop).
La syntaxe de rec-TLTL®(X, Rop) est :

pu=alALloUp|pSp|-p|eove

ota € X, A€ RopetIcIp.

La logique est interprétée sur les mots temporisés sur Y. Si ¢ ne contient pas de prédi-
cat de la forme A{D, alors 0,1 = 1 est défini comme pour TLTLC. Si ¢ est une formule de
rec-TLTLY(X, Rop), Popérateur A, est défini par Ay (0,t) = A(pos(o, ), 0,t) ot pos(o,¢) =
{t e T |o,t = ¢} Larelation o,t = Aé est alors définie comme pour TLTL®.

Ici aussi A, est un opérateur input-determined, et toute formule ¢ de rec-TLTL¢(3, Rop)
est une formule de TLTLY(X, Op), out Op est I'ensemble des opérateurs A, apparaissant dans 1,
et n’étant pas sous la portée d’un autre opérateur A. Le niveau d’une formule de TLTL¢(X, Op)
est défini comme pour TMSO¢(X, Op). Une formule de rec-TLTL® définit un langage temporisé
L*(¢) ={o € TY* | 0,0 = ¢} et un langage temporisé pointé LP(p) = {(o,t) | 0,t E ¢}.

Soit rec-TFO¢(X, Rop) le fragment du premier ordre de rec-TMSO¢(X, Rop), nous avons le
résultat d’expressivité suivant :

Théoréme 8.8.1 Soit X un alphabet et Rop un ensemble d’opérateurs input-determined 7é-
cursifs. rec-TLTL(X, Rop) est expressivement équivalente a rec-TFO¢(3, Rop).

Preuve. Nous montrons par récurrence sur ¢ que

1. Un langage temporisé sur X est définissable par une formule de rec-TLTL®(X, Rop) de
niveau i si, et seulement s'il est définissable par un énoncé de rec-TFO¢(X, Rop) de niveau
1.

2. Un langage temporisé pointé sur X est définissable par une formule de rec-TLTL¢(X, Rop)
de niveau i si, et seulement s’il est définissable par un énoncé de rec-TFO¢(X, Rop) de
niveau 1.
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3. Les formules de rec-TLTL¢(X, Rop) de niveau i et les formules de rec-TFO¢(X, Rop) de
niveau 7 avec une variable libre sont & variation finie. Une formule ¢ de rec-TLTL¢(X, Op)
est dite & variation finie si pour tout o € TYX*, pos(o, ) est & variation finie.

Nous utilisons le théoréme suivant de Kamp :

Théoréme 8.8.2 ([Kam68|) Soit ¥ un alphabet. Pour toute formule n de FO¢(X) avec une
variable libre z, il existe une formule ¢ de LTLY(X) telle que pour tout f € FVF(X) et t €
[0, dur(f)], f,[z — t] En si, et seulement si f,t = .

La preuve est maintenant similaire & celle du théoréme 8.7.3. (I

8.9 Caractérisation de MTL+Past par une logique du premier
ordre

En appliquant les résultats généraux de ce chapitre, nous montrons que pour la séman-
tique continue, MTL+4Past est expressivement équivalente & rec-TFO® pour un certain choix
d’opérateurs input-determined récursifs. Un résultat similaire a été montré dans [DT04] pour
la sémantique d’actions.

La logique MTL+Past(X) correspond aux formules de MTL+Past utilisant des variables
propositionnelles appartenant & I'alphabet X, nous rappelons sa syntaxe :

pu=alehe|p|pUre|eSre

ounac€ Yetlelg.

Nous remarquons tout d’abord que MTL+Past(X) est expressivement équivalente a sa
sous-logique ol les modalités U et S; sont remplacées par les modalités U, S, F et FI_1 .
Nous donnons ci-dessous la traduction® de Uy, la traduction de S; est similaire :

(Fr) A (Fca (7o) A=) AF—o (¥ V (0 A (9 U 9))) sil =[a,b),a>0
eUrp =4 (Fr) A (-F<a ((m) A0) AF—a (0 A (¢ U 9)) sil =la,b),a >0
Frv) A (eUv) sil = (0,b)

Considérons la logique rec-TLTL®(X, {0, 4}) ou la sémantique de ¢ et © est la suivante :
OX,o0t) ={t' —t |t/ >tett € X} et §X,0,t) ={t—t' |t <tett e X}. La logique
MTL+Past(X) a clairement la méme expressivité que rec-TLTL(X, {0, 9}), car les prédicats
Froet Oé (resp. FI_1 @ et é}é) sont équivalents. De plus les opérateurs ¢ et ¢sont a variation
finie. Donc par le théoréme 8.8.1 nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme 8.9.1 Soit ¥ un alphabet. La logique MTL+Past(X) interprétée pour la sémantique
continue est expressivement équivalente a rec-TFO¢(X,{0, o}).

SRappelons que dans la sémantique de MTL+Past que nous avons choisie, la formule ¢ U 9 est équivalente

a(eVvy)Ury.
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Chapitre 9

Automates input-determined continus
sans compteurs

Dans le chapitre précédent, nous avons défini les automates input-determined continus
et développé un formalisme logique correspondant. Ces automates sont caractérisés par la
logique monadique du second ordre TMSOF€, et le fragment du premier ordre de cette logique
TFO® est expressivement équivalent a une extension naturelle de LTL (TLTL€). Nous avons
obtenus des résultats similaires dans le cadre récursif, avec pour application que MTL+Past
est expressivement équivalente & rec-TFOC.

Le but de ce chapitre est d’établir une caractérisation similaire a celle de la représentation
par automates finis sans compteurs de la logique du premier ordre [Kam68, MP71| dans le cadre
des automates input-determined continus. Nous définissons les automates input-determined
continus sans compteurs, qui correspondent aux automates input-determined propres (qui
sont une version « déterminisée » des automates input-determined, voir le chapitre 8) dont
I’automate fini sous-jacent est sans compteurs. Nous montrons que ces automates caractérisent
TFO*¢, et obtenons un formalisme similaire dans le cadre récursif.

Comme application, nous obtenons que MTL+Past est équivalente aux automates input-
determined continus récursifs sans compteurs. Cette représentation nous permet de montrer
une propriété des langages temporisés définissables dans MTL+Past, nous montrons que MTL
est stable a l'infini, c’est-a-dire qu’étant donnée une séquence périodique de mots temporisés
wv'w, la valeur de vérité d’une formule de MTL+Past sur ces modéles finit par se stabiliser.
Ce résultat obtenu grace a notre caractérisation de MTL+Past en terme d’automates, est une
version plus forte d'un résultat de stabilité similaire [PD06], car il est valide méme avec les
modalités du passé.

9.1 Automates finis sans compteurs

Nous rappelons certains résultats sur les automates finis sans compteurs, notamment la
propriété de stabilité a l’infini présentée dans la proposition 9.1.1. Nous montrerons dans la
section 9.5 que les automates input-determined sans compteurs ont un équivalent temporisé
de cette propriété.

Soit A = (2,Q,1,4,F) un automate fini. Un compteur dans A est une suite d’états
distincts qo, -+, ¢, avec n > 1 et un mot u € X* tels que gy € 0*(gn, u) et pour tout 0 < i <
n—1, ¢i+1 € §*(¢i, u). Un automate fini est dit sans compteurs s'il n’a pas de compteur. Un
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langage régulier est dit sans compteurs s’il est reconnu par un automate fini sans compteurs.

Proposition 9.1.1 Soit L un langage régulier sur un alphabet 3. Les propositions suivantes
sont équivalentes :

1. L est sans compteurs.

2. Ar est sans compteursl.

3. Il wexiste pas de mots u,v,w de X*, tels que les ensembles {i € N | wv'w € L} et
{i € N| w'w ¢ L} soient tous deuz infinis.

Preuve. Nous montrons que (2) = (1) = (3) = (2).
(2) = (1) est évident.

(1) = (3) : Soit A= (X%,Q,I,6,F) un automate fini sans compteurs reconnaissant L. Suppo-
sons par I'absurde qu’il existe des mots u, v, w de ¥*, tels que les ensembles {i € N | uv'w € L}
et {i € N|uviw ¢ L} soient tous deux infinis.

Il existe ip > |Q| tel que uv™w € L. Considérons une exécution acceptante de A sur uv™w.
En considérant les états visités aprés la lecture de chaque v, nous remarquons qu’il existe un
état ¢ € Q tel qu’il existe une exécution de ¢ & ¢ étiquetée v* pour i > 0. Comme A n’a pas
de compteur, il y a nécessairement une exécution de q & ¢ étiquetée v. Donc wv'w € L pour
tout ¢ > 7g, ce qui est absurde.

(3) = (2) : Nous raisonnons par contraposition. Supposons que A;, = (¥,Q,4,d, F) a un
compteur. Alors il existe v € X* et des états distincts qg, - ,qn € @, avec m > 1, tels qu’il
existe une exécution de g; a ;41 sur v pour tout 0 < j < m et il existe une exécution de
gm A qo sur v. Comme A, est minimal, et que tous les états sont dans la méme composante
fortement connexe, ils sont tous accessibles, en particulier gg. Soit u un mot tel qu’il existe
une exécution de ¢ & gg sur u. Comme ¢y # q1, il existe w € X* tel que I'état atteint aprés
avoir lu w & partir de gg est final, et ’état atteint aprés avoir lu w & partir de ¢; n’est pas

final. Donc wv* 1w est dans L et uv* 2w n’est pas dans L pour tout k € N, O

Cette caractérisation permet de déduire le corollaire suivant :

Corollaire 9.1.2 Les langages réguliers sans compteurs sont clos par union, intersection et
complémentaire.

La définition de compteur dans un automate fini avec invariants est similaire & celle pour
un automate fini, sauf que ’étiquette d’un chemin contient aussi les invariants, en particulier
nous ne comptons pas l'invariant du premier état de 'exécution mais nous comptons celui du
dernier.

Proposition 9.1.3 Soit ¥ = ¥ U Yo un alphabet partitionné. Un langage régulier sur X
inclus dans X1+ (Xq-X1)" est sans compteurs si, et seulement s’il est reconnu par un automate
fini avec invariants sans compteurs sur 3.

!Nous rappelons que Ay est automate minimal de L.
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Preuve. Nous utilisons les constructions de la proposition 2.1.3, celles-ci n’ajoutent pas de
compteur et permettent donc de conclure directement. O

9.2 Logique du premier ordre continue

Dans cette section nous étendons le résultat de Mac Naughton et Papert [MP71] au cas
continu : nous montrons que les automates finis sans compteurs correspondent a la logique de
Biichi du premier ordre interprétée sur les fonctions réelles.

Soit ¥ un alphabet, la logique monadique du second ordre de Biichi (MSO¢(X)) est définie
dans la section 8.3. Nous rappelons que FO°(X) désigne le fragment du premier ordre de cette
logique.

Nous montrons maintenant que les langages définissables par une formule de FO¢(X) cor-
respondent aux langages réguliers sans compteurs sur > dans un certain sens.

Soit ¥ = ¥;UXs un alphabet partitionné. Soit ¢ un énoncé de FO¢(X). Soit FVF-alt(X) =
{f € FVF(X) | détemp(f) € X1 - (X2 - X1)*}. Nous construisons un automate fini sans comp-
teurs A, tel que pour tout f € FVF-alt(A), f € F(yp) si, et seulement si détemp(f) € A,.

Nous gardons les mémes notations pour les (E, F')-modéles d’une formule que dans la
section 8.3. Pour les formules du premier ordre, nous omettons la seconde composante F'
puisque c’est toujours I'ensemble vide. Soit f € FVF(X), la fonction fHE est un F-modéle
alternant d’une formule ¢, si f € FVF-alt(A). Nous notons AMPF () I’ensemble des E-
modéles alternants de .

Lemme 9.2.1 Soit ¥ un alphabet et ¢ une formule de FO°(X) avec comme variables libres
E ={xy, - ,x;,}. Soit E' un ensemble fini de variables du premier ordre qui contient E.
Soit A un automate fini sans compteurs sur ¥ A reconnaissant détemp(AMPE (p)). Alors il
existe un automate fini sans compteurs sur ¥ A’ reconnaissant détemp(AMP ().

Preuve. Nous faisons la preuve dans le cas E' = EU{x;,,,, }, 0l i1 > ip ; la généralisation
au cas £ C E’ est facile. Les transitions de .4 sont étiquetées par des symboles de 3 x {0, 1}™.
Nous construisons l'automate A; sur ¥ x {0,1}™*! en fixant la derniére composante 4 0 sur
toutes les transitions.

Remarquons qu’un E’-modéle de ¢ est un E-modeéle de ¢ étendu avec un 1 & une unique
position. Nous construisons donc ’automate A’ en créant deux copies de A; et en devi-
nant de facon non-déterministe une transition de la premiére & la seconde copie étique-
tée par un 1 en derniére position. Si (g, (a,b1, - ,bm,0),¢’) est une transition de .4; alors
((q,0), (a, b1, -+ ,bm,1),(q',1)) est une transition de Ag, si a € X1 ou si 'un des b; vaut 1.
Cela correspond au cas ou le 1 apparait sur un point de discontinuité du modéle. Si le 1 ap-
parait sur un point de continuité du modéle, cela crée un nouveau point de discontinuité, ce
qui nous ameéne & ajouter les transitions suivantes. Si a € Yo et que tous les b; sont nuls, nous

divisons la transition en trois : de (¢,0) & un nouvel état ¢; sur laction (a, by, -+ , by, 0), de
¢1 & un nouvel état ¢o sur 'action (a, b1, ,bm, 1), et de g2 & ¢} sur 'action(a, by, -+ , by, 0).
O
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Proposition 9.2.2 Soit ¥ un alphabet et soit p € FO(X). Soit E [’ensemble des variables
libres de @. Alors il existe un automate fini sans compteurs A, sur ¥ tel que pour tout f €
FVF-alt(X) et interprétation sur E, f,1|= ¢ si, et seulement si détemp(fF) € L3y (Ap).
Preuve. La preuve est trés similaire & celle du théoréme 8.3.1, sauf que les automates
construits doivent étre sans compteurs. Les cas ¢ = Qqu(x), ¢ = = < y et o = —m sont
identiques. Le cas ¢ = 1 V ¢ est similaire en utilisant le lemme 9.2.1.

Pour le cas ¢ = Jxn nous devons faire une construction différente. Soit E’ I’ensemble
des variables libres de 7 et soit E = E'\{z}. Pour simplifier les notations supposons que z
est la derniére variable de F’, le cas général est similaire. Par hypothése d’induction, soit
AnE/ = (3,Q,1,0, F) un automate fini sans compteurs pour 7. Nous pouvons supposer ASJI
co-accessible.

Nous projetons Ag/ sur ¥ x {0, 1}|E | en effacant la composante en . Pour tous les états
71, ¢2 € Q et tout o’ € ¥ x {0, 1}|E| nous ajoutons alors une transition (¢, ad’,q2) 8’il existe
p1,p2 € Q tels que (q1,(a’,0),p1) € 0, (p1,(a’,1),p2) € § et (p2,(a’,0),q2) € 4. Soit Ay
I’automate obtenu.

Comme A,]E/ est co-accessible, un symbole ayant un 1 dans une de ses composantes ne peut
faire partie d’une boucle, les opérations ci-dessus n’introduisent donc pas de compteur. Ag

est alors 'automate intersection de Afa’gon, Afa’gd et Aj. |

9.3 Caractérisation logique des AIDC sans compteurs

Dans cette section, nous définissons les automates input-determined sans compteurs et
donnons une caractérisation de ces automates par une logique du premier ordre.

Définition 9.3.1 Soit X un alphabet et Op un ensemble d’opérateurs. Un automate input-
determined canonique pur sur (X, Op) est dit sans-compteurs, noté AIDCSC, si l'automate
fini avec invariants associ€ est sans compteurs.

Exemple 9.3.2 Soit ¥ = {a}, Op = {04} et G = {OLLQ}}. L’AIDCSC sur (3, Op) suivant
reconnait les mots temporisés qui ont exactement une action a dans lintervalle [1,2]. Sur la
figure, g1 = {01[11’2]} et go = 0. Cet automate est sans compteurs : d’aprés sa forme s’il avait
un compteur, il aurait un compteur de longueur 2 passant par les deux €tats centraux. Or pour
tout mot (g,9)g" € (XU {e}) x 2%) - 29, (e,9)g’ ne permet pas de réaliser une boucle dans
l’automate.

Le résultat principal de cette section est que les langages définissables par un énoncé de
TFO*® sont les langages reconnus par des automates input-determined continus sans compteurs :

Théoréme 9.3.3 Soit ¥ un alphabet et Op un ensemble d’opérateurs input-determined a
variation finie sur X. Un langage temporisé sur ¥ est reconnu par un AIDCSC' sur (X, Op)
si, et seulement s’il est définissable par un énoncé de TFO°(X, Op).

Preuve.
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(g,92)

(Ev gl)

FiG. 9.1 — Automate input-determined sans compteurs

AIDCSC oo . TLTLe
| 1
LTL LTLe

Implication directe. Nous montrons en fait que tout AIDCSC sur (X, Op) est équivalent a
une formule de TLTL®(X, Op). Par le théoréme 8.5.1, TLTL¢(X, Op) est expressivement équi-
valente & TFO¢(X, Op), ce qui permettra de conclure.

Nous suivons le diagramme suivant :

La premiére transformation découle des résultats de Kamp [Kam68] et Mac-Naughton et
Papert [MP71]. La troisiéme transformation a déja été présentée dans la preuve du théoréme
8.5.1. Nous présentons maintenant la deuxiéme transformation.

Soit ¥ un alphabet. Nous définissons les deux formules suivantes de LTL¢(X) :

— cont = \/ ex(@aN (@Ua)A (aSa)) pour désigner un point de continuité du modéle,

— discont = —cont pour désigner un point de discontinuité du modéle.

La transformation [tl-ltlc d’une formule de LTL(X) en une formule de LTL®(X) est définie
comme suit (¢ désigne ltl-ltlc(p)) :

Itl-ltlc(a) = a
Hl-tle(~p) S
Itl-ltle(p1 V p2) = 1V P2
1tl-Utle(p1 U a) = (discont :> (@1 U @2)) A
(cont = ( dzscont) U (discont A (@2 V (p1 A ¢1 U $2)))))
ltl-ltle(p1S p2) = (discont :> (@18 ¢2)) A
(cont = ((~discont) S (discont A (P2 V (@1 A $1S ¢2)))))

La transformation [tl-Itlc vérifie la propriété suivante :

Lemme 9.3.4 Soit X un alphabet et w un mot canonique sur X. Soit f € temp(w) ayant pour
représentation canonique par intervalles (wo, Ip) - - - (Wan, Ion). Alors pour tout 0 < i < 2n et
tout t € I;, w,i = o < f,t = ltl-ltlc(p).
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Preuve.[Preuve du lemme| Nous raisonnons par induction sur ¢. Le cas de base et I'induction
pour les opérateurs booléens sont évidents. Montrons 1’étape d’induction pour ¢ = ;1 U 9
(le cas p = ¢1 S g est similaire).

Implication directe. Soit ¢ € I; et supposons que w,i = ¢1 U pa.
Alors 35 > i tel que w,i |= g et Vi < i’ < j w,i |= 1. Soit t' € I;. Remarquons que par
hypothése d’induction f,t' |= @9, V" € I; f,t" |= p2 et V" € Upicircili fit" = 1.

Nous distinguons deux cas :

— i est pair : alors f,t |= discont. Nous avons que ]t,#'[C U<y <l U I;. Comme nous
lavons remarqué Vt < t”" <t' f,t" = @1V @9, done f,t = ¢1 U @o.

~ ¢ est impair : alors f,t |= cont. Soit t1 tel que I;11 = {t1}. Nous avons que Vt; < ¢’ <
t' f,t" = @1V ¢a. Done f,t1 | discont A (P2 V (¢1 A ¢1 U ¢32)). De plus Vi < t" <
t1 f,t" | —discont, dou f,t = (—discont) U (discont A ($2 V (91 A 1 U ¢2))).

Implication réciproque. Soit t € I; et supposons que f,t = ltl-ltlc(p). Nous distinguons
deux cas :

— 1 est pair : alors f, ¢ = discont donc f,t = $1 U ¢a. Il existe donc ¢’ > t tel que f, ' = oo
et Vi <t <t f,t" =1V oe.

Soit j tel que ¢’ € I;. Par hypothése d’induction w,j |= @2 et Vi < i’ < j w,i = ¢1,
donc w,i = 1 U ¢a.

— 4 est impair : alors f,t = cont et donc f,t = (—discont) U (discont A (92 V (1 A
$1 U 2))). 1 existe alors t1 > ¢ tel que Vt < t” < t; f,t" = —discont et f,t1 =
discont A (2 V (91 A @1 U @9)). Nécessairement I; 11 = {t1}.

Soit f,t; = (9 alors par hypothése d’induction w,i+ 1 = @3 et w,i = ¢1 U ¢2. Sinon
f,t1 = ¢1 (donc par hypothése d’induction w,i+ 1 = ¢1) et f,t1 = @1 U Pa. i + 1 est
alors pair et nous pouvons appliquer le cas i pair pour obtenir que w,i + 1 = ¢1 U 2.
Nous déduisons que w,i = @1 U @a.

[l

Nous pouvons achever la premiére moitié de la preuve du théoréme 9.3.3 qui repose sur le
lemme suivant.

Lemme 9.3.5 Soit X un alphabet et Op un ensemble d’opérateurs input-determined a varia-
tion finie sur X. Soit A un AIDCSC sur (X, Op). Alors il existe une formule ¢ de TLTL®(X, Op)
telle que L*(A) = L*(¢p).

Preuve.[Preuve du lemme| Soit A un AIDCSC sur (X, Op), soit I' I'alphabet symbolique

propre associé. L’;ymb(.A) est reconnu par un automate fini sans compteurs sur I'. Par [MP71]

et [Kam68], il existe une formule ¢; de LTL(L) telle que L7, (A) = L*(1). Comme tout
w € L., (A) est canonique, par le lemme 9.3.4, nous avons que temp(L*(p1)) = F(p2) ot
w9 = ltl-ltlc(p1). Nous utilisons alors la transformation [t-tltl qui associe & 2 une formule
¢ telle que L*(p) = tw(F(p2)) si la détemporisation des fonctions de F'(¢1) est composée
de mots canoniques purs, ce qui est le cas car A est un AIDCSC. Nous avons donc que

L*(A) = L* (). O

Implication réciproque. Cette implication repose sur le lemme suivant.

162



9.4. AIDC récursifs sans compteurs

Lemme 9.3.6 Soit X un alphabet et Op un ensemble d’opérateurs input-determined a varia-
tion finie sur 3. Soit ¢ un énoncé de TFO(X, Op), alors il existe un AIDCSC A sur (X, Op)
tel que L*(¢) = L*(A).

Preuve.[Preuve du lemme] Soit ¢ un énoncé de TFO°(X, Op). Soit G = {AT | Al(x) est
une sous-formule de ¢} et soit I' = I'; U 'y 'alphabet symbolique propre basé sur G. Par la
proposition 8.4.3 il existe un énoncé ¢ de FO¢(T") tel que L*(¢) = tw(F()).

D’apreés la proposition 9.2.2, il existe un automate fini sans compteurs A’ tel que F(p) N
FVF-alt(T') = temp(L Symb(.A’)) De plus Ly, ,(A) € T'1 - (I'2 - I'1)*, donc par la proposi-
tion 9.1.3 un existe un automate fini avec invariants sans compteurs A tel que L* symb (A) =

L% my (A). Nous avons alors la suite d’égalités L*(¢) = tw(F(@)) = tw(F(4)NFVF- alt( ) =

tu(temp L7,y (A)) = L*(A) 0
Ceci acheéve la preuve du théoréme 9.3.3.

(]

9.4 AIDC récursifs sans compteurs

Nous considérons maintenant des AIDCSC récursifs comme nous ’avions fait pour les
AIDC dans la section 8.6. Nous avions montré que les AIDC récursifs étaient équivalents
aux formules de rec-TMSQ€; nous montrons ici que les AIDCSC' récursifs correspondent au
fragment du premier ordre de cette logique.

La définition des rec-AIDCSC' (resp. rec-AIDCSCp)) est similaire a celle des rec-AIDC
(resp. rec-AIDCSCp)) sauf qu’a chaque niveau les automates considérés doivent étre sans
compteurs (voir la section 8.6). Les rec-AIDCSC' sont caractérisés par rec-TFO® dans le sens
suivant :

Théoréme 9.4.1 Soit ¥ un alphabet et Rop un ensemble d’opérateurs input-determined 7é-
cursifs 4 variation finie sur Y. Soit L un langage temporisé sur X. L est reconnu par un
rec-AIDCSC (X, Rop) si, et seulement si L est définissable par un énoncé de rec-TFO®(3, Rop).

Pour prouver le théoréme 9.4.1, nous procédons comme pour la preuve du théoréme 8.7.3;
nous prouvons tout d’abord un équivalent sans compteurs du lemme 8.7.1 : les AIDCSCp
correspondent aux formules de TFO¢ avec une variable libre. La preuve du théoréme 9.4.1 est
alors strictement similaire & celle du théoréme 8.7.3.

Lemme 9.4.2 Soit X un alphabet et Op un ensemble d’opérateurs input-determined a varia-
tion finie sur 3. Un langage temporisé pointé sur ¥ est accepté par un AIDCSCp sur (X, Op)
si, et seulement s’il est définissable par une formule de TFO¢(X, Op) avec une variable libre.

Preuve.
Implication directe. Soit B un AIDCSCp sur (X, Op). Montrons qu’il existe une formule ¢
de TFO¢(X, Op) avec une variable libre tel que LP(B) = LP(¢p).

B peut étre vu comme un AIDCSC sur (X x {0,1}, Op). Par le théoréme 9.3.3 il existe un
énoncé ¢ de TFO°(X x {0,1}, Op) tel que L*(B) = L*(¢).
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A partir de ¥ nous construisons une formule ¢(z) de TFO¢(X, Op) avec une variable
libre comme suit : pour toute variable x et pour tout a € > nous remplagons Q(a,l)(:c) par

Qa(T) Nv = 2 et Qq0)(x) par Qu(r) A =(z = 2).

Nous rapellons que nous notons ¥/ pour (X U{e}) x {0,1}. Si ¢ est un mot temporisé sur
Y, nous notons premier(c’) le mot temporisé obtenu a partir de ¢’ en effagant la composante
{0,1} de o’ et les € restants.

Rappelons que valid( TX"*) est ’ensemble des mots temporisés sur ¥/ qui contiennent un
unique symbole de (X U {e}) x {1}, et tels que leur dernier symbole est dans ¥ x {0,1}.

Une induction immédiate sur ¥ montre que :

Vo' € valid(TY™*) VI o', 1 | o < premier(o’),1[z — dur(c’)] | ¢(2)

Nous en déduisons que fw(L*(v))) = LP(p(2)); et donc LP(B) = fw(L*(B)) = fw(L*(¢)) =
LP(p(2))-

Implication réciproque. Soit ¢ une formule de TFO¢(X, Op) avec une variable libre. Mon-
trons qu'il existe un AIDCSCp B sur (X, Op) tel que LP(p) = LP(B).

Soit z la variable libre de ¢. Nous transformons ¢(z) en une formule de FO® avec une
variable libre, nous appliquons ensuite la proposition 9.2.2 pour obtenir un AIDCSCp.

Soit G = {A” | Al(z) est une sous-formule de ¢(z)} et soit I' = I'; U 'y 'alphabet sym-
bolique propre basé sur G.

tmso-mso(y) est une formule de FO®(I") avec une variable libre. Soit B,.) 'automate fini
sans compteurs donné par la proposition 9.2.2.

LP(p(2)) = LP(By())- En effet

o, [zt Ep
L [z = t] | tmso-mso(p)(z) par le lemme 8.4.2
détemp(fg[ZHﬂ) € L3, (By(z)) par la proposition 9.2.2

fclf—:[zb—»t] € temp(L:ymb(BS(?(z)))
(0,t) € fw(tw(temp(L,,,(By(z)))))
(U, t) S LP(Bw(Z))

(0,1) € LP(0(2))

S R R

O

Comme application du théoréme 9.4.1, nous déduisons une caractérisation de MTL+Past.
D’aprés le théoréme 8.9.1, MTL+Past(X) est expressivement équivalente a rec-TFO(3, {0, 6}),
le théoréme 9.4.1 permet donc d’établir le résultat suivant :

Théoréme 9.4.3 Soit ¥ un alphabet, MTL+Past(X) est expressivement équivalente a
rec-AIDCSC(X,{0,9}).

9.5 Stabilité a I’infini de MTL+4Past

Dans la section 9.4 nous avons montré que tout langage définissable dans MTL+Past (pour
la sémantique continue) est reconnu par un AIDC récursif sans compteurs. Nous utilisons
maintenant cette caractérisation pour montrer la stabilité a [’infini de MTL+Past; c’est & dire
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que si un langage L est définissable dans MTL+Past, toute suite périodique de mots temporisés
finira par rester dans L, ou finira par rester a 'extérieur de L. Ce résultat est connu pour
LTL+Past dans le cadre non-temporisé [SC85, Mar03a] et pour MTL (sans passé) dans le cadre
temporisé [PD06].

Dans cette section, 3 désigne un alphabet et Rop un ensemble d’opérateurs input-determined
récursifs a variation finie.

Définition 9.5.1 Une suite périodique temporisée est un triplet s = (u,v,w) € (TX*)3, qui
représente la suite de mots temporisés (Si)iZO ol s; = uvtw.

Un langage temporisé sur 3 est dit stable & V'infini par rapport & une suite périodique
temporisée s s’il existe ig € N tel que soit Vi > ig, s; € L, soit Vi > ig, s; ¢ L. Un langage
temporisé sur ¥ est dit stable a 'infini sl est stable a l'infini par rapport a toutes les suites
périodiques temporisées.

Théoréme 9.5.2 Soit ¥ un alphabet et ¢ une formule de MTL+Past(X) interprétée pour la
sémantique continue. Alors L*(p) est stable a linfini.

Nous consacrons le reste de cette section & la preuve de ce théoréme. Par le théoréme
9.4.3, il suffit de montrer que tout langage reconnu par un rec-AIDCSC(X, {0, €}) est stable
a l'infini.

Nous présentons tout d’abord le concept de zone centrale : cela représente ’ensemble des
points au centre d’une suite périodique temporisée. Une zone centrale est un couple Z = (I, r)
avec [, € T. Etant donné un mot temporisé w sur ¥, Z(w) est défini par Z(w) =]l, dur(w)—r|.

l Z(s) r

-~

[ 1
r TS

Fi1c. 9.2 — Une zone centrale

Un langage temporisé pointé L sur X est dit correct par rapport & une suite périodique
temporisée s = (u,v,w) s'il existe une zone centrale Z et un entier ip tels que les trois
conditions suivantes sont vérifiées :

Vi Vi' > iVt € Z(s;), (si,t) € L < (si,t + dur(v)) € L et (s;,t) € L& (s, t) € L (9.1)
Vi >ig Vil > iVt <, (s;,t) € L& (sp,t) €L
Vi >ig Vi’ > iVt <, (s;,dur(s;) —t) € L < (sy,dur(sy) —t) € L (9.3)

Intuitivement, la premiére partie de la condition (9.1) signifie qu’a l'intérieur de la zone
centrale, 'appartenance de (s;,t) & L est périodique de période dur(v). La deuxiéme partie
de la condition (9.1) et les conditions (9.2) et (9.3) signifient que l'appartenance de s; a L ne
dépend plus de i pour i > iy (et est donc stable a partir de ip).

Un langage temporisé pointé L sur X est dit correct s’il est correct par rapport a toute suite
périodique temporisée. Notons qu’une garde A! définit le langage temporisé pointé {(o,t) |
o,t = A}. Nous disons qu'un AIDCSCp (resp. une garde) est correct par rapport a une suite
périodique temporisée si le langage associé 'est. De méme, nous disons qu'un AIDCSCp (resp.
une garde) est correct si le langage associé l'est.

Etant donné un alphabet symbolique propre I' et un mot temporisé w, nous notons 75,
I'unique mot symbolique v € T'* tel que w € tw(7).
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Lemme 9.5.3 Soit G un ensemble fini de gardes atomiques et I' 'alphabet symbolique propre
sur (3, Rop) basé sur G. Soit s une suite périodique temporisée. Si pour tout g € G, g est
correct par rapport a s alors il existe un entier ig et y1,7v2,73 € I'™ tels que pour tout i > i,
VL = 7179503,
Remarquons que ce lemme montre que si pour tout g € GG, g est correct par rapport a s,
alors tout AIDCSCp basé sur G est correct par rapport & s.
Preuve. Soit G = {g1,- -+ ,gr}. Comme g1, - - , gi sont correctes, il existe des zones centrales
Zi,- -+, Z et des entiers iy, - - - , iy tels que les propriétés (9.1), (9.2) et (9.3) sont vérifiées.
Nous définissons le maximum d’un nombre fini de zones centrales comme le maximum

composante par composante. Soit Z = manZj et i = maxkij. La zone centrale Z et I'entier
1<5< 1<5<

i satisfont les propriétés (9.1), (9.2) et (9.3) pour tout g € G.

Soit 49 un entier tel que ig > i et Z(s;,) # 0. Soit 71 € I'* tel qu’il existe un préfixe
pio de s;, avec dur(pi,) € Z(sqy) et pi, € tw(y1). Soit 73 tel que i = 7173. Soit 72 tel que
’ygiﬂ = v1727y3. Alors par les propriétés (9.1), (9.2) et (9.3), Vi > z'o,fygi = i 0, O

Lemme 9.5.4 Soit B un AIDCSCp canonique propre sur (¥, Rop) et I € Ig. Si B est correct,
alors les gardes 0{3 et @é sont correctes.

Preuve. Soit s = (u, v, w) une suite périodique temporisée. Nous montrons que 0{3 est correcte
par rapport a s, le cas é)é est similaire.
Nous devons montrer qu’il existe une zone centrale Z = (I,r) et un entier i tels que :

Vi Vi > iVt € Z(s;), sit = Ok & si,t+ dur(v) = Ok et si,t = Oh < sit = 0L (9.1)
Vi >ig Vi’ > iVt <1, sitl= Ok < si,t = Ok
Vi > g Vi' > iVt <1, s, dur(s;) —t = Ok < sy, dur(sy) —t = 0% (9.3)

B est correct par hypothése. Soit Zp = (I, r5) une zone centrale pour B. Soit M un réel
strictement plus grand que les bornes de I. Nous définissons Z = (Ig,rp + M + dur(v)).

s Z > M + dur(v) rB

K

F1G. 9.3 — Choix de Z

Soient i, t tels que t € Z(s;) et supposons que s;,t = O%. Nous montrons que s;, t+dur(v) =
0L (la réciproque est similaire).
Nous avons que 3t; > t avec (s;,t1) € LP(B) et t; —t € I. Nous distinguons deux cas :
— t1 € ZB(s;)
Comme B est correct (s;,t1 + dur(v)) € LP(B) et nous avons que t; + dur(v) — (t +
dur(v)) =t1 —t € I. Donc s;,t + dur(v) | 0%

el
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- t1 & Zp(s:)
Alors t; —t > M, donc nécessairement I =|c,+oo[ ou I = [¢,+o00[. Comme t; — (t +
dur(v)) > M, si,t + dur(v) E OL.

0k 0% ? L'(B)

> M

. . . . I
Un raisonnement similaire montre que s;/,t = <>B'

Nous montrons maintenant comment choisir ig et prouvons la propriété (9.2) (la propriété
(9.3) se montre de facon similaire). Prenons ig € N tel que ig > ip et dur(Z(y;,)) > M (de
telle facon a ce que le temps & l'intérieur de la zone centrale soit plus grand que M pour
i > o).
Soient i > 1ip,i’ > i,t < | et supposons que S;,t = Oé. Alors il existe t; > t avec
(Si,tl) S LP(B) ett1—tel.
Nous distinguons deux cas :
— t1 < dur(s;) —r
Comme B est correct (si,t1) € LP(B) et donc sy, t = Ok

— t1 > dur(s;) —r
Alors t; — t > M et nécessairement I =|c, +o0o[ ou I = [¢, +00].
Soit ) = dur(s;) — t1. Nous avons (s;, dur(s;) —t}) € LP(B), donc comme B est correct
(sir, dur(sy) —t})) € LP(B). De plus (dur(sy) —t)) —t > (dur(s;) —t))—t=t1—t > M,
d’ou s;,t = ()lfg.

!/

O

Nous achevons la preuve du théoréme 9.5.2 : soit L reconnu par un rec-AIDCSC A et soit
s une suite périodique temporisée. Soit I' I’alphabet symbolique propre basé sur les gardes
atomiques de A ; par les lemmes 9.5.3 et 9.5.4, il existe un entier ig et des mots symboliques
Y1,Y2,7v3 € I'* tels que pour tout i > iy, ’ygi = ’nvé_io’yg. Soit n le nombre d’état de A.
n’est pas un compteur de A donc pour i > ig+ n, les exécutions de A sur s; terminent toutes
dans le méme état. L est donc stable & ’infini par rapport & s.

Remarque 9.5.5 Le théoréme 9.5.2 montre que les formules de MTL+Past pour la séman-
tique continue sont stables a linfini. Ce résultat est vrai également pour les formules de
MTL+Past pour la sémantique d’actions, car la sémantique continue est plus expressive (voir la
proposition 5.2.2). De telles propriétés permettent d’obtenir des résultats d’expressivité [PD06].
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Chapitre 10

Conclusion

Ce travail de recherche avait pour but d’étudier des aspects d’expressivité et de controle
dans le cadre des logiques temporisées. Nous récapitulons maintenant les résultats obtenus et
donnons quelques perspectives.

Systémes o-minimaux

Nous avons introduit le probléme de controle pour les systémes dynamiques. Nous avons
montré que les techniques classiques pour les jeux non-temporisés & nombre infini d’états ne
pouvaient s’appliquer dans le cadre du contréle hybride car deux états bisimilaires peuvent
ne pas étre équivalents du point de vue du contrble temporisé. Nous avons utilisé une tech-
nique d’encodage des trajectoires par des mots, plus fine que la bisimulation, et montré que
cet encodage était correct pour le controle temporisé hybride. Nous avons ensuite appliqué
ces méthodes au cas des systémes o-minimaux et montré que leur probléme de contréle est
décidable, des stratégies gagnantes pouvant étre explicitement construites de maniére définis-
sable. Dans un cadre de contréle o-minimal avec une hypothése d’observation partielle de la
dynamique, nous avons obtenu des résultats similaires, c’est-a-dire la décidabilité du probléme
de contréle et la définissabilité de stratégies gagnantes.

Nous avons également enrichi le modéle des systémes o-minimaux avec des fonctions de cotit
et avons considéré deux probléme naturels sur ces systémes pondérés : le probléme de controle
optimal, et le model-checking de WCTL. Un tel systéme hybride n’est pas o-minimal, en par-
ticulier les techniques d’encodage par des mots développées précédemment ne permettent pas
de résoudre ces problémes; nous avons donc développé des techniques spécifiques aux sys-
témes o-minimaux pondérés. Nous avons montré que le probléme de contréle optimal et le
model-checking de WCTL sont décidables pour les systémes o-minimaux pondérés, ce qui ren-
force ’attrait de ce modéle, car ces problémes sont indécidables pour les automates temporisés
pondérés [BBR04, BBR05, BBMOG].

Controle pour des spécifications MTL

Nous avons considéré le probléme de controle temporisé ou la spécification est donnée
par une formule de logique temporisée. Nous avons considéré des logiques pour lesquelles le
probléme de satisfaisabilité est décidable, en particulier MTL sur les mots finis et Safety-MTL
sur les mots infinis. Nous avons montré que le probléme de contréle pour ces spécifications est
indécidable dans le cas général. Nous avons alors considéré le probléme de controéle & ressources
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fixées, qui est algorithmiquement plus facile. Les techniques existantes sur le controle temporisé
A ressources fixées ne pouvant s’appliquer, nous nous sommes inspirés des techniques d’ordre
partiel [ANO1, OW04, OWO05| pour obtenir la décidabilité du controle a ressources fixées pour
des spécifications MTL sur les mots finis et Safety-MTL sur les mots infinis.

Décidabilité et expressivité de MTL et TPTL

Nous avons proposé une preuve originale de 'indécidabilité de la satisfaisabilité de TPTL et
MTL+Past pour la sémantique d’actions et la sémantique continue, et MTL pour la sémantique
continue. Cette preuve que nous espérons plus simple, permet d’identifier les propriétés qui,
si elles sont exprimables dans une logique temporelle, ménent a son indécidabilité.

Nous avons montré que TPTL était strictement plus expressive que MTL, confirmant
une conjecture énoncée dans [AH92b|. Nous avons montré que la formule de TPTL proposée
dans [AH92b| ne pouvait en effet pas étre exprimée dans MTL pour la sémantique d’actions.
Par contre, nous avons montré que cette formule pouvait étre exprimée dans MTL pour la sé-
mantique continue. Nous avons cependant donné une autre formule de TPTL qui ne peut étre
exprimée dans MTL pour la sémantique continue, confirmant ainsi la conjecture. Les formules
que nous avons proposées pour montrer ces résultats nous ont permis de déduire d’autres pro-
priétés intéressantes des logiques temporisées comme le fait qu’ajouter des modalités du passé
4 MTL et MITL augmente strictement leur expressivité, ou le fait que MTL est strictement
plus expressive pour la sémantique continue que pour la sémantique d’actions.

Un nouveau formalisme d’automates pour les logiques temporisées

Nous avons défini une classe générique d’automates paramétrés par des opérateurs pour
la sémantique continue, les automates input-determined continus. Nous avons montré que ces
automates sont clos pour les opérations booléennes et ont de fortes propriétés logiques : ils sont
expressivement équivalents a une logique monadique du second ordre paramétrée par des opé-
rateurs, et le fragment du premier ordre de cette logique correspond a une extension de LTL.
Nous avons étendu ces résultats dans un cadre récursif plus proche des logiques temporisées.
En considérant des opérateurs particuliers, nous avons caractérisé la logique MTL+Past par
une logique du premier ordre. Nous avons alors identifié une sous-classe d’automates correspon-
dant & cette logique du premier ordre, les automates input-determined sans compteurs. Cette
représentation nous a permis de montrer une propriété de stabilité a I'infini de MTL+Past.

Perspectives

Plusieurs directions sont envisageables pour continuer ces travaux. Dans le cadre des sys-
témes o-minimaux, nous pouvons considérer d’autres propriétés pour le model-checking comme
MTL ainsi que d’autres conditions de victoire pour le contréle comme TATL. L’étude des sys-
témes pondérés pourrait étre étendue a celle du probléme de consommation moyenne comme
dans [BBLO4]. Certains problémes de contrdle n’ont pas été traités : le cadre d’observation
partielle des actions (en plus de Pobservation partielle de la dynamique); ainsi que la prise
en compte de la convergence du temps, les techniques pour traiter ce probléme dans le cadre
temporisé ne pouvant s’appliquer aux systémes o-minimaux.

Nous pouvons étudier le probléme de contréle dans le cadre des automates temporisés
pour d’autres propriétés. Nous pourrions en particulier considérer des logiques dont le pro-
bléme de satisfaisabilité a une complexité plus basse que MTL et Safety-MTL, comme par
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exemple le fragment Bounded-MTL introduit dans [BMOWO7] (dont le probléme de satisfai-
sabilité est EXPSPACE-complet). Le probléme de controle général pourrait étre décidable, et
il serait intéressant d’analyser le saut de complexité di & l'interaction entre le contrdleur et
I’environnement.

Dans le cadre de I'expressivité des logiques temporisées, nous avons montré que certaines
formules de TPTL & une horloge ne peuvent étre exprimées dans MTL. Le probléme de savoir
si toute formule de TPTL a un équivalent utilisant une horloge est ouvert. Nous pouvons égale-
ment tenter d’appliquer & d’autres opérateurs les résultats génériques obtenus dans I’étude des
automates input-determined continus. Le cadre logique que nous avons établi permet d’obtenir
des résultats d’expressivité concernant MTL+Past comme nous I’avons montré; en considé-
rant d’autres opérateurs nous pouvons retrouver les logiques MITL ou EventClockTL [HRS98|.
Nous pouvons tenter d’utiliser les caractérisations notamment par automates que nous avons
obtenues pour obtenir des résultats d’expressivité ou d’autres applications comme la stabilité
a l'infini de MTL+Past.
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