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Résumé :

Cette these est composée de deux parties indépendantes. La premiere partie concerne
I’étude des opérateurs bilinéaires. On consacre les deux premiers chapitres a détailler
les arguments d’une décomposition ”temps-fréquence” afin d’obtenir des estimations
localisées sur ces opérateurs. En utilisant ces estimations hors-diagonales, nous ob-
tenons principalement les continuités de ces opérateurs bilinéaires sur les espaces de
Lebesgue et les espaces de Sobolev. Nous finissons ce deuxieme chapitre par I’étude
d’un calcul pseudo-différentiel bilinéaire. Le troisieme chapitre porte sur une étude
géométrique de ces opérateurs bilinéaires. Afin de compléter ce travail, nous étudions
dans le quatrieme chapitre différents résultats divers tels qu'une généralisation des
résultats pour des variables multi-dimensionnelles. La deuxieme partie porte sur la
notion d’espace de Hardy. On y définit une construction abstraite de nouveaux es-
paces de Hardy. Puis en comparant avec les espaces de Hardy déja connus et utilisés,
nous essayons de dégager les conditions minimales pour conserver les propriétés es-
sentielles de ces espaces. Nous obtenons donc un critere pour obtenir la continuité
H' — L' de certains opérateurs. Nous nous intéressons ensuite a ’étude des espaces
intermédiaires par interpolation entre ces espaces H' obtenus et les espaces de Le-
besgue. Nous finissons ensuite par appliquer ces résultats abstraits pour répondre
au probleme de régularité maximale L” sur les équations d’évolution.

Mots-clés : Opérateurs bilinéaires, analyse temps-fréquence, calcul pseudo-
différentiel, espaces de Hardy.

Abstract :

This thesis contains two independent parts. In the first one, we are interested in the
study of bilinear operators. We dedicate the two first chapters, to describe ”time-
frequency” arguments aiming to get local estimates about these operators. Using
these ”off-diagonal” estimates, we mainly get the continuities of these bilinear ope-
rators on Lebesgue spaces and Sobolev spaces. At the end of the second chapter, we
study a bilinear pseudo-differential calculus. The third chapter is about a geometri-
cal study of these bilinear operators. To complete this work, in the fourth chapter,
we study some various results, for example, we try to generalize our results to multi-
dimensional variables. The second part is about the concept of ”Hardy spaces”. We
define an abstract construction of new Hardy spaces. Then, comparing with the al-
ready known and studied Hardy spaces, we try to clear up the minimal conditions
to keep the main properties of these spaces. So we also get a criterion in order to
prove the H' — L' continuity of some operators. Then we take an interest in the
study of intermediate spaces, got by interpolation between these new H! spaces
and Lebesgue spaces. Finally, we use our abstract theory to solve the problem of
maximal LP regularity on evolution differential equations.

Key words : Bilinear operators, time-frequency analysis, pseudo-differential calcu-
lus, Hardy spaces.






Nous nous proposons dans cette these d’étudier deux problemes d’analyse harmo-
nique, faisant intervenir des outils de nature différente. Cette these comporte donc deux
parties indépendantes :

I-) Contribution a I’étude des opérateurs multilinéaires.
I1-) Espaces de Hardy abstraits.

Partie I :

L’objet de cette premiere partie consiste a étudier les continuités pour des opérateurs
multilinéaires sur les espaces de Lebesgue LP(IR?), les espaces de Sobolev W™?(RY) et les
espaces de Hardy HP(R?). Le cas des opérateurs linéaires repose essentiellement sur deux
outils développés dans les années 50 : la théorie de Littlewood-Paley (développée dans le
cadre de 'analyse réelle par Stein [32]) et la décomposition de Calderén-Zygmund ([8]).
Il est alors naturel d’essayer d’utiliser ces deux outils pour étudier le cas des opérateurs
multilinéaires. Mais le cadre multilinéaire fait apparaitre un nouveau phénomene qui ne
peut étre traité uniquement par ces méthodes. Ce probleme intervient déja dans I’étude
des opérateurs T' multilinéaires commutant avec les translations simultanées, c¢’est a dire
que pour tout vecteur h € R? :

Vfi, .., fao1 € S(RY), T(Tnfis s Thfnot) = T (f1s s frt),

ol on a noté 7, la translation de vecteur h. Dans ce cas si T' est un opérateur (n — 1)-
linéaire continu de S(R%)®™~1 dans S'(R%) qui commute avec les translations simul-
tanées, on sait qu'il existe un noyau K € S'(R4"=1) tel que

T(fr, s fa1)(@) :/

Rd(n—1)

n—1
K@ —y1,x—yo) [ | filwi)dy.
=1

Il faut comprendre cette formulation au sens des distributions !, en utilisant la trans-

formée de Fourier on obtient l'existence d’une distribution m supportée sur I' = {£ =
(&1,..,6,) € (RO | & + .. + &, = 0} telle que :

VEESRY Al f) = (T fan), o) Ssigaomsy (mo©FFs)

Rd(nfl))

ol on a noté f la transformée de Fourier de la fonction f. Le probleme réside dans le

choix de conditions minimales sur le symbole m afin que 'opérateur 7' soit continu de

@I LPi(RY) dans LP»(R?) pour des exposants vérifiant la condition d’homogénéité
—1 1 11

Si le symbole m est la fonction constante égale a 1, par la formule d’inversion de Fourier,

Iopérateur T associé correspond au produit simple des n — 1 fonctions. La continuité

de cet opérateur provient alors simplement de l'inégalité de Holder.

1L écriture des opérateurs multilinéaires sous forme d’intégrale singuliere est & prendre au sens des
valeurs principales. On décide d’oublier la notation v.p. pour alléger.



Une premiere généralisation des hypotheses linéaires de Calderén-Zygmund est celle-ci
sur le noyau K :

1
|K (1, Tn-1)| S - (1)
(lz1] + . + |zp_ )Y
1
VK (21, .., 201)] S ) (2)
(1] + oo A+ |z )1

Ce cas a été étudié par R. Coifman et Y. Meyer ([10, 11]), C. Kenig et E.M. Stein ([20]) et
plus récemment par L.Grafakos et R.Torres ([19]), en adaptant les outils ”linéaires”. De
telles conditions sont invariantes par rotation et impliquent (moralement) une certaine
décroissance des dérivées du symbole en fonction de la distance dans I'espace fréquentiel
[' entre l'origine et &, et ce dans toutes les directions de I'. Si on allege ces hypotheses
en "rendant libres” certaines directions, on obtient des opérateurs plus singuliers dont
les prototypes sont la transformée de Hilbert bilinéaire définie pour des fonctions test
sur R par :

HU @) = v [ oo =t [ s ote 0]
€
= — [ D Fla)g(B)sign(a — H)dads
et l'opérateur maximal bilinéaire correspondant :
1 T
T(f.9)(@) ==sup o [ [f(z—t)g(x +1)]dt.
r>0 21 J_,

Dans l’écriture fréquentielle de la transformée de Hilbert bilinéaire, le symbole est sin-
gulier selon la direction o = f3, et la dérivée du symbole est nulle (donc décroissante)
selon la direction a = — (. Ces opérateurs ont été introduits initialement par A.Calderén
(motivé par 'étude des intégrales de Cauchy sur des courbes Lipschitziennes). La conti-
nuité de la transformée de Hilbert bilinéaire sur les espaces de Lebesgue conjecturée
par A.Calderén dans les années 70 (pour I’étude des commutateurs de Calderén) a été
démontrée par M.Lacey et C.Thiele dans [23], [22], [24] et [25]. La preuve est basée sur
une décomposition dans l'espace temps-fréquence en utilisant simultanément 1’ortho-
gonalité en espace et en fréquence, tout en respectant le principe d’incertitude d’Hei-
senberg. Cette technique est inspirée des travaux de C.Fefferman pour la preuve du
théoreme de Carleson sur la convergence presque partout des séries de Fourier ([15]).
Que les mémes outils s’appliquent a ces deux questions repose sur le fait que 'opérateur
maximal de Carleson, tout comme les transformées de Hilbert bilinéaires, admettent des
invariances par modulation car on remarque que 'opérateur H vérifie formellement :

H(e* f, e g)(z) = ¥ H(f,g)(x).

Cette invariance par modulation ne fait jouer aucun role spécifique au point 0 dans
le plan fréquentiel, et par conséquent interdit des estimations telles que (1) et (2) sur
le noyau multilinéaire de l'opérateur. De ce fait, les techniques d’analyse fréquentielle
"linéaire” ne peuvent pas suffire a étudier ces opérateurs bilinéaires et c¢’est pourquoi
I’étude de ces opérateurs bilinéaires est plus délicate. L’opérateur maximal bilinéaire,



qui est un opérateur positif, devrait pouvoir étre étudié par des méthodes puremement
géométriques ne faisant pas appel a des outils fréquentiels. Pour I'instant de tels outils
sont inconnus, et M.Lacey ([21]) puis C. Demeter, T. Tao et C. Thiele ([14]) ont obtenu
des résultats de continuité pour les opérateurs maximaux multilinéaires, en combinant
des arguments de maximalité de J. Bourgain et ces "nouveaux” outils d’analyse temps-
fréquence.

Depuis quelques années, cette méthode a été éprouvée et améliorée afin d’élargir le
cadre d’application. On considére un symbole m défini sur le sous espace I' = {£ =
(&1, ..,&,) € (R | & +..+&, = 0}, qui possede une singularité le long d’un sous-espace
V' de dimension k£ non dégénéré : I'espace V peut étre paramétré par tous les k-uplets
de variables d-dimensionnelles canoniques. Ici la dimension k est prise en tant que "R?
sous-espace” de I' ~ R4~ = (R4)"~! donc k < n—2. On suppose que cette singularité
est controlée par la condition suivante portant sur la distance au sous espace V' :

Va e N |0*m(&)] < d(&, V)T (3)

Par dualité, étudier les continuités de l'opérateur T est équivalent a étudier les conti-
nuités de la forme n-linéaire suivante :

A fo) = [ ) TT R ()

définie & priori sur S(R%)®". Dans cette écriture, I'intégrale porte uniquement sur ’hy-
perplan I' et la mesure surfacique est abusivement notée d¢§.

Le meilleur résultat a ce jour est le suivant :

Théoréme 0.0.1. (/28]) Soit d =1, n > 3, et m un symbole qui vérifie l’estimation (3).
Dans le cas ot 2k < n, la forme A est continue sur ’espace @;LPi(R) avec la condition

d’homogénéité
1
> =1 (5)

i— Di
l’hypotheése
1 1 — 2k
V1<i,.,5.<n — + — Ul +T. (6)
D1 Di, 2

et la restriction 1 < py,..,pp—1 < 0.

L’hypothese (6) permet d’avoir des exposants p, < 1, mais on suppose que tous les
autres exposants sont plus grands que 1. Ce résultat, fondé sur une étude ”temps-
fréquence” tres fine, laisse des questions ouvertes sur le sujet. Tout d’abord la condition
(6) sur les exposants est optimale pour cette méthode : pour I'instant on ne sait pas
si d’autres exposants pourraient étre accessibles par une méthode différente. De plus
la méthode utilisée s’applique uniquement pour des variables réelles (d = 1). Et il
y a la condition 2k < n portant sur le sous espace de singularité : la aussi on ne
sait toujours pas si cette condition est optimale. Peut on aller jusque £k = n — 27 Ces
deux dernieres limitations semblent provenir des techniques utilisées. Tous ces problemes
ouverts semblent inaccessibles par les outils fréquentiels d’aujourd’hui.
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Un autre probleme consiste a avoir une estimation uniforme, selon la dégénérescence du
sous espace V. Le résultat suivant a été démontré lorsque V' = Ruv est une droite. On
introduit une nouvelle distance qui tient compte de cette dégénérescence :

i —
dy(z,V) =inf sup it

, ou wv=(vy,.,v,) € CR"
teR 1<i<n

(%

On suppose que le symbole m vérifie la condition ”renormalisée” :

0*m(€)] < ] (widu(&, V)™ (7)

Théoréme 0.0.2. (/30]) Soitd=1,n >3, k=1, et m un symbole qui vérifie l’estima-
tion (7). Dans ce cas, la forme A est continue sur l'espace @;LP'(R) avec la condition
d’homogénéité (5). De plus, pour les exposants vérifiant 2 < p; < oo, l’estimation est
uniforme en fonction du symbole et de sa singularité que l’on a normalisée par (7).

La démonstration de ce résultat est tres semblable, par les outils employés, a celle du
théoreme précédent. Cependant le souhait d’avoir des estimations uniformes rend la
démonstration beaucoup plus technique.

Apres ce panorama, venons-en a notre contribution.

Nous allons dans le premier chapitre étudier des opérateurs multilinéaires généralisant
les paraproduits. La notion de paraproduit correspond au cadre des opérateurs mul-
tilinéaires, que 'on peut étudier par les outils ”linéaires”. L’analyse temps-fréquence
multilinéaire fait appel a 'étude de ces paraproduits, il est donc nécessaire (mais pas
suffisant) de savoir les estimer. Pour obtenir le théoreme 0.0.2, il est important de
savoir étudier ces paraproduits de maniere uniforme selon certains parametres. Nous
étudierons donc ces opérateurs par deux méthodes afin d’obtenir toutes les continuités
sur les espaces de Lebesgue LP(R?) et les espaces de Hardy H?(R?) (pour des exposants
p inférieurs a 1). Nous montrerons alors le résultat suivant (voir le théoreme 1.0.14 pour
la version (n — 1)-linéaire) :

Théoréme 0.0.3. Sur R?, soit ¥ une fonction a spectre dans une couronne autour de
0, ' des fonctions a spectre dans une boule centrée en 0. Pour des réels a,b € R* et
p1, p2 €]0,1] fixés, on considére l'opérateur bilinéaire suivant :

dt

1G9 o= [ [ Wlelx £ - o)« olia — by T-

Soit 0 < p,q,r < 0o des exposants vérifiant la condition d’homogénéité :
1 1 1
r p g

Alors Uopérateur T' est continu de E, x F, dans G, avec



11

St E, F, G,
p,g,r <oo | HP(RY) | HY(R?) L"(RY)
g=r<p=oo|L*® 9(RY) | L"(R?) = LI(RY)
(

(
p=q=r=o00| L®[R% | L®(RY) BMO(R?)
p=1#g<oo| L'(RY) R7) L"=(R7)
p=1,g=o00 | L'(RY) | L*(RY) LY>(R?)
p=g=1 | L'RY) | L'RY) | L2*RY)

Par symétrie sur les deux exposants p et q, on obtient tous les cas. De plus les bornes
de continuité sont indépendantes de a,b € R*, et py,py €]0,1] si l'une des conditions
sutvantes est vérifiée :

1-) 0<p,qr<oo

1
2=) a2 o] et ==
p

1
3=) bl laf et ~ =
q

+-2

[~ N = N

1
4— ~ |b| et —
) el = bl et -

< | =
N | =

Lorsque I'un des parametres p; tend vers 0, on retrouve les paraproduits multilinéaires
classiques, ce résultat généralise donc les estimations de [29] sur les paraproduits. Apres
avoir étudié ces opérateurs nous décomposerons les opérateurs multilinéaires selon ces
opérateurs ”élémentaires”. Cette étude sera suffisante pour obtenir les mémes résultats
de continuité pour des opérateurs multilinéaires lorsque le symbole ne possede qu'un
point de singularité : V' = {0}. Dans le cas d’'un espace V de dimension plus élevée,
cette décomposition fréquentielle ne permet pas d’en déduire des résultats de continuité
sur les opérateurs. Cependant elle fera apparaitre les quantités importantes a controler
pour espérer obtenir des estimations de continuité uniformes selon la dégénérescence
du sous espace V' et ainsi pouvoir obtenir un résultat similaire au théoreme 0.0.2 pour
des opérateurs plus singuliers : d > 1. De plus nous verrons apparaitre une propriété
géométrique importante, qui est encore vérifiée pour les transformées de Hilbert bi-
linéaires et 'opérateur maximal bilinéaire. C’est une propriété de localisation spatiale,
qui nous pousse a avoir un point de vue plus géométrique sur ces opérateurs. Ce sera
I'objectif du troisieme chapitre : étudier ’action de ces opérateurs sur les fonctions in-
dicatrices d’ensembles.

Apres avoir étudié la décomposition fréquentielle, nous étudierons dans le deuxieme
chapitre 'analyse temps-fréquence utilisée pour montrer le théoreme 0.0.1. Nous rap-
pellerons les outils de cette analyse et nous obtiendrons un résultat localisé un peu plus
fort que le théoreme 0.0.1, que I'on décrira uniquement dans le cadre bilinéaire :

Théoreme 0.0.4. Soit m un symbole singulier selon la droite d’équation f — a = 0,
c’est a dire une fonction C™ de R? telle que :

Vn,0>0  |oRohm(a, B)| S 1B —alm



12

Soit T lopérateur bilinéaire défini sur S(R) x S(R) par :

eR  T(fg)) = [ D fla)gd)mla. fdads
R2
Pour des exposants 1 < p,q < oo tels que

1 1 1 2
-=—-+- et - <r <o,
T q p 3

et un exposant & > 1 (aussi grand que l'on souhaite), il existe une constante C' =
C(p,q,r,0) telle que pour tout intervalle I C R, si de plus le symbole m est supporté dans

{(a, B), | =B > |I|7t}, alors :

v (1/p+9) o (1/q+96) e
T(f.g)" <C —k(1/p+ ( p> —k(1/q+ ( q) _
(firwar) e[ Il ] L§>022 /1

(8)
Et donc en particulier, on a :

1/r
(17 [iral) S int M (119)" i M 1)

Ici My représente l'opérateur maximal de Hardy-Littlewood. L’estimation (8) per-
met d’avoir une description de la décroissance ”hors-diagonale” du noyau bilinéaire de
lopérateur, qui n’est pas accessible de maniere directe comme pour le cas linéaire. On
montrera comment ce résultat implique la version bilinéaire du théoreme 0.0.1. Ensuite, il
nous permettra de généraliser les théoremes de continuité a des opérateurs bilinéaires qui
ne commutent plus avec les translations simultanées. Nous montrerons alors le théoreme
suivant :

Théoreme 0.0.5. Soit 0 €] — 7/2,7/2[—{0,—x/4}, 0 mesurant la dégénérescence de
la droite de singularité du symbole. Si o € BS® est un symbole bilinéaire d’ordre
(0,0) (nous définirons exactement les classes de symboles considérées), alors on construit
Vopérateur T, 9 sur S(R) x S(R) par :

~

VR, Tholf.g)(x) = / ¢ F(@)3(8)o(x, tan(B)a, B)dadp.

R2
Pour tout exposants p,q,r vérifiant 1 < p,q < oo et

1 1 1 3
I<-—=—-4-<=,
T P q 2

et pour tout s > 0, T, 9 est continu de W*P(R) x W*4(R) dans W*"(R).

On définira alors des classes de symboles bilinéaires permettant d’obtenir un calcul
pseudo-différentiel bilinéaire. On étudiera ’action de ces opérateurs sur les espaces de
Sobolev. En faisant varier le déphasage € nous obtiendrons ainsi des résultats de calcul
symbolique sur la composition et la dualité, prolongeant ainsi la définition d’un calcul
pseudo-différentiel bilinéaire, commencée par A.Benyi, A. Nahmod et R. Torres dans



13

[3]. Le calcul pseudo-différentiel linéaire a trouvé toute sa place dans de tres nombreuses
applications pour I’étude des Equations aux Dérivées Partielles et la construction d’un
calcul pseudo-différentiel multilinéaire est motivée par 'utilisation d’estimations multi-
linéaires dans le cadre des E.D.P. pour traiter les termes non linéaires (estimations de
Strichartz multilinéaires [7], ”I-method” [12] ...).

Dans le troisieme chapitre, nous aborderons 1’étude des opérateurs bilinéaires avec un
point de vue géométrique. L’opérateur maximal bilinéaire est un opérateur positif ne
faisant pas appel aux oscillations des fonctions. De ce fait, il semble intuitif de pouvoir
I’étudier de maniere purement géométrique sans faire appel a une analyse fréquentielle
fine. C’est pourquoi ici, nous désirons exposer quelques arguments géométriques simples,
pour obtenir des résultats (trés partiels) sur ces opérateurs en espérant pouvoir les
compléter dans le futur. Nous nous concentrerons sur la propriété géométrique rencontrée
dans le premier chapitre. Nous commencerons par estimer de maniere précise I'action
sur les fonctions indicatrices d’intervalles. Sous certaines hypotheses géométriques, nous
arriverons a obtenir une estimation de continuité de la transformée de Hilbert bilinéaire
H. Nous montrerons en particulier le résultat suivant :

Théoreme 0.0.6. Soient E, F' deux boréliens de R séparés c’est a dire :

supe < inf f ou sup f < inf e,
ecE feF feFr eckE

alors on a Uestimation de continuité suivante :
|H(1g, 15|, S |E[VP|F|MV.

Et ce pour des exposants (p,q,r) vérifiant la relation d’homogénéité et les restrictions :
l<pg<ooetl/2<r<oo.

Il est intéressant de voir que dans le cas ou E et F' sont séparés, on peut ”descendre”
Iexposant d’arrivée jusque 1/2. C’est un cas ”simple” puisque la séparation des deux
ensembles annule tous les problemes fréquentiels de la transformée de Hilbert bilinéaire.
Nous définirons ensuite la notion de concentration, qui permettra d’obtenir des estima-
tions de continuité dans des cas plus généraux pour le couple (E, F'). Nous n’avons mal-
heureusement pas encore d’arguments permettant de traiter tous les cas géométriques
possibles, mais nous décrirons quelques outils permettant peut-étre de palier aux limites
de T'analyse temps-fréquence. Cette partie a pour but de décrire quelques arguments
géométriques de maniere a motiver une étude combinant ces arguments et l'analyse
temps-fréquence pour répondre aux nombreuses questions encore ouvertes autour des
opérateurs multilinéaires.

Le quatrieme chapitre porte sur divers résultats. Nous commencerons par étudier les
théoremes de continuité de la transformée de Hilbert bilinéaire pour des variables multi-
dimensionelles. Nous montrerons alors qu'un résultat aussi général que celui présenté
pour des variables réelles (théoreme 0.0.1) est faux. Notamment le résultat suivant sera
montré :
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Théoreme 0.0.7. Soit 0 < p,q,r < oo des exposants vérifiant la condition d’ho-
mMogenéité :

1 1
=4 -,

p q

alors la transformée de Hilbert bilinéaire définie sur S(R?) x S(R?) par :

<=

dt
Wog) €, H(fg)(w0) = v [ fo— tdaloy - 0F
ne peut étre continue de LP(R?) x LY(R?) sur L"(R?) que sous I’hypothése : 1 < p,q,r <
00.

En particulier dans le cadre de variables bidimensionnelles, I’exposant d’arrivée ne peut
étre inférieur a 1 contrairement au cas unidimensionnel. Nous conjecturons que cette
continuité est vraie sous cette hypothese.

Nous terminerons ce chapitre par une étude plus précise des opérateurs bilinéarisés (ainsi
que de leurs adjoints) issus de l'opérateur maximal bilinéaire et une étude de I’action
de certains opérateurs bilinéaires sur L' x L™ (espace limite qui ne peut étre étudié par
I'analyse temps-fréquence utilisée dans le théoreme 0.0.1). Ces divers résultats finissent
cette premiere partie sur I’étude des opérateurs multi-linéaires.

Partie IT :

Dans cette deuxieme partie, nous allons présenter un travail effectué en collaboration
avec J. Zhao, c’est un article (en anglais). L’espace de Hardy atomique de Coifman-
Weiss a été introduit dans les années 70 et joue un role important : il permet de palier
aux défauts de espace L'(X) et est bien adapté & I’étude des opérateurs de Calderén-
Zygmund. Récemment de nombreux travaux introduisent de nouvelles classes d’espaces
de Hardy. Depuis quelques années, P.Auscher, X.T. Duong, J. Dziubanski, S. Hofmann,
A. Mclntosh, S.Mayboroda, E.Russ, L. Yan et J. Zienkiewicz ... ont étudié ces espaces
([40, 42, 45, 57, 58, 70, 74, 60, 62]), en remplagant les opérateurs de moyenne dans
I'espace de Coifman-Weiss par des opérateurs issus d’un semi-groupe. L’introduction
de ces nouveaux espaces permet d’étudier des opérateurs singuliers tels que les trans-
formées de Riesz sur des variétés riemanniennes, 1'espace de Coifman-Weiss étant in-
adapté dans certains cas. L’étude de ces espaces se concentre sur diverses caractérisations
(par décompositions moléculaires, fonctionnelles d’aire et fonctions maximales), sur I'in-
terpolation de ces espaces avec les espaces de Lebesgue et sur le probleme d’identifi-
cation de l'espace dual par un espace de type BMO. Ainsi nous nous proposons de
construire des espaces de Hardy abstraits sur un espace quelconque de type homogene
par décomposition moléculaire et de trouver les conditions minimales permettant de
développer une théorie raisonnable.

Commengons par décrire la construction de nos espaces. Soit (X, d, ) un espace de
type homogene. Pour chaque boule ) de I'espace X, on choisit un opérateur By borné
(uniformément par rapport & @) sur L?(X) . Nous définissons les concepts d’atomes et
de molécules de la maniere suivante :
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Définition 0.0.8. Soit € > 0 un paramétre firé. Une fonction m € Li (X)) est appelée

loc
une e-molécule associée a une boule Q) s’il existe une fonction fq telle que

m = Bo(fq)

et

1/2 1/2 . s '
([1rkan)  <u@ e wizo ([ k) < (@) 2
Q 2H1Q\2/Q

Nous appelons m = Bg(fg) un atome si de plus on a supp(fo) C Q.

’ . 1 1 . 7 o .
On définit alors les espaces H,, et H_,,, par existence de décomposition atomique ou

moléculaire. L'injection H,,, — H! . est alors évidente. Trouver un critéere sur les
opérateurs (Bg)q pour garantir I'injection réciproque semble difficile et ce probleme ne

sera pas étudié. Cependant il est intéressant de remarquer qu’en choisissant

Bo(f) () = Lo(x) f(z) - (@ /Q fdu> Lo(a),

1 .. . ) 1 . N P}
alors tous les espaces H_,,, coincident avec I'espace H,,, qui correspond a l’espace ato-
mique de Coifman-Weiss.
Pour L un opérateur elliptique du second ordre vérifiant certaines propriétés, en choi-
sissant (pour M un entier assez grand)

Bo(f) := (rqL)e @ (f) ou Bo(f) := (Id — (Id+13L) )™ (f),

on retrouve ainsi (de maniere presque équivalente) les espaces de Hardy étudiés dans
[70].

Toutefois cette construction par décomposition moléculaire ne permet pas de retrouver
les espaces de Hardy étudiés par X.T. Duong et L. Yan dans [57, 58]. Ceux-ci sont définis
par une fonctionnelle d’aire et admettent une décomposition moléculaire sensiblement
plus complexe que la notre (Proposition 4.2 de [57]). En choisissant

Bo(f)(x) == f(x) = Arg (f)(2),

ol rq désigne le rayon de la boule @ et A,, est un opérateur vérifiant la propriété de
semi-groupe définie dans leurs articles, nos espaces de Hardy sont a priori inclus dans
les leurs, mais I'inverse n’est pas clair.

Notre but est de poser des conditions les plus faibles sur ces opérateurs By afin d’obtenir
des résultats positifs sur les questions de continuité de certains opérateurs et d’interpo-
lation avec les espaces de Lebesgue.

Apres avoir défini ces espaces, nous démontrerons un critere (basé sur des estimations
"hors-diagonales” ), qui nous assure la continuité d’un opérateur 7' de ces espaces de
Hardy dans I'espace L'(X) :
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Théoréme 0.0.9. Soit T un opérateur sous linéaire borné sur L*(X) vérifiant les esti-
mations "hors diagonales” suivantes : pour toute boule @), pour tout 7 > 2 il existe des
coefficients a;(Q)) tels que pour toutes fonctions f supportées dans Q :

(oo /M\m\T(&;(f))ﬁdu)l/gSaj<@> (2o / \f\zdu>l/2- )

Si les coefficients o vérifient :

2J+1
A= su Maj(cg) < 00
Q boule i>2 ,U'(Q)
alors Uopérateur T est continu de H), dans L'(X).

Remarquons que pour que ce critere s’applique a T' = Id, alors (9) et "A < 00” sont
nécessaires sur les By : ce sont les informations hors-diagonales étudiées et utilisées dans
de nombreux travaux ([47, 44, 42] ...). Nous démontrerons aussi un critére semblable
pour les espaces moléculaire H émol. Ensuite nous montrerons le résultat d’interpolation
suivant :

Théoréme 0.0.10. Pour o €]2, 00|, supposons que l'opérateur mazimal

ule

Qbo
zEQ

1o
M, (f)() == sup (@ /Q !f(y)—Ba(f)(y)!”du>

soit borné par opérateur mazimal de Hardy Littlewood My o(f) = [MHL(|f|2)]1/2.

Soit T un opérateur linéaire (et plus généralement linéarisable), borné sur L* et continu
de H},, dans L. Alors pour tout p €]o’,2[, T est borné sur LP.

La condition demandée par ce théoreme est satisfaisante dans le sens ou pour les
exemples connus I’hypothese est vérifiée. Ainsi ce résultat permet de montrer que nos
espaces de Hardy jouent bien le role de substitution & lespace L'(X) et sont suffisam-
ment riches en information pour étre interpolés avec les espaces de Lebesgue.

Par la suite, nous appliquerons ces résultats abstraits pour retrouver les résultats connus
de régularité maximale sur LP pour les équations d’évolution avec 1 < p < oo. Soit A
le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique d’opérateurs bornés sur LP(Y")
(o1 Y est un espace de type homogene), tel que le noyau de I'opérateur e*4 admette des
estimations gaussiennes. On considere le probleme suivant :

{ du(p) — Au(t) = f(t), t>0
u(0) =0,

ou f :]0,00[— Y est donnée. Alors la solution u est donnée formellement par

u(t) :/0 e £ (s)ds.

Le probleme de régularité maximale sur LP consiste a savoir si pour f € LI(LP(Y))
donnée, 2 (ou Au) appartient a l'espace L?(LP(Y)). Ce probleme a été étudié dans de
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nombreux travaux [49], [54], [53], [56], [69], [72]. I est completement résolu dans le cas
des espaces UMD. Dans le cas LP(Y'), il est connu que ce probleme est équivalent a la
continuité sur LP(]0, 00[xY") de l'opérateur 7" donné par :

Tf(t ) = /0 [A941(s, )] (2)ds.

Cet opérateur est déja borné sur L?(]0,00[xY") comme conséquence de 'analycité du
semi-groupe. Nous définirons alors des opérateurs Bg et un espace de Hardy Hy. associé
a cet opérateur. En appliquant le théoreme 0.0.9, nous montrerons que 7" et T sont
continus de H} dans L', et ainsi par le résultat d’interpolation du théoréme 0.0.10 que
T est continu sur LP(]0, co[xY") pour tout p €]1, oco].

Nous finirons I'étude de ces espaces de Hardy abstraits par une discussion sur les es-
paces duaux (Hy,,)* et (H.,,,)*. Tout comme dans le cas classique (et les résultats de
[57, 58, 70]), nous aimerions caractériser ces espaces par des espaces de type BMO. Mal-
heureusement ce probleme semble assez compliqué a aborder dans notre cadre général et
devra demander quelques efforts supplémentaires. Nous donnerons malgré tout quelques
résultats positifs sur ce sujet.

Le dernier chapitre correspond a un article en collaboration avec P. Auscher et J. Zhao.
Cet article ne fait pas partie du projet de these et ne présente pas de liens directs avec
I’étude précédente des espaces de Hardy abstraits. Nous le mettons en annexe afin de
compléter 'étude faite sur le probleme de régularité maximale. Nous y étudions princi-
palement les continuités de 'opérateur T' (précédemment définis) sur différents espaces

de Hardy.
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Notations

Commencons par quelques notations classiques :

Dans toute la premiere partie de la these, nous travaillerons sur 'espace euclidien R%. On
considére R? muni de la distance euclidienne, que I’on notera | | pour ne pas confondre
avec les normes fonctionnelles. On note B(z,r) la boule de centre z € R? et de rayon
r > 0. On appelle C(z,ry) une couronne centrée en x et de rayon équivalent a rq c’est-
a-dire :

C(z,r) == {y ceRY |z —y| ~ TO} .

Si A est un borélien de R on note |A| la mesure de Lebesgue de A. On note z <
y pour signifier qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que x < cy et dans ce cas la
constante ¢ est une constante universelle numérique qui ne dépend pas des différents
parametres importants de l'inégalité. On note | | pour préciser que 'union est disjointe.
Nous noterons X le produit tensoriel entre espaces de Banach.

Dans la seconde partie, nous travaillerons avec des espaces de type homogene. Soit
(X,d, ) un espace de type homogene : c’est a dire que d est une distance définissant
une topologie sur X et u est une mesure borélienne vérifiant la propriété de doublement :

p(B(x, tr))
p(B(z, 7))

Dans ce cas on appellera ”dimension homogene” 'exposant 9.

JA >0, 35 > 0, Ve e X,Vr > 0,Vt > 1, < At

x Notations des différents espaces fonctionnels :

Nous notons S(R?) I'espace de Schwartz sur R? : ensemble des fonctions & décroissance
rapide ainsi que leurs dérivées. L'espace dual S'(R?) correspond a ’espace des distri-
butions tempérées. Soit (X, du) un espace mesuré. Pour p €]0, 00|, on note LP(X, du)
I’ensemble de Lebesgue des fonctions mesurables sur X, p-intégrables pour la mesure pu.

On associe la norme :
1/p
1l = ( / |f|pdu> |
X

Dans la suite, I'ensemble X est toujours un borélien de R? (muni de la tribu restreinte)
et la mesure du sera essentiellement toujours la mesure de Lebesgue restreinte a X. S’il
n’y a pas de confusions, on utilisera la notation || f||, x, || flp.a. ou || f]lp-

Rappelons la définition des espaces LP*°(X,du). Pour f € L}, (X, du)

loc

fe L (X, dp) = || fllpoo = sup A ({1] > ADYP < 0.

Nous utiliserons aussi les espaces de Hardy sur R¢, notés HP(R?), ainsi que les espaces
de Sobolev notés W*P(R%). Sur I'espace euclidien R, nous dirons qu’une fonction ¢ est
adaptée a un pavé I si ¢ € C™ et :

Vae {1,. 4N |¢°(x)] < 1|71,
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Pour utiliser des décompositions fonctionnelles, nous aurons besoin de définir des normes
de controle :

ex(@) = sup (14 [z)" [D(x)].

ae{l,..,d}N
Ja|<N

x Notations des différents opérateurs :

On définit la transformée de Fourier sur R? par :
VES®Y). )= [ e
Rd

Par dualité, on étend la transformée de Fourier sur S’(R%). On a alors la formule d’in-
version de Fourier :

VfESRY,  f(z) = (2m) / e Fle)de.

Rd

Ainsi, on montre que la transformée de Fourier réalise un isomorphisme sur S(R?). Par
dualité, elle réalise aussi un isomorphisme sur S'(R?).

On note Mgy, la fonction maximale de Hardy-Littlewood défini par :

U L) M) = swp g [ 15l

r>0

Soit z € R?, on note 7, 'opération de translation du vecteur z :

Vf € Lip(RY),  m(f)(z) = flz - 2).
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Chapitre 1

Estimations uniformes sur des
opérateurs multilinéaires
généralisant les paraproduits.

Sommaire
1.1 L’analyse par les fonctionnelles quadratiques de Littlewood
Paley de T, 1« - « ¢ v v v v v v i e it i it e e e 29
1.2 L’analyse par une mesure de Carlesonde 7, . . ... ... 39
1.3 Décomposition d’opérateurs multilinéaires singuliers. . . . . 52
1.3.1 Le cas ol m est singulier en un point. . . . . . ... ... .. 52
1.3.2 Le cas ou m est singulier sur tout un sous-espace. . . . . . . . 56

Dans ce chapitre nous allons démontrer des estimations uniformes sur des opérateurs
multilinéaires, ”généralisant” le cas des paraproduits classiques de Bony et Coifman-
Meyer. Le premier résultat démontré historiquement est le suivant :

Théoreme 1.0.11. Soit (M;)1<i<n—1 des entiers et ((j;)jezi1<i<n—1 des fonctions réguliéres
telles que (j; soit adaptée au pavé [—29Mi 25HMild = On suppose qu’il existe un entier N
assez grand tel que pour tout j, il existe au moins un indice i € {1,..,n} avec

Vi € [~ MmN it MmN Ry =, (1.1)

Alors pour tout exposants 1 < pq, ..., p, < o0 tels que :

1 1
——1—‘.—|——:1,
Y4 Pn

il existe C' = C(N,p;) une constante indépendante des entiers (M;); telle que :

n—1 n—1
S ITGi+r| <cI]is
Jj =1 i=1

Dbi-

Vf; € S(RY) ‘

P

25
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26 paraproduits.

Le fait que la borne soit indépendante des parametres M; est important et c¢’est ce qui
limite la plage d’exposants. Sur ce sujet, il existe deux questions distinctes : quelle est la
plage maximale d’exposants afin d’obtenir des estimations uniformes ? Peut-on affaiblir
I'hypothese (1.1) 7

La deuxieme question a été résolue dans [29]. Dans cet article, C.Muscalu T.Tao et
C.Thiele ont montré le résultat suivant :

Théoreme 1.0.12. Soit (M;)1<i<n—1 des entiers et (;; des fonctions réguliéres telles
que Cj; soit adaptée au pavé [—27TMi 20TMild - On suppose que pour tout j, il existe au
moins un indice i € {1,..,n} avec

¢.i(0) = 0. (1.2)
Alors pour tout exposants 1 < pq,...,p, < oo tels que :
1 1
— 4+ —=1,
b Pn

il existe C' une constante indépendante des entiers M; telle que :

n—1
Z H G * [i
i=1

J

n—1
< CH ||f’5||p1
i=1

28

I1 est méme montré une version plus générale que celle décrite ici. L’hypothese (1.2)
faite ici est "beaucoup” plus faible que la premiere hypothese (1.1). La démonstration
utilise le résultat précédent et des arguments issus de la théorie des graphes.

Ici nous allons nous intéresser a la premiere question : pour quels autres exposants a-t-
on toujours des estimations uniformes en les parametres M; ? Notamment, on essaiera
de conserver des bornes uniformes avec des exposants infinis et des exposants inférieurs
a 1. Nous étudierons ces estimations sur des opérateurs un peu plus généraux que les
paraproduits ”classiques”. !

Commencgons par rappeler la définition des espaces de Hardy ([17]) :

Définition 1.0.13. Soit U une fonction réguliére a spectre dans une couronne autour
de 0 non identiquement nulle. Pour 0 < p < oo, on définit I'espace de Hardy HP(R?)
comme un espace de distributions bornées (voir [34]) par :*

fe <= |fllar = 15w ()llpa < 00

On a noté Sy(f) la fonctionnelle de Littlewood-Paley associée a V définie par :

Se(f) = (/ Wy * f|2 %)1/2 ou Sy(f) := (Z [Won * f|2> 1/2-

neL

Ici on a le choix de prendre une fonctionnelle continue ou discréte, les normes dans
l'espace LP étant toutes les deux équivalentes a la norme de ['espace HP. De plus, les
normes ne dépendent pas du choix de la fonction V.

'A la fin du paragraphe 1.3.1, nous montrerons que ces opérateurs se décomposent & I’aide des para-
produits classiques et nous expliquerons pourquoi nous avons tenu a étudier directement ces opérateurs
et non les paraproduits.

20n sait que pour 1 < p < oo, HP = LP,
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Nous allons montrer dans les prochains paragraphes le résultat suivant, qui est la version
(n — 1)-linéaire du théoreme 0.0.3 de I'introduction :

Théoréme 1.0.14. Soit ¥ une fonction régulicre sur R? & spectre dans une couronne
autour de 0 et ® des fonctions réguliéres a spectre dans une boule centrée en 0. Pour
L une fonction bornée sur Z, p = (p1, .., in—1) € (R*)" 1 et p = (p1, .., pu_1) €J0, 11
on définit 'opérateur :

n—1

Ty (f1s e fr-1) ZL / Wy (y) H[q)l o * fil (2 — pipiy)dy.

keZ i=1

De méme si L est une fonction bornée mesurable sur RY, on définit la version continue :

Yol fn)() :/0°° / H O, x fil(x — pipuiy )dyﬁ

=1

Sotent 0 < p;,p < 0o des exposants tels que

11

Supposons qu’il existe trois ensembles (éventuellement vides) disjoints Sy, Se, S tels que
{1,..,n— 1} = Sl USQUS3

avec
Vie S, p;=1, Vi € Sy, p; = 00, Vi e Ss, p; € {1,00}°.
Alors les deux opérateurs T,, 1 et U,, 1 sont continus de @7_'F; dans G dans les
diﬁér@nts cas suivants :
320<p<oocwecG LP(RY), F; = HPi(R?) pouri € S;US3 et F; = L™ pouri € Sy
*5i0 <p< oo avec G = [P (Rd) F, = LY(R?) pouri € Sy, F; = HPi(R?) pouri € Ss
et F; = L™ pour i € S
*sip = oo (et alors pour tout i € {1,..n — 1} p; = 00) avec G = BMO(R?) et
Fy = L>®(RY) pour tout i € {1,.n —1}.
Sous l'une des deuz hypotheses suivantes, toutes ces continuités vérifient des estimations
uniformes en p et p :

1-) Vi<i<n-—1, P < 00

1 1
2-) V= Z p—j > 5

je{1,..,n—1}
[pjlamax{|p;|, 1<I<n—1}

Dans le cas contraire, la borne de continuité dépend du rapport :

max{|ug|, 1 <k <n-—1}
min{|ug], 1<k <n-—1}

Les bornes dépendent des fonctions U et ® par les normes cx pour un entier K assez
grand avec par définition :

cx(Q) = sup (1+|z)™ sup [95¢(x)].

xER4 a,al<K
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Nous allons expliciter toutes ces continuités dans le cas bilinéaire (n = 3). Soit p,q,r
des exposants de |0, oo] vérifiant la condition

si E, F, G,
p,q,r <oo | HP(RY) ) L™ (R4)

g=r<p=oo | L>( ) | L"(R?Y) = L4(R?)

p=q=1r=o00| L®[R% | L>®(RY) BMO(R?)

)

)

p=1#q<oo| L'(R Lr=(R?)
p=1g=o00 | L'(RY) | L=(R Lb>(R)
p=g=1 | L'RY) | L'RY) | LV2*(RY)

Par symétrie sur les deux exposants p et ¢, on obtient tous les cas. Le graphique suivant
permet de résumer les différents cas ou les bornes de continuité sont uniformes en p et

L.

Q=

Existence de bornes de continuité
uniformes de :
H? x H? dans L"
1 _ L'x HY HP x L'
dans L"™ et de L' x L*
dans L1/%>
_ HP x L* dans LP et de
L' x L™ dans LY

L’uniformité est inconnue

D=

L’uniformité est impossible

/N

1 1
2 P

Fic. 1.1 - Diagramme des exposants pour l'obtention de bornes de continuité uniformes
dans le cas bilinéaire avec || < |pal.

Les parametres p; permettent de faire le lien avec les paraproduits ”classiques”

p1=1/2 %) n
Vi fa €SRY  Uppr(fioes fu) (@) 22 / LOW s fi (o) (], fil

(1.3)

Ainsi, dans le cas oli les estimations du théoreme sur U, , ;, sont uniformes en p et 1, on
obtient par le lemme de Fatou des estimations uniformes en p pour les paraproduits. Les
parametres p; jouent le méme role de ”déphasage” que les parametres M; du premier
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théoreme. Ce théoreme permet donc de généraliser le premier résultat avec une plage
d’exposants plus large répondant ainsi a la premiere question. Nous ne savons pas si I'une
des deux hypotheses 1—) ou 2—) est nécessaire pour l'obtention de bornes uniformes,
mais nous montrerons par un contre-exemple que si p < co et v = 0 alors la borne ne
peut étre uniforme.

En adaptant la preuve de [29], on devrait pouvoir affaiblir un peu les hypotheses en
demandant a la fonction ¥ de vérifier seulement I'hypothese (1.2) ¢’est a dire que ¥(0) =
0.

Nous allons dans la premiere section étudier le cas des exposants finis par une analyse
fréquentielle, en utilisant les fonctionnelles quadratiques de Littlewood-Paley. Dans la
deuxieme section, a 1’aide de la notion de mesure de Carleson, nous finirons I’'étude des
continuités avec des exposants infinis. Dans la troisieme et derniere section, nous mon-
trerons comment ces opérateurs interviennent dans 1’étude d’opérateurs plus singuliers
tels que les transformées de Hilbert multilinéaires.

1.1 L’analyse par les fonctionnelles quadratiques de
Littlewood Paley de T’

Par souci de simplicité, nous n’allons traiter que le cas bilinéaire (n = 3) :

Tyt = L(k / Wor () [ @), o * f1(x — prmy)[®7, o * g (z — papiay)dy.
keZ

Nous rappelons que les fonctions ®° sont des fonctions régulieres a spectre dans une
boule autour de 0 et ¥ est une fonction a spectre dans une couronne autour de 0. On
utilise les notations suivantes : soit ¢ une fonction sur R%. Pour tout réel ¢ # 0 et vecteur
q € RY, on note ¢; et (;, les fonctions normalisées dans L' (R?) définies par

1 -1 ,_L “L(p
Gla) = fablt7'e) Gal) = ™ o — ).

On définit les bornes de controle pour ¢ une fonction réguliere et M un entier par :

en(€) = sup (1+ Ja)™ |D¢()].
[vI<M

On utilise la décomposition classique en ondelettes :

Lemme 1.1.1. Soit ¥ une fonction réguliere telle que

(V) = / ees[ @

soit une constante strictement positive indépendante de £ (par exemple on peut supposer
U radiale et impaire). Alors on a la décomposition suivante

_ > dtdq
1/ / <f, \Dt,q>\I’t,qT' (1-4)
R4 JO

La constante c(V) permet de renormaliser. De plus, l'intégrale converge absolument dans
le cas ou la fonction f est dans l’espace de Schwartz.
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Démonstration : Le résultat est un résultat bien connu dans L?(R9) : il est montré
dans [17] au chapitre 5.6. Si f est dans L?, on sait alors que :

| [ war = i

Dans le cas ott f € S(RY), I'intégrale ainsi définie est absolument convergente, c’est &

dire : dodt
q
L L1000 S e

Pour cela, en effectuant des intégrations par parties (on dérive f ou ¥ selon ¢t < 1 ou
t > 1), on trouve une estimation de la forme suivante :

[ W) | S | fllsray inf (Y, N}

oit N est un exposant assez grand et || ||gra) représente une certaine semi-norme de
I’espace de Schwarz. Par conséquent :

> dqdt ) dadt
/ / [(fs Weg) Wegl qT < |fllsee / / inf{t,t l}td (1 + = = ’) _qt
0o Jrd

< flsas / (1,1}
0
1 e

AN

On cherche a estimer I'opérateur suivant :
T L Z L(k /‘Pak Y@, ox * fl( = prpny)[P7,on * gl(x — papiay)dy.

On décompose f et g avec le lemme précédent, il nous faut donc étudier le terme
générique :

Pl ,0,,5,3) = LK) [ War )@}, 0 4 ol = prng) 005 U2 = paiag)y
Alors en utilisant 1’égalité de Plancherel, on trouve :
F(k,u,v,q,s,1)

= L(k)/@(ﬁ)@((f—a)pllull)@((f—a)pllul e g2 (11 py )

W, o (py i )€™ 22 (1 po| iy o)~ drdlé.

De ce fait, les termes fréquentiels se diagonalisent de maniere exacte et on a la condition
suivante :

F(k,u,v,q,8 ) # 0= max{|pip|u™", |papav™"} =~ 277 ou |prp | u =~ plpapsa| v < 28

Cette diagonalisation ne tient pas compte de la présence des fonctions ®'. De plus par
propriété spectrale des fonctions @ et W, le produit q);tlqu]u»q est non nul seulement



1.1 L’analyse par les fonctionnelles quadratiques de Littlewood Paley de
31

Tp%L'

sous la condition |1 |u~! < 27% et de méme pour v. Les coefficients p; sont bornés par
1, par conséquent on se place toujours dans le premier cas :

max{|pypu ut, |popafv™t} = 278,
On a méme montré que l'on a la condition plus forte :
max{ | Ju, o} = 27"

et ce de maniére uniforme selon les coefficients p; €]0, 1]. La méthode que nous allons
décrire ne permet d’étudier que ce premier cas de la diagonalisation (qui géométriquement
correspond au cas d'un cone dans l'espace fréquentiel (voir figure 1.2)) :

£ —«

prpu~ . (@ &=a)

] = 27F

.
-1

0 p2H2v a
0

0 := Arctan(pzufl)

F1G. 1.2 — Région prise en compte pour le symbole de T, ,, 1.

On finit ’étude des fonctions F'(k,u,v,q, s, x) par 'estimation suivante :

Proposition 1.1.2. Soit ® et U des fonctions comme précédemment :

inf {2°] 1], v} | = | -
Fk’,v,s(x) = ’(I),uQQk * \I’U7S(x)‘ S ’U2d 1 + maX{’lLL2|2k,/U} )

pour M un exposant assez grand. La majoration est uniforme en k et en po.

Démonstration : Soit ¥ une autre fonction réguliere a spectre dans une couronne

centrée en 0 et telle que T = 1 sur le spectre de ¥. On note la fonction intermédiaire
¢ =®,,0x * U, ;. Alors, on obtient par transformée de Fourier :

—

Z(f) = &)(2"3“26)\1}”75 ().
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Par conséquent, étant donné que ® est a spectre dans une boule, on a les estimations
suivantes :

Va, ’DO‘Z@)’ < max{2"|ua|, v} 1 g ep1.

1 |z -
[C(@)| S ] (1 + maX{2k|N2|vv}) 7

et ce pour un exposant M aussi grand que l'on veut. D’apres les propriétés spectrales
de ¥ et W, on a:

Cest a dire :

Fk,v,S(x) =[¢* \IIU,S(Z')’ .

On estime alors la convolution de maniére directe :

P (></ |+ |z — 2| M 1+|Z—S| M4z
v,8 X
ke, ~ max{2*|us|, v} v v2d

et on trouve ’estimation voulue. 0

Nous allons maintenant pouvoir étudier notre opérateur que ’on a décomposé :

dv du
Toua(1, 9N Z//// o ¥ua) (9, Yos) F(k, 0,0, 0,8, 0) Lnact s ju= ooty dG === ds.

Tout comme lors de la décomposition en paraproduit (paragraphe 8.4 de [17]) fg =
¢(g) + II,(f) + D(f,g) ou les deux paraproduits et le terme diagonal s’étudient de
manieres différentes, nous allons devoir découper selon deux cas : T, =T, ,  + 717, 1
avec

dvdu
Tpal5 00 = 3 [ [0 00 (000 P00, 0000 s

dvdu
Tt = 3 [[[[ 0000w P v s o0 s

Nous avons noté Ay, et By, les deux ensembles suivants (avec C' une constante numérique) :

Ak = {(U,U), maX{|/L1|u_17 ‘:U’2|U_1} = 2_k et min{ua U} < C_l max{u, U}}
By := {(u,v), max{|p|u?, [polv™} = 27" et u =~ v},

L’opérateur T/} ...z, Tessemble " fortement” a I'opérateur T, , 1. On a simplement réduit le
cone de la figure 1.2 a un cone semblable a celui de la figure 1.3.

2

Ce cone ne contient pas I'un des deux axes (ici 'axe des "«”). Par conséquent nous
allons pouvoir utiliser la séparation spectrale avec les fonctionnelles quadratiques de
Littlewood-Paley & ’échelle 27% pour f et a I’échelle v=! pour g.

Théoreme 1.1.3. Pour 0 < p; <1 et u; € R*, l"opérateur T;}ML admet une extension
continue sur les espaces H™ (RY) x H™(RY) dans H™(R?), si les exposants 0 < 1y, 19,13 <
oo vérifient la condition d’homogénéité

1 1 1

(&1 T r3

De plus la borne de continuité de T est bornée par les quantités cy (V) et cy(P), pour
N assez grand, de maniére proportionnelle a ||L||. Les estimations sont uniformes en

woetp.
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L
T
papov !

Fi1G. 1.3 — Région prise en compte pour le symbole de TF}%L avec u << 0.

Démonstration : Pour estimer Tp},u, ;, dans 'espace de Hardy H", il nous faut esti-
mer sa fonctionnelle de Littlewood-Paley : Sy (T, ;(f,g)). Dans ce cas, en calculant la
transformée de Fourier de F'(k,u,v,q,s,.), on obtient :

— — —

F(k,u,0,q,5,.)(€) = L(k) / Wor (€101~ (papin—p1j) ) Vg (=) DL L (6-0)B2 ()T, (@) do

(1.5)
Par conséquent, le spectre est localisé

1 1
spectre(F'(k,u,v,q,s,.)) C —spectre(V) + —spectre(y)) C {f, €] ~ max{u’l,vfl}},
u v

(1.6)
car par définition de ’ensemble Ay, les parametres u et v vérifient :

min{u,v} < C~' max{u,v}.

Ainsi pour un choix de C' suffisamment grand (ne dépendant que des couronnes), I'in-
clusion ensembliste sur les spectres est vérifiée. Par symétrie supposons donc que v < v,
alors a un facteur pres dépendant de C' (en choisissant une fonctionnelle Sy continue),
on a:

Su(T,,.0(f.9)(@) <

1/2

/ [Z i \<f,wu,q><g,wv,s>|m*F(k?u,v,q,s,x)\1A;€<u,v>dq%ds] o)

kEZ

ot on a noté Ay, = {(u,v) € Ax, u <<wv}.On adonc a estimer la quantité suivante :

o/

) 1/2
du

u

dv
[ f, W) (9, Yo )| Wy x F(k,u,v,q,s,.)(x)]1 ;ﬁ(um)dq—ds
S -

rs,dr
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La proposition 1.1.2, nous donne une majoration des coefficients

F(k,u,0,q,5,2)] < |L(k)] / Wt (9)] Frwg (2 — 1191y) Frs (& — posioy)y.

Comme p; < 1 et (u,v) € Ak, on a:

-1 -1
1Jrlyl 1+|fv priay — q| 1JFI:L" fi2pay — S|
2k U v
—1
(14 20) fa )
u v

Avec la décroissance de ¥, on obtient donc 'estimation suivante :

-M
Pk sl S I [2 (14 2 |u1\d2’fu—2d<1+|x iy 1)

2k U
dok M
p2|“2 T — pafloy — S
| v|2d (1+| " ’) dy

oz — s\ M e — g\ ™™ (|27 )
S L]l (1+T) (1+T) (%) , (17)

(avec des exposants M différents). Finalement, on peut estimer la convolution par :

1 |z — 2| |z — s\~
v, Fka » Uy Uy 9y - < 1 Ll | 1
‘ * ( u,v,q,s )(x)| ud/ ( + u ) || H ( v

z— 92k ¢ r—s\ ™ T — o2k 4
(1+| q|) (\u1\|522| )]M“L“m(m \) (1+| q|) <m1\|522| )
(% u=v (% u u=v

Ici on a utilisé que u << v étant donné I'ensemble A} . En substituant dans ), on obtient

la majoration suivante :

Z///U‘I’uq 9, Us>\<1+|””‘5|) ( |x;q|>—M

keZ
d
| [ 12| 2% dv
]_A;C (U,U) (W deq?

QS [l

2,du/u ro.dz

On effectue les changements de variables suivants :
x—q r—s

— a et
U v

— b.

Le jacobien total est (uv)?, on trouve donc :

u,cc—ua><ga \Ijv,x—vb>| (1 + |a|)7M (1 + |b|>7M 1A;€ (u,v)

22\ g
v

uv

2,du/u P
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Notons N\i;z la translatée symétrisée de W par z, c’est a dire U*(y) = W(z — y) et
U# := (¥#),. On peut alors réécrire :

‘%;/yywii*ﬂxmii*guﬂ<l+kmM<1+umM1Ang>

22\ g
(|M1||M2| > dadb v

v

Q@3

uv
2,du/u 1o da
Pour le parametre k, ’ensemble A) impose
27 o max{|m|ut, oo™t
Par conséquent l'indice k est fixé par les parametres u et v :
as|| [[[ 10 sl « )
_ _ inf -1 132\ ¢ d
R W s R
= uv v
2,du/u 1o da

La constante C' est définie par I'ensemble Aj. On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz
sur la mesure dv/v, et 'estimation :

/Oo (|M1||M2|iﬂf{|ul|_lua |M2|_1U}2>2dd_” < /OO ( inf{|p| " u, [pe] 0} )2d dv

uv v Cu max{\,u1|—1u, |N2|_1U} 7
</OO <|M1|_1u)2d@+
~ _ 1
pan e \ k2| 7o)
[ )
Cu |/L1’71’U, v

|| ! - —11\2d 2d
St (125) fmax{Clp P - €]

Cu

|| “ - : -
S+ (W [lprzper P = min{C, [pagey ']

S 1+ [1=min{Cluy '], 1] S 1,

et on aboutit a ’estimation

Q< //%*ﬂ@%mmwa+mwMa+w>Mm& |
2,du/u ra.da
que 'on peut écrire sous la forme
Q:Sl[/SéAfXxﬁ%AgK@(l+hmM(1+H®Mdm%
r3,dx

On utilise alors le lemme suivant pour controler les fonctionnelles quadratiques (il nous
faut un controle ponctuel étant donné qu'un contréle en norme ne suffit pas pour des
exposants r3 < 1) :
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Lemme 1.1.4. Notons Sy la fonctionnelle quadratique de Littlewood-Paley associée a
une fonction réguliere W vérifiant

VE 40, /‘@(tf)r% — 1 (1.8)

Pour ¢ une autre fonction vérifiant aussi (1.8), on a la majoration suivante : pour tout
r > 0, il eriste une constante C,. et un entier N tels que

a0\ M2
VIS 5i) < Coe(Qen(@) [ )T )
Ici Myy, est lopérateur mazimal de Hardy-Littlewood, MI?IL = Mpyr o My et

M2(g) = (Mu2(lgI)""

Les bornes de controle cn(C) sont définies par :

en(¢) = sup(1+[2))™ > [D*(x)|

lo|<N

Admettons ce lemme pour U'instant. En appliquant ce lemme avec ¢ = 0% et ¢ = U, il
vient I'estimation suivante :

[faarasm ([ wewenr )" ([ e p®)”

(1+16)™ (1 +a))™ dadb

Q@3

r3,dx

Par conséquent, en choisissant M assez grand devant N, on obtient une estimation de
la forme suivante :

([ e n @)™ ([ e P )"

En utilisant I'inégalité de Holder, on trouve finalement :

(oo )] (o)

Il nous suffit donc de controler les "normes” L™ et L™. On étudie alors le premier terme

avec r1, 'autre venant par symétrie :
r/2
m12/7 dt

|(f w2y

QS

r3,dr

Q@3 (1.9)

r1,dx ro,dx

1/r

1 ri/r
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Pour r assez petit tel que min{r/r,2/r} > 1, I'inégalité de Fefferman-Stein ([17] Th
4.6.6) dans L?™ appliquée a Popérateur M7,

1/r
a0\ M2 Cdt\ "
H</ [Mf(q’t*f)f?) S (/H\Ift*f\’"]” 7)

1 ri/r
C’est a dire exactement :

L di\ /2

H( [ )| s,
En substituant dans (1.9), on trouve bien :
Q S I e llgllare

et ce uniformément en les parametres p; # 0 et 0 < p; < 1. U

Il nous faut donc maintenant démontrer le lemme 1.1.4 :
Démonstration : Il est essentiellement démontré dans sa version discréte dans [17],
dont on va d’ailleurs reprendre les notations. On définit 'opérateur maximal suivant :

|V x f(z —y)]
My (f,0) = .
bt (f ) sgp At

Alors il est clair que :
Gt * f] < My(f, Q). (1.10)

Dans la démonstration du théoreme 6.5.6. de [17], on choisit une fonction © qui vérifie
(1.8) et telle que © > 0 et il est montré qu’il existe une constante C' telle que :

Mia(£.0) < C [ dQ)el@)nt{lt — ol |t = | ) Myl £.0)%
Par conséquent avec (1.10), on a :
o\ 1/2
) < Cetoew) ( [ atroF <) (111)

Or en appliquant le lemme 6.5.3. de [17] avec b = n/r, il vient :
My (f,©) S M(©; = f).

Pour passer de la fonction © a la fonction ¥, on utilise la condition spectrale et le fait

que
2

d
O, x f = @t*\lftu*f—u.
1/2 u

Alors avec la majoration 6.5.8. de [17] :

1O % Uy x f(2)| S c(O)M, (Vg % f)(x),
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on obtient :
Myo(f,©) S Mi(©¢ * [) S c(O)c(P)M M (Vy  f) S c(W) M7 (T,  f).
En substituant dans (1.11), on obtient le lemme. 0

Pour finir d’étudier les opérateurs T, ,, 1, il nous faut maintenant controler I'opérateur
2 .
Py L
Théoreme 1.1.5. Toujours dans le cas ot 0 < p; < 1 et p; # 0, Uopérateur TPQ%L est
continu de H™ (RY) x H™?(R?) dans L™ (RY), si les exposants 0 < 11,719,173 < 00 vérifient
la condition d’homogénéité
1 1 1
™ T2 T3
De plus la borne de continuité est bornée uniformément en u; et p; par les quantités

cm (W) et epr(P) pour M assez grand, de maniére proportionnelle a || L|| -

Démonstration : L’opérateur T2 , est défini par :
psp, L

T’)Q’“’L(f’ g) = Z////<f7 \I}wq><ga\Ijv,s>F(kaU,U,Q,S,x)lBk(U,v)dqdzzu

keZ

ds,

avec
By, = {(u,v), max{|,u1|u_1, |,u2|v_1} ~ 27k ot 4 ~ v}

En réutilisant les estimations précédentes (qui sont encore valables) sur les coefficients,

on doit controler :
S]] 1w v.)

kEZ

-M —M 9k @
. - 2
(1 |z s|> (1 |z q|) 1, (1, ) (|u1||,u2| ) dsdqdvdu

Q:=||7;,.(f.9),, <

v U u2p? uv

r3,dr

Dans ce cas la somme algébrique (1.6) n’est plus vérifiée. Mais les deux parametres u et
v étant équivalents, 'inégalité de Cauchy-Schwarz nous permet de réobtenir directement
les deux fonctionnelles quadratiques de Littlewood-Paley associées a f et a g. On effectue
donc les mémes changements de variables que précédemment, et de maniere analogue
on trouve :

Z//// (W s f ()| 08 % g(2)| (1+ Ja)™ (14 b))~ 1Bk(u,v)w

uv
kEZ

QS

r3,dx

Le parametre k étant déterminé par les coefficients u et v :

0< H/// W )1 9] (1+ Jal) ™ (14 Jb])

—M 4 dadbdudv

uv r3,dx

Puis on utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz en u et en v, pour obtenir :

Q< H J [ Sueh))Sunt9)(@) (0 a) ™ 1+ 0 dads

r3,dx
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On finit alors par les mémes arguments que dans la démonstration du théoreme précédent.

0

Finalement, on obtient le théoreme suivant :

Théoréme 1.1.6. Dans le cas ot 0 < p; < 1 et p; # 0, Uopérateur T}, ,, 1, est continu
sur les espaces H™ (R?) x H"™(RY) dans L™ (R?), si les exposants 0 < ry,19,73 < 00
vérifient la condition d’homogénéité

1 1 1

-4+ ===

T T2 T3
De plus la borne de continuité de T est bornée uniformément en p et p par les quantités
e (W) et e (P) pour M assez grand, et de maniére proportionnelle a || L]| -

Démonstration : On a décomposé T, 1, par :

1 2
Tp“LL,L - TP%L + TpnuvL.

Les deux théoremes précédents permettent de controler ces deux opérateurs. L’injection
H"™ «— L™ (voir théoreme 2.5 dans [37]) nous permet donc d’obtenir le résultat sur
l'opérateur T}, , 1. U

Conclusion : Par conséquent nous avons montré que l'opérateur T}, , ; est continu sur
les espaces H™ (R?) x H™(R?Y) dans L™ (RY), si les exposants 0 < 71, 7,73 < 0o vérifient
la condition d’homogénéité

1 1 1

o T2 T3
De plus la borne de continuité T’ pb’ 1, est bornée uniformément en y; et p par les quantités
e (V) et cp(P), pour M assez grand et de maniere proportionnelle & ||L||« sous la
contrainte 0 < p; < 1 et u; # 0. Nous avons donc démontré le théoreme 1.0.14 pour des
exposants finis dans le cas n = 3. Pour n quelconque, la démonstration de ce résultat
est identique, la seule difficulté étant celle de 1’écriture.
Lorsque les parametres p; — 0 pour ¢ > 2, I'opérateur tend vers les paraproduits
multilinéaires classiques :

|
—

Ton(frs oo Fno1)(@) == Y [Woe x f1(2) [ [[®], 00  g](2).
pi—0 k

T
[\

On retrouve alors les résultats de [29] sur les bornes uniformes des paraproduits.

Dans la prochaine section, a I’aide de la notion de mesure de Carleson nous allons étudier
le cas des exposants infinis.

1.2 L’analyse par une mesure de Carleson de 7T, , 1,

Nous allons étendre le résultat précédent par des techniques adaptées de celles de [9].
Grace a la notion de mesure de Carleson et de décomposition de Calderon-Zygmund,
nous allons pouvoir obtenir des continuités dans les cas limites : avec des exposants
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infinis et des normes dans I'espace L' tout en conservant I'uniformité des bornes par
rapport aux parametres ;.
Nous allons travailler sur le modele continu :

Unsn i o)) i= [ te) [ 0o TT [0+ 2] (2 = puidan§-

oll m est une fonction mesurable bornée. On rappelle que les fonctions ®¢ sont régulieres
et a spectre dans une boule autour de 0. La fonction W est a spectre dans une couronne
autour de 0. Les parametres p; € [0, 1] ne posent aucun probléeme pour les estimations,
par contre pour obtenir des estimations uniformes selon les parameétres u; # 0, nous
devons étre un peu plus précis. Par symétrie, nous allons supposer que p,,_1 vérifie :

|pn—1| = max{|u;|, 1 <i<n-—1}. (1.12)

Dans ce cas, nous avons le résultat suivant :

Théoreme 1.2.1. Soit ¥ une fonction a décroissance rapide réelle et a spectre dans la
couronne de rayons 1 et 2. Soit ® des fonctions réelles dont le spectre est inclus dans
B(0,4) et m(t) € L. Alors Uopérateur U, . est continu de espace (L*°)®"~% x L?
dans L?. De plus la borne de continuité est bornée par ||m||o et par les bornes cp(0),
e (@) (pour M assez grand) de maniére indépendante vis a vis des p; €]0,1] et de
p sous la condition (1.12). Les rayons que l'on a pris pour les différents spectres ne
jouent aucuns roles tant qu’ils sont bornés de maniere numérique par des constantes
universelles.

Démonstration : On va beaucoup s’inspirer d’une preuve de [9]. Par symétrie sur les
n — 2 premieres composantes, on suppose que

| = min |yl 1< j <n—2}. (1.13)

Dans [9] (Chap. VI prop 3), il est montré le résultat (x) que 'opérateur V' est continu
de (L>)®""2 x [? dans L?, ou V est défini par :

V(fl,..,fn—l)( ) - U(p1,0, ,0) (fl,' afn—l)(fE)
o0 n—1

= [ e b 1) ) T] 0  0) ™ .
j=2

L’estimation de V' est uniforme en p et p; car on a les hypotheses (1.12) et (1.13).
L’idée consiste donc a effectuer un développement d’ordre 1 en (p;)2<j<n—1 €t a étudier
les différents termes. On écrit donc (a présent on oublie les dépendances des opérateurs
en les différents parametres p, u, m) :

PM (fl;-7fn—1>:V(f17--;fn—1)+ Z A<s <p; flv'fn 1)

Jc{2,..,n—1} jeJg
T4z
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WS,J(fl, - fn_l)(l’) =
m(t)

o) n—1
HiY j
/ /d \I/t(y)CI)th x f1(z + prny) H %.(V(I)J)W « fi(x + sipy)IL(x, v, t)Tdydt
0 R j=2 J
jes

avec

n—1

HJ(ZE, Y, t) = H (q)j)l.tjt * fj(x + ij>
j=2
jeJe

I nous reste donc a estimer individuellement les opérateurs W ; (V' étant estimé par le
résultat (%), p; < 1 et Pensemble des J étant fini). On décompose le gradient selon les d
coordonnées :

Woslfis o fo)@) = 3

le{1,..,d}”I
o) n—1 Y m(t)
/ /d Ui(y)®y, * fi(z +pmy) [ | 5 [(%j D7) 150 * fj] (& + s5u59)ILs (2, y, ) ——dydt.
0 R j=2
jeJ

On fixe les parametres s, J et [ € {1,..,d}"!. Ces paramétres varient dans un ensemble
de mesure finie. Il nous faut donc controler chaque terme. On pose alors :

@l(x) = [H l’lj

jeJ

Ainsi ©! reste une fonction & décroissance rapide et son spectre est toujours dans la
meéme couronne. On a donc :

Ws,J(f17 ._7fn,1)<33') - Z

l
/Doo /Rd O1(v) [Ghe * [1] (x4 prmy) [| [(azlj 7)o 5 fi| (@ + 59T (1, UUOF

, t
jeJ

L’intérét de cette relation réside dans le fait que J est supposé non vide par conséquent
il existe au moins un indice j pour lequel : @(0) = 0 (ce qui n’était pas vrai pour
®7).(%) Le résultat (x), pour lopérateur V, repose sur le fait que I'on a l’estimation
suivante (due a la notion de mesure de Carleson) :

T prjene * f1(2) [yt * 9] (@)l 30 < (| lloc g2

de maniére uniforme en p et p pour 0 < p; < 1 et 0 < |ug| < |p2|. On va reproduire
la méme démonstration pour les opérateurs W ;. Il faut donc montrer l'estimation
quadratique suivante pour un indice [ € {1,..,d}"! :

3 Dans ce cas, on sait voir [9] que ||(8sz I, * f||2@ <|fll2
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A) = H / 04 (1), * fi(w — prjuy) [J(0u, ®)ye+ i+ pyssy) [T e x file + i)y

jedJ jeJe 27@
n—2
< lmllool fa-tllz T T 1 filloo- (1.14)
i=1
x Sin— 1 € J alors les convolutions sont des opérateurs bornés dans L*°, donc on
obtient :
@< TT 150 [ 160001 @n, 8 s fucslo = s
Jj#n—1 2, dzdt
On fait d’abord "rentrer” la norme 2 en x sous l'intégrale en y par 'inégalité de Min-
kowski et alors I'intégrale en y disparait et par le rappel (3), on obtient (1.14).
x* Sin —1 € J¢ on utilise une estimation de Carleson en conservant une fonction fj
avec k € J (car J # ().
@i TT 150 | [ 18001185 sl = o] [0, et~ s dy
Z#{n Lk} 2,dedt
On trouve alors apres changement de variable en y :
@i T 150 100185 sl = st |00, 9+ e = st ]
z;é{n 1,k} 2,5

On note ®%¢ la translatée ®*(- — a), on a alors I'écriture suivante :

@is TT Wl | 16018522 freso)] |00, 89+ )]
'L;é{n 1,k}

dxdt
2,5~

On utilise I'inégalité de Minkowski sur la mesure dzdt/t, puis 'estimation sur la mesure
de Carleson, pour trouver :

< T 1fllcl ol / O W)L + [sey))*2dy.

i#En—1

©! est & décroissance rapide et 0 < s; < 1, par conséquent, on a bien Iestimation voulue
(#);. L’estimation est uniforme en p étant donné que |ug| < |pn_1|-

Ainsi (1.14) est démontrée dans les deux cas. Ensuite il suffit de refaire exactement
la démonstration du résultat (%) de [9] en remplagant 'estimation de Carleson par
I’estimation quadratique précédente. U

Nous avons montré des continuités sur les espaces de Lebesgue pour certains exposants.
Avec la notion d’opérateurs de Calderéon-Zygmund, nous allons obtenir d’autres expo-
sants. Ici les opérateurs que nous allons considérer sont des opérateurs multilinéaires
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de Calderén-Zygmund (au sens défini dans [19]), mais les bornes ne sont pas uniformes
selon les parametres p;. Par conséquent en utilisant le résultat principal de [19], nous
obtenons les continuités voulues de l'opérateur U, , ; avec des constantes dépendant
du parametre p. Le reste de cette section consiste a redéfinir des notions d’opérateurs
linéaires de Calderén-Zygmund plus adaptées a notre probleme, afin d’obtenir des bornes
de continuité uniforme en pu.

Définition 1.2.2. Une fonction K définie sur R? x R?\ {(x,z),r € R} est appelé
"noyau standard d’ordre N7 si

1
@By — y|dHIBlHal

Vo £y, Vo, B e{l,..d} lal |8l < N [970)K(z,y)| < A
Un opérateur T continu de S(R?) dans S'(RY), qui vérifie la représentation intégrale

Ve, Ve g supp(f)  T(N)x) = [ K(z,y)f(y)dy,

Rd

est dit étre "associé” au noyau K. Un opérateur T' continu de S(R?) dans S'(R?) est
appelé un “opérateur de Calderén-Zygmund d’ordre N7 s’il est borné sur L?(R?) et
associé a un "noyau standard d’ordre N 7.

On a alors la proposition classique suivante :

Proposition 1.2.3. Soit T un opérateur de Calderon-Zygmund d’ordre N. Alors T
admet une extension continue de LP dans LP pour 1 < p < 2, de L' dans L“>® et de
H? dans L? pour d/(N +d) < p < 1. De plus les bornes de continuité de [’extension ne
dépendent que des bornes ||T||r2—r2 et (Ao p)s-

Remarque 1.2.4. Les constantes A, 3 avec oo # 0 sont utiles pour étudier l'opérateur
dual T™ et ainsi obtenir des continuités de T' sur LY pour q > 2.

Avec cette définition, on a alors la proposition suivante :

Proposition 1.2.5. Soit ¥ une fonction a décroissance rapide réelle et a spectre dans
la couronne de rayons 1 et 2. Soit ®° des fonctions réelles dont le spectre est inclus dans
B(0,4) et m(t) € L*. On rappelle que

m(t)

00 n—1 )
Unson oo fut)@) = [ [ ) TL 00,0 5 = i) ™ .
j=1

On fize les fonctions fi, .., fn_o dans L. Alors lopérateur :

V= fnfl — Up,,u,,m(flv "7fn*1)

est un opérateur de Calderon-Zygmund pour des coefficients p; non nuls. De plus les
bornes A(0, 3) sont bornées de maniére uniforme en p et p pour 0 < p; < 1.
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Démonstration : La continuité sur L?(R%) de V' nous est donnée par le théoreme 1.2.1.
Il nous faut estimer le noyau de I'opérateur V. Le noyau K vérifie alors :

m(t
K(x,z2) / /d‘lft H%t*fg — i)t (T = pripin 1y — 2) i)dydt.
R

7j=1
On estime directement les dérivées de K par :

oo N—2

0208 K (2, )| < / TT 15l
j=1

1 ’y| M |'T — Pn—1Hn-Y — Z| M —d—|g]
/ 1 « L+ 1+ ‘:unflt‘
R (min |1t)

t /Lnflt
En utilisant p,_; < 1, on a 'estimation suivante :

B o] o 1 18]+ T — z -M dt
ool () (L (1 )
mln{|ﬂi|} 0 |:un—1|t Pn—1t t

En calculant 'intégrale en ¢ avec M assez grand,

%, gx dlal+13] g
Va > 0 / (9) <1+9> %<y
.\ i)

et on obtient alors :

dydt
td+1”

|al
00K (x,2)] < (M> z — 2|74 m)| o
opok (.| 5 it ) e = Im]

On obtient donc bien les décroissances du noyau voulues et pour a = 0 les estimations
ne dépendent pas des coefficients ;. U

En composant les deux dernieres propositions, on obtient le résultat suivant :

Corollaire 1.2.6. L’opérateur U, ., est continu de l’espace (L®)®"2 x HP dans LP
pour tout exposant 0 < p < 2 et de lespace (L=)®"=2) x L' dans L. De plus les
bornes de continuité sont uniformes pour 0 < p; < 1 et p vérifiant la condition (1.12).

Nous ne savons pas comment obtenir le cas des exposants p > 2 en conservant 1'unifor-
mité par rapport a u dans le cas général. Le contre exemple que nous donnerons a la fin
de ce paragraphe ne permet pas de répondre a ce probleme.

Nous voulons maintenant faire ”varier” les exposants infinis. Pour cela, nous allons
appliquer un résultat semblable sur les premieres composantes. Nous allons avoir besoin
du résultat suivant :

Théoreme 1.2.7. Soit T' un opérateur linéaire continu de LP* dans LP pour1 < p; < o0
et p < p1. On note l'exposant r > 0 tel que :
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On suppose que T est “associ€” a un noyau K (voir définition 1.2.2), qui vérifie

1

Va, |lal <1 08K (x, 2)] < m

h(x)

avec h une fonction de L™>°. Alors T admet une extension continue de LY dans LT
pour tout couple d’exposants (qu,q) tel que :

S = 4= et 1<q <p.

Les bornes de continuité dépendent de maniére proportionnelle a ||hl], oo

Démonstration : On reprend la démonstration ”classique” ou r = oo et h = 1a. Soit
f une fonction de L?, normalisée : ||f||, = 1. On veut montrer :

{z, [T > a}| S (1.15)

On utilise une décomposition de Calderén-Zygmund de la fonction f & 1’échelle o9/9:.
La fonction f se décompose par

f=g+0,

avec g une "bonne” fonction et b la "mauvaise” partie de f vérifiant :

lglly S WFlle =1, Hlglloo S @,
b= Z bk7 Supp(bk) C le
k

1kl S @/ |QulM,

/bkzo,

D IRk S o fIIL S et
k
leOQk S L
k

Alors on décompose :
TN < [T(g)| + [T(®)],
ainsi

{z, TN > a3l <K, [T(9)] > /24 + [z, [T(0)] > a/2}].

1—) Le cas de la fonction g.
C’est le cas le plus facile. On utilise alors la continuité de T" avec les exposants p; et p,
pour obtenir :

{z, IT(9)] > a/2} S ™[ T(9)ll;

< a gk,
Or par hypothese sur la fonction g et ¢; < p; :

lglloy < llgllgyP lgllic /P < adtt-a/ria,
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On obtient donc :
{z, |T(9)| > a/2}| < a PaPil—ar/pi)/a
< o PPiV/a=1/p1) < =P, pa(l/9-1/p)
Sa
La relation (1.15) est bien démontrée dans ce cas.

2—) Le cas de la fonction b.
Tout d’abord, on a

<ai.

50«

k

Par conséquent pour montrer (1.15), on peut supposer = € Ni(5Q%)¢ et estimer :
{z € Ne(5Qk), [T(D)] > a/2}].

Soit x fixé. On doit donc estimer :

7)) < Y 1T (be) ()]

k>0

Pour tout = et k fixés, nous allons utiliser I’hypothese de régularité du noyau. Etant
donné que by est d’intégrale nulle, on peut estimer :

T(b)(x) = /K(a:,z)bk(z)dz = / [K(x,z) — K(x,c)| bi(2)dz.

On note ¢ le centre du cube Q. Ici la représentation intégrale de I'opérateur a bien un
sens puisque x n’est pas contenu dans le support de by. En utilisant I’hypothese sur le
noyau, on trouve :

1 1
1
K (2, 2) — K (2, 00)| < |2 — ck|/ VK (2, 2+ e — 2))] dt < |z—ck|/ )
0 o |7 — cgltt?
|z — ¢
ezal
[z — | T ()

Ici on a utilisé que x € (5Q)¢. De ce fait,

0] S 0(0) [ 10— ()

Or :
bl < Qi o llgy < Qe
On obtient donc :

1
|z — cp|dHt

1T (b)) ()] < h(x)| Q|+ s/

En sommant sur l'indice & :

T(b)@)| S hx)ar's 3 !

k (1 + lo—al >d+1.
|Q[1/4
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On retrouve ici la fonction de Marcinkiewicz pour ’ensemble des cubes (Qy), on la note
M@q,),, on réécrit 'inégalité obtenue :

T(0)()] S hlx)a?" Mg, (z).
Par I'inégalité de Holder sur les espaces LP*°) on trouve finalement :

1Tl S N0 llroca®® {| Mg, (@),

q,00 v

Or étant donné que les cubes (10Q)x forme un recouvrement borné, on sait que pour
tout exposant 1 < ¢; < oo (voir [33]) :

[ Mg @), STUQ:M" S am™.
On obtient donc bien 'estimation souhaitée :

170400 < 17

q,00 ~v

7,00

Nous allons maintenant obtenir le résultat similaire sur les espaces de Hardy :

Théoreme 1.2.8. SoitT" un opérateur linéaire continu de LP* dans LP pour 1 < p; < oo
et p < p1. On note l’exposant v > 0 tel que :

r 1 1
p P T
On suppose que T est “associ€¢” (voir définition 1.2.2) a un noyau K, qui vérifie :

1

Va, ’04| <N |83K(-7572)| < mh(ﬂf)

avec h une fonction de L™°°. Alors T admet une extension continue de H? dans L9
pour tout couple d’exposant (q1,q) tel que :

lzl—i-l et L<q1§1.

qg @ T N+1+d
Les bornes de continuité dépendent de maniére proportionnelle a ||hl], -

Démonstration : On utilise la décomposition atomique de H? (voir théoréme 6.6.10
de [17]). Soit a un atome de H?, c’est a dire qu'il existe un cube @ tel que :

supp(a) € Q,  allz < [Q["*V®
d
Va, o] < [— —d], /xaa(x)dx = 0.
il
Nous allons estimer T'(a). Supposons que = € (5Q)°. Par hypothese ¢; > d(N + d)~*
donc NNy, = E((;i1 —d) < N — 1. On utilise donc un développement exact avec reste
intégral du noyau :
T(a)(w) = [ K(z,y)aly)dy
R
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On a noté ¢(Q) le centre de Q). Par hypothese sur le noyau :

K- Y YD gop @) s 3

o <Ny, ll=Nogy +1

S Q|11

|aj _ C(Q)|d+qu+1 '
Ici on a utilisé que z € (5Q))°. On obtient donc :

T % Qe fatw)

hw)
o = (@

< ‘Q|(Nq1+1)/d |Q|1*1/‘11.

Ainsi par I'inégalité de Holder (sur les espaces L"), en intégrant sur z € (5¢)¢, on
obtient :

1
N, d _
@l 50y S QI a1

<1

L’étude se finit en estimant la partie sur 5() avec I'inégalité de Holder et la continuité
dans LP de T :

IT(@)ly .50y S 1P T ()],

<1QIVVPa| |, < |QVaTY/pH /P12 22 e <

Ici pour l'inégalité de Holder, on a supposé que p; < 2. Si ce n’est pas le cas, il faut
considérer des L*-atomes de H? avec s > p; ou sinon utiliser d’abord le théoreme
précédent afin d’avoir des continuités sur 1" pour p; = 1. Par conséquent, nous avons
montré que T est borné sur les atomes de H?. Le théoreme est alors une conséquence
directe de la décomposition atomique et du résultat topologique suivant :

Lemme 1.2.9. Soit p < 1. La décomposition atomique de HP nous décrit la norme :

A1 == inf >[N, £ = Niai, a; atomes}.

€N 1€EN

L’ensemble S de H? des fonctions [ telle qu’il existe une décomposition finie en somme
d’atomes vérifiant :

n 1/p
F=Y Xai  |fllm = 107" (Z |>\i\p>
=1 %

est dense dans HP.
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Ainsi l'opérateur T' étant borné sur les atomes, il est défini sur cet ensemble S et vérifie :

viesS T(Nlgeo S N fllem-

Il se prolonge donc de maniére continu sur H?”. Les bornes de continuité dépendent de
maniere proportionnelle a ||Al|, - U

Il nous reste a démontrer le lemme 1.2.9 :
Démonstration : Soit f € HP non nulle. Par définition il existe une décomposition
infinie en somme d’atomes telle que :

=3 ha AP < (1101
=1

i

Soit fy les sommes partielles définies par :

N
fN = Z )\lal
i=1

Supposons que fy n’appartiennent pas a .S alors :

N
B 1
vl <1071 AP < S f 1
i=1

Or fy converge vers f dans HP, donc pour N assez grand l'inégalité obtenue est im-
possible. De ce fait, pour N assez grand, fy est un élément de S. Par conséquent S est
bien dense dans H?. U

On applique les deux théoremes précédents a notre cas :

Proposition 1.2.10. Reprenons les hypothéses de la proposition 1.2.5. On fixe les fonc-
tions fi,.., fn_s dans L™ et f,_1 dans H? pour ¢ <2 (ou L'). Alors l'opérateur :

V= fn72 — Up”u,,m(flv "7fn*1>

est un opérateur qui vérifie les conditions des théoréemes 1.2.7 et 1.2.8 pour p; = oo,
p=q=reth=< M;}"qﬂ(fn_l,(l)”_l) a tout ordre N. De plus les bornes de continuité
sont uniformes en p et p sous la condition (1.12). Ici on note M;* lopérateur mazimal
sutvant :

M;*(f, ®)(w) = sup sup (1417 [yl) ™" |, * f(z = )]

Démonstration : L’hypothese de continuité est donnée par le corollaire 1.2.6. Il nous
reste a vérifier la condition sur le noyau. Le noyau K (z,z) est donné par :

Ko = [ [ v

n n— m(t)
H O fi(w — pipgy) % (@ — poafin_oy — 2)®0 1 x foii (@ — Pu-1hn-1y)—,—dydt.
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On estime directement les dérivées de K par :

|aﬁK( )| </007ﬁ’||f|| / (1+ |y|>2M (1+ |x—Pn—2#n—29—Z|>M
z T, 2)| S j || co -
0 =1 ’ R4 t Hn—2t

e _ —d/q+1 o rex n— [|m || o dydt
| ttn—2t] d=|fl (l—I—t 1\y!) ! d/q+1<fn717(:[) 1)(x)th

D’ou en utilisant p, o < 1, pour M assez grand on a l’estimation suivante :

oo N—3

Mkaazﬂz;é TT 17
j=1

yl\ " o — 2\ ~d-|s| o n-1) () W
g 1+ v 1+ Lol | Hn—at| ||m||oon/q+1(fn—lv ") (2) a1

n—2

C’est a dire :

n—3

Hk n— > ’JI—Z| M
02509 $ TLUA Il s 0) [ (14 a4

j=1

On poursuit en calculant I'intégrale en ¢ de la méme maniere que pour la proposition
1.2.5 et on obtient :

02K (2, 2)] S My (famr, @ 1) ()] — 2|12

On obtient donc bien les décroissances du noyau voulues et les estimations ne dépendent
pas des coefficients p;. U

Corollaire 1.2.11. Lopérateur U, .., est continu de l’espace (L>)®"=3) x HP x HY
dans L® pour tout exposant 0 < ¢ <2 et 0 < p < oo tels que :

Sip=1 ouq=1, on peut autoriser de substituer les espaces H' par L* en remplacant
L? par L>*°. De plus les bornes de continuité sont uniformes pour 0 < p; < 1 et p
vérifiant la condition (1.12).

Démonstration : C’est une application directe par interpolation des résultats obtenus
avec le corollaire 1.2.6, de la proposition et des deux théoremes précédents. On utilise
le fait que 'opérateur maximal M 57{1 41 est continu de HY dans L? pour tout exposant

0 < q<ooetde L' dans LV si ¢ = 1. La preuve de ces continuités est faite dans le
théoreme 6.4.4 de [17]. U

En réitérant le procédé sur toutes les composantes et par interpolation, on obtient ainsi
le résultat final sur ces opérateurs élémentaires.

Remarque 1.2.12. On a exactement le méme résultat pour T,, 1 qui n'est que la
version discrete de U, ,, 1.
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On peut maintenant finir la démonstration du théoreme 1.0.14.

Démonstration : Le premier point avec Sy = () a été démontré dans la section
précédente précédent pour la version discrete. Le cas olt Sy # ) est une conséquence des
théoremes 1.2.1, 1.2.8 et de la proposition 1.2.5. Le deuxieme point est une conséquence
directe des théoremes 1.2.1, 1.2.7 et de la proposition 1.2.5. La proposition suivante
démontre la derniere assertion du théoreme dans le cas bilinéaire (n = 3). U

Nous avons donc démontré le théoreme 1.0.14 annoncé plus tot. Nous allons vérifier que

ces conditions données pour 'uniformité sont presque optimales :

Proposition 1.2.13. Dans le cas bilinéaire, soit p1 = py = 1, |p1| < |uo|. Alors
Vopérateur U, ;. ne peut étre continu de LP x L> dans LP pour 1 < p < oo de maniere
uniforme en .

Démonstration : Choisissons des fonctions ® = ¢ des fonctions positives d’intégrale
égale a 1. L’opérateur est défini par :
dydt
Ueur (f, 9)( / / Vi(y)Gue * flo = ny)Gx g(z = y)——
Pour f et g des fonctions de la classe de Schwartz, faisons tendre p; vers 0, alors :
Vo € R? Mlimo Cugt * f(z — y) = f(x).
1—)

C’est un résultat connu sur les approximations de I'unité. Par conséquent :

d dt
Vo € R? hm Ue i (f, 9)( / / Uy (y) Gt * g(@ — proy) —— y

L’interversion de la limite et de l'intégrale est bien vérifiée : l'intégrale en ¢ converge
absolument étant donné que € est fixé. Maintenant on peut faire tendre ¢ — 0. Le spectre
de W est localisé dans une couronne, I’étude des noyaux standards montre alors que pour
x fixé :

et dydt > dydt
lim Wi (y) e * g( — uzy)T = Wi () ot * g — NQ?J)T-
€~ € R4 0 R4

Ainsi en choisissant W et ¢ correctement, on peut reconstituer par exemple la transformée
linéaire de Hilbert H, trouvant

Ve e R lim lim Ue,, (f.9)(x) = f(x)H(g)(x).

e—0 pu1—

Supposons donc que 'on ait des estimations uniformes de continuité sur U ,,, de LP x L
dans LP. En utilisant le lemme de Fatou, on obtient :

LFH (), < 1A lpllglloo-

Une telle estimation impliquerait la continuité de H de L*> dans L, qui est impossible.
Par conséquent, une telle uniformité dans les estimations est impossible. U

Ainsi I’étude est presque complete sur les opérateurs ”élémentaires” U, ,, ,,, et donc T}, , ..
Nous allons dans la section suivante montrer comment ces opérateurs interviennent
dans la décomposition d’opérateurs multilinéaires singuliers tels que les transformées de
Hilbert multilinéaires.
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1.3 Décomposition d’opérateurs multilinéaires sin-
guliers.
Dans cette section, nous allons décomposer des opérateurs multilinéaires a 1’aide des

opérateurs étudiés précédemment. Soit 7' un opérateur multilinéaire commutant avec les
translations simultanées, c’est & dire que pour tout vecteur h € RY :

Vf1, . fao1 € S(RY), T(thf1, - nfn-1) = T (f1, - fo-1)-

Dans ce cas, on sait qu'il existe un noyau K € S'(R4"=1)) tel que

TG fo)@) = [ Kz =, — ) [ vy

Rd(n—1)

Il faut comprendre cette formulation en tant que distribution, en utilisant la trans-
formée de Fourier on obtient l'existence d’une distribution m supportée sur I' = {£ =

(&1, .,&) € RYH)™ | & + ..+ &, =0} telle que :
Vi€ SRY)  A(fis o f) == AT(frs o far), fo) = /Fm(@ Hﬁ(g,-)dg. (1.16)

La mesure surfacique de I' est implicite dans cette écriture. Nous allons donc identifier
I' & RY"=D par la correspondance suivante :

E=(&, . 6n1) €ERID 6= (&, 6y, —61— ... —Enq) €T

Ainsi I'intégration sur I est identifiée & une intégration sur R™~1 . On note de nouveau
m le nouveau symbole (défini sur R*"~1) obtenu & partir de m par ce changement de
variable.

Dans la premiere sous-section, on s’intéressera a un symbole m singulier uniquement en
un point. On généralisera la méthode dans la sous-section suivante au cas ou le symbole
m est singulier sur tout un sous espace de I'.

1.3.1 Le cas ou m est singulier en un point.

Nous supposons ici que m est singulier uniquement au point 0. Nous allons faire les
hypotheses suivantes sur le controle de la singularité : il existe des parametres \; # 0
tels que

n—1 |y |my|
d m Mp—1 =1 |>‘l |
le, My € N )6511..85n71 m(fl, ..agn—l)‘ ,S, ( 1 |m1+..+|mn_1|) .
(> &)
(1.17)
On découpe l'espace par des cones de sommet 0. Pour | € {1,..,n — 1}, soit (; une
fonction homogene réguliere sur (R?)"~1 & support dans un cone :

{5 e (RY)™, [N&| ~ m?X|)\j£j|}.
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On les choisit de sorte que

vee ®)T S Gl =

Nous allons nous inspirer de la décomposition faite dans [9]. Soit ¥ une fonction réelle
de classe C* sur R?, & spectre dans la couronne de rayons 1 et 4, telle que :

v eRN {0} S0 ‘@(2%)‘2 1. (1.18)
kezd

Soit ¢ une fonction réguliere sur R? dont le spectre est borné et telle que :

Vie{l,. .,n—1}, V¢ € supp(¢)  UE@NG) £0= Vj#I B2"N¢) =1

Ainsi on a la décomposition suivante :

T(fla' fn 1)( )_
ZZ/ oy C e ing) file) [T 92N (€ )m()de.
keZ 1=1 il
Notons les nouveaux symboles :

51 gn 1

= . L\ B(E).
Ul,k(f) m()\12k7 ’)\n—lzk) (él)g (fj)
Ainsi, T s’écrit sous la forme
(fla' fn 1)( ):
n—1
Z / el Gt a0 (250,6) Fi (&) H‘I) (2P06) Fi () o (2°MEr, ooy 281651 )dE.
ez 1=1 YRIY 4l

Or de par les conditions de singularité (1.17), on obtient
Ok € Lt et AN(Tl,k € Lt

de maniere uniforme en k et [ pour un entier /N aussi grand que I’on veut. Par conséquent

les symboles oy, s’écrivent
o L(lL Kk, u
o1(§) = /elg'u(—z)l\fdu
(L4 |ul?)

avec une fonction L(I, k,.) € L>®(R¥"1) uniformément en [ et k. L’écriture de 'opérateur
T devient alors :

T(f1, . fa-1) ZZ//an . i€t 1)

kEeZ 1=1

o~ o~ ~ ey — — —1 L l k
BN [ BN TG oot HLE Y = :
11 (1+ [uf?)
n—1

/ZZ (I, k, u) /R . et n (2N (&) [ [ 7o, 25N F(€5) dédu.

1+ Juf2)™ i
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On note 7, la translation de vecteur y € R?. Ainsi en reprenant les notations de la
premiere section, on obtient :

n—1 l k’
T(f1, .y fa1) /Rd(n 1)22 u) qj))\le*le(T’le(p)Qk)\j*fjdu. (1.19)

ez =1 (I + |u| J#1

Pour [ et u fixés, on retrouve des paraproduits multilinéaires ” classiques”. Etant donné
que l'on peut choisir N aussi grand que l'on veut, les continuités sur les parapro-
duits vont faire intervenir des poids polynomiaux selon u, qui seront compensés par
la décroissance de (1 + |u[*)N. De ce fait les résultats précédents de continuité sur
les opérateurs ”élémentaires” nous donne exactement les mémes propriétés pour ces
opérateurs multilinéaires. On peut donc généraliser le théoreme 1.0.14 :

Théoreme 1.3.1. Soit m un symbole singulier a l'origine et vérifiant

< ( [ A
~ n— |m1‘+'~+|mn71| :
(Zi:ll |/\z€1’)

Alors lopérateur multilinéaire T' défini par (1.16), vérifie les mémes continuités que les
opérateurs T, ,, 1, et U, 1, du théoréme 1.0.14. L uniformité des bornes de continuité en
p et u se traduit par l'uniformité des bornes de continuité pour l'opérateur T en fonction
des parametes A;.

le, ey Mp—1 € Nd 8”;16’72’:1771(51, ooy gn—l)

Démonstration : Nous avons obtenu la décomposition précédente :

n—1

T(fr, ) farr) /ZZ CLIL) w fi [Ty ®)arn, * fdu,

=1 (L ul J#l

ou L(l,k,u) est une fonction bornée et définie a 1'aide du symbole m. Nous avons
déja vu que les paraproduits classiques qui apparaissent, constituent un cas particu-
lier d’opérateurs étudiés dans les sections précédentes (voir (1.3)). Pour f; € S(RY) des
fonctions régulieres fixées et pour u fixé, on a la limite pour tout z € R?,

n—1

Jim S E k) [ () [[, @) Flle = pi)dy =
p—0 kel Re A
> L(L ku) (1, O) g2+ fil@) [ (70, @)y, * f(2).
keZ j#l

Ainsi étant donné que les estimations obtenues dans le théoreme 1.0.14 sont uniformes
en p, on obtient les mémes estimations pour les paraproduits classiques avec un poids
polynomial en (1 + |u|)® pour K un entier assez grand. De ce fait si p > 1 par inégalité
triangulaire et pour N >> K, I'estimation de continuité du théoreme 1.0.14 se ”trans-
met” a I'opérateur T'. Dans le cas p < 1, on ne peut pas utiliser 'inégalité triangulaire.
Il nous faut alors reproduire la preuve faite précédemment :

 Si tous les exposants sont finis (premieére partie avec les fonctionnelles quadratiques de
Littlewood-Paley) : la preuve est exactement la méme. L’étude spectrale est identique
puisque les décompositions selon les parametres u et ¢ ne jouent aucuns roles. On utilise
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alors le lemme 1.1.4 pour controler ponctuellement les fonctionnelles quadratiques et on
peut reproduire tous les arguments de maniere analogue.

x Dans le cadre d’éventuels exposants infinis. La preuve est fondée sur la continuité de
(L)1 x L? dans L? (qui est vérifiée par inégalité triangulaire) et sur des estimations
du noyau de l'opérateur multilinéaire (qui sont encore vérifées pour 'opérateur T' par
linéarité de la correspondance entre le noyau et 'opérateur multilinéaire). Par conséquent
la preuve est identique et permet d’obtenir les continuités désirées sur 'opérateur 7. [

Remarque 1.3.2. La décomposition précédente (obtenue en (1.19)) nous montre que
les opérateurs du théoréme 1.3.1 se décomposent en paraproduits classiques. Nous allons
expliquer pourquoi nous avons préféré développer la preuve du théoréeme 1.0.14 comme
nous l'avons fait, alors que nous aurions pu utiliser cette décomposition pour n’étudier
que les paraproduits classiques. Etudions les deux cas suivants :

x Pour le cas des exposants finis (premiere partie avec les fonctionnelles quadratiques de
Littlewood-Paley) : l'analyse spectrale des paraproduits classiques est exactement iden-
tique a celle que nous avons développée. Comme le montre la démonstration précédente
on a tougours besoin d’un controle ponctuel des fonctionnelles quadratiques de Littlewood-
Paley (lemme 1.1.4) pour les exposants plus petits que 1.

x Pour le cas d’éventuels exposants infinis (deuxieme partie avec les mesures de Carle-
son) : la preuve repose sur deuz résultats importants, qui sont la continuité de L™ x L?
dans L? et l'utilisation de la décomposition de Calderdén-Zygmund pour pouvoir abaisser
les exposants. Par conséquent en utilisant les paraproduits classiques, il nous faut savoir
¢tudier dans L? les deuz paraproduits suivants (pour f € L™ et g € L?) :

/OOO [Wae # ][ Py * g] %t)dt et /OOO (@ % f] W, * g] wdt

t
et de ce maniere uniforme en (A, ) avec |u| > |\|. Le premier paraproduit correspond
a celur qui s’étudie directement avec une mesure de Carleson. Le second me peut pas
étre étudié de la méme maniére. Il faut a nouveau décomposer la fonction ®y; par des
fonctions Wy, (avect < u < o0), et aprés quelques manipulations, on fait apparaitre

—_—~—

/OOO [Pxe * f1 [P+ g] @dt = /Ooo [% . f] [(”I“)w § g} m(u)

du+ fL(g)

u

o, L est un opérateur continu sur L* et m une modification bornée de m. Ainsi on
retrouve un paraproduit classique du "premier type” et un terme qui est borné dans L2.
Par conséquent, [’étude des paraproduits classiques nécessite de distinguer ces deux cas
différents. L’analogue dans notre démonstration correspond au théoréeme 1.2.1. On y
développe une démonstration unique qui permet ainsi d’étudier simultanément tous les
différents types de paraproduits. Aprés avoir montrer cette estimation L?, les différents
arqguments utilisés pour pouvoir abaisser les exposants de Lebesque sont exactement les
mémes dans notre étude que ceur qui sont nécessaires pour étudier les paraproduits
classiques.

Ainsi notre méthode proposée et lutilisation de la décomposition en paraproduits clas-
siques nécessitent exactement les mémes arguments. Lintéret d’utiliser nos opérateurs
7élémentaires” est d’obtenir une preuwve unifiée qui ne fait pas de distinctions entre
les deuz types de paraproduits. De plus elle permet de développer tous les arguments
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nécessaires sans avoir a les étudier simultanément avec les termes "parasites” apparais-
sant dans la décomposition (1.19).

L’étude des opérateurs dont le symbole m est singulier en un point est ”classique”. Ici on
a obtenu des estimations uniformes selon les différents parametres. Dans le paragraphe
suivant, nous allons reproduire la méme analyse dans le cas ou le symbole m est singulier
sur tout un sous espace de I'. Nous allons montrer comment les décomposer avec nos
opérateurs élémentaires, mais nous n’avons pas su comment implémenter les méthodes
temps-fréquence a cette décomposition.

1.3.2 Le cas ou m est singulier sur tout un sous-espace.

On s’interesse maintenant a un symbole m défini sur le sous espace I' = {£ =
(&1, .,&) € RN | &+ ..+ &, = 0}, qui possede une singularité le long d’un sous-espace
V' de dimension k non dégénéré : I'espace V peut étre paramétré par tous les k-uplets
de variables canoniques. Ici la dimension k est prise en tant que "R? sous-espace” de
[ ~ R¥=1D = (RY)"~! donc k < n — 2. On suppose que cette singularité est controlée
par la condition suivante :

Va € N |9%m(€)| < d(g,V)~lol (1.20)

Nous allons travailler directement sur l'opérateur T :
T b)) = [ T fie) 6l (12)
Rd(n—

ol le nouveau symbole ¢ est donné par

0(51, --afn—l) =m(&, o ny, =6 — 571—1)-

Par conséquent o vérifie les conditions de singularités suivantes :

n—1
0% (&1, -, &ur)| < [T d(6. V)™ (1.22)
i=1

Lemme 1.3.3. Soit V un Re-hyperplan de R défini comme le noyau d'une "R%-forme
linéaire” X : V. = {§ = (&1,.,&) € R®, 37, \i& = 0}. Ici les parameétres \; sont
réels. Alors, on a :

A

T = &) (1.23)

Ici on choisit de noter |||\||| la norme de X en tant qu’application linéaire de R dans
R?, munis de leurs normes euclidiennes. On vérifie alors que :

p

AN =D Il (1.24)

k=1

Pour ne pas confondre les différentes normes, on continue de noter | | la norme eucli-
dienne dans RY. On note d la distance associée a la norme euclidienne || || dans R,
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Démonstration : Ici il faut faire attention au fait que 'on manipule des R? sous

espaces.
Soit v € V tel que d(&, V) = inf ey d(§,v") = d(€,v). On a donc :

[A@)] = [A@) = Aw)] < [[[All[d(z, v) < [l[A][d(E, V).

Pour lautre inégalité, on regarde l'application v : v € V — d(&,v)% L'espace V
considéré comme "R%sous-espace” de dimension p — 1 est identifié & R* P~ par :

Ve {¢eR?, V)€ {l,..d}, ¥ =0},

oll on a noté 77 les R-formes linéaires sur R% définies par :
P =Y N
i=1

avec par convention ff la j-ieme coordonnée de & € R? On peut alors appliquer le
théoreme des extrémas liés : v est une fonction strictement convexe et donc atteint son
minimum en un point u € V tel que Vy(u) = 2(£ — u) appartient a 'espace vectoriel
réel engendré par (V47)1<;j<4. Par conséquent, il existe des réels (;)1<;<q tels que :

d
2§ —u) = ZajV’yj.
j=1

Or en notant e’ le vecteur canonique de R% correspondant a la j-ieme coordonnée dans
R? de la i-eéme composante dans (R?)?, le vecteur gradient est donné par :

p
VA = el
k=1

De ce fait en composant par 4!, étant donné que u € V C ker(y'), on trouve :
d P .

() =2 —u) =D a; > My (ed).

=1 k=1

J

Or 7l (el) = M\ sij=1et yi(e)) =0sij#1 Dou avec (1.24), on obtient :

p
29/(6) = Y A; = aul M|
k=1

C’est a dire :

o =

On obtient alors
2

AE VY < digw? = e —ulP = §

d
>V
j=1

= [T D P ©PN = [l Zv’(ff = [IMI7* A @)

=1 k=1
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On a donc bien montré les deux inégalités. U

La forme A est non dégénérée par conséquent A(§) = > \;& avec pour tout i = 1,..,p
Ai # 0. On commence par discrétiser 'espace selon la quantité |A(§)| qui est équivalente
d’apres le lemme précédent a la distance d(&, V). Soit W une fonction réelle paire de
classe C* sur RY, a spectre dans la couronne de rayons 1 et 4, telle que :(*)

eRi={0}, 3 ‘@(zkn)f _1
keZ
Alors )
veeve Y ‘@(2@(5))\ ~1. (1.25)

k€EZ

Soient les points aj,, définis de la maniere suivante :

Jo_ Jk ) d(n—1)
A2F 1<i<n—1

avec J = {j € Z¥=1D | "4, =0 }. Cest a dire que pour k fixé (a],)je; décrit un réseau
de pas 27% au-dessus de V = ker()\) C T.

On va ensuite discrétiser les couches {£, [2°A(€)] ~ 1} sur un réseau. On veut estimer
la fonction suivante :

n—2

3OS W) [T 3225 - al),

E jeJ =

ou les coefficients \; sont donnés par la forme . Ici en accord avec les notations du lemme
précédent, pour &€ € R4V et [ =1,..,n— 1 on note & € R? la l-ieme coordonnée de &.
On construit une fonction numérique ¢ telle que @ soit positive, a support dans [—6, 6]
et est égale a 1 sur [—4,4]. On considere la fonction ¢ définie par :

~ ?(©)
(b(f) = . o 1/2
(PCiez @€ —1)?)
Etant donné les conditions sur ¢, la fonction > ien P(E —1)? est de classe C™ et est

bornée inférieurement. Par conséquent la fonction ¢ ainsi définie est dans ’espace S(R)
et son spectre est inclus dans [—6, 6]. De plus on a la relation :

VeER ) Q(E-j) =1

jez
On choisit alors ®(n) = Hle ¢(n;) pour n € R?, de sorte que :

meR N |o(m—j)P =1 (1.26)

jEZA

4 Dans ce cas, on sait par [9] que [S7, [Ugk x f(x)]* dz < | f]3.
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Alors en utilisant (1.25) et (1.26), on obtient la partition suivante :

DD T A©)2Y) f[ D228\ (€ —al)) = 1.

kez jeJ =1

Ici on a utilisé que la sommation sur les j € J est équivalente a une sommation sur les
(n — 2) premieres coordonnées, parcourant chacune de maniere indépendante Z?. On a
alors la décomposition exacte suivante de 'opérateur 1" :

T(fl; . frhl)(x) =
D / e (T2 Fima () [T 822N (E — ) Fles

keZ jeJ =1

Chaque terme de la somme définit une "restriction” de 'opérateur T : on a tronqué (de
maniére aussi réguliere que le permettait (1.22)) le symbole o sur la partie d'un cone de
sommet le point afc et a distance du sous-espace V équivalente & 27%. Ainsi la fonction
U permet de décomposer le symbole o selon des ”tranches” qui sont déterminées par
leur distance au sous-espace V' = ker(\). On peut donc réécrire T' par :

T(firo o) (@) =33

keZ jeJ
n—2

/ L e (28 (€ - a) B(N)2) ) Fao1(Gamt) TT @@5N(€ — al)) fil&)de.

Rd(n—1 =1

ou les nouveaux symboles oy, ; sont définis par

n—2

1,5(&) = TNE) [ 2(Ng)o(27%¢ + af).

=1

De par les relations (1.22), on sait que les dérivées de oy ; sont uniformément bornées
et les conditions sur les fonctions ¥ et ® nous montrent que o, ; est a support dans

{g = (517 --agn—l) € Rd(n_1)7 VZ € {17 - Q}a |>\z§z| S 67 1 S |)\(€)| S 4}

qui est compact et de mesure proportionnelle a [],.,., ; [\i|™% On a donc une estima-
tion du type suivant :
-N
) (1.27)

avec L une fonction qui est notamment dans L=(Z x N x R¥»=1) .

. L(p,j,w) < |ul®
opi(u) = ——""—" 1+
= 2

1
=1

IZlloe S llollss + D lld(., V)V D0 . (1.28)

aeNd(n—1)
la|=N
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La borne ainsi obtenue dépend du symbole o et des parametres ()\;);<;<n—1. On a donc
la décomposition suivante :

L(k.jin)
oo @ =23 | FETRRG + o e

keZ jed

[ / ( )e”-@1*-*f"*)e*”’“““*“?%)%(5)2’“)51<£H>H<T><2’%(é—ai»)ﬁ(&)dé du,
Ren=1 =1

ou on note u/\ le R4"=1_yecteur de coordonnées w/N € REpour 1 <1 <n—1.
On rappelle que 1'on note | | la norme euclidienne sur R? et || || celle de RY™=V. En
distribuant ’exponentielle complexe selon la décomposition °

n—2 n—2
Uy u Up—
uf = )\n_i &) + ?1 )\l(/\_z — )\n_i).& = ap.\&) + ;1 Arag.&, (1.30)

on peut réécrire l'opérateur T en faisant apparaitre des convolutions :

T(fr, - fn- it Lk, 1.31
(fla af 1)(1') e ]EJ/H ’)\ ‘d 1+Hu/)‘H ) /Rd<n_l)e ( J u) ( )
n—2
[\Ij)\n_ﬂ’“ao,)\n_ﬂke (A(Q An-tén-1An 5y ](5n—1)fn—1<§n—l)Hq))\ﬂ/kaljﬂk((f_ai)l)}\l(&)] dg.
=1

En intégrant selon la variable &, 1, on trouve :

L(k, j,u)du
T(frv o o) ZZ/M o TEEE ML+ /AN

keZ jed
L.

On a donc I’écriture suivante de T' en notant 75, les opérateurs de translation :

L(k, j,u)du
T(fu o)z ZZ/W o TEE Il + AR~

keZ jed

n—2 —
Wy okaga, g2t (Y) fao1(x — /d( ) H o~ NEA, 1y+m£z[( i(al);. Dy ok 20) * fl](fl)dédy]
Rd(n— 2

[ / (W22 s (2~ ) [ (7 @))% Azxgilwdy}m)

=1

Nous allons réécrire cette décomposition en utilisant les opérateurs ”élémentaires” étudiés

°Le signe . représente le produit scalaire, mais on utilise la méme notation pour le produit scalaire
dans R% et R~ Tci u et € sont des vecteurs de R*™~1) tandis que les composantes (& uj, 0)1<i<n—1
sont des vecteurs de R%,
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dans les paragraphes précédents. On reprend I'écriture fréquentielle de T :

T(f1, s fa1)(@)
_ L<k ja u) T . eiﬁn—l(m*y) re
o S T T 0 5 )

"TUXRYE Yoy e

n—2
1T 7i€)7a,@(m2bs + e (x — uy)dydu
=1
L(kvjau ix.
o ST e R )
gt 4= S TLoy I [u/Af2)Y

n—2
Fac1(6amt) T 16 7 @ (2" + i) dude.

=1

De ce fait a k et j fixés :

n—2
{1 € B (- ZMZ&»Q_IC> et 26 + il S 1,
=1

on obtient donc :
‘zkénfl + Jn-1] S 27",

Par conséquent on peut tronquer f,_; en fréquence sur une boule centrée en j,_; de
rayon équivalent & 27% 6. D’ou :

L(k, j,u)
T(fu, s fn-1) /Rd(n ZZ T INJA(L A [/ A2

keZ jeJ
n—2
[ ) [ @) s g o= ) [T B0 5 Sl — )y
R =1

Ici @ est une fonction régulicre & spectre dans une boule centrée en 0 de rayon borné par
une constante numérique. Ainsi pour j et u fixés, on retrouve exactement un opérateur
Ty avec p = (1,..,1) et = (1, po, .., tn—1) modulé par le parametre j. On rappelle
que les vecteurs a; sont donnés en fonction de u par (1.30) :

)\l /\n—l

Les estimations sur ces opérateurs ”élémentaires” sont donc bornées par (1+||u/A||)% || L(., , u)|lco
pour K un entier assez grand. Par le changement de variable sur u pour N assez grand,
I'intégrale en u est donc absolument convergente et ce de maniere indépendante de tout
parametre. Pour conserver cette uniformité en A et espérer obtenir des bornes uniformes
de continuité sur 'opérateur 7', on remarque qu’'une condition nécessaire est que les co-
efficients L(k, j, u) soient bornés uniformément en j et u. Ces coefficients sont définis par

5En fait cette troncature provient de la structure de I’espace J, on 'avait ”oubliée” temporairement
en caractérisant J par les n — 2 derniéres coordonées mais on aurait pu la mettre des le début de la
décomposition.
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(1.27) et (1.28). Ainsi pour obtenir des estimations uniformes selon la dégénérescence
de A, nous devons déformer la métrique de la maniere suivante :

dv(§,m) = sup [§ — ni| | Ail.

On demande alors la condition de singularité sur le symbole suivante :

rmel < (—dv'@j'v)) ; (1.33)

Sous cette condition L € L>®(Z, J,R¥ ™) et donc pour j fixé les opérateurs élémentaires
sont bornés de maniere indépendante par rapport a tout autre parametre. Cette renor-
malisation (1.33) est la formulation duale de [30] et en est une version équivalente pour
le cadre bilinéaire. La décomposition effectuée dans le cadre général (n quelquonque)
permet de généraliser cette condition, formulée par (1.33), lorsque le sous espace de sin-
gularité V' est un hyperplan de I'. Il reste la sommation en j a étudier. Mais aujourd hui
aucune méthode ne permet d’étudier la sommation sur le parametre j excepté pour
n =3 et d=1 (voir théoreme 0.0.1).

Nous allons finir ce paragraphe en motivant le troisieme chapitre par 'apparition d’une

propriété géométrique de ces opérateurs. La décomposition de 'opérateur T' fait appel
a des opérateurs ”élémentaires” Ty, définis a I'aide de coefficients L(k, j) bornés de la
maniere suivante (on oublie le parametre u) :

TL(fh o fn—l)(l') =

SoSo L) [ ) LD 0 00 ¢ e = A2 )

keZ jeJ =1

Ici essentiellement, ¥ est une fonction a spectre dans une couronne centrée en 0 et les
fonctions ®' sont des fonctions & spectre borné, qui vérifie la propriété :

Ve € R Sl - )P = 1. (1.34)
JjER
Le terme générique a pour spectre (en utilisant la formulation fréquentielle (1.31) :

/\I/An 12+ (Y H G (I))\l2k * fil(x — ML y)dy

=1

C @5 B((al), C(IMf2") ™),

ot C' est une constante ne dépendant que de n et d. En réutilisant la définition des
points aj,, on trouve :

n—1

/‘I’An12k(y)H[(€i(ai)l'@Az2k) Sz = XAt y)dy

=1

5 kC)
RYIRPY

SPy C o fB(

De ce fait, a I’échelle 27 fixée, les spectres forment un recouvrement borné pour j € J
(la borne de ce recouvrement ne dépend que de n et d au travers de la constante C).
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Nous allons profiter de cette propriété spectrale pour estimer la norme dans L?(R?). Si
on souhaite majorer :

n—1

SN Lk ) / oo () TTHED DL ) % fil (e — MAsLy)dy

k jeJ =1

Y

2.dx

il apparait tout d’abord le terme diagonal :

2

ZLk]/ wr2t(y H (D) ) fil(@ — MA, ) dy

jeJ =1

2,dx

D’apres la remarque précédente par orthogonalité, en utilisant la propriété (1.34) , on
a:

n—1 2

SIS / (k, )05, () TTLED R ) 5 fil(x — A 9)dy
kez || jeJ =1 9.dr

n—1 2

S / () TR 0L ) % fil (e — AAsLy)dy
keZ jeJ =1 2,dx

n—1 2

<SPS / oo () [ file — ML 0)dy
kez ||/ R? =1 2.dw

Cette estimation est intéressante car elle fait apparaitre une condition géométrique que
'on étudiera par la suite : le support du dernier terme (& estimer en norme L?) est sup-
porté dans la somme ensembliste des supports des fonctions fi, .., f,_1. Cette propriété
est vérifiée aussi pour les transformées de Hilbert multilinéaires et les opérateurs maxi-
maux multilinéaires. Elle apporte un point de vue plus géométrique sur ces opérateurs,
que 'on essaiera de mieux comprendre dans le troisieme chapitre.

Conclusion : En utilisant I'analyse temps-fréquence ” classique”, nous avons obtenu des
estimations uniformes de continuité pour les paraproduits multilinéaires. La décomposition
en opérateurs ”élémentaires” permet d’obtenir les estimations de continuité sur les
opérateurs dont le symbole est singulier en un point. Dans le cas de symbole plus
singulier, ces estimations permettent de prévoir comment modidier la métrique pour
compenser la dégénerescence de 'espace de singularité afin d’obtenir des estimations
uniformes mais ne permettent pas d’obtenir des continuités sur les espaces de Lebesgue.
De plus nous avons fait apparaitre une condition géométrique sur ces opérateurs, qui
motive une autre approche dont on étudiera quelques aspects dans le chapitre 3.
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Chapitre 2

Estimations locales pour des
opérateurs bilinéaires et
Applications au calcul
pseudo-différentiel bilinéaire réel.
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2.2.2 Action des opérateurs pseudo-différentiels bilinéaires sur les
espaces de Sobolev. . . . . .. ... o L L 100
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Etude de D'action de la dualité. . . . . . ... ... ...... 109
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2.3 Continuité des opérateurs bilinéaires sur les espaces a poids.116

Nous allons dans ce chapitre présenter des résultats de continuité pour des opérateurs
bilinéaires pseudo-différentiels réels. Un opérateur bilinéaire est décrit par son symbole
o(xz,a, 3). On ajoute le qualificatif "réel” pour signifier que les variables z, a, 3 sont

réelles'. L'opérateur T associé est défini de maniere formelle par :

-~

T(f, 9)(x) = / 0D F(0)3(8)o(x, 0, B)dadp.

ILe probleme pour des variables vectorielles reste partiellement ouvert et sera étudié dans la section
4.1. Les techniques que nous allons utiliser ici ne s’étendent pas toujours et certaines réponses restent

donc inconnues.

65
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Les premiers résultats donnés par R.Coifman et Y.Meyer sont les suivants ([3]) :

Théoreme 2.0.4. Supposons que o ne dépende pas de x, soit de classe C°°(R? \ {0})
et controlé de la maniere suivante :

Vi,n >0  |0Ld5o(a, B)] S (lef +18)7"

Alors Uopérateur T' est continu de LP(R) x LY(R) dans L"(R) pour 1 < p,q < oo des
coefficients vérifiant :

<

3

Q=
)

Pour des symboles dépendant de la variable spatiale x, on a la version non homogene
suivante :

Théoréme 2.0.5. Supposons que o soit de classe C®(R3) et vérifie les estimations
sutvantes :

Vk,,n>0 |90l dto(x,a, B)| < (1+|al +8) 7

Alors Uopérateur T' est continu de LP(R) x L(R) dans L"(R) pour 1 < p,q < oo des

coefficients vérifiant :
1 1 1 1
0<-—=-+-<_.
rop 2

L

Ici nous souhaitons généraliser ces deux résultats dans le cas de symboles plus singuliers.
Dans les deux théoremes précédents, le symbole et ses dérivées sont controlés par la
distance du point (a, 3) a 'origine dans le plan fréquentiel. Nous allons nous intéresser
au cas ou le controle est estimé par la distance a une droite et non plus a un point. Le
théoreme 2.0.4 est généralisé sous ces hypotheses dans les articles [6], [5] et [28] par le
théoreme suivant :

Théoréeme 2.0.6. Soit A une droite non dégénérée de l’espace fréquentiel :
A= {(CV?ﬁ)a )\1@ + )\2ﬁ = O}

avec des réels \; non nuls et non égauzx. Supposons que o ne dépende pas de x et soit
de classe C*°(R?*\ A), controlé de la maniére suivante :

Wn>0  |hdho(a,B)] S e+ M8 =d((a,8),4)" "

Alors lopérateur T' est continu de LP(R) x LY(R) dans L"(R) pour 1 < p,q < oo des
coefficients vérifiant :

<
3
Q| =
w

u n n remier ion nir une version isée plus préci u théoréem
Nous allons dans la premiére section obte e version localisée plus précise du théoréme
précédent. En accord avec le principe d’'incertitude d’Heisenberg, nous montrerons le
résultat suivant :
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Théoreme 2.0.7. Soit A une droite non dégénérée de l’espace fréquentiel :

A= {(a,ﬁ), Ao+ )\zﬁ = 0}

avec des réels \; non nuls et non égaux. Soit o une fonction bornée de R?. Soient p,q,r
des exposants tels que 1 < p,q < o0,

1 1 1 2
- = -+ - et —<r<oo.
r q p 3

Pour tout § > 1, il existe une constante C' = C(p, q,r,9) telle que pour tout intervalle I,
pour tout symbole o supporté dans {(a, 8), d((a, 3),A) > |I|71} et vérifiant la condition
de singularité suivante :

V(e,3) VY, 0> 0 |0n0ho(a,B)| S d((a, 3),A)7"

on ait lestimation locale

1/r
( / |T<f,g>r") s0(22’“1“’+5>|\f|rp,m) (22’“<1/q+5>|\g|\m). 2.1)

k>0 k>0

L’exposant 6 > 0 nous permet d’obtenir une décroissance supplémentaire que celle
attendue simplement par une estimation ponctuelle du noyau bilinéaire de 'opérateur.
Celle-ci prend en compte les conditions fréquentielles supposées sur le symbole o. Nous
appelons 'inégalité (2.1) une estimation "hors-diagonale”, étant donné qu’elle permet
de mesurer une décroissance de T(f, g)(z) en fonction des deux distances d(x,supp(f))
et d(z,supp(g)). D’un point de vue fréquentiel, nous l’appelons aussi une estimation
a "haute fréquence”, parce que 'on considere des symboles supportés loin de 'axe de
singularité. Ici le terme ”fréquence” fait référence a la distance entre le point («, 3) et
I'axe de singularité de o 2

Cette décroissance ”hors-diagonale” (ou a "haute fréquence”) nous permettra dans la
deuxieme section d’obtenir la généralisation du théoreme 2.0.6 aux symboles dépendant
de la variable spatiale x :

Théoreme 2.0.8. Soit A une droite non dégénérée de l’espace fréquentiel :

A = {(Oé,ﬁ), )\106 -+ )\Qﬁ = 0}

avec des réels \; non nuls et non égauz. Supposons que o soit de classe C®(R3) et
controlé de la maniere suivante :

Wk >0 950050 (e o B)] S (14 e+ Aapl) T

Alors Uopérateur T' est continu de LP(R) x L(R) dans L"(R) pour 1 < p,q < oo des

coefficients vérifiant :
1 1 1 3
0<-—=-+-<3.
r p q 2

2Ce point de vue sera détaillé dans la sous-section 2.1.4.
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Apres avoir montré ce résultat sur les symboles ”d’ordre 0”. Nous étendrons les conti-
nuités aux cas des espaces de Sobolev et nous traiterons le cas des symboles d’ordre
positif. Puis nous établirons quelques résultats de calcul symbolique sur ces classes
d’opérateurs bilinéaires. Dans la derniere section, nous utiliserons l’estimation locale
pour obtenir des continuités globales de ces opérateurs pseudo-différentiels sur des es-
paces LP a poids.

Remarque 2.0.9. Ici nous traitons le cas bilinéaire. En suivant larticle [28], on peut
obtenir des résultats similaires pour des opérateurs multilinéaires sous certaines condi-
tions. Nous ne rentrons pas dans les détails ici.

2.1 Une estimation locale a ”haute” fréquence.

Dans cette section, nous allons utiliser les outils de I’analyse temps-fréquence pour
montrer une estimation locale, qui implique en particulier le théoreme 2.0.6. Par souci de
simplicité nous allons traiter le cas particulier ou la droite A a pour équation o — 3 = 0.
Ceci n’est pas une limitation : toutes les estimations qui suivent se généralisent avec des
constantes qui dépendent des deux parametres Ay et Ay. Le fait important est de choisir
une droite A non dégénérée c’est a dire avec les parametres A; non nuls et non égaux.

On souhaite étudier des estimations locales de la transformée de Hilbert bilinéaire :
dt
H(f,9)(x):=v.p. | flz—1t)g(x+ t)?

Dans le cas linéaire, il n’est pas possible d’avoir une estimation "raisonnable” sur les
quantités |[H'(f)],r ou I est un intervalle, » > 1 et H' est la transformée linéaire de
Hilbert. On arrive cependant a obtenir des estimations locales a 1’aide de la fonction
maximale de Fefferman-Stein M*, on sait alors que pour tout exposant r > 1 (voir
théoreme 7.4.9 de [17]) :

MHY()) S Muc(|f[)Y"
Il n’existe pas de version bilinéaire de 'opérateur M* adaptée au probleme. Par conséquent,
il semble vain de rechercher une estimation locale précise de 'opérateur bilinéaire H(f, g).

Nous obtiendrons une estimation locale en tronquant le symbole. Dans le cas linéaire,
cela donne le résultat suivant :

Théoreme 2.1.1. Soit T' un multiplicateur de Fourier linéaire sur R dont le symbole o
vérifie :
Vn>0  [D"0(&)] S 1€ Lgzir

Alors pour tout exposant p €]1,00[ et N € N, il existe une constante C' = C(p) telle que
pour tout intervalle I de R de longueur |I| =1,

T S 27V N i -

>0
Démonstration : On décompose f par :

f=flr+ flupe == o4 e
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Le symbole vérifie les conditions de Hérmander donc on sait que 'opérateur 1" associé
est continu sur L? d’ou :

[T, < 17U, S UM S M llar-

Pour le terme f°°, on étudie K le noyau de T'. Le noyau K est donné par :

K(z,y) =0z —y).

Alors pour M assez grand, il est clair que :

(@ — )V K (2,)| < / DM (¢)| de < 1M, (2.2)

Par conséquent on obtient :

IT(f) @) S [ 1K@l fWldy ST [ 1<) % dy.
[z =y

Ainsi par définition de f*°, on découpe 'intégrale selon les couronnes dyadiques de [ :
g

) dlz. 1 )
Vi >0 C’i::{:c, 2 <1+ (TCI’|><2”1}.

On obtient :

R CIELR W AHD ()

/p I Mp' /v
SJIII1 (/ |y I”dy) / ( > dy
1 iMp/ v
S ([ 2oa)
i>1 Ci
ST M@)o 27 DY
i>1
En intégrant pour x € I, on obtient :
||T foo ||pI ~ Z ||f Hp,ZiI 2_iM+i/p :
i>1
Ainsi pour M assez grand, on obtient le résultat annoncé. U

Nous allons généraliser ce résultat dans le cas bilinéaire. Pour simplifier, nous prendrons
la droite de singularité A égale a {(«, 3),«— 3 = 0}, le cas général sera laissé au lecteur.
Réenoncons le résultat que nous voulons démontrer.

Théoréme 2.1.2. Soit o une fonction bornée de R?, on construit alors l'opérateur
bilinéaire T par :

1(1.9)(a)i= [ e a)g(@ola, Hidads, 2.3)
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Soit 1 < p,q,r < oo des exposants tels que :
11 1 2
0<-=-+4+- et - <r <oo.
r o q p 3

Pour tout 6 > 1, il existe une constante C = C(p,q,1,9) telle que pour tout intervalle
I, pour tout symbole o supporté sur {(a, 3), |a — B] > |I|7'} et vérifiant la condition
de singularité suivante :

Y(a,B) €R?, Vn,1 >0 ‘838/’60(04,5)‘ S 6 —- a7, (2.4)

on ait estimation locale

1/r
(/ |T(f, g)’r) S C (Z 2_k(1/p+6)||f||p,2kl> (Z 2_k(1/q+6)||g|’q,2k1> . (25)
I k>0 k>0

En particulier :
1/r
<|1|_1/|T(f,g)|r) 5iTIlfMHL(|f|p)1/pif}fMHL(|9|q)1/q-
I

On note My, ici la fonction maximale de Hardy-Littlewood. Ce théoréme est un peu plus
fort que la version bilinéaire du théoreme 2.0.6 comme le montre le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.3. Le théoreme précédent implique le théoréeme 2.0.6 dans le cas bi-
linéaire.
Démonstration : L’idée consiste a approcher le symbole o(«, 3) de I'opérateur T" par
les symboles

0’6<C¥,5) _U( 6)[1 _(b((a_ﬁ)eil)]a
ou ¢ est une fonction égale a 1 sur [—1, 1] et supportée sur [—2,2]. La plage d’exposant
(p,q,r) est la méme dans les deux théoréemes. On applique donc le théoreme précédent
& ces symboles m, et I, = e '[—1,1]. Les bornes obtenues sont indépendantes de e. On
obtient alors la majoration suivante :

ITe(f, ), S (22 1/”+‘”||f||p> (ZQ_k(l/q+5)||gllq> S 1 llpllglla,

k>0 k>0

ou T, est l'opérateur construit avec le symbole m,.. Alors pour f,g € S(R), on vérifie
que pour presque tout x € R :

T.(f,9)(@) — T(f,)()

La convergence est immédiate par I’écriture (2.3) étant donné que tous les symboles sont
bornés. De ce fait, par le lemme de Fatou, on obtient :

Vg€ SR) T (f, 9)ll,r S iminf [[Te(f, )., < [[fllpllglla-

On obtient donc 'estimation de continuité pour toutes fonctions f,g de la classe de
Schwartz, ce qui permet de I'étendre par densité sur les espaces de Lebesgue. U

En suivant la démonstration des articles [14] et [21] on obtient le résultat suivant pour
les opérateurs maximaux :
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Théoreme 2.1.4. Soit 1 < p,q,r < oo des exposants tels que

1 1 1 2
0<—-—=-4+- et —<r<oo.
r q p 3

Pour tout 6 > 1, il existe une constante C' = C(p, q,r,0) telle que pour tout L > 0, pour
tout symbole o supporté sur {(c, 3), |a— B > L™} vérifiant :

V(. ) Vn, 020 [9hdh0(a. B)] S 18— a7

et pour toute fonction ¢ fonction réguliere sur R a support compact et égale a 1 autour
de 0, l'opérateur maximal

Tonaz(f,9)(z) := sup

r>0

[ et s)|i - otria - mdads| (20

vérifie pour tout I intervalle de longueur L [’estimation locale :
1/r
</ |Tmam(f7 g)|7“) S C (Z Q_k(l/p+§)‘|f||p72kl> <Z 2—k(1/q+6)Hqu,2kl> .
I k>0 k>0

En particulier :

1/r
(117 [ st ) S it M (1) i M, ) 5 1

Il en est de méme pour l'opérateur maximal bilinéaire (a ’échelle L) :

ME(f,g)(2) = sup -~ / = tgta+ 0l

o<r<r T

Il en est aussi de méme pour des opérateurs maximauz associés a un noyau de Calderon-
Zygmund : soit K un noyau sur R vérifiant les conditions de Hormander a tout ordre
alors l'opérateur maximal

Troe(fr9)(x) == sup
0<e<r<L

/< Tyl y)K )y (2.7)

vérifie les mémes estimations locales.

Nous ne détaillerons pas ce résultat pour les opérateurs maximaux, mais nous explique-
rons au fur et a mesure les modifications a apporter. Avant de commencer la preuve
du théoreme 2.1.2, nous allons donner une application de cette estimation locale. La
théorie ”temps-fréquence” que nous allons utiliser ne permet pas d’étudier le comporte-
ment pour r = o0o. L’estimation locale permet d’obtenir un renseignement pour ce cas
limite :

Proposition 2.1.5. Soit f,g des fonctions de L'(R) N L*(R) et 1 < r < oo. Alors
pour o une fonction vérifiant les mémes propriétés que précédemment, les opérateurs
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mazimauz U = Tpae ou TE,  (définis dans le théoréme précédent) vérifient lestimation

max
de moyenne suivante :

. 1 ) 1/r
sy (o [WG9F) S 1ol
[I]—o00 | ’ I

Ici I représente un intervalle dont la longueur tend vers linfini. Cette estimation est
uniforme et ne dépend plus du support de o et de [’échelle L.

Remarque 2.1.6. Cette proposition est triviale pour lopérateur M*, puisque l'on a
l’estimation

IME(f. 9o < I1Fllocllglo-

Démonstration : On découpe '’ensemble I par des intervalles de longueur L. Soit
I; == [iL, (i + 1)L] pour i € Z. Alors pour |I| plus grand que L, on obtient :

/I Towalf o)l < S / Toaal 29"

i€EL
I,NI#D
Or le nombre d’indice ¢ intervenant dans la somme est borné par |I|/L et en utilisant
I’estimation locale on obtient :

I8 L T
IRl / Toee(f,9)]

S
I;NI#0

S D LISl

i€Z
I;NI#0

S I Z gl

On obtient donc ainsi 'estimation :

1/r
(fﬂ / rTW<f,g>|’") < 1l

de maniere uniforme en L pour |/] assez grand. On en déduit donc la proposition. [

Ce résultat permet de traiter le cas des symboles ”a comportement régulier” pres de
I’axe de singularité. Nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.1.7. Soit o une fonction bornée sur R? telle que
Va # 3 Vn,l >0 ’828%0(04,5” <8 —altm

On construit alors Uopérateur T par la relation (2.3). On note T, opérateur suivant :

1.7 i= [ I F@)gB)o(a, )1 - ol (a - 9))]dads,

avec ¢ une fonction réquliere sur R a support compact et égale a 1 autour de 0. Soit
f,g des fonctions de L* N L™ telles que T.(f,g) converge uniformément vers T(f,g) "a
Uinfini”. C’est a dire qu’il existe un ensemble E tel que :

i |[T(f.9) = T(f, DMlospe =0 et T(f,9) € L'(E).
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Alors dans ce cas T(f, g) vérifie la propriété de moyenne :

‘ 1 . 1/r
lim sup (m / T(, g)] ) < 1 llcllglle.

[I]—o00
On a la méme proposition en choisissant 7" donné par :

T(f.9)(x) = vp / £ — )9l + K )y

T.(f.9)(x) = / f(@ — y)g(a + y)K(y)dy

e<ly|<e!

avec K un noyau sur R vérifiant les conditions de Hormander a tout ordre.
Démonstration : On estime la norme sur I de la maniére suivante :

Jimars [ g -niar [1ngor+ [ e

Or par hypothese la derniere intégrale est finie et ne dépend pas de I donc :

. 1 : 1/r B
lﬁlfip (m/E!T(f,g)! ) = 0. (2.8)

Pour le premier terme, on utilise la convergence uniforme, il existe un € > 0 tel que :

1 1/r
s (2 [ TG0 - T ) S IT0) = T e < Il

7|00
(2.9)
Le parametre € est fixé. Le deuxieme terme est donc étudié par la proposition précédente.
On obtient bien 'inégalité voulue. U

Dans I'exemple suivant (et tous les cas semblables) nous allons montrer que si une des
deux fonctions f ou g est a support compact alors les hypotheses de la proposition
précédente sont vérifiées.

Exemple 2.1.8. Etudions par exemple le cas de la transformée de Hilbert bilinéaire :

H(f,g)(x) = vp. / fo— y)gla + y>%.

Supposons donc que [ est a support dans S un compact. On choisit alors E = S+ B(0,1)
qui est un ensemble borné. La fonction g est dans L™, f est a support compact et f € L™
donc f € L" pour 1 < r < oco. En utilisant le résultat de continuité pour H de L™ x L*™
dans L™ (pour r > 1), on obtient la deuxiéme hypothese : H(f,g) € L'(R) C L"(E). 1l
nous reste a montrer la convergence uniforme. Or par définition :

H(F,9)(@) ~ (. 9)(@) == vp. | flx—Dgle+0)%

[t|<e
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Or pour x € E€ et € < 1, étant donné que f est supporté sur S, l'intégrale ci dessus est
nulle. Par conséquent, on a "plus” que la convergence uniforme :

Ve e B, Ve< 1 H(f,9)(x)=H(f,g)(x).

Les deux hypothéses de la proposition précédente sont donc vérifiées, on en déduit :
1 1/r
imsup (1= [1H(G07) % 1llale
I—oo \ M| Js
En fait le théoréme précédent nous montre que l'on a le résultat suivant :

1 R
Vit >> 1, lim sup —/ sup

R—o0 2R —R tl<s<t

. 1/r
) S I flloollgllco-

dy
flx—y)g(x+ y)?

ly|<s

L’estimation est uniforme en t, mais on ne peut intervertir 'uniformité et la ”limite
supérieure”. Un résultat tel que :

1 R dy 1/r
s (5 [ s [ g =gt 02 ) Sl
R—o0 —R 0<s<oo J|y|<s Yy
est faur. Si f = 1g et g = 1g+ alors pour H la transformée de Hilbert bilinéaire

H(f,9)(x) ~ log(|x|) qui ne vérifie pas cette propriété de moyenne. Le probleme de
[interversion réside dans le fait que pour f et g des fonctions de L>, il est "tres rare”
que :

[ gt y%Hw 0 (2.10)

lim
R—o00

Bien souvent, on n’a méme pas de convergence simple car H(f,g). L’intégrale

v.p. / flx—y)g(z + y)%

ne converge pas nécessairement pour tout point x. L’exemple précédent est un cas ou
en aucun point il y a convergence. On ne peut donc pas appliquer la proposition ci-
dessus. Ce probleme n’est pas lié¢ au cadre bilinéaire. Nous avons montré l’estimation
locale linéaire dans le théoreme 2.1.1 et cet exemple, que nous venons de développer,
fonctionne de maniere identique avec la transformée linéaire de Hilbert.

Nous allons consacrer la section suivante a la démonstration du théoreme 2.1.2. Le
cadre bilinéaire présente une subtilité supplémentaire par rapport au cadre linéaire, le
théoreme 2.1.1 étant une conséquence ” presque immeédiate” du résultat de continuité sur
I’espace R entier. Dans le cas bilinéaire si le symbole m dépend uniquement de la variable
a — 3, alors la preuve du théoreme 2.1.1 se généralise au cas bilinéaire pour montrer
le théoreme 2.1.2 avec un exposant ¢ aussi grand que l'on veut. Ce cas particulier sera
traité dans le dernier paragraphe de cette section. La difficulté provient de ’étude d’un
symbole général qui dépend des deux variables o et 3. La démonstration de ce théoreme
reprend exactement les idées de celle du théoreme 2.0.6 (dans le cas n = 3). Nous allons
donc reprendre les techniques simplifiées de [31].
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2.1.1 Discrétisation.

On commence par décomposer le symbole 0. On discrétise le plan fréquentiel par des
cubes de Whitney pour la droite de singularité d’équation :

a— [ =0.

Puis on discrétise selon la variable spatiale tout en respectant le principe d’incertitude
de Heisenberg. Les détails de la réduction sont rédigés dans [6] et [5].

Définition 2.1.9. On commence par définir les tri-feuilles. Un pavé est un produit
cartésien de deuz intervalles de mesure finie. Une tri-feuille s est un pavé Iy X wy et
trois sous-pavés s; = I, X ws, C s pour i € {1,2,3}, tels que :

vie{1,2,3} I, =1, (2.11)
Vie {1,230 |L| = |ws | (2.12)
Vie{1,2,3}  |ws|> O wsl, (2.13)

ou C est une constante universelle. Une collection de tri-feuilles S est un ensemble de
tri-feuilles telles que :
Vs e S, Vi,j €{1,2,3} i # J = ws, # ws,,
{Is, s € 8} est une grille,
T = {w,, s € SYU, {ws,, s €S} est une grille,
w, GweJ=Vje{l,23}, w, Cw.

7

La notion de grille correspond aux propriétés de la grille dyadique : un ensemble d’in-
tervalle de R, {I}1cz est appelée une grille si de maniére universelle, pour tout k € Z

Z 1; < 1g.

IeT
2k—=1<|r|<2k+1

Il est clair qu'un sous ensemble d’une collection de tri-feuilles est aussi une collection de
tri-feuilles. On définit maintenant les fonctions de troncature sur ces feuilles :

Définition 2.1.10. Soit ¢ une fonction normalisée dans L*(R), dont le spectre est inclus
dans [—1/2,1/2], on définit alors pour s une tri-feuille :

. — r—=c IS mic(ws, )T
vji€{1,2,3}  s,(2) = LI (%) et ),

ot c(I) représente le centre d’un intervalle I.

Les fonctions ¢,, sont donc des fonctions normalisées dans L*(R) & décroissance rapide
autour de I, et a spectre exactement localisé dans w; .

Dans ce cas, on peut décomposer l'opérateur T' (pour N assez grand) :

T o)) = 3 Q)™ 3 L2 @i d)ers £ (Tnd)ens 9) (T D)oo (),

(u1,u2,u3)€Z3 SESu

(2.14)
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ou S, est une collection de tri-feuilles dépendant du parametre u et ou les réels (€5(u))ses,
sont des coefficients bornés. Les collections de tri-feuilles S, et les coefficients e4(u) sont
bornées de maniere uniforme par rapport a u. Les constantes dépendent uniquement des
constantes du symbole. On utilise maintenant le fait que le symbole de I'opérateur 7" est
supporté dans {(a, 3), |a — B8] > |I|7'} : les sommes intérieures ne portent que sur les

termes dont :
lws| = [I|7! cest a dire |I,| < |1). (2.15)

Avec cette décomposition, montrée dans [6] et [5], le théoreme 2.1.2 est une conséquence
du résultat suivant  :

Théoreme 2.1.11. Soit S une collection de tri-feuille vérifiant la condition (2.15),
(€s)ses une suite de coefficients bornés et ¢' des fonctions réguliéres a spectre dans
[—1/2,1/2]. Alors on note l'opérateur :

Ts(f.9)(x) =Y ILI7es{on,, ))(62,, )%, (@).

seS

Pour les exposants (p, q,r) vérifiant les conditions du théoréme 2.1.2 et pour tout § > 1,
on a

1/r
(fimsrar) "= (oo, ) (So 0wt
I

k>0 k>0

De plus toutes les bornes sont contrélées pour M assez grand par cyr(¢*)cear(6?)ear(¢?).

Ainsi en choisissant N assez grand dans (2.14), on obtient le théoreme 2.1.2. Il nous
suffit donc de démontrer le théoreme précédent. Pour cela nous allons décomposer Ts
par rapport a 'intervalle d’étude I en utilisant (2.15). Si on pose

Tg,l(ikQ(f7g)<'r> = Z |IS|_1/2€S<¢i17flck1><¢§2’glck2> i‘g,(x)?

sES
Isc2I

T (g @) = > LT Peddh, fle, M85, g, )0l (@),

SES
Is¢21
2l|r|<|1s| <2t

on a alors

Ts(f.9)= > Tsi®(fro)+ Y Tsi™'(f.9). (2.16)

k1,k2>0 k1,kg>0
1<0

On a noté C; la couronne centrée en I définie par :

) I )
Cy = {x 20 <1+ % < 2@“} (2.17)

3Pour l'étude des opérateurs maximaux, la réduction est techniquement un peu plus compliquée.
Elle est rédigée dans [14] (théoreme 4.4) et de méme la condition trés importante (2.15) est vérifiée
pour les opérateurs maximaux décrits dans le théoreme 2.1.4.
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et Cp est donc l'intervalle double 27. La décomposition (2.16) est due a (2.15) : cette
condition permet d’éliminer les termes correspondants a || > |I] (c’est a dire [ > 0),
qui ne peuvent étre étudiés de la méme fagon car alors on localiserait en espace et
en fréquence simultanément de maniere plus précise que celle autorisée par le principe
d’incertitude de Heisenberg.

Dans la prochaine sous section, nous allons montrer le résultat suivant :
Théoréme 2.1.12. Les opérateurs T3, sont continus sur LP(R) x L4(R) dans L"(I)

avec (p,q,r) les exposants du théoréme 2.1.2. De plus pour tout 6 > 1 les bornes de
continuité C(T% ;) vérifient :

C(Tﬁ}dkz) < ear(8Y)ens (62)ers (9200 +k2)
C(Tg,ll’k%l) S CM(¢1)CM(¢2)CM(¢3)2*5(|”+’€1+I€2).

Puis nous en déduirons le théoréeme 2.1.11.

2.1.2 Etude des opérateurs Ts et Ts;.

Avant de démontrer le résultat essentiel de I'analyse temps-fréquence, nous allons redéfinir
tous les objets :

Définition 2.1.13. Nous avons introduit la notion de tri-feuilles. Pour j € {1,2,3},
soitt € § une tri-feuille, un j-arbre T de sommet t est une collection de tri-feuilles telle
que :

Vs €T I, C I et wy; Cw,.

On note alors It := I l'intervalle en espace du j-arbre T. Une collection T de tri-
feuilles est appelée un arbre s’il existe j € {1,2,3} tel que T soit un j-arbre. Pour tout
j-arbre T, on définit "I’énergie” de la fonction f; sur cet arbre par :

2) 1/2

Cette quantité correspond a la norme dans L*(R) de la fonction f; localisée en espace
et en fréquence sur l’arbre T. Pour Q une collection de tri-feuilles, on définit |’énergie
totale par :

size;(T) := (ULJ Z ‘<fj> 1)
seT

size;(Q) = sup  sizeg(T).
TCQ
T=k—arbre
K]

Les quantités précédentes dépendent des fonctions f;, mais cette dépendance est oubliée
dans la notation. Ces objets étant introduits, nous allons reprendre les techniques de
[31] et nous allons montrer la proposition suivante :

Proposition 2.1.14. Soit Q une collection de tri-feuilles. Alors pour tout 0 < 01,605,605 <

1 avec
> 0 =1,
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on a l’estimation suivante :

> |Is!‘1/2esH fir 6L,)

s€Q i=1

3
H SZZ€

=1

Démonstration : On rappelle les différents résultats montrés dans [30] et [31] : pour

tout arbre T,
3
I l/%snoz, < 1] T size; (T
i=1

seT
On a l'algorithme de sélection d’arbres suivant *

Théoréme 2.1.15. Soit S une collection de tri-feuilles et k € {1,2,3} un indice. Si
size(S) < 2°(| fill2,

alors S = 8§ U S, avec Sy la réunion d’arbre (T;); telle que :

> |Ip | S22 et sizey(Sy) < 2" filla.

Ainsi en réitérant ce procédé sur n et sur les indices k, on obtient la décomposition
suivante :

Proposition 2.1.16. Pour Q wune collection de tri-feuilles, il existe des ensembles
(Jn)nez €t (Ty)iey, des arbres (des k-arbres pour un indice k € {1,2,3} quelquonque)

tels que :
U e

n=—oo

avec
Vie{l,2,3}  sizej(Qn) < 2"[fill2

n — U Tj et Z ‘ITj‘ S 272n'

jeJn ]EJn

Ainsi fixons une collection Q et étudions la somme :

Z|Is|_1/2€s H<f“ Z> :

seQ i=1

(%) :=

Par les deux propositions précédentes, on a la décomposition suivante :

DN Hfz, > Zuﬂnme

n=—o0 j&J, |s€T; n=—00 jE€Jn
Z (Z I, \) Hszze (Qn) < Z 2” 2"I_Imm {1 fill22", sizel (Q)} .
n=—00 \j€Jn n=-—00

“Dans le cas des opérateurs maximaux pour le théoreme 2.1.4, il faut utiliser le lemme 6.3 de [14].
Dans cette version ”"maximale”, il apparait un poids supplémentaire mais qui ne joue pas un role
important dans la suite de I’argument.
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La somme en n porte sur des termes symétriques en 7. Supposons donc que

LAl Wfalla IS5
sizet(Q) ~ sizes(Q) ~ sizei(Q)

(2.18)

Alors on obtient

o0

(x) S Y min 2" fillosize;(Q)size;(Q), || fullall foll2size3(Q), 27| fullall follall ]

T | allsizes(©)
S (el fllsizey (@) og (14 2=,

Comme les indices 1,2 et 3 vérifient I’hypothese (2.18), on en déduit que pour tout
0< 91,92,93 < 1 avec
-1

et Kk tel que 0 < k <1 — 63 on a I'estimation suivante :

Hfsllzsizeé(Q))”
[ fall2size3(Q)

< (e )™ 1 e QI “sizes( @ lizes (@)
1ol

SN Al " sizei(Q)f (m

3
< [Gsizer (@) 11illz

=1

() < (1 lell Falasize(Q)) (
01
) | fallysizes (@) flysizes (@)

Les estimations ne dépendent que du parametre x qui est fixé par les trois exposants 6;.
C’est bien I'estimation souhaitée. U

Pour démontrer le théoreme 2.1.12, rappelons la définition suivante :

Définition 2.1.17. Soit A une forme n-linéaire définie sur des espaces fonctionnels
de ®g:1Llloc(Xg,d,u5). Pour (pg)i<p<n des exposants de R*, on dit que A est de type
restreint (pi, .., pn) sl existe une constante C telle que pour toute famille (Eg)geq1,..ny C
Xy X .. x X, de mesure finie, il existe pour chaque 3 un ensemble substantiel Ejy de Eg
(c’est a dire de mesure |Ej5| > |Ep|/2) tel que :

Vis€ F(Ey)  |A(fi, f)l < C T |EsV" (2.19)
B=1
avec Eé = Ez si psg > 0. Ici pour (X,du) un ensemble mesuré et E un ensemble

mesurable de X, on note l’espace fonctionnel
F(E):={feL'(X,dp), |fl<1g}.

La meilleure constante C' dans (2.19) s’appelle la borne de type restreint et on la note

C(A).
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Pour 4, j des indices, on note Ag la 3-forme linéaire suivante :
Az(fa 9, h‘) = <T§,z<f7 g>7 ]-Ih>7

oules T g. ; sont les opérateurs apparaissant dans (2.16).

Par interpolation réelle (lemmes 3.6, 3.7, 3.8, 3.9, 3.10 et 3.11 de [30]), il nous suffit de
démontrer le résultat (qui est plus fort) suivant :

Théoreme 2.1.18. Soit py, po, p3 des réels non nuls tels que

1 1 1

— =1

b1 P2 D3
et tels qu’il existe un unique indice o € {1,2,3} avec —1/2 <p ' <0 et 1/2 < pgl <1
pour 8 # a. Alors les formes A} sont de type restreint sur L' (R) x LP?(R) x LP*(I) et
sur LP*(R) x LP2(R) x LP3(R). De plus pour de tels exposants, les bornes de type restreint
vérifient :

C(Alfl’kQ’l) S 9—0(l+k1+k2) et C(A]gl’k2) 5 2—6(k1+k2)’

ou 0 est un parametre aussi grand que l’on veut et ou les constantes implicites dépendent
des cyr (DY) pour M assez grand et de 6.

Démonstration : Les exposants (pg)i<s<s et l'indice o € {1,2,3} sont fixés pour
toute la démonstration. Les deux types restreints sur LP'(R) x LP?(R) x LP3(I) et
LPr(R) x LP?(R) x LP(R) se démontrent exactement de la méme maniere, nous al-
lons donc uniquement démontrer le premier.

Il nous faut montrer que la forme Af est de type restreint pour ces exposants : c¢’est
a dire que pour toute famille (Eg)sefi231 C R x R x I de mesure finie, il existe un
ensemble substantiel £/, C E, de mesure |E) | > |E,|/2 tel que :

Vf € F(E)),g€F(By),heF(E)  |A(f,g,h)| S CA)E|"P|Ea|' /72| By|'/7.
(2.20)
Ici on note Ej = Ejs pour (3 # a.

On commence par définir ’ensemble substantiel. Soit

U= J{z € R, M(15)(2) > |E|/CIE]}

i=1
Par le théoreme de Hardy-Littlewood, pour une constante numérique C, on a bien
U] < |Eal/2.

On pose donc E;, = E, — U. On fixe donc maintenant des fonctions fz € F(£}). 11
nous faut montrer I'estimation (2.20). La démonstration est divisée en trois étapes : une
premiere étape ou nous allons obtenir une estimation pour des collections de feuilles
quelconques ; une deuxieme étape ou nous utiliserons la spécificité des collections pour
les Az ; et une troisieme étape pour conclure.
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Premiere étape : Une estimation générale.
Soit P une collection quelquonque de tri-feuilles et pour & > 0, on note P, la collection
suivante de tri-feuilles :

Pk::{sep 2k<1—|—d<lll—[|])<2k“}.

Fixons k£ > 0 et appliquons la proposition 2.1.14 a la collection @ = Py. Alors pour tout
choix d’exposants 0 < 0y, 605,05 < 1 avec

> 0=1,

on a l’estimation suivante :

3

— 0

Vfs € F(Ey),  Po=|) |L| 1/2651_[ T 03,0 < TL(sizes(Po) 1 folle™™
B=1 B=1

sEP

Il nous reste donc a estimer les quantités size;(Pg). Pour cela nous rappelons le lemme

7.8 de [30] °

Lemme 2.1.19. Pour tout entier N assez grand, il existe une constante C = C(N)
telle que pour toute collection Q de tri-feuilles, pour tout 5 € {1,2,3}, on ait :

si@ s [ (1092 ) e

Par conséquent, pour Q = Py, par définition de U et de E!, on a :

| Es]

VB4 a  sizes(Pr) S 2 .|

et sizel (Pr) S 27 Mk, (2.21)

Ainsi avec || fs|l2 < |Es|'/2, on obtient pour M assez grand et 0 < e < 1 :

P, 5 H <2k|Eﬁ|) |Eﬂ|(1—0g)/22Mk9a(1—e)|Ea|(1—9a H szzeﬂ Pk
Bra e
<ok H |Eg|(1+9f9)/2_€05|Ea|(0“_1)/2+€(1_9°‘) (size}(Py)? sizel(Py)2sizel(Pr)%)".
BFo

(2.22)

Par définition de la quantité sizej, étant donné que P C P, on a :

Ve e {1,2,3}, sizel(Py) < sizes(P).

5Pour la démonstration du théoréme 2.1.4 avec des opérateurs maximaux, il faut utiliser le résultat
correspondant (plus délicat & montrer dans sa version "maximale”) : proposition 6.2 de [14].)
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On peut alors sommer sur k > 0 et pour des fonctions fs € F'(£}), on obtient :

Zus’_lmﬁsﬁl_[ f,@>¢ <Zpk
1

seP k>0

<> 2t

k>0

P =

[ 1Es| 0220 | B, | 0=/ 2“(1_9‘“)] (size;(P)" sizes(P)* size;(P)™)¢
Ba

<

~

H |E@|(1+9ﬁ)/2_69ﬁ]Ea|(9°‘_1)/2+6(1_9°‘)] (size}(P) " sizel(P)2sizes(P)%)°. (2.23)
B

Nous allons dans la prochaine étape utiliser une autre estimation de la quantité sizej
en fonction des formes A7.

Deuxieme étape : Utilisation des spécificités des formes Ag .

Premier cas : les formes A{.
k1 kol ]
Dans le cas A}, on redécompose par :

A AR

Igg2r
2l=1j1|<|1g | <2t 1|

avec

A T0) (f 9,0 = 3 LI e(f ey, €4, ) (g, 02, (R, 65,).

sES
Is=Ig

Fixons l'intervalle I,. La collection de tri-feuilles associée & AM*! () est donc
P={seS, I,=1}

Pour s € P, alors h étant supportée sur I,

|]|/XIS

et donc on trouve :

1 _
il S 7 fae Sl < gl ar st

sizej(P) < 271 (1 +d(I, IO)/|]0|)_N

Pour f et g, on raisonne de la méme facon :

1 N
|]3| /XIS

et donc on trouve :

) Nda < 271 (14 d(Cy,, Io) /L)Y

1 d(f]f,]o)
fle | <— [ (1

sizej(P) S 27 (1 +d(Chy, 1)/ 1o])

De méme

sizey(P) S 227 (1 + d(Chy, 1) /1 1o])
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Par conséquent avec ¢, + 03 4+ 63 = 1, on obtient :
size}(P) " sizel(P)2sizes(P)ss < 20rkitbake=l 4 (2.24)
ol
A= (L+d(1,10)/[To) ™" (14 d(Chy o) /1) ™ (14 d(Cy, o) /1 10])

On a quatre estimations différentes de A.
Tout d’abord pour garder I'information sur la position de Iy, on note que :

A< (1 +d(I, L)/ L)) (2.25)
En utilisant d(1, Iy) + d(Ci,, Ly) > d(I,Cy,) = 2k 1| = 287 Iy], on a :
A< (1 X 2k1_l)—Nmin{t91,93} < 2—k1Nmin{6’1,03}' (226)
Pour la derniere inégalité, nous avons utilisé le fait que 2! < 1. De méme, on obtient :
A < 2 haNmin{02.05}, (2.27)

Comme Iy € 21 et 2! <1 alors d(ly, [) > |I| d’on

(1+d(I, 1o)/|L)) ™™ S <‘\ITOI‘) '

Par conséquent, on obtient

A < |IO| s < 2lN93 2.98

En prenant la moyenne géométrique sur (2.25),(2.26), (2.27) et (2.28) (quitte a changer
N qui est pris de toutes fagons assez grand), on obtient :

A < oWtk IDN (1 (1, 10) /| L))

En utilisant (2.23) et (2.21), on obtient donc :

AP g, 1) S S AR ) (f g, )
I

=P

I

H |Eﬁ|(1+9ﬁ)/2—eeﬁ|Ea|(9a—1)/2+e(1—9a)] 9~ Ne(kr+kz+[l]) (1+d(I, ]0)/|IO|)7N6'
BFa

La série est sommable en I car la taille étant fixée par [, les intervalles I sont disjoints
d’out pour N assez grand :

AF (g <

H |E6|(1+05)/2695‘Ea|(9a1)/2+6(19a)] 27(k1+k2+|l|)Ne
B

Z (1+d(1, 1) /|1To[) ™)

Ip
[Igl~2t|1|

S

H |Eﬁl(1+eﬁ)/2—seﬁ|Ea|(ea—1)/2+e(1—ea)] o~ Ne(k1+ka+il)
B#a
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Notons cette borne obtenue :

Cl(Akrhely .= g-Nelkathartll) (2.29)

Second cas : les formes Aj.
Le principe est exactement le méme. Cette fois ci on s’intéresse a

Agl’kQ(f,g, h) = Z ’[3|71/2€5<f]‘ck17¢i1><g]‘ck27¢§2><h’7 §3>

seS
IsC2I

On choisit donc
P:={seS, I,C?2I}.

Pour s € P, alors

1 / d(x,Is), N
— [ (1+ dr <1
|IS| I( |IS| )

et donc on trouve avec le lemme 2.1.19 :
size3(P) S 1.
Pour f et g, on raisonne de la méme facon :

L (1 d('I?]S)
L] Je,, | L]

) Ndx < (1+d(Cr,, 1)/)1))~ Y
et donc on trouve :

sizel(P) < 2 mN=1),

De méme, on a
sizes(P) < 27h(N-1),

Par conséquent, on obtient pour tout N assez grand :
size}(P) " sizel(P)"2sizes(P)? < 9~ (ki th2)N

D’ou l'estimation suivante obtenue par (2.23) :

A]gl,kQ S H |Eﬁ|(l+9g)/27695’Eal(eafl)/%ke(lfea) 9—N(ki+ka)
B#a

De méme notons la borne obtenue

C(AfF2y .= g~ Nlnthe), (2.30)

Troisieme étape : Fin de la démonstration.
Pour la forme A} on a trouvé une borne C' = C(A]) telle que pour toutes fonctions
feF(E)), g€ F(E)) et h € F(ES) on ait :

[A](f.9. W) S CA]) | TT 1Es|1H02)/2m 00| B, |G D2 e1=6e)
fa
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Soient (pg)g des exposants répondants aux hypotheses du théoreme. Il nous faut montrer
qu’il existe des parametres 0y, € tels que :

V8 4 a (1+95>/2—69ﬁ:piﬂ ot (B2 (10 = .

Soit v > 0 tel que :

1 1 1
Y o - < —
b7 ‘2 psl 2+~

Un tel 7 existe car par hypothese 1 < psz < 2 pour # # «. On commence par choisir
0, €]0, 1] tel que :

Pa+ (24+7) | 1 1 1 —1
Pa T2 T) 0y et - Tl B S
Op et mindg T = Ty b a0 2

1> 6, > max{f :=

(6%
Ce choix est possible car p, < 0 vérifie 'hypothese :

1> 1
Pa 2

Ainsi on trouve € par la relation le liant a 6, et p,, d’ou :

1 1 1
= -+ ———7 = €0, -|C|0, 1].
On choisit 63 pour 3 # « par :
1 1
0= 22 2
B %_6

Il nous faut vérifier que 0 < f3 < 1. Puisque 1 < pg <2 et 0 < e < 1/2, il vient 0 < b3

et de plus :
1 1

1
3 =
0<¢95: pﬁ_l < 2J1r’y = 1.
pa(l—ea) 24y

Ainsi on a donc résolu le systéme sur les exposants et avec ce choix de parametres, on
obtient I'estimation suivante :

3
N (f.g.h) S CAD T 1B,
B=1

Par conséquent A{ est bien de type restreint et nous avons I'estimation suivante sur la
borne de continuité C'(A]) :

C(A]) S C(A)).

De plus le parametre N dans (2.29) et (2.30) est aussi grand que I'on souhaite, on obtient
donc les estimations désirées sur ces bornes C'(A]). U

Nous avons donc montré le théoreme 2.1.18. Les résultats d’interpolation détaillés dans
[30] pour les formes multilinéaires de type restreint, nous permettent d’en déduire le
théoreme 2.1.12. Nous allons dans le prochain paragraphe montrer le théoreme 2.1.11
(qui est une réduction du théoreme 2.1.2).
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2.1.3 Démonstration du théoréme 2.1.11.

Nous allons maintenant pouvoir démontrer le théoreme 2.1.11 (et le théoreme 2.1.2 en
découle) :

Démonstration : D’apres le théoreme 2.1.12 sur les opérateurs Tso et Ts; et la
discrétisation (2.16) : pour toutes fonctions f € LP(R) et g € LIY(R), onasir > 1

ITs(f 9l S D COG™)I ey bllgle,lls+ Do CAM™NIIfLe, lallgle, I

k1,k2>0 k1,kp>0
1<0

etsir <1

T k1,k2\r T T k1, ko l\r r r
ITs(F. )l S Do COG™YIf ey, llgle, I+ Y- COT™N1f1g, I;llgle, I

k1,k2>0 k1,ko>0
1<0

On rappelle que I'on a noté Cj, la couronne autour de I'intervalle I de rayon 2%|I| d’ot1
Cy, C 2M ] et |Cy| =~ 2%|1].

Le cas r > 1.
Avec lestimation de la borne C'(AF"*?), on obtient pour tou & > 1

||T3(fag)||r,15 Z 2_6,(k1+k2)”f10k1Hp”g]-CkQHQ+ Z 2_5l(k1+k2+m)Hfle1HP”g:lCIQ”q

k)l,k‘QZO k1,ko>0
1<0
SJ Z 270 (k1+k2)”f10k1 ||p||gle2 ||l1
k1,k2>0
ki/p'—k2/qd' —(6-1)(k1+k 1 i v
< Z 9—k1/p' —k2/q' = (6-1)(ki+k2) <271/ |f(x)|pdx> (%/ |g($)’qu> .
kthZO le I 2}92[

On a noté p’ et ¢ les exposants conjugués de p et ¢q. Ainsi on obtient bien la conclusion
attendue avec par exemple

§=6+1.
Le cas r < 1.
On obtient alors pour tout ¢ > 1
1/r
||T3(fa g)Hr,I S Z 27" (kl+k2)||flckl ||;||glck2 ||Z + Z 27" (k1+k2+|l|)||flckl H;Hglez HZ
k1,k2>0 kq,kg>0

1<0

N

1/r
S 2—r6'<'ﬂ+'f2>||f1%||;||glok2IIZ> -

k1,k2>0
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En utilisant I'inégalité de Holder et p > 0 tel que p~t + p, ¢! + p < 1, il vient :
1/q 1/p 1/p
Z 9—ka(1/p —p)] Z 9—kap(1/q —p)] (Z 9—kip(8'=1/p"+p) ||f10k1 Hz)

k120 k2>0 k1>0
1/q
<§ :2—k2q(5'+0_1/q’)”910k ”Z)
2

AS

k2>0
1/p 1/q
5 (Z 27k1p(5’72)||f10k1 ||£> (Z 27k2q(5’72)|’glck2 ||g)
k120 k220
N (Z 27802 1, ||p> <Z 2k2(6,2)||910k2\|q> :
k1>0 k2>0

ce qui correspond de nouveau a l'inégalité attendue avec &' = § + 2.

Conclusion.
Dans les deux cas pour tout > 1, on a une estimation du type :

1/r
(/I!Ts(f,g)lr) S <Z 2k(5+1/p)\!f10k!\p> (Z Qk(éﬂ/q)ﬂglcqu),

k>0 k>0

ce qui est bien le résultat souhaité dans le théoreme. U

En utilisant la définition 2.1.17 du "type restreint”, on montre le résultat suivant (un
peu plus fort) :

Théoréme 2.1.20. Soit T l'opérateur donné par le théoréme 2.0.7. Soit (p,q,r) des
exposants vérifiant la condition d’homogénéité et

1<pg<oo 2/3 <r < oc.

Alors pour tout 6 > 1, il existe une constante C = C(p,q,r,d) (indépendante de l’in-
tervalle I) telle que pour tout ensemble E5 de mesure finie, il existe un ensemble sub-

stantiel E} de Es (c’est a dire de mesure |ES| > |E3|/2) tel que pour toutes fonctions
f €S(R), g€ S(R) et h € F(E3)

(T(f,9),h1)| < C <Z 2'““/”5)Hf12w|!p> (Z 2'“(1/“5)H912qu) | Es|'"
k>0 k>0

Démonstration : Notons la forme trilinéaire suivante.

A(faga h) = <T(f7g)7h1]>

Dans la sous section 2.1.1 nous avons vu que 'étude de A était réduite a I’étude du
modele simplifié suivant

A(f.g:h) =D LI Pes(@)(Gars ) (D0 9) (s ),

SES
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ou S est une collection de multi-feuille quelquonque. Nous avons ensuite décomposé
cette somme selon (2.16) par :

Afog.h) = D A (f9,h) + D AP(fLg,h).
k1,k2>0 K1k 20

Dans le théoreme 2.1.18, nous avons montré que les formes trilinéaires Af sont de type
restreint pour (1/p,1/q,1/r") et nous avons une estimation des bornes. La construction
de I’ensemble substantiel ne dépend pas de la forme A{ , on en déduit donc que la forme
A (ci-dessus) est encore de type restreint. Pour tous ensembles Fi, Fy, E5 de mesure
finie, il existe donc un sous ensemble substentiel EY} de Ej5 tel que pour toutes fonctions
feF(E)), g€ F(Ey) et h € F(E;) on ait :

A g, b SB[ | Y 27 tk) | By 0 O, V7| By 0 Gy |9

k1,k2>0

En utilisant les sommations faites dans la sous section 2.1.3 et I'interpolation sur les
formes trilinéaires de type restreint (on interpole uniquement sur les exposants p et g
pour r fixé), on obtient alors le résultat annoncé. U

Ces résultats finissent 1’analyse des opérateurs bilinéaires par des méthodes ”temps-
fréquence”. Il semble que ces méthodes aient atteint leurs limites et laissent des questions
ouvertes : peut-on généraliser le résultat pour des exposants 1/2 < r < 2/37 Qu’en est-il
pour des variables multi-dimensionnelles et non plus réelles ? Cette estimation obtenue
joue le role d’estimations ”hors-diagonales” de I'opérateur 7. Dans le cas linéaire, nous
avons vu comment obtenir facilement le théoréme 2.1.1 a partir de lestimation (2.2)
sur le noyau. Dans le cas bilinéaire une telle décroissance ponctuelle sur le noyau ne
semble pas ”accessible” et ’estimation ”hors-diagonale” précédente va nous permettre
de contourner cette difficulté. Nous allons donc dans la prochaine section démontrer
le théoreme 2.0.8 a partir de cette estimation. Auparavant dans le paragraphe suivant
nous allons étudier un cas particulier qui explique 'appellation ”estimation a haute-
fréquence”.

2.1.4 Un cas particulier.
Dans ce paragraphe, nous allons nous centrer sur une version du théoreme 2.1.2 dans
un cas particulier :

Théoreme 2.1.21. Pour tout exposant p,q,r vérifiant les conditions précédentes et
pour tout § > 0, il existe une constante C' = C(p,q,r,9) telle que pour tout intervalle I,
pour tout symbole m(&) “linéaire” de classe C* tel que :

VEAOVEZ0  [0gm(S)] S 1] gz (2.31)
on ait estimation locale

1/r
(/I|T<f’ g>’7"> <c (Z 9—k(1/p+9)]| £

k>0

p,2k1> (Z 2k(1/q+5)”9”q,2k1> :

k>0

Ici T est lopérateur associé au symbole bilinéaire o(a, 3) = m(a — 3).
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On suppose donc que le symbole ne dépends que de la variable o — (3. Cette variable
correspond a la distance dans le plan fréquentiel du point («, ) a la droite de singularité.
Dans la démonstration suivante, nous allons voir que cette variable se traite exactement
comme la variable fréquentielle du cadre linéaire. Ce résultat s’applique par exemple
aux troncations "douces” de la transformée bilinéaire de Hilbert avec un symbole

o(a, ) = sign(a — B) [1 — ¢(a — B)],

ou ¢ est une fonction réguliere et est égale a 1 pres de 0. Ce cas particulier d’opérateur
présente une invariance par modulation est a été étudié récemment dans [2] pour montrer
une version bilinéaire du ”théoreme T(1)” sur ces opérateurs. Le résultat que nous allons
montrer ici a déja été démontré dans [2], mais nous allons proposer ici une méthode plus
simple, basée sur la démonstration de notre théoreme 2.1.1 dans le cadre linéaire.

Démonstration : L’opérateur 1" s’écrit alors de la maniere suivante :

ﬂﬁm@wi/wm%ﬂmammm—ﬂmma (2.32)

En espace, on obtient donc

TﬁﬂfzxHUP/}@M@x—wK@—ﬂmyzvp/f@+ﬂﬂx—ﬂK@ﬁﬁ

ou K est le noyau défini par :
K(t) :=m(-t).

Nous allons traiter de maniere différente le cas |t| petit et le cas |t| grand. Soit ¢ € C'™
supportée sur [—2,2] et égale a 1 sur [—1, 1]. On décompose le noyau K selon :

K(t) == KO = o(t/|I))] + K@)¢t/|1]) := Ki(t) + Ks(1),

Etude de K;.
Nous allons commencer par I’étude de K. Par la régularité de m, on obtient (pour tout
N):

ONm(€) € L} = tNK(t) = 0 o(€)(—t) € L®
et on a :
KOl S [ 1€ g S 107

On obtient donc l'estimation uniforme en ¢
_ _1\N
K ()] S 17 (]

Par conséquent, étant donné que la fonction 1 — ¢(¢/|I]) localise sur |t| > |I|, on obtient
I’estimation suivante :

K] < K@ - s s 2
1+

1]

SDans le cas général de la droite A d’équation A\ja+ A28 = 0, on construit le symbole m(Aja+ Xo/3)
et alors 'opérateur T' devient T'(f, g)(z) = [ f(z — Mt)g(xz — Aot) K (t)dt.
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On obtient donc I'estimation pour T} I'opérateur associé au noyau K7 :
dt
(. 9)@) S [ 17+ gt~ 0] —"
L+ {7
On décompose ainsi selon les couronnes Cy, (définies par (2.17)) autour de I :
T (f. 9) ()| S 117 Z |f z+t)g(x —t)|27dt.
k>0

Par I'inégalité de Minkowski et I'inégalité de Holder, il vient :

T Dl S Y W lncllgllea2 ™ 25111 S Y 1 f lnalgllaa 20"

k>0 k>0

Ici V'utilisation de I'inégalité de Minkowski nécessite » > 1. Dans le cas o 2/3 < r < 1,
on utilise alors :

|f(z+t)g(x —t)|dt
C

S [ I gt — bdeds
IxCy,

Si

S P P o gl

S W12l lgllac

pour conclure. Il nous reste le cas délicat de Ty a traiter.

Etude de K.
L’opérateur T5 est défini de la maniere suivante :

/ ()92 — ) K (z — y)ély — 2)dy = / F( + t)g(x — DK ()(t/|1])dt

La fonction ¢ est supportée sur la boule [—2,2], par conséquent étant donné que 'on
estime T; sur U'intervalle I, on peut tronquer les fonctions f et g sur 3/ et obtenir :

Veel  Tuolf g)(x) = To(flar, flar)(2).

Or l'opérateur T5 est associé au symbole bilinéaire

oa(a, B) = K()o(|I] 1) (e = B).

Cest a dire en calculant la convolution :
naa,8) = [ m)| 11T~ 5~ )iy

On estime donc la régularité du symbole o9 (pour N assez grand) :

r,I

|0a0502(r, B)] < / 1 (I = 8 =)™ (L4 L) ™ Ljamponizir-1di
S / (112 (L = B =) " (L 1] fnl) ™

U @l = ) [ 11+ ()7 dg

SHMP A+ la =) S (Ja =B
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Par conséquent le symbole bilinéaire vérifie les estimations de régularité du théoreme
2.0.6. Ainsi en appliquant celui ci a 'opérateur T, on obtient :

I T2(f ), = 1 To(fLar, [0, S NT2(fLsr, fLa0)],
S sl w l9Larll, e S W10 91,0

On obtient pour ce terme aussi I'inégalité demandée par le théoreme. U

Remarque 2.1.22. Nous verrons dans la section 2.3 lintérét de pouvoir choisir dans
ce cas particulier un exposant § aussi grand que [’on veut.

Nous avons fini cette section par I’étude d’un cas particulier qui montre que I'analogue
de la variable fréquentielle dans la théorie linéaire est la variable a — (3, qui correspond
a la distance du point (o, 3) a la droite de singularité. Nous allons dans le paragraphe
suivant étudier les mémes estimations ”hors-diagonales” sous différentes conditions de
régularité du symbole avant de généraliser dans le prochain chapitre les résultats de
continuité globales pour des opérateurs bilinéaires issus de symboles dépendant de la
variable x.

2.1.5 Généralisation des symboles.

Dans ce paragraphe, nous allons affaiblir les hypotheses sur le symbole. Commencons
par étudier de nouveaux symboles, que I'analyse de Littlewood-Paley suffit a étudier.

Théoréme 2.1.23. Soit m une fonction bornée de R?, et T 'opérateur bilinéaire défini
par :

1(7.9)@) = [ e fa)g()m(a, f)dads, (2:33)
RQ
Soient 1 < p,q < 0o des exposants tels que :
1 1 1
0<—-—=—-+4+-.
r . q P

Pour tout § > 0, il existe une constante C' = C(p,q,r,9), telle que pour tout intervalle
I, si le symbole m est supporté par {(c, 3), min{|al,|B|} > |I|7'} et vérifie la condition
de singularité suivante :

V(. ) Vn, 020 [9h9m(a, B)] < a8l (2.34)

alors on a Uestimation locale

1/r
( [, g>|r) <c (Zz‘“l/p+5>||f||m) (22"“<1/q+5>||g||q72k1> |
I

k>0 k>0

Démonstration : Pour montrer ce résultat, on décompose le symbole a 'aide d’une
partition de I'unité. Soit ¥ une fonction réguliere sur R dont le spectre est inclus dans
une couronne autour de 0 telle que :

2

VA0 > ‘@(2%) — 1.

nel
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Alors on décompose le symbole m avec la partition suivante :
~ ~ 2

3 ‘\IJ(2ka)\IJ(2lﬂ)‘ ~ 1.

klEZ
On obtient donc :

~ ~ 2

=3 [ e (o) [B ) #(2)| m(a, g)dads,
kicz 'R

Notons les symboles intermédiaires :

ora(a, B) = U()T(B)m(2 Fa, 27'5).

On a alors la reécriture suivante :

T(f,9)() = 3 / w0 Go x f () Ty % g(B)oka(2 e, 26) dadf.

kleZ

Or d’apres les propriétés de régularité du symbole m, pour tout k, [ le symbole oy, ; vérifie
Vnom >0 |05 ok )| S Lalmipim

et est non nul seulement si 2%, 2! < |I|. De ce fait par intégration par parties, on obtient
I'existence de coefficients m(k, [, a,b) bornés tels que :

— i(aa+bﬁ) m(k’l7a’b) d db
7wi( ) / T+ Ja + o)

avec M un entier aussi grand que I'on veut. On obtient donc la formulation suivante :

ot giataas2oy ML 0D) G ) g
g(B)dadBdadb.
// (T [l + o) 2 :

En utilisant la notation ¥ pour la fonction translatée de ¥ par le reél a, on obtient :

m(k,1,a,b) —
e (a+8) > Ue % f(a)\llb * g(ﬁ)dadﬁdadb
/RleEZ/RQ 1'|‘|a|7L |b])M o 2

C’est a dire :

/Rz Z (1+ |k,|l,+a|£)|) (W5 * f(z)] [ * g(x)] dadb.

Nous allons séparer I’étude en deux cas. Notons

/ Z WLLLL) — (W * f(2)] [Wh * g(x)] dadb

(1+|a| + [o)M

et

/ Z mh, 6,0 (W8 % f(2)] [Uh * g(x)] dadb.

2= W fal+ )™
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Par symétrie sur le role de k et [, I'étude de T est réduite & 1'étude de T et T2

—) Cas ot 2% ~ 28,
Sous cette condition on utilise l'inégalité de Cauchy-Schwarz sur les indices k et [, pour
obtenir (en notant S; la fonctionnelle quadratique de Littlewood-Paley associée a une
fonction ¢ d’intégrale nulle) :

70,000 S [ | o pSee (@) e (0) w)dade

Sir > 1, par les inégalités de Minkowski et de Holder on a :

1
179 5 [ e 150 (Dl [150s(6), o

Si r < 1, nous devons utiliser le lemme 1.1.4 pour avoir un controle ponctuel sur les
fonctionnelles quadratiques de Littlewood-Paley. Il nous faut donc estimer les normes
localisées des fonctionnelles quadratiques. Nous avons vu que les indices k et [ doivent
vérifier 28,28 < |I|. De ce fait dans les fonctionnelles quadratiques, on peut insérer une

fonction plateau. Soit ¢ une fonction réguliere a spectre borné telle que Zsoit égale a 1
sur la boule unité. Dans ce cas, on peut substituer a f et g les fonctions suivantes :

f=Cqn*f et 9= * 9.

On étudie simplement le terme avec f, le terme avec g est identique. Il nous faut estimer :
1Swe (f = G ],

De la méme maniere que pour I’étude faite des opérateurs lineaires (théoréme 2.1.1), on
obtient que pour tout § > 0, il existe N assez grand tel que :

[Swe(f =G * I, S (L4 [aD™ Y 27H D £l e

k>0

En insérant cette estimation pour f et pour g et en choisissant alors M assez grand, on
a:

1 (L+ Ja)™ (L +[pDN (1/p+6) —k(1/q+6
17l 5 [ S g | o2 s | (2 gl ) dac

E>0 k>0
< (Z 2k(1/p+6)|’f||p,2kl> (Z Qk(l/q+‘;)|lg|lq,2k1> )
E>0 k>0

Par conséquent, le cas de la sommation ot 2¢ ~ 2! s’estime bien de la maniere voulue.
—) Cas ot 2% << 2%,
Rappelons le terme a estimer :

o) = [ 3 R g ()] [0+ )] o,

2 (T Jal + B
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Nous allons utiliser la dualité. Pour k, [ fixés, le terme a un spectre contenu dans une
couronne centrée en 0 et de rayon équivalent & 27%. Ainsi, il existe une fonction ¢ réguliere
a spectre dans une couronne autour de 0 telle que :

<T2 (f.9), //]R2 i+ ’lz,|l;a|:|)) (U9, * f(x)] [\I/g, * g(x)] [Cor * h(x)] dadbdzx.

Or pour k fixé, 'opérateur linéaire

Lk,a,b(g) = Z m(ka l,(l, b) [\Ijgl * g:|

1,2k < <2l

est un multiplicateur de Fourier. En estimant ce multiplicateur dans I'espace fréquentiel
(de maniere identique a celle du théoreme 2.1.1), on peut borner cet opérateur par :

| Licas(9)(@)] < / gz — )| (L+ DM ([1] + [y)) N dy :== (1 + )Y L(g)(x),  (2:35)
et ce pour NV un exposant aussi grand que I'on veut. Cet opérateur de convolution vérifie

bien les estimations hors diagonales que I'on attend. De ce fait on obtient maintenant
la majoration (en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz) :

uanls [ [ 1+|a|+|b|M 5 2 W5 % f(@)]|Gor # h(w)| dadbd

keZ

L(g)(x)
S L LT e S (DS ot
L(g)(z)
S/R/R(1+|a’)M_N_1Sq,a(f)(a:)SC(h)(x)dadx.

Ainsi pour toute fonction ~ normalisée dans LT/(I ), on obtient :

|<T2 £.9) h>‘ NZ/ / 1+|a] M N 5Swa(f)(2)S¢(h)(v)dadz

k>0

L@
3 [ o S (Ml IS, o
k>0 (1 + | |

)
)HQ:Ck k\—N—-1
X [ G 5 D, (2

k>0

Ici on a utilisé les décroissances ” hors-diagonales” des fonctionnelles quadratiques (étudiées
dans le premier point). En utilisant les estimations hors diagonales de l'opérateur de

convolution L :
1L, S D272 Mgl e
j=>0

et (en utilisant la méme remarque que dans le premier point pour les fonctionnelles
quadratiques)

1Swe (Nl S @+ 1™ D272 | fll, g7

Jj=0
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on obtient pour M assez grand :

() £ 25 [ ™ Ullaonr 20 ey (297

4,1>0 k>0
SO 2GRN gl 2 TN F g 27
4,1>0 k>0
< (Z 9 IN/2 Hpr,zjz) (Z 2 N/ HQHq,zn) :
j>0 20

Ainsi par dualité, on a donc bien montré 'estimation hors diagonale souhaitée pour ce
deuxiéme et dernier cas. U

Pour les opérateurs bilinéaires les variables a, 8 et a4+ 3 jouent le méme role par dualité.
On a donc aussi le résultat suivant :

Théoréme 2.1.24. Soit m une fonction bornée de R? et T l'opérateur bilinéaire défini
par :

T(7.9)w) i= [ €4 Fl)g(0)m(a. B)dads. (2.36)
Soient 1 < p,q < 0o des exposants tels que :
1 1 1
0<-—=—-+-.
r . q p

Pour tout § > 0, il existe une constante C = C(p,q,r,0), telle que pour tout intervalle I,
si le symbole m. est supporté par {(c, 8), min{|a+08|, |8} > |I|7'} et vérifie la condition
de singularité suivante :

V(e,8) Y, 0 >0 9295 — 0a)'m(a, B)] < la+ B8] (2.37)

alors on a Uestimation locale

1/r
( [, g>|r) <c <Z2"““/p+5>|rf||p,m) (22"“<1/q+5>||g||m> |
I

k>0 k>0

Par symétrie, il en est de méme si le symbole m est supporté sur {(c, ), min{|a +
Bl |al} > [I|7'} et vérifie la condition de singularité suivante :

Y(a, B) ¥n,l >0 \(aa — 85)”815771(04, ﬁ)‘ < la|™|a+ 87" (2.38)

Démonstration : La démonstration est tres semblable a la précédente, on va la re-
prendre. On décompose le symbole a I’aide d’une partition de I'unité. Soit ¥ une fonction

réguliere sur R dont le spectre est inclus dans une couronne autour de 0 telle que :
~ 2
A0 > ‘\11(2”77)) ~ 1.

neL

Alors on décompose le symbole m avec la partition suivante :

S [#@Ma+ B =

kIEZ
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On obtient donc :
Z / iz(a+) ]? )3(8) (2k(a + 5))\/1\/(215) 2m(a, B)dadp.
k|l€Z

Notons les symboles intermediaires :

On a alors la reécriture suivante :

Z / zx(a-l—ﬁ \I] 5 O_/ + ﬁ) A(O_/)\IJ/QI*\g(ﬁ)O'kJ(Qk(Oé + ﬁ), 2lﬁ>d0édﬁ

k,leZ

Or d’apres les propriétés de régularité du symbole m, pour tout k, [ le symbole oy, ; vérifie

Vn,m >0 |8"85 o1 (2 (a + ), 26)} Sla+ 61767 g pima—k

|82

knolm
~ 2 2 1Ia+6\:2_k
|8l~2—1

et est non nul seulement si 2%, 2! < |I|. De ce fait par intégration par parties, on obtient
I'existence de coefficients m(k, [, a,b) bornés tels que :

m(k,l,a,b)

9~ kol
1+ [2=Fa| + 2™ dadb

akvl(Qk(oz + ), ng) — / ei(aoz-i—bﬁ)(
R2

avec M un entier aussi grand que I'on veut. On obtient donc la formulation suivante :

ix(a+p) z(aa+b5 (k),l,(Lb) 6\ Y \I//\ da dﬁd db
/]R2 /Rz (14 |27%a| + |2=!b|)M 2+(a+ 3) f(e) W+ g(5) T

kleZ

Par changement de variable, on obtient :

m(k,l,a,b) ~ -
/ Z/ pir(ath) 1 a,b) —Jla )\pb « g(B)e i2k Y ok (a4 dadBdadb.
R2 T JR? 1—|—\a|+|b\)

On utilise la transformation de fourier inverse pour obtenir :
/R2 eix(a-f-ﬁ)f(a)\p/lzil*\g(ﬁ)eﬂkaa@(a + B)dadp
= /3 /2 e“(aJrﬁ)e”'ayf(y)e*iﬁz\lfgl « g(z)eizkaae—i(a+ﬂ)w%k (w)dadﬁdydzdw
rR3 JR
— /R3 /R2 eia(:v—y+2ka—w)ez‘ﬂ(w—z—w)f(y)\I/gl * g(2)Wor (w)dadBdydzdw

- / f(z+28a) W0, * g(2)Wor (z — 2)dz.
R
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Cette manipulation est bien justifiée par la théorie des distributions. On obtient alors :

k.1, a,b)
/ / = 2+ 2%a) [\I’gz * g] (2)Wor (z — z)dzdadb.
r2 £z Jr (L4 [a] + (b)Y

On utilise la dualité :

ik, 1, a,b) B\ 0 % o] () (Ton 5 B (2\dadbda
. //R2MZ 1 Jal o ! @+ ') [V 9] (@) [ % B (w)dadb

De la méme maniere que dans la démonstration précédente, nous allons séparer 1’étude
en deux cas.

—) Cas olt 2% ~ 2!. De méme que précédemment, en étudiant le spectre en x, étant
donné que 2%, 2! < ||, on peut tronquer f spectralement sur une boule de rayon |I|71.
Il existe une fonction ¢ réguliere a spectre bornée telle que :

/ fla+2%a) [Uh, x g] (x) [Uor * A (x)dx = / [(60 — ¢ny) * f] (x+2%a) [Uh, « g] (z) [Vor x h] (2)dz.
R R
Ainsi en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur les indices k ~ [, on obtient :

ik, 1, a,b)
(1+ !a| + [b))M

—f(T+ 2%a) [Wh; * g] (z) [Uor * h] (x)dadbdz

< /R/R 1+ \a| T eh™ |[(80 = ¢iny) * f] ( + 2%a)| Sue(9) () Sw (h)(x)dadbdz.

On étudie comme précédemment en remarquant que 1’on peut substituer ¢g par la fonc-
tion g — (7 * g et de méme pour h. Alors on a les estimations hors-diagonales pour les
fonctionnelles quadratiques et le terme en f se traite exactement de la méme maniere.
Par conséquent, en réutilisant les arguments du théoreme précédent, on obtient les
décroissances hors-diagonales voulues dans ce cas.
—) Cas ot 28 << 2L,

Par symétrie, ce cas suffit. En étudiant la variable z, on peut restreindre spectralement
la fonction f sur une couronne de rayon équivalent & 27!, De ce fait il existe une fonction
¢ a spectre dans une couronne telle que

/R Fla2%a) [W # g] () [Var # h] (2)d = / (G % f] (2-428a) [Whe # g] (2) [ar # h) (2)de

R

On raisonne alors exactement de la méme maniére que précédemment, en considérant
d’abord la somme sur k. Celle-ci fait apparaitre un opérateur sur h qui possede de bonnes
estimations hors-diagonales. Ensuite on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur [ pour
faire apparaitre les deux fonctionnelles quadratiques sur f et g. En réutilisant les mémes
arguments que précédemment on obtient les décroissances ”hors-diagonales” voulues.

0

En fait un calcul direct nous montre que les opérateurs décrits dans les théoremes 2.1.23
et 2.1.24 sont les adjoints des uns par rapport aux autres. Ceci explique pourquoi la
démonstration fait apparaitre les mémes arguments en utilisant la dualité. Cette corres-
pondance par dualité sera étudiée plus en détails dans la sous-section 2.2.3.

Ce résultat étant démontré, nous allons pouvoir le combiner avec le premier théoreme :
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Théoréme 2.1.25. Soit m une fonction bornée de R? et T' l'opérateur bilinéaire défini
par :

1(7.9)@) = [ e fla)g()m(a, )dads, (2:39)
RQ
Pour des exposants 1 < p,q < oo tels que :
1 1 1 3
0<-—=-4+-<=
r qg p 2

il eziste deux constantes C'= C(p,q,r) et § = d(p,q,r) > 0 telles que pour tout intervalle
I, sim est supporté par {(«, §), min{|al|, |G|, | — B3|} > [I|7'} et vérifie la condition de
singularité suivante :

\V/(Oé,ﬂ) € R27 ‘v’n,l >0 |azalﬂm(avﬁ)| Sj min{\oz|, |Oé - ﬁl}in mln{|6|? |a - 6|}7Z
(2.40)

alors on a estimation locale

1/r
(/|T(f, g>|r) S C <Z 2_k(1/p+6)||f||p,2k[> (Z 2—]€(1/‘1+5)||g||q72k1> .
I

k>0 k>0

Il en est de méme pour des symboles m supportés par {(a, 3), min{|a+ 3|, |5, |a—B|} >
|I|~'} et vérifiant la condition de singularité suivante :

V(. 0) ¥l >0 0595 — 9a)'m(a. §)|  min{|a+4], |a—p[} " min{|6], |a—5[},

et des symboles m supportés par {(a, 3), min{|a+ 3|, |al, |a — 8|} > |I|71}, vérifiant la
condition de singularité swivante :

V(a, B) VYn,l >0 ’(8a — 8[3)"8}3771(04,5)’ < min{|al, |a—B|} " min{|a+4|, |a—3|} .

Démonstration : Ce théoreme regroupe les cas précédents. Nous allons le démontrer
dans le premier cas, les autres étant similaires. On utilise donc une partition de I'unité
afin de restreindre le symbole sur les régions {|a| ~ ||}, {|a| << |5]} et {|a| >> |5]}.
Dans la premiere région les minima min{|«|, [ — |} et min{|F|, |o — 8|} (permettant
de controler les décroissances du symbole) sont équivalents a |a — [3|. Par conséquent,
la restriction a cette région est étudiée par le théoreme 2.1.2. Dans les deux autres
régions, les minima sont respectivement équivalents a || et |3|, par conséquent les deux
restrictions obtenues sont étudiées par le théoreme précédent. U

Remarque 2.1.26. Ce résultat est intéressant car il permet d’obtenir une classe de
symboles plus riche. Nous verrons dans la prochaine section comment la composition et
la dualité agissent sur ces classes.

Dans la prochaine section, nous allons nous intéresser aux symboles dépendant de la
variable spatiale x. En utilisant les estimations ”hors-diagonales” nous obtiendrons des
continuités globales de ces opérateurs sur les espaces de Lebesgue et les espaces de
Sobolev. Par la suite nous donnerons quelques résultats de calcul symbolique bilinéaire.
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2.2 Calcul pseudo-différentiel bilinéaire.
2.2.1 Définition des classes de symbole.

Nous allons définir les classes de symboles :

Définition 2.2.1. On rappelle les classes des symboles linéaires "classiques” : pour
m € R, on note la classe des symboles linéaire d’ordre m :

§™ = {0 € C*(R?), |0]0h0(z,a)| S (L +|af)™ ™ }.

De méme pour my,mg deux réels, on définit la classe de symboles bilinéaires d’ordre
(ml,mg) N

B = {o € C*(R),
(14 [e)™ (1 +[8)™ (1 + min{|e|, o — B1}) ™" (1 + min{| 5], o — B]}) " }

0000 (x, 0, B)| <

Pour 0 € R, on définit la classe :
BSy;"™ = {0 € C™(R?), |8762650(x a,B)] <
(1 + )™ (1+18)™ (1 4+ min{|al, |3 — tan(f)al})™" (1 + min{|F], [ — tan(f)al})™" }

On définit de la méme maniére les classes BS{"™"™*, BS]"y"™*, BSy""™ et BSy',"™ avec

Bsp = {o € C2(RY), 0010} ,0(x,0,8)| <
(1 Ja+ B)™ (14 [8)™ (14 min{la + 8], Ja = A1) ™" (1 + min{|4],|a - 81} }
et

BSy ™ = {g € C*(R®), 8700 s0h0(x, 0, )] S
(1+ Iozl)”” (1+|a+ 6I)’”2 (1 +min{la|,|a = 6[})™" (1 +min{|a + 6, |a = 8]}) 7" } .

Ce qui est important dans la définition de ces classes, c¢’est la décroissance supplémentaire
qui est gagnée par chaque dérivation. Le poids initial (sans les dérivations) a été choisi
pour obtenir les résultats de calcul symbolique que nous démontrerons ensuite, mais ne
joue "aucun” role pour les continuités des opérateurs associés.

Remarque 2.2.2. Pour § €] — n/2,7/2]—{0} alors on a la correspondance suivante :
o(z,a,3) € BS™ ™ est équivalent a o(z,tan(f)a, f) € BSy™"™. De méme pour les
autres classes bilinéaires.

A un symbole o, on associe 'opérateur bilinéaire suivant :

T,(f, 9)(x) := / e Fla)§(B)o(x, o, B)dads. (2.41)
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Cette définition formelle a un sens pour f,g € S(R) si le symbole o est a croissance po-
lynomiale selon les variables fréquentielles. En termes de variables spatiales, I'opérateur
T s’écrit :

T,(f.9)(x) = vp. / FW)9()EK (@7 — y,x — 2)dydz,

ou K est le noyau défini par I'intégrale oscillante :
K(;L’, Y, Z) = / 6—i(ya+zﬁ)o_(x’ «, B)dadﬂ

L’étude du calcul pseudo-différentiel bilinéaire a commencé dans [3]. En reprenant les
notations de [3], notre classe de symbole BS,"™ correspond a la classe BS%RG. Nous
allons dans la prochaine section étudier l'action de ces opérateurs bilinéaires sur les
espaces de Sobolev. Ensuite nous établirons quelques "regles” de calcul symbolique pour
I’action de la composition et de la dualité.

2.2.2 Action des opérateurs pseudo-différentiels bilinéaires sur
les espaces de Sobolev.

Dans cette sous-section, nous allons démontrer des résultats positifs de continuité pour
les opérateurs associés a des symboles ¢ dépendant de la variable spatiale . On fixe la
droite de singularité par I’équation o — tan(f)3 = 0. Dans les démonstrations, on fixera
0 = +m/4 pour simplifier. Ce qui est important c’est de considérer le cas 0 # —n /4,
ainsi la ”quantité singuliere” considérée dans le symbole oo — tan(f)[ n’est pas égale a
la variable dans I'exponentielle complexe de (2.41) : a + 3. (7).

Commencons par démontrer le résultat suivant :

Théoreme 2.2.3. Soit 0 € BS*°, alors l'opérateur bilinéaire T, (défini sur S(R) x
S(R) ) associé est continu de LP(R) x LY(R) dans L"(R) pour des exposants 1 < p,q < 0o
vérifiant la condition d’homogénéité :

1 1
0<-=-+
rp

<3
5

| =

Démonstration :

La démonstration est un peu technique. Nous allons la rédiger pour » > 1 (hypothese
qui permet quelques simplifications), puis nous expliquerons dans la remarque 2.2.5 les
modifications a apporter pour r < 1. Nous allons décomposer le symbole ¢. Soit ® une
fonction réguliere sur R telle que ® soit égale a 1 sur B(0, 1) et a support dans B(0, 2).
Soit ¢ une fonction réguliere sur R telle que ¢ soit a support dans [—2,2] et :

VeeR, Y Cle+j) =1

jez

"Le cas dégénéré 0 = —m /4 est étudié dans [3]
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Ainsi on écrit :

o(r,a,8) = Y olr,a,0)C(@+j)[1 - ®(a— B[ - S(a)][1 - D(5))

JEZ

+ Z o(x,a, B)*(x + j)Reste(a, B)

JEZ

> 0w, 8) + of(z,a, B).

JEL
Ici on a noté le symbole
Reste(a, 8) :==1—[1 = ®(a = B)][1 — ©(a)][L — 2(B)].

Il nous faut étudier ces deux termes.

1—) Le cas des symboles o3°.

L’opérateur associé a ces symboles est donné par

T5°(f, 9)(x) =C2($+j)/ e f(a)g(B)o (w, a, B)[1—B(a—B)][1-P(a)][1-D(8)|dadB,

(o, B)ER?

que 'on réécrit de la maniere suivante :

jjjoo(f, g)(.l;) = U],Z(f? g)(l’),

avec U défini par

Ujvy(fa g)(x) =
¢+ )¢y +3) / i#(@+) Flo)g(B8)o (3, . B)[1 — Blar — B)][1 — B(a)][1 — B(A)]dads.

R2

En utilisant le théoréme d’injection de Sobolev W1 < L car r > 1, on obtient :

T3 (f,9)(@)] < U3 (. 9)@loe £ D 1055 (f, 9) @)l

k<1

Or la troncature ((y + j) implique que y € [j — 2,7 + 2]. Par conséquent on obtient la
majoration suivante :

Vr e R ‘TOO f,9)( ZHak (@)l (j-2.+21.dy-

k<1

En réintégrant sur la variable x, par I'inégalité de Minkowski et le théoreme de Fubini

on obtient :
H@OO(J% 'rd;pNZHHak f’ Hrda:

k<1

7 —2,5+2], dy

La variable y vit dans [j — 2,7 + 2| qui est un ensemble de mesure bornée. Fixons donc
k <1 et y, il nous faut estimer la norme en x. Grace a la troncature {(x + 7), on obtient

105U5. (£ D, e SNV Doz ey

rdx ™
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ou V est 'opérateur bilinéaire défini par :

Via)a) = [ e Fa)()05o(. 0, )L~ Bla — Bt - (@][L ~ B(3)}dads.

Ainsi V est un opérateur bilinéaire similaire a ceux étudiés dans les paragraphes précédents,
associé au symbole (indépendant de z)

7(a, ) = Oyo(y, a, B)[1 — (a = B)][1 — @(a)][1 — 2(B)].

De par les conditions de régularité sur o, le symbole 7 vérifie les conditions suivantes :

Vn,p>0  |0hd5r (e, B)| < (min{|al, la = 81}) " (min{|], | = B1}) ™" Luminglal, |8} la—s}1-

On peut appliquer 'estimation locale obtenue dans le théoreme 2.1.25. Il existe donc
d > 0 (en fait 6 peut étre choisi aussi grand que l'on veut) tel que :

VD242 <22 frt/re) ||f||p,2m) (Z 2"“2(1/“‘”||g||q,2k21j)-
k1>0 k2>0

Ici on note I; les intervalles I, := [j—2, j+2]. Toutes ces estimations étant indépendantes
de k€ {0,1} et y € [j — 2, + 2], on obtient donc :

||’TJ°O(f’g ||Td$ <Z 2~ k1(1/p+9) ||f||p72k1[ > (Z 2*k2(1/(1+5)||g

k1>0 k220

qyzkz,j) L (242)

Les ensembles (1) jez forment un recouvrement borné. Les fonctions T7°(f, g) sont sup-
portées sur I;, d’ou

> T(f.9)(x)

jez

1/r
= (St

jET

T

Par I'inégalité de Holder et (2.42), on obtient :

r rN 1/7
\ G| (z (ZQkl(l/p”)!\fllp,gklfj) (zzk2<1/q+6>uguq,m) )
, J€Z \k1>0 k2>0
p\ 1/p q\ 1/4q
< Z <Z 2_k1(1/p+6)”pr,2k11j> ) (Z (Z 2—k2(1/¢1+6)||g q,kajj) )
JEZ \k120 J k22>0
1/p 1/q
ki (1/p+6 ka2(1/q+96)
< 22 1(1/p+9) (Z ||f||p2k11> ZZ 2(1/q+9) (ZHquQkQ])
k1>0 ks>0
< Z Q—kl(l/p+5)2k1/p||f”p> (Z 2—k2(1/q+6)2—k2/q||g||q>
k120 k2>0

S 1 flllgll-
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On a utilisé que pour k fixé les ensembles (2¢1;); forme un 2F-recouvrement. Par
conséquent, on a bien montré 'estimation voulue pour ce premier terme.

2—) Le cas des symboles o7.

Dans ce cas, 'opérateur associé a ces symboles est donné par :

T7(f.9)(@) = C(x +.7')/66”(“%]?(04)@(5)0'(%a,ﬁ)Reste(Oé,ﬁ)dadﬁ-

on développe Reste(c, 3) en plusieurs termes, qui se traitent de la méme fagon. Nous
allons étudier le cas par exemple ou

Reste(a, f) = ®(a — 5)P(a)P ().

Nous allons appliquer le méme principe que précédemment. Il nous faut controler I’opérateur
V' défini maintenant par :

V(f.9)(x) == / D F )0y, 0. A0l 5)(a) ()

Les parametres k € {0,1} et y € [j — 2,7 + 2] sont fixés. Cet opérateur ressemble
beaucoup au précédent. La seule différence est que le symbole associé ne vérifie plus la
bonne condition de support : il est supporté sur {(«, ), max{|al, |5, |a — 8]} < 2},
mais vérifie les "bonnes” estimations de régularité. Pour palier a cela, on effectue une
translation en fréquence (afin de rétablir la condition de support en s’éloignant de ’axe
de singularité) :

VI(f,9)(x) =
/RZ i2@tD) F(o + 3)§(8 — 3)0Fa(y,a + 3,8 — 3)B(a — § + 6)d(ar + 3)B( — 3)dadf3

= / e i f (a)e 3 g(B) 0oy, a + 3,8 — 3)B(a — B+ 6)B(a + 3)B(8 — 3)dads.
RQ

Ainsi V est un opérateur bilinéaire opérant sur les fonctions e* f et 3" g dont le symbole
(indépendant de x) est donné par :

T(a, B) 1= afa(y, a+3,0-3)P(a—F+6)P(a+3)P(5—3).
Ce symbole 7 est supporté dans
{(a, ), max{ler+ 3,6 = 3|, [ = 8+ 6]} <2} C {(a,0), 1 <|al,[B]; la = 5] <8}
et vérifie les conditions suivantes : V(«, 3), VYn,l >0

02057 (. B)| szmﬂa\ o = B} min{|B], o = B} L1 <ja 51 a—s1<s

k=0 h=0
< Luingjal, 8 ja—s)y>1 min{|al, o = B[} min{|al, o — B} .

On peut donc de nouveau appliquer le théoreme 2.1.25. On obtient alors :

IV (/, g)“r,[jf&j#?)] S

(Z 9—k1(1/p+8) ||€3i'f||p’[j2k1,j+2k1]> (Z 9—k2(1/q+9) ||6_3’L‘-g||q7[j2k2’j+2k2}> .

k1>0 ko>0
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Les modulations ne jouant aucun role sur les normes considérées pour f et g, on trouve

||V(f7 g)||r,[j—3,j+3] 5 (Z 2_k1(1/p+6)||f||p,[j—2k1,j+2k1]> (Z 2_k2( ) Jj—2k2 j > .
koa>0

k1>0

La sommation sur le parametre j est identique a celle du premier point. On obtient
donc bien 'estimation de continuité souhaitée pour ce cas. Tous les termes du symbole
Reste(a, B) se traitent exactement de la maniere. U

Remarque 2.2.4. Dans la preuve nous avons en fait montré que l'opérateur T vérifie
aussi les mémes estimations "hors diagonale” a l’échelle 1. Ici on a directement utilisé
cette information pour obtenir les continuités globales.

Remarque 2.2.5. Nous allons ici expliquer comment modifier la preuve précédente
dans le cas r < 1. On reprend les notations de la démonstration. Dans le cas our < 1,
il nous faut utiliser la forme trilinéaire associée a l'opérateur bilinéaire T et utiliser la
notion de “type restreint” : ces deux arquments permettent de contourner le défault de
linégalité triangulaire dans ’espace L™. On associe donc la forme trilinéaire A définie
par :

A(f7g7h> = <T(f7g)7h’>

Nous allons montrer qu’elle est de type restreint pour les exposants (1/p,1/q,1/r"), ce
qui par interpolation nous donne le résultat souhaité. On a donc

Mgt = [ [ e Pate, 0,0 f(@)a(0) ) dadsd.
R
On applique la méme premiére décomposition de o nous donnant les formes trilinéaires
A et A?. Etudions le cas des premicres formes A3°. Nous allons montrer que chacune

de ces formes trilinéaires est de type restreint. On utilise alors la méme "astuce”, en
écrivant

|A5°(f,9,h) /HUw Fr ) @)1 -2 50210 || s g 1R (@) 12,52 (2)de.

On utilise linjection de Sobolev WY ([j — 2,7 4 2]) < L*>([j — 2,7 + 2]) pour obtenir :

j+2 j+2
A% (f,,h) N/ /\ijf, o) |h(z >\dzdy+/ /raUJyf, 9)(@)| |h(z)]| ddy.

Ainsi pour y fixé, on retrouve les quantités :

/IUayfg ) |h( !d:v—/lUyyﬂ )] |1(2)] L, ()

qui sont controlées par le théoreme 2.1.20. On en déduit que les formes A3° sont de type

restreint sur LP(R) x LI(R) x L" (R) avec les mémes bornes que celles qui controlaient
Vopérateur T7°. La maniere de construire l’ensemble substantiel (dans la définition du
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type restreint) ne dépend pas de la forme trilinéaire, par conséquent en utilisant la som-
mation sur j faite dans la preuve précédente, on obtient le type restreint de

ZA;O.
J

On produit les mémes modifications pour les formes A?, et on obtient ainsi que A est
de type restreint (1/p,1/q,1/7"). L’interpolation sur les formes multilinéaires de type
restreint permet alors de conclure.

L’étude des symboles d’ordre 0 étant faite, nous allons en déduire le résultat suivant pour
des symboles d’ordre my, my > 0. On note W™P = W™P(R) les espaces de Sobolev sur
R. On rappelle la définition des espaces de Sobolev :

Définition 2.2.6. Pour m € R et 0 < p < 00, on note W™P [’espace de Sobolev sur R
défini de la maniére suivante. Pour f € S'(R), on dit que

fewmlt— J.(f) e LP,

ou Uopérateur J,, := (Id — A)m/2 est défini par transformée de Fourier selon :

o —

Tn(£)(€) = (1 + P2 f(€).

Pour m un réel, on note m sa partie positive égale & m, = (|m|+ m)/2.

Théoréeme 2.2.7. Soit o un symbole d’ordre (my,ms) : 0 € BS™ ™2, Alors l'opérateur
bilinéaire T, (défini par (2.41)) est continu de W(m)+P(R) x Wm2)+4(R) dans L"(R)

avec :
1 1 1 3

I<—-—=—-4+-<=

T P 2

(=)

et 1 <p,q<oo.

Démonstration :

1—) Le cas my, my entiers positifs.

Supposons tout d’abord que my, msy soient des entiers. On décompose le symbole de la
méme maniere que précédemment. Soit ® une fonction réguliere sur R telle que ® soit
égale a 1 sur B(0,1) et a support dans B(0,2). On partitionne le plan fréquentiel avec
la partition :

1 =®(a—B)P(a)P(B) + Reste(a, ).
On définit le premier symbole
o1(z,a, ) = o(z,a, )P(a — B)P(a)P(B)

et le second symbole
oo(z, o, B) = o(x, a, f)Reste(a, (3).

On a donc la décomposition suivante :

U(l’,(l,ﬁ) = 01<x,04,ﬁ) +O’2(.f17,04,ﬁ).
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* - Le cas de o0;.
Par définition

o1(z, @, B) = oz, a, B)@(a = B)D(e) 2 (),

la fonction ® permet de localiser les trois arguments |af, |3| et |a — 3|. Le symbole o
étant d’ordre (my, ms), la restriction o7 est un symbole d’ordre (0,0). En appliquant le
théoreme précédent, on obtient directement :

”Tal(fag)H ”f”p”gnq ||f||w(m1)+l7||g||w(m2)+q

Traitons le cas légerement plus difficile de .

* - Le cas de 3.

Nous devons maintenant étudier le symbole Reste(«, 3). On peut factoriser tous les
termes de Reste(a, ) par au moins un des termes suivants : 1 — ®(a), 1 — ®(5) ou
1 — ®(ar — (3). Tous ces termes s’étudiant de la méme facon, nous allons seulement
rédiger le cas le plus "extréme” ou les trois facteurs apparaissent. Prenons donc le cas

de

Reste(a, ) = [1 = ®(a)][1 — @(B)][1 — P(ar = F)].
Nous devons partitionner le plan fréquentiel de maniere réguliere afin de pouvoir déterminer
les quantités

min{lal, fa = f[} et min{|5], [« = G]}.

D’apres les résultats classiques de partition de I'unité, il existe quatres fonctions régulieres
Y1, 7V2, Y3, Va4 telles que 1 + 2 = 73 + 74 = 1 sur le support de Reste et telles que les
fonctions vérifient les conditions de support suivantes :

supp(1) C {(a, B), laf < [a— B}
supp(v2) C {(a, B), |a— Bl < e}
supp(ys) C {(a, 3), 8] S la = B}
supp(ma) C {(a, B), la =Bl S B}

Ainsi on a la décomposition réguliere suivante

1Restezo(av, f) = (71(04, B) +2(a, 5)) (“Y3(Oé7 B) + a(a, ﬁ)) 1resteo(a, ).

On obtient ainsi 4 termes a estimer. Ils s’estiment tous de la méme maniere, nous allons
donc simplement étudier le produit v;y4. On définit alors le symbole suivant :

7(z,a, 8) = Reste(a, B)o(z,a, B) (1+ af?) "2 (14 |8]) "% 11(a, B)a(e, B).

Ce symbole est de classe C* car le terme Reste(q, 3) implique que « et o — 3 ne
s’annulent pas. Or ¢ est un symbole d’ordre (mq,msy), on obtient donc que 7 est un
symbole d’ordre (0,0). On écrit alors :

iz(o ry m 2 m 2
T, (f,9)(x) = / D F@)5(8) (14 o)™ (14 1812) " 7(2, 0, B)dads.
RQ
Ainsi, 7 étant un symbole d’ordre (0, 0), en appliquant le théoreme précédent on obtient :

HTO'Q(f g H I A (1 +/2f|| H [_ A)(m2)+/2qu Sx Hfuw(mlﬁrvpHg”W(m2)+,q-
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Le raisonnement est exactement identique pour tous les termes semblables (issus des
différentes partitions), ce qui finit la démonstration de Iestimation de continuité pour
T,(f,g). Cette estimation est vraie pour toutes fonctions f et g de S(R), on en déduit
donc le résultat par densité.

2—) Le cas my, my non entiers.

Dans le cas my, ms réels quelconques, nous allons recourir a I'interpolation pour généraliser
le point précédent. On fixe les exposants p, ¢, r et on étudie I'opérateur trilinéaire sui-
vant :

U .= (f,g,a) - To(fag)'

Le point précédent montre que lopérateur U est continu de Wm+r x JW(m2)ea
BS™™2 dans L, pour tous entiers mq, ms. Les espaces de Sobolev W (m1)+? et |1/ (m2)+.4
s’interpolent entre eux, c’est a dire que pour tout 8 €]0, 1[ (avec les notations de U'inter-
polation complexe)

[[/V(ﬂh)m?7 W(m1+1)+7p]6 — W (mit0)+.p [W(m2)+7q’ W(m2+1)+7q]9 — VW (ma+0)+.q
étant donné que 1 < p,q < oo. De méme les classes de symboles s’interpolent entre
elles :

[Bsml,m2’BSm1;m2+lj| — Bgmimz+o [BSm17m27BSm1+l,m2]

— BS™ +60,mo
0 .

0
Par conséquent, en utilisant I'interpolation bilinéaire & sur I’exposant m4, on obtient que
U est continu de W (m+0+2 5 Jym2.a x BSmi+0m2 qang [ et ce pour tous entiers my, mo
et 6 €]0,1[. On réitere l'interpolation sur 'exposant msy et le résultat général souhaité
est donc démontré. U

Remarque 2.2.8. [] est intéressant de remarquer que pour le cas de symboles d’ordre
négatif (méme un entier négatif), on a une perte de régularité, mais on ne peut espérer
une meilleure continuité. C’est exactement le méme probleme que pour linégalité de
Holder dans les espaces de Sobolev, qui s’écrit :

1fgllwme S N Flwmsrliglwmeea.

Par exemple pour m = —1 on vérifie que pour tout s €]1, 00|, il existe une constante Cs
telle que
V6 ESR), [l —> Cilo(0)].
avec ¢y(x) :=tr¢(x/t). Ainsi si l'estimation
VigeSMR),  fglly-rr SIfllw-rellgllw-1a (2.43)

était vérifiée, on aurait alors
lim sup (D)l = lim sup (20|l —1 S lim sup [|@elw-1o | ellw 1.0 = 6(0)]%,

ce qui est fauz si ¢(0) # 0. Par conséquent ['estimation (2.43) ne peut étre vraie.

8La théorie de I'interpolation multi-linéaire est étudiée dans le chapitre 4 de [27] pour I'interpolation
réelle et le théoreme 4.4.1 de [4] pour l'interpolation complexe.
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Nous allons étendre ces résultats de continuité sur les espaces de Sobolev.

Théoreme 2.2.9. Soit ¢ € BS™ ™ un symbole d’ordre (my,ms). Alors pour tous
exposants p,q €|1, o[ vérifiant

pour tout entier n >0 :

Vf,g€SR), |[DMT,(f g)|

Lr N Z "D(i)f‘|w(m1)+vp”D(j)gnw<mz>+»q- (2'44>

0<i,j<n
i+j<n

On a noté DY Dopérateur de dérivée d’ordre i. Par conséquent, pour tout s > 0, T, est
continu de WsHm+p s Wstma)ea dapg Wer,

Démonstration : Commengons par montrer (2.44). Les deux fonctions f et g sont
régulieres, par conséquent l'intégrale définissant 'opérateur T, converge :

1.(5.9)(e) = [ e Fl)g(3)o(w. o 5)dads,
Dérivons selon la variable x :

T, (1, g)(x) =
i / &9 flo)G(B)o(x, o, B)dad + i / &) (0) 35(6)o (z, a, B)dad

+ [ N F@)3(0) 0,0 (5,0 B)dads
- / DD f(a)G(B)o (w, o, B)dadp + / ¢+ F(a) DWg(B)o (x, o, f)dad3
+ [ N F@)3(0) s (2,0 B)dads

L’interversion de I'intégrale et de la dérivation est bien justifiée, étant donné que les
symboles o et 0,0 sont a croissance polynomiale, et les fonctions f, g sont a décroissance
rapide. De ce fait, on obtient 1’égalité suivante :

T,(f.9) = T,(DW [, 9) + T,(f, DVg) + To,o(f, g)-

Par récurrence, on montre que 1’on obtient la formule suivante a I'ordre n :

DT, (f.g) = Y Too(DVf,DYg).
0<i,j,k<n
it Fh=n
Etant donné que la famille (0%0)o<r<n est bornée dans BS™™2 en utilisant le théoreme
précédent, on obtient bien I'inégalité (2.44). Cette inégalité implique une estimation ”un
peu plus faible”

vf).g € SGR)? HD(n f g)H HfHWn+(m1)+,P“gl‘wn+(m2)+,q-

On peut ainsi étendre par densité, 'opérateur T, en un opérateur continu de W7Hm)+p x
Wntm2)+.4 dans W™, Puis par interpolation, ce résultat de continuité s’étend sur tous
les espaces de Sobolev intermédiaires avec n positif non entier par le méme principe que
précédemment. U
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Remarque 2.2.10. En changeant la définition de l'opérateur T, (2.41), par :

T,(f. 9)(x) = / et F(0)g(B)o (z, tan(6)a, B)dads,

le théoreme précédent s’adapte automatiquement avec une borne de continuité qui dépend
de 0 €] — /2,7/2[—{0,—7/4} et diverge pour = 0,—n/4 et +m/2. Par la corres-
pondance entre les classes de symboles, on généralise donc le résultat avec un symbole
o € BS;""™ et 0 €] —7n/2,71/2]—{0,—7/4}. De méme tous ces résultats s’appuient
sur l’estimation "hors-diagonale” du théoreme 2.1.25, qui autorise aussi les classes de
symboles BSYy"™* et BSy ™.

Nous allons maintenant dans la prochaine sous-section étudier 'action de la dualité et
de la composition sur les opérateurs pseudo-différentiels.

2.2.3 Calcul fonctionnel sur les opérateurs bilinéaires.

Etude de I’action de la dualité.

Les opérateurs étudiés précédemment correspondent au cas § = 7/4. Comme nous
I’avons dit, la méthode s’adapte de maniere identique pour 6 quelquonque sous la
condition 0 €] — 7/2,7/2[—{0, —m/4}. Ces limitations proviennent de I'application du
théoreme 2.1.25 (qui utilise les techniques temps-fréquence de la premiere section).

L’introduction de ce déphasage 6, permet d’étudier 'action de la transposée sur ces
opérateurs bilinéaires.

Définition 2.2.11. Soit T' un opérateur bilinéaire continu de S(R) x S(R) dans S'(R).
On note T*' et T*? les deux opérateurs bilinéaires transposés :

Vf.9.h € SRY)  (T(f,9),h) = (T (h,g), ) = (T*(f.h).9).

Commengons par rappeler 'action de la dualité dans le cadre linéaire (voir [1]) :

Proposition 2.2.12. Soit 7 € S' un symbole linéaire, on associe alors l'opérateur
pseudo-différentiel linéaire T(x, D) défini par :

Vi €SR),  r(z D)(f)x) = / e F(€)r (2, €) .

R

Dans ce cas cet opérateur admet un adjoint et 7(x, D)* = 7%(x, D) avec

P@§) = 20" [[ e = .6~ ndyan

On a alors la formulation asymptotique suivante : pour tout entier N,

N-1

/L [
ENIEDY H@f@fT(:c,é) e SN,
k=0

Dans le cadre bilinéaire, on obtient la version suivante :
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Théoréme 2.2.13. Soient my,mq € R, et § €] —n/2,7/2[—{0, —7/4}. Sioc € BS,""™
alors Tj' = Ty avec o7 € BST)™ et Tj? = T,y avec 05 € BSy'yh™ ot les deus angles
0*! et 6* sont définis par :

cot(6) + cot(0*) = —1 et tan(f) + tan(0*?) = —1,

et donc 0*1,0*% €] — 7/2,7/2[—{0, —7/4}. On a les relations ezactes :

o (z,&,m) = (2m)7! //2 o(y, —a —n,1)e” C=OEY qyda
R

i &on) = m) ! [[ T —a=ge e Vayda.

De plus on a les formules asymptotiques sur ces nouveauzr symboles :

N-1 .

k
? m1—N,m
VN Z 07 O'T(ZE,&,T]) - Z Ea];alafo-(xv _g -n 77) €B 170*1N ?
k=0
et
N—1 .,
* U ok ok mi,me—N
VN > 07 0-2<$7£7 7)) - yamaﬁo-(x7£7 -n - g) €B 2,0%2 :
k=0

Démonstration : La démonstration est en partie faite dans le théoreme 4 de [3] pour
des symboles généraux. Il est montré que T*' et T*? sont associés aux symboles o} et
o5 donnés par :

oz, &m) = (2m)! //2 o(y, —a —n,1)e” @9 dyda
R

wio &) = Cn) [ [ S a=ge e dydo.

Nous allons étudier le premier symbole o}, I’étude du deuxieme étant identique.

1—) Etude du symbole o7.

Il nous faut donc montrer que o] est bien défini dans l’espace BSZZ 1 - La relation
formelle donnée auparavant fait intervenir une intégrale oscillante, qui s’analyse grace
au résultat suivant (paragraphe 1.8.1 de [1]) :

Lemme 2.2.14. Pour tout exposant m € R, il existe une constante C = C(m) telle
que :

‘ / / e aly, a)dyda| < C all,
]RQ
avec l(l norme Suivante s

lallym == sup sup (1 + Jy| + o)) "™ 3]0} a(y, )] .
0<5,l (y,a)ER2

On effectue un changement de variable pour obtenir :

s = [ T ra =€ nmeryda.
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De plus il est montré dans [1] que I'on peut dériver formellement les intégrales oscillantes.
Ainsi en appliquant le lemme précédent, on a l’estimation suivante :
b * b
020800t £,m)| < 050805 co(w = o0 = €= )| o) i -

Or d’apres les propriétés du symbole o, on a :

H@g@g@g_go(l’ —y,a—=&—n,n H (y,0), Alm1 [ Himal+ote

=sup sup (1+ |y + |of)Imaltimaltote) |aaab5f7 cHoLo(x—y,a—&—n,n)
0<4,l (y,a)eR?

Ssup sup (14 |yl + [a) ™I (1 o — g — )™ (14 ()™
0<4,l (y,a) €R2

(1 + min{Ja — € — nl,|n — tan(0)(a — € — n)[}) ™" (1 + min{[n|, |n — tan(0) (@ — € — )| })~*
S (L4 [E+n)™ (L +[n)™ (1 +min{|¢ + ], In — tan(0) (= — n)[}) ™
(1 + min{|n|, |y — tan(8)(—€ —n)|}) ™
S (4 [E+n)™ L+ [p)™ (1 + min{|€ + ], Iy — tan(0) /(1 + tan(6))€[}) ™"
(1 + min{|y], |5 + tan(0) /(1 + tan(6))€)[})~*
< (L4 € +u)™ (1+[n)™ (1 + min{|¢ + 7], |n — tan(0*)¢[}) ™
(1 + min{Jn], | — tan(9*)¢)[}) ™

Ici on a utilisé 'inégalité de Peetre, a savoir :
VseR, VYa,beR  (1+]a—b)" <1+ a1+ p)° (2.45)
et la définition de I’angle #*!. On obtient donc I’estimation :
(02060, _coy (2, &m)| S (L+[&+u)™ (1+ )™
(1 min{g + nl [y — tan(6")¢]}) ™ (1 + min{lnl, In — tan(8))}) . (2.46)

Sml ,mo

Cette estimation nous donne exactement que o] € BS] o

2—) Formule asymptotique.

Pour montrer la formule asymptotique, on utilise exactement la méme méthode que
pour le cas linéaire : on effectue un développement limité de o. Par un développement
limité avec reste intégral, en reprenant la preuve de [1], on montre que

le

(,€,m) Zk,3§3§ w, =€ —1,1)

correspond & un symbole du méme type que le précédent d’ordre (m; — N, msy), ce qui
permet de conclure. U

Ici on a montré que d'un point de vue fonctionnel, les classes duales de BS,"""™

pondent a BST;" et BS;” 5 . De méme on a la réciproque :

COITEeS-

Théoréme 2.2.15. Pour mi,my € R, soit § €] —n/2,7/2[-{0, -7 /4}, si o € BS])"™
alors Tj' = T, avec o7 € BSyi"™ et T;? = T,y avec 05 € BS')5™ ot les deu angles
0*! et 0*2 sont définis par :

cot(0) + cot(9*') = —1 et tan(0) + tan(6*?) = —1,
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et donc 61,60 €] — 7/2,7/2[—{0, -7 /4}. On a les relations exactes :
e = @0 [[ Famam e O Ddyda

R2
02(37577 27T // yf a—f) —i(a—n)(z— ydyda

R2

De plus on a la formule asymptotique sur ces nouveaux symboles :

N1 g
YN >0,  oi(z,&n) =) k,aiai o(x, =€ —n,n) € BSg "™

k=0

et

N-1 .
* VU ok ok my,ma—N
VN Z 07 Uz(%fﬂl) - Eamaﬁo-(x7§7 -n— g) € B 1,6%2 .

k=0

Et de méme pour 'étude des deux espaces duaux associés & un symbole de BSy% "
Ainsi on a montré la correspondance exacte par dualité entre ces différentes classes de
symboles. On peut résumer les théoremes précédents dans les égalités fonctionnelles
suivantes :

(BSy ™)™ = BST
(BSg ™)™ = BSy 5"
(BSTy™)" = BSp™
(B - B
(Bsyy™)" = By
(BSya™)™* = BSp™.

Apres avoir étudié 'action de la dualité, nous allons étudier ’action de la composition
sur ces opérateurs bilinéaires.

Etude de la composition des opérateurs pseudo-différentiels.

On rappelle quelques résultats sur le calcul symbolique linéaire (voir [1]). Soit 7 € S* un
symbole linéaire. L’opérateur pseudo-différentiel linéaire 7(z, D) associé est défini par :

VfESR),  r(z,D)(f)(z) = / e F(€)r (2, €) .

R

Proposition 2.2.16. Soient 7y € S™ et 75 € S deux symboles linéaires. Alors l'opérateur
composé 11 (x, D)oty (x, D) est lopérateur o(x, D) avec le symbole o € S"*'2 donné par :

o(x,&) = (2m)~! //RQ e~V (x,& — n)ma(x — y, )dydn.

On a alors la formulation asymptotique suivante : pour tout entier N,

N-1 .,
9 ; %8371(9”75)0372(%5) € gitia—N
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Nous allons étudier la composition symbolique entre un opérateur bilinéaire et deux
opérateurs linéaires a droite, on obtient alors la version bilinéaire du résultat précédent :

Théoréme 2.2.17. Soit § €] — /2, 7/2[ et o un symbole bilineaire de BSy""*. Soient
71 € SY et 7, € S deux symboles linéaires d’ordre t; et to. Alors l'opérateur composé

T(f,9) =15 (n(x, D) f, 72(x, D)g)

\ g S TP t t ,
correspond a un opérateur T,, avec m un symbole bilinéaire de BS;’”Jr L2t donné
par :

(e &) o= (2m) 2 [[[[[ et one20ate, a6, )mzmdndzdcay

Ce symbole vérifie la formule asymptotique suivante :

N
VP,N >0,  m(z&n) Z g—,aggﬁ 2, )0 ry(a, n)Okdlo (2, €,1) € BSynTh—Nmarta=P,
k=0 7=0

Démonstration : Par souci de simplification de la preuve (qui est déja assez technique),

nous allons montrer le résultat précédent pour # = w/4. Par définition, on a pour
le{1,2}:

n(, D)(f)(x) = / e F(€)m(x, €)de

et :

i [[ e f@)iB)ote.a. 5)dads.

Par conséquent, en composant on obtient I’expression suivante de 7" :

1)) = 20 [ eeateam ([[ eorenfiemneoaci)
<//R2 ewzem’ﬁ(n)@(z,n)dndz) dadf
—en 2 [[ [ ][] et ame e fen .o e

To(2,1n) dndzdédydadf
=) [[ e mia g fie)g dan

avec m le symbole défini par :

e o) o= ()2 [[[[[ eleniemoniema0 ot a, 5y, €)mzn)dadzdsy.

Il nous reste donc a montrer que cette formule a bien un sens et définit un symbole
m € BS™Ttm2ttz Par changement de variables, on rééerit m sous la forme :

m(JT, 57 77) - (27T)_2 /R4 eiyoz—&-iZﬁU(l.’g —Q,n — 5)7—1 (ZL‘ - Y, 5)7_2($ -z U)dﬁdZdady



Estimations locales pour des opérateurs bilinéaires et Applications au
114 calcul pseudo-différentiel bilinéaire réel.

Cet objet fait apparaitre les mémes intégrales oscillantes que dans le cas linéaire. On
utilise le lemme 2.2.14 en regroupant les termes selon :

m(x.&,n) = (2m)"" / VT (2 — 1y, )N () dyda

R2
avec

Aen(a) = (2m)7) / (2,6 — oy — B)ra(x — 2,n)d=dB.

R2
Il nous faut donc controler la fonction A ainsi que ses dérivées par rapport a «.
1—) Estimation de .
II nous faut étudier les dérivées de A, ,,. Or A, , est définie comme une intégrale oscillante
que 'on peut dériver formellement. En utilisant le lemme 2.2.14, on obtient donc la
majoration suivante, pour a > 0 :

|aga/\$,77(a)| f§ ||820'(13,§ -, = 6)7—2(‘77 — 7])||(zﬂ),A\M2\+\m1\+a .

Par définition cette norme correspond a :

H820-<I7£ - Q, 1 — ﬁ>7—2(x —Z, 77)||(z”8)A\m2\+\m1\+a -

sup sup (1 + |2+ [8) "M 92 000k (2, € — an — B)me(x — 2,m)] .
0<5,l (z,ﬂ)e]R2

Or par définition des classes de symboles, on a :

05050 (2, € — a,n — B)]
SA+[E—al)™ @+ n—B)" (1 +min{|l¢ — ol [§ —a—n+F}) "
(1+min{lp — 5|, |¢ —a—n+ )~
SA+[E—al)™ (1+np— )" (L+min{l{ —al,|{ —a—n+5]})",
et de méme
|00 ma(w — z,m)| S (1+ In])".

Par conséquent, on obtient ’estimation suivante de la norme :

Hagg(%g —a,n — 5)7—2(‘1. —Z, n)”(z,ﬂ),NmzH\mlHﬂ

Ssup sup (14 [z +[g) e (1 e — o)™
0<5,l (z,ﬁ)el[{2

(L+ I —B)"™ (1 +min{l¢ —al,|¢ —a—n+5H) " (1+[n])"
< (L4 [nh)"* (1 +min{l¢ - al,[€ —a —n})™
(41§ —a)™ @+ [n)™.

Ici on a utilisé I'inégalité de Peetre (2.45). Ainsi on obtient les estimations :

|05 Aen(@)] S
(14 o)™ (1 4+ min{[€ — al,|€ —a—n}) ™" (L +]E—al)™ (L+[n))™.  (247)
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Ayant estimé A, ,, et ses dérivées, nous allons pouvoir estimer le nouveau symbole m.
2—) Estimation de m.
On rappelle que m est défini par :

mia g i= [[ o= 5O pla)duda.

Ainsi en utilisant le lemme 2.2.14, on obtient :

|m(:1:, 57 77)| 5 ”7_1 (:E - Y, 6)/\967T](a)H(y,a),A|M1|+|m2I .

Cette norme est égale a :

1722 = ) Aan(@) gy it = 50D 5up (1 -+ [y + o)™ 7720 0507y (2 — 3, €)
0<5,1 (y,o) ER?

En utilisant alors l'estimation (2.47) et l'inégalité de Peetre, de la méme maniere que
précédemment, on obtient les estimations :

171(2 = 4, )X (@)] (i airt S (LD (L4 Inl)™ (L4 1ED™ (L + [m])™

On obtient ainsi ’estimation désirée :
Im(z, & )| S (L+ €)™ (1 + [nf)m=+™

Pour estimer les dérivées de m, on peut dériver formellement les intégrales oscillantes.
Dans ce cas par le méme raisonnement, il est clair que les dérivées en x ne jouent aucun
role. Chaque dérivée de m en € apporte un poids en (1 + min{|{ — o, |§ —a —n + ﬁ|})71
Les variables a et 3 sont compensées par les normes || ||4 et donc il apparait au final
un poids (1 +min{|£[,|€ —n})~". Il en est de méme pour les dérivées en 7. On obtient
donc les estimations suivantes :

|020e0,m(, &,m)| S
(L ED™ ™ (L + )™ (1 + min{l¢], € = nl}) ™" (1 + min{Jnl, |¢ = nl}) ™

C’est exactement ’estimation qui nous assure que m € BS™ittrmattz

3—) Formule asymptotique.

Pour la formule asymptotique, on utilise un développement limité de chaque symbole.
Pour A, ,, en réutilisant les mémes méthodes que pour le théoreme linéaire, on obtient
la formule asymptotique :

zk, o, € — o m)ra(a, ).
Cette relation signifie que pour tout entier N,

W= Aala) = Y Z! o(x, & — a,n)dm(x,n)

k<N-1

est une expression du méme type que A, ,(«) et vérifie :

Aan(e)].

Vp >0,  [yn S (L4 [0 (14 min{|¢ —af, [ —a = [}) " (1+[€ = a)™ (1 + [n))™
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De ce fait, en réinsérant cette information dans m, et en effectuant la méme opération
sur I'autre couple de variable, on obtient la formulation asymptotique. U

Nous avons étudié la composition a droite, par dualité on obtient un résultat pour la
composition a gauche :

Théoréme 2.2.18. Soit § €] — /2, 7/2[ et o un symbole bilineaire de BS{y"™*. Soit
7 € St un symbole classique lineaire d’ordre t. Alors l'opérateur composé

T(f,g) =7(x,D)T, (f,9)
m1+t,ma+t

correspond a un opérateur Ty, avec m un symbole bilinéaire de BS| donné par :

m(z,§,n) = (QW)_I/ =g (1, € )7 (2, @) dzda,

RQ
Ce symbole vérifie la formule asymptotique suivante :

N—-1 .
VN >0, m(z&n) -y %857(96,5 +n)0ko(x,&,n) € BSyy - Nmatte
k=0

De méme pour la classe BSy )™
Démonstration : identique aux précédentes. On peut aussi la déduire du résultat
précédent et du résultat de dualité (Théoreme 2.2.13). U

Remarque 2.2.19. La classe de symboles bilinéaires qui peuvent étre composés a gauche
est différente de celle des symboles qui peuvent étre composés a droite. Il ne semble pas
possible d’obtenir une méme classe de symbole qui permettent les deux compositions.

Nous avons présenté quelques résultats commencant ainsi 1’étude d'un calcul pseudo-
différentiel bilinéaire. Nous avons étudié le cas des opérateurs de la classe BS,""™*. De
maniere semblable au cas linéaire, on peut considérer d’autres classes de symboles : ce
sont les BS)'3"™* décrites dans [3] et définies par :

p0

(14 )™ 1+ [6)™ (1 +min{|al,|a — 2]}) """ (1 + min{|3], |o — B|}) P }

BS = {0 € CX®), 005080 (w0 B)] <

Peut-on obtenir les mémes résultats de continuité (que ceux démontrés précédemment
pour p =1 et 6 = 0) pour ces classes de symboles ? Nous n’étudierons pas cette question
ici. Dans la section suivante nous allons de nouveau utiliser ’estimation locale obtenue
dans la premiere section pour obtenir des continuités sur les espaces de Lebesgue a poids.

2.3 Continuité des opérateurs bilinéaires sur les es-
paces a poids.

On rappelle que dans le cas linéaire, les propriétés des classes A, des poids de Mu-
ckenhoupt permettent de montrer la continuité des opérateurs de Calderén-Zygmund
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sur les espaces de Lebesgue a poids. Ces résultats sont essentiellement dus a 1’étude de
la fonction maximale ”diese” de Fefferman-Stein. Nous avons déja remarqué que mal-
heuresement il n’existait pas de généralisation a cette fonction maximale pour le cadre
bilinéaire. Les poids A, ne semblent pas adaptés. Nous allons définir une classe de poids
adaptée et appliquer I’estimation "hors diagonale” pour obtenir des continuités a poids.

Commencons par définir les classes de poids :

Définition 2.3.1. Soit 6 > 0 et [ > 0, on définit la classe de poids Py(l) comme l'en-
semble des fonctions w mesurables positives telles que pour tout I intervalle de longueur
[ et pour tout entier k > 0, on ait :

275 sup w(x) < infw(z). (2.48)
zel 2k1

Un poids w € Py(l) est une fonction qui possede un comportement polynomial de degré
inférieur a @ et est "presque” constante a 1’échelle [. La proposition suivante montre que
ces classes ne sont pas vides.

Proposition 2.3.2. Pour tout 8 > 0, soit « € [0,0[ alors les fonctions
r— (14 |z])® et r— (14 |z[)™
sont des poids de la classe Py(1).

Démonstration :
1—) Soit f la fonction f(x) = (1+4|z|)*. Pour I un intervalle de longueur 1: I = [z, z+1],
on a l'information suivante

sup f(z) ~ (1 + |2]).

zel

Pour J = 2*I. Supposons d’abord que 2% > |z| alors 0 € J et donc :
inf f(z) = 1.
J

Par conséquent, étant donné que 0 < o < €, on a bien :

2M sup f(z) < (1+|z])"

T 1 — )
Sup S ATy S 1 u}ff(x)

Dans le cas ou 2F < |z alors la borne inférieure J est estimée par :
1r}ff(x) = (14 |2] = 2"~

Dans ce cas aussi il est clair que :
2k9

27" sup f(z) <

< (14 2] =28 <inf f(x).
wp £(0) S o < (1411 = 2" Sinf 10

Cette derniere inégalité est due au fait que :

(14 [2D)* < (1 ]2] = 297 (1+25)* S (1 + 2] — 27)2".
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Ainsi on a bien montré I'estimation (2.48), montrant ainsi que f € Py(1) pour 6 > «.
2—) Soit g la fonction g(x) = (1 4 |z|)~*. De méme pour I U'intervalle [ = [z, z + 1], on
a:

sup g(x) = (14 |2]) ™.
zel

Pour J = 2¥1, alors g atteint sa borne inférieure sur une des extrémités de J :
inf f(z) = (1-+ ]| + 257,

Dans ce cas aussi il est clair que :

oM 1 1
< < .
(T4 2D = (L + 221+ [z)* ™ (L4 [2] 4 25)e
On a donc bien montré la condition (2.48) pour la fonction g. U

Apres avoir montré que cette définition des poids est non triviale, nous allons montrer
des résultats de continuité sur les espaces de Lebesgue a poids.

Nous avons alors le résultat suivant :

Théoreme 2.3.3. Soit T un opérateur bilinéaire et 0 < p,q,r < oo des exposants
vérifiant la condition d’homogénéité

1 1 1

S—-4- e 1<paq

r - p g

Supposons que T vérifie une estimation locale a l’échelle | : c’est a dire qu’il existe § > 0
tel que pour tout I intervalle de longueur [, on ait :

1/r
(/1|T(f’ 9)|r> S (Z Q_k(l/p+6)||f||p,2k1> (Z 2_k(1/q+6)||g||q,2k1> - (249)

k>0 k>0

Alors pour w € Py(l) avec 0 < 0 < dmax{r, 1}, l'opérateur T" est continu de LP(w) X
Li(w) dans L"(w).

Démonstration : Pour montrer une telle continuité, on décompose I’ensemble R en
intervalle disjoints /; de longueur [ et on a :

ITCF. )0 = 1T CF.9)

Les intervalles [; sont définis par I; = [il, (i + 1)I[ pour i € Z. Pour i € Z fixé, on utilise
alors (2.48) et (2.49)

ITCF Doz, < Nwllo,r, 1T 9,

S Il (Z 27U f Hp,akzl) (Z 2~ q”)Hqu,zkh>

k>0 k>0

f”p,%b) (Z g~ H1/ato) ||wH<1>éqIZ 9||q,2k1i>
k>0

rawdz,l; ricZ ’
b

5 ZQ—k(l/p—O—é) ||w||1/17

OO,L;
k>0
—k(1/p+8)okd/p ; 1 ~k(1/q+6)ok6/q - 1
< ZQ (1/p+d)9 /péngiw /p||f||p,2k[i) (ZQ (1/g+6)9ko/q ;?Ifw /quHq,Qin)
k>0 k>0
< ZQ_k(l/p+6_6/p)||f||p,wdcc,2’“li> (Z Q_k(l/q+6_9/q)||g||q,wdcc,2kli>'
k>0 £>0
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Ainsi en resommant sur les intervalles I;, on obtient :

(Z 9—k(1/p+5-0/p) ”f||p,wdx,2k1i) <Z o—k(1/q+6-0/q) Hgl!q,wdx,zkh)

k>0 k>0

”T(f7 g)”r,wdw S

ri€Z

A Taide de l'inégalité de Holder et en utilisant 'inégalité de Minkowski pour 1 < p, ¢,
on a alors :

||T(f’ g)”r,wdw 5

(z 5D [

k>0

mez) <Z 9—k(1/q+5-6/q) HHqu,werin q,iGZ) .
k>0

En utilisant le fait que les intervalles (2¥1;); forment un 2*-recouvrement, on obtient :

IT(f, g)”r,wdz < (Z 2_k(1/p+5_6/p)2k/p|’f||p,wdaz) (Z 2_k(1/q+5_0/Q)2k/q||qu,wdx>

k20 k>0
S 1 9l (Zz—kw—w) (Zz—k(5—9/q)) |
k=0 k>0

Ainsi étant donné que les exposants p, ¢ sont supérieurs a 1, on a
A Q Q < g <6 sir>1
pq] | 0<d sir<l

De ce fait les deux séries convergent et on obtient bien I'inégalité de continuité. U

Remarque 2.3.4. Plus l’exposant § peut étre choisi grand, plus la classe de poids est
grande. Dans le cadre des opérateurs pseudo-différentiels bilinéaires étudié dans les sec-
tions précédentes, cet exposant 0 pouvait étre choisi aussi grand que possible.
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Chapitre 3

Un point de vue plus géométrique.
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3.3 Le cas de la concentration minimale. . . . . ... ....... 136

Nous allons aborder I’étude des opérateurs multilinéaires par un point de vue plus
géométrique, en estimant l'action de ces opérateurs sur les fonctions indicatrices. En
utilisant la théorie sur I'interpolation réelle multilinéaire, des estimations de continuité
sur les fonctions indicatrices pour une famille d’exposants suffisent pour en déduire des
continuités fortes de 'opérateur T' sur les espaces de Lebesgue.

Nous allons nous concentrer sur le cas bilinéaire unidimensionnel (d = 1 et n = 3), bien
que certains résultats restent valables pour d > 1 et n > 3. Rappelons qu’on cherche a
établir la continuité de LP(R) x L4(R) dans L"(R) avec la relation d’homogénéité :
11 1
4 ==C (3.1)
p q T
et r>1/2.
En utilisant le lemme de Fatou, I’étude sur les fonctions indicatrices se réduit a I’étude
sur les fonctions indicatrices d’ensembles réguliers définis par :

Définition 3.0.5. Un ensemble E de R est dit régulier s’il existe une partition finie de
E en intervalles E;.

Nous allons tout d’abord commencer par 1’étude de ’action des opérateurs sur les fonc-
tions indicatrices d’intervalles. Puis nous essaierons d’étendre les inégalités de continuité
aux fonctions indicatrices d’ensembles réguliers.

Nous tenons a préciser que cette partie de la these n’est pas complete dans le sens ot nous
n’obtenons pas de résultat final satisfaisant. Comme nous allons le voir, ces arguments
géométriques permettent d’obtenir des estimations de continuité pour r > 1/2 dans
certains cas particuliers. Nous pensons qu’il faudrait incorporer des informations plus
géométriques a I’analyse temps-fréquence étudiée dans le chapitre précédent dans le but
d’améliorer les résultats actuels.
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3.1 Des estimations géométriques particulieres.

Nous allons tout d’abord mesurer ’action de la transformée de Hilbert bilinéaire et
de 'opérateur maximal bilinéaire sur des fonctions indicatrices :

Proposition 3.1.1. Soit E et F deuxr ensembles disjoints alors pour tout exposant
1<r<p,q<ootel que :

1 1 1
- = — + —_
r p q
on a l’estimation
r+1 r+1
dt |E| 7 |F|
lp(z+t)lp(z —t)—| S ————
‘ /teR It 1], d(E, F)

La transformée de Hilbert bilinéaire et la fonction maximale bilinéaire sont toutes les
deuz bornées par cet opérateur, donc vérifient aussi cette estimation.

Démonstration : On décompose

t=—[(@+1t)— (z—1t).

N —

Par conséquent dans l'intégrale la variable t vérifie |t| > d(F, F'). On obtient donc
I’estimation :

g

1
~ 4(E,F)

s T

Le résultat souhaité vient de 'inégalité de Young sur la convolution :

< |B|rHU/p| R+ e,

T

On a donc bien montré 'estimation. 0

Proposition 3.1.2. Si E et F' sont des intervalles, on a une meilleure estimation :

‘ mBLAY ).

d(E, F) +min{|E|, |[F[}
Démonstration : Par changement de variable, on a :

‘ - J[ 1tnseo

1—) L’inégalité < dans I’équivalence.
Si E et F sont des intervalles, supposons par symétrie que |E| < |F|. Traitons le cas
ou d(E,F) > |E|. Alors pour u fixé dans F on a (en utilisant que les intervalles sont

disjoints) :
d d(E,F)+|F|+|E| dt E Ia
/ v g/ _:1Og(1+M)_
ver [u— | d(E,F) t d(E, F)

~ min{|E|, |F|} log (1 +

dt
teR 2]

1

dt
/ 1p(z 4 D1p— )%
teR t]
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On integre cette estimation en u sur E, pour obtenir :

dt 2| F|
1p(x +t)1p(x —t)— SElog(l—l— )
/ s(eFOlele = O S 1P 1B, F)

1

E| |F
< min{|E|, |F|}log (1 + M)

d(E, F)

max{|E!,|F!})
d(E,F)+|E|)

On a utilisé a la derniere ligne le fait que d(E, F') > |E|. Il nous reste le cas ou d(E, F') <
|E|. Dans ce cas, pour u fixé dans E on a :

d'U d(E,F)+|F|+d(u,EC) dt ‘Fl
/ = / — =log (1 + ) :
veF ‘u - U‘ d(E,F)+d(u,E*°) 13 d(E7 F) + d(“a EC)

On integre cette estimation en u sur E, pour obtenir :

dt ] |F|
= 1 1+ —— | d 3.2
‘ 1 / Og(+d<E,F>+w) g (3:2)

It]
— | (d(B, F) + o+ |F|) (log(d(E, F) + & + |F|) = 1) = (d(E, F) + @) (log(d(E, F) + ) — 1)

< min{| B, | F|} log (1 ¥

/ (x4 D 1p(z — )

IE|
= [(d(E,F) +E] + [F])(og(d(E, F) + |E| + [F]) = 1) — (d(E, F) + |F|)(log(d(E, F) + [F]) — 1)]-~

— [(d(E, F) + |E)(log(d(E. F) + |B|) — 1) = (d(E, F))(log(d(E, F)) - 1)]

_ |F| |E|

= |E|log (1 + —d(E,F) n \E]) + |F|log (1 + —d(E,F) n ]F])
d(E,F)[d(E,F) + |E| +|F|] )

[d(E,F)+ |E|}[d(E,F)+|F]] ]

—i—d(E,F)log(

Le premier terme correspond a ce que l'on veut. On majore le deuxiéme terme (en
utilisant que |F'| > |E| selon :

|F|log<1+ |E| )< |E||F)
d(E,F)+|F|) ~— d(E,F)+ |F)|

P P
< |F|1 14— ) <|E]] 14— .
< 'Og( TaE ) S e\ aE e e

Le troisieme terme est négatif étant donné que :

( d(E, F)[d(E,F) + |E| +|F| ) <1
[d(E, F) + [EN[AE F)+F]) =

Par conséquent dans le cas d(E, F') < |E|, on a bien estimé les trois termes par 1’expres-
sion voulue. Nous allons montrer maintenant l'autre sens dans I’équivalence.

2—) L’inégalité = dans I’équivalence.
On reprend égalité (3.2), le calcul étant valide dans le cas général.

dt 1] |F|
G R Y Tl N
’ il /0 Og( +d(E,F)+x) v

/ 1o(z + D) 1p(z — )
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On obtient alors en minorant sur I'intervalle d’intégration :

dt |F| )
1g(z+8)1p(x—t)—| > |FE|lo 14+ ——7+——.
‘/@R sz 4 Dle(z =) = 15l g< (B, F) + |B]

I
On a donc bien montré les deux sens de I'équivalence. U

Nous allons maintenant mesurer la norme dans les espaces LP pour deux intervalles :

Proposition 3.1.3. Soit E et F' deux intervalles disjoints alors pour tout exposant
0<p<ooavecp#1:
dt dt

‘/tER1E(ac+ze)1F(x—t)7 p:‘/tERlE(x—l—t)lF(x—t)H

. U min{|E|, |F|}
2 min{| B|, |F[}" (min{]E’,‘ﬂ}"‘d(E’F))

p

et

< min{|B], |F|}V/7x

p

dt
/ 1p(z 4 D1p@— Y
teR t

dt
/ 1oz + D1p@— %
teR |t]

p

min{|E|, |F|} o min{|E|, |F|} 1-1/p
[(min{lEl,lFIHd(E,F)) 1p>1+(max{|E|,|F|}+d(E,F)> 1P<1]'

Démonstration : La premiere égalité vient du fait que E et F' sont des intervalles
disjoints donc ils sont séparés par un point : dans l'intégration le parametre ¢ est de
signe constant. Le probleme est invariant par translation et symétrie, on va donc se
placer dans la situation de la figure suivante avec |E| < |F| :

—d— |F| —d 0 B

! | ! !

NENNENNNNRNENRNNRNNERNANRENRNNRNRNEREREND] (NRRNRNERENRRNRERD)

F E
d=d(E,F)

FiG. 3.1 — Les intervalles E et F.

En intégrant le parametre ¢, le calcul explicite de la transformée de Hilbert bilinéaire
nous donne :

/teR 1p(x —t)1p(x +t)%' =

min(z, —d — z)

I 10 p)a g (27).
og (max(a:—‘E|,—|F’_d_x))’ [ |F|—d,|E|—d) (27)

(3.3)
Il y a donc trois intervalles a distinguer :
1—) Le cas : —|F| —d < 2z < |E| — |F| — d. Dans ces conditions, (3.3) devient :
dt —x
lp(x —t)1lp(x+t)—|=log| ——————= | -
Joo2ete = 0nete g ’ g(oc+d+|F|>
Par changement de variable : w = —z/(z + d + |F), il vient :
(1B -1F|-d) /2 A ! di | F
/ / 1g(z —t)1p(x +t)—| do = / [log(u)[” l|2du.
—(|F|+d)/2 teR t (IF|+d—|E)) /(| E|+|F|+d) (u+1)
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Or la fonction log(u)?/(u+ 1)? est intégrable sur [0, 1]. En utilisant un encadrement du
log, il existe des constantes telles que pour tout 0 < x < 1 :

! du
L—z)Pt < [ |1 Pe——— < O(1 — 2)P™.
(1=t < [ o)l s < Cl1 =)

On obtient donc I'équivalent suivant :

(| E|~|Fl—d)/2 di|? IF|+d— |E|\""

lp(x —t)1p(x +t)—| dr ~ (d+ |F (1——)
R K G P
2|E| p+1

~(d+|F) (2P )

@17 ()
On a supposé que |E| < |F|, donc on trouve :
(1BI-IFl-d)/2 Pt B\
lp(x —t)1p(z +1t)— dsz( > : (3.4)
/—(|F|+d)/2 /teR ( [l t ol |F|+d

2—) Lecas: |E|— |F| —d < 2z < —d. La relation (3.3) devient :

dt T
1z(z —t)1lp(z+t)—| =log [ —— | .
/teR a( Jr( )t‘ g(x_|E|>

Par changement de variable : u = z/(z — |E]|), il vient :

)2 p —(|B|~|F|—d)/(|E|+|F|+d) IE|
/ dx :/ llog(u)|” ———=du.
(|E|~|F|—d)/2 d u

/(d+2|E]) (u—1)
Si p > 1, il existe un encadrement :

dt
teR t

vz €]0, 1], c(l—z)Pt < / llog(u)[” ﬂi—uuﬂ <CO(1—z)Ph

On obtient donc I'inégalité suivante :

—d/2 dt |? d \"*
lp(x —t)1p(z +t)— deE(l——)
/(E|—|F|—d>/2 /teR w=rloti)s £l 2|E] +d

Si p < 1, on utilise I'estimation suivante :

vz €]0, 1], c(l—z)Pt < /Ox [log(u)|” ﬂi—uu)? <O(1—2)P!

pour obtenir alors

/d/2
(1E|=|F|-d)/2

|E| - |F| —d\"™"
|E|+ |F|+d

< |E| <|F’|E+| d>p1. (3.6)

it
/ Lo(r — )1p(z +0)
teR

p
dr < |B| <1+
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3—) Le cas : —d < 2x < |E| — d. Dans ces conditions, (3.3) devient :

/teR 1p(z —t)1p(x +t)%‘ = log (Igltdm) :

Par changement de variable : u = (z + d)/(|E| — z), il vient :

E|—d)/2 1
/(d/2| ) /teR Lo(z =~ lrlo+ t)% p = /d/(2E|+d) fog()l” (CijLT‘f)Ldu
On obtient alors :
(EI-d)/2 Q1 PR
/_d/2 /tER Lo(e — )1p(z + 1) de =~ (d+ |E)) (1—m) |
D’ou I’équivalent :
(|E|—d)/2 dt P E P
/_d/2 /tERlE(x—t)lF(a:—l—t)? iz ~ |E| (|E’1+’d) | (3.7)

4—) Fin de la démonstration. En alliant les résultats (3.4), (3.5), (3.6) et (3.7), on obtient
bien : B\ P
t
El| —— ) = 1 — 1)1 +t)—| d
5 (rva) = f|[ tete -0
et

p E p—1 E p—1

/ w39 (7rva) +(mrva) |
P +d |E|+d

On a travaillé avec I'hypothese |E| < |F|. Par conséquent, si p > 1 le deuxieme terme

est dominant et si p < 1 le premier terme est dominant, ce qui correspond bien a ce que
I’on voulait montrer. U

dt
teR t

Nous allons faire un travail similaire pour 'opérateur maximal bilinéaire T, défini par :

T

T.(1g,1p)(x) := sgp% : 1p(x —t)1p(x + t)dt. (3.8)

Pour déterminer sur quel rayon r(x) la borne supérieure est atteinte, on va utiliser le
lemme suivant :

Lemme 3.1.4. Soit J un intervalle. Alors la borne supérieure

1 T
sup — 1,(t)dt

r>0 r —r
est "presque atteinte” en ro = sup{|y|,y € J} dans le sens ot :

I IEAL | /|
— 1;(t)dt <2— 1,(t)dt = —.
T T B T

(3.9)
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Démonstration : Nous allons séparer 'argument en plusieurs cas.
1—) Pour r > r.
Soit r > 1o, alors J étant inclus dans [—rg, 7o), il est clair que :

1" ro 1™ 1

2r J_, T 210 J_py r0 J_ro

Par conséquent la borne supérieure ne peut pas étre atteinte pour des r > ry.

2—) Pour r < ry.

Soit r < ry. J étant un intervalle, I = J N [—r,r] est de mesure strictement plus petite
que J. On a alors :

1 ro 1
— 1,(t) =— (|1 JN=rr]).
s | 10 = g (1 10 )

Supposons que 0 < |I| < r alors par définition de ro J N [—r,r|° et connexité de J, il est
clair que J N [—r, 7] contient au moins un des deux intervalles [r, r¢] ou [—rg,r]. De ce
fait :

|J O [=r,r]°] > (ro — 7).

On obtient donc :

1 "o 1
— 1,06 > — (|1 —
s |, 102 5 1+ o)
| 1 1 ro—T
> — 4+ I — — =
_2r+’| 2rg  2r + 2ro
Zl_f|+(ro—r)(r—|f|)>ﬂ.
2r 2rro 2r

Par conséquent sous I'hypothese |I| < r la borne supérieure ne peut pas étre atteinte
en r < ro. Il nous reste donc le cas de r < 1y avec 'hypothese |I| > r. Or J étant un
intervalle, si |J N | —r,r]| > r, nécessairement 0 € J. De ce fait, pour tout 0 < r < :

1 IS8
1/2 < 2—/ 1,()dt < 1. (3.10)
rJ_r

Dans ce dernier cas, la borne supérieure est atteinte pour tout rayon r < min{|al, |0|},
ou a et b sont les deux bornes de J et est égale a 1. Le rayon rq vérifiant (3.10), I'inégalité
(3.9) est bien vérifiée. 0

Proposition 3.1.5. Soient E et F deux intervalles disjoints. Alors pour tout exposant
O<p<ocavecp#1:

| > min{|E|, |F[}
min{|E|, |F|}"/ (min{|E|, |F|} +d(E, F)

min{| £, |F|} e min{|E|, | F|} 1-1/p
"[(max{lEl,lFlHd(E,F)) 1p§1+(min{|E|,|F|}—|—d(E,F)) 1p21]'

) < |71, 16, < min{| B, |FI}.
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Démonstration : Par symétrie, on se place dans le cadre de la figure 3.1 avec |E| < |F|
et d=d(E,F).

1—) Le cas : —|F| —d < 2x < |E| — |F| — d. Dans ces conditions, les deux indicatrices
obligent t & vivre dans 'intervalle :

—r—d—|F|<t<z<0.

Par conséquent la borne supérieure en r est ”presque” atteinte pour r(z) = max{| —z —
d—|F||,|z|} = |F|+ d+ x d’apres le lemme précédent, on obtient donc :

(IE|=|F|=d)/2 (IBI-IFl=d)/2 /9 d+ |FI\?
/ T*(lE,lF)(x)pdxz/ (1:—1———1—||> dx.

(1Fl+d)/2 —(Flra2 N\ T A+
On effectue le changement de variable u = 2;:j§§|, pour trouver :
(|E|=|F|—=d)/2 [EI/(EHIFIHD) (1 F| 4 d)uP
/ T.(1p,1p)(x)Pdx ~ / Mdu.
~(Fl+d)/2 0 (2—u)

La seconde borne de lintégrale étant comprise entre 0 et 1/2 puisque |F| > |E],
I'intégrale converge sans probleme et on a I’équivalent :

/(E||F|d)/2 ( )( )p (| | ) |E| p+1 | ’ |E| P
T,(1g,1p)(x)Pdr ~ (|F|+ d (—) ~ |F ( ) .
g BT+ IF+d FT+d

(3.11)
2—) Le cas : |E| — |F| —d < 2z < —d. Dans cet intervalle, le produit des indicatrices
est égal a :

1p(z —t)1p(x 4+ t) = 1o g4 (D).

Par conséquent, la borne supérieure est ”presque” atteinte pour r(z) = |E| — x étant
donné que x est négatif. On a donc I’équivalent suivant :

(1BI—|F|-d)/2 (E-|F|-a)2 \|E| ==

Ici on peut calculer directement I'intégrale, on trouve :

—d)2
/ T.(1p, 1p)(x)Pdx ~ |EP [(|E] + |F| + d)*? — (2/E| + d) 7|
{

E|—|F|-d)/2

On obtient selon le signe de p — 1, I'inégalité suivante :

Bl N (LY
|E|+|F|+d P\ B+ d S
(3.12)

—d/2
/ T.(15,1p)(@)dz S B
(1E|=|F|-d)/2

3—) Le cas : —d < 2z < |E| — d. Le produit des indicatrices devient alors :

1g(x —t)1p(x +t) = 1p g —a—a ().
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Par conséquent la borne supérieure est presque atteinte pour r(z) = |F|—x car —d—x <
0. On obtient donc I’équivalent suivant :

(1E|=d)/2 (E=D/2 /1B — 20 — d\?
/ T*(lE,lp)(x)pdxz/ (M> dz.

d/2 —d/2 B -z
Par changement de variable : u = (|E| — 22 — d)/(|E| — ), il vient :
(1E[=d)/2 IEI/(EHd/2) (q L | ENuP
/ T.(1g,1p)(x)Pde ~ / wdu.
—d/2 0 (2 — u)

La seconde borne de l'intégrale étant inférieure a 1, I'intégrale converge bien et on
obtient :

(IE|—=d)/2 ) |E] p+1 ’E| p
T.,(1p,1 dr ~ (d+ |F ~ K . 3.13
/_M (Lo, 1) (2 ~ (d+ | \>(|E|+d) | \(|E,+d) (3.13)

4—) Fin de la démonstration. En alliant les résultats (3.11), (3.12) et (3.13), on obtient :
[ s @ra s
BN (BT ELNT By
|F|+d |F|+d PB4+ d LT \El +d

On a travaillé avec I'hypothese |E| < |F|. Par conséquent, le premier terme est toujours
inférieur au dernier terme qui est toujours inférieur au second terme. On a donc bien les

|| “1 N L] “1
|F| +d p<l |E| +d p=Li

|E]

inégalités suivantes :

Bl \' )
Bl (=) SITs 102 S |B]

|E|+d
U
Remarque 3.1.6. En utilisant la méme démonstration on obtient le résultat suivant
pourp=1:
IT:(1e, 1p)]];

. min{|E|, |F|} |E| = |F]|
~ mind| B, [ F} Kmin{|E|, [F[} + d(E. F)) *loe (1 " min{[EL]FT) +d(E»F))}

- max{|E|, |F|}
~ min{|E|, |F|} log (1 T in{|E], |F|} + d(E. F)) '

Le terme logarithmique provient de l'intégrale pour le cas 2—) de la démonstration
précédente.

Remarque 3.1.7. [l est intéressant de remarquer que les deux opérateurs (la trans-
formée de Hilbert bilinéaire et 'opérateur mazximal bilinéaire) vérifient exactement le
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méme encadrement (pour p # 1). En comparant les détails des deux démonstrations, on
peut montrer la comparaison suivante :

dt
Vp > 0, 171, 1p)|, S H/lE(a: —t)1p(x +t)7

p

Cette inégalité est une conséquence des calculs détaillés dans les deux preuves précédentes
et de inégalité
Vu €] =1,0],  |ul <[log(1+u)].

Dans les deux encadrements des propositions 3.1.3 et 3.1.5, nous n’avons pas d’estima-
tions équivalentes. Le probléeme réside dans l'étude du point 2—), qui fait apparaitre la
différence

[EP|(IB] +|F|+d)"7 — 2|E| + d)' 7.

Cette différence est majorée par les autres termes; c’est la minoration qui pose probléme
sans hypotheses supplémentaires. On avait supposé |F| > |E|. On obtient une meilleure
minoration de la différence si par exemple :

|F| > (1+¢)|E| + ed,

car alors on trouve :

E| \"!
|EP|(|E| + |F| +d)'™ — QIE| + d)'™"| > e|E|P2|E| + d)' ™" Z | E| (|E’| +| d) '

Apres avoir étudié de maniere précise 1’action de ces deux opérateurs bilinéaires sur les
fonctions indicatrices d’intervalles, nous allons utiliser ces estimations pour obtenir des
résultats de continuité pour des fonctions indicatrices d’ensembles plus généraux.

3.2 Des considérations générales.

Il y a tout d’abord une définition importante :

Définition 3.2.1. Soit T' un opérateur sous-bilinéaire (c’est a dire sous-linéaire en les
deuz variables). On dira que T “localise spatialement”, si pour tout exposant 1 < r <

p,q < oo tel que :
1 1 1

Y

r p g
il existe des constantes Ay ,,b et c telles que pour tout boréliens E, F' de R, on ait :

r+1 r+1

d(E,F) > 0= |T(1p,1p)], < Ay Bt (3.14)
T(1g,1r) est supporté dans bE + cF. (3.15)

Les deux constantes b et ¢ permettent de faire apparaitre des déphasages. Pour simplifier
les raisonnements, nous considérerons dans toute la suite le cas b = ¢ = 1. Toutes les
fonctions maximales considérées ainsi que les transformées de Hilbert bilinéaires vérifient
ces deux hypotheses comme le montre la proposition 3.1.1. De plus nous avons vu dans



3.2 Des considérations générales. 131

le premier chapitre que I’hypothese (3.15) apparaissait dans ’étude des opérateurs mul-
tilinéaires (voir page 62).

En nous basant uniquement sur ces deux conditions (3.14) et (3.15), nous allons essayer
de donner des résultats de continuité sur l'opérateur.

Définition 3.2.2. Soient E et F' deux boréliens de R, nous dirons que E et F sont
séparés par un point xo st E/ et F' vérifie 'une des deux condition suivantes :

supe < xg < inf f ou sup f < xp < inf e.
ecE fer feF ecl

Avec ces deux définitions, on a alors le premier résultat suivant :

Théoreme 3.2.3. Soit (p,q,r) des exposants vérifiant la relation d’homogénéité et les
restrictions : 1 < p,q < oo et 1/2 <r < oo. Soit T un opérateur qui localise spatiale-
ment”. Pour E et ' deux boréliens de R séparés par un point xqy, on a l’estimation de
continuité suivante :

17 (L, 1)l S [EIYP R

Démonstration :

Nous allons ”découper” les ensembles F et F' en "morceaux” par rapport au point central
zo. Soit F; = F N C(xg,27) et E; = ENC(x0,2") pour i,j € Z, (on note C(xo,t) la
couronne centrée en z, et de rayons t/2 et t). Ainsi étant donné que xy est au plus un
point "extreme” de E et F', on a partitionné F et F :

E=||E F=|]|F.
i J
Par sous-bilinéarité, on a la décomposition suivante :
0,3
car les couronnes C(xg,2") forment un recouvrement. De part la condition de support
(3.15) et I'hypothese de séparation, on a la localisation :

supp (T'(1g,,15,)) C E; + F; C C(x0,2" + 27).

Par conséquent, nous allons regrouper les termes sur des supports essentiellement dis-
joints. Soit k£ un entier :

Ay ={(,j) 107'2" <2727 <2F}

By :={(i,j) 2"<107"2F <2Ft <2/ <2}

Cr:={(i,5) 2/ <107"2"<2"1 <2 <2k},

On décompose alors de la maniere suivante :

T(1p, 1) <D | D TAg 1)+ D T | 1e, > 1 ||+ T| > 1g.15

keZ | (i,5)€ Ak J

j i
(i,j)€By, (4,5)€C
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Nous devons estimer les trois termes. Or les deux derniers termes sont symétriques, nous
allons donc étudier simplement les deux premiers termes.

1—) Le terme avec Ay et r < 1.

Dans ce cas, soit (4, j) € Ay, 'hypothese (3.15) de support nous donne que 3 ;4 T(15,, 1)
est supporté dans B(zg, 2%). En utilisant I'inégalité de Holder, 'hypothese (3.14) et r < 1

on obtient :

T T

SN rag.ap)|| <> Y. 10g.1p)

kEZ |(i,j)€AL keZ ||(3,5)€ A

T T

T

S Z Z T(1E17 ]-F]) 2kT(1/T—1)
keZ ||(i,5)€A 1

| Eil | F}] k(1—r)
< —— | 2 ",
a Z d(EZ7F])

kEZ \ (i,j)€AL

Or en utilisant le fait que les ensembles E et F' sont séparés par le point xg, il vient
que :
d(EZ, F}) = d(l’o, Ez) -+ d(l’o, F]) 2 2i_1 + 2j_1 Z 2k

Par conséquent, on obtient :

T

DI D. Ts1g) <Z2k1 Y IEE]

keZ |(i,j)eAy keZ (4,)€AL

On utilise I'inégalité d’Holder, et le fait que l'indice k fixe, modulo un nombre fini, les
indices 7 et 7, pour obtenir :

" T/p r/q
Z Z T(1g,15)||| < <Z|Ek\p2k(1/p_1)p> <Z|Fk|q2k(1/q—1)q> '
kez (ivj)EAk r kEZ keZ

On utilise alors information | Ey|, |Fy| < 2% et la condition 1 < p,q < oo pour obtenir :

r

Z Z T(1g, 1r,)

keZ (7])€Ak r
r/p r/q

< (Z min(|E|, 2k)p2k(1/1?—1)p> (Z min(|F), 2k)q2k‘(1/q—1)q>

keZ keZ

r/p r/q

S| 2w gEp Y 20w S 2 ppr Y 200

kEZ kEZL kEZ k€EZ

2k<|B| 2k > |E| 2k<|F| 2k>|F|

S (B + BN (IF| + | F)"* S |BIP| P
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Par conséquent le premier terme est bien estimé par ce que I’on voulait dans le cas r < 1.
2—) Le terme avec Ay et r > 1.
Dans ce cas en utilisant 'inégalité de Minkowski :

Z Z T(1g,1F;) <Z Z HT 1g, 1F H

kEZ |(i,5)€Ay kEZ (i,5)€Ak

En utilisant ’hypothese que T' "localise spatlalement” on a l’estimation :

r+1

< BB
d(E;, Fj)

17 Qe 1)), <

On obtient donc en utilisant encore d(E;, F}) 2 2 Destimation

kEZ |(i,5) €A k‘EZ (4.5) €A

De méme que précédemment, 'indice k ﬁxe un nombre fini d’indices i et j et on trouve

donc :
Z Z T<1Ei71Fj> Z |Ek| p

keZ |(i,5)€ A kez

On utilise alors U'information |Ey/|, |Fy| < 2k et 'inégalité de Holder pour obtenir :

Z Z T(]‘Ei7 ]‘Fj)

r/p r/q

< (S ) (szf’“z—'f)

kEZ keZ

T/p r/q

< me{]E] 2k}1+T ) (Zmin{\F\,Qk}ltbk)

kEZ keZ

T/p r/q

S RIS SES I D SECRNED SEY

keEZ kEZ kEZ kEZ

2k<|B| 2k>|B| 2k<|F| 2k>|F|
r r\7/P r m\T/a
S (EM +|EMY T (1FM 4+ [ FIV) ™ S B IV

Par conséquent dans le cas » > 1, le premier terme est bien estimé par ce que 1'on
voulait.

3—) Le terme avec By et r < 1.

Soit (i, ) € By, alors T(1g,, 1x,) est supporté dans C(xo,2") + C(x0,27) C C'(x0,2%). Ici
C' représente une autre couronne centrée en xy. Par conséquent, les termes sont disjoints
en espace :

T

1Y T(p,1p) <Z > T(1p,1p)

k€EZ |(3,j)€Byg k€Z ||(i,7)EBg -
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On applique la méme estimation :

Z Z T(].El, ].F]) S Z Z T(lEH 1F]) 2167’(1/7’—1)
k€Z |(i,j)€By . k€Z || (i,7)€Bg 1
< > T(1g, 1p)| 28077
k€Z ||(i,7)€Bx 1
< AEIE] ) ora-n),
d(E;, F})

k€EZ \ (i,j)EBy
Or par choix des couronnes, on a :
d(E;, Fy) = d(zo, E;) + d(xo, Fy) > 2071+ 2771 > 2%,

D’ou par le méme principe :

T

On finit exactement de la méme maniere en utilisant que I'indice k fixe les indices 7 et ],
et donc on obtient :
> |ElF;| S min(|E,25)(|F|,2").
(irj)EBk

Ensuite les mémes estimations s’appliquent, on obtient 'inégalité souhaitée. Le terme
avec C} se traite exactement de la méme maniere par symétrie.

4—) Le terme avec By et r > 1.

De méme que précédemment, pour (i, j) € By la fonction T'(1g,, 15,) est supporté dans
C'(x¢,2%). Par conséquent, les termes sont disjoints en espace :

T T

SI)IXY EPRD SIETE | IS5 o1 ) SEH EHD ST

keZ | i g keZ || i g
(i,5)€By, r (i,j)€By, r

On applique la méme estimation que pour le point 2—) et en utilisant que l'indice k fixe
I'indice 7 :

T T
12T e 2 e ||| S (2|7 tee 2 1
kezZ | i g k€Z i g
(4,5)€EBy, r (4,5)€EBy, r
Lr N
[V (Siwaen B
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On obtient donc

r Y L
Z ZT 1E¢7 Z le SZ <|Ek| P mlI;£|F|,2k} q >

k€EZ | 1 keZ

J
(4,7)€ By, r

> (minﬂEmk}T mmmzkyr)’”

9ok
kEZ
: i\ 7 ~ k1) 7

- (= min{|E],2"} min{ |, 2"}

~ Z okr Z okr ’

keZ kEZ
En séparant les indices k, le membre de droite de I'inégalité précédente est majoré par :
r/p r/q
Z 2k + |E|1+r Z Q—kr Z 2k: + |F|1+r Z 2—kr 5 |E|r/p|F|7’/q
2k <|B)| 2k>|B| 2 <|F| 2k >|F|

On obtient ainsi I'inégalité souhaitée. Le terme avec CY se traite exactement de la méme
maniere par symétrie. U

Remarque 3.2.4. On remarque dans la démonstration que [’hypothése importante pour
faire converger les différentes séries est la condition p,q > 1, ce qui entraine la condition
1/2 < r. De plus, on peut dans cette démonstration alléger l'hypothése (3.14), en ne la
supposant que dans le cadre d(E, F) 2 |E| + |F|.

Maintenant que nous avons traité ce cas particulier. Nous allons essayer d’étendre ce
résultat de continuité.

Dans les hypotheses, la condition de support (3.15) fait intervenir (si on oublie les
constantes b et ¢) la somme ensembliste de Minkowski E + F. On introduit donc la
notion de concentration :

Définition 3.2.5. Soit E et F' deux ensembles de R, on note c¢(E, F) la concentration
de E et F, définie par :

_ B[+ F]

O E+F|

Onanotée E4+F={e+f, (e, f) € Ex F}.

c¢(E,F):

Rappelons le théoreme de Briinn-Minkowski :

Proposition 3.2.6. Soit E et F' deuz ensembles de R, alors la concentration ¢(E, F) €
[0,1]. De plus le cas d’égalité c(E, F') = 1 correspond exactement au cas ou F' est ['image
de E par une transformation affine.

Proposition 3.2.7. Si T est un opérateur qui localise spatialement et est continu de
LP x L7 dans L™ pour tout exposant (p,q,r) vérifiant la condition d’homogénéité (3.1)
et 1 < p,q,r < o0, alors pour tout exposant (p,q,r) vérifiant la condition d’homogénéité
et 1/2 <r <1< p,q< o0, il existe une constante C(p,q,r) et € > 0 tel que pour tout
ensemble E et F' de concentration ¢(E, F) = \, on ait :

IT(1e, 16)ll, < Clp,q,r)N 7| E[ V7| F[1.
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Démonstration : On remarque juste que T (1, 1r) est supporté dans la somme F+ F'.
D’ou
T(1g,1p) =T(1g,1p)lgip.
Par symétrie, on peut supposer que |F'| > |E|. On utilise I'inégalité de Holder avec les
exposants (1 +¢€) et (1 +¢€),
1T (e, 1p)|l, < T (Lg, 1e)|yy | B+ FIV770F9,

On utilise la continuité de T sur L'*¢ et la définition de la concentration, on obtient
alors :

|E‘ + ‘F‘ 1/7‘71/(14’6)
=)

IT (L, 16, < C'(p, g, ) |7 |/ 0+O-1/p (
< )\*1/7’4’1/(14»6)’Ell/p|F’1/T,1/p
= C(p, g, )N M| BIVP|F|Y,

On a choisit e >0 tel que 1 +e<pet e =1—1/(1+¢). 0

Remarque 3.2.8. Cette proposition nous montre que 'opérateur bilinéaire T' est continu
sur les couples (E, F) lorsque la concentration est bornée inférieurement. Moralement il
nous reste donc a traiter le cas le plus difficile ou la concentration est minimale c’est a

dire : ¢(E,F) — 0.

3.3 Le cas de la concentration minimale.

Rappelons qu'un ensemble régulier de R est une réunion fini d’intervalles.

Etant donné la définition de la concentration, un couple est de concentration minimale
si 'on maximise la mesure de la somme |E + F|, sous contrainte de la conservation de
la mesure des composantes connexes de E et F. Ceci revient a supposer disjoints tous
les ensembles (E; 4+ F}); ; d’ou la définition suivante :

Définition 3.3.1. Soit E et F deux ensembles réguliers de R. On dit que le couple
(E, F) est de concentration minimale, si en notant (E;); et (F}); les composantes connezes
de E et F', on a la propriété suivante :

(E; + F})ij; sont deux a deuz disjoints.
Dans le cas, ou (E, F') est de concentration minimale, I'intersection £ N F a la particu-
larité suivante :

Proposition 3.3.2. Si (E, F) est de concentration minimale, alors ENF' est un inter-
valle.

Démonstration : Soit x < y deux points de £N F', il nous faut montrer que le segment
[z,y] C ENF. 1l existe des indices i, iy, j, et j, tels que :

.Z'EElsz‘JI yEEiyﬂij.
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Ainsi le point z 4+ y appartient a deux sommes :

r+y € (B +F,)0 (B, +F).

Or (E,F) est de concentration minimale donc : i, = i, := i et j, = j, := j. Par
conséquent E; étant connexe, on vient d’obtenir que x,y € E; donc [x,y] C E;, et de
meéme [z,y] C F; d’ou [z,y] C ENF. 0

Une réponse "générale” du probleme suivante serait tres intéressante :

Probleme 3.3.3. Soit T un opérateur qui localise spatialement. Quelles hypothéses
devons nous ajouter pour assurer que pour un erposant 1/2 < r < oo, il eriste une
constante C' = C,,,, telle que pour tout couple (E,F) de concentration minimale, on
ait :

IT(1e, 1p), < G|E|V?| |V (3.16)

avecr P =pt4+qgletpg>17?

Nous allons apporter quelques résultats partiels.

Proposition 3.3.4. Pour résoudre le probleme, on peut supposer que E et F sont
d’intersection vide pourvu que |T(1;,15)|, < |J[V" pour tout intervalle J.

Démonstration : Supposons le probleme résolu dans le cas E N F = () et montrons le
dans le cas général. Soit (F, F') de concentration minimale. Notons I := EN F, on a
alors par bilinéarité la décomposition suivante :

T(1g,1p)| <|T(17, 1)+ |TQeAre, 11)| + T (11, 1pase)

+ T (Xgnre, Lrnre)] -

(3.17)

Le premier terme : D’apres la proposition précédente : I est un intervalle, donc on
sait le traiter par hypothese.

Les deux termes centraux : Le deuxieme et le troisieme terme font apparaitre I'in-
tervalle I et une partie qui lui est disjointe : on est exactement dans le cas du théoreme
3.2.3, donc on sait les estimer.

Le dernier terme : Le dernier terme est le plus difficile a étudier : I étant un inter-
valle de F, il existe un unique indice ig tel que E;, NI # () et dans ce cas I C E;,. De
méme pour F, il existe un unique indice jy tel que Fj, NI # ). Notons E = Uiio i et
F= Ujzjo . Alors, par bilinéarité, on a la décomposition suivante :

I T(1gnre, Lonre)| < |T(1p, nres 1ay, e

H T (A, nre, 1) |[+|T (15, 15, A1)

+HT(1z,15)].

Les trois premiers termes sont controlés par le théoreme 3.2.3 étant donné que E;, N I°
et Fj, N I° sont au plus la réunion de deux intervalles chacun. Il nous reste le dernier
terme : les ensembles E et F sont bien disjoints, leurs composantes connexes sont les
ensembles (E;);;, et (F})j+j, : par conséquent ils sont bien de concentration minimale.
On s’est donc ramené au cas ou EN F = (). U

Remarque 3.3.5. Dans la proposition précédente, il est demandé ’estimation ||T(1;, 1), <
|J|" pour tout intervalle J. Par exemple cette hypothése est vérifiée pour les opérateurs

de la proposition 3.2.7 (car pour J un intervalle, le couple (J,J) est de concentration
égale a 1).
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Nous allons donner une réponse au probleme 3.3.3 pour les exposants r > 2 :

Théoréme 3.3.6. Soit |H| l'opérateur défini par :

H|(f. 9)(x) == / f(w—t)g(ert)%.

Alors il existe une constante C' = C, ,, telle que pour tout couple (E, F') de concentration
minimale et d’intersection vide, on ait :

(1, 1p)ll, < Gyl EVPIF]2.

1 1

avecr P =pt4+qgtet2<p,qr<oo.
Démonstration : On note (E;); et (F}); les différentes composantes connexes de E
et F. Par définition les ensembles £; + F; sont disjoints deux a deux. D’ou d’apres la

condition de support (3.15) vérifiée par |H|, on a :

IH|(1p, 1p)L <> |[HI(1E, 15|
i,

Ici, on utilise que les espaces normes || || sont exactement additives pour des fonctions
a supports disjoints. En utilisant les propositions 3.1.3 et 3.1.5, on obtient :

r—1

T*<1Ela 1Fj)Hr—1 ’

min{|Ei|, [F]} e |
) ~Y

H|(1g,, 1F,)||. < min{|Ej|, |F; .
[1H|(15;, 15)|[, < min{] ||J|}<mm{|Ei|,|Fj|}+d(E,~,F}

ou T, est défini par (3.8). Par conséquent les supports étant disjoints aussi pour T, on
obtient :

T r—1
IH[(1e, 1p)l; S IT(1e, 10,25 -

De plus r > 2, on sait donc que l'opérateur T, est continu sur L™ (voir proposition

4.2.1). On choisit les exposants a = (r—1)p/r, b= (r—1)q/r, ainsi (r—1)"' = a1 +b71,

d’ou :

|Te(Le, 1p) ;=) S [BIOTVe|F=D = | BJP R/,
On obtient bien I'inégalité voulue :
I1H| (15, 1r)ll; < B2 |E[0.

U

Corollaire 3.3.7. Soit T' un opérateur borné par lopérateur |H| et 2 < p,q,r < oo des
exposants. Supposons que pour tout intervalle J, l'opérateur T vérifie

7151, < 11

alors d’apres la proposition 3.3.4 et le théoreme 3.3.6 lopérateur T est solution du
probléeme 3.3.3. C’est en particulier le cas de la transformée de Hilbert bilinéaire.
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Dans le cas d'un exposant » < 2, on ne peut plus se ramener a l'opérateur maximal
bilinéaire avec les propositions 3.1.3 et 3.1.5. Pour répondre au probleme 3.3.3 et obte-
nir estimation demandée (3.16) en ne connaissant que les propriétés de ”localisation
spatiale” de 'opérateur T', on a besoin d’estimer les distances entre les différentes compo-
santes connexes des ensembles E et F. Notons (E;); et (F}); les différentes composantes
connexes de E et F. Celles-ci sont indexées de maniere croissante par rapport a l'ordre
sur R.

Proposition 3.3.8. Si EF et F sont de concentration minimale, nous avons les deux
inégalités suivantes :

Vi#J d(Fy, Fy) = (145" = jl)sup | Eil, (3.18)
Vi#id  d(Ey, E;) > (1+ |i' —i|)sup |Fjl. (3.19)
J

Démonstration : Les deux inégalités étant symétriques, nous allons seulement démontrer
la premiere. Soit k un indice, il suffit seulement de montrer :

d(F}+17Fj) > |E1€|7

car (3.18) en découle par inégalité triangulaire. Par définition de la propriété de concen-
tration minimale, on a F; + Ey N Fj11 + Ei, = () par conséquent, tous les ensembles étant
des intervalles, on obtient (sachant que 'on a numéroté les composantes connexes par
ordre croissant) :

sup(Fj + Eji) = sup(F}) + sup(Ey) < inf(Fj11 + Ej) = inf(Fj11) + inf(Ey).
Par conséquent, on a bien 'estimation souhaitée :
A(Fys1, Fy) = inf(Fy.1) — sup(Fy) > sup(Ey) — inf(Ey) = | By
O

Remarque 3.3.9. Pour répondre au probléme 3.5.3, il nous faudrait une meilleure es-
timation sur les distances d(E;, F;). Une estimation plus précise sur chaque distance
d(E;, F;) semble impossible sans hypothéses supplémentaires. Pour obtenir des rensei-
gnements plus fins, il faut probablement faire appel a des estimations faisant intervenir
Uensemble des distances (d(E;, F})): ;. Nous allons voir un cas particulier de concen-
tration minimale ot nous avons des croissances exponentielles et non plus simplement
linéaires.

Proposition 3.3.10. (Un cas particulier de concentration minimale). Soit E et F' deux
ensembles disjoints de R, chacun étant la réunion disjointe d’intervalles :

E=UE, F=UF,

placés de la maniére suivante : Ey, Fy sont fixés, Fy a droite de Eqy et inf(FEy) = 0. On
place ensuite par récurrence E; a droite de E;_1+ F;_1 puis F; a droite de E;+F;_1. Alors
(E, F) est de concentration minimale et dans ce cas, nous avons [’estimation suivante :
il existe une constante C' > 1 telle que

d(E;, Fy) > CT|F Vi <.

Ici O = 145

> €]1,2[. De plus, les composantes E; et F; s’intercalent les unes aprés les

autres.
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Démonstration : On prend les notations suivantes :
Ainsi par construction, on a les relations de récurrence suivantes :

ro=0 ;> (xi1+ L)+ (X + Licq) (3.20)

On se fixe j, et on va raisonner par récurrence sur ¢ > j + 1. On note u; = d(E;, Fj) =
z; — (X; + Lj), on veut donc montrer :

U; Z Ci_j_llj.

a—) Pour ¢ = j + 1, on a donc en utilisant les formules de recurrence : u;4; = xj41 —
(X;4+ L) >z +1; > 1.
b— )Pour2:j+2 onadememe
Ujro = Tjpo — (Xj + Lj) = zj1 + L + (X1 + Lja) — (X + Ly)
Z Uj+1 +Xj+1 Z lj -+ Xj+1 Z 2l] Z Clj

—) Supposons que u;_s,u;_1 vérifient 'hypothese de récurrence. Alors on a par les
meémes relations
w=x;,—(X;+L;) >z + i+ (Ximn +Lisg) — (X; + L))

> Uimy + Xi1 > Uim + Tim > Uim1 + Timg > Ui—y + Ui—o.

D’ou par récurrence :

w; > 1(C2 4 O30 > oI (O 4 0).

Choisissons C' = %3 > 1, de sorte C? = 1+ C, ainsi on a C~' +C~2 = 1 et donc
I’hypothese de récurrence est bien ”héréditaire”. U

Revenons au cas général. Nous allons montrer que dés que 1’on a une certaine croissance
(qui comprend le cas précédent), alors le probleme 3.3.3 est résolu :

Proposition 3.3.11. Soit (E, F') de concentration minimale et d’intersection vide. Sup-
posons que les composantes E; et F; s’intercalent entre elles et qu’il existe une fonction
A telle que :

d(E;, Fy) = Ai = j)|F51 V]i—j] =3,

avec \* € I pour tout o > 0. Alors le probléme 8.8.3 est résolu dans ce cas, sans
hypothése supplémentaire surT : si T localise spatialement pour 1/2 <71 et1 < p,q < 0o
vérifiant la condition d’homogénéité, on a bien l’estimation :

IT(1e, 1r)ll, S |BIVPIE|YS.
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Démonstration : Tout d’abord pour faire agir notre opérateur T' sur les composantes
connexes, on utilise que (£, F) est de concentration minimale donc les ensembles E; + F
sont disjoints deux a deux. Par hypothese T'(E;, Fj) est supporté dans E; + Fj, par
conséquent :

IT(1p,15)] Z |T(1e, 15|, -

Pour les termes j < i < j+ 3, on n’a pas d’ 1nformat10n sur les distances d(E;, F;), mais
E et F' ¢étant disjoints les deux intervalles F; et F); sont séparés par un point. On peut
donc appliquer la proposition 3.2.3 pour obtenir :

|T(1g,, 15|, < | B[P Fy e

Par I'inégalité de Holder et la condition d’homogénéité sur les exposants, on obtient :

oTe )|l S D FBIEl

i~ <2 li—jl<2
SI|E[P|F|A.

Ce terme est donc bien controlé par ce que 'on souhaite. Il nous reste a estimer la
somme pour |i — j| > 3. Nous allons devoir séparer le cas r < 1 et r > 1.

—)Sir<l1.
Alors, pour deux intervalles I et J disjoints, on a I’estimation suivante :
Higl
T(1;,1 < —.
|| ( I J)HlNd(],(])

Par conséquent, en utilisant 1'inégalité de Holder et le fait que T'(17,1;) est supporté
dans I + J, on trouve :

_ I+ gV

T 1), S 11+ I T, <

Tl 1+ 1 ), s HEEE

Dans le cas ou I et J sont des intervalles, on a |I + J| = |I| + |J|, d’ou l'estimation

suivante :

1]+ ] 7))
d(1,J)
Par symétrie, on ne regarde que la somme pour ¢ > 7 + 2 et on l'estime de la maniere

171,10, S

suivante. Nous allons découper les intervalles F; et F; par leurs sous cubes de Whitney :
pour l'intervalle F;, on note

Vn >0, E!'={x e E;, 27" 'E]| <d(z,E}) <27"|E|)}.

Ainsi E? est la réunion de deux sous-intervalles de F;, de mesure 27"~} E;|. On fait de
meéme pour les intervalles F};. Quitte a distinguer les 2 composantes connexes de E}* et
F™, on peut supposer que ce sont des intervalles. On a alors :

S rs 1)< Y HT 1o, L)

i>5+2 i>542
n,m>0

2.

12542
n,m>0

[E B (E + B
d(Fj", E7)

AN
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Or, on peut estimer la distance par :
d(E}, FT") = d(E;, Fy) + |EY| = MA@ — J)|Fj] + | B

On obtient donc :

§ TEiF-T<§ I F7| + |EMD!

i>j+2 i>j+2
n,m>0

En utilisant I'inégalité f—é < z"/9y"/?_on obtient donc :

> IT(E:, By

i>j
1
< (M= DIF r/q Er r(1-1/q) Yol
< ,>Z Sz A= DI+
1>2j+2,n,m
B2 (I
1
- _ F (1-1/p) En r/p Fm 1—r
D =y M DB
i>2j+2,n,m
|ER|<[FI
1 1
< F. T/q E" r/p R — | 7 r/q En r/p
~ .>+22: )\(Z_j)’r(lfl/p)2mp| | | + >+22 . j),r./p2mp| ]| | ’L|
RN IETJL\<|;’ZL|
1 1
< r/q T/p |r/a| g.|r/p
N P;Lm i — )= Trrgmrgnra El LB + D;W : j)T/p2mp2np/q|Ff| )|
|ETJ1\>\’F’m\ |E*JL\<|Fm|
T T 1 T s
S 2 s BB+ Y SaRl B
Z>J+2 i>542

S |F|p/r\E\P/q.

La derniere inégalité vient de l'inégalité de Young sur la convolution et du fait que A*
est toujours intégrable pour a > 0. On a bien démontré I'inégalité souhaitée.
—)Sir>1.

Alors, pour deux intervalles I et J disjoints, on a I'estimation suivante :

i

HT(1171J)|| d([ J)

De méme que précédemment, on ne regarde par symétrie que la somme pour ¢ > j+2 et
on I'estime en réutilisant les ensembles E}' et F;". On a alors par inégalité de Minkowski :

¥ Il < (3 fri i) )
= [

i>7+2 \n,m>0

|ij|(1+r)/q,E;w|(1+r)/p>’"
d(Fj", E})
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Or, on peut toujours estimer la distance par :
d(EY, FT") = d(E;, Fj) + | EY| = MA@ — J)|Fj] + | B¢
On obtient donc :

|F | 1+r)/q|En|(l+r)/p "
||T E“ F T < 2~ m(1l4+r)/q -
2 S22 A(i = J)|F5 + [ED|

1>j+2 1>j4+2 \n,m>0

En utilisant I'inégalité 7 y < z"/%y"/P Pestimation devient :

(1+r) /q|En‘(1+r)/p

D_ITE IS > (Z 2z /Q'F|<Z_]>|F||En| <A<z‘—j>|ﬂ|>’“/p|E?r/q)

i>j i>j+2 \n,m>0
mn —m T 1 '
< E ( E |E! ll/p’Fj|1/q2 (1+ )/q)\(i - ‘)T/q>
i>j+2 \n,m>0 J
1
S Y ABIPIR e SIFPTIEP
i>5+2 AL = 4)

La derniere inégalité vient de I'inégalité de Young sur la convolution et du fait que \*
est toujours intégrable pour a > 0. On a bien démontré 'inégalité souhaitée dans le cas
r>1. [l

Remarque 3.3.12. Dans cette démonstration, aucune continuité n’était supposée connue ;
on utilise simplement le fait que T "localise spatialement”.

Remarque 3.3.13. On suppose a priori une croissance exponentielle de la distance,
alors que ’on a su montrer dans le cas général qu’une croissance linéaire. Par conséquent
on est assez "loin” de pouvoir traiter tous les cas ainsi. La facon d’obtenir la croissance
linéaire ne tient pas compte de toutes les informations dues au critére de concentration
mimimale. Il serait donc intéressant de trouver des estimations sur ces distances plus
fines, ce qui semble étre un probleme difficile. Tout du moins peut-on espérer obtenir
des informations plus fines “en moyenne” sur les distances et non pas sur toutes les
distances ¢ Un autre moyen d’aborder le probléeme serait d’utiliser les deux propositions
3.2.8 et 8.2.7 pour construire un algorithme afin de faire croitre la concentration étape
par étape en controlant les autres termes. De plus, en ce qui concerne les transformées de
Hilbert bilinéaires ou ['opérateur maximal bilinéaire, le noyau dégénere quand la distance
entre les deur ensembles, sur lesquels on les teste, se rapproche de 0. De ce fait, on peut
se demander si étant donné la mesure des composantes connezes |E;| et |F;| fizées,
la norme ||T'(1g,1Fr)||, ne serait-elle pas mazimisée pour le cas de la concentration
mazximale, c’est a dire le cas ou E'U F est un intervalle ?

Conclusion : A partir de simples remarques géométriques, nous avons essayé de développer
quelques arguments permettant d’estimer ’action de ces opérateurs bilinéaires sur les
fonctions indicatrices d’ensembles. Il semble intéressant d’essayer de combiner le point
de vue géométrique avec celui de I'analyse temps-fréquence.
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Dans ce chapitre nous allons présenter différents résultats concernant les opérateurs
multilinéaires. Nous allons aborder plusieurs directions (indépendantes les unes des
autres). Ce sont des arguments simples qui nous donnent des renseignements complémentaires
de ceux obtenus dans les parties précédentes mais qui n’ont pas toujours abouti a un
résultat général positif.

Nous allons tout d’abord étudier le cas des transforméees de Hilbert bilinéaires a va-
riables multidimensionnelles. Nous montrerons alors que le cas multidimensionnel est
plus difficile que le cas unidimensionnel et que ’on ne peut espérer obtenir les mémes
résultats. Ensuite dans la deuxieme section, nous étudierons de maniere plus précise les
opérateurs linéarisés obtenus a partir des opérateurs maximaux bilinéaires. Nous fini-
rons par donner quelques conditions pour obtenir des continuités pour des opérateurs
bilinéaires singuliers sur les espaces limites L' x L,

4.1 Vers des variables multi-dimensionnelles ...

Dans cette section, nous allons nous intéresser a la généralisation des résultats de
continuité pour la transformée de Hilbert bilinéaire a variables multidimensionnelles.
Dans R?, la transformée bilinéaire directionnelle donnée par deux vecteurs non nuls
(u,v) est définie de la fagon suivante :

dt

Hul(F.9)(0) = v [ 1o~ tuglo — ).

Il y a deux cas distincts selon que les 2 vecteurs u et v sont libres ou non.
Rappelons le théoreme sur la transformée de Hilbert bilinéaire pour des variables uni-
dimensionnelles (voir théoreme 0.0.1) :

145
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Théoreme 4.1.1. Soit A\ un déphasage X € R — {0, 1} alors la transformée d’Hilbert

définie par : ;
H(.9)a) = v [ o= tgla - 3§

est continue de LP(R) x LY(R) dans L"(R) avec les exposants vérifiant la condition
d’homogénéité et les restrictions 2/3 < r < oo, 1 < p,q < 0o. Les bornes de continuité
de Hy sont bornées uniformément en A € R—{0,1} si2 < p,q,7" < oo ([18]). Sans autre
hypothese que 2/3 < r < 0o, les bornes de continuité de Hy sont bornées uniformément

en X pour |\ — 1| <e ([26]).

Remarque 4.1.2. L’étude de l'uniformité de la borne de continuité n’est pas entierement
résolue. Le théoréme précédent affirme que la borne de continuité pour Hy de LP(R) X
LYR) dans L"(R) est uniforme en A € R\ {0,1} si 0 < p~ ' ¢~ 7't < 1/2 (voir [18]).
Si2/3<r<1 (e —=1/2<r"t<0)et1/2<pt gt <1 laborne de continuité est
bornée uniformément en X tant que |\ — 1| > €, et cette condition est optimale pour ces
exposants (voir [26]). Par interpolation entre ces deux cas, on obtient le résultat suivant
(voir [26]) : si les exposants p,q,r vérifient 2/3 <r < 0o, 1 < p,q < 0o et

111 1
va,be{_,_,_,} a—bl < &
pqrT 2

alors les bornes de continuité pour Hy de LP(R) x LY(R) dans L"(R) sont bornées
uniformément en A € R\ {0,1}. La question qui reste ouverte est la suivante : si
1 < p,q,7" < oo a-t on des estimations uniformes pour X € R\ {0,1} 2 Pour répondre
a cette question, il nous faut pouvoir obtenir des estimations de continuité pour ces
exposants sans avoir recours a l’interpolation avec des exposants plus petits que 1. L uti-
lisation d’exposants inférieurs a 1 interdit ['uniformité des bornes pour X\ — 1.

Nous allons tout d’abord étudier le cas ou (u,v) est liée, qui se ramene au cas unidi-
mensionnel. Ensuite nous examinerons les difficultés nouvelles qui apparaissent lorsque
(u,v) est libre.

4.1.1 Le cas (u,v) colinéaires.

Si les deux vecteurs u et v sont égaux, on retrouve la transformée de Hilbert linéaire
appliquée au produit fg :

Proposition 4.1.3. Soit u un vecteur non nul. Pour des exposants 1 < p < 00,1 <
q,r < oo vérifiant la condition d’homogénéité
1

1
- ) (41>
rop

1

q

Vopérateur H,,, est continu de LP(R?) x L4(R?) dans L"(R?). De plus la plage d’exposant
est optimale.

Démonstration : En notant H! la transformée de Hilbert (linéaire) de direction u
dans R?, on trouve :

Hyu(f,9) = Hy(f9).
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Or H! est continue de LP(R?) sur lui méme (voir [17],page 270), uniquement pour
1 < p < 00. La démonstration se finit en utilisant I'inégalité de Holder. U

Etudions le cas plus intéressant, ou les deux vecteurs u et v sont colinéaires, mais non
égaux. En séparant les coordonnées, on se ramene directement au cas de la dimension

1, et on peut obtenir les continuités LP(R?) (avec les mémes exposants que dans le cas
d=1):

Proposition 4.1.4. Soit (u,v) un couple de vecteurs non nuls et colinéaires, u # v
alors lopérateur H,, est continu de LP(RY) x L1(R?) dans L"(RY) pour des exposants
(p,q,r) vérifiant les mémes hypotheses que celles du théoréme 4.1.1. De plus la borne
de continuité est bornée uniformément en (u,v) si 2 < p,q,r < 0o0. S12/3 <r <2, les
bornes de continuité sont bornées uniformément en (u,v) pour |||u||l/||v]| — 1| > e.

Démonstration : On écrit v = Au avec A un parametre réel A € R — {0,1}. Soit
(u,u1, ..., uq_1) une base de R? contenant le vecteur u, on définit I'application A comme
étant le changement de base sur R? (en notant (e;) la base canonique de R?) :

R — R4
A e — U
€ — Uiy, 1>2

Ainsi par composition il vient :

Hyo(f,9) 0 A(z) = v-p-/f o Az, —t,T)g o A(w; — At,T)%-

On a noté T := (za,..,24). On retrouve la transformée bilinéaire de Hilbert unidimen-
sionnelle H, avec :

Huo(f,g9) 0 A(x) = Hi(f 0 A(.,T), g 0 A(, T))(21).

D’ou en utilisant le théoreme 4.1.1 et le changement de variable A, il vient (en notant
|A| le déterminant de 'application linéaire A) :

| Hu(F.9)], = | Huw(F 9) © Al 1A
— |18 0 AC,2) g0 AC TN @),
S (170 A@L D)y, 9 © AL |

S ||f o A('x)Hp,dx ||g o A('x>||q7daj |A|1/p+1/q 5 ||f||p,dm ||g||q,d$ :

|A|1/r
Az

r

|A|1/r
dx

On obtient bien la continuité de I'opérateur H,, ,. La borne ne dépend que du parametre
A qui correspond au rapport ||ul|/[|v]|. 0

On peut généraliser ce résultat de continuité en utilisant la méthode des rotations, pour
I’étude d’opérateurs du type :

Qy/lyl)

W [z —y)g(x — Ay)dy.

To(f.9)(@) == v, /
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Proposition 4.1.5. Soit Q un noyau impair, de classe L' sur la sphére S ou une
mesure impaire finie sur la sphere. Pour A € R —{0,1}, les opérateurs T sont conti-
nus de LP(R?) x LY(R?) dans L"(RY) pour des exposants (p,q,r) vérifiant la condition
d’homogénéité (4.1) et la restriction 1 < p,q < 00, 2/3 < r < 0.

Démonstration : On remarque qu’en considérant pour €2 une différence de dirac :
0= Ouljull = Ou/ju]

pour u un vecteur non nul, alors 'opérateur Tg correspond a la transformée H, y,. La
démonstration consiste donc a décomposer le noyau €2 selon ces combinaisons linéaires.
En utilisant la méthode des rotations ([17] page 271), on peut alors décomposer sous la
forme suivante :

Tol.o)e) = vps [ 960) [ fa 100t~ 20) .

On utilise alors le théoreme précédent qui permet de borner chaque terme sous l'intégrale,
uniformément en . Par conséquent, étant donné que §2 est supposée d’intégrale finie,
on en déduit le résultat par I'inégalité de Minkowski pour r > 1. Le cas r < 1 est plus
délicat, on a besoin de faire appel a une notion de dualité sur L™ pour r < 1. Tous les
arguments sont traités dans Uarticle [28] et on les rappelle rapidement. Pour montrer
le théoreme 4.1.1, on montre que la transformée bilinéaire H) est de "type faible res-
treint” (p,q,r) (théoreme 3.5 de [28]) c’est a dire que pour tout ensemble E, F' et G de
mesure finie, il existe un ensemble substantiel G’ C G (|G'| > |G|/2) tel que pour toutes
fonctions f, g, h bornées par :

|fl < 1g, lg] < 1p, |h| < 1,

on ait ’estimation suivante :
Uﬁwm45WWm%mHﬁ

Ici Pexposant 1 — 1/r est négatif car r < 1. La construction de 1’ensemble G’ dépend
uniquement des ensembles E, F' et G. Par conséquent ce résultat est ”linéaire” dans
le sens suivant : H, vérifie ce critere, par conséquent on en déduit le méme résultat
pour H g yg) et ce de maniere uniforme en 0 € S9. Par moyenne en 6, Ty vérifie aussi le
méme résultat. On obtient donc que T, est de "type faible restreint” (p, ¢, r) pour tout
les exposants 2/3 < r < 1 < p,q < oo. On applique alors un résultat de ”dualité” et
d’interpolation réelle (lemme 3.11 de [28]) pour obtenir que T, est de type fort pour les
memes exposants : ¢’est a dire que T est continu. U

Remarque 4.1.6. Dans le cas d’un noyau ) impair, aucune réqularité n’est demandée.
On utilise simplement la propriété de symétrie. Dans le cas d’un noyau mon impair,
nous avons le résultat suivant :

Théoreme 4.1.7. Soit Q) une fonction d’intégrale nulle sur la sphére telle que la tran-
formée de Fourier Wq du noyau *

o —

%@zpﬁ@@%@:émmcmmW—%wmwwe

[yl

LCette égalité est montré dans [17], prop 4.2.3.
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vérifie les estimations de Hormander suivantes (pour N assez grand) :
Vae{l,., N} |9¢Wa()] < l¢I1.

Alors pour A € R—{0, 1}, lopérateur bilinéaire Tq est continu de LP(R?) x LY(RY) dans
L"(RY) pour p,q,r des exposants vérifiant :
1 1 1

3
0<-—=-4+-<= 1<p,q<o0.
r o p 2

=

Plus généralement, soit K un noyau de Calderon-Zygmund sur R? tel que K vérifie les
conditions de Hormander précédentes, alors [’opérateur bilinéaire :

T(f.9)(x) = vp. / f(z - y)g(z — K (y)dy

vérifie les mémes continuités.

Démonstration : Le cas des opérateurs Tq est un cas particulier. Nous discuterons
donc le cas général avec un noyau K. L’opérateur T' s’écrit dans le domaine fréquentiel
de la maniere suivante :

~

T(f,9)(x) = / @GR o+ Ao

Le symbole K est singulier sur le sous espace A

A= {(a,ﬁ) € R, o= —/\5}.

C’est ce que nous appelons une R?droite. Dans ce cas, la théorie de I'analyse temps-
fréquence s’adapte ”automatiquement” et on a les mémes résultats que pour des va-
riables unidimensionnelles. On décompose selon le principe d’incertitude d’Heisenberg
dans 'espace temps-fréquence en ”tri-feuilles”. On obtient alors une décomposition en
collection de tri-feuilles multidimensionnelles. L’étude de ces collections est faite dans
[36]. Ce qui est important, c’est que I'espace de singularité soit de dimension 1, en tant
que R?-sous espace (et donc de dimension d en tant que R-espace vectoriel). U

Remarque 4.1.8. La différence essentielle entre ces opérateurs T et les transformées
bilinéaires de Hilbert (H,,) réside dans la dimension de Uespace de singularité. On
réécrit sous forme fréquentielle les deux opérateurs :

T(f,9)(x) = / DT @GR e+ ABdads
Hoofrg)(2) = / &) Flo)g(B) sign((a,u) + (B, v))dadp.

a,s3
Ainsi les deux espaces de singularité du symbole sont :

A(T) :={(a, B),a = =AB}
A(Hu,v) = {(avﬁ)v <a7u> + (ﬁ,v) = 0}
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On remarque alors que A(T) est un R¥-sous espace de dimension 1 et donc un espace
de dimension d sur R, tandis que A(H,,) n'est pas un R-sous espace et est un espace
de dimension 2d — 1 sur R. C’est a dire que [’analyse temps-fréquence de T ne fait
pas intervenir toutes les coordonnées simultanément : les d coordonnées s’étudient de
maniere séparée et ne se "mélangent” pas entre elles. Pour [’étude de H,, [’espace
est de dimension plus importante et ne permet pas de séparer les coordonnées. Elles
se mélangent entre elles par les deux produits scalaires (a,u) et (5,v). Ce mélange
des coordonnées ne peut étre étudié par les outils que l'on connait aujourd’hui. Nous
tenterons d’expliquer un peu plus cette difficulté dans le paragraphe suivant.

Exemple 4.1.9. : une version bidimensionnelle de la transformée de Hilbert bilinéaire.
Awvec les notations de ['analyse complexe, on définit la transformée de Beurling bi-
linéaire :

VigeS(C)  Be(f,)(z) = vp. / flz—wlglz+) .

Ainsi cet opérateur bilinéaire Be est continu de LP(C) x L4(C) dans L"(C) pour p,q,r
des exposants vérifiant les conditions du théoréme 4.1.1.

4.1.2 Le cas (u,v) non colinéaires.

Nous allons nous ramener au cas du couple (e, e3). Notons (R, ) la conjecture suivante

Conjecture 4.1.10. En notant ey et ey les deux premiers vecteurs de la base canonique
de R, H,, ., est continu de LP(R?) x LY(R?) dans L"(R?).

Nous avons le résultat suivant :

Proposition 4.1.11. On supposant la conjecture (R, ,,) démontrée pour des exposants
D, q, T vérifiant la relation d’homogénéité. Alors pour tout couple (u,v) de vecteurs non
nuls de R, l'opérateur H,, est continu de LP(R?) x LY(R?) dans L"(R?) pour les mémes
exposants. De plus la borne de continuité est indépendante du couple (u,v).

Démonstration : 1—) Le cas ou (u,v) est libre.
On veut étudier

dt

Hou(f.9)(a) = vp. [ Flo = twgla ).

Nous allons effectuer un changement de coordonnées pour se ramener a l'opérateur H, ,.
Soit (u, v, us, ..., ug) une base de R% contenant les vecteurs u,v. On définit 'application
A comme étant le changement de base sur R? (en notant (e;) la base canonique de R?) :

R? — R4
e — u
A
€y — v
€, — Uy, ) 2 3

Ainsi par composition il vient :

dt

Hoo(f.9) 0 Ale) =vp. [ o Ao = tuaa, g0 Alara — b0, T
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D’ou la relation :
Hu,'u(fa g) o A<$> = H61,62<f o A7g © A)

En utilisant le résultat (R, ,,) supposé vrai et 'inégalité de Holder, on obtient :

| Huo(F 9|, = TAP (| Hu(F,9) © Al = [AI" [ Hey e (f 0 A, g 0 A)],
S C)AYPNf o Allp| A lg 0 Ally £ C®)Ifpllgle.

Ou C(r) est la constante de continuité de He, ., et |A| est le déterminant de I’application
A. Donc, nous avons prouvé que H,, est continu de LP(RY) x L4(RY) dans L"(R?), et
la constante de continuité est indépendante du couple (u,v).

2—) Le cas ou (u,v) est liée.

Soit (u,v) un couple de vecteur de R?. Alors en perturbant, il existe (u.,v.) un couple
de vecteurs libres de R? tel que (uc,v.) — (u,v) quand € — 0. Par exemple, on construit

ue = u et v, = v + eu avec ut un vecteur orthogonal & u. Pour f et g des fonctions de
la classe de Schwartz, nous avons la convergence presque partout :

Hue,ve (f7 g) - Hu,v(f7 g) (42>

Les vecteurs u et v sont non nuls, donc les vecteurs u, et v, le sont aussi pour € assez
petit. Pour € proche de 0 tel que ||uc|| > [|u]|/2, pour x fixé (en utilisant le théoreme de
la moyenne) :

| Hue oo (f,9) = Huo(f,9)| S / |f (2 — tue) — f(z — tu)| |g(z — tv)|%

" / oo = t0) = e = )] /(& = tu)

1
< lw — | /o / \Vf(x —tsu+ (1 — s)tu)||g(xz — tv)|dtds

—l—Hv—veH/O /|Vg(x—tsv—|—(1—s)tve)]|f(x—tue)|dtds

S llu = uel|ClaplIV Flloo (X + ) g(2) o
+ v = el IV glloo (L + 12D f(2) oo

Les constantes Cj, et C), proviennent du changement de variable et utilisent que u et
v sont non nuls. On a donc bien montré la convergence (4.2) pour € — 0 . Donc par le
lemme de Fatou (vérifié dans les espaces de Lebesgue pour tout exposant) :

1o (s 9, < T inf {| Ky (f, 9], -

Or par le premier point de la démonstration, on a une estimation uniforme en € :

[Hucw (F, ), < Co: g, )| Fllollglly-

On en déduit donc :
| Huwo(f; DI, S Clos )1 fllnllgllgs

et ce pour un ensemble dense de fonctions f et g. On étend par densité en fixant une
des deux fonctions. d
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Corollaire 4.1.12. Soient 0 < p,q,r < oo des exposants vérifiant la condition d’ho-
mogénéité. La conjecture (R, ,,) est fausse dés que r = oo, r < 1, p = 00 ou g = 0. De
plus si pour 1 < p,q,r < oo la conjecture est vraie alors on peut compléter le théoréme
4.1.1 : les transformées de Hilbert bilinéaires unidimensionnelles Hy sont continues de
LP(R) x LY(R) dans L"(R) et leurs bornes de continuité sont uniformément bornées pour
AeR\{0,1}.

Démonstration : En choisissant alors v = u un vecteur non nul, on retrouve le cas de
la proposition 4.1.3. Par conséquent, la conjecture (R, ,,) est fausse des que r = oo ou
r < 1. De plus en faisant tendre un des vecteurs u et v vers le vecteur nul, on a :

Hyo(f,9) — Hu(f)g ou fHy(g).

Cette convergence est montrée pour des fonctions de la classe de Schwartz dans la
démonstration précédente (ce qui est important c’est qu'un vecteur reste "loin” de 0).
Par conséquent, les transformées de Hilbert linéaires H! et H]} n’étant pas continues
sur L, les exposants p et ¢ ne peuvent pas étre infinis. On peut donc conclure que la
conjecture (R, ) ne peut étre vraie que sous la condition 1 < p,q,r < co. Dans ce cas,
nous n’avons aucun résultats positifs ou négatifs. U

La proposition 4.1.11 nous montre que 'on peut restreindre ’étude au seul opérateur
H,, ¢,. De plus un argument similaire a celui utilisé dans la démonstration de la propo-
sition 4.1.4, nous permet de nous limiter & I'opérateur modele suivant défini sur R? :

Hmﬂﬁm@w%*vp/f@+twm%y+ﬂ%,

ol f et g sont deux fonctions définies sur R? et x,y sont maintenant deux variables
réelles. La conjecture (R, ,,) est équivalente a celle ci :

Conjecture 4.1.13. L’opérateur modéle H,,oq est continu de LP(R?) x LI(R?) dans
L™ (R?).

Nous nous contentons d’une discussion sur le modele de Walsh correspondant, qui permet
une parfaite localisation en temps-fréquence. Le modele de Walsh associé a 'opérateur
H,n0q peut étre décrit de la maniere suivante. Pour P := I x Q := [2*n,2%(n + 1)] x
[27%1,27%(1+1)] une feuille unitaire (c’est & dire le produit de deux intervalles dyadiques
formant un rectangle d’aire égale a 1), on associe la fonction définie sur R par ®p(y) =
2812051 (2%y —n), ol w; est la [-iéme fonction de Walsh. Ainsi la fonction ®p est supportée
exactement dans I, et est normalisée dans L?(R). On définit alors le modele de Walsh
associé a H,,0q :

1/2 <f7 (I)Pl ® (I)p2><g, (I)Ps ® (I)P4>(I)P5 (.%)(I)p6(y>,

P2|

1 1
Hmod,W(f? g)(l’,y) = Z |IP |1/2 |I
Peq !

ou ) est l'ensemble suivant :

P = (P1,..,Ps) 6-uplet de feuilles unitaires telles que :
Ipy=1Ip,=1Ip,=1,1Ip,=1Ip, =1Ip,=J , |I| =1|J|
OGQP1 +QP3+QP5 ,0€e QP2+QP4+QP6
et 0 extrémité gauche de Qp, — Qp,
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On s’apergoit que 'action singuliere du noyau (le terme % du modele continu) sur les
deux fonctions f et g est décrite par la condition 70 extrémité gauche de Qp, —Qp,”. Le
probleme réside dans la compréhension de cette singularité sur les feuilles P5 et FPgs. Les
deux coordonnées se mélangent et on ne peut plus isoler ”proprement” ’action du noyau
sur les deux dernieres feuilles. Ici il y a trois contraintes fréquentielles pour 6 intervalles,
par conséquent a taille fixée, il y a trois degrés de liberté. Ce nombre est strictement plus
grand que la dimension des variables : 2. C’est pourquoi nous ne pouvons pas appliquer
I’analyse temps-fréquence. Récemment E.Terwilleger a généralisé cette méthode pour
des variables multidimensionnelles dans R? (et méme R?) sous la condition suivante :
tous les cubes fréquentiels sont déterminés de maniere presque uniques (le nombre de
solutions est borné) par la donnée d’un cube parmi {Qp,, Qp,, Qp, } et d'un cube parmi
{Qp,,Qp,, Qp,} [36]. Cette notion de "rang” de la grille fréquentielle était déja étudiée
dans [30].

la présence de degrés de liberté supplémentaires apparait déja dans I’étude de 'opérateur
bilinéaire (f,g) — H'(fg), ou H' est la transformée de Hilbert linéaire. Le modele de
Walsh associé a cet opérateur est le suivant :

fﬂuyx@::};Tﬁ%ﬁ«ﬂ@ax%@&wmﬁm»

ou ) est l'ensemble suivant :

P = (P, P», P3) 3-uplet de feuilles unitaires telles que :
Ip =1Ip, =1Ip =1

0€Qp +Qp+Qp
et 0 extrémité gauche de @ p,

@
i

Dans ce cas, si Uintervalle Qp, est fixé alors Qp, et Qp, sont fixés. Mais si Qp, est
fixé (ce qui est toujours le cas), alors @,, et @,, ont un degré de liberté. On ne sait
donc pas étudier 'opérateur (f,g) — H'(fg) par 'analyse temps-fréquence. La théorie
de Littlewood-Paley et I'inégalité de Holder suffisent dans ce cas. Il semblerait donc
qu’il faille comprendre I'inégalité de Holder d’un point de vue fréquentiel et étudier
la fonctionnelle quadratique de Littlewood-Paley d’'un produit de deux fonctions. La
similarité entre ce phénomene et le probleme décrit précédemment pour l'opérateur
Hpoaw va étre illustrée dans la démonstration suivante.

Proposition 4.1.14. Soient f = f1® fo et g = g1 R go deux fonctions, produit tensoriel.
Alors pour des exposants p,q,r vérifiant la condition d’homogénéité, la restriction 1 <
r<ooetl <p,q<ooon alestimation attendue :

[ Hmoa(f; 9l < 11, Mgl -

Démonstration : Par la décomposition tensorielle de f et g, on obtient :

Hooa(f,9)(2,y) = fa(y)g1(x) (v'p'/fl(l’ —1)g2(y — t)@) :

t
D’ou la relation :

[ 5ttty - 0%

[ Homod(fs 9. azay < |l Follp.ayllgnllg.de

Y || da
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1—) Le cas p = q.
Effectuons le changement de variable y = x + z, il vient :

dt

U‘p‘/fl(x—t)gz(y—t)% ZU-p-/fl(m—t)g2($+Z—t)7

A z fixé, on reconnait alors la transformée de Hilbert linéaire appliquée a la fonction
fi(o+ 2)g2(.), dou :

v-p-/fl(y +2z—1t)ga(y — t)%

v-p-/fl(y +2z—1)ga(y — t)%

p,dy

p,dydz |
< H | f1(y + Z)Qz(Q)Hp,dy

< ||f1||p||92||q-

p,dz

p,dz

On obtient bien ainsi I'inégalité souhaitée.

[ Hmoa(f, Dy azay S 11f2llpayllgrllg.aell fillollgzlle S I Flpllglla-

Cet argument élémentaire de changement de variable permet de traiter le cas p = ¢,
mais ne permet pas de traiter les autres cas.

2—) Le cas général 1 < p,q < 0.

Il nous faut montrer ’estimation :

S [ fillpllg2lq-

dt

vp. [ e~ oty - 0F

4y || de

On va faire apparaitre de nouveau la transformée de Hilbert linéaire H' appliquée & un
produit en écrivant :

dt

vp. [ e -0ty -7 op [ He-0gala+2-0F

p,dx ‘

— H HHl(fl(-)92(- + Z))(37)Hq,dz

q,dy 542 || p da

p,dx

En utilisant le résultat de continuité pour des opérateurs a valeurs vectorielles (Corollaire
4.6.3 de [17]), on obtient la majoration suivante :

dt
vp. [ Ae =ty - 0F S 1A @e@+ | S 1A
d p,dx
q,ay p,d:l?
ce qui correspond a l'inégalité souhaitée. U

Ici le changement de variable fait apparaitre la transformée linéaire d'un produit de
deux fonctions ce qui rejoint la discussion précédente. Cette ”"astuce” de changement de
variable peut étre évitée dans certains cas, en utilisant 'opérateur de Carleson C :



4.1 Vers des variables multi-dimensionnelles ... 155

Remarque 4.1.15. On a l’estimation suivante :

S IAllpllgll2, (4.3)
p,dx

U~p~/f1(x—f)92(y—t)%

2,dy

ce qui permet de montrer la proposition précédente dans le cas ¢ = 2. Nous allons
montrer un résultat plus fort a l'aide de 'opérateur de Carleson C, qui "nous” rapproche
d’un résultat de continuité de l'opérateur H,,qq.

Proposition 4.1.16. Soit p,r des exposants vérifiant la condition d’homogénéité

1 1 1

T 2 p

avec 1 < p < o00. On a alors l'estimation suivante :

dt

Vf € S(R), g € S(R?), v.p./f(x —t)g(x,y — t)?

S W llp.ae 1902,z -

2,dy r,dx

Démonstration : Nous allons montrer cette estimation sans faire appel au changement
de variable. Pour cela, on utilise 1’égalité de Plancherel, en notant F la transformée de
Fourier, on obtient :

dt dt

nyﬂgvp/fx—t glx,y — t)t

H(p JECEUE )g/(a:,\-)@

dt
< 9l \

vp/fx—t g(z,y — t)

2,d¢

2,d¢

o[ s et
S g, )Cf1) ().

On a noté ici C l'opérateur de Carleson défini par :

v.p./Reing(z) dz

x—z|

oo7d£

C(f)(x) := sup

£eR

L’interversion de la transformée de Fourier et de 'intégrale en t est justifiée dans le cas
de fonctions de la classe de Schwartz, ce qui suffit par densité. On estime cette inégalité
en norme L" sur z. En utilisant la continuité de C (voir théoreme 10.6.1 de [17]) et
I'inégalité de Holder, on obtient 'inégalité voulue (4.3) :

Conclusion : Nous avons vu que la conjecture (R, ,,) ne peut étre vraie que sous la
contrainte 1 < p, q,r < 0o et par conséquent les transformées de Hilbert bilinéaires mul-
tidimensionnelles ne peuvent étre continues de L” x L? dans L" que sous cette condition.

dt
vp/fx—t xy—t)t

S 9ll2.daay ICUHpae S Nfp.dzllgl2.dzay-
r.dx

2,dy

0
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Cette observation differe des résultats connus pour le cas de variables unidimension-
nelles. Sous I'hypothese 1 < p,q,r < oo, la proposition 4.1.14 montre que 'opérateur
H,noa est continu des espaces (LP(R) X LP(R)) x (LY(R) X L9(R)) dans L"(R?), ot X
désigne le produit tensoriel d’espaces de Banach. Malheureusement nous n’avons pas de
résultats positifs (ou négatifs) de continuité pour H,,,q sur les espaces de Lebesgue. La
présentation de ce probleme a fait appparaitre la nécessité de comprendre I'inégalité de
Holder d'un point de vue fréquentiel.
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4.2 Remarques sur les fonctions maximales bilinéaires.

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a l'opérateur bilinéaire maximal et a
ses adjoints sur R. L’opérateur maximal bilinéaire T, est défini par :

a

1
T.(1.9) w—swp o [ fw—t)gle+ 1)
a>0 24 J_,

Celui-ci n’étant pas bilinéaire, on I’approche par des opérateurs bilinéaires : T),. Soit p
une fonction strictement positive mesurable, on définit :

T(f o)) = — [ fo = go+t)de.

T J—pg
L’opérateur T, est la limite simple d’opérateurs T,. Par conséquent, en obtenant une

continuité des opérateurs 7, uniformément en p, on obtient la continuité de 7.

Proposition 4.2.1. Les opérateurs T, et T, sont continus de LP x L? dans L™ pour des
exposants p, q,r vérifiant la condition d’homogénéité

1 1 1
S (4.4)
r - p g

et la restriction :
1<p,q,r < oo

Les bornes de continuité sont indépendantes de la fonction p.

La démonstration est évidente et laissée au lecteur.

Remarque 4.2.2. M. Lacey a adapté l'analyse temps fréquence auz fonctions maxi-
males et a obtenu la continuité de T, jusque r > 2/3 dans [21]. On 7estime” que
Vopérateur T, devrait étre continu jusque r > 1/2.

Pour exemple nous allons étudier le cas ou I'on ajoute des hypotheses de régularité (sem-
blables a celles que 'on suppose pour les opérateurs de Calderén-Zygmund) sur la fonc-
tion p. L’hypothese que nous faisons est la suivante. Notons €, = {z,2"™! < p(z) < 2"},
on demande la condition suivante :

(2, + B(0,2")), forment un recouvrement borné de R. (4.5)

Par exemple, si p est une fonction qui vérifie la condition suivante pour un certain
O0<a<l:

lp(z) = p(y)] < Cla — y|* inf{p(x), p(y)}' (4.6)

alors la condition (4.5) est vérifiée. En effet pour av < 1, supposons que €2, + B(0,2")
rencontre {2, + B(0,2P) avec p > n + 2, alors il existe x € Q,, et y € (2, tel que :

|z —y| < 27
Par I’hypothese de régularité (4.6), on obtient :

2p—2 < gp—1 _ on+l _ ‘p(ﬂ?) . p(y)l < C2(p+1)0c+n(l—oc)'
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Donc on obtient :
_ 2+ a+log(C)

l—«o

p>n=>p

Par conséquent, le nombre de n possible est borné par le rapport 1+ 2+°‘+log(c) 3+11°_g(£c) :

Pour le cas a = 1, on a un résultat un peu plus faible : si p est L- hpschltz avec L assez
petit alors p Vériﬁe la condition (4.5) : avec les mémes notations, on obtient :

2072 < 2771 — 2" <p(a) — p(y)] < Llz —y| < L2771,

Cette inégalité est impossible pour L < 1/8. Par conséquent pour L < 1/8, I'ensemble
Q, + B(0,2") peut rencontrer €2, + B(0, 27) seulement si [n —p| < 3. On a donc bien un
recouvrement borné.

Malheureusement comme le montre le calcul dans le cas de deux intervalles (voir le
lemme 3.1.4) la fonction p est en fait une distance par rapport a certains points. Donc
dans le cas général p est 1-lipschitz, ce qui ne permet pas de conclure.

Notons U, et Uy les deux opérateurs adjoints de T}, (on oublie la dépendance en p) par
rapport a f et a g.

du
Ug(h,g) :y — 9(y +uw)h(u)—
lu—y|<pu Pu
du
Ua(f,h):y — fQ2u —y)h(u)—
[u—y|<pu Pu

Théoreme 4.2.3. Si la fonction p vérifie la condition (4.5) alors les trois opérateurs
T,, Uy et Uy sont continus de LP x L9 dans L" pour des exposants p,q,r vérifiant la
condition d’homogénéité (4.4) et la restriction :

1/2<r <o 1 <p,q<oo.

Démonstration : Les deux opérateurs Uy et U, se traitent exactement de la méme
maniere par symétrie. Nous allons nous intéresser donc uniquement a U,. On va découper
I'espace selon les ensembles Q,, := {u,2""! < p, < 2"}, pour n € Z. On obtient alors :

1/2
du

[ FRu=

uEn,

O£ WY <

neZ

(4.7)

1/2

Pour tout n, on décompose les fonctions f et h a ’échelle 2" selon les intervalles ' =
[i2", (i + 1)2"] : on note :
Jim = 11 hjn = hl[]ﬂ.

On obtient alors la majoration suivante :

TP S DD

neZ i,

1/2

oy Jin(2u = y)hjn(u) on

‘ du

1/2

Par condition de support, on voit que le terme est non nul seulement dans le cas ou :

i —jl <2,
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On a donc une estimation du type :

a0 S >0 S0

—2<k<2 neZ i€l

1/2
du

[uygn Jim(2u — y>hz’+k,n(u)2—n

uENN 1/2

On utilise I'inégalité de Holder pour obtenir la majoration

dudy\ "’
. uay n/2
(//u yl<an fln 2u ) H_kn(u) AL ) 2

uENn,

[u—y| <27
uEn

H/ fzn QU_y)hH-k’,n(

On obtient donc :

1/2
|Ua(f, h ||1g ~ Z ZZ (//u Ji<an fin(2u —y) Z+k7n(u)dudy> .

k=—2n€Z i€l

uENn

On finit les estimations par I'inégalité de Cauchy-Schwarz de la maniere suivante :

1/2 ~ 1/2
[EACADI S Z > (I finlanssozn lillhisknle, )

k=—2neZ i€l

) 1/2 1/2
> <Z Hfz',n19n+3(0,2n)”1> (Z th’+k,n19n\|1)

<
k=—2 neZ 7
= /
1/2
<> > (I 1aurso2ylh) 7 (k1. [)"?
k=—2 neZ
1 2 1/2 1/2 1/2
< Z LIRS LA R
k=—2

Ici on a utilisé que pour n fixé, les intervalles (1 j”) ; sont disjoints en j, puis apres on a
utilisé la condition (4.5) pour sommer en n. Par conséquent, 'opérateur U, est continu
de L' x L' dans L'/?. En utilisant la proposition et la dualité, on obtient que Uy est
continu de LP x L? dans L" pour r > 1. On en déduit le résultat final pour U, (et donc
U,) par interpolation. Pour I'opérateur 7, le méme principe s’applique : on décompose
selon n, puis on décompose les deux fonctions f et g. Les mémes estimations permettent
de conclure. U

Remarque 4.2.4. La condition (4.5) est utilisée a la fin pour compenser la perte d’in-
formation due a la majoration dans (4.7). Cette estimation est importante car elle per-
met aprés de décomposer les fonctions a l’échelle du parametre p,. Cette méthode certes
limitée par la condition (4.5) a l'avantage de pouvoir s’étendre automatiquement pour
les fonctions mazimales n-linéaires dans RY pour n et d quelconques. Par exemple pour
(A;)1 < i < n une collection de matrices d X d inversibles, on peut considérer la fonction
mazximale suivante :

Vfi € S(RY), Ma,(f1, .., fo)(x) == sup ——— dz.

1
1.7 Json Lt - 4

=1
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Nous avons remarqué dans le cas du calcul exact avec deux intervalles (proposition
3.1.5), que le cas intéressant fait appel a des fonctions p vérifiant la propriété suivante :
il existe un ensemble A tel que : “p(x) = d(z, A)”. Cette propriété était localisée sur
le support de 'opérateur. Nous allons donc supposer que la fonction p vérifie alors la
propriété suivante :

JA, B C R, A discret,  p(z) :=d(z, A)1p(x). (4.8)
D’apres la proposition 3.1.5 (ou nous avons exactement calculé la fonction p adaptée au
cas ou f et g sont deux fonctions indicatrices d’intervalles) et le lemme général 3.1.4,
une étude complete sur ce “type” de fonctions p serait suffisante pour en déduire des

continuités sur 'opérateur maximal 7T,. Malheureusement, nous n’avons pas de résultat
positif sans hypotheses supplémentaires. Nous avons le résultat partiel suivant :

Théoreme 4.2.5. Soit A et B deux ensembles vérifiant (4.8). S’il existe un exposant

a <1 tel que :
/ d(x, A) %dx =1 < o0,
B+B(0,]|pllo0)

alors pour tous exposants p,q,r vérifiant la condition d’homogénéité
1 1 1 1
S
r o« P q
et la restriction
al<rti<al+i 0<p,q,

il eziste une constante C = C(p, q,r, ) telle que pour toutes fonctions f € LP et g € L7 :
T, (£ s NUaCf 9, s 1T 9, < CTV £l

Remarque 4.2.6. Ce résultat permet d’obtenir des résultats de continuité pour des
exposants 1/2 < r < 1, mais la borne dépend de l'intégrale I.

Démonstration : La démonstration est la méme pour les trois opérateurs. Nous allons
donc traiter uniquement le cas de Uy. On a :

ittt = /u—x|<pu fu= x)h(u)i_: = /|u—x<d(u,A) 172 - x)h(u”d(iuA) '

On note de la méme maniere que précédemment Q,, = {z,2""! < r, < 2"}. Notons alors
la fonction ¢ définie par :

¢(2) == Z 27"1g,+B0,27)(2)-

Alors on obtient la majoration suivante :

Ua(f,9) ()] < Z/ |f(2u— “’>h(“)|d(j,uA)

uEQN
n lu—z|<d(u,A)

wu€ENn 2n
RECY

<y 17 2u — 2)h()| o
<2 o moan(@) [ 1720 2)h(w)ldu

< ofa) [ If2u - a)h(wldu. (49)
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Estimons la fonction ¢ :
= Z 27"19, +B(02m) (7).
n

Pour x fixé, soit n un entier concerné dans la sommation. Alors il existe z € €2, tel que
|z — z| < 2" Cest a dire qu'il existe z € B tel que :

p. = p(z) =d(z,A) <27 et |z — 2] < 2™
On en déduit donc que d(z, A) < 2"!. Par conséquent, on obtient :

1
< 2—'I’L1 xT n < T .~ -
l‘) = ; d(z,A)<2ntl d(IL‘,A)

D’apres 'hypothese du théoreme, on en déduit donc que ¢ € L% Par 'inégalité de
Hoélder, on obtient donc avec (4.9)

1Ua(f; o)l < M¢lla f (2u —x)h )Idu S lld(., f (2u —x)h )!du

)

avec 'exposant s vérifiant 1! = a™! + 57! et donc 1 < s < oo. En utilisant 'inégalité

de Young sur la convolution, on obtient l'inégalité souhaitée

1Ua(f, 9, < 121 1l gllo-

Remarque 4.2.7. Dans le cas de la proposition 3.1.5, I’ensemble A était un ensemble
de 2 points. Dans le cas général, si A est un ensemble discret de N points, l'intégrale I

ne peut étre bornée que par :
I < NP

Conclusion : Nous avons trouvé quelques conditions de "régularité” sur p pour assu-
rer des continuités pour les opérateurs 7T}, et ses adjoints. Ces méthodes élémentaires
se généralisent pour des variables multidimensionnelles mais ne permettent pas d’en
déduire des informations sur 'opérateur maximal 7,. Nous allons maintenant apporter
quelques précisions sur les continuités des opérateurs bilinéaires sur l'espace ”limite”
L' x L.

4.3 Action sur L! x L.

Dans cette section nous allons essayer de comprendre un peu mieux le comportement
des opérateurs bilinéaires sur L'(R) x L°(R). Tous les théorémes énoncés auparavant
supposent la condition 1 < p, g sur les deux exposants. Les techniques fréquentielles
employées dégénerent lorsque 1'un d’entre eux tend vers 'exposant 1. On considere K
un noyau de Calderén-Zygmund et on étudie I'opérateur Tk, défini par :

Tru(f,9) =2 — vp. /K(y)f(:v —y)g(x — py)dy,
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ou 'opérateur maximal bilinéaire 7% , défini par :

1 T
Tu(f.9) =z —sw [ |f(z—y)g(z - py)ldy.
r>0 41" J_p
Si on suppose suffisamment de régularité sur le noyau K, alors Tk, est un cas particulier
d’opérateur étudié dans les deux premiers chapitres et le théoreme 4.1.7 de ce chapitre
s’applique. Ici, on suppose juste la régularité minimale sur K, imposée par I'hypothese
d’étre un noyau de Calderén-Zygmund, c¢’est-a-dire qu'il existe € > 0 tel que pour |h| <
sle =yl
|K(z,y)] <lo—y[™" et

€

h
K (z,y) — K(x+ h,y)| + |K(2z,y) — K(z,y + h)| S =g

Toute cette partie se généralise au cas de variables multidimensionnelles et nous allons
simplement la traiter pour des variables réelles.

Définition 4.3.1. On définit [’espace L}\’,OO, Uespace L' faible normé, comme étant
l’ensemble des fonctions f telle que :

| fll1.00,4 := inf {Z | filltoor f= Zfl p.p.} < 00.

Cet espace a déja été étudié dans [13]. On a alors deux résultats sur cet espace :

Proposition 4.3.2. L’espace L™ est un espace de Banach, et vérifie (Ly™°)* = (L“®)*.
De plus le sous espace LV est dense dans L}\}oo.

Démonstration : La propriété sur 'espace dual est claire par construction. Il nous reste
a montrer la complétude. On prend donc une suite f,, € L}\’,OO qui converge absolument.
A chaque fonction f,, on a une suite f: de L', telle que f, = >_ f! et :

1 falltoos = D Ifallee.
)

Ainsi, on se ramene apres réarrangement a étudier simplement la convergence d’une
suite absolument sommable dans LY. Soit f, une suite absolument sommable dans
LY. On veut montrer que la série converge dans I’espace L***. Regardons I'ensemble
ou il n’y a pas de convergence :

B = {a, (fulw))n e converge pas } = ([ J () U {1 — Sl 2277}

p>0 N>1ni,ne>N

Alors par définition de la norme L.

{1 fns = Faal = 277} < 2% [ fus 100 + [ frall1.00] -

ﬂ U {’fm_fnz‘ 22_}0} Sllmlnf2p+lzuan17oo:()

N>1ni1,ne>N n>N
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Par conséquent, on a bien, |E| = 0. Soit f la limite presque partout ainsi définie. Alors
f =>" fn presque partout et :

1f = Fallioos < D Ifplliee =0,

p>n+1

Par conséquent : toute famille absolument sommable est convergente. L’espace est donc
bien complet pour cette norme. U

Le lemme suivant nous permet d’effectuer les opérations classiques avec cette nouvelle
norme :

Lemme 4.3.3. Pour f une fonction, on a Uéquivalence f € L™ < |f| € L™ avec
1,00

égalité des normes. De plus s1 0 < f < g alors g € L}\’,OO = fely ,etlona:

191100 < 1S ll1.00.5-
On dispose du lemme de Fatou généralisé dans l'espace Ly : si f,, est une suite alors :

[ lim inf fo ||y 00 < Hminf || £ ]1,00,-

Démonstration : Toutes ces propriétés découlent directement de la formulation sui-
vante, démontrée dans l’article [13]. On a 'expression exacte de la norme :

1
cox = liImsup —/ '
Il = limsup e | 1

Soit € > 0, on définit 'opérateur tronqué suivant :

T.(f, 9)(x) = / K()f(x — )9z — py)Lysedy.

Théoreme 4.3.4. L’opérateur T, est continu uniformément en € et en pu de l’espace
1 A . : L
LY x L™= dans lespace L™, de méme pour T, l'opérateur mazimal bilinéaire.

Démonstration : Par changement de variable, on obtient :

T(f, 9)(z) = /K(w =) f(W)g(x — (@ —y)Ljp—y>cdy.

Notons F(y,z) = f(y)g(z — p(xz —y)). Comme f € L' et g € L™, il vient F € L, (L)
avec

[ 21 zoey = L F N2 llglloo-

Le théoreme d’identification de L'(L>) par le produit tensoriel L' L> (voir [16]), nous
permet de décomposer F' sous la forme suivante :

F(y,z) = Z Fily)gi(x),
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avec »_ || fillillgille < 2[|F||£1(1o). Alors on a la décomposition suivante :

= Z K. * f;(x)g:(x). (4.10)

On a noté K, la troncature de K. Pour justifier I'interversion de la série et de 'intégrale,
on applique le théoreme de Fubini :

1
[ X 16 - 500 @) 1oy < = 5 Al <

L’intervertion étant justifiée, on utilise la nouvelle norme pour arriver a l’estimation
suivante :

ITe(f, oo < D 1K f
=1

On utilise le fait que K est un noyau de Calderén-Zygmund donc la convolution par
les noyaux K, est bornée de L' dans L%*° uniformément en ¢, et la propriété sur la
décomposition tensorielle, pour obtenir la continuité de 'opérateur 7. :

ITe(f; P10 S Zl\le\ 19illoc < N 11Nl co-

La borne de continuité est uniforme en e. [l

Proposition 4.3.5. Les opérateurs T, et T , sont continus de L' x L™ dans L}\’,oo de
maniere uniforme en .

Démonstration : Tk est I'opérateur correspondant a Tk (f, g)(z) = v.p. [ K(y)f(z —
v)g(z — py)dy. Pour f € L', g € L™, T(f,g) = lim..oT.(f, g), pour presque tout z :
c’est une propriété des opérateurs a noyaux standards. On applique le lemme de Fatou
généralisé :

1 Tw (s 9y o <

Hl,oo,* :

m7.(f,9)| < liminf | 7.(f.9)
1,00,% e—0

Les opérateurs T, étant bornés de maniere uniforme, on obtient ainsi la continuité de
Tk . La démonstration est identique pour 7 . U

Par changement de variable, on a :

vp/K (z — )(r—uy)dy—vp/ —K(y/p)f(z —p y)g(z — y)dy.

Le noyau 'K (1~ 'y) est borné en tant que noyau de Calderén-Zygmund, par les mémes
constantes que celle de K, de ce fait, par symétrie, on peut appliquer le méme raison-
nement que précédemment avec g € L' et f € L>. On a donc le résultat suivant :

Théoréeme 4.3.6. Par symétrie l'opérateur Tk K est continu sur l'espace L' x L™
et L™ x L' a valeurs dans L}\}OO. Par interpolation, il est ausst continu sur les espaces
LP x L1 dans L}\’,OO, ou 1 < p,q < oo sont des exposants conjugués. De plus la borne est
uniforme selon le parametre p. Il en est de méme pour T, ,,.
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Si 'on voulait utiliser cette méthode pour montrer des continuités sur les espaces de
Lebesgue. Il nous faudrait pouvoir interpoler les espaces L}\’,OO et (L}\}OO)* avec les espaces
de Lebesgue. On sait que cet espace dual (L*°)* est non vide, mais on ne sait pas
I'interpoler avec les espaces de Lebesgue.

Cet argument basé sur une décomposition tensorielle de I'espace L'(L*) fonctionne
pour des variables multidimensionnelles et se généralise a des opérateurs plus généraux,
ou l'on remplace le parametre p par un parametre variable : soit v une application
quelconque, alors les opérateurs bilinéaires suivants :

T(f, 9)(z) = K(y)f(r —y)g(x —v(y))dy

lyl=e
: 1 N . .
sont continus de L' x L> dans Ly™ et ce de maniere uniforme en epsilon > 0.

L’espace L}V’OO apparait naturellement par cette méthode. Il correspond a 'espace vec-
toriel engendré par I'image T'(L') ot T est 'opérateur linéaire associé au noyau K.
La transformée de Hilbert linéaire envoie L' dans L', mais envoie aussi H' dans L'.
On peut réappliquer la méme méthode avec pour objectif 'espace L' & larrivée. Cest
I'objet du résultat suivant :

Proposition 4.3.7. Soit U,V deuz fermés tels que 0 soit a gauche (ou a droite) de
U-V :={u—v,ueU veV}. Alors pour toutes fonctions f et g a spectre dans U et
V' respectivement, on a la majoration suivante :

S 1l
1

v.p./f(ert)g(x—t)%

Démonstration : La démonstration suit le méme principe. On note

dz

x—2z

1(1.9)@) = v [ o+ g =0T = v [ f)g2e-2)

Notons F(y, z) = f(2)g9(2y — z). Le spectre d'un produit de fonctions est contenu dans
la somme des spectres d’ou :

sp. F(y,.) Csp(f) —splg) CU -V,

Par hypothese sur les ensembles U et V', en notant H' la transformée de Hilbert linéaire,
on obtient que :

H'(F(y,.)(2) = CLF(y,2) = C+ f(2)g(2y — 2).

La constante Cy dépend de la position de U — V' par rapport a 0. Par conséquent
H(F(y,.)(z) € LL(LE), et :

I (F) ey = 111119l o

Le théoréme d’identification de L'(L*) par L'®IL*> (voir [16]), nous permet de décomposer
H'(F) sous la forme suivante :

H'(F(y,.))(2) = Zhi(Z)gi(y),
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avec > [[hill1]|gilloe < 2|/ F||11(1). Choisissons f; = —H'(h;), on a alors :
F(y,z) = Z fi(2)gi(y).

On a obtenu la décomposition suivante :

T(.9)(x) = 3 H(f)@)gi(@) = 3 hila)gila), (1.11)

et donc

IT(f )l < D Ihallallgilloo S 1 11llglloc-
i=1

0

Remarque 4.3.8. Ce résultat est tres limité a la transformée de Hilbert bilinéaire,
car on utilise que la transformée de Hilbert linéaire H' est un opérateur inversible.
Cependant on a vu dans le chapitre 3 que l’étude de la transformée de Hilbert bilinéaire
nous permet d’obtenir des renseignements pour les autres opérateurs Ty (avec K un
noyau de Calderon-Zygmund) dans le cas de concentration minimale, par des arguments
géométriques.

Conclusion : Nous avons ainsi commencé 'étude de la continuité des opérateurs bi-
linéaires sur I'espace ”limite” L' x L. Cette étude incomplete permet de révéler avec
des arguments élémentaires quelques aspects de ce probleme.
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Abstract

The aim of this paper is to propose an abstract construction of spaces which will have the same
properties as the (already known) Hardy spaces H'. We construct these spaces through an atomic
(or molecular) decomposition. We will prove some results about continuity from these spaces into
L' and some results about interpolation between these spaces and the Lebesgue spaces. We will
see that our Hardy spaces are well adapted for the interpolation theory. Then we will apply this
abstract theory to show a well-known result : the LP maximal regularity. math.u-psud.fr/

Key words : Hardy spaces, maximal regularity, atomic decomposition, interpolation

The theory of real Hardy spaces started in the 60’s, and in the 70’s the atomic Hardy
space appeared. Let us recall its definition first (see [52]).

Let (X, d, i) be a space of homogeneous type. Let € > 0 be a fixed parameter. A function
m € L;,(X) is called an e-molecule associated to a ball Q if [, m(x)du(x) = 0, for all
>0

1/2 1/2
([ mban) < uernr o ([ nPae) < u@
2i+1Q\2iQ Q

We call m an atom if in addition we have supp(m) C Q. So an atom is exactly an
oo-molecule. Then a function f belongs to Hly, if there exists a decomposition

[ = Z Aim; H—a.c,

1€N

where m; are e-molecules and \; are coefficients which satisfy
> il < oo
i

It was proved in [77] that the whole space H}y, does not depend on ¢, as in fact one
obtains the same space replacing e-molecules by atoms or €¢-molecules with ¢ > 0.

In the Euclidean case (X = R" with the Lebesgue measure) this space has many different
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characterizations, thanks to [77]

feﬂav¢¢fenﬁz{fey@wyquZr%ﬁeL%KﬂW& (5.1)

— wpcﬁwﬁn@weﬂmﬂ (5.2)
yERM™ >0
lz—y|<t
2 dydt\
o ([ e e ) eren. 63)
e &

where V(y/—A)~! is the Riesz transform. The space H' defined by (5.1) was the original
Hardy space of E.M. Stein (see [76]) and [77] provided the equivalence with the definition
using maximal function and area function. The link with H}y;, (due to R. Coifman one
year later in [63]) can be understood from the celebrated theorem of C. Fefferman which

says (in vague terms)
) 1/2
d,u> < 00.

1\ * — L — L
N (5%51#6(@ /Q ‘f #Q) /62de

Here BMO is the space of John-Nirenberg. In fact it is relatively easy to show that
h € (Hew)™ <= ||hllpmo < o,
hence the identification between H' and Hlyy .

The space Hfyy, is a good substitute of L' (X) for many reasons. For instance, Calderdn-
Zygmund operators map H}y, to L' whereas they do not map L' to L'. In addition,
Hly (and its dual) interpolates with Lebesgue spaces L?, 1 < p < oo. That is why
H},y is a good space to prolonge the scale of Lebesgue spaces (LP)1<p<o for p tends to
1 and its dual BMO for p tends to oc.

However, there are situations where Hly is not the right substitute to L' and there
has been recently a number of works with goal to define an adapted Hardy space [39,
40, 45, 60, 57, 59, 61, 58, 62, 70]. For example Hly, is not well adapted to operators
such as the Riesz transform on Riemannian manifolds (or on graphs) or the maximal
regularity operator [39, 40, 42, 70, 74]. That is why in [57, 70] the authors define a
new space H; by the L' norm of the previous maximal functions (in (5.2) and (5.3))
with another operator L instead of the Laplacian A. With this new definition, they
show that under some conditions on L, the space H} has an equivalent definition to a
molecular decomposition. They have studied the intermediate spaces between H} and
the Lebesgue spaces and also the dual space (H})*.

Our aim here is to construct abstract Hardy spaces by a molecular decomposition and we
want to use the weakest assumptions to obtain good properties for these spaces. Mainly,
we want to have a criterion for the continuity of an operator from the Hardy space into
L' and to have an interpolation result between the Hardy space and Lebesgue spaces.
Then we will apply these abstract results to a particular case and we will reobtain the
known results about L? maximal regularity. We will finish this paper by the study of
the dual space.



172 Espaces de Hardy abstraits.

5.1 Definitions

Let (X, d, p) be a space of homogeneous type. So d is a quasi-distance on the space X
and p a Borel measure which satisfies the doubling property :

JA>0,36>0, VreX,Vr>0Vt>1, B, tr) < AL, (5.4)
u(B(z,r))

where B(z,r) is the open ball with center x € X and radius » > 0. We call ¢ the

homogeneous dimension of X. For @ a ball, and ¢ > 0, we write S;(Q) the scaled corona
around the ball @ :

Si(@Q) = {a:, 20 <1+ d(:c+@(@)) < 2i+1} ’

where rg is the radius of the ball @) and ¢(Q) its center. Note that Sy(Q)) corresponds
to the ball @ and S;(Q) C 27'Q for i > 1, where AQ is as usual the ball with center
c(Q) and radius Arq.

Let us denote by Q the collection of all balls :
Q :={B(z,r), z€ X,r > 0}.

Let B := (Bg)geg be a collection of L?(X, R)-bounded linear operator !, indexed by the
collection Q. We assume that these operators Bg are uniformly bounded on L? : there
exists a constant 0 < A’ < oo so that :

Vfe L2 VQball,  [Bo(f)l < Af] (5.5)

In the rest of the paper, we allow the constants to depend on A, A" and §.
Now, we define atom and molecule by using the collection B :

Definition 5.1.1. Let € > 0 be a fived parameter. A function m € L}, (X) is called an
e-molecule associated to a ball Q) if there exists a real function fg such that

m = Bo(fq),

with , 12 o
Vi>0, follasio) < ((2'Q)) " 27

We call m = Bg(fg) an atom if in addition we have supp(fo) C Q. So an atom is
exactly an oo-molecule.

The functions fg in this definition are normalized in L'(X). It is easy to show that

Ifolhb st and | follz S p(@) "2

So by the L*-boundedness of the operator B, we have that each molecule belongs to
the space L?(X), however the molecule are not (for the moment) bounded in the space
LY(X). In Section 5.6, we will put some other conditions on the operators By which
will guarantee that the molecules will be uniformly bounded in the space L'(X). But
for the moment, we want to work with the most general case. Now we are able to define
our abstract Hardy spaces :

'Here we are working with real valued function and we will use "real” duality. We have the same
results with complex duality and complex valued functions.
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Definition 5.1.2. A measurable function h belongs to the molecular Hardy space H!,,
if there exists a decomposition :

h = Z Aim; H—a.e,

where for all ©, m; is an e-molecule and \; are real numbers satisfying
D Al < 0.
ieN
We define the norm :
1]

= inf g [\l
’ h:ZiEN Aimm i

Similarly we define the atomic space H}, replacing e-molecules by atoms.

o

Let us make some remarks.

Remark 5.1.3. 1—) First we only ask that the decomposition

h(z) = Z Aim;(x)
ieN
is well defined for almost every x € X. So the assumption is very weak and it is possible
that the measurable function h does not belong to L}, (X). It is not clear whether these
abstract spaces are Banach spaces. The problem is that we do not know whether the
decompositions for h converge absolutely. See Section 5.6 for a condition insuring this.
However we do not need the property of completeness for the moment.

2—) We have the following continuous inclusion :

VOo<e<¢, H! — H!

ato e’ mol

- Hel,mol' (56)

corresponds to the space H., , . For 0 < e < ¢ < oo the space
H o1 s dense in HY, ;. In the general case, it seems to be very difficult to study the
dependence of the space Hémol with the parameter ¢ and we will not study this question
here.
3—) We have seen that each molecule is an L? function. So it is obvious that L*(X) N
H.,. is dense in H! ., and that L*(X) N H,,, is dense in H,

ato ato-*

In fact the space H}

ato

5.2 Comparison with other Hardy spaces.
5.2.1 The space of Coifman-Weiss.

Due to its atomic definition, the Hardy space Hly (R™) of Coifman-Weiss is obtained
by choosing the operator By as follows :

Bo(f)(x) = Fx)1g(z) — QI ( / f) 1o(x).

Our atoms are the same as the ones defined in [77]. However, our molecule is different
from the one in [77]. In fact, because the Bg has the property that supp Bg(f) C @ for
any f, atoms and e-molecules are the same with our definition. Hence, for By with this
specific property, our atomic and molecular spaces are the same.
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5.2.2 Hardy spaces for Schrodinger operators with potentials.

Let X = R™ and V' a nonnegative function on X. We consider the Schrodinger operator
L(f)(z) == =Af(z) + V() f(z).

First case : V is compactly supported and V' € LP(R"™) with 2p > n > 3 (we refer to
[62] for the details).

By this assumption, it is well known that —L generates a L?-bounded semi-group
(K¢)¢>0, which satisfies some gaussian estimates for the kernel. J. Dziubanski and J.
Zienkiewicz define one kind of Hardy space Hi by a maximal operator. A function
f € L'(R") belongs to Hj if

1f 1y =

< Q.
1

sup Ky f ()|
t>0

Using the properties of semi-group, the authors introduce

w(z) ;= lim K lgn(x)

§—00

and prove that the limit exists and that there is a constant ¢ > 0 such that
Vr € RY, c<w(x) <1 (5.7)

With this function, they obtain an atomic decomposition of their Hardy space H} with
the following definition of atoms : a function b is a H}-atom if there exists a ball @ such
that b is supported in () and satisfies

10]l2 < Q|72 and / b(z)w(x)dx = 0.
Q

So we can identify their space H} with our atomic space H}

ato Dy choosing our operators
Bg as

Bo(N(o) = fe)1a(o) - (7 [ Fahetalds ) 10(o)

Then due to (5.7), the two definitions of atoms are equivalent and so

HII/ = H;to'
Second case : V is a nonnegative polynomial (we refer to [60, 59] for the details).
In this case, it is well known that —L generates a L?-bounded semigroup (7})~0, which

satisfies some gaussian estimates. J. Dziubanski defines a Hardy space in the same way
as above : a function f € L'(R?) belongs to H} if

[ f 1y =

< OQ.
1

sup [T, f (z)]
>0

Let
m(z,V) = Z |Dﬁv(x)|1/(|ﬁ|+2)
B
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which is bounded below by a constant ¢ > 0. In [59] the author shows an atomic
decomposition of this space with the following definition : a function b is an H}-atom if
there exists a ball @ = B(yo,r) with

supp(b) C Q,  [[blla < |QI7Y%, 7+ < m(yo, V)

and if r < m(yo, V)~! then
/ b(x)dx = 0.
Q

This definition of atoms is a particular case of ours if we define the operator B for
Q = B(yo,r) a ball by :
f(z)1g(x) if Tm(yo, V)™ <r <m(yo, V)
Bo(f)(@) =4 f@) o) — (& Jo Fw)dy) 1a(z)  if 7 < tmlyo, V)
0 it 7 > m(yo, V)7L
With this choice we have
H; = H]

ato*
It is shown in [61] that one can take w as a reverse Holder weight with exponent n/2 to
obtain the same results with the measure w(x)dx instead of the Lebesgue measure.

5.2.3 Hardy spaces associated to divergence form elliptic ope-
rators.

Let X = R™ and A be an nxn matrix-valued function satisfying the ellipticity condition :
there exist two constants A > X > 0 such that
Ve, MEP < Re(AE-€) and  JAE-C| < AJE][C].
We define the second order divergence form operator
L(f) := —=div(AV).

In [70] S. Hofmann and S. Mayboroda define a Hardy space H} associated to this
operator and give several charaterizations. For f € L' we have the equivalence of the
following norms :

17y == 11l + ( I

1/2
27 —t2L 2 dtdy :
L L (y)

tn—i—l
le—y|<t

1 ) 1/2
~ | flli + 1| sup (—n/ e—tQLf(Z) dZ)
t>0, yern \ 1 B(y,t)

lz—y|<t 1

In addition, they prove a molecular decomposition with the following definition : let
e >0 and M > n/4 be fixed, a function m € L? is a H}-molecule if there exists a ball
@) C R™ such that :

¥i20, s <27F2MQITY (5.8)

Vi > 0,¥k € {1,..., M}, H (L™ m| o ST (5.9)
2,5;
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We don’t know how to realize these molecules with our definition. However with

—r M
Bo(f) = (rgL)Me 745 (f) or Bo(f) = (Id — (Id + L)) (1),
our e-molecules are H}-molecules. So we have the inclusion

Hl

1
€,mol — HL‘

5.2.4 Hardy spaces associated to a general semi-group.

Let X = R™. In [57], X.T. Duong and L. Yan have study the space H; with a more
general operator L. They assume that there exists w € (0,7/2) such that L generates a
holomorphic semi-group e * with 0 < |Arg(z)| < /2 — w, which has a H,, calculus on
L?*(R™) and gaussian estimates for its kernel. Then they define a Hardy space H} by :
for all functions f € L!

rent = || (...

1/2
2&@)/

tn+1

tZLe‘ﬁLf(yﬂ
|z—y|<t 1
They obtained a molecular decomposition using tent spaces (Proposition 4.2 of [57]) : a
function m is called a H}-molecule associated to a ball Q C R" if

o dt
7m@:/’ﬁmtﬁanm@7
0
with a(t, z) satisfying
supp(a) C {(z,t) € X x (0,00), z € Q,0<t <rg} and Ha||2,@ < Q|72

This definition of molecules is probably less restrictive than ours. So with the choice

Bo(f) := (rAL)e e (f) or Bo(f) := f — e "a%(f),

we only know the inclusion
1 1
He,mol — HL‘

Conclusion : We have seen that our abstract construction permits to realize some
already known Hardy spaces. It seems that our Hardy space is sometimes too small
to be identified with a Hardy space which would be defined by an area functional. We
will see in Section 5.4 that it is not so small because it has good properties for the
interpolation with Lebesgue spaces. However, we think that this smallness is the main
difficulty (which we will explain in Section 5.8) for the identification of the dual spaces
(HY,)* and (HL,,)".

€,mol
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5.3 Continuity theorem on the Hardy space.

It is well known that a Calderén-Zygmund operator is continuous from the Coifman-
Weiss space Hlyyr to L. We propose some general conditions which guarantee the conti-
nuity from our Hardy spaces into L*(X). We have the two following results :

Theorem 5.3.1. Let T be a L?-bounded sublinear operator satisfying the following ”off-
diagonal” estimates : for all ball Q, for all j > 2 there exist some coefficients a;(Q)
such that for all L?-functions f supported in Q

1/2 1/2
1 ) 1 )
(—MHQ) /S o [T(Bq(f))l du) < a;(Q) (m /Q |f] du> . (5.10)

If the coefficients o satisfy

. p2Q)
A= Slgl)” ]ZZ; 1(0) a;(Q) < oo, (5.11)

then there exists a constant C such that

Vi€ L' NHyy  IT(Nler < Cllflla,-

ato

So if T is linear then it has a unique extension, which is continuous from H}, into

LY(X).

Theorem 5.3.2. Let T be a L*(X)-bounded sublinear operator satisfying the following
Yoff-diagonal” estimates : for all ball Q, for all k > 0,5 > 2, there exist some coefficients
a;k(Q) such that for every L*-function f supported in Si(Q)

1/2 1/2
; 2 , 1 2 )
(u(2j+k+1Q) /Sj(ng) T(Bo(H) du) < 24(Q) (M(2kHQ) /sk(Q) T '

(5.12)
If the coefficients oy, satisfy

R [Z W) %k@] <00 19

then for all € > 0 there exists a constant C = C(¢) such that

Ve NHo g  ITHIh < Clfllaz,

ol

So if T is linear then it has a unique extension, which is continuous from H! . to

LY(X).

Remark 5.3.1. 1—) It is possible that a particular corona Sk(Q) is empty. So we have
normalized by p(251Q).
2—) One can weaken even more (5.10) and (5.12). For example (5.10) can be replaced

by
/X\4Q I T(Bo(f)ldn S 1(Q)V? (/Q |f|2du) 1/2
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in which case the proof is almost tautological. Also let us explain why we choose a condi-
tion like (5.10). Our Hardy spaces depend both on € and on the collection B = (Bg)geo,
so write them (just in this remark) H}, 5 and Hy,, 5. Take a L*-bounded operator T .
Assume that for € > 0 it satisfies the condition (5.10) with some coefficients o;(Q)
satisfying : -
L M(Qj Q) je'
A SL})EH ; 0) a;(Q)2° < 0. (5.14)

Then it is easy to show that for m = Bq(fo) an atom (of Hy,,p) associated to the ball
Q, the function T(Bg(fq)) is an €' -molecule of H} 1y (associated to Q). Here we write
TB := (TBg)geo the new collection of L?-bounded operators. So we claim that T is
also continuous from Hpyy, g in HY g We have an analogous result with (5.12) and
the molecular spaces. Also the assumptions (5.10) and (5.12) naturally appear when we
want to work with these Hardy spaces.

3—) Notice that when ¢ = oo, Theorem 5.3.2 becomes Theorem 5.3.1. So it suffices to
prove the last one.

Proof of Theorem 5.3.2 : First we show the following estimate : there exists a
constant C' = C'(¢) such that for all e-molecule m :

[T ()l < C(A+ T 12— 12) - (5.15)
Using definition we know that there exists a ball ) and a function fg such that

m = Bq(fq)-

By decomposing the space X into the scaled corona around ) and by the linearity of
Bg, we have :

m = Bqfo =Y _ Bolls, /o)

k>0

Using the sublinearity of 7', we obtain that

IT(m)| <> |TBo(1s,@) /o) -

k>0

By decomposing the integral with the coronas (Sj(ZkQ))j>0 which is a partition of X,
we have : -

IT(m)]l <Y ITBe(lsya fo)ll,

k>0

<Y [ [T(Beltsiase))|du
k>0 ¥ S (28Q)
Jj=0

. 1
<> p@FTQ) (m /S'(sz) IT(Bo(1sy@ fo))| du)

k>0
j=>0

1/2
| 1
< pE@HITQ) (m[q@k@ |T(BQ(1Sk(Q)fQ>)‘2d/“L> :

k>0
j=>0
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Using the ”off-diagonal” estimates (5.12) on 7" and the doubling condition for the mea-
sure 4 (for the terms j < 1), we get

(28441 1 1/2
Tl < e Corerplonn(@ (g [ o ol )

k>0
j>2

1/2
+ Y AP (M) <m/X\T(BQ(1Sk(Q)fQ))|2d“>

k>0,j<1

ok+j+1
<y u<2’f“@>%%,k@m<2’f“ 2 el
£>0,5>2

+ ) AP M) T Bollre-rz I fally sy o)

k>0,j<1

Then we use (5.5) to estimate | TBg||r2_rz2, and with the L?-decay on fg, we have :

IT(m) ;. < Z (2’““@)wa. Q) <2k+1Q)71/2 (2k+1Q)71/2276k
L = 1(2F1Q) 3k 2 o]

k>0,5>2

+A/||T||L2—>L2 Z 2_€k+j6
k>0,j<1
e ,u 2k+j+1Q
c klz ) k@ T2 S AT e
k‘>0 ]>2

So we have proved the result for all e-molecules.
Next, we introduce the space

S = {f; f= ZAimia (m;); emolecules, ||f|lp = 107 <Z |)\z|> } ;
=1 =1

which is a subspace of H, 1mol
We have that T is continuous from S into L! : in fact if f € S, there exists a finite
decomposition

f=> Xm;  with 1 lls,, =107 (Zm),
i=1 =1

by the sublinearity of 7" and (5.15), we have :

ITCHNr S E:IA | S Il

e mol

We conclude the proof by involving the next lemma. U

Lemma 5.3.2. The set S is dense in H!

e,mol*
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Proof : Let f € H elmol be a non zero function. Then there exists an infinite decompo-
sition with e-molecules :

=D Amiand ) N < (A+107)
i=1 =1

Let fy be the partial sums, defined by :

N
fn = Z Aim;.
i=1
Assume that fy is not contained in S, then
N
vl <1073 Al
i=1

However fxn converges to f for the H elmol norm, so for N large enough we can deduce
from this inequality that

1f ey, < 201N ]

mol —

5 mol

Hgml_5z|x| Z|A|<—||f|

This last inequality is not possible so we conclude that for N large enough, fy is an
element of S. We have proved that S is dense in H/ . U

Remark 5.3.3. The same lemma holds replacing H! ., by H}

€,MO0 ato-

Remark 5.3.4. In order to verify the assumption (5.13), with the doubling property of
i it is sufficient to check the stronger condition :

sup sup [Z 2j5aj,k(Q)] < 0. (5.16)
k>0 Qball |5
Example 5.3.5. Theorem 5.8.2 (resp. Theorem 5.5.1) applies to T = Id if (5.12)

(resp. (5.10)) holds. In this case, (5.12) becomes a condition on Bg which implies
H! . — L' (see Section 5.6).

e,mol

Example 5.3.6. In the case of Coifman-Weiss Hardy space Hly,, this result generalizes
the Calderon-Zygmund conditions. We choose

Bo(f)(x) = Fx)1(x) - (u(@)l /Q fdu) ;

Let T be a L* bounded operator. If we assume that the kernel K(x,y) of T satisfies
the Calderon-Zygmund assumptions : there exists h > 0 such that for all x # y and

y' € Bly,d(z,y)/2),

1
K (2,y)| S

p(B(z,d(z,y)))’
d(y, y')"
K z,y - K I’,y/ 5 )
) = RS LB ey
then it is easy to prove that T satisfies the assumptions in Theorem 5.3.1. So T 1is

continuous from Hly = HY, into L', which is the classical result.
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ato*

So here we have obtained simple conditions for a L?-bounded operator to have the
H' — L' continuity. These conditions generalize the ” Calderén-Zygmund” conditions in
the classical case. In next section, we are interested in interpolation results.

5.4 Interpolation theorem between L*(X) and H}

ato*

The goal of this section is to find some general conditions on B¢ operators which give us
an interpolation result like : if 7', an L?-bounded operator, is continuous from H' to L'
then T is LP-bounded for all (or some) exponents p €]1,2]. We will use real L>-duality
defined by :

Vg€ LX), ()= [ f@gl)dnta).
Associated to this duality, we denote the adjoint operation by *.

Definition 5.4.1. We set Ag be the operator > Id — Bg. For o € [1,00] we define the
mazximal operator :

1/o
VreX,  M(f)(w) = suw (@/Q}A*Q(f)rd,u) (5.17)

and a sharp mazimal function adapted with our operators : for s > 0,

1/s
e X, N = (oo [ el ae)

Qball
zeQ

The standard maximal ”Hardy-Littlewood” operator is defined by : for s > 0,

Ve X, Mun (D)= (o / !f(Z)lsdu(Z)>1/S-

Qball
zEQ

For convenience, we recall the definition of a linearizable operator (see Definition V.1.20

of [65]) :

Definition 5.4.2. An operator T on L*(X) is said to be linearizable if there exists a
Banach space B and a linear operator U defined from L*(X) into L*(X, B) so that :

vfeLXX), IT(H@)|=IU) )l  n—ae..

Examples of linearizable operators are given by maximal operators or quadratic func-
tionals for T'. Linearizable operators are sublinear. Our main result is :

Theorem 5.4.1. Let o €]2, 00]. Assume that for all balls Q and all functions h € L*(X),
we have

(@ /Q |A23(h)|"du) " inf Mg () ().

2Here we can choose Ag(f) = flg — Bq(f) too.
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Let T be a L?(X)-bounded linearizable operator. If T is continuous from H}, into L'(X)

ato
then for all p €]o’,2] there exists a constant C' = C(p) such that :
vfe LA(X)n LX), Ty < Ol

In addition we have the following estimate :
Tz S 1T 1o (1T s+ IR, Lo

where 6 is given by :
1—-6

2 1

p
The implicit constant depends on A, A',§,p .

Here the quantity 1,(x)<cc means 1 if p(X) < oo and 0 if u(X) = oo and o' is the
conjuguate exponent of 0. We need some preparation before proving this result.

By Definition 5.4.2, the operator T is associated to a linear operator U from L?(X) into
L*(X, B). We fix a measurable function ¢

¢ X —-{NeB, ||\

and we consider the linear operator V on L?(X) defined by :

X — R

vf € L3(X), ”f):{x — sU(f) (@), 6(x))s- (5.18)

So V is L?(X)-bounded because

IVl < NsU) (), o)) lly < U (@)]g |6(2)
< MU @)l = 1TEI,-

By the same argument we can prove that V is bounded from H},,
have :

B* 112

to L' because we

Vi€ Hoyo(X), VNI < ITUI, -

By duality we know that V* is continuous from L* into (H_,,)*. So we have the following
two lemmas :

Lemma 5.4.3. Let Cy == ||T|| g1, _p1. Then :
vfer=nrr MV || <Gl

Proof : Fix a function f € L?*N L*. By the L?-boundedness of V' we have that V*(f) €
L*. Fix a ball Q. Using the L*-boundedness of Bg we conclude that BL(V*f) exists
and belongs to L*(X). Let h be supported in Q and normalized by ||h||o = 1, construct
¢ = u(Q)~/?h. Then it is easy to see that m = Bg(¢q) is an atom. With the continuity
of V from H! to L', we obtain :

ato

\ / V(m)fdu‘ < WVl il oo < Cullf e

ato
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In addition, since m and f are L2-functions, we have :
[ vimsan= [mv(du= [ w(@ 2 Bo(tv"(r)d
(@ [ BV (£

In consequence, we get

e Q) Iilho =1 | [ WV (D] < Cnt@ 111
Hence, ByV*(f) € L*(Q) and

IBoV (N < Cri(@)2(1fllos
therefore we can finish the proof. U

Lemma 5.4.4. For all 1 < s <2, there exists a constant Cy = Cs(s) S ||T||p2—p2 such
that :
vielr  [IMIVD],q < Callf Il

Proof : Let x € X and @ be a ball such that x € (). We have :

(ﬁ / ’Ba(v*f)(z)rdu(z))l/s
( /‘V* 2)|" dp(z ))1/S+ (@/é’AE(V*f)(Z)\”du(Z))l/o

< Mups(V*f)(@) + Mo (V" f)(2).
Here we use the fact that s < 2 < ¢. Taking the supremum over all balls () > x, we get :
MV f) < My o(VEf) + Mo (V*f).

In addition for s < 2, My s is of weak type (2,2). By the assumptions V* is L?-bounded
and M, is of weak type (2,2) (bounded by Mgz ). So we conclude that M? o V* is of
weak type (2,2). O

Let the parameter s = 2. From the two previous lemmas (Lemmas 5.4.3 and 5.4.4) and
Marcinkiewicz’s theorem for real interpolation, we obtain that Mg o V* is bounded in
the whole space L"(X) for 2 < r < oo. If p €]1,2] is an exponent and ¢ €]2,00][ its
conjuguate exponent, then there exists also a constant Cy := C3(p, Cy, C3) such that

viernr M| <alfl, (5.19)

and Cj3 is bounded by :

1-6
03 < HA]\/[I:1 O‘/>k

HMﬁoV*

LQHLQ o (Hato) —L

SITNgepe 1T, r
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because 6 satisfies
1 0
—=1—--==.
q p 2
We now begin the proof of Theorem 5.4.1.
Proof : We develop the proof in two steps.
1—) End of the proof for the operator V.
We are going to obtain the result as a consequence of Theorem 3.1 in [44]. With its
notations, take F' = |h|?* and for all balls Q

GQ = 2|Béh|2 and HQ = 2|A*Qh|2,

where h = V*(f) and f € L? Then for all z € Q, we have F(z) < Gg(z) + Hg(x). For
all balls () > z, we have

1
Q)

By assumption, for all balls () > x and T € ), we have

L o/2 o 2o (L coniean) 2/0 7)?
(M(Q)/QH—IQ‘ d“) =2 (”(Q)/QlAQ(hM du) < 227 M, (h)(T)
< 227 My o(h)(Z)? = 2%/° Myp, 1 (F)(T).

/QGQdu < 2ME(h)(z)? == G(z).

Also by Theorem 3.1 of [44] (which applies because h = V*(f) € L? so F € L'), for
1 <r < o/2 we have :

1l < 1Mo (F)llr S IM5(R)% . = (|M5 ()3, (5.20)
By using (5.19) and h = V*(f), we obtain for 2 < 2r < oo :
IME(R)|2r S 11 £1l2- (5.21)
Then the two previous estimates ((5.20) and (5.21))give

IVE(Pllar < 1F 1l

We have obtained also that for all exponents ¢ with 2 < g < o, there exists a constant
C' = C(q) such that :

vier’nry, V(N < Cllflle

Thus by duality we can obtain that V' is bounded on L* for all exponents p €]o’, 2].
2—) End of the proof for the operator T
We recall the definition of the operator V' (5.18). Let ¢ be a measurable function

p:=X—-{NeB" ||\

g <1}

and the operator V' is defined by :

Vf e L*(X), V(f):= (5.22)
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We have obtained that V' is LP(X)-bounded and the continuity bound is uniform with
respect to the function ¢. There exists a constant Cj such that for all functions ¢ and
for all functions f € LP(X) N L*(X) we have

VO, < Call £l,- (5.23)
Using the Hahn-Banach theorem, we have that

1
Vb € B, 3b* € B* Z HbHB SB <b, b*>3* and Hb* B* S 1.

In addition, we can choose b* such that the function b — b* is measurable 3. Let f be a
function in L2. By choosing a good measurable function ¢ we can have also

V(@) = 0N @s = 3 (@)
Hence by (5.23), we obtained that

1T, < 1 F -
This estimate is uniform for all f € LP(X) N L*(X). O

There is an interesting particular case when T = [Id, which gives us the following
corollary :

Corollary 5.4.5. Assume that M, is bounded by My o for some o €]2,00] and that
HY},, is continuously contained in L*(X) (see Section 5.6). Then for all g €]2, 00| there

ato

exists a constant C' = C(q) such that
vfeLnl?  Mi(f)lly < Clflly
In addition if 1 < s <2 < q < o then we have the other inequality :
vieLinL®: O flly < IMEHNg < Cllfllg-

Proof : With these assumptions, we can apply the previous theorem with 7' = Id. The
first claim is obvious with (5.19), here we have just used the imbedding H}, < L'. The
second claim is a consequence of (5.20) with the control |f| < Mpyy s(f). To prove this,
we use the assumption that M, is bounded by My, 2. In the proof of Theorem 5.4.1,

we have used s = 2 however we can use the same arguments with s € [1,2]. 0

We have a second corollary (independent of Corollary 5.4.5) :

Corollary 5.4.6. Assume that for o €|2, 00| the mazimal operator M, is bounded by
Mpyrs. Then we have the following inequality : for all q €]2,0[ there exists a constant

cq such that for all functions f € L* N (HL,)* we have
171 < el 18 [NFIRE o+ 1A Ly (5.24)
where 0 is given by
I
¢ 2

3In fact let by € B be a point then there exists by € B* so that ||bj||s- = 1 and (bo, b3) = ||bo||5. Now
it is easy to show that for all b € B if [|b — byl < 7|bo||s then (b,b}) > 2|b||5. By this observation,

it is easy to construct a piecewise defined function F' from B to B* so that for all b € B we have
(b, F(b)) = 1bll5.
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Proof : In fact we can prove this result directly by using the maximal operator Mg
and the previous arguments. Here we will prove this as an application of the previous
theorem. So we take E a set of X satisfying 0 < u(FE) < 0o, and we write ¢ := 15. We
define also the operator T as :

T(h) := (h, [)¢.

The assumption ” f € L?” guarantees that T is L?(X)-bounded. And by the fact that
f € (H},)*, we obtain that T is continuous from H], to L'(X). So we can apply the

ato
previous theorem and we conclude that 7" is LP(X) bounded for all p €]o’,2[, and we

have the following estimate :

ITEN, S IR IT I za [ITU s + 1T, 1o Tucxr<oc] -

By the definition of 7" and the duality result about Lebesgue spaces, we deduce that
(with p equals to the conjuguate exponent of q) :

17y = 1T Wt S 10 [IF0ERE e+ 171 Lo
U

The parameter ¢ plays an important role in Theorem 5.4.1. It permits to understand
Which Lebesgue spaces LP(X) can be obtained by interpolation between the Hardy space

H},, and L*(X). We now see that the range for p is optimal in an example, the case of
Riesz transforms.

Example 5.4.7. The Riesz transforms.
Let
A:R" — M, (C)

be a bounded n X n matriz valued function satisfying the ellipticity condition : there exist
two constants A > X\ > 0 such that

Vo eR", V6, € C",  MEPP < Re(A(@)E-€)  and |A(z)E- (| < AJEI[C].
We define the second order divergence form operator as
L(f) = —div(AVf).

Associated to this operator we have the Riesz transform VL~Y? defined by
Y dt
L2 = —/ tVe L (f)—.
\Y% (f) 7 ). ViVe i (f) -

From [40], we know that the interval of p € [1,2] such that the heat semigroup (e'*);>0
and the Riesz transform VY L™Y2 are LP-bounded have the same interior. We shall denote
the critical exponent py. Moreover we know that for p € [1,2]

VLY is LP-bounded <= p;, < p < 2.

It is shown in [39] that 1 < pp, < 2% and in [{0] that it could be that p, > 1. In that case

Riesz transform can not be continuous from Hly, into L' (else by interpolation pr, = 1).
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So this is an example where the Coifman-Weiss’s Hardy space is not well adapted to the
operator. That’s why another Hardy space would be interesting.

We have seen in Subsection 5.2.3 that we can compare the Hardy space H} of [70] with
ours. By choosing

2 M
Bo(f) = (rgL)"e™ @ (f) or Bo(f) = (Id — (Id + 15 L)™") " (f).
with M a large enough integer (M > n/4), we have the inclusion
Ve > 0, H .. — H]. (5.25)

A Tweak” version of Lemma 2.5 in [70] asserts that for every q, 2 < q < (pr)’, for
arbitrary closed sets B, FF C R"

vt >0,Vf e LX(E),  [ItL)" e (f)llor St

|3

(G=2) e =edBEV /Y| £, 4.

By taking t = 7“22, q=o0 < (py), it is easy to check that for all balls Q, for all h € L?

(a1
Q1 Jo
This gives us that the mazimal operator M, (defined by (5.17)) satisfies :

Vh e L2, M, (h) < Myra(h).

We already know that VL='? is L*-bounded ([43]). For ¢ >0, Theorem 3.4 of [70] and
(5.25) prove that this operator is continuous from H;mol into L. We can also apply our
Theorem 5.4.1 to deduce that the Riesz transform is LP-bounded for all p €|o’,2] with
all o' € [2,p}]. So the Riesz transform is LP bounded for all exponents p €|pr,2|. As
we know the Riesz transform is not LP-bounded for p < pr so our range of exponent is

optimal.

1/o

et ) )| dx) < inf My () (2).

From the point of view of ” LP-theory” (we temporary forget the Hardy spaces), we have
the following result (using Theorem 5.3.2 and Theorem 5.4.1) :

Theorem 5.4.2. Suppose 1 < py < 2. Let T be a L?*-bounded linearizable operator such
that for all balls QQ and for all functions f supported in @)

1/2
. 1 2 1 2
Vi >2 (m /Sj(Q) IT(Bo(f))] dﬂ) < a;(Q) <m/@|f| d,u)

1/2

1/2 1/po
; ; _ 2 . L Po
¥ >0 (M(WQ) [ i=Bat du) < 0@ (577 [ 1)

where the coefficients a;(Q) satisfy
p(2Q)

S g e

Then for all exponents p €|po,2[, there exists a constant C' such that
vier*nrr,  |T(f)l, < Clflly
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Proof : We are going to show that with these assumptions the maximal operator M,
(defined by (5.17)) is bounded by My, ». Then the theorem is a consequence of Theorem
5.3.2 and Theorem 5.4.1. To prove this, let f € L?> N L! be a function and o = (py)’. For
all balls () containing the point x(, we can estimate the L7-norm by duality :

M, (f)(0) = sup sup u(Q)"° / (f - By(1)) gdy
R T

= sup sup u(Q)l/U/f(Q_BQ(g))dM

Z0€Q geL2(Q)

llgllpg <1
<swp sup p(@Q V7Y / 1 (9~ Bolg))| du
IOEQ QELQ(Q) ]>0
llgllpg <1
< sup (@) sup Y [lfllas,9) 19 = Bal9)llus, o)
x0€Q geL? (Q) >0
llgllpg <1
o 1/2 _
< sup (@) sup Y [IFllys,0) 4 (@n (2771Q) T (@) gl
zo€Q 9€L2(Q) 5
llgllpg <1
1 w(2Q)
< sup Y [ fllas o) (271 Q) 0y (Q) ==
T0EQR ; 253 ! M(Q)
23+1Q
< Myra(f)(zo) sup Zag )
xOEQ ]>0 )

S Mura(f)(xo).

0

Let us compare with the S.Blunck and P.Kunstmann’s result (see Theorem 1.1 of [47]).
We describe an improved version, due to P. Auscher (Theorem 1.1 of [40]) :

Theorem 5.4.3. Let 1 < py < 2. Let EQ be some uniformly L*(X)-bounded operators.

Let T be a L*-bounded sublinear operator such that for all balls Q and for all functions
f supported in Q)

1/2
V)22 (—u@jil@ L (T<§Q<f>>\2du> <@ (5 / 1dn )
) 1/2 1/po
Vi >0 (ﬁ/&@)\f—%(ﬁ)\ du) < 0,(Q) (@/wa)/ |

If the coefficients a;(Q) satisfy

p(2Q)
2 g Qe
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then there exists a constant C' such that
vieL*nrL”,  |T(f)llos < Cllfllp-
So by real interpolation, for all p €|py, 2], there exists a constant C' such that

vierL'nrr, T, < Clfl,.

Remark 5.4.8. The first "L' — L?” condition of Theorem 5.4.3 is stronger than the
first "L? — L?” condition of Theorem 5.4.2. So Theorem 5.4.2 has weaker conditions as
far as the continuity on LP with any p €]po,2[ is concerned. However the assumptions
in Theorem 5.4.3 imply the weak type (po, po) by a variant of the Calderdn-Zygmund de-
composition, which does not seem to work under the assumptions of Theorem 5.4.2. Also
Theorem 5.4.3 cab be applied to sublinear operators, not only to linearizable operators.

5.5 Continuity results in weighted spaces.

We have used the sharp maximal function M! in previous sections. Like in the
Euclidean case, we can use it to get continuity in weighted space.

We have the following result :

Theorem 5.5.1. Let T' be a linear operator as in Theorem 5.3.1, then for 1 < s < 2,
we have

MAT™(f)) S Mura(f).

Proof : Let f be a function in L?. Let us fix z9 a point and write s’ the conjuguate
exponent of s. By using the assumption (5.10) of Theorem 5.3.1 :

ME(T* f)(ao) = sup sup |QI"* / By(T* f)gdu

T0€EQ geL2(Q)
loll <1

—sup sup |QI7Y / ST (Bolg))dp

T0€EQ geL2(Q)
lgll <1

<swp s (@ [ 1fT(Bolo)

ToEQ geL?(Q)
lglly<t 20

< sup sup ZM(Q)_l/S HfHQ,Si(Q) ”T(BQ(Q))HZ&(Q) :

T0EQ geL2(Q) ’;
lgll <t 20
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For zy € @), we have the following estimates :

> 1@ F lly,s,00) 1T B9l 5,0

120
2i+1 1/2
>W[Z]muM@MM+§:wm&@amm(ﬂiagg qu

i<2 >3
i+1Q> 1/2
< lﬂmn[ W lasion + S 171 >(ﬂ9——) ]
KZQ Q) ; Bl 1(Q)

S MHL2 $0

1+ Z @ (Q)p (271Q) 1(Q)~ 1]

S Myra(f) (o).

So we obtain :
ME(T* f) (o) S Mup2(f)(w0).

We recall the definition of Muckenhoupt’s weights and Reverse Holder classes :

Definition 5.5.1. A nonnegative function w on X belongs to the class A, for1 <p < oo

if
1 L e )p_l
o ot (M(Q) /deu> (u(Q) /Qw i =

A nonnegative function w on X belongs to the class RH, for 1 < q < oo, if there is a
constant C' such that for every ball Q) C X

G fpran) < (i )

We have the well-known following properties (chapter 9 of [66] for the Euclidean case) :

Proposition 5.5.2. For 1 < s < oo the mazimal operator My s is bounded on LP(w)
foralls <p<ooandw € A, /5. For1 <p < oo, let w be an A,-weight then there exists
some constants C,e > 0 such that for all balls Q) and all mesurable subsets A C Q, we

e wma<C<MM)i

w(@) —  \u(@)

If wis as A, weight, then W™ = w™Y®=1 s an A, weight. In addition we have the
following equivalence :

(5.26)

we A, = ' cA,.
With these definitions we have the following result :

Theorem 5.5.2. Let T be a linearizable operator which satisfies the assumption of

Theorem 5.3.1. We assume that for o €]2,00| the mazimal operator M, is bounded by

Mpyro. Let p €]o’, 2] be an exponent and w a weight so that w € A, /e N RH 2. Then
P

the operator T is “bounded” on LP(w) : there exists a constant C' such that :

Vie L' nL(w),  IT(N)llpwde < Cllflpwdp-
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For the weight w, we define the associated measure (written by the same symbol) w by
dw := wdp. Concerning the condition w € Ap/s N RH 1, we recall (Lemma 4.4 of [44])
P

that for o/ <p <2
w & Ap/o" N RH(g)/ <= wl—p’ c Ap’/Q N RH(Q/)/ (527)
p P

In the following proof, we will use this equivalence.

Proof : We use the notations of Theorem 5.4.1. Let f € L*NLY(w'~%). With h = V*(f),
we write F' = |h|?.
First we recall the fact that V* is the adjoint of V' related to the measure p. So we have
that

V is LP(w)-bounded <= V*is LY(w' ?)-bounded,

where g = p’ is the conjuguate exponent of p. We use Theorem 3.1 of [44]. We have seen

that we can apply it. With 7 := ¢/2 €]1,0/2[ and w'=? = WP € RH(- ), we obtain
P

the weighted version of (5.20) :

1E llrir—2r <A Mppa(F)[lrar—2 S [1M5(R)?[lgui—2r = [ M5(R)|[3, o1-2r- (5.28)
By using Theorem 5.5.1 and h = V*(f), we obtain for 2 < ¢ = 2r < oo :
IME(R)lar -2 S 1Mz (f)ll2rer—2r-
The weight w!~ belongs to the class A, /2, so with Proposition 5.5.2 we get
”MHL,?(f)Hq,wl*q 5 Hf“q,wl*q'

Then the three previous estimates give

V(P llger-o S 1 lger-o-
We obtain also that there exists a constant C' such that :

Ve DALY, IV (Dllwis < Cllfllgor-a.

Thus by duality we can obtain that V' is bounded on LP(w). 0
We use the following notation of [44] :

Definition 5.5.3. For w a nonnegative function on X and 0 < py < qo < oo two
exponents, we introduce the set

W.,(po, 90) = {p €lpo, o[, w € Apjp, N RH(go/py } -

Then we have the ”weighted” version of Theorem 5.4.2 :

Theorem 5.5.3. Let 1 < py < 2. Let T be a L*-bounded linearizable operator such that
for all balls Q@ and for all functions [ supported in @

1/2 1/2
. 1 2 . 1 2
Vi >2 (m /Sj(Q) |T(BQ(f))| dﬂ) < a](Q) <N(Q) /Q |f| d:“)
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1/2 1/po
; ; _ 2 : L Po
Vi 0 (u@m@ [, 1Bl du) <@ (g [ i)

where coefficients o;(Q) satisfy
p(2Q)

e gy @ <o

Let w be a nonnegative function. Then for all exponents p € W,,(po,2), there exists a
constant C' such that

Vfe L*n Lp(w)’ HT(f)”pwdu < OHpr,de'

Proof : We have proved in Theorem 5.4.2, that under these assumptions the maximal
operator M, is bounded by the operator of Hardy-Littlewood My, . Then the desired
result is a consequence of Theorem 5.5.2 with o = (p)’.

Remark 5.5.4. Like the comparison between Theorem 5.4.2 and Theorem 5.4.3, we
can compare Theorem 5.5.8 with Theorem 8.8 of [{4] : 5.5.8 needs simpler and weaker
assumptions as far as the continuity on LP with any p € W,,(po,2) is concerned.

5.6 Embedding of H!,  , into L'

Here we discuss conditions on B = (Bg)q insuring the embedding of Hardy spaces
into L'(X). We assume throughout this section that they satisfy some decay estimates :
for M" a large enough exponent, there exists a constant C' such that

Vi >0, Vk>0,Vf€L® supp(f) C2Q  |Bo(f)llys, gy < C2M *(Ifll22iq-

(5.29)
In the sequel, all results about the atomic space H}

ato ONly need (5.29) with ¢ = 0. If
we want to work with the molecular space H/,,,;, then we need (5.29) for all i > 0. We
have the following imbedding :

Proposition 5.6.1. We have the following inclusions :
Ve > 0, HY — H' = LYX).

ato €,mol

Proof : We claim that all e-molecules (and atoms) are bounded in L'(X). In fact, using
(5.29)

1Bo(fa)ll, < > [ Balfols@)ll, < D [1Balfels@), s, w0

i>0 120 k>0

< Z Z (2R Q)2 HBQ(lesi(Q))Hg,sk(zicg)
120 k>0

<D H QM2 | foll 0
i>0 k>0

S0 Y Q) M (2 Q)
i>0 k>0

5 ZZQk5/22—M’lk2—Ei 5 1.

i>0 k>0
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Here we use the estimates for fg, the doubling property of p and the fact that M”
is large enough (M” > /2 works). So we obtain that all e-molecules are bounded in
L'(X), and we can deduce the imbedding using Lemma 5.3.2. 0

We recall that with this inclusion, in the study of the interpolation problem, we have
obtained a more precise result (Corollary 5.4.5).

Corollary 5.6.2. The spaces H},, and H! . are Banach spaces.

ato €,M0!

Proof : It is obvious that these spaces are vectorial normed spaces. We must verify the
completeness. The proof is easy by using the following well-known condition : for € > 0,
H!, ., is a Banach space if for all sequences (h;)ien of H},, satisfying

€,mol
E ||hl||H1 < o0,
e,mol

>0

the series Y h; converges in the Hardy space H! . This is true because each molecular
decomposition is absolutely convergent in L'-sense so we can define the series > h;
as a measurable function in L' and it is easy to prove the convergence for the H!

norm. O

We have another corollary :

Corollary 5.6.3. We also have the inclusions :

L¥(X) € (H.

e,mol

)" C (Hayp)"

Now we want to compare our abstract Hardy spaces H', and H, émol with the classical
Hardy space Hly, of Coifman-Weiss. To do this we must define for a ball @ the function

AH(1x). Let m := Bq(fq) an e-molecule of H!, . We have seen that the integral

€,M0!

/X Ao(fo) ()du(z)

converges in L' sense (due to the decay of fg and the ”off-diagonal” decay of Ag). Also
we get

Vfe LYX),

/X Ao(f)(x)du(x)

i 1/2 5ei
Ssup | fllasi@ (1(2Q)) 727

We can also consider the linear functional f — [, Ag(f)(x)du(x), which will be denoted
AGH(1x), defined on the space

i 1/2 5ei
Mol q = {f e LY(X), [Ifllmote = Sup 1fll2,5.0) (1(2'Q)) Pod < OO} -

With these preparations we have the following comparison between Hardy spaces :

Proposition 5.6.4. Let € €]0,00]. The inclusion H! . C Hly, is equivalent to the fact

€,M0

that for all Q € Q, (Ag)*(1x) = 1x in (Mol.q)*. In this case for all € > € we have the
inclusions HY,, C HY,  C H! =~ C Hiy.

ato €/ ,;mo €,M0



194 Espaces de Hardy abstraits.

Proof :
1—) Proof of the sufficiency.

Let m := Bg(fg) an e-molecule of H/ . First we want to prove that the integral of m

is equal to 0. To show this we use the definition By = Id — Ag. By definition we have

/XAQ(fQ)(w)dM(x) = (Aq(f@), 1x) = (fq, Ap(1x)).

So by the assumption, we have

| Aatsorin = [ sodu

So we have shown that [ Bg(fg)du = 0.

Now we will prove that the molecule m satisfies the good decay around the ball () and
so is an Hly, molecule associated to the ball Q. With the previous ”off-diagonal” decay
of By, the uniform L?-boundedness of Bg and the assumptions over fg, we have that
for all j > 0 with M"” large enough :

||BQ(fQ)||2,sj(Q) < Z ||BQ(fQ]‘Si(Q))H27Sj(Q)

i>0

J 00
< Z ||BQ(fQ]'Sk(Q))H2,Sj(Q) + Z HBQ(fQ]'Sk(Q))HZ,X
k=0 k=j

7 0o
<> ||BQ(fQ15k(Q))HQ,ijk(sz) +> llfallss o
k=0 k=j
7 0o
SO 2N follasuq + Y m(Q) 22
k=0 k=j

J
<D 2N P 4 (@)
k=0

< w(@)~2m

So we have proved that m satisfies the decay of a classical molecule in the space Hiyy .
Som € Hey, and then HY, , C Hiy, follows from Lemma 5.3.2.

2—) Proof of the necessity.

We assume that H 617m0l is included in Hly,. Let Q be a ball. So for each e-molecule
m = Bg(fg) we have that

[ Batsyin = [ fodu(@ - [ Aq(se)dn =o.

We can compute the difference of the two integrals, because we have seen that they
converge in L' sense. So by definition we have that for all f € Mol g

/ fadu = (A5 (1x), f),

which means that Af(1x) = 1x in (Mol q)*. U
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Remark 5.6.5. Under the assumption of the previous proposition and Theorem 5./4.1,

it is interesting to note that the space HY, is smaller than the Hardy space HLy, and it

is big enough in L'(X) to get the LP(X) spaces by interpolation with L?(X).

Remark 5.6.6. In [57] (see Subsection 5.2.4) the authors study whether their space
BMOy, satisfies BMO C BMOy,. In Proposition 6.7 of [57], they prove that the inclu-
sion BMO C BMOy, is equivalent to the fact that for all v > 0, e "% (1gn) = 1gn. By
Theorem 3.1 of [57], we know that (H})* = BMOyp«. Also we have that

H} C H.y <= Vr>0, e (1gn) = 1gn.
We recall (Subsection 5.2.4) that with the choice

Bo(f) = f — ek (f)

we have the inclusion
Ve > 0, H,.. CH].

The previous proposition shows that we have :

H o C Hoyy <= Vr >0, e ™ (1gn) = 1gn <= H} C Hlyy.

€,M0

5.7 An application for the L’ maximal regularity.
In this part, we apply the previous general theory to reobtain the L” maximal regu-
larity for Cauchy Problem. First we recall the subject of L” maximal regularity.

Let (Y,dy,v) a space of homogeneous type. Let A the infinitesimal generator of an
analytic semigroup of operators on LP(Y') and J = (0,], [l > 0 or J = (0, +00) (in the
second case, one has to assume that A generates a bounded analytic semigroup).

Consider the Cauchy problem

{ 80— =0, re
u(0) =0,

where f : J — X is given. If e is the semigroup generated by A, u is formally given
by
¢
u(t) :/ e~ f(s)ds.
0

For fixed ¢ € (1,+00), one says that there is maximal L? regularity for the problem

if for every f € L1(J, LP(Y)), 2(or Au) belongs to L?(J, LP(Y)). For the maximal L

regularity, we refer to [49], [54], [53], [56], [69], [72] etc.

We now define an operator T :

Definition 5.7.1. With A the generator, we define the operator :

Tf(t,z) = /Ot [Ae(t_s)Af(s, )] (z)ds.
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Let p,q €]1,00] be two exponents. We know that the maximal L4 regularity on LP(Y')
is equivalent to the fact that 7' is bounded on LP(J x Y'). That is why we study this
operator.

We need some conditions on our semi-group e*4.

Definition 5.7.2. Let T := (T});es be a collection of L*-bounded operators. We will say
that T satisfies off-diagonal L? — L? estimates at “low scale” if there exists a function
v satisfying

Vp >0, sup y(u)uP < oo, (5.30)

u>1

such that for all balls B C'Y of radius r, for all functions f supported in B if u < 29ty
then

1/2 1, 1/2
<,,(2£13> Ly 0 W“) <o () G Vi) R
(5.31)

We also write T € Oy (L? — L?).
We will say that T satisfies off-diagonal L* — L? estimates at "high scale” if for all balls
B CY of radius r, for all functions [ supported in B

1/2
J+1,. b ()P dv vB) (1 dv v
u> Pty = <V(2j+lB) /Sj(B) T2 (f)I"d > = =B) (V(B)/B|f| d ) :
(5.32)

We write also T € Opign(L* — L?).

In these two cases, the ”scale” corresponds to the ratio between the parameter u and the
size 2/ of the corona Sj(B), where we estimate the operator T,z.

Let gy € [2,00] be a fized exponent, we say that T satisfies weak off-diagonal L? — L%
estimates if there exist coefficients (5;);>0 satisfying

> 2B < (5.33)

J=0

such that for all balls B and for all functions f € L*(X) we have

(V(lB)/B Trg?(f)‘qo du)l/qo < gﬁj (@ /2j3|f]2du> 1/2. (5.34)

We also write T € Oypear(L? — L®).

Remark 5.7.3. 1—) It is easy to check that if a collection T € Opign(L* — L?) then
T* = (T} )10 € Owear(L* — L?) with some coefficients B; satisfying

Vi>0, B <(2).

2—) All these conditions are satisfied with gy = oo if the kernel K; of the operator T
admits some gaussian estimates like

1

@)/t
v(B(, /%))

[Ke(z, )] S
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The main result of this section is the following one :

Theorem 5.7.1. Let A be a generator of a semi group T = (e4);~q such that T, (tAe'?) o
and (12 A%e')i~q belong to O (L* — L?) N Opign(L? — L?). Then there exists a collection

B = (Bg)g of L*(J x Y)-bounded operators such that for all € > 0 the operator T is
continuous from H}, ,(J xY) to L'(J xY).

In addition if T* := (" )i=0 € Owear(L?* — L) for a qo € [2,00] then the mazimal
operator My, (defined by (5.17)) is bounded by the Hardy-Littlewood mazximal operator
Mpps.

We separate the proof in several steps. First we are going to describe the choice of the
collection B. Then we will check that the assumption (5.5) and the one about M, are
satisfied. To finish the proof, we will show the H!  , — L' boundedness of T in Theorem
5.7.4.

Equip X = J x Y with the parabolic quasi-distance d and the measure ;1 defined by :

d((tl,yl),(tg,y2)> :max{dy(yl,yg),\/ﬁl —tz\} and dp = dt @ dv.

If we write ¢ for the homogeneous dimension of the space (Y, dy,v), then the space X is
of homogeneous type with homogeneous dimension ¢ + 2. We explain how to choose the
collection (Bg)geo in this special case. We choose ¢ € S(RT) such that [, ¢(t)dt = 1
and p(t) := 0 for all £ < 0 (¢ does not need to be continuous at 0). * For each cube Q
of X, we write rq its radius and we define the B operator as :

Bo = Bré with B.(f) == f = A(f),

where the operator A, is defined by :
+o0 "
Ata) = [ ot =) (o, ) e (53)

=0

Here we write ¢, as the L' normalized function ¢, (t) := r~1¢(t/r). In fact, the integral
for o € [0, 00 is reduced to [0, ], due to the fact that ¢ is supported in R*.

Now we prove that these operators B satisfy the "good” conditions. First we have the
assumption (5.5) :

Proposition 5.7.4. There is a constant 0 < A’ < oo so that for all r > 0 the operator
A, is L*(X) bounded and we have :

”ATHL2—>L2 S A/'

4In fact we shall use only the fast decay of ¢ and we will never consider regularity about it. In addi-
tion, we have added a condition for the support. This is a ”physical” argument : this condition permits
to define Ag(f)(t,z) by (5.35) with only (f(o,y))s<t, which corresponds to the ”past informations”
about f. However to compute the different arguments in all the sequel, we do not need this assumption.
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Proof : By definition the semi-group €™ is L>-bounded so we have the following esti-

mates :
A< [ [ tete= ol D do

[ttt = 0 150 s

2,dt

A\

2,dt

A

+o0
/ r (@ 1t = 0, )l do

=0
S el 1 llg < 112,

So we have proved that A, is L?>-bounded and its boundedness is uniform for » > 0. 0

2,dt

Theorem 5.7.2. Define the maximal operator
1 " 1/q0
M, (f)(o,x) := sup (—/ AL(f d,u) .
w(l,2) 5 /. 14|

If (e )is0 € Oupear(L? — L) then M,, is bounded by the Hardy-Littlewood mazimal
operator My o on X.

Proof : Let ) be a ball containing the point (o,2) € X and rqg be its radius. For
f,9 € L*(X) we have :

+oo
= —aeT%A o, )z x)dodtdy(x
)= / . / 003 (1 — 0)EA(f(0,.) (@)g 1, @) dodtd(x)

/tx eX/g t— o)f(o,x) [(eréA)*g(t’ )] (x)dodtdv(z).

So we conclude that :
Aglo)o) = [ o= [(¢4) g(e.)] @y (5.30)

By using the Minkowski inequality, we also have that

1
* 2 % r2A\"
([0l a)™ < [ Jege-o () seo] @,
Q tER+ Q qo,dv(z)do
By definition of the parabolic quasi-distance, we can write
Q=1xB
with I an interval of lenght r% and B a ball of Y of radius rg. Then we have :
a 1/q0
* 0
([ 1atnman) <
Q
[ Jentt-on@|  Jra () oww)]
teRt+ q0,do qo,dv(x)
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With the assumption (5.34), we obtain
“ 1/qo
([ 1aatnman) <
Q

Z; /t - 2 (t — 0)11(0)

Now we decompose the integration over ¢ by :

( / A5 ()] du) e

/ o (t = 0)1,(0)

With the Cauchy-Schwarz inequality, we have

( /Q A5 ()" du) qu

2 v(B)!/®
S ZZT 1+ 2%) /%@W(z rg)'/? 19(¢, ) Lorrx2i Bt )l gra )

>0 k>0

(13)1/QO
qo,do ﬁ] (QJB)l/Q

||g(ta $)12jB($) ||2,du(a:) dt.

(Zg)l/QO
(97 R\1/2 ||g(t 33')1233( )HQ,dV(J}) dt.

G
J>0 k>0 wds " V(2 B)

—142 —l+1/2 V<B)1/q0
N ZZ T2 (1 4 2) Bi v(2/B)1/? 19(¢, 2)Lorrxoi Bt @)l gra o) -

>0 k>0

Here [ is an integer as large as we want, due to the fast decay of . Using the maximal
Hardy-Littlewood operator, we have

- 12
lg(t, @) Lok 121 B(E )|y gr(ay < B (max{2’,2"2}Q) “gf Mirp2(9)-

So we obtain

H/QlAZ;(g)\qo dp i

_ _1+12 , v(B)Y© , /2] .
[Z Z 1+2/00 (142 @Wu (max{2’, 2k/2}Q) %f Mur2(9).

>0 k>0

<

We now estimate the sum over the parameters j and k. We have the two following cases.
Write
V(B) 1/‘10

o —1+2/ k) —+1/2
Sl = Z TQ q0 (1 + 2 ) BJW

J>k/220

" (2JQ) 1/2

and

/qo
Z —1+42/q m—i+1/2 , v(B)! ok/2)\ Y2
k/225>0
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We must estimate these two sums. For the first, we use that p(Q) = |I|v(B) = rjv(B)

to have

, 12 Q) i ) /2
S < ->;§/2>02j (1+2°) ﬂj‘u(sz)l/z'ﬂ (27Q)
W =

S M(Q)l/qo Z 2] (1+2k)—l+1/2 ﬁj

5>k/2>0

< (@MY 28 < (@),

J=0

In the last inequality, we have used the assumption (5.33) about the coefficients (3;);.
For the second sum, we have (with the doubling property of p and [ large enough)

_ 2k/2 1/2
Sy <rgPu(B)Ve N gt (14257 (u( Q))

k/2>5>0 v(2/B)
1/ ~1 o\ —l+1/2 w(2°Q) 1/2 (h/2—3)(642)/2

Su@ 3 g1 2) " () 2

k/2>5>0
5#(@)1/% Z (1+2k)_l+1/2 ﬁj2j2(k/2—j)(6+2)/2

k/2>5>0

i\ —l+4+6/2 s

S N(Q)l/qo Z (1 + 27) / 3,2 i6/241) < M(Q)I/QO‘

j=0

So we have proved that there exists a constant C' (independant on g and @) such that :

1/q0
([ 1o au) ™ < cut@ = g Mot
Q

We can also conclude that

My, (f) S Mura(g)-
0

The assumption on M,, satisfied : My, is bounded by Mgz 2. To apply the previous
abstract result about interpolation, we must now show that our operator 7' is continuous
from our Hardy spaces into L! and prove the L?-boundedness of T'.

Theorem 5.7.3. T is L*(X)-bounded.

This fact was proved in [56] because it is equivalent to the L?-maximal regularity on
LA(Y).

Now we want to apply the general Theorem 5.3.2. We have the following result :

Theorem 5.7.4. Assume that (e'*);s0, (tAe');50 and (t2A%et4),~q belong to Oy, (L —
L*) N Opign(L* — L?). Then there exist coefficients oy, such that for all balls Q C X,
for all k > 0,7 > 2 and for all functions f supported in Si(Q)

1/2 1/2
; 2 , ; 2
(mzﬁw@) / gy T du) <o (g | G du) - (537)
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In addition the coefficients o, (independent in Q) satisfy

w( 2J+k“@)
A :=sup su — | < o0. 5.38
Qp k>]8 [; (QkHQ) (5:38)

With Theorem 5.3.2, these estimates imply the H!

emot — L boundedness of T for all
e> 0.

Proof : We write r = rg and (o, o) the radius and the center of the ball () so we have
defined By as B,2. The function f is fixed. The parameter j and k are fixed too. We
write () as the product () = I x B with I an interval of length ré and B a ball of Y of
radius r¢. We have

TBy2(f)(t,x) = T(f)(t, ) = TA(f)(t z)
= /0 [Ae=24f(s, )] (z)ds — /O [Ae =4 A2 f(s,.)] (x)ds,

where
“+o00

[Aet4 A, f(s,.)] () = Aelt=24 [ / op2(s — o)e” A f(o, .)da} (2).

=0

So we obtain
Brzf If I)

/ / vr2(s —0) 10<U<tAe t=)Af (g, )(z) — 10<5§tAe(t_5+7"2)Af(0, )(a:)} dods.
(5.39)

We have three time-parameters o, t and s. As in the case of Calderén-Zygmund operators,
the difference between the two brackets is very important. This will allow us to obtain
the necessary decay for the coefficients o ;. We decompose into two domains :

Dy :={(o,t,s), 0<o<t<s} and Dy:={(0,ts), 0<s,0<t}.
For i € {1,2} we set D;(t) := {(o,s); (o0,t,s) € D;} and
Ui(f)(t,x) =
[ et =) [LocomiAct D50 @) = Tocssie T (g, ) o) s
(¢

As ¢ is supported in R, we have decomposed

2

T(BTQf)(t’ x) = Z Uz(f)(t> ZE) (54())

=1

If we do not want to use the conditino of the support, there is a third term which is
estimated as the first one. We begin the study when one of the two terms, in the square
brackets, vanishes. For conveniance, the radius r is fixed for all the proof and we set

xn(y) = i (1 + M) _N-
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1—) First case : (0,s) € D(t).
Here we have the following expression :

U(f)(t,z) = — /too/o ©p2(s — o)A f (o, ) (x)dods.

There is no ”cancellation” so we can directly estimate it by using the fast decay of .
For N a large enough integer

UL(f)(t2)] S 7 / ot = o) [ A=A F (6, ) (x)| do.

By definition of the parabolic quasi-distance,

dy (z, 1) ~ 2F+ir dy (x, o) < 28y
(ok v (T, To ‘ v(T,Zo) 5 2
(t,r) € S](2 Q) = { It — to| < (2k+g+17,)2 or It — to| ~ <2k+3+1r)2 .

So, as f is supported in 2¥Q, we have

1/2
(W/S_(M) \Ul(f)(tyx)\ZdV(x)dt> SI+IT (5.41)

with

r )
=\ 75 _ (t—o)A
I := (M(QHICHQ) /22(j+k>1 (/2%1 xn(t—o) HAe f(o, ')H2,Sj(2k3) da) dt)

and
—0)A 2
I — rt / / ”Ae(t (o, ')||272k+j+1BdU a
C\ 2ITEQ) sy 02y \ ok 22N (k+d)

x Study of 1.
By using off-diagonal estimates L? — L? (5.31), we know that

1
V(2i+F+1 B)1/2

V(251 B) 2ty 1 12
v(2FH B[t — 0|7 ( /—lt — a|) (V(2k+1B) /2k+1B | f (o, .)|2dy) )

That is why, by using Cauchy-Schwarz inequality and the equality
M(2j+k+1Q) _ I/(2j+k+13)22(]’+k)r27

1/2

1/2

HAe(t’”)Af(Ua ) H2,sj(2’vB) =

we estimate I by the product

. 2
b [ [ et (e D) [ R
YT — 0 . _—— g
22(k+7) 92k+25 1 Jo2k] Xan V(2k+j+1B)|t — J| 7 A /|t — o-l

i 1 2d >l/2
2T<—M(2k+1Q) /2k+lQ|f| u)

1/2




5.7 An application for the L? maximal regularity. 203

Then we get

V(2k+lB
V(2k+j+1

22k 4
|22k+2]]| /22k+2]] /22k[ X2N |t — 0'|2
itk ( 1 / )1/2

dodt — *d
! («/|t — o ) ] 1(2FQ) Jyerio [P dp

i , 1/2

S / T g L (Y,
(2k+]+lB) ; 2\ o

1 1/2
(u<2k+l@> /Q i/ '2‘“‘)

2k 2k+lB ) 00 ] B 1/2
S MQ_]—]C (/ (1 + 2k+],0—2) 2N 7(1))21)61/0)
1

v (2641 B)
1 1/2
2
—_— d .
(M(QkHQ) /2k+1Q 7 M)
x Study of I1.

In this case, we have ¢t € S5;(22*T) and o € 22*], so

|t — 0| ~ 220+R)2,

By using off-diagonal estimates (5.32), we know that

1 -0
sy 1460 )y pesinp S

1 1 1/2
2
92(j+k) 2 ( (2k+1B) /2k+13|f(0")| d”) '
So we obtain that

1/2
1 ) 22k7“2
Il < | =—— PG ——— Y
~ (22(]4-19)7»2 /teng(Z%I) /;2161 24(j+k) 4 o
1 , 1/2
_ d
(M(Qk“Q) /2k+1Q|f| M)
1 1/2
< 2—4j2—2Nk+j ( / 2d > )
: HEQ) Jong T

We have also the following estimate

1 1/2
1+115 (—/ |f|2du)
p(2FH1Q) Jorsig
. . ok+1pB)y oo o 1/2
[2—4]2—N(k+]) + V<—'))2—J—k (/ (1 + 2’“”2}‘2) 2N7(v)2vdv) .
1

v(2k+i+1B
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With (5.41), here we can choose

k+1 00 1/2
o |o=N@+)) v(2"B) iy, . _9\—N 9
g = [2 4 V(2k+j+1B)2 J 1 (1+270v72) " y(v)*vdv

for N a large enough integer.
2—) Last case for (0,s) € Dy(t) : 0 < s,0 < t.
The relation (5.39) gives us that :

£t z) = /0 t /O t 0,2(5 — 0) [Ae(t*")A F(o,)(x) — Aelt=sT4 (g .)(x)] dods.

Here we use the time regularity. We have :

z

b= A f(o, ) (z
‘Ae(th)Af((L )(I‘) _ Ae(tferrQ)Af(O_’ )(ZC)) _ /t 0A f( ) )( )d

—S+7‘2 82

_ /t” A2 A f (o, ) (2)dz .

—S+7"2

Then we repeat the same arguments as before :

1/2
1 / 9
—_ U. t,x)|" dv(z)dt ST+ 11 5.42
(M(Qj—l—k—&-lQ) sj@k@)| 2(f) (@, )] dv(z) > (5.42)
with
Y (- [ [xts=o
o p(2IHFHLQ) Joaniaip \Jazer Jo e e
e 9 1/2
J L] . dzdsda> dt)
t—s+r2
and
1 t
Il := —/ (/ / xn(s—o
W(2IQ) Jiesy 026y \Ja2rr Jo v )
. 9 1/2
/ |A%e* f (o, HMHJBdstda) N
t—s+r2
x Study of I.

By using off-diagonal estimates (5.31), we know that

1

g 4% “f(o,

Mos,00m) <

iz () (s o)
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So we obtain

1/2
;o _v(2B) 1 / P / 1 / /
~w(2MHB) \ (28Q) Jarg 2200012 Joasaip Joze

_ . 2 1/2
t 1 o N t—=o ok 9j+k
(/—2(1-1—‘8—200 / —;7< r)dz ds | dodt )
o7 r t—s+r2 % \/E

We use the inequality
|s — o + 12

tme 1 (R
/ -7 < ) dz 5
t—s+r2 % \/z t_UHT +t—8|

1 1
t—s+1r2 t—o

2
_ ls—o|
1+ k7 (1+1)
. _ S ||7||OO 4('+k) 2 ’
22(j+k) 2 (1 + u) 280tk

r2

< Iyl \ ~ Il

S I llse (5.43)

to have

1/2 1/2
o @B (1 woar) (A [ i)
NV(2k+]+lB)24(k+J)r |22k+231’ 92k+25 [ ,u(2kQ) 2kQ
2kB : 1 v
§V(—->2_4J||7||oo —/ |fI2du :
@) Q) i

Here we can choose

v(2kB) .
Uik = gk gy Y lloo =

1(25Q)

_9;
M(QH—J'HQ)Q Ml

x Study of I1.
In this case, we have |t —o| ~ 22(:%9)r2. By using off-diagonal estimates (5.32), we know
that for z > r?

1 . 1 v(2*B 1 12
gy 14 1@ N rr < ?VV((&B)) (u<2kB) /QkB e 'WV) '

So we obtain

2
t t—o k
Ir<27 / / / xn (s —0)/ %@dzds dodt
92k+2i1 Jozkr \ Jo t—st+r2 27 V(==DB)

] 1/2
e ——— 24 ]
(u@k@) /m i “)

We use the inequality (based on the doubling property of v/) that for all z € [t—a, t—s+7?]

1/2
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we have
1 1 1 1/2 g
1/2 5 |t— |1/2 (1 + | 1/2 ) 5 t— |1/2 (1 + ’ | 2 1/2)
v(22B) ~ (e gy 2 (=22 p) (t—s+7?)

r

—olt/2\ 9
1 1 4 1=l
5 ‘tf |1/2 1+ ‘t7;,|1/2
p(t=el2 4 el

— g2\ ?°
S t 11/2 (1+|S U| ) .
v(=2=B) "

T

0|1/2

So as NNV is an integer as large as we want, we can estimate

QkB t—o 2
S —— — —d d dodt
2] 2J+k+1B /22k+2g] /22k1 (/ XN s O')/t s4r2 Z : S) g
1 / ) 1/2
— / du) :
(o0 ol

Then we use (5.43) (with v equal to to the constant function) to finally obtain (with an
other exponent N)

s A2 d 2d dt
~ V@B 22T \ Loy Joons XNS—f’) s) do

(u(%@) / 1 ) )
V(2+ B)22ky?

1 1/2
S’ (2J+kz+1B)24(J+k ( (kaQ)/ |f|2d'u)

#(2"Q) 1 i
N [1(2HFH1 Q) 225+ 2 (M(ZkQ) /ng |f|2d“> :

So here we can choose

1/2

1/2

1(2"Q)
(2R Q) 22542k

Qjk =

3—) End of the proof.
With the decomposition (5.40), we have proved in the two previous points that we have
the estimate (5.37) with the coefficients «;; satisfying

k 0 1/2
N (k+7) v(2"B) __; i —2\ 2N 2
ajp S 27T +—y(2’“+j+13)2 J 1 (1+27v7%) 7 y(v)*vdv

1(25Q)

Q)2

(14 [[7lloo) -

We are going to check that (5.38) is satisfied. So we must bound the quantity

M 2]+k+1Q
=)

7>2
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by a constant (independent on k and Q). The coefficient «; ;, is estimated by three terms.
By using the doubling property for p, with N large enough we can sum the first term
2-N(+3) For the second term with N > 2, we use (5.30) to have

pRIQ) _v(2'5) )2*3' ( /1 h (1+2102)2N7(v)2vdv)1/2

L(2H1Q) v(2HH1B
o ' N 1/2
< Z 27 (/ (1+ 2]1)’2)72 ’y(v)?vdv>

j>2

00 1/2
< (/ U2N+1fy(v)2dv) < 0.
1
For the third term of oz, we have

]+k+1Q 2kQ 9
S e s L+ ) £ 27 <

Jj=2

j>2

7j>2

We have the good property due to the additionnal factor 272, which is obtained by the
time-regularity of the semi-group in the case 2—). So the assumption (5.38) is satisfied.

0

We have the same result for the adjoint operator T :

Theorem 5.7.5. Assume that (e)so, (A% ) s and (t2A%e47)no belong to
Olow(L?* — L*) N Opign(L* — L?). Then there exists coefficients a; . satisfying

Q)
= n(2Q)

such that for all balls Q C X, for all k > 0,7 > 2, for all functions f supported in Sk(Q)

1/2 12
1 * * 2 1 2 )
1 d , _ ).
(M(QJH““Q) /sj(zkcg) T (Ba()] M) < (@) (M(zkHQ) /Sk(Q) RS

These estimates show with Theorem 5.3.2 that T* is H!

Emot — L' bounded for every e > 0,
with the Hardy space Helmol Helmol (Ba)oe (whwh 1s the Hardy space constructed by

A :=sup
k>0

&j,k] < 00, (5.44)

the dual operators B ).
Proof : The adjoint operator T is given by :
z *
T*f(t, ) = / [A* (04" £(s, .)] (z)ds.
s=t

The parameter Z depends on the time interval J, it is defined by :

P if J = (0,00)
Tl T =(0,0)

The argument of the previous theorem can be repeated and we omit details. U

So now we can apply our general result to obtain the following result :
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Theorem 5.7.6. Let A be a generator of a semi-group such that (e')so, (tAet*);50
and (t2A%e')1~o belong to Ow(L* — L*) N Opign(L* — L?) and (e");=0 belongs to
Owear(L* — LP0) for a py €]1,2[. Then for all p €]po, 2] the operator T is LP(X)-bounded
and so we have the mazximal regularity on LP(Y').

In addition if we know that (e'");s0, (tA*e) im0 and (t2 A% et~ belong to Oy (L? —
L?) N Opign(L? — L?) and (e')iso belongs to Ouyear(L? — L®) for a qy €]2,00] then for
all p € [2,qo| the operator T is LP(X)-bounded and so we have the maximal regularity
on LP(Y').

Proof : We use Theorem 5.4.1 for the operator 7" and T™ whose hypotheses are satisfied
thanks to Theorem 5.7.4, 5.7.5 and 5.7.2. Then we conclude by duality for p > 2. U

Remark 5.7.5. We recall the result of S. Blunck and P.C. Kunstmann (Theorem 1.1
of [46]). Assume that the semi-group e satisfies for py < 2 < qo the following LP° — L%

off-diagonal estimates
qo0 J >1/QO B Z 5 1 / i 1/po 515
v < | v )
>0 P\ W(@HB) Js, )

(v,

with coefficients 3; satisfying

j 1/po
> B (”(i(—;)B)> 270=1 < o0 (5.46)
520

e (f)

(We recall that § is the homogeneous dimension of the space Y.) Then A has mazximal
reqularity on L for all v € (po, qo).

With our previous theorem, to get maximal reqularity for all v € (po, qo), we need to ask
some L? — L? off-diagonal estimates and the two following conditions

()10 € Ouean(L* = L70)  and (€)1 € Oear(L* = L®).

The second condition (€)= € Ouyear(L? — L) implies that we have (5.45) with [3;

satisfying

Z ﬁij < 00,

Jj=0
which is a weaker condition than (5.46) for § > 2. So this use of Hardy spaces, adapted
to the maximal reqularity operator, permits us to show some L" maximal reqularity if we
assume some “strong” L? — L? off-diagonal estimates for the operators et4, A4, A%et4
and theirs duals and some "weak” off-diagonal estimates L?> — L% and LP° — L? for the
operators e and et .

To finish we will show some results on the Hardy space in this case. First we have the
off-diagonal decay (5.29) and so we are in the particular case of the section 5.6.

Proposition 5.7.6. Assume that (e');s0 € O (L? — L?). For Bg defined above, we
have that for all balls Q C X

Vi>0, vk >0, Vf € L*(2"Q),  Bo()llys@ro) < C27 M I fllazrg  (5:47)

with an exponent M" as large as we want.
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Proof : By definition we have just to prove the decay for the Ag operator. Let r be the
radius of ). As previous, we write Q = I x B where [ is an intervall of length r? and B
is a ball in Y. By definition, we remember that

400
Ag(f)(t, @) == / O (peelt = 0)e™ 4 f(0,.)] (2)do
For i < 1, we use just the L*-boundedness of Ag to prove (5.47). Then for ¢ > 2 and
(o,y) € 2*Q if (t,xz) € S;(2*Q) we have that d((z,t),(0,y)) ~ 2¥"r and by using
the definition of the parabolic metric, we conclude that either x € S;(2¥B) either t €
S2i(22T). We will study the two cases :

First for z € S;(2"B), by the off-diagonal estimate (5.31) we have the estimate : for all
c>0

u(9k . U(9i+k 1/2
eA(f(0,.)) S S @) (U22) 16 s

2,5,(2#B) ~ v(21TFB) v(2kB)

So by the Minkowski inequality, we obtain

HAQ<f)(t> -)”2,51-(2'93)

+00 t— -N ok B . 9i+k B 1/2 d
S/U (1+| r;l) VV(;M;)V@ ) (%) (o] e

=0
v(2¥B) 1/2 . 1
S (W) g (2 " ) Hf”22kQ;

Then we integrate for ¢ € 220+ ] to have

v(2*B) i i i
HAQ(f)H2722(i+k)[xsi(2k3) S (m) 2 +k”y (2 +k) HfHQ,sz.

For the second case, we have |t — | ~ 22(+*)y2 By using the L?-boundedness of the
semi-group

¢ A(f(o.))

So by the Minkowski inequality, we obtain

2,2i+k B S‘ ||f(07 ‘)||2,2kB-

Y do
oD e S [ (L4244 ™0, a7

oc2k]
1

< 9=2(k+i)(N-1) :
< 172t
So we can conclude that

IAQU 3,504 1y <2tk 5 S 2= £l 0rg-

With this two case, we can conclude (for N any large enough integer)

—(N—-2)i V(QkB) V2 i i
14 (N5, q) S (2 4 (m) 2%y (27%5) ) | flla2vo
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which with the decay of v permits to prove the result. U

With these decay, we have shown that the Hardy spaces H,,, and H/,, , are included
into the space L'(X). In fact we can improve this result, by comparing it with the
classical Hardy space of Coifman-Weiss on X.

Proposition 5.7.7. Let € > 0. The inclusion H,,, C H!, , C Hby (X) is equivalent to

the fact for all v > 0, (e")*(1y) = 1y (in the sense of Proposition 5.6.4).

Proof : We use the notations of Proposition 5.6.4. By using this Proposition, we know
that H! = C HLy (X) is equivalent to the fact that for all balls Q C X, A*(1x) = 1x

€,M0

in the sense of (Mol.g)*. Let Q = B((tg,cq),rq) be fixed. By (5.36) we know that

Ao))i= [ pa(t—o) [(8) g(t.)] (@)

teRt+

As [ o(t)dt = 1, we formally obtain
A5(1x)(0, ) = () (1y)(2).

This equality can be rigorously verified by defining (e’24)*(1y)(z) as the continuous
linear form on the space

Mol,,(Y) :

{£ €0, 1 st gy < o0}

where )
i 1/2 He;
1 llasoterq () := 8D [ fll2:5:6@5) (r(2'Qy)) 2.

Here we write
Qy = Blcq,rq) ={y € Y,dy(r,cq) <o}

the ball in Y. Then the equivalence is a consequence of Proposition 5.6.4. U

In the paper [41] (which corresponds to the appendix : the chapter 6), the authors have
shown that with A equals to the laplacian on X a complete Riemannian manifold with
doubling and Poincaré inequality, the operator T is bounded on H}yy, (not just bounded
into L'(X)). This is a better result than the one here because Proposition 5.7.7 applies
(see [41]) so

!

ato

C H!,., CH&y C L.

But the H}yy~-boundedness is using stronger hypotheses than ours in a specific situation.

5.8 Study of the duality in Hardy spaces.

In this section, we study the dual space of our Hardy spaces. In the Euclidean case
the dual space of Hly is BMO. The other Hardy spaces, discussed in Section 5.2, have
duals charaterized by a space of BMO-type ([57, 70]). In our situation, it is not so easy,
and we obtain partial answers. So first, we give the definition of the Bmo., space :
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Definition 5.8.1. A function f € L*(X) belongs to the space Bmos, if

[ flparo == sup (@/@‘Bzg(f)‘z@b) v = HM§(f)HOO < 00.

Q ball

We define BM Oy as the completion of Bmos, with this pseudo-norm.

We note BMO,, because the norm is a norm of type BMO and we put the index oo
to note that this space is the closure of L?. So it could be thought as the space of
BM O-functions with some decay at ”infinity”.

We have the following inclusion :

Proposition 5.8.2. The space (H}

L)* N L% is included into Bmos, and

V€ (Huo) NL:,  |Iflao < 1fllz,)-

ato

We have the same result for the molecular Hardy space (H!, ,)*.

The proof is the same as in Lemma 5.4.3.

To characterize the dual space, we should show the other inclusion and we would like
to forget the ” L?-condition”. We give two results in this direction.

Proposition 5.8.3. The space Bmoy, is included into (HL, )* N L? and :

ato

V¢ € Bmos, ||¢H(H1 )* < l¢llswmo-

ato

By density, we get that BM Oy, — (H},)*.

Proof : Let ¢ € Bmoy, be a function, then ¢ € L?. Let m = Bg(fg) € L* be an atom,
then we must estimate the quantity :

($,m) = / 6(2) Bolfo) (2)dp(z) = /Q B(6)(2) fo(2)dp().

Then we get :

(6] < | B, o Ifall < | Ba(@)], o n(@) 2
Using the BMO-norm, we have

[(p, m)| < |9l Bpo-

So we have shown that ¢ can be extended in a continuous linear form on all atoms. By

using Lemma 5.3.2, this proves that ¢ is a continuous linear form on H}, . U

So for the atomic case, we need no other condition to have the two inclusions. For the

dual space of molecular space, it seems necessary to have other conditions. Here is an
example.
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Proposition 5.8.4. For a ball QQ, we write rq for the radius. Assume that the operators
Aq depend only on the radius rq that is Ag = A, and Bg = B, . In this case for all
€ >0, Bmoy, is included into (H!, )" N L?* and :

e,mol

Vo € Bmoss, ol ) S I9llBro-

Therefore by density, we have BM Oy, — (Hel,mol)*‘

Proof : Let m = Bg(fg) be an e-molecule. Breaking the integral with the corona S;(Q),
we have :

|@mszé@%mmmmwmimwwmwme

i>0 i>0

= Z HBE}(@HQ,SZ,(Q) p(21Q) Y29,

i>0
We want to cover 2°71(Q) by a union of balls (Qk)lgkgﬁ with

K
Vk, C_lrQ <rg, <TQ and Z 12_M@k <1
k=1

where M and C' are integers which are large enough and depend only on the space X.
Let us explain how we can do this. Choose (B(xi, %TQ))i a maximal collection of disjoint

balls. Then we put in the collection (Qy)x all the balls B(x;, %rQ) such that
B(zi,rg) N271Q # 0.

By maximality, it is easy to see that the collection (@k) covers the whole set 2°t1Q. By
disjointness, we have that

So we can deduce that :

26510 = B2 @)] 5,

Here we use : rq > 74 . In addition the radius of the ball :—QQk is now equal to the
Q

radius 7¢, also '

2

|81, 0)

2
2,79 4, - HBTT? Qk(¢)
'er

7” ~
< u(=2Qu) 19|l srro-
Qi TQk

277.7‘fQQ~k
Qg

By using the doubling property of the measure and the fact that r¢ ~rgs, , we get

1B 5.0 = 3 19laron(@e) < 610 S n(37@4)
k=1

k=1
S 1915on(2'Q).
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Therefore we have the estimate

(o, m)| S 16llsmo2™ < 16l suro-

>0

Thus we have shown that ¢ is linearly continuous on all the e-molecule. With the help
of Lemma 5.3.2, we can extend it to a continously linear form on the whole molecular
space. U

Remark 5.8.5. Assume that Aq is defined by the help of a semi-group Ag = A, =
e "Rl for a generator L. Then the previous condition is satisfied and with some good
conditions about L, we can characterize the dual space (H!, )" N L* as Bmos. It is
interesting to notice that this space does not depend on €.

Here we have not found a general answer for the dual space (H.,,)*. We have only the
result Bmos, = L* N (H},)*. Now to have a complete result for the duality, we must
forget the ” L? condition”. In such an abstract case, it seems very difficult to do this. The
difficulty is to have a representation of a linearly continuous form of H, . Let | belongs
to (HL,)*, by the definition of atom we have that the operator B is continuous from
L*(Q) into H},,. So we can compute [ o B, which is continuous from L?*(Q) into R. By

the Riesz representation theorem, we know that there exists hg € L*(Q) such that for

all f € L2(Q)
zOBQwvﬁzjghQ@»fu»wwxy

Now to have a good representation of [, we "need to invert” the operator By to have
formally ® : for all atom g associated to the ball Q

Z@ZA%m%www@aé%%wmmwm.

Then we need to define a ”"good” function ¢ (which does not depend on ) such that
for each ball () and for each atom ¢ associated to () we have

Z@:L%%mmmwmzémmmww.

So there are two questions to solve and we do not know how to do this ; other informations
on the collection of operators B = (Bg)geg seem to be necessary, but we do not know
at this time which ones.

We have seen that the space (H},,)* is probably too big to be identify with a BMO-
space. However we are going to show that the subspace L*N(H}, )* is dense in the whole

ato
space (H},)* for a weak toplogy. Let us study the toplogy of Bmos, in (H], )* for the

ato

weak * topology. We recall that S is the set of functions f € H}, so that there exists a
finite decomposition into atoms (m;) satisfying :

F=Y Am;  with  [[fllg, > 107" (Z |/\i|> .
=1

)

By Lemma 5.3.2, we know that S is dense in H!

ato*

5Here if we do not want to invert, we need a decomposition of identity with the Bg oerators. That
is why, in [57, 70] the authors use a Calderén reproducing formula to identify their dual space.
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Proposition 5.8.6. If the space Bmoy, is dense in L*(X) (for the strong topology) then
Bmoy, is dense in (HL,,)* for the weak * topology of S*.

Proof : We claim that the space Bmoy is total, that is :

{f €8; Vo € Bmos, (f,¢) =0} ={0}. (5.48)

To prove this, let f € S be a function in the left set. Then f has a finite atomic
decomposition so it is an L2-function, and we have

V(b € Bmooo C L2, L2<f7 ¢>L2 =0.

As Bmos, is assumed to be dense in L? and f belongs to L?, we can deduce that f = 0,
which proves (5.48).
Now we use this point to prove our theorem. Assume that the result of the theorem is
false. By the definition of the weak * topology, if Bmo,, is not dense in S* for the weak
* topology, there exists a finite collection s1,..,s, € S — {0} and real numbers a; < b;
such that :

Bmoo, N{f € 5%, Vj e {1,..,p},(s;, f) €la;,b;[} = 0.

So we have the equality

Bmos, = U {f € Bmou, (s, f) €la;, b;}.

j=1

Here we have written the topological space Bmo., as a finite union of closed subsets.
By connexity we know that there exists one index j such that

Bmos, = {f € Bmo, (sj, f) &la;,b;[}.

By homogeneity we can conclude that
Bmos, = {f € Bmos, (sj,f) =0}.

This equality with (5.48), gives that s; = 0, which is not possible. So the assumption is
false and we have proved that Bmoy, is dense in S* for the weak * topology of S*.
The proof is finished by noticing that the space S* and (H},))* are the same. U

ato

We can have a more precise theorem in the case of the section 5.6 :

Proposition 5.8.7. Assume that the assumptions (5.29) of the section 5.6 are satisfied.
The space L™ N L? is dense in (H},)* for the weak * topology of (H},,)*. For e > 0,

ato
L>® N L? is dense in (H.,,,,)* for the weak * topology.

Proof : The proof is the same as the one of Proposition 5.8.6. We will deal with the
case € €]0,00] and we will prove the two claims. The fact that the space L™ is total,
means that :

{f S Hel,moh \V/QZS €L™nN L2 - (Hel,mol)*v <f7 ¢> = O} = {O} : (549)

This fact is obvious because the function f € L' (due to Proposition 5.6.1). Now assume
that the result of the theorem is false. By the definition of the weak * topology, if L> is
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not dense in (H{,,,;)* for the weak * topology, there exists a finite collection of elements
S1,..,8p € H}

emol — {0} and real numbers a; < b; so that :

L*n {f € (Helnnol)*a Vj € {17 ">p}’ <Sj7f> E]aj>bj[} =0.

So we have the equality :

1o = \J1f € L%, (55, 1) lasbyl}

j=1
Then we can finish the proof by using the same argument as for Proposition 5.8.6. [

In fact to have a complete representation theorem for the dual space, we probably
need to make some new assumptions. In [57, 58, 70], the authors characterize the dual
space by a BMO-space, by using an equivalent definition of their Hardy spaces with
tent spaces.Using molecular decomposition in tent spaces, they obtain some molecular
decomposition of their Hardy spaces. Without other assumptions, our molecular decom-
position is strictly more restrictive than theirs. So in the general case, we think that
the dual space of our Hardy spaces is bigger than a BMO-space. We have seen that our
Hardy spaces are "big” enough to obtain a good interpolation result with the scale of
Lebesgue spaces, but they seem to be too "small” to have a fine dual space.
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Abstract

In this paper, we consider the Cauchy problem for v/ — Au = f with A the Laplacian operator
on some Riemannian manifolds or a sublapacian on some Lie groups or some second order elliptic
operators on a domain. We show the boundedness of the operator of maximal regularity f — Au
and its adjoint on appropriate Hardy spaces which we define and study for this purpose. As a
consequence we reobtain the maximal L7 regularity on LP spaces for 1 < p,q < 0.

Key words : maximal regularity, Laplace-Beltrami operator, heat kernel, Hardy spaces, atomic
decomposition. AMS2000 Classification : 34G10, 35K90, 42B30, 42B20, 47D06

6.1 Introduction

Let B be a Banach space, A the infinitesimal generator of a bounded analytic se-
migroup of operators on B and I = (0,+00) (I bounded is also of interest). We shall

consider the problem
u'(t) — Au(t) = f(t), tel,
{ U, (6.1
where f : [ — B is given. If T; is the semigroup generated by A, then w is given by

)= [ 1orte)is

For fixed ¢ € (1,+00), one says that there is maximal L9 regularity if for every f €
L9(I, B), v’ and Au belongs to L(I, B) with

||| Lacr,B) + [[Au||Lar,x) < C|\ f||zo(r,m)- (6.2)

When B is an LP space (1 < p < oo) we refer to [49], [54], [56], [69], [72] etc. When B is
an UMD space, [81] gives a necessary and sufficient condition for maximal L? regularity
in terms of a notion called R-boundedness. An excellent survey is [71].

Let us come back to B = LP(£2,du). A classical method to prove maximal regularity
(already in [56]) relies on singular integral theory. It is well-known that maximal L?
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regularity for one ¢ € (1, 400) implies the same for all ¢ € (1, +00). Hence, it is enough
to prove (6.2) for ¢ = p, that is the boundedness of the map of maximal regularity
f — Au on LP(I x Q,dtdu). Seen as a singular integral on I x  equipped with a
parabolic distance and product measure dtdu, one proves this map and its adjoint have
weak type (1,1) and applies interpolation. This method has been refined so as to relax
hypotheses as much as possible on © and A. Completing a theorem in [69], this method
has been successful for all 1 < p < co in [54] with 2 a (subset of a) space of homogeneous
type and pointwise Gaussian upper bounds for the kernel of the semigroup and even
generalized to a restricted range of p in [46] under weaker generalized Gaussian estimates.

There exists a criterion for L' maximal regularity on L' (see [68]) but when A is a
second order differential operator it does not apply. Of course, seen from the point of
view of singular integrals, the map f — Au is naturally not bounded on L'(I x Q) and
one should replace L'(I x ) by a Hardy space and prove boundedness into L'(I x Q).
(The notion of HP-maximal regularity introduced in [48] is a different problem.) When
A is the Laplacian on R™, kernel representation suggests to use a parabolic Hardy space
of Coifman-Weiss type on I x R™. Indeed, this is done implicitly in [78, Appendix] given
H'— BMO duality, where the authors prove boundedness from L (R x R") to parabolic
BMO of a dual problem. They also do this for some time dependent generalization of
(6.1) with the Laplacian on R".

In the abstract setting of [54] and [46], it is not clear which Hardy space is appropriate
! Here, we restrict ourselves to the Laplace-Beltrami operator A on some manifolds M
or a sublaplacian on some Lie groups, or second order operators on R™ with bounded
measurable coefficients with additional assumptions. We prove that the operator of
maximal regularity is not just bounded from a Hardy space into L' but into itself. We
prove a similar phenomenon for the dual operator but with two different Hardy spaces
as source and target. The Hardy spaces on which we prove boundedness are of course
of parabolic type. Interpolation applies to reobtain maximal L9 regularity on L for
1<p,q<oo.

The plan of the article is as follows. We give next the notation and then state the
main result in the setting of a Riemannian manifold. We define and study the parabolic
Hardy spaces in Section 3. Then the proof of the main result on manifolds is presented
in Section 4 and 5. The consequence for the maximal L? regularity is in Section 6. We
give in Section 7 the needed ingredients to prove the analogous results in a connected
Lie group with polynomial growth. We also present the analogous results for a class of
second order operators on domains of R” in Section 8.

6.2 Main result on manifolds

Let M be a complete non-compact connected Riemannian manifold, x4 the Rieman-
nian measure. Denote by || - ||, the norm in LP(M, u), 1 < p < +o0. Denote by V the
Riemannian gradient, | - | the length in the tangent space, A the (negative) Laplace-
Beltrami operator corresponding to V and d the geodesic distance. For all x € M, all

IThis will be done in a subsequent paper by the last two authors.
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r > 0, B(x,r) stands for the open geodesic ball with center x and radius r, and its
measure is denoted V' (z, 7).

Say that M satisfies the doubling property if and only if there exists C' > 0 such
that for all » > 0 and x € M,

V(z,2r) < CV(z,r). (D)
A straightforward consequence of (D) is that there exist C,d > 0 such that for all
re M,all r>0andall § > 1,

V(x,0r) < COV(z,7). (D)

The hypothesis (D) exactly means that M, equipped with its geodesic distance and its
Riemannian measure, is a space of homogeneous type in the sense of Coifman and Weiss.

Say that M satisfies the (scaled) Poincaré inequalities if there exists C' > 0 such that
for every ball B = B(z,r) and every f with f, V f locally square integrable,

/ f — foPdu < O / V£, (P)
B B

where fp denotes the mean of f on B.

The assumptions of (D) and (P) guarantee the needed properties on the heat kernel
(size and regularity) in the sequel.

Consider the Cauchy problem

Ou xTr) — u xTr) = X
{60 aute) = o) 120, .
Now define .
Tf(t ) = /O (A2 1 (s, )] () ds. (6.4)

By [56], we know that 7" is bounded from L*(X) to L?(X), where X = R% X M and
product measure dtdpu. Its adjoint is given by

T f(t,z) = /too [Ae(s’t)Af(s, )] () ds. (6.5)

We introduce in the next section two Hardy spaces of parabolic type on X with
HY(X)c H}(X) c LY(X). Our main result is the following.

Theorem 6.2.1. Assume that M satisfies (D) and (P). Then T is H}(X)-bounded and
T* is bounded from H}(X) to H}(X).
Corollary 6.2.1. With the hypotheses above, one has

[/l cx) + 1Al 2 x) < Cllf )

Proof : If f € H}{(X) N L*(X), we have Au = Tf and «' = f + Au by uniqueness of
the Cauchy problem. Thus this estimate holds for those f’s and we conclude by density
in H}(X) (See Section 6.3. O

We shall also show that a better result cannot hold even in the simplest situation
X =R: xR" : T is not bounded from H}(X) to L'(X) and T* is not bounded on
LY(X).
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6.3 Parabolic H'(X) and H!(X)

In this section we study the parabolic Hardy spaces H!(X) and H!(X), following
the ideas of [50] and [45] in an elliptic context.

We assume that (E,d, u) is a space of homogeneous type. Let N be the product
space R x I/ endowed with the measure v, product of the Lebesgue measure with p, and
with the quasi-distance d defined by

d(t,x;s,y)* = sup(d(z,y)*, |t = s]),  (t,2),(s,y) € N.

Suppose Q = {(t,z) € N : d(t,z;s,y) < r} is the ball in N centered at (s, )
with radius r then the relation between the volumes of @ and B(y,r) is that v(Q) ~
r?V (y,r), where V(y,7) = u(B(y,r)). One then easily checks that (N,d,v) is a space
of homogeneous type and

v(0Q) < CO2v(Q) (6.6)

for all balls () and all @ > 1 where § is the doubling exponent for F as in (D’). Thus, one
can consider the Hardy space H*(N) = H{yy (N) of [52]. Let us review some definitions
and facts.

Definition 6.3.1. A classical (1,00)-atom on N is a measurable function a supported
on a ball ) C N that satisfies

(1) [y adv =0,
(2) |lallLeony < v(Q)~.

Definition 6.3.2. An (1,2)-atom on N is a measurable function a supported on a ball
@ C N that satisfies

(1) [\ adv =0,
(2) llal| 2wy < v(Q) 2.

An L'(N) function f belongs to H'(N) if it can be written as > Agag where
> Al < oo and ag are (1,2)-atoms. The norm is given by the infimum of such ) [A\g|
taken over all possible decompositions called atomic decompositions. One obtains the
same space with an equivalent norm by replacing (1,2)-atoms by (1, co)-atoms.

We now introduce two Hardy spaces on X =R’ x E.

Definition 6.3.3. Set H(X) = {f € L}(X) : 3F € HY(N), F|x = f}. The norm of
an element in this space is the quotient norm : the infimum of the H*(N) norms of all
possible extensions to N.

Definition 6.3.4. Set H}(X) = {f|x: f € H'(N),f =0 on R_ x E}. The norm of
an element in this space is the norm of its zero extension in H'(N).

It is clear that H!(X) C H!(X), but the converse is not true as shown by the
following example.
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Example 6.3.5. Let

1 (ta)e 1) x BO,1)
ft2) = { 0, elsewhere,

then f 1is the restriction to X of

1, (ta) € (0,1) x B(0,1),
F(t,z) =¢ —1, (t,z) € (—1,0) x B(0,1),
0, elsewhere.

It is clear that F is a (1,00)—atom on N, so f € HY(X), but f ¢ H(X) because f does
not have vanishing moment.

Definition 6.3.6. Let a be a measurable function supported in a ball Q C X, and
satisfying |lall 2y < v(Q) 2.

(1) a is a type (a) atom if, moreover, 4Q C X and fX adv = 0.

(2) a is a type (b) atom if, moreover, 2Q C X and 4Q € X (a does not necessarily
have vanishing moment ).

We have an atomic characterization of H!(X). The proof, analogous to the one in
[50], is included for completeness.

Theorem 6.3.1. Let f be an integrable function on X. The followings are equivalent :

(1) f e H}(X);
(2) f has an atomic decomposition

f= > Aqaq + > 1Qbq (6.7)

type (a) atoms type (b) atoms
with
> Aol + > gl < oo. (6.8)
type (a) atoms type (b) atoms

Further, the norm on H!(X) is equivalent to the infimum of (6.8) taken over all decom-
positions (6.7).

Proof : (2)=(1). Let f satisfy (6.7) and (6.8). As ag is a type (a) atom, then Ag defined
by

_ aQ(t’x)7 (tvx) €X,
gt = { (7 TGN

is a (1,2)-atom of H'(N). By definition we conclude that ag € H!(X).
As by is a type (b) atom, then define

bo(t, x), (t,z) € Q,
Bs(t,z) = { _QbQ(_t,x), (t,z) € Q_,
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where @)_ is the reflection of @ across {0} x M given by (t,z) — (—t,z), and Q is the
smallest ball such that QJQ_ C Q. If Q is centered at (s,y) with radius r, one can see
that ( is contained in the ball centered at (0,y) with radius 5r.

Then we have

Iy Badv = [[ Bg(t x)dtdu )+ [Jz_ s Ba(t, )dtdu(z)
= [l ba(t, x)dtdu(x) — [ [, bo(t, x)dtdu(x) =0,

and
_1 _1 _1
||BQHL2(N) < |[bgllrzvy + | = bollrevy) < v(Q) 72 +v(Q-)"2 < ev(Q) 2.

This means that ¢! Bg is an (1, 2)-atom for H'(N). Now let

F= > edet D> By
type (a) atoms type (b) atoms

then F' € H'(N) and F|x = f, therefore f € H!}(X).

(1) = (2). If f € H}(X), then there exists FF € H'(N) such that F|x = f. So F
has an atomic decomposition Y AgAg [52]. It suffices therefore to concentrate on the
restriction of one single atom Ag. Restricting Ag to X, then we consider only those
balls () which intersect X and we have the following situations :

If 4Q C X, then ag = Ag is a type (a)-atom.

If 4Q € X, but 2Q C X, then by = Ag is a type (b)-atom.

If 2Q ¢ X, then we can decompose Ag|x into type (b)-atoms as follows. By scaling
it is enough to consider an atom denoted by A, with || A||z2(xy < 1 and such that A|x is
supported in a region R = {(t,z) € X : 0 <t < 1,d(y,z) < 1} for a fixed y.

Now using Whitney decomposition on X with respect to R x E (see [64]), one can
find a family of balls @; C X with R C UQ; and ) v(Q;) < cv(R) for some constant
¢ > 0 depending on the metric and the doubling property of v. Write

1

4 L
A ZX Z HXQJ _le V(@) =" Ag,a0,,
J

0t e Al

where the indices j are those for which yq,A are not identically 0 and

_ lxe,All v(Q)t
J —— a 3 X JA
YT 0) 3 YT g, Al

Then we have supp ag, C @); and

(@) 2
Han”LQ(N) < H jAH HXQ;AHQ < I/<Qj)7§'
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It follows that ag, is a type (b)-atom and

> e \—Z”XQJ “2 Zn o, A1) - (O m(@Q)F < e Al (R)z.

J

N \

So this atomic decomposition converges in H} (X). O
For the space H!(X), we also have a characterization as follows.

Theorem 6.3.2. Let f be an integrable function on X. The followings are equivalent :
(1) f € Hi(X);
(2) f has an atomic decomposition f =3,y Agaq with Y [Aq| < +00, where ag
are (1,2)-atoms with support entirely contained in X.

Proof : (2) = (1) is obvious and we turn to (1) = (2). Let f € H!(X). Then there
exists a function F' € H'(N) such that

| ftx), (t,x)e X,
F(t, ) _{ 0, (t,7) ¢ X.

Set f.(t,z) = F(t,x) + F(—t,x) with (t,x) € N then f. is even in the ¢ variable,
fo € HY(N), f.|x = f. Pick an atomic decomposition f, = >0 2@Aq, where Ag are
(1,2)-atoms for H'(N). One can rewrite f. as follows :

fe(t,ll') _ fe(tvx) +2fe(_tvx) _ Z}\QAQ(t $) +AQ Z/\QAQ t J]
Q

where Ag(t,z) = 22 m)gAQ(*t 2)

1° If supp Ag C X, then Aglx = 22, and we define
A
aqlt,z) = % (t,7) € X,

2° If supp Ag CR_ x M, EQ|X(t,x) = AQ(;t’m), and we define

Ao(—t
aQ(t,ZE) = Mu (t,l‘) €X.
3° If neither case occurs, then let Qo = (supp Ag) \ X, and the "reflection” of @) is
defined by Q, = {(t,x) € X : (—t,x) € Qo}. Define ag = Ag|x. Clearly, if ) is centered
at (s,y) has radius r, we have |s| < r? and suppag C Q|x U Q,. Hence suppag is

contained in the ball Q centered at (r?,y) with radius r which is contained in X. Next,

laoll2v) < v(Q)72 = v(Q) 2.

NI
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Finally

1
/ agdv = —// Ag(t, x)dtdp(x // Ag(—t, x)dtdp(x)
X 2 JJonx .
1
= —// Ag(t, x)dtdp(x // Ag(t, x)dtdp(x)
RNX QA\X
// Ag(t, x)dtdp(z) = 0.

Thus ag are (1,2)-atoms with suppag C X. So
f= fe|X = Z AQngx = Z /\QaQ.
Q Q

This completes the proof of the theorem. O

Let us make some further remarks. If one uses the reflection (¢,z) — (—t,x) in N,
then we say that a function on N is odd (resp. even) if it is changed to its opposite
(resp. itself)

Proposition 6.3.7. H}(X) coincides with the space of restrictions to X of odd func-
tions in H'(N). Similarly, H}(X) coincides with the space of restrictions to X of even
functions in H'(N).

Proof : The argument is as in [50] and is skipped. .

Remark 6.3.8. Density of HX(X) N L*(X) (resp. H(X) N L*(X)) in HX(X) (resp.
HY(X)) follows from the atomic decomposition.

Since (X, d,v) is also a space of homogeneous type, let H*(X) = Hly (X) be the
Hardy space of Coifman and Weiss as defined in [52]. Each f € H'(X) can be written

as follows :
f=2_ 20,
Q

where suppag C @ N X, @ is a ball centered in X, meX adv = 0, and |jag||r2(v) <

v(QN X) 2 and where S |Ag| < 0o. Observe that since @ is centered in X, one has
v(Q) < v(Q N X) with implicit constant independent of Q.

Proposition 6.3.9. H'(X) = H}(X).

Proof : That H!(X) C H'(X) is obvious. The prove the converse inclusion let a be
an atom in H'(X) : there exists a ball @ in N centered at a point in X such that
suppa C QNX.If Q C X, then a € H(X). Otherwise, let (s, y) be the center of @ and
r its radius and observe that 0 < s. Let Q be the ball centered at (r2,y) with radius r.

Then

Q) ~*V(yr) = =

Clearly suppa C Q and a is up to a fixed multiplicative constant, an (1, 2)-atom suppor-
ted inside X. This proves that a € H!(X) and completes the proof of the proposition.
O

(s +r))V(y,7) < 20(Q N X).
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Remark 6.3.10. One obtains all the above atomic decompositions replacing atoms with
L? estimates by atoms with L™ estimates. This will be used in the sequel.

We finish with the notion of molecules.

Definition 6.3.11. Let Q be a ball contained in X.
A function m is called a molecule associated to Q if there exists a > 0 such that

(1) fQ mdy = 0, | | 1
(2) for all j > 1, [m|l128,q) < 27 v(2ZHQN X))z,
where

B

J

_ 4@ N X> j = 17
(@)= { @1\ Q)N X, j>2
A function m is called a type (a) molecule associated to Q if 4Q C X and there exists
a > 0 such that (1) and (2) hold.
A function m is called a type (b) molecule associated to Q if 2Q C X, 4Q € X and
there exists o > 0 such that (2) holds.

Proposition 6.3.12. Molecules form a bounded set in H!(X). Molecules of type (a)
and (b) form a bounded set in H}(X).

Proofs are somewhat classical but we include them for convenience.
Proof : Let us begin with the case of H!(X). Let m be a molecule associated to a
cube Q. By Proposition 6.3.9, it suffices to show that m belongs to H'(X) with norm
independent of Q. Set x4 the indicator of a set A and mp, () the mean value of m over
B;(Q) : V(B fB ymdy. Write

m=Y mxsq = Z(m MB,(Q))XB, (@) T ZmB
P =1

Using (2) in Definition 6.3.11, we obtain that

1 1
2
B. B. dv <4 d < — ’
/2j+1QmX |(m —m ](Q)>X ](Q))l V= /Bj(;)) ’m‘ v ~ qie p(2H1Q N X)

where we have used the doubling property v(2771Q) ~ v(2/Q) and also the fact that
v(Q N X) ~ v(Q) for all balls centered at a point in X.

Set
1

We have [o;11ny @jdv = 0,suppa; C 27Q N X, and [la;r2@gnx) < Cv(2771Q N
X)féa with C' independent of j and Q. So a; € H'(X) and ||a;|| z1(x) is bounded. Since
YA < C(a) < oo,

Zm mp,( XB(Q Z)\CLJGH
7j=1

)\j = a; = )\jil(m - mBj(Q))XBj(Q)'
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For the second term, we have
oo XB _XB;(@Q)
D1 By /
Jj=1 Z (Q))
XB;(Q) XB1(Q)
mdu—/ mdu)”—+(/ mdu)—
</23+1me 21QNX V(Bj(Q)) 4QNX v(B1(Q))

(fgw w) ey~ wion)

Set
XB;-1(Q) XB;(Q)

Wi = / mdv, b; = — .
! 21QNX ’ v(B;-1(Q))  v(B;(Q))
Then by (1) in Definition 6.3.11,

Mj:/ de:—(/de—/ mdu): Z/
27QNX X 21QNX i>7

il <3 [l Yoo

1>7 i>7

SO

thus
D Il £ 27 < oo,
j=1 j=1

On the other hand, suppb; C 27*'Q N X,

/ bjdV = O,
27t1QNX

and )
C
bilPdy < ———
/2j+1me sl < v(2QNX)’
for some C' > 0 independent of j and (). To prove the last inequality, we remark that
v(B;(Q)) is comparable to v(2771Q N X) for all j > 1. This is obvious for j = 1 and
we turn to j > 2. As B;(Q) is contained in 277'Q N X, we obtain one inequality.
Next, write @ = I(to,r%) X B(zg,7) = I x B and remark that B;(Q) contains the set
[to + (277)% to + (271r)?) x (2771 B). Hence

V(B,(Q)) = (r)2u(2 B) ~ v(2771Q) ~ v(27Q N X)

where the last equivalence comes from the fact that 2/71Q is centered in X.
Thus C~'b; are atoms for H'(X), and therefore ) °°, u;b; € H'(X).
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Clearly the same argument applies for type (a) molecules so they belong to H!(X) C
H!(X). It remains to consider a type (b) molecule m associated to a cube Q. According
to Proposition 6.3.7, the odd extension mqq is, up to a constant that depends only on NV,
a molecule for H'(N) associated to a cube @ of size comparable to @ (since 4Q ¢ X),
containing @) and its reflection across {0} x E. The same argument as above shows that
Mogq belongs to HY(N). Thus m € H!(X) and the control of its norm follows from an
examination of the argument. U

6.4 Boundedness of T

Let us come back to the situation where M is a Riemannian manifold and X =
R? x M. Before proving the regularity of the operator 7', that is its boundedness on
H!(X), let us first give some lemmas about the heat kernel p;(x,y). Indeed, using the
definition of T, we can write

T(t,2) = / A3 (s, 2)ds = / /X P ()X £ (s, ) dsdu(y).

where p}(z,y) stands for %pt(x, y). The last equality is a formal one as the integral may
not converge.

Lemma 6.4.1. ([75], Proposition 3.3) If M satisfies the doubling property (D) and the
Poincaré inequality (P), then the heat kernel satisfies the Gaussian upper estimate :

Cl —a d(z.y)?

pi(w,y) < m € ¢ (G)

forallt >0 and z,y € M.
There is also a lower estimate but we do not need it.

Lemma 6.4.2. ([5//, Lemma 2.5) If the heat kernel satisfies (G), then the time deri-

vatives of p; satisfy :
oF 1 _ Cd(a.p)®

P m——
forallt >0, x,y € M and all integer k > 1.

(6.9)

Lemma 6.4.3. If (D) and (P) hold, for allt >0, z,y,20 € M, if d(y,z¢) < V/t, then

9 0 1 d(y, o) \" _ciww?
_ _ < e
i (7:9) = 5y 20) ~tv<x,ﬁ>< Vi ) |

where v € (0,1), C' > 0 are independent of x,y, o, t.

Proof : As %(I,y) is a solution of heat equation, it follows from Harnack inequality

(see [75], Proposition 3.2) and an argument as in [74]. This is where we use (indirectly)
the assumption on Poincaré’s inequality. O]
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Lemma 6.4.4. Assume (D) and (G). One has for ally € M and s > 0.
| Voo lduto) S =
o TI’s Y ~ \/g

Proof : It is proved in [53, Lemma 2.3] that there is v > 0 such that

2, 1
Mp(r) S ———

sV (y,v/s)’

d?(

/ Vs (2, y)26
M

for all y € M and s > 0. It suffices to use Cauchy-Schwarz inequality. O

Now we can prove the first part of Theorem 6.2.1, namely that 7" is bounded from
H!(X) to itself. By Proposition 6.3.9, we prove that T is bounded from H!(X) to
H'(X). To this end we check that 7" maps atoms to molecules defined as above.

_ Suppose a € H!(X) is an (1,00)—atom : there is a ball Q@ = {(t,z) € X :
d(t,z;tg, vg) < r} contained in X such that suppa C @, ||al|e < v(Q)~! and fQ adv =0
. Since T is bounded from L?(X) to L*(X),

(/ |Ta|2du)2 <c (/ ]a|2dy)2 < Q) < ew(4Q N X) 3.
1QnX X

Thus ¢~ !Ta satisfies (2) with j = 1 in Definition 6.3.11.

Now to prove that T'a satisfies (2) with j > 2 in Definition 6.3.11, up to some
multiplicative constant, it suffices to prove that there exists a > 0 such that for every
j=>2and (t,z) € B;j(Q),

|Ta(t,z)| <2772 QN X))~

Observe that Ta(t,z) = 0 if t <ty — r?. Hence we assume t > t;, — r? in the sequel.

If (¢t,x) € B;(Q), then 2r < d(t,x;t,z0) < 271, and we have the following two
cases :

Case 1: 277 < d(z,a0) < 21r, |t — to] < (274112
Case I1 : d(x,z9) < 27y (277)2 < |t — to] < (27F10)2

Case I :
1° If 27r < d(z,x0) < 27 |t — to| < (2r)?, then we have that 297%r < d(x,y) <
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272 whenever (s,y) € Q. We have

|Tatx|—|// e a(s, psd(s)
1

o o) dsdu(y)
e a(s,y)|dsdu(y
to r2 (yxo)<r2 - ( xz, t—S)
V(zo,r /t o 1 _c@in?
< — ———€ 5 ds
A0) e VG
V(xo,r / > 1 e
< — e 6.1
@) Ju a2 (6:10)
g 2.(5+2) /+oo V(CC(), ) 7Cudu
~ p(21Q) v 211‘)
j(6+2) +oo
< 2 1 e~
~ (2”162
< e_C/ 6 C//4j
~ (2”1@) (2j+1QﬂX)

The first inequality is obtained by Lemma 6.4.2, the second inequahty follows from the
size condition of a, the third one is by changing variable : u = @y , the fourth is by

using doubling property of v (6.6) and the fifth one is by the doubhng property of u :

V(zo,r) < Ve, r) <1 + d(xi’x))é <y <x %) (1 + 250—7’)5 (\2/—?)6

20, If 277 < d(w,m9) < 27"y and (2r)* < |t — to] < (2”1 )2, then d(x,y) ~ 2/r
and t —s ~ t — to when (s,y) € Q. In this case, using [[ a(s,y)dsdu(y) = 0, write
Ta(t,x) = I, + I, where

t
I = / / (2, y) — Pl (s 20) (s, y)dsdu(y).
0 d(y,zo)<r

and

¢
I, = / / (p,_(z,20) — pi_to_rz (x,x0))als, y)dsdu(y).
0 d(y,x0)<r
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For I, we have the following estimate :

uns//uﬁxnw—mSWJMM@wuwmw

d(y,zo)\" _cawy?
2 dsd
t_S)( — ) © sdp(y)

t—s

1 _c(2in)?
< ( ) e t—to
Vi—"1o) |t —1to|V(z, /|t — to])

1 ( 2y )7 (277)2V (0, 27) _c@n?

~ 3 - e t—tg
2w(2HQ) \VE—to) |t —to|V(z, /]t — to])

1

~ 251y (2i+1Q)
1

~ 2y (2H1Q N X))

The second inequality is obtained by Lemma 6.4.3, and the fifth inequality is by doubling
property V(zg,2r) < V(z, 27 ) < (7= 2 )JV( vt —1p), and that the function v —

u’e=" is bounded on R .
Similarly, for I, we have

t0+r2 to+r
Ll <| L[ e sode als,y)dsduty)
s=to—r2 Jd(y,x0)<r Jw=s
IE() t0+7‘ to+7’
7 / / 1P} (x, o) |dwds
s=tg—r2
t()-H" 9
l’o, / 1 _ Cd(z,zq)
e ) dwds
w=tog—r2 J s=tg—r? )2V(l', Vi — ’LU)
V(xo ) o+ 1 _o@n?
< - w — to + 1’ eV iv dw
V(Q)  Jig-r2 ( ° )(t —w)?V(z,Vt —w)
2r ;9
S V(x07 ) / wdw _ 1 o ?ito
v(Q) Jo (t —t0)*V (2, VT — to)
< rV(zo, 1) 1 r2(200)2V (2, 207)  _cwi?
° 3 - . e t—tg
~ V<Q) (2]T)2V($0, 2]71) (t - to)ZV(:E, \/t - to)

<1 1
S Py(2FQ) N Gr(@FQNn X))

where the third inequality is obtained by Lemma 6.4.2, the fifth inequality by subsi-
tution and the fact t — w ~ t — g, the sixth inequality by V(x,2/r) ~ V(xq,2/r), the
seventh by 72V (z¢,7) ~ v(Q), and that the function u — uPe~“" is bounded on R
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Case 11 : (277)% < |t — to| < (27%17)%,d(z, z9) < 27T'r. Then we have t — s ~ t — to.
Write again T'a = I 4+ I, where I; and I are as in Case 1. Thus

totr? 7 1 Cd(z.y)?
4] = to—r2 /yg;o ( Vi—s s) (t—s)V(x, m)e_fdsdu(y)
to+r2 5 1
@ mﬂ/wo(t—9<w@wM53WW@
< L 1 < 1

237y (217“)2‘/(3: 2ir) ~ QJ’YV(QJHQ) ~ 2 (2HQ N X))

where the first inequality follows from Lemma 6.4.3, the third inequality follows from
the fact that t — s ~ (27r)?] the fourth from V (z,2/r) ~ V(zq, 2'r).
For I, we have

t0+7‘ t0+7‘
HE / Lo b idtlats. idsduty)
s=to—r2 Jd(y,z0)<r J 0

to+r? to+r? 1

(t —0)2V (x,\/t —0)
B QU S —
(297")41/(330,2]7“) ~ iy (2H1Q) Y Lv(2TQ N X)’

dfdsdu(y)

to r2 d(y,zo)<r Js

N

where the second inequality is obtained by Lemma 6.4.2, the third one by ¢ — 6 ~ (277)?
and V (x,27r) ~ V(x¢, 21).

Thus we proved that T'a satisfies (3) with o« =« in Definition 6.3.11.

We claim that [ « Tady = 0. Assuming this claim for a moment, we conclude from
Proposition 6.3.12 that Ta € H'(X). Thus T maps atoms to molecules and as usual we
obtain that 7" is bounded from H!(X) into H'(X) as desired. O

Lemma 6.4.5. [, Tadv =0 when a € H(X) is an (1,00)-atom.

Proof : We give two proofs, each having advantages. The first one is as follows. Let
u be the solution (since a € L?(X)) of (6.3) with data a. Then Ta = Au = v/ — a.
Furthermore a € L'(X) and Ta,u’ € L'(X) as we just showed. Fix h a bounded function
with compact support on M. Then integrate the equation against A on X. Note that
u € C([0,00), LA(M)) with u(0,-) = 0 and lim;_. u(t,+) = 0 in LQ(M) (since a is 0 for
t larger than some 7, hence u(t, ) = e"""%u(r,) fot ¢ > 7) and v’ € L*(R*, L?(M)).
Integrating by parts, one finds

// (t,x)h(z) dtdp(z) = /000<u( yh>dt =0
//Tatx ) didp(x // (t, 2)h(z) didu(z).

and
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Since a and T'a both belong to L'(X), letting h converge to 1 everywhere with ||l = 1

implies
//Tatxdtdu // (t,x) dtdu(z) = 0.

The second argument is more precise : by the previous calculations, we know that

/ |Ta(t, z)|dtdu(x) < 22 1% < 400,

7j=1

thus Ta € L'(X) and, therefore, for a.e. t > 0, Ta(t,-) € L*(M). It is enough to show
that for such t’s, [, Ta(t, ) du(z) = 0.

Now let ¢ € C§°([0,+00)), with ¢ = 1 on [0,1], ¢ = 0 on [2,4+00) and 0 < ¢ < 1.
Fix zp € M and set pr(x) = (R 'n(z)) for R > 0 where n € C°(M \ {zo}) with
n(x) ~ d(zg,x) and Vn bounded. Recall that T'a = Au where u(t) = fot et=9%q(s) ds.
Hence

/MTa(t,x)ng(x)d,u(x) = — /M Vu(t,x) - Vor(x)du(x). (6.11)

Since [|[Vorlleo < %, we obtain

‘/ Ta(t, z)pr(z)du(z / \Vu(t, z)|du(x). (6.12)
It follows immediately from Lemma 6.4.4 that
IVe gl iary S —=llgllzian,
(M \/— (

for all g € L'(M) and s > 0, therefore

| Ivutt.olaua) < / =la(s.lexands < 20VElalr (613

where the ball supporting a has radius r. Thus by (6.11), (6.12), (6.13), we have

=0.

R—o00

lim ' [ Tatt.o)pnuts)

Hence, as t > 0 is such that Ta(t,- € L*(M), dominated convergence yields

/MTa(t,x)du(x) = lim [ Ta(t,z)pr(z)du(z) = 0.

R—o0 M
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Remark 6.4.6. The second argument shows that for almost all t > 0, Ta(t,-) is in
LY (M) and has a vanishing integral. Actually, an ezamination of the proof (left to the
reader) shows that for almost allt > 0, Ta(t,-) is up to a constant depending on t,to,r
a molecule in M, hence belongs to Hiy, (M). Calling ¢, -(t) its norm in this space,
one can check that fooo o (t) dt < 1 uniformly with respect to to,r, that is uniformly
with respect to the atom a. Thus, the maximal reqularity map T extends boundedly from
HX(X) into L'(R%, HY(M)). It is easy to show that H}(R* x M) and L*(R*, H*(M))
are not comparable spaces. This extra reqularity of the map T is thus not shared by the
map f+— u'.

We conclude this section by observing that the source space H(X) is best possible.
Proposition 6.4.7. If M = R", T is not bounded from H'(X) to L*(X).

Proof : Let f(t,2) =1if 0 <t < 1 and |z| < 1, and 0 otherwise. We have seen that
f € H}. We claim that Tf ¢ L'(X). Note that X = R} x R™
Recall that if p;(z) denotes the heat kernel, then the time derivative is given by

/() 1 122 n\ k2
) = ——- _— (& 4t
P (rt)2 \ 42~ 2t :

hence

| 2|2 N /() ne~"/4
— <= 2) < ————.
at =4 At (drt)n/2
Thus, if |z < 3(nt Y2yl <1, ¢t >sup(4/n,2) =7 and 0 < 5 < 1 we have
—n/4
, ne
Prs(z —y) < T H@r

It follows that there is a constant ¢, > 0 such that

//|Tf (t,z)|dtdp(z / AK - /y|<1/ P (z — y)dsdu(y) | dtdu(z)
> cn/T )

6.5 Boundedness of T

In this section, we study the boundedness of T* given by (6.5). If we let

v(t,z) = /t h [e(s_t)Af(s, )] (z)ds, t > 0,
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then Av = T*f and satisfies :

ov

—(t,z) + Av(t,z) = —f(t,x).
ot
We now prove the part of Theorem 6.2.1 concerning the boundedness of T™.

Proof : As before, it is enough to prove the boundedness from H!(X) into H*(X). For
that purpose, we check that H!-atoms are mapped to molecules of Definition 6.3.11.
There are two kinds of atoms in H}(X) : type (a) atoms and type (b) atoms.

Suppose a is a type (a) atom, with suppa C Q = {(t,x) : j(t,ﬂ?;tg,ﬂ?o) < r} and
4Q) C X. To see that T*a is a molecule we prove (1) and (2) in Definition 6.3.11. We
begin with (2). First, since T is L?(X)-bounded, so is T* and

IT*a|| 2 agrx) S V(@QN X) ™7 S w(4Q N X) 2. (6.14)

Next, we show that there exits o > 0 such that for each j > 2 and (¢,2) € B;(Q),

T a(t, z)| < 27702 QN X) . (6.15)

We observe that T*a(t,z) = 0 if t > ty + 7°. Hence we assume t < to5 + 2. For
(t,z) € B;j(Q), we have that 2/r < d(t, z; to,xo) < 271y So we distinguish in addi-
tion two cases :

Case I : 27r < d(z,xg) < 2%, [t — to| < (27+1r)?
Case IT : (277)* < [t — to| < (27*'r)?, d(2, m0) < 21 .

Case I : 27y < d(x,z0) < 27T and |t — to| < (2771r)2. If, in addition |t — to] < r?
then

+o0o
T*a(t, z)| =

Poi(x,y)a(s, y)dsdu(y)

d(y,z0)<r?

to+r? 1 _cdya)?

e dsd
o<t (5 — OV (@, /5 — 1) #y)

Cc4dr?

< V(xo’ e s—t ds < €_C4J 1

to+r2 1
~ (@) /t (s —=t)V(z, Vs — 1) v(2QNX)’

where we used Lemma 6.4.2 and that a is supported in ). The last inequality is obtained
repeating the proof of (6.10).
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If t <ty—r?, then

1 [l 1 i
T* t, < - T st d
[Ta(t, 2)| < 72 /tor2 (s —t)V(x,v/s — t)e i
ip2

< V(xo,T) /t.th e~ “tdu

T Q) Joemr wV(e, 2E)

< V(zo,7) /+°° e~ du

~ov@) Ju uwV(a, 2]\/—5)

T — L

~ v(2H1Q N X)’

where the second inequality is obtained by substitution, the third from the fact that
to —t + 7% > r?, and the last one repeating the proof of (6.10).

Case IT: (277)2 < |t —to| < (2777)2, d(x, z9) < 27r. In this case, using the vanishing
moment condition of a, we can write T*a(t, x) as follows :

to+r?
T*a(t, ) /’ / P, (. y)as, y)dsduy)
t d(y,x0)<r

o—r?
to +7‘

/“ (W 2(,9) — o (2 70) (s, ) dsdu(y) +

to— 7’2

to +r2
t/ (W, 20) — Py (. 20))a(s, y)dsdpu(y) = Ty + Jo.
Y,To

to—r2

Following the proof of (6.10), we have the estimation of J; :

|J | < /vtoJrT / 1 Cd(y m)Qd d ( ) 1
— 6 S
U=~ /) dyany<r (5 — OV (2,35 — 1) P = Giay 2 1Q N X))’

For .J,, we have the estimation :

to+r2 to+r?
|m</ (/ /' by, 7o) dBla(s, ) dsdpu(y)
d(y z0)<r Jo
totr? totr? dfdsdy 1 1

o= (0 —1)2V(x,v/0 — ‘)SE v(21QNX)’

where we use Lemma 6.4.2 and the fact that 6 —t ~ (2r)? to get the last inequality.
Now the argument to show [, T*a(t, z)dtdp(x) = 0 is the same as in Lemma 6.4.5.
This proves that T™a is a molecule.
Now we prove that for type (b)-atoms b, T*b is a molecule. Suppose that b is a type
(b) atom, supported in @ = {(¢t,z) € X, c?(t,x;to,:vo) < r} with 2Q C X but 4Q € X,

1

s=to—r2 Jd(y,xo)<r
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As for type (a) atoms, we have

1T*Bl| 2 a0nx) S ¥(Q) 72 S v(4Q N X)2. (6.16)
Next, we establish that for all j > 2 and (¢,z) € B;(Q),
IT*b(t, 2)| S v(2PQN X)) z2e Y. (6.17)

Fix j > 2 and suppose (t,z) € B;(Q). Observe that T*b(t,z) = 0 if t > to + r?. As
to > (4r)2, this implies that |t — to| < (4r2). Thus the condition 271 < d(t, z;tg, 20) <
27t implies d(x, 1) ~ 29r for j > 3 (we skip the details for j = 2 which are not
difficult). Like the proof of (6.10), we have |

t()-H"
thx|</ A( 19 la(s, )l dsdty)
Y, xo

to+r? 1  Cd(z)?

e “E dsdply)
d(y,wo)<r (8 =)V (2, /s —1)

V(Qfo, /t0+r 1
v(Q) J, (s —t)V(x,/s —1t)

erY
e s—tds

S

< 67043' 1

~ v(ZQ)

The second argument in the proof of Lemma 6.4.5 implies that [ [ T*b(t, z)dtdu(z) = 0.
Hence, T™ is a molecule. The theorem is proved. O

Remark 6.5.1. As for T', one can check that the proof yields that T* is bounded from
H}NX) into L'(R*, H'(M)).

Remark 6.5.2. If X = R% xR", T* is not bounded on L'(X). Indeed, this would mean
that [ [ Lese|pl_i(x — y)| dsdy is bounded uniformly with respect to (t,x) € X. But this
integral equals ¢ [[° % = o0 as ¢ = [y, |pi(z)]dz > 0.

6.6 Maximal LY regularity on L’

The well-known maximal L? regularity of the Cauchy problem in our setting (see
[56]) states as follows

Theorem 6.6.1. There is mazimal L7 reqularity property for the Cauchy problem (6.3) :

[/ oy vy + 1T Flloes vy S N llzo@y vy,

where Y = LP(M), 1 < p,q < o0.
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Let us see a proof as a corollary of Theorem 6.2.1.
Proof : It suffices to prove that T is LP(X)—bounded, with 1 < p < co. To see this, we
construct an operator 1" as follows :

{ Tf(t.a) = Tx )t @), ¢>0,
Tf(t,x) =0, t<0.

Then by Theorem 6.2.1, we know that 7' is bounded from H!(X) to H!(X), therefore

T is bounded from H'(N) to H'(N). On the other hand T is L2(X)—bounded, so T is

L2(N)—bounded too. Then using the interpolation theorem in [52], we obtain that T is

LP(N)—bounded, where 1 < p < 2. Therefore T is L(X)—bounded, 1 < p < 2.
Similarly, we can repeat the argument for the operator T* defined by

T f(t,x) = T*(xx f)(t,2), t>0,
T*f(t,x) =0, t <0.

and obtain that 7% is LP(X)—bounded, 1 < p < 2.
By duality, we obtain that 7" is LP(X)—bounded, 2 < p < 0. O

6.7 Sublaplacians of connected Lie groups of poly-
nomial growth

First let us recall some properties of connected Lie groups of polynomial growth. For
further informations, see [80], [38], and the references given therein.

Let G be a connected Lie group, and let us fix a left-invariant Haar measure du(x)
on G. If A is a measurable subset of G, we will denote the measure of A by |A|.

We assume that G has polynomial volume growth, that is if U is a compact neigh-
bourhood of the identity element e of (G, then there is a constant C' > 0 such that
|U¥| < CkY k € Z,. Then G is unimodular. Furthermore, there exists D € N, which
does not depend on U, such that

\U*| ~ kP for k — oo. (6.18)
For example every connected nilpotent Lie group has polynomial volume growth.

Let Xy, ---, X, be left-invariant vector fields on G which satisfy the Hormander’s
condition, i.e. they generate, together with their successive Lie brackets [X;,, [ -+, X, |-+ -],
the Lie algebra of G.

Associated with X1, -+, X,,, in a canonical way, there is a control distance d, which is
left-invariant and compatible with the topology on G. For any x € G we put |z| = d(e, z).
The properties of d imply that

l2y| < || + |yl (6.19)

for any x,y € G.
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Furthermore, for any r > 0 we put V(r) = |B(e,r)|, where B(e,r) ={z € G : |z| <
r}. Then by (6.18), we have

V(r) ~rP, for r — oo.
On the other hand, there exists d € N, such that
V(r) ~r% for r—0.

Using these facts, by direct caculation, we have the "doubling property” : V(sr) <
smartd DY (1) where s > 1.

On connected Lie groups of polynomial growth, associated with the sublaplacian A =
— > X7 and corresponding heat kernel, Poincaré inequalities also hold (see [79], [75]).
The heat kernel satisfies the gaussian upper estimate (G) (see [80], Theorem VIII.2.9). In
this setting, the Harnack inequality holds too, see [38], Theorem 3.1. Gaussian estimates
(6.9) of time derivatives of the heat kernel are obtained in [80], Theorem VIII.2.4. Next,
as Harnack inequality holds, Lemma 6.4.3 is valid.

Eventually Lemma 6.4.4 is easy. The simple proof is a consequence of the following
gaussian estimates of first order space derivatives of the heat kernel.

Lemma 6.7.1. (/80], Theorem VIIL.2.7) If G is a connected Lie group with polynomial
growth, then fori € {1,--- ,n}, we have

d(z,e)?
S

[ Xipi(2)| SEVPV(VE) em ;
for allt >0 and x € G.

So far we have recovered all the basic tools used in Section 4. The “parabolic” Hardy
spaces on N = R x G and the z and r Hardy spaces on X = R% X G can be defined
analogously and the results are the same for 7" and T™ :

Theorem 6.7.1. Let G be a connected Lie group with polynomial growth. Then T s
bounded on H}(X) and T* is bounded from H}(X) to H:(X).

The proof is the same as before. Details are left to the reader.

6.8 Second order operators

Let A € L*(R", M,(C)). Assume that A is uniformly elliptic, which means that
there exists § > 0 such that, for almost all z € R and all £ € C™,

Re A(z)€.€ > 5 [¢]”.

Let Q be an open subset of R™. If V() is a closed subset of W2(2) containing W, *(€2),
there is a unique operator L which is the maximal accretive operator associated with
the accretive sesquilinear form

Qf.g) = / A(2)V f(2) Vg(z)de
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for all (f,g) € V x V. We are interested in the Dirichlet boundary condition (V =
Wy?(Q)) and the Neumann boundary condition (V = W'2(Q)).

Say that L satisfies (G) is the following three conditions hold :
The kernel of et denoted by K;(z,y), is a measurable function on € x Q and there
exist Cg, a > 0 such that, for all 0 < ¢ < +o00 and almost every x,y € €,

|Ky(x,y)| < P A (6.20)
For all y € Q and all 0 < ¢ < 400, the function = — K;(z,y) is Holder continuous
in Q and there exist C'y, > 0 such that, for all 0 < t < 400 and all z, 2/, y € ,

Ky, y) — Ko )| < 57— (6.21)

For all z € Q2 and all 0 < t < 400, the function y — K;(z,y) is Holder continuous
in © and there exist C'y, u > 0 such that, for all 0 < ¢ < +o0 and all y, 1/, x € €,

Cu ly—y"

/
|Kt(x7y) - Kt(xay )| S tn/z tﬂ/z

(6.22)

We assume from now on that € is a strongly Lipschitz domain (see [45] for a defi-
nition). Hence 2 equipped with Euclidean distance and Lebesgue measure is a space of
homogeneous type. We set N = R x 2, X = R’ x {2 and we can define the parabolic
Hardy spaces H'(N), H}(X) and H}(X) = H(X) following Section 6.3. Note that the
subscripts r and z are with respect to extension with respect to the variable ¢ across
t = 0, the spatial variable remaining in (2.

Consider the Cauchy problem associated to —L on X and call again 7" the map of
maximal regularity and T* its adjoint in L*(X). The result is as follows.

Theorem 6.8.1. Suppose §2 is a strongly Lipschitz domain and that L satisfies condition
(G)-
1. In the case of Dirichlet boundary condition, T is bounded from H}(X) into H}(X)
and T* from H}(X) into H}(X).
2. In the case of Neumann boundary condition, T is bounded from H}(X) into H}(X)
and T* from H}(X) into H(X).

For example, this theorem applies when A has real-valued entries.

Let us sketch the proof as it is essentially similar to the ones in the case of manifolds.

First, the four lemmas on p;(x,y) have analogs for Ky(x,y). The upper bound in
(G) correspond to the Gaussian upper bound of Lemma 6.4.1. By analyticity of the
semigroup generated by —L, it easily implies Lemma 6.4.2 and Lemma 6.4.3. Finally,
the estimate on the gradient of Lemma 6.4.4 is a consequence of [45, Proposition A.4].

This yields that the action of 7" and T™ on appropriate atoms are functions with
same estimates as molecules.

For both boundary conditions the source spaces are the same. What changes are
the target spaces, let us explain why. In the case of Neumann boundary conditions, one
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has [, 0K (z,y) dx = 0 so one expects Ta and T*a to have mean value zero. Indeed,
this is obtained by mimicking the second argument for Lemma 6.4.5. In the case of
Dirichlet boundary condition, the first argument for Lemma 6.4.5 applies. When the
corresponding atom has mean value zero, then the same is true for its image under T
or T*. One concludes with Proposition 6.3.12.

Further details are left to the reader

Remark 6.8.1. One can also consider elliptic operators on manifolds with (D) and
(P) or sublaplacians on connected Lie groups of polynomial growth with coefficients and
appropriate estimates. The results are the same.

Remark 6.8.2. All results have local analogs under local doubling, local Poincaré and
local Gaussian bounds in which t is restricted to a finite interval (0,7). In this case, R
and R are replaced in X and N by (0,7) and (—7,7) and the Hardy spaces by their local
analogs in the sense of Goldberg (where one relaxes the mean value zero property for
atoms or molecules associated to large balls). This is left to the interested reader.
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Résumé :

Les travaux présentés dans cette these concernent deux problemes indépendants,
dont chacun fait appel a des outils et des idées de nature différente.

La premiere partie est constituée de 4 chapitres, on y étudie principalement les conti-
nuités de certains opérateurs bilinéaires sur les espaces de Lebesgue et les espaces
de Sobolev. Le premier chapitre traite des paraproduits classiques. Nous propo-
sons ici une preuve originale (basée sur une analyse temps-fréquence) permettant
de retrouver les continuités des paraproduits, vus comme opérateurs bilinéaires, sur
les espaces de Lebesgue. Nous nous intéressons tout particulierement a obtenir des
estimations uniformes selon le déphasage. Puis nous étendons ces résultats de conti-
nuité a des opérateurs bilinéaires, en les décomposant a ’aide des paraproduits. Les
opérateurs étudiés par cette méthode correspondent a ceux dont le symbole, défini
sur le pan fréquentiel, est singulier en un point.

Dans le deuxieme chapitre, nous utilisons une analyse temps-fréquence plus fine pour
étudier des opérateurs bilinéaires plus singuliers que les précédents. Nous supposons
maintenant que le symbole est singulier sur toute une droite du plan fréquentiel.
Ces opérateurs (dont le prototype est la transformée de Hilbert bilinéaire) possedent
une invariance par modulation et leur étude est plus complexe que la précédente.
Nous commengons alors par montrer une estimation locale pour ces opérateurs,
en supposant une invariance par translation supplémentaire. Cette estimation lo-
cale permet de jouer le role d’estimations ponctuelles sur le noyau de l'opérateur.
Nous utiliserons cette idée pour étendre les résultats de continuité aux opérateurs
plus généraux n’ayant plus cette invariance par translation. Nous définirons alors
des classes de symboles bilinéaires et commencerons a étudier les bases d'un calcul
pseudo-différentiel bilinéaire en décrivant 1’action de la dualité et de la composition
sur ces différents opérateurs.

Nous finirons cette premiere partie par deux chapitres qui posent et laissent des
questions ouvertes. Le premier est basé sur quelques remarques géométriques au su-
jet de ces opérateurs bilinéaires. Puis nous développerons quelques résultats divers
dans plusieurs directions.

La seconde partie est constituée d’un chapitre et d’'une annexe. Nous nous intéressons
au développement d’une théorie ”abstraite” sur les espaces de Hardy. De nombreux
espaces de Hardy sont déja connus et ont été étudiés. Nous décrivons ici une maniere
formelle d’obtenir des espaces de Hardy H'!. Puis nous essayons d’obtenir les condi-
tions les plus larges pour conserver les propriétés essentielles de ces espaces : un
critere simple pour obtenir la continuité H!— L' d’un opérateur et I’étude des espaces
intermédiaires obtenus par interpolation entre H! et les espaces de Lebesgue. Nous
finissons le chapitre en donnant un exemple d’application. Nous retrouvons alors des
résultats de régularité maximale sur les espaces de Lebesgue pour le probleme de
Cauchy associé a une équation d’évolution.

[’annexe est un travail supplémentaire qui complete 1’étude du probleme de
régularité maximale sur les espaces de Hardy.



