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Résumé

La these est composée de deux parties indépendantes.

Dans la premiere partie, on étudie le comportement asymptotique de problemes ellip-
tiques et paraboliques & données Lt + W~1#' (respectivement L' + LP(0, T’ W‘l’p') dans le
cas parabolique), dans des domaines devenant infiniment grands. En utilisant le cadre des
solutions renormalisées et les résultats de régularité des solutions pour de telles données,
on prouve, sous certaines hypotheses structurelles sur les variables d’espace, des résultats
de convergence dans les espaces de régularité des solutions.

Dans la seconde partie, dans le cas de la dimension 2, on étudie des systemes de type
Boussinesq. Ces systémes dérivent de modeles de mécanique des fluides et consistent en un
couplage des équations de Navier-Stokes incompressibles et de ’équation de la chaleur. On
s’intéresse essentiellement aux questions d’unicité de la solution, particulierement délicate
a prouver du fait du couplage trés non linéaire entre les équations. On travaille dans le
cadre des solutions faibles pour les équations de Navier-Stokes et dans le cadre des so-
lutions renormalisées pour des probléemes paraboliques pour 1’équation de la chaleur. On
établit tout d’abord des résultats de régularité pour ces équations puis on montre plusieurs
résultats d’existence et d’unicité de la solution du systéme pour de petites données.

Mots-clés : problemes elliptiques et paraboliques, comportement asymptotique dans
des cylindres infinis, systemes de Boussinesq, solutions renormalisées, équations de Navier-
Stokes, résultats d’unicité.

Abstract

The thesis is divided in two independent parts.

In the first part, we investigate the asymptotic behaviour of elliptic and parabolic
problems with L'+W~* data (respectively with L'+L?(0, T; W~'*") data in the parabolic
case), in domains becoming unbounded. Using the framework of renormalized solutions and
the regularity results of the solutions for such data, we prove, under structural conditions
on space variables, convergence results in spaces containing the solutions.

In the second part, in the 2-dimensional case, we study Boussinesq type systems. These
systems derive from fluid mechanics models and couple incompressible Navier-Stokes equa-
tions and heat equation. We focus our attention on studying the uniqueness of the solution,
which is intricate because of the very nonlinear coupling of the equations. We consider weak
solutions for the Navier-Stokes equations and renormalized solutions are used for the heat
equation. We state regularity results for these equations and then we prove few existence
and uniqueness results of the solution of the system for small data.

Keywords : elliptic and parabolic problems, asymptotic behaviour in infinite cylinders,
Boussinesq systems, renormalized solutions, Navier-Stokes equations, uniqueness results.
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Introduction

Cette these se décompose en deux parties indépendantes. Dans une premiere partie on
étudie le comportement asymptotique de la solution de problémes elliptiques et parabo-
liques dans des domaines devenant infiniment grands. Puis dans une seconde partie, on
étudie des systemes de type Boussinesq en s’attachant plus particulierement a 1’étude de
I’unicité de la solution.

Comportement asymptotique de problemes posés dans
des cylindres

De nombreux problemes physiques, stationnaires ou non, sont posés dans des domaines
cylindriques de la forme €; =] — [, {[!xw oll w est un ouvert borné de R¥~4. Si le cylindre
est grand dans plusieurs directions (ici [ grand) et si les données satisfont une dépendance
particuliére en les variables (x1,x2) €]—1,1[Xxw, alors la solution est presque identique dans
toutes les sections du domaine ramenant ainsi I’étude du probleme initial & un probléme
en dimension inférieure. On s’intéresse alors au comportement asymptotique de la solution
de deux types de problemes, les problemes elliptiques, de la forme

—div[a(z, Duy))] = u dans
u = 0 sur 0%

et les problemes paraboliques

% —divia(t,z, Du;)] = p  dans (0,T) x €
w = 0 sur(0,7) x 0
w(t=0) = wuy dans

ol a est un opérateur de type Leray-Lions a croissance p, strictement monotone et pu, ug
sont des fontions ne dépendant que de la variable de w.

Ce probleme a été tres largement étudié dans le cas variationnel par Chipot, Rougirel et Xie
(voir [18], [19], [21], [22], [23], [44]). Ils ont montré que si 'opérateur vérifie les conditions

structurelles suivantes . )
_ (0 ($, 6) aj (XZ: 5)
a(z:¢) = (aé(x, 5)) * (a%(xQ, 5))
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(a et aé- dépendent de t dans le cas parabolique), alors la solution u; converge, en un sens
a préciser, vers v la solution du probléme (N — ¢)-dimensionnel suivant :

—div[a3(z,Dv)] = p dansw
v = 0 surdw

dans le cas elliptique, et

—div[ai(t,z,Dv)] = p dans (0,T) X w
= 0 sur (0,7) x 0w
v(t=0) = wuy dansw

dans le cas parabolique. Ce résultat est numériquement intéressant car il stipule que quand
le cylindre est grand dans la direction x;, alors il est raisonnable d’approcher w;, solution
d’un probleme N-dimensionnel par v solution d'un probleme (N — ¢)-dimensionnel.

Dans le cas elliptique variationnel, c’est-a-dire pour p € W~ (w), Chipot, Rougirel et
Xie (voir [18], [19], [21], [22], [23]) ont montré que si a est fortement monotone et vérifie
une condition de Lipschitz, alors pour tout [ > 0, 2 < p < % (q{—ql =+4oosig=1), y
converge vers v dans WHP(£),,), avec I’évaluation des vitesses de convergence suivante

|Du; — Dvl|re(e,) = O(1%),  pour &(p,q) < a <0,

ou a(p, q) est explicite par rapport & p et ¢ (voir Théoréme 1.3.1).

Dans le cas parabolique variationnel, c’est-a-dire pour p € L” (0, T; W= (€;)), Chipot
et Rougirel (voir [18], [20]) ont montré (voir Théoréme 2.3.1), que pour p = 2, si a est
fortement monotone et vérifie une condition de Lipschitz, alors pour tout ly > 0, u; converge
vers v dans L?(0,T; H'(Q,)), avec Pévaluation des vitesses de convergence suivante

||Dul — D’U”L2(Ql0) = O(la), Va<0.

Dans cette these, nous étendons les résultats obtenus par Chipot, Rougirel et Xie au
cas de problémes & données moins régulieres, typiquement L' + W5 pour les problemes
elliptiques et L' 4+ L' (W~'#") pour les problemes paraboliques. Dans ce cas, on n’a pas
en général de solution d’énergie finie et on a recours a la notion de solutions renorma-
lisées introduite par par DiPerna et Lions (voir [29], [30]) pour I’étude des équations de
Boltzmann, puis adaptée au cas des équations elliptiques non linéaires par Lions et Murat
(voir [35], [38], [37]). On pourra également consulter [3], [14] pour des résultats d’existence
et d’unicité de solutions entropiques, équivalentes aux solutions renormalisées pour des
données L' + W=, Cette notion de solution a ensuite été adaptée au cas des équations
paraboliques par Blanchard et Murat pour le cas de données L' (voir [6]). Le cadre des
solutions renormalisées permet d’obtenir des résultats d’existence et d’unicité pour un se-
cond membre dans L' 4+ L? (W~"*') et un opérateur de type a(t,z,u, Du) (voir [7]) et
aussi pour des problém;e(s )non linéaires d’évolution ou la nonlinéarité porte également sur

u

le terme parabolique BT (voir [9]). Dans le cas du probléeme de Stefan, c’est-a-dire ou

b présente des sauts, typiquement b est un graphe monotone, Blanchard et Porretta ont



proposé, dans [8], une nouvelle formulation tenant compte du peu de régularité de b. C’est
cette nouvelle formulation, équivalente a ’originale dans le cas ou b est I'identité que nous
utiliserons dans notre travail car elle s’avere plus aisée a manipuler.

On étendra également les résultats de convergence déja connus dans le cas variationnel, en
montrant que pour des données f (et ug) positives alors on peut obtenir des résultats de
convergence en s’affranchissant des conditions sur p, gq.

La premiere partie I de cette these est ainsi scindée en deux chapitres.

Dans le Chapitre 1 on étudie le cas elliptique en considérant tout d’abord le cas d’un
opérateur fortement monotone & donnée L'(w) + W 5 (w). Les résultats dans le cas el-
liptique peuvent étre trouvés dans [17]. Dans ce cas, on rappelle que ’on n’a pas a priori
U € WO1 P(€;) donc aucune chance d’avoir convergence dans cet espace. En revanche d’apres
la définition des solutions renormalisées, les troncatures Ty (w;) sont dans W, (€;). On rap-
pelle également des résultats de régularité des solutions renormalisées dans les espaces de
Lorentz et on montre finalement que pour tout [y > 0, pour tout 2 < p < 2’1 ! (Qqq_ = +00
si ¢ = 1), pour tout 1 < r < 7(p,q, N et pour tout &(r,p,q, N) < a < 0,

|||Dul - D’U|p_1||Lr,oo(Qlo) = O(la),

ou 7(p,q, N) et a(r,p,q, N) sont explicitement calculés (voir Théoréme 1.3.8). On montre
également que Ty (u;) converge vers T (v) dans W, (€, ), pour les mémes valeurs de p (voir
Théoreme 1.3.9).

Ensuite on cherche a s’affranchir des hypotheéses reliant p,q, N, aussi bien dans le cas
variationnel que dans le cas renormalisé. En contrepartie, dans le cas d’un opérateur stric-
tement monotone, si on suppose u positif, on montre alors, par des techniques reposant
sur le principe du maximum que pour tout /g, pou tout 1 < p < +00, u; converge vers v
dans W, (€);,) dans le cas variationnel (voir Théoreme 1.4.1) et T}, (u;) converge vers Ty (v)
dans W, ”(€,) dans le cas renormalisé (voir Théoreme 1.4.3).

Enfin dans le Chapitre 2, on étudie le cas parabolique. Les résultats sont similaires au cas
elliptique, mais avec des difficultés techniques supplémentaires dues au caractere parabo-
lique du probleme.

On étudie dans un premier temps le cas d’un opérateur fortement monotone a donnée
LY((0,T) x w) + L¥ (0, T; W= (w)). Dans ce cas, par définition des solutions renorma-
lisées on a, en particulier, Ty (u;) € LP(0,T; W,yP(w)) et on établit également des résultats
de régularité des solutions renormalisées de problemes paraboliques dans les espaces de
Lorentz. On montre alors que pour tout /o > 0, pour tout 2 < p < 2qq ! (Qqq_—_l1 = +00 si
g =1), pour tout 1 < s < 3(p,q, N) et pour tout a(s,p,q, N) < a < 0,

l[ur = | oo (0,501 (9)) + [[Dw = Dolf| poce () = O(1%),

ou 5(p,q, N) et a(s,p,q, N) sont explicitement calculés (voir Théoréme 2.3.4). On montre
également que T} (u;) converge vers Ty (v) dans LP(0,T; Wy (€,)), pour les mémes valeurs
de p (voir Théoreme 2.3.5).

Puis on s’affranchit des hypotheses reliant p, g, N, dans le cas variationnel comme dans le
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cas renormalisé pour un opérateur strictement monotone, en supposant par ailleurs p, ug
positifs. On montre alors, par des techniques reposant sur le principe du maximum que
pour tout l, pour tout 1 < p < 400, u; converge vers v dans L?(0, T; W, (€,)) dans le cas
variationnel (voir Théoreme 2.4.1) et T (w;) converge vers Ty(v) dans LP(0,T; W, ™ (€Y,))
dans le cas renormalisé (voir Théoréme 2.4.2).

Problemes d’unicité pour les systemes de Boussinesq

Dans la Partie II, on étudie des systemes non linéaires d’évolution dérivant de modele
de mécanique des fluides et décrivant I’écoulement de fluide newtonien visqueux lorsque des
phénomeénes thermiques sont pris en compte. Ces systemes, dits de Boussinesq s’écrivent

g—?—Au+u-Du+Dp:F(0) dans (0,7") x 2 (1a)
div(u) =0 dans (0,7) x €2 (1b)

%—AG—FU-D@: |Dul? dans (0,T) x (1c)
u(t=0) =ug, O(t=0)=106, dans (1d)
u=0, #=0 sur (0,T)x 00 (le)

ot T > 0 et  est un ouvert borné de R?. On pose Q7 = (0,7) x €. Les inconnues sont, :

e la vitesse du fluide, u : Q7 — R?

e la pression p: Qr - R

e la température 0 : Q7 — R.
L’équation (1a) est ’équation de conservation de la quantité de mouvement. Tandis que
I’équation (1c) est I’équation de conservation de I’énergie, oul ’énergie est ici une fonction
linéaire de la température. La viscosité du fluide est supposée constante égale a 1. Dans le
cas de fluides compressibles, la densité n’est, a priori, pas constante. Cependant, dans le
cadre de ’approximation de Boussinesq, on peut se ramener a supposer qu’elle est constante
sauf dans les termes de force de gravité. Cela justifie I’équation (1b) et la présence du terme
F(#) dans I’équation (la), ou F(f) est une force de gravité proportionnelle & des varia-
tions de densité qui dépendent de la température. Le second membre de (1c), représente
Pénergie de dissipation. On impose pour u et 6 des conditions de types Dirichlet (1e) et les
conditions initiales (1d). On pourra trouver la justification de ces hypotheses dans [4], [16]
et [43]. Le systéme de Boussinesq (1) résulte donc d’un couplage fortement non linéaire des
équations de Navier Stokes (équations (1a) et (1b)) et de I’équation de la chaleur (équation
(1c)).
Des systémes non linéaires similaires ont été étudiés dans [1], [2], [24], [27], [28], [34]. Dans
[24] et [34], Climent, Ferndndez-Cara et Lions montrent des résultats d’existence et d’uni-
cité pour des systemes ou le second membre des équations de Navier-Stokes est supposé
constant. Tandis que dans [27], Diaz et Galiano s’intéressent a des systémes ou I’énergie de
dissipation est nulle. Enfin dans [1] et [2], Attaoui et Blanchard considérent des systémes
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plus généraux que (1), ou I’énergie interne est une fonction non linéaire de la température,
b(6), ou b est croissante continue, ou discontinue dans le cas de systéeme Boussinesq-Stefan,
et ou la viscosité est non constante dépendant non-linéairement de la température 6. Les
deux auteurs s’intéressent essentiellement a ’existence de solutions.

On s’intéresse ici essentiellement aux questions d’unicité des solutions du systeme (1).
Celle-ci est délicate a prouver du fait du couplage trés non linéaire entre les équations. Il y a
d’ailleurs peu de résultats d’unicité tant dans le domaine de la mécanique des fluides que la
mécanique des solides. On pourra consulter [1], [2], [24], [27] pour des résultats partiels. On
se place dans le cas de la dimension 2, cas ou 1’on a existence et unicité de la solution faible,
u € L>(0,T; L*(Q)) N L?(0,T; Hy(£2)), des équations de Navier-Stokes. L’énergie de dissi-
pation |Dul? est alors un élément de L'(Qr). On est donc amené a travailler dans le cadre
des solutions renormalisées pour I’équation de la chaleur. Nous utiliserons la formulation
des solutions renormalisées pour des problemes paraboliques, introduite par Blanchard et
Porretta dans [8], plus aisée & manipuler et qui permet de simplifier entre autres les preuves
d’existence de solutions.

On suppose que uy € L2(Q7) et 8y € L*(Qr). On suppose que F est continue et vérifie
une condition de croissance du type

[F(r)| <a+blr|* VreR, (2)

ou a et b sont des constantes fixés et ou a est adapté selon les cas, mais qui impliquera
au moins F(0) € L*(0,T; H '(R)). Pour étudier le systéme, on introduit alors la notion
de solutions faibles-renormalisées (Définition 5.1.1). Méme si des résultats d’existence de
solutions faibles-renormalisées sont connus (voir [1], [2]), on redonnera selon les cas une
démonstration, reposant sur le théoréeme du point fixe de Schauder, et utilisant la formu-
lation renormalisée de Blanchard et Porretta et qui simplifient les preuves existantes.

Les outils essentiels pour parvenir a montrer ’unicité sont :
(i) savoir estimer la norme de la solution des équations de Navier-Stokes et de la chaleur
en fonction de la norme des données, c’est a dire des estimations du type

lull < Clghl + lluoll) lI6l < CUIfI + lI6l]) (3)

ou f et g sont des seconds membres fixes respectivement de I’équation de la chaleur et des
équations de Navier-Stokes

(ii) savoir estimer la norme de la différence de deux solutions en fonction de la norme
de la différence des données, c’est-a-dire des estimations du type

|ur — ua|] < C(|lgr — gal| + [[uo,r — uo2ll) (4)
161 — 02]] < C(||.fr = foll + 1|00, — Oo2]]), (5)

ou ||-|| désigne la norme associé a I’espace de régularité des fonctions en jeu. Cependant, une
des difficultés essentielles réside dans le fait que u-Df ¢ L'(Qr). On est donc amené A faire
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des hypotheses plus fortes sur les données pour améliorer la régularité de u - Df. Pour cela
on adopte deux stratégies : améliorer u ou améliorer Df. On sera également amené dans
un premier temps, pour simplifier, a remplacer I’énergie de dissipation par une source fixe f.

La deuxieme partie de cette these est donc scindée en trois chapitres. Dans le Chapitre
3, on réintroduit le probleme.

Pour bien comprendre le systeme, il faut bien comprendre chacune des équations qui le
régit, c’est pourquoi dans le Chapitre 4, nous étudierons de maniere distincte, les équations
de Navier-Stokes puis I’équation de la chaleur. Dans une premiere partie (Section 4.1), on
rappelle les résultats classiques d’existence et d’unicité des solutions faibles des équations
de Navier-Stokes, puis on établit des résultats de régularité pour des données plus régulieres
en établissant les propriétés (i) et (ii) ci-dessus en s’appuyant sur des résultats de régularités
de Gerhardt (voir [31]). On rappelle ou on établit ainsi les résultats de régularité suivants
avec des estimations du type (3)

— si ug € Hy (), g € L2(Qr) alors u € L*(0,T; H*(Q)) N L>(0,T; Hy(Q2)) N L' (Qr)

pour tout 1 < r < +oo (Théoreme 4.1.6)
Puis on établit les estimations du type (4), dans ces espaces de régularité (voir Théoréme
4.1.11)

Dans une seconde partie (Section 4.2), on montre tout d’abord 'existence et I'unicité
de la solution renormalisée de I’équation de la chaleur avec terme de convection ou u €
L>(0,T; L*(Q)) N L*(0, T Hy (%)),

%—Aﬁqtu-DO:f dans (0,7) x 2
6(t =0) = 6, dans 2
=0 sur (0,7) x 02

L’existence et 'unicité de la solution d’un tel probleme sont déja connues (voir [1], [2]),
mais 'utilisation de la formulation des solutions renormalisées introduite par Blanchard et
Porretta simplifie susbtantiellement la preuve.

On établit ensuite des résultats de régularité des solutions renormalisées en dimension
N quelconque, en établissant les estimations du type (3) et (5) dans les cas suivants :

— fe LY0,T; L™(R)), 6y € L™(Q2), o1 1 < m < 2 (Théoréme 4.2.11)

~ feL™Qr), 6y € L¥" (), ol 1 <m < 24 (Théoreme 4.2.13),
dans des espaces découplés en temps et en espace du du type L*°(0,7;L°(Qr)),
Lr(0,T; L9(Qr)), L*(0,T; L*(Qr)).

Puis dans le Chapitre 5, on applique les résultats du Chapitre 4 pour montrer 'unicité
de la solution du systeme. On suppose dans un premier temps que ’énergie de dissipation
est remplacée par une source fixe f.

Dans la Section 5.2, on considere f € LY(0,7T;L™()) et 6, € L™(2). On montre, par
le théoréeme du point fixe de Schauder, I'existence de la solution faible-renormalisée du
systeme (Théoreme 5.2.1), en imposant une condition de croissance sur F' de la forme (2)
avec 0 < a < 2. Pour 0 < a < m, alors comme on sait que § € L*™(Qr), on a F(#) €
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L?(Qr). En revanche pour m < a < 22, on n’a plus F () € L?*(Qr), on a alors recours aux
estimations découplées en temps et en espace sur 6 pour assurer F(0) € L?(0,T; H™1(Q2)).
Et on a dans ce cas u- DO € L'(0,T; L™(2)). On montre ensuite 'unicité pour des données
suffisamment petites (voir Théoreme 5.2.2), en supposant que F satisfait une condition de
Lipschitz du type

|F(r) — F(s)| < Llr — s|(1 + |7]® + |s|?), Vr,s€R (6)

Dans la Section 5.3, on considere des données plus régulieres pour les équations de Navier-
Stokes, & savoir ug € W2~2/5* (R2), 09 de classe C? et F de croissance plus faible, 0 < o < 1,
pour avoir F'(6) € L*(Qr) (s > 2). On montre tout d’abord 'existence de la solution faible
renormalisée (voir Théoreme 5.3.1), puis en imposant de plus une condition de Lipschitz du
type (6) on montre l'unicité pour des données suffisamment petites (voir Théoreme 5.3.2).
Enfin dans la Section 5.4, on revient au systéme originel (1) avec énergie de dissipation.
L’ajout d’une non linéarité rend la tache plus délicate. On prend 6, € L%*(2) et uy €
H(l),(, (£2), alors dans ce | Du|? € L*(Qr), on est donc amené & considérer des solutions faibles
pour I'équation de la chaleur et on montre ’existence de la solution faible (Théoréme 5.4.1)
pour

-0<a< %

- % < a < 2, pour des données suffisamment petites.
Puis on montre 'unicité pour des solutions suffisamment petites en imposant de plus une
condition de Lipschitz du type (6) (Théoremes 5.4.2).
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Chapitre 1

Problemes elliptiques

1.1 Introduction

Dans toute cette partie, on pose € =] — [,1[9Xw, ou w est un ouvert borné connexe
de RN—9 avec frontieére Ow lipschtizienne, ¢ € N*, [ € R*. On étudie le comportement
asymptotique, quand [ — 400, du probleme N-dimensionnel suivant

{ —div[a(z, Dw)] = u dans (1.1)

u = 0 sur 0 )
ol u + —div[a(z, Du)] est un opérateur monotone défini sur Wy () & valeurs dans
W= (). Ce probleme a d’adord été étudié par Chipot, Rougirel et Xie dans [18], [19],
[21], [22], [23], [44] dans le cas variationnel c’est & dire pour € W1’ (€;). En effet, les trois
auteurs ont montré que sous certaines conditions, I'unique solution faible u; € WO1 ()
du probléme (1.1) converge en un sens a préciser, typiquement dans W'?(Q;,) (ou ly est
fixé), vers v I'unique solution faible du probléme (1.8) (voir Théoréme 1.3.1 dans le cas
d’un opérateur a fortement monotone et Théoreme 1.4.1 dans le cas d’'un opérateur a
strictement monotone).

Ici nous supposerons que p € L'(€) + W% (). Sous cette hypothese d’une donnée
peu réguliere, le cas variationnel ne s’applique plus. On utilise alors la notion de solutions
renormalisées introduite par DiPerna et Lions dans 1’étude des équations de Boltzmann
(voir [29], [30]) puis adaptée par Lions et Murat au cas des équations elliptiques (voir [35]).
Comme les espaces dans lesquels la convergence de wu; vers v a lieu sont fortement reliés
a la régularité de u; et v, les résultats de convergence de Chipot, Rougirel et Xie ne s’ap-
pliquent plus. On montrera, dans le cas d’un opérateur a fortement monotone, sous des
hypotheses reliant p,q et N, et sous certaines conditions sur a et u, la convergence de D
dans des espaces de Lorentz, on évaluera la vitesse de convergence (voir Théoréme 1.3.8),
puis on montrera la convergence des tronquées des gradients DT}, (u;) dans WhP(€Y,) (voir
Théoreme 1.3.9). Dans le cas d’un opérateur strictement monotone, et sous la condition
i > 0, on s’affranchit des conditions sur p, ¢, N et on établit tout d’abord des résultats de
convergence dans le cas variationnel (voir Théoréme 1.4.1), résultats obtenus parallelement
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par Chipot et Xie dans [22] et [44]. Puis on généralise ces résultats au cas des solutions
renormalisées (voir Théoréme 1.4.3).

On note Ty le sous-ensemble de 0%; défini par I'; = [—[,1]? X Ow. Pour tout x =
(1, .., g, Tgg15---,ZNn) € € on notera & = (x1,X2) ol x; €] — L,[[? et X, € w, et
Dy, = (03y,---,02,), Dxy = (0zgsrs---»Ony)-

On note erl’p () l'espace des fonctions de W1P(€);) qui ont une trace nulle sur I7.
Puisque €; est un ouvert borné connexe de RN avec frontiere lipschtzienne et puisque
mes(I';) > 0, par l'inégalité de Poincaré, on peut munir I'espace erl’p (€;) de la norme
1ol = 1Dv]lzoga) (voir [45]).

On suppose que a : RY x RY —— RY est une fonction de Carathéodory (c’est-a-dire
a(z,€) est mesurable par rapport & x € RV, pour tout £ € RY et continue par rapport
a & € RY, pour presque tout z € RY). De plus, l'opérateur a est elliptique strictement,
monotone, c¢’est-a-dire

a(z,§) - £ > algf?, (1.2)
pour presque tout x € RYN et pour tout & € RN, ol « est une constante, a > 0 et
(a‘(l‘: g) - a(l‘agl)) : (g - gl) >0 ) (13)

pour presque tout z € RY et pour tout £,& € RN, € # £. On suppose de plus que
Iopérateur a satisfait les conditions structurelles

ol.&) = a0 §) + 00 §) = (08 + (009 (1.0
ol a', a® sont des fonctions de Carathéodory satisfaisant les hypothéses suivantes :
al(z, (g)) =0 (1.5)
pour presque tout x € RY et pour tout & € RV—9;
la’(2,6)] < [br() + €], la®(xe, §)] < 72 [ba(x2) + [€]77] (1.6)

pour tout £ € RV, pour presque tout z € K X w pour la premiere inégalité et pour presque
tout X9 € w pour la seconde inégalité ot K est un sous-ensemble compact arbitraire de R?
et by, by sont des fonctions positives respectivement dans L (K x w) et L* (w) pour tout
K compact de R, et 7,7, sont des constantes positives avec y; dépendant de K.

On suppose que la donnée p = f — divy, g est telle que

[=few) e W), g=gb) e (Fw) (17)

de telle sorte que p € L'(w) + W~ (w). Ainsi p peut-étre prolongé par ji sur L'(€) +
W12 (Q;) en posant pour tout ¢ € Wy P (Q;) N L=(€)

i(g) = f¢d:v+/9 g-Dyddc.

Ql
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Puisqu’il n’y a pas d’ambiguité on notera u et son prolongement de la méme fagon.

Sous toutes ces hypothéses, on va montrer que, u; la solution du probléme (1.1) converge,
en un sens a préciser, vers v la solution du probleme N — ¢g-dimensionnel

(1.8)

—div[a3(xy, Dv)] = p dansw
v = 0 surodw

Remarque 1.1.1 D’un point de vue numérique, ce résultat de convergence est intéressant
car dans le cas d’'un cylindre tres grand dans la direction x, il est raisonnable d’approximer
u; par v, ce qui permet de réduire la dimension du probleme dont on veut calculer la
solution.

Remarque 1.1.2 On rappelle que si p > N —g¢, les injections de Sobolev donnent L'(w) C
W~ (w). Ainsi, si 4 € L'(w) alors I'extension g € W~ (€;) et donc dans ce cas le cas
variationnel et les résultats de Chipot s’appliquent.

Remarque 1.1.3 La condition structurelle (1.4) et les hypotheses (1.2), (1.3), (1.5) nous
permettent de définir le probléme (1.8) & partir du probleme (1.1), dans le sens ou
lopérateur a3 vérifie le méme type d’hypotheses que l'opérateur a. En effet, on identi-
fie a2 (xo, (602)) et a2(xq, &) et des hypotheses (1.2) et (1.5), on obtient,

dy(xa,&2) - &2 > aléf?, (1.9)

pour presque tout X € w et pour tout & € RY~Y; et la stricte monotonie de a implique la
stricte monotonie de a3, ¢’est-a-dire

(a3(xa, &) — a3(x2,&)) - (&2 — &) > 0, (1.10)

pour presque tout X, € w et pour tout &, &) € RV -2, & # &,

Remarque 1.1.4 Dans le cas linéaire, a(z, Du) = A(x)Du, les hypotheses vérifiées par A
de Chipot and Rougirel dans [18], [19], [21] c’est-a-dire

Ay (X1,X2) A22(X2)
An €My g, A2 €EMyn_g, A2 €My g4 A2 € My g N—g,

A= <A11(X1,X2) A12(X2)> A (LOR x w)™

impliquent que a satisfait les conditions (1.2)—(1.6).
Dans le cas non linéaire, le p-Laplacien, —div(a(z, Du)) = —div(|DulP 2Du) = —Ayu
satisfait les conditions (1.2)—(1.6).
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1.2 Définition des solutions renormalisées

Le cadre des solutions renormalisées est un cadre adapté a 'étude des équations (1.1)
et (1.8) pour des données peu régulieres, ici u € L' + W5, car il permet de montrer
I’existence, 'unicité et la stabilité des solutions. Cette notion de solutions a d’abord été
introduite par DiPerna et Lions, dans [29] et [30] pour I’étude des équations de Boltzmann.
Il a ensuite été adapté a 1’étude de certains problemes elliptiques non linéaires, d’abord
par Boccardo, Diaz, Giachetti et Murat dans [11] puis par Lions et Murat dans [35] dans
le cas de second membre dans L'(€2) + W~ (Q) (voir également [37] et [38]).

On introduit pour £ > 0,n > 0 les fonctions suivantes, Tj(s) = max(—k, min(k, s)) et
hn(s) =1— M pour tout s € R (voir ci-dessous).

Tk(s) 0

- P 7 T~ s

—2n -n n 2n

On rappelle que, selon [3] (Lemme 2.1), on peut définir le gradient de fonctions dont
les troncatures sont dans WO1 P(Q), ot 2 est un ouvert de RV .

Définition 1.2.1 Soit u une fonction mesurable définie sur €2 finie presque partout et
satisfaisant Ty(u) € Wol’p(Q) pour tout k > 0. Alors il existe une unique fonction mesurable
v:Q = RY telle que

DTy(u) = vl <k p.p. dans Q, Yk > 0.
On désigne par Du le gradient de la fonction u et on pose Du = v.

Définition 1.2.2 On dit que u,; finie presque partout sur 2 est solution renormalisée du
probléme (1.1) si

Ti(w) € WyP(0), Vk > 0; (1.11)
1
lim —/ a(z, Du;) - Du; dzx = 0; (1.12)
nHO T J {n<fu|<2n}

et si pour tout h € WH*°(R) a support compact,

— div[h(w)a(z, Du;)] + b (w)a(z, Dw;) - Du; = fh(u;)
—div[gh(u)] + g - Duih'(w;)  dans D'(Q;). (1.13)

De maniére similaire on définit la solution renormalisée du probleme (1.8).
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Définition 1.2.3 On dit que v finie presque partout sur w est solution renormalisée du
probléme (1.8) si

Ti(v) € Wy*(w), Vk > 0; (1.11")
1
lim —/ a3 (xg, Dy,v) - Dy, v dxy = 0; (1.12")
nH N Jin<v|<2n}

et si pour tout h € WH°(R) a support compact,

— divy,[h(v)a3(xz, Dy,v)] + a3(X2, Dy,v) - Dy,v = fh(v)
— divy,[gh(v)] + g - Dx,vh'(v)  dans D'(w). (1.13')

D’apres [14], [25], [37], on a le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théoréme 1.2.4 Sous les hypothéses (1.2)-(1.7), il existe une unique solution renorma-
lisée u; (resp. v) du probléme (1.1) (resp. (1.8)).

Remarque 1.2.5 En prenant h = h, et ¢ = Ty(u;) (resp. ¢ = Ti(v)) dans (1.13) (resp.
(1.13")), en utilisant (1.2) et en faisant tendre n vers 400, on obtient les estimations
suivantes satisfaites par u; et v, pour tout £ > 0,

DTi(w)PPdz < C (k||fllziqn + gl )
DB ie < 0 (Kl + ol

= ot (Iflowk+ ol o) (114
[ 1070 dse <0 (Ifleok+ Lol o) (1.15)

ou C sont des constantes dépendant uniquement de « et p.

1.3 Le cas fortement monotone

Dans cette partie, avec des hypotheses supplémentaires sur a et des conditions reliant
p,q and N, on montre que, u; et ses troncatures convergent vers v, dans un espace de
Sobolev convenable. De plus, on évalue les vitesses de convergence. On suppose que p > 2
et que a satisfait, en plus des conditions (1.2)—(1.6), I’hypothése de forte monotonie suivante

(a(z, &) — a(z,£)) - (€ = &) 2 ¢ = ¢, (1.16)

pour presque tout x € RV et pour tout £,&" € RV, £ # ', ol ¢, est une constante positive.
On suppose de plus que l'opérateur a satisfait la condition de Lipschitz suivante

jax(@, &) + lai(2, &) — ai(z,&)| < LIE— €1+ [P~ + [€F77) (1.17)
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pour presque tout z € RY, pour tout &, & € RY, tel que & = ( ) ou L est une constante
positive.

On rappelle tout d’abord les résultats obtenus dans le cas variationnel (i.e. f = 0) (voir
(18], [19], [21], [23]). Sous les hypotheéses (1.2)—(1.7), il existe une unique solution faible
u € Wy () (resp. v € Wy*(w)) du probleme (1.1), (resp. (1.8)), on a alors le théoreme
suivant.

Théoréme 1.3.1 On suppose les conditions (1.2)-(1.7), (1.16) et (1.17) vérifiées. Soit 1,
un réel positif. Si p < L (avec la convention 2‘1 = 400 pour ¢ = 1), alors

w — v dans Wr;op(Qlo)

avec les vitesses de convergence

|1Dw = Dolfy 0, ) = O(%), Vq- LQ <a<0sip>?2 (1.18)

|| Du; — Dv||L2 () =0(l%), Va<0 sip=2

Remarque 1.3.2 Dans [23], le résultat pour p > 2 ci-dessus est prouvée seulement dans
le cas N = 2, mais les mémes techniques s’appliquent pour N > 2.

Remarque 1.3.3 Chipot et Xie ont amélioré dans [22], [44] le théoréme ci -dessus dans le
cas ou 'opérateur est le p-Laplacien. En effet dans ce cas particulier, on utilise les propriétés
du p-Laplacien, en particulier les inégalités du Lemme 1.2 dans [44], qui sont le point—clé
del’ amehoratlon du Théoréme 1.3.1. Les deux auteurs montrent alors que si p <z L (avec

la convention q_—2 = 400 pour ¢ = 1,2), alors
w; — v dans erl’f(Qlo)

avec les vitesses de convergence

2
||Du; — Dv||Lp(Ql =0(%), Vgq- p—pQ <a<0sip>2

|| Du; — DU||L2(QI =0(l%), Va<0 sip=2.

D’apres la remarque 1.1.2, dans le cas p > N — q, les résultats obtenus dans le cas
variationnel s’appliquent. Ainsi, dans la suite, on peut se restreindre au cas p < N — gq.
Puisque que 'on considére des données L' + W~ d’apres la régularité de wu;, on ne
peut s’attendre & avoir la convergence de u; dans erlop (Q4,)- En fait on montre que wuy,
v et leurs gradients appartiennent a des espaces de Lorentz convenables et on montre la
convergence de u; et v dans ces espaces de Lorentz. Apres avoir rappelé dans une premiére
partie quelques propriétés sur les espaces de Lorentz, on montre, dans la seconde partie, a
partir des inégalités (1.14), (1.15), les estimations vérifiées par u,, v et leurs gradients dans
les espaces de Lorentz. Enfin dans la troisieme partie on montre la convergence de u; vers
v dans un sens qui sera précisé.
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1.3.1 Les espaces de Lorentz

Soit © un ouvert borné de RY. Pour 1 < ¢ < oo l'espace de Lorentz L% () (voir
[33],[36]) est I'espace des fonctions mesurables vérifiant

2] 1 d
sy = [ @0RIF < o0 (119

muni de la norme défini par (1.19) et ou f* désigne le réarrangement décroissant de f,
c’est-a-dire

() =inf{s >0 : mes{z € Q : |f(z)| > s} < t}, t€]0,|Q}

Pour 1 < r < oo l'espace de Lorentz L"*°(2) (appelé aussi espace de Marcinkiewicz) est
I’espace des fonctions mesurables vérifiant

£ || e () = s;g{t[mes{x €0 |f(z) >t} } < +oo, (1.20)

muni de la norme définie par (1.20). Pour tout 1 < s < r < oo, les espaces de Lorentz
vérifient les inclusions suivantes

L"Y(Q) c L™ (Q) = L"(Q) € L"™®(Q) c L*().
L’espace L"*°((2) est I'espace dual de L™}(Q2) avec L + & =1, et on a I'inégalité de Holder
généralisée
/ [fgldz < Ifleree@llgllprngy . ¥ € L(Q), Vg € LTH(Q). (1.21)
Q
Plus généralement, si 1 < p,q,r < oo vérifient % = % + %, on a

1£gllzere) < Nfllocc@llgllirr),  Vf € L¥(Q), Vg € L™ (). (1.22)

1.3.2 Estimations sur les solutions renormalisées

Nous introduisons une forme généralisée d’un résultat établi dans [3], [5].

Lemme 1.3.4 On suppose que 1 < p < N. Soit w une fonction mesurable satisfaisant
Ti(w) € Wpll’p(Ql), pour tout k > 0, et telle que

DTy (w)[Pdz < Mk + L, Vk >0,

Ql

ou M et L sont des constantes données. Alors

|||w‘p71||LS/p,oo(Ql) < C(M —+ ‘Ql|1/sL1/p’)’
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avec s = px (ou p* est le conjugué de p défini par px = Np/(N —p)) sip < N, avec s €
Ip, +o0] sip = N, ot C est une constante dépendant uniquement dep, N, w et indépendante
de l,

[[Dw [P~ | proo oy < C(M + |17 L),
pour tout r €|]1, N'| if p < N (ot N' = N/(N —1), pour tout r €]1, N'| sip= N, ot C est
une constante dépendant uniquement de p, N, w et indépendante de [.

Démonstration — On suit la preuve de [5] (Lemme A.1). La différence essentielle est
que l'on prend w € Wlll’p(Ql) au lieu de w € W, (), donc les constantes de Sobolev et
de Poincaré dépendent, a priori, de €2;, mais, grace a la géométrie de 2, =] — [, [[?xw, ces
constantes sont indépendantes de [. Pour tout k£, > 0, on a

Ermes{z € Q: |w| >k} < | |Tp(w)|" dx. (1.23)
Ql
Si p < N, on prend r € [p, px|, donc par interpolation
T T r(1—6
: (T (w)|" d < || (w) 7)1 Tk (W) [ 5y (1.24)
1

ol # est tel que % = g + 1p;*9. Par I'inégalité de Poincaré dans la direction xs, on a
1T (w)l o)) < CW)[|DTi(w)|| o (02, (1.25)

ou C'(w) est une constante positive dépendant uniquement de w, donc indépendante de .
Par I'inégalité de Sobolev, on a

| T (w)]| Lo+ 0y < C(w, p, NI DTy (w) | o0, (1.26)
ou C(w,p, N) est une constante dépendant uniquement de w, p, N, et indépendante de I

grace a la géométrie de €. De (1.24), (1.25) et (1.26) il s’ensuit que

Ti(w)["dz < C(p, N,w)|| DTi(w)[70(0,

Q

< C(p,N,w)(Mk+ L),
Dans le cas p = N, on prend r € [p, +o0], I'inégalité de Sobolev donne
[Tk (w)lzr@) < Cr, N, w)|[[ DT(w)|| o),

ou C(r, N,w) est une constante positive dépendant uniquement de r, N, w et indépendante
de [. Tl découle alors

Ty, (w)|" dz < C(r, N,w)(Mk + L)"/.

9]
Par conséquent, d’apres (1.23), il vient
k" mes{z € Q : |w| >k} < C(r,N,w)(Mk + L)"?.

La suite de la preuve est identique a la preuve du Lemme A.1 de [5].
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O

Remarque 1.3.5 La nouveauté dans le Lemme 1.3.4 réside dans le fait que 'on a montré
que la constante de I’estimation est indépendante de [, grace a la géométrie du domaine.
C’est un fait essentiel, car, rappelons-le, le parametre [ est destiné a tendre vers +oc.

On applique alors ce lemme aux estimations de la remarque 1.2.5 pour obtenir la pro-
position suivante.

Proposition 1.3.6 Les fonctions u; et v satisfont les estimation suivantes :

MDWVWMmQI<C(mvam+””meM» >;

1D0P~larmia < € (s +19 ol g ) 5
ou C' est une constante indépendante de [.
Démonstration — Comme T} (u;) et Ty (v) appartiennent a erl’p (), d’apres les estima-

tions (1.14) et (1.15) on peut prendre w = u; ou w = v dans le Lemme 1.3.4, on obtient

nwmwwmwmsc(mmmm+wmwmwwyme“wj

et le fait que || = l%|w]| donne le résultat.
4

Remarque 1.3.7 Comme 7 > 1, on a d’une part ¢ < ¢. D’autre part [ est destiné a
tendre vers +o0o, on peut donc supposer que [ > 1 ainsi 197 < 19 et les estimations
ci-dessus donnent

0wl ey < 08 (126 + ol o) (1.27)

D0 luria < €8 (136 + 190y ) (1.28)

1.3.3 Comportement asymptotique de u;

Au vu de la régularité des solutions renormalisées (voir (1.11), (1.11") et la remarque
1.3.7), on montre dans le Théoreme 1.3.8 ci-dessous que Du; converge vers Dv dans les es-
paces de Lorentz auxquels ils appartiennent, et dans le Théoréme 1.3.9 que T} (u;) converge
vers Ty (v) dans erlop (Q4,), quand [ tend vers +oo.
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Théoréme 1.3.8 On suppose que les hyptohéses (1.2)-(1.7), (1.16), (1.17) sont vérifiées.
Soit ly un réel positif. 512 < p < %;1%11 (avec la convention 2(1(1%11 = +o0 pour ¢ = 1), alors
on a

|HDU[ — D’U‘p_IHLr,oo(QIO) = O(la), (129)
pour tout 1 < r < 7(p,q, N) et pour tout a(p,q, N,r) < a < 0, ot
_ . N 1 ,
r(p’q’N):mln(N—l’Q—é—p%l)’ sip< N—gq

1 —1 .
—;ﬁ—kq%(l—%) st p>2,

N
a(p,q. N.r) {—oo si p=2.

Théoreme 1.3.9 On suppose que les hypothéses (1.2)—(1.7), (1.16), (1.17) sont vérifiées.

Soit ly un réel positif. 512 < p < 2qu—11 (avec la convention 2qq__11 = +o0 pour ¢ = 1), alors
on a

T (w) = Ti(v) dans er;op(Qlo), Vk > 0.
Remarque 1.3.10 Dans le cas p > 2, la condition r < 7(p, g, V) est équivalente a q—%-i—

%(1—1) < 0 et donc, en particulier, a(p, g, N, r) < 0 et la condition a(p, g, N,r) < a < 0

T
est cohérente.

Remarque 1.3.11 Dans le cas p > 2, la vitesse de convergence dans (1.29) et 1’espace de
Lorentz dans lequel la convergence a lieu dépendent de r. Plus précisément, plus 1’espace
de Lorentz est petit, plus la vitesse de convergence est faible.

Remarque 1.3.12 Gréice a l'inégalité de Holder généralisée (1.21), le Théoréme 1.3.8
implique la convergence de u; vers v dans des espaces de Sobolev. En effet, pour tout
lo >0,0n a 3

|Du = Dolliaga,) = O75)

pour tout s < (p — 1)%, avec les mémes conditions sur p, . Ainsi par I'inégalité de
Poincaré, on obtient la convergence dans les espaces de Sobolev W#(Q2). En particulier,
on en déduit un résultat qui sera utile dans la preuve du Théoreme 1.3.9,

||Dul — DU“L})—I(QlO) —0
21
quand [ — +o0, pour tout 2 < p < (iT'

Remarque 1.3.13 On peut donner des informations plus précises sur 7(p, ¢, N). Sup-

posons 2 < p < Qqq%ll (avec la convention Qqq%ll = 400 pour ¢ = 1). Si p = 2, alors
7(2,¢q,N) = % Si2<p< N —gq, alors pour g =1,
N
7(p,1,N) = ——

N -1
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et pour tout q > 2,
N

rpg, N) = ——, s12<p< —— +1;
N1 1-14+1
_ 1 . 1 29 — 1
(P, g, N) = 51— sl i<
q p—1 q N q
Et dans le cas 2 < p < m + 1, r peut atteindre la valeur 7(p, g, N).

Démonstration du Théoréme 1.3.8— La preuve s’effectue en deux étapes. Dans I’étape
1, en adaptant les techniques développées par Chipot et Rougirel (voir [18], [19], [21]) au
cadre des solutions renormalisées, on obtient une estimation sur DTy (u; — v) dans €y, ou
l1 > 0 (voir I'inégalité (1.32) ci-dessous). En utilisant (1.32), 1’étape 2 est consacrée a la
preuve d’une estimation sur D(u; — v) dans un espace de Lorentz approprié.

Etape 1. Dans cette étape, on introduit une fonction réguliere p € C'(R?) telle que

1 177
0<p<1, p=1 dans [—5, 5] , p=0 dans R?\ [—1,1]7 (1.30)
Dy pl <A (1.31)
oll A est une constante positive, A > 2. On prouve alors ’estimation suivante

‘/‘ LDTuul—UNP¢x§<7?- |Du; — Dv| (14 |[Dw P~ + |DvP~?) dz (1.32)
Q72

1Jay,

pour tout 0 < I; <l et ou C est une constante positive dépendant uniquement de c,, L,
A, ot ¢, et L sont définis dans (1.16) et (1.17).

Soit 0 < l; <. On utilise la fonction test Ty (Ton(ui) — Ton(v))hn(v)p(3t) € W,y P () dans
(1.13) avec h = h,,. Comme supp(h,) = [-2n,2n], on a

b () i (V) T (Ton (W) = Ton (v)) = hon (ug) B (0) T (g = ),

alors, on obtient
/ a(x, Duy) - DTy (u; — v)hn(ul)hn(U)P(%) dx
9]
+/ a,(x, Dul) - Dy h;(ul)hn(U)Tk(ul - ’U)p()l(—ll) dx
Ql

+ /Q a(z, Duy) - Dv b, (v) hy (ug) T (uy — U)P()l{_ll) dz

1

o /Q alr, D) - (D)3 (0T 0 =)

= [ T = ) () (0)p(3) dt + / 9 Dy Ti(tr = )b (1) i (0)p(22) dt

197
+/ 9 Dy,v by (0) iy (w) Ty (wi — v) p(3) d +/ 9 - Dy hiy (w) b (0) T (wy — v) p(31) d
Ql Ql
(1.33)
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que nous écrivons de maniere synthétique
Il+12+13+f4 :I5.

Maintenant, par un résultat de Chipot dans [18] (Proposition 3.1), si ¢ € erl’p (), alors
o(x1,-) € WO1 P (w) pour presque tout x; € (—I,1)?. Par conséquent, pour presque tout x; €
(=1,1)%, on peut utiliser la fonction test Tj(Ton () — Ton(v)) (X1, ) n(wi(x1,-) € Wy (w)
dans (1.13") avec h = hy,, on obtient (en utilisant de nouveau le fait que T, disparait),

[ 365 D) - DT = o)) d
+ / a2(xa, Dy,v) - Dy,uy hy, (ug) by () Ty (uy — v) d
+ [ @, D) D (o) T )
/ FT(t1 = 0)ho (1) (0) d + / g D, (g — 0) (1) () s
+ / 9+ Dy v by (0) b (w) Ty (wy — v) d + / 9+ Dy by (wi) b (0) Ty (wi — v) de

pour presque tout x; € (—[,/)?. En multipliant I'égalité ci-dessus par p(31) et en intégrant
sur (—1,1)9, il vient

/ @3(x2, Dayt) - Dy Tt = ) (1) o (0) p(32) dis
7]
+/ a3 (xg, Dy,v) * Dy by () b (0) Ty (ug — v)p(3h) dxo
9/

T / 22, Diy) - Dyt H () o (1) i (1 — ) p(32)
Q

Z/Q ST (uy — v)hn(ul)hn(v)p(’l‘—f)dm—i—/n 9 Dy, Ti(ur — v) by (wi) hn (v) p(31) dx2
—|—/Q g+ Dyyv b (0) by (w) T (uy — v) p (l—l) dX2+/ g-DX2ulh;(ul)hn(v)Tk(ul—v)p(’l‘—:) dxs

9]
(1.34)
que nous écrivons de maniere synthétique
Ji+ o+ J3 = Jy.

Puisque J4 :I5 on ah _J1+IQ+I3+I4_J2_J3:O.
Comme v ne dépend pas de xy, ¢’est-a-dire D,,v = 0, la condition structurelle (1.5) implique

que
a'(z,Dv) =0, p.p. dans €.
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Donc, d’apres la condition structurelle (1.4)
a(x, Dv)- DTy (u;—v) = af(xz, Dv)- Dy, T (u;—v) +a5(xa, Dv)- Dy, Ty (u;—v)  p.p. dans €.

I1 découle alors

L—J = / [0, Dug) — a(, Dv)] - DTy (g — ) () (0) p(22)

1

+ /Q @2(x2, Dv) - Dy, Ti(tg — ) () i (0)p(2) d (1.35)

Comme v ne dépend pas de x;, on a
a3 (x2, Dv) + Dy, Ty (w; — v)hn(v) = Dy, - (a7 (x2, Dv)Ti(u; — v)hy(v)) . (1.36)

Alors, en utilisant (1.36) dans le dernier terme de (1.35) et en appliquant la formule de
Green, il vient

L—J = : la(x, Du;) — a(z, Dv)] - DTy (w — v)ho (1) ha(v) p(31) d
- /Q a3 (x2, Dv) + Dy, ughy, (ug) ha (v) Te (ug — v)p(3) dz

1

- E/n a; (xz, Dv) - (Dxyp) (3) T (w = 0) o (w) o (v) . (1.37)

Remarquons que 'intégrale sur la frontiere I'; découlant de la formule de Green est égale
a 0 car la fonction p y est nulle.

W (8)| = ~1{n<|s)<2n) Presque partout dans R, on a

k

|| < —/ a(x, Du;) - Duy dz,
" J{n<|w|<2n}

donc de la convergence des énergies (1.12), il découle que I tend vers 0 quand n tend vers
+00. De maniere similaire, on montre que J3 tend vers 0 quand n tend vers +oo0. Pour ce
qui est des autres termes, par (1.6), I'inégalité de Holder et le fait que [Ty (u;—v)p(7*)[ < k,

on obtient
) 1/p 1/p
(/ v d:c) ( |Dv|Ph! (v) d:c)
o) o)

1 v rq /v
+ <—/ |Dul|pdaj) (—/ |Dv|pdx)
T J{ju|<2n} N J {n<v|<2n}

] < C
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ol C' est une constante indépendante de n. Comme d’apres (1.14)

1

1
— DupdeClq(f 1)+ —|lg p,w>
ST 17l + - lgll v

et by € L” (), on obtient

1 1/?’
I3 <C (—/ |Dv|pdx)
T J{n<v|<2n}

ou C est une constante indépendant de n. Par conséquent, la condition d’ellipticité (1.2) et
la convergence des énergies (1.12') entrainent que I3 tend vers 0 quand n tend vers +oo. De
maniére similaire, J, et [, af(x2, Dv) - Dy uihy, (w)ha(v)T(u — v)p(71) dz tendent vers 0
quand n tend vers +oo. Ainsi I; — J; + I tend vers 0 quand n tend vers +oco. En rappelant
la condition structurelle (1.4) et le fait que p(3*) est indépendant de x,, on obtient

a’(anul) ) D:O()l(_ll) = a%(anul) ) Dx1p()l(_11) + a%(anul) ) Dxlp()l{_ll)

Ainsi

L -J+1,= 0 la(z, Du) — a(z, Dv)] - DTy (u; — U)h"(ul)hn(v)’o()l(_ll) dx
+ Zl / a1, D)+ (Do) (31T = 0)hn ) (v) i

" %/Q (a3 (x2, Du) — a3 (xe, Dv)) - (D, p) (3) Ty — 0) () o (v) .

Par conséquent, la forte monotonie (1.16) , la condition de Lipschitz (1.17) de 'opérateur
a, le fait que supp(p(y;)) C [~l, 1], |ha| < 1 et Dy, Dv € (LP~1(;))" impliquent

/Q DT (1t — 0) P () e (0)p(52) 2

k
< e(n) + Cl_/ \Dus — Do| (1+ [DufP™ + | Do) da

1 Jay,
o €(n) — 0 quand n — +oo. Finalement, comme p(3!) = 1 sur (=/1/2,11/2)?, en faisant
tendre n vers +oo, 'inégalité (1.32) découle du lemme de Fatou.
Etape 2. Comme T (u; —v) € erl,f/2 (4, /2), pour tout k > 0, on peut appliquer le Lemme
1.3.4 a 'estimation (1.32), on obtient

_ C _ _
11 Du; = Do P~ | preeqy ) < E/Q |Du; — Dol (1 + | Dw[P~2 + | Du[P~2) |
1
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pour tout 7 €]1, N'], car p < N — ¢ implique p < N. Par I'inégalité de Hélder (1.22) dans
les espaces de Lorentz, avec

et en utilisant le fait que ||w®||zr.0o(@) = [|w||7pe00(y, ON Obtient

1D = DvP [ zroo(y, 1) <

(1.38)

C
E|||DU/l Dv|p 1||Lroo Ql ||]. + |DUl|p ! + |DU|p 1||LT°°(QI ||1||LT:1’1(QII)'

Des estimations (1.27), (1.28), de I'identité ||1||Ls,1(9):|9|§ et du fait que I; <, il découle
alors

||]_ + |DUl|p . + |D'U|p 1||L"°°(Ql )

p—2 -2 2
<||1||Lmo + ||[Dw[”™ 1||Lm )+ D[P~ 1||Lro<><n,>)
<C (ﬁf%? + l‘ﬁg) ,

ot C est une constante indépendante de [. Ainsi, en utilisant de nouveau ||1|| Ls,l(Q):\Qﬁ,
I'inégalité (1.38) devient

~ Clqgﬂl(l*%)
|| Du; — Dvl|P 1||Lr,oo(Ql1/2) < -

1_qyp=2
< S USRI Du = Dol L, (1.39)

ou C est une constante indépendante de [ et /;. On peut désormais prouver 1’estimation
(1.29).

Dans le cas p = 2, puisque 1 —Hq( DE = 2, en prenant [; = [/2F~! et en itérant 'inégalité
(1.39), on obtlent

_1y_
||DUl - DU||LT,00(QI/2k) S Clk(q(l 7‘) 1)|HDUl _— DU|||LT,00(QZ)

ou C est une constante indépendant de [ (C dépend de k). Des estimations (1.27) et (1.28)
il découle alors que

k(g(1—=1H)—-1)+
IDu; = Dl 1roe( ) < CIFAO=D71)H
ol C est une constante indépendante de [. Par conséquent, si
1

a(l—)=1<0 (1.40)

en prenant @ < 0 arbitraire, alors pour k assez grand k(¢q(1 — 1) — 1) 4+ ¢ < a. La condition
(1.40) est toujours satisfaite si ¢ = 1, et pour ¢ > 2 cette condition est équivalente a
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r < 1—1/q Donc si on prend [, > 0, alors pour [ grand, I, < /2% et pour r satisfaisant
(1.40), on obtient
||Dul — D’U”Lr,oo(QlO) = O(la), Yo < 0.

Passons maintenant au cas p > 2. Pour [; = [/2¥~! en itérant I'inégalité (1.39), il vient
pour [ > 1

1—_ 1
a2 +a(1-1)-1 ((p_l)k )
(5= ) -5t || Du; — Dv[P~| ”k . (1.41)

L’V'OO

|| Duy — DofP~| preo(q, ) < CI

1/2k

De cette derniere inégalité et des estimations (1.27) et (1.28) il vient alors

|| Dy — D'U|p_1||L"°° (R)56) = <ci’ ;Hﬁ(l*%ﬁ(p_lnk (a(:-1)E=+253)
ou C est une constante indépendante de [. La convergence de |||Du; — Dv|p71||m00(Q

vers 0 nécessite d’avoir la condition

l/gk)

p—1 p—1 1
— 1--]1<0 1.42
1 p—2+qp—2< T) (1-42)
En effet, si (1.42) est vérifiée, alors en prenant « tel que ¢ — 2=5 +¢2=5 (1 — 1) < a <0,
alors pour & assez grand, on a q— +q (1 — —) + ﬁ (q (% 1) p-1 + ) —a<0.

1
2-1/(p—1)-1/¢"
1 <r < N', on obtient qf;%f(l — 1) >0, ainsi (1.42) est vérifiée si et seulement si les deux

conditions suivantes o1
{q p2<0 ile. p<iy

: ! 1
1<T<m1n(N,m).

Pour tout ¢ > 1, la condition (1.42) est équivalente a r < En rappelant que

sont satisfaites. Finalement, en prenant [, > 0, alors pour [ assez grand, lo < [/2*, ainsi
pour p > 2 et r satisfaisant (1.42) il vient

~ o p—1 p-1
|HD/U,l - D’U‘p 1||L7',oo(Qlo) = O(l ), Vq - + (] <

1
1—-)<a<O.
p—2 "p—2 ) “

r

[l

Remarque 1.3.14 Par le Théoréme 1.3.8 et l'inégalité (1.32), on a également le résultat

de convergence suivant : pour tout 2 < p < 2qu—11 (avec la convention 2qu—11 = +00 pour
g=1) et pour lp >0

Ty (u; — v) — 0 dans Wlll’op(QlO), Vk >0,

avec les mémes vitesses de convergence que celles du Théoreme 1.3.8.



1.3 Le cas fortement monotone 19

Démonstration du Théoréme 1.3.9— La preuve s’effectue en deux étapes. Dans I’étape
1, on obtient une estimation sur Tj(w,;) dans Wlllop (€2;,) et on établit la convergence faible

des troncatures. Dans ’étape 2, grace a la convergence ponctuelle des gradients, on montre
la convergence forte des troncatures.

Etape 1. En utilisant Ty (u)p(5) comme fonction test dans (1.13), avec h = hy, et en

faisant tendre n vers +oo, on obtient

/Qa(x,Dul)-DTk(ul) (3% )dx—i—zilo a(x, Duy) - (Dp) (3 )Tk(ul)d

— [ Mo de+ [ g DuTulo(E) do. (143)

Comme supp(p(—;)) C [—2ly,2lp]%, les intégrations se font sur ensemble q,. De (1.2),
(1.6), (1.30), (1.31) et de I'inégalité de Young, on obtient pour ¢ > 0

/ |DTk(ul)\p ( )dﬂ? < C(lo, ) (lf/ (b1 + bQ + |Dul|p_1) d$+
Qo a1y

k/ \f|dz + C. s dm—i—e/ |DTk(ul)|”p(;‘Tt)dx> :
Qa1 Qo Qo

Finalement, en prenant e suffisamment petit, et en utilisant le fait que ,0(;%) = 1 sur
] — lo, lo[? et que Duy; est borné dans (LP~*(y,))Y (voir remarque (1.3.12)), il vient

ou C1, Cy sont des constantes indépendantes de [. Puisque T (u;) est borné dans erlop (),
uniformément par rapport a [, et puisque u; converge fortement vers v dans erlop —1(910) on
déduit que T (u;) converge vers Ty(v) faiblement dans erlop (©4,). De plus, la convergence

de Du; vers Dv dans LP~'(€,) implique que, quitte & extraire une sous-suite, Du; converge
presque partout vers Dv. Comme DTy (u;) = 1y, |<k} Dw;, par un résultat prouvé dans [10]
(Lemma, 3.2), qui affirme que pour presque tout k£ > 0

Ly <k} = L{uj<ky  D-p- dans €y,
on déduit que pour presque tout £ > 0

DTy (u;) — DTy (v) p.p. dans Q,
et donc pour presque tout £ > 0

a(z, DTy (u;)) — a(z, DTx(v)) p.p. dans Q.
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Maintenant, par la condition (1.6) sur I'opérateur a et 1’estimation (1.44), on a

/Q a(e, DTx(w)lP < C (1.45)

lo
olt C est une constante indépendante de . Donc il existe & € (L (Qlo))N tel que, a une
sous-suite pres
, N
a(x, DTy(u;)) — & faiblement dans (L” (Qlo)) . (1.46)

De plus, le théoreme de Vitali, I’estimation (1.45) et la convergence ponctuelle de DT} (u;)
impliquent

a(z, DTy, (w;)) = a(x, DT, (v)) fortement dans (LI(,))Y, Vg <p'.

Donc on peut identifier & = a(z, DTy (v)), et par unicité de v, toute la suite, dans (1.46),
converge.

Etape 2. On suppose que 2 < p < %' On fait tendre [ vers 400 dans (1.43). Par le
Lemme 1.3.4 et l’estimation (1.44), on a

| D[P~ est borné dans LY(Qy,); Vg < N1

De I’hypothese (1.6), il découle que

a(z, Du;) est borné dans (LI(Q,))Y; Vg <

— (1.47)

Ainsi, a(z, Dui) - Dp(35)Tk(w) est équiintégrable dans L'(Qy,). En effet, en prenant 1 <

q< %, alors si ¢ est le conjugué de ¢, c’est-a-dire % + % =1, pour tout A C Qy,

/‘a(x,Dul)-Dp(%)Tk(ul)‘ de < C(/ la(z, Duy)|? da:) |A|ql7
A A

1
S C”a(.’E,DUl)“(Lq(QmO))N |A‘q1

ou C est une constante dépendant de A, ly, k, N et indépendante de [. De plus, d’apres la
remarque 1.3.12, a une sous-suite pres, Du; converge vers Dv presque partout dans 2y,
cela entraine que

a(z, Dw) - Dp(3E)Tk(w) — a(z, Dv) - Dp(35)T(v) p-p- dans Qy,.

Par conséquent, par le Théoréme de Vitali, a(z, Du;)- Dp(3E)Tx(w) converge vers a(z, Dv)-
Dp(3%)Ti(v) fortement dans L'(Qy,)- Ainsi, cette convergence, les conditions (1.4), (1.5)
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et I'independance de v par rapport a x;, impliquent

lim [ a(z, D) - Dp(3)Ti(w) do = /Q a(z, Dv) - Dp(24)Ty(v) da

l—+o00 o)

= [, Do) Dp) L) do
2l

- D,, - (af(XQ, Do)p(3)Tx (U)) dz

9210

=0 (1.48)

car on integre tout d’abord dans la direction x; en utilisant le fait que p(3) = 0 hors de
(—2lg,21p)?. En ce qui concerne le terme de droite de (1.43), comme T} (u;) converge vers
Ty (v) faiblement dans erlf (€,) et presque partout dans ,, le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue donne

lim [/ ka ul d.’L' +/ g- szTk(ul)p(;Tlo) dfl):|
0]

=400

= [ pade+ [ g DT do. (149

QZIO

En utilisant T} (v) comme fonction test dans (1.13'), avec h = hy,, en faisant tendre n
vers 400, puis en multipliant par ,0(5‘72) et en intégrant sur | — [, 1[4, il vient

1

/Q 02(x2, Dyy0)- Dy Te(0)p(22) dr = / FTe(w)p(3L) do+ / g- D Tu(v)p(3L) da. (1.50)
1 1
Ainsi, d’apres (1.43), (1.48), (1.49) et (1.50) il découle

lim a(x, DTy (u;)) - DTy (uy) p(3=

=400 Q2l0

) dx

2l
=/Q a%(XQ,D)QTk('U))'DXZTk(U)p(;Tt))dx. (1.51)
20

ol, en fait,
a2(x9, Dy, Ty (v)) - Dy, Ti(v) = a(x, DTy (v)) - DTy (v)  dans Qo

di a 'indépendance de v par rapport a x; et d’aprés les conditions structurelles (1.4) et
(1.5). En utilisant la forte monotonie de a, de facon classique on obtient alors

DTy (w)) = DTy(v) fortement dans W (Qlo)
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1.4 Le cas strictement monotone

Dans cette section on suppose que pu est positif, ¢’est-a-dire
/fqb dX2+/g Dy, ddxe > 0; Vo e CX¥(w), ¢>0. (1.52)
w w

De plus on suppose que a'! = 0 c’est-a-dire

a(z, &) = a®(xg, ). (1.53)

En particulier, a est indépendant de x;. Tout d’abord on établit le résultat suivant dans le
cas variationnel,

Théoréme 1.4.1 On suppose que les hypothéses (1.2)-(1.7), (1.52), (1.58), f = 0 sont
vérifiées. Alors pour tout 1 < p < 400 et pour tout lg > 0, on a

w — v dans WFI;OP(QZO) quand | — +o0.

Remarque 1.4.2 Ces résultats ont été obtenus indépendamment par Chipot et Xie dans
[22] et [44], dans le cas ot a est le p-Laplacien, et en utilisant les mémes techniques reposant
sur le principe du maximum.

Ainsi, dans le cas f # 0, on peut se restreindre au cas p < N — ¢, car comme nous
I’avons déja signalésip > N —q, L'(w) C Wy (w) et alors le cas variationnel s’applique.

Théoréme 1.4.3 On suppose que les hypothéses (1.2)—(1.7), (1.52), (1.58) sont vérifiées.
Alors pour tout 1 < p < N — q et pour tout ly > 0, on

Ty (w) = Ti(v) dans erl’op(QlO) quand | — +o0.

On commence en prouvant les propriétés suivantes vérifiées par u; et v et qui utilisent
fortement le fait que p > 0 et ’hypothese (1.53) et dont les preuves reposent essentiellement
sur le principe du maximum.

Proposition 1.4.4 Sous les hyptohéses du Théoréeme 1.4.1 ou du Théoréme 1.4.8, pour
tout I <1', on a
0 <y <wup <wv p.p. dans €.

Par conséquent, a une sous-suite pres, notée également u;, on a
U — Uy P-p. dans R? x w

oll Uy est une fonction mesurable finie presque partout définie sur R? x w. La fonction v,
satisfait la proposition suivante.

Proposition 1.4.5 La fonction us est indépendante de x;.
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Démonstration de la Proposition 1.4.4— On prouve cette proposition dans le cas
f # 0. En effet, si f = 0 alors — div(g) € W~'(w) et la solution renormalisée est solution
faible.

e Puisque p > 0 dans D'(€2;), alors u; > 0 presque partout dans €.

e Soit | < I'. Comme T, (1;) et Ty, (uy) sont des fonctions positives appartenant a Wy ™ ()
et Wy () respectivement, on a (T, (1) — Ton(ur))t € WyP(€), (o0t 2T = max(0, z)).
Donc on peut utiliser T, (Ton (1) — Ton(up))hn(w) (vesp. T, (Ton(wi) — Ton(ur))hn(ur)),
comme fonction test dans (1.13) écrite avec u; (resp. écrite avec uy), avec h = h,. En
soustrayant ces résultats et en utilisant le fait que puisque supp(h,) = [—2n, 2n], alors

hn(ul)hn(ul:)T,j (Tgn(ul) — Tgn(ul,)) = h'n (U,l)h,n (UZI)TI:_ (U,l — Ull),
on obtient
/ (a2, Dut) — a(xa, Dup)] - DT (g — ) b (1) o ()
9]
+ [ la(xa, Duy) — a(xe, Duy)] - Duy hl, (w) T, (u — uy )by (uy) da
Q

—|—/ [a(x2, Duy) — a(x2, Duy)] - Duy bl (up) T (wg — wpr)hn () dz = 0. (1.54)
]

On montre désormais que le second et le troisieme terme de (1.54) tendent vers 0 quand n
tend vers +o0o. En effet, pour le second terme

n

/ a(x2, Duy) - Duy b} (u) T (w — up ) (up) dz
Q

k
< —/ a(xg, Duy) - Duydz
{n<|u|<2n}

qui tend vers 0 d’apres (1.12). D’apres (1.6) et 'inégalité de Holder, il découle alors que

/ a(x2, Dul/) . DU,l h;L (’U,l)T]j(U,l - Ufl’)hn (ul/) dx
Ql

= C/ (b2(x2) + | Duy|[P~) | Dua| | oy (ur) | () dw
9

1 1/17
<C (—/ | Dy |P dac)
" J{n<|u|<2n}

1 1/p 1 1/’
+C (—/ | Dy |P da:) —/ |Duy [P dx
" J{n<u|<2n} T J {Juy|<2n}

qui tend vers 0 d’apres (1.2), (1.12) et (1.14). Des arguments similaires montrent que le
troisiéme terme dans (1.54) tend vers 0 quand n tend vers +oco. Par conséquent, on a

[a(x2, Du;) — a(x2, Duy| - DT (ug — upr) hy(w) hy (upr) dz = €(n)

Ql
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ou €(n) — 0 quand n — +oo. Comme d’aprés (1.3) I'intégrande ci-dessus est positif et
puisque Ay, (u;)hy, (uy) converge vers 1 presque partout dans €, le lemme de Fatou implique

/ [G(Xg, Dﬂ,l) — a(Xg, Dul:] . [Dul — Dul’]]l{ogulful/ <k} dx = 0.
Q

Dong, la stricte monotonie (1.3) de a implique que Du; = Duy converge presque partout
dans {0 < u; —up < k}NQ pour tout £ > 0. De plus (v — uy)™ € Wlll’p_l(Ql), donc
(u; — up)t = 0 presque partout dans 2; c’est-a-dire u; < up sur €.

e De maniere similaire, si ’on prend v au lieu de uy, on montre que

u; < v p.p. dans €);.

g

Démonstration de la Proposition 1.4.5— On commence par introduire quelques no-
tations. On fixe [ > 0. Pour tout — < ¢ <[, on pose Qb, =] — 21+, 2]+ ¢[x] — 21, 2][¢"t xw
et on introduit la fonction v%;, définie sur 2, par

vh(x) = ug(x — ter) p.p. dans Qb

ol e; désigne le vecteur unité e; = (1,0,...,0). Comme Q;, C Q, et apreés quelques calculs
qui utilisent fortement le fait que (1.53), d’apres (1.12), (1.13) on obtient

lim —/ a(xz, Dvk) - Dvl, dz = 0
{nf‘v‘tl‘SQn}an

— div[h(vh;)a(xs, Dvy)] + B (vh)a(xe, Dvy) - Dvy = fh(vy)
~ divigh(ul)] + g~ Dolgh'(vly)  dans D() (1.55)

pour tout h € WH*(R) a support compact. De maniére grossiére, cela signifie que vl; est
une solution renormalisée de

—div[a(z,Dvs)] = p dans O
v, = 0 surIy.

Par des techniques déja utilisées dans la preuve de la Proposition 1.4.4, en utilisant (1.4)

et (1.55), on montre que

[a(x2, Duy) — a(xq, Dv)] - [Du; — Dvéz]]l{ogu,—uglgk} dz = 0.
v

Il découle alors que u; < vk, presque partout dans €2;. En faisant tendre [ vers co dans cette
inégalité, cela implique

Uoo(Z) < Ugo(x — tey) p.p. dans R x w; Vi€ R
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Ainsi

Uo(T) = Uoo(x — tey) p.p- dans R x w; Vi €R
Cette égalité implique que u, est indépendante de x;. De maniere identique, on obtient
pour tout 2 =1,...,q

Uoo(T) = Uoo(x — te;)  p.p- dans RT x w; Vi € R.

oune; =(0,...,0,1,0,...,0). Ces égalités impliquent que u, est indépendant de x;.
O

Démonstration du Théoreme 1.4.1— La preuve s’effectue en trois étapes. Dans I’étape
1, on obtient une estimation sur u; dans WI}IOP (€4,) qui implique la convergence faible de v,
Vers Uq. L’étape 2 est consacrée a la preuve de la convergence forte. Enfin dans I’étape 3,
on montre que Uy et v satisfont la méme équation dans R? X w, et par unicité on identifie
Uso €6 V.

Etape 1. En utilisant PP (35)w comme fonction test dans (1.1), d’apres (1.2), (1.6) avec
la Proposition 1.4.4, on obtient

P
X 2 X
o [ DU dr < ol g ( [ pups (ﬁ)dﬂc>
Qa 0 Qa1
A -1 —1/x
+ — (bo + [Dwy[P™)vpP ™ (3) d.
2l Qg 0

Comme p > 1 alors p? > p et donc pp2 < pPcar 0 < p < 1. L’inégalité de Holder donne

alors
/ |Dul|p_1vp”_1(;‘710) dz < (/ vP dx)
Qo Qo

De cette derniere inégalité il découle,

1
ol

(/ |Dul|ppp(5710)dx) .
Qo

8=

pl

| 1puprg s <o (/ |Dul|ppp(;7;)dx) +(/ |Dul|ppp(§7;)dx) 1
Qo Qo Qo

ou C' est une constante indépendante de [. Ainsi, comme % <1, z% < 1 on obtient

| 1pur e <
Qo

ol C est une constante indépendante de [. Et puisque ,0(5(710) = 1sur | — ly, lo[?, il découle
que

/ |Duy|P dz < C,
Q

lo
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ol C est une constante indépendante de /. Ainsi, & une sous-suite pres, notée également
u;, on obtient

U — Us faiblement dans er;op(Qlo); fortement dans LP(€2;,); p.p. dans €. (1.56)

Etape 2. Avec les convergences (1.56) et la stricte monotonie de 'opérateur a, on peut
adapter les techniques utilisées dans [13],[15] pour montrer qu’a une sous-suite pres, Du; —
Dug, presque partout dans €,. On utilise alors u;p(3L) comme fonction test dans (1.1)
pour obtenir

1
/ a(x2, D) - Dug p(31) dz + oA a(x2, Dui) - Dp(3E) wdz
Qo 0 /€,

:/ g+ Deyuip(2-) dz. (1.57)
Qo1

D’apres (1.6), a(x2, Du;) est borné dans (L (Qlo))N donc converge faiblement dans cet
espace, la convergence presque partout des gradients Du; vers Du,, permet d’identifier la
limite et donc d’obtenir

. N
a(xa, Duy) — a(x, Dus,) faiblement dans (Lp (Qlo)) :
Ainsi,

lim [ (o, Duy) - (Dp) (3) wydo = /Q 02(x3, D) - (D p) (32) e i = 0. (1.58)

l—+00 I

Pour le second membre de (1.57), on a

l—+o0 QZl

lim 9+ D, uip(3) do = / 9+ Dx,ucop(3) da. (1.59)
QQlO
Ainsi, en rapprochant (1.57), (1.58) et (1.59) il vient

lim a(xz, D) - Dug p(55; )dfﬂ—/ 9 Dx,ucop(3}) da.
Qo

l—=+o00 Qay

D’autre part, en utilisant u.p(3) comme fonction test dans (1.1), on obtient

1
/ a(xa, D) - Duco p(35) dz + 3 a(x2, Duy) - (Dp)(3}) veo d
Qo 0 J Qg

=/ 9+ Deytioop(2L) dz. (1.60)
Q2l0
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Finalement en passant & la limite dans (1.60), il découle

lim a(x2, Duy) - Duy p(3) dz = / a(x2, Duso) - Duco p(3) dz. (1.61)

{200 Qo Qo

Par conséquent, d’aprés la convergence (1.61) et puisque a(xg, D) - Dul,o(;‘TlO) est une
suite de fonctions positives qui converge presque partout vers a(Xg, D) -Duoop(;%), une
application classique du Lemme de Fatou donne

a(xz, D) - Duyp(3E) — a(xg, Ducs) - Dueep(3:)  fortement dans L(Qy).

lo
Et le fait que p(31) = 1 sur €, implique
a(xg, Duy) - Dup — a(x2, Dus) - Duy,  fortement dans L'(£2,).
Cela entraine que a(xz, Du;) - Dy, est équiintégrable dans L'(€),). Alors la condition d’el-
lipticité
a|Dy P < a(xq, Duy) - Duy, p.p. z € €,

implique que Du; est p-équiintégrable. Par conséquent, d’apres la convergence presque
partout de Duy;, le théoreme de Vitali entraine que

Du; — Duy,  fortement dans (L?(£,))" .

Etape 3. En utilisant ) € C®°(R? x w) comme fonction test (1.1) et en faisant tendre
vers +00, il vient

/ a(x2, Duy) - DY dx = / g Dyt dx. (1.62)
RIxw

RIXw

En fait, pour [ > 0, on peut prendre ¢ € Wol’p(Ql), dans (1.62), en prolongeant 1) par 0
sur (R? x w) \ €. Ainsi, on prend ¢ € C®*(R?), ¢ > 0, on utilise ¥ = ¢(ux — v) comme
fonction test dans (1.62), uy — v comme fonction test dans (1.8), on multiplie par ¢ et on
integre sur RY, puis on soustrait ces deux égalités pour obtenir

/ (a2 (x2, Do) — a2(xg, Dv)) - Dy, ¢(teo — v) da
R xw
+ / (a3 (x2, Do) — a3(xg, Dv)) - Dy, (e — v)pdz = 0. (1.63)
RY xw

Puisque les fonctions us et v sont indépendantes de x;, le théoreme de la divergence
implique que le premier terme de (1.63) est nul. Par conséquent, on obtient

/ (a5(x2, Do) — as(x2, Dv)) - Dy, (e — v)ddz = 0.
RIxw

Par la stricte monotonie (1.10) de a3, on conclut que ., = v presque partout sur w.
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O

Remarque 1.4.6 Il est essentiel de savoir qu’a fortiori u, est indépendant de x;, car cela
permet de traiter le premier terme de (1.63).

Démonstration du Théoréme 1.4.3— Pour simplifier la démonstration on supposera
que g = 0. La preuve s’effectue en trois étapes. Dans I’étape 1, on obtient une estimation
sur Tk (u;) dans erl’p (£2,) qui implique la convergence faible de T} (u;) vers Tk (uoo). L'étape
2 est consacrée a lz; preuve de la convergence forte des troncatures . Enfin, dans I’étape
3, on montre que u., et v satisfont les mémes équations dans R? X w, et par unicité on
identifie uy, et v.

Etape 1. D’aprés la preuve du Théoréme 1.3.9 (voir (1.44)), on sait que pour tout lo > 0,
k > 0, Ty(u;) est borné dans W;;:(Qlo)- Ainsi, & une sous-suite pres, encore noté u;, on
obtient

Ti(u;) — wy  faiblement dans erlop (Q,);  fortement dans LP(€2,);  p.p. dans €,
(1.64)
ou wy € Wlllop (Q4,)- Avec le fait que u; — uy presque partout, par continuité de T, on

identifie wy = Tk (uoo) et donc Ty (uy) € Wﬁlop (€,). avec I'estimation

/ \DTy(usy)? dz < Cik + o, (1.65)
Q

pour tout Iy > 0, pour tout £ > 0 et ou C7, Cy sont des constantes positives indépendantes
de .

Etape 2. Tout d’abord, avec l'estimation (1.65) et la stricte monotonie de I'opérateur a,
on adapte les techniques utilisées dans [13], [15] au cadre des solutions renormalisées pour
montrer que Du; converge presque partout vers Due,. Ainsi comme a(x2, Du;) est borné
dans (L4(,))Y (voir (1.47)), pour tout g < 7 et d’apres le théoréme de Vitali, il découle

a(x9, Duy) — a(xXa, Dus) dans (LI(,))Y: Vg < N1 (1.66)
Utilisons T} (uoo)p(5;) comme fonction test dans (1.13) avec h = hy,, on a

/ (32, D) - DTt o (0) p(52) s + / (32, Dur) - Doy By () T (1) (22 dt
9]

9

+/Q a(x2, Duy) + D, p(35) b (ui) Ty (voo) dz = [ fha(ui) Ty (uoo)p(315) dz. (1.67)

Ql

On fait d’abord tendre [ vers +o0o puis n — 400 dans (1.67).
En ce qui concerne le premier terme de (1.67), d’une part, d’apres la convergence (1.66) et
le théoreme de Lebesgue, il vient

hn(w)a(xa, Duy) — hy,(too)a(Xa, Duy,)  dans (Lq(Qlo))N; Vg <

N-1
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D’autre part, d’apres (1.6) et (1.44) et en utilisant le fait que supp(h,) = [—2n, 2n], on a
hn(w)a(x2, Duy) = hy, (u)a(xe, DT, (u;))

, ’ N , . R . .
borné dans (Lp (leo)) . Par conséquent, quitte a extraire une sous-suite,

. N
hn(ug)a(xa, Dug) = hyp(teo)a(X2, Dus)  faiblement dans (Lp (Qlo))

11 découle

lim a(xa, Duy) - DTk(Uoo)hn(Ul)P(;(Tlo) dx
l—+o00 o))

= /Q a(x2, DT5n(Uoo)) « DTk (Uoo) hn(Uoo) p(375) d.

Comme pour n > £ a(x9, DT, (o)) - DT (teo) = a(x2, DTy (tso)) - DTk (to), le théoreme
de convergence dominée de Lebesgue implique alors

lim lim a(xg, Duy) - DT (teo) b (ug) p(2L) d

n—=tool—too Jo 2lo

- / (32, DTy (use)) - DTi(use)p(52) d. (1.68)
Qzlo
Par le théoreme de Lebesgue encore, comme u,, est finie presque partout, on obtient

lim lim/ﬂfhn(ul)Tk(uoo)P(;Tlo)dx: ka(uoo)P(;TL)dx- (1.69)

n——+oo l—+o00 Qa;
0

Puis, par la convergence (1.66), 'indépendance de us, par rapport & x; et le théoreme de
la divergence, on a

dim . a(xa, D) - Dy, p(5g5 ) n (1) T (thoo)

— [ a0, D)+ Dy pl o )i 1)
Qo

- Dxl-[a(xz,Duoo)p(;%)hn(uoo)Tk(uoo)]:O. (1.70)

QZIO

Enfin, en ce qui concerne le deuxiéme terme de (1.67), on a

lim lim a(xa, Dug) - Duy b, (ug) p(55) dz = 0. (1.71)

n—+00 l—+00 Q
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En effet, on prend = (T, (u;) — Tn(w))p(5t) comme fonction test dans (1.13) avec h = hyy,
et on fait tendre m vers +oc0, pour obtemr

1

: / a(xa, Dug) - D(Ton(wr) — T (ur)) p(3L) da

1
+ / a(xg, Duy) - Dp(;‘Tt)ﬁ(TQR(ul) —Th(w)) dz
Q
1
foo (Lonlw) = Ta(w))p(5) da. - (1.72)
!
Par des arguments déja utilisés, on obtient

lim [ a(xs, Duy) - Dp(;%)%(Tgn(ul) — Ty (w)) da = 0. (1.73)

l—+oo Ql

Comme u; — Us presque partout dans R? X w, +(Ta,(r) — To(r)) converge vers 0 et uo,
est finie presque partout, alors le théoréme de convergence dominée de Lebesgue entraine

tim tim [ (Ty() = To())p(55) da

n—+00 [—-+o0 o)

= lim f%(Tzn(uoo) — Th(tuo))p(3L)dx = 0. (1.74)

n—+00 Qi 2lo
En regroupant (1.72), (1.73), (1.74) et en utilisant le fait que +(7%,(w) — Tp(w)) =
1 {n<ju|<2n} ON Obtient que

— 1
lim lim —/ a(x2, D) - Dugp(3t) dz = 0,
{n<|u;|<2n}

n—+oo l—+o00 N

puis du fait que |h;,| = %]].{nﬂu”ggn}, la convergence (1.71) découle. Finalement, en regrou-
pant (1.67), (1.68), (1.69), (1.70) et (1.71), il vient

/Q a2, DTi(use)) - DTi(uoe)p(32) do = [ fTe(ue)p(32) de. (1.75)

QZIO

Maintenant, en utilisant Ty (u;)p(3;;) comme fonction test dans (1.13), avec h = hy,, et en
faisant tendre n vers +oo, il vient

[ ot D DTz et [ ot D)D) G et e = [ STituo() e

Par des arguments déja utilisés, on a

lim a(x2, DTy (w)) - DTy (wi) p(5 )—/ JTk(uso) p(35)- (1.76)

I=o0 Qo Qo
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Puis, de (1.75) et (1.76) on obtient

lim | a(xe, DT(w)) - DTx(u)p(Z) = /Q a(x2, DTi(t1o0)) - DT (uoe)p(2L). (1.77)

=400 9210

Par conséquent d’aprés la convergence (1.77) et puisque a(x, DTy (u)) - DTy (ui)p(5;t)
est une suite de fonctions positives qui converge presque partout vers a(xg, DTk (uoo)) -
DTy (uco)p(35), une application classique du lemme de Fatou donne

a(x2, DTy (w;))- DTy (w)p(35) — a(xa, DTy (uos))- DTy (uco)p(3) fortement dans L ().
Et le fait que p(3L) = 1 sur €, implique
a(xz, DTy (w)) - DTy (u;) — a(x2, DTk (ueo)) - DTk (u0o) fortement dans L'(€Y,).

Il découle que a(xo, DTy (w;)) - DTk (u;) est équiintégrable dans L'(£2;,). La condition d’el-
lipticité

a/|DTk(ul)| (XQ, DTk(Ul)) . DTk(’U,l) p-p-* € Ql,
implique alors que DT} (u;) est p-équiintégrable. Par conséquent, d’apres la convergence
presque partout de DT} (u;), le théoréme de Vitali entraine que
()

DTy (u;) — DTy (uso) fortement dans (LP(€,))". (1.78)

Etape 3. On prouve maintenant que us, est, de maniere grossiere, solution renormalisée
du probleme

—div[a(xg, Duy)] = f dans R? xw
{ Uy = 0 sur R? x Jw.
Tout d’abord, d’apres (1.65), pour tout Iy > 0, Ti(uw) € WFIZ’OP(QIO). Ensuite, soit ¢ €
Ce(R! x w), h € WH*(R) & support compact inclus dans [—k, k], ot k& > 0. Puisque
supp(¢) est compact, pour [ assez grand h(u )¢ € WO1 P(€), donc on peut utiliser h (o )@
comme fonction test dans (1.13), avec h = h,,, on obtient alors

/ a(xg, Duy) - Dugo h' (o) b (w;) @ dx +/ a(xq, Duy) - Duy bl (u;) h(teo) @ dz:
[97] Ql
+ [ alsa, Du)- Do howhlune) do = | fhluchha(u)da. (1.79)
(97} Ql

Pour le premier terme, d’apres 1'étape 1,

/ a(xg, Duy) - Dugo b (U0 ) b (wg) ¢ dx = / a(x9, DTy, (u;)) - Do b (Voo ) i (1) d dix
o)) 197

— a(x9, DTy (Uoo)) * Dtioo B (U0 ) hn(Uoo ) dz - (1.80)

RIXw
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quand [ tend vers +o00. Par conséquent,

lim lim a(xg, Duy) - Dugo h' (o) b (w;) ¢ d

n—+00 [—+o0 o)

_ /]R ' afse, DTi(uce)) - Do W (ue) . (181)

D’apreés la convergence des énergies (1.12), le deuxieme terme de (1.79) converge vers 0
quand n tend vers 4+oo. Par la convergence forte de a(z, Du;) dans (L9(€,))", pour tout
qg< %, on a

lim lim a(Xg, Duy) - Do hy, (u)) h(uo) dz = / a(x2, Do) - Do h(un) dz. (1.82)

n—+o00 l—++4o00 o) R xw

De (1.79), (1.80), (1.81) et (1.82), on déduit

032, D) Dt W (s = [ fh{uc)ido.

RIxXw

/quw a(x2, Duoo) - D h(uoo) dx+/

R xw
pour tout ¢ € CP(R? x w), ¢’est-a-dire

—div[a(xa, Do) h(Ueo)] + A (Uso)a (X2, Do) - Dioe = fh(ts) dans D'(R? X w). (1.83)
De plus, d’apres (1.6), (1.71), (1.78) et le théoréeme de Vitali, pour tout ly > 0, on a,

1
lim —/ a(x2, Duy) - Dug dz = 0. (1.84)
Qg "n<uco|<2n)

n—+o0o N

Il reste & prouver que us, = v. Pour cela, soit ¢ € CP(R?), on utilise ¢ (1o (Uoo) —
Ty, (v))hy(v) comme fonction test dans (1.83) avec h = h,,, on obtient

[quw a(xX9, Do) - DTy (Uso — V) 1y (V) B (Uoo )@ d
* /quw a(xg, Do) + Doy, (tioo) i (v) T (oo — v) @ diz
" / a(x2, Dte) - Db (t) iy (0) Ti (o — )
" / 0} (2, Dttog) Dy Sl (110 (0) T (t106 = v) dz
- / S OTi(Ton (too) = Ton(0)) i (t100) i (v) . (1.85)

Comme uy, et v ne dépendent pas de xi, le théoreme de la divergence implique que le
quatrieme terme de (1.85) est nul. On utilise Ty (7o, (too) — Ton (v)) A (Ueo) comme fonction
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test dans (1.13") avec h = h,,, on multiplie par ¢ et on intégre sur R?, on obtient

/Rw a(x2, Dv) - DT (too — 0)hn (0) i (too) b da
i / a(xz, Dv) - D b ()11, (0)Ti (o = v) s
! /quw a(x2, Dv) - Do hy, (o) (v) T (uo0 = v) da
B /Rw FST(Ton(thoo) — Ton (v)) i (tho0) hin (v) dz. (1.86)

Par des arguments déja utilisés, d’apres (1.12'), (1.15), (1.65), (1.84), tous les termes de
(1.85) et (1.86) exceptés le premier et le dernier terme tendent vers 0 quand n tend vers
+oco. Ensuite, en soustrayant (1.85) et (1.86), il vient

/ (a(x2, Duo) — a(xXg, Dv)) - DTk (too — 0)hy (V) by (teo) P dx = €(n) (1.87)
Ra xw
ou €(n) tend vers 0 quand n tend vers +o00. Par conséquent, par le lemme de Fatou

/ (a(xg, Dus) — a(Xo, Dv)) - DTj(too — v)d dz = 0.
R9 xw

La stricte monotonie de 'opérateur a permet de conclure que uy = v.
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Chapitre 2

Problémes paraboliques

2.1 Introduction

Comme dans la partie précédente, on pose € =] — [, {[?Xw, ol w est un ouvert borné
connexe de RV~9 avec frontiere Ow lipschtizienne, ¢ € N*, [ € R*. Soit T > 0, on pose
également Q; = (0,7) x Q; et @ = (0,7) x w. On étudie le comportement asymptotique,
quand [ — 400, du probleme parabolique N-dimensionnel suivant

% —divla(t,z, Dw)] = p  dans (0,T) x
w = 0 sur(0,T) x 0% (2.1)
w(t=0) = wuy dans

oll u — — div[a(t, z, Du)] est un opérateur monotone défini sur L?(0, T; W, *(€)) & valeurs
dans P (0, T; WP (€;)). Ce probleme a été initialement étudié par Chipot [18] dans le
cas variationnel.

On rappelle que 'on note T'; le sous-ensemble de 0€); défini par I'; = [—1,1]? X dw. Pour
tout * = (z1,...,%4 Tgt1,---,2n) € 4 on notera x = (x1,x2) ol x3 €] — 1,17 et x5 € w,
et Dy, = (On1- -, 02,)s Dxy = (Ozyiys-- -3 Oay)-

On note erl’p () I'espace des fonctions de W1P(§2;) qui ont une trace nulle sur I,
muni de la norme ||U||er;p(Ql) = || Dv||zr()-

Les conditions vérifiées par 'opérateur a sont similaires a celle de la section précédente,
excepté qu’il faut prendre en compte la dépendance de a par rapport a ¢ € (0,7). On
suppose que a : (0,7) x RY x RY +—— R" est une fonction de Carathéodory (c’est-a-dire
a(t,z,€) est mesurable par rapport & (¢,z) € (0,7) x RY, pour tout £ € RY et continue
par rapport & £ € R, pour presque tout (¢,z) € (0,7) x RY). De plus, l'opérateur a est
elliptique strictement monotone, c’est-a-dire

a(t,z,§) - € > o€, (2.2)

pour presque tout (¢,z) € (0,7) x RY et pour tout £ € RY, ol « est une constante, o > 0;

(a’(t’ z, 6) - a’(t’ z, 6’)) ) (5 - 61) >0, (23)



36 Chapitre 2. Probléemes paraboliques

pour presque tout (t,z) € (0,T) x RY et pour tout &,&" € RY, £ # ¢£'; et a satisfait les

conditions structurelles
1 2
ot =t n )+ e = (G00D) + (G029) . e
2

ay(t, z, €) a3(t, %2, §)
oll a', a® sont des fonctions de Carathéodory satisfaisant les hypothéses suivantes :
a'(t,x, (502)) =0 (2.5)
pour presque tout (¢,z) € (0,7) x RY et pour tout & € RV 7
la' (82, ) < 71 [ba(t, @) + P [a®(t, %2, §)] < 72 [balt, x2) + [E77] (2.6)

pour tout £ € RY, pour presque tout (¢,z) € (0,7) x K x w pour la premiere inégalité
et pour presque tout (¢,x2) € @ pour la seconde inégalité ou K est un sous-ensemble
mesurable borné arbitraire de R?, b1, b, sont des fonctions positives respectivement dans
LP((0,T) x K x w) et L” (Q) et 71,7, sont des constantes positives avec v, dépendant de
K.

Pour ce qui est des données, on suppose qu’elles sont indépendantes de x;, a savoir, la
condition initiale vérifie

uy = u(x9) € L'(w), (2.7)

tandis que le second membre satisfait

[ =) € INQ). g=gltx) € (I7(@) (2.8)

ainsi u = f — div(g) peut étre prolongé par ji sur L'(Q;) + L* (0, T; W~#(€;)) en posant
pour tout ¢ € LP(0,T; Wy P(€)) N L®(€)

(o) = fqﬁdxdt—f—/ g-Dy,ddxdt.
o o)
Puisqu’il n’y a pas d’ambiguité on notera u et son prolongement de la méme fagon.

Le but de cette partie est de montrer que u;, la solution du probléme (2.1) converge,
en un sens a préciser, vers v la solution du probleme N — g-dimensionnel

—div[ai(t,xy, Dv)] = p  dans (0,7T) X w
v = 0 sur (0,7) x Ow (2.9)
v(t=0) = vy dansw

Remarque 2.1.1 La condition structurelle (2.4) et les hypotheses (2.2), (2.3), (2.5) nous
permettent de définir le probleme (2.9) a partir du probleme (2.1). En effet, on identifie
a3 (t, xo, (602)) et a3(t,x2, &) et des hypotheses (2.2) et (2.5), on obtient

a5(t,xg, &) - & > &P, (2.10)
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pour presque tout (¢,x2) € @Q et pour tout & € RV~ ; et la stricte monotonie de a implique
la stricte monotonie de a3, ¢’est-a-dire

(a5(t, %2, &) — a5(t,%2,63)) - (2 — &) >0, (2.11)

pour presque tout (¢,%X2) € @ et pour tout &, & € RVN79, & # &,

2.2 Définition des solutions renormalisées

Comme les données ici sont peu régulieres, on travaille dans le cadre des solutions renor-
malisées pour des problemes paraboliques. Avec cette notion de solutions, il y a existence,
unicité et stabilité des solutions. Les solutions renormalisées, initialement introduites pour
des problemes elliptiques, ont été adaptées au cas des équations paraboliques non linéaires
par Blanchard et Murat (voir [6]) dans le cas de données L' avec un opérateur de type
Leray-Lions. Le cadre des solutions renormalisées permet d’obtenir des résultats d’existence
et d’unicité pour un second membre dans L' + W~ et un opérateur de type a(t, z, u, Du)
(voir [7]) et aussi pour des problémes non linéaires d’évolution ou la nonlinéarité est portée
par le terme parabolique aba—(f) (voir [9]). Dans le cas du probléme de Stefan, c¢’est-a-dire
ou b présente des sauts, typiquement b est un graphe monotone, Blanchard et Poretta ont
proposé dans [8] une nouvelle formulation des solutions renormalisées, tenant compte du
peu de régularité de b. C’est cette nouvelle formulation, équivalente a la version originale
dans le cas de b égal a I'identité, que nous utiliserons dans tout notre travail car elle s’avere
plus aisée & manipuler.

On rappelle tout d’abord les lemmes d’intégration par parties suivants introduits par

Blanchard et Poretta dans [8] pour les problemes de Stefan et adaptés ici & notre étude.

Lemme 2.2.1 Soit Q un ouvert de RN et Qr = (0,T) x Q. Soit G : R — R une fonction
lipschitzienne croissante et G sa primitive s’annulant en 0 c’est-a-dire

G = [ G

Soient deuz fonctions w € LY(Qr) et wo € LYQ). Si G(w) € L®(Qr), G(w) €
LY (Q1), G(wg) € L*®(Q), G(wy) € L(Q), alors

/T(w - wo)% (E% /tHh G(w(x,T))dT) dz dt < /QT & (w%/tt% G(w)dr

1 tth 1 [t -
_E/t G(w)wdT—l-E/t G(w) dT) dxdt—i—/QvS(O)G(’wo) dz,

pour tout £ € Wh°(Qr) tel que £ >0, £(T) = 0.
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Lemme 2.2.2 Soit G : R — R une fonction lipschitzienne croissante et G sa primitive
s’annulant en 0. Soient deuz fonctions w € L*(Qr) et wy € L*(S2), on suppose w(t,x) = wy
pour t < 0. Si G(w) € L*(Q7), G(w) € LY(Qr), G(wy) € L®(), G(wo) € L*(), alors

! t
/QT(UJ — wo)% <§% t_hG(w(m,T)) dT) dzx dt > /QT & (w% . G(w) dr
t t N
_% - G(w)wdr—i-%/t_h G(w) dT) dxdt+/ﬂ§(0)(;(w0) dr,

pour tout £ € Wh°(Qr) tel que £ >0, £(T) = 0.

Lemme 2.2.3 Soit G : R — R une fonction lipschitzienne et G sa primitive s’an-
nulant en 0. Soient deuz fonctions w € LP(0,T;W,P(Q)) et woy € L®(Q) telles que
w, € LP (0, T; W12 (Q)) et w(0) = wy dans W7 (Q). Alors on a

~(w, Gw)e) = [ &Gw)dudt+ [ €0)G(wo) s
Qr Q

pour tout £ € WhH*(Qr) tel que £(T) = 0.

On rappelle ensuite la définition de solutions renormalisées, introduite dans [8], et adaptée

ici aux problemes (2.1) et (2.9).

Définition 2.2.4 On dit que la fonction mesurable u; finie presque partout sur Q; est une
solution renormalisée du probléme (2.1) si

Ti(u) € LP(0, T; Wy (), Vk > 0; (2.12)
. 1
lim —/ a(t,z, Du;) - Duy dx dt = 0 (2.13)
noFO N Jin<ju <2n}

et si pour tout S € W (R) avec S' a support compact, pour tout o € C([0,T) x §) tel
que S'(0) € LP(0,T; Wy (),

—/ ©eS () dmdt—/ ©(0)S (ug) d$+/ S"(ug)a(t, x, Du;) - Duyp dz dt
@ ] Qi

+ | S'"(w)a(t,z,Dw) - Dodzdt = [ fS'(w)pdxdt
Qi Qi

+ / g+ Dy, S (w;) dz dt + / g Dy, u; S" (w)p dz dt.  (2.14)
Qi @

De maniére similaire on définit la solution renormalisée du probleme (2.9).
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Définition 2.2.5 On dit que la fonction mesurable v finie presque partout sur @) est une
solution renormalisée du probléeme (2.9) si

Ty (v) € LP(0,T; W, ?(w)), Vk > 0; (2.12)
lim —/ a3(t,xy, Dy,v) - Dy,v dxy dt = 0; (2.13")
{n<|v[<2n}

et si pour tout S € W2®(R) avec S d support compact, pour tout o € C2([0,T) x @) tel
que S'(0)p € LP(0,T; Wy (w)),

— / 0S(v) dxy dt — / ©0(0)S(v) dX2+/ S"(v)az(t, xg, Dy,v) - Dy,v dxy dt
Q w Q
+/ SI(U)ag(t: X2,Dx2U) : sz(pdx2 dt :/ fSI(U)QOdXQ dt
Q Q

+/g-DX2goS’(v) dx dt+/g-DX2vS"(v)g0dx2 dt. (2.14")
Q Q

Remarque 2.2.6 Comme S’ est & support compact, supp(S’) C [—M, M] alors I’équation
(2.14) doit étre comprise de la maniére suivante

—/ oS (uy) dmdt—/ ©(0)S (ug) d:L'—l—/ S"(wp)a(t, z, DTy (w;)) - DTar(wp)p dzx di
Q1 v

T

+/ S"(ug)a(t, z, DTa(w)) - Do dz dt = 1S (w)p dx dt
T Qr

+/ g-DngpS'(ul)d:Edt—i-/ g D, Th(u)S" (w)p dxdt. (2.15)
Qi Qi

D’aprés (2.12), Ta(w) € LP(0,T; WyP(Q;)), par la régularité de S et ¢ et d’aprés (2.6),
tous les termes de (2.15) sont donc bien définis. De la méme maniére on montre que I’égalité
(2.14") est bien définie.

Remarque 2.2.7 Les conditions (2.13) et (2.13') sont équivalentes aux conditions

lim a(t, z, Du;) - Duy dz dt = 0, (2.16)
"m0 S n< | <nt1}
lim as(t, , Dy,v) - Dy,vdx, dt = 0. (2.17)

n2H0 J{n<v|<nt1}
Remarque 2.2.8 Dans (2.14), on peut prendre ¢ € WH®(Qr) avec o(T) = 0.

Remarque 2.2.9 Dans la formulation originale introduite par Blanchard et Murat dans
[6], (2.14) est remplacé par

8S(ul)
ot

— div(S"(w)a(t, z, Du;)) + S"(w)a(t, z, Du) - Duy
= fS'(w) — divy,(95'(w)) + g - Dy,u;S"(v;)  dans D'(Qr) (2.18)
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S(u(t =0)) = S(uy) dans Q, (2.19)

pour tout S € W (R) avec S’ & support compact.

L’avantage de considérer la nouvelle formulation est que le terme parabolique est intégré
a ’aide du Lemme 2.2.2, la condition initiale est alors intégrée dans 1’équation. La formu-
lation est ainsi plus aisée a manipuler, notamment pour obtenir des estimations sur des
fonctions de # en prenant des fonctions S et ¢ ad hoc. Les remarques sont tout a fait iden-
tiques pour ’équation en v et l'identité (2.14"). On a bien évidemment équivalence entre
les deux formulations comme montré dans la proposition suivante.

Proposition 2.2.10 La formulation de solution renormalisée de la Définition 2.2.4 est
équivalente a la formulation classique.

Démonstration — Il suffit de démontrer que (2.14) est équivalent a (2.18) et (2.19).
Supposons que (2.14) est vérifié, alors I’équation au sens des distributions (2.18) est clai-
rement vérifiée en prenant des fonctions p € C®(Qr) dans (2.14) car alors ¢(0) = 0. Pour
retrouver la condition initiale, remarquons tout d’abord que par I’équation (2.14) on a

S(w;) € C([0,T); W™(Q))  pour tout s < min(2, N/(N — 1). (2.20)

En effet d’apres (2.18), % est dans LY (Qr) + L¥ (0, T; W—1#(Q;)), et de plus S(u;) €

LP(0,T; W, ?(€)). Et comme pour s < min(p/(p — 1), N/(N — 1)), L}(Q) et W7 (Q)
s'injectent dans W1¢(Q), il s’ensuit que S(u;) € WhHL(0,T; W15(Q)) et donc S(u;)
C([0,T]; W~1#(Q)). Montrons maintenant (2.19), on prend ¢(t,z) = ¥(z)&s(t), ou ¥
C(2) et &(t) = (1 —t/6)™ (ou § > 0 destiné a tendre vers 0) dans (2.14). Il vient

J 4
%/0 o S (u) de dt — o ¥ S (ug) dz +/ /Ql S"(w)a(t, z, Duy) - Dughéy da: dt
4
/ S'(w)alt, z, Dug) Dps dx dt = / / £S5 (0)0€s da dt
9

/ /ng Dy, S’ uz)§5dxdt+/ / g - Dy, usS" ()€ d dt.

Faisons tendre § vers 0. Comme &; tend vers 0 avec |&] < 1, par le théoréme de Lebesgue
les cinq dernieres intégrales tendent vers 0, et donc on a d’une part

10
lim 5 / / S (uy) dz dt = / WS (u) dz dt = (S (up), ¢>W,1,S(Ql),wl,sf(ﬂl) ) (2.21)
0 Ja Q 0

6—0

D’autre part,

(151335/ /zps w)dedt = 6—)0(5/ Yo, w @)
= (S(w(t=0)), 1/1>W Lo () W () (2.22)
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car le fait que S(u) € WhH(0,T;W~15(€))) implique que I'application ¢ € [0,T] —
<S(ul)’w>w—1,s(nl),wol’s'(ﬂl) est continue. En rapprochant (2.21) et (2.22), il vient
<S(u0)’ w>W_1’S(Ql),W01,S’ () = <S(ul(t = 0)); ¢>W—1’S(Ql),W01’SI(QI)

pour tout ¢ € C*(2) donc S(uy(t =0)) = S(up).

Supposons maintenant (2.18) et (2.19) vérifiés. Soit S € W>®(R) avec S’ & support
compact et soit ¢ € C2([0,T) x Q) tel que S'(w;)p € LP(0,T; Wy (€;)), en prenant S = S,
dans (2.18) et en prenant S'(u;)¢ comme fonction test dans (2.18) il vient

< asgiul)

,S'(ul)<p> +/ S! (w) S (w;)a(t, z, Duy) - Do dz dt
@

+ | S, (u)S"(w)a(t,z, D) - Dugpdxdt + | Sy (w)S (w)a(t, z, Duy) - Duyp dzx di
@ Qi

=h/ fSMWOSTunwdxdt+¥/ 9 Dy oS! (u) S (u) dx dt+
Qi Qi

/ g+ Dy,u; Sy (uy)S' (ug) o dz dt.
Q1

On utilise le Lemme 2.2.3 pour traiter le terme parabolique, il vient

<%§u0’5’(w)w> = = J,, S(Sn(u))p(0) d — | - S(Su(ur))pu o d
= — [ Stwpet0)dr— [ Spudra

car pour n assez grand S o S, = S, S’ étant a support compact. Par la convergence des
énergies (2.13) et du fait que |S})(r)| = 21 {n<jri<2n} OD &

/ S (0)S'(8)a(t, x, Du;) - Duyp dx dt — 0.
Qi

Par ailleurs,

‘/ g - Dy, Sy (u) S (wy) p dx dt‘ <C (/ gdx dt)p (l/ | Duy|P dx dt) ’ ,
Q Q T J {n<ju|<2n}

et donc par la condition d’ellipticité (2.2) et la convergence des énergies, il découle

/ g+ Dy,w S (u) S (wy)p dx dt‘ — 0.
@

Tous les autres termes passent aisément a la limite quand n tend vers +oo en utilisant
le théoréme de Lebesque et le fait que S), converge vers 1. On a donc montré (2.14).
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O

D’apres [8], on a le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théoréme 2.2.11 Sous les hypothéses (2.2)—-(2.8), il existe une unique solution renorma-
lisée u; (resp. v) du probléme (2.1) (resp. (2.9)).

Remarque 2.2.12 A partir de la formulation renormalisée vérifiée par u; et v, on obtient
les estimations suivantes, pour tout k£ > 0,

14
2

[l oo 0,7320 () < C1 <||f||L1(Q> Flluollee +lgll gy

=

mes(w)

) . (2.23)

z )
[0l oo, izt ) < € (||f||L1 + lluollrew) + ||g||(2Lp, v-q Mes(w 2) (2.24)
IDTiu)?da e < €1 [k (1l + Nualoco) + ol g o] 229
@
[ 105 i e < 0 [k (1o + o) + 0l o] (220
0 (7' (@)

ou C sont des constantes dépendant uniquement de «, p et gq. En effet pour obtenir,
par exemple, I'estimation (2.25), soit s € (0,7), on prend S'(r) = Ty(r)h,(r) et ¢(t) =

min (W, 1) (0 > 0 destiné & tendre vers 0) dans (2.14), on obtient

s5+40 o s+40
% / / Tihn (u) dz dt + / / a(t, z, Duy) - Dugh,, (u) Ty (w)p dx dt
S 197} 0 Ql

546
+ / / a(t, z, Duy) - Du,T}(w)he () dzdt = | fTi(w) by (uy) dz di
0 Qi
+ / g+ Dy,ui Ty (uy) hy (uy) o d dt + / g+ Dy, uih, (u) Ty (wy) o dx dt + / %(uo) dx
Qi @ 0
(2.27)

ou

Toha(r) = /0 Tk () dp.

On fait tout d’abord tendre n vers +o00. Comme h, converge presque partout vers 1, on

obtient immédiatement par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue que Tih,
converge presque partout vers Tk, ou Tk fo Ty (p) dp. Par le lemme de Fatou, il vient

alors
1 s+4 __ s+4
—/ / T (w) dz dt < liminf — / / Tihy (up) dz dt. (2.28)
5 s o) n—-+o0o o)
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——

De plus comme 0 < Tyh,(r) < |r|, et que uy € L'(), par le théoréeme de convergence
dominée de Lebesgue il vient

—_—

lim [ o (o) do = / T (uo) d. (2.29)
i

n——+0o00 o)

De fagon immédiate, comme |¢T}| < k, de la convergence des énergies (2.13), le deuxieme
terme du membre de gauche de (2.27) tend vers 0. Puis la convergence de h,, vers 1 et le
lemme de Fatou permettent de traiter aisément le dernier terme du membre de gauche de
(2.27). Concernant le second terme du membre de droite de (2.27), on a par 'inégalité de
Holder et en utilisant le fait que [h],(w)| = 21 {n<u<2n}

1 1/1’
L/ymwmmmwmwﬂgmmm(;/ mmwmQ L (2:30)
Qi N J{n<|u|<2n}

qui converge vers 0 en utilisant Dellipticité (2.2) de 'opérateur a et la convergence des
énergies (2.13). Pour les autres termes du second membre de (2.27), on utilise le fait que
h,, converge presque partout vers 1 et le théoreme de convergence dominée de Lebesgue. En
rapprochant (2.27), (2.28), (2.29), (2.30) et les remarques ci-dessus, on obtient finalement

1 s+0 _ s+0
5 / / T (w) dz dt + / / a(t, z, Duy) - Du, T} (w;)p dz dt
S 197} 0 9

< ka(ul)ngxdt—F/ g-DXZTk(ul)godmdt+/ ﬁ(uo)dx. (2.31)
Qi

Qi Qz

On fait maintenant tendre ¢ vers 0 dans (2.31). En utilisant le fait que ¢ tend alors
presque partout vers 1 et est borné presque partout par 1, le théoreme de convergence
dominée de Lebesgue entraine

/nl Ty (ur)(s) dz + /0 /Ql a(t, v, DTy (w)) - DTy (w) dz dt

< / / [Ty (w) dz dt+/ / g Dy, Tk (uw;) dz dt+/ ﬁ(uo) dz, p.p.s€(0,7).
0 9] 0 197} 9
(2.32)

En utilisant maintenant la condition d’ellipticité (2.2), I'inégalité de Young sur le
deuxiéme terme du second membre et le fait que Ti(r) < k|r|, de (2.32) il découle

/ T(w)(s) dz + / | DTy (w,)|P da dt
9] 0 J

<0 [k (1@ + luollray) + 1ol g | P25 € 0.7 (239
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ol C est une constante dépendant uniquement de o, p. Comme f, ug et g sont indépendants
de x; € [—1,1]9, on obtient immédiatement (2.25), ce qui fournit la constante [?. Pour

montrer (2.23), en observant que Ty (r) > k|r| — k2/2, on a pour presque tout s € (0, T)

k? ~
k| |wl(s)de < — mes() +/ Ty (w) dx
197] 2 9
k‘2
< 5 mes({y) + Mk+ L p.p.se€ (0,T)
ou on a pos¢ M = C (|| fllriqy) + lluollriay) et L = Clgll? v_, €t ol on a utilisé

(L' (@)
(2.33). En posant k = L'/2/ mes(€;)'/?, il vient

3
lug|(s) < M + §L% mes(Ql)%, p.p. s € (0,7).
9]

En utilisant les expressions de L et M, et le fait que f,uy et g sont indépendants de
x; € [—1,1]?, on obtient finalement

ce qui donne l'estimation (2.23). De la méme maniére on montre les estimations (2.24) et
(2.26). O

o’
2

(7'(Q)

=

||| oo 0,151 () < C1° <||f||L1(Q) + [|uol 1wy + llgll ~n—q Mes(w):

2.3 Le cas fortement monotone

Dans cette partie, on montre qu’avec des hypotheses supplémentaires sur a et des
conditions reliant p,q et IV, u; et ses troncatures convergent vers v, dans un espace de
Sobolev convenable, avec vitesse de convergence. On suppose que p > 2 et que a satisfait,
en plus des conditions (2.2)—(2.6), ’hypotheése de forte monotonie suivante

(a(t’ z, g) - a(ta z, gl)) : (6 - gl) 2 cp|£ - £I|p 3 (234)

pour presque tout (¢,z) € (0,7) x RN, et pour tout £,&" € RV, £ # &, ou ¢, est une
constante positive. On suppose de plus que 'opérateur a satisfait la condition de Lipschitz
suivante

ja1(t, 2,€)| + lai(t, 2, &) — af(t, 2, &) < LIE = €|(1+ |7 % + [€']77) (2.35)

pour presque tout (t,z) € (0,7) x RY, pour tout &, & € RV tel que & = (3), ou L est
une constante positive. ’

Tout d’abord, rappelons que Chipot et Rougirel ont étudié le comportement asymp-
totige de la solution du probleme (1.1) dans le cadre variationel (voir [18], [20]). Plus
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précisément, dans le cas d’un opérateur linéaire, c’est-a-dire a de la forme a(t,z,£) =
A(t,z)& ou A est une matrice vérifiant les conditions de structures suivantes :
)

Ap(t,x1,%x2) Aga(t XQ)) N2
A= X1, X2)) 4 e (L°(R % 2.36
(Am (t,%1,X0)  Aga(t,X0) (2 w)) (2:36)
An € My 4, A€My n_yg, ,A21 € Mn_qq A2 € Mn_g n—g- (2.37)

Remarquons qu’alors a satisfait les hypotheéses (2.2)—(2.6), (2.34), (2.35) avec p = 2.
Sous les hypotheses (2.7), (2.8), (2.36), (2.37) il existe une unique solution faible u; €
LP(0,T; Wy () (vesp. v € LP(0,T; W,y P(w))) du probleme (2.1), (resp. (2.9)). Ils ont

alors montré le théoréeme suivant.

Théoréme 2.3.1 On suppose les conditions (2.7), (2.8), (2.36), (2.37) vérifiées. Soit |,
un réel positif. Alors

u — v dans L*(0,T; Wﬁl:(ﬂlo)) et dans L>®(0,T; L*(,))
avec les vitesses de convergence
||y — U||Loo(0,T;L2(QlO)) + ||Duy; — Dv||Lz(Qlo) =0(%), Ya<0
Maintenant pour un opérateur plus général satisfaisant les hypotheses (2.2)—(2.6), avec
des techniques similaires & la démonstration du théoréme précédent et aux démonstrations

effectuées dans le cas elliptique pour montrer le Théoreme 1.3.1, on montre aisément les
résultats suivants.

Théoréme 2.3.2 On suppose les conditions (1.2)-(2.8), (2.34) et (2.85) vérifiées. Soit Iy
un réel positif. Si p < (i—ql (avec la convention q{—ql = 400 pour ¢ = 1), alors

w — v dans LP(0,T; Wlll(’:(QlO)) et dans L®(0,T; L*(y,))
avec les vitesses de convergence

a p .
= o oaoay + 110w = Dol ) = 00, Va2 <a<0sip>2

||’l,Ll —_ U||L°°(OaT§L2(Qlo)) -+ ||D’U,l —_ DU”L2(QZO) = O(la)’ VOJ < O Si p= 2.

Dans le cas de données L' + LY (W~5*"), on montre que u; et son gradient sont dans
des espaces de Lorentz et que la convergence de wu; a lieu dans ces espaces des Lorentz, avec
évaluation des vitesses de convergences. On montrera également que les troncatures Ty (u;)
covergent vers Ty (v) dans WhP(Qy,).



46 Chapitre 2. Probléemes paraboliques

2.3.1 Reégularité des solutions renormalisées

Lemme 2.3.3 On suppose que 1 < p < +o0. Soit w une fonction mesurable telle que
w e L®(0,T; LY()) et Ty(w) € LP(0,T; erl’p(Ql)), pour tout k > 0, et telle que

/ | DTy (w)|Pdxdt < Mk + L, Yk >0,
Qi

ou M et L sont des constantes données. Alors

1+s—p
s

1 1 1 1 1
lllzecsi@n < C (Il piomzsyy (M* + L7 mes(Q)750 ) + L7 mes(Qy) e )
ou C est une constante dépendant uniquement de p, N, w et indépendante de l, et ou

sep—Lp+&—1 sip<N
s€lp—1,p| sip=N (2.38)
s€p—1,p st p> N.

Le gradient Dw satisfait

1+s—p

1 1
1Dwllzece(@y < Cllwlly0 ryixgmgy M + L5 mes(Q)

o =

=

),

ou C' est une constante dépendant uniquement de p, N, w et indépendante de [, et avec

sE[p—l,p—NLH] sip< N

2 .
s€ [p—l,p”?[ sip=N (2.39)
s€lp—-1,15] sip> N.

Démonstration — Pour démontrer ce lemme, on adapte la preuve du Lemme (1.3.4)

au cas parabolique. La démonstration se fait en deux étapes. Dans une premiere étape on
établit des estimations sur w en distinguant trois cas p < N, p = N, p > N. Tandis que
dans la seconde étape on s’intéresse au gradient Dw. .

Etape 1 : estimations sur w.

Le but est de démontrer dans les trois cas I'inégalité

g Ty (w)|" dz dt < C(N,p,w)||w||rL;p(0’T;L1(Ql))(Mk +L). (2.40)
1

avec
repp+E] sip<N
re€lpp+1] sip=N
re€lpp+1] sip>N.

ler cas : p < N. Par I'inégalité d’interpolation, on a

1T () llzr0y < N T (@) 121 01 Tk () | Eo ey 1T ()] g
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ou . 5
o
a+pB+y=1, —=2424 0
T 1 p p*

D’apres I'inégalité de Poincaré et I'injection de Sobolev, il découle alors
1T (W)l 02y < C(N, p, )T (w)]| 210 | DT (w) | 16y (2.41)
ou C(p, N,w) ne dépend pas de [ grace a la géométrie de €. En élevant (2.41) a la puissance

r, en intégrant sur (0,7") et en posant o = 1 — £/ il vient alors

To(w)]" da dt < C(N, p, )| Tp(w )||Lw(OTLIQ)/ DT (w)|? da dt.
Q

D’otu, par hypothese

; T (w)[" da dt < C(N, p, ) lwllpdio. 101 @
1

Mk + L). (2.42)

D’apres les conditions reliant «, 3, v, r, p et N, on a, apres calculs
P+x
1+

r= ou g décrit [0, 1],

B
N

donc r décrit [p,p + ¥
2éme cas : p = N, soit p > p, par I'inégalité d’interpolation, on a

1T ()l r ey < NT(@)l|F1 62 I T () |0

ol . 5
a+p =1, —:g—i——.
r 1 p
D’apres I'injection de Sobolev, il découle alors
1T (w)l| 2@y < C(N, p, )| Te(w)]| 31 (@) | DT (w) | 150 (2.43)

ou C(p, N,w) ne dépend pas de [ grace a la géométrie de ;. Cette inégalité étant la méme
que I'inégalité (2.41), on montre alors de la méme facon I'inégalité (2.40), mais cette fois-ci
avec

r:1+p—§, oup>p

3eéme cas : p > N, on a d’une part pour 0 < p <r,
P

[ M)l do < |Tw)l L, [ Titw)pdo.
Ql Ql
D’autre part, par 'inégalité d’interpolation on a

1T (@) oy < INTe(w)|F1 (0 |1 Tk (@)1 (e
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ol « et [ vérifient
o}
a+pB=1 -+ -
1 P
Et donc en combinant ces deux dernieres inégalités, et en utilisant les inégalités de Sobolev
et Poincaré il découle

é_l
p

Ti(w)[" o < C(N,p ) [Tl 0 I PT(w) 3655

9
ou C(N,p,w) ne dépend pas de [ grace a la géométrie de €;. On pose r — p+ pfB = p, et

on integre I'inégalité ci-dessus sur [0, T, il vient

|Tk(w)|T dz dt < C(Napaw)HTk(w)' L1(y )(Mk + L)
Qi

Par un simple calcul on montre que pa = r — p, de sorte que 'inégalité ci-dessus est du
méme type que l'inégalité (2.40). On montre dans ce cas que

p(pa+1)

=7’ ouaecl01],
pa+ (1 — ) 10,1]

de sorte que r € [p,p + 1].
Dans les trois cas, grace a (2.40), on déduit que pour tout k£ > 0

K mes({(t,z) € Qu: |w| > k}) < / T (w)[" da dt
Qi
< CO(N,p, w)llwllpesiorip oy (ME + L). - (2.44)
On déduit alors une estimation dans les espaces de Lorentz. En effet, de (2.44), il vient
K mes({(t,r) € Q; : |w| > k}) < C(N,p, W) |l o0, 1,21 0y (M + Lk™). (2.45)
De 'inégalité
[|w||772 Leo(gy < Sup k' Ymes({(t,z) € Q; : |w| > k})

0<k<ko

+ sup k" 'mes({(t,2) € Q; : |w| > k})
k>ko

et de (2.45), il découle

||w||L, 1,00( l)gkg_lmes(Ql)+C(N,p, )||w||LoooTL1( ))(M+Lk h.

En posant kg = L'/" mes(Q;)~Y/", on établit alors I'inégalité

_1 1 1
||w||LT IOO(QI) S C(N,p,w) ||w||LO° OTLI(QI)) (M +L1 T meS(Ql)T) +L1 T meS(Ql)r]
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Etape 2 : estimations sur Dw.
Soient A et k£ deux réels positifs. On a

N mes({(t,z) € Q;: |Dw| >\ |w| <k}) < / |Dw|P dx dt
{lw[<k}

= | DTy, (w)|P dx dt
Qi
< Mk+L. (2.46)

En effectuant la décomposition suivante,
mes({(t,z) € Q; : |[Dw| > A}) <mes({(t,z) € Q; : |Dw| > A, |w| < k})
+ mes({(t,z) € Q; : |[Dw| > A, |w| > k}),
et en utilisant (2.44) et (2.46), il vient

Mk + L . Mk + L
—— + CWV. Pl oy —

On décompose k en k = a + b, ou a,b > 0 seront déterminés ultérieurement. Comme
K <a'"" et k7T < b7, (2.47) devient

mes({(¢t,z) € @, : |[Dw| > A}) < (2.47)

Ma By
mes({(t,z) € Qi : [Dw| > A}) < ()\— + C(N, p,w) w7 OTLl(Ql))Ma,l )
Mb Y B I
+ (Tp + CWN, 2, ) w1520 1z 0y L ) v

On pose alors

= A {|w||t b= M\ LT [l I
a = A lwll o ripryy, 0= FATE LT (]| 120,701 a0y

pour obtenir

1-2
MHw“LOO(O,T;Ll(Ql))
AP

mes({(t,z) € Q; : |[Dw| > A}) < C(N,p,w)

M+r
+
P

L

On éleve a la puissance 1/(p — £) I'inégalité (2.48) et on multiplie par A, ce qui donne

1-P
1 1 —7
F < C(Nap: w) M=% ||w||£°°T(O,T;L1(Ql))

Ames({(¢t,z) € Q; : |Dw| > A})?

[ 1

2 L% N L%
Lo (0,T;L (2 __pr _ P .
OTLN @) e 1 T T IJ

+MTEE u)
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Ce qui apres calculs s’écrit

_p
=

D
T

L
\Dw| > /\}) g C(Nap: w) [Mp ||w||L°°(0,TL1(Ql))

1-2 Py 1 -
-7 L7 L7
(Mp—‘Hw“ TO,T;Ll(Ql))> ,\T—L +)\T11 . (2.49)

=1, par I'inégalité de Young, on a,

Ames({(¢t,z) € Q; :

Comme m + m

2 1 1\ 12 I
(Mp— 0l oo (Q,))> T < Tl +
En injectant cette derniére inégalité dans (2.49), on en déduit alors
Lo L
Ames({(t,2) € Q : [Du| > AT < O(N,p,w) M ||wll esto s o) T
(2.50)

La décomposition suivante

< sup Ames({(t,z) € Q; : |Dw| > )\})

||Dw||Lp7%°°(Q ) ™ 0<a<ao

+ sup Ames({(t,z) € @ : |[Dw| > )\})
A>Ao

injectée dans I'inégalité (2.50) permet d’obtenir que
1-2

1 —F
||Dw||L,,_E,oo(Ql) < Xomes(Q;)*~* +C(N,p,w) M7E lwll Fesio runiqay T —

Finalement en posant \g = L'/? mes(Q;)~"/?, on en déduit que

1Dl ey < COV,p.0) (10l o M55 + L mes(@371)

ou on rappelle que
repp+LE] sip< N

relpp+1] sip=N
repp+1] sip>N.
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2.3.2 Comportement asymptotique de u;

Théoréme 2.3.4 Supposons que les conditions (2.2)-(2.8), (2.34), (2.35) sont vérifiées.
Soit un ly un réel positif. Si2 < p < 2;’_—? (avec la convention que 2qq:11 =400 siqg=1),
alors on a

lur = vl|zeoo,mirr(0y)) + [[Dwr — Dvl|peee(q,,) = O(1%), (2.51)
pour tout p—1 < s < 5(p,q, N) et pour tout &(p,q,N,s) < a <0, ou

N q(p2—3p+3))
N+1 qp—1)+1 )’

5(p, ¢, N) = min (p -
de plus s peut atteindre la valeur $(p,q,N) sip < N oup > N. Et

ek A(s—p+1+(-2)2+s-p) 1] si p>2

~ N) = p—2 s
O{(S;p’q’ ) { —00 37: p — 2

Théoréme 2.3.5 Supposons que les conditions (2.2)-(2.8), (2.34), (2.35) sont vérifiées.
S12<p< 211‘1%11 (avec la convention que 2qq__—11 = 400 si ¢ = 1), alors pour tout ly >0 on a

Ty(u) — Ti(v)  dans LP (o,T; er;op(ﬂlo)) . Yk >0,
u, — v dans L°(0,T; L'(€,)).

Remarque 2.3.6 Dans le cas p > 2, la condition s < 35(p,q,N) est équivalente
a(s,p,q, N) < 0 donc la condition sur a, @(s,p,q, N) < a < 0 est cohérente.

Remarque 2.3.7 Dans le cas p > 2, la vitesse de convergence dans (2.51) et I’espace de
Lorentz dans lequel la convergence a lieu dépendent de s. Plus précisément, plus I’espace
de Lorentz est petit plus la vitesse de convergence est faible.

Remarque 2.3.8 Grace a I'inégalité de Holder généralisée (1.21), le Théoréme 2.3.4 im-
plique la convergence de u; vers v dans des espaces de Sobolev. En effet, pour tout iy > 0,
on a alors

”Du’l - DU“LS(QIO) = O(la)a
oll s et o vérifient les mémes conditions que dans le Théoreme 2.3.5. Ainsi par I'inégalité
de Poincaré, on obtient la convergence dans les espaces de Sobolev L*(0,T; Wh%(Q)). En
particulier, on mentionne un résultat qui sera utile dans la preuve du Théoreme 2.3.5,

||Dul — DU”Lp—l(QlO) — 0
quand [ — 400, pour tout 2 < p < %.

Remarque 2.3.9 On peut donner quelques précisions sur les parametres p,q, N. Tout
d’abord comme p < 2(1‘1%11, alors si p > N, cela implique que ¢ = 1 et dans ce cas on a

N

E(p,q,N)Zp—m.
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Démonstration du Théoreme 2.3.4— La stratégie est similaire a celle du cas elliptique
avec des difficultés supplémentaires du fait que I’on traite ici un probleme parabolique.
Elle est effectuée en deux étapes. Dans une premiére étape, en combinant les techniques
développées par Chipot dans le cas parabolique (voir [18]) avec le cadre des solutions
renormalisées on montre 'estimation (2.54). Dans la deuxiéme étape, en appliquant le
Lemme 2.3.3 a 'estimation (2.54) on montre des estimations vérifiées par D(u; — v) dans
les espaces de Lorentz.

Etape 1. Dans cette étape, on introduit une fonction réguliére p € C* (R?) telle que

1117
0<p<1, p=1 dans [—5, 5] , p=0 dans R?\ [-1,1]7 (2.52)
Deupl < A (2.53)

ou A est une constante positive, A > 2. On démontre alors les estimations suivantes

/ | DTy, (u; — v) P de dt < Clﬁ |Du; — Dv| (14 [Dw[P~% + |Dv[P~?) dzdt, (2.54)
Qiy/2 LJeQy

C _ _
lwr = v|zee o (0, 0)) < E/Q |Du; — Dv| (14 |Dw[P~? + |Dv|P~?) dxdt,  (2.55)
h

pour tout 0 < [y < [ et ou C est dans chacune de ces inégalités une constante positive
dépendant uniquement de c,, L, A, avec ¢, et L définis dans (2.34) et (2.35).
Les inégalités (2.54) et (2.55) s’obtiennent par des techniques d’unicité, en prenant T} (u; —
v)p(3+) formellement dans la différence des équations (2.1) et (2.9), et en utilisant les
hypotheses (2.2)-(2.5), (2.35).

Soit 0 < Iy < l Soit £ € Wh °°((O,T)), > 0 et £(T) = 0. On introduit les fonctions
suivantes, k,(r) =1 — |T,41(r) — T (r)| et n(r) = [, kn(p) dp.

kn(s)

/ AN

—n—1 —n n n+1

Pour h > 0, on pose

p(tx) = €(t)P(X—j)—/t Te(Zn(ui(7, 7)) = Zn(v(7, 2))) dr.
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En prenant ¢ défini ci-dessus et S = Z,, dans (2.14), on obtient

— / (Zn(uy) — Zn(uo)) s da dt + / Z!(w)a(t, z, Du;) - Duyp dx dt
Q Q

+ / Zy (w)a(t,z, Dw) - Dpdxdt = | fZ (w)pdxdt
@ Qi

+/ g'DXQQOZ;L(U,l)d.’IZ'dt—F/ g+ Dy, u; Z!(w)p dx dt. (2.56)
@ Q

De méme, en fixant x; € [—1,]?, on prend ¢(-,xy,-) comme fonction test dans (2.14'), on
multliplie par p(3) et on integre sur [—1,[]?, il découle

_/ (Zn(v) o Zn(uo))% dz dt+/ ZZ(U)ag(t,x,szv) ) DX2U90dCU dt
@ @

+/ Z;L(U)ag(t’anmU) 'DX2<pdx dt = fZ;z(’U)QD dx dt
Qi Qi

+/ g-DXQgJZ;Z(v)dxdt—F/ g Dy, vZ) (v)pdrdt. (2.57)
@ Qi

En faisant la différence de (2.56) et (2.57), on obtient

— / (Zn(uy) — Zn(v)) e da dt —I-/ Zn(uw)a(t, x, Du;) - Duyp dzx dt
Q Q

- / Z"(v)ai(t, z, Dy,v) - Dy, v dz dt +/ Zy (w)a(t, z, Duy) - Do dz dt
Qi Qi

— / Z! (v)a3(t, z, Dy,v) - Dy, dz dt = F(Z(w) — Z)(v))pdx dt
Qi Qi

+ / g Dy, o(Z () — Z, (v)) dz dt + / g Dy, u, Z! (w) dx dt
Q Qi

- / g DeuZ! (V) dzdt, (2.58)
Q1

que on écrit Iy + Iy + I3+ I, + Is = Ig + I7 + Ig + Iy. Nous allons maintenant faire tendre
h vers 0 puis n vers +00 dans (2.58). Comme ¢ est bornée uniformément en h, on montre
dans un premier temps que

(L] + |I3] + [L6| + 18] + [Lo| = 0 (2.59)

quand h tend vers 0 puis n tend vers +o0o. En effet, tout d’abord, d’apres les convergences
des énergies (2.16), (2.17) et le fait que [Z](r)| = L{n<jrj<nt1}, OD 2

lim limsup [ [l5] = lim limsup
n=+0 h0 J, n=+00 0

/ Zn(w)a(t, x, Duy) - Dugp d dt‘ =0,
Qi

lim limsup [ |[3]= lim limsup
n=too p0 J@ n=+00  ps0

/ Z,Z(’U)ag(t, xz, ‘DXQIU) : DX2'UQ0 dx dt‘ =0
Qi



54 Chapitre 2. Probléemes paraboliques

et aussi, en utilisant la coercivité (2.2) de a,
P
Iy = / 9-DuZy(w)pdrdt < Cllglly gy (/ | Duy|P dx dt)
@ {n<ug|<n+1}

p
< Cllgllpr g (/ a(t,x, Du;) - Duy dz dt)
{n<w|<n+1}

— 0,

quand n — +o0. De la méme fagon

lim limsuply = lim lim sup/ g-D,vZ! (v)pdzdt = 0.
Qi

n—+00  p_40 n—>+00  p40

Enfin comme Z] (u;) — Z,,(v) tend vers 0 quand n tend vers oo et est bornée presque partout
par 2, par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, il vient

lim limsupls = lim limsup | f(Z,(w)— Z,(v))pdzdt = 0.

n= 400 p n=+0 pao o JQ
Ainsi (2.59) est démontrée.

Pour passer a la limite dans les autres termes de (2.58), on utilise le fait que pour n €
LP(0, T; Whe(QY)),

1 t+h
E/ ndr — n fortement dans LP(0,T; W'P($;)) (2.60)
¢

quand h — 0. Pour traiter le premier terme I; de (2.58) on utilise tout d’abord le Lemme
2.2.1 et on obtient

0 . 1 t+h
- [ utw) - 2o (¢otr; [ Ttw) - Zutw)y ar ) dw
M uy) — v 1 " uy) — v))dr
> = [ o) (2w = 200 [ BlZutw) = 20 d
- /t (Zu(t) = Zu o) Tl Zu(u) = Zu(0)) i+ 7 /t To(Zo(wr) — Zn(v))dT) da dt.
(2.61)
Puis de la convergence (2.60), il découle
o 0 “ 1 t+h
hgn_)lglf— /Ql(Zn(ul) - Zn(uo))a <§p(ﬁ)ﬁ/t Ti(Zn(w) — Zy(v)) dT) dx dt
> — [ &Ti(Zn(w) = Zn(v))p(2) dz dt. (2.62)
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Concernant le terme I, toujours d’apres la convergence (2.60), quand A — 0 on a

/Qg-DxZSO(Zé(Ul)—Zé(U))dwdt—> 9D, T (Zn (w) = Zn (v))(Z,, () = Z;, (v)) p(31)§ dz dit.

Qi
(2.63)
Enfin pour les termes restants I, et Iy

lim I, =lim | Z!(w)a(t,z, Dw) - Dpdzdt
h—0 h—0 Q

Y/

Ja(t, , Duy) - DTy (Zn(w) — Zn(v))p(3+)€ da dt

Z’ (U,l
111 / Z(w)a(t, 2, D) - (Dp) (5T Zu(w) — Zu(v))Edar dt, (2.64)

a(t,x, Dy,v) « Dy, dx dt

lim Is = lim — Z' (v
h—0 5 h—0 Q "(

)
—/Q Zy(v)a(t, v, Dx,) - Dx, Ti(Zn(w) — Zy(v))p(3+)€ dz dt.  (2.65)
)

En injectant (2.59), (2.62), (2.63), (2.64) et (2.65) dans (2.58) il découle

. &Tk(Zn(wr) = Zn(v))p(32) da dt

+/ Zy(w)a(t, x, D) - DTi(Zn(w) — Zn(v))p(31)€ da dt
Q

1

+ l_/ Zy(w)a(t, z, Duy) - (Dp) (1) Te(Zn(w) — Zn(v))§€ da dt
1JQ

- /Q Z1(0)alt, 2, Dayv) - Dy Tu( Za() — Zo(0)p(E)E dv it
- /Q 0 Dy Te(Zuu) — Zo(0))(Z(wa) — Z1(0))p(2)E didlt + (), (2.66)

que l'on écrit J, + Jo+ J5+Jy = J5+€(n), ol €(n) tend vers 0 quand n tend vers +oo. Reste
a faire tendre n vers 400 dans (2.66). Comme v est indépendant de x;, alors Dy, v = 0 et
de la condition structurelle (2.5) il découle

a'(t,z, Dv) =0, p.p. dans Q.
Donc, d’apres la condition structurelle (2.4) pour presque tout (¢,z) € @, on a

a(t,xz, Dv) - DTy(Zn(u) — Zn(v))
= a?(t,xg, Dv) - Dy, Ti(Zn(w) — Z,,(v)) + a3(t, X2, Dv) - Dy, Te(Zp(w)) — Z(v)).
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On a alors

Jo+ Jy = o [Zy(w)a(t, z, Dw) — Z,,(v)a(t, z, Dv)] - DTy(Zn(wi) — Zn(v))Ep(3) dz dt

+ /Q Z4(0)a2(t, X2, Dv) - Dy Te(Za(tr) — Zn(0))Ep(2) dr b, (2.67)

Comme v ne dépend pas de x1, on a

at(t, %, Dv) - Dy Ti(Zn(w) — Zn(v)) Z,,(v) = Dy, - (a (x2, D) Ti(Zn(wi) — Zn(v)) Z5,(v)) -

(2.68)
Alors, en utilisant (2.68) dans le dernier terme de (2.67) et en appliquant la formule de
Green, on obtient

Jo+Jy = o [Zy (w)a(t, z, Dwi) — Z,(v)a(t, ©, Dv)] - DTy(Z(wi) — Zn(v))Ep(3) dz dt
1

h

/Q Z(0)(t,52, D) - (Dys ) () Tl Za(r) — Zu(w))Eddr. (2.69)

Remarquons que 'intégrale sur la frontiere I'; découlant de la formule de Green est égale
a 0 car la fonction p y est nulle. On décompose le premier terme du second membre de
(2.69) de la maniére suivante

o [Z3(w)a(t, z, Du) = Z,(v)a(t, z, Dv)] - DT(Zn () — Zn(v))p(3})¢ de dt
= /Q Ly za(w)~za )<k} (@t @, DZn(w)) = alt, z, DZy(v))) - D(Zn(w) = Zn(0)) p(31)€ da dt

+/ 1412, (w)— Zn ()| <k} (Zn(w)a(t, z, Duy) — alt, , DZy(w)))-D(Zn(w)—Zn(v))p(31)€ dz dt
Qi

—l-/ 1412, (w)— 2 ()| <k} (Zy(V)a(t, z, Dv) — a(t, z, DZ,(v))) - D(Zy(u;) — Zn(v))p(’l‘—ll){f dz dt
Qi

En observant que d’apres la définition de Z, on a Z (w;)a(Du;) = a(DZ,(u;)) presque
partout sauf sur 'ensemble {(¢,x);n < |u(t,z)| < n+1} et en utilisant la convergence des
énergies on montre, (voir [6] pour les détails), que Ly et L3 tendent vers 0 quand n tend
vers +oo. D’autre part, d’apres la forte monotonie (2.34) de 'opérateur a on a

Ly > ¢ o | DT (Zy (i) — Zy(v))[Pp(31)€ d d. (2.71)

Pour ce qui est de J3, en rappelant la condition structurelle (2.4) et le fait que p(3') est
indépendant de x5, on obtient

a’(tax,Dul) ) Dp()l(_ll) = a}(t,x, Dul) ’ DXUO();_II) + a?(t,x,Dul) ) Dxlp()l(_ll)
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Ainsi
1
Iy = [ aktn, Du) - (Do) T Zal) = Zu(0) Ziw)€ d
Qi

+ ll/ a?(t, xg, Duy) - (D 0) G Tk (Zn(wi) = Zn(v)) Z,, (w)€ dw dt. (2.72)
1 J@

Par conséquent, a ’aide de (2.70), (2.71) et (2.72), on déduit que

Jz + J3 + J4 > Cp |DTk(Zn(ul) - Zn(’l)))|pp()l(—11)f dx dt
@

+ ll / Z, (w)ay(t, z, Dwy) - (D, p) 1) T (Zn(w) — Zn(v))€ da dt
1L J@Q
+ %/Q (Z) (w)ai(t,x2, Du) — Z(v)ai(t,x2, Dv)) - (D, ) )T Zn (wr) — Z ()€ dax dit.

(2.73)
Pour traiter le dernier terme de (2.73), on effectue la décomposition
Z! (w)a? (t, xq, Duy) — Z! (v)a3(t, xz, Dv)
= 7! (w)(a}(t, %o, D) — a2(t,x2, Dv)) + (Z.,(w;)) — Z! (v))a3(t,xq, Dv). (2.74)

D’apres la croissance (2.6) et les régularités du Lemme 2.3.3, a2(t,xy, Dv) appartient 2
LY(Q;) donc comme Z!(u;) — Z!(v) — 0, par le théoreme de convergence dominée de
Lebesgue, on obtient que

lim (Zn(w) = Z3(v))a3 (t, X, Dv) - (Dsy p) ) Ti (Zn () = Zn(v))E dadt = 0. (2.75)

n—-+0o00 Q

Et donc en regroupant (2.73), (2.74) et (2.75), il vient

J2+J3+J4 > |DTk(Zn(U'l) —Zn(?)))|p,0()l(—11)§dl'dt
Qi

4 [ Ziwad e D) - (Do) T2 () = Za(0))€ v
1JQ

1
[ 23 (@050 D) = 0,50, D) (Do ) (T 10) ~ Za(0)€ i die(),
LJ@
(2.76)
ou €(n) — 0 quand n — +o0. Par I'inégalité de Young, pour n > 0, on a

|J5| < 0(77)/ 91| Z3, (wi) = Zy, (uy)[” p ()€ dax dt
Qi

1 /Q DT Za(wr) = Za(0))Pp()Edudt (277)
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Comme |Z] (u;)— Z! (v)| tend vers 0 quand n tend vers +00, alors par le théoréme de conver-
gence dominée de Lebesgue, le premier terme du second membre de I'inégalité précédente
tend vers 0 quand n tend vers +oo. En injectant (2.76) et (2.77) dans (2.66) et en prenant
n suffisamment petit dans (2.77), on en déduit que

-/, ET(Zn(w) — Zn(v))p(3) dz dt + C . |DT3(Zo(w) = Z(v))[Pp(32)€ da dt

<

ll/ ay (t, %2, Duy) - (Ds, p) 1) T (Zn(w) = Z(v)) Zy, (wi)€ dix dt‘
@

1

1

+ —/Q Z! (w) (a3 (t, %2, Dug) — af(t, xa, Dv)) - (Dx,p) G T (Zn(wi) — Zn(v))€ dz dt|+e(n).

L

ou C est une constante dépendant de ¢, et indépendante de I.
La condition de Lipschitz (2.35) de l'opérateur a, le fait que |Z)| < 1, Dy, Dv €
(LP (@)Y et|Dy,p| < A impliquent

~ /s ETe(Zn(ws) = Za(v))p(3F) dar dt + . | DTy(Zn (i) = Zn(0))Pp ()€ dax dt

<5 [ 1Du— Dol (14 1Dl 2+ |DoP Y v + o), (279
1JQy

olt C' est une constante indépendante de I. Comme Tj(r) < k|r| et comme Z, est lipschit-
zienne alors Ty(Z,(u;) — Z,(v)) < k|lu; — v| € L'(Q,) et par le théoréeme de convergence
dominée de Lebesgue, on obtient

lim /Q ETk(Zn(w) = Zn(v))p(3) dudt = [ &Ti(w — v)p() dz dt. (2.79)

n—-+o0o Q

Par la limite s.c.i.-faible de la norme, on a

| DTy (w — v)[PEp(3L) dz dt < lim inf/Q | DT (Zn (w1) — Zn(v))[PEp(3H) dz dt.  (2.80)

Q n—-+0o00

Par conséquent, (2.79), (2.80) permettent de passer a la limite dans (2.78) quand n — 400
et en utilisant le fait que supp(p(;7)) C [—l1,11]7 avec p(3+) = 1 sur (—11/2,1,/2), il vient

- / & T (u — v) dz dt + / | DTy (uy — v)|PE dx dt
Qiy/2 @1y /2

1

k
< Cz_/ |Du; — Du| (14 |Dw P> + |Dv|P~?) {dx dt. (2.81)
Qi

Pour conclure la preuve de (2.54), il nous faut choisir une suite de fonctions & particuliéres.
Soit s € (0,7) et 6 > 0 (destiné a tendre vers 0). Avec £(t) = min(@, 1) dans (2.81)
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il vient

1 s+9 . s+4
5 / / Ti(u, — v) dz dt + / / | DTy, (uy — v)|PE dx dt
$ Quy /2 Quy /2

C |Du; — Dv| (1 + |Dw[P~% + |Dv[P~?) dz dt.
Qll

Faire tendre h vers 0 entraine alors que

/ Tio(u; — v)(s) da +/ / | DTy (u; — v)|P dx dt
Qy /2 Sy /2
k
< Cl / |Du; — Dv| (1 + |[Dw[P~* + |Dv[P~?) du dt,
L JQy

pour presque tout s € (0,7). Ainsi 'estimation (2.54) est montrée.
Pour montrer 1’estimation (2.55), on divise 'inégalité (2.54) par k pour obtenir

T C

/ L~ o)(s)de < & [ |Dus— Dol (1 + [DufP2 + Do ?) da dt.
Q2 h @y

En faisant tendre k vers 0, 'estimation (2.55) découle alors du lemme de Fatou et du fait

que k() converge presque partout vers |- |.

Etape 2. On applique alors le Lemme 2.3.3 en utilisant les estimations (2.54) et (2.55), il

vient

2—p+s
1 8
| Duy—Dv|| sy, 5) < C (N, pyw) (Z_/ |Du; — Dol (14 |Dw["~? + |Dv|P?) dz dt) ,
1 Qll
(2.82)
ou s vérifie les conditions
sE[p—l,p—NLH] sip< N
2 .
s€p—1, 15 sip=N (2.83)
se[p—l,;%l] sip> N.
Par l'inégalité de Holder dans les espaces de Lorentz (1.22), avec
1 -2 s—p+1
=T i At ST
s s s
et en utilisant également le fait que [[w"|[1s00(0) = [|W[|7re.00(qy)» OD ODtient
/ \Du — Dol (1 + [Duy?~ + | Do) de dt
Qi
< 1D = Dolle(@p 1 + [Dur] + 1DVl g ) 1] grm g 1+ (284)
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D’apres le Lemme 2.3.3, les estimations de la remarque 2.2.12 et I'identité |[1||pr1(q) =
rmes(£2)1/", on a

1+s—p
8

2 1
IDulzemq@y < |1 (Iflx + Hullres + gl g mes)? )|

1

1 » 1.1
X [19 (1@ + lollzre) ] + (lgll g ) " mes(@)* .
Et donc
a(2+s—p) a
|Dull (0 < € (w, 1 lln@s lollzss gl gy) (157 +15) (2.85)

De plus, [ est destiné a tendre vers +oo, on peut donc supposer [ > 1. Or comme s > p—1,

alors £ < ZH=P et donc [5 < 1% qui injecté dans (2.85) donne

a(24+s—p)
1Dl ety < € (0,11 llusc@. Toll s Nl gy ) 157 (2:86)

Pour ce qui est de Dv, on a ||Dv||pse(q,) = meS([—l,l]q)%”D’U“Ls,co(Q), donc d’apres le
Lemme 2.3.3 et les estimations de la remarque 2.2.12 il vient

1Dl e < € (@, I llzrcays Huollzr s Igllzwey) 1F- (2.87)

Puis en utilisant Pidentité ||1]|zs.ec(q,) = mes(Q;)!/*, en combinant (2.86), (2.87) et le fait
que 5 < j9 " , 1l vient

a(p—2)(2+s—p)

11+ Dl + Dol g < C (w1l Iolliscey, gl gy) 157 (2.88)

Enfin en rapprochant (2.82), (2.84) et (2.88) et en utilisant l'identité ||1||reo(o) =
mes(Q)'/7, il vient

14 (s=p+1+(p—2)(2+5-p)) e -
| Duy — Dol pses(qy, o) < C ( 2 ) | Duy — DU||LSas°°(Q11)' (2.89)

Dans le cas p = 2, 'inégalité (2.89) s’écrit

li(s—l)

[Duy — Dvl|s(qy, ) < C ( I > [1Dw; = Dol|zeo(qu,)-

On prend I; = 1/2F "1 et on itére I'inégalité précédente, on obtient
_1y
|Du = Dol| s, 1) < CIMI=97Y]| Dy — Do s (-
Et donc en utilisant (2.86) et (2.87) dans I'inégalité précédente il vient

| Duy — Dv||Ls,oo(Ql/2k) < QRa(-1)-1)+4
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Soit o < 0. On suppose

q (1 - 1) ~1<0, (2.90)

S

on peut alors trouver k assez grand tel que k(g(1 — 1) — 1) + ¢ < a. La condition (2.90)
est toujours satisfaite si ¢ = 1 et pour g > 2 i

lo > 0, pour [ assez grand, [y < 1/2%, d’ou
||Dul - D’U”Ls,oo(QlO) S ||Dul - DU”LS"”(ka) S Cla, (291)

ce qui conclut le cas p = 2.
On passe au cas p > 2. On itére (2.89) en prenant /; = /2! il vient

(s
pats=p 1_3:2—1) (2+s_p)k
[Dur = Dv|[pse(q, ) < Cl [ Duy = Do||7s.00 00 (2.92)
ou
B=12 (s—p+1+(p 2)2+s—p)) — L (2.93)
Puis en injectant (2.86) et (2.87) dans (2.92), et en utilisant le fait que 1$ < 1957 il vient
24s— s+2-p\k a(24s—p s—p\k
IDu = Dollpss(q,,y < CUv () e ()
e S G s (G (2.94)

En utilisant P’expression de £ (2.93), on a apres un simple calcul

2+s—p q(2+s—p) (s—p+1)°
p — =—q——( .
p—2 S p—2

En injectant I'identité ci-dessus dans (2.94), il découle

2+s p_|_q(8 :D+1) (s+2—p)’c

||DUl D’U”Ls oo(Q/ %) < Cl'B p—2 s ,

ol C est une constante indépendante de [. La convergence vers 0 du terme de droite de
I’inégalité ci-dessus nécessite d’avoir

,B——( p+1+(p—2)2+s—p))—1<0, (2.95)

et dans ce cas alors ||Du; — D’U||Ls,oo(Ql/2k) tend vers 0 quand [ tend vers +oo. De plus si

on prend o tel que 4(s—p+1+ (p—2)(2+5—p)) —1 < a <0, alors comme =22 < 1,
pour k assez grand, il vient

B

2+s—p+ (s—p+1)? (s+2—p

k
<a<0.
p—2 T2 s )
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Soit maintenant [y fixé. Alors pour [ assez grand ly < [/2*, et donc
||Dul - DU”Ls,oo(QlO) S ||Dul - D’U||Ls,oo(Ql/2k) S cle (296)
ou C' est une constante indépendante de [. La condition (2.95) implique apres calcul que

2 —_—
s AP =3p+3) (2.97)

qglp—1)—1

Cette derniere inégalité couplée avec I'inégalité s > p — 1 implique que

2qg — 1
p < qu, avec la convention qu_—_ll = 400 pour ¢ = 1.

Pour montrer enfin la convergence de u; vers v dans L°°(0,7T; L'(€,)), on combine (2.55)
et (2.84) en prenant l; = 2ly pour obtenir

s = v e 0,7501(2)) < ||Duz Dv||ps00(Quyy) ||1+|Dul|+\D“|||Lsoo(Qzl I =g g,

ol s vérifie la condition (2.97). Comme Du; converge vers Dv dans L*>*°(Q),,) alors Du; est
borné dans cet espace de sorte que

11+ [Du| + [ D]l g 111 < C(lo)-

Ls—§*+1’°°(Q210)
Et donc d’apres (2.91) ou (2.96), il vient
||ul_v||L°°(0TL1 Ql < cl“

ou C' est une constante indépendante de /.
O

Démonstration du Théoreme 2.3.5— La preuve se déroule en deux étapes. Dans
’étape 1, on établit la convergence de u; vers v dans L*°(0,7T; L'(Q,,)) et une estimation sur
Ty (u;) dans LP(0,T; erl’p (Q4,)), de laquelle découle la convergence faible des troncatures.
Dans I'étape 2, on montre la convergence forte des troncatures a 1’aide de la convergence
ponctuelle des gradients.

Etape 1. On suppose que 2 < p < =I=. Soit [, fixé. La convergence de u; vers v dans
L>®(0,T; LY(Qy,)) découle directement du Théoreme 2.3.4. On montre maintenant 1’estima-

tion sur Ty (u;) dans LP(0,T; erzf(Qlo)) Soit s € (0,7). On pose £(t) = min (W, 1).
On prend S'(r) = Ty (r)ha(r) et o(t,z) = P(t)p(3L) (6 > 0 destiné & tendre vers 0) dans
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(2.14), ce qui donne ’égalité

s+4 s+6
/ / Thn(w)€p(35) dx dt+/ / (t,x, Duy) - Dughy, (i) Ty (wi)€p(3) do dt
o)) 9J
s+46
+/ / a(t, z, D) - Du/Ty (u) hn (wi)€p(3t) d dt
0 o
1 s+4
+ l_/ / a(t,z, Dw) - (Dp)(35) Te(w)hn(w)édz dt = | fTi(w)hn(w)ép(3E) dz dt
0 o

Q
+/ 9 - Dy, u Ty () b (1) Ep (5= )dxdt+/ g+ Dyyughy, (ug) T (u)Ep(3- )d:rdt
Qi Qi

ou

—~—

Tihy(r) = / Tyhn(p) dp > 0.
0

On fait tout d’abord tendre n vers +oc. De maniére similaire a la preuve des estimations
de la remarque 2.2.12, il découle alors

s+0 t+6
/ / Tr(w)ép(5r) dx dt+/ / (t,z, DTy (w)) - DTk(ul)gp(Ql ) dz dt
197} 9
s+46
+ E/o /Q, a(t,z, Duy) - (Dp)(;‘TIO)Tk(ul)fdx ds < /Ql Tk (w)ép(5E )dx dt
+ [ g DL)ep() dode+ [ Tiun)o(Gh) da. (299
Q 97

pour presque tout s € (0,7"). On fait maintenant tendre ¢ vers 0 dans (2.98). En utilisant
le fait que £ tend presque partout vers 1 et est borné presque partout par 1, le théoreme
de convergence dominée de Lebesgue et le fait que supp(p(31)) C [—2lo, 2/o]’] impliquent
que

/ T ()l e+ [ [ aft, DIL(w) - DT (w)o(3;) d
+% / /  alts D) (Dp) ) Tiw) dode = / 5 . Telw)o() ded
+ /0 s /Q g DI ()p(3y) do di+ /Q ) Tic(uo)p(Z:) dz. (2.99)

En utilisant la condition d’ellipticité (2.2), les conditions de croissance (2.6), I'inégalité de
Young sur le deuxiéme terme du second membre, l'inégalité Ty (r) < k|r| et le fait que
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p(55) = 1 sur [—lo, lo]?, de (2.99) il découle pour presque tout s € (0,7)

J

To(u)(s) da + / DT ()P da dt < C

k/ (b1 + by + | DufP~) da dt
Qi Qa2

lo

(1 @) + Tolla) + M7 vca |+ (2:100)

ou C est une constante indépendante de [ et de s. Ainsi Tp(u;) est borné dans
LrP(0,T; Wlll’p (€4,)), uniformément par rapport a I, et puisque par la remarque 2.3.8,
0

converge fortement vers v dans LP~1(0,T; erlf ~1(€,)) on déduit que Tj(w;) converge vers
Ty(v) faiblement dans L?(0, T erlop (€4,))- De plus, la convergence de Du,; vers Dv dans

(Lp_l(Qlo))N implique que, quitte a extraire une sous-suite, Du; converge presque partout
vers Dv. Comme DT} (u;) = 1y, |<kyDus, par un résultat démontré dans [10] (Lemma 3.2),
qui affirme que pour presque tout £ > 0

L |<k)y = L{oj<ky  P-p- dans
on déduit que pour presque tout £ > 0
DTy () = DTi(v) p.p. dans @,
et donc pour presque tout £ > 0
a(t,z, DTy (u;)) — a(t,z, DTx(v)) p.p. dans Qy,.

Par la condition (2.6) sur I'opérateur a et 1’estimation (2.100), on a

/ la(t, z, DTo(u) P dz dt < C (2.101)
Q

lo

ol C est une constante indépendante de [. Donc il existe &, € (Lp' (Qlo))N tel que, a une
sous-suite pres

, N
a(t, z, DTy (u;)) — & faiblement dans (Lp (Qlo)) . (2.102)

De plus, le théoreme de Vitali, I'estimation (2.101) et la convergence ponctuelle de DTy ()
impliquent

a(t, z, DTy (w)) = a(t,x, DTy (v)) fortement dans (LY(Q,))", Vg <p'.

Donc on peut identifier & = a(t, z, DT;(v)), et par unicité de v, toute la suite, dans (2.102),
converge.
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Etape 2. On démontre dans cette étape la convergence

=+

lim / / alt,, DTi(w)) - DTe(ur)p(2) d dt
0 JQy,
- / / alt, %, DTi(v)) - DTy(v)p(32) dodt. (2.103)
0 Jay,

Ainsi on aura le résultat demandé. Pour ce faire on reprend 1’égalité (2.99) et on fait tendre

[ vers +o00. D’aprés le Théoreme 2.3.4, u; converge vers v dans L*(0,7T; L'(Qy,)) et Ts
est k-lipschitzienne alors T}, (u;) converge vers Ti(v) dans L*®(0,T; L*(y,)), on en déduit
alors

| TG = [ To)@pa)dn ppose D). (2100

Q2l0
Pour ce qui est du second terme de (2.99), par le Lemme 2.3.3 et Iestimation (2.100), on a

<p—N/(N+1)'

| D[P~ est borné dans L4(Qy,); Vg . (2.105)
p —_—
De la croissance (2.6), il découle alors que
- N/(N+1
a(t, z, Du;) est borné dans (Lq(leO))N; Vg < P /( 0 + )
p R—

Ainsi, a(t,z, Dw) - Dp(3})Tk(u) est équiintégrable dans L'(Qa,). En effet, en prenant

—N/(N+1)

A C Qo

, alors si ¢’ est le conjugué de ¢, c’est-a-dire % + % = 1, pour tout

/ Ja(t, 2, Dw) - Dp(E5)Tiw)| de . < c( / la(t, z, Duy)|? d:cdt)q Ao
A A

< Clalt,z, Du)| v A7

(L9(Qa1))

ou C est une constante dépendant de A, [y, k, N et indépendante de [. De plus, d’apres la
remarque 2.3.8, a une sous-suite pres, Du; converge vers Dv presque partout dans (o,
cela entraine que

a(t, z, Dui) - Dp(3E) Tk (w) — a(t, z, Dv) - Dp(3E)T(v) p-p. dans Q-

Par conséquent, par le Théoréme de Vitali, a(t,x, Dw;) - Dp(3L)Tx(w) converge vers
a(t,z, Dv) - Dp(31+)Tk(v) fortement dans L'(Qa,)- Cette convergence implique d’une part

=400

lim / / a(t, z, Dw) - Dp(55)Th(w) dz dt = / / a(t, z, Dv) - Dp(5)Tk(v) dz dt.
0 Q 0 leo
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D’autre part les conditions (2.4), (2.5) et I'indépendance de v par rapport a x;, impliquent

//Q alt,z, Dv) - Dp(2)Te(v) do dt = //Q 2t %3, Dv) - Dy, p(3) Ty (v) dir it

_ / Dy, - (4t %2, Dv)p(32) Ty ) v
Qo1

car on integre tout d’abord dans la direction x; puis on utilise le fait que p(3) = 0 hors
de (—2lg, 2lo)?. Par conséquent,

lim / / alt, , Dug) - Dp(22)T () dar dt = 0. (2.106)
9

=400 0

En ce qui concerne le terme de droite de (2.99), comme Ty (u;) converge vers Ty (v) faible-
ment dans L?(0, T Wﬁ;’l’o (Q2,)) et presque partout dans g, alors

lim [/ / [T (w)p dxdt-l—/ / 9+ Dy, Ty (w) p(3E )dxdt]
=400 o)) 9]

_ / FT()p(2e) dudt + / / g+ Do Te(0)p(5) dodt. (2.107)
0 Qzlo Q210

On obtient ’analogue de la relation (2.99), avec v a la place de u;, en utilisant S’(r) =
Ty (r)hn(r) et @(t,z) = £(t) dans (2.14'), puis en multlipliant le résultat obtenu par p(3-
et en intégrant sur [—[,[]?, il vient alors apreés avoir passé & la limite en n puis en 0

t)

| To)e)ns) do+ / | % DuT(0) - DTi(0)(3) do e
Qo Qa1

/ [ ) deds+ / | o Dutop)dede+ [ Twolzh) o
9210 QQIO QzlO
(2.108)

D’autre part d’apres I'indépendance de v par rapport a x; et d’apres les conditions struc-
turelles (2.4) et (2.5), on a

aa(t, X2, Dy, Ti(v)) - Dy, T (v) = a(t, z, DTy (v)) - DTi(v)  dans Quq (2.109)

Ainsi, d’apres (2.99), (2.104), (2.106), (2.107), (2.108) et (2.109), il découle

lim / / alt, 7, DTy(ur)) - DTi(u)p(2) d dt
Qo

l—+00 0

:/s /Qm a(t, %0, DTi(v)) - DTi(v)p(2L) da dt.
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Ce qui constitue la convergence (2.103) voulue. Enfin, en utilisant la forte monotonie de a,
de facon classique on obtient alors

DTy (u;) — DTy (v) fortement dans LP(0,7; erlop(Qlo))

2.4 Le cas strictement monotone

A Timage du cas elliptique, on cherche a s’affranchir des hypotheses sur p,q, N des
théoremes 2.3.4 et 2.3.5. En contrepartie, on suppose dans cette section que u et ug sont
positifs, c’est-a-dire

/ f¢dX2+/ g-Dy,0dxy >0; Vo eCX(Q), ¢>0, (2.110)
Q Q

ug > 0. (2.111)
On suppose également que a' = 0, c’est-a-dire
a(t,z,€&) = a®(t, %9, ). (2.112)

En particulier, a est indépendant de x;.
On montre alors des résultats de convergence similaires a ceux obtenus dans le cas
elliptique. Tout d’abord dans le cas variationnel, on montre le résultat suivant

Théoréme 2.4.1 On suppose que les hypothéses (2.2)—(2.8), (2.110), (2.112), f = 0 sont
vérifiées. Alors pour tout 1 < p < 400, pour tout 1 < g < 400 et pour tout lo > 0, on a

w — v dans LP(0,T; erl’op(Qlo)), dans L0, T; L*(Y,)) quand | — +oo.
Puis dans le cadre des solutions renormalisées, on a

Théoréme 2.4.2 On suppose que les hypotheses (2.2)—(2.8), (2.110), (2.112) sont vérifiées.
Alors pour tout 1 < p < 400, pour tout 1 < g < 400 et pour tout ly > 0, on

Ty (w) — Ty (v) dans LP(0,T; W;;f(szlo)), dans LU0, T; L*(Sy,)) quand | — +oc.

Pour montrer ces deux théoremes on suit le méme plan que dans le cas elliptique.
Pour commencer, on prouve les propriétés suivantes vérifiées par u; et v qui utilisent for-
tement le fait que u, uy sont positifs, et 'hypothese (2.112) et dont les preuves reposent
essentiellement sur le principe du maximum.

Proposition 2.4.3 Sous les hypohéses du Théoréme 2.4.1 ou du Théoreme 2.4.2, pour
tout I <1', on a
0 <y <uy <wv p.p. dans Q.
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Par conséquent, a une sous-suite pres, notée également u;, on a
U = Uy p.p. dans (0,7) x R? x w

ol Uy est une fonction mesurable finie presque partout définie sur (0,7) x R? X w. La
fonction u, satisfait la proposition suivante.

Proposition 2.4.4 La fonction us est indépendante de x;.

Démonstration de la Proposition 2.4.3— On prouve cette proposition dans le cas
renormalisée c’est-a-dire f # 0. En effet, si f = 0 alors —div(g) € L” (0, T; W~ (w)) et
la solution renormalisée est aussi une solution faible.

e Puisque p > 0 dans D'(Q;) et ug > 0, alors u; > 0 presque partout dans Q).

e Soit [ < I'. Comme Z,(u;) et Z,(uy) sont des fonctions positives appartenant a
LP(0,T; Wy P(€)) et LP(0,T; WyP(Q)) respectivement, on a (Z,(w) — Zn(up))t €
LP(0,T; W, *(€)), (ot 2t = max(0,z)). Soit & une fonction de W1H°((0,7)) telle que
E(T) =0et £ > 0. On peut donc prendre

1 t+h
=t [ T (Zlw) = Zutur)) ar

(resp- o =1 [ 157 - Zaluw))

et S =S, dans (2.14) (resp. dans (2.14) avec uy a la place de ;). On obtient alors une
relation similaire & (2.58) ou l’on remplace v par u;,

—/ (Zn(ul)—Zn(uy))gotda:dt—i-/ (Z] (w)a(t, x2, Duy) — Z, (uy)a(t,x2, Duy)) - Do dz dt
Qi Qi

—I—/ Zn(w)a(t,x2, Duy) - Duyp dz dt — / Zn(up)a(t,x2, Duy) - Duypp dx dt
Qi Qi
= [ f(Zy(w) — Z,(u))p dz dt + / 9 - Dxyp(Zy(w) — Z,,(ur)) de dt
Qi Qi

+/ g-DXQUZZZ(ul)godmdt—/ g Dy,up Z)! (up)p dzx dt, (2.113)
Qi Q

On fait tendre h vers 0 puis n vers +oo dans (2.113). Tout d’abord comme ¢ est uni-

formément borné en h et |Z)/(r)| = Lin<jri<nt1}, alors par la convergence des énergies il
vient
lim lim inf/ a(t,x2, Duy) - DuZ, (w)e dxdt =0 (2.114)
n—+oo  h—0 Q

lim liminf/ a(t,xe, Duy) - Dup Z (uy)p dzdt = 0. (2.115)
@

n—+oo0 h—0
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D’apres I'inégalité de Holder et ’ellipticité (2.2) de I'opérateur on a

/ g Dy,ui Z) (uy) dz dt‘
Q

<C ( g|” dx dt)
Qi

Alors par la convergence des énergies, il vient

AL
=

P

1 P
(—/ a(t,xo, Duy) - Duy dx dt)
" J{n<uce<2n}

lim lim inf/ g Dy, ui Z (w))p dz dt = 0, (2.116)
@

n—+oo h—0

et de la méme fagon

lim lim inf/ g Dy,up Z] (up)p dx dt = 0. (2.117)
@

n—+oo  h—0

Ensuite, comme ¢ est uniformément borné en h et (Z!,(u;) — Z,,(uy)) converge presque
partout vers 0 quand n tend vers 400 alors par le théoreme de convergence dominée de
Lebesgue

T
lim lim inf/ / f(Z (w) — Z, (uy))p dx dt. (2.118)
0 RYxw

n—>+oo0  h—0
Pour ce qui est du premier terme de (2.113), par le Lemme 2.2.1 et en utilisant la
convergence (2.60), il vient

lin inf — /Q () - Zulur) o (&% / I L) — Zalw) dT) do dt

h—0

> — | &1 (Zn(w) — Zy(uy)) de dt.
Qi

Comme Ty, (r) < k|r| et Z, est lipschitzienne alors Tj(Zy () — Zn (ur)) < kluy—uw| € LHQ))
et ainsi par le théoreme de Lebesgue

n—+oo0 h—0

0 1 t+h
lim lim inf—/ (Zn(w) — Zp(up)) = (5—/ T (Zn(w) — Zn(uy)) dT) dx dt
o ot \"h J,
> — | &T7H (w —up) dzdt. (2.119)
Qi
Pour ce qui est du quatriéme terme de (2.113), la convergence (2.60) implique

lim/ [Z, (w)a(t, x2, Du;) — Z, (up)a(t, xe, Duy)] - Dy dxdt
Q1

h—0

= | [Z](w)a(t,xa, Dw) — Z}(ur)a(t,xe, Duyp)] - DT (Zn(w) — Zn(up))E dzdt.  (2.120)
Qi
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On décompose alors le second membre de (2.120) de la maniére suivante

(2! (w)a(t, Xo, Dur) — Z(u)a(t, %o, Dug)] - DT} (Za(ta) — Zo () )E e di
Qi

= / ﬂ{\Zn(uz)—Zn(uy)ISk} (a(t, Xa, DZn(ul)) — a(t, X, DZn(ul/))) -D(Zn(ul) —Zn(ul/))f dx dt
Q
+/ 14120 (ur)— Zon ) <k} (Zg(wi)a(t, xo, Dug) — a(t, X2, DZn(w1))) - D(Zn(w) = Zn (ur) )€ da dt
Qi

—|—/ ]1{|Zn(ul)—Zn(ull)|§k} (Z;L(ul/)a(t,XQ,Dul:) — O,(t,XQ,DZn(U,l/)))'D(Zn(’U,l) (Ull))f dx dt

Qi

:L1+L2+L3.

En observant que d’apres la définition de Z,, on a Z (u)a(Dw;) = a(DZ,(u;)) presque
partout sauf sur I'ensemble {(¢,z);n < |uw(t,z)] < n+ 1} et en utilisant la convergence
des énergies et la croissance (2.6), on montre, (voir [6] pour les détails), que Ly tend vers 0
quand n tend vers +00. De méme on montre que L3 tend vers 0. Il en résulte donc, d’apres
la stricte monotonie (2.3) de 'opérateur a appliquée au terme Lq, I'inégalité

lim lim [ [Z, (w)a(t,x2, Duy) — Z, (up)a(t,xe, Duy)] - Do dxdt > 0. (2.121)

n—-+o00 h—0 Q

Enfin par la convergence (2.60), il vient

lim [ g Dyo(Z,(w) — Zy(ur)) dz dt
h—0 Q.

=AgDMWam%amw%w> Z)(uv)) da di.

Puis par un raisonnement classique dans la preuve de I'unicité des solutions renormalisées
(voir par exemple [14]), on montre grace a la convergence des énergies que

lim [ g- Dy, T (Zn(w) = Zn(uw))(Zy (w) = Zy () dzz dt = 0,
n—-+0oo Ql
et donc

. . !
n]_l)I_{loo ’111_1)1(1) o g Dy, o(Z) (w) — Z (up)) dz dt = 0. (2.122)

Finalement en injectant les convergences (2.114), (2.115), (2.116), (2.117), (2.118), (2.119),
(2.121), (2.122) dans (2.113), il vient

ftﬁ+(uz —uy)dzdt < 0.
Qi
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Et donc en prenant £(t) = T — ¢, il vient
/ TI:F(U,[ — ’U,ll) dx dt S 0.
Qi

Par conséquent Tv,j (u; — uy) = 0 presque partout dans @, c’est-a-dire u; < uy presque
partout dans Q).

e Enfin, de maniére similaire & ce qui est fait au dessus, en considérant v a la place de uy,
on montre que u; < v presque partout dans Q).

0

Démonstration de la Proposition 2.4.4— On procede de maniére tout a fait similaire
au cas elliptique. On introduit alors les mémes notations. On fixe [ > 0 et pour tout
—1 < h <1, on définit Q% = (0,T)x] — 21 + h,2l + h[x] — 21,21[" ' Xw et on introduit la
fonction vg, définie sur Q% par

vl (t, ) = uy(t,r — he;) p.p. dans Q%

ou e; désigne le vecteur unité e; = (1,0,...,0). Comme dans le cas elliptique, apres de
simples calculs utilisant essentiellement (2.13), (2.14), (2.112), on obtient

1
lim — / a(t,xq, Dvl) - Dvl dx dt =0,
{n<lvg|<2n}NQ,

n—+oo n

—/ S (vh) dxdt—/ ©(0)S (uo) da:—{—/ S" (vh)a(t, xq, Dvl) - Dvbo dx dt
@ v Qi

+/ S'(vh)a(t,x9, Dv) - Dodxdt = [ fS'(vh)pdz dt
@ @

+/ g-DXQQOSI(Ugl)dJSdt-i-/ g-Dmvng"(vgl)godxdt, (2.123)
Q Q

pour tout S € W?*®(R) avec S’ a support compact, pour tout ¢ € C2([0,T) x () tel
que S'(vl)p € LP(0,T; W, *(€)). De maniére approximative, cela signifie que v est une
solution renormalisée de
a;—fl —div[a(t,x9, Dvl)] = p  dans (0,7) x O
vh 0 sur (0,7) x 0%
vh(t=0) = wuy dans .

Par des arguments déja utilisées dans la preuve de la Proposition 2.4.3, essentiellement des
techniques d’unicité, en utilisant (2.4) et (2.123), on montre que

/ ﬁ+(ul —ul)dr =0, pp.te(0,T).
v
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Il en découle alors que u; < vk presque partout dans ;. En faisant tendre [ vers oo dans
cette inégalité, cela implique

Uoo(t, ) < u(t,z — her) p.p.dans (0,7) x R? xw; Vh eR

Ainsi
Uoo(t, T) = Ugo(t,x — hey) p.p.dans (0,7) x R! x w; Vh eR
De maniere identique, on obtient pour tout 2 =1,...,¢q
Uoo(t, ) = Ugo(t,x — he;)  p.p. dans (0,7) x R? x w; Vh € R,
oune; =(0,...,0,1,0,...,0). Ces égalités impliquent que u, est indépendant de x;.

O

Démonstration du Théoréme 2.4.1— La preuve se décompose en trois étapes. Dans
’étape 1, on donne une estimation de u; dans L>(0,T; L?(€,)) et dans L?(0, T; er;op(Qlo))a
on en déduit alors la convergence de u; vers u,, dans des espaces convenables. Dans I'étape
2, on montre que u; converge Vers U, fortement dans L?(0, 7 erlop (©4,)). Enfin dans la

derniére étape, on montre par un raisonnement d’unicité que s = v.
Etape 1. On prend pf(31)w; comme fonction test dans (2.1), d’apres (2.2), (2.6) avec la
Proposition 2.4.3, on obtient pour presque tout s € (0,7),

| ke e dsva [ [ 1Dupr(y) ds i
1] 0 Q210

p P’ x1
< 19l gy ( | ) de dt)

2pA 1y, p1x x
2 /Q (by + | Duy|PHwp? 1(ﬁ)dacdt+/Q |uol P (3) da. (2.124)
2l i

P

+

21y

Comme p > 1 alors p?> > p et donc pp2 < pP car 0 < p < 1. L’inégalité de Holder donne

alors
/ DuP o () do dt < / o da dt / Dug? P (21) d dt
Q21 Qa1 Q21

On applique alors I'inégalité de Young dans (2.124), il vient alors

1
Y

[SAE

[ @G dra [ [ puppGsasc, ppose)

ot C' est une constante indépendante de [ et de s. Puisque ,0(;‘710) = 1 dans [—lo, lo]?, il
découle que

/ \ul\2(s)dx+// |Dw|P dxdt < C, p.p.se€(0,7),
, 0 Jay,
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ol C est une constante indépendante de [. Par conséquent u; est bornée dans LP(0, T} Wﬁl’p (€2))
0
et dans L>®(0,T; L*(€,)). Ainsi, & une sous-suite prés, notée également u;, on obtient

U — Uy faiblement dans LP(0, T WFI;OP(QIO)); p.p. dans Q. (2.125)

Et comme u; — uo, presque partout dans @, avec u; borné dans L*(0,T; L*(€,)) alors
par le théoreme de Vitali, pour tout 1 < ¢ < 400.

U — Uy fortement dans L9(0, T; L*(§,)). (2.126)

Etape 2. Avec les convergences (2.125) et la stricte monotonie de I’opérateur a, on peut
adapter les techniques utilisées dans [13], [15] pour montrer qu’a une sous-suite pres, Du; —
Du, presque partout dans (). On va montrer que Du; est p-équiintégrable dans Q).
Pour cela on utilise v, p(;%) comme fonction test dans (2.1) pour obtenir pour presque tout
s € (0,T)

[ i [ [ ot Du) - D) e
2lp 2lg
1 S
sor [ altxe D) - Do) s
2[0 0 9210
:// g'szulp(;‘Tt))d:cdt—l-/ ugp(;%)da:. (2.127)
0 JQy, Qa1

D’aprés la Proposition 2.4.3, pour presque tout s, u?(s, ) < v?(s, ), orv? € L*(0,T; L' (y,))
donc v(s,-) € L*(€Y,)). Et comme u; converge presque partout vers u, alors par le théoréme
de Lebesgue

/Q ulz(s)p(;‘Tlo) dr — uoo(s)2p(;%) dz, p.p.-se€(0,7). (2.128)
209

Q?lo

D’apres (2.6), a(t,xq, Du;) est borné dans (L”'(Qlo))N donc converge faiblement dans cet
espace, la convergence presque partout des gradients Du; vers Du., permet d’identifier la
limite et donc d’obtenir

, N
a(t,xo, Du;) — a(t,x, Dus,) faiblement dans (Lp (Ql0)> : (2.129)

Ainsi, en utilisant également les conditions structurelles (2.4) et (2.5)

lim / / alt, %, D) - (Dp) (32) g d
0 9210

=400

:/O/Q ai(t, X2, Do) - (D, p) (35) oo d dt = 0. (2.130)
200
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Pour le second membre de (2.127), comme Du,; converge vers Du,, faiblement dans

(L7 (Q,))"™, on a

lim / / g-DX2ulp(;‘Tl)dxdt:/ / 9 Dy, ueop(5) d dt. (2.131)
=400 Jo Jay, 0 0 Jay, 0

Ainsi, en rapprochant (2.127), (2.128), (2.130) et (2.131) il vient, pour presque tout s €
(0,7)

lim / / a(t, x2, D) - Dy p(3}) dz dt
9210

z/ / 9+ Dxyucop(35) dx dt+/ ugp(;%) dz —/ uzo(s)p(;%) dz. (2.132)
0 JQy, Qaig Qo

D’autre part, on prend uxp(3}) comme fonction test dans (2.1), on obtient

0 s
/ < 8721 uoop( > dt +/ /Q a(t, X9, Duy) - D p(;cho) da dt
2lg

// a(t, xe, Duy) - (Dp)(3t) oo dx dt = // 9 Dxyucop(3L) dzdt. (2.133)
2l0 Qo Qa1

Comme 6671’ = div(a(t, X2, D)) — div(g) et comme a(t, X, D) est borné dans (L¥' (Qlo))N

!
alors % est borné dans ¥ (O,T; (Wlllop (Qlo)> >, donc converge faiblement dans cet es-

pace. Grace a la convergence (2.125), on identifie cette limite comme étant ‘9’5—?. On en
déduit alors

8’(” 8“00
[ (Gnsntiy) ae [ (O untip)) at
= / ugop(;%)dx—/ ugp(;‘Tlo)dx.
Qo Qaig

Les autres termes de (2.133) passent aisément a la limite en utilisant la convergence (2.129).
Le résultat obtenu combiné avec (2.132) donne finalement (on prend s = T')

lliin a(t, xe, Dug) - Duy p(3) da dt = / a(t, X2, Dus) - Duco p(31) dz dt.  (2.134)
—+00
Q214 Q214

Par conséquent, d’apres la convergence (2.134) et puisque a(t,xo, Du;) - Dulp(;%) est une
suite de fonctions positives qui converge presque partout vers a(t,Xs, Do) - Duoop(;‘Tlo),
une application classique du Lemme de Fatou donne

a(t, x2, Dug) - Dup(3t) — a(t,x2, Dueo) - Ducop(3)) fortement dans L' (Qq,)-
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Et le fait que p(;‘Tlo) = 1 sur @, implique
a(t,x2, Duy) - Du; — a(t, X2, Dug) - Dus  fortement dans L(Q,)-
Cela entraine que a(t,x2, Du;) - Du; est équiintégrable dans L'(Q;,). Alors la condition
d’ellipticité
a|Dy P < a(t,x2, Dug) - Dy, p.p. (,2) € Qu,

implique que Du; est p-équiintégrable sur ();,. Par conséquent, d’apres la convergence
presque partout de Duy, le théoreme de Vitali entraine que

Du; — Dugy, fortement dans (L2(Qy,))"

Etape 3. Soit ¢ € C®(R?), 1 > 0, alors la fonction 1 (us — v) € LP(0,T; Wy (€;)) pour
un certain [ > 0, on peut donc l'utiliser comme fonction test dans (2.1). On fait tendre
également [ vers 4o0, il vient

/Os <ag—t°°, (Yoo — v)w> dt + /05 /quw a(t, X2, Duog) - D((teo — v)¥) dx dt

:/ / g Dy, (oo —v)0dxdt, p.p.s€ (0,T). (2.135)
0 JRIXw

Or d’apres les conditions structurelles (2.4), (2.5) et (2.112),

/s / a(t, X2, Do) D((tieo—v)¥) du dt = /s / a% (t, X2, Do) Dy, (Uoo—v)¥) da dt
0 JRIxw o Jrove D D
/o /wa a%(t,x% D) - Dy, ((thoo — v)1p) dx dt  (2.136)

et le premier terme du second membre de 1’égalité ci-dessus est nul car u. et v sont
indépendants de x;. D’autre part, on prend uy, — v comme fonction test dans (2.9), on
mutliplie par ) et on integre sur R?, il vient

$ /9 $
/0 <a_ll_;7 (uoo - U)1/J> dt + / /quw a%(t, X9, D’U) . DX2((uOO - ,U)d)) dz dt

// Dy, (oo — v)0dzdt, pp.se(0,T). (2.137)
quw

En soustrayant maintenant (2.135) et (2.137) et en utilisant également (2.136), il vient
alors

[ mmopvdss [ (630050, Do) = 3t 50 D) D= ) it =0
R xw 0 R xw

Et par la stricte monotonie (2.3) de a et du fait que ¢ > 0, il vient (uy, — v)? = 0,
c’est-a-dire u,, = v pour presque tout (¢,x2) € (0,7) x w
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O

Démonstration du Théoréme 2.4.2— Pour simplifier la démonstration on supposera
que g = 0 mais elle reste bien évidemment valable pour g # 0. La preuve s’effectue en trois
étapes. Dans ’étape 1, on obtient des estimations sur T (u;) dans L?(0,T; Wélop (Q,)) et
sur u; dans L*°(0,T; L' (€;,)) ce qui en particulier implique la convergence faible de T}, (u;)
vers Ty (uoo). L'étape 2 est consacrée a la preuve de la convergence forte des troncatures .
Enfin, dans ’étape 3, on montre que uy, = v en établissant que u, et v satisfont les mémes
équations dans R? x w, et par unicité on identifie u., et v.

Etape 1. D’apres la preuve du Théoreme 2.3.5 (voir (2.100)), on sait que pour tout [y > 0,
k > 0, Ty(u;) est borné dans LP(0, T} Wﬁlf(Qlo)) Ainsi, a une sous-suite pres, encore notée
u;, on obtient

Ty(w) — wg  faiblement dans LP(0, T W%;f(Qlo))Q p.p. dans @y, (2.138)

oun w, € L*(0,T; WFII’OP(QlO)). Avec le fait que u; — uy presque partout dans @, par
continuité de T}, on identifie wy = Ty(uw) et donc Ty(us) € LP(0,T; erlop(Qlo)) De

(2.100) et de I'inégalité T (r) > k|r| — %, on déduit également que u; est borné dans
L>®(0,T; L' (£,)). Donc d’apres la convergence presque partout de u; vers uy, et le théoréme

de Vitali, on en déduit la convergence
U} — U fortement dans LI(0,T; L' (), V1 < g < +oo.

Etape 2. Tout d’abord, avec les convergences (2.138) et la stricte monotonie de 'opérateur
a, on adapte les techniques utilisées dans [13], [15] au cadre des solutions renormalisées
pour montrer que Du,; converge presque partout vers Du,. Ainsi comme a(t, X9, Duy) est
borné dans (L9(Qy,))" (voir (2.105)), pour tout ¢ < ’%, alors d’apres le théoreme
de Vitali, il découle

—N/(N+1
a(t,xs, Dug) — alt,xa, Duo,)  dans (L9(Qy,))" ; Vg < £ p/£ 1 * ).

(2.139)

1 t
Soit & € WhH*((0,T)), tel que £ > 0 et £(T) = 0. On utilise p = fp(;Tlo)E/ Ty (uso) dr
t—h

et S = S, dans (2.14), en posant us(t) = wug,; pour ¢ < 0, oll ug; est une suite de
fonctions de C2°(w) convergeant vers ug. On obtient, en utilisant également le fait que

supp(p(3)) C [—2lo, 2lo]’,

— / (Sn(w) — Sn(wo))ps dx dt + / a(t,xq, Duy) - DS (u;) dx dt
Q21 Q219

+/ a(t,x2, Duy) - DwS; (w)p dx dt = IS () dz dt
Q21 Q21

+ / g+ Dy,w S (w) dz dt + / g - Dy, #S) (u;) dz dt. (2.140)
Q21 Q

21y
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On fait tout d’abord tendre [ — +o0, puis A — 0 et enfin n — +o0o dans (2.140). Tout
d’abord pour le premier terme de (2.140), comme d’apres la Proposition 2.4.3, |S,(u;)| <
v € L'(Qa,) et Sp(u;)) — Sp(us) presque partout dans Qg,, et comme ¢, est bornée
uniformément en [ alors le théoreme de Lebesgue implique que quand [ — 400

—/Q (Sn(u) — Sp(wo))prdzdt — — o (Sn(teo) — Sn(ug)) e dz dt.

En observant que pour 2n > k, T o S,, = Ty, alors par le Lemme 2.2.2 et en utilisant la
convergence

1 t
E/ . ndr — n fortement dans LP(0, T; W, (Q;)) (2.141)
t—

pour toute fonction n € LP(0,T; W, *(€)), il vient

L w0 (1
jginoohr}llljélp (— /Quo (Sp(too) — Sn(uo))p(%)a <£E /t_h Ti(too) d7'> dx dt)

< — [ &(Ti(Sn(uce)) — Ti(Sn(uo)))p(35) dedt (2.142)

Enfin, comme d’apres la Propositon 2.4.3, on a Ti(S,(u)) < kjv| € L'(Qu,) et comme
Sp(r) — r, alors le théoreme de Lebesgue permet de passer a la limite quand n — 400
dans le second membre de (2.142) pour finalement obtenir

lim lim limsup lim (—/ (Sn(ug) — Sp(ug))ps dx dt)
Qa1

n—+00 j—>+00  p_yg I—+o0

< - o &(T(w) — Ti(uo))p(3L) d dt (2.143)

Notons que tous les autres termes de (2.140) sont indépendants de j, on n’aura donc pas
a traiter la convergence j — +o0o. Pour ce qui est du second terme de (2.140), d’apres la
convergence (2.139) et le théoreme de Lebesgue on a

_P=N/(N+1)

S) (u)a(t,x2, Du) — S, (uso)a(t, Xa, Dus) dans (Lq(leO))N; Vg -

D’autre part, d’apreés (2.6), (2.100) et en utilisant le fait que supp(S},) = [—2n,2n], on a
S (uy)a(t, x2, Duy) = S;(w)a(t, xe, DToy (1))

, ’ N . . N . .
borné dans (L” (leo)) . Ainsi quitte a extraire une sous-suite,

, N
S; (w)a(t,x2, Dug) = S) (Ueo)a(t, X2, Duy) faiblement dans (L” (leo)) ,
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et donc
lim a(t,xa, Duy) - DpS) (w;) dz dt = / a(t,x2, Do) - DS, (u) dz dt.
I=+o0 Q21 Q21

Ensuite, d’apres la définition de ¢, et en utilisant la convergence (2.141), on a

im [ a(t, %, Dus)- DS () da dt = / 0(t, %2, Dttoe) DTi (100) ', (o0 p(21)€ dv
Qa1

+/ a(t, X2, Duco) - Dp(5) Sy, (too) Tk (uco)€ dz dt.  (2.144)
Qi

Or d’apres les conditions de structure (2.4) et (2.5) de I'opérateur a, et le fait que uq est
indépendant de x5

%2, D) - Dp(3) S (1o0) Te1to0)€ = D, - (62152, Drta) o35 o) it )€
donc par la formule de Green
|| altxe, Du) - Dp(32)S, (o) Tu(un)¢ dadt = .
Q21

Pour l'autre terme du second membre de (2.144), on utilise le fait que pour n > %,

a(t, X2, D) - DT(teo) S} (too) = a(t, Xo, DTy (o)) - DTk (too), pour obtenir finalement,
lim liminf lim a(t,xe, Duy) - DS, (u;) dz dt
n—+o00 h—0 I—=400 Qa1

= /Q a(t, X2, DT} (uoo)) - DT (o) p(ZE)€ d . (2.145)

Par le théoreme de Lebesgue et la convergence (2.141), on obtient

lim liminf lim IS (u)pdx dt = T Tk (too) p(3-)€ d dt (2.146)
n—+o0o h—0 I[—+oo Qa1 Qa1 0
lim liminf lim g Dy, ¢S] (w;) dz dt = / 9 Dy, Ti(uoo) p(5 ) dx dt.  (2.147)
n—4+00 h—0 [—+oo Qatg Qa1 0

Pour traiter les termes restants de (2.140), on montre tout d’abord que pour tout £ €
Wheo((0,T)), tel que £&(T) =0, on a

1
lim lim —/ a(t, x2, Duy) - Dugp(3)€ dz dt = 0. (2.148)
{n<lw|<2n}

n—+oo l—+oo N
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Pour cela on prend ' = (T, — Tp)hi €t ¢ = ¢p(35) dans (2.1), on fait tendre m vers
+00 et on obtient, en utilisant le fait que S)(r) = %ﬂ{ns‘r‘sgn}

- /Q | 6o ((Fon(w) = ) = (Ton(0) = (o)) pl35)

1

+ —/ a(t, x2, Duy) - Dugp(3E)€ dz dt
" J{n<u|<2n}

1
+ [ altxe, Du) - Do) (Ton(u) = T ()€ o
QZIO

1 1
— [ e Tl) ~ TafuoG)e dode+ - [ g+ Deup(ZL)E dudt. (2.149)
Quy " Jn<ju|<2n}

D’apres I'inégalité de Young, puis l'ellipticité (2.2) de l'opérateur a, on a pour € > 0

1 1 )
- 9 Doupl3p)edudi < Coe [ IgP pl5h)6 do d
" J{n<|u|<2n} " JQua,

1

+ e—/ a(t, x2, Duy) - Dugp(35)€ dz dt.  (2.150)
" J {n<u|<2n}

On prend € = 1, on injecte (2.150) dans (2.149) et on fait tendre ! vers +oo, par des argu-
ments de convergence déja vus, essentiellement basés sur la Proposition 2.4.3, la conver-
gence (2.139) et le Théoreme de Lebesgue, il vient alors

- /Q | 6o (Ton (o) — Tultno) = (Fon(i0) — Tuluo))) p(35) v

1

+ lim —/ a(t,x9, Duy) - Dugp(a+)€ dx dit
I—+00 21 {n<|u|<2n} ( ’ ) (2l0)

1
+ [ altxe, Dus) - Dpl3h)y: (Tin ) = Talun) da
Q214

1 1 /
— [ Tone) ~ Tawa)p () dndt + C [ gl p(z)ednar. (2.151)
Quy ™ " JQu,

On fait tendre maintenant n vers +oo dans (2.151). En utilisant le fait que %(Tgn —T,) et
L (T, — Ty,) tendent vers 0 presque partout, avec

L@ =T <irl, vrer, | L@ - 1)

- <1
n n

bl

et que uy € L'(Qy,) alors par le théoréme de Lebesgue toutes les intégrales de (2.151)
tendent vers 0, excepté la deuxiéme pour donner finalement la convergence (2.148) voulue.



80 Chapitre 2. Probléemes paraboliques

Revenons a 1’égalité (2.140). Pour le troisitme terme, d’aprés la convergence (2.148) qui
vient d’étre montrée, le fait que || < k et que S} () = ~1 < <20} ON a clairement

lim liminf lim a(t,xe, Duy) - DS, (u;) dz dt = 0. (2.152)

n—+oc h—0 [—+o0 Qo
0

Enfin pour I'avant-dernier terme de (2.140) on a par I'inégalité de Young

/ g - Dy,w; S (w)p dz dt
Q21

k1 ) k1
< _/_/ ¢° dx dt + ——/ a(t, xe, Duy) - Dugp(3t) dz dt,
D@y, P Jin<|u|<2n}nQa,
et donc par la convergence (2.148)
lim liminf lim g+ Du,S! (u)p dx dt = 0. (2.153)

n—+oo h—0 [—4o00 Qo
0

0

En injectant finalement les convergences (2.143), (2.145), (2.146), (2.147), (2.152) et (2.153)
dans (2.140), il découle

- o & (Ti(uoo) — fk(uo))p(;‘Tlo) dx dt + /Q a(t, x2, DT} (uco)) - DT (uco) p(55)€ d dt

> [ ihupGpedsdi+ [ g DuTiunpl3h)édudr. (2150
Q21 Q219

Maintenant on prend S'(r) = Tj(r)h,(r) et ¢ = {p(3) dans (2.14), et on fait tendre n
vers 400, pour obtenir

- (T (ug) — Tk(uo))p(;%) dx dt + / a(t, x2, Dup) - Dp(3E) T (w)€ dz dt
Q21 Q215
+ [ altxe, DTy(w)) - DTy(u)o(35)¢ do e
Q214

— [ ineGedede+ [ g DuTu(w)p(3)s ot
Q214 Q214

On fait tendre [ vers +oo et par des arguments déja rencontrés auparavant il vient

— | &(Tiluso) — Ti(uo))p(2L) dz di-+ lim a(t, xa, DTi(w)) - DTy (ur) p( 3L )€ da dit
Q21 % Qag
~ [ hupededts [ g DuTiun)p()Edodt. (2159)

Q21 Q21
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En combinant alors (2.154) et (2.155), il découle

lim a(t, xe, DTy (w;)) - DTy (wi)p(31t)€ dz dt

=400 QQIO

< [ alt,xa, DTi) - Dli(uoc) o3 )€ .
Qa1

Par conséquent, d’apres la convergence précédente et puisque a(t, xo, DT (ui))- DTy (wi) p(35)€
est une suite de fonctions positives qui converge presque partout vers a(t,xa, D7) (ux)) -

DTy (uco)p(355)€ dans Qa,, une application standard du lemme de Fatou donne

a(t,xe, DTy (uy)) - DTk(ul)p(;‘T;)f — a(t, X9, DT (teo)) - DT (Uoo)p(Z1)€,  dans L'(Qay,).

2lo
Le fait que p(3}) = 1 dans @, implique
a(t,xo, DTy (w;)) - DTy (w)€é — a(t,xg, DTy (o)) - DTk (uso)€, dans L'(Qy,)-
pour tout & € WH*((0,7)) tel que £ > 0 et £(T) = 0. Quitte a reconsidérer les équations
(2.1) et (2.9) pour t € (0,7"), ou T" > T, et & prendre £ € WH*°((0,T")) avec £ = 1 sur
(0,T) et £&(T") = 0, on montre alors que
a(t,x9, DT (w)) - DTx(w) — a(t,x2, DTy (tus)) - DTk (uo), dans L'(Qy).
Cela entraine que a(t,xo, DTy (u;)) - DTy (u;) est équiintégrable dans L'(Q,,). La condition
d’ellipticité
a|DTy(w)|P < a(t,x9, Du;) - DTg(w;), p.p. (t,x2) € (0,T) X w

implique alors que DTy(u;) est p-équiintégrable. Par conséquent, la convergence presque
partout de DTy (u;), le théoreéme de Vitali entrainent que pour tout I > 0, pour tout k& > 0

DTy (u;) — DTy (uso) fortement dans (L2(Qy,))". (2.156)

Etape 3. On prouve tout d’abord que u, est, de maniére grossiere, solution renormalisée
de
Yo _ divla(t,x2, Duss)] = f—divx, g dans (0,T) x R? x w

U = 0 sur (0,7) x R? X Ow

Uso(t =0) = g dans w.

Tout d’abord d’apres (2.138), Ty (u) € LP(0,T; WE;OP(QZO)), pour tout lp > 0. Soit ¢ €
Ce([0,T) x R? x w) et Z € W?*(R) avec Z' & support compact. Comme supp(z)) est
compact dans [0,7) x R? x w, alors pour [ suffissamment grand ¢ € LP(0, T’ Wol’p(Ql)). On
peut donc alors prendre ¢ = 15 tt+h Z'(uxo) d7 et S = S, dans (2.14), pour obtenir

- / ©1(Sn(u1) — Sn(uo)) dx dt + / a(t, xg, Duy) - DSy (up)p d dt
Qi Qi

+ / a(t,xq, Duy) - DS, (w) dzdt = | fS; (w)pdxdt
@ @

+ / g+ Dy,uw S (u;) dz dt + / g+ Dy, oS, (u) dz dt.
@ Qi
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On fait tout d’abord tendre [ vers +o0o, puis h vers 0 et enfin n vers +o00. Par des arguments
similaires & ceux utilisés pour passer a la limite dans 1’égalité (2.140) (ou T} est remplacé

par Z' et {p(3}) par ¢), on obtient

T T
— / Ui(Z(Uoo) — Z(ug)) dx dt + / / a(t, X2, Duge) * Do Z" (t0o)) da dt
0 R xw 0 R9 xw
T T
+ / / a(t,Xo, Do) - DY Z' (uo) dz dt < / / [Z' (ueo)th dx dt
0 R2xw 0 R9xw

T T
+ / / gD, 07 (uy) dx dt + / / 9 DyusZ" (uo)t dxdt. (2.157)
0 R xw 0 R? xw

On obtient I'inégalité inverse, en prenant ¢ = 13 ftt_h Z'(ux) d7 et S = S, dans (2.14), et
donc on a I'égalité

T T
- / Ui(Z (too) — Z(ug)) dx dt + / / a(t, X2, Duso) - Do Z" (too )t dx dit
0 R9 xw 0 R2xw
T T
+ / / a(t,xo, Ds) - DY Z' (us) dx dt = / / 7 (ueo)tb dz dt
0 RY xw 0 R xw

T T
+ / / g+ Dy, 0 Z' (us) dx dt + / / 9 Dy,usZ" (ueo)tb dx dt, (2.158)
0 R9 xw 0 R9 xw

pour tout ¢ € C2([0,T) X R? X w) et Z € W?*(R) avec Z' & support compact. Enfin,
d’apres (2.148), en utilisant la convergence (2.156) et le fait que p(3L) = 1 sur [—lo, o]

1
lim —/ a(t, xq, Duy) - Dw§ dz dt = 0, (2.159)
{n<lur|<2n}nQi,

n—+oo N
pour tout & € Wh°((0,T)) tel que £ > 0 et £(T) = 0. Encore une fois, quitte & reconsidérer

les équations (2.1) et (2.9) pour t € (0,7"), ou T" > T, et & prendre £ € W1°((0,T")) avec
& =1sur (0,7) et £(T") = 0, alors de (2.159) il découle la convergence des énergies

lim —/ a(t, X9, Duy) - Duydx dt = 0. (2.160)
{n<lu|<2n}NQy,

Ce qui implique en particulier avec I’équation (2.158), de maniére classique

lim a(t,xa, Du;) - Du;dx dt = 0. (2.161)

= H0 Jin< | <n+1}NQy,

Reste a prouver maintenant que u., = v. Pour cela on utilise des techniques d’unicité. Soit
¢ € C2(RY), £ € WH((0,T)) tel que ¢ >0, £ >0, £(T') = 0. On pose

1 t+h
Y= fﬁ/t Ti(Sn(teo) — Sp(v)) dr.
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On prend Z = Z, (on rappelle que Z, =1 — |T,11 — T,|) et ¥(t,x2) = ¢(x1)9(t,x2) dans
(2.158). Puis on prend S = Z,, et ¢ dans (2.14"), on multiplie par ¢, on intégre sur R? et
enfin on fait la différence de ces deux identités pour obtenir

_/T/quw 01(Zon(ttos) — Zn(v))$ da dit+

/ / a(t,Xo, Do) Do Z1 (U0 )0 ¢ d dt— / / a3(t, Xz, Dy,v) Dy, v Z" (v)p ¢ dx dt
R9 xw

RIxw

+ / [ (altxs, Duw) Zy) = alt,xa, Do) Z40)) - D da
T RYI xXw T
// a(t,xg,Duoo)-DqﬁZ;(uoo)godxdt:// f(Z (uso) — Z) (v))p ¢ dx dt
RI xw R4 xw
: )(2 [e's) ZI dx d sz OOZ 0o dx d
[0 Dzt - Zisdears [ g Do e

—/ / g-DvZ(v)p pdrdt. (2.162)
0 RZxw

D’apres les conditions de structure (2.4) et (2.5), 'indépendance de u,, v par rapport
a x; et les formules de Green, on obtient

T
/ / a(t, X2, Do) - DPZ,, (ueo)p dz dt = 0.
R xw

On fait tendre h vers 0 puis n vers +o0o. Tout d’abord comme ¢ est uniformément borné
en h avec supp(¢) C [0,T) x €, pour Iy assez grand, et |Z))(r)| = L{n<|r|<nt1}, alors par
la convergence des énergies il vient

T
lim lim inf/ / a(t,Xo, Do) * DuooZy (Ueo)p ¢ dzdt = 0 (2.163)
RIxw

n—+oo h—0

T
lim lim inf/ / a5(t, xg, Dy,v) - Dy, vZ" (v)p ¢ dx dt = 0. (2.164)
R xw

n—+oo  h—0

D’apres l'inégalité de Holder et ellipticité (2.2) de 'opérateur on a

T
/ / 9+ DxyucoZy (uco)p ¢ dz dt
0 R xw

T ’ ]% 1 s
<C (/ / lg|P dx dt) (—/ a(t,Xo, Duy) » Dug dx dt)
0 R x w n {nfuooSQn}

Alors par la convergence des énergies, il vient

n—+oo h—0

T
lim lim inf/ / 9 DiyuooZ) (Ueo) o ¢ dz dt = 0. (2.165)
RIxw
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De méme

T
lim lim inf/ / g-D,vZ] (v)p pdxdt = 0. (2.166)
RIxw

n—+oo  h—0

Ensuite, comme ¢ est uniformément borné en h et (Z) (us) — Z,,(v)) converge presque
partout vers 0 quand n tend vers +oco alors par le théoreme de Lebesgue

lim liminf/ / [(Z (uso) — Zy (v))p ¢ dx dt. (2.167)
R9 xw

n—+oo  h—0

Pour ce qui est du premier terme de (2.162), par le Lemme 2.2.1 et en utilisant la conver-
gence (2.60), il vient

i ipt — [ ' | (@) - 200 (g% / L Zalot) — Zu(0) d¢) pdu dt
—/OT/quwiftTk(Zn(uoo) — Z,(v))pdzdt. (2.168)

Comme 0 < Ty(r) < k|r| et Z, est lipschitzienne alors Ty(Zn(too) — Zn(v)) < k|uc — v| €
L' (@) et donc par le théoréme de Lebesgue

t+h
Jim_Timinf - / /R 1)~ Z(0) o (53 / Tk(Zn(uoo)—Zn(v))dT)qsdxdt
—// &T(uoo — v)pdrdt. (2.169)
0 RYI Xw

Pour ce qui est du quatriéme terme de (2.162), la convergence (2.60) implique

T
lim / / (7! (us0)alt, 2, Dutac) — 7' (v)a(t, %2, Dv)] - D 6 dar dlt
R4 xXw

= [ [ Zu)attxe, Du) = Zu(w)alt,x0, DO)- DI(Zo ) = Zul0))66 da .
‘“ (2.170)

On décompose le second membre de (2.170) de la maniére suivante
[ [ 1 uatt o, D) = Z00ate, 0, D) DTu (i) ~ Zn(0))e
Ra xw

_/{Z( o )\<k}( a(t, X2, D Zn(tso)) — a(t, X9, DZn(v))) - D(Zn(too) — Zn(v))E dz: it

+/ (Z:z (uoo)a(ta X2, Duoo) - a(t, X2, DZn(uoo)))D(Zn(uoo)_Zn (U))§¢ dx dt
{1Zn(uco)=Zn(v)|<k}

+ / (ZL(0)alt, X2, Dv) — alt, s, DZu(v))) - D(Zn(tioe) — Zu(v))E6 da
{1Zn(uoo)—2Zn(v)|<k}

:L1+L2+L3.
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En observant que d’apres la définition de Z, on a Z] (uw)a(Du) = a(DZ,(ux)) presque
partout sauf sur ’ensemble {(¢,2);n < |ux(t,2)| < n+1} et en utilisant la convergence des
énergies on montre, (voir [6] pour les détails), que Lo tend vers 0 quand n tend vers +oc.
De méme on montre que L3 tend vers 0. Il en résulte donc, d’apres la stricte monotonie
(2.3) de l'opérateur a appliquée au terme L;, I'inégalité

T
lim lim/ / [Z) (uoo)a(t, X2, Dus,) — Z) (v)a(t, x2, Dv)] - Dp ¢pdxdt > 0. (2.171)
0 RIxw

n—+o00 h—0

Enfin par la convergence (2.60), il vient

T
i [ [ g Dap(Zyun) = Zie)dad
0 R2 xw

= /O /qu 9 Dy, Ti(Zy(uso) — Zn(v))(Z;(uoo) _ Z:L(U))qﬁ dr dt.

Puis par un raisonnement classique dans la preuve de I'unicité des solutions renormalisées
(voir par exemple [14]), on montre que

T
lim / / 9+ Dy, Te(Zn (o) — Zu(0))(Zh(unc) — Z1(v))$dz dt = 0,
n—>+00 0 Rg xw

d’ou

n—-+oo0 h—0

T
lim lim/ / g Dy, o(Z)(ueo) — Z,,(v))pdz dt = 0. (2.172)
0 RIXxw

Finalement, en injectant (2.163), (2.164), (2.165), (2.166), (2.167), (2.169), (2.171) et
(2.172) dans (2.162) il vient

T
—/ / T (oo — V) dx dt <0,
0 RIXw

pour tout & € WH*((0,7)), ¢ € C>(R?) tels que £(T) = 0 et ¢ > 0. On choisit alors
£(t) =T —t, pour obtenir

T ~
/ / Ti(Uoo — V) dxdt <0,
0 Ra xw

et donc comme T}, > 0, alors Tk(uoo —v) =0, cest-a-dire vy, = v.
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Deuxieme partie

Problémes d’unicité pour les
systemes de Boussinesq






Chapitre 3

Le systeme

Soit 7" > 0 et Q un ouvert borné de RY, N = 2. On étudie le systéme de Boussinesq
suivant :

2—1: —Au+u-Du+Dp=F(f) dans (0,7)x (3.1a)
div(u) =0 dans (0,7) x 2 (3.1b)

% —AO+u-Df=|Dul* dans (0,T) x Q (3.1¢)
u(t=0) =ug, 6(t=0)=0 dans Q (3.1d)
u=0, #=0 sur (0,T)x 0N (3.1e)

Pour tout ¢ € (0,7), on pose @Q; = (0,t) x Q. Le systéme de Boussinesq est un systéme non
linéaire d’évolution dérivant de modeles de mécanique des fluides. Les inconnues sont :

o la vitesse du fluide, u : Q7 — RY

e la pression p: Qr — R

e la température 6 : Q) — R.
L’équation (3.1a) est ’équation de conservation de la quantité de mouvement. Tandis que
Péquation (3.1c) est 1’équation de conservation de I’énergie, ou ’énergie est ici une fonc-
tion linéaire de la température. La viscosité du fluide est supposée constante égale a 1.
Dans le cas de fluides compressibles, la densité n’est a priori pas constante. Cependant,
dans le cadre de ’approximation de Boussinesq, on peut se ramener a supposer qu’elle
est constante sauf dans les termes de force de gravité. Cela justifie I’équation (3.1b) et la
présence du terme F'(f) dans I’équation (3.1a), ou F'(f) est une force de gravité propor-
tionnelle a des variations de densité qui dépendent de la température. Le second membre
de (3.1c), représente 'énergie de dissipation. On impose pour u et 6 des conditions de
types Dirichlet (3.1e et les conditions initiales (3.1d). On pourra trouver la justification de
ces hypotheses dans [43] et [4]. Le systéme de Boussinesq (3.1) résulte donc d’un couplage
fortement non linéaire des équations de Navier Stokes (équations (3.1a) et (3.1b)) et de
I’équation de la chaleur (équation (3.1c).
Des systémes non linéaires similaires ont étudiés dans [1], [2], [24], [27], [34]. Dans [24],
Climent, Fernandez-Cara et Lions montrent des résultats d’existence et d’unicité pour des
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systemes ol le second membre des équations de Navier-Stokes est supposé constant. Tandis
que dans [27], Diaz et Galiano s’intéressent & des systemes ou I’énergie de dissipation est
nulle. Enfin dans [1] et [2], Attaoui et Blanchard considérent des systémes plus généraux
que (3.1), ou I’énergie interne est une fonction non linéaire de la température, b(#), ou b
est croissante continue ou discontinue dans le cas de systéme Boussinesq-Stefan et ot la
viscosité est non constante dépendant non-linéairement de la température 6. Les deux au-
teurs s’intéressent essentiellement a 1’existence de solutions, I'unicité étant particulierement
délicate.

On s’intéresse ici essentiellement aux questions d’unicité des solutions du systeéme (3.1).
Celle-ci est délicate a prouver du fait du couplage trés non linéaire entre les équations. 11
y a d’ailleurs peu de résultats d’unicité tant dans le domaine de la mécanique des fluides
que la mécanique des solides. On pourra consulter [1], [2], [24], [27] pour des résultats
partiels. On se place dans le cas de la dimension 2, cas ou l'on a existence et unicité de
la solution faible, v € L*(0,7T; L*(Q)) N L?(0,T; Hy(2)), des équations de Navier-Stokes.
L’énergie de dissipation |Du|? est alors un élément de L'(Qr). On est donc amené & tra-
vailler dans le cadre des solutions renormalisées pour I'équation de la chaleur. Cette notion
de solutions introduite pour I’étude de I’équation de Boltzmann par DiPerna et Lions (voir
[29], [30]), puis adaptée ensuite aux équations elliptiques et paraboliques & données peu
régulieres (voir par exemple [6], [35], [38], [37]), s’avere particulierement efficace car elle
permet de montrer I’existence, I'unicité et la stabilité des solutions de ces équations. Pour
notre part, nous utiliserons la formulation des solutions renormalisées pour des problemes
paraboliques, introduite par Blanchard et Porretta dans [8], plus aisée & manipuler et qui
permet de simplifier entre autres les preuves d’existence de solutions.

On suppose que uy € L2(Qr) et 6, € L'(Qr). On suppose également que F est continue
et vérifie une condition de croissance, que I’on adaptera selon les cas (suivant la régularité
de 0), mais qui impliquera au moins F(6) € L2(0,T; H '(f)). Pour étudier le systéme, on
introduit alors la notion de solutions faibles-renormalisées (Définition 5.1.1). Méme si des
résultats d’existence de solutions faibles-renormalisées sont connus (voir [1], [2]), on redon-
nera selon les cas une démonstration, reposant sur le théoréeme du point fixe de Schauder, et
utilisant la formulation renormalisée de Blanchard et Porretta et qui simplifient les preuves
existantes.

Pour ce qui est de I'unicité, une des difficultés essentielles réside dans le fait que u - D ¢
L'(Qr). On est donc amené a faire des hypotheses plus fortes sur les données pour améliorer
la régularité de u - D. Les outils essentiels pour y parvenir sont :

(i) savoir estimer la norme de la solution des équations de Navier-Stokes et de la chaleur
en fonction de la norme des données

(ii) savoir estimer la norme de la différence de deux solutions en fonction de la norme
de la différence des données.

L’objectif étant d’améliorer la régularité de u - D, on adoptera deux stratégies, on
améliore u ou on améliore Df. On sera également amené dans un premier temps, pour
simplifier, & remplacer ’énergie de dissipation par une source fixe f.

C’est pourquoi nous étudierons tout d’abord de maniere distincte, dans le Chapitre 4,
les équations de Navier-Stokes puis 1’équation de la chaleur. Dans une premieére partie
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(Section 4.1), on rappellera les résultats classiques d’existence et d’unicité des solutions
faibles des équations de Navier-Stokes, puis on établira des résultats de régularité pour des
données plus régulieres en établissant les propriétés (i) et (ii) ci-dessus en s’appuyant sur
des résultats de régularités de Gerhardt (voir [31]). Puis dans une seconde partie (Section
4.2), on établira des résultats de régularité de solutions renormalisées dans le cas ou la
source f est dans L'(0,T; L™(Q)) et 6y dans L™(Q7) (m > 1) en adaptant les techniques
de [10] et [26] pour obtenir des régularités sur § découplées en temps en en espace.

Puis dans le Chapitre 5, on applique les résultats du Chapitre 4 pour parvenir & notre
objectif. On suppose dans un premier temps que l’énergie de dissipation est remplacée
par une source fixe. Dans la Section 5.2, on montre 1’unicité pour des données petites
en considérant des données plus régulieres pour 1’équations de la chaleur, typiquement
fe L' (L™) et 6 € L™, avec m > 1, (voir Théorémes 5.2.1 et 5.2.2) et dans la Section 5.3
en considérant des données plus régulieres pour les équations de Navier-Stokes, en prenant
ug € Hy ,(Q), 9Q de classe C? et F' de croissance plus faible (voir Théorémes 5.3.1 et 5.3.2).
Enfin dans la Section 5.4, on revient au systéme originel (3.1) avec énergie de dissipation.
Et en prenant 6y € L?(Q) et ug € Hy,(Q2), alors |[Du|? € L*(Qr) et on montre dans ce
cas l'existence avec des conditions sur la croissance o de F' (Théoréme 5.4.1). On montre
ensuite 1'unicité de la solution faible si les solutions sont petites (Théoreme 5.4.2).
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Chapitre 4

Equations de Navier-Stokes -
Equation de la chaleur

4.1 Equations de Navier-Stokes

Dans cette section, on rappelle les outils nécessaires, les résultats d’existence, d’unicité,
de régularité des solutions des équations de Navier-Stokes incompressible. Puis on établit
des résultats de régularités pour des données plus régulieres. On rappelle que 7" > 0 et que
Q est un ouvert borné de RV avec N = 2 ou 3.

4.1.1 Solutions faibles

On rappelle les équations de Navier-Stokes incompressible :

%—Au—l—u Du+Vp=g dans (0,7) x

! div(u) =0 dans (0,7) x (4.1)
u(t =0) = ug dans Q

L u=0 sur (0,7) x 02

ol les inconnues sont

o u(t,z) = (ui(t,x),...,un(t, x)) la vitesse,

e p(t,x) la pression,
et les données

o g(t,z) = (q1(t,2),...,gn(t,x)) € L2(0, T; H *(Q)) la force,
o uy(z) = (uo1(x), ..., Uon@) € L*(Q) la vitesse initiale.
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On définit les espaces suivants, classiques dans la théorie des équations de Navier-Stokes :
Coo () = {u € (C2(Q))" ;5 div(u) = 0}
r©) = @), IO =Con@
WP (Q) = (WP ()"
Hy() = (H; ()", H'(@) = (H(®)
H,() = C5@' '™ = {ue HyQ); div(u) =0}
L;(Qr) = L*(0,T; L5())

!

Comme la dimension N < 4, on peut définir sur Hy(Q2) la forme trilinéaire
N 9w,
— — . —] .
b(u,v,w) = /Qu -Dvwdz = z.]E:l/ﬂu,(axi)uh dz.

Siu e Hj,(Q), v e Hy(Q) alors, par les formules de Green, b(u, v,v) = 0. Dans la suite
on omettra la pression p dans les équations (4.1), celle-ci se retrouvant a posteriori par le
lemme de De Rham (voir [42]).

Définition 4.1.1 On dit que u est solution faible de (4.1), si
we L®(0,T; L;(2)) N L*(0, T; Hy ,(92)),
u(t = 0) = uy,
et si pour presque tout t € (0,T), pour tout v € H(l)’g(Q)

0
ot (u, U)LZ(Q),L2(Q) + (Du, DU>L2(Q),L2(Q) + b(u, u,v) = (g, “)H—l(Q),H})(Q) .

On rappelle, dans le cas N = 2 le théoréme d’existence et d’unicité suivant (voir [42]).

Théoréme 4.1.2 Supposons N = 2. Il eziste une unique solution faible u de (4.1), qui
satisfait de plus v € C([0,T]; L*(Q)) et I’égalité d’énergie

1 1
—/ WPt dz+ [ |Duf’deds = —/ o ? d
2 Q Qt 2 Q

+/0 <9(5),U(8)>H—1(Q),H(1)(Q) ds, p.p.t€[0,T]. (4.2)

On a de plus le principe de contraction,

/ luy —ug[2(t)dx + | |Duy — Dug|? dz ds
Q Qs

t
<C (/ ||91 - 92”31—1(9) dx ds + /Q |U0,1 — Up,2
0

2) ., pp-te(0,T] (4.3)
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o C' est une constante dépendant de ||uz| ;2(q) €t |92l g-1(q) €t 0U u, us sont respectivement
les solutions faibles de (4.1) pour les données (g1,u0.1), (g2, U0 2)-

On rappelle ici les inégalités de Gagliardo-Nirenberg qui nous seront utiles a de multiples
endroits dans la suite.

Lemme 4.1.3 Soit O un ouwvert de RN . Soit v une fonction de Wi (0)NW,4(0)NL?(O)
avecm > 1,q>1,p > 1. Alors il existe une constante positive C(q, p, N,~y) telle que

[vllz2c0) < Cla, p, Ny NID™ 01200y 101 1200y
pour tout o et 7y satisfaisant

1l -«
p

1 1 m
0<a<l, 1<y<4o00, —=al--——)+
v qg N

Démonstration — Voir [39]
U

Remarque 4.1.4 On rappelle que dans le cas N = 2, la solution u des équations de
Navier-Stokes est dans L*(Qr). De plus, en combinant 1’égalité d’énergie (4.2) et I'inégalité
de Gagliardo-Nirenberg (voir Lemme 4.1.3), on obtient 1’estimation

ull pagry < C() (N9l 20 + ll0llz2(s) - (4.4)

Remarque 4.1.5 Sion considére des seconds membres g1, g, dans LQ(QT) alors le principe
de contraction devient

/ luy — ug|*(t)dx + [ |Duy — Duy|* dz ds
Q Q:

<C ( lg1 — gg\2dxds+/ |ug,1 — U2 2) , Dp.p-te€0,T], (4.5)
Q¢ Q

ot C est une constante dépendant de ||uz|[r2(g,) et ||g2]lz2(@r)-

4.1.2 Solutions plus régulieres

Pour les besoins de I'étude de l'unicité du systeme de Boussinesq on est amené a
considérer des solutions plus régulieres pour les équations de Navier-Stokes. Pour cela
on prend des données ug, g plus régulieres, typiquement uy € Hy(2) et g € L*(Qr), et
un ouvert plus régulier c’est-a-dire 9 de classe C? . Dans ce cas, les résultats d’exis-
tence et d’unicité de solutions faibles s’appliquent. On montrera des résultats de régularité
supplémentaires en utilisant et en adaptant les résulats de Gerhardt, dans [31], et Solonni-
kov, dans [41], pour montrer les dépendances exactes de la norme des solutions en fonction
de la norme des données et pour montrer les contractions nécessaires pour prouver I'unicité
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du systeme.

Rappelons les résultats de Gerhardt qui nous intéresseront. Tout d’abord un résultat de
régularité.

Théoréme 4.1.6 Soit Q un ouvert borné de R? de frontiére 002 de classe C?. Supposons
que ug € W272/55(Q) avec div(ug) = 0 et up = 0 sur 9Q, et g € L*(Qr) pour s > 2. Alors
les équations (4.1) admettent une unique solution faible u et une unique distribution p qui
satisfont de plus pour s > 2

M e B'(@r), wel'(0T; W), Dpe I'(@r)

avec les estimations

&
Ot || (0

ou C dépend de r,00,T et des quantités

T 1/2
/ (/ |g|2d:c> dt, / lug|? dz.
0 0 Q

Dans le cas s > 2, ug € L*(S2), on a alors de plus, u € L*(Qr) avec l’estimation

+ lullzrorywe + 1DPlzs@r) < C (I9llzx(@r) + ol wo-2ren@y)  (4.6)
T)

D=
@ |

_4(i_1
[ullz<(@r) < Ko + C(3)llgll+(@r) (/Q [ul* dz dt) k1), (4.7)
T
ot ko est une constante arbitraire supérieure d ||ugl|g= (o).
Démonstration — Voir Théoréme 2 et Lemme 5 dans [31].
U

Dans le cas s = 2, Gerhardt précise la dépendance de la solution par rapport aux
données.

Théoréme 4.1.7 Soit Q un ouvert borné de R? de frontiére 02 de classe C?. Supposons
que ug € Hy(Q) avec div(ug) = 0 et ug = 0 sur 09, et g € L*(Qr). Alors, on a les
estimations suivantes

ou
%]+ Ml + 10920 < € (luallmo + o)
L

(QT)

2
(1+ (ol 2@y + N9llz2igm)” exp (Co (Iluollizy + l9l42qr) ) )+ (4:8)

ou Cy, Cy sont des constantes ne dépendant que de ).
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Rappelons ensuite la contraction établie par Gerhardt dans le cas de données plus
régulieres.

Théoréme 4.1.8 Soit Q un ouvert borné de R? de frontiére 0 de classe C?%. Supposons
que Up1,Up2 € H(l),o_(Q) et 91,92 € L*(Qr). Alors les solutions uy,uy de (4.1) pour ces
données satisfont

H O(ur — ug)
ot

+ [Jur — u2||L2(0,T;H2(Q))
L*(Qr)

<C (g = g2llzzn + o — woallmey)  (4.9)

ou C dépend de Q,T et des quantités

T 1/2
/ (/ |gz~|2da:) dt, /\Uo,i\QdﬂC, /\Duo,i\de, pour i =1, 2.
0 Q Q Q

Démonstration — Voir Théoréme 7 dans [31].
U

On établit dans la suite des résultats de régularité et de contraction dans le cas s = 2
c’est-a-dire dans le cas de données g € L*(Qr) et up € Hy(Q).

Proposition 4.1.9 Supposons les hypothéses du Théoréme 4.1.6 vérifiées pour s = 2.
Alors u € L®(0,T; Hy(R)), avec l'estimation

De plus u € L' (Qr), pour tout 2 < r < 00 avec

2 r—2

22(0,T;H2(Q)) ”“”L;(o,T;Hé(Q))'

[ullzr@ry < C(r, Q)[ull (4.11)

ot C(r) ne dépend que de r et de Q).
Démonstration — Soit h > 0 (destiné a tendre vers 0). On pose pour tout (¢,z) € Qr
1 t
w(to) = [ ulra)dr,
h Jin

ou on a posé u(7,z) = ug(x) pour 7 < 0. Ainsi, pour presque tout (¢,z) € Qr

Ouy, _u(t,z) —u(t—h,x) 1 [" Ou
o be) = h =n) o
et donc,
8uh 9 . 1
—— € L°(0,T; Hy(Q)). (4.12)

ot
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Comme u € L*(0,T; H*(Q)) N W"?(Qr), on a, de plus, les convergences suivantes,

up — U dans L?(0,T; H?*())-fort (4.13)
Oun — Ou dans L*(Qr)-fort. (4.14)
ot ot
Une application des formules de Green donne
/ —Auy, - Oun dxds = Duy, - D (% dz ds) , pour tout t € [0, 7],
Qt ot Qt ot

le terme de bord étant nul d’apres (4.12). Et en utilisant le fait que
8 auh
D =Dup-D|— ).
gi (310w r) = -0 (57)

0
—Auy, - ﬂdacd /|Duh| dx — —/ | Dup,|* (t dx, pour tout t € [0,7].

(4.15)
Maintenant, on veut faire tendre h vers 0 dans I’égalité (4.15), pour montrer que cette
égalité est vérifiée si on remplace uy, par u. D’apres les convergences (4.13) et (4.14), on a
pour le membre de gauche de (4.15)

il vient

Q¢

/ —Auh-%dxdsﬁ —Au - a—udfvals
0. ot oy ot

Traitons le premier terme de droite de (4.15), d’apres la convergence (4.13), Dup — Du
dans L*(Qr). Il en résulte que pour presque tout ¢ € (0,7), Duy(t) — Du(t) dans L*(f)
et donc

/\Duh|2(t)dx—>/ \Dul(t)dz, pp.t e (0,T).
Q Q

Pour ce qui est du dernier terme de (4.15), observons tout d’abord que pour presque tout
(t,z) € (0,T) x Q,

Duy(t,x) = / Du(r, z)d

Et comme, on a posé u(r,z) = uy pour 7 < 0, alors Duy(t = 0) = Dug. On peut donc
passer a la limite dans (4.15) pour obtenir

1
/ - s = /‘Du\Q(t)dﬂc—_/‘Duo\Qd-T, p-p-t€[0,T].  (416)
) ot Q 2 Ja

Une application de I'inégalité de Young sur le membre de gauche de (4.16) donne alors
pour presque tout ¢ € [0, 7]

ou ||

ou . (4.17)
Ot | 12(gr)

/Q | Dul?(t) do < /Q | Dug|? dz + ||u||i2(0,T;H2(Q)) + ‘
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Ce qui montre I'inégalité (4.10). Pour ce qui est de I'inégalité (4.11), c’est une conséquence
directe de l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg (Lemme 4.1.3). En effet, en appliquant ce
résultat, il vient pour presque tout ¢ € [0, 7]

lullzr@) < C(ry a, Q)| D?ul| G o 1ull gy (4.18)
ou ¢, r, o sont définis par
1 1 1 1—
0<a<l, 1<rq<oo, —=a(———>+ e (4.19)
r qg 2 q

En utilisant I'injection de Sobolev Hy(Q2) C L(Q2), en élevant 'inégalité (4.18) A la puis-
sance r et en intégrant sur [0,7] il vient

T
lullar) < Clra. ) [ D%l gl
On choisir alors a tel que ra = 2, de sorte que

||U||7}J(QT) < C(r, ¢, Q)|lull7, (0,T; H2(Q) )”u“LOO (0,T; HA(Q))"

En combinant les relations (4.19) et ra = 2, il vient r = 2¢, ¢ étant arbitraire positif on a
le résultat voulu.

O

Remarque 4.1.10 Dans la démonstration précédente on a utilisé que les régularités de u

ou
ot

le fait que u(t = 0) = uy dans L*(Qr) et Duy € L*(Qr). On n’a pas utilisé que u vérifiait
les équations de Navier-Stokes.

u e L*(0,T; H*()), € L’(Qr),

On établit maintenant le résultat de contraction suivant.

Théoréme 4.1.11 Soit Q un ouvert borné de R? de frontiére 00 de classe C?. Soient
U1, Uy les solutions des équations de Navier-Stokes, respectivement, pour les données g,, g2 €
L*(Qr) et ug1,uo2 € Hy(Q). Alors pour tout v > 2

lur = wollr(@r) £ C (||u0,1 — o2l my) + llg1 — 92||L2(QT)) : (4.20)
ot C est une constante qui dépend de 2, T, r ||u0’i||H(1)(Q), 19ill £2(Qr)-

Démonstration — Tout d’abord d’apres la contraction (4.9) du Théoreme 4.1.8, on a

lur — wall 20, m2(0)) + U1 — vall wrziop

<C (“91 =02

Jw) - (421)
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ou C est une constante qui dépend de ||gi|lz2(q,), U0l g1y de © et de T. Alors par la
Proposition 4.1.9 et la remarque 4.1.10, u; — ug € L®(0,T; Hy()) et u; — us € L' (Qr)
pour tout r > 2 avec les estimations

llur = wsl| oo 0.1 ) < /Q |Dug,y — Dugy|* d

+ [lun - u2||%2(0,T;H2(Q)) + [Jur — u2||2W'172(QT) (4.22)

2 1-2
”ul - u2||LT(QT) < C(T: Q)”ul - u2||£2(0’T;H2(Q))||U’1 - u2||LooT(0’T;H(1](Q))' (4'23)
En combinant (4.21), (4.22) et (4.23) on obtient le résultat.
O

4.2 Equation de la chaleur

4.2.1 Solutions renormalisées

Dans cette partie, on se place dans le cas N > 1 quelconque. On s’intéresse a I’équation

%—AG—I—u-DG:f dans (0,7") x
a(t = 0) = 0, dans Q (4.24)
=0 sur (0,7) x 02

ol

o feLY(Qr),0 € L ()

o u € L0, T; Hy(Q)) N L*(0,T; L*(Q)) avec div(u) = 0.

Dans le cas ol il n’y a pas de terme de convection u - D, et dans le cas plus général
ou l'opérateur est de type Leray-Lions, la résolution de ce type d’équation est tres connue.
Elle fait appel a la notion de solutions renormalisées des problemes paraboliques, introduite
dans la Section 2.2, bien adaptée a ce type de probleme car il y a existence, unicité et
stabilité des solutions. Une définition de solutions renormalisées pour le probleme (4.24)
s’inspirant de la formulation classique de Blanchard et Murat (dans [6]), est introduite par
Attaoui et Blanchard (voir [1], [2]). Cependant, ici nous introduisons une autre formulation,
équivalente a la premiere, dérivant de la définition des solutions renormalisées de Blanchard
et Porretta dans [8], car elle s’avere plus aisée & manipuler. En particulier, la preuve de
I’existence d’une solution est substantiellement simplifiée.

Avant toute chose, on rappelle quelques notations et définitions usuelles. On note Ty (r)
la fonction troncature a la hauteur k définie par Ty(r) = min(max(r, —k), k), et h,(r) =

— L|Ton(r) — T, (r)|. Les fonctions Tk, Sy sont les primitives de T}, et h,, respectivement,
s’annulant en 0, c’est-a-dire définies par

70) = [ Tio)do. $ur) = [ halo)dp
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Définition 4.2.1 On dit que 0 finie presque partout sur Qr est solution renormalisée du
probléme (4.24) si

0 € L>°(0,T; L'()); (4.25)
T(0) € L*(0,T; Hy (), Vk>0; (4.26)
1 )
lim — |DO*dzdt =0; (4.27)
nrO N Jin<|g|<2n}

pour tout S € W2®(R) avec S’ a support compact, pour tout ¢ € C®([0,T) x Q) tel que
S'(0)p € L*(0,T; Hy(9)),

—/ ©15(0) dxdt—/go(O)S(@o) d:r+/ S"(0)| DO dx dt

+ / S'"(0)DE - Dy dzx dt + / u-DS(0)pdxdt = 5" (0)pdxdt. (4.28)
T T Qr
Remarque 4.2.2 On rappelle que dans (4.28), on peut prendre ¢ € W1®(Qr) avec

o(T) = 0.

Remarque 4.2.3 Comme S’ est a support compact, supp(S’) C [—M, M] alors I’équation
(4.28) doit étre comprise de la maniére suivante

—/ 01 S(0) dx dt — / ©(0)S(0) dx + | S"(0)| DT (0)*p da dt
T Q Qr

+ / S'(0)DTwi(6) - Dip das dt + / w- DTy (0)S' (6 du dt = / £S'(O)pdzdt. (4.29)
Qr Q Qr

Par (4.26), T (0) € L?(0,T; H}(2)) et par la régularité de S et ¢ tous les termes de (4.29)
sont donc bien définis.

T

Remarque 4.2.4 On peut introduire une formulation équivalente & la Définition (4.2.1)
dérivée de la formulation classique introduite par Blanchard et Murat dans [6]. Pour cela

on remplace (4.28) par
%(f) — div(S"(0) D) + S"(0)| DO + v - DS(0) = fS'(0) dans D'(Qr) (4.30)
S(O(t=0)) =S(0) dans €, (4.31)

pour tout S € W2*(R) avec S’ & support compact. On a bien évidemment équivalence
entre les deux formulations comme montré dans la proposition suivante.

Proposition 4.2.5 La formulation de solution renormalisée de la Définition 4.2.1 est
équivalente a la formulation classique.

Démonstration — La démonstration est similaire & la démonstration de la Proposition
(2.2.10).

O
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4.2.2 Existence et unicité de la solution
Théoréme 4.2.6 Le probleme (4.24) admet une unique solution renormalisée.

Démonstration — La preuve s’effectuera en six étapes. Tout d’abord nous montrons,
par point fixe, un résultat d’existence pour le probléeme approchée de (4.24) suivant

%et — A6+ u- DO = f¢ dans (0,7) x Q
0°(t = 0) = 6 dans (4.32)
6c=0 sur (0,7) x 09

ou f¢= Tl/e(f)a 0(€) = TI/E(HO)'

On montre ensuite que la solution #° du probléeme approché (4.32) est solution renorma-
lisée. Puis dans une troisieme étape on établit des estimations a priori sur les solutions
6¢ de ce probleme. Dans une quatrieme étape, on montre la convergence forte des tronca-
tures Ty (0¢) dans L*(0,T; Hg(2)). Dans I'étape 5, on passe a la limite dans le probleme
approché, pour en déduire I'existence de la solution renormalisée. Enfin dans la sixieme
étape, on montre 'unicité.

Etape 1 : existence et unicité de (4.32)

Pour cela on régularise le u, il existe u; € L*(Qr), div(u;) = 0 telle que u; converge
vers u dans L*(Qr) (cf. [34]), et on cherche & résoudre le probleme

€

L — A0S +u;- DO =f< dans (0,T) x Q

ot 4.33
05(t = 0) = 65 dans (2 (4.33)
0; =0 sur (0,7) x 02

puis a faire tendre j vers +o0.
Afin d’alléger les notations, on omet les € et les j. Remarquant de plus que div(u;) =0
implique que u,; - D¢ = div(u;60°), on est donc ramené a la résolution du probleme

aa_i — AY =g —div(vd) dans (0,7) x
O(t = 0) =y dans €2 .
9 =0 sur (0,7) x 0N

ou v € L*(Qr), div(v) =0, g € L*(Qr), ¥y € L>(Q).
Pour résoudre (4.34), on utilise le théoreme de point fixe de Schauder. Pour cela on
pose, pour ¢ > 0 (destiné a tendre vers 0), I’application

®5: 9 € L*(Qr) — 9° € L*(Qr)
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oll ¥° est I'unique solution faible du probleme

s .
% — AP = g — div(vTy5(9)) dans (0,T) x
196(75 =0) =1 dans 2 (4.35)
9P =0 sur (0,7") x 02

Comme div(v T1/5(1§)) € L*(0,T; H7'(£2)), c’est 1a intérét d’écrire ce terme sous forme di-
vergencielle, le probleme ci-dessus admet une unique solution faible ¢#° € L2(0,T; H}(Q2))N
L>(0,T; L*(R2)), donc I'application ®; est bien définie. Reste & montrer que ®; est com-
pacte, continue et laisse invariant une boule de L*(Qr).

®, compacte : soit (9,,) une suite bornée dans L?(Qr). Si on pose ¥ = ®,(d,,), alors
on a l’estimation classique

/wg|2(t) dr+ [ |DY|*dxds < 0( g|* dz ds
Q Qt Qt

+/ \T1/5(9R)|2dxds+/|190|2d$), p.p. t€(0,T), (4.36)
t Q

ou C est une constante indépendante de n. Ainsi
o 9 est borné dans L?(0,T; H}(9))
o % =A¥ +g— diV(UTl/(;(@n)) borné dans L?(0,7; H 1(Q))
donc par un lemme de type Aubin-Simon (cf. [40]), ¥ est compact dans L*(Q7).

®, continue : soit (J,) une suite convergeant dans L2(Qy) vers 9. Alors en faisant la
différence des équations en 9 et 9, et en prenant ¥ —19° comme fonction test il vient

/ |DY? — DY’ > dx dt < C||u||Loo(QT)/ 19, — 9% dz dt.
T

T

ot1 C est une constante indépendante de n. Par Poincaré, (9?) converge vers 9° dans L?(Qr).

®; préserve une boule de L*(Qr) : de 'estimation (4.36) et de I'inégalité |T; /5| < 1/6,
il vient
| Do dedt < gl 190l 0)
T
Donc par 'inégalité de Poincaré, @5 préserve une boule de L?(Qr). Par le théoréme de

point fixe de Schauder, ’application ®; admet un point fixe, c’est-a-dire, il existe ¥ €
L*(0,T; Hy () N L*®(0,T; L*(£2)) solution faible de

5
681; —AY =¢g— div(v T1/5(195)) dans (0,7") x €2
(¢ = 0) = 9, dans Q (437)

9’ =0 sur (0,7) x 092
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On veut faire tendre § vers 0 dans (4.37). En prenant 9° comme fonction test dans (4.37)
et en observant que par la formule de Stokes

/ vT15(9°) - DY° =0, car div(u) = 0,

T

on obtient ’estimation suivante

/ DY dxdt < C
Qr

ou C' est une constante indépendante de §. Ainsi

e 19 est borné dans L2(0,T; HL())

o 38—1? = A’ + g — div(vTy/6(9) borné dans L2(0,T; H™'(Q))
donc par un lemme de type Aubin-Simon (cf. [40]), il existe ¥ tel que

¥° converge vers ¥ dans L?(Qr), dans C(0,T; H'(Q)).

On peut donc passer a la limite dans (4.37), on a donc résolu le probleme (4.34) i.e. le
probleme (4.33). Reste a faire j — oo dans (4.33). On procede comme ci-dessus, c’est a
dire que I'on prend §5 comme fonction test dans (4.33), pour obtenir I'estimation

/ |DY§? dedt < C
Qr

ou C est une constante indépendante de j. Et donc
e ¥ est borné dans L*(0,T; Hy(9))
o % = AW+ fe—div(u;95) borné dans L'(Qr)+L*(0,T5; H () C LY(0,T; W*(Q2))
ou s < min(2, N/(N —1)).

Par un lemme de type Aubin-Simon, il existe 6¢ € L?(Qr) N C ([0, T]; W~(2)) tel que
05 — 6° dans L*(Qr) et dans C([0, T|; W *(€2)).

On peut donc passer a la limite quand j — oo dans (4.33), on a ainsi montré 'existence
d’une solution de (4.32).

Pour ce qui est de 'unicité, on montre un principe de contraction. En effet, si 8¢, 07
sont deux solutions de (4.32) pour des données f€, f7, 65,6, alors on prend %Tg(@6 —6m)
comme fonction test dans la différence des équations, en utilisant le fait que par la formule
de Stokes

1
/ s DI = 07) <T5(6° — 07) = O car div(u) =0
Qr

et que +|Ty| < 1, il vient pour presque tout ¢ € (0,7
5

1~ €
[ 574065 = 09)(0)dx < 115~ Plascanm + 165~ Rl
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En faisant tendre § vers 0, il découle pour presque tout ¢ € (0,7)

10— 8510 da < 15 = £ + 165 = Ol (438)
Ce qui acheve 'étape 1.
Etape 2 : 6° est solution renormalisée de (4.32)

On va essentiellement montrer que 0¢ vérifie ’égalité (4.28) de la Définition (4.2.1) des
solutions renormalisées dans le but de la passer & la limite dans 1’étape 5.

Soit S € W2>®(R) avec S’ a support compact, ¢ € C([0,T)x$2). La fonction S’ (%) €
L?(0,T; H}()) est admissible comme fonction test dans (4.32). D’aprés le Lemme (2.2.3)

(Gr5690) == [ ousydoa— [ o0)s(60) o

Q

Il découle
—/ 015 (0°) dx dt — / ©S(0p)dxdt + [ S"(6°)| DO pda dt
T Q2 Qr

+ DO - DS’ (6°) dz dt + / u-DS(0)pdrdt = feS'(6%)pdxdt (4.39)
Qr Qr Qr

Remarque 4.2.7 On n’a pas utilisé le fait que S’ est & support compact, I'inégalité (4.39)
est vraie pour tout S € W% (R). De plus, par densité, on montre que I’on peut prendre

¢ € Wh(Qr), ¢(T) = 0.

Etape 3 : estimations sur 6°

Pour passer a la limite dans (4.39) on aura besoin des estimations suivantes.

Lemme 4.2.8 Pour tout € > 0,

| DT dzdt < (Ifllin + 160l b V>0 (4.40)
T
: 1 €2
lim sup — |DO°|* = 0. (4.41)
nree e T J{n<|o| <2n}

Démonstration — Soit 6 > 0 (destiné & tendre vers 0). On prend S'(r) = Ty(r), et

¢ = min (W, 1) dans (4.39), on obtient

1 (T T7-25 T-25
_/ /Tk(ee) dxdt—i—/ /\DTk(oe)\dedH/ /u-DHka(Hf)wdxdt
5 T-26 JQ 0 Q 0 Q

_ / To(6S) de+ | fTe(6%)p dx dt.
Q Qr
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Comme ¢ est indépendant de z et div(u) = 0, la formule de Stokes implique que le troisieme
terme de ’égalité ci-dessus est nul. De plus 0 < Ty (r) < |r| et |¢| < 1, on en déduit,

T—-26
| [1Pme0 et < (1 lexen + 16allve) (1.42)

Laissons ¢ tendre vers 0, on obtient alors (4.40). De la méme maniere, pour montrer (4.41),
on prend S'(r) = B, (r) = =(Ton(r) — Tu(r)).

Br(s)

I 1
o noom

Et on prend ¢ comme précédemment, et on fait tendre ¢ vers 0 pour obtenir

1
—/ |D0€\2dxdt:/ |00|dx—|-/ | f| da dt. (4.43)
T J{n<|6°| <2n} {l0g/>n} {|6<|>n}

D’autre part (4.40) et I'inégalité de Poincaré donnent

n2mes{|0 > n} = / T(69) 2dzdt < C [ |DT,(6°)2dzdt < Cn
{|6<|>n} Qr

ce qui implique
: ¢ _
nl_l)Illoo sgp mes{|0| > n} = 0.

D’autre part, par définition de 6§, [05| < |6y|. Donc

lim supmes{|65| > n} < lim supmes{|fy| > n} =0.
n—+00 ¢ n—+00 ¢

car 6y € L'(9). Ces deux derniéres convergences donnent alors (4.41).

De plus on a les convergences suivantes.

Lemme 4.2.9 1[I existe une fonction 6 mesurable, finie presque partout telle que, quitte a
extraire une sous-suite, on a

0° — 0 dans L=(0,T; L*(Q)) et p.p. dans Qr

Ty (6°) — Ty (0) dans L*(0,T; Hy (Q))-faible, dans L*(Qr)-fort, et p.p. dans Qr.
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Démonstration — De la contraction (4.38), on déduit que (6¢) est une suite de Cauchy
dans L*(0,T; L'(2)), donc il existe une fonction # mesurable telle que

6 — 6 dans L=(0, T; L'(2)).
D’autre part de l'estimation (4.40) découle

Ty.(0°) — Ty () dans L?(0,T; H}(S2))-faible, L?(Qr)-fort et presque partout.

Etape 4 : convergence forte des troncatures 7} (6°)

On montre dans cette étape
Ty.(0°) — Ty(0) dans L?(0, ; H}(Q))-fort pour tout 0 < 7 < T.

On a déja par 'étape précédente la convergence faible, reste a montrer la convergence des
énergies. Soit & € C2°(]0,7)). Dans un premier temps, on prend S'(r) = Ty(r), ¢ = £ dans
(4.39), il vient

— | &Tu(09) dudt — / £(0)T(05) dz + / | DT3,(6°) € dux dt
Qr Q T

+ | D6 - DES'(6%) dx dt + /

u - DTy, (06)5 dr dt = / ka(He)f dz dt. (4.44)
Qr Qr

Qr

On remarque que le quatrieme et le cinquieéme terme de (4.44) sont nuls car £ est
indépendant de x, et en utilisant la formule de Stokes pour le cinquieme terme. On fait
maintenant tendre € vers 0 dans (4.44). On utilise pour cela les convergences du Lemme
4.2.9. Comme 0 et 6 convergent presque partout vers 6 et 6, respectivement, et du fait
que Tk est Lipschitizienne alors on a

— [ &Ti(6%) dwdt — / E0)T5(05) dz — — | &Ti(0) da dt — / £(0)Ti(6o) da
Qr Q QT Q
Pour ce qui est du secomd membre de (4.44), le théoréme de Lebesgue implique
/ FT09edrdt — | FTo(0)¢ du dt.
Qr Qr

On déduit alors de ces convergences et de 1’égalité (4.44)

lim/ | DT}, (6°) %€ dz dt = T3 (0) dx dt

0JQr Qr

Q2 Qr
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Dans un second temps, on prend S = S,,, ¢ = f% ftt_h Ty (0(1)) dr, oli on aura posé 0(x,t) =
6o pour ¢t < 0. ¢ est ainsi une moyenne en temps de T (#), ce qui fait de ¢ une fonction
test admissible dans (4.39). Il vient alors

1
— ||<p||Loo(QT)—/ | DO |? dx dt < —/ ©eSn(0°) dx dt
T J{n<|o|<2n} Qr

_ / o(0)S,(05) dz + [ DE* - DS! (6°) da dt
Q Qr

+ / u - DpS,(6°) dx dt — 165 (0% dx dt.  (4.46)
Qr Qr

ou l'on a utilisé u- DS, (0¢) = div(uS,(6°). On fait tendre € vers 0 dans I'inégalité ci-dessus.
Comme S, est lipschitzienne et que

6° — 0 dans L*(0,T; L'(Q)) et 65 — 6y dans L}(Q)

alors
/Q 005, (6°) dar dt + /Q o0z~ [ o) v + /Q £(0)S,(0) dz
— [ lul0) = Sulo0) ot car o(T) =0,
et
/ u - DpS,(0°) dx dt — u - DS, (0) dx dt (4.47)
Une simple application Zu théoreme de Lebesgu;2 tlonne
/Q FSIpdrdt— [ 1, Opdsdt (4.48)

Enfin, d’aprés la convergence faible des troncatures T5,(6¢) du Lemme 4.2.9, il vient

DO - DS, () du dt = DTy, (6°) - DS",(6°) du dt
Qr Qr

— DTy, (6) - DS, (0) dz dt (4.49)
En rassemblant les convergences (4.47), (4.47), (4.48), (4.49) avec (4.46) il vient

—||<P||L°°<QT)w(n)S—/ @1(Sn(0) — Sn(6h)) dz + o DT (6) - DipSy,(0) da dit

+ / w- DSy (0) dx dt — / 1S (O)pdzdt (4.50)
Qr Qr
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ol on a posé
1
w(n) = sup—/ | DO |? d dt.
{n<0<| <2n}

e N

D’apres le Lemme 2.2.1 d’intégration par parties,

—/ 1(Sn(6)—Sa(0))) < —/QT & [Sn(e)%/: To(8(7)) dr — %/j S, ()T () df} da dt

T —h —h

t ~ ~
_ /Q & [% /th:r,c(sn(o))df} do dt — /Q £(0)Te(S,(80)) dz. (4.51)
Quand A tend vers 0, on a

1 t
- / T4(0(r)) dr — T (6) dans L?(0, T; HL(Q))-fort.
t—h

Et comme |S,| < 3n/2 alors |T;(S,(0))] < Tk(3n/2) et donc

1 / t T1:(Sn(6)) dT — Ty(Sn(8)) dans L®(Qr)-faible—x.
hJin

Grace a ces deux convergences, on peut passer a la limite quand A — 0 dans (4.50) et
(4.51), il découle

— |lelloe(@ryw(n) < — , &T4(S.(0)) dz dt
- / E(0)Tk(Sn(60)) dz + [ DT5,(0) - DT4(0)SL(6)E da dt
Q QT
+ / u- DT (0)S,(0)dudt — [ fS.(0)ET(0) dz dt. (4.52)
T Qr

On fait tendre n vers +oo, d’apres le Lemme 4.2.8, w(n) — 0. D’autre part pour tout r,
Su(r) = 7, T (Sn(r)) < k|r|, le théoréme de Lebesgue entraine donc

[ eFu(Su(0)) dr it - / EO)Te(Su(00)) dz — — [ &T0(6) dudt - / £(0)T(60) d.
Qr Q Qr Q

Pour 2n > k, DTy, (0) - DTy(0) = | DT (). De plus S.,(6) — 1, avec |S!| < 1, le théoréme
de Lebesgue entraine alors

DTgn(Q) . DTk(O)S;Z(Q)f dr dt — |DTk(9) |25 dz dt.
Qr Qr

Par ailleurs, pour 2n > k on a également S, (0) DT (0) = Ty (0) DTy (0) = 3D (T%(6)?), donc
comme div(u) = 0 et £ est indépendant de z, par la formule de Stokes

/ w- DT(0)S,(0)€ da dt = 0.
Qr
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En regroupant ces convergences, il vient alors

0<— [ &) dodt— / £(0)T(00) dx
QT Q

+ / \DTW(0) 26 dudt— [ feTu(0) dudt. (4.53)
Qr

T

En rapprochant (4.45) et (4.53), il vient

lim \DTk(GC\dixdtS/ \DT,(0)*¢ dz dt, VE € C2([0,T)).
T

e—0 Qr

Soit 0 < 7 < T, en posant £(t) = min (%, 1), et en faisant 6 — 0, il vient
lim sup / / DT (692 dar it < / / \DT(0) 2 da dt. (4.54)
e—0 0 Q 0 Q

D’autre part d’apres le Lemme 4.2.9, on a a fortiori
Ty (6°) — Ty (0) dans L*(0,7; Hy (Q))-faible

et donc par faible semi-continuité-inférieure de la norme,

/ /|DT,c |2d:vdt<hm1nf/ /|DT1c (609)|? dz dt

ce qui rapproché a (4.54) donne

hm/ /|DT,c (6°)| dx dt = / /|DTk(0)|2dxdt,
0 Q

c’est-a-dire la convergence des énergies pour les troncatures. Ce qui acheve cette étape.
Etape 5 : passage a la limite dans (4.39)
Comme S est lipschitzienne et que

0° — 0 dans L>(0,T; L*(Q)) et 85 — 6y dans L'(Q)

alors quand € > 0

/ 05 (0°) da dt + / o(0)S(0) dx — [ £uS(0) da dt + / £(0)S(6) da.

Qr Q

Soit M > 0, 7 > 0 tels que supp(S’) C [—M, M], et supp(p) C [O, 7] x €. Alors
/ S"(0°)| DO Podrdt = / /S"(Oe)\DTM(0€)|2<p dz dt
o Ja

— //S"(H)\DTM(H)Fgod:rdt
o Jo
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car S”(6°) converge vers S”(#) presque partout et est uniformément borné et par la conver-
gence forte des troncatures vue a 1’étape 4.

Ensuite, S’(0¢) converge vers S’(f) presque partout et est uniformément borné par 1, ce
qui avec la convergence faible des troncatures

DO - D S'(69)dudt = | DTa(6) - DpS'(6°)dadt — | DTu(0) - Dy S'(0) dz dt,
Qr Qr Qr

/ w- DS(0)p du dt = / w- DTy (098 ()0 dzdt — | u- DTy (0)S'(0)p da dt.
Qr Qr QT

Enfin la convergence de f¢ vers f dans L'(Qr) entraine

7S 0)pdudt — | £S'(0)p dadt.
Qr Qr

En rassemblant toutes ces convergences il vient

_ / £0S(0) da di — / 0(0)S(60) dx di + / S"(60)| DO|2 dz dt

T T
+ DO - Dy S'(9) dx dt +/ u-DS(0)pdxdt = 1S'(0)e.
Qr T Qr

Ce qui acheve I'étape 5.
Etape 6 : unicité

Pour montrer 'unicité on utilise la formulation classique des solutions renormalisées
introduite dans la remarque 4.2.4 qui, d’apres la Proposition 4.2.5 est équivalente a la
formulation de la Définition 4.2.1. Soient #',6?, deux solutions renormalisées pour des

données f', f2, 6;,05. Faisons la différence des deux équations (4.30), en prenant ¢ =
Tr.(S,(0") — S, (0%)) comme fonction test et S = S, il vient pour presque tout s € (0,7,

/Q Te(Sa(0Y) — Su(6%))(s) da + /0 s /Q DTL(S,(0") — 5, (6%)) P dodit
+/Os/Q5:2(01)|D91|2Tk(sn(91)—sn(02)) da dt-/os/Q5;;(92)|992|2Tk(5n(91)_5n(92)) s
_ /0 /Q F(SL(0Y) — SL(0)Tk(Sa(0") — Sn(67)) da dt + /Q T (S, (61) — S,(6)) dz (4.55)
Remarquons que le terme de convection disparait car

/Os / w- (DSy(0%) = DS,(0%)Tx(5a(0") = Su(6%)) du dit

:/Os/nu-pfk(sn(el)—sn(m))dxdt:o
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par la formule de Stokes. On fait tendre n vers +o0o. Comme [Sy(r)| = L1 (<jrj<2n}, de la
convergence des énergies des solutions renormalisées (4.27), on tire

/ s / (S"(61)|DO2 — S"(62)| D622 T3 (S, (8Y) — Sn(6?)) d dt — 0.

Pour le premier terme de (4.55), comme T} (S, (r1) = Sn(r2)) < k|ri—r2| et 61(s, ), 0%(s, -) €
L'(2) pour presque tout s € (0,T), alors par le théoréme de Lebesgue et le fait que S, (r)
converge vers r, alors on a d’une part

/Q To(Sn(0Y) — Si(62))(s) d — /Q (0" — 02)(s) da.

D’autre part
[ Tu(su6) - 5.6 (s do <k [ 165~ 6| .
Q Q

Le deuxieéme terme de (4.55) est positif, et enfin pour le premier terme du second membre
une application immédiate du théoreme de Lebesgue donne finalement, pour presque tout

€ (0,7)

/Tk(01—02)(3)d:r§k(/ |f1—f2|d3:dt+/ |05-ag|dx>. (4.56)
Q Qr Q

Enfin, en divisant I'inégalité précédente par k et en utilisant le fait que % tend vers | - |
presque partout, le lemme de Fatou implique pour presque tout s € (0,7)

/|91 |dx<k(/ |f1—f2|d:cdt+/|05—9§|dx>. (4.57)
Qr Q

L’unicité découle immédiatement de (4.57).

4.2.3 Régularité de la solution renormalisée

Dans le cas de données L', on peut préciser la régularité de la solution renormalisée
dans les espaces de Lebesgue. En effet du fait que Ty(0) € L?(0,T; Hy(f2)), pour tout
k > 0, les résultats de régularité classiques dus a Boccardo et Gallouét (voir [12]) montre
que 0 € L9(0, T; W4(Q)) pour tout 1 < ¢ < 3=7. On peut affiner ce résultat en montrant
la dépendance de la solution par rapport aux données de I’équation. En effet, du fait que

| IDT6) dzde < Kl lurian + Wolley), V>0
Qr

10| oo 0,521 ) < N fllLrc@r) + 10ollz1 ()

on peut montrer (voir par exemple [[32]], Lemme 3.1) la proposition suivante.
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Proposition 4.2.10 Supposons f € L'(Qr) et 6y € L*(2), alors la solution renormalisée
0 du probléme (4.24) vérifie les estimations suivantes

N+2
101 Lao,rswragy < C(N, ¢, 0 T) (1 fllri@r) + Bollzr@y), V1<g< N1

N +2

1012 (@r) < C(N, 2,2, T) ([ fllzr@r) + 0ollr) , VI<p<

4.2.4 Solutions plus régulieres

Pour les besoins de I'étude du systeme on sera amené a considérer des solutions plus
régulieres de ’équation de la chaleur. Pour cela on prend des données f et 6, plus régulieres.
On traitera deux cas

FeLY0,T; L™S)) et §p € L™(Q) ot 1 < m < 2

2N +4
N+4

f € L™Qr) et 6y € Lv"5 (Q) ol 1 < m <

Tout d’abord, comme tous les espaces précédents sont inclus dans L'(Qr) et L'(€),
les résultats vu précédemment s’appliquent, c’est-a-dire qu’il existe une unique solution
renormalisée du probléme (4.24). Ensuite on va montrer que I'unique solution renormalisée
est plus réguliere que dans le cas de données L. En effet, en adaptant les techniques de
Boccardo, Dall’Aglio, Orsina, Gallouét, (cf. [10], [26]), on montre que la solution satisfait
des régularités découplées en temps et en espace, de plus on établit des estimations de la
norme de # en fonction de la norme des données, essentielles dans I’étude de 1’existence et
de I'unicité du systeme.

Théoreme 4.2.11 On suppose
feLY0,T;L™(Q)) et O € L™(Q) ot 1 < m < 2.
Alors lunique solution renormalisée du probléme (4.24), vérifie :
0 € L=(0,T;L™Q)), 0eL(0,T;W,Q), 6eL0,T; L")

pour tous r,q, k et p satisfaisant

2 N N
_+_:1+_7 1ST,(]<2,
T q m

=N
x|=
3=

, 1<K, u< oo, (4.58)
avec les estimations

10| oo 0,r5m () < Ci(||fllzro,r0m0)) + [10ollzm(@)), Cr = Ci(m)

1D0|(zr0,r;za @y < Co(llfllzrorieme) + [16ollzm(e)),  Co= Ca(m,r,q)
10| =070y < Ca(ll fllzro,rsm @) + 10ollzm)),  Cs = Cs(m, &, 1)

HHHLW(QT) < Cy (||f||L1(0,T;Lm(Q)) + ||90||Lm(9)) , Ca= 04(m).
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Remarque 4.2.12 Les constantes C; dans le théoreme ci-dessus sont indépendantes de u,
car div(u) = 0 et u = 0 sur 0f2. Donc dans les estimations le terme de convection u - Df
disparait a I'aide de la formule de Stokes.

Théoreme 4.2.13 On suppose

2N +4
N +4°

FEL™Qr) et by € L7+ (Q) ot 1 <m <
Alors lunique solution renormalisée du probléme (4.24), vérifie :
0 € L0, T; L¥+m (Q)), 0 € L'(0,T;WHQ), 6 € L*0,T; L))

pour tous 1, q, k et p satisfaisant

2 N N+2- 2 N N+2-2
i

, 1< Kk,pu < oo,
T q m K

m

avec les estimations

o0 (0,T;L N+2-2m (Q)) LN+2 Lo ()

I I—— same@+wm ),a=aw> (4.63)

D8 oissons < Co (I Mimian + 100l e )+ Co=Calmria) (460

Blozsien < Cs (Ifllemion + Mol e )+ Co= Cammap) (469

LN+2 Lo

100, gy, < Co (Iflvomaman + 100l ) Co=Catm). (4.60)

Démonstration du Théoréme 4.2.11— On établit les estimations a partir de la formu-
lation renormalisée vérifiée par 6. La démonstration se déroule en deux étapes. La premiere
étape est consacrée a la preuve de I'estimation suivante

||0||7Ln°°(0,T;Lm(Q)) +/ |D9|2|9|m_2 dzds < C(m) (||f||L1(0,T;Lm(Q)) + ||90||Lm(ﬂ))m- (4.67)

Qr

Dans la deuxieme étape a partir de 'inégalité ci-dessus, et 1'utilisation des inégalités de
Holder et Gagliardo-Nirenberg on montre les estimations voulues.

Etape 1 : preuve de I'estimation (4.67)

Soit a > 0, on définit

Y(r) = ((a+|r))™ " —a™ ") sgn(r).

La fonction v vérifie certaines propriétés que nous établissons dans le lemme suivant
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Lemme 4.2.14 On pose ¥ (r fo YoTy)(p)dp et 7,/1 fo p) dp. On a tout d’abord
Y(Ti(r)) < ve(r) < ¥(r) (4.68)

et pour tout 0 < ¢, < 1 il existe d,,, € R indépendante de a telle que

(a+|r)™ (a+[r)™

- + dp, mS~ < 4.
¢ - +d,,a Y(r) = (4.69)

On reporte la démonstration de ce lemme a la suite de la preuve de ce théoreme.

Soit h > 0, et t € (0,T), on prend S'(r) = (¥ o Ty)(r)ha(r), ¢(s) = min ((:=52)F,1)

comme fonctions test dans (4.28), on remarque que ¢ est indépendant de x donc Dy = 0
et que

S"(r) = h(r) (W o Ti)(r) + ha(r)y' (T (r)) T (r),

il vient donc

%/tt+h/¢n,k(0) dxds+/t+h/ |DO|2R! (0) (v o Ty,)(0) da ds
/Hh/ V' (T(0)) T} (0 )|D0|2<pda:ds+/t+h/u Dt (0)p da ds
/Hh/f o Ti)(0 ()90d$d8+/¢nk 0o) dz. (4.70)

ou on a posé .
buslr) = [ 00Tl dp

Remarquons que le quatriéme terme de (4.70), le terme de convection, est nul en utilisant
la formule de Stokes, le fait div(u) = 0 et que ¢ est indépendant de z. En utilisant le fait
que ¥'(r) = (m — 1)(a + |r])™ 2, linégalité |(v o Ty)(0)| < (a + |T(0)|)™ ! et en faisant
tendre h vers 0, il découle pour presque tout ¢ € (0,7)

/wnk )) da+ |De|2h;(o)(onk)(e)dxds+/ ha(0)(m—1)—PTOF 4

‘ (a+ [T (0)])*
|fl(a+ [Tx(0))™ " dxds—i—/d)n,k(ﬁo)d:c. (4.71)
Qi Q

Ensuite on fait tendre n vers l'infini dans (4.71). Le troisiéme terme de (4.71) se traite par
le lemme de Fatou, car I'intégrande est positive et h,, converge vers 1, donc

DT}, (0)[2 . / | DT ()|
dx ds < lim inf h,, (6 dx ds.
/Qt @t L) w4 <imint | O gy

De la convergence des énergies (4.27), en utilisant le fait que |h}, ()| = L1 (</gj<2n} €t que

[v(Ty)| < 9(k), il vient

(k)

|DO|*h. (0)(xp o Ty,)(0) dx ds| < / |DO|? dz ds — 0.
- J{n<|6|<2n}

‘Qt
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Par ailleurs, pour n < m, h,, < h,,,, on déduit donc

ban(r) = / (6o T) (0)hn(p) dp < / " 0 Te) (0)hm(p) dp = (1),

et comme h,, converge vers 1, et |1 o Tj| < ¥ (k), le théoreme de Lebesgue, assure donc que
Un(r) converge, en croissant, vers ¢y (r) = [; (¢ o T})(p) dp. Par le théoréme de Beppo-
Levi, on déduit les convergences restantes

/%k ) dz —>/¢k ))dz, p.p.te(0,7T),

/Q b (B0) dz —> /Q e (00)

En reportant toutes ces convergences dans (4.71), et en appliquant 1'inégalité de Hélder au
second membre, il vient

DT, (6) 2
< 1 T m
/zpk t) dz + (m 1)/@ @ T dz ds < |[f||z10,m5zm @)

X ||(CL+ |Tk(0)|)m_1||L°°(O,T;Lm'(Q)) +/Q'(/Jk(00) d.ﬁC, P.pP- t e (O,T) (472)

En appliquant le Lemme 4.2.14 et I'inégalité de Young sur le premier terme du second
membre de (4.72), il vient

o /Q(a + [Tk(8) (1)) dx + a™dpy mes(Q2) + (m — 1) /Q (a ll\)%((g))l‘) m fhe

C(e) i ym € m
S 1 F |20, mm ey + %Ha + T (0) [ Zo0 (0,752.m ()

1
+ —/(a+ T (60))" dz, p.p.t € (0,7T).
mJa

Et donc en prenant e suffisamment petit, il découle

dz ds

| DT (0)?
lla + | Te(0)[[I 7o 0,75 m () + @™ i mieS( )+/QT (a+|Tp(0)])>™

< C(m) (||f||z"1(0,T;m(m) - [ |Tk<eo>\>mdx) @)

ou C(m) est une constante dépendant de m (qui explose quand m tend vers 1). En faisant
maintenant tendre k vers 400, le lemme de Fatou pour les termes de gauche de (4.73) et
le fait que (a + |Tx(6p))™ < (a + |6p|)™, entrainent

la + |9|||L°o(o,T;Lm(Q)) + a™dp, mes(£2) + / dz ds

or (a+10])>~™

< C(m) (||f||?1<o,T;Lm<m) + [ |9o|)md$> - @)
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Enfin on fait tendre a vers 0, une application du lemme de Fatou et de 'inégalité 2™ 4 y™ <
2(z + y)™ montre I'inégalité voulue

10175 0,752m (02)) +/Q |DO?|0|™2 dz ds < C(m) (|| fllzro.zm@)) + 100lm(ey)” - (4.75)
T

Etape 2 : régularité de ¢

Remarquons tout d’abord que de (4.75), on peut déduire immédiatement la régularité
L>(0,T; L™(Q)) de 6,

101 Lo 0,157 () < C(m) (| fll£20,ms0m(0)) + 100]lLmie)) 5 (4.76)

ou C'(m) est une constante qui ne dépend que de m.
Soit 1 < g < 2, une simple application de I'inégalité de Hélder donne, pour presque
tout ¢ € (0,7)

/\De\qu - /(\D9\2|9|m2)%|0\<2m>%da;
Q Q

( / |D0|2|0|m2dx> ( / 16235 da;) | (4.77)
Q Q

Soit 1 < r < 2, on éleve (4.77) a la puissance r/q, on intégre sur [0,7] et on applique
Holder, il vient

T s (T . =
DO||7 oo dt < DO2|0™ 2 dx dt 9|~™ 35 gy dt
” (Le(2))
0 T 0 Q

Et donc en utilisant ’estimation (4.75) obtenue a la premiére étape, il découle

IN

2

T
/0 D011 oy dt < C(m,r) (1 fllrom@)+

M (2 m)r 2
1ol my) ( / ol % m>q(mdt) C (478)

On applique maintenant I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg, rappelée dans le Lemme 4.1.3
pour estimer le terme de droite de I'inégalité ci dessus. On prend p = m et v = (2 —
m)q/(2 — q) dans le lemme, il vient

||0(t)||LQ21_";M(Q) < C(m, )IIDON|Gao) 101y, P-p-t € (0,T) (4.79)
et ou « est défini par
2—q 1 1 11—«
= = ) 4.80
(2—m)q a(q N>+ m (450
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On éleve (4.79) a la puissance r/a et on intégre sur [0, 7], on obtient

r(l1—

T . T )
[0 ot < Clmar) [ DB 1055 e
0 L 74 (Q) 0

r(l—a) T
< C(m,q,T)||9||Loo°‘(o,T;Lm(Q))/0 1D0][7a(qy . (4.81)

Pour rapprocher les relations (4.78) et (4.81), on pose

r o (2—-m)r
—= 4.82
o 2—r ( )
On utilise de plus l'estimation L*°(0,7"; L™(£2)) obtenue en (4.76), on en déduit
1_r

T 2 T 2
/0 DO ey dt < Clm,g,7) (1 lomszmcay + 1o llmy) ( / 1011 e dt) |
D’ou 'estimation voulue sur D@

1 D0]|(r» 0,759~ < Clm, q,7) (1 fllero;rizm )y + [0ollime)) - (4.83)

On vérife par un simple calcul, en réinjectant (4.80) dans (4.82), que r et ¢ vérifient les

conditions désirées
Z+E:1+E’ avec 1 <r,q < 2. (4.84)
r q m
Notons que cette derniere relation et le fait que r et ¢ sont strictement inférieurs a 2
impliquent que m < 2. Enfin, il nous reste a montrer a montrer les estimations sur # dans
L%(0,T; L*(2)). Pour cela, on injecte I’estimation (4.83) dans l'inégalité (4.81), et on utilise
Pestimation L*(0,T; L™(R2)) (4.76), il découle

T (2—m)r 2—m)r
/ 101l &e  dt < C(m,q,7) (1flleomsmm @) + [100llm@) > (4.85)
0 L 2-a (Q)
En posant
2 — 2 —
oo @omr @omg
2—r 2—q

de (4.85) on déduit
||9||L~(0,T;Lu(9)) < C(m, K, ,U) (||f||L1(O,T;Lm(Q)) + ||90||L’“(Q)) .

Avec les conditions (4.84), on montre que les parameétres k et p vérifient

—4+ —=—, avecl <k,u< +o0.
K B4 m

Et en prenant x = p, on obtient 'estimation (4.62). Ce qui achéve la preuve du théoréme.
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O

Revenons a la preuve du Lemme 4.2.14.
Démonstration du lemme 4.2.14— Montrons tout d’abord (4.68). Pour —k < r < k,

Ty(r) = r, donc on a trivialement J(Tk(r)) = p(r) = J(r) Pour r > k,

() = [:¢0ﬂdp+lérw00dp
(k) + (r = k) (k)
= UT(r) + (r — K (k).

Comme (r — k)y(k) > 0, on a la premieére inégalité J(Tk(r)) = J(k) < Y (r). Pour la
seconde inégalité, pour k < r

wm=t4wm@+[¢w@
= )+ [ (e ds
> )+ (r— (k) car (r) = (k)
(7).

Par des arguments de parité on établit le cas r < —Fk et (4.68) est démontrée.

Passons A la preuve de (4.69). Par une intégration immédiate on montre que ¥(r) =
L(a+|r])™—a™!|r|, on en déduit donc la deuxiéme inégalité. Pour la premiére inégalité,
on pose 0 < ¢,, < 1 et on écrit

(a+[r)™

—a™ .
m

TZ(T) = Cm

1t

En faisant une recherche d’extrema, on montre que le minimum de la fonction

(a+[r)™

r = (1= cp) —a™ Hr| (4.86)

est d,,a™ ou

Ce qui acheve la preuve.
O

Comme annoncé au début, avec les régularités obtenues dans le théoréme précédent on
montre
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Proposition 4.2.15 Soit u € L>*(0,T; L*(2)) N L?(0,T; Hy(Q)), et soit  vérifiant les
régularités du Théoréme 4.2.11. Alors u - DO € Ll(O,T; L™(Q)) avec lestimation

||U’ D0||L1(0TLm () < C(m 0)||u||Lm (0,T3L2() )”U’”L2 OTHl(Q))
x (Iflz2,mzm @) + 1100ll ()
pour tout o > 2/(2 —m).

Démonstration — Soient o, 7 deux réels, d’apres 1'inégalité de Holder

T - T e .
/ (/ lu- DO|™ daz) dt < (/ </ lu|™ dx) dt)
0 Q 0 Q
T ) m’—[',, T
/ ( / D™ da:) | (a87)
0 Q
ou o', 7' sont les conjugués de o et 7 c’est-a-dire

11 11
- +
g g

1
T

T T

Sous la condition mo > 2, I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg (cf. Lemme 4.1.3) implique

2
lullzme @) < o, m)|[Dull e llul75q,

En élevant a la puissance 7 et en intégrant sur [0, T], il vient

T T
mo e T( )
/ </ lul dx) dt < [Jul|7e OTLz(n))/ ||D“”(P(ﬂ NN dt.

2ma

En posant 7 = , il découle

T ﬁ % o
(A (/S; ‘u‘mtf da:) ) < C(m U)HU“Loo 0,T;L2(92 ||u||L2(OTH1(Q)) (4.88)

D’autre part, en prenant o > 2/(2 —m) (qui implique par ailleurs mo > 2), alors mo’ < 2.
De plus, de I'égalité 7 = 2’"" , un calcul immédiat donne
1 1 1

1
m0,+;:§+aetlf’r’<2.

Et donc en utilisant les estimations (4.60) du Théoreme 4.2.11 entrainent
1

T mo?
/ (/ |De|m“’dw) < Cm o)l orim@y + lollin).  (4.89)
0 Q

En injectant (4.88) et (4.89) dans (4.87), on obtient le résultat voulu.
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O

Remarque 4.2.16 La proposition précédente est essentielle dans la démonstration de
I'unicité du systeme initial, car si #; et 65 sont deux solutions de I’équation de la chaleur
avec terme de convection, pour des données (fi,01,u1) et (f2, 002, us2), alors ; — 6, est
solution d’une équation dont le second membre est dans L' (0, T; L™(2)) et ainsi on obtient,
des estimations sur #; —05 a partir du Théoreme 4.2.11 comme on le montre dans le corollaire
qui suit.

Corollaire 4.2.17 Soient 0, et 0y les solutions du probleme (4.24), respectivement pour
les données (f1,00.1,u1) et (f2,002,u2). Alors on a les estimations

161 — 02| e o,rszm () < Cr (1f1 = FollLiorsnm )
+|[(u1 = ug) - DOl 1 omszm@)) + 11601 — Oozllimie)) ,  Ci1=Ci(m) (4.90)

|D8y — Dbs| (20152000 < Ca (1f1 — fellorompm(o)
(w1 — uz) - DOl oyrsima)) + 1000 — Oozllim(e) ,  Co = Ca(m,r,q) (4.91)

161 — 02| L (o,rs20(0)) < Cs (||f1 — fallpro,msm (@)
+|(ur — u2) - DO || Lrorsem(ay) + 1001 — Oogllimey)), Cs = Cs(m, s, ). (4.92)

avec K, i, q, 7 vérifiant les conditions (4.58) du Théoréme 4.2.11.

Démonstration — En faisant la différence des équations en 6, et #5 on montre que 6; — 65
vérifie I’équation

86, — 6

% Ay —0y) +us- DO —02) = fi — fo+ (us — 1) - DO dans (0,T) x Q
(01 — 02)(t =0) = 60,1 — bo,2 dans O

01 =02 =0 sur (0,7 x 89

(4.93)
Or d’apres la Proposition 4.2.15, (uy —uy) - D8, € L'(0,T; L™(5)), donc I'équation (4.93)
est exactement du type de I’équation de la chaleur avec terme de convection (4.24) étudiée
depuis le début. On peut donc appliquer les estimations du Théoreme 4.2.11, ce qui donne
le résultat voulu.

g

Remarque 4.2.18 On peut énoncer un principe de contraction sur € dans un espace de
Lebesgue. C’est une conséquence directe de 1'estimation (4.92), pour s =t = 2m

161 — b2 | L2m(@ry < C(m) (IIf1 — follrorizm o))
+||(U1 — ’U,Q) . D01||L1(0,T;Lm(ﬂ)) + ||00,1 — 00,2||Lm(9)) . (494)
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Passons maintenant & la démonstration du Théoréeme 4.2.13.

Démonstration du Théoréme 4.2.13— La démonstration de ce théoreme est similaire
a celle du théoreme précédent. On mettra donc ’accent sur les points différents. On montre
dans une premiére étape que pour 0 < A < 1 (déterminé ultérieurement)

||0| Loo (0,T;L2=X(2)) +/Q |D0|2|9|_)‘ dx dt
T

< CmA) (I llm@nllOlangp + 106225 g ) - (4.95)

Dans la deuxieme étape a partir de l'inégalité ci-dessus, et l'utilisation des inégalités
de Hélder et Gagliardo-Nirenberg, on montre I'estimation de § dans L?(Qr), ou o sera
déterminé. Enfin dans la derniére étape, a partir de l'estimatin L(Qr), on déduit les es-
timations découplées sur 6 et D6.

Etape 1 : preuve de I'estimation (4.95)

A I’image de la preuve du Théoréeme 4.2.11, pour @ > 0 et 0 < A < 1, on définit
P(r) = ((a + 7)™ — a' ™) sga(r).

Comme précédemment, on pose 1y (r fo Y oTy)(p)dp et 1/) fo p)dp. On a des
résultats analogues a ceux du Lemme 4.2.14, c’est-a-dire pour tout re ]R
P(Ti(r)) < gi(r) < ¥(r) (4.96)
et il existe 0 < ¢) < 1 et d) deux constantes indépendantes de a telles que
(a+r))*™ oA _ T (a+]r)>2
-_ < < —, 4.
A5y +daa™ " < ih(r) < 5\ (4.97)

En prenant S'(r) = (¢ o Ty)(r)ha(r), ¢(t) = min ((*=5+2)F 1) comme fonctions test dans
(4.28), en faisant tendre h vers 0 et n vers 400, on obtient I’analogue de la formule (4.72),

| DT, (6)*
Jrooeras+ 0N | G e

< ||f||Lm(QT>|I(a+ITk(O)I)l‘AIILm'(QT)+/ka(9o)dfv, p-p-t€(0,T). (4.98)

En utilisant les propriétés (4.96), (4.97) sur ¢, , il vient

dz ds

Cx 2-) 2-2 _ | DT}, (0)]?
5 )\/Q(OH— |T(0)(t))* " dx + a® dymes(Q) + (1 — ) /Qt @+ T

1 -
< flzmenlla+ [Tu@)ll 000, + SR /Q(OH‘ T%(60)])> dz, p.p.te€(0,T).
(4.99)
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En faisant tendre a vers 0, le Lemme de Fatou pour les termes de gauche de (4.99) et le
théoréme de convergence dominée de Lebesgue pour les termes de droite, car a+|Ty| < a+k,
il vient

| DTy ()7

< C(m, A) (I L@ I Te(O) s g,y + 1Tk (E0) 17225y ) - (4.100)
@

dz dt

On fait maintenant tendre k vers 400, le lemme de Fatou pour les termes de gauche de
(4.100) et le fait que |Tx(r) < |r| pour les termes de droite, entrainent

||0||L°° 0TL2 )‘(Q)) +/ |_D0|2‘9|_A d./E dt
Qr
< Om, ) (I71m@nllfllz2 gy + 10l ) - (101
Etape 2 : régularité L7 (Q) de 0

Soient 1 < r, ¢ < 2, par 'inégalité de Holder et I’estimation (4.101) on obtient I'inégalité
analogue a 'inégalité (4.78)

T
[ IDO gy dt < Clm ) (1m0

+ 1601232 ) (/ IIGILH(mdt) ~(4102)

L’inégalité de Gagliardo-Nirenberg, rappelé dans le Lemme 4.1.3, nous donne ’analogue
de la formule (4.81)

r(A—24r) T
; - Dol , 4.103
[0, < ool s [ 100w (4103

avec 1'égalité
N 2 N
—F—-=14 —- 4.104
* r + 2— A ( )

En injectant, (4.101) et (4.102) dans (4.103) on obtient

T Ar
2—r < m g
[ 11, < cm ) (m@nlol v,
2—r

aovents (T B 2
T 2—r
0l w) T ([0 )
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d’ou

T
/HW dt < C(m, )\, q,r)
7% ()

AT
2-20(2-7)
% (Iflem@n 1013720 g + 10011225y . (4.105)

On veut traiter le terme |6}~ Pour cela on suppose 7 = ¢, donc d’apres (4.104)

s M(Qr)’

il vient N9 N
— =14 — 4.106
. +5 (4.106)

Et on définit A par

Ag
"M1=))= -2 4.107
m(1-2) = 5~ (4.107

qui rapproché avec (4.106) donne apres calcul

Nm —2(N +2)(m —1)

A\ =
N+2-2m

(4.108)

En posant
Ag  m(N+2)

2—q N+2-2m
et en utilisant (4.106), (4.107), (4.108) I'inégalité (4.105) devient

c=m/(l-)\) = (4.109)

N+42
N

|Wh%)SCWWﬂmmﬂwwWMmyWmed

< Cm A 0) (I an 1005e . + 106l Ve) ) (4.110)

En remarquant qu’un simple calcul donne

1 1
o T ow =bh
N+2 N+2

I'inégalité de Young et le fait que m/(1 — ) = o donnent

N+2 N+2
(T o Y Vo WMzm@n + e 101Z00r)- (4.111)

En injectant (4.111) dans (4.110), et prenant ¢ suffisamment petit, et en remarquant

également que
N +2
(2 — A)T+ =0
il vient

1015+ < CONm) (1F KEmiqey + 10053 ) -
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Et enfin comme N
m
2 - A= —— 4.112
N+2—-2m ( )

il découle

18]l (@r) < C(N, m) (IIfIILm o + 160l (4.113)

LN+2 B (Q))
Etape 3 : régularités découplées de 6

Le réel A est défini par (4.108), comme dans I’étape précédente, . Revenons a l'inégalité
(4.105), les relations (4.109) entrainent

N+2
N

al=

101 pe ae < OO, r) (I lomian 61l + 16013725 )

L75F (0,150774 ()

En utilisant de nouveau 'inégalité de Young (4.111) et en injectant 'inégalité (4.113), il
découle pour tout 1 < r, ¢ < 2 satisfaisant (4.104)

100 s aa < CONm0,7) (I 15mgn + 100l 22-2i0))

L7257 (0,150774 ()

Q=

Enfin, si on pose

Ar g
K = = —
2o FTao_ q
d’aprés (4.104) et le fait que 1 < r,q < 2, k et p vérifient les relations
Nm —2(N +2)(m —1) 2 N N+2—2m
A= < < -t — =
N+2-2m SIS0 +,u m

Par conséquent on obtient I’estimation voulue

101l = (0,7520(0)) < C(N, m, K, 1) <||f||Lm @) + 16o]] (4.114)

L N+2 Lo (Q))

Pour l'estimation découplée sur D@, il suffit d’injecter (4.114) dans (4.102) et d’appliquer
I'inégalité de Young comme précédemment pour obtenir

D8 orason < CW,mra) (I fllmion + Mol e )

Des relations (4.104) et (4.108), on montre qu’on a bien

N 2 N+2
S i="TC
q T m

Enfin pour ce qui est de I'estimation L*(0,T; Lv+tom (Q)), il suffit d’injecter (4.113) dans
(4.95) et d’utiliser I'inégalité de Young et les relations (4.109) pour trouver

10 im0 (1m0 + 108, et )

Ce qui acheve la preuve du théoreme.
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Chapitre 5

Existence et unicité pour le systeme

Dans ce dernier chapitre on définit tout t’abord la notion de solution faible-renormalisée
pour le systéme (5.1), puis en utilisant les résultats de régularité du chapitre précédent on
montre des résultats d’existence et d’unicité des solutions faibles-renormalisées. On suppose
dans un premier temps que I'énergie de dissipation est remplacée par une source fixe. Dans
la Section 5.2, on montre I'unicité pour des données petites en considérant des données
plus réguliéres pour 1’équations de la chaleur, typiquement f € L'(L™) et 6, € L™, avec
m > 1, (voir Théoremes 5.2.1 et 5.2.2) et dans la Section 5.3 en considérant des données
plus régulieres pour les équations de Navier-Stokes, en prenant uy € H(l),o_ (), 092 de classe
C? et F' de croissance plus faible (voir Théoremes 5.3.1 et 5.3.2). Enfin dans la Section 5.4,
on revient au systéme originel (5.1) avec énergie de dissipation. Et en prenant 6, € L*()
et ug € Hp,(Q), alors [Dul> € L*(Qr) et on montre dans ce cas Dexistence avec des
conditions sur la croissance o de F' (Théoreme 5.4.1). On montre ensuite I'unicité de la
solution faible pour des solutions petites (Théoreme 5.4.2).

5.1 Solutions faibles-renormalisées, solutions faibles

On rappelle que I'on étudie le systeme suivant

r Ou

5% — Au+u-Du+Dp=F(f) dans (0,7) x
div(u) =0 dans (0,7 x
) % — Af+u-Df = |Dul? dans (0,7) x Q2 (5-1)
u(t=0)=ug, O(t=0)=06b, dans Q
(u=0, =0 sur (0,7) x OS2

Fort d’une connaissance plus précise de la formulation des solutions de ’équation de la cha-
leur pour des données peu régulieres et des équations de Navier-Stokes, on peut introduire
la notion de solution faible-renormalisée pour le systeme (5.1).
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Définition 5.1.1 (Solutions faibles-renormalisées) On dit que que le couple de fonc-
tions mesurables (u,0) est solution faible-renormalisée du probléme (5.1) si u vérifie

u € L%(0,T; Ly () N L*(0,T; Hy , (42)) (5.2)
et si pour presque tout t € (0,T), pour tout v € H(l)’g(Q)

0
ot <uaU>L2(Q),L2(Q) + (Du, DU>L2(Q),L2(Q) + b(u, u,v) = <F(9),U>H—1(Q),H})(Q) ) (5.3)

et st 0 est une fonction mesurable finie presque partout et vérifiant

Tp(0) € L*(0,T; Hy(Q)), Vk>0; (5.4)
.1 5
lim — |DO|*dzdt =0; (5.5)
noTeO N Jin<|gi<2n}

pour tout S € W>®(R) avec S’ a support compact, pour tout ¢ € C®([0,T) x Q) tel que
S'(0)p € L*(0,T; Hy(9)),

- / £05(0) dz dt — / 0(0)S(60)dz+ [ S"(6)|DOPy de di

T Q Qr

+/ S'(G)DG-Dgod:vdt—i—/ u-DS(G)godxdtz/ \DulS'(6)p dz dt. (5.6)

T T

Dans la Section 5.4, on sera amené a considérer des solutions faibles pour le systéeme
(5.1). On introduit alors la définition

Définition 5.1.2 (Solutions faibles) On dit que que le couple de fonctions (u,) est
solution faible du probléme (5.1) si u vérifie

we L*(0,T; L;(2)) N L*(0,T; H, ,(2)),
u(t = 0) = uy,

et si pour presque tout t € (0,T), pour tout v € H(l),a(Q)

0
ot (UaU>L2(Q),L2(Q) + (D, DU)Lz(Q),L2(Q) +b(u,u,v) = <F(9)aU>H—1(n),H3(n)§

et st 0 vérifie
0 € C([0,T]; L2()) N L2(0, T; HZ ()
% — AO+u-DO = |Dul> dans D'(Qr).

u(t =0) =ug dans L*(Q).



5.2 Données plus régulieres pour 1’équation de la chaleur 129

5.2 Données plus régulieres pour I’équation de la cha-
leur
Dans toute cette partie, on se place dans le cas de la dimension 2 (N = 2). On fait

également I’hypothese que I'énergie de dissipation dans I’équation de la chaleur est rem-
placée par un terme fixe donné f. C’est-a-dire que 1’on étudie le systeme

( ?;: Au+u-Du+ Dp=F(f) dans (0,7) x
div(u) =0 dans (0,7 x
) %—AH—%U Do = f dans (0,7) x (5.7)
u(t=0)=ug, O(t=0)=06b, dans Q
(u=0, =0 sur (0,7) x OS2

On sait que si f est dans L'(Qr) et 6y € L*(Q), d’apres les résultats de régularité
de I'équation de la chaleur on ne peut pas espérer mieux que D6 € (LQ(QT))2 pour tout
q < 4/3. Dans ces conditions, en considérant u solution faible, alors v € L*(Qr) et donc
le terme de convection u - D n’est pas dans L'(Qr), ce qui pose probléme pour 1'unicité.
On suppose donc f € L'(0,T; L™(Q)) et 6, € L™(Q)) pour mettre & profit les résultats
de régularité obtenus dans la Section 4.2.4. On a montré alors, dans la Proposition 4.2.15
que dans ce cas u- DO € L'(0,T; L"™(Q)). On établit tout d’abord un résultat d’existence,
pour une fonction F de croissance 0 < a < 2. On remarque, que I’ ensemble des valeurs
a admissibles est plus grand que dans le cas f € LY(Qr), ot 0 < a < 3 démontré dans
[2]. Ensuite on montre 'unicité de la solution faible-renormalisée dans le cas ou F' satisfait
une condition de type Lipschitz.

Théoréme 5.2.1 On suppose que f € L'(0,T; L™(Q)), 0y € L™() et ug € L2(R). Soit
0<a<3™ On suppose que F est continue et vérifie I’hypothése de croissance

|F(r)| < a-+b|r|*, pour tout r € R. (5.8)

ot a,b sont des constantes pouvant dépendre de .

Alors, il existe au moins une solution faible-renormalisée du probléme (5.7) au sens de la
Définition 5.1.1.

Théoreme 5.2.2 On fait les mémes hypotheses que dans le théoréme précédent. On sup-
pose de plus que F' vérifie la condition de Lipschitz suivante :

|F(r)—F(s)| < L|r — s|(1 + |r|ﬂ -+ \s|ﬂ), pour tout r,s € R. (5.9)

ot B satisfait max(0,a — 1) < 5 < 377" - 1.
Alors, pour || fllzro.rm@) + [0ollm) suffisamment petit, il y a unicité de la solution
faible-renormalisée du probleme (5.7).
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Remarque 5.2.3 Attaoui et Blanchard ont montré dans [2] que le résultat d’existence
du Théoreme 5.2.1 est aussi valable pour m = 1. Pour ce qui est de I'unicité dans ce cas,
comme nous ’avons déja noté la difficulté réside dans le fait que le terme de convection

w-DO ¢ LNQr).

Remarque 5.2.4 La condition de Lipschitz (5.9) (avec s = 0) implique que F' satisfait la
condition de croissance

|F(r)| < A+ B|r|?*', pour tout r € R, (5.10)

ol A et B sont des constantes. Pour que cette inégalité soit cohérente avec la condition de
croissance (5.8) sur F, on doit avoir @ < § + 1. C’est pour cette raison que ’on suppose
max(0,a —1) < g < 3 — 1.

Démonstration du Théoréeme 5.2.1— On démontre ’existence en utilisant le théoreme
de point fixe de Schauder. Pour cela on définit le procédé suivant. On fixe 6 dans un espace
L, typiquement L sera un espace de Lebesgue précisé plus loin, de telle sorte que F(é)
soit dans L*(Qr) ou dans L?(0,T; H'(f2)). Le choix de L dépend donc de la croissance o
de F. Ainsi, on associe & 0, Punique solution u € L®(0,T; L*()) N L*(0, T; H; ,(Q)) des

équations de Navier-Stokes

g—z—Au—l—u-Du—FDp:F(é) dans (0,7) x §2

div(u) = 0 dans (0,7) x (5.11)
u(t = 0) = U/O danS Q

u=0 sur (0,7) x 0.

Enfin, pour ce u, on pose €, 'unique solution renormalisée de I’équation de la chaleur de

%—AH—i—u-DH:f dans (0,7) x
0(t=0) =6, dans Q (5.12)
=0 sur (0,7) x 0.

On choisira alors aussi L en fonction des résultats de régularité connus sur # de sorte que
6 € L. On a donc défini I'application :

U

&~

— L
§ —s 0.
Pour montrer ’existence d’un point fixe, par Schauder, il faut montrer que ¥ est continue,
compacte et préserve un convexe fermé borné. Un point fixe # pour cette application sera
donc tel que (u, d) est solution faible-renormalisée (5.7). Le choix de L dépend essentielle-

ment de «, c’est pour cela que I'on distingue trois cas
e 0 < 2a < 1: point fixe dans L = L'(Qr)
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e 1 <2a < 2m : point fixe dans L = L**(Qr)

e 2m < 2o < 3m : point fixe dans L = L"(0,7; L9(2)), en utilisant les régularités
découplées (4.61) de la solution de I’équation de la chaleur montrées dans le Théoréme
4.2.11

ler cas : 0 < 2a < 1. Dans ce cas L = L'(Qr), on fixe donc  dans L'(Qr). D’aprés
I’hypothése de croissance (5.8) sur F,

F(0) € LY*(Qr) C L*(Qr)

car 2« < 1. Par définition des solutions renormalisées, on a 6 € L'(Q7), donc I'application
U est dans ce cas bien définie. Montrons qu’elle est continue, compacte et préserve une
boule de L' (Qr).

¥ continue : soit (9/,;) une suite de fonctions de L'(Qr) convergeant fortement vers .
D’apres le principe de contraction énoncé dans le Corollaire 4.2.17 et la Proposition 4.2.15

2 mo—2

100 = OllL2m(@r) < C(m)|(un — u) - DO|| L1 0,1;0m(02))
(

< C(m, 0)|lun = ull 72 o g2y 1un = Ul 56 1.1 o)

X (Il f 1l or50m ) + 160l m () -

Puis par Holder et le principe de contraction (4.3) pour les solutions des équations de
Navier-Stokes, il vient

10~ llsion < € | 1P(@) = FOP drar) (Slisoramay + Wollmie) . (513

ou C est une constante dépendant de m, ||F(é)||L2(QT), ||uollz2(@r) et indépendante de n.

Or 0, converge vers 0 dans L! (Qr), donc par la croissance et la continuité de F, F(O/;L)
converge vers F(0) dans L'/*(Qr) donc dans L*(Qr). Et donc d’apres (5.13), 6, converge
vers 0 dans L'(Q7), et la continuité de ¥ est montrée.

¥ compacte : soit (é;) une suite de fonctions bornée ds L' (Q7). Alors F (0/,\1) bornée dans
LY%(Qr) donc dans L*(Qr). Pour tout n, u, vérifie les équations

agt” — Auy, + uy, - Du, + Dp, = F(é;b) dans (0,7) x 2

div(u,) =0 dans (0,7) x Q (5.14)
un(t = 0) = ug dans

up, =0 sur (0,7) x OS.

Par conséquent, par les estimations classiques sur les équations de Navier-Stokes, (u,) est
une suite bornée dans L2(0, T'; Hy(Q)) et dans L=(0,T; L*(2)). En ce qui concerne la suite
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(6,), pour tout n, 6, est solution renormalisée de

%—AﬁnwLun-DOn:f dans (0,7) x Q
On(t =0) =0 dans (5.15)
0, =0 sur (0,7) x 0f.

D’apres les estimations (4.60) du Théoréme 4.2.11, pour tout 1 < ¢, < 2 avec %—F% =1+

)
e 0, est bornée dans L"(0,T; W,%(Q))

° % = f + A0, — u, - D, est bornée dans L' (0,T; L™(Q)) + L™(0,T; W~14(Q))

donc par un lemme de compacité de type Aubin-Simon ([40]), on a en particulier, I’existence
d’une fonction mesurable ¥ telle qu’a une sous-suite pres

1
m

0, — v p.p. dans Q.

De cette convergence ponctuelle et du fait que d’apres (4.62), (6,,) est bornée dans L™ (Qr),
le théoreme de Vitali implique alors qu’a une sous-suite pres

6, — ¥ dans LI(Qr) pour tout 1 < g < 2m.

En particulier
0, — ¥ dans L*(Qr).

Ce qui montre la compacité.
U préserve une boule : on a d’aprés l'estimation L*™(Q7) de 6 et 'inégalité de Holder,

1011210y < C(m) (|| fllz10,750m (@) + 100l ()

ou C(m) est une constante indépendante de 0. Donc clairement, W préserve la boule de
L'(Qr) de centre 0 et de rayon C(m)(|| ||z 0,r;m ) + 100l zm(e))-

Par le théoreme de Schauder, ’application ¥ admet donc un point fixe. Ce qui acheve le
premier cas.

2&me cas : 1 < 2a < 2m. Dans ce cas L = L**(Qr), et la démonstration est similaire au
cas précédent. Tout d’abord, si 6 € L2*(Qy) alors par la croissance de F, F(f) € L*(Qr)
et d’apres les estimations (4.62), 6 € L*™(Qr), a fortiori # € L?>*(Qr), donc I'application
U est dans ce cas bien définie. Reste a montrer qu’elle est continue, compacte et préserve
une boule. R

¥ continue : soit (§,) une suite de fonctions de L2*(Qy) convergeant fortement vers 6.
Comme dans le premier cas on obtient :

2 mo—2

”0% - 0||L2m(QT) < C(ma U)”“ﬂ - u||[7j_<;(0,T;L2(Q))||un - u”L;n(UO’T;H(l)(Q))

X (I flzro/rszm () + 10ollzm () -
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Puis par Holder et le principe de contraction (4.3) pour les solutions des équations de
Navier-Stokes, il vient

2

F@) = FOPdedt) (Iflamo + Bollome).

(5.16)
ot C' est une constante dépendant de o, m, || F'(0)/r2(g.)» |uollz2(@r) €t indépendante de

16 = Bll o0y < Cla,m) (/

T

n. Or 6, converge vers 6 dans L?*(Qr), donc par la croissance et la continuité de F, F(6,)
converge vers F(f) dans L*(Qr). Et donc d’apres (5.16), 6, converge vers 6 dans L*(Qr),
et la continuité de ¥ est montrée. R

U compacte : soit (,) une suite de fonctions bornée dans L**(Qr). Alors F(6,) bornée
dans L*(Qr). Pour tout n, u, vérifie les équations

‘9;? — Aty + tty - Dy + Dpy, = F(6,)  dans (0,T) x Q
div(u,) =0 dans (0,7) x
un(t =0) = ug dans €

Up, =0 sur (0,77) x 02

Par conséquent, par les estimations classiques sur les équations de Navier-Stokes, (uy)
est une suite bornée dans L?(0,T; Hy(9)) et dans L>(0,T; L*(R?)). D’autre part, 6, est
solution renormalisée de

aai:—AanLun-Dﬁnzf dans (0,7) x 2
0,(t =0) =6 dans Q
0, =0 sur (0,7) x OS2

Comme dans le cas précédent, une application immédiate d’un lemme de type Aubin-Simon
donne I'existence d’une fonction mesurable 7 telle qu’a une sous-suite pres

f, — 9 p.p. dans Q7.

De cette convergence ponctuelle et du fait que d’apres (4.62), (,,) est bornée dans L*>™(Qr),
le théoreme de Vitali implique alors qu’a une sous-suite pres

0, — ¥ dans LI(Qr) pour tout 1 < g < 2m.
En particulier, comme 2a < 2m
0, — 9 dans L**(Qr).

Ce qui montre la compacité.
U préserve une boule : on a d’aprés l'estimation L?™(Q7) de 6 et 'inégalité de Holder,

10112200y < C(m, @) (|| fllzromzm(y) + 100l m(e))
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ou C'(m, ) est une constante indépendante de f. Donc clairement, ¥ préserve la boule de
L?*(Qr) de centre 0 et de rayon C(m, a)(||f|lz1o,r;zm @) + 100l zm(e))-

Par le théoreme de Schauder, ’application ¥ admet donc un point fixe. Ce qui acheve le
second cas.

3éme cas : 2m < 2a < 3m. Dans ce cas L = L"(0,T’; L*°(2)), ol Ky, fo sont deux réels

vérifiant
1 1 1

— 4+ —>—, Ky=2qa, ug=gqaougqg>1l. (5.17)
Ko Ho m
On mettra a profit les estimations (4.61) découplées en temps et en espace du Théoréeme
4.2.11. Remarquons qu’en remplacant kg, fio par leur expression, la premiere égalité de la
condition (5.17) équivaut a
1 «

1
-> — — - 5.18
¢ m o (5.18)
et comme ¢ > 1, cela impose o < 32 ¢’est-a-dire 2 < 3m, comme annoncé au début de ce
troisieme cas. Et la condition 2« > 2m, implique que ¢ < 2. La différence essentielle dans
cette étape est que F () € L?(0,T; H '(Q2)). En effet si § € L*(0,T; L*(Q)) ol ko, o
vérifient les conditions (5.17), alors par la croissance de F’

F(0) € L*(0,T; L(Q)) ¢ L*(0,T; H(Q)) (5.19)

car 1 < ¢ < 2. On peut donc définir u solution faible des équations de Navier-Stokes (5.11).
Et donc d’apres les estimations (4.61) du Théoreme 4.2.11, § € L*(0,T; L*(2)) pour tout
K, i vérifiant

1 1 1

—+—=—, 1<K, u<4o0.

K W m
On observe facilement, que 'on peut choisir x, u tels que ko < Kk et pg < p. Par suite,
6 € L"(0,T;L"(2)) et donc ¥ est bien définie. Reste & montrer comme précédemment
que ¥ est continue, compacte et préserve une boule. Ceci se fait de maniere similaire aux
deux premiers cas sauf qu’au lieu d’utiliser les estimations L?™(Qr) sur # on utilise les
estimations découplées en temps et en espace L®(0,T; L*(2)).
¥ continue : soit (0/;) une suite de fonctions de L*°(0,7T; L*°(£2)) convergeant fortement

vers 0. D’apres le principe de contraction, énoncé dans le Corollaire 4.2.17, et la Proposition
4.2.15

[|60n — 9||L~(0,T;Lu(n)) < C(k, p,0)||un — u|| u||

Lo2(0,T;L%( ))”u” L? OTHl(Q))
(£ 1121 ,r52m ) + 8ollLm(ey) 5

ol K, j vérifient i + i = %, 1 < K, p < 400 et pour tout o > 2/(2 — m). Puis par Hélder,
le fait que kg < K et g < p, et le principe de contraction (4.5) pour les solutions des
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équations de Navier-Stokes, il vient

1
2

T
10 = Ol ro (0,1300(0) < C (K, 1, Ko, o) (/ 1F(0n) — F(O) 510y dz dt)
0
(Iflz2o,rzm@) + B0/l meey) ,  (5.20)

ou C est une constante dépendant de &, kg, i, fo, ||F(§)||L2(QT), ||uo||£2(@r) et indépendante
de n Or 6, converge vers 6 dans L (0,75 L (£2)), donc par la croissance, la continuité

~

de F, et la définition (5.17) de ko, o, F'(6,) converge vers F(#) dans L?(0,T; L(2)), et
I'injection de L?(0,T; L%(S2)) dans L2(0,T; H *(R)) (car ¢ > 1) entraine donc

F(6,) —> F(f) dans L*(0,T; H '(Q)).

En rapprochant cette convergence et (5.20), il vient 6,, converge vers 6 dans L (0, T'; LH(2)),
et la continuité de W est montrée.

~

U compacte : soit (6,) une suite de fonctions bornée ds L"°(0,T; L*°(£2)). Alors par la

~

croissance de F', F(f,) bornée dans L2(0, T; LY(R2)) donc dans L?(0,T; H ' ()). Pour tout
n, u, vérifie les équations

aautn _Aun—i-un-Dun—FDpn:F(é;) dans (O’T) x £
div(u,) =0 dans (0,7) x
un(t = 0) = ug dans Q

Up =0 sur (0,7) x 02

Par conséquent, par les estimations classiques sur les équations de Navier-Stokes, (uy)
est une suite bornée dans L?(0,T; Hy(R)) et dans L>(0,T; L*(R2)). D’autre part, 6, est
solution renormalisée de

aait"—AHnwLun-Dﬁn:f dans (0,7) x Q
On(t = 0) = by dans Q
6, =0 sur (0,7) x 0.

Comme dans les cas précédents, une application immédiate d’'un lemme de type Aubin-
Simon donne ’existence de ¥ mesurable tel qu’a une sous-suite pres

0, — v p.p. dans Qr.

D’autre part, d’apres les estimations (4.61) du Théoreme 4.2.11, (6,) est bornée dans
L5(0,T; L*(Q2)), pour tout ,p vérifiant % + i = %, 1 < Kk, u < 4+00. De plus on observe
facilement, que I’on peut choisir «, u tels que kg < & et oy < p. Par conséquent, le théoréeme
de Vitali implique alors qu’a une sous-suite pres

0, — 9 dans L"(0,T; L' (Q)).
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Ce qui montre la compacité.
U préserve une boule : on a d’apres Iestimation L*(0,7; L#(€2)) du Théoreme 4.2.11
sur 0 et 'inégalité de Holder, avec le fait que kg < Kk et pg < p

||0||L”0(0,T;L”0(Q)) < C(lﬁ],,U:, Ko, Ko, m) (||f||L1(07T;Lm(Q)) + ||00||Lm(9))

ou C(k, 1, Ko, t1o, M) est une constante indépendante de d. Donc clairement, ¥ préserve
la boule de L (0,T’; L*(€2)) de centre 0 et de rayon C(k, u, ko, to, M) (|| f|| £ 0,m5m ) +
[1oll L))

Par le théoreme de Schauder, I’application ¥ admet donc un point fixe. Ce qui acheve le
troisieme cas et la démonstration du théoreme.

0

Remarque 5.2.5 Dans la démonstration du théoreme précédent, on a distingué plu-
sieurs cas selon que F() € L*(Qr) ou F(f) € L*(0,T; H*(Q)). Comme L*(Qr) C
L2(0,T; H'(2)), on aurait pu regrouper tous les cas en un seul ot F(4) € L2(0,T; H™'(Q)).
On a choisi cette présentation car les deux premiers cas, c¢’est-a-dire 0 < a < 2m, sont
plus simples et ne nécessitent pas les régularités découplées en temps en espace sur les
solutions de ’équation de la chaleur avec terme de convection. Ces régularités deviennent
néanmoins indispensables pour atteindre 2m < a < 3m, car dans ce cas, (5.19) montre
que F(f) € L2(0,T; L%(Q)) pour ¢ < 2 et donc F(f) ¢ L*(Qr). Remarquons également
que dans le cas & = m, on a F(0) € L*(Qr) quand § € L2™(Qr). Cependant, il semble
que I’on ne puisse traiter ce cas en utilisant la régularité L™ (Q7) et qu’il faille utiliser les
régularités découplées et le fait que F(é) € L*(0,T; H'(Q)). En effet, pour la compacité
de l'application, si 0, est borné dans L?*™(Qr), on peut montrer comme dans les deux
premiers cas que, a une sous-suite pres, #, converge presque partout et est borné dans
L*™(Qr), ce qui ne suffit pas pour montrer qu’a une sous-suite pres, 6,, converge fortement,
dans L*™(Qr).

Remarque 5.2.6 Le cas 0 < o < m/2 peut étre fait par approximation de F. En effet
dans un premier temps on montre par point fixe le résultat pour F borné (i.e. & = 0). En-
suite on pose F, = F o Ty, on applique le résultat précédent pour F, qui est borné,
et grace aux estimations classiques sur les équations de Navier-Stokes et l’estimation
L*>(0,7; L™(2)), (4.59) du Théoreme 4.2.11, sur les solutions de I’équation de la chaleur,
on peut passer a la limite en € dans le probleme approché.

Démonstration du Théoréme 5.2.2— De maniere classique on suppose qu’il existe
deux solutions faibles renormalisées (u1, 61) et (uq, f2) pour des données identiques f, 6y, uo-
Puis on utilise les contractions établies pour la différence des solutions des équations de
Navier-Stokes (estimation (4.5)) et de ’équation de la chaleur (Corollaire 4.2.17).
Tout d’abord d’apres I'estimation (4.61) du Théoreme 4.2.11, les fonctions 6; et 6, appar-
tiennent a L*°(0,7T; L#°(2)) pour tous kg et pg satisfaisant

1 1

1
—+ — > —, 0 < Kg, o < +00.
ko Mo m
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Donc, la croissance de F' implique que F(6;) — F(6,) appartient a L%O(O,T; L%Q(Q)).
Soit ¢ > 1. En prenant kg = 2« et pg = ga, il découle que F(6;) — F(f2) appartient
a L?(0,T; L)) pour tout ¢ vérifiant

g>1. (5.21)

Ensuite, d’une part, on utilise I'estimation (4.91) sur 6; — 6 dans L*(0,T; L*(Q2)), qui
combinée avec la Proposition 4.2.15 donne, pour tout o > 32— et pour tous &, 4 tels que
1 1 1
L, 1_1

K m m

2 mo—2
”01 - 02”L"(0,T;L”(Q)) < C(ma K, :u)”ul - u2||ZLoo<;(07T;L2(Q))||u1 - u2||L;n(((T),T;H(1J(Q))
X (Il @rsmy + [0ollimey) - (5-22)
D’autre part, du fait que F'(6;) — F(6y) € L?(0,T; LY(Qr)) C L*(0,T; H *()) (car ¢ > 1)
et d’apres l’estimation (4.3), on obtient
[Jur — u2||L2(0,T;H(1)(Q)) + [lur — U2||Loo(0,T;L2(Q))

< C (luoll2(@ry 1 O)ll 20,181 ) 1F(01) = F(02) |20 i1y - (5-23)

De plus, d’apres 'injection L¢(Q) ¢ H'(Q) (car ¢ > 1) et la croissance de F, on a

||F(92)||L2(0,T;H—1(Q)) < ||F(92)||L2(0,T;L‘1(Q))
< la 4+ b|62|*|||20,7;29(02))
1.1 a
< aT2Qe + b||02||L2a(o,T;an(Q))-

Par conséquent, en utilisant le fait que la relation (5.21) implique 5-+-= > L et 'estimation

ga =
(4.61), il vient

1.1 o
1 (02) | 20,m 10y < aT2Q0 +bC (e, q) (£l 0zizmy + [0llme) ™ (5.24)

Puis en combinant (5.22), lestimation (5.23) satisfaite par u; — uy et 'estimation (5.24),
on obtient

101 — 02| Lrco,15000)) < CLllF(01) — F(02)l 220,08 1(02))
X (Il fllz1or5zm@)) + 100llzmey) » (5-25)
ou
C1 = C(m,a,b,q,a,mes(Qr), &, , || fl| 10,7,m@))> 1001 Lm (@) [[w0l z2(q))-
Reste maintenant a estimer ||F(6;) — F(02)lz20.1m () L'injection L*(0,T; L()) C
L?(0,T; H*(Q2)) et la condition de Lipschitz (5.9) sur F' impliquent

| F(61) — F(0o)ll20m,m10)) < C(Q, || F(61) — F(02)l| 120,710 (2))
< O(Q,q,L) ][00 — 0s] (1 + 16117 + |62]%)

HL2(0,T;L‘1(Q)) :
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On applique maintenant 1’inégalité de Holder, avec les exposants définis par

1,111 1 (5.26)
ko k2 pop ¢ '

on obtient

|F(61) — F(02)ll L20,m3m-1(0)) < C(Q2, 4, D)[|01 — 02| r0,7500 @)

B
| HLE(O,T;Lﬁ(Q))'
Puis on estime le dernier terme du membre de droite de (5.27). L’inégalité triangulaire
implique
Hl + |01|ﬂ + |02|ﬂ||LR(0,T;Lﬁ(Q)) < ||1||L'5(07T;L'1(Q))
B B
+ H|01| ||L7°(O,T;Lﬁ(Q)) + H|92| |

LEQ0,T5LE(Y))

Il s’ensuit I'inégalité

11+ 16:1% + |65 < mes(Q)# T

s ||L~ (0,T;LA(%2))

+ ||91||iﬁk(o,T;Lﬂﬁ(Q)) + ||02||§ﬂﬁ(0’T;Lﬁﬂ(Q)) - (5.28)

Ensuite, en utilisant la relation L +2 = L et en additionnant les relations (5.26), un calcul

immeédiat donne

1
I

1+]__1C+1 1)
B Bp B\2 ¢ m/)
3m

Or, puisque max(0,a — 1) < g < ¢ — 1, il est facile de voir que pour ¢ suffisamment
proche de 1, on a

(1,1 1y.1 o, 11«
B\2 q m/)/ m 2 g m

Les relations ci-dessus et les résultats de régularité (4.61) du Théoreme 4.2.11 impliquent
que pour 7 = 1,2

103l Lox0,7;16m(0)) < Clev, B, &, i, m, q) (ANl 2 o,z5zm () + 0ol zm(ay) - (5.29)
Finalement, en regroupant (5.25), (5.27), (5.28) et (5.29), il découle
||01_92||L"(0,T;LI‘(Q)) S C (ma a, ba K, 4, 4, La «, /Ba mes(QT)’ ||f||L1(O,T;Lm(Q))7 ||00||Lm(9)’ ||u0||L2(Q))
X ([If1lp1orszm@y) + 1160llm()) 161 — B2l LrgorsLe@)-
Par conséquent, pour || f{|z1o7;zm @) + ||0ollLm (o) suffisamment petit, on a

C (m’ a, b’ K, 4,4, La «, /Ba mes(QT)7 ||f||L1(O,T;Lm(Q))’ ||90||Lm(ﬂ)’ ||u0||L2(Q))
< (Il f 1z o/5zm ) + 100llmey) < 1,
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ce qui implique

161 — 02|~ 0,75L0(0)) <0,
c’est-a-dire #; = 0y. Cela entraine F'(¢;) = F(6s), et donc d’apres I'unicité de la solution
faible des équations de Navier-Stokes (en dimension 2), on obtient u; = us. Ce qui montre
le théoreme.

0

5.3 Données plus régulieres pour les équations de
Navier-Stokes

On se place toujours dans le cas de la dimension N = 2 et on fait 'hypothese que
I’énergie de dissipation dans 1’équation de la chaleur est remplacée par un terme fixe donné
f- On étudie donc le systeme (5.7). Comme dans la section qui précede, on cherche & avoir
u- DB plus régulier (au moins dans L'(Qr)). Contrairement a la partie précédente on prend
f dans L'(Q7) et 6 dans L'(£2), tandis que ’on prend des données plus réguliéres pour les
équations de Navier Stokes. Typiquement on prend F' a croissance sous linéaire, c’est a dire
une croissance o < 1 pour avoir F\(f) € L*(Qr), s > 2 et uy dans Hy(€). On fait de plus
I’hypothese que 99 est de classe C?. Avec ces hypotheéses, on montre que u - DO € LI(Qr)
pour tout 1 < ¢ < 4/3. L’existence de la solution du systéme est garantie par le résultat di
a Attaoui et Blanchard (voir [2]). Ensuite, grace a la régularité supplémentaire obtenue sur
u par les résultats de la Section 4.1.2, on montre I'unicité de la solution faible renormalisée
pour des données petites dans le cas ou F' satisfait une condition de type Lipschitz.

Théoréme 5.3.1 On suppose que 2 est un ouvert de R® de classe C?, f € L'(Qr),
By € L'(Q) et up € Hy(Q) avec div(ug) = 0. Soit 0 < a < 1. On suppose que F est
continue et vérifie la condition de croissance

|F(r)] <a+b|r|* pourtout r € R, (5.30)

ot a,b sont des constantes pouvant dépendre de .
Alors, il existe au moins une solution faible-renormalisée du probléme (5.7) au sens de la
Définition 5.1.1.

Théoreme 5.3.2 On fait les mémes hypothéses que dans le théoreme précédent. Soit 0 <
B < 1/2. On suppose que F vérifie la condition de Lipschitz suivante :

|F(r)— F(s)| < Llr —s|(1+ |r\5 + |s|ﬂ), pour tout r, s € R. (5.31)
S7
1 1 o o
(11130 + 160l scy) (ames(@)2T + Bl F15: oy + bllol 2oy + 1ol ey

est suffisamment petit, alors il y a unicité de la solution faible-renormalisée du probléme

(5.7).
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Démonstration du Théoréme 5.3.1— C’est une conséquence du résultat d’existence
de la solution faible-renormalisée établie dans [2] ot Attaoui et Blanchard définissent une
notion de solution faible-renormalisée & 'image de la Définition (5.1.1) mais en utili-
sant la notion de solution renormalisée classique, et de la Proposition 2.2.10 qui établit
I’équivalence entre la notion de solutions renormalisées classiques et celle de Blanchard-
Poretta (Définition 4.2.1).

0

Démonstration du Théoréme 5.3.2— On suppose qu’il existe deux solutions faibles-
renormalisées (u1, 61) et (ug, f2) pour des mémes données f, by, ug. Dans une premier temps,
en faisant la différence des équations on montre que #; — , satisfait une équation de la
chaleur avec terme de convection, et avec un second membre dans LI(Qr) pour tout ¢ <
4/3. Ensuite dans un second temps, en utilisant les résultats de contraction du Théoreme
4.1.11, pour les équations de Navier-Stokes, et les estimations du Théoreme 4.2.13 pour
obtenir une contraction sur #; — 6y, on montre I'unicité pour des données petites.

En faisant la différence des équations en 6; et 0y, ; — 05 vérifie I’équation

w — A0 — 02) + uz - D(01 — 02) = (up —w1) - DO dans (0,7) x €2
b, — 0, = 0 sur (0,7) x 09

D’autre part d’apres les résultats de régularité de la Proposition 4.2.10, 6, et 6y ap-
partiennent a LP(Qr), pour tout 1 < p < 2, donc d’aprés la croissance de F, F(6;) et
F(0,) appartiennent & L*(Qr) pour tout + < s < 2. Comme « < 1, alors 2 > 2, donc en
particulier F'(0;) et F(f,) appartiennent & L*(Qr). Le Théoréme 4.1.11 implique alors que
uy; — ug € L'(Qr) pour tout r > 2 avec l'estimation

s = wallzr0ny < CollE(B) = F B2 (5.33)

ou C; est une constante qui dépend de €2, T, 7, |luo,ill myq), |F(6:)]12(g)- De plus, comme
d’apres la Proposition 4.2.10, D§; € LI(Qr) pour tout ¢ < 4/3 avec

I1D01 15207y < C(@) (IIfll1(@r) + o]l zr@)) » (5.34)

alors
(ug —uy) - DO € LYQr), Vg <4/3.

Ainsi comme 6; — 0 vérifie ’équation (5.32), estimation (4.66) du Théoréme 4.2.13 im-
plique que pour tout ¢ < 4/3
101 — Oa| 20 < C(@)[(ua — u1) - DO ||1a(@r)
L?~4(Qr)
< Cl@luz — vl @n I Db1ll z2(@r), (5.35)

ol ¢ et r sont définis par

+

S| =

1
.

Q| =
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Si g < 4/3, il est possible de prendre § < 4/3 et 7 > 2 qui vérifie la relation précédente
(prendre par exemple § = 2/3 + ¢/2 et r = q(4/3 + q)/(4/3 — q)). En injectant (5.33) et
(5.34) dans (5.35) et en posant o = 2¢/(q — 2), il vient

161 = O2ll1e(@r) < CollF(61) = F(62)ll 2@ (I1f1lzr@r) + 160llLi(e)) (5.36)

ou Cy est une constante qui dépend de 2, T, o, 7, [[uollmq): [|F(0i)llg2(q)- L'inégalité
précédente est vérifiée pour tout 2 < o < 4 car ¢ décrit [1,4/3[ et donc 0 = 2¢/(2 — q)
décrit [2,4]. D’apres la croissance de F', le fait que 2a < 2 et la Proposition 4.2.10, on a
pour:=1,2
1 a
”F(ei)”Lz(QT) < ames(Qr)? +b||0i||L2°‘(QT)
11 N o
< C(a)(ames(Q)>T7 + bl f[|Z1 (@) + OllbolZ1 (o)) (5.37)

En combinant (5.36), (5.37) et en utilisant la condition de Lipschitz (5.31) sur F' et
I’inégalité de Holder, il vient pour tout 2 < o < 4

161 = 02| 2o (@r) < Cs (1 fllL1@m + [100ll1 (@)
161 = 02|l Lo @11 + 101)° + 1021% || 27(@r)>  (5.38)
ol 7y est défini par

—+-=7 9.39
oty (5.39)

et ol Cjy est une constante qui dépend de Q, T, r, o, [[uoill m(q)s @5 b; @, | fllz2(@r)s 100|210
D’apres I'inégalité triangulaire, et le fait que ||1||7+(gp) = mes(Qr)"/7, il vient

12+ 16117 + 162 1°[| 2(@ry < mes(Qr)Y” + 1611171,y + 162117510,

Pour pouvoir estimer les deux derniers termes de 1'inégalité précédente, il faut, pour utiliser
les estimations de la Proposition 4.2.10, que Sy < 2. Comme o < 4, la relation (5.39)
implique que v > 4. Et v tend vers 4 quand o tend vers 4. Or, par hypothése, 5 < 1/2
donc pour o suffisamment proche 4, on a By < 2 et en utilisant les estimations de la
Proposition 4.2.10, il vient

11+ 1617 + 16217l 22 (@) < mes(@r) + C(B,A) U1 gm) + 101171(y)-

Et donc en injectant I'inégalité précédente dans (5.38), il découle

161 = Oallze @) < Cu (mes(Qr)7 + C(B, AU s gy + 1601152 0)))
(1Al @ry + 00l 2r0y) 101 = OollLo(@r),  (5-40)

ot Cy = Cy(, T, 0,a,b, , [|uo,ill 3 wys 1 F 1| 21(@r)» 100l 21 (e))- L'inégalité (5.40) entraine que
pour || flzi@r) + |60l 1 (o) est suffisamment petit, alors

Ci (mes(@Qr)'" + CBA) S 13 gy + 1001151 0)) ) (I llnrcar + Wollrce) < 1, (5.41)
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Et donc,
101 — 2]l 2o (@) <0,
c’est-a-dire 6; = 0. Et donc uy; = uy car F(6;) = F(6,).

5.4 Systeme avec énergie de dissipation

Comme dans les parties précédentes on se place dans le cas de la dimension 2. On
retourne a ’étude du systéme (5.1) avec d’énergie de dissipation. Le probleme étant le
méme que dans les sections précédentes, & savoir u - D ¢ L'(2), on considére de nouveau
des données plus régulieres pour les équations de Navier-Stokes, & savoir ug € Hy(f) et
une hypotheése de croissance ad hoc sur F'. Les résultats de régularité montrés en Section
4.1.2 impliquent alors que |Du|? € L?*(Qr). On montre alors, par point fixe, un résultat
d’existence de solution faible pour des données petites, puis, en imposant une condition de
Lipschitz sur F' on montre 'unicité pour des solutions suffisamment petites.

Théoréme 5.4.1 On suppose que 0y € L*(Q) et ug € Hy, (). Soit 0 < o < 2. On
suppose que F' est continue et vérifie la condition de croissance

|\F(r)| <a+blr|*, pour tout r € R, (5.42)

ot a,b sont des constantes pouvant dépendre de .
St l'une des conditions suivantes est satisfaite
e 0<2a<1
o 1 <2a<4, avec a, ||uollmyqy, |6ollr2) et b assez petits,
alors, il existe au moins une solution faible du probléme (5.1) au sens de la Définition
5.1.2.

Théoréme 5.4.2 On suppose que Oy € L*() et uo € Hy (). Soient 0 < o < 1 et
0 < B < 1. On suppose que F' est continue et vérifie la condition de croissance
|\F(r)| <a+b|r|*, pour tout r € R, (5.43)

ot a,b sont des constantes pouvant dépendre de .
On suppose de plus que F' vérifie la condition de Lipschitz suivante :

|F(r) — F(s)| < Lir — s|(1+ |7|° + |s|), pour tout r,s € R. (5.44)
Alors, il y a unicité de la solution faible du probléeme (5.1) pour des solutions suffisamment

petites. Plus précisément, il existe R > 0 tel que si (uy,0;) et (ug,02) sont deux solutions
faibles de (5.1) satisfaisant

0,0, € BL4(QT)(07 R) (545)
D/U,l, DUQ € B(L4(QT))2 (0, R) (5.46)
Del, D02 € BLz(QT)(O’ R) (5.47)

alors 0; = 0y et u; = us.
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Démonstration du Théoréeme 5.4.1— On distinguera trois cas, 0 < 2a < 1,1 < 2a < 2
et 2 < 2a < 4. Pour les premier et deuxieme cas on utilise les résultats d’existence des
solutions faibles-renormalisées établis par Attaoui et Blanchard (dans [1], [2]). Tandis que
pour le troisieme cas, on montre 1’existence par des techniques reposant sur le théoreme de
point fixe de Schauder, en mettant a profit les résultats de régularité, de la Section 4.1.2,
pour les équations de Navier-Stokes.

ler cas : 0 < 2a < 1. D’aprés le résultat d’existence de Attaoui et Blanchard (voir
(1], [2]), le probleme (5.1) admet au moins une solution faible-renormalisée. Comme
6 est solution renormalisée de 1'équation de la chaleur avec second membre |Dul? au
moins dans L'(Qr) alors d’aprés les résultats de régularité classiques on a 8 € LP(Qr)
pour tout 1 < p < 2 (voir Proposition (4.2.10). La croissance de F implique alors
F(0) € L~ (Qr) C L*(Qr). Par conséquent, avec la donnée initiale uy € HJ(Q), il découle
u € L2(0,T; H*(2))NL>(0,T; Hy(Q)) (Théoréme )et donc par les inégalités de Gagliardo-
Nirenberg il vient Du € (L4(QT))2 c’est-a-dire |Du|?> € L?(Qr). Ainsi 6 est solution re-
normalisée de I’équation de la chaleur avec données L2, donc 6 est solution faible de cette
équation et par conséquent (u, ) est solution faible du systéme (5.1).

2éme cas : 1 < 2a < 2. Encore une fois, d’apres Attaoui et Blanchard (voir [1], [2]), pour
a® mes(Qr)? + ||u0||§{(1)(m + [|0ol|z2(n) et b assez petits, le probleme (5.1) admet au moins
une solution faible-renormalisée. Comme dans le premier cas, on a § € L?(Qr) pour tout
1 < p < 2 et donc la croissance de F implique que F(8) € L*(Qr), et par les mémes
arguments que précédemment (u, ) est alors solution faible du probléeme (5.1).

3éme cas : 2 < 2a < 4. On démontre 'existence en utilisant le théoreme de point fixe
de Schauder. Pour cela, on fixe 6 dans L2*(Qr), de telle sorte qu’avec I’hypothése de
croissance (5.42) sur F, F(0) soit dans L?(Qr). On associe alors & 6, 'unique solution
u € L0, T; L*(Q)) N L2(0, T; Hy(2)) des équations de Navier-Stokes

% —Au+u-Du+Dp=F(0) dans (0,T) x
div(u) = 0 dans (0,7T) x
U(t = 0) = Ug dans Q2

u=0 sur (0,7) x 02

D’apres les résultats de régularité de Gerhardt (cf. Théoreme 4.1.6) et la Proposition 4.1.9,
on a de plus

u € L*°(0,T; Hy(Q)) N L*(0,T; H*(Q)).

Les inégalités de Gagliardo-Nirenberg (voir Lemme 4.1.3) impliquent alors que Du €
(L4(QT))2, de sorte que |Dul? € L?(Qr). On pose donc 6, I'unique solution faible de
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I’équation de la chaleur

%_A0+U-D0:\Du\2 dans (0,7) x 2
O(t =0) = 6, dans 2
0 =0 sur (0,7) x 0N

On a de maniere classique, § € L*(Qr), et donc, a fortiori, # € L?*(Qr) (car a < 2). On a
donc défini ’application :

U L**Qr) — L*(Qr)
0 — 6.

Pour montrer ’existence d’un point fixe, par Schauder, il faut montrer que ¥ est continue,
compacte et préserve un convexe fermé borné. Un point fixe 6 pour cette application sera
donc tel que (u, #) est solution faible de (5.1).

U continue : soit (4,) une suite de fonctions de L2(Qr) convergeant fortement vers 6.
En faisant la différence des équations en 6, et 0, et en prenant #,, —  comme fonction test,
il vient

/|9n—0|2dx+ D6, — DO dzds < | |Duy — Dul|Duy + Dullf, — 6] dz ds
Q Qt Q¢

+ /Q |up — u||D6,||0, — 0| dzds, p.p.te (0,T). (5.48)
‘
On rappelle que d’apres I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg,
162 = llzsc@r) < CONn = 0l 2ao sy 00 = Moy (5:49)
11 découle donc de (5.48) et de I'inégalité de Holder que
16n — Ol 2(@r) < C(Q) (I D — Dul|z2(qpyy2 | Dttn| + | Dl L4

+ [lun — u||L4(QT)||D9n||L2(QT)) . (5.50)

En estimant les termes || Du, — Dul|(z2(gp))25 [[un — || g1(g,) & 'aide de la contraction (4.5)
et des inégalités de Gagliardo-Nirenberg, I'inégalité (5.50) devient

160 = Ollzscary < € (2 IF @)l z2(00ys ol 2y ) 1F(B) = FO)lizcory
X (IIDunllz1(@py2 + 1Dullz1(@py2 + Dbl g2p) - (5.51)

D’apres 'estimation (4.6) du Théoréme 4.1.6 et les inégalités de Gagliardo-Nirenberg, on
a

1Dl stiquye < € (IF @) an + ol o)

~ 2 ~
x (1 + (Iluoll =0y + 1F @)l z2(ary) exp (€ (Iluollfze) + ||F<en>||;(QT)))) (5.52)
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| Dullasiguye < C (IFB)1z2(0s) + luoll o)

. 2 .
x (1 + (Il 2oy + 1F Ol an ) exp (€ (Iwolltegey + ||F<e>||iz<QT)))) (5.53)
D’autre part, d’apres les estimations classiques sur I’équation de la chaleur

1DOnllz2ory < CllIDUA (|20 + [10o]lz2()
= C”Dun”?LAl(QT))Q + ||00||L2(Q) (554)
(A) converge dans L?**(Qr) donc est borné dans cet espace, il résulte de la croissance

( 2) sur F' que (F(O/;L)) est borné dans L*(Qr). Par conséquent, en combinant (5.51),
(5.52), (5.53), (5.54), il vient

16 — 8l 1@y < CUIF (0n) = F(O)l2(gr)s

ou C est une constante 1ndependante de n. Cette dernieére inégalité, la croissance (5.42) de
F, la convergence de 0 vers 0 dans L**(Qr) et le fait que 2« < 4 impliquent alors que

0, — 0 dans L**(Qr).

Ce qui prouve la continuité de .
U compacte : soit (f,,) une suite de fonctions bornée ds L?*(Qr). Alors, par la croissance
(5.42) de F, F(6,) bornée dans L*(Qr). Pour tout n, u, vérifie les équations

agt" — Aty + up, - Du, + Dp, = F(6,) dans (0,T) x ©

div(u,) =0 dans (0,7) x Q2 (5.55)
un(t = 0) = ug dans

up, =0 sur (0,7) x OS.

Par conséquent, par les estimations du Théoreme 4.1.6 et de la Proposition 4.1.9 et les
inégalités de Gagliardo-Nirenberg, on déduit que Du,, est bornée dans (I}‘L(QT))2 ie | Du,,|?
bornée dans L?*(Qr). Les fonctions 6,, sont solutions faibles de

00,
5p ~ A0+ un - Db, = |Du,|* dans (0,7) x Q
0,(t =0) =6 dans Q
0, =0 sur (0,7) x 0.

D’apres des estimations classiques sur les solutions faibles de 1’équation de la chaleur,

et en écrivant u, - DO, = — div(u,0,), il vient
e 0, est bornée dans L*(0,T; Hj())
00

o 6—tn = |Du,|* + A6, — div(u,0,) est bornée dans L?(Qr) + L*(0,T; H*(Q)),
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oll on a utilisé que u, et 6, sont dans L*(Qr) et donc — div(u,6y,) € L?(0,T; H~*(Q)). Par
un lemme de compacité de type Aubin-Simon ([40]), on a donc, en particulier, I’existence
d’une fonction ¥ mesurable telle qu’a une sous-suite pres

0, — v p.p. dans Q.

De cette convergence ponctuelle et du fait que, (6,) est bornée dans L*(Qy), le théoréme
de Vitali implique alors qu’a une sous-suite pres

0, — 9 dans L?*(Qr)

car 2a < 4. Ce qui montre la compacité.
U préserve une boule : d’apres les estimations classiques sur la solution de I'équation
de la chaleur et I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg (Lemme 4.1.3), on a

10lzagry < C) (I1Dufllr2(gr) + 100l 2())
— Q) (||Du||§L4(QT))2+||90||L2(m). (5.56)

D’autre part I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg (Lemme 4.1.3) et les résultats de régularité
du Théoreme 4.1.6 et de la Proposition 4.1.9 donnent

1Dullsrye < G (IFO2or + luoll e ) © (IEO 2ir) + ol (e )
ol ¥ est une fonction définie de la maniere suivante
U(s) = (1 + s2) exp(C(Q)s*). (5.57)
L’hypothese de croissance (5.42) sur F entraine alors
1Dull gty < C() (ames(@)} + bl0lgry + e
x U (ames(Qr)? + |03 gy + lluolley ) - (5.58)
En combinant (5.56) et (5.58), il vient
1004 < O() (0 mes(@r) + l[ugll3g 0 + 1012 )
x (ames(QTﬁ o+ b8l gan ) + luollzzcay) + 1follzzce)
et comme 2a < 4, par Holder,

[6l]z2(@r) < Cler, ) (0 mes(Qr) + lluol 2 ey + V1101 o)

1 «
x W? (ames(Qr)F + bll0l|gnqp) + uoll 2y ) + ollz2)  (5:59)
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Si 'on peut trouver R tel que

Ol D) (o mes(Qr) + [uolly o) + bR

X W2 (ames(QT)% + bR + ||u0||L2(9)) +6olly < B, (5.60)
alors d’aprés (5.59), un tel R vérifie
1011120 @y < B = 110]l22(@r) < R,

c’est-a-dire W préserve la boule de L?**(Qr) de rayon R. Remarquons enfin que pour tout
R € R, alors l'inégalité (5.60) est vérifiée pour des données a, ||uollg(ay, b, [|0ollr2)
suffisamment petites.

0

Démonstration du Théoréme 5.4.2— Soient (uq,6,;), (ug,6:) deux solutions faibles
du systéme (5.1). En faisant la différence des équations en 6; et 6o, et en prenant 6; — 6
comme fonction test il vient,

/|91—02|2d:c+ D6, — D2 duds < | |Duy — Dus|| Dus + Dus||6s — o) da ds
Q Q¢ Qt

+/ ‘Ul — uQHD01H01 - 02| dx dS, P.P- te (O,T) (561)

Par des calculs identiques a ceux effectués pour trouver (5.51), on obtient

161 — 02|l L2z < C (NF(00) | 12@q) 1wl z2ey) 1F(61) — F(02)] 2
X (1Duillz(gpyye + 1Dusllz4(@ry2 + 1D p2(0ry) - (5:62)

La condition de Lipschitz (5.44) sur F, l'inégalité de Holder et le fait que g < 1
impliquent alors

LII(0 = 02)(1+ 16117 + 16617 2
C(L)||6r = ballai@rliL + 16117 + (621l 4o
C(L 8 — Ballzsian (14101 ugr + 162l airy)

1F(61) — F(02)12(0.)

ININ

IN

En injectant cette derniére inégalité dans (5.62), il découle

161 = Ballzscery < CL 2 IF @) z2iquy luollzziey) (1 + 161151 gpy + 162115101
X (I1Durll z4(@qpyy2 + 1Du2ll(z4@ry2 + 1D01 1 2(0my) 101 — OallLa(ory-  (5.63)
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Pour des solutions suffisamment petites, c’est-a-dire ||6;]|L4(qr), [ Duill 4 0py2s 1Pl 220
assez petits, on a clairement

C(L, 2 IF )| 2 uollzoey) (1 + 16111 gy + 1621151 0,)
x ([[Durll (s @y + 1Du2ll(z2@ryy2 + 1Dl p2(gp)) < 1. (5.64)

Dans ce cas, alors d’apres (5.63), il vient
101 — 2]l La(@r) <0,

c’est-a-dire, #; = 60,. Et donc on en déduit 'unicité des solutions si les solutions sont
suffisamment petites.

g

Remarque 5.4.3 Contrairement aux résultats d’unicité obtenus dans les sections précédentes
(Théoréme 5.2.2, Théoreme 5.3.2), on obtient ici I'unicité pour des solutions petites alors
que précédemment on a montré I'unicité pour des données petites. Cela résulte du fait que
dans le cas d’un systeme avec énergie de dissipation, le couplage fort entre les équations
rend délicat ’estimation des solutions a partir des données.
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