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&� �� $
��� 
''
�
���� �� �� '
������� ' ����� '
�
! ����� # �� $��%���� ������
���� ����
�'' �! ���� 
�<!'�������� �� ��
������ 
�2�� % ' ������� ���� ��

���� �
	� ����! � '�<����� %�������� �%� ��� %�
� � � ������ 
������ �� $
�( 
� 
!'
����� # 
����! ���

'' �
� H�
C
< ���2
���
� ��


�H H
��� ����! � � 7��� ��&��� %� ����! � # �� ��������� 
��
��
������ %
�
%����������� ����
���� � ������ λ 

 
������� � ����� �<'���� ��� ����� ��
���$
%� # a 
 �
!'
����� %
�
%���������� ��� ����� �� ���$
%� ��

b0

 �
!'
����� %
�
%�������������� �
��
����� (
��<! �������� � �� �
'' �

� ��� h0

��� 

 '��$������ ! �<���� %

%�
�� ,
'
���� �� 
 ���
� 
� ��' �� �

b 0

h 0

λ

a


�� 
 E �E �> � 8�
������ %
�
%����������� �� ����! � � ������ 
������

7��� &��� # �� ��&��� 
�� '
�
! ����� �
�� ��! ������ ����
��� �

ε =
a

h0
; µ =

h2
0

λ2
; S =

aλ2

h3
0

=
ε

µ
; β =

b0
h0

,

.
�� 
� %
��� �� ����! � � ������ 
������ �� $
�( 
� 
!'
����� # 
 �
!'
����� a ��� ��'' ����' ����� ���
�� 

 '��$������ h0
# �

�2! �! � ' ����� ���
�� 

 
������� � �����

λ
# �� 
� ��!(��
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�� +��C�� ��� '��� �� 
 ������ ��
O(1)

� )� ����! � ��� ���% %
�
%������ '
� 
�� ��

�����
����
���� �

ε� 1 ; µ� 1 ;S = O(1) .

	� '
�
! ����
ε
��� ������� 
'' �
� '
�
! ���� �� ���2
���
���� %
� �
 ' ��! �� �� ��
���&�� 
��

�� ��� ���2
���
���� �
�� 
�� �%��
�! ���� %��������� � .� ! �! � #
µ

��� %�!!���! ��� 
'' �
�
'
�
! ���� �� ���' ������ � 	� $
�� ��� 
� ��!(�� �� +��C��

S
���� �� 
 ������ ��

O(1)
�!'
������� �
�� %� ����! � # 
�� ����� ���2
���
���� ���� �� ! �! � ����� ��� 
�� �� ��� ���' ����$� �

)�� ����
�(�� ' ��! �� '
� � �!'
� 

 �����
���� �� 

 '��'
�
���� � ������ �� �<' � ��
���� �
	� ��! 
��� � �
''
�%
���� '�<����� �� %� ����! � ��� ���(
� � �
 ' ��! �� �
����

�! ��� ��
%��������� ��� �%��
�! ���� 
�����
� ! 
�� 
���� �� � ����������� , 

 '��'
�
���� � ������ ��
�<' � ����
! � � . 
�� 
� %
��� ��� �%��
�! ���� %E����� # �3 

 '��$������ ��� �<'����! ��� ��

 ������ � ���� ��/
��� �� ! ����� �� 

 
������� � ����� �� 
 ������ � ���� %���
��� �� ! ����� #
�� 
��
 ' ��� ��� ���
� ��

50cm
��� �

���� ��

0.01
'��� µ �� ��

0.05
' ��� ε � .� ! �! � #

�� 
 ��� %�������� 
� ����
! � �� ��%�!(�� >EE9 �
�� 
 ��%�
� @����� # 
 �
!'����� �� %�
� �2%���
�� ��
0.2m


� 

��� # 

 '��$������ ��
6km

�� 

 
������� � ����� ��
100km

� %�� �

�������� �������
ε = 0.0003

��
µ = 0.0036

�
	
 
�����
���� ������� �� ! ���
�� %��������� �' �%�&���! ��� ' ��� %� ����! � � ������ 
������ #�� %� ��'��� 

 &� �� � @� �! � ���%
� � D� %� ��� %��%���� 
�� ! ���
�� �� $��� '

� # 
 ��� ���
'
�� %���� ��� �� ��

��� 
� '
�� 
�%��� � 
� ! ���
� �� 6��������� ��F9� # F?CF �� �FV� # F?C>� $��
� '��! ��� , '������ �� %�!'�� , 

 $��� 
�� �� ��� ���2
���
���� �� ���' ����$� � 	
 %������%������ %� ! ���
� �� (
�� ��� ��� ������
���� �� %�
!' �� ������� ��
�� 

 �����%

� # ' ��! ���
��
�� ������� 
� '��(
�! � , �� �<���! � �� ��� ���
����� � 	
 " ����&%
���� �� %� ! ���
� �*�

������� 
�� ��
�
� �� )�
�� ��>E� # F�?9� �� � 
�� �� � ��� ��
�
 ��8V� # F�?V� �� F2. ��
���$
%� �� ' ��� ��� ������� �� ���

�� ' ������ � @
 $
�� 
������� 
�� ' ��1��� ! 
" ����� �� 6��
 #
)��� �� +
�� ��F8� # >EE>� �� F2. �� ���$
%� '��� �� 6��
 # )�
�� �� 	
���� ��FD � # >EE9� �� �8��� >2. �� ���$
%� ' ��� �(����� ��� " ����&%
���� %�!'
��� �� %� ! ���
� �� 6��������� � )��
��
�
� # ��� 
�����
� ���� ����������� �
��������! ��� # ' ��! ������ ��

�! ��� �� %����������� $��� '

� �� �����

�� %

���� �� ! ���
�� �� �<' � 6��������� 
� '��'������ ! 
���! 
2
������ ��������
���� � . � ��!(������ � �������� �� %� ! ���
� 
� %
� � ��� $��� ��� '

� ���
�� 
� " ��� ���
�� 

 ��%���� ! ����� �� �� �! � ���%
� # 

 '
�'
�� ���
�� , 
! �
����� 

 ��

����
�� ���' ������ �� !���
� ������

 ��
 
 ����
��
���� �� ����
�'' �! ��� �� 7
�� ��� 

 ��������� '�
�� 
���
��� �

 ��$����%� ���������� �� %���� ! ������ �����
�� , � ������ ��V?� #F�?D ��� $��� '

�� �� 

 ��%���%�� �� ���! �� � ������ ��' ������ �
�� 
�� 
''�� �! 
����� � )�����

�� '��! ���� ! ���
�� �� A �� �� 	�! ��
��� ��9E� # F�VV� # 7�������� ��9�� # F�VC� # A 
���� ��
A �� ��DD � # F�V�� �� . ����! 
�� ��>D � # F�C8� � 9 ������ ������� '
�� ��%�!! ��� 
�� ! ���
��
���� ���
���� �� A 
���� # A���
< �� +������� ��D9� # F�� F� # �H��� ��9V� # F��8� # +%��� �� ��
A 
���� ��VE� # F��9 # �� �V F� # F��?� # ��� # � ��(<# 8��

� �� +�(�
! 
�<
 ��VV� # F��9� # �� ��&�
A 
���� # 6 ����
! �� 	�� ��DC� # >EE>� � A 

��� 

 ��%����� �� 

 
�����
���� ��� %�� ! ���
�� ��
6��������� �� $��� ��� '

� # %�� ��
�
� ������� '���%�'

�! ��� ��� ��
�
� �� ! ���
��
2
���� �� , ����� %���
���
�%� # ���
 
� ! ���
� �� 7�������� ��8�� 
 ��� "����&� ����������! ��� �
� '
���� �� %�� ! ���
�� �� �<' � 6��������� # �
 ��� ' ����( 
� �� ��������� ��� 
���� ! �2
��
�� %

������� �� ����! � � ������ 
������ � 
 ����
���� �� �����H��2�� 9���� ���9 # �8�� #F?�9� # �� 
 ����
���� �� 6��" 
! ��26��
2A 
���< �66A # �C� # F�C>� � )�� ! ���
�� F2. �� ���2



V ������������ � �� �����

$
%� ��� ��� ����������! ��� %��������� '
� 
� (�
�� � �
''�� �! 
����� 
� '��! ��� ����� ���
���
����� �� 6��������� # 
&� �� ��!�
�� 
 ����
����� � ���� ���� �������%������

� , 

 ���2$
%� �� ����� � )�� ! ���
�� �������%������
� ��� '
� 

 ����� ����� �
���
�%� , ��� ! ���
��
��%��'
�� %�
�(��� ��
� ��� 
 �
''�� �! 
���� �� ��9 �� F2. �� ���$
%� # �� 
 �
''�� �! 
����
�� � 
��!����27����
����
� ��7# �89� # F�CE� �� >2. �� ���$
%� ' ��� ��� ����� $
�( 
�! ���
��
�������� � 	 �
''�� �! 
���� �� ��9 ���'�
� ��� 

 ���$
%� 
�(�� �� ����� ' ��� ���� ��%����
%�!! � 

 ��!!� �� ��� ����� �� '��'
��
�� �� ���� �'' ��� # %�
%��� ��
�� ����� '
� ������
���� �� ��9 � )���� 
''�� �! 
���� 
 ��� 
 ��(" �� �� ��!(��� ��
�
� # '
�! � 
�����
����� ' ������ %���� %�� �� )�
�� ��>E� # F�?9� # � 
�� �� � ��� ��
�
 ��8V� # F�?V� # +%������� ��
�
<�� ��V>� # >EEE� # 6��
 # )�
�� �� 	
���� ��FD � # >EE9� �� ��%��� ������ ��V�� # >EE9� # �� �

" ����&%
���� ��� �����! 
�� %�!'
��� �� $��� '

� � D� ���
�%�� # 
 �� ������� �� 

 " ����&%
2���� �� %���� 
''�� �! 
���� �� $��� ��� '

� � �
 # , ����� %���
���
�%� # $
�� 
 ��(" �� ��� �����
 ��
�
�
 � �@��%�� ��8E�� ��� 
����
 ���� ����������� �
��������! ��� � D� %� ��� %��%����
 �
''�� �! 
���� �� �7# %�

�2%� '����� 
� ! �! � �<' � �� %�!'����! ��� ��� 
 �
''�� �! 
����
�� ��9 # , %�%� '��� ��� ��� ���
����� �� �7 �� ��(�������� 
� ��� ���
����� �� ��9 �
	
 "����&%
���� �� %���� 
''�� �! 
���� 
 ��� ��%�!! ��� ��
(
�� '
� 	
���� �� +
�� ��D8� #>EEV� �� %��&�! �� �
�� �8� �

)�� ��
� �� 
 �
�� ��� 
�� '���%�'
� ! ���
�� ���
���� �
�� 
� ����! � � ������ 
������ ��
$
�( 
� 
!'
����� � �
 '
� 
 �
!(����� � ����� � �
����$ � � �
�! ���� # �
 
 ��
�� ���� 
� ! �����
�� ! ������ %

���! 
�� 
� ! 
���� �� ��
�
� ����������! ��� "����&�� �� ! ���
��
���� ��
$��� ��� '

� � @
 ��!(
� ��� 
��� "���%��� �� � ����������� �� '
�� '��� 
� %
� �� (
��<! �2
����� �
��
(
�� # �� '
�� '��%���! ��� �� '��' ���� ��� � �������� �� $��� ��� '

� �� ! ���
��
����������� ��
� ��� %�� �� 6��������� �� �� ��9 # �� 
�� 
�

<��� ! 
���! 
�����! ��� # ��
" ����&�� ����������! ��� 
 �
''�� �! 
���� �� ��
� $���������� # �� ��&� �� 
�� ��!�
�� ��! ���2
���! ��� � -�

� ��� 
 �
!(����� �� %���� ����� � 	 ������ �� 
 �������%� �� 

 ��' ���
'��� �� $��

��
 
� '
�
! ����

β
���� ���� � �
���� '
� ��%��� '
�
� � %�
� �2%� ' ��! �� �� ��
���&�� 
 �
! 2

'
����� ��� �
��
����� (
��<! �������� # �� '
� 
,2! �! � �� ! ������ 
�� �� ��� ���2
���
����

��� 
� �����
%����� ����� 

 (
��<! ����� �� 
�� ����� �� ���$
%� � � ��� ���� ������������� �%�
��������

�! ��� , ��� %
� �� &����� � 
� %
� �� $
�( 
�� �
��
����� ��' ���
'������ %
�
%������
'
�

β = O(ε)
�� %�
� � �� $����� �
��
����� %
�
%������ '
�

β = O(1)
� ��
�� � �� ' ���� 
� '

�

�����

 �� %���� ����� # ���� 


��� �
�� �� '��! ��� 
��� ��$��!�
�� �� ! 
����� %

������ 
��
���
����� �E �E �>� 
&� � ��(����� ��� $��! � '
�� 
����
�� , ��� 
�

<�� 
�<!'������� �

	
 '��! ���� ��
' � �� %���� ��$��!�

���� ��� ���
����� �E �E �>� %������� , � '��! �� %��
���
����� �� $��%���� ��� '
�� �� 

 ������� V !
�� �� ' �������
 ��� �������� ��� 
 ��� �����

φ
� 	�� %��������� � ������
�����

��� �� � ���%�!'�����( �
��� 
������� 
 �� �����%� �� 
 ����%��� ��

%� ' �������
 ��
 ��� 
 ��� 
��
V = ∇X,zφ

��
∆X,zφ = 0

� 7
� ���%� �� %

��� # ���� ���
������������! 
�� 
�� ���
����� ∇ = ∇X
��

∆ = ∆X
� D� �%���
�� 
�� ���
����� �E �E �>� �� $��%����



������������ � �� ����� C

�� ' �������

φ
# �� �(����� 

 $��!�

���� ����
��� # ���� �� 6�����

� �















































∂tφ+
1

2

[

|∇φ|2 + |∂zφ|2
]

+ gz = −P ��
Ωt, t ≥ 0 ,

∆φ+ ∂2
zφ = 0

��
Ωt, t ≥ 0 ,

∂tη −
√

1 + |∇η|2 ∂.+φ|z=η(t,X) = 0
$��

t ≥ 0, X ∈ R
d ,

∂
.

−φ|z=−h0+b(X) = 0
$��

t ≥ 0, X ∈ R
d ,

�E �E �8�

�3 
 ��� 
 ���
��� 
�� ���
�����
∂
.

− =
.
− ·
(

∇
∂z

) ��
∂
.

+ =
.

+ ·
(

∇
∂z

) � D� ��'
�
�� 
��
�������� '
����

�� �� � �� �� / # �� �� '���
�� '��" ��
�� 
� �<���! � '��%����� ��� 

 ���$
%�
�(�� # �� �(����� 
� �<���! � ����
�� �














































∆φ+ ∂2
zφ = 0

��
Ωt, t ≥ 0 ,

∂tφ+
1

2

[

|∇φ|2 + |∂zφ|2
]

+ gη = 0

�
z = η(t,X), X ∈ R

d, t ≥ 0 ,

∂tη + ∇η · ∇φ− ∂zφ = 0

�
z = η(t,X), X ∈ R

d, t ≥ 0 ,

∇b · ∇φ− ∂zφ = 0

�
z = −h0 + b(X), X ∈ R

d, t ≥ 0 .

�E �E �D �

� %� ��
�� # �
 ��� " ���%��� �� '�� %���� , �� 
��! ��������! ��� �� %�� ���
����� �� ���
��
��
�� ��
������ %
�
%����������� a #h0
#
λ

��
b0

'��%���!!��� ��&���� # ! 
�� �� ���������
�� ��
2

�! ��� 
�� �

���� �<'����� ����
���� � t0 =

λ√
gh0


� ��!'� %
�
%���������� �� 
 ��%��
�! ���
��
φ0 =

λa

h0

√

gh0
� . � ��

�� �

���� �������� �� $
�� ��� 

 
���
���
���� ��� ���
����� 
�����

�� 
 ���
� 
� ��' �� ��( ��%�� ��� ��� ���
����� ��� ����� %

������ �� ������� √gh0
� @
 ���

��

�! ��� , ����� ��� 
 �
��! ��������! ��� �� 

 �
��
(
� � ���'
%�
X

� ��� �%��� ����� ���! 2
! ��� ��

x
�� ��

y ��
 

 ��
����� λ � �� �� � �����������
 ���% '
� 
� %
� � ������ $
�( 
�! ���
��
�������� # ����! � ��� ��( ��%�� �
����

�! ��� ��� 
 �
''�� �! 
���� �� �7� � ��� �(������
���� 

 $��! � 
��! ��������� ����
��� ��� ���
����� �E �E �D � �� $��%���� ��� '
�
! �����

ε
#

µ
��
β

'��%���!!��� ��������� # 
� ��!(�� �� +��C��
S

��
�� '��� ��

 ,
1


&� � �


����

 ��%������ �


















































ε∆φ+ ∂2
zφ = 0 −1 + β b ≤ z ≤ εη, X ∈ R

d, t ≥ 0 ,

∂tφ+
1

2

[

ε|∇φ|2 + |∂zφ|2
]

+ gη = 0

�
z = εη, X ∈ R

d, t ≥ 0 ,

∂tη + ε∇η · ∇φ− 1

ε
∂zφ = 0


�
z = εη, X ∈ R

d, t ≥ 0 ,

∂zφ− εβ∇b · ∇φ = 0

�
z = −1 + β b, X ∈ R

d, t ≥ 0 .

�E �E �9�



? ������������ � �� �����

	 ���
' � &�

� %������� , ��$��!�
�� %�� ��������� ���
����� ��
�� 
 ����� �� �
C�
��� ��C8� #F�V?� # ��� �� ����! � , 
 ��������%���� �� 

 ��
%� �� '�������

φ

��� 

 ���$
%� 
�(�� # ��� 
 ���
�����


ψ
�

ψ(t,X) = φ(t,X, ε η(t,X)) ,�� �� 
 ��' ��
���� �� . ���%�
��2� ��! 
��
Zε(εη, βb)

��� , 

 ��
����� ψ $
�� %�����' �����
∂zφ|z=ε η

� )�� �' ��
���� ��� ��&�� ' ��� ���� f ∈W 1,∞(Rd)
'
� �

Zε(εη, βb)f :























H
3
2 (Rd) −→ H

1
2 (Rd)

f 7−→ ∂zu|z=εη

H ���
u

��
����� �$ �
ε∆u+ ∂2

zu = 0, −1 + β b ≤ z ≤ εη ,

∂zu− εβ∇b · ∇u = 0, z = −1 + βb ,

u(X, εη) = f, X ∈ R
d .























. �E �E �V�

D� ���
��
�� %�� �' ��
���� �� �� %

%�

�� 
�� �������� '
����

�� ��
φ

�� $��%���� �� %�

�� ��
ψ

��
η
# �� �(����� 

 $��!�

���� &�

�

(S0)
�� '��(
�! � � �D�
�� ���$
%� 
�(�� � ��%���
�� �

(S0)















∂tψ − ε∂tηZε(εη, βb)ψ +
1

2

[

ε|∇ψ − ε∇ηZε(εη, βb)ψ|2 + |Zε(εη, βb)ψ|2
]

+ η = 0 ,

∂tη + ε∇η · [∇φ− ε∇ηZε(εη, βb)ψ] =
1

ε
Zε(εη, βb)ψ .

�E �E �C�
	� ��
�
�
 '������� �
�� %���� ����� � �
���%�
� 
����� �� ����� '
����� � 	
 '��! ���� '
����
%��%���� 

 %������%���� �� 

 " ����&%
���� �� �����
� ! ���
�� >2. �� �<' � 6���������' ��� 
�� ��� �%��

�� �� �
��
����� ��' ���
'������ β = 0(ε)

��
β = O(1)

'��%���!!���
����������� � 	
 ��%���� '
���� � �����������
 , 

 �

����� �� 
 �
''�� �! 
���� �� ��9 �� F2.
�� ���$
%� �
�� 
� %
��� �� $
�( 
�� �
��
����� ��' ���
'������ �� ��� �����

� 
''�� �! 
����

�
'��� , ��� (
��<! ������ �����

�� ���
 '�������� � D�&� # 

 �������! � �� �������� '
����
���
 
 �� %%
���� �� �

���� �� �� %�!'
��� ��! ������! ��� 
�� '��%������ ! ���
�� �� F2.
�� ���$
%� # �� � �< 
" ����� 

 ��!�

���� ��! ������ ��� ���
����� �� 8����2� 
���� ���' ��! ������ ��� �����

��
���� �� %�� ! ���
�� 
� %
� �� ����! � ��� �� ��


�H H
��� �3

 ��<' ������ �� ' �������� ��

ε
���'
�
�� � D ' ����� '
�� �� ���
�
 
� %������ ��� ���������

%�
'����� �

��	��� � � �
���	�
��
� �� �
����� �� ���� �
�������� �
�	 ����	�����
�
������ ��  �	����
�� �
�
�	��������
	� %�
'���� F ��� %���
%�� 
� ����
�'' �! ��� 
�<!'������� �� 
 ��' ��
���� �� . ���%�
��2
� ��! 
��

Zε(εη, βb)
�
�� 
�� ��� ����! �� �� �
��
����� ��' ���
'������ β = 0(ε)

��
β = O(1)

� . 
�� 
� %
��� �� ����! � � ������ 
������ �� $
�( 
� 
!'
����� %�������� �%� # �


''
�
�� �
����
 �� %���%��� %� ����
�'' �! ��� �� $��%���� �� ' ���� '
�
! ����

ε
� )����

��
' � ��� ���� %

������ �
�� 

 �����
���� �� ! ���
�� 
�<!'�������� ! 
�� ����� ��� �! 2
' ���
�%� '��! ����

� � �� ����
�
� �� �� 

 "����&%
���� �� %� ����
�'' �! ��� ��' �������



������������ � �� ����� �



 %������%���� �� 

 " ����&%
���� ��� ! ���
�� �(����� �
�� 
�� %�
'����� ����
��� � )� �<' �
� ��' ��
���� ' ��! �� %�!!� ��� ��! 
 �������� �� ��
��$��! �� ��� %�������� �� .���%�
��

���%��� , �� '��(
�! � �

�'����� ��&�� ��� ��� (
��� ��&��� �� ��� %�������� �� � ��2
! 
�� � 	 ����� �� (
�� �� %� %�
'���� ��� �� '��' ���� ��� ! ������ �����

� �� ���������� ��
%������%���� �� ����
�'' �! ���� 
�<!'�������� � ��' ��
����� �� . ���%�
��2� ��! 
�� ��
� ���
Zε(εη, βb)

� 7��� %� $
��� # �� %�������� 
� %
� �����

 � ��� '��(
�! � 
� 
�! ���� �

�'��������
%����� ��� �� ��! 
���
Ω = {(X, z) ∈ R

d+1/X ∈ R
d,−h0 + B(X) < z < η(X)} ��&��

'
� �
−∇X,z . P ∇X,z u = 0

��
Ω ,

u |z=η(X)
= f


��
∂n u |z=−h0+B(X)

= 0 ,
�3

P
��� ��� ! 
���%� ��
���

� , %� �	 %����� ����%��! ���� ' �����$� � �'��� 
���� �������� 
�

��! 
���
Ω


&� �� $��!�
�� �� '��(
�! � �����

��� ��� ��� (
��� ������ S = R
d × [−1, 0]

#
���� ��! ������� 
� ������! � �����

 ����
�� ' ��! ���
�� �� %��������� �� "����&�� # ����%���
���� %��������� # 
� ����
�'' �! ��� 
�<!'������� �� 
 ��' ��
���� �� . ���%�
��2� ��! 
��

���%�� 
� '��(
�! � �
Q0+(2�%+ � �! � ����� � p ∈ N

∗, k ∈ N
∗, η ∈ W k+2,∞(Rd) �� B ∈ W k+2,∞(Rd) � ���� 0 <

ε < 1 �� uapp
���� ���

−∇X,z · P ∇X,z uapp = εpRε ��� S ,

uapp |z=0
= f , ∂n uapp |z=−1

= εp rε ,

�� (Rε) 0<ε<1
�� (rε) 0<ε<1

���� ���� �� ����� ������ ��� �� ε ���� ���� ����	�� ���

Hk+1,0(S) �� Hk+1(Rd) �� � � 
�� ������� ��� hmin
��� ����� ������ �� ε �� �� � ��� ���� ������ (pi)1≤i≤d+1

�� P ����
���� �� � (

pi

pd+1
)1≤i≤d

���� ���� �� ��� ��� ��������� γ ����� ������� �� ε� ����� �� �
∣

∣

∣

∣

Z(η,B)f − 1

η + h0 −B
(∂zuapp) |z=0

∣

∣

∣

∣

Hk+ 1
2

≤ εp
√
pd+1

Ck+2 (||Rε||Hk+1,0 + |rε|Hk+1) ,

�� Ck+2 = C(|η|W k+2,∞ , |B|W k+2,∞) �� 
 ��� �� � � ������� ��� ������������ �� ����� �������
��� ���� ������ (pi)1≤i≤d+1 �
�3

P
��� 

 ! 
���%� %
�
%���������� �� '��(
�! � �

�'����� �����

��� $��!�
� ��� 

 (
���

S # ��
hmin

��� 

 �
����� � ��
� ! ���! 

� ��
 ��� �' �%�&� �
�� �E �E �F� � 	
 ��! �����
���� ��
%� ������! � �� (
�� ��� 
 ����
��
���� � ���� ���! � 
�������' � 
�2�� % �� ��� ��� ����! 
�����
� �������� ' ��! ���
�� �� %����E
�� �	 %
%�! ��� 
 ������� 
��� 
� ����
�'' �! ��� 
�<!'������� �)� ������! � ��� ������� 
''
���� , 
 ��' ��
���� Zε(εη, βb)

�
�� 
�� ��� ����! �� �� �
��
�������' ���
'������ %��������� �� 
�� ��� ����
�'' �! ���� 
�<!'�������� %�����' ���
�� ����

���� ����������! ��� %��������� � �� &�

 # ���� %����������� �� " ����&��� 

 %������%� 
� ����
�� �FD � ��� ��
������ �� �E �E �C� 
��% ��� '��! ���� ! ���
��

(B1)
��

(B2)
�� �<' � 6��������� #

�� ' ��� %�
��� ����! � �� �
��
����� (
��<! �������� � @
 ��� , ����� ��� 
� ! ���
�
(B1)

���
�����

��� , 

 $��!�

���� ��
��������

� ��� ���
����� �� 6��������� �� $��� ��� '

� #



FE ������������ � �� �����

��

� '
� � �!'
� %�

� %��������� '
� . ����! 
�� �
�� �>8� � . � ! �! � # 
� ! ���
�
(B2)

���
�����

��� 
� ! ���
� ���������� '��' ��� '
� 7�������� �
�� �9� � �� F�VC � 	 ������ �� ' ��������
�� 
�� %�
'����� ����
��� �� 
�

<�
�� ��'
��! ��� 
�� ��� ����! �� ��' ���
'������ �

	� )�
'���� > ��� %���
%�� 
� ����! � �� $
�( 
�� �
��
����� ��' ���
'������ β = O(ε)
�� '��2

' ��� ��� �����

��
���� 
� %
� � ��� $��� ��� '

� ��� ����
�
�� �� 6��
 # )��� �� +
�� �F8��� 6��
 # )�
�� �� 	
���� �FD � � D� '
��
�� �� ! ���
� �� 6��������� (B1)
# �� '��! ��� %�
�2

��! ��� �� �
��
(
� ��� �� �%��� # ' ��! ���
�� � �� '��! �� 
�� ���
����� ��� '
�� �� $��%���� ��


 ������� �� ����� , 

 ���$
%� ! 
�� �� $��%���� �� 

 ������� �� ����� Vθ

, � ��!' ���� ���

��
����� z = −1 + θ(1 + ε(η − b))
�3

θ ∈ [0, 1]
� 	 �� '������� �� %� %�
���! ��� �� �
��
(
��� ������ $
%�
�! ��� ���%� , 

 '��%������ %������%���� �� ����
�'' �! ��� 
�<!'������� ��


 ��' ��
���� Zε(εη, βb)
�� ���� �����

Vθ = (1 +
ε

2
(1 − θ2)∆)V

� @
 ��� ������� $
�� ��
��
�� 
 �
���%� ����������! ��� 
��� %��� , 6��" 
! �� # 6��
 �� A 
���<# ��� %������� , �� �������� 
 �
''�� �! 
���� 
� '��! ��� ����� ��� ���
����� 
&� � ����������� ��� �����
� '
�
2
! �����

λ1
��
λ2

�� ��� ���! �� ���' ����$� �
�� 

 '��! ���� ���
���� � )���� ��%������ ' ��! ��


 %������%���� � ���� %

��� ������� �� ! ���
�� �� 6��������� �����

���� # 
� %�
���! ���
�� �
��
(
� '��%����� '��� # 
� ! ���
�

(B1)
�� �� 

 $��! � ����
��� �

(S b
θ,λ1,λ2

)















(1 − εa2∆)∂tVθ + ∇η + ε

[

1

2
∇|Vθ|2 + a1∆∇η

]

= 0 ,

(1 − εa4∆)∂tη + ∇ · Vθ + ε
[

∇ ·
(

(η − b)Vθ

)

+ a3∆∇ · Vθ

]

= 0 ,

�3 
�� %��	 %�����
(ai)1≤i≤4

��' ������ � %
�����! ��� ��� '
�
! �����
θ, λ1, λ2

� � %� ��
�� # ��
��
�� ����� ��� 
 ��������%���� �� %�� '
�
! ����� ' ��! �� �� �<! ������� 
�� ���! �� ���' ����$�
��� ���
����� # �
 
''
�
�� �
����
 � ����������� �� ��%��� %�
���! ��� �� �
��
(
� ���2
���
���
���
�� , �<! ������� 
�� ���! �� ���2
���
���� # ���� 

 $��! �

Ṽ = (1+
ε

2
(η−b))Vθ

� =�� ��%����
%

��� �� ! ���
�� �����

���� # 
� %�
���! ���� �� �
��
(
�� '��%������ '��� # 
� ! ���
�

(B1)��� 
���� $��! �

�! ��� %��������� �

(T b
θ,λ1,λ2

)



































(1 − εa2∆) ∂tṼ + ∇η + ε
[1

4
∇|η|2 +

1

4
∇|Ṽ |2 +

1

2
(Ṽ · ∇)Ṽ +

1

2
Ṽ ∇ · Ṽ

−1

2
b∇η + a1∆∇η

]

= 0 ,

(1 − εa4∆) ∂tη + ∇ · Ṽ + ε

[

1

2
∇ ·
(

(η − b)V
)

+ a3∆∇ · Ṽ
]

= 0 ,

�� 

���

� �� ' ��� � ��
��� ��� ����2%

��� Σb ��� ���� �� ! ���
�� %�!'
���! ��� �<! �2
������� � 	 �������� �� ��
� �<���! �� ��� �� ��
� $���������� ��� ������� � �� �����%� �� ��
��������	 �
��� 
� '��%����� �� "����&%
���� �� %�� 2%� �� �
�� ��� ! ���
�� 
�<!'�������� � � ���%����������� 
���� ��� ��
����� 
''�� %���

(V ε
app, η

ε
app)

�� '��(
�! � �E �E �C� , '
���� �� 

 ��
�2����
(V ε

Σ, η
ε
Σ)

�� � ��!' ���� 
����
 �� %�� �<���! �� �<! �������� # �� ������
�� ��%%������! ���

�� ��� %�
���! ���� �� �
��
(
�� '��%������ � @
 ��� &�

�! ��� '����� ��� 
�� $��%�����

���� %���������� $���������� ��� 
''�� �! 
���� �� ��!'� 
��� ��� ��
������ �� �E �E �C� ��

� ������! � ����
�� �



������������ � �� ����� FF

Q0+(2�%+ � �7 � ����� � T1 ≥ 0� s ≥ d

2
+ 1� σ ≥ s + 3 �� (∇ψε

0, η
ε
0)

���� Hσ(Rd)d+1 � � ���
(ψε, ηε)0<ε<ε0

��� � ���� �� �� ���� ����� �� �� �� ��� �� ���� ��� �� ������� (ψε
0, η

ε
0)0<ε<ε0 � ��� ��

�� �
(∇ψε, ηε)0<ε<ε0

���� ���� � ���� W 1,∞([0,
T1

ε
];Hσ(Rd)d+1) � �� ��� ��� V ε = ∇ψε �� ��

������� (θ, λ1, λ2) ∈ [0, 1] × R
2 ��� �� � �� ������ � (T b

θ,λ1,λ2
) ∈ Σb � 	 ���� ���� ��� � ε < ε0 � ��

�
 �� �� T ≤ T1
��� �� � � 
�� ��� �

∀t ∈ [0,
T

ε
] , |V ε − V ε

app|L∞([0,t];Hs) + |ηε − ηε
app|L∞([0,t];Hs) ≤ C ε2t .
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 �<���! � �<! ������� �� 

 ����2%

��� Σb' ��! �� �� %��������� ��� ��
����� 
''�� %��� �� '��(
�! � ��� H
��� H
��� �

	� )�
'���� 8 ��� %���
%�� 
� ����! � �� $����� �
��
����� ��' ���
'������ β = O(1)
��

'��' ��� ��� 
�
'�
���� �� 

 ! ������ ���������� �
�� 
� )�
'���� F 
&� �� '������ %��2
��%��! ��� �� %�!'�� 

 $���� ������%� �� 

 (
��<! ����� �
�� %� ����! � � D� ���� # %����
������%� �� $
�� ������ ��� 
�� ���! �� � ������

O(1)
�
�� 
� ! ���
�

(B2)
�� �
 ��� ��� 
��� �! 2

' ��
��$ �� %��������� ��� 
''�� %�� 
�����! ��� ��� ������ � )���� �����

� ! ������ %�������
, �� �%���� �� '��! ��� 
��� �� %�
���! ��� �� �
��
(
� ���2
���
��� ���
�� , �<! ������� , 


$��� 
�� ���! �� ���2
���
���� ! 
�� 
���� 
�� ���! �� � ������

O(1)
� )� %�
���! ��� �� �
��
(
�

� ��%��� ���� 

 $��! �
Ṽ = (

√
h+

ε

2

η√
h

)V

��% h = 1−b � @
 ' ��! �� �� %��������� �� '��! ���

! ���
� �����! ���
���
(Sh)

%������� # 
� %�
���! ��� �� �
��
(
� '��%����� '��� # 
� ! ���
�
(B1)

�

(Sh)























∂tṼ +
√
h ∇η +

ε

2
Fh

(

Ṽ
η

)

= 0 ,

∂tη + ∇(
√
h · Ṽ ) +

ε

2

[

fh

(

Ṽ
η

)

−∇ ·
(h3

3
∇∇ · ( Ṽ√

h
) − h2∇∇ · (

√
h Ṽ )

)]

= 0 ,

�3






























Fh

(

Ṽ
η

)

=
1√
h

(1

2
∇η2 +

1

2
∇|Ṽ |2 + (Ṽ · ∇)Ṽ + Ṽ∇ · Ṽ

+
1

h

(1

2
(∇h · Ṽ )Ṽ − |Ṽ |2∇h

))

,

fh

(

Ṽ
η

)

=
1√
h

(

∇ · (ηṼ ) − η

2h
∇h · Ṽ

)

.

� %� ��
�� # ���� ' ������ �����! 
�� �� �%���� 
� %�
���! ��� �� �
��
(
� ��� 

 �������' ��! ���
�� � �� '��! �� %�!!� �
�� 
� )�
'���� > 
�� ���
����� �� $��%���� �� 

 ������� , 


�
����� z = −1 + θ(1 + ε(η− b))

� . �
'��� 

 %������%���� �� ����
�'' �! ��� 
�<!'��������� 
 ��' ��
���� Zε(εη, βb)
�
�� 
� ����! �

β = O(1)
# �
 � ���� 
� %�
���! ��� �� �
��
(
�


����
� Vθ = [1 − ε

2
(θ − 1)(θ∇(h2∇· ) + ∇∇ · (h2 . ))] Ṽ

� D� �� �%��
�� %� %�
���! ��� ��



F> ������������ � �� �����

�
��
(
� # �
 
''
�
�� ��� 
 �
���%� �� 6��" 
! ��26��
2A 
���< ���� ��%
��� �� '
�
! ����
λ3
���������
 
&� � ��(����� ��� �<���! �� ' ����( 
�! ��� �<! �������� � @
 � ���� &�

�! ��� 
��

! ���
�� ����
��� # ���� �����

���� 
� %�
���! ���� �� �
��
(
�� '��%������ '��� 
� ! ���
�
(B1)

�

(T b
θ,λ1,λ2,λ3

)



















































(

1 − ε

2
P1

h

)

∂tVθ +
√
h ∇η +

ε

2

[

Fh

(

Vθ

η

)

+ b1
√
h∇∇ · (h2∇η)

+b2
√
h∇(h∇h · ∇η) + b3∇h∇ · (h

√
h∇η) + b4

√
h∇h(∇h · ∇η)

]

= 0 ,

(

1 − ε

2
P2

h

)

∂tη + ∇(
√
h · Vθ) +

ε

2

[

fh

(

Vθ

η

)

+ ∇ ·
(

c1h
2∇∇ · (

√
hVθ)

+c2h∇h∇ · (
√
hVθ) + c3h

√
h∇(∇h · Vθ) + c4

√
h∇h(∇h · Vθ)

)]

= 0 .

�3 
�� �' ��
����� P1
h

�� P2
h

���� ��&��� '
�










P1
h = (1 − θ)

(

(1 − λ1)(θ + 1)∇(h2∇· ) + 2(1 − λ2)∇(h∇h· )
)

,

P2
h = (1 − λ3)

(

(θ2 − 1

3
)∇ · (h2∇ ) + (

3

2
θ2 − 7

6
)∇ · (h∇h× )

)

,

�� 
�� %� �	 %�����
(ai)1≤i≤4, (bi)1≤i≤4

��' ������ � %
�����! ��� ��� '
�
! �����
θ, λ1, λ2, λ3

�
-��� %�!!� �
�� 
� )�
'���� F# �� ' ��� � ��
��� �� 

 %

��� $��! �� '
� %�� �<���! �� �������2%

��� Σh ��� ���� �� �<���! �� %�!'
���! ��� �<! �������� � 8��%� , 

 ' ������ ��� ���
�' ��
����� P1

h

�� P2
h

# ���� '������� 
 �� �����%� �� 
 ����%��� �� ��
������ ( ������ ����' ��2
��!! 
�� ��

ε
�
��

W k,∞([0, T0];H
s−3k(Rd)d+1)

, %�� �<���! �� �<! �������� # %�%� �� ��!'�
%���� �
�� 
� %
� �����

 # �� �� ��!'� 
��� �� 
 ��� 
�" ���� 
 ��<' ������ �� �
��
����� 
�����
�� $��� ∇b = O(ε)

� @
 ��� ��� 
��� ' ����( 
� �� %��������� ��� ��
����� 
''��%���
(V ε

app, η
ε
app)�� '��(
�! � �E �E �C� , '
���� �� 

 ��
����� (V ε

Σ, η
ε
Σ)

�� � ��!'���� 
����
 �� %�� �<���! ��
�<! �������� # �� ������
�� ��%%������! ��� 
�� ��� %�
���! ���� �� �
��
(
�� � � %� ��
��
&�

 # �
 ���� ' ����( 
� �� "����&�� 
 �
''�� �! 
���� ��� %���� ��
����� 
''�� %��� $������ � �

� ������! � &�

 ����
�� �
Q0+(2�%+ � �A � ����� � T1 ≥ 0� s ≥ d

2
+ 1� σ ≥ s + 3 �� (∇ψε

0, η
ε
0)

���� Hσ(Rd)d+1 �
���� (ψε, ηε)0<ε<ε0

��� � ���� �� �� ���� ����� �� �� �� ��� �� ���� ��� ��������� (ψε
0, η

ε
0)0<ε<ε0 �

��� �� ��� (∇ψε, ηε)0<ε<ε0

���� ���� �� W 1,∞([0, T1];H
σ(Rd)d+1) � �� ��� ��� V ε = ∇ψε �� ��

������� (θ, λ1, λ2, λ3) ∈ [0, 1] × R
3 ��� �� � �� ������ � (T b

θ,λ1,λ2,λ3
) ∈ Σh �

	 ���� ���� ��� � ε < ε0 � �� �
 �� �� �� ���� � T ≤ T1
��� �� � � 
�� ��� �

|V ε − V ε
app|L∞([0,T ];Hs) + |ηε − ηε

app|L∞([0,T ];Hs) ≤ C ε2

� � � ���� �� � 
�� ������� ��� ∇h = O(ε) ����� (V ε
app, η

ε
app)

� ���� ������ ��� ��� ��
 �� �����
��� ���� ����� �� � ������ � ��� � ���� � �	�� �� ���� � ���� �

∀t ∈ [0,
T

ε
] , |V ε − V ε

app|L∞([0,t];Hs) + |ηε − ηε
app|L∞([0,t];Hs) ≤ C ε2t
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)� ������! � ' ��! �� �� "����&�� %�!'
���! ��� %�� ! ���
�� �� ��!'� %���� �
�� 
� %
�
�����

 # �� �� ��!'� 
��� �� 
 ��� ��''��� ��� 
� $��� ��� 
����! ��� �
��
(
� �

��	��� �� � I�	 �J���	
K�����
� �� L
	��M��N�� O	��� �� P
�� �
� � ���
	� )�
'���� D ��� %���
%�� , 
 ������ �� 
 �
''�� �! 
���� �� ��9 %

������ �
�� 
� %
��� � ���$�� ��� '

� , ' ������ �
��
����� � )���� 
''�� �! 
���� 
 ��� " ����&�� �� >EEE '
� +%������� ��
�
<�� �V>� �� $��� '

� # �� ������� 
� $��� ��� '

� '
� @��%�� �8E� �� >EE9 � . 
�� %� ��
�
�
 #@��%�� '��' ��� ��� ! ���
�� �� �<' � ��9 �
�� 
� %
��� �� �
��
����� ��' ���
'������ ��
! �! � ����� ��� %�

�� �� 

 ���$
%� 
�(�� � �� !���
� %��'
� ' ��� ��� (
��<! ������ �����

��
�
��

W k,∞ '��� k ��

����! ��� ��
�� # �� �� ! ���
� ��%��'
� ��������� , 
 �
''�� �! 
����
��9 %

������ ' ��� ��� $���� ����
���� ��%�����
��� , 
 ���&�� , ��� ������� �' �%�&��� � @

''
�
�� ��� 
��� ��������
�� �� �� ' ��%��� ��� %� ! ���
� ��%��'
� �� � �������� '
�� ��
���
�
 

 �

����� �� %�
� �2%� ' ��� ��� (
��<! ������ '
�� �����

�� � . 
�� �� '��! ��� ��!'� #
���� ! ������� %�!!��� 
 ��� ' ��� ��������� %���� 
''�� �! 
���� �� ��9 %

������ , '
����
�� � ��!'���� 
����
 ��� �<���! �� �<! �������� %��������� �� " ����&�� �
�� 
� )�
'���� > # ���
 ��� ����

(Σ)
� 7��� %� $
��� # 

 ! ������ %������� , ���� � �
( ��� ��
���

���� 
� �<���! �


&� �
�� �� ��%��� ��!'� �� %���%��� ��� ��
������ 
''�� %���� �� �<���! � ��
���

��� �
)�� ��
������ ���� %���%���� ���� 

 $��! � � ��� %��'
� � ������

(U0, N0)
�� '��'
��
��

�� ���� ������� # ' 
�� ��� ���! �� %����%����� (U1, N1)
����& 
�� ��� %�������� %

������ ��

%�����
�%� ����2
���
��� � 9 �
 
 ����
��
���� � ��� ����
 %

������ �� ��%��'

�� # ���� �(������
� ����' � � ����
����� ����
��� � �� �<���! � � ����
����� �� ��9 ��%��'
��� # ��! �

���� ,
%�

�� � �@��%�� # ! ���

�� 
����! ��� �� ��!'� 

 �<�
! ���� ��� ���! �� '��' �����
���

U0
��
N0

�

(ΣKdV )











∂TU0 +
3

8
∂xU

2
0 +

1

6
∂3

xU0 = 0 ,

∂TN0 +
3

8
∂xN

2
0 − 1

6
∂3

xN0 = 0 ,
�3

T = εt
# �� �� �<��! � � ����
����� �� ��
��' ��� ����! ������ ��� 
�� ���! �� %����%�����

U1
��
N1

�

(Σcorr)







































(∂t + ∂x)U1 = −1

8
∂xN

2
0 − 1

4
∂x(U0N0) +

1

2
b∂xU0 +

1

4
U0∂xb

+
1

4
N0∂xb+

a2 − a4

2
∂3

xN0 ,

(∂t − ∂x)N1 = −1

8
∂xU

2
0 − 1

4
∂x(U0N0) −

1

2
b∂xN0 −

1

4
U0∂xb

−1

4
N0∂xb−

a2 − a4

2
∂3

xU0 .

@
 ��� 
���� ' ����( 
� �� %��������� ��� 
''�� �! 
���� ��� ��
������ ��
(Σ)

�� ���������
��

� %��'
� (vε

KdV , η
ε
KdV ) =

(U0 +N0

2
,
U0 −N0

2

) � � ��� ���������� 
���� 
 �
''�� �! 
���� ��
��9 %

������ � 	
 �

����� �� %���� 
''�� �! 
���� ��� ������� '������ ' ��� ��� �������
�� ���

�� �� ��� ��' ���
'���� ���� ����
����� '����� �
�� ��� ��'
%�� �� +�( �
�� , ' ����

Hs,α

��&��� '
� �
Hs,α =

{

u ∈ Hs(R) / |u|2Hs,α ≡
s
∑

k=0

∣

∣

∣(1 + x2)α/2 ∂
ku

∂xk

∣

∣

∣

L2(�)
< ∞

}

, ��
 
�



FD ������������ � �� �����

������! � ����
�� �

Q0+(2�%+ � �F � ����� � s ≥ 2� σ ≥ s + 5� (v0, η0) ∈ Hσ,1(R)2 �� b ∈ Hs+4,1(R) � ����
(vε

Σ, η
ε
Σ)0≤ε≤ε0

�� � � ���� �� �� ���� ����� �� (Σ) �� ���� �� �������� (v0, η0) � �� ��� ��� ��� �

(u0, n0) = (v0+η0, v0−η0) � 	 ���� �� ���� ���� (U0, N0)
�� ������ � (ΣKdV ) �� ���� �� ��������

(u0, n0)
��� ���� � ���� L∞([0, T0];H

σ,1(R)) � � � � ���� �� � � 
����� ����� � 
������ �� �	����
���� ��� � t ∈ [0,

T0

ε
] �

∣

∣

∣(vε
Σ, η

ε
Σ) − (vε

KdV , η
ε
KdV )

∣

∣

∣

L∞([0,t];Hs(�))
≤ Cε(1 + εt) ,

@
 ��� ��������
�� �� ����� ��� %� ������! � 2 ��! �

��� , %�
� � '��' ��� '
� @��%�� 2 $��������

�! ��� ��� 
''�� �! 
���� ��� ��
������ �� '��(
�! � ��� H
��� H
��� �E �E �C� # ��
��
����� ��� 
 ��� ' ��� 
���! ��� ������� �� )�
'���� > ��� 
 ������� ����� 
�� ��
������ (vε

Σ, η
ε
Σ)�� �<���! � �<! ������� (Σ)

�� 
�� ��
������ �� �E �E �C� ��� �� 
 ������ ��
O(ε(1 + εt))

�

	� )�
'���� 9 ��� %���
%�� , ��� ���%������ ��� 

 �

����� �� 
 �
''�� �! 
���� �� ��9 ' ������ (
��<! ������ ��� ��� �

�� � ���� ��! 
������ �� �������� %���� �

����� ������� , ����&���� 

 %�������� �� %�����
�%� ����2
���
��� ��� 
�� ���! �� %����%����� (U1, N1)
��� ( �
 �� (���

����&�� � =�� 
�

<�� �� %�� ���! �� ��� ! ���� # �� ���� ! ������� 

��� ��� 
 ��� ' ��� 
� 
�(
��
�� %��������� �� ����

����� �� '��%����� ������! � ��� 
�� ������� �� ���

�� �� 

 ��' ���
2
'��� � . � %�� �(����
����� ��%��
� 
� ������! � ����
�� ��� '��%��� ��� 
 �
''�� �! 
���� ��
��9 ����� �

��� �
�� 

 %�������� �� ��%�����
�%� , 
 ���&�� , ��� ������� �' �%�&��� # ! 
��
' ��� ��� $���� ��

����! ��� ����
���� �� 
��% ��� '��%����� ! ������ �

Q0+(2�%+ � �G � ����� � s ≥ 2� σ ≥ s + 5� (v0, η0) ∈ Hσ(R)2 �� b ∈ Hs+4(R) � ����
(vε

Σ, η
ε
Σ)0≤ε≤ε0

�� � � ���� �� �� ���� ����� �� (Σ) �� ���� �� �������� (v0, η0) � �� ��� ��� �� �

� � (u0, n0) = (v0 + η0, v0 − η0) � 	 ���� �� ���� ���� (U0, N0)
�� ������ � (ΣKdV ) �� ���� ��

�������� (u0, n0)
��� ���� � ���� L∞([0, T0];H

σ(R)) � � � � ���� �� � � 
����� ����� � 
������ �� ��
	���� � ��� ��� � t ∈ [0,

T0

ε
] �

∣

∣

∣
(vε

Σ, η
ε
Σ) − (vε

KdV , η
ε
KdV )

∣

∣

∣

L∞([0,t];Hs(�))
≤ Cε(1 + ε

√
t) .

)�' ���
�� # �
 
''
�
�� %

���! ��� �� 
 �
�

<�� '��%������ ��� �� '
�� �����

�� (
��<! �2
����� ' ������ , '����� ���

���� %� ! ���
� �� ��9 # �� %� ' ���� ��� ����&� 
� ��
���� �� ��� � �!'
�� �� ��' ���
'���� � %�
� � � ��� $��� �� $��! � �� ! 
�%�� �� %�
� � � ��� $��� ������4�


����! ��� �
��
(
� � )�
%�� �� %�� ��� � �!'
�� ��� %�������� 
&� ��� 
�� ���! �� %����%2
����� (U1, N1)

�� ����&��� '
�� 

 %�������� �� %�����
�%� ����2
���
��� # �� ���� ! �������
�
�� %� %
� ��� 
 �
''�� �! 
���� ������� ' ��� 
�� ��� � �!'
�� � ���� '��' ����� 

��� ���$��!�

���� ��' ���
'�����! ��� ! ���&�� �� 
 �
''�� �! 
���� �� ��9 %

������ # �� �
" ���
��
�� ���! �� �� ��' ���
'��� '��(
�! 
������ ��

(U1, N1)
�
�� 

 ��&������ �� 
 �
''�� �! 
���� �



������������ � �� ����� F9

)� �����
� ! ���
� � ��%��� ���% %�!!� ���� �






















































































































































































v ε, b
KdV =

U0 +N0

2
+
ε

4

[

∂xU0(T, x− t)

∫ t

0
b(x− t+ s)ds

−∂xN0(T, x+ t)

∫ t

0
b(x+ t− s)ds

+
1

2

∫ t

0
∂xb(x− t+ s)N0(T, x− t+ 2s)ds

−1

2

∫ t

0
∂xb(x+ t− s)U0(T, x+ t− 2s)ds

+
1

2
U0(T, x− t) (b(x) − b(x− t))

+
1

2
N0(T, x+ t) (b(x+ t) − b(x))

]

,

η ε, b
KdV =

U0 −N0

2
+
ε

4

[

∂xU0(T, x− t)

∫ t

0
b(x− t+ s)ds

−∂xN0(T, x+ t)

∫ t

0
b(x+ t− s)ds

+
1

2

∫ t

0
∂xb(x− t+ s)N0(T, x− t+ 2s)ds

−1

2

∫ t

0
∂xb(x+ t− s)U0(T, x+ t− 2s)ds

+
1

2
U0(T, x− t) (b(x) − b(x− t))

+
1

2
N0(T, x+ t) (b(x+ t) − b(x))

]

.

�3
U0


��
N0

���� ���" ���� ��
������ �� �<���! �
(ΣKdV )

� ���� '������� 

��� ��� %����
�����

� 
''�� �! 
���� ����� �

��� �� ��!'� 
��� ' ��� ��� 

��� %

��� �� (
��<! ������
��
 
� ������! � ����
�� �
Q0+(2�%+ � �U � ����� � s ≥ 2� σ ≥ s + 5� (v0, η0) ∈ Hσ(R)2 �� ���� b ∈ W 1,∞(R) � � ���
(vε

Σ, η
ε
Σ)0≤ε≤ε0

��� � ���� �� �� ���� ����� �� (Σ) �� ���� �� �������� (v0, η0) � �� ��� ��� ��� �

(u0, n0) = (v0+η0, v0−η0) � 	 ���� �� ���� ���� (U0, N0)
�� ������� (ΣKdV ) �� ���� �� ��������

(u0, n0)
��� ���� � ���� L∞([0, T0];H

σ(R)) � � � � ���� �� � � 
����� ����� � 
������ �� �	���� � ���
��� � t ∈ [0,

T0

ε
] �

∣

∣

∣(vε
Σ, η

ε
Σ) − (v ε, b

KdV , η
ε, b

KdV )
∣

∣

∣

L∞([0,t];Hs(�))
≤ Cε

√
t(1 + εt) ,

7��� &��� %� %�
'���� # ��� � ������� �� %���� 
''�� �! 
���� 
� %
� ' ��������� ��� '��' ����
�� �
 �

����� ��� ��

�! ��� '������ �

��	��� ��� � I�������
�� ����	�����



FV ������������ � �� �����

	� )�
'���� V ��� %���
%�� , 

 ��!�

���� ��! ������ �� F2. �� ���$
%� ��� ����� ! ���
��
����
��� � 
� ! ���
� �� 6��������� �<! ������� (Σ)

%�������� �� " ����&� �
�� 
� )�
'���� > #
 �
''�� �! 
���� �� ��9 %

������ ��%��������� �
�� 
� )�
'���� D �� ��&� 
 �
''�� �! 
����
�� ��9 ��' ���
'�����! ��� ! ���&�� ���������� �
�� 
� )�
'���� 9 � 	� (�� ��� �%� �� %�! 2
'
��� %�� ! ���
�� ����� �� ��� ��� ��' ���
'���� ���������� # � ��(������� 
��� ��
(�
����� � ���

��� 
��� %
'
%��� , ������ %�!'�� ��� '����! ���� ��' ���
'������ 
������� � 	����� ��' ���
'���� %���������� �%� ���� %�

�� %�����' ���
�� 
� � �!'
�� '�������� �
�� 
�
)�
'���� 9 � %�
� � � ��� $��� �� $��! � �� ! 
�%�� �� %�
� � � ��� $��� ������4�

 
����! ���
�
��
(
� � . 
�� �� '��! ��� ��!'� # ���� '��������� 
�� ! ������� ��! ������� ���
���� ' �����!�
�� %�� ��� ������ ! ���
�� � ���� 
���� �%� �'�� ' ��� ��� �%��! 
� �� �������%�� &����
�� �<' � )�
�C2� �%��
��� %��'
�� 
��% ��� ! ������ �� ��

 
���� ���������� '
� 6���� ��
6����
� �FE� �� " �����$�� �
��������! ��� '
� 6���� �?� 
��% ���! �� '����%����� � )���� ! �2
����� '������� 
 �������� �� ' ������ � �
� �
�%��� �� %����� ��
���! ��� ��� ���2
���
�����
'�������� �
�� 
�� ����� ! ���
�� # � �
 
 ����
��
���� � ��� ���! � '����%���� � 	�� �%��! 
� ��2
! ������� ���� 
���� %��������� 
&� �� '�������� 
� ����
� ���%��� 
�� ��
������ %���������'
� 
�� ���
����� �� ��9 � ��� %E�� # �� 
�� ���
����� �� 6��������� �� 
 �
���� � 	� �%��! 


��� %��� , 
 �
''�� �! 
���� �� ��9 %

������ ��� ������� �

���� ��! ������! ��� �� $���
'

� ��� 
� %
� � ���� ���� ��
��
��� �� '��'
��
�� ���� 

 ������ # '
� %�!'
�
���� 
��% 


��
����� 
�

<����� %����� � ��� ��
 '��(
�! � � @
 
 ��� %����� �� ��!�
�� 
� %
� �� 

 ! 
�%��
' ��� ��� ������� �

���� ��

ε
��

�� ��%%������! ��� ,

0.05, 0.1
��

0.2
# �� %� ��� �� ��!'�

�� 
 ������ ��
O(1/ε3/2)


&� � ��(������ 
� %�!' ����! ��� ��� ! ���
�� 
�2��
, �� 
��� 
�! ���
��������� �� �

����� � D� %� ��� %��%���� 
� %
� � ��� $��� ��������

 
����! ��� �
��
(
� # 
����!�

����� ��� ��� ��

���� ' ��� 
�� �

���� ε = 0.05

��
ε = 0.1

�� ��� ��� ��!'� �� 
 ������
��
O(1/ε)

� 	�� ����
�
�� ��� ��!�

����� ��! ������� ��� 
�� ��� ��' ���
'���� ���� �������'�������� �� 
�� %���( �� � ������� ����� 
�� ��� ������ ! ���
�� ���� ��
%��� � )�� ����
�
�� ����
&�

�! ��� ���%���� �� %�!!����� �

	� )�
'���� C %�����' ��� , �� ��
�
�
 ��

��� �� %�


( ��
���� 
��% B
(��� A 
�%�� �� . 
���	
���� � @
 ��� %���
%�� , 

 ��!�

���� ��! ������ ��� ���
����� �� 8����2� 
���� �� , 
���%�!'
�
���� ��! ������ 
��% 
� ! ���
�
(Σ)

� 	 �������� �� %� ! ���
� �� 8����2� 
���� ���
� ���� '
�� �� ��
 ���
�( � �
�� ��� %���
��� ! ����� ���� 
�� ! ���
�� '��%������ # �� � �
����'
�� �� ��
 ' ��! �� � �������� 
��� �

����� '�<����� �� � �
� �
�%����
�� �� 
 ��<' ������ ��
' �������� ��

ε
� D� �� �� # %� ! ���
� 
 ��� %�������� �
�� 
� %
��� �� ����! � ��� �� ��


�H

H
��� # �3 ���
� ��� �<' ������ �� ' �������� ��� µ ��� ��%���
��� � ��%��� �<' ������ �� %�
�<' � � ���� $
��� ��� 
�� '
�
! �����

ε
��
β
� �� ' ��� ���% $
%�
�! ��� ��������� %� ! ���
� ����

�� ! ���
� �� �<' � 6��������� �� '���
�� �� ' ������ �

���� ��
ε
# �� ���% $
��� �� ! �! � 
�����
� ��� ��!�

����� ��! ������� � )� ! ���
� �� 8����2� 
���� 
 ��� "����&� ��%�!! ��� '
�

� 
�
��/2+
! 
����� �� 	
���� �8� ��� ��� ��!'� �� 
 ������ ��
O(1/ε)


��% ��� '��%����� ��

 ������ ��

O(µ2/ε)
� � ��� %���������� �� ��
�
�

�� �%� 
��% 
��� $��!�

���� �� %�� ���
����� #��� �� ����
� 
�
'��� , 

 %������%���� � ��� �%��! 
 ��! ������ � � ��� �'���� ��� �����

�$��� ' ��� �� �%��! 
 �� �������%�� &���� �� �<' � )�
�C2� �%��
��� %��'
� 
��% 

 ! ������

�� ��

 
���� ���������� '
� 6���� �� 6����
� � �&� �� %��������� �� �%��! 
 
����
� #���� '������� ���� � �
( ��� ��� %������
���� � �������� �' �%�&��� ��� 
�� ���
����� � )����
%������
���� ��� , '����� ��%�!'
��(
� 
��% 

 ! ������ �� ��

 
���� %������ �
�� 
� ����



������������ � �� ����� FC

�3 
 ��� ! ����� �� ��

� ��� '�������� , �� ����� � ������
O(ε(µ + ε)

'��� � A �! � �� %� �����
� ���� '
� �� ������� �
���$
��
�� # ���� " ����&��� 
 ����
��� � ��� ��
 ����� �
�� 
� %
��� ��� ������������� � =� �%��! 
 ��� 

��� %�������� ' ��� %� ! ���
� �� 

 ��
��2%������
���� '��%������
��� ��! ������ � )� �%��! 
 ��� ������� �

��� ��! ������! ��� �� $��� '

� '
� %�!'
�
����
��� ����
�
�� 
��% 

 ��
����� 
�

<����� %����� ��� ���
����� �
�� ���! �� �� ��' ���
'��� �
	�� ��!�

����� ��! ������� ���� ������� ���%���� ��� ��� ��' ���
'���� ��� ������� � 
� %
�
� ���� ! 
�%�� ��
 ��� �
�� 
� )�
'���� V # �� 
� %
� � ���� '

�� �� ' ���� ���%� ��
 ��� '�������
'
� 8��

� �� %�


( ��
����� �
�� �>�� � .�� ! ���
�� ���� ��!�
�� # %�
� � �� 8����2� 
���� ��

� ! ���
� �� 6��������� �<! ������� (Σ)

�3 
 ��� 
 ����������� 

 ��!(�� �� +��C��
S

�� 


%����
���

β0
� )�� ��!�

����� ���� �� �%����� ' ��� ���������� �

���� ����' ���
���� ��

ε
#

µ
��
β


&� � ��(������ 
�� 
�! ���� �� �

����� �� ! ���
�
(Σ)

� 7��� &��� # 
�� ����
�
�� �� %��
��!�

����� ���� ���%���� �� %�!!����� �





������ �

������������ �� � ������ �� ��� �
	��������
 ���� � ��������� ���� ����

�� 
��������� ��������� �
���





���� ���� �

	 ��������� �
������� � � ���

� ����� ���
� ��� ��� �� ������

-��� %�
'��� �� ������� �� ��� 
�<!'����% � '
����� �$ ��� '�������
< ��&��� .���%�2
��2
� ��! 
�� �' ��
���

Zε(εη, βb)

�
ε
�� �� ��

0
# 
�� $�� ( ��� ��' ���
'��%

 ����! ��

β = O(ε)
��
β = O(1)

� -� ���� ��� # H� &��� �����%� ��! � �����

 ����
�� 
( ��� �

�'��% ���
����� ��
 ����' � ��� &�

 ������! '������� 
 �������� ! ����� $�� �����! ����� 
� 
''�� �! 
���� �$
��� .���%�
��2� ��! 
�� �' ��
��� ����
��� �� ��%� ( ����
�< �

�� '��(
�! � � �� ���� 
''
<
���� ����
� �� ��� %
�� �$ ��� �' ��
���

Zε(εη, βb)

�� �(�
�� 
�<!'����% � '
������ �$ ����



���� $�� ( ��� ����! �� �$ ��' ���
'�<� B ��


<# �H� '��
�! ��
�< 
�<!'����% 6���������2
�C�
! ���
� H ��� ��' ���
'��%

 �� �%�� 
�� ������� �

��� � ������� ��������� �� � �����
@� ���� ��%���� # H� ����< 
 �����

 �

�'��% ���
���� �� 
 ��! 
��

Ω
����� (< �

Ω = {(X, z) ∈ R
d+1/X ∈ R

d,−h0 +B(X) < z < η(X)} ,

H���� ��� $��%����� B 
��
η

�
���$< ��� $�

�H ��� %�������� �

∃hmin > 0 , ∀X ∈ R
d , η(X) −B(X) + h0 ≥ hmin . �F�F�F�

	�� �� %������� ��� $�

�H ��� �����

 �

�'��% ( ����
�< �

�� '��(
�! ��� �� ��� ��! 
��
Ω

−∇X,z . P ∇X,z u = 0
��

Ω , �F�F�>�
u |z=η(X)

= f

��

∂n u |z=−h0+B(X)
= 0 , �F�F�8�

> F



>> � � 	 � ��� ����
 ���	����� �� �	� � �� �
	
� �
��� ��	�� ����	���

H����
P

�� 
 ��
���


(d+ 1)× (d+ 1) !
��� H���� %� �	 %�����

(pi)1≤i ≤d+1

�� %����
��


�� ����%�
< ' ������� � +��
����$��H
��
<#
P

�� %� ��%��� � �� ������ (< ∂n u |z=−h0+B(X)
���

���H
�� %����! 

 �����
���� 
���%�
��� ��
P

�$
u

� ��� 
�H�� ( ����
�< {z = −h0+B(X)} #�
! �
< �

∂n u |z=−h0+B(X)
= −n− · P ∇X,z u |z=−h0+B(X)

,H����
n−

������� ��� ���H
�� ���! 

 ��%��� �� ��� 
�H�� ( ����
�< �$
Ω
� B�� ��� �
C� �$

��!'
�%��<# ��� ���
����
∂n



H
<� ������� ��� ���H
�� %����! 

 �����
���� 
��� %�
��� ��
��� �

�'��% '��(
�! ����� %�������
���� �

� +%-2< ! �! �! � 
� �� �� ���� ����� ��� �� � ���� � � ������ ∇X
�� ∇ �

�� �� �99 # FD # D F� H� ��
��$��! ��� ( ����
�< �

�� '��(
�! �F�F�>� �F�F�8� ���� 
 ��H ( ����2
�< '��(
�! ��&��� ���� ��� �
� (
��
S = {(X, z) ∈ R

d+1/X ∈ R
d,−1 < z < 0} .

	�� + ( � ��� $�

�H ��� �����! ��'���! ! 
''��� S ��
Ω
�

S :

(

S −→ Ω

(X, z) 7−→
(

X, s(X, z) = (η(X) −B(X) + h0) z + η(X)
)

)

. �F�F�D �
� +%-2< ! �! �7 � 	 � ����� �� �� �� � � � ��� ���� ��
 ���������� ��� � ��� ��� ��� � ��� ���� ��
���� ������� �� (S) �� ������ � ����� ��� ������� �� η �� ���� � �� ����������� �� � �����

�� � ���	��� ��� ��� ��� � ��� (S) ��� ��� � �� ��� � ������ � ����� �� � � ��� �� � �� �� � ���� ��
���� ������ �
)
�
�
<# �$

v
�� ��&��� ���� Ω

����
v = v ◦S �� ��&��� ���� S � � � 
 %��������%� # H� %
� ���


� �����

��� '��(
�! �� �F�F�>� �F�F�8� �� ��� �
� (
�� S ����� ��� $�

�H ��� '��' �������
���� �DE # D F� $�� 
 '���$ � �
� 2(&(#)')(. ! �! �A �

u �� ���� ���� �� �� �� ��� �� �� ��� �� ��� �� �� �� u = u ◦ S �� ���� ���� ��
�� � �������� 	���� � ������

−∇X,z . P ∇X,z u = 0 �� S , �F�F�9�
u |z=0

= f ��� ∂n u |z=−1
= 0 , �F�F�V�

�� ��� P (X, z) �� � �	�� ��

P (X, z) =
1

η + h0 −B
MT P M ,

� ��� M(X, z) =

(

(η + h0 −B)Id×d −(z + 1)∇η + z∇B
0 1

)

.
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)���������
<# 
�� �� %������� ( ����
�< �

�� '��(
�! � ( �
������ �� ��� %

�� �F�F�9�2 �F�F�V� �B��! ��H �� # 


 ��$����%�� �� ��� '��(
�! ��� �� S H �

 ( � 

( �

�� H ��� 
� ������%��� �
@� �� H�

 CH��H� ��
� �

�'��% ( ����
�< �

�� '��(
�! � �$ ��� $��! �F�F�9� �F�F�V� 
�� H�


' ���� ����� 
''��'��
�� 
���!'����� � 
���! ��� ��
�

P

�� 


 ��� �����
����� 
�� ( ������

�� S # �$
f ∈ Hk+ 3

2 (Rd)
���� ����� � ���� 
 ������ ��
����� u ∈ Hk+2(S)

�� �F�F�9� �F�F�V� �-�� '���$ �� ���< %

���%

 
�� H� �! �� �� ���� �

� � '�������
< ���� # H� ���� �� %������� ��� $�

�H ��� �' ��
���
Z(η,B)

H��%� ! 
'� ���
�

�� �$

u

� ��� �'' �� ( ���� �� ��� �

�� �$

∂zu|z=η
�

Z(η,B) :





H
3
2 (Rd) −→ H

1
2 (Rd)

f 7−→ ∂zu|z=η
H ���

u
��
����� �$ �F�F�>� �F�F�8�



 .

� +%-2< ! �! �F � �� � �� ������ Zε
��� ��� �� �� �� ��� ����������� �� �� � �� ������ Z �� �� �

���� �� ��� P =

(

εId 0
0 1

)

�� (1.1.2)(1.1.3) �

-� %������%� 
� 
''�� �! 
���� �$ ���� �' ��
���
Z(η,B)

# H� ���� ��� $�

�H ��� 
�!! 
 H��%�
����� 
 %���%���� ��< ����
� �
C��� ���� 
%%���� ��� 
�������'< �$

(1.1.2)(1.1.3)
�

�+%%- ! �! �G � 
�� η ∈W 1,∞(Rd) ��� B ∈W 1,∞(Rd) � �� �� � �� �� � V ∈ R
d+1 :

(V , P V ) ≥ c0( ||η||W 1,∞ , ||B||W 1,∞) |
√
P V | 2 ,

�� ��� c0 �� � �������� ������	� � ������� � �	�� ��

c0(x, y) =
hmin

(d+ 1)2
min






1,

1

hmin(x+ h0 + y)
,

min
1≤i≤d

pd+1

pi

(x+ y)2






.

� ���� � =���� 7��' ������� F�F�8 # H� %
� H ���� # H ���
δ(X) = η(X) + h0 −B(X)

�

(V , P V ) =
( 1

δ
V , MT P M V

)

=
( 1

δ
M V , P M V

)

=
( 1

δ

√
P M V ,

√
P M V

)

=
∣

∣

∣

1√
δ
M (

√
P V )

∣

∣

∣

2
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� �
��� ��	�� ����	���

H���� M =
√
P M (

√
P )−1 � -�
�C� �� %�������� �F�F�F� # H� ����%� ��� �������( �
��< �$

M
�� ���%� �$ M � -��� <��
�� ��� $�

�H ��� �����

��< � $�� 



U ∈ R

d+1 #

|U | ≤ (d+ 1)
∣

∣

∣

√
δ M−1

∣

∣

∣

∞

∣

∣

∣

∣

1√
δ
MU

∣

∣

∣

∣

,

H ���

M−1 =







1

δ
Id×d

1

δ
√
pd+1

√
P d ((z + 1)∇η − z∇B)

0 1






.

H���� |A|∞ = sup
1≤i,j≤d+1

|ai,j|L∞(�d)


��
P d �� ���

d × d
��
���

 ! 
��� H���� %��	 %�����


��
(pi)1≤i≤d

�
@$ H� 
''
< ��� '������� �����

��< �� ��� '��(
�! # ��� ���� �

(V , P V ) ≥ 1

(d+ 1)2
∣

∣

∣

√
δ M−1

∣

∣

∣

2

∞

∣

∣

∣

√
P V

∣

∣

∣

2
.

-�
�C� �� ��� � '������� �$ M−1 ����� 
( ��� # H� �(�
�� ��� $�

�H ��� �����

��< �

(V , P V ) ≥ c0( ||η||W 1,∞ , ||B||W 1,∞) |
√
P V |2 ,

H����
c0

�� 
� �� ��� ��
��! ��� �$ ��� 	�!! 
 F�F�9 �

	�� �� �������%� ��� �'
%�
Hk,0(S)

�

Hk,0(S) = {v ∈ L2(S), ||v||Hk,0 :=

(
∫ 0

−1
|v(·, z)| 2

Hk(�d)dz

)

1
2

< +∞} .

�� %
� ��H ��
�� ��� ! 
�� ����
� �$ ���� %�
'��� # H��%� ����� 
 ��������� ! ����� $��
����� ��� 
�<!'����% � '
������ �$

Z(η,B)
� � $ %����� # P # 
�� ���� P # 
� H�

 
� ���

( ����
���� η 
��
B

# %
� ��' ��� ��
ε
�� ��� $�

�H ��� ������! � @� ��%� %
��� # ��� '���$

%
� ( � �
��
< 
�
'��� "��� (< ��! �!( ����� ��
�
0 < ε < 1

�

Q0+(2+% ! �! �U � 
�� p ∈ N
∗, k ∈ N

∗, η ∈W k+2,∞(Rd) ��� B ∈W k+2,∞(Rd) � 
�� 0 < ε <
1 ��� uapp

�� ���� ����
−∇X,z · P ∇X,z uapp = εpRε �� S , �F�F�C�

uapp |z=0
= f , ∂n uapp |z=−1

= εp rε , �F�F�?�



� �� � � � ��� ��� ��������� �� � ����� >9

�� ��� (Rε) 0<ε<1
��� (rε) 0<ε<1

��� ������� ����� �������� �� ε ���� ����	��� ��

Hk+1,0(S) ��� Hk+1(Rd) �
	 ������� ���� hmin

�� ����� ������ �� ε ��� ���� �� � ���� ������ (pi)1≤i≤d+1
�� P ��� ����

���� (
pi

pd+1
)1≤i≤d

��� ������� �� � �������� γ ����� ����� � �� ε� � � ��	�
∣

∣

∣

∣

Z(η,B)f − 1

η + h0 −B
(∂zuapp) |z=0

∣

∣

∣

∣

Hk+ 1
2

≤ εp
√
pd+1

Ck+2 (||Rε||Hk+1,0 + |rε|Hk+1) ,

�� ��� Ck+2 = C(|η|W k+2,∞ , |B|W k+2,∞) ��� 
 �� � ��� ���������� � ������� �� ��� ����� �����
����� ����� � �� �� � ���� ������ (pi)1≤i≤d+1 �

� ���� � @� ���� '���$ # H� �$��� ��� ��� ���
����
Ck = C(|η|W k,∞ , |B|W k,∞, h0, hmin, k, d,

γ)
H���� ) �� 
 �����%��
���� $��%���� �$ ��� 
���! ���� � -�� ���
����

Ck
%
� ���� ��$��

�� �������� %����
��� # (�� �$ ��� �
! � C��� � � ��� �� %��$����� %
� ( � ! 
�� # H� ������
(< L2 ��� ���! L2(S)

�
� ��!'
� %�!'��
���� ���H � ��
�

Z(η,B)
%
� ( � � '������ �� ���! � �$ ��� ��
����� u �$

�F�F�9� �F�F�V� ��
 ��� $�

�H ��� ��

���� �

Z(η,B)f =
1

η + h0 −B
∂zu|z=0

.

=���� ���� $
%� # H� %
� H ����

Z(η,B)f − 1

η + h0 −B
∂zuapp |z=0

=
1

η + h0 −B
∂z(u− uapp) |z=0

.

@������%��� ϕ := uapp − u
H� ��� 
 ��
%� ������! ���� A ���� ��� �9>� ' �>82>C� �� ���

|Z(η,B)f − 1

η + h0 −B
(∂zuapp) |z=0

|
Hk+ 1

2
≤ Ck+1(||∂zϕ||Hk+1,0 + ||∂2

zϕ||Hk,0) . �F�F���

@� �� %
�
� ��
� ��� '���$ ��
��� �� &����� 
� 
����
�� %�����
 �$ ||∂zϕ||Hk+1,0


�� ||∂2
zϕ||Hk,0

�
-�� ���� �$ ���� '���$ H �

 ���%� ( � ������� �� ��� ����! 
�� �$ ( ��� ���! � �
! � 	�� �� ( ���� H ��� ��� ����! 
�� �$ ||∂zϕ||Hk+1,0

� -� ��

 %����%�
< H ��� ���� '��(
�! #
H� �������%� ��� $�

�H ��� ���! ||.||

Ḣ1

��&��� (< �

||ϕ||
Ḣ1 := ||

√
P ∇X,zϕ||L2 .

B���� ��! 
�C ��
� $�� 



α ∈ N

d ��%� ��
� |α| ≤ k, ∂αϕ
��
��� �

{

−∇X,z · P ∇X,z ∂
αϕ = εp ∂αRε + ∇X,z · [∂α, P ]∇X,z ϕ ,

∂αϕ |z=0 = 0 , ∂n(∂αϕ) |z=−1 + ∂[∂α,P ]
n ϕ |z=−1 = εp ∂αrε .

�F�F�FE�
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@� ����� �� ��� 
� 
����
�� %�����
 �$ ��� ���! ||∂zϕ||Hk+1,0

# H� '���� ��� $�

�H ��� ����! 
��
(< ����%���� �� |α| ≤ k

�

∀α ∈ N
d / |α| ≤ k, ||∂αϕ||

Ḣ1 ≤ εp
√
pd+1

Ck+1 (||Rε||Hk,0 + |rε|Hk) . �F�F�FF�
-�� '���$ �$ �F�F�FF� �� ���%� ������� ���� �H� '
��� � �� ���

�/
���� �$ ��� ����%���� 
��
�������<�

• @� ���

�/
���� � |α| = 0 .-
C���
α = 0

# !�
��' 
<��� �F�F�FE� (< ϕ 
�� ������
���� (< '
��� 
�
�� �� �

(P ∇X,z ϕ, ∇X,z ϕ )L2 +

∫

�d

∂nϕ|z=0
ϕ|z=0

−
∫

�d

∂nϕ|z=−1
ϕ|z=−1

= ( εpRε, ϕ )L2 .

-�� ( ����
�< ���! 
� ��� $��� ���$
%� �
������ ( �%
��� �$ ��� %��������
ϕ |z=0 = 0


��
����� ��� %�������� 
� ��� ( ����! 
�
�� �� �

(P ∇X,z ϕ, ∇X,z ϕ )L2 = ( εp Rε, ϕ )L2 + εp
∫

�d

rεϕ|z=−1
.

B��


<# ����� )
�%�<2+%�H
�/ �����

��<# ��� ���� �

(P ∇X,z ϕ, ∇X,z ϕ )L2 ≤ εp ||Rε||L2 ||ϕ||L2 + εp |rε|L2(�d) |ϕ|z=−1
|L2(�d) . �F�F�F>�

;�%


��� ��
�
ϕ |z=0

= 0

�� ��
� ��� (
�� S �� ( ������ �� ��� �����%

 ����%���� # ��� %
�

��� 7���%
�� �����

��< �� ��
� ||ϕ||L2 ≤ ||∂zϕ||L2


�� |ϕ|z=−1
|L2(�d) ≤ ||∂zϕ||L2

� -����$��� #
�F�F�F>� <��
��

(P ∇X,z ϕ, ∇X,z ϕ )L2 ≤ εp
√
pd+1

||Rε||L2 ||ϕ||
Ḣ1 +

εp
√
pd+1

|rε|L2(�d) ||ϕ||Ḣ1 .

�F�F�F8�
=���� 	�!! 
 F�F�9 �� ( ���� (P ∇X,z ϕ, ∇X,z ϕ )L2

$��! ( �
�H # ��� &�


< ���� �

c0( |η|W 1,∞ , |B|W 1,∞)||ϕ|| 2
Ḣ1

≤ εp
√
pd+1

(||Rε||H0,0 + |rε|H0) ||ϕ||
Ḣ1 .

+��%�
c0( |η|W 1,∞ , |B|W 1,∞)

��' ���� ��
< ��
hmin

#
d

��

γ
������� ��� ��
����< min

1≤i≤d

pd+1

pi�(< 	�!! 
 F�F�9� # 
�� ���%� ��� $��%���� c0 �� 
 ��%��
���� $��%���� �$ ��� 
���! ���� �
�
��(< 	�!! 
 F�F�9� # H� ��� ��� $�

�H ��� ����! 
�� �

||ϕ||
Ḣ1 ≤ εp

√
pd+1

C1 (||Rε||H0,0 + |rε|H0) ,

H��%� ���� ��� �����

�/
���� �$ ��� ����%���� �

• � ������< � $��
m ∈ N

∗ & �� ��%� ��
�
m ≤ k

# H� ��'' ��� ��
� �F�F�FF� �� ����&�� $�� 



α ∈ N

d ��%� ��
� |α| ≤ m− 1
�



� �� � � � ��� ��� ��������� �� � ����� >C

	��
α ∈ N

d ��%� ��
� |α| = m
� A �
��' 
< ��� �F�F�FE� (< ∂αϕ


�� ������
���� (< '
��� �� S
�
�� �� �

(P ∇X,z ∂
αϕ, ∇X,z ∂

αϕ )L2 +

∫

�d

∂αϕ|z=0 ∂n∂
αϕ|z=0 −

∫

�d

∂αϕ|z=−1 ∂n∂
αϕ|z=−1

= ( εp ∂αRε, ∂αϕ )L2 − ( [∂α, P ]∇X,z ϕ, ∇X,z ∂
αϕ )L2 −

∫

�d

∂αϕ|z=0 ∂
[∂α,P ]
n ϕ|z=0

+

∫

�d

∂αϕ|z=−1 ∂
[∂α,P ]
n ϕ|z=−1 .

-�� (����
�< ���! � 
�
z = 0 �
���� ( �%
��� �$ ��� %��������

∂αϕ |z=0 = 0
# 
�� ����� ���

��%��� (����
�< %��������
∂n(∂αϕ) |z=−1 + ∂[∂α,P ]

n ϕ |z=−1 = εp∂αrε # ��� ���� �

(P ∇X,z ∂
αϕ, ∇X,z ∂

αϕ )L2 = ( εp ∂αRε, ∂αϕ )L2 + εp
∫

�d

∂αϕ|z=−1 ∂
αrε

− ( [∂α, P ]∇X,z ϕ, ∇X,z ∂
αϕ )L2 ,


�� H ��� )
�%�<2+%�H
�/ �

(P ∇X,z ∂
αϕ, ∇X,z ∂

αϕ )L2

≤ εp ||∂αRε||L2 ||∂αϕ||L2 + εp |∂αrε|L2(�d) |∂αϕ|z=−1
|L2(�d)

+
∣

∣( [∂α, P ]∇X,z ϕ, ∇X,z ∂
αϕ )L2

∣

∣ .

6< ����� ��� �
! � ! ����� 
�� 
���! ���� 
� �� ��� �����

�/
���� # ��� $�

�H ��� �����

��<
����� �

c0( |η|W 1,∞ , |B|W 1,∞)||∂αϕ|| 2
Ḣ1

≤ εp
√
pd+1

(||Rε||Hk,0 + |rε|Hk) ||∂αϕ||
Ḣ1

+
∣

∣( [∂α, P ]∇X,z ϕ, ∇X,z ∂αϕ )L2

∣

∣ . �F�F�FD �
	�� �� ��H $� %�� �� ��� ��%��� ���! �$ ��� 
�$� �
�� ���� �$ �F�F�FD � � @� ����� �� ��� 
�

����
�� %�����
 �$ ���� ���! # H� �
�� �� H ���� � '
�%��
< ��� %�!!��
��� [∂α, P ]

�

[∂α, P ]∇X,z ϕ =
∑

α′+α′′=α

α′ 6=0

C(|α′|, |α′′|)∂α′
P ∇X,z ∂

α′′
ϕ ,

H����
C

�� 
 %����
�� ��' ������ ��
< �� |α′| 
�� |α′′| � -��� 
�
�� �� ��� � '�������

( [∂α, P ]∇X,z ϕ, ∇X,z ∂
αϕ )L2

=
∑

α′+α′′=α

α′ 6=0

C(|α′|, |α′′|)
(

∂α′
P ∇X,z ∂

α′′
ϕ , ∇X,z ∂

αϕ
)

L2
.
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B��! ��H �� # H� "��� %������� 
 ����
� ���! �$ ���� ��! � = ���� 7��' ������� F�F�8 H� ��������� � '
�%�� � '������� �$
P


�� ����%� $��! �� ��� � '
�%�� � '������� �$
∂α′

P
�

∂α′
P =









(

∂α′
η − ∂α′

B
)

Pd Pd ∂
α′U

(

Pd ∂
α′U
)T

∂α′

(

pd+1 + U · Pd U
η + h0 −B

)









,

H����
Pd

�� ��� ��
���


(d × d) !
��� H���� %� �	 %���� 
��

(pi)1≤i≤d
# 
�� U ��� ��%�����&��� (< U = −(z+1)∇η+ z∇B � = ���� ���� � '������� # ��� �
��
< ���� �H ��� ∇ = ∇X

� �
(

∂α′
P ∇X,z ∂

α′′
ϕ , ∇X,z ∂

αϕ
)

L2
=
(

(∂α′
η − ∂α′

B)Pd∇∂α′′
ϕ , ∇∂αϕ

)

L2

+
(

∂z∂
α′′
ϕPd ∂

α′U , ∇∂αϕ
)

L2
+
(

Pd ∂
α′U · ∇∂α′′

ϕ , ∂z∂
αϕ
)

L2

+

(

∂α′

(

pd+1 + U · Pd U
η + h0 −B

)

∂z∂
α′′
ϕ , ∂z∂

αϕ

)

L2

. �F�F�F9�
@$ H� $� %�� �� ��� &��� ���! �$ ��� ����� �
�� ���� �$ ���� ���

��<# H� �
��
< ��� ��� $�

�H ���
�����! ���
�� %�����
 ����� )
�%�<2+%�H
�/ �����

��< 
�� ��� ��&������ �$ ||.||

Ḣ1

�
(

(∂α′
η − ∂α′

B)Pd∇∂α′′
ϕ,∇∂αϕ

)

L2
≤

(

|η|W |α′|,∞ + |B|W |α′|,∞

)

||
√

Pd∇∂α′′
ϕ||L2

||
√

Pd ∇∂αϕ||L2

≤ (|η|W k,∞ + |B|W k,∞) ||∂α′′
ϕ||

Ḣ1 ||∂αϕ||
Ḣ1

≤ εp
√
pd+1

Ck+1 (||Rε||Hk,0 + |rε|Hk) ||∂αϕ||
Ḣ1 .

-� ������ ��� 

�� �����

��<# H� ���� ��� ����%���� �<' ������� �� ||∂α′′
ϕ||

Ḣ1

���%� |α′′| ≤
m− 1

�
	�� �� ��H $� %�� �� ��� ��%��� ���! �$ ��� ����� �
�� ���� �$ �F�F�F9� � = ���� ��� �
! �

���! ���� 
� '�������
< 
�� 7���%
�� �����

��<# ��� $�

�H ��� %�����
� 
���� �
(

∂z∂
α′′
ϕPd ∂

α′U , ∇∂αϕ
)

L2
≤ ||

√

Pd∂
α′U||∞||∂z∂

α′′
ϕ||L2 ||

√

Pd ∇∂αϕ||L2

≤
√

||Pd||∞
pd+1

(

|η|W |α′|+1,∞ + |B|W |α′|+1,∞

)

||∂α′′
ϕ||

Ḣ1

||∂αϕ||
Ḣ1

≤ εp
√
pd+1

Ck+1 (||Rε||Hk,0 + |rε|Hk) ||∂αϕ||
Ḣ1 ,

���%� ||Pd||∞
pd+1

≤ γ
�

-�� %�����
 �$ ��� ����� ���! �$ ��� ����� �
�� ���� �$ �F�F�F9� %�! �� �� ��� �
! � H
< �
(

Pd ∂
α′U · ∇∂α′′

ϕ , ∂z∂
αϕ
)

L2
≤ εp

√
pd+1

Ck+1 (||Rε||Hk,0 + |rε|Hk) ||∂αϕ||
Ḣ1 .



� �� � � � ��� ��� ��������� �� � ����� >�

-�� �� � ���' %������� �� %�����

��� ��� 

�� ���! �$ ��� ����� �
�� ���� �$ �F�F�F9� � ��
���� �� �� ��! � '��
�! ��
�< H��C �� ���� ���! ( �$��� 
���!'���� �� ( ���� �� 
����
��
<�� ���
����$��H
�� %�!'��
���� ����� �

∂α′

(

pd+1 + U · Pd U
η + h0 −B

)

=
∑

β1+β2=α′

β1 6= 0

C(|β1|, |β2|)∂β1 (U · Pd U) ∂β2

(

1

η + h0 −B

)

+U · Pd U ∂α′

(

1

η + h0 −B

)

+ pd+1 ∂
α′

(

1

η + h0 −B

)

,

$��! H��%� ��� ����%�� �
(

∂α′

(

pd+1 + U · Pd U
η + h0 −B

)

∂z∂
α′′
ϕ, ∂z∂

αϕ

)

L2

≤ ||Pd||∞ Ck+1 ||∂z∂
α′′
ϕ||L2 ||∂z∂

αϕ||L2

+Ck+1 ||
√
pd+1 ∂z∂

α′′
ϕ||L2 ||√pd+1 ∂z∂

αϕ||L2

≤ ||Pd||∞
pd+1

Ck+1 ||∂α′′
ϕ||

Ḣ1 ||∂αϕ||
Ḣ1 + Ck+1 ||∂α′′

ϕ||
Ḣ1 ||∂αϕ||

Ḣ1

≤ εp
√
pd+1

Ck+1 (||Rε||Hk,0 + |rε|Hk) ||∂αϕ||
Ḣ1 ,

H���� H� ��%� ! ��� ���� ��� ����%���� �<' ������� �
8
������� ��� $��� '������� ����! 
��� �$ �
%� ���! �$ ��� ����� �
�� ���� �$ �F�F�F9�
�� ����� ��� � '
�%�� � '������� �$ ��� %�!!��
��� [∂α, P ]


�
�� �� ��� &�

 ����! 
��
�$ |([∂α, P ]∇X,z ϕ , ∇X,z ∂

αϕ )L2 | �
∣

∣([∂α, P ]∇X,z ϕ , ∇X,z ∂
αϕ )L2

∣

∣ ≤ εp
√
pd+1

Ck+1 (||Rε||Hk,0 + |rε|Hk) ||∂αϕ||
Ḣ1 .

-�� 

�� ���' ��!'
< %������� �� '
����� ���� 

�� ����! 
�� ���� �F�F�FD � # H��%� ����� �

c0( |η|W 1,∞ , |B|W 1,∞)||∂αϕ|| 2
Ḣ1

≤ εp
√
pd+1

||Rε||Hk,0 ||∂αϕ||
Ḣ1 . �F�F�FV�

�� �� ��� �����

�/
���� # ���� 

�� ����! 
�� 
�
�� �� ��� ������� ����
� # H��%� ���� ��� �������<

�� ���%� ��� '���$ �$ �F�F�FF� �
-� %��%
��� ���� &��� '
�� �$ ��� '���$ # H� ��� ��� $
%� ��
� �

||∂zϕ||Hk+1,0 ≤ C(k + 1) sup
|α|≤k+1

||∂z∂
αϕ||L2

≤ C(k + 1)
√
pd+1

sup
|α|≤k+1

||∂αϕ||
Ḣ1 ,


�� ��� ����! 
�� �F�F�FF� H� "��� '����� �� &�


< ��� �

||∂zϕ||Hk+1,0 ≤ εp

pd+1
Ck+2 (||Rε||Hk+1,0 + |rε|Hk+1) , �F�F�FC�
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� �
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H��%� ���� ��� &��� '
�� �$ ��� '���$ �

7 � @� ���� ��%��� '
�� # H� 
�! 
� %�����

��� ��� ��
����< ||∂2
zϕ||Hk,0

� -� ���� ��� # H�
'���� H ��� 
 ����%� ! ����� ��� $�

�H ��� ����! 
�� �

||∂2
zϕ||Hk,0 ≤ εp

pd+1
Ck+2 (||Rε||Hk+1,0 + |rε|Hk+1) . �F�F�F?�

�� &��� ��� ��� ���
���� �
���&�� (< ϕ �� ����� �� � '���� ∂2
zϕ

�� ���! � �$ ����� �����
������$
ϕ

��%� 
� ∇ϕ, ∂zϕ,∇∂zϕ
��

∆ϕ
�

∂2
zϕ =

(

η + h0 −B

pd+1 + U · Pd U

)

[−∇X,z ·Q∇X,zϕ− ∂z (U · Pd U)

η + h0 −B
∂zϕ− εpRε] ,

H����
Q =

(

(η + h0 −B)Pd Pd U
(Pd U)T 0

) �
-�� $�

�H ��� ����! 
��� 
���� ������ ||u||Hk,0 ≤ C(k) sup

|α|≤k
||∂αu||L2

� �

||∂2
zϕ||Hk,0 ≤ 1

pd+1
Ck

[

||∇X,z ·Q∇X,zϕ||Hk,0 + Ck+1 ||Pd||∞ ||∂zϕ||Hk,0

+εp||Rε||Hk,0

]

,

≤ 1

pd+1
Ck+1

[

C(k) sup
|α|≤k

||∂α (∇X,z ·Q∇X,zϕ) ||L2

+
||Pd||∞√
pd+1

C(k) sup
|α|≤k

||∂αϕ||
Ḣ1 + εp||Rε||Hk,0

]

,

≤ 1

pd+1
Ck+1 sup

|α|≤k
||∂α (∇X,z ·Q∇X,zϕ) ||L2

+
εp

pd+1

||Pd||∞
pd+1

Ck+1 (||Rε||Hk,0 + |rε|Hk) +
εp

pd+1
Ck+1 ||Rε||Hk,0 ,

≤ 1

pd+1
Ck+1 sup

|α|≤k
||∂α (∇X,z ·Q∇X,zϕ) ||L2

+
εp

pd+1
Ck+1 (||Rε||Hk,0 + |rε|Hk) ,

H���� H� ���� �F�F�FF� 
�� ��� $
%� ��
� ||Pd||∞
pd+1

≤ γ
�

-�� 

�� '
�� �$ ��� �� ���

�/
���� 
�! � 
� %����%�
< %�����

��� ��� ���!
||∂α (∇X,z ·Q∇X,zϕ) ||L2

� -�� �������<

∂α (∇X,z ·Q∇X,zϕ) =
∑

α′+α′′=α

C(|α′|, |α′′|)
(

∇X,z · ∂α′
Q∇X,z ∂

α′′
ϕ
)

,


�� ��� � '������� �$
Q

$�������� ��� $�

�H ��� ����! 
��� �
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||∇X,z · ∂α′
Q∇X,z ∂

α′′
ϕ||L2 ≤ C|α′| ||∇ · Pd∇∂α′′

ϕ||L2

+C|α′|+1 ||
√

Pd||∞ ||
√

Pd ∇∂α′′
ϕ||L2

+C|α′|+2 ||Pd||∞ ||∂z∂
α′′
ϕ||L2

+C|α′|+1 ||Pd||∞ ||∂z∇∂α′′
ϕ||L2 )

≤ Ck+2 ( ||∇ · Pd∇∂α′′
ϕ||L2

+||
√

Pd||∞ ||∂α′′
ϕ||

Ḣ1 +
||Pd||∞√
pd+1

||∂α′′
ϕ||

Ḣ1 )

≤ Ck+2

(

||∇ · Pd∇∂α′′
ϕ||L2

+ εpCk+1 (||Rε||Hk,0 + |rε|Hk) ) . �F�F�F��
�� ����! 
�� ��� ���! ||∇ · Pd∇∂α′′

ϕ||L2
����� ��� $�

�H ��� ��%������ �

||∇ · Pd∇∂α′′
ϕ||L2 ≤ ||

√

Pd||∞
∑

1≤i≤d

||√pi∂
2
xi
∂α′′

ϕ||L2

≤ ||
√

Pd||∞
∑

1≤i≤d

||∂xi∂
α′′
ϕ||

Ḣ1

≤ d ||
√

Pd||∞ sup
|m|=|α′′|+1

||∂mϕ||
Ḣ1

≤ d ||
√

Pd||∞ sup
|m|≤k+1

||∂mϕ||
Ḣ1

≤ εp Ck+2 (||Rε||Hk+1,0 + |rε|Hk+1) .

�� '
�� ���� ����
� �� �F�F�F�� �� �(�
��

||∇X,z · ∂α′
Q∇X,z∂

α′′
ϕ||L2 ≤ εpCk+2 (||Rε||Hk+1,0 + |rε|Hk+1) ,

H��%� &�


< 
�
�� ��

||∂α (∇X,z ·Q∇X,zϕ) ||L2 ≤ εpCk+2 (||Rε||Hk+1,0 + |rε|Hk+1) .

-��� H
<# H� ��� ��� ������� ����! 
�� �$ ||∂2
zϕ||Hk,0

�

||∂2
zϕ||Hk,0 ≤ εp

pd+1
Ck+2 (||Rε||Hk+1,0 + |rε|Hk+1) .

8
������� �F�F�FC� 
�� �F�F�F?� �� �F�F��� ���� ��� '���$ �$ ��� ������! �
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��� ����������� ��
Zε(εη, βb)

�� ��%


 ��
� (< ��&������ #
Zε(εη, βb)f = ∂zu|z=εη

H����
u

�� ��
����� �$ ��� ( ����
�<
�

�� '��(
�!

ε∆u+ ∂2
zu = 0

��
Ω , �F�> �F�

u|z=εη
= f , (∂zu− εβ∇b · ∇u)|z=−1+βb

= 0 , �F�> �>�

-��� �

�'��% '��(
�! �F�> �F�2 �F�> �>� ( �
���� �� ��� %

�� �$ �����

 �

�'��% '��(
�! � �F�F�>�2
�F�F�8� ��&��� �� ��� '������� ��%���� � -�� %�����' ������ ! 
��� P �� ���� �������� (< P ε �

P ε =

(

ε Id×d 0
0 1

)

. �F�> �8�

-�� �'' �� ( ����
�< �$
Ω

�� ���� ��&��� (< {z = εη} 
�� ��� 
�H�� ��� (< {z = −1+βb} ��� ! 
C� ��� 
��������

 
���!'���� ��
�
ε


��
β


�� ( ������ �� ��� $�

�H ��� ����� �
0 < ε < 1


�� ����� � ���� 
 ����%�
< ' ������� %����
��
β0

��%� ��
� 
��
0 < β < β0

�
B������! ��� # %�������� �F�F�F� �� ���� ����&�� ��
�C� �� %�������� �E �E �F� � ��� &�


<# H�
��! 
�C ��
�

(
pi

pd+1
)1≤i≤d


�� ( ������ (< F ���%�
0 < ε < 1

� ��� ��

 �� ���� �� 
''
< ���
'������� ������! �� ��� 
�<!'����% ����! 
��� ��

Zε(εη, βb)
�

�� ��%


 ��
� H� 
�� ���� ���������� �� �H� ���������� ����! �� ��' ������ �� ���
β

'
�
! �2
��� � -�� &��� ��� # �
! �
<

β = O(ε)
# ��$��� �� ��� '�<��%

 %
�� �$ 
 ( ����! H ��� �
��
������$ �
�H 
!'
����� � -�� ��%��� ��� # �
! �
<

β = O(1)
# ��$��� �� ��� %����
�< �� �
��
������$ ���� 
!'
����� �$ ��� ( ����! � @� ����� �� �!'���� ��� ��
�
(�
��<# H� �
C�

β0 = 1
� H�

���� H ����
β = ε

$�� ��� &��� ����! � 
��
β = 1

$�� ��� ��%��� ��� �

��� 	���� �
β = ε

� �����  �	����
�� 
P �
��
� �
�
�	����
-�� ( ����
���� �$ ��� ��! 
��

Ω

�� ���� ��&��� (< {z = εη} 
�� {z = −1 + εb} H��
�

��� ! 
��� P ε ��! 
��� 
� �� �F�> �8� � -�
�C� �� 7��' ������� F�F�8 H� 
�� 
(
� �� ��� 
�
�����

��� '��(
�! �� �F�> �F� �F�> �>� ��&��� ���� ��� �
� (
�� S �

u = u ◦ S ��
��� ���
'��(
�! �

−∇X,z · P ε ∇X,z u = 0
�� S , �F�> �D �

u|z=0
= f , ∂n u|z=−1

= 0 . �F�> �9�
H���� ��� ! 
��� P ε �� ����� (<

P ε =









ε(1 + ε(η − b)) Id×d −ε2[(z + 1)∇η − z∇b]

−ε2[(z + 1)∇η − z∇b]T 1 + ε3 |(z + 1)∇η − z∇b|2
1 + ε(η − b)









.
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-�� $�

�H ��� ����
� ����� 
 ���������
< " ����&�� 
�<!'����% � '
����� �$
Zε(εη, βb)f


�
ε�� �� ��

0
�

� 2(& (#)')(. ! �7 �! � 
�� k ∈ N, η ∈W k+2,∞(Rd) ��� b ∈W k+2,∞(Rd) ��� �� � �� �� � f ���� ���� ∇f ∈ Hk+6(Rd)� � � ��	� �

∣

∣Zε(εη, βb)f − (εZ1 + ε2Z2)
∣

∣

Hk+1/2 ≤ ε3Ck+2 |∇f |Hk+6 ,

� ��� �






Z1 := −∆f ,

Z2 := −1

3
∆2 f − (η − b)∆f + ∇b · ∇f .

� ���� � -� '���� ���� '��' ������� # H� ��� �������


< -�����! F�F�V H ���
p = 3

� �� C��H
��
� ( pi

pd+1

)

1≤i≤d


�� ( ������ (< 1
� -��� # �� ����� �� ������ 
� 
�<!'����% � '
�����

�$
Zε(εη, βb)f

# H� ��
< ���� �� %�!'��� 
� 
''�� �! 
�� ��
����� uapp
H��%� �
���&�� ���

�<' ������� �$ -�����! F�F�V $��
p = 3

� -��� 
''�� �! 
�� ��
����� uapp
%
� ( � %������%���
� �� �FD � ����� 
 %

���%

 ��6 !����� # H��%� %������� �� 
� �C��� $��
uapp

����� ��� $��!
uapp = u0 +εu1 +ε2u2

� �� H
�� ���� $��%���� �� ����$< ��� '��' ������ �������� (< -�����!F�F�V # ��
� �� �� �
< �
−∇X,z . P

ε ∇X,z uapp = εpRε �� S , �F�> �V�
uapp |z=0

= f , ∂n uapp |z=−1
= εprε . �F�> �C�

H����
(Rε) 0<ε<1


��
(rε) 0<ε<1


�� ( ������ ����' ������
< �$
ε
���' �%����
< ��

Hk+1,0(S)

��

Hk+1(Rd)
�

�� ��%�!'��� ��� ! 
��� P ε ����� ��� $��! P ε = P0 + εP1 + ε2P2 + ε3Pε
H����

P0, P1, P2
�� ����' ������ �$
ε
# 
�� �$ H� '
�� ��� ������� � '������� �$

uapp
���� ���� '��(
�! # H� ���

Rε = ∇·T ε 
��
rε = ez ·T ε

|z=−1

H����
T ε = P2∇X,zu1 +P1∇X,zu2 +Pε∇X,z(uo +u1 +u2)

#

�� ��� $�

�H ��� �<���! �$ ���
����� 
�� (����
�< %��������� ��

u0, u1, u2
�



























∂2
zu0 = 0 ,

∂2
zu1 +

(

∆ − (η − b)∂2
z

)

u0 = 0 ,

∂2
zu2 +

(

∆ − (η − b)∂2
z

)

u1 + (η − b)∆u0 − 2 [(z + 1)∇f − z∇b] ·
∇∂zu0 − [(z + 1)∆f − z∆b] · ∂zu0 − (η − b)2∂2

zu0 = 0 ,

H ���



























u0|z=0
= f ,

ui|z=0
= 0, 1 ≤ i ≤ 2 ,

∂zui|z=−1
= 0, 0 ≤ i ≤ 1 ,

∂zu2|z=−1
−∇b · ∇u0|z=−1

= 0 .



8D � � 	 � ��� ����
 ���	����� �� �	� � �� �
	
� �
��� ��	�� ����	���

�� %
� ����$< ��
� ��� $�

�H ��� �

��� �$
u0, u1, u2

�
���$< ��� '������� ���
����� 
��
( ����
�< %��������� �

u0 = f ,

u1 =

(

1

2
− (z + 1)2

2

)

∆f ,

u2 =

(

(z + 1)4

24
− (z + 1)2

4
+

5

24

)

∆2f +
(

1 − (z + 1)2
)

(η − b)∆f + z∇b · ∇f .

=���� ����� �

��� �$
u0, u1


��
u2

# ��� %
� �
��
< �(�
�� ��� $�

�H ��� ����! 
��� �$
Rε 
��

rε �
||Rε||Hk+1,0 ≤ Ck+2 |∇f |Hk+6 , |rε|Hk+1 ≤ Ck+2 |∇f |Hk+3 .

-��� uapp
�
���&�� ��� '��' ������ �������� �� 
''
< -�����! F�F�V � -�� 

�� ���'� �$

��� '���$ %������� �� %�!'����� 1

1 + ε(η − b)
∂zuapp|z=0

����� ��� � '
�%�� � '������� �$
uapp

'�������
< �����! ���� # 
�� ���� 
''
< -�����! F�F�V � �� �
�< -
<
�� � '
�����
�$ 1

1 + ε(η − b)
∂zuapp|z=0

���� <��
�� ��� ����
� �

� +%-2< ! �7 �7 � �� � � ����� ��	����� �� � ��� �� � �� ��� � ��	� ��� ����� ����� �
������� ��

��� ��	�� �������� �� �� � ��� ��	����� �� �� � ��� ����� � � �� ��� � ��� � ��� �� ���� � �� �� �
���� u3 �
� +%-2< ! �7 �A � �� � � ���� b = 0 � ���� �� � � �������� � � �� ������ � � � � �� ����� � � �� �� �
���� �
� ������ �� �� � ���� � ��	�� �� � ��� �

��� 	���� �
β = 1

� ��	
��  �	����
�� 
P �
��
� �
�
�	����
-�� ( ����
���� �$ ��� ��! 
��

Ω

�� ���� ��&��� (< {z = εη} 
�� {z = −1 + b} � = ����


�
�� 7��' ������� F�F�8 # H� ��� 
� �����

��� '��(
�! �� �F�> �F� �F�> �>� ��&��� ���� ���
�
� (
�� S � ���� ��H '��(
�! �� ��� �
! � 
� ��� ��� ��&��� �� ��� &��� ����! � # 
� ���
� %�'���� �$ ��� ! 
��� P ε H��%� �� ��H ����� (<

P ε =









ε(1 + εη − b) Id×d −ε[ε(z + 1)∇η − z∇b]

−ε[ε(z + 1)∇η − z∇b]T 1 + ε |ε(z + 1)∇η − z∇b|2
1 + εη − b









.

�� �� ��� &��� ����! � H� ���� 
 ���������
< " ����&�� 
�<!'����% � '
����� �$
Zε(εη, βb)f

�� ��� '������ ����! � �



� �� � � ���	����� �� � ����� ����� � ����� 89

� 2(& (#)')(. ! �7 �F � 
�� k ∈ N, η ∈W k+2,∞(Rd) ��� b ∈W k+2,∞(Rd) ��� �� � �� �� � f ���� ���� ∇f ∈ Hk+6(Rd)� � � ��	� �

∣

∣Zε(εη, βb)f − (εZ1 + ε2Z2)
∣

∣

Hk+1/2 ≤ ε3Ck+2 |∇f |Hk+6 ,

� ��� �














Z1 := −∇ ·
(

(1 − b)∇f
)

,

Z2 :=
1

2
∇ ·
(

1

3
(1 − b)3 ∇∆f − (1 − b)2 ∇∇ ·

(

(1 − b)∇f
)

)

− η∆f .

� ���� � -�� '���$ �$ ���� '��' ������� $�

�H � � 
%�
< ��� �
! � ���'� 
� ��� '���$ �$ 7��' �2
������ F�> �F� -�� $�

�H ��� �

��� �$

u0, u1, u2

�� $���� �

u0 = f ,

u1 =
(1 − b)2

2
(1 − (z + 1)2)∆f + z (1 − b)∇b · ∇f ,

u2 =
(1 − b)4

24
∆2f z4 +

(1 − b)3

6
∆∇ ·

(

(1 − b)∇f
)

z3 − (1 − b)η∆f z2

+
[(1 − b)

2
∇ ·
(

(1 − b)3

3
∇∆f − (1 − b)2∇∇ ·

(

(1 − b)∇f
)

)

−η
(

2(1 − b)∆f + ∇b · ∇f
)]

z .

-�� ����� ( ���� �� ������� �� ��� �
! � H
< 
�� ��� '������� �

��� 
�
� �� ��� ����
� �

� +%-2< ! �7 �G � � � � ��� �� �� ��� ��� b = εb� � � ����	�� �� � ������ �� � ���������� � �� �� �

��� � ��������� � � ������ ����� � �����
�� ��%


 ��� �
C�
��� $��!�

���� �$ ��� H
��� H
��� ���
����� # $��! H��%� H� ������ ��
������ ��H �<���! � ����� ��� '������� ����
�� �

(S0)































∂tψ + η − ε∂tηZε(εη, βb)ψ +
1

2

[

ε |∇ψ − ε∇ηZε(εη, βb)ψ|2

+ |Zε(εη, βb)ψ|2
]

= 0 ,

∂tη + ε∇η ·
[

∇ψ − ε∇ηZε(εη, βb)ψ
]

=
1

ε
Zε(εη, βb)ψ .

�� �� �FD � # H� �������%� ��� ������ �$ %��������%<�



8V � � 	 � ��� ����
 ���	����� �� �	� � �� �
	
� �
��� ��	�� ����	���

1+T.)')(. ! �A �! � 
�� σ, s ∈ R� ε0 > 0� T > 0 ��� ��� (V ε, ηε)0<ε<ε0

�� ������� ��

W 1,∞([0,
T

ε
]; Hσ(Rd)d+1) ����� �������� �� ε � �� �� � ����� �� ��� ��� ��������� � ��� ����� s�

� ��� � ������ (S) �� ��� �� �� �� �� �� ���� ���� �� (S) � ��� � �������� �� ����� ε2 ��

L∞
(

[0,
T

ε
]; Hs(Rd)d+1

)

�
�� 
�� ��H 
(
� �� ��
�� ��� $�

�H ��� ����
�� H��%� ���H ��� %��������%< �$ �H� 6���������2
�C� �<���! � H ��� ��� �<���! (S0)

� �� �������%� ���� ��� ��
����< h = 1 − b
H��%� %����2

�' ���� �� ��� ���2��! ������

 ���

 H
��� ��'�� � B��! ��H �� # ���� ��
����< �� %���������

� 
 ��' ���
'�< ���! ���%� �� ��
< ��' ���� ��

b
�

� 2(&(#)')(. ! �A �7 ��%-33 ?-2)-')(.# 2+> )%+
β = ε� � 
�� T > 0� s ≥ 0� σ ≥ s ���

(ψε, ηε)0<ε<ε0

�� � � ����� �� ���� ����� �� �� �� ��� ���� ���� (∇ψε, ηε)0<ε<ε0

�� ������� � ���
���� ��� �� ε �� W 1,∞([0,

T

ε
]; Hσ(Rd)d+1) � ��� σ ���� � ������ � 
� ��� � � V ε := ∇ψε � �� ��

�� � � ����� (V ε, η)0<ε<ε0

�� ���������� � ��� �� � � �� ��� ��� ������ �

(B1)















∂tV + ∇η +
ε

2
∇|V |2 = 0 ,

∂tη + ∇ · V + ε

[

∇ ·
(

(η − b)V
)

+
1

3
∆∇ · V

]

= 0 .

� ���� � -��� �� %
�
� ��
�C� �� ��� 
�<!'����% � '
����� �$ ��� �' ��
���
Zε(εη, βb)

� '
���������� �� �<���! �E �E �C� # ���
�%���� ��� ���! � �$ �����
O(ε2)

# 
�� �
C��� ��� ��
����� <��
��
��� ����
� �

� 2(&(#)')(. ! �A �A ��'2(.> ?-2)-')(.# 2+> )% +
β = 1� � 
�� T > 0� s ≥ 0� σ ≥ s ���

(ψε, ηε)0<ε<ε0

�� � � ����� �� ���� ����� �� �� �� ��� ���� ���� (∇ψε, ηε)0<ε<ε0

�� ������� � ���
���� ��� �� ε �� W 1,∞([0,

T

ε
]; Hσ(Rd)d+1) � ��� σ ���� � ������ � 
� ��� �� V ε := ∇ψε � �� ��

�� � � ����� (V ε, η)0<ε<ε0

�� ���������� � ��� �� � � �� ��� ��� ������ �� ��� h = 1 − b
� �

(B2)



















∂tV + ∇η +
ε

2
∇|V |2 = 0 ,

∂tη + ∇ · (hV ) + ε

[

∇ · (ηV ) − 1

2
∇ ·
(

h3

3
∇∇ · V − h2∇∇ · (hV )

)]

= 0 .

-���� ����
�� %
��� ��� &��� %�
'��� �$ ���� '
�� � @� ��� �� � �H� %�
'���� # H� ��'
�
��
<
����< ��� �H� ����! ��

β = ε

��

β = 1
� -�� 6���������2
�C� �<���! �

(B1)

��

(B2)

��

���' �%����
< ��� ��
����� ' ����� �$ ����� ������� �



���� ���� �

	��������

 ���� � ��� �� ��� ������ ��


��� ��� ������ �

@� ���� %�
'��� # H� ������ �� ������ 
 ��H %

�� �$ �<!! ����% 6���������2
�C� ! ���
� �� ���
����! � �$ �
���� ��' ���
'��%

 �
��
����� β = O(ε)

� -� ���� ��� # H� ��
�� $��! ��� '�������
<������� �<���! (B1)

�� 
�
'� ��� �
�(

 ���
���< � ' ���� (< 6��
2)�
��2	
���� �� �FD ��� ��� %
�� �$ ������ ( ����! � � � &��� %�
��� �$ �
��
(
� �� ��� ��
� %��< &�
�

V
' ��! ���

��� �����
���� �$ 
 H��
� %

�� �$ �����

��� �<���! � ��
 ��� �������%���� �$ ����� 
�(���
�<'
�
! ����� � �� ���� ' ��$��! 
 H�

2�� ���� ���
���
� %�
��� �$ �
��
(
� 
�� ������ 
 ��H
%

�� �$ �<���! � ��
� %
� ( � ! 
�� %�!'
���
< �<!!����% (< %������ 
''��'��
�� �

��� $��
��� '������� '
�
! ����� � -���� �<!!����% �<���! � 
�� '����� �� ( � H�

2' ���� 
�� ��
'������ 
 ���� 
''�� �! 
���� 2 �' �� ��� ��������� �$ ��� '������� %�
���� �$ �
��
(
�� 2
�$ ��� H
��� H
��� ��
������ �� 
 
��� ��! � �%

� �

� �� � ��������� � � � ���� ����� � � ���������� ������ �
�� ��%


 ��� '�������
< ������� 6���������2
�C� �<���! (B1)

�� H��%� H� (
�� ��� 
�

<���
�

(B1)















∂tV + ∇η +
ε

2
∇|V |2 = 0 ,

∂tη + ∇ · V + ε

[

∇ ·
(

(η − b)V
)

+
1

3
∆∇ · V

]

= 0 .

�� ��H $�

�H ��� ! ����� '�� $��H
�� �� �F8 � 
�� �FD � �� ������ �����

��� �<���! � ��
(B1)

�� ��� ! �
���� �$ %��������%<� -�� ��������� "����&%
����� �$ ��� �����
���� �$ �����
�<���! � �� 
������� �� +�%���� > �� �FD � �� � �� �F8� �$�� ��� F2. ���$
%� %
��� 
�� �� �FD � # H� ��&�� �

Vθ =
(

1 +
ε

2
(1 − θ2)∆

)

V ,

8C



8? � � � ���������
�


 ��� � ���
� ��� �
 ��	 �
� �	���� � � ����� �

H��%� %�����' ���� �� ��� 
''�� �! 
���� 
� ��� �����
ε2

�$ ��� ����/���

 %�!' ����� �$
��� ��
� %��< &�
� 
� ��� ������ −1 + θ(1 + ε(η − b))

$��
θ ∈ [0, 1]

� @$ H� ��! 
�C ��
�
Vθ =

(

1 +
ε

2
(θ2 − 1)∆

)−1
V + O(ε2)

# ��� � '������� �$
Vθ

�� ���! � �$
V

%�! �� �� ���
$�

�H ��� H
< (< ��'' ����� V ����

� ������ �

V =
(

1 +
ε

2
(θ2 − 1)∆

)

Vθ +O(ε2) ,

H����
O(ε2)

�� �� ( � �
C�� �� ���
L∞([0,

T

ε
],Hs(Rd))

���! �
7
������ ���� ��

���� ���� ��� �<���! (B1)


�
�� �� �










∂tVθ + ∇η +
ε

2

(

∇|V |2 + (θ2 − 1)∆∂tVθ

)

= O(ε2) ,

∂tη + ∇ · Vθ + ε

[

∇ ·
(

(η − b)V
)

+

(

θ2

2
− 1

6

)

∆∇ · Vθ

]

= O(ε)2 .

�� ���� ' ���� H� ��� ��� %

���%

 66A ���%C H��%� %������� �� ����� ��� ���
����� �� H ����
�

∂tVθ = −∇η +O(ε) = (1 − λ2)∂tVθ − λ2∇η +O(ε) ,

∇ · Vθ = −∂tη +O(ε) = λ1∇ · Vθ − (1 − λ1)∂tη +O(ε) ,H����
λ1


��
λ2


�� �H� ��

 '
�
! ����� �
�� '
�� ����� ��

����� ���� ��� ���' ������ ���! � �$ ��� 

�� �<���! �� ��� �



































∂tVθ + ∇η +
ε

2

[

∇|Vθ|2 − λ2(θ
2 − 1)∆∇η − (λ2 − 1)(θ2 − 1)∆∂tVθ

]

= O(ε2) ,

∂tη + ∇ · Vθ + ε

[

∇ ·
(

(η − b)Vθ

)

+ λ1

(

θ2

2
− 1

6

)

∆∇ · Vθ

−(1 − λ1)

(

θ2

2
− 1

6

)

∆∂tη

]

= O(ε2) .

�� ���� �������%� ��� %

�� Sb �$ 


 ��� �<���! � �$ ��� '������� $��! � ����� �<���! � 
��
������� (< (S b

θ,λ1,λ2
)

�� %
� ( � ��H ������ �� %�!'
%� $��! �

(S b
θ,λ1,λ2

)















(1 − εa2∆)∂tVθ + ∇η + ε

[

1

2
∇|Vθ|2 + a1∆∇η

]

= 0 ,

(1 − εa4∆)∂tη + ∇ · Vθ + ε
[

∇ ·
(

(η − b)Vθ

)

+ a3∆∇ · Vθ

]

= 0 .

H ���
a1 = −λ2

θ2 − 1

2
, a2 = (λ2 − 1)

θ2 − 1

2
,

a3 = λ1

(

θ2

2
− 1

6

)

, a4 = (1 − λ1)

(

θ2

2
− 1

6

)

.

�� ���� %

�� Sb # ��� '������� %�!'��
����� ���� �� ��� $�

�H ��� �H� %��������%< ����
�� �



� �� � � ���	����� �� � � ��� ����� �� ��� �	����� ������ � 8�
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θ , η
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������ �$
�E �E �C� # ���� ��� $
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�� ���


< $��� # �� ��
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θ , η
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1 +
ε
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(1 − θ2

1)∆
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2
(1 − θ2)∆
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����� ��� $
%� ��
� (
1 − ε

2
(1 − θ2)∆
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V ε
θ = V ε + O(ε2)
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�
��
< ����%� ��
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! �
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(V ε
θ1
, ηε)
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(λ1, λ2) ∈ R

2 �

� +%-2<# 7 �! �A �

• � � ��� ��� θ = 1, λ1 = 1, λ2 = 0� � � ��� ��� ���� �� � � ��	���� �� ����	�� � ������ ���
������ (B1)

�� ������ �� � � �� ��� �� �� � ����� Sb

• � � ��� ��� λ1 = λ2 = 1/2 ��� θ2 = 2/3� � � � �� a1 = a2 = a3 = a4 = 1/12� �� ����
�� � ���� ����	� ���� �� �� � ������������ ������ (S b

θ,λ1,λ2
) �� ���� ����� � 	 �� �	��� �� �
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��� �$ �
��
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�������%� Ṽ �

Ṽ =
(

1 +
ε

2
(η − b)

)

V .
-��� ���
���
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��� �$ �
��
(
� �<! ����/�� ��� ���
���
� '
�� �$ ��� ���
����� �
-��� %�
��� �$ �
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(
�� ��
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� �%�� ��� ���
���
� ���! � 
�� ��� ��� ���' ������ ���! � � @$
(V ε, ηε)0<ε<ε0

�� %��������� H ��� 
 �<���! (S b
θ,λ1,λ2

)
�$ ��� %

�� Sb # ���� Ṽ ε = (1+

ε

2
ηε)V ε
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ηε �
���$< ��� $�

�H ��� ���
����� �


































(1 − εa2∆) ∂tṼ
ε + ∇ηε + ε
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4
∇|ηε|2 +

1

2
∇|Ṽ ε|2 +

1

2
Ṽ ε ∇ · Ṽ ε − 1

2
b∇ηε

+a1∆∇ηε
]

= O(ε2) ,

(1 − εa4∆) ∂tη
ε + ∇ · Ṽ ε + ε
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1

2
∇ ·
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(ηε − b) Ṽ ε
)

+ a3∆∇ · Ṽ ε

]

= O(ε2) .
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2
∇|Ṽ ε|2 =

1

4
∇|Ṽ ε|2 +
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2
(Ṽ ε · ∇)Ṽ ε +
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Ṽ ε ∧ (∇× Ṽ ε)
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


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
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


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ε + ∇ηε + ε
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4
∇|ηε|2 +

1

4
∇|Ṽ ε|2 +

1

2
(Ṽ ε · ∇)Ṽ ε

+
1

2
Ṽ ε ∇ · Ṽ ε − 1

2
b∇ηε + a1∆∇ηε

]

= O(ε2) ,

(1 − εa4∆) ∂tη
ε + ∇ · Ṽ ε + ε

[

1

2
∇ ·
(

(ηε − b) Ṽ ε
)

+ a3∆∇ · Ṽ ε

]

= O(ε2) .
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






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




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(1 − εa2∆) ∂tV + ∇η + ε
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4
∇|η|2 +

1

4
∇|V |2 +

1

2
(V · ∇)V +

1

2
V ∇ · V

−1

2
b∇η + a1∆∇η

]
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(1 − εa4∆) ∂tη + ∇ · V + ε

[

1

2
∇ ·
(

(η − b)V
)

+ a3∆∇ · V
]

= 0 .
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�� ����
a2 ≥ 0, a4 ≥ 0

������ ��� H�

2
' �������� �$ ����� %�!'
���
< �<!!����% �<���! � � @����� # ��� �$ ��� ���
� 
��
��
��� �$
����� �<���! � ( �
������ ��

Σb �� ��
� H� �
�� 
 H�

2' �������� ���� 
 

��� ��! � �%

� �
� 2(& (#)')(. 7 �A �! � 
�� s > d

2
+1 ��� (θ, λ1, λ2)

�� ���� ���� �� � ������ (T b
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ε
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ε
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ε
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�
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ε
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T1

ε
];Hσ(Rd)d+1)

# ����� 7��' ������� > �F�F �!'
��� ��
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(V ε

θ , η
ε)0<ε<ε0

2 H����
V ε

θ =
(

1 +
ε

2
(1 − θ2)∆

)

V ε 2 �� %��������� H ��� ��� �<���! (S b
θ,λ1,λ2

)
�

A ������� # 7��' ������� > �> �F ��
��� ��
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! �
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(V ε, ηε)0<ε<ε0

%��������� H ��� ��� �<�2
��! (S b

θ,λ1,λ2
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H ��� ��� �<���! (T b

θ,λ1,λ2
)
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(V ε
θ , η

ε)0<ε<ε0

���H � ��
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(Ṽ ε

θ , η
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# H����
Ṽ ε
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1 +
ε
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(ηε − b)

)

V ε
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θ , η
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(V ε
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ε
Σ)
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V = Ṽ ε

θ − V ε
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η = ηε − ηε
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� ������� ��� ���
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��
η
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

















∂tV + ∇η +
ε

2
∇|V |2 = 0 ,

∂tη + ∇ · (hV ) + ε
[

∇ · (ηV ) − 1

2
∇ ·
(

h3

3
∇∇ · V − h2∇∇ · (hV )

)

]

= 0 .
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�C ��
� ��� ( ����! ���! h ���%
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H
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������ ��� ����� �$ ��� %�
��� �$ �
��
(
�� # 
�� '�� %��� H ��� 
� 
�
'��� ���
���
� %�
���
�$ �
��
(
�� &��� ��
� �<! ����/�� ( ��� ����� ��� ���! � 
�� ���2
���
� ���! � �
-
C��� ���� 
%%���� ��� $
%� ��
� H� �
�� �� �<!!����/� ( ��� ����� ��� ���! � 
�� ���
���
�
���! � # H� �������%� ��� $�

�H ��� %�
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Ṽ =

(√
h+

ε

2

η√
h

)

V .

�� ��
�

V =

(

1√
h
− ε

2

η

h
√
h

)

Ṽ +O(ε2) .
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� ∇× Ṽ = O(ε)
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

















































∂tṼ +
√
h∇η +

ε

2
√
h

[1

2
∇η2 +

1

2
∇|Ṽ |2 + (Ṽ · ∇)Ṽ + Ṽ∇ · Ṽ

+
1

h

(1

2
(∇h · Ṽ )Ṽ − |Ṽ |2∇h

)]

= O(ε2) ,

∂tη + ∇(
√
h · Ṽ ) +

ε

2
√
h

[

∇ · (ηṼ ) −
√
h∇ ·

(h3

3
∇∇ · ( Ṽ√

h
)

−h2∇∇ · (
√
h Ṽ )

)

− η

2h
∇h · Ṽ

]

= O(ε2) .
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





















∂tV +
√
h ∇η +

ε

2
Fh

(

V
η

)

= 0 ,

∂tη + ∇(
√
h · V ) +

ε

2

[

fh

(

V
η

)

−∇ ·
(h3

3
∇∇ · ( V√

h
) − h2∇∇ · (

√
hV )

)]

= 0 ,
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

























Fh

(

V
η

)

=
1√
h

(1

2
∇η2 +

1

2
∇|V |2 + (V · ∇)V + V∇ · V

+
1

h

(1

2
(∇h · V )V − |V |2∇h

))

,

fh

(

V
η

)

=
1√
h

(

∇ · (ηV ) − η

2h
∇h · V

)

.
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ε
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��� �$ �
��
(
� %�! �� $��! %����������
Vθ

# ��� ����/���

 %�!'����� �$ ��� ��
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� ��� ������ −1+θ(1+ε(η−b) H ���
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#
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 %�!' ����� �$ ��� ��
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uapp
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�$ ��� �' ��
���
Zε(εη, βb)
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��� ��
� H� !��� 
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������ �
��
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uapp
��H ������
< ��' ���� �� ��� ��' ���
2
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�� �
H �� ��� )�
'��� F ��
� ��� %�!'��
���� �$ ��� 
�<!'����% � '
����� �$

Zε(η, b)ψ��
��� �� &����� 
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''�� �! 
�� ��
����� �$ ��� �
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�! (H)
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�� S =
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����� $��! ��� ����%
���� �$ ��� %�!'���� �

�� �$

uapp

� ��� �����

O(ε2)
#

uapp = ψ + ε

[(

1

2
− (z + 1)2

2

)

h2 ∆ψ − zh∇h · ∇ψ
]

+O(ε2) ,

H����
ψ

�� ��� �
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V (·, z) = ∇φ(·, z) 
� ������
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�
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��
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�� ��
����� (< �

Vθ =
[

1 − ε

2
(θ − 1)(θ∇(h2∇· ) + ∇∇ · (h2 . ))

]

V ,

�� ��
�
V =

[

1 +
ε

2
(θ − 1)(θ∇(h2∇· ) + ∇∇ · (h2 . ))

]

Vθ +O(ε2) .
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
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




























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





















∂tVθ +
√
h ∇η +

ε

2

[

Fh

(

Vθ

η

)

+ ∇
(

(θ2 − 1)h2∇ · ∂tVθ + 2(θ − 1)h∇h · ∂tVθ

)]

= O(ε2) ,

∂tη + ∇(
√
h · Vθ) +

ε

2

[

fh

(

Vθ

η

)

−∇ ·
(

(θ2 − 1

3
)h2∇∇ · (

√
hVθ)

+(
3

2
θ2 − 7

6
)h∇h∇ · (

√
hVθ) −

(θ − 2)2

2

√
h∇h(∇h · Vθ)

−(
θ2

2
− 2θ +

7

6
)h
√
h∇(∇h · Vθ)

)]

= O(ε2) .
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





















∂tVθ = (1 − λ1)∂tVθ − λ1

√
h∇η +O(ε) ,

∂tVθ = (1 − λ2)∂tVθ − λ2

√
h∇η +O(ε) ,

∇ · (
√
hVθ) = λ3∇ · (

√
hVθ) − (1 − λ3)∂tη +O(ε) ,


�� H� ��� ��� &��� ��

���� �� ��� ���! (θ2 − 1)h2∇ · ∂tVθ

�� ��� ��%��� ��

���� �� ���

���! 2(θ − 1)h∇h · ∂tVθ
�

B ��


<# H� $��! 


< ������ 
 ��H %

�� T h �$ �<���! � # 
�� H� �
��
< '���� ��
� �$ 
 $
! 2
�
<

(V ε, ηε)0<ε<ε0

�� %��������� H ��� ��� �<���! (Sh)
����

(V ε
θ , η

ε)0<ε<ε0

2 H����
V ε

θ =
[

1 − ε

2
(θ − 1)(θ∇(h2∇· ) + ∇∇ · (h2 . ))

]

V ε 2 �� %��������� H ��� 
�< �$ ��� $�

�H ��� �<�2
��! �

(T b
θ,λ1,λ2,λ3

)
�

(T b
θ,λ1,λ2,λ3

)



















































(

1 − ε

2
P1

h

)

∂tV +
√
h ∇η +

ε

2

[

Fh

(

V
η

)

+ b1
√
h∇∇ · (h2∇η)

+b2
√
h∇(h∇h · ∇η) + b3∇h∇ · (h

√
h∇η) + b4

√
h∇h(∇h · ∇η)

]

= 0 ,

(

1 − ε

2
P2

h

)

∂tη + ∇(
√
h · V ) +

ε

2

[

fh

(

V
η

)

+ ∇ ·
(

c1h
2∇∇ · (

√
hV )

+c2h∇h∇ · (
√
hV ) + c3h

√
h∇(∇h · V ) + c4

√
h∇h(∇h · V )

)]

= 0 .

H���� ��� �' ��
���� P1
h


�� P2
h


�� ��&��� (<










P1
h = (1 − θ)

(

(1 − λ1)(θ + 1)∇(h2∇· ) + 2(1 − λ2)∇(h∇h· )
)

,

P2
h = (1 − λ3)

(

(θ2 − 1

3
)∇ · (h2∇ ) + (

3

2
θ2 − 7

6
)∇ · (h∇h× )

)

,



� �� � 	 � �� ����� �� ��� �	����� ������ � D�


�� ��� '
�
! �����
(ai)1≤i≤4, (bi)1≤i≤4

�
�� ��� $�

�H ��� � '�������� �














































b1 = λ1(1 − θ2); c1 = λ3(θ
2 − 1

3
);

b2 = (1 − θ)(2λ2 −
3

2
λ1(1 + θ)); c2 = λ3(

3

2
θ2 − 7

6
);

b3 =
λ1

2
(1 − θ2); c3 = −1

2
θ2 + 2θ − 7

6
;

b4 = (1 − θ)(λ2 −
λ1

2
(1 + θ)); c4 =

1

2
(θ − 2)2;

-�� '������� %�!'��
����� 
�� ��!!�� �' �� ��� $�

�H ��� '��' ������� �
� 2(& (#)')(. A �7 �! � 
�� θ ∈ [0, 1] ��� (ψε, ηε)0<ε<ε0

� � ����� �� ���� ����� �� �� �� ��� ����
���� (∇ψε, ηε)0<ε<ε0

�� ������� � ��� ���� ��� �� ε �� W 1,∞([0,
T

ε
]; Hσ(Rd)d+1) � ��� σ ���� �

������ � 
� ��� �� V ε = ∇ψε ���
Ṽ ε =

(

1 − ε

2
(θ − 1)(θ∇(h2∇· ) + ∇∇ · (h2 . ))

)

(√
h+

ε

2

η√
h

)

V ε.

�� �� � �� �� � (λ1, λ2, λ3) ∈ R
3 � �� � � ����� (Ṽ ε, ηε)0<ε<ε0

�� ������ ���� � ��� �� � ������
(T b

θ,λ1,λ2,λ3
) �

A������� # H� �
�� ��� $�

�H ��� '��' ������� �� ��� � �����%� �$ 
 ��( %

�� �$ T h %�!' ����
H ��� $�

< �<!!����% �<���! � �
� 2(& (#)')(. A �7 �7 � �� ��� �
 �� �� �� ����� ��� 	��� � �� (θ, λ1, λ2, λ3)

���� ���� �� � ������
(T b

θ,λ1,λ2,λ3
) �� � �� �� ���� ����� �

� ���� � �� 
�� %��%����� ���� H ��� ��� ����
����� �$ ��� $�

�H ��� �<���! �














b1 = c1 ,
b2 = −c2 ,
b3 = c3 ,
b4 = −c4 .-��� �<���! ��

(θ, λ1, λ2, λ3)
�
�� 
� 
�
�� ��� ��
����� ��
� ����� ��� $�

�H ��� 
''�� �! 
��

�

��� �














θ ≈ 0.6318 ,
λ1 ≈ −0.3416 ,
λ2 ≈ −2.8209 ,
λ3 ≈ −3.1157 ,H��%� ���� ��� '���$ �

B��! ��H �� # H� ��
< %������� ���� ��
����� 
�� ��� 
''�� �! 
�� �

��� �
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 �	� �	�����

� �� ��� ���� ����� � � ���� ����� � �����
-�
�C� �� 7��' ������� 8 �> �> # H� C��H ��
� ��! � �$ ��� �<���! �

(T b
θ,λ1,λ2,λ3

)
�$ ��� %

�� T h


�� %�!'
���
< �<!!����% � H� ���%� ������ (< Σh ��� ���2�!'�< ��( %

�� �$ Sb %�!' ����
H ��� ����� �<!!����% �<���! � � =�$�����
��
<# H� �� ��� �
�� ��� �
! � C��� �$ � �����%������< �� ����� �<���! � 
� �� ��� '������� ����! � � @����� # ��� ! 
�� ��� ����%� %������� �� ���
����� ��� ���! � �$ ��� �H� ���
�����

( √
h∇η

∇ · (
√
hV )

) � @� ����� �� $� %�� �� ��� '��(
�! # H�

��H ���� ����� ���! �
A(X,∂X )

(

V
η

) H����
A(X,∂X ) =

(

0
√
h∇X

∇X · (
√
h× ) 0

) � -��
'���$ �$ ��� � �����%� �$ ��
������ �� 
 ����� ��! � �%

� �� ��� ! ���&�� (< ����� ���! � # ���
%

���%

 '�� �$ �� ���

 �

�� � � �H���� # ��� $
%� ��
� ��� ! 
��� A ��' ���� �� ��� ( ����!���! h

�� 
 ��

 '��(
�! 
� $
� 
� ��� 

��� ��! � � �����%� �� %��%����� � ������ # ��� %��%�


' ���� �$ ��� '���$ ���� ��
��� �� ��� ��/� �$ ��� ��
����< ∇h

ε

�� H��%� H� �
�� �� '��%�
�$ ��$��! 
���� � -�� ��
< %
�� H������ H� 
�� ����
< 
(
� �� ��! �����
�� ��� 

��� ��! �
� �����%� �� ��� %
�� H���� ∇h �� �$ �����

O(ε)
� ��� ���! ∇h

ε

�� ���� �$ �����
O(1)


�� H�
%
� %��%
��� � @� 


 ����� %
��� # ��� %

���%

 '�� �$ $
�
� �� '������ 
 ��������� ��! �����
����
�$ ��� 
��� ��! � � �����%� �$ ��
������ �� ����� �<!!����% �<���! � � � �������
��� # H� 
��

(
� �� ��
�� ��� $�

�H ��� '��' ������� �
� 2(&(#)')(. A �A �! � 
�� s > d

2
+ 1 ��� (θ, λ1, λ2, λ3)

�� ���� ���� �� � ������ (T b
θ,λ1,λ2,λ3

)

������ � �� �� � � ���� Σh ��� �� � �� �� � (V0, η0) ∈ Hs(Rd)d+1 � �� ��� �
 ���� � ��� � T0
����� ������ �� ε ��� � ����� �

���� ���� (V, η) ∈ C([0, T0];H
s(Rd)d+1)∩ C1([0, T0];H

s−3(Rd)d+1) �� �� � ������ (T b
θ,λ1,λ2,λ3

)
���� ���� (V, η)|t=0

= (V0, η0) �
����� ��� ���� �� �� ����� � ���� ���� �� ������� ����� �������� �� ε �� �� � � �� ��� ��� ����� �
�� ��� �
 ���� � �������� C0

����� ������ �� ε ���� ���� � �� �� � k 	���� � ��� s− 3k >
d

2
+ 1� � �

��	� �
|(V, η)|W k,∞([0,T0];Hs−3k(�d)d+1) ≤ C0 .

� ������� �� � � ������ � ���� ∇b = O(ε)� �� � � ��	���� ������ ������� 	���� �� �� � ���� ��� �

�����	�� [0,
T0

ε
] �

� ���� � -�� C�< ' ���� �$ ��� '���$ �� �� ��! �����
�� ��
� ��� �

�'��% �' ��
���
1− ε

2

(

P1
h

P2
h

)

�� 
 ' ������� ��� � �� &��� $� %�� �� P1
h

�

(1 − ε

2
P1

hV, V ) = |V |22 +
ε

2
(1 − θ2)(1 − λ1)|h∇ · V |22 + ε(1 − θ)(1 − λ2)(∇h · V, h∇ · V )

=���� ��� $�

�H ��� �����

��< ��
���&�� $�� 



a ∈ R

� �
∣

∣

∣(∇h · V, h∇ · V )
∣

∣

∣ ≤ a2

2
|h∇ · V |22 +

1

2a2
|∇h · V |22 ,
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�� �
C���
a2 =

(1 + θ)(1 − λ1)

1 − λ2


�
�� �� �

(1 − ε

2
P1

hV, V ) ≥ |V |22 −
ε

2

(1 − θ)(1 − λ2)
2

(1 + θ)(1 − λ1)
|∇h · V |22

=���� ��� %

���%

 )
�%�<2+%�H
�/ �����

��< 
�
�� &�


< �� �

(1 − ε

2
P1

hV, V ) ≥
(

1 − ε

2

(1 − θ)(1 − λ2)
2

(1 + θ)(1 − λ1)
|∇h|22

)

|V |22 ,

�� ���� ' ���� # �$ H� �
C� 
 �! 


 ������ �

�� �$
ε
# $ �� �

ε ≤ 2(1 + θ)(1 − λ1)

(1 − θ)(1 − λ2)2 |∇h|22
# ��

������� ��� �
�(

 ' ��������< �$ P1
h

� �� P2
h

# H� ��� ��� �
! � ! ����� �

(1 − ε

2
P2

hη, η) = |η|22 +
ε

2
(1 − λ3)(θ

2 − 1

3
)|h∇η|22 +

ε

2
(1 − λ3)(

3

2
θ2 − 7

6
)(η∇h, h∇η)

=���� ��� �
! � ���
� 
� '�������
<# ��� ���� �

(1 − ε

2
P2

hη, η) ≥
(

1 − ε

8

(1 − λ3)(
3
2θ

2 − 7
6 )2

θ2 − 1
3

|∇h|22
)

|η|22 ,

��%� ! ��� # �$ H� �
C� $ �� �
ε ≤ 8(θ2 − 1

3)

(1 − λ3)(
3
2θ

2 − 7
6)2 |∇h|22

# H� �
�� ��� �
�(

 ' ������ ��< �$

P2
h

�
)���������
<# �
C��� ε ≤ min(

2(1 + θ)(1 − λ1)

(1 − θ)(1 − λ2)2 |∇h|22
,

8(θ2 − 1
3)

(1 − λ3)(
3
2θ

2 − 7
6 )2 |∇h|22

)
�������

��
� ��� �' ��
���
1 − ε

2

(

P1
h

P2
h

) �� ' ������� �
�� ���� ' ���� # ����� ���� ����
� 
�� ' ��$��! ��� ���

 �����< ����! 
��� �� ��� �<���! '�������� � �����%� �$ 
 ��! �

T
��%� ��
� ����� � ���� 
� ������ ��
�����

(V, η) ∈ C([0, T ];Hs(Rd)d+1) ∩ C1([0, T ];Hs−3(Rd)d+1)
�� ��� �<���! �

-��� ����
� ����� 
� �	 %���� ��������%

 (
%C������ �� %�����%� 
''�� �! 
�� ��
������ �$
��� H
��� H
��� '��(
�! �� 
 ��! � �%

�

O(1)
# 
��

O(
1

ε
)
�� ��� %
�� ∇h = O(ε)

�
-��� %�����%���� $�

�H � ��� �
! � ���'� 2 (�� �� 
 ��� ����� ����� 2 
� ��� %�����%���� �$

''�� �! 
�� ��
������ $�� ��� &��� ����! � � H� %������� 
 ��
����� (ψε, ηε)

�� ��� $��!�

����
�E �E �C� �$ ��� H
��� H
��� '��(
�! � �� �
C� �����

 �
�


(ψε
0, η

ε
0)

��%� ��
�
(∇ψε

0, η
ε
0) ∈

Hs(Rd)d+1 $�� 
 ����
(
< 

��� �

�� �$
s
� �� ���� ��&��

V ε = ∇ψε 
��
V ε

0 = ∇ψε
0

�
H� &��� %�����%� ��� �
�


(V ε
Σ,0, η

ε
Σ,0)

(< 
''
<��� ��� �H� ��%%������ %�
���� �$ �
��
(
�
�� ��� �
�


(V ε
0 , η

ε
0)

� �� ���� %����� ��� '
�
! �����
(θ, λ1, λ2, λ3) ∈ [0, 1] × R

3 ��%� ��
�
��� �<���! (T b

θ,λ1,λ2,λ3
)
�� %�!'
���
< �<!!����% � = ���� 7��' ������� 8 �8 �F# H� C��H ��
�

����� � ���� 
 ������ ��
����� �� ���� �<���! H ��� �� ���

 �
�

(V ε

Σ,0, η
ε
Σ,0)

� H� ������ ����
��
����� (< (V ε

Σ, η
ε
Σ)

� B��! ���� � 
%� ��
����� �$ ��� �<!!����% �<���! (T b
θ,λ1,λ2,λ3

)
# H�
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 �	� �	�����

&�


< %������%� 
� 
''�� �! 
�� ��
����� �$ ��� H
��� H
��� '��(
�! (< ��%%������
< 
��

''�� �! 
����
< ��������� ��� �H� %�
���� �$ �
��
(
� 
� ���H� ( �
�H �H��%� �� ' ����( 
� �$
ε
�� �! 


 ������ � �











V ε
app =

(

1√
h
− ε

2

ηε

h
√
h

)

(

1 +
ε

2
(θ − 1)(θ∇(h2∇ · V ε

Σ) + ∇∇ · (h2 V ε
Σ))
)

ηε
app = ηε

Σ

�� 
�� ��H 
(
� �� ��
�� ��� &�

 ����
� �

Q0+(2+% A �A �7 � 
�� T1 ≥ 0� s ≥ d

2
+ 1� σ ≥ s + 3 ��� (∇ψε

0, η
ε
0)

�� �� Hσ(Rd)d+1 � 
��

(ψε, ηε)0<ε<ε0

�� � � ����� �� ���� ����� �� �� �� ��� � ��� ������� ���� (ψε
0, η

ε
0)0<ε<ε0

���� ����
(∇ψε, ηε)0<ε<ε0

�� ������� �� W 1,∞([0, T1];H
σ(Rd)d+1) � 
� ��� �� V ε = ∇ψε ��� ������

(θ, λ1, λ2, λ3) ∈ [0, 1] × R
3 ���� ���� �� � ������ (T b

θ,λ1,λ2,λ3
) ∈ Σh ��� �� � �� �� � ε < ε0 � �� ��� �
 ���� � ��� � T ≤ T1

���� ���� � � ��	� �

|V ε − V ε
app|L∞([0,T ];Hs) + |ηε − ηε

app|L∞([0,T ];Hs) ≤ C ε2

� ������� �� � � ������ � ���� ∇h = O(ε) �� �� (V ε
app, η

ε
app)

��� ��
 �� ���� �� � � ���� � �	��
���� ����� �� � ���� � ��� � ����� �

∀t ∈ [0,
T

ε
] , |V ε − V ε

app|L∞([0,t];Hs) + |ηε − ηε
app|L∞([0,t];Hs) ≤ C ε2t

� ���� � -�� '���$ �� 
� 
�
'�
���� �$ ��� ��� �$ -�����! > �8 �> # 
�� H� �! �� �� ���� �

� +%-2< A �A �A � �� �� � � ������ ��� �� �� ��� � � ��	� �� � ���� �� ��� ��� ����� �� �� � ��� �
�� �� � �������� ∇h

ε
� ��� �������� �� �� �� ���� ���� �� � ����� ��� � ������ 
� ��	� ������

�� ��� ��
 �� ����� �� �� �� �� ���	�� �� ��� �� ��� � � ���� � ��� 
����� �� �� �� � �
 �� �����
�� ���� ����� �� �� � � ���� � �	�� � ������ �� � ����� ��� � ����� �� ��� ��� � �

� ���� ����	 �� �	��� �� � � ������ � ���� ∇h = O(ε)� �� �� �������� �� ����� �� ���� ���� � ���� �� �� � � ���

��� �� � � ����� � � ���� � ��� 	 �	���� ���� ����� � ��� 
��� �� � �� �� � �
 �� ����� �� ���� �����
�� �� � � ���� � �	�� � ������ �� � ���� ��� � ����� �� ��� ��� ��

� ���� ����
� +%-2< A �A �F � �� � ��� �� � �� ���� � �	� �ε = µ� 1 �� ��� µ =

h2

λ2

� ��� ������ ����� ��� ��
	��������� �β = O(1)

� ���������� � ��� ��� �� ���� �� � ���������� ���� �� �� � ����� �� �����
��� �� � �µ� 1 ��� �� ���������� ������ ���� �� ε ��� β� ����	�� �� �� �

� ��� � �� �� � ����� ��
�� � �� �� �



������ ��

��� � ������
 �� ����� �� ��������
��

����� ���� ���� ��� � ���





���� ���� �

��� ������ ��� ��� �����
 �� �����

@� ���� %�
'��� # H� ��%���� ��� ���

 ��%��'
�� ��9 
''�� �! 
���� "����&�� (< +%�������

�� �
<�� �� �V>� $�� �
� ( ���! � # 
�� (< @��%�� �� �8E� $�� �
����
< �
�<��� ( ����! � � -� ����
��� # H� ��
�� H ��� 
�< �$ ��� �<!!����% 6��������� �<���! (T b

θ,λ1,λ2
)
������� �� )�
'���

> ��
� H� ������ (< (Σ)
$�� ��� �
C� �$ %

���<� �� 
� �C $�� 
''�� �! 
�� ��
������ �$ ���

��
���

�/�� ������� �$
(Σ) ����� ��� $��! �$ �H� H
��� ! ����� �� �''����� ����%����� �

D
%� H
�� �� ���H� �� ( � �
����
< ! ���

��� �� ��! � H ��� 
 �<�
! �% �������� (< 
 ��9
���
���� # H��
� ��� %����%���� ���! � !��� ��
�� 
� ����! �������� ��
��' ��� ���
���� � -��
��! �$ ����� �H� H
��� �� '����� �� ���� 
� 
''�� �! 
���� �$ ��� ��
������ �$

(Σ)
$��

��	 %����
< ��%
<��� �����

 �
�
 
�� ��' ���
'�<�

� �� � ��������� � � ��� ������ �� �����
	�� �� ��%


 ��� � '������� �$

(Σ)
�

(Σ)











(1 − εa2∂
2
x)∂tv + ∂xη + ε

[1

2
η∂xη +

3

2
v∂xv −

1

2
b∂xη + a1∂

3
xη
]

= 0 ,

(1 − εa4∂
2
x)∂tη + ∂xv + ε

[1

2
∂x ((η − b)v) + a3∂

3
xv
]

= 0 ,

H ���
a2 ≥ 0


��
a4 ≥ 0

� �� ' ���� ��� ��
� ��
� ��%� 
 �<���! �� H�

 ' ���� $�� ��	 %����
<
�! ���� �����

 �
�
 
�� '������� 
� 
''�� �! 
���� �$ ��� H
��� H
��� '��(
�! �$ �����
O(ε)

$�� ��! �� �$ �����
O(1/ε) ���� 7
�� @ 
�� �8� $�� $������ ���
�
�� �

@� ����� �� ��%���� ��� ��9 
''�� �! 
���� # H� &��� ��
���

�/�
(Σ) (< �������%��� ���

$�

�H ��� ��C��H�� �
U = v + η ; N = v − η

99



9V � � �	� �� 
���
�� �� � 	����� ��	����

7
����� ��� ��

�����
v =

U +N

2


��
η =

U −N

2

����
(Σ)

<��
�� ��� $�

�H ��� %��'
��
�<���! (Γ)

�� ���! � �$
U


��
N
�

(Γ)















































∂tU + ∂xU + ε

[

1

8
∂x(3U2 +N2 + 2UN) − 1

2
b∂xU − 1

4
∂xb(U +N)

−a2

2
∂2

x∂t(U +N) − a4

2
∂2

x∂t(U −N) + a1∂
3
xU
]

= 0 ,

∂tN − ∂xN + ε

[

1

8
∂x(U2 + 3N2 + 2UN) +

1

2
b∂xN +

1

4
∂xb(U +N)

−a2

2
∂2

x∂t(U +N) +
a4

2
∂2

x∂t(U −N) − a1∂
3
xN
]

= 0 .

�� ���� ���' # H� %����� �� 
��C $�� 
''�� �! 
�� ��
������ (Uapp, Napp)
�$

(Γ)
�$ ��� $��! �







Uapp(t, x) = U0(T, x− t) + εU1(T, t, x) ,

Napp(t, x) = N0(T, x+ t) + εN1(T, t, x) ,
�D �F�F�

H����
T

�� ��� �
�H ��! � �
��
(
� T = εt
� -�� ��� �$ �H� �������� ��! � �%

�� �� ���$�
�� %
'������ ( ��� ��� ����� ��! � ���
����� �$ ��� H
�� 
�� ��� ���
���
� 
�� ���' �������<�
! �%� H��%� �%%�� $�� 

���� ��! � �%

�� �

�� %�!'
�! ��� ���� 
��
�/ H ��� �H� �����

 %��������� ��
(Uapp, Napp)


�� 
 %

���%

 ��(2
���
� ���H �� %�������� �� ��� %����%����
(U1, N1)

�

Uapp |t=0
= U|t=0

; Napp |t=0
= N|t=0

,


�� $�� 



T0 ≥ 0















lim
t→+∞

1

t
|U1(. , t, .)|L∞([0,T0];L2(�)) = 0 ,

lim
t→+∞

1

t
|N1(. , t, .)|L∞([0,T0];L2(�)) = 0 .

�D �F�>�

+�%� 
 %�������� �� ��� %����%���� �� ����� ���

 �� !�
���%

�� � '
������ 
�� �
� ( ��� &���
�������%�� �� ��� %���� � �$ ���
���
� ���! ����% �'��%� (< 0�
<# A ������� 
�� ;
�%� �� �8D � �@� $��%�� ��� %����%����

εU1

��

εN1
�� ( � �! 


 �� ��� 

��� ��! � �%

� 
��� %�
��� �� ���

��9 �<�
! �%� � �
! �
<# �� ������� ��
�
εU1 = o(1)


��
εN1 = o(1)

��
L∞([0,

T0

ε
];L2(R))

�
7 
����� ���� 
��
�/ ����

(Γ)

�� ���
�%���� ��� ���! � �$ �����

O(ε)
<��
�� ��� $�

�H ���

�<���! �






































(∂t + ∂x)U1 = f(T, x− t) − 1

8
∂xN

2
0 − 1

4
∂x(U0N0) +

1

2
b∂xU0 +

1

4
U0∂xb

+
1

4
N0∂xb+

a2 − a4

2
∂3

xN0 ,

(∂t − ∂x)N1 = g(T, x+ t) − 1

8
∂xU

2
0 − 1

4
∂x(U0N0) −

1

2
b∂xN0 −

1

4
U0∂xb

−1

4
N0∂xb−

a2 − a4

2
∂3

xU0 ,

�D �F�8�



� �� � � ���	����� �� �� � ��� ��
 �� ����� 9C

H����










f(T, x− t) = −∂TU0 −
3

8
∂xU

2
0 − (a1 +

a2 + a4

2
) ∂3

xU0 ,

g(T, x+ t) = −∂TN0 −
3

8
∂xN

2
0 + (a1 +

a2 + a4

2
) ∂3

xN0 .

�D �F�D �

� �6 � � B�� ��� �
C� �$ ��!'
�%��< 
�� ��
�
(�
��<# H� �
�� C�'� ���� ��� ���
�����
∂x

��
U0
��

N0
H��
� H� ����
� �
�� H ������ ��������
< ∂X−U0


��
∂X+N0

H ���
X− = x− t


��
X+ = x+ t

�
�� ���� ���' # 
� � '
�%�� ����
����� �$ �D �F�8� �� ���! � �$

U0

��

N0
���H � ��
�

U1

��

N1�
�� ��� ��!'
�&�� $��! �
{

U1(T, t, x) = t× f(T, x− t) + h1
b(U0(T, x− t), N0(T, x+ t)) ,

N1(T, t, x) = t× g(T, x+ t) + h2
b(U0(T, x− t), N0(T, x+ t)) ,

��� %�!'
��� � '������� �$
(U1, N1)

( ���� ����� 
� ��� ��� �$ ���� %�
'��� �� �D �> �>� �+�%� � '�������� �$ U1

��

N1
��%
��� ���! � ��
� ���H 
���
�
< �� ��! � # H��%� �� ��%���������

H ��� ��� ��(
���
� ���H �� %��������� �D �F�>� � @� $�

�H � ��
� ( ��� f(T, x− t) 
��
g(T, x− t)!��� ( � ��

 ��
������� $�� 


 (T, t, x) ∈ [0, T0]×R

2 � ������� � '
�%��
< ���� ����
� # ��! 
�C���
��
�

a1+(a2+a4)/2 = (a1+a3+a2+a4)/2 = 1/6

�� '
����� �� ���� �D �F�8� # ��� �(�
��� ���$�

�H ��� ��%��'
�� ��9 ���
����� ��

(U0, N0)

�� ����! �������� ��
��' ��� ���
����� ��

��� %����%����
(U1, N1)

�

(ΣKdV )











∂TU0 +
3

8
∂xU

2
0 +

1

6
∂3

xU0 = 0 ,

∂TN0 +
3

8
∂xN

2
0 − 1

6
∂3

xN0 = 0 ,

�D �F�9�


��

(Σcorr)







































(∂t + ∂x)U1 = −1

8
∂xN

2
0 − 1

4
∂x(U0N0) +

1

2
b∂xU0 +

1

4
U0∂xb

+
1

4
N0∂xb+

a2 − a4

2
∂3

xN0 ,

(∂t − ∂x)N1 = −1

8
∂xU

2
0 − 1

4
∂x(U0N0) −

1

2
b∂xN0 −

1

4
U0∂xb

−1

4
N0∂xb−

a2 − a4

2
∂3

xU0 .

�D �F�V�

B��


<# H� %
� %������%� 
� 
''�� �! 
���� �$ ��� ��
������ �$ ��� �� ���

 �<���! (Σ)
�� 


�
���

 H
< � 
��
(v ε

Σ, η
ε
Σ)0≤ε≤ε0

( � 
 $
! �
< �$ ��
������ �$
(Σ)

H ��� �� ���

 �
�

(v0, η0)

�
��� ��&���

u0 = v0 + η0

��

n0 = v0 − η0
# 
�� 
��

(U0, N0)
( � ��� ��
������ �$ ���

��%��'
�� ��9 ���
����� (ΣKdV )
H ��� �� ���

 �
�


(u0, n0)
� @� ��� ��� # ��� ��%��'
��

��9 
''�� �! 
���� �$ ��� ��
������ �$
(Σ)

�� ����� (< �

(M) : v ε
KdV =

U0 +N0

2
; η ε

KdV =
U0 −N0

2
. �D �F�C�

-��� 
''�� �! 
���� %�����' ���� �� ��� ��� '��' ���� (< +%�������2�
<�� $�� �
� ( ����! �

�� (< @��%�� $�� ������ ( ����! � �



9? � � �	� �� 
���
�� �� � 	����� ��	����

� �� ����� ��� � � ��� ������ �� ����� ��� ��� ������� ����� ��� ���
������� ���

;�%


��� ��
�
(Uapp, Napp)


�� ����� (< �D �F�F� # H� ��H �������%� ��� $�

�H ��� ��
��������
v ε
app =

Uapp +Napp

2
; η ε

app =
Uapp −Napp

2
. �D �> �F�

�� ����� �� '���� ��� $�

�H ��� '��' ������� �

� 2(&(#)')(. F �7 �! � 
�� s ≥ 2� σ ≥ s + 5� (v0, η0) ∈ Hσ(R) ��� b ∈ W 1,∞(R) � 
��
(v ε

Σ, η
ε
Σ)0≤ε≤ε0

�� � � ����� �� ���� ����� �� (Σ) � ��� ������� ���� (v0, η0) � 
� ��� �� (u0, n0) =
(v0 + η0, v0 − η0) �

�� �� �� ��� �
 ���� � ������ ���� ���� (U0, N0)
�� �� � ������ (ΣKdV ) � ���

������� ���� (u0, n0)
��� �� �� ���� ���� �� ������� �� L∞([0, T0];H

σ(R)) �
� ����	��� � � ��	� �� � � �� ��� ��� ����� ����� ��� � �� �� � t ∈ [0,

T0

ε
] �

∣

∣

∣(v ε
Σ, η

ε
Σ) − (v ε

app, η
ε

app)
∣

∣

∣

L∞([0,t];Hs(�))
≤ C |(U1, N1)|L∞([0,T0]×[0,t];Hs+3(� )) ε

2t ,

�� ��� (v ε
app, η

ε
app)

�� ��� � �� �� �� �� ��� �

� ���� � -�� ����
� �� ��� �<���! (ΣKdV )
�� 
 ���< %

���%

 ����
� �� ��� ��9 ���
���� 
��

H� �! �� ��� '���$ ���� �
-�� 
�
���� ���! �

(U0, N0)

�� ��� %����%���� ���! �

(U1, N1)
�
�� ( ��� %����� ��%� ��
�

(Uapp, Napp)
�� ��
����� �$ ��� �<���! (Γ)

H ��� 
 ������

 �$ �����
O(ε2)

� -��� ������

������� (< (ε2R1, ε
2R2)

%
� ( � %�!'���� � '
�%��
< 
�� H� ��� �

R1 = −3

4
∂x(U0U1) −

1

4
∂x(N0N1) −

1

4
∂x(U0N1) −

1

4
∂x(U1N0) +

1

2
b∂xU1

+
1

4
(U1 +N1)∂xb− a1∂

3
xU1 +

a2 + a4

2
∂2

x∂tU1 +
a2 − a4

2
∂2

x∂tN1

+
a2 + a4

2
∂2

x∂TU0 +
a2 − a4

2
∂2

x∂TN0 + ε

[

3

8
∂xU

2
1 +

1

8
∂xN

2
1 +

1

4
∂x(U1N1)

]

.

H ��� 
 ��! �

� � '������� ��
���� $�� ��� ������

 R2
�$ ��� ��%��� ���
���� �$

(Γ)
� = ����

��� ���
����� (ΣKdV )

��

(Σcorr)
�� � '���� ∂TU0

#
∂TN0

#
∂tU1

#
∂tN1

�� ���! � �$ �'
��


�����
����� �$

U0, N0, U1, N1

�� ����� ��� $
%� ��
�

s ≥ 2
# �� �� � '������� <��
�� �
��
< $��





t ∈ [0,

T0

ε
]
�

|(R1, R2)|L∞([0,t];Hs(�)) ≤ C |(U1, N1)|L∞([0,T0]×[0,t];Hs+3(� )) ,

H ���
C

��' ������ ��
< �� |(U0, N0)|L∞([0,T0];Hs+3(�))

�� |b|W 1,∞(� )

� @�������� ��� ��
�2
��

�/
���� (< '
����� ��� ��

�����

Uapp = vapp + ηapp

��

Napp = vapp − ηapp
����

(Γ)
#

H� �
��
< ����%� ��
�
(v ε

app, η
ε

app)
�� ��
����� �$ ��� �<���! (Σ)

H ��� 
 ������

 ( ������ (<



� �� � �������� �� �� � ��� ��
 �� ����� � �� ��� ������� ����� ��� ����� ��� � ��� 9�

Cε2 |(U1, N1)|L∞([0,T0]×[0,t];Hs+3(�))

� +�
��
�� �����< ����! 
��� 
''
��� �� ��� �<!!����%
6��������� �<���! (Σ)

<��
� �
��
< �

|(v ε
Σ, η

ε
Σ) − (v ε

app, η
ε

app)|L∞([0,t];Hs+3(�)) ≤ C |(U1, N1)|L∞([0,T0]×[0,t];Hs(�)) ε
2t ,

H��%� ���� ��� '���$ �
�� �
�< � ������� �$ ���� '��' ������� �� ��� $�

�H ��� %���


�< H��%� ����� 
� ����� ( ����$�� ��� ��9 
''�� �! 
���� �
�(2( 33-2$ F �7 �7 � ����� �� � ��� � ������ ���� �� �� � ���������� � �� ��� � � ��	� �� � � �� ��� ���
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�� # ��� �<���! (ΣKdV )
�� ����%�� �� ��� ��!'
� ��9 ���
���� �

∂TU0 +
3

8
∂xU

2
0 +

1

6
∂3

xU0 = 0 ,


�� H� %���� ��� �����

 %��������
u0

��%� ��
� ��� ��
����� �$ ���� ���
���� �� 
 ' ���������
���� H��%� '��'
�
��� �� ��� ����� �
�� H ���� ��� � '
�%�� � '������� �$ ��� %����%���

U1
H���

N0 = 0
�

U1(t, x) =
1

4
U0(x− t)(b(x) − b(x− t)) +

1

2
∂xU0(x− t)

∫ t

0
b(x− t+ s)ds .

@� ���� � '������� # ��� ��
< ' ����( 
< ��%�

�
< ���H ��� ���! ��
∂xU0(T, x−t)

∫ t

0
b(x−t+s)ds �

-�� ��! � ���
����� �� 
!'
����� �$ ���� ���! �� �(�����
< 
�� (< ��� ���
����� �$ ∫ t

0
b(x−

t+s)
$�� 




x ∈ R
� � ��� ��� ( ����! �� 
 ���' 
� ��&��� �� �9 �F�F� # �� �� ������

 �������


<

���H � 
���
�
< �� ��! � � �� ��H '���� ��
� ( �%
��� �$ ���� # |U1|L∞([0,T0]×[0,t];Hs+3(�))
���H �


���
�
< �� ��! � � 	��
s ≥ 2


��
σ ≥ s + 5

� +�
����� $��! ��� � '������� �$
U1

# H� ��� $��





t ∈ [0,
T0

ε
]
��� $�

�H ��� ����! 
��� �

|U1(T, t, ·)|Hs+3(�) =
∣

∣

∣

1

4
U0(T, · − t)

(

b(·) − b(· − t)
)

+
1

2
∂xU0(T, · − t)

∫ t

0
b(· − t+ s)ds

∣

∣

∣

Hs+3(�)
,

≥
∣

∣

∣

1

2
∂xU0(T, · − t)

∫ t

0
b(· − t+ s)ds

∣

∣

∣

Hs+3(�)
− C ,



VV � � 	 ��� ���	�	 �
	

 � � �� �� ��� �� � 	����� ��	����

H ���
C =

∣

∣

∣

1

4
U0(T, · − t)(b(·) − b(· − t))

∣

∣

∣

Hs+3
≤ 1

8
|b|L∞ |U0|L∞([0,t];Hs+3) ≡ C0

#

|U1(T, t, ·)|Hs+3(�) ≥ 1

2
|∂xU0(T, · − t)

∫ t

0
b(· − t+ s)ds|L2(�) − C0 ,

=
1

2

√

∫ ∞

0
|∂xU0(T, x− t)|2

∣

∣

∣

∫ t

0
b(x− t+ s)ds

∣

∣

∣

2
dx− C0 ,

���%� ∫ t

0
b(x− t+ s)ds = 0 , ∀x ≤ 0 ,

≥ 1

2

√

∫ ∞

l+t
|∂xU0(T, x− t)|2

∣

∣

∣

∫ x

x−t
b(s)ds

∣

∣

∣

2
dx− C0 ,

≥ 1

2
At

√

∫ ∞

l+t
|∂xU0(T, x− t)|2dx−C0 ,

���%� ∫ x

x−t
b(s)ds = At , ∀x ≥ l + t ,

≥ 1

2
At

√

∫ ∞

l
|∂xU0(T, x)|2dx− C0 ,

H��%� �!'
��� ��
�
|U1|L∞([0,T0]×[0,t];Hs+3(� )) ≥ C1t− C0 , �9 �F�>�H���� ��� 

�� %����
��

C1
��
< ��' ���� �� |∂xU0|L2(�)

�
-��� 
���
� ���H �� �$ |U1|L∞([0,T0]×[0,t];Hs+3(� ))

�� ��
�' ���%� �� $�

�H � $��! ��� � '
�%��� '������� �$
U1

��
� ���� ���H �� �� 
� ! ��� 
���
� � @$ $�

�H � �����$��� $��! 7��' �������
F�F�8 ��
� ����� � ���� 
 %����
��

C2
��%� ��
� $�� 




t ∈ [0,
T

ε
]
�

∣

∣

∣
(v ε

Σ, η
ε
Σ) − (v ε

app, η
ε

app)
∣

∣

∣

L∞([0,t];Hs(�))
≤ C2(1 + t)ε2t . �9 �F�8�

B������! ��� # H� ��%


 ��
�

(v ε
Σ, η

ε
Σ) − (v ε

KdV , η
ε

KdV ) = (v ε
Σ, η

ε
Σ) − (v ε

app, η
ε

app) + ε

(

U1 +N1

2
,
U1 −N1

2

)

. �9 �F�D �
=���� ���� ��

���� # �9 �F�>� 
�� �9 �F�8� # H� ��� ��
� ����� � ���� 
 %����
��

C3
��%� ��
�

∀t ∈ [0,
T0

ε
]
#
∣

∣

∣
(v ε

Σ, η
ε
Σ) − (v ε

KdV , η
ε

KdV )
∣

∣

∣

L∞([0,t];Hs(�))
≥ C3(1 + t)ε− C2(1 + t)ε2t .

�� &�


< ����%� ��
� ����� � ���� �H� %����
���
C


��
C ′ ��%� ��
� ∀t ∈ [0,

T0

ε
]
#

∣

∣

∣
(v ε

Σ, η
ε
Σ) − (v ε

KdV , η
ε

KdV )
∣

∣

∣

L∞([0,t];Hs(�))
≥ Cεt(C ′ − εt) .

-��� '����� ��
� �� ���� ����< %
�� # ��� ����� �� �$ �����
O(1)

�� ��! �� �$ �����
O(1/ε)

# 
��
��� ���

 ��9 
''�� �! 
���� �� ��� �

�� $�� ��%� 
 ��' ���
'�<�



� �� � � ��������� �� �� � 	������� �� �� � ��� ��
 �� ����� VC

� �� �� ��� 
��� 
P � �����
���� �
��
�
�� %������� ���� 
 ( ����! ��&��� 
� $�

�H � �

b(x) = A sin(εx) , ∀x ∈ R . �9 �F�9�
�� ! ������ ��
� ��%� 
 �<' � �$ ' ������% ( ����! �
�<��� �� 
 �
�H �'
��

 �%

� �
� ( ���������� �� �> F� (< )�
��28�<����2� �%��

�2+�
�! # H ��� ��� ��� ����%� ��
� ��� 
������ 
�2�����/�� ��� ( ����! �� �
�< 

�� �� 
 �! 


 �'
��

 �%

� �
��
�� # ��� 
!'
����� �$ ��� ���! ∂xU0(T, x− t)

∫ t

0
b(x− t+ s)ds

���
��� �� ��! � 
%%������
�� ∫ t

0
b(x− t+ s)ds

� 	�� �� �
�� 
 
��C 
� ���� ��
����< $�� 



x ∈ R


��
t ≥ 0

�

∫ t

0
b(x− t+ s)ds =

∫ x

x−t
b(s)ds

= A

∫ x

x−t
sin(εx)ds

= −A
ε

[cos(εx) − cos(ε(x− t))]

=
2A

ε
sin

(

ε(x− t

2
)

)

sin

(

εt

2

)

�� %
� ��� ��
� ��� 
!'
����� �$ ���� ���! �� �$ �����
O(1/ε)

� �� ��H ��! �����
�� ��
�
�� �� 

�� ��� %
�� $�� ��� %����%���

U1
�

|U1(T, t, ·)|Hs+3(�) ≥
∣

∣

∣

∣

1

2
∂xU0(T, · − t)

∫ t

0
b(· − t+ s)ds

∣

∣

∣

∣

Hs+3(� )

−C0 ,

≥ 1

2

∣

∣

∣

∣

∂xU0(T, · − t)

∫ t

0
b(· − t+ s)ds

∣

∣

∣

∣

L2(�)

− C0 ,

=
1

2

√

∫ ∞

−∞
|∂xU0(T, x− t)|2

∣

∣

∣

∣

∫ t

0
b(x− t+ s)ds

∣

∣

∣

∣

2

dx− C0 ,

=
A

ε

√

∫ ∞

−∞
|∂xU0(T, x− t)|2 sin2

(

ε(x− t

2
)

)

sin2

(

εt

2

)

dx− C0 ,

=
A

ε
| sin2

(

εt

2

)

|
√

∫ ∞

−∞
|∂xU0(T, x− t)|2 sin2

(

ε(x− t

2
)

)

dx− C0 .

�9 �F�V�
�� ���� ' ���� # H� ��! 
�C ��
�

0 ≤
∫ ∞

−∞
|∂xU0(T, x− t)|2 sin2

(

ε(x− t

2
)

)

dx ≤
∫ ∞

−∞
|∂xU0(T, x− t)|2 dx ,



V? � � 	 ��� ���	�	 �
	

 � � �� �� ��� �� � 	����� ��	����


�� ���� ��
�
0 ≤

∫∞
−∞ |∂xU0(T, x− t)|2 sin2

(

ε(x− t
2)
)

dx
∫∞
−∞ |∂xU0(T, x− t)|2 dx

≤ 1 .

�� ���%� ����%� ��
� $�� 



t ≥ 0

����� � ���� α(t) ∈ R
��%� ��
�

∫ ∞

−∞
|∂xU0(T, x− t)|2 sin2

(

ε(x− t

2
)

)

dx = sin2 (α(t))

∫ ∞

−∞
|∂xU0(T, x− t)|2 dx .

7
����� ���� ��� ���� �9 �F�V� 
�
�� ��

|U1(T, t, ·)|Hs+3(�) ≥
A

ε

∣

∣

∣

∣

sin2

(

εt

2

)

sin2 (α(t))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
∂xU0(T, ·)

∣

∣

∣

L2(�)
− C0 ,

H��%� &�


< �!'
��� ��
� ����� � ���� 
 %����
��
C1

��%� ��
�

|U1|L∞([0,T0]×[0,t];Hs+3(�)) ≥
C1

ε
− C0 .

-�� ����! 
�� �9 �F�8� ��
�� 
�
�� ���%� ��� ��! � ���H �� �$
U1

�� ���

 
� ! ��� 
���
� � )����2
�����
<# ����� ��� 

�� ����! 
�� #�9 �F�8� 
�� ��� ��

���� �9 �F�D � 
�
�� �� ��� � �����%� �$

C3
��
C4

��%� ��
�
∣

∣

∣(v ε
Σ, η

ε
Σ) − (v ε

KdV , η
ε

KdV )
∣

∣

∣

L∞([0,t];Hs(�))
≥ C3 − εC4 −C2(1 + t)ε2t .

�� &�


< ����%� ��
� ����� � ���� ����� %����
���
C
#
C ′ 
�� C ′′ ��%� ��
� ∀t ∈ [0,

T0

ε
]
#

∣

∣

∣
(v ε

Σ, η
ε
Σ) − (v ε

KdV , η
ε

KdV )
∣

∣

∣

L∞([0,t];Hs(�))
≥ C − C ′ε2t2 − C ′′ε(1 + εt) ,

H��%� '����� ��
� ��� ��%��'
�� ��9 
''�� �! 
���� �������� �� 
 

��� ��! � �%

� �� ����
%
�� �� � �

� �� � ��� ������ ������ � �� ���� ������ �� �����
6��� � 
!'
�� %
�
�
< ���H ��� ���

����< �$ ��� 
''�� �! 
���� �� 
 

��� ��! � �%

� �$
H� %������� �����

 ( ����! � ��' ���
'����

b
H��%� �� ��� �
�� �' �%�&% ��%
< '��' ������ 
�

��&���<� -����$��� # H� �(�����
< ���� �� ! ���$< ��� ���

 ��9 
''�� �! 
���� �� ( � 
(
��� �
��
� �����

 (
��<! ������ �
-�� � '
�%�� � '������� �$

U1
�
� ���H� ��
� ��� �H� ���! � ��
� ! 
< � ��(�� 
 ��%�

�

���H �� 
�� 1

2
∂xU0(T, x− t)

∫ t

0
b(x− t+ s)ds


�� 1

4

∫ t

0
∂xb(x− t+ s)N0(T, x− t+2s)ds

� � �
$
� 
�

N1
�� %��%����� # ��� �
! � ' ����( 
< '��(
�! 
��% ���! � 
�� −1

2
∂xN0(T, x+ t)

∫ t

0
b(x+

t− s)ds

�� −1

4

∫ t

0
∂xb(x+ t− s)U0(T, x+ t− 2s)ds

� -�� ���
 �� 
� $�

�H � � �
���� ��
�



� �� � 	 ����� ��� � ���� �� � ���� �� ��� ��
 �� ����� V�

���
���� ����� ���! � 
� %����%���� ���! � # H� %
� ��%
��� ���! H ��� ��� 
�
���� ����� ���
���! �

U0

��

N0
�� ��� 
''�� �! 
���� �

-��� ���
 
�
�� �� �� '��' ��� ��� $�

�H ��� ��' ���
'��%


< ! ���&�� ��9 
''�� �! 
����
H��%� �� 
� 

����
���� ������� �$

(M)
�

(Mb)























































































































































































v ε,b
KdV =

U0 +N0

2
+
ε

4

[

∂xU0(T, x− t)

∫ t

0
b(x− t+ s)ds

−∂xN0(T, x+ t)

∫ t

0
b(x+ t− s)ds

+
1

2

∫ t

0
∂xb(x− t+ s)N0(T, x− t+ 2s)ds

−1

2

∫ t

0
∂xb(x+ t− s)U0(T, x+ t− 2s)ds

+
1

2
U0(T, x− t) (b(x) − b(x− t))

+
1

2
N0(T, x+ t) (b(x+ t) − b(x))

]

,

η ε,b
KdV =

U0 −N0

2
+
ε

4

[

∂xU0(T, x− t)

∫ t

0
b(x− t+ s)ds

−∂xN0(T, x+ t)

∫ t

0
b(x+ t− s)ds

+
1

2

∫ t

0
∂xb(x− t+ s)N0(T, x− t+ 2s)ds

−1

2

∫ t

0
∂xb(x+ t− s)U0(T, x+ t− 2s)ds

+
1

2
U0(T, x− t) (b(x) − b(x− t))

+
1

2
N0(T, x+ t) (b(x+ t) − b(x))

]

.

�9 �> �F�

H����
U0


��
N0


�� ���

 ��
������ �$ ��� �<���! (Σ ε
KdV )

�
� +%-2< G �7 �! � 
� ��	� � ��� ���� �������� �� � ����� U0(T, x − t) (b(x) − b(x− t)) ���
N0(T, x + t) (b(x+ t) − b(x)) �	�� �� �� ��� ���� � ��� ��� ������� ����� ����� �� ε � �� �� �
��� �� �� � ������ �� �� �� ������ �� ���� � � ��� �� �������� �� �� ��� � ������� � ������ � �������
� � � ���� �� ��� � �� � ��� ��� � ���� �� �� ��� ����������� � �� �� � ��� ��������� �� �� � � � ��������
�� �������� � 
� � ���� ������� �� ������� �� ��� ���� � �� �� � ��� ��
 �� ����� �-�� ! 
�� 
��
��
�� �$ ���� ! ���&%
���� ��
��� �� ��� $�

�H ��� ��! 
�C � ��H ��
� ���
( ����! ���! � �
�� ( ��� ��%
���� H ��� ��� 
�
���� ����� ���! � �� ��� 
''�� �! 
���� # H�
%
� �
��
< ��� ��
� ��� %����%���� ���! �

U1

��

N1
��
�� 
 ��� ����� ���
���� � @����� # ���

���
���� ��
U1

( �%�! �� �

(Σ b
corr)











(∂t + ∂x)U1 = −1

8
∂xN

2
0 − 1

4
∂x(U0N0) +

a2 − a4

2
∂3

xN0 ,

(∂t − ∂x)N1 = −1

8
∂xU

2
0 − 1

4
∂x(U0N0) −

a2 − a4

2
∂3

xU0 .

�9 �> �>�
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 � � �� �� ��� �� � 	����� ��	����

@� �� %
�
� ���� ��
� 


 ��� ' ����( 
< ��%�

�
< ���H ��� ���! � �$ ��� %����%����
(U1, N1)

�
��
( ��� ��! ���� � �� %
� ��H ��
�� ��� &�

 ������! �

Q0+(2+% G �7 �7 � 
�� s ≥ 2� σ ≥ s+5� (v0, η0) ∈ Hσ(R)2 � b ∈W 1,∞(R) ��� (v ε
Σ, η

ε
Σ)0≤ε≤ε0�� � � ����� �� ���� ����� �� (Σ) � ��� ������� ���� (v0, η0) � 
� ��� �� (u0, n0) = (v0 + η0, v0 −

η0) � �� �� �� � ���� ���� (U0, N0)
�� �� � ������ (ΣKdV ) � ��� ������� ���� (u0, n0)

�� �������
�� L∞([0, T0];H

σ(R)) � � ����	��� � � ��	� � �� �� � t ∈ [0,
T0

ε
] �

∣

∣

∣
(v ε

Σ, η
ε
Σ) − (v ε,b

KdV , η
ε,b

KdV )
∣

∣

∣

L∞([0,t];Hs(� ))
≤ Cε

√
t(1 + εt) ,

�� ��� (v ε, b
KdV , η

ε, b
KdV ) �� �� ��� ��� �� �� �� ��� �

� ���� � -�� '���$ �� ���
����$��H
�� ����� ��� '������� ��! 
�C 
�� 
�
'���� ��� '������ �$
-�����! � D �> �8 
�� 9 �F�F�

� +%-2< G �7 �A � �� �� � ���� �� 	������ �� �� ��� �� ��������� ��������� �� ����� �� � ����� ��� � ��
��� ���� � ��� ���� � ��� �
� ������� � ��� �� � ���� ���� �� �� � � � � ��������� � 
� ���� �
� ��� �� �
��� ������ ��� ������� �� �� �� � ���� �� �� � ����� ���� �� � ��� �� �� � ���� ����� � ������ ���
� ���� (Σ) � �� �� ���� � �� �� ����� �� � ��� ��� �
@� ��� ' ������% $�
! �H��C # H� �
H ��
� ��� ���

 
''�� �! 
���� �� ��� �

�� �� 
 

��� ��! �
�%

� ( �%
��� �$ ��� 
���
� ���H �� �� ��! � �$ ��� ���! ∂xU0(T, x− t)

∫ t

0
N0(T, x− t+ 2s)ds��

U1
# ��
��� H� �' �%�$< 
 /��� ! 
�� 
���!'���� �� ��� �����

 �
�


u0

��

n0
� ��%� ! ��� #

H� %
� '��' ��� 
 �

�� 
''�� �! 
���� " ��� (< ��%
����� ���� ���! �� ��� ����� ��� ���! �
�$ ��� 
��
�/ � �� %��%
��� ���� %�
'��� H ��� ��� '��' ������� �$ 
 ��H 
''�� �! 
���� ��
�
��! 
��� �

�� �� ��� ' ������% $�
! �H��C �

(Mper
b )































































vε,b per
KdV = v ε,b

KdV − ε

8

[

∂xU0(T, x− t)

∫ t

0
N0(T, x− t+ 2s)ds

+∂xN0(T, x+ t)

∫ t

0
U0(T, x+ t− 2s)ds

]

,

ηε,b per
KdV = η ε,b

KdV − ε

8

[

∂xU0(T, x− t)

∫ t

0
N0(T, x− t+ 2s)ds

−∂xN0(T, x+ t)

∫ t

0
U0(T, x+ t− 2s)ds

]

.

�9 �> �8�

)��%������ ���� 
''�� �! 
���� # ��� '������� ������! ��! 
��� ���� 
�� H� %
� ���� ��
��

� �!'����� ������� �



� �� � 	 ����� ��� � ���� �� � ���� �� ��� ��
 �� ����� CF

Q0+(2+% G �7 �F � 
�� s ≥ 2� σ ≥ s+5� (v0, η0) ∈ Hσ(T)2 � b ∈W 1,∞(T) ��� (v ε
Σ, η

ε
Σ)0≤ε≤ε0�� � � ����� �� ���� ����� �� (Σ) � ��� ������� ���� (v0, η0) � 
� ��� �� (u0, n0) = (v0 + η0, v0 −

η0) � �� �� �� � ���� ���� (U0, N0)
�� �� � ������ (ΣKdV ) � ��� �� ����� ���� (u0, n0)

�� �������
�� L∞([0, T0];H

σ(T)) � � ������� � � ��	� � �� �� � t ∈ [0,
T0

ε
] �

∣

∣

∣
(v ε

Σ, η
ε
Σ) − (vε,b per

KdV , ηε,b per
KdV )

∣

∣

∣

L∞([0,t];Hs(�))
≤ Cε(1 + εt) ,

-��� ������! ��! 
��� ���� �� ��� ���' ������% $�
! �H��C # H��%� ! �
�� ��
� H� �
�� 

( ����� '��%����� H ��� ���� ! ���
 ��
� H ��� ��� ! ���


(Mb)
�





������ ���

���� ������� ��� ���
���





���� ���� �

��� ������ ���������� � � ��� � ��� ��

-��� %�
'��� �� ������� �� ��� ��! ���%

 %�!'
����� �$ ��� ��� ����� ! ���
� ����
��� �� ����

���%
� � �� %�!'
�� ���� ����� ! ���
� � ��� �<!!����% 6��������� �<���! (Σ)

%�! ��� $��!)�
'��� > # ��� ���

 ��%��'
�� ��9 
''�� �! 
���� " ����&�� (< +%�������2�
<�� ��V>� # � 
�( ����! �� 
�� @��%�� ��8E� # ������ ( ����! �� # 
�� &�


< ��� ��' ���
'��%


< ! ���&�� ��9

''�� �! 
���� � -�� 
�! �� ���� �� %�!'
�� ����� ����� ! ���
� $�� �H� ��� �����

 � 
!'
��
�$ ��' ���
'�< � 
 ���' 
�� 
 �
�H 
< �
�<��� ��������

 ( ����! �

� �� ��� ������ ����� ��
��� ��

 �� �� %�!'
�� ����� ! ���
� # ��� �<!!����% 6��������� ��� # ��� ���

 ��9 
''�� 2�! 
����

(M)

�� ��� ��' ���
'��%


< ! ���&�� ������� (Mb)

� -�� %�!'
����� �� ! 
�� $�� 

��
��
�< H
�� '��'
�
���� �� ��� ����� 
( ��� �H� ��' ���
'���� � 
 ���' 
�� 
 �
�H 
< �
�<�����������

 ( ����! � �� ��� $�� ��� 6��������� �<���! (Σ)


�� ��� ��9 ���
����� (ΣKdV )



)�
�C2� �%��
��� �%��! � %�!(���� H ��� 
 ��

 
���� ! ����� %�! ��� $��! 6����26����
��� �FE� 
�� "����&�� (< 6���� �� �?� � -��� �<' � �$ �%��! � �� �$ ����� �H� �� �'
%� 
�� ��! � #
H��%� �� 
''��'��
�� $�� ��� '��' ��� �
� �� �� ����	�
�� �
���� P
	 ��� L�O ������
��
.�� �� ��� ������%

 ����%���� �$ ��� �H� ��9 ���
����� �$

(ΣKdV )
# H� ��
< '������ ���

��! ���%

 �%��! � $�� ��� &��� ���
���� � . �&����
u(t, x) = U0(T, x− t)

# H� %
� ��$��!�

������ ���
���� 
� $�

�H �

∂tu+ ∂xu+ ε

[

3

4
u∂xu+

1

6
∂3

xu

]

= 0 . �V �F�F�
�� ��� 
 )�
�C2� �%��
��� �%��! � 
�� ��� ��

 
���� ! ����� �������%�� (< 6����26����
��� �FE� 
�� "����&�� (< 6���� �� �?� H��%� ��'

%� ��� %���
< ��! ���%

 ���
�! ��� �$ ���

C9



CV
� � � ���� �
	
 
���	� ���� �� �	� � ���
�

���
���
� ���! (< 
 '����%���� ���' � -��� '������� �� H ��� ��� $�

�H ��� ��! �2���%����/�� ��
��! � ���
���� �

un+1 − un

dt
+ ∂x

(

un+1 + un

2

)

+ ε

[

3

4

(

αun+ 1
2∂x

(

un+1 + un

2

)

+ (1 − α)
un+1 + un

2
∂xu

n+ 1
2

)

+
1

6
∂3

x

un+1 + un

2

]

= 0 ,

H���� ��� '����%���� ���! un+ 1
2
�� ��&��� 
� $�

�H �

un =
un+ 1

2 + un−1/2

2
.

-�� ���%����/
���� �$ ��� ���
���
� ���! u∂xu
���� �
C�� 
��
��
�� �$ ��� �H� ' ����( 
�

���%����/
�����
un+ 1

2 ∂x

(

un+1 + un

2

) 
�� un+1 + un

2
∂xu

n+ 1
2

(< �������%��� 
 '
�
! ����
α ∈ [0, 1]


�� �
C��� 
 %���� %�!(��
���� �$ ����� ' ����( �
����� � � ��'��� �� ! ��� ��
�
H� H
�� �� '������� ��� ��! �2���%����

L2 ���! # 
� �
�< ������
���� (< '
��� ����� �� ���

''��'��
�� �

�� α = 2/3

� �� ���� %����� ��� �'
��

 ���%����/
���� �� ��
� ��� ���%����
L2 ���! �� '�������� (< ��� %�!'
��� �%��! � # H��%� ����� ��� &�

 ���%����/
���� �$ �V �F�F��

un+1
i − un

i

δt
+

(

D1
un+1 + un

2

)

i

+ ε





1

4



u
n+ 1

2
i +

u
n+ 1

2
i+1 + u

n+ 1
2

i−1

2





(

D1
un+1 + un

2

)

i

+
1

4

un+1
i + un

i

2

(

D1u
n+ 1

2

)

i
+

1

6

(

D3
un+1 + un

2

)

i

]

= 0 ,

�V �F�>�

H���� ��� ! 
��� D1

��

D3

�� �� ��� %

���%

 %������� ���%����/
����� �$ ��� �����
�����

∂x

��

∂3
x

�

� �� �� ����	�
�� �
���� P
	 ��� �
�������� ������
�� $
� 
� ��� ���%����/
���� �$ ��� 6��������� �<���! (Σ)

�� %��%����� # H� %������� ���
�
! � ���
� � = ���� 
 )�
�C2� �%��
��� �%��! � 
�� ��� �
! � ��

 
���� ! ����� # H� 
�! ����

� '��������� ��� �' �%�&% ���! |(v, η)|2H1

ε
= |v|2L2 + |η|2L2 + εa2|∂xv|2L2 + εa4|∂η|2L2

� -���
��
����< �� ������ %�������� (< (Σ) ���� �FD � $�� ! ��� ���
�
�� � -� ���� ��� # ��� ���
���
�
���! �

v∂xv
#
η∂xη

#
η∂xv


��
v∂xη


�� ���%����/�� �� ����� �� '������� ( ��� ���� �' �%�&%
���%���� ���! 
�� ����� �<!! ����% ����%���� � ; �! 
�C��� ��
� ��� ���

�����

(v∂xv, v)L2 = 0 ; (η∂xη, v)L2 + (η∂xv, η)L2 + (v∂xη, η)L2 = 0 ,



� �� � � �� ������ ��� �� �� CC

��
� $��
(Σ)


�� ����� ��� �
! � C��� �$ ! ����� 
� $�� ��� ��9 ���
���� 
�
�� �� ���
$�

�H ��� ��! �2���%����/
���� �$ ��� ���
���
� ���! � �



















































v∂xv(nδt) ≈
2

3
vn+ 1

2 ∂x(
vn+1 + vn

2
) +

1

3

vn+1 + vn

2
∂xv

n+ 1
2 ,

η∂xη(nδt) ≈
2

3
ηn+ 1

2∂x(
ηn+1 + ηn

2
) +

1

3

ηn+1 + ηn

2
∂xη

n+ 1
2 ,

η∂xv(nδt) ≈
2

3
ηn+ 1

2∂x(
vn+1 + vn

2
) +

1

3

ηn+1 + ηn

2
∂xv

n+ 1
2 ,

v∂xη(nδt) ≈
2

3
vn+ 1

2∂x(
ηn+1 + ηn

2
) +

1

3

vn+1 + vn

2
∂xη

n+ 1
2 .

�� ���� %����� ��� �'
��

 ���%����/
���� �� ��
� ��� ���%����
H1

ε

���! �� %�������� # 
������� ��! ��
����� <��
� ���� &�

 �%��! � �







































































































(

(I − εa2D2)
vn+1 − vn

δt

)

i

+

(

(I − ε

2
B)D1

ηn+1 + ηn

2

)

i

+ε

[(

M1
vn+1 + vn

2

)

i

+

(

M2
ηn+1 + ηn

2

)

i

+a1

(

D3
ηn+1 + ηn

2

)

i

]

= 0

(

(I − εa4D2)
ηn+1 − ηn

δt

)

i

+

(

(I − ε

2
B)D1

vn+1 + vn

2

)

i

+ε

[(

M3
ηn+1 + ηn

2

)

i

+

(

M4
vn+1 + vn

2

)

i

+a1

(

D3
vn+1 + vn

2

)

i

]

= 0 ,

�V �F�8�



C? � � � ���� �
	
 
���	� ���� �� �	� � ���
�

H���� ��� ! 
��� (Mi)1≤i≤4

�� 
� $�

�H � �



















































































































































(

M1
vn+1 + vn

2

)

i

=
1

2
(v

n+ 1
2

i +
v

n+ 1
2

i+1 + v
n+ 1

2
i−1

2
)

(

D1
vn+1 + vn

2

)

i

+
1

2

(

D1v
n+ 1

2

)

i

vn+1
i + vn

i

2
,

(

M2
ηn+1 + ηn

2

)

i

=
1

3
η

n+ 1
2

i

(

D1
ηn+1 + ηn

2

)

i

+
1

6

(

D1η
n+ 1

2

)

i

ηn+1
i + ηn

i

2
,

(

M3
vn+1 + vn

2

)

i

=
1

3

η
n+ 1

2
i+1 + η

n+ 1
2

i−1

2

(

D1
vn+1 + vn

2

)

i

+
1

3

(

D1η
n+ 1

2

)

i

ηn
i+1 + ηn

i−1 − ηn
i

2
,

(

M4
ηn+1 + ηn

2

)

i

=
1

6
(v

n+ 1
2

i +
v

n+ 1
2

i+1 + v
n+ 1

2
i−1

2
)

(

D1
vn+1 + vn

2

)

i

+
1

6

(

D1v
n+ 1

2

)

i

vn+1
i + vn

i

2
.

-�� ! 
��� D1

��

D3

�� 
� ��&��� �� ��� ��9 �%��! � # 
�� ��� ! 
��� D2

�� ��� %

���%


%������� ���%����/
���� �$ ��� �����
���� ∂2

x

�

� �� �� ������ � ����
	�� �� ��H �

C 
( ��� ��� �����

�/
���� �$ ��� �H� �%��! �� � B���� # 


 ��� '�������� ���! �

�� �� ���

�/�� H ��� 
 ��!'
� � '
�%�� ������
���� �$ ��� ���
����� �� 
 �

$2���' �� ��! � �
-��� # ��� �� ���

 %��������� 
�� %����� ��%� ��
� ��� ��!�

��� H
�� �� �������%����

 
��
'��'
�
���� �� ��� ����� � -� ���� ��� # H� &��� �
C� ��� �����

 �
�
 �$ ��� ��%��� ��9
���
���� �� ( � /��� � -��� ��� �<���! (ΣKdV )

����%�� �� ��� ���
���� �V �F�F� $�� H��%� H�
C��H ��� � �����%� �$ ��
��
�< H
��� � '������ 
� $�

�H � �

u(t, x) =
α

cosh2
(

k(x− ct+ l)
) , �V �F�D �

H ���
c = 1 +

εα

4

#
k =

√

3α

8


��
α
#
l ( ���� 
�(���
�<�
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��� ��&�� '
� Tβ[h, b]v = T0[h]v+βT1[h, b]v+β2T2[h, b]v


��% �























T0[h]v = −1

3
∂x(h3∂xv) ,

T1[h, b]v =
1

2
[∂x(h2∂xbv) − h2∂xb∂xv] ,

T2[h, b]v = h(∂xb)
2v ,

	 ��' ��
���� ���2
���
��� Qβ[h, b]
��� ��&�� '
� Qβ[h, b]v = Q0[h]v+βQ1[h, b]v+β2Q2[h, b]v



��� � � ����������� ��� � ������� ��� ������� ��


��% �






















Q0[h]v = −1

3
∂x[h3(v∂2

xv − (∂xv)
2)] ,

Q1[h, b]v =
1

2
[∂x(h2v∂x(v∂xb) − h2∂xb(v∂

2
xv − (∂xv)

2))] ,

Q2[h, b]v = h∂xb(v∂x(v∂xb)) .@
 ��� , ����� 
���� ��� 

 ������� v �
�� %�� ���
����� �� %�����' ��� '
� , 

 �����������/���

� �� ����� , 

 ���$
%� # ! 
�� ' ��� ���� � '��! �� �� $��%���� �� %�

�2%� ���%� , 


��

���� �

v = (1 − µ

h
Tβ[h, b])∇ψ . �C �F�>��� ����&� $
%�
�! ��� ��� %���� ������� v %�����' ��� �� ��

��� , 

 ������� ����/���

� ��������

��� 

 �
����� �� ����� # , �� ���! � � ������
O(µ2)

'��� �
@
 ��� �!'���
�� �� ����� ��� 
 ��� ' ��� $
%�
�! ��� ��������� 
� ! ���
� �� 6��������� (B1)�� )�
'���� F , '
���� �� %�� ���
����� � D� �� �� # �� 
 ��� $
�� 
 ��<' ������ � ������ 
������
ε = 0(µ)

�� 
 ��<' ������ �� ' ������ �
��
����� ��' ���
'������ β = O(ε)
# 

��� �� ���
��
�� 



��

����
v = (1− µ

h
Tβ[h, b])∇ψ �� �� ���
���
�� 
�� ���! �� � ������

O(ε2)
# �
 � ���� 
� �<���! �

����
�� # � '��! � �� $��%���� �� 

 ������� ����/���

�
v

, 

 ���$
%� �










∂tη + ∂xv + ε
[

∂x((η − b)v) +
1

3
∂3

xv
]

= 0 ,

∂tv + ∂xη + εv∂xv = 0 .
)� �<���! � %�����' ��� � 
%��! ��� 
� ! ���
�

(B1)
%�������� �
�� 
� )�
'���� F� )����

��! 
���� ! ����� ��� 
� ! ���
� �� 8����2� 
���� ���
�( � # 
� %�
���! ���� �� �
��
(
���� )�
'���� > '��� # 
� ! ���
� �� 6��������� �<! ������� (Σ)
# �� ' ��! �� � �������� 
� ����! �

�� �

����� '�<����� �� %� ������� 
� %
��� '
�� �����

 �� ����! � �� ��


�H 2H
��� �
� �� �� �
���	�
��
� �� �
���� ����	����
7��������� ! 
�����
�� 

 %������%���� �� �%��! 
 ��! ������ ' ��� %�� ���
����� � � ���
���� �'�� %�!!� �
�� 
� )�
'���� V '��� �� �%��! 
 �� ��� ����%�� &���� �� �<' � )�
�C2
� �%��
��� 
��� %��� , 

 ! ������ �� ��

 
���� �� 6���� �� 6����
� �FE� � )���� ! ������ ��
��

 
���� �� ����
� �%� '
���%�
����! ��� ���
� �� $
�� ��� ��!(������ ���2
���
����� '��������
�
�� 
�� ���
����� # �� ' ��! �� 
���� �� � �
� �
�%��� � ��� ��
���! ��� %����� �� %�

��2%� �
��
�� �� %��������� 
� �%��! 
 ��! ������ ' ��� 
�� ���
����� �C �F�F� # ���� 


��� ���� ��2
�������� 
� �������

�� ��
������ %��������� '
� %�� ���
����� � 7��� %� $
��� # �
 � �
����" ���%��� �� ����� '
���� �� 

 $��! � �� 
 ��' ��
���� 
���
��� Tβ[h, b]

� �� ����&� 
���! ��� ���%�
� �2%� ' ��� ���� ��$��!�
� �� 

 ! 
����� ����
��� �
Tβ[h, b] = T ∗

1 hT1 + T ∗
2 hT2�3 T ∗

1

�� T ∗
2

������� 
�� �' ��
����� 
�" ����� ��� �' ��
����� 
���
���� T1
�� T2

��&��� '
� �

T1v :=
h√
3
∂xv −

√
3

2
β∂xbv ,

�� T2v :=
1

2
β∂xb v . �C �F�8�



FEE �� ��� �
	���� � ���� ���� ��� � ��	����� �� ����� ��	�	� �

	 �������� �� %���� $��!�

���� ��� �� ��

� ' ��! �� � �
���� �� %����E
� ��� 
�� ��
������
(hv, v)L2(�)

#
(hT1v,T1v)L2(� )

��
(hT2v, v)L2(� )

� 7 
�� '��%���! ��� # �� ! ����� ��
 

 '��' ���2
���� ����
��� ��� 
 ��� 
 ��� %������
���� � �������� ��� 
�� ���
����� �C �F�F� �

� 2(&(#)')(. B �! �! � ���� (η, v) �� ���� �� �� ���� ����� ��� ��������� ���� ��� � 	 ���� �� � ��
������	����� � 
����� �� �� �	���� �

∂t

(

|η|2 + (hv, v) + µ ((hT1v,T1v) + (hT2v,T2v))
)

= 0 �C �F�D �

�� |.| �� (., .) �������� � ���� ����	�� ��� �� ���� � �� �� � ���� �� �������� L2(R) �

� �� ���������� � D� !�
��' 
�
�� 

 '��! ���� ���
���� �� �C �F�F� '
�
η

�� 

 ��%���� '
�
hv

#
�� ������
�� ���

R
# �� �� 
��������
�� �
 � ���� �

1

2
∂t|η|2 + (∂x(hv), η) + (∂tv, hv) + µ(T ∂tv, v) + (∂xη, hv) + ε(v∂xv, hv) + µε(Qv, v) = 0 ,

�� ���% �
1

2
∂t|η|2 +

1

2
∂t(hv, v) −

1

2
(∂th, v

2) + ε(v∂xv, hv) + µ(T ∂tv, v) + µε(Qv, v) = 0 .

D� ���
��
�� 
� $
�� ��� h = 1 + εη − βb
�� 

 '��! ���� ���
���� # �
 ����� ��� �

−1

2
(∂th, v

2) + ε(v∂xv, hv) = −ε
2
(∂x(hv), v2) + ε(v∂xv, hv) = 0 .

@
 ����� ���% �
1

2
∂t|η|2 +

1

2
∂t(hv, v) + µ(T ∂tv, v) + µε(Qv, v) = 0 . �C �F�9�

;��
����� �� '
�� '��� 
� ���! �
µ(T ∂tv, v)

�

µ(T ∂tv, v) = µ(T ∗
1 hT1∂tv, v) + µ(T ∗

2 hT2∂tv, v) ,

= µ(hT1∂tv,T1v) + µ(hT2∂tv,T2v) ,

= µ(h(∂t(T1v) − ∂tT1v),T1v) + µ(h∂t(T2v),T2v) ,

'������ b �� ���% T2
�� ��' ������ '
� ��

t
� @
 ����� 
���� �

µ(T ∂tv, v) =
µ

2
∂t(hT1v,T1v) −

µ

2
(∂th, (T1v)

2) − µ(h∂tT1v,T1v)

+
µ

2
∂t(hT2v,T2v) −

µ

2
(∂th, (T2v)

2) ,

=
µ

2
∂t(hT1v,T1v) +

µ

2
∂t(hT2v,T2v) −

µ

2
(∂th, (T1v)

2 + (T2v)
2)

−µ(h∂tT1v,T1v) .



��� � � ����������� ��� � ������� ��� ������� FE F

@�" �%���� %� ����
�
� �
�� �C �F�9� '��� �(����� �
1

2
∂t

[

|η|2 + (hv, v) + µ(hT1v,T1v) + µ(hT2v,T2v)
]

= µ
(1

2
(∂th, (T1v)

2 + (T2v)
2)

+(h∂tT1v,T1v) − ε(Qv, v)
)

.

�C �F�V�
D� ��! 
���
�� ��� h∂tT1v = ∂th(T1v +

√
3T2v)

# �
 ����� �
1

2
(∂th, (T1v)

2 + (T2v)
2) + (h∂tT1v,T1v) =

1

2

(

∂th, 3(T1v)
2 + (T2v)

2 + 2
√

3T2vT1v
)

,

=
1

2

(

∂th, (
√

3T1v + T2v)
2
)

,

= ε
(

v,
h

2
∂x(

√
3T1v + T2v)

2
)

,

���%� , 

 '��! ���� ���
���� �� �C �F�F� � A ��� �� %� ����
�
� �� �� �C �F�V� # �
 � ���� 
� &�

 �

1

2
∂t

[

|η|2 + ∂t(hv, v) + µ(hT1v,T1v) + µ(hT2v,T2v)
]

= µε
(h

2
∂x(

√
3T1v + T2v)

2 −Qv, v)
)

.

�C �F�C��� ����&� 

��� $
%�
�! ��� ��� (h
2
∂x(

√
3T1v+T2v)

2 −Qv, v
)

= 0
# %� ��� $������ 
� ����
�
�

��%�!'�� �
�� ���� (��� �%� ���� 
 �������� � �
���� %����� 

 $��!�

���� �C �F�F� '
��E� ��� 

 $��!�

�������������� � )���� %������
���� � �������� ����� �� ���� �� %����E
� # ����� 
���� # ��� ��
������
(hv, v)

#
(hT1v,T1v)

��
(hT2v,T2v)

# %� ��� �!'
���� 

 '�����%� � ������ ����

���
��� ��! �

����
, %�� �� 
 ����
����� �� 6��" 
! �� #6��
 �� A 
���< �C� � . ��� ' ���� �� ��� ��! ������ # ��
' ��� ��

�! ��� � �
������� , �� �� �� ��
(�
��
���� �� ���! � µ

h
Tβ[h, b]∂tv

��� 
� �%��! 
 # %�
��� ��'������� �� 
���� %�������
(
� � . � '
�� # 

 $��!�

���� �C �F�8� '������� 
 �
�
��
���� ��!'
�&�� 

 ���%�����
���� �� %� ���! � � �
 ��	 � �� �� �� �� ���%������� 
�� �' ��
�������� �������
� �� '��! ��� ����� T1

�� T2
' ��� �� ������� ����%��! ��� 

 ���%�����
���� 
����
���� T �

� %� ��
�� # �
 ���� ��� ! 

��������! ��� 
''
�� ��� 

 '������
���� �� �C �F�D � 
� ����
���! �2���%��� � ���
�� '
� # , '����� # %�!'
��(
� 
��% 
� �%��! 
 �� 

 ! ������ �� ��

 
���� ��
6���� �� 6����
� � )���� %������
���� ��� � �� ������ '�������� '
� %� �<' � �� �%��! 
 # ! 
��
���� 
���� '� ��! ������ ! ��� �� ���� %������
���� , �� ����� � ������

O(ε(µ+ ε)δt)
'��� #

�3
δt

��� 
� '
� �� ��!'� �� �%��! 
 � )� ����� � ���� �����!! ��� '
� �
���$
��
�� �� 
 ���
%�������� 
� ����! � �� �

����� ��� ���
����� �� 8����2� 
���� #

ε
' ���
�� ���� , '����� '���

�� 
 ������ ��
O(1)

# ! 
�� ��� 
���! ���� '

����� �� �
 $
���� � 	� '��! ��� ��� ��� �
��


 ��

��� # �� �
�� 
�� /���� �����
'������ ��� ���� ����������� # �
 ��� � ���! �! ��� �
��
�� ���� ε 
�������� ��� �

���� �� 
 ������ ��

O(1)
� D� �� �� # ���� �� ���� ����������� '
�


� /���� �� ��$��
�! ��� ��� ���� 
�� /���� �� ���$ ������� �� �� �H
�� � � � %�� /���� ����

�� ���
�� �
�� 
�����

�� ε ' ��� 
������� ��� �

���� �� 
 ������ ��

O(1)
� D� 
! ��� �� %��



FE> �� ��� �
	���� � ���� ���� ��� � ��	����� �� ����� ��	�	� �

/���� #
ε
�� ��'
��� '
� �� �����

 

 �

��� 0.3

� . �� ��! �! ��� # ���� %�!'
������ �
�� 


��%���� ����
��� 
� ! ���
� �� 8����2� 
���� 
��% 
� ! ���
� �� 6��������� �<! ������� (Σ)' ��� ���������� �

���� ��

µ
��
ε
� @
 �� ��!(
� 
���� '
� 
(����� �� ������� 

 '������
������ %���� %������
���� � �������� -6 %().# &(62 =+# /-)@ 3+# ?-3+62# =+

ε
� . � ��

� ����� #

�� 
������
 ��� %���
��� ��
(�
��� �� �%��! 
 
��� �� 

 %�!'
�
���� 
��% 
� ! ���
�
(Σ)' ��� ε ' ���� � )���� ��
(�
��� �� ���
 %�' ���
�� '
� , '����� 
������ ' ��� ��� �

���� '
���
����� # ! 
�� ���� ���� %
���������� , ��� �

��� ! 
 �! 

� ��

0.3
��� ε 
&� �� 
�! ����


�� ������� � �����
(�
���� � 7��� ������� , 

 %������%���� �� �%��! 
 # ���� '��%������� ���%
%�!!� ���� � 
'��� 
���� ��������� ��� �
��
��� �� 

 ! ������ �� ��

 
���� �� 6���� ��
6����
� # ���� '����������� 
� �%��! 
 ��! ������ ��! �2���%������ %����� # �� ���� ����&�������� 

 %������
���� �C �F�D � ��� '�������� 
� ����
� �� ��! �2���%������ , �� ����� � ������
O(ε(µ+ ε)δt)

'��� �
)�!!��1��� '
� 
�� ��&������� ����

�� � �� �����


L


 
������� ����/���

� �� ��! 
���

��
T


� ��!'� ' ��� 
����
 
�� ��!�

����� ������ �� �%����� � �� ��&���
δx


� '
� � ���'
%� #
δt
� '
� �� ��!'� �� �

vn
i = v(nδt, iδx) ; ηn

i = η(nδt, iδx) ; hn
i = h(nδt, iδx) , ∀t ∈ [0, Nx],∀n ∈ [0, Nt]


��% Nx = E[
L

dx
]
��
Nt = E[

T

dt
]
�

� ��� ���
������� �%� ��� ! ������ �� ��

 
���� �3 
�� ���! �� '����%����� vn+ 1
2
#
ηn+ 1

2
��

hn+ 1
2
���� ��&��� %�!! � ���� �



























vn =
vn+ 1

2 + vn−1/2

2

ηn+ 1
2 = ηn − dt

2
∂x(hnvn)

hn+ 1
2 = 1 + εηn+ 1

2 − βb

�C �F�?�

�3 
 ��� ���
��� 

 ���
����
wk = (wk

i )0≤i≤Nx

��
b = (bi)0≤i≤Nx

�
	
 ��&������ �� ���! � '����%���� ηn+ 1

2
���� %

���! ��� 
�
��
�� �� 

 '��! ���� ���
������ �C �F�F� � 	 �������� �� %���� ��&������ 

����
���� 
''
�
���
 %

���! ��� '
� 

 ����� � @����2������� ! 
�����
�� 
� �%��! 
 ��! �2���%������ %����� ' ��� 
�� ���
����� �C �F�F� �











































ηn+1 − ηn

δt
+ ∂x

(

hn+ 1
2
vn+1 + vn

2

)

= 0 ,

(

1 +
µ

hn+ 1
2

Tβ[hn+ 1
2 , b]

)vn+1 − vn

δt
+ ∂x

(ηn+1 + ηn

2

)

+ ε
[

αvn+ 1
2 ∂x

(vn+1 + vn

2

)

+(1 − α)
vn+1 + vn

2
∂xv

n+ 1
2

]

+
µε

hn+ 1
2

Qβ [hn+ 1
2 , vn+ 1

2 , b]
vn+1 + vn

2
= 0 ,

�C �F����3
α

��� �� '
�
! ���� , �����! ���� ����� 
� )�
'���� V ' ��� '
�� �� ���
�
� ��� 

 ���%��2
���
���� �� ���! �

v∂xv
� �� �3 
 ��' ��
���� 
���
��� Tβ[hn+ 1

2 , b]
��� ��&�� '
� Tβ[hn+ 1

2 , b] =



��� � � ����������� ��� � ������� ��� ������� FE8

(T n+ 1
2

1 )∗hn+ 1
2T n+ 1

2
1 + T ∗

2 h
n+ 1

2T2

��% �

T n+ 1
2

1 v :=
hn+ 1

2

√
3
∂xv −

√
3

2
β∂xb v ,

�� 
 ��' ��
���� ���2
���
��� Qβ [hn+ 1
2 , vn+ 1

2 , b]
'
� Qβ[hn+ 1

2 , vn+ 1
2 , b]

vn+1 + vn

2
=

Q0[h
n+ 1

2 , vn+ 1
2 ]
vn+1 + vn

2
+βQ1[h

n+ 1
2 , vn+ 1

2 , b]
vn+1 + vn

2
+β2Q2[h

n+ 1
2 , vn+ 1

2 , b]
vn+1 + vn

2
��% �


















































Q0[h
n+ 1

2 , vn+ 1
2 ]
vn+1 + vn

2
=

1

3
∂x

[

hn+ 1
2
3
(∂xv

n+ 1
2 ∂x

vn+1 + vn

2
− vn+ 1

2∂2
x

vn+1 + vn

2
)
]

,

Q1[h
n+ 1

2 , vn+ 1
2 , b]

vn+1 + vn

2
=

1

2

[

∂x((hn+ 1
2 )2vn+ 1

2 ∂x(
vn+1 + vn

2
∂xb)

−hn+ 1
2
2
∂xb(v

n+ 1
2 ∂2

x

vn+1 + vn

2
− ∂xv

n+ 1
2 ∂x

vn+1 + vn

2
)
]

Q2[h
n+ 1

2 , vn+ 1
2 , b]

vn+1 + vn

2
= hn+ 1

2∂xb(v
n+ 1

2∂x(
vn+1 + vn

2
∂xb)) .

� ��� '������� ! 
�����
�� ����� 
	 �! 
���� ��� 

 ��
��2'������
���� '
� %� �%��! 
 ��! �2
���%������ �� 

 %������
���� � �������� �C �F�D � ��
 

 '��' ������� ����
��� �

� 2(& (#)')(. B �! �7 � � ��� �� 	����� α = 2/3� �� � ��� �� ��� �� � ��� ������������ ���� ��� ��
������������	����� �� �	���� �

|ηn+1|2 + (hn+1vn+1, vn+1) + (hn+1T n+1
1 vn+1,T n+1

1 vn+1) + (hn+1T n+1
2 vn+1,T n+1

2 vn+1)

= |ηn|2 + (hnvn, vn) + (hnT n
1 v

n,T n
1 v

n) + (hnT n
2 v

n,T n
2 v

n) +O(ε(µ+ ε)δt) ,
�C �F�FE��� O(ε(µ+ ε)δt) ��� � ���� ������ �� ���� �� �� ���� � L2(R) �

� �� ���������� � �� !�
��' 
�� 

 '��! ���� ���
���� �� �C �F�F� '
� ηn+1 + ηn

2

�� 

 ��%����
'
�

hn+ 1
2
vn+1 + vn

2

# �� ������� ���
R

�� �� 
��������� ' ��� �(����� �

(ηn+1 − ηn

δt
,
ηn+1 + ηn

2

)

+
(

∂x(hn+ 1
2
vn+1 + vn

2
),
ηn+1 + ηn

2

)

+
(vn+1 − vn

δt
, hn+ 1

2
vn+1 + vn

2

)

+ µ
(

Tβ[hn+ 1
2 , b]

vn+1 − vn

δt
,
vn+1 + vn

2

)

+
(

∂x(
ηn+1 + ηn

2
), hn+ 1

2
vn+1 + vn

2

)

+ ε
(

αvn+ 1
2 ∂x

(vn+1 + vn

2

)

+(1 − α)
vn+1 + vn

2
∂xv

n+ 1
2 , hn+ 1

2
vn+1 + vn

2

)

= O(εµ)



FED �� ��� �
	���� � ���� ���� ��� � ��	����� �� ����� ��	�	� �

���� 
'��� ��!'
�&%
���� �� !�
��' 
�%
���� '
�
2δt

�

|ηn+1|2 − |ηn|2 +
(

vn+1 − vn, hn+ 1
2 (vn+1 + vn)

)

+ µ
(

Tβ[hn+ 1
2 , b](vn+1 − vn), vn+1 + vn

)

+δt ε
(

αvn+ 1
2∂x

(vn+1 + vn

2

)

+ (1 − α)
vn+1 + vn

2
∂xv

n+ 1
2 , hn+ 1

2 (vn+1 + vn)
)

= O(εµ δt)

�C �F�FF�� %� ��
�� ���� ! ������� ��� 

 %�����(����� �� ���! � ���%������ ��
v∂xv

��� � ������
O(ε2 δt)

�

δt ε
(

αvn+ 1
2∂x

(vn+1 + vn

2

)

+ (1 − α)
vn+1 + vn

2
∂xv

n+ 1
2 , hn+ 1

2 (vn+1 + vn)
)

=

δt ε
(

αvn+ 1
2∂x

(vn+1 + vn

2

)

+ (1 − α)
vn+1 + vn

2
∂xv

n+ 1
2 , (vn+1 + vn)

)

+O(ε2 δt)

�� ���
��
�� 
� $
�� ��� hn+ 1
2 = 1 + εηn+ 1

2 − βb
� � � ���� 
���� �� �
�� 
� )�
'���� V ���
� '������ �%


��� ����
�� ��� ��
 �� α = 2/3

# %� ��� %�����' ��� , 
 ��<' ������ �� ��'
�� � @

����� ���% �
�� �C �F�FF� �

|ηn+1|2 − |ηn|2 +
(

vn+1 − vn, hn+ 1
2 (vn+1 + vn)

)

+µ
(

Tβ[hn+ 1
2 , b](vn+1 − vn), vn+1 + vn

)

= O(ε(µ+ ε) δt)
�C �F�F>�

��

<���� ! 
�����
�� 
� ���! � (
vn+1 − vn, hn+ 1

2 (vn+1 + vn)
) �

(

vn+1 − vn, hn+ 1
2 (vn+1 + vn)

)

=
(

hn+1vn+1, vn+1
)

−
(

hnvn, vn
)

−
(

hn+1 − hn+ 1
2 , (vn+1)2

)

−
(

hn+ 1
2 − hn, (vn)2

)

� � �� 
 �










hn+ 1
2 − hn = −ε δt

2
∂x(hnvn)

'
� ��&������ ��
ηn+ 1

2 ,

hn+1 − hn = −ε δt∂x

(

hn+ 1
2
vn+1 + vn

2

) � �
'��� 
� �%��! 
 �C �F��� .
�C �F�F8�

@
 ����� ���% ��� �
(

hn+ 1
2 − hn, (vn)2

)

= −ε δt
2

(

∂x(hnvn), (vn)2
)

= −ε δt
2

(

∂xv
n, (vn)2

)

+O(ε2 δt)

= O(ε2 δt)�� �� ������
<
�� 
�� ��� ��

���� �� �C �F�F8� �
(

hn+1 − hn+ 1
2 , (vn+1)2

)

= −ε δt
(

∂x

(

hn+ 1
2
vn+1 + vn

2

)

− 1

2
∂x(hnvn), (vn+1)2

)

= −ε δt
(

∂x

(vn+1 + vn

2

)

− 1

2
∂xv

n, (vn+1)2
)

+O(ε2 δt)

= −ε δt
2

(

∂xv
n+1, (vn+1)2

)

+O(ε2 δt)

= O(ε2 δt)
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�� �(����� 
���� ���%� , %�� ��� ����
�
�� �
(

vn+1 − vn, hn+1(vn+1 + vn)
)

=
(

hn+1vn+1, vn+1
)

−
(

hnvn, vn
)

+O(ε2 δt) �C �F�FD �
7
����� ! 
�����
�� 
� ���! �

µ
(

Tβ[hn+ 1
2 , b](vn+1 − vn), vn+1 + vn

) � �� �(����� $
%�
�! ���
� �
'��� 

 ��&������ �� Tβ[hn+ 1

2 , b]
��� �

µ
(

Tβ[hn+ 1
2 , b](vn+1 − vn), vn+1 + vn

)

= µ
(

hn+ 1
2T n+ 1

2
1 (vn+1 − vn),T n+ 1

2
1 (vn+1 + vn)

)

+µ
(

hn+ 1
2T2(v

n+1 − vn),T2(v
n+1 + vn)

)

�C �F�F9�
D� ���
��
�� 
� $
�� ��� 
 ��' ��
���� T2

��� 
���
��� �� 

 ! �! � ! ������ ��� ' ��� 
� ���! �
(

vn+1−vn, hn+ 1
2 (vn+1+vn)

) �
� %��	 %����
µ

�� $
%���� 
%%�
��� �%� 
 ��(������� �� ����
�
�� #
�
 � ���� $
%�
�! ��� ��� �
µ
(

hn+ 1
2T2(v

n+1 − vn),T2(v
n+1 + vn)

)

= µ
(

hn+1T2v
n+1,T2v

n+1
)

− µ
(

hnT2v
n,T2v

n
)

+O(µε δt) �C �F�FV�
-��! ����� '
� 
� ���! �

µ
(

hn+ 1
2T n+ 1

2
1 (vn+1−vn),T n+ 1

2
1 (vn+1 +vn)

) ��� 
 ��� ��
��� %�!!�
���� �

µ
(

hn+ 1
2T n+ 1

2
1 (vn+1 − vn),T n+ 1

2
1 (vn+1 + vn)

)

= µ
(

hn+1T n+1
1 vn+1,T n+1

1 vn+1
)

− µ
(

hnT n
1 v

n,T n
1 v

n
)

−µ
(

hn+1 − hn+ 1
2 , (T n+ 1

2
1 vn+1)2

)

− µ
(

hn+ 1
2 − hn, (T n+ 1

2
1 vn)2

)

−µ
(

hn(T n+ 1
2

1 − T n
1 )vn, (T n 1

2
1 + T n

1 )vn
)

−µ
(

hn+1(T n+1
1 − T n+ 1

2
1 )vn+1, (T n+1

1 + T n+ 1
2

1 )vn+1
)

D� ���
��
�� 
� $
�� ��� hn+ 1
2 − hn = O(ε δt)

��
hn+1 − hn+ 1

2 = O(ε δt)
# �
 � ���� $
%�
�! ���

� �
'��� 

 ��&������ �� T n
1

��� T n+ 1
2

1 − T n
1 = O(ε δt)

�� T n+1
1 − T n+ 1

2
1 = O(ε δt)

� D�
������
�� %�� ����
�
�� �
�� 
 ���

��� '��%������ # �� �(����� ����%��! ��� �

µ
(

hn+ 1
2T n+ 1

2
1 (vn+1 − vn),T n+ 1

2
1 (vn+1 + vn)

)

= µ
(

hn+1T n+1
1 vn+1,T n+1

1 vn+1
)

−µ
(

hnT n
1 v

n,T n
1 v

n
)

+O(µε δt)

A��� �� %���� �������� ��

��� # �� �C �F�FV� # �� �C �F�F9� �� �� �C �F�FD � # �� �(����� ��'���
 ���

��� �C �F�FF� ��� �
|ηn+1|2 + (hn+1vn+1, vn+1) + (hn+1T n+1

1 vn+1,T n+1
1 vn+1) + (hn+1T n+1

2 vn+1,T n+1
2 vn+1)

= |ηn|2 + (hnvn, vn) + (hnT n
1 v

n,T n
1 v

n) + (hnT n
2 v

n,T n
2 v

n) +O(ε(µ+ ε)δt) ,%� ��� %
E� 

 ��! �����
���� �



FEV �� ��� �
	���� � ���� ���� ��� � ��	����� �� ����� ��	�	� �

7��� ���! ���� # ���� ' ������ �%���� 
� �%��! 
 ��! ������ %�!'
�� ��� ���
����� �� 8����2
� 
���� �C �F�F� �














































ηn+1
i − ηn

i

δt
+
(

D1h
n+ 1

2
vn+1 + vn

2

)

i
= 0 ,

(

(I +
µ

hn+ 1
2

T n+ 1
2 )
vn+1 − vn

δt

)

i
+
(

D1
ηn+1 + ηn

2

)

i
+

µε

h
n+ 1

2
i

(

Qn+ 1
2
vn+1 + vn

2

)

i

+ε
[1

3
(v

n+ 1
2

i +
v

n+ 1
2

i+1 + v
n+ 1

2
i−1

2
)
(

D1
vn+1 + vn

2

)

i
+

1

3

(

D1v
n+ 1

2

)

i

vn+1
i + vn

i

2

]

= 0 ,

�C �F�FC�
�3 

 ! 
���%�

T n+ 1
2
��� ��&��� '
�

T n+ 1
2 = (T

n+ 1
2

1 )Thn+ 1
2T

n+ 1
2

1 +(T
n+ 1

2
2 )Thn+ 1

2T
n+ 1

2
2


��% �


















T1
vn+1 − vn

δt
=
hn+ 1

2√
3
D1

vn+1 − vn

δt
−

√
3

2
βD1b ·

vn+1 − vn

δt
,

T2
vn+1 − vn

δt
=

1

2
βD1b ·

vn+1 − vn

δt
,

�� 

 ! 
���%�
Qn+ 1

2
��� ��&��� '
�

Qn+ 1
2 = Q

n+ 1
2

0 + βQ
n+ 1

2
1 + β2Q

n+ 1
2

2


��% �














































Q
n+ 1

2
0

vn+1 + vn

2
= −1

3
D1

[

(hn+ 1
2 )3(vn+ 1

2D2
vn+1 + vn

2
−D1v

n+ 1
2 ·D1

vn+1 + vn

2
)
]

,

Q
n+ 1

2
1

vn+1 + vn

2
=

1

2

[

D1((h
n+ 1

2 )2vn+ 1
2D1(∂xb

vn+1 + vn

2
))

−(hn+ 1
2 )2D1b(v

n+ 1
2D2

vn+1 + vn

2
−D1v

n+ 1
2 ·D1

vn+1 + vn

2
)
]

,

Q
n+ 1

2
2

vn+1 + vn

2
= hn+ 1

2D1b(v
n+ 1

2D1(∂xb
vn+1 + vn

2
)) .

� �� �� O�������
� �� �
���� �� P
�� � ���
	�� ���
����� �� 8����2� 
���� �C �F�F� '�������� ��� ��
����� 
�

<����� �� $��� '

� ����

 �� '������� ��� 

 ����
��� �















η(t, x) =
α

cosh2
(

k(x− ct+ l)
) ,

v(t, x) =
cη(t, x)

1 + εη(t, x)

�C �F�F?�

�3 
�� %����
����
k

��
c
���� ������� '
�

k =

√

3αε

4µ(1 + αε)

��
c =

√
1 + αε

#
α

��
l
��
��

��� %����
���� 
�(���
���! ��� %������� �



��� � 
���������� ��� ������ ��� � ������ �� ����� �� ����� �� �� � ������ ��� (Σ)
FEC

�&� �� �

���� 
� �%��! 
 �C �F�FC� �� $��� '

� # �� �' �%�&� �
����

�! ��� 
�� %���������
�� ���

�� �� 

 ! 
����� ����
��� �















η(0, x) =
α

cosh2
(

k(x+ l)
) ,

v(0, x) =
cη(0, x)

1 + εη(0, x)

�C �F�F��

7��� �� ��

�� ������� �� ���

�� # 
� �%��! 
 �C �F�FC� ��� ���
����� �� 8����2� 
���� ���
��'' ��� '��'
��� 
� ��
���� �C �F�F?� �
�� ��$��! 
���� � . 
�� 
� (�� �� �

���� 
� �%��! 
 #

�� ����
�
�� ��! ������� �(����� ��� ��� %�!'
��� 
��% 

 ��
����� 
�

<����� �C �F�F?� '������ ������� �

���� ��

ε
��
µ

� 	�� ��!�

����� ��� ��� ��

����� ��� ��� ��!'�
T = 1/ε

��
' ��� ��� �

��� �� 
 �
!'
����� α ��

� ,

0.25
� � ��� 
���� ��! 
���� 
 �
''
������ �� 
������

����
(�
���� �� 
������ �� ��
���� ��� ��� ��!'� �� 
 ������ ��
O(1/ε)

�� ' ��� ��� �
����
ε/µ�
���� # �� 
� $
�� �� ��! ����� 
 �
!'
����� α ' ��! �� �� ��''��! �� %�� ����
(�
���� �
�� 
����, �
	 ��� �� $
1�� �!'���
��� 
� ! 
�


�� � 	�� ������� ��

����� ��� 

 ���$
%� 
�(�� �� ��� 



������� ��� ��� %

%�
��� �� ���! �
L∞ �� 
� �
(
�
� ����
�� ����� �� 
' ��1� ��� ����
�
���(����� �

ε µ T L δx δt
������ ��

���� ��

η
������ ��

���� ��

vE �E9 E �E> >E ?E E �ED E �E> 7, 7865.10−3 7, 6794.10−3E �E9 E �F >E ?E E �E9 E �E9
1, 5828.10−3 1, 5363.10−3E �E9 E �> >E ?E E �E9 E �E9
5, 614.10−4 5, 415.10−4E �F E �E> FE ?E E �ED E �E> 1, 03475.10−2 1, 00933.10−2E �F E �F FE ?E E �E9 E �E9
2, 1035.10−3 2, 0193.10−3E �F E �> FE ?E E �E9 E �E9
7, 461.10−4 7, 118.10−4E �8 E �E> D ?E E �ED E �E> 1, 73807.10−2 1, 63797.10−2E �8 E �F D ?E E �E9 E �E9
3, 5333.10−3 3, 277.10−3E �8 E �> D ?E E �E9 E �E9
1, 2531.10−3 1, 1552.10−3

� ��� ��<��� (��� �%� 

 %��&�! 
���� �� 

 ��! 
���� '��%������ � �� �(����� 
�� '
�� ��
����
������� 
������ 
� �
'' ���

ε/µ
������� ��
�� � )�� �

���� ���� ��
�! ���� ��	 �
���� ' ���

�

���� 
� �%��! 
 ��! ������ �C �F�FC� � 7
����� ! 
�����
�� 
� ��!�

����� �� $��� ��� '

� �

� �� ����������� ��� ������ ��� � ��� ��� �� � ������ ���� � ��
�� ����������

(Σ)
	 ��(" �� �� %���� �
��! � ��%���� ��� �� ��!�
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