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Jean Mairesse Directeur de Recherche à Paris 7 (Rapporteur)
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Chapitre 1

Introduction

Ce document se propose de présenter divers travaux que j’ai pu entre-
prendre depuis mon entrée dans le monde de la recherche.

Tout d’abord, sont issus de mon éveil à la recherche, une série de travaux
autour des automates cellulaires et en particulier un fameux problème inverse,
le « Firing Squad ». Bien qu’étant l’objet de très nombreuses publications, sa
richesse n’est pas épuisée, ce que j’espère bien montrer à travers ce document.
Ce problème est à mes yeux représentatif des méthodes de calcul que nous
auront à mettre en place dans le futur et il est, assurément, bien loin d’être
seulement un amusement.

C’est par le biais d’une tentative d’acquisition d’une culture en cryp-
tographie que me sont apparues les fonctions Booléennes. L’exploration de
leur monde a donné naissance à quelques travaux qui constituent donc la
deuxième partie de ce document. Ces travaux étant plus récents que ceux de
la première partie, le volume du texte en est d’autant réduit, pour l’instant
seulement.

Si les deux parties précédentes sont apparemment distinctes, je ne désespère
pas, un jour, de concilier formellement ces différentes approches de l’informa-
tique. Je possède encore deux autres marottes : les systèmes d’exploitation
et la programmation. Si mes acquis en ces deux dernières disciplines n’ont
pas donné lieu à des publications scientifiques ordinaires c’est, non seulement
parce qu’on ne peut décemment se diviser à l’envie, mais aussi parce qu’elles
manquent de formalisation et que moi, pas plus qu’un autre, ne sait encore
comment les aborder efficacement ainsi. Certes ce manque peut être nuancé
pour la programmation, en particulier pour le fonctionnel qui ne manque
pas d’assise, mais c’est évidemment moins clair pour l’impératif. En ce qui
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10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

concerne le système, il n’existe même pas de définition satisfaisante de ce
qu’est un système. Mais on doit pouvoir déceler, en filigrane, à la lecture des
différents ouvrages auxquels j’ai participé, l’immense intérêt que j’y porte.

Il n’y a pour moi, dans tout cela, aucune fracture, aucune rupture, bien
au contraire. S’il y a bien longtemps que les ordinateurs de toutes sortes
me sont familiers, la discipline me cache encore bien des secrets. Et pour-
tant, je pressens vraiment l’existence d’une unité, d’un fil conducteur qui
nous promènerait continûment de nos pensées rationnelles aux algorithmes,
des algorithmes aux programmes, et des programmes aux machines. Je ne
prétend pas pouvoir en être le seul auteur, j’espère simplement y contribuer,
humblement, par la communication de mon savoir accumulé ; à mon tour,
comme l’ont fait mes prédécesseurs.



Chapitre 2

Travaux sur les automates
cellulaires

2.1 Des automates cellulaires au firing squad

2.1.1 Un modèle de calcul

C’est à John von Neumann1, célèbre mathématicien autant que physicien,
que l’on doit ce modèle de calcul. Il lui permit d’abstraire mathématiquement
un problème d’auto-reproduction qui lui tenait tête, la modélisation qui s’en-
suivit lui permit de le résoudre. Sa solution est un automate cellulaire uni-
versel auto-reproducteur plan à 29 états.

Sans doute le charme de ce modèle de calcul est-il dû à cette histoire ori-
ginelle, l’auto-reproduction que l’on conçoit aisément comme un mécanisme
essentiel de la vie est fascinante. On doit certainement à Arthur Burks (voir
[9]) d’avoir produit un monument compilant les problèmes les plus impor-
tants de la théorie des automates cellulaires de cette époque. Ensuite ce sont
sans doute les physiciens et les biologistes qui se sont intéressés à cet ob-
jet, car il leur permettait de modéliser de façon adéquate nombre de leurs
problèmes. Mais aujourd’hui il est facile d’observer que de nombreuses dis-
ciplines s’y intéressent, et que de fructueuses relations s’établissent encore

1John von Neumann (1903–1957) était un scientifique très prolifique et de première
importance. Il a contribué de façon très significative à de nombreux domaines scientifiques.
Il a donné son nom à « l’architecture de von Neumann » qui constitue encore aujourd’hui
l’ossature des ordinateurs. Il a en outre contribué à la création de l’EDVAC, l’un des
premiers ordinateurs électroniques américains.

11



12 CHAPITRE 2. TRAVAUX SUR LES AUTOMATES CELLULAIRES

entre elles. Il existe non seulement de très nombreux articles scientifiques
à propos des automates cellulaires mais aussi des livres. Le lecteur curieux
pourra par exemple se reporter aux ouvrages de Arthur Burks ([9]), Edgar
Codd ([12]), Stephen Wolfram ([104, 105]) ou encore Max Garzon ([18]). Les
actes de congrès sont aussi très nombreux.

Les problématiques sont nombreuses et toutes très vivantes, mais on peut
citer les principales : l’auto-reproduction, l’universalité, la vie artificielle, la
résistance aux pannes, la reconnaissance de langages, la réversibilité, le firing
squad, le jeu de la vie, la classification, les propriétés limites, la dynamique
symbolique, la topologie, la complexité, l’architecture...

La simplicité de ce modèle est telle qu’une rapide description permet à
tout un chacun de saisir instantanément de quoi il s’agit ; ce qui n’est pas le
cas d’autres modèles.

Un automate cellulaire peut être considéré comme un ensemble de
composants élémentaires identiques appelés cellules et connectées
les unes aux autres. À un instant donné chaque cellule se trouve
dans un certain état lequel varie au cours du temps de la façon
suivante : les états de toutes les cellules sont modifiés en même
temps à chaque top d’une horloge commune, en fonction de l’état
de chacune de ses voisines qui lui sont connectées, et selon des
règles prédéfinies.

Prenons par exemple le cas d’un automate cellulaire composé d’une
« grille » de cellules pouvant être dans l’état 1 ou 0 et utilisant la fonc-
tion de transition (ensemble des règles) suivante : si une cellule est dans
l’état 1 elle passe à 0 si moins de deux ou plus de trois de ses voisins sont à
1 sinon elle conserve son état, et dans l’état 0 elle passe à 1 si exactement
trois voisines sont à 1 et conserve son état sinon. L’évolution de l’automate
est alors celui que l’on peut observer dans la figure 2.1 (on imagine qu’au
départ le reste de la grille est plein de 0), pour des raisons de commodité,
nous avons pris soin de colorier les cellules qui contiennent un 1 en noir.

Cet automate cellulaire est plus connu sous le nom de « Jeu de la vie »

et est dû à John H. Conway (voir [6]). Nous laissons le lecteur découvrir par
lui-même la richesse de cet objet (une visite sur le web fera son bonheur
d’expérimentateur).

Bien entendu, saisir la « richesse » (la puissance) d’un tel modèle est
d’une toute autre nature ; mais l’observation du plus simple d’entre eux est
une affaire a priori ordinaire et qui pose beaucoup de questions. Il suffit
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Fig. 2.1 – Le jeu de la vie

de constater que le nombre de chercheurs actifs dans l’exploration des 256
automates classifiés par Stephen Wolfram est important, et que pourtant les
questions qu’ils se posent sont si simples à comprendre.

Ce modèle est si expressif que la représentation de l’espace-temps est
généralement « parlante » ; du moins pour les petites dimensions et les tailles
raisonnables. On y « voit » les choses. Ce document présentera de nombreux
diagrammes espace-temps de ces merveilleuses machines, et tout lecteur y
verra de jolis dessins dont certaines (ir-)régularités seront d’elles-mêmes si-
gnifiantes.

L’exemple suivant, que l’on peut observer en figure 2.2, est ce que l’on
appelle un diagramme espace-temps ou encore diagramme d’évolution d’un
automate cellulaire constitué d’une simple ligne de cellules. La première ligne
représente l’état des différents cellules au départ du calcul, la ligne suivante
l’état des cellules après le premier top d’horloge (et application de la fonction
de transition), etc.

2.1.2 Un modèle au parallélisme massif

La tâche du scientifique est d’aller au-delà de ces simples visions ou
interprétations communes, il se doit de formaliser le tout afin de décrire
précisément ce dont il s’agit, pour prédire ou comprendre (ou du moins de
tenter de).

Les problèmes étudiés peuvent être rangés dans deux grandes classes. La
classe des « forward problems » constituée des problèmes où la question posée
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Fig. 2.2 – Un automate cellulaire linéaire et son évolution

est essentiellement de comprendre ce qu’une machine donnée réalise ; c’est
l’occupation principale de la dynamique discrète ou symbolique. En second,
donc, on trouve la classe des « inverse problems », où la problématique
se situe a contrario dans la construction d’une machine devant réaliser un
objectif donné. Cette problématique est proche de la démarche d’ingénierie ;
et en informatique est en grande partie liée à la programmation, cet art
(ainsi que le définit Donald E. Knuth, voir [40]) qui consiste à concevoir des
algorithmes puis écrire des programmes les réalisant.

Concevoir des algorithmes sur un modèle comme les automates cellulaires
n’est pas chose aisée. Si la compréhension d’une machine RAM n’est pas aussi
accessible que celle d’un automate cellulaire, inversement la programmation
d’une machine RAM est généralement considérée comme plus facile que celle
d’un automate cellulaire. La probable raison est que l’esprit humain est plus
généralement enclin à raisonner séquentiellement et tout particulièrement en
informatique.

Le procédé employé est nommé décomposition (ou encore factorisation) :
le but fixé est obtenu par décomposition du problème puis enchâınement en
séquence de tâches élémentaires. Aujourd’hui un second type de décomposition
est fréquemment utilisé, la décomposition orientée objet, mais nous savons
que cette technique n’est pas encore passée dans les mœurs, loin s’en faut,
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et peut être n’est-ce pas seulement dû à sa récente diffusion. On notera que
même dans le monde orienté objet la séquentialité est très présente : l’échange
des messages entre objets est fortement séquentialisé.

Or le modèle qui nous intéresse est lui parallèle : il est intrinsèquement
constitué de composants qui calculent en parallèle et de façon synchrone (sans
synchronisation on tombe dans le monde du distribué : un tout autre monde).
Et l’on constate qu’aujourd’hui la programmation de telles machines est sou-
vent réduite à deux choses : conception de tâches élémentaires dont le calcul
est lui parallélisé et enchâınement séquentiel de ces tâches (la création d’un
calcul entièrement parallélisé est souvent trop ardu). Mais l’enchâınement de
ces tâches nécessite alors des mécanismes de synchronisation. Il en existe de
toutes sortes mais l’essentiel d’une synchronisation est d’obtenir que chaque
élément soit prêt en même temps que tous les autres. Et le problème considéré
comme représentatif d’un tel comportement est celui du « Firing Squad ».

Toutefois l’intérêt du Firing Squad, ne réside pas tant dans l’existence
de nombreuses solutions que dans la compréhension des mécanismes sous-
jacents. En effet, depuis les solutions de Minsky-McCarthy et Waksman-
Balzer ce problème ne présente plus véritablement d’intérêt dans le cadre de
la synchronisation ni même celui de la minimisation. Mais, la compréhension
des algorithmes utilisés, la façon dont on peut les implémenter et le coût de
ses implémentations est un point extrêmement important.

Bien que par le passé les tentatives de construction, et surtout de commer-
cialisation de machines massivement parallèles ont échoué nous ne pouvons
en déduire aussi facilement que ce modèle est voué à l’échec. John von Neu-
mann notait en 1948 (lire les actes du Hixon Symposium - [101]) qu’il y avait
deux obstacles majeurs sur la route qui mène à une puissance calculatoire
équivalente à celle obtenue par les organismes vivants : la taille des compo-
sants élémentaires et le manque de théorie adéquate. En ce qui concerne le
premier de ces arguments, la question est sans doute en passe d’être réglée,
la finesse de gravure du Silicium est aujourd’hui telle que des processeurs or-
dinaires contiennent plusieurs millions de transistors, et que si nous sommes
loin du nombre de neurones d’un cerveau humain, la mise en réseau de mil-
liers de ces processeurs est possible et porte la complexité à un niveau tout
à fait honorable2.

De ce point de vue la plus célèbre des tentatives a été sans aucun doute

21011 neurones estimés dans un cerveau humain. La dernière machine massivement
parallèle d’IBM est livrée avec 32.000 processeurs de 5.000.000 de transistors chacun.
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la « Connection Machine » qui pouvait posséder jusqu’à 65.000 processeurs ;
elle a été initialiement conçue au MIT et dans les années 80 par Daniel Hillis
(élève de Marvin Minsky, voir [34, 35]). Il est important de souligner que
Richard Feynman3 lui-même y porta un grand intérêt et travailla même un
temps sur sa conception (voir [36]). Sinon, que dire des récentes tentatives
comme celle d’IBM de construire une machine, de nom Blue Gene/P, exten-
sible à presque 300.000 unités de calcul ?

Pour le second point noté par von Neumann, le problème est encore en-
tier, car comme il le signifiait lui même nous n’avons pas de vrai retour
d’expérience sur ce type d’objet, et que nous ne pouvons certainement pas
tout extrapoler. Patrick Greussay (voir [27]) est lui aussi partisan de l’exis-
tence d’un saut quantitatif. Et comme Léonid Levin (voir [49]) qui débute
ses notes de cours sur les modèles de calcul par la présentation des automates
cellulaires, nous pensons que ce modèle est adéquat pour rendre compte des
phénomènes intrinsèques au parallélisme vraiment massif.

Il s’agit donc ici d’une étude plus tournée vers une informatique dont
l’algorithmique s’exprimerait géométriquement ou algébriquement sur auto-
mates cellulaires que sur la synchronisation ici devenue simple prétexte, car
nous pensons que, non seulement ce modèle est d’importance et qu’il révélera
à l’avenir toute son utilité, mais aussi que la géométrie et l’algèbre seront au
cœur de la structure de ses calculs (lire [16, 20, 27, 36, 49, 101, 105]).

2.1.3 Le Firing Squad

L’histoire remonte à 1957, et l’on attribue à John Myhill la première for-
mulation du problème. Voilà bien un argument de plus pour affirmer qu’il
s’agit d’un problème essentiel : il s’est immédiatement imposé. Mais c’est Ed-
ward Moore qui publiera le premier article y faisant explicitement référence
(voir [57]). De façon simple on peut exprimer le problème de la façon sui-
vante :

Il s’agit de concevoir un automate cellulaire permettant d’obtenir
à partir d’une configuration où une seule cellule est active, une
configuration dans laquelle toutes les cellules sont après un certain

3Richard Feynman (1918–1988) est un des grands physiciens du 20° siècle qui a beau-
coup contribué à l’essor de la mécanique quantique mais il est aussi très connu pour son
charisme et son extraordinaire don pour la pédagogie qui lui valurent son surnom de
« Great Explainer ».
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laps de temps, toutes dans un même état ; et que cet état ne soit
jamais apparu avant.

Et depuis que d’articles scientifiques à ce sujet !

2.1.3.1 Une solution : Minsky/McCarthy

On doit à Marvin Minsky et John McMarthy (voir [56]) la description du
premier algorithme destiné à résoudre ce problème. La technique employée
est désormais bien connue, il s’agit du « diviser pour mieux régner » (« divide
and conquer » dans le texte) : pour résoudre le problème coupons l’espace
en deux parties égales et résolvons-le dans les deux sous-parties en parallèle
(i.e. en même temps et de façon indépendante). En procédant ainsi dans un
espace discret et fini, il devient évident qu’un tel procédé convergera : lorsque
que l’on ne pourra plus couper c’est que le processus aura atteint son but.
Reste une question : comment couper en deux parties égales ? Le procédé
employé est celui illustré par la figure 2.3(a) où les traits représentent la
trace idéalisée de messages envoyés entre les cellules.

L’implémentation (c’est le nom que l’on donne à un programme réalisant
un algorithme sur une machine) de cette technique est du domaine du folk-
lore, ainsi que le web en témoigne : on y trouvera facilement de telles implé-
mentations ; la figure 2.3(b) en offre une possible en 15 états. Elle synchro-
nise toute ligne de longueur n en 3n + O(log(n)) pas de calcul et son travail
(c’est-à-dire le nombre de cellules du diagramme espace-temps « où il se passe
quelque chose ») est de l’ordre de n.log(n) (nous définirons ces notions plus
tard, mais chacun peut s’en faire une idée à l’observation de la figure).

2.1.4 Plus (ou moins)... la complexité

Comme bien souvent en informatique, se pose alors la question de savoir
s’il est possible de faire mieux. Mieux ? Mais en quel sens ? En tout sens
possible est la réponse.

2.1.4.1 Complexité en temps (de calcul)

Tout d’abord on peut considérer la complexité en temps, c’est-à-dire le
temps que met la machine, en partant de la donnée initiale, à exécuter le
programme jusqu’à l’obtention du but recherché. Cette question de « rapi-
dité » (efficacité en temps) est habituellement la première qui vient à l’esprit
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n

temps

1

(a) 0123456789101112131415161718192021222324
012
345
678
910111213141516171819202122232425262728293031323334353637383940414243444546474849505152535455565758596061626364656667686970717273747576

(b) l = 25

Fig. 2.3 – Le « divide and conquer »

des informaticiens contemporains (les machines modernes offrent de telles
capacités de stockage que c’est bien le temps de calcul qui importe le plus).

Dans les automates cellulaires le comptage est simple, il suffit de compter
les tops d’horloge ; ce qui est bien plus simple que dans les cas plus classiques
où les différentes instructions sont à distinguer (certaines sont considérées, à
juste titre, comme plus coûteuses que d’autres). Dans le monde du massive-
ment parallèle, les processeurs sont élémentaires, ils ne font qu’appliquer une
fonction de transition dont la simplicité est telle qu’une représentation sous
forme de table est la plus adaptée, d’où le coût uniforme des pas de calcul.

Dans la suite on notera par T (n) le temps mis par une solution donnée
pour synchroniser une ligne de longueur n.

Dans le cadre du Firing Squad, la première question qu’il est naturel de
se poser après qu’une solution ait été trouvée est de déterminer le temps
minimal en lequel il est possible de synchroniser. Il n’est pas aussi facile qu’il
pourrait parâıtre de répondre à cette question. En effet, bien que sur une
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ligne la réponse et sa preuve soit simple (2n − 2 pas de calcul4 pour une
ligne de longueur n), dans le cas général c’est moins évident ; et en parti-
culier sur les graphes (voir [28, 39, 42]). Des travaux récents de Kobayashi
(voir [42, 45, 21, 22]) suggèrent qu’il existe des familles uniformes de graphes
pour lesquelles il n’existe pas de solution en temps minimal ; le temps mini-
mal étant déterminé par le plus petit des temps obtenus par l’ensemble des
solutions synchronisantes de cette famille de graphes. Ce problème est très
intéressant, car il suggère pour la première fois qu’il peut être inévitable de
chercher des solutions non optimales en temps.

2.1.4.2 Complexité en taille (de programme)

Quel est le programme le plus petit (constitué de plus petit nombre d’ins-
tructions élémentaires) qui permet de résoudre le problème ? Une telle mesure
est appelée « complexité de Kolmogorov ». C’est une question importante
pour les théoriciens, quoiqu’en pratique on puisse se la poser dans des envi-
ronnements très restreints comme l’embarqué. Peu de problème inverses ont
été étudiés sous l’angle de l’informatique théorique, c’est pourquoi les études
autour de cette question dans les automates cellulaires sont rares. Dans le
cadre du Firing Squad on notera qu’ici et là sont mentionnés la taille des
règles effectivement utilisées pour synchroniser. Le record en la matière est
la solution de Umeo (voir [92]) qui n’utilise que 78 règles de transition (ou
instructions si l’on préfère) ; nombre très nettement plus petit que les valeurs
habituellement observées (plus d’une centaine).

On notera donc dans la suite par K(FSSP), la complexité de Kolmogorov
du problème. On notera parP(solution) la taille du programme implémentant
une solution donnée. On a la relation

∀solution, K(FSSP) ≤ P(solution)

Avec la solution de Umeo, nous savons que K(FSSP) ≤ 78 (voir [92]).

4On trouvera parfois dans la littérature que le temps minimal est 2n−1, comme toujours
cela dépend de quoi l’on parle. Il y a toujours au moins 2n− 2 pas de calculs nécessaires
pour synchroniser ; mais si l’on parle du temps auquel la synchronisation se produit, tout
change. En partant du temps 0, la synchronisation peut s’obtenir au temps 2n− 2, sinon
en partant de 1, c’est au temps 2n− 1.
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2.1.4.3 Complexité en taille (de mémoire)

De combien de mémoire a-t-on besoin pour résoudre le problème ? C’est
une question qui se pose de façon moins prégnante aujourd’hui mais elle
fût tout à fait cruciale lors de l’essor de la technologie informatique : les
ordinateurs d’alors n’avait que (très) peu de mémoire disponible.

Dans le cadre du Firing Squad, cette mesure correspond au cardinal de
l’ensemble des états sur lesquels agit la fonction de transition ; et c’est habi-
tuellement cette mesure qui est considérée comme de première importance5.
Dans la suite, on notera simplement par |Q| la cardinalité de l’ensemble Q
des états de l’automate.

Il a été prouvé par Balzer (voir [4]) qu’il n’existe pas de solution à 4 états
en temps minimal au problème du Firing Squad. Ainsi donc, nous savons que
la plus petite taille d’automate vérifie la propriété suivante

4 < |Q| ≤ 6

Car l’on sait désormais depuis Mazoyer (voir [51]) qu’il existe une solution
en 6 états à ce problème.

La preuve de l’inexistence de solution à 4 états n’est pas formelle, elle
est basée sur un algorithme de recherche exhaustive. Plusieurs auteurs ont
réécrit un tel programme, Yunès (voir [107]), Sanders (voir [74]). Sans doute
une preuve formelle serait-elle instructive, et permettrait peut-être de trouver
des heuristiques pertinentes pour l’exhaustion des solutions à 5 états.

On notera que le résultat ne concerne que les solutions à 4 états en temps
minimal et qui synchroniserait toutes les lignes. En ce qui concerne les temps
non minimaux et/ou un sous-ensemble infini des longueurs possibles de ligne
c’est moins clair. En effet, des travaux en cours (Umeo et Yunès de façon
indépendante) font apparâıtre qu’il existe plusieurs solutions à 4 états per-
mettant de synchroniser un ensemble infini de lignes : un sous-ensemble de
N (voir § 2.1.9.2).

2.1.4.4 Complexité en énergie

Une autre mesure qui pourrait nous être utile afin de classifier les solutions
existantes est la notion de travail. Introduite par Vollmar (voir [100]), elle

5Une taille de mémoire physique s’exprime habituellement en nombre de bits, qui est
le logarithme en base 2 du nombre d’états. Nous nous affranchissons ici de cette question
de représentation qui introduit de façon générale un logarithme (sauf pour la base unaire).
Nous compterons donc simplement les états...
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correspond intuitivement à l’énergie consommée par l’automate. On mesure
donc habituellement le nombre de messages transmis pendant le calcul en
considérant qu’un état quiescent n’envoie pas de message à ses voisins. Voll-
mar a montré que pour résoudre le Firing Squad il est nécessaire d’échanger
un nombre de messages de l’ordre de n.log(n) pour une ligne de n automates.

Dans la suite nous noterons la complexité d’une solution donnée par
Wsolution(n). En général les solutions ont une complexité W (n) = O(n2) ou
W (n) = O(n.log(n)). Il s’agit là des deux complexités rencontrées jusqu’à
aujourd’hui, car des résultats récents semblent laisser penser qu’il existe peut
être une complexité de travail fractale, i.e. n.log(n) ≤W (n) ≤ n2.

2.1.5 La classification des solutions

La classification est un exercice difficile, d’abord parce qu’il faut avoir un
bon critère discriminant et ensuite parce que ce critère dôıt être effectif. C’est
tout le problème de la classification de Wolfram (voir [104, 105]), source de
nombreuses critiques mais qui a le mérite d’exister. Sa classification des auto-
mates cellulaires élémentaires est basée sur l’observation, pratique courante
dans les sciences expérimentales ou naturalistes, mais considérée comme in-
congrue en mathématiques. Ici nous essayons d’établir une liste de critères,
si possible exclusifs les uns des autres et qui puissent permettre de mettre un
peu d’ordre dans les solutions au problème de la synchronisation.

Bien entendu et de façon très traditionnelle en informatique, nous trou-
vons d’abord la complexité, parce qu’elle représente quelque chose en termes
de machines (rapidité, taille, énergie). Ensuite, nous proposons, comme l’a
déjà tenté Umeo (voir [89]), des critères permettant de classer les algorithmes.
Ainsi lorsque le zoo des solutions sera encore un peu plus peuplé, pourrons-
nous, peut-être, établir des liens raisonnés entre les algorithmes géométriques
et leur implémentation, et par là suggérer un prototype de langage de pro-
grammation et son compilateur...

Les critères de classification des algorithmes sont :
• les critères de complexité déjà évoqués ;
• le type de procédé employé. On en trouvera deux : l’itération et la

récursion. L’itération est à considérer par opposition à la récursion où
le procédé est d’imbriquer le développement de l’algorithme dans lui-
même à l’aide d’un changement d’échelle et d’une possible symétrie.
Sans symétrie, on dira qu’il s’agit d’une récursion unidirectionnelle si-
non bidirectionnelle ;
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• la symétrie. Ici encore, on en trouvera de deux sortes. La symétrie
simple où la fonction de transition vérifie la propriété

∀x, y, z ∈ Q, δ(x, y, z) = δ(z, y, x)

La double symétrie qui est une symétrie composée avec une bijection
entre deux sous-ensembles distincts des états, i.e.
Q = Q′

⋃
Q′′

⋃
{q, f}, et que ∃ϕ bijective : Q′ → Q′′ telle que

∀x, y, z ∈ Q, ϕ(δ(x, y, z)) = ϕ(δ(ϕ(z), ϕ(y), ϕ(x)))

On notera qu’il n’est pas nécessaire que les ensemble Q′ et Q′′ soient
disjoints, ainsi le cas où ils sont égaux et que la bijection est simplement
la fonction identité, on retombe dans le cas de la simple symétrie ;
• le nombre de type de signaux. En ce cas, on distingue le cas d’une fini-

tude de signaux différents (généralement peu) et l’infinité de signaux.
Pour cette dernière, on peut se demander comment un nombre infini
de signaux peuvent se placer dans un espace fini discret. L’observation
des figures 2.5–2.9, que l’on verra plus loin, éclairera le lecteur, mais à
ce point, il suffit d’imaginer cette infinité comme potentielle : on verra
de plus en plus signaux alors que la longueur de ligne crôıt.

2.1.6 Les solutions en temps minimal

On appelle solution en temps minimal toute solution qui lorsqu’elle syn-
chronise une ligne de longueur n le fait en temps T (n) = 2n−2. La recherche
de solution en temps minimal est une quête quasi-systématique depuis l’ori-
gine du problème, car la conception d’un algorithme capable de le résoudre
constitue généralement un véritable tour de force.

2.1.6.1 Goto

Cette solution a les caractéristiques suivantes :
T (n) = 2n − 2, P(goto) ≤ 109, |Q| ≤ 106, W (n) = O(n.log(n)), itérative,
non symétrique, finitude de type signaux.

La publication restreinte du document de Eiichi Goto6 (il s’agit de notes
de cours) (voir [24]) a contribué à ce que cette très intéressante solution

6Le professeur Goto s’est éteint récemment – en Juin 2005. C’était un chercheur
extrêmement important, très prolifique et qui a contribué, entre autres, de façon essentielle
à l’essor des premiers ordinateurs Japonais.
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reste oubliée pendant de très nombreuses années. On doit à Hiroshi Umeo
(voir [87]) d’avoir exhumé l’algorithme, ainsi qu’à Jacques Mazoyer (voir [53])
d’avoir rédigé la preuve formelle de son fonctionnement ; deux publications
malheureusement elles aussi restées confidentielles (en particulier la seconde).
Sa solution reste particulièrement astucieuse, puisqu’une seule autre connue
lui ressemble (voir Gerken).

Le principe est de décomposer la ligne en une suite de segments dont les
longueurs constituent la suite des puissances de 2. Ensuite une construction
permet de lancer dans chacun de ces segments des solutions en temps 3n
(donc type Minsky-McCarthy) ; le tout de sorte que le temps global obtenu
soit minimal. Le point extrêmement important est que ce schéma n’est pas
récursif, la fonction de synchronisation ne s’appelle pas elle-même. De plus,
pour réaliser la synchronisation elle utilise des solutions non minimales en
temps !

Le nombre important d’états de la solution originale est dû à la structura-
tion en produit cartésien de l’ensemble des états : l’automate cellulaire est vu
comme une sorte de superposition d’automates cellulaires plus simples. Ce-
pendant, des travaux personnels en cours autour de cette question montrent
qu’il est possible d’implémenter cet algorithme (où un proche cousin) à peu
de frais (quelques dizaines d’états seulement, voir [119]).

2.1.6.2 Waksman/Balzer

La solution de Waksman (voir [103]) possède les caractéristiques sui-
vantes :
T (n) = 2n − 2, P(waksman) = 202 , |Q| = 16, W (n) = O(n2), récursive
bidirectionnelle, symétrique double, infinité de signaux. Les caractéristiques
originelles ont été revues et corrigées par Umeo (voir [93]).

La solution de Balzer (voir [4]) possède les caractéristiques suivantes :
T (n) = 2n− 2, P(balzer) = 165 , |Q| = 8, W (n) = O(n2), récursive bidirec-
tionnelle, symétrique double, infinité de signaux.

Les deux solutions correspondent à un même schéma, illustré par la fi-
gure 2.4, mais deux implémentations différentes. Il est à noter que les deux
résultats ont été obtenus indépendamment.

L’idée est la suivante : prenons une solution de type Minsky-McCarthy,
plutôt que de lancer deux solutions miroirs l’une de l’autre à l’emplacement
de la coupure, pourquoi ne pas lancer dès le rebond du signal de pente 1 sur
l’autre bord une solution miroir ? Si tel est le cas, une coupure en 3n/4 sera
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Fig. 2.4 – L’algorithme de Waksman/Balzer

obtenue (par l’opération miroir) au temps n + 3n/4, donc pour des raisons
de symétrie il faudra construire dans le calcul d’origine une coupure en n/4
au temps n+3n/4, et donc par symétrie une coupure en 3n/8, etc. La limite
est alors non plus de 3n mais 2n.

La difficulté réside ensuite dans l’implémentation (voir la figure 2.5) car il
faut désormais à partir du point d’origine générer une infinité potentielle de
signaux de pente 1, 3, 7, 2i−1, etc. L’astuce désormais connue est de remar-
quer que cette famille peut être obtenue par un mécanisme similaire à celui
permettant d’obtenir par démultiplication et à partir d’une horloge donnée
une sous-horloge. La figure A.1 de l’Annexe contient la table de transition
de la solution.

2.1.6.3 Gerken

Hans-D. Gerken (voir [19]) a conçu deux solutions très différentes. Une
première qui est une implémentation d’un schéma de type Waksman-Balzer.
Une seconde dont l’algorithme s’apparente à celui de Goto. Malheureusement
pour la seconde, le document la décrivant est difficile à obtenir. La figure 2.6
illustre le fonctionnement de la première solution sur une ligne de longueur
25.
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0123456789101112131415161718192021222324
01
23
45
67
89

10111213141516171819202122232425262728293031323334353637383940414243444546474849

(a) l = 25 0123456789101112131415161718192021222324252627282930313233343536373839404142434445464748495051525354555657585960616263646566676869
012
345
678
9101112131415161718192021222324252627282930313233343536373839404142434445464748495051525354555657585960616263646566676869707172737475767778798081828384858687888990919293949596979899100101102103104105106107108109110111112113114115116117118119120121122123124125126127128129130131132133134135136137138139

(b) l = 70

Fig. 2.5 – La solution de Balzer

Cette solution a les caractéristiques suivantes :
T (n) = 2n− 2, P(gerken) = 105, |Q| = 7, W (n) = O(n2), récursive bidirec-
tionnelle, symétrique double, infinité de signaux.

On trouvera en annexe la fonction de transition de la solution de Gerken.

2.1.6.4 Mazoyer

Cette solution a les caractéristiques suivantes :
T (n) = 2n − 2, P(mazoyer) = 119, |Q| = 6, W (n) = O(n2), récursive
unidirectionnelle, non symétrique, infinité de signaux.

Jacques Mazoyer est le concepteur de cette solution très astucieuse qui
présente de nombreux intérêts (voir [51]). Outre le record et l’horizon sans
doute indépassable qu’elle constitue ses caractéristiques sont particulières.

La construction est obtenue non pas par un algorithme de type « divide
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0123456789101112131415161718192021222324
01
23
45
67
89

10111213141516171819202122232425262728293031323334353637383940414243444546474849

(a) l = 15 0123456789101112131415161718192021222324252627282930313233343536373839404142434445464748495051525354555657585960616263646566676869
012
345
678
9101112131415161718192021222324252627282930313233343536373839404142434445464748495051525354555657585960616263646566676869707172737475767778798081828384858687888990919293949596979899100101102103104105106107108109110111112113114115116117118119120121122123124125126127128129130131132133134135136137138139

(b) l = 70

Fig. 2.6 – La solution de Gerken

and conquer », mais par un embôıtement récursif très ingénieux ainsi que
l’illustre la figure 2.7.

Les signaux, en nombre infini, ne sont plus représentés par des états par-
ticuliers mais par l’état quiescent lui-même : les signaux sont « en creux ».
De plus, ils ne sont pas uniformes, i.e. bien que représentant des pentes
rationnelles la forme obtenue ne représente pas ce à quoi l’on pourrait s’at-
tendre et qui correspondrait à une discrétisation habituelle du signal continu
correspondant.

De plus, Jacques Mazoyer a formellement prouvé la correction de sa so-
lution, et c’est à notre connaissance la première preuve mathématique d’une
solution au problème du Firing Squad. Les lecteurs de cette preuve n’ont
pu que remarquer la grande difficulté à la saisir dans son ensemble ; et l’im-
pression que malheureusement elle ne dit rien sur le fonctionnement de la
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Fig. 2.7 – L’algorithme de Mazoyer

solution (en tous cas pas aussi bien que l’observation du fonctionnement). Il
est à noter que cette preuve a elle-même été vérifiée par Jean Duprat (voir
[15]) à l’aide d’un système de vérification de preuve, Coq.

On trouvera en annexe la fonction de transition de la solution de Mazoyer.

2.1.6.5 Noguchi

Cette solution a pour caractéristiques :
T (n) = 2n − 2, P(noguchi) = 123, |Q| = 8, W (n) = O(n2), récursive
bidirectionnelle, symétrique double, infinité de signaux.

La solution de Kenishiro Noguchi (voir [63]) n’apporte rien de nouveau en
ce qui concerne l’algorithmique employée, il s’agit d’un schéma de type Waks-
mann/Balzer, mais elle peuple le zoo des implémentations en peu d’états
puisqu’elle n’en utilise que 8 (autant que Balzer). L’obtention de la famille
d’horloges permettant d’obtenir l’infinité de signaux est assez remarquable-
ment simple.

Son intérêt réside dans l’existence d’une preuve formelle de son fonction-
nement : la seconde preuve de ce type.

La figure 2.9 fournit un exemple d’exécution pour des lignes 25 et 70. On
trouvera en annexe la fonction de transition de cette solution.



28 CHAPITRE 2. TRAVAUX SUR LES AUTOMATES CELLULAIRES

0123456789101112131415161718192021222324
01
23
45
67
89

10111213141516171819202122232425262728293031323334353637383940414243444546474849

(a) l = 25 0123456789101112131415161718192021222324252627282930313233343536373839404142434445464748495051525354555657585960616263646566676869
012
345
678
9101112131415161718192021222324252627282930313233343536373839404142434445464748495051525354555657585960616263646566676869707172737475767778798081828384858687888990919293949596979899100101102103104105106107108109110111112113114115116117118119120121122123124125126127128129130131132133134135136137138139

(b) l = 70

Fig. 2.8 – La solution de Mazoyer

2.1.7 Les avancées récentes sur les solutions en peu
d’états

Depuis la solution inspirée des idées de Laurent Pierre (voir [65]), de
nouvelles solutions ont été recherchées en « oubliant » le temps minimal. Ainsi
divers auteurs ont contribué à peupler le zoo des solutions en peu d’états.
Settle (voir [81, 80, 79]), Umeo (voir [85, 90, 91, 92, 94, 95]) et Yunès (voir
[108, 113, 114]) ont construit des solutions avec peu d’états synchronisantes
en temps non-minimal.

2.1.7.1 Yunès

Depuis Minsky-McCarthy et la chasse aux solutions minimales en temps
et nombre d’états, aucune solution non minimale en temps n’avait été étudiée.
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(b) l = 70

Fig. 2.9 – La solution de Noguchi

En 1993, j’ai conçu une solution de synchronisation de type Minsky (voir [108]
et la figure 2.10) dont les caractéristiques sont les suivantes :
T (n) = 3n + O(log(n)), P(yunes) = 135, |Q| = 7, W (n) = O(n.log(n)),
récursive bidirectionnelle, non symétrique, finitude de signaux.

La difficulté réside dans le codage utilisé pour les signaux qui conduit
à l’obtention de signaux d’épaisseur 2. Cette solution a sans doute relancé
l’intérêt de la quête de solutions avec peu d’états et non nécessairement
en temps-minimal. L’article en question contient les détails du calcul de la
complexité en temps de l’algorithme.

On trouvera en annexe les tables de transition de cette solution.
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Fig. 2.10 – La solution de Yunès : une exécution pour la longueur 25

2.1.7.2 Settle & Simon

La solution de Amber Settle et Janos Simon (voir [81]) est intéressante.
Bien que l’on puisse faire entrer cette solution dans notre classification, il faut
savoir que celle-ci ne rend pas compte de sa véritable nature, néanmoins :
T (n) = 3n − 2, P(settle) = 127, |Q| = 6, W (n) = O(n2), ne peut être
vraiment qualifiée en tant récursive ou itérative, non symétrique, infinité de
signaux.

L’astuce utilisée est d’employer des transitions non définies de la solution
de Mazoyer afin d’obtenir un signal de pente 1 traversant d’un côté à l’autre la
ligne ; puis lorsque le signal touche l’autre bord de lancer la solution originelle.

Bien que constituant un réel progrès, une certaine insatisfaction apparâıt
car il ne s’agit pas d’un algorithme qui converge en 3n mais d’une séquence
de deux algorithmes enchâınés l’un après l’autre. Toutefois, à partir de cette
solution j’ai pu me demander si certaines solutions existantes pouvaient être
étendues de la sorte (voir plus loin).
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Fig. 2.11 – La solution de Settle/Simon : une exécution de longueur 25

On trouvera en annexe la fonction de transition de la solution.

2.1.7.3 Umeo

Ses caractéristiques sont : T (n) = 3n+O(log(n)), P(umeo) = 78, |Q| = 6,
W (n) = O(n2), récursive bidirectionnelle, symétrique, finitude de signaux.

La solution de Hiroshi Umeo (voir [92]) est intéressante à plus d’un titre.
Tout d’abord elle est l’implémentation d’un schéma de Minksy-McCarthy
en seulement 6 états. Ensuite, on peut remarquer quelle est symétrique, et
qu’elle permet donc de résoudre le problème non restreint (départ à gauche
ou à droite sur la ligne) ainsi que sur l’anneau.

Mais son autre particularité est qu’il est possible de l’étendre afin qu’elle
synchronise quelle que soit la position du général. Pour obtenir ce résultat
Umeo a étendu la fonction de transition originale de sa solution de façon que
le mécanisme de reconstruction du « divide-and-conquer » puisse prendre
place (il a toutefois été nécessaire de modifier l’une des transitions de la
fonction originale).

Pour cette extension les caractéristiques sont : T (n) = 3n−p+O(log(n))
(où p est la position initiale du général), P(umeo2) = 115, |Q| = 6, W (n) =
O(n2), récursive bidirectionnelle, symétrique, finitude de signaux.
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(b) l = 25, p = 18

Fig. 2.12 – La solution de Umeo

Encore une fois, c’est en m’inspirant d’une telle idée que les résultats de
robustesse ont pu être établis (voir § 2.1.8.2).

2.1.7.4 Yunès

Ses caractéristiques sont : T (n) = 3(n− 1) + ⌈log(n)⌉, P(yunes6) = 132,
|Q| = 6, W (n) = O(n.log(n)), récursive bidirectionnelle, symétrique, finitude
de signaux.

Cette solution, voir la figure 2.13, a été obtenue indépendamment de
celle de Umeo, nos travaux parallèles nous ont conduit lui à construire une
solution qui travaille en n2 et moi une solution qui travaille en n.log(n). Le
fait remarquable est que nous ayons chacun construit une solution en 6 états
et symétrique. La brisure de symétrie utilisée par Mazoyer a un temps été
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considérée comme nécessaire pour économiser des états, ce qui est peut-être
nécessaire pour une solution en temps minimal, mais qui est clairement faux
pour les autres. Le temps de synchronisation est de 3n +O(log(n)).

Cette solution est formellement prouvée (voir [114]), et la preuve est sin-
gulièrement simple. Peut-être est-ce dû à la simplicité de l’algorithme ?
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(b) l = 70

Fig. 2.13 – La solution de Yunès

On trouvera en annexe la figure A.8 qui contient la fonction de transition
de cette solution.

2.1.7.5 Plus loin... la synchronisation linéaire

En ce point, on peut se demander jusqu’où, en temps, il est possible d’aller
avec peu d’états ; si possible en utilisant des algorithmes qui convergent in-
trinsèquement vers le temps à considérer (sans astuce à la Settle-Simon). Mes
récentes découvertes sont surprenantes, à la fois de simplicité et d’élégance
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puisque les algorithmes (que l’on peut unifier comme on le verra) sont tous
inspirés de la coupure de Minsky-McCarthy.

On trouvera en figure 2.14 la solution aux caractéristiques suivantes :
T (n) = 4n + O(log(n)), P(yunes4n) = 195, |Q| = 8, W (n) = O(n.log(n)),
récursive bidirectionnelle, symétrique, finitude de signaux. La figure A.9 de
l’annexe contient la fonction de transition.

2n + n + n
2

1 n

temps

2n

4n

2n + n

(a) schéma 012345678910111213141516171819202122
012
345
678
91011121314151617181920212223242526272829303132333435363738394041424344454647484950515253545556575859606162636465666768697071727374757677787980818283848586878889909192

(b) l = 23

Fig. 2.14 – Une solution à 8 états en temps 4n

La figure 2.15 contient une description de la solution aux caractéristiques
suivantes : T (n) = 5n + O(log(n)), P(yunes5n) = 177, |Q| = 8, W (n) =
O(n.log(n)), récursive bidirectionnelle, symétrique, finitude de signaux. La
figure A.10 de l’annexe contient la fonction de transition.

On trouvera en figure 2.16(b) une solution aux caractéristiques suivantes :
T (n) = 4n+O(log(n)), P(yunes4nbis) = 161, |Q| = 7, W (n) = O(n.log(n)),
récursive bidirectionnelle, symétrique, finitude de signaux. La figure A.11 de
l’annexe contient la fonction de transition.
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(b) l = 23

Fig. 2.15 – Une solution à 8 états en 5n

La figure 2.16(c) est une implémentation aux caractéristiques suivantes :
T (n) = 4n +O(log(n)), P(yunes4n = 95, |Q| = 6, W (n) = O(n2), récursive
bidirectionnelle, symétrique, finitude de signaux. La figure A.12 de l’annexe
contient la fonction de transition.

On trouvera en figure 2.17 une solution aux caractéristiques suivantes :
T (n) = 6n + O(log(n)), P(yunes6n = 136, |Q| = 6, W (n) = O(n.log(n)),
récursive bidirectionnelle, symétrique, finitude de signaux. La figure A.13 de
l’annexe contient la fonction de transition.

2.1.7.6 Encore plus loin... la synchronisation polynomiale ?

Nous envisageons d’étudier la possibilité de synchroniser en temps po-
lynomial avec peu d’états. Bien entendu il serait intéressant de le faire en
s’aidant d’un algorithme qui converge intrinsèquement en temps polynomial.
Car nous savons depuis les résultats d’Olivier Heen (voir [31]) que tout po-
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(c) l = 25

Fig. 2.16 – Une solution alternative en temps 4n

lynôme P (n) tel que ∀n ≥ 1, P (n) ≥ 2n− 2 est le temps de synchronisation
d’un certain automate cellulaire, même lorsque les cœfficients du polynôme
sont dans Z et non dans N.

2.1.8 Les extensions

Il existe de très nombreuses variantes ou extensions du problème. La
première est sans doute la synchronisation dans des espaces de dimensions
supérieures, parmi lesquelles la synchronisation de grilles, de rectangles, de
cubes et autres parallélépipèdes. Ensuite l’étude de la synchronisation sur
des graphes particuliers ou quelconques.
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(a) schéma
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(b) l = 23

Fig. 2.17 – Une solution alternative en temps 6n et à 6 états

2.1.8.1 La tolérance aux pannes

On retrouvera cette problématique dans nombre d’articles séminaux d’in-
formatique. John von Neumann (voir [102]), Edward Moore et Claude Shan-
non (voir [58]) ou plus récemment Nicholas Pippenger (voir [66]) se sont
intéressés au problème de la tolérance aux pannes. Dans de nombreux cadres
généraux, la problématique est sans espoir, car il n’existe aucun système qui
puisse continuer sa route normalement quel que soit le nombre d’erreurs ou
le type d’erreur. Toutefois, mais sous certaines hypothèses, il est possible
d’envisager d’en corriger certaines. Ainsi, aujourd’hui de nombreux disposi-
tifs sont présents dans les ordinateurs de façon qu’ils puissent fonctionner
normalement (fournir un calcul répondant aux spécifications contenues dans
le programme) alors même que de fréquentes erreurs peuvent s’y produire.

Dans ce type de problèmes on distingue : les fautes, les erreurs, et les
défaillances. C’est-à-dire la cause, l’incohérence qui s’en suit elle même sus-
ceptible de conduire à la défaillance du système. Les défaillances sont de plu-
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sieurs ordres. La panne franche est la plus « visible », le système ne répond
plus (une coupure d’électricité provoque généralement la panne franche d’un
appareil électrique). La panne par omission est ennuyeuse car le système
« oublie » de répondre à certaines sollicitations (l’utilisateur s’énerve assez
vite, ne sachant pas si cela vient de lui ou de la machine). Pour la panne
dite byzantine, dans ce cas le système fait n’importe quoi ; celle-ci est parti-
culièrement désagréable et perverse car le système peut même faire quelque
chose de vraisemblable. Bien entendu ces diverses pannes peuvent avoir un
caractère transitoire, intermittent ou permanent.

Dans les cas qui nous intéressent, le modèle de faute que nous considérons
est particulier. Nous supposons que les cellules possèdent un mécanisme
de détection de panne et que lorsque celui-ci la détecte, la cellule se met
définitivement dans un mode très particulier de « neutralité » : la cellule
se contente de passer les informations d’un côté à l’autre sans exécuter un
quelconque calcul. La difficulté de conception d’un algorithme fonctionnant
sur ce type de modèle réside dans le fait que la géométrie du calcul se trouve
bouleversée à la rencontre d’une telle région, car les signaux sont localement
transmis à la « vitesse de la lumière7

». La neutralité est donc relative à la
fonction de transition pas en ce qui concerne les effets produits !

On notera l’existence du résultat de Martin Kutrib et Roland Vollmar
(voir [46, 47]) qui indique l’impossibilité d’obtenir une solution au firing squad
dans un environnement défectueux sans hypothèse de restriction.

Les solutions que nous exposons ici sont en temps linéaire, mais il existe
d’autres résultats statuant sur la complexité en temps sans conditions parti-
culières (voir [28, 39, 42, 73, 98], tous au-delà du temps linéaire).

Umeo

Cet algorithme (voir [86]) permet d’obtenir une synchronisation en temps
minimal quand bien même certaines cellules sont défaillantes. La faisabilité
réside dans la restriction employée, ici la répartition des cellules défectueuses
est telle que si l’on considère la ligne comme une alternance de segments
de cellules soient toutes fonctionnelles ou bien toutes défectueuses. Alors
pour une alternance de cellules fonctionnelles puis défectueuses le nombre de
cellules fonctionnelles est plus grand que celui de cellules défectueuses.

7On appelle « vitesse de la lumière » dans les automates cellulaire la vitesse la plus
rapide à laquelle l’information peut-être transmise. Dans le firing squad considéré ici, il
s’agit d’un signal de pente 1.
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Fig. 2.18 – Solution tolérante aux pannes d’Umeo

De plus la construction est obtenue en utilisant un mécanisme de gel/dégel
(voir [73]) du calcul en cas de nécessité. Chaque segment fonctionnel cal-
cule sa propre synchronisation, laquelle est découpée en deux parties par le
mécanisme de gel/dégel, de sorte que l’ensemble des parties dégelées se syn-
chronisent ensemble. La durée du gel est fonction d’un retard calculé à l’aide
des distorsions induites par les traversées des segments défectueux comme on
peut l’observer dans la figure 2.18.

Yunès

Cet algorithme (voir [110]) permet de s’affranchir en grande partie de la
contrainte d’alternance de la solution d’Umeo. Dans notre cas, la répartition
des cellules défectueuses est plus globale, toutefois, il doit rester dans une al-
ternance donnée un espace suffisant pour construire quelques calculs élémen-
taires (une différence de longueur). Le temps global de synchronisation n’est
plus minimal mais dépend de ces conditions très défavorables où il y a loca-
lement plus de cellules défectueuses que fonctionnelles.

Un algorithme mélangeant les deux possibilités offertes par Umeo et
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Fig. 2.19 – Solution tolérante aux pannes de Yunès

Yunès a été conçu, se reporter à la figure 2.20.

2.1.8.2 La robustesse

Ici les résultats que j’ai pu obtenir sont sans précédent, bien que les idées
puissent être retrouvées disséminées ci et là dans diverses solutions conçues
ces dernières années. Ce sont notamment les solutions de Settle et Umeo qui
m’ont mis la puce à l’oreille. Elles correspondent toutes les deux a une exten-
sion de la fonction de transition d’une solution originelle. Settle a étendu une
solution de Mazoyer pour obtenir une solution en 3n où le général est à droite
(voir figure 2.11) et Umeo car il a étendu la fonction de transition d’une de
ses solutions pour obtenir une solution où le général peut être placé n’importe
où sur la ligne. Le fait remarquable est que ces deux extensions sont conser-
vatives, elles ne modifient pas la fonction originelle. D’autre part, le général
employé pour obtenir la nouvelle fonctionnalité est différent du général à
employer pour exécuter la fonction originelle. J’ai, sur ces deux idées, conçu
des solutions étendues pour toutes les solutions existantes connues.

Il a d’abord été possible de construire (voir [111, 112]) des solutions per-
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Fig. 2.20 – Solution tolérante aux pannes d’Umeo/Yunès

mettant d’obtenir la synchronisation à partir de n’importe quel état comme
état du général (sauf l’état quiescent et l’état feu), et ce pour les solutions
de Mazoyer, Gerken, Balzer, Noguchi, Yunès, Umeo, Settle.

Ensuite, et pour chacune des mêmes solutions originelles, l’extension a
consisté à permettre de démarrer la synchronisation quelle que soit la position
du général.

Dans les deux cas, il n’a pas été possible de trouver de mécanisme général
(voir [115]) permettant d’obtenir ces extensions, mais le fait remarquable est
que cela a néanmoins pu être réalisé dans les cas particuliers mentionnés
alors qu’a priori ces solutions n’ont pas été conçues de la sorte. On notera
aussi qu’il s’est révélé impossible d’obtenir les deux extensions à la fois. Ce
résultat négatif devient positif et effectif lorsqu’on s’autorise à ajouter un
état supplémentaire (voir [115]) comme l’illustre la figure 2.21.

Mieux, l’extension proposée permet accessoirement de résoudre le problème
à plusieurs généraux (voir [77, 78]) y compris décalés dans le temps (ce
problème est dénommé A-MG-FSSP, pour Asynchronous Multi General FSSP.
L’asynchronisme faisant référence aux départs décalés dans le temps des
généraux).
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Fig. 2.21 – Extensions génériques
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2.1.9 Vers une réécriture du problème

Les différentes solutions que nous avons rencontrés suggèrent une possible
réécriture du problème (ou une simple relecture ?).

2.1.9.1 Surfusion et métastabilité

En effet, le problème original suppose que le général soit un état dédié
particulier (c’est en tous cas une interprétation constante) et positionné à
gauche (ou à droite peut importe).

Une solution où le général est situé n’importe où sur la ligne est considérée
comme une solution à une extension du problème, or les différents résultats
obtenus montrent que l’on devrait considérer une telle situation comme or-
dinaire puisque toute solution peut-être étendue en ce sens et à faible coût
(voir [112, 115]).

De plus, on remarquera qu’il semble possible pour toutes les solutions
ordinairement construites de les étendre de sorte que la synchronisation
s’établisse quelque soit l’état utilisé pour le général, i.e. que pour une implé-
mentation donnée il soit possible d’obtenir la synchronisation quelque soit
l’état de départ.

Cette dernière propriété peut parâıtre étrange, mais elle semble corres-
pondre à une propriété similaire de certains phénomènes d’émergence du
monde physique. Que l’on songe par exemple à la surfusion qui définit l’état
d’une matière demeurant en phase liquide alors même que sa température
interne est en dessous du point de solidification (l’eau peut être surfondu
jusqu’à -39℃ !).

Il est connu que cet état stable est précaire, on dit métastable, et qu’une
légère perturbation (de quelque nature qu’elle soit) peut permettre le passage
instantané à l’état stable correspondant (solidification dans notre exemple).
Nous connaissons l’exemple ordinaire des brouillards givrants. En chimie on
connâıt l’exemple des structures métastables obtenues puis conservées par
des procédés comme la trempe des aciers.

Dans notre cas, un raccourci intellectuel peut nous conduire à interpréter
la propriété comme suit : la ligne est dans un état métastable (entièrement
quiescente), une énergie d’activation est fournie au système (une cellule est
positionnée dans un état quelconque) et le système converge vers un autre
état stable (celui de synchronisation).
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2.1.9.2 Pas toutes les lignes

On peut aussi être amené à ne plus considérer la synchronisation de toutes
les longueurs possibles, mais seulement une infinité. En ce cas, des résultats
non publiés récents montrent que cette voie est aussi très prometteuse. Umeo
(voir [94]) a construit une solution en seulement 5 états, permettant de
synchroniser toutes les lignes de longueur 2n (Mazoyer l’avait aussi mais
n’a jamais réellement communiqué à ce propos). Et de façon indépendante,
Umeo et Yunès ont construit, chacun indépendamment, une solution à 4 états
(différente dans les deux cas) permettant pour l’un de synchroniser des lignes
de longueur 2n et pour l’autre celles de longueur 2n +1 (les publications sont
en cours de rédaction [117]), et pour s’en faire une idée le lecteur est renvoyé
à l’observation de la figure 2.22.

On peut envisager de définir une complexité de Kolmogorov pour les so-
lutions ne fonctionnant que sur une infinité de lignes mais pas toutes. Par
exemple, la complexité de Kolmogorov du firing squad sur les lignes de lon-
gueur 2n est K2N(FSSP ) ≤ 32.

Le travail de cette solution est en 3nlog(3), un exemple de valeur frac-
tale dont nous avons déjà parlé. En effet la propriété du travail de l’auto-
mate cellulaire sous-jacent (qui calcule le triangle de Pascal modulo 2) est
WPascal(2

n+1) = 3.WPascal(2
n) donc que WPascal(2

n) = 3n, le travail total de
la synchronisation est donc W (2n) = 3n+1 et donc W (m) = 3.mlog(3) pour
m ∈ {2n, n ∈ N}.

2.1.9.3 La réversibilité, La conservation

Katsunobu Imai et Kenichi Morita ont construit deux solutions du firing
squad aux propriétés intéressantes.

Tout d’abord (voir [37]) il est possible de construire une solution au firing
squad qui soit réversible8. Évidemment, il faut pour cela modifier l’énoncé
du problème de sorte que « l’état de feu » ne soit plus un unique état. La
synchronisation est, dans leur cas, obtenue par une configuration où toutes
les cellules sont dans un état qui ne soit jamais apparu avant (la subtilité
réside dans le fait qu’il ne soit pas nécessaire que toutes soient dans le même
état !).

Ensuite (voir [38]) il est possible de construire une solution du firing

8La réversibilité est une préoccupation « physique », elle est liée à la problématique de
la conservation de l’énergie, d’où son intérêt.
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(b) l = 32

Fig. 2.22 – Une solution à 4 états

squad qui conserve une quantité globale (ces solutions sont dites « number-
conservative »). Les états codent des nombres, et la somme globale de ces
nombres est conservée tout au long du calcul.

Nous pensons que ces entorses à la définition du problème n’en sont pas,
et que sans doute elles pourraient, au moins en ce qui concerne la réversibilité,
faire partie de la définition du problème.

2.1.9.4 Un problème réécrit

Nous proposons donc que le problème soit réécrit de la façon suivante :

Construire un automate cellulaire

A = (Q, δ) avec Q = {q, e1, . . . , ek}

de sorte que pour une infinité de lignes (la longueur étant notée
n) :

• si la configuration de départ est de la forme

p−1
︷ ︸︸ ︷
q . . . q x

n−p
︷ ︸︸ ︷
q . . . q, avec

x ∈ Q, et p ∈ [1, n],
• l’automate calcule au temps T (n) une configuration de la forme

c1c2 · · · cn où ∀i ∈ [1, n], ci−1cici+1 6∈ Dom(δ). Le « feu » est
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donc remplacé par une configuration quelconque mais « blo-
quante ».

2.2 Récapitulatif

Le tableau 2.1 résume la situation actuelle en ce qui concerne le firing
squad sur la ligne finie.

2.3 Quoi faire encore ?

Parmi les possibilités envisageables nous songeons à étudier la robustesse
à des changements de voisinage. Hidenosuke Nishio (voir [60, 61]) et Tho-
mas Worsch (voir [106]) ont entamé ce type de travail dans des cadres plus
généraux. Nous nous demandons simplement s’il existe des fonctions de syn-
chronisation qui fonctionnent sur plusieurs voisinages.

La réversibilité telle qu’étudiée par Kenichi Morita, nous fait nous deman-
der s’il n’existerait pas un schéma générique de firing squad réversible. On
notera que le firing squad réversible obtenu par Imai et Morita (voir [37]) a
inspiré la rédéfinition précédente du problème et notamment le remplacement
de l’état de feu par une configuration de blocage.

Une définition du firing squad infini. La première difficulté est de définir
correctement le problème. Nous pensons que la première bonne définition
correspond à la synchronisation partant d’une ligne infinie périodique (les
généraux sont espacés à intervalles réguliers). Des travaux sont en cours en
ce qui concerne une possible a-périodicité de la configuration initiale.

2.4 Un logiciel

Dans le cadre de ces travaux, nous avons été amené à écrire un pro-
gramme de manipulation des automates cellulaires linéaires finis qui nous a
permis d’expérimenter et de créer les solutions ici décrites. L’ensemble des
diagrammes espace-temps de ce mémoire a été généré à l’aide de ce logiciel.
Ce programme est disponible à qui le souhaite, il suffit pour l’obtenir de le
télécharger (voir [120]). Il n’est pour l’instant disponible que pour système
MacOSX®. Les sources sont à réclamer directement auprès de l’auteur.
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Tab. 2.1 – Principales solutions au Firing Squad
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[16] J. Durand-Lose. Calculer géométriquement sur le plan - machines à
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de calcul », Juin 2007, Nice, France. 2007.

[18] M. Garzon. Models of Massive Parallelism : Analysis of Cellular Au-
tomata and Neural Networks. Springer-Verlag, June 1995.
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Chapitre 3

Travaux sur les fonctions
Booléennes

3.1 Une tentative de cryptanalyse : HFE

La première partie de mes travaux sur les fonctions booléennes s’inscrit
dans une tentative de cryptanalyse d’un système de chiffrement à clé publique
connu sous le nom de HFE Hidden Field Equation (voir [42, 52, 53]).

Un chiffrement à clé publique est similaire au mécanisme de transmission
de courrier par bôıte aux lettres : tout un chacun peut déposer un courrier
dans une bôıte pourvu que l’on connaisse la bôıte, mais seul le destinataire
peut en retirer le courrier avec sa clé. Le secret d’une telle transmission réside
dans la difficulté à pouvoir ouvrir la bôıte sans la clé. Bien que simple, ce
mécanisme n’avait pas de version mathématisée connue1 avant les travaux de
Diffie et Hellman (voir [16].

De façon plus formelle, un cryptosystème à clé publique est une paire de
fonctions (réalisées par un algorithme et notées ici f, g) qui permet à tout
un chacun de chiffrer un message (noté M) à l’aide d’une clé connue de tous
(clé publique notée c). On chiffre un message (noté M ′) de la façon suivante :
M ′ = fc(M), où fc est une fonction entièrement déterminée par la fonction

1C’est un des problèmes de la cryptographie : elle a longtemps été une science interdite
réservée aux militaires. Nombre de secrets cryptographiques ont été bien gardés et un cer-
tain nombre le sont probablement encore ; toutefois en raison des progrès réalisés par des
chercheurs non-militaires ces 25 dernières années, certains de ces secrets sont déclassifiés.
Pour Diffie-Hellman on a récemment appris que les britanniques et les américains connais-
saient des méthodes analogues - voir [19, 65].

59
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f et la clé c.
Lorsque les fonctions f, g sont bien conçues il est très difficile de retrouver le
message M à partir de M ′, de f, g et de c. Lorsqu’on dit difficile, c’est juste
difficile... Cette notion est donc toute relative car la difficulté à « inverser »

peut être liée à la durée de vie des secrets échangés.
Le destinataire du message, possède lui une clé connue de lui seul (clé privée,
notée c′) qui lui permet d’inverser le chiffrement (on parle de déchiffrement)
par une opération similaire : M = gc′(M

′), où g est une fonction entièrement
déterminée par la clé c′.

On dit généralement que la cryptographie s’occupe de concevoir des systèmes
de chiffrement-déchiffrement et que la cryptanalyse s’occupe de casser ces
systèmes, c’est-à-dire de trouver leurs failles.

3.1.1 HFE

Les cryptosystèmes HFE sont construits à l’aide de polynômes définis sur
des corps finis. La méthode peut être décrite ainsi :

Prenons un corps K, extension de degré n de F2. Alors K peut être vu
comme un espace vectoriel de dimension n sur F2. Toute base e1, . . . , en de
K définit une bijection de K sur (F2)

n de la façon suivante :

n∑

i=1

xi.ei ←→ (x1, . . . , xn), where xi ∈ F2

Ainsi n’importe quel polynôme monovarié quasi-quadratique

P (X) =
∑

i,j

αi,jX
2i+2j

+ γ avec αi,j ∈ K et γ ∈ K

sur K peut être vu dans (F2)
n comme un ensemble de polynômes multivariés

quasi-quadratiques sur F2 :






P1(x1, . . . , xn) =
∑1..n

j,k β1,j,kxixk + δ1

...

Pn(x1, . . . , xn) =
∑1..n

j,k βn,j,kxixk + δn

avec βi,j,k ∈ F2 et δi ∈ F2

La donnée d’un tel système constitue la clé publique d’un système HFE.
Le chiffrement se fait par simple application des polynômes Pi sur les bits
du texte clair. Quant au déchiffrement, il est supposé être NP-hard (voir
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[25, 33, 15, 31]). Toutefois on sait que si le degré de P (X) n’est pas trop
élevé (voir [64]) l’algorithme de Berlekamp (voir [2, 34]) fonctionne en temps
raisonnable.

Pour garantir l’inviolabilité, il est introduit deux « portes cachées » qui
sont de simples permutations de K et que nous appellerons S et T (on notera
que leur expression sur K est un polynôme de la forme

∑

i αiX
2i

et sur F2 une
transformation linéaire inversible). Alors la clé publique HFE est définie par
l’expression sur F2 du polynôme T (P (S(X))) (qui reste quasi-quadratique).
Mais désormais le polynôme T (P (S(X))) est de degré bien trop élevé pour
pouvoir espérer utiliser l’algorithme de Berlekamp pour en trouver les racines.
La clé privée est alors constituée de la donnée de S et T , le polynôme pouvant
être rendu public.

3.1.2 Une tentative de cryptanalyse

Notre attaque (voir [48]) est à ranger dans la classe des attaques à texte
chiffré seul où l’on suppose n’avoir à sa disposition que la clé publique et
un exemplaire du texte chiffré. Nous avons décidé de ne pas tenter d’ana-
lyse algébrique bien que le système le soit, mais de feindre l’ignorance en
prenant le système tel qu’il se présente : un système d’équations à variables
booléennes. Pour les cryptanalyses algébriques on pourra se reporter aux
travaux de Nicolas Courtois (voir [15]), Aviad Kipnis et Adi Shamir (voir
[33]), Jean-Charles Faugère (voir [22]) et Louis Granboulan, Antoine Joux et
Jacques Stern (voir [26]).

Notre idée fut d’utiliser les BDDs pour représenter les équations et résoudre
le système. Les BDDs sont une représentation des fonctions booléennes qui
permet de les manipuler de façon efficace.

Ainsi, étant donné un texte chiffré y1, . . . , yn le système de HFE nous
permet d’écrire que 





y1 = P1(x1, . . . , xn)
...

yn = Pn(x1, . . . , xn)

Il nous suffit donc de satisfaire la formule (c’est-à-dire trouver des booléens
x1, . . . , xn qui satisfont la formule) :

F (x1, . . . , xn)
def
=

n∧

i=1

(1 + yi + Pi(x1, . . . , xn))
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pour extraire le message clair. Cette formule étant construite en utilisant les
BDD et par itération en construisant

Fi+1 = Fi

∧

(1 + yi + Pi(x1, . . . , xn))

où F0 = 1 et F = Fn.
Malheureusement, il nous fut impossible ne serait-ce que de représenter

sous la forme d’un BDD une seule équation d’un système HFE utilisable en
pratique (80 variables booléennes selon la pratique standard2).

L’échec est dû à la « complexité » des fonctions booléennes engendrées
dans un système HFE. Pire, les expériences menées ensuite ont montré que la
représentation BDD ne distinguait même pas les systèmes HFE des équations
quasi-quadratiques tirées au hasard. Le lecteur est invité à lire [17] pour
obtenir un tel résultat.

Nous avons donc choisi de tenter de fabriquer des systèmes HFE plus
petits afin de réaliser des cryptanalyses complètes selon notre méthode afin
de tenter de comprendre les phénomènes en jeu. Pour cela nous avons du
fabriquer deux logiciels. L’un pour construire des systèmes HFE selon notre
convenance (voir [49]), et l’autre pour manipuler efficacement les BDD en-
gendrés (voir [68]).

On trouvera en figure 3.1 un exemple de résultats obtenus. Dans ce dia-
gramme différentes courbes apparaissent. Chacune représente un « comporte-
ment » typique de notre algorithme de résolution de système pour un système
HFE produit à partir d’un corps fini particulier. Ces courbes mesurent la
taille du BDD de chacune des formules Fi générées.

De façon évidente, les valuations qui satisfont la formule F , satisfont aussi
toute formule Fi. Pourquoi la courbe a t-elle une forme pareille ? Ce qu’il faut
comprendre c’est qu’à chaque étape le nombre de valuations qui satisfont la
formule Fi diminue, mais la « complexité descriptive » de cet ensemble de
solution varie selon la courbe. Au début, la complexité croit fortement, puis
décrôıt fortement jusqu’à s’effondrer très rapidement vers un BDD minuscule
(la solution se décrit très facilement). Ce que l’on peut donc observer c’est
que la taille des BDDs engendrés passe par un pic. Quel est la taille de ce
pic ? À quoi correspondent les fonctions cachées derrière ce pic ? Ce sont les
questions que nous nous sommes posées, d’où notre intérêt pour les BDDs
en tant qu’objet d’étude.

2Ceci afin de résister à ce que l’on appelle une attaque par force brute. En effet tes-
ter 280 chiffrements, donc 279 en moyenne, est considéré comme une limite difficilement
atteignable, encore qu’avec Internet...
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Fig. 3.1 – Taille des BDDs engendrés par l’algorithme de résolution

3.2 Les BDDs

Les diagrammes de décision binaires (BDD - Binary Decision Diagrams)
sont des représentations des fonctions booléennes. Pour de nombreuses fonc-
tions utiles, cette représentation est concise ce qui permet la manipulation
efficace des fonctions booléennes par leur intermédiaire. Cette structure est
particulièrement employée dans le domaine de la vérification. Il n’est pas
dans notre but d’exposer ici le nombre important des variantes existantes
de cette représentation, et nous renvoyons le lecteur aux œuvres de Randal
Bryant (voir [4] et son site web) ou de Ingo Wegener (voir [61, 62]).

Les QROBDDs (Quasi Reduced Ordered BDD) sont des représentations
canoniques des fonctions booléennes. Un QROBDD est construit de la façon
suivante : partant de la table de vérité d’une fonction booléenne donnée
f , on construit l’arbre binaire qui lui est canoniquement associée et dont
les feuilles sont étiquettées par 0 ou 1. Alors en identifiant tous les sous-
graphes isomorphes on obtient un graphe acyclique dirigé que l’on appelle
QROBDD(f). Un exemple est donné en figure 3.2.

Il faut noter, que les QROBDD sont une représentation canonique des
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Fig. 3.2 – Obtention d’un QROBDD

fonctions booléennes pas les ROBDD habituellement considérés3. En effet et
par exemple, pour tout k entier, les fonctions f(x1, . . . , xk) = 1 ont toutes
la même représentation ROBDD, mais des représentations QROBDD toutes
différentes (« fil » de hauteur k).

La complexité cqrobdd(f) d’une telle représentation vérifie la propriété
triviale suivante :

n + 1 ≤ cqrobdd(f) ≤ 2n + 1

Si la borne minimale est bien la bonne, il n’en est rien de la borne maxi-
male dont la valeur, notons la C(n), a beaucoup été étudiée (voir [27, 28,
29]). Notre but fut alors de décrire l’ensemble des fonctions booléennes à
n variables ayant pour complexité la valeur maximale. Ces fonctions seront
désormais qualifiées de « dures ».

3.2.1 Le profil d’un BDD

À quoi un BDD ressemble t-il ?

3On sur-ajoute aux QROBDD une opération de réduction qui supprime les nœuds
conduisant à deux sous-graphes isomorphes.
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Pour répondre à cette question il faut d’abord remarquer qu’un QROBDD
est étagé, i.e. qu’il est constitué de nœuds chacun situé à une certaine distance
de la racine. Nous appellerons niveau i d’un QROBDD, l’ensemble des nœuds
situés à distance i de la racine. Nous noterons P(f) le profil du QROBDD
associé à f , P(f) = (r0(f), . . . , rn(f)) où ri(f) est le nombre de nœuds du
niveau i du QROBDD associé à f . Les relations suivantes sont connues :
r0(f) = 1, rn(f) = 1 ou 2, ri+1(f) ≤ 2.ri(f) et ri(f) ≤ ri+1(f)2.

Par définition nous avons

cqrobdd(f) =

n∑

i=0

ri(f)

Ce qu’il nous reste à déterminer, c’est comment les nœuds d’un étage
donné sont-ils connectés aux nœuds de l’étage suivant ?

Pour le déterminer nous avons établi un résultat de combinatoire indi-
quant de façon constructive que le nombre de façons de connecter un étage
de k nœuds à un étage de m nœuds et que nous notons (par analogie avec
les cœfficients binomiaux) C(m, k) vérifie la relation

1. C(0, 0) = 1

2. if k > m2 or k < m
2

then C(m, k) = 0

3. else

C(m, k) =

(
m2

k

)

−
m∑

j=1

(
m

j

)

C(m− j, k) > 0

où encore sous forme d’une sorte de triangle de Pascal

1. C(0, 0) = 1, ∀ p > 0, C(0, p) = C(p, 0) = 0,

2. C(1, 1) = 1, ∀ p > 1, C(1, p) = 0,

3. ∀m > 1, ∀ k > 0, then

kC(k, m) = (m2 − k + 1)C(k − 1, m)

+ m(2m− 1)C(k − 1, m− 1)

+ m(m− 1) C(k − 1, m− 2)

Ainsi, le nombre de BDD ayant le profil (r0, . . . , rn) est égal à
∏n

i=1 C(ri, ri−1).
Ce que nous n’avons pas pu encore déterminer est pour une complexité

donnée, quels sont les profils possibles et par là le nombre de QROBDDs
(donc de fonctions) ayant cette complexité.
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Pour des valeurs particulières des profils, le nombre de BDD peut-être
facilement déterminé et les fonctions associées caractérisées. En particulier
pour les BDDs de taille maximale.

Une remarque importante, l’étude faite ne consiste en réalité quà dénombrer
des graphes particuliers que nous avons appelés graphes booléens, car les
résultats obtenus n’ont finalement rien à voir avec les fonctions booléennes
On notera au passage que ces résultats peuvent être aisément étendus à
d’autres graphes de ce type (quadtrees et autres octrees utilisées en infogra-
phie voire en compression).

Maintenant quels rapports y a t-il entre ces graphes et les fonctions
booléennes ? Ce rapport n’est pas complètement clair, mais si l’on fixe une
décomposition des fonctions booléennes (comme la décomposition de Shan-
non) alors on associe à un graphe donné une fonction booléenne particulière.
Donc en fixant la décomposition de Shannon (traditionnellement utilisée pour
obtenir un BDD), la question est de déterminer l’ensemble des fonctions
booléennes dont la décomposition de Shannon donne un graphe booléen de
taille maximale. Mais la question pourrait se poser pour d’autres décompo-
sitions.

3.3 Les fonctions booléennes dures

Pour la décomposition de Shannon, le résultat que nous avons obtenu
est que les fonctions booléennes dures sont toutes liées à la fonction Storage
Access (notée SA) qui est la plus simple parmi les fonctions dures. Si on
note Hn l’ensemble des fonctions dures à n variables, alors pour certaines
valeurs de n (i.e. lorsque n = a + 2a, a entier) alors l’ensemble Hn est exac-
tement l’ensemble des Twisted-SA, c’est-à-dire l’ensemble des fonctions SA
« perturbées » par l’action d’un groupe symétrique.

La fonction SAk, pour tout k = 2a, est une fonction à n = a+2a variables
et est définie de la façon suivante :

SAk(x0, . . . , x2a
−1, y0, . . . , ya−1) = xm

où m est l’entier dont le développement en base 2 est y0, . . . , ya−1. On peut
l’interpréter comme une fonction qui représente les accès mémoire, la suite
de bits xi est l’état de la mémoire, et les yi l’adresse de la mémoire dont on
veut obtenir le contenu.
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Cette fonction est connue pour avoir une représentation BDD de taille
maximale (voir [62]). Attention, car si l’on change l’ordre des variables, pour
certains ordres la représentation n’est plus du tout maximale (on peut même
obtenir des représentations polynomiales). Toutefois, changer l’ordre des va-
riables, c’est pour nous changer la fonction, il ne s’agit donc plus de la même
fonction. Si elles sont liées (l’ordre des variables les lient), nous ne pouvons
en déduire qu’il s’agit d’une même fonction.

Nous définissons ensuite la fonction Σ-twisted SA, pour Σ ∈ S2k permu-
tation de 2k éléments induisant une bijection sur l’ensemble des k-uplets de
bits représentant les entiers de 0 à 2k − 1, ainsi :

SAΣ
k (x0, . . . , x2a

−1, y0, . . . , ya−1) = SAk(Σ(X), y0, . . . , ya−1)

où X est l’entier dont le développement en binaire est x0 · · ·xk−1.
Nous montrons premièrement que les fonctions SAk sont dures. Puis en

second temps que Ha+2a = {SAΣ
2a}.

L’autre résultat obtenu est que pour les valeurs non spéciales de n (a +
2a < n < a+1+2a+1) l’ensemble des fonctions dures à n variables est obtenu
par des injections à partir des SA2a et SA2a+1.

Ces résultats sont établis en constatant que le seul degré de liberté exis-
tant dans les QROBDD maximaux réside dans les connexions apparaissant
au niveau d’inflexion (étage à partir duquel le nombre de nœuds diminue),
et que c’est donc en cet endroit qu’apparâıt l’action du groupe symétrique.

Des propriétés intéressantes ont été observées. Par exemple qu’il existe
des fonctions dures qui ne dépendent pas de toutes leurs variables. C’est tout
à fait surprenant car contraire à l’intuition. Pour en savoir davantage, nous
reportons le lecteur à la lecture de [47].

3.4 Plus loin

Une étude des profils des graphes booléens reste à faire.
Ensuite, nous pouvons envisager étudier d’autres familles de fonctions

booléennes, quelles sont les fonctions booléennes qui n’ont pas la complexité
maximale mais presque ?

Plus loin, quels rapports y a t-il entre les BDDs et les SAT-solver ?
Pour revenir à notre première préoccupation, y a t-il un usage intéressant

des BDDs en cryptanalyse. Nous pensons que c’est bien le cas, si notre ten-
tative a échouée, nous n’y avons pas renoncé, car il reste bien d’autre angles
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d’attaques en s’aidant des BDDs. Et il existe tout de même des résultats
intéressants sur l’utilisation des BDDs en cryptanalyse (voir [36]).

Sinon, songeons au graphe de transition des configurations d’une machine
de Turing, c’est-à-dire le graphe qui lit deux configurations d’une machine de
Turing s’il existe une transition de la machine permettant de passer de l’un à
l’autre. Ce graphe peut être représenté par une fonction booléenne à nombre
d’argument infini. Si l’on songe à représenter cette fonction sous la forme d’un
graphe booléen infini, que ce graphe booléen infini représente un ensemble
de di-adiques, quel rapport y a t-il entre les di-adiques et les machines de
Turing ? Si l’on regarde le graphe booléen d’une machine universelle, quel
est-il ? Et avec un automate cellulaire ?



3.5. BIBLIOGRAPHIE 69

3.5 Bibliographie

[1] S.B. Akers. Binary Decision Diagrams. Transactions on Computers.
C-27(6), pp. 509–516. 1978.

[2] E.R. Berlekamp. Factoring Polynomials Over Finite Fields. Bell Sys-
tems Technical Journal, Vol. 46, pp. 1853–1859. 1967.

[3] B. Bollig, I. Wegener. Improving the variable ordering of OBDDs is
NP-complete. IEEE Transactions on Computers, Vol. 45(9), pp. 993–
1002. 1996.

[4] R.E. Bryant. Graph-based algorithms for boolean functions. In IEEE
Transactions on Computers. C-35(8), pp. 677–691. 1986.

[5] R.E. Bryant. On the complexity of VLSI and graph representations of
boolean functions with applications to integer multiplication.. In IEEE
Transactions on Computers, Vol. 40(2), pp. 205–213. 1991.

[6] B. Buchberger. A Theoretical Basis for the Reduction of Polynomials
to Canonical Forms. ACM SIGASM Bulletin 10/3, pp. 19–24. 1976.

[7] B. Buchberger. Some properties of Gröbner Bases for Polynomial.
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Annexe A

Tables de transitions

• $ • A B C D E F

$

• • • • •

A A B B B B

B A B F C B B

C E E D F

D F C

E E F

F • • •

A $ • A B C D E F

$ A G A

• A A

A G A G A A A A

B A A A

C A A A A

D A A A

E A A A

F A A A

B $ • A B C D E F

$

• • •

A B A B B A

B C C B B A A

C D D B B A

D C C B B A

E

F

C $ • A B C D E F

$

•

A D B B

B B F C C B F

C D F C C D F

D F C C F

E

F E F • •

D $ • A B C D E F

$

•

A • B

B C E D C D F F

C E D D F F

D C E D C D F F

E

F

E $ • A B C D E F

$

• • •

A D D D

B B F B B

C • •

D B C B B

E E E E

F E E E

F $ • A B C D E F

$

• F F F F

A A

B A A C A A

C E F • •

D C A

E F F F

F E F • •

Fig. A.1 – La fonction de transition de la solution de Balzer.
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• $ • A B C D E

$

• • • • • •

A D B B B

B E A A A

C C C C E D

D • • •

E • •

A $ • A B C D E

$ A A F

• C C A E

A

B C C A E

C C A E

D F A A F

E

B $ • A B C D E

$

•

A B B B D

B

C • • B D

D

E B B B D

C $ • A B C D E

$

• • C C E D

A B C C D

B A C C E

C • C C C E D

D •

E

D $ • A B C D E

$

• D D D

A F B F B B

B

C D D • •

D

E D • D • •

E $ • A B C D E

$

• E E E E

A

B A A A A

C C E E

D E C E E

E

Fig. A.2 – La fonction de transition de la solution de Gerken.
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• $ • A B C D

$

• • • • • •

A D B D • • •

B A D A • • •

C • • • • • •

D B A B • • •

A $ • A B C D

$ D E A A

• A A A

A E C E A A

B D D D A A

C A C A A A

D C A A

B $ • A B C D

$

• B A B A D

A C C C C

B B C B C D

C A B A B

D C C C C

C $ • A B C D

$

• C • C A

A A B A C B

B • • • D

C A C B C D

D A • C C

D $ • A B C D

$ A E

• A • D

A B B B

B D D

C B A B B A

D E D C B C D

Fig. A.3 – La fonction de transition de la solution de Mazoyer.
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• $ • A B C D E F

$

• • • • • •

A A B A B E B

B A B B E B

C

D • • • • •

E • • • • •

F F E F F F

A $ • A B C D E F

$ A G A A A

• A A A

A G A G A A A

B A

C A A A A

D

E A A A

F A A A

B $ • A B C D E F

$

•

A C A B

B

C C C C

D C

E D

F

C $ • A B C D E F

$

•

A A E C C

B F B C C C F

C F B C C C F

D F B C C C F

E E B C C C E

F

D $ • A B C D E F

$

• D D

A

B A E D A

C E D A

D

E

F E E

E $ • A B C D E F

$

• E E

A C E A

B

C B E A

D

E A A

F F •

F $ • A B C D E F

$

• • • D

A A

B

C • •

D • F

E

F

Fig. A.4 – La fonction de transition de la solution de Noguchi.
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• $ • A B C D E

$ • B • •

• • • B B • E •

A B B B

B B B B B

C • • B B • •

D E

E • B •

A $ • A B C D E

$ F A D

• A A

A A • C D A

B • •

C C C

D D D

E A A

B $ • A B C D E

$ C B D E

• C C C C C

A D C B E

B C A

C B C A A B E

D D B B

E E C C

C $ • A B C D E

$ • •

• D • D • E

A D

B • • D D E •

C C D • A

D • E • •

E C • A A

D $ • A B C D E

$ D F E

• C

A D D D

B B D

C C B C C

D F D D C F

E D B D

E $ • A B C D E

$ D C

• C • C

A D

B D

C E D D C

D D D E

E D

Fig. A.5 – La fonction de transition de la solution de Yunes [108].
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• $ • A B C D

$ • D

• • • • B • •

A B C B • • •

B C A C • • •

C A B A • • •

D • • • • • •

A $ • A B C D

$ E B E A A

• B A A A

A E D E A A

B D A A

C B B B A A

D A D A A A

B $ • A B C D

$ E A

• B B A •

A C C C

B C B D B C D

C B B

D C A C C A

C $ • A B C D

$ A

• C A B C A

A D D D D

B D D D D

C C D B C D

D A C A B C D

D $ • A B C D

$ A D C

• B D A • D

A A C A C D

B A D • D

C • • • B

D A D B C D

Fig. A.6 – La fonction de transition de la solution de Settle.
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• $ • A B C D

$ • A • •

• • • A • •

A A A A

B • • •

C

D • •

A $ • A B C D

$ B B B

• B B D D

A B B B

B B D B B

C

D B D B B

B $ • A B C D

$ B E • •

• A • •

A B B

B E A B E • •

C • • • •

D • • • •

C $ • A B C D

$

•

A

B B

C

D B D

D $ • A B C D

$

• A B D

A D C C

B A D D

C B C D C C

D D C C

Fig. A.7 – La fonction de transition de la solution de Umeo.



82 ANNEXE A. TABLES DE TRANSITIONS

• $ • A B C D

$ • C B • •

• • • C B • •

A C C C A C

B B B B B A

C • • A • •

D • • C • •

A $ • A B C D

$ B E A C C

• B B A

A E B E A C A

B A A A A

C C A C C C

D C A C C

B $ • A B C D

$ D A A B

• D D C D D D

A A C A A B

B D A A A B

C A D B A A

D B D A B B

C $ • A B C D

$ D B C

• D B C

A D D D D D

B B B D B B

C D B C

D C C C C

D $ • A B C D

$ • •

• • • A

A • • • • B •

B • • • •

C A B A

D • • A

Fig. A.8 – La fonction de transition de la solution de Yunès à 6 états.
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• $ • A B C D E F

$ • A B • • D •

• • • A B • • D •

A A A A

B B B B B A

C • • • • D •

D • • B • •

E D D A D D

F • • • •

A $ • A B C D E F

$ F C B B C

• F F F C C D

A C F B B C

B

C B C B B E

D B C B B

E

F C D C E C

B $ • A B C D E F

$ C A • •

• C C C C C C C

A

B C A • •

C A C A A C D

D • C • C •

E • C • D •

F C

C $ • A B C D E F

$ • • G F

• • • D B

A • • • • • D

B • • • • • •

C G D • • G F F

D F • F F

E D •

F B • F

D $ • A B C D E F

$ E

• E E

A E

B E C

C E E

D E

E

F E E C E E E

E $ • A B C D E F

$ A

• F F F

A

B F B

C F F

D

E A

F A F B F A A

F $ • A B C D E F

$ C •

• B B F •

A C B C C

B F

C B F •

D F F F

E • • • • •

F C •

Fig. A.9 – La fonction de transition de la solution de Yunès en temps 4n.
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• $ • A B C D E F

$ • A • • D •

• • • A B • • D •

A A A A

B B B B A

C • • • • D •

D • • B • •

E D D A D D

F • • • •

A $ • A B C D E F

$ F C B C

• F F F C F C C

A C F B C

B

C B C B B E

D F

E C

F C C C E C

B $ • A B C D E F

$ C • •

• C C C C

A

B C A • •

C C A A C D

D • • C •

E • • D •

F

C $ • A B C D E F

$ • • F

• • • D

A • • • E • D •

B • • • •

C F E • F

D •

E D

F D •

D $ • A B C D E F

$ E

• E E

A E

B F

C E

D E

E

F E E F E E E

E $ • A B C D E F

$ B

• F F

A F F

B A

C F

D

E F D B

F B F A F B B

F $ • A B C D E F

$ C • G

• A F • A

A C A C F • C

B

C F • F

D F F F

E • • • • • •

F G A C F • G

Fig. A.10 – La fonction de transition de la solution de Yunès en temps 5n.
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• $ • A B C D E

$ • C B • • E

• • • C B • • E

A C C C B C

B B B B B A

C • • A • •

D • • C • •

E E E E

A $ • A B C D E

$ F B F A C C

• B B B A

A F B F A C C

B A A A E

C C A C C C

D C C E C C

E

B $ • A B C D E

$ D A A B

• D D C D D D

A A C A A E

B D A A B

C A D A A

D B D E B B

E

C $ • A B C D E

$ D B C D

• D B C •

A D D D D D

B B B D B B

C D B C D

D C C C C

E D • D D

D $ • A B C D E

$ • • •

• • • A •

A • • • E •

B • • • •

C A E A

D • • A •

E • • • •

E $ • A B C D E

$ A

• D D D

A

B

C E

D A D A A

E D A

Fig. A.11 – La fonction de transition de la solution de Yunès en temps 4n
(stratégie alternative).
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• $ • A B C D

$ • A • A •

• • • A • A •

A A A A

B • • •

C A A A

D • • •

A $ • A B C D

$ B B

• D D D

A B B

B B D B B

C

D B D B B

B $ • A B C D

$ C B E • •

• C C C • •

A B B B

B E C B E • •

C • • • •

D • • • •

C $ • A B C D

$ B B

• B B B

A

B B

C B B

D B D

D $ • A B C D

$

• • A B D

A • • D C C

B A D D

C B C D C C

D D C C

Fig. A.12 – La fonction de transition de la solution de Yunès en temps 4n.
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• $ • A B C D

$ • C B • •

• • • C B • •

A C C C B C

B B B B B A

C • • A • •

D • • C • •

A $ • A B C D

$ B D A C

• B A A

A D A D A C C

B A A A A

C A C C C

D C C A C C

B $ • A B C D

$ D A A B B

• D D D D

A A A A A

B A D A A B B

C B B B

D B D A B B

C $ • A B C D

$ D B C

• D B C

A D D D D

B B B B B

C C D B C A

D C A C

D $ • A B C D

$ • • B E

• • • A

A • • • C A •

B • • C • • •

C B A A • B B

D E • • B E

Fig. A.13 – La fonction de transition de la solution de Yunès en temps 6n.
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