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Préambule

La mécanique des fluides, description des écoulements liquides ou ga-
zeux, recouvre naturellement bien des champs d’application : circuits micro-
fluidiques, météorologie, océanographie, écoulements industriels, fluides cor-
porels et cetera. En outre, I’étude mathématique des équations modélisant
I’évolution temporelle de ces écoulements concentre certains des défis ma-
jeurs des mathématiques, dont la détermination d’un cadre pour I'existence
et 'unicité des solutions a I’équation de Navier-Stokes. Méme dans des si-
tuations relativement simples ou le probleme de Cauchy est résolu, assez
peu d’aspects du comportement qualitatif des écoulements sont réellement
connus du mathématicien. Petite pierre dans ce vaste édifice, ce mémoire
contribue a ’analyse de leur comportement en temps long.

Dans cette perspective, les vortex constituent des écoulements fonda-
mentaux a tous points de vue. Le vorter, que nous appelons également tousr-
billon d’Oseen, fluide tournant autour d’un axe, représente une brique de
base pour la compréhension d’écoulements plus complexes. Notre objectif
présent est ainsi de décrire I’évolution asymptotique en grand temps d’un
écoulement bidimensionnel général dont I'archétype est la superposition de
vortex dont les axes de rotation sont paralleles. Nous profitons en effet du
fait que le cadre des écoulements homogenes bidimensionnels se préte de
maniere satisfaisante a la résolution du probleme de Cauchy pour nous po-
ser des questions plus élaborées comme celle de savoir comment ces fluides
reviennent a 1’équilibre.

Notons que les travaux de Thierry Gallay et C. Eugene Wayne attestent
que le comportement en grand temps de tels écoulements est peu turbu-
lent. Ainsi, pour des fluides homogenes bidimensionnels dont le champ de
vecteurs de rotation instantanée, appelons-le dorénavant tourbillon ou vorti-
cité, est suffisamment localisé, ils montrent qu’asymptotiquement en temps
long se forme un unique tourbillon d’Oseen des lors que la circulation de la
vitesse & I'infini est non nulle [27]. Lorsqu’en outre les vitesses initiales sont
petites, ils dérivent une description compléte de ce retour a I’équilibre [26].
Ainsi, lorsque la circulation totale est nulle, ils établissent cette fois que
I’écoulement retourne plus vite au repos et qu’il le fait essentiellement comme
la superposition d’une ou deux paires de vorter tournant a la méme vitesse
mais dans des sens opposés.



Ce sont ces travaux qui ont suscité I’essentiel des questions qui ont donné
naissance a ce mémoire. En supposant toujours que le tourbillon est bien
localisé, ou plus exactement en veillant a ce que la dynamique asymptotique
en temps long de ’écoulement ne soit pas la conséquence d’un manque de
localisation du tourbillon initial, nous examinons en effet les limites et la
stabilité des résultats de [26, 27].

Méme s’agissant d’une asymptotique en temps long, il est préférable de
s’assurer qu’elle s’observe en un temps raisonnable. Or l'article [27] repose
sur un argument de compacité. Aussi la premiére partie de ce mémoire
consiste-t-elle en 'obtention d’un temps explicite pour la formation d’un
unique tourbillon d’Oseen dans tout écoulement homogene, ce qui de surcroit
nous fournit une majoration du temps de vie de la turbulence bidimension-
nelle.

En outre, puisque tout fluide supposé homogene n’est a priori que fai-
blement inhomogene, pour valider [27], il nous faut retrouver I’asymptotique
donnée par les tourbillons d’Oseen et, pour s’assurer que ces tourbillons sont
bien observables, montrer leur stabilité dans des écoulements incompres-
sibles faiblement inhomogenes. La deuxiéme partie de ce mémoire est ainsi
consacrée a un résultat de stabilité asymptotique des tourbillons d’Oseen —
sans restriction sur le nombre de Reynolds — dans les écoulements incom-
pressibles a densité variable, qui implique également que tout fluide in-
compressible faiblement inhomogene, lent et de circulation non nulle,
retourne a 1’équilibre comme un tourbillon d’Oseen.

Reste néanmoins qu’aucun écoulement n’est réellement parfaitement in-
compressible. Cette observation est d’autant moins anodine que le systeme
décrivant I’évolution des écoulements compressibles et celui décrivant ceux
incompressibles n’admettent pas de solution commune. Cependant, bien sou-
vent ces modeles décrivent une méme réalité. C’est ainsi que la troisieme
partie assure que tout fluide compressible faiblement inhomogeéne,
lent et de circulation nulle, se comporte asymptotiquement en temps long
essentiellement comme un fluide homogene de circulation nulle.
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Chapitre 1

Mise en perspective

1.1 Modeles physiques

On ne trouvera ci-dessous qu’une présentation succincte de la physique
mise en jeu par les problemes étudiés. Un lecteur intéressé par une présenta-
tion d’un plus grand nombre de modeles, notamment thermodynamiques,
pourra lire le premier chapitre de [42]. Celui intéressé par la physique de la
mécanique des fluides pourra a profit consulter [39].

Pour notre part, nous allons nous intéresser au comportement en temps
long d’un fluide visqueux occupant tout I’espace. Nous ne prenons pas en
compte d’effet thermodynamique!, et donc modélisons 1’évolution en temps
du fluide par celles de sa densité de masse p(t,y) € R™ et de son champ de
vitesse u(t,y) € R?.

A vrai dire, nous nous restreignons a I’étude des fluides dits bidimension-
nels. Cela correspond a supposer que le fluide est d’une part invariant par
translation dans une certaine direction, dite verticale, et d’autre part que
les déplacements a 'intérieur du fluide sont orthogonaux & cette direction,
c’est-a-dire horizontaux. Ainsi, par la suite, d’une part toutes les quantités
ne dépendront que de variables (¢,z), ou t € R™ représente le temps et
x € R? la variable horizontale d’espace ; d’autre part les vitesses seront sup-
posées horizontales : u(t,z) € R2. Ces hypotheses sont vérifiées par exemple
pour certains fluides en couche mince ou en rotation rapide.

Pour I’évolution temporelle de (p,u), la conservation de la masse fournit
une premiere équation. En effet, elle impose que la variation au temps ¢ de
densité de masse p en un point x ne puisse étre causée que par le départ ou
Parrivée de particules se déplacant avec la vitesse u(t, x) et portant la masse
p(t, ), ce qui donne

Orp + div (pu) = 0 (1.1)

ou div(f1, fo) = 01 f1 + 02 f2 est I'opérateur divergence habituel.

'Plus précisément, nous négligeons les effets liés & la température ou & I’entropie.



u (t,x)

I

Fi1G. 1.1 — Fluide bidimensionnel

On obtient une deuxiéme équation en écrivant la conservation de la quan-
tité de mouvement ou plus exactement un bilan de forces suivant la seconde
loi de Newton. La variation de densité de quantité de mouvement pu est due
pour partie au déplacement a la vitesse u des particules portant la quantité
de mouvement pu, mais également aux forces qui s’exercent sur le fluide.
Nous ne prendrons en compte que les forces de viscosité et de pression, et
ce de la maniere suivante,

O (pu) + div (pu®u) = plAu + (p+A)Vdiv(u) — Vp (1.2)

ou l'opérateur divergence du membre de gauche agit sur les champs de ten-
seurs d’ordre 2 pour rendre un champ de vecteurs par

div(f®g); = div(fig) = 01 (fig1) + 02 (figo)

pour ¢ = 1,2. Les deux premiers termes du membre de droite représentent
des réactions a la déformation — les forces de viscosité —, u étant lié a
I’élasticité de cisaillement du fluide, A a son élasticité volumique ou de com-
pression. Pour obtenir une telle expression pour les forces de viscosité, nous
avons du supposer que le fluide que nous étudions est newtonien, et que
les coefficients de viscosité de Lamé — A et u — sont constants, ce qui est
relativement raisonnable lorsque, par exemple, p est une perturbation d’une
constante. Par ailleurs, il est nécessaire pour obtenir lellipticité du terme de
viscosité — et physiquement pertinent — de supposer p > 0 et A + 2u > 0,
ce que nous ferons. Le dernier terme exprime la force due au gradient de
pression, p (t,z) € R étant le champ de pression du fluide.

Pour boucler le systéme formé par les équations (1.1), (1.2), reste a
décrire comment obtenir la pression p. Une premiere maniere de faire consiste
A se donner une loi d’état? :

p = P(p) (1.3)

ou P: Rt — R est une fonction réguliere strictement croissante® fixée. On

2 X . o e e . . . c 12 . .
A dire vrai, ici au moins interviennent des considérations thermodynamiques.
3Nous faisons hypothése que la pression croit avec la densité p.



obtient ainsi le systeme de Navier-Stokes compressible,

A p + div (pu) = 0 } 14
Oy (pu) + div (pu®u) = pAu + (u+ \) Vdiv(u) — V(P(p)) '

que l'on peut récrire?, en combinant (1.1) et (1.2),

Orp + div (pu) = r
hu + (u-V)u = p[,uAu + (4 ) Vdiv(u) — V(P(p)) | (15)
avec ((f-V)g)i=f-(Vgi) = f1019i + fa029; pour i = 1,2.

Une autre maniere de faire consiste a supposer que le fluide est incom-
pressible. Cela signifie que 'on ne peut pas réduire le volume occupé par
le fluide en le comprimant; plus précisément, si des particules du fluide
occupent une partie de l'espace €2; au temps t, alors elles occuperont a
n’importe quel temps ¢t > ¢ une partie de I'espace 0y de méme volume :
| Q| = |Q¢]|. Autrement dit, le flot associé au champ de vitesse u(t,x)
préserve les volumes. D’otu la condition d’incompressibilité

- O

divu = 0. (1.6)

La pression devient alors un simple multiplicateur de Lagrange associé a
I'incompressibilité. En effet, en tenant compte de (1.6), on obtient le systéme

op +u-Vp = 0

hu + (u-V)u (17)

o w1

=

la condition (1.6) imposant alors

div <1Vp> = div(ﬁﬁu - (uV)u> . (1.8)
P p

A une constante’ pres, cette équation elliptique détermine p de maniere
unique. Le systeme (1.7), dans lequel la pression p est déterminée par (1.8),
est appelé systeme de Navier-Stokes incompressible a densité variable ou
inhomogene.

Notons qu’un fluide incompressible initialement homogéne, ¢’est-a-dire
de densité initiale constante, p(0) = po, reste homogene pour tout temps
ultérieur®, p(t) = po. Dans ce cas, le systéme se réduit & ’équation suivante

1
Ou + (u-V)u = Ly — Vp (1.9)
Po Po

4Nous ne traitons pas le cas de fluides pouvant contenir des poches de vide ou de
quasi-vide. En conséquence, diviser par p n’est pas un probléme pour nous.

50Ou plutét : & une fonction dépendant du temps prés.

SRéciproquement, au vu de (1.1), un fluide & densité constante est nécessairement
incompressible. Certains auteurs définissent méme 'incompressibilité comme le fait d’étre
a densité constante!



complétée par la reconstitution de la pression
1 .
— Ap = —div((u-V)u) .

Cette équation est appelée équation de Navier-Stokes homogene ou a densité
constante, ou plus souvent simplement équation de Navier-Stokes. Le cas
des fluides incompressibles & densité constante’ est de loin le plus étudié,
et notre étude de fluides plus généraux se fera toujours relativement aux
fluides homogenes.

En effet, s’il est clair que les systémes (1.5) et (1.7) n’admettent pas de
solutions communes, p ne pouvant que difficilement satisfaire simultanément
a (1.3) et (1.8), il n’en demeure pas moins que l'on s’attend & ce que dans
bien des cas le régime compressible soit bien approché par des solutions de
I’équation a densité constante. Il est alors naturel de chercher a mesurer le
degré de compression d’un fluide ; on introduit pour cela le nombre de Mach

Ma = A . (1.10)
P'(p)

Pour un fluide non visqueux, c’est-a-dire tel que © = A = 0, le linéarisé
autour de p = pg et u = 0 conduit a une équation des ondes pour I’évolution
de p, les ondes de densité se déplagant a la vitesse \/P’(pg). Par analogie,

P’(p) est appelé vitesse du son locale. Le nombre de Mach compare donc
la vitesse locale du fluide a celle du son. Une asymptotique subsonique c¢’est-
a-dire a faible nombre de Mach peut permettre de passer des équations
compressibles aux équations incompressibles. Pour un passage en revue de
tels résultats, des résultats récents et des références sur le sujet, on pourra
se reporter vers [1].

Notre but n’est pas de développer une asymptotique faible inhomogénéité
ou faible nombre de Mach, dans la mesure ou autant que possible aucun pa-
rametre ne tendra vers zéro dans ce qui suit. En revanche, il s’agit plutot
de montrer que des fluides faiblement inhomogenes, qu’ils soient incompres-
sibles ou compressibles, ont une dynamique asymptotique en temps long
proche de celle d’'un fluide & densité constante. Bien que la dynamique in-
compressible homogene fournisse un bon modele dans bien des situations, a
priori aucun fluide n’est parfaitement homogene ou incompressible. Ainsi,
pour qu'une dynamique asymptotique en temps long prédite par le modele a
densité constante puisse étre observée dans des situations réalistes, il semble
nécessaire que celle-ci soit encore pertinente pour des fluides faiblement inho-
mogenes ou faiblement compressibles. Une partie importante de ce mémoire
consiste en 'obtention de tels résultats de robustesse pour la dynamique
homogene.

"Comme mentionné ci-dessus, I’expression est redondante.
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Avant d’aller plus avant, nous allons donc nous attarder sur la dynamique
des fluides bidimensionnels, homogenes et visqueux. Notons tout d’abord
que si 'on connait une dimension L caractéristique du phénomene, on peut
définir un nombre censé donner une information qualitative sur la dynamique
des fluides incompressibles, le nombre de Reynolds

no _ Wl/D_ plulL

n/(pL?) 1
Le nombre de Reynolds permet de comparer les effets, de l'ordre de |u|/L, du
terme de convection (u-V)u & ceux, d’ordre p/(pL?), du terme de viscosité
%A u. Pour de petits nombres de Reynolds, on s’attend a ce que I’écoulement
soit laminaire : la convection est négligeable devant la diffusion et des par-
ticules voisines a 'instant initial le demeurent. Pour de grands nombres de
Reynolds, en revanche, on s’attend a ce que 1’écoulement soit turbulent. Nous
essaierons donc autant que possible de ne pas nous restreindre aux petits
nombres de Reynolds. Néanmoins, de maniére assez surprenante, les grands
nombres de Reynolds que nous allons rencontrer seront souvent associés a
des écoulements laminaires!

(1.11)

1.2 Formulation tourbillon & tourbillons d’Oseen

L’équation de Navier-Stokes (1.9) est 'une des plus célebres équations
aux dérivées partielles. Par conséquent, en matiere de références bibliogra-
phiques, nous ne prétendrons évidemment pas a ’exhaustivité. Contentons-
nous plutot de diriger le lecteur intéressé vers [10], [38], [40], [42], [46] et
[50]. Le contenu de ces ouvrages déborde de beaucoup le cadre de ce qui
suit. Soulignons que le cas de la dimension 2 est par ailleurs un cas parti-
culiérement favorable pour le probléme de Cauchy global en temps. Pour un
traitement plus proche de ce que nous allons exposer ci-dessous, nous ren-
verrons plus volontiers a un exposé de Matania Ben-Artzi sur la formulation
tourbillon [4].

Afin d’étre en mesure d’aborder le comportement asymptotique en temps
long des fluides & densité constante, il nous faut bien évidemment choisir
des espaces admissibles, pour les données initiales et les solutions, qui soient
adaptés a I’étude de la dynamique et dans lesquels ’on puisse effectivement
démontrer des résultats d’existence et d’unicité globaux en temps! Pour
nous guider dans ce choix, nous nous appuyons sur l'une des propriétés
fondamentales des équations incompressibles : 1'invariance d’échelle. Pour
un parametre d’échelle a > 0, introduisons le changement d’échelle suivant

DY (u) (t,x) = a u(a’t,ax) (1.12)
qui correspond, pour les données initiales, a

D (ug) (z) = awug(ax) . (1.13)

11



Si u est une solution de (1.9) de condition initiale ug en ¢ = 0, alors, pour
tout a > 0, DY(u) est une solution de (1.9) de condition initiale D2 (uy).
C’est ce que 'on appelle une invariance d’échelle. Cette propriété est bien
vérifiée expérimentalement, et fait partie des criteres validant ou disquali-
fiant un modele incompressible. Il est par conséquent préférable de travailler
avec des espaces invariants d’échelle, c’est-a-dire associés a des normes in-
variantes sous l'action de (1.12), (1.13). Par ailleurs, pour les équations
paraboliques possédant une invariance d’échelle, on s’attend a ce que le
comportement asymptotique en temps long® corresponde & celui & I'infini
— en espace — de la donnée initiale?. D’ott, d’une part, le fait qu’il soit
naturel de travailler dans des espaces a poids — pour contrbler ce com-
portement & l'infini — lorsque I'on s’intéresse a la dynamique; et d’autre
part, I'importance des données initiales dites auto-similaires'®, et des so-
lutions auto-similaires qui leur correspondent, dans I'analyse asymptotique
en temps. Explicitons qu’une solution u, respectivement une donnée initiale
up, est dite auto-similaire lorsque D{u = u, respectivement Duy = wuy,
pour tout @ > 0. Un espace de données initiales admissibles parfait devrait
contenir les données auto-similaires qui interviennent dans la description de
I’analyse asymptotique des solutions qui lui correspondent.

Discutons L?(R?), I'espace historique pour ug. Il correspond aux solu-
tions d’énergie finie a la Leray [41]. Il présente le double avantage d’étre inva-
riant d’échelle et d’étre associé a une quantité physique, I’énergie cinétique,
intervenant dans 1’égalité de dissipation

1 t 1
o lu®)B + 0 [ ITu s = Folul

formellement impliquée par I’équation (1.9). Ceci explique, au moins en par-
tie, pourquoi le probleme est bien posé en dimension deux pour les solutions
d’énergie finie. Ainsi, a premiére vue, il semble raisonnable de ne travailler
que dans ce contexte. Toutefois, L?(R?) ne contient pas de donnée auto-
similaire!! non triviale. En effet, si ug(z) = |z|~! ¢ (x/ |2]), avec ¢ : S — R?
non nulle, alors ug n’est pas de carré intégrable. On peut certes pallier cela
en travaillant dans un espace plus grand!'?. Néanmoins, 4 ma connaissance,
on ne connait pas de tel espace dans lequel le probleme est bien posé pour
de grandes données initiales. Par ailleurs, 1'’équation (1.9) ne permet pas
réellement de travailler dans des espaces a poids, alors que cela semble si
ce n’est nécessaire du moins naturel pour étudier I’asymptotique en temps
long des équations paraboliques possédant une invariance d’échelle. En de-

80u au voisinage d’une explosion en temps fini.

9Voir [14] pour une illustration de ce principe.

En Toccurrence, les vitesses initiales sont auto-similaires si elles sont homogenes
d’ordre un.

1Ni méme asymptotiquement auto-similaire.

12Par exemple, en dimension 3, dans I’espace de Besov B,;;LS/F, avec p < oo [11, 10].
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mandant trop de localisation pour la vitesse initiale, on risque d’obtenir
des résultats caractérisant le comportement asymptotique des solutions en
fonction de criteres de décroissance spatiale qui ne sont pas préservés par
I’évolution ! Pour résoudre ces problémes, nous allons changer de cadre.

Jusqu’ici nous avons suivi ’évolution du fluide wvia celle de son champ
de vitesse u et le cas échéant de sa densité de masse p. Cependant, pour
les fluides incompressibles, dans bien des situations, il est plus naturel de
suivre le rotationnel du champ de vitesse. Formellement, puisque nous nous
intéressons a des champs de vitesse u nuls a I'infini, et de divergence nulle, il
nous est loisible de les reconstituer a partir de leurs rotationnels. Par ailleurs,
étant donné que nous nous restreignons a des champs de vitesse horizontaux,
leurs rotationnels sont toujours verticaux et il nous suffit donc de ne suivre
que la composante verticale de ceux-ci. Dans la suite, cette maniere de poser
les équations en terme du rotationnel de la vitesse sera appelée formulation
tourbillon ou vorticité.

Précisons, on appelle tourbillon ou vorticité la quantité suivante

w = 812@ - 82u1 . (114)

Par abus de langage!3, on dira que w est le rotationnel de u et I'on notera
souvent w = rot(u). En appliquant l'opérateur rotationnel a (1.9) et en
profitant du contexte bidimensionnel'4, on obtient I’équation

dw+u-Vo = LAw (1.15)
Po
qu’il faut compléter par la reconstitution de u a partir de w. A cet effet,
remarquons que divu = 0 et rotu = w est formellement équivalent!® &
u = Vtpavec Ap = w. Dot u = —VH(=A)"lw, ce qui, en variable de
Fourier, conduit 46

_ int
u(n) = —7 @) (1.16)
il
et, connaissant!” la solution fondamentale associée au Laplacien sur R2, 418
1 z -yt
u(x) = ( w(y) dy . (1.17)

27 R? |m—y|2

13En fait, (0,0,w) est le rotationnel de (u1,us,0).

141 équation en dimension deux est plus simple. Il lui correspond notamment un principe
du maximum.

15R? est simplement connexe. Donc une forme fermée y est exacte.

16 A condition d’avoir la bonne convention pour la transformée de Fourier. Confer I’an-
nexe D pour connaitre celle employée dans ce mémoire.

170On comprend que la formulation tourbillon soit d’usage moins agréable dans un do-
maine borné, pour lequel la connaissance de cette solution fondamentale est moins aisée,
d’autant plus qu’elle dépend des conditions au bord.

18Te symbole L désigne la rotation du plan, centrée en lorigine, d’un quart de tour
direct, c’est-a-dire que (xl,:;ttg)L = (—z2,21).
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On dit que u est obtenu a partir de w via la loi de Biot-Savart, 'on note

1 2t

u = Kpg x w K r) = —
BS ; Bs (v) or o
et 'on appelle K gg noyau de Biot-Savart. L’équation (1.15), ou u est obtenu
par (1.17), est appelée formulation tourbillon ou vorticité de I’équation de
Navier-Stokes.

Naturellement, a I'invariance d’échelle de (1.9) correspond une invariance

de l’équation (1.15) sous le changement d’échelle
DY (w) (t,z) = a®w(d’t, az) (1.18)

a

qui correspond, pour les données initiales, a
D (wo) () = a® wy (az) (1.19)

pour tout a > 0. On se pose donc les mémes questions que précédemment :
I’équation conserve-t-elle des décroissances a l'infini et peut-on trouver un
espace invariant d’échelle suffisamment grand pour contenir des données ini-
tiales auto-similaires!? mais dans lequel le probléeme de Cauchy est globale-
ment bien posé ? Tout d’abord, signalons que ’on peut effectivement montrer
que I’équation de vorticité est bien posée dans des espaces a poids, polyno-
miaux [26] ou gaussiens [28] par exemple?’. Par ailleurs, un premier espace
naturel pour 1’équation de vorticité est L*(R?2). Il est invariant d’échelle et
est lié a la circulation de la vitesse a I'infini ng w(t,x)dz, qui est une quan-

tité formellement préservée par 1’évolution?!, et au nombre de Reynolds de
circulation??
R = 2| |u)de (1.20)
B JR2

censé caractériser la turbulence. Le probléme est bien posé dans L!(R?) [3,
9]. Néanmoins, L!(R?) ne contient pas de donnée auto-similaire. Cependant,
cette fois, on dispose d’une généralisation naturelle, invariante d’échelle, suf-
fisamment grande et dans laquelle le probleme est bien posé : I'espace des
mesures réelles finies M(R?). L’existence de solutions de données initiales
mesure est due a [15] et [30], mais ’on pourra également consulter [34]. Dans
[30] et [34], se trouve un argument assurant 1'unicité de ces solutions quand
la partie atomique du tourbillon initial est petite. Pour des grandes masses
de Dirac, l'unicité est obtenue par [27] et redémontrée dans [25]. Enfin,

19 est-a-dire, ici, homogenes d’ordre deux.

20Concernant les localisations respectives de la vitesse et de la vorticité, il peut étre
instructif de comparer [8] et [7].

21Puisque Péquation pour w s’obtient en dérivant Péquation sur w.

22\ comparer & (1.11).
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pour des données générales, 1'unicité est, elle, établie dans [24]. Notons que
M(R?) n’est pas seulement mathématiquement commode, mais également
physiquement et numériquement pertinent. Cet espace permet de prendre
en compte des vortex ou des filaments de tourbillon??. Pour les simulations
numériques en mécanique des fluides, il est méme courant de remplacer une
donnée initiale réguliere par une approximation mesure!

Disposant d’un bon cadre, nous pouvons maintenant décrire le com-
portement asymptotique de telles solutions. Il faut tout d’abord remarquer
qu’a des données initiales mesure correspondent des solutions intégrables
w(t) € LY(R?) pour tout temps t > 0. En conséquence, pour bon nombre de
questions, il suffit de traiter le cas des tourbillons initialement intégrables.
Précisons maintenant ce que nous entendons ici par décrire le comportement
asymptotique des solutions. Comme nous ne considérons que des solutions
nulles & l'infini, que nous ne prenons pas en compte de force extérieure, et
que nous nous intéressons a des fluides visqueux occupant tout l’espace, il
n’est pas étonnant que u(t) et w(t) tendent vers zéro, lorsque le temps ¢
tend vers +o00. Nous cherchons a préciser ce comportement. Une premiere
réponse consiste a donner un teuzr de convergence. En 'occurrence, les taux
de décroissance dans LP(R?) correspondent & ceux du noyau de la chaleur
[3]. Nous sommes intéressés par une information encore plus précise : une
asymptotique, un profil. Pour cela, il faut se tourner vers des solutions auto-
similaires.

Une masse de Dirac constitue une donnée auto-similaire, elle donne par
conséquent lieu & une solution auto-similaire : le vortex ou tourbillon d’Oseen
ou de Lamb-Oseen. A une masse de Dirac centrée en I'origine et de poids
1/ po, correspond un tourbillon de vorticité et vitesse

WOt x) = %G(W) Wt x) — %ﬁ(ﬁ) (1.21)

avec les profils

& (1— e lEF/4) - (1.22)

_ L e G 1
G(f) - € ) v ({) ’7r |£|2

47

Notons que w(t) est bien intégrable pour tout temps ¢t > 0 tandis que
uC(t) n’est jamais de carré intégrable. En fait, au vu de (1.16), des lors que
w est une mesure finie et que © = Kpg x w est de carré intégrable, alors la
circulation de la vitesse u & I'infini est nulle : w(R?) = 0. Or cette circulation
est préservée par I’évolution donc, dans notre contexte, si la vitesse n’est pas
initialement de carré intégrable, elle ne 'est pour aucun temps. Observons

28Nous ne pouvons que déplorer le double sens du mot tourbillon en mécanique des
fluides. Il désigne parfois la vorticité, c’est-a-dire le rotationnel du champ de vitesse.
D’autres fois, il désigne un type particulier de solutions, correspondant souvent a un
vorter. Le contexte est censé trancher.
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Fi1G. 1.2 — Tourbillon d’Oseen

également que w® est une fonction radiale, que wG(t) est partout strictement
positive pour tout temps t > 0 et qu’a ¢ > 0 fixé les trajectoires associées
au champ de vitesse uG(t) sont des cercles, ce qui correspond bien a I'image
que 'on peut se faire d’'un wvortex. La premiere et la derniere observation
conduisent de surcroit & ’annulation du terme de convection ¢ - Vw% = 0.
Cela nous permet de vérifier que notre tourbillon d’Oseen fournit bien une
solution?* auto-similaire de I’équation (1.15) et que celle-ci est laminaire.
La linéarité de I’équation pour ce tourbillon d’Oseen nous permet en outre
de nous assurer également qu’a une masse de Dirac, « (u/pg)do, centrée
en lorigine et de poids «a (u/pg), @ € R, correspond la solution donnée
par le tourbillon d’Oseen aw®. Remarquons que nous avons paramétré le
tourbillon o w® par « sa circulation, || étant alors son nombre de Reynolds.
Il sera donc primordial par la suite de ne pas faire d’hypothese restrictive
sur a.

Nous allons a présent voir que les tourbillons d’Oseen donnent ’asymp-
totique de — presque — toute solution de tourbillon initial mesure. En par-
ticulier, ce qui suit implique que ce sont les seules solutions auto-similaires
dont le tourbillon initial est une mesure finie?. Le résultat qui suit est extrait
du travail de Thierry Gallay et C. Eugene Wayne [27].

Théoréme 1.1 (Gallay & Wayne, 2005 [27]) Toute solution w(t,x) du
systéme (1.15), (1.17), associée a une donnée initiale wy appartenant a l’es-
pace des mesures finies M(R?), vérifie

tlim |w(t) —aw’®) |1 = 0, (1.23)
ot a = 2R . (1.24)
L

La circulation étant préservée par I’équation, la sélection de « par (1.24)
est forcée par la convergence dans L!(R?). Par ailleurs, en combinant (1.23)

24Le lecteur perspicace aura débusqué sous le déguisement de Pﬁl w% le noyau de la
chaleur!

250n peut évidemment construire d’autres solutions auto-similaires en adaptant les
techniques de [10, 11] & la dimension 2.
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et les taux de décroissance déja connus [3], et en étudiant le noyau de Biot-
Savart, on obtient cette asymptotique dans bien d’autres espaces LP(R?)
tant pour le tourbillon w que pour le champ de vitesse u. Explicitement,
Thierry Gallay et C. Eugene Wayne [27] montrent que

. 1-1 Iel X 1_1 a
lim ¢ 7 |w(t) —aw™ ()|, = 0, lim t2 < ||u(t) —au”(t)]; = 0,
t—o0 t—o0

pour 1 < p < o et 2 < ¢ < oo. Notons que les tourbillons d’Oseen ne
menent vraiment ’asymptotique que lorsque « est non nul. En particulier,
si ug est de carré intégrable, ce théoreme nous dit au contraire que notre
solution décroit plus vite qu’un tourbillon d’Oseen. On obtient tout de méme
que tous les fluides bidimensionnels homogenes de circulation non nulle sont
asymptotiquement laminaires, sans restriction sur le nombre de Reynolds
donc la taille des solutions. Il est également remarquable que ce résultat soit
fortement lié a 'unicité des solutions ayant une masse de Dirac pour donnée
initiale [13],[27].

Pour de petites données initiales, cette asymptotique était déja connue,
confer [29] et [13]. En outre, pour des données petites et localisées, ce résultat
peut étre nettement précisé. En fait, les mémes auteurs ont construits pour
de telles données initiales des variétés centrales leur permettant de réduire
Panalyse asymptotique a tout ordre des solutions de (1.15) a celle d’équations
différentielles en dimension finie [26]. Ainsi, ils obtiennent lorsque wq est
petit® et tel que (1 + |z])%/2wo(x) appartient & L%(R?), Pasymptotique,
quand t — o0,

1

2Vt <Bl vV (1/po)t o V(1/po)t

a l’ordre o (t_(l_l/p+1_5)), pour tout € > 0 et dans n’importe quel espace de
Lebesgue LP(R?), avec, comme précédemment,

3/2
a=2 wo (z)dz | et 0 = — <@> / x;wo (z) dz
K JR?2 H R2

w(t,z) ~ awC(t,z) —

> wC(t,z) (1.25)

pour ¢ =1, 2. A Dinstar de la circulation, mais de maniére plus surprenante,
les premiers moments de la vorticité, qui apparaissent ici, sont des quan-
tités préservées par ’évolution! Si la circulation « est non nulle, on fait
alors disparaitre les premieres corrections dans (1.25) en choisissant mieux
le centre®” du tourbillon d’Oseen par lequel on approche la solution. En re-
vanche, lorsque la circulation est nulle, mais que les premiers moments de la
vorticité wy ne sont pas tous deux nuls, ce sont ces corrections qui dominent

26Cette petitesse dépend du choix de .
27 Jusqu’ici nous les avions toujours centrés en 'origine pour qu'ils soient auto-similaires
au sens défini plus haut.
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et I’on ne peut les faire disparaitre. C’est a priori le comportement générique
quand le tourbillon initial wy est bien localisé et que la vitesse initiale ug
est de carré intégrable. Notons toutefois que, pour des vorticités bien loca-
lisées?®, de méme que ug de carré intégrable impose o = 0, ug intégrable
implique B; = 0, pour i = 1, 2.

1.3 Des probléemes traités

Maintenant que nous avons présenté sommairement les modeles mis en
jeu et décrit assez précisément le comportement des solutions a densité
constante, nous pouvons plus commodément poser les questions que nous
allons traiter par la suite.

Le théoreme 1.1, simple et élégant, a I'inconvénient de ne fournir aucune
estimation du temps nécessaire a la solution pour atteindre un voisinage du
tourbillon d’Oseen & partir d’'une donnée initiale (intégrable) quelconque.
La démonstration proposée dans [27] est d’ailleurs non constructive, car elle
repose en partie sur un argument de compacité. Il est cependant souhaitable
de préciser le temps nécessaire pour atteindre le régime asymptotique auto-
similaire, en particulier si ’on envisage d’établir un résultat semblable pour
des écoulements en domaine borné. Dans ce cas, il est clair en effet que,
compte tenu de la diffusion, le comportement de la solution ne pourra étre
décrit par le tourbillon d’Oseen que pour des temps inférieurs & (L2pg)/p,
ou L désigne la taille caractéristique du domaine. Le régime auto-similaire
ne pourra donc étre observé que de fagon transitoire, et a condition qu’il
s’établisse suffisamment rapidement. On se convainc aisément qu’il n’est pas
possible de préciser la vitesse de convergence dans (1.23) sans hypothese de
confinement sur la donnée initiale. Notre premier objet de préoccupation va
donc étre d’obtenir une estimation du temps nécessaire a la solution pour
atteindre un voisinage du tourbillon d’Oseen a partir d’une donnée initiale
arbitraire, mais bien localisée en espace. Nous obtiendrons ainsi une borne
supérieure sur le temps de vie de la turbulence bidimensionnelle libre, en
fonction du nombre de Reynolds de la donnée initiale, puisque dans un
voisinage des tourbillons d’Oseen les écoulements sont laminaires.

Apres cela, nous allons surtout essayer de retrouver cette dynamique
asymptotique homogene dans le comportement en temps long des fluides fai-
blement inhomogenes. Le systéme incompressible inhomogene (1.7) possede
également une invariance d’échelle. Toutefois, alors que w vérifie encore une
équation parabolique, la densité p satisfait a une équation de transport par
un champ de vitesse a divergence nulle, et est donc formellement constante

%Pour la premitre implication, wo mesure finie suffit; pour la seconde, (1 + |z|) wo
mesure finie suffit. Ce sont également les conditions qui permettent de donner un sens a
« et aux f;.
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en 10i%°. Le mieux que l'on puisse espérer est donc que la densité étant ini-
tialement proche d’une constante, elle le reste, et que la vorticité w soit
asymptotique a celle du tourbillon d’Oseen. C’est ce que nous allons établir
pour des données initiales (pg,wp) telles que py soit une perturbation loca-
lisée d’une constante et que la vorticité wgy soit ou bien petite et localisée
ou bien une perturbation localisée de la vorticité d’un tourbillon d’Oseen.
Evidemment, avec de telles hypotheses, nous obtenons également une vitesse
de convergence. Ainsi, dans le cas incompressible, nous retrouverons la dy-
namique homogene pour des données initiales petites et nous montrerons la
stabilité asymptotique des tourbillons d’Oseen, et ce méme pour de grands
nombres de Reynolds.

Le cas compressible est plus délicat. Contrairement au cas incompres-
sible, il n’y est pas méme aisé de montrer qu’une densité initialement proche
d’une constante le reste. En contre-partie, rien n’empéche non plus que la
densité soit asymptotiquement constante. Par ailleurs, on peut espérer que
I’évolution lisse ou amortisse les oscillations de la densité. Plus nuisible est le
fait que ’on ne dispose pas d’une invariance d’échelle. Il existe en effet une
compétition d’échelle entre le systeme compressible irrotationnel, associé a
des ondes de compression qui partent a l'infini & I’échelle ¢ et ’équation in-
compressible associé & une diffusion & I’échelle /. Ces ondes partant & I'infini
détruisent également tout espoir de travailler avec des solutions localisées.
Nous n’allons pas étre capables de retrouver 'asymptotique générale donnée
par des tourbillons d’Oseen. Cependant, en adaptant I’étude de David Hoff
et Kevin Zumbrun [32], nous serons capables de retrouver le comportement
asymptotique, donné par (1.23) (avec a = 0), des petites solutions ayant
une vitesse de carré intégrable. Pour de telles solutions, nous allons montrer
que la densité est asymptotiquement constante, que la partie irrotationnelle
de la vitesse décroit plus vite que la partie incompressible®?, et que la par-
tie incompressible de la vitesse a une asymptotique du type (1.23), et cela
dans L4(R?), pour 2 < ¢ < oc. A Dinstar de David Hoff et Kevin Zumbrun,
nous allons en revanche montrer que ce sont les ondes de compression qui
dominent dans LI(R?), lorsque 1 < ¢ < 2.

29 Au sens des probabilités.
30Lorsque dans (1.25), 81 ou 32 est non nul.
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Premiere partie

Fluides a densité constante
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Chapitre 2

Introduction a la premiere
partie

Nous savons que toutes les solutions de I’équation de Navier-Stokes dans
le plan R? dont le tourbillon initial est une mesure finie convergent, lorsque
t — 00, vers un écoulement auto-similaire appelé tourbillon d’Oseen. Dans
cette partie, nous obtenons une estimation du temps nécessaire a la solution
pour atteindre un voisinage du tourbillon d’Oseen a partir d’une donnée
initiale intégrable arbitraire, mais bien localisée en espace. Nous établissons
ainsi une borne supérieure sur le temps de vie de la turbulence bidimension-
nelle libre, en fonction du nombre de Reynolds de la donnée initiale. Deux
cas particuliers sont discutés plus en détail : celui des solutions a tourbillon
positif, et celui des petites perturbations d’un tourbillon d’Oseen.

Par commodité d’écriture, nous noterons v = pu/pg, ou u > 0 est le
coefficient de Lamé de cisaillement et pg > 0 la densité du fluide. Rappelons
qu’alors I’évolution temporelle du tourbillon w est déterminée par I’équation

w+u-Vw = vAw, (2.1)

ou le champ de vitesse u est reconstruit a partir du tourbillon par la loi de
Biot-Savart :
1 (z—y)*

A toute donnée initiale wy € L'(R?) N L*>°(R?) correspond une unique so-
lution globale w € C%([0, +-oc[, L*(R?)) N C°(]0, +-00[, L= (R?)) du systéme
homogene (2.1), (2.2) [3, 9]. Nous avons également vu avec le théoreme 1.1
[27] que cette solution converge lorsque ¢ — oo vers un écoulement auto-
similaire appelé tourbillon d’Oseen et donné par les formules suivantes :

wt,z) = %G(%) . u(tr) = a ﬁﬁ(\%) , (2.3)
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ou a € R est un parametre sans dimension et
1 1
3 (1 - e|5|2/4>, ¢eR2. (24)

2r €]

S’il est, de toute fagon, toujours préférable d’avoir une estimation quan-
titative sur le temps requis pour observer un phénomeéne’
mentionné au moins deux motivations supplémentaires. La premiere est
qu'en domaine borné, la convergence vers le tourbillon d’Oseen ne peut
avoir lieu que de maniere transitoire, avant que notre solution ait diffusé
dans tout le domaine et que les effets de bord jouent un réle trop important.
La seconde est que le régime décrit par le tourbillon d’Oseen est laminaire.
En mesurant la convergence vers ce régime, nous obtiendrons donc une borne
supérieure sur le temps de vie de la turbulence bidimensionnelle.

On s’en convainc aisément et cela apparaitra clairement dans I’étude de
cas particuliers : il n’est pas possible de préciser la vitesse de convergence
dans l'asymptotique (1.23) sans hypotheése de confinement sur la donnée
initiale. Par conséquent, nous supposerons dans toute cette partie qu’il existe
zo € R? et ty > 0 tels que la quantité suivante soit finie :

D = l/RZ lwo()] exp <M> dr < oo (2.5)

Gle) = gz 25e) =

, nous avons déja

v 8ty

Cette hypothese assez restrictive peut a priori étre assouplie, mais nous
I’adoptons ici car elle nous permettra d’utiliser directement les estimations
trés précises obtenues par Eric A. Carlen et Michael Loss pour ce type de
solutions [12]. Rappelons qu’a la donnée initiale wq on associe classiquement
un nombre de Reynolds défini comme suit :

R = %/R lwo()| da. (2.6)

Nous pouvons a présent énoncer le résultat principal de cette partie :

Théoreme 2.1 [l existe des constantes strictement positives C1, Cy et r
telles que, pour toute donnée initiale wg € L*(R?) remplissant la condition
(2.5), la solution du systéme (2.1),(2.2) vérifie l’estimation

1 - C 02R2D
) P S i VLT B
v t+to Vr(t+to)/ ||, (In(1 +t/tg))
pour tout t > 0, ou, comme précédemment,
1
a = —/ wo(z)dx (2.8)
vV Jr2

et R est donné par (2.6).

1 ;. . . PR , . 7
Pour éviter les situations du type : théoréme de récurrence de Poincaré et paradoxe
de Zermelo.
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Remarques :

1. Les constantes C7, Cy, et r sont universelles. En particulier, elles ne
dépendent pas de la viscosité cinématique v > 0. On peut par exemple
choisir

tanh(1/2)
10
Les deux membres de (2.7) sont par ailleurs invariants d’échelle.

2. Comme nous allons le voir, la norme L!(R?) du tourbillon est une fonc-
tion décroissante du temps. Comme, de plus, |a| < R, 'inégalité triangulaire
montre que le membre de gauche de (2.7) est toujours inférieur & 2R. Par
conséquent, 'estimation (2.7) ne devient réellement intéressante que pour
des temps suffisamment grands. Néanmoins, elle n’est nullement optimale
dans la limite ¢ — oo : nous avons déja mentionné & travers (1.25) [26] et
nous reverrons dans le dernier chapitre de cette partie qu'une étude locale
au voisinage du tourbillon d’Oseen montre en effet que le membre de gauche
de (2.7) converge vers zéro comme t /2, et méme comme ¢! lorsque zg est
le centre de gravité de la distribution de vorticité wy.

3. Bien entendu, I'estimation (2.7) implique en particulier (1.23). A noter
que, sans restreindre la généralité, dans (1.23), on a choisi ¢ = 0, ¢ty = 0.
Ici, nous avons avantage & choisir zo € R? de facon & minimiser la quantité
D. Une bonne solution consiste souvent a choisir pour centre du tourbillon
d’Oseen g, le centre de gravité de la distribution |w|. Le choix de ¢y > 0 est
plus délicat, car ce parametre intervient non seulement dans D mais aussi
au dénominateur du membre de droite de (2.7). Cette question est discutée
plus en détail, dans un cas particulier, dans ’avant-dernier chapitre de cette
partie.

4. Nous verrons, en démontrant la proposition 5.1 dans le dernier chapitre,
que dans un voisinage du tourbillon d’Oseen le régime est laminaire, dans
la mesure ou les effets de transport sont négligeables devant la dissipa-
tion visqueuse. Le théoreme 2.1 fournit donc une borne supérieure sur le
temps de vie de la turbulence bidimensionnelle libre en fonction du nombre
de Reynolds de la donnée initiale. Cette estimation explose hélas comme
exp(exp(CR?)) lorsque R — oo, et n’est probablement pas optimale. On
dispose en tout cas d’une bien meilleure borne pour les solutions a tour-
billon positif, comme nous le démontrerons dans ’avant-dernier chapitre.

Avant d’entrer dans le cceur de cette partie, esquissons sommairement
la démonstration du théoréme 1.1 [27]. Par un argument de compacité, les
auteurs réduisent le probleme a I’étude de ’ensemble w-limite associé & une
solution. Ensuite, ils montrent que cet ensemble w-limite ne contient que
des tourbillons de signe constant, puisque la norme L!(R?) d’une solution
décroit strictement quand la vorticité initiale n’est pas de signe constant.
Enfin, ils traitent le cas des tourbillons de signe constant grace & une entro-
pie relative, c’est-a-dire en exhibant une fonction de Lyapunov qui controle
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la distance au tourbillon d’Oseen. Pour les solutions de signe constant, le
théoreme 2.1 peut étre démontré par cette méthode d’entropie.

Revenons a ’argument réduisant le théoréme 1.1 au cas de signe constant
a savoir la décroissance de la norme L!(R?). Soient wy une donnée initiale
et w la solution correspondante. On peut décomposer wg en sa partie posi-
tive war > 0 et sa partie négative w, > 0. Considérons alors le champ de
vitesse total © comme donné, et associons aux données initiales war , wq , les
solutions respectives w, et w_ de I’équation linéaire (2.1). A cette équation
correspond un principe du maximum. Ainsi, on a wy > 0, w_ > 0, et
par linéarité w = wy — w_. Par ailleurs, comme u est a divergence nulle,
Péquation (2.1) préserve 'intégrale. D’otu, grace a l'inégalité triangulaire,
pour tout temps ¢t > 0

o)l =1l s =) Ol < [ w0 = [ +ep) = ool

Ainsi la norme L!'(R?) de w décroit au cours du temps et la perte de masse
ne peut étre due qu’au recouvrement des supports de w4 et w_. Ces supports
sont initialement disjoints mais le principe du maximum fort implique qu’il
se recoupent pour tout temps ultérieur. Pour quantifier la décroissance de la
norme L!(R?), il faut mesurer ce recouvrement, donc d'une part suivre ces
supports, c’est-a-dire connaitre le support initial de w et son évolution via
une borne supérieure sur le noyau intégral I';, de '’équation linéaire (2.1), ou
u est considéré comme donné ; d’autre part, estimer I’étalement par diffusion
via une borne inférieure sur I'y,. C’est précisément ce que font Eric A. Carlen
et Michael Loss dans [12].

Dans le cas particulier des solutions & moyenne nulle, c’est-a-dire telles
que o = 0, le théoréme 2.1 est ainsi démontré dans ’article d’Eric Carlen
et Michael Loss [12, théoréme 7]. Comme nous le montrerons dans le cha-
pitre suivant, le cas général s’obtient en combinant de facon appropriée la
méthode d’entropie relative utilisée dans [27] avec les estimations de recou-
vrement établies dans [12]. Dans I'avant dernier chapitre, nous rappelons
que la méthode d’entropie fournit un résultat bien meilleur que (2.7) dans le
cas des solutions a tourbillon positif, et nous discuterons sur cet exemple le
choix optimal des parametres ¢ € R? et ¢y > 0. Afin de présenter une vision
complete du probleme et de préparer I’étude des fluides incompressibles in-
homogenes, sont incluses également, dans le dernier chapitre, les estimations
optimales de décroissance temporelle pour les perturbations du tourbillon

d’Oseen.

Observations : Il nous faut porter au crédit de Cédric Villani d’avoir ins-
piré U'introduction de l'entropie relative dans [27] et signalé 'excellent [12].
Observons également que la premiére partie de ce mémoire, consacrée aux
écoulements homogenes, a donné lieu a la soumission d’un article conjointe-
ment avec Thierry Gallay.
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Chapitre 3

Estimation du temps de vie
de la turbulence

Ce chapitre est consacré a la démonstration du théoréme 2.1. Nous sup-
posons donc que w est une solution de ’équation (2.1) dont la donnée initiale
wo, intégrable, vérifie (2.5) pour un xo € R? et un g > 0. Sans restreindre
la généralité, nous supposons également que la quantité a = % fRQ wyp est
strictement positive. En effet, si o = 0, estimation (2.7) est établie dans
[12, théoreme 7]; tandis que, si & < 0, on peut remplacer w(t,x1,x2) par
—w(t,z2,21) qui est encore une solution de (2.1), et on est ainsi ramené au
cas ou a > 0.

Pour changer le tourbillon d’Oseen en une solution stationnaire et confi-
ner le processus diffusif, en nous inspirant de l'invariance d’échelle! et en
suivant la démarche de [26], nous introduisons les variables auto-similaires

o = (m(1+), L) (5.0

et nous exprimons le tourbillon w et le champ de vitesse v dans ces nouvelles
variables en définissant w, v par

w(t,z) = t—i} w(ln(l%—i),\/%), (3.2)

u(t,z) = Y v(ln <1 + i) : %) . (3.3)

Notons que les variables &, 7 ainsi que les fonctions transformées d’échelle
w, v sont sans dimension. L’évolution temporelle du tourbillon w est donnée

par ’équation
O-w + v-Vew = Lw, (3.4)

1Cela nous permet de garder une équation autonome.
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ou L est I'opérateur de Fokker-Planck
_ £
L = A§+§-V§+1, (3.5)

et donc le générateur de la chaleur en formulation auto-similaire. En outre,
la vitesse v(T,&) est encore reconstruite a partir du tourbillon w(7,§) par
la loi de Biot-Savart (2.2). Par construction, ce dernier a pour condition
initiale w(0,&) = wo(£), o wo(£) = towo(zo + £4/vip). En particulier, on a

a = %/RQwO(m)dx = /RQwo(ﬁ)dﬁ

et de méme R = v~ Y| wp|l1 = ||wo /1. Par ailleurs, on obtient également

1 |z — w0/ / 11
D= - 1~ Zol - .
» /R2 |wo ()| exp ( Sty dx - [wo(§)| e ™ dg

Enumérons 2 présent quelques estimations a priori sur les solutions de
léquation (3.4) qui résultent directement des bornes pour I’équation origi-
nale (2.1).

1. Pour tout 7 > 0, on a ||w(7) ||1 < ||wo |1 -

2. Pour tout 7 > 0, on a

Jw() oo € g ol (36)

ou a(t) = 1 —e77, confer [12, théoreme 1]. Comme nous le verrons dans
Pappendice consacré a la loi de Biot-Savart, ceci implique [12, théoréme 2]

1/2
ol < (2100 e 0@ L) < <

Vanayze 1ol 37)

3. Pour tout 5 €]0,1[, on a l'estimation ponctuelle

—mne-T/22
wirol < g [ Qexp<—ﬁ%>|wo<n>|dn, (39

pour tout £ € R? et tout 7 > 0, ott C(R) = exp(%%), confer [12,
théoreme 3]. Si on choisit 3 €]3,1], alors un calcul direct a partir de (3.8)

montre que, pour tout 7 > 0,

w(r.€)| /8 _GB) o BmPe
| e < 0 | p<8ﬁ_4a(7> wo(n)|di

Cs(R) .
< A w1 e (39)
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Dans la seconde inégalité, on a utilisé > 1/2 et a(r) =1 —e 7 < 1. Les
inégalités (3.8) et (3.9) sont les estimations de confinement mentionnées plus
haut.

Nous arrivons a présent a 1’étape principale de la démonstration, qui
consiste & décomposer la solution w de (3.4) en une somme w; + wa, ou
wi(7,-) est a moyenne nulle et we est positive. Plus précisément, nous
décomposons la donnée initiale wy en une somme wig + wog en choisissant,
par exemple,

ZUQOZOéG, ww:wo—aG,

puis on définit w; pour ¢ = 1,2 comme la solution du probléme
drwi +v-Vw; = Lw;, wi(0,§) = wip(€) , (3.10)

le champ de vitesse total v étant considéré comme donné. Les estimations a
priori (3.6)—(3.9) restent valables pour les solutions wi, ws de (3.10). Notons
qu’avec notre choix de données initiales, on trouve Ry = [[wy |1 = o < R,
et donc Ry = ||wioll1 < 2R. De méme, apres avoir observé que l'on a
Dy = [g2 [w2n(§)] elé*/8 d¢ = 2, on montre

Dy = / lwio ()| eléF/8de < D422 < 3D.
R2
La solution w; étant & moyenne nulle, on peut lui appliquer le résultat

de Carlen et Loss [12, théoreéme 7] qui avec nos notations conduit a la

Proposition 3.1 (Carlen & Loss, 1995 [12]) [l eziste des constantes —
strictement positives et indépendantes de wg — Cs, Cy et y telles que

| wio |1

[1 +vK(R)T <||wD1—0||1>’Y] 1y

1

[wi(r) 1 <

(3.11)

pour tout T > 1, ot K(R) = Cs e~ CaR?

La démonstration de cette proposition repose sur l'idée suivante déja
exposée. Etant donné que la solution wy est a moyenne nulle, on peut
I’écrire comme la somme d’une partie positive et d’une partie négative, de
méme masse, qui évoluent toutes deux selon I’équation de transport-diffusion
(3.10). Les supports de ces deux solutions sont initialement disjoints, mais le
principe du maximum fort implique qu’ils se recouvrent pour tout 7 > 0, ce
qui entraine une diminution de la norme L!(R?) de w1 (7). Cette perte peut
étre quantifiée si 'on dispose d’une borne inférieure sur le noyau intégral de
Popérateur d’évolution associé a I’équation (3.10), ainsi que d’une estimation
de la forme (3.9) garantissant que la solution reste bien localisée pour tous
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les temps. On obtient ainsi la borne (3.11), et les constantes universelles C'3,
Cy, v peuvent étre déterminées explicitement. Par exemple, on peut choisir
e+1 )
vy =9 <—> = — .
e—1 tanh(1/2)
Sans dommage, nous pouvons supposer dans la suite que C's < 1/2, de sorte
que K(R) <1/2.

Il reste & montrer que wa(7), la partie positive dans notre décomposition
du tourbillon w(7), converge vers aG lorsque 7 — oo. Nous appliquons
pour cela la méthode d’entropie relative, bien connue des cinéticiens mais
introduite dans ce contexte dans I'article [27]. Si w € S(R?) est une fonction
strictement positive telle que ng w = «, on note

w

Hw) = /RQw n(2), 1) = /R2w ‘vm(ﬁ)f. (3.12)

On a alors les estimations suivantes [2]

1
%Hw—aGH% < Hw) < I(w), (3.13)

qui montrent en particulier que H(w) > 0 avec égalité si et seulement si
w = aG. La borne inférieure sur H dans (3.13) est 'inégalité de Csiszar-
Kullback, alors que la borne supérieure est une variante de l'inégalité de
Sobolev logarithmique.

L’idée est maintenant d’étudier 1’évolution temporelle de H(wy(7)). Un
calcul direct [27] montre que

TH) = ~Twa(r) +5 [ (€ 0(n€) wa(rede

< —H(walr) + 5 [ (€ nl6) wale, ) de (319

ou vy (7) désigne le champ de vitesse obtenu a partir de w1 (7) par la loi de
Biot-Savart (2.2). Outre (3.13), on a utilisé ici le fait que, si vo = Kpg * wo,

/ (€ va(r.€)) wn(r,€)dE = 0,
R2

ce qui constitue 'observation-clef permettant d’appliquer la méthode d’en-
tropie relative a I’équation de Navier-Stokes. Comme H (wgy) = H(a G) = 0,
I'inégalité précédente (3.14) s’integre facilement et conduit a I’estimation

1

H(ws(r)) < 3 /OT‘f(TS)Hm(s)Hm I wa(s) hds . (3.15)

Or, les bornes a priori rappelées ci-dessus montrent que

—-1/2 . _
l01(8) floo < { Cals) Tlumol st 0<s =2

, 3.16
Cllwi(s—1)1 si s>2 (3.16)
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ou ||wi(s — 1)1 se majore & 'aide de la proposition 3.1. Par ailleurs, en
utilisant les bornes ponctuelles établies dans [12, théoreme 3], on vérifie sans
peine que

e[| - Jwao |l + C (14 R)a(s)? | wa |
Ca(l+R). (3.17)

I - Twa(s) [ <
<

En intégrant (3.16) et (3.17) dans (3.15), et en utilisant la proposition 3.1
ainsi que le lemme élémentaire ci-dessous, on arrive a ’estimation

Ca (1 + R)H w10 Hl

H(ws (1)) < TR T>0. (3.18)
Lo 0 )M
1+yK(R) T (5,

Lemme 3.2 Si0< K <1/2ety>0,0na:

T 1 1421/

/ P R P e , pour tout 7 >0 .

0 (1 +~Ks)t/ (1 +~yK7)t/

Démonstration. On a d’une part
/2 /2
/ e L / e gs < o2 o L
0 (1 +~EKs) /) 0 (1 +~KT)t

car (1 +~K7)~ Y7 > e K7 > ¢=7/2, D’autre part,

/T (r—s) 1 1 21/
e ———ds < < )
/2 (1+~Ks)l/v (1 +~KT7/2)1/7 (1 +~yK7)t/

ce qui conclut la démonstration de ce lemme. [

Il est maintenant facile de terminer la démonstration du théoréme 2.1.
Etant donné que w(7) = wy(7) + wa(7), on a

[w(r) —aGlh [wi(7) 1 + [[wa(7) — Gl

lwi () [l1 + V20 H(wa (7)) 2,
ou la derniere inégalité résulte de (3.13). En utilisant les majorations (3.11)

et (3.18) et en procédant a quelques simplifications, on obtient, pour tout
T 21,

<
<

1/2
D, oo (L R)2DY _ CsD(1+R)

Il =l = rm T T GRmn T = K@

On peut bien str supposer que C5 > 2, de telle sorte que cette inégalité reste
valide pour tout 7 > 0, puisque, par ailleurs, nous savons que ’on a toujours
|w(r) —aGlli < R+ a < 2R. Souvenons-nous de K(R) = Cge 1B ¢t
retournons maintenant aux variables originales. Nous obtenons alors (2.7)
avec 1 = 1/(27). Ceci conclut la démonstration du théoréeme 2.1. O
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Chapitre 4

Relaxation des tourbillons
positifs

L’estimation générale fournie par le théoreme 2.1 peut étre considérable-
ment améliorée si 'on se restreint aux solutions dont le tourbillon w est
positif. Dans ce cas, en introduisant les variables auto-similaires (3.1) comme
dans le chapitre précédent, on s’assure que I'entropie relative H(w(7)) qui
controle la distance entre la solution w(7) et le point d’équilibre a G obéit
a 'inégalité différentielle

dr

Ainsi H(w(7)) < e "H(wp) pour tout 7 > 0. En revenant aux variables
originales, on obtient Iinégalité suivante, valable pour tout z¢ € R? et tout
to > 0,

to
to+ ¢

H(w(t) ]aw%xo(t)) < H(wo | aw%xO(O)) , t>0, (4.1)

ou H(f1] f2) désigne l'entropie de la distribution f; par rapport a fa,
filz) ) ,
fa(z)

et w%mo est le tourbillon d’Oseen centré au point zq € R? et issu du
temps —ig,

H(f1] f2) = /RQfl(x) 1n<

1 xr—X
G — G L
w t,.T .
to.zo (%) t+to < V(t+t0)>

L’objet de ce chapitre est de discuter sur cet exemple le meilleur choix du
tourbillon d’Oseen donnant ’asymptotique, c’est-a-dire le choix de tg et xg,
pour accélérer la convergence.
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Rappelons que le membre de gauche de (4.1) permet d’estimer la distance
de la solution w(t) au tourbillon o w 2, (t) en vertu de I'inégalité de Csiszar-
Kullback [2]

1
2va

o —awi L) DI < Hwt) |awg 4, (1) -

to,To — to,xo

D’autre part, le membre de droite de (4.1) s’écrit explicitement

2
totj_ ; /R2 wo(x) {ln <%) + In(towo(x)) + %] dx . (4.2)
Cette expression est suffisamment simple pour que l'on puisse chercher a
I'optimiser par un choix approprié de zg et tg. Quels que soient tg et t, il
est évident que la quantité (4.2) est minimale lorsque zo € R? est le centre
de gravité de la distribution de vorticité wg. Nous ferons donc toujours ce
choix dorénavant. Il est toutefois plus délicat de minimiser (4.2) par rapport
a tg, le résultat dépendant en général du temps d’observation t. Cependant,
d’emblée, au moins deux choix semblent naturels :

1. On peut minimiser (4.2) pour ¢t = 0, ce qui revient a choisir to > 0 de
fagon a minimiser 'entropie relative de la donnée initiale. Le minimum est
atteint pour ty = t1, ou

_ 2
A / wol@) Jo — 2o
R2 QU 4v

2. Si ’'on s’intéresse, en revanche, au comportement a grand temps, on peut
remplacer le préfacteur to/(to + t) dans (4.2) par to/t. Le minimum de l'ex-
pression ainsi obtenue est atteint pour ty = g9, ou to > 0 est déterminé par
la relation

/RQwO(x) [1+1n<%) +ln <t2w0(m))}dx _ 0.

c’est-a-dire

ty = exp(— [1 +In (4—7T) +/R2 wo(@) In (wo(x)) de .

« av

Il n’est pas difficile de vérifier que 0 < to < 1, et que to = 1 si et seulement
si la fonction wg est une gaussienne centrée en x.

Avec ces choix du parametre ¢, 'estimation (4.1) fournit les inégalités
suivantes :

¢ t1 21
'H(w(t)\awthxo(t)) < aqv P ln<t2) , (4.3)

t1 —1
G 1 2
H(w(t) awg () < av el

(4.4)
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L’estimation (4.3) est optimale pour ¢t = 0, alors que (4.4) est optimale dans
la limite ¢ — oo. Notons qu’il existe des données initiales pour lesquelles
to < t1. Par exemple, avec v = 1, si wq est la fonction indicatrice de 'union
de deux disques de rayon 1 dont les centres sont séparés d’une distance
d > 2, on trouve que t; = (2 + d?)/16 alors que ty = 1/(2e).

Pour obtenir une borne particulierement simple, une autre possibilité
consiste & prendre la limite tg — 0 dans (4.1), (4.2) :

1 |z — x| 21
¢ < ! _
H(w(t)|aw07x0(t)) < 5 /R2 wo(x) o dz av L (4.5)

En appliquant 'inégalité de Csiszar-Kullback, nous obtenons alors la

Proposition 4.1 Soit wy une fonction positive et intégrable, de moments
d’ordre deux finis, c’est-a-dire telle que [go |z|* wo(z) dz < oo. La solution
w(t) de l’équation (2.1), de donnée initiale wg, vérifie alors, pour tout point
xo € R? et tout temps t > 0,

eter- a2, = (2 [t gt an) s

ot « est donnée par (2.8).

Pour les données initiales positives a support dans un domaine borné
fixé, cette estimation montre que le temps nécessaire pour atteindre un pe-
tit voisinage du tourbillon d’Oseen est, au pire, proportionnel au carré du
nombre de Reynolds R défini par (1.20). Dans ce cas, le résultat est donc bien
meilleur que celui du théoréme 2.1, qui fournit une borne en exp(exp(CR?)).
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Chapitre 5

Etude locale au voisinage
d’un tourbillon d’Oseen

Le but principal de cette partie est d’estimer le temps nécessaire a une
solution intégrable de (2.1) pour s’approcher dans L!(R?) d'un tourbillon
d’Oseen a partir d’une donnée initiale générale. On peut aussi se demander
— mais c’est une autre question — a quelle vitesse la solution converge vers
le tourbillon d’Oseen une fois qu’elle se trouve dans un voisinage de celui-ci.
Dans cette optique, l'estimation (2.7) n’est de loin pas optimale : nous sa-
vons en effet que les petites perturbations du tourbillon d’Oseen décroissent
comme t~1/2 lorsque t — 0o, et méme comme ¢! lorsque le centre 2y € R2
du tourbillon d’Oseen est placé au centre de gravité de la distribution de
vorticité wp, confer Pasymptotique (1.25) développée dans larticle [26].

Dans ce chapitre, par souci de complétude et pour préparer la partie
suivante, nous rappelons brievement comment sont obtenus ces résultats
optimaux. Comme précédemment, nous travaillons sur la formulation (3.4)
en variables auto-similaires, et supposons que le tourbillon w(§) décroit tres
rapidement lorsque |£| — oo. Cette hypothese simplifie la démonstration,
mais peut étre assouplie [27]. Nous manipulerons donc des espaces a poids
gaussiens, c’est-a-dire, pour 1 < p < 00, les espaces

LR = {[|G:fe LR}
de normes | f |, = || G~z flp, out G est donné par (2.4). Introduisons ainsi

l'espace de Hilbert X = L2(R?), muni de la norme || - ||x =] - |w2 et du
produit scalaire

(wi, w2)x = G(&) ™" wi(€) wa(€) de .

R2
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Définissons également les sous-espaces fermés

X, = {wGX‘/RQw(ﬁ)dﬁzo},
X = {weXo‘ {iw(f)d§:0,pouri:1,2}.
R2

Il n’est pas difficile de vérifier que I'espace X s’injecte dans LP(R?) pour tout

€ [1,2]. En outre, on peut montrer que ’équation (3.4) est globalement
bien posée dans X [28], et que les sous-espaces X, X7 sont laissés invariants
par I’évolution. Il en va de méme, pour tout o € R, des sous-espaces affines
aG+ Xget aG + X;.

Proposition 5.1 I existe une constante strictement positive § telle que,
pour tout parametre o € R et pour toute donnée initiale wy € a G+ Xq telle
que [[wy — a G ||x <0, la solution w de (3.4) associée a wqy vérifie

|w(r) —aGlx < |[|wo—aG|x min(l,2e¢ "), 7>0, (5.1)

ouk=1siwy—aG e X; et k=1/2 sinon.

En termes des variables originales, la proposition 5.1 implique le résultat
suivant. Si la donnée initiale wq est telle que

! x—x0 ) |2 |z — z0|? 9
- Za ‘ ——— ) dx < 67,
ente) = e (22 )P (BT ) o <
ott 29 € R2, tg > 0, et a € R est donné par (2.8), la solution de I’équation
(2.1) vérifie

1 —
V JR2

Sttt v(t + to) (1+t/to)r
ou k =1 si xg est le centre de masse de wy, et k = 1/2 sinon.

to

vV JRr2

Démonstration. Pour exploiter le fait que nous travaillons dans une voisi-
nage du tourbillon d’Oseen, écrivons I’équation vérifiée par la perturbation
de ce tourbillon w(7) = w(r) — aG :

0@ + TV = (L—al)d, (5.2)

ou v(7) est le champ de vitesse obtenu a partir de w(7) par la loi de Biot-
Savart, £ est l'opérateur différentiel défini par (3.5), et A est 'opérateur
intégro-différentiel suivant

Af = o9 .Vf + (Kps*f)-VG.
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A est donc I'opérateur non-local d’ordre 1 résultant de la linéarisation du
terme de convection de (3.4) autour de w = G. Autrement dit, si v = K gpg*w
et v = Kpgxw,onauv-Vw=Aw+v-Vw. L’intérét de travailler dans
Pespace de Hilbert X est que 'opérateur L y est auto-adjoint, avec £ < —1/2
sur le sous-espace Xy et £ < —1 sur X; [26]. En outre, 'opérateur A est
antisymétrique dans le méme espace X [27].
Arrétons le cours de notre démonstration pour démontrer ces faits qui
nous resserviront dans la partie suivante. Un calcul direct montre que
LoGienah — —asll ] 5.3
= (=£) = T8t He T o (5.3)
Nous transformons ainsi I'opérateur négatif £ sur X en un oscillateur har-
monique L sur L2(R?). Il n’est pas difficile d’en déduire que les spectre de
Popérateur auto-adjoint £ est constitué de valeurs propres de multiplicité
finie, situées en les demi-entiers {0, —1/2,—1,—3/2,--- }. De plus, 0 est une
valeur propre simple associée au vecteur propre G2, et —1/2 une valeur
propre double associée aux vecteurs propres & G(§)?2 )l pour ¢ = 1,2. Or X,

est le sous-espace orthogonal a G2 et X celui orthogonal a ’espace engendré
par G et &EG(E)? 3 , pour ¢ = 1,2. D’ou les assertions précédentes concernant
lopérateur L.

Quant a l'antisymétrie de A, commencons par remarquer que puisque
v& (&) est orthogonal & VG(&)™! = G~! % en tout point & € R2, et que v©
est a divergence nulle, d’une intégration par parties découle

1 4 & ~
( Vi)x = —5 [ GO 5 vC©u(©)*ds = 0
R2
Par ailleurs, en exploitant la formule explicite (2.2) pour v = Kpg x w et
'identité triviale n+ - & = —&+ -7, valable pour tous &, € R2, on montre
également

@.5V6x = - [ 356§t

= 0 Jnd® ﬂgi”ﬁ > T
= 0 Jna i T

= 5 a0 5 0

= —(@,7 - VG)x

D’ou (w,v-VG)x =0 puis (w0, Aw)x =0.
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Ceci posé, reprenons le fil de notre démonstration. Afin de controler
P’évolution de la perturbation w(7), nous disposons maintenant de I’estima-
tion d’énergie

33T = @) L3~ [ GO0 €) - V() de
= (@), LE)x+ 7 [ GO T ) (e (5:4)
la seconde ligne étant obtenue en intégrant par parties. Pour 7 > 0, posons
B(r) = —(@(r), Li(r))x
= IVG P I+ 7l 190 I~ 513 I

la seconde égalité provenant d’une intégration par parties a partir de (5.3).
Pour tout 7 > 0, puisque la perturbation w(7) appartient & X, on obtient
E(1) > k||w(7) |% avec k = 1 si w(7) appartient & X7 et x = 1/2 sinon. 1l
s’ensuit en particulier qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
7T >0,

IV@ o) I3 + I - o) Ik + ok < CE@F).
Or une inégalité de Holder montre que pour tout 7 > 0
( RQG((S)_l(é-@(T’5))@(775)2d£ < () lla [w0(T) fw,a || - [@(7) | x. (5.5)
Comme, de plus, I’étude de la loi de Biot-Savart montre que
[0lls < Cllwllays < Cllwlx

d’une inégalité de Sobolev appliquée & G~/ 2w(7) il suit que le membre
de droite de (5.5) est borné par C||w(7) ||x E(7). Par conséquent, il existe
C7 > 0 tel que

%H o)k < —2EFr) (1-C7|a(r)|x)
2k @)% (1=Crlla(r)]lx),  (5.6)

IN

la seconde inégalité étant vraie tant que Cr||w(7)||x < 1. Si on suppose
maintenant que ||w(0) ||x <6 = (207)71, I'inégalité différentielle (5.6) im-
plique que || w(7) ||x < ||w(0)|x < 0 pour tout 7 > 0 et que

lolx o 9O lx  _x

— e~ e , 17>0.
1-C7llw(r)llx — 1-=C7[|w(0)|x

D’ou on déduit ||w(T) ||x < 2] w(0)||x e 7, pour tout 7 > 0. Ceci conclut
notre démonstration. ]
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Rez

- -1/2 0

d/2 -1/2

F1c. 5.1 — Spectre de £ sur L?(d)

Remarque : Terminons cette partie par une remarque sur le spectre de £
pour éclairer la nécessité d’une certaine décroissance a l'infini pour pouvoir
obtenir une vitesse de convergence vers le tourbillon d’Oseen. Si l’on travaille
non plus avec des poids gaussiens mais avec des poids polynomiaux, disons,
pour d > 0, avec I'espace de Hilbert L?(d) associé & la norme

flpa = HQA+]-[))2Fll2,

au spectre discret déja décrit vient s’ajouter du spectre essentiel. En fait,
dans Darticle [26], il est démontré que le spectre de £ sur L?(d) est

o(L) = {zec‘&e(z)g%—g} U {—g‘kew}.

Non seulement la partie réelle du spectre essentiel peut s’approcher aussi
pres que l'on veut de zéro mais elle peut méme étre positive! !

'Evidemment, dans ce cas, d est inférieur & un et L?(d) ne s’injecte pas dans L'(R?).
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Deuxieme partie

Fluides incompressibles a
densité variable
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Chapitre 6

Introduction a la deuxieme
partie

Nous avons vu que les tourbillons d’Oseen jouent un role majeur dans la
description du comportement en grand temps des écoulements homogenes
bidimensionnels. Premier pas dans ’analyse de la dynamique asymptotique
des fluides incompressibles a densité variable, cette partie établit la stabilité
asymptotique des tourbillons d’Oseen, pour des perturbations localisées de la
densité et de la vorticité. Comme corollaire, nous obtiendrons qu’a 'instar de
ce qui se passe dans la cas homogene, le comportement des petites solutions
faiblement inhomogenes est encore décerit par les tourbillons d’Oseen.

A ma connaissance, assez peu d’ouvrages mathématiques traitent des
fluides incompressibles a densité variable. Cependant, le lecteur intéressé
pourra encore une fois consulter a profit '’excellent ouvrage de Pierre-Louis
Lions [42], mais également compulser un ouvrage plus récent de Franck
Boyer et Pierre Fabrie [6]. Citons également les articles de Benoit Desjar-
dins [21, 20], fruits de son travail sur I'existence de solutions faibles, et, plus
proche de l'esprit de ce qui suit, le travail de Raphaél Danchin concernant
le probleme de Cauchy dans les espaces de Besov [18]. Insistons sur le fait
que tous ces auteurs travaillent en formulation vitesse. En outre, contrai-
rement aux auteurs cités, nous échapperons aux difficultés techniques liées
aux poches de vide ou de quasi vide, puisque nous ne nous intéresserons qu’a
des fluides faiblement inhomogenes. Nous profiterons ainsi du fait qu’il est
aisé de s’assurer que si un fluide incompressible est initialement faiblement
inhomogene, il le reste pour tout temps ultérieur.

En effet, dorénavant notre densité de masse p sera choisie initialement
proche d’une constante strictement positive, que nous pouvons supposer
égale & un sans restreindre la généralité! . De méme, pour simplifier I'écriture,
nous pouvons supposer, sans heurts, que le coefficient de viscosité p est égal

LQuitte & remplacer la densité p par p/po, le coefficient de viscosité de Lamé p par
1/ po et la pression p par p/po.
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4 un®. Rappelons qu’alors, pour notre fluide incompressible, les évolutions
temporelles de la densité p et du champ de vitesse u sont décrites par le
systeme
Op + u-Vp =0
1 (6.1)
dhu + (u-V)u = 5 (Au—Vp)

ou la pression p est déterminée, a une fonction du temps pres, par ’équation
elliptique

div(%Vp) = div(%Au—(u-V)u). (6.2)

Par construction, ce systéme integre la conservation de la condition d’in-
compressibilité : div u = 0.

Comme dans le cas homogene, nous préférerons travailler en formulation
tourbillon. La densité p et la vorticité w = O1us — daug évoluent® selon le
systeme

Ohp + u-Vp =0
Ow + (u-Vw = div(%(Vw—i—VLp)) } (6.3)

ou la pression p est encore déterminée par (6.2), la vitesse u(t) étant recons-
truite & partir de la vorticité w(t) selon la loi de Biot-Savart — ce que 'on
note u(t) = Kpg*w(t) — c’est-a~dire pour tout temps ¢ > 0 et presque tout
point = € R?

1
uba) = o y % wit,y) dy . (6.4)
Notons qu’ici la pression ne disparait pas de la formulation tourbillon. Il nous
faut donc étudier la loi de Biot-Savart et la reconstruction de la pression, ce
qui est I'objet de deux appendices.

Les solutions w de la formulation tourbillon (1.15) de 1’équation de
Navier-Stokes homogene correspondent naturellement & des solutions (1,w)
de (6.3). Par ailleurs, les fluides incompressibles a densité variable vérifient
encore une invariance d’échelle*, associée aux changements d’échelle

Do(p,w)(t,z) = (p(a®t,az), a*w(a*t,ax)), a>0. (6.5)
Ainsi les tourbillons d’Oseen centrés en I'origine, décrits par p = 1, u = au®

et w = aw?, ot a € R est un parametre et, pour tout ¢ > 0 et tout « € R2,

WO(t,z) = %G(%), WOt z) = %ﬁ(%)

2Quitte & changer les cordonnées (t,z) en (ut, ) et les inconnues u, w en u/pu, w/ .

3Pour obtenir ce systéme, il peut étre utile de remarquer que pour tout champ de
vecteurs f, on a rot f = —div f* et A f = Vdiv f + V=rot f.

4Si (p,w) est une solution, Dq(p,w) Pest aussi, pour tout a > 0.
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avec, pour tout £ € R?,

1 ¢t

_ o e Gy - L &
G(f) - € ’ v (E) - ot ‘5’2

_ —lgl?/a
A7 (1 € )’

forment encore une famille de solutions auto-similaires®.

Bien que I’équation homogene fournisse un excellent modele dans bien
des situations, tous les fluides réels sont — au moins faiblement — inho-
mogenes. Par conséquent, il est a la fois important et légitime, tant d’un
point de vue pratique que théorique, de se demander si les prédictions du
modele homogene sont encore pertinentes pour le modele incompressible a
densité variable, au moins dans le régime de faible inhomogénéité. Nous
abordons cette problématique a travers la question suivante : les tourbillons
d’Oseen jouent-ils encore un role de premier plan dans la description du
comportement asymptotique des fluides incompressibles faiblement inho-
mogenes ? Faute de fonctions de Lyapunov adaptées au probleme a den-
sité variable, une réponse générale a cette question n’est pas encore connue,
mais nous allons en traiter deux aspects importants : 'asymptotique des
petites solutions et la stabilité asymptotique des tourbillons d’Oseen. Pour
reformuler le second aspect, disons qu’il s’agit de savoir si le modele incom-
pressible & densité variable prédit que les tourbillons d’Oseen peuvent étre
effectivement observés.

De maniere volontairement floue, nous pouvons dire que nous allons
montrer qu’il existe un voisinage, pour les données initiales, de la famille
des tourbillons d’Oseen, c’est-a-dire® de 1’ensemble {(1,aw®(1))|a € R},
telle qu’a toute donnée initiale dans ce voisinage soit associée une unique
solution (p,w) de (6.3), cette solution restant dans un voisinage d’un tour-
billon d’Oseen, et sa vorticité convergeant vers celle d’un tourbillon. De plus,
nous aurons réellement une stabilité, dans la mesure ou, pour tout temps,
la distance de la solution au tourbillon d’Oseen déterminant ’asymptotique
sera controlée par la distance initiale. Evidemment, comme dans le cas ho-
mogene, le tourbillon en question est celui de parametre a = ng wp, puisque
la circulation est encore préservée” par le systeme (6.3).

Notons qu'un tel résultat implique que I'asymptotique d’une solution
initialement proche de (1,0), et de circulation non nulle, est donnée par un
tourbillon d’Oseen. Pour les petites solutions faiblement inhomogenes mais
de circulation « nulle, il implique en revanche qu’elles décroissent plus vite
que les tourbillons d’Oseen. Ceci est cohérent avec ce qui se passe dans le
cas a densité constante.

Insistons également sur le fait que nous établirons la stabilité des tour-

*Cest-a-dire que Dqo(1,aw®) = (1, aw®) pour tout a > 0 et tout o € R.

5Nous regardons la stabilité de tourbillons déja formés, donc nous partons de wG(to),
avec to > 0 que 'on peut choisir égal & un.

"Puisque P’équation de vorticité est obtenue en dérivant 1’équation pour la vitesse.
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billons d’Oseen, sans hypothese de petitesse sur le paramétre «. Nous trai-
tons donc le cas des grands nombres de Reynolds |«/.

Enfin, rappelons que le fait que seule la vorticité converge, c¢’est-a-dire
que la densité p ne devienne pas asymptotiquement constante, n’est pas une
surprise. En effet, p vérifie une équation de transport par un champ de vitesse
A divergence nulle. Ainsi formellement, pour toute fonction f : RT — R,
intégrale [g2f(p(t)) est préservée par I'évolution : la densité de masse p(t)
est constante en loi. En particulier, || p(t) — 1|, est constant pour tout
1<p<occ!

Avant de formuler un vrai théoréme, nous allons changer de cadre. 1l
nous suffira de montrer la stabilité d’un tourbillon d’Oseen. Or pour obtenir
un résultat de stabilité, il est souvent plus agréable de travailler autour de
solutions stationnaires et de formuler le probléme en termes de la perturba-
tion de cette solution. Ramenons-nous a ce cadre.

Tout d’abord nous changeons de variables et d’inconnues pour transfor-
mer les tourbillons d’Oseen en solutions stationnaires d’un autre probléme.
Notre changement de variables aura de plus le bon golt de transformer
des taux de décroissance polynomiaux en taux de décroissance exponen-
tiels, donc plus accessibles par un argument spectral. Nous inspirant du cas
homogene [26], nous introduisons les variables auto-similaires

(1.§) = <1nt , %) , (6.6)

et, en tenant compte de I'invariance d’échelle (6.5), nous définissons les nou-
velles inconnues (r,w,v,II) via les relations

p(t7$) = T h’lt, $t> 9 U(t,.f) - % v (hlt,%) s
w(t,x) = %w(lnt,mt , plt,x) = %H(lnt,%) ,

c’est-a-dire

T(T7€) = p(eT,egf)T ) U(T,f) = e%u(eT7e§§) ’ (67)
w(r,§) = ew(ee2f) , I(r,§) = e p(e,ez) . '

Nous portons donc notre attention sur I’évolution temporelle de (7, w) selon
le systeme

Orr+(v—3&-V)r = 0 (6.8)
drw+ (v—38 - Viw—w = div(L(Vw+ VD)) .

ou la vitesse v(T) est obtenue par la loi de Biot-Savart (6.4) a partir de w(7)
et le gradient de pression VII en résolvant

div<%VH) - div<%Av—(v-V)v>. (6.9)
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Par construction, les tourbillons d’Oseen correspondent a des solutions sta-
tionnaires du systeme (6.8), de la forme (1, @ G). Par commodité d’écriture,
nous prescrirons la condition initiale, dans les variables originales, au temps
t = 1 plutot qu’en ¢t = 0, donc au temps 7 = 0 dans les variables auto-
similaires.

Donnons-nous un tourbillon d’Oseen, autrement dit fixons un réel «, puis
écrivons le systeme décrivant 1’évolution temporelle des perturbations de la
densité b = 1/r — 1 et de la vorticité w = w — aw :

Orb+ ((v=3€)-V)b = 0
37@—(£—aA)@+2(’7}.V)@ = div(b(vw+vLH))} (6.10)

ou L et A sont les opérateurs déja rencontrés dans le dernier chapitre de la
partie précédente

Lf = Af+36Vf+f,

Af = 09 .-Vf+ (Kps*f) VG, (6.11)

0(7) est issu de w(r) via la loi de Biot-Savart, VII obtenu en résolvant
div ((1+b)VII) = div ((1+b)Av—(v-V)v), (6.12)
avec, bien évidemment,
w=aG+w, v = Kpgxw = av® 47 . (6.13)

Rappelons que l'opérateur de Fokker-Planck £ génere 1’évolution de la cha-
leur en variables auto-similaires et que 'opérateur non-local d’ordre un A
provient de la linéarisation du terme de convection de (6.8) autour de w = G.

Venons-en au choix des espaces. Nous avons vu que méme dans le cas
a densité constante, on ne peut obtenir un taux de convergence vers un
tourbillon d’Oseen sans hypothese de localisation sur la vorticité. Un ar-
gument supplémentaire pour 'utilisation d’espaces a poids, est qu’elle nous
permettra d’estimer la vitesse ¥ dans des espaces de Sobolev homogenes H,
avec 0 < o < 1. Nous avons également mentionné dans le dernier chapitre
de la partie précédente les avantages techniques a travailler avec des poids
gaussiens. Notons toutefois qu’alors nous ne pouvons pleinement exploiter
la décroissance en espace de v et de II, puisqu’elle n’est a priori que poly-
nomiale®. Il nous faut donc également supposer que la perturbation de la
densité est initialement localisée de maniere gaussienne, et montrer que ceci
est propagé par I’évolution. Par ailleurs, pour préserver le caractére para-
bolique de la seconde équation de notre systeme quasi linéaire, nous devons
estimer la densité non seulement dans un espace basé sur L? mais également

8Voir le cas des tourbillons d’Oseen.
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dans un espace basé sur L°°. Rappelons a présent la définition de nos espaces
a poids gaussiens

ILRY) = {f|G7fel’(R?}

de normes | f |y, = |Gz [ llp» pour tout 1 < p < oo. Réintroduisons
également D'espace de Hilbert X = L2 (R?), munidelanorme || - ||x = | |w2
et du produit scalaire

(wi, wo)x = G(&) ™ wi(€) wa(€) de .

R2

Redéfinissons enfin le sous-espace fermé

Xy = {wex(/mw(g)dg:o}. (6.14)

Notons que l'espace X est préservé par I’évolution liée au systeme (6.10).
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette partie.

Théoréme 6.1 Soient 0 < s <1 et 0<~vy<1/2, puis qo > max (4,2/s). 1l
existe une fonction décroissante strictement positive g9 : Rt — R et une
fonction strictement croissante K : R™ — R} telles que, pour tout réel a,
Uon ait, pour tout 0 < e < go(|a|), si

1. by appartient a X NL(R*)NH*T2(R?), avec || by || x < € et|bo w0 <

e, et Vby appartient a L (R?)

2. wo appartient ¢ Xo N H¥(R?) avec ||wo||x < ¢
alors le systéme (6.10) posséde une unique solution (b,w) de condition ini-
tiale (bo,wWy), telle que

1. be L (RT; HST2(R?)),

2. be L*(R"; X N Ly (R?)), Vb e LS (RY; LY (R?)),

3. W € L (R H3(R?)) N L, (RY; H*TH(R?)),

4. we L®RT; Xo)NLA(RT; Xo), Vw € L2 (RT; X), |-|w € LART; X) ;

cette solution étant par ailleurs telle que, pour tout T > 0, sa densité vérifie
_1
[0(7) [woo < K(la) e, Jo(n)]lx < K(lal)ee2",
et sa vorticité w(r) vérifie || w(r) ||x < K(Ja|) e e 7.

Remarques :

1. Nous n’autorisons que des perturbations de la vorticité de moyenne nulle.
Cette hypothese, nécessaire pour avoir la convergence vers le tourbillon
d’Oseen et préservée par I'évolution, n’est pas véritablement restrictive?. En

?Quitte & devoir réduire la taille du voisinage de stabilité, en remplacant eo(|a|) par
61(|OL|) = infc,gw Eo(a‘ —+ Eo(o’)).
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effet, le tourbillon d’Oseen o G dont la donnée initiale wy est la plus proche!®
est celui de parametre o = fRQ wy, puisque 'espace X et la droite R G sont
orthogonales. Ainsi, si 'on part initialement prés d’un tourbillon d’Oseen de
parametre «, I’on demeure proche de ce tourbillon tout en convergeant vers
un tourbillon, éventuellement différent, de parametre o = ng wp. En appli-
quant cela au tourbillon de parametre a = 0, on obtient que 'asymptotique
en temps long des écoulements incompressibles faiblement inhomogenes, de
petite vorticité initiale et de circulation non nulle, est décrite par un tour-
billon d’Oseen.

2. Pour rendre plus concret ce résultat de stabilité asymptotique, formu-
lons certaines de ses conséquences dans les variables d’origine. Sous les hy-
potheses de régularité et de localisation des perturbations du théoréme 6.1,
si (p,w) est la solution du systéme (6.3), définie par les relations (6.7) ou

bien évidemment w = oG + w et r = %er, alors la densité p(t,z) vérifie,
pour tout temps t > 1,
L2
[p(t) =1, < [[est(p@t,-) =D, < Ce, 2<p<oo,

et la vorticité w(t, x) satisfait, pour tout temps ¢t > 1, a

10 L2 G Ce
t2 || e st (w(t,-)—aw (t,')) l2 < -

ce qui implique, pour 1 <p<2et 2 < g < 00,

Ce 11 a Cqe
=t u) - e, < 25

27w — @) ||, <

Moyennant une perte que ’on peut rendre aussi petite qu’on le souhaite, on
retrouve donc les taux de convergence redémontrés dans la partie précédente
dans le cas homogene [26]. Néanmoins, a priori on ne peut plus ici réellement
accélérer cette convergence en choisissant mieux le centre du tourbillon
d’Oseen décrivant I’asymptotique, puisqu’a 'exemple de adiv(bVG), cer-
tains termes dans le second membre du systéme (6.3) semblent bloquer la
décroissance temporelle de || w(7) || x au taux e~7/2. Par ailleurs, en général,
le centre de gravité de la distribution de vorticité n’est, de toute fagon, plus
conservé par 1’évolution temporelle.

La majeure partie de la démonstration du théoreme 6.1 est consacrée a
montrer U'existence d’'une solution au systéme (6.10), I'unicité et la stabilité
asymptotique se déduisant mutatis mutandis d’arguments déja utilisés pour
établir l'existence. De maniere classique et a I'exemple de Raphaél Dan-
chin [18], nous prouverons cette existence en construisant une suite de solu-
tions de linéarisations du systéme (6.10), puis en établissant que cette suite

9En norme || - ||x.
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converge et que sa limite est bien une solution du systéme non linéaire. Pour
nous assurer la convergence de notre schéma de construction, nous borne-
rons la différence entre deux solutions de linéarisations du systéme (6.10), en
exploitant des bornes a priori. Pour rendre plus lisible cette démonstration,
il peut étre utile de séparer ces bornes préliminaires en deux catégories : les
estimations du type 1, dans des espaces a poids, globales en temps — au
sens ou elles impliquent des bornes dans des espaces L en temps sur tout
R —, permettent de controler les non-linéarités en maintenant certaines
petitesses initiales et correspondent aux estimations de stabilité asympto-
tique; les estimations de type 2, dans des espaces de Sobolev homogenes,
locales en temps et démontrées a ’aide des estimations de type 1, sont a
proprement parler celles qui permettent d’estimer la différence entre deux
solutions de systemes linéarisés, et conduisent ainsi a la convergence du
schéma de construction d’une solution et a l'unicité de celle-ci.

Nous regroupons ces estimations préliminaires dans les deux premiers
chapitres qui suivent. Le premier est consacré a celles relatives a un type
d’équation de transport obtenu comme linéarisation de I’équation pour la
densité et le second a une linéarisation de 1’équation de vorticité. Dans le
chapitre final, nous les exploitons pour démontrer le théoréeme 6.1. Notons
aussi que nous ferons un usage intensif de I’étude de la loi de Biot-Savart
et de la reconstruction de la pression, ainsi que de certaines estimations de
commutateurs, toutes choses contenues dans les annexes A, B et C.

Observation : Le contenu de cette deuxieme partie a fait 'objet de la
soumission d’un article.
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Chapitre 7

Equation de transport

Dans ce chapitre, nous regroupons les estimations relatives a I’équation
de transport pour la densité, appelons-la linéarisée pour insister sur le fait
que nous ne supposons aucun lien entre le champ de vitesse U et la densité
b. Nous considérons ’équation

0. b + ((y—%g)-v)b _ (7.1)

avec v = av® + 7, ot ¥ est un champ de vecteurs & divergence nulle.

A vrai dire, notre probleme ne sera pas de prouver ’existence de solutions
pour cette équation, puisque, par la suite, nous ne considérerons que des cas
ou le champ de vitesse v — %5 engendre un flot, dans la mesure ou Vv
appartiendra a L? (RT;L®(R?)) (et 7 a L (RT; L°(R?))). Notre but
n’est donc que d’établir des bornes a priori pour ces solutions.

Commencons par des estimations dans des espaces L?, a poids ou non.
Ces estimations sont celles du premier type, au sens décrit dans la fin de

I'introduction de cette partie.

Proposition 7.1 Soit T > 0. Supposons que le champ de vecteurs o di-
vergence nulle U appartient a L%(0,T ; L°(R?)). Alors b, la solution de
l’équation de transport (7.1), de condition initiale by, vérifie

1. si by appartient ¢ L*(R?) N L¥(R?), alors, pour tout 1 < p < oo, la
densité b(t) appartient a LP(R?) avec

16(T) I, < 1ol e p , pourtout 0 <7 <T; (7.2)

2. pourvu que by appartienne ¢ X N L (R?), alors, pour tout 2 < p < oo,
la densité b(t) appartient a LY, (R?) avec, pour tout 0 < 7 < T,

_z 1 /" -
W) g < (bl 5 e (5 [ 170) 2de) . (73
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Remarque : Afin d’obtenir des bornes indépendantes du temps, il est pri-
mordial que cela soit 7 et non v qui intervienne dans le membre de droite
de I'inégalité (7.3) puisque [; [[v¢ %, =CT.

Démonstration. Pour démontrer la premiere partie de la proposition, pour
1 < p < oo, il suffit de multiplier 'équation (7.1) par sgn(b) |b|P~!, ou sgn
est la fonction signe! usuelle. En intégrant par parties sur R?, nous obtenons
alors

d 1
ety = = [ (0=39-9) 6P = bl

puisque v est a divergence nulle et divE = 2. Cette équation différentielle
mene a (7.2) pour les p finis. Le cas p = 0o se déduit alors du cas fini en
passant a la limite p — oc.

Pour démontrer la seconde partie, nous pouvons procéder de maniere
semblable et obtenir pour 1 < p < 0o

Loy = = JpeG 2 ((W=38-V) b
§ G2 (6 (=38 1) [oF

puisque VG2 (€) = G(£) ™% p /4. Observons & présent que & L v%(€), pour
tout £ € R2. Ainsi, pour tout £ € R% et tout 0 < 7 < T,

£ (r6) — 36 = €06~ L e < SIHneP
donc
Lipp < 1l ym2) (o
dr Ve = g IV llee) [Pl

Intégrer en temps termine la démonstration pour les p finis, le cas p = oo
en dérivant en faisant tendre p vers l'infini. m

Venons-en maintenant aux estimations dans des espaces de Sobolev.

Proposition 7.2 Soit T > 0.

1. Soient 0 < s < 2 et 0 < g4 < 8. Supposons que U est un champ de
vecteur a divergence nulle tel que VU appartienne ¢ L*(0,T; H'(R?)).
Alors il existe une constante Cr > 0 indépendante de v telle que, pour
tout by dans H*(R?), une solution b de (7.1) de condition initiale by,
appartenant a L>(0,T; H*=%:(R2)), vérifie, pour tout 0 <7 < T,

16(7) |[ggs-es < Or |bo|ms exp ((Cr /OT | Vv (o) |1 do)?). (7.4)

1Cest-a-dire que sgn vaut —1 sur Ry, 0 en 0 et 1 sur R .
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2. Soit s > 2. Supposons que v est un champ de vecteur a divergence
nulle tel que VU appartienne a L'(0,T; H*~'(R?)).
Alors, pour tout by dans H*(R?), I’équation (7.1) posséde une unique
solution b appartenant a L>(0,T; H*(R?)), et de condition initiale bg.
De plus, il existe une constante C' > 0 indépendante de by et v telle
que cette solution b satisfasse, pour tout 0 < 7 <7T, a

[6(7) lgs < C |bol|ys T exp (C/ | Vv(o) | gs—1 da). (7.5)
0

Démonstration. Pour la démonstration de la premiere partie de la propo-
sition, nous renvoyons a [19, théoreme 0.1].

Pour démontrer la seconde partie, commencons par remarquer qu’un
simple calcul assure [I%,£/2] - f = —(s/2) I*~2 div f, pour tout champ de
vecteurs f. En appliquant I°* = (—A)2 & 'équation (7.1), on obtient alors
I’équation

0, I°b + ((u—%g)-V)Isb = 2185 — [I%,v]- Vb.

Multiplions & présent par I®b et intégrons sur R? pour arriver, en tenant
compte de divv = 0, a I’équation différentielle

1d s—1
Z |52 —
S Iebl -

| b3 = —/ I°b [I°,v] - Vb .
R2

Alors 'inégalité de Cauchy-Schwarz combinée avec le lemme A.2 (ou lon

choisit 0 = s—1) de ’appendice sur les estimations de commutateurs conduit

a

s—1
2

d S S
EHIbH% - I°0]3 < O |Vvlgs-|blhs .

Enfin, en se souvenant de 3 & [|b(j3 + 1 ||]|3 < 0, nous obtenons
1d -1
b|2 _ST|b|§,s < O |Vt | bl

qui meéne & (7.5) par une simple intégration. [

Terminons ce chapitre par une estimation qui nous servira directement
pour démontrer la convergence de notre schéma de construction d’une solu-
tion et I'unicité de cette solution. Nous allons en effet établir une estimation
portant sur la différence entre deux solutions d’une équation de type (7.1).

Proposition 7.3 Soit T > 0.
Donnons-nous, pour i = 1,2, un champ de vecteur a divergence nulle v;

49



appartenant a L2(0,T; WH*(R?)). Alors si, pouri = 1,2, b; est une solution
de l’équation

orb; + ((I/Z—%S)V)bl = 0,

ot v; = av® + 7;, de condition initiale by, les densités by et by vérifient

1. pourvu que Vbg appartienne a Ly (R?), avec 1 < p < oo, alors, pour
i =1,2, bi(T) appartient a L%, (R?) avec, pour tout 0 <7 < T,

1V0:(7) lop < | Vb0 lwyp 6*7(%*%) es Jo 1713 o Jo 1 Vvilleo . (7.6)

2. pourvu que by appartienne a Lb,(R?) et Vby appartienne a LL,(R?),
avec 1 < p < q < o0, alors (by — be) vérifie, pour tout 0 <7 < T,

[ (b2 = b1)(7) [wp < esdo NP2l ?upwbllwq / |72 —v1 |, (7.7)

ou 1 est défini par % = % + %

Démonstration. Afin de démontrer la premieére partie de la proposition
pour ¢ = 1, commencons par dériver I’équation vérifiée par b;. Nous obtenons
ainsi, pour j = 1,2,

1 1
Or ajbl + ((l/l — 5 5) . V) ajbl = —8ju1 Vb + 5 ajbl .
En adaptant la démonstration de (7.3), nous en déduisons, pour j = 1,2,

d
Oty = (F145 +—HV1|!2) [0ib1 e + P I VL]0 [VOLI

2

I1 nous suffit 2 maintenant de combiner ces deux équations, pour j = 1,2,
puis d’intégrer en temps pour obtenir (7.6).
Observons a présent que by — by satisfait a I’équation

aT(bQ—bl) + ((VQ—%g)'V)(bQ—bl) = —(’Ijg—fljl)-Vbl.

Suivre encore une fois la démonstration de (7.3) conduit alors a

d Dy~
10000, < (C1+1R%) 1601, + p1obIE, Vb lug 72 =21l
ou 0 b = by — by. Enfin, cette inégalité différentielle implique (7.7). [

2] faut également bien choisir la norme de Vb, pour ne pas faire apparaitre de constante
supplémentaire.
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Chapitre 8

Equation de vorticité

Ce chapitre est consacré a I’équation linéarisée de vorticité. Sa progres-
sion est la méme que celle du chapitre précédent. La premiere section traite
des estimations dans les espaces de Lebesgue a poids gaussiens, la deuxieme
des estimations dans les espaces de Sobolev homogenes, et la derniere majore
la différence entre deux solutions d’équations de vorticité linéarisées.

Il y sera fait un usage intensif des appendices dédiés a la loi de Biot-
Savart et a la reconstruction de la pression. Nous nous intéressons en effet
& majorer les solutions w de I’équation

Ow — (L—aNw + (v-V)w = div (b(Vw+ V) (8.1)

ou L et A sont les opérateurs définis par (6.11), o un parametre réel, b est
une petite fonction réelle, v est un champ de vecteur a divergence nulle,

v = Kpgw , v = av®+7,
w = aG+w , v = avC+7,

et VII s’obtient en résolvant
div (1+06)VI) = div (1+b)Av—(v-V)v) . (8.2)

Remarquons que cette équation n’est pas réellement linéaire en w, puisque
la pression II est une fonction linéaire de v mais pas de v, et qu’intervient
dans le membre de droite de (8.1) le terme adiv(bVG). 11 faut s’assurer que
ces termes de forcage ne perturbent pas la dynamique.

8.1 Estimation a poids

Cette section contient l’estimation dans des espaces gaussiens, appelée
du premier type dans l'introduction de cette partie, relative a l’équation
linéarisée de vorticité.
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Proposition 8.1 Soient « € R et Ky > 0.
1l existe des constantes eg > 0 et C > 0 telles que si b est une fonction réelle
et v un champ de vecteurs a divergence nulle vérifiant, pour un T > 0,

1. pour tout 1 < p<oo, tout 2 < q< o0, ettout 0 <7 <T,

o)l < Mbollp e o 16(7) lwg < [bolwg e @ e

2. pour 0 <7 <T,
170 lls < Ko, JI7lE < o

3. ainst que
|00 lwa < €0, |bolwes < €0

alors toute solution w € L>(0,T ; Xy) de l’équation (8.1), de condition ini-
tiale wy € Xo, vérifie, pour tout 0 < 7 < T,

lo(r) % + C/O(H@!!?HrHV@\&HH-WH%)

< 2faolk + Clof [bolwa- (8.3)

Remarques :

1. Notons que les hypotheses faites sur b correspondent aux conclusions de
la proposition 7.1.

2. Réciproquement, une fois a et K fixés, la conclusion de la proposition 8.1,
grice & D'estimation (C.4), nous permet de rendre [ || 0|2, aussi petit que
nous le souhaitons pourvu que wy et by soient assez petits — et donc nous
autorise a appliquer la proposition 7.1 avec v = v — , puisque X s’injecte
dans LP(R?), pour tout 1 < p < 2, et H'(R?) s’injecte dans LI(R?), pour
tout 2 < g < 0.

3. Par ailleurs, de la méme fagon, les conclusions de cette proposition nous
permettent de ’appliquer & nouveau avec v = .

4. Enfin, notons que cette proposition nous permet également de controler
fOT | V5|%{1 donc d’appliquer la premiere partie de la proposition 7.2 avec
v =7.

Démonstration. Nous allons majorer (fl—TH w ||%. Pour cela, il nous faut es-
timer chacun des termes provenant du produit scalaire, dans X, de w avec
un terme de ’équation (8.1). A vrai dire, nous abuserons de la notation
(f, g)x en lappliquant des lors que I'intégrale ng G~ fg est bien définie,
sans avoir nécessairement f,g € X.

1. Reprenons tout d’abord les considérations du dernier chapitre de la partie
précédente. L’équation (8.1) préserve également la condition fRQ w = 0. Or
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L est auto-adjoint sur X et £ < —1/2 sur Xy. On obtient ainsi, pour tout
parametre 0 < v < 1/2,

(@, La)x < -5 A=y [@lk + 7@, La)x

DN |

12
puis, en intégrant par parties & partir de G—3 (—=L) G: = — A+ % — %,

~ ~ 1 - /9 ~ 1 ~
@, L)y < —5 -2 @k - 7 (IVE D) 3+ 118 1%)

et, en développant,
(@, La)x < =5 (1=29) @[5y (IV@ X+ I @5 +5(Vo, |- 9)x)
enfin
I 1 s 1,y 1 S
@, Li)x < 5= d 1% = (5IVER+5 - 1a1%). 64

2. Nous avons également montré, dans le dernier chapitre de la partie
précédente, que A est antisymétrique sur X. Ainsi nous avons

(w, Aw)x = 0. (8.5)
3. Une inégalité de Holder permet de montrer que
N~ o~ ~ ~ 1 ~
[@, 7-Va)x| < 675 @]k + o IValk - (8.6)
4. D’une intégration par parties procede

(w,divbVa))x = — [ G7'o|Va]* —

1
- 2

Une inégalité de Holder permet alors, en prenant en compte la majoration
16(7) oo < |l b0 ||oo, de s’assurer que

. _ 5 _ 1 _
| @, div (V@) x| < 7 ol V@5 + 3 1o lloo 1] @[5 - (87)
5. Compte tenu de || b(7)||2 < | bo [|]2 €~ Z, une démarche similaire conduit &
o 1 1 I
|(w,div(bVG@)x| = |3 bé - Vo + bw |- *|
2 R2 4 R2
< Clbolze 2 (V@ |x +|@]x)

et permet de démontrer

[(@, div(bVG))x| < Cllboll2 (e77+ [ Valk +llw]%k) . (88)
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6. Occupons-nous pour finir du terme de pression. Une intégration par par-
ties, suivie de 'application d’inégalités de Holder et du bon usage de majo-
rations du type (B.2), avec p = 2,4, permet de démontrer, pourvu que by
soit suffisamment petit dans L>°(R?),

(@, div (b VD)) x | = \%(b,@g-vln)xﬂb,vw-anm
C
1—£1bo [loo

(10 lwoo €01 (14 b) AT |3
+ 100 lwa e e 1] a(14b) AvE — (v-V)v]4).

(- Twllx + 1V llx)

X

Or, d'une part, puisque || 5(7) [loo < || b0 ||oo €t AT = V1w, nous vient
[A+0)Av]2 < C(1+bolloc) [ V]2 ;
d’autre part, || b(7) ||oo < || bo ||co conduit &
1+0) 80 4 < C (14 bollo) 3

enfin, l'application d’une inégalité de Holder, puis de l'estimation (C.5) et
d’une injection de Sobolev montre que

(- V)vlla < C(la]+[[7]ls) (laf+[[wls) < C(jal+ 7 s) (ol + @ ]|g1) -
En tenant compte de tout cela, nous obtenons done, lorsque « || bg ||oo < 1/2,
| (w, div(0VII))x| < e72 C lale"® [ bo w4 (1 + [a] + || 7]ls)?
+lalk Ceflbolwa L+ o] +7]s)?
+ V@5 Ce™(|bo lwoo + b0 lwa(l + lal + ] 7]s))
A [@ 1% C e (100 oo + 100 lwa(l +al) . (8.9)

Il ne nous reste plus qu’a tout rassembler en choisissant v = 1/4 dans la
majoration (8.4) avant d’intégrer en temps pour obtenir, dés lors que 'on a
K bolloe <1/2 et [ |72, < 1/24, en tenant compte des hypotheses de
la proposition et de I'injection de L% (R?) dans L?(R?),

o)k + ¢ 5ol x (1= eoe™(1+ |al + Ko)?)
Cfy Ivalix  x(1— eoe™ (1+]a] + Ko))
Cloll-lalk > (- eoe(1+]al))
sl @o % + Claf x | lwae™ (1+|al + Ko)*

N+ +

ce qui permet de terminer cette démonstration et cette section, en choisissant
go suffisamment petit. [
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8.2 Estimation de régularité

Cette section démontre une estimation, dite du second type dans l'in-
troduction de cette partie, dans les espaces de Sobolev homogenes pour une
solution de I’équation de vorticité linéarisée (8.1). Rappelons la notation

I=(=A)Y2,

Proposition 8.2 Soient a € R et 0 < s < 1.

Soient 5,5 € RT tels que 1 +s<5<2etl1<5<2—s.

1l existe une constante g > 0 telle que, pour tout K > 0, il existe C' > 0 de
sorte que, si b est une fonction réelle et v un champ de vecteurs a divergence
nulle, vérifiant pour un T > 0

supp,7] [[0llc < b0 lloc <0, suppm|blys < K
supory | @2 < K C ek < Ko

JIvel < K e < K
supjo.r1 [| °7[l2 < &g e < K

alors toute solution w € L>(0, T} H*(R?)) de Iéquation (8.1), de condition
initiale wo € H*(R?), vérifie, pour tout 0 < 7 < T,

1w () |13+ C/ I°Val; < C 7 ([FPwo |3+ K) . (8.10)
0

Remarques :

1. Les hypothéses portant sur b sont vérifiées deés lors que 'on peut appli-
quer a b les conclusions de la proposition 7.1 et de la premiere partie de la
proposition 7.2, la condition de petitesse n’utilisant que la proposition 7.1.

2. Les hypothéses portant sur w sont assurées par la conclusion de la pro-
position 8.1. Notons qu’intervient une norme a poids, celle-ci nous est utile
pour borner || I°7 ||s.

3. Observons que, puisque 0 < s < 1, on a || I*7||s < C||w|x d’apres
Pestimation (C.7), et que, comme 1 < s+ 5 < 2, l'estimation (C.6) donne
| U] frsrs < C|w|gr. Ainsi la conclusion de la proposition 8.1 permet de
satisfaire aux hypotheéses sur v lorsque v = v. Notons qu’une fois encore
intervient ici une norme a poids.

4. Enfin, la conclusion de la proposition 8.2 permet d’appliquer la seconde
partie de la proposition 7.2 lorsque v = v.

Démonstration. Nous allons utiliser intensivement les estimations de com-
mutateurs. Pour clarifier notre usage des estimations (A.1) et (A.2), intro-
duisons g tel que 1 <o <14+s,s+0<Set o <s.
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Appliquons ¥ a I’équation (8.1), puis prenons le produit scalaire, dans
L?(R?), avec I*w. Il nous faut alors majorer chacun des autres termes ap-
paraissant pour borner %H I*w ||3. Notons que, dans ce qui suit, nous abu-

serons! encore des notations en notant (f, g). des lors que fR2 fg est défini.

1. Un simple calcul montre que [I®,£] = 5 I°. Nous obtenons ainsi
~ ~ ~ 1 ~
(IF@, PLE). = — VPG + —> | Palf  (s1)
puisque, en intégrant par parties, on a (f, £f). = —||Vf |3+ 3| f 3.

2. Estimons maintenant (I°@, ISA®), . A cet effet, commencons par borner
(I*w, I*((v® - V) w))« . Une intégration par parties donne

1
(IFw, (v - V) IPw), = —/ Y- V)| I*w)? = 0.
2 R2

Ainsi, en usant de l'inégalité de Cauchy-Schwarz et de Iestimation (A.2),
on obtient

| (W, I (v° - V)@))| = |(@, (5,07 V) D).]
C | I°@ ||z | 150 o | Vi |2 -

IN

Bornons maintenant (I°w, I°((v - V) G)),. D’une part, une inégalité de
Holder donne

(@, - V)IG)| < C D] [Tl | VIGl2 -

D’autre part, de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'estimation de commuta-
teur (A.1), il résulte

|(IP@, ([I°,0] - V)G)| < CIP@ll2 [ I°0]l2 | VG |uo -

Puisque 0 < s < 1, il nous suffit alors de tout rassembler, en tenant compte
des estimations (C.7) et (C.4) de 'appendice traitant de la loi de Biot-Savart,
qui impliquent || [loc < C(| @ |lx + | V@ |l2) et | ]2 < C|[@ |x, pour
obtenir

|(FPw, PAw).| < C ([l@]k +[IVal3) . (8.12)

3. Remarquons que comme précédemment, avec 7 en lieu de v©,

(IFw, (U-V)I*0), = l/ - V)| o> = 0
2 Jr2

(-, -)« serait plutét un crochet de dualité.
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En outre, 'inégalité de Cauchy-Schwarz combinée avec I’estimation de com-
mutateurs (A.1) donne

‘ ISVw ,D}wﬂ < C || I°Vwl2 || P72 |w|ge -
Ainsi, puisque 0 < 0 <1+ s, une intégration par parties assure
(L@, (- V)w)s| < O] (I °Val+[l@]3) .
4. D’une intégration par parties découle

(I*w, I* div (bVD)). = —/ busva?—/ ISV - ([I5,b]) V) .
R2 R?

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que I’estimation de com-
mutateurs (A.2), nous en déduisons, pour tout 6 > 0,

| (I, I* div (0VD))s]| < (00 [loct+0) | I°VED Hz+ b Fsa | VOO II3, (8.13)
f étant un parametre destiné a étre choisi suffisamment petit ultérieurement.
5. De maniere analogue, il suit
~ . ~ 1
(@, I*div (0V )| < (1 Bo lloct0) [ 1"V [[34C (1 bo llost 5] bl775+0)- (8-14)

6. Terminons par le terme de pression. Observons que d’une intégration par
parties il résulte

(I*w , I*div (bV1ID)), = —/ I*V@ - b1 VI —/ I*Vw - ([I°,b] VHII)
R2 R2
alors qu’une inégalité de Holder conduit a
\ V@ - bISVIIL] < | I°V@ |2 [|bo ||oo || T°VIT |2
R2

et que l'inégalité de Cauchy-Schwarz combinée avec I’estimation de commu-
tateurs (A.2) permet de démontrer

\ ISVw (I5,0) VEID) | < C || I°V@ |2 |b|ge+o || VIT |2

Or, d’une part, lestimation de pression (B.2) appliquée & I’équation (8.2),
secondée par les inégalités de Holder, implique

IVIL[l2 < C (lal+ ol + | ATl2 + ol | VO 2+ 17 o/l VT 12 + el [|7]loo)
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ce qui conduit, au vu des estimations consacrées a la loi de Biot-Savart, a

IVIL2 < C(lal + lal|7]lo + la* + (ol + 17 ) @ l2 + [ V@ |2) -

Et, d’autre part, 'estimation de pression (B.5) appliquée a I’équation (8.2),
encore une fois combinée avec des inégalités de Holder, assure

I1°VIT]l2 < C ([b]getel| VITll2 + [ T°((1+b) Av) [l + [ I°(v - V) v 2)

tandis qu’en commutant [° et b & I'aide de l'estimation (A.2), on obtient
apres quelques calculs

(A +0) Av) 2 < C[blgste (o] +[[Vw2)

+ C (14 1bollec) (o + [ I°Vw[2)
et que, dans le méme esprit, commuter I° et v démontre

I°((v-V)o)ll2 < C(lal +[Pv]ge) (Jo] + [ w]l2)

+ Claf+[7]e) (laf+[[Fwll2) -

Ainsi, puisque s+ o < §, rassembler tout cela grossierement donne, des lors
que g9 < 1,
o> + 17 %,) | °w |13

| (I*w, I* div (b V)| C(

C(eo+0) [ I°Vw 3
C(

X

(8.15)

+ + A

o+ 3) (1+ o] + K)*
A+ 75+ V@ |3+ IV |F0)

ou # > 0 est encore une fois un parametre a choisir suffisamment petit.

Choisissons donc 8 suffisamment petit. Alors, compte tenu de 0 < 5 et
s+0 < 3, pour gy suffisamment? petit, en regroupant toutes ces estimations,
nous obtenons apres intégration en temps, avec des constantes dépendant
des parametres, pour tout 0 < 7 < T,

)
| FFa(r) |2 + C/O 1 °va |3
2 ! 2 2
< Ird 2+ C /O A+ 7]12) |53
T
+ cT+o/0 (W@ 1% + IV IE+ 1712 + | 157 ) -

Le lemme de Gronwall termine alors la démonstration. n

?Indépendamment de T et K.
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8.3 Estimation pour la convergence

Pour conclure ce chapitre, sous des hypothéses comparables aux estima-
tions a priori que nous venons d’établir, nous bornons la différence entre des
solutions d’équations du type (8.1). Cette borne nous servira a démontrer
la convergence de notre schéma de construction d’une solution & (6.10) et
I’unicité d’une telle solution.

Pour 7 = 1,2, considérons 1’équation

Oy W — (L—aN)w; + (7-V)w; = div (b (Vw; + VL)) (8.16)

ou L et A sont définis par (6.11), b; et Q; sont des fonctions réelles, o est un
parametre réel,

v; = Kpsxw; , v; = Kpgx,
av® +u; av® 47,
w, = aG+w; , Q% = aG+Q;,

&
Il
RS
I

et VII; s’obtient en résolvant

Soulignons que nous avons choisi d’écrire v sous la forme v = K g o) pour
mettre en avant la symétrie des hypothéses portant alors sur Q et 0.

Avant d’énoncer la proposition de cette section, convenons que, par souci
de concision, nous noterons 0 f = fy — f1 pour toutes fonctions fs, fi.

Proposition 8.3 Soient « € R, K > 0, 0 > 2, et des réels ¢, s, q tels que
O<p<s<let max(%,4)<p<+oo.
Il existe €9 > 0 tel que, pour tout K',T > 0, il existe C > 0 de sorte que, si

wy et wy satisfont a (8.16), avec la méme condition initiale Wy et
1. |bolwa < €0, |bolwe < €0

2. pour tout 0 < 7 < T, pourt=1,2, pour tout 2 < r < oo,

<

[b:(T) M- < lbo |l e v ) ‘bi(T)‘w,r < K ‘bo‘w,r e v

3. pour tout 0 < 7 < T, pouri=1,2, |by(7)|gs < K’
4. pour tout 0 < 7 < T, pouri=1,2,

IN

18 % + /0 IV < e

|9(r) e + / VO < K
0

IN

29



5. pour tout 0 < 17 < T, pouri=1,2,
2 T 2
uwvwx+Aanwx

)
MMﬂm+/IWM%
0

IN

€0

IN

K/
alors pour tout 0 < 7 < T,

low(r) |5 + C/O (@ [% + | V(6w) X + 1] - [ () [I%)
< C/O (L+ @[5, + | V@ [Fe) (16615, + [1621%). (8.18)

Remarque : Gardons en téte que les propositions 7.1 et 8.1 fourniront des
bornes €y et K qui ne dépendent pas du temps, alors que les propositions 7.2
et 8.2 donneront une borne K’ dépendant du temps. On comprend alors

qu’il est primordial dans cette proposition que la petitesse, exigée sur €, ne
dépende ni de T ni de K'.

Démonstration. Combinons les équations (8.3) pour i = 1,2, afin d’obtenir

Or(0w) — (L —ad)(0w)+ (7o V) (6w) — div (b2 (V(dw) + V*II))
= —((07) - V) w1 + div ((6b)Vwy) (8.19)

+div (b2 VER) + div (b2 VE(3S)) + div ((6b) VL)
oull, R, S1 et Sy s’obtiennent en résolvant

div (1 +b2)VI) = div ((1 + b2)A(60) — (72 - V) (67))
div (1 +02)VR) = div(—a®@® V) (60) + (8b) AT, — ((67) - V) 71)
div (140,)VS;) = div((1+b1)Avy — (v -V)v1) , pour i =1,2.

Nous avons ici décomposé Iy en Iy = I+ R+ Ss et renommé I, II; = S7.

Nous allons maintenant procéder comme dans la démonstration de la
proposition 8.1, c’est-a-dire majorer les termes issus du produit scalaire,
dans X, de I'équation (8.19) et de 6 afin d’estimer | 6w ||%. Les termes
issus du membre de gauche de I"équation (8.3) se majorent comme ceux de
I'équation (8.1). Contentons-nous de montrer comment borner les autres.

Auparavant, il est utile de remarquer que la quantité || G" V(G™ f)||3 est
controlée par | Vf % + ||| f /% des lors que 7 + 7/ = —1/2.

1. En intégrant par parties, on obtient a ’aide des inégalités de Holder

|6, ((67)- V)@n)x| < 1GEVG (60) ll2 @1 Ly |67 g
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ou 2 < g < oo est tel que 1/p+ 1/q = 1/2. L’estimation (C.3) sur la loi de
Biot-Savart donne donc

e~ _ 1 1 e~ C, . =
| (6, (09)-V)@)x| < 0[1G2 V(G 00) 3+ | @1 [y 10252 (8:20)
ol # > 0 est un parametre a choisir petit ultérieurement.

2. Avec le méme choix de ¢, il s’ensuit de méme
| (06, div((0b)Ven))x| < || G2 V(G (08)) ||z 8| || Veor lg

puis avec cette fois une injection de Sobolev
- 1 e~ C
| (0, div(36)Ven))x| < 0 G3 V(G (50)) [§+ 5 T By |30, (8:21)
3. De méme, il résulte également
(6@, div (V4 R))x| < C [ G2 V(G (60)) 2 [0 hwoo | VR |2 -

Alors 'estimation de pression (B.2), combinée avec 'estimation (C.3) sur
la loi de Biot-Savart, des inégalités de Holder et une injection de Sobolev,
permet de démontrer

| (6@, div (VIR)x| < 0]|GZ V(G (50)) |12
b0 e Vi By (1002
+ % ol (b0 e 11013
F 2 0o B 11 % 16801 - (8:22)

4. Apres intégration par parties, grace a ’estimation de pression (B.3) et aux
inégalités de Holder, on obtient, avec le méme choix de ¢ que précédemment,

| (0, div (5o VH(@E9)x| < C G2 V(G (E@)) |12 | Bo luw,oe
X [16blp I (L +b1)Avy = (v1 - V)vrlg -

Compte tenu de 2/¢ < 1/p < 1/q < 1, en exploitant les estimations (C.3)
et (C.5) sur la loi de Biot-Savart, ainsi qu'une injection de Sobolev, on déduit
d’une inégalité de Holder

| (6@, div (b2VE(55))x| < 0G2 V(G (50)) |I3
C
S LY P

X [| Vwr 5o + 1191 1% wi 2] . (8.23)
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5. Encore une fois, avec le méme choix de ¢, une intégration par parties
combinée avec les inégalités de Holder donne

[ (0@, div((B)VETI)x| < G2 V(G (69)) [l2 0D |up | VI ] -

On termine alors comme pour le terme précédent en remplagant I’estimation
de pression (B.3) par (B.2) pour obtenir

| (63, div((b)VIL))x| < 0 || G2 V(G (50)) |I3

C
+ 5 1000 [1Vwr e + 1215 o 5] (8:24)

Il ne nous reste plus qu’a tout rassembler, en choisissant 6 assez petit,
et a intégrer en temps pour terminer cette démonstration et ce chapitre. =
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Chapitre 9

Démonstration du
théoreme 6.1

Dans ce dernier chapitre, nous exploitons les différentes bornes établies
sur les équations linéarisées pour démontrer le théoreme 6.1. Pour plus de
clarté, nous démontrons séparément ’existence et 'unicité d’une part et le
comportement asymptotique en temps long d’autre part.

9.1 Existence et unicité

Dans cette section, nous établissons la composante existence et unicité du
théoréme 6.1. Auparavant énongons un lemme élémentaire sur la convergence
de séries de fonctions destiné & prouver la convergence de notre schéma de
construction d’une solution.

Lemme 9.1 Soient T' > 0 et 1 < p < oo. Soient (fi) une suite a valeurs
dans L>(0,T;R™) et (gr) une suite bornée dans LP(0,T;R™) telles que,
pour tout O < 7 < T et tout k € N, l'on ait

frri(r) < /Ofk gk -

Alors (fx) est uniformément sommable, c’est-a-dire qu’existe une constante
Cr > 0 telle que, pour tout 0 < 7 < T,

Y ) < Cr.

k>0

Démonstration. Il est aisé et suffisant de montrer par récurrence a l'aide
d’une inégalité de Holder que pour tout 0 < 7 < T et tout k € N l'on a

k

flr) < o (277
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K étant une borne pour (gx) dans LP(0,T; R™). (]

Existence. Construisons une suite ((by, Wx))xen+ de paires de fonctions,
de méme condition initiale (b, wp) en 7 = 0, telle que, pour tout k € N*,
Orbryr + (vp—326) Vb = 0
OrWir1 — (L—al)wpyq+ (519 . V) W41
= div (b (Vwgsr + VIg41))
ou L et A sont définis par (6.11), (vx) est obtenu a partir de (wg) via la loi

de Biot-Savart, et, pour tout k € N*, v, = av® + 0, wi = a G + Wy, et
V11 s’obtient en résolvant

div ((1 + bk) v]:[k+1) = div ((1 + bk) Avqul — (Uk . V) Uk+1) .

Dans le cas k = 0, c’est-a-dire pour définir (b1, w1 ), on résout le systéme avec
v = 0 et by = 0. La construction de cette suite ne pose pas de probleme
particulier, la premiere équation du systeme est une équation de transport
par un champ de vitesse, Lipschitzien en espace, engendrant un flot, et la
seconde, si (by) reste petite, une équation linéaire parabolique.

Montrons simplement comment propager les bornes sur ((bg, Wx))kenNx-

Estimations de type 1. Fixons Ky > 0 et choisissons g > 0 suffisamment
petit. Nous pouvons propager

1. pour tout 1 < p < oo et tout 2 < ¢ < 00, grice a la proposition 7.1,
1okl < Nbollpe ™ o [o(T) lwg < [bolwg e @ e

2. et, grace a la proposition 8.1,

-
la®) 1%+ CKO/O (@ 1% + IV % + 1 Tae %)
< Cxeo (@0 1% + 100 fw,a)
qui donne, grace a la proposition C.1 et une injection de Sobolev,
[tklls < Cllwgllss < Cllwellx < Ko

Jo N3 < € fg (e lx + 11V (13) < min (g5, Ko) -

Estimations de type 2. Quitte a choisir, indépendemment du temps, g encore
plus petit, en tenant compte du fait que la proposition C.2 permet de déduire
des bornes précédentes, pour 0 < s < let 1 <§<2—s,

Jo IVoelm < Clr+ 2 ([T Vo [)17) < C (r+ f] [awl7n)
[T50p(7) [l < C [lwe(7)[Ix < Cko €0
Jo 10 s < C [y(lwe ik + 1 Vael3) < Ko,

nous pouvons propager, pour 0 < 7 < T,
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1. pour 1 4+ s < § < 2, grace a la premiere partie de la proposition 7.2,
|be(T) s < Ckor

2. et au moyen de la proposition 8.2
2 T 2
IFan) G + ¢ [ IFVaE < Cur
0
qui fournit wvia la proposition C.2, pour 0 < 7 < T,

T T
[ 190l < e+ [(1IB+1VE3) < Cror
0 0
puis, grace a la seconde partie de la proposition 7.2, pour tout 0 < 7 < T,

|b&(7) |2 < Cko1 -

Une fois ces bornes établies, on peut montrer la convergence de notre
schéma. Pour cela, considérons (db)r = bgi1 — br et (0W)y = Wgy1 — Wy
Choisissons p tel que max(4, %) < p < qo pour appliquer les propositions 7.3
et 8.3. Nous obtenons pour 7' > 0, pour tout 0 < 7 < T et tout k € N*,

[ 00)ks1 (T 5 + 1 0@k (7) 1%

S ~ _ (9.1)
< Cr J7 (|G By + I VakZ,) (1@, + 116D %)

pour0<q§<stelque%<p<+oo.

Pour user du lemme 9.1 avec fj, = | (6b)y |2, , + || (W) |13, notons que

— puisque la suite (G~Y2wy) est bornée dans L=°(R*; L2(R?)) et que
la suite (V(G~/2@y)) Vest dans L?(R*; L?(R?)), alors, via une in-
jection de Sobolev, par interpolation, la suite (wy) est bornée dans
L"(R*; L%, (R?)), pour un certain 2 < r < 00 ;

— puisque la suite (wy) est bornée dans L>°(RT; L2(R?)) ainsi que dans
L%(0,T; H**1(R?)), alors, par interpolation, la suite (Vay,) est bornée
dans L™ (0, T; H?(R?)) pour un certain 2 < 1’ < co.

Ainsi le lemme 9.1 assure que (by) converge dans L%, (R?) et (wy) dans X,
uniformément sur tout intervalle de temps fini. Cela implique directement
que (by) et (wy) convergent également dans L2?(R?). Maintenant, observons
que, par interpolation, on déduit

— puisque (bg) est bornée dans H*+2(R?), alors (by,) converge également
dans H?(R?), pour tout 0 < 0 < s + 2

— puisque (wy) est bornée dans H*(R?), alors (wy) converge également
dans H°(R?), pour tout 0 < o < s.
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Ces propriétés suffisent & montrer que la limite de la suite ((bg, wy)) est bien
une solution du systéme initial (6.10).

On recouvre la totalité de la régularité sur la limite par une simple ap-
plication du lemme de Fatou.

Unicité. Nous obtenons une borne similaire & (9.1) pour la différence
entre deux solutions du systeme (6.10) de méme condition initiale. Le lemme
de Gronwall permet alors de conclure a 'unicité. O

9.2 Stabilité asymptotique

Parachevons la démonstration du théoreme 6.1 en établissant sa compo-
sante asymptotique. Pour plus de clarté, reformulons cette composante, en
supposant données certaines des estimations que nous venons de démontrer
sous les hypotheses du théoreme 6.1.

Théoréeme 9.2 Soient o € R et K > 0.

Pour tout 0 < v < 1/2, il existe des constantes strictement positives ¢ et K’
telles que si (b,w) est une solution du systéeme (6.10), de condition initiale
(bo,wp), vérifiant wy € X,

lbollx < €0, |bolwee < €0,

et, pour tout 7 >0, Jw(r) % + [y IVolk% < e,
Hb(T) HX < K ’bo ’w,Q 67% ’ ‘b(T) |w,oo < K ’bO ’w,oo s

alors, pour tout 7 >0, ||w(r)[[x < K" e 77 (||wollx + o x)-

Démonstration. La démonstration est essentiellement la méme que celle
de la proposition 8.1, a ceci prés que nous disposons déja d’une borne mais
que notre objectif est plus précis.

Donnons-nous 0 < 7 < v' < 1/2 et reformulons la majoration (8.4) :

L _ 1 1, 1 N
(w, Lw)x < —7’\|w|!§<—(§—7’)(§\|VWI!§(+3—2||| wlk) - (9:2)

Nous traitons les autres termes comme dans la démonstration de la propo-
sition 8.1, a 'exception du terme de pression et de celui de convection non
linéaire :

(@, 0-Vo)x| < Clallx (lolk +vVal%) (9:3)

borné grace a la borne (C.4) sur la loi de Biot-Savart et & une injection de
Sobolev.
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Nous bornons le terme de pression comme suit :

(@, div(b V) x| < C|GZV(G @) |6V x

ot 'on majore || b V1T || x par

(VAL x < O (b0 llx 72 [la (140) AvY —a® (07 V)19 o
+ 100 fw,ooll (140) AT = a (vF V)T + (7-V)vF) = (0-V)T|2)

o [(L+0)Av]2 < C (L+]bolwco) [V,
I V)Tll2 < C v oo 10 ]l2
1@ V)vills < CIVells[[Tlls < Cllw]x
I1@-V)Tll2 < Cllvlle VIl < C(I@x + V@ l2) || @ |2

En procédant ainsi, on obtient
Ld, o ~ 12 ~ 112 ~ 12 2 -7
sl @lx+rvl@lx +C (vala+ll-1alkx) < Clbolxe™ (94)

qui, apres une intégration en temps, termine cette démonstration, puisque

lona2vy<1. ]
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Troisieme partie

Fluides compressibles
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Chapitre 10

Introduction a la troisieme
partie

Dans cette partie, nous analysons le comportement asymptotique en
temps long d’un fluide compressible, faiblement inhomogene, dont la vitesse
initiale est petite et de carré intégrable et la vorticité initiale est bien localisée
en espace. Cette analyse, tres proche de celle de David Hoff et Kevin Zum-
brun [32] pour des vitesses initiales intégrables, nous permet de retrouver les
profils asymptotiques correspondant au cas homogene. Dans les normes de
localisation de la vitesse, disons dans LP(R?) avec p proche de 1, il apparait
néanmoins des effets dus a la propagation d’ondes de compression. Nous
discutons également les obstacles a I’étude générale du comportement des
fluides compressibles faiblement inhomogénes dont la vorticité initiale est
bien localisée mais la vitesse n’est plus nécessairement de carré intégrable.

Tout au long de ce mémoire, nous nous intéressons a l'asymptotique en
temps long des fluides visqueux bidimensionnels, homogeénes ou faiblement
inhomogenes, la seule restriction a la généralité étant que la vorticité ini-
tiale est toujours bien localisée, ou plutot que la dynamique asymptotique ne
doit pas étre influencée par un manque de localisation du tourbillon initial.
L’archétype de I’écoulement que nous avons en ligne de mire correspond! &
une combinaison de masses de Dirac pour le tourbillon initial, une superpo-
sition de wvortex. Pour ces écoulements localisés en vorticité, nous précisons
ou retrouvons dans d’autres cadres le comportement typique pour I’équation
incompressible homogene.

L’un des inconvénients d’une telle restriction sur la localisation du tour-
billon réside dans I'incompatibilité entre les localisations en espace, simul-
tanées, de la vitesse, et du tourbillon. Ainsi si le tourbillon initial wy = rot ug

!Bien que nous ne considérions que des écoulements réguliers, ce qui correspond, au
moins pour des écoulements incompressibles, a n’étudier 1’écoulement dérivant de vortex
qu’apreés un temps petit mais strictement positif.
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est intégrable, la vorticité est asymptotique? & celle, aw®, du tourbillon
d’Oseen de parametre o = ng wp, cette convergence pouvant étre précisée si
I’on suppose plus de localisation sur le tourbillon initial wgy. Mais ’hypothese
la plus naturelle sur ug qui puisse assurer les mémes taux de décroissance
temporelle que ceux du tourbillon d’Oseen, a savoir ug de carré intégrable,
force alors @ = 0 et donc implique que notre solution décroit plus vite qu’un
tourbillon d’Oseen. Les régimes typiques pour des vitesses initiales localisées
et ceux pour des tourbillons localisés sont incompatibles.

Il est alors naturel, sans cesser de supposer que le tourbillon initial est
bien localisé, disons par exemple que (1+] - |) wo est intégrable, de s’intéresser
a savoir quel est le régime typique lorsque de surcroit la vitesse ug est de
carré intégrable. Dans le cas homogene, ce régime, décroissant plus vite
que si I'on 6te 'une des deux hypothéeses de localisation spatiale, est par
exemple décrit, pour de petites données initiales, dans un article de Thierry
Gallay et C. Eugene Wayne [26]. Si (1 + | - |)wo est intégrable et ug de
carré intégrable, ou de maniere équivalente ng wo = 0, alors la solution de
I’équation de Navier-Stokes a densité constante, de tourbillon initial wq, est
asymptotique & 31 wf + By w!?, avec, pour i = 1,2, 3; = — Jre ®i wo(x) de,
et wf des fonctions que nous décrivons au paragraphe suivant. Encore une
fois, si 'hypothese sur wg, tout juste suffisante pour donner un sens a ce
qui précede, est renforcée, on peut donner un taux de convergence. A défaut
de pouvoir traiter le régime général, correspondant aux tourbillons d’Oseen,
c’est ce deuxieme régime que nous allons essayer de retrouver pour des fluides
faiblement compressibles.

Les fonctions w!? et w? ne sont pas méme des solutions de 1’équation
homogene pour le tourbillon, ce ne sont que des solutions de sa linéarisation
autour de zéro : I’équation de la chaleur. On pourrait préférer exprimer le
comportement asymptotique en fonction de vraies solutions, par exemple
en fonction d’une & deux paires de vorter. Cependant, les vorticités w1
et w ont l'avantage de s’écrire simplement en variables auto-similaires,
puisqu’elles sont données, ainsi que les vitesses uf1 et u!? associées via la
loi de Biot-Savart, par

whi(t,z) = t%ﬂ(%) , wi(te) = #g(%) :
%UF1<%> , uf(tz) = %

ou les profils sont définis, pour ¢ = 1,2, par

g, WRiE = 0006, (102)

F(€) = 0,G() = -

avec G et v¥ les quantités correspondant aux tourbillons d’Oseen, définies
par les formules (1.22). Ainsi G est la gaussienne G(§) = ﬁ e8P/ ot pF1

2 . . . . , ez
Pour simplifier la discussion, nous supposons momentanément que la densité po et le
coefficient de Lamé de cisaillement p sont égaux a un.
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Py

Fia. 10.1 — Allure a l'infini des lignes de courant de u

et vf2 se comportent & 'infini de la maniére suivante

I |¢]—o0 1 2616 —le|2/4
00 = g (g2 ) o,

fo lg|—oo 1 &—-& —|€[2/4
0 = g (Gl )+ 0.

Observons que v et v sont de carré intégrable mais pas intégrables. La
forme (10.1) nous donne alors, pour i = 1,2, ||w’ ||, = C,t=3/271/P) pour
tout 1 < p < oo, et ||uli], =C, t~ (=19 pour tout 1 < ¢ < .

Ce régime de décroissance, qui par ailleurs autorise ug a appartenir a des
espaces de Sobolev H*(R?) et donc nous permet d’exploiter d’éventuelles
symétries dans L?(R?) wvia des estimations d’énergie, a I’énorme avantage
d’étre grossierement réductible au linéaire. Sans méme exploiter de décom-
positions en partie principale et perturbation et d’éventuelles annulations,
nous pouvons en effet observer que, formellement au moins, les termes non
linéaires sont négligeables. Par exemple, (uf1 - V)uf? décroit® en norme
LP(R?) comme t~(1=1/P+3/2) et donc une fois intégré dans une formule

3Nous avons tenu compte du fait qu’une dérivée supplémentaire apportait une
décroissance supplémentaire d’un facteur =12,
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de Duhamel contre un noyau de la chaleur conduit a une décroissance en
t=(=1/p+1/2) " négligeable devant || uf™ ||, .

Rappelons a présent les équations régissant I’évolution d’un fluide com-
pressible. En termes de la densité p et de la quantité de mouvement m = pu,
plutot que de la vitesse u, le systeme s’écrit

Om + divime D) = pA(R)+ (p+A) Vdiv(5) = V(P(p)) (103)

ou A et u sont les coefficients de Lamé et P est la loi de pression. Nous
supposons toujours que g > 0, que A +2u > 0, et que P: R — R est une
fonction strictement croissante et réguliere.

Pour le systeme compressible, le cadre de loin le mieux connu est celui,
déja pertinent, de la dimension un. Nous allons néanmoins nous concentrer
sur les références multidimensionnelles, laissant au lecteur intéressé le soin
de trouver dans celles-ci de la bibliographie unidimensionnelle. Des la dimen-
sion deux, et peut-étre plus par certains aspects en dimension deux qu’en
dimension trois — par exemple parce qu’en dimension paire le principe de
Huygens n’est pas exact —, les choses se compliquent. Le lecteur cherchant a
pénétrer dans le coeur de la théorie mathématique des écoulements compres-
sibles pourra consulter le livre classique d’Andrew J. Majda [45], la deuxiéme
partie de la monographie de Pierre-Louis Lions [43], ainsi que larticle de re-
vue d’Eduard Feireisl [22]. Pour notre part, en ce qui concerne le probléme
de Cauchy, bénéficiant de notre retour a un cadre, plus conventionnel, de
solutions d’énergie finie, nous pourrons exploiter un résultat d’existence et
d’unicité de solutions classiques dit a Shuichi Kawashima [36]. Cependant,
sans toutefois entrer dans les détails puisque nous n’aurons pas & nous consa-
crer a cette tache, extrayons tout de méme de ’histoire des démonstrations
d’existence de solutions pour le systéme compressible (10.3) quelques autres
contributions significatives : [47], [43, 23], [31], [17]. Précisons par ailleurs
que le mémoire de these de Shuichi Kawashima [36] s’intéresse plus glo-
balement aux systéemes mélangeant une partie hyperbolique et une partie
parabolique dégénérée. Par des méthodes d’estimations d’énergie L2(R?),
Shuichi Kawashima y étudie également des questions relatives au compor-
tement asymptotique des solutions*. Néanmoins, dans 'espoir de pouvoir
traiter également le régime des tourbillons d’Oseen qui nécessite a priori
de disposer également de bornes dans LP(R?), 1 < p < 2, nous préférerons
suivre d’autres méthodes pour analyser la dynamique asymptotique.

Remarques :

1. Contrairement aux cas incompressibles, a moins d’également remettre a

4Pour un exposé de ces techniques, mais dans un cadre unidimensionnel, on pourra
également consulter [44]. Notons par ailleurs que cet ouvrage contient également une
étude détaillée des matrices de Green, généralisée a la dimension supérieure pour les
fluides compressibles dans I’étude de David Hoff et Kevin Zumbrun [32].
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I’échelle la loi de pression P, le systéeme compressible ne possede pas d’inva-
riance d’échelle. Par conséquent, au risque de décevoir les inconditionnels,
dans cette partie, nous n’entendrons pas, ou presque pas, parler de variables
auto-similaires. D’une certaine maniere, ici, deux régimes coexistent, celui
diffusif vivant & I'échelle & = x/+/t et celui des ondes vivant lui & 1’échelle
¢ = z/t. Il nous est alors difficile, si ce n’est impossible, de suivre simul-
tanément ces deux échelles de dispersion.

2. Alors que I'équation homogene et le systéme incompressible & densité
variable sont parfaitement compatibles, le systeme compressible est lui in-
compatible avec les deux précédents, a cause de la détermination de la pres-
sion, dans la mesure ou il n’admet pas de solution commune avec eux. Plus
encore, un fluide compressible initialement homogene, ou incompressible,
c’est-a~dire de vitesse initiale a divergence nulle, ou méme irrotationnel, ne
le demeure pas. Cela semble interdire la détermination de 'asymptotique
par une méthode naive de perturbation d’une solution homogene.

3. Une des difficultés mathématiques majeures du systeme compressible
réside dans l'obtention de bornes sur la densité et ses oscillations, et ce
méme dans le cas favorable ou la densité est initialement proche d’une
constante strictement positive. Rappelons que, dans le cas incompressible, la
densité est contrainte par une équation assez rigide, puisqu’elle obéit a une
équation de transport par un champ de vecteurs a divergence nulle. Ici, rien
de tel, mais une contre-partie positive est que nous pouvons donc naturelle-
ment espérer qu’un fluide compressible initialement faiblement inhomogene
se détende pour devenir asymptotiquement a densité constante.

4. Le lecteur pourrait étre surpris que nous utilisions maintenant une formu-
lation moment plutdt qu’une formulation vitesse ou tourbillon pour notre
systeme compressible. Notre motivation essentielle pour cela est, apres avoir
perdu un certain nombre de structures, comme l'invariance d’échelle ou la lo-
calisation, de conserver la structure loi de conservation, la forme divergence
du systéme, qui serait perdue en formulation vitesse notamment dans le
terme de convection puisque w n’est plus a divergence nulle. En outre, d’une
part, nous sommes intéressés par des solutions a densité presque constante
et des vitesses petites, or le linéarisé du systeme (10.3) autour de (1,0) est le
méme pour (p,u) et pour (p,m); d’autre part, ici, la densité sera asympto-
tiquement constante, au moins dans des normes & faible localisation comme
celles des espaces LP(R?) avec p dans un certain voisinage de l'infini, de sorte
qu’a une constante multiplicative pres les asymptotiques en temps long pour
la vitesse u et pour le moment m = pu seront les mémes.

Nous avons dit que le régime de décroissance que nous étudions ici est
essentiellement linéaire. Il nous est donc nécessaire de bien connaitre le
linéarisé du systeme (10.3) autour de p = 1 et m = 0. Remarquons que,
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sans dommage pour la généralité®, nous avons supposé, et nous le ferons
dorénavant, que la densité est proche de un. David Hoff et Kevin Zumbrun
ont déja étudié en détail le comportement asymptotique des petites solutions
régulieres faiblement inhomogenes du sytéme (10.3) dont la vitesse initiale
up, ou de maniére équivalente le moment initial my, est intégrable [32]. Pour
cela, ils ont décortiqué la matrice de Green S du linéarisé®. Nous allons pou-
voir extraire mutatis mutandis si ce n’est de leurs énoncés du moins de leurs
démonstrations I'essentiel de ce dont nous aurons besoin relativement a S.

Plus encore, le régime qu’ils étudient conduit en outre aux mémes taux
de décroissance temporelle que le notre. En effet, en ne considérant que
la composante a divergence nulle de la vitesse, de méme que ’hypothese
ug = Kpg * wy de carré intégrable assure les mémes taux que I’hypothese
wo intégrable mais est incompatible avec 'asymptotique donnée par le tour-
billon d’Oseen, supposer ug = Kpg * wg intégrable fournit les mémes taux
que demander que (14| - |) wp soit intégrable mais est incompatible avec
I'asymptotique décrite dans cette partie. Lorsque ug est intégrable mais
que rot ug est bien localisé, notre solution doit décroitre plus vite que ce
que prédisent David Hoff et Kevin Zumbrun. Cependant, ayant les mémes
taux de décroissance typiques et nous trouvant dans un régime aisément
réductible au linéaire, notre analyse sera tres proche de la leur. Ainsi, si
le théoreme d’existence de Shuichi Kawashima nous préservera d’avoir a
démontrer nous-mémes l’existence de solutions, l'article de David Hoff et
Kevin Zumbrun nous fournira lui une feuille de route.

Nous consacrons tout un chapitre a I’analyse du linéarisé et de sa ma-
trice de Green S. Mais afin de mieux comprendre les hypotheéses de notre
théoreme, disons-en tout de suite quelques mots. Pour cela, décomposons
le moment m en la somme m = m, + m  d’une partie a divergence nulle
m) = Pm et d’une partie a rotationnel nul m, = Qm, P et Q étant les
projecteurs de Leray. En termes de p = p—1, m,, et m , le systeme linéarisé
se décompose alors en le systeme

¢ p divm, = 0
O ;1[). i c? V% = (\+2u) Am, (10.4)
et I’équation
Omy —phm =0, (10.5)
ol ¢ = /P'(1) > 0 est la vitesse du son de référence pour I'écoulement. Il est

remarquable qu’au niveau linéaire la partie irrotationnelle (p,m,), disons-
la également purement compressible, et la partie homogene incompressible

5Quitte & diviser par une constante po, la densité p, le moment m et les constantes de
Lamé p et A et & changer la loi de pression P(-) en P(po-).
SEn ce qui concerne 1’étude du systéme linéarisé, on pourra également consulter [37].
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(0,m ) se découplent. A vrai dire, les termes non linéaires décroissent suf-
fisamment rapidement pour que, pour les traiter, il ne nous soit pas utile
d’utiliser cette décomposition, il nous suffira de garder les plus mauvais
taux de décroissance. En revanche, pour analyser la partie linéaire, cette
décomposition sera primordiale. Notre but est de montrer que p converge
vers zéro, que m, décroit plus vite que uf', uf2, et que m | est asympto-
tique & une combinaison linéaire de u®(¢,z/pu) et uf2(t,z/u). Pour avoir
une chance de l'atteindre, il est préférable de disposer déja d’un tel compor-
tement au niveau linéaire.

Or m  vérifie une équation de la chaleur, plus précisément 1’équation
obtenue par linéarisation a partir de I’équation de Navier-Stokes homogene,
mais I’évolution de (p,m,) est moins immédiatement accessible. Le couple
(p,m,) obéit & un systéme combinant une partie hyperbolique et une partie
parabolique dégénérée ne commutant pas; ce systeme se résout pourtant
facilement en variable de Fourier. En analysant ’écriture de la transformée
de sa matrice de Green, on peut montrer que, comme dans le cas incompres-
sible, la partie hautes fréquences est amortie exponentiellement en temps.
Toutefois elle ne régularise pas, ce qui empéche d’employer une méthode
directe pour établir un résultat d’existence ou des taux de décroissance avec
un argument de type point fixe. Nous pallierons cela en utilisant les esti-
mations d’énergie de Shuichi Kawashima. La partie moyennes fréquences
est a la fois amortie exponentiellement et régularisante. Quant a la partie
basses fréquences, elle est asymptotique a celle d’un systeme dit de viscosité
artificielle.

Ce dernier mélange une partie hyperbolique et une partie strictement pa-
rabolique qui commutent. Sa matrice de Green 5” est la convolution de celle
de ’équation des ondes sous forme de systeme et du noyau de la chaleur. Par
conséquent, bien que le principe de Huygens ne soit pas exact en dimension
deux, on peut penser les composantes de cette matrice de Green 5” comme
des gaussiennes diffusant autour d’un cercle dispersant a la vitesse ct. Plus
précisément, dans Uarticle [33] consacré a ce systeme de viscosité artificielle,
David Hoff et Kevin Zumbrun montrent les bornes ponctuelles suivantes :
pour tout multi-indice o, pour tout temps ¢t > 1 et en tout point z € R?, on
a

B2 Jal et = Vi)
2

|D?S,(t,z)] < Ct5/4|"|/2{ . (10.6)

e Ct ;) > et — V),
ou s = ||z| — ct| est la distance de x au cercle de rayon ct, centré en
lorigine. Une fois intégrées en espace ces bornes conduisent, dans ’espace de
Lebesgue LP(R?), & un taux de décroissance temporelle en t—(5/4=3/2p) - Ainsi
si (p,m,) est initialement intégrable, alors la partie purement compressible
décroit a priori plus vite que la partie incompressible dans des espaces a
faible localisation LP(R?) avec p > 2 et moins vite dans des espaces de forte
localisation LP(R?) avec 1 < p < 2.
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Enongons a présent le principal résultat de cette partie, dont la compo-
sante existence et unicité est due a Shuichi Kawashima [36].

Théoréme 10.1 Soit | > 3.
1l existe des constantes strictement positives eg et C' telles qu’avec

Xo = (po—1,my) , Xo, = (po—1,mq,) ,
ol
mo = Mo, +mo, L , mo, = Qmg , mo, 1 = Pmg,
st l'on a

E = [Xo|gz + [ Xo,

i+ A+ ] ) rotmolli < o,

alors le systeme (10.3) posséde une unique solution X = (p,m) globale et
classique, cette solution vérifiant pour tout temps t > 0

1. pour |o| < 1773,
I D7 (X (t) = S(t) x Xo) lI

<CE?In(1+t)

[ D7X,@) [l = |l (DU(P(t) - 1)7D0 (m(t) - mJ_(t))) llp
,(§ ;er)
(I+¢t) V227 2/ 2<p<oo
< CE 5 5 .ol ;
G-+ , 1<p<?
3. pour |o| < 52, avec m; =P m,
o ,(1,1+@)
1D7my ()|, < CE @A+t Vrr2/, 2<p<oo,
et méme
. 1-14lel
Jim ¢p T | D7 (my(t) — (B u, () + B2 up2(t)) [, = O,

avec, pour i = 1,2, uf’} (t,x) = puli(ut, ), uf étant défini par (10.1)
et (10.2), et 3; défini par

1

B = ——/ x; rot mo(x) dx ;
HoJR2
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4. side plus (1+] - |2) rot mg est également intégrable, pour tout |o| < 52,
tout 1 < p < oo et tout tempst > 1, avec E' = E+|| (1+] -|?) rot mg ||1,

o]

D7 (X)) = (161 uff () + B wfe)) I, < G/ (7545).

Remarques :

1. Des lors que 'on peut leur donner un sens, 81 et (o sont des quantités
préservées par 1’évolution.

2. L’optimalité dans la régularité ou la localisation de la vorticité n’a jamais
été notre préoccupation principale, mais ici nous avons été particulierement
généreux, pour ce qui concerne la régularité, afin de ne pas compliquer en-
core I’énoncé. On pourra toujours consulter les démonstrations pour y trou-
ver des estimations demandant moins de régularité. Quant & la localisation,
comme dans le cas a densité constante, I’hypothese qui suffit pour donner
un sens aux termes qui donnent I’asymptotique suffit également a démontrer
cette asymptotique. En revanche, si ’on souhaite obtenir un taux pour cette
asymptotique, il nous faut plus de localisation.

3. Alors que nous considérons des coefficients de Lamé, une vitesse du son
de référence y/P’(1) et une densité p d’ordre un, nous nous intéressons a des
vitesses petites. Nous sommes donc dans un régime de faibles nombres de
Mach et de Reynolds. Par conséquent, il n’est pas étonnant que le compor-
tement de I’écoulement soit essentiellement incompressible et non turbulent.

4. Contrairement au résultat de la partie précédente pour le cas incompres-
sible, ici méme les normes de Sobolev doivent étre petites. C’est du au fait
que nous estimons certaines normes L> (R?) via des injections de Sobolev et
non directement, par manque de régularisation de la partie hautes fréquences
de la matrice de Green du systeme linéarisé. Nous y sacrifions deux dérivées.
C’est également a cause de ce manque de régularisation qu’apparaissent des
restrictions du type |o| < 1773, puisque nous devons borner les termes de
régularité critique par des constantes, au mépris de leur décroissance tem-
porelle typique.

5. D’aucuns pourraient légitimement s’étonner de la dissymétrie entre le trai-
tement de divmg et celui de rot mg. Expliquons que, quant au rotationnel,
notre but est d’autoriser des solutions découlant de vortez, ici contraintes a
avoir un moment de circulation totale nulle. [.’équivalent pour la divergence
serait de permettre des puits et des sources. Nous avons choisi de ne pas
nous engager dans cette direction.

Sans surprise cette partie est organisée comme suit : dans le premier
chapitre a venir nous regroupons les résultats relatifs a I’étude du linéarisé,
dans le deuxieme nous les exploitons pour démontrer le théoréeme 10.1, enfin
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dans le dernier nous concluons par quelques remarques sur les obstacles a
I’établissement d’un résultat similaire pour le régime tourbillon d’Oseen.
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Chapitre 11

Composante linéaire

Dans ce chapitre, nous analysons le linéarisé autour de p =1et m =0
du systeme compressible. Ce systéme s’écrit

om + AVp = pAm+(u+ ) Vdivm '
ou ¢ = /P’(1) > 0 est la vitesse du son de référence. Comme nous l’avons

déja mentionné, si I'on écrit m = m,+m | avec m, = Qm a rotationnel nul
et m; = Pm a divergence nulle, la résolution de (11.1) se réduit a celles du
systeme

O p divm, = 0
Lo dvm (11.2)
om, + cVp = ()‘+2//’)Amn
et de I’équation
omy —pulAmy = 0. (11.3)

Avec cette décomposition il appert clairement que g > 0 et A+ 2 > 0
sont les conditions de la stricte parabolicité de la seconde équation du
systeme (11.1).

Notons alors S la matrice de Green du systeme (11.1), S, celle du
systeme (11.2) et K, le noyau de la chaleur de I’équation (11.3). Pour ex-
primer le lien entre ces différents noyaux, écrivons les projecteurs de Leray
sous forme de convolution,

Pf = RJ.*f? Qf = Ru*fv

pour tout champ de vecteurs f. En variable de Fourier, on a! donc

1 t,,L t
Rl(n) = ’77‘2 ) RH(T/) = ’77‘2 ‘

!Ce sont ces formules qui nous on fait choisir nos notations i et L. En Fourier, un
champ de vecteurs irrotationnel est parallele a la variable de Fourier en tout point, un
champ de vecteurs a divergence nulle lui est orthogonal. A Tinverse, Kevin Hoff et David
Zumbrun réservent le symbole | & la partie purement compressible, sans doute parce
qu’elle est orthogonale a la partie principale.
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Alors on obtient

B s 0 0 0
s= s [0 o]0 ke ] (114

ou dp est la masse de Dirac centrée en 'origine et de poids un.
Tout en gardant en téte (11.4), étudions a présent séparément S, et K,.

11.1 Partie purement compressible

Observons que si (p,m,) est une solution du systeme (11.2), alors p est
une solution de I’équation

Rp—cNAp—N+2u)Ndp = 0. (11.5)

Dans le cas non visqueux A = p = 0, cela se réduit a une équation des ondes,
les ondes de densité se propageant a la vitesse c. En termes de transformée
de Fourier, il s’ensuit une équation différentielle pour y(t,n) = p(t,n) :

Y+ A +2u) Py + Py =0. (11.6)

Cela nous permet de résoudre le systeme (11.2) et d’obtenir

A () X M\ () AT ()¢ i (eﬁ(n)t_ev(n)t) ¢
. XA () A )N
Si(t,n) = N ) , (11.7)
{2 (e>\+(n)tie/\7(n)t) AT () AT Mt \— () ™ (Mt
- )N M)A~ (n)
ave(:2
+ 1 2 1 2 |4 2 9|2
) = gl £ 5\/%‘ |t =4 | (11.8)

ou i, = A+ 2. Cette formule explicite permet d’en obtenir une également
pour S , et de mener toute I'étude de S,. Nous décrivons les fruits de cette
étude et donnons une idée de la maniére dont elle peut étre conduite, mais,
comme annoncé, nous nous contentons de renvoyer a [32] ou [33] pour de
véritables démonstrations.

Les parties basses et hautes fréquences de S, ont des comportements
suffisamment différents pour qu’il soit utile de les séparer. Donnons-nous
une fonction réguliere de troncature y, comprise entre zéro et un, égale a un
sur {n € R?||n| < Ro} et nulle sur {n € R?||n| > Ry + 1}. Décomposons
alors S, en S, = SI?F + SFF de telle fagon que

—~ —

SEF(tm) = x(m) Sutm),  SEF(tm) = (1—x(m) S(t,m) . (11.9)

Etudions & présent SBF et SHF.

2 .. 2, . . . , . .. .
Nous choisissons une détermination de la racine carrée qui coincide avec la notion
habituelle sur R.
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11.1.1 Hautes fréquences

Un développement limité des valeurs propres A*(n) autour de || = oo
donne

2 ¢ -2
_HH|77| +M_+O(|77’ ) .
I

2
|n\:>oo _C_ |W‘j°0

AT () +O(7%) . AT

A priori les hautes fréquences sont par conséquent amorties exponentielle-
ment en temps. Par ailleurs, cela étaye ce que laisse deviner la forme du
systeme (11.2), & savoir qu'une composante — m, — est régularisée, alors
que l'autre — p — ne 'est pas.

Pour étre plus précis, on peut faire un développement limité de 3 ,alaide
d’une représentation intégrale des solutions de I’équation différentielle (11.6)
paramétrée par |n|. Notons

1 etz
Alt,r) = — dz
2mi Js+us- p(1,2)

B(t,r) = 3tA(t,r)—|—u‘,r2A(t,r)
(57

t
D(t,r) = e_“'TQt/ et S As, r) ds
0

ot St et S~ sont des cercles de rayon c?/2u, et de centres respectifs —c?/u,
et —u, %+ ¢/, , et p le polyndme p (r,2) = 22 + u, 7?2 + 2 r2. Avec des
notations matricielles évidentes, alors

~1,1

S, (75,77) = B(ta|77|)a 5'\H (75,77) = -1 A(t,|77|) tnv
~2.1 ~ 22

S () =i A n, S (n) = eIt 22 D(t, |n]).

Or, en développant sous les intégrales 1/p(z,r) en puissances de r~!, on

obtient pour r suffisamment grand

A(t,?") = Z Ak(t’r) r72k72
k=0

_P =
B(t,r) = e ™ +Z By (t,r) r2k=2
k=0

o0
D(t,r) = > Dylt,r) r—2F*
k=0

avec )
_ct By

|Ak(t, 7)), |Br(t, ), |Dit,r)| < C (e ™ +e 270 ok
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ou C' et o sont des constantes positives indépendantes de k, r et t. De méme,
on peut également montrer, pour j € N*,

2

j —ct Il .
DAL < Cjle ™ +e B i
j —é Bu 2 .
|a¥.B(t, T)| S C_] (e My + 6_?7‘ t) ,r._]_2

2
_ct My

D) < Cjle” A e =) I

Alors le théoréeme de multiplicateur de Marcinkiewicz et un raffinement,
démontré dans [32, proposition 4.2], transforment ces développements autour
de |n| = oo en le résultat suivant, que nous faisons précéder des définitions
utiles.

Définition 11.1

1. Un symbole f borné est un multiplicateur L? si 'opérateur associé fx
s’étend, pour tout 1 < p < oo, de L2(R?) N LP(R?) a tout LP(R?) :

Ifxglly < Cpliglly, g€LP(R*), 1<p<co.

1. On parle de multiplicateur L? fort si cette propriété reste vraie pour
tout 1 <p<oo:

If*glp < Cllglly . g€IP®R?), 1<p<oo.

i1i. Un famille de multiplicateurs — forts ou non — est dite bornée si les
constantes C' ou C), peuvent étre choisies uniformément pour toute cette
famille.

L’exemple typique du multiplicateur LP qui n’est pas un multiplicateur LP
fort est fourni par le symbole R du projecteur de Leray P.

Proposition 11.2 Pour Rg suffisamment grand, il existe une constante
strictement positive b > 0 telle que la partie hautes fréquences SIT de S,
définie par (11.9), vérifie

~

Si(tm) = e M(t,n) (11.10)

ou (M(t))i=o0 est une famille bornée de multiplicateurs LP forts, et, pour
tous 1 <i,j,k <2 avec (i,7) # (1,1)

O SHE I (1) = e (14+¢7Y2) NJ(t,n) (11.11)

ou (N,i’j(t))tzo est une famille bornée de multiplicateurs LP.
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Remarques :

1. La seule composante de SI{{F , donc de S, qui ne régularise absolument
pas est (SHF)L1 Son développement contient en effet une masse de Dirac
e Hidy. Ce qui précede, da a des considérations hautes fréquences en va-
do

0 R,
pour la partie hautes fréquences de S. C’est d’ailleurs sous cette forme que
cette proposition est énoncée en [32, lemme 5.3].

riables de Fourier, est donc encore valable pour S x } et méme

2. Les composantes 9 SHF 12 et 9y SHF 2! ne sont effectivement pas des
multilpicateurs LP forts. Leurs développements respectifs contiennent des

termes du type e=ct/m Mk 77k'/W2-

3. En revanche, on peut montrer que Ji S, est un multiplicateur LP fort

o —

et que Oy O SHF 22 est également un multiplicateur LP. Ainsi Iéventuel
terme source du systeme (11.2) subirait, s’il était placé dans la premiere
équation, une régularisation d’une dérivée dans la détermination de m, mais
aucune dans celle de p, et, §’il était placé dans la seconde, une régularisation
de deux crans dans la détermination de m, et seulement d’un dans celle
de p. On comprend alors qu’avec une méthode naive basée sur ces estima-
tions on ne puisse pas démontrer ’existence d’une solution, que cela soit en
formulation moment ou 1'on ne peut pas traiter un terme comme A(m,, p)
dans la seconde équation, ou en formulation vitesse ou ’on ne pourrait pas
traiter le terme u - Vp dans la premiere. Par manque de régularité sur p,
on ne peut donc pas considérer comme termes sources les non-linéarités.
Pour pallier ce probleme, dans l'article [16], Raphaél Danchin integre lui un
terme de convection dans le linéarisé qu’il étudie. De cette maniere, il semble
néanmoins difficile d’obtenir des taux de décroissance temporelle dus a la
dispersion comme nous en décrivons dans ce qui suit.

HF 2,2
I

11.1.2 Basses fréquences

De la formule explicite (11.7) pour la transformée de Fourier de S|, s’en-
suivent aisément les premieres estimations suivantes.

Proposition 11.3 La partie basses fréquences SBY de S, vérifie, pour tout
multi-indice o,

—(1=14lal .
ID7SPE@) Iy < Co 0 iz ergpse, (11.12)
1 si0<t<letl<p<oo.

Remarque : Evidemment cette proposition est encore vraie si ’on remplace
la partie basses fréquences de S, par celle de S.

Notons que, les moyennes fréquences étant a la fois régularisées et amor-
ties exponentiellement en temps, car A*(n) est de partie réelle strictement
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négative pour 1 # (0,0), pour étudier SP¥, il nous suffit de nous concentrer
sur les basses fréquences. Or un développement limité a 'ordre deux des
valeurs propres A (1) autour de = (0,0) donne

In|=0

1 :
X (n) _'é'MH|UF3t iclnl+0(nf) . (11.13)

La partie basses fréquences SB!" est donc a priori bien approchée par la

matrice de Green S, , ou au moins sa partie basses fréquences, du systeme

Op + divm, = %/J’HAZ; }

11.14
Orm, + C2Vﬁ = %/’LHAmH' ( )

Commengons par discuter les propriétés de ce systeme dit de viscosité arti-
ficielle.

Le systeme (11.14) a ’énorme avantage sur (11.2) que sa partie hyperbo-
lique et sa partie parabolique, qui par ailleurs est strictement parabolique,
commutent. Ainsi si W est la matrice de Green du systéme hyperbolique

Orp + di =0
tp o (11.15)
om, + ¢Vp =0
et K, /o le noyau de la chaleur associé¢ a 'équation
1
8tf_§,U'HAf:0 (11'16)

alors §|:W*[K“'/2 0 }
0 KM“/Q

Pour expliciter plus encore, remarquons que le systéme (11.15) implique
Rp—cENp = 0. (11.17)

Notons w la solution de (11.17) de condition initiale w(0) = 0, d;w(0) = do.
Alors

w2 (11.18)

- Orwx K, o —Viwx K
—CQVU)*KHH/Q Orwx K, /o

En exploitant la formule explicite

1 1 :
55— ——— s |z <ct,
w(t,z) = { 2me 22— af? i (11.19)

0 si|x| >ct,

on peut a présent majorer ponctuellement .S, : pour tout multi-indice o, tout
temps t > 1, et en tout point x € R?,

_ t3/4 73/2 : < t — t ,
o8 o) < cosir [ U s el s et =V o
e ct si |z >c(t—V1),
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ou s = ||x| —ct| est la distance de x au cercle de rayon ct, centré en l'origine.
Pour cette dérivation, nous renvoyons a l’article consacré au systeme de
viscosité artificielle par David Hoff et Kevin Zumbrun [33]. Une fois intégrées
en espace ces bornes donnent la proposition suivante.

Proposition 11.4 La matrice de Green S'JH associ€e au systeme de viscosité
artificielle (11.14) vérifie pour tout multi-indice o

5_31 [
5_ 31, ol

D78, |, < ot G 85+5) | is1 ) 1<p<oo.  (121)

Remarques :

1. Pour obtenir ces taux pour tout 1 < p < oo, il ne suffit pas de combiner,
pour les g admissibles, les taux de décroissance du noyau de la chaleur dans
L4(R?) avec la maniere dont le semi-groupe d’évolution de 1’équation des
ondes envoie® LI(R?) dans LP(R?) puis d’optimiser sur q.

2. Souvenons-nous de la relation (11.4) et notons que le projecteur de Leray
P n’est pas un multiplicateur LP fort, de sorte que ’on ne peut pas déduire
de la proposition 11.4 des bornes L'(R?) et L>(R?) pour

~ ~ [d& 0
Spart = SI*[ 6) R.] . (11.22)

Cependant, dans [33], I'on trouve des bornes ponctuelles pour §part qui
donnent les bornes suivantes pour tout multi-indice o

¢ Ly(t)

5 31, Jo] °
+2

t4 2p

| D7 Sy (8) |l, < t>1, 1<p<oo, (11.23)
avec Ly(t) =1+1Int, si 0 = (0,0), et L,(t) = 1 sinon.
Revenons maintenant a S fg F

. Nous donnons & présent une proposition qui
BF q
SH

assure que est effectivement bien approché par S,,. La premiere partie se
déduit facilement de 'asymptotique (11.13) et de la formule explicite (11.7)
pour la transformée de Fourier de S, la seconde partie peut procéder d’une
étude en variables de Fourier transformée en bornes ponctuelles via une ver-
sion adéquate du théoréeme de Paley-Wiener. Nous renvoyons a [32, section 7
& lemme 8.1] pour la démonstration de cette seconde partie.

Proposition 11.5 La partie basses fréquences SFF de S, vérifie

1. pour tout multi-indice o, pourt >1 et 2 < p < 00,
~ 1 o 1
|D7(SPR (1) ~ P ) Iy < Cor U3 754) 1)

ot :SV'FF est la partie basses fréquences de :SV'H ;

30n pourra consulter le classique [49] pour connaitre ces taux.
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2. pour tout multi-indice o et tout 0 >0, pourt>1et1 <p<2,

3
2

- lo]
| D7(5P7 ) - §PF @)y < Cogt S0 112s)

ot ‘SNYIJ‘BF est la partie basses fréquences de 5’”.

Remarque : On peut évidemment décomposer 5, en ses parties basses et
hautes fréquences E?F et 5{1 F comme nous I'avons fait pour S, par (11.9).
Pour s’assurer que :SV'H approche bien globalement S, il nous reste a noter
que ‘SNYI{{F SHE " décrites dans la proposi-
tion 11.2, et par conséquent décroit exponentiellement en temps.

vérifie les mémes estimations que

11.2 Partie incompressible a densité constante

Nous analysons maintenant ’équation linéaire pour m | . Il ne s’agit que
de I'équation de la chaleur, mais nous exploitons le fait qu’elle concerne
des champs de vecteurs a divergence nulle pour obtenir des estimations non
standard.

Commencgons par remarquer que pour borner S, au vu de (11.4), il nous
faut estimer non pas K, mais K, x R . Certes, R | étant un multiplicateur
L? et les bornes L>°(R?) étant accessibles en variables de Fourier, seules
les bornes L!(R?) pourraient poser probléme. On y remédie par exemple en
établissant?, aisément, grace entre autres & une formule explicite pour R |,
les bornes ponctuelles suivantes : pour tout multi-indice o, tout temps ¢t > 0
et en tout point x € R?,

D (Ku(t)x R)(@) | < Cp (masx(tV2,[2) (7142
qui donnent une fois intégrées en espace la proposition suivante.

Proposition 11.6 Pour tout tempst > 0, on a
. (1-3+12)
| DK, (t)x Ry |l < Cot p2) 0 1<p<oo, |o|#0. (11.26)

Venons-en maintenant au coeur de cette section.

Proposition 11.7

1. Pour tout multi-indice o, il existe une constante strictement positive
Cy de sorte que si wg est une fonction réelle telle que (1+ | - |) wo
soit intégrable et wy(0) = 0, alors, simg | = Kpg*wy est le champ de
vecteurs a divergence nulle associé, on a pour tout temps t > 0, avec
E=[0+]-1]) wolh

_(1—1ylal
1D K, 0 % mo I, < CoE03+5) | o< p<oo. (1127)

“Voir par exemple [33, lemme 2.2].
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2. Pour tout multi-indice o, il existe une constante strictement positive
C, > 0 de sorte que si wq est tel que (1 + | - |?) wo soit intégrable,
wo(0) =0 et V,wp(0) =0, alors, simg | = Kpg*wo, on a pour tout
temps t > 0, avec B' = || (1 +| - |?) wo |1

lo]
I DK, (emo ||, < Cp B 03+8438) o< pcno. (1128)

3. Pour tout multi-indice o, il existe une constante C, > 0 de sorte que si
wo est tel que (14| - |?) wo soit intégrable, ©6(0) = 0 et V, wp(0) = 0,
alors, si mg | = Kpg *wp, on a pour tout temps t > 0, pour tout
2<p< oo, avee B' = || (1+] - *) wo s

lo]
1| (DKt xmo) p < CoE' (1424 ¢~ (-5+5) | (11.20)

Démonstration.
1. Pour la premiere partie de la proposition, il suffit d’observer que,
puisque 2 < p < 0o, avec p’ I'exposant conjugué® de p, l'on a

lo|

| D7 Koy < C |- 1ol esl Pty < 0o (738 i o

Hp’
En effet, 0y est lipschitzien et wy(0) = 0, d’ott pour presque tout n # 0
mo ()| = Clal " @) < CIVy@olle < CE.

2. De méme, puisqu’ici |0g(n)| < C E’ |n|?, il s’ensuit

(1-iglely
| D7 Kol < C B |+ [t en Py, < o (mvied)
3. On a d’une part |mg 1 (n)| < C E’|n| et d’autre part

Vo mo (| < C(lnl7 @) + [~ [Vy@o(m]) < CF

de sorte que 'on obtient
I -] (D7 Kyxmo1)ll, < C|Vy(D°K,mo1) |y
Co B (-1t (e ] - [2) eIl
] -l e P

< CUE’(l—Irt_%)t_(l_%’L%),

IN

ce qui termine cette démonstration. [

Nous pouvons alors exploiter cette proposition pour réobtenir I’asympto-
tique : dans LP(R?), p > 2, mais avec moins de localisation, quoique sans les
taux de convergence, d’'une part, et, d’autre part, dans LP(R?) avec p < 2.

SCest-a-dire que p’ est tel que % + ﬁ =1.
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Corollaire 11.8 Soit 1 < p < 2.

Pour tout multi-indice o, il existe une constante Cy, > 0 de sorte que si wy
est tel que (14| - |2) wo soit intégrable, wp(0) = 0 et V,,wp(0) = 0, alors, si
mo, 1 = Kps*wo, on a pour tout temps t >0, avec E' = || (14| - [*) wo [l1

lo]

| D7 K0 % mollp < Cop B/ (14173269 ¢ (555543) - (11.30)

Démonstration. Donnons-nous une fonction f : R? — R non nulle. Alors
des inégalités de Holder permettent, puisque 1 < p < 2, de montrer que,
pour tout R > 0,

1l < </ <R|f|p(w)d:v)1/p+(/ PP() da )P

lo|>R
2_1 2_9
< Cp(Be | flla+Re 211 [ fl2)
puis, en choisissant R = ||| - | f|l2 / || f |2 pour optimiser le dernier terme

relativement a R > 0, que

2(1-1) 2(3-%)
Il < Collflly P 01 1fll ™ ™,
et 'on termine cette démonstration gréace a la proposition 11.7, en appliquant
cecia f= DK, x mg |. [

Remarque : Pour étudier la partie linéaire, incompressible et homogene,
on aurait pu vouloir plutét travailler en variables auto-similaires et suivre
la décroissance spatiale au cours du temps. Nous avons vu que dans notre
espace & poids gaussien X = L2 (R?) le spectre du générateur de la cha-
leur en variables auto-similaires £ est constitué de valeurs propres de mul-
tiplicité finie en les demi-entiers négatifs. Les conditions d’annulation du
corollaire 11.8 et de la fin de la proposition (11.7) sont les conditions d’or-
thogonalité dans X aux premiers vecteurs propres : G associé a zéro et F,
F5 associés a la valeur propre —1/2. Il est donc normal d’avoir sous ces
conditions une décroissance correspondant a la valeur propre suivante, par
conséquent plus rapide d’un facteur t%/2 par rapport a celle de u!? et u’2.
Notons néanmoins que si nous avions procédé ainsi, par un argument spec-
tral, il nous eut fallu recouvrer la décroissance sur m | a partir de celle de
w via la loi de Biot-Savart et sans doute abandonner le cadre des espaces
basés sur L'(R?) malcommode pour cette procédure.

Corollaire 11.9 Si wq est une fonction réelle telle que (1 + | - |) wo soit
intégrable et wy(0) = 0, V,,wo(0) = 0, alors, pour mg | = Kpg*wy le champ
de vecteurs a divergence nulle associé, on obtient, pour tout multi-indice o,

_1.lel
lim ¢ 7572 | DK, (H)*moill, = 0, 2<p<oco. (1131)

t—o0
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Démonstration. Nous avons déja démontré que la conclusion du corollaire
est vraie si (14| - |?) wo est intégrable. Obtenons alors & présent le corol-
laire 11.9 par densité. Soit € > 0. Choisissons R, de sorte qu’en tronquant
w pour obtenir une fonction we, nulle sur {x||z| > R.} et coincidant avec
wo sur {z||z| < R}, I'on ait

A+ ) wo—we) i < e,
ce qui implique |wz(0)| < Ce et |V, wz(0)| < Ce. Définissons & présent
Wapp = we = [We(0)] G = 1[0, w=(0)] Fi —1[0p, we(0)] Fh

de sorte que wgpy est localisée gaussiennement, Wepp(0) = 0, V) Wepp(0) =0
et

|’(1+‘ ' ’) (wo_wapp) ”1 < Ce.

Soit 2 < p < o0 et o un multi-indice. Choisissons maintenant, grace a la
deuxieme partie de la proposition 11.7, t. de sorte que, pour t > t.,

_ 1, lal
7T | DKL () % Kps* wappllp < €.

Ainsi, avec une constante indépendante de ¢, I'inégalité triangulaire fournit,
grace a la premiere partie de la proposition 11.7, pour ¢ > t.,

=+ Dok < C
AR p(t)*mo Ll < Ce,

ce qui termine cette démonstration et ce chapitre. [
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Chapitre 12

Composante non linéaire

Dans ce chapitre, nous exploitons les bornes sur la matrice de Green S du
systeme linéarisé (11.1) pour achever la démonstration du théoreme 10.1. 11
ne nous reste plus qu’a borner les termes non linéaires. Nous allons procéder
en deux temps. D’abord nous établissons les bornes dans LP(R?), pour tout
2 < p < o0, par un argument de type point fixe. Ensuite nous utilisons ces
premicres bornes pour borner les termes non linéaires dans LP(R?), pour
1<p<2

Pour simplifier la présentation de ce qui suit, suivons [32] et récrivons le
systeme (10.3) sous la forme

2 t
X)) = St)x Xo + Z / St —t)*x0p Qrt)dt'  (12.1)
k=1 70

avec pour k =1,2

0 2 0
e =alvat. al=(g) =2 ()

de sorte que

2
3 gk = —div(m®1Tﬁ> — YV ((P'1+5) - F)
k=1
2 ~ ~
W mp _( mp
k,kz/ﬂ (9k(9k/qz = —,LLA<1+Z),> - (,u—}—)\)lev(m).

12.1 Casp>2

Comme nous ’avons déja discuté, la matrice de Green ne régularise pas
suffisamment pour permettre de traiter naivement le systeme (10.3), aussi
nous recourons a un théoreme, basé sur des estimations d’énergie dans des
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espaces de Sobolev, di & Shuichi Kawashima [36]. Notons qu’en procédant
ainsi I'on perd de la décroissance temporelle puisque 'on borne certaines
quantités par des constantes au mépris de leur décroissance temporelle ty-
pique.

Théoréme 12.1 (Kawashima, 1983 [36]) Soit | € N.

Il existe des constantes ey > 0 et C > 0 telles que si Xo = (po, mo) appartient
a H*2(R?) avec
E = |X0|Hl+2 < &g

alors le systéme (12.1) posséde une unique solution X = (p,m), globale et

classique, & valeur dans H't? (R?) et de condition initiale Xg, vérifiant, pour
tout temps t > 0,

t
| X () 342 + / VX)) 30 dt' < CE*.
0

Supposons a présent comme dans le théoreme 10.1 que 'on a de plus
[ > 3. Démontrons alors qu’avec

E = |Xolg+2 + [ Xoullh + [[(L+] - [)rot mo |l

on a, pour tout 2 < p < oo et tout |o| <1 —2,

H DJX(t) ||p <CE (1 +t)f(lf%Jr%min(\o\,l72f|o|))
| D7 (X () = S(8) % Xo) l, < CE? In(14t) (144) (1= 3+3min(lol, 1=3-lo+3)

Pour cela, introduisons, comme dans [32],

1 1 .
A(t) — sup (1 +tl)175+§ min(|o|,l—2—]o]) ||DUX(tI) ||p
0<t'<t
2<p<oo
o] <i—2
Bt) = sup In(1+¢)"t(1+¢) ptaminlobi=sloD+s | poxNLy |
o<t'<t

2<p<oo
lo|<i—2

avec XNVE(t) = X (t) — S(t) » Xp .
11 nous suffit maintenant de nous assurer que, pour ¢t > 0,

B(t) < C(E*+A®)*+A®)") . (12.2)

En effet, si I'on dispose de (12.2), les estimations sur la partie linéaire
donnent alors

Alt) < C(B+A®D°+A®))
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ce qui permet de propager, deés lors que 2C E < 1 et 4C?E < 1/2, simul-
tanément A(t) + A(t)"1 <1/2 et

CE
AW < T—am —apr

< 20F,

que 'on peut réintégrer dans (12.2).

Démontrons par conséquent la majoration (12.2). Pour cela, séparons
S en sa partie basses fréquences SPF et sa partie hautes fréquences SHF
comme nous I'avons fait pour S, par (11.9). Décomposons ainsi XV via

2 t/2
XNy = > SBE(t — 1) % 0, Qi (t') dt!
k=1 70
2 t
+ Y | SPTE—t)x 0 QL) dt’
t/2
2 t ,
+ ) SBE(t — ) % 8, O Q27 (V) dt!
k=17 /2
+ Z / SHF *8ka( )dt/
= X1 By + xN(t) + XNE@) + XN . (12.3)

Soient 2 < p < oo et o] <1 —2.

1. Pour des ¢’ de longueur |o'| = |o| + 1, une inégalité de Young donne

t/2 ,
> [ IDT ST )5 Q) at
o V0

t/2 ,
¢y /0 | D7 SBF (¢ — ) ||y | Q(E') |11 d’

I D7XYE () [l

IN

IN

< o+ i) /OMIIQ( Dt

Or, comme X (t) est borné dans L°(R?) grace & une injection de Sobolev et
au théoreme 12.1, on obtient en utilisant encore une fois le théoreme 12.1,
pour tout ¢ > 0,

/0 Q) il < C / (XY 3+ VX)) dr
< c/ P+ + [V XW) I3) at
< C(E?’+A@®)?% In(1+41¢) (12.4)
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ot pour 0 < ¢ <1 on a utilisé [ || VX ||3 < C E?t. Ainsi
1 lol 1
| DEXNE@) |, < C(E*+ A(t)?) In(1 +t) (1+t)—(1—é+ 2+3) (12.5)

2. Une inégalité de Young donne également, en choisissant 1 < r < 2 tel que
1+1/p=1/2+1/r,

| D7 XY@ [, < Z / 18 SBF(t — ) % D7QL(Y) [ dt

IN

c / IV SBE(t — ) |l2 || D°QN(¥) | di’
t/2
t
< o[ are—)y | DoQ )|, d .
t/2

Or, pour un tel 7, les inégalités de Holder appliquées & une formule de Leibniz
pour la dérivation assurent, puisque Q' est au moins quadratique en X, pour
tout t > 0,

1D°Q 0 - < ¢ 3 DXl DXl [T I1D7X(0) 1

> loi|=lo] 123
< C(A(t)2+A(t)max(|o|,2))

« (1 4 )~ UmFrdming o, || . § min(oil, 1=2—o:))
< C(A(t)z +A(t)max(|a|,2)) (1+t)—(1—%+%min(\a\,l—2—|a|)+%)

)

la derniere inégalité provenant du fait que d’une part si tous les o; satisfont
a |o;| < (1 —2)/2 alors

Y min(logl, 1 =2—oi) = Y |oi| = o]

i
et d’autre part s'il existe oy, tel que |o;,| > (I —2)/2 alors

> min(|oi], 1-2—o3]) > min(loi,|, 1—2—|0y|) = 1— 2|0y | > 1—2—|o].

Ainsi
ID°XYE@) |, < C(A®#)? + A7) In(1 + 1)

x (14 ¢)~ (=gramin(oli-2-1oD+3) (19 )

3. Commengons par traiter le cas ou |o| # 0. Avec une nouvelle fois r tel
que 1+1/p=1/2+1/r, pour des o’ tels que |0'| = |o| — 1, une inégalité de
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Young donne

IN

t
I D7X5"E(t) Il C Z/ ID*S5E(t —t') ||z [| D7 Q*(¢) |- dt’

< cz/ (14— )32 | D7 QA | dt’ .

En outre, comme pour || D°Q*(t) ||, pour tout t > 0, on a

1D Q) < € (AP + A1) (14~ (5 +hminut=2olad )
Ainsi, si |o| # 0, s’ensuit
D XEW < C AW+ A@™™172) min (1,1)
% (14 ¢~ (mgramindoli2=loh+3) (g9 7)

SBF

En faisant porter une dérivée de moins sur , on montre également

IXNE@L, < CA®? n(l+1) (144~ 0-prmin =943) (19 g)

4. Pour des o’ tels que |o/| =

10X o)l < © % / = D7 Q) [ de

lo|+ 1, on a

Or, d’une part, comme précédemment, pour tout ¢t > 0, si |¢/| < (I — 2),
alors

ID7Q 1) [, < C(A(t)? + Aymx(ol12)
x (1+ t)—(l—%+% min(|o]+1,1=3—|o])+1)
et, si |o’| < (I —3), alors
I D7 QW1 < C(A®? + A)12)

o (1+t)f(lf%wL%min(|o|+2,lf4f|a|)+1).

D’autre part, en utilisant le théoreme 12.1 combiné avec des injections de
Sobolev, on obtient, pour tout ¢t > 0, si |o'| = (I — 1),

ID7Q) ], < CA®t) (E+A®l) +A®)7+ 1+ 073).

Enfin, pour |o/| = (I —2), || D7 Q%(t) ||, peut se majorer par interpolation,
de sorte que l'on a toujours, pour tout ¢ > 0,

ID7Q)l, < C(F+ A(t)? + A(t)+2)
x (1+ t)‘(l—%+%min(lolal—3—|a|)+%). (12.9)
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Notons que c’est dans ces estimations critiques pour la régularité que 1’'on
perd de la décroissance temporelle. Par ailleurs, pour tout v > 1, remarquons
que, pour tout ¢t > 0,

t/2 /
/ ) (1 L)y < O
0

t
/ ) (14 )V a < C(1414)7.
12

Ainsi il résulte de ce qui précede, pour tout ¢ > 0,

ID°XY (@)l < C(E*+ A(t)* + A1)71+?)

Ceci termine la démonstration de (12.2) donc celle de I'asymptotique
dans LP(R?) pour 2 < p < c0. O

Remarque : En exploitant mieux la régularisation de S, on peut assouplir
les hypotheses a la marge pour obtenir, sans supposer [ > 3, et pour tout
lo| < (I —1) et tout 2 < p < o0,

1D XN |, < Cp B In(14t) (14¢)~ (-3 mindol i=1-loD+3) g9 17

12.2 Casp<2

Dans cette section, nous terminons la démonstration du théoreme 10.1
en bornant la partie non linéaire X V() = X (t) — S(t) x Xo dans LP(R?),
avec 1 < p < 2. Profitant du fait que pour borner les termes non linéaires
nous pouvons nous contenter des bornes que nous avons déja obtenues dans
LP(R?), avec 2 < p < oo, nous nous dispensons d’exiger sur Xg ce qui
permettrait de borner S(t)x Xy dans LP(R?), avec 1 < p < 2, en particulier
évidemment nous ne supposons pas Xg intégrable !

Nous allons en fait montrer les bornes suivantes. Supposons [ > 3. Alors,
pour tout temps ¢ > 0, tout multi-indice o tel que |o| < (I — 2), et tout
indice 1 <p <2, 0na

1D XN |, < CoB? In(14) (1) (i 853 minoli=3=oD+5) (19 19)

~

Comme d’une part (S(t))o<t<2 est une famille bornée de multiplicateurs LP
forts, et, d’autre part le théoreme 12.1 assure, via des injections de Sobolev,
sio] < (1—2), || D?Q(t) ||, < C E?, alors on a bien

ID°XNE@) ], < CE*t, 0<t<2, 1<p<oo.

95



Concentrons-nous donc sur les bornes pour ¢ > 2. B
Pour cela, en nous inspirant de (11.4), introduisons S défini par

= = .[& o 0 0
SN D Y ER B

ol S, est la matrice de Green du systeme de viscosité artificielle (11.14).
Alors S est la matrice de Green du systéme de viscosité artificielle

hp + di = (u+3)Lp
i vm = (st 3) b (12.14)
om + AVp = plAm + 5 V.divm

et approche bien S. En effet, la proposition 11.5 est encore vraie si I'on
remplace S, et S, par S et S. Décomposons alors S et S en leur parties
basses et hautes fréquences comme nous l’avons fait pour S, en (11.9) et
scindons X% en

2 t
XNE@) > / SBE(t — ') % 0, Qi(t) dt’
k=1 Jt~1
2 t/2 _
+ St —t") %0 Q') dt
k=1 70
2 t—1 _
+ > St —t") % 0, QL(t') dt’
k=1 7t/
2 t—1 _ ,
+ S(t—t') % O O QF (1) dt!
kk'=1"t/2
2 t/2 _
+ > / (SBF — SBEY (¢ — ) % 0y, Qu(t)) dt!
k=1 70
2 t—1 B
- / (SBE — SBEY(t —t') % 0 QL(t)) dt’
k=1 7t/2
2 t—1 ~ ,
+ ) / (SBE — SBEY @t — ') % 0y O Q7 (') dt!
kk—=1"t/2

2 t
+ oy /(SHF—gHF)(t—t’)*ﬁka(t’)dt’
k=1 *0
= XN+ XD (12.15)

Soient 1 < p <2 et o tel que |o| < (I —2).
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1. Les inégalités de Holder et de Young donnent, pour tout temps t > 0,
t
ID7XE) |, < C /t 1 1855 =) [ | VD7Q') ||, dt’
t

< C E2/ (1+t/)*(17%+min(|0|71737|g|)+%) dt/
t—1

< C E2 t—(l—%—f—min(\zﬂ,l—3—|0|)+%) (1216)
la borne sur || D7Q(t') ||, se démontrant essentiellement comme (12.9) dans
le cas 2 < p < oo.

/’ —

2. Pour des ¢’ de longueur |o |o| 4+ 1, un inégalité de Young donne, pour

tout temps t > 2,

t/2 L
ID7X W) [l < CZ/O I D7 St =) [lp | Q) [l d’

o]

t/2
< o) [0 har
0

B

|
< CE? m(1+1) ¢ G85+53) (12.17)

ot
vl

ou l'on a utilisé (12.4) avec A(t) < CE.

3. Les inégalités de Young et de Holder, suivies d’'un changement de va-
riables, donnent également, puisque 5/4 — 3/2p + 1/2 < 1, pour tout ¢t > 0,

-1
ID°XE W, < C/t/2 IVSE—1)lp 1 D7Q' () ||y dt’

t—1
< CEZ/ [(t—t’)_(%_%%J’%)
t/2 X(l+t/)—(l—}—%min(|0|,l—2—|a|))} d
1/2
< g2 (-3 dein(ol,i-2- o)) // "
- RN CRETEEY
< CR2In(1+¢) ¢ (-3prammloli-2-loh+3) (19 1g)

ot || D7QY(t) |1 a été estimé essentiellement comme || DQ(#') ||, dans la
section précédente.

4. Si |o] # 0, en procédant de méme, pour des o’ tels que |¢’| = |o| — 1, on
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obtient, pour tout temps ¢t > 0,
t—1 B )
ID7x3" @), < © //2 ID2S(t =) [l | D7 Q*(t') [l at’
t

-1
< CE2 /t [(t_t/)—(ifgiﬂ)
t/2

X
—~
—_
RS
~—
I
—~
—
+
[NIE
g
2
s
|
T
9
—
~—
| IS |
U
=

< CE? /H [(t—t’)_(%—%%+%)
t/2 X(l+t/)—(l—i—%min(|0|,l—2—|a|))} dt’

< CR2n(1+1) ¢~ (G-3prammnloli=2—loh+3) (1919

1

ou l'on a tenu compte de (t — )72 < 1 dans l'intégrande. De maniere
similaire, puisque 5/4 — 3/2p + 1/2 < 1/2, il résulte pour |o| = 0 que, pour
tout temps ¢t > 0,

t—1
NL 5]
1XYWl < 0 [ IVSE- ) 1@ ha
< CE2n(1+1) ¢ (G-35r5min@i=9+3) (19 90
5. En procédant comme pour Xév L on montre, pour tout temps t > 2,

lo]
1D XN, < CE?(1+1¢) ¢ G848 (1991

avec 0 < 6 <1/2.

6. En procédant comme pour Xév L on obtient, pour tout temps ¢t > 0,
aprés avoir pris en compte, pour 0 < 6 < 1/2, (t —t)~(1/2=9) < 1 dans
I'intégrande,

1D XN, < C B In(1+1) ¢ (G-gi+imindoli-2-loD+}) = (19 99

7. En procédant comme pour X%, on obtient, pour tout temps ¢ > 0, aprés
avoir pris en compte, pour 0 < 6 < 1/2, (t — t')*(lfe) < 1 dans l'intégrande,

ID°XNE() |, < CE2In(l+¢) ¢ (G-35+iminoli-2=loD+}) (19 93

8. Pour tout temps ¢ > 0, I’étude hautes fréquences donne
¢
10X @)l < € [ | TDoQW) | df
0

< o /t v (1+t/)*(17%+min(|a|,1737|0|)+%) &
0
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Or, pour tout v > 0, pour tout temps ¢t > 0,
t/2
/ ) (1 L)y < Ot e
0
t /
/ e 1y TTaY < C (1407,
t

/2

Ainsi, pour tout temps ¢ > 0,
I DX ), < CE* (1+ gy~ (1= fmin(ol i=3-laD+3) (19 94)

Ceci acheve la démonstration du théoréeme 10.1 et ce chapitre.
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Chapitre 13

Régime du tourbillon

d’Oseen

Dans ce chapitre, nous exposons brievement les obstacles a 1’établisse-
ment d’un résultat, semblable au théoréeme 10.1, dans le régime du tourbillon
d’Oseen.

Commencons par discuter 'existence de solutions. En ce qui concerne
le théoreme 10.1, elle repose sur des estimations d’énergie L?(R?) exploi-
tant une entropie pour le systeme (10.3). Or le régime du tourbillon d’Oseen
correspond précisément aux écoulements dont le champ de vitesse, ou de
quantité de mouvement, n’est pas de carré intégrable. Pour remédier a cela,
pour les écoulements incompressibles, nous sommes passés en formulation
tourbillon, ce qui implique de savoir reconstruire la vitesse a partir de la
vorticité. Pour le faire dans L(R?), avec 2 < ¢ < 00, via la proposition C.1,
il nous faudrait estimer la vorticité! dans LP(R?), pour des p compris stric-
tement entre un et deux. Dans ce mémoire, nous avons généralement obtenu
de telles estimations en travaillant, dans des variables suivant 1’étalement
spatial au cours du temps, avec des espaces L? & poids. Cela semble nous
étre maintenant interdit par la compétition de deux régimes de dispersion :
celui diffusif et celui des ondes.

Cependant, tout cela ne constitue pas a priori une véritable obstruction,
aussi venons-en a des considérations sur la décroissance temporelle des so-
lutions. Exposons tout d’abord en quoi elle est critique de bien des points
de vue.

Déja pour l'équation de Navier-Stokes homogene, dans le régime du
tourbillon d’Oseen, les termes non linéaires se révelent critiques pour la
décroissance temporelle?. En effet, ce régime correspond & des décroissances

1Ou rot(m) si 'on souhaite plutdt reconstruire m .
2Ce phénomene est lié & Pauto-similarité des tourbillons d’Oseen.
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temporelles de la forme
(1
D% (1) [ ~ ¢

qui conduisent a

| (s (®)-9) ur ()l ~t 57 |

ce qui une fois intégré contre le noyau de la chaleur dans une formule de
Duhamel redonne au mieux ¢~(1/2-1/P)  Insistons sur le fait que puisque la
décroissance de la partie a divergence nulle est déja critique, il est primor-
dial pour estimer les termes quadratiques que la partie a rotationnel nul ne
décroisse pas plus lentement dans LP(R?), quand p > 2.

Il existe au moins une autre raison, cette fois propre aux fluides com-
pressibles, pour laquelle ce régime de décroissance temporelle est critique.
Nous avons déja mentionné que, les systemes pour les fluides a densité va-
riable étant quasi linéaires, il est utile de controler uniformément en temps
la densité p dans L>°(R?2). En outre, 'équation de conservation de la masse

Op + divm, = 0 (13.1)

laisse penser que pour cela nous aurions besoin de
[e.e]
/ | divim, () oo d < oo . (13.2)
0

Or précisément Vm (t) décroit a priori comme (1 +¢)~! dans L>(R?),
lorsque 'on se place dans le régime du tourbillon d’Oseen. 1l est donc crucial
que Vm,, décroisse strictement plus vite dans L>°(R?). Ainsi ne nous suffit-il
pas, comme pour le théoréeme 10.1, de séparer X, et X | uniquement dans
la composante linéaire S(t) x Xy et d’une certaine fagon a posteriori.

A présent que nous avons a ’esprit quelques unes des contraintes sur la
décroissance temporelle de la partie irrotationnelle, estimons quels taux de
décroissance nous pouvons espérer. Tout d’abord, notons que I'inégalité

t/2 _

I S(t—1) 0
0

Caiv oms @may ) O 41

/2 ,,(é,;l) N—1 g
< C/ (t—t) " \i7ze) (14t)"2dt’  (13.3)
0

donne au mieux une décroissance en t_(?’/ 4=3/(p )). Ainsi, comme pour la
composante incompressible m |, considérer le régime du tourbillon d’Oseen
plutét que celui décrit dans le théoreme 10.1 entrainerait une perte d’au
moins /2 en décroissance temporelle, de sorte que formellement la com-
posante purement compressible resterait dominante dans LP(R?2) lorsque

101



1 < p < 2 et dominée dans LP(R?) lorsque 2 < p < oo. Ces taux de
décroissance satisferaient aux exigences mentionnées plus haut.

Néanmoins, le taux prescrit par (13.3) est sans doute bien trop optimiste.
Pour nous en convaincre, considérons cette fois une estimation critique en
régularité. Pour un o’ tel que |¢'| = |o| — 1 et un k € {1,2}, on obtient,
lorsque 1 < p < o0,

1708005 (o oy )€
t)2 ko D div(m, @ m,) b
t—1 (5
<C (t—t) \a™
t/2

3
2

1+1) (1+t’)’(1’%+‘%|) at’

ol
Con(1+4) (14 G3%) do<pen

lo]

13.4
G, (141 (3242 e

~— N

sil<p<?2

aprés avoir optimisé la décroissance temporelle, en tenant compte de la
condition d’intégrabilité 5/4 — 3/2¢ + 1/2 < 1 et de la condition d’appli-
cabilité d’'une inégalité de Young 1/¢ + 1/r = 1+ 1/p, par les choix ¢ = 2
et r = (1/2+1/p) 1 si2<p<oo,et q=p,r=1sinon Cette fois,
I'estimation est désastreuse a tout point de vue, puisqu’elle donne en toute
norme LP(R?) une décroissance strictement plus lente que celle du tourbillon
d’Oseen, déja critique.
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Conclusion
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Chapitre 14

Perspectives

Un certain nombre de questions restent en suspens. Rassemblons-les pour
en offrir une vision plus claire.

Tout d’abord, la borne sur le temps de vie de la turbulence homogene
en termes du nombre de Reynolds, fournie par le théoreme 2.1, semble de-
voir étre améliorée. Sans doute une des clefs se trouve dans I’étude non pas
du comportement en grand temps mais en temps intermédiaire, passant par
I'observation de pseudo-équilibres intermédiaires donnés par des combinai-
sons de vortexr évoluant selon ce que prédit le modele non visqueux.

Pour les écoulements incompressibles faiblement inhomogenes, demeure
la question des grandes solutions loin des tourbillons d’Oseen. A priori les
fluides incompressibles dont le tourbillon initial est intégrable et la densité
initiale proche d’une constante doivent encore se comporter asymptotique-
ment comme un tourbillon d’Oseen.

Quant aux écoulements compressibles, les perspectives sont plus claires
encore : il nous reste a traiter le régime des tourbillons d’Oseen. Il semblerait
déja intéressant de traiter ce régime pour un systéeme modele, comme un
systeme de viscosité artificielle!, ce qui aurait ’avantage de séparer — for-
mellement et temporairement — les problemes liés au régime de décroissance
temporelle de ceux dus au manque de régularisation du linéarisé.

Un autre aspect que nous n’avons pas discuté jusqu'’ici concerne la sta-
bilité de tous ces résultats bidimensionnels vis-a-vis de perturbations tridi-
mensionnelles. Se poser la question de cette stabilité revient d’une certaine
maniere a interroger la validité de I’hypothese bidimensionnelle.

!Cela correspondrait par exemple & remplacer S dans ’équation (12.1) par §7 définie
par (12.13). La matrice de Green S approche bien S quant & la dynamique, mais est
régularisante.
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Annexe A

Commutateurs

Dans ce court appendice, nous regroupons, afin de ne pas entraver la
progression d’autres démonstrations, quelques estimations de commutateurs,
un peu dans ’esprit — quoique plus élémentaires — de celles de Tosio Kato
et de Gustavo Ponce [35].

Commencons par des estimations correspondant & des espaces de Sobolev

homogenes de petits indices. Rappelons I = (—A)z.

Lemme A.1 Soient0<s<1eto>1.

1. Il existe une constante C > 0 telle que si I°f appartient ¢ L?>(R?) et
g appartient ¢ H°(R?), alors I°(fg) — f I°g appartient & L*(R?) avec

11°(fg) = f gl < ClI°fll2 |g|ne. (A1)

2. 11 existe une constante C' > 0 telle que si I°f appartient ¢ H°(R?) et
g appartient o L>(R?), alors I°(fg) — f I°g appartient a L*(R?) et

I1°(f9) = f Pglla < C[I°flue gl (A.2)

Démonstration. Commencons par remarquer qu’il existe une constante
strictement positive C' > 0 tel que l'on ait || A1 < C|h|ge pour toute
fonction h appartenant & H?(R?). Pour s’en convaincre, il suffit d’appliquer
une inégalité de Holder a

~ B 1 2
JL e = [ e (S o) i

Il nous suffira donc de démontrer les deux inégalités suivantes

15 (f9) = gl < C IS 2 Mg, (A-3)
I11°(f9) = f Pl < CEflullglla- (A.4)
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Posons h = I*(fg) — f I°g. Nous avons alors

W) = s L (0l = =) FO 3= O ac

pour presque tout 7 € R2. En exploitant I'inégalité élémentaire suivante
" =11’ < In=n']", 0<s<1 (A.5)

vérifiée par tous 7,7" € R?, nous obtenons

ol < g [ I IO a0 =0l dc

Enfin, selon l'inégalité de Young que l'on applique a la convolution du
membre de droite, on peut arriver a (A.3) ou (A.4). (]

Venons-en a présent a ’estimation pour des indices de régularité plus
élevés.

Lemme A.2 Soient s> 1 et o > 1.
Il existe C > 0 tel que si I°f appartient a L?>(R?) et g appartient o H° (R?),
alors I*(fg) — f I°g appartient o L*(R?) et

115(fg) = F g2 < CUIfllz gl + CIVFlme| " gll2 . (A6)

Démonstration. La démonstration est essentiellement la méme que celle
du lemme précédent, ou 'on remplace (A.5) par l'inégalité

1K1 = 1¢1°] < Cle=¢T (IC=¢PH+ I (A7)

vérifiée pour tous ¢, ¢’ € R?. Bien évidemment, comme précédemment, nous
aurions pu obtenir d’autres estimations en faisant varier notre application
des inégalités de Young. [
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Annexe B

Reconstitution de la pression

Nous regroupons ici le nécessaire pour estimer la pression dans la partie
traitant des fluides incompressibles & densité variable.

Ayant en ligne de mire 1’équation (6.12), nous nous intéressons a la re-
constitution d’un gradient de pression VII en fonction d'une fonction F' a
travers la résolution de 1’équation

div ((1+b)VI) = divF, (B.1)

ol b est une petite fonction donnée. Notons que VII dépend linéairement du
champ de vecteurs F'.

Lorsque b = 0, I’équation se réduit a ATl = div F, et se résout donc
via VII = —V(-=A)~1div F. Si I'on note P le projecteur de Leray, c’est-a-
dire le projecteur! sur les champs de vecteurs & divergence nulle le long
des gradients, et Q = I — P son projecteur supplémentaire, alors dans
ce cas ’équation est donc résolue par VII = QF. Ces projecteurs sont
définis et continus sur LP(R?2), pour tout 1 < p < 0o, et nous allons en fait
résoudre (B.1) comme une perturbation de I’équation pour b = 0.

La proposition suivante énonce des estimations dans les espaces de Le-
besgue. La premiere partie résout ’équation (B.1); la seconde estime la
différence entre deux solutions d’équations du type (B.1).

Proposition B.1

1. Soit 1 < p < .
1l existe des constantes strictement positives C > 0 et k > 0 telles
que si F appartient a LP(R?) et b a L°(R?) avec k|| b|loo < 1, alors
I’équation (B.1) posséde, a une constante prés, une unique solution I1
telle que VII appartienne o LP(R?), cette solution vérifiant par ailleurs

C

VI, <
P S TR

L p - (B.2)

'Orthogonal dans L*(R?).
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2. Soient 1l <p<ooetl<gq,r<-4oo telsquel:%—i-%.

T

1l existe des constantes C' > 0 et k > 0 telles que si F' appartient
a LYR?) et, pour i = 1,2, b; appartient a L°(R?) N LP(R?) avec
K| bi |loo < 1, alors les solutions 11; de

div ((14b,)VIL) = div F,
pour i = 1,2, sont telles que V (Ily — IIy) appartienne o L"(R?) et
vérifie
. Clbh-blp Pl
T (A =kllbrfle) (1 =r]b2lle)

IV (T — ) || (B.3)

Démonstration. Afin d’exprimer VII en termes de projecteurs de Leray,
commengcons par récrire (B.1) sous la forme

div VII = div (F—bVII).

L’équation (B.1) est par conséquent équivalente a VII = Q (F' — b VII) donc
a (I+Qb)VII = QF. Or, puisque l'opérateur Q est continu sur LP(R?), il
existe une constante x > 0 telle que

1Qoflly < Kbl 1/l

pour tout f € LP(R?). Ainsi, si £ || b ||oc < 1, Popérateur I+Q b est inversible
sur LP(R?), et il s’ensuit que

VIl = (I+Qb)'QF (B.4)

définit notre unique solution, avec la borne annoncée.
Afin de démontrer la seconde partie de la proposition, en utilisant la
formulation (B.4), nous pouvons écrire

VIL = (I+Qb) ' (I+Qb2) (I+Qb) ' QF
VI, = (I+Qby) ' (I+Qb1) (I+Qb1)' QF

puis soustraire ces deux égalités et factoriser pour obtenir

VIl —1) = (I+Qb) ' Q(bi—ba) I+Qby) ' QF.

La continuité du projecteur Q sur L"(R?) réduit alors I'estimation (B.3) &
une estimation de (by — ba) (I 4+ Qby)™' Q F en norme L"(R?). Ainsi une
inégalité de Holder combinée avec la continuité des opérateurs sur L9(R?)
termine la démonstration de la proposition. [

Contrairement a ce qui se passe dans le cas b = 0, notre équation (B.1)
ne commute pas avec les opérateurs de dérivation I° = (—A)g. Cependant
a l'aide d’une estimation de commutateurs démontrée dans ’annexe A, nous
concluons cet appendice-ci par des estimations dans des espaces de Sobolev
homogenes pour les solutions VII de I’équation (B.1).
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Proposition B.2 Soient 0 < s <1 eto > 1.
1l existe des constantes C' > 0 et k > 0 telles que, pourvu que F' appartienne
a H*(R?), b a L°(R?) avec k|| blloo < 1 et I*b a H°(R?), alors la solution
I de l’équation (B.1) est telle que I° VI appartienne a L*(R?) et

C

I’ VIl <
IVl = T

(I° Fll2+7 | I°blae | Fl2). (B.5)

— £l

Démonstration. Appliquons ¢ & I’équation (B.1), nous obtenons
div (1 +06)VIPI) = div ([b,I°]VII) + div (I°F).
En utilisant la premiere partie de la proposition B.1, nous en déduisons

C

iEvinp, < — ¢
ol

112 Flla + || [b, I°] VIT|2)

Or en appliquant d’abord 'estimation (A.2) de commutateurs puis a nou-
veau 'inégalité (B.2), on montre que

C

[, P} VIl < C | Pblge |[VIL]lz € ——————
1—rblle

[ 120 me || F 2 -

Il ne reste donc plus qu’a tout rassembler pour terminer la démonstration
de la majoration (B.5) et cet appendice. (]
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Annexe C

Loi de Biot-Savart

Ce mémoire repose partiellement sur une bonne compréhension de la
reconstruction d’un champ de vecteur a divergence nulle a partir de son
rotationnel. Cet appendice est censé pourvoir a cette nécessité.

Rappelons tout d’abord comment obtenir la loi de Biot-Savart. La paire
d’équations formée par dive = 0 et rot v = w est formellement équivalente!
av=Vtpavec Ap =w. Dot v = —V(—=A)"lw, ce qui, en variable de
Fourier, conduit a

-1
o) = ) (C1)

et, connaissant la solution fondamentale associée au Laplacien sur R?, &
1 [ (@-y*
= — — dy . C.2
v(z) o7 Jer o= o2 w(y) dy (C.2)

On dit alors que v est obtenu a partir de w via la loi de Biot-Savart et I'on

note v = Kpg x w, ou Kpg est le noyau de Biot-Savart : Kpg(z) = %%

Donnons maintenant des estimations dans les espaces de Lebesgue.

Proposition C.1

1. Soient1<p<2<q<ootelsquel—i—%:%—i—%.

11 existe une constante C > 0 telle que, si w appartient a LP(R?), alors
(C.2) définit v dans LY(R?) avec

lolly < Cllwlp- (C.3)

En outre, dans ce cas, on a bien divv =0 et rotv = w.

1R?2 . .
R est simplement connexe. Donc une forme fermée y est exacte.
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2. Soient1§p<2<q§ooet0<0<1telsque%+¥:%.

Il existe une constante C > 0 telle que, si w appartient a LP(R?) N
L4(R?), alors (C.2) définit v dans L™= (R?) avec

Il < Cllwly lwllg™ (C4)

En outre, dans ce cas, on a bien divv =0 et rotv = w.

3. Soit 1 < p < 4o00. Il existe une constante C > 0 telle que, si w
appartient & LP(R?) et v est défini par (C.2), alors Vv appartient d
LP(R?) avec

[Voll, < Clwlp - (C.5)

Démonstration. La premiere partie dérive d’une inégalité de type Young,
appelée inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev. En effet, le noyau de Biot-
Savart Kpg manque de peu d’étre de carré intégrable, mais il appartient a
I'espace L?-faible. Pour I'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev, nous ren-
voyons a [48, théoréme V.1]. On pourra trouver plus généralement des reégles
de convolution pour les espaces de Lorentz dans [5] ou [40].

La deuxieme partie est triviale lorsque w = 0. Dans le cas contraire,
remarquons que des inégalités de Holder on déduit

1

21 Jiy<r

dy 1 dy
o(a) we-y)| 7L+ o [ -yl £
|y 21 Jiy>r |y

1—2 1
Cllwlly B + Cllwlly —5=
p

IN

pour presque tout z € R? et tout R > 0. Choisissons R = (||w ||, /|| w |l4)®
ou 3= (1- 9)/(% -1)=6/(1- %), pour optimiser vis-a-vis de R le dernier
membre de cette double inégalité. Nous obtenons ainsi (C.4).

Dériver (C.2) montre que Vv est obtenu a partir de w via une convolution
avec un noyau de type Calderén-Zygmund. Ces noyaux n’appartiennent qu’a
L'-faible, mais ils vérifient des conditions supplémentaires de régularité et
d’annulation qui assurent leur continuité sur L?(R?), pour tout 1 < p < oo.
Pour plus de détail, nous renvoyons & [48, théoreme I1.3]. [

Remarques :

1. Notons qu’en dimension deux il existe un certain décalage, faible mais
primordial pour la dynamique asymptotique en temps long, entre les es-
paces de Lebesgue auxquels appartiennent simultanément v et w. Si w est
intégrable, v n’est que faiblement de carré intégrable des lors que w n’est
pas d’intégrale nulle. En effet, si w est intégrable mais w(0) # 0, alors w est
continu et |[v(n)| est équivalent au voisinage de 'origine a |w(0)| /|n|, v et v
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ne peuvent par conséquent pas étre de carré intégrable.

2. De méme, si (1+4|-|) w est intégrable, alors w est continiiment dérivable
et U ne peut étre continu — et v intégrable — que si W(0) = 0 et 9;w(0) =0
pour i = 1,2, c’est-a-dire [zow =0 et [zo2;w(x)dr =0 pouri=1,2.

Enongons a présent des estimations pour les semi-normes de Sobolev
homogenes. Nous avons vu que v ne peut pas en général appartenir & L2(R?),
mais nous montrons cependant que I¥ v peut bel et bien appartenir & L2(R?),

pour tout indice de régularité s > 0. Rappelons a cet effet I = (—A)z.

Proposition C.2

1. Soit s € R.
11 existe une contante C > 0 telle que, si I°~‘w appartient o L?(R?),
alors, si v est défini par (C.2), I® v appartient a L*(R?) et

lvlgs < Clw|ge - (C.6)
2. Soit 0 <s<1.

Il existe une constante C > 0 telle que, si (1 + | - |)w appartient a
L2(R?), alors, siv est défini par (C.2), IS v appartient a L*(R?) et

[vlgs < CIA+]-Dwll - (C.7)
Démonstration. La premiere partie est une conséquence directe de l'ex-
pression de la loi de Biot-Savart en variables de Fourier (C.1). Elle nous

permet par ailleurs de réduire la démonstration de la deuxiéme partie a une
majoration de |w |H5—1' Orpour0<s< 1l ona

2 |@(n)
‘U)’H571 - CLQ ‘77’21 S) 77 C/<1 ’7’]‘2(1 s d77+C/>1 | dn

Le second terme du dernier membre de cette inégalité est dominé par || w ||3.
Choisissons maintenant un p > 2/s et appliquons d’abord une inégalité de
Holder puis une injection de Sobolev pour borner 'autre terme comme suit

w(n
/|<1|L7|2(T’sd = C”pr < Clofy
<

Nous pouvons a présent conclure la démonstration de la proposition en ras-
semblant tout cela pour obtenir

(s < ClEn + Cllwl} < Cla+]-Dwl.
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Concluons cet appendice par une proposition, qui certes ne nous est
pas réellement utile par ailleurs, mais qui constitue une justification de la
dérivation formelle de la loi de Biot-Savart en tant que réciproque partielle
de la premiere proposition de cet appendice.

1,1

2 p°
Si v est un champ de vecteurs a divergence nulle appartenant ¢ LY(R?) tel
que w = O1vy — Oavy appartienne a LP(R?), alors v = Kpg * w.

Proposition C.3 Soient 1 <p <2 < g < oo tels que 1 + % =14

Démonstration. Définissons 7 = v — Kpg x w dans LY(R?), grace a la
premiere proposition de cet appendice. Alors divyo = 0 et rotv = 0. Par
conséquent ¥ est harmonique, puisque A7 = Vdive + V4rots = 0. 1l
s’ensuit que v vérifie la propriété de la moyenne. D’ou 'on déduit, via une
inégalité de Holder, pour tout = € R?,

- 1 - -
B < L /| iy < ¢l
T—Y|>

T
Ainsi v est une fonction harmonique et bornée sur tout l’espace, donc,

d’apreés le principe de Liouville, constante. Or ¥ appartient & L(R?). Fi-
nalement, g étant fini, v est donc bel et bien nulle et 'on a v = Kggxw. m
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Annexe D

Notations

Soucieux du confort de lecture, nous regroupons ici I'essentiel des nota-
tions et conventions de ce mémoire, toutes étant classiques ou déja définies
dans le corps du texte.

Sans aucun doute la convention la plus fréquemment employée consiste a
désigner par C toute constante inoffensive, dont la valeur peut méme varier
au cours d’une méme formule.

Ensembles élémentaires

Bien évidemment N désigne I’ensemble des entiers naturels, N* l'en-
semble des entiers strictement positifs, R ’ensemble des nombres réels, et
ceetera.

Si x est un réel, alors ™, z~ désignent les parties positive et négative
de x, c’est-a-dire

rT = max(z,0) > 0, - = max(—z,0) > 0, r =

On définit également le signe de x par

1 si x>0
sgn(z) = 0 si x=0
-1 si <0

Si p est un réel tel que 1 < p < oo, alors on note p’ 'exposant conjugué
défini par 1/p+1/p' = 1.

Le nombre i désigne une racine carrée de —1. Pour un nombre complexe
z, on note Nz = (z + z)/2 sa partie réelle et Iz = (2 — z)/2i sa partie
imaginaire.

Pour un point z = (x,22) du plan, son orthogonal z1 est le vecteur
obtenu par rotation d’un quart de tour dans le sens direct

(961,902)L = (—x2,m1).
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Pour des points z,y d’un espace euclidien R%, d € N*, z - y désigne leur
produit scalaire canonique et, pour z € R?, || la norme associée. On note
alors 897! la sphere euclidienne de R?. En outre, nous notons | €2 | la mesure
de Lebesgue d’un espace mesurable €.

Pour tout multi-indice o = (o1, 02) € N2, on définit sa longueur |o| par
lo| = o1 + o9.

Espaces de fonctions

Pour 1 < p < oo, LP(R?) désigne I'espace de Lebesgue habituel, de
norme || - ||,. Le produit scalaire sur L%(R?) est noté (-, )., qui nous sert
également a noter tout crochet de dualité.

Pour 1 < p < oo, LL,(R?) désigne un espace de Lebesgue & poids gaus-
sien, c’est-d-dire, avec G(€) = (4m) L EI*/4,

LER?) = {f|G " felP(R?}

de norme associée | f [ = || G2 f],. On note alors X = L2 (R?) I'espace
de Hilbert associé a la nome || - ||x =] - |w,2 et au produit scalaire

(Foax = [ Ga f) gta) do.
On introduit également les sous-espaces fermés
Xy = {fGX‘/ f(m)dx:()},
R2
X, = {fGXo‘ / z; f(x)de =0, pouri:1,2}.
R2

Occasionnellement on rencontre également un espace de Hilbert a poids
polynomial L?(d), paramétré par d € R,

L) = {f]@+]-P)"rel?®R?}

de norme | - |, 4.

Naturellement D’'(R?) désigne I'espace des distributions, dual des fonc-
tions C™ & support compact; S’(R?) désigne l'espace des distributions
tempérées, dual de la classe de Schwartz S(R?), espace des fonctions &
décroissance rapide; M(R?) I'espace des mesures finies, dual des fonctions
continues sur R? et nulles & I'infini.

Pour p € R et 1 < g < oo, WP4(R?) est I'espace de Sobolev basé
sur L4(R?) et de régularité p. Un cas particulier en est 1’espace de Hilbert
H*(R?) de norme | - |gs définie par

[ flae = IFIB + 1f1
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ol | - | ;7. est la semi-norme associée & 'espace de Sobolev homogene H*(R?),

flge = 15 fll2s T = (—0)Y2.

Nous mentionnons également au détour d’une note de bas de page un espace
de Besov homogene B;7q(R2).

Disons également quelques mots sur les espaces LP-faible. Pour tout pa-
rameétre 1 < p < oo, on dit qu'une fonction f est faiblement L? §’il existe
une constante C' telle que, pour tout a > 0,

{z | lf@]>a}] < Ca™”.

Tel est le cas avec C' = || f||b si f appartient & LP(R?).

Enfin, pour 1 < p, ¢ < 00, si J C R est un intervalle, on dit qu’une fonc-
tion mesurable f : J x R? — R, (t,z) — f(t,x) appartient & L?(J; LY(R?))
si la fonction J — LI(R?), t — f(t,-) est de puissance p-itme intégrable.
De méme, on dit que f appartient & L7 (J; Li(R?)) si pour tout intervalle
compact J' C J, f appartient & LP(J'; LY(R?)).

Opérations sur les fonctions

Lorsqu’une fonction f : t — f(¢,z) dépend d’une variable de temps
et d’une variable d’espace, alors, pour tout temps t, nous notons f(¢,-) ou
autant que possible simplement f(t¢) la fonction associée ne dépendant plus
que de la variable d’espace.

Souvent lorsque I'on considere deux fonctions f1, fo, on note § f = fo— fi.
De méme, quand on s’intéresse a une suite de fonctions (fx), on définit la
suite ((6 f)k) = (frr1 — fu)-

Pour des distributions f, g définies sur tout I’espace, on note, quand elle
existe, f % g la convolution de f et g. Si f appartient & S’(R?), alors on
définit sa transformée de Fourier f par!

F)y = | f@)ém™de, neR?.
R2

Ainsi la transformée de Fourier n’est pas une isométrie sur L2(R?), mais la
transformée d’une convolution est le produit des transformées.

Pour tout multi-indice o = (07, 02), on note D f = 97* 95° f. On note
également Vf = (01 f,0 f), donc V- f = (=0a f,01 f), et

[ DO pALy

2
D™ f DAL pO2 g | -

!Comme pour la loi de Biot-Savart, la formule définit plutét Iopération sur un sous-
espace dense, et on ’étend a tout I’espace.
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En dimension deux, les opérateurs divergence et rotationnel désignent

divf = 0ifi + 02f2,
rot f = O1fo — Oaf1.

Toujours pour des fonctions & valeurs dans R?, on définit de nouvelles fonc-
tions, div (f ® g) et (f - V) g, a valeurs dans R? par, pour i = 1,2,
(div(feg), = div(fig),

Pour des écoulements incompressibles, 'invariance d’échelle est associée
aux changements d’échelle

DY (u) (t,z) = awu(a®t, ax)
DY (w) (t,z) = a®w(d®t, ax)
D, (p,w) (t,z) = (p(a®t, az), a® w(a®t, az))

qui donnent pour les données initiales

Dy (wo) () = awug(ax)
DY (wo) (z) = a® wo(ax)
DY (po,wo) (t,x) = (po(ax),a® wo(az))

ol a > 0 est un parametre de changement d’échelle.

Inconnues

Les inconnues principales de ce mémoire sont : la densité de masse p,
le champ de vitesse u, la quantité de mouvement m = pu, le tourbillon ou
vorticité w = rot u et la pression p. Les données initiales, au temps ¢ = 0 ou
t = 1, correspondantes sont marquées par l'indice 0, comme dans uyg.

Lors de décompositions, la perturbation est surmontée d’un tilde comme
dans p=1+pouu=au®+1.

Pour les écoulements incompressibles, nous effectuons un changement de
variables, lié a l'invariance d’échelle,

o = (e, 7).

et le changement d’inconnues permettant de conserver des équations auto-
nomes

n > , u(t,x) = %v(lnt,%) ,
w(t,z) = %w(lnt,%) , ptx) = %H(lnt,%) ,



que 'on peut aussi exprimer sous la forme

r(r) = plredE) L u(ng = cRu(eio) .
w(rg) = ew(ehei) . () e"p(e,ez€)

Dans la partie compressible, nous regroupons les inconnues et les données
initiales en X = (p,m) et Xo = (po, mo) que nous décomposons souvent en
partie purement compressible X, = (p, m,) et partie incompressible (0,m ).
Nous scindons également X, via une formule de Duhamel, en sa partie
linéaire et sa partie non linéaire XV

Pour caractériser la dynamique ou en quantifier certains aspects, on in-
troduit les quantités suivantes définies a partir des données initiales

1 _ 2
Dz—/WWdeﬁii%m

vV Jr2 Svitg

1
Ro= o [ (o) da.

14 R?2

1
a = —/ wo(x) dz

14 R?2

1 )

G = - Rinrotmo(x)d:U, i=1,2,
E = |Xolgre + [ Xoullh + (X +]-1]) rotmolls,

E' = E + |(1+]- ) rotmo]1,

ou v est la viscosité cinématique de cisaillement de référence et [ € N est
un indice de régularité, [ > 3.

Parametres physiques

w1 est la constante de wiscosité de Lamé associée au cisaillement, A\ celle
associée a la compression. Pour assurer une certaine ellipticité, nous suppo-
sons toujours g > 0 et A+ 2u > 0.

Si la densité est constante égale a pg ou que pg est la densité de référence,
alors on définit la viscosité cinématique v = p/pg. Pour mesurer la viscosité
portant sur la partie purement compressible, nous introduisons également
la constante p, = A+ 2pu.

Pour comparer les effets de la viscosité et ceux de la convection, on
utilise le nombre de Reynolds de circulation R déja défini dans la section
précédente.

Pour un fluide compressible, il nous faut une loi d’état P(-) pour la
pression. Nous supposons toujours que P : R} — R est une fonction stric-
tement croissante et réguliere. On note ¢ = \/P'(pg) > 0 la vitesse du son
de référence.
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Pour mesurer le degré de compression d’un écoulement, on introduit le
nombre de Mach de référence

[

- C
Fonctions particulieres

Le tourbillon d’Oseen centré en l'origine, de densité pg, de parameétre « et
issu d’une masse de Dirac en le temps ¢ = 0, est déterminé par p(t,x) = po,

u=au’ w=aw’ ol

Ot z) = %G (\/%—) C ) = ([0 f <\/iy_t> ,

avec les profils

Gl = 9, e = L (1)

Les tourbillons d’Oseen, centrés en un point zg € R? et issus d’une masse

G

de Dirac au temps ¢ = —tg, sont donnés eux par p = pg et w = awy, , ou

1 T—

G 0

w t,x) = G .
to’xo( ) t+to <\/ v(t+ to))

Le régime suivant de décroissance temporelle, pour des tourbillons lo-
calisés, est lui déterminé par une densité p = pg, un champ de vitesse
u = Pfrult + Boul?, et une vorticité w = Brwl 4+ Gowl?, avec, pour i = 1,2,
uli(t,x) = ufi(t,z/v) et wli(t,2) = Wi (t, 2 /v) ont

Wite) = ZxR(Z) W) = e R(E)
wia) = FoR(F) L uRte) = FoR(g)

avec les profils, pour i = 1,2,

F() = a6 = ~$ 6@, v = 0050

Notons que vf" et vf2 se comportent & I'infini de la maniere suivante

I |¢|—00 1 26162 €24

By looe 1 g-& —J¢[2/4
P10 = g ((Ged )+ o
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Pour décrire les décroissances temporelles, on rencontre
a(t) = 1—€e 7, T>0,
ainsi que, pour tout multi-indice o,

L) — {1 + Int si Jo|=0

1 si |o|#0

Opérateurs et noyaux

Si A et B sont des opérateurs, on note [A4, B] = AB — BA leur commu-
tateur. Souvent B est un opérateur de multiplication.

Pour I’étude de I’équation a densité constante et de ses solutions posi-
tives, on introduit une entropie relative

H(filf2) = /Rgfl(w) In (28) dz |

pour toutes fonctions strictement positives f1, fo. Un cas particulier en est
I’entropie

H(f) = H(flaG),

définie pour f strictement positive, dont I’étude est menée parallelement a
celle de la fonctionnelle d’information

I(f) = /RQf(m)‘Vln <afc(:2>>(2 i

A un champ de vecteurs u donné, on associe occasionnellement la matrice
de Green I';, de I’équation linéaire

Ow + u-Vw = vAu,

autrement dit ’on note I';, le noyau intégral de I'opérateur d’évolution as-
socié a cette équation.

La loi de Biot-Savart définit u = Kpg *x w avec le noyau

1 ¢t 2
K = — =5, cR”.
Bs (§) o [P 3

Elle reconstruit un champ de vecteurs a divergence nulle a partir de son
rotationnel.

On note P le projecteur de Leray et Q = I — P son supplémentaire.
P projette sur les champs de vecteurs a divergence nulle parallelement aux
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gradients. On peut également écrire ces projecteurs comme opérateurs de
convolution

Pf:RJ_*f7 Qf:RH*f'

On marque alors d’un indice L ou 1 les projections, ainsi m = m,, + m_,
avec m, = Qmet m; =Pm.

Dans les variables auto-similaires apparait I'opérateur de Fokker-Planck,
L, générateur de la chaleur en variables autos-similaires,

L = Ag—Fg'Vg—i—l.
Quand on écrit les équations pour une perturbation, apparalt également

lopérateur intégro-différentiel d’ordre un, A, obtenu par linéarisation du
terme de convection autour de w = G,

Af = 09 -Vf+ (Kpsxf)-VG.

S est la matrice de Green associée au linéarisé du systéme compressible
autourde p=1et m=0:

Btﬁ 4+ divm = 0
om + AVp = plAm + (p+A)Vdivm

Elle se décompose en

_ b O 0 0
5 = S'*[ 0 RI]+[O KM*RL] !
ou S, est la matrice de Green du systeme

Op + divm, = 0
Orm, + C2V,5 = ()‘+2//’)Amn

et K, est le noyau de la chaleur associé a 1’équation

oom; — plmg = 0.
On note parfois
d O
Spart = S|*|: 0 R|:|

On approche S, par la matrice de Green S, du systeme

ohp + divm, = fu,lLp
Orm, + CQVﬁ = %/’LHAmH'
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et par conséquent S par celle S du systeme

hp + divm = (u+3)Ap
ohm + EVp = plAm + %Vdivm

Naturellement on peut définir également §part. A présent, fixons une fonction
réguliere de troncature y, comprise entre zéro et un, égale & un sur ’ensemble
{n € R?*||n] < Ro} et nulle sur {n € R%||n] > Ry + 1}, o Ry > 0
est le niveau de troncature. On décompose alors les différentes matrices de
Green en leurs parties basses fréquences et hautes fréquences comme suit :
S = §BF 1 SHFE ({e telle maniere que

—_ —

SBE (t,n) = x(n) S(t,n),  SHF(t,n) = (1—x(n) S(t,n) .
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Résumé. Ce mémoire se propose d’examiner le comportement asymp-
totique en temps long des fluides visqueux bidimensionnels, homogenes
ou faiblement inhomogenes. On y examine souvent la dynamique des
écoulements en fonction de I’évolution de la densité et, plutot que de la
vitesse, du vecteur de rotation instantanée appelé tourbillon ou vorticité.
Les travaux de Thierry Gallay et C. Fugene Wayne ont mis en relief le
role primordial d’une famille de solutions auto-similaires — les tourbil-
lons d’Oseen ou vortexr — pour décrire 'asymptotique des écoulements a
densité constante. Toute solution de I’équation de Navier-Stokes, ayant
une mesure finie comme tourbillon initial et de circulation non nulle, est
asymptotique en temps long a un tourbillon d’Oseen. Le résultat de Gal-
lay et Wayne ne présente que I'inconvénient de ne pas étre explicite, la
premiere tache de ce mémoire est de I’expliciter, ce qui fournit ainsi une
borne sur le temps de vie de la turbulence bidimensionnelle. On mon-
tre ensuite que les tourbillons d’Oseen sont asymptotiquement stables en
tant que fluides & densité variable, retrouvant également, par la-méme, le
résultat de Gallay et Wayne pour des écoulements incompressibles faible-
ment inhomogeénes et lents. Quant aux fluides compressibles faiblement
inhomogenes, on établit qu’ils se comportent essentiellement comme des
fluides a densité constante des lors que 'on considere des écoulements
lents et de circulation nulle.

Mots-clés : Mécanique des fluides, équations aux dérivées partielles,
dynamique asymptotique, écoulements homogenes, écoulements incom-
pressibles a densité variable, écoulements compressibles, formulation
tourbillon, tourbillons d’Oseen, invariance d’échelle, variables auto-
similaires, turbulence bidimensionnelle, stabilité asymptotique, viscosité
artificielle.

Classification mathématique (2000) : 35Q30, 35B40, 76D05,
76D17, 76N99, 35B20, 35B35.

Abstract. This report investigates the long-time asymptotic be-
haviour of viscous bidimensional fluids, either homogeneous or weakly-
inhomogeneous. Regarding homogeneous fluids, Thierry Gallay and
C. Eugene Wayne have shown the major role of a family of self-similar
solutions, the Oseen vortices, which attracts any solution of the Navier-
Stokes equation with a finite measure as initial vorticity and non-zero
circulation. Their result is non-explicit and the first task of this report is
to make it explicit, getting this way a bound for the time-life of bidimen-
sional turbulence. Then is shown the asymptotic stability of the Oseen
vortices as density-dependent fluids, which also enables one to recover
the result of Gallay and Wayne for slow weakly-inhomogeneous incom-
pressible fluids. At last, it is proved that slow weakly-inhomogeneous
compressible fluids, with zero circulation, behave asymptotically mainly
as homogeneous fluids.

Keywords: Fluid mechanics, partial differential equations, asymptotic
dynamics, homogeneous flows, density-dependent incompressible flows,
compressible flows, weak inhomogeneity, vorticity formulation, Oseen
vortices, scaling invariance, self-similar variables, bidimensional turbu-
lence, asymptotic stability, artificial viscosity.



