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Chapitre 1

Introduction

L’objectif de cette these était d’améliorer un code de mécanique des fluides 2D écrit avec
une méthode de volumes finis, le schéma MAC que nous décrirons plus loin, pour des maillages
rectangulaires. En effet, les méthodes de volumes finis classiques sont construites sur des
maillages vérifiant des propriétés d’orthogonalité, comme les maillages rectangulaires [58],
les maillages de Delaunay-Voronoi [82] ou encore les maillages dits admissibles [48] (voir

figure 1.1), qui peuvent étre vus comme une généralisation des précédents. Pour illustrer

F1c. 1.1 — Deux cellules voisines d'un maillage admissible.

ces conditions d’orthogonalité, nous allons décrire succinctement la méthode de [48] sur le
probleme de Laplace en nous plagant sur un maillage admissible. Un maillage est dit admissible
s’il est possible d’associer a chaque cellule un point de controle de telle sorte que le segment
joignant les points de controle de deux cellules voisines soit orthogonal a ’aréte commune

de ces deux cellules. Les inconnues du schéma [48] sont associées aux points de controle des
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

mailles et on integre I’équation —A¢ = f sur un volume de controle K :

/Kf = /K—v.vqs (1.1)

- 8KV¢-n (1.2)
= — > |E|[V¢-nlg. (1.3)
EcoK

Il faut donc évaluer V¢ - n sur chaque aréte £ du maillage. Puisque le segment joignant les
points de contréle de deux mailles adjacentes est orthogonal a ’aréte commune FE, alors la

valeur de V¢ - n sur cette interface peut aisément étre approchée par une différence finie :

_ 6(G2) — ¢(G1)
[V¢.n]E~—|GlGQ| .

Cette méthode est tres performante sur les maillages que nous avons cités, et peu cotiteuse.
En revanche, il devient difficile de I'appliquer & des maillages triangulaires non-structurés
en général car le centre du cercle circonscrit peut se trouver en dehors de la cellule lorsque
celle-ci est déformée (Fig. 1.2 a) (on pourra se référer aux tests numériques effectués dans
[40] sur des maillages trés aplatis). De plus, elle n’est pas du tout adaptée aux maillages non

conformes (Fig. 1.2 b), puisqu’ils ne remplissent pas les conditions d’orthogonalité. Pourtant,

Fic. 1.2 — Différentes partitions du domaine.

ces maillages sont parfois bien utiles pour capter des singularités locales. Ainsi, plutot que
d’utiliser le maillage de la figure 1.2 b directement, il est alors nécessaire de raffiner (Fig. 1.2 ¢)
sur I’ensemble du domaine lorsqu’on veut une bonne approximation locale, ce qui augmente
inutilement le nombre d’inconnues et donc le temps de calcul. Dans la suite, nous allons
présenter une méthode de volumes finis qui s’affranchit de ces contraintes d’orthogonalité.

Pour cela, on considére une partition du domaine de calcul Q (le maillage primal), formée
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de polygones convexes, et on construit une deuxiéme partition (le maillage dual) centrée
sur les sommets du maillage primal, qu’on obtient en joignant les centres de gravité voisins

par exemple, comme sur la figure 1.3. Pour donner, dans cette introduction, une idée du

Fic. 1.3 — Un maillage primal et son dual associé.

fonctionnement de cette méthode de volumes finis [40], on va tout d’abord se positionner
sur le probleme de Laplace et chercher a résoudre —A¢ = f, avec comme inconnues des
¢T discrets situés au centre de gravité des polygones, ainsi que des ¢! situés aux sommets.
On obtient le méme nombre d’équations en intégrant I’équation sur les cellules primales et
sur les cellules duales. Considérons une cellule primale 7', dont un des sommets est noté .S,
et construisons la cellule duale P associée a ce sommet, comme sur la figure 1.3. Lorsqu’on

integre ’équation sur T :

— Y JA|[V¢-nls = /Tf, (1.4)

AedT

nous sommes ramenés au calcul de la composante normale de V¢, notée V¢ - n, sur chacune
des arétes A de T. De méme, en intégrant I’équation sur P, nous sommes ramenés au calcul

de la composante normale de V¢ sur chacune des arétes A’ de P :
-3 Vol = 1 (1.5)
A'edP P

Sur la figure 1.4, nous avons représenté un quadrilatere D, appelé cellule-diamant, dont I'une
des diagonales A est une aréte du maillage primal, tandis que 1'autre diagonale A’ est une

aréte du maillage dual. Finalement, d’apres (1.4) et (1.5), intégrer —A¢ = f sur les cellules
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

primales et duales a la fois, revient a évaluer V¢ selon deux directions dans chaque cellule-
diamant D : la direction normale & A et la direction normale & A’. Comme dans [31], Komla
Domelevo et Pascal Omnes [40] reconstruisent alors les deux composantes de V¢ a partir des
T et ¢F situés aux sommets de ces cellules-diamants. L’originalité de leur démarche (voir
aussi les travaux de F. Hermeline [61]) est de traiter les ¢© comme inconnues supplémentaires

du schéma, contrairement & [31] qui interpole les ¢ en fonction des ¢!. Ainsi, la méthode

Fi1Gc. 1.4 — Reconstruction du gradient sur la cellule-diamant.

permet de s’affranchir des conditions d’orthogonalité tres restrictives dont nous avons parlé
précédemment, et qui impliquent 1’utilisation de maillages particuliers tels que les maillages
rectangulaires, de Delaunay-Voronoi ou les maillages dits admissibles. Cette méthode permet
donc l'utilisation de maillages polygonaux arbitraires tels que les maillages non-structurés,
non-conformes, aplatis..., ce qui permet de faire des raffinements locaux sans contrainte, d’ou
une plus grande flexibilité de la méthode et un gain en temps de calcul. Au cours de cette
these, j’ai travaillé a I’extension de cette méthode a différents problemes décrits dans les pa-

ragraphes suivants.

Définitions, notations et opérateurs différentiels (Chapitre 2)

Dans ce chapitre, nous décrivons les grands principes et les principaux résultats de la
méthode de volumes finis, appelée DDFV acronyme de “Discrete Duality Finite Volume”
[35]. Cette méthode peut étre vue comme une méthode de covolumes (au sens de Nicolaides

[82]) en 2D agissant sur trois grilles décalées que I'on nomme maillage primal, maillage dual
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(centré sur les sommets du maillage primal) et maillage diamant (centré sur les arétes du
maillage primal), et pour lesquels nous donnons toutes les notations utiles pour les chapitres
ultérieurs. Notons, de plus, que nous avons légerement modifié la forme des cellules duales,
par rapport a la construction originelle donnée par Komla Domelevo et Pascal Omnes dans
[40] et donc par rapport a la figure 1.3. Avec cette nouvelle construction, les cellules duales
forment nécessairement une partition, ce qui n’était pas toujours le cas auparavant. De plus,
on observe, numériquement, de meilleurs ordres de convergence pour le probleme de Stokes
avec des conditions aux limites standard (voir Chapitre 5).

Le principe général de la méthode consiste a construire des opérateurs gradient, divergence
et rotationnel discrets une fois pour toutes, puis de remplacer les opérateurs qui interviennent
dans les EDP par leurs homologues discrets. Ces opérateurs agissent sur des maillages quel-
conques par un choix judicieux des inconnues.

Ainsi, nous construisons un opérateur gradient discret VhD agissant sur les scalaires (¢, ¢%),
et a valeurs sur les cellules-diamants. Moyennant des produits scalaires discrets adéquats, cet
opérateur est en dualité discrete avec 'opérateur divergence discrete VZ’P-, agissant sur des

vecteurs u” définis sur les cellules-diamants, et & valeurs sur les cellules primales et duales :
T,P
(vh - u, ¢)T,P = —(ll, V}?QS)D + (u -1, QS)F,h .

De la méme manieére, nous construisons un opérateur rotationnel vecteur d’un scalaire VhD X

agissant sur les scalaires (¢7, ¢*), et & valeurs sur les cellules-diamants. Cet opérateur est
SN , . . TP .

en dualité discrete avec I'opérateur rotationnel scalaire d’un vecteur V; > x, agissant sur des

vecteurs u” définis sur les cellules-diamants et & valeurs sur les cellules primales et duales :
T,P o D
(V" xw,@)rp =, Vy X¢)p+ (- -7,0)rn.

Ces opérateurs vérifient d’autres propriétés discretes, analogues a celles des opérateurs conti-
nus. En effet, pour les opérateurs continus, les rotationnels de vecteurs sont & divergence nulle

et les gradients sont & rotationnel nul. Au niveau discret, nous vérifions que :
VP xvPe=0 et VT VP xp=0.
D’autre part, par définition, nous avons également la relation suivante :
VP x Vvl xo=-vit vl xo.
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Enfin, dans le cas continu, la décomposition de Hodge pour les domaines simplement connexes
s’écrit :

2\2 __ L
(L*?=VVaVxW,

avec V={pe H": [¢p=0} et W={¢p€ H' : ¢y . = 0}. Au niveau discret, on établit une

décomposition de Hodge analogue :
u” = (V79) + (V] x ¢)

avec ¢ de moyenne discrete nulle sur les cellules primales et aussi sur les cellules duales; et
nul au bord de €. De plus, cette décomposition est orthogonale pour le produit scalaire L?
discret. Dans le chapitre 2, nous étendons cette décomposition aux domaines non-simplement
connexes.

Ce qu’il faut également retenir de ce chapitre est que si on discrétise 'inconnue sur les
cellules primales et duales a la fois, alors d’apres le principe de dualité discret, on ne peut
lui appliquer qu’un opérateur a valeurs sur les cellules-diamants. Inversement, si on discrétise
I'inconnue sur les cellules-diamants, alors on ne peut que lui appliquer un opérateur a valeurs

sur les cellules primales et duales & la fois.

Le probléme Div-Rot (Chapitre 3)

Dans ce chapitre, nous appliquons les idées du chapitre 2 pour discrétiser le probleme di-
vergence /rotationnel (ou Div-Rot pour simplifier) sur des domaines non-simplement connexes.
Le probleme Div-Rot est un probleme sous-jacent pour les problemes de mécanique des fluides
mais aussi d’électromagnétisme, et nous verrons dans le chapitre 5 qu’il intervient pour mon-
trer l'existence et l'unicité du probléeme de Stokes discret. Pour des domaines simplement

connexes, il s’écrit :
V-u=f, Vxu=gdansetu-n=o0c au bord.

Nous allons présenter brievement la méthode de Nicolaides [82] qui s’applique & des
maillages de Delaunay-Voronoi (figure 1.5). On considére un maillage primal de Delaunay
et on construit son maillage dual (maillage de Voronoi) centré sur les sommets en joignant les

centres des cercles circonscrits situés autour, comme sur la figure 1.5. Par construction, toute
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Fia. 1.5 — Maillage de Delaunay-Voronof.

aréte du maillage primal est orthogonale a une aréte du maillage dual. Les inconnues sont
les composantes normales de u aux interfaces des cellules primales. Ainsi, lorsqu’on integre
I’équation V - u = f sur le maillage primal, cela revient a évaluer u - n aux interfaces du
maillage primal. D’autre part, quand on integre V x u = g sur les cellules duales, cela revient
a évaluer u - 7 sur les interfaces des cellules duales, et par la propriété d’orthogonalité, cela

vaut exactement u - n aux interfaces des cellules primales.

Dans ce chapitre, nous généralisons les travaux de Nicolaides [82, 86] en discrétisant par
u” les deux composantes de u sur les cellules-diamants, et nous intégrons chacune des deux
équations V-u = f et V x u = g sur les cellules primales T et les cellules duales P a la fois.

La condition aux limites est, quant a elle, discrétisée sur les cellules-diamants D du bord.

En écrivant la décomposition de Hodge discrete de u” sur chacune des cellules-diamants
en fonction des potentiels ¢ et 1, le schéma DDFV se découple en deux problémes de type
laplacien : un probleme de Laplace d’inconnue ¢ avec des conditions aux limites de Dirichlet,
et un autre probleme de Laplace d’inconnue ¢ avec des conditions de Neumann au bord.
On vérifie ensuite que ¢ et ¢ sont uniques, puis nous donnons des estimations d’erreurs sur
ces potentiels. Grace aux propriétés de la décomposition de Hodge de u, on en déduit alors
Iestimation d’erreur suivante entre la solution discrete u” et la solution continue u, h étant

le pas du maillage primal :

Théoréme : Sous certaines hypotheses, il existe une constante C(7*) indépendante du
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maillage diamant telle que

1/2
(Z [ 1"~ ﬁ<x>|2> dx < O (|Iflloe + llgllos + [18ll2e + 1ll2e) -

DcCQ)

L’extension aux domaines non-simplement connexes a aussi été étudiée. Enfin, des résultats
numériques illustrent 1'utilisation de la méthode sur différents types de maillages, parmi les-
quels des maillages triangulaires aplatis ou des maillages avec des raffinements non-conformes
locaux. Numériquement, on constate que u converge a 'ordre 1 (resp. 1.5) pour des maillages
non-structurés et non-conformes (resp. structurés aplatis) lorsque les solutions du probleme

continu sont suffisamment régulieres.

Singularités pour le Laplacien (Chapitre 4)

Ce chapitre porte sur la résolution du probléme de Laplace avec des conditions aux limites
homogenes de Dirichlet et de Neumann dans des domaines présentant des singularités tels que
les domaines non-convexes polygonaux. On sait que quand le domaine {2 est régulier, alors
les solutions du laplacien sont régulieres [30] et appartiennent & I'espace de Sobolev H2((2),
si f € L3(9).

Cependant, en pratique, € est rarement convexe et il est bien connu [57] que cela conduit
a des singularités de la solution au voisinage des coins rentrants de ). Ainsi, la solution
n’appartient plus & H?(2) mais & H'™#(Q) (avec s < T oli w est I'angle intérieur maximal du
polygone ) et il est nécessaire d’introduire de nouveaux espaces que 'on appelle espaces de
Sobolev a poids sur lesquels nous allons faire I’analyse de convergence.

Bien évidemment, cette perte de régularité conduit a une perte de ’ordre de convergence
pour les techniques de discrétisations standard. En effet, d’apres [56], une suite quasi-uniforme
de triangulations de €2 ne conduit pas a un taux de convergence optimal pour I'approximation
de Galerkin de la solution. De plus, en traitant le probleme Div-Rot dans le chapitre 3, on a
également constaté une dégradation de 'ordre de convergence sur des domaines polygonaux
non-convexes (voir les résultats numériques).

Le but de ce chapitre est donc d’étudier un raffinement local approprié du maillage primal
au voisinage de la singularité, comme cela a été fait dans [97, 56, 39], principalement pour les

méthodes d’éléments finis. L’originalité de ce chapitre est ’adaptation de cette technique aux
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volumes finis, point de vue qui a été tres peu étudié (voir [39]). D’autre part, a la différence
de [97, 56, 39], nous faisons 'analyse de convergence sur les cellules-diamants, et non sur le
maillage primal. En effet, nous estimons I'erreur discréte en semi-norme H', commise entre
la solution discrete ¢ et la solution continue gg prise aux sommets et aux centres de gravité
grace a 'opérateur II de la définition 4.1. Ainsi, nous montrons le théoreme suivant qui est
analogue au résultat [40, théoreme 5.13] pour des domaines non-convexes :

Théoréme : Sous certaines hypotheses sur le maillage diamant, il existe C'(6*) > 0 tel que :

“Tdlp <CO) h |6
¢ —Ho|1,p < C(67) ‘¢‘H2,a(g)’

o1 'angle 6* € [0, T] est tel que les angles entre les diagonales des cellules-diamants soient

plus grand que 6*.

On vérifie que le maillage diamant issu du raffinement local, agissant sur le maillage primal,
proposé par [97] satisfait bien les hypotheses de ce théoréme.

Enfin, nous donnons des résultats numériques sur des domaines non-convexes avec ou sans
ce raffinement local, et on observe que ’ordre de convergence optimal, c’est a dire I'ordre 1,

est rétabli avec ce raffinement au voisinage du coin rentrant.

Le probleme de Stokes (Chapitre 5)

Dans ce chapitre, nous présentons une application de la méthode DDFV pour la résolution

des équations de Stokes 2D :

—Au+Vp = f dans Q, (1.6)
V-u = g dans (), (1.7)

complétées soit par une condition sur la vitesse et une condition sur la pression

u=osurl' et /p:O,
Q
soit par une des conditions moins standard énoncées ci-dessous
un=c0 surl’ , Vxu=wy surl' et /p:O,
Q

u-n=¢0 surl’ , p=pg sur' et /w—’mw,
Q
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u-t=0 surl’ , Vxu=wy surl' et /sz,
Q

u-rTv=0 surl' , p=pg sur' et /w:mw,
Q

ouf, g, o, 0, pg et wy sont des fonctions données et m,, est un nombre réel. Ces conditions
au bord sont écrites ici dans le cas des domaines simplement connexes pour plus de simplicité
mais elles seront étendues dans le chapitre 5 & des domaines non-simplement connexes.
Nous présentons brievement le schéma MAC (Marker and Cell) qui s’applique & des
maillages rectangulaires décalés (voir figure 1.6). Les inconnues de vitesse sont les compo-
santes normales de u aux interfaces du maillage primal, tandis que les inconnues de pression
sont situées au centre des mailles. Ensuite, la composante normale de (1.6) est intégrée sur les
volumes de controle décalés centrés sur les arétes, comme sur la figure 1.6. Une simple diffé-
rence finie est utilisée pour évaluer les dérivées de u aux interfaces des cellules décalées, tandis
que les inconnues de pression p sont déja situées a ces interfaces, c’est pourquoi on les utilise
directement. Enfin, I’équation (1.7) est intégrée sur les cellules primales, faisant intervenir les

composantes normales de u. Nous allons étudier une extension du schéma MAC classique sur

E E
I —
I : :
I I

———————— Fem - - === == = 4 —»(E)p —u:(i) —>
u.n I 1
N .
p \ :
-------- R g o ! —> 1
i E E

Fic. 1.6 — Maillages rectangulaires.

des maillages presque arbitraires grace a un choix approprié des degrés de liberté. Pour cela,
nous discrétisons les inconnues de vitesse u sur les cellules-diamants, tandis que les inconnues
de pression p et de vorticité w sont discrétisées sur les cellules primales et duales a la fois.
Ainsi, par le principe de dualité discrete, on integre —Au+ Vp = f sur les cellules-diamants,

tandis que I'équation V - u = g est intégrée sur les cellules primales et duales.
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D’autre part, nous utilisons la formulation rotationnelle du laplacien vectoriel, qui s’écrit :
—Au=V xVxu—-VV.u,

ce qui nous conduit a utiliser soit la formulation classique du probleme de Stokes appelée
“vitesse-pression”, soit sa formulation “tourbillon-vitesse-pression” selon le type de conditions
au bord.

L’existence et 'unicité du probleme discret se montrent en faisant apparaitre un probleme
Div-Rot provenant de V-u = g et de V x u apparaissant dans la formulation rotationnelle du
laplacien. Dans le cas des conditions aux limites non-standard, le schéma discret se découple en
deux problémes de Laplace faisant intervenir la pression p et la vorticité w = V xu, ainsi qu’un
probleme Div-Rot d’inconnue la vitesse u. Par conséquent, ’analyse de convergence pour les
conditions non-standard se déduit du chapitre 3. Par contre, nous n’avons pas pu établir pour
I'instant de condition Inf-Sup uniforme pour la condition aux limites u = o compte tenu du
principe de dualité discrete de la méthode qui, dans ce cas, complique séverement 1’analyse.

L’efficacité du schéma est illustrée sur des maillages non-structurés ou non-conformes.
Pour le cas des conditions non-standard, les ordres de convergence obtenus sont conformes a
ceux de [40, 36], c’est a dire 2 pour la pression et la vorticité, 1 pour leurs gradients et 1 pour
la vitesse, lorsque les solutions continues sont suffisamment régulieres. Pour les conditions
aux limites standard, on observe que la vitesse converge a l'ordre 2, tandis que la pression
et la vorticité convergent au moins a l'ordre 1 sur des maillages triangulaires non-structurés
ou non-conformes localement. En revanche, sur des maillages fortement non-conformes, la
vitesse converge au moins a 'ordre 1 et la pression au moins a ’ordre 0.5 lorsque les solutions
continues sont suffisamment régulieres. De plus, nous validons la présente méthode pour des
écoulements dans des cavités rectangulaires et une cavité circulaire a paroi défilante. Nous
étudions aussi la formation des tourbillons pour différentes profondeurs de la cavité rectangu-
laire, et nous donnons leur localisation ainsi que leur amplitude au centre et aux coins de la
cavité. Pour les conditions aux limites mixtes, les résultats numériques sont proches de ceux

obtenus pour les conditions aux limites standard.
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Le schéma dual pour Stokes (Chapitre 6)

Ce chapitre est encore consacré au probleme de Stokes, avec des conditions aux limites
standard, mais on s’interroge cette fois sur la pertinence du schéma dual. En effet, dans le
chapitre 5, nous avons choisi de discrétiser la vitesse sur les cellules-diamants et la pression
sur les cellules primales et duales. Par définition du principe de dualité discrete de la méthode
DDFV, ce choix nous a conduit a intégrer I’équation —Au+ Vp = f sur les cellules-diamants.
On pourrait se demander pourquoi nous n’avons pas choisi le schéma dual, consistant a poser
les inconnues de vitesse sur les cellules primales et duales, et les inconnues de pression sur les
cellules diamants. Ainsi, on aurait discrétisé 'opérateur laplacien sur les cellules primales et
duales, comme dans [40] et le chapitre 3 de cette these, ce qui a donné d’excellents résultats.
Dans cette configuration, on montre que ce schéma est équivalent & une méthode d’éléments
finis non-conformes. Numériquement, on obtient d’excellents résultats sur des maillages tri-
angulaires non-structurés ou des grilles de carrés fortement non-conformes, puisque la vitesse
u converge a 'ordre 2, tandis que la pression p converge & l'ordre 1. Par contre, il présente
aussi de trés gros inconvénients puisque nous ne savons pas montrer (en général) I'injectivité
de l'opérateur gradient, ce qui rend ’analyse difficile puisque 'existence et 1'unicité de la
solution du probleme ne sont pas claires. Pour cette méme raison, mais elle n’est pas la seule,
la décomposition de Hodge sur les cellules primales et duales est impossible. Par conséquent,
nous n’avons pas retenu ce schéma pour traiter le probleme de Stokes ainsi que ceux qui en

découlent.

D’un point de vue général, il ressort de tous les travaux effectués sur la méthode DDFV,
qu’il vaut mieux discrétiser une inconnue scalaire sur les cellules primales et duales a la fois,
tandis que les champs de vecteurs sont discrétisés sur les cellules-diamants, ce qui permet, en

particulier, d’utiliser la décomposition de Hodge discrete.

Extension au probleme de Navier—Stokes et préconditionne-
ment (Chapitre 7)

Dans ce chapitre, on s’intéresse au probleme de Navier-Stokes stationnaire qui s’écrit
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comme suit :

—Z/Au+(u-V)u+Vp:fetV-u:()dansQ,u:Oaubord,/p:O.
Q

La difficulté du probleme de Navier-Stokes par rapport au probleme de Stokes étant I’ajout
d’un terme non linéaire qu’il faut discrétiser. Dans le cadre de notre méthode de volumes finis,
nous avons été confrontés a un probleme de définition lié a la dualité discrete de la méthode.
En effet, si 'on reprend la discrétisation utilisée pour le probleme de Stokes comme dans le
chapitre 5, alors la vitesse u est discrétisée sur les cellules-diamants, tout comme ’équation
—v Au+ (u-V)u+ Vp = f. Ainsi, le terme non-linéaire (u- V)u doit étre discrétisé sur les
cellules-diamants. Or, d’apres le principe de dualité discrete, si u est défini sur les cellules-
diamants, alors Vu doit étre discrétisé sur les cellules primales et duales. Il est clair qu’il
faudra nécessairement utiliser une interpolation. Ainsi, plutdét que de résoudre le probleme
de Navier-Stokes écrit ci-dessus, nous allons résoudre un probleme équivalent en utilisant la
formulation rotationnelle de (u- V)u :

12
=)

ouuxe; =(—uy, uz)T en prenant u, et u, les deux composantes du vecteur u = (ug, uy),

(u-Viu=(Vxu)uxe,+ V(

pour lequel nous associons la pression de Bernoulli
12

Enfin, pour assurer I'unicité de m, on impose fQ 7(x) dx = 0. Ainsi, nous allons chercher u et

7 solution de ce probleme :
v [VxVxu—-VV-u/+(Vxu)uxe,+Vr = f dansQ
V-u = 0, dans?¢),
u = 0, sur 09,
/F(X) dx = 0.
Q

Notons qu’il y a quand méme un probleme de définition de V x u sur les cellules-diamants.
Le principal avantage de cette formulation rotationnelle tient & ce que (u x e;) - u = 0.
On utilise ensuite un algorithme pour lequel nous allons résoudre un probleme linéaire a

chaque itération, qui prend la forme d’un point—selle :

A BT\ [u f
B 0 s 0
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Pour faciliter la résolution de ce probleme et gagner en temps de calculs, nous allons pré-
conditionner le systéme linéaire. A notre connaissance, aucune étude n’a été faite pour des
préconditionneurs basés sur le complément de Schur S = —BA~'B” en volumes finis, c’est
pourquoi nous nous sommes inspirés de travaux réalisés en éléments finis. Leur adaptation a
la méthode DDFYV n’est pas toujours triviale, comme nous le verrons dans le chapitre 7. Nous
avons testé et effectué un benchmark pour plusieurs préconditionneurs connus en éléments
finis :

— Le préconditionneur SIMPLE : S-1 = —(Bzzl\*lBT)*1 ol A est une approximation de

A (en pratique, nous prendrons la matrice diagonale de A.)
— Les commutateurs approchés (appelés méthode BFBt, qui est la notation introduite par

Elman [44]) :
S = —(BM; ' BT)"Y(BM; ' AMy ' BT)(BM; ' BT,

ou les principaux candidats pour My sont la matrice identité I, la matrice de masse sur
la vitesse X ou la matrice diagonale de A.

— Le préconditionneur d’Olshanskii [89] :
5771 — _Q*lBLflALleTQfl’

ou L est 'opérateur Laplacien avec des conditions de Dirichlet homogenes sur la frontiere
et @@ la matrice de masse sur la pression.
Les résultats montrent que le préconditionneur d’Elman est le plus performant. Ensuite, nous
donnons des résultats numériques sur des maillages non-structurés et non-conformes. Les
ordres de convergence de la vitesse u, de la pression p et de la vorticité sont semblables a ceux

obtenus pour le probleme de Stokes.

Apport de la these

L’apport principal de la these est bien str le développement d’une méthode de volumes
finis qui s’applique & une classe de maillages beaucoup plus grande que celle des méthodes
de volumes finis classiques, limitée par des conditions d’orthogonalité tres restrictives. On
construit des opérateurs différentiels discrets agissant sur les trois maillages décalés néces-

saires a la construction de la méthode. Ces opérateurs vérifient des propriétés analogues a
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celles des opérateurs continus. Dans le cadre de cette these, cette méthode a été appliquée a
des problemes tres variés. Tout d’abord, le probleme Div-Rot qui peut étre considéré comme
une brique du probleme de Stokes (ou Maxwell), ensuite au probleme de Stokes avec des
conditions aux limites standard, non-standard et mixtes. Lorsque le domaine est polygonal et
non-convexe, l'ordre de convergence se dégrade. Par conséquent, nous avons étudié la possi-
bilité qu’un raffinement local approprié restaure 'ordre de convergence optimal. Ce résultat
s’applique au probleme de Laplace, au probleme Div-Rot ainsi qu’au probleme de Stokes
avec des conditions aux limites non-standard. Enfin, nous avons étudié la discrétisation du
probleme de Stokes pour résoudre le probleme non-linéaire de Navier-Stokes, a partir de la
formulation rotationnelle du terme de convection, associé & ce qu’on appelle la pression de
Bernoulli. Par un algorithme itératif, nous sommes amenés a résoudre un probléme de point—
selle appelé le probleme d’Oseen. Nous accordons une attention particuliere a ce probleme
linéaire en testant quelques préconditionneurs issus des éléments finis, que 'on adapte aux
volumes finis. Dans tous les cas, nous fournissons des résultats numériques pour montrer les
performances de la méthode sur des maillages arbitraires, tels que des maillages fortement

non-conformes.
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Chapitre 2

Définitions, notations et opérateurs

différentiels

On note LP(§2), avec p > 1, les espaces de Lebesgue usuels de norme ||.|[»(). Par ailleurs,
le produit scalaire de L2(Q) est noté (-, -)q. Ensuite, on note H™ () 'espace des fonctions v de
L2(Q) dont les dérivées partielles (au sens des distributions) v, avec |a| < m, appartiennent

toutes & L2(€2), et dont la norme associée est || - ||m.q-

Les notations que nous allons définir ci-dessous sont répertoriées dans la Table 2.1 de la

page 51 et nous pourrons nous y référer, si nécessaire, dans les prochains chapitres.

2.1 Construction des maillages primal, dual et diamant.

Soit € un polygone borné de R?, qui n’est pas nécessairement simplement connexe. Nous
supposons que le domaine a exactement @ trou(s), avec @ > 0.

Notons I' la frontiere du domaine 2. Alors I' est la réunion de la frontiére extérieure du
domaine €2, notée I'g, et des frontieres intérieures polygonales du domaine correspondant a

chaque trou de €2, notées I'y, Vg € [1,Q]; ainsi I' = Uyejo g1 g

2.1.1 Construction du maillage primal

On considere une premiere partition de 2, nommée maillage primal, et composée d’élé-

ments T;, pour i € [1,I], supposés étre des polygones convexes. A chaque élément T; du

33
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maillage, on associe G; son centre de gravité. L’aire de T; est notée |T;|. On note J le nombre
total d’arétes de ce maillage parmi lesquelles J' arétes situées sur la frontiere I'. Par ailleurs,
on associe a chacune des arétes frontieres son milieu que nous allons également noter GG; avec
cette fois i € [I + 1,1 + J']. Pour simplifier les notations, nous écrirons i € I’y plutot que

Gi € Fq.

2.1.2 Construction du maillage dual

Notons Sk, avec k € [1, K], les noeuds des polygones du maillage primal. A chacun de
ces points, on associe un polygone Py, obtenu en joignant les points GG; associés aux éléments
du maillage primal (et parfois les points G; situés sur la frontiere lorsque Sy est un point
frontiere) aux milieux des arétes ayant S, comme extrémité. Les cellules Py constituent une
deuxieme partition de €2, que I'on nomme maillage dual. L’aire de Py est notée |Pg|. La
figure 2.1 présente un exemple de maillage primal non-conforme (en traits pleins) avec son
maillage dual associé (en pointillés).

De plus, on suppose que I'ensemble des entiers [1, K| est ordonné de telle sorte que lorsque Sk
est un sommet intérieur, alors k € [1, K — J'], et lorsque S} est un sommet appartenant  la
frontiere I, alors k € [K — J' + 1, K]. Comme précédemment, nous ferons 1’abus de notation

suivant : k € I'y si et seulement si S, € I'y.

Fia. 2.1 — Un exemple de maillage primal et de son maillage dual associé.
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2.1.3 Construction du maillage diamant

A chaque aréte du maillage primal, notée A; (et dont la longueur est |A;|), pour j € [1, J],
on associe un quadrilatére D; nommé “cellule-diamant”. Lorsque A; est une aréte intérieure,
cette cellule est obtenue en joignant les points Sy, (;) et Sy, (;), qui sont les extrémités de Aj,

aux points G, (j) et Gy,(;) associés aux éléments du maillage primal qui ont cette aréte en

1(j
commun. Lorsque A; est une aréte sur la frontiere I', la cellule D, est obtenue en joignant les 2
extrémités de A; au point G, (;) associé au seul élément du maillage primal pour lequel A; est
une aréte et au point G, ;) milieu de Aj; (rappelons que, par convention, 7o (7) est un élément
de [I+1,I+J%] lorsque A; est située sur I'). Les cellules D; constituent une troisitme partition
de Q, que I'on nomme maillage diamant. L’aire de la cellule D; est notée |D;|. La figure 2.2
présente deux exemples de cellules-diamants : & gauche, une cellule-diamant intérieure et a
droite, une cellule-diamant frontiere.

Enfin, on suppose que 'ensemble [1, J] est ordonné de telle sorte que lorsque A; n’est pas sur

T, alors j € [1,J — J'], et lorsque A; est sur I, alors j € [J — JU + 1, J]. Nous ferons aussi

I'abus de notation suivant : j € I'y si et seulement si A; C I'y.

Fia. 2.2 — Exemples de cellules-diamants.

2.1.4 Définitions des éléments géométriques

Les éléments géométriques que nous allons définir ci-dessous sont représentés sur la Fig.
2.3. Le vecteur normal unitaire a A; est noté n; et est orienté de telle sorte que son produit
scalaire avec Gy, (j)Gi,(j) est positif. De la méme maniere, on note A’ le segment [G, ()G, ()]

(de longueur |A%]) et n} le vecteur normal unitaire & A’ orienté de telle sorte que son produit
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scalaire avec Sy, ()Sk,(j) est positif.

Nous notons M; le milieu de Aj, A}, (respectivement Al,) le segment [Gy,(;)M;] (resp.
[M;Giy)]) et 0y (vesp. njy) le vecteur unitaire normal & A%, (resp. A,) orienté de telle
sorte que :

|ALn; = | ALy 0l + [Aly |, . (2.1)

On note M;, (j)k,(j) le milieu du segment G (j)Skﬁ(j)], pour chaque couple d’entiers («, [3)

o

dans {1;2}*. Ensuite, pour S, € I’ (k € [K — J¥ + 1, K]), on définit A;, comme I'union des

G N
. 2
o e,
12Ky - ;A
< * gk, A
;Y fooT M
’/’ n H y n" \
.M oA i
S S, Sk 1* M, » S 2
‘n LA
X ,"\nJ X M / /J,l/ n]1
iky i1ko ,,'
K Pra
© Gi 1 Gi 1

Fia. 2.3 — Notations pour la cellule-diamant.

deux demi-segments A; situés sur I' pour lesquels Sy, est un sommet commun, et on note ny, le

vecteur normal unitaire extérieur & Ay, (voir figure 2.4). Pour i € [1,1], on définit I'ensemble

FiG. 2.4 — Définitions de /Tk et n, pour les noeuds fronticres.
V(i) des entiers j € [1,J] tels que A; est une aréte de T; et pour k € [1, K], 'ensemble £(k)
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des entiers j € [1, J] tels que Sj, est un sommet de A;.
Ensuite, on définit pour chaque j € [1, J] et pour chaque k tels que j € £(k) (resp. chaque i
tels que j € V(i) le véel 7y (resp. sj;) dont la valeur est +1 ou —1 selon que nj (resp. n;)
pointe a l'extérieur ou a lintérieur de Py (resp. T;). On définit alors n;.k = s;kn} (resp.
nj; := s;n;) et on remarque qu’il pointe toujours a extérieur de Py (resp. T;).

Pour j € [1,J — J'], comme indiqué sur la figure 2.5, on note Dj1 et Djo, les triangles
Sk ()G (5)Ska(G) €6 Ska(j)Gin(j)Skr())- De la méme maniere, on appelle D, et Dj,, les tri-
angles G, (7)Sk, (j)Gi, () €t Giy (5)Ska(j) Gia(j)- Dans ce qui suit, nous allons supposer que toutes
les cellules-diamants sont convexes si bien qu’on peut diviser chaque cellule-diamant intérieure
Dj en deux triangles de deux maniéres : soit Dj = D;1|JDj2, ou alors D; = D (J D 5.
Pour les cellules-diamants situées au bord, on a Dj1 = D; et Do = (). Pour simplifier les
notations, nous écrirons 7; 4 pour représenter D, ou D', selon le choix. Ainsi, nous avons

277
D =T;1U7je.

G,
G, e "'lf
' p D]l S
G,
~ 1 “ ! S<2
GI: ‘Gll

Fia. 2.5 — Une cellule-diamant peut se diviser en deux triangles de deux manieres distinctes.

Enfin, la fonction caractéristique associée a la cellule T; (resp. Py) sera notée 61 (resp. 65).
De méme, la fonction caractéristique associée a I’aréte intérieure (resp. frontiere) A; sera notée

D r
05" (resp. 0;).

2.1.5 Deéfinitions des produits scalaires et des normes discretes et continues

Comme nous le verrons dans la suite, nous allons associer & chaque point G; (i € [1, [+J%])

et a chaque sommet Sy (k € [1, K]) des valeurs discretes. Ceci nous conduit a la définition du
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produit scalaire suivant pour tout (¢,v¢) = ((¢7, ¢F), (vI,9F)) € (R x RK)2

Grr=g | 3 mel vl + X 1ndef ol | (22)

i€[1,1] ke[l,K]

De la méme maniere, nous définissons un produit scalaire discret sur les cellules-diamants

pour tout (u,v) = ((u;), (v;)) € (RJ)2 X (RJ)2

(wv)p:= Y |Djlu;-vy, (2.3)

JEL,J]

et un produit scalaire discret pour les traces de o € R’ et ¢ € RIT/ " x RE gsur les fronticres

I, (avec g € [0,Q)])

(0, 0)rn = Y |4j] 05 x (‘%(g + 205, + i J)> ’

Jj€lq

et sur I' tout entier

(0, 0)rn = Y (0,0)r,n - (2.4)
q<[0,Q)]

Remarquons que (-,-)p,, n'est pas un produit scalaire puisque o et ¢ ne vivent pas dans le
méme espace. Cependant, dans la suite, nous ferons cet abus de langage.
Pour tout ¢ € RI+/ " x RE , nous allons définir une semi-norme discrete H! sur le maillage

diamant a I’aide de 'opérateur gradient discret que nous allons définir juste apres (voir (2.7)) :

6 p = (VP6, VD).

2.2 Construction des opérateurs discrets

Dans cette section, nous approchons les opérateurs gradient, divergence et rotationnel par
leurs homologues discrets. Rappelons qu’en deux dimensions, une distinction est faite ha-
bituellement entre l'opérateur rotationnel qui agit sur des champs scalaires a valeurs dans
les champs de vecteurs (que nous appellerons opérateur rotationnel vecteur) défini par V x
¢ = (%(57 —% )T, et l'opérateur rotationnel qui agit sur des champs de vecteurs a valeurs
dans les champs scalaires (que nous appellerons opérateur rotationnel scalaire) défini par
Vxu= 88% — 88‘;”.

La figure 2.6 montre les supports des différents opérateurs et de leurs combinaisons. Le sup-

port pour les opérateurs gradient et rotationnel vecteur discrets correspond simplement aux
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quatre coins de la cellule-diamant D;. Le support pour les opérateurs divergence et rotationnel
scalaire discrets correspond aux cellules-diamants associées aux arétes des cellules primales et
aux cellules duales, en utilisant la formule (2.1) pour la divergence et en remplacant n par T
dans cette formule pour le rotationnel. Des fleches illustrent sur la Fig. 2.6 les composantes
normales et tangentielles des champs de vecteurs associés aux cellules-diamants. Les supports

pour le laplacien discret sur, respectivement, les cellules primales et duales sont représentés

par des cercles noirs et blancs sur les parties gauche et droite de la figure.

F1G. 2.6 — Supports pour les opérateurs discrets.

2.2.1 Construction des opérateurs gradient et rotationnel vecteur discrets

sur les cellules-diamants

Nous définissons le gradient discret d’une fonction ¢ par ses valeurs sur les cellules-
diamants du maillage. Nous suivons [31] et calculons la valeur moyenne du gradient d’une

fonction ¢ sur la cellule D; par la formule de quadrature suivante :

D) (Vo) = [ Votxax
= ¢(&)n (&) d§
= / ¢(£)nsk1Gi1 d¢ +/ ¢(€)nGilsk2 dg
[Sk1Gi1] [Gi1sk2]

+ /[Sk2Gi2] ¢(£)nsk2G12 5—{—/ qf)(ﬁ)ngwskl dE , (2 5)

[Giy Sk, ]
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te et

ou s, Gi, Va € {1,2}, VB € {1, 2} désigne le vecteur normal unitaire sortant de S, G
n(§) le vecteur normal unitaire sortant de D; au point . Les intégrales dans (2.5) peuvent

étre approchées par la formule suivante :

P(§) d€ ~ lgs W : (2.6)
iG]

ou lgg désigne la longueur du segment [GS]. Cela nous permet d’écrire, en regroupant les

contributions de chacun des sommets de D),

lsh Gil nskl Gil + lGiQ Sh nGi2 Sk1
2

lsy, i\ sy, Gy, TG, S, NG, Sy,
2

lskz Giy nSkQ Gig + lGil Sko nGil Sk
2

lsk2 Giy nst Giy + lGiz Sky nGi2 Sky
2

D5 (Vop,) ~ 6(Sk,)

+ ¢(G21)

+ ¢(Sk2)

+ ¢(G22)

De surcroit, dans le triangle Sy, G;, Gi,, nous avons la relation :

! 7
n R ne. =—lo. . no o =—|A.|n..

1
LSy, Giy DSy, Gy T UGy, S, DG, S, Gy, Giy DGy, Giy |A;n;

En procédant de maniere similaire pour les trois autres triangles, et en tenant compte des
orientations de leurs vecteurs normaux unitaires sortants respectifs, nous obtenons la défini-

tion du gradient discret V’}? sur la cellule Dj :

Définition 2.1 L’opérateur gradient discret VhD est défini par ses valeurs sur les cellules-

diamants D :

1

Dy .

{10~ of) 1451w, + o, — o8] 1451 . @)
Notons que la formule (2.7) est exacte pour une fonction affine ¢ si nous posons ¢kPa =
¢(Sk,) et oL = ¢(Gi,), pour o € {1;2}. Le calcul du gradient discret nécessite seulement la

connaissance des valeurs de ¢ aux noeuds des maillages primal et dual. L’opérateur Vf agit

donc de RI+" x RX dans (R)?.
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T
De la méme maniere, on peut approcher I'opérateur rotationnel vecteur V xe = (a—y s~ B )

par un opérateur rotationnel vecteur discret :

ID;| (VP x¢) = /D_Vx¢>(x)dx

) oo\ T
[, Gy ) wox

= — | ¢(-ny,na)" (€)d¢

= - P(&)T (&) dg
oD,
= - / ¢(§)TSI¢1GZ'1 dg§ — ¢(§)TGiISk2 dg
[Sk, Giq] (G Sky)
- / ¢(§)TSkQGi2 dg§ — (b(g)TGiQSkl g ,
[SkoGis) [GigSky]

ol TS)y Gl Va € {1,2}, V3 € {1,2}, désigne le vecteur tangentiel unitaire a Sk, G, et 7(§)

le vecteur tangentiel unitaire de D; au point £ de telle sorte que :

T = (Tg, 7y) = (—ny, Nz).

En utilisant 'approximation de l'intégrale décrite par la formule (2.6), nous obtenons la

définition du rotationnel vecteur discret VhD x sur la cellule D :

Définition 2.2 L’opérateur rotationnel vecteur discret Vth est défini par ses valeurs sur
les cellules-diamants D; :
1

(VhD X ¢)J = _2|Dj‘

{16, - oL 145175+ (61, - B 1yl | (2.8

ot les vecteurs unitaires tangentiels T; et T]’» sont tels que (n;, ;) et (n;, T]’) sont orthonormauz

et orientés positivement dans R?.

Comme précédemment, le calcul du rotationnel vecteur discret nécessite seulement la connais-
sance des valeurs de ¢ aux noeuds des maillages primal et dual. L’opérateur VE X agit donc

de RI+/" x RE dans (RJ)2.
2.2.2 Construction des opérateurs divergence, rotationnel scalaire discrets
sur les maillages primal et dual.

Nous choisissons de définir la divergence discrete d’un champ de vecteur u par ses valeurs

sur les cellules primales et duales du maillage. Une maniere tres naturelle de la définir sur les

41



CHAPITRE 2. DEFINITIONS, NOTATIONS ET OPERATEURS DIFFERENTIELS

cellules primales T; consiste a écrire

]Ti|<V'u|Ti>:/Tiv-u(x)dxz/aT Z / ‘1,

JeV(i)

ol nous rappelons que V(i) est 'ensemble des entiers j € [1, J] tels que A; est une aréte de T;
et que nj; est le vecteur normal unitaire de A; sortant de 7;. En supposant que le champ de
vecteurs u est donné par ses valeurs discretes u; sur les cellules-diamants Dj, et en procédant
de la méme maniere sur les cellules Py, nous donnons la définition de la divergence discrete

V:}C' sur chaque T; et la divergence discrete Vf - sur chaque Py :

Définition 2.3 La divergence discréte V;’P' = (VI VP ) est définie par ses valeurs sur

les cellules primales T; et les cellules duales Py, :

(V%LF ’ u)i e RO
15 2.9)
1 1
(Vﬁ W) = ﬁ Z (’A ‘njkl + ‘A;é’n;kz) uj Z 92 |Aj’uj 1y
Mo\jeek) FjEE(R)N[T—JT+1,J]

Remarquons que si le noeud Sy, n’est pas sur la frontiere I' (i.e. si k € [1, K — J']), alors
I'ensemble £(k) N [J — J' + 1, J] est vide. Si, au contraire, P, est une cellule frontiere, alors
I'ensemble £(k)N[J—JV 41, J] est composé de deux arétes frontieres ayant Sj, comme sommet.
1 ~
Dans ce cas, la quantité Z B |Aj|u;-n; est une approximation de /V u-ng(§) d§
FEER)N[T=IT+1,J] Ak

(voir la figure 2.4). Notons aussi qu’on pourrait remplacer (]A;-l\n;-kl + ]A;Q\n;m) par |A}|n’,

puisque ces quantités sont égales.
De plus, pour un champ de vecteurs donné u, on vérifie directement que les formules (2.9)
sont les valeurs moyennes exactes de V - u sur les T;, respectivement sur les Py intérieurs, si
‘Aj‘llj sy = / u-ngj; ds y (2.10)

Aj
respectivement si
(] |n],~Cl + |A |n]k2) ‘uy = /, u.n;.k1 ds—l—// u- n , ds. (2.11)
A]'l J2

Cette définition de la divergence discrete sur les cellules primales et duales ne nécessite

que la connaissance des valeurs de u sur les cellules-diamants. L’opérateur VZ’E agit donc

de (R7)? dans RY x RX,
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De la méme maniere, on approche 'opérateur rotationnel scalaire V x e = (88% — %})
par 'opérateur rotationnel scalaire discret :
Définition 2.4 L’opérateur rotationnel scalaire discret V;‘C’Px = (VIx ,VFPx ) est défini
par ses valeurs sur les cellules primales T; et sur les cellules duales Py :
T 1
(Vi xua)i: = 1T Z [Ajluj - 7ji
s
JEV(i) (212)
1 1
P .
(Vi xu)g: = Pyl Z (\A;'1|Tj{k1 + |A;2’Tj{k2) “uj + Z 5 [Ajlu; -7
je&(k) JEE(R)N[T—JT+1,J)

Notons aussi qu’on pourrait remplacer <\A§-1|T;k1 + |A;~2’T]{k2> par |A;|7'J’k puisque ces quanti-
tés sont égales. De plus, pour un champ de vecteurs donné u, on vérifie que les formules (2.12)
sont les valeurs moyennes exactes de V x u sur les T;, respectivement sur les P intérieurs,
si I’équation (2.10), respectivement si (2.11), est vérifiée en remplagant n par 7. Comme pré-
cédemment, la définition du rotationnel scalaire discret ne nécessite que la connaissance des

valeurs de u sur les cellules-diamants. Ainsi, 'opérateur VZ’PX agit de (]RJ )2 dans RT x RX.

2.3 Propriétés des opérateurs

2.3.1 Formules de Green discretes

Les opérateurs discrets définis dans la section 2.2 vérifient des principes de dualité discrete,

similaires aux formules de Green impliquant les opérateurs continus.

Proposition 2.1 Nous avons les analogues discrets des formules de Green :
(VZ,P -4, d))T,P = _(u7 VE@D + (Ll -1, ¢)F,h 5 (213)

(V¥ xw,@)rp =, VY x¢)p+ (u-7,6)rs (2.14)

pour tout u € (]RJ)2 et tout ¢ = (¢, ¢") € RIHIT x RE | en utilisant les définitions (2.2),
(2.3) et (2.4).

Preuve La preuve de (2.13) se trouve dans [40] et est basée sur une sommation discréte par

parties. La preuve de (2.14) est similaire. O
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2.3.2 Composition des opérateurs discrets

Le but de cette section est de vérifier 'analogue discret des égalités suivantes valables en
2D: V- (Vxe)=0,VxVe=0et VxVxe=—-V.Ve. Pour cela, nous partons du

lemme suivant :

Lemme 2.1 Rappelons que sj; et s;-k sont définis dans la section 2.1.4. Alors,

> s (k) —oh) =0, VielL], (2.15)
JeV(i)
T T T
> e (0h) —oly) =0 Yhe LK -7, (2.16)
jeE(k)

casl .

Fia. 2.7 — Deux possibilités d’orientation pour chaque aréte.

Preuve Considérons une cellule primale T; donnée. Pour chaque aréte A; de Tj, avec j € V(i),
nous avons deux possibilités d’orientation de n; (voir la figure 2.7) : si n; est le vecteur nor-
o _ (4P P _ P P
mal unitaire rentrant de 7 (cas 1), alors s;; = —1 et sj; (¢k2(j) — gbkl(j)) = ¢k1(j) — <bk2(j).
Si nj est le vecteur normal unitaire sortant de 7; (cas 2), nous avons alors sj; = +1 et
5ji (gkaQ(j) — qﬁfl(j)) = (kaQ(j) — ¢1cpl(j) ; de plus, les sommets Sy, (;) et Sy, (;) sont échangés. Fina-
lement, quel que soit le cas, la valeur qﬁf associée au sommet "gauche” de I’aréte A; considérée
apparait dans la somme (2.15) avec un signe positif et la valeur qﬁf associée au sommet droit
de I'aréte A; considérée apparait dans la somme (2.15) avec un signe négatif. Mais chaque gzﬁf

apparalt deux fois dans cette somme, une fois comme valeur associée au sommet “droit” de
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I’aréte donnée, et une fois comme valeur associée au sommet "gauche” de 'aréte suivante, de
telle sorte que les deux contributions s’annulent. Ainsi s’achéve la preuve de (2.15). La preuve

de (2.16) repose sur les mémes arguments. O

Les propriétés suivantes sont les conséquences directes du calcul de I'aire |Dj| :

Lemme 2.2 .
|Aj| |Aj|

72’1)“ nj-'rj{ =1, Vje[l,J], (2.17)
J
A,

F1G. 2.8 — La surface de la cellule-diamant D;.

Preuve D’apres les notations de la figure 2.8, nous avons pour toute cellule-diamant inté-

rieure :
|Dj| =[Sk GiySkyl + [Sky Giy Sy |
1
A1+ 5 |A;| T

1
|A;]|Gi, M| cos(0) + 5 |A;| |G, M| cos(0)

N =N =N

|Ajl ‘A;| cos(0).
Si D; est une cellule-diamant frontiere, alors d’apres la figure 2.2 :

1
|Giy M| =0 et |Gi,M|=|A}|,donc on a encore : |D;| = 5 |A;| | Af] cos(6).
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Enfin, cos(0) = n; - 7j = —nj - 75, ce qui cl6t la preuve.

On peut maintenant énoncer les résultats suivants :

Proposition 2.2

(Vi - (VP x¢), =0, Vke[l,K—-J,

(V:ff X (VhD¢))Z = 07 Vi € [17[] s

Vvl x (VP¢)), =0, Vke[l,K-J'.
k

(2.19a)
(2.19b)

(2.20a)
(2.20b)

De plus, sur les cellules duales frontiéres Py, (k € [K — J +1 K]) ces formules sont encore

valables si il existe (cg,cf;)qe[o@ tel que ¢l =l et qS sur T'y pour tout ¢ € [0, Q).

Preuve Prouvons tout d’abord (2.19a) ; en combinant (2.9), (2.8), et le fait que nj; - 7; = 0,

cela donne :

(Vf : (VhD X ¢))1 =

) " I
JEV

= Z

z’ )

45| [4j] P
2|D;| n; - 7 8ji <¢k2(j)

En appliquant (2.17) et (2.15) successivement, on obtient :
(Vi - (VR x¢))i=0, ViellI.

On prouve (2.20a) de maniére analogue.

—qS,fl(j)), Vi e [1,1].

Ensuite, pour chaque cellule duale intérieure Py, avec k € [1, K —.J'], il est clair que ’ensemble

E(k)N[J — JV 41, J] est vide, de sorte que (2.19b) et (2.20b) peuvent étre montrées comme
(2.19a) et (2.20a), en utilisant (2.18), (2.16) et le fait que n’; - 7/ = 0.

En ce qui concerne les cellules duales frontieres Py, (k € [K —J' 41, K]), des calculs similaires

montrent que (voir Fig. 2.9 pour les notations) :

(VE- (VP x¢), = ‘P,(% 1) + Z‘P‘(% on) . (2.21)
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T

. P . N
g sur I'y et si tous les ¢ sont égaux a la

Si tous les QS;*F sont égaux a la méme constante ¢

méme constante cf; sur I'y, alors gbﬂ = gb}; et gbﬁl = qb%. Autrement dit,
P D
(Vi - (Vi x 9)), =0,

pour toutes les cellules duales frontieres. On prouve (2.20b) pour les cellules duales frontieres

de maniere analogue. O

FiG. 2.9 — Notations pour les cellules duales frontieres.

Proposition 2.3 Nous avons les égalités suivantes :
(VEXx VP x¢); = —(VE-VPe),, Vie[l,1], (2.22a)
(VEX VY x o = —(V, - Vi Vke[l,K]. (2.22b)

Preuve Ces formules proviennent directement des définitions (2.7), (2.8), (2.9) et (2.12), et

de I'égalité 7 - 7/ =mn; -n/;, Vje[l,J]. O

J 77

2.3.3 Décomposition de Hodge
Dans le cas continu, la décomposition de Hodge pour les domaines non-simplement connexes
s’écrit :
212 L
(LYY =VVaVxW, (2.23)
avec V={p e H': [(¢=0}et W={yec H: P, =0, Y, =cq Vq € [1,Q]}. Pour
prouver une propriété analogue dans le cas discret, on aura besoin du lemme suivant qui nous

donne une relation entre le nombre de cellules primales, duales et diamants d’un maillage.
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Lemme 2.3 (Formule d’Euler) Pour des domaines non-simplement connezxes bidimension-
nels couverts par un maillage avec I éléments, K sommets, J arétes et @Q trous, nous avons

la relation :

I+K=J+4+1-Q. (2.24)
On peut maintenant établir une décomposition de Hodge discrete :

Théoréme 2.1 Soit (u;);cn, ) un champ de vecteurs discret défini par ses valeurs sur les

cellules-diamants D;. Il existe trois couples uniques ¢ = (¢, (;Skp)ie[l,f_ur}’ke[l’K],

= (5 ) ien v ke i) €t (ch ¢ )qen,q) tels que :

u; = (VPe), + (VP x);, Vje[l,J] (2.25)
avec
Mool = D> 1Bl ¢t =0, (2.26)
1€[1,1] kell,K]
vl =0,Viely , ¢f=0,Vkely, (2.27)
et
Vge[LQl, o =c vieT, , ¢ =c vker,. (2.28)

De plus, la décomposition (2.25) est orthogonale au sens du produit scalaire (-,)p.

Preuve On dénombre 2(1+ K +J')+2Q inconnues correspondant aux (47, ¢f) et (V7 1/1,1;),

T

et aux constantes (c,

cqp ). D’autre part, 1’équation (2.25) fournit 2.J équations, tandis que
(2.27) et (2.28) ajoutent 2J' contraintes. Enfin, (2.26) donne deux égalités supplémentaires,
ce qui conduit & un nombre total d’équations de 2J +2J' +2. Par conséquent, en appliquant
(2.24), on constate que le systéme présente autant d’équations que d’inconnues. Ainsi, I'exis-
tence et 'unicité de la décomposition sont équivalentes et nous allons prouver 'unicité grace
a l'injectivité.

Tout d’abord, prouver 'orthogonalité de (VP¢) et (V£ x 1)) pour tout (¢,1), avec ¢
vérifiant (2.27) et (2.28), est équivalent & montrer que (VP x 1, VP¢)p = 0. Gréce a (2.13),

nous avons

(VP x4, VPo)p=—(Vi" - VP x 0, ¢)rp+ (VD x ¢ -1,¢)r, .
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Ensuite, grace a la proposition 2.2, et parce que 1 vérifie (2.27) et (2.28), nous déduisons que

VZ’P - VD x4 est nul. D’autre part, d’apres (2.8), nous avons

1
2|Dj|

(VP x); nj=— (h, — k) 145l ny |

qui s’annule aussi sur la frontiere a cause de (2.27) et (2.28). Ainsi, 'orthogonalité est démon-
trée.

Maintenant, pour prouver l'injectivité, on suppose que u; =0, Vj € [1, J], autrement dit :
0=(Vye); + (Vi x¥);, VieLJ]. (2.29)

Nous effectuons le produit scalaire de cette expression avec |D;| (VF¢); et nous sommons

sur les j € [1,J]. On obtient alors :
0= (Vyé. ViO)p + (VF x . Vie)p. (2.30)

Grace & Porthogonalité prouvée ci-dessus, I'équation (2.30) implique que (VP¢, VP¢)p =

Z |Dj| | (VhD¢)j > = 0, ce qui signifie que (Vf(b)j s’annule pour tout j. Par conséquent,
jeltJ]
comme le domaine est connexe, il existe deux constantes réelles a et (§ telles que qbf =

a, Vke[l,K] et ¢f =B, Vie[l,I+J']. En appliquant (2.26), on en déduit que ces

deux constantes sont nulles, d’ou
oF =0, Vie [I,I+J] et ¢f =0, Vke[1,K].

Par conséquent, I'équation (2.29) est équivalente a (V2 x 1); = 0, Vj € [1,.J]. Comme
précédemment, puisque le domaine est connexe, il existe deux constantes réelles « et § telles
que ¥ =a, Vk € [1,K] et ¢l =3, Vi e [1,I+ J']. D’apres (2.27), ¢ = 0 sur Iy, ce qui

implique que « et § sont nulles et nous avons bien
Yl =0, Yie[1,I+J"] et 9 =0, Vke[1,K].

O
Les formules (2.26) sont les analogues discrets (respectivement donnés sur les cellules primales
et duales) de la condition fQ ¢ = 0 qui apparait dans la définition de I'espace V' dans (2.23),
tandis que les formules (2.27) et (2.28) sont les analogues discrets des conditions aux limites

qui apparaissent dans la définition de W.
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Remarque 2.1 Dans un domaine conneze, les gradient et rotationnel vecteur discrets d’un

T et ¢, telles que

T

¢ = ((¢]), (¢1)) s’annulent si et seulement si il existe deux constantes ¢

ng = ! pour tout v et qZ)kP =P pour tout k. Le fait que les constantes c* et cP puissent

1
différer 'une de lautre signifie que ¢ présente en général des oscillations. Cependant, si on
impose la moyenne discréte de ¢ nulle (2.26), ou des conditions aux limites comme (2.27)
et (2.28), ces oscillations ne peuvent pas étre arbitraires. D’autre part, remarquons que ces

oscillations n’apparaissent jamais pour w = (u;)je[1,), reconstruit par la formule (2.25).

Remarque 2.2 Nous pouvons aussi écrire une décomposition similaire en changeant les

conditions aux limites de la maniére suivante

STl = D> P wf =0, (2.31)

1€[1,1] ke[l,K)]
¢ =0,Viely , ¢f =0, VkeTy, (2.32)
Vge1,Ql, ¢ =cl Viel, , ¢p=c/, Vkel,. (2.33)
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SYMBOLE

DESCRIPTION

JF
K

T;, i € [1,1]

|5

0T, i€ 1,1

G, 1€ [1,1]

Gi, i €[I+1,T+J")
j@), i€ IT+1,I+J")
Py, kel K]

| P

0F, ke [1,K]

Sk, k €[1,K]

Ay, ke [K—JV +1,K]
fig, ke [K—J0 +1,K]
Dj, j€[1,J]

| D

07, j€l,J—J"]

07, jelJ—J"+1,J]
i1(5), i2(J)

k1(5), k2(5)

Gi, (), a €{1,2}
Pkﬁm, B e{1,2}

Aj = [Sk1()Ska ()]

[4;]

A5 =Gy () Gia ()]

[A%]

nj,j € [1,J]

), j € [1,J]

Dj1, je(l,J]

Dja, je(l,J]

Dy, jel,J]
Dl j€ L, J]
T, J€[1,J]

Tj2, J € [1,J]

V(@i),i e [1,1]

E(k), ke [l,K]

sji,i € [1,1], j € V()
nj;, i €[1,1],j € V()
sy k€ [1,K],j € E(k)
. ke LK], jeEk)
Mj, j€[1,J]

Mo (5)ks ()

Dj g, (o, 8) € {1,2}2

’ ’
Ajl’ AjQ

Nombre de cellules du maillage primal

Nombre d’arétes du maillage primal

Nombre d’arétes du maillage primal situées sur la frontiere I

(par convention, j € [J — JU 4 1, J] ssi ’aréte j est sur I')

Nombre de noeuds du maillage primal = Nombre de cellules duales

(par convention, k € [K — KT + 1, K] ssi le sommet k est sur I)

Cellule du maillage primal

Aire de T}

Fonction caractéristique de la cellule primale Tj

Centre de gravité de T;

Milieu d’une aréte située sur I'

Indice de Paréte frontiere associée au point frontiere G;

Cellule du maillage dual

Aire de Py

Fonction caractéristique de la cellule duale Py

Sommet du maillage primal = Point associé a la cellule duale

Intersection de I' et de la frontiere de la cellule duale Py

Vecteur normal unitaire sortant de gk

Cellule du maillage diamant

Aire de D;

Fonction caractéristique de I’aréte intérieure A;

Fonction caractéristique de I’aréte frontiere A;

Indices des cellules primales ayant A; comme aréte commune

Indices des sommets de 'aréte A;

Sommets de la cellule diamant D; associés aux cellules primales T;_ ;)
Sommets de la cellule diamant D; associés aux cellules duales Py 505)

Aréte du maillage primal = Diagonale de la cellule diamant D

Longueur de A;

Diagonale de la cellule diamant D,

Longueur de A;.

Vecteur normal unitaire a Aj;, orienté de telle sorte que Gy, (5)Gi,(j) - n; > 0
Vecteur normal unitaire a A;, orienté de telle sorte que Sy, (j)Sk,(j) " 1j = 0
Triangle Sy, (j)Gi, (j) Sk, (4) associé a la cellule diamant D;

Triangle Sy, (j)Gi,(5)Sk, () associé a la cellule diamant D;

Triangle G, () Sk, (j)Gi, () associé a la cellule diamant D;

Triangle Gy, (j)Sk, () Giy(y) associé a la cellule diamant D;

Soit Dj 1 soit D;-71 selon le découpage local de D; par rapport a une de ses diagonales
Soit Dj 2 soit D;',z selon le découpage local de D; par rapport a une de ses diagonales
Ensemble des entiers j € [1, J] tels que A; est une aréte de T;

Ensemble des entiers j € [1, J] tels que Sy, est un sommet de A;

Vaut + 1 ou — 1 selon que n; sort ou rentre dans Tj

Vaut s;; nj = Vecteur normal unitaire a A; sortant de Tj

Vaut + 1 ou — 1 selon que n;- sort ou rentre dans Py

Vaut s; & n; = Vecteur normal unitaire & A; sortant de P,

Milieu de A;

Milieu de G; (j>S’“5(j>

Triangle M; Gia(j)
Segment [G;, (;yM;], Segment [M;G, ;]

Ska(j)

TAB. 2.1 — Liste des notations.
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Chapitre 3

Le probleme Div-Rot

Ce chapitre est tiré de Particle [36] s’intitulant “A discrete duality finite volume method
approach to Hodge decomposition and div-curl problems on almost arbitrary two-dimensional
meshes” en collaboration avec Pascal Omnes et Komla Domelevo, et publié dans le STAM

Journal on numerical analysis.

3.1 Introduction

La discrétisation par des schémas basés sur une analyse vectorielle discrete satisfaisant des
propriétés discretes analogues aux propriétés continues usuelles conduisent a des approxima-
tions robustes et efficaces de modeles physiques variés. Basés sur des formulations en volumes
finis, ces schémas fournissent des approximations discretes d’opérateurs différentiels tels que
le gradient, la divergence et le rotationnel.

De tels schémas furent par exemple construits par Hyman, Shashkov et co-auteurs, ini-
tialement sur des grilles quadrangulaires structurées. Nous nous référons a [64, 65] pour la
construction d’opérateurs discrets et a [66] pour la preuve de la décomposition de Hodge
discréte. Ces schémas furent alors appliqués dans différentes circonstances (voir [67, 68]) et
étendus a des grilles non-structurées [24] ou méme non-conformes [77], bien que sur ces types
de maillages, a notre connaissance, aucune décomposition de Hodge discrete n’ait été prouvée.

Ce qui nous intéresse dans cette étude est lié & d’autres types de schémas tels que ceux pro-
posés par Nicolaides et co-auteurs pour résoudre des problémes de mécanique des fluides [29],
des problemes div-rot [82, 62] ou les équations de Maxwell [84]. Dans ces travaux, les schémas

appelés “covolumes” sont restreints a des maillages bidimensionnels de triangles localement
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équiangulaires, ce qui signifie que pour toute paire de triangles adjacents qui forme un convexe
quadrilatéral, la somme des angles opposés au coté commun est au plus 180°. Etant donné
un maillage primal triangulaire, on construit un maillage dual en joignant les centres des
cercles circonscrits des triangles adjacents. De cette maniere, les arétes des maillages primaux
et duaux sont localement orthogonales. Cette propriété sera appelée par la suite "propriété
d’orthogonalité”. La nécessité pour le maillage de vérifier cette propriété peut étre vue comme

une sérieuse contrainte, en particulier dans le contexte de 'adaptation de maillages.

Dans [82], les composantes du champ discret sont définies comme étant normales aux
arétes primales et par conséquent, grace a la propriété d’orthogonalité, tangentes aux arétes du
maillage dual. Cette seule composante est suffisante pour permettre la définition de 'opérateur
divergence discrete sur le maillage primal et de 'opérateur rotationnel sur le maillage dual.
Réciproquement, les analogues discrets des composantes normales (par rapport aux arétes du
maillage primal) de lopérateur gradient (respectivement rotationnel vecteur) sont obtenus
sur les arétes a partir des quantités scalaires définies au centre des cercles circonscrits (resp.

aux sommets) des cellules primales.

Compte tenu de I'anisotropie du milieu considéré dans [62], les auteurs sont amenés a
introduire les deux composantes des champs de vecteurs sur les arétes du maillage, ce qui leur
permet de définir des opérateurs divergence et rotationnel discrets sur les maillages primal et
dual a la fois. Cependant, ils gardent seulement en considération les composantes normales

des vecteurs gradient et rotationnel discrets, laissant ainsi la généralisation de [82] incomplete.

Dans le présent travail, nous étendons les idées de la méthode de covolumes de Nico-
laides & des maillages bidimensionnels ”arbitraires”, incluant en particulier les maillages non-
conformes. Ces maillages ne vérifient pas nécessairement la propriété d’orthogonalité et de
plus, nous discrétisons les champs de vecteurs par rapport a leurs deux composantes sur les
cellules-diamants, qui sont des quadrilateres dont les sommets sont les extrémités des arétes
primales et duales associées. Comme dans [62], les deux composantes du champ de vecteur
nous permettent de définir des opérateurs divergence et rotationnel discrets sur les cellules
primales et duales & la fois. Réciproquement, et a la différence de [62], les deux composantes
des opérateurs gradient et rotationnel vecteur discrets sont définis sur les cellules-diamants
a partir des quantités scalaires données sur les cellules primales et duales. Grace & la défini-
tion des produits scalaires, nous avons établi dans le chapitre 2 que ces opérateurs discrets

vérifient des propriétés discretes analogues a celles vérifiées par leurs homologues continus :
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les formules de Green discretes, la décomposition de Hodge discrete de champs de vecteurs,
les rotationnels vecteurs sont a divergence nulle et les gradients sont a rotationnel nul. Ces
résultats généralisent alors ceux obtenus dans [62, 82], avec comme nouveauté majeure qu'ils

s’utilisent sur une classe de maillages beaucoup plus grande.

Compte tenu des formules de Green discretes, les schémas de volumes finis basés sur ces
idées ont été nommés schémas de Volumes Finis en Dualité Discrete (DDFV) dans [35] et
leur utilisation a commencé avec la construction et ’analyse d’une méthode de volumes finis
pour I’équation de Laplace sur des maillages bidimensionnels "arbitraires” [40]. Puis, ces idées
ont été appliquées a la discrétisation d’équations non-linéaires elliptiques [3], de modeles de

dérive-diffusion et de transport d’énergie [25], et pour des problemes d’électrocardiologie [94].

Dans ce chapitre, nous appliquons ces idées a la résolution numérique des problemes div-
rot que 'on retrouve par exemple en mécanique des fluides ainsi qu’en électrostatique et
magnétostatique. En utilisant la décomposition de Hodge discrete du champ de vecteurs
discret inconnu, ce probleme est réécrit en deux problemes de Laplace discrets indépendants,
d’inconnues les potentiels discrets, comme justement dans le probleme continu. En utilisant
les résultats obtenus dans [40], nous prouvons la convergence du schéma lorsque les potentiels
sont suffisamment réguliers et sous des hypotheses géométriques liées a la non-dégénérescence

des cellules-diamants.

Ce chapitre est organisé comme suit : nous appliquons les idées décrites ci-dessus dans la
section 3.2 pour discrétiser le probleme div-rot et obtenir des estimations d’erreur. Quelques

résultats numériques sont décrits en section 3.3.
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3.2 Solution numérique du probleme div-rot pour des domaines

non simplement connexes

3.2.1 Discrétisation du probleme div-rot avec conditions normales au bord

Nous nous intéressons a I'approximation du probleme continu suivant : étant donnés f, g,

o et (kq)qgef,q), trouver u tel que

V-u=f dans Q,
Vxu=g dans 0,
(3.1)
u-n=o0 sur I',
Jr,uT=kg, Voe[LQ)].

Une condition nécessaire pour la résolution du systeme est donnée par la formule de Green :

IREESRGES (3.2)

Nous choisissons de discrétiser la solution de ce probleme par un vecteur (u;);ep;, s défini
par ses valeurs sur les cellules-diamants du maillage. En utilisant les opérateurs différentiels

discrets définis dans la section 2.2, et en suivant [62], on écrit les équations discretes suivantes :

(Vi ), = fI, Vie[LI], (3.3a)
(VE-w), = ff, Vke[lLK], (3.3b)
(Vi xu), = g/, Vie[LI], (3.3¢)
(Vi xu), = gf, Vke[l,K-JT, (3.3d)
u;-n; = oy, VjG[J—JF+1,J], (3-36)
(w-m,Dr,n = kg Vge[l,Q], (3.3f)
SRS (VExu)e = > IP| gf, Vee[l,Q], (3.3g)
k€T, kel
oll nous avons posé
= | feax viewn o = [ feodx kel (3
T5| Jr, Pkl Jp,
T 1 . P 1
g; = g(x)dx Vie[l,I] , g, =-—— g(x)dx Vke|l, K], (3.5)
T3l Jr, 1Pyl Jp,
1 .
7= [ o0de L vielr - 1] (3.6)
J Aj
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En utilisant la décomposition de Hodge discrete de (u;);e,s), le probléme (3.3) peut étre

découplé en deux problemes indépendants impliquant les potentiels :

Proposition 3.1 Le probléme (3.3) peut étre découplé en deux problémes indépendants :

d’une part, trouver (¢, gbkp)ie[l’prjr}’ke[l’m tel que

(Vi -VR0e), = fI, vie[ll], (3.7a)
(VP9), ny = o5, VielJ—J" +1,J], (3.7¢)
YT = Y IRl ¢r =0, (3.7d)
i€[1,1] ke[1,K]
et d’autre part, trouver (7, w,f)ie[LHJrLke[l?K} et (037 cqp)qe[lyQ] tels que
— (V5 -ViPY), = g, Vke[l,K-JT, (3.8b)
(VPY n, ), = —kg Vge[L,Q], (3.8¢)
=D IR (VE VR = D IRl gt Vae[1,Q], (3.8)
kel kely
o =yl = 0, Viely,Vkely, (3.8¢)
Vge [1,Q], v = ', vier,, (3.8f)
Vge[L,Ql, ¥ = ¢, Vkel,. (3.89)
Le vecteur u est alors reconstruit par
uj = (V79); + (Vi xv);, Vi€ [1,J]. (3.9)

Preuve Tout d’abord, la décomposition de Hodge discrete de (uj);eqr,s) (Théoréme 2.1)

. T P T P T P
montre Uexistence de (¢; , @y, )ic[1, 1477 ke, k] (Vi » ¥k ic1, 1407 ke(1,k] €6 (¢q ¢ )gelr.q) tels

que (3.9), (3.7d) et (3.8e)-(3.8f)-(3.8g) sont vérifiés. Ensuite, en utilisant la propriété (2.19a),

nous avons :

fF=(VL ;= (V] - (VP0o+ VP xy)). = (VL -VPe)., Vie[l,I]

% %

De la méme maniére, en utilisant (2.19b), wiT = 1/1,1; = 0 sur I'g, wiT = ch et 1/1,5 = c(f sur

I'y, Yq € [1,Q)], nous obtenons :
(Vi -VR9), = fi . Vkell, K]
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CHAPITRE 3. LE PROBLEME DIV-ROT

En ce qui concerne les conditions de bord, l'utilisation de (2.8) donne

1
2|Dj|
P
q7

(VP x4); n; = — (Vry — U) |45 75 omy , Vi € [T — JF +1,J).

Comme 1/1,5 =0 sur [y et w,f = Vg € [1,Q], nous en déduisons que

(VP x)j n; =0, Vje[J-J +1,J],
ce qui implique que
u; -n; = (V,?¢)j-nj:0j , Vj € [J—JF+1,J] .

Comme précédemment, en utilisant (3.9), (3.3¢)-(3.3d), (2.20) et la proposition 2.3, on peut
prouver (3.8a)-(3.8b).
De plus,
1
D T T
(Vid)i7i= 35 ] (¢ = Sh)) 1451 w575

et en utilisant (2.18), on a
Ajl |1 45]
D _ 4501430 _ 4T _ T T
(VRS- 7. Dryn = ) 21D;] nj'Ta( ka(5) kl(j)> == ( k2 (3) kl(j)) )
jET, J J€lq

qui s’annule puisque I'; est un contour fermé. Ainsi, (3.3f) implique (3.8c) parce que (V£ x

¥)-1j = —VPy . n;. Finalement, un calcul similaire & celui qui est décrit pour (2.21) montre
que
1 1
P D T T P P
(vh X (Vh ¢))k = m (¢12 B ¢Il) + 2 |Pk| (¢K1 - ¢K2)

pour les cellules frontieres k € [K — J' + 1, K] (voir la figure 2.9 pour les notations). Ainsi,

quand on somme ces contributions sur un contour fermé I'y, on obtient
P D
D IB(VE x (VR9)), =0,
ke,

de sorte que (3.3g) implique (3.8d).

Réciproquement, soient (¢, ¢p i1, 1455 ke1,x]> (r >k iet, 1407 kef1,x] €6 (€5 5 b )aelnq)
les solutions des problemes (3.7) et (3.8). Alors, en posant u; = (V2¢); + (VP x ), , Vj €
[1, J], on déduit a I'aide des égalités énoncées ci-dessus que (u;);e(1, ) est solution du probleme

(3.3). O
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Proposition 3.2 Les problémes (3.7) et (3.8) ont tous les deux une solution unique.

Preuve En ce qui concerne le probleme (3.7), existence et 'unicité de sa solution ont déja

été prouvées dans [40] si I'équivalent discret de (3.2) est vérifié :

SNml = >Rl = > 14y,

i€[1,]) ke[1,K) JE[T—JT+1,J]

ce qui est le cas ici parce que grace aux définitions (3.4) et (3.6), nous avons

T P X)dX e i| 05 = o .
ST = Y RS /Qf()d S SRV P /F(ﬁ)dﬁ

i€[1,1] ke[l,K] JEJ—JT+1,J]

En ce qui concerne le probleme (3.8), on dénombre I + K +J' +2@Q inconnues alors que (3.8a)
et (3.8b) fournissent respectivement I et K — JU équations, auxquelles on ajoute 2(Q) relations
provenant de (3.8c) et (3.8d). Enfin, les conditions au bord (3.8e)-(3.8f)-(3.8g) donnent les 2J*
équations manquantes pour que le systeme soit carré. Comme il y a autant d’équations que
d’inconnues, il suffit de vérifier I'injectivité du systeme pour justifier I'unicité de la solution du
systeme. Ainsi, posons g;r = g,f = ky = 0 dans le systeme (3.8) et calculons le produit scalaire
discret suivant : (V{’P VD, 1/J>TP (voir (2.2) pour la définition). Dans ce produit scalaire,
la somme sur les indices ¢ € [1,1] et la somme sur les indices k € [1, K — J'] sont nulles

grace a (3.8a) et a (3.8b) respectivement. Ensuite, compte tenu de (3.8¢), les contributions

des indices k € I'y sont aussi nulles, de telle sorte que
1
T,P
(Vir-wRew) =5 S0 S IR (V- Pe), wf
’ q€[1,Q] kely
De plus, (3.8g) implique que
1
T,P
(ViT-vhuw) =5 3 IR (V- VRY),
’ a€[1,Q]  kely

qui vaut zéro grace a (3.8d). D’autre part, la formule de Green discrete (2.13) permet d’écrire

(VI WPy.w) == (VP VP0),+ (VEY -mw)p, =0, (3.10)

P
Etant données les conditions de bord (3.8¢)-(3.8f)-(3.8g), on vérifie que
T, P
D c, t¢ D
(Vi n9), = %:Q} L (Vg ) (3.11)
qe )
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qui vaut zéro grace a (3.8c). Ainsi, (3.10), (3.11) et la définition (2.3) impliquent que
D D D, |2
(VRO Vi), = > 1DjI[Vie] =0,
JEL,J]
Par conséquent, de la méme maniere qu’a la fin de la preuve du théoreme 2.1, nous déduisons
que

Yl =0, Vie[1,I1+J"] et ¥F =0, Vke[1,K],

ce qui prouve l'unicité et ainsi ’existence. ]

3.2.2 Le probléme div-rot avec conditions tangentielles au bord

Nous cherchons maintenant a approcher le probléme continu suivant : étant donnés f, g,

o et (kq)qen,q), Trouver u tel que :

V-u=f dans Q,

V xu=g dans 2,

u-7=0 sur I',

frqu-n:kq, Vg € [1,Q] .
Une condition nécessaire pour résoudre ce systeme est donnée par la formule de Green :
Jog dx = [o(§)dé. Ce probleme est discrétisé comme dans la partie 3.2.1 par un vecteur
(1;) e,y défini par ses valeurs sur les cellules-diamants du maillage. En utilisant les opéra-

teurs différentiels discrets définis dans la partie 2.2, on écrit les équations discretes suivantes :

(Vgu)l = sza Vi€[17I]7
(Vi) = £, Vke[LK-JT,
(Vi xu), = gI', vie[,1],
u; -7, = 0y, VjE[J—Jr+1,J],
(u -1, 1)Fq,h = k;qa \V/q € [17Q] ;
STIPS (VE-we = DRl Vee[1,Q].
\ k€lq kel

L’existence et I'unicité de la solution de ce probleme sont prouvées similairement & la section
3.2.1; la principale différence réside dans le fait que la décomposition de Hodge est modifiée

de la maniere suivante :
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Théoréme 3.1 Soit (u;);e(1,s) un champ de vecteurs discret défini par ses valeurs sur les

cellules-diamants D;. Il existe ¢ = ((ﬁiT,¢f)i€[17[+JrLke[17K], Y = (wg,¢1§)ie[1,l+ﬂ],ke[1,l{] et

(cg,cqp)qe[LQ} uniques tels que :

uj = (V) + (V) x ¢);, Vje[LJ], (3.13)
avec
YTl el = > 1Bl ¢f =0,
i€[1,1] kel,K]
vI=0,%iely , v/ =0,Vkely,
et

Vge[1,Ql, o =c vier, , v =c vker,.
De plus, la décomposition (3.13) est orthogonale.

Comme précédemment, le probléeme (3.12) se découple en deux sous-problemes indépendants

impliquant les potentiels.

Proposition 3.3 Le probléme (3.12) peut étre découplé en deux problémes indépendants :

d’une part, trouver (¢F, (ﬁkp)ie[lJ_,_JrLke[lyK] tel que

—(VL-VPe), = g, Vie[l,I],
—(VE-VPe¢), = gf, Vke[l,K],
—(VP¢), nj = o5, VielJ-J"+1.J],
Zie[l,[] ’Ti|¢iT = Zke[l,K] |Pk|¢kp =0,

et d’autre part, trowver (U], ¥ )icn ryorpen i) €t (b, el )gen o)

(Vi VR¥), = £, vielLI],
(Vi -VRv), = ff, Vee[l,K—-JT,
(VRY-n1)r, = k; Vgel[LQ],

Swer, [Bul (Vi VPO = Yper, [Pl £ Vae[1Q],

=yl = 0, Viely,Vkely,
Vae[1,Q], vl = &' Viel,,
Vg € [1,Q], w,f = cf,szEI‘q.

Le vecteur u est alors reconstruit de la maniére suivante :
_ D D .
u; = (Vh d})] + (Vh X ¢)j7 VJ € [1a J] .
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Fia. 3.1 — Notations pour le paragraphe 3.2.3.

3.2.3 Estimations d’erreur pour le probleme div-rot

A la différence de [82], nous allons obtenir les estimations pour les potentiels impliqués
dans la décomposition de Hodge de u; en effet, nous allons utiliser des estimations similaires
a celles qui ont été obtenues dans [40]. Par simplicité, nous allons nous restreindre aux cas ou
toutes les cellules-diamants sont convexes; le cas des cellules-diamants non-convexes requiert
des hypotheses additionnelles similaires & celles données dans [40]. Nous allons obtenir des

estimations d’erreurs sous I’hypothése suivante (voir les figures 2.5 et 3.1 pour les notations) :

Hypothese 3.1 1[I existe un angle 7, strictement inférieur a w et indépendant du maillage,
tel que :

1. Pour toute cellule-diamant intérieure D;, le plus petit angle entre l’angle mazimum du
couple de triangles (Dj1,D;2) et l'angle mazimum du couple de triangles (D;jl,D;ﬂ) est
borné par T :

min (max (a1, B, 1 + po, a2, B2, v1 + vo), max(pu1, vi, a1 + oo, 2, v2, b1 + F2)) < 7

2. Le plus grand angle de chacune des cellules-diamants frontieres D; est borné par l’angle

T*.

Pour faire des estimations d’erreur, on suppose habituellement une certaine régularité de la

solution du probleme. Pour appliquer les résultats donnés dans [40], nous allons supposer une

62



3.2. SOLUTION NUMERIQUE DU PROBLEME DIV-ROT POUR DES DOMAINES
NON SIMPLEMENT CONNEXES

régularité (Hyp. 3.2 ci-dessous) des potentiels introduits par la proposition suivante :

Proposition 3.4 Soit (f,g,0) appartenant a LQ(Q)2 x HY/2(T) et soit (kq)qen @) un ensemble
de nombres réels donnés; soit U la solution exacte du probléeme (3.1). Alors, il existe qg et 121\

tous les deux dans H' () et un ensemble de nombres réels (Cy)eep q) tels que

o qAb est la solution de

‘n=u-n=o0 sur I, (3.14)

et 12 est la solution de

—A@E:VXﬁ:g dans €,
dre =0 , ¥, =Cy, Vg€ [1,Q], (3.15)
Jo, Vi -n=—k

Preuve La décomposition de Hodge de U et la détermination de ¢ et i par (3.14) et (3.15)

sont les conséquences directes de [54, Théoreme 3.2 et Corollaire 3.1]. ]

Hypothése 3.2 On suppose que les potentiels $ et 1//1\ donnés par la proposition 3.4 appar-
tiennent a H2(Q).

On remarque qu’a cause des angles rentrants liés aux frontieres polygonales internes I'y, la
régularité H? des potentiels n’est pas une conséquence de la régularité des données (f, g, o).

Evidemment, on peut relier I'erreur L2 entre la solution @ de (3.1) et la solution discréte
(0))jep,s de (3.3) aux erreurs entre les solutions ¢ et 1 de (3.14) et (3.15) et les solutions
discretes (¢l ¢F) et (I, ) définies dans la proposition 3.1 respectivement par (3.7) et
(3.8). En effet :

) / i) dx < (

je(1,J]

Z/ V Vo(x ))2dx

je(1,J]

£ 3 [ |k, - vicof a )

jelLJ]

(3.16)
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Equivalence avec une méthode d’éléments finis pour les potentiels

Afin d’évaluer les erreurs sur les potentiels, nous allons suivre [40] et réécrire (3.7) et
(3.8) en une formulation éléments finis non-conformes équivalente. Rappelons que les points

M., () kg (j) sont illustrés sur la figure 2.3. On construit les fonctions suivantes :
Proposition 3.5 Etant donné (T, qbf) e RITT" x RK ; il existe une fonction ¢y, définie par
(<25h)|D € PH(D;) vjelLlJ],
M) = 560y +00) Vi€l J], Yia, He {12 . (317)
De plus, nous avons la propriété essentielle suivante :
(Von)p, = (Vi/9); Vi€l J]. (3.18)

Preuve La preuve est donnée dans [40]. Rappelons que la définition d'une fonction P*(D;)
par ses valeurs en quatre points non alignés n’est en général pas possible. Mais dans le cas
présent, notons encore ¢, l'unique fonction définie en (3.17) et ses valeurs (3.18) pour les
couples (a, 8) € {1,2}2, sauf pour le couple (a,3) = (2,2) (soit en trois points). Puisque ¢y,

est un polynéme du premier degré, nous pouvons écrire

On(Miyky) = dn(Migk, ) + Migk, Mgk, - Vo,

et
¢h( Zlkg) ¢h( ’L1k‘1) + M11k1 iriks ° V¢h

Mais puisque le quadrangle (Mj,k, , Mk, Misky, Miyk, ) €st un parallélogramme, I'égalité

MizklMizkz = Mi1k1Mi1k2 assure que

¢h( szz) ¢h( 11k2)+¢h( Z2’61) (bh( l1k1)

Gréce aux définitions (3.17), cette valeur vaut exactement i ( i) T (;Sk2 ) ), ce qui assure
bien I'existence de ¢, défini par (3.17) appliqué aux quatre couples (a, 3) € {1,2}? et (3.18).

D’autre part, puisque ¢y, € Vj, est P! sur Dj, son gradient y est constant. Donc
1
(V¢h)Dj = D/ Vo dx.
1Dj| Jp,

Par la formule de Green, cette quantité est aussi égale a

1

(V¢h)DJ = @ oD,
J

on(§)n(E) de. (3.19)
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Notons que 0D; est composé de quatre segments [G;,, Skﬁ], sur lesquels la restriction de ¢y, est
aussi Pl. Ainsi, les quatre intégrales dans la formule (3.19) peuvent étre évaluées de maniere
exacte par la regle du point milieu. Le milieu du segment [G;, Sk,] est par définition M;_p,,
ou les valeurs de ¢, sont données par (3.17). En sommant les différentes contributions de ng;

et ¢kpﬁ, nous obtenons bien (V¢h)|D]. = (V79);- .

Définition 3.1 Nous allons dénoter par L 'opérateur linéaire qui associe ¢p, défini par la
proposition 3.5, a (¢}, qﬁkp) € RI+7" xRE donné. De plus, la solution de (3.7) est dans ’espace

sutvant :
T
Vv =1 (6] ¢f) e R xRN o YT ol = Y Rl o =0
i€[1,1] ke(l,K]
La solution de (3.8) est dans l’espace suivant :

Vp = {( T 6P e RIFT < RE ¢ ¢ = P =0, Vie Ty, kel et
3(c£¢,c§¢) € (R%)Q tels que ¢f = cg(z)Vi €ly, et ¢f = c§¢, Vkel, Vqe [1,Q]} .
Remarque 3.1 On prouve facilement que l'opérateur linéaire L introduit dans la définition
3.1 est injectif sur Vy et sur Vp. Ainsi, pour tout ®;, dans L(Vy) ou dans L(Vp), il existe
un unique ® = (CDiT,CD,I:) de RI+7" x RE, soit dans Vi, soit dans Vp, de telle sorte que

@y, = L(®). Ces valeurs (B, ®L) sont utilisées par la suite dans les définitions de ®} et o),

associées auzx Py, respectivement par (3.23) et (3.24).

A partir de ces définitions, on peut vérifier les résultats suivants :

Proposition 3.6 Le probléme (3.7) revient a trouver ¢, € L(Vy), tel que

an(on, ®r) = (n(Pp) VP, € L(Vy) (3.20)
avec
an(n, ®p) = > /D_V%-V(I)h(x)dx, (3.21)
JE[1,J] T
@) = — [ i + [ oBuede. (3.22)
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ot
i 1
P}, (x) = 5 Yoalofx)+ > efof(x) |, (3.23)
ie[1,1] ke[1,K]
et
Y 1 P T P r
)= Y, g (‘%(j) +2%i,() +‘I’kz(j>) 0; (), (3.24)
je[T—JT+1,J]

ot nmous rappelons que GZT, 95 et 9; sont respectivement les fonctions caractéristiques des

cellules T;, Py, et de l’aréte frontiere A;.

Preuve Supposons que ¢ € Vy est la solution de (3.7); alors en multipliant la premiere
équation par 1|T;|®7, la seconde équation par 3|P;|®L, et en sommant sur tous les i € [1, ]

et tous les k € [1, K], on obtient
(V" VR, @)rp = (/,0)rp . (3.25)

Grace & la formule de Green discrete (2.13), on peut réécrire le membre de gauche de (3.25)

de la maniere suivante :

(VR VE®)p + (VP6-n,®)rn =— > DI (V7e); - (VHD),
JjEL,J]
D P
Y APy nyx (2 v2el el
JEJ—JT+1,J]

Ensuite, grace & (3.18), et du fait que (VP¢); - (VP ®); est une constante sur D;, on constate

que

= YDy (VP0); - (VP®); = / Vo - Vb, (x)dx .

jell,J JE[L,J]

De plus, d’apres les conditions au bord données par la troisieme équation de (3.7),

A5 (VP9); -1, = |4;] 0 = /A o(€)de

J

de telle sorte que

14| (VP¢); -, i(@ +207 + ®F) = /AU@h)A (€) de .

J

Finalement, le membre de gauche de (3.25) est égal a
—ap(én, ®p) +/Fo—<f>h(§) de .
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Par définition de (2.2) et par 'égalité (3.4), et du fait que ®7 67 (x) 7, = ] et &L 0% (x),p, =
®F. le membre de droite de (3.25) est égal a :

/Q 105 [ X efefe+ X @fefo | dx,

1€[1,1] kel1,K]
ce qui clot cette partie de la preuve.
Réciproquement, soit ¢p € L(Vy) vérifiant (3.20) pour tout ®, € L(Vy); alors ¢ =
L=Y(¢p,) vérifie la quatriéme condition de (3.7) par définition de V. De plus, considérons
une aréte frontiere d’indice jo € [J — J' + 1, J] et rappelons que I'indice i2(jjo) est associé &

I'inconnue située au milieu du segment A;,. Nous définissons ®¢ € Vv par
Vie 1,1+ J5, (®0)7 =629 et Wk e [1, K], (@) =0.

Autrement dit, ®¢ est nul partout sauf sur le point milieu de Aj,. Alors, en définissant (®¢);, =
L(®g) et en utilisant la définition 2.1 ainsi que (3.23) et (3.24), nous avons évidemment les
propriétés suivantes

1

(V(®o)n)ip; =0 si j#jo et (V(®o)n)p,, = 2D,
Jo

|AJ'0‘ nj,,

et

(@o)i(x) =0 Vx e et (Eo)(€) = Lo () VEeT .

Ensuite, nous en déduisons que
1
an (6, (20)n) / VoV (@o)n (x)dx = 1 |A5,| (Von)i,, iy = 5 [ 45| (V06101
et

~ 1 1
Iy /f (Do) (%) +/ (Bo)n(€) d :/A So(©)de = S 1451 oj,
Jo
Finalement, en écrivant (3.20) pour (®g)y, les deux équations précédentes prouvent que ¢

vérifie la condition au bord :
(Vi 6)jo gy =04y, Vio€[J—J +1,J].

Ensuite, pour montrer (3.7a) pour toute cellule primale iy € [1, ], nous considérons son

élément de base correspondant ®; € Vi défini par

Vie [1,I+J5), (@) =6° — |’Q°|’ et Vk e [1,K], (21)f =0.
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Alors, en définissant (®1), = L(P;) et d’apres (3.20), on peut écrire

/V¢h (®1)n /f<1>1 dx+/ (@) (&) d . (3.26)

Afin d’évaluer le membre de droite de (3.26), nous allons considérer en plus ® € R/*+/ "X RE
tel que

Vie [, I+J], ®F =6 et Vke [1,K], @ =0.
Notons que ® ¢ Viy mais que son gradient discret (voir (2.7)) est égal a celui de ®;. Grace a

cette égalité et a (3.18), nous avons
/ Von - V(®1)n (x)dx = (V¢, Vi ®1)p = (V)$, V] ®)p,

qui peut étre transformé grace a (2.13) en

- (Vi"-vPe.e)  +(VPe-no),

Grace a la définition de ®, cette quantité est réduite a la contribution de iy, ce qui prouve
que le membre de gauche de (3.26) peut se réécrire
1
> / Von V(@) (x)dx = — |Ti| (Vi -VE),, - (3.27)
jEL,J]
Ensuite, on calcule le membre de droite de (3.26) :

- [r@ieoix = 5% [ ( ‘m)f(X)dx

ze[l 1]

- _/ f(x) dx +2|’:€’2°|’/f(x)d

Lo@mean = 3 [ oo g (-2igl) ac= e o,

E[J—JT+1,J]

de telle sorte que le membre de droite de (3.26) est encore égal a

N T,
—/ flx d+2,ﬂ|/f 2|Q| [ o()ac

Compte tenu de (3.2), les deux derniers termes de la somme précédente se compensent et on

- f @i [o @i [ seix= gl @29
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En comparant (3.26), (3.27) et (3.28), on en déduit que
(Vi -Vi9), =

On peut prouver de maniere similaire, en considérant kg € [1, K] et ®3 € Vi, définis par

P
Vie 1,14+, (@2)7 =0 et Vk € [1,K], (B2)f =0} — ||£T’
que
(Vﬁ : V%L)qs)ko = ka; 5
ce qui termine la preuve de I’équivalence. ]

Proposition 3.7 Le probléme (3.8) est équivalent a trowver v, € L(Vp), tel que V¥, €
L(VD)7

an(¥n, Un) = Lp(¥p) (3.29)

avec

KD(\Ilh)::/Qg\II* dx—Zk(qﬁ!+C >

q€(1,Q]

Preuve Supposons que 1 € Vp est la solution de (3.8); alors on peut calculer le produit

scalaire discret suivant :

1
—(ViT VR e = = 5 7 ITIVE - VRe)e]
) 1]
1
- 3 > RYE VRO (3.30)
ke[1,K—JT)
1
= 5 2. BV VR

ke[K—JT+1,K]

Compte tenu de (3.8a)-(3.8b), la somme des deux premiers termes du membre de droite (3.30)

est égal a

1 1
3 > |T1i|ng‘IJ;'r+§ > Pl vy

1€[1,1] ke[l,K—JT]

69



CHAPITRE 3. LE PROBLEME DIV-ROT

Ensuite, en utilisant le fait que U est égal & une constante 05 g sur chaque I'; et s’annule

sur Iy, on peut écrire, d’apres (3.8d)

= > BIVE VRO = = Y cgw ) 1BV VR
ke[K—JT+1,K] q€(1,Q] keTy
= Z Cow Z | Pelgi
q€(1,Q] kel

= S Pl vy

ke[K—JT+1,K]

Finalement, (3.30) peut étre réécrite de la manieére suivante :
~(Vi" VR e = (9, V)rp (3.31)
En utilisant la formule de Green discrete (2.13), le membre de gauche de (3.31) vaut encore
(Vi VE)p = (V34 -, W),

Comme précédemment, le premier de ces termes est égal a ap (¢, ¥p). Ensuite, en utilisant

le fait que WP (respectivement W) est égal & une constante 05 v (resp. ng,) sur chaque Ty

et s’annule sur T'g, et en utilisant (3.8c), on obtient

D cgv t Cpu D Cgv T Chu
(Vi -n,U)r, = Z 9 Z(Vhd))j'nj:— Z kq 9 |

ce qui montre que le membre de gauche de (3.31) vaut finalement

¢h’\11h + Z (‘W) .

Ceci termine cette partie de la preuve.
Réciproquement, si 1, € L(Vp) satisfait (3.29) pour tout ¥, € L(Vp), alors ¢ = L~ ()
vérifie (3.8e), (3.8f) et (3.8g) par définition de Vp. Ensuite, considérons un ig € [1, ] donné

et choisissons ¥ € Vp défini par
(O =60, Vied,I+J" et (U1)f =0, Vke[1,K].
Puisque vy, et ¥y, satisfont (3.18), alors le membre de gauche de (3.29) s’écrit

an(wn, (B)) = 3 / VU VEax) dx = S (VP); - (VP0); = (VP VP,

€1,J] JEL,J]
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Ensuite, en appliquant la formule de Green (2.13) et les valeurs de Wy, la ligne précédente se

réécrit
an(n, (U1)n) = (VT - VP9, W) pp+ (VP -0, W), = (Vi - VP9

D’autre part, par définition de Wy, il est clair que cgq, = ci ¢ = 0 et, en utilisant (3.5) et

(3.23), on en déduit le membre de droite de (3.29)

* CZ:‘I’ + cé::\ll * T
lp(¥p) = / g¥h(x)dx — Z kq e / g Vi(x) dx = (9, ¥1)1,P = gjy-
@ q€[1,Q] @

Autrement dit, 'équation (3.8a) est vérifiée pour le ig € [1, I] considéré. De la méme maniere,

en considérant un ko € [1, K — J'] donné et en choisissant Wy € Vp défini par
(U =0, Vie[l,I+J"] et (Uy)f =6, Vke[l,K]
on obtient (3.8b) pour le kg € [1, K — J'] considéré.
Ensuite, considérons un ¢y € [1, Q] donné et définissons ¥3 € Vp par
(Ws)] = (Ws)y =0, Vie[LI], Vke[1,K]et (¥3)] =6, VieTy, Vqe0,Q]

En appliquant (3.29) pour ¥;, = L(V3) et en utilisant (3.18) et (2.13), on montre que (3.8¢c)
est vérifié pour le gy € [1,Q] considéré. De la méme maniere, en considérant un gy € [1, Q)]

donné et en choisissant ¥4 € Vp défini par

(W) =0, Vie[1,1], (W) =0, Vke[l,K - J'],
(W)T =6 VieTyet (Uy)F =0, Vkely, Yqgel0,Q],

on obtient (3.8d) pour le ¢y € [1, Q] considéré, ce qui termine la preuve de la proposition 3.7. [J

Estimations d’erreur pour les potentiels

On peut maintenant se tourner vers les estimations d’erreur concernant les potentiels gg et
@Z. D’abord, étant donnée la formulation éléments finis équivalente donnée par la proposition
3.6 (respectivement la proposition 3.7), on peut étudier I’erreur numérique concernant $ (resp.
1;) de maniere traditionnelle en notant que ay, agit sur H' + L(Viy) (resp. H! + L(Vp)), sur
lequel on définit |x|y , := \/an(x,x), et en utilisant le “second lemme de Strang” [104] :

6 i b an g/b\’wh — N (wp
| — dnlipn <2 inf [p—wplin+ sup |an( ) (wp)]
WheL(VN) WhGL(VN) ‘whh,h

(3.32)
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et

- R S
[ = Ynln <2 Jnf [ —whlip+  sup |an (¥, wn) — Co(wn)|
Wh

(3.33)
L(Vp) wneL(VD) |wn1,n

Le premier terme du membre de droite de (3.32) et (3.33) est appelé “erreur d’interpolation”,

tandis que le second est appelé “erreur de consistance”.

Erreur d’interpolation pour ¢ : On commence avec

Proposition 3.8 Si toutes les cellules-diamants sont convezes et sous les hypothéses 3.1 et

3.2, il existe une constante C (1) dépendant seulement de T* telle que

LBt 16—l < O bl (3:34)

Preuve Puisque gg € H?(Q), alors qg € CY(€). On peut donc considérer la projection point

par point de la solution exacte sur RI+HT x RE .

vie[LI+J", (Mo)T = o(Gy),
Yk e [1,K], (IH)F = (Sk).

Ensuite, cet élément est lui-méme projeté sur Viy de la maniere suivante :

Y ITlme)f

vie s+ ([f9)f = o - g
S |Pde)f
vk € [1, K], (ﬁgfé\)f — (H@kp _ ke[LK] o

Evidemment, ﬁa et H$ ont le méme gradient discret de telle sorte que ’erreur d’interpolation

de (3.34) est bornée de la maniére suivante :

inf : 6 —whlip < 16— L) 1p = |¢ — L(11)]| 14 -

whEL(VN

Enfin, une majoration a été donnée dans [40] pour |$ - L(H$)|17h et celle-ci est basée sur la
relation entre L(Hgg) et l'interpolant de Lagrange standard P! sur les paires (D;1, D;2) et

(D.;vl’

D},Q). On aboutit alors a I’estimation (3.34). L’hypothese 3.1 est la pour assurer que la
condition, appelée condition de I’angle maximum [8, 69], est vérifiée pour au moins une des
D;-72). O

deux paires de triangles (Dj1, Dj2) ou (D},
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Erreur de consistance pour ¢ : Soit w, = L(w). Grace & (3.21) et & (3.22), on commence

par écrire

a(9,wn) — In(wn) = |an(d,wn) + (f,wn)o — /FU@h(f) df] = (fywn —wp)a-  (3.35)
Le dernier terme de (3.35) peut étre borné par le lemme suivant :

Lemme 3.1 Si toutes les cellules-diamants sont convexes, il existe une constante C indépen-

dante du maillage telle que

|[(fswn —wh)al < C R l[flloq [whlin - (3.36)

Preuve La preuve est identique & celle donnée dans [40] pour les conditions homogenes de

Dirichlet. OJ

Ensuite, on suit [40] avec une légere modification due aux conditions non homogenes de
Neumann au bord. On divise chaque cellule-diamant intérieure D; (avec j € [1,J — J']) soit
en Dj1 U Djo, soit en D}, UDj, (voir figure 2.5). Notons que ce choix est local a D; et qu'’il
n’influence pas le choix qui a été fait pour la division de Dj, pour j” # j. Les cellules-diamants
frontieres sont telles que Dj1 = D; et Dj2 = () et ne seront jamais découpées en D’ ; U D’ 5.
Pour simplifier les notations, nous avons adopté au chapitre 2 la notation 7; , pour représenter
soit Dj o soit D;7a. De plus, on définit RT (Vgg), Pinterpolation de Raviart-Thomas de ng

sur chaque 7T; (voir [98]) par

- T
RT(V9)7,,, € (Po(Tja)) & Py(Tja)
Yy
et
/RT(V%) ‘ndf = /Vas.ndg
S S
pour toute aréte s de 7; o, dont le vecteur unitaire normal extérieur est noté n. On peut vérifier

le lemme suivant :

Lemme 3.2 Soit ¢ la solution de (3.14) et soit wy, € L(Vn). Alors si toutes les cellules-

diamants sont convexes

an(Brwn) + (fwn)e — / 0 Gn(€) dé =
T (3.37)

> 223 /T (VO - RT(VE) - Ve — f ({wn)j0 —wn)] dx.

Je[L,J]a=1
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ot (wh); , est la valeur moyenne de wy, sur Tjq

Preuve Par définition, RT (Vgg) -n est constant sur chaque aréte de 7j . De plus, sur deux
triangles voisins 7} o, les valeurs de RT(V@E) -n sur les deux arétes de leur face commune sont
opposées 'une de 'autre a cause de I'orientation du vecteur normal n. En notant S I’ensemble
de toutes les arétes de tous les 7} o, n le vecteur normal unitaire a I'aréte s dans S, et [wp]s

le saut de wy, a travers s, alors

Z Z/ RT(V$) nwydf = Z RT(V&)-n/S[wh]sdg

jel,Jja=1"0Ta s€S, sgT

+ ) RT(V$)~n/whd§.

seS, sCT’

(3.38)

Comme wy, est dans L(Vy), alors [wy]s est un polynéme de degré 1, qui s’annule au milieu de
s (par construction des fonctions de L(Vy)). Son intégrale sur s est donc nulle. De plus, il y
a une correspondance évidente entre un s € S, s C I' donné et une aréte frontiere A;, avec
j € [J—JV+1,J] (parce que les cellules-diamants frontieres sont telles que D; = D1 = Tj 4,
avec a = 1). Ainsi, pour de tels s € S, s C I, il existe un unique j € [J — J' + 1, J] tel que

RT(V¢)'DZ/ RT(ng)-n»:/ V¢'n':/g
|43l Ja; T 1Al g, T Al

P T

. . N p . Wi, TW; -
Par ailleurs, sur ce A;, la fonction wy, est un polynéme de degré 1 qui vaut % au milieu
T P

Ty
de [Sk,Gi,] et iz 2% au milieu de [G;, Sk, ], et dont I'intégrale est facile a calculer :

A
/wh d¢ = m (Wi + 2wl +wf) (3.39)

En rappelant la définition (3.24) de la fonction constante par morceaux wy, on peut finalement
écrire :
> Z RT(V$) -nwydé= > RI(Vo): /wh de¢ = / o (€)de
j€[1,J] a=1 seS, sCT r

Mais nous pouvons aussi réécrire I’égalité ci-dessus grace a la formule de Green sur 7}, de la

maniere suivante

> Z (/ V - (RT( V¢))whdx+/ RT(V&)'thdx> :/Faah(g)dg.

jel,Jja=1 “
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En soustrayant cette égalité a ah(g/b\, wp), on obtient :

2
an(p,wn) — / oop(Q)dE = Y > / (Vé — RT(V$)) - Vawy dx
r je,J]a=1 Tja (3.40)

2
- XY [ v Erwanex.

jel,J]a=1

~

Notons (wp); ,, la valeur moyenne de wy, sur 7j,o. Puisque V- (RT(V)) est, par construction,
une constante sur 7; ., on peut écrire les séries d’égalités suivantes

~

|V @rOawdx = (o), [ V- (RT)ax -
Tj,a Tj,a

)y [ RTVO) mde = (), [ V5omac - (3.41)
0T} .0 0T} 0
(Wh) / Apdx = (wn);, / fdx .
Tj,a gx
Ainsi, 'égalité (3.37) découle de (3.40) et (3.41). O

Le premier terme du membre de droite de (3.35) peut étre borné par le lemme suivant

Lemme 3.3 Si toutes les cellules-diamants sont convexes et sous les hypothéses 3.1 et 8.2, il
existe une constante C indépendante du maillage telle que

h

sin 7*

an(@wn) + (frn)a /

o (€) ds‘ <c
T

walin (Ifllog +1dll2g) - (342)

Preuve En vertu du lemme 3.2, majorer le membre de gauche de (3.42) revient a majorer le
membre de droite de (3.37). La démarche est décrite dans [40]. De nouveau, I’hypothese 3.1
est la pour assurer la condition de ’angle maximum requise par 'interpolation de Raviart-

Thomas de V¢, voir [1]. O

Nous terminons ’estimation de 'erreur de consistance avec :

Proposition 3.9 Si toutes les cellules-diamants sont convezes et sous les hypothéses 3.1 et

3.2, il existe une constante C' indépendante du maillage telle que

ap &;a Wh _EN Wh —~
iy oal-en) Lon) =0~ <||f||0,SNL H¢H2,Q) : (3.43)
wpr€L(VN) |whl1,n sin T
Preuve Le résultat découle de (3.35), (3.36) et (3.42). 0
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Erreur d’interpolation pour 12 :  Ensuite, étant donnée la formulation éléments finis
équivalente présentée dans la proposition 3.7, on peut étudier I’erreur numérique concernant
de maniere tout a fait analogue : I’erreur d’interpolation est bornée en choisissant wy, = L(HlZ)

avec H{ﬁ\ € Vp défini par :

Vie [1,I+J5, ()T = &(G:)
vke L K], MH)F= ¢

et on obtient un résultat analogue a (3.34) :

Proposition 3.10 Si toutes les cellules-diamants sont convexes et sous les hypothéses 3.1 et

3.2, il existe une constante C(7*) dépendant seulement de 7* telle que

N < C(T) h[d]0- 3.44
whelg(VD)W whh’h— (") ‘WHQ,Q ( )

Erreur de consistance ¢ : Concernant ’erreur de consistance, on peut prouver un résultat

analogue a I’équation (3.37) :

Lemme 3.4 Soit ¢ la solution de (3.15) et soit wy, € L(Vp). Alors, si toutes les cellules-

diamants sont convezes,

0 o+l
o) = g+ 3 (2 _
q (3.45)

2. Z / (Vi = RT(VE) - Vo + g ({wh)j0 —wn) | dx.

je[l,J]a=1
Preuve Pour prouver ce résultat, on commence par écrire pour 12 une égalité analogue a
I’équation (3.38). Pour les mémes raisons que dans la preuve du lemme 3.2, cela revient a
évaluer uniquement la partie sur la frontiere. En raisonnant comme pour (3.39) et en utilisant

le fait que wy € L(Vp), on en déduit que

T P
C,, TC
/ wp, d€ = |Aj] (q’w 5 q’w> .
Aj
Ainsi,

S S [ Rwh meds = Y Y RITn, [ ot

0T, o

je[1,J] a=1 q€[1,Q] j€Ty J
cTw + cPw ~
= > (q’ 5| D [AIRT(VY) -
q€[1,Q) Jjelyq
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Par définition, \Aj\RT(V{ﬁ\) ‘nj = fA]_ Vi) n; et grace a (3.15), on obtient

T P
Z <Cq7w ;C%W> Z Vi - n,

> Z RT(V) - nwy, dE

jel,g)a=1"9Tia 4€[1,Q)] jery A
'+l ~
= 2 <q7w2 ) | VYem
0€[1.Q] to
- - 3 (gt
q 2 :
9€[1,Q)
La fin de la preuve de (3.45) est exactement la méme que celle de (3.37). O

Ensuite, la majoration du membre de droite de (3.45) se fait comme dans [40] et on obtient

un résultat analogue a (3.43) :

Proposition 3.11 Si toutes les cellules-diamants sont convexes et sous les hypothéses 3.1 et

3.2, il existe une constante C indépendante du maillage telle que

sup |ah(¢awh)—€D(wh)|<C h (
wheL(Vp) |wh‘1,h sin

, ) . (3.46)

En résumé, les estimées (3.32), (3.34) et (3.43) d’une part, et (3.33), (3.44) et (3.46) d’autre

part nous permettent d’énoncer le théoreme suivant :

Théoreme 3.2 Si toutes les cellules-diamants sont convexes et sous les hypothéses 3.1 et 3.2,

il existe une constante C(7*) indépendante du maillage telle que

6= onlin < CrR (I flog + 1dll2) (3.47)

et

16 = nla < Ch a) - (3.48)

Finalement, en conclusion du paragraphe 3.2.3, les estimées (3.47), (3.48), ainsi que (3.16) et

(3.18) nous permettent d’écrire :

Théoreme 3.3 Si toutes les cellules-diamants sont convexes et sous les hypothéses 3.1 et 3.2,
il existe une constante C(7*) indépendante du maillage telle que
1/2

> [ =t | < e (lfllon + lallon + 920 + 1Flka)
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3.3 Résultats numériques

Nous testons la méthode de volumes finis sur différents types de maillages et nous définis-
sons erreur discrete relative L2 sur les cellules-diamants par :
1l — 115512
(h) = Zj 1D;l u Hu‘j
* o ?
> [Dj] a3

ou (ITu); est la valeur de la solution analytique au centre de gravité de D; (noté Bj) :
Vjel,J],(IIu); =u(By).

Pour les trois premieres familles de maillages (triangulaires non-structurés, non-conformes,
triangulaires dégénérés), le domaine de calcul est le carré unité Q = [0;1] x [0;1]. Nous
choisissons les données f, g et les conditions aux limites de telle sorte que la solution analytique
est donnée par
exp(z) cos(my) + 7 sin(wz) cos(my)

M\ expl) sin(ey) — 7 costa) sin(r)

ce qui signifie que les potentiels exacts sont donnés par
¢(x,y) = exp(x) cos(my) et 1(z,y) = sin(mrz) sin(my).
De plus, nous choisissons toujours le point G; associé aux volumes de contréle du maillage

primal comme étant le centre de gravité de la cellule T;.

3.3.1 Maillages non-structurés

Tout d’abord, nous considérons une famille de six maillages non-structurés formés de
petits triangles dont le nombre augmente. Les deux premiers maillages de cette famille sont
représentés sur la figure 3.2. Les erreurs numériques en norme discréete L? sont présentées
a D’échelle logarithmique sur la figure 3.3, sur laquelle nous avons aussi tracé une droite
de référence de pente 1. Nous remarquons, comme nous l'avons prouvé précédemment, une

convergence a ’ordre 1 du schéma présenté.

3.3.2 Maillages non-conformes

Ensuite, nous considérons la famille de maillages non-conformes construite de la maniere

suivante. Soit n un entier. Nous découpons Q en (2" +1) x (2" + 1) carrés identiques. Ensuite,
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Fic. 3.2 — Maillages triangulaires non-structurés.

erreur ——
G pente=1-+--
0.1F - E
<
)
0.0lg 3
0.001— :
0.01 0.1

F1G. 3.3 — Erreur en norme L2

nous raffinons ce maillage localement en damier; ce qui signifie qu’un carré sur deux est
lui-méme divisé en 2" x 2" sous-carrés identiques. Nous choisissons ici n € [1;4]. Les deux
premiers maillages de cette famille sont représentés sur la figure 3.4. Bien str, cette famille de
maillages n’est pas d’'une grande utilité pratique, mais elle constitue a notre avis un bon test
pour l'application de la méthode DDFV sur des maillages non-conformes raffinés localement.
Un zoom sur la forme des cellules-diamants pour ce type de maillages (avec n = 2) est

représenté sur la figure 3.6. En comparant cette figure avec la Fig. 3.1, nous en déduisons que

max(ai, B1, 1 + po, oo, fo, v1 + 12) = fa

qui est toujours plus petit que %TW quelque soient les valeurs de n. De plus, on vérifie que

s

I'angle maximum de toutes les cellules-diamants du bord est égal a 7, de telle sorte que les

maillages satisfont I’hypothese 3.1 avec un angle 7 = %’r. L’erreur discréete L2 est tracée
a ’échelle logarithmique sur la figure 3.5, ainsi qu'une droite de référence de pente égale a

1. Nous observons, pour cette famille de maillages non-conformes, localement raffinés, une
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convergence d’ordre 1 pour la norme discrete L2.

. 3.4 — Maillages carrés non-conformes.

Fic
T erreur —o—
pente=1-+-
.~‘+.
0.1 b
=
(&
0.01 ———
0.1

F1c. 3.5 — Erreur en norme L2.

Fia. 3.6 — Zoom sur une cellule-diamant pour les maillages en damier avec n = 2.
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3.3.3 Maillages dégénérés

Cette troisieme famille est constituée de maillages de triangles aplatis construits de la
maniere suivante. Soit n un entier non nul. Nous divisons {2 en 4" bandes horizontales de
la méme hauteur et nous divisons chacune d’elles en triangles identiques (exceptés pour les
deux extrémités) de telle sorte qu’il y ait 2" bases de triangles dans la largeur de la bande et
nous choisissons n € [1;6]. Les deux premiers maillages de cette famille sont représentés sur
la figure 3.7. Les erreurs numériques en norme L? sont présentées a I’échelle logarithmique sur
la figure 3.8, ainsi qu’une droite de référence de pente 1.5. Bien que cette famille de maillages
ne vérifie pas 'hypothese 3.1 (& cause des cellules-diamants frontiéres), nous observons une
super-convergence de la méthode dans ce cas, qui est due au fait que, comme montré dans [40],

la plupart des cellules-diamants (exceptées celles de la frontiére) sont des parallélogrammes.

Fic. 3.7 — Maillages triangulaires dégénérés.

T erreur——
[ © 1 pente=1.5"+
01 E
g 0.01;
o ;
0.001¢
0.0001
0.01 0.1

Fi1G. 3.8 — Erreur en norme L2
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3.3.4 Maillages non-simplement connexes

Ici, le domaine de calcul est = [0,1]% \ [1/3,2/3]2. Les données et conditions au bord
sont choisies de telle sorte que la solution analytique est donnée par
exp(x) cos(my) + 3w sin(3wz) cos(3my)

u(%y) = - exp(x) Sin(ﬂ-y) — 37 cos(?nra;) sin(37ry)

de telle sorte que

b(x,y) = exp() cos(my),

~

Y(z,y) = sin(37wz) sin(37y) .

Nous calculons la solution numérique sur une famille de cinq maillages triangulaires. Les deux
premiers maillages de cette famille sont représentés sur la figure 3.9. Les erreurs numériques
en norme L? sont présentées & 1’échelle logarithmique sur la figure 3.10, ainsi qu’une droite
de référence de pente 1. Nous observons une convergence d’ordre 1 du schéma sur ce type de
maillages non-convexes lorsque la solution est suffisamment réguliére, ce qui n’est pas le cas

dans le prochain exemple.

Fia. 3.9 — Maillages non-simplement connexes.

3.3.5 Maillages non-convexes et solutions moins réguliéres

Ici, le domaine de calcul est Q =] — 1/2;1/2[?\]0;1/2[%. Les données et conditions au
bord sont choisies de telle sorte que la solution analytique, exprimée en coordonnées polaires

centrées en (0,0), est donnée par

U(r,0) =V <r2/3 cos (§9>> ,
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7 erreur —o—
pente=1-+
0.1¢r
S
]
0.01¢
0.01 0.1

Fi1G. 3.10 — Erreur en norme L2.

3008(%9) et 12 = 0. Notons que 4/5 est encore dans H!' mais

pas dans H?, si bien que 'estimation d’erreur venant de la section 4.3 n’est pas valide. Plus

ce qui signifie que 5(7", 0) = r2/

précisément, ¢ € (H'5())? avec s < 2/3. Nous utilisons une famille de quatre maillages
non-structurés. Les deux premiers maillages de cette famille sont représentés sur la figure
3.11, tandis que la courbe d’erreur en norme discrete L2 est tracée sur la figure 3.12, ainsi
qu’une droite de référence de pente 2/3. L’ordre de convergence du schéma semble étre 2/3

dans ce cas, comme celui obtenu dans [21].

Fic. 3.11 — Maillages non-convexes.

3.4 Conclusion

Nous avons proposé de nouvelles discrétisations des opérateurs différentiels tels que la
divergence, le gradient et le rotationnel sur des maillages bidimensionnels polygonaux arbi-

traires. Ces opérateurs discrets vérifient des propriétés discretes analogues aux propriétés des
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S
o erreur —o—
pente=2/3--+

0.1p

e(h)

0.01 —-
0.01 0.1

Fi1G. 3.12 — Erreur en norme L2.

opérateurs continus. Nous avons appliqué ces idées pour approcher la solution de problemes
div-rot bidimensionnels et nous avons donné les estimations d’erreur pour le schéma obtenu.

Enfin, nous avons démontré les possibilités de la méthode en fournissant une série de résultats

numeériques.
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Chapitre 4

Singularités pour le Laplacien

Ce chapitre correspond a [34], actuellement en préparation.

4.1 Introduction

Considérons le probleme suivant : étant donné f € L2(Q), soit ¢ € H'() la solution

variationnelle du probleme de Laplace avec des conditions de Dirichlet homogenes :

—A¢ = f dans (),

(4.1)
¢ = 0 surT,
ou avec des conditions homogenes de Neumann :
—A¢p = f dans (,
Vé-n = 0 surl, (4.2)

Joddx = 0.

I1 est bien connu que quand € est un polygone convexe, alors les solutions des problemes (4.1)
et (4.2) sont régulieres [30] et appartiennent & H?(§2). Cependant, € est rarement convexe en
pratique. Ainsi, de nombreuses études ont été menées sur des domaines polygonaux présentant
des coins rentrants et nous savons [57, 107, 74, 33, 73] que les solutions de (4.1) et (4.2) ont
des singularités qui conduisent a une perte de régularité pres des parties non régulieres de la
frontiere (en occurrence, au voisinage des coins rentrants), méme si la donnée f est réguliere
sur €.

Plus précisément, quand 2 a au moins un angle w, €], 27|, associé a un coin noté c, alors la
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solution ¢ des problemes (4.1) et (4.2) peut se réécrire :

¢ = 5"’ Z Ve e, (4.3)

We>T
ot ¢ € H2() est la partie réguliere, ¢, ¢ H2(Q) est la partie singulire associée au coin ¢
dont l'angle w, appartient & |7, 27| et v, est un nombre réel. De plus, d’apres [57, 72, 10, 73],

la partie singuliere ¢, associée au coin ¢ tel que w, €], 27| est définie en coordonnées polaires

(re,0;) par :
Ge(Te,0,) = n(re) ree sin <W00> pour le probleme (4.1), (4.4)
We
et
s gc
Ge(re,0c) = n(re) rée cos (W > pour le probleme (4.2), (4.5)
We

ou 7n(r.) = 1 dans un voisinage du coin ¢ et 0 sinon. Par conséquent, nous notons que, pour
tout voisinage V. du coin ¢, la solution ¢ appartient & H?(Q \ V.) pour les deux problémes.
De plus, il est bien connu [57] que ¢ appartient & HHg*E(Q) avec € > 0 et w = max we.

Dans ce qui suit, nous supposons que, sans perte de généralité, 2 a un unique coin tel que
w > m dont le sommet S est situé a lorigine (0,0). Cette configuration est illustrée par la

figure 4.1.

Maintenant, nous introduisons une famille d’espaces de Sobolev a poids H™“(2) avec m € N*

b
\

Fi1G. 4.1 — Le domaine  avec un unique coin.
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et a > 0 telle que

H™ Q) =46 € H™ Q) 9 maq) = D 1rDP@llF2iq) < +oop,
|Bl=m

our :=r(x)=d(z,9), est la distance de = €  a l'origine S. De plus, pour m € N*, o € [0, 1],

nous définissons une norme sur H™(Q)) par

H¢||%1m,a(9) = ||¢||§{m71(9) + |¢\§{m,a(g)-

On vérifie facilement que H2(Q)) C H?%(Q) et que les fonctions ¢, définies dans (4.4) et (4.5)
appartiennent & H>%(€2) sous la condition o € |1 —Z, 1[. Ainsi, la solution ¢ € H*(Q) de
chacun des problemes (4.1) et (4.2) appartient & H>%(Q) quand € est non-convexe.

Cette perte de régularité conduit a une perte de 'ordre de convergence pres du coin pour
les techniques de discrétisation standard. En effet, [57, 107, 74, 9] ont montré qu’une suite
quasi-uniforme de triangulations de €2 ne conduira pas a un taux de convergence optimal pour
lapproximation de Galerkin ¢y, de la solution. De plus, [39] observe numériquement une perte
de régularité pour la méthode de volumes finis centrée sur les mailles [48, 60, 96], et pour
les méthodes de volumes-éléments finis conformes et non-conformes [15, 23, 27, 26] (appelées
aussi méthode "box”) qui combinent les éléments finis et les volumes finis. Enfin, [28] a prouvé
théoriquement la perte de régularité de la méthode de volumes-éléments finis.

En fait, il existe une grande littérature sur les singularités de coins (il existe aussi de nom-
breux travaux sur les singularités d’arétes [6] en 3D ou sur d’autres espaces de Sobolev a poids
[14] par exemple, mais dans ce chapitre nous nous focalisons sur les singularités de coins en
2D). Les travaux sur le probleme de Laplace sont principalement basés sur les éléments finis
avec des points de vue théorique et numérique, mais a notre connaissance, ce probleme a été
peu étudié pour les méthodes de volumes finis (voir [60, 39]), bien que ces méthodes soient
intéressantes pour l'approximation de phénomeénes physiques variés (pour des problemes de
mécanique des fluides ou de convection-diffusion par exemple).

Dans ce qui suit, nous nous intéressons & la méthode DDFV [35]. L’intérét de cette mé-
thode est qu’elle permet de traiter des maillages polygonaux arbitraires, tels que les maillages
non-conformes ou les maillages non-structurés sans condition d’orthogonalité (voir [48], par
exemple, pour ces conditions d’orthogonalité). Le prix & payer pour cela est ’ajout d’inconnues
supplémentaires. Ainsi, pour le laplacien, les inconnues du schéma sont situées aux centres

de gravité et aux sommets du maillage tandis que I’équation de Laplace est intégrée sur les
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cellules du maillage (appelé maillage primal) et sur un second maillage, appelé maillage dual
et dont les cellules sont centrées sur les sommets du maillage primal.

Nous avons aussi remarqué une perte de I'ordre de convergence pour le probléme de Laplace
discrétisé par la méthode DDFV en présence d’un coin rentrant (voir [38]). C'est la raison
pour laquelle nous étudions dans ce chapitre (ou dans [34]) la capacité d’un raffinement local
approprié a restaurer ’ordre de convergence optimal pour cette méthode de volumes finis,
comme celui qui fut utilisé pour les méthodes d’éléments finis dans [97, 56]. De plus, les
mémes techniques de raffinement ont fonctionné (voir [39]) sur les méthodes de volumes finis
centrées, et sur les méthodes de volumes-éléments finis. Par conséquent, nous allons appliquer
dans ce chapitre le raffinement de maillage construit par [97] a la méthode DDFV. Ensuite,
afin d’obtenir des estimations d’erreur correspondantes, nous combinons I’analyse d’erreur du
schéma DDFV donnée par Domelevo-Omnes [40] pour des solutions régulieres du probleme de
Laplace, avec I'analyse d’erreur de la méthode de Galerkin pour des solutions non-régulieres
décrite dans [56, 97]. La principale différence pour la méthode DDFV est que I’analyse d’er-
reur est donnée sur le maillage diamant, plutot que sur le maillage primal comme cela se fait
habituellement [56, 97, 39].

Ce chapitre s’organise comme suit : dans la section 4.2, nous rappelons le schéma DDFV pour
le probleme de Laplace obtenu dans [40] tandis que la section 4.3 est consacrée a l’analyse
d’erreur pour des solutions non-régulieres. Nous montrons comment certaines conditions de
raffinement sur le maillage diamant conduisent & 'ordre de convergence optimal comme dans
le cas de solutions régulieres. Enfin, ces résultats théoriques sont illustrés dans la section
4.4 par quelques résultats numériques sur des maillages non-structurés sans raffinement local
d’une part, puis sur des maillages structurés ou non avec un raffinement approprié prés du

coin rentrant d’autre part.

4.2 Probleme de Laplace discret

Dans cette section, nous décrivons les schémas discrets obtenus pour le probleme de La-
place avec la méthode DDFV. La construction de ces schémas est expliquée dans [40]. Le

probleme de Laplace avec des conditions au bord de Dirichlet homogenes (4.1) est discrétisé
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de la maniere suivante

(VL VRO = fi, Vke[l,K—J", (4.7)
o =dr = 0, Vie[[+1,1+J,Vke[K—J" +1,K], (4.8)

ou fiT et f,f sont les moyennes de f sur 7; et P définies par

1 1
7= | s e g = o [ ax

Le systeme linéaire (4.6)-(4.8) a une unique solution ¢ € Vp, ensemble défini par :

= = —T, ~—P r
Vo i={6= () @) e R xRK
6 =0, Vie[I+1,1+J] et & =0, Vke[K—J" +1,K]} (4.9)
L’existence et l'unicité de la solution sont prouvées dans [40]. De plus, [40] montre que ce
schéma est équivalent a une méthode d’éléments finis et donne les estimations d’erreur pour

les solutions continues dans H?(2). De la méme maniere, le probléme (4.2) avec des conditions

au bord de Neumann homogenes est discrétisé par

—(VE-VPo) = fL, vke1,K],
(VP3);-m; = 0,Vjel[J—J +1,J]

SN nle = Y IRl = o

i€[1,1] ke[l,K]
Le systeme linéaire (4.10)-(4.12) a une solution unique ¢ € V y, ensemble défini par :
= — —T, ~P r —T —P
Vy:=3¢= ((qz- ), (4 )) eERMT XRENTT 6 = D Pl g, =0y, (4.14)
i€[1,1] ke[1,K]
a condition que fQ f(x) dx = 0. De plus, ces deux schémas avec des conditions aux limites

non homogenes sont traitées dans [38]. Dans ce qui suit, nous aurons besoin de la projection

des fonctions continues sur ’espace discret pour écrire les estimations d’erreur.

Définition 4.1 Nous définissons, pour toute fonction continue ¢, l’élément I1¢ suivant par

Vie[l, I+ JY, (I¢)l = ¢(Gy), (4.15)
Vk € [1,K], (Ig)y = o(Sk). (4.16)
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Enfin, nous définissons I'opérateur ci-dessous, noté 9.

Définition 4.2 Soit ¢ une fonction. Sur chaque cellule-diamant D;, on définit le vecteur

constant (§¢); par les produits scalaires suivants :

1
00 my =y [, Vomi© as (417)
et
/ 1 /
(56) 1 = 137 /. ,Vo-uie) de (4.18)

4.3 Estimations d’erreur

Dans la section 4.3.1, nous rappelons tout d’abord un théoréeme (le théoreme 4.1) prouvé
dans [40] pour des solutions régulieres sur des domaines convexes et ensuite, nous énongons
un nouveau théoréeme (le théoreme 4.2) qui est un analogue du précédent sur des domaines
non-convexes pour des solutions non-régulieres. Les sous-sections 4.3.2 & 4.3.4 fournissent les

outils nécessaires pour prouver le théoreme 4.2 dans la section 4.3.5.

4.3.1 Principaux résultats

Pour obtenir des estimations d’erreur, nous utiliserons I’hypothése suivante concernant

l'angle entre les diagonales des cellules-diamants (voir Fig. 4.2).

LG

F1a. 4.2 — Angle entre les diagonales d’une cellule-diamant.

Hypothese 4.1 Les angles entre les diagonales des cellules-diamants sont plus grands qu’un

angle 0% strictement positif et indépendant du maillage :

36%, 0< 60" < g tel que 0; > 0%, Vj € [1,.J]. (4.19)
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Nous estimons la semi-norme H'! de I'erreur entre ¢ 1'élément de V p (resp. V ) solution du
systeme (4.6)-(4.8) (resp. (4.10)-(4.13)) et la projection de la solution exacte II¢ (voir Déf.
(4.9) et (4.14)). Lorsque le domaine est convexe, noté Qeony, [40] & montré le théoréme suivant

pour le laplacien avec des conditions aux limites de Dirichlet homogenes :

Théoreme 4.1 Si toutes les cellules-diamants sont convezes, f € LQ(QCOM) et sous ’hypo-

thése 4.1, il existe une constante C(6*) indépendante du pas du maillage heony telle que

@ - H¢’1,D < C’(H*) hconv”f”L?(Q)'

Une analyse similaire & [40] permet d’obtenir une estimée analogue pour le probleme de
Laplace discret avec des conditions aux limites de Neumann. Cependant, lorsque le domaine
) est non-convexe, nous avons établi numériquement dans [38] (voir aussi la Fig. 4.4 de la
section 4.4) que l'ordre de convergence n’est pas optimal.

Le but de ce qui suit est d’énoncer un théoreme similaire, pour des solutions non régulieres
sur des domaines non convexes en utilisant des raffinements locaux appropriés qui permettent
de restaurer 'ordre de convergence optimal, et ensuite de prouver ce théoreme. Nous allons
travailler sur les demi-diamants D; ., (resp. D;’,y) de la figure 2.5 qui sont supposés ouverts et
qui représentent une triangulation 7j, (resp. 7;/) de €.

Comme dans I’hypothése 4.1, nous supposons que les D; . (resp. D;ﬂ) ne dégénerent pas

quand h tend vers 0.

Hypothése 4.2 Les familles (Tp)n>0 et (7;)n>0 de triangulations de Q sont réguliéres au

sens de Clarlet [30], ce qui signifie que

h.
Jo>0 tel que 1 < 0, VDj, €T, Vh >0, (4.20)
Piny
I
Jo' >0 tel que ,J—V < o, VD;W €T/, Yh >0, (4.21)
Jy

ot hjy (resp. h;.) est le diamétre de Dj. (resp. Dj ), tandis que pj, (resp. p.) est le

diamétre du cercle inscrit de D; ., (resp. D). Nous notons de plus : h = max hin.
i (resp- D) P jelineqrzy 77

Remarquons que d’apres [9] ou [56, Lemme 8.4.1.2], I'espace H>(£2) s’injecte continfiment
dans C%(Q) si a < 1, ce qui implique que ¢ € C°(Q) et donc I a un sens. Maintenant, nous
avons les notations nécessaires pour énoncer le théoreme 4.2 qui est un analogue du théoréeme

4.1 sur les domaines non-convexes :
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Théoréme 4.2 Soit o € [O,%[. Supposons que les cellules-diamants sont convexes et que

Uhypothése 4.1 est satisfaite, alors si les triangulations Ty, et T, satisfont Uhypothése 4.2 et

les hypothéses de raffinement suivantes :

hjr < ¢ hY7 5i (0,0) € Dj, (4.22)
hj,~ < (h | inf r(x)] ., si(0,0) ¢ Dj, (4.23)
_IEGDJ"A/
—a . —/
W, < ¢RI si (0,0) € D, (4.24)
r [0}
. . -/
n,, < Ch Ieull)f/ r(a;)] , si(0,0)¢ D, (4.25)
L i

avec ¢ > 0, alors si ¢ € H>Y(Q), il existe C(6%) > 0 tel que :
|$ - H¢|1,D S 0(9*) h |¢|H2,a(Q) . (426)

Les hypotheses (4.22) et (4.23) sont les mémes que celles utilisées par [97, 56, 39] sur les cellules
primales. Dans ce qui suit, nous donnons dans la section 4.3.2 une premieére majoration du
membre de gauche de (4.26) sur les triangulations 7}, et 7,/. Ensuite, nous introduisons, dans
la section 4.3.3, un triangle de référence sur lequel nous donnons quelques résultats relatifs a
chacun des termes de cette borne, puis par un changement de variables, nous repasserons aux
triangles D; , ou D}ﬁ dans la section 4.3.4. Et finalement, dans la section 4.3.5, nous donnons

une preuve du théoreme 4.2.

4.3.2 Majoration préliminaire

Soit w1 (resp. wj2) le polynéme de Lagrange de degré un, interpolant ¢ sur le triangle
Dj; (resp. Dj2) i.e. dont la valeur en chacun des trois sommets de D;; (resp. Dj2) est égale
a la valeur de la fonction ¢ en ce point. Le lemme suivant se déduit de [40, Lemme 5.9] et
de quelques idées contenues dans la preuve de [40, Lemme 5.10]. Ces idées s’appliquent ici
puisqu’elles sont indépendantes de la convexité ou non de 2. Définissons sur chaque cellule-

diamant D; la quantité
ej(x) i= (5); — Vé(x). (4.27)

Alors nous avons une premiere majoration du membre de gauche de (4.26) :
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nous avons l'inégalité suivante

¢ —g|1.p < si\r{Z* Z Z [/

je[L,J] =1

Lemme 4.1 Sous Uhypothése (4.19) et en supposant que les cellules-diamants sont convezes,
1/2
(e - n;)zdx]

;ny)2dx + /D
1/2

+ > Z / IVo(x) — Vw,[Pdx | . (4.28)

je[L,J] =1

!
J'Y el

Preuve Nous partons de [40, Lemme 5.9], qui nous donne 'inégalité suivante :

1/2 1/2
2
6 —Telip < | Y. / lejlfdx |+ > Z/ IVé(x) — Vw,,|? dx
JE[L,J] jE[L,J]v=1
En utilisant les produits scalaires respectifs de e; avec n; et n , le terme |e]] x) peut étre

borné (voir la preuve de [40, Lemme 5.10]) par

2

2 2 2

les” = T, e (8 m)” + (e mg)7)
J

On termine la preuve en utilisant I’égalité 1 — (n; ~n;-)2 (sin ;)% > (sin 6*)? sous 'hypothese

(4.19). O

4.3.3 Résultats sur le triangle de référence T

Maintenant, on note 7 le triangle de référence dont les sommets sont Si(0,0), S5(1,0) et
§3(O, 1). De plus, on note A une aréte de 7.
Supposons que v € H 1"J‘(’ZA'), alors puisque H 17“(’? ) s’injecte contintiment dans L? (8’?) (voir
[39, preuve du lemme 3.4]) qui est inclus dans Ll(a’ZA'), il en découle que la trace de ¥ & A est

bien dans L!(A). Par conséquent, nous pouvons énoncer le lemme suivant :

Lemme 4.2 Si 5 € HY*(T), avec o € [0,1], satisfait J30(¢) d§ = 0, alors il existe C >0
tel que
H6HL2(7A’) < C ‘mHl,a(ff—) . (4.29)

Preuve Rappelons que L%(7) est muni de la norme |.|| 12(7)’ tandis que 'espace H-*(T)
est muni de la norme ||.HH17Q(?). Si o € H-*(T), alors par définition de la norme H%*(T),

nous avons :

190 2y < 191l s
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Montrons que, sous 'hypothese [;77(§) d€ = 0, la norme de H L (T est équivalente a la semi-

norme H*(T). Par 'absurde, supposons qu'’il existe une suite (T, )nen+ avec J700(8) d€=0

telle que

”i)\nHHl,a('f') = 17 (430)
et

- 1

|v7’l‘H1,a(f’) = E . (4.31)

L’égalité (4.30) implique que la suite (Uy,)nen+ est bornée dans H 17&(’? ), qui s’injecte contint-
ment dans L2(7) et I'injection est compacte. Alors on peut extraire une sous-suite de (3, )pen-
telle que v, — v dans L2(T). Ainsi (Un,, )k est de Cauchy dans L%(T), et méme dans H-(T),
grace & (4.31), qui est complet. Par conséquent, v, — v dans H® (’f' ) et de plus, on déduit
de (4.31) que |6‘H170‘(7A') =0, c’est & dire que U = ¢ ou ¢ est une constante. Enfin, application
u— [7U(§) d€ est continue donc [;0(E) dé = Jim /gﬁn(f) d¢ = 0 implique que ¢ = 0, ce
qui est en contradiction avec (4.30). O
Ensuite, nous avons besoin du lemme suivant qui est donné dans [56, Lemme 8.4.1.3] avec sa

preuve.

Lemme 4.3 Soit P, (’j:) l’espace des polynomes de degré un restreints a Tetac [0, 1], alors
il existe C > 0 tel que
inf |¢ _pHHza(?) <C ‘¢|H2,a(?)av¢ € HQ’Q(T)-
pePI(T)
D’aprés [9] ou [56, Lemme 8.4.1.2], espace H%*(T) s’injecte continiiment dans CO(?) si
a < 1, ce qui implique que a € CO(’]A') et qg(g’l), avec | = 1,2,3, a un sens. Ainsi, on peut
interpoler (/5 par un polynome de degré un : si « € [0, 1], alors pour tout (/5 € H>™ (’j\'), il existe

un unique @ € Py(7) tel que
5(8) = 6(S), 1=1,2,3. (4.32)

Le lemme suivant est fourni par [56] et nous rappelons les principales idées de la preuve. I
donne une majoration de ’analogue sur le triangle de référence du terme que nous voulons

1/2
majorer UTJ § IVo(x) — ijn,\?dx] dans I'inégalité (4.28).
Lemme 4.4 Sia € [0,1] et & = Pp € Pi(T) défini par (4.32), alors il existe C > 0 tel que
16 =Bl z) < C 1Blgacz), 70 € H*(T). (4.33)
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Preuve Pour tout p € Pi(7), nous avons ¢ — P¢ = (1 — P)(¢ — p). Alors 1 — P, ou 1
est 'opérateur identité, est continu de H 2’C“(’ZA') dans H 1(’ZA') Par conséquent, il existe une
constante C>0 telle que Hgg—Pg/zﬁ\HHl(f—) <C H$—p||H2,a(?). En prenant l'infimum en p, (4.33)

découle du lemme 4.3. O

4.3.4 Résultats similaires sur un triangle 7;, par un changement de va-

riables

Nous avons introduit un triangle de référence sur lequel nous avons montré des résul-
tats que nous allons appliquer aux termes du membre de droite de I'inégalité (4.28). Par un
changement de variable, nous allons travailler de nouveau sur les triangles D; - et Dz» - Nous

définissons ci-dessous 'application bijective de T dans D;j.,.

Définition 4.3 Soit 7, la triangulation de 2, composée de demi-diamants Dj. et définie
dans la section 4.3.1. On considére D;~ € Tp, dont les sommets Slj’v avecl = 1,2,3 et T le
triangle de référence. Alors, il existe une application bijective

T — Dj

D) , (4.34)

(fl,fz)t L (9017332)t = Bj, (57\1752)t +bjy

construite telle que <I>j77(§l) = Slj”, 1=1,2,3, ou

Bj~, = (837 — 897,877 — SI7) est une matrice de R¥*? et bj., = S77 est un vecteur de R2.
De la méme maniere, on définit une application bijective de T dans D' iy

Définition 4.4 Soit 7, la triangulation de 2, composée de demi-diamants D;W et définie
dans la section 4.3.1. On considére D} € T, dont les sommets (S’)g’7 avec 1 =1,2,3 et T le

triangle de référence. Alors, il existe une application bijective

, T — Dé’v
i ’ / St (4.35)
(:pl, $2) — (IEL 552) = Bj,'y (:1:1, 562) + bj,v

construite telle que @;77(.5’;) = (SN, 1=1,2,3, ou
B = (S5 = (8", (857 —(8"))7)  est une matrice de R>*? et b, = (8")77 est un vecteur de R?.
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Proposition 4.1 Soit a € [0, 3], il existe C>0 tel que pour tout ¢ € H>*(Q), nous avons

lej nyllizo,) < CIBAS 1Bisllz |Blgaap,.y. i (0.0) €Dy, (436)
lej nyllzzo,) < ClBislle 18lusp,,) - 5 (0,0) ¢ Dy (4.37)
I 02y < CIBGHE 1Bills 18liseqr )0 5i(0,0) € Dy (4.38)
He}'n;‘Hm(D;.ﬁ) < C||B'j |2 ]qﬁ\Hz m), si (0,0) ¢ D'j~ (4.39)
IV6 ~ Veinlizp,,y < CIBRE™ 1Bial3 18lieip, . s (0,0) € Dy, (4.40)
Vo Vol < CIBa 1Bl \¢|H2<DM>, i (0,0) ¢ Dy (441)

ot ||.||2 est la norme euclidienne associée a une matrice (parfois un vecteur) et w; € Pi(D; )

est tel que wj,Y(Slj’V) = ¢(Slj’7),l =1,2,3.
Preuve En utilisant I’application bijective ®;. définie en (4.34), on vérifie que
Vo) = (Bl,)" VO®) (.42

avec X = @ 7( x). Puisque ¢ € H>*(D, ), alors (6¢) -n; — V¢ - n; appartient nécessairement
a HY%(D; ). D’autre part, l'intégrale de (6¢) -nj — V¢-n; sur A; est nulle. Nous allons donc

poser v = (d¢) -n; — V¢ - n; et faire le changement de variable suivant v(x) = v(X). Ainsi,

[0122(5,.,) = 2 1Djal 9112,

Ensuite, on applique le lemme 4.2 & ¥ qui est de moyenne nulle sur A= @;i(Aj) puisque le

triangle D; ., est non dégénéré. Ainsi, il existe C' > 0 tel que
106) - nj = Vo myll72p, ) < CDjy) /??Za(f) |Vol*dx. (4.43)

Si (0,0) € D, ~, nous supposons, sans perte de généralité, que S] 7 = (0, 0), alors nous pouvons

écrire
rX) = Xl = 1B;,®)ll2 < 1B,z r(), (4.44)

ou 7(X) est la distance entre X € T et Sy (0,0). En faisant de nouveau un changement de

variable dans (4.43), puis en utilisant (4.44) et (4.42), on obtient
166) -0, = V6wl < CIBZIE [ 1) (B, Volax

Iy
2 / r2%(x) |Vo|2dx,
D

Vil

IN

C 1B, 115 11B;
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qui se rééerit encore avec || Bj |2 = HB;',«,H??

1(66) - n; —V¢-nj||%2(Dm) < C|Bj, 13 11Bjall3 |U‘H1Q(D ¥

En remplacant v par son expression et puisque (d¢) - n; est constant sur D, et que n; est

un vecteur unitaire, 'inégalité précédente implique que
166) -0 = Vo nlBap, < CIBRIE I1Bial3 16Bnw, ). (4.45)

et on en déduit (4.36). Bien entendu, en faisant le méme raisonnement pour (6¢) - nj —V¢-n

sur D",

i~» on en déduit Uexistence de C > 0 tel que

—12a
1(66) - 0§ = V6 - 0jl[ 2 ) < CIB 5,15 185515 |0l ) - (4.46)

d’ou (4.38) D’autre part, par un changement de variables, puis en utilisant le lemme 4.4 et

1 Bj~ll2 = 1B}, ll2, nous obtenons

2
/ |V¢—VQMF¢<::2LD7|/’ (vo- Vwﬂ<ﬁ
Dj~

< 21D B3 ng)—anzlm

~|2
< C 1Dyl IBIB)9) . . (4.47)

~2
Maintenant, on utilise la matrice Hessienne et la norme de Schur qui vérifient Z ‘Dﬁ d)‘ =

|81=2
| H(¢)||%, alors nous avons
~|2 ~2a H 2 dx
s, = LR IT@IE
De plus, || Bj,ll2 = || B, |2 et en dimension finie, les normes sont équivalentes, ce qui implique

I'existence de deux nombres réels C; > 0 et Cy > 0 tels que

1H@)s = IBj,H(®)Bjslls < CilBjsll3 |H@)l2 < ColIBjsl3 I1H ()]s,

et par un changement de variables, nous obtenons de la ligne précédente et de (4.44) que

2a 12 > C3 —12c «
/ﬂ B2 & < —2— |BILE 1B, |14 / P2 (x) | H(6)13 dx,
7 2 |Dj,|

Jy
qui peut se réécrire

| 2
H2e(T) ~ 2 |Dj |

¢

‘ ~

IBZB 1Bjal3 16020, (4.48)
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ce qui, avec (4.47), implique (4.40). Maintenant, si (0,0) ¢ D, -, alors H>*(D, ) = H*(D; ~)

dans (4.48) et on peut choisir a = 0. Nous obtenons alors I’estimée suivante

2 3 402

9] oz < T 1Bl i, (4.49)
On obtient (4.41) en utilisant (4.47) ainsi que (4.49). De méme, si (0,0) ¢ D;. (resp.
(0,0) ¢ D’; ), on peut choisir & = 0 dans (4.45) (resp. (4.46)), ce qui implique (4.37) (resp.
(4.39)). O

4.3.5 Preuve du théoréme 4.2

Posons aj o = a si (0,0) € D a et aj, = 0 sinon. De méme, nous posons %a = « si

(0,0) € Dj@ et aj’ o = 0 sinon. En appliquant la proposition 4.1, il existe C' > 0 tel que

2a
<C Z ZH " HBJ’YHQ‘¢‘H2"‘ D) (450)
7(Dj~)

jeL,J] =1

3 Z[/ () - 1)

jem, =1 L’ Pin

> S|, e

je[1,J)y=1

/ / 2 2
dx] <o Y YIS I3l 160,y o (45D

3y je[L,J) =1 b

pour tout v € {1,2}. D’autre part, il existe aussi C' > 0 tel que

2
Sy / V000~ Vel ix <0 S S IB I B 0y

je[l,J]y=1 je[1,J] =1
(4.52)

Grace a I'hypothese de régularité 4.2, la norme euclidienne ||.|2 des matrices B;, et B;. oy

ainsi que leurs inverses peut étre bornée par (voir théoreme 3.1.3 dans [30])

IBjnlle < V2 Ry, |IBj,llz < V2 hj,,
V2 _ V2o V2 _ V20
H ||2 . h ’ ”B/MHQ S-S b,
Pjy JY m Jy
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ce qui implique, en utilisant 'Hyp. 4.2, que (4.50), (4.51) et (4.52) peuvent se réécrire

2
_1,20, 9 2-2 2
> D MBLILT T 1B (8200, £ C D Zh b2 0s p, ) (4:53)

je[L,J) =1 jE, J]7 1
2
1 2—2a/
S S UB 1B (6 oy SO Zh’ﬂ N
JE[1,J] =1 Je[L,J]y=1
242 2—2a
> ZH 2 BN 16l zasnp, ) < C D) Zh 6l p, ) - (455)
je1,J)v=1 je,J)v=1

On peut séparer les membres de droite de (4.53) et (4.55) en deux sommes selon que (0,0) €
Dj., ou non.

Si (0,0) € D, alors aj, = a. Ainsi, I'hypothese (4.22) implique :
2-2 2-2a 12
hm f< TR

De méme, si (0,0) € D] 4> alors o = «a et en appliquant I'hypothese (4.24), on obtient

h/2.—204 < C272a h2

Si (0,0) ¢ D, alors aj, =0 et H*9(Q) = H?(Q). Ainsi, en introduisant o # 0, 'hypothese
(4.23) implique :

B 6,y = W [ e H@)R dx

Dj

IN

i L @] [ e ax

TED;

¢ 1 19lia, )

Jro

IN

En raisonnant de la méme maniere a partir de 'hypothese (4.25), on en déduit que
12 2 2 12412
hj:’Y |¢’H2(D;4/) < C h ‘¢|H2,&(D‘;y’y):

Par conséquent, les membres de droite de (4.53), (4.54) et (4.55) sont majorés grace aux

inégalités suivantes

2—2a —2a
Z Zh ]’Y‘gb’i]Qvaj,'y(Djw) < maX{CQ 2 7C2} h? "b‘%{?ya(g)'

je,J) =1

12— 2a’ 9
Z Z I ]’Y|¢| 20‘ S maX{CQ 2 7(2} h2 ’¢|%{2,a(ﬂ)

jel,J)y=1 7(B55)
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Finalement, on termine la preuve en utilisant le lemme 4.1 et en combinant la ligne précédente

A (4.50), (4.51), (4.52), (4.53), (4.54) et (4.55). O

4.4 Reésultats numériques

Le domaine de calcul est Q =] — 1;1[?\]0; 12, de telle sorte que 2 a un coin rentrant en
(0,0) d’angle intérieur w = 3% Les données et conditions aux limites sont choisies de telle
sorte que les solutions analytiques v du probleme de Laplace avec conditions de Dirichlet et
¢ du probleme de Laplace avec conditions de Neumann, exprimées en coordonnées polaires

centrées en (0,0), sont données par
2/3 . (2
P(r,0) = r*/°sin 59 ,

et
2

o(r,0) = r2/3 cos (30) +c,
ol c¢ est un nombre réel tel que fQ ¢ = 0. Ces fonctions correspondent aux parties singuliéres
de ¢, définies précédemment dans (4.4) et (4.5) mais étendues au domaine € tout entier.
Notons que 1 et ¢ appartiennent & H'(f2) mais ne sont pas dans H?(2). Plus précisément,
Y et ¢ appartiennent & H"(Q2) avec s < I, en d’autres termes s < 2/3 ici (voir [57] pour
plus d’explications). Dans ce qui suit, nous évaluons l'erreur discréte en semi-norme H' sur

les cellules-diamants définie par :

e 1D [(VPB); — (VP1Ig),

e(h) := .
> e 1Dil (V7 1Ig);12

ou ¢ et ¢ respectivement sont les solutions continues et numériques.

4.4.1 Maillages non-structurés sans raffinement local

Nous utilisons tout d’abord une famille de cinq maillages triangulaires non-structurés.
Les deux premiers maillages de cette famille sont représentés sur la figure 4.3, tandis que les
courbes d’erreur de V¢ et V¢ en norme L?(f2) discrete sont représentées sur la figure 4.4,
avec une droite de référence de pente 2/3. L’ordre de convergence du schéma semble étre 2/3

dans ce cas, comme dans [21, 38].
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Fia. 4.3 — Maillages non-structurés.

erreur —o— L i erreur —o—
pente=2/3-+ 0.1 pente=2/3-+-

0.01¢ E

e(h)
e(h)

0.01F .
0.001f 1 L

FIG. 4.4 — Erreurs de V1) et V¢ dans la norme L? pour des maillages non-structurés.

4.4.2 Maillages structurés avec un raffinement local approprié

Pour la seconde famille de maillages, nous suivons [97] et [56]. On divise tout d’abord
Q2 en triangles grossiers (dans notre cas, il y a six triangles structurés). Ensuite, chacun des
triangles dont (0,0) n’est pas un sommet est divisé en n? triangles avec n = 2,4, 8,16, 32 de
maniére uniforme. Enfin, les triangles qui ont un sommet en (0,0) sont divisés de la maniere
suivante : les arétes ayant (0,0) comme extrémité sont divisées tous les (%) =D , 1=1,...,n,
tandis que la troisieme aréte est divisée en n sous-segments de méme longueur. Pour chaque
1 =1,...,n, nous joignons les points (%) ﬁ appartenant aux deux arétes ayant (0,0) comme
extrémité avec un segment divisé en ¢ sous-segments de méme longueur. Ensuite, nous joignons
les différents points pour former des triangles comme sur la figure 4.5. La construction de ce

raffinement est aussi décrite et illustrée dans [97, 56].

Ainsi, par construction, le maillage primal, appelé maillage a-raffiné, est régulier au sens
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0:1)

(1/4;314)

(0;27/64)

(0;1/8)

(0;1/64)

©:0) (1/64;0) (1/8;0) (27/64:0) x:0)

Fic. 4.5 — Construction d’un triangle a-raffiné, avec a = %, dont les sommets sont (0,0), (1,0)

et (0,1) avec n = 4.

de Ciarlet et satisfait les hypotheses

hi < ¢ Ao si (0,0) € Ty, (4.56)
hi < Ch [injﬁ T(m)] , si (0,0) ¢ Ty, (4.57)
xel;

(voir [97, 56]), ou nous notons h; le diametre de 7;. Remarquons que h défini a 'Hyp. 4.2
vérifie encore h = m[ax] h;. Notons de plus p; le diametre du cercle inscrit de 7;.

iel1,]
Vérifions maintenant que les triangles D; , et D', Vj € [1, J],Vy € {1,2} satisfont aussi ces

ek

hypotheses :

(a) Convexité. Par construction, deux cellules voisines du maillage a-raffiné forment un qua-
drilatére convexe (connaissant les coordonnées des points, nous pouvons calculer les équations
des diagonales des cellules primales et vérifier qu’elles s’intersectent a l'intérieur de ces cel-
lules), si bien que la cellule-diamant D; qui se trouve a lintérieur de ce quadrilatere, est
nécessairement convexe.

(b) Hypotheses du théoréme 4.2. Si G est le centre de gravité de T; et un sommet de D; -, il est
clair que h;, < h; et que h;-ﬁ < hj1+hj2. Par conséquent, puisque le maillage a-raffiné vérifie
les hypotheses (4.56) et (4.57), cela implique que les demi-diamants D; - et D;-ﬁ contenus dans
ce maillage aussi (si (0,0) € Tj, alors pour tout triangle D; ., C T; tel que (0,0) ¢ D;., on a
hj, <c (%)ﬁ, oll ¢ > 0 est une constante. Or (%)ﬁ = (%) . (%)ﬁ <Ch [xigjfﬂir(x)}a,

avec C' > 0).
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(c) Régularité. Soit D, un demi-diamant contenu dans un triangle 7; du maillage c-raffiné.
On sait que |T;| = 3 |Dj|. D’autre part, la formule de Héron dans le triangle D; . donne :

périmetre de D -,

: érimetre de T
|Dj~| = pjy——5—=2, et dans T; nous avons aussi : |T;| = p; 2=t

5 . Puisque le
périmetre de D;, est inférieur au périmetre de T;, nous en déduisons que p; < 3 pj.. En
combinant cette inégalité avec hj, < h;, alors la régularité au sens de Ciarlet du maillage
a-raffiné implique la régularité des demi-diamants D, , contenus dans ce maillage. En d’autres
termes (voir [30, Hyp. (3.1.43)]), les angles des demi-diamants D; ., sont tous minorés par un
angle 8g. Sachant de plus que les cellules primales et les cellules-diamants sont convexes, on
en déduit que les angles des demi-diamants D;ﬂ sont eux aussi minorés, ce qui implique que
la triangulation {D;ﬁ}je[l’ J)~ye{1,2) est réguliere. D’autre part, on en conclut que I'angle ¢;
de la figure 4.2 est bien minoré par un angle #* indépendant du maillage. Ainsi, les cellules-

diamants D; contenues dans ce maillage satisfont I’hypothese (4.19).

La figure 4.6 illustre les maillages obtenus pour n = 4 et n = 8. Les courbes d’erreur de
V1 et V¢ sont montrées sur la figure 4.7, avec une droite de référence de pente 1. Il semble

que 'ordre de convergence de ce schéma vaut un peu plus que 1 dans les deux cas.

F1G. 4.6 — Maillages structurés a-raffinés avec n =4 et n = 8.

4.4.3 Maillages non-structurés avec un raffinement local approprié

Enfin, nous testons aussi la méthode sur une troisieme famille qui est localement a-raffinée :
les trois triangles grossiers ayant (0,0) comme sommet sont raffinés comme pour la deuxieme
famille de maillages avec n = 2,4, 8, 16. Ensuite, le reste du domaine §2 est découpé en triangles
non-structurés. Cette famille de maillages est particuliérement intéressante puisqu’elle montre

bien qu’un raffinement local est suffisant pour obtenir 'ordre de convergence optimal, sans
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e(h)

0.01

0.001

1 erreur—o—
| pente=1-+-

e(h)

0.1

0.01

0.001

erreur —o—
pente=1-+

F1G. 4.7 — Erreurs de V1 et V¢ en norme L? pour les maillages structurés a-raffinés.

autre contrainte sur le maillage. Cela montre aussi que la perte de l'ordre de convergence

se fait au niveau de la singularité. La figure 4.8 illustre les deux premiers maillages de cette

famille. L’ordre de convergence du schéma semble étre un peu plus de 1 pour Vi) et Vo

d’apres la figure 4.9.

e(h)

FiG. 4.8 — Maillages a-raffinés non-structurés avec n = 2 et n = 4.

0.1

0.01

q erreur ——
pente=1-+-

e(h)

0.001

0.01

| erreur ——
pente=1-+-

F1G. 4.9 — Erreurs de Vi et V¢ en norme L? pour les maillages a-raffinés non-structurés
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Remarque 4.1 Dans cette section, nous avons construit un raffinement local, proposé par
[97], qui satisfait les hypothéses du théoréme 4.2. Ce raffinement particulier nous a permis
d’illustrer ce chapitre. Cependant, la mise en oeuvre d’un tel raffinement n’est pas aisée en
pratique. On pourra donc se tourner vers d’autres méthodes qui permettent de générer “au-
tomatiquement” un raffinement local adapté, a l’aide d’estimations a posteriori par exemple,

toute la difficulté étant que ce maillage satisfasse les hypothéses du théoréme 4.2.

4.5 Conclusion

De nombreux problemes elliptiques sont gouvernés par le Laplacien, comme les problemes
de convection-diffusion, les problemes de mécanique des fluides ou les probléemes Div-Rot par
exemple. Ainsi, on peut appliquer les résultats obtenus dans ce chapitre aux problemes Div-
Rot du chapitre 3 et au probleme de Stokes avec des conditions aux limites non-standard

décrites dans le chapitre 5, discrétisés par la méthode DDFV.
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Chapitre 5

Le probleme de Stokes

Ce chapitre est tiré de l'article [38] s’intitulant “A finite volume method for the Stokes
problem in two dimensions” en collaboration avec Pascal Omnes, soumis.
5.1 Introduction

Considérons I'approximation numérique au sens des volumes finis de la solution (u,p) des

équations de Stokes :

—Au+Vp = f dansQ (5.1)
V-u = g dans} (5.2)

complétées soit par une condition au bord sur la vitesse et une condition sur la pression

u=ocsur ' et /sz, (5.3)
Q

soit par une des conditions moins standard énoncées ci-dessous

un=c swl , Vxu=wy sur et /Qp:O, (5.4)
u-n=c surl’ , p=pg sur ' et /Qw:mw, (5.5)
u-7t=0 swrl' , Vxu=wy sur' et /Qp:O, (5.6)
u-t=o0 sul' |, p=pg sur' et /Qw:mw, (5.7)
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ouf, g, o, 0, pget wg sont des fonctions données et m,, est un nombre réel. Ces conditions au
bord sont écrites ici dans le cas des domaines simplement connexes pour plus de simplicité mais
elles seront étendues dans la suite du chapitre pour des domaines non-simplement connexes.
Notons qu’il y a des conditions de compatibilité entre les données (g, o), (g,0) et (my, o) qui
seront spécifiées plus tard.

Ces conditions aux limites non-standard (étudiées par Dubois et. al. [43], par exemple)
peuvent étre traitées de maniere tres générale grace a la formulation tourbillon-vitesse-pression
du probleme (pour des travaux plus anciens basés sur d’autres approches, nous renvoyons a
[16] et [53]). Puisque

—Au=V xVxu—VV-u, (5.8)

et en utilisant (5.2), on peut réécrire (5.1) de la maniere suivante
VxVxu+Vp=f+Vg dans Q. (5.9)
De plus, en introduisant la vorticité w, I’éq. (5.9) peut étre découplée en

Vxw+Vp = f4+Vg dans Q, (5.10)
Vxu = w dans . (5.11)

Il existe une vaste littérature concernant ’analyse mathématique et I’approximation nu-
mérique du probleme (5.1)-(5.2)-(5.3), et son extension aux équations de Navier-Stokes. Nous
nous référons par exemple a [75, 79] en ce qui concerne ’analyse mathématique, et a [55] qui
passe en revue les méthodes numériques les plus courantes.

L’analyse mathématique du systeme (5.10)-(5.11)-(5.2) avec différentes conditions au bord
a été donnée dans plusieurs références, parmi lesquelles [4, 5, 7, 41, 43]. Des méthodes d’élé-
ments finis pour la formulation tourbillon-vitesse-pression ont été obtenues et analysées dans
[4, 5, 42]. Des méthodes spectrales ont été considérées dans [7, 17] et [95], out une formulation
au sens des moindres carrés est utilisée.

Dans ce présent travail, nous allons nous intéresser a la généralisation par volumes finis du
schéma MAC (Marker and Cell) pour des maillages tres généraux (pour d’autres approches en
volumes finis, nous renvoyons a [19, 49, 51, 52]). Le schéma MAC fut développé initialement
dans [58] sur des grilles rectangulaires décalées et étendu a ce qu’on appelle le schéma covolume
utilisant des maillages de Delaunay-Voronoi dans [83]. Notons que la propriété d’orthogonalité

de ces maillages représente un sérieux inconvénient, surtout dans le contexte de ’adaptation
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de maillage. Le schéma MAC standard discrétise (5.1)-(5.2), tandis que le schéma covolume
discrétise (5.10)-(5.11)-(5.2). Il est prouvé dans [83] que la discrétisation MAC peut étre
obtenue par le schéma covolume en utilisant des maillages triangulaires bien choisis. Etant
donné un maillage (primal), les schémas MAC et covolume utilisent comme inconnues de
vitesse les composantes normales du champ de vitesse sur les arétes des volumes de controle
tandis que les inconnues de pression sont situées au centre des cercles circonscrits. Ensuite la
composante normale de ’éq. (5.1) ou (5.10) est intégrée sur des volumes de controle décalés,
centrés sur les arétes. En ce qui concerne le schéma MAC, une simple différence finie est
utilisée pour évaluer la dérivée normale de I'inconnue de vitesse, tandis que dans le schéma
covolume, les inconnues de vorticité sont évaluées aux sommets du maillage primal. Ce schéma
est complété en intégrant 1’éq. (5.11) sur les volumes de controle duaux centrés aux sommets
et obtenus en joignant les centres des cercles circonscrits des cellules primales qui partagent
un sommet commun. Compte tenu de la propriété d’orthogonalité sur les cellules primales et
duales, les composantes tangentielles de la vitesse sur le maillage dual qui sont nécessaires pour
discrétiser I’éq. (5.11) sont exactement les composantes normales sur les arétes des volumes

de controle primaux. Enfin, I’éq. (5.2) est intégrée sur les volumes de contrdle primaux.

Dans ce travail, nous allons présenter la méthode de volumes finis nommée DDFV (Discrete-
Duality Finite Volume) [35], dans Iesprit de celle introduite dans [40] pour 1’équation de La-
place et qui fut étendue au probléme div-rot dans [36] ou dans le chapitre 3 de cette these.
L’avantage de cette méthode de type covolume est de permettre I'utilisation de maillages
presque arbitraires tels que les maillages non-structurés sans contrainte d’orthogonalité ainsi
que les maillages non-conformes. Le prix a payer est de discrétiser les deur composantes de
la vitesse sur les arétes des volumes de controle (cellules primales), tandis que les inconnues
de pression et de vorticité sont associées au centre des cellules primales et a leurs sommets,
c’est a dire aux cellules duales. Ensuite, nous intégrons les deur composantes de (5.10) sur
les cellules associées aux arétes (appelées cellules-diamants) et (5.11) et (5.2) a la fois sur les
cellules primales et sur les cellules duales. Ce processus nous conduit & utiliser des opérateurs
différentiels discrets analogues aux opérateurs différentiels div, grad et rot qui apparaissent
dans (5.10), (5.11) et (5.2). Ces opérateurs sont connus pour satisfaire des propriétés ana-
logues aux propriétés vérifiées par les opérateurs continus (voir chapitre 2). A 1'aide de ces
propriétés, nous montrons d’'une part, que la discrétisation DDFV appliquée aux équations

de Stokes avec n’importe laquelle des conditions (5.4) & (5.7) peut étre réduite & la résolu-
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tion de quatre laplaciens impliquant la pression, la vorticité et les potentiels découlant de la
décomposition de Hodge de la vitesse, alors que d’autre part, la solution de la discrétisation
DDFV avec les conditions (5.3) peut étre réduite & la solution d’une équation biharmonique

discrete impliquant la fonction de courant.

Lorsque g = 0 dans ’éq. (5.2), un autre avantage de ce schéma est de satisfaire la notion
d’ ”incompressibilité renforcée” introduite dans le contexte des volumes-éléments finis dans
[59] et dans le contexte des éléments finis dans [18] pour se débarrasser des modes de vitesse
parasites (divergence pas exactement nulle) qui peuvent apparaitre dans les simulations en
Navier-Stokes instationnaire effectuées avec les éléments finis de Crouzeix-Raviart [32] d’ordre
le plus faible. En effet, puisque ces éléments impliquent des inconnues de pression localisées
aux centres de gravité des triangles seulement, la contrainte d’incompressibilité est satisfaite
seulement autour des centres de gravité et le champ de vitesse résultant peut étre a divergence
non nulle au sens ou la divergence discrete, lorsqu’elle est calculée autour des sommets du
maillage peut ne pas s’annuler ou méme ne pas étre tres petite. Un remede possible a ce
probleéme, proposé par [18] et [59], est d’ajouter des inconnues de pression aux sommets du
maillage, ce qui introduit des contraintes d’incompressibilité autour de ces noeuds. Ainsi,
si on restreint la discussion aux maillages primaux triangulaires, le schéma présenté ici a
exactement les mémes inconnues que celles des schémas présentés dans [18] et [59], et les
conditions d’incompressibilité sont écrites sur chaque triangle (cellule primale) et autour de

chaque sommet (cellule duale) du maillage.

Le chapitre s’organise comme suit : dans la section 5.2, nous écrivons le schéma de volumes
finis pour les problemes de Stokes avec des conditions au bord données par (5.3)-(5.7). Puis
nous présentons des résultats numériques de convergence sur des maillages non-structurés et
sur des maillages non-conformes. Ensuite, dans la section 5.3, nous concluons ce travail en pré-
sentant le comportement de la solution pour des écoulements dans des cavités rectangulaires

et une cavité circulaire a paroi défilante.
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5.2 Application au probleme de Stokes

5.2.1 Discrétisation des équations de Stokes en formulation tourbillon-

vitesse-pression.

Dans cette section, nous nous intéressons a ’approximation du probléeme continu donné par
(5.2)-(5.10)-(5.11) associé a une des conditions (5.4) a (5.7). Nous choisissons de discrétiser
la solution de ce probleme par un vecteur (u;) avec j € [1,J] pour la vitesse définie par

T.wF) et (F.pf). avec

ses valeurs sur les cellules-diamants du maillage et les scalaires (w; ,
i€ [1,14+ J"], k €[1,K] pour la vorticité et la pression, définies par leurs valeurs sur les
cellules primales et duales du maillage. Le probleme se résout en deux étapes. Dans la premiere,
on utilise la décomposition de Hodge de f + Vg (voir Théoreme 2.1) pour trouver p et w.
Dans la seconde, nous résolvons un probleme div-rot pour u.

Etape 1 : La décomposition de Hodge discréte de la donnée f + Vg s'écrit : Trouver

b= (Pz ) Py )ze[l I+JT), ke[1,K]> W = (% » Wi )16[1 I+J7], ke[1,K] €t ( Cq s (I;)qe[l Q] tels que
(VD) + (V) xw); =P + (Vg)P, Vvje[L, ], (5.12)
équation a laquelle on ajoute une des conditions au bord suivante

w] =wa(Gi), Yiely ; wl =wa(Gi)+cl, Viely, Vge[l,Q],

)

wf = wd(Sk), Vk € FO ; w}; = wd(Sk) -+ C(I;, Vk € Fq R Vq S [1,@] , (513)
Yo ITpl = Y Pl pi =0,
i€[1,1] ke[1,K]

pour le cas ou la vorticité wy est donnée (a une constante pres qu’on détermine sur chacune

des frontieres intérieures I'y) sur la frontiere (cas des conditions (5.4) et (5.6)), ou

pZ =pa(G), Vi eTy ; pZ = pa(G;) + cT Viely, Vge[l,Q],

pi, = pa(Sk), Yk € Ty 5 py = pa(Sk) +cf, Yk €Ty, Vg e [1,Q] (5.14)
Z ‘E’wz = Z |Pk|wk:mw7
i€[1,1] ke[l,K]

pour le cas ou la pression py est donnée (& une constante pres qu’on détermine sur chacune
des frontieres intérieures) sur la frontiere (cas des conditions (5.5) et (5.7)). Dans (5.12), nous

avons posé

D
f! ) dx, Vje[L,.J],

/ (5.15)
DI

(V)P =

i ) dx, Vj€|[l,J].

°\ @\
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Les deux problémes impliquant les équations (5.12) et (5.13) d’une part, et les équations (5.12)
et (5.14) d’autre part sont résolus de facon similaire, c’est pourquoi nous n’allons détailler

que la solution de (5.12)-(5.13).

Proposition 5.1 Le probleme (5.12)-(5.18) peut se découpler en deux sous-problémes indé-

pendants : trouver (w;f,wf)ie[l,HJr]’ke[LK} et (cg, cg)qe[l,Q] tels que

(-VE.vPw), = (VIxs), Vie[l,I],
(-VFP - VDuw), = (VI xs);, Vke[l,K-J,
—rer, [Pl (V- VRw) = Eper, [Pl (V] x8), Vg€ [1,Q]
(V,’?w n,l)r.n = —(s-7,Dr,n  Yge[l,Q],
wl =wi(Gy), VieTy ; wl=wiG;)+ ch, Viely, Vqe[1,Q],

7

wl =wa(Sk), VkeTy ; wf :wd(Sk)—l—cf;, VkeTy, Vqe[1,Q],

(5.16)

ous:=f+ (Vyg) et, une fois que w est calculé, trouver (piT,pf)ie[17I+Jr}7ke[17K] tels que

(

(V{-V}?p)i = (V%-(S—Vthw))i, Vi € [1,1],
(VE VP = (V- (s=VP xw)h, Vke[l,K],

(VPp);-mn; = (sj— (VP xw);) n;, VjielJ-JV+1,J], (5.17)
S mlpl = ) IRl pf =0
i€[1,1] ke[1,K]

Preuve En appliquant 'opérateur rotationnel vecteur discret & (5.12) sur les cellules primales
et les cellules duales intérieures, on obtient les deux premieres lignes de (5.16), grace a (2.20)
et a la Prop. 2.3.

Ensuite, pour un ¢ € [1,Q] donné, on considere 1/11»T =1,Vi € 'y, et %T = 0 partout
ailleurs, et w,f = 0 partout. Puis, on calcule le produit scalaire (2.3) de 1’éq. (5.12) avec
VhD XY

(VP xw, VP x)p + (VPp, VP xp)p = (s, VP x 4)p . (5.18)
En utilisant 1'orthogonalité de Vf D et V,’? x 1 (voir la derniere ligne de la Prop. 2.1), la

formule de Green discrete (2.14) et la Prop. 2.3, nous déduisons

(V' xs,9)rp — (s T, 9)rn = (5.19)

(Vi VPu,pyrp (VP xw- T, ).

De plus, en utilisant le fait que v s’annule partout sauf sur les points frontieres G;, le premier

terme dans le membre de gauche et le premier terme dans le membre de droite de (5.19) sont
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nuls. Finalement, puisque VhD Xw-T = —VhD w - n, et en utilisant la définition (2.4) et les

valeurs de 9, (5.19) implique que

(s

ce qui revient a la quatrieme ligne de (5.16).

T, 5)Tyh = —(Vth -n,

) )Tk

2

Enfin, en choisissant w,L»T =1,VieTly et wf: = 1, Vk € I'y, et zéro partout ailleurs, le
produit scalaire de I'éq. (5.12) avec V¥ x 4 conduit de méme que précédemment a (5.18)
t (5.19), et en utilisant les valeurs de 1) et la quatrieme ligne de (5.16), nous obtenons la
troisieme ligne de (5.16).

Une fois que w est calculé, (5.17) est obtenu en appliquant 'opérateur divergence discrete
(2.9) & (5.12), ainsi que les conditions (5.13) et la propriété (2.19). O
I1 a été montré, dans la proposition 3.2, que les systemes du type (5.16) et (5.17) ont tous les
deux une unique solution.

Etape 2 : Une fois que (%vaif)ie[l,l},ke[l,K] a été calculé lors de ’étape 1, on résout un

probleme div-rot pour u : étant donné (ky).e(1,q), trouver (u;) e, ) tels que

(Vi wie = g7, VielLI,vke1,K],
(Valxwie = w, Viel[lLIVke[l,K—J,
u;-n; = oy, Vjel[J—JN+1,J], (5.20)
(w-m,Dr,n = ke, Vge[LQ]
SR (VE xw), = > [Pl wf, VYge Q]
keT, kel

dans le cas d’'un champ de vitesse normal donné sur la frontiere (éq. (5.4) et (5.5)) ou

(Vi wie = ¢, Vie[LIVke[l,K - JY,

(Vil xwi, = w, Vie[LI),vke1,K],
u; T = 0y, vjielJ—J"+1,J] (5.21)
(11 -1, 1)Fq,h = kqv VQ € [17 Q]

\ ZkEFq |Pk| (Vﬁu)k = ZkEFq |Pk| gk’ \V/C]G [LQ]v

dans le cas d'un champ de vitesse tangentiel donné sur la frontiere (éq. (5.6) et (5.7)).

Dans (5.20) et (5.21) nous avons posé

gl = / ydx Yie[l1,1], gf = 1 g(x)dx Vke[l,K], (5.22)
[Pkl Jp,
o; = A/ € de VjelJ—JN+1,J]. (5.23)
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De plus, les seconds membres doivent satisfaire des conditions de compatibilité. En effet, on se
rend compte a la lecture des définitions des opérateurs divergence (2.9) et rotationnel (2.12)

que nous avons les relations suivantes :

DoITIVE-wi= Y RIVY we= Y Ay (5.24)

7:6[17[] kE[LK] .]e[']f‘]r+1a']]
et

YoITIVE xwi= Y PV xwr= Y Ay (5.25)

1€(1,1] kel1,K] JEJ—JT+1,J]

Ainsi, dans (5.20), les seconds membres doivent satisfaire

STl gl = > 1Blgi = D 14jloy. (5.26)

i€[1,1] ke[l,K] JEJ—JT+1,J]

Cette relation est vraie grace aux définitions (5.22) et (5.23) puisque

S = Y |Pk|g;f:/gg<x> dx

i€[1,1] ke[l,K)]

et

> 4] sz/rff(é) de .

JE[T—JT+1,J]
Le fait que les membres de droite des deux égalités précédentes soient identiques provient de
I'intégration de (5.2) sur €, de lapplication de la formule de Green et des conditions aux
limites sur u - n dans (5.4) et (5.5).

De méme, dans (5.21), le membre de droite doit satisfaire

Yo Tiw! = D (Pl = D 14jloy (5.27)

i€[1,1] ke[l,K] JEJ—JT+1,J]

Dans le cas des conditions données par (5.14), les deux premiers termes de (5.27) sont égaux a
my, et le dernier terme de (5.27) est égal & [, 0(£) d€. Ces deux quantités sont nécessairement
identiques compte tenu de l'intégration de (5.11) sur €2, Papplication de la formule de Green
et des conditions au bord sur u- 7 dans (5.6) et (5.7). En revanche, dans le cas des conditions
aux limites données par (5.13), les deux premiers termes de (5.27) ne sont jamais imposés,
mais sont les résultats des calculs provenant de la premiere étape de notre procédure (voir

éq. (5.16)), de telle sorte que la condition de compatibilité (5.27) peut ne pas étre vérifiée
T

en général. Un moyen pour surmonter ce probleme est de changer w; en w;f + ¢l et wlf en
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w,f 4¢P pour tout i € [1,I] et pour tout k € [1, K], avec deux constantes ¢’ et ¢ calculées de
telle sorte que (5.27) soit satisfait. Notons qu’en procédant ainsi, on ne change pas la valeur
de VhD w, de sorte que le w modifié vérifie encore le systeme (5.16) mais avec des conditions
aux limites translatées d’une constante ¢! pour les inconnues aux centres des arétes de bord
et d’une constante ¢ pour les inconnues aux sommets des arétes de bord. Cela peut étre
interprété comme une condition de compatibilité implicite entre les conditions au bord wy
et o dans (5.6).

Maintenant, en utilisant la décomposition de Hodge discrete de (u;) je[1,J], chacun des pro-
blemes (5.20) et (5.21) peut étre découplé en deux sous-problemes impliquant les potentiels.
Nous détaillerons seulement les systémes résultant du probleme (5.20) en utilisant la décom-
position de Hodge avec les conditions aux limites (2.26) a (2.28). On obtient un résultat
similaire pour le probleme (5.21) en utilisant la décomposition de Hodge avec les conditions
aux limites (2.31) a (2.33).

La preuve de la proposition suivante est donnée dans le chapitre 3 (Prop. 3.1).

Proposition 5.2 Le probléme (5.20) peut se découpler en deux sous-problemes indépendants :

trouver (¢1T7Qbkp)ie[l,IJrJF],ke[l,K] tels que

Vil VP = g, ViellI),Vke [l K],

(Vi) -n; = oy, Vil —JN ], (5.28)
doITlef = D Bl ef =0,
i€[1,1] ke[1,K]

et trowver (], ¥ )ici 1 am ket i) €t (g g )genq) tels que

—(VpT VP = Wl VieL I Vke LK —J',
_(V£¢ -, ]‘)Fq7h = kg, Vq € [1,Q],
=Y B (VE VRO = D IRdwf, Vee[Lq), (5.29)
kely kely
vl =¢f = 0, Vi € Tg,Vk € To,
Vg € [1,Q), wiT:ch , wf::cf, Vi eIy, Vk e Ty.

Ces deux sous-problémes ont tous les deux une solution unique et le vecteur u est alors re-

construit par u; = (VP@); + (VD x ), .
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5.2.2 Discrétisation des équations de Stokes en formulation vitesse-pression

Dans cette section, nous sommes intéressés par I’approximation du probléme continu donné

par (5.9)-(5.2) associé a la condition (5.3). Ce systéme est discrétisé par

(VP xVEP xw);+(VPp); = s, Viell,J—J', (5.30a)

(VIP w)e = ohP, Wie[1, 1),k e [1,K], (5.30b)

w = o, YielJ-J +1,J], (5.30¢)

domlpl = > 1Blpf = o, (5.30d)
1€[1,1] ke[l,K]

ou nous rappelons que s; := f; + (VhD g);- Notons que contrairement a la décomposition de
Hodge (5.12), I’éq. (5.30a) est imposée seulement sur les cellules-diamants intérieures. Dans

la suite, les maillages vérifient I’hypothese suivante :

Hypothése 5.1 Nous supposons que chaque cellule primale frontiére a seulement une aréte

qui appartient a la frontiére I'.

Remarque 5.1 Ce nest pas une restriction sévére en $oit puisque nous pouvons toujours

découper les cellules frontiéres de telle sorte que le maillage résultant vérifie cette hypothése.

Proposition 5.3 Sous I'Hyp. 5.1, la solution (uj)je[l,J]a(p;r’p]f)ie[l,l],ke[l,l{} de (5.30a)-
(5.30d) existe et est unique.

Preuve Le systeme (5.30a) & (5.30d) fournit 2(J — JY) + (I + K) +2J' +2 =2J + 1 +
K + 2 équations. D’autre part, on dénombre 2/ inconnues de vitesse (u;);ep,s et I + K
inconnues de pression (piTvpllj)ie[l,I},ke[l,K]- De plus, les équations (5.30b) et (5.30c) ne sont

pas indépendantes puisque par définition

T P

S OTVE wi= Y P(VE - wk =Y |Aju; - ny,
i€[1,1] ke(1,K] jer
ce qui implique, par (5.30b) et (5.30c), que la relation suivante doit étre vérifiée
T P
Yomlgl = Y 1Pl af =) |Ajle; - ny,
i€[1,1] kell1,K] jer

ce qui est le cas grace a (5.22) et (5.23). Ainsi, nous avons 2J+1+ K équations indépendantes et

autant d’inconnues. Il reste a montrer 'injectivité du systeme. Supposons que s; =0, o; =0

116



5.2. APPLICATION AU PROBLEME DE STOKES

et gZ,’CP = 0. En utilisant s; = 0, Vj € [1,J—J'] dans (5.30a) et u; = 0,Vj € [J—J' +1,J],

il est évident que :
(VP x Vi xcu); + (9Pp);] -wy =0, vjei,)

De plus, en multipliant ’équation précédente par |D;| et en sommant sur les j € [1,J], on
obtient
(VP x V;‘lF’P xw,u)p + (VPp,u)p = 0.

En appliquant les formules de Green discretes (2.13) et (2.14) a la ligne précédente, et puisque

u; = 0 sur I', nous obtenons :
(V" xw, Vi ) — (0, V" w)rp = 0. (5.31)

Sachant que gij:kp = 0, nous avons (VZ’P -u);r =0, Viel[lI]k e [l,K], qui, associé a
(5.31) implique que (VZ’P xu);p =0, Viel[lI,ke[l,K|. Comme o; = 0, nous avons
également u;-n; =0, Vj € [J—J" +1,J] et aussi (u-7,1)r, », = 0. Les inconnues (w))je,n
sont donc solutions d’un probléme Div-Rot a données nulles. On peut donc conclure grace au
chapitre 3 que

w; =0, Vj € [1,J].

Puisque u; = 0, I'éq. (5.30a) montre que (V¥p); = 0, pour toutes les cellules-diamants

intérieures, ce qui implique, d’apres (2.7), que
T T P P : r

Etant donné que le domaine est connexe, toutes les paires de cellules primales peuvent étre
jointes par un nombre fini d’arétes duales intérieures. Alors (5.32) implique que tous les pZ-T
sont égaux & la méme constante ¢!. Concernant les noeuds frontieres Sy, 'Hyp. 5.1 permet
d’assurer que tous les noeuds sont sommets d’au moins une cellule-diamant intérieure. Par
conséquent, puisque le domaine est connexe, (5.32) implique que tous les pf sont égaux a la

méme constante ¢, Finalement, en utilisant (5.30d), nous concluons que :

Vie [1,1], pl =0et Vk € [1,K], pk =0.
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Remarque 5.2 Dans le probléme continu, la vorticité est calculée par w =V x u quand la
solution u est connue. D’une maniére similaire, une fois que (W;)jcn g a €té calculé par la
proposition 5.3, l'approrimation (wZ-T, W/f)ie[l,l],ke[l,l(] de la vorticité w sur les cellules primales

et duales est obtenue en utilisant ['opérateur VZ’PX défini en (2.12) de telle sorte que
vl = (VPP xu)e, Yie LIk € 1K) (5.33)

Ensuite, nous explorons le lien avec la fonction de courant. En effet, si g = 0 et o = 0
dans le probleme continu, il existe 1 tel que u = V x 1. De plus, ¥ = 0 sur la frontiere I'y
et il existe () constantes ¢, telles que ¢ = ¢, sur I'y pour ¢ € [1,Q] et finalement Vi) -n =0
sur I'. Tl est bien connu, voir par exemple [55], qu'un tel 1 est la solution d’une équation
biharmonique. Il ressort que notre formulation volume fini reproduit ce comportement. Avant
d’établir ce résultat, nous avons besoin de notations additionnelles relatives aux frontieres.
Pour tout ¢ € [0,Q], nous allons noter J'¢ le nombre d’arétes du maillage qui sont situées
sur I';. Notons qu’il y a par conséquent J Ts noeuds, et compte tenu de ’'Hyp. 5.1, un nombre
équivalent de cellules primales qui ont une aréte qui appartient a I';. Pour tout ¢, nous allons
noter S, l'ensemble des indices de ces cellules primales frontieres. Nous allons supposer de
plus que I'ensemble [1, I] est ordonné de telle sorte que i € [I — J' + 1,1] si et seulement si

la cellule primale T; a une aréte qui appartient a I'.

Proposition 5.4 Soit u la solution de (5.30a) a (5.830d). Si g = 0 et ¢ = 0, il existe

O =L ien.rear), kepx €t (el el gen.q tels que uy = (VE x ) pour tout j € [1,J]
[ I, ke[L,K]
et ¥ est la solution du probléme biharmonique discret

7

2
[(AZ’J’) ¢] =(Vx D)}, Vie[l,I-JVke[l,K - J',

i,k
SO Iml (AT w] = D 14 (TR (A ), my =

i€S, jely

STV x £)] = > Al -7 Vg € 1,Q)]

i€S, jeTy,

2 5.34

ST [(AR) 0]~ ST 1A ITP AT ), m = (5:34)
ker, jely,

ST IRV x 0 = S 1Al 7 Ve € [1,0).

ker, jer,

Wl =0,V¥ielToUSy, vf =0, VkeTy,
Ui =g VieTUSy, Wy =cj, YkeTy, Yqe(,Q],

\

2
. , AT,P T,P T,P T,P T,P
ot nous avons posé A, =V’ -VhD et (Ah’ ) =0T 0 AT
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Preuve D’abord, puisque g = 0, alors s = f. Ensuite, considérons la décomposition de Hodge

discrete de u donnée par le théoréme 2.1. Nous allons prouver que ¢ est nul. En effet,
0= (V" wip = (V" - (VPO + VI x9))in = (V- V)i (5.35)

pour tout ¢ € [1, I] et pour tout k € [1, K], grace a la Prop. 2.2. Compte tenu de la définition
de 'opérateur rotationnel discret et puisque 1) est constant sur chaque I'y, on en déduit que

(VhD x 1); -n; = 0 pour tout j € I'. D’autre part, u; - n; = 0, ce qui implique que
(VP#); - nj=0 ,VjeT. (5.36)
Avec les équations (5.35) et (5.36) et la formule de Green discrete (2.13), on obtient donc
0=(Vy"-VPo,0)rp = —(VP6, V) |

ce qui signifie que (Vﬁ) ¢); s’annule pour tout j. Alors, on déduit de la définition de I'opérateur
gradient discret que tous les gﬁiT sont égaux a la méme constante o et que tous les d),]j sont
égaux a la méme constante §. Mais d’apres (2.26), ces constantes s’annulent, si bien que
¢ est lui-méme nul. Alors u; = (VhD x 1); pour tout j € [1,J] et ¢ vérifie les équations
(2.27) et (2.28), qui représentent seulement une partie des deux dernieres équations de (5.34).
Ensuite, puisque u; = (VP x 4); = 0 sur I, nous déduisons que /] = 0 pour tout i € Sy et
Pl = ch pour tout i € Sy, ce qui complete les deux dernieres équations de (5.34). Puisque
u = (VP x ), il découle de la Prop. 2.3 que VZ’P X u= —AZ’PM

Considérons maintenant 6 = (67, 0F) tel que
0F =0, ViecTyUSy, 0 =0, Vke Ty,
i 00 Tk 0 (5.37)
QiT:aqT,ViEFqUSq, Glf:ag,VkeI‘q, Vg e [1,Q],

ol ag et a(I; sont 2() constantes arbitraires. On a évidemment (Vf x#); =0, pour tout j € I'.
D’autre part, avec (5.30a), on peut donc écrire
(V0 % ALY+ (VR - (VP % 0); =85+ (VP x 0);, Wi L],
Ainsi,
—(VR < Ay, VP % 0)p + (VD VI x 0)p = (£, V] x 0)p .
En appliquant la formule de Green (2.14) a la ligne précédente, et puisque VPp et VP x 6

sont orthogonaux, nous obtenons

<<AZ’P)2% ‘9> +(VE < (A)TY) - 7,00, =

T,P
Wf’P x£,0)rp — (£-7,0)r - (5.38)
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Si nous choisissons ag = af = 0 pour tout ¢ € [1,Q] dans (5.37), les produits scalaires
correspondant au bord dans (5.38) s’annulent, et puisque les valeurs de 6 sont arbitraires pour
i€ [1,1—J% et kel,K—J'], nous obtenons la premiere équation de (5.34). Maintenant,
pour un ¢ € [1,Q] donné, considérons le cas particulier ag =1, a? =0siq #qet (15 =0

pour tout ¢’ € [1,Q] dans (5.37), et § s’annulant partout sinon, I’éq. (5.38) se réduit a

1 1
5 2T [(AD) ] = 5 X 1A I(VR A ), 0y =
i€S, jery
1 1
3 STV x £)] - 3 > 1Al T
1€54 J€ly

ce qui conduit & la seconde équation de (5.34). La troisieme équation de (5.34) est obtenue
d’une maniere similaire en choisissant dans (5.37) ag = 0 pour tout ¢’ € [1,Q] et af =1et

aé), = 0 si ¢ # q et 0 s’annulant partout ailleurs sinon. O

Proposition 5.5 Le systéme biharmonique (5.34) a une solution unique.

Preuve Nous venons juste de prouver que ce systéeme a une solution pour toute donnée f.
Ainsi, il suffit de montrer qu’il y a autant d’équations que d’inconnues dans le systeme pour
prouver 'unicité. C’est justement le cas puisqu’on dénombre I + K + J inconnues pour v
et 2@Q) inconnues correspondant aux constantes (C;F, cf; ), alors que la premiere ligne de (5.34)
fournit I + K — 2J' équations, les seconde et troisieme lignes donnent chacune Q équations,
auxquelles on ajoute 2J équations provenant des deux derniéres lignes, comme nous 1’avons

expliqué précédemment avant la Prop. 5.4. O

5.2.3 Discrétisation des équations de Stokes avec des conditions mixtes

On s’intéresse ici au probleme de Stokes (5.1)-(5.2) avec des conditions mixtes, c’est a dire
avec la condition au bord (5.3) sur une partie de la frontiere, notée I'p sans ses bords, et
la condition (5.4) sur l'autre partie de la frontiere, notée I'y qui inclut ses bords. En ce qui
concerne la condition aux limites sur I'y, d’autres choix sont possibles comme les conditions
(5.5), (5.6) ou encore (5.7), moyennant une légere adaptation dans ce qui va suivre. On note,
de plus, J'2 et J'N les nombres d’arétes de I'p et I'y respectivement, de telle sorte que

J'o 4 I~ = JV et K'N le nombre de noeuds sur I'y (incluant donc les noeuds de J'V).
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Pour j € I', nous supposerons que lorsque A; C I'y, alors j € [J — JU+ 1,0 —J + JFN],
tandis que lorsque A; € I'p, alors j € [J — JU+ gt 41, J]. D’autre part, les inconnues de
vitesse (u;);eqr,) sont situées sur les cellules-diamants, tandis que les inconnues de pression
(piT,pkp)ie[LHJrN],ke[LK} et de vorticité (wiT,w,f)ie[l,HJrN],ke[LK] sont situées sur les cellules

primales et duales, et au milieu G, (;) de chacune des arétes de la frontiere I'y.

Enfin, on utilise le fait que —Au =V x V x u— VV - u. Ainsi, étant donnés f, g, o, A

et wy, le probleme continu s’écrit

Vxw+Vp = 4 VgsurQ, (5.39a)
V-u = gsur, (5.39b)

Vxu = wsur, (5.39¢)

u = osurlp, (5.39d)

u-n = Asur 'y, (5.39)

w = wqsur Iy, (5.39f)

/Qp(x) dx = 0. (5.39g)

En s’inspirant des discrétisations utilisées en sections 5.2.1 et 5.2.2, on integre 1’équation
(5.39a) sur les cellules-diamants intérieures ainsi que sur les cellules-diamants de la frontiere
I'y. Les équations (5.39b) et (5.39g) sont quant a elles intégrées sur les cellules primales et les
cellules duales. Enfin, I’équation (5.39d) est discrétisée sur chacune des cellules-diamants de
I'p, tandis que les équations (5.39¢) et (5.39f) sont discrétisées sur les arétes A; C I'y. Nous

faisons, de plus, I’hypothese suivante sur le maillage primal :

Hypotheése 5.2 Nous supposons que chaque cellule primale frontiére de I'p a une seule aréte

qui appartient a I'p.
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Ainsi, on en déduit le systeéme discrétisé suivant :

(VP xw) +(VPp); = s; Vie[l,J—J +JWV], (5.40a)
(VEP ), = ohl, Wie[LILVke[LK], (5.40b)
(VI xw)iy, = wlif, Vie[LI,Vk¢Ty,  (5.40c)
u; = o0y, Vi eTlp, (540d)
uj-n; = A, Vjely, (5.40e)
P P T :
Wiy = Wd(Sky) s Wiy = WilSky)) 5 Wig,) = walGiyy)), Vi €T, (5.40f)
Yo ITlpf = ) 1Bl = 0, (5.40g)

1€[1,1] ke[l,K]

ol nous rappelons que s; := f; + (Vfg)j et nous avons posé

1
g — / £(x) dx, ¥j € [1,7 - J'T, (5.41)
1Dl Jb,

1 1
Q;f - / Q(X) dX7 Vi € [17[] ; gllc3 = 1o g(X) dX? vk € [laK}7 (542)
’TZ| T; |Pk| Py

| | Y |
aj_mj'/Aja(g)dg,vjerD : Aj—|Aj|/Aj>\(£)d§,WeFN. (5.43)

Notons que quand I'p = 0, alors le systeme (5.40) se réduit au systeme (5.12)-(5.13)-(5.20)
quand €2 est simplement connexe (si {2 est non-simplement connexe, il est nécessaire d’ajouter
les deux équations de (5.20) correspondant aux @ trous), tandis que quand I'y = @, alors le

systeme (5.40) se réduit au systeme (5.30).
Proposition 5.6 Le systéme (5.40) a une unique solution.

Preuve On dénombre 2.J inconnues pour la vitesse u, I + K + J'V pour la pression p et
I+ K + J'~ inconnues pour la vorticité w. Le systéme présente en tout 2.J +2(I1 4+ K) +2J'~
inconnues. D’autre part, en additionnant (dans I’ordre) le nombre d’équations de (5.40a) a
(5.40g), nous trouvons 2(J — JU + J"N) 4 (I + K)+ (I + K — K'N) 4+ (2J12) + (JEV) + (JIN +
KT~) 4 2 équations, soit en regroupant 2J + 2(I + K) + 2J'N + 2 équations. D’autre part,

par définition des opérateurs, nous avons les relations suivantes :

Z ]TA(VZu)Z: Z \Pk!(Vf'u)k:ZMﬂuj-nj,

i€[1,1] ke[1,K] jET
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qui se réécerit grace aux équations (5.40b), (5.40d) et (5.40e) :

SNoTlgl = > 1Blgl =D 1Al oy i+ > 4] N,

i€[1,1] ke[1,K] Jj€l'p JeEr'N

et cette relation est bien vérifiée grace a (5.42) et (5.43). On dénombre donc autant d’équations
que d’inconnues. Il reste a montrer I'injectivité. Posons pour cela, s; = 0, giT]’ﬁP =0,0; =0,
Aj =0 et wg = 0. Daprés (5.40a) et s; =0, Vj € [1,J — J' + J'V], nous avons 1'équation
suivante :

(V5 xw);+(VEp);] wy=0, Vje[l,J—J" + ] (5.44)

De plus, (5.44) reste vrai pour j € I'p car u; = 0 d’apres (5.40d). Finalement, (5.44) est vrai
pour tout j € [1,J]. Ensuite, en multipliant (5.44) par |D;| et en sommant sur les j € [1, J],
on obtient :

(VP xw,u)p + (Vp,u)p = 0. (5.45)
En appliquant les formules de Green (2.13) et (2.14), la ligne précédente se réécrit
(@, V" xwrp = (- 7,0)rn = (0, V- w)rp + (w-n,p)rs = 0.

Puisque u; - 7; =0, Vj € I'p d’apres (5.40d), et puisque w = 0 d’apres (5.40f) sur I'y, alors

P T P P T P
(wk + w; —i—wk) (wk 4 +wk)
(werwr, = Y |4 w7y =2 ot NP VIRVRE R =0
J€Tp jely

D’autre part, comme u; -n; =0, Vj € [1, J] d’apres (5.40d) et (5.40e), alors (u-n,p)r = 0.

Par ailleurs, (5.40b) avec gﬁp = 0 implique (p, Vz:’P -u)7,p = 0. Il reste donc
0=(,Vy" xurp = Y |Tlwl (VE xu);
i€[1,1]
+ > P wf (Y x ),
k¢KTN
+ > Bl Wl (VE x )
keKTN

Pour tout k € KT~ w,f = 0 d’apres (5.40f), et pour tout k ¢ K '~ et pour tout i € [1,1],

(VZ’P X ) = w?,’cp d’apres (5.40c), d’ou

SV xw]* + Y 1B (V] xw)]” =0,

i€(1,1] k¢ K'N
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ce qui, implique en particulier (Vz’P xu);r =0, Vi€ [1,1],Vk ¢ K'~N. Sachant de plus que
(Vz’P ‘u)ir =0, Vi € [1,I],Vk € [1,K] et uj -n; =0, Vj € I, nous obtenons un probléeme

Div-Rot homogene et il résulte du chapitre 3 que
u; = 0, Vj € [1,J].

Ainsi, w = 0 partout d’apres (5.40c) et (5.40f), d’ou, en repartant de ’équation (5.40a), on
en déduit que

(VPp); =0, Vje[1,J—J" + ).

En raisonnant comme dans la preuve de la proposition 5.3 a partir de '’hypothese 5.2, on en
déduit que
pl =0, Vie[l,I+JV] et pl =0, Vk e [1,K].

5.3 Résultats numériques

Dans la section 5.3.1, puis dans la premiere partie de la section 5.3.2 et dans la section
5.3.3, nous testons la méthode de volumes finis, appliquée a la formulation tourbillon-vitesse-
pression, puis a la formulation vitesse-pression et enfin a la formulation avec des conditions
mixtes respectivement, sur des solutions analytiques (U, p) connues et nous tragons les courbes
de convergence a I’échelle logarithmique pour différentes quantités. Trois familles de maillages
dont le raffinement augmente sont utilisées. La premiere famille est une famille standard de
maillages triangulaires, voir Fig. 5.1(a). La deuxiéme famille possede des non-conformités tres
localisées, voir Fig. 5.2(a), et est construite de la maniére suivante : le premier maillage est
obtenu en divisant le domaine en 8 x 8 carrés identiques, et les quatre carrés au centre du
maillage sont en plus raffinés en 4 x 4 sous-carrés. Ensuite, les maillages suivants sont obtenus
en divisant chaque cellule du maillage précédent en 2 x 2 cellules carrées. La troisieme famille
possede des non-conformités sur I’ensemble du domaine, voir Fig. 5.3(a), puisqu'une cellule
sur deux est raffinée en 4 x 4 sous-cellules. Bien stir, cette troisieme famille n’est pas d’une
grande utilité pratique mais elle illustre bien I’habilité du schéma a traiter des maillages

fortement non-conformes. Notons que les cellules frontieres des maillages des deuxieme et
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troisieme familles doivent systématiquement étre subdivisées afin de vérifier ’'Hyp. 5.1 dans
le cas des conditions aux limites de Dirichlet sur u, voir Fig. 5.5(a) et 5.6(a).

En ce qui concerne la formulation tourbillon-vitesse-pression avec des conditions aux li-
mites non-standard, nous avons prouvé (voir Prop. 5.1) que p et w sont solutions de deux
équations de Laplace, pour lesquelles il a été montré dans [40] que la présente méthode de
volumes finis converge pour l'inconnue, ainsi que pour son gradient. Nous nous sommes ainsi
intéressés ici a la convergence de p, Vp, w et Vw, que nous avons mesurée en calculant les
erreurs suivantes
3 (Tl — Wp))* + 324 [Pl (v, — (IP))?)

3 (2 TR + 3k 1Pl ((TID))?) ’
ou Vi€ [1,1], IIp)T =p(G;) et Vk € [1, K], (IIp)L = p(Sk), et
5, D4l [(VPp); — (195,

>2; D1 [(1TVD),[?

ouVj e [1,J], IIVDp); = (VD)(Bj), o Bj est le centre de gravité de la cellule-diamant D;. Les

(e0p)*(h) :=

(elp)?(h) :=

mémes définitions sont utilisées pour w en remplacant p par w dans les formules précédentes. A
partir des résultats numériques donnés dans [40], on peut s’attendre & une précision du second
ordre pour p et w (bien qu’on ne prouve dans le chapitre 3 que la précision d’ordre 1 pour
I'instant), et & une précision d’ordre 1 pour Vp et Vw sur des maillages généraux. Cependant,
sur les cellules-diamants qui sont presque toutes des parallélogrammes, ce qui est le cas pour
la seconde famille de maillages, on s’attend a un ordre de convergence de 1.5 pour Vp et Vw.
De la méme maniere, puisque la décomposition de Hodge discrete de u conduit a la résolution
de deux équations de Laplace (voir Prop. 5.2), on s’attend a un ordre de convergence de 1
pour u sur les premiére et troisieme familles de maillages et au moins a un ordre de 1.5 sur
la seconde famille de maillages. L’erreur discrete relative L2 sur les cellules-diamants pour la
vitesse est mesurée par la formule suivante :

C2(1) >2; 1Dj] Juy — (T2
)= =B,

ou (ITu); est la valeur de la solution analytique 1 au milieu de 'aréte A; (noté M;) :

Vj € [1) J]v (Hﬁ)j = ﬁ(M])

Dans les méthodes d’éléments finis, on s’intéresse aussi a la convergence de Vu, puisque u

appartient & H'(2) et puisque le terme fQ Vu : Vv dx apparalt dans la forme bilinéaire
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associée a la formulation variationnelle du probleme de Stokes. Dans notre formulation, nous

avons utilisé la formule (5.8), si bien que la norme naturelle induite par la formulation est
1/2

(HV : uH%g(m + ||V x uHQLQ(Q)> . Puisque V - u est toujours exactement imposé par la pre-

miere équation de (5.20) ou (5.21) ou par (5.30b), nous mesurons les erreurs des dérivées de

u grace a l'erreur de w =V x u.

En ce qui concerne la formulation vitesse-pression avec les conditions au bord standard
de Dirichlet pour u, nous n’avons pas encore établi d’analyse numérique, c’est pourquoi les
ordres de convergence obtenus numériquement dans la premiere partie de la section 5.3.2 sont
des résultats importants de ce présent travail, qui nous donnent une idée de la précision de la
méthode. La derniere partie de la section 5.3.2 est consacrée a ’application de la méthode a
des cas-tests usuels, tels que la cavité rectangulaire a paroi défilante, ou encore a un cas moins
usuel tel que la cavité circulaire a paroi défilante dont la solution est singuliere. Enfin, dans
la section 5.3.3, nous donnons quelques résultats de convergence pour la formulation avec des

conditions aux limites mixtes.

5.3.1 Conditions aux limites non-standard et formulation tourbillon-vitesse-

pression

Ici, nous illustrons la section 5.2.1 basée sur la décomposition de Hodge de u avec des
conditions au bord données par u-n = o, fQﬁ =0 et @ = wy. Le domaine de calcul est
Q =] —1/2;1/2[% et les données et conditions aux limites sont choisies de telle sorte que la

solution exacte est donnée par

exp(x) cos(my)

xsin(my) + cos(mz)

)
Il

et p=zyexp(z)cos(my) . (5.46)

Maillages triangulaires

Considérons tout d’abord des maillages triangulaires standard, comme illustré sur la Fig.
5.1(a). Sur ce type de maillages, u, Vp et Vw sont tous précis & l'ordre un, tandis que p et
w sont précis a 'ordre deux, et sont représentés respectivement sur la Fig. 5.1(b), (d), (f) et

(c) et (e). On obtient bien les ordres de convergence auxquels on s’attendait ci-dessus.
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Fic. 5.1 — (a) Maillage triangulaire. (b) Erreur sur la vitesse. (¢) Erreur sur la pression.
(d) Erreur sur le gradient de pression. (e) Erreur sur la vorticité. (f) Erreur sur le gradient

de vorticité pour la solution (5.46) avec la condition aux limites non-standard (5.4).
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Maillages non-conformes

Sur la seconde famille de maillages (voir Fig. 5.2), nous observons une super-convergence
d’ordre 1.5 pour Vp et Vw, ce a quoi on s’attendait. De plus, en ce qui concerne u, nous
observons en pratique un ordre de convergence meilleur que celui que 'on attendait puisqu’il

vaut un peu moins de 2.
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Fia. 5.2 — (a) Maillage non-conforme. (b) Erreur sur la vitesse. (c) Erreur sur la pression.
(d) Erreur sur le gradient de pression. (e) Erreur sur la vorticité. (f) Erreur sur le gradient

de vorticité pour la solution (5.46) avec la condition aux limites non-standard (5.4).
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Sur la troisieme famille de maillages, voir Fig. 5.3, nous observons les mémes ordres de

convergence que ceux obtenus sur les maillages triangulaires, comme nous nous y attendions.
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Fia. 5.3 — (a) Maillage non-conforme. (b) Erreur sur la vitesse. (¢) Erreur sur la pression.

(d) Erreur du gradient de pression. (e) Erreur sur la vorticité. (f) Erreur sur le gradient de

vorticité pour la solution (5.46) avec la condition aux limites non-standard (5.4).

5.3.2 Conditions aux limites standard et formulation vitesse-pression

Maintenant, nous illustrons la section 5.2.2 avec des conditions de Dirichlet sur u. Le

domaine de calcul est Q1 =]0,1[2 ou Qs =] — 1/2;1/2[% et les données et conditions aux
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limites sont choisies de telle sorte que la solution exacte est donnée par

exp(z) cos(m
U = p(w) cos(my) et p1 = zyexp(x)cos(my) (5.47)

xsin(mry) + cos(mz)

ou

—2000y(y — 1)(2y — 1)2%(x — 1)?
Uy = y(y — Dy = a*( ) et pp =100 (2* +¢*) +c, (5.48)
2000z (z — 1)(22 — 1)y (y — 1)?
ol c¢ est une constante choisie de telle sorte que fQ D2(x) dx = 0. Les deux premiers maillages

de chacune des familles sont représentés sur les figures 5.4, 5.5 et 5.6 ol nous notons pour

certains d’entre eux un raffinement des cellules primales situées au bord.

Fia. 5.4 — Maillages triangulaires non-structurés.

FiG. 5.5 — Maillages avec une non-conformité au centre.
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Fia. 5.6 — Maillages fortement non-conformes.
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Maillages triangulaires

Sur la famille de maillages triangulaires, l'ordre de convergence semble étre 2 pour la
vitesse et au moins 1 pour la pression et la vorticité, d’apres la Fig. 5.7. Ce sont les mémes

ordres (voire mieux) que ceux obtenus par les méthodes d’éléments finis standard de faible

ordre telles que [32].
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Fic. 5.7 — Convergence de la vitesse, de la pression et de la vorticité pour des maillages non

structurés (a) (U, p1) sur ;. (b) (uy,p1) sur Q. (c) (Uz,p2) sur Q. (d) (g, p2) sur Qs.
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Maillages non-conformes

Sur la famille de maillages avec une non-conformité au centre, nous obtenons, d’apres la
Fig. 5.8, au moins de l'ordre 1.5 pour la vitesse et au moins de l'ordre 1 pour la pression et

pour la vorticité.
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Fic. 5.8 — Convergence de la vitesse, de la pression et de la vorticité pour des maillages
localement non-conformes (a) (U, p1) sur Q. (b) (Ui, p1) sur Q. (¢) (U2,p2) sur Q. (d)

(dz, p2) sur Q.

Sur la famille de maillages fortement non-conformes, il semble, d’apres la Fig. 5.9, qu’on
ait une perte en précision, puisque nous observons un ordre 1 pour la vitesse et un ordre de

0.5 pour la pression et la vorticité dans tous les cas.
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Fia. 5.9 — Convergence de la vitesse, de la pression et de la vorticité pour des maillages

non-conformes (a) (U1, p1) sur 4. (b) (uy,p1) sur Qo. (c) (U2, p2) sur Q1. (d) (g, p2) sur Qo.

Cavité rectangulaire

Nous considérons un écoulement de Stokes dans une cavité rectangulaire a paroi défilante

de profondeur D (2

= [0;1] x [0; D]), dont le haut se déplace avec une vitesse unitaire
(u =1,v = 0), o u dénote la premiere composante selon ’axe horizontal x et v la seconde
composante selon I’axe vertical y de la vitesse u = (u,v). Une condition aux limites de non-
glissement (u = v = 0) est appliquée sur toutes les parois statiques et nous supposons de plus

que f =¢g=0.
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Profils et lignes de niveaux de la solution D’abord, nous choisissons D = 1. Les
figures 5.10(a) et 5.10(b) montrent respectivement le profil de u en fonction de y en z = 0.5
et le profil de v en fonction de = en y = 0.5. Ces deux profils coincident bien avec ceux
obtenus par exemple par [109]. De plus, nous étudions l'effet du pas du maillage dans la
précision numérique en testant la méthode sur deux maillages triangulaires non-structurés
ayant N = 20 et N = 160 points respectivement le long des segments d’équations x = 0.5 et
y = 0.5, et nous remarquons que le maillage grossier donne déja une bonne approximation.
Nous montrons ensuite sur la figure 5.11 le champ de vecteurs vitesse u et les lignes de
niveaux de la pression p, de la vorticité w et de la fonction de courant . Plus précisément,
nous avons tracé 10 lignes de niveaux uniformément réparties entre la valeur minimale et la
valeur maximale pour la fonction de courant . D’autre part, en ce qui concerne la vorticité
w (resp. la pression p), nous avons tracé 250 lignes de niveaux uniformément réparties entre

les valeurs —125 et 125 (resp. —100 et 100). Les résultats sont en accord avec [110, 111].
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F1a. 5.10 — (a) Profil de vitesse horizontal selon y en = = 0.5. (b) Profil de vitesse vertical

selon z en y = 0.5.

Localisations des tourbillons Maintenant, nous étudions 'effet de la profondeur D de la
cavité sur le nombre de tourbillons. Selon Shankar [102], on dénombre 1, 2, 3 et 4 tourbillons
centraux, respectivement, dans les cas suivants : D < 1.6, D € [1.7;3.0], D € [3.1;4.4] et
D € [4.5;5.8]. Nous comparons les localisations D —y (c’est a dire la profondeur) des centres
des principaux tourbillons, ainsi que les valeurs de la fonction de courant ¢ (nulle au bord)
au centre des tourbillons, calculées par la méthode DDFV et par Shankar [102] dans la table

5.1. On peut noter que Shankar [102] donne seulement les valeurs absolues de v au centre des

134



5.3. RESULTATS NUMERIQUES

F1a. 5.11 — (a) Vecteur vitesse u. (b) Lignes de niveaux de la pression p. (¢) Lignes de niveaux
de la vorticité w. (d) Lignes de niveaux de la fonction de courant ¢ pour une cavité carrée

unitaire.

tourbillons. Les localisations que nous avons calculées sont tres proches aussi de celles données
par Pan et Acrivos dans [90]. Notons que les localisations sont données avec une erreur de
I'ordre de +h, ot1 h est le pas du maillage (h ~ 5.8 x 1072 pour D = 0.25; h ~ 1.8 x 1072
pour D =0.5; h~11x10"2 pour D =1.; h ~ 2.6 x 1072 pour D = 2.; h ~ 3.6 x 1072
pour D = 5.). Remarquons que pour D = 5.0, la valeur absolue obtenue avec DDFV pour
le 3éme tourbillon n’est pas la méme que celle obtenue par Shankar. Cependant, on constate
que 'amplitude de v, en valeur absolue, donnée par Shankar est divisée par 332 (331 pour
DDFV) entre le ler et le 2éme tourbillon, 3,6 (355 pour DDFV) entre le 2éme et le 3eme
tourbillon, puis par 37902 (376 pour DDFV) entre le 3éme tourbillon et le 4éme. Les rapports
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obtenus avec DDFV sont proches les uns des autres. Il est donc probable que la valeur donnée

par Shankar soit erronée.

Ensuite, nous montrons la formation d’un tourbillon au centre sur la figure 5.12 lorsque

TAB. 5.1 — Localisations des centres des tourbillons et valeurs de la fonction de courant

obtenues par Shankar [102] et par la méthode DDFV pour différentes profondeurs.

Profondeur | Méthode ler 2¢eme 3eme 4eme
tourbillon tourbillon tourbillon tourbillon
0.25 Shankar | || = 0.0371
D —y =0.0834
DDFV | ¢ =-0.0371
D —y =0.0839
0.5 Shankar | || =0.0731
D —y=0.165
DDFV | ¢ =-0.0731
D —y=0.163
1.0 Shankar | =0.1
D—y=0.24
DDFV = —0.1
D —y=0.238
2.0 Shankar | |¢] =0.101 | ¢ =2.26 x 10~*
D—y=0.24 D —y=1.58
DDFV | ¢ =-0.101 | ¢»=227x10"%
D—y=0.24 D —y=1.58
5.0 Shankar | |¢] =0.101 ||| =3.04 x 1074 | 1| = 8.49 x 1075 | || = 2.24 x 107
D—y=0.24 D—y=1061 D —y=3.01 D —y=4.39
DDFV | ¢ =-0.101 | ¢ =3.05x10"% | =—-859x 1077 | ) =228 x 107
D—y=0.24 D—y=1.62 D —y=3. D —y =433

la profondeur varie de 1.6 a 1.9. Pour une profondeur égale & D = 1.6, nous voyons claire-

ment deux tourbillons primaires de coins. Lorsque la profondeur est égale & D = 1.7, nous
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remarquons que les deux tourbillons de coins se rapprochent et pour une profondeur égale &
D = 1.8, nous observons un nouveau tourbillon au centre. Cette évolution est en accord avec
[102]. Dans la table 5.2, les localisations des tourbillons du coin en bas a gauche pour des
profondeurs égales a 1.0, 1.6, 1.64 et 1.7, sont calculées sur des maillages non-structurés, et
on compare les valeurs de la fonction de courant avec celles données par Shankar [102]. De
nouveau, les localisations sont données avec une erreur de I'ordre de +h ( h = 1.1 x 10~2 pour

D=1.eth~17x10"2pour D=1.6, D=164et D =1.7).

FIG. 5.12 — Evolution de la fonction de courant 1 concernant les tourbillons de coins pour

(a) D=1.6, (b) D=1.7, (c) D=18 et (d) D = L.9.

Cavité circulaire

Le second probleme modele consiste en un écoulement recirculant dans une cavité circu-
laire. Le rayon de la cavité circulaire est supposé étre unitaire. Sur la demi-frontiére supérieure,
on impose la vitesse orthoradiale ug = 1 et la vitesse radiale u, = 0, et sur la demi-frontiere
inférieure, ug = u, = 0. Notons que puisque le champ de vecteurs (u;) jel1,g] est défini sur les
cellules-diamants, il n’y a pas de probleme de définition de u aux points singuliers (—1,0) et

(1,0).
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TAB. 5.2 — Localisations des tourbillons primaires de coins et valeurs de la fonction de courant

obtenues par Shankar [102] et par la méthode DDFV pour différentes profondeurs.

Profondeur | Méthode x Y (0
1.0 Shankar | — — 2.23 x 1076
DDFV | 0.036 | 0.0422 | 2.32x 1076
1.6 Shankar | — — 9.62 x 1076
DDFV | 0.126 | 0.139 | 9.72x 1076
1.64 Shankar — — 1.52 x 107
DDFV | 0.16 0.16 1.53 x 107
1.7 Shankar - - 3.07 x 107°
DDFV | 0219 | 0.189 | 3.08 x 107°

Profils horizontal et vertical de la vitesse Lorsque le maillage est arbitraire, en d’autres

termes sans condition de symétrie, nous observons sur la figure 5.13(a) que le profil de v(z,y =

0) s’éloigne des valeurs attendues (qui sont 3z) pres des singularités (voir [110]). Ce défaut

disparait lorsque 'on utilise un maillage non-structuré qui est symétrique par rapport a ’axe

horizontal y = 0, comme illustré sur la figure 5.13(b). Ainsi, dans la suite, nous ferons les

calculs sur des maillages non-structurés qui sont symétriques selon ’axe horizontal y = 0.

1

0.5

N=200 ¢

1

-1

N=200 ¢

Fia. 5.13 — (a) Profil de vitesse v(z,y = 0) pour un maillage non-structuré. (b) Profil de

vitesse v(z,y = 0) pour un maillage symétrique selon I'axe y = 0.

La figure 5.14 montre le profil de u(x = 0,y) pour des maillages non-structurés avec

N =16 et N = 200 points le long de = = 0, ainsi que la solution exacte. On note que le calcul
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sur le maillage grossier donne déja une bonne approximation de ce profil.

1 \ \
solution
N:200 .........
N=16 %
05 -
Y or .
-0.5 -
_1 1 1
-1 -0.5 0 0.5
u

F1G. 5.14 — Comparaison des profils de vitesse u(z = 0,y).

Lignes de niveaux associées a la solution La figure 5.15 montre le champ de vitesse u
et les lignes de niveaux de la pression p, de la vorticité w et de la fonction de courant ) pour
un maillage qui est symétrique par rapport a I’axe horizontal y = 0. Plus précisément, nous
avons représenté 10 (resp. 250) lignes de niveaux uniformément réparties entre les valeurs
minimale et maximale pour la fonction de courant ¢ (resp. la vorticité w). D’autre part,
en ce qui concerne la pression p, nous avons représenté 250 lignes de niveaux uniformément
réparties entre —100 et 100. Cependant, nous notons que l'apparence du profil u(z = 0,y) de
la composante x de la vitesse et les lignes de niveaux de la pression p, de la vorticité w et de
la fonction de courant 1 sont les mémes lorsque le maillage est non-structuré sans condition

de symétrie. Les résultats numériques sont en accord avec ceux donnés par [110].

5.3.3 Conditions aux limites mixtes

Ici, nous illustrons la section 5.2.3 avec les conditions mixtes u = o sur I'p, et u -
n=oetVxu= wgsur I'y. Le domaine de calcul est Q; =]0,1[?> (avec I'p = ({0} x
[0, 1) U([0,1[x{0}) et Ty = ({1} x [0,1]) ([0, 1] x {1})) ou Q2 =] — 1/2;1/2[* (avec Tp =
(=172 x[=1/2,1/2) U([-1/2,1/2[x{-1/2}) et Ty = ({1/2} x[-1/2,1/2]) U([-1/2,1/2] x

{1/2})), et les données et conditions aux limites sont choisies de telle sorte que la solution
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ey
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Fia. 5.15 — (a) Vecteur vitesse u. (b) Lignes de niveaux de la pression p. (c¢) Lignes de
niveaux de la vorticité w. (d) Lignes de niveaux de la fonction de courant ¢ pour un maillage

non-structuré qui est symétrique par rapport a ’axe horizontal y = 0.

exacte est donnée par

exp(z) cos(m
U = p(w) cos(my) et p1 = zyexp(z)cos(my) (5.49)

xsin(my) + cos(mz)
ou

—2000y(y — 1)(2y — Da?(x — 1)?
Tty = yly = 12y = Da( ) et pp =100 (z* +9%) + ¢, (5.50)
2000z (z — 1)(22 — 1)y (y — 1)?
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ol c¢ est une constante choisie de telle sorte que fQ D2(x) dx = 0. Les deux premiers maillages
de chacune des familles sont les mémes que ceux représentés sur les figures 5.4, 5.5 et 5.6 sauf
que nous n’avons raffiné que les cellules primales situées sur I'p afin de satisfaire ’hypothese

0.2.

Maillages triangulaires

Sur la famille de maillages triangulaires, 'ordre de convergence, d’apres la Fig. 5.16, semble

étre 2 pour la vitesse et au moins 1 pour la pression et la vorticité.
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Fi1G. 5.16 — Convergence de la vitesse, de la pression et de la vorticité pour des maillages non

structurés (a) (U, p1) sur ;. (b) (uy,p1) sur Q. (c) (Uz,p2) sur Q. (d) (g, p2) sur Qs.
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Maillages non-conformes

Sur la famille de maillages avec une non-conformité au centre, nous obtenons, d’apres la
Fig. 5.17, au moins de 'ordre 1.5 pour la vitesse et au moins de ’ordre 1 pour la pression et

pour la vorticité. Sur la famille de maillages fortement non-conformes, il semble, d’apres la
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FiG. 5.17 — Convergence de la vitesse, de la pression et de la vorticité pour des maillages avec
une non-conformité au centre (a) (U, p1) sur ;. (b) (U, p1) sur Qo. (c) (g, p2) sur Q. (d)

(Ug, p2) sur Qo..

Fig. 5.18, qu’on ait une perte en précision, puisque nous observons un ordre 1 pour la vitesse

et un ordre de 0.5 pour la pression et la vorticité dans tous les cas.
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5.4 Conclusion
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Nous avons proposé une méthode de volumes finis pour les équations de Stokes avec des

conditions aux limites standard et non-standard. Les conditions aux limites non-standard sont

traitées par la formulation tourbillon-vitesse-pression des équations de Stokes, pour laquelle la

méthode de volumes finis a été appliquée avec succes sur des maillages non-structurés et non-

conformes. Les résultats numériques montrent un ordre de convergence de 1 pour la vitesse,

le gradient de pression et le gradient de la vorticité, et un ordre de convergence de 2 pour
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CHAPITRE 5. LE PROBLEME DE STOKES

la pression et la vorticité, tandis qu’une super-convergence d’ordre 1.5 pour les gradients de
pression et de vorticité et un ordre 2 pour la vitesse sont obtenus sur des maillages réguliers
(avec un possible raffinement local). Ces ordres de convergence peuvent étre expliqués (jusqu’a
un certain point) par les résultats théoriques du chapitre 3 [40]. D’autre part, les conditions
au bord standard de Dirichlet sur la vitesse sont traitées a travers la formulation vitesse-
pression usuelle du probleme de Stokes. Sur les maillages triangulaires ou sur les maillages
réguliers localement non-conformes, la convergence numérique a été observée avec un ordre
d’au moins 1 pour la pression et pour la vorticité, et un ordre 2 pour la vitesse. Sur les
maillages fortement non-conformes, nous observons une perte de précision, méme si le schéma
converge encore. Des applications aux cavités rectangulaire et circulaire a paroi défilante ont
été présentées; elles conduisent a des résultats numériques qui sont en accord avec différents
benchmarks. Enfin, pour les conditions aux limites mixtes, les ordres de convergence obtenus

sont similaires a ceux obtenus pour les conditions au bord standard.
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Chapitre 6

Le schéma dual pour Stokes

Ce chapitre s’inspire du rapport de stage de DEA de Lekbir Afraites [2] dans lequel il étudie
un schéma dual pour le probleme de Stokes. Lekbir Afraites et Pascal Omnes montrent que
ce schéma dual admet une unique solution pour des maillages triangulaires conformes. Nous
donnons ici les principaux résultats de ce rapport ainsi que des arguments supplémentaires
liés a la fonction de courant et a la décomposition de Hodge qui nous ont incités a abandonner
ce schéma. De plus, nous avons implémenté ce schéma et nous I'avons testé, en utilisant un
Bicgstab, sur d’autres cas tests que ceux fournis dans [2] et obtenus avec un gradient conjugué.
Nous vérifions également que le schéma dual admet une solution unique sur certains maillages
quadrangulaires non-conformes, donc autres que des maillages triangulaires conformes, sans
pour autant donner de principe d’existence et d’unicité dans le cas général. Ce chapitre est
purement informatif et peut étre vu comme une réflexion sur les raisons qui nous ont poussées,

au cours de cette these, a préférer le schéma du chapitre 5.

6.1 Introduction

Dans le chapitre 5, nous avons choisi de discrétiser la vitesse sur les cellules-diamants, et
la pression sur les cellules primales et duales. Par définition du principe de dualité discrete
de la méthode DDFV, ce choix nous a conduit a intégrer I’équation —Au + Vp = f sur les
cellules-diamants. On pourrait se demander pourquoi nous n’avons pas choisi le schéma dual,
c’est & dire de poser les inconnues de vitesse sur les cellules primales et duales, et les inconnues
de pression sur les cellules diamants. Ainsi, on aurait discrétisé 'opérateur laplacien sur les

cellules primales et duales, comme dans [40] et [36] (qui correspond au chapitre 3 de cette
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these). Malheureusement, dans le cas du probléeme de Stokes, cette configuration présente,
certes, de bonnes propriétés, mais elle apporte aussi de tres gros inconvénients que nous al-
lons expliquer dans ce chapitre et pour lesquels nous avons préféré opter pour le schéma décrit

dans le chapitre 5.

Pour commencer, il est nécessaire d’introduire deux nouveaux opérateurs : 'opérateur gra-
dient discret sur les cellules primales et duales, ainsi que 'opérateur divergence discrete sur

les cellules-diamants.

On approche 'opérateur gradient d’un scalaire p défini par ses valeurs p;, Vj € [1,J] sur

les cellules-diamants par 'opérateur gradient discret VZ’P :

Définition 6.1 L’opérateur gradient discret V;‘:’P = (V7T Vf) est défini par ses valeurs sur

les cellules primales T; et les cellules duales Py :

1

(pr)i = T3] Z |A;] pj mj;,
ey
T (6.1)
]_ ! ! / / 1
(pr)k = @ Z (’Aj1| N, + ‘Aj2’ njkz) pj + Z 5 45| pj n;
JEE(k) FEE(R)N[T—JT+1,J]

L’opérateur V:}C’P d’un scalaire agit de R dans (RY)? x (R¥)2.
Ensuite, pour un champ de vecteurs u donné par ses valeurs (u; ukP )i€[1, 1407, ke[1,K]> HOUS

écrivons la définition de la divergence discrete VhD .

Définition 6.2 L’opérateur divergence discréte VE- est défini par ses valeurs sur les cellules-

diamants D; :

1

D- e —
(vh u)]‘ 2’D]|

{[uk}z — ukpl] . ]A;]n; + [uz; — uZI] . |Aj|nj} . (6.2)

Cette définition de la divergence discrete sur les cellules-diamants ne nécessite que la connais-

sance des valeurs de u aux noeuds du maillage primal et du maillage dual. L’opérateur Vf .
agit donc de (RI™7" x RE)2 dans R7.
De plus, ces deux opérateurs sont adjoints par la formule de Green discrete :

(vg ' uvp)D = (u7 Vz:’Pp)T,P + (u : nvp)r,ha (63)
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en réécrivant bien sur les produits scalaires (2.2) et (2.3) pour des vecteurs ou des scalaires

et en définissant le “produit scalaire” frontiere par

1
(ll : n,p)["h = Z ’AJ’p] X Z (ukPl(]) + 211;1;(]) + qu(J)) c1y. (64)
jer

6.2 Discrétisation du probleme

Intéressons nous maintenant au probleme de Stokes (5.1)-(5.2)-(5.3). On discrétise le vec-
teur vitesse u sur les cellules primales et duales par (W, ug)icp r47) ke k] tandis que la
pression p est définie sur les cellules-diamants (p;);c(1,.-

L’équation —Au + Vp = f est intégrée sur toutes les cellules primales et duales. L’équation
V -u = g est quant a elle intégrée sur toutes les cellules-diamants tandis que les conditions

aux limites u = o sont discrétisées de maniere faible sur les cellules-diamants du bord :

—(Vi - Viwi+(Vips = £, Vie[l,1], (6.52)
—(Vy - VPue+(Viph = £, Vke [l K], (6.5b)
(VY -w); = g7, Viel,J], (6.5¢)
%(ukl(j)—FQuiQ(j)—i—qum) = o;, VielJ—J +1,J], (6.5d)
> IDjlp; = 0 (6.5¢)

JE(L,J]

ou fiT , f,f et g]-D sont respectivement les valeurs moyennes de f (qui est un champ de vecteurs

a deux composantes) sur les cellules primales et duales, et de g sur les cellules diamants :

1

£ 1 =
[Pkl Jp,

= f(x) dx, ff =
Tl Jz, ’

1 1
f(x) dx, g7 = D o, g(x)dx et o = \Aj\/Aj o (§)de.
(6.6)

On remarque que les équations (6.5a) et (6.5b) sont liées puisque

D T [(Vh VR (Viph] = X 1B [(V8 - Vi + (V7))
i€[1,1] ke[l,K)
= > 14| [(VPa); - n; +p; ny],
Jjer

ce qui implique nécessairement la relation de compatibilité suivante

Do ILIE = IRl (6.7)

i€[1,1] kel,K]
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Cette relation est vraie grace & (6.6) puisque ces deux sommes valent [, f(x) dx. Dans la
pratique, lorsque fiT et f,f ne sont pas calculés de fagon exacte (par exemple, par une formule
de quadrature) comme dans (6.6), la relation (6.7) nous conduit a projeter le vecteur f sur

I'espace des fonctions de dimension 2(/ + K) — 2 en remplagant fiT par E»T = fiT —c et f,f

e T = Xpep x 1PeIEE
2|

par f,f = f,f +c avec c = , de telle sorte que

: T| £ + Pyl £F
Z ‘T| fT _ Z |T| fT |Q| ZZE[LIH | 2Zk€[l,K]’ k’ k

1€[1,1] 1€[1,1]

et
Zie[l 1] |TZ‘ fz’T + Zke[l,K] ’Pk’ flf

DRI = D Bl -0 c= : 5

ke[1,K)] ke[l,K]

D’autre part, les équations (6.5¢) et (6.5d) sont liées puisque
1451
Z |Dj| (V5 - w)j = Z (“’ﬁ(j) T2, + “’@m) ek
JEL,J] jer
ce qui implique la relation de compatibilité
D
Y IDjlgP = > |4l 05n; (6.8)
jel1,J] je[J—Jr+1,J]

En pratique, lorsque ng et o; ne sont pas calculés de facon exacte comme dans (6.6),

on projette la fonction scalaire g sur ’espace de dimension J — 1 en remplagant g par
D
Zje[l,]] | Dj| 9; — Zjel‘ |Aj] o) - n;
€

Y DGl =Y IDjlgl —19/d= > |4l o n;

j€ll,J] j€ll,J] Je[J—JT+1,J]

ng - g]D —d avec d= , de telle sorte que

Nous allons voir dans la suite que montrer ’existence et 'unicité de la solution du schéma
(6.5) n’est pas aisé. En effet, nous ne savons pas montrer I'injectivité de 'opérateur gradient

T,P
V7 lié a la pression en général.

6.3 Existence et unicité de la solution dans le cas de triangles

conformes

Le systeme linéaire comporte 2(I + J' + K) + J inconnues provenant des 2( + J' + K)

inconnues de vitesse et des J inconnues de pression. D’autre part, nous avons 2(I + K) + J +
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CONFORMES

2JV 4+1—3 équations indépendantes compte tenu des trois relations (6.7) et (6.8) (f étant un
vecteur & deux composantes et g un scalaire). Il nous manque donc deux équations pour avoir

un systeme carré. Nous proposons les deux relations suivantes g |T;| ul = g |P| ul
1€[1,1] ke(l,K]
(rappelons que u a deux composantes) dont chacun des membres peut étre interprété comme

une discrétisation de [, u(x)dx.

Maintenant, le systeme présente autant d’équations que d’inconnues. Pour montrer I’existence
et I'unicité de la solution discrete du probleme, on peut par exemple montrer 'injectivité du
systeme.

Supposons que fI =0, fI’ = 0, g]D = 0 et o; = 0. En multipliant ’équation (6.5a) (resp.
'équation (6.5b)) par |T;|ul” (resp. |Pylul’) et en sommant sur les i € [1,1] (resp. k € [1, K]),
on obtient :

_(Vg’P - Viu,u)rp + (VZ’PP, u)rp =0.

En appliquant ensuite la formule de Green discrete (2.13), en 'adaptant a des vecteurs, et la

formule de Green (6.3) vérifiée par les nouveaux opérateurs, I’équation précédente se réécrit :
(VPu,VPu)p — (VPu-n,u)ry — (p, VY -w)p + (p n,u)py = 0.

Puisque g]D =0et o; =0, il reste (VPu, VPu)p = 0 ce qui implique (VPu,); = (VPu,); =

0, Vj € [1,J], et on en déduit que

u! =c’, Vie [1,I+J"] et ul =c”, Vk e [1,K],

1

T P

olt ¢’ et ¢ sont deux vecteurs constants. Et puisque } ;. (75l ul = > keit,x) [Pkl ul’,

nécessairement ¢’ = c’ et grace & ’équation (6.5d), on en déduit que ¢’ = ¢’ = 0, soit :
u! =0, Vie[l,I+J] et ul =0, Vk € [1,K].

. o R . . T,P
Nous allons maintenant nous intéresser a la pression. Rappelons que I'opérateur V; " est

défini par :
1
(Vip)i = 7 > JAjlpimyi,
Y jevi)
P 1 A/ ’ A/ ’ 1 A
(Vipk = Pl Z (‘ il g, | jg‘njkz)pj"‘ Z 5‘ jlpjn;
jeE(k) FEE(R)N[T—JT+1,J]

Compte tenu de la définition de I'opérateur VZ’P, chaque composante de celui-ci résulte

. o T . T,P .
d’une combinaison linéaire des p;. L’injectivité de I'opérateur V;> n’est donc pas claire, ce
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qui pose un sérieux probléme pour montrer 'unicité de la pression et faire ’analyse théorique
de ce schéma. En fait, Lekbir Afraites et Pascal Omnes [2] n’ont réussi & montrer 'unicité
de la pression que dans le cas des maillages triangulaires conformes. En effet, considérons
un élément T; du maillage primal. Pour simplifier les notations, nous numérotons localement
chacune des arétes de T; par a = {1, 2, 3}. Ainsi, nous avons :

(VEp) = (o141 + pal sl + sl Asns)
avec |A1|ny + |Aang + |Asng = 0 donc

(VEp)i =0 = (p1 — p3)|A1n;g + (p2 — p3)|Az|nz = 0.

Et comme n; et ny ne sont pas colinéaires, nous en déduisons que p; = pa = ps3.

En procédant de la méme manieére pour un élément 77 voisin de T}, nous obtenons également
Py = ph = ph, et du fait que p; = p), nous avons alors p; = py = p3 = pl, = ph.

En raisonnant de la méme maniere pour les autres triangles 7;, on en déduit de proche en
proche que les p; sont tous égaux a une meéme constante et que cette constante vaut zéro
grace a (6.5e). Ainsi

Plus généralement, Lekbir Afraites et Pascal Omnes ont montré le théoréeme suivant :

Théoreme 6.1 Si Q est un maillage triangulaire conforme dont tous les angles sont infé-

rieurs a %, alors il existe une constante C indépendante du maillage telle que :
T,P
Ipllp < C [V}, plir.p.

Nous ne détaillons pas la preuve ici puisque celle-ci est relativement longue et repose sur des
considérations géométriques peu intéressantes.

Remarquons que le raisonnement que nous avons tenu ne fonctionne pas dés qu’il y a plus de
trois cotés sur un élément. En effet, numérotons, avec o = {1, 2, 3,4} localement, chacune des
arétes de T; supposé étre un quadrilatere. Alors, nous avons

(Vip)i = 7 (p1]A1|n1 + po| Az|ny + ps|As|ng + ps|As|ny)

1
T

avec |A1|ny + |Aang + |As|ng 4+ |A4|ny = 0 donc

(pr)i =0 = (p1 —pa)|Ailny + (p2 — pa)|A2ns + (p3 — pa)|Asing = 0.
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CONFORMES

En 2D, le triplet (n1, ng, n3) ne forme pas une base, ainsi nous ne pouvons pas conclure. Par
conséquent, en dehors du cas particulier des maillages triangulaires conformes, la question de
Iexistence et de 'unicité de la solution discrete du probleme reste ouverte en général. D’autre

part, sur les maillages triangulaires conformes, I'uniformité de la condition inf-sup n’a pas été

montrée.

Remarque 6.1 Nous allons voir dans la section suivante que des tests numériques ont tout
de méme pu étre faits sur des maillages de carrés mon conformes. En effet, dans certains
cas particuliers, nous pouvons quand méme montrer [’existence et l'unicité de la solution du
probleme a laide d’une illustration. Pour simplifier, placons-nous sur la grille de carrés 3 x 3
de la figure 6.1(a). En reprenant le raisonnement précédent (montrer l'injectivité), nous avons
u/ =0, Vi € [1,I] etul’ =0, Vk € [1,K]. On en déduit, d’aprés les équations (6.5a) et
(6.5b), que (VTp); =0, Vi€ [1,1] et (VEp), =0, Vk € [1, K].

| A
AV AR
N —
;: :5 ;f :5
X—1 5
a b X =
R T
o —|—©
® o e o © o ]

IR SR HURR SN S

Fia. 6.1 — Unicité de la pression sur une grille uniforme 3 x 3.

Tout d’abord, supposons que (V}fp)io = 0 sur la cellule primale carrée T;, de la figure 6.2.

D’apres la définition du gradient discret, puisque les arétes sont de longueur égale et grace a
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lorientation des vecteurs normauz unitaires, on en déduit que :

-1 0 1 0
p1+ p2 + ps + pa =0,
0 -1 0 1
soit p1 = p3 et pa = p4, ce qui est représenté sur la figure 6.2 par les symboles o et o sur

les arétes. Ainsi, en parcourant toutes les cellules primales, on en déduit, schématiquement,

la figure 6.1(b). En procédant de maniéere analogue pour toutes les cellules duales intérieures

p
4
o

F1G. 6.2 — Valeurs de la pression sur une cellule primale (ou duale intérieure) lorsque le

gradient discret est nul sur celle-ci.

(qui sont carrées), on en déduit que o = x = et @ = // = O, ce qui est représenté sur
la figure 6.1(c). Enfin, plagons nous sur une cellule duale frontiére éloignée des sommets du
domaines (par exemple), comme sur la figure 6.3. Comme précédemment, d’aprés la définition
du gradient discret, puisque les arétes sont de longueur égale et grace a l'orientation des
vecteurs normaux unitaires, on en déduit que :

1 (-1 0 11 1(0 1(0
5 p1+ p2 + p3+ = p3+ = p1 =0,

210 1 210 2\ -1 2\ 1
soit p1 = po = p3 et donc o = e, ce qui est représenté sur la figure 6.1(d). Par conséquent,

pj =c¢, Vj€[l,J], ouc est une constante réelle. De plus, grace a l’équation Z |Dj| pj =0,
jel,J]
on en déduit finalement que

pj =0, Vjell,J].
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F1G. 6.3 — Valeurs de la pression sur une cellule duale frontiere lorsque le gradient discret est

nul sur celle-ci.

6.4 Equivalence avec une méthode d’éléments finis non-conformes

Dans cette section, nous allons montrer que le schéma (6.5), en supposant que o = 0, Vj €
J' dans (6.5d), est équivalent & une méthode d’éléments finis non-conformes. Il faut raisonner
comme dans [40] puisque nous travaillons sur le méme laplacien méme s’il est vectoriel dans

ce cas. Posons

V= {(u],u): Yo ITuf =) Al

i€[1,]] ke[l,K]

On définit un opérateur L injectif sur V en associant & u € V' la fonction L(u) = uy, € V}, :=

L(V') définie par

(un)pp, € PH(DF), Vi€l J], (6.9)
ot T P
uia . —|—uk ) .
(M ) = — 25—, € (L), (o) € {1,2)2, (6.10)

Notons que la définition d’une fonction Pl(Dj) par ses valeurs en quatre points non alignés
n’est en général pas possible. Mais dans le cas présent, notons encore u; 'unique fonction
définie en (6.9) et ses valeurs (6.10) pour les couples (a, 3) € {1,2}2, sauf pour le couple
(o, B) = (2,2) (soit en trois points). Puisque uy, est un polynoéme du premier degré, nous
pouvons écrire

uy(Miyk,) = up(Migyk, ) + Mk, Migk, - Vuy,
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et
w, (M ,) = un(Miy k) + Mg Mgk, - Vg,

Mais puisque le quadrangle (Mj,x,, Mi; ks Misks, Miyk, ) €st un parallélogramme, ’égalité

MiZklMizkz = 1\/Ii1k11\/1i1k2 assure que
uh(Mizkz) = uh(Milkg) + uh(Mile) — uh(Milkl) .

Grace aux définitions (6.10), cette valeur vaut exactement % (ug 0T u}; (j)>, ce qui assure
bien D'existence de uy, définie par (6.9) et (6.10) appliqué aux quatre couples (a, 3) € {1,2}2.

De plus, nous avons la propriété essentielle suivante :
(Vup), = (Viw); et (Voup), = (V7 -w);, VjelLJ]. (6.11)
En effet, puisque u;, € V}, est P! sur Dj, son gradient y est constant. Ainsi,
(V) L / Vuy, d
ug), = — uy dx.
215l I,

Par la formule de Green, cette quantité est aussi égale a
1
D.:

(Vuh)l J - m 0D;

up(§)n(S) d€. (6.12)

Notons que 0D; est composé de quatre segments [G;, Sk, B], sur lesquels la restriction de uy, est
aussi P'. Ainsi, les quatre intégrales dans la formule (6.12) peuvent étre évaluées de maniere
exacte par la régle du point milieu. Le milieu du segment [G;, Sy,] est par définition M;,_y,,
ou les valeurs de uy, sont données par (6.10). En sommant les différentes contributions de ug;

et ukPB, nous obtenons bien (Vuy), = (VPu);. En raisonnant de maniére similaire, nous

Ip,
obtenons également (V - uh)|D]_ = (VP u);.

De plus, nous définissons

Lhy=<ph € L{(Q): pu(x) = > p; 07(x) ¢,
JelLJ]

ol nous rappelons que P est la fonction caractéristique de D..
pp que 6; q i

Proposition 6.1 Le schéma de volumes finis (6.5) est équivalent a la méthode d’éléments

finis mon-conformes suivante :
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Trouwver (up, pp) € Vi, X L,QLO tel que pour tout (vp,qp) € Vi X L%O

an(up, vi) = bp(Va,pn) = £(vn) (6.13)
bn(un,qn) = (9,qn) (6.14)
avec
n(ap, vp) Vuy, : Vvi(x)dx , L(vp):= [ fvp(x)dx ,
-3, f, i
bl ) i= [ Ve an(ix (.0 = [ g anxx
et

v (%) ::% Z vi 6T + Z vl or

1€[1,1] ke(1,K]
Preuve Nous ne donnons qu’une idée de la preuve.
Soit vj, € Vj,. Alors il existe un unique v € V tel que v, = L(v). Les équations (6.5a) et

(6.5b) impliquent que
~(Vit VP + (Vi pvIne = (£,v)rp. (6.15)

En appliquant successivement la formule de Green (2.13) en tenant compte de (6.5d), puis
(6.11), on en déduit que le membre de gauche de (6.15) est égal au membre de gauche de
(6.13). Ensuite, par définition de v} et du fait que ] (resp. f{’) est la moyenne de f sur 7T},
le membre de droite de (6.15) est égal au membre de droite de (6.13).

D’autre part, soit ¢, € Lio. Alors ’équation (6.5¢) implique que

(VP -u,qn)p = (9,qn)D

En appliquant (6.11), on en déduit (6.14).

Réciproquement, soit (up,pp) € Vj, X L%LO vérifiant (6.13). Alors, il existe un unique u tel que
u, = L(u) et par définition, u vérifie les conditions aux limites (6.5d) et > ;cpy 5y T3] ul =
> ke, k] [Pkl ul’. Soit ig € [1,1] et v défini par

T |

Vie 1,1+ JY), viT:(s?O—| ol Vk € [1,K], v,f:2|Q|.

to20

Notons que v € V. En partant de (6.13) appliqué a vy, = L(v), on en déduit que
~(Vi - Viwi, + (Vipi = £
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En raisonnant ensuite pour ko € [1, K — J'] avec

. P | | P, |
00 T L A L. R/ S N g
Vi € [ 4+ J ]7 Vi 2’Q| et Vk € [ ) ]) Vi k 2|Q‘ ’
et pour kg € [K — J' 4+ 1, K] avec
. L/ il(ko) | <i2(ko) | P, | p_ b |Prl
LI+ J" T:_f(,o .0) 0 LK = o — ko
Vie[l,I+J], v; 5 d; + 6, +2|Q‘ et Vke[l,K]|, vi =0 2

on obtient

—(VE VP + (Vi) = L.

Enfin, pour jo € [1,J] et ¢ € L%LO tels que

| . ID;

on en déduit que

(VE 1)) = gjo-

6.5 Calcul de la fonction de courant

Pour les opérateurs continus, la vitesse et la fonction de courant (qui, soulignons le, est
une fonction scalaire) sont liées par la relation suivante : u = V x 9. En ce qui concerne le
schéma DDFV dual discret, les inconnues de vitesse (u?, uklD Jie[1,1+J7], ke[1,Kk] S€ situent sur
les cellules primales et duales. Selon le principe de dualité de la méthode DDFV, il est donc
naturel de définir les inconnues liées a 1 sur les cellules-diamants. On définit donc un nouvel

opérateur rotationnel vecteur d’un scalaire sur les cellules-diamants :

1
(V5 x¢)i: = T > 1Al T
Y jev(
1 ! / ! ’ 1
(Vi <) = B Z <’Aj1| Tk + A, Tjkz) ¥ + Z 3 |Aj |97
jee k) JEER)NT—TT+1,]

, T.P e , )

Comme pour l'opérateur V; ., on peut montrer 'injectivité de cet opérateur sur des maillages
h 9

triangulaires. En revanche, elle n’est pas garantie dans les autres cas, si bien que nous n’avons

, . . o - T,P
pas nécessairement 'existence et I'unicité d’'un ¢ vérifiant u =V, x .
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6.6 Décomposition de Hodge

Enfin, pour la décomposition de Hodge (2.23), on se heurte, encore une fois, au probléme
de l'injectivité de I'opérateur Vg’P et de l'opérateur Vg’Px que nous avons définis ci-dessus.

Ecrivons tout de méme la décomposition de Hodge :
uli’ = (VP )+ (VEP x )i, Vi€ [1, 1],k € [1,K],

Y =0sur Iy et ¢; =cqsur Iy, Vje[l,Q]
> IDjl ¢;=0.
j€(L,J]
Pour des domaines non-simplement connexes, la formule d’Euler ne joue pas en notre faveur
dans ce sens puisque le nombre d’inconnues pour (#;);en,s, (¥5)je1,7) €t (¢q)qe[1,q) Serait
2J + @, ce qui par la formule d’Euler (2.24) est encore égal a 2(I + K) +3Q — 2. D’autre part,
on dénombre 2(I + K) + J' + 1 équations. Donc il n’y a aucune raison pour que le nombre
d’équations soit égal au nombre d’inconnues. De plus, les opérateurs Vz’P et Vz’Px ne sont

pas orthogonaux puisque (VhD . VZ’P x o) # 0 en général.

6.7 Résultats numériques

Sauf indication contraire, le domaine de calcul est Q = [0, 1]?. Nous choisissons f, g et o

de telle sorte que la solution exacte du probléeme est donnée par :

exp(z) cos(m
u= p(x) cos(my) et p = xyexp(z)cos(my) + ¢,
xsin(my) + cos(mx)

le réel ¢ étant choisi afin que fQ p=0.
L’erreur discrete relative L? de la vitesse sur les cellules primales et duales est mesurée par la

formule suivante :

iy o SIS = I 3 [P of — (0P
% [sz\ |(Hﬁ)ﬂ2+zk’pk’ ‘(Hﬁ)kpm )

ou Vi € [1,I], ()] = U(G;) et Vk € [1, K], (IIL)} = u(S), tandis que lerreur discrete

relative L2 du gradient de la vitesse sur les cellules-diamants est calculée par :

;1051 [((vDux) (Vi) )2+((v£uy)j—(nvay)j)2]
>, 1Dy [HVum (Hvay)ﬂ

(e1)2(h) =

9
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ou Vj € [1,J],[IVu,); = (Vu,)(By) et (IIVU,); = (Vuy)(Bj), ou Bj est le centre de
gravité de la cellule-diamant D;.
Nous nous sommes également intéressés a la convergence de la pression p que nous avons

mesurée en norme L2 en calculant erreur suivante sur les cellules-diamants :

S, 1D Ipy — (1),
1D, 1),

(€0p)*(h) :

ou Vj € [1,J], (Ilp); = p(B;). Enfin, on mesure I'erreur du gradient de pression en calculant

la norme L2 discrete suivante :

3 [Tl (Vp)i = VDI + 35 | Pel (V4 ) — (VPP

2 —
(elp)*(h) := L 1T IV T 2 + oy | Bl (V)]

6.7.1 Maillages non-structurés.

Nous testons tout d’abord la méthode sur 6 maillages de triangles non-structurés construits
de sorte que chaque segment du carré unité est divisé par 5, 10, 20, 40, 80 et 160. On a montré
que, sur ces maillages, la solution du probléeme existe et est unique. Le premier maillage de
cette famille est représenté sur la figure 6.4, avec les erreurs numériques (a 1’échelle loga-
rithmique) de la vitesse, du gradient de vitesse et de la pression. On constate que la vitesse

converge a ’ordre 2 tandis que son gradient ainsi que la pression convergent a ’ordre 1.

6.7.2 Maillages fortement non-conformes

Nous nous intéressons maintenant a une deuxieme famille constituée de maillages non-
conformes en damier. Soit n un entier. Nous découpons © en (2" + 1) x (2" + 1) carrés
identiques. Ensuite, nous raffinons ce maillage localement en damier; ce qui signifie qu’un
carré sur deux est lui-méme divisé en 2™ x 2™ sous-carrés identiques. Nous choisissons ici

€ [1;4]. On vérifie, en procédant de maniére similaire (avec un peu d’astuce) a la remarque
6.1, que la solution du probleme existe et est unique pour ces maillages. Le premier maillage
de cette famille avec n = 1 est représenté sur la figure 6.5 (voir Fig. 3.4 pour n = 2), avec les
erreurs numériques (& 1’échelle logarithmique) de la vitesse, de son gradient et de la pression.
Comme précédemment, la vitesse converge a 'ordre 2 tandis que son gradient ainsi que la

pression convergent a 1’ordre 1.
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0.1
0.01
0.001
0.0001

e(h)

le-05
le-06
le-07

Fia. 6.4 — Convergence

non-structurés.
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erreur —o—
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e0p(h)

el(h)

e0p(h)

el(h)
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0.001

4 erreur—%—
pente=1-+--

0.01

0.001

0.0001F *

erreur —o—
pente=1-+

de la pression, de la vitesse et de son gradient pour des maillages

erreur —o—
1t 1 pente=1-+-
01lp .- b
+
0.1
erreur —o—
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0.01p . ]
+
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Fia. 6.5 — Convergence de la pression, de la vitesse et de son gradient pour des maillages

non-conformes en damier.
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6.7.3 Maillages avec une non-conformité locale.

Nous testons maintenant une autre famille de maillages non-conformes dont les deux pre-
miers maillages sont représentés sur la figure 6.6. Cette famille a un réel intérét puisqu’elle
trouve des applications en physique quand les variations de la solution sont tres localisées.
On vérifie, en procédant de maniére similaire (avec un peu d’astuce) a la remarque 6.1, que la
solution du probleme existe et est unique pour ces maillages. Nous remarquons sur la figure
6.7 que la vitesse (resp. son gradient) converge une fois de plus a l’ordre 2 (resp. & l'ordre 1).
Compte tenu de la structure particuliere de ce maillage, on observe une super-convergence

sur la pression puisqu’elle converge a ’ordre 1.5 et son gradient a ’ordre 0.5.

Fia. 6.6 — Maillages raffinés au centre.

6.7.4 Maillages non-simplement connexes.

Pour terminer, nous considérons un domaine non-simplement connexe Q = [0, 1]2\[1/3, 2/32]
maillé par des triangles non-structurés, en divisant chaque aréte de la frontiere extérieure par
6, 12, 24, 48 et 96, et chaque aréte de la frontiere intérieure par 2, 4, 6, 8, 16, 32. Nous
avons montré que la solution du probléeme discret existe et est unique pour des maillages
triangulaires. Le premier maillage est représenté sur la figure 6.8. Comme pour les familles
de maillages non-structurés ou non-conformes en damier, on observe que la vitesse converge a
lordre 2. Le gradient de vitesse converge a 'ordre 1 tandis que la pression converge a ’ordre

1.5.

6.7.5 Conclusion

Nous avons obtenu d’excellents résultats numériques avec ce schéma sur les familles de

maillages que nous avons utilisées. De plus, on vérifie qu’il est équivalent a une méthode
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FiG. 6.7 — Convergence de la vitesse, de la pression et de leurs gradients respectifs pour des

maillages raffinés au centre.
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Fia. 6.8 — Convergence de la pression, de la vitesse et de son gradient pour des maillages

non-simplement connexes.
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d’éléments finis non-conformes, méme si, pour l'instant, cela n’a pas aidé Pascal Omnes et
Lekbir Afraites a faire 'analyse de convergence. Cependant, il présente aussi de trés gros
défauts puisqu’il fait intervenir beaucoup d’opérateurs comparé au chapitre 5, et en particulier,
I'opérateur VZ’P dont on ne sait montrer I'injectivité que dans le cas de maillages triangulaires
conformes (et quelques maillages de carrés conformes ou non conformes), ce qui rend l’analyse
difficile puisque I’existence et I'unicité de la solution du probleme ne sont pas claires en général.
D’autre part, la décomposition de Hodge discrete est mise en défaut. Pour toutes ces raisons,
nous n’avons pas retenu ce schéma pour traiter le probleme de Stokes ou plus généralement,

les problemes de mécanique des fluides.
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Chapitre 7

Extension au probleme de
Navier-Stokes et

préconditionnement

7.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons la résolution numérique des équations de Navier-Stokes
bidimensionnelles, discrétisées par la méthode DDFV, et le préconditionnement du probleme
linéarisé. La partie préconditionnement s’est faite en collabortaion avec Delphine Jennequin

[70] et une partie de ce chapitre est tirée de [37].

L’intérét pour la discrétisation des équations de Stokes et de Navier-Stokes par des schémas
de volumes finis s’est accru ces dernieres années (voir par exemple [50, 20, 93, 106, 101]).
En effet, leurs propriétés de conservation [92] font de ces méthodes de bonnes candidates
pour la simulation de la turbulence dans des géométries complexes [81, 78]. Deux classes de
méthodes de volumes finis sont principalement utilisées pour les équations de Navier-Stokes :
les schémas basés sur des maillages colocalisés, et ceux basés sur les maillages décalés. Dans
les schémas utilisant des maillages colocalisés, les inconnues de vitesse et de pression sont
situées au centre des cellules. L’approche la plus classique est la méthode introduite par Rhie
et Chow [99] avec correction sur la pression, et de récentes améliorations ont été données par

[93, 76]. L’intérét majeur des grilles colocalisées provient du fait que les schémas obtenus en
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2D s’étendent facilement en 3D [93]. En ce qui concerne les schémas avec grilles décalées,
des localisations différentes sont utilisées pour les inconnues de vitesse et de pression. On
peut poser les inconnues de pression au centre des cellules et les composantes normales de
la vitesse au milieu des arétes. En particulier, le schéma MAC (Marker and Cell) développé
initialement par Harlow & Welch [58] sur des grilles rectangulaires décalées est trés populaire
(voir aussi Patankar [91]). Il est aussi possible de poser les inconnues de pression aux centres et
le vecteur vitesse sur les arétes du maillage triangulaire [63]. Cette liste n’est pas exhaustive,
mais il faut retenir que les méthodes de volumes finis classiques s’appliquent sur des maillages
avec des contraintes d’orthogonalité telles que les grilles rectangulaires ou sur des maillages
dits "admissibles” (voir [48, Def. 9.1]), qui peuvent étre vus comme une généralisation des
maillages de Delaunay-Voronoi. Cependant, dans les problemes courants avec des géométries
complexes, on a parfois besoin de grilles avec des raffinements non-conformes localisés. La
recherche s’est orientée dans ce sens pour étendre les méthodes sur grilles décalées a des
grilles non-uniformes [108].

Dans ce qui suit, nous nous focalisons sur la méthode de volumes finis en dualité discrete
décrite dans [40] pour le probleme de Laplace et qu’on appelle méthode DDFV [35]. Le
principal intérét de cette méthode de volumes finis sur grilles décalées, est qu’elle s’applique sur
presque tous les maillages (non-structurés et non-conformes) sans contrainte d’orthogonalité.
Ensuite, cette méthode est étendue dans le chapitre 3 au probleme Div-Rot, et peut étre
vue comme une généralisation, sur des maillages arbitraires, de la méthode de covolumes
développée par Nicolaides [85, 86] sur des maillages de Delaunay-Voronoi. Enfin, dans le
chapitre 5, on a étudié le probleme de Stokes avec des conditions aux limites standard (5.3)
mais aussi non-standard (5.4) a (5.7), et nous étendons ici ce travail aux équations de Navier-

Stokes avec des conditions aux limites de Dirichlet : étant donnés f et g, trouver (u,p) tels

que
—vAu+ (u-V)u+Vp = f, dansQ
V-u = 0, dans?¢,
(7.1)
u = 0, sur 09,
fQ p(x)dx = 0,

ol € est un domaine ouvert et borné de R? avec une frontiere lipschitzienne. Notons que le

membre de droite satisfait la condition de compatibilité :
/ V-u(x) dx = / u(é) -n() d¢ =0. (7.2)
Q r
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La formulation rotationnelle est parfois utilisée pour des discrétisations sur des grilles non-

structurées décalées [92, 78]. Pour des opérateurs continus, —Au peut se réécrire
—Au=V xVxu-VV.u.

D’autre part, on utilise la formulation rotationnelle de u- Vu :

2
u
(u-Viu=(V xu) uxez—i—V(?), (7.3)
ot u x e, = —(u,,u;)” en prenant u, et u, les deux composantes du vecteur u = (u, uy),
pour lequel nous associons la pression de Bernoulli
2
u

Enfin, pour assurer 'unicité de 7, on impose [, 7(x) dx = 0. Ainsi, le probleme (7.1) peut

étre transformé en : étant donnés f et g, trouver (u, ) tels que

- [VxVxu—-—VV.u/+(Vxuuxe,+Vr = f dans(
V-u = 0, dans?¢,
(7.5)
u = 0, sur 9,
Jom(x)dx = 0.

Lorsque les équations de Navier-Stokes sont résolues par une méthode de type point—fixe (voir
[105]), nous devons résoudre un systéme linéaire a chaque itération non-linéaire, ce qui prend

la forme d’un probleme de point—selle :

A BT u f
= . (7.6)

B 0 m 0
Ce systeme étant assez difficile a résoudre numériquement, il est judicieux de recourir au
préconditionnement pour ne pas perdre trop de temps & chaque itération non linéaire. Ainsi,
il peut étre résolu par une méthode d’Uzawa (on travaille tout d’abord sur I'espace de pres-
sion, puis on en déduit la vitesse, voir plus loin) ou par un préconditionneur de type pression
convection-diffusion [71, 103] (on préconditionne le systéme complet). Les deux méthodes re-
quierent un préconditionneur pour le complément de Schur S = —BA!BT. En effet, il est
bien évident que cette matrice ne peut étre construite explicitement car il est inimaginable de
calculer I'inverse de A. Dans [87, 88|, Olshanskii construit un solveur pour les équations de

Navier—Stokes avec la forme rotationnelle. Il prouve que, quand le probleme est discrétisé par
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des éléments finis stables (c’est & dire vérifiant la condition inf-sup), le complément de Schur
est spectralement équivalent a la matrice de masse de la pression. Dans [45], Elman et al. intro-
duisent un préconditionneur basé sur les commutateurs approchés. L’idée générale est qu’en
développant —(BBT)(BA~'BT)=Y(BBT), formellement, on obtient le complément de Schur.
Cette méthode peut étre vue comme une extension algébrique des préconditionneurs basés
sur les commutateurs formels décrits dans [71, 46]. Ces derniers reposent, entre autres, sur un
argument heuristique : les opérateurs B et A~! commutent, d’ott —BA™'BT ~ —A~1(BBT),
ott BBT est la matrice du probléme de Laplace. D’autre part, Olshanskii et Vassilevski [89]
introduisent une variation du préconditionneur d’Elman dont les performances sont indépen-
dantes du pas du maillage pour des nombres de Reynolds modérés. Toutes ces analyses et tests
ont été faits avec des méthodes d’éléments finis ou le schéma aux différences finies MAC. En
fait, de nombreux préconditionneurs efficaces sont connus pour les probléemes de points-selles
provenant des discrétisations en éléments finis, mais leur adaptation aux matrices issues de
discrétisations en volumes finis n’est pas triviale et peut méme étre impossible : par exemple,
notre cadre de travail rend le préconditionneur décrit en [103] inutilisable. En effet, les pré-
conditionneurs basés sur les commutateurs formels ne sont pas bien définis sur les grilles
décalées : dans notre cas, A et BBT ne vivent pas dans les mémes espaces et il est difficile
de réinterpréter A sur les cellules primales et duales. De plus, la formulation rotationnelle de
la convection est rarement utilisée pour tester les performances des solveurs du probleme de

point—selle issu de Navier—Stokes.

Finalement, nous comparons, par des résultats numériques, plusieurs types de précon-
ditionneurs qui peuvent s’adapter a la méthode DDFV et il ressort de cette étude que les
préconditionneurs basés sur les commutateurs approchés (Elman [45]) peuvent étre utilisés

comme une boite noire pour résoudre notre probleme de point—selle.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 7.2, nous nous focalisons sur les
équations de Navier-Stokes et présentons leur discrétisation. La section 7.3 est consacrée a la
description d’un solveur itératif et de préconditionneurs pour le probleme de Navier-Stokes
discret en formulation rotationnelle. Enfin, nous illustrons ce chapitre dans la section 7.4
sur des maillages non-structurés et non-conformes, puis nous traitons le cas test de la cavité
2D & paroi défilante. Enfin, nous comparons numériquement les performances de quelques

préconditionneurs adaptés a DDFV.
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7.2 Discrétisation des équations de Navier-Stokes

7.2.1 Résolution du probleme d’Oseen

Nous nous intéressons a ’approximation du probléme continu non-linéaire (7.5). Dans un
processus itératif (voir [105] pour quelques exemples d’algorithmes) pour résoudre la non-

linéarité, nous résolvons un systeme linéaire, appelé probleme d’Oseen, avec un ug donné :

v [VxVxu—-VV-ul+(Vxug)uxe,+Vr = f, dansQ
V-u = 0, dans?,
(7.7)
u = 0, sur 09,
Jom(x)dx = 0.

Dans ce qui suit, nous supposons que le maillage primal satisfait I’hypothese suivante :

Hypotheése 7.1 Nous supposons que chaque cellule primale a seulement une aréte qui ap-

partient a la frontiére I'.

Remarque 7.1 Ce n’est pas une restriction sévére puisque nous pouvons toujours découper

les cellules frontiéres de telle sorte que le maillage résultant vérifie cette hypothése.

Nous cherchons I’approximation (uj)je[l, J) de la vitesse u sur les cellules-diamants et 'ap-

proximation (7}

i )iel 1) (rF) ke[1,x] de la pression de Bernoulli 7 respectivement sur les cellules

primales et duales.

Nous discrétisons la premieére équation de (7.7) sur les cellules-diamants intérieures et la se-
conde équation de (7.7) sur les cellules primales et duales a la fois. D’autre part, la condition
aux limites u = 0 est discrétisée sur les cellules-diamants de la frontiere tandis que la condi-
tion sur la pression (moyenne nulle) est discrétisée sur les cellules primales et duales.

En vue d’'un procédé itératif pour la résolution des équations de Navier-Stokes, nous allons
supposer que les localisations des valeurs de ug sont les mémes que celles de u, c’est a dire
sur les cellules-diamants. Ainsi, nous pouvons calculer V X ug sur les cellules primales et
duales par (2.12). Cependant, puisque la premiere équation de (7.7) est discrétisée sur les
cellules-diamants, nous allons utiliser la formule de quadrature suivante pour calculer V X ug

sur tout D; :

(V x ug)), ~ (Vi xug)i, + (V} xug)i, + (V) xug)i, + (V] X ug)i, ' (78)

~
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De plus, pour toute cellule diamant D;, nous posons :
D D TP D—T,P
Maintenant nous pouvons discrétiser le probléeme continu (7.7) par le systéme suivant :

—v [Afu]; +(V x ug), viel,J—J, 7.10

D

jujxez—i—(Vfﬂ)j = ij,

(VPP w), = 0, Vie[,I,Vke[l,K], (7.11

D
f] )

YTl = IBlw = o

1€[1,1) ke[l,K)

u = Viel[J=JV+1,J], (7.12

(7.10)
(7.11)
(7.12)
(7.13)

7.13

ol nous avons posé
£ = \D1]|/D f(x)dx, Vje[l,J-J"), £7=0, VjelJ-J +1,J. (7.14)
i
Comme précédemment, en notant u; = (u;z, wjy), nous avons les égalités suivantes :
uj Xxe,=—e, xuj = (_ujy,uj:c)T7 Viell,J— JFL

qui impliquent la propriété essentielle suivante, pour laquelle nous avons choisi la formulation

rotationnelle :

Propriété 7.1 Pour tout vecteur uj, le terme de convection de l’équation (7.10) satisfait :

(Vxug), (ujxe) u=0, Vjell,J-J] (7.15)

Ip;
Proposition 7.1 Sous Uhypothése 7.1, la solution ((w;) e, (78 )iep,n (w,f)ke[l’K]) de (7.10)-

(7.13) existe et est unique.

Preuve Le systeme (7.10) & (7.13) fournit 2(J — JV) + (I + K) + 2J' + 2 équations mais
les équations (7.11) et (7.12) ne sont pas indépendantes puisqu’elles satisfont une relation de

compatibilité. En effet, la définition 2.3 fournit les deux relations suivantes :

MTIVE- Wi = > IR (VE-wl = > |4l u;n,
i€[1,]1] ke[1,K] JE[J—JT+1,J]
qui sont satisfaites grace a (7.11), (7.12) et (7.14). D’autre part, on dénombre 2.J inconnues

de vitesse (u;);en,s et I + K inconnues pour la pression (W?,?T]f)ie[L[Lke[LK], soit en tout
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2J 4+ I + K inconnues et autant d’équations indépendantes. Il reste a prouver l'injectivité
du systéeme. Supposons que ij =0, Vj € [1,J]. En prenant le produit scalaire de 1’équation
(7.10) avec uj, Vj ¢ T, puis avec u; = 0,Vj € I' (c’est a dire satisfaisant (7.12) et (7.14)),

nous pouvons écrire en appliquant (7.15) :
v (VP x VI xu); —v (VEOVDP cw); + (VP7), -uy =0, Vjiel,J].

En multipliant les équations précédentes par |D;| et en sommant sur tous les j € [1, J], nous

obtenons par définition du produit scalaire (2.3) :
—v (VP ww)p +v (V) x Vi xu,u)p + (Vim,u)p = 0.

Ensuite, en appliquant les formules de Green discretes (2.13) et (2.14) a la ligne précédente

avec l’équation (7.12) et ij = 0, I’égalité précédente se réécrit
v (VZ’P - u, Vg’P . u)T7P +v (VZ’P X u, Vg’P X U_)TJD - (7T, V%’P . u)Typ =0.

Puisque (Vz’P ‘u); =0, Viell, I,k e[l, K], cela implique que (VZ’P xu);p =0, Vie

1,1],k € [1, K|. D’autre part, la condition aux limites (7.12) implique que u; -n; =0, Vj €
RV

[J — JY +1,.J]. Alors, nous obtenons un probléme Div-Rot homogene pour (uj)je[l,ﬂ et il

découle du chapitre 3 (proposition 3.2) que
u; =0, Vj € [1,J]. (7.16)

Puisque u; = 0 sur toutes les cellules-diamants, I’équation (7.10) donne (VE m); = 0 pour

toutes les cellules-diamants intérieures, ce qui, associé a (2.7), implique que

T _ T P __P - r
i Tirgy € Thoyy = Thyyyr VI € 1,J—J]. (7.17)

oy — g

P

En d’autres termes, tous les m] (resp. m) sont égaux & la méme constante ¢’ (resp. c!)

puisque I’hypothese selon laquelle les cellules primales frontieres T; ont seulement une aréte
appartenant a la frontiere (Hyp. 7.1) assure que les noeuds frontiéres Sy sont sommets d’au
moins une cellule-diamant intérieure.

Finalement, 1’équation (7.13) nous permet de conclure :
Vie [1,1], 7] =0et Vk € [1,K], nf =0. (7.18)

0

Par conséquent, (u;) e, et (nf, 7l )ie[1,1,ke[1,k] sont la solution approchée du probleme
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(7.7). Cependant, pour résoudre le probléme (7.1), nous avons besoin d’approcher la pression
p. Ainsi, une fois que (uj)je[l,ﬂ et (7TZ-T, Wf)ie[l’”’ke[l’m ont été calculés, nous pouvons déduire,

en deux étapes, 'approximation (p?,pkp)ie[lyﬂ’ke[l,m de p.

u2

Etape 1 : nous calculons les (pf, p¥ )ie[,n,ke[1,k] intermédiaires par la formule p = 7 — -
Pour éviter les problemes de définition entre 7 (défini sur les cellules primales et duales) et
u (défini sur les cellules-diamants), nous avons besoin des formules de quadrature suivantes
pour calculer u sur les cellules primales et duales d’apres (u;);e,) :
v L@ sp o 2geEn W

LT Card{V (i)} T Card{E(k)Y
ou Card{V (i)} (resp. Card{E(k)}) est le nombre d’éléments de I’ensemble fini V(i) (resp.
E(k)) défini en section 2.1.4.

Maintenant, nous pouvons calculer les (p!, pr’ )ie,1,ke[1, k] intermédiaires de la maniere sui-

vante : . P
i} @re (@)
pl=nl — ; et pr =t — S . (7.19)

Etape 2 : nous projetons les valeurs (ﬁ?uﬁf)ie[l,ﬂ,keu,lﬂ définies par (7.19) de telle sorte que

les inconnues de pression (p!, p!’ )ie,1,ke(1,k] sont calculées par les deux formules :

T 5T ienn 1Tl B] et pf =57 > ez [Pl DF,
=D T~ K =Dk — :
’ ‘ Zie[l,[] |TZ‘ Zke[l,K] |Pk|

Ainsi, les inconnues de pression (p], p! )ie,1,ke1, K] Satisfont

Z Ty pf = Z | Py pr, = 0. (7.20)

1€[1,1] ke[l,K)]

7.2.2 Ecriture des matrices

Dans ce qui suit, nous donnons les matrices A, B et BT associées & (7.10)—(7.12), et qui

composent le systeme linéaire suivant :

A BT\ [u F
B 0 ) \x 0
Notons que, par définition de la formule de Green (2.13), les opérateurs —VZ’P- et VhD sont

adjoints quand u; = 0, Vj € I'. Cependant, le terme de bord de (2.13) n’est pas nul en

général, ce qui implique que BT n’est pas exactement la transposée de B.
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—|T;]

Pour préconditionner, nous allons prendre en compte les poids |D;| (resp. —5* et #) dans

A et BT (resp. dans é) des produits scalaires de la section 2.1.5 de la maniere suivante :
Définition 7.1 La matrice A de taille 2J x 2J est définie par A =vL + N avec

D5 (VR x Vi 0); = (VPV )] Wi ¢

(Le); = (7.21)
’D]| o ,VJ el
et
D;| (V xu — e, 0:.)0 VjiédT,
(N.)j _ ‘ J| ( G)|Dj( Jy> ®j ) j ¢ (7.22)
0 ,Vjel.
La matrice B de taille (I + K) x 2J est définie par
- (VT ey, sii=1€ (1,1
(Be) =4 2 Vi o) L1, (7.23)
l Bl (P ey, sik=1—T€[l,K]
La matrice BT de taille 2J x (I + K) est définie par
D;| (VPe); .Vjé¢T,
J 0 Vjerl.
De la méme maniere, nous définissons le vecteur F en tenant compte des poids |D;| :
Définition 7.2 Le vecteur F de taille 2J est défini par
D;| £, ,Vj¢rl,
(F.)j _ |1 Dj| £ J ¢ (7.25)
0 ,Vjel.

Remarque 7.2 Lorsque u =0 # 0 au bord et V-u =0 dans Q (voir le cas test de la cavité
entrainée par exemple), pour résoudre le probléme d’Oseen, nous effectuons un relévement, ce
qui revient & poser ug = u — U qui est nul au bord et dans ce cas, Euo = Bug qui n’est pas
nul en général. Ainsi, par un changement de variable, résoudre le probléeme d’Oseen revient a

résoudre un probléeme de point-selle avec un second membre (F,q) perturbé par les conditions

inhomogénes :
A BT u F
7 = . (7.26)
B 0 7r g
Dans la suite, nous allons étudier le probléeme de point-selle suivant :
A BT u F
= , (7.27)
B 0 s g

avec U pas nécessairement nul au bord et g non nul en général.
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7.2.3 Probléme non-linéaire

Pour les itérations non-linéaires, nous allons utiliser la méthode de quasi-Newton introduite
par Turek [105] appelée "adaptative fixed point defect correction method” et appliquée par
D. Jennequin dans sa theése [70]. Turek et D. Jennequin ont observé que cette méthode était
robuste et efficace la plupart du temps. De plus, elle est facile a implémenter. Une itération

est constituée des cinq points décrits ci-dessous.

On suppose u,_1,w,_2 et p,_1 donnés et on procede de la facon suivante :

1. On calcule le résidu non linéaire

Ry . A(unfl) u,_1+ BTpnfl - F
Sp—1 Bu,,_1 — g
2. On résout
A(un_l) BT w Rn—l
B 0 z Sn—l

3. On assemble la matrice M,,—1 = A(u,—1 — wp_oW).

4. On calcule le parametre optimal w,_1 qui minimise
2
M,_, BT Uy 1 —wWWwW F
B 0 Pn-1—WwWZ2 g

par la formule

Wp—1 = —

M,_, BT W F M,_, BT u,_1
B 0 2] g B 0

Mn—l BT A\ Mn 1 BT w

B 0 21\ B0

N

ou (-, -)9 est la produit scalaire euclidien.

5. On calcule u,, p, par

TAB. 7.1 — Algorithme non-linéaire.
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Le probleme de I'étape 2 est résolu par l’algorithme du Bicgstab, décrit dans la table
7.2, avec une tolérance relative de 10~!. Nous arrétons les itérations non-linéaires lorsque le
résidu relatif est plus petit que 107®. Nous démarrons de la solution initiale u = 0, p = 0
pour résoudre les équations de Navier-Stokes avec Re = 1. Ensuite, nous partons du résultat

obtenu lorsque Re = 1 pour résoudre le probleme avec Re = 10, et ainsi de suite.

7.3 Préconditionnement du probleme de point-selle

7.3.1 La méthode d’Uzawa

Le probleme de point—selle

est équivalent a la résolution du systeme linéaire

Au+Blp = F (7.28a)
—BA'BTp = g—BA°'F (7.28b)

Nous appelons méthode d’Uzawa, toute méthode itérative appliquée a I’équation (7.28b).
Pour accélérer la convergence, nous utilisons I’algorithme du Bicgstab (voir Table 7.2). Cet
algorithme résout (7.28b) préconditionné & droite par S. Chacune des multiplications par -1
et A™1 est réalisée soit par un solveur direct de MUMPS (type factorisation LU compléte)
dans une premiere partie, soit par 'algorithme Bicgstab de SPARSKIT2 préconditionné par
une factorisation LU incomplete dans une deuxieme partie.

Ensuite, nous devons trouver un préconditionneur pour le complément de Schur S =
—BA~'BT. Cette question est plus difficile et quelques réponses sont données dans la section

suivante.

7.3.2 Préconditionneurs

En utilisant la définition des produits scalaires (2.2) et (2.3), nous pouvons définir les
analogues en volumes finis de la matrice de masse sur la pression et de la matrice de masse

sur la vitesse, définies pour les méthodes d’éléments finis. Nous notons () la matrice de masse
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Soient ® =g — BA™'F et S = —BA~'BT.

Donnée initiale : pg

r=®&—Spy; r=r; w=1

e

for =1, maxiter
p1 = (r,r) if p; =0, breakdown, EXIT, end if
ifi=1thenx=r

else
_nao
P2 W
r =1+ [z —wv)

s=1r—au
if ||s|| < tol ||®||,p =p+ ap, u= A~YF — BTp), return p and u, end if

5=5"1s

q=A"'BTs
t

w =

(¢,1)
p=p+ap+ws
r=s—uwt
P2 = P1
if 7| < tol |®]|, u = A~YF — BTp), return p and u, end if
if w = 0, breakdown, EXIT, end if

end for

TAB. 7.2 — Pseudo-code pour 'algorithme du Bicgstab préconditionné.
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sur la pression définie sur les cellules primales et duales par

T sii=1e1,1],

Vi<I<I+K, Ql,l:
P sik=1-Te€(l,K]

La matrice de masse sur la vitesse, notée X et associée a un champ de vecteurs, est définie

sur les cellules-diamants par

|D;|  sij=1€][l,J],

VI<I<2J, X =
IDj| sij=1-J¢€][LJ).

Dans la littérature, trois sortes de préconditionneurs St pour le complément de Schur
S = —BA 'BT peuvent étre appliqués a notre probleme :
e Le préconditionneur SIMPLE : §—! = —(Bg*lBT)*1 ol A est une approximation de A (en
pratique, nous prendrons la matrice diagonale de A). Notons que, pour résoudre un probléme
d’Oseen, on calcule BA~! BT une bonne fois pour toutes au début de I’algorithme, et il faudra
inverser cette matrice deux fois par itération (voir la table 7.2). C’est le préconditionneur le
moins cotiteux des trois.
e Les commutateurs approchés (appelés méthode BFBt, qui est la notation introduite par
Elman [45]) :

S™t = —(BM; BTN (BM;y ' AM; ' BT (BM; ' BT,

ou les principaux candidats pour Ms sont la matrice identité I, la matrice de masse sur la
vitesse X ou la matrice diagonale de A. Notons que, pour résoudre un probleme d’Oseen, on
calcule BM, ! BT une bonne fois pour toutes au début de I’algorithme, et il faudra inverser
cette matrice quatre fois par itération (voir la table 7.2). Ce préconditionneur est plus cotiteux
que SIMPLE.

e Le préconditionneur d’Olshanskii [89] :

gfl — _QleLflALleTQfl’

ou L est 'opérateur Laplacien (7.21) avec des conditions de Dirichlet homogenes sur la fron-

tiere. Notons que, pour résoudre un probleme d’Oseen, il faudra inverser la matrice L quatre

fois par itération (voir la table 7.2). Ce préconditionneur est plus cotiteux que SIMPLE.
Elman [44] montre les performances de la méthode BFBt sur le schéma aux différences

finies MAC avec des conditions aux limites de Dirichlet. Pour une vitesse de convection

175



CHAPITRE 7. EXTENSION AU PROBLEME DE NAVIER-STOKES ET
PRECONDITIONNEMENT

ug = (1,2) (donc constante), le nombre d’itérations nécessaires pour qu'un GMRES, pré-
conditionné & droite par BFBt converge avec une tolérance relative de 1076, est indépendant
de la viscosité v. En revanche, si la vitesse de convection ug = (2y(1—x?), —2x(1—y?)) (tour-
billon circulaire), alors le nombre d’itérations dépend légerement de v. Dans les deux cas, le

12 60 b est

nombre d’itérations augmente légeérement lorsque 1’on raffine, & une vitesse de h™
le pas du maillage. D’autre part, Olshanskii et al. présentent une comparaison intéressante
entre leur préconditionneur et le préconditionneur BFBt d’Elman. Pour cela, ils utilisent un
Bicgstab préconditionné (a droite) et indiquent le nombre d’itérations nécessaires pour avoir
la convergence avec une tolérance de 1078, sur des cas tests en éléments finis. Pour une dis-
crétisation par éléments finis isoP2-P1, dans le cadre de la cavité 2D linéarisée (ug étant un
tourbillon), il apparait que le nombre d’itérations, avec le préconditionneur d’Olshanskii, est
indépendant de h pour des nombres de Reynolds modérés. D’autre part, le nombre d’itéra-
tions est encore indépendant de h lorsque la vitesse de convection ug est constante ou donnée
par un tourbillon, avec une discrétisation par des éléments finis isoP2-P0. Pour la méthode

BFBt, cette propriété est vérifiée seulement si la vitesse de convection ug est constante, la

viscosité faible et pour une discrétisation en éléments finis isoP2-P1.

7.4 Résultats numériques

Dans un premier temps, nous illustrons les sections 7.2.1 et 7.2.3 avec des conditions de
Dirichlet sur u. Le domaine de calcul est ;1 =]0,1[2 ou Q2 =] — 1/2;1/2[% et les données et
conditions aux limites sont choisies de telle sorte que la solution exacte est donnée par

exp(x) cos(m
i) = p() cos(ry) et p1 = zyexp(x)cos(my) , (7.29)

xsin(my) + cos(mz)

ou

—2000y(y — 1)(2y — 1)z?(z — 1)?
Uy = y(y — D2y = a*( ) et P =100 (22 +9?) + ¢, (7.30)
2000z (z — 1)(22 — 1)y?(y — 1)?
oll ¢ est une constante choisie de telle sorte que [, p2(x) dx = 0. Les deux premiers maillages
de chacune des familles sont représentés sur les figures 5.4, 5.5 et 5.6 ol nous notons pour

certains d’entre eux un raffinement des cellules primales situées au bord. Nous nous sommes

ainsi intéressés ici a la convergence de p, Vp (ou m, V7, le cas échéant), w et Vw, que nous
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avons mesurée en calculant les erreurs suivantes
3 (ST — (W)])? + 35 Pl (g, — (UP)E)?)
S OSITI@DT + S B @R?)
ouVi € [1,1], (IIp)! = p(G;) et Vk € [1, K], (IIp)} = p(Sk), et
ety o S (VD) — (195,
25 1D;| 1TV D)1
ouVj € [1,J],(IlIVD); = (Vp)(Bj), ot Bj est le centre de gravité de la cellule-diamant D;.

(e0p)*(h) :

Les mémes définitions sont utilisées pour w (resp. 7) en remplagant p par w (resp. m) dans
les formules précédentes. L’erreur discrete relative L2 sur les cellules-diamants pour la vitesse

est mesurée par la formule suivante :

C2(1) >2; 1Dj| Ty — (T2
)= =T, e

ou (ITu); est la valeur de la solution analytique u au milieu de I'aréte A; (noté M;) :

VJ € [17 J]v (Hﬁ)j = ﬁ(M])

D’autre part, quelques résultats numériques sur la cavité entrainée sont donnés pour illustrer
la section 7.2.3. En particulier, nous donnons les lignes de niveaux de la pression, de la vorticité
et de la fonction de courant pour différents nombres de Reynolds, ainsi que les profils de vitesse
enx =0.5et y=0.5.

Ensuite, nous illustrons la section 7.3 en fournissant les spectres des préconditionneurs, que
I’'on compare avec le spectre du complément de Schur. Les observations faites a partir de ces
spectres nous permettent déja d’en déduire le préconditionneur le plus performant en fonction
de la viscosité. Ensuite, nous donnons le cott itératif et le temps de calcul (pour différentes
factorisations des matrices A, B, BT et S : completes avec PETSC [11, 12, 13] et MUMPS
[80] ; ILU1 et ILUO avec SPARSKIT2 [100]) de l’algorithme du Bicgstab de la table 7.2, pour
chacun des préconditionneurs S et ces résultats corroborent les observations faites a partir

des spectres.

7.4.1 Résultats numériques pour le probleme d’Oseen

Supposons que (U;, p;), avec i € {1, 2}, est la solution du probléme. Alors, nous choisissons
la vitesse de convection ug de telle sorte que (ug); = U;(M;), et nous rappelons que M; est
le milieu de I'aréte A;. Dans cette section, le probleme d’Oseen est résolu par un Bicgstab

préconditionné avec une tolérance de 1075.
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Maillages triangulaires

Sur la famille de maillages triangulaires non-structurés de la figure 5.4, 'ordre de conver-
gence semble étre 2 pour la vitesse et au moins 1 pour la pression de Bernoulli et la vorticité,

d’apres la Fig. 7.1.
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Fia. 7.1 — Convergence de la vitesse, de la pression de Bernoulli et de la vorticité pour le
probleme d’Oseen avec v = 1 sur des maillages non structurés (a) (U, p1) sur 5. (b) (u1,p1)

sur Q9. (¢) (U, p2) sur Q. (d) (g, p2) sur Q.
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Maillages non-conformes

Sur la famille de maillages avec une non-conformité localisée de la figure 5.5, nous obtenons,
d’apres la Fig. 7.2, au moins de 'ordre 1.5 pour la vitesse et au moins de l'ordre 1 pour la

pression de Bernoulli et pour la vorticité.
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Fia. 7.2 — Convergence de la vitesse, de la pression de Bernoulli et de la vorticité pour le

probleme d’Oseen avec v = 1 sur des maillages localement non-conformes (a) (U, p1) sur ;.

(b) (U1,p1) sur Q. (c) (Uz,p2) sur ;. (d) (U2, p2) sur Q.
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7.4.2 Résultats numériques pour le probleme de Navier-Stokes

Dans cette section, le probleme de Navier-Stokes est résolu a 'aide de ’algorithme du
Bicgstab préconditionné de la table 7.2, ot nous rappelons que la tolérance choisie est 1078
tandis que la tolérance pour résoudre le probleme d’Oseen a I’étape 2 de cet algorithme est

101,

Maillages triangulaires

Sur la famille de maillages triangulaires non-structurés de la figure 5.4, 'ordre de conver-

gence semble étre 2 pour la vitesse et au moins 1 pour la pression et la vorticité, d’apres la

Fig. 7.3.
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Fia. 7.3 — Convergence de la vitesse, de la pression et de la vorticité pour le probleme de
Navier-Stokes avec v = 1 sur des maillages non structurés (a) (uy,p1) sur Qy. (b) (uy,p1) sur

Q. (c) (U2, p2) sur £.

180



7.4. RESULTATS NUMERIQUES

Maillages non-conformes

Sur la famille de maillages avec une non-conformité localisée de la figure 5.5, nous obtenons,
d’apres la Fig. 7.4, au moins de 'ordre 1.5 pour la vitesse et au moins de l'ordre 1 pour la

pression et pour la vorticité. Sur la famille de maillages non-conformes en damier de la figure
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Fia. 7.4 — Convergence de la vitesse, de la pression et de la vorticité pour le probleme de
Navier-Stokes avec v = 1 sur des maillages raffinés localement (a) (u1,p1) sur 5. (b) (u1,p1)

sur . (c) (Ug,p2) sur Q.

5.6, nous obtenons, d’apres la Fig. 7.5, au moins de 'ordre 1 pour la vitesse et au moins de

I’ordre 0.5 pour la pression et pour la vorticité.

Cavité a paroi défilante

Dans cette section, nous supposons que €2 = [0,1]? et que la paroi du haut se déplace &
une vitesse u = (1,0), tandis qu’on applique une condition de non-glissement u = (0,0) aux

autres parois, et nous supposons de plus que F = g = 0.
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Fia. 7.5 — Convergence de la vitesse, de la pression et de la vorticité pour le probleme de
Navier-Stokes avec v = 1 sur des maillages en damier (a) (uy,p1) sur 5. (b) (uy,p1) sur Qs.

(c) (U2,p2) sur €.

Les figures 7.6, 7.7 et 7.8 illustrent les lignes de niveaux de la pression p, de la vorticité w et de
la fonction de courant 1 (calculée en résolvant wgl’cp = (Vf’P x VD x ), . avec des conditions
de Dirichlet homogenes wij;(j) = ¢,1:2 () = 1!1,1; G) = 0) pour trois valeurs de la viscosité : v =1,
v = 0.1 et v = 0.02. Plus précisément, nous avons tracé 20, 1000 et 10000 lignes de niveaux,
uniformément réparties entre la valeur minimale et la valeur maximale, respectivement pour la
fonction de courant, la vorticité et la pression sur chacune des figures 7.6, 7.7 et 7.8. Lorsque
v diminue, on remarque que le tourbillon de la fonction de courant s’éloigne de la droite
d’équation x = 0.5, ce qui correspond aux observations habituelles. Ensuite, nous constatons

sur la figure 7.9 que les profils selon y en x = 0.5 et selon x en y = 0.5 avec v = 1.0 pour des

grilles structurées 32 x 32 et 128 x 128 sont tres proches.
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Fi1G. 7.6 — Lignes de niveaux de la pression, de la vorticité et de la fonction de courant pour

v=1.
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Fia. 7.7 — Lignes de niveaux de la pression, de la vorticité et de la fonction de courant pour

v =0.1.
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FiG. 7.8 — Lignes de niveaux de la pression, de la vorticité et de la fonction de courant pour

v =0.02.
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Fia. 7.9 — Profils selon y en z = 0.5 et selon z en y = 0.5 avec v = 1.0 pour des grilles
structurées 32 x 32 et 128 x 128.

7.4.3 Résultats numériques pour le préconditionnement
Spectres

Dans cette section, le domaine de calculs est Q = [0, 1]2. Chaque aréte de Q est divisée
en 20 sous-segments de longueurs égales et le domaine est maillé par une triangulation non-
structurée. Nous nous intéressons au probleme linéaire d’Oseen dont la vitesse de convection
est donnée par

22y — 1)(1— (20 — 1)2)
—2(20 — 1)(1 - (2y — 1)?)

A l'aide de Matlab, nous avons calculé les spectres du complément de Schur S = —BA~! BT
ainsi que ceux des préconditionneurs d’Elman (pour My = I, My = diag(A) et My = X),
d’Olshanskii et SIMPLE, pour différentes viscosités telles que v = 1, v = 0.1, v = 0.01 et
v = 0.001. Ainsi, sur les figures 7.10, 7.12, 7.14 et 7.16, nous comparons les spectres obtenus,
et de plus, nous donnons également, sur les figures 7.11, 7.13, 7.15 et 7.17, les spectres du
complément de Schur préconditionné par chacun des préconditionneurs cités ci-dessus. Bien
évidemment, plus le spectre d’'un préconditionneur s’approche de celui du complément de
Schur, meilleure est I'approximation. Il en résulte que la partie réelle des valeurs propres
du complément de Schur préconditionné doit tendre vers 1 et que la partie imaginaire doit
tendre vers 0. Numériquement, quand la partie réelle devient négative, la convergence vers
une solution n’est plus possible. On constate donc, d’apres les figures 7.11, 7.13, 7.15 et 7.17,
pour une viscosité v = 1, v = 0.1 ou v = 0.01, un amas de valeurs propres dont la partie

réelle est proche de 1 pour le préconditionneur d’Elman. De plus, le préconditionneur avec
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My = X est un peu meilleur pour des viscosités grandes tandis que ceux avec Mo = [ et
My = diag(A) sont meilleurs pour des viscosités faibles. Dans les trois cas, la partie réelle
de certaines valeurs propres est négative pour v = 0.001. D’autre part, la partie réelle des
préconditionneurs d’Olshanskii et SIMPLE reste positive méme pour v = 0.001, mais ils
approchent nettement moins bien le complément de Schur que le préconditionneur d’Elman.
Cependant, comme nous ’avons fait remarquer en le définissant, le préconditionneur SIMPLE
est beaucoup moins cotiteux que ceux d’Elman ou d’Olshanskii, c’est pourquoi cela fait tout
de méme de lui un bon candidat. Par contre, on peut éliminer le préconditionneur d’Olshanskii
car ce préconditionneur est plus cotiteux que SIMPLE et c’est clairement le moins performant
des trois. Nous verrons dans la section suivante que les observations faites pour chacun des
préconditionneurs sont confirmées par le cott itératif de ’algorithme du Bicgstab de la table
7.2. Enfin, nous donnons également le spectre du complément de Schur du probleme de Stokes
(donc sans partie convective) pour v = 1 sur la figure 7.18(a), ainsi que son approximation
par le préconditionneur d’Elman avec My = I sur la figure 7.18(b). Remarquons que si 1'on
change la valeur de v, les valeurs propres du complément de Schur et du préconditionneur sont
proportionnelles. Nous constatons sur la figure 7.19 que la partie réelle des valeurs propres du
complément de Schur préconditionné par le préconditionneur d’Elman avec différents poids
est tres proche de 1, et lorsque My = X, la partie imaginaire des valeurs propres est nulle.
Autrement dit, le préconditionneur d’Elman avec My = X est un excellent préconditionneur

pour le probleme de Stokes.

Remarque 7.3 En réalité, pour les spectres des préconditionneurs d’Olshanskii et SIMPLE,
nous ne montrons pas toutes les valeurs propres sur les figures 7.10, 7.12, 7.14 et 7.16. En
effet, la matrice du préconditionneur d’Olshanskii posséde quelques valeurs réelles “élevées”
(environs 47 pour v = 1, 4.7 pour v = 0.1, 0.47 pour v = 0.01 et 0.037 pour v = 0.001)
par rapport a celles représentées ce qui rend la figure illisible puisqu’on observe alors un amas
de valeurs propres prés de l'axe imaginaire. Pour le préconditionneur SIMPLE, le amas de
valeurs propres se situe cette fois pres de l'axe réel avec quelques valeurs propres de partie
imaginaire de grand module (environs 2 x 107 pour v =1, 2x 10% pour v = 0.1, 2 x 10 pour
v =0.01 et 2 x 10* pour v = 0.001). Nous avons donc fait un zoom sur ces amas de valeurs

propres.
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Pour une viscosité v = 1 sur une grille non-structurée 20 x 20 :
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Fig. 7.10 — v = 1. En haut a gauche : spectre du complément de Schur, & comparer aux
spectres du (a) Préconditionneur d’Elman, My = I. (b) Préconditionneur d’Elman, My =
diag(A). (c) Préconditionneur d’Elman, My = X. (d) Préconditionneur d’Olshanskii. (e)

SIMPLE.
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Fi1g. 7.11 — v = 1. Spectre du complément de Schur préconditionné par (a) Elman, My = I.
(b) Elman, My = diag(A). (c) Elman, My = X. (d) Olshanskii. (¢) SIMPLE.
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Pour une viscosité v = 0.1 sur une grille non-structurée 20 x 20 :
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Fig. 7.12 — v = 0.1. En haut & gauche : spectre du complément de Schur, a& comparer aux
spectres du (a) Préconditionneur d’Elman, My = I. (b) Préconditionneur d’Elman, My =
diag(A). (c) Préconditionneur d’Elman, My = X. (d) Préconditionneur d’Olshanskii. (e)
SIMPLE.
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F1Gg. 7.13 — v = 0.1. Spectre du complément de Schur préconditionné par (a) Elman, My = I.
(b) Elman, Ms = diag(A). (c) Elman, My = X. (d) Olshanskii. (¢) SIMPLE.
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Pour une viscosité v = 0.01 sur une grille non-structurée 20 x 20 :
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Fi1G. 7.14 — v = 0.01. En haut a gauche : spectre du complément de Schur, & comparer aux
spectres du (a) Préconditionneur d’Elman, My = I. (b) Préconditionneur d’Elman, My =
diag(A). (c) Préconditionneur d’Elman, My = X. (d) Préconditionneur d’Olshanskii. (e)
SIMPLE.
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F1G. 7.15 - v = 0.01. Spectre du complément de Schur préconditionné par (a) Elman, My = I.
(b) Elman, My = diag(A). (c) Elman, My = X. (d) Olshanskii. (¢) SIMPLE.
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Pour une viscosité v = 0.001 sur une grille non-structurée 20 x 20 :
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15 2 (d) x107°
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(e) 0 500 1000 1500 2000

Fi1G. 7.16 — v = 0.001. En haut & gauche : Spectre du complément de Schur, a comparer aux

spectres du (a) Préconditionneur d’Elman, My = I. (b) Préconditionneur d’Elman, My =

diag(A). (c) Préconditionneur d’Elman, My = X. (d) Préconditionneur d’Olshanskii. (e)

SIMPLE.

Fig. 717 — v

0.001. Spectre du complément de Schur

1.5

préconditionné par (a) Elman,

My = I. (b) Elman, My = diag(A). (c) Elman, M = X. (d) Olshanskii. (e) SIMPLE.
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Problemes de Stokes pour différentes viscosités sur une grille non-structurée 20 x 20 :

-3 -3

x 10 x 10

(@) O 500 1000 1500 2000 b O 500 1000 1500 2000

Fic. 7.18 - v = 1. (a) Complément de Schur pour le probléme de Stokes. (b) Préconditionneur
d’Elman avec Mo = I pour le probleme de Stokes.
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Fi1Gc. 7.19 — Spectre du complément de Schur pour le probleme de Stokes préconditionné par

(a) Elman, My = I. (b) Elman, My = diag(A). (c) Elman, My = X. (d) Olshanskii.
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Coiit itératif des préconditionneurs et temps de calculs

Les calculs sont faits en Fortran 90 et nous utiliserons dans la premiere partie les biblio-
theques PETSC [11, 12, 13] et MUMPS [80], puis SPARSKIT?2 [100] dans la deuxieme partie.
Les maillages sont des triangulations non-structurées générées par EMC2 [47]. Le domaine de
calculs est Q2 = [0,1] x [0,1]. Ainsi, le nombre de Reynolds est égal & Re = 1.

Le cas test a considérer est le probleme de la cavité a paroi défilante avec 2 = [0, 1] x [0, 1]

dont la vitesse de convection est donnée par

22y — 1)(1 — (20 — 1)?)
—2(2z —1)(1 — (2y — 1)?)

et avec les conditions aux limites u(z,1) = (1,0)7, u(z,y) = 0 sinon. Le second membre est
supposé étre nul.

Les itérations linéaires sont arrétées lorsque le critere défini dans la table 7.2 est satisfait avec
tol = 1075,

Premiére partie Nous utilisons les bibliotheques PETSC [11, 12, 13] et MUMPS [80] pour
factoriser A et BM, ! BT par une factorisation complete du type LU, et la résolution de A1
et S~ est directe.

La matrice BM, I BT st calculée par un produit de matrices creuses : la matrice obtenue
est creuse et le caractere creux est le méme que celui de la matrice de diffusion classique. Alors,
cette matrice est factorisée en utilisant MUMPS. Le produit par A~! est aussi donné par une
factorisation de MUMPS. L’utilisation de la factorisation incomplete donne de bons résultats,
mais l'utilisation de solveurs exacts pour A et BM, BT permet de donner une meilleure
comparaison avec les résultats d’Elman car ses tests sont faits avec Matlab en utilisant le
solveur “backslash”.

La table 7.3 montre le cout itératif de I’algorithme du Bicgstab préconditionné par les
préconditionneurs SIMPLE et BFBt décrits dans la section 7.3.2. Une itération correspond a
deux inversions de A et a quatre inversions de BM, !BT Le nombre maximum d’itérations est
fixé a 5000 et "NC’ pour 'Ne Converge pas’ signifie que le critere d’arrét n’est pas satisfait a la
5000eme itération. Les résultats pour le préconditionneur d’Olshanskii ne sont pas présentés
dans cette table, car ce préconditionneur n’est pas du tout efficace pour notre schéma en
volumes finis : pour une grille 40 x 40 et v = 1, plus de 1000 itérations sont nécessaires pour

résoudre le systeme.
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PRECONDITIONNEMENT

Maillage | Préconditionneur r=1 v=10"' | v=10"2|v=10"3 | v =10"1

10 x 10 My =1 9 24 NC NC
My =X 7 8 27 NC NC
My = diag(A) 8 8 24 NC NC
SIMPLE 41 48 64 587 NC

20 x 20 My =1 11 12 27 275 NC
My =X 10 12 32 440 NC
M; = diag(A) 12 13 27 178 NC
SIMPLE 84 94 94 293 NC

40 x 40 My=1 17 19 36 207 NC
My =X 15 15 42 NC NC
My = diag(A) 17 18 35 223 NC
SIMPLE 171 175 187 278 NC

80 x 80 My=1 32 35 44 189 NC
My =X 19 22 73 NC NC
My = diag(A) 32 34 40 175 NC
SIMPLE 294 342 346 394 NC

160 x 160 | My =1 53 58 64 163 NC
My =X 28 32 101 NC NC
My = diag(A) 66 61 69 160 NC
SIMPLE 614 814 909 830 NC

TaB. 7.3 — Cout itératif pour le solveur linéaire.
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M_=diag(A), Re=1
M_=diag(A), Re=10
M_=diag(A), Re=100
M_=X, Re=1

M_=X, Re=10
M2=X, Re=100

h—1

h-1/2

N NN NN

1hvo+§Rd

Nombre d'itérations

10" 10°
1/h

F1G. 7.20 — Comparaison du coit itératif en fonction de 1/h pour le préconditionneur BFBt.
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F1a. 7.21 — Comparaison du cout itératif en fonction de 1/v pour le préconditionneur BFBt.
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Le nombre d’itérations du préconditionneur SIMPLE présente de petites variations avec

la viscosité mais croit linéairement en h—1.

Nous avons représenté sur la Fig. 7.20 le nombre d’itérations en fonction de 1/h du pré-
conditionneur d’Elman avec My = diag(A) ou My = X (pour plus de clarté, nous n’avons
pas représenté le cas My = I puisque les résultats sont proches du cas My = diag(A)).
Nous observons que le cout itératif de la méthode BFBt préconditionnée augmente lentement
en h~'. Choisir Ms = X, la matrice de masse sur la vitesse, conduit & une amélioration

1/2 geulement pour de grandes viscosités (plus grande que 10~2). D’autre part, choisir

en h™
My = diag(A) vise a préconditionner A et est utile seulement quand le maillage n’est pas
suffisamment raffiné (par exemple, pour v = 1073 et pour la grille 20 x 20). Puisque notre
méthode est une extension du schéma MAC, Ms = I montre une performance assez similaire
a celle d’Elman [44] dans le cas d’un tourbillon. De plus, on observe sur la Fig. 7.21 que le
nombre d’itérations en fonction de 1/v ne dépend pas de v pour de grandes viscosités lorsque

My = I et My = diag(A) sur une grille non-structurée 160 x 160. Le cas Ms = X n’est pas

représenté puisqu’il ne converge pas lorsque v est faible.

Deuxieme partie D’autre part, nous avons également réalisé ces cas tests grace a la
bibliotheque SPARSKIT2 développée par Saad [100] avec A = ILU1(A) et BIIBT =
ILUL(BIBT), et aussi A = ILUO(A) et BILBT = ILUO(BILBT), ott 11 est & remplacer par

My ! pour le préconditionneur d’Elman ou la matrice diagonale diag(A)~! pour SIMPLE.
De plus, nous utilisons la structure creuse CSR et la matrice BM, IBT est calculée par un
produit de matrices creuses. En pratique, A et BIIBT sont “inversés” par un BICGSTAB
préconditionné par ILUO ou ILU1, selon le choix de la factorisation. Nous donnons le cotit
itératif ainsi que le temps nécessaire & la résolution en choisissant 1076 comme critere d’arrét
pour inverser BIIBT. L’ordinateur utilisé est un Pentium 4 (2 GHz) avec 1Go de RAM.
Nous avons de plus testé le préconditionneur S = @ qui est la matrice de masse sur la
pression définie dans la section 7.3.2. Ce qui ressort de cette étude est en accord avec les
observations que nous avons faites sur les spectres. Pour une viscosité v = 1.0 ou v = 0.1, le
préconditionneur d’Elman avec My = X est globalement le meilleur d’un point de vue cout
itératif et temps de calculs. En ce qui concerne le préconditionneur SIMPLE, quand on raffine,
c’est de loin le préconditionneur le plus coliteux en temps de calculs. Enfin, pour une viscosité
v =0.01 ou v = 0.001, les préconditionneurs d’Elman avec My = I et My = diag(A) sont les

meilleurs, avec un léger avantage pour My = diag(A). Enfin, il faut noter que la résolution du
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systeme d’Oseen est plus rapide quand on utilise un préconditionnement de A et BM, 1T
basé sur une factorisation ILU1 plutét que ILUO car le nombre d’itérations pour inverser A et
BMy IBT est beaucoup plus important avec la factorisation ILUO. Nous n’avons pas évalué

les temps de calculs avec PETSC et MUMPS pour les comparer avec ceux de SPARSKIT2.

Résidus et coiit itératif pour inverser BIIB”

La figure 7.22 illustre les résidus a chaque itération de 'algorithme du Bicgstab 7.2 pour
une grille triangulaire non-structurée 80 x 80 pour les différents préconditionneurs avec v = 1.0,
v =0.1, v =0.01 et v = 0.001. Ensuite, nous donnons dans le tableau 7.8, le nombre d’itéra-
tions moyen pour inverser BIIB” par un Bicgstab préconditionné par ILU1 avec SPARSKIT2
a chaque itération du Bicgstab 7.2. Rappelons que, d’apres la table 7.2, on inverse deux fois
la matrice A par itération quelque soit le préconditionneur, tandis que zéro (pour S = Q),
deux (pour SIMPLE) ou quatre (pour le préconditionneur d’Elman) inversions de BIIBT sont

nécessaires a chaque itération.

Cot itératif pour le probleme de Navier-Stokes

Enfin, nous donnons dans le tableau 7.9 le nombre d’itérations non-linéaires pour résoudre
le probleme de Navier-Stokes pour v = 1 et v = 0.1 avec l'algorithme de la table 7.1 et
une précision de 1078 et, entre parentheses, le nombre moyen d’itérations pour résoudre le
probleme d’Oseen avec une tolérance de 10~ pour l’algorithme de la table 7.2. Les grilles
utilisées sont non-structurées et nous indiquons le pas de chacun de ces maillages. En pratique,
lalgorithme de Turek [105] ne semble pas converger pour v = 0.01. D’autre part, puisque le
terme convectif est discrétisé par une méthode centrée, il faudrait tenir compte du nombre de

, ulloch .. e s N . ’ ~
Péclet % de telle sorte que celui-ci soit inférieur a 1, ce qui peut s’avérer cotteux.
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PRECONDITIONNEMENT

Maillage | Préconditionneur S| v=1 v=10"' | v=10"2 | v =103

5x5 My=1 7 31 NC
My =X 6 7 30 NC
My = diag(A) 5 7 29 NC
Q 30 32 85 NC
SIMPLE 24 27 98 NC

10x10 | My=1 8 11 29 NC
My =X 8 9 30 NC
M, = diag(A) 9 11 26 NC
Q 32 35 92 918
SIMPLE 51 58 78 773

20x20 | My =1 12 16 30 NC
My =X 11 14 36 NC
My = diag(A) 13 14 30 NC
Q 32 40 100 736
SIMPLE 97 99 110 391

40x40 | My =1 19 22 39 293
My =X 16 19 55 NC
My = diag(A) 18 21 43 290
Q 34 42 115 749
SIMPLE 180 215 243 341

80x80 | My =1 33 44 55 299
My =X 22 28 100 NC
My = diag(A) 32 41 49 301
Q 57 46 120 924
SIMPLE 399 464 807 543

TAB. 7.4 — Nombre d’itérations avec la factorisation ILU1 de SPARSKIT?2.
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Maillage | Préconditionneur S| v=1 v=10"" | v=10"2 | v=10"3
5x5 My =1 0.1 0.1 0.1 NC
My =X 0.1 0.1 0.2 NC
My = diag(A) 0.1 0.1 0.2 NC
Q 0.1 0.1 0.2 NC
SIMPLE 0.1 0.1 0.3 NC
10x10 | My=1 0.8 0.9 1 NC
My =X 0.9 0.9 1 NC
My = diag(A) 0.9 0.9 1 NC
Q 1 1 2 18
SIMPLE 2 2 2 21
20x20 | My =1 11 13 15 NC
My =X 12 13 18 NC
My = diag(A) 12 13 17 NC
Q 17 19 28 129
SIMPLE 48 50 40 114
40x40 | My=1 170 185 276 951
M =X 164 185 371 NC
My = diag(A) 178 195 297 941
Q 177 204 442 761
SIMPLE 872 1050 1127 768
80x80 | Ma=1 2780 3439 4680 11856
M =X 2303 2667 7405 NC
My = diag(A) 2926 3462 4481 11481
Q 2483 2483 6268 13881
SIMPLE 18552 21758 45372 17406

TAB. 7.5 — Temps en seconde(s) avec la factorisation ILU1 de SPARSKIT?2.
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PRECONDITIONNEMENT

Maillage | Préconditionneur S| v=1 v=10"' | v=10"2 | v =103

5x5 My=1 7 31 NC
My =X 6 7 30 NC
My = diag(A) 5 7 29 NC
Q 28 32 85 NC
SIMPLE 24 27 107 NC

10x10 | My=1 8 11 29 NC
My =X 8 9 30 NC
M, = diag(A) 9 11 26 NC
Q 33 35 92 916
SIMPLE 50 51 82 734

20x20 | My =1 12 15 30 NC
My =X 11 14 37 NC
My = diag(A) 13 14 30 NC
Q 32 40 99 649
SIMPLE 98 100 109 393

40x40 | My =1 20 22 40 328
My =X 16 19 56 NC
My = diag(A) 18 22 39 NC
Q 33 42 122 667
SIMPLE 194 215 320 364

80x80 | My =1 33 41 55 296
My =X 20 28 99 NC
My = diag(A) 34 38 51 262
Q 48 44 117 803
SIMPLE 350 395 NC 615

TAB. 7.6 — Nombre d’itérations avec la factorisation ILUO de SPARSKIT?2.
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Maillage | Préconditionneur S| v=1 v=10"" | v=10"2 | v=10"3
5x5 My =1 0.1 0.1 0.2 NC
My =X 0.1 0.1 0.2 NC
My = diag(A) 0.1 0.1 0.2 NC
Q 0.1 0.1 0.2 NC
SIMPLE 0.2 0.2 0.4 NC
10x10 | My=1 1 1 1 NC
My =X 1 1 1 NC
My = diag(A) 1 1 1 NC
Q 1 1 2 8
SIMPLE 2 2 3 16
20x20 | My =1 15 17 27 NC
My =X 15 18 33 NC
My = diag(A) 16 17 28 NC
Q 22 27 58 102
SIMPLE 71 75 7 111
40x40 | My=1 234 260 454 1785
M =X 217 249 595 NC
My = diag(A) 236 267 442 NC
Q 232 283 831 1426
SIMPLE 1356 1520 2481 1400
80x80 | Ma=1 3830 4586 6971 23041
My =X 3049 3717 11162 NC
My = diag(A) 4216 4696 6678 20834
Q 3204 3436 9247 34211
SIMPLE 25905 34711 NC 42393

TAB. 7.7 — Temps en seconde(s) avec la factorisation ILUO de SPARSKIT?2.
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(d) v = 0.001.
Préconditionneur v=1 v=10"t|v=10"2% | v=10"3
My=1 2329 2285 2323 2259
My =X 2118 2129 2135 2324
My = diag(A) 2355 2245 2284 2105
SIMPLE 1147 1101 1080 1120

TAB. 7.8 — Nombre d’itérations moyen pour inverser la matrice BIIB” sur un maillage non-

structuré 80 x 80 avec la factorisation ILU1 de SPARSKIT?2.

7.5 Conclusion

Que ce soit pour le probleme d’Oseen ou pour le probleme de Navier—Stokes, nous ob-

servons une convergence d’ordre deux pour la vitesse sur des maillages triangulaires non-

structurés et sur des maillages avec un raffinement local non-conforme. La pression et la

vorticité convergent, quant a elles, avec un ordre d’au moins 1. Nous avons également testé

les performances de différents préconditionneurs, utilisés en éléments finis, que nous avons
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Maillage h r=1 v=10"
10 x 10 | 0.1414 8 (2) 12 (2)
20 x 20 | 0.07535 | 22 (3) 16 (3)
40 x 40 | 0.03978 | 17 (5) 15 (4)
80 x 80 | 0.02125 | 15 (7) 20 (7)

TAB. 7.9 — Nombre d’itérations non-linéaires pour résoudre le probleme de Navier-Stokes
(Nombre d’itérations moyen pour résoudre le probléme d’Oseen avec une tolérance de 107! &

chaque itération non-linéaire).

adaptés a la méthode DDFV. Le préconditionneur BFBt d’Elman semble étre une boite noire
robuste et tres efficace pour résoudre le probleme de Navier—Stokes linéarisé. Cependant,
puisque le terme de convection est discrétisé par un schéma centré, la convergence de la mé-
thode est limitée par le nombre de Péclet, ce qui signifie qu’il est nécessaire de raffiner des
qu’on augmente le nombre de Reynolds, ce qui est trés couteux. En perspective, il faudrait
réfléchir a une stratégie adaptée a des nombres de Reynolds plus élevés pour résoudre le
probleme de Navier-Stokes avec DDFV. Dans un premier temps, on pourrait tester d’autres

algorithmes non-linéaires et si besoin, les associés a d’autres préconditionneurs.
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Perspectives

En conclusion, nous avons développé une méthode de volumes finis qui a la particularité
de s’appliquer a des maillages non structurés et non conformes. Nous nous sommes intéressés
a des problemes variés tels que le probleme Div-Rot (sous-jacent pour 1’étude des équations de
la mécanique des fluides), les problemes de Stokes et Navier-Stokes. De plus, nous avons étudié
le cas particulier des domaines polygonaux non-convexes avec des solutions singulieres dans
le cadre du probleme de Laplace. Enfin, nous avons adapté & DDFV des préconditionneurs
issus des méthodes d’éléments finis.

En perspective, il reste a établir la condition inf-sup et ’analyse de convergence du schéma
de Stokes (puis Navier-Stokes) avec les conditions aux limites standard. D’autre part, nous
n’avons pas réussi a résoudre le probleme de Navier-Stokes pour des nombres de Reynolds
élevés. A ce sujet, il pourrait étre intéressant d’étudier le comportement d’autres algorithmes
non linéaires. Enfin, 'extension en 3D n’est pas immédiate et il est nécessaire de refaire une
étude complete, pas a pas, de chacun des problemes traités jusqu’a présent. Pour cela, on
pourra se référer aux travaux de Charles Pierre [94] qui étend, avec succes, le schéma DDFV

du probleme de Laplace en 3D.
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RESUME

Le but de cette these est de développer une méthode de volumes finis qui s’applique & une classe de
maillages beaucoup plus grande que celle des méthodes classiques, limitées par des conditions d’or-
thogonalité tres restrictives. On construit des opérateurs différentiels discrets agissant sur les trois
maillages décalés nécessaires a la construction de la méthode. Ces opérateurs vérifient des propriétés
discretes analogues a celles des opérateurs continus. La méthode est tout d’abord appliquée au probleme
Divergence-Rotationnel qui peut étre considéré comme une brique du probleme de Stokes. Ensuite, le
probleme de Stokes est traité avec diverses conditions aux limites. Par ailleurs, il est bien connu que
lorsque le domaine est polygonal et non-convexe, 'ordre de convergence des méthodes numériques se
dégrade. Par conséquent, nous avons étudié dans quelle mesure un raffinement local approprié restaure
lordre de convergence optimal pour le probleme de Laplace. Enfin, nous avons discrétisé le probleme
non-linéaire de Navier-Stokes, en utilisant la formulation rotationnelle du terme de convection, associée
a la pression de Bernoulli. Par un algorithme itératif, nous sommes amenés a résoudre un probleme de
point—selle & chaque itération, pour lequel nous testons quelques préconditionneurs issus des éléments
finis, que l'on adapte a notre méthode. Chaque probleme est illustré par des cas tests numériques sur

des maillages arbitraires, tels que des maillages fortement non-conformes.

Mots clés : volumes finis, dualité discrete, singularités de coin, mécanique des fluides, précondi-

tionneurs, point—selle, maillages non-conformes.
"DEVELOPMENT OF FINITE VOLUME METHODS FOR FLUID DYNAMICS”

ABSTRACT

We aim to develop a finite volume method which applies to a greater class of meshes than other finite
volume methods, restricted by orthogonality constraints. We build discrete differential operators over
the three staggered tesselations needed for the construction of the method. These operators verify
some analogous properties to those of the continuous operators. At first, the method is applied to the
Div-Curl problem, which can be viewed as a building block of the Stokes problem. Then, the Stokes
problem is dealt with various boundary conditions. It is well known that when the computational
domain is polygonal and non-convex, the order of convergence of numerical methods is deteriored.
Consequently, we have studied how an appropriate local refinement is able to restore the optimal order
of convergence for the laplacian problem. At last, we have discretized the non-linear Navier-Stokes
problem, using the rotational formulation of the convection term, associated to the Bernoulli pressure.
With an iterative algorithm, we are led to solve a saddle-point problem at each iteration. We give a
particular interest to this linear problem by testing some preconditioners issued from finite elements,
which we adapt to our method. Each problem is illustrated by numerical results on arbitrary meshes,

such as strongly non-conforming meshes.

Key words : finite volumes, discrete duality, corner singularities, fluids dynamics, preconditioners,

saddle—point, non-conforming meshes.



