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Introduction

L’objet premier du travail présenté dans cette these était 1’'étude des dépen-
dances partielles entre tableaux de distances, ou plus généralement de tableaux de
dissimilaritéss.

La situation qui est au centre de cette étude est caractérisée par la donnée de trois
matrices de distances : D!, D? et D?, observées sur un méme échantillon de n objets
et la question posée consiste a évaluer le degré de liaison entre D! et D? sachant D3
et d’autre part, a tester la significativité statistique de cette liaison partielle.

Cette question peut s’interpreter en termes de régression (linéaire). Smouse et al.
[53] proposerent une extension du test de Mantel [39] a cette question. Ils élaborent
un test de corrélation a la Mantel, reposant sur une stratégie permutationnelle équi-
valente a la méthode proposée plus tard par Kennedy [33] dans le cas de données
d’échantillon’. Cette approche n’est pas la seule possible. Ainsi, Wolfe [62, 63] montre
qu’on peut poser le probleme en termes de mesure de la corrélation simple entre D!
et (D? —D?3). Mais notre travail privilégie les approches directement exprimables en
termes de régression multiple.

On est alors conduit a développer des outils d’inférence particularisés par trois
spécificités :

S1 : L’interprétation des D’ en termes de distances interpoints rend naturelle
I'idée de spécifier un modele de régression linéaire sans terme constant, du fait du
sens particulier accordé au zéro et donc a la nullité d’une distance : d;; = 0;

S2 : Il est peu pertinent de traiter la loi de répartition de données distancielles
dans un cadre gaussien, et il n’existe pas de modele probabiliste paramétrique pri-
vilégié et simple pour traiter de tels problemes d’inférence.

S3 : Les matrices de distances sont en général des constructions déduites de
répartitions multivariées D/ = D(X7) qui interdisent de traiter leurs éléments
{Dil;k,l = 1,2,---,n,k # [} comme mutuellement indépendants. Il en résulte
des comportements des estimateurs de la régression plus complexes que dans le cas

'Par convention, nous appelons données d’échantillon les observations x; attachées & chaque
unité statistique appartenant a un échantillon. Par opposition, la donnée d;; attachée a une paire
(,1) d’individus de ’échantillon est dite dyadique.



6 TABLE DES MATIERES

usuel. Les problemes d’inférence posés par 'analyse des liaisons entre matrices de
dissimilaritésss ne relevent donc pas du cadre classique d’application du modele
linéaire général sur données d’échantillon.

D’un point de vue méthodologique, ’analyse de la variance et la régression li-
néaire offrent les deux exemples les plus célebres de cette classe de méthodes : elles
sont fondées sur des modeles probabilistes ou mathématiques plus ou moins sophis-
tiqués, censés intégrer les caractéristiques principales des données. Par suite, elles
ne peuvent pas prétendre répondre de facon optimale a tous les problemes d’infé-
rence posés par 'utilisateur. Le domaine de validité de ces méthodes est limité par
I’ensemble des postulats qui définissent le modele. Par exemple la pertinence d’une
analyse de la variance dépend de postulats d’additivité des effets et d’homogénéité
des variances des erreurs. Le recours a un test de Student suppose de plus un tirage
aléatoire simple garantissant des échantillons indépendants.

Le domaine d’application du test de Student est en fait plus large, parce que
la loi théorique de cette statistique de test est réputée donner une approximation
raisonnable de la loi réelle pour une classe de modeles probabilistes plus large que
le modele gaussien pour lequel elle a été établie. On qualifie de robuste une telle
méthode, qui reste opérante pour plusieurs modeles, méme si elle n’est optimale
pour aucun ou seulement pour quelques uns.

Le test de Student est I'un des outils les plus souvent utilisés en régression linéaire
gaussienne, pour éprouver la significativité de la corrélation partielle entre la variable
réponse Y et I'un des prédicteurs présents dans le modele. La grande diversité des
contextes d’utilisation de ce modele, en économie, en biologie, en météorologie, etc.
confronte de facon courante les méthodes d’inférence statistique, telles que le test
de Student a des situations ne respectant pas les postulats justifiant leur emploi.

Autrement dit, lorsque le processus de génération des données ne respecte pas les
postulats fondant ’analyse statistique du modele de régression linéaire classique, les
statistiques de test d’hypothese usuelles, portant par exemple sur les coefficients de
régression partielle, ne suivent plus nécessairement la loi d’échantillonnage que leur
assigne la théorie et en général on ne connait plus la loi exacte de la statistique de
test retenue. On doit alors recourir a d’autres méthodologies d’inférence statistique.

Lorsque la taille de 1’échantillon est grande, on peut souvent approcher la loi
d’échantillonnage de la statistique de test par une loi limite, par exemple une loi
déduite de la loi de Gauss en application du théoreme central limite. Il n’est alors pas
nécessaire de connaitre exactement la loi de répartition des résidus, ou de supposer
ab initio qu’ils suivent une loi de Gauss. En pratique, cette approximation n’est
pas toujours justifiée car on se confronte assez souvent a des situations ou la taille
d’échantillon est faible.

Lorsque la taille de I’échantillon est petite, les résultats asymptotiques ne sont
plus utilisables et 1'on doit recourir a des modes d’analyse orientés données, c’est-
a-dire a des méthodes qui utilisent I'information contenue dans les données pour
réduire sensiblement les postulats que doivent satisfaire les modeles potentielle-
ment utiles. On recourt alors de facon privilégiée a la classe des méthodes de ré-
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échantillonnage, bien qu’elles nécessitent une forte capacité de calculs. Cette classe
inclue en particulier la méthode du Jackknife, présentée la premiere fois par Que-
nouille [51] et reprise par Tukey [60]). Une description plus théorique et plus générale
de cette méthode est détaillée par Miller [43] et Efron [15]. Parmi les méthodes de ré-
échantillonnage on peut citer aussi la méthode du Booststrap présentée la premiere
fois par Efron [14], et les méthodes permutationnelles.

Les tests de permutation sont au coeur de notre travail. Ils offrent une méthode
non-paramétrique de test d’hypotheses. Si I'on trouve les premiers écrits sur ce sujet
dans les travaux de Pearson (1900) sur I’analyse statistique des tables de contingence,
la premiere application de cette méthode pour le modele linéaire est en général at-
tribuée a Fisher [18] et a Pitman [48, 49, 50]. Cette méthode comme le Bootstrap est
fondée sur des postulats moins astreignants que ’approche paramétrique classique.
Elle est en effet libre, au sens (distribution-free) ou sa validité ne dépend pas de la
loi de répartition des observations. Cette généralité est cependant obtenue au prix
d’une contrepartie : sa mise en geuvre nécessite des moyens de calcul et de simula-
tion de données importants. Cette caractéristique explique d’ailleurs pourquoi elle
n’a pas retenue l'attention des chercheurs avant I’apparition d’ordinateurs puissants.

Nous avons centré l'objectif principal de cette recherche plus particulierement
sur I’étude comparative des tests de permutation adaptés aux hypotheses de nullité
d’'un coefficient de régression partielle, dans le cadre de modeles linéaires en les
parametres.

Considerons tout d’abord un modele de régression linéaire simple déterminé par
les variables ordinaires Y, X et €, qui s’écrit :

Y =B+ Gz’ + ¢ (1)

ou la loi des résidus € est inconnue. Nous avons ici une seule variable explicative
(X1) et dans ce cas, la méthode de test de permutation a retenir et présentée dans
la suite, fait consensus. Elle porte sur le coefficient de régression () :

Ho : 61 =0 contre H1 : 61 7é 0 (2)

Dans ce cas, on dispose en effet d'une propriété de symétrie de la loi des erreurs sous
I’hypothese nulle, puisqu’alors les observations vérifient une propriété d’échangeabi-
lité, imposée au terme erreur, quipermet de proposer un test exact (cf. [37] p. 248-
253, [12] p. 195-216). Par contre, le probleme devient difficile dés qu’interviennent au
moins deux variables explicatives dans un modele de régression linéaire multiple, car
on perd les propriétés d’échangeabilité assurant I'existence d’un test de permutation
exact. Plusieurs méthodes de tests de permutation approchés existent pour mettre
a I'épreuve I'hypothese de nullité d’un coefficient de régression partielle dans les
modeles de régression multiple conditionnellement a 1’observation d'un échantillon.
Puisqu’on a perdu les propriétés d’échangeabilité, il existe plusieurs facons de les
restaurer par transformation du probleme. Chaque méthode repose sur des caracté-
ristiques distinctes du modele classique de régression linéaire multiple, conduisant
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a la proposition de plusieurs logiques de test nées dans divers contextes d’applica-
tion : Freedman et Lane [19]; Smouse et al. [53]; Oja, [47]; Collins, [6]; Gail, Tan
and Piantadosi,[20] ;Welch, [61] ; ter Braak, [59]; Kennedy, [33]; Kennedy et Cade,
[34]). Un domaine important d’utilisation de ces tests de permutation est I'analyse
canonique des données multivariées dans les applications a 1’écologie, la biologie et
I'agriculture (ter Braak, [57, 58]; Legendre et Legendre [36]).

Notre mémoire de these considere souvent le modele de régression linéaire double,
pour simplifier la présentation :

Y = By + Bix' + Box® + € (3)

Nous avons donc p = 2 variables explicatives dans le modele, et I'objectif est de
construire un test d’hypothese portant sur le coefficient de régression partielle 5 :

Hy: Py =0 contre Hy: [ #0 (4)

Nous montrons dans la suite a diverses reprises qu’une présentation des méthodes
de test de permutation limitée au cas du modele de régression linéaire double ne
conduit pas a une perte substantielle de généralité et que I'extension des méthodes
au cas d’une régression linéaire multiple avec p > 2 va en général de soi.

Dans le premier chapitre, nous rappelons tout d’abord les notions et les concepts
fondamentaux. Ensuite, nous présentons le modele classique de régression linéaire
simple adapté au cadre gaussien et nous rappelons les postulats nécessaires pour
valider l'inférence statistique. Ensuite nous donnons l'estimateur du maximum de
vraisemblance (MV) et la statistique du test d’hypothese usuelle portant sur le co-
efficient de régression simple. En particulier, nous montrons que le test d’hypothese
de nullité du coefficient de régression linéaire est identique au test de nullité du coef-
ficient de corrélation linéaire. Ensuite, nous présentons les estimations de moindres
carrés ordinaires (MCO) de facon a rappeler que dans un cadre gaussien les deux
estimateurs MCO et MV sont identiques. L.’approche regoit alors une interprétation
géométrique indépendante des hypotheses de loi de probabilité. On n’a en particulier
pas besoin de 'hypothese de loi de Gauss pour justifier le recours aux estimateurs
MCO du modele.

Le cas non gaussien, correspondant a des grands échantillons est alors traité en
considérant la situation ot une approximation gaussienne de la loi d’échantillonnage
des estimateurs des parametres de la régression se justifie, et nous en expliquons les
termes, avant de nous intéresser au cas plus commun ou I’emploi d’une telle approxi-
mation gaussienne n’est pas justifié, en particulier lorsque la taille n de I’échantillon
est, petite.

Nous rappelons ensuite le principe général qui fonde la méthode de test de per-
mutation. Les postulats définissant le cadre de justification et d’interprétation des
résultats sont présentés en nous appuyant sur le cas de la comparaison des moyennes
de deux populations ainsi qu’a I'aide d’un exemple qui concerne le test de nullité du
coefficient de régression dans le modele linéaire simple.
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Nous présentons ensuite les éléments d’analyse du modele de régression linéaire
multiple - en particulier le cas double : p = 2 - utiles a la présentation de notre travail
ainsi que les postulats imposés dans le cas gaussien. Nous présentons en particulier
I’estimateur du maximum de vraisemblance, la statistique de test usuelle pour tester
la nullité d’un coefficient de régression partielle, dans le cas particulier p = 2. Nous
montrons en particulier que dans le cas de la régression linéaire multiple en univers
gaussien, réaliser le test d’hypothese de nullité du coefficient de régression partielle
équivaut a tester la nullité du coefficient de corrélation partielle.

Le chapitre suivant présente les différentes méthodes de test de permutation
proposées dans la littérature pour I’hypothese de nullité d'un coefficient de régression
partielle. La discussion est le plus souvent limitée au cas de deux prédicteurs pour
rester aussi proche que possible du cadre de simulations retenu. Il faut pourtant
noter que l'essentiel des résultats présentés s’étendent sans difficulté au cas de deux
groupes de prédicteurs X* de dimension py, avec k = 1,2 et p; +py = p > 2, comme
conséquence du célebre théoreme de Frisch et Waugh, c¢f. par exemple Greene [23].
On peut de méme étendre ces résultats avec un peu plus de technicité, au cas de la
régression multivariée.

Nous distinguons deux catégories d’approches :

1) La premiere regroupe les méthodes qui réalisent le test d’hypothese (4), en
permutant seulement les valeurs observées de la variable explicative X2 . Cela
revient a dire qu’on considere que les valeurs observées de la variable X? sont
des unités échangeables sous I'hypothese Hy : 32 = 0.

2) La deuxieme regroupe les méthodes qui s’interpretent comme effectuant des
permutations des valeurs prises sur ’échantillon par le terme d’erreur e. Cela
revient a considérer que les observations de e sont échangeables.

La différence essentielle qui oppose ces deux catégories de méthodes tient au fait
que le premier groupe (p.ex., Oja, [47]) ignore au cours des permutations, la corréla-
tion qui existe en général entre les variables explicatives X! et X2. Certains auteurs,
(cf. Anderson et Legendre [1]) tels que Welch, [61] ou ter Braak, [59] présentent
cette caractéristique comme un désavantage. D’autres auteurs, en particulier Hall et
Titterington [24] et Hall et Wilson [25] insistent sur 'importance qu’il y a & utiliser
une statistique pivotale dans le contexte tres voisin des tests par simulation et de
ceux par le Bootstrap.

Nous distinguerons quatre approches parmi les méthodes de la premiere catégo-
rie, toutes fondées sur des principes distincts : les approches de Freedman et Lane
(1983), de Manly (1991), de ter Braak (1992) et celle de Kennedy (1995) respecti-
vement. Du point de vue de la statistique, un test est jugé bon lorsque son risque
d’erreur de premiere espece est petit et lorsque conjointement sa puissance est élevée.
Mais la plupart des comparaisons de tests de permutation relevent de la simulation.
Ainsi, en 1991, Manly [40] a réalisé une simulation limitée pour évaluer la qualité de
sa méthode. : les résultats de cette simulation ’ont conduit a écrire que sa méthode
fonctionnait bien. Pourtant, Kennedy [34] a critiqué la méthode de Manly et a éga-
lement fait une simulation limitée qui montre que sa méthode est meilleure que celle
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de Manly, au sens précédent. Kennedy démontre également que I'estimateur MCO
de 5 issu de sa méthode et I'estimateur MCO de (3, a une expression analytique
identique a celle qui est proposée par Freedman et Lane. Il en déduisit que les deux
méthodes étaient équivalentes. Notre étude analytique de ces deux méthodes montre
pourtant que la situation est plus complexe. En 1992, ter Braak proposa une autre
méthode de test qui calcule la valeur de la statistique de test associée a chaque
permutation sous I'hypothese alternative Hy : 35 = by. Dans ce chapitre nous com-
parons ces diverses approches et nous essayons également d’expliquer les avantages
et les inconvénients de chacune. A notre connaissance, aucune comparaison n’a été
faite avant 1999. Cette année la, Anderson et Legendre [1] ont étudié les quatre
méthodes précédentes a 1’aide d'une simulation large et riche, qui permet d’analyser
les effets des facteurs de variabilité suivants sur le comportement du test :

a) la taille de I’échantillon ;

b) le degré de corrélation entre les variables explicatives p(X!, X?);

c) la valeur du parametre 3; associé a la covariable X! ;

d) la loi de probabilité du terme d’erreur aléatoire ;.
Plus précisemment, trois caractéristiques sont retenues pour évaluer 'influence de
ces facteurs :

1. le risque d’erreur de premiere espere
2. la puissance du test

3. leffet d’un point extréme dans I’ensemble des valeurs données de la covariable
X1, sur le risque d’erreur de premiere espece.

Anderson et Legendre déduisent de leur simulation que la méthode de Freedman
et Lane présente 'avantage sur les autres méthodes de conserver le niveau d’erreur
de premiere espece considéré. Le niveau de couverture du test varie tres faiblement
autour du niveau nominal d’erreur de premiere espece. Ces auteurs ont également
constaté que les trois méthodes de test Freedman-Lane, Manly et ter Braak ont des
puissances sensiblement identiques. Ils ont de plus montré par simulation qu’en pré-
sence d'un point extréme introduit dans 1’ensemble des valeurs de la covariable X!,
la méthode de Freedman-Lane conservait mieux que les autres méthodes, le niveau
du risque d’erreur de premiere espece considéré

Nous avons repris I'ensemble de ces simulations avec une déclinaison plus sys-
tématique que celle d’Anderson et Legendre, et un choix plus réaliste de lois de
répartition des variables explicatives. L’apport le plus important de ces simulations
reside dans la mise en évidence du caractere erronné des affirmations de Kennedy
lorsque cet auteur affirme (c¢f. Kennedy [33]) que sa méthode est équivalente a celle
de Freedman et Lane. Nos simulations, présentées au chapitre 2, confirment les ob-
servations d’Anderson et Legendre : les deux méthodes sont approximativement sans
biais, méme sur des échantillons de petite taille. Mais ces simulations illustrent de
plus le fait que l'erreur de premiere espece encourue par la méthode de Kennedy
est toujours supérieure ou égale a celle qui résulte de ’emploi du test de Freedman
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et Lane. Ce constat nous a convaincu d’approfondir la question suivante : pour-
quoi ces méthodes, bien qu’utilisant le méme estimateur du parametre 35, sont-elles
différentes en pratique ?

Nous avons complété notre étude par simulation des méthodes de Freedman
et Lane et de Kennedy en veillant a respecter le cadre de travail d’Anderson et
Legendre, mais en menant une étude plus complete et plus riche en information.
Nous avons donc pu dégager des résultats non mis en lumiere par Anderson et
Legendre. D’une part, en autorisant un plus large spectre de valeurs possibles pour
les prédicteurs, nous avons rencontré des situations ou l'erreur de premiere espece de
la méthode de Kennedy était inférieure a celle de Fredman-Lane. D’autre part, les
résultats de notre recherche confirme que la puissance du test fondé sur la méthode de
Kennedy est plus grande que celle de Freedman et Lane. Les résultats de simulations
obtenues dans ce chapitre nous ont convaincu de 'intérét d’'une étude théorique de
ces méthodes de test de permutation et les résultats de ce travail sont présentés dans
le chapitre suivant.

Dans ce troisieme chapitre, nous comparons les propriétés formelles de ces deux
méthodes de test de parmutation. Nous démontrons en particulier que ’estimation
MCO du coefficient de régression partielle 35 associé a chaque permutation 7 des
observations par la méthode de Freedman et Lane (notée B{ ) est égale a celle qui lui

est associée par la méthode de Kennedy (notée 35 ). Si I'on note 3, cet estimateur
commun, nous établissons les résultats complémentaires suivants :

a) Notons Var(@,ﬂ) la variance de BQ,,, associée a une permutation quelconque,
notée 7, des éléments de I’échantillon observé. Notons de plus S? (Bg,ﬂ) r lesti-
mateur de Var(f3,,,) fourni par la méthode de Freedman et Lane, et 52(3277T)K
celui qui est obtenu par la méthode de Kennedy. Alors, S 2(3“) < 52 (Bgm) K.
Par suite, la valeur absolue de la statistique de test de Student associée a
chaque permutation par la méthode de Freedman et Lane est toujours plus

grande que celle qui lui est associée par la méthode de Kennedy, c’est-a-dire :

|3277r| < |BQ77T| o | F
A — P - 2,
S(/82,7T)K S(/BQ,TF)F

On en déduit que la fonction de répartition de |T2F | est toujours supérieure ou
égale a celle de |T2K7T| et par suite, la fonction puissance du test permutationnel
de Freedman et Lane est toujours supérieure ou égale a celle de la méthode
de Kennedy. Sous I'hypothese Hy : B = 0, ce résultat dit que l'erreur de
premiere espece de la méthode de Freedman et Lane est plus petite que celle de
Kennedy. Inversement, sous I’hypothese alternative H; : § # 0; la puissance
de la méthode de Kennedy est plus grande que celle de Freedman et Lane.

b) Nous avons de plus calculé la variance permutationnelle de Bgﬂr. Elle est no-

S2(Bon)ic > S*(Bon)r = |ThS | =

(5)

tée Var(ﬁAng) et quantifie la variabilité de Bg’ﬂ— pour sa loi permutationnelle.
Nous avons de plus adopté la notation &, pour désigner la notion d’espérance
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permutationnelle dans toute notre these.

Si nous désignons par S*(52.,) k. Uestimateur de la variance de [, ., obtenu
lorsque la somme des carrés des résidus est normalisée par la quantité n — 2
ou n est le nombre observations. Nous montrons alors que :

E(SQ(BQ,W)F) = VGT(BQ,W)‘

Cette écriture signifie que 'estimateur de Var(ﬁh) obtenu par la méthode de
Freedman et Lane est un estimateur sans biais de la variance permutationnelle
de Bg, au sens de la loi permutationnelle.

¢) On montre de facon analogue que :

E(S*(Bon)ic) # Var (Do),

c’est-a-dire que l'estimateur de Var([}g,ﬂ) obtenu par la méthode de Kennedy
est biaisé pour la loi permutationnelle de Bg.

d) Le choix du terme de normalisation est important ici, puisque contrairement

au cas (a), nous avons aussi montré que Uestimateur de Var(fs.,) obtenu par
la méthode de Kennedy défini en retenant maintenant (n—2) degrés de liberté
et noté par S2(Bg77r) Kkx, se comporte différemment de 'estimateur précédent
normalisé en (n — k) degrés de liberté : dans certaines situations, il est plus
grand que celui de Freedman et Lane (S%(Bo.x)ix — S*(Box)r > 0) et dans
d’autres situations, il est plus petit (S2(Gor) ks — S2(Bor)r < 0).
Le choix de la normalisation de la statistique de test utilisée par Kennedy par
(n—2) degrés de liberté au lieu des (n—3) degrés de liberté (ici, k = 3) retenus
par cet auteur, modifie la situation traitée en (a) : i) on ne peut plus affirmer
que le risque d’erreur de premiere espece de la méthode de Freedman et Lane
est plus petit que celui de Kennedy normalisé par (n —2) degrés de liberté; ii)
la puissance de la méthode de Freedman et Lane n’est plus systématiquement
inférieure a celle de la méthode de Kennedy normalisée par (n — 2) degrés de
liberté. Il existe des cas ou le risque d’erreur de premiere espece de la méthode
de Freedman et Lane est plus grand que celui de la méthode de Kennedy avec
(n—2) degrés de liberté et la puissance de la méthode de Freedman et Lane est
plus grande que celle de Kennedy avec (n—2) degrés de liberté. Néanmoins, les
résultats de nos simulations montrent que ’erreur de premiere espece résultant
de la méthode de Freedman et Lane est plus petite que celle de Kennedy dans
la plupart des cas et que la puissance de la méthode de Freedman et Lane est
plus petite que celle de Kennedy dans la plupart des cas.

e) L’estimateur de Var(f,,) dans la méthode de Kennedy corrigée en considé-
rant (n — 2) degrés de liberté est toujours plus petit que celui qui est obtenu
par la méthode de Kennedy normalisé par (n — 3) degrés de liberté.

S (Bor) i > S*Bom) ke
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On en déduit que :

|5:2,7r |ABZ,71'|
(62,7‘()]( N S(ﬁ2,7r)K*

La fonction de répartition de |T5% | est donc toujours supérieure ou égale &
celle de |T2K;| En conséquence, la fonction puissance du test permutationnel
de Kennedy corrigé est toujours supérieure ou égale a celle de la méthode de
Kennedy. Sous 'hypothese Hy : G = 0, ce résultat dit que 'erreur de premiere
espece de la méthode de Kennedy est plus petite que celle de Kennedy corri-
gée. Inversement, sous 'hypothese alternative Hy : G5 # 0, la puissance de la
méthode de Kennedy corrigée est plus grande que du test originel de Kennedy.

Ty = S =Tz 1.

f) L’estimateur de Var(fs,) obtenu par la méthode de Kennedy corrigée est un

estimateur sans biais pour la variance permutationnelle de 35, au sens de la
loi permutationnelle :

—

E(Var(Ba) ) = Var(Fo,x)

Nous étendons de plus ces résultats établis dans le cas du modele de régression
double, au cas du modele de régression multiple.

Le chapitre suivant est consacré au cas de données dyadiques. Supposons par
exemple qu’on étudie un ensemble de n individus (ou objets) ou chaque individu est
mesuré a ’aide d'un vecteur aléatoire de dimension p. Le choix d'une métrique sur
I’espace engendré par ces p variables permet de résumer ces mesures multivariées
en associant une distance a chaque paire d’individus (ou dyade) (4,1). I en résulte
une matrice de distances D, carrée d’ordre n, a éléments positifs, symétrique et a
diagonale nulle, qui a pour élément (i,[) la distance entre les individus i et [ :

0 dig dis -+ din
o[ T
dln d2n o d(n—ln) 1

Par exemple, lorsqu’on calcule les distances entre chaque paire d’individus par la
formule :

dy = (3 (2}, — a]))"”? (6)

k=1

on obtient une matrice de distances euclidiennes. Cette situation est particuliere
puisque nous avons supposé que l'on disposait des mesures initiales des p variables.
Une situation plus courante en pratique correspond au cas ou l'on mesure directe-
ment la dissimilarité d;; entre éléments de la dyade (i,[). Les matrices de distances
ont beaucoup d’applications en économie, en biologie et génomique, en écologie, en
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analyse des réseaux sociaux, etc. Il existe des cas ou les chercheurs veulent étudier
les dépendances entre matrices de distances, par exemple a 'aide d’'un modele de
régression sur matrices de distances. Le chapitre 4 est donc consacré a ’étude du
comportement des quatre méthodes de test de permutation présentées au chapitre 2
dans le cas d’'un modele de régression linéaire sur matrices de distances. Les criteres
de comparaisons retenus sont ici encore :

1. le risque d’erreur de premiere espece ;
2. la puissance du test.

Cette étude se justifie, du fait des spécificités de ce type de données et de la
difficulté inhérante a la définition d’une notion utile de corrélation partielle entre
matrices de distances. Ainsi, Legendre ([35]) a étudié par simulation I’application des
quatre méthodes de tests de permutation présentés plus haut au cas de matrices de
distances. Dans ce cas, les variables X!, X? et Y, définissant un modele de régression,
représentent chacun les éléments de la partie triangulaire inférieure d’une matrice
de distances.

Ce chapitre explique tout d’abord brievement la méthode de simulation adoptée
et les résultats obtenus par Legendre : la statistique de test utilisée par cet auteur
est le coefficient de corrélation partielle. Nous avons tenté de compléter son étude en
retenant un plan de simulation plus large et plus riche, susceptible de lever certaines
ambiguités de sa présentation. Puis nous comparons nos résultats a ceux obtenus
dans la simulation effectuée par Legendre. Notre simulation est composée de deux
parties :

1. Dans la premiere partie, les données générées pour les variables X1, X? véri-
fient les propriétés d’'une matrice de distances euclidiennes alors que les don-
nées générées pour le terme d’erreur €, ne vérifient pas nécessairement ces
propriétés. Ensuite les données de la variable Y sont calculées sous la forme :
Y = DB + € ou Dg = [X}|X2]RY2, RYZ est la matrice de Cholesky in-
duite par la matrice de corrélation considérée entre X' et X? et notée R,
‘B = (0o, 01) et € est le terme erreur (ou bruit). Remarquons que les valeurs
calculées pour Y comme les valeurs générées pour e définissent une matrice de
dissimilarités, mais ne vérifient pas nécessairement les propriétés d’une matrice
de distances euclidiennes.

2. Les simulations présentées dans la deuxieme partie de ce chapitre se veulent
plus contraignantes et plus completes que celles qui sont présentées dans la
premiere, afin d’étudier les effets de transformations de distances euclidiennes
sur le risque d’erreur de premiere espece et sur la puissance du test. Nous
avons donc généré des données de trois manieres différentes, de facon a étudier
I'influence de la répartition relative des grandes et petites distances sur le
comportement du test.

I) les données générées pour les variables X1, X? vérifient les propriétés d’'une
matrice de distances euclidiennes;



TABLE DES MATIERES 15

I1) les données générées pour les variables X!, X? sont les valeurs obtenues
en (I) élevées au carré.

I1T) les données générées pour les variables X!, X2 sont les transformées lo-
garithmiques des valeurs obtenues en (I), qui vérifient les propriétés d'une
matrice de distances euclidiennes.

Dans les trois cas, les valeurs des variables Y et € sont générées de fagons a intégrer
deux caractéristiques distinctes. Tout d’abord, nous avons imposé une structure de
corrélation entre prédicteurs. Pour cela, nous avons formulé le modele comme suit :
Y = DgrB+e€ ot R est la matrice de corrélation retenue entre X! et X2, on définit :
DgrB = [X!X2R'Y23 comme le signal dans un modele de type signal+bruit du
modele : Y = Dr3 + € ol € est le terme erreur (ou bruit).

a) les données générées pour e vérifient les propriétés d’une matrice de distances
euclidiennes telle que
1) la variance des données générées pour le terme de signal (Wg) est au moins
quatre fois plus grande que la variance des données générées pour le terme de
bruit () ;
2) les valeurs de Y qui sont calculées par : Y = Dgrf3 + € doivent vérifier les
propriétés d’une matrice de distances euclidiennes.

b) les données générées pour e vérifient les propriétés d’une matrice de distances
euclidiennes telle que
1) la variance des données générées pour le terme de signal (Dg) est au moins
quatre fois plus petite que la variance des données générées pour le terme de
bruit () ;
2) les valeurs de Y qui sont calculées par Y = Drf3 + € doivent vérifier les
propriétés d'une matrice de distances.

Le choix des statistiques de test utilisées en régression linéaire est largement
motivé par leurs propriétés d’optimalité démontrées dans le cas d’échantillons gaus-
siens. Notre étude n’échappe pas a cette pratique alors méme que nous avons utilisé
une méthode de test de permutation, reposant sur une approche nonparamétrique,
donc non liée a un postulat de processus de génération de données gaussiennes. De
plus, les caractéristiques probabilistes propres aux mesures de dissimilarités rendent
moins naturelle la référence aux propriétés de la loi de Gauss pour l'analyse des
dépendances entre matrices de dissimilaritéss. Nous avons donc souhaité évaluer
I'influence du choix d’une statistique de test sur la performance comparée des mé-
thodes de test de permutation discutées dans ce mémoire. Pour chaque permutation
d’un ensemble de données générées et pour chaque méthode de test permutationnel,
nous avons calculé trois statistiques dont 1’équivalence en régression est démontrée
dans le cadre classique : le rapport T, le pyo (utilisé par Legendre) et le p2. ;.

Nous avons de plus complété cette comparaison en traitant le cas d’une hypothese
alternative unilatérale Hy : By < 0 contre Hy : B3 > 0 et celui d’'une hypothese
bilatérale Hy : By = 0 contre Hy : B3 # 0 . Pour 3000 ensembles de données gé-
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nérées et les deux types d’hypotheses alternatives, nous avons calculé les p-valeurs
adaptées aux deux types de tests d’hypotheses, le risque d’erreur de premiere espece
(empirique) et la puissance (empirique).

Les erreurs de premiere espece et les puissances obtenues par les méthodes sur
les données simulées dans la premiere et la deuxieme partie sont assez différentes.
Nous allons en discuter les raisons, expliquer en détails dans le chapitre 5.

Nous présentons les résultats de ces simulations dans la deuxieme partie. Nous
montrons en particulier que I'étude des quatre méthodes de tests de permutation
discutées plus haut conduit aux observations suivantes :

a) lorsque la variance du terme de bruit est plus grande que celle du terme de
signal, la puissance du test diminue fortement ;

b) les trois statistiques de test habituellement utilisées : le T de Student, le coef-
ficient de corrélation partielle et le carré du coefficient de corrélation partielle
produisent approximativement le méme risque d’erreur de premier espece et
la méme puissance.

¢) la puissance du test obtenue sur des données générées dans le cas (II) (ou les
valeurs des variables X! et X? sont des carrés de distances interpoints) est
plus grande que les puissances de tests obtenues dans les cas (I) (ou les valeurs
des variables X! et X? sont des distances interpoints) et (III) (ou les valeurs
des variables X! et X? sont les logarithmes des distances interpoints).



Chapitre 1

Quelques méthodologies de
régression linéaire simple

1.1 Introduction

Dans de nombreuses applications du modele linéaire, la connaissance du proces-
sus de génération des données ou bien une étude des résidus montre que 1'utilisa-
tion des méthodes standard d’inférence statistique portant sur les parametres du
modele est contestable ou méme trompeuse, lorsque le terme d’erreur du modele
ne vérifie pas les postulats classiques justifiant les méthodes de test paramétrique
pour des échantillons indépendants, identiquement distribués (i.i.d.) et gaussiens.
Dans le cas i.i.d. non gaussien, une solution souvent adoptée consiste a recourir a
une méthode non paramétrique. Une telle solution consiste a utiliser une méthode
de ré-échantillonage, par exemple les méthodes de Jackknife ou de Bootstrap. Une
autre méthode non paramétrique est fournie par la classe des tests de permutation.
Les premieres descriptions des tests de permutation adaptés aux modeles linéaires
furent présentées dans la premiere moitié du 20eme siecle par Fisher(1953) et Pit-
man(1937a, b, 1938).

Dans ce chapitre, nous rappelons tout d’abord, les notions et les concepts fon-
damentaux de la régression linéaire simple. Ensuite, nous présentons le modele de
régression linéaire simple classique sous hypothese gaussienne ainsi que les postulats
nécessaires a la construction d’inférences statistiques. Puis, nous construisons I’es-
timateur du maximum de vraisemblance (MV) des parametres et la statistique du
test d’hypothese portant sur le coefficient de régression simple sous hypothese gaus-
sienne. Nous montrons en particulier que le test d’hypothese de nullité du coefficient
de régression linéaire et celui de nullité du coefficient de corrélation linéaire sont
identiques. Ensuite, nous reprenons la présentation des estimateurs des parametres
du modele de régression simple au sens des moindres carrées ordinaires (MCO) sans
référence a I’hypothese gaussienne et nous rappelons leurs caractéristiques impor-
tantes. Puis, nous rappelons que les estimateurs MCO et MV sont identiques dans
le cas gaussien.

17
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Dans le cas non gaussien, on doit recourir a une méthode non paramétrique pour
effectuer des inférences statistiques. Une méthode naturelle s’impose dans le cas de
grands échantillons. C’est la méthode d’approximation gaussienne que nous expo-
sons. Mais I'emploi de cette approximation gaussienne n’est pas toujours possible
puisqu’elle suppose vérifiés les postulats du théoréme central limite et il n’est pas
justifié lorsque la taille n de I’échantillon est petite.

Puis, nous rappelons la méthode des tests de permutation, ses hypotheses jus-
tificatives et ses caractéristiques, en mentionnant I'exemple d’application de cette
méthode a la comparaison des moyennes de deux populations ainsi qu’un exemple
qui concerne le test de nullité du coefficient de régression dans le modele de régression
linéaire simple. Ensuite, nous présentons le modele de régression linéaire multiple
(en particulier double) et précisons les postulats justifiant la méthode classique de
test d’hypothese dans le cas gaussien. Notre étude concerne principalement la sta-
tistique de test utilisée pour réaliser le test de nullité du coefficient de régression
partielle (en particulier dans le cas double). Ainsi, nous montrons que dans le cas
d’une régression linéaire multiple, réaliser le test portant sur I’hypothese de nullité
du coefficient de régression partielle et le test portant sur le coefficient de corrélation
partielle sont équivalents.

1.2 Rappels et notations

1.2.1 Moments d’une loi bivariée

Soit (€2, F, P) un espace probabilisé ou {2 est un ensemble quelconque, F est
une tribu de parties de 2 et P est une mesure de probabilité définie sur F. Une
variable aléatoire réelle X est une fonction mesurable X :(Q2, F) — (R, B) ou B est
la tribu des boréliens de R. On désigne par x = X (w) la valeur prise par X en w € €.

définition 1.2.1. Considérons la variable aléatoire réelle X et un entier positif k.
Lorsqu’elle existe, la valeur :

e = B(XY) (L.1)
s’appelle moment simple d’ordre k. De méme, si elle existe, la valeur :
= E((X = m)") (1.2)

s’appelle moment centré d’ordre k.

D’apres (1.1) pp est la moyenne de X que l'on note plus simplement g ou iy
s’il y a plusieurs variables aléatoires a distinguer. De plus, d’apres (1.2) pour k = 1
on a E(X — p) = 0, ce qui caractérise le centrage de X. Pour k£ = 2 on obtient la
variance de X qui est notée :

Var(X) =E(X — p)?* = 0% (1.3)
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Dans la suite, nous considérons un couple de variables aléatoires X et Y réelles
définies sur (€2, F, P) et de carré intégrable, i.e. E(X?) < oo et E(Y?) < cc.

définition 1.2.2. Considérons un couple de variables aléatoires réelles (X,Y),
lorsque p et q sont deux entiers positifs, la valeur (si elle existe) :

by = E(XPYY)
s’appelle moment croisé d’ordre p et q. De méme, la valeur (si elle existe) :

tpg = E((X = px)(Y = py)?)
s’appelle moment croisé centré d’ordre p et q.

Pour p = ¢ = 1, on obtient la covariance entre deux variables X et Y, qui est
donnée par :

Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y) (1.4)

Si Cov(X,Y) =0 on dit que X et Y sont non corrélées et 'on note X 1L Y.
Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur (2, F, P) et de carrée inté-
grable. Alors, on vérifie classiquement les propriétés suivantes :

Propriéte 1.2.1.

Cov(X,X)=Var(X);

Cov(aX,bY) = abCov(X,Y),¥ a,b € R (propriété de bilinéarité) ;
Cov(X +a,Y)=Cov(X,Y),Va € R (invariance par translation);
Cov(X,Y) = Cou(Y, X) (symétrie) ;

Var(X +Y) =Var(X)+ Var(Y) + 2Cov(X,Y);

6. Si X et Y sont indépendantes, alors Cov(X,Y) = 0.

AR

définition 1.2.3. Le coefficient de corrélation de Pearson

Soient X et'Y deux variables aléatoires réelles définies sur (Q,F, P), de carré in-
tégrable et telles que 0% > 0 et 03 > 0. Le coefficient de corrélation linéaire entre
X etY est alors donné par la formule suivante :

Cov(X,Y)

2 9
Ox0y

p(X,)Y)=Corr(X,Y) = (1.5)

Propriéte 1.2.2. Sous les hypothéses de la définition (1.2.3),

1. Pour tous mombres réels a > 0, ¢ > 0, b et d, le coefficient de corrélation
linéaire vérifie :

p(aX +b,cY +d) = p(X,Y);
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2. p(X,Y) est un cosinus :

3. Si les variables X et'Y wvérifient la relation linéaire aX +bY +c¢ =0, ot a, b
et ¢ sont des réels alors

1 siab< 0
p(X,Y)—{ —1 siab>0

4. 81 X etY sont indépendantes, alors p(X,Y) = 0.

1.2.2 Moments empiriques d’une loi bivariée

Soit Xy, Xs, ..., X,,, un échantillon de taille n, issu de la loi de X. La variable aléa-
toire T,, = f(X1, Xs,...X,,), fonction de X1, Xs, ..., X,,, est une statistique d’échan-
tillon. Les exemples les plus courants de statistiques d’intérét sont les suivants :

définition 1.2.4. Considérons un échantillon de taille n, de la variable aléatoire

X. La statistique
1 n
M,==-9 XF

ou k est un entier positif, s’appelle moment empirique d’ordre k.

Pour £ = 1 on parle de moyenne empirique. Remarquons que My est une
moyenne arithmétique et donc si la loi mere admet un moment u;, d’ordre k, My
est un estimateur sans biais de py : E(Mg) = ug.

définition 1.2.5. On appelle moment empirique centré d’ordre k de la variable
aléatoire X, la statistique

ou k est un entier positif.

Pour k£ = 2 on obtient la variance empirique :
M= 30x) = L 3 (x, - Xy (19

S’Q(X ) est un estimateur biaisé de o% lorsque le centrage est effectué par rapport a
la moyenne de 1’échantillon X et non pas avec la moyenne théorique p de sa loi. On
notera dans la suite

1 _
(X)) = X; — X)? 1.
S0 = T LK) (17)
la variance corrigée de X. On démontre alors (cf. Dodge et Rousson [9]) que S?(X)

est un estimateur sans biais de 2.
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Considérons maintenant un échantillon de taille n d’un couple de variables aléa-
toires (X, Y"). Les moments croisés empiriques d’ordres p et ¢ et leurs correspondants
centrés sont respectivement :

1 n
- Z XPy? (1.8)
n 4
=1
et

D (XK= XP(y-Y)e (1.9)
Dans le cas p = ¢ = 1, le moment centré est appelé la covariance empirique :

Ly - v) (1.10)

Par analogie a la définition de la corrélation linéaire rappelée ‘a 1’équation (1.5.1),
on peut définir la corrélation linéaire empirique en divisant la covariance empirique
par le produit des écarts types empiriques des variables aléatoires X et Y.

o YLK -XDi-Y)
\/Z?:1(Xi - X)2 Z?:l (Yz - Y)2

(1.11)

1.3 Régression et modele de prévision

1.3.1 La meilleure fonction de prévision

De nombreux modeles de prévision décrivent les valeurs prises par une variable

aléatoire comme fonction des valeurs d'une ou de plusieurs autres variables aléa-
toires, appelée fonction de prévision ou encore fonction de régression.
Dans le cas simple ou deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes, la
connaissance des valeurs prises par X n’apporte aucune information sur les varia-
tions de Y et la fonction de prévision est une fonction constante en X. A I'opposé,
lorsque X et Y sont dépendantes, la connaissance d’une réalisation de X apporte
une information sur Y et permet donc de construire une fonction de prévision.

Le probleme de spécification de la meilleure fonction de prévision de Y sachant
X se pose alors de la fagon suivante : on considere un couple de variables aléatoires
réelles (X,Y) défini sur un espace probabilisé (€2, F, P) :

(X,)Y): Q — ®?

dont la loi de probabilité conjointe fxy(z,y) peut se calculer a l'aide de la densité
de probabilité marginale de X : fx(x) et de la densité conditionnelle de Y sachant
X : fyix(y|x). On note de méme fy(y) : la densité de probabilité marginale de Y.
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Prévoir Y a 'aide d’une réalisation x de X nécessite la connaissance d'une fonc-
tion de z notée g(z) qui associe & tout z une prévision g(z) de la valeur de Y. A
toute prévision g(x) de Y est de plus attachée une erreur de prévision, définie comme
Iécart associé : (Y — g(x))

Une méthode simple et classique d’estimation de la fonction g, consiste a mini-
miser une fonction critere telle que I'erreur quadratique moyenne. Dans ce cas, g(z)
doit vérifier :

E((Y - g(X))*) = wim B(Y - h(X))?) (1.12)

ou Hyx est l'espace de Hilbert formé par les fonctions réelles, définies sur I'espace
I'image de X, noté Im(X) et de carré intégrable :

H = {h(z)[E(h(X))* < oo}
et Hx est muni de la norme || X|| = /E(X)2.

Théoréme 1.3.1. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires et f(Y') est une
fonction borélienne de Y telle que E(f(Y)) < oo, alors

E[f(Y)] = Ex[Ey[f(Y)|X]]

En particulier :

E[Y] = Ex[Ey[Y|X]]

Preuve :(cf. Mood et al. [45])
En utilisant le théoréeme 1.3.1 on écrit :

Exy (Y — g(X))* = Ex[Eyx(|Y — g(X)*)|X]

I'espérance conditionnelle de Y sachant {X = z} réalise le minimum de l'erreur
quadratique moyenne et donc :

g(x) =E(Y|X = x). (1.13)

Exemple 1.3.1. Soit un couple (X,Y) de densité conjointe :

r+y, si0<zy<l;
Fxy(@y) = { 0, sinon.

Nous voulons trouver la meilleure fonction, c’est-a-dire :
E(Y|X = z).
il faut donc trouver d’abord la densité marginale de X. Nous obtenons :

[ x+1/2, si0<z <1
fX<$)_{ 0, sinon.
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On en déduit immédiatement la densité conditionnelle de Y sachant X :
2z+2y

frix(ylz) = { 2“10

s10<zy <l
SInon.

En utilisant la proposition (1.3.1) nous obtenons :

3r+ 2

o(e) =B(Y|X =) =

qui est une fonction non linéaire de x. Par exemple, si x = %, la valeur prévue pour

Yoest:
_35+2 3
= 1 = —
61+3 5
définition 1.3.1. Soient X et Y deuz variables aléatoires t.q. E(|Y])<oo. La fonc-
tion g(z) : R — R définie par

Y

g(x) =E(Y|X = x) (1.14)

s’appelle la fonction de régression de'Y en X.

1.3.2 Meilleure prévision linéaire

La minimisation de I’erreur quadratique moyenne nécessite de connaitre la den-
sité conditionnelle de Y sachant X = x. On suppose souvent que celle-ci appartient
a une classe paramétrée de fonctions. Le cas le plus simple est donné par une relation
fonctionnelle entre X et Y de forme linéaire, la fonction de prévision s’écrit

g(z) = Bo + Bz

Cette classe de fonctions est paramétrée par 6 = {8y, 31} € O, un ouvert de R
Dans ce cas, la fonction linéaire optimale au sens de l'erreur quadratique moyenne
est connue lorsque les valeurs 3y et 3; qui réalisent le minimum de :

E((Y = fo = /i1 X)?| X =)

sont connues. On les note Bo et ﬁl. En utilisant la formule de décomposition de la
variance, on obtient pour la loi conjointe de (X, Y) :

EY - B — i X)? = Var(Y — Gy — i X) +EX(Y — Gy — 51 X)
= oy + Bl%%( — 2610y + (ty — o — Bipx)?
= o} +ox (b - %)2 - %Y + (v = o = Bupx)* (1.15)
de sorte que la solution est obtenue pour;
5 OXy _ pPOxO0Oy Oy (1.16)

ﬁlz 5 — ) =p
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A~ O'Y
Po = py —bux = py — p—px (1.17)
ox
c’est-a-dire pour la fonction (linéaire en x) :
Oy
g9(z) :MXJF/?E(?C—M:L«) = o+ bz (1.18)
On peut retrouver la fonction g(x) figurant dans l'expression précédente par
d’autres voies.

Proposition 1.3.1. Soit (X,Y) un couple aléatoire de carré intégrable (non né-
cessairement gaussien), de moyenne, variances et corrélation linéaire notés respec-
tivement px, py,0%,0% et p. Si E(Y|X = x) est une fonction linéaire de x, cette
fonction est de la forme :

ag
E(Y|X =) = px + pé(fv — pz) = Po+ frx

Preuve : Nous savons que :

EY|X =2) =0+ fix
Par suite :
py = E(Y)=Ex(E(Y]X))
= Ex(6o+ 5 X)
= Bo+ fipx (1.19)
Opérons de fagon analogue apres avoir multipliés par z :
pxy = E(XY)=Ex(XE(Y[X))
= Ex(X(6o + 51 X))
= Bopx + HE(X?) (1.20)

Les équations 1.19 et 1.20 ont pour conséquences :

o
Bo = py — Bipx = py — p—pix (1.21)
ox
Bo= 2=, (1.22)
Ox ox
par suite :
o

Remarque 1.3.1. Lorsque les variables X et Y suivent une loi conjointe gaus-
sienne, la loi conditionnelle de Y sachant X est une loi de Gauss et alors E(Y|X)
est une forme linéaire et Var(Y|X) ne dépend pas de X, justifiant ainsi le choix
d’une fonction de régression linéaire g(x).
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1.4 Le modele de régression linéaire simple

Dans cette section nous rappelons le modele de régression linéaire et les postulats
nécessaires a la construction d’inférences statistiques relatives aux parametres du
modele.

1.4.1 Le modele de régression linéaire classique
Considérons un couple de variables (X, Y') défini sur (Q, F, P)
(X7Y> : (Q7f7 P) — (R2,BR2)

oll Bx2 est la tribu des boréliens de R?. Nous voulons prévoir les valeurs de la variable
Y a l'aide d’une fonction linéaire de la réalisation de la variable X. La fonction de
régression s’écrit sous cette contrainte :

g(x) = E(Y[X = 2) = fo + bz,

de sorte que la valeur moyenne attendue de Y en z, notée E(Y|X), differe de la
valeur réelle Y par un terme d’erreur €. On obtient ainsi le modele classique de
régression linéaire simple :

On parle alors de variable expliquée pour Y, de variable explicative ou prédicteur
pour X et d’erreur de prévision de Y ou résidu pour e.
Quand on observe n réplications indépendantes du modele, on écrit :

Y; = B0 + i + €, i=1,.,n (1.25)

et la loi de probabilité des ¢; décrit les erreurs du modele retenu. La suite de cette
these étudie les variations de Y conditionnellement aux valeurs prises par X. Les
valeurs x; observées définissent alors un plan d’expérience et peuvent étre traitées
comme des contraintes fixées par le plan et I'on retrouve ainsi le cadre classique
d’analyse de la régression sur données expérimentales. Les méthodes classiques de
test de permutation traitent sans modification du cas plus général et plus fréquent en
sciences sociales ou 'on traite des données de simple observation, caractérisées par
I'impossibilité d’expérience, donc de maitriser les valeurs de X. La méthodologie des
tests de rééchantillonnage prend alors toute sa valeur du fait de sa capacité a intégrer
d’éventuelles dépendances entre observations. Afin d’estimer les parametres du mo-
dele classique de régression linéaire simple et de préciser les propriétés d’optimalité
statistique des estimateurs retenus, on doit formuler certains postulats concernant
la distribution des erreurs. Nous commencons par donner trois postulats essentiels
concernant cette loi de probabilité (cf. Hayashi, [26]). Puisque la loi de Y sachant
X = x se déduit de la loi conditionnelle de € sachant X = x, on formule les postulats
sur le couple (X, €) plutdt que sur le couple (X, Y).
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P1. (Exogénéité forte) : L’espérance conditionnelle de ¢; sachant toutes les va-
leurs z; prises par la variables explicatives X sur les éléments ¢ de 1’échantillon
est nulle. Formellement, en notant X I’ensemble des valeurs des prédicteurs
prises sur I’ensemble de 1’échantillon, et pas uniquement sur le i-eme individu,

E(e|X) =0, Vi, 1=1,2,....n

P2. Propriétés d’homoscédasticité

E(Z|X) = 0% >0 Vi=1,2,...,n

P3. Propriétés de non corrélation des erreurs.

E(e, €;|X) =0 i#£j=12,...n
On déduit les propriétés suivantes du postulat P1 pour tout i =1,2,...,n,
a) E(e;) = E[E(;|X)] = 0"
b) E(Yi|z:) = fo + brs

et pour tout couple d’observations 7,5 =1,2,....m 7 # j:
C) ]E(XJEZ) =0 2
d) CO’U(Xj, EZ‘) =0 3

On déduit aussi les propriétés suivantes des postulats P1 et P2 pour tout ¢ =
1,2,...,n,

a) Var(e|X) = E(ef[X) — (E([X))? = E(e}|X) = o”

b) Var(Y;|X) = Var(¢|X) = o2

et pour tout couple (i,5) € {1,2,...,n}> i #j
c) Cou(e;, €;|X) = E(€€;|X) — E(6|X)E(€;|X) = E(€;€;|X) =0
d) Cor(Y;,Y;|X) = Cov(e;, €| X) =0

1.4.2 Le modele de régression linéaire gaussien

Nous reprenons dans cette section le modele 1.25 :

YilX = fo + fizi + €, 1=1,...,n

en supposant satisfait un quatrieme postulat sur la loi de €

P4. &|X ~ LG(0,0%) Vi=0,1,..,n

'E(Y) = E(E(Y]X))
*E(Xje) = E[E(Xjei] X;)] = E[X;E(ei| X;)]=0
3Cou(Xj, ) = E(Xj6) — E(X;)E(e;) = E(X€)=0
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Nous supposons donc que les ¢; sont identiquement distribués, de loi gaussienne et
indépendants conditionnellement & X. Dans ce cas, Y;|X = x; ~ LG(By + frxi, 02)
et ’on écrit pour tout i :

1 exp{_(‘% — Bo — Prxi)?
a\/ﬂ 20’2

Les parametres du modele sont 6 = (g, 51, 0?).

}

fY\X<yz') =

1.4.3 Estimation au sens du maximum de vraisemblance
conditionnelle aux {z;}

Les quatre postulats, P1 — P4 permettent de connaitre la loi de probabilité
conjointe de I’échantillon, c’est-a-dire la distribution des variables Y7, Y5, ...Y,, étant
données les valeurs xy, s, ..., 7, et donc d’estimer les parametres (5, 31, 0°) par
la méthode du maximum de vraisemblance, qui consiste a retenir comme estima-
teurs des parametres inconnus les valeurs de ces derniers qui maximisent la densité
conjointe de I’échantillon observé.

Rappelons que dans le cas de la régression linéaire simple sur échantillon indé-
pendant, on cherche alors a maximiser la fonction de vraisemblance :

L(Bo, b1, 0% 41, ) = 7y f(Y5, Bo, Br, 07) (1.26)

n 1 1 2

= Hi:l\/ﬁ eXp{_T‘Q(Yi — B0 — Brzi)7}

(1.27)

ou de facon équivalente la fonction de log-vraisemblance, définie comme :

l(ﬁo; ﬁl? 02; Y1, yn> = lnL(ﬁm ﬁlu 0-2; U1, yn)
n n 1 &

= 3 In(27) — 3 Ino? — 557 (Y; — By — Buxy)? (1.28)

i=1

ou [n désigne le logarithme népérien. En annulant les dérivées partielles on obtient :

%l(ﬁoj B, 023 Y1, "'yn> = 2—10_2 ;(Yz — Bo — 51331') =0 (1-29)

o) ) -
a—ﬁll(ﬁoaﬁlaa SYLs e Yn) = 252 ;%(YQ — fo — Biz;) =0 (1.30)
0 2 n 1 & 9
@l(ﬁmﬁlaa SYLy - Yn) = 252 91 (Y = Bo — Brwi)" =0 (1.31)

i=1
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et la résolution de ce systeme de trois équations a trois inconnues donne :

X S,Y) YVi—=Y)x—2) Y aY;—nay

= e T Smo? | Nl n (1.32)
Gy = Y-}z, (1.33)
_ 1 <& . .

o = n ;(Yz — fo — 51551‘)2 (1.34)

On construit ainsi le modele de prévision estimé :

Remarque 1.4.1. (BO, Bl) est solution des deux équations 1.32 et 1.33 indépendam-
ment de la solution de 1.34, de sorte que cet estimateur, minimise aussi la somme
des carrés des écarts :

Q= Z(Yz — By — fiz;)?
=1

On retrouve ainsi la formulation du probleme de régression au sens des MCO.

Remarque 1.4.2. Un calcul élémentaire (cf. Neter et al. [46]) montre que o2 est
un estimateur biaisé de o®. On obtient un estimateur sans biais en corrigeant son
espérance par le coefficient n/(n — 2), qui conduit a la statistique :

n

o2 = o (1.36)

n—2
o2 est un estimateur sans biais, de variance 20 /(n —2) (cf. Neter et al. [{6]).

Les résultats suivants sont fondamentaux pour connaitre la loi d’échantillonnage
des estimateurs dans le cas gaussien.

Proposition 1.4.1. Sous l'hypothése gaussienne (P.4) on a (cf. Neter et al. [46]) :

3 o’ > i T
a) Bo ~ LG(fo, - X m)

Z?:l(xi o j)Q) ~
c) % Z(Yz — B — Brai)* = w ~x*(n—2)

- g
=1

d) o2 est indépendant de Y , 3y et (4

b) By ~ LG(B,

n

Remarque 1.4.3. Puisque 02 est un estimateur sans biais pour o2, alors :

.o Sl
S%(6o) = Pt 2?21(%1 — (1.37)
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S = s ey

sont des estimateurs sans biais respectivement pour Var(@l) et Var(@l).

(1.38)

1.4.4 Estimation au sens des moindres carrés ordinaires

La méthode des moindres carrés (MCO), due a Bernoulli, fut élaborée de fagon
indépendante par Gauss (1777-1855) et Legendre(1752-1833), en termes d’ajuste-
ment mathématique d’abord, puis dans un cadre d’estimation en univers gaussien,
afin de comparer des données expérimentales, généralement entachées d’erreurs de
mesure a un modele mathématique censé décrire ces données. Son utilisation en
régression a pour objet de construire une estimation des parametres du modele de
régression optimale au sens ou elle minimise la somme des carrés des résidus.

Cette formulation décrit un probleme d’ajustement susceptible de justifications
sans qu’il soit nécessaire d’imposer des contraintes de loi de probabilité aux erreurs
€ pour construire une estimation. Rappelons cependant qu’avec 'ajout du postulat
P4, nous avons montré la proposition suivante en section 1.4.3.

Proposition 1.4.2. L’estimateur des moindre carrés ordinaires de (By et (1) coin-
cide avec ['estimateurs du mazximum de vraisemblance de (By et 51) dans le modéle
de régression linéaire simple gaussien.

Preuve : Afin de trouver les estimateurs des moindres carrés ordinaires des
parametres 3y et (31, nous avons vu plus haut qu’il faut minimiser :

n
Q= Z(Yz — o — 511‘1')2
=1
par rapport a 3y et (1. Par ailleurs, d’apres le remarque 1.4.1, pour estimer (/3y, 3;)

par laméthode du maximum de vraisemblance, on doit minimiser la méme expression
(par rapport a 3y et (1), donc 'estimateur MCO de (o, 1) est (5o, 51)-

Propriétés des estimateurs MCO

Nous rappelons ici les propriétés des estimateurs MCO des parametres d’une
régression linéaire dans un cadre non gaussien. En effet, de nombreux utilisateurs
continuent d’utiliser des estimateurs MCO, alors méme qu’on doit s’interroger sur les
propriétés d’optimalité qu’ils conservent dans un cadre aussi général, non contraint
par un postulat de loi de Gauss.

A-Propriétés a horizon fini
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Proposition 1.4.3. Sous les postulats P1-P3 les estimateurs MCO de (3, et (3, sont
des estimateurs sans biais et vérifient :

) 2 n o2
Var(Bo|X) = ‘% x % (1.39)
R 2
Var(5|X) = % X Z:L:l(j; BE (1.40)
PN o2 nT
COU(ﬁo,ﬁl‘X) = —; X Z?:1<xi — i‘)Q (141)
Cov(B,Y|X) = 0 (1.42)

Greene [23]

Propriétés d’efficacité

La classe des estimateurs sans biais des parametres d'une régression est en général
non vide. Mais lorsqu’un parametre admet plusieurs estimateurs sans biais, on doit
définir un critere de comparaison pour déterminer un meilleur parmi eux. Un critere
d’optimalité d'un estimateur souvent privilégié est la notion d’efficacité relative.
Celle-ci interprete la variance d’'un estimateur comme une mesure de sa précision.
On compare donc les estimateurs sans biais d’un parametre donné pour déterminer
celui dont la précision est la meilleure, au sens ou sa variance est la plus petite.
On parle alors d’estimateur de variance minimum. La comparaison concerne donc
la classe des estimateurs de carré intégrable dans laquelle on a, lorsque la borne de
Fréchet-Cramer-Rao existe :

définition 1.4.1. Lorsqu’on compare deux estimateurs sans biais d’un parameétre 6,
on dit que T* est plus efficace que T' si Var(T*) < Var(T). Done, dans la classe des
estimateurs sans biais de 0 de carré intégrable, un estimateur de variance minimale®*
est efficace, s’il atteint la borne de Fréchet-Cramer-Rao.

Théoréme 1.4.1. (Gauss-Markov)

Sous les postulats P1-P3, parmi tous les estimateurs sans biais de (o, 1) qui dé-
pendent linéairement des observations de Y, les estimateurs MCO (BO,Bl) sont de
variance minimale, On parle alors d’estimateur BLUE (Best Linear Unbiased Esti-
mator).

B-Propriétés asymptotiques

De facon classique, les notations doivent étre alourdies pour parler des propriétés
asymptotiques d'un estimateur. Il faut considérer que ’on s’intéresse en réalité a une
suite d’estimateurs {5™;n € N} construite en prenant des échantillons e, de taille

4La précision obtenue pour T* ne peut donc pas descendre en deca d’une certaine limite, dite
la borne de Fréchet-Cramer-Rao (cf. [38])
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n croissante et a la limite de cette suite d’estimateurs quand n tend vers I'infini.
Reprenons I'expression des moments d’ordre deux des estimateurs ﬁo et 51 donnés
dans la proposition 1.4.3. On observe aussi que la condition < (Y"1, z7/n) admet
une limite finie quand n tend vers 'infini>> est suffisante pour assurer la nullité des
termes suivants :

~n o? Z:L, sz n—00
Var(G)|x) = — X 5 (;1 — j)2) — 0 (1.43)
i=1\Ti
- o? n 00
Var(p7|x) = — X ST (0 7 — 0 (1.44)
i=1\Ti
° ni —_—

Sn Bn o

COU(BO ) 51 |X) n X Z?:l(xi - i’)Q

On montre aussi que cette condition assure la convergence des estimateurs MCO

respectifs de (3 et 31, ainsi que leur non corrélation asymptotique, indépendamment
de toute hypothese de loi d’échantillonnage.

) =X 0 (1.45)

1.5 Inférence statistique en régression linéaire clas-
sique

1.5.1 Tests usuels portant sur le coefficient de corrélation
A) La loi d’échantillonnage de R

Meéme dans le cas d'un couple aléatoire gaussien, ’expression analytique de la
loi d’échantillonnage de R est inconnue. Fisher [18] propose de contourner cette
difficulté en utilisant la loi approchée de la statistique transformée :

1 1+R
Z = 5 lnﬁ = arctan h(R) (1.46)

Fisher [18] a en effet montré que lorsque n > 25, Z suit approximativement une loi
de Gauss de moyenne et variance asymptotiques connues :

1.1
uz = E(Z)= 5111 1—|—_p = arctan h(p) (1.47)
—p

1
oy = Var(Z) =~

— (1.48)

La transformation de Fisher, de R en Z, conduit a une méthodologie de test simple,
puisque Z est une fonction monotone de R de loi approchée

Z =z
Oz

~ LG(0,1). (1.49)
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On peut ainsi réaliser un test asymptotique ou construire un intervalle de confiance
asymptotique pour p. Par exemple, le test d’hypothese

Hy:p=po contre Hj:p+# po (1.50)

peut étre mis en oeuvre a 'aide de la statistique de test :

arctan h(r) — arctan h(po)

T = i (1.51)

n—3

La consultation d'une table de la loi de Gauss centrée réduite conduit a rejeter Hy
si [T > ze ont av est le risque de premiere espece. De fagon liée, T' permet aussi de
construire un intervalle de confiance pour p (cf. Dodge [9]).

B)- Etude du cas gaussien

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles suivant une loi conjointe
gaussienne et intéressons nous au cas ou X et Y sont indépendantes, pg = 0. Dans
ce cas, nous pouvons précisément calculer la densité de probabilité de la statistique
R comme suit (¢f. Hogg et Craig [28]) :

—1l<r<l1

L)r?)

Pour réaliser le test d’hypothese Hy: p = pg contre Hy : p # py dans ce cas
particulier, on utilise comme statistique de test :

T_R\/n—Q
TR

qui admet une loi d’échantillonnage connue, la loi de Student a (n — 2) degrés de
liberté. Dit autrement, T est la statistique pivotale sur laquelle repose le test de
Student classique. Comme Z, la statistique 7' est une transformation monotone
croissante du coefficient de corrélation empirique R.

~t(n —2) (1.52)

1.5.2 Tests d’hypothese simple sur les parametres de coef-
ficient de régression

La proposition 1.4.1 montre de plus que le test d’hypothese portant sur chacun
des cas particuliers des parametres 3y et 3; (tests de Student) et sur o? (tests du
khi-deux) sont des cas particuliers d’application de la théorie classique des tests
d’hypothese établis dans le cas d'une loi de Gauss. Nous nous intéressons plus par-
ticulierement dans la suite aux généralisations du test d’hypothese classique :

Hy: (3, =0 contre Hy: [ #0 (1.53)
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utile pour vérifier si Y dépend significativement (de fagon linéaire) de la variable
explicative X. Considérons le cas d'un échantillon i.i.d. de taille n. Si le vecteur des
résidus € vérifie la condition € ~ LG(0,1,0%), alors

B=XY =X"(XB+¢€)=0+X"e (1.54)

ot '3 = (B, B1) et X* est Padjointe de X = (1,x) - ol 1 est le vecteur constant de
coordonnées 1 et x est la matrice d’ordre n x p des valeurs des variables observées
sur I'échantillon - définie comme X* = (*XX)~!*X. Donc, B est un vecteur gaussien,
de sorte que lorsque o2 est connue sous Hy : 3; = 0, le rapport

S
g
i (zi—2)?)
définit une variable centrée réduite, qui suit une loi de probabilité gaussienne LG(0,1)).
Le test de niveau a de hypothese Hy conduit a consulter une table de cette loi et a

rejeter Hy si [Z] > 242, OU 24/ est le quantile d’ordre 1 — /2.
2

7 = (1.55)

Lorsque ¢ est inconnue, on estime Var(ﬁl) par 'estimateur sans biais 52(31)
défini dans la remarque (1.4.3). Alors, sous Hy : 51 = 0, la statistique :

A

Sl
S(b1)
suit une loi de Student a n — 2 degrés de libertés. Le test de hypothese Hy de niveau
a conduit a consulter une table de Student et a rejeter Hy si |Z]| > z, /2, OU Zq/2 €st
le quantile d’ordre 1 — /2 d’une loi de Student a n — 2 degrés de liberté.

T—=7—

(1.56)

1.5.3 La relation entre tests du coefficient corrélation et du
coefficient de régression

Dans le cas d’une régression simple en univers gaussien, on montre de plus que
les tests de signification fondés sur le coefficient de corrélation linéaire, présentés en
section(1.5.1), sont équivalents au test rappelé ci-dessus. En effet, si (X,Y) est un
couple aléatoire défini sur (2, F, P) de moyennes, variances et corrélation linéaire
Lx, fy, 0%, 0% et p, si de plus la fonction de régression est linéaire, alors :

9(r) = E(YIX =) = jux + (& = 1)

et donc 3 = pg—)y(. Une relation analogue lie les estimateurs Bl et R :

- S(Y)
= R=— "7 1.57
ot R est le coefficient de corrélation linéaire empirique, S%(X) et S*(Y) sont les
variances échantillonnales de X et Y. Lorsque oy et ox sont strictement positifs,
(1 = 0 si et seulement si p = 0, de sorte que les hypotheses Hy : 5y =0et Hy: p=10
sont équivalentes.
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1.6 Inférence de plan en régression

Cette section étudie le test d’hypothese Hy : 5 = 0 contre Hp : 6y # 0,
lorsque l'erreur € ne vérifie plus le postulat P4, c¢’est-a-dire dans le cas non gaussien.
La statistique 7' = Bl /S (ﬁAl) ne suit plus nécessairement une loi de Student et on ne
connait pas sa loi exacte en général. On doit donc recourir a d’autre méthodologies
d’inférence statistique.

1.6.1 Statistique approchée

Dans le cas général, non nécessairement gaussien, il est possible de trouver la
loi de la statistique T" sous I'hypothese ou les résidus ¢; sont i.i.d. et sous certaines
hypotheses complémentaires (cf. Antoniadis et al. [2]) a condition de se placer dans le
cas ou n est suffisamment grand. Reprenons le modele (1.25) sous forme matricielle :

Y, = XoB+ €, (1.58)

ou X,, est une matrice d’ordre n x (p + 1) s’il existe p prédicteurs et de premiere
colonne le vecteur constant 1. Nous savons (cf. par exemple Draper et Smith. [11])
que 'estimateur MCO de 3 est :

Bn - (tXan)_l t)(nYn

et que E(8") = 8" et Var(8") = 02 (X, X,,)"L. On voit donc qu'une condition

suffisante pour que la suite (3 ) converge vers 3 en moyenne quadratique (et donc
en probabilité) est que V,, = (X,,X,,)~! converge vers 0 (¢f. Antoniadis et al. [2]).

Proposition 1.6.1. Soit m un entier positif. Considérons le modeéle Y, = X,[0+¢€,
et supposons que les €; sont i.i.d. Si : B
a) la matrice X,, est de plein rang pour tout n > m
b) tout élément diagonal v} de la matrice V,, = (X, X,,)~" définit une suite
convergeant vers 0 ;
c¢) la suite des matrices %(tXan) converge vers une matrice définie positive ()
quand n tend vers l’infini,

alors la suite de vecteurs aléatoires \/ﬁ(Bn—B) converge en loi vers une loi de Gauss
LG(0,02Q71).

Preuve : ¢f. Antoniadis et al. [2]

On en déduit que \/ﬁ(ﬁf — B;) ~ LG(0,0%(Q1);;) ou (Q1);; est le terme
diagonal (j,7) de Q1. Alors, la statistique de test de I'hypothese Hy : 31 = 0
contre Hy : By #0:

Vil

o2 (Q71);

T = (1.59)
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suit approximativement une loi LG(0,1).

Les résultats de ce type permettent d’effectuer un test de Hy optimal dans le
cas de grands échantillons, mais ne justifient pas I’emploi de cette approximation
gaussienne lorsque n est petit. Une fagon de procéder dans ce cas consiste a recourir
a une méthode non paramétrique.

Les méthodes non paramétriques d’inférence statistique adaptées au cas de la
régression linéaire se sont développées plus tardivement parce que leur mise en oeuvre
nécessite le recours a des moyens de calcul intensif, donc guere utilisables avant
I’apparition d’ordinateurs assez puissants. Deux grandes sous-classes de méthodes
partagent actuellement les faveurs des utilisateurs. La premiere s’est développée dans
une optique d’estimation et de maitrise de la variabilité des estimateurs autour des
idées de Jackknife et de Boostrap (cf. Efron [16], Manly [41] ). Plus tardivement des
travaux ont été menés pour construire des méthodologies de tests d’hypothese et
de construction d’intervalles de confiances cohérents avec cette approche. La section
suivante fait quelques brefs rappels a ce sujet, a des fins de comparaison.

La deuxieme approche est au centre des préoccupations de cette these. Elle s’est
développée dans le but de construire des tests d’hypothese et reste peu adaptée au
traitement de questions d’estimation. On parle alors de méthodologie des tests de
permutation ou des tests de randomisation ou encore des tests de re-randomisation.

Les deux approches partagent les mémes hypotheses de loi des erreurs qui les
différencient donc de facon identique par rapport au cadre classique de la régression
linéaire comme plus généralement de l'inférence statistique paramétrique classique.
Toutes deux développent des méthodes de tests conditionnel aux données fournies
par ’échantillon observé, qui n’impose aucune contrainte a la procédure de tirage
de I’échantillon.

1.6.2 Test de permutation

Les tests de permutation offrent sans doute I'un des exemples les plus clairs de
la démarche statistique pour tester une hypothese de symétrie des observations. Ils
constituent aussi une démarche tres générale qu’on peut appliquer a une grande va-
riété de situations. Elles ne prétendent cependant pas a I'universalité car il existe des
problemes d’inférence qui n’admettent pas de solution en termes de permutations.

La validité statistique des tests de permutation est fondée sur la notion d’échan-
geabilité des observations, due a Fréchet (cf. [22]), qui est un postulat (de symétrie
des observations) fondamental en théorie statistique, vérifiable en pratique et plus in-
tuitif que la notion voisine d’indépendance. Dans un cadre général, on souhaite tester
une hypothese Hy contre I'alternative H; au vu d’un échantillon e = {eq,es, ..., e,}.
On suppose de plus que sous Hy 'échantillon e = {ey, es,...,e,} est échangeable.
Autrement dit, si 'hypothese nulle est vraie, alors toutes les n! permutations pos-
sibles des données ont une probabilité égale d’apparaitre.

On peut alors réaliser un test de permutation. On choisit une statistique de
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test T, dont on calcule d’abord la valeur observée t,,s = T(e) sur I’échantillon
originel (non permuté). ¢, est considérée comme une valeur de référence. Ensuite,
on calcule la statistique de test T sur tous les échantillons permutés €™ obtenus par
une permutation 7 des valeurs de e. Ces valeurs sont notés t, = 7'(e™). On dénombre
n! permutations possibles. A partir des valeurs obtenues ¢, pour la statistique de test
T sur ces n! permutations possibles, on construit la distribution permutationnelle
de T'. La proportion des valeurs de ¢, qui sont supérieures ou égales a t.,; dans la
distribution permutationnelle s’appelle la p-valeur permutationnelle de la statistique
de test T'. Elle est notée p,. On rejette Hy lorsque p, est inférieure ou égale au niveau
nominal o retenu a priori pour ce test.

Par comparaison aux méthodes statistiques standard, la méthode des tests de
permutation bénéficie de deux avantages principaux : (1) elle construit des infé-
rences de plan, de portée limitée, mais sans imposer aux échantillons d’étre issus
d’une procédure de sondage aléatoire (2) elle est capable de prendre en compte les
particularités de la situation (cf. Manly [41]).

Les tests de permutation sont souvent décrits comme des tests conditionnels
a ’échantillon. Autrement dit, ils étudient la variabilité des statistiques d’intérét,
conditionnellement aux données. Ce faisant, ils utilisent toute I'information dispo-
nible contenue dans I’échantillon observé et seulement celle-ci. Certains regardent
cette limitation comme un désavantage de la méthode des tests de permutation par
rapport a ses concurrents relevant de la démarche classique. Cela a pour conséquence
de ne rien dire sur la possibilité de généraliser les conclusions d'un test de permuta-
tion a une population visée dont 1’échantillon serait une extraction représentative.
Le test de permutation ignore la phase de sélection d'un échantillon dans une po-
pulation et répond a une question de portée tout a fait particuliere aux données
disponibles.

Certains statisticiens affirment que le manque de théorie pour généraliser les ré-
sultats des tests de permutation a une super population signifie que ces tests ont
peu de valeur en comparaison avec les tests standards classiques. D’autres affirment
que dans la réalité, les échantillons ne sont pas tout le temps construits selon une
procédure assurant leur caractere aléatoire mais plutot, qu’ils constituent simple-
ment des observations directement disponibles. La généralisation des résultats a la
population €2, pose une autre question et la validité de la réponse est en particulier
assurée sans la condition que I’échantillon obtenu soit aléatoire. Dans ce cas, comme
pour les tests classiques, on peut difficilement généraliser toute inférence obtenue en
utilisant un test de permutation a la population globale €2, car on ne maitrise pas le
risque d’erreur.

Les premieres utilisations d’une méthode de test de permutation adaptée au
modele linéaire furent présentées dans la premiere moitié du 20eme siecle par Fisher,
[18] et par Pitman, [48, 49, 50]). Leur utilisation se heurtait cependant & une lourdeur
de calculs notoire par rapport au cadre méthodologie classique de tests d’hypothese.
Selon Diaconis (1988), on peut méme en trouver l'application plus tot et sous une
forme non explicite dans les écrits de Pearson.
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A) Permutation des n valeurs observées d’une variable aléatoire

Une présentation précise de la méthodologie des tests de permutation repose sur
un certain nombre de définitions. On rappelle tout d’abord la définition d’'une per-
mutation des valeurs observées d’une variable aléatoire univariée sur un échantillon
de taille n.

définition 1.6.1. Soient n une taille d’échantillon fixée a priori et I, = {1,2,...,n}
l’ensemble ordonné indicant les éléments de [’échantillon observé. Soit de plus m une
permutation quelconque définie sur 1,,. m associe au n-uple ordonné i, = (1,2,...,n)
le n-uple ordonné i = (mw(1),7(2),...,m(n)), noté aussi ik = (my,ma,...,m,). Toute
permutation ™ définie sur I, induit une permutation des coordonnées de tout vecteur
x de R"™ indicé par 1,, que [’on note encore w :

X = (11,09, ..., 1) & X" = (2™, 2™, ..., 2™) (1.60)

Soit P ’ensemble des permutations de I,, dans lui-méme, muni de la loi uniforme.
Alors chaque permutation m peut étre considérée comme la réalisation d’une variable
aléatoire I1 = (I1y, 1y, ..., I1,,) @ waleurs dans P, et de loi uniforme. La variable
aléatoire I est appelée permutation aléatoire sur 1,,.

Soit maintenant x un vecteur de R" indicé par I,. On lui associe la variable
aléatoire x™ induite par la permutation aléatoire IT & ’aide de I’application suivante,
que 'on note encore (par abus) IT :

X = (1, T, ..., Tp) B X = (™, 22 2t (1.61)

On peut étendre ces définitions, en s’intéressant maintenant au cas des permu-
tations d’indices appliquées a un vecteur bivarié, Z = (X,Y) de R" x R" résultat
de l'observation du vecteur aléatoire z = (X,Y) sur un échantillon de n réplications
d’un phénomene.

{Zla ZQ; ) Zn} = {<X17 Yl)? (X2; E)(Xna Yn)} (1'62)

Toute permutation 7 définie sur I,,, induit une permutation des coordonnées du
vecteur quelconque z indicé par I,, que 'on note encore 7 :

z = (21,20, 0, 2) o 2" = (2™, 2™, ..., 2™) (1.63)

Ici, 2™ = (2™, y™). Autrement dit, 7 associe & z = ((z1,¥1), (T2, Yn)s -y (Tny Yn))s
le vecteur z" = ((z™,y™), (2™, y™), ..., (x™,y™)). Lorsque la permutation 7 est
interprétée comme une réalisation d’une permutation aléatoire Il définie comme
précédemment, on peut associer a tout vecteur z de R indicé par I,,, le vecteur
aléatoire bivarié Z" = (x™, y™) image de z par 'application aléatoire II. On note
encore (par abus) IT cette application.
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Soit maintenant IT une permutation aléatoire définie comme précédemment sur
I, et soit z un vecteur de R™ x R", indicé par I,,. On lui associe la variable aléatoire
bivariée z!! par application du procédé présenté ci-dessus que I’on note encore IT :

z = (21,22, ..., Zn) AL (zHl, 22

oy 2 (1.64)

ot 2! = (2! yM). Au bilan, on construit 1'élément aléatoire z™ suivant :

IT
Z= ((xlv yl)a (:L‘27yn)7 A ('rna yn)) ~ ZH = ((xH17yH1)7 (IH27 yHQ)a ) (xnnv yHn))
(1.65)
B) Test exact et test sans biais

Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est supposée appartenir a
une famille paramétrée de distributions caractérisées par leur densité de probabilité
{fo : 0 € ©}. On souhaite tester I'hypothese :

Hy:0 =20y contre Hy : 0 = 6,

Soit T'(x) = {1, x,...,x,} une fonction de 'échantillon. On définit la fonction de

test
o) =ow={y  Toec

ou la région critique C' définit une regle de décision pour un échantillon observé x
telle que pour 7T'(x) appartenant & C', on a ¢(x) = 1, et on rejette Hy, alors que pour
un échantillon de valeurs observé x avec T'(x) appartenant a son complémentaire
C, ¢(x) = 0, et on accepte Hy. On suppose de plus ici que X = C U C recouvre
I’ensemble de tous les échantillons possibles. Autrement dit, une fonction de test ¢
partage 'ensemble X en deux sous ensembles C' et C' tels que

C={x:¢(x)=1}CX et C={x:¢(x)=0}C X
et le risque d’erreur de premiere espece « s’écrit :

a = Py,(x € C) = /Cfeo(x)du(l’) = /¢(X)feo(x)du(f€) = Eey [0(x)]

De fagon analogue,  I'erreur de deuxiéme espece est définie par

§ = Pu(xeC)= / for (@) dulz) = / 11— ¢ for (2)du(x) = Eoy[1 — $(x)
C
et la puissance du test, notée 7, vérifie par définition :

n = 1-p
11— Ee,[1 - 6(x)] = Ee, [6(x)] = /C fondp(z) = Py (x € C).
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Dans la théorie fishérienne des tests, les conclusions du chercheur sont pilotées en
fixant un niveau de risque «, dont on déduit la forme de la région critique C' =
Cy. Pour simplifier les notations, nous ignorons l'indice o dans la suite. Soit P(x)
I’ensemble des n! permutations possibles du vecteur x de dimension n.

Lemme 1.6.1. Soit x un échantillon de taille n de la variable X. Un test de per-
mutation au niveau o consiste en la donnée d’une région critique C, telle que pour
tout z™, ¢(z™) = 1 si et seulement si

Z o(x") < a n!

xTEP(x)

Preuve : La définition du risque d’erreur de premiere espece encouru par le test
de permutation s’écrit :

0 = Eay(07) = [ 060 )dnle) = Y o ()l

xTEP(x)

mais la probabilité associée a chacune des n! permutations possibles de x sous H,
est 1/n!. Par suite, Py, = {x"! = x™} = 1/n! et I'on a pour un test de niveau « :

En(6(x) = Y o) <a

xTeP(x)

si et seulement si

Z o(x™) < a nl O (1.66)

xTEP(x)

définition 1.6.2. Une hypotheése nulle est dite composite lorsqu’elle est la réunion
de plusieurs hypotheéses simples (cf. Good [22]).

Par exemple, considérons une variable aléatoire X qui suit une loi de densité
de probabilité fy(x). L’hypothese Hy : p = 0 inclut les hypotheses Hyp; @ X ~
LG(p = 0,0% = 1), Hys : X ~ LG(pn = 0,02 = 1.6) et bien d’autres telles que
Hy3X ~ Beta(0,4). Remarquons que la moyenne de la loi Beta de parametres (a,b)
est a/(a+b), ete.

Soit Hy une hypothese composite. Elle s’écrit Hy = {HJ,j € J} ot H] est une
hypothese simple et J est un ensemble éventuellement non dénombrable.

définition 1.6.3. Un test ¢(X) de l’hypothése Hy est dit exact, si :

Egy(6(X) =0, VjeJ (1.67)
D’autre part, le test p(X) de Hy est dit conservateur si :

Epi(¢(X)) <a, Vje (1.68)
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Evidemment, un test exact est conservateur, mais la réciproque n’est pas toujours
vraie. L’'importance pratique des tests exacts tient a ce que leur niveau, qui est un
majorant du risque d’erreur de premiere espece encouru pour chaque H, g , e peut pas
étre surestimé par ¢. Cette propriété est remarquable en particulier lorsqu’un test
est exact quelle que soit la loi du processus de génération des données. A I'inverse,
si un test de niveau nominal « est en fait de niveau réel v, son utilisation peut
se révéler délicate. Si v > «, le risque d’erreur de premiere espece est plus grand
qu’il n’est envisagé. Si v < «, le test est sous-optimal, et 'on peut 'améliorer en
agrandissant sa région critique. Pour plus d’informations sur la question, le lecteur
est renvoyé a Good, [22], chapitre 11.

L’exactitude d’un test réfere a la maitrise des risques de premiere espece. De fagon
complémentaire, la notion de biais d’un test permet de définir des optimalités en
termes de puissance d'un test. Nous présentons cette notion en identifiant I’hypothese
Hjy a une partie non vide de 'espace © de définition des parametres d’un modele. On
ne perd rien en généralité si 'on admet que © peut éventuellement étre de dimension
inférieure. On écrit alors © = Oy U ©1. On dit que # satisfait & I’hypothese nulle, si
0 € Og et que 0 satisfait a I’hypothese alternative sinon.

définition 1.6.4. Test sans biais
Un test est dit sans biais de niveau o, si sa fonction puissance, notée n, est conser-
vative, c’est-a-dire si n satisfait aux deux conditions suivantes :

n0) <« pour tout 0 satisfaisant a [’hypothése nulle
>« pour tout 0 satisfaisant a une hypothese alternative

Comme en estimation, I’absence de biais d’un test d’hypothese est considéré
comme une propriété souhaitable par de nombreux auteurs. Ainsi, Good y voit un
principe normal et souhaitable. Pourtant ce jugement reste I'objet de discussions et
de critiques, cf. par exemple, Barra [3], Ch. V-1 et Suissa et Shuster [56].

C) Echangeabilité

La recherche de conditions suffisantes garantissant 1’exactitude et ’absence de
biais d'un test de permutation a fait ’objet de nombreuses publications (Lehman,
[37]). Le cadre généralement retenu repose sur la notion d’échangeabilité.

définition 1.6.5. Soit (X1, X, ..., X)) un vecteur aléatoire de taille n et de loi
conjointe fx, x,.. x,(T1, 22, ...xy) donnée. Les X; sont dits échangeables si la densité
conjointe des observations est invariante par permutation des indices. C’est-a-dire
St :

le’XQ’M’Xn(xl,‘TQ, Z‘n> = inr’X;_“’X;{(xf,xg, xz), \V/7T c P

Les deux exemples les plus classiques d’observations échangeables sont fournis
d’une part, par le cas de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées (i.i.d.) et d’autre part par un ensemble de variables aléatoires de loi conjointe
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gaussienne et de covariances identiques (Good 2000 [22]). D’autres exemples sont
présentés par Galambos, [21] ou Draper et Smith, [10]. Pour plus d’information, voir
par exemple Good [22] chapitre 14.

Une condition suffisante garantissant ’exactitude et I'absence de biais d'un test
de permutation est I’échangeabilité des observations formant 1’échantillon, c¢f. Leh-
man [37].

Reprenons ici le cadre classique de comparaison de deux populations. Soit donc
un échantillon de taillen X, ..., X, i.i.d. delaloi F(x) et Y,...,Y,, un échantillon

de taille m i.i.d. delaloi F(x—A). Nous notons en conséquence z = {xy,..., T, Y1, . .

I’ensemble des valeurs observées. On suppose ainsi qu’on a observé m éléments de
la population 1 et n éléments de la population 2. On définit P(z) comme ’ensemble
des (m+n)! permutations possibles de I’échantillon de valeurs observées z. De plus,
on suppose que F' admet une densité et 'on note f la densité de probabilité associée
a la fonction de répartition F'.

Théoreme 1.6.1. Soit F la famille de toutes les densités f de (n+m) dimensions

qui sont intégrables et symétriques en leurs arguments. On souhaite tester [’hypothése
Hy : A = 0 contre Ualternative f(x1,...,2n,y1 — A, ..., yp — A) avec A # 0. Un
test ¢ pour toutes les f € F est dit sans biais si seulement si

Z o(z") = a(n +m)! (1.69)
z" P (z)

Preuve cf. Lehman [37].

Remarquons que le test de permutation qui vérifie (1.69), mis en place pour
tester cette hypothese, encoure un risque d’erreur de premiere espece donné par :

B (7)) = ooy > () = (1.70)

<n Tm z"€P(z)

Pour toutes les fonctions f € F et donc, le test de permutation est sans biais pour
toute hypothese H{ formant Hy. C’est donc un test exact de H.

Théoreme 1.6.2. Sous les hypothéses du théoreme ci-dessus, les tests de permuta-
tion sont sans biais.

Preuve : C’est une conséquence directe de la définition (1.6.4) et du théoréme
ci-dessus, cf. Good [22].
Considérons maintenant deux tests ¢(z) et ¢*(x) de niveau a de I'hypothese
simple Hy : 6 = 6y contre 'hypothese simple H; : 6 = 6y, c’est-a-dire tels que :
Eg,[0'X)] < @ et Eg[¢"(X)] < @
on dit que le test ¢*(X) est plus puissant que ¢(X), si :
IE@l [¢*(X>] > ]E91 [¢<X)

Y }
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définition 1.6.6. Considérons [’hypothese Hy : 0 =6y contre Hy: 60 = 60,. Un test
¢*(X) est dite uniformément le plus puissant au niveau o i :

a) g [¢7(X)] < a
b) V¢ qui vérifie (a), Bo, [¢7(X)] = Eg, [6(X)

Théoreme 1.6.3. Les tests de permutation sont uniformément les plus puissants
pour tester ’hypotheése Hy: 6 =6y contre Hy:0 =01 ouf —6, <0 .

Preuve : ¢f. Good [22]

C) Mise en oeuvre d’un test de permutation

Good [22] a décrit les étapes d'une procédure de construction d'un test de per-
mutation. Cette facon d’opérer se décompose en cinqg étapes, que nous illustrons sur
I’exemple présenté a de nombreuses reprises par cet auteur. Il s’agit d’un probleme
de comparaison de deux sous-populations en termes de moyenne, donc analogue au
probleme initialement traité par Student dans un cadre paramétrique et qui condui-
sit a la proposition du test qui porte son nom.

Etape 1- Analyse du probléme

L’analyse du probleme consiste tout d’abord a identifier I'hypothese nulle et ’alter-
native d’intérét. Supposons que l'on veuille évaluer les propriétés de prolongation
de la vie d’une cellule par un nouveau traitement expérimental. Pour ce faire, on a
divisé des cultures de cellules en deux groupes : un groupe développé dans un milieu
standard et un groupe développé en présence d’une vitamine (le traitement) E. A
I'issue de ’expérience et apres élimination de plusieurs cultures contaminées, chaque
groupe a été divisé en trois cultures traitées indépendamment. On appelle les trois
cultures du premier groupe (groupe traité en présence vitamine E) X7, X5 et X3 et
de facon analogue, on distingue dans le deuxieme groupe Y7, Y5 et Y3.

L’hypothese nulle dit que le potentiel de croissance d’une culture n’est pas affecté
par la présence de la vitamine E. L’alternative d’intérét affirme que les cellules
développées en présence de la vitamine E sont capables de beaucoup plus de divisions
cellulaires. Si on note la moyenne du premier groupe par px et celle du deuxieme
groupe par jy, alors les hypotheses s’écrivent :

Hy : px = py contre Hy:px # py

Sous ’hypothese nulle, le fait d’étre traité ou non ne fournit aucune information
au sujet des résultats, car on s’attend a ce que les observations aient plus ou moins
les mémes valeurs dans chacun des deux groupes expérimentaux. On est donc libre
d’échanger (de permuter) les étiquettes sans changer les résultats pour autant.
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Etape 2- Choix d’une statistique de test et distribution sous I’hypothese
nulle et ’alternative

L’étape suivante de la méthode consiste a choisir une statistique de test qui discri-
mine entre ’hypothese nulle et I'alternative. Lorsqu’on soumet les données a une
permutation des étiquettes des observations. Dans 'exemple présenté, la statistique
considérée est la somme des comptages dans le groupe été traité avec de la vitamine
E:

Si 'alternative est vraie, cette somme doit étre plus grande que la somme calculée
dans le groupe non traité. Si I'hypothese nulle est vraie, alors les sommes calcu-
lées dans les deux groupes d’observations devraient étre identiques aux fluctuations
d’échantillonnage pres. Une somme peut bien str étre plus petite ou plus grande que
I’autre par le seul jeu du hasard, mais les deux ne devraient pas étre trop différentes.
On s’interroge donc sur la significativité du décalage A de la position centrale de la
répartition, décrite formellement plus haut. Sous cette forme, on retrouve la formu-
lation d’une méthode de test de permutation étudiée par Fisher (1935), puis Pitman
(1935b).

Etape 3-Calcul de la statistique de test pour les données originelles

La troisieme étape dans la méthode consiste a calculer la statistique de test sur les
observations originelles (réellement observées). De fait, pour les données du premier
groupe les trois premieres observations, x1 = 121,25 = 118 et x3 = 110, apparte-
naient aux cultures qui avaient recu la vitamine E. La valeur de la statistique de
test est :

3
tops = Zx =121+ 118 + 110 = 349
=1

et tops, joue le role de valeur de référence pour 7.

Etape 4- Permutation des observations

On permute maintenant les observations. Pour cela, on attribue les six étiquettes
aléatoirement, aux six observations, en veillant a respecter la structure du plan
d’expérience. On distingue donc dans chaque permutation trois cultures traitées et
trois non traitées. Soit z = (x1, T2, T3, Y1, Yo, y3) les six observations traitées et non
traitées et m une permutation de Z, on obtient :

Z = (wl,xg,mg,yl,yg,yg) 52" = (IT,Ig,l‘g,yT,yg,yg) (1'71)

Par exemple, les observations permutées qui se répartissent en traitées : 2] =
121,25 = 118 et 2] = 34, et non traitées : yJ = 110,55 = 22 et y; = 12 (voir
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le tableau (1.6.2)). Pour cette permutation 7 la somme des observations dans le
premier groupe fournit la statistique de test et vaut :

3
te = a =121+ 118+ 34 = 273,
i=1
Lorsqu’on répete cette étape pour la totalité des (g) = 20 permutations possibles, on
décrit de fagon parfaite la loi de répartition permutationnelle de 7', de sorte qu’on ob-
tient un test exact de 'hypothese Hy, puisque les variables (X1, X2 X3 Y1 Y2 V3)
sont échangeables sous Hj.

Premier groupe Somme Deuxieme groupe

Ty T2 T3 Lobs (3 Y2 Y3
1 ]121 118 110 349 34 22 12

7 2 T3 tr Yyt Y3 Y3
2 | 121 118 34 273 110 22 12
3 | 121 110 34 265 118 22 12
4 | 118 110 34 262 121 22 12
5 | 121 118 22 261 110 34 12
6 | 121 110 22 253 118 34 12
7 | 121 118 12 251 110 34 22
8 | 118 110 22 250 121 34 12
9 | 121 110 12 243 118 34 22
10 | 118 110 12 240 121 34 22
11 | 121 34 22 177 118 110 12
12 | 118 34 22 174 121 110 12
13 | 121 34 12 167 118 110 22
14 | 110 34 22 166 121 118 12
15 | 118 34 12 164 121 110 22
16 | 110 34 12 156 121 118 22
17 | 121 22 12 155 118 110 34
18 | 118 22 12 152 121 110 34
19 | 110 22 12 144 121 118 34
20 | 34 22 12 68 121 118 110

TAB. 1.1 — Toutes les 20 permutations possibles

Etape 5- Conclusion du test

Parmi les 20 permutations distinctes possibles, la somme () des observations dans
le groupe traité par la vitamine E est une fois seulement supérieure ou égale a
tons = 349. Par suite, la p-valeur permutationnelle du test est :

_ #(’tﬂ" 2 |tobs|) o 1 o
Dr = 20 =30~ 0.05
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On rejette donc I’hypothése nulle au niveau e = 5% et I'on conclut que le traitement
est efficace.

F) Test de permutation en régression linéaire simple

La démarche précédente s’adapte de facon directe au cas d’un modele de ré-
gression linéaire. Pour illustrer la chose dans un cas simple, reprenons le modele
1.24

Y =0+ bir+e

L’objet de cette application de la méthodologie des tests de permutation consiste
a construire un test de I'hypothese Hy : #; = 0 contre alternative Hy : (1 # 0.
Dans le modele classique de régression linéaire simple sous ’hypothese gaussienne,
le terme d’erreur € est postulé i.i.d. sachant X et distribué selon une loi de Gauss
LG(0,0?). Dans le cadre permutationnel, les valeurs observées de €, notées ¢ ou
encore e, sont échangeables (cf. [48], [49] et [50]), parce que supposées i.i.d.

Les étapes du test

On dispose d’un échantillon de n couples de valeurs observées du vecteur aléatoire
(X,Y). Comme dans le cas classique, on veut savoir s’il existe une liaison linéaire
entre les variables X et Y.

Etape 1- Analyse du probleme
Le coefficient 3; du modele (1.24) est nul quand il n’existe pas de liaison linéaire entre
les variables X et Y. Par suite, I'hypothese nulle et ’alternative sont respectivement :

Holﬁlzo contre leﬁlgé()

On réalise tout d’abord une régression linéaire de la variable Y en z, au sens des
MCO, en utilisant le modele (1.24). La loi de Y dépend du parametre 6 = (3, 51, 07%).
On obtient alors I'estimateur MCO 6 = (3y, £1,062) et la prévision des résidus € = e.

Etape 2- La statistique de test

Soit S(X) une fonction de I’échantillon aléatoire (z1, za, ..., z,). x; est la i-eme valeur
observée d'une variable aléatoire X dont la loi de probabilité est spécifiée par la
fonction densité f(z,0) ou f est de forme connue mais dépend d'un parametre 6
appartenant a un ouvert de R*. Ici, k =3 et © = R x R x R™.

définition 1.6.7. (cf. Mood et al. [45]) Une statistique Q(6,S(X)) qui est monotone
en 0 et dont la distribution de probabilité ne dépend pas de 6 est dite pivotale.

Remarque 1.6.1. Les études récentes, menées sur les tests de permutation et dans
le contexte proche des tests simulés (Monte Carlo tests) et par le Bootstrap, montrent
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[importance que revét le choix d’une statistique pivotale pour maitriser le niveau des
tests de permutation, lorsque 'on travaille sur des échantillons de taille limitée, cf.
Hall et Titterington [24] et Hall et Wilson [25]. Le dernier chapitre de notre these
tente d’évaluer l'influence de cette qualité sur le comportement des tests de permu-
tation dans le cas ou ['on traite des matrices de dissimilarités. Dans ce cas, la loi
du processus de génération des données n’est pas connue et son étude reste un pro-
bléeme ouvert. Nous ignorons donc si les statistiques de test retenues sont pivotales.
Nous avons donc du sonder quelques transformations monotones des données, pour
en étudier linfluence sur la taille et la puissance des tests effectués.

La deuxieme étape dans 'application de la méthodologie des tests de permu-
tation consiste a choisir une statistique de test qui distingue I'hypothese nulle et
I’alternative. Ici, on retient la statistique de test de Student :

~

_ 0
S(6)

olt S2(f) est défini dans la remarque 1.4.3 et désigne I'estimateur MCO de Var(5;).

En effet si S(X) = 5—? et 6= [, alors,
S(52)
_ PP : _ B
1. Q0,5(X)) = —— = T et on obtient Q(#,S(X)) = —— = T sous
5(52) S(61)

Hy: [Py =0;
2. T est une statistique pivotale car elle suit une loi de Student a (n — 2) degrés
de liberté, quelque soit 6 € Oy,

Etape 3- Le calcul de la statistique de test
La troisieme étape consiste a calculer la statistique 71" sur les observations d’origine.
La valeur observée de cette statistique 1" est notée :

L _ b h
TSy s(By)

ou, by est la valeur observée de ﬁAlA = B; sur I’échantillon, i.e. I'estimation de (3;, et
s2(1) (la valeur observée de S?(3;)) est 'estimation MCO associée de la variance
de cet estimateur sur cet échantillon.

Remarque 1.6.2. Comme déja dit, le cadre permutationnel suppose que les valeurs
observées de €, notées e, sont échangeables. Par ailleurs, Hy : 31 = 0 dit qu’il n’existe
pas de liaison linéaire entre les variables X et'Y , donc les valeurs prises par X n’ont
pas d’effet sur celles de Y. Mieux, Y; = By + €;, et puisque By est constante, on en
déduit que les valeurs observées de'Y comme celles de € sont échangeables. On peut
donc permuter les valeurs observées y; au lieu des e;.
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Etape 4- La randomisation des étiquettes des observations
Cette étape permute les observations originelles y = {y1, 2, ..., yn} par des permu-
tations aléatoires m. On obtient ainsi pour chaque permutation 7 :

T

y = (y17y27 ceey yn> r\g yﬂ— - (y 7y7r27 ) yﬂ—n)
Ensuite, on recalcule la valeur de la statistique T" pour chaque permutation .

o bl,ﬂ' o b1,7r

 s(Bia) se(B1)

™

ou by, et SQ(BM) — s2(f1) = s2(By) sont les estimations MCO respectives de 3
et de S2(f;) = S2(By) calculées sur les observations permutées par m. Rappelons
que S%(31) = S%(By) est Destimateur de la variance de lestimateur MCO de [y,
notée 0%(3,) = o%(By). On obtient ainsi la distribution permutationnelle exacte de
la statistique t,, en calculant cette statistique pour les n! permutations possibles de
y = (y1,Y2, .-, Yn). En pratique, des que n est grand, on doit limiter la masse de
calculs induite, en approchant la loi exacte de T" par le tirage d'un échantillon de de
permutations indépendantes 7 de I’échantillon observé de taille assez grande pour

approcher de fagon satisfaisante la loi permutationnelle de T'.

Etape 5-Conclusion du test

Pour effectuer un test de permutation bilatéral a partir des valeurs obtenues t,,
on construit la distribution des valeurs |t;| rangées par ordre croissant. Puis, on
place la valeur |t,,s| parmi les statistiques d’ordre de cette distribution. La p-valeur
permutationnelle exacte (notée p,) est calculée comme la proportion de valeurs |t,|
qui sont supérieures ou égales a la valeur |tqs| (¢f. Hope [29]) pour la distribution
ou probabilité définie comme la loi permutationnelle de |T'| définie sur I’échantillon
observé {(x;,y;);i =1,2,...,n}, c’est-a-dire :

#(|tx] = [tobs|)

n!

pr = Pr{|T| > [tops|} =

Cette étape conduit a décider si 'on accepte Hy ou si 'on rejette cette hypothese.
Dans ce cas, on décide d’agir comme si ’alternative était vraie. On fixe pour cela,
avant l'observation des données, un niveau nominal «, par exemple a = 0.05. Si
pr < 0.05 on rejette Hy.

Exemple 1.6.1. (cf. Dodge [9])

Nous illustrons la méthodologie décrite dans la section précédente sur un corpus de
données pédagogiques de faible taille. Les données proviennent d’une enquéte visant
a comparer selon certains critéres, différents aliments vendus dans un restaurant ra-
pide et les auteurs ont retenu les informations se trouvant dans le tableau ci-dessous :
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Observation | Aliment Poids(g) | Prix (CHF)
1 Sandwich végétarien 150 3,90
2 Sandwich parisien au jambon 92 3,40
3 Big Mac 193 5,70
4 Hamburger 90 2,90
5 Hot Dog 135 3,80
6 Fallafel 241 6,00
7 Quiche lorraine 169 3,3
8 Pizza tomates et jambona 165 3,3

TAB. 1.2 — Prix de différents aliments

Ils ont appliqué le modele 1.2 a cette étude :
Y =00+ +e

avec Y ici le priz de l'aliment, x le poids de cet aliment. 0 = (Po,1,0) est le
parametre du modéle, € est un terme d’erreur. Il est supposé réparti suivant une
loi inconnue mais de variance finie o*. On suppose de plus les ¢;, 1 = 1,2,...,8
échangeables sous Hy. La méthode de test de permutation permet alors de réaliser
un test exact (c’est-a-dire fondé sur 8! permutations possibles) de 'hypothese :
Hy:06,=0 contre Hy:0;#0.

On effectue d’abord une régression de la variable Y en x, au sens MCO. On
obtient alors by = 0.0188 et S(Bl) = 0.0054 et donc la valeur de la statistique de test

sur les observations est

b
tops = ——— = 3.429.

s(61)

Ensuite, on permute les observations de la variable Y et pour les 8! = 40320 permuta-
tions possibles, on calcule la statistique t, sur les données permutées. La distribution
permutationnelle de la statistique |T7| ainsi obtenue est représentée dans la figure
(1.1). On calcule ensuite la p-valeur permutationnelle :

tr| 2 |Lobs ty| > 3.429
bl > o) #] 23429

n! 8!

Par suite, on rejette Hy : 1 = 0 au niveau du signification o = 0.05. Le prix de cet
aliment dépend de son poids.

Pr

Remarque 1.6.3. Puisque le nombre de permutations possibles de n objets est égal
an!, lorsque la taille de I’échantillon (n) croit, les calculs nécessaires pour réaliser un
test de permutation deviennent vite énormes. Par suite, on se contente en pratique
d’une estimation de p, obtenue en tirant un échantillon aléatoire de M permutations
parmi ces n! on obtient alors :

A #(‘tl,ﬂ' Z |tobs|)

" M
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Fic. 1.1 — La distribution permutationnelle de la statistique de test |7| sur 8!
permutations possibles. La valeurs observée t,,s est distinguée sur la figure.

qui est une estimation d’autant meilleure de Py que M est grand. (cf. Freedman et
Lane [19]).

Par ailleurs, s’inspirant des résultats établis par Marriott [42] dans le cas de test
de Monte Carlo, Manly[41] montra qu’il faut effectuer au moins 1000 permutations,
pour effectuer un test au niveau 0.05 sur un ensemble de données et qu’au moins 5000
permutations sont nécessaires pour un test de niveau 0.01. Ces permutations forment
un échantillon tiré avec remise dans l’ensemble des permutations possibles. On parle
en conséquence parfois de méthode de rééchantillonnage ou de randomisation.

Exemple 1.6.2. Reprenons ['exemple 1.6.1, nous voulons réaliser le méme test
de permutationnel en limitant M par 1000 permutations aléatoires. La distribution
permutationnelle de T, obtenue dans ce cas est fournie par la figure (1.2) qui fournit
une répartition approchée de la répartition exacte fournie dans la figure (1.1). De
plus, la p-valeur permutationnelle approchée obtenue est :

b = #(ltel = [tobs]) _ #(|tx] = 3.429)

o = = — . 1
M 1000 00159
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qui est trés proche de la p-valeur permutationnelle obtenue sur 8! permutations
(0.0143). Ici, encore le test approché de niveau de signification o = 0.05 rejette
H() : 61 = 0.

La densité
0.4 0.6 0.8
|

0.2

FiG. 1.2 — La distribution permutationnelle de la statistique de test |7y| sur 1000
permutations aléatoires
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Pour compléter cette comparaison des deux distributions, on peut tracer un
graphique quantile-quantile, ou QQ-plot, fondé sur les deux ensembles d’observations
de la statistique de test obtenus par chacune des méthodes permutationnelles : le
test exact et le test sur échantillon de 1000 permutations.

T T T T T
0 1 2 3 4

Les valeur obtenue de la statistique de test sur 8! permutation possibles

Les valeurs obtenue de la statistique de test sur 1000 permutation aléatoires

Fi1Gc. 1.3 — La figure de QQ-plot sur les deux ensembles d’observations de la statis-
tique de test
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Ce graphique montre que les deux ensembles des valeurs de la statistique de test
fournissent des distributions tres proches, avec une légere dégradation de cet accord
pour les grandes valeurs de la statistique de test.

G) Equivalence des statistiques de test

Lorsqu’on développe 'expression analytique de la statistique T = ﬁl /S( Bl), nous
vérifions que :

B S (n=-2)Y " (i —x)2 n
Sy PR =23 (- 2

=1 %

T — 6{ _ i=1
i=1 i=1

Cette écriture montre que pour toute valeur constante du nombre des observations n,
T est une fonction monotone croissante de ﬁl. Par suite, Bl est une statistique de test
équivalente a T dans I'optique d’un test de permutation. Par ailleurs, les statistiques
Bl et R sont équivalentes d’apres I’équation (1.57). D’autre part, la statistique :

n

> (Y= Y)(xi - z) Zn:xy —nzY
Bl _ =1 . _ z’:ln

Z(mz —1)? Z ri — ni?

i=1 =1

a pour seul terme non invariant par permutation, la somme des produits Y x;Y;.
Les autres termes intervenant dans cette expression Z, Y et Y 22 sont invariants
par permutation des Y;. Cette propriété est partagée par les composantes de la
statistique R, c¢’est-a-dire :

n

> (@i—1)(Yi-Y) Z z;Y; — nzY

R— i=1 _
RUEED WO SER) S

> x;Y; est le seul terme qui n’est pas invariant par permutation des Y;. On en
déduit que dans un cadre permutationnel, le test d’hypothese Hy : 51 = 0 contre
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Hy @ 1 # 0 est équivalent au test d’hypothese Hy : p = 0 contre Hy : p # 0,
au sens ou les statistiques 7', R et (3, sont des statistiques de test équivalentes a la
statistique

MxY - i sz;
=1

Ce produit croisé joue un role privilégié dans le développent de la théorie, puisque
son étude fut a l'origine des travaux de Pitman, [48, 49, 50], fixant le cadre théorique
des tests de permutation, apres les travaux pionniers de Fisher, [18]. Souvent redé-
couverte ensuite, cette statistique de test de permutation est généralement connue
sous le nom de statistique de Mantel [39] depuis son introduction en biométrie par
cet auteur. Le cadre de la présentation de Mantel est en fait plus élémentaire que ce-
lui d’un plan d’expérience a 1 facteur de variabilité et M>1 modalités qui fut adopté
par Pitman. En pratique, la statistique de Mantel conduit a des calculs plus simples
et moins couteux que les autres statistiques telles que R, 3; et T. Elle présente
cependant I'inconvénient d’une interprétabilité concrete peu évidente.

Remarque 1.6.4. Afin de tester d’hypothése Hy : 3y = 0 contre Hy : 31 # 0
dans le cas permutationnel, pour calculer la statistique de test M,y = Y . | x;Y;
ou d’autres statistiques équivalentes, la permutation des observations de Y et des
observations de X sont équivalentes dans le cas d’une régression linéaire simple.

Les tests de permutation n’offrent pas la seule méthode de construction de tests
non-paramétriques, conditionnels aux données observées. Nous rappelons dans cette
section, le cadre d’emploi de deux méthodes de rééchantillonnage concurrentes utiles
pour évaluer la variabilité d’observations faites sur un échantillon dont la forme de
la loi de répartition n’est pas connue.

1.6.3 Les méthodes de Jackknife et de Bootstrap

Soit une population €2 de taille N finie ou non, pour laquelle on veut estimer un
parametre, par exemple la moyenne p. Pour cela, on observe un échantillon aléatoire
de n individus de cette population et on mesure la caractéristique d’intérét sur
chaque individu formant cet échantillon. Nous notons xz;,7 = 1,...,n la valeur de
cette caractéristique sur 'individu 7. Un estimateur classique de p est la moyenne
arithmétique :

n

-1

p=X=— X;. 1.72

3 (172)

La question centrale traitée par les méthodes de Bootstrap et de Jackknife est
celle de la qualité de cette estimation. Une réponse classique consiste a calculer la
variance échantillonnale Var (/1) de l'estimateur /i, vu comme une variable aléatoire
définie sur I’espace des échantillons tirés dans {2, suivant le méme mode d’échantillon-

nage que celui qui a produit I’échantillon observé. Calculer la variance de ’estimateur
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i, impose d’étudier sa distribution d’échantillonnage. Les méthodes de Jackknife et
de Bootstrap ont pour finalité d’en proposer une approximation fondée sur les seules
données observées.

Comme toutes les méthodes non paramétriques abordées dans cette these, les
méthodes de Jackknife et de Bootstrap étudient la variabilité des statistiques d’in-
téréet, conditionnellement aux données. Cela signifie que faute de connaitre la loi
d’échantillonnage de cette statistique, on s’intéresse aux variations induites sur ses
valeurs par une technique de rééchantillonnage, dont la pertinence est fixée par une
liste de postulats.

Ainsi, la méthode du Bootstrap a pour principe de prélever une série d’échan-
tillons aléatoires simples avec remise parmi les observations de 1’échantillon initial,
considéré comme une population. Elle permet ainsi d’évaluer la variabilité d’échan-
tillonnage, et par suite d’estimer les variations de chaque <parametre>> du modele
lorsqu’on tire des échantillons i.i.d.; dits échantillons Bootstrap, dans 1’échantillon
initial. Ce <parametre>> de la loi conditionnelle a 1’échantillon observé est en fait
une estimation de la valeur du parametre attaché a la loi dans 2. On peut donc
estimer la loi d’échantillonnage de ces estimations. Sous certaines conditions de ré-
gularité (cf. Beran [4]), la théorie permet d’établir des résultats de comportement
asymptotique des estimateurs sous-jacents. Elle précise dans quelles conditions la
distribution de cette suite d’estimations converge vers la distribution d’échantillon-
nage de ces estimateurs dans ). Ces méthodes utilisent en particulier le postulat
que les observations sont i.i.d. .

A) Méthode du Jackknife

Cette méthode, fut proposée par Quenouille (1949)[51] et reprise par Tukey
(1958[60]). Le terme de Jackknife est di a Tukey (1958) qui entendait décrire une
approche d’inférence statistique générale, utilisable pour construire des tests d’hy-
pothese et des intervalles de confiance dans la situation ou aucune méthode paramé-
trique n’est facilement utilisable. Un aspect plus théorique et général de la méthode
est détaillé par Miller ([43]) et Efron ([15]).

Une facon de justifier I'idée du Jackknife consiste a réfléchir a ce qui est fait pour
estimer la valeur d’une moyenne, d'un point de vue un peu inhabituel. Supposons,
en effet qu’on dispose d’un échantillon de taille n aléatoire x1, s, ...x,, représentatif.
La moyenne empirique est classiquement :

1
xr = — €Z;
Cette formule fournit une estimation de la moyenne de I’échantillon. Pour chaque
¢lément z; de I’échantillon, on peut calculer la moyenne empirique en enlevant la
j-eéme observation de I’échantillon, on obtient ainsi les :

P > y) (1.73)

n—1
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A partir des deux dernieres équations on peut ré-écrire z; :
r;=nt—(n—1)7_;

Ceci montre qu’il est possible de déterminer la valeur x; & partir de la moyenne
globale sur toutes observations (z) et de la moyenne lorsqu’on a enlevé la valeur x;
(Z_;). Ce résultat n’est pas utile si les valeurs d’échantillon sont connues en premier
lieu. Cependant, il est potentiellement utile dans des situations plus complexes ou
le parametre a estimer est autre chose qu’une moyenne. Ainsi, dans la situation
générale ot un parametre f est estimé par une fonction des valeurs de 1’échantillon
de taille n observé. Cette estimation est notée par s = s(xy, ..., z,). En enlevant la
Jj-eme observation, on obtient une estimation partielle, notée s_;. Par analogie avec
I’équation (1.73) on construit alors un ensemble des pseudo-valeurs pour j = 1,...n :

si=mns—(n—1)s (1.74)

Ces pseudo-valeurs jouent un role analogue aux valeurs observées z; sur un
échantillon. On peut donc se poser dans ce cadre des questions statistiques telles
I’estimation d’une moyenne et la moyenne des pseudo-valeurs

* 1 - *
J:

Cela définit la méthode d’estimation de # au sens du Jackknife. L’utilisation des
pseudo-valeurs en tant qu'un échantillon aléatoire (d’estimations indépendantes)
suggere alors que 1'on peut estimer la variance de cette estimation du Jackknife par
S? /n ou S est la variance empirique des pseudo-valeurs. De plus, on peut construire
un intervalle de confiance pour 6 au niveau 100(1 — a)% par : S* +t,/2n-15//n.

B) La méthode du Jackknife en régression linéaire simple

Reprenons le modele (1.25) Y; = [y + fixi, @ = 1,2,...n. On peut décrire ce
modele sous forme matricielle par

Y =XB+¢

ou X = (1,x), x = (z1, 22, ..., 7,,) et B = (0y, f1). L'estimateur MCO de 3 est (cf.
Draper et Smith [11]) classiquement :

B =(XX)"!' XY (1.76)

On suppose que E(e|X) =0, E(ge|X) =0, i#j=1,..,n, et Var(g|X) =
o?, i=1,..n

L’estimateur du Jackknife pour ce modele linéaire est donné comme suit. Soit
,éj I'estimateur MCO de 8 obtenu en recalculant 3 dans (1.76) en supprimant le
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J eme couple (z;, yj) de I’échantillon. Pour estimer 8 on définit des pseudo-valeurs
; = n,@ (n — 1),83 L’estimateur ponctuel du Jackknife pour 3 est alors donné
par ;

- 1 <&
B= E;pj (1.77)

et Destimateur du Jackknife pour Var(8) s'en déduit :

n

= 1 - .
VC”“(B) BT ;(Pi - B) (pi — B) (1.78)
Les propriétés asymptotiques de 3 et de Var(é) J ont été étudiées par Miller
(1974b [44]) sous certaines conditions fortes. D’autre part, Hinkley [27] a précisé
deux imperfections de la méthode :
a) 3 est un estimateur sans biais mais sa variance est généralement plus grande
que celle de 'estimateur MCO B;

b) Var(B); est un estimateur biaisé de Var(8) et de Var(8).

Ces imperfections sont illustrées dans les simulations faites par Wu ([64]). Cet auteur
montre en particulier que les problemes mentionnés proviennent juste de la nature
équilibrée de la méthode du Jackknife qui néglige la nature non équilibrée des don-
nées généralement modélisées en régression. Hinkley ([27])a proposé une modification
pour remédier a ces problemes.

C) La méthode du Bootstrap

La motivation premiere de la méthode du Bootstrap est d’approcher par simula-
tion la distribution d’'un estimateur lorsque ’on ne connait pas la loi de 1’échantillon.
L’idée de base consiste a remplacer des hypotheses probabilistes pas toujours véri-
fiées ou méme invérifiables par des simulations et donc une connaissance empirique
acquise apres des calculs effectués sur les données observées. Le principe fondamen-
tal de cette technique de rééchantillonnage est de substituer a la distribution de
probabilité inconnue F', dont est issu 1’échantillon d’apprentissage, la distribution
empirique E, qui donne un poids 1/n a chaque réalisation. Ainsi, on obtient un
échantillon de taille n, dit échantillon Bootstrap, distribué selon la distribution em-
pirique E, puisqu’il résulte de n tirages aléatoires avec remise. Ainsi en effet, dans
chaque tirage toutes les observations de 1’échantillon ont la méme probabilité parmi
les n observations initiales qui sont alors considérées comme formant une population.

Lorsqu’on dispose de moyens de calculs, il est facile de construire un grand
nombre d’échantillons Bootstrap sur lesquels on peut calculer ’estimateur concerné.
Sous des hypotheses peu contraignantes, assurant que 1’échantillon est indépendant
de méme loi et que 'estimateur est indépendant de I'ordre des observations, la loi
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simulée de cet estimateur est une approximation asymptotiquement convergente de
la loi de l'estimateur (cf. Efron [16]).

Reprenons 1'équation (1.72) ou [ est un estimateur de pu. Etant donnée une
caractéristique d’intérét, suivant une distribution F' de moyenne inconnue pu sur les
individus de la population €2, afin d’étudier la distribution d’échantillonnage de ji
et celle de la variance de fi, une approximation pourrait se construire de la maniere
suivante.

1) On tire un nombre B d’échantillons de taille ns de cette population et on

calcule B estimations jiq, ...[ip de la moyenne inconnue pu.

2) La distribution empirique de ces estimations fiy,...[ip est une approximation

de la distribution d’échantillonnage de I'estimateur ji.
De plus un estimateur de la variance Var(ji) s’en déduit :

B
Var(i —
B 1 Z Fu
k=1
ol fi = % > [ est la moyenne des B estimations de p. Remarquons que pour

connaitre la véritable variance Var(f1), on doit évaluer tous les échantillons de taille
ns possibles tirés selon la méme procédure dans la population €, soit k = (;) si
Q) est de cardinal K. Cela suppose un tres grand nombre de calculs. De plus, cette
démarche n’est pas réalisable car elle nécessite plusieurs échantillons alors que la
procédure réelle n’en produit qu’'un seul. La méthode du Bootstrap permet de remé-
dier a ce probleme grace a la simulation d’échantillons. Dans un cadre plus général,
considérons un parametre 6 et la statistique (ou estimateur) S d’intérét, ayant une
distribution d’échantillonnage notée Fs. La procédure suivante construit une distri-

bution empirique qui fournit une approximation de la distribution d’échantillonnage
de (F S)-

1. On tire B échantillons de taille n aléatoires simples avec remise parmi les
observations de 1’échantillon initial.
2. Pour tous ces échantillons, on calcule les estimations 57, s3, ..., S

3. A partir de s7, s3, ..., s5, on construit la distribution empirique, dite distribu-
tion Bootstrap, qui est une approximation de Fy.

Remarquons qu’on peut calculer une approximation de Var(S) a l’aide de s7, s5, ..., s7;

/-\

Var(95)

B
S =PNCE

k=1

ou §* = ZZ . 55 A Tl'aide de cette distribution on peut réaliser un test d’hypothese
ou construire un intervalle de confiance pour le parametre 6.
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D) Le test du Bootstrap en régression linéaire simple

L’objet de cette section est d’étudier la liaison entre les variables Y et X. Soit un
échantillon de taille n indépendant du couple (X,Y), noté {(z;,v:), i = 1,2,...,n}.
Afin de comparer cette méthode avec la méthode des tests de permutation, nous la
décomposons en cinqg étapes.

Etape 1- Analyse du probleme
Reprenons le modele 1.24 : Y = [§y + Bix + €. Comme dans le cas de la méthode
permutationnelle, on veut tester 'hypothese Hy : 31 = 0 contre Hy : (1 # 0.
On réalise une régression linéaire de la variable Y en z pour le modele 1.24. La
connaissance des estimations respectives by et by de 3y et 31, permet alors de calculer
les prévisions :

Ui = bo + by

et les résidus observés associés e; comme suit :
e =Y — Yi =Yi — by — bix;

Etape 2-La statistique de test
Contrairement au cas permutationnel, dans cette étape la statistique de test est
spécifiquement un estimateur du parametre 3;. Par exemple :

SE =5

Etape 3-Le calcul de la statistique

Ici, comme dans la méthode de test de permutation, on calcule la statistique de test
sur les observations d’origine. La valeur observée de cette statistique qui est déja
calculée dans la premiere étape est notée :

bl,obs - bl

Nous nous référons désormais a cette valeur a ’aide de la notation (.

Etape 4-Le tirage avec remise des observations

Permuter les observations de Y peut étre interprété comme un tirage sans remise
d’un échantillon de taille n, dans une population de taille n, elle aussi. La méthode
permutationnelle est donc interprétable comme une méthode de rééchantillonnage.

Le Bootstrap s’en différencie par le mode de tirage adopté. On effectue main-
tenant un tirage de B échantillons aléatoires simples de taille n avec remise dans
I’ensemble des observations initiales, ou B est fixé - grand - par I'utilisateur. Dans
le cas de la régression simple, Il existe deux facons différentes de procéder au tirage.
Dans la premiere, on tire un échantillon de taille n simple avec remise parmi les
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résidus calculés a partir des observations initiales (dans 'étape 1). Cela correspond
a une définition du modele de la régression de la forme 1.24, ou la loi des résidus
est premiere dans I'analyse statistique. Dans la deuxieme, on tire un échantillon de
taille n aléatoire simple avec remise parmi des paires observées (z;, y;) initiales. Cela
correspond a une spécification conditionnelle du modele, de la forme :

EY[X = z) = fo+ b

ou les résidus se déduisent de la loi conjointe de (X,Y).

1) Tirage dans ’ensemble des résidus : Cette premiere fagon de procéder
opere par rééchantillonnage des résidus de la régression effectuée sur les données
d’origine :

a) Pour k = 1, on tire un échantillon de taille n aléatoire simple avec remise des

résidus observés e;, que 1’on note :

e = (€1,€5, ., )

o Cp

et I'on construit alors les nouvelles pseudo-valeurs de Y comme suit :
Y;* = b() + bll'l' + 6:

b) On réalise alors une régression linéaire de Y* en x d’apres le modele 1.24
appliqué au pseudo-échantillon {(z;, Y;*);i = 1,2,...,n} obtenu et on en
déduit une nouvelle estimation des parametres 3y et (1, notée b3 et bk

¢) On reproduit les étapes a) et b) un grand nombre de fois k = 1,2,..., B de
sorte qu’on obtient en particulier la distribution de rééchantillonnage du para-
metre 3y, en répétant B fois les parties (a) et (b). Alors on obtient un vecteur
des valeurs b3, noté par B = (b*1, 032, ...038) associées a k = 1,2, ..., B.

2) Le tirage dans ’ensemble des couples observés

Cette deuxiéme fagon de procéder traite directement les couples (X,Y) :
a) Pour k = 1, on tire un échantillon de taille n aléatoire simple avec remise des
couples observés (z;,v;), i = 1,...,n, que l'on note :

(x*¥"), = ((@1,91), (23, 92), -, (255 4))

alors on obtient les nouvelles pseudo-valeurs de Y et de z notées Y* = {y7, ..., y’}
et x* = {x7, ..., 2} }.

b) On réalise alors une régression linéaire de Y* en x* utilisant le modele 1.24
et on en déduit une nouvelle estimation des parametres 3y et (3; notée by* et
bk

c) Cette étape est la méme que I'étape (c) décrite pour le cas du tirage des
résidus.
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Etape 5- Conclusion du test

Cette étape est analogue a celle qui est adoptée par la méthode de test de permu-
tation. Pour effectuer un test de Bootstrap bilatéral a partir des valeurs obtenues
¥, on construit la distribution des valeurs |bj| rangées par ordre croissant. Puis, la
p-valeur Bootstrap, notée (p?), est calculée comme la proportion des valeurs bi* qui
sont supérieures ou égales a la valeur observée sur 1’échantillon dans cette distribu-
tion, c’est-a-dire :

g 0T 1)
B

Si la valeur obtenue p¥ est inférieure au niveau a considéré, on rejette I’hypothese
Hy : By =0 au profit de l'alternative Hy : 3; # 0.

En résumé, la comparaison des méthodes de test de permutation et des test de
Bootstrap montre deux différences. La premiere apparait dans 1’étape 2 de choix
de la statistique de test. En effet, pour la méthode de permutation on considere
une statistique pivotale ou une statistique équivalente (c¢f. 1.6.2) alors que pour la
méthode de Bootstrap, la statistique est un estimateur du parametre considéré.

La deuxieme différence tient a 1’étape 4 puisque la méthode de permutation
permute des observations y; alors que la méthode de Bootstrap tire un échantillon
aléatoire simple avec remise parmi des couples (z;,y;) observées ou bien parmi les
résidus observées calculé a partir des observations initiales.

1.7 La régression linéaire multiple

Le modele de régression linéaire simple suppose que la variable a expliquer Y
ne dépend que d'un seul prédicteur X. Nous abordons maintenant le cas de mo-
deles de régression prenant en compte la possibilité d’effet de plusieurs prédicteurs
XL X2 .. XP p>1.

1.7.1 Le modele classique de régression linéaire multiple

On considere un vecteur aléatoire donné par le k-uple (X' X2 ..., X?Y) et
défini sur un espace probabilisé (€2, F, P) :

(XL X2 ... XPY): Q — R

Ici, K = p+ 1. Le modele de régression multiple permet de prévoir les variations de
la variable Y en fonction d’'une réalisation de (X!, X2 ..., X?). La méthode revient
a trouver la meilleure approximation de cette variable aléatoire par une combinaison
linéaire des variables explicatives, au sens de la moyenne des carrés des écarts.

Soit g(x', 2%, ..., 2P) une fonction de (x', 2%, ... 2P), qui associe a tout (z*, 2%, ..., 2P)
une prévision § = g(z!, 2%, ..., 2) de la valeur de Y. Lorsque la relation fonction-
nelle qui lie Y aux X', X2, ..., XP est linéaire, la fonction de prévision s’écrit

g(z) = Bo + B’ + o+, ..., Bpa?
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Nous avons rappelé dans la section (1.3.2) que linterprétation probabiliste de la
fonction de régression exprime le modele linéaire sous la forme :

g(r) =E(Y|X' =2, X? =22, XP =aP) = By + i’ + Bor® + -+ + Bpa?
Cette écriture dit d’une part que la valeur moyenne attendue de Y correspondant a
wl 2% 2P notée E(Y X! = 2t X2 = 22, ..., XP = 2P) differe de la valeur observée
Y par un terme d’erreur que 1'on note €. Le modele classique de régression linéaire

multiple dit de plus que espérance conditionnelle g(z) est une fonction linéaire des
prédicteurs et donc :

Y =By + Bx' + Box® + -+ BpaP + ¢ (1.79)

Remarquons qu’ici comme dans la section (1.4.1), on s’intéresse plus particulierement
au cas oll les prédicteurs X7, j = 1,...,p sont fixés et on note x', 22, ..., 2P leurs
valeurs observées respectives, supposées connues ou prédéterminées.

Lorsqu’on dispose de n réalisations du vecteur (X', X% ..., X?,Y), le modele
s’écrit de fagon analytique :

ou de fagon équivalente, comme suit en utilisant les notations matricielles :

définition 1.7.1. Un modeéle de régression linéaire est défini par une équation de
la forme :

Y = X B + e (1.81)

(nx1)  (nxk)(gx1)  (nx1)

ouk=p+1et

Y €1
Y, €2
Y = _ eR", €= ) c R"
& €n
x4 1 ﬂ Y Bo
1 D
Xo 1 x ... o o3
X=| = 2 .= |" | er
X, 1z, ... P By

Ces diverses formes montrent que la valeur observée du vecteur aléatoire Y est
la somme d’une composante déterministe X3 et d’'une composante aléatoire € qui
modélise les variations non prises en compte par le modele.

Afin d’estimer les parametres (3,0) du modele classique de régression linéaire
multiple et de préciser les propriétés statistiques des estimateurs retenus, on doit
formuler certains postulats caractérisant la distribution du terme d’erreur. Nous
reprenons ici la formulation retenue par Hayashi [26]) :
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P1. (Exogénéité forte) : L’espérance conditionnelle de €; sachant toutes les ob-
servations x¥ des variables explicatives est nulle.

E(Ellx) - E(€i|X17X27 ---aXn) - 07 VZ, 1= 1, 2, N

Pour tout triplett (i,j,k) tel que i,7 =1,2,....n et k=1,2,....p, on en déduit
les relations
a) E(e) = ]E[E(ez\X)] =05
b) E(Yi|z}, 27, ....a%) = Bo + Bz} + ... + Bpa?
c) (Xkez) =00
d) ov( Fei) =07

P2. La matrice X est de rang plein, c’est-a-dire que la matrice carrée ‘XX
d’ordre k est inversible.
P3. propriétés d’homoscédasticité :

E(|X) =0 >0 i, j=1,2,...n
Pj. propriétés de non corrélation des erreurs :
E(ei, €|X) =0 i#£j=12,...,n

On déduit des postulats P1, P2, P3 et P4, les propriétés suivantes, vraies
pour tous (i,7) € {1,2,...,n}*:

Var(e[X) = E(@[X) - (B(]X))? = E(@[X) = o

Cov(e;, €;1X) = E(€;¢;|X) — E(6;|X)E(¢;|X) = E(e¢|X) =0

Var(Y;]X) = Var(¢|X) = o2

Cor(Y;,Y;| X1, X2) =0, i#j

1.7.2 Le modele de régression linéaire gaussien

Complétons notre étude du modele 1.81 : Y = X3 + € en supposant satisfait un
cinquieme postulat :
P5. La loi conditionnelle de € sachant X est gaussienne :

€|X ~ LG(0,0%T)

Lorsque les ¢; sont i.i.d. de loi gaussienne conditionnellement a X, Y est alors
distribuée selon une loi de Gauss, conditionnellement a X :

Y|X ~ LG(X3, 1) (1.82)

SE(Y) = E(B(Y X))
SE(XJe;) = E[E(X[e|X)] = E[XJE(e&| XF)]=0

"Cov(XF,e;) = E(XJe;) — E(XF)E(e;) = E(XFe)=0
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A) Estimation au sens du maximum de vraisemblance

Les postulats P1 — P5 permettent de connaitre la loi de probabilité conjointe de
I’échantillon, c¢’est-a-dire la distribution du vecteur Y étant donné la valeur de X et
donc d’estimer le parametre (3, 0?), par la méthode du maximum de vraisemblance.
En effet, la fonction de vraisemblance du vecteur gaussien Y est

el (Y~ XB)(Y - X))

(2mo? 202

L(B,0%Y) =
et le logarithme népérien de la fonction vraisemblance s’écrit :

1(8,0%Y) = In(L(B,0%Y)) = —gln(%r) - gzmﬂ L (1.83)

202

ou @ =Y — XB)(Y — X3) est la somme des carrées des erreurs. Par suite, quelle
que soit la valeur de o, maximiser L(3, 0% Y) par rapport & (3 revient & minimiser
(. On annule donc la dérivée partielle () par rapport a 3

0
—Q = —2!XY + 2!XX3 =
0B 0

on obtient ainsi I'estimateur des moindres carrés ordinaires (MCO) et de maximum
de vraisemblance (MV) de 8 dans un cadre gaussien :

B = ('XX) "XY (1.84)

Remarque 1.7.1. Sous le postulat (P5) (cas gaussien), l'estimateur B est de va-
riance minimum parmi les estimateurs sans biais (non nécessairement linéaires) de

B (c.f. Rao [52])

On définit Q(B) = /(Y —XB)(Y —X3) comme la somme des carrées des erreurs
empiriques. De plus, si I'on annule la dérivée partielle I(3,0?;Y) par rapport & o>

0 -n 1
;l(ﬁ,aQ;Y) =—+ m@ =0 (1.85)

o2
On obtient donc Iestimateur de maximum de vraisemblance de o2 :

~ 1

7 = Q(B) = (Y ~ XP)(Y ~ X) (1.86)

n
02 est la moyenne empirique des carrés des erreurs :

n

0 ==Y (y;—"xB)’

i=1
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Remarque 1.7.2. 02 est un estimateur biaisé de 2. On obtient un estimateur
sans biais en corrigeant son espérance par le coefficient multiplicatif n/(n — k) (cf.
Antoniadis et al. [2]). On obtient ainsi la statistique :

= JEL e Y

—— ot = —1(Y - XB)(Y - XB) (1.87)

On montre alors que o2 est bien un estimateur sans biais de o et qu’il s’inter-

prete comme la moyenne des carrés des erreurs, a la correction pres du biais.

Proposition 1.7.1. Sous ’hypothése gaussienne (P5)
a) L’estimateur 3 est un vecteur gaussien :

B~ LG(B,0°('XX) ™)

b) L’estimateur 62 vérifie :
(n—k)* (Y -XB)(Y-XB)
o2 N o2 ™ Xn—k

c) Les estimateurs ,(;' et o2 sont indépendants

Preuve : ¢f. Antoniadis et al. [2] ou d’Aubigny [§]

2

Remarque 1.7.3. Puisque o2 est un estimateur sans biais de o°, alors un estima-

N

teur sans biais de Var(B) est donné par :

—

Var(8) = o2(tXX) ™! (1.88)

B) Le modele de régression linéaire double

Nous particularisons le modele (1.81) au cas de deux variables explicatives afin
d’introduire les expressions analytiques utilisées dans la suite. Le modele s’écrit alors
de fagon analytique comme :

Y = Bo + Bz} + o} + € (1.89)

Dans ce cas, I'équation (1.84) dit que les estimateurs de maximum de vraisem-
blance de fy, 01 et (B sont (cf. Johnston et al. [30] ) :

Bo = Y —piz' — B (1.90)

5 S%HX?2)S(XLY) - S(X2,Y)S(XY X?) (1.91)
S2XT)S2(X2) — [S(X, X2 '

. SHXHS(X2Y) - S(XLY)S(X!, X?)

* T T RS - (SO0, X 192
(1.93)

ou
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LoS(XL X% =+ > (zf -2} - 2°)

n

2. S?(X7) = S(XI, XV) = ! (@l —2)? j=1.2

n

3. S(X1,Y) = %Z(xg’ YY), =12

i

De plus, les variances de [y, 31 et B5 s’écrivent :

R o2 1

1. Var(fy) = n X S2(X1)S2(X2) — [S(X1, X2)]2
g 5°(x?)

2. Var(f) = R S2(X1)S52(X2?) — [S(XT, X2))?
.o S2(X1)

3. Var(fy) = — % S2(X1)S2(X2) — [S(X1, X2)]2

1.7.3 Estimation au sens des moindres carrés ordinaires

Les calculs précédents montrent que la méthode des moindres carrés ordinaires
se généralise sans probleme au cas de la régression linéaire multiple. Il faut alors
chercher le vecteur B € R (ot k = p+ 1) tel que XB soit le plus proche possible
de Y au sens de la norme euclidienne classique. On est donc amené a minimiser la
norme euclidienne standard du vecteur résiduel € = Y — X3 évalué en Y = X3
choisi parmi tous les vecteurs qui s’écrivent X3. Trouver 'estimateur de 3 au sens
MCO conduit a ,C:] qui réalise le minimum de 'expression :

Q="Y-XB)(Y -XB) =Y - Xg|

c’est la quantité que nous avons minimisée dans le cas gaussien pour trouver ’estima-
teur du maximum de vraisemblance. Dans le cas d’une régression linéaire multiple,
les estimateurs de B optimaux au sens du maximum de vraisemblance et des MCO
sont identiques.

Propriétés des estimateurs MCO

On rappelle maintenant les principales propriétés d’optimalité statistique des
estimateurs MCO. Ceux-ci étendent au cadre de la régression multiple les résultats
obtenus dans la section (1.4.4) pour le cas d’'un seul prédicteur. La distribution
d’échantillonnage de B vérifie la proposition suivante :

Proposition 1.7.2. Notons encore ici ,@ l’estimateur MCO de (3
1. Sous les postulats P1-P2, B est un estimateur sans biais : E(B|X) =0
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2. Sous les postulat P1-P4 : Var(8|X) = o2 (XX)
3. Sous les postulats P1-P4 : Cov(B|X) =0

Preuve : (¢f. Hayashi [26])

On rappelle de plus la propriété fondamentale d’optimalité des estimateurs MCO
de 3.

Théoréme 1.7.1. (Gauss-Markov)
Sous les postulats P1— P4, l'estimateur 3 est efficace dans la classe des estimateurs
linéaires et sans biais. Cela veut dire que pour tout estimateur B de 3 qui est linéaire

~ N

en'Y, on a Var(3) > Var(B8) au sens matriciel.
Preuve : (c¢f. Hayashi [26])

1.8 Inférence statistique en régression linéaire mul-
tiple

Le test classique de 'hypothese de nullité des coefficients de régression, fait 'objet
de cette section.

1.8.1 Test de nullité d’un coefficient de régression linéaire
A) Cas de la régression linéaire multiple avec p > 2 prédicteurs

Reprenons le modele de régression linéaire dans un cadre gaussienn (1.81)

Y = X B + €, € ~ LG(0,0°T)
(nx1)  (nxk)(gx1) (nx1)

et considérons tout d’abord une hypothese de nullité du j-eme coefficient de régres-
sion

Hy:B; =0 contre Hy:[3; #0
nous voulons soumettre cette hypothese a un test de signification. La proposition

((1.7.1)) assure que : A
(8- B) ~ LG(0, *("XX)") (1.94)

On en déduit la loi de probabilité de I’estimateur [,

(65 = B)) ~ LG(0, o*('XX);}1)
ol (tXX);jl) est le terme diagonal en position (j, j) dans (*XX)~!. Par suite, lorsque
o? est connue, la statistique :
5

7= ——t—
o2("XX)7;

(1.95)
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suit une loi de probabilité gaussienne LG(0,1) sous 'hypothese Hy : 3; = 0. La
consultation d’une table de cette loi conduit a rejeter Hy si [Z;| > za oul « est

le niveau du test, ou ze est le fractile de la loi de Z correspondant au niveaude

% est inconnue, Var(3;) est elle aussi inconnue, et

probabilité 1 — «/2. Lorsque o
pour estimer Var(3;) on doit estimer . A partir de la remarque (1.7.2), on vérifie
qu'un estimateur sans biais de o2 est :

7= LY - XB)(Y - XB)

et alors,

—

S*(53)) = Var(3;) = o*(XX);;!

est 'estimateur souhaité de Var(ﬁj). Par suite, on montre de fagon classique que la
statistique :

T=27= B (1.96)
2('XX) ;!

suit une loi de probabilité de Student a (n—k) degrés de liberté. Le test de 'hypothese
Hy de niveau « conduit donc a consulter une table de loi de Student a (n — k) degrés
de liberté.

B) Cas de la régression linéaire double

Pour ce cas particulier de la section précédente le modele de régression linéaire
double gaussien (1.89) s’écrit :

Y = 5o ‘f‘ﬁl%1 +52$?+€i

Pour effectuer un test d’hypothese de nullité du coefficient de régression partielle :
Hy: 3y, =0 contre H;: 3, # 0, lorsque o2 est connue, on doit calculer

Var(fy) = 0 (XX) 5
et sous I’hypothese Hy : B2 = 0, la statistique

B
Zy = NETSSE] (1.97)

suit une loi de Gauss LG(0, 1). Le test de 'hypothese Hy de niveau « conduit donc
a consulter une table de la loi de Gauss centrée réduite. Mais o? est en général
inconnue, de sort que Var(f;) l'est aussi. Un estimateur sans biais de Var(5;) est :

—

S2(B2) = Var(Bs) = 02(XX)5;
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ou l'on déduit de (1.7.2) que

n

-~ 1
= n—3 Z(Y; — o — ﬁl%l - ﬁ2$?)2
i=1

S)
(3]

est un estimateur sans biais de o2. Sous Hy : 3> = 0, la statistique de test

~

T =27,= b (1.98)

S(52)

suit la loi probabilité de Student a (n — 3) degrés de liberté (cf. Johnston et al. [30])
ol 3 est Destimateur MCO de 3, et S%(f3,) est Iestimateur MCO de Var(f,). L
consultation d’une table de loi de Student a (n — 3) degrés de liberté permet de
rejeter Hy si [T > t(,—1,2) olt o est le niveau du test.

1.8.2 Test de nullité d’un coefficient de corrélation partielle

Les méthodes présentées dans la section précédente ont pour point commun
d’étudier I'apport spécifique d’un prédicteur X7 au modele & 'aide de la valeur
estimée du coefficient de régression partielle 3;. Nous montrons ici qu'une fagon
équivalente de présenter le probleme conduit a accorder aux corrélations partielles
un role fondamental dans la pratique de la régression. Ici, nous rappelons les aspects
formels de cette caractéristique importante.

A) La corrélation partielle : cas de régression double

Considérons un modele de régression linéaire multiple qui fait intervenir deux
variables explicatives seulement :

Y = B+ izt + Box® + e

Le coefficient de corrélation partielle de Y et X? sachant X' mesure I'information
apportée par X2 sur Y, une fois retirée I'influence (linéaire) de X! sur ces deux va-
riables. Autrement dit, le coefficient de corrélation partielle mesure la liaison linéaire
existant entre deux variables lorsque l'influence d’une troisieme est controlée. Par
suite, le coefficient de corrélation partielle est tres utile en régression multiple, parce
qu’il permet d’évaluer directement la part de la variation de Y non expliquée par
X! qui devient expliquée par ajout de la variable X2 dans le modele.

Afin d’enlever leffet de la variable X! sur les variables X? et Y on ajuste deux
modeles de régression linéaire simple :

Y =ap +ayrt + (1.99)

X2 =g+ mat + 1 (1.100)
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On est alors conduit & prévoir les résidus €'! et ¢!

R™ =Y — a9 — ayzt (1.101)

R* = X% — 4y — A2t (1.102)

Ces modeles de régression linéaire destinés a séparer 'effet imputable aux variations
de X' au travers de relations linéaires avec Y et X? respectivement et les résidus
observés RY'! et R*! qui traduisent respectivement la part de variation de Y et X2
qui n’est pas corrélée linéairement & X'. On ajuste alors un modele de régression
lindaire décrivant la liaison linéaire entre les résidus observés RY'! et les résidus
observés R*!

R =6+ 0, R* +1 (1.103)

de facon a décrire la part de covariation de Y expliquée par X? qui est non corrélée
a Deffet linéaire de X', donc laissée inexpliquée (linéairement) par ce prédicteur. La
corrélation partielle théorique de Y et X? & X! fixée, peut étre définie directement
a partir du coefficient de corrélation linéaire simple calculé entre deux variables e¥!
en 2. Notons que ces deux variables sont centrées par construction et donc :

E(e¥1e21)
Y1 21
Py2.1 = ple € = 1.104
( ) \/E(em)zE(@J)Q ( )
de plus, la corrélation partielle empirique fournit un estimateur convergeant de ce
parametre défini comme :

RY1R21
Tyo1 = Corr(R™, R*') = LB R (1.105)

V(RIS (R

On peut aussi définir la corrélation partielle a partir des corrélations simples
(ordinaires) entre les couples de variables expliquée et explicatives considérées (cf.
Kendall et al. ([32]). Considérons en effet la matrice de corrélation liant les variables
Y, X', X? et notée :

I pyr pye
R=1|p1 1 pi2
py2 prz 1
le coefficient de corrélation partielle entre Y et X? sachant la variable X! est noté
PYy2.1,
C13 Py2 — Py1pP12
Py21 = — = (1106)
VG V(L= p31)(1 = ph)
2 _
_ 010y2 — O0y1012 (1.107)

7 9 2 2 9 2
\/UYJI _UYI\/UIJ2 — 019
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Ainsi, le coefficient de corrélation partielle entre Y et X! sachant la variable X2,
noté py1.9, s'écrit :

P i Cha o PY1 — Py2pP12 (1.108)
Y12 = — = .
VOG- 31— )
_ 030y1 — Oy2012 (1.109)

7 2 2 2 2 2
Voy03 — 0350\/0103 — ot
ot Cyp,, désigne le cofacteur du terme en (m,n)-éme position dans la matrice symé-

o .
t i R t ] = Y 5 ¥ z:C Xl,X 5 2:V X] y .,':,1,2 t
rique R, et p;; o ol 0y, ov( i) O ar(X7), pour {i,j }e

o3 = Var(Y).
Proposition 1.8.1. Les équations (1.104) et (1.108) sont égales.

Preuve : L’équation (1.104) a pour conséquence :

Vi an ]E(EY'IEZI)
pya1 = ple €)= VE(@T1)E(&21)2
E(Y —ap— o X1)(X? =y — 1 XT)
VEY —ag — an XT?E(X2 — 99 — 11 X1)?
E((Y — py) — aa (X! — iy ))((X? = pixe) — 3 (X = puyr))
VE(Y = py) = an (X7 = px1) PE((X? — pixz) — 11(XT = pxr)?
Oy2 — Y10y1 — Q1012 + 07107

\/(012/ + afo? — 2010v1)(03 + 7707 — 271012)

D’apres la proposition (1.3.1) on a de plus

Oy Oy
ap = py1— et ag = py — Bipixr = py — py1——pix1
Ox1 Ox1
gx2 gx2
M= pr2—— et Yo = fx2 — Vipxt = fx2 — p——[x?
gx1 gx1

alors, on obtient par substitution 1’équation :

2
010y2 — O0y1012

7 9 2 2 9 B
\/UYUI _UY1\/0102 — 012

_ Py2 — Py2P12 (1.111)

VA= p3,) (1= ply)

Proposition 1.8.2. Soit (Y, X, X?) un triplet aléatoire (non nécessairement gaus-
sien) de moyenne, variance et corrélations linéaires jiy, px1, fix2, 0y 0%1, 052 5 Py1,
pyo et pro. SIE(Y|X = x) est une fonction linéaire de x' et x* de la forme :

E(Y[X' =a", X* =2%) = B+ frz’ + oz’

Py2.1 (1110)

les parametres By, 1 et By sont :
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a) Bo = py — Biptxr — Bapix2

b) B = U§UY1 —Oy2012 Oy (py1 — pyapi2)
| = - r
of03 — 0y o (L=piy)
U%O'YQ — 0y1012 Oy (,OY2 - ,0Y1P12)
c) P2 = 22 _ 2 2
0103 — 012 oy (1—piy)
Preuve :
Elle repose sur deux propriétés. Tout d’abord, pour j = 1,2, on asi X = (X!, X?):

pxi = B(X’) = Ex(E(X’| X))
D’autre part,
nz = E(Z) = Ex(E(Z] X))
Par conséquent, le modele s’écrit :
E(Y|X', X?) = 0y + biz! + faa”
et donc :
py = Ex(E(Y| X))
= Ex(E(fy + AhX'+ (X7 X))
= fo+ BEx(E(X'| X)) + 5:Ex (E(X?| X))
= S+ BE(X') + BE(X?)
c’est-a-dire

py = Po+ Pipxr + Papixe (1.112)
Opérons de facon analogue pour Z =Y X! :
pr=E(X'Y) = Ex(E(Y X'| X))
= Ex(E((f + /X" + £ X?%) X' X))
Ex(B(5 X'+ 61 (X')? + s (X' X7)] X))

Opérons comme ci-dessus, il vient :

E(X'Y) = B puxt + 61 E(XH?) + B E(X'X?)(1.113)
Le cas de Z =Y X? est totalement symétrique et donc :

E(X?Y) = By pxz + 1 E(X'X?) + 3, E((X?)?) (1.114)

A partir des équations (3.2.1), (3.2.2) et (3.3.1) on peut alors écrire les trois équa-
tions :

py = o+ Bipxr + Popixe
E(X'Y) = Bouxt + /E((X)?) + BE(X'X?)
Bopxe + HIE(X'X?) + BE((X?)?)

=
%S

=
I
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qui se synthétisent en une équation matricielle A3 = c :

1 fx1 2 Bo My
i B EXX) || B | = | B(XY)
px: E(X'X?) E((X?)?) Ba E(X?Y)

La résolution du systeme par la méthode de Cramer permet d’ obtenir :

o det[Al(c)]

o det[AQ(C)]
fo = det(A)

o det[Ag,(C)]
b= det(A)

t B2 = Jet(A) (1.115)

ou A;(c) est construite a partir de la matrice A dans laquelle la colonne a; est
remplacée par c. Par exemple, on écrit pour (3, :

1 Hxt Hy
pxe B((@h)?)  E(XTY)
pxe E(X'X?) E(X?Y))
1 pxt px2
o E((X1)?) E(X'X?)
pxe B(XTX?) E((X?)?)

-

B2

et I'on obtient apres simplification :

BN (EXIX?) — jrpixe) + B E(X?) — pda) + iy (o BIOCX?) — ) E((X)?)
E(XTY)(E((X7)?) — 1%,) — E(X'X?)(E(X?Y) — jiy fixz) — iy 11 E((X2)7) + i s E(X7Y)

En remplagant E(X*X7) par 0;;+ puxipxs ainsi que E(X'Y) par oy; + puxipy (4,5 =
1,2), on obtient apres simplification :

020Y2 — Oy1012 Oy (pYQ - PY1P12)
By = 1 = = (1.116)
0%03_0%2 02 (1_P%2)

De la méme facon, on obtient pour (3, et 3; :

020Y1 — Oy2012 Oy (ﬂYl - Pyzplz)
B =2 = — (1.117)
J%U%_U%Q 01 (1_/)%2>
Bo = py — Bipixr — Papix2 O (1.118)

Remarque 1.8.1. On obtient a partir de la proposition précédente :

oy Cip .

otk =j+1 et Cp, estle cofacteur du (m,n)-éme élément de la matrice symétrique
R,
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Remarque 1.8.2. On obtient ainsi a partir des équations (3.3.2) et (3.4.1) :

P2 = py2 1—052/0% i = Py2 1UY (1= pv)
Voioy — ot o1/ (1= 1)

si (1—p24) et (1—piy) sont strictement positifs (c’est-a-dire (p3 < 1) et (py < 1)),
on en déduit que By = 0 si et seulement si pys1 = 0, de sorte que les hypothéses
Hy: By =0 et Hy : py21 = 0 sont équivalentes. On peut montrer de la méme facon
que les hypotheses Hy : 31 = 0 et Hy : py1.2 = 0 sont équivalentes.

(1.119)

B) Corrélation partielle dans le cas général

Décomposons maintenant la matrice X formée par les p variables prédicteurs en
deux parties, avec p; =p —1:

X =[ X' x| (1.120)

(nxp) (nxp1) (nx1)

Le coefficient de corrélation partielle de Y et X7 sachant X! mesure alors I'infor-
mation sur Y, apportée par X’ complémentairement a l'information sur Y apportée
par X!. Dit autrement, le coefficient de corrélation partielle mesure la liaison entre
deux variables lorsque 'influence des autres sont controlés.

Comme dans le cas précédent, on réalise les régressions linéaires de la variable
Y en X! et aussi de X7 en X! au sens des MCO et les équations

Y = ag+ apxt + agr? 4+ -+ ozj_l.rj_l + aj+1xj+1 + . .opa? + GY‘E1.121)
X = gtz oy’ 4o+ yr? Ty e+ (1.122)
La corrélation partielle théorique de Y et X7 & X! fixée, se définit directement

a partir du coefficient de corrélation linéaire simple calculé entre €' en €!. En
considérant que ces deux variables sont centrées par construction, on obtient :

Y g1y E(e™el)
pyja=ple €)= N EOECDE (1.123)
De méme, comme dans le cas précédent, on peut définir le coefficient de corréla-
tion partielle a partir des corrélation simples entre les couples de variables considé-
rées (cf. Kendall et al. ([32]). Soit R la matrice de corrélation de (p + 1) variables
Y, Xt X2 .., XP
1 pyi pye .. Pyp
pyi 1 pi2 oo pyp

Pyp Pip P2p 1
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Le coefficient de corrélation partielle entre Y et X7 sachant les autres variables est
noté :
PY 12, j-141,..p = P(Y, XX X2 XX XP) = PYj.q; (1.124)
ou ¢; ={1,2,...,p} —{j} est défini (¢f. Kendall et al. ([32]) comme :
Cyj

PYje = T
Jq /—Oncjj

et ot Cpyy, est le cofacteur du (m, n)-eme élément de la matrice symétrique R.

(1.125)

Remarque 1.8.3. Comme dans le cas précédent, on peut montrer que les équations
(3.4.2) et (1.125) sont identiques.

Proposition 1.8.3. Soit (Y, X' ... X?) un (p+1)-uple aléatoire (non nécessaire-
ment gaussien) de moyenne [y, jix1, ..., lixe, de matrice de corrélation R et de la
matrice de variances -covariances :

2
0y Oyi1 Oy2 ... Oyp
2
Ov1 01 g12 ... O1p
S:
2
Oyp O1p O Up

ot 0;; = Cov(X', X7) et oy; =Cou(Y,X?), i,j=1,...,p.
SiE(Y|X = z) est une fonction linéaire de x', x*... aP de la forme :

E(Y|X'=2',...,XP =2aP) = By + Bzt + - + Bzt

alors, les parameétres By, 3;, j =1,...,p sont :
oy Ciy, .
= k= 1
W B=-TGk k=it
b) Bo = py — Brpxr — -+ — Bppixe

ot Cyyp, est le cofacteur du (m,n)-éme élément de la matrice symétrique R.

Preuve :
Elle utilise les mémes arguments que la démonstration de la proposition 1.8.2,
puisque seuls interviennent les moments croisés d’ordre 2.
a) Comme dans le cas de la régression linéaire double, on écrit le modele :

EY|X'=a' ..., XP =aP) = By + ' + -+ + Bpa?

et on obtient le résultat voulu, du fait des propriétés de I'espérance mathématique.
En particulier, on montre comme plus haut que :

py = Bo+ Pipxt + -+ Bppxe (1.126)
E(X'Y) = Bouxr +HE(X')?) + -+ BEX'X?) (1.127)
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On itere le procédé, de facon analogue apres avoir multiplié par X2, X3, ..., XP.
Chaque terme multiplicateur X7 fournit une équation :

E(X’Y) = Bopxs + SEX'X7) + - + BE(X?)?) + -+ + B,E(X/XP)  (1.128)

On obtient ainsi un systeme de k£ = p+ 1 équations a p + 1 inconnues que 1’on peut
résumer sous la forme matricielle A3 = c. Ainsi pour p = 2, on écrit :

py = Bo+ Bipxr + Popixe
E(X'Y) = (o + AE(X)?) + BHE(X'X?)
E(X?Y) = fopx> + HE(XTX?) + G,E((X?)?)

qui particularise I’équation matricielle A3 = c; dans laquelle

1 Uxt x2 ... Mxp Bo E(é?;y)
pxt  E((zh)?) E(X'X?) ... E(X'XP?) 54 _ | m(x2v)
pxe E(X'XP) E(X2X?) .. E((X7)?) | | 5, E(X7Y)
Comme dans le cas précédent, on déduit 3; par la méthode de Cramer :
det[Aj1(c)]
=——— 7 =0,1,... 1.12
/8] det(A) ? .] 07 ’ 7p ( 9)

ou A;(c) est déduit de la matrice A en remplacant la colonne a; par c. Par exemple,
pour (3; on obtient apres simplification :

oy Cyy, .
i=———, (k=Jj+1 1.130
b=k (k=4 (1.130)
De plus,
Bo=py — Pipixr — -+ — Bpux» O (1.131)

définition 1.8.1. (cf. Kendall et al. (/32])
On appelle variance conditionnelle de la variable X7 sachant les {Y, X' 1 # j}, la
quantité notée 2,5 i 141, py OU plus simplement o2, définie par :

7y
R
7=t
Kk
et variance conditionnelle de la variable Y sachant les {X',1 =,...,p}, la quantité
notée oy, ou plus simplement oy, définie par :
2 _ o |R|

T ey

ouk =j+1 et Cpy, estle cofacteur du (m,n)-éme élément de la matrice R,
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Remarque 1.8.4. A partir des équations (1.125) et (3.5.1) on obtient la relation
liant la corrélation partielle et le coefficient de régression partielle :

5 =, vackk_p Oyq
j — PYjaq — PYj.q;
or v/ Cha Oj.q

oo IRl ) IR
ouo;, =0;— etoy, =0y —

Jq J ij Yq Y Cy
0j.q sont strictement positifs, on en déduit que 3; = 0 si et seulement si pyjq =0,
de sorte que les hypothéses Hy : B1 =0 et Hy: p =0 sont équivalentes. Par suite,
réaliser le test sur le coefficient de régression partielle et la corrélation de partielle

sont deuxr démarches équivalentes.

sont des variances conditionnelles. Lorsque oy, et

On peut aussi traiter formellement une situation plus générale. Pour cela, il suffit
de décomposer la matrice des prédicteurs en deux blocs :

X =[X': X*] (1.132)
(nxp) (nxp1) (nxp2)

ou py = p—p; > 1. On décompose aussi de facon coordonnée le vecteur des
parametres 3, et 'on écrit le modele sous la forme :

Y:Xﬂ:[XlzXQ](g:>+e:X1ﬂ1+X2,82+(2) (1.133)

Notons de plus, H, = X* (X*X*)71Xk le projecteur orthogonal sur le sous
espace vectoriel F'xr engendré par les colonnes prédicteurs du groupe k =1,2;
P, = (I, — Hy) est I'annulateur associé; RY!' = P;Y est alors le vecteur des
résidus de Y dans la régression MCO de cette variable sur les prédicteurs formant
les colonnes de X' et R?! = P;X? est la matrice dont les colonnes sont les résidus
de la régression MCO des variables donnant les colonnes de X? sur les prédicteurs
formant les colonnes de X'. Nous rappelons maintenant un théoréme tres important,
attribué a Frisch-Waugh (1993) qui dit comment opérer de fagon équivalente soit
par une régression globale, soit a ’aide de régressions intermédiaires pour construire
I'estimateur MCO des parametres d’intérét, dans un cadre général de régression
multiple.

Théoréme 1.8.1. (Frisch-Waugh)

Sous les postulats P1-PJ, il est équivalent de construire [’estimateur MCO @2 de B2
par estimation MCO globale de 3 ou par une régression MCO de RY' en R*!. Si
U est le vecteur des résidus de la régression de Y en X. on vérifie dans les deux
cas,

1. 52 _ (R2.1R2.1>—1tR2.1RY1
2 B2 _ (7:R2.1X2.1)—1tx2.1Y
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3. U=R" -R*' 3, =Y - Xp3

Preuve : (¢f. d’Aubigny [8])

Ce théoréme permet de généraliser les résultats précédents au cas des corrélations
partielles entre vecteurs aléatoires. Le lecteur peut noter qu’au dela des complexi-
tés d’écriture, l'interprétation géométrique du probleme reste inchangée. 11 convient
seulement de substituer aux notions d’indices de corrélation partielle, celle de ma-
trice de corrélation partielle. On peut alors traiter sans grand gain de complexité la
situation d'une réponse Y vectorielle, de dimension ¢ > 1, c’est-a-dire le cas de la
régression linéaire multivariée.

C) Test de permutation portant sur une coefficient de régression partielle

Ces décompositions géométriques demeurent pertinentes dans le cas non gaus-
sien, c’est-a-dire lorsque le terme d’erreur € ne vérifie plus les postulats P5. Alors,
la statistique 1" ne suit plus nécessairement une loi de Student. C’est pourquoi, nous
nous sommes intéressés a l'utilisation de tests non paramétriques et en particulier
aux tests de permutation dans ce cas.

Dans le cas de la régression linéaire simple, la méthode des tests de permutation
portant sur le coefficient de régression que nous avons présentée en section (1.6.2)
fait consensus. On montre en effet (¢f. Lehman [37]) que les conditions d’échanga-
billité sont assurées dans ce cas que ce et donc test est exact et sans biais. Dans le
cadre de régression multiple avec p > 2 la situation de test d’un seul coefficient de
régression partielle du modele est plus complexe parce que les propriétés d’échangea-
bilité des observation de la variables réponse sont perdues lors des transformation
du probleme. Il n’existe pas de facon unique de les restaurer par transformation
du probleme. Plusieurs méthodes de tests de permutation ont été proposées pour
mettre a 'épreuve 'hypothese de nullité d'un coefficient de régression partielle qui
intervient dans un modele de régression multiple conditionnellement a 1’'observation
d’un échantillon. Les approches présentées dans la littérature reposent en fait sur
des caractéristiques distinctes du modele classique et relevent de logiques distinctes.
Le chapitre suivant présente et compare ces diverses méthodes.
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Chapitre 2

Résultat des simulations

2.1 Introduction

Ce chapitre consiste en I’'étude comparative des méthodes de test d’hypotheses
en régression multiple, a l'aide de tests de permutation. Plus spécifiquement notre
étude concerne le test de nullité du coefficient de régression partielle entre la variable
réponse et I'une des variables prédictrices, lorsque les autre prédicteurs du modele
sont fixés.

Dans le chapitre précédent, nous avons rappelé les propriétés principales des
procédures de test statistique classique utilisées en régression linéaire multiple. Leur
optimalité est assurée lorsque les données respectent les postulats P1 — P5.

Cependant, les tests d’hypothese usuels, en particulier ceux qui portent sur les
coefficients de régression partielle, ne sont plus applicables lorsque le processus de
génération des données est trop différent du modele classique de régression linéaire.
Considérons par exemple un modele de régression linéaire multiple d’ordre 3 :

K:/60+51$11+52%2+€z (Z:07177n>7 (21)

ol X! et X? sont deux variables explicatives fixées et € mesure 1’écart du modele
aux données. Le modele de régression linéaire classique est caractérisé dans le cas
ci-dessus par les postulats P1 — P5 présentés dans le chapitre 1 dans le cas multiple.
Nous nous fixons pour objectif d’effectuer un test d’hypothese sur le coefficient
de régression partielle : Hy : 5 = 0 contre Hy : F5 # 0. Une statistique de test
souvent utilisée pour évaluer cette hypothese est la statistique de Student :

~

y S t(n —3), (2.2)

5(62)

ol f3 et 52(5’2) sont les estimateurs MCO respectifs de (35 et de Var(@)

Lorsque le terme d’erreur € ne vérifie plus les postulats P1 — P4, la statistique
T ne suit plus nécessairement une loi de Student. Plusieurs méthode alternatives

79
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existent, parmi lesquelles nous retenons l'utilisation de tests de permutation. Ces
derniers sont fondés sur I'unique hypothese que les observations du terme d’erreur
¢; sont échangeables.

Les premieres utilisations de tests de permutation adaptés au modele linéaire
furent présentées dans la premiere moitié¢ du 20eme siecle par Fisher ([18]) et Pitman
([48, 49, 50]. Leur utilisation se heurtait alors a une lourdeur de calculs certaine
par comparaison aux tests classiques. Aussi, ces tests ont peu retenu l'attention
des chercheurs jusqu’a 'apparition d’ordinateurs puissants et largement accessibles,
rendant envisageables les calculs intensifs imposés par cette approche.

En régression linéaire simple la méthode des tests de permutation portant sur
le coefficient de régression présenté en section(1.6) fait consensus. Par contre, la
situation est plus confuse dans le cas d'une de régression linéaire multiple. Il n’y
a plus unicité de la méthode de test de I'’hypothese de nullité d’un coefficient de
régression partielle. Plusieurs méthodes ont été proposées et chaque méthode repose
sur des propriétés distinctes du modele classique. La logique sous-jacente a ces tests
a été validée dans des contextes d’application distincts. Une vue synthétique de la
littérature consacrée a ces question peut étre acquise en consultant par exemple :
Freedman et Lane ([19]); Smouse et al. ([53]); Oja, ([47]); Collins [6] ; Gail, Tan et
Piantadosi [20]; Welch, [61]; ter Braak; Kennedy [33]; Kennedy et Cade, [34].

Les approches présentées dans la littérature statistique peuvent étre partagées
en deux groupes. Le premier est constitué par les méthodes qui considerent que
les observations de la variable conditionnant X? (ou des covariables conditionnant
lorsque nous disposons de plus d’une covariable) sont des unités échangeables sous
I’hypothese Hy : (33 = 0. Le deuxieme groupe a pour caractéristique d’effectuer
des permutations des valeurs prises sur I’échantillon par le terme d’erreur €. Les mé-
thodes du premier groupe (e.g., Oja [47] ) ignorent la corrélation qui existe en général
entre les variables explicatives (X' et X?) au cours des permutations. Certains au-
teurs, tels que Anderson et Legendre [1] présentent cette caractéristique comme un
désavantage, cf. Welch [61] ; ter Braak [59]. Remarquons qu'il existe des méthodes de
randomisation contrainte qui sont applicables dans le cas ou chaque paire de valeurs
X1 et X2 est observée de fagon répétée, cf. Brown et Maritz [5]

Quatre méthodes du deuxieme groupe furent comparées dans ’étude d’Ander-
son et Legendre [1]. Elle sont dues respectivement a : (1)Freedman et Lane, [19];
(2)Manly [40, 41]; (3)ter Braak; (4)Kennedy, [33]. Chaque méthode est fondée sur
un principe propre de choix de la variable permutée. Puisqu’elles différent dans leurs
principes méme, il est difficile de mener des comparaisons formelles de leurs proprié-
tés et 'on doit le plus souvent se contenter de résultats asymptotiques ou d’études
par simulation. Anderson et Legendre [1] ont mené une longue étude par simula-
tion afin d’analyser les effets de quatre facteurs influant sur le risque d’erreur de
premiere espece, sur la puissance du test et sur la sensibilité aux points extrémes;
ces facteurs sont : a) la taille de I’échantillon; b) le degré de corrélation entre les
variables explicatives p(X', X?); c) la valeur du parametre de la covariable X' ; d)
la distribution du terme d’erreur aléatoire ¢;. Chacun de ces facteurs a été discuté
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de facon plus ou moins complete par les défenseurs des diverses méthodes de permu-
tation, sans avoir été examiné de facon empirique en détail. La simulation faite par
Anderson et Legendre [1] est plus complete et plus riche en information que celles
qui précédaient dues a Kennedy et Cade [34] et Manly . Ces études ont pour point
commun d’étre limitées au cas de régression double, donc de deux prédicteurs X*
et X?2. Leurs conclusions indiquent en particulier que les estimations de 35 obtenues
par les méthodes de Freedman-Lane [19], et de Kennedy [33] sont égales, mais les ré-
sultats des simulations montrent des différences. Ainsi le risque d’erreur de premiere
espece couvert par le modele de Freedman-Lane est inférieur a celui de Kennedy.
Anderson et Legendre [1] concluent que la méthode de Freedman-Lane semblait étre
la meilleure proposition parce que :

a) La méthode de Freedman-Lane conserve plus respectivement que les autres
méthodes le niveau du risque d’erreur de premiere espece considéré, et le risque
d’erreur de premiere espece obtenue par cette méthode est toujours inférieur
a celui qui est obtenu par la méthode de Kennedy.

b) Les puissances des tests comparés (la méthode Kennedy n’a pas été considérée
par ces auteurs) sont presque égales.

c) En présence d'un point extréme, le risque d’erreur de premiere espéce pour
la méthode de Freedman-Lane est plus stable que pour les méthodes de ter
Braak et de Manly (la méthode de Kennedy n’a pas été considérée)

Une question s’est alors posée a nous : pourquoi les résultats des simulations
obtenus pour les méthodes de Freedman-Lane et de Kennedy sont-ils différents alors
que leurs estimateurs de (3, sont identiques? Pour répondre a cette question, nous
avons décidé d’étudier les deux méthodes théoriquement et par simulation.

Ce chapitre reprend le cadre de travail d’Anderson et Legendre [1] et se propose
d’approfondir les trois points suivants :

1. Complétion des simulations d’Anderson et Legendre [1]
Nous avons mené une étude par simulation plus complete et plus riche en in-
formation (section(2.6)). Nous avons ainsi observé des cas ou le risque d’erreur
de premiere espece du modele de Kennedy [33] est inférieur a celui du modele
de Freedman-Lane [19]. Cela ne s’observe pas dans la simulation d’Anderson et
Legendre [1] parce que I'étendue du domaine de valeurs des facteurs considérés
dans leur simulation était plus limitée que dans notre étude .

2. Au contraire de la simulation d’Anderson-Legendre, des résultats de nos simu-
lations montrent que, lorsque les valeurs du terme d’erreur sont générées selon
une loi non gaussienne, par exemple étirée a gauche (comme la loi I'(10, 0.5)),
étirée a droite (comme la loi Exp(2)) ou symétrique mais de variance infinie
(comme la loi Student(1)), la méthode paramétrique classique marche bien,
c’est-a-dire qu’elle donne un risque d’erreur de premiere espece tres peu dif-
férent de la méthode de Freedman-Lane et proche au niveau de signification
considéré pour les tests (v = 0.05). Elle donne aussi une puissance tres proche
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de celle de la méthode de Freedman-Lane. Ceci est peut étre da au fait que les
valeurs des variables X! et X? sont générées selon une loi de Gauss.

3. A partir des résultats théoriques obtenus rapportés au chapitre 3, pour vérifier
la puissance de la méthode de Kennedy, non considérée dans les simulations
d’Anderson et Legendre [1], et de Legendre (2000)[35] , nous avons mené une
simulation en considérant les méthodes de Freedman-Lane, de Kennedy et la
méthode paramétrique classique. Nous trouvons dans la plupart des cas que
la puissance de la méthode de Kennedy est supérieure a celle de la méthode
de Freedman-Lane. Au final nous arrivons a des conclusions globalement tres
semblables & celles d’Anderson et Legendre [1] : la méthode de Freedman-Lane
semble fournir les meilleurs résultats.

2.2 Description des méthodes de permutation

Soit un ensemble ordonné I,, = {1,2,...,n} décrivant les indices des éléments
de I’échantillon observé. On considere une permutation aléatoire m qui associe au
n-uple ordonné i,, = (1,2,...,n) le n-uple ordonné i7 = (71,72, ...7mn) :

in=(1,2,..,n) 5 I" = (71,72, ...,7n)

On en déduit une permutation aléatoire des valeurs prises par une variable Y sur
I’échantillon :

Y = (W1, 92, 0 Un) > ¥ = (LY g™
En régression double, on considere un échantillon de taille n d’observations appariées
des variables Y, X! et X? formant le vecteur aléatoire Z = (Y, X!, X?) comme suit :

{21, 22y ey zn} = {(ylv CE%, ZL‘%), (y27 xév :L'%), (ynv x}w :L'i)}

Le test d’hypothese Hy : o = 0 contre H; : # # 0 au vu d’'un échantillon de taille
n peut utiliser I'une des méthodes de test de permutation suivantes.

Par convention, lorsque 7 est placé en indice haut d’une variable, par exemple
dans la notation Y™, nous exprimons le fait que la variable Y est permutée. Par
contre, lorsque 7 est placé en indice bas d’une variable par exemple T}, cela veut
dire que la variable T" est obtenue comme fonction de variables permutées et de
variables non permutées.

2.2.1 Permutation des résidus du modeéle contraint : Freedman-
Lane

On dispose d'un échantillon de taille n de Z. Les résidus observés (observations
de €) du modele (2.1)

K:50+513321+52%2+€z (i:OaL"'an)a
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sont supposés échangeables. On note les parametres du modele (2.1) :

0= {ﬁ07 ﬁh 627 02}

Pour effectuer le test d’hypothese Hy : B2 = 0 contre Hy : B3 # 0 Freedman-Lane
[19] ont proposé une méthode du test de permutation fondée sur le principe suivant,
décrit sous la forme d’un algorithme de test :
1. On réalise une régression linéaire de la variable Y en z' et 2%, au sens des
MCO et d’apres le modele (2.1). On obtient alors :
a) Vestimateur 6 = {3y, 31, fa, 62} ;
b) la prévision €;
¢) la prévision V.

2. La statistique de test retenue est le 7" de Student :

A

g
S(B2)
olt S2(f3,) désigne I'estimateur MCO de Var(f,). La valeur observée de cette
statistique 1" sur les observations d’origine est notée :

by

lobs = —=—
s(02)
ou, by est la valeur observée de 32 sur I'échantillon c’est-a-dire, l'estimation
de 35, et la valeur observée de S 2(@), noté s%(f3;), est I'estimation associée de
la variance de cet estimateur Var(f;)) sur cet échantillon. Nous nous référons
désormais a cette valeur de T,.

3. On réalise de plus une régression linéaire simple de la variable Y en X' au
sens des MCO l'équation

Y = ag +ayzj +e (2.3)
On est alors conduit & calculer :

N

1_ - A1
Y, = ap +

et on obtient les résidus observés RY' comme suit :

1

i

R =y — 0 =i —ag — ey =
ol ag et a; sont les estimations MCO respectives de ag et a;.

4. A toute permutation 7, on associe alors le vecteur des valeurs permutées des
résidus obtenus par régression simple de Y en X!, RY-17 (i=1,2,..,n)

défini comme :

- .
RY.l — (R}(I,R%ﬂl, 7R71L/1) N RY.1,7I' _ (RY.LWZ,RY.LWQ, . RY.LWn)
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5. On constitue ensuite le vecteur des pseudo-valeurs notées Y. obtenues en

RY-1™ aux valeurs prévues par I’équation (2.3) :

ajoutant les résidus permutés
VE =V + R = ap + aya} + RYY™) (i =1,2,...,n)

I'indice haut F précise que la méthode de construction de ces pseudo-valeurs
proposée est due a Freedman-Lane [19].

. Au bilan, le modele ajusté par Freedman-Lane s’écrit

Yf; = B(f,r + ﬁﬂrm% + 55}3:? + ef (2.4)

ou: 0" = (35 . Bf 1. B3 5. 0°F) est le vecteur des parameétres du modele, estimés
selon la méthode de Freedman-Lane, et 02" est la variance du résidu ¢ du
modele (2.4). Chaque permutation 7 fournit en particulier un estimateur 55
de 55 . obtenu par la méthod de Freedman-Lane, défini comme l'estimateur
au sens des moindres carrés ordinaires pour le modele (2.4). De ce fait, chaque
permutation fournit une statistique de test de Student :
TF — 5571—
S(B3)

ol, si €™ est I’échantillon e permuté par la permutation 7, alors Bf .= Bf (e™)
désigne Vestimateur MCO de 8§, et S?(B5,) = S*(B5)(e™) désigne l'estima-
teur MCO de Var(ﬁfj ). L’estimation ¢I" obtenue sur '’échantillon permuté
s’écrit :

.
T — A
s(83x)
Ici, b (valeur observée de (f,) est l'estimation MCO de 55, et s*(Gf,)

(valeur observée de S?(3L)) est 'estimation associée de la variance de cet
estimateur.

. On obtient la distribution permutationnelle de la statistique T'X', On répétant

n! fois les étapes 4, 5 et 6.

. Pour effectuer un test de permutation bilatéral & partir des valeurs obtenues t£,

on construit la distribution des valeurs |t!| rangées par ordre croissant. Puis,
on place la valeur || parmi les statistiques d’ordre de cette distribution. La
p-valeur permutationnelle est (pg ) calculée comme la proportion de valeurs
[tI| qui sont supérieures ou égales a la valeur |t,s| dans cette distribution (cf.
Hope [29]), c’est-a-dire :

po_ #t] = [tons])
p2,7r - |
n:
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2.2.2 Permutation des observations de la variable Y : mé-
thode de Manly

La méthode de test de permutation proposée par Manly [40, 41] adopte une
procédure différente pour tester I’hypothese nulle Hy : G5 = 0 contre Hy : B # 0.
Nous en décrivons le principe sous forme d’algorithme :

1-2. Les deux premieres étapes sont les mémes que pour la méthode de Freedman-

Lane

3. Pour obtenir les valeurs permutées Y70 (j = 1,2, ..., n), Manly permute
les valeurs y;,

4. On fait alors une régression de Y7 en z! et 22( les valeurs 2! et 2% ne
permutent pas) au sens des MCO, d’apres le modele :

yMmi — ﬁé\?ﬂ + ﬁ{‘,{rxl + ﬁ%rx2 + M (2.5)

le choix de ce modele caractérise ’approche de Manly. Alors,

oM = (ﬁé\ﬂr, 5{‘7{” ﬂ%r, o?M) est le vecteur des parametres du modele, estimés
selon la méthode de Manly et 0*M est la variance du résidu € du modele (2.5).
Chaque permutation 7 fournit en particulier un estimateur BAQM,F de 55 . Obtenu
par la méthod de Manly, défini comme 'estimateur au sens des moindres carrés
ordinaires pour le modele (2.5). De ce fait, chaque permutation fournit une
statistique de test de Student :

u_ Do

TS

oll, si €™ est I’échantillon e permuté par la permutation 7, alors Bé‘{r = M (em)
désigne D'estimateur MCO de B3 et S?(B3L) = S2(3)7)(e™) désigne I'estima-
teur MCO de Var(ﬁ%r). L’estimation t¥ obtenue sur I’échantillon permuté
s’écrit :

M
pr — Yar
s(027)

Ici, by’ (valeur observée de B%r) est I'estimation MCO de (837, et 82(3%)

(valeur observée de SQ(BQMW)) est 'estimation associée de la variance de cet
estimateur.

5. On obtient la distribution permutationnelle de la statistique T en répétant
n! fois les étapes 3 et 4.

6. Pour effectuer un test de permutation bilatéral a partir des valeurs obtenues
tM on construit la distribution des valeur [t} | rangées par ordre croissant puis
on place la valeur |ty,| parmi les statistiques d’ordre de cette distribution. La
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p-valeur permutationnelle (p)! ) est calculée comme proportion de valeurs [t
qui sont supérieures ou égales a la valeur |t.s| dans cette distribution, c¢’est-a-

dire : u
M #(|t7r | > |t0b5|>
p2,7r n'

2.2.3 Permutation des résidus du modele général : ter Braak

ter Braak (1990, 1992) utilise des résidus du modele complet de régression li-
néaire ( 2.1) pour tester I'hypothese nulle Hy : 5 = 0 contre Hy : 35 # 0.

1-2 Les deux premieres étapes sont les mémes que pour la méthode de Freedman-
Lane.

3. On permute les résidus obtenus en étape 1, c’est-a-dire lors du modele sans
contrainte dit modele général. On opere comme suit :

Ri=wy1— 0 =y; — by — biz; — by}

ol by, by et by sont respectivement les estimations de MCO de gy, (; et G5. On
associe alors des valeurs permutées R™ (i = 1,2,...,n) définies comme :

R = (R, Rs,...,Ry) & R = (R, R™, ..., R™)

4. On constitue ensuite le vecteur des pseudo-valeurs, noté Y2, obtenu en ajou-

)
tant les résidus permutés R™ aux valeurs prévues :

Y =g+ R™ = by + bz} + byx? + R™ (i =1,2,...,n)

I'indice haut B précise que la méthode de construction de ces pseudo-valeurs
proposée est due a ter Braak .
5. Alors, ter Braak ajuste le modele :

Vi =05+ Blal + 8Ll + € (2.6)

ou: 0% = (B3, B0, B3, 0°F) est le vecteur des parametres du modele, estimés
selon la méthode de ter Braak, et 0?P est la variance du résidu €2 du modele
(2.6). Chaque permutation 7 fournit en particulier un estimateur BQJ?W de 57,
définie par ter Braak comme I’estimateur au sens des moindres carrés ordinaires
pour le modele (2.6). De ce fait, chaque permutation fournit une statistique
de test de Student : . .

TB ﬁzB,yr - 52

. =

S(5%,)
ou, si €™ est ’échantillon e permuté par la permutation 7, alors ﬁAQBﬂT = BQB(e”)
désigne lestimateur MCO de 85, et S2(B5,) = S*(B5)(e™) désigne l'estima-
teur MCO de Var(ﬁfﬂ) et I'estimation de ¢ obtenue sur ’échantillon permuté
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s’écrit :

bgﬂ — by

s(02x)
Ici, by, (valeur observée de BQB:W) est I'estimation MCO de 87, et SQ(BQB:ﬂ)
(valeur observée de S (Bfw)) est l'estimation MCO associée de la variance de
cet estimateur.

6. On obtient la distribution permutationnelle de la statistique T2, en répétant
n! fois les étapes 3, 4 et 5.

tB

7. Pour effectuer un test de permutation bilatéral a partir des valeurs obtenues
t2. on construit la distribution des valeur [tZ| rangées par ordre croissant puis
on place la valeur |t,s| parmi les statistiques d’ordre de cette distribution.
La p-valeur permutationnelle (pgﬂ) est calculée comme proportion de valeurs
[tB| qui sont supérieures ou égales a la valeur |t,,| dans cette distribution,

c’est-a-dire : 5
g H#UZ] > [tons])
p2,7r - n!

2.2.4 Permutation des résidus du modele contraint : Ken-
nedy
Comme Freedman-Lane [19], Kennedy [33] utilise des résidus du modele contraint
par ’hypothese Hy. I propose la procédure suivante de test de I'hypothese nulle
HO : 62 = 0 contre H1 162 7é 0.
1-3 Les trois premieres étapes sont les mémes que pour la méthode de Freedman-
Lane.

4. On effectue une régression linéaire simple de la variable X? sur X' au sens
MCO et I’équation
X% =g+ maz' + ! (2.7)

conduit a calculer la prévision :

A

X? =4y + Azt

On calcule alors des résidus observé R*! comme suit :

ol go et g; sont les estimations MCO respectives de vy et v1.

5. Cette étape est la méme que I'étape 4 de la méthode de Freedman-Lane
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6. Alors le modele ajusté par Kennedy est :

RV = BRI+ €t (2.8)
ou 0% = (5§, Bl B3, [05]?) est le vecteur des parametres du modele, estimés
selon la méthode de Kennedy et [05]? est la variance du résidu €X du modele
(2.8). Chaque permutation m fournit en particulier un estimateur de ﬂfﬂ, noté
Bg; et obtenu par Kennedy comme 'estimateur aux moindres carrés ordinaires

pour le modele (2.8). De ce fait, chaque permutation fournit une valeur de la
statistique de test de Student :

TK _ BQI,{Tr
TS(65%)

ol, si €™ est I’échantillon e permuté par la permutation 7, alors BQKW = BzK (e™)
désigne Uestimateur MCO de S5 et S2(BL) = S?(6L)(e™) désigne l'estima-
teur MCO de Var(AL,). L'estimation ¢ obtenue sur I'échantillon permuté
s’écrit :
th = bg”
s(B3)

Ici, la valeur observée by de @KW est Destimation MCO de (5, et la valeur

observée s2(3L) de S2(BL.) est Iestimation MCO associée de la variance de
cet estimateur.

. On obtient la distribution permutationnelle de la statistique 7%, en répétant

s
n! fois les étapes 5 et 6.

. Pour effectuer un test de permutation bilatéral a partir des valeurs obtenues

5 on construit la distribution des valeur [¢f| rangées par ordre croissant. Puis,
on place la valeur |ty;| parmi les statistiques d’ordre de cette distribution. La
p-valeur permutationnelle (p5 ) est calculée comme proportion de valeurs [tX|
qui sont supérieurs ou égales a la valeur |t,s| dans cette distribution . c¢’est-a-

dire : .
K #(|t7r | > |tob8|)
p2,71' ]
mn.:

2.3 Comparaison des méthodes

2.3.1 La méthode de Freedman et Lane

Edgington [13] rappelle que les méthodes de randomisation considerent les résidus

d’un modele linéaire (ou non linéaire) comme des unités échangeables. Opérer sur les
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résidus peut etre généralement considéré comme un principe de base des méthodes
de test de permutation.

Seule la méthode de Manly ne respecte pas ce principe et permute les valeurs de
la variable Y.

D’un point de vue formel ¢; est un terme stochastique et n’est pas associé a
chaque valeur particuliere de Y; (c.f. Kempthorne [31]). Deux méthodes distinctes
de permutation ont été décrites qui fournissent un test respectant cette logique. La
premieére méthode fut présentée par Freedman-Lane [19] et la deuxieéme est proposée
par Smouse et al. [53] dans le contexte des comparaisons de plusieurs matrices de
distance puis par Kennedy [33] dans le contexte plus général de la régression linéaire
multiple.

A-Le principe de la méthode de Freedman-Lane
Considérons le modele complet (I’équation (2.1))
Y = Bo + Bz + o + €

On suppose que le terme d’erreur ¢; est échangeable. Par ailleurs sous Hy : 5 = 0
on a le modele qui respecte la contrainte Hy et est appelé le modele réduit :

1, vl
Y=o + oy + €

ce qui montrent que les €X' sont échangeables comme les ¢;, Freedman et Lane [19].

B-Avantages et inconvénients de la méthode de Freedman et Lane

1. La méthode de permutation de Freedman-Lane préserve les covariances entre
Y et !, entre 2! et 22 et plus généralement les covariances entre les covariables
deux a deux, s’il y a p > 2 covariables dans le modele, lors des permutations,
mais cette méthode ne peut pas préserver la covariance entre Y et 22, cf. An-
derson et Legendre [1].

2. Freedman-Lane [19] ont formulé trois conditions suffisantes pour avoir une
bonne approximation de p§ (cf. le théoreme (2)) :

a) les données ne doivent pas contenir des points extrémes;
b) les variables z! et 22 ne doivent pas étre fortement corrélées

c) la taille de I’échantillon n doit étre relativement grande.
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3. Anderson et Legendre [1] montrent que les trois modeles ci-dessous sont équi-
valents au modele de Freedman-Lane du point de vue permutationnel, pour
réaliser 1'étape (6)

a) E(R™™) = fox + Buxat + fon®

b) E(‘RY.LT”.) - ﬁO,ﬂ’ + Bl,wxl + BQ,WRQ'l

C) E(wa) = 60,71’ + 61,7rx1 + 52,7r}%2'1
Cette équivalence s’entend au sens qu’ils donnent la méme estimation de
Pax (by ) et la méme valeur de statistique de test (t2) que le modele de
Freedman-Lane pour chaque permutation.

2.3.2 La méthode de Manly

Manly [40] a présenté cette méthode de permutation en utilisant une statistique
de test non pivotale : par exemple le numérateur de 'estimateur de [3,, (c.f Manly
[40]). Pourtant, 'importance du caractere pivotal de la statistique de test telle que le
t de Student, a été montrée dans le cas des tests de permutation d’un terme figurant
dans les modeles complexes (Stapel et ter Braak [55] ; Kennedy et Cade [34]) et pour
la technique de ré-échantillonnage concurrente de test par la méthode du Bootstrapp
(Hall et Titterington [24] ; Fisher et Hall [17])

A- Le principe de la méthode de Manly

Le principe de cette méthode repose sur le postulat que les valeurs originales de
Y sont échangeables et le fait que chaque valeur de Y peut étre associée a n’importe
quelle combinaison des valeurs (X1, X?).

B- Avantages et inconvénients de la méthode de Manly

1. Kennedy [33] puis Kennedy et Cade [34] considerent la méthode de permu-
tation de Y comme justifiée seulement lorsque le parametre de la covariable
conditionnant X! est nul, ¢’est-a-dire 8; = 0. Leur argument se fonde sur 1’af-
firmation que les permutations de Y ignorent le parametre de la covariable, ce
qui est rarement vrai. En particulier, lorsque §; # 0, la distribution de Y est
radicalement différente de celle de e. Alors, le test d’hypothese 5 = 0 donne
un résultat biaisé. D’ailleurs ces auteurs ont montré par une simulation limitée
que lorsque 3; # 0, Uerreur de premiere espece augmente quand on introduit
un point extréme parmi les valeurs observées de la covariable X!.

2. L’erreur associée a chaque valeur de Y permute de la méme maniere que Y
car on la consideére comme partie intégrante de cette observation (Anderson et
Legendre [1]). Ce point de vue est exprimé par Edgington [13] pour les tests
de randomisation utilisés sur un plan de expérience.
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3. La méthode de permutation de Y préserve la covariance entre X' et X2, et
plus généralement entre les covariables intervenant dans un modele a p > 2
covariables.

2.3.3 La méthode de ter Braak

A- La principe de la méthode de ter Braak

Le principe de cette méthode repose sur le postulat d’échangeabilité des résidus ;.
Cette méthode utilise dans le calcul de la statistique de T, a I’étape (5) I'estimation
by du coefficient (3, obtenue par régression MCO du modele général. L’estimation
de [ est ici fondée sur I'hypothese H,. C’est pour cela qu'on parle de méthode
d’estimation sous l’alternative by invariant par permutation.

B- Avantages et inconvénients de la méthode de ter Braak

1. Dans cette méthode, la statistique de test de Student est calculée pour chaque
permutation sous ’hypothese alternative Hy : 5 = by. On obtient donc une
distribution permutationnelle de BQT - Symétrique autour de by, et pour cette
raison, 'approche de ter Braak [58] est appelée "la permutation sous hypothese
alternative” (Anderson et Legendre [1]).

2. Comme pour la méthode de Freedman-Lane, la variable X! est considérée dans
le modele a I’étape 5.

3. La méthode de permutation de ter Braak préserve les covariances entre Y et
2!, entre Y et X2, entre a' et 2 et plus généralement les covariances entre
les covariables prise deux a deux, s’il y a plus d’une covariable dans le modele,
dans toutes les permutations (Anderson et Legendre [1]).

4. Dans le contexte de la régression multiple, cette méthode permet de tester la
signification de plusieurs coefficients de régression partielle, voire de tous les
coefficients de régression partielle, en utilisant une seule série de permutations.

5. Le modele ci-dessous est équivalent au modele de ter Braak.
R™ = B + ()2t 4 Bya + €

C’est-a-dire qu’il donne l'estimation MCO de 3, notée b;m qui est différente de
by, et une valeur de s(b;ﬂr) (on SQ(bIQJ) est 'estimation MCO de la variance
de I'estimateur MCO de f3;) qui est différente de s?(b% ) et t; = by, /s*(by,)
qui est égal & t2 pour chaque permutation (cf. Anderson et Legendre [1]).

2.3.4 Méthode de Kennedy
A- La principe de la méthode de Kennedy
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Comme déja dit, le principe de la méthode de Kennedy [33] est identique & celui
de la méthode de Freedman et Lane [19)].

B- Avantages et inconvénients de la méthode de Kennedy
Ceux-ci seront présenté au chapitre (3).

2.4 Simulation d’Anderson et Legendre

Dans cette section nous rappelons le cadre de la simulation faite par Anderson
et Legendre [1]. Ensuite nous exprimons les résultats obtenus par cette simulation.
Reprenons le modele(2.1) :

YzIBO‘i‘ﬁl%l‘i‘ﬁQxf‘f‘Q (izoalw"’n)?

L’objectif est d’effectuer le test de I’hypothese Hy : 33 = 0 contre Hy : B3 # 0.
Anderson et Legendre [1] ont mené une étude par simulation afin d’analyser les
effets de quatre facteurs :
a) la taille de I’échantillon ;

b) le degré de corrélation entre les variables explicatives p(X!, X?);
c¢) la valeur du parametre de la covariable X ;
d) la distribution du terme d’erreur aléatoire ¢;.

sur le risque d’erreur de premiere espece, sur la puissance du test et du point de
vue de l'effet de I'introduction de points extrémes sur le risque d’erreur de premiere
espece. Nous avons retenu les mémes facteurs pour notre simulation. Remarquons
que chacun de ces facteurs a été discuté dans une certaine mesure par les défenseurs
des diverses méthodes de permutation sans avoir pour autant été examiné de facon
empirique et avec assez de détail.

2.4.1 Analyse du risque d’erreur de premiere espece du test

A- Le cadre de la simulation d’Anderson et Legendre

Anderson et Legendre ont étudié le risque d’erreur de premiere espece pour ’en-
semble de modalités des facteurs ci-dessous :

a) la taille de 1’échantillon : ils retiennent les tailles d’échantillon suivantes :
n = {9, 18,36, 54,72,90} ;
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b) la valeur du coefficient de la covariable X' est : 3; = {0,1,2.41}

c) le degré de corrélation entre les variables explicatives X1 et X2 est :

p(X1, X?) = {0,0.5,0.9}:

d) ladistribution du terme d’erreur aléatoire e est : {LG(0, 1), Exp(1), Exp(1)3}.
ou Exp(\) désigne la loi exponentielle de parametre A et LG(0, 1) désigne la
loi de Gauss centrée réduite.

Ils construisirent deux variables Z; et Zy a valeurs dans I'ensemble {1,2,3}. Les

9 combinaisons ainsi obtenues par croisement de ces 2 variables apparaissent dans
la simulation de facon équilibrées. Par exemple pour n = 9

W = [2}|27] = = W = [Z¢|Z] (2.9)

LW W WM NN =
W N WK = WD -

olt Z! et Z2 sont les vecteurs centrés et réduits. Donc :

Pour n = 18 chaque ligne de cette matrice est répétée deux fois;
Pour n = 27 chaque ligne de cette matrice est répétée trois fois;

Pour n = 90 chaque ligne de cette matrice est répétée dix fois.

Remarquons que p(Z!, Z?) = 0. A partir des Z! et Z2, ces auteurs construisent
les vecteurs X! et X2 de corrélation p(X?!, X?) de la fagon suivante :

Wg = [X!|X?%] = W,.RY2 (2.10)
ou : _
R — 1 p(X1, X7?)
p(X1, X?) 1 '

Enfin, les valeurs de Y sont générées par I’équation :
Y =WgrB+e€ (2.11)

G

ou: B = [ 3 } est le vecteur des parametres. Pour calculer le risque d’erreur de
2

premiere espece, on doit prendre G = 0. € est le vecteur du terme d’erreur aléatoire
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généré selon une distribution de 'ensemble {LG(0,1), Exp(1), Exp(1)3}.

Pour chaque combinaison de facteurs, 10000 ensembles de données sont générés.
Puis, pour chacune des quatre méthodes, chaque ensemble de données est permuté
999 fois. Les statistiques de tests permutationnelles (¢ ) de ces méthodes sont calcu-
lées sur chaque ensemble de données permutées. Ensuite, apres 999 permutations, la
p-valeur permutationnelle pour chacune des 4 méthodes est calculée par la formule :

#(’tﬂ" Z tobs)

— valeur, =
p — valeur 1000

Le niveau de signification des tests a été fixé a a = 0, 05. Alors, pour chaque ensemble
de données quand la p — valeur, est inférieure a 0.05 on rejette ’hypothese Hy :
fBo = 0. Sur les 10000 p — valeur, le pourcentage des P — valeur, (pour chaque
méthode) inférieures & 0.05 donne le risque d’erreur de premiere espece. En fait, ce
pourcentage estime la probabilité de rejeter Hy : B2 = 0 lorsque Hy est vraie (parce
que les données sont générés sous [, = 0). De plus, U'intervalle de confiance a 95% est
calculé a partir du risque d’erreur de premiere espece (calculé sur 10.000 ensembles).

Afin de compléter la comparaison, on a utilisé pour chaque ensemble de données
le test paramétrique classique qui consiste a calculer une statistique de Student et
sa p-valeur données par la théorie Gaussienne. De la méme facgon, sur les 10000 en-
sembles de données, le risque d’erreur de premiere espece et I'intervalle de confiance
ont été calculés par la théorie Gaussienne.

B-Les résultats de la simulation d’Anderson et Legendre

Nous rapportons ici brievement les résultats des simulations effectuées afin de
reproduire les études présentées par Anderson et Legendre.

B1- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi de
Gauss :

1. Avec la méthode de Kennedy, le risque d’erreur de premiere espece augmente
surtout lorsque la taille d’échantillon est petite (n = 9,n = 18). Lorsque la
taille d’échantillon augmente, le risque se stabilise a 0.05, quelles que soient
les valeurs des facteurs.

2. Lorsque la taille d’échantillon est n =9, le risque d’erreur de premiere espece
est tres supérieur a 0.05 mais cet écart diminue pour des tailles d’échantillon
plus grandes (n = 18, 13,54, 72,90), quelles que soient les valeurs des facteurs.

3. Quand la taille d’échantillon est supérieure ou égale a 54, le risque d’erreur
de premiere espece produit par la méthode de Kennedy est tres proche de
a = 0.05.
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4. Pour toutes les combinaisons des facteurs, il n’y pas de différence significative
entre les méthodes de Freedman-Lane, de Manly et de ter Braak.

5. Dans tous les cas, le risque d’erreur de premiere espece de la méthode de
Kennedy et supérieur a celui de Freedman-Lane.

B2- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi de
Exp(1) :

Les résultats dans ce cas sont tres semblables au cas précédent ou les données
sont générées selon une loi de Gauss.

B3- Cas ou les données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement non symétrique comme Exp(1)? :

1. La méthode paramétrique classique est conservatrice et son risque d’erreur de
premiere espece est toujours inférieur a o = 0.05. Cependant, lorsque la taille
d’échantillon croit, le risque se stabilise a 0.05.

2. Lorsque la taille d’échantillon est inférieure a 54, selon toutes les méthodes
(sauf Kennedy et lorsque p = 0 Manly ) le risque d’erreur de premieére espece
est inférieur a 0.05, fournissant ainsi un test conservateur, mais en augmentant
la taille d’échantillon ce risque converge vers 0.05 (Figure 3 p. 290).

3. Pour de petites tailles d’échantillon (n < 54), lorsque le coefficient de la co-
variable est zéro (8; = 0) la méthode de Manly conserve un risque d’erreur
de premiere espece égale a 0.05(Figure 3-a, 3-¢ p. 290), ce qui confirme la
prévision Kennedy et Cade [34]. Par contre, en augmentant le coefficient de
la covariable (1) et lorsque p(X', X?) > 0, les méthodes de Freedman-Lane
et de Kennedy conservent un risque d’erreur de premiere espece égal a 0.05
alors que celui de la méthode de Manly est inférieur a 0.05, fournissant un test
conservateur.

4. Lorsque la taille d’échantillon n augmente, les risques d’erreur de premiere
espece de toutes les méthodes de permutation, convergent vers le niveau de
signification considéré (o = 0.05) beaucoup plus rapidement que la méthode
paramétrique classique.

5. Dans tous les cas, le risque d’erreur de premiere espece de la méthode de
Freedman-Lane est inférieur a celui de la méthode de Kennedy.

2.4.2 Analyse de la puissance du test

A- Le cadre de la simulation d’Anderson et Legendre
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Anderson-Legendre n’ont pas considéré la méthode de Kennedy pour controler la
puissance d’un test parce que selon eux la méthode de Kennedy augmente le risque
d’erreur de premiere espece.

Les ensembles de données sont générés comme dans le cas précédent mais en
choisissant désormais o # 0. Anderson-Legendre ont retenu des valeurs de 3y dé-
terminées en fonction de la taille d’échantillon afin de permettre de mesurer et de
comparer la puissance. Le parametre (3, a été choisi assez grand pour pouvoir rejeter
I’hypothese nulle mais pas trop grand afin de ne pas obtenir un taux de 100% de
rejets.

Comme le risque d’erreur de premiere espece, la puissance est calculée comme
le pourcentage de rejet de Hy : B, = 0, pour un test de taille « = 0.05 en générant
10000 ensembles de données générées avec Gy # 0.

Donc I'ensemble des modalités des facteurs considérées sont :

a) La valeur du parametre 3y = 0.75 pour n = {9,18}, f2 = 0.4 pour n =
{36,54} et B, = 0.3 pour n = {72,90} ;

b) La valeur du coefficient de la covariable X! est : 3, = {0,0.5,1,2.5} ;

c¢) Le degré de la corrélation entre les variables explicatives X' et X? est :
p(X1,X?) = {0.1,0.9}:

d) Ladistribution du terme d’erreur aléatoire € est : { LG(0,1), Exp(1), Exp(1)3}.
Pour chaque combinaison des modalités des facteurs, 10000 ensembles de données
sont générés. Puis, pour chacune des trois méthodes, chaque ensemble de données
est permuté 999 fois.

B- Les résultats de la simulation d’Anderson et Legendre

B1- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi de
Gauss

1. En augmentant le coefficient de corrélation p(X*', X?), la puissance augmente
pour chacune des trois méthodes permutationnelles, ainsi que pour la méthode
paramétrique classique.

2. Lorsque la taille d’échantillon croit, la puissance augmente pour chacune des
trois méthodes permutationnelles, ainsi que pour la méthode paramétrique
classique.

3. Il n’y pas de différence significative entre les trois méthodes permutationnelles
et la méthode paramétrique classique.
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B2- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi de
Exp(1)

Les résultats obtenus sont analogues au cas des données générées selon une loi
de Gauss.

B3- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement non symétrique comme Ezp(1)3

1. On retrouve les trois premiers résultats obtenus dans le cas des données géné-
rées selon une loi de Gauss.

2. Quand p(X' X?) = 0 et p(X!, X?) = 0.5, la puissance de la méthode pa-
ramétrique classique est significativement plus petite que pour les méthodes
permutationnelles. Par ailleurs, pour p(X!, X?) = 0.9, la puissance de la mé-
thode paramétrique classique est en moyenne plus petite que celle des méthodes
permutationnelles mais pas significativement.

3. Lorsque la taille d’échantilon est n = 9, pour 0 < 1 < 0.3, la puissance de la
méthode Freedman-Lane est supérieure a celle de la méthode ter Braak, par
contre pour 0.3 < (1 < 1, la méthode ter Braak est plus puissante que la mé-
thode Freedman-Lane, mais en accroissant la taille d’échantillon la différence
s’estompe.

2.4.3 Analyse d’effet d’un point extréme

Kennedy et Cade [34] et Manly [41], en comparant les méthodes de Manly et de
Kennedy, ont obtenus des résultats différents au sujet de 'effet d'un point extréme
pour la variable X! sur le risque d’erreur de premiere espece. La simulation faite par
Anderson et Legendre [1] est plus complete et plus riche en information que celles
qui sont dues a Kennedy et Cade [34] et a Manly [41].

Andersson-Legendre ont généré des données de la méme facon que Manly ou
Kennedy et Cade mais, du fait que 1’étendue de valeurs attribuées aux facteurs
dans la simulation faite par Anderson-Legendre [1] est plus grande que dans les
simulations faites par Manly [41] et par Kennedy et Cade [34], la simulation faite
par Anderson et Legendre [1] est plus complete et plus riche en information que
celles faites par Kennedy et Cade [34] et & Manly [41]. Par ailleurs comme la section
(2.4.2) o est étudié la puissance, ici, ils n’ont pas considéré la méthode de Kennedy.

A- Le cadre de la simulation d’Anderson et Legendre

Anderson-Legendre ont étudié 'effet d’un point extréme sur le risque d’erreur de
premiere espece pour l'ensemble des modalités des facteurs suivant :
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a) La taille de I’échantillon, n = {10, 20, 100}.
b) La valeur du coefficient de la covariable X! est : 3; = {0,2,4,5,6,8,10,20}.
c¢) Ladistribution du terme d’erreur aléatoire € est : {LG(0,1), Exp(1), Exp(1)3}.

Afin de considérer I'effet de la corrélation entre des variables X' et X2, ils ont
généré des données de deux facons différentes.

A1- Cas ou les variables X! et X? sont non corrélées

Considérons le cadre de la simulation pour le risque d’erreur de premiere espece.
Au lieu de construire deux variables X' et X? & valeurs dans I'ensemble {1, 2, 3}, ils
ont générées n — 1 valeurs de la variable X' d’une loi uniforme sur [0, 3] et la n-éme
valeur considérée est une valeur extréme comme 55. C’est-a-dire, X1, X3, ..., X! | ~
u [0, 3], et la valeur X! = 55. Puis n valeurs de la variable X? sont générées d’une loi
uniforme sur [0, 3]. C'est-a-dire, X7, X2, ..., X? ~ [0, 3] . Ensuite, ils construisirent
deux vecteurs X1, X2 et la matrice W comme suit :

X! x?
W = [X'|X?] = Xz XQQ_ (2.12)
XX
Enfin, les valeurs de Y sont générées par 1’équation :
Y=Wg@B+e (2.13)

b

ou: 3= { 3 } est le vecteur des parametres. Pour calculer le risque d’erreur de
2

premiere espece on doit prendre 3 = 0. € est le vecteur du terme d’erreur aléatoire
généré selon la distribution considérée.

Pour chaque combinaison des modalités des facteurs, 10000 ensembles de données
ont été générés. Ensuite, pour chacune des trois méthodes, chaque ensemble de
données est permuté 999 fois.

Remarque 2.4.1. Compte tenu du fait que les variables X' et X? suivent une loi
uniforme u [0, 3], on obtient :

1. E(X)=E(X?) =15
2. Var(X') = Var(X?) = 0.75
3. p(X1, X?) =0 car X' et X? sont indépendantes
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A2- Cas ou les variables X' et X? sont corrélées

Ici, ensemble des données de la variable X' est généré comme dans le cas
B1, cest-a-dire, X{, X3,..., X! | ~ u[0,3], et la valeur X! = 55. Puis, n valeurs
de la variable Z* sont générées selon une loi de uniforme sur [0, 3]. C’est-a-dire,
Zy, Zyy ooy Zi ~ |0, 3] . Puis, on définit une variable X? comme suit :

XP=Xx'4+z1 (2.14)

. . . ! .
Ensuite, on construit deux vecteurs X!, X2 et la matrice W' comme suit :

Xi X7
, Xi X2
W= [xX'x?=| "> "? (2.15)
X! X2
Enfin, les valeurs de Y sont générées par 1’équation :
Y=Wg3+e (2.16)

ou: 3= [ O } est le vecteur des parametres et pour calculer le risque d’erreur de

0o

premiere espece il faut prendre By = 0. € est le vecteur du terme d’erreur aléatoire
généré selon la distribution considérée.

Pour chaque combinaison des modalités des facteurs, 10000 ensembles de données
ont été générés. Puis, pour chacune des trois méthodes, chaque ensemble de données
a été permuté 999 fois.

Remarque 2.4.2. Compte tenu du fait que les variables X' et Z suivent une loi
de u [0, 3], on obtient :

1. E(XY)=E(Z)=15

2. E(X?)=EXH)+E(Z)=3

3. Var(X') = Var(Z) = %
4.

Cov(X', X?) = Cou(X'+X'+2)
Cov(X', XN + Cov(X', Z)
Var(X"') car X' et Z sont indépendantes  (2.17)

'Remarquons que Manly a défini la variable X? telle que X2 = 0.5X! + Z, mais Anderson-
Legendre ont considéré une corrélation entre les variables X! et X2 plus forte que celle de Manly.
Anderson-Legendre ont défini la variable X2 par cette équation
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5. Par définition de la variance on obtient :

Var(X?) = Cov(X'+ Z, X'+ 2)
= Var(X") + Var(Z)

= 2Var(X")
9
6. Par définition de la corrélation on obtient :
Xt X2
p(XX?) = o X, )
VVar(X1)y/Var(X?)
Var(X?')
VVar(X1)y/2Var(X?)
1
= ﬁ ~ 0.7 (2.19)

B- Les résultats de la simulation d’Anderson et Legendre

B1- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi de
Gauss

1. Lorsque 31 # 0, le risque d’erreur de premiere espece de la méthode de Manly
est dissymétrique instable, c’est-a-dire qu’il est tantot supérieur a 0.05, et
tantot inférieur a 0.05

2. En augmentant la taille d’échantillon, le risque d’erreur de premiere espece de
la méthode du Manly se stabilise vers 0.05.

3. Les méthodes de Freedman-Lane, de ter Braak et la méthode paramétrique
classique donnent des risques d’erreur de premiere espece proches de 0.05.

4. Tl n’y pas de différence significative entre les deux méthodes permutationnelles
de Freddman-Lane, ter Braak et la méthode paramétrique classique.

B2- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi de
Exp(1)

1. Le risque d’erreur de premiere espece de la méthode de ter Braak est instable,
mais en augmentant la taille d’échantillon il se stabilise vers 0.05.

2. Pour toutes les combinaisons des modalités des facteurs, la méthode de Freedman-
Lane donne un risque d’erreur de premiere espece proche de 0.05.

3. Le risque d’erreur de premiere espece de la méthode de Manly est instable et
en augmentant la taille d’échantillon il ne se stabilise pas.
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B3- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement non symétrique comme Ezp(1)3

1. Les risques d’erreur de premiere espece des méthodes de ter Braak et paramé-
trique classique sont instables avec la méme évolution, mais pas avec la méme
étendue.

2. Le risque d’erreur de premiere espece de la méthode de Manly est instable et
en augmentant la taille d’échantillon, il ne se stabilise pas.

3. Pour toutes combinaisons des modalités des facteurs, la méthode Freedman-
Lane donne un risque d’erreur de premiere espece proche de 0.05.

4. Le risque d’erreur de premiere espece de la méthode de Manly est opposé a
ceux des méthodes ter Braak et paramétrique classique, c’est-a-dire lorsque les
méthodes de ter Braak et paramétrique classique donnent un risque inférieur
a 0.05 le risque de la méthode de Manly est supérieur a 0.05 et vice versa.

5. En augmentant la taille d’échantillon, la méthode de ter Braak donne un risque
d’erreur de premiere espece proche de 0.05 mais la méthode paramétrique
classique reste conservatrice.

2.5 Notre simulation

2.5.1 Analyse du risque d’erreur de premiere espece du test

Nous avons complété les résultats obtenus par Anderson-Legendre, en considé-
rant en plus des distributions choisies par ces auteurs {LG(0, 1), Exp(1), Ezp(1)3},
des distributions symétriques avec variance finie Student(5), symétrique avec va-
riance infinie Student (1) a dissymétrie droite comme {I'(1,0.5),1°(1.5,0.5),I'(1.5,2) },
radicalement a dissymétrie droite comme {I'(0.5,0.5),1'(0.5,2),T'(1,2), Exp(2)} a
dissymétrie a gauche {I'(10,2)} de radicalement & dissymétrie gauche comme
{I'(10,0.5)} pour le terme d’erreur.

Par ailleurs, afin de faire une analyse critique des simulations d’Anderson et
Legendre qui génerent les valeurs de X! et X? selon une loi uniforme, nous avons
généré les valeurs de X' et X? selon la loi de Gauss LG(0,1).

A- Le cadre de notre simulation
Nous avons étudié le risque d’erreur de premiere espece pour I’ ensemble des moda-
lités des facteurs ci-dessous :

a) Pour vérifier les effets de taille d’échantillon et comparer les résultats obtenus
par Anderson-Legendre aux notres, nous avons tiré les mémes tailles d’échan-
tillon sauf pour n = 54. Donc, n = {9, 18,36, 72,90}
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b) Afin de vérifier les effets du degré de corrélation entre les variable X! et X2,
nous avons considéré une corrélation faible comme 0.1 et une corrélation forte
comme 0.9. Alors, p(X*', X?) = {0.1,0.9}

¢) Afin de vérifier les effets du degré de liaison avec la covariable et comparer les
résultats obtenus par Anderson-Legendre aux notres, nous avons considéré les
mémes coefficients sauf pour 3; = 1. Done, 5, = {0,2.41}.

d) La distribution du terme d’erreur aléatoire € : {LG(0,1), Exp(0.5), Exp(2),
Student(1), Student(5), T'(a,b) avec a € {0.5,1,1.5,10} et b € {0.5,2}}

Nous générons deux vecteurs de dimension n Z' et Z? selon la loi de Gauss
LG(0,1), comme suit :

zy 73
7zl 72

W=[zY2%=|"" 7| =W, =[z2}23 (2.20)
71 2

olt ZL et Z2 sont des vecteurs centrés réduits de valeurs des vecteurs Z', Z2. Re-
marquons que p(Z!, Z%) = 0. A partir des Z! et Z2, nous construisons les vecteurs
X1 et X2 de corrélation p(X*', X?) de la facon suivante :

Wg = [X1X?] = W.R/2 (2.21)
1 y2
ou: R = [ o X11 X2) X 1’X ) . Enfin, les valeurs de Y furent générées par

I’équation :
Y = WgrB+e€ (2.22)
B

ou: 3 = { 3 } est le vecteur des parametres. Pour calculer le risque d’erreur de
2

premiere espece, il faut fixer G, = 0 et € est le vecteur du terme d’erreur aléatoire
généré selon la distribution considérée.

Pour chaque combinaison de facteurs, 10000 ensembles de données ont été gé-
nérés. Puis, pour chacune des deux méthodes, chaque ensemble de données a été
permuté 999 fois. Les statistiques de tests permutationnelles (5 ) de ces méthodes
sont calculées sur chaque ensemble de données permutées. Ensuite, apres 999 per-
mutations, la p-valeur permutationnelle pour chacune des 2 méthodes a été calculée
par la formule :

(Itr| = [tobs)

1000
Les autre étapes sont identiques a celles de la simulation d’Anderson-Legendre.

Le niveau de signification pour les tests a été fixé a a = 0,05. Alors, pour chaque
ensemble de données quand la p —valeur, est inférieure a 0.05 on rejette I’hypothese

_#
p — valeur, =
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Hy : 53 = 0. Sur les 10000 p — valeur, le pourcentage des P —valeur, (pour chaque
méthode) inférieures a 0.05 donne le risque d’erreur de premiere espece. En fait,
ce pourcentage estime la probabilité de rejeter Hy : B3 = 0 lorsque H, est vrai
(parce que les données sont générées sous o = 0). De plus, U'intervalle de confiance
a 95% est calculé a partir du risque d’erreur de premiere espece (calculé sur 10.000
ensembles).

Afin de compléter la comparaison pour chaque ensemble des données, on a uti-
lisé les tests paramétriques classiques qui consistent a calculer une statistique de
Student et sa p-valeur donnée par la théorie Gaussienne a également été calculée.
De la méme facon, sur les 10000 ensembles de données le risque d’erreur de premiere
espece et son intervalle de confiance sont calculés par la théorie Gaussienne.

B- Les résultats de nos simulations

Nous présentons ici les résultats des simulations effectuées par nos soins en les
comparant a ceux d’Anderson-Legendre.

B1- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi de
Gauss :

1. Lorsque la taille d’échantillon est n = 9, le risque d’erreur de premiere espece
obtenu par la méthode de Kennedy est nettement supérieur a 0.05 en comparai-
son aux résultats obtenus par la méme méthode pour des tailles d’échantillon
plus grandes (Figure 2.1-a,b et ¢)

2. Lorsque p = 0.9 pour n > 18 les figures 2.1-b et d montrent des cas ou le risque
d’erreur de premiere espece de la méthode paramétrique classique donne un
risque d’erreur de premiere espece supérieur a ceux des méthodes de Kennedy
et de Freedman-Lane.

3. Pour la taille d’échantillon n = 9, le risque d’erreur de premiere espece obtenu
par la méthode de Kennedy est toujours supérieur a celui de la méthode de
Freedman-Lane et cela quelles que soient les valeurs attribuées aux facteurs
(Figure 2.1).

4. Les méthodes de Freedman-Lane et de Kennedy donnent des risques d’erreur
de premiere espece tres proches, pour les tailles d’échantillon supérieures a 18
(Figure 2.1).

5. Les figures 2.1-a et b pour n = 72; 2.1-¢ pour n = 36 et 2.1-d pour n =
90 montrent qu’il existe des cas ou le risque d’erreur de premiere espece de
la méthode Kennedy est inférieur a celui qu’on obtient avec la méthode de
Freedman-Lane, ce qui n’est pas observé dans les simulations d’Anderson-
Legendre.
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a:Normal, p=0.1,3,=0

Erreur de premiére espéce

! ! ! ! !
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

c:Normal, p=0.1, 3, =2.41

I I I I I
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

Erreur de premiére espéce
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0.040

0.045 0.050 0.055 0.060

0.040

RESULTAT DES SIMULATIONS

b:Normal, p=0.9,B3,=0

! ! ! ! !
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

d:Normal, p=0.9, ;=241

I I I I I
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

Fi1c. 2.1 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : By = 0 par les
méthodes Gaussienne——/A——, Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-—, en
fonction de la taille de ’échantillon. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés
suivant une loi de Gauss (0,1), X' et X? sont toujours Gaussiennes (0,1). On a
retenu n1=9,18,36,72,90. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a
95%. Figure a : p = 0.1, 5 = 0; figure b : p = 0.9, 5 = 0; figure ¢ : p = 0.1,

£y = 2.41, figure d : p=0.9, g, = 2.41.
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Pour comparer les effet de tailles d’échantillon nous avons considéré ’ensemble
des cinq tailles d’échantillon G = {9, 18,36,72,90}. Ensuite, nous avons partagé
I'ensemble G en deux sous-ensembles, I'un des petites tailles G; = {9, 18} et 'autre
des grandes tailles Gy = {36, 72,90}. Ensuite, pour chaque méthode nous avons cal-
culé la moyenne et ’étendue du risque d’erreur de premiere espece surG, sur G1 et
sur G2. Pour simplifier nous avons défini :

M : La moyenne des risques d’erreur de premiere espece sur G.
R : L’étendue des risques d’erreur de premiere espece sur G.

M1 : La moyenne des risques d’erreur de premiere espece sur G.
R1 : L’étendue des risques d’erreur de premiere espece sur (z;.
M2 : La moyenne des risques d’erreur de premiere espece sur G.
R2 : L’étendue des risques d’erreur de premiere espece sur Gos.

a : Normal, p=0.1, 5; =0 M R M1 R1 M2 R2

Méthode Gaussienne 0.0496 | 0.0061 | 0.0513 | 0.0026 | 0.0485 | 0.0045
Méthode de Freedman et Lane | 0.0498 | 0.0063 | 0.0511 | 0.0025 | 0.0489 | 0.0063
Méthode de Kennedy 0.0511 | 0.0119 | 0.0543 | 0.0072 | 0.0489 | 0.0067
b : Normal, p =0.9, 5; =0 M R M1 R1 M2 R2

Méthode Gaussienne 0.0511 | 0.0071 | 0.0505 | 0.0006 | 0.0515 | 0.0071
Méthode de Freedman et Lane | 0.0505 | 0.0064 | 0.0507 | 0.0009 | 0.0503 | 0.0064
Méthode de Kennedy 0.0517 | 0.0092 | 0.0536 | 0.0053 | 0.0504 | 0.0055
c : Normal, p = 0.1, 5, = 2.41 M R M1 R1 M2 R2

Méthode Gaussienne 0.0496 | 0.0048 | 0.0511 | 0.0005 | 0.0487 | 0.0048
Méthode de Freedman et Lane | 0.0492 | 0.0055 | 0.0512 | 0.0019 | 0.0478 | 0.0032
Méthode de Kennedy 0.0507 | 0.0089 | 0.0548 | 0.0021 | 0.0479 | 0.0028
d : Normal, p = 0.9, 5, = 2.41 M R M1 R1 M2 R2

Méthode Gaussienne 0.0497 | 0.0061 | 0.0501 | 0.0060 | 0.0495 | 0.0042
Méthode de Freedman et Lane | 0.0486 | 0.0051 | 0.0491 | 0.0039 | 0.0483 | 0.0047
Méthode de Kennedy 0.0496 | 0.0057 | 0.0513 | 0.0014 | 0.0485 | 0.0042

TaB. 2.1 — La moyenne et I'étendue des risques d’erreur de premiere espece de chaque
méthode sur les cinq tailles d’échantillon , sur les petites tailles G; = {9, 18} et sur
les grandes tailles Go = {36, 72,90}. Figure a : p = 0.1, §; = 0; figure b : p = 0.9,
0y =0; figure c: p=0.1, §; = 2.41; figured : p=0.9, f; = 2.41.

1. Dans les cas a, b et ¢, pour le groupe GG, la moyenne du risque d’erreur de
premiere espece de la méthode de Freedman-Lane est plus proche a 0.05 que
celle de la méthode de Kennedy.

2. Dans tous les cas, pour le groupe G, I'étendue du risque d’erreur de premiere

espece de la méthode de Freedman-Lane est inférieure a celle de la méthode
de Kennedy.
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. Dans tous les cas, pour le groupe (G1, la moyenne du risque d’erreur de premiere

espece de la méthode de Freedman-Lane est plus proche a 0.05 que celle de la
méthode de Kennedy.

Dans les cas a, b et ¢, pour le groupe G, I'étendue du risque d’erreur de
premiere espece de la méthode de Freedman-Lane est inférieur a celle de la
méthode de Kennedy.

Dans tous les cas, pour le groupe G, les méthode de Freedman-Lane et Ken-
nedy donnent presque la méme moyenne moyenne du risque d’erreur de pre-
miere espece.

Dans la plupart des cas, pour le groupe G5, la méthode de Kennedy donne une
étendue du risque d’erreur de premiere espece inférieure a celle de la méthode
de Freedman-Lane

Dans tous les cas, la moyenne du risque d’erreur de premiere espece de la
méthode de Kennedy est plus proche de 0.05 pour le groupe G que pour le
groupe (3.

Dans tous les cas, ’étendue du risque d’erreur de premiere espece de la méthode
de Kennedy pour le groupe GG est supérieure a celle de la méme méthode pour
le groupe Gj.

Dans tous les cas, la moyenne du risque d’erreur de premiere espece de la
méthode de Kennedy est plus proche de 0.05 pour le groupe G5 que pour le
groupe (.

Dans tous les cas, I’étendue du risque d’erreur de premiere espece de la méthode
de Kennedy pour le groupe G5 est inférieure a celle de la méme méthode pour
le groupe Gj.

Dans tous les cas, les moyennes du risque d’erreur de premiere espece de la
méthode de Freedman-Lane pour les groupes GGy et Gy sont proches de 0.05
avec un meéme écart.

Dans tous les cas, ’étendue du risque d’erreur de premiere espece de la méthode
de Freedman-Lane pour le groupe Gy est inférieure a celle de la méme méthode
pour le groupe Gb.

Dans la plupart les cas pour les groupes G, G et G3, la méthode Gaussienne
(paramétrique classique) et celle de Freedman-Lane donnent presque les mémes
moyennes et étendues.

Dans la plupart des cas pour les ensembles GG, G et (G5, la moyenne du risque
d’erreur de premiere espece de la méthode Gaussienne est plus proche de 0.05
que pour la méthode Kennedy. On constate aussi que l'étendue du risque
d’erreur de premiere espece de la méthode Gaussienne est inférieure a celle de
la méthode de Kennedy.
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B2- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi symé-
trique de variance infinie comme la loi de Student a 1 degré de liberté :

1. Lorsque la taille d’échantillon est n = 9, pour p = 0.9, le risque d’erreur de
premiere espece obtenu par la méthode de Kennedy est nettement supérieur
a 0.05 en comparaison aux résultats obtenus par la méme méthode pour des
tailles d’échantillon plus grandes (Figure 2.2-a et ¢)

2. Méme lorsque la variance des données générées pour le terme d’erreur est
infinie, la méthode de Freedman-Lane conserve un risque d’erreur de premiere
espece tres proche de 0.05, et cela quelles que soient les valeurs attribuées aux
facteurs (Figure 2.2).

3. Méme lorsque la variance des données générées pour le terme d’erreur est
infinie, la méthode paramétrique classique donne le méme risque d’erreur de
premiere espece que la méthode de Freedman-Lane (Figure 2.2).

4. Pour la taille d’échantillon n = 9, le risque d’erreur de premiere espece obtenu
par la méthode de Kennedy est toujours supérieur a celui de la méthode de

Freedman-Lane et cela quelles que soient les valeurs attribuées aux facteurs
(Figure 2.2).

5. Les méthodes de Freedman-Lane et de Kennedy donnent des risques d’erreur
de premiere espece tres proches, pour les tailles d’échantillon supérieure a 18
(Figure 2.2).

6. Les figures 2.2-b pour n = {36,72,90}, 2.2-c pour n = {18,72,90} et 2.1-d
pour n = {36,72} montrent qu’il existe des cas ou le risque d’erreur de pre-
miere espece de la méthode de Kennedy est inférieur a celui qu’on obtient
avec la méthode de Freedman-Lane, ce qui n’est pas observé dans les simula-
tions d’Anderson-Legendre. On remarque que ceci se produit souvent lorsque
la taille d’échantillon est grande (n > 18). Nous en expliquerons les raisons
dans le chapitre (3).
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a:Student(1), p=0.1,B3,=0
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Erreur de premiére espéce
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Taille de I'échantillon (n)

c:Student(1), p=0.1, B; =2.41
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b: Student(1), p=0.9, B, =0

! ! ! ! !
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

d: Student(1), p=0.9, B =2.41

I I I I I
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

Fi1G. 2.2 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : By = 0 par les
méthodes Gaussienne——/A——, Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-—, en
fonction de la taille de ’échantillon. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés
suivant une loi de Student(1), X' et X? sont toujours Gaussiennes (0,1). On a
retenu n1=9,18,36,72,90. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a
95%. Figure a : p = 0.1, 5 = 0; figure b : p = 0.9, 5, = 0; figure ¢ : p = 0.1,
£y = 2.41, figure d : p= 0.9, B, = 2.41.
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Comme dans le cas B1l, pour comparer les effets des tailles d’échantillon, nous
avons partagé de la méme facon ’ensemble GG des cinq tailles considérées en deux
sous-ensemble, 1'un des petites tailles G; = {9,18} et autre des grandes tailles
G5 = {36,72,90}. Ensuite, pour chaque méthode nous avons calculé la moyenne et

I’étendue sur G, sur G1 et sur G2.

a : Student(1), p=0.1, 5, =0 M R M1 R1 M2 R2
Méthode Gaussienne 0.0498 | 0.0034 | 0.0488 | 0.0003 | 0.0505 | 0.0025
Méthode de Freedman et Lane 0.0504 | 0.0043 | 0.0504 | 0.0002 | 0.0505 | 0.0043
Méthode de Kennedy 0.0511 | 0.0041 | 0.0518 | 0.0025 | 0.0507 | 0.0040
| b:Student(1), p=09,6,=0 [ M | R | ML | Rl | M2 | R2
Méthode Gaussienne 0.0503 | 0.0043 | 0.0506 | 0.0043 | 0.0501 | 0.0033
Méthode de Freedman et Lane 0.0500 | 0.0044 | 0.0496 | 0.0039 | 0.0502 | 0.0044
Méthode de Kennedy 0.0502 | 0.0047 | 0.0508 | 0.0020 | 0.0499 | 0.0044
c : Student(1), p = 0.1, 8, = 2.41 M R M1 R1 M2 R2
Méthode Gaussienne 0.0507 | 0.0042 | 0.0517 | 0.0039 | 0.0500 | 0.0021
Méthode de Freedman et Lane 0.0508 | 0.0049 | 0.0526 | 0.0003 | 0.0496 | 0.0041
Méthode de Kennedy 0.0513 | 0.0065 | 0.0536 | 0.0036 | 0.0498 | 0.0027
d : Student(1), p = 0.9, 8, = 2.41 M R M1 R1 M2 R2
Méthode Gaussienne 0.0495 | 0.0073 | 0.0491 | 0.0002 | 0.0499 | 0.0073
Méthode de Freedman et Lane 0.0495 | 0.0071 | 0.0494 | 0.0034 | 0.0496 | 0.0071
Méthode de Kennedy 0.0504 | 0.0071 | 0.0516 | 0.0001 | 0.0495 | 0.0071

TAB. 2.2 — La moyenne et ’étendue des risques d’erreur de premiere espece de chaque
méthode sur toutes les tailles d’échantillon, sur les petites tailles G; = {9, 18} et sur
les grandes tailles Gy = {36,72,90}. Figure a : p = 0.1, ; = 0; figure b : p = 0.9,
0y =0; figurec: p=0.1, g =2.41; figured : p=0.9, f; = 2.41.

1. Dans les cas a, b et ¢, pour le groupe G, la moyenne du risque d’erreur de
premiere espece de la méthode de Freedman-Lane est plus proche de 0.05 que
celle de la méthode de Kennedy.

2. Dans tous les cas, pour le groupe G, I'étendue du risque d’erreur de premiere
espece de la méthode de Freedman-Lane est inférieure ou égale a celle de la

méthode de Kennedy.

3. Dans tous les cas, pour le groupe GG1, la moyenne du risque d’erreur de premiere
espece de la méthode de Freedman-Lane est plus proche a 0.05 que celle de la

méthode de Kennedy.

4. Dansles cas b et d (ot p = 0.9), pour le groupe G, 'étendue du risque d’erreur
de premiere espece de la méthode de Freedman-Lane est supérieure a celle de

la méthode de Kennedy.
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. Dans tous les cas, pour le groupe G5, les méthode de Freedman-Lane et de

Kennedy donnent presque la méme moyenne du risque d’erreur de premiere
espece.

Dans la plupart des cas, pour le groupe GG, la méthode de Kennedy donne une
étendue du risque d’erreur de premiere espece inférieure ou égale a celle de la
méthode de Freedman-Lane

Dans tous les cas, la moyenne du risque d’erreur de premiere espece de la
méthode de Kennedy est plus proche de 0.05 pour le groupe G que pour le
groupe G.

Dans tous les cas, I’étendue du risque d’erreur de premiere espece de la méthode
de Kennedy pour le groupe G est supérieure a celle de la méme méthode pour
le groupe G.

Dans tous les cas, la moyenne du risque d’erreur de premiere espece de la
méthode de Kennedy est plus proche de 0.05 pour le groupe G5 que pour le
groupe (3.

Dans tous les cas, ’étendue du risque d’erreur de premiere espece de la méthode
de Kennedy pour le groupe G est inférieure a celle de la méme méthode pour
le groupe Gj.

Dans les cas a, b et d, les moyennes du risque d’erreur de premiere espece de
la méthode de Freedman-Lane pour les groupes Gy et G5 sont proches de 0.05
avec un meéme écart.

Dans tous les cas, I’étendue du risque d’erreur de premiere espece de la méthode
de Freedman-Lane pour le groupe (7 est inférieure a celle de la méme méthode
pour le groupe Gj.

Dans la plupart des cas, pour les groupes GG, GG; et Gg, les méthodes Gaus-
sienne (paramétrique classique) et Freedman-Lane donnent presque les mémes
moyennes et étendues.

Dans tous les cas, pour le groupe G, les méthodes de Kennedy et Gaussienne
donnent des moyennes du risque d’erreur de premiere espece proches de 0.05
avec presque un meéme écart et dans la plupart des cas, I’étendue du risque
d’erreur de premiere espece de la méthode de Gaussienne est inférieure a celle
de la méthode de Kennedy. Par ailleurs, pour les groupes G; et (G, la moyenne
du risque d’erreur de premiere espece de la méthode de Gaussienne est plus
proche de 0.05 que la méthode de Kennedy, mais, on ne peut pas distinguer
ses étendues.
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B3- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement & dissymétrie droite comme la loi Exp(2) :

1. Comme dans le cas Gaussien, lorsque la taille d’échantillon est n = 9, le risque
d’erreur de premiere espece obtenu par la méthode de Kennedy est nettement
supérieur a 0.05 en comparaison aux résultats obtenus par la méme méthode
pour des tailles d’échantillon plus grandes, et cela quelles que soient les valeurs
attribuées aux facteurs.(Figure 2.3)

2. Pour la taille d’échantillon n = 9, le risque d’erreur de premiere espece obtenu
par la méthode de Kennedy est toujours supérieur a celui de la méthode de
Freedman-Lane et cela quelles que soient les valeurs attribuées aux facteurs
(Figure 2.3).

3. Contrairement a la simulation d’Anderson-Legendre pour laquelle la méthode
de Freedman-Lane et la méthode paramétrique classique étaient conservatrices,
nos simulations montrent ici que ces méthodes conservent des risques d’erreur
de premiere espece autour de 0.05.

4. Contrairement a la simulation d’Anderson-Legendre, la méthode paramétrique
classique donne un risque d’erreur de premiere espece tres peu différent de
la méthode de Freedman-Lane. Ceci est peut étre di au fait que les valeurs
des variables X! et X? sont générées par nous selon une loi de Gauss et par
Anderson-Legendre selon une loi uniforme discrete.

5. Les figures 2.3-a pour n = 72, 2.3-d pour n = 36 ou le risque d’erreur de
premiere espece de la méthode Kennedy est inférieur a celui de la méthode de
Freedman-Lane.
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a:Exp(2), p=0.1,B,=0

! ! ! ! !
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

c:Exp(2), p=0.1,B,=2.41

I I I I I
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b:Exp(2), p=0.9,B;=0

! ! ! ! !
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

d:Exp(2), p=0.9,B;=2.41

I I I I I
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

Fi1G. 2.3 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : By = 0 par les
méthodes Gaussienne——/A——, Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-—, en
fonction de la taille de ’échantillon. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés
suivant une loi de Exp(2), X! et X? sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu
n=9,18,36,72,90. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%.
Figure a: p=0.1, 8y =0; figure b : p=0.9, 5 =0; figure ¢ : p = 0.1, B = 2.41,

figure d : p =0.9, 5, = 2.41.
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Afin de comparer les effets des tailles d’échantillon, pour chaque méthode, nous
avons calculé la moyenne et 1’étendue sur les 3 groupes G, G1 et G2.

a:Exp(2),p=015=0 M R M1 R1 M2 R2

Méthode Gaussienne 0.0501 | 0.0044 | 0.0511 | 0.0001 | 0.0510 | 0.0044
Méthode de Freedman et Lane | 0.0510 | 0.0044 | 0.0508 | 0.0011 | 0.0511 | 0.0044
Méthode de Kennedy 0.0524 | 0.0080 | 0.0547 | 0.0038 | 0.0509 | 0.0044
b : Exp(2), p=0.9, 6, =0 M R M1 R1 M2 R2

Méthode Gaussienne 0.0501 | 0.0059 | 0.0485 | 0.0049 | 0.0511 | 0.0024
Méthode de Freedman et Lane | 0.0496 | 0.0079 | 0.0477 | 0.0048 | 0.0509 | 0.004
Méthode de Kennedy 0.0515 | 0.0034 | 0.0518 | 0.0024 | 0.0513 | 0.0033
c: Exp(2), p=0.1,08, = 2.41 M R M1 R1 M2 R2

Méthode Gaussienne 0.0503 | 0.0027 | 0.0498 | 0.0027 | 0.0506 | 0.0015
Méthode de Freedman et Lane | 0.0504 | 0.0027 | 0.0498 | 0.0028 | 0.0508 | 0.0007
Méthode de Kennedy 0.0518 | 0.0072 | 0.0527 | 0.0072 | 0.0513 | 0.0019
d : Exp(2), p=0.9, g, = 2.41 M R M1 R1 M2 R2

Méthode Gaussienne 0.0498 | 0.0041 | 0.0482 | 0.0005 | 0.0494 | 0.0069
Méthode de Freedman et Lane | 0.0490 | 0.0058 | 0.0485 | 0.0021 | 0.0493 | 0.0060
Méthode de Kennedy 0.0501 | 0.0082 | 0.0511 | 0.0056 | 0.0495 | 0.0061

TAB. 2.3 — La moyenne et I'étendue des risques d’erreur de premicre espece de chaque
méthode sur toutes les tailles d’échantillon, sur les 5 petites tailles G; = {9, 18} et
sur les grandes tailles Gy = {36,72,90}. Figurea: p = 0.1, ; = 0; figure b : p = 0.9,
0y =0; figurec: p=0.1, f; =241; figured : p=0.9, f; = 2.41.

1. Dans tous les cas, pour le groupe G, la moyenne du risque d’erreur de premiere
espece de la méthode de Freedman-Lane est plus proche de 0.05 que celle de
la méthode de kennedy.

2. Dans les cas a, c et d, pour le groupe G, I’étendue du risque d’erreur de premiere
espece de la méthode de Freedman-Lane est inférieure a celle de la méthode
de Kennedy.

3. Dans les cas b et d (ou p = 0.1), pour le groupe Gy, la moyenne du risque
d’erreur de premiere espece de la méthode de Freedman-Lane est plus proche
de 0.05 que celle de la méthode de Kennedy.

4. Dans les cas a, ¢ et d, pour le groupe G, I'étendue du risque d’erreur de
premiere espece de la méthode de Freedman-Lane est supérieure a celle de la
méthode de Kennedy.

5. Dans tous les cas, pour le groupe Gg, les méthode de Freedman-Lane et de
Kennedy donnent presque la méme moyenne du risque d’erreur de premiere
espece.
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. Dans tous les cas, pour le groupe G5, la méthode de Freedman-Lane donne

une étendue du risque de erreur de premiere espece inférieure ou égale a celle
de la méthode de Kennedy

Dans tous les cas, la moyenne du risque d’erreur de premiere espece de la
méthode de Kennedy est plus proche de 0.05 pour le groupe G que pour le
groupe (.

Dans tous les cas, I’étendue du risque d’erreur de premiere espece de la méthode
de Kennedy pour le groupe G est supérieure ou égale a celle de la méme
méthode pour le groupe Gj.

Dans tous les cas la moyenne du risque d’erreur de premiere espece de la
méthode de Kennedy est plus proche de 0.05 pour le groupe G5 que pour le
groupe (3.

Dans les cas a, b et d, I'étendue du risque d’erreur de premiere espece de la
méthode de Kennedy pour le groupe G est supérieure a celle de la méme
méthode pour le groupe Gj.

Dans les cas b et d (ou p = 0.09), les moyennes du risque d’erreur de premiere
espece de la méthode de Freedman-Lane sont plus proches de 0.05 pour le
groupes G5 que pour le groupe Gj.

Dans les cas b et ¢, I'étendue du risque d’erreur de premiere espece de la
méthode de Freedman-Lane pour le groupe G5 est inférieure a celle de la
méme méthode pour le groupe Gj.

Dans la plupart des cas, pour le groupe G, la moyenne du risque d’erreur de
premiere espece de la méthode de Gaussienne est plus proche de 0.05 que celle
de la méthode de Freedman-Lane, mais pour les groupes G et G5 les deux
méthodes donnent presque les mémes moyennes. Par ailleurs, dans la plupart
des cas, I’étendue du risque d’erreur de premiere espece de la méthode de
Gaussienne est inférieure a celle de la méthode de Freedman-Lane.

Dans la plupart des cas pour les groupes GG, Gy et Go, la moyenne du risque
d’erreur de premiere espece de la méthode de Gaussienne est plus proche de
0.05 que celle de la méthode de Kennedy. De plus, I’étendue du risque d’erreur
de premiere espece de la méthode de Gaussienne est inférieure a celle de la
méthode de Kennedy.

Des résultats plus complets, utilisant d’autre combinaisons des facteurs sont présen-
tés dans 'annexe 1.

B-4 Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement a dissymétrique gauche comme la loi I'(10,0.5) :

Les résultats dans ce cas sont les mémes que dans le cas de données générées
pour que le terme d’erreur suive une loi de Exp(2).
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a:r(10,0.5), p=0.1,B,=0
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Fic. 2.4 — Erreur de premiere espece estimée du T
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b:r(10,05), p=0.9,B;=0

! ! ! ! !
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

d:r(10,0.5), p=0.9, B, =2.41

I I I I I
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

-test de Hy : B = 0 par les

méthodes Gaussienne——/A——, Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-—, en
fonction de la taille de ’échantillon. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés
suivant une loi de T'(10,0.5), X' et X? sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu
n=9,18,36,72,90. Les segments verticaux figurent 'intervalle de confiance a 95%.
Figure a: p=0.1, ; =0; figure b : p=0.9, f; =0; figure ¢ : p = 0.1, p; = 2.41,

figure d : p =0.9, 5, = 2.41.
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C- Résumé des principaux résultats :

a) Dans tous les cas, pour n = 9 la méthode de Kennedy donne le risque d’erreur
de premiere espece nettement supérieure a 0.05 en comparaison aux résultats
obtenus par la méme méthode pour des tailles d’échantillon plus grandes, et
cela quelles que soient les valeurs attribuées aux facteurs.

b) La méthode de Freedman-Lane donne un risque d’erreur de premiere espece
plus stable que la méthode de Kennedy en restant conservant proche du niveau
de signification considéré o = 0.05.

c¢) Contrairement au résultat de la simulation d’Anderson-Legendre (et peut étre
a cause des valeurs des variables X! et X? générées dans nos simulations selon
une loi de Gauss), quand les données générées pour le terme d’erreur suivent
une loi radicalement dissymétrique comme la loi Exp(2) ou I'(10,0.5), dans la
plupart des cas la méthode paramétrique classique donne un risque d’erreur
de premiere espece proche du niveau de signification considéré o = 0.05.

d) Contrairement a la simulation d’Anderson-Legendre pour laquelle la méthode
de Freedman-Lane était conservatrice, lorsque les données générées pour le
terme d’erreur suivaient une loi radicalement dissymétrique, nos simulations
montrent ici que cette méthode conserve des risques d’erreur de premiere espece
autour 0.05.

e) Contrairement a la méthode de Freedman-Lane, pour les petites tailles d’échan
tillon G; = 9,18 (surtout pour n = 9) la méthode de Kennedy donne un
risque d’erreur de premiere espece supérieur du niveau de signification consi-
déré o = 0.05.

f) Pour les petites tailles d’échantillon G; = {9, 18} la méthode paramétrique
classique donne un risque d’erreur de premiere espece plus proche de 0.05 que
la méthode de Kennedy.

g) Pour les grandes tailles d’échantillon Gy = {36, 72,90} les méthodes de Freedman-
Lane et de Kennedy donnent des risques d’erreur de premiere espece proches
du niveau de signification considéré a = 0.05.

h) Contrairement aux résultats d’Anderson-Legendre, nous avons observé des
cas ou le risque d’erreur de premiere espece de la méthode Kennedy est in-
férieur a celui de Freedman-Lane lorsque la taille d’échantillon était grande
(n > 18). Nous en expliquerons les raisons Dans le chapitre (3).

i) Au bilan, la méthode Freedman-Lane donne un risque d’erreur de premiere
espece plus stable que les autres méthodes et restant proche du niveau de
signification considéré o = 0.05.

2.5.2 Analyse de la puissance du test

En s’inspirant de la simulation d’Anderson-Legendre nous n’avons pas consi-
déré la méthode Kennedy pour étudier la puissance. Comme pour le risque d’erreur
de premiere espeéce, ici nous avons complété les résultats obtenus par Anderson-
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Legendre, en considérant en plus des distributions choisies par ces auteurs { LG(0, 1),
Exp(1), Exp(1)3} des distributions de terme d’erreur symétriques avec variance fi-
nie Student(5), symétrique avec variance infinie Student(1l) a dissymétrie droite
comme :{['(1,0.5), ['(1.5,0.5), ['(1.5,2) }, radicalement a dissymétrie droites comme :
{I"(0.5,0.5), I'(0.5,2),I'(1,2) } a dissymétrie gauche {I'(10,2)} et radicalement & dis-
symétrie gauches comme {I'(10,0.5)}.

Par ailleurs, afin de comparer les effets des valeurs des données X' et X2 qui sont
générées par Anderson-Legendre suivant une loi uniforme discrete et celles générées
selon une loi continue, nous avons généré des données X! et X2 provenant d’une loi

de Gauss (0,1).
A- Le cadre de notre simulation

Nous avons étudié la puissance pour l'ensemble de modalités des facteurs ci-
dessous :

a) Pour vérifier les effets de taille d’échantillon et aussi pour permettre la com-
paraison des résultats obtenus par Anderson-Legendre aux notres, nous avons
tiré les mémes tailles d’échantillon. Comme dans le cadre d’Anderson-Legendre
nous avons retenu des valeurs de (3, déterminées en fonction de la taille d’échan-
tillon afin de permettre de mesurer et de comparer la puissance : 35 a été choisi
assez grand pour pouvoir rejeter I’hypothese nulle mais pas trop grand afin de
ne pas obtenir un taux de 100% de rejets. Donc, on a retenu comme valeur du
parametre B = 0.75 pour n = {9, 18}, B2 = 0.4 pour n = {36,54} et s = 0.3
pour n = {72,90}.

b) Pour étudier les effets du degré de corrélation entre les variables X! et X2,

nous avons considéré une corrélation faible comme 0.1 et une corrélation forte
comme 0.9. Alors, p(X*, X?) = {0.1,0.9}

c) Afin de vérifier les effets du degré d’influence du coefficient de la covariable
conditionnant et comparer les résultats obtenus par Anderson-Legendre avec
nos résultats, nous avons considéré les mémes coefficients. Done, 5; = {0,0.5,1,2.5}.

d) La distribution du terme d’erreur aléatoire € est choisie parmi les suivantes :
{LG(0,1), Exp(0.5), Exp(2), Student(1),
Student(5), I'(a,b) avec a € {0.5,1,1.5,10} et b € {0.5,2}}

Puis des valeurs de Y furent calculées selon 1'équation (2.11)

Y:WRB—FE.

o

ou: 3 = [ O } est le vecteur des parametres. Pour calculer la puissance il faut
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fixer By # 0 et € est le vecteur du terme d’erreur aléatoire généré selon I'une des
distributions considérées.

Pour chaque combinaison de facteurs, 10000 ensembles de données ont été gé-
nérés. Chaque ensemble de données est permuté 999 fois. La statistique de test
permutationnelle (¢5 ) de la méthode de Freedman-Lane a été calculée sur chaque
ensemble de données permutées. Ensuite, apres 999 permutations, la p-valeur per-
mutationnelle pour la méthode de Freedman-Lane a été calculée par la formule :

p — valeur, = M
" 1000

Le niveau de signification pour les tests a été fixé a o = 0, 05. Alors, pour chaque
ensemble de données quand la p —valeur, est inférieure a 0.05 on rejette I’hypothese
Hy : By = 0. Sur les 10000 p — valeur, le pourcentage des P —valeur, de la méthode
de Freedman-Lane inférieures a 0.05 donne le risque d’erreur de premiere espece. En
fait, ce pourcentage estime la probabilité de rejeter Hy : B2 = 0 lorsque Hj est vraie
(parce que les données sont générées sous B2 = 0). De plus, U'intervalle de confiance
a 95% est calculé a partir du risque d’erreur de premiere espece calculé sur 10000
ensembles.

Afin de compléter la comparaison, pour chaque ensemble de données on a uti-
lisé les tests paramétriques classiques qui consistent a calculer une statistique de
Student. Sa p-valeur donnée par la théorie Gaussienne a également été calculée. De
la méme facon, sur les 10000 ensembles de données le risque d’erreur de premiere
espece et son intervalle de confiance sont calculés par la théorie Gaussienne.

B- Les résultats de nos simulations

B1- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi de
Gauss :

1. En comparant les figures 2.5-a ot n = 9 et 2.5-c o n = 18, on observe
qu’en augmentant la taille d’échantillon ( les valeurs des autres facteurs res-
tant fixées), les puissances des méthodes permutationnelle de Freedman-Lane
et paramétrique classique augmentent nettement. On peut trouver la méme
relation pour les figures 2.5-b ou n = 9 et 2.5-d ou n = 18. Pour les autres
combinaisons des facteurs, dans les figures 2.6 et 2.7 on trouve encore la méme
relation. C’est-a-~dire qu’en augmentant la taille d’échantillon (les valeurs des
autres facteurs restant fixées), les puissances de la méthode permutationnelle
de Freedman-Lane et de la méthode paramétrique classique augmentent net-
tement.

2. En comparant les figures 2.5-a ou p = 0.1 et 2.5-b ou p = 0.9, on ob-
serve qu’en augmentant le coefficient de corrélation p(X*, X?) (les valeurs des
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autres facteurs restant fixées), les puissances de la méthode permutationnelle
de Freedman-Lane et de la méthode paramétrique classique diminuent nette-
ment. On peut trouver la méme relation pour les figures 2.5-c ou p = 0.1 et
2.5-d ou p = 0.9. Pour les autres combinaison des facteurs, dans les figures
2.6 et 2.7 on trouve encore, la méme relation. C’est-a-dire qu’en augmentant
le degré du corrélation (les valeurs des autres facteurs restant fixées), les puis-
sances de la méthode permutationnelle de Freedman-Lane et de la méthode
paramétrique classique diminuent nettement.

3. Ici, la méthode de Freeddman-Legendre a presque la méme puissance que celle
obtenue dans la simulation d’Anderson-Legendre quelles que soient les valeurs
des facteurs.

4. La puissance de la méthode paramétrique classique est presque la méme que
celle de la méthode Freedman-Lane, et cela quelles que soient les valeurs attri-
buées aux facteurs. On remarque que ceci est acceptable puisque les données
générées pour le terme d’erreur suivent une loi de Gauss (0, 1).

5. En considérant les figures 2.5-a, 2.6-a et 2.7-a ou pour les trois figures p est
fixé a 0.1, on obtient que la puissance des méthodes Freedman-Lane et pa-
ramétrique classique augmentent. On peut trouver la méme relation pour les
figures de la partie b, mais pour les figures des parties ¢ et d, les puissances
sont conservées respectivement entre les intervalles (0.78-0.81) et (0.22-0.24).
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a: Gauss N(0,1),p=0.1,3,=0.75,n=9 b: Gauss N(0,1), p=0.9, 3,=0.75,n=9
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Fi1c. 2.5 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = [(; par les méthodes
Gaussienne—— A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une
loi de Gauss (0,1), X! et X? sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu 5;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1 06,=075n=9; figureb:p=0.9, G =0.75 n=29; figure ¢ : p = 0.1,
By =0.75, n =18, figure d : p=0.9, B, = 0.75, n = 18.
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a: Gauss N(0,1), p=0.1,3,=0.4,n=36 b: Gauss N(0,1), p=0.9, 3,=0.4,n=36
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Fi1G. 2.6 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (5 par les méthodes
Gaussienne—— /A —— et Freedman et Lane —e— en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une
loi de Gauss (0,1), X' et X? sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu 3;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1 0,=04,n=36; figureb: p=209, =04, n=36; figure c: p=0.1,
By = 0.4, n =54, figured : p=0.9, By =0.4, n = 54.
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a: Gauss N(0,1),p=0.1,3,=0.3,n=72 b: Gauss N(0,1), p=0.9,3,=0.3,n=72
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Fic. 2.7 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = [(; par les méthodes
Gaussienne—— A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une
loi de Gauss (0,1), X! et X? sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu 5;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=01 06,=03n="72;figureb:p=0.9, G, =0.3,n="72; figure c : p = 0.1,
By = 0.3, n =90, figured : p=0.9, § = 0.3, n = 90.
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B2- Cas ou les données générées pour le terme d’erreur suivent une
loi symétrique de variance infinie comme la loi de Student a 1 degré de
liberté :

1.

En comparant les figures 2.8-a ou n = 9 et 2.8-c ou n = 18 on trouve qu’en
augmentant la taille de I’échantillon (les valeurs des autres facteurs restant
fixées), les puissances de la méthode permutationnelle de Freedman-Lane et de
la méthode paramétrique classique augmentent peu. On peut trouver la méme
relation pour les figures 2.8-b ot n = 9 et 2.8-d ou n = 18. Pour les autres
combinaisons des facteurs, dans les figures 2.9 et 2.10 on trouve encore la méme
relation. Cest-a-dire qu’en augmentant la taille d’échantillon (les valeurs des
autres facteurs restant fixées), les puissances de la méthode permutationnelle
de de Freedman-Lane et de la méthode paramétrique classique augmentent
peu.

. En comparant les figure 2.8-a ot p = 0.1 et 2.8-b ou p = 0.9 on obtient qu’en

augmentant le degré du coefficient de corrélation p(X!, X?) (les valeurs des
autres facteurs restant fixées), les puissances de la méthode permutationnelle
de Freedman-Lane, et de la méthode paramétrique classique diminuent peu.
On peut trouver la méme relation pour les figures 2.9-c ot p = 0.1 et 2.9-d ou
p = 0.9. Pour les autres combinaisons des facteurs, dans les figures 2.9 et 2.10
on trouve encore la méme relation. C’est-a-dire qu’en augmentant le degré de
corrélation ( les valeurs des autres facteurs restant fixées), les puissances de la
méthode permutationnelle de Freedman-Lane et de la méthode paramétrique
classique diminuent peu.

Quelles que soient les valeurs attribuées aux facteurs, les puissances de la mé-
thode de Freedman-Lane et de la méthode paramétrique classique par rapport
aux puissance obtenues par les mémes méthodes dans le cas précédent (B1)
diminuent nettement.

. Méme lorsque la variance des données générées pour le terme d’erreur est

infinie, quelles que soient les valeurs attribuées aux facteurs , la méthode pa-
ramétrique classique donne presque la méme puissance que la méthode de
Freedman-Lane. Ceci peut étre dii au fait que les valeurs des variables X! et
X? sont générées selon une loi de Gauss (0, 1).

Contrairement au cas précedent (B1), en considérant les figures 2.8-a, 2.9-a et
2.10-a ou pour les trois figures p est fixé a 0.1, on constate ici que les puissances
de la méthode permutationnelle de Freedman-Lane, et de la méthode paramé-
trique classique diminuent peu. On peut trouver presque la méme relation pour
la partie ¢, mais pour les parties b et d, les puissances restent respectivement
dans les intervalles (0.05-0.06) et (0.04-0.07).
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a:Student(1), p=0.1, 3,=0.75,n=9 b: Student(1), p=0.9, B, =0.75,n=9
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c:Student(1), p=0.1, B,=0.75,n =18 d:Student(1), p=0.9, B,=0.75,n =18
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Fic. 2.8 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = [(; par les méthodes
Gaussienne—— A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une
loi de Student(1), X! et X? sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu (3;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=01 0,=04 n=9;figureb:p=209, =04 n=9; figure c: p = 0.1,
By = 0.4, n =18, figured : p =0.9, fy = 0.4, n = 18.
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a:Student(1), p=0.1, B,=0.4,n =36 b: Student(1), p=0.9, B,=0.4, n =36
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FiGc. 2.9 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (5 par les méthodes
Gaussienne—— /A —— et Freedman et Lane —e— en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une
loi de Student(1), X' et X? sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu (3;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1 06,=03,n=236;figureb:p=09, =023, n=36; figure c: p=0.1,
By = 0.3, n =>54, figured : p=0.9, f, =0.3, n = 54.
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a:Student(1), p=0.1,3,=0.3,n =72 b: Student(1), p=0.9, B, =0.3, n =72
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Fi1c. 2.10 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (35 par les méthodes
Gaussienne—— A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une
loi de Student(1), X! et X? sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu (3;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent I'intervalle de confiance a 95%. Figure
a:p=0.1 0=03n="72;figureb: p=0.9, 55 =0.3,n="72;figurec: p=0.1,
B3 =03, n=90, figured : p=0.9, 55 =0.3, n =90.
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B3- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement & dissymétrie droite comme la loi Fzp(2) :

1. Comme dans le cas B1l, en comparant les figures 2.11-a ot n = 9 et 2.11-c
ou n = 18 on trouve qu’en augmentant la taille d’échantillon (les valeurs des
autres facteurs restant fixées), les puissances de la méthode permutationnelle
de Freedman-Lane, et de la méthode paramétrique classique augmentent net-
tement. On peut trouver la méme relation pour les figures 2.11-b o n = 9 et
2.11-d ou n = 18. Pour les autres combinaisons des facteurs, dans les figures
2.12 et 2.13 on trouve encore la méme relation. C’est-a-dire qu’en augmentant
la taille d’échantillon (les valeurs des autres facteurs restant fixées), les puis-
sances de la méthode permutationnelle de Freedman-Lane et de la méthode
paramétrique classique augmentent nettement.

2. Comme dans le cas Bl, en comparant les figures 2.11-a ou p = 0.1 et 2.11-b
ol p = 0.9 on constate qu’en augmentant le degré du coefficient de corrélation
p(X*, X?) (les valeurs des autres facteurs restant fixées), les puissances de la
méthode permutationnelle de Freedman-Lane, et de la méthode paramétrique
classique diminuent nettement. On peut trouver la méme relation pour les
figures 2.11-c ou p = 0.1 et 2.11-d ou p = 0.9. Pour les autres combinaisons
des facteurs, dans les figures 2.12 et 2.13 on trouve la méme relation. C’est-a-
dire qu’en augmentant le degré de corrélation (les valeurs des autres facteurs
restant fixées), les puissances des méthodes permutationnelle de Freedman-
Lane et paramétrique classique diminuent nettement.

3. Méme lorsque les données générées pour le terme d’erreur suivent une loi ra-
dicalement a dissymétrie droite comme la loi Ezp(2), quelles que soient les
valeurs attribuées aux facteurs, la méthode paramétrique classique marche
bien. C’est-a-dire que elle donne presque la méme puissance que la méthode
Freedman-Lane. Ceci peut étre dii au fait que les valeurs des variables X! et
X? sont générées selon une loi de Gauss (0, 1).

4. En comparant les cas Bl et B2 avec ce cas, on constate que, quelles que soient
les valeurs attribuées aux facteurs, les puissances de la méthode de Freedman-
Lane et de la méthode paramétrique classique sont nettement supérieures a
celles obtenues par les mémes méthodes dans les cas précédents (Bl et B2).
Ceci peut étre du a la variance finie (assez petite) du terme d’erreur.

5. En considérant les figures 2.11-a, 2.12-a et 2.13-a ou, pour les trois figures
p est fixé a 0.1, on constate que les puissances de la méthode de Freedman-
Lane et de la méthode paramétrique classique augmentent. On peut trouver la
méme relation pour les figures de la partie b, mais pour les figures des parties
c et d, les puissances restent respectivement dans les intervalles (0.99-1) et
(0.68-0.73).
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a:Exp(2), p=0.1,B,=0.75,n=9 b:Exp(2), p=0.9, B,=0.75,n=9
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Fi1c. 2.11 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (35 par les méthodes
Gaussienne—— A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une
loi Exponentielle(2), X! et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu 5;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1,0=0.7,n=9;figureb:p=0.9, 55 =075, n=9; figurec: p=0.1,
B3 =0.75, n =18, figured : p =0.9, 35 = 0.75, n = 18.
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a:Exp(2), p=0.1, B,=0.4,n=36 b:Exp(2), p=0.9, B,=0.4,n=36
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F1Gc. 2.12 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (5 par les méthodes
Gaussienne—— /A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une
loi Exponentielle(2), X! et X? sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu 3;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1,0 =04, n=36; figureb: p=0.9, 55 =04, n=36; figure c: p=0.1,
G5 =04, n=>54, figured : p=0.9, 55 = 0.4, n = 54.
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a:Exp(2), p=0.1,B,=0.3,n=72 b:Exp(2), p=0.9, B,=0.3,n=72
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Fic. 2.13 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (35 par les méthodes
Gaussienne—— A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une
loi Exponentielle(2), X! et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu 5;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1,0 =03 n="72;figureb:p=0.9, 55 =03 n="72;figurec: p=0.1,
B3 =03, n=90, figured : p=0.9, 55 = 0.3, n =90.
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B-4 Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement a dissymétrie gauche comme la loi I'(10,0.5) :

1. On ne peut pas trouver les deux premiers résultats obtenus dans le cas B2.

2. Contrairement aux cas B3 (ou les données générées pour le terme d’erreur
suivent une loi radicalement a dissymétrie droite comme la loi Exp(2)), lorsque
(les données générées pour le terme d’erreur suivent une loi radicalement a
dissymétrie gauche comme la loi I'(10, 0.5)), les puissances de la méthode per-
mutationnelle de Freedman-Lane et de la méthode paramétrique classique di-
minuent nettement. Remarquons que ceci peut étre dia au fait que la variance
de la loi Ezp(2) est 0.25 et la variance de la loi I'(10, 0.5) est 40.

3. Comme le cas B2, ici, les puissances de la méthode de Freedman-Lane et de
la méthode paramétrique classique diminuent nettement par rapport aux cas
B1 et B3.

4. Contrairement aux cas Bl, B2 et B3, ici, en considérant les figures 2.8-a,
2.9-a et 2.10-a ou pour les trois figures p est fixé a 0.1, on constate que les
puissances de la méthode permutationnelle de Freedman-Lane et de la méthode
paramétrique classique restent dans l'intervalle (0.05-0.07).

Des résultats plus complets, utilisant d’autres combinaisons des facteurs, sont
présentés dans ’annexe 2.
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a:r(10,0.5),p=0.1,B,=0.75,n=9 b:r(10,0.5),p=0.9, B,=0.75,n=9
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Fic. 2.14 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (35 par les méthodes
Gaussienne—— A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une
loi I'(10,0.5), X! et X? sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu 3,=0, 0.5,1,2.5.
Les segments verticaux figurent U'intervalle de confiance a 95%. Figure a : p = 0.1,
B5 =075, n=9;figureb:p=0.9, 65 =075 n=09; figurec: p=0.1, 35 =0.75,
n =18, figured : p = 0.9, 35 = 0.75, n = 18.
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a:r(10,0.5),p=0.1, B,=0.4,n =36
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b:r(10,0.5), p=0.9,B,=0.4,n=36
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Coefficient de covariable B

d:r(10,0.5), p=0.9, B, =0.4, n =54
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Coefficient de covariable 3,

: By = (3 par les méthodes

Gaussienne—— /A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une
loi I'(10,0.5), X! et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu 3,=0, 0.5,1,2.5.
Les segments verticaux figurent U'intervalle de confiance a 95%. Figure a : p = 0.1,
B5 =04, n=236;figureb:p=0.9, 35 =04, n=36; figurec: p=0.1, 35 = 0.4,
n =54, figured : p =0.9, 35 = 0.4, n = 54.
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a:r(10,0.5),p=0.1,p,=0.3,n=72 b:r(10,0.5),p=0.9, B,=0.3,n=72
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Fi1c. 2.16 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (35 par les méthodes
Gaussienne—— A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une
loi I'(10,0.5), X! et X? sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu 3,=0, 0.5,1,2.5.
Les segments verticaux figurent U'intervalle de confiance a 95%. Figure a : p = 0.1,
G5 =03, n="72;figureb:p=0.9, 65 =03, n="72;figurec: p=0.1, 35 =0.3,
n =90, figure d : p = 0.9, 35 = 0.3, n = 90.
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2.5.3 Etude la puissance de la méthode de Kennedy

D’apres les résultats théoriques que nous avons montrés au chapitre 3, nous
prévoyons que contrairement au risque d’erreur de premiere espece, la puissance
de la méthode de Freedman-Lane est dans la plupart des cas inférieure a celle de
la méthode de Kennedy. Mais il existe des cas ou la puissance de la méthode de
Kennedy est inférieure a celle de la méthode de Freedman-Lane quand la taille
d’échantillon est grande (n > 9). Afin de vérifier cette prévision, dans le cadre du
travail que nous avons défini pour la simulation sur la puissance de la méthode
Freedman-Lane (section(2.4.2)), nous avons mené une simulation sur les puissances
des méthodes permutationnelles de Freedman-Lane, et de Kennedy ainsi que sur la
méthode paramétrique classique.

A- Le cadre de la simulation

Nous avons considéré presque le méme cadre de simulation que dans la sec-
tion (2.5.2), sauf que les valeurs du coefficient de covariable (3; sont {0,2.5,5}. Par
ailleurs, pour économiser le temps nous avons considéré les quatre distributions :
symétrique avec variance finie comme la loi de Gauss (0,1), symétrique avec va-
riance infinie comme la loi de Student(1), radicalement a dissymétrie droite comme
la loi Ezp(2) et radicalement & dissymétrie gauche comme la loi I'(10, 0.5). Donc, I’
ensemble des modalités des facteurs sont :

a) La valeur du parametre 5 = 0.75 pour n = {9, 18}, 5, = 0.4
pour n = {36,54} et By = 0.3 pour n = {72,90}.

b) La valeur du coefficient de la covariable X' est : 3; = {0,2.5,5}.

c¢) Le degré de corrélation entre les variables explicatives X! et X2,
p(X1 X?%) ={0.1,0.9}

d) La distribution du terme d’erreur aléatoire € : LG(0, 1), Exp(2), Student(1)}

Pour chaque combinaison de facteurs, 10000 ensembles de données ont été gé-
nérés. Chaque ensemble de données est permuté 999 fois. La statistique de test
permutationnelle (tg ») de la méthode de Freedman-Lane a été calculée sur chaque
ensemble de données permutées. Ensuite, apres 999 permutations, la p-valeur per-
mutationnelle pour la méthode de Freedman-Lane a été calculée par la formule :

#<|t7r| Z tobs)
1000

Le niveau de signification pour les tests a été fixé a a = 0,05. Alors, pour chaque
ensemble de données quand la p — valeur, est inférieure a 0.05 on rejette I’hypothese

p — valeur, =
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Hy : 85 = 0. Sur les 10000 p — valeur, le pourcentage des P —valeur, de la méthode
de Freedman-Lane inférieures a 0.05 donne le risque d’erreur de premiere espece. En
fait, ce pourcentage estime la probabilité de rejeter Hy : 35 = 0 lorsque Hj est vraie
(parce que les données sont générées sous 3, = 0). De plus, 'intervalle de confiance a
95% est calculé a partir du risque d’erreur de premiere espece, calculé sur les 10.000
ensembles.

Afin de compléter la comparaison, pour chaque ensemble de données, on a uti-
lisé les tests paramétriques classiques qui consistent a calculer une statistique de
Student. Sa p-valeur données par la théorie Gaussienne a également été calculée. De
la méme facon, sur les 10000 ensembles de données le risque d’erreur de premiere
espece et son intervalle de confiance ont été calculés par la théorie Gaussienne.

Les autres étapes sont identiques a celles de la section (2.5.2).
B- Les résultats de nos simulations

B1- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi de
Gauss :

1. En comparant les figures 2.17-a ou n = 9 et 2.17-c ou n = 18, on trouve,
comme avec la méthode de Freedman-Lane et la méthode paramétrique clas-
sique qu’en augmentant la taille d’échantillon (les valeurs des autres facteurs
restant fixées), la puissance de la méthode de Kennedy augmente. On peut
trouver la méme relation pour les figures 2.17-b ou n = 9 et 2.17-d o n = 18.
Pour les autres combinaisons de facteurs, dans les figures 2.18 et 2.19, on
trouve encore la méme relation. C’est-a-dire qu’en faisant croitre la taille de
I'échantillon (les valeurs des autres facteurs restant fixées), la puissance de la
méthode de Kennedy comme les méthodes de Freedman-Lane et la méthode
paramétrique classique, augmente nettement.

2. En comparant les figures 2.17-a ou p = 0.1 et 2.17-b o p = 0.9, on constate
comme dans les méthodes de Freedman-Lane et la méthode paramétrique
classique qu’en augmentant le degré de corrélation p(X*', X?) (les valeurs des
autres facteurs restant fixées), la puissance de la méthode de Kennedy diminue
nettement. On peut trouver la méme relation pour les figures 2.17-c ot p = 0.1
et 2.17-d ot p = 0.9. Pour les autres combinaisons de facteurs, dans les figures
2.18 et 2.19 on trouve la méme relation. C’est-a-dire qu’en augmentant le degré
de corrélation (les valeurs des autres facteurs restant fixées), la puissance de la
méthode de Kennedy, comme celle de la méthode de Freedman-Lane et celle
de la méthode paramétrique classique diminue nettement.

3. Comme nous 'avons prévu, la puissance de la méthode de Kennedy est supé-
rieure a celle de la méthode de Freedman-Lane (figure 2.17) dans la plupart
des cas (surtout lorsque la taille d’échantillon est petite (n =9, 18)).
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4. En augmentant la taille d’échantillon, les deux méthodes permutationelles ainsi
que la méthode paramétrique classique donnent la méme puissance.

5. Comme nous 'avons prévu, les figures 2.18-c ou 1 = 2.5, 2.18-d ou 5, = 2.5, 5,
2.19-b o #; = 5 et 2.19-d ou B; = 2.5 montrent des cas ou la puissance de la
méthode de Kennedy est inférieure a celle de la méthode de Freedman-Lane.
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a: Gauss N(0,1), p=0.1,B3,=0.75,n=9 b: Gauss N(0,1), p=0.9,3,=0.75,n=9
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g
o
S
o

Puissance
0.23
|

0.22
|

0.21
|

0.0

I I I I
25 5.0 0.0 25

Coefficient de covariable (3, Coefficient de covariable (3,

Fic. 2.17 — Puissance estimée du T-test de Hy : (B = (5 par les méthodes
Gaussienne— — A —— et Freedman et Lane —e— et Kennedy —-Xx-— en fonc-
tion de la taille du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été
simulés suivant une loi Gaussiennes (0,1), X' et X? sont toujours Gaussiennes (0,1).
On a retenu (3;=0, 2.5, 5. Les segments verticaux figurent 'intervalle de confiance
a 95%. Figure a : p = 0.1, 83 = 0.75, n = 9; figure b : p = 0.9, 55 = 0.75, n = 9;
figure ¢ : p=0.1, 35 = 0.75, n = 18, figure d : p=0.9, 35 = 0.75, n = 18.
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a: Gauss N(0,1), p=0.1,3,=0.4,n=36 b: Gauss N(0,1), p=0.9, 3,=0.4,n=36
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c: Gauss N(0,1), p=0.1,3,=0.4,n=54 d: Gauss N(0,1), p=0.9,3,=0.4,n=54
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FiGc. 2.18 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (5 par les méthodes
Gaussienne— — A — — et Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-— en fonc-
tion de la taille du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été
simulés suivant une loi Gaussiennes (0,1), X' et X? sont toujours Gaussiennes (0,1).
On a retenu (1=0, 2.5, 5. Les segments verticaux figurent 'intervalle de confiance
a 95%. Figure a : p = 0.1, 85 = 0.4, n = 36; figure b : p = 0.9, f5 = 0.4, n = 36;
figure c : p=0.1, 5 = 0.4, n =54, figured : p=10.9, 55 =04, n = 54.
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a: Gauss N(0,1),p=0.1,3,=0.3,n=72 b: Gauss N(0,1), p=0.9,3,=0.3,n=72
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Fi1c. 2.19 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (35 par les méthodes
Gaussienne— — A —— et Freedman-Lane —e— et Kennedy —-x-— en fonction
de la taille du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été si-
mulés suivant une loi Gaussiennes (0,1), X! et X? sont toujours Gaussiennes (0,1).
On a retenu 31=0, 2.5, 5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance
a 95%. Figure a : p = 0.1, 5 = 0.3, n = 72; figure b : p = 0.9, 55 = 0.3, n = 72;
figure c : p=0.1, 35 = 0.3, n =90, figured : p =10.9, 35 = 0.3, n = 90.
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B2- Cas des données générées pour le terme d’erreur selonune loi sy-
métrique de variance infinie comme la loi de Student a 1 degré de liberté :

1. En comparant les figures 2.20-a oun = 9 et 2.20-c oun = 18, on trouve comme
pour les méthodes de Freedman-Lane et pour la méthode paramétrique clas-
sique qu’en augmentant la taille d’échantillon (les valeurs des autres facteurs
restant fixées), la puissance de la méthode de Kennedy augmente peu. On peut
trouver la méme relation pour les figures 2.17-b ou n = 9 et 2.17-d ou n = 18.
Pour les autres combinaisons de facteurs, dans les figures 2.18 et 2.19, on
trouve la méme relation. C’est-a-dire qu’en augmentant la taille d’échantillon
(les valeurs des autres facteurs restant fixées), la puissance de la méthode de
Kennedy, comme celle des méthodes de Freedman-Lane et celle de la méthode
paramétrique classique, augmente peu.

2. En comparant les figures 2.17-a ot p = 0.1 et 2.17-b ot p = 0.9, on constate
comme dans les méthodes de Freedman-Lane et la méthode paramétrique
classique qu’en augmentant le degré de corrélation p(X*', X?) (les valeurs des
autres facteurs restant fixées), la puissance de la méthode de Kennedy diminue
peu. On peut trouver la méme relation pour les figures 2.17-c ou p = 0.1 et
2.17-d ou p = 0.9. Pour les autres combinaisons de facteurs, dans les figures
2.18 et 2.19 on trouve la méme relation. C’est-a-dire qu’en augmentant le degré
de corrélation (les valeurs des autres facteurs restant fixées), la puissance de
la méthode de Kennedy, comme celle des méthodes de Freedman-Lane et celle
de la méthode paramétrique classique, diminue peu.

3. Comme la méthode de Freedman-Lane (on I'a déja vu dans la section (2.5.2)),
quelles que soient les valeurs attribuées aux facteurs, la puissance de la méthode
de Kennedy par rapport a la puissance obtenue par la méme méthode mais
pour des données générées selon une loi de Gauss diminue nettement.

4. Comme nous 'avons prévu dans la plupart des cas (surtout lorsque la taille
d’échantillon est petit (n = 9)), la puissance de la méthode de Kennedy est
supérieure a celle de la méthode de Freedman-Lane (figure 2.20).

5. En augmentant la taille d’échantillon, les deux méthodes permutationelles ainsi
que la méthode paramétrique classique donnent la méme puissance.

6. Les figures 2.20-d ou #; = 5, 2.21-b ou ; = 0, 2.21-c ou f; = 0, 2.21-d,
ou f; = {0,1,2.5}, 2.22-b, ou 1 = {2.5,5}, 2.22-c ou f; = 5 et 2.22-d ou
$1 ={0,2.5} montrent des cas ou la puissance de la méthode de Kennedy est
inférieure a celle de la méthode de Freedman-Lane.
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a: Student(1), p=0.1, 3,=0.75,n=9 b: Student(1), p=0.9, ,=0.75,n=9
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Fi1c. 2.20 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (35 par les méthodes
Gaussienne— — A — — et Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-— en fonc-
tion de la taille du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été
simulés suivant une loi de Student(1), X' et X? sont toujours Gaussiennes (0,1).
On a retenu 31=0, 2.5, 5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance
a 95%. Figure a : p = 0.1, 3 = 0.75, n = 9; figure b : p = 0.9, 55 = 0.75, n = 9;
figure c: p=0.1, 85 = 0.75, n = 18, figure d : p=0.9, 55 = 0.75, n = 18.
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a: Student(1), p=0.1, B,=0.4, n =36 b: Student(1), p=0.9, B,=0.4, n =36

0.07
1

0.06
|

Puissance
0.05
|

<
O_ —
o
22
O_ —

T T T e T T T
0.0 25 5.0 0.0 25 5.0
Coefficient de covariable (3; Coefficient de covariable (3;
c:Student(1), p=0.1, B, =0.4,n =54 d: Student(1), p=0.9, B,=0.4, n=54

N~
O_ —
o
©
o 4
o
N - - - - AENC-Z-Z-ZZ-ZZZZZZZY
£ w
©
8 37
>
a
<
o 4
[S)
[s2]
O_ —
T T T e T T T
0.0 25 5.0 0.0 25 5.0
Coefficient de covariable (3; Coefficient de covariable (3;

F1Gc. 2.21 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (5 par les méthodes
Gaussienne— — A — — et Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-— en fonc-
tion de la taille du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été
simulés suivant une loi de Student(1), X' et X? sont toujours Gaussiennes (0,1).
On a retenu (1=0, 2.5, 5. Les segments verticaux figurent 'intervalle de confiance
a 95%. Figure a : p = 0.1, 85 = 0.4, n = 36; figure b : p = 0.9, 55 = 0.4, n = 36;
figure c: p=0.1, 5 = 0.4, n =54, figured : p=10.9, 85 =04, n = 54.
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a:Student(1), p=0.1, 3,=0.3,n=72 b: Student(1), p=0.9, B,=0.3,n=72
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Fi1c. 2.22 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (35 par les méthodes
Gaussienne— — A — — et Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-— en fonc-
tion de la taille du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été
simulés suivant une loi de Student(1), X' et X? sont toujours Gaussiennes (0,1).
On a retenu 31=0, 2.5, 5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance
a 95%. Figure a : p = 0.1, 3 = 0.3, n = 72; figure b : p = 0.9, 55 = 0.3, n = 72;
figure c : p=0.1, 85 = 0.3, n =90, figured : p =10.9, 35 = 0.3, n = 90.
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B3- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement & dissymétrie droite comme la loi Exp(2) :

1. On peut trouver les deux premiers résultats obtenus dans le cas B1.

2. En comparant les cas B1 et B2 avec ce cas, on observe que quelles que soient les
valeurs attribuées aux facteurs, la puissance de la méthode de Kennedy (comme
celle de la méthode de Freedman-Lane, et celle de la méthode paramétrique
classique) est nettement supérieure a celles obtenues par la méme méthode
dans les simulations précédentes (les cas Bl et B2). Remarquons que ceci peut
étre du a la variance du terme d’erreur ( loi Exp(2)) est 0.25 qui est plus petite
que celles des cas Bl et B2.
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a:Exp(2), p=0.1,B,=0.75,n=9 b:Exp(2), p=0.9, 3,=0.75,n=9
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Fic. 2.23 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (35 par les méthodes
Gaussienne— — A — — et Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-— en fonc-
tion de la taille du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été
simulés suivant une loi Exp (2), X' et X? sont toujours Gaussiennes (0,1). On a
retenu 3;=0, 2.5, 5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%.
Figurea: p=0.1, 55 =0.75, n =9; figure b : p=0.9, 55 = 0.75, n = 9; figure c :
p=0.1, 35 =0.75, n =18, figured : p =0.9, 85 = 0.75, n = 18.
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a:Exp(2), p=0.1,B,=0.4,n=36 b:Exp(2), p=0.9, B =0.4,n =36
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FiGc. 2.24 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (5 par les méthodes
Gaussienne— — A — — et Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-— en fonc-
tion de la taille du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été
simulés suivant une loi Exp (2), X' et X? sont toujours Gaussiennes (0,1). On a
retenu =0, 2.5, 5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%.
Figurea: p=0.1, 35 = 0.4, n = 36; figure b : p=0.9, 55 = 0.4, n = 36; figure c :
p=0.1, 35 =04, n=>54, figured : p=0.9, 55 = 0.4, n = 54.
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a:Exp(2), p=0.1,B,=0.3,n=72 b:Exp(2), p=0.9,,=0.3,n=72
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Fic. 2.25 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (35 par les méthodes
Gaussienne— — A — — et Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-— en fonc-
tion de la taille du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été
simulés suivant une loi Exp (2), X' et X? sont toujours Gaussiennes (0,1). On a
retenu 3;=0, 2.5, 5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%.
Figurea: p=0.1, 55 = 0.3, n =72, figure b : p=0.9, 55 = 0.3, n = 72; figure c :
p=0.1, 85 =03, n=090, figured : p=0.9, 35 = 0.3, n =90.
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B-4 Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement a dissymétrie gauche comme la loi I'(10,0.5) :

1. On ne peut pas trouver les deux premiers résultats obtenus dans le cas B2.

2. Comme dans les cas précédents (B1, B2 et B3), dans la plupart des cas (sur-
tout, lorsque la taille d’échantillon est petite (n = 9)), la puissance de la
méthode de Kennedy est supérieure a celle de la méthode de Freedman-Lane
(figure 2.26).

3. Contrairement aux cas B3 (ou les données générées pour le terme d’erreur
suivent une loi radicalement a dissymétrie droite comme la loi Exp(2)), ici, la
puissance de la méthode de Kennedy comme celle de la méthode permutation-
nelle de Freedman-Lane et celle de la méthode paramétrique classique (comme
on l'a vu déja dans la section (2.5.2)) diminue nettement. Remarquons que
ceci peut étre du au fait que la variance de la loi Exp(2) est 0.25 et la variance
de la loi I'(10,0.5) est 40.

4. En augmentant la taille d’échantillon, les deux méthodes permutationelles ainsi
que la méthode paramétrique classique donnent la méme puissance.

5. Les figures 2.27-c ou (3, = 5, 2.27-d ou 31 = 5, 2.28-a,b ou [, = 2.5, 2.28-d,
ou (5, = 5, montrent des cas ou la puissance de la méthode de Kennedy est
inférieure a celle de la méthode de Freedman-Lane.
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a:r(10,0.5),p=0.1,B,=0.75,n=9 b:r(10,0.5), p=0.9, B, =0.75,n=9
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Fi1c. 2.26 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (35 par les méthodes
Gaussienne— — A — — et Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-— en fonc-
tion de la taille du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été
simulés suivant une loi I'(10,0.5), X' et X? sont toujours Gaussiennes (0,1). On a
retenu 3;=0, 2.5, 5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%.
Figurea: p=0.1, 5 =0.75, n =9; figure b : p=0.9, 55 = 0.75, n = 9; figure c :
p=0.1, 35 =0.75, n =18, figured : p=0.9, 85 =0.75, n = 18.
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a:r(10,0.5),p=0.1,B,=0.4,n=36 b:r(10,0.5), p=0.9, B, =0.4,n =36
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FiGc. 2.27 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (5 par les méthodes
Gaussienne— — A — — et Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-— en fonc-
tion de la taille du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été
simulés suivant une loi I'(10,0.5), X' et X? sont toujours Gaussiennes (0,1). On a
retenu =0, 2.5, 5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%.
Figurea: p=0.1, 35 = 0.4, n = 36; figure b : p=0.9, 35 = 0.4, n = 36; figure c :
p=0.1, 35 =04, n=>54, figured : p=0.9, 55 =0.4, n = 54.
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a:7(10,0.5), p=0.1,B,=0.3,n=72 b:r(10,0.5), p=0.9,3,=0.3,n=72
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Fi1c. 2.28 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (35 par les méthodes
Gaussienne— — A — — et Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-— en fonc-
tion de la taille du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été
simulés suivant une loi I'(10,0.5), X' et X? sont toujours Gaussiennes (0,1). On a
retenu 3;=0, 2.5, 5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%.
Figurea: p=0.1, 55 =0.3, n =72, figure b : p=0.9, 55 = 0.3, n = 72; figure c :
p=0.1, 35 =0.3,n=090, figured : p=0.9, 35 =0.3, n =90.
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C- Résumé des principaux résultats

a) Quelles que soient les valeurs attribuées aux facteurs, dans les cas Bl et B3
ou les données générées pour le terme d’erreur suivent une loi symétrique de
variance finie comme la loi de Gauss LG(0,1) ou une loi radicalement & dissy-
métrie droite comme la loi Exp(2), en augmentant la taille de I’échantillon (les
valeurs des autres facteurs restant fixées), les puissances des méthodes permu-
tationnelles de Freedman-Lane, de Kennedy et la méthode paramétrique clas-
sique (en comparant les cas B2 et B4) augmentent nettement. Ceci peut étre
du a la variance assez petite du terme d’erreur. Remarquons que la variance
de la loi de Gauss LG(0,1) est 1, la variance de la loi de Student(1) est infinie,
la variance de la loi Exp(2) est 0.25 et la variance de loi I'(10,0.5) est 40.

b) Lorsque le terme d’erreur suit d’une loi symétrique comme la loi de Student(1)
ou une loi radicalement & dissymétrique gauche comme la loi I'(10,0.5), en aug-
mentant la taille d’échantillon (les valeurs des autres facteurs restant fixées),
les puissances des méthodes permutationnelles de Freedman-Lane, de Kennedy
et la méthode paramétrique classique (en comparant les cas Bl et B3) aug-
mentent peu. Ceci peut étre du a la variance infini (ou assez grande) du terme
d’erreur.

¢) Lorsque les données générées pour le terme d’erreur suivent une loi symé-
trique de variance finie comme la loi de Gauss (0, 1) ou une loi radicalement a
dissymétrie droite comme la loi Exp(2), en augmentant le degré de coefficient
de corrélation p(X?', X?) (les valeurs des autres facteurs restant fixées), les
puissances des méthodes permutationnelles de Freedman-Lane, de Kennedy et
la méthode paramétrique classique (en comparant les cas B2 et B4) diminuent
nettement. Ceci peut étre di a la variance assez petite du terme d’erreur.

d) Quelles que soient les valeurs attribuées aux facteurs, dans les cas B2 et B4
ou les données générées pour le terme d’erreur suivent une loi symétrique de
variance infinie comme la loi de Student(1) ou une loi radicalement a dissymé-
trie gauche comme la loi de I'(10,0.5), en augmentant le degré de coefficient
de corrélation p(X1, X?) (les valeurs des autres facteurs restant fixées), les
puissances des méthodes permutationnelles de Freedman-Lane, de Kennedy et
la méthode paramétrique classique (en comparant les cas B1 et B3) diminuent
peu. Ceci peut étre du a la variance infinie ou trop grande du terme d’erreur.

e) Méme lorsque les données générées pour le terme d’erreur suivent une loi sy-
métrique de variance infinie comme la loi de Student(1) ou radicalement &
dissymétrie droite comme la loi Fxp(2) ou radicalement & dissymétrie gauche
comme la loi I'(10,0.5), la méthode paramétrique classique marche bien. C’est-
a-dire qu’elle donne une puissance presque identique a celle des méthodes per-
mutationnelles de Freedman-Lane et de Kennedy. Ceci peut étre du a des
valeurs des variables X! et X? générées selon une loi de Gauss (0,1).

f) Lorsque la variance des données générées pour le terme d’erreur est infinie
ou trop grande (soit d’une loi symétrique comme Student(1) ou d’une loi ra-
dicalement & dissymétrie gauche comme la loi I'(10,0.5))), les puissances des
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méthodes permutationnelles de Freedman-Lane, de Kennedy et de la méthode
paramétrique classique diminuent nettement en comparaison aux puissances
obtenues par les mémes méthodes mais ou la variance des données générés
pour le terme d’erreur est assez petite comme la loi de Gauss (0, 1) de variance
1 ou comme la loi radicalement a dissymétrie droite comme la loi Exp(2) de
variance 0.25.

g) Comme nous I’avons prévu, dans la plupart des cas, la puissance de la méthode
de Kennedy est supérieure a celle de Freedman-Lane, surtout pour n = 9,18
h) Comme nous 'avons prévu, nous observons des cas ou la puissance de la mé-
thode Kennedy est inférieure a celle du test de Freedman-Lane ou la taille de
I'échantillon était grande (n > 18). Nous en expliquerons les raisons dans le

chapitre 3.

2.5.4 Effet d’un point extréme

En s’inspirant de la simulation d’Anderson-Legendre, nous n’avons pas consi-
déré la méthode de Kennedy pour vérifier l'effet d’'un point extréme sur le risque
d’erreur de premiere espece. Comme dans le risque d’erreur de premiere espece et
dans la puissance, ici, nous avons complété les résultats obtenus par Anderson-
Legendre, en considérant en plus des distributions choisies par Anderson-Legendre
{LG(0,1), Exp(1), Exp(1)®} des distributions symétriques avec variance finie
Student(5), symétrique avec variance infinie Student(1) a dissymétrie droite comme
{I'(1,0.5),I'(1.5,0.5),I'(1.5, 2) }, radicalement a dissymétrie droite comme {I'(0.5,0.5),
['0.5,2),I'(1,2)} a dissymétrie gauche {I'(10,2)} et radicalement a dissymétrie
gauche comme {I'(10,0.5)} de terme d’erreur. Par ailleurs, afin de comparer les
effets des valeurs des données X' et X? nous avont générées les valeurs de X' et
X? selon une loi de Gauss. Les autres parametres sont presque les mémes que dans
Anderson-Legendre.

A- Le cadre de notre simulation

a) Afin d’étudier les effets de taille d’échantillon et comparer les résultats ob-
tenus par Anderson-Legendre aux notres, nous avons tiré les mémes tailles
d’échantillons que celles qui furent retenues dans la simulation d’Anderson-
Legendre. Donc,

n = {10, 20,100}

b) Pour vérifier les effets du degré d’influence du coefficient de covariable et aussi
pour permettre la comparaison des résultats obtenus par Anderson-Legendre
avec nos résultats, nous avons considéré les memes valeurs du coefficient 3,
que celles de ces auteurs. Donc, g; = {0,2,4,5,6,8,10,20}.



2.5. NOTRE SIMULATION 155

c¢) Ladistribution du terme d’erreur aléatoire € appartient a l’ensemble : { LG(0, 1)
, Exp(0.5), Exp(2), Student(1), Student(5), I'(a,b) avec a € {0.5,1,1.5,10}
et b€ {0.5,2}}

Afin de comparer les effets des valeurs de X! et X? générées par Anderson-
Legendre selon une loi uniforme (0,3) () et les notres générées selon une loi de Gauss
(0,1) mais aussi afin d’étudier les effets du degré de corrélation entre les variables
X1 et X2, nous avons considéré les mémes corrélations que celles qui furent retenues
par la simulation d’Anderson-Legendre. Pour cela, nous avons généré les données
des variables X! et X2 de deux facons différentes.

A1- Cas ol les variables X! et X2 sont non corrélées
D’apres remarque (2.4.1) on a p(X', X?) = 0. Donc, pour la variable X! nous
générons n — 1 valeurs d’une loi de Gauss (0,1) et nous posons X} = 55. Puis
nous générons n valeurs de la variable X? d’une loi de Gauss (0,1). De ce fait, la
corrélation entre les variables X' et X2 est zéro. Ensuite, nous construisons deux
vecteurs X1, X2 et la matrice W par 1'équation :

Xi X
W = [X1X3?] = X, XQZ, (2.23)
X;
Enfin, les valeurs de Y sont générées par ’équation :
Y =Wg@B+e€ (2.24)

A

ou: 3 = [ 3 } est le vecteur des parametres. Pour calculer le risque d’erreur de
2

premiere espece il faut poser B, = 0 et € est le vecteur du terme d’erreur aléatoire
généré selon une distribution considérée.

Pour chaque combinaison des modalités des facteurs, 10000 ensembles de don-
nées ont été générés. Puis, pour la méthode de Freedman-Lane, chaque ensemble de
données a été permuté 999 fois. La statistique de test permutationnelle (t5,) de la
méthodes de Freedman-Lane a été calculée sur chaque ensemble de données permu-
tées. Ensuite, apres 999 permutations, la p-valeur permutationnelle pour la méthode
de Freedman-Lane a été calculée par la formule :

#([txl = tobs)

— valeur, =
p — valeur 1000

Le niveau de signification pour les tests a été fixé a a = 0,05. Alors, pour chaque
ensemble de données quand la p —valeur, est inférieure a 0.05 on rejette I’hypothese
Hy : B3 = 0. Sur les 10000 p — valeur, le pourcentage des P —valeur, de la méthode
de Freedman-Lane inférieures a 0.05 donne le risque d’erreur de premiere espece. En
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fait, ce pourcentage estime la probabilité de rejeter Hy : B = 0 lorsque Hj est vraie
(parce que les données sont générés sous J, = 0). De plus, U'intervalle de confiance
a 95% est calculé a partir du risque d’erreur de premiere espece (calculé sur 10000
ensembles).

Afin de compléter la comparaison, pour chaque ensemble de données on a uti-
lisé les tests paramétriques classiques qui consistent a calculer une statistique de
Student. Sa p-valeur donnée par théorie Gaussienne a également été calculée. De
la méme facon, sur les 10000 ensembles de données le risque d’erreur de premiere
espece et son intervalle de confiance sont calculés par la théorie Gaussienne.

Les autres étapes sont identiques a celles ot nous avons étudié le risque d’erreur
de premiere espece.

A2- Cas des variables X! et X? sont corrélées
D’aprés remarque (2.4.2) on a p(X', X?) ~ 0.7. De ce fait, nous générons n — 1
valeurs d’une loi de Gauss (0, 1) pour la variable Z!, et nous posons Z! = 55. Puis
nous générons n valeurs d'une loi de Gauss (0, 1) pour la variable Z2. Ensuite, nous
construisons deux vecteurs Z', Z? et la matrice W' par 1’équation :

Zy I}

, Zl 72
W =[zYz%=| " 7 (2.25)

7 7

Remarquons que p(Z', Z?) = 0. A partir des Z! et Z2, ces auteurs construisent les
vecteurs X! et X2 de corrélation p(X*', X?) = 0.7 de la fagon suivante :

Wp = [X'|X?] = WRY?2 (2.26)
. 1 0.7 o s/ .
ou R = o7 1 | Enfin, les valeurs de Y sont générées par I’équation :
Y =Wg0+e (2.27)
ou € = [ gl } est le vecteur des parametres. Pour calculer le risque d’erreur de
2

premiere espece il faut prendre 5 = 0 et € est le vecteur du terme d’erreur aléatoire
généré selon la distribution considérée.

Pour chaque combinaison des modalités des facteurs, 10000 ensembles de données
ont été générées. Chaque ensemble de données a été permuté 999 fois. La statistique
de test permutationnelle (téJ .) de la méthode de Freedman-Lane est calculée sur
chaque ensemble de données permutées. Ensuite, apres 999 permutations, la p-valeur
permutationnelle pour la méthode de Freedman-Lane a été calculée par la formule :

#ltel = tos)
1000
Les autres étapes sont identiques a celle du cas Al.

p —valeur, =
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B- Les résultats de nos simulations

B1- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi

LG(0,1)

1. Comme dans la simulation d’Anderson-Legendre, pour toutes les valeurs de
(1, la méthode de Freedman-Lane donne un risque d’erreur de premiere espece
proche de 0.05. C’est-a-dire que le point extréme (avec (31 # 0) n’a pas d’effet
sur le risque d’erreur de premiere espece.

2. En comparant les figures 2.26-a,c,e ou p = 0, et 2.26-b,d,f ou p = 0.7 on
constate que dans les deux cas la méthode de Freedman-Lane donne presque
le méme risque d’erreur de premiere espece. C’est-a-dire que méme s’il existe
un point extréme, la corrélation entre les variables X' et X2, n’a pas d’effet
sur le risque d’erreur de premiere espece de la méthode de Freedman-Lane.

3. En considérant la figure 2.26-a,b ou la taille d’échantillon est petite n = 10,
le risque d’erreur de premiere espece de la méthode de Freedman-Lane est
proche de 0.05. C’est-a-dire que lorsque la taille d’échantillon est petite méme
s’il existe un point extréme, la méthode de Freedman-Lane donne un risque
proche de 0.05.

4. Comme dans la simulation d’Anderson-Legendre, il n’y a pas de différence si-
gnificative entre la méthode permutationnelle de Freedman-Lane et la méthode
paramétrique classique. Ceci est acceptable puisque les données générées pour
le terme d’erreur suivent une loi de Gauss (0, 1).



Erreur de premiére espéce

Erreur de premiere espéce

Erreur de premiere espéce

158 CHAPITRE 2. RESULTAT DES SIMULATIONS

a: Gauss N(0,1), p=0, n=10 b: Gauss N(0,1), p=0.7, n=10
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Fi1G. 2.29 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : B3 = 0 par les
méthodes Gaussienne—A—— et Freedman et Lane —e— en fonction du coefficient
de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de
Gauss (0,1), X' et X? sont toujours Gaussiennes (0,1) ou X' a un point extréme.
On a retenu #; = 0,2,4,5,6,8,10, 20. Les segments verticaux figurent I'intervalle de
confiance a 95%. Figure a : p = 0, n = 10; figure b : p = 0.7, n = 10; figure c :
p=0,n=20;d:p=07 n=20; figuree: p=0,n = 100; figure f : p = 0.7,
n = 100.
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B2- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi sy-
métrique de variance infinie comme la loi de Student a 1 degré de liberté :

1. Pour toutes les combinaisons de valeurs de facteurs, la méthode du Freedman-
Lane donne un risque d’erreur de premiere espece proche de 0.05. C’est-a-dire
qu’elle se stabilise vers 0.05.

2. Comme dans le cas précédent, en comparant les figures 2.27-a,c,d ou p = 0,
et 2.27-b,d,f o p = 0.7 on constate que dans les deux cas la méthode de
Freedman-Lane donne presque le méme risque d’erreur de premiere espece,
c’est-a-dire que la corrélation entre les variables X! et X2, n’a pas d’effet sur
le risque d’erreur de premiere espece de la méthode de Freedman-Lane.

3. En considérant la figure 2.27-a,b ou la taille d’échantillon est petite n = 10,
le risque d’erreur de premiere espece de la méthode de Freedman-Lane est
proche de 0.05. C’est-a-dire que méme lorsque les données générées pour le
terme d’erreur suivent une loi de variance infinie comme la loi de Student(1),
lorsque la taille de I’échantillon est petite et méme s’il existe un point extréme,
la méthode de Freedman-Lane donne un risque proche de 0.05.

4. Contrairement a la simulation menée pour étudier les puissances des méthodes
permutationnelles, ici la grandeur de la variance du terme d’erreur, n’a pas
d’effet sur le risque d’erreur de premiere espece.

5. Comme dans le cas précédent il n'y a pas de différence significative entre
la méthode permutationnelle de Freedman-Lane et la méthode paramétrique
classique.

6. Méme lorsque les données générées pour le terme d’erreur suivent une loi symé-
trique de variance infinie comme la loi de Student(1), la méthode paramétrique
classique donne un risque d’erreur de premiere espece proche de 0.05. Ceci peut
étre di au fait que les valeurs des variables X! et X? sont générées selon une
loi de Gauss (0, 1).
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a: Student (1), p=0, n=10 b: Student(1), p=0.7, n=10

0.06
|

0.04
|

c: Student(l), p=0, n=20 d: Student(1), p=0.7, n=20

0.06
|
0.06
|

0.04
|

e: Student(1), p=0, n=100 f: Student (1), p=0.7, n=100

Coefficient de covariable B, Coefficient de covariable B,

Fi1G. 2.30 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : 5 = 0 par les
méthodes Gaussienne—A—— et Freedman et Lane —e— en fonction du coefficient
de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de
Student(1), X' et X? sont toujours Gaussiennes (0,1) ot X' a un point extréme.
On a retenu #; = 0,2,4,5,6,8,10,20. Les segments verticaux figurent I'intervalle de
confiance a 95%. Figure a : p = 0, n = 10; figure b : p = 0.7, n = 10; figure c :
p=0n=20;d:p=07 n=20; figuree: p=0,n = 100; figure f : p = 0.7,
n = 100.
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B3- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement & dissymétrie droite comme la loi Fzp(2) :

1. Comme dans la simulation d’Anderson-Legendre, pour toutes les combinaisons
des valeurs de facteurs, la méthode de Freedman-Lane donne un risque d’erreur
de premiere espece proche de 0.05. C’est-a-dire qu’elle se stabilise vers 0.05.

2. Comme dans les cas précédents (Bl et B2), en comparant les figures 2.28-a,c,e
ou p =0, et 2.28-b,d,f o p = 0.7 on constate que dans les deux cas la méthode
de Freedman-Lane donne presque le méme risque d’erreur de premiere espece,
c’est-a-dire que la corrélation entre les variables X! et X2, n’a pas d’effet sur
le risque d’erreur de premiere espece de la méthode de Freedman-Lane.

3. En considérant la figure 2.28-a.b ou la taille d’échantillon est petite n = 10,
comme dans les cas précédents (B1 et B2) le risque d’erreur de premiere espece
de la méthode de Freedman-Lane est proche de 0.05. C’est-a-dire que lorsque
la taille d’échantillon est petite et lorsqu’il existe un point extréme, la méthode
de Freedman-Lane donne un risque proche de 0.05.

4. Contrairement a la simulation d’Anderson-Legendre ou la méthode paramé-
trique classique était instable, ici cette méthode se stabilise vers 0.05. Ceci
peut étre dii au fait que les valeurs des variables X! et X? sont générées selon
une loi de Gauss (0,1).

5. Contrairement a la simulation menée pour étudier les puissances des méthodes
permutationnelles, ici la magnitude de la variance du terme d’erreur n’a pas
d’effet sur le risque d’erreur de premiere espece.

6. Comme dans le cas précédent il n'y a pas de différence significative entre
la méthode permutationnelle de Freedman-Lane, et la méthode paramétrique
classique. Ceci peut-étre dii au fait que les valeurs des variables X! et X? sont
générées selon une loi de Gauss (0, 1).
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a: Exp(2), p=0, n=10 b: Exp(2), p=0.7, n=10
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Fi1G. 2.31 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : B2 = 0 par les
méthodes Gaussienne—A——, et Freedman et Lane —e—, en fonction du coefficient
de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi Exp(2),
X1 et X? sont toujours Gaussiennes (0,1) ot X! a un point extréme. On a retenu
01 =0,2,4,5,6,8,10,20. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a
95%. Figure a : p =0, n =10; figure b : p = 0.7, n = 10; figure ¢ : p =0, n = 20;
d:p=0.7n=20;figuree: p=0,n=100; figure f : p=0.7, n = 100.
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B-4 Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement a dissymétrie gauche comme la loi I'(10,0.5) :

1. Pour toutes les valeurs de 3, la méthode de Freedman-Lane donne un risque
d’erreur de premiere espece proche de 0.05. C’est-a-dire qu’elle se stabilise vers
0.05.

2. Comme dans le cas précédent, en comparant les figures 2.29-a,c,e ou p = 0,
et 2.29-b,d,f ou p = 0.7 on constate que pour les deux cas la méthode de
Freedman-Lane donne presque le méme risque d’erreur de premiere espece,
c’est-a-dire que la corrélation entre les variables X' et X? n’a pas d’effet sur
le risque d’erreur de premiere espece de la méthode de Freedman-Lane.

3. En considérant la figure 2.32-a,b ou la taille d’échantillon est petite n = 10,
le risque d’erreur de premiere espece de la méthode de Freedman-Lane est
proche de 0.05. C’est-a-dire que la méthode de Freedman-Lane se stablise aussi
autour de 0.05 quand les données générées pour le terme d’erreur suivent une
loi de variance assez grande (40) par exemple la loi I'(10,0.5) avec une taille
échantillon petite (n = 10), et la présence d’un point extréme.

4. Comme dans le cas précédent il n'y a pas de différence significative entre
la méthode permutationnelle de Freddman-Lane et la méthode paramétrique
classique.

5. Méme lorsque les données générées pour le terme d’erreur suivent une loi dis-
symétrique de variance assez grande (40) comme la loi I'(10,0.5), la méthode
paramétrique classique donne un risque d’erreur de premiere espece proche de
0.05. Ceci peut étre dit au fait que les valeurs des variables X! et X? sont
générées selon une loi de Gauss (0,1).

Des résultats plus complets, utilisant d’autre combinaisons des facteurs, sont
présentés dans ’annexe 3.
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a:r(10,0.5), p=0, n=10 b: r(10,0.5),, p=0.7, n=10
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Fi1G. 2.32 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : B2 = 0 par les
méthodes Gaussienne—/\— et Freedman et Lane —e—, en fonction du coefficient de
covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi I'(10, 0.5),
X1 et X? sont toujours Gaussiennes (0,1) ot X! a un point extréme. On a retenu
01 =0,2,4,5,6,8,10,20. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a
95%. Figure a : p =0, n=10; figure b : p = 0.7, n = 10; figure ¢ : p =0, n = 20;
d:p=0.7n=20;figuree: p=0,n=100; figure f : p = 0.7, n = 100.
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2.5.5 FEtude d’effet d’un point extréme pour la méthode de
Kennedy

Compte tenu des résultats théoriques présentés au chapitre 3, nous avons décidé
d’étudier (contrairement a la section (2.5.4) et a la simulation d’Anderson-Legendre)
leffet d’un point extréme sur le risque d’erreur de premiere espece de la méthode
de Kennedy. Méme dans la section (2.4.4) nous avons considéré la méme corréla-
tion (entre les variables X' et X?) que celle d’Anderson-Legendre, mais nous avons
oublié de considérer les mémes moyennes et variances pour les variables X! et X2
que celles d’Anderson-Legendre. Alors, dans cette section, en considérant les mémes
moyennes et variances (pour les variables X' et X?) et corrélation p(X!, X?) que
celles dans la simulation d’Anderson-Legendre, nous étudions l'effet d’un point ex-
tréeme sur le risque d’erreur de premiere espece pour les méthodes permutationnelles
de Freedman-Lane, de Kennedy et aussi la méthode paramétrique classique.

A- Le cadre de la simulation

Nous avons considéré presque le meme cadre de simulation que dans la section
(2.5.4), sauf que pour économiser du temps nous avons choisi les quatre distribu-
tions suivantes pour le terme d’erreur : symétrique avec variance finie comme la loi
de Gauss LG(0,1), symétrique avec variance infinie comme la loi de Student(1), ra-
dicalement a dissymétrie droite comme la loi Exp(2) et radicalement a dissymétrie
gauche comme la loi I'(10,0.5) . Donc, les ensembles des facteurs sont :

a) Afin d’étudier les effets de tailles d’échantillons et de comparer les résultats
obtenus par Anderson-Legendre aux notres, nous avons tiré les mémes tailles
d’échantillon que celles dans la simulation d’Anderson-Legendre. Donc,

n = {10,20,100}

b) Pour vérifier les effets du degré de relation et aussi permettre la comparaison
des résultats obtenus par Anderson-Legendre avec nos résultats, nous avons
considéré les mémes coefficients de [3; que dans la simulation d’Anderson-
Legendre. Donc, 3, = {0,2,4,5,6,8,10,20}.

¢) La distribution du terme d’erreur aléatoire € appartient a I'une des lois sui-

vant : {LG(0,1), Fxp(2), Student(1), I'(10,0.5)}

Afin de comparer les effets des valeurs des données X! et X? générées par
Anderson-Legendre selon une loi uniforme (0,3) et les notres générées suivant une loi
de Gauss, afin de plus, d’étudier les effets du degré de corrélation entre les variables
X! et X2, nous avons considéré les mémes corrélations, moyenne et variance que
celles d’Anderson-Legendre. Pour cela, nous avons généré les données des variables
X! et X2 de deux facons différentes.
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A1- Cas des variables X! et X? non corrélées
D’apres la remarque (2.4.1) on a :

E(XY =E(X?) = 1.5, Var(X') = Var(X?) =0.75, p(X*, X?) =0.

Donc, pour la variable X! nous générons n — 1 valeurs d’'une loi de Gauss
(1.5,0.75) et nous posons X! = 55. Puis nous générons n valeurs de la variable
X? d’'une loi de Gauss (1.5,0.75). Ainsi, la corrélation entre X' et X? est zéro. De
ce fait, la moyenne, la variance et la corrélation des variables X' et X2 sont les
mémes que celles de la simulation d’Anderson-Legendre. Ensuite, nous construisons
deux vecteurs X1, X2 et la matrice W par 1'équation :

Xp X7
W = [X'|X3?] = X X%_ (2.28)
e
Enfin, les valeurs de Y sont générées par 1’équation :
Y=WgB+e (2.29)

b

ou: 3= { 3 } est le vecteur des parametres. Pour calculer le risque d’erreur de
2

premiere espece il faut choisir 5, = 0 et € est le vecteur du terme d’erreur aléatoire
généré selon la distribution considérée.

Pour chaque combinaison de facteurs, 10000 ensembles de données ont été géné-
rés. Pour chacune des deux méthodes, chaque ensemble de données a été permuté
999 fois. Les statistiques de test permutationnelle (t5.) de ces méthodes ont été
calculées sur chaque ensemble de données permutées. Ensuite, apres 999 permuta-
tions, la p-valeur permutationnelle pour chacune des 2 méthodes a été calculée par
formule :

#(|t7r| Z tobs)
1000
Les autre étapes sont identiques a celles de la section (2.5.4).

p — valeur, =

A2- Cas des variables X! et X? corrélées
D’apres la remarque (2.4.2) on a :

E(XY =E(Z) =15, E(X?) =3, Var(X') = Var(Z) =0.75
Var(X?) = 1.5, p(X? X') ~ 0.7

De ce fait, pour la variable Z! nous générons n — 1 valeurs d'une loi de Gauss
(1.5,0.75) et nous posons Z! = 55. Puis nous générons n valeurs de la variable Z2
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d'une loi de Gauss (3,1.5). Ensuite, nous construisons deux vecteurs Z', Z? et la
matrice W' par 1’équation :

Zy Zi

, z} 72
W =z'z3=| " 7 (2.30)

7! 72

Remarquons que p(Z', Z?) = 0. A partir des Z' et Z?. On peut construire les
variables X! et X? de corrélation p(X*', X?) = 0.7 de la facon suivante :

Wg = [X!X?] = WR2 (2.31)

1 07

O“:R:{m 1

} . Enfin, les valeurs de Y sont générées par 1’équation :

Y =Wg0+e (2.32)

b

ou: 3 = { 3, } est le vecteur des parametres (pour calculer le risque d’erreur de

premiere espece il faut mettre 5y = 0) et € est le vecteur du terme d’erreur aléatoire
généré selon la distribution considérée.
Les autre étapes sont identiques a celles du cas Al.

B- Les résultats de la simulation

B1- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi de
Gauss :

1. Dans les figures 2.33-a,b ot n = 10 (comme dans la section 2.5.1 ot nous avons
étudié le risque d’erreur de premiere espece) pour toutes les valeurs de (31, le
risque d’erreur de premiere espece de la méthode de Kennedy est supérieur a
celui de la méthode de Freedman-Lane.

2. En augmentant la taille de I’échantillon (comme dans la section 2.5.1 ot nous
avons étudié le risque d’erreur de premiere espece) le risque d’erreur de pre-
miere espece de la méthode de Kennedy est proche de celui de la méthode de
Freedman-Lane. Surtout, lorsque n = 100, les deux méthodes donnent presque
le méme risque qui est proche de 0.05.

3. En comparant les figures 2.33-c,e ot p = 0, et 2.33-d.f ot p = 0.7 on constate
que la méthode de Kennedy comme la méthode de Freedman-Lane donne
presque le méme risque d’erreur de premiere espece dans les deux cas. Cest-
a-dire que meéme s’il existe un point extréme, la corrélation entre les variables
X' et X2 n’a pas d’effet sur le risque d’erreur de premiere espece.
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4. Lesrisques d’erreur de premiere espece des méthodes de Kennedy et de Freedman-
Lane suivent la méme évolution.

5. Dans tous les cas, lorsque n > 10, en présence d'un point extréme, la méthode
de Kennedy comme la méthode de Freedman-Lane donne un risque proche de
0.05. C’est-a-dire que le point extréme n’a pas d’effet sur le risque d’erreur de
premiere espece de la méthode de Kennedy.

6. Les figures 2.33-c ou 1 = 4, 2.33-e ou 1 = {0,6,20} et 2.33-f ou B = 4,
montrent des cas ou le risque d’erreur de premiere espece de la méthode de
Kennedy est inférieur a celui de la méthode de Freedman-Lane.

7. Comme dans la section 2.5.1 ot nous avons étudié le risque d’erreur de premiere
espece, il n’y pas de différence significative entre les deux méthodes permuta-
tionnelles de Freedman-Lane,et de Kennedy et la méthode paramétrique clas-
sique. Ceci est acceptable puisque les données générées pour le terme d’erreur
suivent une loi de Gauss (0,1).

8. Dans tous les cas, lorsque n > 10, méme s’il existe un point extréme, la mé-
thode de Kennedy comme la méthode de Freedman-Lane donne un risque
proche de 0.05. C’est-a-dire que le point extréme n’a pas d’effet sur le risque
d’erreur de premiere espece de la méthode de Kennedy.
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a: Gauss N(0,1), p=0, n=10 b: Gauss N(0,1), p=0.7, n=10
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Fi1G. 2.33 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : B3 = 0 par les
méthodes Gaussienne——/A——, Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-—, en
fonction du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés
suivant une loi de Gauss (0,1), X! et X? sont défini dans le cadre A ot X! a un
point extréme. On a retenu 3, = 0, 2,4, 5,6, 8, 10, 20. Les segments verticaux figurent
I'intervalle de confiance & 95%. Figure a : p =0, n = 10; figure b : p = 0.7, n = 10;
figurec: p=0,n=20;d:p=0.7n=20; figure e : p =0, n =100; figure f :
p=0.7, n=100.
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Afin de comparer les effets de la valeur du coefficients 31, pour chaque méthode,
nous avons considéré 48 risques d’erreur de premiére espece (8 risques pour chacun
des 6 cas a,b,....f) des valeurs de (3;), dans le premiere groupe. Puis, pour chaque
méthode, nous avons considéré 6 risque d’erreur de premiere espece (pour les 6 cas
a,b,...,f) ou 1 = 0, dans le deuxieme groupe. Ensuite, pour chaque méthode nous
avons considéré 42 risques d’erreur de premiere espece (7 risques pour chacun des 6
cas a,b,...f ) ou 1 # 0, dans le troisieme groupe. Enfin, pour chacune des méthodes
nous avons calculé la moyenne et ’écart type, dans chacun des trois groupes :

Mg, —o : La moyenne des risques d’erreur de premiere espece pour 3; = 0 , les
valeurs des autres facteurs restant fixés.

SDg,— : La variance des risques d’erreur de premiere espece pour 3; = 0, les
valeurs des autres facteurs restant fixés.

Mg, o : La moyenne des risques d’erreur de premiere espece pour 3; = 0, les
valeurs des autres facteurs restant fixés.

SDg, 2o : La variance des risques d’erreur de premiere espece pour 3 = 0, les
valeurs des autres facteurs restant fixés.

M : La moyenne des risques d’erreur de premiere espece sur toute les combinai-
sons des facteurs.

SD : La variance des risques d’erreur de premiere espece sur toute les combinai-
sons des facteurs.

Gauss (0,1) Mg, =0 | SDp1=0 | Mg, 20 | SDp 20 M SD

Méthode Gaussienne 0.05045 0.00252 0.05010 0.00235 0.05014 | 0.00234

Méthode de Freedman et Lane 0.05045 0.00237 0.05031 0.00241 0.05033 | 0.00238

Méthode de Kennedy 0.05206 0.00196 0.05183 0.00289 0.05186 | 0.00278
TAB. 2.4 —

1. Pour #; = 0 la moyenne du risque d’erreur de premiere espece de la méthode
de Freedman-Lane est plus proche de 0.05 que celle de la méthode de Kennedy. En
effet, on obtient une moyenne de 0.05206 pour la méthode de Kennedy et de 0.05045
pour la méthode de Freedman-Lane. Par contre, I’écart type du risque d’erreur de
premiére espece de la méthode de Freedman-Lane (0.00237) est plus grand que celui
de la méthode de Kennedy (0.00196).

2. Lorsque [; # 0, la moyenne du risque d’erreur de premiere espece de la mé-
thode de Freedman-Lane et plus proche de 0.05 que celle de la méthode de Kennedy.
En effet, pour la méthode de Freedman-Lane elle est de 0.05031 et pour la méthode
de Kennedy elle est de 0.05186. De plus, I’écart type du risque d’erreur de premiere
espece de la méthode de Freedman-Lane est plus petit que celui de la méthode de
Kennedy.

3. Pour toutes les valeurs de 3, la moyenne du risque d’erreur de premiere espece
de la méthode de Freedman-Lane est plus proche de 0.05 que celle de la méthode de
Kennedy, c’est-a-dire que pour la méthode de Freedman-Lane est 0.05033 et pour la
méthode de Kennedy elle est 0.05186. D’autre part, I’écart type du risque d’erreur
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de premiere espece de la méthode de Freedman-Lane est plus petit que celui de la
méthode de Kennedy.

4. Pour {1 # 0, la méthode paramétrique classique est plus efficace que les
méthodes permutationnelles de Freedman-Lane, et de Kennedy, c’est-a-dire que la
moyenne du risque d’erreur de premiere espece de la méthode paramétrique classique
est plus proche de 0.05 que celles des méthodes de Freedman-Lane et de Kennedy.
De plus, son écart type est plus petit que celui des méthodes de Freedman-Lane et
de Kennedy. Ceci est acceptable puisque les données générées pour le terme d’erreur
suivent une loi de Gauss (0, 1).
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B2- Cas des données générées pour le terme d’erreur selonune loi sy-
métrique de variance infinie comme la loi de Student a 1 degré de liberté :

1. Contrairement au cas précédent, dans les figure 2.34-a.b ou n = 10, la mé-
thode de Kennedy est une méthode conservatrice. En effet, les risques d’erreur
de premiere espece des méthodes de Kennedy et de Freedman-Lane ont la
méme évolution. Mais pour toutes les valeurs de 3, le risque d’erreur de pre-
miere espece de la méthode de Kennedy est inférieur a celui de la méthode
de Freedman-Lane. Cela ne s’observe pas dans la section 2.5.1 ou nous avons
étudié le risque d’erreur de premiere espece.

2. Dans la figure 2.34-a le risque d’erreur de premiere espece de la méthode para-
métrique classique est opposé a celui de la méthode de Kennedy. C’est-a-dire
lorsque la méthode paramétrique classique donne un risque supérieur a 0.05,
le risque de la méthode de Kennedy est inférieur a 0.05.

3. En augmentant la taille de ’échantillon, le risque d’erreur de premiere espece
de la méthode de Kennedy est proche de celui de la méthode de Freedman-
Lane. Surtout, lorsque n = 100, les deux méthodes donnent presque le méme
risque qui est proche de 0.05.

4. Comme dans le cas précédent, en comparant les figures 2.34-c,e ou p = 0, et
2.34-d,f ou p = 0.7 on constate que dans les deux cas, la méthode de Kennedy
donne presque le méme risque d’erreur de premiere espece. C’est-a-dire que
méme s’il existe un point extréme, la corrélation entre les variables X! et
X2, n’a pas d’effet sur le risque d’erreur de premiere espece de la méthode de
Freedman-Lane.

5. Dans tous les cas, les risques d’erreur de premiere espece des méthodes de
Kennedy et de Freedman-Lane ont la méme évolution.

6. Méme lorsque la variance des données générées pour le terme d’erreur est
infinie, il n’y a pas de différence significative entre les deux méthodes permu-
tationnelles de Freedman-Lane, et de Kennedy, et la méthode paramétrique
classique. Ceci peut-étre di au fait que valeurs des variables X' et X? sont
générées selon une loi de Gauss.

7. Dans tous les cas, lorsque n > 10, méme s’il existe un point extréme, la mé-
thode de Kennedy comme la méthode de Freedman-Lane donne un risque
proche de 0.05. C’est-a-dire que le point extréme n’a pas d’effet sur le risque
d’erreur de premiere espece de la méthode de Kennedy.
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Fi1G. 2.34 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : B3 = 0 par les
méthodes Gaussienne——/A——, Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-—, en
fonction du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés
suivant une loi de Student(1), X' et X? sont défini dans le cadre A o X' a un
point extréme. On a retenu 3, = 0, 2,4, 5,6, 8, 10, 20. Les segments verticaux figurent
I'intervalle de confiance & 95%. Figure a : p =0, n = 10; figure b : p = 0.7, n = 10;
figurec: p=0,n=20;d:p=0.7n=20; figure e : p =0, n =100; figure f :
p=0.7, n=100.



174 CHAPITRE 2. RESULTAT DES SIMULATIONS

Comme dans le cas B1, afin de comparer les effets du coefficient 3;, pour chaque

méthode, nous avons calculé la moyenne et I'écart type dans chacun des trois groupes
définis :

Student(l) Mglzo SD[h:O Mﬁ1#0 SD61¢0 M SD

Méthode Gaussienne 0.04918 | 0.00122 | 0.04948 | 0.00169 | 0.04944 | 0.00163

Méthode de Freedman et Lane 0.04903 | 0.00178 | 0.04903 | 0.00166 | 0.04903 | 0.00165

Méthode de Kennedy 0.04731 | 0.00190 | 0.04747 | 0.00216 | 0.04745 | 0.00214
TAB. 2.5 —

1. Comme dans le cas précédent, pour 3; = 0, la moyenne du risque d’erreur
de premiere espece de la méthode de Freedman-Lane et plus proche de 0.05
que celle de la méthode de Kennedy. Contrairement au cas précédent, ici, la
méthode de Kennedy avec une moyenne de 0.04731 est plus conservatrice que
la méthode de Freedman-Lane avec une moyenne de 0.04903. D’autre part,
I’écart type du risque d’erreur de premiere espece de la méthode de Freedman-
Lane (0.00178) est plus petit que celui de la méthode de Kennedy (0.00190).

2. Lorsque 1 # 0, la moyenne du risque d’erreur de premiere espece de la mé-
thode de Freedman-Lane et plus proche de 0.05 que celle de la méthode de
Kennedy. En effet pour la méthode de Freedman-Lane est 0.04903 et pour la
méthode de Kennedy elle est 0.04747, c¢’est-a-dire que la encore, la méthode
de Kennedy est plus conservatrice. De plus I’écart type du risque d’erreur de
premiére espece de la méthode de Freedman-Lane (0.00166) est plus petite que
celui de la méthode de Kennedy.

3. Pour toutes les valeurs de (31, la moyenne du risque d’erreur de premiere espece
de la méthode de Freedman- Lane est plus proche de 0.05 que celle de la
méthode de Kennedy, c¢’est-a-dire que pour la méthode de Freedman-Lane elle
est 0.04903 et pour la méthode de Kennedy est 0.04745. Par ailleurs, I'écart
type du risque d’erreur de premiere espece de la méthode de Freedman-Lane
(0.00165) est plus petit que celui de la méthode de Kennedy (0.00214).

4. Pour 1 # 0, la méthode paramétrique classique, est plus efficace que les
méthodes permutationnelles de Freeedman-Lane et de Kennedy. C’est-a-dire
que la moyenne du risque d’erreur de premiere espece de la méthode paramé-
trique classique (0.04948) est plus proche de 0.05 que celles des méthodes de
Freedman-Lane (0.04903) et de Kennedy (0.04747). Par ailleurs, I’écart type
du risque d’erreur de premiere espece de la méthode paramétrique classique
(0.00169) est plus petit que celui de la méthode de Kennedy (0.00216), et il
est un peu plus grand que celui de la méthode de Freedman-Lane(0.0166).
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B3- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement & dissymétrie droite comme la loi Fzp(2) :

1. Comme dans le cas Bl et contrairement au cas précédent, dans les figure 2.35-
a,b pour toutes les valeurs de i, le risque d’erreur de premiere espece de la méthode
de Kennedy est supérieur a celui de la méthode de Freedman-Lane.

2. Comme dans les cas Bl et B2, en augmentant la taille d’échantillon le risque
d’erreur de premiere espece de la méthode de Kennedy est proche de celui de la
méthode de Freedman-Lane. Surtout, lorsque n = 100, les deux méthodes donnent
presque le méme risque qui est proche de 0.05.

3. Comme dans le cas précédent, en comparant les figures 2.35-c,e ou p = 0, et
2.35-d,f ot p = 0.7 on constate que dans les deux cas la méthode de Kennedy donne
presque le méme risque d’erreur de premiere espece. C’est-a-dire que méme s’il existe
un point extréme, la corrélation entre les variables X! et X2, n’a pas d’effet sur le
risque d’erreur de premiere espece de la méthode de Freedman-Lane.

4. Comme dans les cas précédents, les risques d’erreur de premiere espece des
méthodes de Kennedy et de Freedman-Lane ont la méme évolution.

5. Contrairement a la simulation d’Anderson-Lane, ici, la méthode paramétrique
classique est une méthode stable, et donne un risque d’erreur de premiere espece
proche de 0.05. C’est-a-dire qu’il n’y pas de différence significative entre les deux
méthodes permutationnelles de Freedman-Lane et de Kennedy, et la méthode pa-
ramétrique classique. Ceci peut-étre a cause des valeurs des variables X' et X?
générées selon une loi de Gauss.

6. Dans tous les cas, lorsque n > 10, méme s’il existe un point extréme, la mé-
thode de Kennedy comme la méthode de Freedman-Lane donne un risque proche de
0.05. C’est-a-dire un point extréme n’a pas d’effet sur le risque d’erreur de premiere
espece de la méthode de Kennedy.
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a:Exp(2), p=0, n=10 b:Exp(2), p=0.7, n=10
g
o
N
o
3
o
c:Exp(2), p=0, n=20 d:Exp(2), p=0.7, n=20
8 8
o o
N
o
3 3
< T T T T T T T T < T T T T T T T T
o 2 4 6 8 10 20 o 2 4 6 8 10 20
e:Exp(2), p=0, n=100 f:Exp(2), p=0.7, n=100
8
o
N
o
-+
3
o

Coefficient de covariable B; Coefficient de covariable B;

Fi1G. 2.35 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : B2 = 0 par les
méthodes Gaussienne—/A\——, Freedman et Lane —e— et Kennedy —x—, en fonction
du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant
une loi Fzp(2), X' et X? sont défini dans le cadre A ot X' a un point extréme.
On a retenu #; = 0,2,4,5,6,8,10,20. Les segments verticaux figurent l'intervalle de
confiance a 95%. Figure a : p = 0, n = 10; figure b : p = 0.7, n = 10; figure ¢ :
p=0n=20;d:p=07 n=20; figuree: p=0,n = 100; figure f : p = 0.7,
n = 100.
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Afin de comparer les effets des coefficients (3, pour chaque méthode, nous avons
calculé la moyenne et 1’écart type sur les 3 groupes :

Exp(2) Mﬁlzg SDﬁlzg Mﬁl 0 SDﬁl 0 M SD

Méthode Gaussienne 0.05051 0.00126 0.04939 | 0.00235 | 0.04953 | 0.00226

Méthode de Freedman et Lane 0.05065 0.00180 0.04946 0.00226 0.04961 | 0.00222

Méthode de Kennedy 0.05153 | 0.00255 0.05039 | 0.00264 | 0.05053 | 0.00263
TAB. 2.6 —

1. Pour ; = 0 la moyenne du risque d’erreur de premiere espece de la méthode
de Freedman-Lane (0.05065) est plus proche de 0.05 que celle de la méthode de
Kennedy (0.05153). En effet pour la méthode de Kennedy elle est plus grande que
0.05 et que celle de la méthode de Freedman-Lane. D’autre part, I’écart type du
risque d’erreur de premiere espece de la méthode de Freedman-Lane (0.00180) est
plus petite que celui de la méthode de Kennedy (0.00255).

2. Lorsque 1 # 0, la moyenne celui du risque d’erreur de premiere espece de la
méthode de Kennedy (0.05039) est plus proche de 0.05 que celle de la méthode de
Freedman-Lane (0.04946). De plus I’écart type du risque d’erreur de premiere espece
de la méthode de Freedman-Lane (0.00226) est plus petit que celui de la méthode
de Kennedy (0.00264).

3. Pour toutes les valeurs de 3, la méthode de Freedman-Lane est plus efficace
que la méthode de Kennedy. C’est-a-dire que la moyenne du risque d’erreur de pre-
miere espece de la méthode de Freedman-Lane (0.04961)est plus proche de 0.05 que
celle de la méthode de Kennedy (0.05053), par ailleurs, I’écart type du risque d’er-
reur de premiere espece de la méthode de Freedman-Lane (0.00222) est plus petit
que celui de la méthode de Kennedy (0.0263).

4. Pour (1 # 0, la méthode Freedman-Lane est plus efficace que la méthode
paramétrique classique. C’est-a-dire, la moyenne du risque d’erreur de premiere es-
pece de la méthode de Freedman-Lane (0.04946) est plus proche de 0.05 que celle de
la méthodes paramétrique classique (0.04939). D’autre part, I’écart type du risque
d’erreur de premiere espece de la méthode Freedman-Lane (0.00226) est plus petit
que cellui de la méthode de paramétrique classique (0.00235).

De plus, la moyenne du risque d’erreur de premiere espece de la méthode de
Kennedy (0.05039) est plus proche de 0.05 que celle de la méthode paramétrique
classique (0.04939), mais I'écart type du risque d’erreur de premiere espece de la
méthode paramétrique classique (0.00235) est plus petit que celui de la méthode de
Kennedy (0.00264).
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B-4 Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement a dissymétrie gauche comme la loi I'(10,0.5) :

On peut trouver les résultats obtenus dans le cas Bl et B3.

Ici, comme les cas précédents, pour comparer les effets des coefficients [3;, pour
chaque méthode, nous avons calculé la moyenne et I’écart type sur les trois groupes :

I'(10,0.5) Mg, —o | SDg,—0 | Mp,20 | SDg, =0 M SD

Méthode de Gaussienne 0.04955 | 0.00186 | 0.04991 0.00218 | 0.04986 | 0.00213
Méthode de Freedman et Lane 0.04935 | 0.00197 | 0.04963 | 0.00214 | 0.04960 | 0.00210
Méthode de Kennedy 0.05091 | 0.00257 | 0.05108 | 0.00214 | 0.05106 | 0.00217

TAB. 2.7
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b:r(10,0.5), p=0.7, Nn=10
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Fi1G. 2.36 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : B3 = 0 par les
méthodes Gaussienne——/A——, Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-—, en
fonction du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés
suivant une loi T'(10,0.5), X' et X? sont défini dans le cadre A ot X' a un point
extréeme. On a retenu 31 = 0,2,4,5,6,8,10,20. Les segments verticaux figurent
I'intervalle de confiance & 95%. Figure a : p =0, n = 10; figure b : p = 0.7, n = 10;
figurec: p=0,n=20;d:p=0.7n=20; figure e : p =0, n =100; figure f :
p=0.7, n=100.
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C- Résumé des principaux résultats

1.

Comme dans la section 2.5.1 ol nous avons étudié le risque d’erreur de premiere
espece, lorsque la taille de 1’échantillon est petite n = 10 (sauf le cas B2), pour
toute les valeurs de 31, le risque d’erreur de premiere espece de la méthode de
Kennedy est supérieur a celui de la méthode de Freedman-Lane.

Comme dans la simulation d’Anderson-Legendre, la méthode de Freedman-
Lane est une méthode stable, c¢’est-a-dire pour toutes les valeurs de 3, avec
(1 = 0 ou ; # 0 donnent un risque d’erreur de premiere espece proche de 0.05.
En effet, un point extréme n’a pas d’effet sur le risque d’erreur de premiere
espece.

En augmentant la taille de I’échantillon (comme dans la section 2.5.1 ot nous
avons étudié le risque d’erreur de premiere espece) les deux méthodes permu-
tationelle de Freeddman-Lane et de Kennedy donnent presque le méme risque
d’erreur de premiere espece qui est proche de 0.05, c’est-a-dire qu’un point ex-
tréeme n’a pas d’effet sur le risque d’erreur de premiere espece de la méthode de
Kennedy. Donc pour n > 10, la méthode de Kennedy est une méthode stable.

. Méme s’il existe un point extréme, la corrélation entre les variable X' et X2 n’a

pas d’effet sur le risque d’erreur de premiere espece des méthodes de Freedman-
Lane et de Kennedy.

Meéme s’il existe un point extréeme, le degre de corrélation (3; n’a pas d’effet
sur le risque d’erreur de premiere espece des méthodes de Freedman-Lane et
de Kennedy.

Dans tous les cas, les risques d’erreur de premiere espece des méthodes de
Kennedy et de Freedman-Lane ont la méme évolution.

Lorsque les données générées pour le terme d’erreur suivent une loi de Student(1)
avec n = 10, contrairement aux autres cas, la méthode de Kennedy est une
méthode conservatrice. En effet, les risques d’erreur de premiere espece des
méthodes de Kennedy et de Freedman-Lane ont la méme évolution. Mais pour
toutes les valeurs de (31, le risque d’erreur de premiere espece de la méthode
de Kennedy est inférieur a celui de la méthode de Freedman-Lane, cela ne
s’observe pas dans la section 2.5.1 ot nous avons étudié le risque d’erreur de
premiere espece.

Comme dans la section 2.5.1 ot nous avons étudié le risque d’erreur de premiere
espece et nous avons observé des cas ou le risque d’erreur de premiere espece
de la méthode de Kennedy est inférieur a celui de la méthode de Freedman-
Lane, ici aussi, on observe des cas ou le risque d’erreur de premiere espece de
la méthode de Kennedy est inférieur a celui de la méthode de Freedman-Lane.

. Il n’y pas de différence significative entre les deux méthodes permutation-

nelles de Freddman-Lane et de Kennedy et la méthode paramétrique classique.
Lorsque les données générées pour le terme d’erreur suivent une loi de Gauss



2.5. NOTRE SIMULATION 181

(0,1), ceci est acceptable. Mais dans d’autre cas, ceci peut-étre a cause des
valeurs des variables X' et X? générées selon une loi de Gauss.

10. Dans tous les cas, méme s’il existe un point extréme, la méthode de Freedman-
Lane est plus stable que la méthode de Kennedy puisque pour n = 10, la
méthode de Kennedy est instable. C’est-a-dire tantot un risque est supérieur
a 0.05, et tantot inférieur a 0.05.

Afin d’avoir un bilan, nous avons calculé pour chaque méthode la moyenne et
I’écart type dans les trois groupes mais en confondant les résultats obtenus pour les
quatre lois :

sur toute les quatre loi Mg,—o | SDg,—0 | Mg, 20 | SDg, =0 M SD

Méthode Gaussienne 0.04992 | 0.00177 | 0.04972 | 0.00216 | 0.04974 | 0.00211

Méthode de Freedman et Lane 0.04987 | 0.00199 | 0.04961 | 0.00216 | 0.04964 | 0.00214

Méthode de Kennedy 0.05045 | 0.00284 | 0.05019 | 0.00296 | 0.05022 | 0.00294
TAB. 2.8 —

1. Lorsque (#; = 0 la moyenne du risque d’erreur de premiere espece de la mé-
thode de Freedman-Lane (0.04987) et plus proche de 0.05 que celle de la méthode de
Kennedy (0.05045). D’autre part, ’écart type du risque d’erreur de premiére espece
de la méthode de Freedman-Lane (0.00199) est plus petit que celui de la méthode
de Kennedy (0.00284).

2. Pour B; # 0, la moyenne du risque d’erreur de premiere espece de la mé-
thode de Kennedy (0.05019) et plus proche de 0.05 que celle de la méthode de
Freedman-Lane (0.04961), mais 1’écart type du risque d’erreur de premieére espece
de la méthode de Freedman-Lane (0.00216) est plus petit que celui de la méthode
de Kennedy (0.00296).

3. Lorsque 3; # 0, la méthode paramétrique classique est plus efficace que la
méthode de Freedman-Lane. C’est-a-dire que, la moyenne du risque d’erreur de pre-
miere espece de la méthode paramétrique classique (0.04972) est plus proche de 0.05
que celle de la méthode de Kennedy (0.05019), par ailleurs, les écart type sont égaux
(0.00216).

D’autre part, la moyenne du risque d’erreur de premiere espece de la méthode
de Kennedy (0.05019) est plus proche de 0.05 que celle de la méthode paramétrique
classique (0.04972), mais I’écart type du risque d’erreur de premiere espece de la
méthode paramétrique classique (0.00216) est plus petit que celui de la méthode de
Kennedy (0.00296).



182 CHAPITRE 2. RESULTAT DES SIMULATIONS



Chapitre 3

Résultats théoriques

3.1 Introduction

Les simulations, présentées dans le chapitre précédent montrent pour chaque
combinaison des facteurs retenus, que le risque d’erreur de premiere espece encouru
par la méthode de Freedman-Lane est différent de celui de la méthode de Ken-
nedy. Dans la plupart des cas le risque d’erreur de premiere espece de la méthode de
Freedman-Lane est inférieur a celui de Kennedy. Mais, dans les simulations d’Ander-
son et Legendre, le risque d’erreur de premiere espece de la méthode de Freedman et
Lane est toujours inférieur a celui de la méthode de Kennedy. Toutes deux utilisent
un principe de test de Student. D’un point de vue formel, les statistiques de tests
permutationnelles utilisées par ces deux méthodes sont différentes :

AF QK
Ty = ﬁ?’; £ Ty = 5?’; (3.1)
S(03) S(B3x)

ou 52(35 L) etsS 2(B{;) sont respectivement les estimateurs MCO de Var(ﬁg -) et de

Var(@fﬁ). Anderson et Legendre (1999) précisent : La raison de la différence entre
les deux méthodes est que la méthode de Kennedy en régressant Y sur X' selon le
modéle (3.3), enléve Ueffet de la variable X' qui n’a pas d’intérét pour effectuer le
test et donc au cours des permutations le coefficient de régression associé a X' reste
fize :

R¥™ = By (R 4 €l (3.2)

Par contre, bien qu’elle enléve Ueffet de la variable X' comme la méthode de
Kennedy, la méthode de Freedman-Lane, en maintenant la variable X' dans le mo-
dele de régression :

Y™F = B8 + B al 4 Bha? + . (3.3)

prend en considération Ueffet de la variable X' au cours des permutations.
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Cette argumentation nous semble ignorer un autre aspect tres important de la
question : Les simulations, aussi rigoureuses soient-elles, n’ont pas force de preuve.
Aussi, ce chapitre est-il consacré a ’étude mathématique des causes des différences
observées par simulation. En particulier, nous présentons dans ce chapitre, une étude
analytique des variances estimées des statistiques de test retenues pour ces simula-
tions, de facon a démontrer formellement le bien fondé des observations empiriques
présentées aux chapitres précédents. En particulier :

a) Nous démontrons que les estimateurs de 3, issus des deux méthodes analysées
sont égaux. C’est-a-dire : B;“ .= ﬁg{w et cet estimateur commun est désormais
noté BQJI-.

b) Nous montrons que SQ(BQPjﬂ) < 52(32{;) ol SQ(@W) et SQ(BZI;) sont les estima-
teurs MCO respectifs des variances de Bgﬂr dans les modeles de Freedman-Lane
et de Kennedy. On en déduit que la fonction de puissance de la méthode de
Freedman-Lane est toujours plus grande que celle de la méthode de Kennedy.

¢) Nous calculons la variance permutationnelle de 6277” qui est notée Var(ﬁgﬂr).
De plus, lorsque € est la notation de I’espérance permutationnelle, et S? (ﬁAQ,W) K
est 'estimateur de la variance de Bgm- ou la somme des carrés des résidus est
diviséﬂ)ﬂ (n —2) et n est le nombre des observations, nous montrerons que :

d) E(Var(Bor) ) = Var(Bax)
e) 5(52<52,W)K) # Var(f2,r)
)

-

f liril S(Var(ﬁgm)K): lilf Var(Bo.x).
8) S*(Pen)i > 5%(Bor) s

h) E(Var(Box),) = Var(Bax)

Ensuite, nous avons étendu au cas du modele général de régression linéaire mul-
tiple (ot on a p > 2 prédicteurs) les résultats que nous avons établis dans le cas du
modele de régression double.

3.2 Estimateurs MCO de Bgﬁ et [32[;

3.2.1 Cas du modeéle de Freedman et Lane

Afin de calculer les estimateurs MCO des coefficients d'un modele nous adoptons
les notations suivantes :

définition 3.2.1.

) ) . 1 . .
1. S?(X9) = S(X7 XI) = = I )2 =12
SHX7) = S(X7, X7) an x’)%, J ,

2 S(X' XY = 13 (@t~ ah)(a? — )

n
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n

. 1 . . _
3. S(X7.YF)y=Z= I @Y E —YF =12
(0¥ =23 @ =P -V, =1
S(XNY)

T e

Lemme 3.2.1. Pour le modeéle de Freeman-Lane.
Vi = Bow + Blati + Bonti + 6.
sous les postulats P1-P4, on vérifie les identités suivantes :

1.YF=Y

™

2. VE-VF=q(a} —2') + RYVL7

i J—

3. S(X9,YF) = a,S(X1, X7) + S(XI, RV j=1,2

1. Par définition,
Yﬂ}; = }A/'h + RY.Lm’ = ag + aﬂ% + RY.I,m‘

et par ailleurs ag = Y — a;z", donc :
YWIE =Y + al(mz1 — z_l) + RY-Lmi

Par suite :

_ 1 <&
Yﬂ'F = ﬁ;yﬂ'};

185

(3.4)

(3.5)

(3.6)

o Ix Ly LS, priam
= Y—{—E;al(a:i—x)jLE;R

n n

1

= Y+ a1% Z(m} —z) + = ZRY-L“

” n <
=1 =1

= Y+a0+0=Y

2. On sait que Y5 —VF =Y —ay(a} —z2') + RY1™ — VI D’apres la propriété

(1) du lemme on a donc :

YE-YE = ¥ 4a(al -7+ RO

_ al(xl; . j1) 4 RY-Lmi

—-Y

(3.7)
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3. D’apres les définitions (3.2.1) on a :
: I, , _
S(XLYF) = = [ S
(OXE) = e P - E

I, i .
= — Z(a:f — 7)) (ay(z} — 7°) + RYH™) du fait de la propriété (2)
n =

= al%i(x —$]) + Z RY17T’L

= @ S(X/, XY+ S(XI, R O (3.8)

La formulation de la proposition suivante nécessite l'introduction des matrices
F Y.1 , . .
CYr et CR™" définies comme suit :

SHXY) o S(XhLX?) S(XLY)
CYr = | S(X',X?%)  S%X?)  S(X2,vF)
S(XLY) s(xryl) o sAY))

CYx est la matrice de variance covariance empirique du vecteur (X', X2 Y ). De
b b T
facon analogue pour (X!, X2 RY1™) on a :

52(X1> S(Xl,X2) S(X17RY.1,7r)
CRY'Lr _ S(Xl,X2) 5'2(X2) S(XQ,RY'I’”)
S(XI,RY‘I’W) S(XQ,RY‘I’W) SQ(RY.I,w)

. YF Y.1 .. .
Les sous matrices C; i et C, ; ™ pour i, j = 1,2, 3, sont obtenues respectivement

A partir des matrices CY* et CR"'" en éliminant la ligne i et la colonne j. Par

CRY.l,‘rr CRY.I,Tr
1

. YF YE ..
exemple les sous matrices C, 3, C, 3, ainsi que sont :

ovr _ [ S(XLXY (XY ] v _ [ S(XLXP) S%(X?)
1,3 — S(XI,YWF) (X2 YF 3 - S(Xl, RY.LTr) S(Xz, RY.LTr)

)
vr [ S*(XY) S(X1, YF) RYLr
Caj = { S(X1,X?) S(X2,YF) ] Cy.

B SZ(X1> S(Xl, RY.l,ﬂ-)
- { S(X', X?) S(X? RV 1

On note de plus :

_ YO\ RY L7y Sz(Xl) S<X17X2>
A =det(Cy3) = det(Cyy >—' S(XLX®) - S(X7)

Proposition 3.2.1. Considérons le modéle de Freedman et Lane (3.3) :

F F Fo1 F o2 F
Y. = ﬂom + 51,7r$z' + 52,7r$z' +e

les estimateurs MCO pour les coefficients de régression sont :
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~ A det(CR3 ™)
1-517r a1+K1=CL1 W;‘“W)
o gr _ B det(CR; ™)
TR T am(el ™)
~ A A
3. 57r ag — lel — KQxQ
Preuve :

1. L’estimateur MCO pour le coefficient de régression (f est (cf. Johnston et
Dinardo [30]) :
SX)S(XT,YF) — (X2, VE)S(XL, X?)
S2XT)S2(X?) = S(XT, X?)
La définition de A permet d’obtenir :

nF
517r =

ABE = S2(X?)S(XL V) - 5(X2Y)S(XE, X?).

D’apres le lemme 3.2.1, on obtient par substitution de S(X*,Y.F), S(X2, V) :

ABE = S2XD)(aS2(XY) + S(X, RYI) (3.9)
— (a1 S(XY, X?) + S(X?, R ) S(XT, X?)

aS*(X?)SH(X) + SH(X?)S(X!, R

aS*(X, X?) — S(X? RYM)S(X, X?)

a1 (S?(XHSH (X — S2( X X))

+ SZ(XZ)S(Xl,RY'l’W) o S(XQ,RY1’7T)S(X1,X2)
= alA + Al
c’es-a~dire : Ay
A, det(CR; ")
—a L= - — 3 3.10
et N e ™ 1

2. De la meéme facon, 'estimateur MCO pour le coefficient de régression de B\f .
est (cf. Johnston et Dinardo [30]) :

S2(XVS(X2,YF) — S(X,YF)S(X!, X?)
S2(X1)52(X2) — S(X1, X2)

g =
On obtient a aide de la définition de A :

ABE = S2(XNS(X2 V) — (X' Y S(x!, X?).
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Par substitution de S(X*, V'), S(X?,Y.F'), on obtient :

AP, = S(XY)(@S(X', X?) +S(X?, RV
(arS*(X") + S(X', R m)s(X", X?)

= SQ(XI)S(XQ,RY‘LW) o S(XI’RY1,W)S(X1’X2)
= A,

c’est-a-dire .
YTI'
Ay det(Cy3)

2 =N A (3.11)
3. On sait que 'estimateur MCO du terme constant s’écrit :
o =Y = ploa' = By
A partir des estimateurs Bf et Bf _ on obtient donc par substitution :
I %xl %aﬂ (3.12)
By = ao— %5:1 — %52 O (3.13)
3.2.2 Cas du modele de Kennedy
Considérons le modele de régression :
X2 =+ ’ylxl + ! (3.14)
ot E(e21[X') = 0, et Var(¢*!|X') = o*!. Nous savons que les estimateurs

MCO des coefficients de 7, et v, sont respectlvement g1 = S(X1, X?)/S?(X1), et
go = 7% — g17'. Par ailleurs, les résidus MCO observés par le modele ci-dessus sont
R*!' = 22 — gy — g1} . Ces résidus interviennent dans le calcul des estimateurs MCO

des coefﬁments du modele de Kennedy Par suite, la proposmon (3 2.1), ci-dessus

fait intervenir le calcul des quantités Z RYb TR et Z (R¥1)?. dont I'expression

=1
analytique en terme de déterminant est donnee par le lemme suivant :

Lemme 3.2.2.

AV
"o (XY

1. Xn:RY.LﬂiRZ.l —

i=1

& A
b S = niy
i=1
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Preuve :

1. Une conséquence directe de la définition R?! est :

n n
Yimip21 YA, mif 2 1
§ R R; = § R (7 — g0 — glxi)
i=1 i=1
n

= Y RV} -2 — dy(a] - 7))

i=1
n ' B S(Xl X2> n ) B
_ Yilmif,2 _ 52y _ ’ Yilmic,1 21
— ;R (x; —7°) 20X ;R (x; —T)
O S(X1,X?) |
_ 2 Y.1,miy ’ 1 Y.1,7i
= SO0 R - = g S RN
- 52<X1)S<X27RY,1,m‘) _ S(Xl,XQ)S(Xl,RY'L“)
- S2(X)
A,
2. De méme, il résulte de la définitions de R?! que :
DRI = ) (@ -7 —gi(af — 7))
i=1 i=1
- L S(XX?) 7
— 2 _ 52 N o Tl 512
S2XT, X% S%(XY, X?)
. 2 2 ) o )
= nS*X )+n782(){1) 271752()(1)
(X1 X7 A
= n(S*(X?) - X, ) O (3.16)

s ) = s

Remarquons de plus que

iRY.l,ﬂi — iszl =0
=1 =1

Proposition 3.2.2. L’estimateur MCO du coefficient de régression BQI; dans le
modele de Kennedy :

RY.l,ﬂ"L _ 2](7TR2.1 + EK

est égal a lestimateur MCO du coefficient de régression ﬁfm dans le modele de
Freedman-Lane, c’est-a-dire :
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A A N
N

Preuve : L'estimateur MCO pour le coefficient de régression 55 est (Johnston
et Dinardo [30]) :

n
Y.1,mi p2.1
Y RVVUR;
BK _ =1
2T n

>y

i=1
et d’apres le lemme (3.2.2)
nAy/S*(X1)
nA/S?(X1)
Ay

= <= ﬁfﬂ O (3.17)

K
ﬁ?,ﬂ'

Nous allons désormais noter cet estimateur commun [ .

3.3 Estimateurs MCO de la Variance de BQ’W

Dans cette section, nous donnons la variance de BQJ ainsi que les deux estimateurs
MCO de celle-ci, obtenus respectivement a ’aide des modeles de Freedman-Lane et
de Kennedy. Puis, nous montrons que puisque la somme des carrés des résidus du
modele de Freedman-Lane est différente de celle qui est obtenue par le modele de
Kennedy, 'estimateur de la variance de ﬁAQ,ﬂ du modele de Freedman-Lane differe
de celle de Kennedy. Enfin, nous démontrons mathématiquement que le modele
E(RY17) = B . + By ,x" + 35 ,x% proposé par Anderson et Lengendre [1] et rappelé
en section 2.3.1-B est équivalent au modele de Freedman-Lane pour effectuer le test
de I'hypothese Hy : 32 = 0.

3.3.1 Cas du modele de Freedman et Lane

Considérons le modele de Freedman-Lane,
Vi = By + Bl aat + Poxa} + € (3.18)

Soit 02" 1a variance de ¢;. Alors, La variance d’échantillonnage de 'estimateur MCO
Ba.r est classiquement (cf. Johnston et Dinardo ) :

. B S2(X 1)
Variher = NS - (S, X7 1)

52 Xl O_2F
_ st 0
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L’estimateur MCO de cette variance sous le modele de Freedman-Lane s’obtient donc
par substitution a partir de I'estimateur MCO de ¢! défini de facons classique pour
le modele (3.18), noté :

— R 52 X1 S2F
Var(Boq)r = S*(Pom)r = XS (3.21)
nA
noAF\2
o $?F = LinlG) est 'estimateur sans biais pour o?f". Le calcul de cet estimateur
n J—

nécessite donc de connaitre la somme de carrés Y - (¢£')%. On utilise & cette fin le
lemme suivant.

Lemme 3.3.1.

. A? A2 AA
SUERR = O(RF 4+ a RS +n TSN + 2n(SEE)S (X, X))

i=1 i=1

— (== S(X', RV + %S(Xz, RV

Preuve : Puisque ;' =Y + a1 (z! — '), le modele de Freedman-Lane (3.18)

permet d’obtenir

& = YE-VE =+ R = (Bon+ B al + Bonad)
= R4 Y +ay(z) — ') — B, — Bl ax} — Boq?

= RYLm 4 g (g} — 1) — Bfﬁ(le —zl) — BQ’W(:U? — %) (3.22)

puisque V¥ = Y et par ailleurs Bé‘jﬂ =Y — Bfwi*l — (o2 Mais, il résulte de la

. A - A
proposition (3.2.1) que ﬁfm —a;+ =L et 55} = =2 Par suite :

A A
A A
e = RO - Pl - oY) - Rk - 1Y) (329

Par conséquent :
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i=1 i=1 AQ i=1 A2 =1
DRIy
i=1
= 2% (ad — )RV z% S (@ - )R,
=1 =1
et puisque : Zn:(Ry’l’m')2 = Zn:(szl)Q
=1 =1
STER = SR+ n SIS0 + n i x) + (BB s(x, X?)
i=1 i=1
- 2n(%S(X1,RY'L“) + %S(XQ,RY'L“)) O (3.24)
3.3.2 Cas du modele de Kennedy
Considérons maintenant le modele de Kennedy
RYY™ = By (RZ! 4 X (3.25)

Soit 0*£ est la variance de €. Alors, la variance d’échantillonnage de Bgﬂ s’écrit
classiquement (cf. Johnston et Dinardo [30]) :

. 2K
Var(B2,x) nS2 (R (3.26)
d’apres le lemme (3.2.2)

A S2 X g2K

Var(for)x = S*(fam)i = # (3.27)
nA

L’estimateur MCO pour le modele de Kennedy s’écrit donc :

- S2( X 1) §2K
Var(az) e = S (Bon) ik = # (3.28)

nA

Ofl S2K — Z?:l (gK)Z

L2 est Iestimateur MCO de 0?% obtenu de facon classique
n R
pour le modele (3.25). On peut aller plus loin grace au lemme suivant :

Lemme 3.3.2. Les résidus du modele de Kennedy

Y.1,mi 2.1 K
R = 52777R’L + E,l
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vérifient :
(€K)2 — (RYI)Q -n A%
D (@ D (R AS2(XT)

i=1 i=1

Preuve :
Les résidus du modele ci-dessus s’écrivent :

e = RV - By R} (3.29)

)

Par suite, une conséquence du lemme (3.2.2) s’écrit :

e = RV By RM
e R
= RYLm_ %(x? — %) %%(@ —z') (3.30)
et donc, la somme des carrés des résidus vérifie :
S = SRR ﬁ— St -a+ 52 [FR T S
i—1 i=1 i=1
Z T?)RVVT 2%452)2((1;(;) é(:p} — z" )RV

n

S(X17X2)A% 1 =1 2 —2

utilisons l'identité Y7  RY-™ =3"" RY! On obtient alors :

SSE = SR a4 n g BT

AQ 2 pY.lmi A2 S(Xl’X2> 1 pY.l,m

— 2nKS(X R )+ 2n KWS(X R )

L, MRS X
A2 S2(XT)
YRS A3 (o vo S(X X2 S(X1t X?))?
A2 2 pYilmi S(X17X2) 1 pY.im

- w7 (S(X,R )= ey SWLR ))
- Y.1 AQ

= ) (R - " REEXT) O (3.31)

i=1
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Remarque 3.3.1.

Les lemmes (3.3.1) et (3.3.2) montrent en particulier qu’en général la somme des
carrés des résidus du modele de Freedman-Lane est différente de la somme des carrés
des résidus du modele de Kennedy.

n

e £ Y (3.32)

=1
Proposition 3.3.1. Le modéle de régression de la variable R¥V™ en z' et 22 :
RV = By 4+ B ai + By arl e, (i=1,2,...,n) (3.33)

oty Var(e;|x*, x?) = 0% et E(c;|x*, x?) = 0, vérifie :

1. Les estimateurs MCO de ﬁém, ﬁi’,r et ﬁ;’ﬂ sont :

n A A

a) /627TI’ = f = P2
~ A ~

b) ﬁl,ﬂ'_Kl: fﬂ'_al
AL, Ay

2. Les résidus MCO observés du modéle ci-dessus sont €gaux aux résidus du mo-
dele de Freedman-Lane, c’est-a-dire :

¢ =éf

3. Les estimateurs MCO des variances des estimateurs des coefficients de ré-
gression du modele ci-dessus sont égauxr aux estimateurs MCO des variances
des estimateurs des coefficients de régression du modele de Freedman-Lane,
c’est-a-dire : -

a) Var(fy,) = Var(55,)

—

b) Var(3; ) = Var(Br,)
¢) Var( ) = Var(6f,)
Preuve :

1. a) L’estimateur ﬁ;m au sens MCO s’écrit :

SZ(XI)S<X2,RY'1’M) _ S(Xl,Xz)S(Xl,RY'L”) A2

ﬁ2,7r = A = K

qui est égal & BF | c’est-a-dire :

Bor=—=01 (3.34)
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1. b) De fagon analogue I'estimateur MCO de Bi’ﬂ est
égal a :

n SQ(X2)S(X1,RY'1’M) _ S(xl,X2)S<X2’RY.1,m'> B Al
b A A

qui en application la proposition (3.2.1) est égal a Bf . — a1, c’est-a-dire :

, Ay -
ba="F =P - (3.35)

1. ¢) L’estimateur MCO de l'intercept 5(l)m est classiquement :
Bé),w — R™YL _ B;le _ B;,njza

on sait de plus que R™Y"! = 0 et Pexpression des estimateurs ﬁA;ﬂ et B;,r , induit :

en utilisant la proposition (3.2.1) on obtient :
By = B — ac. (3.36)
2. Considérons maintenant le modele (3.33). Le résidu observé est :
g; — RYLmi _ RYl,Tri — RYLmi _ B(’m i Biw%l N B;ﬂxzz

d’apres les résultats obtenus dans la partie (1) et en appliquant le lemme (3.3.1) on

obtient :

Ay

& = RYLm i (z} — ) A (22 —7%) = ¢éF (3.37)
Par conséquent, on a :
D 6= (&) (3.38)
i=1 i=1
3. a) la variance de B;ﬂ s’écrit :
N S X o?
Var(3,) = 7 (330
et 'estimateur MCO de Var(@éﬂ) est classiquement :
/A\/ N 52 Xl S2’
Var(,) = 82(4,) = S5 (3.40)

A
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on 5% = % S (€)% On obtient en application des résultats obtenus dans la
partie (2) :

n n

D@ Y @)

n—3  n-—3
alors, en considérant 1’équation (3.21), on déduit :

— B S2<X1)S’2 B SQ<X1)S2F —_—

Vm‘(ﬁé,n) = A = A = Var(fox)r (3.41)
3. b) De fagon analogue, on a :
N G2(X2)g2 X G2( X2)y2F
Var(p, ) = %, Var(6),) = % (3.42)

Les estimateurs MCO de Var(@iﬂr) et de Var(ﬁf ) sont respectivement :

— N S2(Xx1! 5’2 — . S2( X1 S2F
Var(3,.) = (3,0 = S van(ap,) = srpr,) = SEOE
et puisque S? = S?F on obtient :
— S2( X1 5’2 S2(x1 S2F —_—
Var (8, ,) = (X7) = (X)) = Var(Bi.)r (3.43)
A A
3. ¢) Un calcul analogue permet aussi de montrer que :
Var(fy) = Var(8y,) O (3.44)

Remarque 3.3.2.

La proposition (3.3.1) montre que les statistiques utilisées pour effectuer le test
de permutations de I'hypothese Hy : 5 = 0 sous le modele de Freedman-Lane et
sous le modele (3.33) sont équivalentes, c’est-a-dire :

T’: B;,ﬂ‘ _ BQ,T(
" S(B)  S(Pam)i

=TF (3.45)

3.4 Etude comparative des deux méthodes

Dans cette section, nous montrons que 'estimateur MCO de Var( Bg,ﬂ) du modele
de Freedman-Lane est inférieur a celui de Kennedy. Ensuite, nous montrons les
conséquences de cette propriété sur la statistique de test, sur la distribution de cette
statistique de test, sur le risque d’erreur de premiere espece et sur la puissance du
test de permutation.
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3.4.1 Estimation de Var(ﬁgm)

Rappelons que les estimateurs MCO de Var(ﬁm) r et de Var(ﬁgﬂr) K sont res-
pectivement pour les modeles de Freedman-Lane et de Kennedy :

SHXY) S (69)°
n(n —3)A

XD Y (@)

2(73 —
TL(’I’L _ B)A 9 S (/62,7'(')}( —

S?(Bon)p =

La remarque (3.3.1) montre que la différence entre S?(0;.)r et S?(f2..)x provient
de la différence entre Y (e)? et > (éF)% Nous devons donc comparer ces deux
sommes de carrés.

Lemme 3.4.1.

Preuve : Formons la différence des équations (3.24) et (3.31)

i(AF)z = i(RYJ)2 + A—%Sz(Xz) + A—%S2(X1)
€ = i nAQ TLAQ
i=1 i=1
A A A A ‘
—|—2TL( LQ Q)S(leXQ) — 2n(K25(X2’RY‘1,m) 4 Kls(Xl’RY.Lm))
~KN\2 Y.Iy2 2
Donc :
n n AQ AQ A2
)2 - A~F 2 = — —2 _ _2 2 2 o _1 2 1
;(ei) ;@Z) nRen " arS ) — RSt
£ on(S25(x?, RYAw) 1 Blg(xt pYim)

A A
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—A2(A + S2(XNS2(X?)) — nA2[S2(X ]2 — 2nA ALS2 (XS (X, X2)
" A2S2(XT)
2nASA(X)[AS(X2, RYV) + A S(X?, RY1m)]
A2S2(XT)
en replacant A; et Ay on obtient :
| [S*(XDPIS(X? R TP (A + S2(X1)S*(X?))
S2(X1)A2
[N X2)PS(XT, RV (A + S%(X1)$*(XP))
SQ(Xl)AQ
2 [S2(X1)S(X!, X2)S(X!, R¥7)S(X?, RV (A + 82(X1)S2(X2))
B S2(XT)A? ]
[[S*(X2)P[S(X, R + [S(XT, X2)P[S(X2, RV [S2X7)?
A252(X1)
[SZ(Xl)S(Xl, X2)S(X1, RYI,TI’)S(XQ’ RY.l,w] [SQXI)]Z
a A282(X1) ]
[(S2(X1)SH(X2)S(X, R¥7)S(X2, RYL7)] (S3(X)S(X, X2))
AZS2(XT)
[(S*(XN)S(XT, X)[S(X? RVIT)P] (S*(X ) S(XT, X?))
A252(XT)
[(S*(X®)S(X, X2)[S(XT, RV (SPH(X)S(XT, X2))
AZS2(XT)
B [[512()(17 XQ)]ZS(Xl, RYl,ﬂ')S(XQ) RY.LTI’] (SQ(Xl)S(Xl, XQ))]
AZS2(XT)
[2[S2(XPS(X?, RV 4 282(X1) S (X2)[S (X, RV
A252(XT)
[452(X1)S(XT, X?)S(X!, RYIm)S(X2, RV
o A282(X1) ]
—252(X")S(X", X2)S(X', RV7)S(X2, RVV7) 4 [S2(XYP[S(X2, R
AZS2(XT)
SISO )PSO, R 1 252X SN [S(X, R
AZS2(XT)
[SPOCPS(XE, XSO, RYAM 4+ S2(X) S [S(XE, X2)PS(XE, RY )2
AZ52(XT)
252(){1)[5(}(17 X2)]35<X17 RY'l’ﬂ')S(XQ, RY.LTr) + [SQ(Xl)PS(XQ) [S<X2, RY.l,ﬂ')]Z
n A2SQ(X1)
2[S(XNPS(C, XAS(XY, R S(X2, R — [$2(XYPS(X)PS(X!, R )2

— 7

— 2n]

+ nA]

= nA]

+ n

+ n

A25%(XT)
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En substituant par A, on obtient :

[SCX, X2IS(X, RV — 282(X) S (X2 [S(XY, X2)P[S(X!, )P

= nf A252(X1)
N [SQ(Xl)]Q[SQ(XZ)P[S(Xl,RY‘“)]Q]
A2S2(X 1)
B AQ[S(Xl,RY'17r>]2
N A252(XT)
Au bilan, on obtient donc
DCUED DO LA S (3.46)

i=1 i=1

Proposition 3.4.1.

1 pY.lmi\12
(S R

T s e

Preuve : On déduit des équations (3.21) et (3.28) :

XD Y E)? SN S (E)?
n(n —3)A n(n —3)A

SHXY)  ([Nyeryz - NS eE2
- ﬁ(ﬂm —Z@))

i=1 i=1

S?(Bam) i — S*(Bom)r =

Le lemme (3.4.1) fournit alors le résultat :

1 pY.l,m\2
(SRR

S*(Pam)ic = S* (o) = oEA 2

Remarque 3.4.1.

La proposition (3.3.1) permet d’affirmer que pour effectuer le test de permutation
de I'hypothese Hy : 52 = 0, le modele (3.33) et le modele de Freedman-Lane sont
équivalents. Par suite, comparer les modeles de Freedman-Lane et de Kennedy, est
équivalent a comparer le modele (3.33)

RYV™ = 3 4 Bat + Byl 4 e,

au modele de Kennedy :
RY.l,mL _ 52KR2.1 =+ EK.
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On déduit alors du lemme (3.4.1) que le modele de Freedman-Lane est mieux ajusté

que le modele de Kennedy. Mais, il faut noter que ce lemme ne permet pas de déduire

que (€%)2 > (eF)2 pour chaque i, i = 1,2,...,n, puisque, bien siir :

DE2Y (@) A @) = E) (3.47)
i=1

i=1

De ce fait, on peut dire que la variation de la variable RY*1™ expliquée par les deux
variables X! et X? dans le modele de Freedman-Lane est plus grande que celle de
la variable R%! dans le modele de Kennedy.

3.4.2 Comparaison des estimateurs de Var(fs.)

Dans cette section, nous montrons les conséquences de la différence entre esti-
mateurs de Var(fy ) sur le risque d’erreur de premiere espece et sur la puissance
du test de permutation.

Lemme 3.4.2. Pour chaque permutation d’un ensemble de données, la valeur ab-
solue de la statistique de test de la méthode de Freedman-Lane est supérieure ou
€gale a la valeurs absolue de la statistique de test correspondante de la méthode de
Kennedy :
To5 < Ty

Preuve : Nous avons montré dans la proposition (3.2.2) que I'estimateur MCO
Bgm de B2 est le méme dans le modele de Freedman-Lane et dans celui de Ken-
nedy pour chaque permutation des données. De plus, la proposition (3.4.1) dit
qu’alors, l'estimateur MCO associé de la variance de cet estimateur dans le modele
de Freedman-Lane (S%(3.,)r), est inférieur ou égal  l'estimateur correspondant
dans le modele de Kennedy (SQ(BQ,W) i), c'est-a-dire :

SQ(/@Q,W)K > SZ(BQ,TI’)F

Alors, pour chaque permutation, la valeur absolue de la statistique de test du modele
de Freedman-Lane est supérieure ou égale a celle que lui correspond dans le modele
de Kennedy, c’est-a-dire :

|B2,7r| < |BZ,7r’

S2(Byr)ie > S2(Bon Tyl = == = a4
(Bon) K (Bom)r == [Ty | Sar)i ~ S(Bon)r

— \T;’;y O (3.48)

Remarque 3.4.2.

Une conséquence directe du lemme ci-dessus est que la distribution permutation-
nelle de |TF'| a une dispersion supérieure ou égale a celle de [Ty
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Proposition 3.4.2. La fonction de répartition de |Ty | est inférieure ou égale d
celle de |T |. Cest-da-dire :

Frp () < Frge(@0) Yt
Preuve : Selon le lemme (3.4.2), on a :
Tl < |T5]

Par suite, quel que soit t € R, on a :

{IT5] > t}
Pr(TE| > t)

{IT5] > t}

)
> Pr(Ty5| > t) & Fpr (t) < Fee () O (3.49)

c’est-a-dire que |73 | et |75 | sont stochastiquement ordonnées. La situation est
illustrée par la figure ci-dessous :

B2

FIG. 3.1 - Les fonctions de répartition des statistiques de tests [Ty | et [T5% |
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La p-valeur permutationnelle observée associée a chaque méthode est le pour-
centage de valeurs de la statistique permutationnelle (c’est-a-dire tI" et tI) qui sont
plus grandes que t,,. Le corollaire suivant montre que la p-valeur permutationnelle
de la méthode de Freedman-Lane (pé7 ) est supérieure ou égale a celle de la méthode
de Kennedy (péfﬂ). On en déduit ensuite que le risque d’erreur de premiere espece
de la méthode de Freedman-Lane est inférieur ou égal a celui de la méthode de Ken-
nedy et a 'opposé, la puissance du test obtenue par la méthode de Freedman-Lane
inférieure ou égale a celle de la méthode de Kennedy.

Corollaire 3.4.1. Pour le test d’hypothese Hy : Bo = 0 contre Hy : Py # 0, la
p-valeur permutationnelle de la méthode de Freedman-Lane est supérieure ou égale
a celle de la méthode de Kennedy :

De plus :

1. Le risque d’erreur de premiére espece de la méthode de Freedman-Lane est
inférieur ou €gal a celui de la méthode de Kennedy ;

2. La puissance du test obtenue par la méthode de Freedman-Lane est inférieure
ou €gale a celle de la méthode de Kennedy.

Preuve : D’apres la proposition (3.4.2), on obtient :

pgﬂ = P’I"(|T2F;ﬂ,| > tobs)
> Pr(|Ty| > ton) = D5y (3.50)

Par ailleurs, nous savons qu’on rejette I’hypothese Hy : 2 = 0 lorsque la p-valeur
observée est plus petite que le niveau o du test. La probabilité de rejeter Hy : 35 = 0
par la méthode de Freedman-Lane est donc inférieure ou égale a celle qu’on obtient
par la méthode de Kennedy, c’est-a-dire :

Pr(Py, <a) < Pr(Py. <a) (3.51)

Donc, la fonction puissance permutationnelle de la méthode de Freedman-Lane est
inférieure ou égale a celle de la méthode de Kennedy. Si C' est la région critique du
test, on a :

my (B2) = Pry(C) < Pri(C) =07 (5s) (3.52)

La situation est illustrée en termes de fonction puissance permutationnelle par la
figure ci-dessus.

Par conséquent, pour des données générées sous ’hypothese Hy : B2 = 0, la
relation ci-dessus dit que le risque d’erreur de premiere espece de la méthode de
Freedman-Lane est inférieur a celui de Kennedy.

P?“HO(PQ}TTr <a) < P?"HO(PQ{{7r < @) (3.53)
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f]f[ (82)

ﬂTF[ (B2)

=0

B2

F1G. 3.2 — Les fonctions puissance des statistiques |T3 | et |75 |

Ces résultats donnent une justification mathématique aux résultats des simu-
lations d’Andersson et Legendre [1]. Mais les résultats de nos propres simulations,
présentés dans la section (2.5.1), montrent que cette situation simple de comparaison
de puissance de test est intimement liée a la définition de la méme statistique de
test retenue. Nous revenons sur influence du choix de cette statistique de test dans
la section suivante.

Par contre, lorsque nos données sont générées sous I’hypothese Hy : B # 0 la
relation ci-dessus dit que la puissance du test utilisant la méthode de Freedman-Lane
est inférieure ou égale a celle de la méthode de Kennedy.

Pryg,(Py, <a) < Pryg,(Py. <o) O (3.54)

Cependant, lors de la vérification des puissances de tests par des méthodes per-
mutationnelles, la méthode de Kennedy n’est considérée ni dans les simulations
d’Anderson et Legendre [1], ni dans celle de Legendre (2000). Mais, comme nous
I'avons vu dans la section (2.5.3), il existe dans nos simulations, des cas ou la puis-
sance du test par la méthode de Kennedy est inférieure a celle qui est obtenue par
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la méthode de Freedman-Lane. Nous montrerons plus bas pourquoi il en est ainsi.
Utilisons maintenant la proposition (3.4.1). Il vient :
S2(X1)S2(RY.1)[p(X1 RY.lJr)]Q
! >0 3.55
(n—3)A - (8:55)

S*(Bam) i — S (Bor)p =

olt p(X*1, RY1™) est la corrélation entre X' et RY1™. On vérifie de plus que la
variance empirique est invariante par

n

S2(RYA1) _ l Z(RB/I)Q _ % Z(RY.l,m'>2 _ S2(RY.1,7r) (356)

n < X
=1 =1

Les valeurs A, n, S*(X') et S*(R¥!) sont déterminées, par des données. Par
suite, pour chaque permutation, plus la corrélation p(X!, RY*1™) est grande et plus
la différence entre les deux estimateurs est élevée. Par ailleurs, les deux estimateurs
sont égaux si p(X!, RY'Y™) = 0. Géométriquement, on peut dire que les deux mé-
thodes donnent des estimateurs identiques lorsque le vecteur aléatoire RY 1™ est
orthogonal & X?!.

Proposition 3.4.3. Lorsque la taille de l’échantillon de données tend vers l’infini,
la différence entre les deux estimateurs de Var(ba), tend vers zéro :

S2(XY) S(XL, X?)
S(X',X?)  S%(X?)

1) Si lorsque n tend vers l'infini, la matrice S =

2
071 J12 .
converge vers 5 | fini,
019 (02 2

2) si de plus, S*(R*!') converge vers S?*(R*!) fini,
3) si enfin, A converge vers A* > 0 fini

4) et p(X1, X?) existe. Alors, on obtient :

. ; ; _SAX)S(RY)[p(X Y, RY L))
nETOO(S2(52,7r)K - 52(5277T)F) - nEIJPOO ( ) ((n _)gp)(A )]
o SAXNSA (R [p(X, RV
= lim
n—-+oo A
] 1
x  lim
n—-+oo N, — 3
_ RS R R
A*
. (3.58)

(3.57)

C’est dire que les deux estimateurs sont asymptotiquement égaux. O



3.4. ETUDE COMPARATIVE DES DEUX METHODES 205

Cette proposition montre en particulier que les statistiques de test associées aux
méthodes de Freedman-Lane et de Kennedy deviennent indiscernable lorsque la taille
de I’échantillon de données est grande.

F ﬁ2,7r ~ 52,77 K

15, = = ~ 2 =1,
" 5(62,7T)F S(ﬁ&w)K .
Par conséquent, lorsque la taille de I’échantillon de données est grande, on doit
avoir le méme risque d’erreur de premiere espece, ce que confirment la simulation
d’Anderson et Legendre. On a aussi la méme puissance.

3.4.3 Méthode de Kennedy et degrés de liberté
Considérons a nouveau le modele de Kennedy;,
RY.l,m’ — ﬂZK R2.1 + 6K

ot Var(e) = o?£. pour chaque permutation m;, on peut considérer (n — 2) degrés
de liberté pour la statistique de test permutationnel utilisée par la méthode de
Kennedy (T 2K7r = Bgm— /S (Bg’ﬂ) x. Ceci puisqu’on réalise une régression de la variable
RYY™ en R*! pour chaque permutation. Mais, le modele comprend deux parametres
au lieu des trois parametres utilisés par la méthode de Freedman-Lane. En effet,
pour chaque permutation, on peut considérer R\ et R*! comme deux nouvelles
variables (Anderson et Legendre [1]). De ce fait, un estimateur MCO de 0?5 dans
le modele de Kennedy est S25* = 5" (€¥)?/(n — 2), c’est-a-dire que la somme des
carrés des résidus est divisée par (n — 2) au lieu de (n — 3). A partir de I’équation
(4.21), un estimateur MCO de la variance de BAQJ sous le modele de Kennedy s’écrit
dans ce cas :

— 2( x1) G2k 2( 1) S (K2
Var(ﬁlﬂ)[{* = S2(ﬁQ,7r)K* = & ( nis = o (n(T)L?lQ:)lgez ) (359)
Dans la proposition (3.4.1) ot nous avons retenu (n — 3) degrés de liberté pour
la statistique de test par la méthode permutationnelle de Kennedy et nous avons
alors montré que I'estimation MCO de Var(@m) par la méthode de Freedman-Lane
est inférieure a celle qui était fourni par la méthode de Kennedy. Retenons mainte-
nant, a partir de I'équation ci-dessus, la statistique de test de Kennedy corrigée en
considérant (n — 2) degrés de liberté, nous montrons dans la proposition suivante
qu’il existe alors des cas ou l'estimateur de Var(ﬁgm) obtenu par la méthode de

Freedman-Lane est supérieur a celui qui résulte de la méthode de Kennedy corrigée.

Proposition 3.4.4. Pour la méthode de Kennedy, corrigée en retenant (n — 2)
degrés de liberté et non plus (n — 3) dans la définition de la statistique de test, on
vérifie :

>0 si [S(XY R > AS*(Boq)r

2/ 5 2013
S*(Bor) ks — S (62,#)17{ <0 si [S(X', RV < AS2(BQ,7F)F
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XD Y@ SHXY) S (&)

2
ou 52(52,71')1(* - ) et 52(52,71')}7 =

n(n —2)A n(n —3)A
Preuve : Les équations (3.21) et (3.59) donnent :
S Y@ S Y
52(/32,TF)K* - SZ(BZW)F = n(n ::21)A - n(n —Z:?)1>A
S0 | (1 3) S - (- 2) 3 (E
i=1 i=1

n(n —2)(n —3)A

les valeurs S?(X'), A et n sont positives , donc :

n n

>0 si [(n=3)) () - (-2 (&)]=0
SQ(BQJT)K* - SQ(BQ,TF)F o o
<0 si [(n=3)) ()= (n—2)) (&) <0
i=1 i=1
Mais,
(n—3) Z(QK)Q —(n—2) Z(@f)Q > 0 ce qui confirme que
i=1 i=1
>
i?i > n- g et donc
n—
> &)’
i=1
Y E =Y @
_ — 1
= =l > 3 d’apres le lemme (3.4.1)
n—
> E)
i=1
1 pYil,miy)2
nlS(X ’}E ) > - i 3 selon la définition de ¥
SHXY) Y (@)
i=1
‘ 2( 1) g2F R
[S(XY, R¥™]2 > S (X)) d’apres la définition de S*(Bax)r
n

[S(Xl, RY.l,m’)]Q

Y
>
)
~
w
3
s

Enfin :
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>0 si [S(XY, RY)2 > AS?(Byn)p

24 2(3
S Gacte =S Guele { 20 1 G oo 2 A,

O (3.60)
Contrairement a la proposition (3.4.1) qui disait qu’on avait toujours SQ(BQJ) K >
S%(By.r)r, on vérifie ainsi que retenir (n — 2) degrés de liberté pour la statis-
tique de test utilisée par la méthode de Kennedy corigée, assure que si le carré
de la covariance permutationnelle [S(X!, RY-1™)]? est inférieur & AS?(fa.,)r, on a

SQ(B“)K* < S2<BZ,W)F

Corollaire 3.4.2. Pour effectuer un test d’hypothése Hy : 33 = 0 contre Hy : 35 # 0,
en considérant (n — 2) degrés de liberté pour la méthode de Kennedy :

1. il existe des cas ot : PTHO(PQIT7r <) > PTHO(PQIS: < a)

2. il existe des cas ot : Pry,(Py, < a) > Pry, (P < a)

Preuve : D’apres la proposition (3.4.4) on a :

>0 si [S(X!, R > AS(Byr)p
<0 si [S(XY,RYY2 < AS?(Bon)r

De ce fait, pour la méthode de Kennedy corrigée en considérant (n — 2) degrés
de liberté et non plus (n — 3), il existe des cas ot S*(far)ksx < S*(Bar)r. On en
déduit qu’il existe des cas ol Tfﬂ* = BQ,W/S(BQJ)K* > Tfﬂ = Bg,ﬂ/S(ﬁAQﬂr)F. Donc,
contrairement au corollaire (3.4.1) on ne peut plus toujours affirmer que la p-valeur
permutationnelle de la méthode de Freedman-Lane est supérieure ou égale a celle
qui est déduite de la méthode de Kennedy(p}, > pf*). Autrement dit, la relation :

S%@mmy—s%@m»{

Pr(Py,

2,

<)< Pr(Pz{ST* < )

n’est pas toujours vraie si 'on retient la définition de S2(f. )k, corigée avec (n—2)
degrés de liberté. En effet, il existe des cas ou

Pr(Py, < a) > Pr(Pff < a) (3.61)

Par conséquent,

1. pour des données générées sous ’hypothese Hy : B2 = 0, la relation ci-dessus
autorise |'existence de cas ol :

Pry,(Py, < a)> PrHO(Pg;* <a) (3.62)

Cette inégalité montre qu’il existe des cas ou le risque d’erreur de premiere
espece de la méthode de Kenney avec (n — 2) degrés de liberté est inférieur
a celui de Freedman-Lane. C’est ce que confirment nos simulations présentées
en section (2.5.1).
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2. Par contre, lorsque les données sont générées sous 'hypothese Hy : G5 # 0 la
relation (3.55) autorise I'existence de :

Pry, (Py, < @) > Prg, (P < «) (3.63)

Autrement dit, il existe des cas ou la puissance du test suivant la méthode de
Freedman-Lane est supérieure a celle du test suivant la méthode de Kennedy
corrigée. 0O

Remarque 3.4.3.

1. Dans toutes les simulations que nous avons effectuées, le nombre de degrés de
liberté retenu était (n — 2) contrairement aux simulations d’Anderson et Legendre
qui ont retenu (n — 3) degrés de liberté pour la méthode de Kennedy. Comme mon-
tré par nos simulation en section(2.5.1), il existe des cas ou le risque d’erreur de
premiere espece encouru par la méthode de Kennedy est inférieur a celui de la mé-
thode de Freedman-Lane. La relation (3.56) donne donc une explication aux faits
observés grace a nos simulations. Notons cependant que les résultats des simulations
présentées en section 2.5.1, montrent que dans la plupart des cas, le risque d’erreur
de premiere espece de la méthode de Freedman-Lane est plus petit que celui de la
méthode de Kennedy corrigée.

2. Cependant, lors de I’étude des puissances de tests par des méthodes permutation-
nelles, la méthode de Kennedy n’est considérée ni dans les simulations d’Anderson
et Legendre [1], ni dans celles de Legendre (2000), ni dans la notre (section (2.5.2)).
Donc, en considérant la relation (3.62), nous avons repris (dans le méme cadre que
la section (2.5.2)), la vérification des puissances de tests par des méthodes permu-
tationnelles de Kennedy et de Freedman-Lane, et comme nous ’avons vu dans cette
section (2.5.3), il existe des cas o la puissance de test de la méthode de Kennedy
est inférieure a celle oqui est btenue par la méthode de Freedman-Lane. Ce constat
empirique est corroboré par le résultat mathématique décrit dans la relation (3.63).

Proposition 3.4.5. Comme dans la proposition (3.4.3) ot nous avons considéré
(n—3) degrés de liberté pour la méthode de Kennedy, ici, en retenant (n—2) degrés
de liberté pour la méthode de Kennedy et en augmentant la taille de I’échantillon de
données, la différence entre les deux estimateurs de Var(ﬁgﬁ), tend vers zéro. En

eﬁet : liHln—>—i—oo [52(B2,TF)K* - 52(/@2,TF)F] =0
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Preuve :
A A S2(X1) Z(éf)Q S2(XY) Z(éf)2
(5 (Oar)iee = 85 Bo)r] = — o R
sy |TILET -2 3D
N A n(n —2)(n —3)

(3.64)

Par suite, si S*(X), S(X', R"'™) et A convergent vers une limite finie 07, 071 .,
A* > 0 et respectivement, lorsque n tend vers I'infini, on a :

n—3 N2 —(n—2 é)?
Jm (8o = Ba)e] = F lm, 23]
~K\2 ~F\2
e -
~ 7L lim = =
A* n—+oo n?
9 oyl pYi
o2 nS(X',R¥)
par le lemme (3.4.1) = Ar oo n25%(X1)
o O101RY 1,7 lim S 0

A*O‘% n—-+o0o N

Les deux estimateurs sont donc asymptotiquement égaux. En pratique, lorsque la
taille de I’échantillon de données est assez grande, les statistiques de test associées
respectivement a la méthode de Freedman-Lane et de celle de Kennedy corrigée avec
(n — 2) degrés de liberté, sont approximativement égales :

F BQ,TI‘ ~ 32,71* o K«
2771' - ~ ~ ~ - T277r
S(/GQJT)F S(/GQJT)K*

Par conséquent, dans cette situation, on doit avoir approximativement le méme
risque d’erreur de premiere espece, ce que confirme nos simulations lorsque n > 36,
cf. la section (2.5.1). De méme, les deux tests ont approximativement la méme
puissance ce que confirme notre simulation, pour n > 36, cf. la section (2.5.3)).
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3.4.4 Influence de la normalisation

Afin de vérifier I'influence de la normalisation par (n — 2), ou plus généralement
par (n — k) si k = p+ 1 et p est le nombre de variables explicatives dans le modeéle,
sur le risque d’erreur de premiere espece, Anderson et Legendre [1] ont effectué une
simulation sur une petite étendue du domaine de valeurs, retenant les 4 facteurs de
variation des caracteristiques du test étudiées plus haut. Ils notent [1] en particulier
(page 289) que pour tous les cas, la méthode de Kennedy corrigée avec (n — 2)
degrés de liberté augmente moins le risque d’erreur de premiere espece que celle
avec (n — k) degrés de liberté. C’est dire que dans tous les cas, le risque d’erreur de
premiére espece de la méthode de Kennedy corrigée avec (n—2) degrés de liberté est
inférieure ou égale a celui de la méme méthode avec (n — k) degrés de liberté. Nous
en montrons la raison plus bas pour k£ = 3. Plus généralement, nous montrons dans
la proposition suivante que l'estimateur de Var(ﬁgvﬂ) par la méthode de Kennedy
corrigée avec (n — 2) degrés de liberté, est toujours inférieur ou égal a celui de la
méme méthode avec (n — 3) degrés de liberté. Par suite, le corollaire suivant montre
que le risque d’erreur de premiere espece de la méthode de Kennedy corrigée avec
(n —2) degrés de liberté est toujours inférieur ou égal a celui de la méme statistique
divisé par (n—3) degrés de liberté. Dans la section (3.8), nous étendons ces résultats
au cas général k > 3.

Proposition 3.4.6.

v

0

Preuve : Rappelons que I'estimateur MCO de Var(ﬁAgm) dans la méthode de
Kennedy, s’écrit dans le cas corrigé et non corrigé respectivement,

(fyr)res = ST SUXY T (@)
/R nA nA = n-—2
Py = SEDEH_ SN T @
2, ) K TZA TLA . n—3
donc :
R . SQ Xl i}
Sl — Pl = (57— g
N N SZ(XI) Zn, K an X
2 Q2 _ =11 i=1 "1
S*(Bor)k — S*(Bor) K+ A ( n—3 P )

SQ(Xl) Zn €K

i=1 "1

nA (n—2)(n—3)

(3.65)
Par suite, puisque S?(X*'), > [ (é)? | n et A sont des valeurs positive

7

SQ(BQJ)K 2 SQ(BZW)K* d (366)
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L’équation ci-dessus a en particulier trois conséquences utiles en pratique :

1. La valeur absolue de la statistique de test utilisée par la méthode de Kennedy
corrigée par (n — 2) degrés de liberté est toujours supérieure a celle de la méthode
initiale de (n — 3) degrés de liberté :

’6:2771" > ‘BAQJ’
S2(Bom)rs S (Bon)k

2. La distribution permutationnelle de |T2K7;*| a une dispersion supérieure ou égale a
celle de |T3f |.

3. La p-valeur permutationnelle de la forme corrigée de la méthode de Kennedy est
inférieure ou égale a celle de la forme initiale de cette méthode, c¢’est-a-dire :

Ty =

= |T2{;| (3.67)

PR > phs (3.68)

Corollaire 3.4.3. Le test de permutation de [’hypothése Hy : Bs = 0 contre Hy :
B # 0, pour la méthode de Kennedy vérifie les propriété suivants

1. Le risque d’erreur de premiere espece de la forme corrigée est inférieur ou égal
a celui de la forme initiale.

2. Le puissance du test de la méthode de la forme corrigée est inférieure ou égal a
celle de la forme initiale du test par cette méthode avec (n—3) degrés de liberté.

Preuve : D’apres la remarque ci-dessus, on a :
K« K
p2,7r Z p2,7r

De fagon analogue au corollaire (3.4.1) on montre donc que la probabilité de
rejeter Hy : By = 0 par la forme corrigée est inférieure ou égale a celle qui est
obtenue par la forme initiale de cette méthode.

Pr(Pf <a) < Pr(Py < a) (3.69)

Donc, la fonction puissance permutationnelle de la méthode de la forme corrigée est
inférieure ou égale a celle qui est obtenue avec la forme initiale.

Autrement dit, si C' est la région critique du test, pour les formes corrigée et
initiale, on rejette Hy : fo = 0 quand la statistique de test appartient a la région
critique. Donc :

e " (B2) = Pri*(C) < Pr(C) =7 (B) (3.70)

Par conséquent, pour des données générées sous 'hypothese Hy, la relation ci-dessus
dit que le risque d’erreur de premiere espece de la forme corrigée est inférieur a celui
de la forme initiale de cette méthode.

PrHO(nggk <a)< PrHO(P;; < a) (3.71)



212 CHAPITRE 3. RESULTATS THEORIQUES

Ces résultats donnent un support mathématique aux résultats des simulations d’An-
dersson et Legendre [1](page 289). Par contre, lorsque les données sont générées sous
I'hypothese Hy : B2 # 0 la relation ci-dessus (3.70) dit que la puissance de test de la
forma corrigée de la méthode de Kennedy est inférieure ou égale a celle de la forme
initiale de cette méthode.

Pry,(Pyf <o) < Pry, (Py, < @) (3.72)

Ceci n’est pas vérifié dans les simulations d’Anderson et Legendre.

D’autre part, ces auteurs remarquent que dans les sitmulations, le risque d’erreur
de premiére espece de la méthode de Freedman-Lane est toujours inférieur a celui
de la méthode de Kennedy, avec (n — k) ou (n — 2) degrés de liberté. Nous sommes
d’accord avec la partie de cette remarque qui concerne la forme du test de Kennedy
en (n — k) avec k > 3 et la comparaison des risques d’erreur de premiere espece de
la méthode de Freedman-Lane et de la méthode de Kennedy avec (n — k) degrés de
liberté, puisque pour £ = 3 nous avons démontré ce résultats dans la proposition
(3.2.2). Nous étendons méme ce résultat au cas général k > 3 dans la section (3.8).
Mais, nous contestons la partie de la remarque de ces auteurs qui étend leur constat
a la forme du test de Kennedy corrigée en (n — 2) degrés de liberté. Il nous semble
que cette simulation d’Anderson et Legendre ne permet pas d’observer des cas ou le
risque d’erreur de premiere espece de la méthode de Freedman-Lane est supérieur a
celui de la méthode de Kennedy sous forme normalisée en (n—2), du fait de la faible
étendue du domaine des valeurs des facteurs retenues par ces auteurs (cf. [1] page
289). C’est contraire a ce que nous avons observé dans nos simulations pour k£ = 3
(Voir section (2.5.1)) et a ce que nous avons démontré ensuite dans la proposition
(3.4.6) et nous démontrerons ce résultat pour k > 3, plus bas.

On doit de plus remarquer que lorsque la taille de I’échantillon tend vers 'infini,
les estimateurs de Var(f,,) associée aux formes en (n — 2) et (n — 3) degrés de
liberté de la méthode de Kenndy sont asymptotiquement égaux,

Proposition 3.4.7. Lorsque la taille de l’échantillon de données tend vers linfini,
la différence entre les deux estimateurs S*(05 )k et S*(Box)ix de Var(Bax), tend
vers z€éro :

Preuve : La proposition (3.4.6) dit que :

5'2(52,7r)1< — SQ(ﬁQ,w)K* = i(fj(_ )2)2(:7;1(?)2

v

0

- IS
Jm (S0 = S (B die] =l |2 St
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Si lorsque n vers infini, la matrice S?(X1!), S et A converge respectivement vers
o2, o* K et A* > 0. Alors, :

' ) 5 oio?® 1
nEIfOO[S (ﬁQ,W)K ) <627W)K*] ~ Ax nErJ{looﬁ
~ 0 t

Les statistiques |75 | et | T35 sont donc asymptotiquement égales et pour effec-
tuer un test de I’hypothese Hy : B2 = 0 contre Hy : o # 0, ces deux statistiques
donnent asymptotiquement les mémes risques d’erreur de premiere espece et les
mémes puissances. C'est que les simulations d’Anderson et Legendre (cf. [1] page
289) permettent de constater empiriquement.

3.5 Espérance permutationnelle des variables

Cette section est consacrée au calcul de la variance et de 'espérance permutation-
nelle de (s ainsi qu’aux espérances permutationnelles des estimateurs de Var (s )
construits selon les méthodes de Freedman-Lane et de Kennedy.

3.5.1 Cas univarié

Dans cette section, nous utilisons les résultats de Czaplewski et al. ([7]) pour cal-
culer les deux premiers moments permutationnels d’une variable aléatoire d’intérét.

Lemme 3.5.1. Soit IIi un indice permuté de l’ensemble I,, et ' la variable aléa-
toire permutée associée. Alors, les espérances permutationelles de 2™ et de (z'1%)?
calculées sur toutes les n! permutations possibles sont :

R
1. E(2M) = = E T, =1
n
p=1

. 1< —
2. E(xM)? = - sz = x?
i=1

Preuve :

1. Par définition de 'espérance mathématique, on a :
E(@) = mip(a™ = 1) + wop(a™ = m3) + .. + zap(a’ = 3,))

ot p(a'" = z,,) est la probabilité avec laquelle de la variable permutée ' prend
la valeur observée x, (1 < p < n) lors des n! permutations possibles. Parmi
ces n! permutations possibles, il existe (n — 1)! permutations pour lesquelles
2 =z, et donc

(n—1)!

1
et =) =T =
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Par suite :

1 n
=— E T, =1 (3.73)
n
p=1
2. On montre de fagon analogue, que :

E(zM)? = = Y ar=22 O (3.74)

n <

3.5.2 Cas bivarié

Dans cette section, nous calculons 'espérance permutationelle d'un couple de
variables ainsi que son moment d’ordre 2. Nous considérons un échantillon de taille
n observations appariées du couple (X,Y’) et nous notons z = (x,y) l'observation
du vecteur aléatoire Z = (X,Y) € R x R défini par :

(21, Ty s Za} = {(X0, Y1), (X, Vo). (X, Vo)) (3.75)

Toute permutation 7 définie sur I, induit une permutation des coordonnées du
vecteur z indicé par I,, que I'on note encore 7 :

ey 2™ (3.76)

z = (21,20, .., 2n) ~> 2" =

Ici, z = (2%, y) et donc 2™ = (2™, y™). Autrement dit :

z = ((z1, 1), (T2,Yn)s ooos (T, yn)) > 27 = (2™, y™), (272, y™), .o, (27, y™))
(3.77)

Lemme 3.5.2. Z = (X,Y) un vecteur aléatoire bivarié observé, défini sur (2, F, P).
Soit z un échantillon de taille n tiré suivant la loi de Z indicé par ’ensemble I,.
Soit (2 y"1%) la variable aléatoire permutée associée. Alors, les espérances permu-
tationelles de (x™Miy'™) et de ((x™)2(y")?), calculées sur toutes les n! permutations
possibles de z, sont :

- 1 —
1. 8 e, iy . = — 7
(7 y™) 0 E_ TpYp = LY

2. E((x)2( pryp = 2242

Preuve :

1. Par définition de l'espérance :

Tyt = " apyep (™ = g™ = )
k=1
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ot p(x'™ = zp, y™ = ;) est la probabilité avec laquelle la variable permutée

(2" y""), (1 < i < n) prend les valeurs observées (z,,y,), (1 < p < n) lors
des n! permutations possibles. On sait que (n — 1)! permutations parmi les n!

permutations possibles sont telles que ' = z,,, 4" = y,,. Par suite :
i i (=D 1
p(x™ =1,y _yp)_T_Ev (1<p<n)
et donc :
N __
E@My™) == =77 (3.78)
p=1
2. On montre de fagon analogue, que :
i i IBS 5.2
E(@M? (™)) =~ ) wpyy =% O (3.79)
p=1

Lorsqu’elle est appliquée aux n composantes du vecteur x

m m 112 n
X = (1, T, ..., Tp) ~>x = (z 27, x ")
la permutation aléatoire II, définit n variables aléatoires 7. Donc, on peut étudier
la structure de répartition permutationnelle. Nous monterons dans le lemme suivant
que ces variables ™ 22 . 2™ sont dépendantes.
Lemme 3.5.3. Considérons la permutation aléatoire 11, définie sur ’ensemble x =

(xlax% "'73:71);

= (21, %2, ..., Tp) D xM = (™2 2 )
Alors, pour tout couple 1,5 = 1,---.n, © # j, lespérance permutationnelle
(217 calculée sur les n! permutations possibles, vérifie :
n 1 —
E (™M 2 T — 2 £ E(M)E(2My) = 72
(@) = Tz L (aMiE (")
Preuve :
Z Z 2prap( = xp, 2’ = 7,)
p=1 g#p=1
ol
p(a" =1, 2" = 2,) = p(a™ = xy|2" = 1,)p(a™ = 1,).

Par ailleurs, nous savons que lorsque la marge X™ de la variable bivariée (2 21)

prend la valeur z,, la variable z'(j # i) ne peut pas prendre cette valeur z,,, puisque
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x, est prise par la variable z'. Parmi les n! permutations possibles, il en existe donc
(n — 1)! telles que z'" = z,,. Alors,

m . (=1l 1
A I

=ux,) =pla" =z,

De ce fait, seules (n — 1)! permutations parmi n! possibles sont admissibles pour
(n — 1) variables aléatoires (%), (k # i) et parmi ces (n — 1)! permutations admis-
sible il existent (n — 2)! permutation telles que 2™V = z,(q # p). Par suite :
(n—2)! 1

m m _ _
e =zl —xp)_(n—l)!_n—l

et donc :
i j j i i 1
p(a" =2, 2" = 2,) = p(z'V =z 2" = 2,)p(a" = 1,) = Y p—
Par conséquent :
i I\ __ — _
E(@a) = n(n—1) Z Z TpLq = n(n — 1) pr(qu p)
p=1 g#p=1 p=1 =1
E(M, 2) = )% — 2O 3.80
(@, o) = (@)~ 7 (3.50)

L’expression suivante concerne ’espérance permutationnelle des produits associés
de puissances de 2 et 2'. On peut les démontrer dans le cas général, mais nous
avons seulement besoin ici du résultat particulier suivant :

Lemme 3.5.4. Soit Il une permutation aléatoire défini sur l’ensemble

x ={x1, 29, -, xn}, 1,7 =1,2,--- 0, et sécriti#j
. . _ 1 —
1. E((2)2, (z1)2) = 2)2 _ = A
(a2 (@) = " 2 - L
. . n — 1 —
28 H12. 11y — 25 _ 43
((xM)2.2™) T~

3.6 Moments permutationnels de @Q,W

Dans cette section, nous utilisons les résultats obtenus sous forme de lemmes
dans la section précédente pour calculer 'espérance et la variance permutationnelle
de Bgm lorsque cette statistique est l'estimateur MCO de (35, par la méthode de
Freedman-Lane et par la méthode de Kennedy. Nous commencons par 1’espérance

de ﬂQ,ﬂ'
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3.6.1 Espérance permutationnelle de Bgm

D’apres la proposition (3.2.1) on a :
A-BQ,w =N\, = 52(X1)S(X2,RY'1’W) _ S(Xl, RY.l,ﬂ)S(X17X2)

Dongc, afin de calculer I'espérance permutationnelle de BQJ, nous devons connaitre
les espérances permutationnelles des statistiques S(X?1, RY1™) et S(X?2 RY'1L™).

Lemme 3.6.1.
Pour toute permutation 11 définie sur 1,,, le vecteur des résidus RYY™ utilisé dans
les méthodes de Freedman-Lane et de Kennedy vérifie :

1. E(S(X, RY1m) =0
2. E(S(X?, RY1m) =0

Preuve :
1. Par définition :

ESXL R = E(Y (o} - )RV

IR )

i=1

E(S(XT R = > (a} —x') x 0

2. On montre bien str de la méme fagon, que :
E(S(X%,R™™) =0 O (3.81)

Proposition 3.6.1. L’espérance permutationnelle de Bgm— est nulle : S(Bgvﬂ) =0
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Preuve : Rappelons que A est invariante par permutation et donc :

E(Afor) = AE(Bor)
= &(Ay)
= E(SH(XNS(X? RVT) — S(XT, RVPS(XT, X?))
et donc ces expression, S*(X') et S(X', X?) sont invariantes par permutation
E(ASyr) = SHXHE(S(X? RV — (X', XHE(S(X, RV™))

on obtient alors la nullité de £(fs,) comme conséquence du lemme (3.6.1). On en
déduit le résultat souhaité :

E(Bor)=0 O (3.82)

3.6.2 La Variance permutationnelles de BQ’W

Dans cette section, nous évaluons la variance permutationnelle de 3 . Pour cela,
nous devons d’abord démontrer quelques lemmes techniques.

Lemme 3.6.2. Soit RY''™ le vecteur résidu permuté et X' est de variance empi-
rique non nulle on a :

LR = (SQ(Y) - 7[5(;((55)” )

- - Y.1lpY.l 2 SXI’Y ’
2.3 > RI'R) :—n(S(Y)—%>

i=1 j£i=1

Preuve :

LY (R = ) (Vi —ag — ax))’
=1 ]

= Y G-TP @Y @l - 2w Y (@l - (K- T)
ey ISCOYIR o SIXLY)
= nSY) 4 g S — 20 S (YY)

= n(52(y) %) (3.83)
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Notons que si I'on suppose que S?*(X*') # 0.

2. i i RZY1R3/1 _ i i (K—ao—alle)(y}—ao—alx})

= el
- Z ;«x—w—al(@ —EN( - ) arfal — )
- ; ;n;l((iﬁ —Y)(Y; - Y) +d? ; ;n;l(xz —3')(zj — 1)
- 2 Z ;a/ V)l — X
= —nS*Y) - n%SQ(Xl) + 2n%§<7;;1§;)5(X17Y>
= -n (s?(y) —~ %) O (3.84)

Lemme 3.6.3. Si RY'Y7™ le vecteur résidu permuté et X', est de variance empirique
non nulle, on a :

1. E(RYAT = S2(Y) - %

Preuve :
1. D’apres du lemme (3.5.1), on a :

n

5<<RY.1,m‘)2) _ l Z(Rz/l)2

[
le lemme (3.6.2) permet d’écrire :

S Y)P

S(RY.LM‘)2 — SQ(y) _ 52(X1)

(3.85)

2. D’apres le lemme (3.5.3), on a de plus :

Y.1,mi pY.lmjy _ n(RY'l)z ZZ:I(Rzyl)z
E(R R ) = —
n—1 n(n —1)

et lon sait que RY"' = 0. Par suite, le résultat suivant est une conséquence du
lemme (3.6.2) :

E(RY LT RY 1) = —ﬁ (SQ(Y) - %) O (3.86)
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Lemme 3.6.4. On suppose que S?*(X') # 0. La variable RYY™ vérifie alors :

1. E(S(XY, RY1™))? = XY (S2<Y> B M)

n—1 S2(X1)
S (X?) [S(XL,Y)P2
2 pY.lm\)2 _ 2 _ !
2 etsoe iy = 20 () - R
S(Xh X?) [S(X1,Y))?
1 pYilmr 2 pYlm)) — ) 2 N S S
3. E(S(X', RVI™)S(X2, RYI)) — (S (Y) S2(XT) )
Preuve :
1
1 Y17r - Y.1,mi\2
1. E(S(XL, R n; DRV
_ 5(% Z(le _Xl)Z(RY.l ,T0 2+5 Z Z Xl % X2)RY1 ﬂzRYl 7'('])
n i=1 = 1]7&
_ % (Xll B Xl) g RYl 7rz Z Z Xl 7 XZ)S(RY.LMRY.I,ﬂ'j>

=1 i=1 jH£i=
1 . . 4
—_ 552 (Xl) [S(RY.Lm)2 o g(RY.l,ﬂ'ZRY.l,ﬂ'j)]

et le lemme (3.6.3) assure que :

e(s(xt, primy = S (52(Y) - %) (3.87)
2. De facon analogue, on peut montrer que -
e(sexz, mrmye = S8 (52(1/) - %) (3.58)
3.
E(S(XT, RY1m) (X2, RY1))
= 5(% Zn:(Xj — XHR" % Zn:(Xf — X?)R")

i=1 i=1
n

— 1 1 v 1 2 2 Y.1,m0\2
—ﬂﬁga - X)(X7 = X?)(RV))
+ Z Z Xl \ X2)RY1mRY17r]>
i=1 j#i=
= %S (X1, X?)(E(RVI™)? — %S(Xl,XQ)S(RY'L”RY'L”)
1 . . A
= _S<X17X2)<E(RY.1,71'Z)2 o S(RY.I,WZRY.I,W]) (389)

n
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En utilisant le lemme (3.6.4), on obtient ainsi :

E(S(XT, RYL7)S(X2, RY1m)) % (SQ(Y) _ %) O (3.90)

Proposition 3.6.2. Dans le cas non trivial (A #0), la variance permutationnelle

de Por est :
. S2 Xl £ RY.lJri 2—8 RY.Lm‘RY.l,ﬂ'j
Vor(as) = SECNEURIR - )
S SAY) — [S(xLY))?
B (n—1)A
Preuve :

Var () = E(Bar)’ = E(Pax) = E(Bor)”
par application de la proposition (3.6.1). Mais :

AE(Brr)? = E[SHXNHS(X? R — (X', R ™)S(XY, X))
= [SHAXNPES(X? BTN + (XY XHPES(X, R
25%(X1)S(XY, X?)E[S(XT, RV S(X?, RV

On utilise alors du lemme (3.6.4) pour écrire :

52 (Xl) [S(RY.I,w)Q _ g(RY.l,m'RY.l,wj”

E(Bor)? = — (3.91)
alors,
Var(fy) = 28 ((;/:)[E(X VP g (3.92)

Cela montre que la variance permutationnelle de ’estimateur Bg,ﬂ est une valeurs
fonction simple des moments empiriques du vecteur des observations (X!, X2 Y)
invariant par permutation d’'un ensemble des données. Nous souhaitons comparer
cette valeur avec les estimateurs MCO de Var(ﬁgﬁﬂ) dans le cas de la méthode de
Freedman-Lane d’une part et pour la méthode de Kennedy d’autre part.

3.7 Espérances permutationnelle des Estimateurs

—_—

de Var(@m)

Dans la proposition (3.6.2) nous avons montré que la variance permutationnelle
de By est :
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XD S2Y) - [S(XL V)P

(n—1)A
Comme déja dit, les estimateurs MCO de Var(ﬁgﬂr) obtenus par les méthodes de
Freedman-Lane et de Kennedy sont différents. Pour étudier sa loi permutationnelle,

nous calculons dans cette section les espérances permutationnelles des estimateurs
de Var(fy ) fournis par les méthodes de Freedman-Lane, et de Kennedy. Puis, nous

Var(fyr) =

les comparons a la variance permutationnelle de 35 ..

3.7.1 Cas de la méthode de Freedman-Lane
Le modele de Freedman-Lane, est caractérisé par I’'équation de régression
VE =00+ Bl et + Banal + €
et nous avons montré (cf. 'équation (3.19)) que :
. S2(X1)o?F
\Y A= ———0.
ar(Boqx)F N

L’estimateur MCO de Var(ﬁgm) r est alors :

—_— . 52 (Xl)sQF
Var(Bor)p = S*(Pon)p = ———F——
(o) = S*(o)p = ==
n - A
maintenant 1’espérance permutationnelle de S Q(ﬁgﬂ) r. Observons tout d’abord que :

est estimateur MCO de 02/, Nous nous proposons de calculer

£(52(uor) = e I8y - S S e sy

et donc, pour calculer 'espérance permutationnelle de 5’2(Bgm) r, il faut d’abord
connaitre Y | £(¢")2. D’apres I'équation (3.24), nous avons :
n

~F\2 __ - Y.1,7mi\2 A% 2 1 A% 2 2
(&) =) (R + 15 S (X) + ngy SHX)

i=1 i=1
AA A : A A
+2n( LQ Q)S(Xl,XQ) - QH(fS(XQ, RY.LTrz) + Kzsv()(l7 RY.l,Trz))
ou par définition, on a :

Ay = SHX?)S(XY RV — S(XT, X?)S(X?, RN

Ay = S*(X1)S(X? RV — S(XT, X?)S(XT, RV
A= SHXNSHX?) - [S(XT, X2)?

Alors, pour calculer I'espérance Y . (€7')? nous avons besoin de calculer les es-

pérances de A1, Ao, A1, Als(X2,RY'1’“) ot AgS(Xl,RYJ’”)
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Lemme 3.7.1. Pour tout jeu de données tel que S*(X1') # 0, si RY'Y™ est le vecteur
résidu permuté on a :

1. E(A)? = @ (SQ(Y) — M) A

w1 (X1
2 E(As)? = S;(i(i) (52(3/) - %) A

3. E(AA) = _S(ffl)f) (s?m _ %) A

. E(AS(X?, RYL7)) = ﬁ <S2<Y) - %) A

Preuve : 1.

E(A)? = E[SH(X?)S(XT, RV — S(XT, X?)S(X?, RV
= [S*XP)PES(XT, RMIT)P 4 [S(XT, XP)PE[S (X7, RV
25%(X?)S(XY, XHES(X, RV S(X2, R
mais le lemme (3.6.4) permet d’écrire :

—_ ﬁ (SQ(Y) . [SL(S,);(;’(};))P) ([52<X2)]252(X1)

+ [S(XXFPSHXT) — 285 (X [S(X, X))
SQ(XQ) (52(Y> o [S(X17Y)]2) A

n—1 S2(X1)
(3.94)
2. Par une argumentation identique on peut montrer que :
S*(XH) [S(XLY)P?
2 _ 2 _ ’
E(Ay)* = p— (S (Y) S2(X7) ) A (3.95)

3. Il reste a connaitre ’espérance conditionnelle des produits. Ainsi,

E(MAs) = E[SAXNS(X?, RO - S(XT, X2)S(X!, B

(S (X)S(XL, RY17) = S(X, X S(X2, RV
SHX)S(XAES(X!, BAm)S(X?, RV

— S(XL XS (XELS(XL, RV — SHXS(X, X2)E[S(X2, AP
£ [SOX, XAPES(XY, R S(X?, RV

X

A Taide du lemme (3.6.4) on obtient par substitution et réorganisation algé-
brique :
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E(ALA,) = —% (52(1/) — %) A (3.96)

4. Maintenant

E((ALS(X? RYE™)) = £[S*(XN)S(X?, RV
o S(XI,XQ)S(XI,RY’I’W))S(X2,RY‘LW)]
— S2(X1>S[S(X2’RY.1,W)]2
— S(X'X?)E[S(XT, RVIT)S(X?, RV

A partir du lemme (3.6.4), on obtient par substitution :

£((AS(X2, RY17)) = % (52(5/) _ %) (3.97)

5. On montre de fagon analogue que :

E((AS(X! RYI™)) = % (SQ(Y) — %) O (3.98)

Proposition 3.7.1. Dans le cas non trivial A # 0, S?(X*1) # 0, espérance per-
mutationnelle de 52(ﬂ2 =) F est égale a la variance permutationnelle de ﬂg,r :

(S2(XH)S*(Y) — [S(XTY)P)

(n— DA = Var(f)

5(32 (BZ,W)F) =

Par suite, l'estimateur de Var(ﬁ}m) par la méthode de Freedman-Lane est un esti-
mateur sans biais sous loi permutationnelle .

Prawve + (%)) = £ ) = (A3 el

Mais
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S2(X?)
A2

- ~ - 7 SQ (X1>
D EEN? = DY ERTI)? 4n N E(A2) +n
i=1 i=1
S(X1, X?)
A2
On utilise alors les résultats du lemme (3.7.1) pour obtenir par substitution :

_ n(SQ(Y)_M)_4 % (Sz(y)_[sw,wP)

(A7)

+ 2 E(AIAQ)—z%(S(AQS(Xg RYA7) 4 £(A, (X2 RV M)

S2(X1) n—1 S2(X1)
. SHXDS(X?) — [SXLXP)P (o SXLY)P?
e (n—1)A? (500 -Pey)
- 5 [S(X',Y)P? n 2 [S(X',Y))?
= (0 Fgm) et (90 - T )
n 2 _[S(ley)]z
+ 25t (00~ Py )
Soit apres simplification :
~ on(n=3) (. [S(XLY)?
_ ﬁ(5 (Y)—W) (3.99)
Par suite :
SEOYEE
S arle) = S = C Y e

o n(n=3)S*XY) (o SELY)P
 nn—1(n-3)A (S () S2(X1) )
(S2(X1)S*(Y) = [S(XLY)]P)
(n—1)A
= Var(fy,) O (3.100)

On déduit de cette identité le fait que I'estimateur de Var(ﬁgm) par la méthode de

Freedman-Lane est un estimateur sans biais pour VaT(Bgﬂr) sous la loi permutation-
nelle .

3.7.2 Cas de la méthode de Kennedy

Le modele de Kennedy, est déterminée par 1'équation :

Y.1,m¢ 2.1 K
R T = ﬁQaﬂ'R’L ‘I’ EZ
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et en définissant o> = Var(e®) on a montré que :

SZ (Xl)O.ZK

Var(ﬁAZ,W)K - nA

L’estimateur MCO de Var([}h);{ est donc :

—_— . SQ Xl SQK
Var(ﬁQ,ﬂ)K - SQ(ﬁZ,ﬂ) - <7’L—A)

n—3

tion (3.7.1), nous calculons I'espérance permutationnelle de Var(ﬁgm) K, en utilisant
I'identité :

ou est lestimateur MCO de ¢2X. Ici comme dans la sec-

—

S(XH ST (ek P EER)? & K2
5<(m??$i))"(viz 225 S

5(82<BQ,W)K) -

Donc, pour calculer I'espérance permutationnelle de SQ(BAQJ) x nous devons cal-
culer Y | £(eX)?. Mais selon le lemme (3.3.2), nous avons :

n n ' A2
K Y.1,mi2 1
;(61 ) - ;(R ) nASQ(X1>

On est donc en situation de démontrer le résultat suivant :

Proposition 3.7.2. Dans le cas non trival A # 0, on a :

n—2 (S2(XHSAY) - S(X1,Y))

E(S (o)) = —%. (n— 1A
— Z : ?).Var(ﬁgm) (3.102)

Preuve :

(S o) = o) 3 £

Le lemme (3.3.2) permet de plus d’écrire :

K\2 Y.1,mi\2 A%
Z(Gz ) —Z(R ™) —”m

i=1 i=1
et donc
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. £(A])
K Y.1 7rz o 1
Zg ZS (& "AS (XY

On obtient alors a partlr des lemmes (3 6.3) et (3.7.1) :

Seey = w0 - Sa)) - AT (e - S0

S2(X1) n— )AS2(X! S2(X1)
_ nn=2) [y SXLY)
= oD (s () SQ(X1>) (3.103)

et donc :

£ () = S (e
_ n(n—2)S*(X") 2y SXLY)
= ah—Dn-3)A (S ¥) — g2z )
9 (SEXVS2Y) — S(XL, YY)

n—3 (n—1)A
n—2 A
= = 3.Va7"(ﬁ2,,,) O (3.104)

Ce résultat montre que, l'estimateur de Var(f:.) par la méthode de Kennedy
(S?(Ba.r)x) est un estimateur biaisé pour Var(f;,) sous la loi permutationnelle,
contrairement & l'estimateur donné par la méthode de Freedman-Lane (S?(f2.)r)

Proposition 3.7.3.
E(S*(Bam) i) > E(S*(Bor)r)

Preuve : En utilisant les propositions (3.7.1) et (3.7.2), on montre que :
(S2(X)S2(Y) — [S(XLY)P?)
E(S*(Par)r) (n—1)A - n—3

£ Bom) (1 (P(XN)F(Y) _SKLY) n-2
o (n—1)(n—3)A
E(S*(Bor) i) > E(S*(Bar)F) O (3.105)

Mais il apparait clairement que la différence devient négligeable quand la taille de
I’échantillon est assez grande. D’autre part, d’apres la proposition (3.4.1), on a pour
chaque permutation 7 :

S*(Bom)ic = S*(Pon)F

Par ailleurs, lorsque nous avons un échantillon de taille n, il existe n! permuta-
tions et la probabilité permutationnelle de chaque permutation est 1/n!. Alors, la
définition de 'espérance donne :
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n! 1 n! 1
2 2( 2 _ 2
E(S*(Bor) K Z; —,5 (Bomi) K > ; HS (Bori)r = E(S™(Bor) F)
et la proposition (3.4.1) dit que :
S*(Bor) i = S*(Bor)r

Le rule du biais permutationnel observé pour la méthode de Kennedy peut étre
contrulé. C’est ce que confirme la proposition ci-dessous.

Proposition 3.7.4. L’espérance permutationnelle de S%BM)K* est égale a la va-
riance permutationnelle de (35, :

(S2(XHS*(Y) - [S(XLY)P?)
(n—1)A

E(S*(Bor)ice) = = Var(fax)

Par suite, ’estimateur de Var(ﬁgm) par la méthode de Kennedy corrigée en
(n—2) degrés de liberté est un estimateur sans biais pour Var([(a.) sous loi permu-
tationnelle.

Preuve : En utilisant la proposition (3.7.2), on a :

N =

.Var(ﬁgm)

Done, en multipliant S%(3,,)x par le coefficient (n — 3)/(n — 2), on obtient un
estimateur sans biais de Var(fa ), ¢’est-a-dire tel que :

622 5 (Ban)re) = Var(a.)
Mais
3 o =3 S(XY) YL (EF)?
R .
_ SN E)?
N n(n —2)A
_ 52(52“)[(* (3.106)

Cest dire que Pestimateur de Var(f3,,) par la méthode de Kennedy avec (n — 2)
degrés de liberté est un estimateur sans biais de Var(fs ) pour la loi permutation-
nelle :

(S2(X1)S* (V) — [S(XEY)P)

(n— 1A = Var(Ba.r) O (3.107)

E(S?(Bom)icn) =
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Dans les propositions (3.7.1) et (3.7.4), nous avons montré que l'espérance per—
mutationnelle de 52(62 <)r et S? (62 ») i+ sont égales a Var(ﬁh) C’est-a-dire qu’on
dispose d’estimateurs sans biais de Var(ﬂg,ﬂ) pour la loi permutationnelle. Cela a
pour premiere conséquence d’indiquer qu'une juste comparaison des deux méthodes
de test de permutation, en termes d’efficacité doit intégrer la correction de la statis-
tique de Kennedy en (n—2). Pour autant, on ne peut pas déduire de cette proposition
que les méthodes de Freedman-Lane et de Kennedy corrigée avec (n — 2) degrés de
liberté, sont équivalentes pour effectuer le test d’hyppth‘ese Hy : > = 0 contre
Hy : By # 0. En effet, méme si £(S?(Box)r) = E(S*(Born)icx) = Var(far), il reste

n (

que nous avons montré dans la proposition (3.4.4) le résultat suivant :

>0 si [S(XT, RYL™))? ZASQ<B2,7T)F

204 203 [
5 Bam)iex =5 %“)F{ <0 si [S(XT R < AS?(Bon)

Cela signifie qu’il existe des cas ot SQ(BQ,W>K* > SQ(ﬁm)F et d’autres o S? (BZ,W)K* <
SQ(BM) F. Mais les résultats des simulations présentées au chapitre (2) montrent que
dans plupart des cas Sz(ﬁzm) Kx > 52(6\2’77) r , puisque dans la plupart des cas, le
risque d’erreur de premiere espece de la méthode de Kennedy corrigée est supérieur
a celui de la méthode de Freedman-Lane.

3.8 Etude comparative pour p variables explica-
tives

On considere le (p + 1)-uple fourni par une variable expliquée, Y et un nombre
(p > 1) de variables explicatives X!, X2, ..., X?. Une fagon d’écrire la relation liant
la variable expliquée aux variables explicatives consiste a spécifier un modele linéaire
stochastique du type :

Y; = 8o+ Bixy + forl 4 o+ Bprt + 6 (i=0,1,..) (3.108)

ou € mesure I’écart du modele aux données, lorsque le modele (3.108) est appliqué

a un échantillon de n observations {y;,z}, 7, ..., 2’ }. Pour faciliter les écritures, on

peut ré-écrire le modele (3.108) sous forme matricielle. Posons :

1 Bo
1
€T:
xi=| B = ﬂ.l
vy B
Alors, on a :
xiB = 0o + By + Boxi + ... + Bpaf (3.109)

de sorte que I'équation (3.108) s’écrit en termes de vecteurs :

Y, = %0+ 6 (3.110)
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On complete cette écriture en posant :

t
}/1 67; Xi 1 a’;% P 33117
}/2 62 th 1 1 vy
x .« .. m
Y=| " |eR" e=|  |erRr X=| 7= 2 2
t I T 7 4
Yn €n Xn n n

et I’on obtient ’écriture matricielle d'un modele de régression multiple

Y = X + € ou k=p+1 3.111
(nx1) (nXk)(kél) (nx1) b ( )

Ce modele peut alors étre regardé comme un ensemble de restrictions imposées a
la loi conjointe du vecteur aléatoire Z = (Y, X). Dit autrement, un modele est un
ensemble de lois de probabilités conjointes qui satisfont a un ensemble de postulats.
D’un point de vue probabiliste, le modele classique de régression linéaire multiple
ci-dessus est caractérisé par les postulats présentés dans le chapitre (1) dans le cas
multiple.

Afin de simplifier la présentation, nous supposons dans la suite que la matrice X
est de plein rang. Nous savons que 'estimateur MCO de 3 est :

B = (XX)™"XY (3.112)
et la variance de 3 est dans ce cadre classique (cf. Neter et al [46]) :

Var(8) = (XX) o2 (3.113)

olt 0?2 = Var(e). Lorsqu’on se fixe pour objectif d’effectuer un test d’hypothese
portant sur la nullité d'un coefficient de régression partielle par exemple : Hy : 3, =
0 contre Hy : 3, # 0, une statistique de test souvent utilisée pour évaluer cette
hypothese est la statistique de Student :

~

T, = 5’1 ~t(n —k) (3.114)

S(6p)

ot 3, est I'estimateur MCO de 3, et S2(f3,) est estimateur MCO de Var(3,). Le
choix du coefficient d’ordre p est arbitraire, car il est lié au choix de I'indexation des
prédicteurs. Il ne retire donc rien a la généralité de notre étude. Remarquons que
lorsque le terme d’erreur € ne vérifie pas les postulats P1-P5 imposés dans le cas
multiple (cf. chapitre (1)), la statistique 7" ne suit plus nécessairement une loi de
Student.

Les résultats précédents conduisent a étendre a cette situation la comparaison
des méthodes de test permutationel proposées par Freedman-Lane et par Kennedy.
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3.8.1 Cas de la méthode de Freedman-Lane

Afin d’obtenir le modele de Freedman-Lane pour effectuer un test d’hypothese
Hy : B, = 0 contre Hy : 3, # 0, il faut d’abord réaliser une régression linéaire
multiple de la variable Y restreinte aux (p — 1) prédicteurs X', X2 ..., X?~! au sens
MCO, d’apres le modele

Y=Xa+U (3.115)
ol ‘v = (g, 1,y ey p1), X = (L, XL, X% . XP Y et U = (ug,ug, ..., u,). L'équa-
tion ci-dessus conduit a calculer la prévision :

Y = Xé& (3.116)

ol ‘& = (&, &1, ..., Gp—1) est estimateur MCO de e du modele (3.116). On obtient
le vecteur des résidus observés par ajustement de ce modéle restreint :

u=y—-y’=y—Xa (3.117)
ol fa = (ag, ay, ...,a, 1) est I'estimation MCO de .. C'est-a-dire : a = ({X X)Xy,
on obtient alors les résidus observé :

u=y-y’ =y - X(XX)""Xy = (I-Hy)y (3.118)

ot Hy = X (X Xx)~'x.
Supposons maintenant qu’on réalise un ensemble de permutations de ces résidus
observés. A chaque permutation 7, on associe alors le vecteur des valeurs permutées

e

u™ (1 =1,2,...,n), défini comme :

™

u = (ug, U, ..., up) > u” = (u™ U™, u™) (3.119)

Remarquons qu’on peut obtenir le vecteur U™ par application de 'opérateur de
permutation de matrice P comme suit :

u” =Pu (3.120)
ou P est un matrice de terme général p;; € {0, 1} telle que :
‘PP =P'P =1 (3.121)

et d’apres (3.118),
u" =P(I—-Hyuy)y (3.122)
On constitue ensuite le vecteur des pseudo-valeurs notées Y, en ajoutant le vecteur

des résidus permutés u™ au vecteur des valeurs retenues dans le modele d’équation
(3.115) :

i Yy +ur
YﬂFQ YpQ + uﬂ-z

Y=Y tu" = Xa+u" = (3.123)

N ~
Yﬂ’n Yé) +u™
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Enfin, le modele ajusté par Freedman-Lane s’écrit sous la forme du modele général
suivant :
YI = XBE + €F (3.124)

ol ,3 = (B8 Bl r -, BL) et € est le vecteur d’erreurs et est tel que E(e”) = 0
et Var(eF) = 0?1

Remarque 3.8.1. Comme dans la proposition (3.5.1) (ot on se limitait a deux
variables explicatives), on peut montrer ici que les statistiques de test de permutation
de Uhypothese Hy : 3, = 0 contre Hy : 3, # 0 dans le modéle de Freedman-Lane
(3.124) et dans le modéle :

u" =XgG, + € (3.125)
0l B = (Boxs Brms s Byn)s '€ = (€1, €5,..6,) et Var(e') = 0?1, sont équivalents.
C’est-a-dire que
CL) ﬁpﬂ' - Mp,m
b) Var( ) = Var( Afm)
c) € =él
QF QF
R L
S8 SB) T

L’équation (3.125) permet donc de calculer la prévision :

— XA, (3.126)
ot B;T = t(ﬁéyw,ﬁim, o B;m) = (*XX)"Y1Xu" est lestimateur MCO de B, dans
le modéle (3.125) et Var(5.) = ("XX) 10?2

Lemme 3.8.1. Les résidus du modéle de Freedman-Lane : YE = XBE + ¥ véri-

fient :

D (€ =te"e" ='UT(I-Hx)U" = 'U"U" — 'U"HxU"
i=1
ot Hy = X('XX) X
Preuve : D’apres la remarque (3.8.1), on sait que ¢ = ¢;/. Alors, nous utilisons
le modele (3.125) : U™ = X3 + €. Ce modele permet d’écrire :

& =& =U"— XB.=U"— X((XX) “XU™ = (I — Hx)U™ (3.127)
et alors,

tefel —tge = "U™(I—Hx)(I—Hx)U"
= "UT(I-Hx)U"
WTUT — 'U"Hx U™ O (3.128)
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Afin de comparer les estimateurs de Var(ﬁg) par les méthodes de Freedman-Lane
et de Kennedy, nous avons besoin de rappeler quelques propriétés et de démontrer
quelques lemmes et propositions. Nous notons x? = (I — Hy)x? la projection de x?
sur le sous espace orthogonal a Hy

Lemme 3.8.2. (c.f Srivastava et Khatri 1979 Corollaire 1.4.2 (ii) [54])

Soient P et Q deuzr matrices carrées et non singuliéres alors :

P s] ' (P —SQ'R)! —P-1S(Q - RP18)1 -
R Q | —(Q—RP!S)'RP! (Q—-—RP1'S)?!
(3.129)
Le lemme suivant évalue (P — SQ 'R)~! dans le cas symétrique R = 'S
Lemme 3.8.3. (Woodbury matrice indentity (cf. [52]))
(P-SQ'"S) =P 14+ PIS(Q ' +!SPIS) 'SP O (3.130)

Partitionnons maintenant la matrice X = (1,x!,x?,...,x?) en deux parties X =
(1,x!,x%,...,xP7! | xP) = (X | xP) de facon & accorder un riile particulier au pré-
dicteur d’intérét. Dans la proposition suivante, nous décomposons la matrice de
projection Hx en deux matrices de projections, respectant cette partition et tradui-
sant l'orthogonalité des sous espaces de I'espace des prédicteurs, qui sont engendrés
par chaque bloc de variables.

Proposition 3.8.1. La matrice de projection sur Hx associée a une matrice X,
bipartionnée en colonnes, se décompose en :

Hx = X(*XX) X = Hy + Hy»

ou Hgzp est la matrice de projection sur espace engendré par XP et Hy le projecteur
sur l’espace engendré par X1, --- , XP71,

Preuve : D’apres X = (X | xP) on a:

XX | xx?

XX =

(3.131)

txPxP

txrxX

En appliquant le lemme (3.8.2) pour P ='XX, R =S ='Xx?, Q = 'x’x” on
obtient :
RP 'S = x"Hyx" (3.132)
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et donc

(XX — xP(IxPxP)~LixPiX] = | — (X X) 1 XxP(a™))

(txx)—l —

(3.133)
—(a HixPX (X X)! ‘ a!

ol a = XP[I — Hy|x?. Le bloc (1,1) peut étre calculé a aide du lemme (3.8.3) :

(XX — AP (IxPxP) HUxPX ] = (X)) + (X)X (o I (P )]
(3.134)
et donc :

Hx = X('XX) X
= (X |x")("XX)~

= X(xXx) “X+X(t Y HAXP (a7 D IXPA (X X)) MY
— xP(a” )P (X X)) ”X—X(t)c)c) VxxP(a ) %P + xP(a”!)IxP
= Hy +HayxP(a )x"Hy — xP(a ') 'x"Hy — Hyx?(a )x? + xP(a™!)ix?
= Hy— (I-Hy)x"(a ")x"Hy + (I — Hy)x?(a !)'x”
= Hy+ (1= Hy)(—x(a)x Hy +x"(a7)'%)
= Hy+ (I-Hy)(x"(a™")'x")(I - Hy)
")

= Hy +xP('xPx") %P
_ H,4+H. (3.135)
parce que
a="%"(I—Hy)x? = 'x"(I — Hy)(I — Hy)x? = 'x"X” O (3.136)

Proposition 3.8.2. Considérons le modéle (5.125). U™ = BX+¢€, les estima-
teurs MCO de Var(B,.) par la méthode de Freedman-Lane et le modéle ci-dessus
sont égauzr. C’est-a-dire que :

Var(3g) = S5 = - = 5 — 52 ) = var()
P p,m 0 0 p.
ou
a="xP(I-Hy)x" ='x’(I - Hy)(I — Hy) = 'x"x”
et
o2F te el _tée o
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Preuve : Nous savons que Var(Bl) = (XX)"to? et Var(BF) = (XX) to?F
(cf. Draper et al. [11] ). Donc :

Var(8) = o [(XX) ™ ik (3.137)
et
Var(f, ) = 0% [(XX) (3.138)

ot [(IX X)™pxr est Pélément (k x k) de la matrice ("X X))~
Par ailleurs, la proposition (3.7.4) indique que :

1
[(KX) ™ jock = — (3.139)
Par conséquent,
=T 3.140
\V - .
ar(B) = (3,140
et donc, l'estimateur MCO de Var(32) s'écrit :
—_— 0 7 SZF
\Y% F)y=8%(pF )= — 3.141
ar(Gf) = (k) = (3.141)
tel eF
ot S?F = - Mais d’apres la remarque (3.8.1)(c) permet de vérifier que :
n J—
t F_F t.
gr_€ € _‘ee oy
n—k n-—k
Enfin,
—_— 0 3 SQF 82’ 0, 7 —
Var(Gy) = 8°(65z) = —— = — = 5°(B,) = Var(F;) O (3.142)

3.8.2 Cas de la méthode de Kennedy

Pour obtenir la méthode de Kennedy avec p variables explicatives, il faut d’abord
réaliser une régression de la variable X? en z', 22, ..., 2P~!, au sens MCO et suivant
I’équation matricielle :

XP = X'T' + T (3.143)

ot X = (1,x, %%, ..xl" 1, T = {y0,71, .., -1} et T = {m, 7, ..., 7 }. L’équation
ci-dessus nous conduit a calculer :

XP = T (3.144)

ot G =T = {31,%, ... 91} = (FXX)""XxP est l'estimateur MCO de T'. On
calcule alors des résidus observés t comme suit :
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t=xP - %P =xP - X(TAX) MAxP = (I - Hy)xP =% (3.145)
out = {ty,1s,...,t, }. Enfin on réalise une régression au sens MCO de la variable des
résidus permutés U™ en t d’apres le modele :

UT =B ti+ef (3.146)

)

ot Var(e*) = o*!. Remarquons que du fait que les deux variables U et ¢; sont cen-
trées, le modele de régression est sans terme constant. L’équation ci-dessus conduit
a calculer la prévision

S AK
U" = b (3.147)
o HUT Pl — HaU
R tur <P[T —
K _ _ M= (txpxP) P U™ 3.148
p,T ttt tXp [I _ Hx]Xp ( XX ) X ( )
Par ailleurs, la variance de Bp,,, est :
2K 2K 2K 2K 2K
Var(B5 )k = cor—s = 7 = —p— S (3.149)
P, Yot tt x"(I— Hy)xP XPXP a
et un estimateur MCO de cette variance est :
T . SQK
Var(ﬁpﬂr)K = Sz(ﬁpﬂr)K = 0 (3.150)

tef el F)2
ot S = = 24 La proposition (3.2.2) considérait le cas de deux va-

n—=~k n—=~k
riables explicatives et elle montre que 3 = 85 _. Sa démonstration se généralise de
facon immédiate au cas p > 3 et 'on peut montrer ici que sz = jjw. Nous allons

désormais noter cet estimateur (3, ..

Lemme 3.8.4. Considérons le modele de Kennedy
UZF = ﬂp’ﬂ-ti + EiK

Alors, la somme des carrés des résidus de ce modele vérifie :

D (&) =te" e ='UTUT - 'UTHg U”

i=1
Preuve : On sait que :
e =U™ —tf,, = U™ —t.('%Px")"1xPU™
= U™ — xP.(*xPxP) " HxPU™
U™ — Hzxp U™
(I - Hg)U™ (3.151)



3.8. ETUDE COMPARATIVE POUR P VARIABLES EXPLICATIVES 237

alors :
te"el — 'UT(I—Hg)(I—Hg)U™
= 'UT(I- Hy)U"
— 'U"U" —'"U"Hp, U™ O (3.152)
Lemme 3.8.5.

Z(giﬂ)Q o Z(ﬁef)Q — téKéK . téFéF — tUﬂ'HXUﬂ- Z 0
i=1 i=1
Preuve : Les lemmes (3.8.1) et (3.8.4) ont pour corollaire :
te"el = "UTUT — "UTHx U"
téKéK — tUTI'UTI’ o thrHiprr
En appliquant la proposition (3.8.1), on obtient :
téFéF — tUﬂ'Uﬂ' o tU’R’HXUﬂ' — tU7rU7r o tUwHXUﬂ o tUwHipr

et donc,

— tUﬂ'Uﬂ' o tUWHipUW . tU7rU7r + tUWHXUW + tUﬂ-HipUﬂ-
"U™H,U™ >0 O (3.153)

qui est égal au produit scalaire entre le vecteur U™ et sa projection sur 'espace
engendré par les vecteur 1, X1, X2 .. XP-1

Proposition 3.8.3. La différence entre les estimateurs de Var(ﬁpm) par les mé-
thodes de Freedman-Lane et de Kennedy est supérieure ou égale a zéro. C’est-a-dire
que :

—_— —_— . R thrH U7r
Var(ﬁpﬂr)[( - Var(ﬁp,w)F - SZ(ﬁpﬂr)K - Sz(ﬁpﬂr)F - ﬁ Z 0

ot a = %P[I — Hy|xP.

Preuve : D’apres les équations (3.141) et (3.150), on a :
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R R S2K SQF
S (o) = S (Gplp = =
S2K _ S2F
—= f
D (€)= 3o (E)?
= 1 (n k) L (3.154)
tU7rH U7r
= o he _z)a >0 (3.155)
par application du lemme (3.8.5). O
La proposition ci-dessus dit que :
Sz(ép,ﬂ)K 2 S2(6p,7r)F (3156)

On peut donc comparer les qualités des deux méthodes pour effectuer un test de
I'hypothese Hy : 3, = 0 contre Hy : 3, # 0 :

1. Pour chaque permutation, la valeur absolue de la statistique de test de la
méthode de Freedman-Lane est toujours supérieure ou égale a celle de la méthode
de Kennedy :

Bl 1Byl
S(ﬁp,ﬂ)K B S(ﬁpﬂr)F

2. La distribution permutationnelle de |13,

celle de T4 |;
3. La p-valeur permutationnelle de la méthode de Freedman-Lane est supérieure a
celle de la méthode de Kennedy :

Tl =

= |TE | (3.157)

p,h

| a une dispersion supérieure ou égale a

Phe > Db (3.158)

Corollaire 3.8.1. L’inégalité (3.158) induit deux conséquences :

1. Le risque d’erreur de premiére espece encouru par la méthode de Freedman-
Lane est inférieur ou égal a celui de la méthode de Kennedy ;

2. La puissance du test par la méthode de Freedman-Lane est inférieure ou égale
a celle de la méthode de Kennedy.

Preuve : D’apres 'inégalité (3.158) ci-dessus, on a :
Ppr 2 Ppr

Par ailleurs, nous savons que lorsque la p-valeur observée est plus petite que le
niveau o du test, on rejette I'hypothese Hy : 3, = 0. Par conséquent, comme dans le
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corollaire (3.4.2) la probabilité de rejeter Hy : 5, = 0 par la méthode de Freedman-
Lane est inférieure ou égale a celle qui est obtenue par la méthode de Kennedy,
c’est-a-dire :

Pr(Pl. < a) < Pr(PE <o) (3.159)

Donc, la fonction puissance permutationnelle de la méthode de Freedman-Lane est
inférieure ou égale a celle de la méthode de Kennedy. Si C' est la région critique du
test, on a :

mx (By) = Pry (C) < Pri (C) =z (8y) (3.160)

1. Par conséquent, pour des données générées sous I'hypothese Hy : 3, = 0, la
relation ci-dessus dit que le risque d’erreur de premiere espece de la méthode de
Freedman-Lane est inférieur a celui de Kennedy.

PT’HO(P;;T <a) < PTHO(PP{(7T < ) (3.161)

Ces résultats donnent un support mathématique aux résultats des simulations
d’Andersson et Legendre [1] (Voir page 289).

2. Par contre, lorsque les données sont générées sous I’hypothese alternative H :
By # 0 la relation ci-dessus dit que la puissance du test de la méthode de Freedman-
Lane est inférieure ou égale a celle de la méthode de Kennedy.

Pryg, (Pl <a) < Prg (P <o) O (3.162)

Cependant, lors de la vérification des puissances de tests par des méthodes per-
mutationnelles pour p variables la méthode de Kennedy n’a été considérée ni dans
les simulations d’Anderson et Legendre [1], ni celle de Legendre (2000). D’autre part,
d’apres la proposition (3.8.3), on a :

- tUTrHXUw

2( A 2/ A
S (BPJT)K -5 (ﬁpﬂr)F = (n—k)a >0

olt a = XP[I — Hy]x".

Les valeurs a et n sont fixées par les données. Par suite, pour chaque permutation,
plus la valeur ‘U™H,x U™ est grande et plus la différence des deux estimateurs est
élevée. Par ailleurs, les deux estimateurs sont égaux si ‘UTH U™ = 0. Géométrique-
ment, on peut dire que lorsque le vecteur aléatoire U™ est orthogonal a sa projection
sur I'espace déterminé par 1, X!, ..., XP~! c’est-a-dire, lorsque XP est non corrélé aux
autres prédicteurs. Alors, les deux méthodes donnent des estimateurs identiques.

tYTm T
Proposition 3.8.4. Supposons le nombre de prédicteurs kfizé. Si % (ot
a = XP[I —Hy]xP # 0 ) admet une limite finie | quand n tend vers linfini, la
différence entre les deux estimateurs de VCLT(Bgm—) tend vers zéro.
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Preuve : D’apres la proposition (3.8.3) on a :

- - "U™H U™
SQ(ﬁpﬂr)K - SQ(ﬁp,W)F = ad >0

(n—k)a —

alors :

R . "U™H, U™
nl_lgloos (Bpr)c = S (Bpr)F nl_lgloo (n—k)a

= 0 (3.163)

c’est-a~dire que les deux estimateurs sont asymptotiquement égaux. Lorsque la taille
de I’échantillon est grande, on en déduit que les statistiques de test par les méthodes
de Freedman-Lane et de Kennedy deviennent équivalentes, c’est-a-dire :

Fo__Bon B ok

i S(BPJF)F S(Bp,fr)K nr

Par conséquent, lorsque la taille de 1’échantillon est grande, on encourt le méme
risque d’erreur de premiere espece, ce que confirme la simulation d’Anderson et
Legendre page (289) ot n = 90. On obtient aussi la méme puissance de test.

3.8.3 Influence de la normalisation

Considérons a nouveau le modele de Kennedy :

U;r == ﬂp’wti + EiK
ot Var(e®) = o*!. Comme dans la section (4.4) ou on avait deux variables
explicatives, p = 2, ici a chaque permutation 7, on peut considérer qu’on dispose de
(n —2) degrés de liberté pour la statistique de test petmutationnelle de la méthode
de Kennedy (T]f7r = ﬁAW /S (ﬁpﬁ) K, puisque pour chaque permutation on réalise
une régression de la variable U™ en T'. On ajuste donc un modele linéaire a deux
parametres au lieu des k parametres considérés par la méthode de Freedman-Lane.
Cela revient a considérer U™ et T' comme deux nouvelles variables (Anderson et
Legendre [1]) et non par des variables déduites de traitements antérieurs. Dans ce cas,
un estimateur MCO de 02K dans le modele de Kennedy est S?5* = >""  (é¥)?/(n —
2), c’est-a-dire que la somme des carrées des résidus est divisée par (n — 2) au lieu
de (n—k). On dit aussi qu’elle est normalisée par (n—2). L’équation (3.150) permet
d’obtenir un estimateur MCO pour la variance de Bpm sous le modele de Kennedy
s’écrit donc :
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—_— SQK n K2
Var(ﬁpﬂr)}(* - SQ(ﬁpﬂr)K* = a = 2(7;_1(;1)3 (3164)

Contrairement a la proposition (3.8.3) (ot nous avons considéré (n—k) degrés de
liberté pour la statistique de test permutationnelle suivant la méthode de Kennedy)
nous avons montré que 'estimateur MCO de Var(ﬁpm) par la méthode de Freedman-
Lane est inférieur a celui de la méthode de Kennedy, dans la proposition suivante
nous montrerons lorsque les résidus de la méthode de Kennedy est normalisé en
(n —2) dégres de liberté, il existe des cas ou I'estimateur de Var(ﬁpm) obtenu par la
méthode de Freedman-Lane est supérieur a celui de la méthode de Kennedy corrigée.

Proposition 3.8.5. Si a # 0, pour la méthode de Kennedy, en retenant (n — 2)
degrés de liberté et non plus (n — k) degrés de liberté, nous avons :

2/ o2 >0 si 'U'HpU™ > (k—2)5*F
5 Bpa)ic- = wp’”)F{ <0 si '"WHHU" < (k—2)5*F

. 2K . G2F
ou, a = xP[I — Hy]x?, S%(Bpr) ks = et S*(Bpn)r = —
a a
n ~K\2 n ~F\2
Preuve : Nous savons que : S*(3, 1)k« = M S?(Byr)r = 2im ()

donc,

52(BP,W)K* — SQ(BWF)F _ (;L: )  2ai=1\G
[(n = k) S0 ()2 = (n = 2) S0, (é)7]

S2(Byr)ice — S*(Bypr)r o .
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Mais,
(n—k)Y (52 —(n-2) Z(éf)Q > 0 ce qui confirme
i=1 =1
> @)
i=1 n—2
- > et donc
n—=k
> (&)
i=1
D EP =D )
— — k—2
==l > mais d’apres le lemme (3.8.5)
n—=k
> &)
i=1
"U'H, U™ k —
— s > et d’apres la définition de S?%
> @)
i=1
"U"H,U™ > (k—2)S* (3.165)

Par conséquent :

>0 si 'U'HpU™ > (k—2)5*F

<0 s "WHHU" < (k—2)5*F (3.166)

Sy ) res — S2(Bym) i {

C’est-a-dire que contrairement a la proposition (3.8.3) ou l'on avait toujours
SQ(BAP,,,)K > SQ(BP,W)F, ici, en retenant (n — 2) degrés de liberté pour la méthode de
Kennedy, pour chaque permutation ott la valeur “U"H U™ est inférieure a (k—2)S?F,
on sait que

SQ(BIMT)K* < S2(ﬁp77r)F .

Corollaire 3.8.2. Le test d’hypothese Hy : 3, = 0 contre Hy : 3, # 0, en considérant
(n—2) degrés de liberté pour la méthode de Kennedy et non plus (n — k), vérifie les
deuz propriétés suivantes :

1. il existe des cas o : PTHO(PPZTW <a) > PT’HO(PpIi;k <a)
2. il existe des cas ou :  Pry,(PF < &) > Prg,(PEr < a)

Preuve : D’apres la proposition (3.8.5) on a :

>0 si 'U'HHU™ > (k—2)5%F

20/ _ Q2(f3
S (ﬁp,ﬂ')K* S (6P77T)F{ <0 si tUTrHXUW < (k‘ — 2)52F
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De ce fait, pour la méthode de Kennedy corrigée il existe des cas ou SZ(Bp,W) Kx <
S%(B,.)r. On en déduit qu'il existe des cas ofl Tr: = Born)S(Bor) i > Tr. =
5p,7r/s(ﬁpﬂr)F'

Ainsi, contrairement au corollaire (3.4.1) on ne peut pas toujours dire que la
p-valeur permutationnelle de la méthode de Freedman-Lane est supérieure ou égale
a celle de la méthode de Kennedy (p} . > pX,), et la relation

Pr(PpI; <a) < Pr(Pp{ir < )

n’est pas toujours vraie si on retient la définition de S%(3a.,)x avec (n —2) degrés
de liberté. Il existe alors des cas ou

Pr(Pl. < a) > Pr(PEr < «) (3.167)

Par conséquent, pour des données générées sous 1’hypothese Hy : (o = 0, la
relation ci-dessus peut étre précisée :

il existe des cas ot : Pry, (Pl < a) > Pry,(Pr: < a) (3.168)

Elle dit qu’il existe des cas ou le risque d’erreur de premiere espece de la méthode
de Kennedy avec (n — 2) degrés de liberté est inférieur a celui de Freedman-Lane.
Mais dans la simulation d’Anderson et Legendre (cf [1]page 289) du fait de la faible
étendue du domaine des valeur des facteurs, on n’observait pas de cas ou le risque
d’erreur de premiere espece de la méthode de Kennedy avec (n—2) degrés de liberté
est inférieur a celui de la méthode de Freedman-Lane.

Par contre, lorsque les données sont générées sous I’hypothese Hy : B # 0 la
relation (3.168) s’écrit précisement :

il existe des cas ot : Pry, (Pl < a)> Pry,(Pr: < a) (3.169)

Cela dit qu’il existe des cas ou la puissance de test de la méthode de Freedman-Lane
est supérieure a celle de la méthode de Kennedy. Remarqons que dans la simulation
d’Anderson et Legendre la puissance n’est pas controlée. O

Au bilan, comme nous "avons montré pour p = 2 dans le corollaire (3.4.3), dans
le cas général pour p > 1 il existe des cas ou le risque d’erreur de premiere espece
de la méthode de Kennedy avec (n — 2) degrés de liberté est inférieur a celui de
la méthode de Freedman-Lane, et par contre il existe des cas ou la puissance de la
méthode de Kennedy avec (n—2) degrés de liberté est inférieur a celui de la méthode
de Freedman-Lane.

Proposition 3.8.6. Quand k est fivé, si "U"HxU"/a (0t a = %[ — Hy|x? #0)
admet une limite finie I, la différence entre les deux estimateurs de Var(f, ) tend
vers zéro quand n tend vers l’infini.
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Preuve : D’apres la proposition ci-dessus on peut écrire :

(n—k) Y ()2 = (n—2) Y (&)
lim [S*(Bpn)ice — S2(5 — i = =
Jim [S5(By ) e = S (Bpe)r] = lim (n—2)(n—k)a
n(O> E2 =T

~ lim = 5 =

n—-+00 n-a

. UTHLUT 1

~ lim —— x lim —

n—-4o0o a n—+oo 1
~ [ x0
~ 0 (3.170)

c’est-a-~dire que les deux estimateurs sont asymptotiquement égaux. Par suite, lorsque
la taille de I’échantillon de données est grande, les statistiques de test par les mé-
thodes de Freedman-Lane et de Kennedy avec (n —2) degrés de liberté sont approxi-
mativement égales :

S TR T
nr S(ﬁpﬂ)F S(ﬁpﬂr)K* .

Par conséquent, on doit observer dans ce cas le méme risque d’erreur de premiere
espece, ce que confirme les simulations d’Anderson et Legendre (cf. [1] page 289 pour
n > 36). On doit observer aussi la méme puissance, méme si cette étude n’entrait
pas dans les simulations d’Anderson et Legendre. Nous avons traité ce sujet dans
nos simulations pour p = 2 en section 2.5.3, pour n > 36.

Comme dans la proposition (3.4.6) ou nous avons montré que l'estimateur de
Var(ﬁg) par la méthode Kennedy avec (n — 2) degrés de liberté est plus petit que
celle de la méme méthode avec (n — 3) degrés de liberté. Nous démontrons dans la
proposition suivante le résultat correspondant, dans un cadre général : il reste vri
dans ce cas que Pestimateur de Var(f3,)par la méthode Kennedy avec (n —2) degrés
de liberté est plus petit que celui de la méme méthode avec (n— k) degrés de liberté.

Proposition 3.8.7. L’estimateur de Var(@m) par la méthode de Kennedy avec
(n — 2) degrés de liberté, est toujours inférieur a celui de la méme méthode avec
(n — k) degrés de liberté :

(k—2) >0, (65)°
(n—2)(n—k)a

ot a=%P[I — Hy|x? est supposé fini et non nulle.

SZ(ﬁpﬂr)K - SQ(ﬂpm)K* =

>0 (3.171)



3.8. ETUDE COMPARATIVE POUR P VARIABLES EXPLICATIVES 245

Preuve : Nous savons que I'estimateurs MCO de Var(ﬁw) par la méthode de
Kennedy avec (n — 2) et (n — k) degrés de liberté sont :

S _ LY

SQ(ﬁp,ﬂ'>K = - — (n L k)a
S2K* 7‘L_ K2
52(/6p77r)K* = - — Z(é_i(;)cz

donc :

SZ(ﬁZ TI’)K o 52(52 W)K* — Z:L:l(ézK)z 2?21(65)2

(n—k)a (n—2)a
(k=) S0 (@

(n—2)(n—k)a
= % >0 (3.172)

Une conséquence de la proposition ci-dessus est que :
(k—2) 3, (65) _ (k—2)5%F

S (Oan)ic = S o)iee = = = = .

Si S?K Ja (ot a = XP[I — Hy]x?) admet une limite finie et non nulle quand n
est fixé et k tend vers l'infini, la différence entre les deux estimateur de Var(ﬁpm),
augmente et on en déduit que la différence entre le risque d’erreur de premiere
espece de la méthode de Kennedy avec (n — k) et celui avec (n — 2) degrés de liberté
augmente, ce que confirme la simulation d’Anderson et Legendre (cf. [1] page 289).

D’apres I'équation (3.172), on a :

S2(Bp,7r)K > SQ(Bpﬂr)K* (3173)

et par suite :

1. Dans chaque permutation la valeur absolue de la statistique de test dans la
méthode de Kennedy avec (n — 2) degrés de liberté est toujours supérieure a celle
de la méme méthode avec (n — k) degrés de liberté, c’est-a-dire que :

TK* — |Bp7ﬂ'| > |BP77T|
nr SQ(ﬁpﬂr)K* N SQ(ﬁpﬂr)K

2. La distribution permutationnelle de ]Tp{i;“] a une dispersion supérieure ou égale a
celle de [T |.

3. La p-valeur permutationnelle de la méthode de Kennedy avec (n — 2) degrés de
liberté est inférieure ou égale a celle de la méme méthode avec (n — K) degrés de
liberté, c’est-a-dire que :

K
= |TX. (3.174)

phr >, (3.175)
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Corollaire 3.8.3. Pour effectuer un test d’hypotheése Hy : 3, = 0 contre Hy : 3, # 0,
a l'aide de la méthode de Kennedy :

1. un risque d’erreur de premiere espéce de la méthode avec (n — 2) degrés de
liberté inférieur ou égal a celui obtenu avec (n — k) degrés de liberté.

2. une puissance de test de la méthode avec (n — 2) degrés de liberté inférieure
ou égale a celle obtenu avec (n — k) degrés de liberté.

Preuve : D’apres la remarque ci-dessus, on a :
)
Kx K
p2,7r 2 p2,7r'

On conclue donc que la probabilité de rejeter Hy : 3, = 0 par la méthode de Kennedy
avec (n — 2) degrés de liberté est inférieure ou égale a celle obtenue par la méme
méthode avec (n — k) degrés de liberté, c’est-a-dire que :

Pr(PEr <o) < Pr(PE < a) (3.176)

Donc, la fonction de puissance permutationnelle de la méthode de Kennedy avec
(n — 2) degrés de liberté est inférieure ou égale a celle de la méme méthode avec
(n — k) degrés de liberté. Si C' est la région critique du test, on a :

e " (By) = Pry*(C) < Prif(C) = g (B,) (3.177)

1. Par conséquent, pour des données générées sous I’hypothese Hy : 3, = 0, la
relation ci-dessus dit que le risque d’erreur de premiere espece de la méthode
de Kennedy avec (n — 2) degrés de liberté est inférieur a celui de la méme
méthode avec (n — k) degrés de liberté.

Pry,(PE: < a) < Pry,(PF, < a) (3.178)

Ces résultats donnent un support mathématique aux résultats des simulations
d’Andersson et Legendre (cf. [1]page 289).

2. Par contre, lorsque les données sont générées sous 'hypothese Hy : 3, # 0
la relation ci-dessus (4.63) dit que la puissance du test par la méthode de
Kennedy avec (n — 2) degrés de liberté est inférieure ou égale a celle de la
méme méthode avec (n — k) degrés de liberté.

Pry, (PEr < o) < Pry, (PY. < ) (3.179)
Ce qui n’est pas controlé dans la simulation d’Anderson et Legendre.

Proposition 3.8.8. Si k est fizé et si S*F /a admet une limite finie et non nulle, no-
tée g quand n tend vers l'infini, la différence entre les deux estimateurs de Var(ﬁApﬂr)
par la méthode de Kenndy avec (n — 2) et (n — k) degrés de liberté respectivement,
sont asymptotiquement égau.
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Preuve : D’apres la proposition (3.8.7), on a :

S2<5p,7r>K . SQ(ﬁp,w)K* _ (k - 2) Z:L:I(ézKy

(n—2)(n—k)a
alors,
' . . _ [(k—2)5%*
- 2k
~ lim M lim 1
n—-+00 a n—+o0o n
= gx0=0 O (3-180)

Ainsi les statistiques [T | et |T5*| sont asymptotiquement égales et pour effec-
tuer un test sur I’hypothese Hy : 3, = 0 contre Hy : 3, # 0, elles donnent les mémes
risques d’erreurs de premiere espece et les mémes puissances. C’est que confirme la
simulation d’Anderson et Legendre (cf.189 pour n = 90)

Remarque 3.8.2. D’apres la proposition ci-dessus et en considérant la proposition
(8.4.6), ot on avait :

) . S2(X1) 2o (6F)?
. ) @ ) _ 1; 1i=1\"1
Jim [%(Box)ie = S*(Bom)a] = Tim n(n —2)(n—3)A

. 52(X1)52K ) 1

2 2K

oo
_ - O
A x0=0

Cela dit que la vitesse de convergence est en O(n™?) si k = 3, est en O(n™') si
k > 3 (cf. proposition ci-dessus). C’est ce que confirme la simulation d’Anderson et
Legendre ([1], page 289, ou le nombre de variables est 2, 5 et 10).
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Chapitre 4

Tests d’association entre matrices
de distance

4.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est a l'origine des recherches décrites dans cette these.
Notre ambition initiale était en effet ’étude des tests de permutations utilisables
pour étudier la dépendance partielle entre tableaux de distances interpoints.

On se place alors dans un cadre multivarié de dimension p > 1. Chaque unité
statistique est alors observée a l’aide d'un vecteur aléatoire X a valeurs dans un
espace vectoriel normé de dimension p > 1 (p entier non nul) et ’on suppose donnée
une distance entre unités statistiques déduit des valeurs de X. L’exemple le plus

classique est :
p

dij = dig(X) = |x" = x| = O (), — 21)*)"/? (4.1)
k=1
ou R? est muni de la norme euclidienne standard

P

x> = (2;)" = xx. (4.2)

j=1

Lorsqu’on observe X sur un échantillon de taille n, on peut associer a X une
matrice carrée d’ordre n, de terme général d;; = d;;(X) :

0 d12 d13 e dln
diy 0 doyy o don

D=DX)=| ~ . F® 7 (4.3)
dy, doy - oe- 0

La formulation d’un modele statistique en terme de matrices de distances offre
une grande souplesse et par suite, a beaucoup d’applications dans les sciences em-
piriques telles que en économie, en biologie, en écologie etc. Elle permet d’unifier

249
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les approches adaptées au cas de variables aléatoires (p = 1), de vecteurs aléatoires
(p > 1) ou de fonctions aléatoires.

Lorsqu’on dispose d’une information empirique exprimée au travers de tableaux
de distances, il devient naturel pour de nombreux chercheurs de rechercher des liai-
sons (linéaires) entre des matrices de distances. Un cas particulier de modele appar-
tenant a cette classe et tres couramment utilisé formule le probleme en termes de
modele de régression sur des matrices de distances.

Dans le cas de données dyadiques, comme dans la situation usuelle opérant sur
des données vectorielles, ’analyse de régression classique se heurte a des difficultés
importantes lorsque les postulats fondant la méthode sont violés par les données de
distance disponibles.

Dans les deux cas, il est alors prudent d’opter pour des méthodes d’inférence libre
(au sens distribution free) et en particulier pour des méthodes permutationnelles.
Dans le cas de données disponibles sous la forme de tableaux de distances, deux
obstacles demeurent :

1. les distances inter points sont des nombres positifs et d’échelle de rapport, le
zéro représentant une situation de référence.

2. il n’est pas réaliste d’admettre que les distances d;, et dj sont des variables
aléatoires indépendantes des que (i, k) et (j,1) ont au moins un élément en commun.

Les modeles de régression utilisés ne font donc pas intervenir de terme constant
et sont donc d’un emploi plus délicat que les modeles usuels.

En 2000, Legendre ([35]) a étudié par simulation Iapplication des quatre mé-
thodes de test de permutation présentées dans le chapitre 2 au cas de matrices des
distances. Dans ce cas, les variables X', X? et Y définissant un modele de régression
sont formées respectivement par les éléments de la partie triangulaire inférieure des
matrices de distances D' = D(X'), D? = D(X?) et DY = D(Y). Ces trois vecteurs
doivent vérifier les contraintes imposées par les propriétés d’une matrice de distance.

Dans ce chapitre, nous présentons tout d’abord le test de Mantel ([39]) proposé
dans le cas de deux matrices de distance donc dans un cadre de régression simple.
Ensuite, nous expliquons la méthode et les résultats obtenus par Legendre. Enfin
nous complétons et comparons son travail grace a une simulation plus large.

4.2 Le test de Mantel

Le test de Mantel [39] permet de déterminer si une variable est spatialement
structurée ou plus généralement s’il y a une liaison entre deux variables. Pour cela,
ce test a pour caractéristique de tester la liaison entre deux matrices de distances
(ou de similarités) évaluées sur les mémes objets.

Le test de Mantel suppose qu’'on a observé les n(n — 1)/2 éléments de deux ma-
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trices de distances entre les éléments d’un méme ensemble! : une matrice A contenant
les distances entre les objets caractérisés par la premiere variable et une matrice B
contenant les distances entre les objets caractérisés par la deuxieme variable.

0 a2 a3 -+ aiy 0 big big -+ bip

21 0 ag -+ agy bay O bay -+ boy

A=|an ax 0 - az B=| by b 0 - by
i Ap1 Ap2 Apz - 0 1 i bnl bn2 bn?) e 0 i

Afin d’évaluer 'intensité de la relation linéaire entre les deux variables, on mesure
alors ’association entre éléments de ces deux matrices A et B par une statistique
appropriée telle que la corrélation entre les éléments correspondants.

Du fait que les matrices de distance sont symétriques, la corrélation entre tous
les éléments hors diagonaux des deux matgrices est la méme que la corrélation entre
les N = n(n — 1)/2 éléments des parties triangulaires inférieures (ou supérieures),
cette corrélation est donnée par I'équation :

> igbiy — 32, aig 30, big /N (4.4)
VIZLah = (. ai?/NII, B — (32, b)?/N]

oty =>"ij=1-n
x i<j

Par suite, on détermine la signification de la statistique de test par comparaison
avec la distribution permutationnelle obtenue pour cette statistique en permutant
aléatoirement 'ordre des I’éléments dans une des matrices. Cette approche opere
simplement comme le test de permutation portant sur le coefficient de régression
dans un modele de régression simple présenté dans le chapitre 1. Nous avons seule-
ment remplacer les deux variables quantitatives par deux matrices de distances.

On peut alors reprendre 'analyse présentée au chapitre 1, en adoptant comme
statistique de test : la statistique de Student T', R le coefficient de corrélation ou
encore la somme des produits ) | a;;b;; puisque les tests de permutation utilisant ces
trois indicateurs sont équivalents.

R=

4.2.1 Simulation de Legendre

Afin de comparer dans le cas de matrices de distances, les quatre méthodes de
test de permutation présentées dans le chapitre 2, Legendre ([35]) a réalisé une si-
mulation. Sa démarche consiste en les étapes suivantes.

Imais & partir de mesures différentes par exemple une matrice de distances écologiques basées

sur les abondances d’especes, et une matrice de distance géographiques entre les objets
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1. Lauteur génere trois matrices de données Z7,j = 1,2,3 d’ordre (n x 10) a
l'aide d’un vecteur aléatoire de dimension p = 10 qui suit une loi LG1(0,I) pour
une simulation et une loi tres dissymétrique Fap(1)® pour I'autre :

J J

11 Ao
J j

7i — “21 T A210
J J

a1l T *nlo

2. A partir de Z', Z? et Z? il calcule les matrices carrées d’ordre n de terme général
les distances entre paires d'unités statistiques. La matrice de distances associée a Z7
est notée D7, j=1,2,3:

0 &y - d,
&, 0 - d
D — 21 2n
Ay &y - d,

3. I1 définit alors les vecteurs d’, j = 1,2, 3 de dimension N = n(n —1)/2 respec-
tivement formés par les éléments de la partie triangulaire inférieure (ou supérieure)
des matrices de distances D', D? et D? . Pour simplifier les notations, on note ici

les composantes de d? par un seul indice e = {1,--- , N'}
d
J
aio| %
dy

4. Il définit alors la matrice D formée par concaténation des matrices de dis-
tances :

di di di
dy d% d
D—[d'a?a? = | 7 (4.5)
dy dy dy
A partir des d!, d? et d3, Legendre construit des vecteurs X!, X2 et Y dont la
structure de corrélation est controlée a 1’aide d’une matrice de corrélation R de la
fagon suivante :

1 p(X1,X?%) p(X1,Y)
Dg = [X}X?|Y] = DRY? ot R= | p(X', X?) 1 p(X2Y) | (4.6)
p(XLY)  p(X2Y) 1

On est alors en état de réaliser a partir des trois vecteurs X1, X2 et Y les tests
de permutation présentés au chapitre 2. Notons que Legendre a utilisé le coefficient
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de corrélation partielle comme statistique de test. Les principaux résultats de ses
simulations sont les suivants :

1. La méthode de Kennedy augmente le risque d’erreur de premiere espece.

2. En augmentant la corrélation p(X?', X?), la méthode Manly augmente le risque
d’erreur de premiere espece.

3. Lorsque les valeurs de Z', Z% et Z3 sont générées suivant une loi fortement disy-
métrique, telle que la loi Exp(1)3, la méthode de Ter Brack a la valeur maximale du
risque d’erreur de premiere espece.

4. Les risques d’erreur de premiere espece encourus par ces méthodes dans les cas
de test bilatéral et de test unilatéral sont différentes.

5. Dans la plupart des cas, la puissance de la méthode de Ter Brack est la plus forte.

Notre étude par simulation conduit a des observations différentes des résultats
obtenus par Legendre. Nous devons donc admettre que dans le cas des matrices de
distances il est nécessaire d’effectuer une étude plus complete des facteurs agissant
sur la puissance des tests de permutation appliqués a la dépendance (partielle).

4.3 Notre simulation

Tout d’abord, considérons le cadre de la régression linéaire double :

Y, = By + Brxl + fox? + €. (e=0,1,..,N), (4.7)

ou Y, x!, 2% et € sont désormais les éléments de la partie triangulaire inférieure de

quatre matrices des distances, N = n(n — 1)/2 et e désigne la paire d’unités statis-
tique (7,j) avec, i < j, i,7 = 1,--+ ,n. On effectue donc ici une régression linéaire
sur données dyadiques. Il reste a montrer que les composantes de ces variables vé-
rifient les propriétés des matrices de distances. L’objectif est d’effectuer le test de
I’hypothese Hy : B = 0 contre Hy : 35 # 0.

Nous étudions en particulier 'influence sur le risque d’erreur de premiere espece
et sur la puissance du test des quatre facteurs suivants :

a) le nombre d’unités statistiques n;
b) le degré de corrélation entre les variables explicatives p(X!, X?);
c) la valeur du parametre (3, associé a la covariable X! ;

d) la distribution du terme d’erreur aléatoire ..
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4.3.1 Analyse du risque d’erreur de premiere espéece du test
A) Le cadre de la simulation

Nous avons étudié le risque d’erreur de premiere espece pour les spécifications
suivantes :

a) le nombre d’unités statistiques : n appartient a {6,9,12};
b) le coefficient associé & la covariable X' : 3; appartient & 'ensemble {1, 2.5}

c) le coefficient de corrélation entre les variables explicatives X! et X2 :
p(X1', X?) est & valeurs dans {0.1,0.9};

d) ladistribution du terme d’erreur aléatoire € : {Wishart, Exp(2), Beta(2,0.3)}.

B) Algorithme de simulation

1. Nous avons généré deux matrices Z7,j = 1,2 d’ordre (n x 10) a I'aide d'un
vecteur aléatoire de dimension p = 10 qui suit une loi LG1((0,1) :

J J J J

A1 F12 A13 T *110
j J j j

7i c21 <22 23 Tt 2210
J J J J

“nl #n2 “n3 7T Znlo

2. A partir de Z' et Z2, nous avons calculé les matrices carrées d’ordre n de
terme général la distance euclidienne entre paires d'unités. On note D7, j = 1,2 ces
deux matrices :

0 dy dy - d,
j i
dZLl diz2 d{OS e dfm

3. Nous avons défini alors les vecteurs d' et d? de taille N = n(n — 1)/2 respec-
tivement formés par les éléments de la partie triangulaire inférieure (ou supérieure)
des matrices de distances D' et D?. Pour simplifier les notations, on repere les

composantes de d’, j = 1,2 a l'aide d'un seul indice e = 1,--- | N.
di
J
aio| %

dy
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Contrairement au chapitre 2 ou nous avions étudié les tests de permutation dans
le cas des variables ordinaires, ici les composantes du vecteur d' ou d? ne sont pas in-
dépendantes, puisqu’elles sont des éléments d’une matrice de distances déduite d'une
configuration aléatoire de n points de RP et qu’elles vérifient donc des contraintes
liées a la définition d’une distance, en particulier le postulat d’inégalité triangulaire.

4. Nous avons voulu étudier I'effet d'une transformation des distances sur le seuil
et sur la puissance du test. Afin de limiter les calculs, nous avons limité notre com-
paraison a une transformation logarithmique et une transformation quadratique. A
partir des vecteurs d! et d? nous avons donc calculé :

a) les vecteurs des carrés des distances, notés d! et d? respectivement ;
b) le vecteur des logarithmes des distances notés respectivement d; et d?.

5. Nous sommes maintenant en mesure d’expliciter le modele retenu pour simuler
des données. On définit tout d’abord la matrice D :

&
ol

D=[d"d}=| ° ° (4.8)
d

Puisque les deux matrices de distances D! et D? sont générées de maniere indé-
pendante, on a p(d!,d?) = 0. A partir de D, nous avons construit les vecteurs X*
et X2 de corrélation p(X*, X?) de la facon suivante :

1 p(X*, X?)

_wliw2) 1/2 .
Dr = [X'[X*| =DR'? ot R=| 1 v ;

(4.9)
olt p(X!, X?) est fixé dans chaque simulation. Ensuite, nous calculons le terme signal
comme : Dr3 ou B = {f, f2}. Remarquons que pour calculer le risque d’erreur
de premiere espece, on doit poser (35 = 0.

6. Pour simuler le terme d’erreur, nous avons généré un N-échantillon aléa-
toire € = (€1, €, -+, €x) suivant I'une des trois lois suivantes {Wishart, Exp(2),
Beta(2,0.3)}. On distingue ainsi le cas d'une loi symétrique (loi de Wishart) et le
cas de lois dissymétriques a dissymétrie droite (Beta(2,0.3)) et gauche (Ezp(2)).

La procédure de génération de nombres aléatoires nécessite ici une étape de rejet
de facon a s’assurer que les données générées vérifient bien les propriétés des matrices
de distances. Aussi, si les données simulées ne vérifient pas les dites propriétés, on
répete cette étape jusqu’a ce qu’elles y satisfassent.

7. Nous avons de plus observé, bien que de fagon grossiere, I'effet des variances du
terme signal (Dgr/3), et du terme d’erreur (¢). Nous avons donc imposé une condition
au rapport signal sur bruit :

Var(DrB)/Var(e) > 4 (4.10)
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Si les données générées pour € ne vérifiaient pas cette derniere condition, on divisait
les valeurs du terme € par 2 pour obtenir la relation (4.10). Cette simulation a été
comparée a la situation opposée ou le rapport vérifie :

Var(DgrB)/Var(e) < 1/4 (4.11)

mais cette derniere situation est étudiée dans le seul cas ou les valeurs du terme
d’erreur sont générées selon une loi Wishart.
8. Enfin, les valeurs de Y ont été générées par I’équation :

Y =DgrB + ¢ (4.12)

les données ainsi générées devraient elles aussi vérifier les propriétés des matrices de
distances. Aussi, si ces données ne vérifiaient pas les dites propriétés, on répétait les
étapes 6 et 7 jusqu’a ce qu’elles y satisfassent.

9. On a répété les étapes 5-8 pour les deux autres ensembles de données générées
en étape 4-a et 4-b, c’est-a~-dire pour le vecteur des carrés des distances et le vecteur
des logarithmes des distances. Au bilan, nous avons ainsi généré trois ensembles de
données.

10. Afin de comparer des statistiques de test pour chacune des méthodes nous
avons réalisé les tests de permutation avec trois statistiques : le T' de Student, le
coefficient de corrélation partielle noté par rys1, et le coefficient de corrélation
partielle au carré, noté r2,, . Ainsi, chaque méthode de test de permutation a
conduit au calcul des ces trois statistiques de test sur les données permutées obtenues
selon le principe caractérisant chaque méthode.

Pour chaque combinaison de niveaux des facteurs, 3000 ensembles de données
ont été générés. Puis, pour chacune des quatre méthodes de test, chaque ensemble
de données a été permuté 999 fois. Pour chaque méthode, les statistiques de tests de
permutation ts r, ryo.1. €t 7’%21” ont été calculées pour chaque ensemble de données
permutées.

11. Pour comparer les tests d’hypotheses dans le cas bilatéral et le cas unilatéral,
et cela a ’aide de chacune des méthodes, nous avons calculé les p-valeurs bilatérales
et unilatérales correspondant aux trois statistiques de test. Cela signifie qu’apres
999 permutations (pour chaque ensemble de données), la p-valeur permutationnelle
a été calculée pour les trois statistiques de test et par chacune des quatre méthodes.
Par exemple dans le cas d'une hypothese bilatérale et pour la statistique de test ¢,
la p-valeur permutationnelle est calculée par la formule : :

#(’tﬂ" Z |tobs|)
1000

(4.13)

pP — valeur,
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et pour I’hypothese unilatérale Hy : B < 0 contre H; : B > 0 la p-valeur permuta-
tionnelle s’obtient par :

# (tﬂ Z tobs)

4.14
1000 ( )

Y —valeury,

Dans le cas du coefficient de corrélation partielle 7y 1, les p-valeurs respectivement
bilatérale et unilatérale sont :

#(|ry21x] > [rv21bs)l)

B
—valeur, = 4.15
p, — valeur 1000 (4.15)
U #(ry2.1,x = Ty2.1(obs))
— valeur, 4.16
p, — valeur 1000 (4.16)
de plus pour la statistique de test 7%, :
#(r¥21m 2 7591 (0bs))
B A .1(obs)
—valeur, = 4.17
P2 — valeur 1000 (4.17)
#(r¥o1x = [ry2aeoms)”)
U A,
> —valeur, = 4.18
P2 — valeur 1000 (4.18)

Ol tops €6 T'y21(0bs) sONt les statistiques ¢ et ry,; calculées sur les données originales
(non permutées).

Le niveau de signification a été fixé a o = 0, 05 pour ces tests . Ainsi, pour chaque
ensemble de données on rejette ’hypothese Hy : fo = 0 quand la p — valeur, est
inférieure a 0.05. Sur les 3000 p — valeur, calculées le pourcentage de P — valeur,
(bilatérales ou unilatérales) inférieures a 0.05 donne le risque d’erreur de premiere
espece atteint. En fait, ce pourcentage estime la probabilité de rejeter Hy : 5 = 0
lorsque Hy est vraie (parce que les données sont générées sous Hy : 2 = 0). De plus,
un intervalle de confiance a 95% a été calculé a partir du risque d’erreur de premiere
espece (calculé sur 3000 ensembles).

Enfin, dans chacune des méthodes, on a calculé le risque d’erreur de premiere
espece pour les trois statistiques ¢, 7y2 1 et dans le cas des deux hypotheses : bilatérale
et unilatérale.

Afin de compléter la comparaison pour chaque ensemble de données on a de plus
utilisé les tests paramétriques classiques qui consistent a calculer une statistique de
Student et sa p-valeur donnée par la théorie Gaussienne. De la méme fagon, sur les
3000 ensembles de données le risque d’erreur de premiere espece et son intervalle de
confiance sont calculés a ’aide des formules fournies par la théorie Gaussienne.

C) Les résultats des simulations

Dans cette section nous présentons les résultats relatifs aux deux situations : les
termes d’erreur suivent (C1 ) une loi de Wishart et (C2) une loi Beta(2,0.3).
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Lorsque les termes d’erreur suivent une loi Exp(2), les résultats des simulations
sont les mémes que le cas de données générées selon une loi Beta(2,0.3) et c’est
pourquoi nous les avons consignés dans I’annexe 4.

C1) Cas des données générées selon une loi de Wishart :
Cette partie présente quatre comparaisons : la premiere concerne les transformations
des distances simulées, la deuxieme étudie I'influence du choix d’une statistique de
test, la troisieme oppose les alternatives bilatérales et unilatérales et la derniere
comparaison contraste deux situations marquées par un rapport signal sur bruit fort
ou faible.

C1-1 Comparaison des trois ensembles des données : distance inter-
point, carré de distance et transformée logarithmique de distances
L’objet de cette partie est de comparer par des résultats de simulations le risque
d’erreur de premiere espece de la statistique de tests 1" de Student sur 'hypothese
alternative bilatérale, pour trois ensembles de données : distance interpoint, carré
des distances et transformée logarithmique des distances. Les valeurs des variables
Y, X1, et X? sont générées telles que Var(Dr3)/Var(e) > 4.

En considérant les figures 4.1 et 4.2 on peut faire les observations suivantes :

1. Quelles que soient les valeurs des facteurs et pour les trois ensembles de don-
nées, en augmentant le nombre d’unités (les valeurs des autres facteurs restant
fixées), le risque d’erreur de premiere espece augmente. Ceci est peut-étre di
au fait que les valeurs des variable X! ou X? sont dépendantes.

2. Pour toutes les combinaisons des facteurs et pour les trois ensembles de don-
nées, 'augmentation du coefficient de corrélation de 0.1 & 0.9 (les valeurs des
autres facteurs restant fixées) n’a pas d’effet sur le risque d’erreur de premiere
espece.

3. Les figures 4.1 et 4.2 ne montrent aucune différence majeure. En résumé, la

valeur vraie du coefficient ; ne semble pas influer sur les risques d’erreur de
premiere espece.

4. Les quatre méthodes de test permutation ainsi que la méthode classique, gé-
nerent des niveaux d’erreur de premiere espece tres semblables quelles que
soient les valeurs de n, [3; et p.

5. On constate que lorsque les résidus sont générés selon la loi de Wishart, le
risque d’erreur de premiere espece est plus fort que dans le cas Exzp(2) et
Beta(2,0.3). La symétrie de la loi des résidus semble donc dégrader la situation
pour toutes les combinaisons des facteurs, par les quatre méthodes de test de
permutation ainsi que la méthode classique.

6. Quelle que soit la combinaison des facteurs choisie, les transformations qua-
dratique et logarithmique n’ont pas d’effet sur le risque d’erreur de premiere
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espece. C’est dire que les résultats obtenus par ces deux ensembles de données
différent tres peu de ceux qu’on a établis sur ’ensemble initial des données de
distance.

7. Nous avons présenté ici la statistique T" de Student. Nous avons par ailleurs
obtenu des résultats analogues pour les statistiques de test concurrentes : le
coefficient de corrélation partielle (ry21) et bien évidement aussi pour le carré
du coefficient de corrélation partielle (1%, ) (cf. LABSAD en ligne? ).

8. Les résultats présentés dans les figures 4.1 et 4.2 correspondent aux hypotheses
alternatives bilatérales. Nous avons obtenu des résultats équivalents pour les
hypotheses alternatives unilatérales (cf. LABSAD en ligne).

9. Les résultats donnés dans ces figures correspondent au cas ou la variance
du terme de signal est quatre fois plus grande que celle du terme d’erreur
Var(DgrB3)/Var(e) > 4. Des résultats équivalents sont obtenus lorsque la va-
riance du terme d’erreur est quatre fois plus grande que celle du terme signal

Var(DrB)/Var(e) < 4 (cf. LABSAD).

2tous les résultats de ces simulations seront accessibles et consultables en ligne sur le site internet
du LABSAD
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a:Wishart, p=0.1, B =1 b:Wishart, p=0.9, B; =1

013 015 017 019
1 1 1 1
013 015 017 019
1 1 1 1

0.11
1
0.11
1

0.09
1
0.09
1

0.07
1
0.07
1

0.05
1
0.05
1

c:Wishart, p=0.1,B; =1 d:Wishart, p=0.9, B1 =1

013 015 017 0.9
1 1 1 1
013 015 017 0.9
1 1 1 1

0.11
1
0.11
1

0.09
1
0.09
1

007
1
007
1

0.05
1
0.05
1

e:Wishart, p=0.1,B; =1 f:Wishart, p=0.9,B; =1

013 015 017 0.9
1 1 1 1
015 017 019
1 1 1

0.13
1

0.11
1
0.11
1

0.0
1
0.0
1

007
1
007
1

0.05
1
0.05
1

T T T T T T
6 9 12 6 9 12

le nombre d'unite le nombre d'unite

Fi1G. 4.1 — Erreur de premiere espece estimée du test d’hypothese Hy : B2 = 0 en
fonction du nombre d’unités et pour les méthodes Gaussienne——A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Wishart et vérifient les
propriétés d’une matrice de distance. La statistique de test est le T" de Student pour
toutes les figures. 1 = 1 pour toutes les figures. p = 0.1 pour les figures a, c et
e. p = 0.9 pour les figures b, d et f. X' et X? sont des distances interpoints pour
les figures a et b; des carrés des distances pour les figures ¢ et d; des transformées
logarithmiques des distances pour les figures e et f.
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a:Wishart,p=0.1, 31 =2.5 b:Wishart, p=0.9, B, =2.5

011 013 015 017 019
1 1 1 1 1
013 015 017 019
1 1 1 1

0.11
1

0.09
1
0.09
1

0.07
1
0.07
1

0.05
1
0.05
1

c:Wishart, p=0.1, 3; =2.5 d:Wishart,p=0.9, B; =2.5

0.18
1
0.18
1

017
1
017
1

0.15
1
0.15
1

013
1
013
1

0.11
0.11
1

0.09
1
0.09
1

0.07
1
0.07
1

0.05
1
0.05
1

e:Wishart,p=0.1, 3; =2.5 f:Wishart, p=0.9, B; =2.5

011 013 015 017 019
1 1 1 1 1
013 015 017 019
1 1 1 1

0.11
1

0.09
1
0.09
1

0.07
1
0.07
1

0.05
1
0.05
1

T T T T T T
6 g 12 6 g 12

le nombre d'unite le nombre d'unite

F1G. 4.2 — Erreur de premiere espece estimée du test d’hypothese Hy @ B2 = 0 en
fonction du nombre d’unités et pour les méthodes Gaussienne——A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Wishart et vérifient les
propriétés d’une matrice de distance. La statistique de test est le T" de Student pour
toutes les figures. 3; = 2.5 pour toutes les figures. p = 0.1 pour les figures a, c et
e. p = 0.9 pour les figures b, d et f. X' et X2 sont des distances interpoints pour
les figures a et b; des carrés des distances pour les figures ¢ et d; des transformées
logarithmiques des distances pour les figures e et f.
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C1-2 Comparaison des trois statistiques de tests
L’objet de cette partie est la comparaison des résultats des simulations pour le risque
d’erreur de premiere espece concernant les statistiques de tests 1" de Student, ryoq
et r%,,, dans le cas de 'hypothése alternative bilatérale. Ici, X! et X? sont des
distances interpoints telles que Var(Dgr3)/Var(e) > 4.

Des figures 4.3 et 4.4, on peut tirer les conclusion suivantes :

1.

Les mémes quatre premiers résultats obtenus sont identiques a ceux qui ont
été présentés dans la partie (C1-1).

On constate que quelle que soit la combinaison des facteurs choisie, il n’y a
pas de différences notables entre les résultats obtenus sur les trois statistiques
de test : le T de Student, 7yq1 et ri, ;.

D’apres ces simulations, dans le cas permutationel, la différence entre les deux
statistique ryo; et r%,, est rigoureusement nulle.

Nos résultats ont été obtenus lorsque les variables X; et X5 étaient les dis-
tances interpoints. Il est intéressant de signaler que la comparaison des sta-
tistiques de tests sur les données associées aux variables de carré de distance
ou de transformée logarithmique de distances, indique des résultats identiques.

Les résultats présentés sur les figures 4.1 et 4.2 correspondant au hypotheses
alternatives bilatérales. Nous avons obtenu des résultats équivalent pour les
hypotheses alternatives unilatérales. (cf. LABSAD en ligne)

Les résultats donnés dans ces figures correspondent au cas ou la variance
du terme de signal était quatre fois plus grande que celle du terme d’er-
reur Var(Dgr3)/Var(e) > 4. Toute fois des résultats équivalents sont obtenus
lorsque la variance du terme d’erreur est quatre fois plus grande que celle du
terme signal Var(Dgr3)/Var(e) < 4 (cf. LABSAD en ligne).
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a:Wishart,p=0.1, B; =1 b:Wishart,p=0.9, B1 =1

013 015 017 019
1 1 1 1
015 017 019
1 1 1

0.13
1

0.11
1
0.11
1

0.09
1
0.09
1

0.07
1
0.07
1

0.05
1
0.05
1

c:Wishart, p=0.1, B; =1 d:Wishart,p=0.9, B, =1

013 015 017 018
1 1 1 1
013 015 017 018
1 1 1 1

0.11
1
0.11
1

9

0.09
1
0.0¢

0.07
1
0.07
1

0.05
1
0.05
1

e:Wishart, p=0.1, ;=1 f:Wishart, p=0.9, B; =1

013 015 017 019
1 1 1 1
013 015 017 019
1 1 1 1

0.11
1
0.11
1

9

0.09
1
0.0

0.07
1
0.07
1

0.05
1
0.05
1

T T T T T T
6 g 12 6 g 12

le nombre d'unite le nombre d'unite

F1G. 4.3 — Erreur de premiere espece estimée du test d’hypothese Hy @ B2 = 0 en
fonction du nombre d’unités et pour les méthodes Gaussienne——A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Wishart et vérifient les
propriétés d’une matrice de distance. 3; = 1 pour toutes les figures. p = 0.1 pour
les figures a, c et e. p = 0.9 pour les figures b, d et f. X! et X? sont des distances
interpoints pour toutes les figures. La statistique de test est : le T de Student pour
les figures a et b; le coefficient de corrélation partielle pour les figures ¢ et d; carrée
du coefficient de corrélation partielle pour les figures e et f.
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a:Wishart, p=0.1, 3; =2.5 b:Wishart,p=0.9, B1=2.5

013 015 017 019
1 1 1 1
013 015 017 019
1 1 1 1

0.11
1
0.11
1

0.09
1
0.09
1

0.07
1
0.07
1

0.05
1
0.05
1

c:Wishart, p=0.1, 3, =2.5 d:Wishart, p=0.9, 3; =2.5

013 015 017 0.9
1 1 1 1
013 015 017 0.9
1 1 1 1

0.11
1
0.11
1

0.09
1
0.09
1

007
1
007
1

0.05
1
0.05
1

e:Wishart, p=0.1, B; =2.5 f:Wishart, p=0.9, B; =2.5

011 013 015 017 019
1 1 1 1 1
013 015 017 0.9
1 1 1 1

0.11
1

0.0
1
0.0
1

007
1
007
1

0.05
1
0.05
1

T T T T T T
6 9 12 6 9 12

le nombre d'unite le nombre d'unite

Fi1G. 4.4 — Erreur de premiere espece estimée du test d’hypothese Hy : B2 = 0 en
fonction du nombre d’unités et pour les méthodes Gaussienne——A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Wishart et vérifient les
propriétés d’une matrice de distance. 3; = 1 pour toutes les figures. p = 0.1 pour
les figures a, c et e. p = 0.9 pour les figures b, d et f. X' et X? sont des distances
interpoints pour toutes les figures. La statistique de test est : le T" de Student pour
les figures a et b; le coefficient de corrélation partielle pour les figures c et d; carrée
du coefficient de corrélation partielle pour les figures e et f.
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C1-3 Comparaison des hypotheses alternatives bilatérales et unilaté-
rales
Dans cette partie nous voulons comparer par des résultats de simulations le risque
d’erreur de premiere espece de la statistique de test T" de Student, sur les deux cas :
I'hypothese alternative bilatérale et hypotheése alternative unilatérale o X! et X2
sont des distances interpoints telles que Var(Dgr3)/Var(e) > 4. En considérant les
figures 4.5 et 4.6 on peut faire les observations suivantes :

1. En comparant les figures 4.5-a,b (respectivement 4.6-a,b) avec les figures 4.5-
c,d (respectivement 4.5-¢,d) pour toutes les combinaisons de facteurs, le risque
d’erreur de premiere espece dans le cas unilatéral est un peu amoindri par
rapport au cas bilatéral.

2. Les résultats on été obtenus lorsque les variables X; et X5 sont définies comme
des distances interpoints. Nous avons obtenu des résultats tres semblables pour

les carrés des distances et pour les transformées logarithmiques de ces dis-
tances. (cf. LABSAD en ligne )

3. Ces résultats correspondent au cas de la statistiques de test 7" de Student, mais
nous avons obtenu des résultats tres voisins pour les deux autres statistiques
de test : coefficient de corrélation partielle (ry51) et bien évidement aussi le
carré du coefficient de corrélation partielle (1%, ) (cf. LABSAD).

4. Ces résultats correspondent au cas ou nous avons simulé des données de sorte
que la variance du terme de signal soit quatre fois plus grande que celle du
terme d’erreur Var(DrB)/Var(e) > 4. Nous avons confronté cette situation
a un contexte tres différent a priori : celui d’une variance du terme d’erreur
quatre fois plus grande que celle du terme signal Var(Dgr3)/Var(e) < 4. (cf.
LABSAD en ligne)
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a:Wishart, p=0.1, B, =1

nombre d'unite

c:Wishart, p=0.1, ;=1

T T T
6 9 12

le nombre d'unite
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0.07 0.09 0.11 0.13 0.15 0.17 0.19

0.05

0.07 0.09 0.11 0.13 0.15 0.17 0.19

0.05

b:Wishart, p=0.1,3,=2.5

le nombre d'unite

d:Wishart,p=0.1,3; =25

T T T
6 9 12

le nombre d'unite

Fi1G. 4.5 — Erreur de premiere espece estimée du test d’hypothese Hy : B2 = 0 en
fonction du nombre d’unités pour les les méthodes Gaussienne——/A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Wishart et vérifient les
propriété d'une matrice de distance. X' et X? sont des distances interpoints pour
toutes les figures. La statistique de test est le 7' de Student pour toutes figures.
p1 = 0.1 pour toutes les figures. ; = 1 pour les figures a et c. 81 = 2.5 pour les
figures b et d. Les tests présentés dans les figures a et b concernent des hypotheses
alternatives bilatérales et dans les figures ¢ et d des alternatives unilatérales.
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a:Wishart, p=0.9, ;=1 b:Wishart, p=0.9, ;=25

I'erreur de premiere espece
0.09 0.11 0.13 0.15 0.17 0.19
1 L1 1 1 1

0.07
|

0.05
|

le nombre d'unite le nombre d'unite

c:Wishart, p=0.9, ;=1 d:Wishart, p=0.9, ;=25

12

0.13 0.15 0.17 0.19
| | | |

I'erreur de premiere espece
0.11
L1

0.09
| |
I
1
)
|
h

0.07
|

0.05
|

T T T T
9 12 6 9

le nombre d'unite le nombre d'unite

F1G. 4.6 — Erreur de premiere espece estimée du test d’hypothese Hy @ B2 = 0 en
fonction du nombre d unités pour les les méthodes Gaussienne——/A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Wishart et vérifient les
propriété d'une matrice de distance. X' et X? sont des distances interpoints pour
toutes les figures. La statistique de test est le 7" de Student pour toutes figures.
p1 = 0.9 pour toutes les figures. 51 = 1 pour les figures a et c. 1 = 2.5 pour les
figures b et d. Les tests présentés dans les figures a et b concernent des hypotheses
alternatives bilatérales et dans les figures ¢ et d des alternatives unilatérales.

12
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C1-4 Comparaison des données générés pour le terme d’erreur ou
Var(DrB)/Var(e) > 4 et Var(Dr3)/Var(e) < 4

L’objet de cette partie est de comparer par des résultats de simulations le risque
d’erreur de premiere espece de la statistique de tests T° de Student, sur I’hypothese
alternative bilatérale dans deux cas distincts : les données générées pour les variables
X1 X?etY sont des distances interpoints telles que Var (3, X'+ 3. X?)/Var(e) > 4
puis Var (8, X! + 3. X?)/Var(e) < 4.

En considérant les figures 4.7 et 4.8 on peut tirer les conclusion suivantes :

1. Quelles que soient les valeurs des facteurs et pour les trois ensembles de don-
nées, en augmentant le nombre d’unités (lorsque les valeurs des autres facteurs
restent fixés), le risque d’erreur de premiere espece augmente.

2. Pour toutes les combinaisons des valeurs de n, 3 et p, nous observons que
lorsque Var (8, X'+, X?) /Var(e) < 4 ou au contraire Var(8, X'+ 5, X?) /Var(e) >
4, les risques d’erreur de premiere espece obtenus par les quatre méthodes de
tests de permutation sont plus grands que le niveau considéré a = 0.05.

3. Pour toutes les combinaisons des facteurs et pour les trois ensembles de don-
nées, 'augmentation du coefficient de corrélation de 0.1 a 0.9 (lorsque les
valeurs des autres facteurs restent fixes) n’a pas d’effet sur le risque d’erreur
de premiere espece.

4. Les figures 4.7 et 4.8 ne montrent aucune différence majeure. En résumé, la
valeur vraie du coefficient J; ne semble pas influer sur les risques d’erreur de
premiere espece.

5. Les quatre méthodes de test permutation ainsi que la méthode classique, gé-
nerent des niveaux d’erreur de premiere espece tres semblables, quelles que
soient les valeurs de n, 3 et p.

6. Ces résultats correspondent au cas de la statistiques de test T" de Student,
mais nous avons obtenu des résultats tres voisins pour les deux statistiques de
test : coefficient de corrélation partielle (ry21) et bien évidement aussi le carré
du coefficient de corrélation partielle (rf, ) (cf. LABSAD).

7. Les résultats présentés dans les figure 4.7 et 4.8 correspondent aux hypotheses
alternatives bilatérales. Nous avons obtenu des résultats équivalents pour les
hypotheses alternatives unilatérales. (c.f LABSAD en ligne)
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a:Wishart, p=0.1, By =1

le nombre d'unite

c:Wishart, p=0.1, ;=1

T T T
6 9 12

le nombre d'unite
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b:Wishart, p=0.1,3,=25

le nombre d'unite

d:Wishart,p=0.1, By =2.5

T T
9 12

le nombre d'unite

F1G. 4.7 — Erreur de premiere espece estimée du test d’hypothese Hy @ B2 = 0 en
fonction du nombre d’unités et pour les méthodes Gaussienne——A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu e ont été simulés suivant une loi de Wishart et vérifient
les propriétés d'une matrice de distance. Pour toutes les figures, X' et X2 sont des
distances interpoints, la statistique de test est le T" de Student et p; = 0.1. 1 =1
pour les figures a et c. #; = 2.5 pour les figures b et d. Les données générées pour
les variables X!, X2 et Y sont telles que Var(3, X" + 5, X?)/Var(e) > 4 dans les
figures a et b, Var(3, X + 5, X?)/Var(e) < 4, dans les figures ¢ et d
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a:Wishart, p=0.9, B =1

le nombre d'unite

c:Wishart,p=0.9, ;=1

T T T
6 9 12

le nombre d'unite
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b:Wishart, p=0.9,3,=2.5

le nombre d'unite

d:Wishart,p=0.9, ;=25

T T T
6 9 12
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Fi1G. 4.8 — Erreur de premiere espece estimée du test d’hypothese Hy : B2 = 0 en
fonction du nombre d’unités et pour les méthodes Gaussienne——A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu e ont été simulés suivant une loi de Wishart et vérifient
les propriétés dune matrice de distance. Pour toutes les figures, X! et X? sont des
distances interpoints, la statistique de test est le T" de Student et p; = 0.9. 51 =1
pour les figures a et c. 1 = 2.5 pour les figures b et d. Les données générées pour
les variables X', X2 et Y sont telles que Var(8; X' + 5,X?)/Var(e) > 4 dans les
figures a et b, Var(8 X' + 5, X?)/Var(e) < 4, dans les figures ¢ et d
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C2- Cas des données générées selon une loi Beta(2,0.3) :

Cette partie présente trois comparaisons : la premiere concerne les transforma-
tions des distances simulées, la deuxieme étudie I'influence du choix d’une statistique
de test, la derniere oppose les alternatives bilatérales et unilatérales.

C2-1 Comparaison des trois ensembles des données : distance inter-
point, carré des distances et transformée logarithmique des distances
Le cadre des simulations est ici identique a la section (C1 — 1), seule la loi Wishart
est remplacée par loi Beta(2,0.3).

En considérant les figures 4.9 4.10 on peut faire les observations suivantes :

1. Contrairement a ce qu’on observait dans la section précédente ou les erreurs
de premiere espece des quatre méthodes de test de permutation étaient plus
grandes que le niveau nominal considéré o = 0.05, nous observons ici des er-
reurs de premiere espece proches de 0.05. C’est dire que les méthodes de test
de permutation approchent bien le niveau considéré.

2. Bien que l'erreur de premiere espece des méthodes de test de permutation soit
proche de 0.05, ces dernieres ne se superposent pas completement les unes aux
autres.

3. En comparant les figures 14.9-a,c,e (respectivement 14.10-a,b,c) aux figures
14.9-,b,d,f (respecivement14.10-b,d,f), nous constatons que I'augmentation du
coefficient du corrélation n’a pas d’effet sur I’erreur de premiere espece. Nous
avons déja observé des résultats analogues lors de 1’étude des méthodes de test
de permutation adaptées au cas de données ordinaires (cf. chapitre 2).

4. Pour toutes les combinaisons de facteurs, 'augmentation de n (de n = 6 a
n = 12) (les valeurs des autres facteurs restant fixées), n’entraine pas d’aug-
mentation de I'erreur de premiere espece.

5. Selon ces simulations, quelle que soit la combinaison des modalités des facteurs
retenue, il ne semble pas exister de différence entre les résultats sur les données
de distance interpoint initiales, les carrés des distances et les transformées lo-
garithmiques des distances.

6. La consultation des figures 4.9 et 4.10 ne permet pas de déclarer qu’'une de ces
méthodes opére beaucoup mieux que les autres.

7. Les résultats présentés ici concernent la statistiques de test 7' de Student.
Mais, nous avons obtenu des résultats analogues pour les autres statistiques
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de test : le coefficient de corrélation partielle (rys1) et le carré du coefficient
de corrélation partielle (12, ;) (cf. LABSAD en ligne).

8. Ces résultats concernent les hypotheses alternative bilatérales, nous avons ob-

tenus des résultats analogues dans le cas d’hypotheses alternatives unilatérales
(cf. LABSAD).
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a:B(2,0.3),B:=1,p=0.1 b:B(2,0.3),B:=1,p=0.9

0.04
1
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1
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c:B(2,0.3),B1=1,p=0.1 d:B(2,0.3),B:=1,p=0.9
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e:B(2,03),B,=1,p=0.1 f:B(2,0.3),B1=1,p=0.9
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F1G. 4.9 — Erreur de premiere espece estimée du test d’hypothese Hy @ B2 = 0 en
fonction du nombre d’unités et pour les méthodes Gaussienne——A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Beta(2,0.3) et vérifient
les propriétés d’'une matrice de distance. La statistique de test est le T de Student
pour toutes les figures. J; = 1 pour toutes les figures. p = 0.1 pour les figures a, ¢
et e. p= 0.9 pour les figures b, d et f. X! et X? sont des distances interpoints pour
les figures a et b; des carrés des distances pour les figures ¢ et d; des transformées
logarithmiques des distances pour les figures e et f.
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a:B(2,0.3),B1=2.5p=0.1 b:B(2,0.3), B1=2.5,p=0.9
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c:B(2,0.3),B,=2.5p=0.1 d:B(2,0.3),B1=2.5,p=0.9
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e:B(2,0.3),B,=25,p=0.1 f:B(2,0.3), B; =25, p=0.9
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Fi1G. 4.10 — Erreur de premiere espece estimée du test d’hypothese Hy : G2 = 0 en
fonction lu nombre d’unités et pour les méthodes Gaussienne——/A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Beta(2,0.3) et vérifient
les propriétés d’une matrice de distance. La statistique de test est le T' de Student
pour toutes les figures. 31 = 1 pour toutes les figures. p = 0.1 pour les figures a, ¢
et e. p= 0.9 pour les figures b, d et f. X' et X? sont des distances interpoints pour
les figures a et b; des carrés des distances pour les figures ¢ et d; des transformées
logarithmiques des distances pour les figures e et f.
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C2-2 Comparaison des trois statistiques de tests
Le cadre des simulations est ici identique a la section (C1 — 2), seule la loi Wishart
est remplacée par loi Beta(2,0.3).

En considérant les figures 4.11 et 4.12 on peut tirer les conclusions suivantes

1.

Pour toutes les combinaisons des facteurs n, 3; et p, le risque d’erreur de pre-
miere espece obtenu par les méthodes de test de permutations est proche du
niveau nominal o = 0.05. Il est important de rappeler que ce niveau a été
considéré comme le niveau de référence.

. Pour toutes les combinaisons des facteurs n, p et 31, 'augmentation du nombre

d’unités n ainsi que celle du coefficient de corrélation n’ont pas d’effet sur le
risque d’erreur de premiere espece.

. Les statistiques de test du coefficient de corrélation et du coefficient de corréla-

tion partielle fonctionnent de maniere homogene pour toutes les combinaisons
des facteurs.

Dans les figures 4.11-c,d (respectivement 4.12-c,d) ot nous avons utilisé la sta-
tistique ryo; ainsi que dans les figure 4.11-e,f (respectivement 4.12-e,f) ot nous
avons utilisé la statistique 7%, ;, le risque d’erreur de premiere espece obtenu
par la méthode de Kennedy (surtout lorsque n = 6) est plus grand que pour
les autres méthodes. Mais dans les figures 4.11-a,b lorsque nous avons utili-
sons la statistique 7" de Student, le risque d’erreur de premiere espece obtenu
par la méthode de Kennedy est proche de celui obtenu par les autres méthodes.

. Selon les résultats de ces simulations, les trois autres méthodes de test de per-

mutation (Freedman-Lane, Ter Brack, Manly) fonctionnent de fagon tres sem-

blable. Nous pouvons donc difficilement sélectionner I'une d’entre elles comme
la meilleure méthode (cf. LABSAD en ligne).

Ces résultats ont été obtenus lorsque les variables X; et X, étaient les dis-
tances interpoints initiales. Il est intéressant de signaler que ’application des
mémes méthodes aux variables de carrés des distances ou aux transformées
logarithmes de distances fournit des résultats analogues.

Ces résultats concernent les hypotheses bilatérales, mais nous avons obtenus
les mémes résultats pour les hypotheses unilatérales.
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a:B(2,0.3),B:=1,p=0.1 b:B(2,0.3),B1=1,p=0.9
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c:B(2,03),B,=1,p=0.1 f:B(2,0.3),B1=1,p=0.9
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e:B(2,0.3),B;=1,p=0.1 f:B(2,0.3),B1=1,p=0.9
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Fi1G. 4.11 — Erreur de premiere espece estimée du test d’hypothese Hy : G2 = 0 en
fonction du nombre d’unités et pour les méthodes Gaussienne——A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Beta(2,0.3) et vérifient
les propriétés d’une matrice de distance. 3; = 1 pour toutes les figures. p = 0.1 pour
les figures a, c et e. p = 0.9 pour les figures b, d et f. X' et X? sont des distances
interpoints pour toutes les figures. La statistique de test est : le T" de Student pour
les figures a et b; le coefficient de corrélation partielle pour les figures c et d; carrée
du coefficient de corrélation partielle pour les figures e et f.
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a:B(2,0.3),B:=25,p=0.1 b:B(2,0.3), B1=2.5p=0.9
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F1G. 4.12 — Erreur de premiere espece estimée du test d’hypothese Hy : G2 = 0 en
fonction du nombre d’unités et pour les méthodes Gaussienne——A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Beta(2,0.3) et vérifient
les propriétés d’une matrice de distance. 3; = 1 pour toutes les figures. p = 0.1 pour
les figures a, c et e. p = 0.9 pour les figures b, d et f. X' et X? sont des distances
interpoints pour toutes les figures. La statistique de test est : le T de Student pour
les figures a et b; le coefficient de corrélation partielle pour les figures ¢ et d; carrée
du coefficient de corrélation partielle pour les figures e et f.
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C2-3 Comparaison des hypothéses alternatives bilatérale et unilatérale

Le cadre des simulations est ici identique a la section (C1 — 3), seule la loi Wishart
est remplacée par loi Beta(2,0.3).
En considérant les figures 4.13 et 4.14 on peut faire les observations suivantes :

1. La comparaison des figures 4.13-a,b (respectivement 4.14-a,b) avec 4.13-c,d
(tespectivement4.14-c,d), nous permet de constater que les risques d’erreur de
premiere espece obtenus par des méthodes de test de permutation sur I’hypo-
these alternative unilatérale et I’hypothese alternative bilatérale sont proches.

2. Les quatre méthodes de test de permutation ainsi que la méthode classique
ne présentent pas de grandes différences lorsqu’on compare le résultat du test
correspondant aux hypotheses alternatives unilatérale et bilatérale.

3. Pour toutes les combinaisons de facteurs retenues dans cette étude, I’'augmen-
tation du nombre d'unité n ainsi que celle du coefficient de corrélation p (les
autres facteurs restant fixés) semblent avoir trés peu d’effet sur l'erreur de
premiere espece.

4. Ces résultats sont valables pour la statistiques de test 1" de Student. Mais, nous
avons obtenu des résultats tres semblables pour les deux autres statistiques de
test : le coefficient de corrélation partielle (ry1) et le carré du coefficient de
corrélation partielle (rZ ;).
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a:B(2,0.3),p=0.1,6,=1 b:B(2,0.3),p=0.1, B, =25
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F1G. 4.13 — Erreur de premiere espece estimée du test d’hypothese Hy : G2 = 0 en
fonction du nombre d unités et pour les les méthodes Gaussienne—/A—— ; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Beta(2,0.3) et vérifient
les propriété d’une matrice de distance. X' et X? sont des distances interpoints
pour toutes les figures. La statistique de test est le T" de Student pour toutes figures.
p1 = 0.1 pour toutes les figures. 51 = 1 pour les figures a et c. ; = 2.5 pour les
figures b et d. Les tests présentés dans les figures a et b concernent des hypotheses
alternatives bilatérales et dans les figures ¢ et d des alternatives unilatérales.
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a:B(2,0.3),p=0.9,p,=1 b:B(2,0.3),p=0.9, B, =25
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Fi1G. 4.14 — Erreur de premiere espece estimée du test d’hypothese Hy : B2 = 0 en
fonction du nombre d’unités et pour les méthodes Gaussienne——A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Beta(2,0.3) et vérifient
les propriété d’une matrice de distance. X! et X? sont des distances interpoints
pour toutes les figures. La statistique de test est le T" de Student pour toutes figures.
p1 = 0.9 pour toutes les figures. ; = 1 pour les figures a et c. 81 = 2.5 pour les
figures b et d. Les tests présentés dans les figures a et b concernent des hypotheses
alternatives bilatérales et dans les figures ¢ et d des alternatives unilatérales.
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4.3.2 Analyse de la puissance du test

De fagon complémentaire aux résultats de simulations présentés dans la section
précédente pour le risque d’erreur de premiere espece, nous voulons étudier mainte-
nant I'influence des facteurs étudiés plus haut sur la fonction puissance.

A) Le cadre de la simulation

a) Pour vérifier les effets du nombre d’unités statistiques n, nous avons tiré un
n-échantillon de dimension 10, dans trois cas : n € {6,9,12};

b) Pour vérifier les effets du degré de liaison avec la covariable nous avons consi-
déré les coefficients de régression partielle 5, = {0, 1,2.5}.

c) Afin d’étudier les effets du degré de corrélation entre les variable X! et X2,
nous avons limité notre étude au cadre d’une corrélation faible, fixée ici a 0.1
et d'une corrélation forte, égale a 0.9. Nous avons donc retenu les valeurs de
simulation p(X!, X?) = {0.1,0.9}.

d) La distribution du terme d’erreur aléatoire € reprend ici le choix précédent de
trois lois variant par leur caractere d’asymétrie : {Wishart, Exp(2), Beta(2,0.3)}.

Les étapes suivies pour générer des données et calculer les puissances empiriques
obtenues par les méthodes de test de permutation sur des données de distance et
pour les différentes statistiques de test dans le cas ou les hypotheses alternatives
sont bilatérales ou unilatérales, sont les mémes que celles qui ont été définies lors de
I’étude du risque d’erreur de premiere espece.

B) Les résultats des simulations pour la puissance

Dans cette section nous présentons les résultats relatifs aux deux situations :
les termes d’erreur suivent (B1 ) une loi de Wishart et (B2) une loi Beta(2,0.3).
Lorsque les termes d’erreur suivent une loi Exp(2), les résultats des simulations sont
les mémes que le cas de données générées selon une loi de Beta(2,0.3), nous les avons
consignés dans I'annexe 4.

B1) Cas des données générées selon une loi de Wishart :
Cette partie présente quatre comparaisons : la premieére concerne les transformations
des distances simulées, la deuxieme étudie I'influence du choix d’une statistique
de test, la troisieme oppose les alternatives bilatérale et unilatérale et la derniere
comparaison contraste deux situations marquées par un rapport signal sur bruit fort
ou faible.
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B1-1 Comparaison des trois ensembles des données : distance inter-
point, carré de distance et transformée logarithmiques de distances
L’objet de cette partie est de comparer par des résultats de simulations la puissance
(de test) de la statistique de test T de Student sur ’hypothese alternative bilaté-
rale, pour trois ensembles de données : distance interpoint, carré des distances et
transformée logarithmique des distances. Les valeurs des variables Y, X!, et X2 sont
générées telles que Var(Dgr3)/Var(e) > 4.

En considérant les figures 4.15 et 4.16 on peut faire les observations suivantes :

1. Par consultation des figures 4.15 et 4.16, on observe que les quatre méthodes de
test de permutation fonctionnent de facon tres semblable pour toutes les com-
binaisons de modalités des facteurs retenues dans notre comparaison. C’est-a-
dire que les puissances semblent étre sensiblement égales.

2. Lorsque f; est égal a zéro, la puissance du test de permutation est proche de
1, quelles que soient les modalités des autres facteurs.

3. Pour toutes les combinaisons de facteurs, nous présentons les graphiques cor-
respondant aux deux cas : 1) lorsque X! et X2 sont des distances interpoints
les figures 4.15-a,b (respectivement 4.16- a,b); 2) lorsque X' et X? sont des
transformées logarithmiques les figures 4.15-¢,f (4.15-¢,f), leurs fonctions puis-
sance sont presque identiques. C’est-a-dire que ces deux ensembles de données
fonctionnent de facon indifférenciée dans la plage de valeurs obtenues dans ces
simulations. De plus, pour ces deux ensembles de données, en augmentant (3,
(ainsi que p) lorsque les valeurs des autres facteurs sont fixées, la puissance
diminue. On observe de facon complémentaire que lorsque le nombre d'unités
augmente, les autres facteurs restant fixés, la puissance augmente.

4. Lorsque les valeurs des variables X et X5 sont des carrées de distances (cf.
figures 4.15-¢,d et 4.16-c,d), pour toutes les combinaisons de facteurs, la puis-
sance est tres proche de 1 et est plus grande que les puissances obtenues a partir
des distances originelles ou des données transformées logarithmiques des dis-
tances. De plus lorsque (3; ainsi que p augmentent, la puissance ne diminue
pas.

5. Lorsque p = 0.9, la perte de puissance obtenue en augmentant (3; est plus forte
que dans le cas ou p = 0.1.

6. Nous avons présenté ici les résultats correspondent au cas de la statistique 71" de
Student. Il convient de préciser que nous avons obtenu les résultats analogues
en utilisant les deux autres statistiques de test : le coefficient de corrélation
partielle (ryq1) et le carré de coefficient de corrélation partielle (rZ, ) (cf.

LAD SAD en ligne).

7. Les résultats présentés correspondent au cas d’hypotheses alternatives bilaté-
rales mais nous avons obtenu les résultats analogues, dans le cas d’hypotheses
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alternatives unilatérales.

8. De plus, ces résultats concernent le cas ou la variance du terme de signal est
quatre fois plus grande que celle du terme d’erreur Var(Dr3)/Var(e) > 4.
Ces résultats ont été comparés a ceux obtenus lors de simulations avec une
variance du terme d’erreur quatre fois plus grande que celle du terme signal
Var(DrB)/Var(e) < 4.
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a:Wishart, 3, =0.5,n=6, p=0.1 b:Wishart, B, =0.5,n=6, p=0.9
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FiG. 4.15 — Puissance estimée du test d’hypothese Hy : B2 = (35 en fonction du
coefficient de covariable ; et pour les méthodes Gaussienne——/A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulées suivant une loi de Wishart et vérifient les
propriétés d’une matrice de distance. Pour toutes les figures la statistique de test est
le T" de Student, B3 = 0.5 et n = 6. p = 0.1 pour les figures a, c et e. p = 0.9 pour
les figures b, d et f. X! et X2 sont des distances interpoints pour les figures a et b;
des carrés des distances pour les figures ¢ et d; des transformées logarithmiques des
distances pour les figures e et f.
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a:Wishart, 3, =0.3,n=12, p=0.1 b:Wishart, 3, =0.3,n=12, p=0.9
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Fic. 4.16 — Puissance estimée du test d’hypothese Hy : B2 = (35 en fonction du
coefficient de covariable (3; et pour les méthodes Gaussienne——/A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Wishart et vérifient les
propriétés d’une matrice de distance. Pour toutes les figures la statistique de test est
le T de Student, B = 0.3 et n = 12. p = 0.1 pour les figures a, c et e. p = 0.9 pour
les figures b, d et f. X' et X? sont des distances interpoints pour les figures a et b;
des carrés des distances pour les figures ¢ et d; des transformées logarithmiques des
distances pour les figures e et f.
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B1-2 Comparaison des trois statistiques de test
L’objet de cette partie est la comparaison des résultats des simulations pour la
puissance (de test) concernant les trois statistiques de tests 7' de Student, rys
et i, |, dans le cas d’une hypothese alternative bilatérale. Ici, X' et X? sont des
distances interpoints telles que Var(Dgr3)/Var(e) > 4.

En considérant les figures 4.17 et 4.18 on peut faire les observations suivantes :

1. En comparant les figures 4.17-a,c,d o n = 6, nous constatons que les trois
statistiques de test T, ryo; et ri, | fonctionnent presque de la méme maniere.
On fait le méme constat a partir des figures 4.18 pour lesquelles n = 12.

2. Les figures 4.17 et 4.18 nous permettent de constater que la puissance diminue
lorsque nous augmentons le coefficient de corrélation. Nous avons déja observé
une telle liaison lorsque nous avons étudié les méthodes de test de permutation
sur les variables ordinaires (dans le deuxiéme chapitre).

3. Pour toutes les combinaisons des facteurs, en augmentant le coefficient 3,
nous constatons que la puissance diminue.

4. Selon les résultats obtenus, les quatre méthodes de test fonctionnent de ma-
niere tres semblable pour toutes les combinaisons des facteurs.

5. Nous constatons qu’en augmentant le nombre d'unités n pour chacune des
trois statistiques de test, la puissance augmente.

6. En conséquence, les résultats montrent qu’il n’existe pas de différences sub-
stantielles entre les trois statistiques de test.

7. Ces résultats sont obtenus lorsque X' et X? sont des distances interpoints.
Mais nous avons obtenus des résultats tres semblables a partir des carrés des
distances et des transformées logarithmiques des distances.

8. Les résultats obtenus correspondant au cas d’hypotheses alternatives bilaté-
rales, mais nous avons obtenu les résultats analogues pour les hypotheses al-
ternatives unilatérales.

9. De plus, ces résultats traitent le cas ou la variance du terme de signal est
quatre fois plus grande que celle du terme d’erreur Var(DrB)/Var(e) > 4.
Ces résultats sont confirmés lorsque la variance du terme d’erreur est quatre
fois plus grand que celle du terme signal Var(Dr3)/Var(e) < 4.
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b:Wishart, ,=0.5,n=6, p=0.9
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d:Wishart, B, =0.5,n=6, p=0.9
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F1G. 4.17 — Erreur de premiere espece estimée du test d’hypothese Hy : G2 = 0 en
fonction du coefficient de covariable (; et pour les méthodes Gaussienne——A——;
Freedman et Lane —e— ; Kennedy —x— ; Ter Brack — +— et Manly - - -x---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Wishart et vérifient les
propriétés d’une matrice de distance. 3; = 1 pour toutes les figures. p = 0.1 pour
les figures a, c et e. p = 0.9 pour les figures b, d et f. X' et X? sont des distances
interpoints pour toutes les figures. La statistique de test est : T" de Student pour les
figures a et b; le coefficient de corrélation partielle pour les figures ¢ et d; carrée du
coefficient de corrélation partielle pour les figures e et f.
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FiG. 4.18 — Puissance estimée du test d’hypothese Hy : B2 = (35 en fonction du
coefficient de covariable ; et pour les méthodes Gaussienne——/A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Wishart et vérifient les
propriétés d’'une matrice de distance. Pour toutes les figures o = 0.3 et n = 12.
p = 0.1 pour les figures a, c et e. p = 0.9 pour les figures b, d et f. X' et X2 sont
des distances interpoints pour toutes les figures. La statistique de test est : T de
Student pour les figures a et b; le coefficient de corrélation partielle pour les figures
c et d; carrée du coefficient de corrélation partielle pour les figures e et f.
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B1-3 Comparaison des hypothéses alternatives bilatérale et unilatérale

Dans cette partie nous voulons comparer par des résultats de simulations la puis-
sance (de test) de la statistique de test T" de Student, sur les deux cas : 'hypothese
alternative bilatérale et hypothese alternative unilatérale ot X! et X? sont des dis-
tances interpoints tel que Var(Dr3)/Var(e) > 4

En considérant les figure 4.19 et 4.20 on peut tirer les conclusions suivantes :

1. Les quatre méthodes de test de permutation ainsi que la méthode classique
ont les mémes valeurs de la fonction puissance, pour toutes les combinaisons
des facteurs .

2. En comparant les figures 4.19-a, (respectivement 4.19-b) et 4.19-c (respective-
ment 4.19-d), nous constatons que la puissance est un peu plus grande dans
les cas unilatéraux que celle qui résulte de tests bilatéraux. Ces résultats sont
également obtenus a partir des figures 4.20 ou p = 0.9.

3. La puissance croit en augmentant n dans les deux cas.

4. Pour le test d’hypothese unilatéral comme bilatéral, la puissance diminue
lorsque nous augmentons (3;. De plus nous confirmons que la diminution est
moins rapide dans le cas du p = 0.9 (figure 4.20) que dans le cas p = 0.1 (figure
4.19)

5. En conséquence, les résultats montrent qu’il n’existe pas de différence majeure
entre les méthodes appliquées dans le cas d'une alternative unilatérale et bila-
térale.

6. De plus, les résultats présentés correspondent au cas ou la variance du terme de
signal était quatre fois plus grande que celle du terme d’erreur Var(Dgr3)/Var(e) >
4 , mais les résultats sont analogues lorsque la variance du terme d’erreur est
quatre fois plus grande que celle du terme signal Var(DgrB)/Var(e) < 4.

7. Ces résultats sont obtenus lorsque X! et X? sont des distances interpoint,
mais nous avons obtenus des résultats tres semblables a partir des carrés de
distances et des transformées logarithmiques de distances.

8. Nous avons présenté ici le cas de la statistique T de Student. Mais avons ob-
tenu les résultats correpondants en utilisant les deux statistiques de test (cf.
LABSAD en ligne).
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a:Wishart, p=0.1,3,=0.5,n=6 b:Wishart, p=0.1,3,=0.3,n=12
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c:Wishart, p=0.1,3,=0.5,n=6 d:Wishart, p=0.1,3,=0.3,n=12

Puissance

0.15 025 035 045 055 065 075 085 0.95

0.0

T T T T T
1.0 25 0.0 10 25

Coefficient B, Coefficient P,

Fic. 4.19 — Puissance estimée du test d’hypothese Hy : B2 = (35 en fonction du
coefficient de covariable (3; et pour les méthodes Gaussienne——/A ——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Wishart et vérifient les
propriété d’une matrice de distance. Pour toutes les figures la statistique de test est
le T de Student, X! et X? sont des distances interpoints et p; = 0.1. n =6, 3; = 0.5
pour les figures a et c. n = 12, B; = 0.3 pour les figures b et d. Les tests présentés
dans les figures a et b concernent des hypotheses alternatives bilatérales et dans les
figures c et d des alternatives unilatérales.
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a:Wishart, p=0.9,3,=0.5,n=6 b:Wishart, p=0.9, 3,=0.3,n=12
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Fic. 4.20 — Puissance estimée du test d’hypothese Hy : B2 = (35 en fonction du
coefficient de covariable (3; et pour les méthodes Gaussienne——/A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Wishart et vérifient les
propriété d’une matrice de distance. Pour toutes les figures la statistique de test est
le T de Student, X! et X? sont des distances interpoints et p; = 0.9.n =6, 3; = 0.5
pour les figures a et c. n = 12, #; = 0.3 pour les figures b et d. Les tests présentés
dans les figures a et b concernent des hypotheses alternatives bilatérales et dans les
figures ¢ et d des alternatives unilatérales.
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B1-4 Comparaison des données générées pour le terme d’erreur ou
Var(DrB)/Var(e) > 4 et Var(Dr3)/Var(e) < 4

L’objet de cette partie est de comparer par des résultats de simulations la puis-
sance de la statistique de test T de Student pour tester I’hypothese alternative
bilatérale dans deux cas distincts : les données générées pour les variables X!, X2
et Y sont des distances interpoints telles que Var(8; X' + 3,X?)/Var(e) > 4 puis
Var (8 X! + 3.X?)/Var(e) < 4.

En considérant les figures 4.21 et 4.22 on peut faire les observations suivantes :

1. Lorsque, la variance du terme d’erreur est quatre fois plus grande que celle
du terme de signal 14.21-c,d (respectivement 14.22-¢,d), la puissance diminue
fortement par rapport au cas ou la variance du terme de signal est quatre fois
plus grande que celle du terme d’erreur 14.21-a,b (respectivement 14.22-a,b).

2. Pour toutes les combinaison des facteurs, nous observons qu’en augmentant le
taux de dépendance entre prédicteurs p, lorsque les valeurs des autres facteurs
sont fixées, la puissance du test diminue.

3. Nous observons également qu’en augmentant la valeur de coefficient de régres-
sion partielle 3, la puissance diminue.

4. Les résultats présentés dans cette section correspondent au cas d’hypotheses
alternatives bilatérales. Mais nous avons obtenu des résultats analogues pour
le cas d’hypotheses alternatives unilatérales.

5. Ces résultats sont obtenus lorsque X' et X? sont des distances interpoint, mais
nous avons obtenus des résultats tres semblable a partir des carrés de distances
et des transformées logarithmiques de distances.

6. Nous avons présenté ici le cas de la statistique 1" de Student. Mais avons ob-
tenu les résultats correspondants en utilisant les deux statistiques de test : le
coefficient de corrélation partielle (ryq1) et le carré du coefficient de corréla-
tion partielle (12, ;) (cf. LABSAD en ligne).
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F1G. 4.21 — Puissance estimée du test d’hypothese Hy : 32 = 0 en fonction du
coefficient de covariable (3; et pour les méthodes Gaussienne——/A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu e ont été simulés suivant une loi de Wishart et vérifient
les propriétés d'une matrice de distance. Pour toutes les figures, X! et X2 sont des
distances interpoints, la statistique de test est le T" de Student et p; = 0.1. B3 = 0.5
pour les figures a et c. B = 0.3 pour les figures b et d. Les données générées pour
les variables X!, X2 et Y sont telles que Var(3, X" + 5, X?)/Var(e) > 4 dans les
figures a et b, Var(3, X! + £, X?)/Var(e) < 4, dans les figures c et d
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Fi1G. 4.22 — Puissance estimée du test d’hypothese Hy : o = 0 en fonction du
coefficient de covariable (3; et pour les méthodes Gaussienne——/A ——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu e ont été simulés suivant une loi de Wishart et vérifient
les propriétés dune matrice de distance. Pour toutes les figures, X! et X? sont des
distances interpoints, la statistique de test est le T' de Student et p; = 0.9. 85 = 0.5
pour les figures a et c. o = 0.3 pour les figures b et d. Les données générées pour
les variables X', X2 et Y sont telles que Var(8; X' + 5,X?)/Var(e) > 4 dans les
figures a et b, Var(8, X' + 5, X?)/Var(e) < 4, dans les figures ¢ et d
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B2) Cas des données générées pour le terme d’erreur selon la loi
Beta(2,0.3)
Cette partie présente trois comparaisons : la premiere concerne les transformations
des distances simulées, la deuxieme étudie I'influence du choix d’une statistique de
test, la derniere oppose les alternatives bilatérales et unilatérales.

B2-1 Comparaison des trois ensembles des données : distance inter-
point, carré de distances et transformées logarithmiques des distances
Le cadre des simulations est ici identique a la section (B1 — 1), seule la loi Wishart
est remplacée par loi Beta(2,0.3).

En considérant les figures 4.23 et 4.24 on peut tirer les conclusions suivantes :

1. Contrairement au cas ou les données du terme d’erreur sont générées a partir
d’une distribution de Wishart, la puissance du test ne diminue pas lorsque le
coefficient de régression partielle 3, augmente.

2. Pour toutes les combinaisons des facteurs, la puissance est plus élevée lorsque
les variables X7 et X, sont les carrés de distances que lorsque les données X;
et X, sont les distances interpoints initiales ou bien des transformées logarith-
miques de distances.

3. Contrairement au cas précédent, dans la plupart des cas, en augmentant le
coefficient p on n’observe pas de diminution de la puissance du test.

4. Les résultats obtenus montrent qu’ici encore la puissance des quatre méthodes
de permutation ainsi que celle de la méthode classique sont tres proches.

5. Nous avons présenté dans les figures suivantes la statistique du 7" de Student.
Nous avons obtenu des résultats semblables en utilisant les statistiques rys 1
et ri, .

6. Nous avons de plus illustré la situation dans le cas d'une hypothese alternative
bilatérale. Nous avons obtenu des résultats analogue en utilisant une hypothese
alternative unilatérale (cf. LABSAD en ligne).
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Fia. 4.23 — Puissance estimée du test d’hypothese Hy : B2 = (35 en fonction du

coefficient de covariable (3; et pour les

méthodes Gaussienne—— /A ——; Freedman

et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Beta(2,0.3) et vérifient
les propriétés d’une matrice de distance. Pour toutes les figures la statistique de test
est le T" de Student, 35 = 0.5 et n = 6. p = 0.1 pour les figures a, c et e. p = 0.9 pour
les figures b, d et f. X! et X2 sont des distances interpoints pour les figures a et b;
des carrés des distances pour les figures ¢ et d; des transformées logarithmiques des

distances pour les figures e et f.
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Fic. 4.24 — Puissance estimée du test d’hypothese Hy : B2 = (35 en fonction du
coefficient de covariable (3; et pour les méthodes Gaussienne——/A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Beta(2,0.3) et vérifient
les propriétés d’une matrice de distance. Pour toutes les figures la statistique de test
est le T" de Student, B, = 0.3 et n = 12. p = 0.1 pour les figures a, c et e. p = 0.9
pour les figures b, d et f. X' et X2 sont des distances interpoints pour les figures a
et b; des carrés des distances pour les figures c et d ; des transformées logarithmiques
des distances pour les figures e et f.
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B2-2 Comparaison des trois statistiques de tests
Le cadre des simulations est ici identique a la section (B1 — 2), seule la loi Wishart
est remplacée par loi Beta(2,0.3).

En considérant les figures 4.25 et 4.26 on peut faire les observations suivantes :

1.

La comparaison des figures 4.25 et 4.26, nous permet de constater que la
puissance augmente lorsqu’on augmente le nombre d’unités n pour toutes les
combinaisons des facteurs.

Les résultats confirment qu’il n’existe pas de différence entre les statistiques T’
de Student, rZ, , et 12, ;.

Les figures présentées montrent qu’une augmentation de p diminue un peu la
puissance.

. Les variables X; et X5 sont ici les distances interpoints. On note encore que

nous avons obtenu des résultats tres proches pour les carrés de distances et les
transformées logarithmiques de distances.

Nous avons obtenu ces résultats dans le cas d’hypotheses bilatérales. Les si-
mulations faites confirment également la validité de ces résultats dans le cas
d’hypotheses alternatives bilatérales (cf. LABSAD en ligne).
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Fia. 4.25 — Puissance estimée du test d’hypothese Hy : B2 = (35 en fonction du
coefficient de covariable (3; et pour les méthodes Gaussienne——/A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Beta(2,0.3) et vérifient
les propriétés d’une matrice de distance. Pour toute les figures G, = 0.5 et n = 6.
p = 0.1 pour les figures a, c et e. p = 0.9 pour les figures b, d et f. X' et X? sont
des distances interpoints pour toutes les figures. La statistique de test est : T' de
Student pour les figures a et b; le coefficient de corrélation partielle pour les figures
c et d; carrée du coefficient de corrélation partielle pour les figures e et f.
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FiG. 4.26 — Puissance estimée du test d’hypothese Hy : B2 = (35 en fonction du
coefficient de covariable ; et pour les méthodes Gaussienne——/A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Beta(2,0.3) et vérifient
les propriétés d’une matrice de distance. Pour toute les figures G = 0.3 et n = 12.
p = 0.1 pour les figures a, c et e. p = 0.9 pour les figures b, d et f. X! et X2 sont
des distances interpoints pour toutes les figures. La statistique de test est : T de
Student pour les figures a et b; le coefficient de corrélation partielle pour les figures
c et d; carrée du coefficient de corrélation partielle pour les figures e et f.
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B2-3 Comparaison des hypotheéses alternatives bilatérale et unilatérale

Le cadre des simulations est ici identique a la section (B1 — 3), seule la loi Wishart
est remplacée par loi Beta(2,0.3).
En considérant les figures 4.27 et 4.28 on peut faire les observations suivantes :

1. Nous constatons par comparaison des figures 4.27-a,b (respectivement 4.28-
a,b) avec 4.27-c,d (4.28¢,d) qu’il n’existe pas de différence entre les puissances
des tests unilatéral et bilatéral.

2. L’augmentation du nombre dunités de n = 6 a n = 12 produit une augmen-
tation de la puissance.

3. Ces résultat ont été obtenus lorsque X! et X2 sont des distances interpoints.
Mais nous avons obtenu des résultats analogues a partir des carrés des distances
et des transformées logarithmiques des distances.

4. Nous avons présenté ici le cas de de la statistique 7" de Student. Mais avons
obtenu des résultats de simulation tres voisins en utilisant les deux autres sta-
tistiques de test : le coefficient de corrélation partielle (ry21) et le carré du
coefficient de corrélation partielle (12, ;) (cf. LABSAD en ligne).
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Fia. 4.27 — Puissance estimée du test d’hypothese Hy : B2 = (35 en fonction du
coefficient de covariable (3; et pour les méthodes Gaussienne——/A ——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Beta(2,0.3) et vérifient
les propriété d’'une matrice de distance. Pour toutes les figures la statistique de test
est le T' de Student, X! et X? sont des distances interpoints et p; = 0.1. n = 6,
B1 = 0.5 pour les figures a et c. n = 12, #; = 0.3 pour les figures b et d. Les tests
présentés dans les figures a et b concernent des hypotheses alternatives bilatérales
et dans les figures ¢ et d des alternatives unilatérales.
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Fia. 4.28 — Puissance estimée du test d’hypothese Hy : B2 = (35 en fonction du
coefficient de covariable (3; et pour les méthodes Gaussienne——/A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulées suivant une loi de Beta(2,0.3) et vérifient
les propriété d’une matrice de distance. Pour toutes les figures la statistique de test
est le T' de Student, X' et X? sont des distances interpoints et p; = 0.9. n = 6,
£1 = 0.5 pour les figures a et c. n = 12, #; = 0.3 pour les figures b et d. Les tests
présentés dans les figures a et b concernent des hypotheses alternatives bilatérales
et dans les figures ¢ et d des alternatives unilatérales.
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Remarque 4.3.1. Dans le cas de termes d’erreur générés a partir de la distribution
exponentielle Exp(2), nous avons obtenu des résultats de simulations trés semblables
a ceuzr qui résultent du choix de la distribution Beta(2,0.3). C’est pourquoi nous
avons reporté la présentation de ces résultats en annexe 4. Cette analyse est un
peu étonnante et dégoit nos a priori puisque les distributions Exp(2) et Beta(2,0.3)
présentent respectivement une dissymétrie gauche et une dissymétrie droite. FElles
favorisent donc de fagcon opposée la présence de petites distances et de grandes dans
[’échantillon. Nous attendions en conséquence des performances différentes des tests
de permutation dans ces deux cas.

C) Conclusion
Au bilan les quatre apports essentiels de ce chapitre nous semblent étre :

1. Les résultats de nos simulations montrent de fait des différences avec les ré-
sultats présentés par Legendre [35]. Il nous parait difficile de déterminer les
raisons exactes de ces différences, parce que cet auteur ne dit pas clairement
la méthode de simulation qu’il a retenue et en particulier s’il a bien simulé des
tableaux de distance. Pour notre part, nous avons fait une premiere simulation
qui ne garantissait pas que les données satisfassent les axiomes d’une distance.
Cette simulation est présentée en partie (D) ci-dessous. C’est sur la deuxieme
simulation, respectant cette contrainte et donc plus complexe que repose les
résultats présentés dans ce chapitre.

La comparaison des deux simulations, avec et sans contrainte distancielle, nous
a permis de constater des différences notables, qui pourrait expliquer certaines
des différences avec les simulations de Legendre.

2. Les résultats de nos simulations de tableaux de distances sont a 1’évidence tres
différents de ceux que nous avons présentés au chapitre 2 et qui correspondent
a une situation de régression multiple standard, car opérant sur des variables
ordinaires, non dyadiques, et donc non soumises a une dépendance structurelle
entre composantes des vecteurs observés.

Dans ce dernier cas, les résultats de nos simulations semblent plus en accord
avec les constats rapportés par Legendre ([35]) et par Andersson-Legendre

([1)-

3. La situation nous parait beaucoup plus difficile a maitriser dans le cas de
données dyadiques que dans le cas ordinaire. En nous appuyant sur nos simu-
lations, nous ne pouvons pas déclarer quelle méthode du test de permutation
est la meilleure. Nous ne pouvons pas non plus dire quelle méthode fonctionne
mieux dans tel ou tel cas. En réalité, les résultats de nos simulations semblent
indiquer que toutes les méthodes appliquées dans ce contexte fonctionnent de
maniere identique. Le seul point remarquable (et un peu étonnant) tient au
cas des données du terme d’erreur générées suivant une loi de Wishart. Nous
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avons en effet observé dans ce cas une augmentation importante de 'erreur
de premiere espece pour les quatre méthodes de test. D’autre part, un apport
non anticipé de nos simulations de tableaux de distances tient au constat de
la sensibilité des fonctions puissance obtenues par une procédure de test de
permutation qui résulte tant d’une variation du coefficient de régression par-
tielle B; que de celle du coefficient de corrélation entre matrices de distance
prédicatrices.

4. Au bilan, I’étude comparative des méthodes de tests de permutation sur ma-
trices de distances est beaucoup plus complexe que celle qui traite le cas des
variables ordinaires. Il nous semble quune réelle compréhension des facteurs
influents n’est pas encore acquise et nos simulations péchent en conséquence
par une imprécision certaine. Tant des études analytiques que de nouvelles
simulations sont nécessaires pour lever toutes les zones d’ombre qui accom-
pagnent ce probleme actuellement.

D) La premiére simulation

Les résultats précédents ont été établis a partir de simulations générant des don-
nées qui respectent les axiomes de définition d'une distance. Dans une étude préli-
minaire, nous avons réalisé une simulation dans laquelle nous n’avons pas vérifié les
axiomes de définition d'une distance pour la variable Y. En effet, les valeurs géné-
rées pour le terme d’erreur ne vérifient pas forcément les propriétés d’une matrice
de distance et les valeurs de Y qui sont calculées par : Y = Wgr3 + € ne vérifient
donc pas non plus nécessairement ces propriétés. Le cadre de cette simulation est :

D1) Analyse du risque d’erreur de premiére espéce du test

Nous avons étudié le risque d’erreur de premiere espece sur les valeurs des para-
metres ci-dessous :

a) le nombre d’unités statistiques : n = {9, 18,36, 54} ;
b) le coefficient associé & la covariable X' : 3; = {0,2.5}

c) le coefficient de corrélation entre les variables explicatives X' et X2 :
p(X1,X?) = {0.1,0.9};

d) ladistribution du terme d’erreur aléatoire € : {Student(1), LG(0,1), Exp(2)}.

D2) Analyse de la puissance du test

Nous avons étudié la puissance du test sur les valeurs des parametres ci-dessous :
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a) le nombre d’unités statistiques : n = {6,9, 18} ;
b) le coefficient associé & la covariable X' : 3; = {0,2.5}

c) le coefficient de corrélation entre les variables explicatives X' et X? :
p(X1, X?) = {0.1,0.9};

d) ladistribution du terme d’erreur aléatoire € : {Student(1), LG(0,1), Exp(2)}.
Remarquons que les données générées pour les variables X! et X2 sont différentes

de celles que nous avons générées a ’aide de 1’algorithme 4.3.1 ci-dessus. Dans le cas
précédent, en effet les valeurs des vecteurs d! et d? sont :

di/s: di/ss
dl - d%/Sl d2 B d%/SQ
di /s d%;/so

ot s =Y. dl et ss =3 1" d? De plus au cours de cette simulation, nous avons

utilisé comme statistique de test le T de Student, et 'hypothese alternative retenue
était bilatérale. Les résultats de cette simulation sont disponibles sur le site internet

du LABSAD.
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Fi1c. 4.29 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : B2 = 0 par les
méthodes Gaussienne——/A——, Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-—, en
fonction de la taille de I’échantillon. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés
suivant une loi Student(5), X' et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu
n=9,18,36,72,90. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%.
Figure a: p=0.1, 8y =0; figure b : p=0.9, 5 =0; figure ¢ : p = 0.1, B = 2.41,
figure d : p =0.9, 5, = 2.41.
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b:Exp(0.5), p=0.9, ;=0
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Fic. 4.30 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : 55 = 0 par les
méthodes Gaussienne——/A——, Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-—, en
fonction de la taille de I’échantillon. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés
suivant une loi Exp(0.5), X! et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu
n=9,18,36,72,90. Les segments verticaux figurent 'intervalle de confiance a 95%.
Figure a: p=0.1, 5 =0; figure b : p=0.9, 5, =0; figure ¢ : p = 0.1, p; = 2.41,

figured : p =0.9, 5, = 2.41.
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Fi1Gc. 4.31 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : B2 = 0 par les
méthodes Gaussienne——/A——, Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-—, en
fonction de la taille de I’échantillon. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés
suivant une loi Gamma(0.5,0.5), X' et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a
retenu n1=9,18,36,72,90. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a
95%. Figure a : p = 0.1, B = 0; figure b : p = 0.9, 5, = 0; figure ¢ : p = 0.1,

£y = 2.41, figure d : p= 0.9, g, = 2.41.
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b:r(0.5,2), p=0.9,B,=0
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Fic. 4.32 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : 55 = 0 par les
méthodes Gaussienne——/A——, Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-—, en
fonction de la taille de I’échantillon. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés
suivant une loi Gamma(0.5,2), X' et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a
retenu n1=9,18,36,72,90. Les segments verticaux figurent 'intervalle de confiance a
95%. Figure a : p = 0.1, f; = 0; figure b : p = 0.9, 6; = 0; figure ¢ : p = 0.1,

£y = 2.41, figure d : p = 0.9, §; = 2.41.
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b:r(1,0.5), p=0.9,8,=0

! ! ! ! !
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

d:r(1,0.5), p=0.9,B,=241

I I I I I
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

Fi1Gc. 4.33 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : B2 = 0 par les
méthodes Gaussienne——/A——, Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-—, en
fonction de la taille de I’échantillon. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés
suivant une loi Gamma(1,0.5), X' et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a
retenu n1=9,18,36,72,90. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a
95%. Figure a : p = 0.1, 5 = 0; figure b : p = 0.9, 5 = 0; figure ¢ : p = 0.1,

£y = 2.41, figure d : p=0.9, g, = 2.41.
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Erreur de premiére espéce

0.045 0.050 0.055 0.060

0.040

0.045 0.050 0.055 0.060

0.040

4.3. NOTRE SIMULATION

a:r(1,2), p=0.1,B,=0

! ! ! ! !
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

c:1(1,2), p=0.1,p;=2.41

I I I I I
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

Erreur de premiére espéce

Erreur de premiére espéce

0.045 0.050 0.055 0.060

0.040

0.045 0.050 0.055 0.060

0.040
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b:r(1,2), p=0.9,p;=0

! ! ! ! !
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

d:r(1,2), p=0.9,B,=2.41

I I I I I
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

Fic. 4.34 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : 55 = 0 par les
méthodes Gaussienne——/A——, Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-—, en
fonction de la taille de I’échantillon. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés
suivant une loi Gamma(1,2), X' et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a
retenu n1=9,18,36,72,90. Les segments verticaux figurent 'intervalle de confiance a
95%. Figure a : p = 0.1, f; = 0; figure b : p = 0.9, 6; = 0; figure ¢ : p = 0.1,

0y = 2.41, figure d : p=0.9, f; = 2.41.
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a:r(1.5,0.5), p=0.1,B3,=0

! ! ! ! !
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

c:r(1.5,05), p=0.1,B; =2.41

I I I I I
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

Erreur de premiére espéce

Erreur de premiére espéce

0.045 0.050 0.055 0.060

0.040

0.045 0.050 0.055 0.060

0.040

b:r(1.5,0.5), p=0.9,B3,=0

! ! ! ! !
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

d:r(1.5,0.5), p=0.9, B;=2.41

I I I I I
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

Fi1Gc. 4.35 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : B2 = 0 par les
méthodes Gaussienne——/A——, Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-—, en
fonction de la taille de I’échantillon. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés
suivant une loi Gamma(1.5,0.5), X' et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a
retenu n1=9,18,36,72,90. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a
95%. Figure a : p = 0.1, B = 0; figure b : p = 0.9, 5, = 0; figure ¢ : p = 0.1,

£y = 2.41, figure d : p= 0.9, g, = 2.41.
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0.040

0.045 0.050 0.055 0.060
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4.3. NOTRE SIMULATION

a:r(1.5,2), p=0.1,B,=0

! ! ! ! !
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

c:r(15,2), p=0.1,p;=2.41

I I I I I
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

Erreur de premiére espéce

Erreur de premiére espéce

0.045 0.050 0.055 0.060

0.040

0.045 0050 0.055 0.060 0.065

0.040
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b:r(1.5,2), p=0.9,B,=0

! ! ! ! !
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

d:r(1.5,2), p=0.9, B, =241

I I I I I
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

Fi1c. 4.36 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : 55 = 0 par les
méthodes Gaussienne——/A——, Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-—, en
fonction de la taille de I’échantillon. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés
suivant une loi Gamma(1.5,2), X' et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a
retenu n1=9,18,36,72,90. Les segments verticaux figurent 'intervalle de confiance a
95%. Figure a : p = 0.1, f; = 0; figure b : p = 0.9, 6; = 0; figure ¢ : p = 0.1,

£y = 2.41, figure d : p = 0.9, §; = 2.41.
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a:r(10,2), p=0.1,B,=0

! ! ! ! !
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

c:r(10,2), p=0.1,B,=2.41

I I I I I
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

Erreur de premiére espéce

Erreur de premiére espéce

0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

0.040

0.045 0.050 0.055 0.060

0.040

b:r(10,2), p=0.9,B;=0

! ! ! ! !
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

d:r(10,2), p=0.9, B, =2.41

I I I I I
9 18 36 72 90

Taille de I'échantillon (n)

Fi1c. 4.37 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : B2 = 0 par les
méthodes Gaussienne——/A——, Freedman et Lane —e— et Kennedy —-x-—, en
fonction de la taille de I’échantillon. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés
suivant une loi Gamma(10,2), X' et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a
retenu n1=9,18,36,72,90. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a
95%. Figure a : p = 0.1, 5 = 0; figure b : p = 0.9, 5, = 0; figure ¢ : p = 0.1,

£y = 2.41, figure d : p = 0.9, 3, = 2.41.
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a: Student(5), p=0.1, 3,=0.75,n=9 b: Student(5), p=0.9, B, =0.75,n=9
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T T T T e T T T T
0.0 0.5 1.0 25 0.0 0.5 1.0 25
Coefficient de covariable (3, Coefficient de covariable (3,
c:Student(5), p=0.1, B, =0.75,n =18 d: Student(5), p=0.9, B,=0.75,n =18
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0.17
]

0.0

T T 1 T T T
0.5 1.0 25 0.0 0.5 1.0

Coefficient de covariable (3, Coefficient de covariable (3,

Fic. 4.38 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (35 par les méthodes
Gaussienne——A—— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du coeffi-
cient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi
Student(5), X! et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu 3,=0, 0.5,1,2.5.
Les segments verticaux figurent I'intervalle de confiance a 95%. Figure a : p = 0.1,
B5 =075, n=9;figureb:p=0.9, 35 =075 n=09; figurec: p=0.1, 35 =0.75,
n =18, figured : p = 0.9, 5 = 0.75, n = 18.
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a: Student(5), p=0.1, B,=0.4,n =36 b: Student(5), p=0.9, B,=0.4, n =36
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c:Student(5), p=0.1, B, =0.4, n =54 d: Student(5), p=0.9, B,=0.4, n =54
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0.0 0.5 1.0 25 0.0 05 1.0 25
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F1Gc. 4.39 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (5 par les méthodes
Gaussienne——/A—— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du coeffi-
cient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi
Student(5), X! et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu 3,=0, 0.5,1,2.5.
Les segments verticaux figurent I'intervalle de confiance a 95%. Figure a: p = 0.1,
B5 =04, n=236;figureb:p=0.09, 35 =04, n=36; figurec: p=0.1, 35 = 0.4,
n =54, figured : p =10.9, 35 = 0.4, n = 54.




Puissance

Puissance

0.48 0.49 0.50 0.51

0.47

0.58 0.59 0.60 0.61

0.57

320CHAPITRE 4. TESTS D’ASSOCIATION ENTRE MATRICES DE DISTANCE

a: Student(5), p=0.1, 3,=0.3,n =72 b: Student(5), p=0.9, B, =0.3, n =72
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c:Student(5), p=0.1, B,=0.3,n =90 d: Student(5), p=0.9, B,=0.3,n =90
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Fi1c. 4.40 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (35 par les méthodes
Gaussienne——A—— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du coeffi-
cient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi
Student(5), X! et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu 3,=0, 0.5,1,2.5.
Les segments verticaux figurent I'intervalle de confiance a 95%. Figure a : p = 0.1,
B5 =03, n="72;figureb:p=0.9, 65 =03, n="72;figurec: p=0.1, 35 =0.3,
n =90, figure d : p =0.9, 35 = 0.3, n = 90.
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a:Exp(5), p=0.1, B, =0.75,n=9 b:Exp(5), p=0.9, B,=0.75,n=9
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c:Exp(5), p=0.1, B,=0.75,n=18 d:Exp(5), p=0.9, B,=0.75,n =18
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F1Gc. 4.41 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (5 par les méthodes
Gaussienne—— /A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une
loi Exponentielle(0.5), X' et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu
£1=0, 0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%.
Figurea: p=0.1, 5 =0.75, n =9; figure b : p=0.9, 35 =0.75, n = 9; figure ¢ :
p=0.1, 3 =075 n=18, figured : p=0.9, 5 =0.75, n = 18.
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a:Exp(5), p=0.1,B,=0.4,n=36 b:Exp(5), p=0.9, B, =0.4,n =36
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c:Exp(5), p=0.1,B,=0.4,n=54 d:Exp(5), p=0.9, B,=0.4,n =54

25

0.12
|

0.11
|

Puissance
0.10
]

0.09
|

0.08
|

0.0

T T 1 T T T
0.5 1.0 25 0.0 0.5 1.0

Coefficient de covariable (3, Coefficient de covariable (3,

Fic. 4.42 — Puissance estimée du T-test de Hy : B2 = (35 par les méthodes
Gaussienne—— A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ¢ ont été simulés suivant une
loi Exponentielle(0.5), X' et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu
(1=0, 0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent I'intervalle de confiance a 95%.
Figurea: p=0.1, 55 = 0.4, n = 36; figure b : p=0.9, 55 = 0.4, n = 36; figure c :
p=0.1, 05 =04, n=>54, figured : p=0.9, 35 = 0.4, n = H4.
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a:Exp(5), p=0.1,B,=0.3,n=72 b:Exp(5), p=0.9, B,=0.3,n=72
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F1Gc. 4.43 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (5 par les méthodes
Gaussienne—— /A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une
loi Exponentielle(0.5), X' et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu
(1=0, 0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent 'intervalle de confiance a 95%. Fi-
gure a: p=0.1, 35 =03, n="72;figureb: p=0.9, 55 =03, n="72; figure ¢ :
p=0.1, 3 =03, n=090,figured : p=0.9, 55 =0.3, n =90.
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a:r(0.5,05),p=0.1,3,=0.75,n=9 b:r(0.5,0.5),p=0.9, ,=0.75,n=9
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Fic. 4.44 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (35 par les méthodes
Gaussienne—— A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ¢ ont été simulés suivant une
loi Gamma(0.5,0.5), X! et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu 3;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1,0 =0.7,n=9;figureb: p=0.9, 55 =075, n=9; figurec: p=0.1,
B35 =0.75, n =18, figured : p =0.9, 85 = 0.75, n = 18.
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a:1(05,0.5),p=0.1,3,=0.4,n =36 b:r(0.5,0.5),p=0.9, B,=0.4,n =36
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F1Gc. 4.45 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (5 par les méthodes
Gaussienne—— /A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une
loi Gamma(0.5,0.5), X! et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu 3;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1,0 =04, n=36; figureb: p=0.9, 55 =04, n=36; figure c: p=0.1,
G5 =04, n=>54, figured : p=0.9, 55 = 0.4, n = 54.
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a:r(05,05),p=0.1,3,=0.3,n=72 b:r(0.5,0.5),p=0.9, 3,=0.3,n=72
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Fi1Gc. 4.46 — Puissance estimée du T-test de Hy : B2 = (35 par les méthodes
Gaussienne—— A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ¢ ont été simulés suivant une
loi Gamma(0.5,0.5), X! et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu 3;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1,0 =03 n="72;figureb:p=0.9, 55 =03 n="72;figurec: p=0.1,
B35 =03, n=90, figured : p=0.9, 55 =0.3, n =90.
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a:r(05,2),p=0.1,p,=0.75,n=9 b:r(0.5,2), p=0.9,B,=0.75,n=9
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F1Gc. 4.47 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (5 par les méthodes
Gaussienne—— /A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une
loi Gamma(0.5,2), X' et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu 3,;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1,0=075,n=9;figureb: p=0.9, 65 =075, n=9; figure c: p=0.1,
G5 =0.75, n =18, figured : p =0.9, B5 = 0.75, n = 18.
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a:1(05,2),p=0.1,B,=0.4,n=36
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Coefficient de covariable (3,
c:r(0.5,2),p=0.1, B,=0.4, n =54
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FiGg. 4.48 — Puissance estimée du T-test de Hj
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b:r(0.5,2), p=0.9, B,=0.4,n=36
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d:r(05,2),p=0.9,B,=0.4,n=54
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: By = (5 par les méthodes

Gaussienne—— A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ¢ ont été simulés suivant une
loi Gamma(0.5,2), X! et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu 5;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1,0 =04, n=36; figureb: p=0.9, 55 =04, n=36; figurec: p=0.1,
B5 =04, n=>54, figured : p=0.9, 55 =04, n = 54.
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a:r(05,2),p=0.1,p,=0.3,n=72 b:r(0.5,2), p=0.9,B,=0.3,n=72
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F1Gc. 4.49 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (5 par les méthodes
Gaussienne—— /A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une
loi Gamma(0.5,2), X' et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu 3,;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1,0 =03 n="72;figureb:p=0.9, 55 =03, n="72; figurec: p=0.1,
G5 =03, n=090, figured : p=0.9, 55 =0.3, n =90.
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a:r(1,05),p=0.1,B,=0.75,n=9 b:r(1,05),p=09,B,=0.75,n=9
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Fi1c. 4.50 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (35 par les méthodes
Gaussienne—— A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ¢ ont été simulés suivant une
loi Gamma(1,0.5), X! et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu 5;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1,0=0.7,n=9;figureb: p=0.9, 55 =075, n=9; figurec: p=0.1,
B35 =0.75, n =18, figured : p =0.9, 85 = 0.75, n = 18.
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a:r(1,05),p=0.1,p,=0.4,n=36 b:r(1,05), p=0.9,B,=0.4,n=36

0.09 0.10
1 1

Puissance
0.08
|

~
o 4
o
©
o 4
T T T T e T T T T
0.0 0.5 1.0 25 0.0 0.5 1.0 25
Coefficient de covariable (3; Coefficient de covariable B
c:r(1,05),p=0.1,B3,=0.4,n=54 d:r(1,05),p=0.9,B,=0.4,n=54
y
o
g
o

Puissance
0.10
|

0.09
|

0.08
|

0.0

T T 1 T T T
05 1.0 25 0.0 0.5 1.0

Coefficient de covariable (3; Coefficient de covariable 3,

F1Gc. 4.51 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (5 par les méthodes
Gaussienne—— /A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une
loi Gamma(1,0.5), X! et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu 3,;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1,0 =04, n=36; figureb: p=0.9, 55 =04, n=36; figure c: p=0.1,
G5 =04, n=>54, figured : p=0.9, 55 =0.4, n = 54.

25




Puissance

Puissance

0.24 0.25 0.26 0.27

0.23

0.29 0.30 0.31 0.32

0.28

332CHAPITRE 4. TESTS D’ASSOCIATION ENTRE MATRICES DE DISTANCE

a:r(1,05),p=0.1,B,=0.3,n=72 b:r(1,05),p=09,B,=0.3,n=72
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Fic. 4.52 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (35 par les méthodes
Gaussienne—— A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ¢ ont été simulés suivant une
loi Gamma(1,0.5), X! et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu 5;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1,0 =03 n="72;figureb:p=0.9, 55 =03 n="72;figurec: p=0.1,
B3 =03, n=90, figured : p=0.9, 55 =0.3, n =90.
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a:r(1,2),p=0.1,3,=0.75n=9 b:r(1,2),p=09,p,=0.75,n=9
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F1Gc. 4.53 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (5 par les méthodes
Gaussienne—— /A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une
loi Gamma(1,2), X! et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu 3;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1,0=075,n=9;figureb: p=0.9, 65 =075, n=9; figure c: p=0.1,
G5 =0.75, n =18, figured : p =0.9, g5 = 0.75, n = 18.
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a:r(1,2),p=0.1,3,=0.4,n=36
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c:r(1,2),p=0.1,B,=0.4,n=54
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FiGg. 4.54 — Puissance estimée du T-test de Hj
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: By = (5 par les méthodes

Gaussienne—— A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ¢ ont été simulés suivant une
loi Gamma(1,2), X! et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu (;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1,0 =04, n=36; figureb: p=20.9, 55 =04, n=36; figurec: p=0.1,
B5 =04, n=>54, figured : p=0.9, 55 =0.4, n = 54.
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a:r(1,2),p=0.1,3,=03,n=72 b:r(1,2),p=09,p,=0.3,n=72
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F1Gg. 4.55 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (5 par les méthodes
Gaussienne—— /A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une
loi Gamma(1,2), X! et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu 3;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1,0=03n="72;figureb:p=0.9, 55 =03, n="72; figurec: p=0.1,
G5 =03, n=090, figured : p=0.9, 55 =0.3, n =90.
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a:r(15,05),p=0.1,3,=0.75,n=9 b:r(15,0.5),p=0.9, 3,=0.75,n=9
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Fic. 4.56 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (35 par les méthodes
Gaussienne—— A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ¢ ont été simulés suivant une
loi Gamma(1.5,0.5), X' et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu 3;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1,0 =0.7,n=9;figureb: p=0.9, 55 =075, n=9; figurec: p=0.1,
B35 =0.75, n =18, figured : p =0.9, 85 = 0.75, n = 18.
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a:r(15,05),p=0.1,B,=0.4,n=36 b:r(1.5,0.5),p=0.9, B,=0.4,n =36
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F1Gc. 4.57 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (5 par les méthodes
Gaussienne—— /A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une
loi Gamma(1.5,0.5), X! et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu 3;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1,0 =04, n=36; figureb: p=0.9, 55 =04, n=36; figure c: p=0.1,
G5 =04, n=>54, figured : p=0.9, 55 = 0.4, n = 54.
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a:r(15,05),p=0.1,3,=0.3,n=72 b:r(15,0.5),p=0.9,B,=0.3,n=72
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Fi1c. 4.58 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (35 par les méthodes
Gaussienne—— A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ¢ ont été simulés suivant une
loi Gamma(1.5,0.5), X' et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu 3;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1,0 =03 n="72;figureb:p=0.9, 55 =03 n="72;figurec: p=0.1,
B35 =03, n=90, figured : p=0.9, 55 =0.3, n =90.
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a:r(15,2),p=0.1,p,=0.75,n=9 b:r(15,2), p=0.9,B,=0.75,n=9
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F1Gc. 4.59 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (5 par les méthodes
Gaussienne—— /A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une
loi Gamma(1.5,2), X' et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu 3;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1,0=075,n=9;figureb: p=0.9, 65 =075, n=9; figure c: p=0.1,
G5 =0.75, n =18, figured : p =0.9, B5 = 0.75, n = 18.
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a:r(15,2),p=0.1,p,=0.4,n=36 b:r(1.5,2),p=0.9,B,=0.4,n=36
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Fi1Gc. 4.60 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (35 par les méthodes
Gaussienne—— A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ¢ ont été simulés suivant une
loi Gamma(1.5,2), X' et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu 5;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1,0 =04, n=36; figureb: p=0.9, 55 =04, n=36; figurec: p=0.1,
B5 =04, n=>54, figured : p=0.9, 55 =04, n = 54.
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a:r(15,2),p=0.1,p,=03,n=72
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b:r(15,2),p=09,B,=0.3,n=72
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F1Gc. 4.61 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (5 par les méthodes
Gaussienne—— /A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une
loi Gamma(1.5,2), X' et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu 3;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :

p=0.1,0 =03 n="72;figureb:p=0.9, 55 =0.3, n="72; figure c :

p = 0.1,

G5 =03, n=090, figured : p=0.9, 55 =0.3, n =90.
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a:r(10,2),p=0.1,B,=0.75,n=9 b:r(10,2),p=0.9,3,=0.75,n=9
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Fi1Gc. 4.62 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (35 par les méthodes
Gaussienne—— A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ¢ ont été simulés suivant une
loi Gamma(10,2), X' et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu 5;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1,0=0.7,n=9;figureb:p=0.9, 55 =075, n=9; figurec: p=0.1,
B35 =0.75, n =18, figured : p =0.9, 35 = 0.75, n = 18.
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a:r(10,2),p=0.1,B,=0.4,n=36 b:r(10,2), p=0.9, B,=0.4,n=36
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F1G. 4.63 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (5 par les méthodes
Gaussienne—— /A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une
loi Gamma(10,2), X! et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu 3;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1,0 =04, n=36; figureb: p=0.9, 55 =04, n=36; figure c: p=0.1,
G5 =04, n=>54, figured : p=0.9, 55 = 0.4, n = 54.
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a:r(10,2),p=0.1,8,=0.3,n=72 b:r(10,2),p=0.9,B,=0.3,n=72
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Fic. 4.64 — Puissance estimée du T-test de Hy : (2 = (35 par les méthodes
Gaussienne—— A —— et Freedman et Lane —e—, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ¢ ont été simulés suivant une
loi Gamma(10,2), X' et X? sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu 5;=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l'intervalle de confiance a 95%. Figure a :
p=0.1,0 =03 n="72;figureb:p=0.9, 55 =03 n="72;figurec: p=0.1,
B3 =03, n=90, figured : p=0.9, 55 =0.3, n =90.
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a:Exp(0.5), p=0,n=10 b:Exp(0.5), p=0.7, n =10
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F1G. 4.65 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : B = 0 par les
méthodes Gaussienne—A—— et Freedman et Lane —e— en fonction du coefficient
de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de
Ezp(0.5), X' et X? sont toujours Gaussiennes (0,1) ot X! a un point extréme. On
a retenu 31 = 0,2,4,5,6,8,10,20. Les segments verticaux figurent l'intervalle de
confiance a 95%. Figure a : p = 0, n = 10; figure b : p = 0.7, n = 10; figure c :
p=0n=20;d:p=07 n=20; figuree: p=0,n = 100; figure f : p = 0.7,
n = 100.
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a: Student(5), p=0, n=10 b: Student(5), p=0.7, n =10
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F1G. 4.66 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : 5 = 0 par les
méthodes Gaussienne—A—— et Freedman et Lane —e— en fonction du coefficient
de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de
Student(5), X' et X? sont toujours Gaussiennes (0,1) ot X' a un point extréme.
On a retenu 6, = 0,2,4,5,6,8,10, 20. Les segments verticaux figurent I'intervalle de
confiance a 95%. Figure a : p = 0, n = 10; figure b : p = 0.7, n = 10; figure ¢ :
p=0n=20;d:p=07 n=20; figuree: p=0,n=100; figure f : p = 0.7,
n = 100.
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a:r(0.5,0.5), p=0,n=10

b:r(0.5,0.5), p=0.7, n =10
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Fi1G. 4.67 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : 5 = 0 par les
méthodes Gaussienne—A—— et Freedman et Lane —e— en fonction du coefficient
de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de
1'(0.5,0.5), X' et X? sont toujours Gaussiennes (0,1) o X' a un point extréme.
On a retenu #; = 0,2,4,5,6,8,10, 20. Les segments verticaux figurent I'intervalle de
confiance a 95%. Figure a : p = 0, n = 10; figure b : p = 0.7, n = 10; figure c :

p=0,n=20;d:p=0.7 n=20; figure e :

n = 100.

p=20,n=100; figure f : p = 0.7,
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a:r(0.5,2),p=0,n=10 b:r(0.5,2), p=0.7,n=10
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Fi1G. 4.68 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : F5 = 0 par les
méthodes Gaussienne—A—— et Freedman et Lane —e— en fonction du coefficient
de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de
I'(0.5,2), X' et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1) o X' a un point extréme. On
a retenu J; = 0,2,4,5,6,8,10,20. Les segments verticaux figurent l'intervalle de
confiance a 95%. Figure a : p = 0, n = 10; figure b : p = 0.7, n = 10; figure ¢ :
p=0n=20;d:p=07 n=20; figuree: p=0,n=100; figure f : p = 0.7,
n = 100.
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a:r(1,0.5),p=0,n=10 b:r(1,05), p=0.7,n=10
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Fi1G. 4.69 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : 5 = 0 par les
méthodes Gaussienne—A—— et Freedman et Lane —e— en fonction du coefficient
de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de
['(1,0.5), X' et X? sont toujours Gaussiennes (0,1) ou X! a un point extréme. On
a retenu 31 = 0,2,4,5,6,8,10,20. Les segments verticaux figurent l'intervalle de
confiance a 95%. Figure a : p = 0, n = 10; figure b : p = 0.7, n = 10; figure c :
p=0n=20;d:p=07n=20; figuree: p=0,n = 100; figure f : p = 0.7,
n = 100.
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a:r(1,2),p=0,n=10 b:r(1,2),p=0.7,n=10

3
=
8
@
]
g £ 8
=] o =l
g
3
s
e
fin}
3 3
3 3
s s
T T —T T T T T T —T T T T
1] 2 4 5 6 8 10 20 1] 2 4 5 6 8 10 20
c:r(1,2),p=0,n=20 d:r(1,2),p=0.7,n=20
8 | g |
s s
3
2
8
@
]
8 £ 8
=] o =l
5
@
3
s
e
fin}
3 3
3 3
5 5
T T T T T T T T T T T T T T T T
0 2 4 5 6 8 10 20 0 2 4 5 6 8 10 20
e:r(1,2), p=0,n=100 f:r(1,2), p=0.7,n =100
& | & |
s s
3
2
8
@
g g 8]
(=] o =]
5
@
3
s
e
fin}
3 3
3 3
S S

o 2 4 5 6 8 10 20 o 2 4 5 6 8 10 20

Fi1G. 4.70 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : G5 = 0 par les
méthodes Gaussienne—A—— et Freedman et Lane —e— en fonction du coefficient
de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de
['(1,2), X' et X? sont toujours Gaussiennes (0,1) ou X' a un point extréme. On
a retenu 1 = 0,2,4,5,6,8,10,20. Les segments verticaux figurent l'intervalle de
confiance a 95%. Figure a : p = 0, n = 10; figure b : p = 0.7, n = 10; figure ¢ :
p=0n=20;d:p=07 n=20; figuree: p=0,n=100; figure f : p = 0.7,
n = 100.
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a:r(1.5,0.5), p=0,n=10 b:r(1.5,0.5), p=0.7, n =10
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Fi1G. 4.71 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : 5 = 0 par les
méthodes Gaussienne—A—— et Freedman et Lane —e— en fonction du coefficient
de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de
['(1.5,0.5), X' et X? sont toujours Gaussiennes (0,1) o X' a un point extréme.
On a retenu #; = 0,2,4,5,6,8,10, 20. Les segments verticaux figurent I'intervalle de
confiance a 95%. Figure a : p = 0, n = 10; figure b : p = 0.7, n = 10; figure c :
p=0n=20;d:p=07 n=20; figuree: p=0,n = 100; figure f : p = 0.7,
n = 100.
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a:r(15,2),p=0,n=10 b:r(1.5,2), p=0.7,n=10
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Fi1G. 4.72 — Erreur de premiere espece estimée du T-test de Hy : B3 = 0 par les
méthodes Gaussienne—A—— et Freedman et Lane —e— en fonction du coefficient
de covariable. 10000 n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de
['(1.5,2), X' et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1) o X' a un point extréme. On
a retenu J; = 0,2,4,5,6,8,10,20. Les segments verticaux figurent l'intervalle de
confiance a 95%. Figure a : p = 0, n = 10; figure b : p = 0.7, n = 10; figure ¢ :
p=0n=20;d:p=07 n=20; figuree: p=0,n=100; figure f : p = 0.7,
n = 100.
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a:Exp(2),B1=1,p=0.1 b:Exp(2), B1=1,p=0.9
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Fi1G. 4.73 — Erreur de premiere espece estimée du test d’hypothese Hy : G2 = 0 en
fonction du nombre d’unités et pour les méthodes Gaussienne——A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Fxp(2) et vérifient les
propriétés d’une matrice de distance. La statistique de test est le T" de Student pour
toutes les figures. 1 = 1 pour toutes les figures. p = 0.1 pour les figures a, c et
e. p = 0.9 pour les figures b, d et f. X' et X? sont des distances interpoints pour
les figures a et b; des carrés des distances pour les figures ¢ et d; des transformées
logarithmiques des distances pour les figures e et f.
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a:Exp(2), B1=2.5p=0.1 b:Exp(2), B1=2.5,p=0.9
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F1G. 4.74 — Erreur de premiere espece estimée du test d’hypothese Hy : G2 = 0 en
fonction lu nombre d’unités et pour les méthodes Gaussienne——/\——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Exp(2) et vérifient les
propriétés d’une matrice de distance. La statistique de test est le T" de Student pour
toutes les figures. 31 = 1 pour toutes les figures. p = 0.1 pour les figures a, c et
e. p = 0.9 pour les figures b, d et f. X' et X2 sont des distances interpoints pour
les figures a et b; des carrés des distances pour les figures ¢ et d; des transformées
logarithmiques des distances pour les figures e et f.
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a:Exp(2),B1=1,p=0.1 b:Exp(2), B1=1,p=0.9
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e:Exp(2),B1=1,p=0.1 f:Exp(2), B1=1, p=0.9
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Fi1G. 4.75 — Erreur de premiere espece estimée du test d’hypothese Hy : G2 = 0 en
fonction du nombre d’unités et pour les méthodes Gaussienne——A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Fxp(2) et vérifient les
propriétés d’une matrice de distance. 3; = 1 pour toutes les figures. p = 0.1 pour
les figures a, c et e. p = 0.9 pour les figures b, d et f. X' et X? sont des distances
interpoints pour toutes les figures. La statistique de test est : le T" de Student pour
les figures a et b; le coefficient de corrélation partielle pour les figures c et d; carrée
du coefficient de corrélation partielle pour les figures e et f.
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a:Exp(2), B1=2.5p=0.1 b:Exp(2), B1=2.5,p=0.9
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F1G. 4.76 — Erreur de premiere espece estimée du test d’hypothese Hy : G2 = 0 en
fonction du nombre d’unités et pour les méthodes Gaussienne——A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Exp(2) et vérifient les
propriétés d’une matrice de distance. 3; = 1 pour toutes les figures. p = 0.1 pour
les figures a, c et e. p = 0.9 pour les figures b, d et f. X! et X? sont des distances
interpoints pour toutes les figures. La statistique de test est : le T de Student pour
les figures a et b; le coefficient de corrélation partielle pour les figures ¢ et d; carrée
du coefficient de corrélation partielle pour les figures e et f.



I'erreur de premiére espéce

I'erreur de premiére espéce

0.07

0.06

0.05

0.04

0.03

0.07

0.06

0.05

0.04

0.03

360CHAPITRE 4. TESTS D’ASSOCIATION ENTRE MATRICES DE DISTANCE

a:Exp(2),p=0.1,B,=1 b:Exp(2), p=0.1, B, =2.5
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Fi1G. 4.77 — Erreur de premiere espece estimée du test d’hypothese Hy : B2 = 0 en
fonction du nombre d’unités et pour les les méthodes Gaussienne—/A\—— ; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Fxp(2) et vérifient les
propriété d'une matrice de distance. X' et X? sont des distances interpoints pour
toutes les figures. La statistique de test est le 7' de Student pour toutes figures.
p1 = 0.1 pour toutes les figures. ; = 1 pour les figures a et c. 81 = 2.5 pour les
figures b et d. Les tests présentés dans les figures a et b concernent des hypotheses
alternatives bilatérales et dans les figures ¢ et d des alternatives unilatérales.
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a:Exp(2), p=0.9, B, =1 b:Exp(2), p=0.9, B;=2.5
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F1G. 4.78 — Erreur de premiere espece estimée du test d’hypothese Hy : G2 = 0 en
fonction du nombre d’unités et pour les méthodes Gaussienne——A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Exp(2) et vérifient les
propriété d'une matrice de distance. X' et X? sont des distances interpoints pour
toutes les figures. La statistique de test est le 7" de Student pour toutes figures.
p1 = 0.9 pour toutes les figures. 51 = 1 pour les figures a et c. ; = 2.5 pour les
figures b et d. Les tests présentés dans les figures a et b concernent des hypotheses
alternatives bilatérales et dans les figures c et d des alternatives unilatérales.
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a:Exp(2),B2=0.5,n=6,p=0.1 b:Exp(2), B2=0.5,n=6,p=0.9
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Fic. 4.79 — Puissance estimée du test d’hypothese Hy : B2 = (35 en fonction du
coefficient de covariable ; et pour les méthodes Gaussienne——/A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu e ont été simulés suivant une loi de Fxp(2) et vérifient les
propriétés d’une matrice de distance. Pour toutes les figures la statistique de test est
le T" de Student, B3 = 0.5 et n = 6. p = 0.1 pour les figures a, c et e. p = 0.9 pour
les figures b, d et f. X! et X2 sont des distances interpoints pour les figures a et b;
des carrés des distances pour les figures ¢ et d; des transformées logarithmiques des
distances pour les figures e et f.
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a:Exp(2),B,=0.3,n=9,p=0.1
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F1c. 4.80 — Puissance estimée du test d’hypothese Hy : B2 = (35 en fonction du
coefficient de covariable (3; et pour les méthodes Gaussienne——/A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Exp(2) et vérifient les
propriétés d’une matrice de distance. Pour toutes les figures la statistique de test est
le T'" de Student, B, = 0.3 et n =9. p = 0.1 pour les figures a, c et e. p = 0.9 pour
les figures b, d et f. X' et X? sont des distances interpoints pour les figures a et b;
des carrés des distances pour les figures ¢ et d; des transformées logarithmiques des

distances pour les figures e et f.
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a:Exp(2),B2=0.5,n=6,p=0.1
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FiG. 4.81 — Puissance estimée du test d’hypothese Hy : B2 = (35 en fonction du
coefficient de covariable (3; et pour les méthodes Gaussienne——/A—— ; Freedman et
Lane —e— ; Kennedy —x— ; Ter Brack —+— et Manly - - -x---. 30000 n-échantillons
du résidu € ont été simulés suivant une loi de Exp(2) et vérifient les propriétés d’'une
matrice de distance. Pour toute les figures o = 0.5 et n = 6. p = 0.1 pour les figures
a, cet e. p=0.9 pour les figures b, d et f. X' et X2 sont des distances interpoints
pour toutes les figures. La statistique de test est : T" de Student pour les figures a et
b; le coefficient de corrélation partielle pour les figures ¢ et d; carrée du coefficient
de corrélation partielle pour les figures e et f.
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a:Exp(2),B,=0.3,n=9,p=0.1 b:Exp(2), B2=0.3,n=9, p=0.9
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Fic. 4.82 — Puissance estimée du test d’hypothese Hy : B2 = (35 en fonction du
coefficient de covariable 3; et pour les méthodes Gaussienne——A——; Freedman et
Lane —e— ; Kennedy —x— ; Ter Brack —+— et Manly - - -x- - -. 30000 n-échantillons
du résidu € ont été simulés suivant une loi de Exp(2) et vérifient les propriétés d’une
matrice de distance. Pour toute les figures #, = 0.3 et n = 9. p = 0.1 pour les figures
a, cet e. p=0.9 pour les figures b, d et f. X' et X? sont des distances interpoints
pour toutes les figures. La statistique de test est : 1" de Student pour les figures a et
b; le coefficient de corrélation partielle pour les figures ¢ et d; carrée du coefficient
de corrélation partielle pour les figures e et f.
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Fic. 4.83 — Puissance estimée du test d’hypothese Hy : B2 = (35 en fonction du
coefficient de covariable (3; et pour les méthodes Gaussienne——/A ——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulés suivant une loi de Fxp(2) et vérifient les
propriété d’une matrice de distance. Pour toutes les figures la statistique de test est
le T de Student, X! et X? sont des distances interpoints et p; = 0.1. n =6, 3; = 0.5
pour les figures a et c. n =9, 31 = 0.3 pour les figures b et d. Les tests présentés
dans les figures a et b concernent des hypotheses alternatives bilatérales et dans les
figures c et d des alternatives unilatérales.
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Fic. 4.84 — Puissance estimée du test d’hypothese Hy : B2 = (5 en fonction du
coefficient de covariable (3; et pour les méthodes Gaussienne——/A——; Freedman
et Lane —e—; Kennedy —-x-—; Ter Brack — + — et Manly --- % ---. 30000
n-échantillons du résidu € ont été simulées suivant une loi de Exp(2) et vérifient les
propriété d’une matrice de distance. Pour toutes les figures la statistique de test est
le T de Student, X! et X? sont des distances interpoints et p; = 0.9.n =6, 3; = 0.5
pour les figures a et c. n =9, f; = 0.3 pour les figures b et d. Les tests présentés
dans les figures a et b concernent des hypotheses alternatives bilatérales et dans les
figures ¢ et d des alternatives unilatérales.
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