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1.7.2 Le modèle de régression linéaire gaussien . . . . . . . . . . . . 61

1.7.3 Estimation au sens des moindres carrés ordinaires . . . . . . . 64

1.8 Inférence statistique en régression linéaire multiple . . . . . . . . . . . 65
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3.2.1 Cas du modèle de Freedman et Lane . . . . . . . . . . . . . . 158
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3.4.4 Influence de la normalisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

3.5 Espérance permutationnelle des variables . . . . . . . . . . . . . . . . 187
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Introduction

L’objet premier du travail présenté dans cette thèse était l’étude des dépen-
dances partielles entre tableaux de distances, ou plus généralement de tableaux de
dissimilaritéss.

La situation qui est au centre de cette étude est caractérisée par la donnée de trois
matrices de distances : D1, D2 et D3, observées sur un même échantillon de n objets
et la question posée consiste à évaluer le degré de liaison entre D1 et D2 sachant D3

et d’autre part, à tester la significativité statistique de cette liaison partielle.

Cette question peut s’interprèter en termes de régression (linéaire). Smouse et al.
[53] proposèrent une extension du test de Mantel [39] à cette question. Ils élaborent
un test de corrélation à la Mantel, reposant sur une stratégie permutationnelle équi-
valente à la méthode proposée plus tard par Kennedy [33] dans le cas de données
d’échantillon1. Cette approche n’est pas la seule possible. Ainsi, Wolfe [62, 63] montre
qu’on peut poser le problème en termes de mesure de la corrélation simple entre D1

et (D2−D3). Mais notre travail privilégie les approches directement exprimables en
termes de régression multiple.

On est alors conduit à développer des outils d’inférence particularisés par trois
spécificités :

S1 : L’interprétation des Dj en termes de distances interpoints rend naturelle
l’idée de spécifier un modèle de régression linéaire sans terme constant, du fait du
sens particulier accordé au zéro et donc à la nullité d’une distance : dil = 0 ;

S2 : Il est peu pertinent de traiter la loi de répartition de données distancielles
dans un cadre gaussien, et il n’existe pas de modèle probabiliste paramétrique pri-
vilégié et simple pour traiter de tels problèmes d’inférence.

S3 : Les matrices de distances sont en général des constructions déduites de
répartitions multivariées Dj = D(Xj) qui interdisent de traiter leurs éléments
{Dj

kl; k, l = 1, 2, · · · , n, k 6= l} comme mutuellement indépendants. Il en résulte
des comportements des estimateurs de la régression plus complexes que dans le cas

1Par convention, nous appelons données d’échantillon les observations xi attachées à chaque
unité statistique appartenant à un échantillon. Par opposition, la donnée dil attachée à une paire
(i, l) d’individus de l’échantillon est dite dyadique.
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usuel. Les problèmes d’inférence posés par l’analyse des liaisons entre matrices de
dissimilaritésss ne relèvent donc pas du cadre classique d’application du modèle
linéaire général sur données d’échantillon.

D’un point de vue méthodologique, l’analyse de la variance et la régression li-
néaire offrent les deux exemples les plus célèbres de cette classe de méthodes : elles
sont fondées sur des modèles probabilistes ou mathématiques plus ou moins sophis-
tiqués, censés intégrer les caractéristiques principales des données. Par suite, elles
ne peuvent pas prétendre répondre de façon optimale à tous les problèmes d’infé-
rence posés par l’utilisateur. Le domaine de validité de ces méthodes est limité par
l’ensemble des postulats qui définissent le modèle. Par exemple la pertinence d’une
analyse de la variance dépend de postulats d’additivité des effets et d’homogénéité
des variances des erreurs. Le recours à un test de Student suppose de plus un tirage
aléatoire simple garantissant des échantillons indépendants.

Le domaine d’application du test de Student est en fait plus large, parce que
la loi théorique de cette statistique de test est réputée donner une approximation
raisonnable de la loi réelle pour une classe de modèles probabilistes plus large que
le modèle gaussien pour lequel elle a été établie. On qualifie de robuste une telle
méthode, qui reste opérante pour plusieurs modèles, même si elle n’est optimale
pour aucun ou seulement pour quelques uns.

Le test de Student est l’un des outils les plus souvent utilisés en régression linéaire
gaussienne, pour éprouver la significativité de la corrélation partielle entre la variable
réponse Y et l’un des prédicteurs présents dans le modèle. La grande diversité des
contextes d’utilisation de ce modèle, en économie, en biologie, en météorologie, etc.
confronte de façon courante les méthodes d’inférence statistique, telles que le test
de Student à des situations ne respectant pas les postulats justifiant leur emploi.

Autrement dit, lorsque le processus de génération des données ne respecte pas les
postulats fondant l’analyse statistique du modèle de régression linéaire classique, les
statistiques de test d’hypothèse usuelles, portant par exemple sur les coefficients de
régression partielle, ne suivent plus nécessairement la loi d’échantillonnage que leur
assigne la théorie et en général on ne connâıt plus la loi exacte de la statistique de
test retenue. On doit alors recourir à d’autres méthodologies d’inférence statistique.

Lorsque la taille de l’échantillon est grande, on peut souvent approcher la loi
d’échantillonnage de la statistique de test par une loi limite, par exemple une loi
déduite de la loi de Gauss en application du théorème central limite. Il n’est alors pas
nécessaire de connâıtre exactement la loi de répartition des résidus, ou de supposer
ab initio qu’ils suivent une loi de Gauss. En pratique, cette approximation n’est
pas toujours justifiée car on se confronte assez souvent à des situations où la taille
d’échantillon est faible.

Lorsque la taille de l’échantillon est petite, les résultats asymptotiques ne sont
plus utilisables et l’on doit recourir à des modes d’analyse orientés données, c’est-
à-dire à des méthodes qui utilisent l’information contenue dans les données pour
réduire sensiblement les postulats que doivent satisfaire les modèles potentielle-
ment utiles. On recourt alors de façon privilégiée à la classe des méthodes de ré-
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échantillonnage, bien qu’elles nécessitent une forte capacité de calculs. Cette classe
inclue en particulier la méthode du Jackknife, présentée la première fois par Que-
nouille [51] et reprise par Tukey [60]). Une description plus théorique et plus générale
de cette méthode est détaillée par Miller [43] et Efron [15]. Parmi les méthodes de ré-
échantillonnage on peut citer aussi la méthode du Booststrap présentée la première
fois par Efron [14], et les méthodes permutationnelles.

Les tests de permutation sont au coeur de notre travail. Ils offrent une méthode
non-paramétrique de test d’hypothèses. Si l’on trouve les premiers écrits sur ce sujet
dans les travaux de Pearson (1900) sur l’analyse statistique des tables de contingence,
la première application de cette méthode pour le modèle linéaire est en général at-
tribuée à Fisher [18] et à Pitman [48, 49, 50]. Cette méthode comme le Bootstrap est
fondée sur des postulats moins astreignants que l’approche paramétrique classique.
Elle est en effet libre, au sens (distribution-free) où sa validité ne dépend pas de la
loi de répartition des observations. Cette généralité est cependant obtenue au prix
d’une contrepartie : sa mise en øeuvre nécessite des moyens de calcul et de simula-
tion de données importants. Cette caractéristique explique d’ailleurs pourquoi elle
n’a pas retenue l’attention des chercheurs avant l’apparition d’ordinateurs puissants.

Nous avons centré l’objectif principal de cette recherche plus particulièrement
sur l’étude comparative des tests de permutation adaptés aux hypothèses de nullité
d’un coefficient de régression partielle, dans le cadre de modèles linéaires en les
paramètres.

Considèrons tout d’abord un modèle de régression linéaire simple déterminé par
les variables ordinaires Y , X1 et ǫ, qui s’écrit :

Y = β0 + β1x
1 + ǫ (1)

où la loi des résidus ǫ est inconnue. Nous avons ici une seule variable explicative
(X1) et dans ce cas, la méthode de test de permutation à retenir et présentée dans
la suite, fait consensus. Elle porte sur le coefficient de régression (β1) :

H0 : β1 = 0 contre H1 : β1 6= 0 (2)

Dans ce cas, on dispose en effet d’une propriété de symétrie de la loi des erreurs sous
l’hypothèse nulle, puisqu’alors les observations vérifient une propriété d’échangeabi-
lité, imposée au terme erreur, quipermet de proposer un test exact (cf. [37] p. 248-
253, [12] p. 195-216). Par contre, le problème devient difficile dès qu’interviennent au
moins deux variables explicatives dans un modèle de régression linéaire multiple, car
on perd les propriétés d’échangeabilité assurant l’existence d’un test de permutation
exact. Plusieurs méthodes de tests de permutation approchés existent pour mettre
à l’épreuve l’hypothèse de nullité d’un coefficient de régression partielle dans les
modèles de régression multiple conditionnellement à l’observation d’un échantillon.
Puisqu’on a perdu les propriétés d’échangeabilité, il existe plusieurs façons de les
restaurer par transformation du problème. Chaque méthode repose sur des caracté-
ristiques distinctes du modèle classique de régression linéaire multiple, conduisant



8 TABLE DES MATIÈRES

à la proposition de plusieurs logiques de test nées dans divers contextes d’applica-
tion : Freedman et Lane [19] ; Smouse et al. [53] ; Oja, [47] ; Collins, [6] ; Gail, Tan
and Piantadosi,[20] ;Welch, [61] ; ter Braak, [59] ; Kennedy, [33] ; Kennedy et Cade,
[34]). Un domaine important d’utilisation de ces tests de permutation est l’analyse
canonique des données multivariées dans les applications à l’écologie, la biologie et
l’agriculture (ter Braak, [57, 58] ; Legendre et Legendre [36]).

Notre mémoire de thèse considère souvent le modèle de régression linéaire double,
pour simplifier la présentation :

Y = β0 + β1x
1 + β2x

2 + ǫ (3)

Nous avons donc p = 2 variables explicatives dans le modèle, et l’objectif est de
construire un test d’hypothèse portant sur le coefficient de régression partielle β2 :

H0 : β2 = 0 contre H1 : β2 6= 0 (4)

Nous montrons dans la suite à diverses reprises qu’une présentation des méthodes
de test de permutation limitée au cas du modèle de régression linéaire double ne
conduit pas à une perte substantielle de généralité et que l’extension des méthodes
au cas d’une régression linéaire multiple avec p > 2 va en général de soi.

Dans le premier chapitre, nous rappelons tout d’abord les notions et les concepts
fondamentaux. Ensuite, nous présentons le modèle classique de régression linéaire
simple adapté au cadre gaussien et nous rappelons les postulats nécessaires pour
valider l’inférence statistique. Ensuite nous donnons l’estimateur du maximum de
vraisemblance (MV) et la statistique du test d’hypothèse usuelle portant sur le co-
efficient de régression simple. En particulier, nous montrons que le test d’hypothèse
de nullité du coefficient de régression linéaire est identique au test de nullité du coef-
ficient de corrélation linéaire. Ensuite, nous présentons les estimations de moindres
carrés ordinaires (MCO) de façon à rappeler que dans un cadre gaussien les deux
estimateurs MCO et MV sont identiques. L’approche reçoit alors une interprétation
géométrique indépendante des hypothèses de loi de probabilité. On n’a en particulier
pas besoin de l’hypothèse de loi de Gauss pour justifier le recours aux estimateurs
MCO du modèle.

Le cas non gaussien, correspondant à des grands échantillons est alors traité en
considérant la situation où une approximation gaussienne de la loi d’échantillonnage
des estimateurs des paramètres de la régression se justifie, et nous en expliquons les
termes, avant de nous intéresser au cas plus commun où l’emploi d’une telle approxi-
mation gaussienne n’est pas justifié, en particulier lorsque la taille n de l’échantillon
est petite.

Nous rappelons ensuite le principe général qui fonde la méthode de test de per-
mutation. Les postulats définissant le cadre de justification et d’interprétation des
résultats sont présentés en nous appuyant sur le cas de la comparaison des moyennes
de deux populations ainsi qu’à l’aide d’un exemple qui concerne le test de nullité du
coefficient de régression dans le modèle linéaire simple.
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Nous présentons ensuite les éléments d’analyse du modèle de régression linéaire
multiple - en particulier le cas double : p = 2 - utiles à la présentation de notre travail
ainsi que les postulats imposés dans le cas gaussien. Nous présentons en particulier
l’estimateur du maximum de vraisemblance, la statistique de test usuelle pour tester
la nullité d’un coefficient de régression partielle, dans le cas particulier p = 2. Nous
montrons en particulier que dans le cas de la régression linéaire multiple en univers
gaussien, réaliser le test d’hypothèse de nullité du coefficient de régression partielle
équivaut à tester la nullité du coefficient de corrélation partielle.

Le chapitre suivant présente les différentes méthodes de test de permutation
proposées dans la littérature pour l’hypothèse de nullité d’un coefficient de régression
partielle. La discussion est le plus souvent limitée au cas de deux prédicteurs pour
rester aussi proche que possible du cadre de simulations retenu. Il faut pourtant
noter que l’essentiel des résultats présentés s’étendent sans difficulté au cas de deux
groupes de prédicteurs Xk de dimension pk, avec k = 1, 2 et p1 +p2 = p ≥ 2, comme
conséquence du célèbre théorème de Frisch et Waugh, cf. par exemple Greene [23].
On peut de même étendre ces résultats avec un peu plus de technicité, au cas de la
régression multivariée.

Nous distinguons deux catégories d’approches :

1) La première regroupe les méthodes qui réalisent le test d’hypothèse (4), en
permutant seulement les valeurs observées de la variable explicative X2 . Cela
revient à dire qu’on considère que les valeurs observées de la variable X2 sont
des unités échangeables sous l’hypothèse H0 : β2 = 0.

2) La deuxième regroupe les méthodes qui s’interprètent comme effectuant des
permutations des valeurs prises sur l’échantillon par le terme d’erreur ǫ. Cela
revient à considérer que les observations de ǫ sont échangeables.

La différence essentielle qui oppose ces deux catégories de méthodes tient au fait
que le premier groupe (p.ex., Oja, [47]) ignore au cours des permutations, la corréla-
tion qui existe en général entre les variables explicatives X1 et X2. Certains auteurs,
(cf. Anderson et Legendre [1]) tels que Welch, [61] ou ter Braak, [59] présentent
cette caractéristique comme un désavantage. D’autres auteurs, en particulier Hall et
Titterington [24] et Hall et Wilson [25] insistent sur l’importance qu’il y a à utiliser
une statistique pivotale dans le contexte très voisin des tests par simulation et de
ceux par le Bootstrap.

Nous distinguerons quatre approches parmi les méthodes de la première catégo-
rie, toutes fondées sur des principes distincts : les approches de Freedman et Lane
(1983), de Manly (1991), de ter Braak (1992) et celle de Kennedy (1995) respecti-
vement. Du point de vue de la statistique, un test est jugé bon lorsque son risque
d’erreur de première espèce est petit et lorsque conjointement sa puissance est élevée.
Mais la plupart des comparaisons de tests de permutation relèvent de la simulation.
Ainsi, en 1991, Manly [40] a réalisé une simulation limitée pour évaluer la qualité de
sa méthode. : les résultats de cette simulation l’ont conduit à écrire que sa méthode
fonctionnait bien. Pourtant, Kennedy [34] a critiqué la méthode de Manly et a éga-
lement fait une simulation limitée qui montre que sa méthode est meilleure que celle
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de Manly, au sens précédent. Kennedy démontre également que l’estimateur MCO
de β2 issu de sa méthode et l’estimateur MCO de β2 a une expression analytique
identique à celle qui est proposée par Freedman et Lane. Il en déduisit que les deux
méthodes étaient équivalentes. Notre étude analytique de ces deux méthodes montre
pourtant que la situation est plus complexe. En 1992, ter Braak proposa une autre
méthode de test qui calcule la valeur de la statistique de test associée à chaque
permutation sous l’hypothèse alternative H1 : β2 = b2. Dans ce chapitre nous com-
parons ces diverses approches et nous essayons également d’expliquer les avantages
et les inconvénients de chacune. A notre connaissance, aucune comparaison n’a été
faite avant 1999. Cette année là, Anderson et Legendre [1] ont étudié les quatre
méthodes précédentes à l’aide d’une simulation large et riche, qui permet d’analyser
les effets des facteurs de variabilité suivants sur le comportement du test :

a) la taille de l’échantillon ;
b) le degré de corrélation entre les variables explicatives ρ(X1, X2) ;
c) la valeur du paramètre β1 associé à la covariable X1 ;
d) la loi de probabilité du terme d’erreur aléatoire ǫi.

Plus précisemment, trois caractéristiques sont retenues pour évaluer l’influence de
ces facteurs :

1. le risque d’erreur de première espère

2. la puissance du test

3. l’effet d’un point extrême dans l’ensemble des valeurs données de la covariable
X1, sur le risque d’erreur de première espèce.

Anderson et Legendre déduisent de leur simulation que la méthode de Freedman
et Lane présente l’avantage sur les autres méthodes de conserver le niveau d’erreur
de première espèce considéré. Le niveau de couverture du test varie très faiblement
autour du niveau nominal d’erreur de première espèce. Ces auteurs ont également
constaté que les trois méthodes de test Freedman-Lane, Manly et ter Braak ont des
puissances sensiblement identiques. Ils ont de plus montré par simulation qu’en pré-
sence d’un point extrême introduit dans l’ensemble des valeurs de la covariable X1,
la méthode de Freedman-Lane conservait mieux que les autres méthodes, le niveau
du risque d’erreur de première espèce considéré

Nous avons repris l’ensemble de ces simulations avec une déclinaison plus sys-
tématique que celle d’Anderson et Legendre, et un choix plus réaliste de lois de
répartition des variables explicatives. L’apport le plus important de ces simulations
rèside dans la mise en évidence du caractère erronné des affirmations de Kennedy
lorsque cet auteur affirme (cf. Kennedy [33]) que sa méthode est équivalente à celle
de Freedman et Lane. Nos simulations, présentées au chapitre 2, confirment les ob-
servations d’Anderson et Legendre : les deux méthodes sont approximativement sans
biais, même sur des échantillons de petite taille. Mais ces simulations illustrent de
plus le fait que l’erreur de première espèce encourue par la méthode de Kennedy
est toujours supérieure ou égale à celle qui résulte de l’emploi du test de Freedman
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et Lane. Ce constat nous a convaincu d’approfondir la question suivante : pour-
quoi ces méthodes, bien qu’utilisant le même estimateur du paramètre β2, sont-elles
différentes en pratique ?

Nous avons complété notre étude par simulation des méthodes de Freedman
et Lane et de Kennedy en veillant à respecter le cadre de travail d’Anderson et
Legendre, mais en menant une étude plus complète et plus riche en information.
Nous avons donc pu dégager des résultats non mis en lumière par Anderson et
Legendre. D’une part, en autorisant un plus large spectre de valeurs possibles pour
les prédicteurs, nous avons rencontré des situations où l’erreur de première espèce de
la méthode de Kennedy était inférieure à celle de Fredman-Lane. D’autre part, les
résultats de notre recherche confirme que la puissance du test fondé sur la méthode de
Kennedy est plus grande que celle de Freedman et Lane. Les résultats de simulations
obtenues dans ce chapitre nous ont convaincu de l’intérêt d’une étude théorique de
ces méthodes de test de permutation et les résultats de ce travail sont présentés dans
le chapitre suivant.

Dans ce troisième chapitre, nous comparons les propriétés formelles de ces deux
méthodes de test de parmutation. Nous démontrons en particulier que l’estimation
MCO du coefficient de régression partielle β2 associé à chaque permutation π des
observations par la méthode de Freedman et Lane (notée β̂F

2,π) est égale à celle qui lui

est associée par la méthode de Kennedy (notée β̂K
2,π). Si l’on note β̂2,π cet estimateur

commun, nous établissons les résultats complémentaires suivants :

a) Notons Var(β̂2,π) la variance de β̂2,π associée à une permutation quelconque,

notée π, des éléments de l’échantillon observé. Notons de plus S2(β̂2,π)F l’esti-

mateur de Var(β̂2,π) fourni par la méthode de Freedman et Lane, et S2(β̂2,π)K

celui qui est obtenu par la méthode de Kennedy. Alors, S2(β̂2,π)F ≤ S2(β̂2,π)K .
Par suite, la valeur absolue de la statistique de test de Student associée à
chaque permutation par la méthode de Freedman et Lane est toujours plus
grande que celle qui lui est associée par la méthode de Kennedy, c’est-à-dire :

S2(β̂2,π)K ≥ S2(β̂2,π)F =⇒ |TK
2,π| =

|β̂2,π|
S(β̂2,π)K

≤ |β̂2,π|
S(β̂2,π)F

= |T F
2,π| (5)

On en déduit que la fonction de répartition de |T F
2,π| est toujours supérieure ou

égale à celle de |TK
2,π| et par suite, la fonction puissance du test permutationnel

de Freedman et Lane est toujours supérieure ou égale à celle de la méthode
de Kennedy. Sous l’hypothèse H0 : β2 = 0, ce résultat dit que l’erreur de
première espèce de la méthode de Freedman et Lane est plus petite que celle de
Kennedy. Inversement, sous l’hypothèse alternative H1 : β2 6= 0 ; la puissance
de la méthode de Kennedy est plus grande que celle de Freedman et Lane.

b) Nous avons de plus calculé la variance permutationnelle de β̂2,π. Elle est no-

tée Var(β̂2,π) et quantifie la variabilité de β̂2,π pour sa loi permutationnelle.
Nous avons de plus adopté la notation E , pour désigner la notion d’espérance
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permutationnelle dans toute notre thèse.

Si nous désignons par S2(β̂2,π)K∗ l’estimateur de la variance de β̂2,π, obtenu
lorsque la somme des carrés des résidus est normalisée par la quantité n − 2
où n est le nombre observations. Nous montrons alors que :

E(S2(β̂2,π)F ) = Var(β̂2,π).

Cette écriture signifie que l’estimateur de Var(β̂2,π) obtenu par la méthode de
Freedman et Lane est un estimateur sans biais de la variance permutationnelle
de β̂2, au sens de la loi permutationnelle.

c) On montre de façon analogue que :

E(S2(β̂2,π)K) 6= Var(β̂2,π),

c’est-à-dire que l’estimateur de Var(β̂2,π) obtenu par la méthode de Kennedy

est biaisé pour la loi permutationnelle de β̂2.
d) Le choix du terme de normalisation est important ici, puisque contrairement

au cas (a), nous avons aussi montré que l’estimateur de Var(β̂2,π) obtenu par
la méthode de Kennedy défini en retenant maintenant (n−2) degrés de liberté
et noté par S2(β̂2,π)K∗, se comporte différemment de l’estimateur précédent
normalisé en (n − k) degrés de liberté : dans certaines situations, il est plus
grand que celui de Freedman et Lane (S2(β̂2,π)K∗ − S2(β̂2,π)F > 0) et dans

d’autres situations, il est plus petit (S2(β̂2,π)K∗ − S2(β̂2,π)F < 0).
Le choix de la normalisation de la statistique de test utilisée par Kennedy par
(n−2) degrés de liberté au lieu des (n−3) degrés de liberté (ici, k = 3) retenus
par cet auteur, modifie la situation traitée en (a) : i) on ne peut plus affirmer
que le risque d’erreur de première espèce de la méthode de Freedman et Lane
est plus petit que celui de Kennedy normalisé par (n− 2) degrés de liberté ; ii)
la puissance de la méthode de Freedman et Lane n’est plus systématiquement
inférieure à celle de la méthode de Kennedy normalisée par (n − 2) degrés de
liberté. Il existe des cas où le risque d’erreur de première espèce de la méthode
de Freedman et Lane est plus grand que celui de la méthode de Kennedy avec
(n−2) degrés de liberté et la puissance de la méthode de Freedman et Lane est
plus grande que celle de Kennedy avec (n−2) degrés de liberté. Néanmoins, les
résultats de nos simulations montrent que l’erreur de première espèce résultant
de la méthode de Freedman et Lane est plus petite que celle de Kennedy dans
la plupart des cas et que la puissance de la méthode de Freedman et Lane est
plus petite que celle de Kennedy dans la plupart des cas.

e) L’estimateur de Var(β̂2,π) dans la méthode de Kennedy corrigée en considé-
rant (n − 2) degrés de liberté est toujours plus petit que celui qui est obtenu
par la méthode de Kennedy normalisé par (n − 3) degrés de liberté.

S2(β̂2,π)K ≥ S2(β̂2,π)K∗.
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On en déduit que :

|TK
2,π| =

|β̂2,π|
S(β̂2,π)K

≤ |β̂2,π|
S(β̂2,π)K∗

= |TK∗
2,π |.

La fonction de répartition de |TK
2,π| est donc toujours supérieure ou égale à

celle de |TK∗
2,π |. En conséquence, la fonction puissance du test permutationnel

de Kennedy corrigé est toujours supérieure ou égale à celle de la méthode de
Kennedy. Sous l’hypothèse H0 : β2 = 0, ce résultat dit que l’erreur de première
espèce de la méthode de Kennedy est plus petite que celle de Kennedy corri-
gée. Inversement, sous l’hypothèse alternative H1 : β2 6= 0, la puissance de la
méthode de Kennedy corrigée est plus grande que du test originel de Kennedy.

f) L’estimateur de Var(β2,π) obtenu par la méthode de Kennedy corrigée est un

estimateur sans biais pour la variance permutationnelle de β̂2, au sens de la
loi permutationnelle :

E(
̂

Var(β̂2,π)K∗) = Var(β̂2,π)

Nous étendons de plus ces résultats établis dans le cas du modèle de régression
double, au cas du modèle de régression multiple.

Le chapitre suivant est consacré au cas de données dyadiques. Supposons par
exemple qu’on étudie un ensemble de n individus (ou objets) où chaque individu est
mesuré à l’aide d’un vecteur aléatoire de dimension p. Le choix d’une métrique sur
l’espace engendré par ces p variables permet de résumer ces mesures multivariées
en associant une distance à chaque paire d’individus (ou dyade) (i, l). Il en résulte
une matrice de distances D, carrée d’ordre n, à éléments positifs, symétrique et à
diagonale nulle, qui a pour élément (i, l) la distance entre les individus i et l :

D =




0 d12 d13 · · · d1n

d12 1 d23 · · · d2n
...

...
...

. . .
...

d1n d2n · · · d(n−1n) 1


 .

Par exemple, lorsqu’on calcule les distances entre chaque paire d’individus par la
formule :

dij = (

p∑

k=1

(xi
k − xj

k)
2)1/2 (6)

on obtient une matrice de distances euclidiennes. Cette situation est particulière
puisque nous avons supposé que l’on disposait des mesures initiales des p variables.
Une situation plus courante en pratique correspond au cas où l’on mesure directe-
ment la dissimilarité dil entre éléments de la dyade (i, l). Les matrices de distances
ont beaucoup d’applications en économie, en biologie et génomique, en écologie, en
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analyse des réseaux sociaux, etc. Il existe des cas où les chercheurs veulent étudier
les dépendances entre matrices de distances, par exemple à l’aide d’un modèle de
régression sur matrices de distances. Le chapitre 4 est donc consacré à l’étude du
comportement des quatre méthodes de test de permutation présentées au chapitre 2
dans le cas d’un modèle de régression linéaire sur matrices de distances. Les critères
de comparaisons retenus sont ici encore :

1. le risque d’erreur de première espèce ;

2. la puissance du test.

Cette étude se justifie, du fait des spécificités de ce type de données et de la
difficulté inhérante à la définition d’une notion utile de corrélation partielle entre
matrices de distances. Ainsi, Legendre ([35]) a étudié par simulation l’application des
quatre méthodes de tests de permutation présentés plus haut au cas de matrices de
distances. Dans ce cas, les variables X1, X2 et Y , définissant un modèle de régression,
représentent chacun les éléments de la partie triangulaire inférieure d’une matrice
de distances.

Ce chapitre explique tout d’abord brièvement la méthode de simulation adoptée
et les résultats obtenus par Legendre : la statistique de test utilisée par cet auteur
est le coefficient de corrélation partielle. Nous avons tenté de compléter son étude en
retenant un plan de simulation plus large et plus riche, susceptible de lever certaines
ambigüıtés de sa présentation. Puis nous comparons nos résultats à ceux obtenus
dans la simulation effectuée par Legendre. Notre simulation est composée de deux
parties :

1. Dans la première partie, les données générées pour les variables X1, X2 véri-
fient les propriétés d’une matrice de distances euclidiennes alors que les don-
nées générées pour le terme d’erreur ǫ, ne vérifient pas nécessairement ces
propriétés. Ensuite les données de la variable Y sont calculées sous la forme :
Y = DRβ + ǫ où DR = [X1|X2]R1/2, R1/2 est la matrice de Cholesky in-
duite par la matrice de corrélation considérée entre X1 et X2 et notée R,
tβ = (β0, β1) et ǫ est le terme erreur (ou bruit). Remarquons que les valeurs
calculées pour Y comme les valeurs générées pour ǫ définissent une matrice de
dissimilarités, mais ne vérifient pas nécessairement les propriétés d’une matrice
de distances euclidiennes.

2. Les simulations présentées dans la deuxième partie de ce chapitre se veulent
plus contraignantes et plus complètes que celles qui sont présentées dans la
première, afin d’étudier les effets de transformations de distances euclidiennes
sur le risque d’erreur de première espèce et sur la puissance du test. Nous
avons donc généré des données de trois manières différentes, de façon à étudier
l’influence de la répartition relative des grandes et petites distances sur le
comportement du test.

I) les données générées pour les variables X1, X2 vérifient les propriétés d’une
matrice de distances euclidiennes ;
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II) les données générées pour les variables X1, X2 sont les valeurs obtenues
en (I) élevées au carré.

III) les données générées pour les variables X1, X2 sont les transformées lo-
garithmiques des valeurs obtenues en (I), qui vérifient les propriétés d’une
matrice de distances euclidiennes.

Dans les trois cas, les valeurs des variables Y et ǫ sont générées de façons à intégrer
deux caractéristiques distinctes. Tout d’abord, nous avons imposé une structure de
corrélation entre prédicteurs. Pour cela, nous avons formulé le modèle comme suit :
Y = DRβ+ǫ où R est la matrice de corrélation retenue entre X1 et X2, on définit :
DRβ = [X1|X2]R1/2β comme le signal dans un modèle de type signal+bruit du
modèle : Y = DRβ + ǫ où ǫ est le terme erreur (ou bruit).

a) les données générées pour ǫ vérifient les propriétés d’une matrice de distances
euclidiennes telle que
1) la variance des données générées pour le terme de signal (WR) est au moins
quatre fois plus grande que la variance des données générées pour le terme de
bruit (ǫ) ;
2) les valeurs de Y qui sont calculées par : Y = DRβ + ǫ doivent vérifier les
propriétés d’une matrice de distances euclidiennes.

b) les données générées pour ǫ vérifient les propriétés d’une matrice de distances
euclidiennes telle que
1) la variance des données générées pour le terme de signal (DR) est au moins
quatre fois plus petite que la variance des données générées pour le terme de
bruit (ǫ) ;
2) les valeurs de Y qui sont calculées par Y = DRβ + ǫ doivent vérifier les
propriétés d’une matrice de distances.

Le choix des statistiques de test utilisées en régression linéaire est largement
motivé par leurs propriétés d’optimalité démontrées dans le cas d’échantillons gaus-
siens. Notre étude n’échappe pas à cette pratique alors même que nous avons utilisé
une méthode de test de permutation, reposant sur une approche nonparamétrique,
donc non liée à un postulat de processus de génération de données gaussiennes. De
plus, les caractéristiques probabilistes propres aux mesures de dissimilarités rendent
moins naturelle la référence aux propriétés de la loi de Gauss pour l’analyse des
dépendances entre matrices de dissimilaritéss. Nous avons donc souhaité évaluer
l’influence du choix d’une statistique de test sur la performance comparée des mé-
thodes de test de permutation discutées dans ce mémoire. Pour chaque permutation
d’un ensemble de données générées et pour chaque méthode de test permutationnel,
nous avons calculé trois statistiques dont l’équivalence en régression est démontrée
dans le cadre classique : le rapport T , le ρ̂Y 2.1 (utilisé par Legendre) et le ρ̂2

Y 2.1.

Nous avons de plus complété cette comparaison en traitant le cas d’une hypothèse
alternative unilatérale H0 : β0 ≤ 0 contre H1 : β2 > 0 et celui d’une hypothèse
bilatérale H0 : β0 = 0 contre H1 : β2 6= 0 . Pour 3000 ensembles de données gé-
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nérées et les deux types d’hypothèses alternatives, nous avons calculé les p-valeurs
adaptées aux deux types de tests d’hypothèses, le risque d’erreur de première espèce
(empirique) et la puissance (empirique).

Les erreurs de première espèce et les puissances obtenues par les méthodes sur
les données simulées dans la première et la deuxième partie sont assez différentes.
Nous allons en discuter les raisons, expliquer en détails dans le chapitre 5.

Nous présentons les résultats de ces simulations dans la deuxième partie. Nous
montrons en particulier que l’étude des quatre méthodes de tests de permutation
discutées plus haut conduit aux observations suivantes :

a) lorsque la variance du terme de bruit est plus grande que celle du terme de
signal, la puissance du test diminue fortement ;

b) les trois statistiques de test habituellement utilisées : le T de Student, le coef-
ficient de corrélation partielle et le carré du coefficient de corrélation partielle
produisent approximativement le même risque d’erreur de premier espèce et
la même puissance.

c) la puissance du test obtenue sur des données générées dans le cas (II) (où les
valeurs des variables X1 et X2 sont des carrés de distances interpoints) est
plus grande que les puissances de tests obtenues dans les cas (I) (où les valeurs
des variables X1 et X2 sont des distances interpoints) et (III) (où les valeurs
des variables X1 et X2 sont les logarithmes des distances interpoints).



Chapitre 1

Quelques méthodologies de
régression linéaire simple

1.1 Introduction

Dans de nombreuses applications du modèle linéaire, la connaissance du proces-
sus de génération des données ou bien une étude des résidus montre que l’utilisa-
tion des méthodes standard d’inférence statistique portant sur les paramètres du
modèle est contestable ou même trompeuse, lorsque le terme d’erreur du modèle
ne vérifie pas les postulats classiques justifiant les méthodes de test paramétrique
pour des échantillons indépendants, identiquement distribués (i.i.d.) et gaussiens.
Dans le cas i.i.d. non gaussien, une solution souvent adoptée consiste à recourir à
une méthode non paramétrique. Une telle solution consiste à utiliser une méthode
de ré-échantillonage, par exemple les méthodes de Jackknife ou de Bootstrap. Une
autre méthode non paramétrique est fournie par la classe des tests de permutation.
Les premières descriptions des tests de permutation adaptés aux modèles linéaires
furent présentées dans la première moitié du 20ème siècle par Fisher(1953) et Pit-
man(1937a, b, 1938).

Dans ce chapitre, nous rappelons tout d’abord, les notions et les concepts fon-
damentaux de la régression linéaire simple. Ensuite, nous présentons le modèle de
régression linéaire simple classique sous hypothèse gaussienne ainsi que les postulats
nécessaires à la construction d’inférences statistiques. Puis, nous construisons l’es-
timateur du maximum de vraisemblance (MV) des paramètres et la statistique du
test d’hypothèse portant sur le coefficient de régression simple sous hypothèse gaus-
sienne. Nous montrons en particulier que le test d’hypothèse de nullité du coefficient
de régression linéaire et celui de nullité du coefficient de corrélation linéaire sont
identiques. Ensuite, nous reprenons la présentation des estimateurs des paramètres
du modèle de régression simple au sens des moindres carrées ordinaires (MCO) sans
référence à l’hypothèse gaussienne et nous rappelons leurs caractéristiques impor-
tantes. Puis, nous rappelons que les estimateurs MCO et MV sont identiques dans
le cas gaussien.
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Dans le cas non gaussien, on doit recourir à une méthode non paramétrique pour
effectuer des inférences statistiques. Une méthode naturelle s’impose dans le cas de
grands échantillons. C’est la méthode d’approximation gaussienne que nous expo-
sons. Mais l’emploi de cette approximation gaussienne n’est pas toujours possible
puisqu’elle suppose vérifiés les postulats du théorême central limite et il n’est pas
justifié lorsque la taille n de l’échantillon est petite.

Puis, nous rappelons la méthode des tests de permutation, ses hypothèses jus-
tificatives et ses caractéristiques, en mentionnant l’exemple d’application de cette
méthode à la comparaison des moyennes de deux populations ainsi qu’un exemple
qui concerne le test de nullité du coefficient de régression dans le modèle de régression
linéaire simple. Ensuite, nous présentons le modèle de régression linéaire multiple
(en particulier double) et précisons les postulats justifiant la méthode classique de
test d’hypothèse dans le cas gaussien. Notre étude concerne principalement la sta-
tistique de test utilisée pour réaliser le test de nullité du coefficient de régression
partielle (en particulier dans le cas double). Ainsi, nous montrons que dans le cas
d’une régression linéaire multiple, réaliser le test portant sur l’hypothèse de nullité
du coefficient de régression partielle et le test portant sur le coefficient de corrélation
partielle sont équivalents.

1.2 Rappels et notations

1.2.1 Moments d’une loi bivariée

Soit (Ω,F , P ) un espace probabilisé où Ω est un ensemble quelconque, F est
une tribu de parties de Ω et P est une mesure de probabilité définie sur F . Une
variable aléatoire réelle X est une fonction mesurable X :(Ω,F) 7−→ (ℜ,B) où B est
la tribu des boréliens de R. On désigne par x = X(ω) la valeur prise par X en ω ∈ Ω.

définition 1.2.1. Considérons la variable aléatoire réelle X et un entier positif k.
Lorsqu’elle existe, la valeur :

µk = E(Xk) (1.1)

s’appelle moment simple d’ordre k. De même, si elle existe, la valeur :

µ
′

k = E((X − µ)k) (1.2)

s’appelle moment centré d’ordre k.

D’après (1.1) µ1 est la moyenne de X que l’on note plus simplement µ ou µX

s’il y a plusieurs variables aléatoires à distinguer. De plus, d’après (1.2) pour k = 1
on a E(X − µ) = 0, ce qui caractérise le centrage de X. Pour k = 2 on obtient la
variance de X qui est notée :

Var(X) = E(X − µ)2 = σ2
X (1.3)
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Dans la suite, nous considérons un couple de variables aléatoires X et Y réelles
définies sur (Ω,F , P ) et de carré intégrable, i.e. E(X2) < ∞ et E(Y 2) < ∞.

définition 1.2.2. Considérons un couple de variables aléatoires réelles (X,Y ),
lorsque p et q sont deux entiers positifs, la valeur (si elle existe) :

µpq = E(XpY q)

s’appelle moment croisé d’ordre p et q. De même, la valeur (si elle existe) :

µ
′

pq = E((X − µX)p(Y − µY )q)

s’appelle moment croisé centré d’ordre p et q.

Pour p = q = 1, on obtient la covariance entre deux variables X et Y , qui est
donnée par :

Cov(X,Y ) = E((X − E(X))(Y − E(Y ))) = E(XY ) − E(X)E(Y ) (1.4)

Si Cov(X,Y ) = 0 on dit que X et Y sont non corrélées et l’on note X ⊥⊥ Y .
Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur (Ω,F , P ) et de carrée inté-

grable. Alors, on vérifie classiquement les propriétés suivantes :

Propriétè 1.2.1.

1. Cov(X,X) = V ar(X) ;

2. Cov(aX, bY ) = abCov(X,Y ),∀ a, b ∈ ℜ (propriété de bilinéarité) ;

3. Cov(X + a, Y ) = Cov(X,Y ),∀a ∈ ℜ (invariance par translation) ;

4. Cov(X,Y ) = Cov(Y,X) (symétrie) ;

5. V ar(X + Y ) = V ar(X) + V ar(Y ) + 2Cov(X,Y ) ;

6. Si X et Y sont indépendantes, alors Cov(X,Y ) = 0.

définition 1.2.3. Le coefficient de corrélation de Pearson
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur (Ω,F , P ), de carré in-
tégrable et telles que σ2

X > 0 et σ2
Y > 0. Le coefficient de corrélation linéaire entre

X et Y est alors donné par la formule suivante :

ρ(X,Y ) ≡ Corr(X,Y ) =
Cov(X,Y )√

σ2
Xσ2

Y

. (1.5)

Propriétè 1.2.2. Sous les hypothèses de la définition (1.2.3),

1. Pour tous nombres réels a > 0, c > 0, b et d, le coefficient de corrélation
linéaire vérifie :

ρ(aX + b, cY + d) = ρ(X,Y );
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2. ρ(X,Y ) est un cosinus :
−1 ≤ ρ(X,Y ) ≤ 1;

3. Si les variables X et Y vérifient la relation linéaire aX + bY + c = 0, où a, b
et c sont des réels alors

ρ(X,Y ) =

{
1 si ab < 0

−1 si ab > 0

4. Si X et Y sont indépendantes, alors ρ(X,Y ) = 0.

1.2.2 Moments empiriques d’une loi bivariée

Soit X1, X2, ..., Xn, un échantillon de taille n, issu de la loi de X. La variable aléa-
toire Tn = f(X1, X2, ...Xn), fonction de X1, X2, ..., Xn, est une statistique d’échan-
tillon. Les exemples les plus courants de statistiques d’intérêt sont les suivants :

définition 1.2.4. Considérons un échantillon de taille n, de la variable aléatoire
X. La statistique

Mk =
1

n

n∑

i=1

Xk
i

où k est un entier positif, s’appelle moment empirique d’ordre k.

Pour k = 1 on parle de moyenne empirique. Remarquons que MK est une
moyenne arithmétique et donc si la loi mère admet un moment µk d’ordre k, MK

est un estimateur sans biais de µK : E(Mk) = µk.

définition 1.2.5. On appelle moment empirique centré d’ordre k de la variable
aléatoire X, la statistique

M
′

k =
1

n

n∑

i=1

(Xi − X̄)k

où k est un entier positif.

Pour k = 2 on obtient la variance empirique :

M
′

2 = S̃2(X) =
1

n

n∑

i=1

(Xi − X̄)2 (1.6)

S̃2(X) est un estimateur biaisé de σ2
X lorsque le centrage est effectué par rapport à

la moyenne de l’échantillon X̄ et non pas avec la moyenne théorique µ de sa loi. On
notera dans la suite

S2(X) =
1

n − 1

n∑

i=1

(Xi − X̄)2 (1.7)

la variance corrigée de X. On démontre alors (cf. Dodge et Rousson [9]) que S2(X)
est un estimateur sans biais de σ2.
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Considérons maintenant un échantillon de taille n d’un couple de variables aléa-
toires (X,Y ). Les moments croisés empiriques d’ordres p et q et leurs correspondants
centrés sont respectivement :

1

n

n∑

i=1

Xp
i Y q

i (1.8)

et
1

n

n∑

i=1

(Xi − X̄)p(Yi − Ȳ )q. (1.9)

Dans le cas p = q = 1, le moment centré est appelé la covariance empirique :

1

n

n∑

i=1

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ ). (1.10)

Par analogie à la définition de la corrélation linéaire rappelée ‘a l’équation (1.5.1),
on peut définir la corrélation linéaire empirique en divisant la covariance empirique
par le produit des écarts types empiriques des variables aléatoires X et Y .

R =

∑n
i=1(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )√∑n

i=1(Xi − X̄)2
∑n

i=1(Yi − Ȳ )2
(1.11)

1.3 Régression et modèle de prévision

1.3.1 La meilleure fonction de prévision

De nombreux modèles de prévision décrivent les valeurs prises par une variable
aléatoire comme fonction des valeurs d’une ou de plusieurs autres variables aléa-
toires, appelée fonction de prévision ou encore fonction de régression.
Dans le cas simple où deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes, la
connaissance des valeurs prises par X n’apporte aucune information sur les varia-
tions de Y et la fonction de prévision est une fonction constante en X. À l’opposé,
lorsque X et Y sont dépendantes, la connaissance d’une réalisation de X apporte
une information sur Y et permet donc de construire une fonction de prévision.

Le problème de spécification de la meilleure fonction de prévision de Y sachant
X se pose alors de la façon suivante : on considère un couple de variables aléatoires
réelles (X,Y ) défini sur un espace probabilisé (Ω,F , P ) :

(X,Y ) : Ω −→ ℜ2

dont la loi de probabilité conjointe fX,Y (x, y) peut se calculer à l’aide de la densité
de probabilité marginale de X : fX(x) et de la densité conditionnelle de Y sachant
X : fY |X(y|x). On note de même fY (y) : la densité de probabilité marginale de Y .
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Prévoir Y à l’aide d’une réalisation x de X nécessite la connaissance d’une fonc-
tion de x notée g(x) qui associe à tout x une prévision g(x) de la valeur de Y . À
toute prévision g(x) de Y est de plus attachée une erreur de prévision, définie comme
l’écart associé : (Y − g(x))

Une méthode simple et classique d’estimation de la fonction g, consiste à mini-
miser une fonction critère telle que l’erreur quadratique moyenne. Dans ce cas, g(x)
doit vérifier :

E((Y − g(X))2) = min
h(X)∈HX

E((Y − h(X))2) (1.12)

où HX est l’espace de Hilbert formé par les fonctions réelles, définies sur l’espace
l’image de X, noté Im(X) et de carré intégrable :

H = {h(x)|E(h(X))2 < ∞}

et HX est muni de la norme ‖X‖ =
√

E(X)2.

Théorème 1.3.1. Soit (X,Y ) un couple de variables aléatoires et f(Y ) est une
fonction borélienne de Y telle que E(f(Y )) < ∞, alors

E[f(Y )] = EX [EY [f(Y )|X]]

En particulier :
E[Y ] = EX [EY [Y |X]]

Preuve :(cf. Mood et al. [45])
En utilisant le théorème 1.3.1 on écrit :

EX,Y (Y − g(X))2 = EX [EY |X(|Y − g(X)|2)|X]

l’espérance conditionnelle de Y sachant {X = x} réalise le minimum de l’erreur
quadratique moyenne et donc :

g(x) = E(Y |X = x). (1.13)

Exemple 1.3.1. Soit un couple (X,Y ) de densité conjointe :

fX,Y (x, y) =

{
x + y, si 0 < x, y < 1;

0, sinon.

Nous voulons trouver la meilleure fonction, c’est-à-dire :

E(Y |X = x).

il faut donc trouver d’abord la densité marginale de X. Nous obtenons :

fX(x) =

{
x + 1/2, si 0 < x < 1;

0, sinon.
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On en déduit immédiatement la densité conditionnelle de Y sachant X :

fY |X(y|x) =

{
2x+2y
2x+1

si 0 < x, y < 1;

0 sinon.

En utilisant la proposition (1.3.1) nous obtenons :

g(x) = E(Y |X = x) =
3x + 2

6x + 3

qui est une fonction non linéaire de x. Par exemple, si x = 1
3
, la valeur prévue pour

Y est :

y =
31

3
+ 2

61
3

+ 3
=

3

5

définition 1.3.1. Soient X et Y deux variables aléatoires t.q. E(|Y|)<∞. La fonc-
tion g(x) : ℜ → ℜ définie par

g(x) = E(Y |X = x) (1.14)

s’appelle la fonction de régression de Y en X.

1.3.2 Meilleure prévision linéaire

La minimisation de l’erreur quadratique moyenne nécessite de connâıtre la den-
sité conditionnelle de Y sachant X = x. On suppose souvent que celle-ci appartient
à une classe paramétrée de fonctions. Le cas le plus simple est donné par une relation
fonctionnelle entre X et Y de forme linéaire, la fonction de prévision s’écrit

g(x) = β0 + β1x

Cette classe de fonctions est paramétrée par θ = {β0, β1} ∈ Θ, un ouvert de R2.
Dans ce cas, la fonction linéaire optimale au sens de l’erreur quadratique moyenne
est connue lorsque les valeurs β0 et β1 qui réalisent le minimum de :

E((Y − β0 − β1X)2| X = x)

sont connues. On les note β̂0 et β̂1. En utilisant la formule de décomposition de la
variance, on obtient pour la loi conjointe de (X, Y ) :

E(Y − β̂0 − β̂1X)2 = Var(Y − β̂0 − β̂1X) + E
2(Y − β̂0 − β̂1X)

= σ2
Y + β̂1

2
σ2

X − 2β̂1σXY + (µY − β̂0 − β̂1µX)2

= σ2
Y + σ2

X(β̂1 −
σXY

σ2
X

)2 − σ2
XY

σ2
X

+ (µY − β̂0 − β̂1µX)2 (1.15)

de sorte que la solution est obtenue pour ;

β̂1 =
σXY

σ2
X

=
ρσXσY

σ2
X

= ρ
σY

σX

(1.16)
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β̂0 = µY − bµX = µY − ρ
σY

σX

µX (1.17)

c’est-à-dire pour la fonction (linéaire en x) :

g(x) = µX + ρ
σY

σX

(x − µx) = β0 + β1x (1.18)

On peut retrouver la fonction g(x) figurant dans l’expression précédente par
d’autres voies.

Proposition 1.3.1. Soit (X,Y ) un couple aléatoire de carré intégrable (non né-
cessairement gaussien), de moyenne, variances et corrélation linéaire notés respec-
tivement µX , µY , σ2

X , σ2
Y et ρ. Si E(Y |X = x) est une fonction linéaire de x, cette

fonction est de la forme :

E(Y |X = x) = µX + ρ
σY

σX

(x − µx) = β0 + β1x

Preuve : Nous savons que :

E(Y |X = x) = β0 + β1x

Par suite :

µY = E(Y ) = EX(E(Y |X))

= EX(β0 + β1X)

= β0 + β1µX (1.19)

Opérons de façon analogue après avoir multipliés par x :

µXY = E(XY ) = EX(XE(Y |X))

= EX(X(β0 + β1X))

= β0µX + β1E(X2) (1.20)

Les équations 1.19 et 1.20 ont pour conséquences :

β0 = µY − β1µX = µY − ρ
σY

σX

µX (1.21)

β1 =
σXY

σ2
X

= ρ
σY

σX

(1.22)

par suite :

g(x) = E(Y |X = x) = µX + ρ
σY

σX

(x − µx) (1.23)

Remarque 1.3.1. Lorsque les variables X et Y suivent une loi conjointe gaus-
sienne, la loi conditionnelle de Y sachant X est une loi de Gauss et alors E(Y |X)
est une forme linéaire et Var(Y |X) ne dépend pas de X, justifiant ainsi le choix
d’une fonction de régression linéaire g(x).
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1.4 Le modèle de régression linéaire simple

Dans cette section nous rappelons le modèle de régression linéaire et les postulats
nécessaires à la construction d’inférences statistiques relatives aux paramètres du
modèle.

1.4.1 Le modèle de régression linéaire classique

Considérons un couple de variables (X,Y ) défini sur (Ω,F , P )

(X,Y ) : (Ω,F , P ) −→ (R2,BR2)

où BR2 est la tribu des boréliens de R2. Nous voulons prévoir les valeurs de la variable
Y à l’aide d’une fonction linéaire de la réalisation de la variable X. La fonction de
régression s’écrit sous cette contrainte :

g(x) = E(Y |X = x) = β0 + β1x,

de sorte que la valeur moyenne attendue de Y en x, notée E(Y |X), diffère de la
valeur réelle Y par un terme d’erreur ǫ. On obtient ainsi le modèle classique de
régression linéaire simple :

Y = β0 + β1x + ǫ (1.24)

On parle alors de variable expliquée pour Y , de variable explicative ou prédicteur
pour X et d’erreur de prévision de Y ou résidu pour ǫ.

Quand on observe n réplications indépendantes du modèle, on écrit :

Yi = β0 + β1xi + ǫi, i = 1, ..., n (1.25)

et la loi de probabilité des ǫi décrit les erreurs du modèle retenu. La suite de cette
thèse étudie les variations de Y conditionnellement aux valeurs prises par X. Les
valeurs xi observées définissent alors un plan d’expérience et peuvent être traitées
comme des contraintes fixées par le plan et l’on retrouve ainsi le cadre classique
d’analyse de la régression sur données expérimentales. Les méthodes classiques de
test de permutation traitent sans modification du cas plus général et plus fréquent en
sciences sociales où l’on traite des données de simple observation, caractérisées par
l’impossibilité d’expérience, donc de mâıtriser les valeurs de X. La méthodologie des
tests de rééchantillonnage prend alors toute sa valeur du fait de sa capacité à intégrer
d’éventuelles dépendances entre observations. Afin d’estimer les paramètres du mo-
dèle classique de régression linéaire simple et de préciser les propriétés d’optimalité
statistique des estimateurs retenus, on doit formuler certains postulats concernant
la distribution des erreurs. Nous commençons par donner trois postulats essentiels
concernant cette loi de probabilité (cf. Hayashi, [26]). Puisque la loi de Y sachant
X = x se déduit de la loi conditionnelle de ǫ sachant X = x, on formule les postulats
sur le couple (X, ǫ) plutôt que sur le couple (X,Y ).
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P1. (Exogénéité forte) : L’espérance conditionnelle de ǫi sachant toutes les va-
leurs xi prises par la variables explicatives X sur les éléments i de l’échantillon
est nulle. Formellement, en notant X l’ensemble des valeurs des prédicteurs
prises sur l’ensemble de l’échantillon, et pas uniquement sur le i-ème individu,

E(ǫi|X) = 0, ∀i, i = 1, 2, ..., n

P2. Propriétés d’homoscédasticité

E(ǫ2
i |X) = σ2 > 0 ∀i = 1, 2, ..., n

P3. Propriétés de non corrélation des erreurs.

E(ǫi, ǫj|X) = 0 i 6= j = 1, 2, ..., n

On déduit les propriétés suivantes du postulat P1 pour tout i = 1, 2, ..., n,
a) E(ǫi) = E[E(ǫi|X)] = 0 1

b) E(Yi|xi) = β0 + β1xi

et pour tout couple d’observations i, j = 1, 2, ..., n i 6= j :
c) E(Xjǫi) = 0 2

d) Cov(Xj, ǫi) = 0 3

On déduit aussi les propriétés suivantes des postulats P1 et P2 pour tout i =
1, 2, ..., n,

a) Var(ǫi|X) = E(ǫ2
i |X) − (E(ǫi|X))2 = E(ǫ2

i |X) = σ2

b) Var(Yi|X) = Var(ǫi|X) = σ2

et pour tout couple (i, j) ∈ {1, 2, ..., n}2 i 6= j
c) Cov(ǫi, ǫj|X) = E(ǫiǫj|X) − E(ǫi|X)E(ǫj|X) = E(ǫiǫj|X) = 0
d) Cor(Yi, Yj|X) = Cov(ǫi, ǫj|X) = 0

1.4.2 Le modèle de régression linéaire gaussien

Nous reprenons dans cette section le modèle 1.25 :

Yi|X = β0 + β1xi + ǫi, i = 1, ..., n

en supposant satisfait un quatrième postulat sur la loi de ǫ

P4. ǫi|X ∼ LG(0, σ2) ∀i = 0, 1, .., n

1E(Y ) = E(E(Y |X))
2E(Xjǫi) = E[E(Xjǫi|Xj)] = E[XjE(ǫi|Xj)]=0
3Cov(Xj , ǫi) = E(Xjǫi) − E(Xj)E(ǫi) = E(Xjǫi)=0
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Nous supposons donc que les ǫi sont identiquement distribués, de loi gaussienne et
indépendants conditionnellement à X. Dans ce cas, Yi|X = xi ∼ LG(β0 + β1xi, σ

2)
et l’on écrit pour tout i :

fY |X(yi) =
1

σ
√

2π
exp{−(yi − β0 − β1xi)

2

2σ2
}

Les paramètres du modèle sont θ = (β0, β1, σ
2).

1.4.3 Estimation au sens du maximum de vraisemblance
conditionnelle aux {xi}

Les quatre postulats, P1 − P4 permettent de connâıtre la loi de probabilité
conjointe de l’échantillon, c’est-à-dire la distribution des variables Y1, Y2, ...Yn étant
données les valeurs x1, x2, ..., xn, et donc d’estimer les paramètres (β0, β1, σ

2) par
la méthode du maximum de vraisemblance, qui consiste à retenir comme estima-
teurs des paramètres inconnus les valeurs de ces derniers qui maximisent la densité
conjointe de l’échantillon observé.

Rappelons que dans le cas de la régression linéaire simple sur échantillon indé-
pendant, on cherche alors à maximiser la fonction de vraisemblance :

L(β0, β1, σ
2; y1, ...yn) = Πn

i=1f(Yi, β0, β1, σ
2) (1.26)

= Πn
i=1

1√
2πσ2

exp{− 1

2σ2
(Yi − β0 − β1xi)

2}

(1.27)

ou de façon équivalente la fonction de log-vraisemblance, définie comme :

l(β0, β1, σ
2; y1, ...yn) = ln L(β0, β1, σ

2; y1, ...yn)

= −n

2
ln(2π) − n

2
ln σ2 − 1

2σ2

n∑

i=1

(Yi − β0 − β1xi)
2 (1.28)

où ln désigne le logarithme népérien. En annulant les dérivées partielles on obtient :

∂

∂β0

l(β0, β1, σ
2; y1, ...yn) =

1

2 σ2

n∑

i=1

(Yi − β0 − β1xi) = 0 (1.29)

∂

∂β1

l(β0, β1, σ
2; y1, ...yn) =

1

2 σ2

n∑

i=1

xi(Yi − β0 − β1xi) = 0 (1.30)

∂

∂σ2
l(β0, β1, σ

2; y1, ...yn) =
n

2 σ2
− 1

2 σ4

n∑

i=1

(Yi − β0 − β1xi)
2 = 0 (1.31)
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et la résolution de ce système de trois équations à trois inconnues donne :

β̂1 =
S(x, Y )

S2(x)
=

∑
(Yi − Ȳ )(xi − x̄)∑

(xi − x̄)2
=

∑
xiYi − nx̄Ȳ∑
x2

i − nx̄2
(1.32)

β̂0 = Ȳ − β̂1x̄, (1.33)

σ̃2 =
1

n

n∑

i=1

(Yi − β̂0 − β̂1xi)
2 (1.34)

On construit ainsi le modèle de prévision estimé :

Ŷ = β̂0 + β̂1xi (1.35)

Remarque 1.4.1. (β̂0, β̂1) est solution des deux équations 1.32 et 1.33 indépendam-
ment de la solution de 1.34, de sorte que cet estimateur, minimise aussi la somme
des carrés des écarts :

Q =
n∑

i=1

(Yi − β0 − β1xi)
2

On retrouve ainsi la formulation du problème de régression au sens des MCO.

Remarque 1.4.2. Un calcul élémentaire ( cf. Neter et al. [46]) montre que σ̃2 est
un estimateur biaisé de σ2. On obtient un estimateur sans biais en corrigeant son
espérance par le coefficient n/(n − 2), qui conduit à la statistique :

σ̂2 =
n

n − 2
σ̃2 (1.36)

σ̂2 est un estimateur sans biais, de variance 2σ4/(n − 2) ( cf. Neter et al. [46]).

Les résultats suivants sont fondamentaux pour connâıtre la loi d’échantillonnage
des estimateurs dans le cas gaussien.

Proposition 1.4.1. Sous l’hypothèse gaussienne (P.4) on a ( cf. Neter et al. [46]) :

a) β̂0 ∼ LG(β0,
σ2

n
×

∑n
i=1 x2

i∑n
i=1(xi − x̄)2

)

b) β̂1 ∼ LG(β1,
σ2

∑n
i=1(xi − x̄)2

)

c)
1

σ2

n∑

i=1

(Yi − β̂0 − β̂1xi)
2 =

(n − 2)σ̂2

σ2
∼ χ2(n − 2)

d) σ̂2 est indépendant de Ȳ , β̂0 et β̂1

Remarque 1.4.3. Puisque σ̂2 est un estimateur sans biais pour σ2, alors :

S2(β̂0) =
σ̂2

n
×

∑n
i=1 x2

i∑n
i=1(xi − x̄)2

(1.37)
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S2(β̂1) =
σ̂2

∑n
i=1(xi − x̄)2

(1.38)

sont des estimateurs sans biais respectivement pour Var(β̂1) et Var(β̂1).

1.4.4 Estimation au sens des moindres carrés ordinaires

La méthode des moindres carrés (MCO), due à Bernoulli, fut élaborée de façon
indépendante par Gauss (1777-1855) et Legendre(1752-1833), en termes d’ajuste-
ment mathématique d’abord, puis dans un cadre d’estimation en univers gaussien,
afin de comparer des données expérimentales, généralement entachées d’erreurs de
mesure à un modèle mathématique censé décrire ces données. Son utilisation en
régression a pour objet de construire une estimation des paramètres du modèle de
régression optimale au sens où elle minimise la somme des carrés des résidus.

Cette formulation décrit un problème d’ajustement susceptible de justifications
sans qu’il soit nécessaire d’imposer des contraintes de loi de probabilité aux erreurs
ǫ pour construire une estimation. Rappelons cependant qu’avec l’ajout du postulat
P4, nous avons montré la proposition suivante en section 1.4.3.

Proposition 1.4.2. L’estimateur des moindre carrés ordinaires de (β0 et β1) cöın-
cide avec l’estimateurs du maximum de vraisemblance de (β0 et β1) dans le modèle
de régression linéaire simple gaussien.

Preuve : Afin de trouver les estimateurs des moindres carrés ordinaires des
paramètres β0 et β1, nous avons vu plus haut qu’il faut minimiser :

Q =
n∑

i=1

(Yi − β0 − β1xi)
2

par rapport à β0 et β1. Par ailleurs, d’après le remarque 1.4.1, pour estimer (β0, β1)
par la méthode du maximum de vraisemblance, on doit minimiser la même expression
(par rapport à β0 et β1), donc l’estimateur MCO de (β0, β1) est (β̂0, β̂1).

Propriétés des estimateurs MCO

Nous rappelons ici les propriétés des estimateurs MCO des paramètres d’une
régression linéaire dans un cadre non gaussien. En effet, de nombreux utilisateurs
continuent d’utiliser des estimateurs MCO, alors même qu’on doit s’interroger sur les
propriétés d’optimalité qu’ils conservent dans un cadre aussi général, non contraint
par un postulat de loi de Gauss.

A-Propriétés à horizon fini
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Proposition 1.4.3. Sous les postulats P1-P3 les estimateurs MCO de β0 et β1 sont
des estimateurs sans biais et vérifient :

Var(β̂0|X) =
σ2

n
×

∑n
i=1 x2

i∑n
i=1(xi − x̄)2

(1.39)

Var(β̂1|X) =
σ2

n
× n∑n

i=1(xi − x̄)2
(1.40)

Cov(β̂0, β̂1|X) = −σ2

n
× nx̄∑n

i=1(xi − x̄)2
(1.41)

Cov(β̂1, Ȳ |X) = 0 (1.42)

Greene [23]

Propriétés d’efficacité
La classe des estimateurs sans biais des paramètres d’une régression est en général
non vide. Mais lorsqu’un paramètre admet plusieurs estimateurs sans biais, on doit
définir un critère de comparaison pour déterminer un meilleur parmi eux. Un critère
d’optimalité d’un estimateur souvent privilégié est la notion d’efficacité relative.
Celle-ci interprète la variance d’un estimateur comme une mesure de sa précision.
On compare donc les estimateurs sans biais d’un paramètre donné pour déterminer
celui dont la précision est la meilleure, au sens où sa variance est la plus petite.
On parle alors d’estimateur de variance minimum. La comparaison concerne donc
la classe des estimateurs de carré intégrable dans laquelle on a, lorsque la borne de
Fréchet-Cramer-Rao existe :

définition 1.4.1. Lorsqu’on compare deux estimateurs sans biais d’un paramètre θ,
on dit que T ∗ est plus efficace que T si Var(T ∗) < Var(T ). Donc, dans la classe des
estimateurs sans biais de θ de carré intégrable, un estimateur de variance minimale4

est efficace, s’il atteint la borne de Fréchet-Cramer-Rao.

Théorème 1.4.1. (Gauss-Markov)
Sous les postulats P1-P3, parmi tous les estimateurs sans biais de (β0, β1) qui dé-
pendent linéairement des observations de Y , les estimateurs MCO (β̂0, β̂1) sont de
variance minimale, On parle alors d’estimateur BLUE (Best Linear Unbiased Esti-
mator).

B-Propriétés asymptotiques
De façon classique, les notations doivent être alourdies pour parler des propriétés
asymptotiques d’un estimateur. Il faut considérer que l’on s’intéresse en réalité à une
suite d’estimateurs {βn; n ∈ N} construite en prenant des échantillons en de taille

4La précision obtenue pour T ∗ ne peut donc pas descendre en deça d’une certaine limite, dite
la borne de Fréchet-Cramer-Rao (cf. [38])
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n croissante et à la limite de cette suite d’estimateurs quand n tend vers l’infini.
Reprenons l’expression des moments d’ordre deux des estimateurs β̂0 et β̂1 donnés
dans la proposition 1.4.3. On observe aussi que la condition ≪ (

∑n
i=1 x2

i /n) admet
une limite finie quand n tend vers l’infini≫ est suffisante pour assurer la nullité des
termes suivants :

Var(β̂n
0 |x) =

σ2

n
×

∑n
i=1 x2

i∑n
i=1(xi − x̄)2

)
n→∞−→ 0 (1.43)

Var(β̂n
1 |x) =

σ2

n
× n∑n

i=1(xi − x̄)2

n→∞−→ 0 (1.44)

Cov(β̂n
0 , β̂n

1 |X) = −σ2

n
× nx̄∑n

i=1(xi − x̄)2
)

n→∞−→ 0 (1.45)

On montre aussi que cette condition assure la convergence des estimateurs MCO
respectifs de β0 et β1, ainsi que leur non corrélation asymptotique, indépendamment
de toute hypothèse de loi d’échantillonnage.

1.5 Inférence statistique en régression linéaire clas-

sique

1.5.1 Tests usuels portant sur le coefficient de corrélation

A) La loi d’échantillonnage de R

Même dans le cas d’un couple aléatoire gaussien, l’expression analytique de la
loi d’échantillonnage de R est inconnue. Fisher [18] propose de contourner cette
difficulté en utilisant la loi approchée de la statistique transformée :

Z =
1

2
ln

1 + R

1 − R
= arctan h(R) (1.46)

Fisher [18] a en effet montré que lorsque n ≥ 25, Z suit approximativement une loi
de Gauss de moyenne et variance asymptotiques connues :

µZ = E(Z) ≈ 1

2
ln

1 + ρ

1 − ρ
= arctan h(ρ) (1.47)

σ2
Z = Var(Z) ≈ 1

n − 3
(1.48)

La transformation de Fisher, de R en Z, conduit à une méthodologie de test simple,
puisque Z est une fonction monotone de R de loi approchée

Z − µZ

σZ

∼ LG(0, 1). (1.49)
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On peut ainsi réaliser un test asymptotique ou construire un intervalle de confiance
asymptotique pour ρ. Par exemple, le test d’hypothèse

H0 : ρ = ρ0 contre H1 : ρ 6= ρ0 (1.50)

peut être mis en oeuvre à l’aide de la statistique de test :

T =
arctan h(r) − arctan h(ρ0)

1√
n−3

(1.51)

La consultation d’une table de la loi de Gauss centrée réduite conduit à rejeter H0

si |T | > zα
2

où α est le risque de première espèce. De façon liée, T permet aussi de
construire un intervalle de confiance pour ρ (cf. Dodge [9]).

B)- Étude du cas gaussien

Soit (X,Y ) un couple de variables aléatoires réelles suivant une loi conjointe
gaussienne et intéressons nous au cas où X et Y sont indépendantes, ρ0 = 0. Dans
ce cas, nous pouvons précisément calculer la densité de probabilité de la statistique
R comme suit (cf. Hogg et Craig [28]) :

fR(r) =
Γ(n−1

2
)(1 − r2)

n−4

2

Γ(1
2
)Γ(n−2

2
)

, −1 < r < 1

Pour réaliser le test d’hypothèse H0 : ρ = ρ0 contre H1 : ρ 6= ρ0 dans ce cas
particulier, on utilise comme statistique de test :

T =
R

√
n − 2√

1 − R2
∼ t(n − 2) (1.52)

qui admet une loi d’échantillonnage connue, la loi de Student à (n − 2) degrés de
liberté. Dit autrement, T est la statistique pivotale sur laquelle repose le test de
Student classique. Comme Z, la statistique T est une transformation monotone
croissante du coefficient de corrélation empirique R.

1.5.2 Tests d’hypothèse simple sur les paramètres de coef-
ficient de régression

La proposition 1.4.1 montre de plus que le test d’hypothèse portant sur chacun
des cas particuliers des paramètres β0 et β1 (tests de Student) et sur σ2 (tests du
khi-deux) sont des cas particuliers d’application de la théorie classique des tests
d’hypothèse établis dans le cas d’une loi de Gauss. Nous nous intéressons plus par-
ticulièrement dans la suite aux généralisations du test d’hypothèse classique :

H0 : β1 = 0 contre H1 : β1 6= 0 (1.53)
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utile pour vérifier si Y dépend significativement (de façon linéaire) de la variable
explicative X. Considérons le cas d’un échantillon i.i.d. de taille n. Si le vecteur des
résidus ǫ vérifie la condition ǫ ∼ LG(0, Inσ

2), alors

β̂ = X∗Y = X∗(Xβ̂ + ǫ) = β̂ + X∗ǫ (1.54)

où tβ̂ = (β̂0, β̂1) et X∗ est l’adjointe de X = (1,x) - où 1 est le vecteur constant de
coordonnées 1 et x est la matrice d’ordre n × p des valeurs des variables observées
sur l’échantillon - définie comme X∗ ≡ (tXX)−1tX. Donc, β̂ est un vecteur gaussien,
de sorte que lorsque σ2 est connue sous H0 : β1 = 0, le rapport

Z =
β̂1
σ√∑n

i=1
(xi−x̄)2)

(1.55)

définit une variable centrée réduite, qui suit une loi de probabilité gaussienne LG(0, 1)).
Le test de niveau α de hypothèse H0 conduit à consulter une table de cette loi et à
rejeter H0 si |Z| > zα/2, où zα/2 est le quantile d’ordre 1 − α/2.

Lorsque σ2 est inconnue, on estime Var(β̂1) par l’estimateur sans biais S2(β̂1)
défini dans la remarque (1.4.3). Alors, sous H0 : β1 = 0, la statistique :

T = Ẑ =
β̂1

S(β̂1)
(1.56)

suit une loi de Student à n−2 degrés de libertés. Le test de hypothèse H0 de niveau
α conduit à consulter une table de Student et à rejeter H0 si |Z| > zα/2, où zα/2 est
le quantile d’ordre 1 − α/2 d’une loi de Student à n − 2 degrés de liberté.

1.5.3 La relation entre tests du coefficient corrélation et du
coefficient de régression

Dans le cas d’une régression simple en univers gaussien, on montre de plus que
les tests de signification fondés sur le coefficient de corrélation linéaire, présentés en
section(1.5.1), sont équivalents au test rappelé ci-dessus. En effet, si (X,Y ) est un
couple aléatoire défini sur (Ω,F , P ) de moyennes, variances et corrélation linéaire
µX , µY , σ2

X , σ2
Y et ρ, si de plus la fonction de régression est linéaire, alors :

g(x) = E(Y |X = x) = µX + ρ
σY

σX

(x − µx)

et donc β1 = ρ σY

σX
. Une relation analogue lie les estimateurs β̂1 et R :

β̂1 = R
S(Y )

S(X)
(1.57)

où R est le coefficient de corrélation linéaire empirique, S2(X) et S2(Y ) sont les
variances échantillonnales de X et Y . Lorsque σY et σX sont strictement positifs,
β1 = 0 si et seulement si ρ = 0, de sorte que les hypothèses H0 : β1 = 0 et H0 : ρ = 0
sont équivalentes.
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1.6 Inférence de plan en régression

Cette section étudie le test d’hypothèse H0 : β1 = 0 contre H1 : β1 6= 0,
lorsque l’erreur ǫ ne vérifie plus le postulat P4, c’est-à-dire dans le cas non gaussien.
La statistique T = β̂1/S(β̂1) ne suit plus nécessairement une loi de Student et on ne
connâıt pas sa loi exacte en général. On doit donc recourir à d’autre méthodologies
d’inférence statistique.

1.6.1 Statistique approchée

Dans le cas général, non nécessairement gaussien, il est possible de trouver la
loi de la statistique T sous l’hypothèse où les résidus ǫi sont i.i.d. et sous certaines
hypothèses complémentaires (cf. Antoniadis et al. [2]) à condition de se placer dans le
cas où n est suffisamment grand. Reprenons le modèle (1.25) sous forme matricielle :

Yn = Xnβ + ǫn (1.58)

où Xn est une matrice d’ordre n × (p + 1) s’il existe p prédicteurs et de première
colonne le vecteur constant 1. Nous savons (cf. par exemple Draper et Smith. [11])
que l’estimateur MCO de β est :

β̂
n

= (tXnXn)−1 tXnYn

et que E(β̂
n
) = βn et Var(β̂

n
) = σ2 (tXnXn)−1. On voit donc qu’une condition

suffisante pour que la suite (β̂
n
) converge vers β en moyenne quadratique (et donc

en probabilité) est que Vn = (tXnXn)−1 converge vers 0 (cf. Antoniadis et al. [2]).

Proposition 1.6.1. Soit m un entier positif. Considérons le modèle Yn = Xnβ+ǫn

et supposons que les ǫi sont i.i.d. Si :
a) la matrice Xn est de plein rang pour tout n ≥ m ;
b) tout élément diagonal vn

jj de la matrice Vn = (tXnXn)−1 définit une suite
convergeant vers 0 ;

c) la suite des matrices 1
n
(tXnXn) converge vers une matrice définie positive Q

quand n tend vers l’infini,
alors la suite de vecteurs aléatoires

√
n(β̂

n−β) converge en loi vers une loi de Gauss
LG(0, σ2Q−1).

Preuve : cf. Antoniadis et al. [2]

On en déduit que
√

n(β̂n
j − βj) ∼ LG(0, σ2(Q−1)jj) où (Q−1)jj est le terme

diagonal (j, j) de Q−1. Alors, la statistique de test de l’hypothèse H0 : β1 = 0
contre H1 : β1 6= 0 :

T =

√
nβ̂n

j√
σ2 (Q−1)jj

(1.59)
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suit approximativement une loi LG(0, 1).

Les résultats de ce type permettent d’effectuer un test de H0 optimal dans le
cas de grands échantillons, mais ne justifient pas l’emploi de cette approximation
gaussienne lorsque n est petit. Une façon de procéder dans ce cas consiste à recourir
à une méthode non paramétrique.

Les méthodes non paramétriques d’inférence statistique adaptées au cas de la
régression linéaire se sont développées plus tardivement parce que leur mise en oeuvre
nécessite le recours à des moyens de calcul intensif, donc guère utilisables avant
l’apparition d’ordinateurs assez puissants. Deux grandes sous-classes de méthodes
partagent actuellement les faveurs des utilisateurs. La première s’est développée dans
une optique d’estimation et de mâıtrise de la variabilité des estimateurs autour des
idées de Jackknife et de Boostrap (cf. Efron [16], Manly [41] ). Plus tardivement des
travaux ont été menés pour construire des méthodologies de tests d’hypothèse et
de construction d’intervalles de confiances cohérents avec cette approche. La section
suivante fait quelques brefs rappels à ce sujet, à des fins de comparaison.

La deuxième approche est au centre des préoccupations de cette thèse. Elle s’est
développée dans le but de construire des tests d’hypothèse et reste peu adaptée au
traitement de questions d’estimation. On parle alors de méthodologie des tests de
permutation ou des tests de randomisation ou encore des tests de re-randomisation.

Les deux approches partagent les mêmes hypothèses de loi des erreurs qui les
différencient donc de façon identique par rapport au cadre classique de la régression
linéaire comme plus généralement de l’inférence statistique paramétrique classique.
Toutes deux développent des méthodes de tests conditionnel aux données fournies
par l’échantillon observé, qui n’impose aucune contrainte à la procédure de tirage
de l’échantillon.

1.6.2 Test de permutation

Les tests de permutation offrent sans doute l’un des exemples les plus clairs de
la démarche statistique pour tester une hypothèse de symétrie des observations. Ils
constituent aussi une démarche très générale qu’on peut appliquer à une grande va-
riété de situations. Elles ne prétendent cependant pas à l’universalité car il existe des
problèmes d’inférence qui n’admettent pas de solution en termes de permutations.

La validité statistique des tests de permutation est fondée sur la notion d’échan-
geabilité des observations, due à Fréchet (cf. [22]), qui est un postulat (de symétrie
des observations) fondamental en théorie statistique, vérifiable en pratique et plus in-
tuitif que la notion voisine d’indépendance. Dans un cadre général, on souhaite tester
une hypothèse H0 contre l’alternative H1 au vu d’un échantillon e = {e1, e2, . . . , en}.
On suppose de plus que sous H0 l’échantillon e = {e1, e2, . . . , en} est échangeable.
Autrement dit, si l’hypothèse nulle est vraie, alors toutes les n! permutations pos-
sibles des données ont une probabilité égale d’apparâıtre.

On peut alors réaliser un test de permutation. On choisit une statistique de
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test T , dont on calcule d’abord la valeur observée tobs = T (e) sur l’échantillon
originel (non permuté). tobs est considérée comme une valeur de référence. Ensuite,
on calcule la statistique de test T sur tous les échantillons permutés eπ obtenus par
une permutation π des valeurs de e. Ces valeurs sont notés tπ = T (eπ). On dénombre
n! permutations possibles. A partir des valeurs obtenues tπ pour la statistique de test
T sur ces n! permutations possibles, on construit la distribution permutationnelle
de T . La proportion des valeurs de tπ qui sont supérieures ou égales à tobs dans la
distribution permutationnelle s’appelle la p-valeur permutationnelle de la statistique
de test T . Elle est notée pπ. On rejette H0 lorsque pπ est inférieure ou égale au niveau
nominal α retenu a priori pour ce test.

Par comparaison aux méthodes statistiques standard, la méthode des tests de
permutation bénéficie de deux avantages principaux : (1) elle construit des infé-
rences de plan, de portée limitée, mais sans imposer aux échantillons d’être issus
d’une procédure de sondage aléatoire (2) elle est capable de prendre en compte les
particularités de la situation (cf. Manly [41]).

Les tests de permutation sont souvent décrits comme des tests conditionnels
à l’échantillon. Autrement dit, ils étudient la variabilité des statistiques d’intérêt,
conditionnellement aux données. Ce faisant, ils utilisent toute l’information dispo-
nible contenue dans l’échantillon observé et seulement celle-ci. Certains regardent
cette limitation comme un désavantage de la méthode des tests de permutation par
rapport à ses concurrents relevant de la démarche classique. Cela a pour conséquence
de ne rien dire sur la possibilité de généraliser les conclusions d’un test de permuta-
tion à une population visée dont l’échantillon serait une extraction représentative.
Le test de permutation ignore la phase de sélection d’un échantillon dans une po-
pulation et répond à une question de portée tout à fait particulière aux données
disponibles.

Certains statisticiens affirment que le manque de théorie pour généraliser les ré-
sultats des tests de permutation à une super population signifie que ces tests ont
peu de valeur en comparaison avec les tests standards classiques. D’autres affirment
que dans la réalité, les échantillons ne sont pas tout le temps construits selon une
procédure assurant leur caractère aléatoire mais plutôt, qu’ils constituent simple-
ment des observations directement disponibles. La généralisation des résultats à la
population Ω, pose une autre question et la validité de la réponse est en particulier
assurée sans la condition que l’échantillon obtenu soit aléatoire. Dans ce cas, comme
pour les tests classiques, on peut difficilement généraliser toute inférence obtenue en
utilisant un test de permutation à la population globale Ω, car on ne mâıtrise pas le
risque d’erreur.

Les premières utilisations d’une méthode de test de permutation adaptée au
modèle linéaire furent présentées dans la première moitié du 20ème siècle par Fisher,
[18] et par Pitman, [48, 49, 50]). Leur utilisation se heurtait cependant à une lourdeur
de calculs notoire par rapport au cadre méthodologie classique de tests d’hypothèse.
Selon Diaconis (1988), on peut même en trouver l’application plus tôt et sous une
forme non explicite dans les écrits de Pearson.
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A) Permutation des n valeurs observées d’une variable aléatoire

Une présentation précise de la méthodologie des tests de permutation repose sur
un certain nombre de définitions. On rappelle tout d’abord la définition d’une per-
mutation des valeurs observées d’une variable aléatoire univariée sur un échantillon
de taille n.

définition 1.6.1. Soient n une taille d’échantillon fixée a priori et In = {1, 2, ..., n}
l’ensemble ordonné indiçant les éléments de l’échantillon observé. Soit de plus π une
permutation quelconque définie sur In. π associe au n-uple ordonné in = (1, 2, ..., n)
le n-uple ordonné iπn = (π(1), π(2), ..., π(n)), noté aussi iπn = (π1, π2, ..., πn). Toute
permutation π définie sur In induit une permutation des coordonnées de tout vecteur
x de Rn indicé par In que l’on note encore π :

x = (x1, x2, ..., xn)
π
; xπ = (xπ1 , xπ2 , ..., xπn) (1.60)

Soit P l’ensemble des permutations de In dans lui-même, muni de la loi uniforme.
Alors chaque permutation π peut être considérée comme la réalisation d’une variable
aléatoire Π = (Π1, Π2, ..., Πn) à valeurs dans P, et de loi uniforme. La variable
aléatoire Π est appelée permutation aléatoire sur In.

Soit maintenant x un vecteur de Rn indicé par In. On lui associe la variable
aléatoire xΠ induite par la permutation aléatoire Π à l’aide de l’application suivante,
que l’on note encore (par abus) Π :

x = (x1, x2, ..., xn)
Π
; xΠ = (xΠ1 , xΠ2 , ..., xΠn) (1.61)

On peut étendre ces définitions, en s’intéressant maintenant au cas des permu-
tations d’indices appliquées à un vecteur bivarié, Z = (X,Y) de Rn × Rn résultat
de l’observation du vecteur aléatoire z = (X,Y) sur un échantillon de n réplications
d’un phénomène.

{Z1, Z2, ..., Zn} = {(X1, Y1), (X2, Y2)...(Xn, Yn)} (1.62)

Toute permutation π définie sur In, induit une permutation des coordonnées du
vecteur quelconque z indicé par In que l’on note encore π :

z = (z1, z2, ..., zn)
π
; zπ = (zπ1 , zπ2 , ..., zπn) (1.63)

Ici, zπi = (xπi , yπi). Autrement dit, π associe à z = ((x1, y1), (x2, yn), ..., (xn, yn)),
le vecteur zπ = ((xπi , yπ1), (xπ2 , yπ2), ..., (xπn , yπn)). Lorsque la permutation π est
interprétée comme une réalisation d’une permutation aléatoire Π définie comme
précédemment, on peut associer à tout vecteur z de R indicé par In, le vecteur
aléatoire bivarié ZΠ = (xΠ,yΠ) image de z par l’application aléatoire Π. On note
encore (par abus) Π cette application.
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Soit maintenant Π une permutation aléatoire définie comme précédemment sur
In et soit z un vecteur de Rn ×Rn, indicé par In. On lui associe la variable aléatoire
bivariée zΠ par application du procédé présenté ci-dessus que l’on note encore Π :

z = (z1, z2, ..., zn)
Π
; zΠ = (zΠ1 , zΠ2 , ..., zΠn) (1.64)

où zΠi = (xΠi , yΠi). Au bilan, on construit l’élément aléatoire zπ suivant :

z = ((x1, y1), (x2, yn), ..., (xn, yn))
Π
; zΠ = ((xΠ1 , yΠ1), (xΠ2 , yΠ2), ..., (xΠn , yΠn))

(1.65)

B) Test exact et test sans biais

Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est supposée appartenir à
une famille paramétrée de distributions caractérisées par leur densité de probabilité
{fθ : θ ∈ Θ}. On souhaite tester l’hypothèse :

H0 : θ = θ0 contre H1 : θ = θ1

Soit T (x) = {x1, x2, . . . , xn} une fonction de l’échantillon. On définit la fonction de
test

φ(T (x)) = φ(x) =

{
1, T (x) ∈ C;
0, T (x) ∈ C̄;

où la région critique C définit une règle de décision pour un échantillon observé x
telle que pour T (x) appartenant à C, on a φ(x) = 1, et on rejette H0, alors que pour
un échantillon de valeurs observé x avec T (x) appartenant à son complémentaire
C̄, φ(x) = 0, et on accepte H0. On suppose de plus ici que X = C ∪ C̄ recouvre
l’ensemble de tous les échantillons possibles. Autrement dit, une fonction de test φ
partage l’ensemble X en deux sous ensembles C et C̄ tels que

C = {x : φ(x) = 1} ⊆ X et C̄ = {x : φ(x) = 0} ⊆ X

et le risque d’erreur de première espèce α s’écrit :

α = PH0
(x ∈ C) =

∫

C

fθ0
(x)dµ(x) =

∫
φ(x)fθ0

(x)dµ(x) = EΘ0
[φ(x)]

De façon analogue, β l’erreur de deuxième espèce est définie par

β = PH1
(x ∈ C̄) =

∫

C̄

fθ1
(x)dµ(x) =

∫
[1 − φ(x)]fθ1

(x)dµ(x) = EΘ1
[1 − φ(x)]

et la puissance du test, notée η, vérifie par définition :

η = 1 − β

= 1 − EΘ1
[1 − φ(x)] = EΘ1

[φ(x)] =

∫

C

fθ1
dµ(x) = PH1

(x ∈ C).
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Dans la théorie fishérienne des tests, les conclusions du chercheur sont pilotées en
fixant un niveau de risque α, dont on déduit la forme de la région critique C ≡
Cα. Pour simplifier les notations, nous ignorons l’indice α dans la suite. Soit P(x)
l’ensemble des n! permutations possibles du vecteur x de dimension n.

Lemme 1.6.1. Soit x un échantillon de taille n de la variable X. Un test de per-
mutation au niveau α consiste en la donnée d’une région critique C, telle que pour
tout zπ, φ(zπ) = 1 si et seulement si

∑

xπ∈P(x)

φ(xπ) ≤ α n!

Preuve : La définition du risque d’erreur de première espèce encouru par le test
de permutation s’écrit :

α = EH0
(φ(xπ)) =

∫
φ(x)fθ0

(x)dµ(x) =
∑

xπ∈P(x)

Pθ0
(x)φ(xπ)

mais la probabilité associée à chacune des n! permutations possibles de x sous H0

est 1/n!. Par suite, Pθ0
= {xΠ = xπ} = 1/n! et l’on a pour un test de niveau α :

EH0
(φ(xπ)) =

∑

xπ∈P(x)

1

n!
φ(xπ) ≤ α

si et seulement si ∑

xπ∈P(x)

φ(xπ) ≤ α n! 2 (1.66)

définition 1.6.2. Une hypothèse nulle est dite composite lorsqu’elle est la réunion
de plusieurs hypothèses simples ( cf. Good [22]).

Par exemple, considérons une variable aléatoire X qui suit une loi de densité
de probabilité fX(x). L’hypothèse H0 : µ = 0 inclut les hypothèses H0,1 : X ∼
LG(µ = 0, σ2 = 1), H0,2 : X ∼ LG(µ = 0, σ2 = 1.6) et bien d’autres telles que
H0,3X ∼ Beta(0, 4). Remarquons que la moyenne de la loi Beta de paramètres (a,b)
est a/(a+b), etc.

Soit H0 une hypothèse composite. Elle s’écrit H0 = {Hj
0 , j ∈ J} où Hj

0 est une
hypothèse simple et J est un ensemble éventuellement non dénombrable.

définition 1.6.3. Un test φ(X) de l’hypothèse H0 est dit exact, si :

EHj
0

(φ(X)) = α, ∀ j ∈ J (1.67)

D’autre part, le test φ(X) de H0 est dit conservateur si :

EHj
0

(φ(X)) ≤ α, ∀ j ∈ J. (1.68)
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Évidemment, un test exact est conservateur, mais la réciproque n’est pas toujours
vraie. L’importance pratique des tests exacts tient à ce que leur niveau, qui est un
majorant du risque d’erreur de première espèce encouru pour chaque Hj

0 , ne peut pas
être surestimé par φ. Cette propriété est remarquable en particulier lorsqu’un test
est exact quelle que soit la loi du processus de génération des données. À l’inverse,
si un test de niveau nominal α est en fait de niveau réel γ, son utilisation peut
se révéler délicate. Si γ > α, le risque d’erreur de première espèce est plus grand
qu’il n’est envisagé. Si γ < α, le test est sous-optimal, et l’on peut l’améliorer en
agrandissant sa région critique. Pour plus d’informations sur la question, le lecteur
est renvoyé à Good, [22], chapitre 11.

L’exactitude d’un test réfère à la mâıtrise des risques de première espèce. De façon
complémentaire, la notion de biais d’un test permet de définir des optimalités en
termes de puissance d’un test. Nous présentons cette notion en identifiant l’hypothèse
H0 à une partie non vide de l’espace Θ de définition des paramètres d’un modèle. On
ne perd rien en généralité si l’on admet que Θ peut éventuellement être de dimension
inférieure. On écrit alors Θ = Θ0 ∪ Θ1. On dit que θ satisfait à l’hypothèse nulle, si
θ ∈ Θ0 et que θ satisfait à l’hypothèse alternative sinon.

définition 1.6.4. Test sans biais
Un test est dit sans biais de niveau α, si sa fonction puissance, notée η, est conser-
vative, c’est-à-dire si η satisfait aux deux conditions suivantes :

{
η(θ) ≤ α pour tout θ satisfaisant à l’hypothèse nulle
η(θ) ≥ α pour tout θ satisfaisant à une hypothèse alternative

Comme en estimation, l’absence de biais d’un test d’hypothèse est considéré
comme une propriété souhaitable par de nombreux auteurs. Ainsi, Good y voit un
principe normal et souhaitable. Pourtant ce jugement reste l’objet de discussions et
de critiques, cf. par exemple, Barra [3], Ch. V-1 et Suissa et Shuster [56].

C) Échangeabilité

La recherche de conditions suffisantes garantissant l’exactitude et l’absence de
biais d’un test de permutation a fait l’objet de nombreuses publications (Lehman,
[37]). Le cadre généralement retenu repose sur la notion d’échangeabilité.

définition 1.6.5. Soit (X1, X2, ..., Xn) un vecteur aléatoire de taille n et de loi
conjointe fX1,X2,...,Xn

(x1, x2, ...xn) donnée. Les Xi sont dits échangeables si la densité
conjointe des observations est invariante par permutation des indices. C’est-à-dire
si :

fX1,X2,...,Xn
(x1, x2, ...xn) = fXπ

1
,Xπ

2
,...,Xπ

n
(xπ

1 , x
π
2 , ...x

π
n), ∀π ∈ P

Les deux exemples les plus classiques d’observations échangeables sont fournis
d’une part, par le cas de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées (i.i.d.) et d’autre part par un ensemble de variables aléatoires de loi conjointe
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gaussienne et de covariances identiques (Good 2000 [22]). D’autres exemples sont
présentés par Galambos, [21] ou Draper et Smith, [10]. Pour plus d’information, voir
par exemple Good [22] chapitre 14.

Une condition suffisante garantissant l’exactitude et l’absence de biais d’un test
de permutation est l’échangeabilité des observations formant l’échantillon, cf. Leh-
man [37].

Reprenons ici le cadre classique de comparaison de deux populations. Soit donc
un échantillon de taille n X1, . . . , Xn, i.i.d. de la loi F (x) et Y1, . . . , Ym un échantillon
de taille m i.i.d. de la loi F (x−∆). Nous notons en conséquence z = {x1, . . . , xn, y1, . . . , ym}
l’ensemble des valeurs observées. On suppose ainsi qu’on a observé m éléments de
la population 1 et n éléments de la population 2. On définit P(z) comme l’ensemble
des (m+n)! permutations possibles de l’échantillon de valeurs observées z. De plus,
on suppose que F admet une densité et l’on note f la densité de probabilité associée
à la fonction de répartition F .

Théorème 1.6.1. Soit F la famille de toutes les densités f de (n + m) dimensions
qui sont intégrables et symétriques en leurs arguments. On souhaite tester l’hypothèse
H0 : ∆ = 0 contre l’alternative f(x1, . . . , xn, y1 − ∆, . . . , yn − ∆) avec ∆ 6= 0. Un
test φ pour toutes les f ∈ F est dit sans biais si seulement si

∑

zπ∈P(z)

φ(zπ) = α(n + m)! (1.69)

Preuve cf. Lehman [37].

Remarquons que le test de permutation qui vérifie (1.69), mis en place pour
tester cette hypothèse, encoure un risque d’erreur de première espèce donné par :

EH0
(φ(zπ)) =

1

(n + m)!

∑

zπ∈P(z)

φ(zπ) = α (1.70)

Pour toutes les fonctions f ∈ F et donc, le test de permutation est sans biais pour
toute hypothèse Hj

0 formant H0. C’est donc un test exact de H0.

Théorème 1.6.2. Sous les hypothèses du théorème ci-dessus, les tests de permuta-
tion sont sans biais.

Preuve : C’est une conséquence directe de la définition (1.6.4) et du théorème
ci-dessus, cf. Good [22].

Considérons maintenant deux tests φ(x) et φ∗(x) de niveau α de l’hypothèse
simple H0 : θ = θ0 contre l’hypothèse simple H1 : θ = θ1, c’est-à-dire tels que :

Eθ0
[φ(X)] ≤ α et Eθ0

[φ∗(X)] ≤ α

on dit que le test φ∗(X) est plus puissant que φ(X), si :

Eθ1
[φ∗(X)] ≥ Eθ1

[φ(X)
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définition 1.6.6. Considérons l’hypothèse H0 : θ = θ0 contre H1 : θ = θ1. Un test
φ∗(X) est dite uniformément le plus puissant au niveau α si :

a) Eθ0
[φ∗(X)] ≤ α

b) ∀φ qui vérifie (a), Eθ1
[φ∗(X)] ≥ Eθ1

[φ(X)

Théorème 1.6.3. Les tests de permutation sont uniformément les plus puissants
pour tester l’hypothèse H0 : θ = θ0 contre H1 : θ = θ1 où θ − θ1 < 0 .

Preuve : cf. Good [22]

C) Mise en oeuvre d’un test de permutation

Good [22] a décrit les étapes d’une procédure de construction d’un test de per-
mutation. Cette façon d’opérer se décompose en cinq étapes, que nous illustrons sur
l’exemple présenté à de nombreuses reprises par cet auteur. Il s’agit d’un problème
de comparaison de deux sous-populations en termes de moyenne, donc analogue au
problème initialement traité par Student dans un cadre paramétrique et qui condui-
sit à la proposition du test qui porte son nom.

Étape 1- Analyse du problème
L’analyse du problème consiste tout d’abord à identifier l’hypothèse nulle et l’alter-
native d’intérêt. Supposons que l’on veuille évaluer les propriétés de prolongation
de la vie d’une cellule par un nouveau traitement expérimental. Pour ce faire, on a
divisé des cultures de cellules en deux groupes : un groupe développé dans un milieu
standard et un groupe développé en présence d’une vitamine (le traitement) E. À
l’issue de l’expérience et après élimination de plusieurs cultures contaminées, chaque
groupe a été divisé en trois cultures traitées indépendamment. On appelle les trois
cultures du premier groupe (groupe traité en présence vitamine E) X1, X2 et X3 et
de façon analogue, on distingue dans le deuxième groupe Y1, Y2 et Y3.

L’hypothèse nulle dit que le potentiel de croissance d’une culture n’est pas affecté
par la présence de la vitamine E. L’alternative d’intérêt affirme que les cellules
développées en présence de la vitamine E sont capables de beaucoup plus de divisions
cellulaires. Si on note la moyenne du premier groupe par µX et celle du deuxième
groupe par µY , alors les hypothèses s’écrivent :

H0 : µX = µY contre H1 : µX 6= µY

Sous l’hypothèse nulle, le fait d’être traité ou non ne fournit aucune information
au sujet des résultats, car on s’attend à ce que les observations aient plus ou moins
les mêmes valeurs dans chacun des deux groupes expérimentaux. On est donc libre
d’échanger (de permuter) les étiquettes sans changer les résultats pour autant.
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Étape 2- Choix d’une statistique de test et distribution sous l’hypothèse
nulle et l’alternative
L’étape suivante de la méthode consiste à choisir une statistique de test qui discri-
mine entre l’hypothèse nulle et l’alternative. Lorsqu’on soumet les données à une
permutation des étiquettes des observations. Dans l’exemple présenté, la statistique
considérée est la somme des comptages dans le groupe été traité avec de la vitamine
E :

T =
3∑

i=1

Xi

Si l’alternative est vraie, cette somme doit être plus grande que la somme calculée
dans le groupe non traité. Si l’hypothèse nulle est vraie, alors les sommes calcu-
lées dans les deux groupes d’observations devraient être identiques aux fluctuations
d’échantillonnage près. Une somme peut bien sûr être plus petite ou plus grande que
l’autre par le seul jeu du hasard, mais les deux ne devraient pas être trop différentes.
On s’interroge donc sur la significativité du décalage ∆ de la position centrale de la
répartition, décrite formellement plus haut. Sous cette forme, on retrouve la formu-
lation d’une méthode de test de permutation étudiée par Fisher (1935), puis Pitman
(1935b).

Étape 3-Calcul de la statistique de test pour les données originelles
La troisième étape dans la méthode consiste à calculer la statistique de test sur les
observations originelles (réellement observées). De fait, pour les données du premier
groupe les trois premières observations, x1 = 121, x2 = 118 et x3 = 110, apparte-
naient aux cultures qui avaient reçu la vitamine E. La valeur de la statistique de
test est :

tobs =
3∑

i=1

xi = 121 + 118 + 110 = 349

et tobs, joue le rôle de valeur de référence pour T .

Étape 4- Permutation des observations
On permute maintenant les observations. Pour cela, on attribue les six étiquettes
aléatoirement, aux six observations, en veillant à respecter la structure du plan
d’expérience. On distingue donc dans chaque permutation trois cultures traitées et
trois non traitées. Soit z = (x1, x2, x3, y1, y2, y3) les six observations traitées et non
traitées et π une permutation de Z, on obtient :

z = (x1, x2, x3, y1, y2, y3)
π
; zπ = (xπ

1 , x
π
2 , x

π
3 , y

π
1 , yπ

2 , yπ
3 ) (1.71)

Par exemple, les observations permutées qui se répartissent en traitées : xπ
1 =

121, xπ
2 = 118 et xπ

3 = 34, et non traitées : yπ
1 = 110, yπ

2 = 22 et yπ
3 = 12 (voir
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le tableau (1.6.2)). Pour cette permutation π la somme des observations dans le
premier groupe fournit la statistique de test et vaut :

tπ =
3∑

i=1

xπ
i = 121 + 118 + 34 = 273.

Lorsqu’on répète cette étape pour la totalité des
(
6
3

)
= 20 permutations possibles, on

décrit de façon parfaite la loi de répartition permutationnelle de T , de sorte qu’on ob-
tient un test exact de l’hypothèse H0, puisque les variables (X1, X2, X3, Y 1, Y 2, Y 3)
sont échangeables sous H0.

Premier groupe Somme Deuxième groupe
x1 x2 x3 tobs y1 y2 y3

1 121 118 110 349 34 22 12
xπ

1 xπ
2 xπ

3 tπ yπ
1 yπ

2 yπ
3

2 121 118 34 273 110 22 12
3 121 110 34 265 118 22 12
4 118 110 34 262 121 22 12
5 121 118 22 261 110 34 12
6 121 110 22 253 118 34 12
7 121 118 12 251 110 34 22
8 118 110 22 250 121 34 12
9 121 110 12 243 118 34 22
10 118 110 12 240 121 34 22
11 121 34 22 177 118 110 12
12 118 34 22 174 121 110 12
13 121 34 12 167 118 110 22
14 110 34 22 166 121 118 12
15 118 34 12 164 121 110 22
16 110 34 12 156 121 118 22
17 121 22 12 155 118 110 34
18 118 22 12 152 121 110 34
19 110 22 12 144 121 118 34
20 34 22 12 68 121 118 110

Tab. 1.1 – Toutes les 20 permutations possibles

Étape 5- Conclusion du test
Parmi les 20 permutations distinctes possibles, la somme (tπ) des observations dans
le groupe traité par la vitamine E est une fois seulement supérieure ou égale à
tobs = 349. Par suite, la p-valeur permutationnelle du test est :

pπ =
#(|tπ| ≥ |tobs|)

20
=

1

20
= 0.05
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On rejette donc l’hypothèse nulle au niveau α = 5% et l’on conclut que le traitement
est efficace.

F) Test de permutation en régression linéaire simple

La démarche précédente s’adapte de façon directe au cas d’un modèle de ré-
gression linéaire. Pour illustrer la chose dans un cas simple, reprenons le modèle
1.24

Y = β0 + β1x + ǫ

L’objet de cette application de la méthodologie des tests de permutation consiste
à construire un test de l’hypothèse H0 : β1 = 0 contre l’alternative H1 : β1 6= 0.
Dans le modèle classique de régression linéaire simple sous l’hypothèse gaussienne,
le terme d’erreur ǫ est postulé i.i.d. sachant X et distribué selon une loi de Gauss
LG(0, σ2). Dans le cadre permutationnel, les valeurs observées de ǫ, notées ǫ̂ ou
encore e, sont échangeables (cf. [48], [49] et [50]), parce que supposées i.i.d.

Les étapes du test

On dispose d’un échantillon de n couples de valeurs observées du vecteur aléatoire
(X,Y ). Comme dans le cas classique, on veut savoir s’il existe une liaison linéaire
entre les variables X et Y .

Étape 1- Analyse du problème
Le coefficient β1 du modèle (1.24) est nul quand il n’existe pas de liaison linéaire entre
les variables X et Y . Par suite, l’hypothèse nulle et l’alternative sont respectivement :

H0 : β1 = 0 contre H1 : β1 6= 0

On réalise tout d’abord une régression linéaire de la variable Y en x, au sens des
MCO, en utilisant le modèle (1.24). La loi de Y dépend du paramètre θ = (β0, β1, σ

2).
On obtient alors l’estimateur MCO θ̂ = (β̂0, β̂1, σ̂

2) et la prévision des résidus ǫ̂ = e.

Étape 2- La statistique de test
Soit S(X) une fonction de l’échantillon aléatoire (x1, x2, ..., xn). xi est la i-ème valeur
observée d’une variable aléatoire X dont la loi de probabilité est spécifiée par la
fonction densité f(x, θ) où f est de forme connue mais dépend d’un paramètre θ
appartenant à un ouvert de Rk. Ici, k = 3 et Θ = R × R × R+.

définition 1.6.7. ( cf. Mood et al. [45]) Une statistique Q(θ, S(X)) qui est monotone
en θ et dont la distribution de probabilité ne dépend pas de θ est dite pivotale.

Remarque 1.6.1. Les études récentes, menées sur les tests de permutation et dans
le contexte proche des tests simulés (Monte Carlo tests) et par le Bootstrap, montrent
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l’importance que revêt le choix d’une statistique pivotale pour mâıtriser le niveau des
tests de permutation, lorsque l’on travaille sur des échantillons de taille limitée, cf.
Hall et Titterington [24] et Hall et Wilson [25]. Le dernier chapitre de notre thèse
tente d’évaluer l’influence de cette qualité sur le comportement des tests de permu-
tation dans le cas où l’on traite des matrices de dissimilarités. Dans ce cas, la loi
du processus de génération des données n’est pas connue et son étude reste un pro-
blème ouvert. Nous ignorons donc si les statistiques de test retenues sont pivotales.
Nous avons donc dû sonder quelques transformations monotones des données, pour
en étudier l’influence sur la taille et la puissance des tests effectués.

La deuxième étape dans l’application de la méthodologie des tests de permu-
tation consiste à choisir une statistique de test qui distingue l’hypothèse nulle et
l’alternative. Ici, on retient la statistique de test de Student :

T =
β̂1

S(β̂1)

où S2(β̂1) est défini dans la remarque 1.4.3 et désigne l’estimateur MCO de Var(β̂1).

En effet si S(X) =
β̂2

S(β̂2)
et θ = β2 alors,

1. Q(θ, S(X)) =
β̂2 − β2

S(β̂2)
= T et on obtient Q(θ, S(X)) =

β̂1

S(β̂1)
= T sous

H0 : β2 = 0 ;

2. T est une statistique pivotale car elle suit une loi de Student à (n − 2) degrés
de liberté, quelque soit θ ∈ Θ0.

Étape 3- Le calcul de la statistique de test
La troisième étape consiste à calculer la statistique T sur les observations d’origine.
La valeur observée de cette statistique T est notée :

tobs =
b1

s(β̂1)
=

b1

s(B1)

où, b1 est la valeur observée de β̂1 = B1 sur l’échantillon, i.e. l’estimation de β1, et
s2(β̂1) (la valeur observée de S2(β̂1)) est l’estimation MCO associée de la variance
de cet estimateur sur cet échantillon.

Remarque 1.6.2. Comme déjà dit, le cadre permutationnel suppose que les valeurs
observées de ǫ, notées e, sont échangeables. Par ailleurs, H0 : β1 = 0 dit qu’il n’existe
pas de liaison linéaire entre les variables X et Y , donc les valeurs prises par X n’ont
pas d’effet sur celles de Y . Mieux, Yi = β0 + ǫi, et puisque β0 est constante, on en
déduit que les valeurs observées de Y comme celles de ǫ sont échangeables. On peut
donc permuter les valeurs observées yi au lieu des ei.
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Étape 4- La randomisation des étiquettes des observations
Cette étape permute les observations originelles y = {y1, y2, ..., yn} par des permu-
tations aléatoires π. On obtient ainsi pour chaque permutation π :

y = (y1, y2, ..., yn)
π
; yπ = (yπ1 , yπ2 , ..., yπn)

Ensuite, on recalcule la valeur de la statistique T pour chaque permutation π.

tπ =
b1,π

s(β̂1,π)
=

b1,π

sπ(B1)

où b1,π et s2(β̂1,π) = s2
π(β̂1) = s2

π(B1) sont les estimations MCO respectives de β1

et de S2(β̂1) = S2(B1) calculées sur les observations permutées par π. Rappelons
que S2(β̂1) = S2(B1) est l’estimateur de la variance de l’estimateur MCO de β1,
notée σ2(β̂1) = σ2(B1). On obtient ainsi la distribution permutationnelle exacte de
la statistique tπ, en calculant cette statistique pour les n! permutations possibles de
y = (y1, y2, ..., yn). En pratique, dès que n est grand, on doit limiter la masse de
calculs induite, en approchant la loi exacte de T par le tirage d’un échantillon de de
permutations indépendantes π de l’échantillon observé de taille assez grande pour
approcher de façon satisfaisante la loi permutationnelle de T .

Étape 5-Conclusion du test
Pour effectuer un test de permutation bilatéral à partir des valeurs obtenues tπ,
on construit la distribution des valeurs |tπ| rangées par ordre croissant. Puis, on
place la valeur |tobs| parmi les statistiques d’ordre de cette distribution. La p-valeur
permutationnelle exacte (notée pπ) est calculée comme la proportion de valeurs |tπ|
qui sont supérieures ou égales à la valeur |tobs| (cf. Hope [29]) pour la distribution
où probabilité définie comme la loi permutationnelle de |T | définie sur l’échantillon
observé {(xi, yi); i = 1, 2, ..., n}, c’est-à-dire :

pπ = Pr{|T | ≥ |tobs|} =
#(|tπ| ≥ |tobs|)

n!

Cette étape conduit à décider si l’on accepte H0 ou si l’on rejette cette hypothèse.
Dans ce cas, on décide d’agir comme si l’alternative était vraie. On fixe pour cela,
avant l’observation des données, un niveau nominal α, par exemple α = 0.05. Si
pπ < 0.05 on rejette H0.

Exemple 1.6.1. ( cf. Dodge [9])
Nous illustrons la méthodologie décrite dans la section précédente sur un corpus de
données pédagogiques de faible taille. Les données proviennent d’une enquête visant
à comparer selon certains critères, différents aliments vendus dans un restaurant ra-
pide et les auteurs ont retenu les informations se trouvant dans le tableau ci-dessous :
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Observation Aliment Poids(g) Prix (CHF)
i xi yi

1 Sandwich végétarien 150 3,90
2 Sandwich parisien au jambon 92 3,40
3 Big Mac 193 5,70
4 Hamburger 90 2,90
5 Hot Dog 135 3,80
6 Fallafel 241 6,00
7 Quiche lorraine 169 3,3
8 Pizza tomates et jambona 165 3,3

Tab. 1.2 – Prix de différents aliments

Ils ont appliqué le modèle 1.24 à cette étude :

Y = β0 + β1 + ǫ

avec Y ici le prix de l’aliment, x le poids de cet aliment. θ = (β0, β1, σ) est le
paramètre du modèle, ǫ est un terme d’erreur. Il est supposé réparti suivant une
loi inconnue mais de variance finie σ2. On suppose de plus les ǫi, i = 1, 2, . . . , 8
échangeables sous H0. La méthode de test de permutation permet alors de réaliser
un test exact (c’est-à-dire fondé sur 8 ! permutations possibles) de l’hypothèse :
H0 : β1 = 0 contre H1 : β1 6= 0 .

On effectue d’abord une régression de la variable Y en x, au sens MCO. On
obtient alors b1 = 0.0188 et s(β̂1) = 0.0054 et donc la valeur de la statistique de test
sur les observations est

tobs =
b1

s(β̂1)
= 3.429.

Ensuite, on permute les observations de la variable Y et pour les 8! = 40320 permuta-
tions possibles, on calcule la statistique tπ sur les données permutées. La distribution
permutationnelle de la statistique |T π| ainsi obtenue est représentée dans la figure
(1.1). On calcule ensuite la p-valeur permutationnelle :

pπ =
#(|tπ| ≥ |tobs|)

n!
=

#(|tπ| ≥ 3.429)

8!
= 0.0143

Par suite, on rejette H0 : β1 = 0 au niveau du signification α = 0.05. Le prix de cet
aliment dépend de son poids.

Remarque 1.6.3. Puisque le nombre de permutations possibles de n objets est égal
à n!, lorsque la taille de l’échantillon (n) crôıt, les calculs nécessaires pour réaliser un
test de permutation deviennent vite énormes. Par suite, on se contente en pratique
d’une estimation de pπ obtenue en tirant un échantillon aléatoire de M permutations
parmi ces n! on obtient alors :

p̂π =
#(|t1,π| ≥ |tobs|)

M
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L
a

 d
e

n
si

té

0 1 2 3 4

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

tobs

Fig. 1.1 – La distribution permutationnelle de la statistique de test |Tπ| sur 8!
permutations possibles. La valeurs observée tobs est distinguée sur la figure.

qui est une estimation d’autant meilleure de Pπ que M est grand. ( cf. Freedman et
Lane [19]).

Par ailleurs, s’inspirant des résultats établis par Marriott [42] dans le cas de test
de Monte Carlo, Manly[41] montra qu’il faut effectuer au moins 1000 permutations,
pour effectuer un test au niveau 0.05 sur un ensemble de données et qu’au moins 5000
permutations sont nécessaires pour un test de niveau 0.01. Ces permutations forment
un échantillon tiré avec remise dans l’ensemble des permutations possibles. On parle
en conséquence parfois de méthode de rééchantillonnage ou de randomisation.

Exemple 1.6.2. Reprenons l’exemple 1.6.1, nous voulons réaliser le même test
de permutationnel en limitant M par 1000 permutations aléatoires. La distribution
permutationnelle de Tπ obtenue dans ce cas est fournie par la figure (1.2) qui fournit
une répartition approchée de la répartition exacte fournie dans la figure (1.1). De
plus, la p-valeur permutationnelle approchée obtenue est :

p̂π =
#(|tπ| ≥ |tobs|)

M
=

#(|tπ| ≥ 3.429)

1000
= 0.0139
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qui est très proche de la p-valeur permutationnelle obtenue sur 8! permutations
(0.0143). Ici, encore le test approché de niveau de signification α = 0.05 rejette
H0 : β1 = 0.
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Fig. 1.2 – La distribution permutationnelle de la statistique de test |Tπ| sur 1000
permutations aléatoires
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Pour compléter cette comparaison des deux distributions, on peut tracer un
graphique quantile-quantile, ou QQ-plot, fondé sur les deux ensembles d’observations
de la statistique de test obtenus par chacune des méthodes permutationnelles : le
test exact et le test sur échantillon de 1000 permutations.
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Fig. 1.3 – La figure de QQ-plot sur les deux ensembles d’observations de la statis-
tique de test
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Ce graphique montre que les deux ensembles des valeurs de la statistique de test
fournissent des distributions très proches, avec une légère dégradation de cet accord
pour les grandes valeurs de la statistique de test.

G) Équivalence des statistiques de test

Lorsqu’on développe l’expression analytique de la statistique T = β̂1/S(β̂1), nous
vérifions que :

S(β̂1) =
σ̂2

n∑

i=1

(xi − x̄)2

=

n∑

i=1

(Yi − Ŷi)
2

(n − 2)
∑n

i=1(xi − x̄)2
=

n∑

i=1

(Yi − Ȳ )2 − (β̂1)
2

n∑

i=1

(xi − x̄)2

(n − 2)
n∑

i=1

(xi − x̄)2

on obtient ainsi :

T =
β̂1

S(β̂1)
=

β̂1

√
(n − 2)

n∑

i=1

(xi − x̄)2

√
n∑

i=1

(Yi − Ȳ )2 − β̂2
1

n∑

i=1

(xi − x̄)2

Cette écriture montre que pour toute valeur constante du nombre des observations n,
T est une fonction monotone croissante de β̂1. Par suite, β̂1 est une statistique de test
équivalente à T dans l’optique d’un test de permutation. Par ailleurs, les statistiques
β̂1 et R sont équivalentes d’après l’équation (1.57). D’autre part, la statistique :

β̂1 =

n∑

i=1

(Yi − Ȳ )(xi − x̄)

n∑

i=1

(xi − x̄)2

=

n∑

i=1

xiYi − nx̄Ȳ

n∑

i=1

x2
i − nx̄2

a pour seul terme non invariant par permutation, la somme des produits
∑

xiYi.
Les autres termes intervenant dans cette expression x̄, Ȳ et

∑
x2

i sont invariants
par permutation des Yi. Cette propriété est partagée par les composantes de la
statistique R, c’est-à-dire :

R =

n∑

i=1

(xi − x̄)(Yi − Ȳ )

√
n∑

i=1

(xi − x̄)2

n∑

i=1

(Yi − Ȳ )2

=

n∑

i=1

xiYi − nx̄Ȳ

√
(

n∑

i=1

x2
i − nx̄2)(

n∑

i=1

Y 2
i − nȲ 2)

∑
xiYi est le seul terme qui n’est pas invariant par permutation des Yi. On en

déduit que dans un cadre permutationnel, le test d’hypothèse H0 : β1 = 0 contre
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H1 : β1 6= 0 est équivalent au test d’hypothèse H0 : ρ = 0 contre H1 : ρ 6= 0,
au sens où les statistiques T , R et β̂1 sont des statistiques de test équivalentes à la
statistique

MxY =
n∑

i=1

xiYi

Ce produit croisé joue un rôle privilégié dans le développent de la théorie, puisque
son étude fut à l’origine des travaux de Pitman, [48, 49, 50], fixant le cadre théorique
des tests de permutation, après les travaux pionniers de Fisher, [18]. Souvent redé-
couverte ensuite, cette statistique de test de permutation est généralement connue
sous le nom de statistique de Mantel [39] depuis son introduction en biométrie par
cet auteur. Le cadre de la présentation de Mantel est en fait plus élémentaire que ce-
lui d’un plan d’expérience à 1 facteur de variabilité et M>1 modalités qui fut adopté
par Pitman. En pratique, la statistique de Mantel conduit à des calculs plus simples
et moins coûteux que les autres statistiques telles que R, β1 et T . Elle présente
cependant l’inconvénient d’une interprétabilité concrète peu évidente.

Remarque 1.6.4. Afin de tester d’hypothèse H0 : β1 = 0 contre H0 : β1 6= 0
dans le cas permutationnel, pour calculer la statistique de test MxY =

∑n
i=1 xiYi

ou d’autres statistiques équivalentes, la permutation des observations de Y et des
observations de X sont équivalentes dans le cas d’une régression linéaire simple.

Les tests de permutation n’offrent pas la seule méthode de construction de tests
non-paramétriques, conditionnels aux données observées. Nous rappelons dans cette
section, le cadre d’emploi de deux méthodes de rééchantillonnage concurrentes utiles
pour évaluer la variabilité d’observations faites sur un échantillon dont la forme de
la loi de répartition n’est pas connue.

1.6.3 Les méthodes de Jackknife et de Bootstrap

Soit une population Ω de taille N finie ou non, pour laquelle on veut estimer un
paramètre, par exemple la moyenne µ. Pour cela, on observe un échantillon aléatoire
de n individus de cette population et on mesure la caractéristique d’intérêt sur
chaque individu formant cet échantillon. Nous notons xi, i = 1, ..., n la valeur de
cette caractéristique sur l’individu i. Un estimateur classique de µ est la moyenne
arithmétique :

µ̂ = X̄ =
1

n

n∑

i=1

Xi. (1.72)

La question centrale traitée par les méthodes de Bootstrap et de Jackknife est
celle de la qualité de cette estimation. Une réponse classique consiste à calculer la
variance échantillonnale Var(µ̂) de l’estimateur µ̂, vu comme une variable aléatoire
définie sur l’espace des échantillons tirés dans Ω, suivant le même mode d’échantillon-
nage que celui qui a produit l’échantillon observé. Calculer la variance de l’estimateur
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µ̂, impose d’étudier sa distribution d’échantillonnage. Les méthodes de Jackknife et
de Bootstrap ont pour finalité d’en proposer une approximation fondée sur les seules
données observées.

Comme toutes les méthodes non paramétriques abordées dans cette thèse, les
méthodes de Jackknife et de Bootstrap étudient la variabilité des statistiques d’in-
térêt, conditionnellement aux données. Cela signifie que faute de connâıtre la loi
d’échantillonnage de cette statistique, on s’intéresse aux variations induites sur ses
valeurs par une technique de rééchantillonnage, dont la pertinence est fixée par une
liste de postulats.

Ainsi, la méthode du Bootstrap a pour principe de prélever une série d’échan-
tillons aléatoires simples avec remise parmi les observations de l’échantillon initial,
considéré comme une population. Elle permet ainsi d’évaluer la variabilité d’échan-
tillonnage, et par suite d’estimer les variations de chaque ≪paramètre≫ du modèle
lorsqu’on tire des échantillons i.i.d., dits échantillons Bootstrap, dans l’échantillon
initial. Ce ≪paramètre≫ de la loi conditionnelle à l’échantillon observé est en fait
une estimation de la valeur du paramètre attaché à la loi dans Ω. On peut donc
estimer la loi d’échantillonnage de ces estimations. Sous certaines conditions de ré-
gularité (cf. Beran [4]), la théorie permet d’établir des résultats de comportement
asymptotique des estimateurs sous-jacents. Elle précise dans quelles conditions la
distribution de cette suite d’estimations converge vers la distribution d’échantillon-
nage de ces estimateurs dans Ω. Ces méthodes utilisent en particulier le postulat
que les observations sont i.i.d. .

A) Méthode du Jackknife

Cette méthode, fut proposée par Quenouille (1949)[51] et reprise par Tukey
(1958[60]). Le terme de Jackknife est dû à Tukey (1958) qui entendait décrire une
approche d’inférence statistique générale, utilisable pour construire des tests d’hy-
pothèse et des intervalles de confiance dans la situation où aucune méthode paramé-
trique n’est facilement utilisable. Un aspect plus théorique et général de la méthode
est détaillé par Miller ([43]) et Efron ([15]).

Une façon de justifier l’idée du Jackknife consiste à réfléchir à ce qui est fait pour
estimer la valeur d’une moyenne, d’un point de vue un peu inhabituel. Supposons,
en effet qu’on dispose d’un échantillon de taille n aléatoire x1, x2, ...xn représentatif.
La moyenne empirique est classiquement :

x̄ =
1

n

n∑

i=1

xi

Cette formule fournit une estimation de la moyenne de l’échantillon. Pour chaque
élément xj de l’échantillon, on peut calculer la moyenne empirique en enlevant la
j-ème observation de l’échantillon, on obtient ainsi les :

x̄−j =
1

n − 1
(

n∑

i=1

xi − xj) (1.73)
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À partir des deux dernières équations on peut ré-écrire xj :

xj = nx̄ − (n − 1)x̄−j

Ceci montre qu’il est possible de déterminer la valeur xj à partir de la moyenne
globale sur toutes observations (x̄) et de la moyenne lorsqu’on a enlevé la valeur xj

(x̄−j). Ce résultat n’est pas utile si les valeurs d’échantillon sont connues en premier
lieu. Cependant, il est potentiellement utile dans des situations plus complexes où
le paramètre à estimer est autre chose qu’une moyenne. Ainsi, dans la situation
générale où un paramètre θ est estimé par une fonction des valeurs de l’échantillon
de taille n observé. Cette estimation est notée par s = s(x1, ..., xn). En enlevant la
j-ème observation, on obtient une estimation partielle, notée s−j. Par analogie avec
l’équation (1.73) on construit alors un ensemble des pseudo-valeurs pour j = 1, ...n :

s∗j = ns − (n − 1)s−j (1.74)

Ces pseudo-valeurs jouent un rôle analogue aux valeurs observées xj sur un
échantillon. On peut donc se poser dans ce cadre des questions statistiques telles
l’estimation d’une moyenne et la moyenne des pseudo-valeurs

s∗ =
1

n

n∑

j=1

s∗j . (1.75)

Cela définit la méthode d’estimation de θ au sens du Jackknife. L’utilisation des
pseudo-valeurs en tant qu’un échantillon aléatoire (d’estimations indépendantes)
suggère alors que l’on peut estimer la variance de cette estimation du Jackknife par
S2/n où S2 est la variance empirique des pseudo-valeurs. De plus, on peut construire
un intervalle de confiance pour θ au niveau 100(1 − α)% par : S∗ ± tα/2,n−1s/

√
n.

B) La méthode du Jackknife en régression linéaire simple

Reprenons le modèle (1.25) Yi = β0 + β1xi, i = 1, 2, ...n. On peut décrire ce
modèle sous forme matricielle par

Y = Xβ + ǫ

où X = (1,x), tx = (x1, x2, ..., xn) et tβ = (β0, β1). L’estimateur MCO de β est (cf.
Draper et Smith [11]) classiquement :

β̂ = (tXX)−1 tXY (1.76)

On suppose que E(ǫ|X) = 0, E(ǫiǫj|X) = 0, i 6= j = 1, ..., n, et Var(ǫi|X) =
σ2, i = 1, ..., n

L’estimateur du Jackknife pour ce modèle linéaire est donné comme suit. Soit
β̂j l’estimateur MCO de β obtenu en recalculant β dans (1.76) en supprimant le
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j-ème couple (xj, yj) de l’échantillon. Pour estimer β on définit des pseudo-valeurs

pj = nβ̂ − (n − 1)β̂j. L’estimateur ponctuel du Jackknife pour β est alors donné
par :

β̃ =
1

n

n∑

j=1

pj (1.77)

et l’estimateur du Jackknife pour Var(β̃) s’en déduit :

̂
Var(β̃)J =

1

n(n − 1)

n∑

i=1

(pi − β̃)t(pi − β̃) (1.78)

Les propriétés asymptotiques de β̃ et de ̂
Var(β̃)J ont été étudiées par Miller

(1974b [44]) sous certaines conditions fortes. D’autre part, Hinkley [27] a précisé
deux imperfections de la méthode :

a) β̃ est un estimateur sans biais mais sa variance est généralement plus grande
que celle de l’estimateur MCO β̂ ;

b) Var(β̃)J est un estimateur biaisé de Var(β̂) et de Var(β̃).

Ces imperfections sont illustrées dans les simulations faites par Wu ([64]). Cet auteur
montre en particulier que les problèmes mentionnés proviennent juste de la nature
équilibrée de la méthode du Jackknife qui néglige la nature non équilibrée des don-
nées généralement modélisées en régression. Hinkley ([27])a proposé une modification
pour remédier à ces problèmes.

C) La méthode du Bootstrap

La motivation première de la méthode du Bootstrap est d’approcher par simula-
tion la distribution d’un estimateur lorsque l’on ne connâıt pas la loi de l’échantillon.
L’idée de base consiste à remplacer des hypothèses probabilistes pas toujours véri-
fiées ou même invérifiables par des simulations et donc une connaissance empirique
acquise après des calculs effectués sur les données observées. Le principe fondamen-
tal de cette technique de rééchantillonnage est de substituer à la distribution de
probabilité inconnue F , dont est issu l’échantillon d’apprentissage, la distribution
empirique F̂n qui donne un poids 1/n à chaque réalisation. Ainsi, on obtient un
échantillon de taille n, dit échantillon Bootstrap, distribué selon la distribution em-
pirique F̂n puisqu’il résulte de n tirages aléatoires avec remise. Ainsi en effet, dans
chaque tirage toutes les observations de l’échantillon ont la même probabilité parmi
les n observations initiales qui sont alors considérées comme formant une population.

Lorsqu’on dispose de moyens de calculs, il est facile de construire un grand
nombre d’échantillons Bootstrap sur lesquels on peut calculer l’estimateur concerné.
Sous des hypothèses peu contraignantes, assurant que l’échantillon est indépendant
de même loi et que l’estimateur est indépendant de l’ordre des observations, la loi
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simulée de cet estimateur est une approximation asymptotiquement convergente de
la loi de l’estimateur (cf. Efron [16]).

Reprenons l’équation (1.72) où µ̂ est un estimateur de µ. Étant donnée une
caractéristique d’intérêt, suivant une distribution F de moyenne inconnue µ sur les
individus de la population Ω, afin d’étudier la distribution d’échantillonnage de µ̂
et celle de la variance de µ̂, une approximation pourrait se construire de la manière
suivante.

1) On tire un nombre B d’échantillons de taille ns de cette population et on
calcule B estimations µ̂1, ...µ̂B de la moyenne inconnue µ.

2) La distribution empirique de ces estimations µ̂1, ...µ̂B est une approximation
de la distribution d’échantillonnage de l’estimateur µ̂.

De plus un estimateur de la variance Var(µ̂) s’en déduit :

V̂ar(µ̂) =
1

B − 1

B∑

k=1

(µ̂k − ¯̂µ)2

où ¯̂µ = 1
B

∑
µ̂k est la moyenne des B estimations de µ. Remarquons que pour

connâıtre la véritable variance Var(µ̂), on doit évaluer tous les échantillons de taille
ns possibles tirés selon la même procédure dans la population Ω, soit k̃ =

(
n
K

)
si

Ω est de cardinal K. Cela suppose un très grand nombre de calculs. De plus, cette
démarche n’est pas réalisable car elle nécessite plusieurs échantillons alors que la
procédure réelle n’en produit qu’un seul. La méthode du Bootstrap permet de remé-
dier à ce problème grâce à la simulation d’échantillons. Dans un cadre plus général,
considérons un paramètre θ et la statistique (ou estimateur) S d’intérêt, ayant une
distribution d’échantillonnage notée FS. La procédure suivante construit une distri-
bution empirique qui fournit une approximation de la distribution d’échantillonnage
de (FS).

1. On tire B échantillons de taille n aléatoires simples avec remise parmi les
observations de l’échantillon initial.

2. Pour tous ces échantillons, on calcule les estimations ŝ∗1, s
∗
2, ..., s

∗
B

3. A partir de s∗1, s
∗
2, ..., s

∗
B, on construit la distribution empirique, dite distribu-

tion Bootstrap, qui est une approximation de FS.

Remarquons qu’on peut calculer une approximation de Var(S) à l’aide de s∗1, s
∗
2, ..., s

∗
B :

V̂ar(S)∗ =
1

B − 1

B∑

k=1

(s∗k − s̄∗)2

où s̄∗ =
∑B

i=1 s∗i . A l’aide de cette distribution on peut réaliser un test d’hypothèse
ou construire un intervalle de confiance pour le paramètre θ.
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D) Le test du Bootstrap en régression linéaire simple

L’objet de cette section est d’étudier la liaison entre les variables Y et X. Soit un
échantillon de taille n indépendant du couple (X,Y ), noté {(xi, yi), i = 1, 2, ..., n}.
Afin de comparer cette méthode avec la méthode des tests de permutation, nous la
décomposons en cinq étapes.

Étape 1- Analyse du problème
Reprenons le modèle 1.24 : Y = β0 + β1x + ǫ. Comme dans le cas de la méthode
permutationnelle, on veut tester l’hypothèse H0 : β1 = 0 contre H1 : β1 6= 0.
On réalise une régression linéaire de la variable Y en x pour le modèle 1.24. La
connaissance des estimations respectives b0 et b1 de β0 et β1, permet alors de calculer
les prévisions :

ŷi = b0 + b1xi

et les résidus observés associés ei comme suit :

ei = yi − ŷi = yi − b0 − b1xi

Étape 2-La statistique de test
Contrairement au cas permutationnel, dans cette étape la statistique de test est
spécifiquement un estimateur du paramètre β1. Par exemple :

SB = β̂1

Étape 3-Le calcul de la statistique
Ici, comme dans la méthode de test de permutation, on calcule la statistique de test
sur les observations d’origine. La valeur observée de cette statistique qui est déjà
calculée dans la première étape est notée :

b1,obs = b1

Nous nous référons désormais à cette valeur à l’aide de la notation β̂1.

Étape 4-Le tirage avec remise des observations

Permuter les observations de Y peut être interprété comme un tirage sans remise
d’un échantillon de taille n, dans une population de taille n, elle aussi. La méthode
permutationnelle est donc interprétable comme une méthode de rééchantillonnage.

Le Bootstrap s’en différencie par le mode de tirage adopté. On effectue main-
tenant un tirage de B échantillons aléatoires simples de taille n avec remise dans
l’ensemble des observations initiales, où B est fixé - grand - par l’utilisateur. Dans
le cas de la régression simple, Il existe deux façons différentes de procéder au tirage.
Dans la première, on tire un échantillon de taille n simple avec remise parmi les
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résidus calculés à partir des observations initiales (dans l’étape 1). Cela correspond
à une définition du modèle de la régression de la forme 1.24, où la loi des résidus
est première dans l’analyse statistique. Dans la deuxième, on tire un échantillon de
taille n aléatoire simple avec remise parmi des paires observées (xi, yi) initiales. Cela
correspond à une spécification conditionnelle du modèle, de la forme :

E(Y |X = x) = β0 + β1x

où les résidus se déduisent de la loi conjointe de (X,Y ).

1) Tirage dans l’ensemble des résidus : Cette première façon de procéder
opère par rééchantillonnage des résidus de la régression effectuée sur les données
d’origine :

a) Pour k = 1, on tire un échantillon de taille n aléatoire simple avec remise des
résidus observés ei, que l’on note :

e∗
k = (e∗1, e

∗
2, ..., e

∗
n)

et l’on construit alors les nouvelles pseudo-valeurs de Y comme suit :

Y ∗
i = b0 + b1xi + e∗i

b) On réalise alors une régression linéaire de Y ∗ en x d’après le modèle 1.24
appliqué au pseudo-échantillon {(xi, Y ∗

i ); i = 1, 2, . . . , n} obtenu et on en
déduit une nouvelle estimation des paramètres β0 et β1, notée b∗k0 et b∗k1 .

c) On reproduit les étapes a) et b) un grand nombre de fois k = 1, 2, ..., B de
sorte qu’on obtient en particulier la distribution de rééchantillonnage du para-
mètre β1, en répétant B fois les parties (a) et (b). Alors on obtient un vecteur
des valeurs b∗1, noté par B∗

1 = (b∗1, b∗21 , ...b∗B1 ) associées à k = 1, 2, ..., B.

2) Le tirage dans l’ensemble des couples observés :

Cette deuxième façon de procéder traite directement les couples (X,Y ) :
a) Pour k = 1, on tire un échantillon de taille n aléatoire simple avec remise des

couples observés (xi, yi), i = 1, ..., n, que l’on note :

(x∗,y∗)k = ((x∗
1, y

∗
1), (x

∗
2, y

∗
2), ..., (x

∗
n, y∗

n))

alors on obtient les nouvelles pseudo-valeurs de Y et de x notées Y∗ = {y∗
1, ..., y

∗
n}

et x∗ = {x∗
1, ..., x

∗
n}.

b) On réalise alors une régression linéaire de Y∗ en x∗ utilisant le modèle 1.24
et on en déduit une nouvelle estimation des paramètres β0 et β1 notée b∗k0 et
b∗k1 .

c) Cette étape est la même que l’étape (c) décrite pour le cas du tirage des
résidus.
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Étape 5- Conclusion du test
Cette étape est analogue à celle qui est adoptée par la méthode de test de permu-
tation. Pour effectuer un test de Bootstrap bilatéral à partir des valeurs obtenues
b∗1, on construit la distribution des valeurs |b∗1| rangées par ordre croissant. Puis, la
p-valeur Bootstrap, notée (pB

1 ), est calculée comme la proportion des valeurs b∗k1 qui
sont supérieures ou égales à la valeur observée sur l’échantillon dans cette distribu-
tion, c’est-à-dire :

p̂B =
#(|b∗k1 | ≥ |bobs

1 |)
B

Si la valeur obtenue p̂B
1 est inférieure au niveau α considéré, on rejette l’hypothèse

H0 : β1 = 0 au profit de l’alternative H1 : β1 6= 0.
En résumé, la comparaison des méthodes de test de permutation et des test de

Bootstrap montre deux différences. La première apparâıt dans l’étape 2 de choix
de la statistique de test. En effet, pour la méthode de permutation on considère
une statistique pivotale ou une statistique équivalente (cf. 1.6.2) alors que pour la
méthode de Bootstrap, la statistique est un estimateur du paramètre considéré.

La deuxième différence tient à l’étape 4 puisque la méthode de permutation
permute des observations yi alors que la méthode de Bootstrap tire un échantillon
aléatoire simple avec remise parmi des couples (xi, yi) observées ou bien parmi les
résidus observées calculé à partir des observations initiales.

1.7 La régression linéaire multiple

Le modèle de régression linéaire simple suppose que la variable à expliquer Y
ne dépend que d’un seul prédicteur X. Nous abordons maintenant le cas de mo-
dèles de régression prenant en compte la possibilité d’effet de plusieurs prédicteurs
X1, X2, . . . , Xp, p > 1.

1.7.1 Le modèle classique de régression linéaire multiple

On considère un vecteur aléatoire donné par le k-uple (X1, X2, . . . , Xp, Y ) et
défini sur un espace probabilisé (Ω,F , P ) :

(X1, X2, . . . , Xp, Y ) : Ω −→ ℜk

Ici, k = p + 1. Le modèle de régression multiple permet de prévoir les variations de
la variable Y en fonction d’une réalisation de (X1, X2, . . . , Xp). La méthode revient
à trouver la meilleure approximation de cette variable aléatoire par une combinaison
linéaire des variables explicatives, au sens de la moyenne des carrés des écarts.

Soit g(x1, x2, . . . , xp) une fonction de (x1, x2, . . . , xp), qui associe à tout (x1, x2, . . . , xp)
une prévision ŷ = g(x1, x2, . . . , , xp) de la valeur de Y . Lorsque la relation fonction-
nelle qui lie Y aux X1, X2, . . . , Xp est linéaire, la fonction de prévision s’écrit

g(x) = β0 + β1x
1 + β2x

2+, . . . , βpx
p
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Nous avons rappelé dans la section (1.3.2) que l’interprétation probabiliste de la
fonction de régression exprime le modèle linéaire sous la forme :

g(x) = E(Y |X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xp = xp) = β0 + β1x
1 + β2x

2 + · · · + βpx
p

Cette écriture dit d’une part que la valeur moyenne attendue de Y correspondant à
x1, x2, . . . , xp, notée E(Y |X1 = x1, X2 = x2, ..., Xp = xp) diffère de la valeur observée
Y par un terme d’erreur que l’on note ǫ. Le modèle classique de régression linéaire
multiple dit de plus que l’espérance conditionnelle g(x) est une fonction linéaire des
prédicteurs et donc :

Y = β0 + β1x
1 + β2x

2 + · · · + βpx
p + ǫ (1.79)

Remarquons qu’ici comme dans la section (1.4.1), on s’intéresse plus particulièrement
au cas où les prédicteurs Xj, j = 1, . . . , p sont fixés et on note x1, x2, . . . , xp leurs
valeurs observées respectives, supposées connues ou prédéterminées.

Lorsqu’on dispose de n réalisations du vecteur (X1, X2, . . . , Xp, Y ), le modèle
s’écrit de façon analytique :

Yi = β0 + β1x
1
i + β2x

2
i + · · · + βpx

p
i + ǫi, i = 1, . . . , n (1.80)

ou de façon équivalente, comme suit en utilisant les notations matricielles :

définition 1.7.1. Un modèle de régression linéaire est défini par une équation de
la forme :

Y
(n×1)

= X
(n×k)

β
(k×1)

+ ǫ
(n×1)

(1.81)

où k = p + 1 et

Y =




Y1

Y2
...

Yn


 ∈ R

n, ǫ =




ǫ1

ǫ2
...
ǫn


 ∈ R

n

X =




tx1
tx2
...

txn


 =




1 x1
1 . . . xp

1

1 x1
2 . . . xp

n
...

...
. . .

...
1 x1

n . . . xp
n


 , β =




β0

β1
...

βp


 ∈ R

k

Ces diverses formes montrent que la valeur observée du vecteur aléatoire Y est
la somme d’une composante déterministe Xβ et d’une composante aléatoire ǫ qui
modélise les variations non prises en compte par le modèle.

Afin d’estimer les paramètres (β, σ) du modèle classique de régression linéaire
multiple et de préciser les propriétés statistiques des estimateurs retenus, on doit
formuler certains postulats caractérisant la distribution du terme d’erreur. Nous
reprenons ici la formulation retenue par Hayashi [26]) :
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P1. (Exogénéité forte) : L’espérance conditionnelle de ǫi sachant toutes les ob-
servations xk

i des variables explicatives est nulle.

E(ǫi|X) = E(ǫi|x1,x2, ...,xn) = 0, ∀i, i = 1, 2, ..., n

Pour tout triplett (i,j,k) tel que i, j = 1, 2, ..., n et k = 1, 2, ..., p, on en déduit
les relations
a) E(ǫi) = E[E(ǫi|X)] = 0 5

b) E(Yi|x1
i , x

2
i , ..., x

p
i ) = β0 + β1x

1
i + ... + βpx

p
i

c) E(Xk
j ǫi) = 0 6

d) Cov(Xk
j , ǫi) = 0 7

P2. La matrice X est de rang plein, c’est-à-dire que la matrice carrée tXX
d’ordre k est inversible.

P3. propriétés d’homoscédasticité :

E(ǫ2
i |X) = σ2 > 0 i, j = 1, 2, ..., n

P4. propriétés de non corrélation des erreurs :

E(ǫi, ǫj|X) = 0 i 6= j = 1, 2, ..., n

On déduit des postulats P1, P2, P3 et P4, les propriétés suivantes, vraies
pour tous (i, j) ∈ {1, 2, ..., n}2 :

a) Var(ǫi|X) = E(ǫ2
i |X) − (E(ǫi|X))2 = E(ǫ2

i |X) = σ2

b) Cov(ǫi, ǫj|X) = E(ǫiǫj|X) − E(ǫi|X)E(ǫj|X) = E(ǫiǫj|X) = 0
c) Var(Yi|X) = Var(ǫi|X) = σ2

d) Cor(Yi, Yj|X1,X2) = 0, i 6= j

1.7.2 Le modèle de régression linéaire gaussien

Complétons notre étude du modèle 1.81 : Y = Xβ + ǫ en supposant satisfait un
cinquième postulat :

P5. La loi conditionnelle de ǫ sachant X est gaussienne :

ǫ|X ∼ LG(0, σ2I)

Lorsque les ǫi sont i.i.d. de loi gaussienne conditionnellement à X, Y est alors
distribuée selon une loi de Gauss, conditionnellement à X :

Y|X ∼ LG(Xβ, σ2I) (1.82)

5E(Y ) = E(E(Y |X))
6E(Xk

j ǫi) = E[E(Xk
j ǫi|Xk

j )] = E[Xk
j E(ǫi|Xk

j )]=0
7Cov(Xk

j , ǫi) = E(Xk
j ǫi) − E(Xk

j )E(ǫi) = E(Xk
j ǫi)=0
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A) Estimation au sens du maximum de vraisemblance

Les postulats P1−P5 permettent de connâıtre la loi de probabilité conjointe de
l’échantillon, c’est-à-dire la distribution du vecteur Y étant donné la valeur de X et
donc d’estimer le paramètre (β, σ2), par la méthode du maximum de vraisemblance.
En effet, la fonction de vraisemblance du vecteur gaussien Y est

L(β, σ2;Y) =
−1

(2πσ2)n/2
exp{ 1

2σ2
t(Y − Xβ)(Y − Xβ)}

et le logarithme népérien de la fonction vraisemblance s’écrit :

l(β, σ2;Y) = ln(L(β, σ2;Y)) = −n

2
ln(2π) − n

2
lnσ2 − 1

2σ2
Q (1.83)

où Q = t(Y−Xβ)(Y−Xβ) est la somme des carrées des erreurs. Par suite, quelle
que soit la valeur de σ2, maximiser L(β, σ2;Y) par rapport à β revient à minimiser
Q. On annule donc la dérivée partielle Q par rapport à β

∂

∂β
Q = −2tXY + 2tXXβ = 0

on obtient ainsi l’estimateur des moindres carrés ordinaires (MCO) et de maximum
de vraisemblance (MV) de β dans un cadre gaussien :

β̂ = (tXX)−1tXY (1.84)

Remarque 1.7.1. Sous le postulat (P5) (cas gaussien), l’estimateur β̂ est de va-
riance minimum parmi les estimateurs sans biais (non nécessairement linéaires) de
β (c.f. Rao [52])

On définit Q(β̂) = t(Y−Xβ̂)(Y−Xβ̂) comme la somme des carrées des erreurs
empiriques. De plus, si l’on annule la dérivée partielle l(β, σ2;Y) par rapport à σ2

∂

σ2
l(β, σ2;Y) =

−n

2 σ2
+

1

2 σ4
Q = 0 (1.85)

On obtient donc l’estimateur de maximum de vraisemblance de σ2 :

σ̃2 =
1

n
Q(β̂) =

1

n
t(Y − Xβ̂)(Y − Xβ̂) (1.86)

σ̃2 est la moyenne empirique des carrés des erreurs :

σ̃2 =
1

n

n∑

i=1

(yi − txiβ̂)2
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Remarque 1.7.2. σ̃2 est un estimateur biaisé de σ2. On obtient un estimateur
sans biais en corrigeant son espérance par le coefficient multiplicatif n/(n − k) ( cf.
Antoniadis et al. [2]). On obtient ainsi la statistique :

σ̂2 =
n

n − k
σ̃2 =

1

n − k
t(Y − Xβ̂)(Y − Xβ̂) (1.87)

On montre alors que σ̂2 est bien un estimateur sans biais de σ2 et qu’il s’inter-
prète comme la moyenne des carrés des erreurs, à la correction près du biais.

Proposition 1.7.1. Sous l’hypothèse gaussienne (P5)
a) L’estimateur β̂ est un vecteur gaussien :

β̂ ∼ LG(β, σ2(tXX)−1)

b) L’estimateur σ̂2 vérifie :

(n − k)σ̂2

σ2
=

t(Y − Xβ̂)(Y − Xβ̂)

σ2
∼ χ2

n−k

c) Les estimateurs β̂ et σ̂2 sont indépendants

Preuve : cf. Antoniadis et al. [2] ou d’Aubigny [8]

Remarque 1.7.3. Puisque σ̂2 est un estimateur sans biais de σ2, alors un estima-
teur sans biais de Var(β̂) est donné par :

̂
Var(β̂) = σ̂2(tXX)−1 (1.88)

B) Le modèle de régression linéaire double

Nous particularisons le modèle (1.81) au cas de deux variables explicatives afin
d’introduire les expressions analytiques utilisées dans la suite. Le modèle s’écrit alors
de façon analytique comme :

Yi = β0 + β1x
1
i + β2x

2
i + ǫi (1.89)

Dans ce cas, l’équation (1.84) dit que les estimateurs de maximum de vraisem-
blance de β0, β1 et β2 sont (cf. Johnston et al. [30] ) :

β̂0 = Ȳ − β̂1x̄
1 − β̂2x̄

2 (1.90)

β̂1 =
S2(X2)S(X1, Y ) − S(X2, Y )S(X1, X2)

S2(X1)S2(X2) − [S(X1, X2)]2
(1.91)

β̂2 =
S2(X1)S(X2, Y ) − S(X1, Y )S(X1, X2)

S2(X1)S2(X2) − [S(X1, X2)]2
(1.92)

(1.93)

où
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1. S(X1, X2) =
1

n

n∑

i

(x1
i − x̄1)(x2

i − x̄2)

2. S2(Xj) = S(Xj, Xj) =
1

n

n∑

i

(xj
i − x̄j)2, j = 1, 2

3. S(Xj, Y ) =
1

n

n∑

i

(xj
i − x̄j)(Yi − Ȳ ), j = 1, 2

De plus, les variances de β̂0, β̂1 et β̂2 s’écrivent :

1. Var(β̂0) =
σ2

n
× 1

S2(X1)S2(X2) − [S(X1, X2)]2

2. Var(β̂1) =
σ2

n
× S2(X2)

S2(X1)S2(X2) − [S(X1, X2)]2

3. Var(β̂2) =
σ2

n
× S2(X1)

S2(X1)S2(X2) − [S(X1, X2)]2

1.7.3 Estimation au sens des moindres carrés ordinaires

Les calculs précédents montrent que la méthode des moindres carrés ordinaires
se généralise sans problème au cas de la régression linéaire multiple. Il faut alors
chercher le vecteur β̂ ∈ Rk (où k = p + 1) tel que Xβ̂ soit le plus proche possible
de Y au sens de la norme euclidienne classique. On est donc amené à minimiser la
norme euclidienne standard du vecteur résiduel ǫ = Y − Xβ̂ évalué en Ŷ = Xβ̂

choisi parmi tous les vecteurs qui s’écrivent Xβ. Trouver l’estimateur de β au sens
MCO conduit à β̂ qui réalise le minimum de l’expression :

Q = t(Y − Xβ)(Y − Xβ) = ‖Y − Xβ‖2

c’est la quantité que nous avons minimisée dans le cas gaussien pour trouver l’estima-
teur du maximum de vraisemblance. Dans le cas d’une régression linéaire multiple,
les estimateurs de β optimaux au sens du maximum de vraisemblance et des MCO
sont identiques.

Propriétés des estimateurs MCO

On rappelle maintenant les principales propriétés d’optimalité statistique des
estimateurs MCO. Ceux-ci étendent au cadre de la régression multiple les résultats
obtenus dans la section (1.4.4) pour le cas d’un seul prédicteur. La distribution
d’échantillonnage de β vérifie la proposition suivante :

Proposition 1.7.2. Notons encore ici β̂ l’estimateur MCO de β

1. Sous les postulats P1-P2, β̂ est un estimateur sans biais : E(β̂|X) = 0
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2. Sous les postulat P1-P4 : Var(β̂|X) = σ2 (tXX)

3. Sous les postulats P1-P4 : Cov(β̂|X) = 0

Preuve : (cf. Hayashi [26])

On rappelle de plus la propriété fondamentale d’optimalité des estimateurs MCO
de β.

Théorème 1.7.1. (Gauss-Markov)
Sous les postulats P1−P4, l’estimateur β̂ est efficace dans la classe des estimateurs
linéaires et sans biais. Cela veut dire que pour tout estimateur β̃ de β qui est linéaire
en Y , on a Var(β̃) ≥ Var(β̂) au sens matriciel.

Preuve : (cf. Hayashi [26])

1.8 Inférence statistique en régression linéaire mul-

tiple

Le test classique de l’hypothèse de nullité des coefficients de régression, fait l’objet
de cette section.

1.8.1 Test de nullité d’un coefficient de régression linéaire

A) Cas de la régression linéaire multiple avec p > 2 prédicteurs

Reprenons le modèle de régression linéaire dans un cadre gaussienn (1.81)

Y
(n×1)

= X
(n×k)

β
(k×1)

+ ǫ
(n×1)

, ǫ ∼ LG(0, σ2I)

et considérons tout d’abord une hypothèse de nullité du j-ème coefficient de régres-
sion

H0 : βj = 0 contre H0 : βj 6= 0

nous voulons soumettre cette hypothèse à un test de signification. La proposition
((1.7.1)) assure que :

(β̂ − β) ∼ LG(0, σ2(tXX)−1) (1.94)

On en déduit la loi de probabilité de l’estimateur βj

(β̂j − βj) ∼ LG(0, σ2(tXX)−1
jj )

où (tXX)−1
jj ) est le terme diagonal en position (j, j) dans (tXX)−1. Par suite, lorsque

σ2 est connue, la statistique :

Zj =
β̂j√

σ2(tXX)−1
jj

(1.95)
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suit une loi de probabilité gaussienne LG(0, 1) sous l’hypothèse H0 : βj = 0. La
consultation d’une table de cette loi conduit à rejeter H0 si |Zj| > zα

2
où α est

le niveau du test, où zα
2

est le fractile de la loi de Z correspondant au niveaude

probabilité 1 − α/2. Lorsque σ2 est inconnue, Var(β̂j) est elle aussi inconnue, et

pour estimer Var(β̂j) on doit estimer σ2. A partir de la remarque (1.7.2), on vérifie
qu’un estimateur sans biais de σ2 est :

σ̂2 =
1

n − k
t(Y − Xβ̂)(Y − Xβ̂)

et alors,

S2(β̂j) = ̂
Var(β̂j) = σ̂2(tXX)−1

jj

est l’estimateur souhaité de Var(β̂j). Par suite, on montre de façon classique que la
statistique :

T = Ẑj =
β̂j√

σ̂2(tXX)−1
jj

(1.96)

suit une loi de probabilité de Student à (n−k) degrés de liberté. Le test de l’hypothèse
H0 de niveau α conduit donc à consulter une table de loi de Student à (n−k) degrés
de liberté.

B) Cas de la régression linéaire double

Pour ce cas particulier de la section précédente le modèle de régression linéaire
double gaussien (1.89) s’écrit :

Yi = β0 + β1x
1
i + β2x

2
i + ǫi

Pour effectuer un test d’hypothèse de nullité du coefficient de régression partielle :
H0 : β2 = 0 contre H1 : β2 6= 0, lorsque σ2 est connue, on doit calculer

Var(β̂2) = σ2(tXX)−1
22

et sous l’hypothèse H0 : β2 = 0, la statistique

Z2 =
β̂2√

σ2(tXX)−1
22

(1.97)

suit une loi de Gauss LG(0, 1). Le test de l’hypothèse H0 de niveau α conduit donc
à consulter une table de la loi de Gauss centrée réduite. Mais σ2 est en général
inconnue, de sort que Var(β̂j) l’est aussi. Un estimateur sans biais de Var(β̂j) est :

S2(β̂2) = ̂
Var(β̂2) = σ̂2(tXX)−1

22
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où l’on déduit de (1.7.2) que

σ̂2 =
1

n − 3

n∑

i=1

(Yi − β0 − β1x
1
i − β2x

2
i )

2

est un estimateur sans biais de σ2. Sous H0 : β2 = 0, la statistique de test

T = Ẑ2 =
β̂2

S(β̂2)
(1.98)

suit la loi probabilité de Student à (n− 3) degrés de liberté (cf. Johnston et al. [30])
où β̂2 est l’estimateur MCO de β2 et S2(β̂2) est l’estimateur MCO de Var(β̂2). La
consultation d’une table de loi de Student à (n − 3) degrés de liberté permet de
rejeter H0 si |T | > t(n−1, α

2
) où α est le niveau du test.

1.8.2 Test de nullité d’un coefficient de corrélation partielle

Les méthodes présentées dans la section précédente ont pour point commun
d’étudier l’apport spécifique d’un prédicteur Xj au modèle à l’aide de la valeur
estimée du coefficient de régression partielle βj. Nous montrons ici qu’une façon
équivalente de présenter le problème conduit à accorder aux corrélations partielles
un rôle fondamental dans la pratique de la régression. Ici, nous rappelons les aspects
formels de cette caractéristique importante.

A) La corrélation partielle : cas de régression double

Considérons un modèle de régression linéaire multiple qui fait intervenir deux
variables explicatives seulement :

Y = β0 + β1x
1 + β2x

2 + ǫ

Le coefficient de corrélation partielle de Y et X2 sachant X1 mesure l’information
apportée par X2 sur Y , une fois retirée l’influence (linéaire) de X1 sur ces deux va-
riables. Autrement dit, le coefficient de corrélation partielle mesure la liaison linéaire
existant entre deux variables lorsque l’influence d’une troisième est contrôlée. Par
suite, le coefficient de corrélation partielle est très utile en régression multiple, parce
qu’il permet d’évaluer directement la part de la variation de Y non expliquée par
X1 qui devient expliquée par ajout de la variable X2 dans le modèle.
Afin d’enlever l’effet de la variable X1 sur les variables X2 et Y on ajuste deux
modèles de régression linéaire simple :

Y = α0 + α1x
1 + ǫY.1 (1.99)

X2 = γ0 + γ1x
1 + ǫ2.1 (1.100)
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On est alors conduit à prévoir les résidus ǫY.1 et ǫ2.1

RY.1 = Y − α̂0 − α̂1x
1 (1.101)

R2.1 = X2 − γ̂0 − γ̂1x
1 (1.102)

Ces modèles de régression linéaire destinés à séparer l’effet imputable aux variations
de X1 au travers de relations linéaires avec Y et X2 respectivement et les résidus
observés RY.1 et R2.1 qui traduisent respectivement la part de variation de Y et X2

qui n’est pas corrélée linéairement à X1. On ajuste alors un modèle de régression
linéaire décrivant la liaison linéaire entre les résidus observés RY.1 et les résidus
observés R2.1

RY.1 = δ0 + δ1R
2.1 + η (1.103)

de façon à décrire la part de covariation de Y expliquée par X2 qui est non corrélée
à l’effet linéaire de X1, donc laissée inexpliquée (linéairement) par ce prédicteur. La
corrélation partielle théorique de Y et X2 à X1 fixée, peut être définie directement
à partir du coefficient de corrélation linéaire simple calculé entre deux variables ǫY.1

en ǫ2.1. Notons que ces deux variables sont centrées par construction et donc :

ρY 2.1 = ρ(ǫY.1, ǫ2.1) =
E(ǫY.1ǫ2.1)√

E(ǫY.1)2E(ǫ2.1)2
(1.104)

de plus, la corrélation partielle empirique fournit un estimateur convergeant de ce
paramètre défini comme :

rY 2.1 = Corr(RY.1, R2.1) =

∑
RY.1

i R2.1
i√∑

(RY.1
i )2

∑
(R2.1

i )2
(1.105)

On peut aussi définir la corrélation partielle à partir des corrélations simples
(ordinaires) entre les couples de variables expliquée et explicatives considérées (cf.
Kendall et al. ([32]). Considérons en effet la matrice de corrélation liant les variables
Y,X1, X2 et notée :

R =




1 ρY 1 ρY 2

ρY 1 1 ρ12

ρY 2 ρ12 1




le coefficient de corrélation partielle entre Y et X2 sachant la variable X1 est noté
ρY 2.1,

ρY 2.1 = − C13√
C11C33

=
ρY 2 − ρY 1ρ12√

(1 − ρ2
Y 1)(1 − ρ2

12)
(1.106)

=
σ2

1σY 2 − σY 1σ12√
σ2

Y σ2
1 − σ2

Y 1

√
σ2

1σ
2
2 − σ2

12

(1.107)
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Ainsi, le coefficient de corrélation partielle entre Y et X1 sachant la variable X2,
noté ρY 1.2, s’écrit :

ρY 1.2 = − C12√
C11C22

=
ρY 1 − ρY 2ρ12√

(1 − ρ2
Y 2)(1 − ρ2

12)
(1.108)

=
σ2

2σY 1 − σY 2σ12√
σ2

Y σ2
2 − σ2

Y 2

√
σ2

1σ
2
2 − σ2

12

(1.109)

où Cmn désigne le cofacteur du terme en (m,n)-ème position dans la matrice symé-

trique R, et ρij =
σij√
σiiσjj

, où σij = Cov(Xi, Xj), σ2
j = Var(Xj), pour {i,j=,1,2} et

σ2
Y = Var(Y ).

Proposition 1.8.1. Les équations (1.104) et (1.108) sont égales.

Preuve : L’équation (1.104) a pour conséquence :

ρY 2.1 = ρ(ǫY.1, ǫ2.1) =
E(ǫY.1ǫ2.1)√

E(ǫY.1)2E(ǫ2.1)2

=
E(Y − α0 − α1X

1)(X2 − γ0 − γ1X
1)√

E(Y − α0 − α1X1)2E(X2 − γ0 − γ1X1)2

=
E((Y − µY ) − α1(X

1 − µX1))((X2 − µX2) − γ1(X
1 − µX1))√

E((Y − µY ) − α1(X1 − µX1))2E((X2 − µX2) − γ1(X1 − µX1)2

=
σy2 − γ1σy1 − α1σ12 + α1γ1σ

2
1√

(σ2
Y + α2

1σ
2
1 − 2α1σY 1)(σ2

2 + γ2
1σ

2
1 − 2γ1σ12)

D’après la proposition (1.3.1) on a de plus

α1 = ρY 1
σY

σX1

et α0 = µY − β1µX1 = µY − ρY 1
σY

σX1

µX1

γ1 = ρ12
σX2

σX1

et γ0 = µX2 − γ1µX1 = µX2 − ρ
σX2

σX1

µX1

alors, on obtient par substitution l’équation :

ρY 2.1 =
σ2

1σY 2 − σY 1σ12√
σ2

Y σ2
1 − σ2

Y 1

√
σ2

1σ
2
2 − σ2

12

(1.110)

=
ρY 2 − ρY 2ρ12√

(1 − ρ2
Y 2)(1 − ρ2

12)
(1.111)

Proposition 1.8.2. Soit (Y,X1, X2) un triplet aléatoire (non nécessairement gaus-
sien) de moyenne, variance et corrélations linéaires µY , µX1 , µX2 , σ2

Y σ2
X1 , σ2

X2 , ρY 1,
ρY 2 et ρ12. Si E(Y |X = x) est une fonction linéaire de x1 et x2 de la forme :

E(Y |X1 = x1, X2 = x2) = β0 + β1x
1 + β2x

2

les paramètres β0, β1 et β2 sont :
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a) β0 = µY − β1µX1 − β2µX2

b) β1 =
σ2

2σY 1 − σY 2σ12

σ2
1σ

2
2 − σ2

12

=
σY

σ1

(ρY 1 − ρY 2ρ12)

(1 − ρ2
12)

c) β2 =
σ2

1σY 2 − σY 1σ12

σ2
1σ

2
2 − σ2

12

=
σY

σ2

(ρY 2 − ρY 1ρ12)

(1 − ρ2
12)

Preuve :
Elle repose sur deux propriétés. Tout d’abord, pour j = 1, 2, on a si X = (X1, X2) :

µXj = E(Xj) = EX(E(Xj| X))

D’autre part,
µZ = E(Z) = EX(E(Z| X))

Par conséquent, le modèle s’écrit :

E(Y |X1, X2) = β0 + β1x
1 + β2x

2

et donc :

µY = EX(E(Y | X))

= EX(E(β0 + β1X
1 + β2X

2| X))

= β0 + β1EX(E(X1| X)) + β2EX(E(X2| X))

= β0 + β1E(X1) + β2E(X2)

c’est-à-dire

µY = β0 + β1µX1 + β2µX2 (1.112)

Opérons de façon analogue pour Z = Y X1 :

µZ = E(X1Y ) = EX(E(Y X1| X))

= EX(E((β0 + β1X
1 + β2X

2) X1| X))

= EX(E(β0 X1 + β1 (X1)2 + β2 (X1 X2)| X))

Opérons comme ci-dessus, il vient :

E(X1Y ) = β0 µX1 + β1 E((X1)2) + β2 E(X1X2)(1.113)

Le cas de Z = Y X2 est totalement symétrique et donc :

E(X2Y ) = β0 µX2 + β1 E(X1X2) + β2 E((X2)2) (1.114)

À partir des équations (3.2.1), (3.2.2) et (3.3.1) on peut alors écrire les trois équa-
tions :

µY = β0 + β1µX1 + β2µX2

E(X1Y ) = β0µX1 + β1E((X1)2) + β2E(X1X2)

E(X2Y ) = β0µX2 + β1E(X1X2) + β2E((X2)2)
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qui se synthétisent en une équation matricielle Aβ = c :




1 µX1 µX2

µX1 E((x1)2) E(X1X2)
µX2 E(X1X2) E((X2)2)







β0

β1

β2


 =




µY

E(X1Y )
E(X2Y )




La résolution du système par la méthode de Cramer permet d’ obtenir :

β0 =
det[A1(c)]

det(A)
, β1 =

det[A2(c)]

det(A)
et β2 =

det[A3(c)]

det(A)
(1.115)

où Ai(c) est construite à partir de la matrice A dans laquelle la colonne ai est
remplacée par c. Par exemple, on écrit pour β2 :

β2 =

∣∣∣∣∣∣

1 µX1 µY

µX1 E((x1)2) E(X1Y )
µX2 E(X1X2) E(X2Y ))

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1 µX1 µX2

µX1 E((X1)2) E(X1X2)
µX2 E(X1X2) E((X2)2)

∣∣∣∣∣∣

et l’on obtient après simplification :

=
−E(X1X2)(E(X1X2) − µX1µX2) + E((X1)2)(E((X2)2) − µ2

X2) + µY (µX1E((X1X2) − µ2
X2)E((X1)2)

E(X1Y )(E((X2)2) − µ2
X2) − E(X1X2)(E(X2Y ) − µY µX2) − µY µX1E((X2)2) + µX1µX2E(X2Y )

En remplaçant E(X iXj) par σij +µXiµXj ainsi que E(X iY ) par σY i +µXiµY (i, j =
1, 2), on obtient après simplification :

β2 =
σ2

1σY 2 − σY 1σ12

σ2
1σ

2
2 − σ2

12

=
σY

σ2

(ρY 2 − ρY 1ρ12)

(1 − ρ2
12)

(1.116)

De la même façon, on obtient pour β0 et β1 :

β1 =
σ2

2σY 1 − σY 2σ12

σ2
1σ

2
2 − σ2

12

=
σY

σ1

(ρY 1 − ρY 2ρ12)

(1 − ρ2
12)

(1.117)

β0 = µY − β1µX1 − β2µX2 2 (1.118)

Remarque 1.8.1. On obtient à partir de la proposition précédente :

βj = −σY

σj

C1k

C11

, j = 1, 2

où k = j +1 et Cmn est le cofacteur du (m,n)-ème élément de la matrice symétrique
R,
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Remarque 1.8.2. On obtient ainsi à partir des équations (3.3.2) et (3.4.1) :

β2 = ρY 2.1

√
σ2

Y σ2
1 − σ2

Y 1√
σ2

1σ
2
2 − σ2

12

= ρY 2.1

σY

√
(1 − ρ2

Y 1)

σ1

√
(1 − ρ2

12)
(1.119)

si (1−ρ2
Y 2) et (1−ρ2

12) sont strictement positifs (c’est-à-dire (ρ2
Y 1 < 1) et (ρ2

12 < 1)),
on en déduit que β2 = 0 si et seulement si ρY 2.1 = 0, de sorte que les hypothèses
H0 : β2 = 0 et H0 : ρY 2.1 = 0 sont équivalentes. On peut montrer de la même façon
que les hypothèses H0 : β1 = 0 et H0 : ρY 1.2 = 0 sont équivalentes.

B) Corrélation partielle dans le cas général

Décomposons maintenant la matrice X formée par les p variables prédicteurs en
deux parties, avec p1 = p − 1 :

X
(n×p)

= [ X1

(n×p1)
: xj

(n×1)
] (1.120)

Le coefficient de corrélation partielle de Y et Xj sachant X1 mesure alors l’infor-
mation sur Y , apportée par Xj complémentairement à l’information sur Y apportée
par X1. Dit autrement, le coefficient de corrélation partielle mesure la liaison entre
deux variables lorsque l’influence des autres sont contrôlés.

Comme dans le cas précédent, on réalise les régressions linéaires de la variable
Y en X1 et aussi de Xj en X1 au sens des MCO et les équations

Y = α0 + α1x
1 + α2x

2 + · · · + αj−1x
j−1 + αj+1x

j+1 + . . . αpx
p + ǫY.1(1.121)

Xj = γ0 + γ1x
1 + γ2x

2 + · · · + γj−1x
j−1 + γj+1x

j+1 + . . . γpx
p + ǫj.1 (1.122)

La corrélation partielle théorique de Y et Xj à X1 fixée, se définit directement
à partir du coefficient de corrélation linéaire simple calculé entre ǫY.1 en ǫ2.1. En
considérant que ces deux variables sont centrées par construction, on obtient :

ρY j.1 = ρ(ǫY.1, ǫj.1) =
E(ǫY.1ǫj.1)√

E(ǫY.1)2E(ǫj.1)2
(1.123)

De même, comme dans le cas précédent, on peut définir le coefficient de corréla-
tion partielle à partir des corrélation simples entre les couples de variables considé-
rées (cf. Kendall et al. ([32]). Soit R la matrice de corrélation de (p + 1) variables
Y,X1, X2, ..., Xp :

R =




1 ρY 1 ρY 2 . . . ρY p

ρY 1 1 ρ12 . . . ρ1p
...

...
...

. . .
...

ρY p ρ1p ρ2p ... 1
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Le coefficient de corrélation partielle entre Y et Xj sachant les autres variables est
noté :

ρY j.12,...,j−1,j+1,...,p = ρ(Y,Xj|X1, X2, ..., Xj−1, Xj, . . . , Xp) = ρY j.qj
(1.124)

où qj = {1, 2, . . . , p} − {j} est défini (cf. Kendall et al. ([32]) comme :

ρY j.qj
=

C1j√
C11Cjj

(1.125)

et où Cmn est le cofacteur du (m,n)-ème élément de la matrice symétrique R.

Remarque 1.8.3. Comme dans le cas précédent, on peut montrer que les équations
(3.4.2) et (1.125) sont identiques.

Proposition 1.8.3. Soit (Y,X1, . . . , X2) un (p+1)-uple aléatoire (non nécessaire-
ment gaussien) de moyenne µY , µX1 , . . . , µXp, de matrice de corrélation R et de la
matrice de variances -covariances :

S =




σ2
Y σY 1 σY 2 . . . σY p

σY 1 σ2
1 σ12 . . . σ1p

...
...

...
. . .

...
σY p σ1p σ2p ... σ2

p




où σij = Cov(X i, Xj) et σY j = Cov(Y,Xj), i, j = 1, . . . , p.
Si E(Y |X = x) est une fonction linéaire de x1, x2 . . . , xp de la forme :

E(Y |X1 = x1, . . . , Xp = xp) = β0 + β1x
1 + · · · + βpx

P

alors, les paramètres β0, βj, j = 1, . . . , p sont :

a) βj = −σY

σj

C1k

C11

, (k = j + 1)

b) β0 = µY − β1µX1 − · · · − βpµXp

où Cmn est le cofacteur du (m,n)-ème élément de la matrice symétrique R.

Preuve :
Elle utilise les mêmes arguments que la démonstration de la proposition 1.8.2,
puisque seuls interviennent les moments croisés d’ordre 2.
a) Comme dans le cas de la régression linéaire double, on écrit le modèle :

E(Y |X1 = x1, . . . , Xp = xp) = β0 + β1x
1 + · · · + βpx

p

et on obtient le résultat voulu, du fait des propriétés de l’espérance mathématique.
En particulier, on montre comme plus haut que :

µY = β0 + β1µX1 + · · · + βpµXp (1.126)

E(X1Y ) = β0µX1 + β1E((X1)2) + · · · + βpE(X1Xp) (1.127)
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On itère le procédé, de façon analogue après avoir multiplié par X2, X3, . . . , Xp.
Chaque terme multiplicateur Xj fournit une équation :

E(XjY ) = β0µXj + β1E(X1Xj) + · + βiE((Xj)2) + · · · + βpE(XjXp) (1.128)

On obtient ainsi un système de k = p + 1 équations à p + 1 inconnues que l’on peut
résumer sous la forme matricielle Aβ = c. Ainsi pour p = 2, on écrit :

µY = β0 + β1µX1 + β2µX2

E(X1Y ) = β0µX1 + β1E((X1)2) + β2E(X1X2)

E(X2Y ) = β0µX2 + β1E(X1X2) + β2E((X2)2)

qui particularise l’équation matricielle Aβ = c ; dans laquelle




1 µX1 µX2 . . . µXp

µX1 E((x1)2) E(X1X2) . . . E(X1Xp)
...

...
...

. . .
...

µXp E(X1Xp) E(X2Xp) . . . E((Xp)2)







β0

β1
...

βp


 =




µY

E(X1Y )
E(X2Y )

...
E(XpY )




Comme dans le cas précédent, on déduit βj par la méthode de Cramer :

βj =
det[Aj+1(c)]

det(A)
, j = 0, 1, . . . , p (1.129)

où Ai(c) est déduit de la matrice A en remplaçant la colonne ai par c. Par exemple,
pour βj on obtient après simplification :

βj = −σY

σj

C1k

C11

, (k = j + 1) (1.130)

De plus,
β0 = µY − β1µX1 − · · · − βpµXp 2 (1.131)

définition 1.8.1. ( cf. Kendall et al. ([32])
On appelle variance conditionnelle de la variable Xj sachant les {Y,X l, l 6= j}, la
quantité notée σ2

j.1,2,...,j−1,j+1,...,p,y ou plus simplement σ2
j.q, définie par :

σ2
j.q = σ2

j

|R|
Ckk

et variance conditionnelle de la variable Y sachant les {X l, l =, . . . , p}, la quantité
notée σ2

Y.1,...,p ou plus simplement σ2
Y.q définie par :

σ2
Y.q = σ2

Y

|R|
C11

où k = j + 1 et Cmn est le cofacteur du (m,n)-ème élément de la matrice R,
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Remarque 1.8.4. A partir des équations (1.125) et (3.5.1) on obtient la relation
liant la corrélation partielle et le coefficient de régression partielle :

βj = ρY j.qj

σY

σk

√
Ckk√
C11

= ρY j.qj

σY.q

σj.q

où σ2
j.q = σ2

j

|R|
Cjj

et σ2
Y.q = σ2

Y

|R|
C11

sont des variances conditionnelles. Lorsque σY.q et

σj.q sont strictement positifs, on en déduit que βj = 0 si et seulement si ρY j.qj = 0,
de sorte que les hypothèses H0 : β1 = 0 et H0 : ρ = 0 sont équivalentes. Par suite,
réaliser le test sur le coefficient de régression partielle et la corrélation de partielle
sont deux démarches équivalentes.

On peut aussi traiter formellement une situation plus générale. Pour cela, il suffit
de décomposer la matrice des prédicteurs en deux blocs :

X
(n×p)

= [ X1

(n×p1)
: X2

(n×p2)
] (1.132)

où p2 = p − p1 > 1. On décompose aussi de façon coordonnée le vecteur des
paramètres β, et l’on écrit le modèle sous la forme :

Y = Xβ = [X1 : X2]

(
β1

β2

)
+ ǫ = X1β1 + X2β2 +

(
ǫ1

ǫ2

)
(1.133)

Notons de plus, Hk ≡ Xk (tXkXk)−1Xk le projecteur orthogonal sur le sous
espace vectoriel FXk engendré par les colonnes prédicteurs du groupe k = 1, 2 ;
Pk ≡ (In − Hk) est l’annulateur associé ; RY.1 = P1Y est alors le vecteur des
résidus de Y dans la régression MCO de cette variable sur les prédicteurs formant
les colonnes de X1 et R2.1 = P1X

2 est la matrice dont les colonnes sont les résidus
de la régression MCO des variables donnant les colonnes de X2 sur les prédicteurs
formant les colonnes de X1. Nous rappelons maintenant un théorème très important,
attribué à Frisch-Waugh (1993) qui dit comment opérer de façon équivalente soit
par une régression globale, soit à l’aide de régressions intermédiaires pour construire
l’estimateur MCO des paramètres d’intérêt, dans un cadre général de régression
multiple.

Théorème 1.8.1. (Frisch-Waugh)
Sous les postulats P1-P4, il est équivalent de construire l’estimateur MCO β̂2 de β2

par estimation MCO globale de β ou par une régression MCO de RY.1 en R2.1. Si
U est le vecteur des résidus de la régression de Y en X. on vérifie dans les deux
cas,

1. β̂2 = (tR2.1R2.1)−1tR2.1RY.1

2. β̂2 = (tR2.1X2.1)−1tX2.1Y
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3. U = RY.1 − R2.1β̂2 = Y − Xβ̂

Preuve : (cf. d’Aubigny [8])

Ce théoréme permet de généraliser les résultats précédents au cas des corrélations
partielles entre vecteurs aléatoires. Le lecteur peut noter qu’au delà des complexi-
tés d’écriture, l’interprétation géométrique du problème reste inchangée. Il convient
seulement de substituer aux notions d’indices de corrélation partielle, celle de ma-
trice de corrélation partielle. On peut alors traiter sans grand gain de complexité la
situation d’une réponse Y vectorielle, de dimension q > 1, c’est-à-dire le cas de la
régression linéaire multivariée.

C) Test de permutation portant sur une coefficient de régression partielle

Ces décompositions géométriques demeurent pertinentes dans le cas non gaus-
sien, c’est-à-dire lorsque le terme d’erreur ǫ ne vérifie plus les postulats P5. Alors,
la statistique T ne suit plus nécessairement une loi de Student. C’est pourquoi, nous
nous sommes intéressés à l’utilisation de tests non paramétriques et en particulier
aux tests de permutation dans ce cas.

Dans le cas de la régression linéaire simple, la méthode des tests de permutation
portant sur le coefficient de régression que nous avons présentée en section (1.6.2)
fait consensus. On montre en effet (cf. Lehman [37]) que les conditions d’échanga-
billité sont assurées dans ce cas que ce et donc test est exact et sans biais. Dans le
cadre de régression multiple avec p ≥ 2 la situation de test d’un seul coefficient de
régression partielle du modèle est plus complexe parce que les propriétés d’échangea-
bilité des observation de la variables réponse sont perdues lors des transformation
du problème. Il n’existe pas de façon unique de les restaurer par transformation
du problème. Plusieurs méthodes de tests de permutation ont été proposées pour
mettre à l’épreuve l’hypothèse de nullité d’un coefficient de régression partielle qui
intervient dans un modèle de régression multiple conditionnellement à l’observation
d’un échantillon. Les approches présentées dans la littérature reposent en fait sur
des caractéristiques distinctes du modèle classique et relèvent de logiques distinctes.
Le chapitre suivant présente et compare ces diverses méthodes.
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Chapitre 2

Résultat des simulations

2.1 Introduction

Ce chapitre consiste en l’étude comparative des méthodes de test d’hypothèses
en régression multiple, à l’aide de tests de permutation. Plus spécifiquement notre
étude concerne le test de nullité du coefficient de régression partielle entre la variable
réponse et l’une des variables prédictrices, lorsque les autre prédicteurs du modèle
sont fixés.

Dans le chapitre précédent, nous avons rappelé les propriétés principales des
procédures de test statistique classique utilisées en régression linéaire multiple. Leur
optimalité est assurée lorsque les données respectent les postulats P1 − P5.

Cependant, les tests d’hypothèse usuels, en particulier ceux qui portent sur les
coefficients de régression partielle, ne sont plus applicables lorsque le processus de
génération des données est trop différent du modèle classique de régression linéaire.
Considérons par exemple un modèle de régression linéaire multiple d’ordre 3 :

Yi = β0 + β1x
1
i + β2x

2
i + ǫi (i = 0, 1, ..., n), (2.1)

où X1 et X2 sont deux variables explicatives fixées et ǫ mesure l’écart du modèle
aux données. Le modèle de régression linéaire classique est caractérisé dans le cas
ci-dessus par les postulats P1−P5 présentés dans le chapitre 1 dans le cas multiple.

Nous nous fixons pour objectif d’effectuer un test d’hypothèse sur le coefficient
de régression partielle : H0 : β2 = 0 contre H1 : β2 6= 0. Une statistique de test
souvent utilisée pour évaluer cette hypothèse est la statistique de Student :

T =
β̂2

S(β̂2)
∼ t(n − 3), (2.2)

où β̂2 et S2(β̂2) sont les estimateurs MCO respectifs de β2 et de Var(β̂2)

Lorsque le terme d’erreur ǫ ne vérifie plus les postulats P1 − P4, la statistique
T ne suit plus nécessairement une loi de Student. Plusieurs méthode alternatives

79
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existent, parmi lesquelles nous retenons l’utilisation de tests de permutation. Ces
derniers sont fondés sur l’unique hypothèse que les observations du terme d’erreur
ǫi sont échangeables.

Les premières utilisations de tests de permutation adaptés au modèle linéaire
furent présentées dans la première moitié du 20ème siècle par Fisher ([18]) et Pitman
([48, 49, 50]. Leur utilisation se heurtait alors à une lourdeur de calculs certaine
par comparaison aux tests classiques. Aussi, ces tests ont peu retenu l’attention
des chercheurs jusqu’à l’apparition d’ordinateurs puissants et largement accessibles,
rendant envisageables les calculs intensifs imposés par cette approche.

En régression linéaire simple la méthode des tests de permutation portant sur
le coefficient de régression présenté en section(1.6) fait consensus. Par contre, la
situation est plus confuse dans le cas d’une de régression linéaire multiple. Il n’y
a plus unicité de la méthode de test de l’hypothèse de nullité d’un coefficient de
régression partielle. Plusieurs méthodes ont été proposées et chaque méthode repose
sur des propriétés distinctes du modèle classique. La logique sous-jacente à ces tests
a été validée dans des contextes d’application distincts. Une vue synthétique de la
littérature consacrée à ces question peut être acquise en consultant par exemple :
Freedman et Lane ([19]) ; Smouse et al. ([53]) ; Oja, ([47]) ; Collins [6] ; Gail, Tan et
Piantadosi [20] ; Welch, [61] ; ter Braak ; Kennedy [33] ; Kennedy et Cade, [34].

Les approches présentées dans la littérature statistique peuvent être partagées
en deux groupes. Le premier est constitué par les méthodes qui considèrent que
les observations de la variable conditionnant X2 (ou des covariables conditionnant
lorsque nous disposons de plus d’une covariable) sont des unités échangeables sous
l’hypothèse H0 : β2 = 0. Le deuxième groupe a pour caractéristique d’effectuer
des permutations des valeurs prises sur l’échantillon par le terme d’erreur ǫ. Les mé-
thodes du premier groupe (e.g., Oja [47] ) ignorent la corrélation qui existe en général
entre les variables explicatives (X1 et X2) au cours des permutations. Certains au-
teurs, tels que Anderson et Legendre [1] présentent cette caractéristique comme un
désavantage, cf. Welch [61] ; ter Braak [59]. Remarquons qu’il existe des méthodes de
randomisation contrainte qui sont applicables dans le cas où chaque paire de valeurs
X1 et X2 est observée de façon répétée, cf. Brown et Maritz [5]

Quatre méthodes du deuxième groupe furent comparées dans l’étude d’Ander-
son et Legendre [1]. Elle sont dues respectivement à : (1)Freedman et Lane, [19] ;
(2)Manly [40, 41] ; (3)ter Braak ; (4)Kennedy, [33]. Chaque méthode est fondée sur
un principe propre de choix de la variable permutée. Puisqu’elles différent dans leurs
principes même, il est difficile de mener des comparaisons formelles de leurs proprié-
tés et l’on doit le plus souvent se contenter de résultats asymptotiques ou d’études
par simulation. Anderson et Legendre [1] ont mené une longue étude par simula-
tion afin d’analyser les effets de quatre facteurs influant sur le risque d’erreur de
première espèce, sur la puissance du test et sur la sensibilité aux points extrêmes ;
ces facteurs sont : a) la taille de l’échantillon ; b) le degré de corrélation entre les
variables explicatives ρ(X1, X2) ; c) la valeur du paramètre de la covariable X1 ; d)
la distribution du terme d’erreur aléatoire ǫi. Chacun de ces facteurs a été discuté
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de façon plus ou moins complète par les défenseurs des diverses méthodes de permu-
tation, sans avoir été examiné de façon empirique en détail. La simulation faite par
Anderson et Legendre [1] est plus complète et plus riche en information que celles
qui précédaient dues à Kennedy et Cade [34] et Manly . Ces études ont pour point
commun d’être limitées au cas de régression double, donc de deux prédicteurs X1

et X2. Leurs conclusions indiquent en particulier que les estimations de β2 obtenues
par les méthodes de Freedman-Lane [19], et de Kennedy [33] sont égales, mais les ré-
sultats des simulations montrent des différences. Ainsi le risque d’erreur de première
espèce couvert par le modèle de Freedman-Lane est inférieur à celui de Kennedy.
Anderson et Legendre [1] concluent que la méthode de Freedman-Lane semblait être
la meilleure proposition parce que :

a) La méthode de Freedman-Lane conserve plus respectivement que les autres
méthodes le niveau du risque d’erreur de première espèce considéré, et le risque
d’erreur de première espèce obtenue par cette méthode est toujours inférieur
à celui qui est obtenu par la méthode de Kennedy.

b) Les puissances des tests comparés (la méthode Kennedy n’a pas été considérée
par ces auteurs) sont presque égales.

c) En présence d’un point extrême, le risque d’erreur de première espèce pour
la méthode de Freedman-Lane est plus stable que pour les méthodes de ter
Braak et de Manly (la méthode de Kennedy n’a pas été considérée)

Une question s’est alors posée à nous : pourquoi les résultats des simulations
obtenus pour les méthodes de Freedman-Lane et de Kennedy sont-ils différents alors
que leurs estimateurs de β2 sont identiques ? Pour répondre à cette question, nous
avons décidé d’étudier les deux méthodes théoriquement et par simulation.

Ce chapitre reprend le cadre de travail d’Anderson et Legendre [1] et se propose
d’approfondir les trois points suivants :

1. Complétion des simulations d’Anderson et Legendre [1]
Nous avons mené une étude par simulation plus complète et plus riche en in-
formation (section(2.6)). Nous avons ainsi observé des cas où le risque d’erreur
de première espèce du modèle de Kennedy [33] est inférieur à celui du modèle
de Freedman-Lane [19]. Cela ne s’observe pas dans la simulation d’Anderson et
Legendre [1] parce que l’étendue du domaine de valeurs des facteurs considérés
dans leur simulation était plus limitée que dans notre étude .

2. Au contraire de la simulation d’Anderson-Legendre, des résultats de nos simu-
lations montrent que, lorsque les valeurs du terme d’erreur sont générées selon
une loi non gaussienne, par exemple étirée à gauche (comme la loi Γ(10, 0.5)),
étirée à droite (comme la loi Exp(2)) ou symétrique mais de variance infinie
(comme la loi Student(1)), la méthode paramétrique classique marche bien,
c’est-à-dire qu’elle donne un risque d’erreur de première espèce très peu dif-
férent de la méthode de Freedman-Lane et proche au niveau de signification
considéré pour les tests (α = 0.05). Elle donne aussi une puissance très proche
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de celle de la méthode de Freedman-Lane. Ceci est peut être dû au fait que les
valeurs des variables X1 et X2 sont générées selon une loi de Gauss.

3. A partir des résultats théoriques obtenus rapportés au chapitre 3, pour vérifier
la puissance de la méthode de Kennedy, non considérée dans les simulations
d’Anderson et Legendre [1], et de Legendre (2000)[35] , nous avons mené une
simulation en considérant les méthodes de Freedman-Lane, de Kennedy et la
méthode paramétrique classique. Nous trouvons dans la plupart des cas que
la puissance de la méthode de Kennedy est supérieure à celle de la méthode
de Freedman-Lane. Au final nous arrivons à des conclusions globalement très
semblables à celles d’Anderson et Legendre [1] : la méthode de Freedman-Lane
semble fournir les meilleurs résultats.

2.2 Description des méthodes de permutation

Soit un ensemble ordonné In = {1, 2, ..., n} décrivant les indices des éléments
de l’échantillon observé. On considère une permutation aléatoire π qui associe au
n-uple ordonné in = (1, 2, ..., n) le n-uple ordonné iπn = (π1, π2, ...πn) :

in = (1, 2, ..., n)
π
; Iπ

n = (π1, π2, ..., πn)

On en déduit une permutation aléatoire des valeurs prises par une variable Y sur
l’échantillon :

y = (y1, y2, ..., yn)
π
; yπ = (yπ1, yπ2, ..., yπn)

En régression double, on considère un échantillon de taille n d’observations appariées
des variables Y,X1 et X2 formant le vecteur aléatoire Z = (Y,X1,X2) comme suit :

{z1, z2, ..., zn} = {(y1, x
1
1, x

2
1), (y2, x

1
2, x

2
2), ...(yn, x1

n, x2
n)}

Le test d’hypothèse H0 : β2 = 0 contre H1 : β2 6= 0 au vu d’un échantillon de taille
n peut utiliser l’une des méthodes de test de permutation suivantes.

Par convention, lorsque π est placé en indice haut d’une variable, par exemple
dans la notation Y π, nous exprimons le fait que la variable Y est permutée. Par
contre, lorsque π est placé en indice bas d’une variable par exemple Tπ, cela veut
dire que la variable T est obtenue comme fonction de variables permutées et de
variables non permutées.

2.2.1 Permutation des résidus du modèle contraint : Freedman-
Lane

On dispose d’un échantillon de taille n de Z. Les résidus observés (observations
de ǫ) du modèle (2.1)

Yi = β0 + β1x
1
i + β2x

2
i + ǫi (i = 0, 1, ..., n),
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sont supposés échangeables. On note les paramètres du modèle (2.1) :

θ = {β0, β1, β2, σ
2}

Pour effectuer le test d’hypothèse H0 : β2 = 0 contre H1 : β2 6= 0 Freedman-Lane
[19] ont proposé une méthode du test de permutation fondée sur le principe suivant,
décrit sous la forme d’un algorithme de test :

1. On réalise une régression linéaire de la variable Y en x1 et x2, au sens des
MCO et d’après le modèle (2.1). On obtient alors :

a) l’estimateur θ̂ = {β̂0, β̂1, β̂2, σ̂
2} ;

b) la prévision ǫ̂ ;
c) la prévision Ŷ .

2. La statistique de test retenue est le T de Student :

T =
β̂2

S(β̂2)

où S2(β̂2) désigne l’estimateur MCO de Var(β̂2). La valeur observée de cette
statistique T sur les observations d’origine est notée :

tobs =
b2

s(β̂2)

où, b2 est la valeur observée de β̂2 sur l’échantillon c’est-à-dire, l’estimation
de β2, et la valeur observée de S2(β̂2), noté s2(β̂2), est l’estimation associée de
la variance de cet estimateur Var(β̂2)) sur cet échantillon. Nous nous référons
désormais à cette valeur de Tobs.

3. On réalise de plus une régression linéaire simple de la variable Y en X1 au
sens des MCO l’équation

Yi = α0 + α1x
1
i + ǫY.1

i . (2.3)

On est alors conduit à calculer :

Ŷ 1
i = α̂0 + α̂1x

1
i

et on obtient les résidus observés RY.1 comme suit :

RY.1
i = yi − ŷ1

i = yi − a0 − a1x
1
i = ǫ̂Y.1

i

où a0 et a1 sont les estimations MCO respectives de α0 et α1.

4. A toute permutation π, on associe alors le vecteur des valeurs permutées des
résidus obtenus par régression simple de Y en X1, RY.1,πi (i = 1, 2, ..., n)
défini comme :

RY.1 = (RY.1
1 , RY.1

2 , ..., RY.1
n )

π
; RY.1,π = (RY.1,πi, RY.1,π2, ..., RY.1,πn)
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5. On constitue ensuite le vecteur des pseudo-valeurs notées Y F
πi obtenues en

ajoutant les résidus permutés RY.1,πi aux valeurs prévues par l’équation (2.3) :

Y F
πi = Ŷ 1

i + RY.1,πi = a0 + a1x
1
i + RY.1,πi, (i = 1, 2, ..., n)

l’indice haut F précise que la méthode de construction de ces pseudo-valeurs
proposée est due à Freedman-Lane [19].

6. Au bilan, le modèle ajusté par Freedman-Lane s’écrit

Y F
πi = βF

0,π + βF
1,πx1

i + βF
2,πx2

i + ǫF
i (2.4)

où : θF = (βF
0,π, βF

1,π, βF
2,π, σ2F ) est le vecteur des paramètres du modèle, estimés

selon la méthode de Freedman-Lane, et σ2F est la variance du résidu ǫF du
modèle (2.4). Chaque permutation π fournit en particulier un estimateur β̂F

2,π

de βF
2,π obtenu par la méthod de Freedman-Lane, défini comme l’estimateur

au sens des moindres carrés ordinaires pour le modèle (2.4). De ce fait, chaque
permutation fournit une statistique de test de Student :

T F
π =

β̂F
2,π

S(β̂F
2,π)

où, si eπ est l’échantillon e permuté par la permutation π, alors β̂F
2,π = β̂F

2 (eπ)

désigne l’estimateur MCO de βF
2,π et S2(β̂F

2,π) = S2(β̂F
2 )(eπ) désigne l’estima-

teur MCO de V ar(β̂F
2,π). L’estimation tFπ obtenue sur l’échantillon permuté

s’écrit :

tFπ =
bF
2,π

s(β̂F
2,π)

Ici, bF
2,π (valeur observée de β̂F

2,π) est l’estimation MCO de βF
2,π, et s2(β̂F

2,π)

(valeur observée de S2(β̂F
2,π)) est l’estimation associée de la variance de cet

estimateur.

7. On obtient la distribution permutationnelle de la statistique T F
π , On répétant

n! fois les étapes 4, 5 et 6.

8. Pour effectuer un test de permutation bilatéral à partir des valeurs obtenues tFπ ,
on construit la distribution des valeurs |tFπ | rangées par ordre croissant. Puis,
on place la valeur |tobs| parmi les statistiques d’ordre de cette distribution. La
p-valeur permutationnelle est (pF

2,π) calculée comme la proportion de valeurs
|tFπ | qui sont supérieures ou égales à la valeur |tobs| dans cette distribution (cf.
Hope [29]), c’est-à-dire :

pF
2,π =

#(|tFπ | ≥ |tobs|)
n!
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2.2.2 Permutation des observations de la variable Y : mé-
thode de Manly

La méthode de test de permutation proposée par Manly [40, 41] adopte une
procédure différente pour tester l’hypothèse nulle H0 : β2 = 0 contre H1 : β2 6= 0.
Nous en décrivons le principe sous forme d’algorithme :

1-2. Les deux premières étapes sont les mêmes que pour la méthode de Freedman-
Lane

3. Pour obtenir les valeurs permutées Y M,π(i), (i = 1, 2, ..., n), Manly permute
les valeurs yi,

4. On fait alors une régression de Y M,πi en x1 et x2( les valeurs x1 et x2 ne
permutent pas) au sens des MCO, d’après le modèle :

Y M,πi = βM
0,π + βM

1,πx1 + βM
2,πx2 + ǫM (2.5)

le choix de ce modèle caractérise l’approche de Manly. Alors,
θM = (βM

0,π, βM
1,π, βM

2,π, σ2M) est le vecteur des paramètres du modèle, estimés
selon la méthode de Manly et σ2M est la variance du résidu ǫM du modèle (2.5).
Chaque permutation π fournit en particulier un estimateur β̂M

2,π de βF
2,π obtenu

par la méthod de Manly, défini comme l’estimateur au sens des moindres carrés
ordinaires pour le modèle (2.5). De ce fait, chaque permutation fournit une
statistique de test de Student :

TM
π =

β̂M
2,π

S(β̂M
2,π)

où, si eπ est l’échantillon e permuté par la permutation π, alors β̂M
2,π = β̂M

2 (eπ)

désigne l’estimateur MCO de βM
2,π et S2(β̂M

2,π) = S2(β̂M
2 )(eπ) désigne l’estima-

teur MCO de V ar(β̂M
2,π). L’estimation tMπ obtenue sur l’échantillon permuté

s’écrit :

tMπ =
bM
2,π

s(β̂M
2,π)

.

Ici, bM
2,π (valeur observée de β̂M

2,π) est l’estimation MCO de βM
2,π, et s2(β̂M

2,π)

(valeur observée de S2(β̂M
2,π)) est l’estimation associée de la variance de cet

estimateur.
5. On obtient la distribution permutationnelle de la statistique TM

π , en répétant
n! fois les étapes 3 et 4.

6. Pour effectuer un test de permutation bilatéral à partir des valeurs obtenues
tMπ , on construit la distribution des valeur |tMπ | rangées par ordre croissant puis
on place la valeur |tobs| parmi les statistiques d’ordre de cette distribution. La
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p-valeur permutationnelle (pM
2,π) est calculée comme proportion de valeurs |tMπ |

qui sont supérieures ou égales à la valeur |tobs| dans cette distribution, c’est-à-
dire :

pM
2,π =

#(|tMπ | ≥ |tobs|)
n!

2.2.3 Permutation des résidus du modèle général : ter Braak

ter Braak (1990, 1992) utilise des résidus du modèle complet de régression li-
néaire ( 2.1) pour tester l’hypothèse nulle H0 : β2 = 0 contre H1 : β2 6= 0.

1-2 Les deux premières étapes sont les mêmes que pour la méthode de Freedman-
Lane.

3. On permute les résidus obtenus en étape 1, c’est-à-dire lors du modèle sans
contrainte dit modèle général. On opère comme suit :

Ri = y1 − ŷi = yi − b0 − b1x
1
i − b2x

2
i

où b0, b1 et b2 sont respectivement les estimations de MCO de β0, β1 et β2. On
associe alors des valeurs permutées Rπi (i = 1, 2, ..., n) définies comme :

R = (R1, R2, ..., Rn)
π
; Rπ = (Rπi, Rπ2, ..., Rπn)

4. On constitue ensuite le vecteur des pseudo-valeurs, noté Y B
πi , obtenu en ajou-

tant les résidus permutés Rπi aux valeurs prévues :

Y B
πi = ŷi + Rπi = b0 + b1x

1
i + b2x

2
i + Rπi (i = 1, 2, ..., n)

l’indice haut B précise que la méthode de construction de ces pseudo-valeurs
proposée est due à ter Braak .

5. Alors, ter Braak ajuste le modèle :

Y B
πi = βB

0,π + βB
1,πx1

i + βB
2,πx2

i + ǫB
i (2.6)

où : θB = (βB
0,π, βB

1,π, βB
2,π, σ2B) est le vecteur des paramètres du modèle, estimés

selon la méthode de ter Braak, et σ2B est la variance du résidu ǫB
π du modèle

(2.6). Chaque permutation π fournit en particulier un estimateur β̂B
2,π de βB

2,π,
définie par ter Braak comme l’estimateur au sens des moindres carrés ordinaires
pour le modèle (2.6). De ce fait, chaque permutation fournit une statistique
de test de Student :

TB
π =

β̂B
2,π − β̂2

S(β̂B
2,π)

où, si eπ est l’échantillon e permuté par la permutation π, alors β̂B
2,π = β̂B

2 (eπ)

désigne l’estimateur MCO de βB
2,π et S2(β̂B

2,π) = S2(β̂B
2 )(eπ) désigne l’estima-

teur MCO de V ar(β̂B
2,π) et l’estimation de t obtenue sur l’échantillon permuté
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s’écrit :

tBπ =
bB
2,π − b2

s(β̂B
2,π)

Ici, bB
2,π (valeur observée de β̂B

2,π) est l’estimation MCO de βB
2,π, et s2(β̂B

2,π)

(valeur observée de S(β̂B
2,π)) est l’estimation MCO associée de la variance de

cet estimateur.
6. On obtient la distribution permutationnelle de la statistique TB

π , en répétant
n! fois les étapes 3, 4 et 5.

7. Pour effectuer un test de permutation bilatéral à partir des valeurs obtenues
tBπ , on construit la distribution des valeur |tBπ | rangées par ordre croissant puis
on place la valeur |tobs| parmi les statistiques d’ordre de cette distribution.
La p-valeur permutationnelle (pB

2,π) est calculée comme proportion de valeurs
|tBπ | qui sont supérieures ou égales à la valeur |tobs| dans cette distribution,
c’est-à-dire :

pB
2,π =

#(|tBπ | ≥ |tobs|)
n!

2.2.4 Permutation des résidus du modèle contraint : Ken-
nedy

Comme Freedman-Lane [19], Kennedy [33] utilise des résidus du modèle contraint
par l’hypothèse H0. Il propose la procédure suivante de test de l’hypothèse nulle
H0 : β2 = 0 contre H1 : β2 6= 0.

1-3 Les trois premières étapes sont les mêmes que pour la méthode de Freedman-
Lane.

4. On effectue une régression linéaire simple de la variable X2 sur X1 au sens
MCO et l’équation

X2 = γ0 + γ1x
1 + ǫ2.1 (2.7)

conduit à calculer la prévision :

X̂2 = γ̂0 + γ̂1x
1

On calcule alors des résidus observé R2.1 comme suit :

R2.1
i = x2

i − x̂2
i = x2

i − g0 − g1x
1
i

où g0 et g1 sont les estimations MCO respectives de γ0 et γ1.

5. Cette étape est la même que l’étape 4 de la méthode de Freedman-Lane
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6. Alors le modèle ajusté par Kennedy est :

RY.1,πi = βK
2,πR2.1

i + ǫK
i (2.8)

où θK = (βK
0,π, βK

1,π, βK
2,π, [σK ]2) est le vecteur des paramètres du modèle, estimés

selon la méthode de Kennedy et [σK ]2 est la variance du résidu ǫK
π du modèle

(2.8). Chaque permutation π fournit en particulier un estimateur de βK
2,π, noté

β̂K
2,π et obtenu par Kennedy comme l’estimateur aux moindres carrés ordinaires

pour le modèle (2.8). De ce fait, chaque permutation fournit une valeur de la
statistique de test de Student :

TK
π =

β̂K
2,π

S(β̂K
2,π)

où, si eπ est l’échantillon e permuté par la permutation π, alors β̂K
2,π = β̂K

2 (eπ)

désigne l’estimateur MCO de βK
2,π et S2(β̂K

2,π) = S2(β̂K
2 )(eπ) désigne l’estima-

teur MCO de V ar(β̂K
2,π). L’estimation tKπ obtenue sur l’échantillon permuté

s’écrit :

tKπ =
bK
2,π

s(β̂K
2,π)

Ici, la valeur observée bK
2,π de β̂K

2,π est l’estimation MCO de βK
2,π, et la valeur

observée s2(β̂K
2,π) de S2(β̂K

2,π) est l’estimation MCO associée de la variance de
cet estimateur.

7. On obtient la distribution permutationnelle de la statistique TK
π , en répétant

n! fois les étapes 5 et 6.

8. Pour effectuer un test de permutation bilatéral à partir des valeurs obtenues
tKπ , on construit la distribution des valeur |tKπ | rangées par ordre croissant. Puis,
on place la valeur |tobs| parmi les statistiques d’ordre de cette distribution. La
p-valeur permutationnelle (pK

2,π) est calculée comme proportion de valeurs |tKπ |
qui sont supérieurs ou égales à la valeur |tobs| dans cette distribution . c’est-à-
dire :

pK
2,π =

#(|tKπ | ≥ |tobs|)
n!

2.3 Comparaison des méthodes

2.3.1 La méthode de Freedman et Lane

Edgington [13] rappelle que les méthodes de randomisation considèrent les résidus
d’un modèle linéaire (ou non linéaire) comme des unités échangeables. Opérer sur les
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résidus peut être généralement considéré comme un principe de base des méthodes
de test de permutation.

Seule la méthode de Manly ne respecte pas ce principe et permute les valeurs de
la variable Y .

D’un point de vue formel ǫi est un terme stochastique et n’est pas associé à
chaque valeur particulière de Yi (c.f. Kempthorne [31]). Deux méthodes distinctes
de permutation ont été décrites qui fournissent un test respectant cette logique. La
première méthode fut présentée par Freedman-Lane [19] et la deuxième est proposée
par Smouse et al. [53] dans le contexte des comparaisons de plusieurs matrices de
distance puis par Kennedy [33] dans le contexte plus général de la régression linéaire
multiple.

A-Le principe de la méthode de Freedman-Lane

Considérons le modèle complet (l’équation (2.1))

Yi = β0 + β1x
1
i + β2x

2
i + ǫi

On suppose que le terme d’erreur ǫi est échangeable. Par ailleurs sous H0 : β2 = 0
on a le modèle qui respecte la contrainte H0 et est appelé le modèle réduit :

Yi = α0 + α1x
1
i + ǫY.1

i

ce qui montrent que les ǫY.1
i sont échangeables comme les ǫi, Freedman et Lane [19].

B-Avantages et inconvénients de la méthode de Freedman et Lane

1. La méthode de permutation de Freedman-Lane préserve les covariances entre
Y et x1, entre x1 et x2 et plus généralement les covariances entre les covariables
deux à deux, s’il y a p ≥ 2 covariables dans le modèle, lors des permutations,
mais cette méthode ne peut pas préserver la covariance entre Y et x2, cf. An-
derson et Legendre [1].

2. Freedman-Lane [19] ont formulé trois conditions suffisantes pour avoir une
bonne approximation de pF

2,π (cf. le théorème (2)) :

a) les données ne doivent pas contenir des points extrêmes ;

b) les variables x1 et x2 ne doivent pas être fortement corrélées ;

c) la taille de l’échantillon n doit être relativement grande.
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3. Anderson et Legendre [1] montrent que les trois modèles ci-dessous sont équi-
valents au modèle de Freedman-Lane du point de vue permutationnel, pour
réaliser l’étape (6)
a) E(RY.1,πi) = β0,π + β1,πx1 + β2,πx2

b) E(RY.1,πi) = β0,π + β1,πx1 + β2,πR2.1

c) E(Y F
πi ) = β0,π + β1,πx1 + β2,πR2.1

Cette équivalence s’entend au sens qu’ils donnent la même estimation de
β2,π (bF

2,π) et la même valeur de statistique de test (tFπ ) que le modèle de
Freedman-Lane pour chaque permutation.

2.3.2 La méthode de Manly

Manly [40] a présenté cette méthode de permutation en utilisant une statistique
de test non pivotale : par exemple le numérateur de l’estimateur de β2, (c.f Manly
[40]). Pourtant, l’importance du caractère pivotal de la statistique de test telle que le
t de Student, a été montrée dans le cas des tests de permutation d’un terme figurant
dans les modèles complexes (Stapel et ter Braak [55] ; Kennedy et Cade [34]) et pour
la technique de ré-échantillonnage concurrente de test par la méthode du Bootstrapp
(Hall et Titterington [24] ; Fisher et Hall [17])

A- Le principe de la méthode de Manly

Le principe de cette méthode repose sur le postulat que les valeurs originales de
Y sont échangeables et le fait que chaque valeur de Y peut être associée à n’importe
quelle combinaison des valeurs (X1, X2).

B- Avantages et inconvénients de la méthode de Manly

1. Kennedy [33] puis Kennedy et Cade [34] considèrent la méthode de permu-
tation de Y comme justifiée seulement lorsque le paramètre de la covariable
conditionnant X1 est nul, c’est-à-dire β1 = 0. Leur argument se fonde sur l’af-
firmation que les permutations de Y ignorent le paramètre de la covariable, ce
qui est rarement vrai. En particulier, lorsque β1 6= 0, la distribution de Y est
radicalement différente de celle de ǫ. Alors, le test d’hypothèse β2 = 0 donne
un résultat biaisé. D’ailleurs ces auteurs ont montré par une simulation limitée
que lorsque β1 6= 0, l’erreur de première espèce augmente quand on introduit
un point extrême parmi les valeurs observées de la covariable X1.

2. L’erreur associée à chaque valeur de Y permute de la même manière que Y
car on la considère comme partie intégrante de cette observation (Anderson et
Legendre [1]). Ce point de vue est exprimé par Edgington [13] pour les tests
de randomisation utilisés sur un plan de expérience.
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3. La méthode de permutation de Y préserve la covariance entre X1 et X2, et
plus généralement entre les covariables intervenant dans un modèle à p ≥ 2
covariables.

2.3.3 La méthode de ter Braak

A- La principe de la méthode de ter Braak
Le principe de cette méthode repose sur le postulat d’échangeabilité des résidus ǫi.
Cette méthode utilise dans le calcul de la statistique de T , à l’étape (5) l’estimation
b2 du coefficient β2 obtenue par régression MCO du modèle général. L’estimation
de β2 est ici fondée sur l’hypothèse Ha. C’est pour cela qu’on parle de méthode
d’estimation sous l’alternative b2 invariant par permutation.

B- Avantages et inconvénients de la méthode de ter Braak

1. Dans cette méthode, la statistique de test de Student est calculée pour chaque
permutation sous l’hypothèse alternative H1 : β2 = b2. On obtient donc une
distribution permutationnelle de βT

2,π symétrique autour de b2, et pour cette
raison, l’approche de ter Braak [58] est appelée ”la permutation sous hypothèse
alternative” (Anderson et Legendre [1]).

2. Comme pour la méthode de Freedman-Lane, la variable X1 est considérée dans
le modèle à l’étape 5.

3. La méthode de permutation de ter Braak préserve les covariances entre Y et
x1, entre Y et X2, entre x1 et x2 et plus généralement les covariances entre
les covariables prise deux à deux, s’il y a plus d’une covariable dans le modèle,
dans toutes les permutations (Anderson et Legendre [1]).

4. Dans le contexte de la régression multiple, cette méthode permet de tester la
signification de plusieurs coefficients de régression partielle, voire de tous les
coefficients de régression partielle, en utilisant une seule série de permutations.

5. Le modèle ci-dessous est équivalent au modèle de ter Braak.

Rπi = β
′′

0 + β
′′

1 x1 + β
′′

2 x2 + ǫ
′′

C’est-à-dire qu’il donne l’estimation MCO de β
′

2 notée b
′

2,π qui est différente de

bB
2,π, et une valeur de s(b

′

2,π) (où s2(b
′

2,π) est l’estimation MCO de la variance

de l’estimateur MCO de β
′

2) qui est différente de s2(bB
2,π) et t

′

π = b
′

2,π/s2(b
′

2,π)
qui est égal à tBπ pour chaque permutation (cf. Anderson et Legendre [1]).

2.3.4 Méthode de Kennedy

A- La principe de la méthode de Kennedy
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Comme déjà dit, le principe de la méthode de Kennedy [33] est identique à celui
de la méthode de Freedman et Lane [19].

B- Avantages et inconvénients de la méthode de Kennedy
Ceux-ci seront présenté au chapitre (3).

2.4 Simulation d’Anderson et Legendre

Dans cette section nous rappelons le cadre de la simulation faite par Anderson
et Legendre [1]. Ensuite nous exprimons les résultats obtenus par cette simulation.
Reprenons le modèle(2.1) :

Yi = β0 + β1x
1
i + β2x

2
i + ǫi (i = 0, 1, ..., n),

L’objectif est d’effectuer le test de l’hypothèse H0 : β2 = 0 contre H1 : β2 6= 0.
Anderson et Legendre [1] ont mené une étude par simulation afin d’analyser les

effets de quatre facteurs :
a) la taille de l’échantillon ;

b) le degré de corrélation entre les variables explicatives ρ(X1, X2) ;

c) la valeur du paramètre de la covariable X1 ;

d) la distribution du terme d’erreur aléatoire ǫi.

sur le risque d’erreur de première espèce, sur la puissance du test et du point de
vue de l’effet de l’introduction de points extrêmes sur le risque d’erreur de première
espèce. Nous avons retenu les mêmes facteurs pour notre simulation. Remarquons
que chacun de ces facteurs a été discuté dans une certaine mesure par les défenseurs
des diverses méthodes de permutation sans avoir pour autant été examiné de façon
empirique et avec assez de détail.

2.4.1 Analyse du risque d’erreur de première espèce du test

A- Le cadre de la simulation d’Anderson et Legendre

Anderson et Legendre ont étudié le risque d’erreur de première espèce pour l’en-
semble de modalités des facteurs ci-dessous :

a) la taille de l’échantillon : ils retiennent les tailles d’échantillon suivantes :
n = {9, 18, 36, 54, 72, 90} ;
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b) la valeur du coefficient de la covariable X1 est : β1 = {0, 1, 2.41}

c) le degré de corrélation entre les variables explicatives X1 et X2 est :
ρ(X1, X2) = {0, 0.5, 0.9};

d) la distribution du terme d’erreur aléatoire ǫ est : {LG(0, 1), Exp(1), Exp(1)3}.
où Exp(λ) désigne la loi exponentielle de paramètre λ et LG(0, 1) désigne la
loi de Gauss centrée réduite.

Ils construisirent deux variables Z1 et Z2 à valeurs dans l’ensemble {1, 2, 3}. Les
9 combinaisons ainsi obtenues par croisement de ces 2 variables apparaissent dans
la simulation de façon équilibrées. Par exemple pour n = 9

W = [Z1|Z2] =




1 1
1 2
1 3
2 1
2 2
2 3
3 1
3 2
3 3




=⇒ Wc = [Z1
c |Z2

c ] (2.9)

où Z1
c et Z2

c sont les vecteurs centrés et réduits. Donc :

Pour n = 18 chaque ligne de cette matrice est répétée deux fois ;
Pour n = 27 chaque ligne de cette matrice est répétée trois fois ;
...
Pour n = 90 chaque ligne de cette matrice est répétée dix fois.

Remarquons que ρ(Z1
c , Z

2
c ) = 0. A partir des Z1

c et Z2
c , ces auteurs construisent

les vecteurs X1 et X2 de corrélation ρ(X1, X2) de la façon suivante :

WR = [X1|X2] = WcR
1/2 (2.10)

où :

R =

[
1 ρ(X1, X2)

ρ(X1, X2) 1

]
.

Enfin, les valeurs de Y sont générées par l’équation :

Y = WRβ + ǫ (2.11)

où : β =

[
β1

β2

]
est le vecteur des paramètres. Pour calculer le risque d’erreur de

première espèce, on doit prendre β2 = 0. ǫ est le vecteur du terme d’erreur aléatoire
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généré selon une distribution de l’ensemble {LG(0, 1), Exp(1), Exp(1)3}.

Pour chaque combinaison de facteurs, 10000 ensembles de données sont générés.
Puis, pour chacune des quatre méthodes, chaque ensemble de données est permuté
999 fois. Les statistiques de tests permutationnelles (t2,π) de ces méthodes sont calcu-
lées sur chaque ensemble de données permutées. Ensuite, après 999 permutations, la
p-valeur permutationnelle pour chacune des 4 méthodes est calculée par la formule :

p − valeurπ =
#(|tπ| ≥ tobs)

1000

Le niveau de signification des tests a été fixé à α = 0, 05. Alors, pour chaque ensemble
de données quand la p − valeurπ est inférieure à 0.05 on rejette l’hypothèse H0 :
β2 = 0. Sur les 10000 p − valeurπ le pourcentage des P − valeurπ (pour chaque
méthode) inférieures à 0.05 donne le risque d’erreur de première espèce. En fait, ce
pourcentage estime la probabilité de rejeter H0 : β2 = 0 lorsque H0 est vraie (parce
que les données sont générés sous β2 = 0). De plus, l’intervalle de confiance à 95% est
calculé à partir du risque d’erreur de première espèce (calculé sur 10.000 ensembles).

Afin de compléter la comparaison, on a utilisé pour chaque ensemble de données
le test paramétrique classique qui consiste à calculer une statistique de Student et
sa p-valeur données par la théorie Gaussienne. De la même façon, sur les 10000 en-
sembles de données, le risque d’erreur de première espèce et l’intervalle de confiance
ont été calculés par la théorie Gaussienne.

B-Les résultats de la simulation d’Anderson et Legendre

Nous rapportons ici brièvement les résultats des simulations effectuées afin de
reproduire les études présentées par Anderson et Legendre.

B1- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi de
Gauss :

1. Avec la méthode de Kennedy, le risque d’erreur de première espèce augmente
surtout lorsque la taille d’échantillon est petite (n = 9, n = 18). Lorsque la
taille d’échantillon augmente, le risque se stabilise à 0.05, quelles que soient
les valeurs des facteurs.

2. Lorsque la taille d’échantillon est n = 9, le risque d’erreur de première espèce
est très supérieur à 0.05 mais cet écart diminue pour des tailles d’échantillon
plus grandes (n = 18, 13, 54, 72, 90), quelles que soient les valeurs des facteurs.

3. Quand la taille d’échantillon est supérieure ou égale à 54, le risque d’erreur
de première espèce produit par la méthode de Kennedy est très proche de
α = 0.05.
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4. Pour toutes les combinaisons des facteurs, il n’y pas de différence significative
entre les méthodes de Freedman-Lane, de Manly et de ter Braak.

5. Dans tous les cas, le risque d’erreur de première espèce de la méthode de
Kennedy et supérieur à celui de Freedman-Lane.

B2- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi de
Exp(1) :

Les résultats dans ce cas sont très semblables au cas précédent où les données
sont générées selon une loi de Gauss.

B3- Cas où les données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement non symétrique comme Exp(1)3 :

1. La méthode paramétrique classique est conservatrice et son risque d’erreur de
première espèce est toujours inférieur à α = 0.05. Cependant, lorsque la taille
d’échantillon crôıt, le risque se stabilise à 0.05.

2. Lorsque la taille d’échantillon est inférieure à 54, selon toutes les méthodes
(sauf Kennedy et lorsque ρ = 0 Manly ) le risque d’erreur de première espèce
est inférieur à 0.05, fournissant ainsi un test conservateur, mais en augmentant
la taille d’échantillon ce risque converge vers 0.05 (Figure 3 p. 290).

3. Pour de petites tailles d’échantillon (n < 54), lorsque le coefficient de la co-
variable est zéro (β1 = 0) la méthode de Manly conserve un risque d’erreur
de première espèce égale à 0.05(Figure 3-a, 3-c p. 290), ce qui confirme la
prévision Kennedy et Cade [34]. Par contre, en augmentant le coefficient de
la covariable (β1) et lorsque ρ(X1, X2) > 0, les méthodes de Freedman-Lane
et de Kennedy conservent un risque d’erreur de première espèce égal à 0.05
alors que celui de la méthode de Manly est inférieur à 0.05, fournissant un test
conservateur.

4. Lorsque la taille d’échantillon n augmente, les risques d’erreur de première
espèce de toutes les méthodes de permutation, convergent vers le niveau de
signification considéré (α = 0.05) beaucoup plus rapidement que la méthode
paramétrique classique.

5. Dans tous les cas, le risque d’erreur de première espèce de la méthode de
Freedman-Lane est inférieur à celui de la méthode de Kennedy.

2.4.2 Analyse de la puissance du test

A- Le cadre de la simulation d’Anderson et Legendre
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Anderson-Legendre n’ont pas considéré la méthode de Kennedy pour contrôler la
puissance d’un test parce que selon eux la méthode de Kennedy augmente le risque
d’erreur de première espèce.

Les ensembles de données sont générés comme dans le cas précédent mais en
choisissant désormais β2 6= 0. Anderson-Legendre ont retenu des valeurs de β2 dé-
terminées en fonction de la taille d’échantillon afin de permettre de mesurer et de
comparer la puissance. Le paramètre β2 a été choisi assez grand pour pouvoir rejeter
l’hypothèse nulle mais pas trop grand afin de ne pas obtenir un taux de 100% de
rejets.

Comme le risque d’erreur de première espèce, la puissance est calculée comme
le pourcentage de rejet de H0 : β2 = 0, pour un test de taille α = 0.05 en générant
10000 ensembles de données générées avec β2 6= 0.

Donc l’ensemble des modalités des facteurs considérées sont :

a) La valeur du paramètre β2 = 0.75 pour n = {9, 18}, β2 = 0.4 pour n =
{36, 54} et β2 = 0.3 pour n = {72, 90} ;

b) La valeur du coefficient de la covariable X1 est : β1 = {0, 0.5, 1, 2.5} ;

c) Le degré de la corrélation entre les variables explicatives X1 et X2 est :
ρ(X1, X2) = {0.1, 0.9};

d) La distribution du terme d’erreur aléatoire ǫ est : {LG(0, 1), Exp(1), Exp(1)3}.
Pour chaque combinaison des modalités des facteurs, 10000 ensembles de données
sont générés. Puis, pour chacune des trois méthodes, chaque ensemble de données
est permuté 999 fois.

B- Les résultats de la simulation d’Anderson et Legendre

B1- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi de
Gauss

1. En augmentant le coefficient de corrélation ρ(X1, X2), la puissance augmente
pour chacune des trois méthodes permutationnelles, ainsi que pour la méthode
paramétrique classique.

2. Lorsque la taille d’échantillon croit, la puissance augmente pour chacune des
trois méthodes permutationnelles, ainsi que pour la méthode paramétrique
classique.

3. Il n’y pas de différence significative entre les trois méthodes permutationnelles
et la méthode paramétrique classique.
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B2- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi de
Exp(1)

Les résultats obtenus sont analogues au cas des données générées selon une loi
de Gauss.

B3- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement non symétrique comme Exp(1)3

1. On retrouve les trois premiers résultats obtenus dans le cas des données géné-
rées selon une loi de Gauss.

2. Quand ρ(X1, X2) = 0 et ρ(X1, X2) = 0.5, la puissance de la méthode pa-
ramétrique classique est significativement plus petite que pour les méthodes
permutationnelles. Par ailleurs, pour ρ(X1, X2) = 0.9, la puissance de la mé-
thode paramétrique classique est en moyenne plus petite que celle des méthodes
permutationnelles mais pas significativement.

3. Lorsque la taille d’échantilon est n = 9, pour 0 ≤ β1 < 0.3, la puissance de la
méthode Freedman-Lane est supérieure à celle de la méthode ter Braak, par
contre pour 0.3 ≤ β1 ≤ 1, la méthode ter Braak est plus puissante que la mé-
thode Freedman-Lane, mais en accroissant la taille d’échantillon la différence
s’estompe.

2.4.3 Analyse d’effet d’un point extrême

Kennedy et Cade [34] et Manly [41], en comparant les méthodes de Manly et de
Kennedy, ont obtenus des résultats différents au sujet de l’effet d’un point extrême
pour la variable X1 sur le risque d’erreur de première espèce. La simulation faite par
Anderson et Legendre [1] est plus complète et plus riche en information que celles
qui sont dues à Kennedy et Cade [34] et à Manly [41].

Andersson-Legendre ont généré des données de la même façon que Manly ou
Kennedy et Cade mais, du fait que l’étendue de valeurs attribuées aux facteurs
dans la simulation faite par Anderson-Legendre [1] est plus grande que dans les
simulations faites par Manly [41] et par Kennedy et Cade [34], la simulation faite
par Anderson et Legendre [1] est plus complète et plus riche en information que
celles faites par Kennedy et Cade [34] et à Manly [41]. Par ailleurs comme la section
(2.4.2) où est étudié la puissance, ici, ils n’ont pas considéré la méthode de Kennedy.

A- Le cadre de la simulation d’Anderson et Legendre

Anderson-Legendre ont étudié l’effet d’un point extrême sur le risque d’erreur de
première espèce pour l’ensemble des modalités des facteurs suivant :
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a) La taille de l’échantillon, n = {10, 20, 100}.

b) La valeur du coefficient de la covariable X1 est : β1 = {0, 2, 4, 5, 6, 8, 10, 20}.

c) La distribution du terme d’erreur aléatoire ǫ est : {LG(0, 1), Exp(1), Exp(1)3}.

Afin de considérer l’effet de la corrélation entre des variables X1 et X2, ils ont
généré des données de deux façons différentes.

A1- Cas où les variables X1 et X2 sont non corrélées

Considérons le cadre de la simulation pour le risque d’erreur de première espèce.
Au lieu de construire deux variables X1 et X2 à valeurs dans l’ensemble {1, 2, 3}, ils
ont générées n− 1 valeurs de la variable X1 d’une loi uniforme sur [0, 3] et la n-ème
valeur considérée est une valeur extrême comme 55. C’est-à-dire, X1

1 , X
1
2 , ..., X1

n−1 ∼
u [0, 3], et la valeur X1

n = 55. Puis n valeurs de la variable X2 sont générées d’une loi
uniforme sur [0, 3]. C’est-à-dire, X2

1 , X
2
2 , ..., X

2
n ∼ u [0, 3] . Ensuite, ils construisirent

deux vecteurs X1,X2 et la matrice W comme suit :

W = [X1|X2] =




X1
1 X2

1

X1
2 X2

2
...

...
X1

n X2
n


 (2.12)

Enfin, les valeurs de Y sont générées par l’équation :

Y = Wβ + ǫ (2.13)

où : β =

[
β1

β2

]
est le vecteur des paramètres. Pour calculer le risque d’erreur de

première espèce on doit prendre β2 = 0. ǫ est le vecteur du terme d’erreur aléatoire
généré selon la distribution considérée.

Pour chaque combinaison des modalités des facteurs, 10000 ensembles de données
ont été générés. Ensuite, pour chacune des trois méthodes, chaque ensemble de
données est permuté 999 fois.

Remarque 2.4.1. Compte tenu du fait que les variables X1 et X2 suivent une loi
uniforme u [0, 3], on obtient :

1. E(X1) = E(X2) = 1.5

2. Var(X1) = Var(X2) = 0.75

3. ρ(X1, X2) = 0 car X1 et X2 sont indépendantes
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A2- Cas où les variables X1 et X2 sont corrélées

Ici, l’ensemble des données de la variable X1 est généré comme dans le cas
B1, c’est-à-dire, X1

1 , X
1
2 , ..., X

1
n−1 ∼ u [0, 3], et la valeur X1

n = 55. Puis, n valeurs
de la variable Z2 sont générées selon une loi de uniforme sur [0, 3]. C’est-à-dire,
Z1, Z2, ..., Zn ∼ u [0, 3] . Puis, on définit une variable X2 comme suit :

X2 = X1 + Z 1 (2.14)

Ensuite, on construit deux vecteurs X1,X2 et la matrice W
′

comme suit :

W
′

= [X1|X2] =




X1
1 X2

1

X1
2 X2

2
...

...
X1

n X2
n


 (2.15)

Enfin, les valeurs de Y sont générées par l’équation :

Y = W
′

β + ǫ (2.16)

où : β =

[
β1

β2

]
est le vecteur des paramètres et pour calculer le risque d’erreur de

première espèce il faut prendre β2 = 0. ǫ est le vecteur du terme d’erreur aléatoire
généré selon la distribution considérée.

Pour chaque combinaison des modalités des facteurs, 10000 ensembles de données
ont été générés. Puis, pour chacune des trois méthodes, chaque ensemble de données
a été permuté 999 fois.

Remarque 2.4.2. Compte tenu du fait que les variables X1 et Z suivent une loi
de u [0, 3], on obtient :

1. E(X1) = E(Z) = 1.5

2. E(X2) = E(X1) + E(Z) = 3

3. Var(X1) = Var(Z) =
9

12
4.

Cov(X1, X2) = Cov(X1 + X1 + Z)

= Cov(X1, X1) + Cov(X1, Z)

= Var(X1) car X1 et Z sont indépendantes (2.17)

1Remarquons que Manly a défini la variable X2 telle que X2 = 0.5X1 + Z, mais Anderson-
Legendre ont considéré une corrélation entre les variables X1 et X2 plus forte que celle de Manly.
Anderson-Legendre ont défini la variable X2 par cette équation
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5. Par définition de la variance on obtient :

Var(X2) = Cov(X1 + Z,X1 + Z)

= Var(X1) + Var(Z)

= 2Var(X1)

=
9

6
(2.18)

6. Par définition de la corrélation on obtient :

ρ(X1, X2) =
Cov(X1, X2)√

V ar(X1)
√

V ar(X2)

=
V ar(X1)√

V ar(X1)
√

2V ar(X1)

=
1√
2
≈ 0.7 (2.19)

B- Les résultats de la simulation d’Anderson et Legendre

B1- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi de
Gauss

1. Lorsque β1 6= 0, le risque d’erreur de première espèce de la méthode de Manly
est dissymétrique instable, c’est-à-dire qu’il est tantôt supérieur à 0.05, et
tantôt inférieur à 0.05

2. En augmentant la taille d’échantillon, le risque d’erreur de première espèce de
la méthode du Manly se stabilise vers 0.05.

3. Les méthodes de Freedman-Lane, de ter Braak et la méthode paramétrique
classique donnent des risques d’erreur de première espèce proches de 0.05.

4. Il n’y pas de différence significative entre les deux méthodes permutationnelles
de Freddman-Lane, ter Braak et la méthode paramétrique classique.

B2- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi de
Exp(1)

1. Le risque d’erreur de première espèce de la méthode de ter Braak est instable,
mais en augmentant la taille d’échantillon il se stabilise vers 0.05.

2. Pour toutes les combinaisons des modalités des facteurs, la méthode de Freedman-
Lane donne un risque d’erreur de première espèce proche de 0.05.

3. Le risque d’erreur de première espèce de la méthode de Manly est instable et
en augmentant la taille d’échantillon il ne se stabilise pas.
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B3- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement non symétrique comme Exp(1)3

1. Les risques d’erreur de première espèce des méthodes de ter Braak et paramé-
trique classique sont instables avec la même évolution, mais pas avec la même
étendue.

2. Le risque d’erreur de première espèce de la méthode de Manly est instable et
en augmentant la taille d’échantillon, il ne se stabilise pas.

3. Pour toutes combinaisons des modalités des facteurs, la méthode Freedman-
Lane donne un risque d’erreur de première espèce proche de 0.05.

4. Le risque d’erreur de première espèce de la méthode de Manly est opposé à
ceux des méthodes ter Braak et paramétrique classique, c’est-à-dire lorsque les
méthodes de ter Braak et paramétrique classique donnent un risque inférieur
à 0.05 le risque de la méthode de Manly est supérieur à 0.05 et vice versa.

5. En augmentant la taille d’échantillon, la méthode de ter Braak donne un risque
d’erreur de première espèce proche de 0.05 mais la méthode paramétrique
classique reste conservatrice.

2.5 Notre simulation

2.5.1 Analyse du risque d’erreur de première espèce du test

Nous avons complété les résultats obtenus par Anderson-Legendre, en considé-
rant en plus des distributions choisies par ces auteurs {LG(0, 1), Exp(1), Exp(1)3},
des distributions symétriques avec variance finie Student(5), symétrique avec va-
riance infinie Student(1) à dissymétrie droite comme {Γ(1, 0.5), Γ(1.5, 0.5), Γ(1.5, 2)},
radicalement à dissymétrie droite comme {Γ(0.5, 0.5), Γ(0.5, 2), Γ(1, 2), Exp(2)} à
dissymétrie à gauche {Γ(10, 2)} de radicalement à dissymétrie gauche comme
{Γ(10, 0.5)} pour le terme d’erreur.

Par ailleurs, afin de faire une analyse critique des simulations d’Anderson et
Legendre qui génèrent les valeurs de X1 et X2 selon une loi uniforme, nous avons
généré les valeurs de X1 et X2 selon la loi de Gauss LG(0, 1).

A- Le cadre de notre simulation
Nous avons étudié le risque d’erreur de première espèce pour l’ ensemble des moda-
lités des facteurs ci-dessous :

a) Pour vérifier les effets de taille d’échantillon et comparer les résultats obtenus
par Anderson-Legendre aux nôtres, nous avons tiré les mêmes tailles d’échan-
tillon sauf pour n = 54. Donc, n = {9, 18, 36, 72, 90}
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b) Afin de vérifier les effets du degré de corrélation entre les variable X1 et X2,
nous avons considéré une corrélation faible comme 0.1 et une corrélation forte
comme 0.9. Alors, ρ(X1, X2) = {0.1, 0.9}

c) Afin de vérifier les effets du degré de liaison avec la covariable et comparer les
résultats obtenus par Anderson-Legendre aux notres, nous avons considéré les
mêmes coefficients sauf pour β1 = 1. Donc, β1 = {0, 2.41}.

d) La distribution du terme d’erreur aléatoire ǫ : {LG(0, 1), Exp(0.5), Exp(2),
Student(1), Student(5), Γ(a, b) avec a ∈ {0.5, 1, 1.5, 10} et b ∈ {0.5, 2}}

Nous générons deux vecteurs de dimension n Z1 et Z2 selon la loi de Gauss
LG(0, 1), comme suit :

W = [Z1|Z2] =




Z1
1 Z2

1

Z1
2 Z2

2
...

...
Z1

n Z2
n


 =⇒ Wc = [Z1

c |Z2
c ] (2.20)

où Z1
c et Z2

c sont des vecteurs centrés réduits de valeurs des vecteurs Z1, Z2. Re-
marquons que ρ(Z1

c , Z
2
c ) = 0. A partir des Z1

c et Z2
c , nous construisons les vecteurs

X1 et X2 de corrélation ρ(X1, X2) de la façon suivante :

WR = [X1|X2] = WcR
1/2 (2.21)

où : R =

[
1 ρ(X1, X2)

ρ(X1, X2) 1

]
. Enfin, les valeurs de Y furent générées par

l’équation :
Y = WRβ + ǫ (2.22)

où : β =

[
β1

β2

]
est le vecteur des paramètres. Pour calculer le risque d’erreur de

première espèce, il faut fixer β2 = 0 et ǫ est le vecteur du terme d’erreur aléatoire
généré selon la distribution considérée.

Pour chaque combinaison de facteurs, 10000 ensembles de données ont été gé-
nérés. Puis, pour chacune des deux méthodes, chaque ensemble de données a été
permuté 999 fois. Les statistiques de tests permutationnelles (t2,π) de ces méthodes
sont calculées sur chaque ensemble de données permutées. Ensuite, après 999 per-
mutations, la p-valeur permutationnelle pour chacune des 2 méthodes a été calculée
par la formule :

p − valeurπ =
#(|tπ| ≥ |tobs|)

1000
Les autre étapes sont identiques à celles de la simulation d’Anderson-Legendre.

Le niveau de signification pour les tests a été fixé à α = 0, 05. Alors, pour chaque
ensemble de données quand la p−valeurπ est inférieure à 0.05 on rejette l’hypothèse
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H0 : β2 = 0. Sur les 10000 p−valeurπ, le pourcentage des P −valeurπ (pour chaque
méthode) inférieures à 0.05 donne le risque d’erreur de première espèce. En fait,
ce pourcentage estime la probabilité de rejeter H0 : β2 = 0 lorsque H0 est vrai
(parce que les données sont générées sous β2 = 0). De plus, l’intervalle de confiance
à 95% est calculé à partir du risque d’erreur de première espèce (calculé sur 10.000
ensembles).

Afin de compléter la comparaison pour chaque ensemble des données, on a uti-
lisé les tests paramétriques classiques qui consistent à calculer une statistique de
Student et sa p-valeur donnée par la théorie Gaussienne a également été calculée.
De la même façon, sur les 10000 ensembles de données le risque d’erreur de première
espèce et son intervalle de confiance sont calculés par la théorie Gaussienne.

B- Les résultats de nos simulations

Nous présentons ici les résultats des simulations effectuées par nos soins en les
comparant à ceux d’Anderson-Legendre.

B1- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi de
Gauss :

1. Lorsque la taille d’échantillon est n = 9, le risque d’erreur de première espèce
obtenu par la méthode de Kennedy est nettement supérieur à 0.05 en comparai-
son aux résultats obtenus par la même méthode pour des tailles d’échantillon
plus grandes (Figure 2.1-a,b et c)

2. Lorsque ρ = 0.9 pour n ≥ 18 les figures 2.1-b et d montrent des cas où le risque
d’erreur de première espèce de la méthode paramétrique classique donne un
risque d’erreur de première espèce supérieur à ceux des méthodes de Kennedy
et de Freedman-Lane.

3. Pour la taille d’échantillon n = 9, le risque d’erreur de première espèce obtenu
par la méthode de Kennedy est toujours supérieur à celui de la méthode de
Freedman-Lane et cela quelles que soient les valeurs attribuées aux facteurs
(Figure 2.1).

4. Les méthodes de Freedman-Lane et de Kennedy donnent des risques d’erreur
de première espèce très proches, pour les tailles d’échantillon supérieures à 18
(Figure 2.1).

5. Les figures 2.1-a et b pour n = 72 ; 2.1-c pour n = 36 et 2.1-d pour n =
90 montrent qu’il existe des cas où le risque d’erreur de première espèce de
la méthode Kennedy est inférieur à celui qu’on obtient avec la méthode de
Freedman-Lane, ce qui n’est pas observé dans les simulations d’Anderson-
Legendre.
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a
:N

orm
al,  ρ

=
0.1, β

1 =
0

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

b
:N

orm
al,  ρ

=
0.9, β

1 =
0

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

c
:N

orm
al,  ρ

=
0.1, β

1 =
2.41

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
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-éch

an
tillon

s
d
u

résid
u

ǫ
on

t
été
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Pour comparer les effet de tailles d’échantillon nous avons considéré l’ensemble
des cinq tailles d’échantillon G = {9, 18, 36, 72, 90}. Ensuite, nous avons partagé
l’ensemble G en deux sous-ensembles, l’un des petites tailles G1 = {9, 18} et l’autre
des grandes tailles G2 = {36, 72, 90}. Ensuite, pour chaque méthode nous avons cal-
culé la moyenne et l’étendue du risque d’erreur de première espèce surG, sur G1 et
sur G2. Pour simplifier nous avons défini :

M : La moyenne des risques d’erreur de première espèce sur G.
R : L’étendue des risques d’erreur de première espèce sur G.
M1 : La moyenne des risques d’erreur de première espèce sur G1.
R1 : L’étendue des risques d’erreur de première espèce sur G1.
M2 : La moyenne des risques d’erreur de première espèce sur G2.
R2 : L’étendue des risques d’erreur de première espèce sur G2.

a : Normal, ρ = 0.1, β1 = 0 M R M1 R1 M2 R2
Méthode Gaussienne 0.0496 0.0061 0.0513 0.0026 0.0485 0.0045
Méthode de Freedman et Lane 0.0498 0.0063 0.0511 0.0025 0.0489 0.0063
Méthode de Kennedy 0.0511 0.0119 0.0543 0.0072 0.0489 0.0067

b : Normal, ρ = 0.9, β1 = 0 M R M1 R1 M2 R2
Méthode Gaussienne 0.0511 0.0071 0.0505 0.0006 0.0515 0.0071
Méthode de Freedman et Lane 0.0505 0.0064 0.0507 0.0009 0.0503 0.0064
Méthode de Kennedy 0.0517 0.0092 0.0536 0.0053 0.0504 0.0055

c : Normal, ρ = 0.1, β1 = 2.41 M R M1 R1 M2 R2
Méthode Gaussienne 0.0496 0.0048 0.0511 0.0005 0.0487 0.0048
Méthode de Freedman et Lane 0.0492 0.0055 0.0512 0.0019 0.0478 0.0032
Méthode de Kennedy 0.0507 0.0089 0.0548 0.0021 0.0479 0.0028

d : Normal, ρ = 0.9, β1 = 2.41 M R M1 R1 M2 R2
Méthode Gaussienne 0.0497 0.0061 0.0501 0.0060 0.0495 0.0042
Méthode de Freedman et Lane 0.0486 0.0051 0.0491 0.0039 0.0483 0.0047
Méthode de Kennedy 0.0496 0.0057 0.0513 0.0014 0.0485 0.0042

Tab. 2.1 – La moyenne et l’étendue des risques d’erreur de première espèce de chaque
méthode sur les cinq tailles d’échantillon , sur les petites tailles G1 = {9, 18} et sur
les grandes tailles G2 = {36, 72, 90}. Figure a : ρ = 0.1, β1 = 0 ; figure b : ρ = 0.9,
β1 = 0 ; figure c : ρ = 0.1, β1 = 2.41 ; figure d : ρ = 0.9, β1 = 2.41.

1. Dans les cas a, b et c, pour le groupe G, la moyenne du risque d’erreur de
première espèce de la méthode de Freedman-Lane est plus proche à 0.05 que
celle de la méthode de Kennedy.

2. Dans tous les cas, pour le groupe G, l’étendue du risque d’erreur de première
espèce de la méthode de Freedman-Lane est inférieure à celle de la méthode
de Kennedy.
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3. Dans tous les cas, pour le groupe G1, la moyenne du risque d’erreur de première
espèce de la méthode de Freedman-Lane est plus proche à 0.05 que celle de la
méthode de Kennedy.

4. Dans les cas a, b et c, pour le groupe G1, l’étendue du risque d’erreur de
première espèce de la méthode de Freedman-Lane est inférieur à celle de la
méthode de Kennedy.

5. Dans tous les cas, pour le groupe G2, les méthode de Freedman-Lane et Ken-
nedy donnent presque la même moyenne moyenne du risque d’erreur de pre-
mière espèce.

6. Dans la plupart des cas, pour le groupe G2, la méthode de Kennedy donne une
étendue du risque d’erreur de première espèce inférieure à celle de la méthode
de Freedman-Lane

7. Dans tous les cas, la moyenne du risque d’erreur de première espèce de la
méthode de Kennedy est plus proche de 0.05 pour le groupe G que pour le
groupe G1.

8. Dans tous les cas, l’étendue du risque d’erreur de première espèce de la méthode
de Kennedy pour le groupe G est supérieure à celle de la même méthode pour
le groupe G1.

9. Dans tous les cas, la moyenne du risque d’erreur de première espèce de la
méthode de Kennedy est plus proche de 0.05 pour le groupe G2 que pour le
groupe G1.

10. Dans tous les cas, l’étendue du risque d’erreur de première espèce de la méthode
de Kennedy pour le groupe G2 est inférieure à celle de la même méthode pour
le groupe G1.

11. Dans tous les cas, les moyennes du risque d’erreur de première espèce de la
méthode de Freedman-Lane pour les groupes G1 et G2 sont proches de 0.05
avec un même écart.

12. Dans tous les cas, l’étendue du risque d’erreur de première espèce de la méthode
de Freedman-Lane pour le groupe G1 est inférieure à celle de la même méthode
pour le groupe G2.

13. Dans la plupart les cas pour les groupes G, G1 et G2, la méthode Gaussienne
(paramétrique classique) et celle de Freedman-Lane donnent presque les mêmes
moyennes et étendues.

14. Dans la plupart des cas pour les ensembles G, G1 et G2, la moyenne du risque
d’erreur de première espèce de la méthode Gaussienne est plus proche de 0.05
que pour la méthode Kennedy. On constate aussi que l’étendue du risque
d’erreur de première espèce de la méthode Gaussienne est inférieure à celle de
la méthode de Kennedy.
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B2- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi symé-
trique de variance infinie comme la loi de Student à 1 degré de liberté :

1. Lorsque la taille d’échantillon est n = 9, pour ρ = 0.9, le risque d’erreur de
première espèce obtenu par la méthode de Kennedy est nettement supérieur
à 0.05 en comparaison aux résultats obtenus par la même méthode pour des
tailles d’échantillon plus grandes (Figure 2.2-a et c)

2. Même lorsque la variance des données générées pour le terme d’erreur est
infinie, la méthode de Freedman-Lane conserve un risque d’erreur de première
espèce très proche de 0.05, et cela quelles que soient les valeurs attribuées aux
facteurs (Figure 2.2).

3. Même lorsque la variance des données générées pour le terme d’erreur est
infinie, la méthode paramétrique classique donne le même risque d’erreur de
première espèce que la méthode de Freedman-Lane (Figure 2.2).

4. Pour la taille d’échantillon n = 9, le risque d’erreur de première espèce obtenu
par la méthode de Kennedy est toujours supérieur à celui de la méthode de
Freedman-Lane et cela quelles que soient les valeurs attribuées aux facteurs
(Figure 2.2).

5. Les méthodes de Freedman-Lane et de Kennedy donnent des risques d’erreur
de première espèce très proches, pour les tailles d’échantillon supérieure à 18
(Figure 2.2).

6. Les figures 2.2-b pour n = {36, 72, 90}, 2.2-c pour n = {18, 72, 90} et 2.1-d
pour n = {36, 72} montrent qu’il existe des cas où le risque d’erreur de pre-
mière espèce de la méthode de Kennedy est inférieur à celui qu’on obtient
avec la méthode de Freedman-Lane, ce qui n’est pas observé dans les simula-
tions d’Anderson-Legendre. On remarque que ceci se produit souvent lorsque
la taille d’échantillon est grande (n > 18). Nous en expliquerons les raisons
dans le chapitre (3).
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Comme dans le cas B1, pour comparer les effets des tailles d’échantillon, nous
avons partagé de la même façon l’ensemble G des cinq tailles considérées en deux
sous-ensemble, l’un des petites tailles G1 = {9, 18} et l’autre des grandes tailles
G2 = {36, 72, 90}. Ensuite, pour chaque méthode nous avons calculé la moyenne et
l’étendue sur G, sur G1 et sur G2.

a : Student(1), ρ = 0.1, β1 = 0 M R M1 R1 M2 R2
Méthode Gaussienne 0.0498 0.0034 0.0488 0.0003 0.0505 0.0025
Méthode de Freedman et Lane 0.0504 0.0043 0.0504 0.0002 0.0505 0.0043
Méthode de Kennedy 0.0511 0.0041 0.0518 0.0025 0.0507 0.0040

b : Student(1), ρ = 0.9, β1 = 0 M R M1 R1 M2 R2

Méthode Gaussienne 0.0503 0.0043 0.0506 0.0043 0.0501 0.0033
Méthode de Freedman et Lane 0.0500 0.0044 0.0496 0.0039 0.0502 0.0044
Méthode de Kennedy 0.0502 0.0047 0.0508 0.0020 0.0499 0.0044

c : Student(1), ρ = 0.1, β1 = 2.41 M R M1 R1 M2 R2
Méthode Gaussienne 0.0507 0.0042 0.0517 0.0039 0.0500 0.0021
Méthode de Freedman et Lane 0.0508 0.0049 0.0526 0.0003 0.0496 0.0041
Méthode de Kennedy 0.0513 0.0065 0.0536 0.0036 0.0498 0.0027

d : Student(1), ρ = 0.9, β1 = 2.41 M R M1 R1 M2 R2
Méthode Gaussienne 0.0495 0.0073 0.0491 0.0002 0.0499 0.0073
Méthode de Freedman et Lane 0.0495 0.0071 0.0494 0.0034 0.0496 0.0071
Méthode de Kennedy 0.0504 0.0071 0.0516 0.0001 0.0495 0.0071

Tab. 2.2 – La moyenne et l’étendue des risques d’erreur de première espèce de chaque
méthode sur toutes les tailles d’échantillon, sur les petites tailles G1 = {9, 18} et sur
les grandes tailles G2 = {36, 72, 90}. Figure a : ρ = 0.1, β1 = 0 ; figure b : ρ = 0.9,
β1 = 0 ; figure c : ρ = 0.1, β1 = 2.41 ; figure d : ρ = 0.9, β1 = 2.41.

1. Dans les cas a, b et c, pour le groupe G, la moyenne du risque d’erreur de
première espèce de la méthode de Freedman-Lane est plus proche de 0.05 que
celle de la méthode de Kennedy.

2. Dans tous les cas, pour le groupe G, l’étendue du risque d’erreur de première
espèce de la méthode de Freedman-Lane est inférieure ou égale à celle de la
méthode de Kennedy.

3. Dans tous les cas, pour le groupe G1, la moyenne du risque d’erreur de première
espèce de la méthode de Freedman-Lane est plus proche à 0.05 que celle de la
méthode de Kennedy.

4. Dans les cas b et d (où ρ = 0.9), pour le groupe G1, l’étendue du risque d’erreur
de première espèce de la méthode de Freedman-Lane est supérieure à celle de
la méthode de Kennedy.
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5. Dans tous les cas, pour le groupe G2, les méthode de Freedman-Lane et de
Kennedy donnent presque la même moyenne du risque d’erreur de première
espèce.

6. Dans la plupart des cas, pour le groupe G2, la méthode de Kennedy donne une
étendue du risque d’erreur de première espèce inférieure ou égale à celle de la
méthode de Freedman-Lane

7. Dans tous les cas, la moyenne du risque d’erreur de première espèce de la
méthode de Kennedy est plus proche de 0.05 pour le groupe G que pour le
groupe G1.

8. Dans tous les cas, l’étendue du risque d’erreur de première espèce de la méthode
de Kennedy pour le groupe G est supérieure à celle de la même méthode pour
le groupe G1.

9. Dans tous les cas, la moyenne du risque d’erreur de première espèce de la
méthode de Kennedy est plus proche de 0.05 pour le groupe G2 que pour le
groupe G1.

10. Dans tous les cas, l’étendue du risque d’erreur de première espèce de la méthode
de Kennedy pour le groupe G2 est inférieure à celle de la même méthode pour
le groupe G1.

11. Dans les cas a, b et d, les moyennes du risque d’erreur de première espèce de
la méthode de Freedman-Lane pour les groupes G1 et G2 sont proches de 0.05
avec un même écart.

12. Dans tous les cas, l’étendue du risque d’erreur de première espèce de la méthode
de Freedman-Lane pour le groupe G1 est inférieure à celle de la même méthode
pour le groupe G2.

13. Dans la plupart des cas, pour les groupes G, G1 et G2, les méthodes Gaus-
sienne (paramétrique classique) et Freedman-Lane donnent presque les mêmes
moyennes et étendues.

14. Dans tous les cas, pour le groupe G, les méthodes de Kennedy et Gaussienne
donnent des moyennes du risque d’erreur de première espèce proches de 0.05
avec presque un même écart et dans la plupart des cas, l’étendue du risque
d’erreur de première espèce de la méthode de Gaussienne est inférieure à celle
de la méthode de Kennedy. Par ailleurs, pour les groupes G1 et G, la moyenne
du risque d’erreur de première espèce de la méthode de Gaussienne est plus
proche de 0.05 que la méthode de Kennedy, mais, on ne peut pas distinguer
ses étendues.
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B3- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement à dissymétrie droite comme la loi Exp(2) :

1. Comme dans le cas Gaussien, lorsque la taille d’échantillon est n = 9, le risque
d’erreur de première espèce obtenu par la méthode de Kennedy est nettement
supérieur à 0.05 en comparaison aux résultats obtenus par la même méthode
pour des tailles d’échantillon plus grandes, et cela quelles que soient les valeurs
attribuées aux facteurs.(Figure 2.3)

2. Pour la taille d’échantillon n = 9, le risque d’erreur de première espèce obtenu
par la méthode de Kennedy est toujours supérieur à celui de la méthode de
Freedman-Lane et cela quelles que soient les valeurs attribuées aux facteurs
(Figure 2.3).

3. Contrairement à la simulation d’Anderson-Legendre pour laquelle la méthode
de Freedman-Lane et la méthode paramétrique classique étaient conservatrices,
nos simulations montrent ici que ces méthodes conservent des risques d’erreur
de première espèce autour de 0.05.

4. Contrairement à la simulation d’Anderson-Legendre, la méthode paramétrique
classique donne un risque d’erreur de première espèce très peu différent de
la méthode de Freedman-Lane. Ceci est peut être dû au fait que les valeurs
des variables X1 et X2 sont générées par nous selon une loi de Gauss et par
Anderson-Legendre selon une loi uniforme discrète.

5. Les figures 2.3-a pour n = 72, 2.3-d pour n = 36 où le risque d’erreur de
première espèce de la méthode Kennedy est inférieur à celui de la méthode de
Freedman-Lane.
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a
:E

xp(2),  ρ
=

0.1, β
1 =

0

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060
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36
72
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

b
:E

xp(2),  ρ
=

0.9, β
1 =

0

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
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36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
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36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
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9
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060
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9
18

36
72
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060
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18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

c
:E

xp(2),  ρ
=

0.1, β
1 =

2.41

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
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36
72
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
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72
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

d
:E

xp(2),  ρ
=

0.9, β
1 =

2.41

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18
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72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18
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90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
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90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060
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:
ρ

=
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β
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=
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:
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=
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β
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β
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d

:
ρ

=
0.9,

β
1

=
2.41.
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Afin de comparer les effets des tailles d’échantillon, pour chaque méthode, nous
avons calculé la moyenne et l’étendue sur les 3 groupes G, G1 et G2.

a : Exp(2), ρ = 0.1, β1 = 0 M R M1 R1 M2 R2
Méthode Gaussienne 0.0501 0.0044 0.0511 0.0001 0.0510 0.0044
Méthode de Freedman et Lane 0.0510 0.0044 0.0508 0.0011 0.0511 0.0044
Méthode de Kennedy 0.0524 0.0080 0.0547 0.0038 0.0509 0.0044

b : Exp(2), ρ = 0.9, β1 = 0 M R M1 R1 M2 R2
Méthode Gaussienne 0.0501 0.0059 0.0485 0.0049 0.0511 0.0024
Méthode de Freedman et Lane 0.0496 0.0079 0.0477 0.0048 0.0509 0.004
Méthode de Kennedy 0.0515 0.0034 0.0518 0.0024 0.0513 0.0033

c : Exp(2), ρ = 0.1, β1 = 2.41 M R M1 R1 M2 R2
Méthode Gaussienne 0.0503 0.0027 0.0498 0.0027 0.0506 0.0015
Méthode de Freedman et Lane 0.0504 0.0027 0.0498 0.0028 0.0508 0.0007
Méthode de Kennedy 0.0518 0.0072 0.0527 0.0072 0.0513 0.0019

d : Exp(2), ρ = 0.9, β1 = 2.41 M R M1 R1 M2 R2
Méthode Gaussienne 0.0498 0.0041 0.0482 0.0005 0.0494 0.0069
Méthode de Freedman et Lane 0.0490 0.0058 0.0485 0.0021 0.0493 0.0060
Méthode de Kennedy 0.0501 0.0082 0.0511 0.0056 0.0495 0.0061

Tab. 2.3 – La moyenne et l’étendue des risques d’erreur de première espèce de chaque
méthode sur toutes les tailles d’échantillon, sur les 5 petites tailles G1 = {9, 18} et
sur les grandes tailles G2 = {36, 72, 90}. Figure a : ρ = 0.1, β1 = 0 ; figure b : ρ = 0.9,
β1 = 0 ; figure c : ρ = 0.1, β1 = 2.41 ; figure d : ρ = 0.9, β1 = 2.41.

1. Dans tous les cas, pour le groupe G, la moyenne du risque d’erreur de première
espèce de la méthode de Freedman-Lane est plus proche de 0.05 que celle de
la méthode de kennedy.

2. Dans les cas a, c et d, pour le groupe G, l’étendue du risque d’erreur de première
espèce de la méthode de Freedman-Lane est inférieure à celle de la méthode
de Kennedy.

3. Dans les cas b et d (où ρ = 0.1), pour le groupe G1, la moyenne du risque
d’erreur de première espèce de la méthode de Freedman-Lane est plus proche
de 0.05 que celle de la méthode de Kennedy.

4. Dans les cas a, c et d, pour le groupe G1, l’étendue du risque d’erreur de
première espèce de la méthode de Freedman-Lane est supérieure à celle de la
méthode de Kennedy.

5. Dans tous les cas, pour le groupe G2, les méthode de Freedman-Lane et de
Kennedy donnent presque la même moyenne du risque d’erreur de première
espèce.
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6. Dans tous les cas, pour le groupe G2, la méthode de Freedman-Lane donne
une étendue du risque de erreur de première espèce inférieure ou égale à celle
de la méthode de Kennedy

7. Dans tous les cas, la moyenne du risque d’erreur de première espèce de la
méthode de Kennedy est plus proche de 0.05 pour le groupe G que pour le
groupe G1.

8. Dans tous les cas, l’étendue du risque d’erreur de première espèce de la méthode
de Kennedy pour le groupe G est supérieure ou égale à celle de la même
méthode pour le groupe G1.

9. Dans tous les cas la moyenne du risque d’erreur de première espèce de la
méthode de Kennedy est plus proche de 0.05 pour le groupe G2 que pour le
groupe G1.

10. Dans les cas a, b et d, l’étendue du risque d’erreur de première espèce de la
méthode de Kennedy pour le groupe G2 est supérieure à celle de la même
méthode pour le groupe G1.

11. Dans les cas b et d (où ρ = 0.09), les moyennes du risque d’erreur de première
espèce de la méthode de Freedman-Lane sont plus proches de 0.05 pour le
groupes G2 que pour le groupe G1.

12. Dans les cas b et c, l’étendue du risque d’erreur de première espèce de la
méthode de Freedman-Lane pour le groupe G2 est inférieure à celle de la
même méthode pour le groupe G1.

13. Dans la plupart des cas, pour le groupe G, la moyenne du risque d’erreur de
première espèce de la méthode de Gaussienne est plus proche de 0.05 que celle
de la méthode de Freedman-Lane, mais pour les groupes G1 et G2 les deux
méthodes donnent presque les mêmes moyennes. Par ailleurs, dans la plupart
des cas, l’étendue du risque d’erreur de première espèce de la méthode de
Gaussienne est inférieure à celle de la méthode de Freedman-Lane.

14. Dans la plupart des cas pour les groupes G, G1 et G2, la moyenne du risque
d’erreur de première espèce de la méthode de Gaussienne est plus proche de
0.05 que celle de la méthode de Kennedy. De plus, l’étendue du risque d’erreur
de première espèce de la méthode de Gaussienne est inférieure à celle de la
méthode de Kennedy.

Des résultats plus complets, utilisant d’autre combinaisons des facteurs sont présen-
tés dans l’annexe 1.

B-4 Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement à dissymétrique gauche comme la loi Γ(10, 0.5) :

Les résultats dans ce cas sont les mêmes que dans le cas de données générées
pour que le terme d’erreur suive une loi de Exp(2).
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a
:Γ(10, 0.5),  ρ

=
0.1, β

1 =
0

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18
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72
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
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72
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

b
:Γ(10, 0.5),  ρ

=
0.9, β

1 =
0

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce
9

18
36

72
90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18
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72
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18
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72
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18
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72
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18
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72
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

c
:Γ(10, 0.5),  ρ

=
0.1, β

1 =
2.41

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

d
:Γ(10, 0.5),  ρ

=
0.9, β

1 =
2.41

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
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36
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065
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0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065
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C- Résumé des principaux résultats :

a) Dans tous les cas, pour n = 9 la méthode de Kennedy donne le risque d’erreur
de première espèce nettement supérieure à 0.05 en comparaison aux résultats
obtenus par la même méthode pour des tailles d’échantillon plus grandes, et
cela quelles que soient les valeurs attribuées aux facteurs.

b) La méthode de Freedman-Lane donne un risque d’erreur de première espèce
plus stable que la méthode de Kennedy en restant conservant proche du niveau
de signification considéré α = 0.05.

c) Contrairement au résultat de la simulation d’Anderson-Legendre (et peut être
à cause des valeurs des variables X1 et X2 générées dans nos simulations selon
une loi de Gauss), quand les données générées pour le terme d’erreur suivent
une loi radicalement dissymétrique comme la loi Exp(2) ou Γ(10, 0.5), dans la
plupart des cas la méthode paramétrique classique donne un risque d’erreur
de première espèce proche du niveau de signification considéré α = 0.05.

d) Contrairement à la simulation d’Anderson-Legendre pour laquelle la méthode
de Freedman-Lane était conservatrice, lorsque les données générées pour le
terme d’erreur suivaient une loi radicalement dissymétrique, nos simulations
montrent ici que cette méthode conserve des risques d’erreur de première espèce
autour 0.05.

e) Contrairement à la méthode de Freedman-Lane, pour les petites tailles d’échan-
tillon G1 = 9, 18 (surtout pour n = 9) la méthode de Kennedy donne un
risque d’erreur de première espèce supérieur du niveau de signification consi-
déré α = 0.05.

f) Pour les petites tailles d’échantillon G1 = {9, 18} la méthode paramétrique
classique donne un risque d’erreur de première espèce plus proche de 0.05 que
la méthode de Kennedy.

g) Pour les grandes tailles d’échantillon G2 = {36, 72, 90} les méthodes de Freedman-
Lane et de Kennedy donnent des risques d’erreur de première espèce proches
du niveau de signification considéré α = 0.05.

h) Contrairement aux résultats d’Anderson-Legendre, nous avons observé des
cas où le risque d’erreur de première espèce de la méthode Kennedy est in-
férieur à celui de Freedman-Lane lorsque la taille d’échantillon était grande
(n > 18). Nous en expliquerons les raisons Dans le chapitre (3).

i) Au bilan, la méthode Freedman-Lane donne un risque d’erreur de première
espèce plus stable que les autres méthodes et restant proche du niveau de
signification considéré α = 0.05.

2.5.2 Analyse de la puissance du test

En s’inspirant de la simulation d’Anderson-Legendre nous n’avons pas consi-
déré la méthode Kennedy pour étudier la puissance. Comme pour le risque d’erreur
de première espèce, ici nous avons complété les résultats obtenus par Anderson-
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Legendre, en considérant en plus des distributions choisies par ces auteurs {LG(0, 1),
Exp(1), Exp(1)3} des distributions de terme d’erreur symétriques avec variance fi-
nie Student(5), symétrique avec variance infinie Student(1) à dissymétrie droite
comme :{Γ(1, 0.5), Γ(1.5, 0.5), Γ(1.5, 2)}, radicalement à dissymétrie droites comme :
{Γ(0.5, 0.5), Γ(0.5, 2), Γ(1, 2)} à dissymétrie gauche {Γ(10, 2)} et radicalement à dis-
symétrie gauches comme {Γ(10, 0.5)}.

Par ailleurs, afin de comparer les effets des valeurs des données X1 et X2 qui sont
générées par Anderson-Legendre suivant une loi uniforme discrète et celles générées
selon une loi continue, nous avons généré des données X1 et X2 provenant d’une loi
de Gauss (0, 1).

A- Le cadre de notre simulation

Nous avons étudié la puissance pour l’ensemble de modalités des facteurs ci-
dessous :

a) Pour vérifier les effets de taille d’échantillon et aussi pour permettre la com-
paraison des résultats obtenus par Anderson-Legendre aux nôtres, nous avons
tiré les mêmes tailles d’échantillon. Comme dans le cadre d’Anderson-Legendre
nous avons retenu des valeurs de β2 déterminées en fonction de la taille d’échan-
tillon afin de permettre de mesurer et de comparer la puissance : β2 a été choisi
assez grand pour pouvoir rejeter l’hypothèse nulle mais pas trop grand afin de
ne pas obtenir un taux de 100% de rejets. Donc, on a retenu comme valeur du
paramètre β2 = 0.75 pour n = {9, 18}, β2 = 0.4 pour n = {36, 54} et β2 = 0.3
pour n = {72, 90}.

b) Pour étudier les effets du degré de corrélation entre les variables X1 et X2,
nous avons considéré une corrélation faible comme 0.1 et une corrélation forte
comme 0.9. Alors, ρ(X1, X2) = {0.1, 0.9}

c) Afin de vérifier les effets du degré d’influence du coefficient de la covariable
conditionnant et comparer les résultats obtenus par Anderson-Legendre avec
nos résultats, nous avons considéré les mêmes coefficients. Donc, β1 = {0, 0.5, 1, 2.5}.

d) La distribution du terme d’erreur aléatoire ǫ est choisie parmi les suivantes :
{LG(0, 1), Exp(0.5), Exp(2), Student(1),
Student(5), Γ(a, b) avec a ∈ {0.5, 1, 1.5, 10} et b ∈ {0.5, 2}}

Puis des valeurs de Y furent calculées selon l’équation (2.11)

Y = WRβ + ǫ.

où : β =

[
β1

β2

]
est le vecteur des paramètres. Pour calculer la puissance il faut
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fixer β2 6= 0 et ǫ est le vecteur du terme d’erreur aléatoire généré selon l’une des
distributions considérées.

Pour chaque combinaison de facteurs, 10000 ensembles de données ont été gé-
nérés. Chaque ensemble de données est permuté 999 fois. La statistique de test
permutationnelle (tF2,π) de la méthode de Freedman-Lane a été calculée sur chaque
ensemble de données permutées. Ensuite, après 999 permutations, la p-valeur per-
mutationnelle pour la méthode de Freedman-Lane a été calculée par la formule :

p − valeurπ =
#(|tπ| ≥ tobs)

1000

Le niveau de signification pour les tests a été fixé à α = 0, 05. Alors, pour chaque
ensemble de données quand la p−valeurπ est inférieure à 0.05 on rejette l’hypothèse
H0 : β2 = 0. Sur les 10000 p−valeurπ le pourcentage des P −valeurπ de la méthode
de Freedman-Lane inférieures à 0.05 donne le risque d’erreur de première espèce. En
fait, ce pourcentage estime la probabilité de rejeter H0 : β2 = 0 lorsque H0 est vraie
(parce que les données sont générées sous β2 = 0). De plus, l’intervalle de confiance
à 95% est calculé à partir du risque d’erreur de première espèce calculé sur 10000
ensembles.

Afin de compléter la comparaison, pour chaque ensemble de données on a uti-
lisé les tests paramétriques classiques qui consistent à calculer une statistique de
Student. Sa p-valeur donnée par la théorie Gaussienne a également été calculée. De
la même façon, sur les 10000 ensembles de données le risque d’erreur de première
espèce et son intervalle de confiance sont calculés par la théorie Gaussienne.

B- Les résultats de nos simulations

B1- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi de
Gauss :

1. En comparant les figures 2.5-a où n = 9 et 2.5-c où n = 18, on observe
qu’en augmentant la taille d’échantillon ( les valeurs des autres facteurs res-
tant fixées), les puissances des méthodes permutationnelle de Freedman-Lane
et paramétrique classique augmentent nettement. On peut trouver la même
relation pour les figures 2.5-b où n = 9 et 2.5-d où n = 18. Pour les autres
combinaisons des facteurs, dans les figures 2.6 et 2.7 on trouve encore la même
relation. C’est-à-dire qu’en augmentant la taille d’échantillon (les valeurs des
autres facteurs restant fixées), les puissances de la méthode permutationnelle
de Freedman-Lane et de la méthode paramétrique classique augmentent net-
tement.

2. En comparant les figures 2.5-a où ρ = 0.1 et 2.5-b où ρ = 0.9, on ob-
serve qu’en augmentant le coefficient de corrélation ρ(X1, X2) (les valeurs des
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autres facteurs restant fixées), les puissances de la méthode permutationnelle
de Freedman-Lane et de la méthode paramétrique classique diminuent nette-
ment. On peut trouver la même relation pour les figures 2.5-c où ρ = 0.1 et
2.5-d où ρ = 0.9. Pour les autres combinaison des facteurs, dans les figures
2.6 et 2.7 on trouve encore, la même relation. C’est-à-dire qu’en augmentant
le degré du corrélation (les valeurs des autres facteurs restant fixées), les puis-
sances de la méthode permutationnelle de Freedman-Lane et de la méthode
paramétrique classique diminuent nettement.

3. Ici, la méthode de Freeddman-Legendre a presque la même puissance que celle
obtenue dans la simulation d’Anderson-Legendre quelles que soient les valeurs
des facteurs.

4. La puissance de la méthode paramétrique classique est presque la même que
celle de la méthode Freedman-Lane, et cela quelles que soient les valeurs attri-
buées aux facteurs. On remarque que ceci est acceptable puisque les données
générées pour le terme d’erreur suivent une loi de Gauss (0, 1).

5. En considérant les figures 2.5-a, 2.6-a et 2.7-a où pour les trois figures ρ est
fixé à 0.1, on obtient que la puissance des méthodes Freedman-Lane et pa-
ramétrique classique augmentent. On peut trouver la même relation pour les
figures de la partie b, mais pour les figures des parties c et d, les puissances
sont conservées respectivement entre les intervalles (0.78-0.81) et (0.22-0.24).



120 CHAPITRE 2. RÉSULTAT DES SIMULATIONS

a: Gauss N(0,1), ρ = 0.1, β2 = 0.75, n = 9
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b: Gauss N(0,1), ρ = 0.9, β2 = 0.75, n = 9

Coefficient de covariable β1

P
ui

ss
an

ce

0.0 0.5 1.0 2.5
0.

10
0.

11
0.

12
0.

13
0.

14
0.0 0.5 1.0 2.5

0.
10

0.
11

0.
12

0.
13

0.
14

0.0 0.5 1.0 2.5
0.

10
0.

11
0.

12
0.

13
0.

14
0.0 0.5 1.0 2.5

0.
10

0.
11

0.
12

0.
13

0.
14

0.0 0.5 1.0 2.5
0.

10
0.

11
0.

12
0.

13
0.

14
0.0 0.5 1.0 2.5

0.
10

0.
11

0.
12

0.
13

0.
14

0.0 0.5 1.0 2.5
0.

10
0.

11
0.

12
0.

13
0.

14
0.0 0.5 1.0 2.5

0.
10

0.
11

0.
12

0.
13

0.
14

c: Gauss N(0,1), ρ = 0.1, β2 = 0.75, n = 18

Coefficient de covariable β1
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d: Gauss N(0,1), ρ = 0.9, β2 = 0.75, n = 18

Coefficient de covariable β1
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Fig. 2.5 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été simulés suivant une
loi de Gauss (0,1), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β2 = 0.75, n = 9 ; figure b : ρ = 0.9, β2 = 0.75, n = 9 ; figure c : ρ = 0.1,
β2 = 0.75, n = 18, figure d : ρ = 0.9, β2 = 0.75, n = 18.
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a: Gauss N(0,1), ρ = 0.1, β2 = 0.4, n = 36
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b: Gauss N(0,1), ρ = 0.9, β2 = 0.4, n = 36

Coefficient de covariable β1
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c: Gauss N(0,1), ρ = 0.1, β2 = 0.4, n = 54
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d: Gauss N(0,1), ρ = 0.9, β2 = 0.4, n = 54
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Fig. 2.6 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été simulés suivant une
loi de Gauss (0,1), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β2 = 0.4, n = 36 ; figure b : ρ = 0.9, β2 = 0.4, n = 36 ; figure c : ρ = 0.1,
β2 = 0.4, n = 54, figure d : ρ = 0.9, β2 = 0.4, n = 54.
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a: Gauss N(0,1), ρ = 0.1, β2 = 0.3, n = 72
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b: Gauss N(0,1), ρ = 0.9, β2 = 0.3, n = 72
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c: Gauss N(0,1), ρ = 0.1, β2 = 0.3, n = 90
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d: Gauss N(0,1), ρ = 0.9, β2 = 0.3, n = 90
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Fig. 2.7 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été simulés suivant une
loi de Gauss (0,1), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β2 = 0.3, n = 72 ; figure b : ρ = 0.9, β2 = 0.3, n = 72 ; figure c : ρ = 0.1,
β2 = 0.3, n = 90, figure d : ρ = 0.9, β2 = 0.3, n = 90.
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B2- Cas où les données générées pour le terme d’erreur suivent une
loi symétrique de variance infinie comme la loi de Student à 1 degré de
liberté :

1. En comparant les figures 2.8-a où n = 9 et 2.8-c où n = 18 on trouve qu’en
augmentant la taille de l’échantillon (les valeurs des autres facteurs restant
fixées), les puissances de la méthode permutationnelle de Freedman-Lane et de
la méthode paramétrique classique augmentent peu. On peut trouver la même
relation pour les figures 2.8-b où n = 9 et 2.8-d où n = 18. Pour les autres
combinaisons des facteurs, dans les figures 2.9 et 2.10 on trouve encore la même
relation. C’est-à-dire qu’en augmentant la taille d’échantillon (les valeurs des
autres facteurs restant fixées), les puissances de la méthode permutationnelle
de de Freedman-Lane et de la méthode paramétrique classique augmentent
peu.

2. En comparant les figure 2.8-a où ρ = 0.1 et 2.8-b où ρ = 0.9 on obtient qu’en
augmentant le degré du coefficient de corrélation ρ(X1, X2) (les valeurs des
autres facteurs restant fixées), les puissances de la méthode permutationnelle
de Freedman-Lane, et de la méthode paramétrique classique diminuent peu.
On peut trouver la même relation pour les figures 2.9-c où ρ = 0.1 et 2.9-d où
ρ = 0.9. Pour les autres combinaisons des facteurs, dans les figures 2.9 et 2.10
on trouve encore la même relation. C’est-à-dire qu’en augmentant le degré de
corrélation ( les valeurs des autres facteurs restant fixées), les puissances de la
méthode permutationnelle de Freedman-Lane et de la méthode paramétrique
classique diminuent peu.

3. Quelles que soient les valeurs attribuées aux facteurs, les puissances de la mé-
thode de Freedman-Lane et de la méthode paramétrique classique par rapport
aux puissance obtenues par les mêmes méthodes dans le cas précédent (B1)
diminuent nettement.

4. Même lorsque la variance des données générées pour le terme d’erreur est
infinie, quelles que soient les valeurs attribuées aux facteurs , la méthode pa-
ramétrique classique donne presque la même puissance que la méthode de
Freedman-Lane. Ceci peut être dû au fait que les valeurs des variables X1 et
X2 sont générées selon une loi de Gauss (0, 1).

5. Contrairement au cas précèdent (B1), en considérant les figures 2.8-a, 2.9-a et
2.10-a où pour les trois figures ρ est fixé à 0.1, on constate ici que les puissances
de la méthode permutationnelle de Freedman-Lane, et de la méthode paramé-
trique classique diminuent peu. On peut trouver presque la même relation pour
la partie c, mais pour les parties b et d, les puissances restent respectivement
dans les intervalles (0.05-0.06) et (0.04-0.07).
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a : Student(1), ρ = 0.1, β2
* = 0.75, n = 9
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b : Student(1), ρ = 0.9, β2
* = 0.75, n = 9
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c : Student(1), ρ = 0.1, β2
* = 0.75, n = 18
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d : Student(1), ρ = 0.9, β2
* = 0.75, n = 18

Coefficient de covariable β1

P
ui

ss
an

ce

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
04

0.
05

0.
06

0.
07

0.
08

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
04

0.
05

0.
06

0.
07

0.
08

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
04

0.
05

0.
06

0.
07

0.
08

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
04

0.
05

0.
06

0.
07

0.
08

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
04

0.
05

0.
06

0.
07

0.
08

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
04

0.
05

0.
06

0.
07

0.
08

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
04

0.
05

0.
06

0.
07

0.
08

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
04

0.
05

0.
06

0.
07

0.
08

Fig. 2.8 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été simulés suivant une
loi de Student(1), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β2 = 0.4, n = 9 ; figure b : ρ = 0.9, β2 = 0.4, n = 9 ; figure c : ρ = 0.1,
β2 = 0.4, n = 18, figure d : ρ = 0.9, β2 = 0.4, n = 18.
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a : Student(1), ρ = 0.1, β2
* = 0.4, n = 36
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b : Student(1), ρ = 0.9, β2
* = 0.4, n = 36
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c : Student(1), ρ = 0.1, β2
* = 0.4, n = 54
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d : Student(1), ρ = 0.9, β2
* = 0.4, n = 54
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Fig. 2.9 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été simulés suivant une
loi de Student(1), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β2 = 0.3, n = 36 ; figure b : ρ = 0.9, β2 = 0.3, n = 36 ; figure c : ρ = 0.1,
β2 = 0.3, n = 54, figure d : ρ = 0.9, β2 = 0.3, n = 54.
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a : Student(1), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 72
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b : Student(1), ρ = 0.9, β2
* = 0.3, n = 72
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c : Student(1), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 90
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d : Student(1), ρ = 0.9, β2
* = 0.3, n = 90
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Fig. 2.10 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été simulés suivant une
loi de Student(1), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure
a : ρ = 0.1, β∗

2 = 0.3, n = 72 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.3, n = 72 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.3, n = 90, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.3, n = 90.
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B3- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement à dissymétrie droite comme la loi Exp(2) :

1. Comme dans le cas B1, en comparant les figures 2.11-a où n = 9 et 2.11-c
où n = 18 on trouve qu’en augmentant la taille d’échantillon (les valeurs des
autres facteurs restant fixées), les puissances de la méthode permutationnelle
de Freedman-Lane, et de la méthode paramétrique classique augmentent net-
tement. On peut trouver la même relation pour les figures 2.11-b où n = 9 et
2.11-d où n = 18. Pour les autres combinaisons des facteurs, dans les figures
2.12 et 2.13 on trouve encore la même relation. C’est-à-dire qu’en augmentant
la taille d’échantillon (les valeurs des autres facteurs restant fixées), les puis-
sances de la méthode permutationnelle de Freedman-Lane et de la méthode
paramétrique classique augmentent nettement.

2. Comme dans le cas B1, en comparant les figures 2.11-a où ρ = 0.1 et 2.11-b
où ρ = 0.9 on constate qu’en augmentant le degré du coefficient de corrélation
ρ(X1, X2) (les valeurs des autres facteurs restant fixées), les puissances de la
méthode permutationnelle de Freedman-Lane, et de la méthode paramétrique
classique diminuent nettement. On peut trouver la même relation pour les
figures 2.11-c où ρ = 0.1 et 2.11-d où ρ = 0.9. Pour les autres combinaisons
des facteurs, dans les figures 2.12 et 2.13 on trouve la même relation. C’est-à-
dire qu’en augmentant le degré de corrélation (les valeurs des autres facteurs
restant fixées), les puissances des méthodes permutationnelle de Freedman-
Lane et paramétrique classique diminuent nettement.

3. Même lorsque les données générées pour le terme d’erreur suivent une loi ra-
dicalement à dissymétrie droite comme la loi Exp(2), quelles que soient les
valeurs attribuées aux facteurs, la méthode paramétrique classique marche
bien. C’est-à-dire que elle donne presque la même puissance que la méthode
Freedman-Lane. Ceci peut être dû au fait que les valeurs des variables X1 et
X2 sont générées selon une loi de Gauss (0, 1).

4. En comparant les cas B1 et B2 avec ce cas, on constate que, quelles que soient
les valeurs attribuées aux facteurs, les puissances de la méthode de Freedman-
Lane et de la méthode paramétrique classique sont nettement supérieures à
celles obtenues par les mêmes méthodes dans les cas précédents (B1 et B2).
Ceci peut être dû à la variance finie (assez petite) du terme d’erreur.

5. En considérant les figures 2.11-a, 2.12-a et 2.13-a où, pour les trois figures
ρ est fixé à 0.1, on constate que les puissances de la méthode de Freedman-
Lane et de la méthode paramétrique classique augmentent. On peut trouver la
même relation pour les figures de la partie b, mais pour les figures des parties
c et d, les puissances restent respectivement dans les intervalles (0.99-1) et
(0.68-0.73).
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a : Exp(2), ρ = 0.1, β2
* = 0.75, n = 9
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b : Exp(2), ρ = 0.9, β2
* = 0.75, n = 9
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c : Exp(2), ρ = 0.1, β2
* = 0.75, n = 18
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d : Exp(2), ρ = 0.9, β2
* = 0.75, n = 18
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Fig. 2.11 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été simulés suivant une
loi Exponentielle(2), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β∗

2 = 0.75, n = 9 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.75, n = 9 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.75, n = 18, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.75, n = 18.
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a : Exp(2), ρ = 0.1, β2
* = 0.4, n = 36
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b : Exp(2), ρ = 0.9, β2
* = 0.4, n = 36
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c : Exp(2), ρ = 0.1, β2
* = 0.4, n = 54
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d : Exp(2), ρ = 0.9, β2
* = 0.4, n = 54
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Fig. 2.12 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été simulés suivant une
loi Exponentielle(2), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β∗

2 = 0.4, n = 36 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.4, n = 36 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.4, n = 54, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.4, n = 54.
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a : Exp(2), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 72
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b : Exp(2), ρ = 0.9, β2
* = 0.3, n = 72
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c : Exp(2), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 90
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d : Exp(2), ρ = 0.9, β2
* = 0.3, n = 90
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Fig. 2.13 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été simulés suivant une
loi Exponentielle(2), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β∗

2 = 0.3, n = 72 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.3, n = 72 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.3, n = 90, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.3, n = 90.
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B-4 Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement à dissymétrie gauche comme la loi Γ(10, 0.5) :

1. On ne peut pas trouver les deux premiers résultats obtenus dans le cas B2.

2. Contrairement aux cas B3 (où les données générées pour le terme d’erreur
suivent une loi radicalement à dissymétrie droite comme la loi Exp(2)), lorsque
(les données générées pour le terme d’erreur suivent une loi radicalement à
dissymétrie gauche comme la loi Γ(10, 0.5)), les puissances de la méthode per-
mutationnelle de Freedman-Lane et de la méthode paramétrique classique di-
minuent nettement. Remarquons que ceci peut être dû au fait que la variance
de la loi Exp(2) est 0.25 et la variance de la loi Γ(10, 0.5) est 40.

3. Comme le cas B2, ici, les puissances de la méthode de Freedman-Lane et de
la méthode paramétrique classique diminuent nettement par rapport aux cas
B1 et B3.

4. Contrairement aux cas B1, B2 et B3, ici, en considérant les figures 2.8-a,
2.9-a et 2.10-a où pour les trois figures ρ est fixé à 0.1, on constate que les
puissances de la méthode permutationnelle de Freedman-Lane et de la méthode
paramétrique classique restent dans l’intervalle (0.05-0.07).

Des résultats plus complets, utilisant d’autres combinaisons des facteurs, sont
présentés dans l’annexe 2.
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a : Γ(10, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.75, n = 9
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b : Γ(10, 0.5), ρ = 0.9, β2
* = 0.75, n = 9
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c : Γ(10, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.75, n = 18
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d : Γ(10, 0.5), ρ = 0.9, β2
* = 0.75, n = 18
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Fig. 2.14 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été simulés suivant une
loi Γ(10, 0.5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu β1=0, 0.5,1,2.5.
Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a : ρ = 0.1,
β∗

2 = 0.75, n = 9 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.75, n = 9 ; figure c : ρ = 0.1, β∗

2 = 0.75,
n = 18, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.75, n = 18.
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a : Γ(10, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.4, n = 36
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b : Γ(10, 0.5), ρ = 0.9, β2
* = 0.4, n = 36
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c : Γ(10, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.4, n = 54
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d : Γ(10, 0.5), ρ = 0.9, β2
* = 0.4, n = 54
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Fig. 2.15 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été simulés suivant une
loi Γ(10, 0.5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu β1=0, 0.5,1,2.5.
Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a : ρ = 0.1,
β∗

2 = 0.4, n = 36 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.4, n = 36 ; figure c : ρ = 0.1, β∗

2 = 0.4,
n = 54, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.4, n = 54.
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a : Γ(10, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 72
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b : Γ(10, 0.5), ρ = 0.9, β2
* = 0.3, n = 72
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c : Γ(10, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 90
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d : Γ(10, 0.5), ρ = 0.9, β2
* = 0.3, n = 90
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Fig. 2.16 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été simulés suivant une
loi Γ(10, 0.5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1). On a retenu β1=0, 0.5,1,2.5.
Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a : ρ = 0.1,
β∗

2 = 0.3, n = 72 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.3, n = 72 ; figure c : ρ = 0.1, β∗

2 = 0.3,
n = 90, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.3, n = 90.
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2.5.3 Étude la puissance de la méthode de Kennedy

D’après les résultats théoriques que nous avons montrés au chapitre 3, nous
prévoyons que contrairement au risque d’erreur de première espèce, la puissance
de la méthode de Freedman-Lane est dans la plupart des cas inférieure à celle de
la méthode de Kennedy. Mais il existe des cas où la puissance de la méthode de
Kennedy est inférieure à celle de la méthode de Freedman-Lane quand la taille
d’échantillon est grande (n > 9). Afin de vérifier cette prévision, dans le cadre du
travail que nous avons défini pour la simulation sur la puissance de la méthode
Freedman-Lane (section(2.4.2)), nous avons mené une simulation sur les puissances
des méthodes permutationnelles de Freedman-Lane, et de Kennedy ainsi que sur la
méthode paramétrique classique.

A- Le cadre de la simulation

Nous avons considéré presque le même cadre de simulation que dans la sec-
tion (2.5.2), sauf que les valeurs du coefficient de covariable β1 sont {0, 2.5, 5}. Par
ailleurs, pour économiser le temps nous avons considéré les quatre distributions :
symétrique avec variance finie comme la loi de Gauss (0, 1), symétrique avec va-
riance infinie comme la loi de Student(1), radicalement à dissymétrie droite comme
la loi Exp(2) et radicalement à dissymétrie gauche comme la loi Γ(10, 0.5). Donc, l’
ensemble des modalités des facteurs sont :

a) La valeur du paramètre β2 = 0.75 pour n = {9, 18}, β2 = 0.4
pour n = {36, 54} et β2 = 0.3 pour n = {72, 90}.

b) La valeur du coefficient de la covariable X1 est : β1 = {0, 2.5, 5}.

c) Le degré de corrélation entre les variables explicatives X1 et X2,
ρ(X1, X2) = {0.1, 0.9}

d) La distribution du terme d’erreur aléatoire ǫ : LG(0, 1), Exp(2), Student(1)}

Pour chaque combinaison de facteurs, 10000 ensembles de données ont été gé-
nérés. Chaque ensemble de données est permuté 999 fois. La statistique de test
permutationnelle (tF2,π) de la méthode de Freedman-Lane a été calculée sur chaque
ensemble de données permutées. Ensuite, après 999 permutations, la p-valeur per-
mutationnelle pour la méthode de Freedman-Lane a été calculée par la formule :

p − valeurπ =
#(|tπ| ≥ tobs)

1000

Le niveau de signification pour les tests a été fixé à α = 0, 05. Alors, pour chaque
ensemble de données quand la p−valeurπ est inférieure à 0.05 on rejette l’hypothèse
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H0 : β2 = 0. Sur les 10000 p−valeurπ le pourcentage des P −valeurπ de la méthode
de Freedman-Lane inférieures à 0.05 donne le risque d’erreur de première espèce. En
fait, ce pourcentage estime la probabilité de rejeter H0 : β2 = 0 lorsque H0 est vraie
(parce que les données sont générées sous β2 = 0). De plus, l’intervalle de confiance à
95% est calculé à partir du risque d’erreur de première espèce, calculé sur les 10.000
ensembles.

Afin de compléter la comparaison, pour chaque ensemble de données, on a uti-
lisé les tests paramétriques classiques qui consistent à calculer une statistique de
Student. Sa p-valeur données par la théorie Gaussienne a également été calculée. De
la même façon, sur les 10000 ensembles de données le risque d’erreur de première
espèce et son intervalle de confiance ont été calculés par la théorie Gaussienne.

Les autres étapes sont identiques à celles de la section (2.5.2).

B- Les résultats de nos simulations

B1- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi de
Gauss :

1. En comparant les figures 2.17-a où n = 9 et 2.17-c où n = 18, on trouve,
comme avec la méthode de Freedman-Lane et la méthode paramétrique clas-
sique qu’en augmentant la taille d’échantillon (les valeurs des autres facteurs
restant fixées), la puissance de la méthode de Kennedy augmente. On peut
trouver la même relation pour les figures 2.17-b où n = 9 et 2.17-d où n = 18.
Pour les autres combinaisons de facteurs, dans les figures 2.18 et 2.19, on
trouve encore la même relation. C’est-à-dire qu’en faisant crôıtre la taille de
l’échantillon (les valeurs des autres facteurs restant fixées), la puissance de la
méthode de Kennedy comme les méthodes de Freedman-Lane et la méthode
paramétrique classique, augmente nettement.

2. En comparant les figures 2.17-a où ρ = 0.1 et 2.17-b où ρ = 0.9, on constate
comme dans les méthodes de Freedman-Lane et la méthode paramétrique
classique qu’en augmentant le degré de corrélation ρ(X1, X2) (les valeurs des
autres facteurs restant fixées), la puissance de la méthode de Kennedy diminue
nettement. On peut trouver la même relation pour les figures 2.17-c où ρ = 0.1
et 2.17-d où ρ = 0.9. Pour les autres combinaisons de facteurs, dans les figures
2.18 et 2.19 on trouve la même relation. C’est-à-dire qu’en augmentant le degré
de corrélation (les valeurs des autres facteurs restant fixées), la puissance de la
méthode de Kennedy, comme celle de la méthode de Freedman-Lane et celle
de la méthode paramétrique classique diminue nettement.

3. Comme nous l’avons prévu, la puissance de la méthode de Kennedy est supé-
rieure à celle de la méthode de Freedman-Lane (figure 2.17) dans la plupart
des cas (surtout lorsque la taille d’échantillon est petite (n = 9, 18)).
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4. En augmentant la taille d’échantillon, les deux méthodes permutationelles ainsi
que la méthode paramétrique classique donnent la même puissance.

5. Comme nous l’avons prévu, les figures 2.18-c où β1 = 2.5, 2.18-d où β1 = 2.5, 5,
2.19-b où β1 = 5 et 2.19-d où β1 = 2.5 montrent des cas où la puissance de la
méthode de Kennedy est inférieure à celle de la méthode de Freedman-Lane.
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a: Gauss N(0,1), ρ = 0.1, β2 = 0.4, n = 36
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b: Gauss N(0,1), ρ = 0.9, β2 = 0.4, n = 36
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c: Gauss N(0,1), ρ = 0.1, β2 = 0.4, n = 54

Coefficient de covariable β1

P
ui

ss
an

ce

0.0 2.5 5.0

0.
78

0.
79

0.
80

0.
81

0.
82

0.0 2.5 5.0

0.
78

0.
79

0.
80

0.
81

0.
82

0.0 2.5 5.0

0.
78

0.
79

0.
80

0.
81

0.
82

0.0 2.5 5.0

0.
78

0.
79

0.
80

0.
81

0.
82

0.0 2.5 5.0

0.
78

0.
79

0.
80

0.
81

0.
82

0.0 2.5 5.0

0.
78

0.
79

0.
80

0.
81

0.
82

0.0 2.5 5.0

0.
78

0.
79

0.
80

0.
81

0.
82

0.0 2.5 5.0

0.
78

0.
79

0.
80

0.
81

0.
82

0.0 2.5 5.0

0.
78

0.
79

0.
80

0.
81

0.
82

d: Gauss N(0,1), ρ = 0.9, β2 = 0.4, n = 54
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Fig. 2.18 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−− et Kennedy −·×·− en fonc-
tion de la taille du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été
simulés suivant une loi Gaussiennes (0,1), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1).
On a retenu β1=0, 2.5, 5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance
à 95%. Figure a : ρ = 0.1, β∗

2 = 0.4, n = 36 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.4, n = 36 ;

figure c : ρ = 0.1, β∗
2 = 0.4, n = 54, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.4, n = 54.
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a: Gauss N(0,1), ρ = 0.1, β2 = 0.3, n = 72
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b: Gauss N(0,1), ρ = 0.9, β2 = 0.3, n = 72
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c: Gauss N(0,1), ρ = 0.1, β2 = 0.3, n = 90
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d: Gauss N(0,1), ρ = 0.9, β2 = 0.3, n = 90
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Fig. 2.19 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman-Lane −−•−− et Kennedy −·×·− en fonction
de la taille du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été si-
mulés suivant une loi Gaussiennes (0,1), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1).
On a retenu β1=0, 2.5, 5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance
à 95%. Figure a : ρ = 0.1, β∗

2 = 0.3, n = 72 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.3, n = 72 ;

figure c : ρ = 0.1, β∗
2 = 0.3, n = 90, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.3, n = 90.
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B2- Cas des données générées pour le terme d’erreur selonune loi sy-
métrique de variance infinie comme la loi de Student à 1 degré de liberté :

1. En comparant les figures 2.20-a où n = 9 et 2.20-c où n = 18, on trouve comme
pour les méthodes de Freedman-Lane et pour la méthode paramétrique clas-
sique qu’en augmentant la taille d’échantillon (les valeurs des autres facteurs
restant fixées), la puissance de la méthode de Kennedy augmente peu. On peut
trouver la même relation pour les figures 2.17-b où n = 9 et 2.17-d où n = 18.
Pour les autres combinaisons de facteurs, dans les figures 2.18 et 2.19, on
trouve la même relation. C’est-à-dire qu’en augmentant la taille d’échantillon
(les valeurs des autres facteurs restant fixées), la puissance de la méthode de
Kennedy, comme celle des méthodes de Freedman-Lane et celle de la méthode
paramétrique classique, augmente peu.

2. En comparant les figures 2.17-a où ρ = 0.1 et 2.17-b où ρ = 0.9, on constate
comme dans les méthodes de Freedman-Lane et la méthode paramétrique
classique qu’en augmentant le degré de corrélation ρ(X1, X2) (les valeurs des
autres facteurs restant fixées), la puissance de la méthode de Kennedy diminue
peu. On peut trouver la même relation pour les figures 2.17-c où ρ = 0.1 et
2.17-d où ρ = 0.9. Pour les autres combinaisons de facteurs, dans les figures
2.18 et 2.19 on trouve la même relation. C’est-à-dire qu’en augmentant le degré
de corrélation (les valeurs des autres facteurs restant fixées), la puissance de
la méthode de Kennedy, comme celle des méthodes de Freedman-Lane et celle
de la méthode paramétrique classique, diminue peu.

3. Comme la méthode de Freedman-Lane (on l’a déjà vu dans la section (2.5.2)),
quelles que soient les valeurs attribuées aux facteurs, la puissance de la méthode
de Kennedy par rapport à la puissance obtenue par la même méthode mais
pour des données générées selon une loi de Gauss diminue nettement.

4. Comme nous l’avons prévu dans la plupart des cas (surtout lorsque la taille
d’échantillon est petit (n = 9)), la puissance de la méthode de Kennedy est
supérieure à celle de la méthode de Freedman-Lane (figure 2.20).

5. En augmentant la taille d’échantillon, les deux méthodes permutationelles ainsi
que la méthode paramétrique classique donnent la même puissance.

6. Les figures 2.20-d où β1 = 5, 2.21-b où β1 = 0, 2.21-c où β1 = 0, 2.21-d,
où β1 = {0, 1, 2.5}, 2.22-b, où β1 = {2.5, 5}, 2.22-c où β1 = 5 et 2.22-d où
β1 = {0, 2.5} montrent des cas où la puissance de la méthode de Kennedy est
inférieure à celle de la méthode de Freedman-Lane.
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a : Student(1), ρ = 0.1, β2 = 0.75, n = 9
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b : Student(1), ρ = 0.9, β2 = 0.75, n = 9
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c : Student(1), ρ = 0.1, β2 = 0.75, n = 18
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d : Student(1), ρ = 0.9, β2 = 0.75, n = 18
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Fig. 2.20 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−− et Kennedy −·×·− en fonc-
tion de la taille du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été
simulés suivant une loi de Student(1), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1).
On a retenu β1=0, 2.5, 5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance
à 95%. Figure a : ρ = 0.1, β∗

2 = 0.75, n = 9 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.75, n = 9 ;

figure c : ρ = 0.1, β∗
2 = 0.75, n = 18, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.75, n = 18.
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a : Student(1), ρ = 0.1, β2 = 0.4, n = 36
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b : Student(1), ρ = 0.9, β2 = 0.4, n = 36
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c : Student(1), ρ = 0.1, β2 = 0.4, n = 54
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d : Student(1), ρ = 0.9, β2 = 0.4, n = 54
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Fig. 2.21 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−− et Kennedy −·×·− en fonc-
tion de la taille du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été
simulés suivant une loi de Student(1), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1).
On a retenu β1=0, 2.5, 5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance
à 95%. Figure a : ρ = 0.1, β∗

2 = 0.4, n = 36 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.4, n = 36 ;

figure c : ρ = 0.1, β∗
2 = 0.4, n = 54, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.4, n = 54.
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a : Student(1), ρ = 0.1, β2 = 0.3, n = 72
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b : Student(1), ρ = 0.9, β2 = 0.3, n = 72
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c : Student(1), ρ = 0.1, β2 = 0.3, n = 90
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d : Student(1), ρ = 0.9, β2 = 0.3, n = 90
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Fig. 2.22 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−− et Kennedy −·×·− en fonc-
tion de la taille du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été
simulés suivant une loi de Student(1), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1).
On a retenu β1=0, 2.5, 5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance
à 95%. Figure a : ρ = 0.1, β∗

2 = 0.3, n = 72 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.3, n = 72 ;

figure c : ρ = 0.1, β∗
2 = 0.3, n = 90, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.3, n = 90.
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B3- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement à dissymétrie droite comme la loi Exp(2) :

1. On peut trouver les deux premiers résultats obtenus dans le cas B1.

2. En comparant les cas B1 et B2 avec ce cas, on observe que quelles que soient les
valeurs attribuées aux facteurs, la puissance de la méthode de Kennedy (comme
celle de la méthode de Freedman-Lane, et celle de la méthode paramétrique
classique) est nettement supérieure à celles obtenues par la même méthode
dans les simulations précédentes (les cas B1 et B2). Remarquons que ceci peut
être dû à la variance du terme d’erreur ( loi Exp(2)) est 0.25 qui est plus petite
que celles des cas B1 et B2.
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a : Exp(2), ρ = 0.1, β2 = 0.75, n = 9

Coefficient de covariable β1

P
ui

ss
an

ce

0.0 2.5 5.0

0.
86

0.
87

0.
88

0.
89

0.
90

0.0 2.5 5.0

0.
86

0.
87

0.
88

0.
89

0.
90

0.0 2.5 5.0

0.
86

0.
87

0.
88

0.
89

0.
90

0.0 2.5 5.0

0.
86

0.
87

0.
88

0.
89

0.
90

0.0 2.5 5.0

0.
86

0.
87

0.
88

0.
89

0.
90

0.0 2.5 5.0

0.
86

0.
87

0.
88

0.
89

0.
90

0.0 2.5 5.0

0.
86

0.
87

0.
88

0.
89

0.
90

0.0 2.5 5.0

0.
86

0.
87

0.
88

0.
89

0.
90

0.0 2.5 5.0

0.
86

0.
87

0.
88

0.
89

0.
90

b : Exp(2), ρ = 0.9, β2 = 0.75, n = 9
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c : Exp(2), ρ = 0.1, β2 = 0.75, n = 18
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d : Exp(2), ρ = 0.9, β2 = 0.75, n = 18
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Fig. 2.23 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−− et Kennedy −·×·− en fonc-
tion de la taille du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été
simulés suivant une loi Exp (2), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1). On a
retenu β1=0, 2.5, 5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%.
Figure a : ρ = 0.1, β∗

2 = 0.75, n = 9 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.75, n = 9 ; figure c :

ρ = 0.1, β∗
2 = 0.75, n = 18, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.75, n = 18.
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a : Exp(2), ρ = 0.1, β2 = 0.4, n = 36
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b : Exp(2), ρ = 0.9, β2 = 0.4, n = 36
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c : Exp(2), ρ = 0.1, β2 = 0.4, n = 54
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d : Exp(2), ρ = 0.9, β2 = 0.4, n = 54
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Fig. 2.24 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−− et Kennedy −·×·− en fonc-
tion de la taille du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été
simulés suivant une loi Exp (2), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1). On a
retenu β1=0, 2.5, 5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%.
Figure a : ρ = 0.1, β∗

2 = 0.4, n = 36 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.4, n = 36 ; figure c :

ρ = 0.1, β∗
2 = 0.4, n = 54, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.4, n = 54.
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a : Exp(2), ρ = 0.1, β2 = 0.3, n = 72
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b : Exp(2), ρ = 0.9, β2 = 0.3, n = 72
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c : Exp(2), ρ = 0.1, β2 = 0.3, n = 90
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d : Exp(2), ρ = 0.9, β2 = 0.3, n = 90
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Fig. 2.25 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−− et Kennedy −·×·− en fonc-
tion de la taille du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été
simulés suivant une loi Exp (2), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1). On a
retenu β1=0, 2.5, 5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%.
Figure a : ρ = 0.1, β∗

2 = 0.3, n = 72 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.3, n = 72 ; figure c :

ρ = 0.1, β∗
2 = 0.3, n = 90, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.3, n = 90.
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B-4 Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement à dissymétrie gauche comme la loi Γ(10, 0.5) :

1. On ne peut pas trouver les deux premiers résultats obtenus dans le cas B2.

2. Comme dans les cas précédents (B1, B2 et B3), dans la plupart des cas (sur-
tout, lorsque la taille d’échantillon est petite (n = 9)), la puissance de la
méthode de Kennedy est supérieure à celle de la méthode de Freedman-Lane
(figure 2.26).

3. Contrairement aux cas B3 (où les données générées pour le terme d’erreur
suivent une loi radicalement à dissymétrie droite comme la loi Exp(2)), ici, la
puissance de la méthode de Kennedy comme celle de la méthode permutation-
nelle de Freedman-Lane et celle de la méthode paramétrique classique (comme
on l’a vu déjà dans la section (2.5.2)) diminue nettement. Remarquons que
ceci peut être dû au fait que la variance de la loi Exp(2) est 0.25 et la variance
de la loi Γ(10, 0.5) est 40.

4. En augmentant la taille d’échantillon, les deux méthodes permutationelles ainsi
que la méthode paramétrique classique donnent la même puissance.

5. Les figures 2.27-c où β1 = 5, 2.27-d où β1 = 5, 2.28-a,b où β1 = 2.5, 2.28-d,
où β1 = 5, montrent des cas où la puissance de la méthode de Kennedy est
inférieure à celle de la méthode de Freedman-Lane.
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a : Γ(10, 0.5), ρ = 0.1, β2 = 0.75, n = 9
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b : Γ(10, 0.5), ρ = 0.9, β2 = 0.75, n = 9

Coefficient de covariable β1

P
ui

ss
an

ce

0.0 2.5 5.0
0.

03
0.

04
0.

05
0.

06
0.

07
0.0 2.5 5.0

0.
03

0.
04

0.
05

0.
06

0.
07

0.0 2.5 5.0
0.

03
0.

04
0.

05
0.

06
0.

07
0.0 2.5 5.0

0.
03

0.
04

0.
05

0.
06

0.
07

0.0 2.5 5.0
0.

03
0.

04
0.

05
0.

06
0.

07
0.0 2.5 5.0

0.
03

0.
04

0.
05

0.
06

0.
07

0.0 2.5 5.0
0.

03
0.

04
0.

05
0.

06
0.

07
0.0 2.5 5.0

0.
03

0.
04

0.
05

0.
06

0.
07

0.0 2.5 5.0
0.

03
0.

04
0.

05
0.

06
0.

07

c : Γ(10, 0.5), ρ = 0.1, β2 = 0.75, n = 18
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d : Γ(10, 0.5), ρ = 0.9, β2 = 0.75, n = 18
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Fig. 2.26 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−− et Kennedy −·×·− en fonc-
tion de la taille du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été
simulés suivant une loi Γ(10, 0.5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1). On a
retenu β1=0, 2.5, 5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%.
Figure a : ρ = 0.1, β∗

2 = 0.75, n = 9 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.75, n = 9 ; figure c :

ρ = 0.1, β∗
2 = 0.75, n = 18, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.75, n = 18.
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a : Γ(10, 0.5), ρ = 0.1, β2 = 0.4, n = 36
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b : Γ(10, 0.5), ρ = 0.9, β2 = 0.4, n = 36
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c : Γ(10, 0.5), ρ = 0.1, β2 = 0.4, n = 54
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d : Γ(10, 0.5), ρ = 0.9, β2 = 0.4, n = 54
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Fig. 2.27 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−− et Kennedy −·×·− en fonc-
tion de la taille du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été
simulés suivant une loi Γ(10, 0.5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1). On a
retenu β1=0, 2.5, 5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%.
Figure a : ρ = 0.1, β∗

2 = 0.4, n = 36 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.4, n = 36 ; figure c :

ρ = 0.1, β∗
2 = 0.4, n = 54, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.4, n = 54.
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a : Γ(10, 0.5), ρ = 0.1, β2 = 0.3, n = 72
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b : Γ(10, 0.5), ρ = 0.9, β2 = 0.3, n = 72
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c : Γ(10, 0.5), ρ = 0.1, β2 = 0.3, n = 90
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d : Γ(10, 0.5), ρ = 0.9, β2 = 0.3, n = 90
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Fig. 2.28 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−− et Kennedy −·×·− en fonc-
tion de la taille du coefficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été
simulés suivant une loi Γ(10, 0.5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1). On a
retenu β1=0, 2.5, 5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%.
Figure a : ρ = 0.1, β∗

2 = 0.3, n = 72 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.3, n = 72 ; figure c :

ρ = 0.1, β∗
2 = 0.3, n = 90, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.3, n = 90.
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C- Résumé des principaux résultats

a) Quelles que soient les valeurs attribuées aux facteurs, dans les cas B1 et B3
où les données générées pour le terme d’erreur suivent une loi symétrique de
variance finie comme la loi de Gauss LG(0, 1) ou une loi radicalement à dissy-
métrie droite comme la loi Exp(2), en augmentant la taille de l’échantillon (les
valeurs des autres facteurs restant fixées), les puissances des méthodes permu-
tationnelles de Freedman-Lane, de Kennedy et la méthode paramétrique clas-
sique (en comparant les cas B2 et B4) augmentent nettement. Ceci peut être
dû à la variance assez petite du terme d’erreur. Remarquons que la variance
de la loi de Gauss LG(0, 1) est 1, la variance de la loi de Student(1) est infinie,
la variance de la loi Exp(2) est 0.25 et la variance de loi Γ(10, 0.5) est 40.

b) Lorsque le terme d’erreur suit d’une loi symétrique comme la loi de Student(1)
ou une loi radicalement à dissymétrique gauche comme la loi Γ(10, 0.5), en aug-
mentant la taille d’échantillon (les valeurs des autres facteurs restant fixées),
les puissances des méthodes permutationnelles de Freedman-Lane, de Kennedy
et la méthode paramétrique classique (en comparant les cas B1 et B3) aug-
mentent peu. Ceci peut être dû à la variance infini (ou assez grande) du terme
d’erreur.

c) Lorsque les données générées pour le terme d’erreur suivent une loi symé-
trique de variance finie comme la loi de Gauss (0, 1) ou une loi radicalement à
dissymétrie droite comme la loi Exp(2), en augmentant le degré de coefficient
de corrélation ρ(X1, X2) (les valeurs des autres facteurs restant fixées), les
puissances des méthodes permutationnelles de Freedman-Lane, de Kennedy et
la méthode paramétrique classique (en comparant les cas B2 et B4) diminuent
nettement. Ceci peut être dû à la variance assez petite du terme d’erreur.

d) Quelles que soient les valeurs attribuées aux facteurs, dans les cas B2 et B4
où les données générées pour le terme d’erreur suivent une loi symétrique de
variance infinie comme la loi de Student(1) ou une loi radicalement à dissymé-
trie gauche comme la loi de Γ(10, 0.5), en augmentant le degré de coefficient
de corrélation ρ(X1, X2) (les valeurs des autres facteurs restant fixées), les
puissances des méthodes permutationnelles de Freedman-Lane, de Kennedy et
la méthode paramétrique classique (en comparant les cas B1 et B3) diminuent
peu. Ceci peut être dû à la variance infinie ou trop grande du terme d’erreur.

e) Même lorsque les données générées pour le terme d’erreur suivent une loi sy-
métrique de variance infinie comme la loi de Student(1) ou radicalement à
dissymétrie droite comme la loi Exp(2) ou radicalement à dissymétrie gauche
comme la loi Γ(10, 0.5), la méthode paramétrique classique marche bien. C’est-
à-dire qu’elle donne une puissance presque identique à celle des méthodes per-
mutationnelles de Freedman-Lane et de Kennedy. Ceci peut être dû à des
valeurs des variables X1 et X2 générées selon une loi de Gauss (0, 1).

f) Lorsque la variance des données générées pour le terme d’erreur est infinie
ou trop grande (soit d’une loi symétrique comme Student(1) ou d’une loi ra-
dicalement à dissymétrie gauche comme la loi Γ(10, 0.5))), les puissances des
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méthodes permutationnelles de Freedman-Lane, de Kennedy et de la méthode
paramétrique classique diminuent nettement en comparaison aux puissances
obtenues par les mêmes méthodes mais où la variance des données générés
pour le terme d’erreur est assez petite comme la loi de Gauss (0, 1) de variance
1 ou comme la loi radicalement à dissymétrie droite comme la loi Exp(2) de
variance 0.25.

g) Comme nous l’avons prévu, dans la plupart des cas, la puissance de la méthode
de Kennedy est supérieure à celle de Freedman-Lane, surtout pour n = 9, 18

h) Comme nous l’avons prévu, nous observons des cas où la puissance de la mé-
thode Kennedy est inférieure à celle du test de Freedman-Lane où la taille de
l’échantillon était grande (n > 18). Nous en expliquerons les raisons dans le
chapitre 3.

2.5.4 Effet d’un point extrême

En s’inspirant de la simulation d’Anderson-Legendre, nous n’avons pas consi-
déré la méthode de Kennedy pour vérifier l’effet d’un point extrême sur le risque
d’erreur de première espèce. Comme dans le risque d’erreur de première espèce et
dans la puissance, ici, nous avons complété les résultats obtenus par Anderson-
Legendre, en considérant en plus des distributions choisies par Anderson-Legendre
{LG(0, 1), Exp(1), Exp(1)3} des distributions symétriques avec variance finie
Student(5), symétrique avec variance infinie Student(1) à dissymétrie droite comme
{Γ(1, 0.5), Γ(1.5, 0.5), Γ(1.5, 2)}, radicalement à dissymétrie droite comme {Γ(0.5, 0.5),
Γ(0.5, 2), Γ(1, 2)} à dissymétrie gauche {Γ(10, 2)} et radicalement à dissymétrie
gauche comme {Γ(10, 0.5)} de terme d’erreur. Par ailleurs, afin de comparer les
effets des valeurs des données X1 et X2 nous avont générées les valeurs de X1 et
X2 selon une loi de Gauss. Les autres paramètres sont presque les mêmes que dans
Anderson-Legendre.

A- Le cadre de notre simulation

a) Afin d’étudier les effets de taille d’échantillon et comparer les résultats ob-
tenus par Anderson-Legendre aux nôtres, nous avons tiré les mêmes tailles
d’échantillons que celles qui furent retenues dans la simulation d’Anderson-
Legendre. Donc,
n = {10, 20, 100}

b) Pour vérifier les effets du degré d’influence du coefficient de covariable et aussi
pour permettre la comparaison des résultats obtenus par Anderson-Legendre
avec nos résultats, nous avons considéré les mêmes valeurs du coefficient β1

que celles de ces auteurs. Donc, β1 = {0, 2, 4, 5, 6, 8, 10, 20}.
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c) La distribution du terme d’erreur aléatoire ǫ appartient à l’ensemble : {LG(0, 1)
, Exp(0.5), Exp(2), Student(1), Student(5), Γ(a, b) avec a ∈ {0.5, 1, 1.5, 10}
et b ∈ {0.5, 2}}

Afin de comparer les effets des valeurs de X1 et X2 générées par Anderson-
Legendre selon une loi uniforme (0,3) () et les nôtres générées selon une loi de Gauss
(0, 1) mais aussi afin d’étudier les effets du degré de corrélation entre les variables
X1 et X2, nous avons considéré les mêmes corrélations que celles qui furent retenues
par la simulation d’Anderson-Legendre. Pour cela, nous avons généré les données
des variables X1 et X2 de deux façons différentes.

A1- Cas où les variables X1 et X2 sont non corrélées
D’après remarque (2.4.1) on a ρ(X1, X2) = 0. Donc, pour la variable X1 nous
générons n − 1 valeurs d’une loi de Gauss (0, 1) et nous posons X1

n = 55. Puis
nous générons n valeurs de la variable X2 d’une loi de Gauss (0, 1). De ce fait, la
corrélation entre les variables X1 et X2 est zéro. Ensuite, nous construisons deux
vecteurs X1,X2 et la matrice W par l’équation :

W = [X1|X2] =




X1
1 X2

1

X1
2 X2

2
...

...
X1

n X2
n


 (2.23)

Enfin, les valeurs de Y sont générées par l’équation :

Y = Wβ + ǫ (2.24)

où : β =

[
β1

β2

]
est le vecteur des paramètres. Pour calculer le risque d’erreur de

première espèce il faut poser β2 = 0 et ǫ est le vecteur du terme d’erreur aléatoire
généré selon une distribution considérée.

Pour chaque combinaison des modalités des facteurs, 10000 ensembles de don-
nées ont été générés. Puis, pour la méthode de Freedman-Lane, chaque ensemble de
données a été permuté 999 fois. La statistique de test permutationnelle (t2,π) de la
méthodes de Freedman-Lane a été calculée sur chaque ensemble de données permu-
tées. Ensuite, après 999 permutations, la p-valeur permutationnelle pour la méthode
de Freedman-Lane a été calculée par la formule :

p − valeurπ =
#(|tπ| ≥ tobs)

1000

Le niveau de signification pour les tests a été fixé à α = 0, 05. Alors, pour chaque
ensemble de données quand la p−valeurπ est inférieure à 0.05 on rejette l’hypothèse
H0 : β2 = 0. Sur les 10000 p−valeurπ le pourcentage des P −valeurπ de la méthode
de Freedman-Lane inférieures à 0.05 donne le risque d’erreur de première espèce. En



156 CHAPITRE 2. RÉSULTAT DES SIMULATIONS

fait, ce pourcentage estime la probabilité de rejeter H0 : β2 = 0 lorsque H0 est vraie
(parce que les données sont générés sous β2 = 0). De plus, l’intervalle de confiance
à 95% est calculé à partir du risque d’erreur de première espèce (calculé sur 10000
ensembles).

Afin de compléter la comparaison, pour chaque ensemble de données on a uti-
lisé les tests paramétriques classiques qui consistent à calculer une statistique de
Student. Sa p-valeur donnée par théorie Gaussienne a également été calculée. De
la même façon, sur les 10000 ensembles de données le risque d’erreur de première
espèce et son intervalle de confiance sont calculés par la théorie Gaussienne.

Les autres étapes sont identiques à celles où nous avons étudié le risque d’erreur
de première espèce.

A2- Cas des variables X1 et X2 sont corrélées
D’après remarque (2.4.2) on a ρ(X1, X2) ≈ 0.7. De ce fait, nous générons n − 1
valeurs d’une loi de Gauss (0, 1) pour la variable Z1, et nous posons Z1

n = 55. Puis
nous générons n valeurs d’une loi de Gauss (0, 1) pour la variable Z2. Ensuite, nous
construisons deux vecteurs Z1,Z2 et la matrice W

′

par l’équation :

W
′

= [Z1|Z2] =




Z1
1 Z2

1

Z1
2 Z2

2
...

...
Z1

n Z2
n


 (2.25)

Remarquons que ρ(Z1, Z2) = 0. A partir des Z1 et Z2, ces auteurs construisent les
vecteurs X1 et X2 de corrélation ρ(X1, X2) = 0.7 de la façon suivante :

W
′

R = [X1|X2] = W
′

R1/2 (2.26)

où R =

[
1 0.7

0.7 1

]
. Enfin, les valeurs de Y sont générées par l’équation :

Y = W
′

Rβ + ǫ (2.27)

où ǫ =

[
β1

β2

]
est le vecteur des paramètres. Pour calculer le risque d’erreur de

première espèce il faut prendre β2 = 0 et ǫ est le vecteur du terme d’erreur aléatoire
généré selon la distribution considérée.

Pour chaque combinaison des modalités des facteurs, 10000 ensembles de données
ont été générées. Chaque ensemble de données a été permuté 999 fois. La statistique
de test permutationnelle (tF2,π) de la méthode de Freedman-Lane est calculée sur
chaque ensemble de données permutées. Ensuite, après 999 permutations, la p-valeur
permutationnelle pour la méthode de Freedman-Lane a été calculée par la formule :

p − valeurπ =
#(|tπ| ≥ tobs)

1000
Les autres étapes sont identiques à celle du cas A1.
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B- Les résultats de nos simulations

B1- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
LG(0, 1)

1. Comme dans la simulation d’Anderson-Legendre, pour toutes les valeurs de
β1, la méthode de Freedman-Lane donne un risque d’erreur de première espèce
proche de 0.05. C’est-à-dire que le point extrême (avec β1 6= 0) n’a pas d’effet
sur le risque d’erreur de première espèce.

2. En comparant les figures 2.26-a,c,e où ρ = 0, et 2.26-b,d,f où ρ = 0.7 on
constate que dans les deux cas la méthode de Freedman-Lane donne presque
le même risque d’erreur de première espèce. C’est-à-dire que même s’il existe
un point extrême, la corrélation entre les variables X1 et X2, n’a pas d’effet
sur le risque d’erreur de première espèce de la méthode de Freedman-Lane.

3. En considérant la figure 2.26-a,b où la taille d’échantillon est petite n = 10,
le risque d’erreur de première espèce de la méthode de Freedman-Lane est
proche de 0.05. C’est-à-dire que lorsque la taille d’échantillon est petite même
s’il existe un point extrême, la méthode de Freedman-Lane donne un risque
proche de 0.05.

4. Comme dans la simulation d’Anderson-Legendre, il n’y a pas de différence si-
gnificative entre la méthode permutationnelle de Freedman-Lane et la méthode
paramétrique classique. Ceci est acceptable puisque les données générées pour
le terme d’erreur suivent une loi de Gauss (0, 1).
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a:  Gauss N(0,1) ,  ρ = 0,  n = 10
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b: Gauss N(0,1),    ρ = 0.7,  n = 10
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c:  Gauss N(0,1) ,  ρ = 0,  n = 20

Er
re

ur
 d

e 
pr

em
iè

re
 e

sp
èc

e

0 2 4 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

d: Gauss N(0,1),    ρ = 0.7,  n = 20
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e:  Gauss N(0,1),  ρ = 0,  n = 100

Coefficient de covariable β1
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f: Gauss  N(0,1),  ρ = 0.7,  n = 100

Coefficient de covariable β1
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Fig. 2.29 – Erreur de première espèce estimée du T-test de H0 : β2 = 0 par les
méthodes Gaussienne−−△−−, et Freedman et Lane −−•−−, en fonction du coefficient
de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été simulés suivant une loi de
Gauss (0,1), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1) où X1 a un point extrême.
On a retenu β1 = 0, 2, 4, 5, 6, 8, 10, 20. Les segments verticaux figurent l’intervalle de
confiance à 95%. Figure a : ρ = 0, n = 10 ; figure b : ρ = 0.7, n = 10 ; figure c :
ρ = 0, n = 20 ; d : ρ = 0.7, n = 20 ; figure e : ρ = 0, n = 100 ; figure f : ρ = 0.7,
n = 100.
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B2- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi sy-
métrique de variance infinie comme la loi de Student à 1 degré de liberté :

1. Pour toutes les combinaisons de valeurs de facteurs, la méthode du Freedman-
Lane donne un risque d’erreur de première espèce proche de 0.05. C’est-à-dire
qu’elle se stabilise vers 0.05.

2. Comme dans le cas précédent, en comparant les figures 2.27-a,c,d où ρ = 0,
et 2.27-b,d,f où ρ = 0.7 on constate que dans les deux cas la méthode de
Freedman-Lane donne presque le même risque d’erreur de première espèce,
c’est-à-dire que la corrélation entre les variables X1 et X2, n’a pas d’effet sur
le risque d’erreur de première espèce de la méthode de Freedman-Lane.

3. En considérant la figure 2.27-a,b où la taille d’échantillon est petite n = 10,
le risque d’erreur de première espèce de la méthode de Freedman-Lane est
proche de 0.05. C’est-à-dire que même lorsque les données générées pour le
terme d’erreur suivent une loi de variance infinie comme la loi de Student(1),
lorsque la taille de l’échantillon est petite et même s’il existe un point extrême,
la méthode de Freedman-Lane donne un risque proche de 0.05.

4. Contrairement à la simulation menée pour étudier les puissances des méthodes
permutationnelles, ici la grandeur de la variance du terme d’erreur, n’a pas
d’effet sur le risque d’erreur de première espèce.

5. Comme dans le cas précédent il n’y a pas de différence significative entre
la méthode permutationnelle de Freedman-Lane et la méthode paramétrique
classique.

6. Même lorsque les données générées pour le terme d’erreur suivent une loi symé-
trique de variance infinie comme la loi de Student(1), la méthode paramétrique
classique donne un risque d’erreur de première espèce proche de 0.05. Ceci peut
être dû au fait que les valeurs des variables X1 et X2 sont générées selon une
loi de Gauss (0, 1).



160 CHAPITRE 2. RÉSULTAT DES SIMULATIONS

a:  Student (1) ,  ρ = 0,  n = 10
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b: Student(1),    ρ = 0.7,  n = 10
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c:  Student(1) ,  ρ = 0,  n = 20
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d: Student(1),    ρ = 0.7,  n = 20
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e:  Student(1),  ρ = 0,  n = 100
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f: Student (1),  ρ = 0.7,  n = 100
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Fig. 2.30 – Erreur de première espèce estimée du T-test de H0 : β2 = 0 par les
méthodes Gaussienne−−△−−, et Freedman et Lane −−•−−, en fonction du coefficient
de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été simulés suivant une loi de
Student(1), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1) où X1 a un point extrême.
On a retenu β1 = 0, 2, 4, 5, 6, 8, 10, 20. Les segments verticaux figurent l’intervalle de
confiance à 95%. Figure a : ρ = 0, n = 10 ; figure b : ρ = 0.7, n = 10 ; figure c :
ρ = 0, n = 20 ; d : ρ = 0.7, n = 20 ; figure e : ρ = 0, n = 100 ; figure f : ρ = 0.7,
n = 100.
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B3- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement à dissymétrie droite comme la loi Exp(2) :

1. Comme dans la simulation d’Anderson-Legendre, pour toutes les combinaisons
des valeurs de facteurs, la méthode de Freedman-Lane donne un risque d’erreur
de première espèce proche de 0.05. C’est-à-dire qu’elle se stabilise vers 0.05.

2. Comme dans les cas précédents (B1 et B2), en comparant les figures 2.28-a,c,e
où ρ = 0, et 2.28-b,d,f où ρ = 0.7 on constate que dans les deux cas la méthode
de Freedman-Lane donne presque le même risque d’erreur de première espèce,
c’est-à-dire que la corrélation entre les variables X1 et X2, n’a pas d’effet sur
le risque d’erreur de première espèce de la méthode de Freedman-Lane.

3. En considérant la figure 2.28-a,b où la taille d’échantillon est petite n = 10,
comme dans les cas précédents (B1 et B2) le risque d’erreur de première espèce
de la méthode de Freedman-Lane est proche de 0.05. C’est-à-dire que lorsque
la taille d’échantillon est petite et lorsqu’il existe un point extrême, la méthode
de Freedman-Lane donne un risque proche de 0.05.

4. Contrairement à la simulation d’Anderson-Legendre où la méthode paramé-
trique classique était instable, ici cette méthode se stabilise vers 0.05. Ceci
peut être dû au fait que les valeurs des variables X1 et X2 sont générées selon
une loi de Gauss (0, 1).

5. Contrairement à la simulation menée pour étudier les puissances des méthodes
permutationnelles, ici la magnitude de la variance du terme d’erreur n’a pas
d’effet sur le risque d’erreur de première espèce.

6. Comme dans le cas précédent il n’y a pas de différence significative entre
la méthode permutationnelle de Freedman-Lane, et la méthode paramétrique
classique. Ceci peut-être dû au fait que les valeurs des variables X1 et X2 sont
générées selon une loi de Gauss (0, 1).
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a:  Exp(2) ,  ρ = 0,  n = 10
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b: Exp(2),    ρ = 0.7,  n = 10
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c:  Exp(2) ,  ρ = 0,  n = 20
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d: Exp(2),  ρ = 0.7,  n = 20
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e:  Exp(2),  ρ = 0,  n = 100
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f: Exp(2),  ρ = 0.7,  n = 100
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Fig. 2.31 – Erreur de première espèce estimée du T-test de H0 : β2 = 0 par les
méthodes Gaussienne−−△−−, et Freedman et Lane −−•−−, en fonction du coefficient
de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été simulés suivant une loi Exp(2),
X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1) où X1 a un point extrême. On a retenu
β1 = 0, 2, 4, 5, 6, 8, 10, 20. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à
95%. Figure a : ρ = 0, n = 10 ; figure b : ρ = 0.7, n = 10 ; figure c : ρ = 0, n = 20 ;
d : ρ = 0.7, n = 20 ; figure e : ρ = 0, n = 100 ; figure f : ρ = 0.7, n = 100.
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B-4 Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement à dissymétrie gauche comme la loi Γ(10, 0.5) :

1. Pour toutes les valeurs de β1, la méthode de Freedman-Lane donne un risque
d’erreur de première espèce proche de 0.05. C’est-à-dire qu’elle se stabilise vers
0.05.

2. Comme dans le cas précédent, en comparant les figures 2.29-a,c,e où ρ = 0,
et 2.29-b,d,f où ρ = 0.7 on constate que pour les deux cas la méthode de
Freedman-Lane donne presque le même risque d’erreur de première espèce,
c’est-à-dire que la corrélation entre les variables X1 et X2 n’a pas d’effet sur
le risque d’erreur de première espèce de la méthode de Freedman-Lane.

3. En considérant la figure 2.32-a,b où la taille d’échantillon est petite n = 10,
le risque d’erreur de première espèce de la méthode de Freedman-Lane est
proche de 0.05. C’est-à-dire que la méthode de Freedman-Lane se stablise aussi
autour de 0.05 quand les données générées pour le terme d’erreur suivent une
loi de variance assez grande (40) par exemple la loi Γ(10, 0.5) avec une taille
échantillon petite (n = 10), et la présence d’un point extrême.

4. Comme dans le cas précédent il n’y a pas de différence significative entre
la méthode permutationnelle de Freddman-Lane et la méthode paramétrique
classique.

5. Même lorsque les données générées pour le terme d’erreur suivent une loi dis-
symétrique de variance assez grande (40) comme la loi Γ(10, 0.5), la méthode
paramétrique classique donne un risque d’erreur de première espèce proche de
0.05. Ceci peut être dû au fait que les valeurs des variables X1 et X2 sont
générées selon une loi de Gauss (0, 1).

Des résultats plus complets, utilisant d’autre combinaisons des facteurs, sont
présentés dans l’annexe 3.
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a: Γ(10, 0.5),  ρ = 0,  n = 10
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b: Γ(10, 0.5),,    ρ = 0.7,  n = 10
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c:   Γ(10, 0.5),  ,  ρ = 0,  n = 20
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d: Γ(10, 0.5),  ρ = 0.7,  n = 20
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Fig. 2.32 – Erreur de première espèce estimée du T-test de H0 : β2 = 0 par les
méthodes Gaussienne−−△−−, et Freedman et Lane −−•−−, en fonction du coefficient de
covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été simulés suivant une loi Γ(10, 0.5),
X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1) où X1 a un point extrême. On a retenu
β1 = 0, 2, 4, 5, 6, 8, 10, 20. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à
95%. Figure a : ρ = 0, n = 10 ; figure b : ρ = 0.7, n = 10 ; figure c : ρ = 0, n = 20 ;
d : ρ = 0.7, n = 20 ; figure e : ρ = 0, n = 100 ; figure f : ρ = 0.7, n = 100.
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2.5.5 Étude d’effet d’un point extrême pour la méthode de
Kennedy

Compte tenu des résultats théoriques présentés au chapitre 3, nous avons décidé
d’étudier (contrairement à la section (2.5.4) et à la simulation d’Anderson-Legendre)
l’effet d’un point extrême sur le risque d’erreur de première espèce de la méthode
de Kennedy. Même dans la section (2.4.4) nous avons considéré la même corréla-
tion (entre les variables X1 et X2) que celle d’Anderson-Legendre, mais nous avons
oublié de considérer les mêmes moyennes et variances pour les variables X1 et X2

que celles d’Anderson-Legendre. Alors, dans cette section, en considérant les mêmes
moyennes et variances (pour les variables X1 et X2) et corrélation ρ(X1, X2) que
celles dans la simulation d’Anderson-Legendre, nous étudions l’effet d’un point ex-
trême sur le risque d’erreur de première espèce pour les méthodes permutationnelles
de Freedman-Lane, de Kennedy et aussi la méthode paramétrique classique.

A- Le cadre de la simulation

Nous avons considéré presque le même cadre de simulation que dans la section
(2.5.4), sauf que pour économiser du temps nous avons choisi les quatre distribu-
tions suivantes pour le terme d’erreur : symétrique avec variance finie comme la loi
de Gauss LG(0, 1), symétrique avec variance infinie comme la loi de Student(1), ra-
dicalement à dissymétrie droite comme la loi Exp(2) et radicalement à dissymétrie
gauche comme la loi Γ(10, 0.5) . Donc, les ensembles des facteurs sont :

a) Afin d’étudier les effets de tailles d’échantillons et de comparer les résultats
obtenus par Anderson-Legendre aux nôtres, nous avons tiré les mêmes tailles
d’échantillon que celles dans la simulation d’Anderson-Legendre. Donc,
n = {10, 20, 100}

b) Pour vérifier les effets du degré de relation et aussi permettre la comparaison
des résultats obtenus par Anderson-Legendre avec nos résultats, nous avons
considéré les mêmes coefficients de β1 que dans la simulation d’Anderson-
Legendre. Donc, β1 = {0, 2, 4, 5, 6, 8, 10, 20}.

c) La distribution du terme d’erreur aléatoire ǫ appartient à l’une des lois sui-
vant : {LG(0, 1), Exp(2), Student(1), Γ(10, 0.5)}

Afin de comparer les effets des valeurs des données X1 et X2 générées par
Anderson-Legendre selon une loi uniforme (0,3) et les nôtres générées suivant une loi
de Gauss, afin de plus, d’étudier les effets du degré de corrélation entre les variables
X1 et X2, nous avons considéré les mêmes corrélations, moyenne et variance que
celles d’Anderson-Legendre. Pour cela, nous avons généré les données des variables
X1 et X2 de deux façons différentes.
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A1- Cas des variables X1 et X2 non corrélées
D’après la remarque (2.4.1) on a :

E(X1) = E(X2) = 1.5, V ar(X1) = V ar(X2) = 0.75, ρ(X1, X2) = 0.

Donc, pour la variable X1 nous générons n − 1 valeurs d’une loi de Gauss
(1.5, 0.75) et nous posons X1

n = 55. Puis nous générons n valeurs de la variable
X2 d’une loi de Gauss (1.5, 0.75). Ainsi, la corrélation entre X1 et X2 est zéro. De
ce fait, la moyenne, la variance et la corrélation des variables X1 et X2 sont les
mêmes que celles de la simulation d’Anderson-Legendre. Ensuite, nous construisons
deux vecteurs X1,X2 et la matrice W par l’équation :

W = [X1|X2] =




X1
1 X2

1

X1
2 X2

2
...

...
X1

n X2
n


 (2.28)

Enfin, les valeurs de Y sont générées par l’équation :

Y = Wβ + ǫ (2.29)

où : β =

[
β1

β2

]
est le vecteur des paramètres. Pour calculer le risque d’erreur de

première espèce il faut choisir β2 = 0 et ǫ est le vecteur du terme d’erreur aléatoire
généré selon la distribution considérée.

Pour chaque combinaison de facteurs, 10000 ensembles de données ont été géné-
rés. Pour chacune des deux méthodes, chaque ensemble de données a été permuté
999 fois. Les statistiques de test permutationnelle (t2,π) de ces méthodes ont été
calculées sur chaque ensemble de données permutées. Ensuite, après 999 permuta-
tions, la p-valeur permutationnelle pour chacune des 2 méthodes a été calculée par
formule :

p − valeurπ =
#(|tπ| ≥ tobs)

1000

Les autre étapes sont identiques à celles de la section (2.5.4).

A2- Cas des variables X1 et X2 corrélées
D’après la remarque (2.4.2) on a :

E(X1) = E(Z) = 1.5, E(X2) = 3, V ar(X1) = V ar(Z) = 0.75

V ar(X2) = 1.5, ρ(X2, X1) ≈ 0.7

De ce fait, pour la variable Z1 nous générons n − 1 valeurs d’une loi de Gauss
(1.5, 0.75) et nous posons Z1

n = 55. Puis nous générons n valeurs de la variable Z2
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d’une loi de Gauss (3, 1.5). Ensuite, nous construisons deux vecteurs Z1,Z2 et la
matrice W

′

par l’équation :

W
′

= [Z1|Z2] =




Z1
1 Z2

1

Z1
2 Z2

2
...

...
Z1

n Z2
n


 (2.30)

Remarquons que ρ(Z1, Z2) = 0. A partir des Z1 et Z2. On peut construire les
variables X1 et X2 de corrélation ρ(X1, X2) = 0.7 de la façon suivante :

W
′

R = [X1|X2] = W
′

R1/2 (2.31)

où : R =

[
1 0.7

0.7 1

]
. Enfin, les valeurs de Y sont générées par l’équation :

Y = W
′

Rβ + ǫ (2.32)

où : β =

[
β1

β2

]
est le vecteur des paramètres (pour calculer le risque d’erreur de

première espèce il faut mettre β2 = 0) et ǫ est le vecteur du terme d’erreur aléatoire
généré selon la distribution considérée.

Les autre étapes sont identiques à celles du cas A1.

B- Les résultats de la simulation

B1- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi de
Gauss :

1. Dans les figures 2.33-a,b où n = 10 (comme dans la section 2.5.1 où nous avons
étudié le risque d’erreur de première espèce) pour toutes les valeurs de β1, le
risque d’erreur de première espèce de la méthode de Kennedy est supérieur à
celui de la méthode de Freedman-Lane.

2. En augmentant la taille de l’échantillon (comme dans la section 2.5.1 où nous
avons étudié le risque d’erreur de première espèce) le risque d’erreur de pre-
mière espèce de la méthode de Kennedy est proche de celui de la méthode de
Freedman-Lane. Surtout, lorsque n = 100, les deux méthodes donnent presque
le même risque qui est proche de 0.05.

3. En comparant les figures 2.33-c,e où ρ = 0, et 2.33-d,f où ρ = 0.7 on constate
que la méthode de Kennedy comme la méthode de Freedman-Lane donne
presque le même risque d’erreur de première espèce dans les deux cas. C’est-
à-dire que même s’il existe un point extrême, la corrélation entre les variables
X1 et X2, n’a pas d’effet sur le risque d’erreur de première espèce.
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4. Les risques d’erreur de première espèce des méthodes de Kennedy et de Freedman-
Lane suivent la même évolution.

5. Dans tous les cas, lorsque n > 10, en présence d’un point extrême, la méthode
de Kennedy comme la méthode de Freedman-Lane donne un risque proche de
0.05. C’est-à-dire que le point extrême n’a pas d’effet sur le risque d’erreur de
première espèce de la méthode de Kennedy.

6. Les figures 2.33-c où β1 = 4, 2.33-e où β1 = {0, 6, 20} et 2.33-f où β1 = 4,
montrent des cas où le risque d’erreur de première espèce de la méthode de
Kennedy est inférieur à celui de la méthode de Freedman-Lane.

7. Comme dans la section 2.5.1 où nous avons étudié le risque d’erreur de première
espèce, il n’y pas de différence significative entre les deux méthodes permuta-
tionnelles de Freedman-Lane,et de Kennedy et la méthode paramétrique clas-
sique. Ceci est acceptable puisque les données générées pour le terme d’erreur
suivent une loi de Gauss (0, 1).

8. Dans tous les cas, lorsque n > 10, même s’il existe un point extrême, la mé-
thode de Kennedy comme la méthode de Freedman-Lane donne un risque
proche de 0.05. C’est-à-dire que le point extrême n’a pas d’effet sur le risque
d’erreur de première espèce de la méthode de Kennedy.
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Afin de comparer les effets de la valeur du coefficients β1, pour chaque méthode,
nous avons considéré 48 risques d’erreur de première espèce (8 risques pour chacun
des 6 cas a,b,...,f) des valeurs de β1), dans le première groupe. Puis, pour chaque
méthode, nous avons considéré 6 risque d’erreur de première espèce (pour les 6 cas
a,b,...,f) où β1 = 0, dans le deuxième groupe. Ensuite, pour chaque méthode nous
avons considéré 42 risques d’erreur de première espèce (7 risques pour chacun des 6
cas a,b,...f ) où β1 6= 0, dans le troisième groupe. Enfin, pour chacune des méthodes
nous avons calculé la moyenne et l’écart type, dans chacun des trois groupes :

Mβ1=0 : La moyenne des risques d’erreur de première espèce pour β1 = 0 , les
valeurs des autres facteurs restant fixés.

SDβ1=0 : La variance des risques d’erreur de première espèce pour β1 = 0, les
valeurs des autres facteurs restant fixés.

Mβ1 6=0 : La moyenne des risques d’erreur de première espèce pour β1 = 0, les
valeurs des autres facteurs restant fixés.

SDβ1 6=0 : La variance des risques d’erreur de première espèce pour β1 = 0 , les
valeurs des autres facteurs restant fixés.

M : La moyenne des risques d’erreur de première espèce sur toute les combinai-
sons des facteurs.

SD : La variance des risques d’erreur de première espèce sur toute les combinai-
sons des facteurs.

Gauss (0,1) Mβ1=0 SDβ1=0 Mβ1 6=0 SDβ1 6=0 M SD
Méthode Gaussienne 0.05045 0.00252 0.05010 0.00235 0.05014 0.00234
Méthode de Freedman et Lane 0.05045 0.00237 0.05031 0.00241 0.05033 0.00238
Méthode de Kennedy 0.05206 0.00196 0.05183 0.00289 0.05186 0.00278

Tab. 2.4 –

1. Pour β1 = 0 la moyenne du risque d’erreur de première espèce de la méthode
de Freedman-Lane est plus proche de 0.05 que celle de la méthode de Kennedy. En
effet, on obtient une moyenne de 0.05206 pour la méthode de Kennedy et de 0.05045
pour la méthode de Freedman-Lane. Par contre, l’écart type du risque d’erreur de
première espèce de la méthode de Freedman-Lane (0.00237) est plus grand que celui
de la méthode de Kennedy (0.00196).

2. Lorsque β1 6= 0, la moyenne du risque d’erreur de première espèce de la mé-
thode de Freedman-Lane et plus proche de 0.05 que celle de la méthode de Kennedy.
En effet, pour la méthode de Freedman-Lane elle est de 0.05031 et pour la méthode
de Kennedy elle est de 0.05186. De plus, l’écart type du risque d’erreur de première
espèce de la méthode de Freedman-Lane est plus petit que celui de la méthode de
Kennedy.

3. Pour toutes les valeurs de β1, la moyenne du risque d’erreur de première espèce
de la méthode de Freedman-Lane est plus proche de 0.05 que celle de la méthode de
Kennedy, c’est-à-dire que pour la méthode de Freedman-Lane est 0.05033 et pour la
méthode de Kennedy elle est 0.05186. D’autre part, l’écart type du risque d’erreur
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de première espèce de la méthode de Freedman-Lane est plus petit que celui de la
méthode de Kennedy.

4. Pour β1 6= 0, la méthode paramétrique classique est plus efficace que les
méthodes permutationnelles de Freedman-Lane, et de Kennedy, c’est-à-dire que la
moyenne du risque d’erreur de première espèce de la méthode paramétrique classique
est plus proche de 0.05 que celles des méthodes de Freedman-Lane et de Kennedy.
De plus, son écart type est plus petit que celui des méthodes de Freedman-Lane et
de Kennedy. Ceci est acceptable puisque les données générées pour le terme d’erreur
suivent une loi de Gauss (0, 1).
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B2- Cas des données générées pour le terme d’erreur selonune loi sy-
métrique de variance infinie comme la loi de Student à 1 degré de liberté :

1. Contrairement au cas précédent, dans les figure 2.34-a,b où n = 10, la mé-
thode de Kennedy est une méthode conservatrice. En effet, les risques d’erreur
de première espèce des méthodes de Kennedy et de Freedman-Lane ont la
même évolution. Mais pour toutes les valeurs de β1, le risque d’erreur de pre-
mière espèce de la méthode de Kennedy est inférieur à celui de la méthode
de Freedman-Lane. Cela ne s’observe pas dans la section 2.5.1 où nous avons
étudié le risque d’erreur de première espèce.

2. Dans la figure 2.34-a le risque d’erreur de première espèce de la méthode para-
métrique classique est opposé à celui de la méthode de Kennedy. C’est-à-dire
lorsque la méthode paramétrique classique donne un risque supérieur à 0.05,
le risque de la méthode de Kennedy est inférieur à 0.05.

3. En augmentant la taille de l’échantillon, le risque d’erreur de première espèce
de la méthode de Kennedy est proche de celui de la méthode de Freedman-
Lane. Surtout, lorsque n = 100, les deux méthodes donnent presque le même
risque qui est proche de 0.05.

4. Comme dans le cas précédent, en comparant les figures 2.34-c,e où ρ = 0, et
2.34-d,f où ρ = 0.7 on constate que dans les deux cas, la méthode de Kennedy
donne presque le même risque d’erreur de première espèce. C’est-à-dire que
même s’il existe un point extrême, la corrélation entre les variables X1 et
X2, n’a pas d’effet sur le risque d’erreur de première espèce de la méthode de
Freedman-Lane.

5. Dans tous les cas, les risques d’erreur de première espèce des méthodes de
Kennedy et de Freedman-Lane ont la même évolution.

6. Même lorsque la variance des données générées pour le terme d’erreur est
infinie, il n’y a pas de différence significative entre les deux méthodes permu-
tationnelles de Freedman-Lane, et de Kennedy, et la méthode paramétrique
classique. Ceci peut-être dû au fait que valeurs des variables X1 et X2 sont
générées selon une loi de Gauss.

7. Dans tous les cas, lorsque n > 10, même s’il existe un point extrême, la mé-
thode de Kennedy comme la méthode de Freedman-Lane donne un risque
proche de 0.05. C’est-à-dire que le point extrême n’a pas d’effet sur le risque
d’erreur de première espèce de la méthode de Kennedy.
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sim
u
lés

su
ivan

t
u
n
e

loi
d
e

S
tu

d
en

t(1),
X

1
et

X
2

son
t

d
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Comme dans le cas B1, afin de comparer les effets du coefficient β1, pour chaque
méthode, nous avons calculé la moyenne et l’écart type dans chacun des trois groupes
définis :

Student(1) Mβ1=0 SDβ1=0 Mβ1 6=0 SDβ1 6=0 M SD
Méthode Gaussienne 0.04918 0.00122 0.04948 0.00169 0.04944 0.00163
Méthode de Freedman et Lane 0.04903 0.00178 0.04903 0.00166 0.04903 0.00165
Méthode de Kennedy 0.04731 0.00190 0.04747 0.00216 0.04745 0.00214

Tab. 2.5 –

1. Comme dans le cas précédent, pour β1 = 0, la moyenne du risque d’erreur
de première espèce de la méthode de Freedman-Lane et plus proche de 0.05
que celle de la méthode de Kennedy. Contrairement au cas précédent, ici, la
méthode de Kennedy avec une moyenne de 0.04731 est plus conservatrice que
la méthode de Freedman-Lane avec une moyenne de 0.04903. D’autre part,
l’écart type du risque d’erreur de première espèce de la méthode de Freedman-
Lane (0.00178) est plus petit que celui de la méthode de Kennedy (0.00190).

2. Lorsque β1 6= 0, la moyenne du risque d’erreur de première espèce de la mé-
thode de Freedman-Lane et plus proche de 0.05 que celle de la méthode de
Kennedy. En effet pour la méthode de Freedman-Lane est 0.04903 et pour la
méthode de Kennedy elle est 0.04747, c’est-à-dire que là encore, la méthode
de Kennedy est plus conservatrice. De plus l’écart type du risque d’erreur de
première espèce de la méthode de Freedman-Lane (0.00166) est plus petite que
celui de la méthode de Kennedy.

3. Pour toutes les valeurs de β1, la moyenne du risque d’erreur de première espèce
de la méthode de Freedman- Lane est plus proche de 0.05 que celle de la
méthode de Kennedy, c’est-à-dire que pour la méthode de Freedman-Lane elle
est 0.04903 et pour la méthode de Kennedy est 0.04745. Par ailleurs, l’écart
type du risque d’erreur de première espèce de la méthode de Freedman-Lane
(0.00165) est plus petit que celui de la méthode de Kennedy (0.00214).

4. Pour β1 6= 0, la méthode paramétrique classique, est plus efficace que les
méthodes permutationnelles de Freeedman-Lane et de Kennedy. C’est-à-dire
que la moyenne du risque d’erreur de première espèce de la méthode paramé-
trique classique (0.04948) est plus proche de 0.05 que celles des méthodes de
Freedman-Lane (0.04903) et de Kennedy (0.04747). Par ailleurs, l’écart type
du risque d’erreur de première espèce de la méthode paramétrique classique
(0.00169) est plus petit que celui de la méthode de Kennedy (0.00216), et il
est un peu plus grand que celui de la méthode de Freedman-Lane(0.0166).
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B3- Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement à dissymétrie droite comme la loi Exp(2) :

1. Comme dans le cas B1 et contrairement au cas précédent, dans les figure 2.35-
a,b pour toutes les valeurs de β1, le risque d’erreur de première espèce de la méthode
de Kennedy est supérieur à celui de la méthode de Freedman-Lane.

2. Comme dans les cas B1 et B2, en augmentant la taille d’échantillon le risque
d’erreur de première espèce de la méthode de Kennedy est proche de celui de la
méthode de Freedman-Lane. Surtout, lorsque n = 100, les deux méthodes donnent
presque le même risque qui est proche de 0.05.

3. Comme dans le cas précédent, en comparant les figures 2.35-c,e où ρ = 0, et
2.35-d,f où ρ = 0.7 on constate que dans les deux cas la méthode de Kennedy donne
presque le même risque d’erreur de première espèce. C’est-à-dire que même s’il existe
un point extrême, la corrélation entre les variables X1 et X2, n’a pas d’effet sur le
risque d’erreur de première espèce de la méthode de Freedman-Lane.

4. Comme dans les cas précédents, les risques d’erreur de première espèce des
méthodes de Kennedy et de Freedman-Lane ont la même évolution.

5. Contrairement à la simulation d’Anderson-Lane, ici, la méthode paramétrique
classique est une méthode stable, et donne un risque d’erreur de première espèce
proche de 0.05. C’est-à-dire qu’il n’y pas de différence significative entre les deux
méthodes permutationnelles de Freedman-Lane et de Kennedy, et la méthode pa-
ramétrique classique. Ceci peut-être à cause des valeurs des variables X1 et X2

générées selon une loi de Gauss.

6. Dans tous les cas, lorsque n > 10, même s’il existe un point extrême, la mé-
thode de Kennedy comme la méthode de Freedman-Lane donne un risque proche de
0.05. C’est-à-dire un point extrême n’a pas d’effet sur le risque d’erreur de première
espèce de la méthode de Kennedy.
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Afin de comparer les effets des coefficients β1, pour chaque méthode, nous avons
calculé la moyenne et l’écart type sur les 3 groupes :

Exp(2) Mβ1=0 SDβ1=0 Mβ1 6=0 SDβ1 6=0 M SD
Méthode Gaussienne 0.05051 0.00126 0.04939 0.00235 0.04953 0.00226
Méthode de Freedman et Lane 0.05065 0.00180 0.04946 0.00226 0.04961 0.00222
Méthode de Kennedy 0.05153 0.00255 0.05039 0.00264 0.05053 0.00263

Tab. 2.6 –

1. Pour β1 = 0 la moyenne du risque d’erreur de première espèce de la méthode
de Freedman-Lane (0.05065) est plus proche de 0.05 que celle de la méthode de
Kennedy (0.05153). En effet pour la méthode de Kennedy elle est plus grande que
0.05 et que celle de la méthode de Freedman-Lane. D’autre part, l’écart type du
risque d’erreur de première espèce de la méthode de Freedman-Lane (0.00180) est
plus petite que celui de la méthode de Kennedy (0.00255).

2. Lorsque β1 6= 0, la moyenne celui du risque d’erreur de première espèce de la
méthode de Kennedy (0.05039) est plus proche de 0.05 que celle de la méthode de
Freedman-Lane (0.04946). De plus l’écart type du risque d’erreur de première espèce
de la méthode de Freedman-Lane (0.00226) est plus petit que celui de la méthode
de Kennedy (0.00264).

3. Pour toutes les valeurs de β1, la méthode de Freedman-Lane est plus efficace
que la méthode de Kennedy. C’est-à-dire que la moyenne du risque d’erreur de pre-
mière espèce de la méthode de Freedman-Lane (0.04961)est plus proche de 0.05 que
celle de la méthode de Kennedy (0.05053), par ailleurs, l’écart type du risque d’er-
reur de première espèce de la méthode de Freedman-Lane (0.00222) est plus petit
que celui de la méthode de Kennedy (0.0263).

4. Pour β1 6= 0, la méthode Freedman-Lane est plus efficace que la méthode
paramétrique classique. C’est-à-dire, la moyenne du risque d’erreur de première es-
pèce de la méthode de Freedman-Lane (0.04946) est plus proche de 0.05 que celle de
la méthodes paramétrique classique (0.04939). D’autre part, l’écart type du risque
d’erreur de première espèce de la méthode Freedman-Lane (0.00226) est plus petit
que cellui de la méthode de paramétrique classique (0.00235).

De plus, la moyenne du risque d’erreur de première espèce de la méthode de
Kennedy (0.05039) est plus proche de 0.05 que celle de la méthode paramétrique
classique (0.04939), mais l’écart type du risque d’erreur de première espèce de la
méthode paramétrique classique (0.00235) est plus petit que celui de la méthode de
Kennedy (0.00264).
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B-4 Cas des données générées pour le terme d’erreur selon une loi
radicalement à dissymétrie gauche comme la loi Γ(10, 0.5) :

On peut trouver les résultats obtenus dans le cas B1 et B3.

Ici, comme les cas précédents, pour comparer les effets des coefficients β1, pour
chaque méthode, nous avons calculé la moyenne et l’écart type sur les trois groupes :

Γ(10, 0.5) Mβ1=0 SDβ1=0 Mβ1 6=0 SDβ1 6=0 M SD
Méthode de Gaussienne 0.04955 0.00186 0.04991 0.00218 0.04986 0.00213
Méthode de Freedman et Lane 0.04935 0.00197 0.04963 0.00214 0.04960 0.00210
Méthode de Kennedy 0.05091 0.00257 0.05108 0.00214 0.05106 0.00217

Tab. 2.7 –
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C- Résumé des principaux résultats

1. Comme dans la section 2.5.1 où nous avons étudié le risque d’erreur de première
espèce, lorsque la taille de l’échantillon est petite n = 10 (sauf le cas B2), pour
toute les valeurs de β1, le risque d’erreur de première espèce de la méthode de
Kennedy est supérieur à celui de la méthode de Freedman-Lane.

2. Comme dans la simulation d’Anderson-Legendre, la méthode de Freedman-
Lane est une méthode stable, c’est-à-dire pour toutes les valeurs de β1, avec
β1 = 0 ou β1 6= 0 donnent un risque d’erreur de première espèce proche de 0.05.
En effet, un point extrême n’a pas d’effet sur le risque d’erreur de première
espèce.

3. En augmentant la taille de l’échantillon (comme dans la section 2.5.1 où nous
avons étudié le risque d’erreur de première espèce) les deux méthodes permu-
tationelle de Freeddman-Lane et de Kennedy donnent presque le même risque
d’erreur de première espèce qui est proche de 0.05, c’est-à-dire qu’un point ex-
trême n’a pas d’effet sur le risque d’erreur de première espèce de la méthode de
Kennedy. Donc pour n > 10, la méthode de Kennedy est une méthode stable.

4. Même s’il existe un point extrême, la corrélation entre les variable X1 et X2, n’a
pas d’effet sur le risque d’erreur de première espèce des méthodes de Freedman-
Lane et de Kennedy.

5. Même s’il existe un point extrême, le degrè de corrélation β1 n’a pas d’effet
sur le risque d’erreur de première espèce des méthodes de Freedman-Lane et
de Kennedy.

6. Dans tous les cas, les risques d’erreur de première espèce des méthodes de
Kennedy et de Freedman-Lane ont la même évolution.

7. Lorsque les données générées pour le terme d’erreur suivent une loi de Student(1)
avec n = 10, contrairement aux autres cas, la méthode de Kennedy est une
méthode conservatrice. En effet, les risques d’erreur de première espèce des
méthodes de Kennedy et de Freedman-Lane ont la même évolution. Mais pour
toutes les valeurs de β1, le risque d’erreur de première espèce de la méthode
de Kennedy est inférieur à celui de la méthode de Freedman-Lane, cela ne
s’observe pas dans la section 2.5.1 où nous avons étudié le risque d’erreur de
première espèce.

8. Comme dans la section 2.5.1 où nous avons étudié le risque d’erreur de première
espèce et nous avons observé des cas où le risque d’erreur de première espèce
de la méthode de Kennedy est inférieur à celui de la méthode de Freedman-
Lane, ici aussi, on observe des cas où le risque d’erreur de première espèce de
la méthode de Kennedy est inférieur à celui de la méthode de Freedman-Lane.

9. Il n’y pas de différence significative entre les deux méthodes permutation-
nelles de Freddman-Lane et de Kennedy et la méthode paramétrique classique.
Lorsque les données générées pour le terme d’erreur suivent une loi de Gauss
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(0, 1), ceci est acceptable. Mais dans d’autre cas, ceci peut-être à cause des
valeurs des variables X1 et X2 générées selon une loi de Gauss.

10. Dans tous les cas, même s’il existe un point extrême, la méthode de Freedman-
Lane est plus stable que la méthode de Kennedy puisque pour n = 10, la
méthode de Kennedy est instable. C’est-à-dire tantôt un risque est supérieur
à 0.05, et tantôt inférieur à 0.05.

Afin d’avoir un bilan, nous avons calculé pour chaque méthode la moyenne et
l’écart type dans les trois groupes mais en confondant les résultats obtenus pour les
quatre lois :

sur toute les quatre loi Mβ1=0 SDβ1=0 Mβ1 6=0 SDβ1 6=0 M SD
Méthode Gaussienne 0.04992 0.00177 0.04972 0.00216 0.04974 0.00211
Méthode de Freedman et Lane 0.04987 0.00199 0.04961 0.00216 0.04964 0.00214
Méthode de Kennedy 0.05045 0.00284 0.05019 0.00296 0.05022 0.00294

Tab. 2.8 –

1. Lorsque β1 = 0 la moyenne du risque d’erreur de première espèce de la mé-
thode de Freedman-Lane (0.04987) et plus proche de 0.05 que celle de la méthode de
Kennedy (0.05045). D’autre part, l’écart type du risque d’erreur de première espèce
de la méthode de Freedman-Lane (0.00199) est plus petit que celui de la méthode
de Kennedy (0.00284).

2. Pour β1 6= 0, la moyenne du risque d’erreur de première espèce de la mé-
thode de Kennedy (0.05019) et plus proche de 0.05 que celle de la méthode de
Freedman-Lane (0.04961), mais l’écart type du risque d’erreur de première espèce
de la méthode de Freedman-Lane (0.00216) est plus petit que celui de la méthode
de Kennedy (0.00296).

3. Lorsque β1 6= 0, la méthode paramétrique classique est plus efficace que la
méthode de Freedman-Lane. C’est-à-dire que, la moyenne du risque d’erreur de pre-
mière espèce de la méthode paramétrique classique (0.04972) est plus proche de 0.05
que celle de la méthode de Kennedy (0.05019), par ailleurs, les écart type sont égaux
(0.00216).

D’autre part, la moyenne du risque d’erreur de première espèce de la méthode
de Kennedy (0.05019) est plus proche de 0.05 que celle de la méthode paramétrique
classique (0.04972), mais l’écart type du risque d’erreur de première espèce de la
méthode paramétrique classique (0.00216) est plus petit que celui de la méthode de
Kennedy (0.00296).
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Chapitre 3

Résultats théoriques

3.1 Introduction

Les simulations, présentées dans le chapitre précédent montrent pour chaque
combinaison des facteurs retenus, que le risque d’erreur de première espèce encouru
par la méthode de Freedman-Lane est différent de celui de la méthode de Ken-
nedy. Dans la plupart des cas le risque d’erreur de première espèce de la méthode de
Freedman-Lane est inférieur à celui de Kennedy. Mais, dans les simulations d’Ander-
son et Legendre, le risque d’erreur de première espèce de la méthode de Freedman et
Lane est toujours inférieur à celui de la méthode de Kennedy. Toutes deux utilisent
un principe de test de Student. D’un point de vue formel, les statistiques de tests
permutationnelles utilisées par ces deux méthodes sont différentes :

T F
2,π =

β̂F
2,π

S(β̂F
2,π)

6= TK
2,π =

β̂K
2,π

S(β̂K
2,π)

(3.1)

où S2(β̂F
2,π) et S2(β̂K

2,π) sont respectivement les estimateurs MCO de Var(β̂F
2,π) et de

Var(β̂K
2,π). Anderson et Legendre (1999) précisent : La raison de la différence entre

les deux méthodes est que la méthode de Kennedy en régressant Y sur X1 selon le
modèle (3.3), enlève l’effet de la variable X1 qui n’a pas d’intérêt pour effectuer le
test et donc au cours des permutations le coefficient de régression associé à X1 reste
fixe :

RY.1,πi = β2,πR2.1
i + ǫK

i (3.2)

Par contre, bien qu’elle enlève l’effet de la variable X1 comme la méthode de
Kennedy, la méthode de Freedman-Lane, en maintenant la variable X1 dans le mo-
dèle de régression :

Y π,F = βF
0π + βF

1πx1
i + βF

2πx2
i + ǫF

i . (3.3)

prend en considération l’effet de la variable X1 au cours des permutations.

183



184 CHAPITRE 3. RÉSULTATS THÉORIQUES

Cette argumentation nous semble ignorer un autre aspect très important de la
question : Les simulations, aussi rigoureuses soient-elles, n’ont pas force de preuve.
Aussi, ce chapitre est-il consacré à l’étude mathématique des causes des différences
observées par simulation. En particulier, nous présentons dans ce chapitre, une étude
analytique des variances estimées des statistiques de test retenues pour ces simula-
tions, de façon à démontrer formellement le bien fondé des observations empiriques
présentées aux chapitres précédents. En particulier :

a) Nous démontrons que les estimateurs de β2 issus des deux méthodes analysées
sont égaux. C’est-à-dire : β̂F

2,π = β̂K
2,π et cet estimateur commun est désormais

noté β̂2,π.

b) Nous montrons que S2(β̂F
2,π) < S2(β̂K

2,π) où S2(β̂F
2,π) et S2(β̂K

2,π) sont les estima-

teurs MCO respectifs des variances de β̂2,π dans les modèles de Freedman-Lane
et de Kennedy. On en déduit que la fonction de puissance de la méthode de
Freedman-Lane est toujours plus grande que celle de la méthode de Kennedy.

c) Nous calculons la variance permutationnelle de β̂2,π, qui est notée Var(β̂2,π).

De plus, lorsque E est la notation de l’espérance permutationnelle, et S2(β̂2,π)K∗
est l’estimateur de la variance de β̂2,π où la somme des carrés des résidus est
divisée par (n− 2) et n est le nombre des observations, nous montrerons que :

d) E(
̂

Var(β̂2,π)F ) = Var(β̂2,π)

e) E(S2(β̂2,π)K) 6= Var(β̂2,π)

f) lim
n→+∞

E(
̂

Var(β̂2,π)K) = lim
n→+∞

Var(β̂2,π).

g) S2(β̂2,π)K ≥ S2(β̂2,π)K∗

h) E(
̂

Var(β̂2,π)K∗) = Var(β̂2,π)
Ensuite, nous avons étendu au cas du modèle général de régression linéaire mul-

tiple (où on a p > 2 prédicteurs) les résultats que nous avons établis dans le cas du
modèle de régression double.

3.2 Estimateurs MCO de βF
2,π et βK

2,π

3.2.1 Cas du modèle de Freedman et Lane

Afin de calculer les estimateurs MCO des coefficients d’un modèle nous adoptons
les notations suivantes :

définition 3.2.1.

1. S2(Xj) = S(Xj, Xj) =
1

n

n∑

i

(xj
i − x̄j)2, j = 1, 2

2. S(X1, X2) =
1

n

n∑

i

(x1
i − x̄1)(x2

i − x̄2)



3.2. ESTIMATEURS MCO DE βF
2,π ET βK

2,π 185

3. S(Xj, Y F
π ) =

1

n

n∑

i

(xj
i − x̄j)(Y F

πi − Ȳ F
π ), j = 1, 2

4. a1 =
S(X1, Y )

S2(X1)

Lemme 3.2.1. Pour le modèle de Freeman-Lane.

Y F
πi = βF

0,π + βF
1,πx1

i + βF
2,πx2

i + ǫF
i . (3.4)

sous les postulats P1-P4, on vérifie les identités suivantes :

1. Ȳ F
π = Ȳ

2. Y F
πi − Ȳ F

π = a1(x
1
i − x̄1) + RY.1,π

3. S(Xj, Y F
π ) = a1S(X1, Xj) + S(Xj, RY.1,π) j = 1, 2

1. Par définition,

Y F
πi = Ŷ1i + RY.1,πi = a0 + a1x

1
i + RY.1,πi (3.5)

et par ailleurs a0 = Ȳ − a1x̄
1, donc :

Y F
πi = Ŷ + a1(x

1
i − x̄1) + RY.1,πi. (3.6)

Par suite :

Ȳ F
π =

1

n

n∑

i=1

Y F
πi

= Ȳ +
1

n

n∑

i=1

a1(x
1
i − x̄1) +

1

n

n∑

i=1

RY.1,πi

= Ȳ + a1
1

n

n∑

i=1

(x1
i − x̄1) +

1

n

n∑

i=1

RY.1,πi

= Ȳ + a10 + 0 = Ȳ

2. On sait que Y F
πi − Ȳ F

π = Ȳ − a1(x
1
i − x̄1) + RY.1,πi − Ȳ F

π . D’après la propriété
(1) du lemme on a donc :

Y F
πi − Ȳ F

π = Ȳ + a1(x
1
i − x̄1) + RY.1,πi − Ȳ

= a1(x
1
i − x̄1) + RY.1,πi (3.7)
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3. D’après les définitions (3.2.1) on a :

S(Xj, Y F
π ) =

1

n

n∑

i

(xj
i − x̄j)(Y F

πi − Ȳ F
π )

=
1

n

n∑

i

(xj
i − x̄j)(a1(x

1
i − x̄1) + RY.1,πi) du fait de la propriété (2)

= a1
1

n

n∑

i

(xj
i − x̄j)(x1

i − x̄1) +
1

n

n∑

i

(xj
i − x̄j)RY.1,πi

= a1S(Xj, X1) + S(Xj, RY.1,π) 2 (3.8)

La formulation de la proposition suivante nécessite l’introduction des matrices
CYF

π et CRY.1π
définies comme suit :

CYF
π =




S2(X1) S(X1, X2) S(X1, Y F
π )

S(X1, X2) S2(X2) S(X2, Y F
π )

S(X1, Y F
π ) S(X2, Y F

π ) S2(Y F
π )




CYF
π est la matrice de variance covariance empirique du vecteur (X1, X2, Y F

π ). De
façon analogue pour (X1, X2, RY.1,π) on a :

CRY.1π
=




S2(X1) S(X1, X2) S(X1, RY.1,π)
S(X1, X2) S2(X2) S(X2, RY.1,π)
S(X1, RY.1,π) S(X2, RY.1,π) S2(RY.1,π)




Les sous matrices C
YF

π

i,j et CY.1,π
i,j pour i, j = 1, 2, 3, sont obtenues respectivement

à partir des matrices CYF
π et CRY.1π

en éliminant la ligne i et la colonne j. Par

exemple les sous matrices C
YF

π

1,3 , C
YF

π

2,3 , ainsi que CRY.1,π

1,3 , CRY.1,π

2,3 sont :

C
YF

π

1,3 =

[
S(X1, X2) S2(X2)
S(X1, Y F

π ) S(X2, Y F
π )

]
; CRY.1,π

1,3 =

[
S(X1, X2) S2(X2)
S(X1, RY.1,π) S(X2, RY.1,π)

]

C
YF

π

2,3 =

[
S2(X1) S(X1, Y F

π )
S(X1, X2) S(X2, Y F

π )

]
; CRY.1,π

2,3 =

[
S2(X1) S(X1, RY.1,π)
S(X1, X2) S(X2, RY.1,π)

]

On note de plus :

∆ = det(C
YF

π

3,3 ) = det(CRY.1,π

3,3 ) =

∣∣∣∣
S2(X1) S(X1, X2)
S(X1, X2) S(X2)

∣∣∣∣

Proposition 3.2.1. Considérons le modèle de Freedman et Lane (3.3) :

Y F
πi = βF

0,π + βF
1,πx1

i + βF
2,πx2

i + ǫF

les estimateurs MCO pour les coefficients de régression sont :
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1. β̂F
1,π = a1 +

∆1

∆
= a1 −

det(CRY.1,π

1,3 )

det(CRY.1,π

3,3 )

2. β̂F
2,π =

∆2

∆
=

det(CRY.1,π

2,3 )

det(CRY.1,π

3,3 )

3. β̂F
0,π = a0 −

∆1

∆
x̄1 − ∆2

∆
x̄2

Preuve :

1. L’estimateur MCO pour le coefficient de régression βF
1,π est (cf. Johnston et

Dinardo [30]) :

β̂F
1π =

S2(X2)S(X1, Y F
π ) − S(X2, Y F

π )S(X1, X2)

S2(X1)S2(X2) − S(X1, X2)

La définition de ∆ permet d’obtenir :

∆.β̂F
1π = S2(X2)S(X1, Y F

π ) − S(X2, Y F
π )S(X1, X2).

D’après le lemme 3.2.1, on obtient par substitution de S(X1, Y F
π ), S(X2, Y F

π ) :

∆.β̂F
1π = S2(X2)(a1S

2(X1) + S(X1, RY.1,π)) (3.9)

− (a1S(X1, X2) + S(X2, RY.1,π))S(X1, X2)

= a1S
2(X2)S2(X1) + S2(X2)S(X1, RY.1,π)

− a1S
2(X1, X2) − S(X2, RY.1,π)S(X1, X2)

= a1(S
2(X2)S2(X1) − S2(X1, X2))

+ S2(X2)S(X1, RY.1,π) − S(X2, RY.1,π)S(X1, X2)

= a1∆ + ∆1

c’es-à-dire :

β̂F
1,π = a1 +

∆1

∆
= a1 −

det(CRY.1,π

1,3 )

det(CRY.1,π

1,2 )
(3.10)

2. De la même façon, l’estimateur MCO pour le coefficient de régression de β̂F
2,π

est (cf. Johnston et Dinardo [30]) :

β̂F
2,π =

S2(X1)S(X2, Y F
π ) − S(X1, Y F

π )S(X1, X2)

S2(X1)S2(X2) − S(X1, X2)

On obtient à l’aide de la définition de ∆ :

∆.β̂F
2π = S2(X1)S(X2, Y F

π ) − S(X1, Y F
π )S(X1, X2).
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Par substitution de S(X1, Y F
π ), S(X2, Y F

π ), on obtient :

∆.β̂F
2,π = S2(X1)(a1S(X1, X2) + S(X2, RY.1,π))

− (a1S
2(X1) + S(X1, RY.1,π))S(X1, X2)

= S2(X1)S(X2, RY.1,π) − S(X1, RY.1,π)S(X1, X2)

= ∆2

c’est-à-dire

β̂F
2,π =

∆2

∆
=

det(C
YF

π

2,3 )

∆
(3.11)

3. On sait que l’estimateur MCO du terme constant s’écrit :

β̂F
0,π = Ȳ − β̂F

1,πx̄1 − β̂F
2,πx̄2

A partir des estimateurs β̂F
1,π et β̂F

2,π on obtient donc par substitution :

β̂F
0,π = Ȳ − a1x̄

1 − ∆1

∆
x̄1 − ∆2

∆
x̄2 (3.12)

β̂F
0,π = a0 −

∆1

∆
x̄1 − ∆2

∆
x̄2

2 (3.13)

3.2.2 Cas du modèle de Kennedy

Considérons le modèle de régression :

X2 = γ0 + γ1x
1 + ǫ2.1 (3.14)

où E(ǫ2.1|X1) = 0, et Var(ǫ2.1|X1) = σ2.1. Nous savons que les estimateurs
MCO des coefficients de γ0 et γ1 sont respectivement g1 = S(X1, X2)/S2(X1), et
g0 = x̄2 − g1x̄

1. Par ailleurs, les résidus MCO observés par le modèle ci-dessus sont
R2.1

i = x2
i − g0 − g1x

1
i . Ces résidus interviennent dans le calcul des estimateurs MCO

des coefficients du modèle de Kennedy. Par suite, la proposition (3.2.1), ci-dessus

fait intervenir le calcul des quantités
n∑

i=1

RY.1,πiR2.1
i et

n∑

i=1

(R2.1
i )2. dont l’expression

analytique en terme de déterminant est donnée par le lemme suivant :

Lemme 3.2.2.

1.
n∑

i=1

RY.1,πiR2.1
i = n

∆2

S2(X1)

2.
n∑

i=1

(R2.1
i )2 = n

∆

S2(X1)
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Preuve :

1. Une conséquence directe de la définition R2.1
i est :

n∑

i=1

RY.1,πiR2.1
i =

n∑

i=1

RY.1,πi(x2
i − g0 − g1x

1
i )

=
n∑

i=1

RY.1,πi(x2
i − x̄2 − d1(x

1
i − x̄1))

=
n∑

i=1

RY.1,πi(x2
i − x̄2) − S(X1, X2)

S2(X1)

n∑

i=1

RY.1,πi(x1
i − x̄1)

= nS(X2, RY.1,πi) − n
S(X1, X2)

S2(X1)
S(X1, RY.1,πi)

= n
S2(X1)S(X2, RY.1,πi) − S(X1, X2)S(X1, RY.1,πi)

S2(X1)

= n
∆2

S2(X1)
(3.15)

2. De même, il résulte de la définitions de R2.1
i que :

n∑

i=1

(R2.1
i )2 =

n∑

i=1

(x2
i − x̄2 − g1(x

1
i − x̄1))2

=
n∑

i=1

(x2
i − x̄2 − S(X1, X2)

S2(X1)
(x1

i − x̄1))2

= nS2(X2) + n
S2(X1, X2)

S2(X1)
− 2n

S2(X1, X2)

S2(X1)

= n(S2(X2) − S2(X1, X2)

S2(X1)
) = n

∆

S2(X1)
2 (3.16)

Remarquons de plus que

n∑

i=1

RY.1,πi =
n∑

i=1

RY.1
i = 0

Proposition 3.2.2. L’estimateur MCO du coefficient de régression βK
2,π dans le

modèle de Kennedy :

RY.1,πi = βK
2,πR2.1 + ǫK

est égal à l’estimateur MCO du coefficient de régression βF
2,π dans le modèle de

Freedman-Lane, c’est-à-dire :
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β̂K
2π =

∆2

∆
= β̂F

2π

Preuve : L’estimateur MCO pour le coefficient de régression βK
2,π est (Johnston

et Dinardo [30]) :

β̂K
2,π =

n∑

i=1

RY.1,πiR2.1
i

n∑

i=1

(R2.1
i )2

et d’après le lemme (3.2.2)

β̂K
2,π =

n∆2/S
2(X1)

n∆/S2(X1)

=
∆2

∆
= β̂F

2,π 2 (3.17)

Nous allons désormais noter cet estimateur commun β̂2,π.

3.3 Estimateurs MCO de la Variance de β̂2,π

Dans cette section, nous donnons la variance de β̂2,π ainsi que les deux estimateurs
MCO de celle-ci, obtenus respectivement à l’aide des modèles de Freedman-Lane et
de Kennedy. Puis, nous montrons que puisque la somme des carrés des résidus du
modèle de Freedman-Lane est différente de celle qui est obtenue par le modèle de
Kennedy, l’estimateur de la variance de β̂2,π du modèle de Freedman-Lane diffère
de celle de Kennedy. Enfin, nous démontrons mathématiquement que le modèle
E(RY.1,πi) = β

′

0,π +β
′

1,πx1 +β
′

2,πx2 proposé par Anderson et Lengendre [1] et rappelé
en section 2.3.1-B est équivalent au modèle de Freedman-Lane pour effectuer le test
de l’hypothèse H0 : β2 = 0.

3.3.1 Cas du modèle de Freedman et Lane

Considérons le modèle de Freedman-Lane,

Y F
πi = βF

0,π + βF
1,πx1 + β2,πx2

i + ǫF
i (3.18)

Soit σ2F la variance de ǫi. Alors, La variance d’échantillonnage de l’estimateur MCO
β̂2,π est classiquement (cf. Johnston et Dinardo ) :

Var(β̂2,π)F =
S2(X1)σ2F

n[S2(X1)S2(X2) − (S(X1, X2)2)]
(3.19)

=
S2(X1)σ2F

n∆
. (3.20)
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L’estimateur MCO de cette variance sous le modèle de Freedman-Lane s’obtient donc
par substitution à partir de l’estimateur MCO de σ2F défini de façons classique pour
le modèle (3.18), noté :

̂
Var(β̂2,π)F = S2(β̂2,π)F =

S2(X1)S2F

n∆
(3.21)

où S2F =

∑n
i=1(ǫ̂

F
i )2

n − 3
est l’estimateur sans biais pour σ2F . Le calcul de cet estimateur

nécessite donc de connâıtre la somme de carrés
∑n

i=1(ǫ̂
F
i )2. On utilise à cette fin le

lemme suivant.

Lemme 3.3.1.

n∑

i=1

(ǫ̂i
F )2 =

n∑

i=1

(RY.1
i )2 + n

∆2
1

∆2
S2(X1) + n

∆2
2

∆2
S2(X2) + 2n(

∆1∆2

∆2
)S(X1, X2))

− 2n(
∆1

∆
S(X1, RY.1,πi) +

∆2

∆
S(X2, RY.1,πi))

Preuve : Puisque Ŷ 1
i = Ȳ + a1(x

1
i − x̄1), le modèle de Freedman-Lane (3.18)

permet d’obtenir

ǫ̂F
i = Y F

πi − Ŷ F
πi = (Ŷ1i + RY.1,πi) − (β̂0,π + β̂F

1,πx1
i + β̂2,πx2

i )

= RY.1,πi + Ȳ + a1(x
1
i − x̄1) − β̂F

0,π − β̂F
1,πx1

i − β̂2,πx2
i

= RY.1,πi + a1(x
1
i − x̄1) − β̂F

1,π(x1
i − x̄1) − β̂2,π(x2

i − x̄2) (3.22)

puisque Ȳ F
π = Ȳ et par ailleurs β̂F

0,π = Ȳ − β̂F
1,πx̄1 − β̂2,πx̄2. Mais, il résulte de la

proposition (3.2.1) que β̂F
1,π = a1 +

∆1

∆
et β̂F

2,π =
∆2

∆
. Par suite :

ǫ̂F
i = RY.1,π

i − ∆1

∆
(x1

i − x̄1) − ∆2

∆
(x2

i − x̄2) (3.23)

Par conséquent :
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n∑

i=1

(ǫ̂F )2 =
n∑

i=1

(RY.1,πi)2 +
∆2

1

∆2

n∑

i=1

(x1
i − x̄1)2 +

∆2
2

∆2

n∑

i=1

(x2
i − x̄2)2

+ 2(
∆1∆2

∆2
)

n∑

i=1

(x1
i − x̄1)(x2

i − x̄2)

− 2
∆1

∆

n∑

i=1

(x1
i − x̄1)RY.1,πi − 2

∆2

∆

n∑

i=1

(x2
i − x̄2)RY.1,πi).

et puisque :
n∑

i=1

(RY.1,πi)2 =
n∑

i=1

(RY.1
i )2

n∑

i=1

(ǫ̂F )2 =
n∑

i=1

(RY.1
i )2 + n

∆2
1

∆2
S2(X1) + n

∆2
2

∆2
S2(X2) + 2n(

∆1∆2

∆2
)S(X1, X2))

− 2n(
∆1

∆
S(X1, RY.1,πi) +

∆2

∆
S(X2, RY.1,πi)) 2 (3.24)

3.3.2 Cas du modèle de Kennedy

Considérons maintenant le modèle de Kennedy

RY.1,πi = β2,πR2.1
i + ǫK

i (3.25)

Soit σ2K est la variance de ǫK . Alors, la variance d’échantillonnage de β̂2π s’écrit
classiquement (cf. Johnston et Dinardo [30]) :

Var(β̂2,π)K =
σ2K

nS2(R2.1)
(3.26)

d’après le lemme (3.2.2)

Var(β̂2,π)K = S2(β2,π)K =
S2(X1)σ2K

n∆
. (3.27)

L’estimateur MCO pour le modèle de Kennedy s’écrit donc :

̂
Var(β̂2,π)K = S2(β2,π)K =

S2(X1)S2K

n∆
(3.28)

où S2K =

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2

n − 3
est l’estimateur MCO de σ2K obtenu de façon classique

pour le modèle (3.25). On peut aller plus loin grâce au lemme suivant :

Lemme 3.3.2. Les résidus du modèle de Kennedy

RY.1,πi = β2,πR2.1
i + ǫK

i
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vérifient :
n∑

i=1

(ǫ̂i
K)2 =

n∑

i=1

(RY.1
i )2 − n

∆2
2

∆S2(X1)

Preuve :
Les résidus du modèle ci-dessus s’écrivent :

ǫ̂K
i = RY.1,πi − β̂2,πR2.1

i (3.29)

Par suite, une conséquence du lemme (3.2.2) s’écrit :

ǫ̂K
i = RY.1,πi − β̂2,πR2.1

i

= RY.1,πi − ∆2

∆
((x2

i − x̄2) − S(X1, X2)

S2(X1)
(x1

i − x̄1))

= RY.1,πi − ∆2

∆
(x2

i − x̄2) +
∆2

∆

S(X1, X2)

S2(X1)
(x1

i − x̄1) (3.30)

et donc, la somme des carrés des résidus vérifie :

∑
(ǫ̂K

i )2 =
n∑

i=1

(RY.1,πi)2 +
∆2

2

∆2

n∑

i=1

(x2
i − x̄2)2 +

∆2
2

∆2

[
S(X1, X2)

S2(X1)

]2 n∑

i=1

(x1
i − x̄1)2

− 2
∆2

∆

n∑

i=1

(x2
i − x̄2)RY.1,πi + 2

∆2

∆

S(X1, X2)

S2(X1)

n∑

i=1

(x1
i − x̄1)RY.1,πi

− 2
S(X1, X2)

S2(X1)

∆2
2

∆2

n∑

i=1

(x1
i − x̄1)(x2

i − x̄2)

utilisons l’identité
∑n

i=1 RY.1,πi =
∑n

i=1 RY.1
i . On obtient alors :

∑
(ǫ̂K

i )2 =
n∑

i=1

(RY.1
i )2 + n

∆2
1

∆2
S2(X2) + n

∆2
1

∆2

[S(X1, X2)]2

S2(X1)

− 2n
∆2

∆
S(X2, RY.1,πi) + 2n

∆2

∆

S(X1, X2)

S2(X1)
S(X1, RY.1,πi)

− 2n
∆2

2

∆2

[S(X1, X2)]2

S2(X1)

=
n∑

i=1

(RY.1
i )2 + n

∆2
2

∆2

(
S2(X2) +

[S(X1, X2)]2

S2(X1)
− 2

[S(X1, X2)]2

S2(X1)

)

− 2n
∆2

∆

(
S(X2, RY.1,πi) − S(X1, X2)

S2(X1)
S(X1, RY.1,πi)

)

=
n∑

i=1

(RY.1
i )2 − n

∆2
2

∆S2(X1)
2 (3.31)
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Remarque 3.3.1.

Les lemmes (3.3.1) et (3.3.2) montrent en particulier qu’en général la somme des
carrés des résidus du modèle de Freedman-Lane est différente de la somme des carrés
des résidus du modèle de Kennedy.

n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2 6=

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2 (3.32)

Proposition 3.3.1. Le modèle de régression de la variable RY.1,πi en x1 et x2 :

RY.1,πi = β
′

0,π + β
′

1,πx1
i + β

′

2,πx2
i + ǫ

′

i, (i = 1, 2, ..., n) (3.33)

où Var(ǫ
′

i|x1,x2) = σ2′ et E(ǫ
′

i|x1,x2) = 0, vérifie :

1. Les estimateurs MCO de β
′

0,π, β
′

1,π et β
′

2,π sont :

a) β̂
′

2,π =
∆2

∆
= β̂2,π

b) β̂
′

1,π =
∆1

∆
= β̂F

1,π − a1

c) β̂
′

0,π = −∆1

∆
x̄1 − ∆2

∆
x̄2 = β̂F

0,π − a0

2. Les résidus MCO observés du modèle ci-dessus sont égaux aux résidus du mo-
dèle de Freedman-Lane, c’est-à-dire :

ǫ̂
′

= ǫ̂F

3. Les estimateurs MCO des variances des estimateurs des coefficients de ré-
gression du modèle ci-dessus sont égaux aux estimateurs MCO des variances
des estimateurs des coefficients de régression du modèle de Freedman-Lane,
c’est-à-dire :

a) ̂
Var(β̂

′

2,π) = ̂
Var(β̂F

2,π)

b) ̂
Var(β̂

′

1,π) = ̂
Var(β̂F

1,π)

c) ̂
Var(β̂

′

0,π) = ̂
Var(β̂F

0,π)

Preuve :
1. a) L’estimateur β

′

2,π au sens MCO s’écrit :

β̂
′

2,π =
S2(X1)S(X2, RY.1,πi) − S(X1, X2)S(X1, RY.1,πi)

∆
=

∆2

∆

qui est égal à β̂F
2,π, c’est-à-dire :

β̂
′

2,π =
∆2

∆
= β̂F

2,π (3.34)
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1. b) De façon analogue l’estimateur MCO de β
′

1,π est
égal à :

β̂
′

1,π =
S2(X2)S(X1, RY.1,πi) − S(X1, X2)S(X2, RY.1,πi)

∆
=

∆1

∆

qui en application la proposition (3.2.1) est égal à β̂F
1,π − a1, c’est-à-dire :

β̂
′

1,π =
∆1

∆
= β̂F

1,π − a1 (3.35)

1. c) L’estimateur MCO de l’intercept β
′

0,π est classiquement :

β̂
′

0,π = R̄π,Y.1 − β̂
′

1,πx̄1 − β̂
′

2,πx̄2,

on sait de plus que R̄π,Y.1 = 0 et l’expression des estimateurs β̂
′

1,π et β̂
′

2,π , induit :

β̂
′

0,π = −∆1

∆
x̄1 − ∆2

∆
x̄2.

en utilisant la proposition (3.2.1) on obtient :

β̂
′

0,π = β̂F
0,π − a0. (3.36)

2. Considérons maintenant le modèle (3.33). Le résidu observé est :

ǫ̂
′

i = RY.1,πi − R̂Y.1,πi = RY.1,πi − β̂
′

0,π − β̂
′

1,πx1
i − β̂

′

2,πx2
i

d’après les résultats obtenus dans la partie (1) et en appliquant le lemme (3.3.1) on
obtient :

ǫ̂
′

i = RY.1,πi − ∆1

∆
(x1

i − x̄1) − ∆2

∆
(x2

i − x̄2) = ǫ̂F
i (3.37)

Par conséquent, on a :
n∑

i=1

(ǫ̂
′

i)
2 =

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2 (3.38)

3. a) la variance de β̂
′

2,π s’écrit :

Var(β̂
′

2,π) =
S2(X1)σ2′

∆
(3.39)

et l’estimateur MCO de Var(β̂
′

2,π) est classiquement :

̂
Var(β̂

′

2,π) = S2(β̂
′

2,π) =
S2(X1)S2′

∆
(3.40)
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où S2′ = 1
n−3

∑n
i=1(ǫ̂

′

i)
2. On obtient en application des résultats obtenus dans la

partie (2) :

S2′ =

n∑

i=1

(ǫ̂
′

i)
2

n − 3
=

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2

n − 3
= S2F

alors, en considérant l’équation (3.21), on déduit :

̂
Var(β̂

′

2,π) =
S2(X1)S

′2

∆
=

S2(X1)S2F

∆
= ̂

Var(β̂2,π)F (3.41)

3. b) De façon analogue, on a :

Var(β̂
′

1,π) =
S2(X2)σ2′

∆
, Var(β̂F

1,π) =
S2(X2)σ2F

∆
(3.42)

Les estimateurs MCO de Var(β̂
′

1,π) et de Var(β̂F
1,π) sont respectivement :

̂
Var(β̂

′

1,π) = S2(β̂
′

1,π) =
S2(X1)S

′2

∆
, ̂

Var(β̂F
1,π) = S2(β̂F

1,π) =
S2(X1)S2F

∆

et puisque S2′ = S2F , on obtient :

̂
Var(β̂

′

1,π) =
S2(X1)S

′2

∆
=

S2(X1)S2F

∆
= ̂

Var(β̂1,π)F (3.43)

3. c) Un calcul analogue permet aussi de montrer que :

̂
Var(β̂

′

0) = ̂
Var(β̂F

0,π) 2 (3.44)

Remarque 3.3.2.

La proposition (3.3.1) montre que les statistiques utilisées pour effectuer le test
de permutations de l’hypothèse H0 : β2 = 0 sous le modèle de Freedman-Lane et
sous le modèle (3.33) sont équivalentes, c’est-à-dire :

T
′

π =
β̂

′

2,π

S(β̂
′

2,π)
=

β̂2,π

S(β̂2,π)K

= T F
π (3.45)

3.4 Étude comparative des deux méthodes

Dans cette section, nous montrons que l’estimateur MCO de Var(β̂2,π) du modèle
de Freedman-Lane est inférieur à celui de Kennedy. Ensuite, nous montrons les
conséquences de cette propriété sur la statistique de test, sur la distribution de cette
statistique de test, sur le risque d’erreur de première espèce et sur la puissance du
test de permutation.
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3.4.1 Estimation de Var(β̂2,π)

Rappelons que les estimateurs MCO de Var(β̂2,π)F et de Var(β̂2,π)K sont res-
pectivement pour les modèles de Freedman-Lane et de Kennedy :

S2(β̂2,π)F =
S2(X1)

∑n
i=1(ǫ̂

F
i )2

n(n − 3)∆
, S2(β̂2,π)K =

S2(X1)
∑n

i=1(ǫ̂
K
i )2

n(n − 3)∆

La remarque (3.3.1) montre que la différence entre S2(β2,π)F et S2(β2,π)K provient
de la différence entre

∑n
i=1(ǫ̂

F
i )2 et

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2. Nous devons donc comparer ces deux

sommes de carrés.

Lemme 3.4.1.

n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2 −

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2 =

n[S(X1, RY.1,πi)]2

S2(X1)
≥ 0

Preuve : Formons la différence des équations (3.24) et (3.31)
n∑

i=1

(ǫ̂F )2 =
n∑

i=1

(RY.1
i )2 + n

∆2
2

∆2
S2(X2) + n

∆2
1

∆2
S2(X1)

+2n(
∆1∆2

∆2
)S(X1, X2) − 2n(

∆2

∆
S(X2, RY.1,πi) +

∆1

∆
S(X1, RY.1,πi))

n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2 =

n∑

i=1

(RY.1
i )2 − n

∆2
2

∆S2(X1)

Donc :

n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2 −

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2 = −n

∆2
2

∆S2(X1)
− n

∆2
2

∆2
S2(X2) − n

∆2
1

∆2
S2(X1)

− 2n
∆1∆2

∆2
S(X1, X2)

+ 2n(
∆2

∆
S(X2, RY.1,πi) +

∆1

∆
S(X1, RY.1,πi))
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= n
−∆2

2(∆ + S2(X1)S2(X2)) − n∆2
1[S

2(X1)]2 − 2n∆1∆2S
2(X1)S(X1, X2)

∆2S2(X1)

+
2n∆S2(X1)[∆2S(X2, RY.1,πi) + ∆1S(X1, RY.1,πi)]

∆2S2(X1)

en replaçant ∆1 et ∆2 on obtient :

= −n[

[
[S2(X1)]2[S(X2, RY.1,π)]2

]
(∆ + S2(X1)S2(X2))

S2(X1)∆2

+

[
[S(X1, X2)]2[S(X1, RY.1,π)]2

]
(∆ + S2(X1)S2(X2))

S2(X1)∆2

− 2
[
S2(X1)S(X1, X2)S(X1, RY.1,π)S(X2, RY.1,π

]
(∆ + S2(X1)S2(X2))

S2(X1)∆2
]

− n[

[
[S2(X2)]2[S(X1, RY.1,π)]2 + [S(X1, X2)]2[S(X2, RY.1,π)]2

]
[S2X1)]2

∆2S2(X1)

−
[
S2(X1)S(X1, X2)S(X1, RY.1,π)S(X2, RY.1,π

]
[S2X1)]2

∆2S2(X1)
]

− 2n[

[
(S2(X1)S2(X2)S(X1, RY.1,π)S(X2, RY.1,π)

]
(S2(X1)S(X1, X2))

∆2S2(X1)

−
[
(S2(X1)S(X1, X2)[S(X2, RY.1,π)]2

]
(S2(X1)S(X1, X2))

∆2S2(X1)

−
[
(S2(X2)S(X1, X2)[S(X1, RY.1,π)]2

]
(S2(X1)S(X1, X2))

∆2S2(X1)

−
[
[S2(X1, X2)]2S(X1, RY.1,π)S(X2, RY.1,π

]
(S2(X1)S(X1, X2))

∆2S2(X1)
]

+ n∆[

[
2[S2(X1)]2[S(X2, RY.1,π)]2 + 2S2(X1)S2(X2)[S(X1, RY.1,π)]2

]

∆2S2(X1)

−
[
4S2(X1)S(X1, X2)S(X1, RY.1,π)S(X2, RY.1,π

]

∆2S2(X1)
]

= n∆[
−2S2(X1)S(X1, X2)S(X1, RY.1,π)S(X2, RY.1,π) + [S2(X1)]2[S(X2, RY.1,π)]2

∆2S2(X1)

−[S(X1, X2)]2[S(X1, RY.1,π)]2 + 2S2(X1)S2(X2)[S(X1, RY.1,π)]2

∆2S2(X1)
]

+ n
[S2(X1)]2[S(X1, X2)]2[S(X2, RY.1,π)]2 + S2(X1)S2(X2)[S(X1, X2)]2[S(X1, RY.1,π)]2

∆2S2(X1)

− n
2S2(X1)[S(X1, X2)]3S(X1, RY.1,π)S(X2, RY.1,π) + [S2(X1)]3S(X2)[S(X2, RY.1,π)]2

∆2S2(X1)

+ n
2[S2(X1)]3S(X1, X2)S(X1, RY.1,π)S(X2, RY.1,π) − [S2(X1)]2[S(X2)]2[S(X1, RY.1,π)]2

∆2S2(X1)
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En substituant par ∆, on obtient :

= n[
[S(X1, X2)]4S(X1, RY.1,π) − 2S2(X1)S2(X2)[S(X1, X2)]2[S(X1, RY.1,π)]2

∆2S2(X1)

+
[S2(X1)]2[S2(X2)]2[S(X1, RY.1,π)]2

∆2S2(X1)
]

= n
∆2[S(X1, RY.1π)]2

∆2S2(X1)

Au bilan, on obtient donc

n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2 −

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2 =

n[S(X1, RY.1,πi)]2

S2(X1)
≥ 0 2 (3.46)

Proposition 3.4.1.

S2(β2,π)K − S2(β2,π)F =
[S(X1, RY.1,πi)]2

(n − 3)∆
≥ 0

Preuve : On déduit des équations (3.21) et (3.28) :

S2(β̂2,π)K − S2(β̂2,π)F =
S2(X1)

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2

n(n − 3)∆
− S2(X1)

∑n
i=1(ǫ̂

F
i )2

n(n − 3)∆

=
S2(X1)

n(n − 3)∆

(
n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2 −

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2

)

Le lemme (3.4.1) fournit alors le résultat :

S2(β̂2,π)K − S2(β̂2,π)F =
[S(X1, RY.1,πi)]2

(n − 3)∆
≥ 0 2

Remarque 3.4.1.

La proposition (3.3.1) permet d’affirmer que pour effectuer le test de permutation
de l’hypothèse H0 : β2 = 0, le modèle (3.33) et le modèle de Freedman-Lane sont
équivalents. Par suite, comparer les modèles de Freedman-Lane et de Kennedy, est
équivalent à comparer le modèle (3.33)

RY.1,πi = β
′

0 + β
′

1x
1
i + β

′

2x
2
i + ǫ

′

i

au modèle de Kennedy :

RY.1,πi = β2KR2.1 + ǫK .
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On déduit alors du lemme (3.4.1) que le modèle de Freedman-Lane est mieux ajusté
que le modèle de Kennedy. Mais, il faut noter que ce lemme ne permet pas de déduire
que (ǫ̂k

i )
2 ≥ (ǫ̂F

i )2 pour chaque i, i = 1, 2, ..., n, puisque, bien sûr :

n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2 ≥

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2 6=⇒ (ǫ̂k

i )
2 ≥ (ǫ̂F

i )2 (3.47)

De ce fait, on peut dire que la variation de la variable RY.1,πi expliquée par les deux
variables X1 et X2 dans le modèle de Freedman-Lane est plus grande que celle de
la variable R2.1 dans le modèle de Kennedy.

3.4.2 Comparaison des estimateurs de Var(β̂2,π)

Dans cette section, nous montrons les conséquences de la différence entre esti-
mateurs de Var(β̂2,π) sur le risque d’erreur de première espèce et sur la puissance
du test de permutation.

Lemme 3.4.2. Pour chaque permutation d’un ensemble de données, la valeur ab-
solue de la statistique de test de la méthode de Freedman-Lane est supérieure ou
égale à la valeurs absolue de la statistique de test correspondante de la méthode de
Kennedy :

|TK
2,π| ≤ |T F

2,π|

Preuve : Nous avons montré dans la proposition (3.2.2) que l’estimateur MCO
β̂2,π de β2,π est le même dans le modèle de Freedman-Lane et dans celui de Ken-
nedy pour chaque permutation des données. De plus, la proposition (3.4.1) dit
qu’alors, l’estimateur MCO associé de la variance de cet estimateur dans le modèle
de Freedman-Lane (S2(β̂2,π)F ), est inférieur ou égal à l’estimateur correspondant

dans le modèle de Kennedy (S2(β̂2,π)K), c’est-à-dire :

S2(β̂2,π)K ≥ S2(β̂2,π)F

Alors, pour chaque permutation, la valeur absolue de la statistique de test du modèle
de Freedman-Lane est supérieure ou égale à celle que lui correspond dans le modèle
de Kennedy, c’est-à-dire :

S2(β̂2,π)K ≥ S2(β̂2,π)F =⇒ |TK
2,π| =

|β̂2,π|
S(β̂2,π)K

≤ |β̂2,π|
S(β̂2,π)F

= |T F
2,π| 2 (3.48)

Remarque 3.4.2.

Une conséquence directe du lemme ci-dessus est que la distribution permutation-
nelle de |T F

π | a une dispersion supérieure ou égale à celle de |T F
2,π|
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Proposition 3.4.2. La fonction de répartition de |T F
2,π| est inférieure ou égale à

celle de |TK
2,π|. C’est-à-dire :

F|T F
2,π |(t) ≤ F|T K

2,π |(t) ∀t

Preuve : Selon le lemme (3.4.2), on a :

|TK
2,π| ≤ |T F

2,π|
Par suite, quel que soit t ∈ R, on a :

{|T F
2,π| > t} ⊇ {|TK

2,π| > t}
Pr(|T F

2,π| > t) ≥ Pr(|TK
2,π| > t) ⇔ F|T F

2,π |(t) ≤ F|T K
2,π |(t) 2 (3.49)

c’est-à-dire que |T F
2,π| et |TK

2,π| sont stochastiquement ordonnées. La situation est
illustrée par la figure ci-dessous :

β2

FT2, π
F (t)

FT2, π
K (t)

0

0
1

0
1

Fig. 3.1 – Les fonctions de répartition des statistiques de tests |T F
2,π| et |TK

2,π|
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La p-valeur permutationnelle observée associée à chaque méthode est le pour-
centage de valeurs de la statistique permutationnelle (c’est-à-dire tFπ et tKπ ) qui sont
plus grandes que tobs. Le corollaire suivant montre que la p-valeur permutationnelle
de la méthode de Freedman-Lane (pF

2,π) est supérieure ou égale à celle de la méthode
de Kennedy (pK

2,π). On en déduit ensuite que le risque d’erreur de première espèce
de la méthode de Freedman-Lane est inférieur ou égal à celui de la méthode de Ken-
nedy et à l’opposé, la puissance du test obtenue par la méthode de Freedman-Lane
inférieure ou égale à celle de la méthode de Kennedy.

Corollaire 3.4.1. Pour le test d’hypothèse H0 : β2 = 0 contre H1 : β2 6= 0, la
p-valeur permutationnelle de la méthode de Freedman-Lane est supérieure ou égale
à celle de la méthode de Kennedy :

pF
2,π ≥ pK

2,π

De plus :

1. Le risque d’erreur de première espèce de la méthode de Freedman-Lane est
inférieur ou égal à celui de la méthode de Kennedy ;

2. La puissance du test obtenue par la méthode de Freedman-Lane est inférieure
ou égale à celle de la méthode de Kennedy.

Preuve : D’après la proposition (3.4.2), on obtient :

pF
2,π = Pr(|T F

2,π| > tobs)

≥ Pr(|TK
2,π| > tobs) = pK

2,π (3.50)

Par ailleurs, nous savons qu’on rejette l’hypothèse H0 : β2 = 0 lorsque la p-valeur
observée est plus petite que le niveau α du test. La probabilité de rejeter H0 : β2 = 0
par la méthode de Freedman-Lane est donc inférieure ou égale à celle qu’on obtient
par la méthode de Kennedy, c’est-à-dire :

Pr(P F
2,π < α) ≤ Pr(PK

2,π < α) (3.51)

Donc, la fonction puissance permutationnelle de la méthode de Freedman-Lane est
inférieure ou égale à celle de la méthode de Kennedy. Si C est la région critique du
test, on a :

ηF
π (β2) = PrF

π (C) ≤ PrK
π (C) = ηK

π (β2) (3.52)

La situation est illustrée en termes de fonction puissance permutationnelle par la
figure ci-dessus.

Par conséquent, pour des données générées sous l’hypothèse H0 : β2 = 0, la
relation ci-dessus dit que le risque d’erreur de première espèce de la méthode de
Freedman-Lane est inférieur à celui de Kennedy.

PrH0
(P F

2,π < α) ≤ PrH0
(PK

2,π < α) (3.53)
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β2

ηπ
F (β2)

ηπ
K (β2)

β2 = 0

0

0
1

0
1

Fig. 3.2 – Les fonctions puissance des statistiques |T F
2,π| et |TK

2,π|

Ces résultats donnent une justification mathématique aux résultats des simu-
lations d’Andersson et Legendre [1]. Mais les résultats de nos propres simulations,
présentés dans la section (2.5.1), montrent que cette situation simple de comparaison
de puissance de test est intimement liée à la définition de la même statistique de
test retenue. Nous revenons sur influence du choix de cette statistique de test dans
la section suivante.

Par contre, lorsque nos données sont générées sous l’hypothèse H1 : β2 6= 0 la
relation ci-dessus dit que la puissance du test utilisant la méthode de Freedman-Lane
est inférieure ou égale à celle de la méthode de Kennedy.

PrH1
(P F

2,π < α) ≤ PrH1
(PK

2,π < α) 2 (3.54)

Cependant, lors de la vérification des puissances de tests par des méthodes per-
mutationnelles, la méthode de Kennedy n’est considérée ni dans les simulations
d’Anderson et Legendre [1], ni dans celle de Legendre (2000). Mais, comme nous
l’avons vu dans la section (2.5.3), il existe dans nos simulations, des cas où la puis-
sance du test par la méthode de Kennedy est inférieure à celle qui est obtenue par
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la méthode de Freedman-Lane. Nous montrerons plus bas pourquoi il en est ainsi.
Utilisons maintenant la proposition (3.4.1). Il vient :

S2(β̂2,π)K − S2(β̂2,π)F =
S2(X1)S2(RY.1)[ρ(X1, RY.1,π)]2

(n − 3)∆
≥ 0 (3.55)

où ρ(X1, RY.1,π) est la corrélation entre X1 et RY.1,πi. On vérifie de plus que la
variance empirique est invariante par

S2(RY.1) =
1

n

n∑

i=1

(RY.1
i )2 =

1

n

n∑

i=1

(RY.1,πi)2 = S2(RY.1,π) (3.56)

Les valeurs ∆, n, S2(X1) et S2(RY.1) sont déterminées, par des données. Par
suite, pour chaque permutation, plus la corrélation ρ(X1, RY.1,π) est grande et plus
la différence entre les deux estimateurs est élevée. Par ailleurs, les deux estimateurs
sont égaux si ρ(X1, RY.1,π) = 0. Géométriquement, on peut dire que les deux mé-
thodes donnent des estimateurs identiques lorsque le vecteur aléatoire RY.1,π est
orthogonal à X1.

Proposition 3.4.3. Lorsque la taille de l’échantillon de données tend vers l’infini,
la différence entre les deux estimateurs de Var(β̂2,π), tend vers zéro :

1) Si lorsque n tend vers l’infini, la matrice S =

[
S2(X1) S(X1, X2)

S(X1, X2) S2(X2)

]

converge vers

[
σ2

1 σ12

σ12 σ2
2

]
fini,

2) si de plus, S2(R2.1) converge vers S2∗(R2.1) fini,

3) si enfin, ∆ converge vers ∆∗ > 0 fini

4) et ρ(X1, X2) existe. Alors, on obtient :

lim
n→+∞

(S2(β̂2,π)K − S2(β̂2,π)F ) = lim
n→+∞

S2(X1)S2(RY.1)[ρ(X1, RY.1,π)]2

(n − 3)∆

= lim
n→+∞

S2(X1)S2(RY.1)[ρ(X1, RY.1,π)]2

∆
(3.57)

× lim
n→+∞

1

n − 3

=
σ2

1S
2∗(RY.1)[ρ(X1, RY.1,π)]2

∆∗ × 0

= 0 (3.58)

C’est dire que les deux estimateurs sont asymptotiquement égaux. 2
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Cette proposition montre en particulier que les statistiques de test associées aux
méthodes de Freedman-Lane et de Kennedy deviennent indiscernable lorsque la taille
de l’échantillon de données est grande.

T F
2,π =

β̂2,π

S(β̂2,π)F

≈ β̂2,π

S(β̂2,π)K

= TK
2,π

Par conséquent, lorsque la taille de l’échantillon de données est grande, on doit
avoir le même risque d’erreur de première espèce, ce que confirment la simulation
d’Anderson et Legendre. On a aussi la même puissance.

3.4.3 Méthode de Kennedy et degrés de liberté

Considérons à nouveau le modèle de Kennedy,

RY.1,πi = βK
2,πR2.1 + ǫK ,

où Var(ǫK) = σ2K . pour chaque permutation πi, on peut considérer (n − 2) degrés
de liberté pour la statistique de test permutationnel utilisée par la méthode de
Kennedy (TK

2,π = β̂2,π/S(β̂2,π)K . Ceci puisqu’on réalise une régression de la variable
RY.1,π en R2.1 pour chaque permutation. Mais, le modèle comprend deux paramètres
au lieu des trois paramètres utilisés par la méthode de Freedman-Lane. En effet,
pour chaque permutation, on peut considérer RY.1,πi et R2.1 comme deux nouvelles
variables (Anderson et Legendre [1]). De ce fait, un estimateur MCO de σ2K dans
le modèle de Kennedy est S2K∗ =

∑n
i=1(ǫ̂

k
i )

2/(n − 2), c’est-à-dire que la somme des
carrés des résidus est divisée par (n − 2) au lieu de (n − 3). A partir de l’équation
(4.21), un estimateur MCO de la variance de β̂2,π sous le modèle de Kennedy s’écrit
dans ce cas :

̂
Var(β̂2,π)K∗ = S2(β2,π)K∗ =

S2(X1)S2K∗

n∆
=

S2(X1)
∑n

i=1(ǫ̂
K
i )2

n(n − 2)∆
(3.59)

Dans la proposition (3.4.1) où nous avons retenu (n − 3) degrés de liberté pour
la statistique de test par la méthode permutationnelle de Kennedy et nous avons
alors montré que l’estimation MCO de Var(β̂2,π) par la méthode de Freedman-Lane
est inférieure à celle qui était fourni par la méthode de Kennedy. Retenons mainte-
nant, à partir de l’équation ci-dessus, la statistique de test de Kennedy corrigée en
considérant (n − 2) degrés de liberté, nous montrons dans la proposition suivante
qu’il existe alors des cas où l’estimateur de Var(β̂2,π) obtenu par la méthode de
Freedman-Lane est supérieur à celui qui résulte de la méthode de Kennedy corrigée.

Proposition 3.4.4. Pour la méthode de Kennedy, corrigée en retenant (n − 2)
degrés de liberté et non plus (n − 3) dans la définition de la statistique de test, on
vérifie :

S2(β̂2,π)K∗ − S2(β̂2,π)F

{
≥ 0 si [S(X1, RY.1,πi)]2 ≥ ∆S2(β̂2,π)F

< 0 si [S(X1, RY.1,πi)]2 < ∆S2(β̂2,π)F
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où S2(β2,π)K∗ =
S2(X1)

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2

n(n − 2)∆
et S2(β2,π)F =

S2(X1)
∑n

i=1(ǫ̂
F
i )2

n(n − 3)∆

Preuve : Les équations (3.21) et (3.59) donnent :

S2(β̂2,π)K∗ − S2(β̂2,π)F =

S2(X1)
n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2

n(n − 2)∆
−

S2(X1)
n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2

n(n − 3)∆

=

S2(X1)

[
(n − 3)

n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2 − (n − 2)

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2

]

n(n − 2)(n − 3)∆

les valeurs S2(X1), ∆ et n sont positives , donc :

S2(β̂2,π)K∗ − S2(β̂2,π)F





≥ 0 si [(n − 3)
n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2 − (n − 2)

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2] ≥ 0

< 0 si [(n − 3)
n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2 − (n − 2)

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2] < 0

Mais,
[
(n − 3)

n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2 − (n − 2)

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2

]
≥ 0 ce qui confirme que

n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2

≥ n − 2

n − 3
et donc

n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2 −

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2

≥ 1

n − 3
d’après le lemme (3.4.1)

n[S(X1, RY.1,πi)]2

S2(X1)
n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2

≥ 1

n − 3
selon la définition de S2F

[S(X1, RY.1,πi)]2 ≥ S2(X1)S2F

n
d’après la définition de S2(β̂2,π)F

[S(X1, RY.1,πi)]2 ≥ ∆S2(β̂2,π)F

Enfin :



3.4. ÉTUDE COMPARATIVE DES DEUX MÉTHODES 207

S2(β̂2,π)K∗ − S2(β̂2,π)F

{
≥ 0 si [S(X1, RY.1,πi)]2 ≥ ∆S2(β̂2,π)F

< 0 si [S(X1, RY.1,πi)]2 < ∆S2(β̂2,π)F

2 (3.60)

Contrairement à la proposition (3.4.1) qui disait qu’on avait toujours S2(β̂2,π)K ≥
S2(β̂2,π)F , on vérifie ainsi que retenir (n − 2) degrés de liberté pour la statis-
tique de test utilisée par la méthode de Kennedy corigée, assure que si le carré
de la covariance permutationnelle [S(X1, RY.1,πi)]2 est inférieur à ∆S2(β̂2,π)F , on a

S2(β̂2,π)K∗ < S2(β̂2,π)F

Corollaire 3.4.2. Pour effectuer un test d’hypothèse H0 : β2 = 0 contre H1 : β2 6= 0,
en considérant (n − 2) degrés de liberté pour la méthode de Kennedy :

1. il existe des cas où : PrH0
(P F

2,π < α) > PrH0
(PK∗

2,π < α)

2. il existe des cas où : PrH1
(P F

2,π < α) > PrH1
(PK∗

2,π < α)

Preuve : D’après la proposition (3.4.4) on a :

S2(β̂2,π)K∗ − S2(β̂2,π)F

{
≥ 0 si [S(X1, RY.1,πi)]2 ≥ ∆S2(β̂2,π)F

< 0 si [S(X1, RY.1,πi)]2 < ∆S2(β̂2,π)F

De ce fait, pour la méthode de Kennedy corrigée en considérant (n − 2) degrés
de liberté et non plus (n − 3), il existe des cas où S2(β̂2,π)K∗ < S2(β̂2,π)F . On en

déduit qu’il existe des cas où TK∗
2,π = β̂2,π/S(β̂2,π)K∗ > T F

2,π = β̂2,π/S(β̂2,π)F . Donc,
contrairement au corollaire (3.4.1) on ne peut plus toujours affirmer que la p-valeur
permutationnelle de la méthode de Freedman-Lane est supérieure ou égale à celle
qui est déduite de la méthode de Kennedy(pF

2,π ≥ pK∗
2,π). Autrement dit, la relation :

Pr(P F
2,π < α) ≤ Pr(PK∗

2,π < α)

n’est pas toujours vraie si l’on retient la définition de S2(β̂2,π)K∗ corigée avec (n−2)
degrés de liberté. En effet, il existe des cas où

Pr(P F
2,π < α) > Pr(PK∗

2,π < α) (3.61)

Par conséquent,

1. pour des données générées sous l’hypothèse H0 : β2 = 0, la relation ci-dessus
autorise l’existence de cas où :

PrH0
(P F

2,π < α) > PrH0
(PK∗

2,π < α) (3.62)

Cette inégalité montre qu’il existe des cas où le risque d’erreur de première
espèce de la méthode de Kenney avec (n − 2) degrés de liberté est inférieur
à celui de Freedman-Lane. C’est ce que confirment nos simulations présentées
en section (2.5.1).
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2. Par contre, lorsque les données sont générées sous l’hypothèse H1 : β2 6= 0 la
relation (3.55) autorise l’existence de :

PrH1
(P F

2,π < α) > PrH1
(PK∗

2,π < α) (3.63)

Autrement dit, il existe des cas où la puissance du test suivant la méthode de
Freedman-Lane est supérieure à celle du test suivant la méthode de Kennedy
corrigée. 2

Remarque 3.4.3.

1. Dans toutes les simulations que nous avons effectuées, le nombre de degrés de
liberté retenu était (n − 2) contrairement aux simulations d’Anderson et Legendre
qui ont retenu (n− 3) degrés de liberté pour la méthode de Kennedy. Comme mon-
tré par nos simulation en section(2.5.1), il existe des cas où le risque d’erreur de
première espèce encouru par la méthode de Kennedy est inférieur à celui de la mé-
thode de Freedman-Lane. La relation (3.56) donne donc une explication aux faits
observés grâce à nos simulations. Notons cependant que les résultats des simulations
présentées en section 2.5.1, montrent que dans la plupart des cas, le risque d’erreur
de première espèce de la méthode de Freedman-Lane est plus petit que celui de la
méthode de Kennedy corrigée.
2. Cependant, lors de l’étude des puissances de tests par des méthodes permutation-
nelles, la méthode de Kennedy n’est considérée ni dans les simulations d’Anderson
et Legendre [1], ni dans celles de Legendre (2000), ni dans la notre (section (2.5.2)).
Donc, en considérant la relation (3.62), nous avons repris (dans le même cadre que
la section (2.5.2)), la vérification des puissances de tests par des méthodes permu-
tationnelles de Kennedy et de Freedman-Lane, et comme nous l’avons vu dans cette
section (2.5.3), il existe des cas où la puissance de test de la méthode de Kennedy
est inférieure à celle oqui est btenue par la méthode de Freedman-Lane. Ce constat
empirique est corroboré par le résultat mathématique décrit dans la relation (3.63).

Proposition 3.4.5. Comme dans la proposition (3.4.3) où nous avons considéré
(n−3) degrés de liberté pour la méthode de Kennedy, ici, en retenant (n−2) degrés
de liberté pour la méthode de Kennedy et en augmentant la taille de l’échantillon de
données, la différence entre les deux estimateurs de Var(β̂2,π), tend vers zéro. En

effet : limn→+∞[S2(β̂2,π)K∗ − S2(β̂2,π)F ] = 0
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Preuve :

[S2(β̂2,π)K∗ − S2(β̂2,π)F ] =

S2(X1)
n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2

n(n − 2)∆
−

S2(X1)
n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2

n(n − 3)∆

=
S2(X1)

∆




(n − 3)
n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2 − (n − 2)

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2

n(n − 2)(n − 3)




(3.64)

Par suite, si S2(X), S(X1, RY.1,π) et ∆ convergent vers une limite finie σ2
1, σ2

1RY.1,π ,
∆∗ > 0 et respectivement, lorsque n tend vers l’infini, on a :

lim
n→+∞

[S2(β̂2,π)K∗ − S2(β̂2,π)F ] =
σ2

1

∆∗ lim
n→+∞




(n − 3)
n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2 − (n − 2)

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2

n(n − 2)(n − 3)




≈ σ2
1

∆∗ lim
n→+∞




(
n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2 −

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2)

n2




par le lemme (3.4.1) =
σ2

1

∆∗ lim
n→+∞

nS(X1, RY.1,π)

n2S2(X1)

=
σ2

1σ1RY.1,π

∆∗σ2
1

lim
n→+∞

1

n
= 0 2

Les deux estimateurs sont donc asymptotiquement égaux. En pratique, lorsque la
taille de l’échantillon de données est assez grande, les statistiques de test associées
respectivement à la méthode de Freedman-Lane et de celle de Kennedy corrigée avec
(n − 2) degrés de liberté, sont approximativement égales :

T F
2,π =

β̂2,π

S(β̂2,π)F

≈ β̂2,π

S(β̂2,π)K∗
= TK∗

2,π

Par conséquent, dans cette situation, on doit avoir approximativement le même
risque d’erreur de première espèce, ce que confirme nos simulations lorsque n ≥ 36,
cf. la section (2.5.1). De même, les deux tests ont approximativement la même
puissance ce que confirme notre simulation, pour n ≥ 36, cf. la section (2.5.3)).
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3.4.4 Influence de la normalisation

Afin de vérifier l’influence de la normalisation par (n− 2), ou plus généralement
par (n− k) si k = p + 1 et p est le nombre de variables explicatives dans le modèle,
sur le risque d’erreur de première espèce, Anderson et Legendre [1] ont effectué une
simulation sur une petite étendue du domaine de valeurs, retenant les 4 facteurs de
variation des caracteristiques du test étudiées plus haut. Ils notent [1] en particulier
(page 289) que pour tous les cas, la méthode de Kennedy corrigée avec (n − 2)
degrés de liberté augmente moins le risque d’erreur de première espèce que celle
avec (n − k) degrés de liberté. C’est dire que dans tous les cas, le risque d’erreur de
première espèce de la méthode de Kennedy corrigée avec (n−2) degrés de liberté est
inférieure ou égale à celui de la même méthode avec (n− k) degrés de liberté. Nous
en montrons la raison plus bas pour k = 3. Plus généralement, nous montrons dans
la proposition suivante que l’estimateur de Var(β̂2,π) par la méthode de Kennedy
corrigée avec (n − 2) degrés de liberté, est toujours inférieur ou égal à celui de la
même méthode avec (n− 3) degrés de liberté. Par suite, le corollaire suivant montre
que le risque d’erreur de première espèce de la méthode de Kennedy corrigée avec
(n− 2) degrés de liberté est toujours inférieur ou égal à celui de la même statistique
divisé par (n−3) degrés de liberté. Dans la section (3.8), nous étendons ces résultats
au cas général k > 3.

Proposition 3.4.6.

S2(β̂2,π)K − S2(β̂2,π)K∗ =
S2(X1)

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2

n(n − 2)(n − 3)∆
≥ 0

Preuve : Rappelons que l’estimateur MCO de Var(β̂2,π) dans la méthode de
Kennedy, s’écrit dans le cas corrigé et non corrigé respectivement,

S2(β̂2,π)K∗ =
S2(X1)S2K∗

n∆
=

S2(X1)

n∆
.

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2

n − 2

S2(β̂2,π)K =
S2(X1)S2K

n∆
=

S2(X1)

n∆
.

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2

n − 3
donc :

S2(β̂2,π)K − S2(β̂2,π)K∗ =
S2(X1)

n∆
(S2K − S2K∗)

S2(β̂2,π)K − S2(β̂2,π)K∗ =
S2(X1)

n∆

(∑n
i=1 ǫK

i

n − 3
−

∑n
i=1 ǫK

i

n − 2

)

=
S2(X1)

n∆

∑n
i=1 ǫK

i

(n − 2)(n − 3)

(3.65)

Par suite, puisque S2(X1),
∑n

i=1(ǫ̂
K
i )2 , n et ∆ sont des valeurs positive

S2(β̂2,π)K ≥ S2(β̂2,π)K∗ 2 (3.66)
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L’équation ci-dessus a en particulier trois conséquences utiles en pratique :
1. La valeur absolue de la statistique de test utilisée par la méthode de Kennedy

corrigée par (n − 2) degrés de liberté est toujours supérieure à celle de la méthode
initiale de (n − 3) degrés de liberté :

|TK∗
2,π | =

|β̂2,π|
S2(β̂2,π)K∗

≥ |β̂2,π|
S2(β̂2,π)K

= |TK
2,π| (3.67)

2. La distribution permutationnelle de |TK∗
2,π | a une dispersion supérieure ou égale à

celle de |TK
2,π|.

3. La p-valeur permutationnelle de la forme corrigée de la méthode de Kennedy est
inférieure ou égale à celle de la forme initiale de cette méthode, c’est-à-dire :

pK∗
2,π ≥ pK

2,π (3.68)

Corollaire 3.4.3. Le test de permutation de l’hypothèse H0 : β2 = 0 contre H1 :
β2 6= 0, pour la méthode de Kennedy vérifie les propriété suivants

1. Le risque d’erreur de première espèce de la forme corrigée est inférieur ou égal
à celui de la forme initiale.

2. Le puissance du test de la méthode de la forme corrigée est inférieure ou égal à
celle de la forme initiale du test par cette méthode avec (n−3) degrés de liberté.

Preuve : D’après la remarque ci-dessus, on a :

pK∗
2,π ≥ pK

2,π

De façon analogue au corollaire (3.4.1) on montre donc que la probabilité de
rejeter H0 : β2 = 0 par la forme corrigée est inférieure ou égale à celle qui est
obtenue par la forme initiale de cette méthode.

Pr(PK∗
2,π < α) ≤ Pr(PK

2,π < α) (3.69)

Donc, la fonction puissance permutationnelle de la méthode de la forme corrigée est
inférieure ou égale à celle qui est obtenue avec la forme initiale.

Autrement dit, si C est la région critique du test, pour les formes corrigée et
initiale, on rejette H0 : β2 = 0 quand la statistique de test appartient à la région
critique. Donc :

ηK∗
π (β2) = PrK∗

π (C) ≤ PrK
π (C) = ηK

π (β2) (3.70)

Par conséquent, pour des données générées sous l’hypothèse H0, la relation ci-dessus
dit que le risque d’erreur de première espèce de la forme corrigée est inférieur à celui
de la forme initiale de cette méthode.

PrH0
(PK∗

2,π < α) ≤ PrH0
(PK

2,π < α) (3.71)
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Ces résultats donnent un support mathématique aux résultats des simulations d’An-
dersson et Legendre [1](page 289). Par contre, lorsque les données sont générées sous
l’hypothèse H1 : β2 6= 0 la relation ci-dessus (3.70) dit que la puissance de test de la
forma corrigée de la méthode de Kennedy est inférieure ou égale à celle de la forme
initiale de cette méthode.

PrH1
(PK∗

2,π < α) ≤ PrH1
(PK

2,π < α) (3.72)

Ceci n’est pas vérifié dans les simulations d’Anderson et Legendre.

D’autre part, ces auteurs remarquent que dans les simulations, le risque d’erreur
de première espèce de la méthode de Freedman-Lane est toujours inférieur à celui
de la méthode de Kennedy, avec (n − k) ou (n − 2) degrés de liberté. Nous sommes
d’accord avec la partie de cette remarque qui concerne la forme du test de Kennedy
en (n − k) avec k ≥ 3 et la comparaison des risques d’erreur de première espèce de
la méthode de Freedman-Lane et de la méthode de Kennedy avec (n− k) degrés de
liberté, puisque pour k = 3 nous avons démontré ce résultats dans la proposition
(3.2.2). Nous étendons même ce résultat au cas général k ≥ 3 dans la section (3.8).
Mais, nous contestons la partie de la remarque de ces auteurs qui étend leur constat
à la forme du test de Kennedy corrigée en (n − 2) degrés de liberté. Il nous semble
que cette simulation d’Anderson et Legendre ne permet pas d’observer des cas où le
risque d’erreur de première espèce de la méthode de Freedman-Lane est supérieur à
celui de la méthode de Kennedy sous forme normalisée en (n−2), du fait de la faible
étendue du domaine des valeurs des facteurs retenues par ces auteurs (cf. [1] page
289). C’est contraire à ce que nous avons observé dans nos simulations pour k = 3
(Voir section (2.5.1)) et à ce que nous avons démontré ensuite dans la proposition
(3.4.6) et nous démontrerons ce résultat pour k > 3, plus bas.

On doit de plus remarquer que lorsque la taille de l’échantillon tend vers l’infini,
les estimateurs de Var(β̂2,π) associée aux formes en (n − 2) et (n − 3) degrés de
liberté de la méthode de Kenndy sont asymptotiquement égaux,

Proposition 3.4.7. Lorsque la taille de l’échantillon de données tend vers l’infini,
la différence entre les deux estimateurs S2(βk

2,π)K et S2(β2,π)K∗ de Var(β̂2,π), tend
vers zéro :

Preuve : La proposition (3.4.6) dit que :

S2(β2,π)K − S2(β2,π)K∗ =
S2(X1)

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2

n(n − 2)(n − 3)∆
≥ 0

lim
n→+∞

[S2(β̂2,π)K − S2(β̂2,π)K∗] = lim
n→+∞

[
S2(X1)

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2

n(n − 2)(n − 3)∆

]
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Si lorsque n vers infini, la matrice S2(X1), S2K et ∆ converge respectivement vers
σ2

1, σ2K et ∆∗ > 0. Alors, :

lim
n→+∞

[S2(β̂2,π)K − S2(β̂2,π)K∗] ≈ σ2
1σ

2K

∆∗ lim
n→+∞

1

n2

≈ 0 2

Les statistiques |TK
2,π| et |TK∗

2,π | sont donc asymptotiquement égales et pour effec-
tuer un test de l’hypothèse H0 : β2 = 0 contre H0 : β2 6= 0, ces deux statistiques
donnent asymptotiquement les mêmes risques d’erreur de première espèce et les
mêmes puissances. C’est que les simulations d’Anderson et Legendre (cf. [1] page
289) permettent de constater empiriquement.

3.5 Espérance permutationnelle des variables

Cette section est consacrée au calcul de la variance et de l’espérance permutation-
nelle de β̂2,π ainsi qu’aux espérances permutationnelles des estimateurs de Var(β̂2,π)
construits selon les méthodes de Freedman-Lane et de Kennedy.

3.5.1 Cas univarié

Dans cette section, nous utilisons les résultats de Czaplewski et al. ([7]) pour cal-
culer les deux premiers moments permutationnels d’une variable aléatoire d’intérêt.

Lemme 3.5.1. Soit Πi un indice permuté de l’ensemble In et xΠi la variable aléa-
toire permutée associée. Alors, les espérances permutationelles de xΠi et de (xΠi)2

calculées sur toutes les n! permutations possibles sont :

1. E(xΠi) =
1

n

n∑

p=1

xp = x̄

2. E(xΠi)2 =
1

n

n∑

i=1

x2
p = x2

Preuve :

1. Par définition de l’espérance mathématique, on a :

E(xΠi) = x1p(xΠi = x1) + x2p(xΠi = x2) + ... + xnp(xΠi = xn))

où p(xΠi = xp) est la probabilité avec laquelle de la variable permutée xΠi prend
la valeur observée xp (1 ≤ p ≤ n) lors des n! permutations possibles. Parmi
ces n! permutations possibles, il existe (n − 1)! permutations pour lesquelles
xΠi = xp et donc

p(xΠi = xp) =
(n − 1)!

n!
=

1

n
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Par suite :

E(xΠi) =
1

n

n∑

p=1

xp = x̄ (3.73)

2. On montre de façon analogue, que :

E(xΠi)2 =
1

n

n∑

i=1

x2
p = x2 2 (3.74)

3.5.2 Cas bivarié

Dans cette section, nous calculons l’espérance permutationelle d’un couple de
variables ainsi que son moment d’ordre 2. Nous considérons un échantillon de taille
n observations appariées du couple (X,Y ) et nous notons z = (x,y) l’observation
du vecteur aléatoire Z = (X,Y) ∈ R × R défini par :

{Z1, Z2, ..., Zn} = {(X1, Y1), (X2, Y2)...(Xn, Yn)} (3.75)

Toute permutation π définie sur In induit une permutation des coordonnées du
vecteur z indicé par In que l’on note encore π :

z = (z1, z2, ..., zn)
π
; zπ = (zπ1, zπ2, ..., zπn) (3.76)

Ici, z = (xi, yi) et donc zπi = (xπi, yπi). Autrement dit :

z = ((x1, y1), (x2, yn), ..., (xn, yn))
π
; zπ = ((xπ1, yπ1), (xπ2, yπ2), ..., (xπn, yπn))

(3.77)

Lemme 3.5.2. Z = (X,Y) un vecteur aléatoire bivarié observé, défini sur (Ω,F , P ).
Soit z un échantillon de taille n tiré suivant la loi de Z indicé par l’ensemble In.
Soit (xΠi, yΠi) la variable aléatoire permutée associée. Alors, les espérances permu-
tationelles de (xΠiyΠi) et de ((xΠi)2(yΠi)2), calculées sur toutes les n! permutations
possibles de z, sont :

1. E(xΠiyΠi) =
1

n

n∑

p=1

xpyp = xy

2. E((xΠi)2(yΠi)2) =
1

n

n∑

p=1

x2
py

2
p = x2y2

Preuve :

1. Par définition de l’espérance :

E(xΠiyΠi) =
n∑

k=1

xkykp(xΠi = xk, y
Πi = yk)
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où p(xΠi = xk, y
Πi = yk) est la probabilité avec laquelle la variable permutée

(xΠi, yΠi), (1 ≤ i ≤ n) prend les valeurs observées (xp, yp), (1 ≤ p ≤ n) lors
des n! permutations possibles. On sait que (n − 1)! permutations parmi les n!
permutations possibles sont telles que xΠi = xp, y

Πi = yp. Par suite :

p(xΠi = xp, y
Πi = yp) =

(n − 1)!

n!
=

1

n
, (1 ≤ p ≤ n)

et donc :

E(xΠi.yΠi) =
1

n

n∑

p=1

xpyp = xy (3.78)

2. On montre de façon analogue, que :

E((xΠi)2.(yΠi)2) =
1

n

n∑

p=1

x2
py

2
p = x2y2 2 (3.79)

Lorsqu’elle est appliquée aux n composantes du vecteur x

x = (x1, x2, ..., xn)
Π
; xΠ = (xΠ1, xΠ2, ..., xΠn)

la permutation aléatoire Π, définit n variables aléatoires xpii. Donc, on peut étudier
la structure de répartition permutationnelle. Nous monterons dans le lemme suivant
que ces variables xΠ1, xΠ2, ..., xΠn sont dépendantes.

Lemme 3.5.3. Considérons la permutation aléatoire Π, définie sur l’ensemble x =
(x1, x2, ..., xn),

x = (x1, x2, ..., xn)
Π
; xΠ = (xΠ1, ..., xΠi, ..., xΠj , ...xΠn)

Alors, pour tout couple i, j = 1, · · · , n, i 6= j, l’espérance permutationnelle
(xΠixΠj) calculée sur les n! permutations possibles, vérifie :

E(xΠi.xΠj) =
n

n − 1
x̄2 − 1

n − 1
x2 6= E(xΠi)E(xΠj) = x̄2

Preuve :

E(xΠi.xΠj) =
n∑

p=1

n∑

q 6=p=1

xpxqp(xΠi = xp, x
Πj = xq)

où
p(xΠi = xp, x

Πj = xq) = p(xπj = xq|xΠi = xp)p(xΠi = xp).

Par ailleurs, nous savons que lorsque la marge Xπi de la variable bivariée (xΠi, xΠj)
prend la valeur xp, la variable xΠj(j 6= i) ne peut pas prendre cette valeur xp, puisque
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xp est prise par la variable xΠi. Parmi les n! permutations possibles, il en existe donc
(n − 1)! telles que xΠi = xp. Alors,

p(xΠi = xp) = p(xΠi = xp, x
Πi = xp) =

(n − 1)!

n!
=

1

n

De ce fait, seules (n− 1)! permutations parmi n! possibles sont admissibles pour
(n− 1) variables aléatoires (xΠk), (k 6= i) et parmi ces (n− 1)! permutations admis-
sible il existent (n − 2)! permutation telles que xΠj = xq(q 6= p). Par suite :

p(xΠj = xq|xΠi = xp) =
(n − 2)!

(n − 1)!
=

1

n − 1

et donc :

p(xΠi = xp, x
Πj = xq) = p(xΠj = xq|xΠi = xp)p(xΠi = xp) =

1

n(n − 1)

Par conséquent :

E(xΠi.xΠj) =
1

n(n − 1)

n∑

p=1

n∑

q 6=p=1

xpxq =
1

n(n − 1)

n∑

p=1

xp(
n∑

q=1

xq − xp)

E(xΠi, xΠj) =
n

n − 1
(x̄)2 − 1

n − 1
x2 2 (3.80)

L’expression suivante concerne l’espérance permutationnelle des produits associés
de puissances de xΠi et xΠj. On peut les démontrer dans le cas général, mais nous
avons seulement besoin ici du résultat particulier suivant :

Lemme 3.5.4. Soit Π une permutation aléatoire défini sur l’ensemble
x = {x1, x2, · · · , xn}, i, j = 1, 2, · · · , n, et s’écrit i 6= j

1. E((xΠi)2.(xΠj)2) =
n

n − 1
(x2)2 − 1

n
x4

2. E((xΠi)2.xΠj) =
n

n − 1
x2x̄ − 1

n
x3

3.6 Moments permutationnels de β̂2,π

Dans cette section, nous utilisons les résultats obtenus sous forme de lemmes
dans la section précédente pour calculer l’espérance et la variance permutationnelle
de β̂2,π lorsque cette statistique est l’estimateur MCO de β2,π par la méthode de
Freedman-Lane et par la méthode de Kennedy. Nous commençons par l’espérance
de β2,π
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3.6.1 Espérance permutationnelle de β̂2,π

D’après la proposition (3.2.1) on a :

∆.β̂2,π = ∆2 = S2(X1)S(X2, RY.1,π) − S(X1, RY.1,π)S(X1, X2)

Donc, afin de calculer l’espérance permutationnelle de β̂2,π, nous devons connâıtre
les espérances permutationnelles des statistiques S(X1, RY.1,π) et S(X2, RY.1,π).

Lemme 3.6.1.
Pour toute permutation Π définie sur In, le vecteur des résidus RY.1,π utilisé dans
les méthodes de Freedman-Lane et de Kennedy vérifie :

1. E(S(X1, RY.1,π) = 0

2. E(S(X2, RY.1,π) = 0

Preuve :
1. Par définition :

E(S(X1, RY.1,π)) = E(
n∑

i=1

(x1
i − x̄1)RY.1,πi)

=
n∑

i=1

(x1
i − x̄1)E(RY.1,πi))

=
n∑

i=1

(x1
i − x̄1)

1

n

n∑

j=1

(RY.1
j ))

Puisque
n∑

i

RY.1,πi =
n∑

i=1

RY.1
i = 0

E(S(X1, RY.1,πi)) =
n∑

i=1

(x1
i − x̄1) × 0

= 0 × 0

= 0

2. On montre bien sûr de la même façon, que :

E(S(X2, RY.1,π)) = 0 2 (3.81)

Proposition 3.6.1. L’espérance permutationnelle de β̂2,π est nulle : E(β̂2,π) = 0
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Preuve : Rappelons que ∆ est invariante par permutation et donc :

E(∆.β̂2π) = ∆E(β̂2π)

= E(∆2)

= E(S2(X1)S(X2, RY.1,π) − S(X1, RY.1,π)S(X1, X2))

et donc ces expression, S2(X1) et S(X1, X2) sont invariantes par permutation

E(∆.β̂2π) = S2(X1)E(S(X2, RY.1,π)) − S(X1, X2)E(S(X1, RY.1,π))

on obtient alors la nullité de E(β̂2,π) comme conséquence du lemme (3.6.1). On en
déduit le résultat souhaité :

E(β̂2π) = 0 2 (3.82)

3.6.2 La Variance permutationnelles de β̂2,π

Dans cette section, nous évaluons la variance permutationnelle de β̂2,π. Pour cela,
nous devons d’abord démontrer quelques lemmes techniques.

Lemme 3.6.2. Soit RY.1,π le vecteur résidu permuté et X1 est de variance empi-
rique non nulle on a :

1.
n∑

i=1

(RY.1
i )2 = n

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)

2.
n∑

i=1

n∑

j 6=i=1

RY.1
i RY.1

j = −n

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)

Preuve :

1.
n∑

i=1

(RY.1
i )2 =

n∑

i=1

(Yi − a0 − a1x
1
i )

2

=
n∑

i=1

(Yi − Ȳ − a1(x
1
i − x̄1))2

=
n∑

i=1

(Yi − Ȳ )2 + a2
1

n∑

i=1

(x1
i − x̄1)2 − 2a1

n∑

i=1

(x1
i − x̄1)(Yi − Ȳ )

= nS2(Y ) + n
[S(X1, Y )]2

[S2(X1)]2
S2(X1) − 2n

S(X1, Y )

S2(X1)
S(X1, Y )

= n

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)
(3.83)
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Notons que si l’on suppose que S2(X1) 6= 0.

2.
n∑

i=1

n∑

j 6=i=1

RY.1
i RY.1

j =
n∑

i=1

n∑

j 6=i=1

(Yi − a0 − a1x
1
i )(Yj − a0 − a1x

1
j)

=
n∑

i=1

n∑

j 6=i=1

((Yi − Ȳ ) − a1(x
1
i − x̄1))((Yj − Ȳ ) − a1(x

1
j − x̄1))

=
n∑

i=1

n∑

j 6=i=1

((Yi − Ȳ )(Yj − Ȳ ) + a2
1

n∑

i=1

n∑

j 6=i=1

(x1
i − x̄1)(x1

j − x̄1)

− 2a1

n∑

i=1

n∑

j 6=i=1

(Yi − Ȳ )(x1
j − X̄1)

= −nS2(Y ) − n
[S(X1, Y )]2

[S2(X1)]2
S2(X1) + 2n

S(X1, Y )

S2(X1)
S(X1, Y )

= −n

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)
2 (3.84)

Lemme 3.6.3. Si RY.1,π, le vecteur résidu permuté et X1, est de variance empirique
non nulle, on a :

1. E(RY.1,πi)2 = S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

2. E(RY.1,πiRY.1,πj) = − 1

n − 1

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)

Preuve :

1. D’après du lemme (3.5.1), on a :

E((RY.1,πi)2) =
1

n

n∑

i=1

(RY.1
i )2

le lemme (3.6.2) permet d’écrire :

E(RY.1,πi)2 = S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)
(3.85)

2. D’après le lemme (3.5.3), on a de plus :

E(RY.1,πiRY.1,πj) =
n(R̄Y.1)2

n − 1
−

∑n
p=1(R

Y.1
p )2

n(n − 1)

et l’on sait que R̄Y.1 = 0. Par suite, le résultat suivant est une conséquence du
lemme (3.6.2) :

E(RY.1,πiRY.1,πj) = − 1

n − 1

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)
2 (3.86)
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Lemme 3.6.4. On suppose que S2(X1) 6= 0. La variable RY.1,π vérifie alors :

1. E(S(X1, RY.1,π))2 =
S2(X1)

n − 1

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)

2. E(S(X2, RY.1,π))2 =
S2(X2)

n − 1

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)

3. E(S(X1, RY.1,π)S(X2, RY.1,π)) =
S(X1, X2)

n − 1

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)

Preuve :

1. E(S(X1, RY.1,π))2 = E(
1

n

n∑

i=1

(X1
i − X̄1)RY.1,πi)2

= E(
1

n2

n∑

i=1

(X1
i − X̄1)2(RY.1,πi)2 + E(

1

n2

n∑

i=1

n∑

j 6=i=1

(X1
i − X̄1)(X2

j − X̄2)RY.1,πiRY.1,πj)

=
1

n2

n∑

i=1

(X1
i − X̄1)2E(RY.1,πi)2 +

1

n2

n∑

i=1

n∑

j 6=i=1

(X1
i − X̄1)(X2

j − X̄2)E(RY.1,πiRY.1,πj)

=
1

n
S2(X1)[E(RY.1,πi)2 − E(RY.1,πiRY.1,πj)]

et le lemme (3.6.3) assure que :

E(S(X1, RY.1,π))2 =
S2(X1)

n − 1

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)
(3.87)

2. De façon analogue, on peut montrer que :

E(S(X2, RY.1,π))2 =
S2(X2)

n − 1

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)
(3.88)

3.

E(S(X1, RY.1,π)S(X2, RY.1,π))

= E(
1

n

n∑

i=1

(X1
i − X̄1)RY.1,πi 1

n

n∑

i=1

(X2
i − X̄2)RY.1,πi)

= E(
1

n2

n∑

i=1

(X1
i − X̄1)(X2

i − X̄2)(RY.1,πi)2)

+ E(
1

n2

n∑

i=1

n∑

j 6=i=1

(X1
i − X̄1)(X2

j − X̄2)RY.1,πiRY.1,πj)

=
1

n
S(X1, X2)(E(RY.1,πi)2 − 1

n
S(X1, X2)E(RY.1,πiRY.1,πj)

=
1

n
S(X1, X2)(E(RY.1,πi)2 − E(RY.1,πiRY.1,πj) (3.89)
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En utilisant le lemme (3.6.4), on obtient ainsi :

E(S(X1, RY.1,π)S(X2, RY.1,π)) =
S(X1, X2)

n − 1

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)
2 (3.90)

Proposition 3.6.2. Dans le cas non trivial (∆ 6= 0), la variance permutationnelle
de β̂2,π est :

Var(β̂2,π) =
S2(X1)(E(RY.1,πi)2 − E(RY.1,πiRY.1,πj)

n∆

=
S2(X1)S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

(n − 1)∆

Preuve :
Var(β̂2,π) = E(β̂2,π)2 − E2(β̂2,π) = E(β̂2,π)2

par application de la proposition (3.6.1). Mais :

∆.E(β̂2,π)2 = E
[
S2(X1)S(X2, RY.1,π) − S(X1, RY.1,π)S(X1, X2)

]2

= [S2(X1)]2E [S(X2, RY.1,π)]2 + S(X1, X2)]2E [S(X1, RY.1,π)]2

− 2S2(X1)S(X1, X2)E [S(X1, RY.1,π)S(X2, RY.1,π)]

On utilise alors du lemme (3.6.4) pour écrire :

E(β̂2,π)2 =
S2(X1)[E(RY.1,π)2 − E(RY.1,πiRY.1,πj)]

n∆
(3.91)

alors,

Var(β̂2,π) =
S2(X1)S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

(n − 1)∆
2 (3.92)

Cela montre que la variance permutationnelle de l’estimateur β̂2,π est une valeurs
fonction simple des moments empiriques du vecteur des observations (X1, X2, Y )
invariant par permutation d’un ensemble des données. Nous souhaitons comparer
cette valeur avec les estimateurs MCO de Var(β̂2,π) dans le cas de la méthode de
Freedman-Lane d’une part et pour la méthode de Kennedy d’autre part.

3.7 Espérances permutationnelle des Estimateurs

de ̂
Var(β̂2,π)

Dans la proposition (3.6.2) nous avons montré que la variance permutationnelle
de β̂2,π est :
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Var(β̂2,π) =
S2(X1)S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

(n − 1)∆

Comme déjà dit, les estimateurs MCO de Var(β̂2,π) obtenus par les méthodes de
Freedman-Lane et de Kennedy sont différents. Pour étudier sa loi permutationnelle,
nous calculons dans cette section les espérances permutationnelles des estimateurs
de Var(β̂2,π) fournis par les méthodes de Freedman-Lane, et de Kennedy. Puis, nous

les comparons à la variance permutationnelle de β̂2,π.

3.7.1 Cas de la méthode de Freedman-Lane

Le modèle de Freedman-Lane, est caractérisé par l’équation de régression

Y F
πi = βF

0,π + βF
1,πx1 + β2,πx2

i + ǫF
i

et nous avons montré (cf. l’équation (3.19)) que :

Var(β̂2,π)F =
S2(X1)σ2F

n∆
.

L’estimateur MCO de Var(β̂2,π)F est alors :

̂
Var(β̂2,π)F = S2(β̂2,π)F =

S2(X1)S2F

n∆

où S2F =

∑n
i=1(ǫ̂

F
i )2

n − 3
est l’estimateur MCO de σ2F . Nous nous proposons de calculer

maintenant l’espérance permutationnelle de S2(β̂2,π)F . Observons tout d’abord que :

E(S2(β̂2,π)F ) = E(
S2(X1)

∑n
i=1(ǫ̂

F
i )2

n(n − 3)∆
) =

S2(X1)

n(n − 3)∆
.

n∑

i=1

E(ǫ̂F
i )2 (3.93)

et donc, pour calculer l’espérance permutationnelle de S2(β̂2,π)F , il faut d’abord
connâıtre

∑n
i=1 E(ǫ̂F )2. D’après l’équation (3.24), nous avons :

n∑

i=1

(ǫ̂i
F )2 =

n∑

i=1

(RY.1,πi)2 + n
∆2

2

∆2
S2(X1) + n

∆2
1

∆2
S2(X2)

+2n(
∆1∆2

∆2
)S(X1, X2) − 2n(

∆1

∆
S(X2, RY.1,πi) +

∆2

∆
S(X1, RY.1,πi))

où par définition, on a :
∆1 = S2(X2)S(X1, RY.1,π) − S(X1, X2)S(X2, RY.1,π)

∆2 = S2(X1)S(X2, RY.1,π) − S(X1, X2)S(X1, RY.1,π)

∆ = S2(X1)S2(X2) − [S(X1, X2)]2

Alors, pour calculer l’espérance
∑n

i=1(ǫ̂
F )2 nous avons besoin de calculer les es-

pérances de ∆1, ∆2, ∆1∆2, ∆1S(X2, RY.1,π) et ∆2S(X1, RY.1,π)
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Lemme 3.7.1. Pour tout jeu de données tel que S2(X1) 6= 0, si RY.1,π est le vecteur
résidu permuté on a :

1. E(∆1)
2 =

S2(X2)

n − 1

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)
.∆

2. E(∆2)
2 =

S2(X1)

n − 1

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)
.∆

3. E(∆1∆2) = −S(X1X2)

n − 1

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)
.∆

4. E(∆1S(X2, RY.1,π)) =
1

n − 1

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)
.∆

5. E(∆2S(X1, RY.1,π)) =
1

n − 1

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)
.∆

Preuve : 1.

E(∆1)
2 = E [S2(X2)S(X1, RY.1,π) − S(X1, X2)S(X2, RY.1,π)]2

= [S2(X2)]2E [S(X1, RY.1,π)]2 + [S(X1, X2)]2E [S(X2, RY.1,π)]2

− 2S2(X2)S(X1, X2)E [S(X1, RY.1,π)S(X2, RY.1,π)]

mais le lemme (3.6.4) permet d’écrire :

=
1

n − 1

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)
([S2(X2)]2S2(X1)

+ [S(X1, X2)]2S2(X2) − 2S2(X2)[S(X1, X2)]2)

=
S2(X2)

n − 1

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)
∆

(3.94)

2. Par une argumentation identique on peut montrer que :

E(∆2)
2 =

S2(X1)

n − 1

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)
∆ (3.95)

3. Il reste à connâıtre l’espérance conditionnelle des produits. Ainsi,

E(∆1∆2) = E [S2(X1)S(X2, RY.1,π) − S(X1, X2)S(X1, RY.1,π)]

× [(S2(X2)S(X1, RY.1,π) − S(X1, X2)S(X2, RY.1,π)]

= S2(X1)S2(X2)E [S(X1, RY.1,π)S(X2, RY.1,π)]

− S(X1, X2)S2(X2)E [S(X1, RY.1,π)]2 − S2(X1)S(X1, X2)E [S(X2, RY.1,π)]2

+ [S(X1, X2)]2E [S(X1, RY.1,π)S(X2, RY.1,π)]

À l’aide du lemme (3.6.4) on obtient par substitution et réorganisation algé-
brique :
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E(∆1∆2) = −S2(X1X2)

n − 1

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)
∆ (3.96)

4. Maintenant

E((∆1S(X2, RY.1,π)) = E [S2(X1)S(X2, RY.1,π)

− S(X1, X2)S(X1, RY.1,π))S(X2, RY.1,π)]

= S2(X1)E [S(X2, RY.1,π)]2

− S(X1X2)E [S(X1, RY.1,π)S(X2, RY.1,π)]

À partir du lemme (3.6.4), on obtient par substitution :

E((∆1S(X2, RY.1,π)) =
∆

n − 1

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)
(3.97)

5. On montre de façon analogue que :

E((∆2S(X1, RY.1,π)) =
∆

n − 1

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)
2 (3.98)

Proposition 3.7.1. Dans le cas non trivial ∆ 6= 0, S2(X1) 6= 0, l’espérance per-
mutationnelle de S2(β̂2,π)F est égale à la variance permutationnelle de β̂2,π :

E(S2(β̂2,π)F ) =
(S2(X1)S2(Y ) − [S(X1, Y )]2)

(n − 1)∆
= Var(β̂2,π)

Par suite, l’estimateur de Var(β̂2,π) par la méthode de Freedman-Lane est un esti-
mateur sans biais sous loi permutationnelle .

Preuve : E(S2(β̂2,π)F ) = E(
S(X1)

∑n
i=1(ǫ̂

F
i )2

(n − 3)∆
) =

S(X1)

(n − 3)∆
.

n∑

i=1

E(ǫ̂F
i )2

Mais
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n∑

i=1

E(ǫ̂F
i )2 =

n∑

i=1

E(RY.1,πi)2 + n
S2(X1)

∆2
E(∆2

2) + n
S2(X2)

∆2
E(∆2

1)

+ 2n
S(X1, X2)

∆2
E(∆1∆2) − 2

n

∆
(E(∆2S(X1, RY.1,πi) + E(∆1S(X2, RY.1,πi))

On utilise alors les résultats du lemme (3.7.1) pour obtenir par substitution :

= n

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)
− 4

n∆

(n − 1)∆

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)

+ 2n∆
S2(X1)S2(X2) − [S(X1, X2)]2

(n − 1)∆2

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)

= n

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)
− 4

n

(n − 1)

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)

+ 2
n

(n − 1)

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)

Soit après simplification :

=
n(n − 3)

n − 1

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)
(3.99)

Par suite :

E(S2(β̂2,π)F ) = E(

S2(X1)
n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2

n(n − 3)∆
) =

S2(X1)

n(n − 3)∆
.

n∑

i=1

E(ǫ̂F
i )2

=
n(n − 3)S2(X1)

n(n − 1)(n − 3)∆

(
S2(Y ) − [S(X1, Y )]2

S2(X1)

)

=
(S2(X1)S2(Y ) − [S(X1, Y )]2)

(n − 1)∆

= Var(β̂2,π) 2 (3.100)

On déduit de cette identité le fait que l’estimateur de Var(β̂2,π) par la méthode de

Freedman-Lane est un estimateur sans biais pour Var(β̂2,π) sous la loi permutation-
nelle .

3.7.2 Cas de la méthode de Kennedy

Le modèle de Kennedy, est déterminée par l’équation :

RY.1,πi = β2,πR2.1
i + ǫK

i
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et en définissant σ2K = Var(ǫK) on a montré que :

Var(β̂2,π)K =
S2(X1)σ2K

n∆
.

L’estimateur MCO de Var(β̂2,π)K est donc :

̂
Var(β̂2,π)K = S2(β̂2,π) =

S2(X1)S2K

n∆

où S2K =

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2

n − 3
est l’estimateur MCO de σ2K . Ici comme dans la sec-

tion (3.7.1), nous calculons l’espérance permutationnelle de ̂
Var(β̂2,π)K , en utilisant

l’identité :

E(S2(β̂2,π)K) = E(
S(X1)

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2

n(n − 3)∆
) =

S(X1)
∑n

i=1 E(ǫ̂K
i )2

n(n − 3)∆
.

n∑

i=1

E(ǫ̂K
i )2 (3.101)

Donc, pour calculer l’espérance permutationnelle de S2(β̂2,π)K nous devons cal-
culer

∑n
i=1 E(ǫ̂K

i )2. Mais selon le lemme (3.3.2), nous avons :

n∑

i=1

(ǫ̂i
K)2 =

n∑

i=1

(RY.1,πi)2 − n
∆2

1

∆S2(X1)

On est donc en situation de démontrer le résultat suivant :

Proposition 3.7.2. Dans le cas non trival ∆ 6= 0, on a :

E(S2(β̂2,π)K) =
n − 2

n − 3
.
(S2(X1)S2(Y ) − S(X1, Y ))

(n − 1)∆

=
n − 2

n − 3
.Var(β̂2,π) (3.102)

Preuve :

E(S2(β̂2,π)K) =
S2(X1)

n(n − 3)∆
.

n∑

i=1

E(ǫ̂K
i )2

Le lemme (3.3.2) permet de plus d’écrire :
n∑

i=1

(ǫ̂i
K)2 =

n∑

i=1

(RY.1,πi)2 − n
∆2

1

∆S2(X1)

et donc
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n∑

i=1

E(ǫ̂K
i )2 =

n∑

i=1

E(RY.1,πi)2 − n
E(∆2

1)

∆S2(X1)
.

On obtient alors à partir des lemmes (3.6.3) et (3.7.1) :

n∑

i=1

E(ǫ̂K
i )2 = n

(
S2(Y ) − S(X1, Y )

S2(X1)

)
− n∆S2(X1)

(n − 1)∆S2(X1)

(
S2(Y ) − S(X1, Y )

S2(X1)

)

=
n(n − 2)

(n − 1)

(
S2(Y ) − S(X1, Y )

S2(X1)

)
(3.103)

et donc :

E(S2(β̂2,π)K) =
S2(X1)

n(n − 3)∆
.

n∑

i=1

E(ǫ̂K
i )2

=
n(n − 2)S2(X1)

n(n − 1)(n − 3)∆

(
S2(Y ) − S(X1, Y )

S2(X1)

)

=
n − 2

n − 3
.
(S2(X1)S2(Y ) − S(X1, Y ))

(n − 1)∆

=
n − 2

n − 3
.Var(β̂2,π) 2 (3.104)

Ce résultat montre que, l’estimateur de Var(β2,π) par la méthode de Kennedy

(S2(β̂2,π)K) est un estimateur biaisé pour Var(β̂2,π) sous la loi permutationnelle,

contrairement à l’estimateur donné par la méthode de Freedman-Lane (S2(β̂2,π)F )

Proposition 3.7.3.

E(S2(β2,π)K) > E(S2(β2,π)F )

Preuve : En utilisant les propositions (3.7.1) et (3.7.2), on montre que :

E(S2(β2,π)F )

E(S2(β2,π)K)
=

(S2(X1)S2(Y ) − [S(X1, Y )]2)

(n − 1)∆

(n − 2)(S2(X1)S2(Y ) − S(X1, Y ))

(n − 1)(n − 3)∆

=
n − 3

n − 2
< 1

alors :

E(S2(β2,π)K) > E(S2(β2,π)F ) 2 (3.105)

Mais il apparâıt clairement que la différence devient négligeable quand la taille de
l’échantillon est assez grande. D’autre part, d’après la proposition (3.4.1), on a pour
chaque permutation π :

S2(β2,π)K ≥ S2(β2,π)F

Par ailleurs, lorsque nous avons un échantillon de taille n, il existe n! permuta-
tions et la probabilité permutationnelle de chaque permutation est 1/n!. Alors, la
définition de l’espérance donne :
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E(S2(β2,π)K) =
n!∑

i=1

1

n!
S2(β2,πi)K >

n!∑

i=1

1

n!
S2(β2,πi)F = E(S2(β2,π)F )

et la proposition (3.4.1) dit que :

S2(β2,π)K ≥ S2(β2,π)F

Le rùle du biais permutationnel observé pour la méthode de Kennedy peut être
contrùlé. C’est ce que confirme la proposition ci-dessous.

Proposition 3.7.4. L’espérance permutationnelle de S2(β̂2,π)K∗ est égale à la va-

riance permutationnelle de β̂2,π :

E(S2(β̂2,π)K∗) =
(S2(X1)S2(Y ) − [S(X1, Y )]2)

(n − 1)∆
= Var(β̂2,π)

Par suite, l’estimateur de Var(β̂2,π) par la méthode de Kennedy corrigée en

(n− 2) degrés de liberté est un estimateur sans biais pour Var(β̂2,π) sous loi permu-
tationnelle.

Preuve : En utilisant la proposition (3.7.2), on a :

E(S2(β̂2,π)K) =
n − 2

n − 3
.
(S2(X1)S2(Y ) − S(X1, Y ))

(n − 1)∆
=

n − 2

n − 3
.Var(β̂2,π)

Donc, en multipliant S2(β̂2,π)K par le coefficient (n − 3)/(n − 2), on obtient un

estimateur sans biais de Var(β̂2,π), c’est-à-dire tel que :

E(
n − 3

n − 2
.S2(β̂2,π)K) = Var(β̂2,π)

Mais

n − 3

n − 2
.S2(β̂2,π)K =

n − 3

n − 2
.
S(X1)

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2

n(n − 3)∆

=
S(X1)

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2

n(n − 2)∆

= S2(β̂2,π)K∗ (3.106)

C’est dire que l’estimateur de Var(β̂2,π) par la méthode de Kennedy avec (n − 2)

degrés de liberté est un estimateur sans biais de Var(β̂2,π) pour la loi permutation-
nelle :

E(S2(β̂2,π)K∗) =
(S2(X1)S2(Y ) − [S(X1, Y )]2)

(n − 1)∆
= Var(β̂2,π) 2 (3.107)
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Dans les propositions (3.7.1) et (3.7.4), nous avons montré que l’espérance per-
mutationnelle de S2(β̂2,π)F et S2(β̂2,π)K∗ sont égales à Var(β̂2,π). C’est-à-dire qu’on

dispose d’estimateurs sans biais de Var(β̂2,π) pour la loi permutationnelle. Cela a
pour première conséquence d’indiquer qu’une juste comparaison des deux méthodes
de test de permutation, en termes d’efficacité doit intégrer la correction de la statis-
tique de Kennedy en (n−2). Pour autant, on ne peut pas déduire de cette proposition
que les méthodes de Freedman-Lane et de Kennedy corrigée avec (n − 2) degrés de
liberté, sont équivalentes pour effectuer le test d’hypothèse H0 : β2 = 0 contre
H1 : β2 6= 0. En effet, même si E(S2(β̂2,π)F ) = E(S2(β̂2,π)K∗) = Var(β̂2,π), il reste
que nous avons montré dans la proposition (3.4.4) le résultat suivant :

S2(β̂2,π)K∗ − S2(β̂2,π)F

{
≥ 0 si [S(X1, RY.1,πi)]2 ≥ ∆S2(β̂2,π)F

< 0 si [S(X1, RY.1,πi)]2 < ∆S2(β̂2,π)F

Cela signifie qu’il existe des cas où S2(β̂2,π)K∗ > S2(β̂2,π)F et d’autres où S2(β̂2,π)K∗ <

S2(β̂2,π)F . Mais les résultats des simulations présentées au chapitre (2) montrent que

dans plupart des cas S2(β̂2,π)K∗ > S2(β̂2,π)F , puisque dans la plupart des cas, le
risque d’erreur de première espèce de la méthode de Kennedy corrigée est supérieur
à celui de la méthode de Freedman-Lane.

3.8 Étude comparative pour p variables explica-

tives

On considère le (p + 1)-uple fourni par une variable expliquée, Y et un nombre
(p ≥ 1) de variables explicatives X1, X2, ..., Xp. Une façon d’écrire la relation liant
la variable expliquée aux variables explicatives consiste à spécifier un modèle linéaire
stochastique du type :

Yi = β0 + β1x
1
i + β2x

2
i + ... + βpx

p
i + ǫi (i = 0, 1, ...) (3.108)

où ǫ mesure l’écart du modèle aux données, lorsque le modèle (3.108) est appliqué
à un échantillon de n observations {y1, x

1
i , x

2
i , ..., x

p
i }. Pour faciliter les écritures, on

peut ré-écrire le modèle (3.108) sous forme matricielle. Posons :

xi =




1
x1

i
...

xp
i


 β =




β0

β1
...

βp




Alors, on a :
txiβ = β0 + β1x

1
i + β2x

2
i + ... + βpx

p
i (3.109)

de sorte que l’équation (3.108) s’écrit en termes de vecteurs :

Yi = txiβ + ǫi (3.110)
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On complète cette écriture en posant :

Y =




Y1

Y2
...

Yn


 ∈ R

n ǫ =




ǫi

ǫ2
...
ǫn


 ∈ R

n X =




txi
tx2

...
txn


 =




1 x1
1 · · · xp

1

1 x1
2 · · · xp

2

· · · · · · · · · · · ·
1 x1

n · · · xp
n




et l’on obtient l’écriture matricielle d’un modèle de régression multiple

Y
(n×1)

= X
(n×k)

β
(k×1)

+ ǫ
(n×1)

où k = p + 1 (3.111)

Ce modèle peut alors être regardé comme un ensemble de restrictions imposées à
la loi conjointe du vecteur aléatoire Z = (Y,X). Dit autrement, un modèle est un
ensemble de lois de probabilités conjointes qui satisfont à un ensemble de postulats.
D’un point de vue probabiliste, le modèle classique de régression linéaire multiple
ci-dessus est caractérisé par les postulats présentés dans le chapitre (1) dans le cas
multiple.

Afin de simplifier la présentation, nous supposons dans la suite que la matrice X
est de plein rang. Nous savons que l’estimateur MCO de β est :

β̂ = (tXX)−1tXY (3.112)

et la variance de β̂ est dans ce cadre classique (cf. Neter et al [46]) :

Var(β̂) = (tXX)−1σ2 (3.113)

où σ2 = Var(ǫ). Lorsqu’on se fixe pour objectif d’effectuer un test d’hypothèse
portant sur la nullité d’un coefficient de régression partielle par exemple : H0 : βp =
0 contre H1 : βp 6= 0, une statistique de test souvent utilisée pour évaluer cette
hypothèse est la statistique de Student :

Tp =
β̂p

S(β̂p)
∼ t(n − k) (3.114)

où β̂p est l’estimateur MCO de βp et S2(β̂p) est l’estimateur MCO de Var(β̂p). Le
choix du coefficient d’ordre p est arbitraire, car il est lié au choix de l’indexation des
prédicteurs. Il ne retire donc rien à la généralité de notre étude. Remarquons que
lorsque le terme d’erreur ǫ ne vérifie pas les postulats P1-P5 imposés dans le cas
multiple (cf. chapitre (1)), la statistique T ne suit plus nécessairement une loi de
Student.

Les résultats précédents conduisent à étendre à cette situation la comparaison
des méthodes de test permutationel proposées par Freedman-Lane et par Kennedy.
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3.8.1 Cas de la méthode de Freedman-Lane

Afin d’obtenir le modèle de Freedman-Lane pour effectuer un test d’hypothèse
H0 : βp = 0 contre H0 : βp 6= 0, il faut d’abord réaliser une régression linéaire
multiple de la variable Y restreinte aux (p−1) prédicteurs X1, X2, ..., Xp−1, au sens
MCO, d’après le modèle

Y = Xα + U (3.115)

où tα = (α0, α1, ..., αp−1), X = (1,X1,X2, ...,Xp−1) et U = (u1, u2, ..., un). L’équa-
tion ci-dessus conduit à calculer la prévision :

Ŷp = X α̂ (3.116)

où tα̂ = (α̂0, α̂1, ..., α̂p−1) est estimateur MCO de α du modèle (3.116). On obtient
le vecteur des résidus observés par ajustement de ce modéle restreint :

u = y − ŷp = y −Xa (3.117)

où ta = (a0, a1, ..., ap−1) est l’estimation MCO de α. C’est-à-dire : a = (tXX )−1tXy,
on obtient alors les résidus observé :

u = y − ŷp = y −X (tXX )−1tXy = (I − HX )y (3.118)

où HX = X (tXX )−1tX .
Supposons maintenant qu’on réalise un ensemble de permutations de ces résidus

observés. A chaque permutation π, on associe alors le vecteur des valeurs permutées
uπi (i = 1, 2, ..., n), défini comme :

u = (u1, u2, ..., un)
π
; uπ = (uπ1, uπ2, ..., uπn) (3.119)

Remarquons qu’on peut obtenir le vecteur Uπ par application de l’opérateur de
permutation de matrice P comme suit :

uπ = Pu (3.120)

où P est un matrice de terme général pij ∈ {0, 1} telle que :

tPP = PtP = I (3.121)

et d’après (3.118),
uπ = P(I − HX )y (3.122)

On constitue ensuite le vecteur des pseudo-valeurs notées YF
π , en ajoutant le vecteur

des résidus permutés uπ au vecteur des valeurs retenues dans le modèle d’équation
(3.115) :

YF
π = Ŷp + uπ = X α̂ + uπ =⇒




Y F
π1

Y F
π2
...

Y F
πn


 =




Ŷ p
1 + uπ1

Ŷ p2 + uπ2

...

Ŷ p
n + uπn


 (3.123)
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Enfin, le modèle ajusté par Freedman-Lane s’écrit sous la forme du modèle général
suivant :

YF
π = XβF

π + ǫF (3.124)

où tβ
F
π = (βF

0,π, βF
1,π, ..., βF

p,π) et ǫF est le vecteur d’erreurs et est tel que E(ǫF ) = 0
et Var(ǫF ) = σ2F I.

Remarque 3.8.1. Comme dans la proposition (3.3.1) (où on se limitait à deux
variables explicatives), on peut montrer ici que les statistiques de test de permutation
de l’hypothèse H0 : βp = 0 contre H1 : βp 6= 0 dans le modèle de Freedman-Lane
(3.124) et dans le modèle :

uπ = Xβ
′

π + ǫ
′

(3.125)

où tβ
′

π
= (β

′

0,π, β
′

1,π, ..., β
′

p,π), tǫ
′

= (ǫ
′

1, ǫ
′

2, ...ǫ
′

p) et Var(ǫ
′

) = σ2′I, sont équivalents.
C’est-à-dire que :

a) β̂
′

p,π = β̂F
p,π

b) Var(β̂
′

p,π) = Var(β̂F
p,π)

c) ǫ̂
′

i = ǫ̂F
i

d) T F
p,π =

β̂F
p,π

S(β̂F
p,π)

=
β̂F

p,π

S(β̂F
p,π)

= T
′

p,π

L’équation (3.125) permet donc de calculer la prévision :

ûπ = Xβ̂
′

π (3.126)

où β̂
′

π
= t(β̂

′

0,π, β̂
′

1,π, ..., β̂
′

p,π) = (tXX)−1tXuπ est l’estimateur MCO de β
′

π
dans

le modèle (3.125) et Var(β̂
′

π) = (tXX)−1σ2′ .

Lemme 3.8.1. Les résidus du modèle de Freedman-Lane : YF
π = XβF

π + ǫF véri-
fient :

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2 = tǫ̂F ǫ̂F = tUπ(I − HX)Uπ = tUπUπ − tUπHXUπ

où HX = X(tXX)−1tX

Preuve : D’après la remarque (3.8.1), on sait que ǫ̂F
i = ǫi

′. Alors, nous utilisons
le modèle (3.125) : Uπ = Xβ

′

+ ǫ
′

. Ce modèle permet d’écrire :

ǫ̂F = ǫ̂
′

= Uπ
− Xβ̂

′

π
= Uπ

− X(tXX)−1tXUπ = (I − HX)Uπ (3.127)

et alors,

tǫ̂F ǫ̂F = tǫ̂
′

ǫ̂
′

= tUπ(I − HX)(I − HX)Uπ

= tUπ(I − HX)Uπ

= tUπUπ − tUπHXUπ
2 (3.128)
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Afin de comparer les estimateurs de Var(β̂2) par les méthodes de Freedman-Lane
et de Kennedy, nous avons besoin de rappeler quelques propriétés et de démontrer
quelques lemmes et propositions. Nous notons x̃p = (I − HX )xp la projection de xp

sur le sous espace orthogonal à HX

Lemme 3.8.2. (c.f Srivastava et Khatri 1979 Corollaire 1.4.2 (ii) [54])
Soient P et Q deux matrices carrées et non singulières alors :

[
P S
R Q

]−1

=

[
(P − SQ−1R)−1 −P−1S(Q − RP−1S)−1

−(Q − RP−1S)−1RP−1 (Q − RP−1S)−1

]
2

(3.129)
Le lemme suivant évalue (P − SQ−1R)−1 dans le cas symétrique R = tS

Lemme 3.8.3. (Woodbury matrice indentity ( cf. [52]))

(P − SQ−1tS)−1 = P−1 + P−1S(Q−1 + tSP−1S)−1tSP−1
2 (3.130)

Partitionnons maintenant la matrice X = (1,x1,x2, ...,xp) en deux parties X =
(1,x1,x2, ...,xp−1 | xp) = (X | xp) de façon à accorder un rùle particulier au pré-
dicteur d’intérêt. Dans la proposition suivante, nous décomposons la matrice de
projection HX en deux matrices de projections, respectant cette partition et tradui-
sant l’orthogonalité des sous espaces de l’espace des prédicteurs, qui sont engendrés
par chaque bloc de variables.

Proposition 3.8.1. La matrice de projection sur HX associée à une matrice X,
bipartionnée en colonnes, se décompose en :

HX = X(tXX)−1tX = HX + Hx̃p

où Hx̃p est la matrice de projection sur espace engendré par x̃p et HX le projecteur
sur l’espace engendré par X1, · · · , Xp−1.

Preuve : D’après X = (X | xp) on a :

tXX =




tXX tXxp

txpX txpxp


 (3.131)

En appliquant le lemme (3.8.2) pour P = tXX , R = tS = tXxp, Q = txpxp on
obtient :

RP−1S = txpHXxp (3.132)
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et donc

(tXX)−1 =




[tXX − tXxp(txpxp)−1txptX ]−1 −(tXX )−1tXxp(a−1)

−(a−1)txpX (tXX )−1 a−1


 (3.133)

où a = txp[I − HX ]xp. Le bloc (1,1) peut être calculé à l’aide du lemme (3.8.3) :

[tXX − tXxp(txpxp)−1txptX ]−1 = (tXX )−1 + (tXX )−1tXxp(a−1)txpX (tXX )−1

(3.134)
et donc :

HX = X(tXX)−1tX

= (X | xp)(tXX)−1




tX
−

txp




= X (tXX )−1tX + X (tXX )−1tXxp(a−1)txpX (tXX )−1tX
− xp(a−1)txpX (tXX )−1tX − X (tXX )−1tXxp(a−1)txp + xp(a−1)txp

= HX + HXxp(a−1)txpHX − xp(a−1)txpHX − HXxp(a−1)txp + xp(a−1)txp

= HX − (I − HX )xp(a−1)txpHX + (I − HX )xp(a−1)txp

= HX + (I − HX )(−xp(a−1)txpHX + xp(a−1)txp)

= HX + (I − HX )(xp(a−1)txp)(I − HX )

= HX + x̃p(tx̃px̃p)−1tx̃p

= HX + Hx̃p (3.135)

parce que

a = txp(I − HX )xp = txp(I − HX )(I − HX )xp = tx̃px̃p
2 (3.136)

Proposition 3.8.2. Considérons le modèle (3.125). Uπ = β̂
′

X + ǫ
′

, les estima-
teurs MCO de Var(β̂p,π) par la méthode de Freedman-Lane et le modèle ci-dessus
sont égaux. C’est-à-dire que :

̂
Var(β̂F

p,π) = S2(β̂F
p,π) =

S2F

a
=

S2′

a
= S2( ˆβ ′

p,π) =
̂

Var( ˆβF
p,π)

où
a = txp(I − HX )xp = txp(I − HX )(I − HX ) = tx̃px̃p

et

S2F =
tǫ

F
ǫF

n − k
=

tǫ
′

ǫ
′

n − k
= S2′
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Preuve : Nous savons que Var(β̂
′

) = (tXX)−1σ2′ et Var(β̂
F
) = (tXX)−1σ2F

(cf. Draper et al. [11] ). Donc :

Var(β̂F
p,π) = σ2F [(tXX)

−1
]k×k (3.137)

et
Var(β̂

′

p,π) = σ2′ [(tXX)
−1

]k×k (3.138)

où [(tXX)−1]k×k est l’élément (k × k) de la matrice (tXX)−1.
Par ailleurs, la proposition (3.7.4) indique que :

[(tXX)−1]k×k =
1

a
(3.139)

Par conséquent,

Var(β̂F
p,π) =

σ2F

a
. (3.140)

et donc, l’estimateur MCO de Var(β̂F
p,π) s’écrit :

̂
Var( ˆβF

p,π) = S2( ˆβF
p,π) =

S2F

a
(3.141)

où S2F =
tǫ

F
ǫF

n − k
. Mais d’après la remarque (3.8.1)(c) permet de vérifier que :

S2F =
tǫ

F
ǫF

n − k
=

tǫ
′

ǫ
′

n − k
= S2′ .

Enfin,

̂
Var( ˆβF

p,π) = S2( ˆβF
p,π) =

S2F

a
=

S2′

a
= S2( ˆβ ′

p,π) =
̂

Var( ˆβF
p,π) 2 (3.142)

3.8.2 Cas de la méthode de Kennedy

Pour obtenir la méthode de Kennedy avec p variables explicatives, il faut d’abord
réaliser une régression de la variable Xp en x1, x2, ..., xp−1, au sens MCO et suivant
l’équation matricielle :

Xp = X tΓ + T (3.143)

où X = (1,x1,x2, ...xp−1), tΓ = {γ0, γ1, ..., γp−1} et T = {τ1, τ2, ..., τn}. L’équation
ci-dessus nous conduit à calculer :

X̂p = X Γ̂ (3.144)

où G = Γ̂ = {γ̂1, γ̂2, ..., γ̂p−1} = (tXX )−1tXxp est l’estimateur MCO de Γ. On
calcule alors des résidus observés t comme suit :
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t = xp − x̂p = xp −X (tXX )−1tXxp = (I − HX )xp = x̃p (3.145)

où t = {t1, t2, ..., tn}. Enfin on réalise une régression au sens MCO de la variable des
résidus permutés Uπ en t d’après le modèle :

Uπ
i = βK

p,πti + ǫK
i (3.146)

où Var(ǫK) = σ2K . Remarquons que du fait que les deux variables Uπ
i et ti sont cen-

trées, le modèle de régression est sans terme constant. L’équation ci-dessus conduit
à calculer la prévision

Ûπ = β̂K
p,πti (3.147)

où

β̂K
p,π =

ttUπ

ttt
=

txp[I − HX ]U
txp[I − HX ]xp

= (tx̃px̃p)−1tx̃pUπ (3.148)

Par ailleurs, la variance de β̂p,π est :

Var(β̂K
p,π)K =

σ2K

∑n
i=1 t2i

=
σ2K

ttt
=

σ2K

tx
P
(I − HX )xP

=
σ2K

tx̃px̃p
=

σ2K

a
(3.149)

et un estimateur MCO de cette variance est :

̂
Var(β̂p,π)K = S2(β̂p,π)K =

S2K

a
(3.150)

où S2K =
tǫ̂K ǫ̂K

n − k
=

∑
(ǫk

i )
2

n − k
La proposition (3.2.2) considérait le cas de deux va-

riables explicatives et elle montre que β̂F
2,π = β̂k

2,π. Sa démonstration se généralise de

façon immédiate au cas p ≥ 3 et l’on peut montrer ici que β̂F
p,π = β̂k

p,π. Nous allons

désormais noter cet estimateur β̂p,π.

Lemme 3.8.4. Considérons le modèle de Kennedy

Uπ
i = βp,πti + ǫK

i

Alors, la somme des carrés des résidus de ce modèle vérifie :

n∑

i=1

(ǫ̂k
i )

2 = tǫ̂
K

ǫ̂K = tUπUπ − tUπHx̃pUπ

Preuve : On sait que :

ǫ̂K = Uπ − tβ̂p,π = Uπ − t.(tx̃px̃p)−1tx̃pUπ

= Uπ − x̃p.(tx̃px̃p)−1tx̃pUπ

= Uπ − Hx̃pUπ

= (I − Hx̃p)Uπ (3.151)
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alors :

tǫ̂
K

ǫ̂K = tUπ(I − Hx̃p)(I − Hx̃p)Uπ

= tUπ(I − Hx̃p)Uπ

= tUπUπ − tUπHx̃pUπ
2 (3.152)

Lemme 3.8.5.

n∑

i=1

(ǫ̂k
i )

2 −
n∑

i=1

(̂̂ǫF
i )2 = tǫ̂

K
ǫ̂K − tǫ̂

F
ǫ̂F = tU

π
HXUπ ≥ 0

Preuve : Les lemmes (3.8.1) et (3.8.4) ont pour corollaire :

tǫ̂
F
ǫ̂F = tUπUπ − tUπHXUπ

tǫ̂
K

ǫ̂K = tUπUπ − tUπHx̃pUπ

En appliquant la proposition (3.8.1), on obtient :

tǫ̂
F
ǫ̂F = tUπUπ − tUπHXUπ = tUπUπ − tUπHXUπ − tUπHx̃pUπ

et donc,

n∑

i=1

(ǫ̂k
i )

2 −
n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2 = tǫ̂

K
ǫ̂K − tǫ̂

F
ǫ̂F

= tUπUπ − tUπHx̃pUπ − tUπUπ + tUπHXUπ + tUπHx̃pUπ

= tUπHXUπ ≥ 0 2 (3.153)

qui est égal au produit scalaire entre le vecteur Uπ et sa projection sur l’espace
engendré par les vecteur 1,X1,X2, ...,XP−1.

Proposition 3.8.3. La différence entre les estimateurs de Var(β̂p,π) par les mé-
thodes de Freedman-Lane et de Kennedy est supérieure ou égale à zéro. C’est-à-dire
que :

̂
Var(β̂p,π)K − ̂

Var(β̂p,π)F = S2(β̂p,π)K − S2(β̂p,π)F =
tUπHXUπ

(n − k)a
≥ 0

où a = txp[I − HX ]xp.

Preuve : D’après les équations (3.141) et (3.150), on a :
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S2(β̂p,π)K − S2(β̂p,π)F =
S2K

a
− S2F

a

=
S2K − S2F

a

=

∑n
i=1(ǫ̂

k
i )

2 − ∑n
i=1(ǫ̂

F
i )2

(n − k)a
(3.154)

=
tUπHXUπ

(n − k)a
≥ 0 (3.155)

par application du lemme (3.8.5). 2

La proposition ci-dessus dit que :

S2(β̂p,π)K ≥ S2(β̂p,π)F (3.156)

On peut donc comparer les qualités des deux méthodes pour effectuer un test de
l’hypothèse H0 : βp = 0 contre H1 : βp 6= 0 :

1. Pour chaque permutation, la valeur absolue de la statistique de test de la
méthode de Freedman-Lane est toujours supérieure ou égale à celle de la méthode
de Kennedy :

|TK
p,π| =

|β̂p,π|
S(β̂p,π)K

≤ |β̂p,π|
S(β̂p,π)F

= |T F
p,π|; (3.157)

2. La distribution permutationnelle de |TK
2,π| a une dispersion supérieure ou égale à

celle de |T F
2,π| ;

3. La p-valeur permutationnelle de la méthode de Freedman-Lane est supérieure à
celle de la méthode de Kennedy :

pF
p,π ≥ pk

p,π (3.158)

Corollaire 3.8.1. L’inégalité (3.158) induit deux conséquences :

1. Le risque d’erreur de première espèce encouru par la méthode de Freedman-
Lane est inférieur ou égal à celui de la méthode de Kennedy ;

2. La puissance du test par la méthode de Freedman-Lane est inférieure ou égale
à celle de la méthode de Kennedy.

Preuve : D’après l’inégalité (3.158) ci-dessus, on a :

pF
p,π ≥ pk

p,π

Par ailleurs, nous savons que lorsque la p-valeur observée est plus petite que le
niveau α du test, on rejette l’hypothèse H0 : βp = 0. Par conséquent, comme dans le
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corollaire (3.4.2) la probabilité de rejeter H0 : βp = 0 par la méthode de Freedman-
Lane est inférieure ou égale à celle qui est obtenue par la méthode de Kennedy,
c’est-à-dire :

Pr(P F
p,π < α) ≤ Pr(PK

p,π < α) (3.159)

Donc, la fonction puissance permutationnelle de la méthode de Freedman-Lane est
inférieure ou égale à celle de la méthode de Kennedy. Si C est la région critique du
test, on a :

πF
π (βp) = PrF

π (C) ≤ PrK
π (C) = πK

π (βp) (3.160)

1. Par conséquent, pour des données générées sous l’hypothèse H0 : βp = 0, la
relation ci-dessus dit que le risque d’erreur de première espèce de la méthode de
Freedman-Lane est inférieur à celui de Kennedy.

PrH0
(P F

p,π < α) ≤ PrH0
(PK

p,π < α) (3.161)

Ces résultats donnent un support mathématique aux résultats des simulations
d’Andersson et Legendre [1] (Voir page 289).

2. Par contre, lorsque les données sont générées sous l’hypothèse alternative H1 :
βp 6= 0 la relation ci-dessus dit que la puissance du test de la méthode de Freedman-
Lane est inférieure ou égale à celle de la méthode de Kennedy.

PrH1
(P F

p,π < α) ≤ PrH1
(PK

p,π < α) 2 (3.162)

Cependant, lors de la vérification des puissances de tests par des méthodes per-
mutationnelles pour p variables la méthode de Kennedy n’a été considérée ni dans
les simulations d’Anderson et Legendre [1], ni celle de Legendre (2000). D’autre part,
d’après la proposition (3.8.3), on a :

S2(β̂p,π)K − S2(β̂p,π)F =
tUπHXUπ

(n − k)a
≥ 0

où a = txp[I − HX ]xp.

Les valeurs a et n sont fixées par les données. Par suite, pour chaque permutation,
plus la valeur tUπHXUπ est grande et plus la différence des deux estimateurs est
élevée. Par ailleurs, les deux estimateurs sont égaux si tUπHXUπ = 0. Géométrique-
ment, on peut dire que lorsque le vecteur aléatoire Uπ est orthogonal à sa projection
sur l’espace déterminé par 1,X1, ...,Xp−1, c’est-à-dire, lorsque Xp est non corrélé aux
autres prédicteurs. Alors, les deux méthodes donnent des estimateurs identiques.

Proposition 3.8.4. Supposons le nombre de prédicteurs kfixé. Si
tUπHXUπ

a
(où

a = txp[I − HX ]xp 6= 0 ) admet une limite finie l quand n tend vers l’infini, la
différence entre les deux estimateurs de Var(β̂2,π) tend vers zéro.
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Preuve : D’après la proposition (3.8.3) on a :

S2(β̂p,π)K − S2(β̂p,π)F =
tUπHXUπ

(n − k)a
≥ 0

alors :

lim
n→+∞

S2(β̂p,π)K − S2(β̂p,π)F = lim
n→+∞

tUπHXUπ

(n − k)a

= lim
n→+∞

tUπHXUπ

a
× lim

n→+∞

1

n − k
= l × 0

= 0 (3.163)

c’est-à-dire que les deux estimateurs sont asymptotiquement égaux. Lorsque la taille
de l’échantillon est grande, on en déduit que les statistiques de test par les méthodes
de Freedman-Lane et de Kennedy deviennent équivalentes, c’est-à-dire :

T F
p,π =

β̂p,π

S(β̂p,π)F

≈ β̂p,π

S(β̂p,π)K

= TK
p,π

Par conséquent, lorsque la taille de l’échantillon est grande, on encourt le même
risque d’erreur de première espèce, ce que confirme la simulation d’Anderson et
Legendre page (289) où n = 90. On obtient aussi la même puissance de test.

3.8.3 Influence de la normalisation

Considérons à nouveau le modèle de Kennedy :

Uπ
i = βp,πti + ǫK

i

où Var(ǫK) = σ2K . Comme dans la section (4.4) où on avait deux variables
explicatives, p = 2, ici à chaque permutation π, on peut considérer qu’on dispose de
(n− 2) degrés de liberté pour la statistique de test petmutationnelle de la méthode
de Kennedy (TK

p,π = β̂p,π/S(β̂p,π)K , puisque pour chaque permutation on réalise
une régression de la variable Uπ en T . On ajuste donc un modèle linéaire à deux
paramètres au lieu des k paramètres considérés par la méthode de Freedman-Lane.
Cela revient à considérer Uπ et T comme deux nouvelles variables (Anderson et
Legendre [1]) et non par des variables déduites de traitements antérieurs. Dans ce cas,
un estimateur MCO de σ2K dans le modèle de Kennedy est S2K∗ =

∑n
i=1(ǫ̂

k
i )

2/(n−
2), c’est-à-dire que la somme des carrées des résidus est divisée par (n − 2) au lieu
de (n−k). On dit aussi qu’elle est normalisée par (n−2). L’équation (3.150) permet
d’obtenir un estimateur MCO pour la variance de β̂p,π sous le modèle de Kennedy
s’écrit donc :
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̂
Var(β̂p,π)K∗ = S2(βp,π)K∗ =

S2K

a
=

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2

(n − 2)a
(3.164)

Contrairement à la proposition (3.8.3) (où nous avons considéré (n−k) degrés de
liberté pour la statistique de test permutationnelle suivant la méthode de Kennedy)
nous avons montré que l’estimateur MCO de Var(β̂p,π) par la méthode de Freedman-
Lane est inférieur à celui de la méthode de Kennedy, dans la proposition suivante
nous montrerons lorsque les résidus de la méthode de Kennedy est normalisé en
(n− 2) dégres de liberté, il existe des cas où l’estimateur de Var(β̂p,π) obtenu par la
méthode de Freedman-Lane est supérieur à celui de la méthode de Kennedy corrigée.

Proposition 3.8.5. Si a 6= 0, pour la méthode de Kennedy, en retenant (n − 2)
degrés de liberté et non plus (n − k) degrés de liberté, nous avons :

S2(β̂p,π)K∗ − S2(β̂p,π)F

{
≥ 0 si tU

π
HXUπ ≥ (k − 2)S2F

< 0 si tU
π
HXUπ < (k − 2)S2F

où, a = txp[I − HX ]xp, S2(β̂p,π)K∗ =
S2K∗

a
et S2(β̂p,π)F =

S2F

a

Preuve : Nous savons que : S2(βp,π)K∗ =

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2

(n − 2)a
S2(βp,π)F =

∑n
i=1(ǫ̂

F
i )2

(n − k)a
donc,

S2(β̂p,π)K∗ − S2(β̂p,π)F =

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2

(n − 2)a
−

∑n
i=1(ǫ̂

F
i )2

(n − k)a

=

[
(n − k)

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2 − (n − 2)

∑n
i=1(ǫ̂

F
i )2

]

(n − 2)(n − k)a

les valeurs (n − 2), (n − k) et a sont positives. Par suite,

S2(β̂p,π)K∗ − S2(β̂p,π)F





≥ 0 si [(n − k)
n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2 − (n − 2)

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2] ≥ 0

< 0 si [(n − k)
n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2 − (n − 2)

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2] < 0



242 CHAPITRE 3. RÉSULTATS THÉORIQUES

Mais,

[
(n − k)

n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2 − (n − 2)

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2

]
≥ 0 ce qui confirme

n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2

≥ n − 2

n − k
et donc

n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2 −

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2

≥ k − 2

n − k
mais d’après le lemme (3.8.5)

tU
π
HXUπ

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2

≥ k − 2

n − k
et d’après la définition de S2F

tU
π
HXUπ ≥ (k − 2)S2F (3.165)

Par conséquent :

S2(β̂p,π)K∗ − S2(β̂p,π)F

{
≥ 0 si tU

π
HXUπ ≥ (k − 2)S2F

< 0 si tU
π
HXUπ < (k − 2)S2F (3.166)

C’est-à-dire que contrairement à la proposition (3.8.3) où l’on avait toujours
S2(β̂p,π)K ≥ S2(β̂p,π)F , ici, en retenant (n− 2) degrés de liberté pour la méthode de
Kennedy, pour chaque permutation où la valeur tU

π
HXUπ est inférieure à (k−2)S2F ,

on sait que

S2(β̂p,π)K∗ < S2(β̂p,π)F 2

Corollaire 3.8.2. Le test d’hypothèse H0 : βp = 0 contre H1 : βp 6= 0, en considérant
(n− 2) degrés de liberté pour la méthode de Kennedy et non plus (n− k), vérifie les
deux propriétés suivantes :

1. il existe des cas où : PrH0
(P F

p,π < α) > PrH0
(PK∗

p,π < α)

2. il existe des cas où : PrH1
(P F

p,π < α) > PrH1
(PK∗

p,π < α)

Preuve : D’après la proposition (3.8.5) on a :

S2(β̂p,π)K∗ − S2(β̂p,π)F

{
≥ 0 si tU

π
HXUπ ≥ (k − 2)S2F

< 0 si tU
π
HXUπ < (k − 2)S2F
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De ce fait, pour la méthode de Kennedy corrigée il existe des cas où S2(β̂p,π)K∗ <

S2(β̂p,π)F . On en déduit qu’il existe des cas où TK∗
p,π = β̂p,π/S(β̂p,π)K∗ > T F

p,π =

β̂p,π/S(β̂p,π)F .
Ainsi, contrairement au corollaire (3.4.1) on ne peut pas toujours dire que la

p-valeur permutationnelle de la méthode de Freedman-Lane est supérieure ou égale
à celle de la méthode de Kennedy (pF

p,π ≥ pK
p,π), et la relation

Pr(P F
p,π < α) ≤ Pr(PK

p,π < α)

n’est pas toujours vraie si l’on retient la définition de S2(β̂2,π)K∗ avec (n− 2) degrés
de liberté. Il existe alors des cas où

Pr(P F
p,π < α) > Pr(PK∗

p,π < α) (3.167)

Par conséquent, pour des données générées sous l’hypothèse H0 : β2 = 0, la
relation ci-dessus peut être précisée :

il existe des cas où : PrH0
(P F

p,π < α) > PrH0
(PK∗

p,π < α) (3.168)

Elle dit qu’il existe des cas où le risque d’erreur de première espèce de la méthode
de Kennedy avec (n − 2) degrés de liberté est inférieur à celui de Freedman-Lane.
Mais dans la simulation d’Anderson et Legendre (cf [1]page 289) du fait de la faible
étendue du domaine des valeur des facteurs, on n’observait pas de cas où le risque
d’erreur de première espèce de la méthode de Kennedy avec (n−2) degrés de liberté
est inférieur à celui de la méthode de Freedman-Lane.

Par contre, lorsque les données sont générées sous l’hypothèse H1 : β2 6= 0 la
relation (3.168) s’écrit précisement :

il existe des cas où : PrH0
(P F

p,π < α) > PrH0
(PK∗

p,π < α) (3.169)

Cela dit qu’il existe des cas où la puissance de test de la méthode de Freedman-Lane
est supérieure à celle de la méthode de Kennedy. Remarqons que dans la simulation
d’Anderson et Legendre la puissance n’est pas controlée. 2

Au bilan, comme nous l’avons montré pour p = 2 dans le corollaire (3.4.3), dans
le cas général pour p > 1 il existe des cas où le risque d’erreur de première espèce
de la méthode de Kennedy avec (n − 2) degrés de liberté est inférieur à celui de
la méthode de Freedman-Lane, et par contre il existe des cas où la puissance de la
méthode de Kennedy avec (n−2) degrés de liberté est inférieur à celui de la méthode
de Freedman-Lane.

Proposition 3.8.6. Quand k est fixé, si tUπHXUπ/a (où a = txp[I − HX ]xp 6= 0)
admet une limite finie l, la différence entre les deux estimateurs de Var(β̂p,π) tend
vers zéro quand n tend vers l’infini.
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Preuve : D’après la proposition ci-dessus on peut écrire :

lim
n→+∞

[S2(β̂p,π)K∗ − S2(β̂p,π)F ] = lim
n→+∞




[
(n − k)

n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2 − (n − 2)

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2

]

(n − 2)(n − k)a




≈ lim
n→+∞




n(
n∑

i=1

(ǫ̂K
i )2 −

n∑

i=1

(ǫ̂F
i )2)

n2a




≈ lim
n→+∞

tU
π
HXUπ

a
× lim

n→+∞

1

n
≈ l × 0

≈ 0 (3.170)

c’est-à-dire que les deux estimateurs sont asymptotiquement égaux. Par suite, lorsque
la taille de l’échantillon de données est grande, les statistiques de test par les mé-
thodes de Freedman-Lane et de Kennedy avec (n−2) degrés de liberté sont approxi-
mativement égales :

T F
p,π =

β̂p,π

S(β̂p,π)F

≈ β̂p,π

S(β̂p,π)K∗
= TK∗

p,π

Par conséquent, on doit observer dans ce cas le même risque d’erreur de première
espèce, ce que confirme les simulations d’Anderson et Legendre (cf. [1] page 289 pour
n ≥ 36). On doit observer aussi la même puissance, même si cette étude n’entrait
pas dans les simulations d’Anderson et Legendre. Nous avons traité ce sujet dans
nos simulations pour p = 2 en section 2.5.3, pour n > 36.

Comme dans la proposition (3.4.6) où nous avons montré que l’estimateur de
Var(β̂2) par la méthode Kennedy avec (n − 2) degrés de liberté est plus petit que
celle de la même méthode avec (n − 3) degrés de liberté. Nous démontrons dans la
proposition suivante le résultat correspondant, dans un cadre général : il reste vri
dans ce cas que l’estimateur de Var(β̂p)par la méthode Kennedy avec (n−2) degrés
de liberté est plus petit que celui de la même méthode avec (n−k) degrés de liberté.

Proposition 3.8.7. L’estimateur de Var(β̂p,π) par la méthode de Kennedy avec
(n − 2) degrés de liberté, est toujours inférieur à celui de la même méthode avec
(n − k) degrés de liberté :

S2(βp,π)K − S2(βp,π)K∗ =
(k − 2)

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2

(n − 2)(n − k)a
≥ 0 (3.171)

où a = txp[I − HX ]xp est supposé fini et non nulle.
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Preuve : Nous savons que l’estimateurs MCO de Var(β̂p,π) par la méthode de
Kennedy avec (n − 2) et (n − k) degrés de liberté sont :

S2(βp,π)K =
S2K

a
=

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2

(n − k)a

S2(βp,π)K∗ =
S2K∗

a
=

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2

(n − 2)a

donc :

S2(β2,π)K − S2(β2,π)K∗ =

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2

(n − k)a
−

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2

(n − 2)a

=
(k − 2)

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2

(n − 2)(n − k)a
0

=
(k − 2)S2K

(n − 2)a
≥ 0 (3.172)

Une conséquence de la proposition ci-dessus est que :

S2(β2,π)K − S2(β2,π)K∗ =
(k − 2)

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2

(n − 2)(n − k)a
=

(k − 2)S2K

(n − 2)a

Si S2K/a (où a = txp[I − HX ]xp) admet une limite finie et non nulle quand n
est fixé et k tend vers l’infini, la différence entre les deux estimateur de Var(β̂p,π),
augmente et on en déduit que la différence entre le risque d’erreur de première
espèce de la méthode de Kennedy avec (n−k) et celui avec (n− 2) degrés de liberté
augmente, ce que confirme la simulation d’Anderson et Legendre (cf. [1] page 289).

D’après l’équation (3.172), on a :

S2(β̂p,π)K ≥ S2(β̂p,π)K∗ (3.173)

et par suite :
1. Dans chaque permutation la valeur absolue de la statistique de test dans la

méthode de Kennedy avec (n − 2) degrés de liberté est toujours supérieure à celle
de la même méthode avec (n − k) degrés de liberté, c’est-à-dire que :

|TK∗
p,π | =

|β̂p,π|
S2(β̂p,π)K∗

≥ |β̂p,π|
S2(β̂p,π)K

= |TK
p,π| (3.174)

2. La distribution permutationnelle de |TK∗
p,π | a une dispersion supérieure ou égale à

celle de |TK
p,π|.

3. La p-valeur permutationnelle de la méthode de Kennedy avec (n − 2) degrés de
liberté est inférieure ou égale à celle de la même méthode avec (n − K) degrés de
liberté, c’est-à-dire que :

pK∗
p,π ≥ pK

p,π (3.175)
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Corollaire 3.8.3. Pour effectuer un test d’hypothèse H0 : βp = 0 contre H1 : βp 6= 0,
à l’aide de la méthode de Kennedy :

1. un risque d’erreur de première espèce de la méthode avec (n − 2) degrés de
liberté inférieur ou égal à celui obtenu avec (n − k) degrés de liberté.

2. une puissance de test de la méthode avec (n − 2) degrés de liberté inférieure
ou égale à celle obtenu avec (n − k) degrés de liberté.

Preuve : D’après la remarque ci-dessus, on a :

pK∗
2,π ≥ pK

2,π.

On conclue donc que la probabilité de rejeter H0 : βp = 0 par la méthode de Kennedy
avec (n − 2) degrés de liberté est inférieure ou égale à celle obtenue par la même
méthode avec (n − k) degrés de liberté, c’est-à-dire que :

Pr(PK∗
p,π < α) ≤ Pr(PK

p,π < α) (3.176)

Donc, la fonction de puissance permutationnelle de la méthode de Kennedy avec
(n − 2) degrés de liberté est inférieure ou égale à celle de la même méthode avec
(n − k) degrés de liberté. Si C est la région critique du test, on a :

ηK∗
π (βp) = PrK∗

π (C) ≤ PrK
π (C) = ηK

π (βp) (3.177)

1. Par conséquent, pour des données générées sous l’hypothèse H0 : βp = 0, la
relation ci-dessus dit que le risque d’erreur de première espèce de la méthode
de Kennedy avec (n − 2) degrés de liberté est inférieur à celui de la même
méthode avec (n − k) degrés de liberté.

PrH0
(PK∗

p,π < α) ≤ PrH0
(PK

p,π < α) (3.178)

Ces résultats donnent un support mathématique aux résultats des simulations
d’Andersson et Legendre (cf. [1]page 289).

2. Par contre, lorsque les données sont générées sous l’hypothèse H1 : βp 6= 0
la relation ci-dessus (4.63) dit que la puissance du test par la méthode de
Kennedy avec (n − 2) degrés de liberté est inférieure ou égale à celle de la
même méthode avec (n − k) degrés de liberté.

PrH1
(PK∗

p,π < α) ≤ PrH1
(PK

p,π < α) (3.179)

Ce qui n’est pas contrôlé dans la simulation d’Anderson et Legendre.

Proposition 3.8.8. Si k est fixé et si S2K/a admet une limite finie et non nulle, no-
tée g quand n tend vers l’infini, la différence entre les deux estimateurs de Var(β̂p,π)
par la méthode de Kenndy avec (n − 2) et (n − k) degrés de liberté respectivement,
sont asymptotiquement égaux.
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Preuve : D’après la proposition (3.8.7), on a :

S2(βp,π)K − S2(βp,π)K∗ =
(k − 2)

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2

(n − 2)(n − k)a

alors,

lim
n→+∞

[S2(β̂p,π)K − S2(β̂p,π)K∗] = lim
n→+∞

[
(k − 2)S2k

(n − 2)a

]

≈ lim
n→+∞

(k − 2)S2k

a
lim

n→+∞

1

n
= g × 0 = 0 2 (3.180)

Ainsi les statistiques |TK
p,π| et |TK∗

p,π | sont asymptotiquement égales et pour effec-
tuer un test sur l’hypothèse H0 : βp = 0 contre H0 : βp 6= 0, elles donnent les mêmes
risques d’erreurs de première espèce et les mêmes puissances. C’est que confirme la
simulation d’Anderson et Legendre (cf.†89 pour n = 90)

Remarque 3.8.2. D’après la proposition ci-dessus et en considérant la proposition
(3.4.6), où on avait :

lim
n→+∞

[S2(β̂2,π)K − S2(β̂2,π)K∗] = lim
n→+∞

[
S2(X1)

∑n
i=1(ǫ̂

K
i )2

n(n − 2)(n − 3)∆

]

≈ lim
n→+∞

S2(X1)S2K

∆
lim

n→+∞

1

n2

=
σ2

1σ
2K

∆∗ × 0 = 0 2

Cela dit que la vitesse de convergence est en O(n−2) si k = 3, est en O(n−1) si
k > 3 ( cf. proposition ci-dessus). C’est ce que confirme la simulation d’Anderson et
Legendre ([1], page 289, où le nombre de variables est 2, 5 et 10).



248 CHAPITRE 3. RÉSULTATS THÉORIQUES



Chapitre 4

Tests d’association entre matrices
de distance

4.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est à l’origine des recherches décrites dans cette thèse.
Notre ambition initiale était en effet l’étude des tests de permutations utilisables
pour étudier la dépendance partielle entre tableaux de distances interpoints.

On se place alors dans un cadre multivarié de dimension p > 1. Chaque unité
statistique est alors observée à l’aide d’un vecteur aléatoire X à valeurs dans un
espace vectoriel normé de dimension p > 1 (p entier non nul) et l’on suppose donnée
une distance entre unités statistiques déduit des valeurs de X. L’exemple le plus
classique est :

dij = dij(X) = ‖xi − xj‖ = (

p∑

k=1

(xi
k − xj

k)
2)1/2 (4.1)

où Rp est muni de la norme euclidienne standard

‖x‖2 =

p∑

j=1

(xj)
2 = txx. (4.2)

Lorsqu’on observe X sur un échantillon de taille n, on peut associer à X une
matrice carrée d’ordre n, de terme général dij = dij(X) :

D = D(X) =




0 d12 d13 · · · d1n

d12 0 d23 · · · d2n
...

...
...

. . .
...

d1n d2n · · · · · · 0


 (4.3)

La formulation d’un modèle statistique en terme de matrices de distances offre
une grande souplesse et par suite, a beaucoup d’applications dans les sciences em-
piriques telles que en économie, en biologie, en écologie etc. Elle permet d’unifier

249
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les approches adaptées au cas de variables aléatoires (p = 1), de vecteurs aléatoires
(p > 1) ou de fonctions aléatoires.

Lorsqu’on dispose d’une information empirique exprimée au travers de tableaux
de distances, il devient naturel pour de nombreux chercheurs de rechercher des liai-
sons (linéaires) entre des matrices de distances. Un cas particulier de modèle appar-
tenant à cette classe et très couramment utilisé formule le problème en termes de
modèle de régression sur des matrices de distances.

Dans le cas de données dyadiques, comme dans la situation usuelle opérant sur
des données vectorielles, l’analyse de régression classique se heurte à des difficultés
importantes lorsque les postulats fondant la méthode sont violés par les données de
distance disponibles.

Dans les deux cas, il est alors prudent d’opter pour des méthodes d’inférence libre
(au sens distribution free) et en particulier pour des méthodes permutationnelles.
Dans le cas de données disponibles sous la forme de tableaux de distances, deux
obstacles demeurent :

1. les distances inter points sont des nombres positifs et d’échelle de rapport, le
zéro représentant une situation de référence.

2. il n’est pas réaliste d’admettre que les distances dik et djl sont des variables
aléatoires indépendantes dès que (i, k) et (j, l) ont au moins un élément en commun.

Les modèles de régression utilisés ne font donc pas intervenir de terme constant
et sont donc d’un emploi plus délicat que les modèles usuels.

En 2000, Legendre ([35]) a étudié par simulation l’application des quatre mé-
thodes de test de permutation présentées dans le chapitre 2 au cas de matrices des
distances. Dans ce cas, les variables X1, X2 et Y définissant un modèle de régression
sont formées respectivement par les éléments de la partie triangulaire inférieure des
matrices de distances D1 = D(X1), D2 = D(X2) et DY = D(Y). Ces trois vecteurs
doivent vérifier les contraintes imposées par les propriétés d’une matrice de distance.

Dans ce chapitre, nous présentons tout d’abord le test de Mantel ([39]) proposé
dans le cas de deux matrices de distance donc dans un cadre de régression simple.
Ensuite, nous expliquons la méthode et les résultats obtenus par Legendre. Enfin
nous complétons et comparons son travail grâce à une simulation plus large.

4.2 Le test de Mantel

Le test de Mantel [39] permet de déterminer si une variable est spatialement
structurée ou plus généralement s’il y a une liaison entre deux variables. Pour cela,
ce test a pour caractéristique de tester la liaison entre deux matrices de distances
(ou de similarités) évaluées sur les mêmes objets.

Le test de Mantel suppose qu’on a observé les n(n− 1)/2 éléments de deux ma-
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trices de distances entre les éléments d’un même ensemble1 : une matrice A contenant
les distances entre les objets caractérisés par la première variable et une matrice B
contenant les distances entre les objets caractérisés par la deuxième variable.

A =




0 a12 a13 · · · a1n

a21 0 a23 · · · a2n

a31 a32 0 · · · a31
...

...
...

. . .
...

an1 an2 an3 · · · 0




B =




0 b12 b13 · · · b1n

b21 0 b23 · · · b2n

b31 b32 0 · · · b31
...

...
...

. . .
...

bn1 bn2 bn3 · · · 0




Afin d’évaluer l’intensité de la relation linéaire entre les deux variables, on mesure
alors l’association entre éléments de ces deux matrices A et B par une statistique
appropriée telle que la corrélation entre les éléments correspondants.

Du fait que les matrices de distance sont symétriques, la corrélation entre tous
les éléments hors diagonaux des deux matgrices est la même que la corrélation entre
les N = n(n − 1)/2 éléments des parties triangulaires inférieures (ou supérieures),
cette corrélation est donnée par l’équation :

R =

∑
∗ aijbij −

∑
∗ aij

∑
∗ bij/N√

[
∑

∗ a2
ij − (

∑
∗ aij)2/N ][

∑
∗ b2

ij − (
∑

∗ bij)2/N ]
(4.4)

où
∑

∗
=

∑

i<j

, i, j = 1, · · · , n.

Par suite, on détermine la signification de la statistique de test par comparaison
avec la distribution permutationnelle obtenue pour cette statistique en permutant
aléatoirement l’ordre des l’éléments dans une des matrices. Cette approche opère
simplement comme le test de permutation portant sur le coefficient de régression
dans un modèle de régression simple présenté dans le chapitre 1. Nous avons seule-
ment remplacer les deux variables quantitatives par deux matrices de distances.

On peut alors reprendre l’analyse présentée au chapitre 1, en adoptant comme
statistique de test : la statistique de Student T , R le coefficient de corrélation ou
encore la somme des produits

∑
aijbij puisque les tests de permutation utilisant ces

trois indicateurs sont équivalents.

4.2.1 Simulation de Legendre

Afin de comparer dans le cas de matrices de distances, les quatre méthodes de
test de permutation présentées dans le chapitre 2, Legendre ([35]) a réalisé une si-
mulation. Sa démarche consiste en les étapes suivantes.

1mais à partir de mesures différentes par exemple une matrice de distances écologiques basées
sur les abondances d’espèces, et une matrice de distance géographiques entre les objets
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1. L’auteur génère trois matrices de données Zj, j = 1, 2, 3 d’ordre (n × 10) à
l’aide d’un vecteur aléatoire de dimension p = 10 qui suit une loi LG10(0, I) pour
une simulation et une loi très dissymétrique Exp(1)3 pour l’autre :

Zj =




zj
11 · · · zj

110

zj
21 · · · zj

210
...

. . .
...

zj
n1 · · · zj

n10




2. A partir de Z1, Z2 et Z2 il calcule les matrices carrées d’ordre n de terme général
les distances entre paires d’unités statistiques. La matrice de distances associée à Zj

est notée Dj, j = 1, 2, 3 :

Dj =




0 dj
12 · · · dj

1n

dj
21 0 · · · dj

2n
...

...
. . .

...

dj
n1 dj

n2 · · · dj
nn




3. Il définit alors les vecteurs dj, j = 1, 2, 3 de dimension N = n(n− 1)/2 respec-
tivement formés par les éléments de la partie triangulaire inférieure (ou supérieure)
des matrices de distances D1, D2 et D3 . Pour simplifier les notations, on note ici
les composantes de dj par un seul indice e = {1, · · · , N}

dj =




dj
1

dj
2
...

dj
N




4. Il définit alors la matrice D formée par concaténation des matrices de dis-
tances :

D = [d1|d2|d3] =




d1
1 d2

1 d3
1

d1
2 dd

2 d3
2

...
...
...

d1
N d2

N d3
N


 (4.5)

A partir des d1, d2 et d3, Legendre construit des vecteurs X1, X2 et Y dont la
structure de corrélation est contrôlée à l’aide d’une matrice de corrélation R de la
façon suivante :

DR = [X1|X2|Y] = DR1/2 où R =




1 ρ(X1, X2) ρ(X1, Y )
ρ(X1, X2) 1 ρ(X2, Y )
ρ(X1, Y ) ρ(X2, Y ) 1


 (4.6)

On est alors en état de réaliser à partir des trois vecteurs X1, X2 et Y les tests
de permutation présentés au chapitre 2. Notons que Legendre a utilisé le coefficient
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de corrélation partielle comme statistique de test. Les principaux résultats de ses
simulations sont les suivants :
1. La méthode de Kennedy augmente le risque d’erreur de première espèce.
2. En augmentant la corrélation ρ(X1, X2), la méthode Manly augmente le risque
d’erreur de première espèce.
3. Lorsque les valeurs de Z1, Z2 et Z3 sont générées suivant une loi fortement disy-
métrique, telle que la loi Exp(1)3, la méthode de Ter Brack a la valeur maximale du
risque d’erreur de première espèce.
4. Les risques d’erreur de première espèce encourus par ces méthodes dans les cas
de test bilatéral et de test unilatéral sont différentes.
5. Dans la plupart des cas, la puissance de la méthode de Ter Brack est la plus forte.

Notre étude par simulation conduit à des observations différentes des résultats
obtenus par Legendre. Nous devons donc admettre que dans le cas des matrices de
distances il est nécessaire d’effectuer une étude plus complète des facteurs agissant
sur la puissance des tests de permutation appliqués à la dépendance (partielle).

4.3 Notre simulation

Tout d’abord, considérons le cadre de la régression linéaire double :

Ye = β0 + β1x
1
e + β2x

2
e + ǫe (e = 0, 1, ..., N), (4.7)

où Y, x1, x2 et ǫ sont désormais les éléments de la partie triangulaire inférieure de
quatre matrices des distances, N = n(n − 1)/2 et e désigne la paire d’unités statis-
tique (i, j) avec, i < j, i, j = 1, · · · , n. On effectue donc ici une régression linéaire
sur données dyadiques. Il reste à montrer que les composantes de ces variables vé-
rifient les propriétés des matrices de distances. L’objectif est d’effectuer le test de
l’hypothèse H0 : β2 = 0 contre H1 : β2 6= 0.

Nous étudions en particulier l’influence sur le risque d’erreur de première espèce
et sur la puissance du test des quatre facteurs suivants :

a) le nombre d’unités statistiques n ;

b) le degré de corrélation entre les variables explicatives ρ(X1, X2) ;

c) la valeur du paramètre β1 associé à la covariable X1 ;

d) la distribution du terme d’erreur aléatoire ǫe.
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4.3.1 Analyse du risque d’erreur de première espèce du test

A) Le cadre de la simulation

Nous avons étudié le risque d’erreur de première espèce pour les spécifications
suivantes :

a) le nombre d’unités statistiques : n appartient à {6, 9, 12} ;

b) le coefficient associé à la covariable X1 : β1 appartient à l’ensemble {1, 2.5}

c) le coefficient de corrélation entre les variables explicatives X1 et X2 :
ρ(X1, X2) est à valeurs dans {0.1, 0.9};

d) la distribution du terme d’erreur aléatoire ǫ : {Wishart, Exp(2), Beta(2, 0.3)}.

B) Algorithme de simulation

1. Nous avons généré deux matrices Zj, j = 1, 2 d’ordre (n × 10) à l’aide d’un
vecteur aléatoire de dimension p = 10 qui suit une loi LG10(0, I) :

Zj =




zj
11 zj

12 zj
13 · · · zj

110

zj
21 zj

22 zj
23 · · · zj

210
...

...
...

. . .
...

zj
n1 zj

n2 zj
n3 · · · zj

n10




2. A partir de Z1 et Z2, nous avons calculé les matrices carrées d’ordre n de
terme général la distance euclidienne entre paires d’unités. On note Dj, j = 1, 2 ces
deux matrices :

Dj = D(Zj) =




0 dj
12 dj

13 · · · dj
1n

dj
21 0 dj

23 · · · dj
2n

...
...

...
. . .

...

dj
n1 dj

n2 dj
103 · · · dj

nn




3. Nous avons défini alors les vecteurs d1 et d2 de taille N = n(n − 1)/2 respec-
tivement formés par les éléments de la partie triangulaire inférieure (ou supérieure)
des matrices de distances D1 et D2. Pour simplifier les notations, on repère les
composantes de dj, j = 1, 2 à l’aide d’un seul indice e = 1, · · · , N.

dj =




dj
1

dj
2
...

dj
N
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Contrairement au chapitre 2 où nous avions étudié les tests de permutation dans
le cas des variables ordinaires, ici les composantes du vecteur d1 ou d2 ne sont pas in-
dépendantes, puisqu’elles sont des éléments d’une matrice de distances déduite d’une
configuration aléatoire de n points de Rp et qu’elles vérifient donc des contraintes
liées à la définition d’une distance, en particulier le postulat d’inégalité triangulaire.

4. Nous avons voulu étudier l’effet d’une transformation des distances sur le seuil
et sur la puissance du test. Afin de limiter les calculs, nous avons limité notre com-
paraison à une transformation logarithmique et une transformation quadratique. A
partir des vecteurs d1 et d2 nous avons donc calculé :
a) les vecteurs des carrés des distances, notés d1

c et d2
c respectivement ;

b) le vecteur des logarithmes des distances notés respectivement d1
l et d2

l .

5. Nous sommes maintenant en mesure d’expliciter le modèle retenu pour simuler
des données. On définit tout d’abord la matrice D :

D = [d1|d2] =




d1
1 d2

1

d1
2 dd

2
...

...
d1

N d2
N


 (4.8)

Puisque les deux matrices de distances D1 et D2 sont générées de manière indé-
pendante, on a ρ(d1,d2) = 0. A partir de D, nous avons construit les vecteurs X1

et X2 de corrélation ρ(X1, X2) de la façon suivante :

DR = [X1|X2] = DR1/2 où R =

[
1 ρ(X1, X2)

ρ(X1, X2) 1

]
(4.9)

où ρ(X1, X2) est fixé dans chaque simulation. Ensuite, nous calculons le terme signal
comme : DRβ où tβ = {β1, β2}. Remarquons que pour calculer le risque d’erreur
de première espèce, on doit poser β2 = 0.

6. Pour simuler le terme d’erreur, nous avons généré un N-échantillon aléa-
toire ǫ = t(ǫ1, ǫ2, · · · , ǫN) suivant l’une des trois lois suivantes {Wishart, Exp(2),
Beta(2, 0.3)}. On distingue ainsi le cas d’une loi symétrique (loi de Wishart) et le
cas de lois dissymétriques à dissymétrie droite (Beta(2, 0.3)) et gauche (Exp(2)).

La procédure de génération de nombres aléatoires nécessite ici une étape de rejet
de façon à s’assurer que les données générées vérifient bien les propriétés des matrices
de distances. Aussi, si les données simulées ne vérifient pas les dites propriétés, on
répète cette étape jusqu’à ce qu’elles y satisfassent.

7. Nous avons de plus observé, bien que de façon grossière, l’effet des variances du
terme signal (DRβ), et du terme d’erreur (ǫ). Nous avons donc imposé une condition
au rapport signal sur bruit :

Var(DRβ)/Var(ǫ) ≥ 4 (4.10)
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Si les données générées pour ǫ ne vérifiaient pas cette dernière condition, on divisait
les valeurs du terme ǫ par 2 pour obtenir la relation (4.10). Cette simulation a été
comparée à la situation opposée où le rapport vérifie :

Var(DRβ)/Var(ǫ) ≤ 1/4 (4.11)

mais cette dernière situation est étudiée dans le seul cas où les valeurs du terme
d’erreur sont générées selon une loi Wishart.

8. Enfin, les valeurs de Y ont été générées par l’équation :

Y = DRβ + ǫ (4.12)

les données ainsi générées devraient elles aussi vérifier les propriétés des matrices de
distances. Aussi, si ces données ne vérifiaient pas les dites propriétés, on répétait les
étapes 6 et 7 jusqu’à ce qu’elles y satisfassent.

9. On a répété les étapes 5-8 pour les deux autres ensembles de données générées
en étape 4-a et 4-b, c’est-à-dire pour le vecteur des carrés des distances et le vecteur
des logarithmes des distances. Au bilan, nous avons ainsi généré trois ensembles de
données.

10. Afin de comparer des statistiques de test pour chacune des méthodes nous
avons réalisé les tests de permutation avec trois statistiques : le T de Student, le
coefficient de corrélation partielle noté par rY 2.1π et le coefficient de corrélation
partielle au carré, noté r2

Y 2.1π. Ainsi, chaque méthode de test de permutation a
conduit au calcul des ces trois statistiques de test sur les données permutées obtenues
selon le principe caractérisant chaque méthode.

Pour chaque combinaison de niveaux des facteurs, 3000 ensembles de données
ont été générés. Puis, pour chacune des quatre méthodes de test, chaque ensemble
de données a été permuté 999 fois. Pour chaque méthode, les statistiques de tests de
permutation t2,π, rY 2.1π et r2

Y 2.1π ont été calculées pour chaque ensemble de données
permutées.

11. Pour comparer les tests d’hypothèses dans le cas bilatéral et le cas unilatéral,
et cela à l’aide de chacune des méthodes, nous avons calculé les p-valeurs bilatérales
et unilatérales correspondant aux trois statistiques de test. Cela signifie qu’après
999 permutations (pour chaque ensemble de données), la p-valeur permutationnelle
a été calculée pour les trois statistiques de test et par chacune des quatre méthodes.
Par exemple dans le cas d’une hypothèse bilatérale et pour la statistique de test t,
la p-valeur permutationnelle est calculée par la formule : :

pB
t − valeurπ =

#(|tπ| ≥ |tobs|)
1000

(4.13)
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et pour l’hypothèse unilatérale H0 : β2 ≤ 0 contre H1 : β2 > 0 la p-valeur permuta-
tionnelle s’obtient par :

pU
t − valeurπ =

#(tπ ≥ tobs)

1000
(4.14)

Dans le cas du coefficient de corrélation partielle rY 2.1, les p-valeurs respectivement
bilatérale et unilatérale sont :

pB
r − valeurπ =

#(|rY 2.1,π| ≥ |rY 2.1(obs)|)
1000

(4.15)

pU
r − valeurπ =

#(rY 2.1,π ≥ rY 2.1(obs))

1000
(4.16)

de plus pour la statistique de test r2
Y 2.1 :

pB
r2 − valeurπ =

#(r2
Y 2.1,π ≥ r2

Y 2.1(obs))

1000
(4.17)

pU
r2 − valeurπ =

#(r2
Y 2.1,π ≥ |rY 2.1(obs)|2)

1000
(4.18)

où tobs et rY 2.1(obs) sont les statistiques t et rY 2.1 calculées sur les données originales
(non permutées).

Le niveau de signification a été fixé à α = 0, 05 pour ces tests . Ainsi, pour chaque
ensemble de données on rejette l’hypothèse H0 : β2 = 0 quand la p − valeurπ est
inférieure à 0.05. Sur les 3000 p − valeurπ calculées le pourcentage de P − valeurπ

(bilatérales ou unilatérales) inférieures à 0.05 donne le risque d’erreur de première
espèce atteint. En fait, ce pourcentage estime la probabilité de rejeter H0 : β2 = 0
lorsque H0 est vraie (parce que les données sont générées sous H0 : β2 = 0). De plus,
un intervalle de confiance à 95% a été calculé à partir du risque d’erreur de première
espèce (calculé sur 3000 ensembles).

Enfin, dans chacune des méthodes, on a calculé le risque d’erreur de première
espèce pour les trois statistiques t, rY 2,1 et dans le cas des deux hypothèses : bilatérale
et unilatérale.

Afin de compléter la comparaison pour chaque ensemble de données on a de plus
utilisé les tests paramétriques classiques qui consistent à calculer une statistique de
Student et sa p-valeur donnée par la théorie Gaussienne. De la même façon, sur les
3000 ensembles de données le risque d’erreur de première espèce et son intervalle de
confiance sont calculés à l’aide des formules fournies par la théorie Gaussienne.

C) Les résultats des simulations

Dans cette section nous présentons les résultats relatifs aux deux situations : les
termes d’erreur suivent (C1 ) une loi de Wishart et (C2) une loi Beta(2, 0.3).
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Lorsque les termes d’erreur suivent une loi Exp(2), les résultats des simulations
sont les mêmes que le cas de données générées selon une loi Beta(2, 0.3) et c’est
pourquoi nous les avons consignés dans l’annexe 4.

C1) Cas des données générées selon une loi de Wishart :
Cette partie présente quatre comparaisons : la première concerne les transformations
des distances simulées, la deuxième étudie l’influence du choix d’une statistique de
test, la troisième oppose les alternatives bilatérales et unilatérales et la dernière
comparaison contraste deux situations marquées par un rapport signal sur bruit fort
ou faible.

C1-1 Comparaison des trois ensembles des données : distance inter-
point, carré de distance et transformée logarithmique de distances
L’objet de cette partie est de comparer par des résultats de simulations le risque
d’erreur de première espèce de la statistique de tests T de Student sur l’hypothèse
alternative bilatérale, pour trois ensembles de données : distance interpoint, carré
des distances et transformée logarithmique des distances. Les valeurs des variables
Y , X1, et X2 sont générées telles que Var(DRβ)/Var(ǫ) ≥ 4.

En considérant les figures 4.1 et 4.2 on peut faire les observations suivantes :

1. Quelles que soient les valeurs des facteurs et pour les trois ensembles de don-
nées, en augmentant le nombre d’unités (les valeurs des autres facteurs restant
fixées), le risque d’erreur de première espèce augmente. Ceci est peut-être dû
au fait que les valeurs des variable X1 ou X2 sont dépendantes.

2. Pour toutes les combinaisons des facteurs et pour les trois ensembles de don-
nées, l’augmentation du coefficient de corrélation de 0.1 à 0.9 (les valeurs des
autres facteurs restant fixées) n’a pas d’effet sur le risque d’erreur de première
espèce.

3. Les figures 4.1 et 4.2 ne montrent aucune différence majeure. En résumé, la
valeur vraie du coefficient β1 ne semble pas influer sur les risques d’erreur de
première espèce.

4. Les quatre méthodes de test permutation ainsi que la méthode classique, gé-
nèrent des niveaux d’erreur de première espèce très semblables quelles que
soient les valeurs de n, β1 et ρ.

5. On constate que lorsque les résidus sont générés selon la loi de Wishart, le
risque d’erreur de première espèce est plus fort que dans le cas Exp(2) et
Beta(2, 0.3). La symétrie de la loi des résidus semble donc dégrader la situation
pour toutes les combinaisons des facteurs, par les quatre méthodes de test de
permutation ainsi que la méthode classique.

6. Quelle que soit la combinaison des facteurs choisie, les transformations qua-
dratique et logarithmique n’ont pas d’effet sur le risque d’erreur de première
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espèce. C’est dire que les résultats obtenus par ces deux ensembles de données
différent très peu de ceux qu’on a établis sur l’ensemble initial des données de
distance.

7. Nous avons présenté ici la statistique T de Student. Nous avons par ailleurs
obtenu des résultats analogues pour les statistiques de test concurrentes : le
coefficient de corrélation partielle (rY 2.1) et bien évidement aussi pour le carré
du coefficient de corrélation partielle (r2

Y 2.1) (cf. LABSAD en ligne2 ).

8. Les résultats présentés dans les figures 4.1 et 4.2 correspondent aux hypothèses
alternatives bilatérales. Nous avons obtenu des résultats équivalents pour les
hypothèses alternatives unilatérales (cf. LABSAD en ligne).

9. Les résultats donnés dans ces figures correspondent au cas où la variance
du terme de signal est quatre fois plus grande que celle du terme d’erreur
Var(DRβ)/Var(ǫ) ≥ 4. Des résultats équivalents sont obtenus lorsque la va-
riance du terme d’erreur est quatre fois plus grande que celle du terme signal
Var(DRβ)/Var(ǫ) < 4 (cf. LABSAD).

2tous les résultats de ces simulations seront accessibles et consultables en ligne sur le site internet
du LABSAD
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-éch

an
tillon

s
d
u

résid
u

ǫ
on

t
été
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éth

o
d
es

G
au

ssien
n
e−

−
△
−
−

;
F
reed

m
an

et
L
an

e
−−•−−

;
K

en
n
ed

y
−
·×

·−
;

T
er

B
rack

−−
+

−−
et

M
an

ly
···∗

···.
30000

n
-éch
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C1-2 Comparaison des trois statistiques de tests
L’objet de cette partie est la comparaison des résultats des simulations pour le risque
d’erreur de première espèce concernant les statistiques de tests T de Student, rY 2.1

et r2
Y 2.1, dans le cas de l’hypothèse alternative bilatérale. Ici, X1 et X2 sont des

distances interpoints telles que Var(DRβ)/Var(ǫ) ≥ 4.
Des figures 4.3 et 4.4, on peut tirer les conclusion suivantes :

1. Les mêmes quatre premiers résultats obtenus sont identiques à ceux qui ont
été présentés dans la partie (C1-1).

2. On constate que quelle que soit la combinaison des facteurs choisie, il n’y a
pas de différences notables entre les résultats obtenus sur les trois statistiques
de test : le T de Student, rY 2.1 et r2

Y 2.1.

3. D’après ces simulations, dans le cas permutationel, la différence entre les deux
statistique rY 2.1 et r2

Y 2.1 est rigoureusement nulle.

4. Nos résultats ont été obtenus lorsque les variables X1 et X2 étaient les dis-
tances interpoints. Il est intéressant de signaler que la comparaison des sta-
tistiques de tests sur les données associées aux variables de carré de distance
ou de transformée logarithmique de distances, indique des résultats identiques.

5. Les résultats présentés sur les figures 4.1 et 4.2 correspondant au hypothèses
alternatives bilatérales. Nous avons obtenu des résultats équivalent pour les
hypothèses alternatives unilatérales. (cf. LABSAD en ligne)

6. Les résultats donnés dans ces figures correspondent au cas où la variance
du terme de signal était quatre fois plus grande que celle du terme d’er-
reur Var(DRβ)/Var(ǫ) ≥ 4. Toute fois des résultats équivalents sont obtenus
lorsque la variance du terme d’erreur est quatre fois plus grande que celle du
terme signal Var(DRβ)/Var(ǫ) < 4 (cf. LABSAD en ligne).
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C1-3 Comparaison des hypothèses alternatives bilatérales et unilaté-
rales
Dans cette partie nous voulons comparer par des résultats de simulations le risque
d’erreur de première espèce de la statistique de test T de Student, sur les deux cas :
l’hypothèse alternative bilatérale et hypothèse alternative unilatérale où X1 et X2

sont des distances interpoints telles que Var(DRβ)/Var(ǫ) ≥ 4. En considérant les
figures 4.5 et 4.6 on peut faire les observations suivantes :

1. En comparant les figures 4.5-a,b (respectivement 4.6-a,b) avec les figures 4.5-
c,d (respectivement 4.5-c,d) pour toutes les combinaisons de facteurs, le risque
d’erreur de première espèce dans le cas unilatéral est un peu amoindri par
rapport au cas bilatéral.

2. Les résultats on été obtenus lorsque les variables X1 et X2 sont définies comme
des distances interpoints. Nous avons obtenu des résultats très semblables pour
les carrés des distances et pour les transformées logarithmiques de ces dis-
tances. (cf. LABSAD en ligne )

3. Ces résultats correspondent au cas de la statistiques de test T de Student, mais
nous avons obtenu des résultats très voisins pour les deux autres statistiques
de test : coefficient de corrélation partielle (rY 2.1) et bien évidement aussi le
carré du coefficient de corrélation partielle (r2

Y 2.1) (cf. LABSAD).

4. Ces résultats correspondent au cas où nous avons simulé des données de sorte
que la variance du terme de signal soit quatre fois plus grande que celle du
terme d’erreur Var(DRβ)/Var(ǫ) ≥ 4. Nous avons confronté cette situation
à un contexte très différent à priori : celui d’une variance du terme d’erreur
quatre fois plus grande que celle du terme signal Var(DRβ)/Var(ǫ) < 4. (cf.
LABSAD en ligne)
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èce
estim

ée
d
u

test
d
’h

y
p
oth
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C1-4 Comparaison des données générés pour le terme d’erreur où
Var(DRβ)/Var(ǫ) ≥ 4 et Var(DRβ)/Var(ǫ) < 4

L’objet de cette partie est de comparer par des résultats de simulations le risque
d’erreur de première espèce de la statistique de tests T de Student, sur l’hypothèse
alternative bilatérale dans deux cas distincts : les données générées pour les variables
X1, X2 et Y sont des distances interpoints telles que Var(β1X

1 +β2X
2)/Var(ǫ) ≥ 4

puis Var(β1X
1 + β2X

2)/Var(ǫ) < 4.
En considérant les figures 4.7 et 4.8 on peut tirer les conclusion suivantes :

1. Quelles que soient les valeurs des facteurs et pour les trois ensembles de don-
nées, en augmentant le nombre d’unités (lorsque les valeurs des autres facteurs
restent fixés), le risque d’erreur de première espèce augmente.

2. Pour toutes les combinaisons des valeurs de n, β1 et ρ, nous observons que
lorsque Var(β1X

1+β2X
2)/Var(ǫ) < 4 ou au contraire Var(β1X

1+β2X
2)/Var(ǫ) ≥

4, les risques d’erreur de première espèce obtenus par les quatre méthodes de
tests de permutation sont plus grands que le niveau considéré α = 0.05.

3. Pour toutes les combinaisons des facteurs et pour les trois ensembles de don-
nées, l’augmentation du coefficient de corrélation de 0.1 à 0.9 (lorsque les
valeurs des autres facteurs restent fixes) n’a pas d’effet sur le risque d’erreur
de première espèce.

4. Les figures 4.7 et 4.8 ne montrent aucune différence majeure. En résumé, la
valeur vraie du coefficient β1 ne semble pas influer sur les risques d’erreur de
première espèce.

5. Les quatre méthodes de test permutation ainsi que la méthode classique, gé-
nèrent des niveaux d’erreur de première espèce très semblables, quelles que
soient les valeurs de n, β1 et ρ.

6. Ces résultats correspondent au cas de la statistiques de test T de Student,
mais nous avons obtenu des résultats très voisins pour les deux statistiques de
test : coefficient de corrélation partielle (rY 2.1) et bien évidement aussi le carré
du coefficient de corrélation partielle (r2

Y 2.1) (cf. LABSAD).

7. Les résultats présentés dans les figure 4.7 et 4.8 correspondent aux hypothèses
alternatives bilatérales. Nous avons obtenu des résultats équivalents pour les
hypothèses alternatives unilatérales. (c.f LABSAD en ligne)
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sim
u
lés

su
ivan

t
u
n
e

loi
d
e

W
ish

art
et

v
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C2- Cas des données générées selon une loi Beta(2, 0.3) :

Cette partie présente trois comparaisons : la première concerne les transforma-
tions des distances simulées, la deuxième étudie l’influence du choix d’une statistique
de test, la dernière oppose les alternatives bilatérales et unilatérales.

C2-1 Comparaison des trois ensembles des données : distance inter-
point, carré des distances et transformée logarithmique des distances
Le cadre des simulations est ici identique à la section (C1 − 1), seule la loi Wishart
est remplacée par loi Beta(2, 0.3).

En considérant les figures 4.9 4.10 on peut faire les observations suivantes :

1. Contrairement à ce qu’on observait dans la section précédente où les erreurs
de première espèce des quatre méthodes de test de permutation étaient plus
grandes que le niveau nominal considéré α = 0.05, nous observons ici des er-
reurs de première espèce proches de 0.05. C’est dire que les méthodes de test
de permutation approchent bien le niveau considéré.

2. Bien que l’erreur de première espèce des méthodes de test de permutation soit
proche de 0.05, ces dernières ne se superposent pas complètement les unes aux
autres.

3. En comparant les figures 14.9-a,c,e (respectivement 14.10-a,b,c) aux figures
14.9-,b,d,f (respecivement14.10-b,d,f), nous constatons que l’augmentation du
coefficient du corrélation n’a pas d’effet sur l’erreur de première espèce. Nous
avons déjà observé des résultats analogues lors de l’étude des méthodes de test
de permutation adaptées au cas de données ordinaires (cf. chapitre 2).

4. Pour toutes les combinaisons de facteurs, l’augmentation de n (de n = 6 à
n = 12) (les valeurs des autres facteurs restant fixées), n’entraine pas d’aug-
mentation de l’erreur de première espèce.

5. Selon ces simulations, quelle que soit la combinaison des modalités des facteurs
retenue, il ne semble pas exister de différence entre les résultats sur les données
de distance interpoint initiales, les carrés des distances et les transformées lo-
garithmiques des distances.

6. La consultation des figures 4.9 et 4.10 ne permet pas de déclarer qu’une de ces
méthodes opère beaucoup mieux que les autres.

7. Les résultats présentés ici concernent la statistiques de test T de Student.
Mais, nous avons obtenu des résultats analogues pour les autres statistiques
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de test : le coefficient de corrélation partielle (rY 2.1) et le carré du coefficient
de corrélation partielle (r2

Y 2.1) (cf. LABSAD en ligne).

8. Ces résultats concernent les hypothèses alternative bilatérales, nous avons ob-
tenus des résultats analogues dans le cas d’hypothèses alternatives unilatérales
(cf. LABSAD).
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C2-2 Comparaison des trois statistiques de tests
Le cadre des simulations est ici identique à la section (C1 − 2), seule la loi Wishart
est remplacée par loi Beta(2, 0.3).

En considérant les figures 4.11 et 4.12 on peut tirer les conclusions suivantes

1. Pour toutes les combinaisons des facteurs n, β1 et ρ, le risque d’erreur de pre-
mière espèce obtenu par les méthodes de test de permutations est proche du
niveau nominal α = 0.05. Il est important de rappeler que ce niveau a été
considéré comme le niveau de référence.

2. Pour toutes les combinaisons des facteurs n, ρ et β1, l’augmentation du nombre
d’unités n ainsi que celle du coefficient de corrélation n’ont pas d’effet sur le
risque d’erreur de première espèce.

3. Les statistiques de test du coefficient de corrélation et du coefficient de corréla-
tion partielle fonctionnent de manière homogène pour toutes les combinaisons
des facteurs.

4. Dans les figures 4.11-c,d (respectivement 4.12-c,d) où nous avons utilisé la sta-
tistique rY 2.1 ainsi que dans les figure 4.11-e,f (respectivement 4.12-e,f) où nous
avons utilisé la statistique r2

Y 2.1, le risque d’erreur de première espèce obtenu
par la méthode de Kennedy (surtout lorsque n = 6) est plus grand que pour
les autres méthodes. Mais dans les figures 4.11-a,b lorsque nous avons utili-
sons la statistique T de Student, le risque d’erreur de première espèce obtenu
par la méthode de Kennedy est proche de celui obtenu par les autres méthodes.

5. Selon les résultats de ces simulations, les trois autres méthodes de test de per-
mutation (Freedman-Lane, Ter Brack, Manly) fonctionnent de façon très sem-
blable. Nous pouvons donc difficilement sélectionner l’une d’entre elles comme
la meilleure méthode (cf. LABSAD en ligne).

6. Ces résultats ont été obtenus lorsque les variables X1 et X2 étaient les dis-
tances interpoints initiales. Il est intéressant de signaler que l’application des
mêmes méthodes aux variables de carrés des distances ou aux transformées
logarithmes de distances fournit des résultats analogues.

7. Ces résultats concernent les hypothèses bilatérales, mais nous avons obtenus
les mêmes résultats pour les hypothèses unilatérales.
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corrélation
p
artielle

p
ou

r
les

fi
gu

res
e

et
f
.



4
.3

.
N

O
T

R
E

S
IM

U
L
A

T
IO

N
277

a
:B(2, 0

.3), β
1

=
2

.5
, ρ

=
0

.1
 l’erreur de première espèce

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
b

:B(2, 0
.3), β

1
=

2
.5

, ρ
=

0
.9

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

c
:B(2, 0

.3), β
1

=
2

.5
, ρ

=
0

.1

 l’erreur de première espèce

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

d
:B(2, 0

.3), β
1

=
2

.5
, ρ

=
0

.9

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

e
:B(2, 0

.3), β
1

=
2

.5
, ρ

=
0

.1

le
 n

o
m

b
re

 d
’u

n
ité

 l’erreur de première espèce

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

f:B(2, 0
.3), β

1
=

2
.5

, ρ
=

0
.9

le
 n

o
m

b
re

 d
’u

n
ité

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

6
9

1
2

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

F
ig

.
4.12

–
E

rreu
r

d
e

p
rem

ière
esp

èce
estim

ée
d
u

test
d
’h

y
p
oth
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C2-3 Comparaison des hypothèses alternatives bilatérale et unilatérale

Le cadre des simulations est ici identique à la section (C1 − 3), seule la loi Wishart
est remplacée par loi Beta(2, 0.3).

En considérant les figures 4.13 et 4.14 on peut faire les observations suivantes :

1. La comparaison des figures 4.13-a,b (respectivement 4.14-a,b) avec 4.13-c,d
(tespectivement4.14-c,d), nous permet de constater que les risques d’erreur de
première espèce obtenus par des méthodes de test de permutation sur l’hypo-
thèse alternative unilatérale et l’hypothèse alternative bilatérale sont proches.

2. Les quatre méthodes de test de permutation ainsi que la méthode classique
ne présentent pas de grandes différences lorsqu’on compare le résultat du test
correspondant aux hypothèses alternatives unilatérale et bilatérale.

3. Pour toutes les combinaisons de facteurs retenues dans cette étude, l’augmen-
tation du nombre d’unité n ainsi que celle du coefficient de corrélation ρ (les
autres facteurs restant fixés) semblent avoir très peu d’effet sur l’erreur de
première espèce.

4. Ces résultats sont valables pour la statistiques de test T de Student. Mais, nous
avons obtenu des résultats très semblables pour les deux autres statistiques de
test : le coefficient de corrélation partielle (rY 2.1) et le carré du coefficient de
corrélation partielle (r2

Y 2.1).
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4.3.2 Analyse de la puissance du test

De façon complémentaire aux résultats de simulations présentés dans la section
précédente pour le risque d’erreur de première espèce, nous voulons étudier mainte-
nant l’influence des facteurs étudiés plus haut sur la fonction puissance.

A) Le cadre de la simulation

a) Pour vérifier les effets du nombre d’unités statistiques n, nous avons tiré un
n-échantillon de dimension 10, dans trois cas : n ∈ {6, 9, 12} ;

b) Pour vérifier les effets du degré de liaison avec la covariable nous avons consi-
déré les coefficients de régression partielle β1 = {0, 1, 2.5}.

c) Afin d’étudier les effets du degré de corrélation entre les variable X1 et X2,
nous avons limité notre étude au cadre d’une corrélation faible, fixée ici à 0.1
et d’une corrélation forte, égale à 0.9. Nous avons donc retenu les valeurs de
simulation ρ(X1, X2) = {0.1, 0.9}.

d) La distribution du terme d’erreur aléatoire ǫ reprend ici le choix précédent de
trois lois variant par leur caractère d’asymétrie : {Wishart, Exp(2), Beta(2, 0.3)}.

Les étapes suivies pour générer des données et calculer les puissances empiriques
obtenues par les méthodes de test de permutation sur des données de distance et
pour les différentes statistiques de test dans le cas où les hypothèses alternatives
sont bilatérales ou unilatérales, sont les mêmes que celles qui ont été définies lors de
l’étude du risque d’erreur de première espèce.

B) Les résultats des simulations pour la puissance

Dans cette section nous présentons les résultats relatifs aux deux situations :
les termes d’erreur suivent (B1 ) une loi de Wishart et (B2) une loi Beta(2, 0.3).
Lorsque les termes d’erreur suivent une loi Exp(2), les résultats des simulations sont
les mêmes que le cas de données générées selon une loi de Beta(2, 0.3), nous les avons
consignés dans l’annexe 4.

B1) Cas des données générées selon une loi de Wishart :
Cette partie présente quatre comparaisons : la première concerne les transformations
des distances simulées, la deuxième étudie l’influence du choix d’une statistique
de test, la troisième oppose les alternatives bilatérale et unilatérale et la dernière
comparaison contraste deux situations marquées par un rapport signal sur bruit fort
ou faible.
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B1-1 Comparaison des trois ensembles des données : distance inter-
point, carré de distance et transformée logarithmiques de distances
L’objet de cette partie est de comparer par des résultats de simulations la puissance
(de test) de la statistique de test T de Student sur l’hypothèse alternative bilaté-
rale, pour trois ensembles de données : distance interpoint, carré des distances et
transformée logarithmique des distances. Les valeurs des variables Y , X1, et X2 sont
générées telles que Var(DRβ)/Var(ǫ) ≥ 4.

En considérant les figures 4.15 et 4.16 on peut faire les observations suivantes :

1. Par consultation des figures 4.15 et 4.16, on observe que les quatre méthodes de
test de permutation fonctionnent de façon très semblable pour toutes les com-
binaisons de modalités des facteurs retenues dans notre comparaison. C’est-à-
dire que les puissances semblent être sensiblement égales.

2. Lorsque β1 est égal à zéro, la puissance du test de permutation est proche de
1, quelles que soient les modalités des autres facteurs.

3. Pour toutes les combinaisons de facteurs, nous présentons les graphiques cor-
respondant aux deux cas : 1) lorsque X1 et X2 sont des distances interpoints
les figures 4.15-a,b (respectivement 4.16- a,b) ; 2) lorsque X1 et X2 sont des
transformées logarithmiques les figures 4.15-e,f (4.15-e,f), leurs fonctions puis-
sance sont presque identiques. C’est-à-dire que ces deux ensembles de données
fonctionnent de façon indifférenciée dans la plage de valeurs obtenues dans ces
simulations. De plus, pour ces deux ensembles de données, en augmentant β1

(ainsi que ρ) lorsque les valeurs des autres facteurs sont fixées, la puissance
diminue. On observe de façon complémentaire que lorsque le nombre d’unités
augmente, les autres facteurs restant fixés, la puissance augmente.

4. Lorsque les valeurs des variables X1 et X2 sont des carrées de distances (cf.
figures 4.15-c,d et 4.16-c,d), pour toutes les combinaisons de facteurs, la puis-
sance est très proche de 1 et est plus grande que les puissances obtenues à partir
des distances originelles ou des données transformées logarithmiques des dis-
tances. De plus lorsque β1 ainsi que ρ augmentent, la puissance ne diminue
pas.

5. Lorsque ρ = 0.9, la perte de puissance obtenue en augmentant β1 est plus forte
que dans le cas où ρ = 0.1.

6. Nous avons présenté ici les résultats correspondent au cas de la statistique T de
Student. Il convient de préciser que nous avons obtenu les résultats analogues
en utilisant les deux autres statistiques de test : le coefficient de corrélation
partielle (rY 2.1) et le carré de coefficient de corrélation partielle (r2

Y 2.1) (cf.
LAD SAD en ligne).

7. Les résultats présentés correspondent au cas d’hypothèses alternatives bilaté-
rales mais nous avons obtenu les résultats analogues, dans le cas d’hypothèses
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alternatives unilatérales.

8. De plus, ces résultats concernent le cas où la variance du terme de signal est
quatre fois plus grande que celle du terme d’erreur Var(DRβ)/Var(ǫ) ≥ 4.
Ces résultats ont été comparés à ceux obtenus lors de simulations avec une
variance du terme d’erreur quatre fois plus grande que celle du terme signal
Var(DRβ)/Var(ǫ) < 4.
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B1-2 Comparaison des trois statistiques de test
L’objet de cette partie est la comparaison des résultats des simulations pour la
puissance (de test) concernant les trois statistiques de tests T de Student, rY 2.1

et r2
Y 2.1, dans le cas d’une hypothèse alternative bilatérale. Ici, X1 et X2 sont des

distances interpoints telles que Var(DRβ)/Var(ǫ) ≥ 4.
En considérant les figures 4.17 et 4.18 on peut faire les observations suivantes :

1. En comparant les figures 4.17-a,c,d où n = 6, nous constatons que les trois
statistiques de test T , rY 2.1 et r2

Y 2.1 fonctionnent presque de la même manière.
On fait le même constat à partir des figures 4.18 pour lesquelles n = 12.

2. Les figures 4.17 et 4.18 nous permettent de constater que la puissance diminue
lorsque nous augmentons le coefficient de corrélation. Nous avons déjà observé
une telle liaison lorsque nous avons étudié les méthodes de test de permutation
sur les variables ordinaires (dans le deuxième chapitre).

3. Pour toutes les combinaisons des facteurs, en augmentant le coefficient β1,
nous constatons que la puissance diminue.

4. Selon les résultats obtenus, les quatre méthodes de test fonctionnent de ma-
nière très semblable pour toutes les combinaisons des facteurs.

5. Nous constatons qu’en augmentant le nombre d’unités n pour chacune des
trois statistiques de test, la puissance augmente.

6. En conséquence, les résultats montrent qu’il n’existe pas de différences sub-
stantielles entre les trois statistiques de test.

7. Ces résultats sont obtenus lorsque X1 et X2 sont des distances interpoints.
Mais nous avons obtenus des résultats très semblables à partir des carrés des
distances et des transformées logarithmiques des distances.

8. Les résultats obtenus correspondant au cas d’hypothèses alternatives bilaté-
rales, mais nous avons obtenu les résultats analogues pour les hypothèses al-
ternatives unilatérales.

9. De plus, ces résultats traitent le cas où la variance du terme de signal est
quatre fois plus grande que celle du terme d’erreur Var(DRβ)/Var(ǫ) ≥ 4.
Ces résultats sont confirmés lorsque la variance du terme d’erreur est quatre
fois plus grand que celle du terme signal Var(DRβ)/Var(ǫ) < 4.
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-éch

an
tillon

s
d
u

résid
u

ǫ
on

t
été
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B1-3 Comparaison des hypothèses alternatives bilatérale et unilatérale

Dans cette partie nous voulons comparer par des résultats de simulations la puis-
sance (de test) de la statistique de test T de Student, sur les deux cas : l’hypothèse
alternative bilatérale et hypothèse alternative unilatérale où X1 et X2 sont des dis-
tances interpoints tel que Var(DRβ)/Var(ǫ) ≥ 4

En considérant les figure 4.19 et 4.20 on peut tirer les conclusions suivantes :

1. Les quatre méthodes de test de permutation ainsi que la méthode classique
ont les mêmes valeurs de la fonction puissance, pour toutes les combinaisons
des facteurs .

2. En comparant les figures 4.19-a, (respectivement 4.19-b) et 4.19-c (respective-
ment 4.19-d), nous constatons que la puissance est un peu plus grande dans
les cas unilatéraux que celle qui résulte de tests bilatéraux. Ces résultats sont
également obtenus à partir des figures 4.20 où ρ = 0.9.

3. La puissance crôıt en augmentant n dans les deux cas.

4. Pour le test d’hypothèse unilatéral comme bilatéral, la puissance diminue
lorsque nous augmentons β1. De plus nous confirmons que la diminution est
moins rapide dans le cas du ρ = 0.9 (figure 4.20) que dans le cas ρ = 0.1 (figure
4.19)

5. En conséquence, les résultats montrent qu’il n’existe pas de différence majeure
entre les méthodes appliquées dans le cas d’une alternative unilatérale et bila-
térale.

6. De plus, les résultats présentés correspondent au cas où la variance du terme de
signal était quatre fois plus grande que celle du terme d’erreur Var(DRβ)/Var(ǫ) ≥
4 , mais les résultats sont analogues lorsque la variance du terme d’erreur est
quatre fois plus grande que celle du terme signal Var(DRβ)/Var(ǫ) < 4.

7. Ces résultats sont obtenus lorsque X1 et X2 sont des distances interpoint,
mais nous avons obtenus des résultats très semblables à partir des carrés de
distances et des transformées logarithmiques de distances.

8. Nous avons présenté ici le cas de la statistique T de Student. Mais avons ob-
tenu les résultats correpondants en utilisant les deux statistiques de test (cf.
LABSAD en ligne).
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érifi

en
t

les
p
rop

riété
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B1-4 Comparaison des données générées pour le terme d’erreur où
Var(DRβ)/Var(ǫ) ≥ 4 et Var(DRβ)/Var(ǫ) < 4

L’objet de cette partie est de comparer par des résultats de simulations la puis-
sance de la statistique de test T de Student pour tester l’hypothèse alternative
bilatérale dans deux cas distincts : les données générées pour les variables X1, X2

et Y sont des distances interpoints telles que Var(β1X
1 + β2X

2)/Var(ǫ) ≥ 4 puis
Var(β1X

1 + β2X
2)/Var(ǫ) < 4.

En considérant les figures 4.21 et 4.22 on peut faire les observations suivantes :

1. Lorsque, la variance du terme d’erreur est quatre fois plus grande que celle
du terme de signal 14.21-c,d (respectivement 14.22-c,d), la puissance diminue
fortement par rapport au cas où la variance du terme de signal est quatre fois
plus grande que celle du terme d’erreur 14.21-a,b (respectivement 14.22-a,b).

2. Pour toutes les combinaison des facteurs, nous observons qu’en augmentant le
taux de dépendance entre prédicteurs ρ, lorsque les valeurs des autres facteurs
sont fixées, la puissance du test diminue.

3. Nous observons également qu’en augmentant la valeur de coefficient de régres-
sion partielle β1, la puissance diminue.

4. Les résultats présentés dans cette section correspondent au cas d’hypothèses
alternatives bilatérales. Mais nous avons obtenu des résultats analogues pour
le cas d’hypothèses alternatives unilatérales.

5. Ces résultats sont obtenus lorsque X1 et X2 sont des distances interpoint, mais
nous avons obtenus des résultats très semblable à partir des carrés de distances
et des transformées logarithmiques de distances.

6. Nous avons présenté ici le cas de la statistique T de Student. Mais avons ob-
tenu les résultats correspondants en utilisant les deux statistiques de test : le
coefficient de corrélation partielle (rY 2.1) et le carré du coefficient de corréla-
tion partielle (r2

Y 2.1) (cf. LABSAD en ligne).
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érifi

en
t

les
p
rop

riétés
d
’u

n
e

m
atrice

d
e

d
istan

ce.
P
ou

r
tou

tes
les

fi
gu

res,
X

1
et

X
2

son
t

d
es

d
istan

ces
in

terp
oin

ts,
la

statistiq
u
e

d
e

test
est

le
T

d
e

S
tu

d
en

t
et

ρ
1

=
0.1.

β
2

=
0.5

p
ou

r
les

fi
gu

res
a

et
c.

β
2

=
0.3

p
ou

r
les

fi
gu

res
b

et
d
.
L
es

d
on

n
ées

gén
érées

p
ou

r
les

variab
les

X
1,

X
2

et
Y

son
t

telles
q
u
e

V
a
r(β

1 X
1

+
β

2 X
2)/

V
a
r(ǫ)

≥
4

d
an

s
les

fi
gu

res
a

et
b,

V
a
r(β

1 X
1
+

β
2 X

2)/
V

a
r(ǫ)

<
4,

d
an

s
les

fi
gu

res
c

et
d



294
C

H
A

P
IT

R
E

4
.

T
E

S
T

S
D

’A
S
S
O

C
IA

T
IO

N
E

N
T

R
E

M
A

T
R

IC
E

S
D

E
D

IS
T
A

N
C

E

a:W
ishart, ρ

=
0.9, β

2 =
0.5, n

=
6

C
oefficient

   β
1

 Puissance

0.0
1.0

2.5

0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

0.0
1.0

2.5

0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

0.0
1.0

2.5

0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

0.0
1.0

2.5

0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

0.0
1.0

2.5

0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

0.0
1.0

2.5

0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

0.0
1.0

2.5

0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

0.0
1.0

2.5

0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

0.0
1.0

2.5

0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

0.0
1.0

2.5

0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

0.0
1.0

2.5

0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

0.0
1.0

2.5

0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

0.0
1.0

2.5

0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

0.0
1.0

2.5

0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

0.0
1.0

2.5

0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

b:W
ishart, ρ

=
0.9, β

2 =
0.5, n

=
12

C
oefficient

   β
1

 Puissance

0.0
1.0

2.5

0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65 0.75 0.85 0.95

0.0
1.0

2.5

0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65 0.75 0.85 0.95

0.0
1.0

2.5

0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65 0.75 0.85 0.95

0.0
1.0

2.5

0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65 0.75 0.85 0.95

0.0
1.0

2.5

0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65 0.75 0.85 0.95

0.0
1.0

2.5

0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65 0.75 0.85 0.95

0.0
1.0

2.5

0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65 0.75 0.85 0.95

0.0
1.0

2.5

0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65 0.75 0.85 0.95

0.0
1.0

2.5

0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65 0.75 0.85 0.95

0.0
1.0

2.5

0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65 0.75 0.85 0.95

0.0
1.0

2.5

0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65 0.75 0.85 0.95

0.0
1.0

2.5

0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65 0.75 0.85 0.95

0.0
1.0

2.5

0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65 0.75 0.85 0.95

0.0
1.0

2.5

0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65 0.75 0.85 0.95

0.0
1.0

2.5

0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65 0.75 0.85 0.95

c:W
ishart, ρ

=
0.9, β

2 =
0.5, n

=
6

C
oefficient

   β
1

 Puissance

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

d:W
ishart, ρ

=
0.9, β

2 =
0.5, n

=
12

C
oefficient

   β
1

 Puissance

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.0
1.0

2.5

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

F
ig

.
4.22

–
P

u
issan

ce
estim

ée
d
u

test
d
’h

y
p
oth
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B2) Cas des données générées pour le terme d’erreur selon la loi
Beta(2, 0.3)
Cette partie présente trois comparaisons : la première concerne les transformations
des distances simulées, la deuxième étudie l’influence du choix d’une statistique de
test, la dernière oppose les alternatives bilatérales et unilatérales.

B2-1 Comparaison des trois ensembles des données : distance inter-
point, carré de distances et transformées logarithmiques des distances
Le cadre des simulations est ici identique à la section (B1 − 1), seule la loi Wishart
est remplacée par loi Beta(2, 0.3).

En considérant les figures 4.23 et 4.24 on peut tirer les conclusions suivantes :

1. Contrairement au cas où les données du terme d’erreur sont générées à partir
d’une distribution de Wishart, la puissance du test ne diminue pas lorsque le
coefficient de régression partielle β1 augmente.

2. Pour toutes les combinaisons des facteurs, la puissance est plus élevée lorsque
les variables X1 et X2 sont les carrés de distances que lorsque les données X1

et X2 sont les distances interpoints initiales ou bien des transformées logarith-
miques de distances.

3. Contrairement au cas précédent, dans la plupart des cas, en augmentant le
coefficient ρ on n’observe pas de diminution de la puissance du test.

4. Les résultats obtenus montrent qu’ici encore la puissance des quatre méthodes
de permutation ainsi que celle de la méthode classique sont très proches.

5. Nous avons présenté dans les figures suivantes la statistique du T de Student.
Nous avons obtenu des résultats semblables en utilisant les statistiques rY 2.1

et r2
Y 2.1.

6. Nous avons de plus illustré la situation dans le cas d’une hypothèse alternative
bilatérale. Nous avons obtenu des résultats analogue en utilisant une hypothèse
alternative unilatérale (cf. LABSAD en ligne).
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sim
u
lés

su
ivan

t
u
n
e

loi
d
e

B
eta

(2,0.3)
et

v
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B2-2 Comparaison des trois statistiques de tests
Le cadre des simulations est ici identique à la section (B1 − 2), seule la loi Wishart
est remplacée par loi Beta(2, 0.3).

En considérant les figures 4.25 et 4.26 on peut faire les observations suivantes :

1. La comparaison des figures 4.25 et 4.26, nous permet de constater que la
puissance augmente lorsqu’on augmente le nombre d’unités n pour toutes les
combinaisons des facteurs.

2. Les résultats confirment qu’il n’existe pas de différence entre les statistiques T
de Student, r2

Y 2.1 et r2
Y 2.1.

3. Les figures présentées montrent qu’une augmentation de ρ diminue un peu la
puissance.

4. Les variables X1 et X2 sont ici les distances interpoints. On note encore que
nous avons obtenu des résultats très proches pour les carrés de distances et les
transformées logarithmiques de distances.

5. Nous avons obtenu ces résultats dans le cas d’hypothèses bilatérales. Les si-
mulations faites confirment également la validité de ces résultats dans le cas
d’hypothèses alternatives bilatérales (cf. LABSAD en ligne).
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B2-3 Comparaison des hypothèses alternatives bilatérale et unilatérale

Le cadre des simulations est ici identique à la section (B1 − 3), seule la loi Wishart
est remplacée par loi Beta(2, 0.3).

En considérant les figures 4.27 et 4.28 on peut faire les observations suivantes :

1. Nous constatons par comparaison des figures 4.27-a,b (respectivement 4.28-
a,b) avec 4.27-c,d (4.28c,d) qu’il n’existe pas de différence entre les puissances
des tests unilatéral et bilatéral.

2. L’augmentation du nombre d’unités de n = 6 à n = 12 produit une augmen-
tation de la puissance.

3. Ces résultat ont été obtenus lorsque X1 et X2 sont des distances interpoints.
Mais nous avons obtenu des résultats analogues à partir des carrés des distances
et des transformées logarithmiques des distances.

4. Nous avons présenté ici le cas de de la statistique T de Student. Mais avons
obtenu des résultats de simulation très voisins en utilisant les deux autres sta-
tistiques de test : le coefficient de corrélation partielle (rY 2.1) et le carré du
coefficient de corrélation partielle (r2

Y 2.1) (cf. LABSAD en ligne).
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Remarque 4.3.1. Dans le cas de termes d’erreur générés à partir de la distribution
exponentielle Exp(2), nous avons obtenu des résultats de simulations très semblables
à ceux qui résultent du choix de la distribution Beta(2, 0.3). C’est pourquoi nous
avons reporté la présentation de ces résultats en annexe 4. Cette analyse est un
peu étonnante et déçoit nos a priori puisque les distributions Exp(2) et Beta(2, 0.3)
présentent respectivement une dissymétrie gauche et une dissymétrie droite. Elles
favorisent donc de façon opposée la présence de petites distances et de grandes dans
l’échantillon. Nous attendions en conséquence des performances différentes des tests
de permutation dans ces deux cas.

C) Conclusion

Au bilan les quatre apports essentiels de ce chapitre nous semblent être :

1. Les résultats de nos simulations montrent de fait des différences avec les ré-
sultats présentés par Legendre [35]. Il nous parait difficile de déterminer les
raisons exactes de ces différences, parce que cet auteur ne dit pas clairement
la méthode de simulation qu’il a retenue et en particulier s’il a bien simulé des
tableaux de distance. Pour notre part, nous avons fait une première simulation
qui ne garantissait pas que les données satisfassent les axiomes d’une distance.
Cette simulation est présentée en partie (D) ci-dessous. C’est sur la deuxième
simulation, respectant cette contrainte et donc plus complexe que repose les
résultats présentés dans ce chapitre.

La comparaison des deux simulations, avec et sans contrainte distancielle, nous
a permis de constater des différences notables, qui pourrait expliquer certaines
des différences avec les simulations de Legendre.

2. Les résultats de nos simulations de tableaux de distances sont à l’évidence très
différents de ceux que nous avons présentés au chapitre 2 et qui correspondent
à une situation de régression multiple standard, car opérant sur des variables
ordinaires, non dyadiques, et donc non soumises à une dépendance structurelle
entre composantes des vecteurs observés.

Dans ce dernier cas, les résultats de nos simulations semblent plus en accord
avec les constats rapportés par Legendre ([35]) et par Andersson-Legendre
([1]).

3. La situation nous parait beaucoup plus difficile à mâıtriser dans le cas de
données dyadiques que dans le cas ordinaire. En nous appuyant sur nos simu-
lations, nous ne pouvons pas déclarer quelle méthode du test de permutation
est la meilleure. Nous ne pouvons pas non plus dire quelle méthode fonctionne
mieux dans tel ou tel cas. En réalité, les résultats de nos simulations semblent
indiquer que toutes les méthodes appliquées dans ce contexte fonctionnent de
manière identique. Le seul point remarquable (et un peu étonnant) tient au
cas des données du terme d’erreur générées suivant une loi de Wishart. Nous
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avons en effet observé dans ce cas une augmentation importante de l’erreur
de première espèce pour les quatre méthodes de test. D’autre part, un apport
non anticipé de nos simulations de tableaux de distances tient au constat de
la sensibilité des fonctions puissance obtenues par une procédure de test de
permutation qui résulte tant d’une variation du coefficient de régression par-
tielle β1 que de celle du coefficient de corrélation entre matrices de distance
prédicatrices.

4. Au bilan, l’étude comparative des méthodes de tests de permutation sur ma-
trices de distances est beaucoup plus complexe que celle qui traite le cas des
variables ordinaires. Il nous semble qu’une réelle compréhension des facteurs
influents n’est pas encore acquise et nos simulations pêchent en conséquence
par une imprécision certaine. Tant des études analytiques que de nouvelles
simulations sont nécessaires pour lever toutes les zones d’ombre qui accom-
pagnent ce problème actuellement.

D) La première simulation

Les résultats précédents ont été établis à partir de simulations générant des don-
nées qui respectent les axiomes de définition d’une distance. Dans une étude préli-
minaire, nous avons réalisé une simulation dans laquelle nous n’avons pas vérifié les
axiomes de définition d’une distance pour la variable Y . En effet, les valeurs géné-
rées pour le terme d’erreur ne vérifient pas forcément les propriétés d’une matrice
de distance et les valeurs de Y qui sont calculées par : Y = WRβ + ǫ ne vérifient
donc pas non plus nécessairement ces propriétés. Le cadre de cette simulation est :

D1) Analyse du risque d’erreur de première espèce du test

Nous avons étudié le risque d’erreur de première espèce sur les valeurs des para-
mètres ci-dessous :

a) le nombre d’unités statistiques : n = {9, 18, 36, 54} ;

b) le coefficient associé à la covariable X1 : β1 = {0, 2.5}

c) le coefficient de corrélation entre les variables explicatives X1 et X2 :
ρ(X1, X2) = {0.1, 0.9};

d) la distribution du terme d’erreur aléatoire ǫ : {Student(1), LG(0, 1), Exp(2)}.

D2) Analyse de la puissance du test

Nous avons étudié la puissance du test sur les valeurs des paramètres ci-dessous :
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a) le nombre d’unités statistiques : n = {6, 9, 18} ;

b) le coefficient associé à la covariable X1 : β1 = {0, 2.5}

c) le coefficient de corrélation entre les variables explicatives X1 et X2 :
ρ(X1, X2) = {0.1, 0.9};

d) la distribution du terme d’erreur aléatoire ǫ : {Student(1), LG(0, 1), Exp(2)}.

Remarquons que les données générées pour les variables X1 et X2 sont différentes
de celles que nous avons générées à l’aide de l’algorithme 4.3.1 ci-dessus. Dans le cas
précédent, en effet les valeurs des vecteurs d1 et d2 sont :

d1 =




d1
1/s1

d1
2/s1
...

d1
N/s1


 , d2 =




d2
1/s2

d2
2/s2
...

d2
N/s2




où s1 =
∑n

i=1 d1
i et s2 =

∑n
i=1 d2

i . De plus au cours de cette simulation, nous avons
utilisé comme statistique de test le T de Student, et l’hypothèse alternative retenue
était bilatérale. Les résultats de cette simulation sont disponibles sur le site internet
du LABSAD.
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90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

c
:S

tudent(5),  ρ
=

0.1, β
1 =

2.41

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

d
:S

tudent(5),  ρ
=

0.9, β
1 =

2.41

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

F
ig

.
4.29

–
E

rreu
r

d
e

p
rem

ière
esp

èce
estim

ée
d
u

T
-test

d
e

H
0

:
β

2
=

0
p
ar

les
m

éth
o
d
es

G
au

ssien
n
e−

−
△
−
−

,
F
reed

m
an

et
L
an

e
−−•−−

et
K

en
n
ed

y
−
·×

·−
,

en
fon

ction
d
e

la
taille

d
e

l’éch
an

tillon
.
10000

n
-éch

an
tillon

s
d
u

résid
u

ε
on

t
été

sim
u
lés

su
ivan

t
u
n
e

loi
S
tu

d
en

t(5),
X

1
et

X
2

son
t

tou
jou

rs
G

au
ssien

n
es

N
(0,1).

O
n

a
reten

u
n
=

9,18,36,72,90.
L
es

segm
en

ts
verticau

x
fi
gu

ren
t

l’in
tervalle

d
e

con
fi
an

ce
à

95%
.

F
igu

re
a

:
ρ

=
0.1,

β
1

=
0

;
fi
gu

re
b

:
ρ

=
0.9,

β
1

=
0

;
fi
gu

re
c

:
ρ

=
0.1,

β
1

=
2.41,

fi
gu

re
d

:
ρ

=
0.9,

β
1

=
2.41.
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a
:E

xp(0.5),  ρ
=

0.1, β
1 =

0

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

b
:E

xp(0.5),  ρ
=

0.9, β
1 =

0

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce
9

18
36

72
90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

c
:E

xp(0.5),  ρ
=

0.1, β
1 =

2.41

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

d
:E

xp(0.5),  ρ
=

0.9, β
1 =

2.41

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

F
ig

.
4.30

–
E

rreu
r

d
e

p
rem

ière
esp

èce
estim

ée
d
u

T
-test

d
e

H
0

:
β

2
=

0
p
ar

les
m

éth
o
d
es

G
au

ssien
n
e−

−
△
−
−

,
F
reed

m
an

et
L
an

e
−−•−−

et
K

en
n
ed

y
−
·×

·−
,

en
fon

ction
d
e

la
taille

d
e

l’éch
an

tillon
.
10000

n
-éch

an
tillon

s
d
u

résid
u

ε
on

t
été

sim
u
lés

su
ivan

t
u
n
e

loi
E

x
p
(0.5),

X
1

et
X

2
son

t
tou

jou
rs

G
au

ssien
n
es

N
(0,1).

O
n

a
reten

u
n
=

9,18,36,72,90.
L
es

segm
en

ts
verticau

x
fi
gu

ren
t

l’in
tervalle

d
e

con
fi
an

ce
à

95%
.

F
igu

re
a

:
ρ

=
0.1,

β
1

=
0

;
fi
gu

re
b

:
ρ

=
0.9,

β
1

=
0

;
fi
gu

re
c

:
ρ

=
0.1,

β
1

=
2.41,

fi
gu

re
d

:
ρ

=
0.9,

β
1

=
2.41.
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H
A

P
IT

R
E

4
.

T
E

S
T

S
D

’A
S
S
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C
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T
IO

N
E

N
T

R
E

M
A

T
R

IC
E

S
D

E
D

IS
T
A

N
C

E

a
:Γ(0.5, 0.5),  ρ

=
0.1, β

1 =
0

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

b
:Γ(0.5, 0.5),  ρ

=
0.9, β

1 =
0

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

c
:Γ(0.5, 0.5),  ρ

=
0.1, β

1 =
2.41

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

d
:Γ(0.5, 0.5),  ρ

=
0.9, β

1 =
2.41

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

F
ig

.
4.31

–
E

rreu
r

d
e

p
rem

ière
esp

èce
estim

ée
d
u

T
-test

d
e

H
0

:
β

2
=

0
p
ar

les
m

éth
o
d
es

G
au

ssien
n
e−

−
△
−
−

,
F
reed

m
an

et
L
an

e
−−•−−

et
K

en
n
ed

y
−
·×

·−
,

en
fon

ction
d
e

la
taille

d
e

l’éch
an

tillon
.
10000

n
-éch

an
tillon

s
d
u

résid
u

ε
on

t
été

sim
u
lés

su
ivan

t
u
n
e

loi
G

am
m

a(0.5,0.5),
X

1
et

X
2

son
t

tou
jou

rs
G

au
ssien

n
es

N
(0,1).

O
n

a
reten

u
n
=

9,18,36,72,90.
L
es

segm
en

ts
verticau

x
fi
gu

ren
t

l’in
tervalle

d
e

con
fi
an

ce
à

95%
.

F
igu

re
a

:
ρ

=
0.1,

β
1

=
0

;
fi
gu

re
b

:
ρ

=
0.9,

β
1

=
0

;
fi
gu

re
c

:
ρ

=
0.1,

β
1

=
2.41,

fi
gu

re
d

:
ρ

=
0.9,

β
1

=
2.41.
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a
:Γ(0.5, 2),  ρ

=
0.1, β

1 =
0

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

b
:Γ(0.5, 2),  ρ

=
0.9, β

1 =
0

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce
9

18
36

72
90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

c
:Γ(0.5, 2),  ρ

=
0.1, β

1 =
2.41

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

d
:Γ(0.5, 2),  ρ

=
0.9, β

1 =
2.41

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

F
ig

.
4.32

–
E

rreu
r

d
e

p
rem

ière
esp

èce
estim

ée
d
u

T
-test

d
e

H
0

:
β

2
=

0
p
ar

les
m

éth
o
d
es

G
au

ssien
n
e−

−
△
−
−

,
F
reed

m
an

et
L
an

e
−−•−−

et
K

en
n
ed

y
−
·×

·−
,

en
fon

ction
d
e

la
taille

d
e

l’éch
an

tillon
.
10000

n
-éch

an
tillon

s
d
u

résid
u

ε
on

t
été

sim
u
lés

su
ivan

t
u
n
e

loi
G

am
m

a(0.5,2),
X

1
et

X
2

son
t

tou
jou

rs
G

au
ssien

n
es

N
(0,1).

O
n

a
reten

u
n
=

9,18,36,72,90.
L
es

segm
en

ts
verticau

x
fi
gu

ren
t

l’in
tervalle

d
e

con
fi
an

ce
à

95%
.

F
igu

re
a

:
ρ

=
0.1,

β
1

=
0

;
fi
gu

re
b

:
ρ

=
0.9,

β
1

=
0

;
fi
gu

re
c

:
ρ

=
0.1,

β
1

=
2.41,

fi
gu

re
d

:
ρ

=
0.9,

β
1

=
2.41.
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N
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R
E
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A

T
R
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E

S
D

E
D
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T
A

N
C

E

a
:Γ(1, 0.5),  ρ

=
0.1, β

1 =
0

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

b
:Γ(1, 0.5),  ρ

=
0.9, β

1 =
0

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

c
:Γ(1, 0.5),  ρ

=
0.1, β

1 =
2.41

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

d
:Γ(1, 0.5),  ρ

=
0.9, β

1 =
2.41

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

F
ig

.
4.33

–
E

rreu
r

d
e

p
rem

ière
esp

èce
estim

ée
d
u

T
-test

d
e

H
0

:
β

2
=

0
p
ar

les
m

éth
o
d
es

G
au

ssien
n
e−

−
△
−
−

,
F
reed

m
an

et
L
an

e
−−•−−

et
K

en
n
ed

y
−
·×

·−
,

en
fon

ction
d
e

la
taille

d
e

l’éch
an

tillon
.
10000

n
-éch

an
tillon

s
d
u

résid
u

ε
on

t
été

sim
u
lés

su
ivan

t
u
n
e

loi
G

am
m

a(1,0.5),
X

1
et

X
2

son
t

tou
jou

rs
G

au
ssien

n
es

N
(0,1).

O
n

a
reten

u
n
=

9,18,36,72,90.
L
es

segm
en

ts
verticau

x
fi
gu

ren
t

l’in
tervalle

d
e

con
fi
an

ce
à

95%
.

F
igu

re
a

:
ρ

=
0.1,

β
1

=
0

;
fi
gu

re
b

:
ρ

=
0.9,

β
1

=
0

;
fi
gu

re
c

:
ρ

=
0.1,

β
1

=
2.41,

fi
gu

re
d

:
ρ

=
0.9,

β
1

=
2.41.
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a
:Γ(1, 2),  ρ

=
0.1, β

1 =
0

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

b
:Γ(1, 2),  ρ

=
0.9, β

1 =
0

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce
9

18
36

72
90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

c
:Γ(1, 2),  ρ

=
0.1, β

1 =
2.41

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

d
:Γ(1, 2),  ρ

=
0.9, β

1 =
2.41

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

F
ig

.
4.34

–
E

rreu
r

d
e

p
rem

ière
esp

èce
estim

ée
d
u

T
-test

d
e

H
0

:
β

2
=

0
p
ar

les
m

éth
o
d
es

G
au

ssien
n
e−

−
△
−
−

,
F
reed

m
an

et
L
an

e
−−•−−

et
K

en
n
ed

y
−
·×

·−
,

en
fon

ction
d
e

la
taille

d
e

l’éch
an

tillon
.
10000

n
-éch

an
tillon

s
d
u

résid
u

ε
on

t
été

sim
u
lés

su
ivan

t
u
n
e

loi
G

am
m

a(1,2),
X

1
et

X
2

son
t

tou
jou

rs
G

au
ssien

n
es

N
(0,1).

O
n

a
reten

u
n
=

9,18,36,72,90.
L
es

segm
en

ts
verticau

x
fi
gu

ren
t

l’in
tervalle

d
e

con
fi
an

ce
à

95%
.

F
igu

re
a

:
ρ

=
0.1,

β
1

=
0

;
fi
gu

re
b

:
ρ

=
0.9,

β
1

=
0

;
fi
gu

re
c

:
ρ

=
0.1,

β
1

=
2.41,

fi
gu

re
d

:
ρ

=
0.9,

β
1

=
2.41.
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N
E

N
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R
E
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A

T
R
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E

S
D

E
D
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T
A

N
C

E

a
:Γ(1.5, 0.5),  ρ

=
0.1, β

1 =
0

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

b
:Γ(1.5, 0.5),  ρ

=
0.9, β

1 =
0

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

c
:Γ(1.5, 0.5),  ρ

=
0.1, β

1 =
2.41

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

d
:Γ(1.5, 0.5),  ρ

=
0.9, β

1 =
2.41

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

F
ig

.
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–
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.
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ε
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u
lés

su
ivan

t
u
n
e

loi
G

am
m

a(1.5,0.5),
X

1
et

X
2

son
t

tou
jou

rs
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N
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O
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=

9,18,36,72,90.
L
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en
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x
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l’in
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d
e
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an

ce
à

95%
.

F
igu

re
a

:
ρ

=
0.1,

β
1

=
0

;
fi
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re
b

:
ρ

=
0.9,

β
1

=
0

;
fi
gu

re
c

:
ρ

=
0.1,

β
1

=
2.41,

fi
gu

re
d

:
ρ

=
0.9,

β
1

=
2.41.
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a
:Γ(1.5, 2),  ρ

=
0.1, β

1 =
0

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

b
:Γ(1.5, 2),  ρ

=
0.9, β

1 =
0

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce
9

18
36

72
90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

c
:Γ(1.5, 2),  ρ

=
0.1, β

1 =
2.41

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

d
:Γ(1.5, 2),  ρ

=
0.9, β

1 =
2.41

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

F
ig

.
4.36

–
E

rreu
r

d
e

p
rem

ière
esp

èce
estim

ée
d
u

T
-test

d
e

H
0

:
β

2
=

0
p
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m

éth
o
d
es

G
au

ssien
n
e−

−
△
−
−

,
F
reed

m
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L
an

e
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et
K

en
n
ed

y
−
·×

·−
,

en
fon

ction
d
e

la
taille

d
e

l’éch
an

tillon
.
10000

n
-éch

an
tillon

s
d
u

résid
u

ε
on

t
été

sim
u
lés

su
ivan

t
u
n
e

loi
G

am
m

a(1.5,2),
X

1
et

X
2

son
t

tou
jou

rs
G

au
ssien

n
es

N
(0,1).

O
n

a
reten

u
n
=

9,18,36,72,90.
L
es

segm
en

ts
verticau

x
fi
gu

ren
t

l’in
tervalle

d
e

con
fi
an

ce
à

95%
.

F
igu

re
a

:
ρ

=
0.1,

β
1

=
0

;
fi
gu

re
b

:
ρ

=
0.9,

β
1

=
0

;
fi
gu

re
c

:
ρ

=
0.1,

β
1

=
2.41,

fi
gu

re
d

:
ρ

=
0.9,

β
1

=
2.41.
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C
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T
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N
E

N
T

R
E

M
A

T
R

IC
E

S
D

E
D

IS
T
A

N
C

E

a
:Γ(10, 2),  ρ

=
0.1, β

1 =
0

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

b
:Γ(10, 2),  ρ

=
0.9, β

1 =
0

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90
0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

c
:Γ(10, 2),  ρ

=
0.1, β

1 =
2.41

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060 0.065

d
:Γ(10, 2),  ρ

=
0.9, β

1 =
2.41

T
aille de l’échantillon (n)

Erreur de première espèce

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

9
18

36
72

90

0.040 0.045 0.050 0.055 0.060

F
ig

.
4.37

–
E

rreu
r

d
e

p
rem

ière
esp

èce
estim

ée
d
u

T
-test

d
e

H
0

:
β

2
=

0
p
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m

éth
o
d
es

G
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n
e−

−
△
−
−

,
F
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m
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L
an

e
−−•−−
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K

en
n
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y
−
·×

·−
,

en
fon

ction
d
e

la
taille

d
e

l’éch
an

tillon
.
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n
-éch

an
tillon

s
d
u

résid
u

ε
on

t
été

sim
u
lés

su
ivan

t
u
n
e

loi
G

am
m

a(10,2),
X

1
et

X
2

son
t

tou
jou

rs
G

au
ssien

n
es

N
(0,1).

O
n

a
reten

u
n
=

9,18,36,72,90.
L
es

segm
en

ts
verticau

x
fi
gu

ren
t

l’in
tervalle

d
e

con
fi
an

ce
à

95%
.

F
igu

re
a

:
ρ

=
0.1,

β
1

=
0

;
fi
gu

re
b

:
ρ

=
0.9,

β
1

=
0

;
fi
gu

re
c

:
ρ

=
0.1,

β
1

=
2.41,

fi
gu

re
d

:
ρ

=
0.9,

β
1

=
2.41.
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318CHAPITRE 4. TESTS D’ASSOCIATION ENTRE MATRICES DE DISTANCE

a : Student(5), ρ = 0.1, β2
* = 0.75, n = 9

Coefficient de covariable β1
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b : Student(5), ρ = 0.9, β2
* = 0.75, n = 9

Coefficient de covariable β1
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c : Student(5), ρ = 0.1, β2
* = 0.75, n = 18
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d : Student(5), ρ = 0.9, β2
* = 0.75, n = 18
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Fig. 4.38 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du coeffi-
cient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une loi
Student(5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu β1=0, 0.5,1,2.5.
Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a : ρ = 0.1,
β∗

2 = 0.75, n = 9 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.75, n = 9 ; figure c : ρ = 0.1, β∗

2 = 0.75,
n = 18, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.75, n = 18.
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a : Student(5), ρ = 0.1, β2
* = 0.4, n = 36
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b : Student(5), ρ = 0.9, β2
* = 0.4, n = 36
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c : Student(5), ρ = 0.1, β2
* = 0.4, n = 54
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d : Student(5), ρ = 0.9, β2
* = 0.4, n = 54
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Fig. 4.39 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du coeffi-
cient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une loi
Student(5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu β1=0, 0.5,1,2.5.
Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a : ρ = 0.1,
β∗

2 = 0.4, n = 36 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.4, n = 36 ; figure c : ρ = 0.1, β∗

2 = 0.4,
n = 54, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.4, n = 54.
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a : Student(5), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 72
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b : Student(5), ρ = 0.9, β2
* = 0.3, n = 72
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c : Student(5), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 90

Coefficient de covariable β1

P
ui

ss
an

ce

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
57

0.
58

0.
59

0.
60

0.
61

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
57

0.
58

0.
59

0.
60

0.
61

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
57

0.
58

0.
59

0.
60

0.
61

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
57

0.
58

0.
59

0.
60

0.
61

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
57

0.
58

0.
59

0.
60

0.
61

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
57

0.
58

0.
59

0.
60

0.
61

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
57

0.
58

0.
59

0.
60

0.
61

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
57

0.
58

0.
59

0.
60

0.
61

d : Student(5), ρ = 0.9, β2
* = 0.3, n = 90
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Fig. 4.40 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du coeffi-
cient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une loi
Student(5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu β1=0, 0.5,1,2.5.
Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a : ρ = 0.1,
β∗

2 = 0.3, n = 72 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.3, n = 72 ; figure c : ρ = 0.1, β∗

2 = 0.3,
n = 90, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.3, n = 90.
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a : Exp(5), ρ = 0.1, β2
* = 0.75, n = 9

Coefficient de covariable β1

P
ui

ss
an

ce

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
17

0.
18

0.
19

0.
20

0.
21

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
17

0.
18

0.
19

0.
20

0.
21

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
17

0.
18

0.
19

0.
20

0.
21

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
17

0.
18

0.
19

0.
20

0.
21

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
17

0.
18

0.
19

0.
20

0.
21

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
17

0.
18

0.
19

0.
20

0.
21

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
17

0.
18

0.
19

0.
20

0.
21

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
17

0.
18

0.
19

0.
20

0.
21

b : Exp(5), ρ = 0.9, β2
* = 0.75, n = 9
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c : Exp(5), ρ = 0.1, β2
* = 0.75, n = 18
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d : Exp(5), ρ = 0.9, β2
* = 0.75, n = 18
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Fig. 4.41 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une
loi Exponentielle(0.5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu
β1=0, 0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%.
Figure a : ρ = 0.1, β∗

2 = 0.75, n = 9 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.75, n = 9 ; figure c :

ρ = 0.1, β∗
2 = 0.75, n = 18, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.75, n = 18.
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a : Exp(5), ρ = 0.1, β2
* = 0.4, n = 36
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b : Exp(5), ρ = 0.9, β2
* = 0.4, n = 36
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c : Exp(5), ρ = 0.1, β2
* = 0.4, n = 54
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d : Exp(5), ρ = 0.9, β2
* = 0.4, n = 54
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Fig. 4.42 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une
loi Exponentielle(0.5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu
β1=0, 0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%.
Figure a : ρ = 0.1, β∗

2 = 0.4, n = 36 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.4, n = 36 ; figure c :

ρ = 0.1, β∗
2 = 0.4, n = 54, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.4, n = 54.
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a : Exp(5), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 72
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b : Exp(5), ρ = 0.9, β2
* = 0.3, n = 72
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c : Exp(5), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 90
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d : Exp(5), ρ = 0.9, β2
* = 0.3, n = 90
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Fig. 4.43 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une
loi Exponentielle(0.5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu
β1=0, 0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Fi-
gure a : ρ = 0.1, β∗

2 = 0.3, n = 72 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.3, n = 72 ; figure c :

ρ = 0.1, β∗
2 = 0.3, n = 90, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.3, n = 90.
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a : Γ(0.5, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.75, n = 9
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b : Γ(0.5, 0.5), ρ = 0.9, β2
* = 0.75, n = 9
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c : Γ(0.5, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.75, n = 18
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d : Γ(0.5, 0.5), ρ = 0.9, β2
* = 0.75, n = 18
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Fig. 4.44 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une
loi Gamma(0.5,0.5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β∗

2 = 0.75, n = 9 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.75, n = 9 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.75, n = 18, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.75, n = 18.
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a : Γ(0.5, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.4, n = 36
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b : Γ(0.5, 0.5), ρ = 0.9, β2
* = 0.4, n = 36

Coefficient de covariable β1

P
ui

ss
an

ce
0.0 0.5 1.0 2.5

0.
11

0.
12

0.
13

0.
14

0.
15

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
11

0.
12

0.
13

0.
14

0.
15

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
11

0.
12

0.
13

0.
14

0.
15

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
11

0.
12

0.
13

0.
14

0.
15

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
11

0.
12

0.
13

0.
14

0.
15

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
11

0.
12

0.
13

0.
14

0.
15

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
11

0.
12

0.
13

0.
14

0.
15

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
11

0.
12

0.
13

0.
14

0.
15

c : Γ(0.5, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.4, n = 54
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d : Γ(0.5, 0.5), ρ = 0.9, β2
* = 0.4, n = 54
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Fig. 4.45 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une
loi Gamma(0.5,0.5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β∗

2 = 0.4, n = 36 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.4, n = 36 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.4, n = 54, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.4, n = 54.
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a : Γ(0.5, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 72

Coefficient de covariable β1

P
ui

ss
an

ce

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
44

0.
45

0.
46

0.
47

0.
48

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
44

0.
45

0.
46

0.
47

0.
48

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
44

0.
45

0.
46

0.
47

0.
48

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
44

0.
45

0.
46

0.
47

0.
48

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
44

0.
45

0.
46

0.
47

0.
48

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
44

0.
45

0.
46

0.
47

0.
48

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
44

0.
45

0.
46

0.
47

0.
48

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
44

0.
45

0.
46

0.
47

0.
48

b : Γ(0.5, 0.5), ρ = 0.9, β2
* = 0.3, n = 72
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d : Γ(0.5, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 90
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d : Γ(0.5, 0.5), ρ = 0.9, β2
* = 0.3, n = 90

Coefficient de covariable β1

P
ui

ss
an

ce

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
13

0.
14

0.
15

0.
16

0.
17

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
13

0.
14

0.
15

0.
16

0.
17

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
13

0.
14

0.
15

0.
16

0.
17

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
13

0.
14

0.
15

0.
16

0.
17

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
13

0.
14

0.
15

0.
16

0.
17

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
13

0.
14

0.
15

0.
16

0.
17

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
13

0.
14

0.
15

0.
16

0.
17

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
13

0.
14

0.
15

0.
16

0.
17

Fig. 4.46 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une
loi Gamma(0.5,0.5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β∗

2 = 0.3, n = 72 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.3, n = 72 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.3, n = 90, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.3, n = 90.
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a : Γ(0.5, 2), ρ = 0.1, β2
* = 0.75, n = 9
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b : Γ(0.5, 2), ρ = 0.9, β2
* = 0.75, n = 9
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c : Γ(0.5, 2), ρ = 0.1, β2
* = 0.75, n = 18
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d : Γ(0.5, 2), ρ = 0.9, β2
* = 0.75, n = 18
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Fig. 4.47 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une
loi Gamma(0.5,2), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β∗

2 = 0.75, n = 9 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.75, n = 9 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.75, n = 18, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.75, n = 18.



328CHAPITRE 4. TESTS D’ASSOCIATION ENTRE MATRICES DE DISTANCE

a : Γ(0.5, 2), ρ = 0.1, β2
* = 0.4, n = 36
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b : Γ(0.5, 2), ρ = 0.9, β2
* = 0.4, n = 36
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c : Γ(0.5, 2), ρ = 0.1, β2
* = 0.4, n = 54
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d : Γ(0.5, 2), ρ = 0.9, β2
* = 0.4, n = 54
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Fig. 4.48 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une
loi Gamma(0.5,2), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β∗

2 = 0.4, n = 36 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.4, n = 36 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.4, n = 54, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.4, n = 54.
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a : Γ(0.5, 2), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 72
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b : Γ(0.5, 2), ρ = 0.9, β2
* = 0.3, n = 72
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c : Γ(0.5, 2), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 90
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d : Γ(0.5, 2), ρ = 0.9, β2
* = 0.3, n = 90
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Fig. 4.49 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une
loi Gamma(0.5,2), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β∗

2 = 0.3, n = 72 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.3, n = 72 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.3, n = 90, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.3, n = 90.
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a : Γ(1, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.75, n = 9
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b : Γ(1, 0.5), ρ = 0.9, β2
* = 0.75, n = 9
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c : Γ(1, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.75, n = 18
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d : Γ(1, 0.5), ρ = 0.9, β2
* = 0.75, n = 18
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Fig. 4.50 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une
loi Gamma(1,0.5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β∗

2 = 0.75, n = 9 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.75, n = 9 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.75, n = 18, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.75, n = 18.



4.3. NOTRE SIMULATION 331

a : Γ(1, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.4, n = 36
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b : Γ(1, 0.5), ρ = 0.9, β2
* = 0.4, n = 36
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c : Γ(1, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.4, n = 54
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d : Γ(1, 0.5), ρ = 0.9, β2
* = 0.4, n = 54
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Fig. 4.51 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une
loi Gamma(1,0.5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β∗

2 = 0.4, n = 36 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.4, n = 36 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.4, n = 54, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.4, n = 54.
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a : Γ(1, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 72
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b : Γ(1, 0.5), ρ = 0.9, β2
* = 0.3, n = 72
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c : Γ(1, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 90
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c : Γ(1, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 90
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Fig. 4.52 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une
loi Gamma(1,0.5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β∗

2 = 0.3, n = 72 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.3, n = 72 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.3, n = 90, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.3, n = 90.
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a : Γ(1, 2), ρ = 0.1, β2
* = 0.75, n = 9
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b : Γ(1, 2), ρ = 0.9, β2
* = 0.75, n = 9
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c : Γ(1, 2), ρ = 0.1, β2
* = 0.75, n = 18
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d : Γ(1, 2), ρ = 0.9, β2
* = 0.75, n = 18
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Fig. 4.53 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une
loi Gamma(1,2), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β∗

2 = 0.75, n = 9 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.75, n = 9 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.75, n = 18, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.75, n = 18.
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a : Γ(1, 2), ρ = 0.1, β2
* = 0.4, n = 36
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b : Γ(1, 2), ρ = 0.9, β2
* = 0.4, n = 36
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c : Γ(1, 2), ρ = 0.1, β2
* = 0.4, n = 54
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d : Γ(1, 2), ρ = 0.9, β2
* = 0.4, n = 54
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Fig. 4.54 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une
loi Gamma(1,2), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β∗

2 = 0.4, n = 36 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.4, n = 36 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.4, n = 54, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.4, n = 54.
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a : Γ(1, 2), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 72
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b : Γ(1, 2), ρ = 0.9, β2
* = 0.3, n = 72
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c : Γ(1, 2), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 90
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d : Γ(1, 2), ρ = 0.9, β2
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Fig. 4.55 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une
loi Gamma(1,2), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β∗

2 = 0.3, n = 72 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.3, n = 72 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.3, n = 90, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.3, n = 90.
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a : Γ(1.5, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.75, n = 9
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b : Γ(1.5, 0.5), ρ = 0.9, β2
* = 0.75, n = 9
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c : Γ(1.5, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.75, n = 18
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d : Γ(1.5, 0.5), ρ = 0.9, β2
* = 0.75, n = 18
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Fig. 4.56 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une
loi Gamma(1.5,0.5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β∗

2 = 0.75, n = 9 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.75, n = 9 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.75, n = 18, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.75, n = 18.
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a : Γ(1.5, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.4, n = 36
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b : Γ(1.5, 0.5), ρ = 0.9, β2
* = 0.4, n = 36
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c : Γ(1.5, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.4, n = 54

Coefficient de covariable β1

P
ui

ss
an

ce

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
20

0.
21

0.
22

0.
23

0.
24

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
20

0.
21

0.
22

0.
23

0.
24

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
20

0.
21

0.
22

0.
23

0.
24

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
20

0.
21

0.
22

0.
23

0.
24

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
20

0.
21

0.
22

0.
23

0.
24

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
20

0.
21

0.
22

0.
23

0.
24

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
20

0.
21

0.
22

0.
23

0.
24

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
20

0.
21

0.
22

0.
23

0.
24

d : Γ(1.5, 0.5), ρ = 0.9, β2
* = 0.4, n = 54
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Fig. 4.57 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une
loi Gamma(1.5,0.5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β∗

2 = 0.4, n = 36 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.4, n = 36 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.4, n = 54, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.4, n = 54.
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a : Γ(1.5, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 72
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b : Γ(1.5, 0.5), ρ = 0.9, β2
* = 0.3, n = 72
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c : Γ(1.5, 0.5), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 90
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d : Γ(1.5, 0.5), ρ = 0.9, β2
* = 0.3, n = 90
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Fig. 4.58 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une
loi Gamma(1.5,0.5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β∗

2 = 0.3, n = 72 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.3, n = 72 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.3, n = 90, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.3, n = 90.
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a : Γ(1.5, 2), ρ = 0.1, β2
* = 0.75, n = 9
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b : Γ(1.5, 2), ρ = 0.9, β2
* = 0.75, n = 9

Coefficient de covariable β1

P
ui

ss
an

ce
0.0 0.5 1.0 2.5

0.
26

0.
27

0.
28

0.
29

0.
30

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
26

0.
27

0.
28

0.
29

0.
30

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
26

0.
27

0.
28

0.
29

0.
30

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
26

0.
27

0.
28

0.
29

0.
30

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
26

0.
27

0.
28

0.
29

0.
30

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
26

0.
27

0.
28

0.
29

0.
30

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
26

0.
27

0.
28

0.
29

0.
30

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
26

0.
27

0.
28

0.
29

0.
30

c : Γ(1.5, 2), ρ = 0.1, β2
* = 0.75, n = 18
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d : Γ(1.5, 2), ρ = 0.9, β2
* = 0.75, n = 18
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Fig. 4.59 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une
loi Gamma(1.5,2), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β∗

2 = 0.75, n = 9 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.75, n = 9 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.75, n = 18, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.75, n = 18.
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a : Γ(1.5, 2), ρ = 0.1, β2
* = 0.4, n = 36
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b : Γ(1.5, 2), ρ = 0.9, β2
* = 0.4, n = 36
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c : Γ(1.5, 2), ρ = 0.1, β2
* = 0.4, n = 54
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d : Γ(1.5, 2), ρ = 0.9, β2
* = 0.4, n = 54
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Fig. 4.60 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une
loi Gamma(1.5,2), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β∗

2 = 0.4, n = 36 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.4, n = 36 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.4, n = 54, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.4, n = 54.
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a : Γ(1.5, 2), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 72
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b : Γ(1.5, 2), ρ = 0.9, β2
* = 0.3, n = 72
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c : Γ(1.5, 2), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 90
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d : Γ(1.5, 2), ρ = 0.9, β2
* = 0.3, n = 90
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Fig. 4.61 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une
loi Gamma(1.5,2), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β∗

2 = 0.3, n = 72 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.3, n = 72 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.3, n = 90, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.3, n = 90.
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a : Γ(10, 2), ρ = 0.1, β2
* = 0.75, n = 9

Coefficient de covariable β1

P
ui

ss
an

ce

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
17

0.
18

0.
19

0.
20

0.
21

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
17

0.
18

0.
19

0.
20

0.
21

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
17

0.
18

0.
19

0.
20

0.
21

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
17

0.
18

0.
19

0.
20

0.
21

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
17

0.
18

0.
19

0.
20

0.
21

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
17

0.
18

0.
19

0.
20

0.
21

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
17

0.
18

0.
19

0.
20

0.
21

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
17

0.
18

0.
19

0.
20

0.
21

b : Γ(10, 2), ρ = 0.9, β2
* = 0.75, n = 9
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c : Γ(10, 2), ρ = 0.1, β2
* = 0.75, n = 18
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d : Γ(10, 2), ρ = 0.9, β2
* = 0.75, n = 18
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Fig. 4.62 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une
loi Gamma(10,2), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β∗

2 = 0.75, n = 9 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.75, n = 9 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.75, n = 18, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.75, n = 18.
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a : Γ(10, 2), ρ = 0.1, β2
* = 0.4, n = 36
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b : Γ(10, 2), ρ = 0.9, β2
* = 0.4, n = 36
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c : Γ(10, 2), ρ = 0.1, β2
* = 0.4, n = 54
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d : Γ(10, 2), ρ = 0.9, β2
* = 0.4, n = 54
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Fig. 4.63 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une
loi Gamma(10,2), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β∗

2 = 0.4, n = 36 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.4, n = 36 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.4, n = 54, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.4, n = 54.
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a : Γ(10, 2), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 72

Coefficient de covariable β1

P
ui

ss
an

ce

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
32

0.
33

0.
34

0.
35

0.
36

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
32

0.
33

0.
34

0.
35

0.
36

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
32

0.
33

0.
34

0.
35

0.
36

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
32

0.
33

0.
34

0.
35

0.
36

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
32

0.
33

0.
34

0.
35

0.
36

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
32

0.
33

0.
34

0.
35

0.
36

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
32

0.
33

0.
34

0.
35

0.
36

0.0 0.5 1.0 2.5

0.
32

0.
33

0.
34

0.
35

0.
36

b : Γ(10, 2), ρ = 0.9, β2
* = 0.3, n = 72
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c : Γ(10, 2), ρ = 0.1, β2
* = 0.3, n = 90
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d : Γ(10, 2), ρ = 0.9, β2
* = 0.3, n = 90
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Fig. 4.64 – Puissance estimée du T-test de H0 : β2 = β∗
2 par les méthodes

Gaussienne−−△−− et Freedman et Lane −−•−−, en fonction de la taille du co-
efficient de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ε ont été simulés suivant une
loi Gamma(10,2), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes N(0,1). On a retenu β1=0,
0.5,1,2.5. Les segments verticaux figurent l’intervalle de confiance à 95%. Figure a :
ρ = 0.1, β∗

2 = 0.3, n = 72 ; figure b : ρ = 0.9, β∗
2 = 0.3, n = 72 ; figure c : ρ = 0.1,

β∗
2 = 0.3, n = 90, figure d : ρ = 0.9, β∗

2 = 0.3, n = 90.
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a : Exp(0.5), ρ = 0, n = 10
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b : Exp(0.5), ρ = 0.7, n = 10
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c : Exp(0.5), ρ = 0, n = 20
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d : Exp(0.5), ρ = 0.7, n = 20
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e : Exp(0.5), ρ = 0, n = 100
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f : Exp(0.5), ρ = 0.7, n = 100
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Fig. 4.65 – Erreur de première espèce estimée du T-test de H0 : β2 = 0 par les
méthodes Gaussienne−−△−−, et Freedman et Lane −−•−−, en fonction du coefficient
de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été simulés suivant une loi de
Exp(0.5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1) où X1 a un point extrême. On
a retenu β1 = 0, 2, 4, 5, 6, 8, 10, 20. Les segments verticaux figurent l’intervalle de
confiance à 95%. Figure a : ρ = 0, n = 10 ; figure b : ρ = 0.7, n = 10 ; figure c :
ρ = 0, n = 20 ; d : ρ = 0.7, n = 20 ; figure e : ρ = 0, n = 100 ; figure f : ρ = 0.7,
n = 100.
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a : Student(5), ρ = 0, n = 10
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b : Student(5), ρ = 0.7, n = 10
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c : Student(5), ρ = 0, n = 20
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d : Student(5), ρ = 0.7, n = 20
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e : Student(5), ρ = 0, n = 100
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f : Student(5), ρ = 0.7, n = 100
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Fig. 4.66 – Erreur de première espèce estimée du T-test de H0 : β2 = 0 par les
méthodes Gaussienne−−△−−, et Freedman et Lane −−•−−, en fonction du coefficient
de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été simulés suivant une loi de
Student(5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1) où X1 a un point extrême.
On a retenu β1 = 0, 2, 4, 5, 6, 8, 10, 20. Les segments verticaux figurent l’intervalle de
confiance à 95%. Figure a : ρ = 0, n = 10 ; figure b : ρ = 0.7, n = 10 ; figure c :
ρ = 0, n = 20 ; d : ρ = 0.7, n = 20 ; figure e : ρ = 0, n = 100 ; figure f : ρ = 0.7,
n = 100.



348CHAPITRE 4. TESTS D’ASSOCIATION ENTRE MATRICES DE DISTANCE

a : Γ(0.5, 0.5), ρ = 0, n = 10

 E
rre

ur
 d

e 
pr

em
iè

re
 e

sp
èc

e

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

b : Γ(0.5, 0.5), ρ = 0.7, n = 10
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c : Γ(0.5, 0.5), ρ = 0, n = 20
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d : Γ(0.5, 0.5), ρ = 0.7, n = 20
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e : Γ(0.5, 0.5), ρ = 0, n = 100
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f : Γ(0.5, 0.5), ρ = 0.7, n = 100
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Fig. 4.67 – Erreur de première espèce estimée du T-test de H0 : β2 = 0 par les
méthodes Gaussienne−−△−−, et Freedman et Lane −−•−−, en fonction du coefficient
de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été simulés suivant une loi de
Γ(0.5, 0.5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1) où X1 a un point extrême.
On a retenu β1 = 0, 2, 4, 5, 6, 8, 10, 20. Les segments verticaux figurent l’intervalle de
confiance à 95%. Figure a : ρ = 0, n = 10 ; figure b : ρ = 0.7, n = 10 ; figure c :
ρ = 0, n = 20 ; d : ρ = 0.7, n = 20 ; figure e : ρ = 0, n = 100 ; figure f : ρ = 0.7,
n = 100.
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a : Γ(0.5, 2), ρ = 0, n = 10
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b : Γ(0.5, 2), ρ = 0.7, n = 10
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c : Γ(0.5, 2), ρ = 0, n = 20

 E
rre

ur
 d

e 
pr

em
iè

re
 e

sp
èc

e

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

d : Γ(0.5, 2), ρ = 0.7, n = 20
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e : Γ(0.5, 2), ρ = 0, n = 100

 E
rre

ur
 d

e 
pr

em
iè

re
 e

sp
èc

e

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

0 2 4 5 6 8 10 20

0.
04

0.
05

0.
06

f : Γ(0.5, 2), ρ = 0.7, n = 100
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Fig. 4.68 – Erreur de première espèce estimée du T-test de H0 : β2 = 0 par les
méthodes Gaussienne−−△−−, et Freedman et Lane −−•−−, en fonction du coefficient
de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été simulés suivant une loi de
Γ(0.5, 2), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1) où X1 a un point extrême. On
a retenu β1 = 0, 2, 4, 5, 6, 8, 10, 20. Les segments verticaux figurent l’intervalle de
confiance à 95%. Figure a : ρ = 0, n = 10 ; figure b : ρ = 0.7, n = 10 ; figure c :
ρ = 0, n = 20 ; d : ρ = 0.7, n = 20 ; figure e : ρ = 0, n = 100 ; figure f : ρ = 0.7,
n = 100.



350CHAPITRE 4. TESTS D’ASSOCIATION ENTRE MATRICES DE DISTANCE

a : Γ(1, 0.5), ρ = 0, n = 10
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b : Γ(1, 0.5), ρ = 0.7, n = 10
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c : Γ(1, 0.5), ρ = 0, n = 20
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d : Γ(1, 0.5), ρ = 0.7, n = 20
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e : Γ(1, 0.5), ρ = 0, n = 100
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f : Γ(1, 0.5), ρ = 0.7, n = 100
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Fig. 4.69 – Erreur de première espèce estimée du T-test de H0 : β2 = 0 par les
méthodes Gaussienne−−△−−, et Freedman et Lane −−•−−, en fonction du coefficient
de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été simulés suivant une loi de
Γ(1, 0.5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1) où X1 a un point extrême. On
a retenu β1 = 0, 2, 4, 5, 6, 8, 10, 20. Les segments verticaux figurent l’intervalle de
confiance à 95%. Figure a : ρ = 0, n = 10 ; figure b : ρ = 0.7, n = 10 ; figure c :
ρ = 0, n = 20 ; d : ρ = 0.7, n = 20 ; figure e : ρ = 0, n = 100 ; figure f : ρ = 0.7,
n = 100.
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a : Γ(1, 2), ρ = 0, n = 10
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b : Γ(1, 2), ρ = 0.7, n = 10
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c : Γ(1, 2), ρ = 0, n = 20
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d : Γ(1, 2), ρ = 0.7, n = 20
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e : Γ(1, 2), ρ = 0, n = 100
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f : Γ(1, 2), ρ = 0.7, n = 100
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Fig. 4.70 – Erreur de première espèce estimée du T-test de H0 : β2 = 0 par les
méthodes Gaussienne−−△−−, et Freedman et Lane −−•−−, en fonction du coefficient
de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été simulés suivant une loi de
Γ(1, 2), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1) où X1 a un point extrême. On
a retenu β1 = 0, 2, 4, 5, 6, 8, 10, 20. Les segments verticaux figurent l’intervalle de
confiance à 95%. Figure a : ρ = 0, n = 10 ; figure b : ρ = 0.7, n = 10 ; figure c :
ρ = 0, n = 20 ; d : ρ = 0.7, n = 20 ; figure e : ρ = 0, n = 100 ; figure f : ρ = 0.7,
n = 100.
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a : Γ(1.5, 0.5), ρ = 0, n = 10
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b : Γ(1.5, 0.5), ρ = 0.7, n = 10
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c : Γ(1.5, 0.5), ρ = 0, n = 20
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d : Γ(1.5, 0.5), ρ = 0.7, n = 20
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e : Γ(1.5, 0.5), ρ = 0, n = 100
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f : Γ(1.5, 0.5), ρ = 0.7, n = 100
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Fig. 4.71 – Erreur de première espèce estimée du T-test de H0 : β2 = 0 par les
méthodes Gaussienne−−△−−, et Freedman et Lane −−•−−, en fonction du coefficient
de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été simulés suivant une loi de
Γ(1.5, 0.5), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1) où X1 a un point extrême.
On a retenu β1 = 0, 2, 4, 5, 6, 8, 10, 20. Les segments verticaux figurent l’intervalle de
confiance à 95%. Figure a : ρ = 0, n = 10 ; figure b : ρ = 0.7, n = 10 ; figure c :
ρ = 0, n = 20 ; d : ρ = 0.7, n = 20 ; figure e : ρ = 0, n = 100 ; figure f : ρ = 0.7,
n = 100.
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a : Γ(1.5, 2), ρ = 0, n = 10
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b : Γ(1.5, 2), ρ = 0.7, n = 10
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c : Γ(1.5, 2), ρ = 0, n = 20
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d : Γ(1.5, 2), ρ = 0.7, n = 20
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e : Γ(1.5, 2), ρ = 0, n = 100
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f : Γ(1.5, 2), ρ = 0.7, n = 100
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Fig. 4.72 – Erreur de première espèce estimée du T-test de H0 : β2 = 0 par les
méthodes Gaussienne−−△−−, et Freedman et Lane −−•−−, en fonction du coefficient
de covariable. 10000 n-échantillons du résidu ǫ ont été simulés suivant une loi de
Γ(1.5, 2), X1 et X2 sont toujours Gaussiennes (0,1) où X1 a un point extrême. On
a retenu β1 = 0, 2, 4, 5, 6, 8, 10, 20. Les segments verticaux figurent l’intervalle de
confiance à 95%. Figure a : ρ = 0, n = 10 ; figure b : ρ = 0.7, n = 10 ; figure c :
ρ = 0, n = 20 ; d : ρ = 0.7, n = 20 ; figure e : ρ = 0, n = 100 ; figure f : ρ = 0.7,
n = 100.
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corrélation
p
artielle

p
ou

r
les

fi
gu

res
c

et
d

;
carrée

d
u

co
effi

cien
t

d
e
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d
’u

n
e

m
atrice

d
e

d
istan

ce.
P
ou

r
tou

tes
les

fi
gu

res
la

statistiq
u
e

d
e

test
est

le
T

d
e

S
tu

d
en

t,
X

1
et

X
2

son
t

d
es

d
istan

ces
in

terp
oin

ts
et

ρ
1

=
0.1.

n
=

6,
β

1
=

0.5
p
ou

r
les

fi
gu

res
a

et
c.

n
=

9,
β

1
=

0.3
p
ou

r
les

fi
gu

res
b

et
d
.
L
es

tests
p
résen

tés
d
an

s
les

fi
gu

res
a

et
b

con
cern

en
t

d
es

h
y
p
oth
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