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Résumé

Dans le cadre de la télédétection hyperfréquence active, un des objectifs est l’analyse

de l’écho radar recueilli après son interaction avec la surface de la terre, afin de remonter

aux paramètres physiques et géométriques de la scène observée. Pour mieux appréhender

ce problème inverse, une bonne connaissance du problème direct reste indispensable.

Ce mémoire traite de l’étude de la diffraction d’une onde électromagnétique par

une surface rugueuse aléatoire, séparant deux milieux homogènes. Une méthode exacte

(méthode C), donnant les intensités cohérentes et incohérentes d’une surface rugueuse

1D ou 2D aléatoire, éclairée par une onde plane, a été développée. Cette méthode est

basée sur la résolution des équations de Maxwell dans un système de coordonnées non

orthogonales, lié à la surface.

Les surfaces considérées sont des réalisations d’un processus spatial aléatoire gaus-

sien et isotrope. La génération des profils diffractant est assurée par filtrage linéaire.

Les paramètres statistiques des profils sont estimés à partir de fichiers numériques de

sols agricoles nus.

Nous avons investi la méthode numériquement et comparé nos résultats à la littérature

ainsi qu’à des données expérimentales. Nous avons aussi utilisé cette méthode pour

étudier l’impact de la rugosité et de l’humidité du sol sur le diagramme de rayonne-

ment.



Abstract

We are concerned by the scattering of an electromagnetic field by one or two dimen-

sional rough surfaces. Our aim is to solve exactly this problem, by mean of numerical

methods. We consider the case of surfaces separating homogeneous media illuminated

by plane waves.

In order to analyse the scattering phenomena we have developed an exact method :

the C method. The theory is based on Maxwell’s equations in covariant form written

in a nonorthogonal coordinate system fitted to the surface profile. This leads to an

eigenvalue system, the solutions of which give the scattered fields.

The surfaces under study are modelled as a spatial random process with a height

function assuming normally distributed values and are characterized by an isotropic

autocorrelation function. They are numerically generated by linear filtering of a Gaus-

sian white noise. The statistical parameters are estimated using a set of agricultural

soil data base.



A ma mère Tassadite
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2.1.1 Description géométrique d’une surface . . . . . . . . . . . . . . 36

2.1.2 Grandeurs statistiques caractérisant un processus aléatoire . . . 37
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une onde incidente en polarisation H// . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
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4.9 Partie réelle du courant surfacique Fz en polarisation H// . . . . . . . . 120

4.10 Partie imaginaire du courant surfacique Fz en polarisation H// . . . . . 121
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Introduction

L’étude de la diffraction des ondes électromagnétiques par des surfaces rugueuses a

commencé depuis plus d’un siècle. Lord Rayleigh fut un des premiers physiciens à avoir

analysé l’interaction d’une onde avec une surface et à avoir déterminé explicitement

l’influence de la rugosité sur la diffraction de l’onde. Les recherches théoriques dans ce

domaine se poursuivent activement de nos jours car de multiples applications existent

en télédétection, en télécommunication, en optique ou en imagerie médicale. Dans le cas

de la télédétection hyperfréquence active, un des objectifs est l’analyse de l’écho radar

recueilli après son interaction avec la surface de la terre. A partir de cette signature

radar, nous cherchons à obtenir des renseignements sur les paramètres physiques et

géométriques de la scène observée. Dans le cas des surfaces océaniques, nous voulons

estimer la salinité de la mer ou bien la répartition de la hauteur des vagues en fonction de

leur direction de propagation et de leur fréquence spatiale. Ces informations contribuent

ensuite à l’amélioration des modèles de prévision de l’état de la mer. Dans le cas des

surfaces continentales, nous cherchons à déterminer la rugosité et l’humidité de surface

d’un sol, par exemple d’une parcelle agricole. Ces paramètres sont importants car ils

jouent un rôle notamment dans les processus du cycle de l’eau, pour ne citer qu’une

application. L’approche utilisée dans les exemples ci-dessus relève du problème inverse.

Cependant, pour mieux appréhender le problème inverse, une bonne connaissance du

problème direct reste indispensable.

En effet, l’étude et l’analyse des échos radar, obtenus en site ou en laboratoire (mi-

lieu contrôlé) d’une part, et de ceux obtenus grâce à la modélisation numérique basée

sur des modèles théoriques, constituent une étape importante pour la compréhension du

phénomène de diffraction. De ce fait, l’élaboration de méthodes modélisant les interac-

tions d’une onde électromagnétique avec des cibles, dont les caractéristiques statistiques

et/ou physiques sont connues, demeure une première démarche essentielle.

Ce travail porte sur l’étude du phénomène de diffraction d’une onde plane mo-

nochromatique par des surfaces naturelles. Ces interfaces naturelles sont qualifiées de

rugueuses et aléatoires. Elles séparent deux milieux d’indices optiques différents et elles



sont caractérisées par des fonctions statistiques bien définies. Lorsque les dimensions

caractéristiques de l’objet étudié, tel que le rayon de courbure par exemple, sont très

grandes devant la longueur d’onde incidente, le phénomène de diffraction peut être

traité en utilisant les théories basées sur l’approximation de l’optique géométrique [1].

Les profils de surfaces analysés dans cette thèse sont caractérisés par des paramètres

statistiques (hauteur quadratique moyenne et longueur de corrélation) dont la dimen-

sion est du même ordre de grandeur que la longueur d’onde λ de l’onde incidente. Dans

ce domaine, dit de résonance, l’étude électromagnétique ne peut se faire de manière

rigoureuse que si nous tenons compte de l’aspect vectoriel de l’onde électromagnétique.

Dans le but de comprendre le phénomène de la diffraction des ondes, différents

modèles et méthodes ont vu le jour. Avant l’avènement de l’outil informatique, les phy-

siciens étaient contraints de résoudre les problèmes auxquels ils étaient confrontés de

manière analytique et en effectuant des hypothèses physiques dans le but de simplifier

les équations complexes régissant le phénomène physique. Ainsi, les modèles obtenus

sont dits approchés. Les méthodes approchées ont un champ d’application restreint et

limité du fait des hypothèses et des différentes approximations effectuées. Nous pou-

vons citer, par exemple, la méthode des petites perturbations (SPM), qui est valable

pour des surfaces faiblement rugueuses, la méthode de l’optique géométrique (GO) et

l’approximation des faibles pentes (SSA) [1, 2, 3, 4].

A partir des années 50-60 les premiers ordinateurs voient le jour. Avec eux vont

nâıtre les méthodes numériques. De nouvelles façons de résoudre les problèmes vont

être utilisées pour étudier le phénomène de la diffraction de manière rigoureuse et

donner naissance aux méthodes dites numériques exactes. Leur domaine d’application

est a priori illimité car elles ne reposent sur aucune hypothèse physique simplificatrice.

Leurs seules contraintes sont les temps de calcul et la place mémoire requise.

Les méthodes approchées et les méthodes dites ”exactes” présentent des avantages

et des inconvénients. Si les premières permettent de rendre compte de manière physique

des relations liant les caractéristiques physiques et statistiques de l’objet diffractant et

des champs diffractés, leurs domaines de validité restent limités. Les méthodes exactes,

quant à elles, présentent des coûts de calcul non négligeables, mais peuvent servir comme

références pour qualifier les méthodes approchées d’une part, mais aussi pour traiter

des problèmes à géométrie complexe, où les méthodes approchées restent inaccessibles

pour le moment [5, 6, 7, 8].

En se référant au formalisme des équations de Maxwell, les méthodes exactes peuvent

être classées en deux catégories, à savoir la formulation intégrale et la formulation

différentielle [9]. Dans le premier cas, la résolution d’une équation intégrale permet
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de calculer les courants de surface à partir desquels les champs sont déterminés. Le

deuxième cas permet de ramener le problème à la résolution d’un système d’équations

différentielles couplées, pouvant donner directement les amplitudes des champs. Nous

avons choisi de nous intéresser uniquement aux modèles exacts dans les deux formula-

tions différentielles et intégrales. Le premier cas est basé sur l’écriture des équations de

Maxwell sous leur forme locale dans un système de coordonnées translatées épousant

la surface diffractante. La résolution des équations de propagation et des conditions

aux limites sur la surface donne les champs ainsi que l’énergie diffractée dans toutes les

directions. La deuxième approche consiste à utiliser la formulation intégrale pour faire

rayonner des courants de surface obtenus grâce à la méthode précédente. Les méthodes

approchées ne sont pas étudiées dans cette thèse.

Les surfaces naturelles considérées sont représentées par des processus aléatoires.

Nous traitons d’abord des surfaces 2D ensuite nous déclinons notre étude au cas des

surfaces cylindriques 1D. Les surfaces considérées ici sont les surfaces agricoles telles

que les champs labourés. En première approche leur description est basée sur deux

types de fonctions : la densité de probabilité des hauteurs gaussiennes et la fonction

d’autocorrélation entre gaussienne et exponentielle.

Au cours de ces trois années passées au Centre d’étude des Environnements Terrestre

et Planétaires, nos principaux objectifs étaient :

– L’investigation de la méthode C et son extension aux cas des surfaces rugueuses

2D aléatoires

– L’implémentation d’un générateur de surfaces rugueuses 2D

– L’élaboration et l’implémentation d’une nouvelle méthode couplant la méthode

C et les formulations intégrales dans le cas des surfaces 1D et pour des milieux

infiniment conducteurs ou diélectriques.

Ce manuscrit est composé de quatre chapitres. Le chapitre 1 constitue un rappel des

différentes notions fondamentales de l’électromagnétisme. Nous écrivons les équations

de Maxwell, les relations constitutives, ainsi que les relations de continuité, en régime

harmonique. Nous décrivons l’onde incidente et nous traitons la réflexion par un plan

infini. Puis, nous introduisons les intégrales de Rayleigh à deux et trois dimensions et

nous écrivons les expressions asymptotiques des champs dans deux milieux diélectriques.

En fin de ce chapitre, nous donnons quelques grandeurs énergétiques liées aux ondes

électromagnétiques, ainsi que les propriétés physiques que doivent respecter les champs.

Le chapitre 2 concerne la description des surfaces rugueuses que nous étudions.

Quelques éléments théoriques sur la description statistique des processus aléatoires

sont donnés. En nous basant sur ces notions, nous décrivons la méthode permettant

de générer des surfaces aléatoires avec une fonction d’autocorrélation et une densité
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de probabilité des hauteurs bien définies. Pour conclure ce chapitre, des résultats de

simulation et une comparaison avec des données expérimentales sont exposés dans le

but de valider la technique de génération numérique des surfaces.

Dans le chapitre 3, nous décrivons la méthode C, pour les surfaces 2D, de façon

détaillée. Nous abordons les deux cas de polarisations fondamentales et les différents

types de milieux (diélectrique ou infiniment conducteur). La méthode C en trois dimen-

sions est validée par des tests de convergence ainsi que des comparaisons avec d’autres

méthodes exactes et des données expérimentales dans le domaine des hyperfréquences.

Le chapitre 4 est consacré à la présentation de la nouvelle méthode implémentée afin

de traiter des surfaces 1D de longueur importante. Elle fait appel à la méthode C en

1D, que nous décrivons de façon succincte, et aux formules de rayonnement issues du

formalisme intégral. Le principe de Huygens est présenté. L’objectif de cette formulation

est d’associer la méthode C et l’approximation du faible couplage [10, 11] en vue de

réduire les temps de calcul. La nouvelle méthode est validée par des comparaisons avec

la méthode C seule.
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Chapitre 1

Interaction des ondes

électromagnétiques avec des

surfaces - Eléments théoriques

Dans cette thèse, les ondes électromagnétiques incidentes considérées sont des ondes

planes. Les milieux étudiés sont linéaires, homogènes et isotropes (LHI) et ils sont non

magnétiques (perméabilité magnétique µ = µ0
1). Les interfaces séparant deux milieux

différents sont invariantes dans le temps, c’est-à-dire leur forme géométrique n’évolue

pas au cours du temps, ou sur la durée du temps d’observation (par exemple les surfaces

agricoles, les sols nus, etc. . .). Le milieu d’incidence est l’air. Il est assimilé au vide et

représenté comme un milieu parfaitement diélectrique2.

Ce travail porte sur l’étude du problème direct (par opposition au problème inverse)

de la diffraction des ondes par des surfaces rugueuses. Nous chercherons à déterminer le

champ électromagnétique diffracté connaissant la loi d’éclairement et les caractéristiques

géophysiques de la cible.

Le phénomène de la diffraction d’une onde électromagnétique par une surface dépend

de la géométrie de celle-ci. Par exemple, les réponses d’une surface plane et d’une

surface rugueuse à une excitation électromagnétique sont totalement différentes. Dans

le premier cas, et si le plan est infiniment conducteur, la totalité de l’énergie inci-

dente sera réfléchie suivant la direction spéculaire, alors que la présence des rugosités,

dans le deuxième cas, introduit de nouvelles directions de diffraction. L’influence de

la géométrie de la cible sur la diffraction d’une onde a suscité beaucoup d’intérêt au

1µ0 perméabilité du vide
2Dépourvu de charge et de courant électrique



sein de la communauté des physiciens. Beaucoup de travaux ont été consacrés à cette

étude et ont abouti à l’élaboration de différentes méthodes de résolution. Ces méthodes

étaient exclusivement analytiques au départ. Ensuite, des méthodes numériques ont vu

le jour avec l’arrivée de l’outil informatique. De nos jours, ces deux façons de résolution

continuent de progresser et d’évoluer. Toutes ces méthodes ont en commun la théorie

électromagnétique de Maxwell.

Ce chapitre a pour but d’introduire les notions fondamentales de l’électromagnétisme

utilisées pour la réalisation de ce travail de thèse. Nous commençons par poser les

équations de Maxwell sous leur forme générale. Ensuite, nous écrivons les relations

constitutives ainsi que les conditions de passage à la frontière de deux milieux en régime

harmonique. La représentation des champs électromagnétiques sous forme d’intégrales

de Rayleigh est donnée. Ceci permet de déduire leur forme asymptotique (zone du

champ lointain). Différentes grandeurs énergétiques sont définies : le vecteur Poynting,

la puissance totale diffractée et le coefficient de diffusion bi-statique. Le critère sur le

bilan de puissance, que doivent respecter les champs électromagnétiques dans le cas des

milieux sans pertes, est également énoncé.

1.1 Les équations de Maxwell

En régime temporel, les équations de Maxwell, dans un milieu quelconque, sont

données sous la forme suivante [12,13] :

div B (r, t) = 0 (1.1a)

rotE (r, t) = − ∂

∂t
B (r, t) (1.1b)

div D (r, t) = ρ (1.1c)

rotH (r, t) = j (r, t) +
∂

∂t
D (r, t) (1.1d)

avec :

E(r,t), le champ électrique en (Volts/m)

H(r,t), l’excitation magnétique en (Ampère/m)

B(r,t), le champ magnétique en (Weber/m2)

D(r,t), le déplacement électrique en (Coulomb/m2)

ρ(r,t), la densité de charge électrique en (Coulomb/m3)

j(r,t), la densité de courant électrique en (Ampère/m2)
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Nous pouvons voir que les équations (1.1a) et (1.1b) ne font pas intervenir les

sources. Elles sont dites équations homogènes. Elles sont valables quel que soit le milieu.

Sous sa forme intégrale, l’équation (1.1a) traduit la conservation du flux du vecteur B.

L’équation (1.1b) donne le champ électrique E induit par les variations temporelles du

champ magnétique B. L’équation (1.1c) présente la loi de Gauss et atteste de l’existence

des charges électriques. Enfin, la dernière équation (1.1d) sous forme intégrale donne la

généralisation du théorème d’Ampère et donne le vecteur induit H par le mouvement

des charges ainsi que les variations temporelles du vecteur D. Les densités de charge et

de courant électrique ρ et j constituent les sources.

A partir des équations (1.1c) et (1.1d), nous obtenons l’équation de conservation de

la charge. En effet, l’application de l’opérateur divergence sur l’équation (1.1d) permet

d’obtenir :

div [rotH (r, t)] = div

[

j (r, t) +
∂

∂t
D (r, t)

]

(1.2)

Sachant que ∀ A, div (rotA) = 0 et en supposant que les deux opérateurs
∂

∂t
et div

peuvent permuter, l’équation précédente se transforme en :

∂

∂t
[divD (r, t)] = −div j (r, t) (1.3)

En remplaçant divD par ρ (équation (1.1c)), nous déduisons l’équation de conser-

vation de la charge électrique :

div j (r, t) +
∂

∂t
ρ(r, t) = 0 (1.4)

En intégrant l’équation 1.4 sur le volume Ω contenant toutes les charges et tous les

courants et en faisant appel au théorème de Green-Ostrograski, nous obtenons la forme

intégrale de l’équation (1.4) :

∫∫

Σ

j (r, t)n ds+
∂

∂t

∫∫∫

Ω

ρ(r, t) dv = 0 (1.5)

Cette dernière équation traduit le fait que, s’il y a diminution au cours du temps

de la charge totale contenue dans un volume Ω, alors il existe un courant donné par le

flux sortant du vecteur j à travers la surface fermée Σ contenant le volume Ω.
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Supposons que la dépendance temporelle des champs électromagnétiques ainsi que

celle des sources est sinusöıdale (cos(ω t + φ(r))). ω est la pulsation, avec ω = 2π f où

f est la fréquence.

Dans cette configuration dite régime harmonique, les équations de Maxwell s’écrivent :

div B (r) = 0 (1.6a)

rotE (r) = −j 2πfB (r) (1.6b)

div D (r) = ρ (1.6c)

rotH (r) = j (r) + j 2πfD (r) (1.6d)

E, H, D, B, j et ρ désignent les amplitudes complexes associées aux vecteurs réels E,

H, D, B, j et au scalaire ρ.

Soit Ψ(r, t) une fonction spatio-temporelle désignant respectivement une des compo-

santes des vecteurs réels E, H, D, B, j ou le scalaire ρ. Les expressions des composantes

des champs dans le domaine temporel sont obtenues en prenant la partie réelle du pro-

duit Ψ(r) ejω t :

Ψ(r, t) = Re
[

Ψ(r) ejω t
]

= |Ψ(r)| cos(ω t+ φ(r))

L’amplitude complexe s’écrit :

Ψ(r) = |Ψ(r)| ejφ(r) (1.7)

Dans la suite, nous nous intéressons uniquement au régime harmonique et les champs

sont représentés par leurs amplitudes complexes.

1.2 Les relations constitutives

Afin de déterminer de façon unique les composantes des vecteurs E, H, D, B, pour

une distribution de courant j et de charge ρ, il est nécessaire d’utiliser, en plus des

équations de Maxwell, les relations constitutives, décrivant le comportement du milieu

soumis à un champ électromagnétique. Si le champ électromagnétique n’est pas très
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intense (puissance faible), alors ces relations sont linéaires. Pour un milieu (LHI ), non

magnétique3 (µ(t) = µ0 µr(t) = µ0) et invariant dans le temps, elles s’écrivent [12,13] :

D (r, t) = ǫ0 ǫr(t) ∗ E (r, t) (1.8a)

H (r, t) =
1

µ0

B (r, t) (1.8b)

Le symbole ∗ désigne le produit de convolution. µ0 et ǫ0 représentent respectivement la

perméabilité magnétique et la permittivité électrique du vide.

µ0 = 10−9

36π
F/m

ǫ0 = 4π10−7 H/m

Comme nous l’avons noté, les caractéristiques diélectriques d’un milieu peuvent

s’exprimer comme le produit des constantes diélectriques du vide µ0 et ǫ0 et d’une

perméabilité magnétique et permittivité électrique relatives µr et ǫr
4.

Dans le cas d’un milieu dit électrique parfait, la permittivité électrique relative est

proportionnelle à une impulsion de Dirac : ǫr(t) = ǫrδ(t). Sachant que le dirac est

l’élément neutre du produit de convolution, la relation (1.8a) s’écrit :

D (r, t) = ǫ0 ǫrE (r, t) (1.9)

Cette dernière équation traduit le fait que le milieu répond instantanément à un

champ électromagnétique.

A partir des équations (1.8a, 1.8b) et en utilisant les notations complexes, nous

obtenons les relations constitutives en régime harmonique :

D (r) = ǫ0 ǫ̂r(f)E (r) (1.10a)

H (r) =
1

µ0

B (r) (1.10b)

où ǫ̂r(f) est la transformée de Fourier de ǫr(t) :

ǫ̂r(f) =

∫ +∞

−∞
ǫr(t)exp(−j 2π f t) dt (1.11)

La dépendance de la transformée de Fourier ǫ̂r(f) de la fréquence est caractéristique

des milieux dits dispersifs. La grandeur ǫ̂r(f) est complexe. Nous l’exprimons comme

3La perméabilite relative est µr = 1
4Pour le vide µr = 1 et ǫr = 1
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la somme d’une partie réelle et d’une partie imaginaire :

ǫ̂r(f) = ǫ̂
′

r(f)− jǫ̂′′r (f) (1.12)

La partie imaginaire ǫ̂
′′

de la permittivité complexe est liée au phénomène de l’ab-

sorption. Si cette partie imaginaire est nulle alors le milieu est dit transparent.

L’angle de perte à la fréquence f est défini comme le rapport de la partie imaginaire

de la permittivité sur la partie réelle [13] :

tan(δ(f)) =
ǫ̂
′′

r (f)

ǫ̂′r(f)
(1.13)

Plus l’angle de perte augmente, plus le milieu est absorbant. Dans le cas des conduc-

teurs, cet angle est voisin de
π

2
.

1.3 Les conditions aux limites

Les problèmes électromagnétiques sont basés sur les équations de Maxwell. Ces

équations sont valables dans tout l’espace infini. Pour pouvoir appliquer la théorie de

l’électromagnétisme à des milieux qui sont finis, il faudra associer aux équations de Max-

well des conditions que doivent vérifier les champs électromagnétiques aux frontières

entre les différents milieux, possédant des caractéristiques diélectriques différentes.

Soit Σ21 une interface arbitraire séparant deux milieux (LHI ). Nous noterons ces

deux milieux : milieu 1 et milieu 2 (voir figure 1.1). Soit n21 un vecteur unitaire normal

à la surface séparant les deux milieux et orienté, par convention du milieu 2 vers le

milieu 1.

En régime harmonique (mais aussi en régime temporel) les conditions aux limites

en tout point de la surface peuvent s’écrire de la manière suivante :

n21 • (B1 −B2) = 0 (1.14a)

n21 • (D1 −D2) = ρ
s

(1.14b)

n21 ∧ (E1 − E2) = 0 (1.14c)

n21 ∧ (H1 −H2) = j
s

(1.14d)
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Fig. 1.1: Interface séparant deux milieux LHI

js et ρs représentent respectivement les densités de courant et de charge surfaciques

libres, susceptibles d’être présentes sur la surface séparant les deux milieux.

Cet ensemble d’équations traduit le comportement des différents champs à la tra-

versée d’une frontière. L’équation (1.14a) traduit la continuité de la composante nor-

male du champ magnétique B. L’équation (1.14c) quant à elle, traduit la continuité de

la composante tangentielle du champ électrique E. Ces deux équations sont appelées

les relations de continuité. Les deux autres équations décrivent la discontinuité de la

composante normale de l’excitation électrique D (équation 1.14b) et de la composante

tangentielle du vecteur excitation magnétique H (équation 1.14d), s’il existe des charges

et courants électriques sur l’interface.

Si le milieu 2 est un conducteur parfait5 alors les champs macroscopiques sont nuls

5Conductivité infinie
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dans ce milieu et les conditions aux limites sont réduites à :

n21 • (B1) = 0 (1.15a)

n21 • (D1) = ρ
s

(1.15b)

n21 ∧ (E1) = 0 (1.15c)

n21 ∧ (H1) = j
s

(1.15d)

Dans le cas des milieux diélectriques et conducteurs à pertes, j
s
= ρ

s
= 0.

1.4 Onde plane et équation de propagation

Afin d’exhiber les équations de propagation, nous partons des deux équations de

Maxwell (1.6b, 1.6d) et des deux relations constitutives (1.10a, 1.10b). En appliquant

l’opérateur rot et en utilisant la propriété suivante :

rot rot(V) = grad div (V)−∆(V)

où ∆ représente le Laplacien vectoriel.

Les équations de propagation de E et H s’écrivent comme suit :

∆E + ǫ̂µ0 ω
2 E =

1

ǫ̂
grad ρ+ jω µ0 j (1.16a)

∆H + ǫ̂µ0 ω
2 H = −rot j (1.16b)

Si le milieu de propagation ne contient ni courants ni charges électriques libres (ρ = 0

et j = 0), alors les équations de propagation se réduisent à :

∆E + ǫ̂µ0 ω
2 E = 0 (1.17a)

∆H + ǫ̂µ0 ω
2 H = 0 (1.17b)

Les équations (1.17a, 1.17b) sont les équations de Helmholtz sans second membre.

Elles admettent une solution particulière donnée sous la forme suivante :

E(r, t) = E0 e
j(ωt−k.r) (1.18a)

H(r, t) = H0 e
j(ωt−k.r) (1.18b)

où E0 et H0 sont indépendants de r.
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Le vecteur k est le vecteur d’onde dans le milieu de propagation. Nous montrons

aisément que les deux dernières équations de Helmholtz (1.17a, 1.17b) imposent la

valeur du carré scalaire du vecteur k :

k2 = ǫ0ǫ̂r µ0 ω
2 (1.19)

Dans le cas général, ǫ̂r est complexe : ǫ̂r = ǫ̂
′

r − j ǫ̂
′′

r . Si le milieu est transparent,

ǫ̂r et k sont réels. Nous pouvons associer au vecteur d’onde k une longueur d’onde λ

traduisant la périodicité spatiale des champs dans la direction de propagation de l’onde.

Son module est donné par :

k =
2π

λ
(1.20)

En remplaçant k dans la relation (1.19) nous obtenons la relation suivante :

ǫ0ǫ̂
′

r µ0 v
2 = 1

où v est une constante caractérisant le milieu de propagation et dont la dimension est

celle d’une vitesse.

Si le milieu considéré est l’air, assimilé au vide (µ0, ǫ0), alors cette onde se propage

à la célérité de la lumière c, donnée par la relation µ0ǫ0c
2 = 1. La valeur numérique de

cette vitesse est c ≈ 3× 108m/s.

Dans le cas d’un milieu (LHI ) non magnétique transparent d’indice optique n =
√
ǫr,

la constante v s’exprime comme suit :

v =
c

n

Les équations (1.18a, 1.18b) traduisent la nature d’une onde plane monochroma-

tique. Sa direction de propagation est donnée par le vecteur d’onde k.

Dans un plan équiphase (plan d’onde donné par k.r = Cte), les amplitudes des com-

posantes de l’onde sont indépendantes de la position sur ce plan et restent constantes.

A partir des équations de Maxwell, nous montrons que le trièdre (E, H, k) est direct,

et les vecteurs E et H sont reliés par la relation d’orthogonalité suivante :

E =
H ∧ k

ǫ0ǫ̂rω
(1.21)
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En faisant intervenir l’impédence6 du milieu Z =

√

µ0

ǫ0ǫ̂r
dans (1.21), nous obtenons :

E = ZH ∧
k

k
(1.22)

Dans cette thèse, nous travaillons en régime harmonique. La dépendance temporelle

de l’onde plane est en e+jωt, elle est omise dans les calculs. Par ailleurs, nous représentons

les composantes du champ électromagnétique par les amplitudes complexes Ψ(r). Pour

la suite, par souci de simplification de l’écriture, les amplitudes complexes ne seront plus

soulignées, sauf au paragraphe (§ 1.10.1) où nous introduisons les vecteurs de Poynting

réel et complexe.

1.5 La polarisation d’une onde

Soit le repère cartésien (Oxyz), muni d’une base orthonormée (x̂, ŷ, ẑ). Soit une onde

plane incidente monochromatique se propageant dans l’espace constitué de deux milieux

diélectriques semi infinis, séparés par une interface. Considérons le cas d’une incidence

classique (Le vecteur d’onde incident ki est situé dans le plan (xOy)). La direction de

propagation de l’onde incidente est repérée par l’angle θi. La polarisation d’une onde

plane est déterminée en fonction de la courbe que va décrire le champ électrique E

dans un plan d’onde. Cette polarisation est dans le cas général elliptique et peut se

décomposer en une combinaison de deux polarisations rectilignes, dites polarisations

fondamentales : horizontale et verticale.

La polarisation horizontale correspond au cas où le champ électrique E est perpen-

diculaire au plan d’incidence (voir figure 1.2) formé par le couple de vecteurs (ki, ŷ).

Elle est aussi appelée polarisation transverse électrique (notée TE ou h). Nous l’appel-

lerons polarisation E parallèle et elle sera notée E//, car le champ E est parallèle au

plan (xOz).

Concernant la polarisation verticale ou transverse magnétique (notée TM ou v),

représentant la configuration où le champ H est perpendiculaire au plan d’incidence

(voir figure 1.2), nous l’appellerons polarisation H parallèle et elle sera notée H//. Dans

le cas général, toute polarisation peut s’exprimer comme combinaison linéaire de ces

deux polarisations fondamentales E// et H//.

6L’impédence du vide Z0 =

√

µ0

ǫ̂0
≈ 377Ω
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Fig. 1.2: Orientation des champs dans les deux polarisations fondamentales E// et H//

1.6 L’onde incidente et les composantes du champ

Supposons que l’interface séparant les deux milieux est une surface rugueuse 2D,

représentée par son équation y = a(x,z). La fonction ’a’ est nulle en dehors d’un in-

tervalle borné [−L
2
, L

2
]. Elle est supposée continue et deux fois dérivable. Les deux

milieux diélectriques représentent respectivement l’air (milieu 1), assimilé au vide et

caractérisé par les constantes diélectriques (ǫ0, µ0), et un milieu 2 (LHI) diélectrique,

non magnétique et non dispersif, dont l’indice optique n2 est soit réel soit complexe.

La loi d’éclairement est une onde plane monochromatique de longueur d’onde λ. Son

vecteur d’onde ki est repéré dans l’espace par l’angle de site θi par rapport à l’axe (Oy)

et l’angle d’azimut ϕi dans le plan (xOz).

ki = αi x̂− βi ŷ + γi ẑ (1.23)

Avec










αi = ki sin θi cos ϕi

βi = ki cos θi

γi = ki sin θi sinϕi

(1.24)

et ki = 2π
λ

Au contact de l’interface, l’onde incidente est diffractée dans différentes directions de

l’espace, repérées par le couple d’angles (θ, ϕ). Le tableau (1.1) rappelle les différentes
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Fig. 1.3: Champ incident dans l’espace à trois dimensions

composantes des champs électromagnétiques suivant la polarisation.

Polarisation E// Polarisation H//

Champ E Ex, Ez Ex, Ey, Ez

Champ H Hx, Hy, Hz Hx, Hz

Tab. 1.1: Composantes du champ électromagnétique suivant la polarisation

Nous travaillons en régime harmonique. Les champs électromagnétiques dans les

deux milieux sont représentés par leurs amplitudes complexes. Nous utilisons des indices

lettre pour désigner les différents champs considérés (i pour incident, d pour diffracté,

r pour réfléchi, tot pour total). Pour distinguer les champs diffractés dans les deux

milieux, les amplitudes complexes seront accompagnées d’un indice ’m’ valant 1 ou 2

respectivement pour le milieu 1 ou le milieu 2. Les mêmes notations s’appliqueront pour

toutes les autres grandeurs physiques qui peuvent intervenir dans la suite de ce travail.

Les deux cas fondamentaux de polarisation, à savoir la polarisation E// et H//, sont

étudiés.

Soit F(r) une fonction complexe désignant la composante parallèle au plan (xOz) du

champ électromagnétique. Dans le cas de la polarisation E//, F(r) représente le vecteur

E. Pour la polarisation H//, elle représente la grandeur ZH. Z est l’impédance du milieu

considéré. La multiplication du vecteur champ magnétique H par l’impédance permet

d’obtenir une grandeur de même dimension que le champ électrique E. Par exemple, le
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champ électromagnétique incident est donné par :

Fi(r) = Vi e
−ikir =

{

Ei(x, y, z) enE//

Z1Hi(x, y, z) enH//

(1.25)

avec
{

Vi = sinϕi x̂− cos ϕi ẑ

r = x x̂ + y ŷ + z ẑ

La relation d’orthogonalité (1.26), permet d’obtenir les autres composantes du champ

incident selon la polarisation :

Z1Hi =
ki

k1

∧ Ei (1.26)

Comme la surface considérée dépend de deux variables (x,z) et donc présente des

variations bidirectionnelles, suivant x̂ et ẑ, alors les champs incidents et diffractés sont

dépendants des trois variables spatiales (x,y,z).

1.7 Réflexion et transmission d’une onde incidente

par une surface plane

Comme l’interface est à géométrie plane, alors l’onde incidente, au contact de la

surface, donne naissance à une onde réfléchie dans la direction spéculaire et une onde

transmise dans le milieu 2. Ces ondes réfléchie et transmise auront la même polarisation

que l’onde incidente. Soit kr et kt les vecteurs d’onde respectivement des ondes planes

réfléchie et transmise.

Les champs électriques incident, réfléchi et transmis s’écrivent :

– Pour l’onde incidente

Ei = E0i e
−jkir

avec

ki = αi x̂− βi ŷ

αi = ki sin θi

βi = ki cos θi
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Fig. 1.4: Ondes réfléchie et transmise en polarisation E// et H//

– Pour l’onde réfléchie

Er = E0r e
−jkrr

avec

kr = αi x̂ + βi ŷ

– Pour l’onde transmise

Et = E0t e
−jktr

avec

kt = αi x̂− βt ŷ

βt =
√

k2
t − α2

i , Im[βt ≤ 0]

Dans chacun des cas précédents nous utiliserons la relation d’orthogonalité (1.21)

pour déduire le vecteur H.

Nous pouvons associer au vecteur kr un angle de réflexion θr, tel que :

αi = k1 sin θr

βi = k1 cos θr

A partir des expressions des constantes de propagation des ondes incidentes et

réfléchies, nous déduisons la première loi de Snell-Descartes :

θi = θr (1.27)
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Pour un milieu 2 sans pertes, nous associons à kt une direction de propagation et

nous posons

αi = k2 sin θt

βt = k2 cos θt

où θt est l’angle de réfraction.

Nous déduisons la deuxième loi de Snell-Descartes

n1 sin(θi) = n2 sin(θt) (1.28)

1.7.1 Les coefficients de Fresnel

Les rapports en amplitude des champs réfléchi et incident et des champs transmis

et incident donnent respectivement les coefficients de réflexion ρr et de transmission ρt

de Fresnel.

ρr =
E0r

E0i

(1.29)

ρt =
E0t

E0i

(1.30)

En utilisant les relations d’orthogonalité des vecteurs E et H, nous montrons que

les conditions aux limites en polarisation E// conduisent à écrire :

βiEi − βrEr = βtEt (1.31a)

Ei + Er = Et (1.31b)

Les coefficients de Fresnel (1.29, 1.30) se déduisent de la résolution du système des

deux équations (1.31a, 1.31b) :

ρrE//
=

βi − βt

βi + βt

(1.32a)

ρtE//
=

2βi

βi + βt

(1.32b)

Dans le cas d’une onde incidente en polarisation duale H//, l’utilisation des condi-
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tions aux limites et des relations d’orthogonalité des champs permet d’écrire :

ǫ̂1
Ei

βi

+ ǫ̂1
Er

βr

= ǫ̂2
Et

βt

(1.33a)

Ei + Er = Et (1.33b)

Nous montrons dans ce cas que :

ρrH//
=

βi

n2
1

−
βt

n2
2

βi

n2
1

+
βt

n2
2

ρtH//
=

2
βi

n2
1

βi

n2
1

+
βt

n2
2

(1.34a)

1.7.2 Coefficients de Fresnel : milieu diélectrique parfait

Si nous considérons que le milieu 1 est l’air et que le milieu 2 est un diélectrique

sans perte, alors nous pouvons associer un angle de propagation à l’onde transmise,

tel que βt = k2cosθt. Les coefficients de Fresnel s’écrivent alors pour chacune des deux

polarisations :

– Pour une incidence E// :

ρrE//
=

cos θi − cos θt

cos θi + cos θt

(1.35a)

ρtE//
=

2 cos θi

cos θi + cos θt

(1.35b)

– Pour une incidence H// :

ρrH//
=

cos θ1 −
cos θt

n2

cos θ1 +
cos θt

n2

(1.36a)

ρtH//
=

cos θi

n2

cos θ1 +
cos θt

n2

(1.36b)
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1.7.3 Coefficients de Fresnel : milieu infiniment conducteur

Si le milieu 2 est un métal infiniment conducteur, alors la totalité de l’onde incidente

est réfléchie dans la direction spéculaire. Le champ électromagnétique macroscopique

dans le milieu 2 est nul. Les coefficients de Fresnel sont donnés par :

– Pour une incidence E// :

ρrE//
= −1 (1.37)

– Pour une incidence H// :

ρrH//
= 1 (1.38)

1.8 Le développement de Rayleigh

Dans le paragraphe précédent nous avons considéré une surface plane. De fait, le

champ total dans le milieu supérieur est la somme du champ incident (Ei,Hi) et du

champ réfléchi dans la direction spéculaire (Er,Hr). Suivant la polarisation de l’onde,

le coefficient de réflexion ρr est donné par les équations (1.32a, 1.34a). Pour ce qui est

du milieu inférieur le champ se réduit à l’onde transmise (Et,Ht). Si maintenant nous

considérons que le plan est localement déformé, alors en plus des champs réfléchis et

transmis, vont apparâıtre des champs diffractés (Ed,Hd) dans les deux milieux. Nous

écrivons alors :

Etot, m = Er ou t, m + Ed, m (1.39a)

ZmHtot, m = ZmHr ou t, m + ZmHd, m (1.39b)

où m vaut 1 pour le milieu supérieur (milieu d’incidence) et 2 pour le milieu inférieur.

1.8.1 Cas des champs diffractés par des surfaces 2D

Dans le cas général où la surface présente des variations dans les deux directions

(x̂, ẑ) (surface 2D), supposons que son équation dans un repère cartésien (voir figure

1.5) est donnée par y=a(x,z). Au contact de l’interface, et du fait de la déformation

bi-directionnelle, l’onde incidente subit une dépolarisation. Le champ diffracté peut

être exprimé comme la somme d’une composante directe présentant la polarisation de
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l’onde incidente et d’une composante croisée présentant la polarisation duale de l’onde

incidente. Nous obtenons les expressions suivantes :

Ed,m(x, y, z) = E
(polipoli)
d,m (x, y, z) + E

(polipoli)
d,m (x, y, z) (1.40a)

ZmHd,m(x, y, z) = ZmH
(polipoli)
d,m (x, y, z) + ZmH

(polipoli)
d,m (x, y, z) (1.40b)

où poli, poli désignent respectivement la polarisation de l’onde incidente et la polarisa-

tion complémentaire. Par exemple si poli = E// alors poli = H// et vice versa.

100

150

200

0

−2

−1

0

1

2

x

y

z

Fig. 1.5: Plan localement déformé : cas 2D

Les composantes des vecteurs E et H sont au nombre de cinq : (Ex, Ez, Hx, Hy,

Hz) pour la polarisation E// et (Hx, Hz, Ex, Ey, Ez) pour la polarisation H//.

En dehors de la déformation (y > max [a(x, z)] et y < min [a(x, z)]), le champ

diffracté (Ed,Hd) peut être représenté par un continuum d’ondes planes sortantes [14,

15, 16]. Cette représentation est communément appelée développement de Rayleigh ou

intégrale de Rayleigh.

Dans le milieu 1, et pour y > max [a(x, z)], les composantes des champs électrique
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et magnétique diffractés en polarisation E// s’écrivent :

E
(E// poli)

d,1 (x, y, z) =
1

4π2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
R̂

(E// poli)

1 (α, γ)V(E// poli)(α, γ)

e−jkd,1(α ,γ)r dα dγ (1.41a)

Z1H
(E// poli)

d,1 (x, y, z) =
1

4π2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
R̂

(E// poli)

1 (α, γ)

[

kd,1(α , γ)

kd,1

∧V(E// poli)(α, γ)

]

e−jkd,1(α ,γ)r dα dγ (1.41b)

où le vecteur V donne la direction du champ électrique associé à la fonction d’onde

élémentaire e−jkd,1(α ,γ)r :

V(α, γ) =
γ

√

α2 + γ2
x̂− α

√

α2 + γ2
ẑ (1.42)

et kd,1 est le vecteur d’onde diffractée :

kd,1 = α x̂ + β1 ŷ + γ ẑ (1.43)

avec α2 + β2
1 + γ2 = k2

1 et Im[β1] ≤ 0.

Nous pouvons noter que lorsque α2 +γ2 > k2
d,1, la constante de propagation β1(α, γ)

suivant l’axe (Oy) est imaginaire pure. Ceci correspond à des ondes dont l’amplitude

est exponentiellement amortie. Elles représentent les ondes évanescentes. Si maintement

α2 + γ2 < k2
d,1, alors β1 est réelle et les ondes sont dites propagatives. Le vecteur d’onde

kd,1 correspondant est repéré dans l’espace par le couple d’angle (θ, ϕ) avec θ l’angle

de site et ϕ l’angle d’azimut. Les trois constantes de propagation suivant les directions

(x̂, ŷ, ẑ) s’expriment en fonction de ces angles de la façon suivante :











α = k1 sin θ cos ϕ

β1(α, γ) = k1 cos θ

γ = k1 sin θ sinϕ

Par analogie, le champ électromagnétique dans le milieu 2, et pour z < min [a(x, y)],

peut s’exprimer de la même façon que dans les équations (1.41a, 1.41b). Dans ce cas,

le vecteur d’onde diffracté kd,2 est donné par :

kd,2 = α x̂− β2 ŷ + γ ẑ ; Im[β2] ≤ 0 (1.44)

23



Les champs sont donnés par :

E
(E// poli)

d,2 (x, y, z) =
1

4π2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
R̂

(E// poli)

2 (α, γ)V(E// poli)(α, γ)

e−jkd,2(α ,γ)r dα dγ (1.45a)

Z2H
(E// poli)

d,2 (x, y, z) =
1

4π2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
R̂

(E// poli)

2 (α, γ)

[

kd,2(α , γ)

k2

∧V(E// poli)(α, γ)

]

e−jkd,2(α ,γ)r dα dγ (1.45b)

Comme dans le milieu 1, selon que la constante de propagation β(α, γ) est imaginaire

pure ou réelle, les ondes correspondantes sont respectivement soit évanescentes, soit

propagatives. Dans le cas d’un milieu sans pertes, si nous notons (θ, ϕ) les directions de

propagation dans le milieu 2 des ondes propagatives, les trois constantes de propagation

suivant les directions (x̂, ŷ, ẑ) sont données par :











α = k2 sin θ cos ϕ

β2(α, γ) = k2 cos θ

γ = k2 sin θ sinϕ

Il faut noter que suivant le milieu considéré, le signe de la partie réelle de la constante

de propagation β permet de savoir s’il s’agit d’une onde propagative entrante ou sor-

tante. Ainsi, si nous nous plaçons dans le milieu 1, le cas des ondes qui se propagent en

s’éloignant de l’interface suivant le sens positif de l’axe (Oy) ont une constante β réelle

et positive.

Si le milieu 2 est diélectrique à perte, alors β2 est toujours complexe et toutes les

ondes sont évanescentes.

1.8.2 Cas des champs diffractés par des surfaces 1D

Supposons maintenant que la déformation du plan est uniquement dans une seule

direction, par exemple suivant l’axe (Ox). Dans cette configuration nous parlons de

surface 1D ou de surface cylindrique (figure 1.6).

Considérons le cas d’une incidente classique, où le vecteur d’onde ki appartient

au plan (xOy). Dans ce cas, pour les deux polarisations fondamentales E// et H//, le
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Fig. 1.6: Plan localement déformé : cas 1D

champ électrique E et magnétique H respectivement sont parallèles à l’axe (Oz). L’onde

incidente ne subira aucune dépolarisation. L’onde diffractée a la même polarisation que

l’onde incidente. Le champ électromagnétique diffracté s’écrit :

Ed,m(x, y) = E
(polipoli)
d,m (x, y) = E

(poli)
d,m (x, y) (1.46a)

ZmHd,m(x, y) = ZmH
(polipoli)
d,m (x, y) = ZmH

(poli)
d,m (x, y) (1.46b)

Les composantes des champs électromagnétiques ne dépendent que des deux va-

riables spatiales (x,y) et sont au nombre de trois : (Ex, Ey, Hz) en polarisation H// et

(Hx, Hy, Ez) en polarisation E//.

En dehors de la zone de déformation (y /∈ [min a(x) maxa(x)]) et pour une incidence

en polarisation E//, les ondes planes peuvent s’exprimer sous forme du développement

de Rayleigh suivant [2, 14,16] :

E
E//

d,m(x, y) =
1

2π

∫ +∞

−∞
R̂

E//
m (α) e−jα x e−jβm|y| dα ẑ (1.47a)

ZmH
E//

d,m(x, y) =
1

2π

∫ +∞

−∞
R̂

E//
m (

kd,m

kd,m

∧ ẑ)(α) e−jα x e−jβm|y| dα (1.47b)

avec α2 + β2
m = k2

m et Im[βm ≤ 0].

La nature de l’onde est définie par la constante de propagation βm(α). L’onde est

propagative si cette constante est réelle et évanescente si βm(α) est complexe. Le signe
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de la partie réelle de la constante βm permet de savoir si l’onde est entrante ou sortante.

Dans un milieu sans perte, les ondes propagatives sont définies pour |α| < km avec :

α = km sin θ

βm = km cos θ

θ est l’angle de diffraction. Il désigne la direction de propagation.

Pour les ondes évanescentes, nous avons |α| ≥ km et βm(α) = −j
√

α2 − k2
m.

Jusqu’ici nous avons présenté uniquement la composante en polarisation E// du

champ diffracté. Afin d’obtenir la composante du champ électromagnétique diffracté

dans la polarisation H//, il suffit de remplacer E
(E// poli)

d,m par ZmH
(H// poli)

d,m et ZmH
(E// poli)

d,m

par −E
(H// poli)

d,m dans les équations (1.41a, 1.41b), (1.45a, 1.45b) et (1.47a, 1.47b).

1.9 L’onde diffractée en zone de champ lointain

Les ondes évanescentes sont exponentiellement amorties. Par conséquent, à par-

tir d’une certaine distance de la surface, leur contribution ne doit plus être prise en

compte dans les intégrales de Rayleigh. Dans cette zone de l’espace, les seules ondes

restantes sont des ondes propagatives. En se plaçant dans un système de coordonnées

sphériques et pour un milieu sans perte et à grande distance de la surface, la méthode

de la phase stationnaire permet d’obtenir le comportement asymptotique des champs

électromagnétiques en tout point M(r,θ, ϕ) [17, 18].

1.9.1 Cas des surfaces 2D

En partant des équations (1.41a, 1.41b) et (1.45a, 1.45b), pour une surface 2D

nous démontrons dans l’annexe A, grâce à la méthode de la phase stationnaire, que les

ondes diffractées propagatives dans la zone de champ lointain peuvent s’écrire comme

un produit de deux fonctions, l’une traduisant une dépendance angulaire et l’autre une

dépendance radiale. Il est à noter que ces deux fonctions sont découplées. La composante

en polarisation E// du champ électromagnétique diffracté, est donnée par :

E
(E// poli)

d,m (r, θ, ϕ) ≈ nmR̂
(E// poli)
m (km sin θ cosϕ, km sin θ sinϕ) cos θ

e−jkmr

λr
e−j π

2 ûϕ

(1.48)
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ZmH
(E// poli)

d,m (r, θ, ϕ) ≈ −nmR̂
(E// pi)
m (km sin θ cosϕ, km sin θ sinϕ) cos θ

e−jkmr

λr
e−j π

2 ûθ

(1.49)

où λ est la longueur d’onde dans le vide.

Pour ce qui est de la composante en polarisation H//, les champs électrique et

magnétique s’écrivent :

ZmH
(H// poli)

d,m (r, θ, ϕ) ≈ nmR̂
(H// poli)
m (km sin θ cosϕ, km sin θ sinϕ) cos θ

e−jkmr

λr
e−j π

2 ûϕ

(1.50)

E
(H// poli)

d,m (r, θ, ϕ) ≈ nmR̂
(H// pi)
m (km sin θ cosϕ, km sin θ sinϕ) cos θ

e−jkmr

λr
e−j π

2 ûθ

(1.51)

La relation d’orthogonalité est donnée par :

Ed,m = ZmHd,m ∧ ûr (1.52)

1.9.2 Cas des surfaces 1D

Considérons maintenant le cas d’une surface 1D. A partir des deux équations (1.47a,

1.47b) et en utilisant la méthode de la phase stationnaire [18], comme dans le cas 2D,

le champ lointain en un point M(r,θ) en coordonnées polaires est donné par :

E
(E//)

d,m (r, θ) ≈ √
nmR̂

(E//)
m (km sin θ) cos θ

e−jkmr

√
λr

e−j π
4 ẑ (1.53a)

ZmH
(E//)

d,m (r, θ) ≈ −√nmR̂
(E//)
m (km sin θ) cos θ

e−jkmr

√
λr

e−j π
4 ûθ (1.53b)

Pour obtenir les expressions asymptotiques des champs diffractés pour une incidence

en polarisation H//, comme dans le cas d’une surface 2D, nous remplaçons E
E//

d,m par

ZmH
H//

d,m et ZmH
E//

d,m par −E
H//

d,m dans les équations (1.53a) et (1.53b).

Nous pouvons noter la décroissance en 1/r et 1/
√
r des champs asymptotiques res-

pectivement dans le cas 2D et 1D. La dépendance angulaire est donnée par la fonc-

tion ’R̂ cos θ’ où R̂ est l’amplitude de diffraction des ondes planes propagatives du

développement de Rayleigh.
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1.10 Grandeurs énergétiques [12,13]

1.10.1 Vecteur de Poynting réel et vecteur de Poynting com-

plexe

En multipliant respectivement les deux équations (1.1b, 1.1d) par H et E, nous

obtenons :

HrotE (r, t) = −H
∂

∂t
B (r, t) (1.54a)

ErotH (r, t) = E

[

j (r, t) +
∂

∂t
D (r, t)

]

(1.54b)

Sachant que : div (a ∧ b) = −a rot b + b rot a, en faisant la soustraction des deux

équations (1.54a, 1.54b) membre à membre nous déduisons la relation suivante :

div(E ∧H) + j E + E
∂

∂t
D + H

∂

∂t
B = 0 (1.55)

Dans cette dernière équation, chacun des termes est homogène à une puissance par

unité de volume (watt/m3).

Soit Ω un volume entouré par une surface fermée Σ dont la normale n est orientée

vers l’extérieur. En utilisant le théorème de Green-Ostrogradsky et l’équation (1.55),

nous établissons le bilan de puissance suivant :

∫∫

Σ

(E ∧H)n ds+

∫∫∫

Ω

(j E) dv = −
∫∫∫

Ω

[

E
∂

∂t
D + H

∂

∂t
B

]

dv (1.56)

Le terme à droite de l’équation (1.56) traduit la diminution de l’énergie électro-

magnétique totale associée au volume Ω. Le premier terme à gauche de l’équation

représente le débit de l’énergie électromagnétique qui s’échappe de Σ par rayonnement ;

et le deuxième terme à gauche nous donne l’accroissement de l’énergie cinétique des

particules présentes dans le volume Ω.

La quantité E ∧H représente le vecteur Poynting que nous noterons S.

S = E ∧H (1.57)
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A un instant donné t, le flux du vecteur S à travers la surface fermée Σ donne la

puissance P(t) rayonnée. En régime harmonique, la puissance moyenne 〈P 〉 rayonnée

sur une période de temps T est donnée par :

〈P 〉 =
1

T

∫ T

0

∫∫

Σ

Sn ds dt

=

∫∫

Σ

n 〈S〉 ds

Il est plus commode de raisonner sur des valeurs énergétiques moyennes calculées

sur une période T. Dans ce cas, nous pouvons définir un vecteur Poynting complexe S

donné par :

S =
1

2
E ∧H∗ (1.58)

où H∗ est le complexe conjugué de H.

La partie réelle de S donne le vecteur Poynting moyenné sur une periode T

〈S〉 = Re[S] (1.59)

La partie réelle du flux du vecteur complexe S à travers la surface fermée Σ, nous

donne le débit moyen d’énergie à travers Σ. Ce débit représente les pertes en énergie dues

au phénomène de propagation. Ce vecteur permet de quantifier la puissance moyenne

que véhiculent les ondes en se propageant.

〈P 〉 =

∫∫

Σ

nRe[S] ds (1.60)

Par la suite, nous notons simplement S le vecteur Poynting complexe.

1.10.2 Le coefficient de diffusion bi-statique

Dans le cas des milieux sans pertes, la densité angulaire de puissance traduit la

puissance diffractée par unité d’angle (ou d’angle solide) dans le cas d’une surface 1D

(ou respectivement 2D).
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Pour une surface 1D, en utilisant les équations (1.53a, 1.53b), le vecteur Poynting

complexe est donné par :

S = −
1

2Zm

nm

λr
cos2 θ

∣

∣

∣
R̂(poli)

m (km sin θ)
∣

∣

∣

2

ẑ ∧ ûθ

=
1

2Zm

nm

λr

∣

∣

∣R̂(poli)
m (km sin θ)

∣

∣

∣

2

cos2θ ûr (1.61)

Considérons un demi cylindre, dont la génératrice est suivant l’axe Oz, de longueur

un mètre, de rayon ’r’ et dont le centre est confondu avec l’origine. Ce demi cylindre

englobe la surface diffractante, dans un des deux milieux. Le flux du vecteur Poynting

à travers le demi cylindre est :

P
(poli)
d,m = Re







1
∫

0

π
2
∫

−π
2

Sr dθ dz ûr






(1.62)

où r dθ dz est l’élément de surface.

Pour ’r’ élevé et compte tenu de l’expression (1.61), nous pouvons écrire :

〈P 〉 = P
(poli)
d,m = Re







1
∫

0

π
2
∫

−π
2

S r dθ dz ûr







= Re







π
2
∫

−π
2

1

2Zm

nm

λ

∣

∣

∣
R̂(poli)

m (km sin θ)
∣

∣

∣

2

cos2θdθ







=

π
2
∫

−π
2

dP
(poli)
d,m

dθ
(θ)dθ (1.63)

où
dP

(poli)

d,m

dθ
(θ) est la densité angulaire de puissance. Son expression analytique est :

dP
(poli)
d,m

dθ
(θ) =

1

2Zm

nm

λ

∣

∣

∣
R̂(poli)

m (km sin θ)
∣

∣

∣

2

cos2θ (1.64)

Considérons maintenant le cas d’une surface 2D. Soit une demi sphère de rayon ’r’

dont le centre est à l’origine. La demi sphère englobe la surface de diffraction. En champ

lointain (’r’ élevé) le vecteur Poynting complexe vaut :

S =
1

2
(E

(E// poli)
m + E

(H// poli)
m ) ∧ (H

(E// poli)
m

∗
+ H

(H// poli)
m

∗
)

=
1

2
(E

(E// poli)
m ∧H

(E// poli)
m

∗
+ E

(H// poli)
m ∧H

(H// poli)
m

∗
) (1.65)
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Le flux de ce vecteur à travers la demi sphère est :

P
(poli)
d,m = Re







π
∫

0

π
2
∫

−π
2

Sds ûr







= Re







π
∫

0

π
2
∫

−π
2

1

2
(E

(E// poli)
m ∧H

(E// poli)
m

∗
)ds ûr







+ Re







π
∫

0

π
2
∫

−π
2

1

2
(E

(H// poli)
m ∧H

(H// poli)
m

∗
)ds ûr






(1.66)

où ds = r2dΩ est l’élément de surface et dΩ = sin θdθdϕ l’élément d’angle solide.

En utilisant les expressions des champs données par les équations (1.48-1.51),nous

obtenons la puissance P
(poli)
d,m sous la forme :

〈P 〉 = P
(poli)
d,m =

π
∫

0

π
2
∫

−π
2

dP
(E// poli)

d,m

dΩ
(θ, ϕ)dΩ

+

π
∫

0

π
2
∫

−π
2

dP
(H// poli)

d,m

dΩ
(θ, ϕ)dΩ (1.67)

La densité angulaire de puissance totale
dP

(poli)

d,m (θ,ϕ)

dΩ
peut s’écrire comme la somme

de deux termes. Un des termes représente la contribution du champ diffracté en pola-

risation directe et l’autre, celle du champ diffracté dans la polarisation croisée :

dP
(poli)
d,m

dΩ
(θ, ϕ) =

dP
(E// poli)

d,m

dΩ
(θ, ϕ) +

dP
(H// poli)

d,m

dΩ
(θ, ϕ) (1.68)

Les expressions des deux termes de la densité angulaire de puissance sont données

par :

dP
(E// poli)

d,m

dΩ
(θ, ϕ) =

1

2Zm

n2
m

λ2

∣

∣

∣
R̂

(E// poli)

d,m

∣

∣

∣

2

cos2θ (1.69a)

dP
(H// poli)

d,m

dΩ
(θ, ϕ) =

1

2Zm

n2
m

λ2

∣

∣

∣R̂
(H// poli)

d,m

∣

∣

∣

2

cos2θ (1.69b)
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Le coefficient de diffusion bi-statique normalisé est défini comme la densité de puis-

sance diffractée dans une direction donnée par la surface éclairée, normalisée par rapport

à la puissance totale incidente Pi apportée à la déformation.

σd =
1

Pi

dPd

dΩ
(1.70)

Si l’interface considérée est cylindrique, alors la puissance incidente vaut :

Pi =
1

2

∫ 1

0

+L
2
∫

−L
2

Re[(Ei ∧H∗
i ) dx dz ŷ]

=
L

2Z1

cosθi (1.71)

A partir de (1.64) et sachant que n1Z1 = n2Z2, nous écrivons le coefficient de

diffusion bi-statique :

σpoli
m (θ) = σ(poli)

m (θ)

=
n2

mcos2θ

λL cosθi

|R̂(poli)
d,m (km sin θ)|2 (1.72)

Pour une surface 2D, la puissance incidente Pi est obtenue comme suit :

Pi =
1

2

+L
2
∫∫

−L
2

Re[(Ei ∧H∗
i ) dx dz ŷ]

=
L2

2Z1

cosθi (1.73)

L’expression analytique du coefficient de diffusion bi-statique dans les deux polari-

sations E// et H// s’écrit :

σpoli
m (θ, ϕ) = σ

(E// poli)
m (θ, ϕ) + σ

(H// poli)
m (θ, ϕ)

=
n3

mcos2θ

λ2 L2 cosθi

× |R̂(E// poli)

d,m (km sin θ cosϕ, km sin θ sinϕ)|2

+
n3

mcos2θ

λ2 L2 cosθi

× |R̂(H// poli)

d,m (km sin θ cosϕ, km sin θ sinϕ)|2 (1.74)
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Si l’onde incidente est de polarisation E//, alors σ
(E// E//)
m (θ, ϕ) représente le coeffi-

cient en polarisation directe et σ
(H// E//)
m (θ, ϕ) le coefficient en polarisation croisée. Cette

terminologie reste valable dans le cas d’une incidence en polarisation H//.

1.10.3 Bilan de puissance

Pour un plan localement déformé et des milieux sans pertes, nous montrons dans

l’annexe B que le champ diffracté vérifie le bilan de puissance suivant [19] :

P
(poli)
d,1 + P

(poli)
d,2 = P

(poli)
c,1 + P

(poli)
c,2 (1.75)

avec,























































P
(poli)
d,m =

∑

p∈{poli, poli}

π
2
∫

−π
2

π
∫

0

σ
(p, poli)
m (θ, ϕ) sin θ dθ dϕ

P
(poli)
c,1 = −

2ρr poli

L2
Re
[

R̂
(polipoli)
d,1 (αi, γi)

]

P
(poli)
c,2 = −

2ρt poli

L2

βt

βi

Re
[

R̂
(polipoli)
d,2 (αi, γi)

]

où Pd,1 et Pd,2 sont les puissances diffractées dans les milieux 1 et 2. Pc,1 représente le

couplage entre les ondes planes incidente et réfléchie et le champ diffracté dans le milieu

1. Pc,2 rend compte des couplages entre l’onde plane transmise et les ondes diffractées

dans le milieu 2.

Dans le cas d’un plan localement déformé en 1D (déformation cylindrique), les

résultats de l’annexe B restent valables et les champs diffractés doivent vérifier le bilan

de puissance (1.75). Les expressions des puissances sont données par :























































P
(poli)
d,m =

π
2
∫

−π
2

σ
(poli)
m (θ) dθ

P
(poli)
c,1 = −

2ρr poli

L
Re
[

R̂
(poli)
d,1 (αi)

]

P
(poli)
c,2 = −

2ρt poli

L

βt

βi

Re
[

R̂
(poli)
d,2 (αi)

]
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où ρr poli
et ρt poli sont les coefficients de Fresnel définis au paragraphe (§ 1.7.1).

Si le milieu 2 est infiniment conducteur alors le bilan de puissance se réduit à :

P
(poli)
d,1 = P

(poli)
c,1 (1.76)

Par la suite, nous noterons Pd la somme de Pd,1 et Pd,2 et Pc la somme de Pc,1 et

Pc,2.

1.11 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons rappelé les différentes notions électromagnétiques fonda-

mentales nécessaires à la présentation du travail effectué durant cette thèse. Nous avons

aussi présenté quelques grandeurs énergétiques liées aux ondes électromagnétiques, et

établi le bilan de puissance (1.75) qui sera utilisé aux chapitres 3 et 4 pour valider nos

résultats.
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Chapitre 2

Description statistique des surfaces

agricoles

Afin d’étudier le phénomène de diffraction par des surfaces rugueuses aléatoires, nous

utiliserons une méthode de résolution numérique basée sur un modèle électromagnétique

exact. Cette méthode requiert des entrées décrivant de façon précise et pertinente les

surfaces à analyser. Ces entrées sont une représentation numérique des surfaces réelles.

Si nous prenons par exemple la méthode des petites perturbations (SPM), qui est

une méthode analytique approchée, nous avons uniquement besoin des paramètres

géométriques (statistiques) caractérisant la surface à analyser (écart type des hau-

teurs, moyenne statistique...) afin d’étudier sa réponse moyenne à une excitation électro-

magnétique [3, 20]. Dans notre cas, ces paramètres ne vont pas intervenir directement

dans le traitement électromagnétique. Ils vont servir lors d’une étape préliminaire qui

consiste en la génération numérique des surfaces que nous souhaiterons analyser. Ces

profils numériques constituerons les entrées du modèle électromagnétique que nous

avons développé.

Le département EMA (Electromagnétisme et Méthodes d’Analyse) du CETP dis-

pose d’une base de données contenant des surfaces numériques, obtenues par stéréovision,

avec différents types de sols nus (labour, déchaumage et semi) dégradés à des niveaux

différents par la pluie [21]. Cette base de données a été élaborée, en collaboration avec

l’INRA Grignon, lors d’une campagne de mesure en 1999 dans le bassin d’Orgeval. Les

techniques de stéréovision permettent la reconstitution du relief à partir de deux images,

de la même parcelle, suivant deux angles de visée différents. A partir de cette base de

données et moyennant quelques hypothèses que nous présentons, nous estimons des pa-

ramètres statistiques caractéristiques des sols. Ces paramètres vont servir d’entrée pour



le générateur numérique de surface.

Dans ce chapitre, nous commençons par une description géométrique des surfaces

rugueuses. Nous présentons également quelques notions générales sur les processus

aléatoires et les fonctions statistiques permettant de les caractériser. Nous présentons

aussi les modèles et méthodes permettant la génération numérique des profils de sur-

faces. Des paramètres statistiques estimés à partir des bases de données expérimentales

seront utilisés à cet effet.

Nous finissons par une description statistique comparative des surfaces rugueuses

expérimentales et simulées. Ceci permet de tirer des conclusions concernant les hy-

pothèses que nous avons formulées sur la statistique des surfaces agricoles sans couvert

végétal. Pour compléter cette étude sur les surfaces, nous nous intéressons à leur ca-

ractérisation d’un point de vue physique. Ceci permet de faire le lien entre l’humidité

du sol et la permittivité électrique qui joue un rôle très important du point de vue

électromagnétique.

2.1 Généralités

2.1.1 Description géométrique d’une surface

Dans un espace rapporté au repère cartésien orthonormé (Oxyz), une surface dont

la génératrice s’appuie sur une courbe d’équation y=a(x) est dite surface cylindrique ou

surface 1D. Cette surface est invariante par translation dans la direction ẑ. Si la surface

considérée présente des variations, dans le plan (xOz), suivant les deux directions x̂ et

ẑ alors son équation est donnée par y=a(x,z). Dans ce cas, la surface est dite surface

2D.

Dans le cas général, la fonction ’a’, traduisant la déformation dans le plan (xOz),

que ce soit pour le cas 1D ou 2D, peut être (voir figure 2.1) :

– périodique ou bien apériodique,

– à support borné ou non borné (déformation du plan finie ou infinie),

– déterministe ou aléatoire.

Par exemple, en optique, les surfaces 1D périodiques représentent les réseaux, qui

peuvent être déterministes ou bien contenir des défauts distribués de façon aléatoire.

Les sols agricoles peuvent être représentés par des surfaces 2D aléatoires.
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Réseau 1D Surface 1D infinie

Réseau 2D Surface 1D finie

Fig. 2.1: Exemples de surfaces rugueuses 1D et 2D

Dans ce travail, nous nous intéressons aux surfaces aléatoires 1D et 2D à support

borné. Elles sont supposées issues de procesus aléatoires, vérifiant quelques hypothèses,

que nous explicitons dans la suite de ce chapitre. Le caractère aléatoire de ces surfaces

exige une étude statistique afin de les caractériser. Bien comprendre et rendre compte

de l’interaction des ondes électromagnétiques avec les interfaces rugueuses suppose une

bonne description de ces dernières.

2.1.2 Grandeurs statistiques caractérisant un processus aléa-

toire [22]

En théorie du signal, un processus aléatoire représente l’évolution dans le temps

ou dans l’espace d’une variable aléatoire. Il est symbolisé par une fonction aléatoire

dépendant du temps et/ou de l’espace et d’un paramètre W traduisant le caractère
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aléatoire. Un processus aléatoire dépendant uniquement de l’espace (indépendant du

temps) est noté ξ(r, W). Pour une valeur donnéeW0 deW , nous obtenons une réalisation

du processus aléatoire ξ(r, W0). Cette réalisation est déterministe. Si nous faisons varier

le paramètre aléatoire W , nous obtenons un ensemble de réalisations issues du même

processus aléatoire.

La description statistique d’un processus spatial aléatoire, que ce soit dans le cas

1D ou 2D, peut se faire en étudiant ses fluctuations spatiales en fonction de la position

(abscisse et ordonnée). Pour une position donnée les fonctions aléatoires ξ(x0, W) pour

le cas 1D, et ξ(x0, z0, W) pour le cas 2D, sont des variables aléatoires.

2.1.2.1 Fonction de répartition et densité de probabilité

La fonction de répartition de la variable aléatoire ξ(r0, W), est définie par :

Fξ(h) = Prob[ξ ≤ h] (2.1)

Pour une variable aléatoire réelle, la dérivée de sa fonction de répartition (si elle

existe) donne la densité de probabilité Pξ(h). La densité de probabilité vérifie les pro-

priétés suivantes :

Prob[ξ ∈ [a, b]] =

b
∫

a

Pξ(h) d h

∀h, Pξ(h) ≥ 0 et

+∞
∫

−∞

Pξ(h) d h = 1

Dans la pratique, cette fonction peut être estimée par l’histogramme normalisé des

valeurs prises par la variable aléatoire ξ(x, W) ou ξ(x, z, W) pour une position donnée.

Dans le cas gaussien, la densité de probabilité est entièrement déterminée par deux

paramètres qui sont la moyenne statistique de la variable aléatoire que nous noterons

mξ, et l’écart type σξ. σξ mesure la dispersion des valeurs de la variable aléatoire autour

de la valeur moyenne mξ.

mξ(r) = 〈ξ〉 =

∫ +∞

−∞
hPξ(h) dh (2.2)
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σ2
ξ (r) =

〈

ξ2
〉

− 〈ξ〉2 (2.3)

avec
〈

ξ2
〉

=

∫ +∞

−∞
h2 Pξ(h) dh (2.4)

Les crochets 〈 〉 désignent l’opérateur espérance mathématique qui permet d’obtenir la

moyenne statistique de la variable aléatoire considérée.

L’expression analytique d’une densité de probabilité gaussienne est donnée par :

Pξ(h) =
1

σξ

√
2π

exp

[

−1

2

(

(h−mξ)

σξ

)2
]

(2.5)

Considérons maintenant une variable aléatoire gaussienne bi-dimensionelle (ξ1, ξ2),

de moyenne statistique (mξ1 , mξ2) et d’écart type (σξ1 , σξ2). La densité de probabilité

conjointe associée est :

P(ξ1, ξ2)(h1, h2) =
1

2πσξ1σξ2

√

1− ρ2
c

exp

[

− 1

2(1− ρ2
c)

(h1 −mξ1)
2

σξ1 σξ1

]

exp

[

1

2(1− ρ2
c)

(
2ρc (h1 −mξ1) (h2 −mξ2)

σξ1σξ2

− (h2 −mξ2)
2

σξ2 σξ2

)

]

(2.6)

où ρc est le coefficient de corrélation. Il est donné par :

ρc =
〈ξ1ξ2〉 −mξ1 mξ2

σξ1σξ2

(2.7)

2.1.2.2 Les moments statistiques et spatiaux d’un processus aléatoire

Afin d’analyser un processus aléatoire ξ(r,W), nous pouvons envisager une étude

au travers d’une seule réalisation (W fixée). Ceci permet d’avoir ses moments spatiaux.

Dans le cas général, ces moments peuvent dépendre de la réalisation, c’est-à-dire de

l’aléa W . L’autre façon de faire consiste à regarder les valeurs de la variable aléatoire

associée au processus pour une position donnée r′ et sur plusieurs réalisations du pro-

cessus ξ(r,W)(une famille de réalisations). Dans ce cas, le processus est décrit via ces

moments statistiques (moyenne statistique et moments d’ordre supérieur).
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Connaissant la densité de probabilité de la variable aléatoire ξ(r,W) pour un r′

donné, le moment statistique d’ordre n, associée à cette variable aléatoire est l’espérance

mathématique d’ordre n. Il est défini pour une variable aléatoire continue par :

mξn = 〈ξn(r′, W)〉 =

∫ +∞

−∞
hn Pξ(h) dh (2.8)

Il faut noter que dans le cas général, les moments statistiques et en particulier ceux

d’ordre 1 et 2 dépendent de la position r′.

Afin d’évaluer la corrélation qui peut exister entre deux valeurs prises par la variable

aléatoire ξ(r, W), en deux points différents r′ et r′ + r, nous calculons sa fonction

d’autocorrélation statistique définie par :

R(r′, r′ + r) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
hh

′

P(ξ
r
′ , ξ

r
′+r

)(h, h
′) dh dh′ (2.9)

P(ξ
r
′ , ξ

r
′+r

)(h, h
′) est la probabilité conjointe (voir l’équation 2.6 pour le cas gaussien).

Cette fonction dépend de la position des deux points, c’est-à-dire (r′, r + r′).

Si nous travaillons maintenant sur une seule réalisation, nous avons accès aux mo-

ments spatiaux. Si on note ∆ l’étendue de la réalisation ξ(r,W0), alors la moyenne

spatiale de ξ(r,W0) peut être estimée par :

ξ(r,W0) = lim
∆→+∞

1

∆

∫ ∆
2

−∆
2

ξ(r,W0)dr (2.10)

La fonction d’autocorrélation spatiale est définie par :

Cξ ξ(r,W0) = ξ(r′,W0) ξ(r′ + r,W0)

= lim
∆→+∞

1

∆

∫ ∆
2

−∆
2

ξ(r′,W0) ξ(r
′ + r,W0) dr

′ (2.11)

Sans hypothèses préalables sur les processus aléatoires, ces moments spatiaux dépen-

dent de la réalisation. Dans le paragraphe suivant, nous verrons quelles sont les hy-

pothèses qui permettront l’égalité entre moments spatiaux et moments statistiques jus-

qu’à un certain ordre n.

40



2.1.3 Stationnarité et ergodicité

Précédemment, nous avons vu que la moyenne et l’autocorrélation spatiales dépen-

dent, d’une manière générale, de la réalisation. Ceci veut dire que ce sont des grandeurs

aléatoires. Si les moments spatiaux sont indépendants de l’aléa jusqu’à l’ordre 2, alors

le processus spatial est dit ergodique à l’ordre 2.

Concernant les moments statistiques, la moyenne statistique calculée dépend, d’une

manière générale, de la position r et la fonction d’autocorrélation des deux positions r′

et r+ r′. Si maintenant la fonction d’autocorrélation dépend uniquement de la distance

entre les deux points considérés et que la moyenne statistique est constante quand nous

changeons de position, alors le processus est dit stationnaire à l’ordre 2 (au sens large).

Si ces deux propriétés précédentes (ergodicité et stationnarité à l’ordre 2) sont satis-

faites simultanément, alors le théorème de Birkoff [22] permet de dire que les moments

statistiques sont égaux aux moments spatiaux jusqu’à l’ordre 2. Nous pouvons écrire :

m = 〈ξ(r0,W)〉 = ξ(r,W0) = Cst (2.12)

Rξξ(r) = Cξξ(r) (2.13)

2.2 Caractérisation statistique d’une surface rugu-

euse aléatoire naturelle

L’intérêt d’une description statistique réside dans la possibilité de caractériser un

ensemble de surfaces, à première vue différentes géométriquement mais ayant les mêmes

propriétés statistiques, avec un certain nombre de paramètres et fonctions statistiques.

Cette caractérisation nous aidera à mener l’étude de la diffraction des ondes électro-

magnétiques sur des ensembles de plusieurs réalisations, et permettra de déduire des

propriétés moyennes concernant un certain nombre de grandeurs physiques bien définies.

Dans le cas des interfaces rugueuses que nous étudions, la variable aléatoire a(r,W)

définit les hauteurs de la surface en tout point de position r. Les surfaces naturelles

que nous analysons (les sols nus sans végétation) sont modélisées par des processus

aléatoires supposés ergodiques et stationnaires à l’ordre 2.

Concernant les processus 2D, en plus des deux hypothèses précédentes, nous sup-
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posons l’isotropie de la surface. Ceci permet d’avoir notamment une fonction d’auto-

corrélation simple caractérisée par la même longueur de corrélation suivant toutes les

directions, en particulier les deux directions x̂ et ẑ dans le repère cartésien (Oxyz).

Au CETP, une des approches développée pour décrire les sols agricoles nus, fait

intervenir trois paramètres : l’écart type des hauteurs, la longueur de corrélation et le

paramètre de Hurst. A partir de mesures expérimentales sur les surfaces réelles (fichiers

numériques des parcelles agricoles) des études sont menées pour déterminer les moments

spatiaux ainsi que la densité de probabilité des hauteurs [21, 23, 24]. Sous l’hypothèse

de l’ergodicité et de la stationnarité, les moments d’ordre 1 ou 2 sont indépendants de

l’espace et de la réalisation. Nous déduisons les moments statistiques connaissant les

moments spatiaux.

Nous travaillons sous les deux hypothèses suivantes :

– La densité de probabilité des hauteurs des surfaces P(h) est gaussienne de moyenne

nulle 〈a(r,W)〉 = 0 et d’écart type des hauteurs σa. Cette densité est donnée par :

P(h) =
1

σa

√
2π

exp

(

− h2

2σ2
a

)

(2.14)

– La fonction d’auto-corrélation R(d) est donnée par :

R (d) = σ2
aexp

(

−
[

d

ℓc

]2H
)

(2.15)

où d = x dans le cas 1D et d =
√
x2 + z2 pour le cas 2D, et H représentant le pa-

ramètre de Hurst. Si H = 1, alors l’autocorrélation est gaussienne, et si H = 1
2
, elle est

exponentielle.

Dans le cas 2D, l’expression (2.15) suggère l’hypothèse de l’isotropie de la surface.

Ceci implique que la longueur de corrélation est la même suivant x̂ et ẑ :

ℓc = ℓc,x = ℓc,z (2.16)

Dans le paragraphe suivant, nous présentons la technique que nous avons utilisée

afin d’obtenir des surfaces numériques ayant ces caractéristiques statistiques.

2.3 Procédés de génération des profils de surface

Nous voulons générer numériquement des surfaces rugueuses 1D ou 2D ayant
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– Une densité de probabilité des hauteurs gaussiennes de moyenne nulle et d’écart

type σa.

– Une fonction d’autocorrélation ayant la forme donnée par l’équation (2.15).

         h
f

B a

Fig. 2.2: Filtrage linéaire

Pour ce faire, plusieurs méthodes existent. Nous pouvons citer à titre d’exemple celle

basée sur le développement de la surface en séries de Fourier. Connaissant la fonction

d’autocorrélation de la surface, et donc sa densité spectrale de puissance, les coefficients

de Fourier sont calculés de manière relativement simple [8]. En ce qui nous concerne,

nous avons implémenté un générateur de surface aléatoire basé sur le principe du filtrage

linéaire d’un bruit blanc gaussien. Le caractère gaussien se retrouve en sortie du filtre

car le filtrage est une opération linéaire. Pour ce qui est de la fonction d’autocorrélation,

nous montrons qu’il suffit de choisir un filtre caractérisé par une réponse impulsionnelle

adéquate pour avoir un signal en sortie ayant l’autocorrélation spatiale voulue. En effet,

la formule du filtrage linéaire s’écrit :

a(r) = (hf ∗ B)(r) =

∫ +∞

−∞
hf (r− r′)B(r′) dr′ (2.17)

B est le signal d’entrée du filtre. Il s’agit d’un bruit blanc gaussien, caractérisé par

une densité de probabilité gaussienne et une autocorrélation donnée par

RBB(r) = σ2
aδ(r) (2.18)

où δ(r) est la distribution de Dirac.

Notons Raa(r) l’autocorrélation statistique de la sortie. A partir de l’équation (2.17),

nous démontrons que :

Raa(r) = (Chf
∗RBB)(r) (2.19)

où Chf
(r) est l’autocorrélation spatiale de la réponse impulsionnelle du filtre :
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Chf
(r) =

∫ +∞

−∞
hf (r) hf (r− r′) dr′

=

+∞
∫∫

−∞

hf (x, z) hf (x+ x
′

, z + z
′

) dx
′

dz
′

(2.20)

Sachant que la distribution de Dirac est l’élément neutre du produit de convolution,

nous obtenons :

Raa(r) = σ2
a Chf

(r) (2.21)

D’après l’équation (2.21), l’autocorrélation de la sortie du filtre est égale à l’auto-

corrélation de la réponse impulsionnelle hf (r). Le choix du filtre détermine la fonction

d’autocorrélation Raa(r).

Soit Ĥf (α, γ) la transformée de Fourier de la réponse impulsionnelle.

Ĥf (α, γ) = TF [hf (x, z)] (2.22)

En se rappelant que :

|Ĥf (α, γ)|2 = TF [Chf
(x, z)] (2.23)

les formules de filtrage permettent d’écrire que :

TF [Raa(r)] = σ2
a

∣

∣

∣
Ĥf (α, γ)

∣

∣

∣

2

(2.24)

Connaissant Raa(r) et en supposant que la phase de la fonction de transfert est nulle

(Ĥf (α, γ) =
∣

∣

∣Ĥf (α, γ)
∣

∣

∣), la réponse impulsionnelle hf (x, z) est déduite en utilisant la

transformée de Fourier inverse :

hf (x, z) = TF−1[Ĥf (α, γ)]

= TF−1[
√

TF [Raa(x, z)]] (2.25)

2.3.1 Cas particulier de l’autocorrélation gaussienne

Une valeur du paramètre de Hurst permet d’avoir une fonction d’autocorrélation

gaussienne : H = 1.

R (d) = σ2
aexp

(

−
[

d

ℓc

]2
)

(2.26)
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En se rappelant que la transformée de Fourier d’une gaussienne est une gaussienne,

nous montrons que la forme analytique de la réponse impulsionnelle est :

hf (x, z) =
2

ℓc
√
π
exp(−2[

x2 + z2

ℓc
]2) (2.27)

2.3.2 Discrétisation des formules

Afin d’implémenter la méthode de génération de surface que nous avons décrite,

nous avons besoin de la forme discrète des différentes équations. Soit ∆x et ∆z les pas

d’échantillonnage suivant les deux directions x̂ et ẑ. Ils sont obtenus par :

∆x =
Lx

Nx

et ∆z =
Lz

Nz

Dans la pratique, nous choisirons le même nombre de points, et la même longueur

L suivant les deux directions x̂ et ẑ.

En discrétisant la formule de filtrage, nous obtenons :

a(xm, zn) = ∆x∆z
∑

p

∑

q

hf (Up, Vq)B(Up − xm, Vq − zn) (2.28)

Avec

xm = m∆x Up = p∆x

zn = n∆z Vq = q∆z

De façon plus compacte l’équation (2.28) peut s’écrire

am, n = ∆x∆z
∑

p

∑

q

hp, qBp−m, n−q (2.29)

les valeurs discrètes hp, q de la réponse impulsionnelle sont obtenues suivant la démarche

explicitée dans le paragraphe précédent par l’utilisation de transformées de Fourier

discrètes directe et inverse.

2.4 Résultats numériques

Dans ce paragraphe, nous allons présenter quelques résultats concernant d’abord la

méthode de génération des surfaces rugueuses. Nous donnons un exemple de génération
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de surfaces 2D afin de valider la méthode décrite dans le paragraphe (§ 2.3). En-

suite, nous présentons une comparaison entre des résultats obtenus à partir de données

expérimentales et des résultats issus de la simulation numérique (avec des paramètres

statistiques obtenus à partir de la base de données).

2.4.1 Validation de la méthode de génération numérique des

surfaces

En utilisant la méthode de génération décrite précédemment, nous avons simulé

une surface 2D avec des paramètres statistiques fixés arbitrairement. Ces paramètres

statistiques sont les suivants :

– Une DDP gaussienne avec un écart type des hauteurs σa = 0.5λ et une moyenne

nulle

– Une fonction d’autocorrélation gaussienne (H = 1) de longueur de corrélation

ℓc = 1.5λ

Le signal d’entrée du filtre est un bruit blanc gaussien. Le support de la surface est

Lx = Lz = 10λ et le nombre de point N = Nx = Nz = 128. Sur la figure 2.3 nous avons

représenté le profil 2D obtenu.
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Fig. 2.3: Profil gaussien généré par filtrage linéaire

Nous avons estimé la densité de probabilité des hauteurs du profil généré en utilisant

l’histogramme normalisé. La figure 2.4 illustre la comparaison entre la DDP théorique

et celle estimée. D’après cette figure, nous retrouvons bien une courbe en cloche dont

l’étendue est entre −3σ et +3σ. Ces caractéristiques sont bien celles d’une gaussienne.
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Fig. 2.4: Densités de probabilité des hauteurs théorique et estimée (σa = 0.5λ)

La fonction d’autocorrélation estimée (autocorrélation spatiale obtenue sur une

réalisation de dimensions L × L) sur le profil généré est représentée sur la figure 2.5.

Nous remarquons la présence d’oscillations en dehors du lobe principal. Ceci peut s’ex-

pliquer par la taille limitée de la surface et donc le nombre insuffisant d’échantillons.

Fig. 2.5: Fonction d’autocorrélation estimée sur une seule réalisation (ℓc = 1.5λ et H = 1)
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Afin de permettre une comparaison entre la fonction d’autocorrélation estimée et

théorique, nous avons réalisé une coupe verticale, de la figure 2.5, dans les plans (xOy)

et (zOy). Nous pouvons voir très nettement sur la figure 2.6 les oscillations en dehors

du lobe principal dans les deux plans. Nous remarquons aussi un léger décalage, d’une

valeur de 0.033, des maxima des deux fonctions. Ceci dit, les valeurs en zéro sont très

proches de la variance calculée sur le profil généré.
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Fig. 2.6: Fonction d’autocorrélation spatiale dans les plans x = 0 et z = 0

Les résultats que nous avons présentés jusque maintenant étaient des estimations

sur une seule réalisation. Voyons maintenant comment vont-ils évoluer en fonction du

nombre de réalisations utilisées. Considérons un ensemble de réalisations NR = 100

ayant chacune les mêmes paramètres statistiques.

Sur la figure 2.7, nous avons représenté l’estimation de la densité de probabilité des

hauteurs en faisant une moyenne sur les 100 réalisations. La comparaison avec la courbe

théorique est parfaite.

La figure 2.8 donne l’autocorrélation moyennée sur 100 réalisations (moyenne sta-

tistique de la fonction d’autocorrélation spatiale). En la comparant à la figure 2.5, nous

constatons l’atténuation des oscillations en dehors du lobe principal.

Nous pouvons voir sur la figure 2.9 que les écarts entre la fonction théorique et celle

estimée sont réduits par l’effet de moyennage. En effet, les oscillations en dehors du

lobe principal sont différentes d’une réalisation à une autre et c’est en ce sens que leur

moyenne tend vers zéro.
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Fig. 2.7: Densité de probabilité des hauteurs moyennée sur 100 réalisations

Fig. 2.8: Moyenne des fonctions d’autocorrélations spatiales

Nous pouvons retenir que la dimension des surfaces, c’est-à-dire le nombre d’échanti-

llons considérés influe sur la statistique des surfaces générées. Ceci veut dire que les

profils considérés doivent être représentatifs de la statistique que nous exigeons. La

longueur de la surface doit être au minimum de quelques longueurs de corrélation. Plus

ce nombre augmente meilleurs sont les résultats. Dans la pratique, il suffit d’avoir des

parcelles dont la dimension est un peu plus grande que la tache radar au sol. Dans la

49



−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

z

Autocorrélation dans le plan x=0

 

 
Expérimental
Théorique

−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

x

Autocorrélation dans le plan z=0

 

 
Expérimental
Théorique

Fig. 2.9: Fonction d’autocorrélation moyenne dans les plans x = 0 et z = 0

mesure où nous ne pouvons pas augmenter la dimension des surfaces indéfiniment pour

des contraintes liées au temps de calcul ainsi qu’à l’espace de stockage sur ordinateur,

le recours aux moyennes d’ensemble est un moyen intéressant.

2.4.2 Comparaison entre les résultats de simulation et les résul-

tats expérimentaux

Après avoir présenté dans les paragraphes précédents différentes notions liées aux

processus aléatoires, sous différentes hypothèses, nous allons maintenant vérifier la vali-

dité de ces hypothèses sur des données expérimentales. Ces données représentent des sols

agricoles nus. Les surfaces agricoles sélectionnées correspondent à différentes pratiques

agricoles : labour, déchaumage et semis. Le labour est un travail agricole qui consiste à

découper la terre et à la retourner à l’aide d’une charrue. Les sillons du labour sont de

l’ordre de 40cm. Le déchaumage peut s’apparenter au labour, mais le travail du sol est

moins profond. Il consiste à retourner la terre et le chaume (le reste de la plante après

la moisson) afin d’enterrer les matières organiques dans le sol. Le semis est un travail fin

(sillons de 10cm) qui consiste en la pulvérisation de la terre en très petites mottes, afin

de permettre aux graines une croissance optimale. Chacun des sols a été soumis à un

taux précipitant de pluie artificielle de 40mmh−1, dispensé par un dispositif d’arrosage

afin d’avoir un état dégradé :

– état 0 : état initial,

– état 1 : état initial exposé à la pluie pendant 20 minutes.
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Ce procédé a permis de dégrader de façon contrôlée les états initiaux en une étape et

obtenir ainsi des sols altérés par la pluie, sans qu’il y ait formation de flaques [21].

A partir des fichiers numériques des sols agricoles dont nous disposons (suite au

travail de O. Taconet et V. Ciarletti du CETP), nous estimons les trois paramètres

statistiques suivant :

– La variance σ2
a,

– La longueur de corrélation ℓc,

– Le paramètre de Hurst H.

Ces paramètres, rappelons-le, sont estimés sous les hypothèses de la stationnarité

et de l’ergodicité à l’ordre 2. Pour ce faire, nous nous basons sur le principe de minimi-

sation de l’écart entre la fonction d’autocorrélation expérimentale et l’autocorrélation

théorique. La fonction mesurant cet écart est donnée par :

ǫ(lc, h, H) =
1

L2
p

∫

Lp
2

−Lp
2

∫

Lp
2

−Lp
2

|Rexperimentale(x, z)−Rtheorique(x, z)|2 dx dz (2.30)

où Lp est l’étendue du lobe principal de l’autocorrélation expérimentale.

Nous chercherons à vérifier que :

– La densité de probabilité des hauteurs est gaussienne.

– Les surfaces sont isotropes et que la fonction d’autocorrélation est de la forme

donnée par l’équation (2.15).

La figure 2.10 représente l’histogramme normalisé et la densité de probabilité des

hauteurs gaussiennes théoriques, pour les trois types de sol dans l’état initial. Comme

nous pouvons le voir sur cette figure, le caractère gaussien est confirmé pour les semis.

Par contre, les courbes pour les labours et les déchaumages montrent que les densités de

probabilité des hauteurs ne sont pas gaussiennes. L’hypothèse sur le caractère gaussien

est vérifiée uniquement pour les semis.

Ce constat est confirmé par le calcul du Kurtosis. Cette grandeur est le rapport

entre le moment d’ordre 4 et le moment d’ordre 2 élevé au carré d’une variable aléatoire.

Lorsqu’il vaut 3 la variable aléatoire en question est de densité de probabilité gaussienne.

Le tableau (2.1) donne les valeurs obtenues pour les trois types de sol.

Sol Labour Déchaumage Semis

Kurtosis 3.60 2.52 2.93

Tab. 2.1: Valeurs du Kurtosis pour différents sols nus (état initial)
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Fig. 2.10: Estimation des densités de probabilité des hauteurs obtenues à partir des fichiers

numériques des sols nus

Nous voyons bien que la valeur du Kurtosis est assez proche de 3 pour le semis. Ce

qui n’est pas le cas pour les deux autres sols.

L’hypothèse d’une densité de probabilité gaussienne n’étant pas vérifiée pour les

labours et les déchaumages, nous ne chercherons pas à valider les autres hypothèses sur

ces deux types de sol.

Dans le tableau (2.2) nous donnons les différents paramètres statistiques estimés

pour les deux états du semis. Nous pouvons noter que le caractère gaussien est conservé.

En effet, le kurtosis reste proche de 3. L’écart type des hauteurs décrôıt de l’état initial

à l’état final. Cette décroissance est liée à l’effet de la pluie qui aplanit les sols. D’autre

part, la longueur de corrélation diminue légèrement et le paramètre de Hurst est presque

constant. Ceci veut dire que la forme de la fonction d’autocorrélation varie peu, en

revanche son amplitude va diminuer de l’état initial à l’état final.

Etat L(cm) σa(cm) lc(cm) H Kurtosis

0 50 1.61 3.57 0.80 2.93

1 50 1.38 3.49 0.79 2.70

Tab. 2.2: Paramètres statistiques des semis à différents états

Sur la figure 2.11, nous avons représenté les histogrammes normalisés des deux états

du semis ainsi que la densité de probabilité gaussienne théorique. La comparaison est

satisfaisante pour chacun des deux états.
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Fig. 2.11: Densité de probabilité des surfaces de semis à différents états estimée à partir des

données expérimentales

Pour ce qui est de la fonction d’autocorrélation, nous présentons une comparaison

entre la fonction expérimentale et théorique suivant deux coupes. L’une verticale dans

le plan (xOy) et l’autre horizontale dans le plan (xOz).

Nous pouvons voir sur la coupe verticale dans la plan (xOy) (voir figure 2.12) qu’il

existe un léger décrochage entre les valeurs en zéro des deux fonctions théorique et

estimée. Nous pouvons voir aussi les oscillations en dehors du lobe principal. Ces oscil-

lations peuvent s’expliquer par la taille limitée des parcelles utilisées (50 cm × 50 cm).

D’autre part, elles peuvent indiquer la présence d’une composante périodique présente

dans les sols, et qui peut être due au sens du travail. Cette composante périodique n’est

pas prise en compte par notre modèle. D’autre part, nous pouvons constater que la

fonction d’autocorrélation n’est pas une gaussienne.

La figure 2.13 est une coupe verticale dans le plan (yOz) de la même autocorrélation

que précédemment. Nous remarquons le même comportement de la fonction d’auto-

corrélation estimée, à savoir les oscillations en dehors du lobe principal. Néanmoins,

ces oscillations sont différentes de celles dans le plan (xOy). Cette différence renforce

l’hypothèse sur la composante déterministe due au sens du travail.

La figure 2.14 montre une coupe horizontale à trois hauteurs différentes de la fonction

d’autocorrélation pour chacun des états du semis. Ces trois hauteurs correspondent à

90%, 70% et 50% de la valeur maximale de la fonction. Nous pouvons remarquer que

les courbes expérimentales sont très proches des résultats théoriques pour chaque état.
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Fig. 2.12: Fonction d’autocorrélation estimée à partir des données expérimentales, pour les

deux états du semis, dans le plan (xOy)
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Fig. 2.13: Fonction d’autocorrélation estimée à partir des données expérimentales, pour les

deux états du semis, dans le plan (yOz)

Les différences s’accentuent au fur et à mesure que le périmètre des courbes augmente.

Ceci est normal car nous avons vu que les écarts entre l’autocorrélation expérimentale

et théorique se creusent en s’approchant de la base du lobe principal. D’autre part, ces

observations permettent de dire que l’hypothèse de l’isotropie est raisonnable pour les

semis.
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Fig. 2.14: Coupes horizontales de la fonction d’autocorrélation estimée à partir des données

expérimentales, pour les deux états du semis. Le rapport des longueurs de la

fonction d’autocorrélation suivant x et z à 50% de la valeur maximale sont 1.05

pour l’état initial et 1.10 pour l’état dégradé

Nous pouvons imaginer que l’hypothèse de l’isotropie sera difficilement vérifiable

pour les labours et les déchaumages. En effet, puisque le travail est effectué dans un

sens et en utilisant des machines différentes selon le résultat souhaité, et sachant que

la profondeur des sillons est plus importante pour les labours et les déchaumages que

pour les semis, il est normal que ces sols présentent une direction privilégiée plus pro-

noncée, qui est la direction du travail. Cette direction de travail accentue la composante

périodique, et introduit une anisotropie qui n’est plus négligeable.

2.5 Constante diélectrique et taux d’humidité

Lors d’une analyse électromagnétique d’une surface, les aspects physiques (compo-

sition des sol, taux d’humidité, etc) des milieux séparés par cette interface sont pris en

compte dans le modèle, en faisant intervenir la caractéristique diélectrique de chacun

des deux milieux. Comme nous l’avons vu au premier chapitre, cette caractéristique

diélectrique dépend aussi de la fréquence à laquelle nous travaillons. Connâıtre cette

constante avec précision contribue à une meilleure étude du phénomène de diffraction.

Un milieu représentant un sol humide est composé de particules solides (sable, limon,

argile), d’eau liquide et de poches d’air. Les particules d’argiles ont un diamètre inférieur
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à 2µm, celles du limon ont un diamètre compris entre 2µm et 50µm et les particules

de sable sont de diamètre supérieur à 50µm. L’eau dans le sol est soit piégée, soit libre

de circuler d’un point à un autre du sol. Par exemple, pour le même taux d’humidité,

nous aurons plus d’eau libre dans un sol ne contenant que du sable qu’un sol purement

argileux.

Beaucoup de travaux ont été effectués afin de mesurer les variations de la ca-

ractéristique diélectrique en fonction du taux d’humidité et de la composition du sol

dans le domaine des micro-ondes. Les resultats permettent de dire que les parties réelle

et imaginaire de la consante diélectrique augmentent avec l’augmentation du taux d’hu-

midité. Nous pouvons retenir aussi que suivant la composition des sols et pour un taux

d’humidité fixé, la caractéristique diélectrique présente des valeurs différentes. Pour plus

de précision nous invitons le lecteur à consulter la référence [25].

Le tableau 2.3 présente quelques exemples de valeurs de la permittivité, dans le

domaine des hyperfréquences (bande C), en fonction du taux d’humidité en volume. Ces

valeurs sont obtenues suivant des formules empiriques de Wang [26] faisant intervenir

des paramètres déterminés expérimentalement.

Taux d’humi-

dité %

5 10 15 20 25 30 35 40

Permittivité

en bande C

3.62 -

j0.19

4.52 -

j0.44

5.94 -

j0.85

7.90 -

j1.42

10.4 -

j2.17

13.9 -

j3.22

17.4 -

j4.30

20.8 -

j5.30

Tab. 2.3: Permittivités relatives de sols nus dans le domaine des hyperfréquences

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté différentes notions liées à l’étude statistique

des processus aléatoires à une et deux dimensions. Ces processus sont utilisés afin de

modéliser les surfaces rugueuses aléatoires. Dans le but de synthétiser des surfaces

ayant des caractéristiques statistiques bien définies, nous avons présenté une méthode

de génération numérique basée sur le principe de filtrage linéaire d’un bruit blanc. Nous

avons montré que cette méthode peut être utilisée pour simuler des profils de surface cor-

respondant à un certain type de sol agricole, qui est le semis. Le générateur numérique

permet d’avoir des surfaces de densité de probabilité gaussienne et de fonctions d’auto-

corrélation entre gaussienne et exponentielle. Le modèle décrit dans ce chapitre est à sa
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première étape de développement. Nous avons vu qu’il est satisfaisant pour la descrip-

tion des semis. En revanche, il est inadapté pour les labours et les déchaumages. Afin

de le compléter, il faudra sans doute introduire une composante déterministe dont la

forme est à définir suivant le type de sol considéré [27]. Dans la suite du document nous

travaillerons sous l’hypothèse de l’isotropie des surfaces. Nos surfaces seront considérées

de densité de probabilité de hauteur gaussienne.

Dans les chapitres suivants nous allons présenter les modèles et méthodes électro-

magnétiques que nous avons développés. Ces méthodes prennent comme paramètre

d’entrée les surfaces générées en utilisant la méthode décrite dans ce chapitre. En parti-

culier, nous étudierons des surfaces avec une statistique issue de la base de données des

sols agricoles. Ceci permettra de voir comment les paramètres statistiques, ainsi que les

caractèristiques diélectriques, vont intervenir d’un point de vue électromagnétique et

influencer le coefficient de diffusion bi-statique et le coefficient de rétro-diffusion.
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Chapitre 3

La méthode des coordonnées

curvilignes : méthode C

Le but de ce chapitre est de présenter la méthode C dans le cas 3D. Cette méthode

est basée sur la résolution des équations de Maxwell, sous leur forme covariante, dans

un système de coordonnées non orthogonales adapté à la géométrie de la surface dif-

fractante. Ceci permet d’aboutir à un système aux valeurs propres. Le champ diffracté

est exprimé comme combinaison linéaire des modes propres du problème satisfaisant la

condition des ondes sortantes. Les conditions aux limites permettent de déterminer les

coefficients des combinaisons linéaires, c’est-à-dire les amplitudes de diffraction.

Cette méthode a été développée par l’équipe du professeur Jean Chandezon de

l’Université Blaise Pascal de Clermont-Ferrand et a été intensément appliquée à l’étude

des réseaux de diffraction [28 - 37].

Les travaux sur les surfaces rugueuses non périodiques sont peu nombreux [19,38 -

41] et le CETP a été très actif pour la mise en oeuvre de cette méthode pour l’étude

des surfaces rugueuses aléatoires [42,43,44].

Ce qu’apporte ce chapitre par rapport à la méthode, c’est son extension pour trai-

ter des surfaces rugueuses 2D aléatoires séparant deux milieux diélectriques d’indices

optiques différents.

Nous considérons le cas d’une surface (interface) séparant l’air, assimilé au vide,

d’un milieu 2 (LHI) diélectrique, non magnétique et non dispersif, dont l’indice optique

n2 est soit réel soit complexe.



Nous rappelons que l’onde incidente est plane de longueur d’onde λ. Son vecteur

d’onde ki est repéré dans l’espace par l’angle de site θi par rapport à l’axe (Oy) et

l’angle d’azimut ϕi dans le plan (xOz).

ki = αi x̂− βi ŷ + γi ẑ (3.1)

Avec










αi = k1 sin θi cos ϕi

βi = k1 cos θi

γi = k1 sin θi sinϕi

(3.2)

Au contact de l’interface, l’onde incidente est diffractée dans différentes directions

de l’espace repérées par le couple d’angle (θ, ϕ).

A partir des équations de Maxwell, nous nous proposons de déterminer les ampli-

tudes des champs diffractés (Ed, Hd) dans l’air (milieu 1) et dans le milieu inférieur

éventuellement.

3.1 Composantes des champs dans le système de

translation

Soit le système de translation défini par rapport aux coordonnées cartésiennes (x,y,z)

par :










x
′
= x

y
′
= y − a(x, z)

z
′
= z

(3.3)

Un des avantages de ce système de coordonnées liées à la surface diffractante est

la simplification du traitement des conditions aux frontières [28]. En effet, la surface

y = a(x, z) cöıncide avec la surface de coordonnées y
′
= 0. Les composantes du champ

électromagnétique impliquées dans la résolution des conditions aux limites sont tan-

gentes à la surface diffractante d’équation y
′
= 0.

Dans ce système de translation (3.3), un vecteur V peut être exprimé par ses co-

ordonnées covariantes ou contravariantes (voir annexe C et [45]). Les composantes co-

variantes du vecteur V sont données en fonction des composantes cartésiennes par les
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relations suivantes :






















vx
′ (x

′
, y

′
, z

′
) = vx(x, y, z) +

∂a(x, z)

∂x
vy(x, y, z)

vy′ (x
′
, y

′
, z

′
) = vy(x, y, z)

vz
′ (x

′
, y

′
, z

′
) = vz(x, y, z) +

∂a(x, z)

∂z
vy(x, y, z)

(3.4)

La composante covariante vy
′ est identique à la composante cartésienne vy. Les deux

autres composantes sont tangentes en tout point à la surface de coordonnées z
′

= 0,

c’est-à-dire y = a(x, z).

En polarisation E// :

Ex
′ (x

′

, y
′

, z
′

) = Ex(x, y, z) (3.5a)

Ez
′ (x

′

, y
′

, z
′

) = Ez(x, y, z) (3.5b)

Hx
′ (x

′

, y
′

, z
′

) = Hx(x, y, z) +
∂a(x, z)

∂x
Hy(x, y, z) (3.5c)

Hy
′ (x

′

, y
′

, z
′

) = Hy(x, y, z) (3.5d)

Hz′ (x
′

, y
′

, z
′

) = Hz(x, y, z) +
∂a(x, z)

∂z
Hy(x, y, z) (3.5e)

Et en polarisation H// :

Hx
′ (x

′

, y
′

, z
′

) = Hx(x, y, z) (3.6a)

Hz
′ (x

′

, y
′

, z
′

) = Hz(x, y, z) (3.6b)

Ex
′ (x

′

, y
′

, z
′

) = Ex(x, y, z) +
∂a(x, z)

∂x
Ey(x, y, z) (3.6c)

Ey′ (x
′

, y
′

, z
′

) = Ey(x, y, z) (3.6d)

Ez
′ (x

′

, y
′

, z
′

) = Ez(x, y, z) +
∂a(x, z)

∂z
Ey(x, y, z) (3.6e)

Les quatre composantes Ex
′ , Ez

′ , Hx
′ et Hz

′ représentent les composantes tangen-

tielles (ou transverses) des vecteurs E et H à la surface y
′
= Cst et donc en particulier

à la surface de coordonnées y
′
= 0. Ce sont elles qui interviennent dans l’écriture des

conditions aux limites.
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3.2 Equation de propagation des composantes lon-

gitudinales

Nous démontrons que les composantes longitudinales Ey
′ et ZHy

′ vérifient la même

équation de propagation suivante (voir D.4) [33,34] :

− ∂

∂y′

[

gz
′
y
′ ∂ψ

∂z′ +
∂gz

′
y
′

ψ

∂z′

]

− ∂

∂y′

[

gx
′
y
′ ∂ψ

∂x′ +
∂gx

′
y
′

ψ

∂x′

]

+ j k gy
′
y
′ ∂ψ

′

∂y′

=
∂2ψ

∂z′2 +
∂2ψ

∂x′2 + k2ψ (3.7)

avec

ψ
′

=
j

k

∂ψ

∂y′ (3.8)

Les grandeurs gz
′
y
′

, gx
′
y
′

, gy
′
y
′

sont des éléments du tenseur métrique. Ils ne dépendent

que de la dérivée par rapport à x
′
et z

′
de la fonction a(x

′
, z

′
). Leurs expressions sont

données par :

gz
′
y
′

= − ∂a
∂z′ (3.9)

gx
′
y
′

= − ∂a
∂x′ (3.10)

gy
′
y
′

= 1 +

(

∂a

∂x′

)2

+

(

∂a

∂z′

)2

(3.11)

Les deux équations (3.7, 3.8) forment un système différentiel de premier ordre en

y
′
. Sa résolution permet d’obtenir les composantes longitudinales du champ électro-

magnétique Ey
′ et ZHy

′ .

3.3 Les composantes tangentielles

Concernant les composantes tangentielles à la surface de diffraction, nous montrons

à partir des équations de Maxwell sous forme covariante qu’elles peuvent s’écrire unique-

ment en fonction des deux composantes longitudinales (voir D.3). Les relations entres

les composantes transversales et longitudinales sont données par les quatre équations
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différentielles suivantes :

∂2Ex
′

∂y′2 + k2Ex
′ =

∂2Ey
′

∂x′∂y′ − k2gx
′
y
′

Ey
′ + jkgz

′
y
′ ∂ZHy

′

∂y′ + jk
∂ZHy

′

∂z′ (3.12a)

∂2Ez
′

∂y′2 + k2Ez
′ =

∂2Ey
′

∂z′∂y′ − k2gz
′
y
′

Ey
′ − jkgx

′
y
′ ∂ZHy

′

∂y′ − jk
∂ZHy

′

∂x′ (3.12b)

∂2ZHx
′

∂y′2 + k2ZHx′ =
∂2ZHy

′

∂x′∂y′ − k2gx
′
y
′

ZHy′ − jkgz
′
y
′ ∂Ey

′

∂y′ − jk
∂Ey

′

∂z′ (3.12c)

∂2ZHz′

∂y′2 + k2ZHz′ =
∂2ZHy′

∂y′∂z′ − k2gz
′
y
′

ZHy′ + jkgx
′
y
′ ∂Ey′

∂y′ + jk
∂Ey′

∂x′ (3.12d)

Les deux composantes longitudinales Ey
′ et ZHy

′ satisfont deux équations de pro-

pagation identiques. Ces deux équations sont découplées. Ceci veut dire que nous pou-

vons traiter les deux cas de polarisation (de l’onde diffractée) de façon indépendante.

En d’autres termes pour une incidence par exemple en polarisation E//, la partie de

l’onde diffractée en polarisation H// est déterminée indépendamment de celle diffractée

en polarisation E//. Il suffit d’imposer ZHy
′ = 0 dans le premier cas et Ey

′ = 0 dans

le second cas dans les équations (3.12a - 3.12d). Ensuite, le champ total diffracté est

exprimé comme la somme de la contribution directe et croisée de l’onde diffractée.

3.4 Système aux valeurs propres et fonctions d’ondes

élémentaires

Dans ce paragraphe, afin de ne pas alourdir les notations, les grandeurs électriques

et les champs ne sont pas indicés par la lettre ’m’ désignant le milieu. La résolution

est valable quelle que soit la nature du milieu. k représente indifféremment k1 ou k2, Z

désigne Z1 ou Z2 et ψd et ψTd la composante longitudinale du champ et les composantes

transversales dans le milieu 1 ou le milieu 2, respectivement. Cette remarque est aussi

valable pour les paragraphes (§ 3.6.1 et § 3.6.2)

En appliquant une transformée de Fourier positive pour les deux équations (3.7, 3.8),

nous passons du domaine spatial vers le domaine de Fourier (x, z) ↔ (α, γ), nous
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obtenons :

∂

∂y′

[

j α(ĝx
′
y
′

∗ ψ̂) + j ĝx
′
y
′

∗ (αψ̂)
]

+
∂

∂y′

[

j γ(ĝz
′
y
′

∗ ψ̂) + j ĝz
′
y
′

∗ (γψ̂)
]

+jk ĝy
′
y
′

∗
∂ψ̂′

∂y′ = β2ψ̂ (3.13a)

j

k

∂ψ̂

∂y′ = ψ̂′ (3.13b)

où β2 = k2 − α2 − γ2.

Le symbole ’∗’ représente le produit de convolution dans le domaine de Fourier.

De manière symbolique, le système des deux équations (3.13a, 3.13b) peut être écrit

sous la forme suivante :
j

k
[A]

(

Ψ

Ψ
′

)

= [B]

(

Ψ

Ψ
′

)

(3.14)

où [A] et [B] sont deux opérateurs faisant intervenir les constantes de propagation,

la dérivée par rapport à y
′
, le produit de convolution ainsi que les termes du tenseur

métrique.

C’est ce système d’équations que nous allons résoudre dans le domaine spectral

afin d’obtenir l’expression générale des composantes longitudinales du champ électro-

magnétique. Ensuite, nous déduisons les composantes tangentielles via les équations

(3.12a - 3.12d).

3.5 Traitement des conditions aux limites

Les expressions générales des ondes font intervenir les amplitudes de diffraction. Ces

inconnues du problème sont déterminées en utilisant les conditions aux limites. Comme

nous supposons que l’interface séparant les deux milieux ne contient ni courants ni

charges libres, alors nous avons la continuité des composantes transversales du champ

électromagnétique.

Si le milieu 2 est infiniment conducteur, alors en tout point de la surface y
′
= 0, les
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composantes tangentielles du champ électrique total dans le milieu 1 sont nulles :

{(E(E//poli)

dx′ + E
(H//poli)

dx′ )(x
′

, y
′

, z
′

)}y′
=0 = −{(E(poli)

ix′ + E
(poli)

rx′ )(x
′

, y
′

, z
′

)}y′
=0 (3.15a)

{(E(E//poli)

dz
′ + E

(H//poli)

dz
′ )(x

′

, y
′

, z
′

)}y′
=0 = −{(E(poli)

iz
′ + E

(poli)

rz
′ )(x

′

, y
′

, z
′

)}y′
=0 (3.15b)

Si le milieu 2 est diélectrique, alors à l’interface y
′

= 0, les composantes trans-

verses du champ électromagnétique total dans le milieu 1 sont égales aux composantes

transverses du champ électromagnétique dans le milieu 2 :

E
(E//poli)

dx
′
,1

(x
′

, y
′

, z
′

) + E
(H//poli)

dx
′
,1

(x
′

, y
′

, z
′

)− E(E//poli)

dx
′
,2

(x
′

, y
′

, z
′

)− E(H//poli)

dx
′
,2

(x
′

, y
′

, z
′

)

= −E(poli)

ix
′ (x

′

, y
′

, z
′

)− E(poli)

rx
′ (x

′

, y
′

, z
′

) + E
(poli)

tx
′ (x

′

, y
′

, z
′

)

E
(E//poli)

dz
′
,1

(x
′

, y
′

, z
′

) + E
(H//poli)

dz
′
,1

(x
′

, y
′

, z
′

)− E(E//poli)

dz
′
,2

(x
′

, y
′

, z
′

)− E(H//poli)

dz
′
,2

(x
′

, y
′

, z
′

)

= −E(poli)

iz
′ (x

′

, y
′

, z
′

)− E(poli)

rz
′ (x

′

, y
′

, z
′

) + E
(poli)

tz
′ (x

′

, y
′

, z
′

)

(3.16a)

H
(E//poli)

dx
′
,1

(x
′

, y
′

, z
′

) + H
(H//poli)

dx
′
,1

(x
′

, y
′

, z
′

)−H(E//poli)

dx
′
,2

(x
′

, y
′

, z
′

)−H(H//poli)

dx
′
,2

(x
′

, y
′

, z
′

)

= −H(poli)

ix
′ (x

′

, y
′

, z
′

)−H(poli)

rx
′ (x

′

, y
′

, z
′

) +H
(poli)

tx
′ (x

′

, y
′

, z
′

)

H
(E//poli)

dz
′
,1

(x
′

, y
′

, z
′

) + H
(H//poli)

dz
′
,1

(x
′

, y
′

, z
′

)−H(E//poli)

dz
′
,2

(x
′

, y
′

, z
′

)−H(H//poli)

dz
′
,2

(x
′

, y
′

, z
′

)

= −H(poli)

iz
′ (x

′

, y
′

, z
′

)−H(poli)

rz
′ (x

′

, y
′

, z
′

) +H
(poli)

tz
′ (x

′

, y
′

, z
′

)

(3.17a)

Nous pouvons constater que pour une polarisation de l’onde incidente fixée, les

composantes en polarisation directe et croisée sont couplées par les conditions aux

limites. Les équations (3.16a-3.17a) sont résolues dans le domaine fréquentiel. Les deux

cas de figure (parfaitement conducteur et diélectrique) seront abordés dans la suite.

3.6 Résolution numérique

3.6.1 Formulation discrète du problème

Les différentes équations établies précédemment doivent être discrétisées afin de

pouvoir être résolues sur ordinateur.
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Si K̂ et L̂ sont deux transformées de Fourier, alors nous écrivons leur produit de

convolution comme :

(

K̂ ∗ L̂
)

(α, y
′

, γ) =
1

4π2

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

K̂(α
′

, , y
′

, γ
′

)L̂(α− α′

, y
′

, γ − γ′

)dα
′

dγ
′

≈
∆α2

4π2

∑

p

∑

q

K̂(αp, , y
′

, γq)L̂(α− αp, y
′

, γ − γq) (3.18)

avec αp = k1 sin θi cosϕi + p∆α, γq = k1 sin θi sinϕi + q∆α

∆α est la résolution spectrale. Plus sa valeur numérique diminue plus l’approxima-

tion entre l’intégrale et la somme sera meilleure.

En remplaçant les produits de convolution par leurs expressions (3.18) dans les

équations (3.13a, 3.13b) et en appliquant la méthode de collocation par points pour les

valeurs (αs, γt), nous obtenons un système différentiel discret de premier ordre en y
′
.

j

k

∂

∂y′

[

∑

p,q

[

αs

k
(ĝx

′
y
′

s−p,t−q) + (ĝx
′
y
′

s−p,t−q

αs

k
) +

γt

k
(ĝz

′
y
′

s−p,t−q) + (ĝz
′
y
′

s−p,t−q

γq

k
)

]

ψ̂(αp, y
′

, γq)

]

+
j

k

∂

∂y′

[

∑

p,q

(ĝy
′
y
′

s−p,t−q)ψ̂
′(αp, y

′

, γq)

]

=
β2

s,t

k2
ψ̂(αs, y

′

, γt) (3.19a)

j

k

∂ψ̂(αs, y
′
, γt)

∂y′ = ψ̂′(αs, y
′

, γt) (3.19b)

où

ĝz
′
y
′

s,t =
∆α2

4π2
ĝz

′
y
′

(αs, γt) (3.20a)

ĝx
′
y
′

s,t =
∆α2

4π2
ĝx

′
y
′

(αs, γt) (3.20b)

ĝy
′
y
′

s,t = δst +
∑

uv

ĝz
′
y
′

s−u,t−vĝ
z
′
y
′

u,v +
∑

uv

ĝx
′
y
′

s−u,t−vĝ
x
′
y
′

u,v (3.20c)

avec δpq le symbole de Kronecker et βst = k2 − α2
s − γ2

t .

Le système des deux équations (3.19a, 3.19b) peut s’écrire sous la forme matricielle

suivante :
j

k
L1

∂

∂y′

(

Ψ̂

Ψ̂
′

)

= L2

(

Ψ̂

Ψ̂
′

)

(3.21)
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L1 et L2 sont des matrices carrées de mêmes dimensions. Les termes des deux ma-

trices sont donnés respectivement par les expressions à droite et à gauche des deux

équations (3.19a, 3.19b). Ils dépendent des constantes de propagation et des dérivées

du profil par rapport à x et z.

L1 =









αs

k
(ĝx

′
y
′

s−p,t−q) + (ĝx
′
y
′

s−p,t−q

αs

k
) +

γt

k
(ĝz

′
y
′

s−p,t−q) + (ĝz
′
y
′

s−p,t−q

γq

k
); (ĝy

′
y
′

s−p,t−q)

I; 0









(3.22)

et

L2 =









β2
s,t

k2
; 0

0; I









(3.23)

I et O représentent la matrice identité et la matrice nulle. Les composantes des

vecteurs Ψ̂ et Ψ̂′ sont respectivement Ψ̂(αs, y
′
, γt) et Ψ̂

′
(αs, y

′
, γt).

Le système différentiel (3.21) admet comme solutions élémentaires les fonctions de

la forme suivante :
(

Ψ̂mn

Ψ̂
′

mn

)

=

(

Φ̂mn

Φ̂
′

mn

)

exp(−jk rmn |y
′ |) (3.24)

avec

rmn L1

(

Φ̂mn

Φ̂
′

mn

)

= L2

(

Φ̂mn

Φ̂
′

mn

)

(3.25)

Φ̂mn et Φ̂
′

mn sont les vecteurs propres de la matrice L−1
1 L2 associés aux valeurs

propres rmn. Nous notons Φ̂mn(αs, γt) et Φ̂
′

mn(αs, γt) les composantes des vecteurs Φ̂mn

et Φ̂
′

mn. Les vecteurs Φ̂mn et Φ̂
′

mn sont obtenus en résolvant numériquement le système

aux valeurs propres (3.25). Ainsi, les champs seront exprimés comme combinaisons

linéaires de ces vecteurs propres.

3.6.2 Fonction d’onde élémentaire et champ total

Le calcul numérique des valeurs propres et vecteurs propres exige un ordre de tron-

cature afin d’avoir des matrices de dimensions finies. De fait, si nous fixons l’ordre de

troncature à M, nous supposons que les champs sont bien représentés sur un nombre fini
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d’échantillons. La dimension des matrices L1 et L2 est alors de 2Ms avecMs = (2M+1)2.

Les matrices de I et 0 sont de dimension Ms. La résolution du système (3.25) nous donne

2Ms vecteurs propres associés au même nombre de valeurs propres. Les composantes

de chaque vecteur propre sont les valeurs discrètes de l’onde élémentaire qui lui est

associée. En utilisant le théorème de l’échantillonnage (E.13), nous obtenons la valeur

des ondes élémentaires Ψ̂mn(α, y
′
, γ) et Ψ̂

′

mn(α, y
′
, γ) pour toute α et γ à partir de leurs

valeurs en des points discrets repérés par les indices (s, t). Les formules d’interpolation

sont établies dans l’annexe E [46,47] et permettent d’écrire :

Ψ̂mn(α, y
′

, γ) = exp(−jkrmn|y
′|) (3.26a)

×
+M
∑

t=−M

+M
∑

s=−M

Φ̂mn(αs, γt) sinc(
π

∆α
(α− αs)) sinc(

π

∆α
(γ − γt))

Ψ̂
′

mn(α, y
′

, γ) = exp(−jkrmn|y
′|) (3.26b)

×
+M
∑

t=−M

+M
∑

s=−M

Φ̂
′

mn(αs, γt) sinc(
π

∆α
(α− αs)) sinc(

π

∆α
(γ − γt))

La nature des fonctions Ψ̂mn(α, y
′
, γ) dépend de la valeur propre rmn associée. Ainsi,

nous pouvons distinguer quatre types d’onde :

– si Re[rmn] > 0 et Im[rmn] = 0 alors l’onde est sortante propagative, elle corres-

pond à l’onde diffractée propagative,

– si Re[rmn] < 0 et Im[rmn] = 0 alors l’onde est entrante propagative, elle corres-

pond aux ondes incidentes,

– si rmn est complexe et Im[rmn] < 0 alors l’onde est sortante et son amplitude

décroit au fur et à mesure qu’elle s’éloigne de la surface, elle est dite évanescente,

– si rmn est complexe et Im[rmn] > 0 alors l’onde est entrante mais sont amplitude

croit en s’éloignant de la surface. Elle est dite antiévanescente. Comme elle ne

remplit pas la condition de l’onde finie à l’infini, elle ne sera pas prise en compte

lors du traitement des conditions aux limites.

Nous constatons numériquement que parmi les 2Ms vecteurs propres, la moitié cor-

respond à des ondes sortantes et l’autre moitié à des ondes entrantes. Les ondes sortantes

représentent les champs diffractés propagatif et évanescent. Nous notons Ud l’ensemble

des valeurs prises par (m,n) tel que rmn, soit une valeur propre d’une onde sortante.

Si la valeur propre est réelle, nous constatons numériquement que son module est

inférieur à 1 (rmn ∈ [−1,+1]). Donc, nous associons un angle de site θmn à l’onde dif-

fractée sortante propagative correspondante, tel que : cos(θmn) = rmn et nous constatons
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qu’il existe deux entiers (m,n) tels que :

rmn =
β2(αm, γn)

k2

= 1− (
αm

k
)2 − (

γn

k
)2

= cos2(θmn) (3.27)

L’angle d’azimut correspondant ϕmn est déterminé en utilisant les deux relations

suivantes :
{

α = k sin θmn cos ϕmn

γ = k sin θmn sinϕmn

(3.28)

Nous aurions pu indicer les valeurs et vecteurs propres déterminés par un algorithme

numérique par un seul indice entier. Nous avons fait le choix de les repérer par deux

entiers (m,n) compte tenu de la relation (3.27). Cette notation rappelle par ailleurs que

les surfaces sont 2D.

Finalement, les transformées de Fourier des composantes transversales des champs

sont définies comme combinaison linéaire des fonctions élémentaires Ψ̂mn(α, y
′
, γ) vérifi-

ant la condition des ondes sortantes.

Ψ̂d(α, y
′

, γ) =
∑

(m,n∈Ud)

Amn Ψ̂mn(α, y
′

, γ) (3.29a)

Ψ̂
′

d(α, y
′

, γ) =
∑

(m,n∈Ud)

Amn Ψ̂
′

mn(α, y
′

, γ) (3.29b)

Les quatre composantes tangentielles Ex
′ , Ez

′ , ZHx
′ et ZHz

′ sont obtenues en sui-

vant les mêmes démarches que pour la détermination des composantes transversales.

La partie du champ représentant la contribution E// de l’onde est déterminée à partir

des équations (3.12a -3.12d) en prenant Ey
′ = 0. Ceci permet d’écrire :
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Ê
(E//poli)

x
′
,mn

(αs, γt) = +k2

+M
∑

p=−M

+M
∑

q=−M

(ĝz
′
y
′

s−p,t−q)Φ̂
′

mn(αp, γq) + kγtΦ̂mn(αs, γt) (3.30a)

Ê
(E//poli)

z
′
,mn

(αs, γt) = −k2

+M
∑

p=−M

+M
∑

q=−M

(ĝx
′
y
′

s−p,t−q)Φ̂
′

mn(αp, γq)− kαsΦ̂mn(αs, γt) (3.30b)

ZĤ
(E//poli)

x
′
,mn

(αs, γt) = −k2

+M
∑

p=−M

+M
∑

q=−M

(ĝx
′
y
′

s−p,t−q)Φ̂mn(αp, γq)− kαsΦ̂
′

mn(αs, γt) (3.30c)

ZĤ
(E//poli)

z′ ,mn
(αs, γt) = −k2

+M
∑

p=−M

+M
∑

q=−M

(ĝz
′
y
′

s−p,t−q)Φ̂mn(αp, γq)− kγtΦ̂
′

mn(αs, γt) (3.30d)

nous posons :

Ψ̂
(E//poli)

T,mn (αs, γt) =





























Ê
(E//poli)

x
′
,mn

(αs, γt)

Ê
(E//poli)

z
′
,mn

(αs, γt)

ZĤ
(E//poli)

x
′
,mn

(αs, γt)

ZĤ
(E//poli)

z
′
,mn

(αs, γt)





























(3.31)

En utilisant les formules d’interpolation obtenues à partir du théorème d’échantillon-

nage, nous écrivons :

Ψ̂
(E//poli)

T,mn (α, γ) =
+M
∑

t=−M

+M
∑

s=−M

Ψ̂
(E//poli)

T,mn (αs, γt) sinc(
π

∆α
(α− αs)) sinc(

π

∆α
(γ − γt))

(3.32)

Les transformées de Fourier des composantes transversales du champ électromagné-

tique diffracté en polarisationE// sont des combinaisons linéaires des ondes élémentaires :

Ψ̂
(E//poli)

T,d (α, y
′

, γ) =
∑

(m,n∈Ud)

A
(E//poli)
mn Ψ̂

(E//poli)

T,mn (α, γ) exp(−jk rmn |y
′|) (3.33)
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avec

Ψ̂
(E//poli)

T,d (α, y
′

, γ) =



























Ê
(E//poli)

dx
′ (α, y

′
, γ)

Ê
(E//poli)

dz
′ (α, y

′
, γ)

ZĤ
(E//poli)

dx
′ (α, y

′
, γ)

ZĤ
(E//poli)

dz′
(α, y

′
, γ)



























(3.34)

Afin de calculer la contribution en H//, nous prenons maintenant ZHy
′ = 0. En

remplaçant E(E//poli) par ZH(H//poli) et ZH(E//poli) par −E(H//poli) de l’équation (3.30)

à (3.34), nous obtenons l’ensemble des composantes tangentielles pour la polarisation

H//.

3.6.3 Détermination des amplitudes de diffraction

Dans le paragraphe précédent, nous avons déterminé les modes propres du problème

et nous avons exprimé les champs électromagnétiques comme combinaison linéaire de

ces modes propres. Les coefficients des combinaisons représentent les amplitudes de

diffraction et restent à déterminer. Pour ce faire, nous utilisons les conditions aux limites

propres au problème que nous traitons.

Supposons que le milieu 2 est diélectrique. En prenant la transformée de Fourier des

équations (3.16a - 3.17a), nous pouvons les reécrire sous la forme matricielle suivante :

[

Ψ̂T,mn(α, γ)
]

[Amn] = TF
[

Ψ0(x
′

, y = a(x′, z′), z
′

)
]

(3.35)

avec

[

Ψ̂T,mn(α, γ)
]

=





























Ê
(E//poli)

dx
′
,mn,1

Ê
(H//poli)

dx
′
,mn,1

−Ê(E//poli)

dx
′
,mn,2

−Ê(H//poli)

dx
′
,mn,2

Ê
(E//poli)

dz
′
,mn,1

Ê
(H//poli)

dz
′
,mn,1

−Ê(E//poli)

dz
′
,mn,2

−Ê(H//poli)

dz
′
,mn,2

Ĥ
(E//poli)

dx
′
,mn,1

Ĥ
(H//poli)

dx
′
,mn,1

−Ĥ(E//poli)

dx
′
,mn,2

−Ĥ(H//poli)

dx
′
,mn,2

Ĥ
(E//poli)

dz′ ,mn,1
Ĥ

(H//poli)

dz′ ,mn,1
−Ĥ(E//poli)

dz′ ,mn,2
−Ĥ(H//poli)

dz′ ,mn,2





























(α, γ) (3.36)
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[Amn] =



























A
(E//poli)

mn,1

A
(H//poli)

mn,1

A
(E//poli)

mn,2

A
(H//poli)

mn,2



























(3.37)

[

Ψ0(x
′

, y = a(x′, z′), z
′

)
]

=

























−E(poli)

ix′ − E(poli)

rx′ + E
(poli)

tx′

−E(poli)

iz′
− E(poli)

rz′
+ E

(poli)

tz′

−H(poli)

ix
′ −H(poli)

rx
′ +H

(poli)

tx
′

−H(poli)

iz
′ −H(poli)

rz
′ +H

(poli)

tz
′

























(x
′

, y = a(x′, z′), z
′

)

(3.38)

En utilisant la méthode de collocation par point, aux valeurs discrètes (αp, γq),

et pour un ordre de troncature M, nous calculons les amplitudes de diffraction par

inversion de matrice :

[Amn] =
[

Ψ̂T,mn(αp, γq)
]−1

TF
[

Ψ0(x
′

, y = a(x′, z′), z
′

)
]

(αp, γq) (3.39)

La matrice à inverser est de dimension 4Ms avec Ms = (2M + 1)2.

3.7 Développement de Rayleigh et la méthode C

Le coefficient de diffusion bistatique σ
poli
m défini au chapitre 1 (voir équation 1.74)

dans le milieu ’m’ est donné en fonction des amplitudes de Rayleigh R̂m(α, γ). En dehors

de la zone modulée, les composantes longitudinales et transversales du champ diffracté

peuvent être représentées par les intégrales de Rayleigh [14, 16]. L’identification entre

la représentation de Rayleigh et celle obtenue avec la méthode C est sans ambigüıté.

Le raccordement se fait dans le milieu 1 à une hauteur y0,1 ≥ max[a(x, y)] et dans le

milieu 2, à une hauteur y0,2 ≤ min[a(x, y)].
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Dans le cas d’un diélectrique sans pertes, pour la partie de l’onde diffractée en polari-

sation E//, nous écrivons l’égalité suivante faisant intervenir les composantes transverses

du champ électrique dans le milieu m (voir annexe F) :

E
(E//poli)

dx′ ,m
(x, y

′

= y0,m − a(x, z), z) =
1

4π2

+∞
∫∫

−∞

γ R̂
(E// poli)
m (α, γ)
√

α2 + γ2
exp (−jα x− jγ z)

exp (−jβm |y0,m|) dα dγ (3.40)

E
(E//poli)

dz
′
,m

(x, y
′

= y0,m − a(x, z), z) = − 1

4π2

+∞
∫∫

−∞

α R̂
(E// poli)
m (α, γ)
√

α2 + γ2
exp (−jα x− jγ z)

exp (−jβm |y0,m|) dα dγ (3.41)

En passant dans le domaine de Fourier, les amplitudes R̂
(E// poli)
m (α, γ) sont calculées

comme suit :

R̂
(E// poli)
m (α, γ) = −

α
√

α2 + γ2
TF [E

(E//poli)

dz′ ,m
(x, y

′

= y0,m − a(x, z), z)] exp (−jβm |y0,m|)

+
γ

√

α2 + γ2
TF [E

(E//poli)

dx′ ,m
(x, y

′

= y0,m − a(x, z), z)] exp (−jβm |y0,m|)

(3.42)

Les amplitudes de Rayleigh pour l’onde diffractée en polarisation H// sont obtenues

en écrivant le raccordement des composantes magnétiques avec :

ZmH
(H//poli)

dx
′
,m

(x, y
′

= y0,m − a(x, z), z) =
1

4π2

+∞
∫∫

−∞

γ R̂
(H// poli)
m (α, γ)
√

α2 + γ2
exp (−jα x− jγ z)

exp (−jβm |y0,m|) dα dγ (3.43)

ZmH
(H//poli)

dz′ ,m
(x, y

′

= y0,m − a(x, z), z) = − 1

4π2

+∞
∫∫

−∞

α R̂
(H// poli)
m (α, γ)
√

α2 + γ2
exp (−jα x− jγ z)

exp (−jβm |y0,m|) dα dγ (3.44)

En utilisant la transformée de Fourier, les amplitudes R̂
(H// poli)
m (α, γ) s’obtiennent

par :
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R̂
(H// poli)
m (α, γ) = [−

α
√

α2 + γ2
TF [ZmH

(H//poli)

dz
′
,m

(x, y
′

= y0,m − a(x, z), z)]

+
γ

√

α2 + γ2
TF [ZmH

(H//poli)

dx
′
,m

(x, y
′

= y0,m − a(x, z), z)] ]

× exp (−jβm |y0,m|) (3.45)

Dans les relations (3.42) et (3.45), les composantes de champ covariantes Ed,x′,m,

Ed,z′,m, Hd,x′,m et Hd,z′,m sont données par la TF inverse des équations (3.33).

Finalement, les amplitudes de Rayleigh R̂
(poli poli)
m (α, γ), sont utilisées pour calculer

le coefficient de diffusion bi-statique σ
poli
m dans le milieu m sans pertes en appliquant la

relation (1.74).

3.8 Résultats - Validation de la méthode C

3.8.1 Moyenne d’ensemble et méthode Monte Carlo

Quand la méthode de résolution utilisée pour traiter la diffraction par une sur-

face, permet d’avoir les expressions du champ diffracté en fonction des paramètres

statistiques, alors le calcul du diagramme de rayonnement moyen peut se faire en effec-

tuant une moyenne statistique, quelquefois réalisable analytiquement. C’est le cas des

méthodes de petites perturbations (SPM) et de la méthode de Kirchhoff [1, 3]. Dans

notre cas, le formalisme utilisé est exact et la résolution se fait numériquement. Afin

de déduire des grandeurs énergétiques moyennes, nous générons un grand nombre de

surfaces provenant du même processus aléatoire et nous effectuons une moyenne sur

l’ensemble de ses réalisations. C’est la technique de Monte Carlo.

Comme les surfaces étudiées sont aléatoires alors les amplitudes de diffraction qui

leurs sont associées sont elles aussi des grandeurs aléatoires. Les amplitudes de Rayleigh

peuvent s’écrire sous la forme suivante :














R̂
(poli poli)
d,m (θ, ϕ) =

〈

R̂
(poli poli)
d,m (θ, ϕ)

〉

+ r̂
(poli poli)
d,m (θ, ϕ)

〈

r̂
(poli poli)
d,m (θ, ϕ)

〉

= 0

où 〈 〉 désigne la moyenne statistique.
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Le coefficient de diffusion moyen est donné par la somme d’une contribution en

polarisation E// et d’une contribution en polarisation H// :
〈

σpoli
m,moy(θ, ϕ)

〉

=
〈

σ
(E// poli)
m (θ, ϕ)

〉

+
〈

σ
(H// poli)
m (θ, ϕ)

〉

=
n3

mcos2θ

λ2 L2 cosθi

×
{〈

|R̂(E// poli)

d,m (θ, ϕ)|2
〉

+
〈

|R̂(H// poli)

d,m (θ, ϕ)|2
〉}

(3.46)

Nous définissons l’intensité cohérente comme le coefficient de diffusion associé au

champ moyen :

I
poli
m,coh(θ, ϕ) =

n3
mcos2θ

λ2 L2 cosθi

×
{

|
〈

R̂
(E// poli)

d,m (θ, ϕ)
〉

|2 + |
〈

R̂
(H// poli)

d,m (θ, ϕ)
〉

|2
}

(3.47)

D’autre part, l’intensité incohérente est donnée par :

I
poli
m,incoh(θ, ϕ) =

n3
mcos2θ

λ2 L2 cosθi

×
{〈

|r̂(E// poli)

d,m (θ, ϕ)|2
〉

+
〈

|r̂(H// poli)

d,m (θ, ϕ)|2
〉}

(3.48)

et est proportionnelle à la variation de l’amplitude de diffraction.

Dans la pratique, si nous disposons de NR réalisations, nous évaluons l’intensité

cohérente et le coefficient de diffusion moyen en faisant la moyenne statistique sur les

NR réalisations. L’intensité incohérente est obtenue en faisant la différence entre les

deux grandeurs précédentes.

I
poli
m,incoh(θ, ϕ) =

n3
mcos2θ

λ2 L2 cosθi

× 1

NR

{

NR
∑

j=1

|R̂(E// poli)

d,m,j (θ, ϕ)|2 − 1

NR

|
NR
∑

j=1

R̂
(E// poli)

d,m,j (θ, ϕ)|2
}

× 1

NR

{

NR
∑

j=1

|R̂(H// poli)

d,m,j (θ, ϕ)|2 − 1

NR

|
NR
∑

j=1

R̂
(H// poli)

d,m,j (θ, ϕ)|2
}

(3.49)

3.8.2 Coefficient de diffusion pour deux réalisations différentes

d’un même processus

Sur la figure 3.1, nous avons représenté le coefficient de diffusion bi-statique, pour

deux surfaces (différentes) caractérisées par les mêmes paramètres statistiques. Chaque
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surface est de taille L2 = 64λ2, l’écart type des hauteurs σa = 0.5λ et la longueur de

corrélation ℓc = 1.41λ. Le milieu 2 est infiniment conducteur et l’onde incidente est

en polarisation E//. Les angles d’incidence sont θi = 40° et ϕi = 0°. Le coeffficient de

diffusion bi-statique est donné dans le plan d’incidence (ϕ = ϕi = 0°) et en polarisation

directe.

Nous pouvons constater que les deux graphes diffèrent assez fortement suivant la

réalisation. Ils présentent tous les deux des oscillations importantes.
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Fig. 3.1: Coefficient de diffusion bi-statique σ
E//E//

1 pour une seule réalisation. L2 = 64λ2,

σa = 0.5λ et ℓc = 1.41λ

La figure 3.2 montre le coefficient de diffusion bi-statique moyen obtenu sur un

ensemble de 300 réalisations ayant la même statistique que les deux surfaces précédentes.

Les différentes fluctuations ont disparu grâce à l’effet de la moyenne.
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Fig. 3.2: Coefficient de diffusion bi-statique moyenné sur NR = 300 réalisations
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3.8.3 Ordre de troncature et tailles des matrices

Les solutions du système aux valeurs propres sont recherchées dans le domaine

spectral. La résolution numérique impose d’avoir des matrices de dimensions finies.

Dans le domaine spectral, si l’ordre de troncature est fixé à M, alors les constantes de

propagation α et γ prennent des valeurs dans l’intervalle [−αmax; αmax]. La valeur de

αmax est donnée par :

αmax ≈M∆α (3.50)

où ∆α est la résolution spectrale.

Du fait de cette troncature les composantes haute fréquence des champs électro-

magnétiques sont éliminées. Par conséquent, la partie des vecteurs propres représentant

des ondes évanescentes de haute fréquence (α > αmax) est éliminée.

Idéalement, il nous faudrait toutes les ondes évanescentes afin de décrire parfai-

tement les couplages électromagnétiques et avoir une description fine du phénomène

de diffraction. Cependant, au delà d’un αmax, les amplitudes des ondes évanescentes

sont très faibles et peuvent être négligées. La proportion d’ondes évanescentes prise en

compte est directement liée à la valeur de αmax. Ainsi, plus αmax augmente et meilleure

est la description du phénomène des couplages électromagnétiques et donc de la diffrac-

tion. En terme de précision, nous avons intérêt à prendre un ordre de troncature M le

plus élevé possible.

La méthode C requiert la résolution d’un système aux valeurs propres de dimension

2Ms dans chacun des deux milieux et l’inversion d’une matrice, lors du traitement des

conditions aux limites, de dimension 4Ms. Nous rappelons que Ms = 2(2M + 1)2. Nous

avons implémenté la méthode C en utilisant le langage de programmation Matlab, sur

des PC bi-processeurs dotés de 8Go de RAM et d’une fréquence de 3.4 GHz.

Le tableau 3.1 donne la dimension des matrices suivant l’ordre de troncature, les

fréquences spatiales maximales ainsi que les temps d’exécution (temps CPU). Avec

M = 8 et M = 24, la méthode donne 578 et 4802 inconnues respectivement.

La figure 3.3 montre les temps de calcul en fonction de Ms. La courbe théorique

représente la fonction proportionnelle àM3
s . Nous pouvons voir que le temps d’exécution

(temps CPU) varie approximativement comme M3
s . Nous avons constaté que près de

90% du temps d’exécution est consacré à la recherche des valeurs et vecteurs propres.
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M Ms = 2(2M + 1)2 Temps de calcul

8 578 58 sec

12 1250 130 sec

16 2178 12 minutes

18 2738 31 minutes

20 3362 45 minutes

24 4802 2h 15 minutes

28 6498 5h 40 minutes

Tab. 3.1: Ordre de troncature, dimension du système aux valeurs propres et temps CPU

correpondant
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Fig. 3.3: Temps d’exécution en fonction de Ms

3.8.4 La fenêtre de pondération et les effets de bord

Les surfaces que nous générons et que nous étudions sont de dimensions finies. Afin

de diminuer les effets de bord, lors de l’analyse électromagnétique, nous utilisons une

fenêtre de pondération pour assurer le passage vers zéro de la surface sur les bords et

éviter ainsi les très hautes fréquences dues aux discontinuités. La fenêtre de pondération
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est la suivante V (x, z) = V1(x)V2(z), tel que :

V1(x) =











































x+ L/2

ℓt
−

1

2π
sin(2π

x+ L/2

ℓt
) si x ∈ [

− L
2

;
− L
2

+ ℓt]

1 si x ∈ [
− L
2

+ ℓt;
L

2
− ℓt]

L/2− x
ℓt

−
1

2π
sin(2π

L/2− x
ℓt

) si x ∈ [
L

2
− ℓt;

L

2
]

0 sinon

(3.51)

et

V2(z) =











































z + L/2

ℓt
−

1

2π
sin(2π

z + L/2

ℓt
) si z ∈ [

− L
2

;
− L
2

+ ℓt]

1 si z ∈ [
− L
2

+ ℓt;
L

2
− ℓt]

L/2− z
ℓt

−
1

2π
sin(2π

L/2− z
ℓt

) si z ∈ [
L

2
− ℓt;

L

2
]

0 sinon

(3.52)

La longueur ’ℓt’ représente la zone de transition vers zéro de la surface. Afin de

voir l’influence de la fenêtre de pondération sur la précision des calculs des champs

diffractés, nous nous intéressons à l’erreur sur le bilan de puissance sur un ensemble de

25 réalisations.

Les surfaces utilisées sont issues du même processus gaussien d’écart type σa = 0.4λ.

Elles sont caractérisées par une fonction d’autocorrélation gaussienne dont ℓc = 1.5λ.

L’angle d’incidence θi est égal à 20°. L’ordre de troncature est fixé à M = 18.

Le bilan de puisance, pour les surfaces sans fenêtre de pondération, est très mau-

vais. L’erreur absolue moyenne sur cette grandeur est supérieure à 100% dans les deux

polarisations fondamentales. En utilisant les mêmes surfaces, avec le même ordre de

troncature M et en faisant la pondération avec un paramètre ℓt = 1λ, l’erreur absolue

moyenne sur le bilan de puissance devient inférieure à 0.2% pour les deux polarisations.

Cette amélioration du bilan de puissance est directement liée à l’atténuation des effets

de bords, due à la pondération par la fonction V (x, z). Dans la suite, tous les résultats

présentés prennent en compte cette fenêtre de pondération.
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3.8.5 Stabilité et convergence de la méthode C

Soit une surface de dimension L2 = 8λ × 8λ, éclairée avec une onde plane sous les

angles d’incidence θi = 30° et ϕi = 0°. La surface est rugueuse et aléatoire. Elle est

caractérisée par une densité de probabilité des hauteurs gaussiennes, de moyenne nulle

et d’écart type σa. Sa fonction d’autocorrélation est aussi une gaussienne (paramètre

de Hurst H = 1) de longueur de corrélation ℓc = λ.

Dans le but de tester la stabilité numérique de la méthode C, nous nous proposons

d’étudier la convergence du diagramme de diffraction en fonction de l’ordre de tronca-

ture M. Si la méthode est stable d’un point de vue numérique, alors la précision sur le

bilan de puissance devrait augmenter avec l’ordre de troncature M.

Afin d’illustrer cette idée, nous avons calculé deux erreurs définies comme suit :

∆P (poli) = |1−
P

(poli)
c

P
(poli)
d

| (3.53)

où P
(poli)
c et P

(poli)
d sont données au chapitre 1 par les expressions (1.75) et

∆F (poli poli) =

π
2
∫

−π
2

|F (poli poli)
ref (θ, ϕ)− F (poli poli)(θ, ϕ)| dθ

π
2
∫

−π
2

F
(poli poli)
ref (θ, ϕ) dθ

(3.54)

∆P (poli) définit l’erreur sur le bilan de puissance pour une incidence en polarisa-

tion poli. ∆F (poli poli) est l’erreur relative entre la grandeur énergétique F (poli poli) et

F
(poli poli)
ref . F

(poli poli)
ref est obtenue soit à partir de données expérimentales, soit à partir

d’autres méthodes exactes. F (poli poli) représente soit σ(poli poli), soit sa valeur moyenne
〈

σ(poli poli)
〉

.

Le tableau 3.2 donne les valeurs de l’erreur ∆P (poli), pour différentes valeurs du

couple (M,σa), dans les deux polarisations. Pour les cinq hauteurs quadratiques moye-

nnes, les surfaces sont obtenues par homothétie.

Ce tableau montre que pour un écart type des hauteurs donné, l’erreur décrôıt

quand l’ordre de troncature M augmente. Nous pouvons noter aussi que l’augmentation

de l’écart type des hauteurs entrâıne une convergence plus lente du bilan de puissance.

En effet, plus l’écart type des hauteurs augmente, et comme la longueur de corrélation
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M

σa = 0.2λ σa = 0.4λ σa = 0.6λ σa = 0.8λ σa = 1λ

∆PE// ∆PH// ∆PE// ∆PH// ∆PE// ∆PH// ∆PE// ∆PH// ∆PE// ∆PH//

12
1.0 4.0 5.0 1.6 1.4 4.0 0.22 0.26 63.10 15.85

×10−4 ×10−4 ×10−3 ×10−2 ×10−1 ×10−2 ×101 ×101 ×102 ×102

16
1.3 4.0 1.3 2.5 6.3 3.2 0.5 1 6.3 4.0

×10−4 ×10−4 ×10−3 ×10−3 ×10−3 ×10−3 ×10−1 ×10−1 ×101 ×101

20
7.9 3.2 3.2 4.0 3.2 4.0 2.5 1.3 40 16

×10−6 ×10−6 ×10−4 ×10−4 ×10−3 ×10−3 ×10−2 ×10−2 ×10−1 ×10−1

24
1.6 1.6 1.0 5.0 1.9 7.9 1.6 1.0 3.2 2.5

×10−6 ×10−7 ×10−4 ×10−5 ×10−3 ×10−4 ×10−2 ×10−2 ×10−1 ×10−1

28
1.0 7.9 2.0 2.0 4.0 2.0 6.3 4 1 2

×10−7 ×10−8 ×10−5 ×10−5 ×10−4 ×10−4 ×10−3 ×10−3 ×10−2 ×10−2

Tab. 3.2: Erreur sur le bilan de puissance en fonction de l’ordre de troncature et de l’écart

type des hauteurs pour les deux polarisations E// et H//

reste fixe, plus la rugosité de la surface augmente. Ceci favorise les phénomènes de

couplage électromagnétique. Par conséquent, nous avons besoin d’un grand nombre

d’ondes évanescentes afin de bien décrire le phénomène de diffraction.

Si nous considérons une onde plane incidente de polarisation E//, et un ordre de

troncature M = 12, la valeur maximale de l’écart type des hauteurs permise, afin

d’avoir une erreur sur le bilan de puissance inférieure à 1%, est de 0.45λ. Pour M = 24,

la valeur de l’écart type des hauteurs est de 0.75λ. Si nous considérons la polarisation

H//, les valeurs maximales de l’écart type des hauteurs correspondantes sont 0.35λ et

0.80λ, respectivement.

3.8.5.1 Convergence en fonction de l’ordre de troncature M

La vérification du bilan de puissance sur des résultats, issus d’un modèle de résolution

électromagnétique, est une condition nécessaire mais pas suffisante pour la validation

de ce modèle. Afin de compléter le processus de validation de la méthode C, pour des

surfaces 2D, nous proposons de vérifier sa stabilité et sa convergence numérique.

La figure 3.4 montre l’évolution, dans le plan d’incidence et pour le milieu supérieur,

du coefficient de diffusion bi-statique normalisé, pour différentes valeurs de l’ordre de

troncature M. L’écart type des hauteurs est de σa = 0.4λ et les angles d’incidence sont

θi = 30° et ϕi = 0°. La surface est parfaitement conductrice.
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Fig. 3.4: Coefficient de diffusion bi-statique σ
E//H//

1 dans le plan d’incidence pour une

réalisation et pour différentes valeurs de l’ordre de troncature M. Les angles d’inci-

dence sont θi = 30°, ϕi = 0°. L = 8λ, σa = 0.4λ et ℓc = 1λ

Nous pouvons constater que pour M ≥ 16, la courbe évolue peu et donc la conver-

gence est assurée. Si nous prenons comme référence les valeurs du coefficient de dif-

fusion bi-statique calculé pour un ordre de troncature M = 28, alors l’erreur relative

∆σE//H//(θ) entre σE//H//(θ, ϕ = 0°,M = 16) et σ
E//H//

ref (θ, ϕ = 0°,M = 28) est de 5%.

Cette valeur de l’erreur est assez faible et reste acceptable. Le temps de calcul est aussi

raisonnable (12 minutes).

La figure 3.5 montre le coefficient de diffusion bi-statique normalisé dans le plan

d’incidence pour une surface caractérisée par un écart type des hauteurs de 0.8λ, obtenue

par homothétie à partir de la première surface. Comme la longueur de corrélation est

la même que pour la surface précédente, alors la surface actuelle présente une rugosité

plus importante. Ce constat est confirmé car la convergence est assurée si l’ordre de

troncature est supérieur à 24. L’erreur relative ∆σE//H//(θ), calculée de la même façon

que précédemment est égale à 9%. Pour M=24 le temps de calcul CPU est de 135

minutes.

Il est évident que plus la rugosité de la surface augmente, plus l’ordre de troncature

doit être grand pour avoir une bonne précision sur le bilan de puissance et sur le

coefficient de diffusion bi-statique. Ceci se fait au détriment des temps de calcul qui

peuvent devenir très importants.
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Fig. 3.5: Coefficient de diffusion bi-statique σ
E//H//

1 dans le plan d’incidence pour une

réalisation et pour différentes valeurs de l’ordre de troncature M. Les angles d’inci-

dence sont θi = 30°, ϕi = 0°. L = 8λ, σa = 0.8λ et ℓc = 1λ

3.8.5.2 Convergence en fonction du nombre de réalisations NR

Soit une surface de 8λ × 8λ, dont les hauteurs sont distribuées suivant une loi

gaussienne. L’écart type des hauteurs est fixé à σa = 0.2λ. La fonction d’autocorrélation

est aussi une gaussienne, la longueur de corrélation est ℓc = 0.6λ. La figure 3.6 montre

l’évolution de la composante directe du coefficient de diffusion bi-statique moyen, pour

une onde incidente en polarisation H//. Les angles d’incidence sont θi = 10° et ϕi = 0°.

La précision sur le bilan de puissance est inférieure à 1% pour la totalité des réalisations.

La figure 3.7 donne l’intensité incohérente suivant le nombre de réalisations prises

en compte.

Nous pouvons voir qu’au fur et à mesure que le nombre de réalisations augmente, les

courbes des deux figures montrent une convergence très nette. Le passage de NR = 20

réalisations à NR = 320 réalisations permet de s’affranchir des grandes oscillations. En

passant à (NR = 500), nous améliorons nettement le résultat. La courbe varie très peu

entre NR = 500 et NR = 780.
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nombre de réalisations NR. Les paramètres sont ceux de la figure 3.6
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3.8.6 Comparaison de la méthode C avec la méthode SMF-

SIA/CAG - Cas des surfaces parfaitement conductrices

Dans le paragraphe précédent, nous avons montré que la méthode C respecte le

critère sur le bilan de puissance, à condition de choisir un ordre de troncature M adéquat.

Nous avons vu aussi que les résultats convergent en fonction de l’ordre de troncature

M et du nombre de réalisations NR. Afin de compléter cette étude, nous comparons

les résultats, obtenus avec la méthode C, avec d’autres résultats issus de la littérature.

Ceci permettra de voir la précision des résultats de la méthode C par rapport à d’autres

méthodes exactes.

Dans ce paragraphe, nous présentons des résultats dans le cas d’un milieu 2 infi-

niment conducteur. La surface considérée est toujours caractérisée par une densité de

probabilité et une fonction d’autocorrélation gaussienne. Nous considérons une surface

rugueuse aléatoire de dimension 8λ × 8λ. Elle est illuminée avec une onde plane sous

les angles d’incidence θ = 10° et ϕ = 0°. L’écart type des hauteurs est de 0.2λ et la

longueur de corrélation ℓc = 0.6λ.

La figure 3.8 montre le coefficient de diffusion bi-statique normalisé moyen dans le

plan d’incidence. La polarisation de l’onde incidente est E//. La composante directe

du coefficient de diffusion bi-statique
〈

σE// E//
〉

et la composante croisée
〈

σH// E//
〉

représentent des moyennes calculées sur un ensemble de NR = 780 réalisations. Nous

avons utilisé un ordre de troncature M = 18. Sur la même figure, nous avons aussi re-

porté les résultats obtenus avec la méthode SMFSIA/CAG (Sparse-Matrix Flat-Surface

Iterative Approach with CAnonical Grid). Les auteurs dans [48] ont utilisé des surfaces

de 256λ2, deux fois plus larges que les nôtres. Ces surfaces sont éclairées avec un faisceau

d’ondes [49]. Les moyennes d’ensemble sont réalisées sur 280 réalisations.

La comparaison entre les résultats est satisfaisante. En prenant comme référence les

résultats de la méthode SMFSIA/CAG, nous calculons les erreurs relatives ∆
〈

σE// E//
〉

et ∆
〈

σH// E//
〉

. Leurs valeurs sont respectivement égales à 10% et 7%. Les différences

entre les résultats des deux méthodes peuvent être liées d’une part à la taille des cel-

lules utilisées mais aussi à la différence des lois d’éclairement et des surfaces utilisées.

Nous retrouvons aussi le pic autour de la direction spéculaire (10°) avec un niveau

légèrement inférieur à celui de la méthode SMFSIA/CAG, probablement à cause de la

loi d’éclairement que nous utilisons.

Les figures 3.9 et 3.10 donnent les histogrammes normalisés des erreurs ∆PE// et

∆PH// , respectivement. Pour la polarisation E//, l’histogramme montre que plus de la
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Fig. 3.8: Comparaison entre la méthode C et la méthode SMFSIA/CAG. Les surfaces sont

gaussiennes d’écart type des hauteurs σa = 0.2λ et ℓc = 0.6λ. Le milieu 2 est

infiniment conducteur, θi = 10° et ϕi = 0°

moitié des surfaces (54%) vérifie le bilan de puissance avec une erreur inférieure à 10−3.

Pour la polarisation H//, la proportion des surfaces vérifiant un bilan de puissance avec

une erreur inférieure à 10−3 est de 45%. Dans les deux cas de polarisation, l’erreur sur

le bilan de puissance reste inférieure à 1% pour la totalité des réalisations.
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Fig. 3.9: Histogramme des erreurs en E//
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Fig. 3.10: Histogramme des erreurs en H//

3.8.7 Comparaison de la méthode C avec la méthode FB-NSA

- Cas parfaitement conducteur

Nous considérons des surfaces rugueuses de dimension L2 = 64λ2, éclairées sous les

angles θ = 40° et ϕ = 0°. L’écart type des hauteurs est σa = 0.5λ et la longueur de

corrélation est ℓc =
√

2λ. Nous travaillons sur un ensemble de 300 réalisations. L’ordre

de troncature est fixé à M = 18. Ceci permet d’avoir une erreur sur le bilan de puissance

inférieure à 1% pour toutes les réalisations.

La figure 3.11 montre les composantes, en polarisation croisée, de l’intensité in-

cohérente dans le plan d’incidence. Nous avons représenté sur la même figure les résultats

de simulation donnés par la méthode FB-NSA (Forward-Backward/Novel Spectral Ac-

celeration Method). Ces résultats sont obtenus en utilisant des surfaces de dimensions

128 ∗ 32λ2, éclairées avec un faisceau d’ondes. Les moyennes sont réalisées sur un en-

semble de 150 réalisations [50]. Les résultats obtenus avec les deux méthodes sont assez

proches. Nous remarquons l’orientation des diagrammes de l’intensité incohérente au-

tour de la direction spéculaire θ = 40°.
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Fig. 3.11: Comparaison de la méthode C et de la méthode FB-NSA. Les surfaces sont gaus-

siennes d’écart type des hauteurs σa = 0.5λ, de longueur de corrélation ℓc =
√

2λ.

Le milieu 2 est infiniment conducteur et θi = 40° et ϕi = 0°

3.8.8 Comparaison de la méthode C avec des données expéri-

mentales - Cas parfaitement conducteur

La figure 3.12 représente le coefficient de diffusion bi-statique moyen dans le plan

d’incidence. La polarisation de l’onde incidente est H//. L’écart type est de σa = 1λ et

ℓc =
√

2λ. Pour cette simulation, l’angle d’incidence est fixé à θ = 20° et ϕ = 0°. La

taille des cellules est toujours de 64λ2. Le nombre de réalisations est de NR = 300. Dans

cette simulation, l’ordre de troncature est ajusté, suivant la réalisation, pour avoir une

erreur sur le bilan de puissance inférieure à 5%. Les courbes en pointillés sont issues de

données expérimentales [51]. Ces données sont mesurées en milieu contrôlé en utilisant

des longueurs d’onde millimètriques. Les surfaces utilisées sont usinées en utilisant du

plastique, grâce à un procédé assisté par ordinateur, ce qui a permis d’avoir une très

bonne précision sur la statistique de ces surfaces. Les surfaces usinées sont ensuite

recouvertes de plusieurs couches de nickel pour les rendre infiniment conductrices. Ces

conditions de mesure ont permis d’avoir des données très précises.

Comme l’écart type est assez important, l’ordre de troncature est relativement

grand. Pour M=21, le critère sur le bilan de puissance est vérifié pour 236 réalisations

sur les 300. Parmi les 64 réalisations restantes, 48 d’entre elles vérifient ce critère pour

un ordre de troncature M=24. Pour les 16 réalisations restantes, nous fixons l’ordre de
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troncature à 28, le critère sur le bilan de puissance est vérifié par 13 réalisations. Les

courbes dans la figure 3.12 sont tracées pour les 297 réalisations vérifiant le critère sur

le bilan de puissance.
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Fig. 3.12: Comparaison de la méthode C avec des données expérimentales. Les surfaces sont

gaussiennes d’écart type σa = 1λ et de longueur de corrélation ℓc =
√

2λ. Le

milieu 2 est infiniment conducteur, θi = 20° et ϕi = 0°

La comparaison avec les données expérimentales est satisfaisante. Par rapport aux

données, l’erreur relative ∆
〈

σH// H//
〉

est égale à 13% et ∆
〈

σE// H//
〉

est égale à 12%.

Les valeurs des paramètres statistiques de la surface (σ et ℓc) impliquent une rugosité

très importante. Ceci conduit au phénomène de rétro-diffusion autour de θ = −20°.

Ce phénomène est très bien décrit par la méthode C et les deux pics de rétro-diffusion

cöıncident (méthode C et les données expérimentales). Cette observation reste valable

pour la direction spéculaire. Le phénomène de rétro-diffusion se manifeste aussi dans la

composante croisée.

3.8.9 Comparaison de la méthode C et de la méthode SMCG

- Cas des milieux à pertes

Dans ce paragraphe, nous présentons une comparaison entre la méthode C et la

Sparse Matrix CAnonical Grid (SMCG). Le milieu 2 est maintenant diélectrique à
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pertes. Il est caractérisé par une permittivité relative ǫr = 6.5− j1.0. L’onde incidente

est de polarisation E//, l’angle d’incidence θi = 10° et l’angle d’azimut ϕ = 0°. Nous

générons un ensemble de 600 réalisations de dimension 50λ2. Ces réalisations sont issues

d’un processus gaussien d’écart type σa = 0.2λ. Elles ont une autocorrélation gaussienne

avec ℓc = 0.6λ.

La figure 3.13 donne le coefficient de diffusion bi-statique moyen en polarisation

directe
〈

σE// E//
〉

. Sur la même figure, nous avons reporté les résultats obtenus avec la

méthode SMCG sur un ensemble de 300 réalisations [52]. La dimension des surfaces

utilisées pour cette méthode est de 256λ2 et la loi d’éclairement est un faisceau d’ondes.

Nous pouvons constater que les résultats sont assez proches. Les écarts entre les deux

méthodes sont probablement dus à la différence de la loi d’éclairement et des surfaces

utilisées dans les calculs.
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Fig. 3.13: Composante directe moyenne
〈

σE// E//
〉

pour des surfaces gaussiennes d’écart type

σa = 0.2λ et ℓc = 0.6λ. Le milieu 2 est diélectrique avec pertes de permittivité

ǫr = 6.5− j1.0

Sur la figure 3.14, nous avons représenté la composante croisée du coefficient de

diffusion bi-statique moyen
〈

σH// E//
〉

, donnée par la méthode C et la méthode SMCG.

Nous pouvons remarquer la concordance des résultats, mais surtout le succès de la

méthode C dans le prédiction du pic autour de la direction de rétro-diffusion (-10°).
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pour des surfaces gaussiennes d’écart type

σa = 0.2λ et ℓc = 0.6λ. Le milieu 2 est diélectrique avec pertes de permittivité

ǫr = 6.5− j1.0

3.8.10 Application aux surfaces agricoles

Dans ce paragraphe, nous présentons une application de la méthode C pour étudier

les sols agricoles nus. Dans ce cas, le milieu 2 est diélectrique avec pertes. Il est ca-

ractérisé par une permittivité relative ǫr complexe.

Nous considérons deux parcelles, représentant deux états d’un semis. Le premier

état a un taux d’humidité équivalent à 5% et le second état a un taux d’humidité de

15%. L’état 1 est issu de l’état 0, après une dégradation avec une pluie artificielle de

40mmh−1 pendant 20 minutes. Afin d’effectuer des simulations numériques, en accord

avec le chapitre 2, ces deux états du sol sont modélisés par une densité de probabilité

des hauteurs gaussienne. La fonction d’autocorrélation isotrope est caractérisée par le

paramètre de Hurst H.

Le tableau (3.3) donne les différents paramètres statistiques de ces deux parcelles

(nous reprenons les valeurs du tableau (2.2) du chapitre 2).

La longueur d’onde utilisée est λ = 5.6 cm, l’angle de site θi = 40° et l’angle d’azimut

90



Etat L(cm) σa(cm) ℓc(cm) H
0 50 1.61 3.57 0.80

1 50 1.38 3.49 0.79

Tab. 3.3: Paramètres statistiques des deux états du sol semis

ϕi = 0°. Ces valeurs des paramètres liés à l’onde incidente correspondent à ceux utilisés

pour les radars en bande C standard [27]. Dans ces conditions, les permittivités relatives

des deux états du semis sont ǫr = 3.62 − j0.19 pour l’état 0 (taux d’humidité de 5%)

et ǫr = 5.94− j0.85 pour l’état 1 (taux d’humidité 15%). Nous utilisons ces paramètres

statistiques pour générer NR = 200 réalisations. Le coefficient de diffusion bi-statique

moyen est calculé sur cet ensemble de réalisations.

Afin de caractériser l’effet conjugué de la rugosité et du taux d’humidité sur l’énergie

diffractée, nous effectuons des simulations avec des surfaces qui présentent les pa-

ramètres statistiques d’un état et le taux d’humidité de l’autre état. Le tableau 3.4

donne les valeurs du coefficient de rétro-diffusion pour l’ensemble des simulations.

polipoli Etat 0 (5%) Etat 1 (5%) Etat 1 (15%) Etat 0 (15%)

E// E// -22.3 -22.9 -20.4 -19.8

H// E// -38.6 -41.1 -36.6 -34.0

E// H// -38.8 -41.2 -36.5 -33.8

H// H// -21.9 -22.5 -19.5 -19.2

Tab. 3.4: Valeur du coefficient de diffusion bi-statique moyen dans la direction de rétro-

diffusion (-40°) en dB

polipoli Etat 1 (5%)-

Etat 0 (5%)

Etat 1 (15%)-

Etat 0 (15%)

Etat 1 (15%)-

Etat 0 (5%)

E// E// -0.6 -0.6 1.9

H// E// -2.5 -2.6 2

E// H// -2.4 -2.7 2.3

H// H// -0.6 -0.3 2.4

Tab. 3.5: Ecarts en dB sur le coefficient de rétro-diffusion (-40°) suivant l’état du sol et son

taux d’humidité

Dans le cas de la polarisation directe, nous constatons que la différence de niveau

entre les coefficients de rétro-diffusion associés aux deux états géométriques 0 et 1 avec
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un même taux d’humidité est de 0.6dB au maximun. Cet écart est dû uniquement à la

variation des paramètres statistiques. Les écarts sont plus importants en polarisation

croisée (la valeur maximale est de 2.7). Ces observations sont valables aussi bien pour

un taux d’humidité de 5%, que de 15%.

Sous l’effet d’une pluie, la géométrie et l’humidité varient. La comparaison entre

l’état 0 avec un taux de 5% et l’état 1 avec un taux de 15%, montre que l’écart en

polarisation directe augmente par rapport aux deux cas précédents. Il vaut 1.9 dB pour

E//E// et 2.4 dB pour H//H//. Pour les polarisations croisées, ces écarts sont de 2dB

pour H//E// et 2.3 dB pour E//H//.

Ainsi, dans le cadre de la télédétection hyperfréquence active, si nous voulons que

les radars soient capables de distinguer un sol avant et après une pluie, la résolution de

l’instrument de mesure doit être inférieure à l’écart minimal calculé sur les coefficients

de rétro-diffusion. C’est le cas du radar ERASME, développé au CETP, fonctionnant

en bande C (5.35 GHz) et dont la résolution est de 0.5 dB pour les deux polarisations

directes E//E// et H//H// [27,53]. Les figures 3.15, 3.16 et 3.17 complètent cette étude.

Sur les deux figures 3.15 et 3.16, nous représentons le coefficient de diffusion bi-statique

moyenné sur NR = 200 réalisations, pour une incidence en H//. La première figure

illustre l’effet de l’humidité. Nous pouvons voir que plus le sol est humide, plus il est

réfléchissant. Quand l’humidité augmente, les variations des deux composantes directe

et croisée se font dans le même sens, en l’occurrence ici elles augmentent.

La figure 3.16 montre l’effet de la variation de la rugosité, sur le coefficient de

diffusion, à un taux d’humidité constant. Les écarts entre les deux états sont moins

importants que le cas précédent, probablement parce que l’écart de rugosité n’est pas

très important. Les variations des deux composantes directe et croisée entre les deux

états se font globalement dans un sens inverse. En d’autres termes, quand la rugosité

augmente, le niveau de la composante directe
〈

σH// H//
〉

diminue et celui de la compo-

sante
〈

σE// H//
〉

augmente. Ceci implique que la dépolarisation de l’onde augmente avec

l’écart type des hauteurs σa.

La figure 3.17 montre l’influence de l’humidité et de la rugosité sur le diagramme

moyen de rayonnement et nous constatons des écarts supérieurs à 2 dB sur toute la

plage angulaire dans les polarisations directes et croisées.
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Fig. 3.15: Effet de l’humidité sur le coefficient de diffusion bi-statique à rugosité constante
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Fig. 3.16: Coefficient de diffusion bi-statique pour les deux états du semis avec un taux

d’humidité égal à 5%

93



−80 −60 −40 −20 0 20 40 60 80
−50

−45

−40

−35

−30

−25

−20

−15

−10

−5

0

θ

C
oe

ffi
ci

en
t d

e 
di

ffu
si

on
 b

i−
st

at
iq

ue
 m

oy
en

 

 

Etat 0 −humidité 5%
Etat 1 −humidité 15%

Polarisation directe

Polarisation croisée

Fig. 3.17: Effet de la variation conjuguée de la rugosité et de l’humidité sur le coefficient de

diffusion bi-statique

3.8.11 Position de la méthode C par rapport aux méthodes

intégrales exactes

Les méthodes intégrales de frontière sont utilisées pour l’analyse électromagnétique

des surfaces rugueuses. Elles permettent d’obtenir le champ diffracté en tout point de

l’espace à partir de ses valeurs sur une surface ou un contour. Elles sont basées sur la

résolution d’équations intégrales. Ces équations intégrales font intervenir soit le champ

électrique soit le champ magnétique (ainsi que leur dérivée normale). La discrétisation

de ces équations, à l’aide de la méthode des moments dans le domaine spatial, conduit à

des systèmes matriciels faisant intervenir les matrices d’impédance. Ce sont ces matrices

d’impédance qu’il faut inverser pour obtenir les champs diffractés.

Pour une surface de dimension L2 = 8λ×8λ, et en utilisant un pas d’échantillonnage

de λ
7
, le nombre d’échantillons est de 3136 et la taille des matrices est de 6272. Pour

la méthode C, cette taille des matrices est atteinte pour un ordre de troncature M=28.

Pour cet exemple, les dimensions des systèmes sont similaires. Cependant, en terme de

compromis entre la précision sur les résultats et le temps de calcul, nous ne pouvons

pas tirer de conclusions concernant les deux méthodes. Ceci nécessite une investiga-

tion numérique plus approfondie. Les deux méthodes doivent être implémentées sous

le même langage de programmation et la résolution numérique doit se faire sur les

mêmes calculateurs. La comparaison des résultats doit se faire sur un nombre impor-

tant de configurations et à précision identique. Il faut retenir que la méthode des coor-
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données curvilignes permet d’exprimer les champs diffractés dans la base constituée par

les modes propres du problème. En ce sens, elle reste une méthode très précise. Ceci

représente le principal atout de la méthode C.

Les temps de calcul sont importants pour la méthode C à cause de la résolution du

système aux valeurs propres. Cette opération requiert un temps qui est de l’ordre de

M3
s (Pour un ordre de troncature M = 16, la résolution du système aux valeurs propres

prend 11 minutes sur les 12 minutes nécessaires à tous les calculs). Dans le cas des

méthodes intégrales, les temps de calcul sont repartis entre le calcul des valeurs de la

matrice impédance, qui sont de l’ordre de M2
s , et la résolution du système linéaire. Cette

dernière opération possède une complexité de O(M2
s ), pour les algorithmes itératifs

appliqués sur des opérateurs bien conditionnés, et une complexité de O(M3
s ) pour les

méthodes de factorisation directes. Il existe des méthodes intégrales rapides basées sur

des algorithmes itératifs, permettant d’accélérer les inversions des matrices et réduire

les temps de calcul, ce qui les rend relativement rapides par rapport à la méthode C

[48,50-52,54-60].

D’autre part, ces méthodes intégrales accélérées permettent de traiter des surfaces

très larges. A cause des temps de calcul, la méthode C sous sa forme actuelle ne peut

être utilisée pour analyser des surfaces de ce type. De fait, des configurations où l’angle

d’incidence est très grand (angles rasants) et qui nécessitent des largeurs importantes

ne peuvent être traitées avec la méthode C sous sa version actuelle.

3.9 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté la méthode des coordonnées curvilignes en

trois dimensions. Cette méthode est dite exacte car elle ne repose sur aucune hypothèse

physique simplificatrice. En ce sens, son domaine d’application est théoriquement illi-

mité. Elle fait intervenir les équations de Maxwell sous leur forme covariante, écrites

dans un système de coordonnées translaté. Nous avons vu que pour le cas d’une in-

terface séparant deux milieux, elle conduit à la résolution d’un système aux valeurs

propres dans chacun des deux milieux. Les champs diffractés sont ainsi exprimés sous

forme de combinaisons linéaires des vecteurs propres du problème. Afin de définir les

coefficients des combinaisons, nous avons présenté les conditions aux limites, pour le

cas d’un milieu inférieur infiniment conducteur ou diélectrique.

Nous avons montré la précision des résultats obtenus avec la méthode C dans le

domaine résonnant (paramètre statistique de la surface de même dimension que la
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longueur d’onde incidente) et pour des surfaces de rugosités importantes (
√

2h
ℓc
≤ 1

et 0.5 ≤ ℓc ≤
√

2) pour lesquelles les méthodes approchées sont inopérentes. D’autre

part, nous avons effectué une comparaison entre la méthode C et d’autres méthodes

numériques exactes ainsi qu’avec des données expérimentales. Ces comparaisons sont

très concluantes et montrent la validité de la méthode des coordonées curvilignes pour le

cas des milieux infiniment conducteurs ou diélectriques. Une application de la méthode

C pour l’analyse des surfaces agricoles a été présentée. Cette étude montre l’influence

de la variation conjuguée de la rugosité et de l’humidité d’un sol sur le coefficient de

rétro-diffusion et permet de dire si un radar est capable ou non de distiguer un sol avant

et après une pluie.

Nous avons vu que les temps de calcul sont assez élevés pour la méthode C et la

taille des surfaces, pouvant être analysée, reste limitée. Dans le chapitre suivant, nous

proposons une solution physique à ce problème. La méthode C permet dès lors de

traiter des surfaces de grandes dimensions avec des temps de calcul raisonnables. Faute

de temps, nous n’avons implémenté cette version de la méthode C qu’au cas des surfaces

cylindriques.
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Chapitre 4

Le principe du faible couplage et la

méthode C

Dans le chapitre 3, concernant la méthode C en 2D, nous avons vu que les contraintes

liées au temps de calcul requis pour effectuer les calculs, limitent la taille des surfaces

à analyser. En effet, plus la surface est grande, plus l’ordre de troncature M augmente

(donc les tailles des matrices mises en jeu augmentent) et plus le temps de calcul

nécessaire devient important. Dans le cas des surfaces 2D par exemple, la taille de la

déformation ne doit pas dépasser 8λ×8λ, afin d’avoir des résultats à précision acceptable

pour des temps de calcul raisonnables. La méthode C est un outil très précis pour

l’analyse du phénomène de diffraction, il n’est donc pas question de l’abandonner à cause

des inconvénients liés aux temps de calcul. L’objectif est de mettre au point une méthode

faisant appel à la méthode C et permettant des réductions de calcul importantes dans le

but d’analyser des surfaces de très grande taille. Ceci permettra d’obtenir des résultats

précis pour des temps de calcul raisonnables. Dans ce chapitre, nous présentons une

nouvelle méthode qui associe la méthode C et le principe du faible couplage. Elle consiste

à diviser la surface totale en petites surfaces de taille acceptable pour la méthode C et

permet de calculer le diagramme de diffraction de la surface totale en tenant compte

des couplages électromagnétiques entre les surfaces élémentaires. Faute de temps, nous

n’avons développé et implémenté cette méthode que dans le cas des surfaces 1D.

Dans ce chapitre, nous commençons par une présentation de la methode C dans le

cas des surfaces 1D. Ensuite, nous faisons un rappel du principe de Huygens ainsi que

de la fonction de Green dans l’espace libre. Nous finissons par exposer le principe du

faible couplage et son association à la méthode C. Des resultats sont donnés afin de

rendre compte des avantages de cette association et de confirmer la réduction des temps

de calcul tout en gardant une très bonne précision sur les résultats.



4.1 La méthode C pour les surfaces 1D

Dans ce paragraphe nous présentons la méthode curviligne dans le cas des surfaces

1D. La fonction ’a(x)’, représentant la déformation, ne dépend que d’une variable spa-

tiale. Le principe de résolution du problème électromagnétique reste le même que pour

le cas des surfaces 2D. En effet, nous partons des équations de Maxwell sous leur forme

covariante et nous exhibons un système différentiel de premier ordre qui conduit à un

système aux valeurs propres. Ainsi, les champs diffractés sont exprimés dans la base des

modes propres du problème et les coefficients des combinaisons sont déterminés grâce

aux relations de continuité. Vues les dimensions réduites du problème, les dimensions

du système aux valeurs propres et le nombre de composantes du champ à déterminer

sont inférieurs au cas 2D. Pour un ordre de troncature M, la dimension du système aux

valeurs propres est de est 2M2
s pour les surfaces 2D, 2Ms pour des surfaces 1D, avec

Ms = 2M+1. D’autre part, les calculs et développements analytiques sont relativement

plus légers dans ce cas.

Le but de ce chapitre est de présenter une nouvelle méthode couplant la méthode

C et le principe du faible couplage. Ainsi, nous ne reviendrons pas sur la validation

de la méthode C en 1D. Nous nous limitons à donner uniquement les grandes lignes

concernant les étapes de résolution. Le lecteur pourra approfondir cette étude en se

référant à [43].

4.1.1 Le problème électromagnétique en 1D

A la différence du cas 2D, les coordonnées (x
′
, y

′
, z

′
) dans le système de translation

s’écrivent en fonction des coordonnées cartésiennes comme suit :










x
′
= x

y
′
= y − a(x)

z
′
= z

(4.1)

Les bases covariante et contravariante sont données par les relations (C.31, C.32 de

l’annexe C). Les relations liant les composantes covariantes aux composantes cartésiennes

d’un vecteur V sont données par :














vx′ = vx +
∂a

∂x
vy

vy′ = vy

vz′ = vz

(4.2)
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Fig. 4.1: Schéma du problème 1D

Nous pouvons remarquer que si la composante vy′ = 0, alors les deux autres com-

posantes du vecteur V sont les mêmes dans les deux systèmes de coordonnées.

Nous désignons par F(r) le champ électrique en polarisation E//, et la grandeur

ZH(r) en polarisation H//. Z est l’impédance du milieu considéré.

F(r) = F (r)ẑ =

{

E(r) en E//

ZH(r) en H//

(4.3)

L’onde incidente se propage dans le plan (xOy)(incidence classique). Du fait de l’in-

variance géométrique de la surface suivant la direction ẑ, les champs électromagnétiques

dans les deux milieux ne dépendent que de la variable x et y :

E(r) = E(x, y) (4.4)

H(r) = H(x, y) (4.5)
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L’onde incidente est plane et monochromatique. Le champ incident s’écrit :

Fi(x, y) = e(−j(αi x−βi y)) ẑ

{

αi = k1 sin(θi)

βi = k1 cos(θi) =
√

k2
1 − α2

i

(4.6)

où θi ∈ [−
π

2
,
π

2
] et ki = αix̂− βiŷ, le vecteur d’onde incident (k ∈ (xOy)).

Comme l’incidence est classique et la surface cylindrique, la polarisation de l’onde

diffractée est la même que celle de l’onde incidente. Donc, nous n’avons pas de phénomène

de dépolarisation.

En l’absence de déformation, l’onde incidente est réfléchie et transmise :

{

Fr(x, y) = ρr exp (−j(αr x+ βr y)) milieu 1

Ft(x, y) = ρt exp (−j(αt x− βt y)) milieu 2
(4.7)

avec










αr = αt = αi

βr = βi

βt =
√

k2
2 − α2

i

(4.8)

ρr et ρt sont les coefficients de Fresnel (§ 1.7.1).

Les autres composantes de champs des ondes incidentes, réfléchies et transmises

sont obtenues par la relation d’orthogonalité (1.21) liant le vecteur champ électrique et

vecteur excitation magnétique.

Dans chaque milieu, le champ total parallèle à ẑ s’écrit :

{

F1,tot(x, y) = Fi(x, y) + Fr(x, y) + F1,d(x, y) milieu 1

F2,tot(x, y) = Ft(x, y) + F2,d(x, y) milieu 2
(4.9)

Comme dans le cas des surfaces 2D, l’objectif est de déterminer les champs F1,d et

F2,d.

Suivant la polarisation de l’onde, le tableau (4.1) donne les composantes non nulles

du champ électomagnétique :
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Polarisation E// Polarisation H//

Champ E Ez Ex, Ey

Champ H Hx, Hy Hz

Tab. 4.1: Composantes du champ électromagnétique 1D

4.1.2 Equation de propagation et composantes tangentielles

Sachant que les champs sont indépendants de la coordonnée z’, à partir de (3.7, 3.8)

nous déduisons l’équation de propagation des deux composantes longitudinales Ey′ et

ZHy′ , respectivement pour les deux polarisations H// et E// :

− ∂

∂y′

[

gx
′
y
′ ∂ψ

∂x′ +
∂gx

′
y
′

ψ

∂x′

]

+ j k gy
′
y
′ ∂ψ

′

∂y′

=
∂2ψ

∂x′2 + k2ψ (4.10)

Avec

ψ
′

=
j

k

∂ψ

∂y′ (4.11)

gx
′
y
′

et gy
′
y
′

ne dépendent que de la dérivée par rapport à x
′
de la fonction a(x

′
).

Leurs expressions sont données par :

gx
′
y
′

= − ∂a
∂x′ (4.12)

gy
′
y
′

= 1 +

(

∂a

∂x′

)2

(4.13)

En effectuant la transformée de Fourier positive des deux équations (4.10, 4.11) par

rapport à la variable x, nous obtenons :

∂

∂y′

[

j α(ĝx
′
y
′

∗ ψ̂) + j ĝx
′
y
′

∗ (αψ̂)
]

+jk ĝy
′
y
′

∗
∂ψ̂′

∂y′ = β2ψ̂ (4.14a)

j

k

∂ψ̂

∂y′ = ψ̂′ (4.14b)

où β2 = k2 − α2.
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A partir du système formé des deux équations (4.14a, 4.14b), nous déduisons un

système aux valeurs propres. La résolution de ce système aux valeurs propres permet

d’obtenir les modes propres du problème et d’exprimer ainsi le champ diffracté comme

combinaison linéaire de ces modes propres. Les coefficients de ces combinaisons restent

à déterminer.

En utilisant les expressions des composantes ZHy′ et Ey′ , nous calculons les compo-

santes tangentielles du champ à l’interface. Dans le cas d’une incidence en E// (Ey′ = 0),

nous avons :

∂2Ez
′

∂y′2 + k2Ez
′ = −jkgx

′
y
′ ∂ZHy

′

∂y′ − jk
∂ZHy

′

∂x′ (4.15a)

∂2ZHx
′

∂y′2 + k2ZHx
′ =

∂2ZHy
′

∂x′∂y′ − k2gx
′
y
′

ZHy
′ (4.15b)

Pour une onde incidente en polarisation H// (Hy = 0), nous avons :

∂2Ex
′

∂y′2 + k2Ex
′ =

∂2Ey
′

∂x′∂y′ − k2gx
′
y
′

Ey
′ (4.16a)

∂2ZHz
′

∂y′2 + k2ZHz
′ = jkgx

′
y
′ ∂Ey

′

∂y′ + jk
∂Ey

′

∂x′ (4.16b)

Nous pouvons remarquer que les deux équations (4.16a, 4.16b) s’obtiennent à partir

de (4.15a, 4.15b) en remplaçant Ez′ par ZHz′ , ZHy′ par −Ey′ et ZHx′ par −Ex′ . Ainsi,

il suffit de résoudre le problème pour une seule polarisation et déduire les résultats pour

l’autre polarisation.

4.1.3 Les conditions aux limites et détermination des coeffi-

cients des combinaisons linéaires

Une fois les expressions générales des champs calculées (combinaisons linéaires des

modes propres), les coefficients des combinaisons, représentant les amplitudes de diffrac-

tion, sont déterminés via les conditions aux frontières. Si le milieu 2 est un diélectrique,

alors les conditions aux limites stipulent que les composantes tangentielles, sur la sur-

face, du champ électromagnétique sont continues.
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Pour une onde incidente en polarisation E//, nous avons :

{E(E//)

dz
′
,1

(x
′

, y
′

) − E
(E//)

dz
′
,2

(x
′

, y
′

)}y′=0 =

{−E(E//)

iz
′ (x

′

, y
′

)− E(E//)

rz
′ (x

′

, y
′

) + E
(E//)

tz
′ (x

′

, y
′

)}y′=0 (4.17a)

{H(E//)

dx′ ,1
(x

′

, y
′

) − H
(E//)

dx′ ,2
(x

′

, y
′

)}y′=0 =

{−H(E//)

ix
′ (x

′

, y
′

)−H(E//)

rx
′ (x

′

, y
′

) +H
(E//)

tx
′ (x

′

, y
′

)}y′=0 (4.17b)

Si l’onde incidente est de polarisation H// :

{H(H//)

dz
′
,1

(x
′

, y
′

) − H
(H//)

dz
′
,2

(x
′

, y
′

)}y′=0 =

{−H(H//)

iz
′ (x

′

, y
′

)−H(H//)

rz
′ (x

′

, y
′

) +H
(H//)

tz
′ (x

′

, y
′

)}y′=0(4.18a)

{E(H//)

dx
′
,1

(x
′

, y
′

) − E
(H//)

dx
′
,2

(x
′

, y
′

)}y′=0 =

{−E(H//)

ix
′ (x

′

, y
′

)− E(H//)

rx
′ (x

′

, y
′

) + E
(H//)

tx
′ (x

′

, y
′

)}y′=0 (4.18b)

Pour un milieu 2 infiniment conducteur, le champ total dans le milieu 1 s’annule à

la frontière (y
′
= 0). Ce qui donne :

– en polarisation E//

{E(E//)

dz
′
,1

(x
′

, y
′

)}y′=0 = {−E(E//)

iz
′ (x

′

, y
′

)− E(E//)

rz
′ (x

′

, y
′

)}y′=0

– en polarisation H//

{E(H//)

dx′ ,1
(x

′

, y
′

)}y′=0 = {−E(H//)

ix′ (x
′

, y
′

)− E(H//)

rx′ (x
′

, y
′

)}y′=0

4.1.4 Résolution numérique

Le système formé des deux équations (4.14a, 4.14b) est discrétisé et résolu dans le

domaine spectral. En fixant l’ordre de troncature à M, nous déduisons un système aux

valeurs propres de dimension 2(2M+1). En utilisant les formules d’interpolation en 1D
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(E.14) de l’annexe E, les solutions élémentaires s’écrivent :

Ψ̂n(α, y
′

) = exp(−jkrn|y
′ |) (4.19a)

×
+M
∑

s=−M

Φ̂n(αs) sinc(
π

∆α
(α− αs))

Ψ̂
′

n(α, y
′

) = exp(−jkrn|y
′ |) (4.19b)

×
+M
∑

s=−M

Φ̂
′

n(αs) sinc(
π

∆α
(α− αs))

∆α est le pas d’échantillonnage et αs = αi + s∆α. rn est la valeur propre associée au

vecteur propre Φ̂n qui contient les échantillons Φ̂n(αs).

Au final, les transformées de Fourier des composantes transversales des champs sont

définies comme des combinaisons linéaires des fonctions élémentaires Ψ̂n(α, y
′
) vérifiant

la condition d’ondes sortantes :

Ψ̂d(α, y
′

) =
2M+1
∑

n=1

An Ψ̂n(α, y
′

) (4.20a)

Ψ̂
′

d(α, y
′

) =
2M+1
∑

n=1

An Ψ̂
′

n(α, y
′

) (4.20b)

La valeur propre rn, associée à la fonction d’onde Ψ̂n(α, y
′
), détermine sa nature.

Ainsi, si Re(rn) < 0 et Im(rn) = 0 alors l’onde est propagative sortante. L’onde

est évanescente si Im(rn) < 0. Dans le cas des milieux sans pertes, nous constatons

numériquement que les valeurs propres réelles sont associées à des directions de propa-

gation. Nous définissons un angle de diffraction θn, tel que :

cos(θn) = rn (4.21)

Les composantes tangentielles sont calculées à partir des équations (4.15a, 4.15b) et

(4.16b, 4.16a) suivant la polarisation de l’onde incidente. Par exemple, pour la polari-

sation H// les deux composantes Êx
′ et ZĤz

′ sont obtenues comme suit :

Ê
(H//)

x
′
,n

(αs) = −k2

+M
∑

p=−M

(ĝx
′
y
′

s−p )Φ̂n(αp)− kαsΦ̂
′

n(αs) (4.22a)

ZĤ
(H//)

z
′
,n

(αs) = k2

+M
∑

p=−M

(ĝx
′
y
′

s−p )Φ̂
′

n(αp) + kαsΦ̂n(αs) (4.22b)
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avec

ĝx
′
y
′

s,t =
∆α

2π
ĝx

′
y
′

(αs, γt) (4.23)

Comme dans le cas des surfaces 2D, nous utilisons la formule d’interpolation pour

obtenir la transformée de Fourier des composantes tangentielles :

Ψ̂
(H//)

T,n (α) =
+M
∑

s=−M

Ψ̂
(H//)

T,n (αs) sinc(
π

∆α
(α− αs)) (4.24)

où

Ψ̂
(H//)

T,n (αs) =









Ê
(H//)

x
′
,n

(αs)

ZĤ
(H//)

z
′
,n

(αs)









(4.25)

Les transformées de Fourier des composantes transversales du champ électromagné-

tique diffracté en polarisationH// sont des combinaisons linéaires des ondes élémentaires :

Ψ̂
(H//)

T (α, y
′

) =
2M+1
∑

n=1

A
(H//)
n Ψ̂

(H//)

T,n (α) exp(−jk rn |y
′ |) (4.26)

avec

Ψ̂
(H//)

T (α, y
′

) =







Ê
(H//)

x
′ (α, y

′
)

ZĤ
(H//)

z′
(α, y

′
)






(4.27)

Afin de déduire les composantes en polarisation E//, nous devons remplacer, comme

précisé à plusieurs reprises, E(H//) par −ZH(E//) et ZH(H//) par E(E//). Ainsi, nous

obtenons l’ensemble des composantes tangentielles pour les deux polarisations.

Dans le chapitre 3, pour le cas des surfaces 2D, une fois que les amplitudes de

diffraction An sont déterminées via les conditions aux limites, nous déterminons les

amplitudes des développements de Rayleigh (§ 3.7) et nous déduisons le coefficient de

diffusion bi-statique.

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’utiliser les amplitudes de diffraction An

pour calculer les courants surfaciques. Ces courants seront utilisés à leur tour pour

obtenir les champs diffractés en utilisant des formules de rayonnement. C’est cette idée

qui est developpée dans le paragraphe suivant [41].
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4.2 Formalisme intégral à deux dimensions

Il existe plusieurs représentations intégrales pour les problèmes électromagnétiques.

Ainsi, les équations intégrales obtenues dépendent de la représentation choisie. Nous

pouvons citer par exemple la représentation basée sur le théorème de réciprocité ou bien

celle utilisant le potentiel vecteur ou le vecteur de Hertz pour exprimer les champs [61].

En ce qui nous concerne, la représentation que nous utilisons est celle basée sur le

deuxième théorème de Green à deux dimensions.

4.2.1 Le principe de Huygens

A l’origine, le principe de Huygens-Fresnel est un principe utilisé en optique pour

calculer l’intensité dans des problèmes de diffraction et d’interférence. Il consiste à

considérer chaque point de l’espace indépendemment. Si un point M reçoit une onde

électromagnétique, alors nous pouvons considérer qu’il réémet lui-même des ondes

sphériques de même fréquence, même amplitude et même phase et donc joue le rôle

de source secondaire. Donc, au lieu de considérer que l’onde progresse de manière conti-

nue, nous décomposons sa progression en imaginant qu’elle progresse de proche en

proche [62,63].

La formulation mathématique de ce principe illustre son grand intérêt pour les

problèmes de diffraction. En effet, nous pouvons obtenir la valeur du champ en tout

point de l’espace d’un volume à partir de la seule connaissance de ses valeurs, ainsi

que celles de sa dérivée normale, sur une surface. La relation est donnée par l’équation

(G.12), que nous rappelons ci-dessous, où ζ(r) représente une composante du champ

diffracté, ζi(r) le champ incident et g(r
′
, r) la fonction de Green du problème 1D :

ζi(r) +

∫

Σ

[ζ(r
′

)
∂

∂n′ g(r
′

, r)− g(r′

, r)
∂

∂n′ ζ(r
′

)]d s
′

= ζ(r) (4.28)

Donc, il suffit de connâıtre le champ ζ(r) et sa dérivée normale
∂

∂n′ ζ(r
′
) sur la

surface ’Σ’ pour déduire le champ partout dans l’espace [62]. Le principe de Huygens

ne fournit pas ces deux valeurs du champ sur la surface.
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4.2.2 La fonction de Green

En électromagnétisme, la fonction de Green g(r, r
′
) pour l’espace libre sans limites

représente la réponse de cet espace à une source d’excitation ponctuelle δ(r− r
′
). Cette

fonction g(r, r
′
) vérifie l’équation de Helmholtz [62] :

∇2 g(r, r
′

) + k2 g(r, r
′

) = −δ(r− r
′

) (4.29)

où r = x x̂ + y ŷ + z ẑ.

D’autre part, la fonction de Green doit satisfaire des conditions aux limites bien

définies ainsi qu’à la condition de rayonnement à l’infini (amplitude finie à l’infini)

exprimée par la condition de Sommerfeld (G.9) dans l’annexe G.

La fonction de Green à deux dimensions est proportionelle à la fonction de Hankel

de deuxième espèce d’ordre 0 :

g(r, r
′

) =
− j
4
H

(2)
0 (k |r− r

′ |) (4.30)

où r = x x̂ + y ŷ.

La fonction de Hankel peut être représentée sous forme intégrale, dite représentation

de Weyl :

H
(2)
0 (k |r− r

′ |) =

+∞
∫

−∞

1

β(α)
exp (−j(x− x′

)α) exp (−j|y − y′ |β) dα (4.31)

où β2 + α2 = k2 et Im[β(α)] ≤ 0.

Ainsi, nous pouvons exprimer la fonction de Green sous forme intégrale. Il faut noter

ici le signe (-) dans la deuxième exponentielle, correspondant à une onde se propageant

dans le sens des ’y’ positifs. Si nous voulons représenter une onde se propageant suivant

les ’y’ négatifs alors il faut remplacer le signe (-) par le signe (+).

4.2.3 Les formules de rayonnement

Dans l’annexe C, à partir du deuxième théorème de Green, nous montrons que [62] :

ζi(r) + (
− j
4

)

∫

Γ

[ζ(r
′

)
∂

∂n′ H
(2)
0 (k |r− r

′ |) − H
(2)
0 (k |r− r

′ |)
∂

∂n′ ζ(r
′

)]d ℓ
′

= ζ(r) siM ∈ milieu 1 (4.32a)
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où d ℓ
′
est l’élément de longueur.

L’équation (4.32a) illustre le principe de Huygens à deux dimensions. Dans notre

cas, le contour Γ représente la courbe sur laquelle la génératrice de notre surface 1D

s’appuie. Par abus de langage, nous appelons le contour Γ ”surface S”. En effet, d’après

cette équation, connaissant le champ et la valeur de sa dérivée normale sur la surface

S, nous calculons ses valeurs en tout point M situé en r. Nous utilisons le théorème de

Huygens afin d’exhiber les relations donnant le champ diffracté dans le milieu 1 ou 2.

Si nous supposons que les deux milieux séparés par la surface S sont identiques,

alors nous pouvons remplacer ζ(r) par ζi(r) dans (G.13a). Nous obtenons :

ζi(r) + (
− j
4

)

∫

Γ

[ζi(r
′

)
∂

∂n′ H
(2)
0 (k |r− r

′ |) − H
(2)
0 (k |r− r

′ |)
∂

∂n′ ζi(r
′

)]d ℓ
′

= ζi(r) (4.33)

En exprimant le champ total dans le milieu comme ζ1 = ζi +ζd,1 dans (G.13a), et en

lui soustrayant (4.33), nous obtenons une équation ne faisant intervenir que le champ

diffracté :

(
− j
4

)

∫

Γ

[ζd,1(r
′

)
∂

∂n′ H
(2)
0 (k1 |r− r

′ |) − H
(2)
0 (k1 |r− r

′ |)
∂

∂n′ ζd,1(r
′

)]d ℓ
′

= ζd,1(r) (4.34)

La fonction ζd,1(r) peut représenter la composante, dans le milieu 1, suivant ẑ du

champ électrique ou magnétique selon la polarisation de l’onde incidente.

Dans le milieu 2 le champ incident est nul (source du champ incident située à l’infini

dans le milieu 1), nous pouvons écrire le principe de Huygens en utilisant les valeurs

aux limites du champ dans le milieu 2 :

(
− j
4

)

∫

Γ

[ζd,2(r
′

)
∂

∂n′ H
(2)
0 (k2 |r− r

′ |) − H
(2)
0 (k2 |r− r

′ |)
∂

∂n′ ζd,2(r
′

)]d ℓ
′

= −ζd,2(r) (4.35)

Les deux relations (4.34, 4.35) constituent les deux équations intégrales que nous

allons utiliser pour calculer le champ électromagnétique diffracté dans le milieu 1 ou 2.
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4.2.3.1 Cas d’une onde plane incidente en polarisation E//

Si l’onde incidente est de polarisation E// alors les composantes non nulles du champ

électromagnétique sont Ez, Hx et Hy. En remplaçant ζd par Ez,d dans l’équation (4.34),

nous obtenons pour le milieu supérieur :

E
(E//)

d,z,1 (r) = (−
j

4
)

∫

Γ

[E
(E//)

d,z,1 (r
′

)
∂

∂n′ H
(2)
0 (k1 |r− r

′ |)−H(2)
0 (k1 |r− r

′ |)
∂

∂n′ E
(E//)

d,z,1 (r
′

)]d ℓ
′

(4.36)

La normale à la surface en tout point de la surface (Fig 4.1), s’exprime dans le

système cartésien par :

n =
1

√
ȧ2 + 1

(−ȧ(x)x̂ + ŷ) (4.37)

où ȧ = ∂a(x)
∂x

.

La dérivée normale est définie comme suit :

∂

∂n
= n • grad

=
1

√
ȧ2 + 1

(−ȧ(x)
∂

∂x
+

∂

∂y
) (4.38)

En utilisant l’expression (4.38), la dérivée normale de la composante Ed,z s’écrit :

∂

∂n′ E
(E//)

d,z,1 (r) =
1

√
ȧ2 + 1

(−ȧ(x)
∂E

(E//)

d,z,1

∂x
x̂ +

∂E
(E//)

d,z,1

∂y
ŷ) (4.39)

D’autre part, l’équation au rotationnel de Maxwell-Faraday permet d’écrire :














∂Ez

∂y
= −j k Z Hx

∂Ez

∂x
= j k Z Hy

(4.40)

Nous déduisons que :

∂

∂n
E

(E//)

d,z,1 (r) =
− jk1Z1√
ȧ2 + 1

[ȧ(x)H
(E//)

d,y,1 +H
(E//)

d,x,1 ]

=
− jk1Z1√
ȧ2 + 1

H
(E//)

d,x′,1 (4.41)
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En remplaçant la fonction de Hankel par sa représentation intégrale (4.31), la com-

posante Ed,z,1 s’écrit pour y > max[a(x′)] :

E
(E//)

d,z,1 (r) =

∫

S

E
(E//)

d,z,1 (r
′

)

×[
− j
4π

∞
∫

−∞

j(−αȧ+ β1)

β1

√
ȧ2 + 1

exp (−jα(x− x′

)) exp (−jβ1|y − a(x
′

)|) dα]d ℓ
′

−
∫

S

∂E
(E//)

d,z,1

∂n
(r

′

)

×[
− j
4π

∞
∫

−∞

1

β1

exp (−jα(x− x′

)) exp (−jβ1|y − a(x
′

)|) dα]d ℓ
′

(4.42)

L’élément de longueur dℓ s’exprime comme suit :

dℓ =
√

1 + (ȧ)2dx

Afin qu’il n’y ait pas de confusion entre les coordonnées translatées et les variables

d’intégration, nous notons ces dernières u,v et w au lieu x’, y’ et z’. En remplaçant dℓ

et la dérivée normale de la composante Ez par leurs expressions et en permutant les

deux intégrales, nous obtenons pour y > max[a(x)] :

E
(E//)

d,z,1 (r) =
1

2π

∞
∫

−∞

{
∫

S

[(β1 − αȧ)
E

(E//)

d,z,1

2β1

+
k1Z1

2β1

H
(E//)

d,x′,1 ] exp (jαu) exp (jβ1a(u)) du}

× exp (−jαx) exp (−jβ1y) dα

= TF−1{exp (−jβ1y)
∫

S

[(β1 − αȧ)
E

(E//)

d,z,1

2β1

+
k1Z1

2β1

H
(E//)

d,x′,1 ] exp (jαu) exp (jβ1a(u))du}

(4.43)

En dehors de la déformation (y > max[a(x)]), l’intégrale de Rayleigh est valable.

Nous pouvons exprimer Ed,z,1 par(1.47a)

E
(E//)

d,z,1 (x, y) =
1

2π

∫ +∞

−∞
R̂

(E//)

1 (α) exp (−jα x) exp (−jβ1y) dα

= TF−1[R̂
(E//)

1 (α) exp (−jβ1y)]

(4.44)
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Nous posons :
{

Ez = Fz′

ZHx′ = Fx′

(4.45)

Nous déduisons de (4.43), (4.44) et (4.45) que [10] :

β1 R̂
(E//)

1 (α) =
1

2

∫

S

[

(β1 − αȧ)F
(E//)

d,z,1 + k1 F
(E//)

d,x′,1

]

exp (jαu) exp (jβ1a(u))du (4.46)

A partir de l’équation (4.35) nous obtenons les expressions du champ dans le milieu 2.

Il faut faire attention à l’orientation de la normale ainsi qu’à la direction de propagation

de l’onde. Les amplitudes de Rayleigh R̂
(E//)

2 sont données par :

β2 R̂
(E//)

2 (α) =
1

2

∫

S

[

(β2 + αȧ)F
(E//)

d,z,2 − k2 F
(E//)

d,x′,2

]

exp (jαu) exp (−jβ2a(u))du (4.47)

4.2.3.2 Cas d’une onde plane incidente en polarisation H//

Cette fois-ci, les composantes non nulles du champ sont Hz, Ex et Ey. La corres-

pondance entre les composantes tangentielles et les fonctions Fz et Fx est :
{

ZHz = Fz′

Ex′ = −Fx′

(4.48)

Nous montrons, en suivant la même démarche que pour le cas E//, que les amplitudes

de Rayleigh dans les deux milieux sont données par :

β1 R̂
(H//)

1 (α) =
1

2

∫

S

[

(β1 − αȧ)F
(H//)

d,z,1 + k1 F
(H//)

d,x′,1

]

exp (jαu) exp (jβ1a(u))du (4.49)

et

β2R̂
(H//)

2 (α) =
1

2

∫

S

[

(β2 + αȧ)F
(H//)

d,z,2 − k2 F
(H//)

d,x′,2

]

exp (jαu) exp (−jβ2a(u))du (4.50)

Ces expressions sont semblables à celles de la polarisation E//. Cependant les cou-

rants de surface Fx′ et Fz′ sont différents. En effet, ils dépendent des amplitudes de

diffraction qui sont différentes suivant la polarisation de l’onde incidente.
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Dans les équations (4.46, 4.49) et (4.47-4.50), les valeurs des fonctions Fz′,d et Fx′,d

sont prises sur la surface y′ = 0. Elles représentent les courants surfaciques. Ces courants

sont déterminés par la méthode C et leurs expressions sont données par les transformées

de Fourier inverses par rapport à α des équations (4.26, 4.24).

4.2.4 Cas d’un milieu infiniment conducteur

Si nous supposons que le milieu 2 est infiniment conducteur, alors le champ dans

cette région est nul. Les conditions aux limites stipulent que :

– Pour une onde incidente en polarisation E//, la composante tangentielle du champ

électrique total (Ez) sur la surface est nulle.

– Pour une onde incidente en polarisation H//, la dérivée normale de la composante

tangentielle du champ magnétique total (Hz) sur la surface est nulle.

Nous montrons que les amplitudes de Rayleigh, dans le milieu supérieur, pour cha-

cune des polarisations, sont données par :

β1 R̂
(E//)

1 (α) =
1

2

∫

S

[

k1 F
(E//)

d,x′,1

]

exp (jαu) exp (jβ1a(u))du

+ j

∫

S

[sin (βi a(u))(αȧ− β1)] exp (j(α− αi)u) exp (jβ1a(u))du (4.51)

β1 R̂
(H//)

1 (α) =
1

2

∫

S

[

(β1 − αȧ)F
(H//)

d,z,1

]

× exp (jαu) exp (jβ1a(u))du

+ jZ1

∫

S

[{βi sin (βi a(u))− jȧαi cos (β1 a(u))}]

× exp (j(α− αi)u) exp (jβ1a(u))du (4.52)

4.3 Les courants de surfaces

Les fonctions Fx′ et Fz′ (intervenant dans les intégrales permettant de calculer les

amplitudes β R̂(α)) dépendent uniquement de la position sur le profil diffractant (co-

ordonnée x’). En effet, elles représentent les courants surfaciques et sont calculées en
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y′ = 0 (y = a(x)). Leurs expressions sont obtenues en prenant la transformée de Fourier

inverse des composantes tangentielles du champ dans le domaine spectral.

A partir de l’équation (4.27), nous écrivons :







F
(poli)

x
′ (x′, y

′
)

F
(poli)

z
′ (x′, y

′
)






= TF−1[Ψ̂

(poli)
T (α, y

′

)] = TF−1







F̂
(poli)

x
′ (α, y

′
)

F̂
(poli)

z
′ (α, y

′
)






(4.53)

Nous rappelons que :

Ψ̂
(poli)
T (α, y

′

) =
2M+1
∑

n=1

A(poli)
n Ψ̂

(poli)
T,n (α) exp(−jk rn |y

′|) (4.54)

Il suffit de prendre la valeur de la TF−1 en y′ = 0 :

TF−1[Ψ̂
(poli)
T (α, y

′

)]y′=0 =
2M+1
∑

n=1

A(poli)
n TF−1[Ψ̂

(poli)
T,n (α)] (4.55)

4.4 Le Principe du Faible Couplage (PFC)

Dans les articles [10, 11], l’auteur, Daniel Maystre, montre que les courants surfa-

ciques, en un point donné d’une surface rugueuse infiniment conductrice, dépendent

uniquement de la forme du profil considéré compris dans un intervalle centré sur ce

point. La largeur de cet intervalle dépend de la polarisation de l’onde incidente, et des

paramètres statistiques de la surface rugueuse. Ce phénomène physique est baptisé Le

principe du faible couplage (PFC). Le PFC est valide,d’après les références [10,11], pour

des surfaces dont la hauteur des aspérités reste inférieure à leur largeur.

Dans ce paragraphe, nous associons le PFC et la méthode C afin de calculer les cou-

rants surfaciques pour un profil rugueux donné, séparant l’air d’un milieu 2 diélectrique

ou infiniment conducteur [64].

Soit une surface totale que nous découpons en N parties élémentaires chacune de

longueur L
N

(voir figure 4.2). Les courants de surface élémentaires sont calculés en tenant

compte d’une zone commune ℓ entre deux profils élémentaires consécutifs. La longueur

globale du petit profil est L
N

+ 2ℓ (voir figure 4.3).
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Fig. 4.2: Profil total de longueur L subdivisé en N parties de longueur égale
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Fig. 4.3: Petits profils de longueur L
N avec les zones communes de dimension ℓ (en trait

discontinu)

Ceci permet de réduire les discontinuités sur les courants surfaciques à l’endroit des

troncatures. Une fenêtre de pondération est aussi utilisée pour limiter les effets de bord,
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comme dans le cas des surfaces 2D. Nous rappelons son expression ci-dessous [10] :

V (x) =











































x+ L/2

ℓt
−

1

2π
sin(2π

x+ L/2

ℓt
) si x ∈ [

− L
2

;
− L
2

+ ℓt]

1 si x ∈ [
− L
2

+ ℓt;
L

2
− ℓt]

L/2− x
ℓt

−
1

2π
sin(2π

L/2− x
ℓt

) si x ∈ [
L

2
− ℓt;

L

2
]

0 sinon

(4.56)

Supposons que le profil total de longueur L est représenté par NE points. Le pas

d’échantillonnage est ∆x = L
NE

. Le profil total discrétisé est représenté par a(xp) avec

xp = p∆x et p ∈ [−NE
2

; NE
2
− 1]

Ainsi, le petit profil aq est représenté comme suit :

aq(xp) =

{

a(xp) si p ∈ [−NE
2

+ (q − 1)NE
N

;−NE
2

+ qNE
N
− 1]

avec q ∈ [1;N ]
(4.57)

Pour calculer le courant élémentaire global Felemglob, le petit profil aq est prolongé

d’une longueur ℓ contenantNℓ points. Au final, nous obtenons un petit profil élémentaire

global représenté par NE
N

+ 2Nℓ points.

F
(poli)
elemglob,q(x

′

p, 0) =
∑

n

A(poli)
n TF−1[Ψ̂

(poli)
T,n (α)](x

′

p) (4.58)

Le principe du faible couplage permet d’obtenir le courant de surface total Ftot

comprenant la contribution de chacun des tronçons de la surface, réduit à leur longueur
L

N
, excluant ainsi les courants de la zone commune. Le courant de surface total Ftot est

une concaténation des courants élémentaires Felem des profils élémentaires.

Ftot = [Felem,1Felem,2 . . . Felem,N ] (4.59)

Ce courant total Ftot et les intégrales (4.46),(4.49), (4.47) et (4.50) sont ensuite

utilisés pour déterminer les amplitudes des champs lointains.

4.5 Simulations numériques et résultats

Dans ce paragraphe, nous présentons des résultats de simulation pour des inter-

faces 1D séparant l’air d’un milieu 2, soit infiniment conducteur, soit diélectrique. La
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comparaison des résultats se fera par rapport à la méthode C que nous prenons pour

référence.

4.5.1 Contribution du PFC à la réduction des temps de calcul

Nous avons vu que les temps de calcul pour la méthode C sont de l’ordre de M3
s .

Comme nous sommes dans le cas 1D, la dimension du système aux valeurs propres est

Ms = 2(2M + 1), avec ’M’ l’ordre de troncature. Si nous divisons la surface totale de

longueur L en N petits profils, alors nous montrons, théoriquement, que les temps de

calcul sont divisés par un facteur ρth.

La méthode C et la méthode C associée au principe du faible couplage sont implémen-

tées avec le même taux d’ondes évanescentes d’oùMmethodeC∆α ≈MmethodeC+PFC∆α′ =

αmax. ∆α est la résolution spectrale de la méthode C seule et ∆α′, la résolution de la

méthode C associée au PFC. Le gain en temps de calcul est défini par :

ρth ≈
1

N
(

MmethodeC

MmethodeC+PFC

)3

=
1

N
(
∆α′

∆α
)3

avec ∆α′ ≈
2π

L
N

+ 2ℓ+ 2
et ∆α ≈

2π

L+ 2

Nous obtenons donc le facteur théorique suivant :

ρth ≈
1

N
(
L+ 2

L
N

2ℓ+ 2
)3

= N2
(1 + 2

L
)3

(1 + 2(ℓ+ 1)N
L

)3
(4.60)

Le tableau 4.2 donne quelques exemples des temps de calcul et de facteur ρth, en

fonction de l’ordre de troncature M, à précision identique pour les deux méthodes et

pour un milieu 2 diélectrique à pertes.

Nous constatons une légère différence entre le facteur théorique et celui calculé à

partir des temps réels d’exécution, mais les valeurs sont proches. Le coefficient ρth

est calculé en supposant que M >> 2. Par conséquent, plus M est petit, plus la valeur

théorique s’écarte de ρexp. Le PFC permet un gain sur le temps de calcul très important.
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Méthode C Méthode C + PFC
αmax ρexp ρth

L (λ) M Tcpu(s) N L
N ℓ (λ) M Tcpu(s)

50 156 75 5 10 3 54 21 18.85 3.6 4.8

60 372 670 6 10 3 108 87 37.70 7.7 6.8

200 606 4000 25 8 4 48 90 18.85 44 56.5

Tab. 4.2: Temps de calcul en secondes en fonction de l’ordre de troncature et la longueur de

la zone commune ℓ

De fait, il nous permet de traiter des surfaces très larges sur des intervalles de temps

raisonnables.

Sur la figure 4.4 nous représentons l’intensité incohérente calculée sur un ensemble

de 10 réalisations. La taille des surfaces est de L = 200λ. Les paramètres du PFC sont

ceux du tableau (4.2) correspondant à la longueur L = 200λ. La comparaison entre les

deux courbes, obtenues avec les deux méthodes, est satisfaisante.
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Méthode C
Méthode C + PFC

Fig. 4.4: Intensité incohérente dans le cas d’un milieu 2 diélectrique à pertes, pour une onde

incidente en polarisation H//

Les résultats de ce paragraphe montrent clairement l’avantage de l’utilisation de

l’approximation du faible couplage en terme de temps de calcul. A précision presque

identique (αmax methode C ≈ αmax, methode C+PFC) avec la méthode C toute seule, le PCF

permet de traiter une surface de largeur L = 200λ avec un temps 40 fois plus faible.
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4.5.2 Les courants de surface sur un profil infiniment conduc-

teur

Soit une surface de longueur L = 50λ. Cette surface est caractérisée par une densité

de probabilité des hauteurs gaussiennes et une fonction d’autocorrélation gaussienne.

L’écart type des hauteurs est σa = 0.5λ et la longueur de corrélation ℓc = 1.5λ. Sup-

posons que le milieu 2 soit infiniment conducteur. L’angle d’incidence est de θi = 40°.

Dans un premier temps, nous appliquons la méthode C directement sur la totalité de

la surface avec un ordre de troncature M = 156, puis nous retraitons la même surface

en appliquant la méthode C associée au PFC. La surface totale est divisée en cinq

tronçons, chacun de longueur 10λ et la zone commune est ℓ = 2λ.

Les figures 4.5 et 4.6 montrent la partie réelle et la partie imaginaire du courant de

surface Fx′(x, 0), pour une onde incidente en polarisation E//, calculées avec les deux

méthodes.
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Méthode C
Méthode C + PFC

Fig. 4.5: Partie réelle du courant surfacique Fx′ en polarisation E//. Milieu 2 infiniment

conducteur. Les paramètres sont L = 50λ, σa = 0.5λ, ℓc = 1.5λ, N = 5 et ℓ = 2λ.

Les figures 4.7 et 4.8 donnent la partie réelle et la partie imaginaire du courant de

surface Fz′(x, 0).

Considérons maintenant le cas de l’incidence en polarisation H//. Les figures 4.9 et

4.10 montrent la partie réelle et la partie imaginaire du courant de surface Fz(x, y
′ = 0),

obtenues avec les deux méthodes, et les figures 4.11 et 4.12 donnent la partie réelle et

la partie imaginaire du courant de surface Fx′(x, y′ = 0).
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Méthode C
Méthode C + PFC

Fig. 4.6: Partie imaginaire du courant surfacique Fx′ en polarisation E//. Milieu 2 infiniment

conducteur. Les paramètres sont ceux de la figure 4.5.
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Fig. 4.7: Partie réelle du courant surfacique Fz en polarisation E//. Milieu 2 infiniment

conducteur. Les paramètres sont ceux de la figure 4.5.

Pour la polarisation E//, nous pouvons voir sur les figures 4.5-4.8 que les résultats

donnés par les deux méthodes sont très proches. Les courbes montrent que la précision

sur la composante Fz est meilleure que sur la composante Fx′ . Quand l’onde incidente

est polarisée H//, ce constat s’inverse et l’erreur sur la composante Fz devient plus

grande que sur Fx′ . Il apparait clairement sur les figures 4.9 et 4.10, que l’erreur sur la

composante Fz en polarisation H// est la plus importante.
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Méthode C
Méthode C + PFC

Fig. 4.8: Partie imaginaire du courant surfacique Fz en polarisation E//. Milieu 2 infiniment

conducteur. Les paramètres sont ceux de la figure 4.5.
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Méthode C
Méthode C + PFC

Fig. 4.9: Partie réelle du courant surfacique Fz en polarisation H//. Milieu 2 infiniment

conducteur. Les paramètres sont ceux de la figure 4.5

Afin de quantifier les écarts entre la méthode C et la méthode C couplée au PFC,

nous définissons une erreur relative ∆f (polar) sur la grandeur ’f’ représentant ici un

courant de surface ou le coefficient de diffusion bi-statique. Pour une onde incidente en

polarisation poli, ∆f (poli) est donnée par :

∆f (poli) =

∫

(|f (poli)
methodeC+PFC | − |f

(poli)
methodeC |)2dv

∫

|f (poli)
methodeC |2dv

(4.61)
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Méthode C
Méthode C + PFC

Fig. 4.10: Partie imaginaire du courant surfacique Fz en polarisation H//. Milieu 2 infiniment

conducteur. Les paramètres sont ceux de la figure 4.5
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Méthode C + PFC

Fig. 4.11: Partie réelle du courant surfacique Fx′ en polarisation H//. Milieu 2 infiniment

conducteur. Les paramètres sont ceux de la figure 4.5

Le tableau 4.3 donne les erreurs relatives des parties réelle et imaginaire des cou-

rants de surface, pour les deux polarisations fondamentales E// et H//. A partir de

ces résultats, nous pouvons conclure que, globalement, pour un ordre de troncature M

donné et une zone commune ℓ fixée, la précision sur les courants de surface, dans le cas

d’une incidence en polarisation E//, est meilleure que dans la polarisation H//. Pour

les deux polarisations, la composante magnétique du courant présente une erreur plus

élevée que la composante électrique.
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Méthode C
Méthode C + PFC

Fig. 4.12: Partie imaginaire du courant surfacique Fx′ en polarisation H//. Milieu 2 infini-

ment conducteur. Les paramètres sont ceux de la figure 4.5

poli ∆Imag[Fx′ ] ∆Re[Fx′ ] ∆Imag[Fz′ ] ∆Re[Fz′ ]

E// 0.0097 0.0066 0.0001 0.0002

H// 0.0001 0.0003 0.1348 0.1288

Tab. 4.3: Erreurs relatives moyennes sur les parties réelles et imaginaires des courants de

surface suivant la polarisation de l’onde incidente

Sur la figure 4.13, nous avons représenté un zoom sur la zone commune entre deux

petits profils consécutifs de la composante Fx′ dans la polarisation E//.
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Point de
troncature

Fig. 4.13: Partie réelle du courant surfacique Fx′ au voisinage du point de troncature. Milieu

2 infiniment conducteur
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Nous pouvons constater que malgré la troncature au point d’abscisse x = −5, le

principe du faible couplage permet de reconstituer le courant total avec une très grande

précision. Nous vérifions sur toutes les figures donnant les courants qu’il n’existe pas de

discontinuité aux points de troncature.

4.5.3 Les coefficients de diffusion bi-statique - Résultats sur

un profil

En faisant rayonner les courants de surface calculés précédemment avec la méthode

C toute seule et la méthode C associée au PFC, nous obtenons les amplitudes des

champs diffractés et nous calculons le coefficient de diffusion bi-statique pour chacune

des polarisations fondamentales, dans le milieu supérieur.

Les deux figures 4.14 et 4.15 illustrent une comparaison des deux coefficients de

diffusion donnés par les deux méthodes. Nous retrouvons le pic de diffraction autour de

la direction spéculaire (θ = 40°). La comparaison par rapport à la méthode C est très

concluante pour les deux polarisations.

−80 −60 −40 −20 0 20 40 60 80
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

 

 

σ
méthoce C
E//

σ
méthoce C + PFC
E//

Fig. 4.14: Coefficient de diffusion bi-statique dans le cas d’un milieu 2 infiniment conducteur,

pour une onde incidente en polarisation E//

En calculant les erreurs relatives sur le coefficient de diffusion bi-statique, nous

obtenons ∆σ(E//) = 0.0005 et ∆σ(H//) = 0.0380. L’erreur en polarisation H// est plus

importante que celle en polarisation E//. Ceci est sans doute lié à la longueur de la
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Fig. 4.15: Coefficient de diffusion bi-statique dans le cas d’un milieu 2 infiniment conducteur,

pour une onde incidente en polarisation H//

zone commune ℓ, prise ici égale à 2λ, pour les deux cas de polarisations fondamentales.

Malgré une erreur de 14% sur les courants de surface (Fz′) en polarisation H//, le

coefficient de diffusion bi-statique est estimé avec une précision proche de 4%.

4.5.4 Influence de la zone commune ℓ

4.5.4.1 Cas infiniment conducteur

Nous étudions une surface infiniment conductrice, de longueur L = 60λ. Cette

surface est caractérisée par une densité de probabilité des hauteurs gaussiennes, dont

l’écart type σa = 0.5λ. La fonction d’autocorrélation est aussi gaussienne. La longueur

de corrélation ℓc = 1.5λ. Nous divisons la surface en 6 petits profils chacun de longueur

10λ. Nous faisons varier la longueur de la zone commune ℓ et nous calculons le coefficient

de diffusion bi-statique. L’onde incidente est de polarisation E// ou H//, et l’angle

d’incidence est fixé à θi = 30°. Ces résultats sont confrontés à ceux obtenus uniquement

avec la méthode C dont l’ordre de troncature M = 372 et αmax ≈ 6 k. Nous travaillons

sur un ensemble de NR = 100 profils.

Avec la méthode C, l’erreur sur le bilan de puissance, sur l’ensemble des 100 réalisations,

est inférieure à 2% pour les deux polarisations fondamentales.
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Le tableau 4.4 donne les valeurs des erreurs moyennes ∆f (poli) sur 100 réalisation,

sur le module des courants de surface, ainsi que sur le coefficient de diffusion moyen
〈

σ(E//)
〉

et
〈

σ(H//)
〉

pour chaque longueur ℓ de la zone commune.

∆f (poli) ∆F
(E//)
z ∆F

(E//)
x′ ∆F

(H//)
z ∆F

(H//)
x′ ∆ < σ

(E//)
1 > ∆ < σ

(H//)
1 >

ℓ = 1λ 0.007 0.069 0.099 0.006 0.0007 0.0006

ℓ = 2λ 0.007 0.054 0.076 0.006 0.0005 0.0006

ℓ = 3λ 0.007 0.048 0.066 0.006 0.0005 0.0005

ℓ = 4λ 0.007 0.042 0.053 0.006 0.0004 0.0005

Tab. 4.4: Erreurs relatives sur les courants de surface et le coefficient de diffusion moyen

suivant la longueur de la zone commune ℓ

Ces résultats montrent que pour une longueur ℓ fixée, l’erreur ∆F
(E//)
x′ est supérieure

à ∆F
(E//)
z . Comme dans le cas d’un seul profil, ce constat s’inverse pour le polarisation

H//. D’autre part, quand la longueur de la zone commune augmente, l’erreur sur la

composante électrique reste constante (avec une précision de 10−3) dans chacune des

polarisations. En effet, le taux d’ondes évanescentes est le même pour les deux méthodes,

et dans le cas de la composante électrique, une zone commune de 1λ suffit pour prendre

en compte la portée des courants liés à cette composante. L’effet de l’augmentation

de la zone commune se voit clairement sur les composantes magnétiques ∆F
(H//)
z et

∆F
(E//)
x′ .

Le coefficient de diffusion bi-statique pour une polarisation donnée, prend en compte

la composante électrique et magnétique. Nous pouvons constater que les erreurs sur

le coefficient de diffusion bi-statique sont inférieures à la valeur minimale de l’erreur

moyenne sur les courants qui interviennent dans leur calcul. Donc l’erreur en zone du

champ lointain reste toujours inférieure à l’erreur sur les courants de surface.

Les figures 4.16 et 4.17 montrent l’intensité incohérente en polarisation E// obtenue

avec et sans application du PFC et pour les différentes valeurs de ℓ. Ce graphe permet

de constater la validité du principe du faible couplage et de voir l’évolution de l’intensité

incohérente en fonction de ℓ.

Pour le cas infiniment conducteur et pour les paramètres géométriques et statistiques

pris dans ce paragraphe, il suffit de prendre une zone commune de longueur ℓ = 1ℓc pour

avoir une bonne approximation du coefficient de diffusion. Les nombreuses oscillations

sur la figure sont dues en partie au nombre insuffisant de réalisations utilisées. Nos inves-

tigations numériques montrent que pour cette longueur de la zone commune (ℓ = 1ℓc),

les résultats obtenus restent au moins exploitables jusqu’à un rapport σa

ℓc
= 2

3
. Au dela

125



−80 −60 −40 −20 0 20 40 60 80
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

θ

In
te

ns
ité

 in
cih

ér
en

te
 E //

 

 

Méthode C
Méthode C + PFC : l = 1λ

Fig. 4.16: Intensité incohérente pour une onde incidente en polarisation E//. La zone com-

mune ℓ = 1λ

−80 −60 −40 −20 0 20 40 60 80
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

θ

In
te

ns
ité

 in
co

hé
re

nt
e 

E//

 

 

Méthode C
Méthode C + PFC : l = 4λ

Fig. 4.17: Intensité incohérente pour une onde incidente en polarisation E//. La zone com-

mune ℓ = 4λ

de cette valeur, les variations verticales du profil deviennent grandes et des couplages

électromagnétiques deviennent importants entre des points de la surface séparés par une

distance plus grande qu’une longueur de corrélation donc il est nécessaire d’augmenter

la longueur de la zone commune.
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4.5.4.2 Cas diélectrique sans pertes

Considérons maintenant une surface diélectrique, dont la permittivité relative est

ǫr = 6. La largeur de la surface est L = 60λ. Cette surface est caractérisée par une

densité de probabilité des hauteurs gaussiennes, dont l’écart type est σa = 0.8λ. La

longueur de corrélation ℓc = 1λ. Nous faisons varier la longueur de la zone de transition

ℓ et nous calculons le coefficient de diffusion bi-statique pour les deux polarisations

fondamentales E// et H//. Nous travaillons sur un ensemble de NR = 100. La longueur

d’onde incidente est λ = 5.36cm et les angles d’incidence sont θi = 30° et ϕi = 0°.

Nous appliquons la méthode C sur la totalité de la surface, avec un ordre de tron-

cature que nous fixons à M = 558. Le temps de calcul nécessaire pour chaque profil

est de 2750 secondes. Ensuite, le PFC est appliqué et chaque surface est découpée en

six parties de longueur 10λ. La zone commune prend des valeurs différentes et pour

chacune des valeurs une comparaison est réalisée par rapport à la méthode C. Quand

la zone commune varie de 2λ à 4λ, les temps de calcul varient de 216 secondes à 460

secondes sur l’ensemble des six petits profils. Ceci correspond à un gain en temps de

calcul ρexp = 12 dans le premier cas et ρexp = 6 dans le second cas. Sur l’ensemble des

réalisations, l’erreur sur le bilan de puissance est inférieure à 1%.

Le tableau (4.5) donne les erreurs moyennes sur les courants de surface et l’erreur

sur le coefficient de diffusion moyen, dans le milieu supérieur.

∆f (poli) ∆F
(E//)
z ∆F

(E//)
x′ ∆F

(H//)
z ∆F

(H//)
x′ ∆ < σ(E//) > ∆ < σ(H//) >

ℓ = 2λ 0.015 0.050 0.024 0.036 0.00047 0.00055

ℓ = 4λ 0.012 0.036 0.018 0.028 0.00039 0.00057

Tab. 4.5: Erreurs relatives sur les courants de surface et le coefficient de diffusion moyen

dans le milieu supérieur, suivant la longueur de la zone commune ℓ

Quand la longueur de la zone commune passe de 2λ à 4λ, les erreurs sur les courants

de surface diminuent pour les deux polarisations fondamentales. En zone du champ

lointain, nous observons une erreur très faible sur le coefficient de diffusion moyen par

rapport aux erreurs sur les courants de surface. Le PFC permet d’obtenir des résultats

avec une très bonne précision (compte tenu de la rugosité des surfaces : ℓc = 1λ et

σ0 = 0.8λ).

Les figures 4.18 et 4.19 représentent l’intensité incohérente dans le milieu supérieur,
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en polarisation H//. Les courbes obtenues avec les deux méthodes sont très proches et

l’application du PFC est probante.
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Méthode C
Méthode C + PFC : l = 2λ

Fig. 4.18: Intensité incohérente pour une onde incidente en polarisation H//. La zone com-

mune ℓ = 2λ, L = 60λ, ℓc = 1λ, σa = 0.8λ, λ = 5.36cm, ǫr = 6 et θi = 30°
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Méthode C
Méthode C + PFC : l = 4λ

Fig. 4.19: Intensité incohérente pour une onde incidente en polarisation H//. La zone com-

mune ℓ = 4λ et les autres paramètres sont ceux de la figure 4.18

Pour ce cas diélectrique, le principe du faible couplage est valable pour un rapport
σa

ℓc
≤ 5

4
et une zonne commune de ℓ = 2ℓc.
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4.6 Application à une surface à deux échelles de

rugosité - Cas des milieux diélectriques à pertes

Considérons une perturbation cylindrique, séparant l’air d’un milieu 2 présentant des

pertes. La longueur d’onde incidente est λ = 5.36cm, elle est de polarisation E// ou H//.

L’angle d’incidence est θi = 30°. La permittivité relative du milieu 2 est ǫr = 5.94−j0.85.

Cette valeur de la permittivité correspond à une humidité de 15% d’un sol agricole, à

la fréquence de 5.6GHz. L’équation de la déformation est donnée par :

y = a(x) + b cos
2π

D
x (4.62)

Cette surface pourrait représenter un sol agricole, la fonction périodique représentent

la composante déterministe (les sillons dus au travail agricole) et la fonction a(x) la

composante aléatoire.

L’interface considérée est de longueur L = 64λ. Elle est la somme de la fonction

a(x), issue d’un processus gaussien, et d’une fonction périodique de période D = 7.5λ

et d’amplitude b = 0.6λ. La fonction a(x) est caractérisée par une autocorrélation

gaussienne. L’écart type des hauteurs σa est égal à 0.2λ et la longueur de corrélation ℓc
à 0.94λ. Ces paramètres statistiques sont réalistes [27]. Cette surface totale est divisée

en huit profils de longueur 8λ. La zone commune vaut ℓ = 3λ.

Nous travaillons sur un ensemble de 300 profils. Chaque profil est d’abord analysé

avec la méthode C. L’ordre de troncature est fixé à M = 330 et αmax ≈ 5 k. Puis,

l’approximation de faible couplage est appliquée.

Les figures 4.20 et 4.21 donnent le coefficient de diffusion bi-statique moyen et l’in-

tensité incohérente, respectivement. Les courbes obtenues par la méthode C avec et sans

l’approximation PFC sont similaires. Nous notons sur la figure représentant le coeffi-

cient de diffusion bi-statique des pics secondaires, en plus de celui autour de la direction

spéculaire (θ = 30°). Ces pics supplémentaires sont dus à la composante périodique des

surfaces analysées qui, par analogie avec les réseaux de diffraction, donne naissance à

des raies de diffraction.

La figure 4.21 montre un phénomène de rétro-diffusion sur l’intensité incohérente.

Ce phénomène se produit pour une hauteur quadratique moyenne σa égale à 0.2λ. Pour

des surfaces rugueuses ne présentant pas de composantes périodiques, ce phénomène

de rétro-diffusion se produit pour des écarts types plus élevés [43]. La composante

périodique influe donc sur ce phénomène.
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Méthode C
Méthode C + PFC : l = 3λ

Fig. 4.20: Coefficient de diffusion moyen en polarisation E//. La surface a deux niveaux de

rugosité et le milieu 2 est diélectrique à pertes. La zone commune ℓ = 3λ, L = 64λ,

θi = 30°
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Méthode C
Méthode C + PFC : l = 3λ

Fig. 4.21: Intensité incohérente en polarisation H//. Les mêmes paramètres que la figure 4.20

130



4.7 Conclusion

Ce chapitre est consacré à la présentation de la nouvelle méthode que nous avons

développée, pour le cas des surfaces 1D, dans le but de réduire les temps de calcul

de la méthode C et traiter des surfaces de grande taille. Pour ce faire, nous associons

le principe du faible couplage (PFC) à la méthode C. Le PFC stipule que le courant

surfacique, en un point donné de la surface, dépend uniquement de la forme du profil

compris dans un intervalle centré sur ce point. La largeur de cet intervalle dépend de la

polarisation de l’onde incidente et des paramètres statistiques de la surface. Ce constat

permet de traiter la surface totale par morceaux.

La méthode C en 1D est appliquée pour chaque tronçon de la surface et permet

de calculer les courants de surface avec précision. Le courant total est obtenu par

concaténation des courants élémentaires. Les amplitudes des champs diffractés sont

calculées, à partir de ce courant total, en utilisant les formules de rayonnement. Nous

avons montré que cette méthode est valable aussi bien pour des milieux infiniment

conducteurs que diélectriques. Par comparaison avec la méthode C, les résultats obte-

nus sont satisfaisants en terme de précision. Cette méthode est appliquée avec succès

pour l’analyse d’une surface à deux échelles de rugosité.
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Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons traité le problème de l’interaction d’une onde électro-

magnétique avec des surfaces rugueuses aléatoires à variation unidimensionnelle (1D) ou

bidimensionnelle (2D). Ces surfaces séparent l’air d’un milieu diélectrique ou infiniment

conducteur. Elles sont issues d’un processus gaussien et caractérisées par une loi de

distribution des hauteurs gaussiennes et une fonction d’autocorrélation isotrope entre

gaussienne et exponentielle. L’onde incidente est plane de polarisation E// ou H//.

Le formalisme électromagnétique utilisé, pour résoudre le problème de la diffraction,

est un formalisme exact. Dans le cas des surfaces rugueuses 2D, nous avons utilisé la

méthode des coordonnées curvilignes, appelée aussi la méthode C. Cette méthode est

fondée sur l’écriture des équations de Maxwell dans un système de coordonnées non-

orthogonales lié à la surface diffractante. Une combinaison judicieuse de ces équations,

sous leur forme covariante, permet d’exhiber un système aux valeurs propres, fai-

sant intervenir les composantes longitudinales du champ diffracté. La résolution de

ce système aux valeurs propres se fait dans le domaine spectral. Ceci permet d’obtenir

les modes propres du problème traité et d’exprimer les champs sous forme de combinai-

sons linéaires des vecteurs propres. Les coefficients de ces combinaisons linéaires sont

déterminés en traitant les conditions aux limites. Concernant les composantes trans-

versales du champ, nous montrons qu’elles s’expriment uniquement en fonction des

composantes longitudinales. Ainsi, elles sont déduites par des opérations matricielles à

partir des composantes longitudinales.

D’un point de vue numérique, la méthode C dépend de l’ordre de troncature M

et de la résolution spatiale ∆α. L’ordre de troncature fixe la dimension du système

aux valeurs propres à résoudre (Ms = 2(2M + 1)2), et le produit des deux paramètres

permet d’ajuster le taux d’ondes évanescentes. Nous adaptons ces deux paramètres

numériques en fonction des paramètres géométriques et statistiques des surfaces traitées.

Ainsi, plus la rugosité des surfaces augmente, plus les couplages électromagnétiques sont

importants, et donc nous avons besoin d’un nombre important d’ondes évanescentes

pour bien décrire le phénomène de diffraction, ce qui signifie augmenter l’ordre de



troncature M. La méthode C est une méthode exacte. Son domaine d’application est a

priori illimité. Nous avons testé la validité des résultats par des comparaisons avec des

méthodes concurrentes. Les résultats sont probants. La méthode C est très performante

dans le domaine résonnant. La comparaison avec des données expérimentales est très

encourageante.

Malgré ses performances, la méthode C souffre d’un handicap lié au temps de calcul.

Ceci restreint son utilisation au traitement de surfaces 2D de dimensions limitées. En

effet, les temps d’exécution sont proportionnels à M3
s (la recherche des vecteurs et

valeurs propres représente plus de 90% du temps total). Afin de dépasser cet obstacle,

nous avons proposé une nouvelle méthode, qui reprend la méthode C et l’associe au

principe du faible couplage, pour le cas des surfaces 1D. Ceci constitue la deuxième

méthode que nous avons présentée dans ce manuscrit.

Au lieu de traiter directement la surface totale par la méthode C, nous la découpons

d’abord en N morceaux. La méthode C est appliquée sur chacun des tronçons, en

tenant compte d’une zone commune entre deux profils consécutifs. Ceci permet de

réduire les discontinuités sur les courants surfaciques à l’endroit des troncatures. Par

concaténation, le principe du faible couplage permet d’obtenir le courant de surface total

comprenant la contribution de chacun des profils élémentaires réduits à leurs largeurs

initiales, excluant les courants des zones communes. A partir de ce courant de surface

total, calculé avec la méthode C, nous obtenons les amplitudes des champs diffractés

en faisant appel aux formules de rayonnement, issues du formalisme intégral.

Cette nouvelle méthode permet de traiter des profils de grande taille et avec une

grande précision. Nous avons étendu l’application du principe du faible couplage aux

cas des milieux diélectriques. Nous avons montré que cette méthode reste valable pour

des rugosités assez importantes. Les simulations numériques montrent un gain de temps

de calcul indiscutable.

Dans la continuité du travail effectué pour le cas des surfaces 1D, dans le but de

réduire les temps de calcul, l’application de l’approximation du faible couplage aux

surfaces 2D constitue une de mes perspectives. Ceci représentera une solution pour le

traitement des surfaces de largeur importante (L > 8λ) mais de longueur de corrélation

limitée ℓc ≤ 1.5λ. Le principe du faible couplage nécessite l’emploi d’une zone commune

ℓ d’au moins une longueur de corrélation. De fait, même si nous divisons la surface

totale en N cellules, la taille de ces cellules élémentaires auxquelles nous rajoutons la

zone commune, devient tout de suite importante et les limites de la méthode C, dues

au temps de calcul, sont facilement atteignables.
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Une autre perspective est de chercher des solutions numériques, afin d’accélérer la

recherche des valeurs et vecteurs propres qui interviennent dans le calcul du champ

diffracté. Sous sa version actuelle, la méthode C calcule et utilise la totalité des va-

leurs et vecteurs propres pour décrire le champ diffracté. Il sera intéressant de voir

si la recherche d’un sous ensemble des valeurs propres n’est pas suffisant. En effet,

les fonctions d’onde associées aux valeurs propres réelles et imaginaires décrivent, en

coordonnées cirvilignes, les ondes propagatives et évanescentes du développement de

Rayleigh. Ainsi au lieu de chercher toutes les valeurs propres, nous nous limiterons

uniquement à celles représentant les ondes évanescentes à valeurs propres complexes.

Des méthodes numériques basées sur des algorithmes rapides de recherche de valeurs

et vecteurs propres sur des critères bien définis, doivent pouvoir répondre à cette

problématique [65,66].

En parallèle, l’éclairement de la surface par une source d’étendue limitée, à savoir

un faisceau gaussien, sera abordé, car la loi d’éclairement d’une antenne radar peut

être représentée par une somme de faisceaux gaussiens. Et d’autre part, une approche

par faisceau permet de s’affranchir des effets de bord sans l’utilisation de la fenêtre de

pondération.

Enfin, le modèle statistique décrivant les sols agricoles sera réinvesti dans le but de

prendre en compte la composante déterministe des surfaces. Ceci permettra d’avoir une

description plus réaliste des sols nus, qui sera valable pour tous les types de sols (semis,

déchaumage et labour). La modélisation des problèmes directs de diffraction par des

sols agricoles nus sera alors plus performante.
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Annexe A

Les formulations asymptotiques

A.1 Les coordonnées sphériques

Soit (r, θ, ϕ) les coordonnées sphériques d’un point M dans l’espace à 3 dimensions.

Dans le repère cartésien associé à cet espace le vecteur OM s’écrit :

OM = xx̂ + yŷ + zẑ (A.1)

Le passage des coordonnées sphèriques aux coordonnées cartésiennes se fait par les

relations suivantes :










x = r cosϕ sin θ = ρ cosϕ

y = r cos θ =
√

r2 − ρ2 cos θ

z = r sinϕ sin θ = ρ sinϕ

(A.2)

A.2 Méthode de la phase stationnaire

Nous déterminons les composantes des champs à grande distance en appliquant la

méthode de la phase stationnaire. Nous menons le calcul en polarisation E// et nous

cherchons à déterminer le comportement asymptotique des 5 composantes de champs

Ex, Ez, Hx, Hy et Hz. Afin de ne pas alourdir les notations, nous omettons l’exposant

E// dans les amplitudes des champs intervenant dans les développement de Rayleigh.

Le raisonnement peut bien sûr être mené pour les composantes de champs polarisés

H//.
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Fig. A.1: Repère des coordonnées sphériques

A grande distance, les intégrales de Rayleigh représentant le champ électromagnétique,

se résument à la seule contribution des ondes propagatives. Par exemple, la composante

Ey du champ électrique s’écrit :

ZHy(x, y, z) =
1

4π2

∫∫

α2+γ2≤k2

√

α2 + γ2 R̂(α, γ) exp(−jαx) exp(−jβy) exp(−jγz)dαdγ

(A.3)

Les constantes de propagation sont données par :










α = k cosϕ sin θ

β = k cos θ

γ = k sinϕ sin θ

(A.4)

Nous faisons le changement de variable suivant :(α, γ)↔ (θ, ϕ)

dαdγ =

∣

∣

∣

∣

∣

∂α
∂θ

∂α
∂ϕ

∂γ
∂θ

∂γ
∂ϕ

∣

∣

∣

∣

∣

dθdϕ = k sin θ cos θdθdϕ (A.5)

Ceci permet d’écrire le continuum d’ondes planes propagatives sous la forme :

ZHy =
k2

4π2

π
∫

0

π
2
∫

−π
2

R̂(k cosϕ sin θ, k sinϕ sin θ) sin2 θ cos θ exp(−jkr)dθdϕ (A.6)
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Le terme kr vaut :

kr = αx+ βy + γz

= k r[cosϕ′ sin θ′ cosϕ sin θ + sinϕ′ sin θ′ sinϕ sin θ + cos θ′ cos θ]

= k r[sin θ′ sin θ(cosϕ′ cosϕ′ + sinϕ′ sinϕ) + cos θ′ cos θ]

= k r[sin θ′ sin θ cos (ϕ− ϕ′) + cos θ′ cos θ] (A.7)

A partir de ces résultats, nous pouvons écrire :

ZHy =
k2

4π2

π
∫

0

π
2
∫

−π
2

R̂(k cosϕ sin θ, k sinϕ sin θ) sin2 θ cos θ exp(−jkr)dθdϕ (A.8)

=
k2

4π2

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

ĝ(θ, ϕ) exp(+jrf̂(θ, ϕ, θ′, ϕ′))dθdϕ (A.9)

où

ĝ(θ, ϕ) = R̂(θ, ϕ) sin2 θ cos θ rect[ϕ− π

2
, θ] (A.10)

f̂(θ, ϕ, θ′, ϕ′) = −k[sin θ′ sin θ cos (ϕ− ϕ′) + cos θ′ cos θ] (A.11)

où rect[ϕ− π
2
, θ] est la fonction rectangle à 3 dimensions qui est égale à 1 pour 0 ≤ ϕ ≤ π

et −π
2
≤ ϕ ≤ π

2
et égale à zéro ailleurs.

Afin d’éxhiber la forme asymptotique de la représentation intégrale des champs

quand le point d’observation est situé en zone champ lointain, nous cherchons le point

critique non dégénéré de la fonction f̂(θ, ϕ, θ′, ϕ′) . Il représente le point où la première

dérivée de la fonction s’annulle et la deuxième dérivée est différente de zéro.

Les points critiques sont donnés par :

∂f̂(θ, ϕ, θ′, ϕ′)

∂θ
= 0 (A.12)

∂f̂(θ, ϕ, θ′, ϕ′)

∂ϕ
= 0 (A.13)

A partir de l’équation (A.12), nous déduisons que :

ϕ′ = ϕ (A.14)

En prenant en compte ce résultat, l’équation (A.13) permet de déduire que :

θ′ = θ (A.15)
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Donc le point (θ, ϕ) = (θ′, ϕ′) est l’unique point critique.

Le développement limité de la fonction f̂(θ, ϕ, θ′, ϕ′) au voisinage du point (θ′, ϕ′)

est :

f̂(θ, ϕ, θ′, ϕ′) = −k [sin θ′ sin θ − sin θ′ sin θ
∆(ϕ)2

2
+ cos θ′ cos θ] (A.16)

= −k [cos (θ − θ′)−
∆(ϕ)2

2
sin θ′ sin θ] (A.17)

= −k [1−
∆(θ)2

2
−

∆(ϕ)2

2
sin θ′ sin θ] (A.18)

où ∆(ϕ) = ϕ− ϕ′ et ∆(θ) = θ − θ′.

Le théorème de la phase stationnaire permet le passage à la forme asymptotique de

l’intégrale [17], en ne retenant que le point critique où f̂ = −k :

ZHy =
k2

4π2

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

ĝ(θ, ϕ) exp(+jrf̂(θ, ϕ, θ′, ϕ′)dθdϕ (A.19)

=
j

sin θ′
k

2π
ĝ(θ′, ϕ′)

exp(+jr f̂(θ′, ϕ′))

r
(A.20)

Au final, nous déduisons la forme asymptotique de ZHy :

ZHy(θ, ϕ) =
1

λr
R̂(k sin θ cosϕ, k sin θ sinϕ) sin θ cos θ exp(−jkr) exp(j

π

2
) (A.21)

Ce résultat reste valable pour toutes les composantes du champ électromagnétique.

A.3 Les composantes du champ lointain

Considérons la polarisationE//. Les composantes non nulles du champ électromagnétique

sont Ex, Ez, Hx, Hy, Hz

Les vecteurs de base (ûr, ûθ, ûϕ) s’écrivent :

ûr = sin θ cosϕx̂ + cos θŷ + sin θ sinϕẑ (A.22)

ûθ = cos θ cosϕx̂− sin θŷ + cos θ sinϕẑ (A.23)

ûϕ = − sinϕx̂ + cosϕẑ (A.24)
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Les champs électrique et magnétique s’expriment comme suit :

E = Exx̂ + Ezẑ (A.25)

= Erûr + Eθûθ + Eϕûϕ (A.26)

H = Hxx̂ +Hyŷ +Hzẑ (A.27)

= Hrûr +Hθûθ +Hϕûϕ (A.28)

Les composantes sphériques sont reliées aux composantes cartésiennes par :











Er = sin θ cosϕEx + sin θ sinϕEz

Eθ = cos θ cosϕEx + cos θ sinϕEz

Eϕ = − sinϕEx + cosϕEz

(A.29)

et










Hr = sin θ cosϕHx + cos θHy + sin θ sinϕHz

Hθ = cos θ cosϕHx − sin θHy + cos θ sinϕHz

Hϕ = − sinϕHx + cosϕHz

(A.30)

Nous savons que chaque composante du champ électromagnétique peut s’écrire sous

forme d’une intégrale de Rayleigh. Par exemple, en polarisation E// :

ZHx =
1

4π2

∞
∫∫

−∞

√

α2 + γ2R̂x(α, γ) exp(−jαx) exp(−jβy) exp(−jγz)dαdγ (A.31)

ZHy =
1

4π2

∞
∫∫

−∞

√

α2 + γ2R̂y(α, γ) exp(−jαx) exp(−jβy) exp(−jγz)dαdγ (A.32)

ZHz =
1

4π2

∞
∫∫

−∞

√

α2 + γ2R̂z(α, γ) exp(−jαx) exp(−jβy) exp(−jγz)dαdγ (A.33)

Ex =
1

4π2

∞
∫∫

−∞

√

α2 + γ2Ĉx(α, γ) exp(−jαx) exp(−jβy) exp(−jγz)dαdγ (A.34)
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Ez =
1

4π2

∞
∫∫

−∞

√

α2 + γ2Ĉz(α, γ) exp(−jαx) exp(−jβy) exp(−jγz)dαdγ (A.35)

En coordonnées cartésiennes, le tenseur métrique se réduit à la matrice unité et les

équations (3.12a-3.12d) deviennent :

∂2Ex
′

∂y′2 + k2Ex
′ =

∂2Ey
′

∂x′∂y′ + jk
∂ZHy

′

∂z′ (A.36a)

∂2Ez
′

∂y′2 + k2Ez
′ =

∂2Ey
′

∂z′∂y′ − jk
∂ZHy

′

∂x′ (A.36b)

∂2ZHx
′

∂y′2 + k2ZHx
′ =

∂2ZHy
′

∂x′∂y′ − jk
∂Ey

′

∂z′ (A.36c)

∂2ZHz
′

∂y′2 + k2ZHz
′ =

∂2ZHy
′

∂y′∂z′ + jk
∂Ey

′

∂x′ (A.36d)

En polarisation E//, nous obtenons les composantes transversales des champs en

prenant Ey = 0, soit :

∂2 Z Hx

∂y2
+ k2(Z Hx) =

∂2 Z Hy

∂x ∂y
(A.37)

∂2 Z Hz

∂y2
+ k2(Z Hz) =

∂2 Z Hy

∂z ∂y
(A.38)

A partir de (A.37) et (A.38), nous déduisons que pour les composantes magnétiques :

R̂x(α, γ) = −
αβ

α2 + γ2
R̂y(α, γ) (A.39)

R̂z(α, γ) = −
γβ

α2 + γ2
R̂y(α, γ) (A.40)

En zone champ lointain et en utilisant les résultats concernant la phase stationnaire

(A.21), au point d’observation (θ, ϕ, r), nous avons pour les composantes magnétiques :

ZHx =
− 1

λr
exp(j

π

2
)R̂y(θ, ϕ) cosϕ cos2 θ exp(−jkr) (A.41)

ZHz =
− 1

λr
exp(j

π

2
)R̂y(θ, ϕ) sinϕ cos2 θ exp(−jkr) (A.42)
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A partir de l’équation (A.30), nous calculons les trois composantes Hr, Hθ et Hϕ et

nous montrons que :

ZHr = 0 (A.43)

ZHθ =
− 1

λr
exp(j

π

2
)R̂y(θ, ϕ) cos θ exp(−jkr) (A.44)

ZHϕ = 0 (A.45)

Par conséquent, le vecteur H, en zone champ lointain, est porté par le vecteur ûθ.

ZH(r, θ, ϕ) = ZHθ ûθ (A.46)

Concernant le vecteur E, nous suivons la même démarche que précédemment. En

écrivant les composantes Ex et Ez sous forme de développement de Rayleigh, avec des

amplitudes correspondantes Ĉx et Ĉz, nous déduisons grâce aux équations (A.3), (A.35),

(A.36) et (A.37) que :

Ĉx(α, γ) =
kγ

α2 + γ2
R̂y(α, γ) (A.47)

Ĉz(α, γ) = −
kα

α2 + γ2
R̂y(α, γ) (A.48)

En utilisant l’expression de la composante radiale du champ électrique en fonction

des composantes cartésiennes, nous montrons qu’en zone du champ lointain, Er la

composante radiale et la composante en site Eθ sont nulles.

La composante en azimut est donnée par :

Eϕ = −
1

λr
exp(j

π

2
)R̂y(θ, ϕ) cos θ exp(−jkr) (A.49)

Donc, pour la polarisation H//, en zone de champ lointain, les vecteurs E et H sont

orientés comme suit :

E = Eϕûϕ (A.50)

ZH = ZHθûθ (A.51)

et (E,H,ur) est un trièdre direct.
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Des résultats analogues peuvent être obtenus pour la polarisation E// et nous mon-

trons que :

ZH = ZHϕûϕ (A.52)

E = Eθûθ (A.53)
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Annexe B

Le bilan de puissance

Soit (Ei,Hi) un faisceau d’ondes planes incident éclairant une surface 2D. Le champ

diffracté est noté (Ed,Hd). Nous définissons deux vecteurs F et G tel que :

– en polarisation E// : F = E et G = ZH

– en polarisation H// : F = ZH et G = −E

Le champ incident peut s’écrire comme un continuum d’ondes planes. En polarisation

E//, nous avons :

Fi(x, y, z) =
1

4π2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
R̂

(E//)

i (α, γ)V(α, γ)× e−jkir dα dγ (B.1)

ki est le vecteur d’onde incidente, il est donné par :

ki = α x̂− β1 ŷ + γ ẑ ; Im[β1] = 0

V(α, γ) =
γ

√

α2 − γ2
x̂− α

√

α2 + γ2
ẑ

Le vecteur Gi est donné par :

Gi(x, y, z) =
1

4π2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
R̂

(E//)

i (α, γ)

[

ki

k1

∧V(α, γ)

]

× e−jkir dα dγ (B.2)

Nous supposons toutes les ondes planes élémentaires propagatives avec R̂
(E//)

i (α, γ) =

0 pour α2 + γ2 > k2
1.



Le vecteur de Poynting complexe s’écrit :

Si =
1

2Z1

(Fi ∧G∗
i ) (B.3)

Son flux à travers le plan (xOz) à une hauteur ’y’ donne la puissance incidente totale

P
(E//)

i .

P
(E//)

i = Re

[∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
Si dx dz (−ŷ)

]

= −Re
[∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

1

2Z1

(Fi ∧G∗
i ) dx dy ŷ

]

(B.4)

D’après le théorème de Parseval permettant le passage du domaine spatial au do-

maine spectral, en remplaçant les vecteurs G et F par leurs expressions, l’équation

(B.4) peut s’écrire sous la forme suivante :

P
(E//)

i = − 1

4π2
Re

[∫∫ +∞

−∞

1

2Z1

(

F̂i ∧ Ĝ∗
i

)

dα dγ ŷ

]

(B.5)

= − 1

4π2
Re

[∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

1

2Z1

∣

∣

∣
R̂

(E//)

i (α, γ)
∣

∣

∣

2

V ∧
[

ki

k1

∧V

]

e(−jβ1y+jβ∗
1y) dα dγ

]

ŷ

Avec −jβ1 + jβ∗
1 = 0, car l’onde incidente est propagative et β1 est réel.

D’autre part

(V ∧
[

ki

k1

∧V

]

)ŷ = (V2k
∗
i

k1

−
[

Vki

k1

V

]

)ŷ

=
β∗

1

k1

(B.6)

En injectant ces calculs élémentaires dans la formule de P
(E//)

i , nous obtenons :

P
(E//)

i =
1

8π2Z1

Re

[∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∣

∣

∣R̂
(E//)

i (α, γ)
∣

∣

∣

2 β1

k1

dα dγ

]

(B.7)

β est réel, donc l’intégration se fera uniquement sur les valeurs de α et γ telles que

α2 + γ2 < k2
1.

Nous obtenons :

P
(E//)

i =
1

8π2Z1







∫∫

α2+γ2≤k2
1

∣

∣

∣R̂
(E//)

i (α, γ)
∣

∣

∣

2 β1

k1

dα dγ






(B.8)
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Les constantes de propagation s’expriment en fonction des angles de site θ et d’azi-

mut ϕ par :










α = k1 sin θ cos ϕ

β1(α, γ) = k1 cos θ

γ = k1 sin θ sin ϕ

En passant dans un système de coordonnées sphériques (r,θ,ϕ), nous avons :

dαdγ = |J | dθdϕ

où |J | représente le jacobien et vaut : k2
1 sin θ cosϕ

La puissance incidente s’écrit :

P
(E//)

i =
1

2Z1

(
k1

2π
)
2

0
∫

π

+π
2

∫

−π
2

∣

∣

∣
R̂

(E//)

i (k1 sin θ cos ϕ, k1 sin θ sin ϕ)
∣

∣

∣

2

cos2 θ sin θ dθ dϕ

(B.9)

Un résultat similaire à (B.9) peut être obtenu pour une onde incidente en polarisa-

tion H//.

Concernant le champ diffracté (Ed,Hd) nous ferons le même calcul. Bien sûr comme

nous travaillons avec des surfaces 2D, l’onde diffractée est dépolarisée et les deux pola-

risations fondamentales E// ou H// sont considérées.

Ed,m(x, y, z) = E
(E//poli)

d,m (x, y, z) + E
(H//poli)

d,m (x, y, z) (B.10)

ZmHd,m(x, y, z) = ZmH
(E//poli)

d,m (x, y, z) + ZmH
(H//poli)

d,m (x, y, z) (B.11)

F
(poldpoli)
d,m (x, y, z) =

1

4π2

+∞
∫∫

−∞

R̂
(poldpoli)
d,m (α, γ)V(α, γ)× e−jkd,mr dα dγ (B.12)

G
(poldpoli)
d,m (x, y, z) =

1

4π2

+∞
∫∫

−∞

R̂
(poldpoli)
d,m (α, γ)

[

kd,m

km

∧V(α, γ)

]

×e−jkd,mr dα dγ (B.13)
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où r kd,m = αx − βm |y| + γ z, avec kd,m le vecteur d’onde diffracté dans le milieu

m. Le vecteur V donne la direction du champ diffracté parallèlement au plan (xOz) :

V(α, γ) =
γ

√

α2 + γ2
x̂− α

√

α2 + γ2
ẑ

Le vecteur de Poynting complexe, dans le milieu m, est donné par :

Sd,m =
1

2Zm

(

Fd,m ∧G∗
d,m

)

=
1

2

(

(E
(E//poli)

d,m + E
(H//poli)

d,m ) ∧ (H∗(E//poli)

d,m + H∗(H//poli)

d,m )
)

=
1

2

[

E
(E//poli)

d,m ∧H∗(E//poli)

d,m

]

+
1

2

[

E
(H//poli)

d,m ∧H∗(H//poli)

d,m

]

+
1

2

[

E
(E//poli)

d,m ∧H∗(H//poli)

d,m

]

+
1

2

[

E
(H//poli)

d,m ∧H∗(E//poli)

d,m

]

=
1

2

[

E
(E//poli)

d,m ∧H∗(E//poli)

d,m

]

+
1

2

[

E
(H//poli)

d,m ∧H∗(H//poli)

d,m

]

(B.14)

Les produits vectoriaux faisant intervenir des vecteurs de champ de polarisations

différentes donnent un résultat nul, car leur projection suivant ŷ donne zéro.

La puissance diffractée totale P
(poli)
d,tot est le flux du vecteur Poynting à travers le plan

(xOz) à une hauteur ’y’ donnée.

P
(poli)
d,tot =

∑

m∈{1,2}
Re





+∞
∫∫

−∞

Sd,m dx dz (±ŷ)



 (B.15)

avec un signe ’+’ pour le champ diffracté dans le milieu 1 et un signe ’-’ pour le milieu

2.

En utilisant les expressions des champs sous forme intégrale, ainsi que le théorème

de Parseval, les résultats des calculs précédents nous permettent de déduire que :

+∞
∫∫

−∞

1

2

[

E
(E//poli)

d,m ∧H∗(E//poli)

d,m

]

dx dz (±ŷ) =

1

8π2Zm

Re





+∞
∫∫

−∞

∣

∣

∣
R̂

(E//poli)

d,m (α, γ)
∣

∣

∣

2 βm

km

dα dγ



 (B.16)

146



+∞
∫∫

−∞

1

2

[

E
(H//poli)

d,m ∧H∗(H//poli)

d,m

]

dx dz (±ŷ) =

1

8π2Zm

Re





+∞
∫∫

−∞

∣

∣

∣R̂
(H//poli)

d,m (α, γ)
∣

∣

∣

2 βm

km

dα dγ



 (B.17)

Au final, seules les ondes propagatives sont prises en compte dans le calcul de la

puissance diffractée, car Re[βm] = 0 pour les ondes évanescentes. La puissance diffractée

totale est donnée par :

P
(poli)
d =

∑

m∈{1,2}

1

8π2Zm







∫∫

α2+γ2≤k2
m

(
∣

∣

∣
R̂

(E//poli)

d,m (α, γ)
∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣
R̂

(H//poli)

d,m (α, γ)
∣

∣

∣

2

)
βm

km

dα dγ







(B.18)

En coordonnées sphériques, les constantes de propagation s’écrivent :











α = km sin θ cos ϕ

βm(α, γ) = km cos θ

γ = km sin θ sin ϕ

avec
− π
2

< θ <
π

2
et 0 < ϕ < π

Ceci conduit à :

P
(poli)
d =

∑

m∈{1,2}

1

2Zm

(
km

2π
)
2

0
∫

π

+π
2

∫

−π
2

(
∣

∣

∣R̂
(E//poli)

d,m (θ, ϕ)
∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣R̂
(H//poli)

d,m (θ, ϕ)
∣

∣

∣

2

) cos2 θ sin θ dθ dϕ

(B.19)

Les milieux considérés sont sans pertes. Le bilan des puissances impose que la puis-

sance incidente soit égale à la puissance totale diffractée.

P
(poli)
d = P

(poli)
i (B.20)

donc en tenant compte des relations (B.18, B.8) :
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∑

m∈{1,2}

1

8π2Zm







∫∫

α2+γ2≤k2
m

(
∣

∣

∣R̂
(E//poli)

d,m (α, γ)
∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣R̂
(H//poli)

d,m (α, γ)
∣

∣

∣

2

)
βm

km

dα dγ






=

1

8π2Z1







∫∫

α2+γ2≤k2
1

∣

∣

∣R̂
(poli)
i (α, γ)

∣

∣

∣

2 β1

k1

dα dγ






(B.21)

Sachant que Z1n1 = Z2n2, l’équation précédente nous donne :

∑

m∈{1,2}

nm

4π2







∫∫

α2+γ2≤k2
m

(
∣

∣

∣
R̂

(E//poli)

d,m (α, γ)
∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣
R̂

(H//poli)

d,m (α, γ)
∣

∣

∣

2

)
βm

km

dα dγ






=

n1

4π2
Re







∫∫

α2+γ2≤k2
1

∣

∣

∣R̂
(poli)
i (α, γ)

∣

∣

∣

2 β1

ki

dα dγ






(B.22)

Les expressions des champs diffractés établies au début de ce paragraphe contiennent

aussi bien les champs réfléchis et transmis dans la direction spéculaire que dans toutes les

autres directions de diffraction. Si nous exprimons l’amplitude totale de Rayleigh comme

somme d’une amplitude du champ réfléchi spéculairement R̂r0, du champ transmis R̂t0

et d’une amplitude du champ diffracté dans les autres directions R̂d alors :

R̂
polipoli
1 (α, γ) = ρr poli

(α, γ) R̂
poli
i (α, γ) + R̂

polipoli
d,1 (α, γ) (B.23)

R̂
polipoli
2 (α, γ) = ρt poli(α, γ) R̂

poli
i (α, γ) + R̂

polipoli
d,2 (α, γ) (B.24)

R̂polipoli
m (α, γ) = R̂

polipoli
d,m (α, γ) (B.25)

ρt poli(α, γ) et ρr poli
(α, γ) sont les coefficients de transmission et de réflexion de

Fresnel (voir paragraphe § 1.7.1).

Il est à noter que l’onde réfléchie spéculairement ainsi que l’onde transmise ont la

même polarisation que l’onde incidente.
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Ceci permet d’écrire :

|R̂polipoli
1 |2 + |R̂polipoli

1 |2 = |ρr poli
R̂

poli
i |2 + |R̂polipoli

d,1 |2 + |R̂polipoli
d,1 |2

+ 2Re[ρr poli
R̂

poli
i R̂

polipoli
d,1 ] (B.26)

|R̂polipoli
2 |2 + |R̂polipoli

2 |2 = |ρt poliR̂
poli
i |2 + |R̂polipoli

d,2 |2 + |R̂polipoli
d,2 |2

+ 2Re[ρt poliR̂
poli
i R̂

polipoli
d,2 ] (B.27)

En remplaçant ces expressions dans l’équation (B.22), nous obtenons :

∑

m∈{1,2}

nm

4π2







∫∫

α2+γ2≤k2
m

(
∣

∣

∣R̂
(polipoli)
d,m (α, γ)

∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣R̂
polipoli
d,m (α, γ)

∣

∣

∣

2

)
βm

km

dα dγ







= − n1

4π2

∫∫

α2+γ2≤k2
1

Re
[

ρr poli
R̂

(polipoli)
d,1 R̂

(poli)
i

] β1

k1

dα dγ

− n2

4π2

∫∫

α2+γ2≤k2
2

Re
[

ρt poliR̂
(polipoli)
d,2 R̂

(poli)
i

] β2

k2

dα dγ (B.28)

Pour une onde incidente plane caractérisée par les deux constantes de propagation

αi et βi, nous pouvons écrire :

R̂
(poli)
i (α, γ) = δ(α− αi)δ(γ − γi)

où δ(γ) est la distribution de Dirac.

L’équation (B.28) permet d’écrire :

∑

m∈{1,2}

1

4π2







∫∫

α2+γ2≤k2
m

(
∣

∣

∣
R̂

(polipoli)
d,m (α, γ)

∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣
R̂

polipoli
d,m (α, γ)

∣

∣

∣

2

) β dα dγ







= −2Re
[

ρ0r poli
R̂

(polipoli)
d,1 (αi, γi)

]

βi

−2Re
[

ρ0t poliR̂
(polipoli)
d,2 (αi, γi)

]

βt (B.29)

où ρ0t poli = ρt poli(αi, γi) et ρ0r poli
= ρr poli

(αi, γi)

En passant en coordonnées sphériques et en utilisant les relations (B.9, B.19), puis

en divisant de part et d’autre de l’équation précédente par L2βi, nous introduisons le
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coefficient de diffusion bistatique normalisé et obtenons :

∑

p∈{poli, poli}
m∈{1, 2}

∫∫

2π

σ(p poli)
m (θ, ϕ) dΩ = −

2ρ0r poli

L2
Re
[

R̂
(polipoli)
d,1 (αi, γi)

]

−
2ρ0t poli

L2

βt

βi

Re
[

R̂
(polipoli)
d,2 (αi, γi)

]

(B.30)
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Annexe C

Coordonnées non orthogonales

L’espace à trois dimensions est muni d’un repère R(O), défini par un point à l’origine

O et trois vecteurs de base (ê1, ê3, ê3). Nous notons (x1, x2, x3) les coordonnées d’un

point P de l’espace dans ce repère.

C.1 Composantes covariantes et contravariantes d’un

vecteur

Le vecteur position OP s’écrit :

OP =
3
∑

i=1

xi êi (C.1)

Soit (ê1′ , ê2′ , ê3′) une deuxième base associée à ce même espace. Les nouvelles co-

ordonnées du point P sont notées : (x1′ , x2′ , x3′). Dans cette nouvelle base, le vecteur

position est donné par :

OP =
3
∑

i′=1

xi′ êi′ (C.2)

Chacun des vecteurs de la base (ê1, ê2, ê3) peut s’exprimer comme une combinaison

linéaire des vecteurs de base (ê1′ , ê2′ , ê3′). Pour i = 1 par exemple, nous pouvons écrire :

ê1 =
3
∑

i′=1

ai′

1 êi′ (C.3)



En généralisant cette relation pour tout i, les relations de changement de base

peuvent s’exprimer comme suit :

êi =
3
∑

i′=1

Ai′

i êi′ (C.4)

avec Ai′

i matrice dont les coefficients sont les composantes ai′

i

En supposant que la matrice Ai
i′ est régulière et qu’elle est inversible, nous pouvons

écrire aussi :

êi′ =
3
∑

i=1

Ai
i′ êi (C.5)

avec Ai
i′ matrice dont les coefficients sont les composantes ai

i′

Ai
i′ représente la matrice de passage de la base (ê1, ê3, ê3) vers la base (ê1′ , ê2′ , ê3′).

Ai′

i est la matrice inverse de Ai
i′ et assure le passage de (ê1′ , ê2′ , ê3′) vers (ê1, ê3, ê3).

En utilisant les équations (C.1, C.2) et les relations de changement de base (C.4) et

(C.5), nous montrons que :

xi =
3
∑

i′=1

Ai
i′ x

i′ (C.6)

xi′ =
3
∑

i=1

Ai′

i x
i (C.7)

Si nous comparons les deux relations (C.6, C.7), respectivement, avec les deux

équations (C.4, C.5) nous pouvons voir que, par changement de base, les coordonnées

xi et xi′ se transforment, respectivement, à l’inverse des vecteurs de la base êi et êi′ .

Pour cette raison elles sont dites coordonnées contravariantes.

Une grandeur qui obéirait à une loi de changement de base analogue à celle des (êi)

serait dite covariante.

Nous écrivons, maintenant, le vecteur position comme OP =
∑3

i=1 xi ê
i dans la

base (ê1, ê2, ê3). En reprenant les mêmes calculs que précédemment, tout en respectant

la nouvelle convention d’écriture concernant les indices, nous pouvons montrer que par

changement de base les coordonnées xi et xi′ se transforment respectivement de la même

façon que les vecteurs de la base êi et êi′ . Donc, ces coordonnées sont covariantes.
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C.2 Coordonnées curvilignes

En géométrie vectorielle, le vecteur position OP peut s’exprimer soit à l’aide de ses

composantes contravariantes xi dans une base naturelle covariante êi, soit en fonction

des composantes covariantes xi dans une base naturelle contravariante êi.

Au lieu d’utiliser trois familles de plan comme surface de coordonnées, nous pouvons

choisir trois familles de surface d’une autre nature. Ce choix doit se faire de manière

qu’en tout point de l’espace, il passe une surface de chaque famille et une seule. Chaque

surface est caractérisée par la valeur d’un paramètre qui reste constant pour tout point

de la surface. Tout point de l’espace peut être considéré comme un point commun

à trois surfaces de coordonnées ou bien comme le point commun à trois courbes de

coordonnées.

Soit (ê1′ , ê2′ , ê3′) une base associée au nouveau système de coordonnées, ayant des

surfaces de coordonnées non planes. Les nouvelles coordonnées du point P sont notées :

(x1′ , x2′ , x3′).

Considérons une transformation Θ, permettant le passage des coordonnées (x1, x2, x3)

vers les coordonnées (x1′ , x2′ , x3′), suivant les trois équations non linéaires ci-dessous :

x1′ = f 1′(x1, x2, x3) (C.8)

x2′ = f 2′(x1, x2, x3) (C.9)

x3′ = f 3′(x1, x2, x3) (C.10)

Supposons que les fonctions f i′ sont continûment dérivables et inversibles. Ce nou-

veau système de coordonnées représente un système de coordonnées curvilignes.

En chaque point P de l’espace, nous définissons un repère R(P), ayant pour origine

le point P et pour vecteur de base (ê1′ , ê2′ , ê3′), obtenus à partir de la base initiale par

les relations ci-dessous :

êi′ =
3
∑

i=1

Ai
i′ êi avec A

i
i′ =

∂xi

∂xi′
(C.11)

êi =
3
∑

i′=1

Ai′

i êi′ avec A
i′

i =
∂xi′

∂xi
(C.12)
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Les coefficients des matrices Ai
i′ et Ai′

i dépendent des fonctions f i′ , c’est-à-dire des

coordonnées (xi′). Donc R(P) est dépendant du point P et représente le repère naturel lié

à ce point. L’orientation des vecteurs de base (ê1′ , ê2′ , ê3′) dépend aussi de la position du

point P dans l’espace. En effet, les directions de ces vecteurs de base sont portées par les

tangentes aux trois courbes de coordonnées (f 1′(x1, x2, x3), f 2′(x1, x2, x3), f 3′(x1, x2, x3))

se coupant au point P.

C.3 Relation entre les coordonnées covariantes et

contravariantes

Le produit scalaire des vecteurs de la base naturelle d’un système de coordonnées

curvilignes donne les éléments g(i, j) d’un tenseur G d’ordre 2, appelé tenseur métrique.

gij = êi.êj (C.13)

Ce tenseur est symétrique car :

gij = êi.êj

= êj.êi

= gji (C.14)

Il est à lui seul suffisant pour définir une base. En effet, il permet de connâıtre la

longueur des vecteurs de base ainsi que les angles qu’ils forment deux à deux.

Les composantes covariantes d’un vecteur V sont données par :

vi = V.êi

= (
3
∑

j=1

vj.êj)êi

=
3
∑

j=1

gijv
j (C.15)

L’équation (C.15) nous donne la relation entre les composantes covariantes et contra-

variantes du vecteur V.

Nous pouvons tout aussi définir le tenseur métrique associé à la base contravariante

et dont les éléments seront notés gij. Par analogie à la relation (C.15) nous écrivons
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que :

vi =
3
∑

j=1

gijvj (C.16)

Lors d’un changement de base, les éléments du tenseur métrique de la base d’arrivée

s’écrivent, comme ci-dessous, en fonction de ceux de la base de départ et des matrices

de changement de base :

gi′j′ =
3
∑

i=1

3
∑

j=1

Ai
i′ A

j
j′ gij (C.17)

et

gi′j′ =
3
∑

i=1

3
∑

j=1

Ai′

i A
j′

j gij (C.18)

C.4 Systèmes de coordonnées curvilignes : le repère

de translation

C.4.1 Le cas 3D [33]

A partir d’un système de coordonnées cartésiennes (x1 = x, x2 = y, x3 = z), nous

définissons un nouveau système comme suivant :










x
′

1 = x
′

= x

x
′

3 = y
′

= y − a(x, z)
x

′

3 = z
′

= z

(C.19)

Les surfaces de coordonnées y
′
= Cst sont des surfaces translatées suivant l’axe (Oy)

de la surface représentée par la fonction a(x,z), d’où le nom de repère de translation.

D’après l’équation (C.11), les matrices de changement de base s’écrivent :

Ai
i′ =

∂xi

∂xi′
=







A1
1′ A1

2′ A1
3′

A2
1′ A2

2′ A2
3′

A3
1′ A3

2′ A3
3′






=









1 0 0

∂a

∂x
1

∂a

∂z
0 0 1









(C.20)

Ai′

i =
∂xi′

∂xi
=







A1′

1 A1′

2 A1′

3

A2′

1 A2′

2 A2′

3

A3′

1 A3′

2 A3′

3






=









1 0 0

−
∂a

∂x
1 −

∂a

∂z
0 0 1









(C.21)
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Les vecteurs de base covariants du repère naturel s’expriment comme suit :










ê1′ = ê1 + ∂a
∂x

ê2

ê2′ = ê2

ê3′ = ∂a
∂z

ê2 + ê3

(C.22)

Les vecteurs de base contravariants du repère naturel sont donnés par :










ê1′ = ê1

ê2′ = −∂a
∂x

ê1 + ê2 − ∂a
∂z

ê3

ê3′ = ê3

(C.23)

Les tenseurs métriques se calculent en utilisant les équations (C.13, C.17) :

gi′j′ =































1 +

(

∂a

∂x

)2

;
∂a

∂x
;
∂a

∂x

∂a

∂z

∂a

∂x
; 1 ;

∂a

∂z

∂a

∂x

∂a

∂z
;
∂a

∂z
; 1 +

(

∂a

∂z

)2































(C.24)

gi′j′ =





























1; −
∂a

∂x
; 0

−
∂a

∂x
; 1 +

(

∂a

∂x

)2

+

(

∂a

∂z

)2

;−
∂a

∂z

0; −
∂a

∂z
; 1





























(C.25)

Nous notons que :

g
′

= det(gi′j′) = det(gi′j′) = 1 (C.26)

et vérifions que gi′j′ = (gi′j′)
−1.

Dans ce système de coordonnées translatées, les composantes covariantes d’un vec-

teur V s’écrivent :










v1′ = v1 + ∂a
∂x
v2

v2′ = v2

v3′ = ∂a
∂z
v2 + v3

(C.27)
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C.4.2 Le cas 2D [28]

Si la fonction ’a’ ne dépend que de la première coordonnée x1, alors x2′ = x2 −
a(x1). Cette équation représente une surface dite cylindrique, dont la génératrice reste

parallèle à l’axe des coordonnées x3. Dans ce cas, à partir d’un système de coordonnées

cartésiennes (x1 = x, x2 = y, x3 = z), le système de translation est défini comme suit :

−25 −20 −15 −10 −5 0 5 10 15 20 25
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

x

y

e
1

’

e
2

’

e
1

’ e
2

’

y = a(x)

Fig. C.1: Système de translation et repère naturel 2D











x
′

1 = x
′
= x

x
′

2 = y
′
= y − a(x)

x
′

3 = z
′
= z

(C.28)

La courbe de coordonnées x2′ = 0 est tracée dans le plan z = Cts. La génératrice

de cette courbe est parallèle à l’axe des z, perpendiculaire au plan de la figure. Quand

le point P parcourt la courbe, les vecteurs de la base naturelle en ces points changent

de direction.
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D’après l’équation (C.11), les matrices de changement de base s’écrivent :

Ai
i′ =

∂xi

∂xi′
=







A1
1′ A1

2′ A1
3′

A2
1′ A2

2′ A2
3′

A3
1′ A3

2′ A3
3′






=









1 0 0

∂a

∂x
1 0

0 0 1









(C.29)

Ai′

i =
∂xi′

∂xi
=







A1′

1 A1′

2 A1′

3

A2′

1 A2′

2 A2′

3

A3′

1 A3′

2 A3′

3






=









1 0 0

−
∂a

∂x
1 0

0 0 1









(C.30)

Les vecteurs de base covariants du repère naturel s’expriment par :











ê1′ = ê1 + ∂a
∂x

ê2

ê2′ = ê2

ê3′ = ê3

(C.31)

et les vecteurs de base contravariants du repère naturel s’écrivent :











ê1′ = ê1

ê2′ = −∂a
∂x

ê1 + ê2

ê3′ = ê3

(C.32)

Les tenseurs métriques se calculent en utilisant l’équation(C.17), ou en imposant

∂a

∂z
= 0 dans (C.24, C.25 ) :

gi′j′ =













1 + (
∂a

∂x
)

2

;
∂a

∂x
; 0

∂a

∂x
; 1 ; 0

0; 0 ; 1













(C.33)

gi′j′ =















1; −
∂a

∂x
; 0

−
∂a

∂x
; 1 +

(

∂a

∂x

)2

; 0

0; 0 ; 1















(C.34)
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Dans ce système de coordonnées translatées, les composantes covariantes d’un vec-

teur V s’écrivent :














v1′ = v1 +
∂a

∂x
v2

v2′ = v2

v3′ = v3

(C.35)















v1′ = v1

v2′ = −
∂a

∂x
v1 + v2

v3′ = v3

(C.36)
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Annexe D

Les équations de Maxwell en

coordonnées covariantes

D.1 Opérateur Div et Rot en coordonnées curvi-

lignes [67]

Soit (i′, j′, k′) trois indices pouvant prendre les valeurs (1,2,3). Dans la base cova-

riante (êi′ ) et d’après l’équation (C.17), nous obtenons :

g
′

= g
1

(

det(Ai
′

i )
)2, (D.1)

où g
′
= det(g′ij) et g = det(gij) ; et donc

ê1′(ê2′ ∧ ê3′) =

√

g
′

g
ê1(ê2 ∧ ê3) (D.2)

Dans notre cas, la base (ê1, ê2, ê3) du système cartésien est orthonormée, donc g = 1

et ê1(ê2 ∧ ê3) = 1. Ceci implique que ê1′(ê2′ ∧ ê3′) =
√

g′ .

Un déplacement élémentaire est noté :

dℓ =
3
∑

i′=0

d xi′ êi′ (D.3)
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      x 2
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Fig. D.1: Vecteurs de base en coordonnées curvilignes

L’élément de surface est donné par :

dSi′j′ = d xi′ êi′ ∧ d xj′ êj′

=
√

g′ d xi′ d xj′ êk′

(D.4)

L’élément de volume est donné par :

d τ = d x2′ ê2′(d x
3′ ê3′ ∧ d x1′ ê1′)

=
√

g′ d xi′ d xj′d xk′

(D.5)

En évaluant la circulation d’un vecteur V sur un circuit fermé dans la surface de

coordonnées x2 = Cst (figure D.2), et en effectuant un développement limité à l’ordre

1, nous obtenons :

(Vdℓ)Γ = (V ê1′dx
1)x3fixe + (V ê3′dx

3′)x1′+dx1′ − (Vê1′ dx
1′)x3′+dx3′ − (V ê3′dx

3′)x1′

= −
∂ (V ê1′dx

1′)

∂x3′
dx3′ +

(V ê3′dx
3′)

∂x1′
dx1′

=

(

∂ (v3′)

∂x1′
−
∂ (v1′)

∂x3′

)

dx1′ dx3′ (D.6)

D’après le théorème de Stokes : (Vdℓ)Γ = (RotV dS)S
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Fig. D.2: Contour d’intégration fermé sur une surface x2 = Cst

d’où

(Vdℓ)Γ = −(RotV dS1′3′)

= −(RotV dx1′ dx3′
√

g′)ê2′

= −(RotV)2′ dx1′ dx3′
√

g′ (D.7)

A partir de (D.6) et (D.7), nous déduisons que :

(RotV)2 = −
1
√

g′
(
∂v3

∂x1′
−
∂v1

∂x3′
) (D.8)

Nous pouvons généraliser ce résultat pour les autres composantes du vecteur rota-

tionnel, nous obtenons :

(RotV)i =
1
√

g′
(
∂vk′

∂xj′
−
∂vj′

∂xk′) (D.9)

Pour avoir l’expression de la divergence, calculons le flux du vecteur V au travers
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d’une surface fermée (figure D.3) :

(VdS)S = (VdS2′3′)x1′+dx1′ − (VdS2′3′)x1′

+(VdS1′3′)x2′+dx2′ − (VdS1′3′)x2′

+(VdS2′1′)x3′+dx3′ − (VdS2′1′)x3′

=
∂ (VdS2′3′ dx1′)

∂x1′
+
∂ (VdS1′3′ dx2′)

∂x2′
+
∂ (VdS2′1′ dx3′)

∂x3′

=
∂ (
√

g′v1 dx2′ dx3′) dx1′

∂x1′

+
∂ (
√

g′v2 dx1′ dx3′) dx2′

∂x2′

+
∂ (
√

g′v3 dx2′ dx1′) dx3′

∂x3′
(D.10)

21

x

x

x

1

2

3 ds

Fig. D.3: Surface d’intégration fermée pour l’expression de la divergence

D’autre part, le théoreme d’Ostrogradsky stipule que : (adS)Σ = diva dτ .

Nous obtenons :

divV =
1
√

g′

3
∑

i
′
=1

∂

∂xi′
(
√

g′ vi′) (D.11)
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D.2 Equations de Maxwell sous leur forme cova-

riante

Si nous considérons l’interface séparant les deux milieux dépourvue de courants et

de charges libres, en utilisant les expressions de la divergence et du rotationnel en co-

ordonnées contravariantes (D.11, D.9), les équations de Maxwell en régime harmonique

s’écrivent :

1√
g′

3
∑

i′=1

∂

∂xi′
(
√

g′Bxi′

) = 0 (D.12a)

1√
g′

(
∂Exk′

∂xj′
− ∂Exj′

∂xk′ ) = −j ω Bxi′

(D.12b)

1√
g′

3
∑

i′=1

∂

∂xi′
(
√

g′Dxi′

) = 0 (D.12c)

1√
g′

(
∂Hxk′

∂xj′
− ∂Hxj′

∂xk′ ) = +j ω Dxi′

(D.12d)

Pour un milieu LHI non magnétique et invariant dans le temps d’un point de vue

électrique, les relations constitutives sont données en régime harmonique par :

Dxi′

= ǫ̂ Exi′

(D.13a)

Bxi′

= µ0H
xi′

(D.13b)

Nous pouvons constater que ces relations permettent de remonter aisément aux

composantes des vecteurs D et B connaissant E et H. Dans la suite, nous travaillerons

uniquement sur les équations au rotationnel. D’après la relation (C.15) donnant les

composantes contravariantes en fonction des composantes covariantes, et sachant que

g′ = 1 pour ce système de translation (C.26), nous pouvons réécrire les deux équations

(D.12b, D.12d) comme suit :

(
∂Exk′

∂xj′
− ∂Exj′

∂xk′ ) = −j ωµ0

3′
∑

j′=1′

gxi′xj′

Hxj′ (D.14a)

(
∂Hxk′

∂xj′
− ∂Hxj′

∂xk′ ) = j ω ǫ̂

3′
∑

j′=1′

gxi′xj′

Exj′ (D.14b)

Cette écriture fait intervenir uniquement les coordonnées covariantes des vecteurs

E et H.
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Sachant que (i
′
, j

′
, k

′
) ←→ (1′, 2′, 3′) et que (x1′ , x2′ , x3′) ←→ (x

′
, y

′
, z

′
), nous

écrivons un système de trois équations pour les composantes électriques ainsi que pour

les composantes magnétiques :

(
∂Ez′

∂y′ −
∂Ey′

∂z′ ) = −j ωµ0

3′
∑

j′=1′

gx′xj′

Hxj′ (D.15a)

(
∂Ez′

∂x′ −
∂Ex′

∂z′ ) = −j ωµ0

3′
∑

j′=1′

gy′xj′

Hxj′ (D.15b)

(
∂Ey′

∂x′ −
∂Ex′

∂y′ ) = −j ωµ0

3′
∑

j′=1′

gz′xj′

Hxj′ (D.15c)

(
∂Hz′

∂y′ −
∂Hy′

∂z′ ) = j ω ǫ̂
3′
∑

j′=1′

gx′xj′

Exj′ (D.16a)

(
∂Hz′

∂x′ −
∂Hx′

∂z′ ) = j ω ǫ̂

3′
∑

j′=1′

gy′xj′

Exj′ (D.16b)

(
∂Hy′

∂x′ −
∂Hx′

∂y′ ) = j ω ǫ̂
3′
∑

j′=1′

gz′xj′

Exj′ (D.16c)

gxi′xj′

sont les termes du tenseur métrique.

D.3 Expression d’une composante transversale en

fonction des composantes longitudinales

Prenons par exemple l’équation (D.15a) et faisons sa dérivée par rapport à y’. En

se rappellant que ωµ0 = kZ, gx′z′ = 0 et gx′x′
= gz′z′ = 1, nous obtenons :

(
∂2Ez′

∂y′2
− ∂2Ey′

∂y′∂z′
) = −j ωµ

∂

∂y′
[Hx′ + gx′y′

Hy′ ]

= −jkgx′y′ ∂ZHy′

∂y′
− jk

∂ZHx′

∂y′
(D.17)
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En utilisant l’équation (D.16c) et en se rappelant que ωǫ = k
Z

et gz′x′
= 0, nous

obtenons :

∂ZHx′

∂y′ =
∂ZHy′

∂x′ − jk[gz′y′

Ey′ + Ez′ ] (D.18)

En combinant (D.18) et (D.17), nous exprimons Ez′ uniquement en fonction de Ey′

et Hy′ :

∂2Ez′

∂y′2
+ k2Ez′ =

∂2Ey′

∂y′∂z′
− gz′y′

k2Ey′ − jk([
∂ZHy′

∂x′
+ gx′y′ ∂ZHy′

∂y′
]) (D.19)

De la même manière, nous exhibons les trois autres équations donnant les compo-

santes Ex′ , ZHx′ et ZHz′ uniquement en fonction de Ey′ et ZHy :

∂2Ex
′

∂y′2 + k2Ex
′ =

∂2Ey
′

∂x′∂y′ − k2gx
′
y
′

Ey
′ + jk(gz

′
y
′ ∂ZHy

′

∂y′ +
∂ZHy

′

∂z′ ) (D.20a)

∂2ZHx
′

∂y′2 + k2ZHx
′ =

∂2ZHy
′

∂x′∂y′ − k2gx
′
y
′

ZHy
′ − jk(gz

′
y
′ ∂Ey

′

∂y′ +
∂Ey

′

∂z′ ) (D.20b)

∂2ZHz
′

∂y′2 + k2ZHz
′ =

∂2ZHy
′

∂y′∂z′ − k2gz
′
y
′

ZHy
′ + jk(gx

′
y
′ ∂Ey

′

∂y′ +
∂Ey

′

∂x′ ) (D.20c)

D.4 Equation de propagation

En dérivant (D.15a) et (D.15c) respectivement par rapport à z’ et x’, nous obtenons :

(
∂2Ez′

∂y′∂z′ −
∂2Ey′

∂z′2
) = −j kZ

∂

∂z′

3
∑

j′=1

gx′xj′

Hxj′ (D.21a)

(
∂2Ey′

∂x′2
− ∂2Ex′

∂x′∂y′ ) = −j kZ
∂

∂x′

3
∑

j′=1

gz′xj′

Hxj′ (D.21b)
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En faisant la différence (D.21a - D.21b), nous déduisons que :

(
∂2Ey′

∂x′2
+
∂2Ey′

∂z′2
) =

∂

∂y′
(
∂Ez′

∂z′ +
∂Ex′

∂x′ ) + j k
∂

∂z′

3
∑

j′=1

gx′xj′

ZHxj′ − j k
∂

∂x′

3
∑

j′=1

gz′xj′

ZHxj′ (D.22)

En tenant compte des valeurs des éléments du tenseur métrique (C.25) et en utilisant

les deux équations (D.16a, D.16c), nous écrivons les expressions de Ex′ et Ez′ ,

j k Ex′ = (
∂ZHz′

∂y′ −
∂ZHy′

∂z′ )− j k gx′y′

Ey′ (D.23a)

j k Ez′ = (
∂ZHy′

∂x′ −
∂ZHx′

∂y′ )− j k gz′y′

Ey′ (D.23b)

et déduisons l’expression
∂Ex′

∂x′ +
∂Ez′

∂z′
présente dans la relation (D.22)

∂Ex′

∂x′
+
∂Ez′

∂z′
=

1

jk

∂

∂x′
(
∂ZHz′

∂y′ −
∂ZHy′

∂z′ )−
∂

∂x′
[gx′y′

Ey′ ]

+
1

jk

∂

∂z′
(
∂ZHy′

∂x′ −
∂ZHx′

∂y′ )−
∂

∂z′
[gz′y′

Ey′ ]

=
− 1

jk

∂

∂y′
(
∂ZHz′

∂x′ −
∂ZHx′

∂z′ )−
∂

∂x′
[gx′y′

Ey′ ]−
∂

∂z′
[gz′y′

Ey′ ]

(D.24a)

A partir de l’équation (D.16b), nous avons l’expression de
∂ZHz′

∂x
′ − ∂ZHx′

∂z
′ de (D.24) :

(
∂ZHz′

∂x′ −
∂ZHx′

∂z′ ) = j k [Ex′ + gy′y′

Ey′ + Ez′ ] (D.25)

En injectant l’expression (D.25) dans l’équation (D.24) et en reportant le tout dans

(D.22), nous obtenons :

(
∂2Ey′

∂x′2
+
∂2Ey′

∂z′2
) + k2gy′y′

Ey′ +
∂2

∂x′∂y′
[gx′y′

Ey′ ] +
∂2

∂y′∂z′
[gz′y′

Ey′ ] +
∂2

∂y′2
[gy′y′

Ey′ ] =

−gy′x′

(k2 +
∂2

∂y′2
)Ex′ − gy′z′(k2 +

∂2

∂y′2
)Ez′ + jk[

∂gx′y′
ZHy′

∂z′
− ∂gz′y′

ZHy′

∂x′
]

(D.26)
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Nous remplaçons les termes (k2 + ∂2

∂y′2 )Ex′ et (k2 + ∂2

∂y′2 )Ez′ par leurs expressions

(D.19). En notant que gx′y′
gy′x′

+ gy′z′gz′y′
= gy′y′ − 1, nous montrons que :

∂2Ey′

∂x′2
+ gy′y′ ∂

2

∂y′2
Ey′ +

∂2Ey′

∂z′2
+ k2Ey′ +

∂2

∂x′∂y′
[gx′y′

Ey′ ]

+
∂

∂y′
[gx′y′ ∂Ey′

∂x′
] +

∂2

∂z′∂y′
[gz′y′

Ey′ ] +
∂

∂y′
[gy′z′

∂Ey′

∂z′
] = 0 (D.27)

L’équation (D.27) représente l’équation de propagation de la composante Ey′ . Nous

montrons aussi que la composante ZHy′ obéit à la même équation de propagation.
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Annexe E

Théorème de Shannon et Formules

d’interpolation

Théoriquement, nous pouvons écrire chaque composante Ψ(x, y, z) du champ électro-

magnétique comme suit :

Ψ(x, y, z) =
1

4π2

+∞
∫∫

−∞

R̂(α, γ) exp (−jαx) exp (−jβy) exp (−jγz) dα dγ (E.1)

où R̂(α, γ) est une fonction à variables continues.

Numériquement, nous écrivons que :

Ψ(x, y, z) =
∑

s,t

Řs,t exp (−jαsx) exp (−jβs,ty) exp (−jγtz) (E.2)

Si nous discrétisons l’équation (E.1), nous obtenons :

Ψ(x, y, z) =
∆α∆γ

4π2

∑

s,t

R̂s,t exp (−jαsx) exp (−jβs,ty) exp (−jγtz) (E.3)

D’où R̂s,t = D2 Řs,t, avec D2 =
4π2

∆α∆γ
.

Les R̂s,t sont les valeurs discrètes de la fonction continue R̂(α, β) aux points (αs =

s∆α, γt = t∆γ).



Supposons que ces valeurs discrètes soient issues d’une opération d’échantillonnage

idéal.

R̂ech(α, γ) = R̂(α, γ)̟(α, γ) =
∑

s,t

R̂s,tδ(α− s∆α, γ − t∆γ) (E.4)

où ̟(α, γ) représente le peigne de Dirac en 3D.

̟(α, γ) =
∑

s

∑

t

δ(α− s∆α, γ − t∆γ) (E.5)

En faisant la transformée de Fourier inverse de (E.4), nous obtenons :

Rech(x, z) = R(x, z) ∗ TF−1[̟(α, γ)] (E.6)

La transformée de Fourier d’un peigne de Dirac reste un peigne de Dirac :

TF−1[̟(α, γ)] = ̟(x, z)

=
4π2

∆α∆γ

∑

s

∑

t

δ(x− s
2π

∆α
, z − t

2π

∆γ
) (E.7)

D’où

Rech(x, z) = R(x, z) ∗
4π2

∆α∆γ

∑

s

∑

t

δ(x− s
2π

∆α
, z − t

2π

∆γ

=
4π2

∆α∆γ

∑

s

∑

t

R(x− s
2π

∆α
, z − t

2π

∆γ
) (E.8)

Si la fonction R(x, z) est à support centré borné x ∈ [−
D

2
,
D

2
] et y ∈ [−

D

2
,
D

2
], alors

le théorème de Shannon précise que :















2π

∆α
≥ 2

D

2
2π

∆γ
≥ 2

D

2

(E.9)

D’où














∆α ≤
2π

D

∆γ ≤
2π

D

(E.10)
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Si nous réalisons un échantillonnage en respectant le critère de Shannon, il est pos-

sible de restituer R̂(α, γ) à partir du motif central de Rech(x, z), que nous devons isoler

en faisant un filtrage passe bas (dans le domain spatial) avec la fréquence de coupure

(
D

2
,
D

2
).

Ceci permet d’écrire :

4π2

∆α∆α
R(x, z) = Rech(x, z)rect[

x

D
,
z

D
] (E.11)

D’où

R(x, z) =
∆α∆γ

4π2
Rech(x, z)rect[

x

D
,
z

D
] (E.12)

En prenant la transformée de Fourier de (E.12), nous obtenons d’après les relations

(E.12) et (E.4) :

R̂(α, γ) =
∆α∆γ

4π2
R̂ech(α, γ) ∗ TF{rect[

x

D
,
x

D
]}

=
∆α∆γ

4π2
R̂ech(α, γ) ∗ [

2π

∆α
sinc(

πα

∆α
)
2π

∆γ
sinc(

πγ

∆γ
)]

=
∑

s,t

R̂s,t sinc(
π

∆α
(α− s∆α)) sinc(

π

∆γ
(γ − t∆γ)) (E.13)

Cette formule d’interpolation en 3D reste valable en 2D. Dans ce cas, son expression

est la suivante :

R̂(α) =
∑

s

R̂s sinc(
π

∆α
(α− s∆α)) (E.14)

Les deux équations (E.13) et (E.14) représentent les formules d’interpolation. Elles

permettent de remonter à la fonction continue R̂ à partir de ces valeurs discrètes,

respectivement dans le cas des surfaces 2D et 1D.
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Annexe F

Raccordement des intégrales de

Rayleigh et de la méthode C

En polarisation E//, la composante Ey est nulle et nous pouvons exprimer le vecteur

E
(E// poli)

d,1 (x, y, z) dans le repère cartésien de la manière suivante :

E
(E// poli)

d,1 (x, y, z) = E
(E// poli)

d,x,1 (x, y, z) x̂ + E
(E// poli)

d,z,1 (x, y, z) ẑ (F.1)

Avec Ey = 0, les composantes cartésiennes du champ électrique sont identiques aux

composantes dans le repère translaté, nous déduisons que :

E
(E// poli)

dx′,1 (x′, y′, z′) = E
(E// poli)

dx,1 (x, y, z) (F.2)

E
(E// poli)

dz′,1 (x′, y′, z′) = E
(E// poli)

dz,1 (x, y, z) (F.3)

Soit y0,1 = max[a(x, y)]. La représentation des composantes des champs diffractés,

à cette hauteur, sous la forme d’intégrales de Rayleigh est valide :

E
(E// poli)

d,1 (x, y0,1, z) =
1

4π2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
R̂

(E// poli)

1 (α, γ)V(E// poli)(α, γ)

exp (−jα x− jγ z) exp (−jβ y0,1) dα dγ

(F.4a)



D’où,

E
(E// poli)

d,1 (x′, y′ = y0,1 − a(x, z), z′) = E
(E// poli)

d,1 (x, y0,1, z)

=
1

4π2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
R̂

(E// poli)

1 (α, γ)V(E// poli)(α, γ)

exp (−jα x− jγ z) exp (−jβ y0,1) dα dγ

(F.5a)

Ce résultat reste valable dans le milieu 2 à condition de remplacer le maximum de

a(x, z) par son minimum et de prendre en compte le sens de la propagation de l’onde.

Pour la polarisation H//, un résultat identique à l’équation (F.5a), est obtenu pour le

vecteur ZH
(H// poli)

d,m pour lequel Hy = 0.
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Annexe G

Formalisme intégral [62]

G.1 Deuxième théorème de Green

Soit Ω une région de l’espace entourée par une surface fermée Σ. Nous notons

l’extérieur de la région Ω par Ω. Si f1(r) et f2(r) sont deux fonctions définies sur le

domaine de définition de l’opérateur ∇2 (Laplacien) alors :

f1∇2 f2 − f2∇2 f1 = ∇(f1∇ f2 − f2∇ f1) (G.1)

n

Σ

Ω

Ω

Fig. G.1: Le volume Ω, Ω et la surface Σ

En intégrant l’équation précédente sur le volume Ω et utilisant le théorème de la



divergence, nous obtenons :
∫

Ω

(f1∇2 f2 − f2∇2 f1)dv =

∫

Σ

(f1∇ f2 − f2∇ f1)n ds

=

∫

Σ

(f1

∂

∂n
f2 − f2

∂

∂n
f1) ds (G.2)

avec
∂

∂n
= n∇, où n est la normale sortante

G.2 Le principe de Huygen’s

Soit Ψ(r) une composante d’un champ généré par la source fs(r) localisée dans le

volume Ωs entouré par la surface Σs. Ψ(r) obéit à l’équation d’onde suivante dans le

volume Ω délimité par Σ, Σ1 et Σinfin

∇2 Ψ(r) + k2 Ψ(r) = −fs(r) (G.3)

Si g(r
′
, r) est la fonction de Green associée à l’espace libre et dont le point source

est en r
′
à l’intérieur de la surface Σs, alors nous pouvons écrire :

∇2 g + k2 g = −δ(r− r
′

) (G.4)

La fonction de Green en trois dimensions est donnée par :

g(r, r
′

) =
exp−jk|r− r

′ |
4π|r− r′ | (G.5)

Si le point d’observation est dans le volume Ω mais extérieur à Ωs, ceci donne :

∇2 g + k2 g = 0 (G.6)

Posons f1 = Ψ, f2 = g et L = ∇2 + k2, et supposons le point d’observation dans le

volume Ω mais extérieur à Ωs.

(f1 Lf2 − f2 Lf1) = Ψ(r) [∇2 g + k2 g]− g [∇2 Ψ(r) + k2 Ψ(r)]

= g fs (G.7)
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s

Ω

Ω

Σ

Σ

Σ

infini

1

Σ

Fig. G.2: Région d’intégration Ω

Compte tenu de la relation (G.7), l’équation (G.2) permet d’écrire :

Ψi(r) =

∫

Σ1+Σ+Σinfin

[Ψ(r
′

)
∂

∂n′ g(r
′

, r)− g(r′

, r)
∂

∂n′ Ψ(r
′

)]d s
′

(G.8)

où Ψi(r) =
∫

Ωs
g(r

′
, r) fs(r

′
)d v

′
représente par définition le champ incident.

Nous assimilons Σinfin à une sphère de rayon infini, alors l’élément de surface est

donné par : ds = r2sinθ dθdϕ. D’autre part, l’onde à l’infini doit rester d’amplitude

finie. Ceci est assuré si la condition de Sommerfeld est vérifiée :

lim
r→∞

r(
∂

∂r
+ jk) Ψ(r) = 0 (G.9)

A partir de ces deux hypothèses nous déduisons que :

I∞ =

∫

Σinfin

[Ψ(r
′

)
∂

∂n′ g(r
′

, r)− g(r′

, r)
∂

∂n′ Ψ(r
′

)]d s
′

= 0 (G.10)

Pour ce qui est de l’intégrale sur la surface Σ1 entourant le point d’observation et

assimilée à une petite sphère de rayon ǫ, nous montrons qu’elle est égale à −Ψ(r).

Soit M(r) le centre de la sphère Σ1. Supposons que le point M
′
(r

′
) est sur la sphère

Σ1.
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Si M
′ → M alors ǫ → 0, la fonction de Green g(r

′
, r) =

exp−jk|r′ − r|
4π|r′ − r| tend vers

g(r
′
, r) =

exp−jk|ǫ|
4π|ǫ| .

Ceci permet d’écrire :

lim
M

′→M
IΣ1 = lim

ǫ→0

∫

Σ1

[Ψ(r
′

)
∂

∂ǫ
g(ǫ)− g(ǫ)

∂

∂ǫ
Ψ(r

′

)]ǫ2 sin θdθdϕ

= lim
ǫ→0

4πǫ2[Ψ(r)
∂

∂ǫ
g(ǫ)− g(ǫ)

∂

∂ǫ
Ψ(r)]

= −Ψ(r) (G.11)

Au final, l’équation (G.8) donne :

Ψi(r) +

∫

Σ

[Ψ(r
′

)
∂

∂n′ g(r
′

, r)− g(r′

, r)
∂

∂n′ Ψ(r
′

)]d s
′

= Ψ(r) (G.12)

Cette équation permet le calcul du champ Ψ(r) en un point d’observation extérieur

à la surface Σ et ceci connaissant sa valeur sur la surface Σ. Elle reste valable pour

un espace à deux dimensions. Il suffit de remplacer l’intégration sur le volume par une

intégration sur une surface et l’intégration sur une surface par une intégration sur un

contour. Ceci nous donne le champ en un point M situé en r :

Ψi(r) + (
− j
4

)

∫

Γ

[Ψ(r
′

)
∂

∂n′ H
(2)
0 (k |r− r

′ |) − H
(2)
0 (k |r− r

′ |)
∂

∂n′ Ψ(r
′

)]d ℓ
′

= Ψ(r) (G.13a)
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[18] C. Baudier and R. Dusséaux, ”Scattering of an E//-polarized plane wave by one-

dimensional rough surfaces : numerical applicability domain of a Rayleigh method

in the far-field zone,” Progress In Electromagnetics Research, Vol. 34, pp. 1-27,

2001.
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thod for solving large eigenproblems,” à paraitre dans SIAM Journal on Sientific

Computing.
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