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Résumé

Dans une premiere partie, nous considérons des problén@asuddy pour des équa-
tions et systemes hyperboliques du premier ordre. Nousaltmnuane représentation
de I'opérateur solution comme produit infini d’'opératemtegraux de Fourier a phase
complexe. Nous démontrons la convergence de cette repaéiserdans les espaces
de Sobolev, ainsi que celle du front d’onde. Pour les sysiemaus traitons les cas
symétriques et symétrisables. La représentation propms#hiit naturellement a des
schémas numériques pour la résolution des problémes dehgdlous présentons
des applications de cette méthode dans le domaine de I'neagjsmique. Dans ce
cadre, grace a des approximations microlocales nous aiates schémasieaces.
D’autres applications de I'analyse microlocale a la sisig@ sont présentées.

Dans une seconde partie, nous étudions la controlabilikétrajectoires pour des
équations paraboliques linéaires et semi-linéaires. Mous intéressons plus parti-
culierement au cas d'opérateurs sous forme divergentialle codficient de la partie
principale est non continu. Nous prouvons tout d’abord unégéalité de Carleman,
en dimension un d’espace, pour un fiméent ¢* par morceaux. Par un passage a
la limite dans l'inégalité de Carleman, ce résultat est@dieau cas d'un cdécient
BV. Avec ces résultats, nous prouvons la controlabilité detgestions paraboliques
en dimension un d’espace sans faire d’hypothése de conipaténtre la région de
contrdle et les signes des sauts dufioient discontinu. De plus, nous exhibons un
cas en dimension supérieure pour lequel la méme conclusimb&nue. Finalement,
nous utilisons une inégalité de Carleman afin d’identifiecdeficient discontinu a
partir de mesures faites sur la solution.

Abstract

In a first part, we consider Cauchy problems for first-ordgrérpolic equations and
systems. A representation of the solution operator of tleegmtions is given as an
infinite product of Fourier integral operators with compf#ase. The convergence in
Sobolev spaces of this representation is proven as welleasaiivergence of the wa-
vefront set. In the case of systems, symmetric and symrabtasystems are conside-
red. The proposed representation naturally yields nuksahemes for the resolution
of the Cauchy problems. We present applications of this atketh the field of seis-
mic imaging. There, approximations are performed to oldflinient schemes. Other
applications of microlocal analysis to seismology are @nésd.

In a second part, we study the controllability to the trajeets for linear and semili-
near parabolic equations. We focus on the case of operatdigdrgence form where
the codficient in the principal part is non continuous. We first deav@arleman esti-
mate, in one space dimension, for a pieceMé‘eeoelﬁcient. This result is extended
to aBV codficient by passing to the limit in the Carleman estimate. Wittse results,
we prove that the controllability for parabolic equatiosschievable in one space di-
mension without assuming any compatibility between thérobregion and the signs
of the jumps of the discontinuous dtieient. We further exhibit a case in higher di-
mension for which the same conclusion holds. Finally, we enaée of a Carleman
estimate to identify the discontinuous ¢ideient from measurements of the solution.
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Introduction

Les travaux constituant ce mémoire concernent deux sujfésehts. Le premier est en continuité avec
certains de mes travaux de thése et concerne I'analyse lotate appliquée; le second est issu d’'une
problématique que j'ai abordée plus récemment, le conttéseéquations aux dérivées partielles.

Dans une premiere partie je m'intéresse a des systemeshiojigeles et en particulier & une forme de
représentation de leurs solutions par produit infini d’apéurs intégraux de Fourier (OIF). J'entends par
la qu'une approximation de la solution est donnée par ptdahiid’OIF et qu'un passage a la limite sur

le nombre d'opérateurs utilisés donne la solution reclérches outils employés pour arriver a de tels
résultats sont ceux de I'analyse microlocale : calcul psdifi&rentiel, calcul des OIF, estimations pour les
opérateurs pseuddtirentiels (inégalité de Garding, théoréme de Calderéhiaviaburt). Les étapes des
démonstrations sont aussi liées a des idées d’analyse iquéstabilité, consistance). Les points d’orgue
de cette premiére partie sont le théoréme de convergenedtdeeprésentation dans les espaces de Sobolev
et celui de convergence du front d'onde de la solution, darta$ scalaire, ainsi que I'extension de cette
représentation au cas des systemes symétrisables. Qutisamtation de la solution est intéressante car
chaque OIF dans le produit est donné de maniere expliciieptes De plus, la représentation obtenue est
exacte et non modulo un opérateur régularisant. Enfin, cedtaés conduisent & des schémas numériques
naturels. Moyennant certaines approximations ils peugaetrendus fiicaces. Une de mes motivations
dans ces travaux est I'imagerie sismique et je montre cormeerésultats sont utilisés a des fins de
reconstruction des interfaces du sous-sol a partir de é@nsiémiques. Des exemples d'implémentations
sont présentés. Le Chapitre 1 de cette premiére partie gwnes travaux publiés dans [8, 15, 10] ainsi
gue l'article soumis [20]. Dans le Chapitre 2, dans un butugiration, jexpose certains de mes travaux
plus anciens d'imagerie, correspondant pour une partiesatraeaux de thése [6, 12, 13, 5, 14, 11]. Bien
gue restant concis, je les reformule a la lumiére des résutsienus au Chapitre 1. Je résume aussi a la fin
de ce chapitre des travaux sur le prolongement de donnéeises [7, 16] que j'ai entrepris depuis ma
thése.

La deuxieme partie de ce mémoire traite du contrble des mqsaparaboliques et plus particulierement
des équations pour lesquelles le ffméent de difusion dans la partie principale est discontinu. Dans ce
cas, seuls des résultats partiels ont été obtenus a ce jopdmtension un d’espace, il existe un résultat de
contrélabilité a zéro d’équations linéaires, ainsi quediemension quelconque, un résultat de contrélabilité
a zéro pour des équations semilinéaires avec une conditi@omipatibilité entre le cdécient discontinu

et la zone de contréle. En dimension un d’espace, je montrenamt la contrblabilité des équations semi-
linéaires peut étre obtenue sans avoir a imposer cettetammde compatibilité. En dimension plus grande
gue deux, j'exhibe des cas ou la contrblabilité a zéro etisedde sans avoir a respecter cette compatibilité.
Les outils essentiels dans ces travaux sont les inégabt€&ademan pour les opérateurs paraboliques qui
ont un vaste champ d’applications. En dimension un d’espaeztelle inégalité est obtenue pour unftiee
cient¢* par morceaux avec un zone d'observation arbitraire gracechoix particulier de fonction poids.
Le résultat de controlabilité des équations semilinéaredécoule alors. Pour des @idgents plus géné-
raux, a variations bornées, je procede par un passage dtiadiams les inégalités de Carleman. Ce sont ces
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inégalités en dimension un d’espace qui permettent alorsaigrer la contrdlabilité d’une équation para-
bolique, en dimension plus grande que deux, ou ldfmdent est singulier dans une seule direction, avec
une zone de contrble arbitraire. Avec de telles inégaliggé€drleman je m’intéresse aussi a un probléme
d’identification de cofficients pour les équations paraboliques. J'expose un telitide probleéme inverse

a la fin de cette deuxiéme partie. Cette deuxiéme partie coades travaux publiés dans [1, 9, 2, 3].



Premiere partie

Analyse microlocale appliquéee






Chapitre 1

Representation de solutions d’équations
hyperboliques par produits d’opérateurs
intégraux de Fourier

1.1 Introduction

Les équations hyperboliqgues modélisent les phénoménesatoides et ceux de transport. L'analyse micro-
locale est un outil privilégié de leur étude. Le point de viammatique du front d’'onde [H6r71], et sa pro-
pagation, permettent de comprendre les notions physiqrsitues dans le principe de Huygens [Huy90].
Quand les ca@cients sont sflisamment réguliers les solutions de telles équations peéwenreprésen-
tées en générah partir d’intégrales oscillantes. Cette méthode remomteravaux de Lax [Lax57]. Cette
approche fut concrétisée par la théorie des opérateurgranté de Fourier (OIF) d’Hormander [HOr71,
DH72]. En pratique, lorsque I'on cherche a caractérisgrdtateur solution comme un OIF, la représenta-
tion est, en fait, obtenue modulo un opérateur régulari€ambbtient alors une paramétrix [DH72, GS94].
Nous allons développer ici une méthod@#éliente de représentation de I'opérateur solution. L'dpéra
sera exprimé comme un produit infini d’OIF, ou chaque OIF sara approximation infinitésimale de
I'opérateur solution. Cette représentation ne se fera gatuto un opérateur régularisant. Nous étudions
tout d’'abord les équations du premier ordre. Les équaticmsiiees supérieurs quand elles peuvent étre
mises sous la forme de systémes du premier ordre symégsssdlont étudiées ensuite.

Nous considérons le probleme de Cauchy scalaire suivant

(1.1.1) ou+alzx,Dyu=0, 0<z<Z
(1.1.2) U |z=0 = Uo,

oluZ >0,u=u(z x), xeR", n> 1, eta(z x, &) est continu ez a valeurs danS*(R" x R"), avec la notation
habituelleDy = %ax. Des hypotheses supplémentaires seront faites sur le $gmfaox, &) (les espaces
de symboles sont proprement définis dans la section 1.2)s Nésignons pdd(z 0) I'opérateur solution

de (1.1.1)—(1.1.2) quand il est bien défini. Nous préciset@space de fonctions dans lequel nous nous
placons plus loin.

Nous nous intéressons ici a I'obtention d’'une représemtateU (z, 0), par passage a la limite dans un pro-
duit de composition d’opérateurs intégraux de Fourier mailviduellement, réalisent une approximation
deU(Z,2) quandZ — Z est petit. En particulier nous nous intéressons a I'ordrectwergence d’une telle

1Si nous nous placons par exemple dans le cas des équatictensént hyperboliques.
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approximation ainsi qu’a la propagation des singularitéd sa convergence dans le passage a la limite.
La représentation étudiée ici trouve ses origines dansrdesux de sismologues [Gaz78, Sto78, GS84,
SFALFK90] qui ont I'imagerie sismique comme obijectif.

Le cas des cdgcients constants permet de bien appréhender la méthodeaysepnoposons. Quand
a(z x, &) est indépendant de et z, il est alors naturel de traiter un probléeme tel que (1.11L}2) au
moyen d’'une transformée de Fourier. Alors nous avons

Uz X) = f f X X230 () di dlx,

ou d¢ := dé/(2n)". Pour que ceci soit bien défini pour tau, pris par exemple dang’ (R"), nous allons
imposer a la partie réelle du symbole principaled#étre positive. Quand le symbaotedépend a la fois de
X etzon s’attend intuitivement a avoir

uz xX) ~ l(z X) := [[ X x-2A0X8) o (x) dg dx

guandz est petit. On obtient alors une solution approximative cdibfme de Cauchy (1.1.1)—(1.1.2) quand
z € [0, ZY] avecZY petit. Souhaitant obtenir une approximation de la solupioar des valeurs plus impor-
tantes du parametre d’évolutiamous résolvons le nouveau probléme de Cauchy

du+azxDJu=0, M<z<Z
UZ ) L= = ua(ZY, ),

dont nous obtenons une approximation de la solution par
U(Z, X/) =~ UZ(Z, X’) = ff é(X/—X,f}—(Z—Z(l))a(Z(l),X/,E) U]_(Z(l), X) d’f dx

Cette procédure est alors répétée jusqu’a atteinere.

Nous désignons p&@ , I'opérateur de noyau
(1.1.3) Giey(X. %) = f XX (2 -Dalex ) g

La procédure itérative que nous venons de décrire nécéssibenposition de tels opérateurs : skt@b <
... < 2% < Z, nous avons alors

Uks1(Z X) = G(za0) © G(a0 A1) © - -+ © G 0)(Uo)(X),

quandz > Z¥. Nous définissons alors I'opérateWrsy, , pour une subdivisio® de [0 Z], B = {29, ZY, ..., ZN},
avec0=29 <AV <... < AN = 7,

Q(Zo) si0<z< Z(l),

. 1
(1.1.4) Wz = g(zz(k))l_[g(zm,z(i*l)) siZN < 7 < AkD),
i=k

Nous posons\gy = max<i<n_1(Z1*Y — ZV). Selon la procédure décrite plus haut, I'opératéis, ,(Up)
fournit une approximation de la solution du probleme de @Gst.1.1)—(1.1.2). Nous allons montrer dans
la section 1.4 que l'opérated, , est un OIF. Il est souvent nommeé propagategouche mince> (voir

par exemple [6, 5, 8]). Ainsi I'opératedd/y , est un produit d’OIF. Nous allons montrer sa convergence
guandN tend verst+oo.
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Remarque 1.1.1. On remarquera qu’une procédure assez similaire peut &iisgatpour montrer I'exis-
tence d’'un systeme d’évolution associé au probleme de @a(lch.1)—(1.1.2) a travers la composition de
solutions semi-groupes avec le parametkegelés dans I'opérateua(z x, Dy) [Kat70, Paz83]. On obser-
vera cependant que dans le cas présent le propagateur quirgd®g, » n'est ni un semi-groupe ni un
systeme d’évolution (I'analyse de la propagation des $argés en fournit le plus simple argument : voir
section 1.6 ou [15]).

Plus qu’une représentation de I'opérateur solution dulprob de Cauchy (1.1.1)—(1.1.2), 'opératédk; ,
fournit un outil de calcul numérique des solutions. En patier nous verrons que la régularité exigée par
rapport au parametre d’évolutiapeut étre méme holderienne ce qui peut étre le cas dans deeusab
applications. Nous utiliserons cet outil numérique au @haj@ avec des applications a la sismologie et a
l'imagerie sismique.

Les compositions multiples d’OIF en vue d’approcher destsmis de problémes de Cauchy hyperboliques
furent d’abord proposées dans [KgTT78] et [KgT79]. Dansantisles I'opérateur solution est cependant
approché par un Ansatzftérent. L'approximation est faite, in fine, modulo un opéuateégularisant. La
technique utilisée est fondée sur le calcul et I'estimatierta fonction de phase et de 'amplitude de I'OIF
obtenues par ces produits multiples, un résultat connulsausm du théoreme de Kumano-go-Taniguchi.
Cette technique a alors été appliqguée a I'équation de Sicly@d[KKg81, Kg95]. Dans ces travaux le
produit multiple est aussi interprété comme une intégral&elynman et la convergence est étudiée dans
une sens faible. Dans [KKg81] un résultat de convergence aest aussi démontré. C'est ce type de
résultat que nous recherchons ici pour les équations hgjgules du premier ordre. Cependant nous ne
faisons pas usage des techniques ghases multiples mais nous nous concentrons sur I'estimation de la
régularité dans les espaces de Sobolev de chaque termesdaasilit multiple. Quoique I'opérateur que
nous obtenons apres produits multiples soit un OIF nous leelloas ni sa phase ni son amplitude. Ceci
est en accord avec les techniques numériques que noustorésdans le chapitre 2. La régularité@g ;)
dans les espaces de Sobolev et I'utilisation d’'une inégdlé&nergie a priori nous permettent de démontrer
la convergence d@yy , vers l'opérateur solutiobl (z, 0) du probléme de Cauchy (1.1.1)—(1.1.2).

La section 1.3 introduit précisément le probléme de Cauthgi€ ainsi que les hypothéses faites sur le
symbolea(z x, £), en particulier sur la partie réelle,, et la partie imaginaire; by, de son symbole principal.
Dans la section 1.4 nous étudions les propriétés du propaigeduche mince. En particulier nous prouvons
I'estimation suivante de sa norme d’opérateur pour IR :

”g(Z',Z)H(HS,HS) <1l+ C(Z, — Z), 0<z<Z<Z
guandz - z est sififisamment petit.

La convergence dans les espaces de Sobolev de la reprigsetat , est étudiée dans la section 1.5. Notre
résultat principal est alors

Wy z = U(Z Ol 1y < CAG,

quanda(z, .) est de class€®” enz, « > 0 et nous rappelons qug; = max<i<n-1(Z*Y —2"). On observera
gue la méthode proposée ici correspond a une approximatedre un. L'ordre de convergence obtenu
dans le cas Lipschitzy(= 1) semble donc optimal.

Ce résultat de convergence est a considérer sous deux peintse. Le point de vue de I'analyse nu-
mérique ou il donne un résultat de convergence pour le scinémarique associé a I'opératety’y , et
justifie le développement de beaucoup de méthodes utilsggsatique dont la méthodeGeneralized
Screens décrite dans le chapitre 2. Le point de vue d’un théoréme pl€sentatiorexactedes solutions

de (1.1.1)—(1.1.2) dans le cas ou les solutions microlscake modulo un opérateur régularisant, ne sont
pas adéquates. On remarquera que la régularité héldenemmapport a la variablesne permet pas la
construction de la paramétrix classique [GS94, Smi98g].
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Dans la section 1.6 nous étudions les aspects microlocaua ceprésentatiorVy; ,, en particulier la
propagation des singularités ainsi que la convergenceothti dfonde deWy; ,(Up) vers celui de la solution

du probléme de Cauchy (1.1.1)—(1.1.2). La aussi nous obgamo ordre de convergence optimal en accord
avec celui obtenu pour la convergence en norme d'opératawonvergence du front d’'onde A&’y »(Uo)

est cruciale pour des applications telles que I'imagesm&jue comme nous le verrons au chapitre 2. Cette
section correspond a un travail en collaboration avec Glirilormann.

Dans la section 1.7 nous montrons comment les résultataubtians le cas scalaire peuvent étre étendus
aux cas des systemes symétriques et symétrisables moyem@ahypothése de régularité géométrique.
Cette généralisation est importante car de nombreux sgstanmx dérivées partielles issus de la modélisa-
tion de phénomenes physiques entrent dans ces catégories.

1.2 Notations

Nous utiliserons la lettr€ pour désigner une constante générique. Sa valeur peut danger d’une ligne
a l'autre. Lorsque nous écrivons qu’une fonction est bormérmément erz ef/ou A, ceci implique sans
que nous le précisions qaest pris dans l'intervalle [&] et queA est dans un intervalle du type, [Bmax],
avecAmax Sufisamment petit. Nous écrirons souveqtxX’, Y, ... a la place d&" en accord avec les noms
des variables utilisées, par exemplex, vy, ...

Nous désignons pat, .) le produit scalaire euclidien d&". Nous désignons pdt,.) le produit scalaire
hermitien deL2(R") et par||.||.> la norme associée. Pogre R, HS(R") ou HS est I'espace de Sobolev
classique et la norme associée s’éijt;s. Enfin lorsqu’un opérateuf agit continiment déds dansHS
nous notongF||ys 4y Sa norme d’opérateur.

Ici nous utiliserons les espaces de symboles globaux ; umtidma € ¢~ (R" x RP) est dan§2}6(R“ xRP),
0<p<1,0<6 <1, sipourtous multi-indices etg il existe une constantg,z > 0 telle que

058X, )] < Cop (€)1 X eR", £ € RP,
ou (&) = (1 + €52, Les meilleurs constantes possibles, i.e.,

Pos(@) = sup (&)™ a(x &),

(X,£)ERNXRP

définissent des semi-normes qui donnent une structureatesge Fréchet ‘a‘/’)‘jé(R” x RP). De maniére
usuelle nous écriror8J}(R" x RP) dans le cap = 1 -4, % <p<letS"(R"xRP)danslecap=1,6 =0.
De plus, nous écrironS]' (resp.S™) a la place d&ST(R" x R") (resp.S™(R" x R™)).

De maniére standard nous utiliserons la notation # pourddipt de composition des symboles des opéra-
teurs pseudodiérentiels (@D) et le plus souvent nous utiliserons la représentatioinpégrale oscillante
du symbole produit. Si nous nous donnons une amplip(dgy, &) € sgj&(x x X xR"), p > 6, nous utili-
serons la notationr {p} (X, &) pour de&gqer le symbole de [ d’amplitudep. Pour toutp € ngé nous
écrironsp* le symbole de I'opérateur adjoint.

Pourr € R nous désignons p&" 'Oy D de symboleé)' . L'opérateurE" est un isomorphisme déS(R")
dansHS"(R") pour touts € R et EC) est son inverse.

Pour les @D nous indiquons les références suivantes [Tré80a, ShiRal, AG91, GS94, Cor95, Mar02,
Tay81, Kg81, Hor85a] et les références suivantes pour |1€s[B6r71, DH72, Dui96, Tre80b, Kg81,
H6r85b]. Nous ne suivons pas I'approche de Melin et SjodtfdhS74, MS76] pour le traitement des
OIFs a phase complexe mais celle d’'Hérmander donnée dam83blichapitre 25].
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1.3 Le probléeme de Cauchy

Nous considérons le probléme de Cauchy (1.1.1)—(1.1.2) laveondition initialeu, dansHS*(R") pour
un certainsréel. Nous faisons I'hypothese suivante sur le symbtex, £).

Hypothése 1.3.1. Soient0 < a < 1, a€ €*?([0, Z], S) avec 4z x, &) = —ib(z x, &) + ¢(z X, £), de parties
principales h et ¢ réelles et homogénes de degré uréguour |£] syfisamment grand, disong > 1. De
plus g est positif.

La régularité holderienne d’ordre signifie ici que
aZ,x. &) -azx &) =(Z-2"&47Z,zx &), 0<z<Z<Z

aveci(z, z x, &) borné dans $ uniformément en z et.z

La régularité holderienne ne sera utilisée que dans laosettb. Les résultats de la section 1.4, eux, n'uti-
lisent que la bornitude du symbadéz, x, &) par rapport &

L'hypothése 1.3.1 assure que les hypothéses (i)—(iii) dargme 23.1.2 de [HOr85a] sont satisfaites. Alors,
il existe une unique solution da@® ([0, Z], HS*X(R")) n'¢*([0, Z], HS(R")) au probléme de Cauchy (1.1.1)—
(1.1.2). De plus, pour toute fonctiardanse™([0, Z], HS(R")) n¢°([0, Z], HS*1(R")), nous avons l'inégalité
d’énergie a priori [H6r85a, lemme 23.1.1]

z
(1.3.1) S[urJ] e Uz llns < (O, .)llns + 2 f & |0,u + az(X, Dy)ullnsdz,
z€[0,Z
0

avecd sufisamment grandi{dépend uniquement di. La famille d’opérateursag),c[o.z1 génére un systeme
d’évolution fortement continu. Nous désignons pHdr , 2) ce systeme d’évolution :

U(Z’,Z)oU(Z,2 = U(Z’, 2, 0<z<Z<Z' <2

La partie réelle dey correspond a un amortissement. Dans la régiod @&") ouc; = Refy) > 0, le
probleme hyperbolique est dégénéré. Celdfatde en rien I'existence et I'unicité d’'une solution [H6a85
section 23.1]. En revanche les singularités disparaiss@ms cette région (voir par exemple [Tré80b]).
Nous reverrons cettket dans la section 1.6. Ce phénoméne sera aussi exploitéedarepitre 2.

1.4 Propriétés du propagateur couche mince

Soientz, z € [0, Z] avecZ > zet soitA := Z — z. Nous définissong, , € €~ (X’ x X x R") par
(1.4.1) z(X, X% €) = (X = X&) +iAa(z X, €) = (X' = X&) + Abi(z X, €) +1Ac1(Z X, ).

NoUs posong)z »(X, &) := e4%@x9)  qui est borné danS® uniformément ez et A par le lemme 18.1.10
dans [H6r85a].

Nous suivons la terminologie des OIF a phase complexe egptests [HOr85b, section 25.4-5].

Lemme 1.4.1 ([8]). ¢(z, est une fonction de phase complexe, globale, non dégénérgpel positif (en
chaque poin{x;, Xo, &) 0Ud:¢(z » = 0) quandA est syfisamment petit.

C’est I'aspect global de la phase qui nécessite de prendugfisamment petit. Pour cela hous montrons
qu'il existe un idéal Lagrangien de fonctiondg(,)’, qui est défini au voisinage de tout point dg ()z)’
par la fonction de phasg; . Le prime correspond a I'involution habituelle twist » en anglais, qui pour
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le sous-ensemblé, »r de T*(X’) x T*(X) se traduit par le changement de signe de la seconde variable
cotangente (voir [H6r85b, section 25.5]). Les naturegdgle et J» »r seront étudiées dans la section 1.6
afin d’appréhender la propagation des singularités.

Définissant le noya, (X', X) comme dans (1.1.3) €k , I'opérateur associé nous obtenons la proposi-
tion suivante.

Proposition 1.4.2. |l existeAg > Otel que si0 < A = Z — z < Ag alors I'opérateurG, » est un opérateur
intégral de Fourier global & phase complexe g+ G € 19(X’ x X, (Jiz.»))-

En général (voir [HOr85b] le noyau est défini comme une sedtiofibré des densités d’ord%eurX’ x X
mais il est trivial ici. Nous ne le faisons donc pas appagaitr

Nous pouvons montrer que pofrsufisamment petit alor§, , est continu de/ dans’, de.¥’ dans
&, et deH3(R") dansHS(R"), s € R. La composition de propagateurs couche mince peut dondrse fa
naturellement. La bornitude dg , sur les espaces de Sobol&V, n'est pas sfiisante pour obtenir la
stabilité du produit multiple d'OIF que nous réalisons paéfinir 'opérateurWs; .. En fait nous prouvons
le résultat plus fin suivant.

Théoréme 1.4.3 ([8]). Soit se R. Il existe C> 0etA; > 0telquesi0<z<Z <Z,etsi0<A:=7-z<
Aq alors

Gz 2llHs,Hs) < 1+ CA.

Cette estimation de la norme d’opérateur efittdente de celles que I'on rencontre habituellement dans
la littérature. Souvent on se contente d'obtenir la bodw@tde tels opérateurs et cette borne est donnée
par une semi-norme de I'amplitude de I'OIF multipliée paraamstante universelle que I'on ne sait pas
estimer. Ce résultat, ainsi que la forme du noyau (1.1.8)b&nt montrer que I'opérated;, , est proche

de l'identité lorsqueA devient petit, ce qui semble assez intuitif lorsque I'oneslis la forme de la phase
de l'opérateur ainsi que son amplitude. Cependant, si ncixoés la diférence entrg, , et l'identité,

les estimations que nous obtenons font apparaitre la perie dérivée, soit une descente d'un cran dans
I'échelle des espaces de Sobolev. Une telle estimationesiudsaucun intérét pour ce que nous souhaitons
faire ici puisque nous composons les opératéiyrs) de multiples fois dans la définition dé’y; , et que le
nombre de termes dans le produit tend vers l'infini.

Afin de démontrer le résultat du théoréme 1.4.3 nous devartinre quelques définitions et montrer des
résultats préliminaires.

Définition 1.4.4. Soit L > 2. Un symbole (g, .,.) borné dans $(RP x R") uniformément en z, satisfait la
propriété(P.) s'il est positif et satisfait

PL 10205a(z Y, )| < C(L + [pl) Bt (1 4 gz y, ) (@HEDL 2 € [0,Z], y e RP, n e R".
y=n
Nous posons alors=1-1/L ets = 1/L.

Définition 1.4.5. Soient L> 2 etp(z y, ) une fonctior?™ (RP x R") qui dépend des parametras> 0 et
z € [0,Z]. Nous disons que, satisfait la propriét§ Q) si

QU 3h(pa — po)(Z Y. 1) = A™ P (7 y ). pourlel + |8 < L, 0<m<1-6(el+ ).

oo (z y, ) est borné dans B (RP x R") uniformément en et z. Alorsoa(z,y, ) — po(z Y, 77) est
lui-méme borné dansﬁﬁRp x R") uniformément en et z.

Nous avons le lemme suivant [8].
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Lemme 1.4.6. Soit ((zy,7,) borné dans $(RP x R") uniformément en z. Si g 0 alors q satisfait la
propriété(P.) quand L= 2.

La démonstration de ce résultat repose sur l'inégalité aelaa : soitf € ¢?(R) avecf > 0 et f” bornée,
alors|f'(t)] < 2 (f(t))? (supeg [f7(1))2 (voir [Dui96, page 40] et [HOr90, lemme 7.7.2]).

Des exemples de symboles qui satisfont la propriBt¢ pour L > 2 sont donnés dans [Sto05]. Dans la
suite nous supposerons que le symlmglsatisfait la propriétéR, ) pour un certair. > 2. Nous savons bien
sdr que c’est toujours vrai dans le das- 2 par le lemme 1.4.6 mais des choix particuliers de symbple
peuvent étre faits en pratique. Si nous posons

Pa(z %, &) 1= g,

nous pouvons montrer qur (z, x, &) est borné dansg uniformément ez et régulier par rapport A quand
A > Amin > 0. Par contre, cette régularité par rappoft @éesse d'étre valable dans un voisinage de O :

OaPalazo = —C1 ¢ S(RP X R").

Il nous faudra cependant contrdler le comportemenpgdeguandA devient petit. Pour cela nous avons
recours a la propriété&)) ) introduite plus haut.

Lemme 1.4.7. Le symbole p satisfait la propriét&Q.) pour A € [0, Amay pour toutAnax > 0. Comme
Po = 1, pa est lui-méme borné dan§3&3nif0rmément en et z.

Ce résultat nous permettra a certains moments dans la suttergidérer alternativement le propagateur
couche mincegz » comme un OIF a phase complexe et a amplitude &n®u bien comme un OIF a
phase réelle et & amplitude daEE&

La propriété Q.) de p, est utilisée pour démontrer le théoréme 1.4.3 : a traversugdgsnents de compo-
sition deG( » avec son adjoint cette propriété permet de factoriser deficgentsA dans les symboles
obtenus. Nous utilisons par exemple cette conséquencanseitie la propriétéd)).

Lemme 1.4.8. Soit qy(z x, Y, &) une amplitude dans JBR*" x R") qui dépend des paramétres > O et
z € [0, Z] et satisfait la propriét€Q, ) pourl < |e| + |B] < 2 et telle que g(z .) est indépendant dg, y, &).
Siu(x, &) € S" pour unre R, alors nous avons

O-{qA ,Lt} (Z, Xs‘f) - QA(Z, X, X’.f) /J(X"f) = Amzéd?(z’ X9§)7 O <m< pP— 6’

ol AT(z x, £) est borné dans B>~ uniformément en et z.

Le résultat suivant est au centre de la démonstration duéhéonl.4.3.
Théoreme 1.4.9. Il existe C> 0 et A, tels que I'opérateur pseudgfiirentiel p(z x, Dy) satisfait

IPA(Z X, DY)ll2,2) < 1+ CA,
pourtoutz,ze [0,Z] telsqueD < A =7 —z< A,.
Démonstration.LOwD p,(z X, Dy)opa(z X, Dy)* admet comme amplituge, (z X, y, &) = e ACu@x+euzy)
qui satisfait la propriétéQ, ). Nous avonsr {pa(z X, Y, &)} — e 2A%@%8) = A, (z X, &), avecda(z X, £) borné
danssg uniformément erz et A par le lemme 1.4.8 (en prenamt= p — ¢). Par le théoreme de Calderén-

Vaillancourt (voir [CV72], [Kg81, chapitre 7, sections 12t [Tay81, section XllI-2] ou [Hwa87]), nous
obtenons I'estimation souhaitée popi (z X, Dy) o pa(z X, Dx) U, )2, 2) Si nous prouvons que

Re 224@*DIy, u) 2 2y < (1 + CA)|lull?, ue ¥ R".
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Nous posongiz(z x,&) = (1 — e ?2a@x))/A pour A > 0. Grace a la propriétéQ( ) nous constatons que
le symbolegs(z x, &) se comporte pour ses dérivées partielles d’ordre zéro ptatier ordre comme un
élément d&* mais, pour les dérivées partielles d’ordre supérieur, commélément dsﬁ"s. L'inégalité de
Garding précisée telle qu’énoncée dans [Bon99, exempled@rhe Refa(z X, Dy)u, U)(22) > —C||u||f2
pour toutu € . (R") ce qui donne

2 —2A D 2
lull?, — Re@ @Dy, u) 2 2 > ~CAl|ull%,

et conclut la démonstration. ]

Nous pouvons maintenant donner les étapes de la démomstlatthéoreme 1.4.3 (pour une démonstration
compléte voir [8]).

Etapes de la démonstration du théoréme 1.48us utilisons le diagramme commutatif suivant

Gz

H S H S
E(S)‘ ‘E(S)
L2 L2
Hz 2

et montrons quéH(z |z, 2 < 1+ CA. Le noyau def; 5 = Gz 5 © E9 est donné par

Az (X, %) = f goealixd) g, (X, &) (£) S dE.

Le noyauD, , de I'opérateutD ) = Az © ﬂ?z,z) est quant a lui donné par
D(z,z)(X', X) = fe.i<X’—x,§>+iA(b1(LX’,,f)—bl(zx,f)) d(u)(xf, X, &) d¢

OUd( (X, X&) = e @) g, (X, £) G5 (%.£) (€)% Nous écrivondn(z X, €) - bi(z X, ¢) =
(X' = x,h(z X, x,£)) ou la fonctionh est réguliere, homogéne de degré unéefg| > 1, et continue ez
a valeurs dan§*(X’ x X x R") par I'hypothése 1.3.1 et la formule de Taylor & I'ordre uul obtenons
que le changement de varialfles ¢ + Ah(z, X', X, &) = H(a zx.x(€) est un diféomorphisme global quans
est siifisamment petit (uniformément ere [0, Z]). Nous notons (A, z X, x, &) = H »(€)- Nous avons
ainsi

-1
(Azx

D(Z’,Z)(X/’ X) :f ei<Xl7X’§>d(Z’,Z)(X/’ X, ‘E:(A’ Z, X,a X, é:)) jA(Za X/’ X, é‘:) dg

oUJA(z X, X, &) est le jacobien, qui est borné de®¥(X’ x X x R") uniformément ez

A partir de la propriété @), en utilisant des techniques proches de celles du lemm® afih de trai-
ter les termes de la formesA(@@X 9+a@x8) | zinsi que leurs compositions avedféients symboles, nous
parvenons & montrer que 'opératéfjy , := E® 0 Dz 0 E® = Hz 5 0 H, , s'écrit de la forme
1
Feo = T(i,z) +AF 5
OUFs , est |O//D de symbolejZAcl(fx~§) etF ., est un @D de symbole borné dargf uniformément en
zetA. Le théoréme de Calderdn-Vaillancourt et le théoréme Hdrthent alors

||7—-(Z’,Z)||(|_2!|_2) <1+CA,

guandA est siffisamment petit. ]
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1.5 Résultats de stabilité et de convergence dans les espace s de Sobolev

Du théoréme 1.4.3 nous démontrons la proposition suivamtéraduit la stabilité de I'opérateuiVy ,
défini dans (1.1.4) quargh| devient grand.

Proposition 1.5.1. Soit se R. Il existe K> 0 tel que pour toute subdivisiof = (29,29, ..., ZV} de
[0,Z] avecO = 29 < AV < ... < ZN) = Z nous avons

VZE [O, Z]’ ||(W‘J3,Z||(HS,H5) < Ka

Si Ag est sfisamment petit.

Démonstration.Du théoreme 1.4.3 il exist4! > 0O tel que siA = Z - z est sdfisamment petit alors
Gz llHs s < 1+MA. Nous obtenons alotsWy llsnsy < [TNH(L+ M+ —ZD)). Nous posonly =
In([To' (1 + MY - 20))). Alors Uy < 25" M(Z*D-20) = MZ. Nous obtenons donieWs dllnse) <
eM?, n

Nous allons prouver la convergence de 'opératé\y , vers I'opérateur solutiotJ(z 0) du probléme

de Cauchy (1.1.1)—(1.1.2) en analysant I'erreur infinitédeé commise en remplacad{(z, z) parG, , a
travers le résultat suivant qui correspond a I'estimatiomel erreur de consistance.

Théoréme 1.5.2 ([10]). Soit se R. Il existeAz > 0 et C > Otel que pour z—z= A, A € [0, Az],
(02 +az(x, Dy)) o Gz 2llHs1 e < CA“.
Démonstration.Un développement de Taylor du symbole d'ordre z€py (X, £), permet de se ramener

au cas ol »(x, &) = 1 par le théoreme de Calderdn-Vaillancourt. Nous définssgp ;) := 97 o Gz ) et
Bz 2 = a(X, D) o Gz ». Nous avons

Az pU(X) = — f X OHNEX g (% £) pa(z X, £) U(X) dX CE.

Considérant icG(»  comme un OIF a phase reelle et a amplitude cﬁﬂmus avons

Beaul(x) = [[ XXM (2 ¢, €) U dx

par le théoréme 2.2 dans [Kg81, section 10.2]0adz X, £) est un symbole ds; donné par l'intégrale
oscillante suivante

oAz X, &) = f f @ 1Y +iA(b1(2Y.6)-D1(2 X)) PA(Z Y, &) a(x, ;) dp dy.
L'hypothése de régularité hdlderienne faite sur le symhbgex, £) donne
ll(az(X, Dx) — @z (X, Dx)) © Gz llHs+1.hs) < CAY,
et nous voyons que le résultat se ramene a montrer que
Az 2 + Bz gllHs2,hs) = 10z + @z(X, Dx)) © Gz 2lHs+2,1s) < CA.
Nous considérons le symbaolg(z x, &) := oa(Z X, &) — a(X, &) Pa(z X, &) = ka1(z X, &) + ka2(Z X, &) avec

ka1(Z %, &) = oAz X, &) — (@ # Pa(Z ) (X&), ka2(Z X&) 1= (8 # Pa(Z ))(X &) — 8x(X, &) paz X, ).
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Le produit de composition des/® donne

ka1(z %, &) = f f g 1 O=y.6-m) (éAv(Lx,y,f) — 1) a,(x, 1) pa(z . &) dn dy,

ouv(z XY, &) = bi(zy, &) —bi(z x, &) = {(y— x, h(z x,y, £)). Il suffit alors d’une formule de Taylor a I'ordre
un et d’une intégration par parties pour obtenir

1
KA,1(27 X, f) = Af ff e’i<X’y"f"l> eiSA(bl(LY»f)’bl(Lx,f))<h(L t’ y’ é‘), Vr]aZ(X’ n)) pA(Z, y’ é‘:) dn dy d$l:X*
0

La forme de cette formule est celle d'une amplitude d’'un Oiévpnant de la composition d’'unyD et
d'un OIF [Kg81, théoreme 2.2, section 10.2] modulo une irdaégn par rapport au parametse Nous
obtenons donc que, 1(z X, &) = Aka1(Z X, €) avecka1(z x, &) borné dan§; uniformément ez et A.

Quant au second terma 2(z x, &), nous le traitons avec une méthode similaire a celle édlidans le
lemme 1.4.8, i.e. en se fondant sur la propri€lg) (satisfaite papa(z v, &) pour factoriser. Nous obtenons
ainsixa 2(z X, &) = Aka2(z X, €) avecka 2(z x, €) borné dan§}, uniformément ez et A. ]

La régularité Lipschitz ez de Wy ; [8, proposition 3.5] permet d’appliquer I'inégalité d’égee 1.3.1 ala
différencel (z 0)(up) — We 2(Uo) :

z
(1.5.1) S[grz)] &7 U(z 0)(Uo) — W 2(Uo)llns < 2[ e 1(02 + az(X. D)) Wi 2(Uo)|Insdz
z€[0,
0

En utilisant a la fois le résultat de stabilité de la progositl.5.1 et I'estimation de I'erreur infinitésimale
donnée par le théoréme 1.5.2 nous obtenons le résultat dergence suivant.

Théoreme 1.5.3 ([8, 10]). Soient s= R et0 < r < 1. Alors I'opérateurW; , converge vers I'opérateur so-
lution U(z 0) du probléme de Cauchy (1.1.1)—(1.1.2) dagd £1(R"), HS"(R")) uniformément en z quand
Ay tend vers 0 avec un ordre de convergence d’'oree—r) :

Wz = U@ O)lgass ey < CAZ, z€[0,2].

De plus, I'opérateurWs, , converge fortement vers(d 0) dans L(HS1(R™), HS*}(R™)) uniformément en
ze [0, Z].

Nous rappelons que correspond a la régularité holderienne du symlatex, £) que nous avons supposée
dans I'hypothése 1.3.1. Les estimations pour 0 < 1 s’obtiennent par interpolation entre les espaces de
Sobolev. La convergence forte s’obtient en approchantrdition initiale ug par un élément plus régulier,
disons dangis*?(R").

On notera une fois de plus que le résultat de convergence@stet non modulo un opérateur de régula-
risation comme dans le cas de la construction d’'une paranuéaissique lorsque le symbo#z x, &) est
sufisamment régulier en

Une caractéristique importante de I'approximation prégosst de donner des méthodes numériques (que
I'on peut rendre flicace au moyen d’approximations supplémentaires — voiritthap) mais aussi de
propager les singularités de la condition initialede telle sorte que le front d’'onde dé’y ,(ug) converge
vers celui d&J(z 0)(up) lorsqueAy tend vers zéro. C’est le sujet que nous abordons maintenant.
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1.6 Propagation des singularités, convergence du front d'o nde
1.6.1 Propriétés géométriques de Wy,

La théorie des OIF fire un cadre naturel pour I'étude de la propagation des sniggd par I'opérateur
“Wa 2. Nous avons déja vu que porr— z sufisamment petitz < Z, le propagateur couche mince est un
OIF global a phase complexe.

Nous avons vu plus haut que la composition des propagateurhe mince peut se faire naturellement
puisqu’ils sont continus d¢&’ dans.” (resp.’’ dans.”’, resp.H® dansH?®). Nous allons maintenant
prouver que I'opérateur résultant de telles compositishgrcore un OIF & phase complexe.

Nous rappelons qu’une fonction de phase complexe défindléarent un idéal canonique (ou un idéal
lagrangien modulo l& twist » habituel) de fonctions sur I'espace cotangent [HOr85ktj@@@5.4]. Nous
avons vu plus haut (lemme 1.4.1) que la phage) (X, x, &) définit un idéal canonique (resp. lagrangien)
Jiz.» (resp. 0z.»)") de maniere globale. On désigne @dar = le sous-ensemble d&{((X’) x T*(X)) \ O

ou toutes les fonctions dk;, , s’annulent. Cet ensemble coincide avec la relation canerggnérée par la
phase dans le cas d’'une phase réelle.

Nous regardons tout d’abord la composition de deux propagatouche mince. La composition de deux
OIF globaux donne un nouvel OIF global quand la compositgiiingective, propre et par exemple transver-
sale [HOr85b, théoréme 25.5.5]. Un point fixe de Banach ped@enontrer les deux premieres conditions
[15]. La composition est prouvée transverse si nous mostogue la phase résultante est non-dégénérée
(voir proposition 25.5.4 dans [H6r85b] et [15, proposit®A] pour la réciproque).

Lemme 1.6.1. Il existeA, > OtelquesiZ >Z >ze[0,Z] avecZ —Z < AsetZ —z< A, alors

bzz2(X" X E X, &) 1= ) (X', X, ) + iz (X, X, &)
est une fonction de phase non-dégénérée de type positif’suiXx (R3" \ 0).

Remarque 1.6.2. De fagon habituelle la variablg est maintenant considérée comme une variable de
phasé au méme titre qug& et¢. Un léger changement de variables permet de rendre cetteli®fonction

de phaseg » », homogene de degré un par rappoft,& et« X' ». Nous ne rentrons pas dans ces détails
ici (voir [15, remarque suivant le lemme 2.6].

La démonstration du lemme se fait en considérant la streictes diférentielles partielles déx ¢ 7 2,
069wz 2.2, €10s b 22,1 = 1,...,Nn, par rapport aux variables’, X', x, &, £ et en montrant que la matrice
résultante est de rang plein quand leé&lenceg”’ — Z etZ — z sont sdlfisamment petites [15].

Nous obtenons ainsi que I'opératékiy- »y0G(» , est un OIF global de phase complexg » »(X”, X, &', X, £).
En appliqguant le méme raisonnement pour la compositionaedqe deux opérateurs nous obtenons le ré-
sultat suivant.

Théoreme 1.6.3 ([15]). Soitp = {20, 2Y, ..., ZV} une subdivision df0,Z] avecO = 2% < 24V < ... <

2N = 7 telle que #V — 24V < Aq. Soit ze [0, Z], avec X < z < ZD, 0 < k < N. Alors 'opérateurWs

est un opérateur intégral de Fourier global d’ordre O/sj est syfisamment petit. Sa phase est complexe et
donnée par

k

= (x= XY, £0) 1 (2 29) ay(2¥, %, £9) + (0 — XD, ) 1 (@) - AD) @y (D, X0, £6°),

i=1

2par variables de phase nous entendons les variables quiémeent dans la représentation par intégrale oscilldnteoyau de
I'OIF, par exemple uniquemegtpour la phase (X', X, £).



16 1. Représentation de solutions d’équations hyperbediguar produits d’'opérateurs intégraux de Fourier

.....

Commentaire 1.6.4. Le lecteur habitué a la construction d’'une paramétrix pawe équation hyperbo-
lique connait les diicultés que I'on rencontre en présence de caustiques. lefadtet changer de phase
a la traversée de la caustique et prendre en compte les chantged’indice que cela géneére. Ces as-
pects sont pris en compte par I'amplitude de I'OIF qui est seetion & valeurs dans le fibré de Maslov
[Hor71, DH72, H6r85b]. Ici la représentation proposée élgds dificultés. En éet, & aucun moment
nous ne cherchons a minimiser le nombre de variables de pitiisées (ici les variables de phase sont
une représentation globale de I'idéal canonique associég a En prenant = Z — z sufisamment petit,
nous prohibons la formation d’une caustique dans l'intéea, Z] pour I'opérateuig» . Dans [5], cette
argumentation géométrique est développée; la taille maeimu pas discreh est alors donnée a partir
des variations du symbolz, x, £) en fonction des variables transverse&Jn tel critere est important en
pratique lorsque I'on veut étre slr que toutes les caustiqoebien été prises en compte.

.....

(1.6.1) £ — g+ 4 A+D  ADYg by (D, XD g0 = 0,
(1.6.2) XU x4 (AD — ANYgby (AD, 0D gDy =0, j=0,...,k

et (2D, xi*D, ey = 0, j = 0,...,k.

,,,,,

25.4.7]. Pour mieux comprendre son rapport avec le flot ataristique associé au hamiltonien &3)(z x, &)
nous allons maintenant analyser sa structure.

1.6.2 Propagation des singularités, convergence du front d ‘onde

Nous considérons le systéme hamiltonien assoeig & Im(a;)

dx dé
(1.6.3) Gz = Oz x8), 3 = Oz x8).
Nous désignons par, son flot. Nous notons que I'hypothése 1.3.1 assure I'exgsten I'unicité des solu-
tions de (1.6.3) pouz € [0, Z].

Nous observons maintenant que les équations (1.6.1)2]Xdment un schéma discret a un pas pour ce
systeme hamiltonien. Ce schéma est explicité&,emais implicite enx. Des résultats standards d’'analyse

numeérique (voir par exemple [Gau97, HNW93]) montrent quelrsthéma converge uniformément pour

une condition initiale qui reste dans un domaine bornd d&"). L'ordre de consistance du schéma est

donné par la régularité holderienne 2de (-d:b1, 9xb1). Nous obtenons donc le résultat de convergence
suivant.

Lemme 1.6.6. Soitp = {Z%,ZV),....ZV} une subdivision df0, Z] avecO = 29 < AV < ... < AN = Z.
Soit K un compact de TR"). Il existe C> 0 tel que, pourAy = max<i<n_1(Z"Y — 2V) syfisamment petit,

(1.6.4) 0D.60) —xa0 (.60 < cag, (K969 ek,

ol j=0,....,Net(x® D) i=1 .. N,sontles solutions de (1.6.1)—(1.6.2).
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Ak+1)
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0 20

(40.6) (%.£)

Fic. 1.1: Convergence du flot hamiltonien discret loin de lagagitic; est non nul.

Remarque 1.6.7. Il estintéressant de constater que le schéma numériquewlatequi esk cachés dans

la définition de'Wy ; que nous nous sommes donnée, est du type Euler symplecHtjué0R]. Ce type
de schéma préserve la forme symplectique a chaque étapeakdprd’intégration et ainsi le volume dans
I'espace cotangefit*(R™) \ O est conservé le long de ce flot discret.

Les singularités des solutions du probléme de Cauchy §+(1L.1.2) ne peuvent se propager que le long des
bicaractéristiques qui sont solutions de (1.6.3) et poaguellesc; est nul [Tre80b, théoréme 2.2, section
XI.1, X1.2]. Nous posons donc

Q= ([o, 7] x(T*(R“)\O)) \ supptr), Q= {(x&) e T RM\ 0| (zx &) eQ), ze[0,Z].

L'ensembleQ est un ouvert et nous faisons I'hypothése suivante.

Hypothése 1.6.8. Q est non vide.

Si une bicaractéristique issue gg= (X, &o) reste dan$2, pour toutz alors la propagation de singularités
le long de cette bicaractéristique est assurée, ce qui stenemadaptant, par exemple, la démonstration
du théoréme 23.1.4 dans [HOr85a]. En fait dans un voisinade bicaractéristique tout se passe comme si
¢, = 0 dans le probléme de Cauchy (voir la démonstration du lemBdehs [15]).

Pour appréhender la propagation des singularités parftgérWy , nous avons I'estimation suivante :

WF(’WQ;VZ(UO)) C J(Zz(l) ZOR © WF(LIo), Up € eyﬂ(Rn).

,,,,,

On remarquera ici qu'il est utile de considérer la phase désd@mme une phase complexe. Ainsi la
propagation des singularités dans la régiorcpot- 0 est immédiatement exclue. Ceci n'apparaitrait pas
aussi directement si nous considérions les opérateurs ealemOIF a phase réelle et amplitude dﬁﬁls

Comme pour 'opérateur solution du probléme de CauchyX}{1.1.2), nous pouvons préciser les choses.
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Proposition 1.6.9. Soient K un compact d&y et Z < [0, Z] tels que toute bicaractéristique(y©®) issue
dey©@ e K \ 0 en z= 0 satisfaity,(y(?) € Q, pour tout ze [0, Z’]. Sous ces conditions, il existexdO tel
que siAy < d et ze [0,Z'], avec & < z < Z¥D, |e sous-ensemble KO est dans le domaine de la relation

,,,,,

.....

Démonstration.La premiére partie du résultat est contenue dans le lemn@ P.6ur montrer la propaga-
tion effective du front d’onde par 'opératedd’y; ; nous utilisons I'ellipticité dez(» , loin du support de
c1(z .). Voir [15] pour les détalils. ]

Ce résultat permet de voir facilement que le propagatewl®minces(, ,, ne satisfait pas les propriétés
d’un semi-groupe ni celles d’un systéme d’évolution ; ietenous voyons que

Jz2r # Jz'2)r © Jz 2R

Combinant les dférents résultats de cette section, nous obtenons le théaémronvergence microlocale
suivant qui est illustré dans la Figure 1.1.

Théoreme 1.6.10. Soienty(.) € H*°(R") et Uz .), z€ [0, Z], la solution du probléeme de Cauchy (1.1.1)—
(1.1.2). Soient Z € [0,Z] et K un compact de TR") tel que pour touty® = (x© £0) e K\ 0 la
bicaractéristiquey,(y?) satisfaity,(y©?) € Q, pour tout ze [0, Z’]. Alors siy©® e K N WF(up) nous avons
xz (@) e WFU(Z’, .)). Pour une subdivisio® de[0, Z], avecAy syfisamment petit, nous avons alors

dist (x2(y?), WF( Wy 2(Ug))) — O, quandAg — 0

uniformément par rapport &#? e K n WF(up) et ze [0, Z’]. De plus la convergence est d’ordte

Nous rappelons que est I'ordre de la régularité holderienne dans I'hypothé8ell

Commentaire 1.6.11. Le résultat du théoreme 1.6.10 compléte celui du théorehad. En dfet la conver-
gence dans les espaces de Sobolev n’exclut en rien que tedfoorle de'Wy; ,(Up) Soit sans rapport avec
celui de la solutior(z 0)(up) du probleme de Cauchy que nous considérons. Ce résultatuestl pour
certaines applications. Celle que nous avons en tétemstjérie sismique (voir le chapitre 2) ou le support
singulier est précisément ce que I'on cherche a analyserltilarage du sous-sol obtenue.

Ce résultat est important aussi lorsque I'on considéere $same a la limite dans I'approximation proposée
comme une réalisation d’'une intégrale de chemin (de typarfan) pour représenter la solution. Alors la
propagation des singularités correspond a la propagaidéergie le long des chemins stationnaires.

1.7 Le cas des systemes

Prenons maintenant le symbdalé, x, &) sous la forme d’'une matridex k, k > 1, ou chaque élément est
du premier ordre. Quand le symbole principa(z x, £) est diagonalisable avec un diagonalisetz, x, &)

qui est un symbole matriciel d’ordre zéro, nous pouvonssamger d’appliquer au systéeme un opérateur
elliptique de symbole principal(z, x, ¢) et ainsi se ramener au cas scalaire (comme cela est faitreéa pa
dans [Kg81, chapitre 10]). Cependant la solution n’estsabitenue que via une paramétrix de cet opérateur
elliptique. C’est précisément ce que nous ne souhaitonfapasar alors la solution obtenue n’est connue
gue modulo un opérateur régularisant.

Avec certaines hypothéses sz, X, £) nous allons développer une méthode similaire a celle deazdaire :
les OIF considérés sont alors a phase matricielle. L'exterggie nous faisons n'est pas triviale a cause de la
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perte de commutativité des phases et des amplitudes eleseean particulier si nous souhaitons appliquer
des arguments de composition de ces opérateurs. Cettsiexteous parait importante car de nombreux
problémes hyperboliques issus de la physique peuvent@traifés sous forme d’'un systéme du premier
ordre. Un exemple est le systéme de I'élastodynamique.

Nous utilisons la notatioMkS[T&(quRp) pour désigner les symboles matricikisk composés d’éléments
dan§g]6(Rq xRP). Le produit de compositioa#b désigne alors le symbole matricielb)i; = X ai #hx;.
Pourr € R, 'opérateurE® désigne maintenant I'@D de symbole diagonak)'ly.

1.7.1 Systemes symétriques

Nous considérons un probleme de Cauchy de la méme forme quel){(1.1.2) avec cette foig €
(HS(RM)X et le symbolea(z x, £) vérifiant 'hypothése suivante.

Hypothése 1.7.1. Le symbole matriciel principal de a; & X, &) = —ib1(z X, &) + ¢1(z X, &), est tel que b
et ¢ sont tous deux continus en z & valeurs dafS (X xR™) et homogeénes de degré un&mour|é] > 1.
Les matrices iz x, &) et g (z x, &) sont de plus hermitiennes ef(z x, £) est positive.

Le reste du symbole d€zx, £), & savoir &(z x, &) := a(z x, &) — a1(z X, £), est continu en z & valeurs dans
MSO(X x R,

Linégalité de Garding précisée pour les systéemes (voirdeNthéoreme 3.2], [Vai70], [Tay81, chapitre
VII]) permet d’obtenir une inégalité d’énergie similairealle du cas scalaire (voir aussi [CP82, théoréme
6.4.3]) ce qui donne I'existence et I'unicité d’une solutians#([0, Z], (HSR™)NE°([0, Z], (HS*L(RM)X)
pour le probléeme de Cauchy que nous considérons. Nous désiggomme précédemment pa(z, 2)
I'opérateur solution.

Pour pouvoir définir proprement notre propagateur coucheenans le cas des systemes symétriques nous
faisons I'hypothése supplémentaire suivante sur la parineipale du symbole;(z x, £).

Hypothése 1.7.2. Il existe Wz, x, &) continue en z & valeurs danml,S°(X x R"), unitaire, homogeéne de
degré zéro ed, pour|é| > 1, telle que

bi(z X, &) = W(Z X, &) db(Z X, &) (W(Z X, &)Y, C1(Z X, €) = W(Z X, &) de(z X, &) (W(zZ X, &)Y,

ol dy(z x, &) et d(z x, &) sont des matrices k k diagonales dont les éléments sont continus en z a valeurs
dans S(R" x R") et homogeénes de degré ungrmour ¢ > 1. (Les éléments diagonaux dgz x, £) sont
positifs puisque £z, x, &) > 0.)

Nous disons que le symbole matric&lz x, £) est« géométriquement régulieren référence a la termi-
nologie utilisée dans [MZ05, définition 2.2 (ii)].

L'hypothese 1.7.2 est satisfaite par exemple si les valpropres deb(z x, ) et ci(z x, £) sont de mul-
tiplicité constante puisquie(z x, £) et ci1(z x, £) sont hermitiennes [Kat80, section 11.4] et si les matrices
bi1(z x, &) etcyi(z x, £€) commutent. Cependant, I'hypothése 1.7.2 est bien pluérgénet permet leroise-
ment¢* de valeurs propres.

Nous posons(z x, &) = (W(z x, &)™t = (W(z x, &) etd(z X, &) := —idp(z X, &) +de(z X, &). Nous désignons
pardy(z x, &) etdq(z %, &), 1 < | <k, les éléments diagonaux des matridg@, x, &) etd:(z x, £). Comme
dans le cas scalaire nous supposerons que les élémentaaliagied.(z x, £) satisfont la propriétéR|)
avecL > 2. Nous posonpg = 1-1/L et§ = 1/L (le casL = 2 est vrai par défaut par le lemme 1.4.6).

E_xemple 1._7.3. L'opérateur c_Je Diracz?:l @Dy, + mB possede un symbole principal hermitien. Les ma-
trices de Dirac sont les matrices<4 suivantes

(0 o . (01 (0 i (1 0
aJ_(UJ_ 0), =123, aVGCO'l—(l 0),0-2_(i 0),0-3_(0 _1).
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Les deux valeurs propregé| sont de multiplicité constante égale a deux et nos résudtappliquent. A

la différence de la formule du produit de Trotter, nous n’utilispas le semi-groupe obtenu emelant»
l'influence du paramétre d'évolution dans le symbole (vairdmarque 1.1.1). Un résultat de convergence
de la formule du produit de Trotter pour cet opérateur engmés d’'un potentiel peut étre trouvé dans
[1IT04].

Le propagateur couche mince peut étre maintenant définopam@yau matriciel
G(Z,Z)(X’, X) := fei<x"x’§>g(z,z)(x’,§)e‘Aa1(ZX/"f) dg,
avecq(y »(x, £) 1= e %X Ce noyau est bien défini grace a I'hypothése 1.7.2 qui pediéetire

Gea(X.X) = [ €% g (X (z X e 4Dz X. ) .

et donc chaque élément du noyau peut étre écrit comme uneesdmnoyaux scalaires d’OIF globaux de
la forme décrite dans la section 1.4.

Le théoréme 1.4.9 peut étre adapté au cas présent et noumgauentrer le résultat de régularité suivant.

Théoreme 1.7.4 ([20]). Soit s€ R. Il existeAg > 0 et C > Otels que

G @ 2R3k (o) < 1+ CA,

pourtoutz,z€ [0,Z] tel que0 < A =Z —z< Ag.

Démonstration.Nous donnons ici une idée de la preuve et ddéBcdités rencontrées du fait de la non
commutativité des matrices impliquées.

Nous observons que si nous €crivogg,, (X, &) = lk + Adr »(X, £), par la formule de Taylor, aveg;,
borné dans\,S°(R" x R") uniformément em etz, nous obtenong , = g'(;,‘z) + AG(z 5, OU l'opérateur
gé; , est de la méme forme q@g; , avec 'amplitudey, » remplacée pali. Nous pouvons montrer que

||§(Z,Z)||((Hs)k,(Hs)k) < C, pourA sufisamment petit. Sans perte de généralité nous pouvons doposar que
ao(z x.¢) = 0.

Nous travaillons avec le méme diagramme commutatif queldaf&nonstration du théoreme 1.4.3 page 12.
Le noyau deB; ) := G(z.» © EC9 est donné par

Biz.(X,X) = [é(w—x,&e—Aal(zx/,g) @) Sde,
alors que celui de son adjoint est donné par
BZz',z)(X/,X) = fé<X’—X,§>e—iAbl(Z&é“)—Acl(zx,g) <§>_s df,

puisque les matricels; (z x, &) etci(z x, £) sont hermitiennes. Nous définissaBg, ) = B o © BE‘Z,’Z) et
son noyau s’écrit

Diz.»(X, %) = f d (X =%&) g=Aa(2X§) g-1Abi (2 x.€)-Aci(z.x.£) <€>723 de,
ou encore

Diz.(X, %) = f &0 (w(z Je @z ) (X, &) (W(z, Je iz, .)) (x.&) (&) > de.
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De la formule de Taylor au premier ordre nous obtengms<’, &) = V(z, X, &) + (X' — X, ¥(z X, X, £)), avec
Uz X, x, &) borné dans 1, S°(X’ x X x R™)" uniformément erz. Nous écrivons alors

Dz.»(X,X) = Dz.21(X, X) + Dz 5.2(X, X) + Dz 2 3(X, %),
Diz.aa(X,x) = [ XX On(z, X, §)e A dExly(z, X £) (£) P dé,

Dz 22(X,) = f Iz X, e MK —x Uz X x.£)) Wz x. e M (z x. ) (&) > di,
et
D(z23(X, %) = — f dXxw(z X, §)e—A(d(zx’,§)+a(Z>@§))<X' - X,z X, X, &) (&)~ de.

Nous prouvons alors les estimations suivantes pour lestés associ€f), 1, D 2.2, €tD(z 2.3,
IE® 0 Dz 41 0 E(s)||((L2)k,(L2)k) <1+CA, IE® o (D 92+ Diz.z3) © E(s)”((LZ)k,(LZ)k) < CA,

pour un certairC > 0, uniformément ez € [0, Z] et A, A sufisamment petit. La premiere estimation est
obtenue a partir de I'équivalent du théoréme 1.4.9 pounjsemes symétriques. ]

A partir de ce résultat nous obtenons, comme dans le casrecdastabilité de I'opérateuty; , que nous
définissons comme dans (1.1.4). La convergence se prouv@eaans le cas scalaire a partir d’'une esti-
mation de consistance de la forme du théoréme 1.5.2. Undiegréessentiel de la preuve du théoreme 1.5.2
est la formule de composition des/D et OIF donnée par le théoreme 2.2 dans [Kg81, section 10r2].
ce résultat ne s'étend pas directement au cas des phaseshetiey matriciels. Nous le remplacons par le
résultat suivant qui diere de la forme escomptée par un terme résiduel qui, clangmes sans importance
pour la suite de la démonstration de la convergence de Bopériyy; .

Théoréeme 1.7.5. Soientp’,p” € [3. 1] et soientu(z x, £) borné dansM, Sy (X x R") uniformément en z et
I'opérateur A , défini par

A @) = [ €500z (¢, e X0 u(x) i dx.
ou0<z<7Z <Z,A=7 -2 etopy(X,¢) estborné dansMkS[ro,(X x R") uniformément en’ 2t z. Alors,

pour A syfisamment petit, nous avopéz, X, Dy) o Ar 2 = Bz + A Rr», OU pour tout se R il existe
C > Otel quelRz yll(usy smmyy <C,0<z2<7Z < Z, et l'opérateurB» ; a pour noyau

B(z,z)(X',X) — fé’(><’—><,£> Q(Z,Z)(X',f)éAbl(Zx/’f) de,

avec @ »(x,¢) borné dansMkSﬁnfg,p,,p,,)(X x R") uniformément en’ 2t z et donné par I'intégrale oscil-
lante

Uza)(X.€) = f f X 1z X, 1) 0z (Y. E)PaZ Y, €) Wz, , )@NEE X Dy (7 y, &) dip dy,
avec p(z Y, &) = e 2a@yd),

Nous obtenons ainsi le méme résultat de convergendd’ge dans les espaces de SobolBF(R")* que
celui donné par le théoreme 1.5.3 dans le cas scalaire. teateest renvoyé a [20] pour les détails.
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1.7.2 Systemes symétrisables

De nombreux systemes hyperboliques du premier ordre ngasitmédiatement symétriques mais plutbt
symétrisables. Par exemple, partant d'une équation hgpgue d’ordrek, k > 2, nous pouvons la refor-
muler comme un systemex k du premier ordre [Tay81, CP82]. Ce systeme n’est alors paesique
mais par exemple dans le cas strictement hyperbolique, siyesétrisable. Il nous est donc apparu comme
naturel de considérer non seulement le cas symétrique msssla cas symétrisable dans notre étude. Un
autre exemple est le systéme de I'élastodynamique écritrares de la vitesse et du champ de contraintes.
Il est symétrisable si les multiplicités sont constantes.

Par symétrisable ici nous entendons que le symbole mataide x, £) satisfait I'hypothése suivante.
Hypothése 1.7.6. Il existe une matrice k k inversible I(z, x, &) qui est bornée dans,S°(X x R") unifor-
mément en z, homogeéne de degré zérg, & > 1, avec(L(z x, £))~* satisfaisant les mémes propriétés, et
telle que a(z x, &) = L(z x, &) a1(z %, &) (L(z x, &)1, aveca; = —if1 + v, satisfaisant les hypothéses 1.7.1
etl1.7.2.
Nous faisons de plus I'hypothése suivante.
Hypothése 1.7.7. Le symbole matriciel (z x, £) est Lipschitz continu, au sens ou

L(Z,%.8) - Lz x&) = (Z - 2L(Z, 2 x.&),
avecL(z,z x, &) borné dansM,S°(X x R") uniformément en’ 2t z. La méme propriété est alors naturel-
lement vérifiée par @ x, &) := (L(z x, &)

Ces deux hypothéses permettent de démontrer une estintééioargie a priori de la forme de (1.3.1)
[CP82, chapitre VI], et donc I'existence et I'unicité dedusions du probléme de Cauchy de la forme de
(1.1.1)—(1.1.2). Les deux hypothéses permettent aus®fit@rde propagateur couche mince et I'opérateur
Wy, comme dans le cas symétrique.

Ici aussi, un résultat de convergence de la forme du théofiem® se démontre une fois que nous avons
montré la stabilité déVy; ,, c’est a dire un résultat similaire a la proposition 1.5.épéndant, nous ne par-
venons pas a démontrer une estimation de la norme d'opédegl, ) comme dans le théoreme 1.7.4 et
qui est essentielle dans la démonstration de la propoditla. Cela est di au fait que la matriog, x, £)
n’est pas unitaire, alors que le caractére unitaire du dialigeur est utilisé dans la démonstration du théo-
reme 1.7.4 dans le cas symétrique. Bien que nous ne puigss®urnir tous les détails ici nous allons
indiquer comment nous parvenons a montrer la stabilit®#te, quand%| devient grand.

Nous définissons les OIF & phase matricielle suivangs(H==(R"))X,
(1.7.1) Hy,(U)(X) = f f X *g, (X, E)L(zZ X, £)e 2 EDu(x) dx d,
(17.2) H, (U)(X) = f f X *Ig, (X, e XD Rz X, €) u(X) dx &,

(173) Hiea@() = [[ € gea(x. 90> ux dx

et

(17.4) HE o) = GeaX) = [[ €595 (X, L2 X, O IRz X, &) U dX &,
ainsi que les opérateurs suivants formés a partir de cotigusides précédents Ol < I’ <N = |$|-1):
Id sill =1,
Gan...0) = (G 2r-) sill-1=1,
G 4r-1) © ++ © G 0) sinon,
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Id sil’ =1,
7{';@) ,,,,, ) W(z“’) -y = G 4r-) sil’=1=1,
7-{(2(") A 1)) (o] 7‘{(20/ 1) A~ 2)) O--+0 7_{(2(”2),2('*1)) o 7‘{(2(”1) Z(')) Sinon,
et
Id sil’ =1,
(]‘{(rz(m ,,,,, 0y = 74{(2«/) A1) sill —1=1,

‘H(Za ) AV-1)) OO 7‘((z('+2>,z<|+1)) © W{Z(nl)’z(l)) sinon.

On notera que la stabilité de la norme d’opérateuﬂéfﬁ) ) guand le nombre de termes dans la compo-
sition devient grand est assurée par le théoréme 1.7.4 diygsgrique qui s’applique &y ).

Notre argumentation s’articule autour de la remarque stévalorsque nous composons les opérateurs
G z) €t Gz », nous souhaitons naivement que la contributiorRf#, x, &) dans 'amplitude du premier
—voir (1.7.4)—- compense celle d€z, x, £) dans 'amplitude du second. Malheureusement c’est faipade

la nature méme du produit de composition des OIF. En revamehie simplification peut se faire quitte a
accepter que des ternjepérateurs parasites> apparaissent. Dans [20] nous montrons qu’une partie de
ces termes est detaille » Ay et que l'autre partie fait apparaitre de tels termes au aessompositions
suivantes. La diiculté réside alors dans la gestion de ces tergarasites qui s'accumulent & mesure
des compositions daré/y, ,.

Les résultats fondamentaux sont les deux suivants.
Lemme 1.7.8. Soit|> 5. Nous avons

-4
(1 7. 5) Q(Zm ,,,,, 29) = j(z(l) Z0) + Aqgg(za) ,,,,, 73) © K + Mz(') o [|d + Aslg Z K o j(z(]) z(o))]
j=0

j-5
+ Ay Z {Q(za) ,,,,, Ay © K o (|d + Ay Z K o j(z(l) Z(o))]]
j i=0

avec la conventio@i;loﬂ( o 5(20)10)) =0, 00M; := | - L(z x, Dx) o R(Z X, Dy), et ot I'opérateut )
0<I1<I' <N,estde laforme

(1.7.6) j(za ) 20) _(}{(z(' )20

Ir
Ay Z 7_{(Z(' ..... Zm+1) © Ko 7_(z(ml E-0))

.....

I+1<m<l’-1
r Ir
+ Ay Z (H(z<'> ,,,,, A1) oK o (H(zm -1, Amaeny ©
l+2r-1<my<l’ -1
+2r-1; rn- HEINe} (Z<m2 1) Z(m1+1)) [e] 7( o 7_{2(”‘1 1) Z(D)
1+3smp<mg-2
I+1<mp<mp-2
r Ir
+ Ay Z (}{(z(" ..... z<W+1)) oK o 7—{(2("‘# b Am_gen) ©
l+2r’ —1<m ., <I’-1
T 0 H ey gy © KO H iy 1y a0y
1+3smp<mg-2
l+1<my<mp-2

avec f = E((I" - 1)/2) et oUK est un opérateur genérique qui Verifi&| sy s < K. Pour x € R,
E(x) désigne la partie entiere de x. Loperate\mgjm ) @ la méme forme qug ) ) avec I'opérateur

?{(';,, ,,,, 4y €MPplacé & chaque fois pal,,, ...



24 1. Représentation de solutions d’équations hyperbediguar produits d’'opérateurs intégraux de Fourier

Lemme 1.7.9. Il existe S> O et C > O telles que
@77 1T @)l < SE% T @ )l gy < SE5 0TI <N,
pour Ag syfisamment petit.

Pour simplifier, prenons ici des subdivisiofistelles queAy < CZ/N pour une certaine constanz i.e.
nous considérons des subdivisions quasi-uniformes. Desés précédents nous obtenons

|
1G a0 20 o gy < A+ ApB D G0 a)ll e ey
=3

pour certaines constantéset B positives et 0< | < N.

Si nous posony, | = ||g(z(|'),z(|))||((Hs)k( nous avons alors

Hs)k) ’

| |
Vio<A+AgB )Y Vij <A+ ABY V).
j=3 j=1

Plus haut, nous avons choisi d’utilis#? = 0 comme valeur de départ pauNous obtenons de méme
v
Vig SA+AgB T Vij, 0<l<l <N
j=l+1

Nous définissons alors la suite finM/{o<<n parWp = 1 et la relatioM,; = A + A«BBZ'J-:O W;,0<1<
N - 1. Comme nous avongun ) = Id, 0 < | < N, alorsV;; = 1 et une récurrence immédiate donne
Vit < Wi, 0< | <I” < N. Nous observons alors que pour tout 2,

Wi = W1 + AgBW_3 = (1 + AgB)W_1 = (1+ Ay B)'Wy
| CBZN BZ
= (1+AuB)(A+ AyB) < (1+ T) (A + AyB) < CEE2

Pour l'opérateuriWy; , dans le casymeétrisablenous avons ainsi obtenu le résultat suivant.

Théoreme 1.7.10. Soit s <€ R. Nous supposons les hypothéses 1.7.6 et 1.7.7 satisfaites. il existe
K’ > Otel que pour toute subdivisioh = {Z®, AV, ... ZN)} de[0,Z] avec0=Z29 <AV < ... < ZN =7
et Wy 5, défini dans (1.1.4), nous avons

Vze [O, Z], ”(W‘B,Z”((Hs)k’(Hs)k) < K/,

pour Ay syfisamment petit (avety < CZ/N).

La suite de la démonstration de la convergenceWdg, dans les espaces de Sobol&FR")* se fait
comme dans le cas symétrique. Nous obtenons ainsi le mémkatéde représentation de 'opérateur
solution du probléme de Cauchy (1.1.1)—(1.1.2) dans le easgstéemes symétrisables que celui dans le
cas scalaire énoncé dans le théoreme 1.5.3. Ici la repaésenést donnée par des produits d'OIF a phase
matricielle.



Chapitre 2

Contributions a I'imagerie sismique

2.1 Introduction

En sismologie d’exploration, des données sismiques sopiises en mer ou sur terre. Une fois traitées, ces
données permettent d’obtenir une image du sous-sol utddravaux d'interprétation des géophysiciens
et géologues. En particulier, le support singulier de dettege correspond aux singularités dans le milieu
de propagation. En surface, une source (canon a air, dy@egdéihére une onde qui se propage vers le bas.
Lorsqu’elle rencontre les hétérogénéités du milieu deggapion elle est diractée. Une partie de I'énergie
diffractée est enregistrée en surface par des hydrophones phogés. L'enregistrement dure quelques
secondes. L'expérience est répétée un nombre importanigiaviec des positionsfiérentes de la source.
Le but de I'imagerie est de reconstruire les discontinuitiésous-sol a partir des réflexions enregistrées
dans les données sismiques.

Les ondes impliquées dans I'expérience sismique obéigad&gtuation des ondes élastiques. Dans la sec-
tion 2.2, nous allons faire apparaitre des équations dessaiécouplées, ditasone-ways, qui auront la
forme des équations traitées au chapitre 1. Nous pourrans afiliser la méthode de représentation de
I'opérateur solution par produits d'OIF et étudier sa misgpeatique dans la section 2.3, dans le cas ou
le symbole utilisé est tronqué, par exemple en ne gardantegsigmbole principal. De plus nous allons
faire des approximations sur la phase de ces OIF ce qui dateenéthode dite Generalized Screens
(GS). Apres avoir introduit le probléme d’'imagerie dans eetexte, nous montrerons, dans la section 2.4,
des applications de nos méthodes a des données sismiquigav&kesur la méthode GS a été réalisé en
collaboration avec Maarten de Hoop.

Dans la section 2.5, nous nous intéresserons a la questipnothngement de données sismiques telle
gu’elle est formulée par les géophysiciens : souvent, laséles sismiques sont lacunaires, pour des raisons
variées comme le mauvais fonctionnement ou le mauvaisiposément des récepteurs. Cela crée des
« trous» dans les données. On souhaite alors pouvoir combler cesdscparfois substantielles, a partir
des données que I'on possede. Nous donnons une formulatoosiocale de certaines méthodes employées
en pratique. Ce travail a été réalisé en collaboration aviso\Malcolm et Maarten de Hoop.

2.2 Découplage microlocal en champs montant et descendant d e I'équation des ondes

Nous montrons ici comment nous pouvons faire apparaitreédeations de la forme traitée dans le cha-
pitre 1 a partir des équations des ondes habituelles en piécdumicrolocalement ce qui se propage dans
une direction de ce qui se propage dans la direction oppaséeratique cette direction est la profondeur.
Pour simplifier, nous traitons ici le cas d’'une équation dedes scalaire, correspondant & un probléme
acoustique. Le cas élastique est par exemple traité da®dg]a@d [14] pour le découplage de la partie

25
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principale de I'équation. La méthode se fonde sur celle ggotaour le traitement de la réflexion des sin-
gularités [Tay75]. Nous résumons ici la présentation derttahs [Sto04] ou le symbole entier est découplé
modulo un opérateur régularisant.

Nous considérons I'équation des ondes acoustiquesRlans

n
(2.2.1) —p %07 + Z ay,playj] u=F,

=1
oup est la densité du fluide, etla vitesse des ondes. Ces deux fonctions sont supposéegimiites du
temps ici et régulieresd” (R")) avec de plus G< pg < p(y) < p1 et0< ¢y < c(y) < ¢, Y € R". Nous
écrivonsp(x, z Dy, Dy, D;) = p~2¢?D? — 3171 Dyp 'Dy, — Dy 'D; avecz = yy etx = (y1.....¥n-1). Le
symbole principal ety (t, X, z, 7, &, £) = p~t(c2r%—|£2—¢?). Ecrite sous forme matricielle I'équation (2.2.1)
devient

_ [0 Ap _ Au (0
D w(t, X, 2) = G(X, z Dy, Dy) W(t, X, 2) + f(t, X, 2, avecG_( A 0 ) W—( o-1Du ) f_( F )

OU A est 'OyD de symboley/1+ 72 + |2 et A = p~'c2DZA ! — 3721 Djp~*DjA~1. Nous définissons

16 ={(x27.8) |7 #0,lc(x, )t < i@},  etle = {(t, X, 2T.£,0) | (X 2T.€) € 1§, £ < c5'lrl)

ou® € (0,%). Nous choisissons un tel angke € (0, 5) et tra-
11 vaillons dans la région microlocalg supposant que WH C le.
La Figure 2.1 illustre 'ensemblk, en un certain pointt(x, 2) et
RS a une certaine fréquencel’angle ® est un angle de propagation
N critique que nous nous donnons. La restrictioly dous permet
de rester loin de la propagation dans la direction horidzeniz.,
\ dans la directiorx, lorsque I'on se place sur I'ensemble caracté-
) et ristique Charp). Danslg, G est un @D d'ordre 1 par le théoréme
L 18.1.35 dans [Hor85a].
1£1

En suivant la méthode de [Tay75], nous voyons qu'il existe un
Fic. 2.1: La zone ombrée correspon® € ¥° dansle tel quew = (., W) = Q'w satisfait

a l'ensemblele en un certain point D =GW+f (mode™), f=Qlf,

(t,x,2) et a une certaine fréquenee . B .

L'angle de la direction de propagatiorAvec G = G(x,zDi,Dy) € ¥' dansle, diagonal,G =

est notéd. En pointillé est représenté( P+ O

I'ensemble caractéristique Chaj( 0 b o ) )
Danslg nous avons ainsi découplé ce qui se propage dans le sens

desz positifs, W, , de ce qui se propage dans le sensziedgatifsw_ . Dans [Sto04], il est montré que
peuvent étre choisis autoadjoints.

), olib. est de symbole principal(c(x, 2272 — |¢]2)z.

Nous définissons I'ensembliy, de points {y, Xo, 2o, 7o, £0, {0) t€ls que les bicaractéristiques associées a
b,, paramétrées pa (t(2), X(2), 7(2), £(2)), passant partd, xo, 70, £0) €ENZ = Zo, sont telles que pour tout
z€[0,Z], (X(2).z1(2).4(2) reste dang,, : autrement dit 'angle de propagaticifz) n'excede jamai® le
long de ces hicaractéristiques.

Nous choisissons maintenank@; < @, < 7 ainsi qu'un symbole réel positi(z, x, 7, ¢) € SR xR x

R x R™1) tel quec = 0 dansle, et non caractéristique dans le complémentgleNous étendonb, hors
delg de maniéré&’™, de telle sorte qub, soit réel homogene de degré 1, et nous considérons le preblém
de Cauchy suivant :

(2.2.2) (0, — b, (z %, Dy, Dy) + ¢(z %, D, DY))v = 0,
(2.2.3) v(0,.) =W, (0, .).
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Ce probleme est de la forme de celui traité au chapitre 1. ossnsa(z x, 7, &) = —ib (z X, 7,€) +
c(z x, 7, £). Si certaines hypothéses sont vérifiéesqda théoréeme suivant est démontré dans [Sto04]

Théoreme 2.2.1. Nous avons \= W, (mod%) dans l'intérieur de §,, etv=0 (mod¢®) dans le
complémentaire deg), si les singularités de u se propagent dans la direction desstifs en z= 0, i.e.,
WFWN{z=0,7% >0} =0.

Les équations one-ways» de la forme de (2.2.2) sont intéressantes en géophysiqutieapermettent de

ne considérer qu’'une partie de la solution. Or, les notienshdmps montant et descendant sontimportantes
dans ce domaine. Efet, au cours d’'une expérience sismique, une source génereuop qui se propage
tout d’'abord vers le bas. Ce champ rencontre les singuaditémilieu, par exemple une failles ou des
interfaces lorsque des couches sédimentaires changeatude.Jne faible partie de ce champ est réfléchie
vers le haut tandis que le reste poursuit sa route vers l&bdmut de quelques réflexions le champ devient
extrémement faible. Les géophysiciens ne s'intéressert @otort ?) qu’aux quelques premiéres réflexions
et méme en général uniquement a la premiére. Dans cetteieptige formulatiorc one-ways est un bon
moyen de séparer lesfiirentes composantes du champ et de les traiter une par uihédréme précédent
montre que microlocalement les solutions de I'équationomieles acoustiques et celles de I'équatiamne-

way » coincident si on se place a distance de la direction ho@enCette restriction est en général sans
conséquence en géophysique car la plus grande partie @ediéntilisée se propage a des angles proches
de celui de la verticale.

2.3 Approximations
2.3.1 Troncature

La procédure de découplage des champs montant et descgndartius venons de décrire fournit en fait le
symbole de 'opératewa(z, x, Dy, Dy) sous forme d’une série asymptotiqa&, x, 7, &) ~ Yioa-j(Z % 1.¢),

olas j(z X 1,&) € ¢([0,Z], SYI(R" x R x R") (voir plus précisément [Sto04] ou 'Annexe A de [8]).
Afin de nous ramener au formalisme du chapitre 1, nous regraufes variables et x sous la variable

et ainsit et¢ sous la variablg. Alors a(z x,¢) ~ Xjloa1-j(z X, &). La construction précédente donne le
symbolea(z, x, &) satisfaisant I'hnypothése 1.3.1.

En pratique, le symbole complet n'est pas employé ni mémeuléalLa série asymptotique est plutdt
tronquée et nous utilisons :

k
azx&) =) aiZxé),
=0

pourk > 0. Le plus souvent, seul le symbole principal est consenl@s& = 0. Nous posong, =
Z‘j‘zl a1-j(z x, &€). Nous souhaitons montrer les conséquences d’une teltexipmation sur la représentation
de la solution du probléme de Cauchy,

(2.3.1) ou+alzx,Dyu=0, 0<z<Z
(232) Ulz=0 =Ug € HS(RH),

par le produit d’'OIF Wy, défini dans (1.1.4), en particulier quang tend vers zéro. Nous définissons
ainsi un deuxieme propagateur couche-mi@(g,z), a travers son noyau :

9(2’,2)()(/’ X) = fé(X'—X,§>e—A§(ZX/»§) d’é_‘ = fé‘/’(z’l)(x',X,f) Q(Z”Z)(X/’é_-) d—{_-’

ou Yz (%, &) := e2%(2X4) et la phasey, »(X, X, &) est la méme que celle définie dans (1.4.1). Nous avons
le résultat suivant.
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Lemme 2.3.1 ([10]). Soit s€ R. Il existe C > 0 tel que pour 2z € [0,Z] avec Z > z, nous avons
G2 — Q(Z Z)||(H(s),H(M) < CA p(a(z .) - a(z .)), pour une semi-norme p sur'§R" x R") bien choisie et
A = Z - z syfisamment petit.

Nous deflnlssonS/V , €n remplacang; ,) parg( dans (1.1.4). L'estimation précédente pour la pro-

pagation sur un pas de la discrétisation du parametre diten| z, peut étre étendue au produit multiple
d'OlIF.

Théoreme 2.3.2 ([10]). Soitp = {20, 2Y, ..., ZN} une subdivision df0,Z] avecO = 2% < 24V < ... <
ZN) = Z avecAy = max<ion_1 (2D — Z0). Pour Ay syfisamment petit nous avons

[Waz = Wy e pewy < CZ SuIO p(az.) - az.) €, z<[0.2],

pour une semi-norme p sur§R" x R") bien choisie.

Ce résultat est en accord avec la proposition suivante gbotisht & partir de I'inégalité d’énergie (1.3.1).

Proposition 2.3.3. Soit u la solution du probléme de Cauchy (2.3.1)—(2.3.2) & solution du méme
probléme avec@ x, £) remplacé par é x, ¢). Il existedp > 0 et C> Otels que

uz.) - Uz )linew < CZ s[up] p@az.) - az.)) e“llugllne, z€[0,Z],2> Ao,
z€[0,Z

pour une semi-norme p sur'§R" x R") bien choisie.

Remarque 2.3.4. En imagerie sismique, c’est principalement le front d’'oetlsa propagation qui nous
intéressent. Nous avons vu dans la section 1.6 que cell-gh@uement gouvernée par le symbole princi-
palai(z x, £). Ainsi, nous obtenons Wﬂ{\n’z(uo)) = WF(Wgy 2(Up)), ce qui ne signifie pas pour autant que
Wi, ,(Uo) — W z(Up) soit@>. Nous voyons alors que le théoréeme 1.6.10 est aussi valabtd’approxi-

matlon(W“3 .

2.3.2 Approximations « Generalized Screens »

Nous considérons de nouveau le symtagle x, 7, &) = —ib(z x, 7, £) + ¢(z X, 7, £) obtenu dans la section 2.2
avec les variables et x traitées indépendamment maintenant. Le symbole pringpedy(z x,7,&) =
—ib1(zZ X, 7,€) = —i4/c?(X)7? — |£]? dansle,. La suite de I'analyse, en particulier les approximations
faites sum(z x, 7, £) vont se placer danlg,. Hors delg, les singularités disparaissent et le choix fait pour
b(z x, 7, £) dans cette région importe peu.

Dans le cas d’'un milieu invariant horizontalement, la phdesé#opérateuii, , correspond a celle d’une
transformée de Fourier dans les directions horizontaleshangement de phase correspondant au pas de
propagatiory’ — z, et une transformée de Fourier inverse. Si nous discrétissdirections horizontales et
remplacons les transformées de Fourier par des transferiedeourier discréetes rapides (FFT), la forme de
Wy - donne alors un schéma avec un nombre d’opérations propoeii@Ny log Ny, ou Ny est le nombre
d’échantillons dans les directions horizontales.

En présence de variations horizontales du milieu, le syedfal x, 7, £) et son symbole principah (z X, 7, £)
sont diférents pour chaque poirtassocié a une vitesseffidirentec(x) et 'opération de propagation doit
étre recalculée pour chaque point. Nous obtenons alors amelexité proportionnelle &2 log Ny pour
chaque pas de propagation ce qui n’est pas acceptable,taqupragour des applications telles que I'ima-
gerie. La représentation des solutions de (2.2.2)-(2gaBW , va étre a premiere vue limitée dans son
application du fait d’'un colt de calcul important. Nous pony cependant développer des approximations
pour cette représentation afin d’obtenir des algorithmgsles avec une complexité de I'ordreglog Ny.
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0

\ p
Fic. 2.2: Symboles principaux GS. Celui du milieu exact coroesia la vitesse; celui du milieu référence,

no, correspond a la vitessg ; GS 1 et GS 2 correspondent aux symboles principaux incanpte premier
et deuxiéme terme dans le développement G&de(', &) ; p = 7 1¢ est la« lenteur horizontale.

L'idée de la méthode GS est de séparer les dépendancegthdans la phase des opérateurs afin de
pouvoir « extraire» les dépendances spatiales hors des intégrales de Foupesghgateur couche-mince
G(z.2- Pour cela nous introduisons une formulation par contré&terz e [0, Z], nous choisissongy(2)
etcy(2), aveccy(z) < c(x, 2) pour toutx € R™1. Nous posons alorgy(z 7, &) égal au symbol@(z, x, 7, &)
dans le cas ou(x, 2) est remplacé paxp(2) etp est remplacé pafy. La procédure de la section 2.2 donne
vo(z 7, €) avec son symbole principal égahgco(2)-272 — |¢]2 dansle,. Nous écrivons

gc(%2) = c(@/c(x2 -1 =e&(X 2,  £(x2) =p(X2)/po(2) - 1= &6(x2).

La propagation verticale correspond & 0. Souhaitant une propagation exacte dans cette direction q
est notre direction principale de propagation, nous d@yalos le symbola(z x, 7, ¢) — a(z x, 7, 0) en une
série asymptotique en puissancesde

(2.3.3) az x,7,&) — a(z x,7,0) ~ Zsjm(z, X 7,&).
j=0

Au niveau du symbole principa,(z x, 7, &) cela revient en fait a un développement de Taylor. Pour le
reste du symbole, la méthode utilisée dans [6] consisteatiait d’abord cette formulation par contréste
sur I'opérateurA défini dans la section 2.2 et a procéder a I'identificationtdesmes constituant la série
asymptotique (2.3.3) a travers la procédure de calcul Gustierentiel) dea(z, x, £) de la section 2.2. Nous
référons le lecteur a [6] pour plus de détails.

L'aspect intéressant de ce développement asymptotiqugndiicdea(z, x, 7, £) — a(z x, 7, 0) est que chaque
élément de la série (2.3.3) est de la form@. x. 7.€) = Yoaq, 7z 7. %) i\ (z. 7.£), ou la somme est finie,
maisl; varie. Ainsi, dans chacun des termes de cette somme lesdipess erx eté sont séparées.

Le développement GS (2.3.3) est tronqué en pratique. Now®Bs
Az % 7,6) —aAz X, 7,0) = y0(Z 7,€) — y0(2 7,0) + y1(Z X, 7, ),

avecyo(z 7.€) — y0(z 7.0) = no(2 7€), 11(Z X 7.€) = Yi<jr&'nj(z X, 7,€). La Figure 2.3.2 illustre le
développement GS pour la partie principale du symbole. 8snigjectons maintenant ce développement
tronqué dans le propagateur couche mince nous obtenonsgagateur GS [6, 12] :

GBS, u(r, X) = g MEEX 0-o(ar0) f f X6 grAbo(ere) n@Xnd) (7, x) dx

ou la transformée de Fourier par rapport au temps n’est pliguiée par simplification (les ciients ne
dépendent pas di

1Un facteur d’adimensionnement relatif & la variable trarswgrest aussi utilisé afin d’identifier plus facilement, a travess
puissances, lesf@érents ordres de symbole dans le développement asymptotique.
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La derniere approximation qui est faite est la suivanteg@ie un,

e @) ~ 1~ Ayy(z,X,7,8)) = 1 - &) (270 7z 7.8,
) 2 1 - Ay X, ) =1-A Y > izt i@
1<j<RO<I<l;

ce qui permet de faire sortir les éléments ne dépendant @alsats de I'intégrale de Fourier. Cette derniére
approximation est numériquement valide quaneist petit mais fiecte la stabilité du schéma obtenu. Une
opération de normalisation permet de la rétablir [6, 12].

La Figure 2.3 montre des calculs numériques de la résoldgdig@quation des ondesone-way» dans un
modeéle géologiquement raisonnable. La comparaison éstefaec une résolution compléte de I'équation
des ondes par fiérences finies. Un exemple est donné pour la propagationldeazes élastique pour
lequel nous pouvons aussi formuler des équatioose-way» suivant la procédure de la section 2.2 ; une
approximation GS du propagateur couche mince peut alogsdé&veloppée et mise en pratique dans le
cas d'une phase matricielle (voir [14]). On notera la prinecempte des caustiques par cette méthode
de résolution de I'équatior one-way» (voir le commentaire 1.6.4). Dans le cas élastique on obsanv
couplage entre les ondes de compression (P) rapides et dies aie cisaillement (S) plus lentes (nous
avons simplement pris la vitesse des ondes S égale a la mieitélle des ondes P). Ici nous nous sommes
intéressés a la propagation des ondes dans des milieuxsstrUn type particulier d’anisotropie est traité
pour les ondes P dans [13]. Les calculs avec la méthode GSlaldiggire 2.3 utilisent uniquement le
symbole principal da(z x, 7, £).

distance horizontale (km) distance horizontale (km)
6

profondeur (km)
profondeur (km)

(b)

profondeur (km)
prodondeur (km)

(© (d)

Fic. 2.3: (a) Modéle de vitesse Marmousi (Institut Frangais éirdbe). Blane-1500 njs ; noir=5500 rjs.
L'étoile indique la position de la source ; (b) Champ d’ondenplet calculé par une méthode dé&éliences
finies (deuxiéme ordre en espace et en temps) ; (¢) Champealimodtant acoustique calculé par méthode
GS (ordre 4) au temps=0.9 s; (d) Champ d’'onde montaélastique(composante horizontale) calculé par
méthode GS (ordre 2) au temp<t9 s; la source utilisée est explosive.

2.4 Formulation du probleme d’'imagerie et mise en pratique

Lors des expériences d'acquisition de données sismiquas,motonsla position des sourcesla position
des récepteurs, ¢tdésigne le temps d’enregistrement. Les deux premiereablas sont dans une sous-
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variété deR3 de codimension 1 d@test dan®. Pour simplifier nous prenorssetr dans le plan horizontal
{z=0}ici.

SoitH(Z, 2) 'opérateur solution de

(DSR) (0, +a(z s, Dy, Ds) + a(z 1, Dy, Dy))u(z t, s,1) = 0,
(2.4.1) u(0,.) = ug(.).

Le nom de cette équation vient dedouble-square-root, puisque le symbole principal dgz x, Dy, Dy)
est une racine carrée dahs. La premiére des racines carrées correspond a la propagation entre la
source et le point dliractant et la seconde entre celui-ci et le récepteur. ArpdetH(Z, 2) nous obtenons
I'opérateur de modélisation sismique dans le cadre dedtamation de linéarisation de Born [SDHO05] :

z
(2.4.2) F(oc)(s1.1) == Qr(0)Qs(0) / H(0,2Q(@Q:(@9(z )dz dce &R,
0

ou les opérateur®, (2) et Qs(2) correspondent a ceux de la section 2.g(et.) est donné par

(2.4.3) oz 519 = 6s(s- 1% ) @ S50)

La distribution & support compadt(x), x € R3, représente la partie singuliére de la vitesse de promagati
des ondeg(x) + 6c(x) ol c € @*(R%). Dans le cadre de I'approximation de Born seule la vite$gpest
utilisée dans le calcul d&(z x, 7, £).

Nous pouvons donner une description intuitive de I'actiefrdelle qu’on la trouve dans la littérature géo-
physique (voir par exemple [Cla85]). L'opérateur étanééime, il sufit de décrire I'action d& sur une me-
sure de Dirac§c = dy,, placée eryy = (Xo, 2) (X est la variable horizontale). Nous écrivduéx’, Z, t, X, 2)
I'opérateur solution de la section 2.2 pour I'équationne-ways vers le haut. Alors la solution de notre
modélisation est donnée par l'action léJ(s, 0,t — o, X, U(r, 0, o, X, 2)do- sur 6y, /c(yo), OU nhous avons
oublié ici, pour simplifier, I'action des opérateu@s et Qs qui permettent de passer a la formulatioane-
way ». La convolution en temps que nous avons écitelie » la propagation entre la source et le point
diffractant,yy, et celle entregy, et le récepteur, au niveau gg: Le rapportsy, /c(yo) provient de I'approxi-
mation de Born. En posant

HZZ) (st 8,1, t) = f Uszt-t -8, 2)U(nz 0,1, 7)do,
nous obtenons I'opérateur solution de I'équation (DSRudNabservons alors que nous avons bien
ff HO,Z)(s 11,5, 1, 1) o(Z, S, 1, ) dsdrdtdZ
- f f U(s.0.t - 0, % 2U(r, 0,0 X, 2) 5((% 2) - Yo)/c(yo) dordxdlz

avecg donné dans (2.4.3).

L'opérateur d'imagerie est I'opérateur adjointe des conditions sur permettent de montrer qui€ o F

est un @D (voir par exemple [SAHO06]). L'opérated* appliqué aux données sismiques permet ainsi de
localiser les singularités dt par la propriété pseudolocale deg@ Les méthodes que nous avons déve-
loppées donnent une représentatiortge, par produit d’'OIF et permettent ainsi de formuler I'opétate
d’'imagerie par de tels produits (voir [5]). L'approximati&S permet d’appliquer numériquement cette re-
présentation de maniéréieace. La Figure 2.4 montre des résultats d'imagerie par &kades présentées
pour des données réelles de mer du Nord. Ces images ont Bs&eéaen collaboration avec Total (voir
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direction horizontale principale (km)
6

profondeur (km)

(C)

dir. transversale (km)

(b)

Fic. 2.4: Image d'un bloc de données 3D de mer du Nord (donnéesde7otal) ; (&) coupe verticale ; (b)
coupe horizontale.

[11] pour une description des données et du traitementqEdli Sur ces images on peut voir une structure
de déme de sel assez typique de la géologie de la mer du Nongaraulier la coupe horizontale de la
Figure 2.4b permet de voir les couches sédimentaires qougstit le déme et qui ont été plissé, ainsi que
des chenaux qui se sont créés au moment de la percée€’du sel

2.5 Prolongement de données

Contrairement a ce qui précede, I'approche que nous suigbne se fonde pas sur un découplage micro-
local de I'équation des ondes. Cela reste cependant uneigeehutilisable pour la mise en pratique. Nous
nous intéressons ici a la possibilité de générer des dormigEragjues a partir de données lacunaires. Il est
commun en ffet de vouloir générer des données qui n'ont pas pu étre a&cdliisexemple classique est les
données & offset» nul. L'offset est la demi-distance entre la source et le récepteuaurassutilisée étant
extrémement violente (explosion, canon a air) il est imipdssie placer un récepteur pres de la source.
Pourtant les données &set nul sont utilisées en géophysique. Elles sont crééegnmuement & partir
des autres données. Dans d’autres cas la géographie decla’a@quisition ne permet pas de placer des
sources ou des récepteurs en certains endroits. En ouplkisisouvent, une acquisition compléte serait
trop onéreuse et sources et récepteurs sont placés surusieas@té de la variété d’acquisition. Pour le
travail d’'interprétation il est important de reconstrutes données manqguantes. Pour cela nous exploitons
la redondance des données sismiques. Les opérateursugmpligns ces prolongements de données sont

2Des corps constitués de sel percent les sédiments qui laswree lors de la premiére phase de la diagénése, la compaeton
sédiments (les sédiments s’appauvrissent en eau et leutéangmente jusqu’a devenir supérieure a celle du sel quoseetren
dessous).
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Fic. 2.5: Paramétrisation d’une expérience sismique : sogreécepteury, point difractant,x, temps de
parcourst = ts+t.; (x.&) € T*"(R%)\ 0; (s 1.t 0 p,7) € T*(Y) \ 0.

des OIF. Les sommations impliquées ont la vertu d’améliereapport signal sur bruit. Ainsi par exemple
des données affiset nul obtenues numériqguement sont moins bruitées queitesds originelles et donc
trés utiles pour l'interprétation des données.

Comme précédemment le milieu de propagation est caractgas une vitesse de propagation 6c,
c e @ (R% etéc e &(R3). Dans le cadre de I'approximation de Born, le chamfiraté par la partie
singuliére du miliewc est donné par [7],[SAH02]

t
2.5.1) SG(S.1.1) = f f G(1, t - ts; X) 26 3(XFC)IG(x ts; §) dts dx
X 0

ouG(x,t;y) est la fonction de Green causale de I'équation des ondéte foaction de Green est le noyau
d’un OIF. Nous désignons pat = R® le milieu de propagation €Y la variété d’acquisition pour les
variabless, r ett. Typiquementy est de dimension 5 (22 + 1).

L'opérateur de modélisation des données sismiques sitldi¢ravers la composition de I'opérateMr :

oc — oG avec I'opérateur de restrictidR a la variété d’acquisitioly. Sous certaines conditions de trans-
versalité des bicaractéristiques a la traversé& depérateur de modélisatioR = Ro M est un OIF.
L'opérateurF* est 'opérateur d'imagerie. Il est de méme un OIF. C’estetisisa relation canonique que
nous pouvons suivre les singularités dans les donnéesx{oe$ jusqu’a celles de I'image. La relation
canonique dé est notée\r. Nous faisons I'hypothése suivante (condition de Bolker).

Hypothése 2.5.1. [Gui85] La projection deAg sur T*Y \ 0 est un plongement.

Ar
y \IY plongement
ST T
<

-_—_ =7

I
I

L

jup =)

T*(X)\0

N
N

Cette hypothése permet de montrer glie y o F est un @D poury, un QD bien choisi [SAHO02]. Ainsi
le front d’'onde dejc n'est pas déplacé dans I'opération d'imagerie.

L'hypothése 2.5.1 permet de paraméttgr par les variables d&*(X) \ 0 ainsi qu’une variable € E qui
caractérise la redondance des données. Dans le ¢assitide dimension & c R?. La relation canonique
Ar possede une structure fibrée naturelle comme illustréeldéigsire précédente. Un exemple de variable
e utilisable en pratique correspond aux angles de réflexidfagtimut au niveau du point firactantx dans
I'expérience sismique (voir la Figure 2.5).
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L'opérateurF* inclut de maniére implicite une intégration par rappoet &n un point difractant, (x,&),
toutes les données contribuant a la formation d’'une imagé smmmées. Si cette sommation n’est pas
réalisée nous avons une famille d’opératdues L(€) paramétrée pae.

Localement, des données sismiques lacunaires correspiohdies lacunes dans la directianA travers
la relation canoniqué\r, nous pouvons identifier dans les données sismiques |'dsisates variablee
qui caractérisent un pointfiiactant &, £). Par exemple si nous reprenons le cagdésigne les angles de
réflexion et d’azimut, les données a angle de réflexion nulcguespondent a unfiset nul sont absentes
des données sismiques. Nous donnons maintenant un résu[@tpour la création de ces donnéediaet
nul.

Une méthode pour générer des donnéeffisebnul est de considérer que les trajets source—pdiinach
tant et point difractant-réceptews—x et x—+ sont les mémes. Alors, suivant le modéle introduit plus haut
un opérateur de modélisation de donnéedfsed nulFq peut étre écrit comme un OIF, moyennant une
hypothése de transversalité des bicaractéristiques soukvariétés=r} x R deY.

L'opérateur de prolongement de données est digrs L ('opérateurF, est trivialement étendu & des
fonctions erx ete.) En pratiqueFg o L est nommé DipMoveOut (DMO) par les géophysiciens. Moyetnan
une hypothése technique sur le choix du paran®eai est vérifié dans I'exemple naturel donné plus haut,
nous obtenons le théoréme suivant.

Théoréme 2.5.2. L'opérateur DMO, ko L, est un OIF. De plus sa relation canonique peut étre caracté
risée.

La démonstration passe par une analyse de la compositioreldi®ns canoniques associées aux deux
opérateurs. Ce résultat est important car il permet de septér localement le noyau de I'opérateur DMO
par une intégrale oscillante. Cette représentation estniéurelle en géophysique. La relation canonique
de I'opérateur DMO qui est alors une sous-variété régulmnet, entre autres, de suivre comment les
singularités des données lacunaires sont utilisées podregeécelles des nouvelles données.

D’autres types de prolongement de données sont traitég dlaians [16], ces techniques sont illustrées

numériquement. En particulier, des réponses impulsitesmde ces opérateurs de prolongement sont géné-

rées. Ici, dans la Figure 2.6, nous donnons un exemple dengement de données réalisé dans le cas d’'un

milieu de propagation caractérisé par une lentille ou lessges sont lentes ce qui génére des caustiques.
@)

Fic. 2.6: Prolongement de données synthétiques en présenasigqoes ; (a) données lacunaires; (b)

données prolongées ; (c) données exactes.
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3la variable cotangertcorrespond a la direction normale d’un réflecteuxdwoir la Figure 2.5).



Perspectives

Nous achevons cette premiére partie par des perspectivEyeloppements futurs que nous souhaitons
entreprendre.

Les résultats du chapitre 1 concernent des équations pdifiédentielles d’'ordre un. Les cfigients y
sont donc réguliers par rapport a la variaklePour les applications pratiques, telles que celles d'anag
rie décrites dans le chapitre 2, il est fréquent de rencodige milieux a cofficients non réguliers. En
géophysique, la présence de failles issues de la tectgri@pieariations de facies sédimentaires, générent
des discontinuités dans les vitesses de propagation des.ohorsque nous appliquons nos méthodes a
des données sismiques, les hypotheses de régularité désients ne sont pas satisfaites. Bien que nous
ne disposions d’aucun résultat démontré dans de tels cas,pouvons observer de bons résultats numé-
riques. Pour les données de mer du Nord de Total que nous &ad@ss au chapitre 2 (voir aussi [11]), le
contraste entre les sédiments et le sel est grand. On passe\itesse des ondes P de 2500 Mas5000
m.s1. Malgré de telles violations de nos hypothéses de régéldatstabilité numérique reste préservée
(expérimentalement). Bien que le calcul des OIF et celui@gd nécessitent beaucoup de régularité sur
les codficients, il devrait étre possible d’étendre certains de éssltats a des céiecients singuliers. Nous
avons aussi en téte, en collaboration avec I'équipe deyeddl.-S. Bonnet, I'utilisation de nos méthodes
pour la simulation de la propagation dans des guides d’oXdes, le milieu est typiquement singulier dans
la direction transverse, avec des discontinuités a I'éeldel la longueur d’onde. Une approche possible se-
rait I'introduction d’un terme de viscosité évanescenteusdly reviendrons un peu plus bas.

L'analyse que nous avons faite ici correspond a celle d’wemi-gliscrétisation en temps du probleme
continu hyperbolique. Afin de compléter I'étude des aspewisériques de cette méthode, il faudrait aussi
analyser les approximations faites en remplacant lesfoanées de Fourier par des transformations dis-
crétes comme nous le faisons dans nos codes numériquesmagngode calcul est alors borné et il se pose
le probléme de définition de conditions au bord. Lutilisatde couches absorbantes de type PMPer-
fectly Matched Layes [Ber94], devrait permettre de restituer I'aspeanilieu non-borné> du probléme.

La formulation des PML étant proche de celle des équaticmse-ways, leur utilisation devrait étre assez
naturelle. Nous avons déja procédé a des tests numériques ivelent trés encourageants.

Le cas des systemes hyperboliques que nous avons traitéeagpdes développements.

— Bien que nous ne I'ayons pas traité explicitement, nousyqusi nous attendre a ce que la propagation
des singularités s’étudie de maniére similaire a ce que aowrss fait dans le cas scalaire. Hfeg avec
un diagonaliseur régulier, le traitement doit pouvoir seeaer a I'étude scalaire.

— Dans le cas d’'un systeme symétrisable, il semble impodisavoir si une estimation fine de la norme
de I'opérateur couche mince, comme celle donnée dans letinédl.7.4, est vraie ou non.

— Concernant la régularité des symétrisgieggonaliseurs nous pouvons faire le commentaire suivant.
Dans le cas symétrisable nous avons vu que la régularitérdétegeur par rapport au paramétre d’évo-
lution z (Lipschitz) semble optimale au sens ou elle correspond édalarité exigée pour obtenir une
inégalité d’énergie et donc I'existence et I'unicité delkisons. Dans le cas symétrique, le diagonaliseur
a été supposé continu par rapporet régulier par rapport a la variable transverseCette derniere ré-

35
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gularité exclut certains cas ou les changements des nicitigsl des valeurs propres rendent le choix de
bases de vecteurs propres réguliers impossible (voir [§atBétude de tels cas semble tregidile. On

ne sait alors pas toujours construire de paramétrix. litdeoa d’'étudier la méthode que nous proposons
dans ces cas. Il faudrait pouvoir définir des intégraledlastés a phase matricielle sans avoir recours a
une diagonalisation.

En collaboration avec H. Isozaki (Université de Tsukubppdgnous avons étudié des extensions possibles
de notre approche au cas parabolique du deuxiéme ordréalbes intéressant de constater qu’il nous faut
recourir au calcul de Weyl [H6r79] plutét qu’au calcul standl des @D. Nous considérons unyd du
second ordre défini par la quantification de Weybge &) :

(. DU = (20" [[ &N e+ y)/2.6) uy) dy .
Nous faisons I'hypothése suivante

Hypothése. Le symbole (,£) est de la forme (&) = t(X, &) + qu(x. &), ou g(x.&) € S, j = 1,2,
(X, £) est réel et g(x, &) > CJ¢? pour C > 0 et |¢] syfisamment grand.

Nous posong,(x, &) = e29%¢)_ Nous avons déja obtenu le résultat suivant, en particatieremplacant
I'utilisation de I'inégalité de Garding précisée faite ddr théoréme 1.4.9 par celle deffeeman-Phong
([FP78], [H6r85a, corollaire 18.6.11]).

Théoréme. |l existe une constante € 0 tel que
IPA(X, Dy)llL2,L2) < 1+ CA,

pour0 < A < Apax

Ce résultat permet de procéder comme nous I'avons fait its tlacas hyperbolique et d’obtenir un résultat
de représentation de I'opérateur solution comme prodiiitiid’ OwD. Nous souhaitons obtenir I'extension
de ce résultat aux équationdidrentielles paraboliques sur une variété en s’inspirantraitement du
cas des systemes symétrisables que nous avons fait iciféins un opérateur fierentiel elliptique est
défini sur une variété riemannienne, son symbole de Weyk @abégrtaines transformations lorsque I'on
passe d'une carte locale a I'autre. Il est clair que le sympg(x, £) ne respecte pas ces transformations.
Cependant, nous espérons quedesreurss introduites lors de la composition des opérateplfé, Dy)
pourront étre gérées comme les termgmrasites de la section 1.7.2.

Le cas des équations de Schrodinger est aussi un domaineelegigement possible. Nous avons signa-
ler plus haut les liens qui existent entre notre approchesiritégrales de Feynman qui permettent de
donner une formulation de la solution fondamentale pourog€sateurs de Schrédinger (voir par exemple
[FKgO5)).

Si maintenant, pour le cas hyperbolique, nous introduisonserme de la forme 2’14 dans le pro-
pagateur couche mince du chapitre 1 eg(si &) satisfait I'hypothése donnée plus haut, alors ce terme,
guadratique en, correspond a une viscosité évanescente. Par exempledeifinfini d’'OyD de symbole

e M%) converge vers l'identité. L'introduction d'un tel terme diggularisation parabolique pourra peut-
étre s'avérer intéressante pour I'étude des cas fiiceats non réguliers. En pratique, cela peut permettre
par exemple la stabilisation de schémas.



Deuxieme partie

Controle et problemes inverses
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Chapitre 3

Contributions a la théorie du controle des
équations paraboliques et aux problemes
Inverses

3.1 Introduction et notations

Dans ce troisieme chapitre nous traitons de la théorie dtr@eret d’'un probléme inverse relatifs aux
équations paraboliques.

La contrblabilité des systémes d’équations aux dérivéagepas paraboliques a connu un développement
important depuis les années 90 en particulier grace auxilbotibns de [LR95] et [FI96] : I'obtention
d’inégalités dites de Carleman et leur utilisation dans adre ont conduit & des résultats nouveaux de
contr6labilité dits de contrblabilité aux trajectoiresa méthode de [LR95] a été étendue, entre autres, au
probleme de la contrélabilité du systeme de la thermoéigs{iZ98a] ainsi qu’a celui de la thermoélasti-
cité des plaques [BN02]. L'utilisation des inégalités del€@aan dites globales de [FI96] a permis d’obtenir
la contrdlabilité d’équations paraboliques semi-linéaiiBar00, FCZ00], de systemes de réactidiudion
[ABDO6], et des équations de Navier-Stokes [Ima01]. Ces agimégalités ont également permis d’établir
de nouveaux résultats de stabilité de type Lipschitz posipdeblémes inverses [IY98, BP02]. Dans notre
étude, nous nous concentrons sur le cas ou leficieats de la partie principale de I'opérateur sont non
réguliers. Typiguement la partie principale des opératque nous considérons est de la fodneV - (cV).
Nous prenons le cdicientc de type#” par morceaux et méme simplement & variations borri&ésdans
certains cas.

SoientQ un ouvert régulier et borné de" etw € Q. Soit T > 0. Nous poson®) = (0,T) x Q et
¥ = (0,T) x 9Q. Afin d’expliquer la méthodologie que nous suivons, noussr@acons tout d’abord dans
le cas simple d’'une équation a ¢beients constants avec des données de Dirichlet au bord :

oy — Ay = Vvl, dansQ,
(3.1.1) y=0 Surz,
y(0) = yo dansQ.

La fonctionv s’appelle le contrdle. Ce contrble est icdistribués car il s’applique dans un sous-domaine
de mesure non nulle d®. Nous considérerons aussi le cas d’'un contrdfeontieére». La contrélabilité
exacte dan&?(Q) au tempsT d’une telle équation serait

(CE) Yyr, Yo € L2(Q), v e L?(Q) tel quey(T) = yr.
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Il est bien connu que dans le cas des équations paraboliguesyrticulier dans le cas de I'équation de la
chaleur que nous avons écrite, la contrblabilité exactéaesse de part le caractére régularisant du semi-
groupe de la chaleur. La contrdlabilité exacte est équitala I'inégalité d’observabilité suivante [Zab92]

(3.1.2) la(TIiZ. < C ff g2 dx dt
(0,T)xw

pour le systeme dual
-0iq—Aq=0 dansQ,
(3.1.3) q=0 Surx,
a(m =ar dansQ.

En considérant une base orthonormale de fonctions proprésjplacien su2 nous constatons erffet
gu’une telle inégalité est impossible.

Une deuxieme notion souvent abordée dans la théorie dubteles équations aux dérivées partielles est
celle de la contrdlabilité approchée. On souhaite alorsoérar que

(CA) Ve > 0, Yyr,yo € L3(Q), Av e L%(Q) tel quelly(T) — yrll2 < &.

Dans le cas des équations paraboliques telles que I'équégita chaleur que nous avons écrite la contrd-
labilité approchée est vraie. Comme elle correspond a laitgede I'image du semi-groupe de la chaleur,
elle est équivalente au probleme d’unicité suivant pouy$tesne dual (3.1.3) [FPZ95] :

g=0sur(QT)xw = q=0surQ.

La notion qui nous intéresse ici est celle de la controlebdizéro. Elle s’exprime de la maniére suivante :

(C-0) Yyo € L2(Q), v e L%(Q) tel quey(T) = 0.

Cette notion est équivalente a celle de la contrélabilitéteajectoires dans le cas des équations linéaires :
Yyo € L3(Q), 3v e L%(Q) tel quey(T) = «(T),

ol z(t) est une solution de (3.1.1) pour une donnée initigle L2(Q) et un second membre de la formé,,
avecw € L2(Q). La controlabilité a zéro est aussi équivalente a l'inégal’observabilité suivante pour le
systéme dual (3.1.3)

(3.1.4) 9O)II%> < Cobs ff oI dx dt
0, T)xw

(comparer (3.1.2) avec (3.1.4)). C’est ce dernier typeddjalité que nous appellerons dans la suite inégalité
d’observabilité.

Dans le cas de I'équation de la chaleur, la contrélabilitéra fut tout d’abord démontrée dans [LR95]. Le
résultat clé est alors I'obtention d'une inégalité qui nreda perte d’orthogonalité des fonctions propres du
Laplacien lorsqu’on se restreint au sous-domain&i nous désignons pap)kar une base orthonormale
de L?(Q) de fonctions propres deA pour des données de Dirichlet homogénes au bord<eu® < u, <

- <ux <...,les valeurs propres associées, l'inégalité de LebeaulatiRao s'écrit
2
(3.1.5) Zla”zsCeC\/ﬁf Za,«m(x) dx u>0, aeR
Hj<H Hj<H

Il'inégalité telle qu’elle est écrite dans [LR95] présentetintégrale en temps et des exponentielles qui en dépertlnest
écrite sous cette forme par exemple dans [LZ98a].
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Cette inégalité conduit a I'existence d’un controle a zévorg3.1.1) construit de maniére itérative [LR95].
La démonstration de I'inégalité (3.1.5) se fait au moyennd’inégalité d’interpolation obtenue a par-
tir d'inégalités de Carleman locales pour un opérateuptéiie. L'inégalité (3.1.5) est démontrée dans
[LR95] dans un cadre géométrique plus général, i.e., popeéfateur de Laplace sur une variété rieman-
nienne. Dans I'’Annexe 3.A, nous donnons une démonstratféérente de I'inégalité (3.1.5) qui est fondée
sur une inégalité de Carleman globale pour un opérateptigllie sans avoir recours a des inégalités d'in-
terpolation. La méthode de construction du controle de BJR® s’applique pas lorsqu’on se trouve en
présence de termes d’ordre zéro et du premier ordre en lesidespace dans 'opérateur parabolique qui
dépendent du temps. En particulier, cela ne permet pasndi&tée résultat de contrdlabilité globale a zéro
a des équations paraboliques semi-linéaires.

En 1996, Fursikov et Imanuvilov ont montré comment I'obiemid’inégalités de Carleman globales pour
les opérateurs paraboliques permettait de prouver deslité&sgd’observabilité du type de (3.1.4) et de
comprendre la dépendance @g,s en fonction des termes d’ordre zéro et du premier ordre eiahlas
d’espace de l'opérateur parabolique dépendant du temp§][FCette approche a permis la démonstra-
tion de résultats de contrélabilité a zéro pour des équafmaraboliques semi-linéaires [Bar00, FCZ00,
DFCGBZ02, DOPO02]. Une partie de notre travail se place dareadre. Une autre partie exploite a la fois
les inégalités de Carleman globales ainsi que la méthodeRI@5] fondée sur une inégalité de la forme
de (3.1.5). Comme références sur les inégalités de Carlénales nous citerons [HOr63, chapitre VII],
[H6r85b, sections 28.2-3], [Zui83] et pour le cas parahmifisa93]. Pour les inégalités globales nous
citerons [FI96, 1Y01] et enfin [FCGO06] pour une revue de lepplecation au contrdle des équations para-
boliques. En général, les inégalités de Carleman, localegabales, sont démontrées pour des opérateurs
a codficients réguliers.

Notre travail se place, nous I'avons déja dit, dans le casstddicients de la partie principale de I'opéra-
teur sont non réguliers. Dans ce cas, la question de la dabiiité & zéro n’est pas complétement résolue.
Un résultat de controlabilité pour une équation semi-fiéavec un cofiicient@* par morceaux a été
démontré dans [DOPO02] au moyen d’'une inégalité de Carlerttdualg ; les discontinuités (sauts) du co-
efficientc de I'opérateurd; — V - (cV) se trouvent le long d’'une interface dans le domdheonsidéré.
Cependant, ce résultat se démontre en supposant que la dégiservation se trouve dans la zone ou le
codficient de dffusionc est le plus« petit» (en fait, c’est le signe du saut @ea travers l'interface qui
dicte le choix de la région de contrfddservation). On remarquera que ce résultat semblaituedides
similarités avec le cas hyperbolique (voir par exemple §Biopage 356 et suivantes]). La contrblabilité
approchée est quant a elle vraie, indépendamment du chippofa la région de contrblebservation.

Il est naturel de poser la question de I'observabilité densals non traité dans [DOP02] ainsi que celle
de I'existence d’'une inégalité de Carleman globale afin devpio, entre autres, traiter le cas des équa-
tions semi-linéaires. Nous apportons des éléments de sé@boes deux questions. Dans la section 3.2, en
dimension un d’espace, nous montrons que nous pouvonsiobteninégalité de Carleman indépendam-
ment de la région d’observation. Ce travail a été réaliséodlalioration avec A. Benabdallah et Y. Der-
menjian [18, 1]. De ce résultat, si nous approchons defficiaats singuliers par des déieients réguliers
par morceaux, par un passage a la limite dans ces inégadit€ademan, en prenant soin de maitriser
le comportement des fonctions poids et constantes immgugous voyons dans la section 3.3 que nous
pouvons méme obtenir une telle inégalité dans le cas d'ufiiceat de class8V [19, 9]. Cela permet,
comme nous I'avons dit plus haut, d’obtenir des résultatoaérolabilité pour des équations semi-linéaires
(section 3.4). Dans la section 3.5, en dimension plus grgnd&eux, nous couplons notre inégalité de Car-
leman de la dimension un avec I'inégalité (3.1.5) de [LRYH] d'obtenir un résultat de contréle dans le
cas d’'un milieu stratifié avec une région de contrble arioérdNous supposons alors que le milieu n’est
singulier que dans une seule direction d’espace. Ce traé# réalisé en collaboration avec A. Benabdal-
lah et Y. Dermenjian [2]. L'analogie avec le cas hyperbadicgavere ainsi infondée : il existe des cas ou
I'équation de la chaleur a cfiients discontinus est contrdlable a zéro avec un choixglem@e contrdle
arbitraire. Comme ce dernier résultat de contréle utilispartie la méthode de [LR95], il ne s’étend pas a
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la controlabilité globale des équations semi-linéairéxiktence d’une inégalité de Carleman globale dans
ce cas et les cas plus généraux en dimension d’espace phaegrae deux, avec une observation dans un
sous-domaine arbitraire, reste une question ouverte.

En dimension un d'espace, la contrdlabilité pour des équatparaboliques linéaires avait été prouvee
dans le cas de cfiizientsBV dans [FCZ02]. La démonstration repose sur la méthode deeR{Ras73].
Cependant la question de I'existence d'une inégalité de yarleman était restée ouverte. Au moment
ol nous répondions a cette question un résultat de coniti@ate la chaleur en dimension un d’espace
pour des cofficientsL™ a été démontré [AEO6]. En fait, les auteurs de [AE06] dénsaritune inégalité
de la forme de (3.1.5) ce qui leur permet de conclure gracerééthode de [LR95]. Ce résultat ne s’étend
pas a la controlabilité globale des équations semi-lieéaipntrairement a notre résultat. L'existence d'une
inégalité de Carleman dans le cas deffioentsL™ est une question ouverte. Le lecteur verra que, dans
notre méthode d’obtention d’'une telle inégalité dans ledtas codficient de class®V, nous utilisons le
caractereBV du codficientc afin de maitriser le comportement des fonctions de poids der@an dans le
passage a la limite. Il ne nous semble pas possible d’'étatre méthode au cas de dbeentsL™.

Nous utilisons finalement des inégalités de Carleman posiédeations paraboliques a €ogents dis-
continus afin d’obtenir des inégalités de stabilité dans nablpme d’identification du cdicientc de la
partie principale de I'opérateur. Lutilisation des inégig de Carleman pour obtenir ce type de résultat
est maintenant bien établie depuis [BK81]. Certains astetitisent des inégalités de Carleman locales
et en déduisent des résultats d’'unicité et des estimatierstatbilité de type Holder (voir [Kli04, 1sa98]

et les références qui y sont citées). D'autres utilisentidégalités de Carleman globales et en déduisent
des estimations de stabilité de type Lipschitz [IY98, BPORjus suivons cette seconde approche dans la
section 3.6. Notons que peu de résultats concernent lifdation de la partie principale de I'opérateur. En
général c’est un terme source ou potentiel qui est idenffigotre connaissance, notre résultat est le seul
dans le cas d’un cdéicientc non régulier dans la partie principale.

Nous considérons, pour simplifier, le cas d’un ougde class&? deR" etQ, Q; deux ouverts non vides
deQ tels que _
Qo e Q, et = Q\ Qop.

Soit un codicientc, ¢* par morceaux, discontinu sur I'interfaSe= Qy N Q; qui est elle-méme supposée
de class&?. Nous poson§’ = Q\ S. PourT > 0 nous considérons le probléme de transmission pour la
chaleur suivant

oy—-V-(cVy) =0 dans (OT) x &/,
(3.1.6) y(t, X) = h(t, x) sur(QT) xT,

YioT)xse = YloT)xsis  CodnYl0.T)xse = C1OnYl(0.T)xS15

¥(0, X) = yo(X) dansQ,

ou les traces suB, sont prises du coté dey et celles sus; du coté de;. Les conditions au bordhyt, X),
sont précisées dans [3].

Si le codficientc est changé eafious notons alorg [a solution associée. Nous supposons que l'interface,
bien gu’inconnue, reste inchangée. Nous supposons quearons acces a des mesures de fédénce
des solutions sur une partjedu bord deQ sur l'intervalle de tempstd, T), to > O et sur la diférence des
solutions a un certain temps posifif > ty surtoutl’'ouvert Q. Nous noterons que de telles mesures peuvent
étre assez restrictives quant aux champs d’applicatiomodeaésultats. En particulier une mesure sur le
domaine tout entier est impossible dans de nombreux cas @ssidomaines de biologie expérimentale,
ou certains phénomenes sont modélisés par des équatia®jiques, de telles mesures sont atteignables.
Les résultats de stabilité obtenus en collaboration aveBehabdallah et P. Gaitan [3] sont de la forme
suivante. Dans le cas ou lafi@irence des cdigcientsc et € est constante par morceaux nous avons :

|C - 6|2°<>(Q) < C|3n(aty - aty)lﬁz((O,T)xy) + Cl(y - y)(T,, ')||2.|2(Qr)s
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ainsi qu'un résultat de stabilité pour la condition inigial

-1
(3.1.7) Yo = Jolizgey < C 0 (1900 = 0 omyery + 10/ = DT Mzery)|

pour |dn(dty — aty)ﬁz«o Ty F Ity = 9)(T", )2y sUfisamment petit. Comme nous l'avons dit plus haut ce
type de résultat s’obtient au moyen d’une inégalité de Gaateglobale. La forme de cette inégalité n'est
pas classique car elle présente des termes d'interfacet @ams leur traitement que se trouve en partie
l'originalité de nos travaux. Dans le cas= 1 nous utilisons nos travaux des sections 3.2 et 3.3 ; damsle c
n > 2 nous faisons une hypothese de monotonie sur Ific@mntc comme celle faite dans [DOPO02].

3.2 Inégalités de Carleman pour des coefficients de diffusio ne* par morceaux

Les inégalités de Carleman globales pour les équationblaaes a cofiicients réguliersq?) ont été
démontrées dans [FI96]. La démonstration se fonde sur latrwation d’une fonction poidg adaptée,
dont le gradient ne s’annule pas dans le complémentaire diglan d’observation. En particulier cette
fonction est choisie régulieré ). Dans le cas d'un cdicient de difusionc présentant un saut le long
d’'une interface, les auteurs de [DOPO02] introduisent unetfon poids singuliére, continue mais de dérivée
discontinue. En fait, ils imposent a la fonctignde satisfaire les mémes conditions de transmission au
niveau de l'interface que la solution du probleme parab@icAfin de démontrer I'inégalité de Carleman
recherchée ils introduisent une hypothése de monotonikeswodficients comme nous I'avons indiquée
plus haut. Ici nous considérons de méme une fonction pogilsguliere mais nous relaxons cette condition
de monotonie sur le céigcientc en introduisant des conditions de transmissidrhocsur la fonctions.

Nous nous placons en dimension un d'espace. Nous consglBopérateur formellement défini pdr =
Ax(Cox())) surL?(Q) ou Q = (0,1) c R. Le codficient de difusionc satisfait 0< Cmin < C < Cmax. NOUS
supposons queest%fl par morceaux : il existg;, 1 = 0,...,navecO0=agy<aq <a <---<a, =1let
Cla,a.) € “*([ai,a,1]),i = 0,...,n— 1. Le domaine de I'opératedrest donné par

D(A) = {u € H3(Q); cixu € HY(Q)},

i.e., nous considérons des données de Dirichlet homogermsd. Soifl > 0. Nous utilisons les notations
suivantesY’ = Q\ {as,...,a-1, Q=0 T)xQ, Q = (0,T) xQ, T = {0,1} et = (0, T) x I'. Soit

j €1{0,...,n—1} qui restera fixé dans la suite @t € O € (a;, aj,.1) deux ouverts non vides. La fonction
poidsg est obtenue a partir du lemme suivant.

Lemme 3.2.1 ([18, 1]). Il existe une fonctiop € (<) telle queBijs ., € €*((&,a1]),i=0,...,n -1,
satisfaisant

B>0dansQ, g=0surl, (Bla.a,.) # 0dans[aj,aj.] \ wo, (Bliaa.) #0, i€{0,....,n=1}, i # ]

et la fonctions satisfait les propriétés de trace suivantes, pour un cartai> 0, (Aiu, u) > a|ul?, u € R?
avec les matrices;Adéfinies par

(Bl B@NB )
’*‘(ﬁ’(aﬁ[qma F@NFLE + [F)a ) i=1..n-1,

ou[p]x est le saup(x™) — p(x~) pour x€ (0, 1).

Démonstration.Le lemme se prouve en construisant la fonctbde proche en proche, en partant de
chaque extrémité de I'intervalle [0]. Nous choisissons tout d’abord une pente strictemeritip@gn 0

et une pente strictement négative en 1. Nous prolongeomméidn de manierefeine a droite de O et a
gauche de 1 jusqu’a rencontrer une singularit€.d@lacons nous a droite de 0. Alors nous choisissons la
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F 2

|

Fic. 3.1: Schéma de la forme typique de la foncifopour une« observations surwg € (aj, aj4+1).

nouvelle pente em; de maniére a satisfaire la stricte positivité de la mathicelonnée plus haut. Ceci est
possible en choisissant le safi’t]l;11 > 0 et en observant que le déterminantAdeest un polynéme d’ordre

4 en,é’(a{). Sinous choisissons le sa;f?t][al sufisamment grand la condition est satisfaite. La construction
se fait de méme par le c6té gauche. Enfin sur l'intervalled.1] nous raccordons les deux bouts de la
fonction de maniéré’?, avegs’ s’annulant seulement dansg. [

Remarque 3.2.2. La construction des est rdfinée dans la section suivante afin de pouvoir prendre en
compte un nombre de singularités@arbitrairement grand et de garder la fonctfet sa dérivée bornées.

La Figure 3.1 donne la forme typique d'une fqnctfbdonnée par le lemme précédent. Nous en choisissons
une et nous introduisons= B + K avecK = m||8]|l.. etm > 1. Pourd > 0 ett € (0, T), nous définissons les
fonctions poids suivantes

() e _ e

(3.2.1) o(t,X) = t(('alf——t)’ n(t, x) = ﬂ,

avecs = 2m|Bll.. (voir [FI96, DOP02, FCGO6]). Nous introduisons
N = {q € ©(Q,R); dloT)xa.a.1] € '(/2([0, T] x[&,&41]), i =0,...,n=1, gz =0, etq satisfait (CT},
avec

(CT)  qt.&)=qta). ca)oqt.a)=c@E)dqt.a), i=1....n-1 te(OT).

L'inégalité de Carleman globale que nous prouvons est dlomsée par le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.3 ([18, 1]). SoitO € (aj, aj+1). Il existed; = 11(2,0) > 0, s = s1(A1)(T + T?) > 0 et une
constante positive & C(Q, 0) tels que I'inégalité suivante est satisfaite

(3.2.2)
st ff e 271 (18:g + [0x(CAxQ)[?) dx dt+ si? ff e 0 |0,q° dx dt+ $°1* ff e 2543 |2 dx dt
Q Q Q

<C

$at f[ & 2163 | dx dt+ f &2 |atqiax<cax<q»|2dxd+
(0. T)xO Q

pour s> s3, 4 > A; et pour tout ge N.
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Esquisse de la démonstration du théoréme 3.Rl8us traitons le cas de I'opératedjr+ d«(cox(.)). Nous
prenonss > 0,1 > 1 etq € N et posonsf = d;q + dx(cAxq) ; alors f € L2(Q). Nous définissong = e 9q
et notons que(0,.) = ¥(T,.) = 0 et commey satisfait la condition de transmission (CT) nous avons

(3.2.3) y(ta) =yt &), [Caxy(t, Na = Ste(t a)y(t, &)[hla, 1=1....,n-1,
DansQ’, la fonctiony satisfaitMy + Moy = fsavects = e + sip(c8') v — sA%pc(B')?y et

(3.2.4) My = dx(Caxp) + SLA%0* (B2 + SOy, Moy = 8 — 25008 Dy — 252C(B) 2.

Nous écrivon$|M1¢/||ﬁ2( )+ ||M2¢//||EZ(Q,) +2(Myy, May) 2y = ||fs||fz(Q,). Avec les mémes notations que
celles de [DOPO02, theoreme 3.3], nous écrivolky(, May) 2oy comme une somme de 9 termeg

1 <i,j < 3, ouljj est le produit scalaire dieme terme dans I'expression &y et du jéeme terme
dans I'expression d&l,y. Nous ne donnons pas les détails des calculs de ces neufitgredalaires ici.

Le lecteur pourra se référer a [1]. Les calculs pour démofitnégalité de Carleman font appel a de nom-
breuses intégrations par parties. Nous nous contentomie idionner les termes de trace dominants aux
pointsa;, i = 1,...,n— 1 qui apparaissent au cours du calcul et de discuter leutesid.es autres termes

sont traités classiquement comme dans [FI96].

Du termel, nous obtenons la contribution suivantis = st 2{‘;11 fOT o(t, &) [B'IcoxwI?(t, )]a dt. Duterme
22 nous obtenons la contribution suivantd; = s243 S [ o3(t, &)lw(t &)[2 [c2(8')3]a dt. Appliquant

les conditions de transmission (3.2.3) nous obtenons

(8 Ieax (L Na, = [Ba 6@ )0t &) + %% (i, D)B (&)[GBT5, It &)l
+2s2p(t, )8 (8")[cBTa (CO)(t. & )0 (t. &),

ce qui donnedp + o = SIX [y e(t.a) (Aut. &), u(t.&)) dt, ou les matrices symétriques, i =
1,...,n—1, sont celles du lemme 3.2.1 eft,a) = (c(&)dx(t, &), Sle(t, a)y(t, &))'. Nous pouvons
alors dominer les autres termes de traceyen= 1,...,n— 1, par ce terme qui est strictement positif en
choisissant les parametrest A sufisamment grands. ]

3.3 Coefficients a variations bornées : passage a la limite da ns des inégalités de Carleman

Afin d’obtenir une inégalité de Carleman dans le cas ddficients plus généraux, tels que de classe
BV, nous reconsidérons tout d’abord la condition que noussimposée sur la fonction poigsdans

le lemme 3.2.1. La condition que nous donnons fait interdandérivée de ; aussi nous écrivons souvent
B au lieu deg ici, puisque que ces deux fonctions néelient que d’une constante (voir page 44).

Considérons de nouveau un oeient?” par morceaux avec une discontinuitézea (0, 1). Définissant la
fonctions, comme dans le lemme 3.2.1, la matrie

A Bla BB
B @Mesla B E@INBIE+IEE)]a )
est définie positive si et seulement gi]f > 0 et det®) > 0. Nous poson¥ = % X = % et nous
obtenons def) = c?(a”)(8'(a*))* Py(X) avec
Py(X) = (1 - X)(Y? = X3) = X(Y = X).
Nous nous placons dans le cag®x 0, i.e., a droite deyg (voir le lemme 3.2.1). Alors 4], > 0 équivaut

aX > 1. Nous observons quey(Y) = Y2(1 - Y)2. SiY > 1 nous pouvons donc faire le chok= Y. C’est
ce choix qui est fait dans [DOPO02] puisqu’alafs)oxB(a”) = c(a*)dyp(a*).

Dans le ca¥ < 1, nous faisons le choiX = 2 — Y ayant observé quey(2 - Y) = Y?(1 - Y)2.
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Remarque 3.3.1. On notera que les choix proposés ne sont pas optimaux [9]doaigent des conditions
sufisantes et faciles d’application pour la suite.

Dans le cag’ > 0, i.e. a gauche deg, nous faisons le choiX = Y siY < 1 (car ici il est nécessaire d’avoir

X<l)etX==siY>1

Nous considérons maintenant un fiméentc, de classdV, mais de class&* dansO, avecO un ouvert
non vide deQ, O € Q. Nous supposons & Cyin < € < Cmax- NOUS prenons, sans perte de généralité,
I'ouvert O de la forme ko, X1), avec 0< Xg < X; < 1. Soit aussivg € O un ouvert non vide. Nous désignons
les variations totales desur [Q xo] et [X3, 1] partdg = VSO(C), ety = Vil(c).

Soite > 0. Il existec,, constant par morceaux sur, §g) U (x., 1), et régulier suo (ici ¢* suit) tel que
(voir par exemple [Bre00])

o= Colliwey < & V3(C) < B0, €tV (C) < B, G, — Cllggy <

Nous désignons pax, . .., a, les points de discontinuité dg sur I'intervalle [x;, 1]. Nous avons alors

D le(@) - co(@) < v
i=1

Suivant les notations introduites plus haut nous po&besc.(a)/c.(a),i = 1,...,n, et nous définissons
Xii=1,....,n,parX = Vi, siYi>1 etX =2-Y,, siY; < 1. Nous définissons alors la fonction
constante par morceagy,. suivante :

71,6()() = 71,6(1) 1—[ Xj: X ¢ {3.1, cees an}’

x<ay

pour une valeury; (1) < 0. Cette fonction est choisie de telle sorte d{e= Zig; i=1,...,n

Nous procédons de maniére similaire sur l'intervalleqg. Nous définissons enfin les fonctiofis.(x) :=
flx 71,8()’) dy etﬂo,six) = .fox ')’OS(Y) dy, etla fOﬂCtiOf}Bg parﬁs(x) = ,BO,S(X) sur [Q XO] etﬂs(x) = ﬁl,s(x) sur
[x1, 1], et@? danso, telle ques.. ne s’annule pas en dehors dg

La fonctiong, vérifie les propriétés prescrites dans le lemme 3.2.1. Si nonstruisons les fonctions poids
de Carlemany, etn. a partir deB. suivant (3.2.1) nous obtenons des inégalités de Carlemanles
opérateurs); + dy(c.dx). Nous souhaitons passer a la limite dans ces inégalitésdgqugend vers 0. Le
lemme suivant nous permet de maitriser le comportemept dpiande tend vers 0. Nous donnons des
détails de la démonstration car c’est ici qu’est utilisé dmire essentielle le caract®¥ du cosficient

C.

Lemme 3.3.2. Il existe K> 0 etgg > 0 qui dépendent uniqguement de=cBV(0, 1) tels que, pour tout
0 < & < &, nous avons ¥ (yo.) < K y0.(0) €t Vi (y1e) < Kly1e(2)).

Démonstration.Nous avons\/%l(yl,s) = |y1.(X1) — y1(1) puisquey,; . est croissante. Ainsvxll(yl,g) =

(X1...%n = Dlyr=(1)l. Nous écrivons

Dlea@) - c(@)l + Y Ie(&) - col@)l < B,
iely i€l
oui e Iy sic,(a") > c.(a) eti € I, sic.(a") < c.(a). En factorisant.(a~) ouc.(a"), nous obtenons

D=1+ (5~ 1) 01/ (e - 0.

iE|1 i€|2
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(Nous avons pris & & < gy < Cmin.) Nous observons que si9Y < 1 alorsX =2-Y < 1/Y. Cela nous
donne}; (Xi — 1) < ¥1/(Cmin — €0). Finalement, puisqu¥,, ..., X, > 1, nous pouvons écrire

Xp... Xy < €47 @0t = @Zl(X) < gh/(Cmin=eo)

ce qui conclut 'argument pour; .. Nous procédons de méme payr.. ]

Le théoréme de Helly [KF74, Bre00] nous permet de dire quejuimoune sous-suite, les fonctiomg.
(resp.y1.) convergent partout vers une certaine fonctgr(resp.yi) quande tend vers 0. De plus nous
avons

V32 (v0) < K 70:(0) = Kyo(0),  etVy (y1) < K lyro(1) = K ly2(2).

Par convergence dominée cette convergence passe aunfmﬁ@j@ etﬁl,g. De plus, nous pouvons définir
plus précisément le comportement des fonctiggset y:. surO afin d’avoir une convergence daté
surO. Ce passage a la limite définit donc une foncfiiosur Q et des fonctions poids de Carleman suivant
(3.2.1). Nous prouvons alors la proposition techniqueasu.

Proposition 3.3.3 ([9]). La constante C a droite dans l'inégalité de Carleman (3.p@)r les opérateurs
Ot 0x(C.0y) et les constantes €t 1; peuvent étre choisies uniformément par rappastiuand0 < & < &g,
aveceg choisi plus haut.

Pour démontrer cette proposition il nous faut reprendrégirsiement la démonstration de l'inégalité de
Carleman du théoréeme 3.2.3 et vérifier gumut» peut se faire uniformément par rappoegt.&ela utilise

la bornitude de8. et celle de sa dérivée (grace aux propriétés vues plus hag) & (). Nous renvoyons
le lecteur & [9, proposition 2.4]. Nous donnons cependaatdée de I'argument utilisé pour le traitement
des termes de trace au niveau des singularité&s.de

Soita une singularité de, et A la matrice associée (voir le lemme 3.2.1). Comme plus haus$ posons
Yy = @)

C(a)”
Lemme 3.3.4. Les valeurs propresg;, v, de la matrice A satisfont > C|Y — 1,1 = 1,2, ou C est uniforme
par rapport as et a la singularité de cconsidérée.

Dans tous les termes de trace a dominer (voir le démonstrdtidghéoréme 3.2.3) nous pouvons factoriser
Y — 1]. L'uniformité dans le traitement des termes de trace auaniwdes singularités de en découle
d’'aprés le lemme précédent.

Les fonctions poids dans les inégalités de Carleman aimsliespconstantes se comportant raisonnablement
(les premiéres convergent, les secondes restent idesfifjmeus reste a comprendre le comportement des
solutions des problémes paraboliques pour conclure.

Nous considérons les solutions (faiblggtq. de

0tq + 0x(coxq) = f dansQ, 00 + 0x(C.0x0,) = f dansQ,
q=0 surx, g-=0 surx,
q(T, ) = do(X) (resp.q(0, X) = go(X)) dansQ, (T, X) = Go.(X) (resp.g:(0, ) = do(X)) dansQ.

avec les conditions initiales (ou finaleg) et go.. données paby(coxqo) = u et dx(C:0x0o.) = u, avec le
mémey, ou u et f sont sifisamment régulieres. Ce choix de condition initiale engrdénconvergence
de qo. versqo danchl)(Q) quande tend vers zéro. Nous voyons assez facilementdgg q., 0«Q. et
dx(coxq.) convergent vers,q, g, dxq et dx(cdyq) en normel? [9]. Ainsi les résultats précédents montrent
gue les inégalités de Carleman payret les opérateur§; + d«(C.0x) donnent des inégalités semblables
pourq et les opérateurg + d«(cdy) avec les mémes constantes, quaridnd vers zéro. Si nous relaxons
maintenant I'hypothése de régularité faite guat f, nous obtenons le théoreme suivant.
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Théoréme 3.3.5 ([9]). SoitO € Q un ouvert non vide et € BV(Q2) avecO < Cyin < C < Cmax €t € de classe
«* dansO. Il existel; = A1(Q,0) > 0, 51 = 51(11)(T + T?) > 0 et une constante positive €C(Q, 0) tels
que l'inégalité de Carleman (3.2.2) soit valable pour $;, 1 > 23 et pour tout g solution (faible) de

0:q + 0x(coxq) = f dans Q
g=0 surz,
A(T. ) = qo(X) (resp- 40, %) = do(X)) dansQ,

avec @ € L2(Q) et f € L%(Q). Les fonctions poids utilisées sont celles définies parIB2 partir de la
fonctiong obtenue plus haut.

Suivant la méthode de [IYO1], du théoreme 3.3.5 nous obtenwintenant une inégalité de Carleman dans
le cas ou le membre de droitg, est de régularitél—* en espace. Cette inégalité nous permet de traiter la
contrblabilité de systémes non linéaires ou la non-linéast fonction non seulement de I'état du systéme
mais aussi son gradient [DFCGBZ02]. Nous posons

K. = {0 € ([0, T1, H3(Q)); d) € D(A) Vt € (0. T) etdq + dx(cxa) = Fo + dxF1 avecFo, Fy € LX(Q)).

Théoréme 3.3.6. SoitO € Q un ouvert non vide € BV(Q) avecO < Cnin < € < Cmaxet cde classe* dans
O. ll existed, = 12(2,0,€) > 0, 5 = (2,0,¢, 2)(T + T?) > 0 et une constante positive €C(Q, O, ¢)
tels que, pour & s, 1 > A, et pour tout ge N,

s1? f[ e 2y |0xg? dx dt+ s*2* ff e 2% 2 dx dt
Q Q

sC[ st ff e 29143 |g? dx dt+ ff e 25 |Fol? dx dt+ szasz e 2 p?|F4? dx dt |.
Q Q

0.T)x0

3.4 Contrdlabilité d’équations paraboliques semi-linéai res a coefficient discontinu en dimen-
sion un d’espace

Grace aux résultats obtenus dans les sections précédenisdraitons maintenant le probléme de la contré-
labilité d’'un systéme semi-linéaire parabolique de la ferm

Oty — 0x(Coxy) + G(Y, 0xy) = 1,v dansQ,
(3.4.1) y(t,x) =0 Surx,

¥(0. %) = yo(X) dansQ,
olic est de classBV et oUG : R? — R est de la formeg(y1,y2) = y1 9(Y1.Y2) + Y2 G(y1, Y2), avecg etG
dansLl"gC(Rz). Nous faisons I'’hypothése suivante.

Hypothése 3.4.1. Les fonctions g et G satisfont

im l9(y1, y2)| _0 : IG(y1, y2)| _
iyl IN2(L+ ya +Iyol) 10wy dl=e0 InY2(1 + [ya| + |yal)

(3.4.2)

Nous supposons que € Q est un ouvert non vide ete BV(Q) avec 0< Cyjn < C < Chax€tCcde classé&*!
dans0, avecO ouvert non vide de.

Nous décrivons brievement ici comment la méthode de [B&GZ00], ensuite généralisée par [DFCGBZ02]
peut étre adaptée au cas que nous considérons et permet ttermteoocontrolabilité a zéro de (3.4.1). Pour
des raisons techniques nous avons besoin d’un controld #4AsT, L?(2)). Nous avons pour cela I'inéga-
lité d’observabilité suivante obtenue a partir du théor@i3e6 qui donne méme un contrdle ddry Q).
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Lemme 3.4.2. La solution g de

—0iq — 9x(Cixq) + aq— dx(bg) =0 dans Q
q=0 Surx,
q(T) =ar dansQ,

2
satisfait|[gO)I7, ,, < eCH( f 19 dx dt) LOUH=1+23+T+(T+TY?)all. + a2 + (1 + T)IIbl2.
(0.T)xw

Comme le cofficientc est de class&” dansO, la démonstration de [DFCGBZ02, théoréme 2.5, lemme
2.5] peut étre adaptée ; voir aussi [DOP02, propositionldrame 4.3].
Considérons maintenant le systelinéaire suivant

Oy — Ox(Coyy) + ay+ bayy = 1,v  dansQ,

(3.4.3) y=0 Surz,
¥(0) = Yo dansQ,

aveca etb dansL*(Q) etyy € L?(Q). Siv € L%(Q), nous considérons son unique solution (faible) dans
([0, T], LA(Q))NL3(0, T, H3(©)) [LM68, Bre83]. Du lemme précédent découle le résultataterdlabilité
a zéro suivant.

Théoréme 3.4.3. Pour tout T > 0 et tout y dans 12(Q), il existe ve L®((0, T) x w), tel que la solution
yv de (3.4.3) satisfaityT) = 0. De plus, le controle v peut étre choisi tel gL (o.1)xw) < eCH||yo||Lz(Q),
avec H= H(T, ||al|, ||bllo) donné dans le lemme 3.4.2.

La démonstration de la contrélabilité du systeme (3.4.disatune technique de point fixe. Pour pouvoir
I'appliquer il nous faut avoir des estimations de la solutyalu systéeme linéarisé (3.4.3) en fonction de la
donnée initialg/g et du contrélev.

Lemme 3.4.4. La solution y du systéeme (3.4.3) satisfait
IV 20y + 102y < KalMIEzq) + IVONEzqy), O<t<T,
avec g = e T+TIAL+TIBE) | Sjy, e H1(Q) alors nous avons g ([0, T], HA(Q)) et
102y + 19Y2 ) + 19Oz < KalVZz gy + YOy o). O t<T,
avec K = e THT+T)lall +«(T+THIbIE) - Sjyve L=(0, T, L2(Q)) et y € D(A), alors nous avons
loxy(®llL=(@) < Ka(IMlL=o1.L2@) + Yl
avec K = eCUTHTH(M)al. +TH(TIIBIL) oy | est une fonction croissante positive telle qu(8) = 0. Plus

t
précisémenty(t) = [(} + 5)%(3) *dravecs <s<1.
0 t t

Les deux premiers points du lemme sont classiques. Le dgyaiet est démontré dans [9] & partir d’un
argument d’interpolation qui transparait dans la formeademctionls.

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat de contnileraé.

Théoréme 3.4.5. Soitw € Q un ouvert non vide et € BV(Q) avecO < Cpin < C < Cmax €t ¢ de class@”
sur un ouvert non vide de. Soit T> 0:
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1. Controlabilité a zéro locale : il existe > 0 tel que pour tout y dans 12(Q) avec|lyoll 2y < & Il
existe un contréle ¥ L*((0, T) x w) pour lequel la solution de (3.4.1) satisfaffly) = 0.

2. Contrdlabilité a zéro globale : So@ satisfaisant de plus I'hypothése 3.4.1. Alors pour teudans
L2(Q), il existe ve L*((0, T) x w) pour lequel la solution de (3.4.1) satisfaifTy) = 0.

Aprés les estimations précédentes la démonstration desli@ssique et nous pouvons procéder comme
dans [DFCGBZ02, DOPO02] qui eux-mémes suivent de trés pr&®[B FCZ00]. Nous ne donnons ici que
les étapes de la preuve. Plus de détails sont disponiblag@an

Etapes de la démonstration du théoréme 3.46us prenonR > 0 et posonZ = L(0, T, H}(Q)). La
fonction de troncatur&g est définie par

S si|l9 <R
RsgnE) sinon

Tr(s) = {
Pourz € Z nous considérons le systeii@aire suivant

OtYzv — 0x(COxYzv) + I(TR(2), TR(9xD)Yzv + G(TR(D), Tr(0x2)0xYzy = 1,V dansQ,
yZV = 0 SUI’Z,
Yzv(0) = Yo dansQ.

Nous posons, = ¢(Tr(2), Tr(0x2)). En choisissant le contrle nul sur un intervalle [05], avecs >
0, nous pouvons supposer que € D(A). En laissant le contréle agir sur l'intervalle,[0;] avecT, =
min(T, llazl2’>, llazll’?, 151 (lall?)), les estimations précédentes permettent de trouver nimdtev, e

L*(Q) tel quey,(T) = 0 et

(3.4.4) [IVZAlL= (0.Tyxw) < 9 IYollLz)s

(3.4.5) IYzullLerwr=() < 9 IYollpay

N 2/3 e s < .y . « .
ou § = eCMHa="+IbA%)  Nous avons utilisé le caractére unidimensionnel du probldans ces estima-
tions. Nous définissons maintenant

U@ ={ve L”(0,T) X w); y.u(T) =0, (3.4.4) est satisfdit
A(@) = |yzvi Ve U(2), (3.4.5) est satisfdt

L'applicationz — A(2) de Z dans?(Z) satisfait les conditions $lisantes a I'application du théoréme de
point fixe de Kakutani [Aub79, théoréme 1, chapitre 15, secH]. Le résultat de controlabilité locale en
découle alors en choisissansutisamment petit pour que le supremum du point fixe obtenu swsttit
queR par (3.4.5). Le résultat global découle de la forme de lateonis$ et de I'’hypothése 3.4.1 comme
exposé dans [DFCGBZ02, page 813]. ]

Remarque 3.4.6. Suivant [FI96] ou par exemple [DFCGBZ02], a partir du résufirécédent, nous pou-
vons démontrer le méme résultat de contrdlabilité pour untréte frontiére en 0 ou en 1. Le contrble peut
alors étre pris de clas#g]0, T]). On remarquera que dans ce cas il n'est pas nécessairggessu une ré-
gularité%” pour le codicientc sur une sous-partie de. Nous généralisons ainsi complétement le résultat
de [FCZ02] au cas semi-linéaire.

Commentaire 3.4.7. C'est la forme de la constanté dans le lemme 3.4.2 obtenue a partir des inégalités
de Carleman qui dicte I'hnypothese 3.4.1 imposég Alors que la contrblabilité est fausse en général dans
le cas olg(yi, y») @ une croissance plus rapide qué(n+ |y + ly2]), la question reste ouverte pour les cas
intermédiaires.
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3.5 Un résultat de contrdlabilité en dimension plus grande q ue deux

Nous exhibons ici un cas en dimension plus grande que deuquaktion de la chaleur a cfiients
discontinus peut étre contrélée avec un contrdle distrdoydorté de maniére arbitraire.

SoitQ un ouvert borné d&", avecQ = Q' x (0, H), ol Q’ est un ouvert non vide de™* de frontiéree?.
Nous posons = (X, X,) € Q' x (0, H). Soit B(x), une matricen x n qui satisfait I'hypothése suivante.

Hypothése 3.5.1. La matrice X, x,) admet la structure diagonale par blocs

C(%)Ci(x) O

(3.5.1) B(X, Xn) = 0 (%))

ol ¢ € L®(O,H), c, € BV(O,H) et G, € #XY, Mn_1(R)). La matrice G(X) est symétrique. Nous
supposons de plus qe< Cmin < Gi(Xn) < Cmax X1 € (0,H), i = 1,2, et0 < Cmin < C1(X) < Cmax X € Q.

Soit 'opérateur autoadjoim = -V, - (BV,) dansL?(Q) de domaineD(A) = {u € H}(Q); Vx - (BVxu) €
L2(Q)}. SoitT > 0 etQr = (0, T) x Q. Nous considérons le systéme

Aty — Vx - (BVxy) = L,v  dansQr,
(3.5.2) y(t,x) =0 sur (QT) x 09,
d(0, xX) = go(X) dansQ,

ollyp € L%(Q) etw est un ouvert non vide d@ tel quew € Q. Nous choisissons’ un ouvert non vide de
Q' etwy, un ouvert non vide de (M) tels quew’ X wy C w. Nous supposons de plus que

Hypothése 3.5.2. Le cogficient ¢ est de class& dans un ouvert non vide de.

Nous montrons que le systéme linéaire (3.5.2) est cont&kkec un contrble supporté dansx wy, et
ainsi danso.

Nous donnons tout d’abord quelques propriétés spectrales et d’'autres opérateurs associés a notre
probléme. Nous définissons I'opérateur autoadjding -V, - (C1Vy), dansL?(Q’), de domaindD(A) =

{u e HY(Q); Vy - (C1Vxu) € LA(Y')}. Nous prenons une base hilbertienneLdg’) formée de fonctions
propres ¢y)k=1 de A’, associées aux valeurs propres; 1 < up < ... < g < k1 < ...

Nous définissons aussi les opérateurs autoadj@éipt& € N*, surL?(0,H) par Ax = —dy,(C2(%n)dx,) +
C1(Xn)ux de domaineD(Ax) = {u € Hg(o, H); codx,u € HY(0, H)}. Nous prenons une base hilbertienne de
L2(0, H) formée de fonctions propres p(x,), p € N*, de A, associées aux valeurs propres0l; <

A2 £ -+ < Ap £ Akper < ... Nous avonsly p > Cmin k-

La séparation des variables dans leditcents de la matricB permet de montrer que les fonctions propres
de I'opérateuA données pagi p(X', Xn) = (dk ® Wi p)(X', Xn) = dr(X )i p(Xn) forment un base hilbertienne
deL?(Q). Nous désignons pad les sous-espaces fermés de dimension infinie?@@) suivant :

Hi = veclgkp; p> 1) = (g ® f; f € L0, H)}, kel

et nous posong; = @<»iHk pour j € N*. Nous désignons pdig, la projection orthogonale sui; dans
L2(Q). Nous notons qUE; c Ej,1, j € N, etUjoyE;j = @xar-Hk = LA(Q) et que I'opérateurA, D(A))
génére u¥®-semi-groupe de contractioB(t) = e pourt > 0, qui réduit 'espacéi,, k > 1. Sif € L4(Q)
nous avons$(t)f = 3y .1 € (f, ¢ p)e p (Voir par exemple [DL88] ou [RS80]).

Nous montrons maintenant I'existence d’'un controle agissar le sous-espadg. Suivant [LR95], pour
p € (0, 3(%_1)), nous posong; = Ko-j"’, aveco; = 2, pour toutj € N. La constanté est ajustée afin
d'avoir 2352 Tj = T. Alors, nous définissorg = 0, aj.1 = a; + 2T}, pourj > 0.
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Nous montrons que pour tojit> jo, pour un certairjo € N, I'inégalité d’observabilité
aj+T;

(353) (@, Moy < € f f Q)R dxdt
est satisfaite par la solutiane ¢([a;, a; + T;]; E;) du systeme

(354 {—&q—VX-(BVXq) =0 danséj,a +T)xQ,

(@ +Tj) = o dansQ, qo€E;j.

Cela donne I'existence d’'un contrdlg e L2(aj, a; + Tj; L3(Q)) pour touty; € L2(Q) tel que la solution du
systeme

oy — Vy - (BVyy) = L,v; dans &, a; + Tj) x Q,

y(t,x) =0 sur @, a; + T;) x 0Q,

y(@j. %) =i dansQ,
satisfaitllg, y(aj + Tj, X) = 0 puisqueS(t) etIlg; commutent. De plus; satisfait

IVillLz(ay.a+T))x) < Cr g Yijllg; < CrjllyjllLz()-
Au passage nous estimons la consta@fece qui nous permettra d'utiliser la méthode de [LR95] pour
conclure.
De linégalité de Carleman du théoreme 3.3.5 pour I'opérat®; + A sur l'intervalle @;, a; + T;) avec
i i _ e _ eB_elB(¥ o ~
des’fonctlons' poids de la formgt, X) = EET n(t, x) = oyt oy avess = 2m||8ll, Nous avons
le résultat suivant.

Proposition 3.5.3. |l existe des constantes positives=CC(H, wn, Cmin, Cmax), €t C = C’(H, wn, Cmin, Cmax)
telles que, pour tout k N* et pour § = max(C'T?u;"°, %(T; + T?)), les solutions de

(3.5.5) {—8tz+ Az=0 dans(aj,a;+Tj)xQ,

Z(t)=0 sur(aj, aj + Tj) X 0Q,

CskT aj+T; 5
LcCe f S 1z(t, x)|* dx dt.

aj wn

satisfont|z(a;, )IILZ(O mST

Cela nous permet de prouver maintenant I'observabilité deapace dé;.
Proposition 3.5.4. llexiste p € Ntel que, si j> jo, les solutions de (3.5.4) satisfont (3.5.3) avag €
CT : C””J )

+

Démonstration.Nous avonsy(t, X', X,) = X<, $x(X)0k(t, Xn) €tq est solution de (3.5.4) daf([a;, a;
T;l; Ej), si et seulement si chaque fonctigp, 1 < k < o, est solution de (3.5.5) dar§([a;, a
TiJ; L%(0. H)) etaw(@; + Tj) = ok, OUGo(X', Xn) = Ykeo, #k(X)box(Xn). Nous avons alorgq(t, I, q,
Zkeo; l10K(t, )IILZ(O ny €t de maniere similairgq(t, )IILZ(Q ) = Yo lI0k(t, )IILZ(m) quandt € [aj,a; + T].
Grace a la formule de Weyl [Agm65, théoreme 14.6, p. 2bQ],~ C(Q’ )(o-J)n 1, hOUsS voyons que, poyr
sufisamment grand, nous avosg = CT%:5/°. Nous avons alor§ ;2 mMax o, S = Tj%s,, = CuZ’. De
la proposition 3.5.3 nous obtenons

+

aj+T;

198y ey < C"”J [ [ > e xR ax, e

aj wp k<o



3.6. Probleme d’identification de cfieients non réguliers 53

Si nous utilisonsi(t, x,) & la place ddy dans (3.1.5), nous en déduisons

aj+T)

lo(a. )||L2(Q)<9e°“v f [e V[ 3 adat ) | dx axat .

aj wn o k<o
Avec la valeur d€t; que nous avons obtenue, en suivant la méthode construet[i485], nous obtenons
le théoréme suivant.

Théoreme 3.5.5. Sous les hypothéses 3.5.1 et 3.5.2, pour un temps arbiffaire O et une condition
initiale yo € L2(Q), il existe ve L?((0, T) x Q) tel que la solution associée y du systéme (3.5.2) satisfait
y(T) = 0 p.p. dans.

Remarque 3.5.6. La méthode que nous avons exposée s'étend naturellemeasauiide domaine est de
la forme M x (0, H) ou M est une variété riemannienne réguliere compacte avec sisath de dimension
n-1.

Remarque 3.5.7. La démonstration que nous venons de faire est fondée ea partiinégalité (3.1.5) pour
les fonctions propres associées a I'opératey - (C1(X')Vy) sur€)’. Si nous nous placons en dimension
deux,Q = Q' x (0, H) avec par exempl®’ = (0, 1), le changement de variable introduit dans [AE06] ainsi
gue le théoreme 2 de [AE06] permettent de démontrer l'in€ged.1.5) dans le cas dty(x') € L*(0, 1)
avec 0< Cmin < C1(X) < cmax- Nous obtenons ainsi le résultat de contrdlabilité du thdwer 3.5.5 dans ce
cas. La matric®(X, x,) définie dans (3.5.1) est alors singuliére dans les deugttresx’ et x,. On notera
cependant qu’une des composante8@¢, x,) dépend uniquement dg. La généralisation, en dimension
deux d’espace, que donne le résultat de [AEO6] ne semble gmpermettre de répondre a la question
générale qui nous intéresse.

Remarque 3.5.8. D’apres [FI96], la contrblabilité pour un contrdle distrdopermet d’obtenir un résultat
similaire pour un contr6le frontiére qui agit sur, ) x y* avecy’ un ouvert non vide déQ’, ou tout
{0} x 0" ou tout{H} x 9QY’.

3.6 Probleme d’identification de coefficients non réguliers

Nous commengons par rappeler le cadre introduit dans léose®tl. Nous considérons un ouvéltde
classer? deR" etQg, Q; deux ouverts non vides de tels que

Qo e Q, etQy = Q\ Qo,

et Qg est connexe. Soit un cfigient de difusionc, & par morceaux, discontinu sur l'interfa& =

Qg N Qy, elle-méme supposée de clagse (Pour simplifier, nous prenons une seule interface matie cet
configuration peut étre généralisée ; voir la remarque 3.6l6us posong) = Q\ S. PourT > 0 nous
considérons le probléme de transmission pour la chalevarsui

oy—-V-(cVy)=0 dans (0T) x &/,
-h T)xT
(3.6.1) y(t, X) = h(t, x) sur(QT)xT,
YI0.T)xse = YI0.T)xS1» CoonYl0.T)xse = C10nYl(0.T)xS15
Y(0, X) = yo(X) dansQ,

ou les traces sy sont prises du coté dey et celles suB; du coté de;. Sile codficientc est changé eo ™
nous notons alongla solution associée. Nous supposons que l'interface,dui#gnconnue, reste inchangée.
Nous supposons queet € vérifient 0< Cnin < € < Cmax 0 < Cmin < € < Cmax
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Nous définissong = ¢ — €, u = y — § etv = g;u. Alors la fonctionv est solution du probléme suivant
ov—V - (cVV) = V- (£Vad) dans (0T) x &/,
v=0 sur(QT) xT,

V|(0,T)><SO = V|(O.T)><Sl’ Coanv|(D.T)><SO = Clanv\(o.nxsl + g(t’ X)’

oug(t, X) = (£0n0H)loT)xs, — (E0ndNl0.T)xs, = @ONOFI(0.T)xS,, AVECH = §|51§:%j —&ls,-

Pour la fonctiorv satisfaisant un tel systeme avec ces conditions de trasismigarticulieres nous démon-
trons 'inégalité de Carleman suivante.

Théoréme 3.6.1 ([3]). Soity un ouvert non vide déQ. Si la dimension n est supérieure ou éga2rous
supposons queg; — Cls, > d > 0. Il existed; = 11 > 0, ; = 51(41) > 0et C> Otels que

_ gD _ g _gn) )
(3.6.2) M V2o, + IMP(E T V)zq) + IMS(E TV g + IMP (™

+si? f f (e 217 5D 4 2517 4@y |yy2 dx dt+ S f f (25 o° 4 72519 ,@%) 2 dx dt
Q Q

Vi)

]
<clsi f f (€290 4 29, 5.V do dit + f f @2 4 2% |5y + V- (VW) dx dt
Q!

oy

T T
+ sl f f (€21 o 4 297, g dor dit + f / (@2 o0* 4 2917 ,@% |42 dor dit
S S

.
+s7? f f (e 21" 4 e291)|9,g/%do dt|,
S

pour s> s;, 1 > 4 avec les opérateurs flet MY, i = 1,2, de laméme forme que (3.2.4) e&Qto, T)xQ,
Q = (to, T) x .

Ici, pour des raisons techniques, il nous faut introduinexdamilles de fonctions poids (voir la démonstra-
tion du théoréme dans [3] qui s'inspire de celle du théorémealans [DOP02]). Cette inégalité s’obtient
en faisant des hypothéses géométriques sur I'o@vepti suivent celles faites dans [DOP02], a partir des-
. . . ; i : . " () (x)
quelles nous construisons les fonctions poids de Carlepfany® et ¢, suivante®(t, x) = %,

. B (1) (x — ~ . ., s <
nO(t, x) = % avecs = 2m|BY|., i = 1,2, m > 1. La forme de I'inégalité de Carleman du théo-

reme 3.6.1 est peu classique a cause des termes d’intedansde membre de droite de (3.6.2). Sa dé-
monstration dans le cas> 2 suit néanmoins d'assez prés celle de [FI96] et plus péigreiment celle de
[DOPO2]. Dans le can = 1 I'nypothése de monotonie sa® l'interfaceS n’est pas nécessaire en suivant
la méthodologie que nous avons exposée dans la sectionl@2 (ae seule fonction poigs construite
suivant le lemme 3.2.1 estffisante).

Nous poson3’ = %(T +1p). L'inégalité de Carleman permet d'obtenir I'estimatiavante [3, lemme 2.3],
pours> g etd > A,

f (e_zs,;<1)¢(1)% + 6_23'7(2)90(2)%) (T", %) (T, )’ dx < Cs 32172 x (le terme de droite de (3.6.2))

Nous pouvons nous assurer qu'une des solutions de (3.@&lgxempley; se trouve dans une classe de
fonctions stfisamment régulieres, et bornées dans ens» espaces, par un choix particulier de condi-
tions au bordn(t, X) (voir [3, sections 2 et 3]). En particulier nous pouvonssiassurer quay > r > 0 sur

Q' au tempsT’ en utilisant le principe du maximum.
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Alors, si nous exploitons le fait qug la différence entre et ¢, est constante par morceaux nous obtenons,
en posang; = €lo,, i = 0,1,

(36.3) 6P [(1-CsIAW(s 1) ~CTs 2 wa(s ) + S 20°Wa(s ) + 8724 wo(s )]
i=0,1

3 3
<o [ (7 1 e @) 1w - v, ox
o
T
LC’s 3! f‘[(e*ZSI“)‘p(l) N 6725"(2)90(2)) |8,VI% do dit,

oy

ou les terme®Vi(s, 1), i = 1,2 etwi(s, 1), k= 0, 1,4 sont donnés par
T 3 3
Wi(s. ) ::f (e‘297(1)¢(1)k . e—2g](2)¢(2)k)(t’ Sydt. Wi(s 1) ::/ (€257, 03 4 252,03 (T xdx
to Qi

Nous aurons prouvé le résultat de stabilité si nous pansaoendre les cdigcients accompagna# eté;
strictement positifs puisque le membre de droite de (3&8®&espond aux termes d’observation que nous
nous sommes donnés. Cela se fait en prenant les parametasldmars et 1 sufisamment grands. C’est
par I'étude des comportements asymptotiquesvds, 1) et Wi(s, 1) que nous concluons. L'argument est
assez simple pour le cficient accompagnagt. Nous montrons que

Wi(s 1) > C(1,i)e 2K aveck® < pO(T",S), =12

pour s sufisamment grand, og)(T’, S) désigne la valeur de la fonctiof) sur l'interfaceS, ol elle est
effectivement constante, et nous montrons

Wi (s, 1) < C(2) (e_zg’m(T/’S) + 9‘297(2)”"5)),

pour s sufisamment grand, ce qui permet de conclure en presgnand [3, proposition 2.8]. En géné-
ral, pour obtenir un résultat de stabilité, un seul des dearampétres de Carleman est utilisé. Nous les
employons maintenant tous les deux pour montrer que Ificieat accompagnary dans (3.6.3) est
strictement positif quand et s sont siifisamment grands. L'équivalent asymptotiquenglés, 1) que nous
donnons permet de gagners, entre autres, une demi-puissancesger rapport au résultat que donnerait
une simple majoration de la fonction intégrée dapés, 1).

Lemme 3.6.2. Nous avons le comportement asymptotique suivant, pougss> 0 etA > A3 > 0

_1 _oa i) (T VK,
W(s Q) =572 ) 219 04T 3)
i=1,2

1 _3
+O[ — S’ 3) .
Ve — eiB(S) (e¥ — e"(9))2
Ce résultat correspond en fait a une formule de phase stafi@npour une phase complexe [H6r90, théo-
reme 7.7.5], qui, dans notre cas, correspond aussi a la deétht® de Laplace [Erd56].

Lemme 3.6.3. Soite > 0. Nous avons, pours s, > 0, 1 > 0,

e g O(T/ , 1 g @ (T , 1
— (Cane ™ T IGI(T )} + Co o6 =T IA(T S))).

Wo(s, 1) >

Ce dernier résultat s'obtient en ne considérant qu’uneegpedirtie de I'intégrale qui définit(s, A) pres du
bord deS dansQ. Nous pouvons alors utiliser des coordonnées normefestde long deS ce qui permet
de comprendre plus facilement la dépendancé/gles, 1) ensetA.
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Si nous injectons maintenant la minoration\¥g(s, 1) et les équivalents dey, k = 0,1, 4, obtenus dans
la forme du co#ficient accompagnart dans (3.6.3), nous voyons que le gain d’'une demi-puissamce e
s obtenu dans le lemme 3.6.2 est essentiel. Nous pouvonsratmrser que ce cdicient est strictement
positif quandl et s sont pris successivement grands. Nous obtenons ainsidestné de stabilité suivant.

Théoreme 3.6.4. Soity un ouvert non vide de la frontie@Q et soient les cggcients c et tels que ¢ €
soit constant par morceaux. En dimensior 2 nous supposons de plus qug, e cls, > d > 0. Alors nous
avons

Zo]l I(c = Bl < Clan(@y — 3D 201yepy + CIY = N5 Niery-
1=0,

avec y efy, solutions de (3.6.1) pour c étrespectivement, pour la condition de boid, i) bien choisie.

Remarque 3.6.5. Le « bonx» choix des conditions au bork(t, X), permet d’obtenir certaines conditions de
régularité et de positivité pour une des solutions commes fauons écrit plus haut (pour plus de détalils,
voir [3, sections 2 et 3]).

Remarque 3.6.6. Pour simplifier I'exposition, nous n’avons considéré iciune seule interface séparant
deux ouverts d€. Nous pouvons généraliser cette situation et suivre la nmdéibodologie. En particulier
I'ouvert Qg peut avoir plusieurs composantes connexes. Nous pouvessansidérer une suite d’ouverts
« emboités>. Alors a chaque interface il nous faut faire une hypothésmaleotonie sur les cdigcients en
dimensionn > 2 [3]. En dimension un, nous pouvons considérer degficants constants par morceaux
guelconques.

Si nous suivons la méthode de [YZ01] nous pouvons montr&dgltat de stabilité sur la condition initiale
énoncé dans (3.1.7) a partir du résultat précédent. Cetiteonh® se fonde sur un argument de convexité
logarithmique énoncé dans [Pay75] (voir [3, section 4]).

3.7 Perspectives

L'étude de la contrdlabilité des équations paraboliquessfiicients discontinus nous parait importante car
de telles singularités dans les @ig@ents existent dans de nombreuses applications. Nous avotéte, en
particulier, des systémes de réactiofitdiion, par exemple en biologie, ou les propriétés du milewpnt
varier rapidement. Pour ces systemes, beaucoup de quediocontrole restent ouvertes. Les questions
d’identification de cofficients sont aussi de premiéere importance dans ce domaine.

Pour I'équation de la chaleur, avec un fiament de dffusion non régulier, la question de I'observabilité
dans une région quelconque reste ouverte pour les dimensior2, pour un cofficient de dffusion com-
pletement général. Le résultat de [2] constitue un encamagt pour continuer dans ce type de recherches.
La plupart des résultats de controlabilité a zéro des émumparaboliques connus a ce jour peuvent étre
obtenus au moyen d’'inégalités de Carleman pour I'opéra@abolique, qui impliquent les inégalités d’ob-
servabilité (a I'exception du résultat récent de [AE06]wetsa de [2] qui utilisent la technique de G. Lebeau
et L. Robbiano [LR95]). Il est donc naturel de vouloir vérifg une telle inégalité est possible dans le cas
général qui nous intéresse.

Lorsque nous cherchons a prouver une telle inégalité eisarttl la technique de [DOPO02] ou [1], nous
nous rendons compte que les problémes proviennent d'uapacié a estimer la dérivée tangentielle de la
solution du probleme parabolique au niveau des interfa@sstechniques développées dans [LR97, Bel03]
permettent un découpage microlocal prés de l'interfacelesiqurs zones. Certaines zones sont traitées
comme pour des inégalités de Carleman au bord [LR95]. Damstréd’s zones, ce sont des projecteurs
de Calderén qui sont utilisés. Nous comptons étudier lesiples applications de ces techniques au cas
parabolique.
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Dans l'optique du résultat de [AEO6], I'existence d’'unegatté de Carleman pour une régularité aussi
basse qué&™ serait un résultat remarquable. Cette question semtiiieildi.

Pour des applications telles que la biologie, nous ne paipas nous contenter de résultats théoriques de
contrblabilité. C'est pour cela que nous souhaitons expltas aspects numériques de la contrblabilité a
zéro. A ce jour, seuls des résultats partiels existent égjeations hyperboliques sont bien plus étudiées que
les équations paraboliques. En dimension un d’espacestkaxn résultat positif de contrélabilitéiforme
pour un schéma aux fiérences finies a pas constant pour le laplacien avec destioosdile Dirichlet
homogeénes au bord [LZ98b]. En dimension deux cependans dardomaine carré, un contre-exemple
montre que, pour un schéma auxtéiences finies a cing points, a pas uniformes et identiques lda
deux directions, la zone de contrdle ne peut pas étre arbifzua06]. Nous pouvons aussi citer le résultat
de [LTO6] qui ne concerne pas la controlabilité a zéro unil@mais la convergence de la contrélabilité
approchée. Ce résultat est moins précis car il s'appliques&chémas trés généraux.

A la lecture de ces quelques résultats, il semble importassdyer de généraliser le résultat de [LZ98b] a
des schémas a pas non constants pour des opérateuficiems variables, tout d’abord en dimension un
d’espace. L'obtention d’'inégalités de type Carleman pesmpérateurs elliptiques et paraboliques discrets
reste une question ouverte [ZuaO6]. Les premiers calcudsmpuis avons réalisés dans ce domaine, en
collaboration avec F. Boyer et F. Hubert, indiquent unféalilté a obtenir des inégalités avec les grands
parameétres et indépendants du pas de discrétisatio€eci limite les possibilités d’applications de telles
inégalités. Un objectif pourrait étre I'obtention d’'unersien discréte de l'inégalité (3.1.5) :

Z Ajdjk

Hj<p

2

(3.7.1) Z laj|?> < hC& V¥ Z

Hj<p k=kq,....k

y ,u>0, ajeR,

ou ici les fonctions discrétes; sont les fonctions propres de I'opérateur discrétisé saedleurs propres
u;j associées (qui sont en nombre fini). Lintégrale sue Q est ici remplacée par une somme finie sur
les points de discrétisatiorx,, . .., X contenus dans. Cependant, en prenaptsufisamment grand,
un simple raisonnement d’algébre linéaire montre qu’utie teégalité esfausse Nous pouvons alors
étre tentés d’obtenir une inégalité similaire comportar intégrale continue par rapport & une variable
supplémentaire comme obtenue originellement dans [LR95] :

D aiey

HjsH

to 2

(3.7.2) D la? <hcéEVE dt, u>0, tp>t, ajeR,

,MjS,M k=k1 ..... kJ ty

Une telle inégalité s’obtient a partir d'inégalités d'iqielation dans [LR95]. Cependant, le lien, que nous
constatons entre les grands parameétres des inégalitéslden@a avec le pas de discrétisatlyme semble
pas permettre la démonstration de versions discréteslds it@egalités.

En dimension plus grande, il semble important de compresidie contre-exemple donné dans [Zua06]
est générique ou seulement exceptionnel et lié a la gé@ettau schéma considérés. Si nous parvenons
a obtenir des inégalités d'observabilité uniformes, lastjoe de la convergence de la fonction de contréle
obtenue pourra étre abordée quand la discrétisationfésée

Parallelement a cette étude théorique, il semble impodantrocéder a une prospection numérique de
certaines questions comme celle de la dépendance du @nisdh-vis de la taille et de la localisation
de la zone de controle. De telles questions sont importamesratique. Les résultats numériques que
nous obtiendrons permettrons d’orienter nos recherchestpéoriques. Nous avons, par exemple, projet
d’étudier les applications de la théorie du contréle auxstiars de thérapie du cancer.

Concernant le probléme inverse que nous avons étudié ggmble important de traiter des cas defioe
cients réguliers par morceaux plus généraux. Ici nous asmgosé que la fierence des deux cfiients
était constante par morceaux. Pour le moment, certaingoogmtdes raisons uniquement techniques, nous
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ne parvenons pas a relaxer cette condition. Ce serait powmaprogres important. Le résultat que nous

obtenons, comme dans beaucoup de résultats de ce type péquigtions paraboliques, nécessite une me-
sure de la solution dans tout le domaine pour un temps pdSitfprimer une telle mesure représenterait
une avancé significative.

3.A Sur l'inégalité de G. Lebeau et L. Robbiano

Dans cette annexe, nous donnons une démonstration indéerat assez courte de l'inégalité (3.1.5) a
partir d’'une inégalité de Carleman globale. Sitin ouvert borné d&" a frontiére¢?, etO un ouvert de
QtelqueO € Q. SoitT > 0 etQ = (0, T) x Q. Nous utilisons ici la notatioR = (0, Vx)' et nous désignons
parnla normale unitaire sortante d@surdQ et parn la normale unitaire sortante desuroQ.

Du fait de la régularité de la frontiére, nous pouvons choisé fonctions € #*(Q) qui satisfait la propriété
suivante :

VBl > c>0etg>0dansQ, d,4(t,x) = f(t) <Osur(QT) xaoQ,
OB =c>0surf0}x (Q\0), V8=0etgB<c<0sur{T}xQ, supB(0,x)>p(T,x)=cst
XeQ

Une telle fonction peut étre obtenue en suivant par exengpledhnique de [FI96], i.e. en utilisant le
théoréme de Morse [AE84]. Nous définissgns- e¥. Avec cette fonction poids nous obtenons I'inégalité
de Carleman globale suivante pour I'opérateur elliptiBue 97 + V - (C1Vy) sur (Q T) x Q, avecC; une
matrice de diusion réguliere¢?).

Théoréme 3.A.1. Soit G (x) dans¢*(Q, M,(R)), symétrique telle qué < Cmin < C1(X) < Cmax. Il existe
C=C(Q,0, T, Cmin, Cmax) > 0, 9 = (2,0, T, Cmin, Cmax) > 0 et g = 20(Q, O, T, Crin, Cmax) > 0 tels que

BA1L) S f f S|P dx di+ s12 f f %,(VuP) dx dt+ st f (€%)(0, )|0:u(0, )12 dx
Q Q

Q\0

;
r sl f (%0)(T. VIAU(T, )R dx+ 43 f (€% 3)(T, Iu(T, X2 dx+ st f f (%) (t, )lnu(t, )P dor dit
Q Q

0 0Q

< C[ ff ¥|PuP dx dt+ S/lf(ezs‘/’tp)(T, X)|V,u(T, X)|% dx+ saf(eZ%)(o, X)1Bu(0, )2 dx |,
Q Q J

pour s> Sp, 1 > Ao, pour tout ue H2(Q), satisfaisant ligxq = 0, U m)xaa = 0.
On remarquera que nous n'imposons aucune condition au bofd jsx Q.

Démonstration.Nous définissons la matrice symétrigDg(x) d’ordren + 1 égale &

Ci(x) = (é Cl?x))'

Posonsf = Pu e L%(Q). Alors f = V- C,Vu. Nous prenons > 0 etd > 0. Nous definissong = e¥u. La
fonctiony satisfait alordMyy + Moy = fs avects = €% f + sip(VB - C1VB)Y — sA2p(V - C1VB)y et

My = Py + S220%(VB-CiVB)Y, Moy = —2519VB - CiVy — 250%(VB - CLVB).

Nous avongiMuyIZ, ) + [IM2UIIF, o) + 2(Mus, Math) 2y = lITll? ). PUis nous écrivonsMuy, May) 2(q)
comme une somme de quatre %ernh@sl <i,j < 2, ouljj estle produit scalaire diéme terme dans
I'expression deMyyr et du jeme terme dans I'expression Wey.
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Le termely; est donné paky; = —2s2 [f o(V - C1Vy)(VB - C1Vy) dx dtce qui aprés deux intégrations par
Q

parties donne
Iy = 2512 f f S(VB - C,V)? dx di— si2 f f o(VB - CLVB)(Vy - CyVy) dx dit
Q Q
- 251 [ ¢(n-CiVu)(VB- Ci¥4) dot. ) + 81 [ ¢(n- CiVp)(VY - CiV0) dor(t. ) + Xas

aQ 0Q

ou

X =281 Y [[ o(Cuds(01) A(Cdb) d dx c
Q

ikl

- saZ f f (V¥ - (01C)VY) (Co)udi dx dt— s1 f f ¢ (V- C1Vy) (V- CLVB) dxdt
kI °Q Q
Le termels,, donné pati, = 2512 [f o(V - C1Vy))(VB - CLVB)y dx dx devient
Q

l1p = 2812 f f o(VB - CLYB)(V - C1Vy) dx dt+ Xoa,
Q

apres deux intégrations par parties, avec

Yoo = 2512 f f (C1V0) - V((VB - Y)W dx dt— 251 f (- CLV)(VB - CLYA)Y der(t, X).
Q aQ

Le termel,y, donné paty; = —28323 [ ©3(VB - C1VB)Y (VB - C1Vy) dx dt, devient
Q

Iy =35%4° f f (VB - CLVB)%? dx dt— £23 f (VB - CLYB)(n - CLYA? dor(t, X) + Xan,
Q aQ

apres une intégration par parties, a¥eg = $°4° [, ¢*V(VB- C1Vp) - C1VBy2 dx dt Finalement, le terme
|22 est donné pak, = —28°24* [, 03 (VB - C1VB)?y? dx dt

Nous observons ques - C1VB > ¢ > 0 dansQ, et nous voyons ainsi que posiet 1 sufisamment grands,
nous pouvons dominer etabsorber les termes volumiques daXg;, Xi» et X3 par les termes positifs
qui suivent,

st f f ¢3(VB-C1VR)22 dx dt et sa? f f o(VB - C1VB)(Vy - C1Vy) dx dt
Q Q

par des manipulations classiques (voir [FI96]).

Nous écrivons maintenant précisément les termes de sulédeg Xi, etlo;. Nous considérons ces termes
successivement sur,(0) x 0Q, {0} x Q et{T} x Q.

1. Sur (QT) x 9, nous avons = (0,n,), ¥ = 0,8 = 0, Vy8 = f(t)ng avecf(t) < O, etV =
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(On¥)Nny. Les termes de surfaces He sont alors

)
st [ ¢10) (-2 o) + (- Cang(T - Cr¥) dr(
00Q

T
= -t [ [ efOne Cand2@n)? do(x dt> .
0 9Q
Sur (QT) x 9Q les termes de surface &g, etl,; s'annulent.

2. Sur{0} x Q, nous avon® = (-1,0),, V¢ = (dw,0) puisquey = 0. Les termes de surface dig
donnent alorsst [, ¢(0, X)8B8(0, X)(3w (0, X))? dx, que nous pouvons séparer en deux termes : une
intégrale suO de signe indéterminé, et une autre intégralesyO qui est positive puisqué,3(0, X)

y est strictement positif. Syd} x Q, les termes de surface &g, et l,; s’annulent.

3. Sur{T} x Q, nous avons = (1,0) et3(T, xX) = B(T). Les termes de surface tig deviennent

~s [ ¢MOBTIEWT. R dx+ st [ TABTITHT. ) - CrV(T.x) dx.
Q Q

ou le premier terme est positif et le second est négatif peigep(T) est strictement négatif. Le
terme de surface de; devient—s22¢(T)3(08(T))3 J,, ¥(T, X)? dx qui est positif. Grace a I'inégalité
de Cauchy-Schwarz, le terme He, peut étre dominé et absorbé sur{T} x Q par le terme positif
gue nous venons de trouver. Nous notons que

st [ eMABMTT.R) - V(T X) dx= st [ oTXDaHTTUT, X - CoV,U(T, ¥) dx
Q Q

puisques est constante sy} x Q.

Les diférents signes que nous avons obtenus pour les termes deesdwfainants conduisent a I'inégalité
de Carleman recherchée. ]

Nous considérons maintenant I'opérat@ug —V, - (C1V,) défini surQ de domaind(A) = H3(Q)N Hé(Q)
(conditions de Dirichlet homogénes). Nous supposons qeeddin < Ci(X) < Cmnax L'OpérateurA est
autoadjoint et son spectre est purement ponctuel, donriégpealeurs propres (qui peuvent étre multiples)
O<pg <pp -+ <ug < ..., classées par ordre croissant aveglimux = oo. Nous désignons par
(¢x)kery UNe base orthonormale de fonctions propres associées keuxs/propresiy)ken. De l'inégalité de
Carleman précédente nous prouvons 'inégalité recherchée

Théoreme 3.A.2. SoitO un ouvert de. Il existe C> 0, tel que, pour touf: > 0,

(3.A.2) Dl < CeCWf DA
o

Hj<H Hj<H

2
dx, ajeR.

Linégalité (3.A.2) mesure la perte d’orthogonalité desdtons propresp;, u; < p, quand elles sont
restreintes a I'ouvei®.

Démonstration.Nous posonsi(t, X) = DI aj&\ﬂfm ¢j(x). Nous observons quBu = O pourP =

02 + Vy - (C1Vy). Si nous ne gardons qu’un seul terme & gauche dans l'inégiCarleman (3.A.1) nous
obtenons (en prenanit= A1)

s3ezs‘P(T)f|u(T, X2 dx < K sezsf’(T)fWXu(T, X% dx+ sf e%0915,u(0, x)[? dx |,
o

Q Q
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pour touts > s > 0, ou nous avons utilisé le fait que la fonction poiisiéfinie plus haut, est constante
sur{T} x Q.

On notera que
f (TP dx = f [Sa S'”h\(/r_v_)¢,()|dx E —S'nh“ﬂ| > T2 Y fayf,
Hjsp Hisp HjSH

puisque les fonctions propregdker sont orthonormales. Nous observons de plus que

f (€%)(0, )I6u(0, )2 dx < CE5UPea#(09) f 10U(0, X dx = €255UPca (0 f | > a0 |

Hisp

Le choix de fonction poidg que nous avons fait plus haut donne sg@(0, X) > ¢(T). Ainsi il nous sufit
maintenant de montrer que

(3.A.3) %éezﬂﬂm f (T, )2 dx > K s f IV,u(T, P dx
Q Q

pours > C /u afin d’obtenir I'inégalité recherchée. Nous écrivons

Lo f T dx= 25 3 [3, VL )‘

Hj<p

et

seZSP(T)fou(T X2 dx = s@”mf’ Z vaqu ‘

Q Hj=p \/_
@ 1 smh(T \/_) sinh(T \/_)
< se¥ Cmin!(”;a Vi Vi )-C (éal Vi Vid; ) dx
< seZS‘P(T) Z lay sinh(T V)2,
" uj<u

puisque les fonctionsVdi)ken satisfontf Vygi - C1Vy¢;dx = ujéij. Nous voyons alors que la condition
Q

(3.A.3) est satisfaite pous > Cp. n
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