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Résumé
Dans e manusrit de thèse, nous évoquons di�érents aspets de la propagation et del'émission des ondes életromagnétiques dans un milieu di�usant.Dans une première partie, nous montrons que l'Équation de Transfert Radiatif (etr) estun très bon outil pour l'étude de la propagation de lumière en milieu omplexe. À l'aidede e formalisme, nous étudions l'évolution de la ohérene spatiale du faiseau au seindu milieu, véritable signature des di�érents régimes de transport des photons (di�usionsimple, di�usion multiple, di�usif). Ensuite, nous dérivons une démonstration rigoureusede l'équation de la di�usion à partir d'une approhe modale de l'etr. Nous obtenons enpartiulier que le oe�ient de di�usion est indépendant de l'absorption en régime insta-tionnaire au ontraire du régime stationnaire dans lequel il dépend fortement du niveaud'absorption du milieu. En�n, nous nous intéressons aux �utuations temporelles d'inten-sité di�usée et montrons que l'utilisation de l'etr permet d'aller au-delà du régime di�usifdérit par la théorie de la spetrosopie par ondes di�uses (dws). Des omparaisons sontréalisées entre des aluls numériques et des expérienes en ré�exion a�n d'évoquer le r�lefondamental de l'anisotropie de la di�usion non dérit par la théorie standard.La seonde partie est entrée sur l'étude de l'émission de lumière en milieu omplexe. Dansun premier temps, nous étudions l'ampli�ation de lumière di�usée dans un système àgain appelé laser aléatoire et montrons qu'il existe un seuil laser en régime de rétroationinohérente. Ce seuil est quanti�é en utilisant une approhe modale de l'etr. Nous montronsen partiulier à partir de e formalisme les limitations de l'approximation de la di�usiondans un tel système. Ensuite, nous évoquons la modi�ation du taux de �uoresene d'unemoléule plaée dans un milieu omplexe. Nous mettons au point un modèle permettant deremplaer le milieu di�usant par un milieu homogène e�etif moyen prenant en ompte ladi�usion multiple et les interations entre di�useurs. Ce modèle est validé par omparaisondes taux d'émission �uoresente de la moléule plaée au sein du milieu. En�n, nous nousattardons sur le alul du hamp retourné temporellement dans un milieu omplexe. Pourela, nous étendons l'expression onnue en aoustique au as des ondes életromagnétiques.L'expression du hamp retourné temporellement est valable dans un milieu réiproque etnon absorbant, mais éventuellement anisotrope.Mots lefs Cohérene, Corrélation, Di�usion, Ondes életromagnétiques, Flutuationstemporelles, Fluoresene, Imagerie, Laser aléatoire, Retournement temporel, Transport





Summary
In this manusript, we raise di�erent aspets of the propagation and emission of eletro-magneti waves in a settering medium.In the �rst part, we show that the Radiative Transfer Equation (rte) is a very good toolto study light propagation in a omplex medium. Thanks to this formalism, we study theevolution of the spatial oherene of the beam inside the medium, whih is seen as a sig-nature of the di�erent transport regimes of photons (single sattering, multiple sattering,di�usive regime). Next, we derive rigorously the di�usion approximation by using a modalapproah of the rte. In partiular, we obtain that the di�usion oe�ient is independantof the level of asbsorption in the dynami regime while it depends on absorption in the aseof the steady-state regime. Finally, we study the temporal �utuations of the satteredintensity and show that the use of the rte allows to go beyond the di�usive regime de-sribed by the di�using-waves spetrosopy theory (dws). Comparisons between numerialomputations and experiments are realized in re�exion to underline the fundamental roleof the anisotropy of the sattering, whih is not desribed by the standard theory.The seond part is dediated to the study of light emission in omplex media. First, westudy the ampli�ation of sattered light in a gain system alled random laser and show thatit exists a laser threshold in the inoherent feedbak regime. This threshold is quanti�ed byusing a modal approah of the rte. Thanks to this formalism, we highlight the limitationsof the di�usion approximation in suh a system. Next, we study the modi�ation of the�uoresent deay rate of a single moleule embedded in a omplex medium. We derive amodel allowing the replaement of the sattering medium by an homogeneous equivalentmedium taking into aount the multiple sattering and the interations between satterers.This model is validated by omparison with the value of the deay rate of the moleule.Finally, we ompute the expression of the time-reversed �eld in a omplex medium. To dothat, we extend the well-known expression derived in aousti to the ase of eletromagnetiwaves. The formula is valid in a reiproal and non-absorbing but eventually anisotropimedium.Keywords Coherene, Correlation, Di�usion, Eletromagneti waves, Fluoresene, Imag-ing, Random lasers, Sattering, Temporal �utuations, Time reversal, Transport
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Nomenlature
• 1, 2, 3 : numéro du milieu enadrantgauhe, numéro du milieu di�usant, nu-méro du milieu enadrant droit
• 1, 2, 3 : en indie, signi�e dans les mi-lieux 1, 2 ou 3
• α : polarisabilité
• a : albédo
• a : rayon des partiules
• a′ : albédo e�etif
• A : en indie, signi�e absorption (pom-page optique)
• A10′ : oe�ient d'Einstein d'émissionspontanée de l'état 1 vers l'état 0'.
• abs : en indie, signi�e absorption
• B : hamp magnétique
• B02 : oe�ient d'Einstein d'absorp-tion entre les niveaux 0 et 2
• B10′ : oe�ient d'Einstein d'émissionstimulée de l'état 1 vers l'état 0'.
• c : en indie, signi�e ollimaté
• c : élérité de la lumière
• C : onentration volumique en parti-ules
• c0 : élérité de la lumière dans le vide
• c1 : orrélation en intensité dite c1
• oh : en indie, signi�e ohérent
• orr : en indie, signi�e orrigé
• δ : distribution de Dira
• d : en exposant ou en indie, signi�e dif-fus
• D : exitation életrique
• DB : oe�ient de di�usion brownien
• Di : oe�ient de di�usion en régime ins-tationnaire
• Ds : oe�ient de di�usion en régimestationnaire
• di� : en indie, signi�e en approximationde la di�usion

• dls : Dynami Light Sattering
• dws : Di�using-Wave Spetrosopy
• ǫ : permittivité diéletrique relative
• ↔

ǫ : tenseur de permittivité diéletriquerelative
• ǫ0 : permittivité du vide
• η : visosité dynamique
• e : harge du proton
• E : en indie, signi�e émission
• E : hamp életrique dans l'approxima-tion salaire
• E : énergie
• E : hamp életrique
• e� : en indie, signi�e e�etif
• em : en indie, signi�e émission
• em : Életromagnétique
• etr : Équation de Transfert Radiatif
• etr : en indie, signi�e en etr
• ext : en indie, signi�e extérieur
• φ : �ux radiatif
• f : fontion de orrélation de paire
• fmt : Fluoresene Moleular Tomogra-phy
• γ : pente logarithmique de la fontion deorrélation temporelle
• Γ : fontion de orrélation spatiale
• Γ : taux d'émission �uoresente
• g : fateur d'anisotropie
• g : pro�l de raie
• g′ : pro�l de raie normalisé
• G : veteur propre de l'etr
• G : fontion de Green
•

↔

G : tenseur de Green
• G : opérateur de Green
• Gi : moment d'ordre i d'une fontion G
• g1 : degré de ohérene temporelle duhamp
• g2 : degré de ohérene temporelle de



xviii Nomenlaturel'intensité
• G1 : fontion de orrélation temporelledu hamp
• G2 : fontion de orrélation temporelleen intensité
• h : en indie, signi�e h�te
• h : onstante de Plank
• H : exitation magnétique
• H : fontion d'Heavyside
• I : intensité
•

↔

I : tenseur identité
• I : opérateur partie imaginaire
• in : en indie, signigie inident
• inoh : en indie, signi�e inohérent
• j : densité de ourants
• J0 : fontion de Bessel d'ordre 0.
• k : veteur d'onde
• k0 : veteur d'onde dans le vide
• k0 : valeur propre spatiale disrète del'etr
• kB : onstante de Boltzmann
•

↔

K : tenseur intensité
• K : opérateur intensité
• λ : longueur d'onde
• λ0 : longueur d'onde dans le vide
• l : longueur de hemin
• la : longueur d'absorption
• l′a : longueur d'absorption e�etive
• lcr : longueur ritique
• le : longueur d'extintion
• l′e : longueur d'extintion e�etive
• lg : longueur de gain
• ltr : longueur de transport
• ls : longueur de di�usion
• L : largeur du milieu
• L : luminane (fontion de distributionde photons dans le hapitre V)
• L : luminane déduite de la formule deWalther
• L̃ : transformée de Fourier spatiale dela luminane
• L̄ : transformée de Laplae temporellede la luminane
• L∗ : épaisseur optique
• µ = cos θ
• µ0 : perméabilité du vide
• µa : oe�ient d'absorption

• µ′
a : oe�ient d'absorption e�etif

• µe : oe�ient d'extintion
• µ′

e : oe�ient d'extintion e�etif
• µg : oe�ient de gain
• µs : oe�ient de di�usion
• m : masse de l'életron
•

↔

M : tenseur de masse
• M : opérateur de masse
• M (n) = 1− 〈cos Θ〉
• mrt : Miroir à Retournement Temporel
• ν : fréquene
• ν = 1/k : inverse des valeurs propres spa-tiales de l'etr
• n : indie optique
• n : nombre d'événements de di�usion
• N : nombre de disrétisations angulaires
• N : densité de population des moléules�uoresentes
• N : nombre de di�useurs
• Nt : densité de population totale des mo-léules �uoresentes
• N : nombre de tirs de Monte Carlo
• NA : ouverture numérique
• ω : pulsation
• Ω : angle solide
• ot : Optial Coherene Tomography
• Π : densité de probabilité
• Π : veteur de Poynting
• p : fontion de phase ou indiatrie
• p : variable de Laplae temporelle
• p : dip�le életrique
• P : puissane
• P : probabilité ou densité de probabilité
• P : densité de polarisation
•

↔

P : opérateur de projetion transverse
• q : veteur �ux radiatif
• q : veteur de di�usion
• qels : Quasi-Elasti Light Sattering
• r,ρ : positions
• ρ : distane
• ρ : densité partiulaire
• R : en exposant, signi�e ré�éhi
• R : rayon de l'agrégat de di�useurs
• R∗ : épaisseur optique
• Rij : oe�ient de Fresnel de ré�exionen énergie du milieu i vers le milieu j
• R : opérateur partie réelle



Nomenlature xix
• ref : en indie, signi�e référene
• rt : Retournement Temporel
• σ : setion e�ae
• Σ : surfae
• s : distane
• s : valeur propre temporelle de l'etr
• s : position
• S : surfae
• S : en indie, signi�e soure
• S : luminane soure
• S : luminane soure dimensionnée selonla formule de Walther
• sa : en indie, signi�e di�usé
• sort : en indie, signi�e sortant
• (θ, ϕ) : angles des oordonnées sphé-riques
• Θ : angle de di�usion
• τ : temps de orrélation
• τ0 = 1/ (DBk

2)
• τe = 1/A10′ : durée de vie radiative del'état exité 1
• t : temps
• T : en exposant, signi�e transmis
• Tij : oe�ient de Fresnel de transmis-sion en énergie du milieu i vers le milieu
j

•
↔
t : tenseur de di�usion

•
↔

T : tenseur de di�usion

• T : opérateur de di�usion
• trm : Time-Reversal Mirror
• u : densité d'énergie (densité de photonsdans le hapitre V)
• ū : transformée de Laplae de la den-sité d'énergie
• u,u′ : diretions
• V : volume
• V : potentiel
• V : opérateur potentiel
• VP : opérateur valeur prinipale
• w : degré de ohérene spatiale
• w : poids de Gauss
• W : densité spetrale de puissane
• (x, y, z) : oordonnées artésiennes
• X : paramètre de taille
• z0 : longueur d'extrapolation
• zs : profondeur de la soure en approxi-mation de la di�usion
• + : en exposant, signi�e dans le sens des
z roissants
• − : en exposant, signi�e dans le sens des
z déroissants
• ⊥ : en exposant ou en indie, signi�etransverse
• ‖ : en exposant ou en indie, signi�e pa-rallèle
• ′ : en exposant, signi�e partie réelle
• ′′ : en exposant, signi�e partie imaginaire





Introdution
Si dans la première moitié du sièle dernier on pouvait penser qu'il n'y avait plus grandhose de fondamentalement nouveau à attendre de l'optique, 'était sans ompter sur ledéveloppement du laser. L'optique n'a pas dit son dernier mot. Il n'y a qu'à énumérer ses do-maines d'appliation : transport d'information (�bre optique), stokage de données (disqueompat, dvd, disque blue ray), métrologie (mesure de la distane Terre-Lune, mirosopiehaute résolution), et j'en passe. L'optique sert également à obtenir de l'information surla struture d'un milieu (di�ration x, tomographie optique). À e titre, s'est redéveloppédepuis une dizaine d'années une reherhe intensive sur l'imagerie médiale (Sebbah 2001).Diverses tehniques d'imagerie biomédiale existent, on peut iter l'éhographie (onde utra-sonore), la radiographie (rayons x), la tomographie par émission de positrons, la sintigra-phie (rayons γ) ou plus réemment la tomographie optique ohérente (ot pour OptialCoherene Tomography en anglais) dans le domaine du prohe infrarouge (Huang et al.1991). Ces di�érentes tehniques sont utilisées pour des besoins spéi�ques, pour imagerdes tissus ou des organes et sou�rent souvent de défauts majeurs. Par exemple, l'ot estune tehnique de très bonne résolution spatiale mais fontionnant sur de faibles longueursde pénétration e qui onstitue un handiap. Elle est utilisée prinipalement pour imagerla rétine. Les rayons x et γ sont ionisants, e qui onfère une ertaine dangerosité à laradiographie et à la sintigraphie mais permettent d'obtenir des images sur des distanesbeauoup plus grandes à l'intérieur des tissus.La mise au point d'une tehnique basée sur le rayonnement visible ou prohe infrarouge(non ionisant) pour imager des tissus situés à de grandes profondeurs serait alors uneavanée majeure. Diverses tehniques existent déjà en partiulier par utilisation de moléules�uoresentes omme soure de lumière diretement positionnées aux environs des tissus àimager grâe à des traeurs. L'intérêt par rapport à l'utilisation d'une soure externe estque la lumière n'a pas besoin d'e�etuer l'aller/retour, e qui divise la longueur du trajetpar deux et améliore la résolution. En e�et, le problème prinipal réside dans le fait que lestissus biologiques sont très fortement di�usants aux longueurs d'onde optiques. On peut leonstater très failement lorsqu'on applique une lampe de pohe sur la paume de la main.On onstate alors une lueur rougeâtre di�use en transmission (voir Fig. 1 (a)). Les tissusbiologiques sont ependant peu absorbants à es mêmes longueurs d'onde dans e qu'onappelle la fenêtre thérapeutique (voir Fig. 1 (b)).



xxii Introdution

(a) (b)Fig. 1 � (a) : Tableau de G÷rges de Latour (1593-1652) Saint Joseph Charpentier(1642) exposé au musée du Louvre. On distingue nettement la représentationpar l'auteur de la di�usion de la lumière issue de la bougie par la main de lajeune �lle. Le peintre a beauoup travaillé sur les jeux de lumière. (b) : Coe�-ient d'absorption des prinipaux onstituants des tissus biologiques. On onstateune faible absorption dans le prohe infrarouge, 'est la fenêtre thérapeutique.Les milieux di�usants (au sens sattering en anglais) sont très largement ré-pandus dans la nature. Outre les tissus biologiques, on peut iter les nuages,le brouillard et les peintures. Ce sont des milieux dont la ouleur apparaît uni-forme, e qui est dû à la présene de nombreux événements de di�usion quirendent la lumière isotrope (répartie dans toutes les diretions de l'espae). Ladistane aratéristique de pénétration néessaire à un faiseau ollimaté (oubalistique) pour devenir totalement di�us et isotrope est appelée longueur detransport (notée ltr). Il existe d'autres longueurs aratéristiques de la di�u-sion de lumière en milieu omplexe omme par exemple la longueur de di�usion(notée ls) qui nous renseigne sur la distane moyenne entre deux di�usions. Comme nousle verrons plus en détail dans la suite, la longueur de di�usion est en général plus petiteque la longueur de transport. En e�et, il faut souvent plusieurs événements de di�usionpour rendre la lumière di�use totalement isotrope. La longueur de di�usion orrespond àla distane aratéristique d'atténuation du faiseau ollimaté (exponentielle déroissante,voir Fig. 2 (b)). Dans le as du brouillard, ette longueur est de quelques mètres, on onstatequ'une voiture située à 50 mètres devant nos phares sera plus nette d'une autre située à100 mètres. Par ontre, dans le as des peintures, la longueur de di�usion n'est que dequelques miromètres e qui explique qu'une faible ouhe de peinture su�se à donner unaspet oloré uniforme au mur quelle que soit la diretion d'observation. Les milieux di�u-sants peuvent être observés par transmission (as du brouillard), par ré�exion (as d'unepeinture) ou les deux. Ainsi, on remarque qu'en avion les nuages apparaissent blans (forteré�exion), alors qu'au sol, ils sont noirs s'ils sont épais (faible transmission).Aux longueurs d'onde de la fenêtre thérapeutique, les milieux biologiques ont des longueursde di�usion de quelques dizaines de miromètres (ls = 10 − 100 µm) et des longueurs detransport de quelques entaines de miromètres (ltr = 0.1− 1 mm). Cela signi�e qu'au delàde quelques millimètres, le rayonnement est quasi-isotrope. On omprend alors tout l'enjeuqu'il y a à réussir à faire de l'imagerie à quelques millimètres de profondeur. On pourra



Introdution xxiiis'aider de moléules �uoresentes, marqueurs de la zone à imager, utilisées omme soure delumière à l'intérieur du milieu. C'est une des pistes étudiées dans le projet européen intégréMoleular Imaging dans lequel s'insrit ette thèse. Il regroupe plus d'une vingtaine d'entitéseuropéennes (laboratoires publis, entreprises) dans les domaines de la biologie, de la himie,de la physique et des mathématiques. Les objetifs du projet sont multiples : il s'agit toutd'abord de mettre au point une nouvelle tehnique d'imagerie biomédiale multiéhelle(ellule, organe, animal), mais également de faire de l'imagerie moléulaire fontionnellepar �uoresene et en�n de réaliser de la tomographie moléulaire �uoresente (fmt pourFluoresene Moleular Tomography en anglais) par des approhes nouvelles issues d'étudesamonts. Le livrable prinipal du projet est un prototype d'imageur à l'horizon 2008.Voyons maintenant de plus près quelle est la struture d'un milieu di�usant (voir Fig. 2 (a)).Il est onstitué d'un milieu h�te souvent absorbant, onstitué d'un liquide ou plus rarementd'un solide dans lequel baignent des partiules di�usantes de taille nanométrique aux lon-gueurs d'onde optiques. Ces partiules sont di�usantes et absorbantes. Un milieu di�usantest également appelé milieu omplexe de par la nature et la géométrie des di�useurs oumilieu aléatoire de par le aratère aléatoire de la position et de la taille des di�useurs.Pour donner une idée plus poussée de e qui se passe lors de la propagation d'un faiseaulaser dans un milieu di�usant, la photo de la �gure 2 (b) représente une expériene réaliséedans du lait.
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Partiule di�usanteMilieu h�te
(a)PSfrag replaementsPartiule di�usanteMilieu h�te (b)Fig. 2 � (a) : Desription shématique d'un milieu di�usant. Le milieu h�te peut être ab-sorbant tandis que les partiules sont di�usantes et absorbantes. Notons que lalongueur de di�usion ls ne orrespond pas à la distane moyenne entre les par-tiules mais bien à la distane moyenne entre les événements de di�usion. (b) :Photographie d'une expériene de propagation d'un faiseau laser (He-Ne) sousinidene normale dans du lait. La partie ollimatée (selon l'axe d'inidene)déroit par di�usion selon la longueur aratéristique ls. L'énergie perdue se re-trouve alors dans le halo lumineux qui orrespond à la partie di�use. La lumièreonstituant e halo sera alors quasi-isotrope au bout d'une distane ltr.Dérivons alors les di�érents régimes de transport des photons dans le milieu. Lors de lapénétration du faiseau, nous sommes en présene du régime balistique (pas de di�usion).Au bout de la distane ls, le régime de di�usion simple s'établit. En moyenne sur ettedistane, un seul événement de di�usion a eu lieu. Au-delà de ls, le régime de di�usion



xxiv Introdutionmultiple s'installe, le rayonnement perd peu à peu la mémoire de sa diretion initiale.Lorsque elui-i est totalement isotrope, nous sommes en présene du régime di�usif, régimearatéristique sur des distanes supérieures à quelques ltr. Il existe un autre régime, appelérégime de loalisation forte (Anderson 1958) faisant intervenir des e�ets d'interférenesentre les di�érents rayons di�usés. Son existane n'est ependant pas enore prouvée entrois dimensions en optique et nous ne nous attarderons pas sur e régime dans la suite. Lesrégimes de transport seront étudiés plus en détail dans le hapitre II. Leur étude est en e�etprimordiale pour la ompréhension de la dégradation de la qualité d'un faiseau au-traversd'un milieu omplexe, en partiulier pour l'imagerie médiale et les téléommuniations.Ainsi, la physique du rayonnement en milieu di�usant est omplexe. Il nous faut dondes outils et des modèles adaptés à e qu'on souhaite étudier. Le premier qui vient àl'esprit est elui utilisant le formalisme d'ondes. Un milieu di�usant peut être dérit parune permittivité diéletrique relative ǫ dépendant de la position r. Le permittivité présentedon une disontinuité à haque hangement de matériau don à haque interfae entrele milieu h�te et les partiules di�usantes. Ainsi, l'équation de propagation (ou équationd'Helmholtz) du hamp életrique E est donnée par
∇×∇× E (r, ω)− ω2

c20
ǫ (r, ω)E (r, ω) = iωµ0jext (r, ω)où ω est la pulsation, c0 la élérité de la lumière dans le vide, µ0 la perméabilité magnétiquedu vide et jext la densité de ourants extérieurs réant le hamp inident. On imagineaisément les di�ultés renontrées pour résoudre une telle équation dans le as de plusieursmilliers de partiules. Il faut don simpli�er le problème. Ainsi, dans e manusrit, nousdévelopperons les théories suivantes :

• L'Équation de Transfert Radiatif (etr) onsistant à s'intéresser à la luminane (�ux ra-diatif loal et diretionnel) dans un milieu moyenné sur l'ensemble des positions possiblesdes di�useurs. Ce formalisme de transport sera appliqué dans le as de l'étude de la ohé-rene spatiale d'un faiseau au-travers d'un milieu omplexe (voir Chap. II), dans le asde l'étude des �utuations temporelles d'intensité dues au mouvement des di�useurs (voirChap. IV) ou enore dans le as de l'étude d'un milieu di�usant à gain (voir Chap. V).
• L'approximation de la di�usion onsistant à ne s'intéresser qu'à la densité d'énergie (gran-deur loale mais non diretionnelle) dans le milieu di�usant, et qui peut être vue ommeune simpli�ation de l'etr (voir Chap. III).
• La méthode des dip�les ouplés appliable dans le as où les partiules di�usantes sontdes dip�les életriques. L'intérêt réside ii dans la onservation du formalisme d'onde etdon la prise en ompte des e�ets interférentiels et des interations de hamp prohe.Cette méthode sera développée dans l'étude de la �uoresene d'une moléule uniqueau sein d'un luster d'atomes (voir Chap. VI) et l'étude du retournement temporel duhamp dans une avité di�usante ave soure pontuelle (voir Chap. VII).
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PSfrag replaements r1

r2

Ce manusrit se divise en deux parties. La première traiteessentiellement du transport en milieu di�usant, et s'appuiesur l'etr et sur l'approximation de la di�usion. Dans ettepartie, nous nous attaherons à étudier l'évolution de laohérene spatiale au sein du milieu e qui nous renseignesur la diretionnalité et l'élargissement du rayonnement. Enoutre ela nous permettra d'obtenir une signature nette desdi�érents régimes de transport et de la dégradation de laqualité d'un faiseau au-travers d'un milieu omplexe e quiest primordial en imagerie médiale et en téléommunia-tion. La ohérene spatiale sera aratérisée par la fontion de orrélation 〈E (r1)⊗E∗ (r2)〉.
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Régimedi�usif
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Dans un deuxième temps, nous dérirons de manière rigou-reuse la démonstration de l'approximation de la di�usionà partir de l'etr ainsi que son domaine de validité et lesonditions aux limites propres à appliquer. L'approxima-tion de la di�usion onstitue un formalisme beauoup plussimple que l'etr à manipuler aussi bien au niveau théo-rique que numérique, 'est pourquoi elle est très utilisée enimagerie ainsi que par les biologistes désireux d'obtenir desinformations rapidement sur la propagation de la lumièredans les milieux omplexes. Malheureusement, elle sou�rede launes qu'il est important de aratériser. Évidemmentson domaine de validité est limité au régime di�usif mais il s'avère de plus que les pa-ramètres (tels que le oe�ient de di�usion D) ou les onditions aux limites ne sont paslairement dé�nis.
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En�n, nous dérirons un modèle de alul de la statistiquede �utuation temporelle d'intensité ré�éhie ou transmisevalable dans tous les régimes de transport. Ces �utuationssont dues au mouvement des di�useurs (omme le mouve-ment Brownien par exemple). Il est possible à partir dela fontion de orrélation du hamp 〈E (t)⊗ E (t+ τ)〉 ave
τ temps de orrélation de remonter aux propriétés dyna-miques des di�useurs et ainsi obtenir de l'information sur lemilieu. En partiulier, la tehnique dite de la spetrosopiepar ondes di�uses (dws pour Di�using-Wave Spetrosopyen anglais) fontionnant uniquement en régime di�usif per-met déjà de faire de l'imagerie de vaiseaux sanguins ou d'étudier la matière molle.



xxvi IntrodutionDans la deuxième partie, nous évoquerons des travaux por-tant sur l'émission de lumière en milieu omplexe. Le pre-mier hapitre fera le lien entre les notions de transport et de�uoresene. Il est basé sur l'étude du transport de lumière(faiseau rouge sur la �gure i-ontre) en milieu di�usantà gain, gain généré par le pompage optique (faiseau bleusur la �gure) de moléules �uoresentes (disque rose sur la�gure) aléatoirement disséminées dans le milieu. De tels sys-tèmes appelés lasers aléatoires présentent un seuil laser pastotalement expliqué. En partiulier, le r�le des interférenesn'est pas lairement identi�é. Le présent travail donnera unélément de réponse en montrant lairement qu'un seuil laser peut exister en l'absene dephénomènes ohérents.Dans un seond temps, nous nous attarderons sur l'émissiond'une moléule �uoresente au sein d'un luster d'atomesdi�usants. Le taux d'émission d'une moléule Γ est donnépar l'inverse du temps aratéristique de déroissane ex-ponentielle de la �uoresene. Il est onnu que e taux dé-pend fortement de l'environnement de la moléule. L'étudede ette grandeur est alors d'une importane apitale pourl'imagerie puisqu'elle permet d'obtenir de l'information surl'environnement immédiat du �uorophore.En�n, nous évoquerons des travaux sur le retournementd'ondes életromagnétiques dans une avité di�usante. Faireune expériene typique de retournement temporel onsisteà faire émettre de manière très brève une soure pontuelledans un milieu omplexe dont les parois sont ré�éhissantes.On enregistre alors en un ou plusieurs points de la paroi lesignal reçu (faiseau rouge sur la �gure i-ontre) que l'onréémet ensuite retourné temporellement sur une fenêtre detemps de largeur plus ou moins grande (faiseau bleu surla �gure). Pendant ette seonde phase, la soure reste pas-sive. Il s'ensuit alors une foalisation temporelle et spatiale plus ou moins préise de l'onderéémise à la position de la soure. En ollaboration ave les herheurs du loa à l'espi,nos travaux ont onsisté ii à prouver que le hamp retourné temporellement s'érit ommeétant la partie imaginaire de la fontion de Green du problème diret (solution de l'équa-tion d'onde pour un terme soure loalisé dans le temps et dans l'espae) appliquée auomplexe onjugué du dip�le soure. On peut imaginer des appliations en téléommuni-ation mais également en imagerie, domaine dans lequel la reherhe de la position d'unesoure �uoresente est importante (problème inverse).
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4 Chapitre I. L'Équation de Transfert Radiatif

Dans e hapitre, nous présentons une théorie de transport de la lumière en milieu dif-fusant. Cette théorie dérit des grandeurs moyennées (sous-entendu sur un ensemblede réalisations du milieu di�usant, 'est à dire moyennées sur l'ensemble des positions,des tailles, . . . des di�useurs) et permet d'aboutir à une équation de transport appeléeÉquation de Transfert Radiatif (etr). Cette théorie du rayonnement a été fondée dans lesannées 1890-1905 (Khvolson 1890; Shuster 1905) puis reprise dans les années 1940pour l'astrophysique (Chandrasekhar 1950). On trouve une théorie semblable dans leas du transport des neutrons dans les réateurs nuléaires (Case et Zweifel 1967). L'etrest aujourd'hui largement utilisée dans l'étude des transferts radiatifs par les thermitiensdans les milieux semi-transparents (Taine et Petit 2003) mais moins en optique, où on luipréfère souvent l'équation de la di�usion en outre pour sa simpliité. L'etr dans e régimepeut alors être onsidérée omme étant l'équation de Boltzmann pour les photons. Mêmesi elle-i ne rend pas ompte de tous les phénomènes observés (omme par exemple dela loalisation d'Anderson (Anderson 1958) ou de la rétrodi�usion ohérente (Kugaet Ishimaru 1984; Wolf et Maret 1985; van Albada et Lagendijk 1985)), elle estbeauoup plus simple à résoudre que les équations de Maxwell.
I.1 Luminane et �ux radiatifL'etr régit l'évolution de la grandeur luminane notée Lν (r,u, t) dans le milieu. Si dφν (r,u, t)est le �ux d'énergie radiative monohromatique traversant un élément de surfae dS de nor-male n, entré en r, dans un angle solide dΩ entré sur la diretion u, dans l'intervalle defréquene [ν, ν + dν], il a pour expression (voir Fig. I.1) :

dφν (r,u, t) = Lν (r,u, t)u · ndS dΩ dν. (I.1)La luminane Lν (r,u, t) s'interprète alors omme étant le nombre moyen de photons d'éner-gie hν se propageant selon u, à la position r et au temps t à un oe�ient multipliatif près.C'est aussi un �ux radiatif loal et diretionnel. Le �ux radiatif s'exprime en W.m−2, ainsi,la luminane s'exprime en W.m−2.sr−1.Hz−1. Il arrive fréquemment qu'on omette l'indie νainsi que l'unité Hz−1 quand on travaille en permanene à fréquene donnée e qui sera leas dans la plupart des travaux mentionnés dans la suite.
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Fig. I.1 � Représentation shématique de la luminane selon la diretion u dans l'anglesolide dΩ traversant la surfae dS de normale n.I.1.1 Veteur �ux radiatif et densité d'énergieLe veteur �ux radiatif, quantité non diretionnelle, est dé�ni par :
qν (r, t) =

∫

4π

Lν (r,u, t)udΩ dν. (I.2)Il s'exprime en W.m−2.sr−1. Ainsi, la puissane monohromatique rayonnée à travers unélément de surfae dS de normale n, entrée en r, est donnée par :
dφν (r, t) = qν (r, t) · ndS. (I.3)Le veteur �ux radiatif dé�ni par l'équation I.2 est identique au veteur de Poyntingdé�ni à partir de hamps monohromatiques (Ishimaru 1997).La densité d'énergie monohromatique orrespond à l'énergie életromagnétique monohro-matique par unité de volume disponible à la position r et au temps t. Elle est dé�nie par :
uν (r, t) =

1

c

∫

4π

Lν (r,u, t) dΩ dν (I.4)et s'exprime en J.m−3.I.1.2 L'etr : 2 approhes possiblesL'etr peut être établie de plusieurs manières. La méthode historique est dite phénoménolo-gique, elle fait appel à un bilan énergétique (Chandrasekhar 1950). C'est la plus simpleà mettre en ÷uvre et 'est elle-i que nous allons développer dans e hapitre. L'autreméthode a été dérite beauoup plus tard quand on tenta de retrouver l'etr à partir deséquations deMaxwell (Frish 1967; Frish 1968;Barabanenkov et Finkel'berg 1968;Barabanenkov 1969; Rytov et al. 1989; Sheng 1995; Apresyan et Kravtsov 1996;Ryzhik et al. 1996; Tualle 1996; Lagendijk et van Tiggelen 1996). Elle est beauoupplus omplexe et est développée en détail dans l'annexe A.



6 Chapitre I. L'Équation de Transfert RadiatifI.2 Démonstration phénoménologique de l'etrI.2.1 Paramètres pertinentsDans la démonstration phénoménologique de l'etr, nous avons besoin de paramètres per-tinents dérivant les di�érents phénomènes physiques pouvant entrer en jeu. On onsidèreun milieu h�te, éventuellement absorbant (e qui peut poser des problèmes dans l'étude degrandeurs moyennées (Durant 2003)) dans lequel baignent des di�useurs qui peuvent êtredans le as général de di�érentes tailles, natures et formes mais qui di�usent et absorbent lerayonnement. Le milieu est onsidéré omme froid, 'est à dire qu'on néglige le phénomèned'émission thermique. Cela est rendu possible ar à température ambiante (300 K), le �uxmaximal se situe dans l'infrarouge lointain (10 µm) d'après la loi de Wien alors que nousonsidérons des rayonnements dans le domaine visible ou prohe infrarouge. Nous rempla-çons e milieu par un milieu homogène e�etif moyenné. Il est don néessaire de prendreen ompte les phénomènes d'absorption et de di�usion.AbsorptionOn s'intéresse au �ux surfaique monohromatique φν (s,u) se propageant dans une di-retion u �xée, à l'absisse urviligne s. Sous les hypothèses de milieu e�etif homogène(invariant par translation) et de proessus d'absorption de type Markovien (perte totalede mémoire entre haque proessus), il s'érit :
φν (s,u) = φ0 exp [−µaνs] (I.5)où µaν est appelé oe�ient d'absorption monohromatique (m−1) et où φ0 est le �uxsurfaique monohromatique se propageant selon la diretion u en s = 0. La déroissane del'intensité due à l'absorption dans une diretion donnée est alors exponentielle (loi de Beer-Lambert), de longueur aratéristique laν = 1/µaν appelée longueur d'absorption (m).Remarquons que la puissane monohromatique absorbée entre les absisses s et s+ ds estsimplement donnée par
Paν (s,u) = µaνφν (s,u) . (I.6)Notons que la longueur moyenne entre deux événements d'absorption est donnée par :
〈s〉 =

∫ ∞

0

µas exp [−µaνs] ds = laν (I.7)e qui justi�e pleinement l'appellation � libre parours moyen d'absorption � égalementouramment utilisée pour la longueur d'absorption.Di�usionAyant noté les deux hypothèses formulées pour la prise en ompte de l'absorption, onomprend aisément que tout e qui a été dit préédemment est appliable à la di�usion.Ainsi, l'expression du �ux surfaique le long de la diretion u est donnée par :
φν (s,u) = φ0 exp [−µsνs] . (I.8)



I.2. Démonstration phénoménologique de l'etr 7où µsν est appelé oe�ient de di�usion monohromatique (m−1). La déroissane de l'in-tensité selon une diretion donnée sous forme exponentielle est ii due à la di�usion durayonnement dans une diretion autre que la diretion initiale. On appelle lsν = 1/µsν lalongueur de di�usion ou libre parours moyen de di�usion (m). Il représente la distanemoyenne entre deux événements de di�usion.ExtintionLes phénomènes d'absorption et de di�usion sont dérits à l'aide du même formalisme.Pour ette raison, on les regroupe souvent sous une appellation ommune : l'extintion. Leoe�ient d'extintion est ainsi dé�ni par :
µeν = µaν + µsν Extintion=Absorption+Di�usion. (I.9)Son inverse est appelé longueur d'extintion notée leν (m). Aussi, n'est-il pas toujoursévident de disriminer entre le phénomène de di�usion et le phénomène d'absorption ar sila physique sous-jaente n'est pas la même, le résultat sur la propagation d'une onde estidentique lorsqu'on regarde dans une diretion �xe.AlbédoL'albédo représente le ratio entre la part de l'énergie di�usée et elle éteinte (i.e. absorbéeou di�usée). Il est dé�ni par :
aν = µsν/ (µaν + µsν) . (I.10)Un milieu qui apparaît noir omme les suies est souvent très absorbant et peu di�usant dansle domaine visible. Il possède un albédo prohe de 0. Au ontraire, un milieu apparaissantblan omme du papier est souvent très di�usant. Il possède un albédo prohe de 1.Épaisseur optiqueL'épaisseur optique représente le nombre d'événements d'extintion (absorption et di�u-sion), sur une distane donnée pour le faiseau balistique ('est à dire dans la diretioninidente du faiseau). Elle permet don de quanti�er la déroissane exponentielle du fais-eau. On la dé�nit par :
L∗ = µeνL ave L épaisseur géométrique traversée. (I.11)Quand l'épaisseur optique est de l'ordre de ou supérieure à 3 ou 5, le milieu est souventonsidéré omme très di�usant ou très absorbant, l'extintion du faiseau ollimatée étantimportante (i.e. exp (−3) ≈ 0.05).I.2.2 Fontion de phase ou indiatrieLa di�usion du rayonnement par les partiules génére un �ux dans une diretion di�érente dela diretion inidente. La distribution du rayonnement di�usé dans les di�érentes diretions



8 Chapitre I. L'Équation de Transfert Radiatifde l'espae est aratérisée par la fontion de phase (ou indiatrie) notée pν (u,u′). Cettequantité représente la part du �ux d'énergie inident selon la diretion u dans l'angle solide
dΩ di�usée selon la diretion u′ dans l'angle solide dΩ′. Dans e travail, nous avons hoiside normaliser la fontion de phase de la manière suivante :

1

4π

∫

4π

pν (u,u′) dΩ′ = 1. (I.12)On parlera de di�usion isotrope dans le as où la fontion de phase est onstante égale à 1,on parlera de di�usion anisotrope dans le as ontraire.Fateur d'anisotropieLe fateur d'anisotropie g orrespond à la moyenne du osinus de l'angle de di�usion Θ.L'angle de di�usion est l'angle formé par les veteurs direteurs u et u′. On a ainsi
g = 〈cos Θ〉 = 〈u · u′〉 =

1

4π

∫

4π

pν (u,u′)u · u′dΩ′. (I.13)Comme son nom l'indique, le fateur d'anisotropie dérit l'anisotropie de la di�usion. Enrègle générale, lorsque g → 0, la di�usion est isotrope1, et lorsque g → 1, la di�usion estorientée vers l'avant. Il est également possible d'avoir des fateurs d'anisotropie négatifs,dans le as où g → −1, la di�usion est orientée vers l'arrière. Cela ne sera toutefois possiblequ'ave des di�useurs de struture omplexe et en partiulier non sphériques.PSfrag replaements
g → 0 g → 1Fig. I.2 � Représentation shématique de la di�usion par une partiule.On utilise fréquemment les oordonnées sphériques usuelles pour dérire les diretions desveteurs u (θ, ϕ) et u′ (θ′, ϕ′). Le osinus de l'angle de di�usion est alors donné par :

cos Θ = µµ′ +
√

1− µ2
√

1− µ′2 cos (ϕ− ϕ′) (I.14)où µ = cos θ et µ′ = cos θ′.Quelques fontions de phaseDans le as de partiules sphériques, il y a symétrie de révolution. La fontion de phase nedépend alors que de u · u′. Ce sera toujours le as dans les exemples présentés i-dessous.1Cei est vrai en partiulier pour la fontion de phase d'Henyey-Greenstein dérite i-dessous maissera faux par exemple dans le as de la fontion de phase de Rayleigh. Il est en e�et possible d'avoir unemoyenne du osinus de l'angle de di�usion nulle sans pour autant avoir une fontion de phase onstante.



I.2. Démonstration phénoménologique de l'etr 9Fontion de phase de Mie En 1908, Gustav Mie formula la première théorie de ladi�ration de la lumière par une partiule sphérique (Mie 1908). Cette théorie fut égale-ment largement développée par Lorenz (Lorenz 1890) et Debye (as de ylindres parexemple). Elle résoud de manière formelle les équations de Maxwell dans le as d'unepartiule homogène et isotrope sphérique d'indie np et de rayon a baignant dans un milieuh�te homogène et isotrope in�ni d'indie nh. La partiule est soumise à une onde planeinidente de longueur d'onde λ0 dans le vide (λ = λ0/nh dans le milieu h�te) se propageantdans le milieu h�te (voir Fig. I.3).PSfrag replaements
λ = λ0/nh

np

aFig. I.3 � Représentation du problème de Mie.La théorie de Mie permet d'obtenir les setions e�aes de di�usion, d'absorption et d'ex-tintion que l'ont peut relier simplement aux longueurs de di�usion, d'absorption et d'ex-tintion respetivement en fontion de la densité volumique de di�useurs si on supposeque la di�usion est indépendante ('est à dire que les partiules n'ont pas d'in�uene lesunes sur les autres). Cela est vrai pour une faible onentration volumique de di�useurs, del'ordre de 2 % au maximum. Au-delà, les positions des partiules sont orrélées (par exemplesphères dures qui ne peuvent s'interpénétrer) et la di�usion est dite dépendante. Cet aspetest disuté plus en détail dans l'annexe A. La théorie de Mie nous renseigne aussi bien sûrsur l'expression de la fontion de phase. L'allure de ette dernière est représentée sur la�gure I.4 pour di�érents paramètres de taille X = 2πa/λ (van de Hulst 1981; Bohrenet Huffman 1983).

Fig. I.4 � Représentation shématique en oordonnées polaires de la fontion de phase deMie pour un paramètre de taille X = 0.0118 (�gure de gauhe) et X = 1.181(�gure de droite).Fontion de phase de Rayleigh Elle orrespond à la fontion de phase deMie dans lalimite des petites partiules devant la longueur d'onde (i.e. X ≪ 1). Le di�useur sphérique



10 Chapitre I. L'Équation de Transfert Radiatifse omporte alors omme un dip�le életrique. La fontion de phase de Rayleigh estanalytique, dans le as d'une onde non polarisée, elle s'érit
pν (cos Θ) =

3

4

(
1 + cos Θ2

)
. (I.15)Comme le montre la �gure I.4 (gauhe), le fateur d'anisotropie est nul (i.e. g = 0) mais lafontion de phase n'est ependant pas onstante.Fontion de phase d'Henyey-Greenstein Il s'agit d'une fontion de phase to-talement analytique et réée de manière à rendre ompte orretement des phénomènesde di�usion dans les nuages interstellaires. Elle est également partiulièrement bien adap-tée aux milieux biologiques (Thomas et Stamnes 1999). Cette fontion de phase a étéonstruite de telle sorte qu'elle soit piquée vers l'avant pour g → 1 et isotrope pour g → 0tout en véri�ant la ondition de normalisation. Elle s'érit :

pν (cos Θ) =
1− g2

√
1 + g2 − 2g cos Θ

3 . (I.16)Il est remarquable de noter que le développement de ette fontion de phase sur la suitedes polyn�mes de Legendre donne des oe�ients en gn (Thomas et Stamnes 1999).Longueur de transport ou libre parours moyen de transportTout omme la longueur d'extintion aratérise la déroissane du faiseau ollimaté, lalongueur de transport ltr aratérise le rayonnement di�us. Elle représente la distane aubout de laquelle un rayonnement devient totalement isotrope, 'est à dire qu'il a perdu lamémoire de sa diretion initiale. L'expression de la longueur de transport peut être obtenueen utilisant une méthode dite de marhe au hasard des photons (voir Fig. I.5).PSfrag replaements
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Fig. I.5 � Exemple de marhe au hasard pour aluler la longueur de transport.La distane Ln orrespondant à la projetion du hemin sur l'axe z s'érit :
Ln = l0 + l1 cos Θ1 + l2 cos (Θ1 + Θ2) + l3 cos (Θ1 + Θ2 + Θ3) + . . . . (I.17)La moyenne sur les réalisations peut se déomposer simplement grâe à l'indépendane desproessus aléatoires :
〈Ln〉 = 〈l0〉+〈l1〉 〈cos Θ1〉+〈l2〉 〈cos (Θ1 + Θ2)〉+〈l3〉 〈cos (Θ1 + Θ2 + Θ3)〉+. . . . (I.18)



I.3. Bilan d'énergie 11Or,
〈cos (Θ1 + Θ2)〉 = 〈cos Θ1 cos Θ2 − sin Θ1 sin Θ2〉

= 〈cos Θ〉2 − 〈sin Θ〉2 = g2 la moyenne du sinus étant nulle, (I.19)résultat que nous pouvons généraliser ainsi : 〈cos (Θ1 + . . .+ Θi)〉 = gi. De plus, on a
〈li〉 = ls, e qui implique �nalement que

〈Ln〉 = ls

n∑

i=1

gi−1. (I.20)Le fait que 〈cos (Θ1 + . . .+ Θi)〉 = gi nous permet d'a�rmer que le faiseau au bout de idi�usions n'est pas isotrope, ei quelque-soit le nombre de di�usions i (sauf dans le astrivial où g = 0). Il faudrait pour ela que la moyenne du osinus soit nul. Cela n'est possibleque dans le as n→∞ (as où le fateur d'anisotropie véri�e |g| < 1). En se remémorant lefait que la distane au bout de laquelle le rayonnement est isotrope orrespond à la longueurde transport, elle-i sera simplement donnée par la limite de 〈Ln〉 quand n→∞, soit :
lim

n→∞
〈Ln〉 =

ls
1− g = ltr . (I.21)Se reporter à l'annexe J pour plus de détails sur le alul par marhe au hasard.I.3 Bilan d'énergiePour obtenir l'expression de l'etr en régime instationnaire, nous faisons un bilan d'énergiedans un élément de volume dV = dSds entré en s (voir Fig. I.6). Il s'agit ii d'érirela di�érene entre l'énergie radiative arrivant dans l'angle solide dΩ sur la surfae dS àl'absisse s de normale u et elle sortant dans l'angle solide dΩ sur la surfae dS à l'absisse

s+ds de normale u. Cette di�érene est due à des pertes par absorption et di�usion (partiedu rayonnement arrivant dans la diretion u et partant dans une diretion quelonque
u′ 6= u) et à des gains par di�usion (partie du rayonnement arrivant dans la diretion u′ etpartant dans la diretion u).PSfrag replaements

dΩdΩ

dΩ′

uu

u′

s s + ds

dS

Fig. I.6 � Représentation du volume élémentaire et des notations utilisées pour établir lebilan d'énergie.



12 Chapitre I. L'Équation de Transfert RadiatifAinsi, nous pouvons érire :
[Lν (s + ds,u, t+ dt)− Lν (s,u, t)] dΩ dS dt

= −µaνLν (s,u, t) dΩ dS ds dt Énergie absorbée
− µsνLν (s,u, t) dΩ dS ds dt Pertes par di�usion
+
µsν

4π

∫

4π

pν (u′,u)Lν (s,u′, t) dΩ′ dΩ dS ds dt Gains par di�usion. (I.22)Pour dérire les gains par di�usion, il est néessaire de faire appel à la fontion de phasequi donne la part de la luminane provenant de la diretion u′ di�usée dans la diretion upuis d'intégrer sur toutes les diretions. En utilisant le fait que ds = cdtu et que la dérivéematérielle d/dt (point de vue de Lagrange) peut s'exprimer en fontion d'une dérivéepartielle (point de vue d'Euler) sous la forme
d

dt
=

∂

∂t
+ cu ·∇s, (I.23)on obtient à partir de l'équation I.22 l'etr en régime instationnaire :

(
1

c

∂

∂t
+ u ·∇r

)
Lν (r,u, t) = − (µaν + µsν)Lν (r,u, t)

+
µsν

4π

∫

4π

pν (u′,u)Lν (r,u′, t) dΩ′
(I.24)où on a remplaé s par r. L'etr est alors une équation intégro-di�érentielle dont la ré-solution analytique est quasi-impossible sauf dans des as très partiuliers. Il est possibleependant de la résoudre numériquement à partir d'approhes modales (ordonnées dis-rètes) ou stohastiques (méthodes de Monte-Carlo, de laners de rayons) omme nousle verrons dans la suite de e mémoire.Remarque : Notons que les grandeurs radiométriques (oe�ients de di�usion, d'ab-sorption et fontion de phase) sont dé�nis à la fréquene entrale ν de la luminane. Laluminane dépend du temps, elle onnaît don des variations temporelles qui sont néan-moins supposées lentes devant les variations ondulatoires. La luminane est don quasi-monohromatique.Pour plus de larté, nous abandonnerons l'indie ν dans la suite tout en ontinuant detravailler à fréquene donnée.I.4 Cas d'une géométrie planeDans e travail, nous onsidérerons souvent la géométrie plane e qui permet de simpli�erl'etr sans pour autant en perdre les ingrédients physiques essentiels. En partiulier, elareste une vraie géométrie en trois dimensions où la di�usion opére dans toutes les diretionsde l'espae. De plus, ela orrespond à de nombreuses situations expériemtales. L'etr seraainsi plus faile à analyser théoriquement et à résoudre numériquement.



I.4. Cas d'une géométrie plane 13PSfrag replaements
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Fig. I.7 � Géométrie du système étudié : le milieu en amont du rayonnement inident estnoté 1, le milieu di�usant est noté 2 et le milieu en aval est noté 3.I.4.1 Desription du système étudiéLe système étudié est une tranhe (slab en anglais) d'épaisseur L suivant l'axe z. Cettetranhe est onsidérée omme in�nie suivant les axes x et y (voir �gure I.7). Le milieuontenu dans ette tranhe est essentiellement di�usant et légérement absorbant (albédoprohe de l'unité).Les indies optiques des milieux 1, 2 et 3 sont notés respetivement n1, n2 et n3. Ons'intéresse au rayonnement dans le domaine visible.Les angles θ et ϕ sont dé�nis de manière lassique par les oordonnées sphériques, ϕ étantl'angle autour de l'axe z.I.4.2 Simpli�ation de l'etrLa luminane dépend de trois oordonnées spatiales, de trois oordonnées diretionnelleset d'une oordonnée temporelle. Dans le as où on élaire le milieu par une onde planesous inidene normale, le système étant invariant par translation selon les axes x et y, laluminane ne dépend plus que d'une seule variable spatiale z.De plus, le milieu est statistiquement homogène et isotrope. La fontion de phase ne dé-pendant que de u · u′ = cos Θ, on peut intégrer l'etr sur ϕ. En posant :
L (z, µ, t) =

∫ 2π

0

L (z, µ, ϕ, t) dϕ ave µ = cos θ et (I.25)
p (µ, µ′) =

1

2π

∫ 2π

0

p (µ, µ′, ϕ− ϕ′) dϕ ar cos Θ ne dépend que de θ, θ′ et ϕ− ϕ′.(I.26)On obtient :
(

1

c

∂

∂t
+ µ

∂

∂z

)
L (z, µ, t)− (µa + µs)L (z, µ, t) +

µs

4π

∫ +1

−1

p (µ, µ′)L (z, µ′, t) dµ′



14 Chapitre I. L'Équation de Transfert Radiatif(I.27)forme de l'etr que nous utiliserons tout au long de e mémoire. Dans ertains as (ommepar exemple l'étude de la ohérene spatiale, Chap. II), nous serons amenés à séparer lapartie ollimatée de la luminane de la partie di�use :
L (z, µ, t) = L+

c (z, t) δ (µ− 1) + L−
c (z, t) δ (µ+ 1) + Ld (z, µ, t) . (I.28)La distribution de Dira en 0 est notée δ. L+

c représente la luminane ollimatée versl'avant (i.e. suivant les z positifs), L−
c représente la luminane ollimatée vers l'arrière (i.e.suivant les z négatifs) et Ld représente la luminane di�use. Elle dépend don de la variableangulaire µ. Nous dé�nissons également les luminanes di�uses dans le sens des z positifs(ou µ > 0) et dans le sens des z négatifs (ou µ < 0) par :

{
L+

d (z, µ, t) = Ld (z, µ > 0, t)
L−

d (z, µ, t) = Ld (z, µ < 0, t)
(I.29)Les notations utilisées pour déomposer la luminane sont lari�ées sur la �gure I.8.

PSfrag replaements
zO

1 2 3

L+
d (z, µ)

L
L+

c (z)

L−
c (z)

L−
d (z, µ)

Fig. I.8 � Notations utilisées pour déomposer la luminane.L'etr en régime instationnaire se réduit alors à :
(

1

c

∂

∂t
± ∂

∂z

)
L±

c (z, t) =− µeL
±
c (z, t) (I.30)

(
1

c

∂

∂t
+ µ

∂

∂z

)
Ld (z, µ, t) =− µeLd (z, µ, t) +

µs

2

∫ +1

−1

p (µ, µ′)Ld (z, µ′, t) dµ′

+
µs

2
p (µ, 1)L+

c (z, t) +
µs

2
p (µ,−1)L−

c (z, t) (I.31)Dans le as stationnaire, l'équation I.30 donne une loi en exponentielle déroissante pourles luminanes ollimatées du type loi de Beer-Lambert. L'équation I.31 fait apparaîtredes termes soures en L+
c et L−

c . La majeure partie de l'énergie ollimatée (déroissaneexponentielle) est alors transformée en énergie di�use. Le reste est absorbé.La séparation de la partie di�use de la partie ollimatée de la luminane trouve sa justi�-ation sur la photo de la �gure 2 présentée dans le hapitre introdutif.



I.4. Cas d'une géométrie plane 15I.4.3 Conditions aux limitesLes onditions aux limites aux parois de la ouhe s'érivent en terme de ré�exion et detransmission aux parois à partir des oe�ients de Fresnel en énergie. On a alors :
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Fig. I.9 � Coe�ients de ré�exion pour la luminane di�use.
{

Ld (0, µ > 0, t) = R21 (|µ|)Ld (0, µ < 0, t)
Ld (L, µ < 0, t) = R23 (|µ|)Ld (L, µ > 0, t)

(I.32)où Rij (|µi|) est le oe�ient de ré�exion de Fresnel en énergie et en lumière non polariséeà l'interfae i−j pour un rayonnement provenant du milieu i et ré�éhi dans e même milieu.Son expression est donnée par (Born et Wolf 1999) :
Rij (µi) = R⊥

ij (µi) +R
‖
ij (µi) =

∣∣r⊥ij (µi)
∣∣2 +

∣∣∣r‖ij (µi)
∣∣∣
2

2
(I.33)ave

r⊥ij (µi) =
niµi − njµj

niµi + njµj

as transverse életrique, (I.34)
r
‖
ij (µi) =

njµi − niµj

njµi + niµj

as transverse magnétique, (I.35)où le osinus µj est donné par la relation de Snell-Desartes µj =
√

1− n2
i /n

2
j (1− µ2

i ).Le rayonnement inident est onstitué d'une luminane ollimatée sous inidene normalenotée Lin (t) se propageant dans le milieu 1 dans le sens des z positifs. C'est équivalent àun paquet d'ondes planes se propageant vers l'avant selon l'axe z. On a don :
{

L+
c (0, t) = R21 (1)L−

c (0, t) + T12 (1)Lin (t)
L−

c (L, t) = R23 (1)L+
c (L, t)

(I.36)où Tij (|µi|) est le oe�ient de transmission de Fresnel en énergie et en lumière nonpolarisée à l'interfae i− j pour un rayonnement provenant du milieu i et transmis dans le



16 Chapitre I. L'Équation de Transfert Radiatifmilieu j. Son expression est donnée par (Born et Wolf 1999) :
Tij (µi) =

njµj

niµi
T⊥

ij (µi) + T
‖
ij (µi) =

njµj

niµi

∣∣t⊥ij (µi)
∣∣2 +

∣∣∣t‖ij (µi)
∣∣∣
2

2
(I.37)ave

t⊥ij (µi) =
2niµi

niµi + njµj
as transverse életrique, (I.38)

t
‖
ij (µi) =

2niµi

njµi + niµj
as transverse magnétique, (I.39)où le osinus µj est donné par la relation de Snell-Desartes µj =

√
1− n2

i /n
2
j (1− µ2

i ).Remarque : Tout omme pour les grandeurs radiométriques, préisons que les oe�-ients de ré�exion et de transmission sont alulés à la fréquene entrale de la luminane(hypothèse quasi-monohromatique).I.4.4 Flux transmis et ré�éhiDans un premier temps, nous alulons les luminanes ollimatées transmises LT
c (t) et ré-�éhis LR

c (t). Puis nous alulerons les luminanes di�uses transmises LT
d (µ, t) et ré�éhies

LR
d (µ, t).Luminane ollimatéeEn ré�exion, nous devons onsidérer tout d'abord la luminane inidente ré�éhie par lapremière interfae puis la luminane transmise e qui donne :

LR
c (t) = R12 (1)Lin (t) + T21 (1)L−

c (0, t) . (I.40)En transmission, le résultat devient :
LT

c (t) = T23 (1)L+
c (L, t) . (I.41)Luminane di�useDans le as de la luminane di�use, il est néessaire de prendre en ompte la variation d'anglesolide lors du passage d'une interfae (voir Fig. I.10). Ainsi, le oe�ient de transmissionpour la luminane ne sera pas identique à elui en énergie.La onservation des �ux nous permet d'érire :

LiµidΩi = LrµrdΩr + LtµtdΩt. (I.42)
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dΩt 1 2Fig. I.10 � Représentation shématique de la transmission et de la ré�exion à une inter-fae plane.À partir des lois de Snell-Desartes, nous pouvons déduire que θi = θr, ϕi = ϕr = ϕtet µt/µidΩt/dΩi = n2
2/n

2
1, e qui donne :

Li = Lr + Lt
n2

2

n2
1

. (I.43)Or, Lr = R21 (µi)Li, e qui implique que
Lt =

n2
1

n2
2

[1− R21 (µi)]Li = T d
21 (µi)Li ⇒ T d

21 (µi) =
n2

1

n2
2

T21 (µi) (I.44)fateur de transmission de la luminane. Alors :
LR

d (µ, t) =T d
21 (|µ|)Ld (µ < 0, t) (I.45)

LT
d (µ, t) =T d

23 (|µ|)Ld (µ > 0, t) . (I.46)FluxFinalement, les �ux ré�éhis et transmis monohromatiques sont donnés par :
φ−sort (t) =LR

c (t) +

∫ 0

−1

µLR
d (µ, t) dµ (I.47)

φ+sort (t) =LT
c (t) +

∫ +1

0

µLT
d (µ, t) dµ (I.48)où les notations sont lari�ées sur la �gure I.11.I.5 ConlusionDans e hapitre, nous avons établi l'etr de manière phénoménologique par un bilan d'éner-gie. Ce modèle de transfert radiatif, plus �n que l'approximation de la di�usion, sera abon-damment utilisé dans les travaux présentés dans les hapitres suivants. En partiulier, laprise en ompte orrete des di�érents régimes de transport sera primordiale dans l'étudede la ohérene spatiale du rayonnement (voir Chap. II), des �utuations temporelles d'in-tensité (voir Chap. IV) et de l'ampli�ation de lumière en milieu di�usant (voir Chap. V).
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Dans e hapitre, nous montrons que l'etr s'applique d'une manière remarquable àl'étude des di�érents régimes de transport dans un milieu di�usant : balistique, di�u-sion simple, di�usion multiple, transport di�usif. Le �té le plus original de ette étude résidedans le fait que tout ei sera vu à travers l'évolution de la ohérene spatiale (Pierratet al. 2005).Dans la plupart des as, onnaître la distribution d'intensité (en temps et en espae) estsu�sant pour l'analyse d'images ou l'amélioration de montages expérimentaux. La plupartdes approhes reposent sur l'approximation de la di�usion qui n'est valide qu'aux grandeséhelles de temps et d'espae (voir Chap. III) omparés à la longueur de transport ltr et autemps de ollision.Dans ertains as, la onnaissane des propriétés de ohérene spatiale du rayonnement àtravers un milieu di�usant est d'une grande importane pour aratériser la qualité d'unfaiseau (Apresyan et Kravtsov 1996), pour analyser des orrélations de �gures de tave-lure (spekle en anglais) (Apresyan et Kravtsov 1996; Sebbah 2001) ou pour modéliserles expérienes sur les �utuations temporelles d'intensité induites par le mouvement des dif-fuseurs (MaKintosh et John 1989a) (voir Chap. IV). La longueur de ohérene spatialepeut être utilisée pour aratériser la qualité d'un faiseau transmis à travers une atmo-sphère turbulente (Tatarskii 1971; Andrews et Philips 1998; Ponomarenko et al.2002). La qualité du faiseau et la longueur de ohérene spatiale du spot de lumière in-idente sont aussi des paramètres lés en ot (Optial Coherene Tomography en anglais)dans des milieux où la di�usion multiple peut ommener à jouer un r�le (Huang et al.1991; Dubois et al. 2002).La ohérene spatiale du rayonnement nous renseigne sur l'élargissement d'un faiseau dansun milieu di�usant (voir Fig. II.1). La grandeur la aratérisant est la fontion de orrélationspatiale du hamp notée W = 〈E E∗〉 ou plus simplement la longueur de ohérene notée
loh et orrespondant à la largeur de W . Dans le as d'un faiseau totalement ohérent(i.e. ollimaté), la longueur de ohérene tend vers l'in�ni. C'est le as de l'onde planeet en bonne approximation d'un faiseau laser. Pour un rayonnement inohérent, ettemême longueur tend vers 0. Dans les as intermédiaires, on dit que le rayonnement estpartiellement ohérent. C'est le as par exemple pour un rayonnement de orps noir dont lalongueur de ohérene à une longueur d'onde λ est de l'ordre de λ/3 (rayonnement isotrope).Nous allons introduire une méthode pratique pour aluler la fontion de orrélation spatialedu hamp et la longueur de ohérene spatiale, aussi bien à l'intérieur qu'à l'extérieur dumilieu en transmission ou en ré�exion. Pour ela, nous allons utiliser une solution numériquede l'etr pour aluler la luminane de laquelle nous déduirons la fontion de orrélationspatiale et la longueur de ohérene. Ave ette approhe, nous étudierons l'évolution de



II.1. Équation de transport pour la fontion de orrélation du hamp 21
Fig. II.1 � Perte de diretivité d'un faiseau dans un milieu di�usant : les partiules dif-fusantes présentes élargissent le faiseau. La longueur de ohérene spatialenous renseigne sur la diretivité.la ohérene spatiale dans le milieu di�usant e qui nous permettra de aratériser lesdi�érents régimes de transport des photons.II.1 Équation de transport pour la fontion de orréla-tion du hampL'objetif de ette setion est de aluler la fontion de orrélation spatiale du hampsur laquelle nous nous appuierons pour étudier l'évolution de la ohérene spatiale et lestransitions entre régimes de transport. Nous supposerons que nous étudions des systèmespour lesquels l'etr est valable. Cela peut être véri�é numériquement en omparant larésolution de l'etr ave elle des équations de Maxwell (Roux 1996; Roux et al. 2001).L'originalité de ette setion réside dans le fait que nous allons onsidérer l'etr ommeune équation de transport de la fontion de orrélation spatiale du hamp (Apresyan etKravtsov 1996).Cette étude va se baser sur la reherhe du lien qui existe entre la luminane et la fontionde orrélation spatiale du hamp. Des aluls rigoureux ont déjà été menés pour établir elien dans des on�gurations prohes omme :
• l'étude du rayonnement se propageant soit vers l'avant, soit vers l'arrière après transmis-sion ou ré�exion par une ouhe (Greffet et Nieto-Vesperinas 1998).
• le alul d'une relation donnant la luminane en fontion de la fontion de orrélationspatiale du hamp (Walther 1968; Wolf 1994; Wolf et al. 1999; Pedersen 1991a;Pedersen 1991b) ou de la densité spetrale de puissane (Alonso 2001a; Alonso2001b).Dans notre as, nous souhaitons obtenir une relation donnant la fontion de orrélationspatiale du hamp en fontion de la luminane et e à l'intérieur d'un milieu di�usantprenant en ompte globalement les omposantes du hamp se propageant vers l'avant etvers l'arrière. Nous ne pouvons don pas nous baser uniquement sur les résultats préédents.II.1.1 Conepts de base de la théorie de la ohérene spatialeSoit E (r, t) le hamp életrique dans l'approximation salaire (e�ets de polarisation négli-gés). De par la nature statistique du milieu di�usant, le hamp lui-même peut-être onsidéréomme une variable aléatoire. Les propriétés de ohérene spatiale du hamp de seond ordre



22 Chapitre II. Cohérene spatiale en milieu di�usantsont aratérisées par la fontion de orrélation spatio-temporelle1 dé�nie par :
Γ (r1, r2, t1, t2) = 〈E (r1, t1)E

∗ (r2, t2)〉 (II.1)où 〈. . .〉 représente la moyenne sur un ensemble de réalisations du milieu di�usant et ∗la quantité onjuguée. Le hamp E (r, t) peut être réel ou imaginaire (utilisation de lanotation omplexe). La dé�nition de Γ s'applique plus généralement à tout signal analytiqueomplexe. On dé�nit alors la densité spetrale de puissane roisée (Mandel et Wolf1995) omme étant la transformée de Fourier temporelle de Γ :
W (r1, r2, ω1, ω2) =

∫ ∞

−∞

Γ (r1, r2, t1, t2) exp [iω1t1 − iω2t2] dt1dt2, (II.2)expression qui peut être failement simpli�ée à partir de la transformée de Fourier tem-porelle du hamp (à ondition que ette transformée de Fourier existe) :
W (r1, r2, ω1, ω2) = 〈E (r1, ω1)E

∗ (r2, ω2)〉 . (II.3)E�etuons maintenant le hangement de variables suivant :
{

r1 = r + ρ/2
r2 = r− ρ/2

{
t1 = t+ τ/2
t2 = t− τ/2 . (II.4)On a alors :

ω1t1 − ω2t2 = ω1

(
t+

τ

2

)
− ω2

(
t− τ

2

)
= (ω1 − ω2) t+

ω1 + ω2

2
τ (II.5)ave ω = ω1 − ω2 et ω0 = (ω1 + ω2) /2, appelée fréquene entrale. Le hamp est supposéquasi-monohromatique de sorte que ω ≪ ω0. Nous nous plaçons maintenant dans le asstatistiquement stationnaire (on verra que e as orrespond au régime stationnaire vis àvis de la luminane), la fontion de orrélation spatio-temporelle Γ ne dépend alors que de

τ , e qui onduit à :
W (r,ρ, ω, ω0) = 2πδ (ω)

∫
Γ (r,ρ, τ) exp [iω0τ ] dτ

︸ ︷︷ ︸
W (r,ρ)

. (II.6)La fontion W (r,ρ) peut don être vue omme une mesure de la orrélation spatiale duhamp à une fréquene donnée. En toute rigueur, dans un milieu di�usant, W peut êtredéduite de l'équation d'onde (MaKintosh et John 1989a; Rytov et al. 1989). Ellevéri�e une équation de transport onnue sous le nom d'équation de Bethe-Salpeter(voir Se. A.2). C'est une équation intégrale dont le noyau est ompliqué à formuler explii-tement. Nous allons don en utiliser une approximation qui n'est autre que l'etr elle-même.Dans un milieu statistiquement homogène et isotrope, W ne dépend que de ρ = ‖r1 − r2‖.On introduit alors souvent le degré de ohérene spatiale par :
w (ρ) =

W (ρ)

W (0)
(II.7)1En théorie de la ohérene, on la nomme � fontion de ohérene mutuelle �.



II.1. Équation de transport pour la fontion de orrélation du hamp 23On dé�nit la longueur de ohérene spatiale, notée loh, omme étant la largeur à mi-hauteurde la fontion de orrélation spatiale. Cette longueur nous renseigne sur la distane selonlaquelle les omposantes du hamp életrique peuvent être onsidérées omme orrélées. Sila longueur de ohérene est in�nie, on a un rayonnement totalement ohérent spatiale-ment. Si elle est nulle, le rayonnement est inohérent. Dans les autres as, on dit qu'il estpartiellement ohérent.Dire que les hamps életriques en deux points r + ρ/2 et r − ρ/2 sont orrélés revient àdire que si on onsidère que es deux points sont des soures seondaires de lumière, alorsles hamps issus de es soures interférent entre-eux. La longueur de ohérene loh est ladistane maximale entre les deux soures pour que les hamps provenant de es souresinterférent entre-eux.II.1.2 Lien entre la luminane et la fontion de orrélation spatialeSous ertaines onditions détaillées dans l'annexe A, il est possible de montrer que la trans-formée de Fourier de la fontion de orrélation spatiale (enore appelée transformée deWigner du hamp) véri�e l'etr (Ishimaru 1997; Apresyan et Kravtsov 1996; Rytovet al. 1989; Barabanenkov 1969; Ryzhik et al. 1996). Il est ainsi possible de dé�nir laluminane en régime stationnaire omme-suit (équation A.227) :
L (r,u) = |cos θ|

(
k

2π

)2 ∫

R2

W (r,ρ) exp [−iku · ρ] d2ρ⊥ (II.8)où k = 2π/λ est le module du veteur d'onde dans le milieu, les autres notations étant dé�-nies sur la �gure II.2. Cette expression onstitue la élèbre formule deWalther (Walther1968). Notons que la luminane ainsi dé�nie n'a pas la dimension de la luminane utiliséeen radiométrie lassique exprimée en W.m-2.sr-1. Pour ette raison, nous avons hoisi de lanoter L au lieu de L. Ces deux quantités restent ependant égales à une onstante multi-pliative près.Bien que la luminane dé�nie en radiométrie lasique omme un �ux soit toujours une quan-tité positive, la luminane dé�nie par l'équation II.8 peut prendre des valeurs négatives.Toutefois, il peut être montré que dans la limite λ→ 0, la luminane est toujours positiveet peut être interprétée omme un �ux d'énergie loal (Mandel et Wolf 1995). Cepen-dant, ette limite n'est pas néessaire pour que la luminane véri�e l'etr (voir Ann. A).La luminane prend des valeurs négatives quand la nature ondulatoire du hamp devientimportante (Apresyan et Kravtsov 1996). Littlejohn et Winston ont montré quele �ux alulé à partir de la transformée de Wigner est lui toujours positif, et que 'estla seule grandeur mesurable qui doit obéir à la ontrainte de positivité (Littlejohn etWinston 1995; Winston et Littlejohn 1997).Notons que la reherhe d'une relation entre la luminane (grandeur faisant intervenir àla fois les notions de position et de diretion) et le hamp (grandeur faisant intervenir lanotion de position) fut un réel problème. Du fait du nombre di�érent d'informations donnéespar es deux grandeurs, il n'était pas possible de les relier par une simple transformée deFourier. La tf spatiale du hamp nous aurait donné une grandeur diretionnelle et nonpas loale et diretionnelle. La solution passe don par l'utilisation d'une transformée deWigner. Le même problème se pose en musique : une note de musique est dé�nie par une
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z L (r,u)

u
n dΩθ

dS

Σ

u⊥

ρ
rFig. II.2 � Notations de la formule de Walther. Le veteur ρ est dans le plan Σ lui-même dans le plan dS de normale n.fréquene. Une onde à ette fréquene a une extension temporelle in�nie et pourtant noussommes apable de distinguer entre plusieurs notes tout au long d'un moreau. Il y a donen plus de la fréquene, une information sur la durée de la note dans le son qui parvientjusqu'à nos oreilles. Une partition n'est don pas une simple transformée de Fourier.Nous souhaitons aluler la fontion de orrélation à partir de la luminane solution del'etr. Nous devons don inverser la relation II.8. En remarquant que |cos θ| = |uz|, latransformée de Fourier inverse donne :

W (r,ρ) =

∫

R2

L (r,u) exp [iku · ρ]
d2u⊥

|uz|
. (II.9)De même, on a la relation dΩ = d2u⊥/ |uz|, e qui permet d'aboutir à :

W (r,ρ) =

∫

4π

L (r,u) exp [iku · ρ] dΩ . (II.10)II.1.3 Adaptation de l'expression à la géométrie étudiéeLa géométrie étudiée est elle de la �gure I.7. Elle est invariante par translation dans lesdiretions x et y. On élaire par une onde plane sous inidene normale, la luminane L (r,u)ne dépend alors que de z. De plus, on s'intéresse à la ohérene spatiale transversalementà la diretion de propagation, don ρ ∈ Σ ave Σ un plan z = Cte. Le milieu 2 eststatistiquement homogène et isotrope dans le plan Σ. Dans e plan, la fontion de orrélationspatiale ne dépend que de ρ.L'équation II.10 s'érit don :
W (z,ρ) =

∫
L (z, µ, ϕ) exp (ikρ · u) dµdϕ. (II.11)Or, ρ · u = ρu⊥ cosϕ ave u⊥ la projetion de u sur Σ, on peut don intégrer sur ϕ enutilisant la dé�nition de la fontion de Bessel J0 :

J0 (x) =
1

2π

∫ 2π

0

exp (ix cosϕ) dϕ. (II.12)
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Fig. II.3 � Longueurs intervenant dans le alul de la fontion de orrélation spatiale Wen géométrie plane.e qui donne la formule �nale ave k = 2π/λ et u⊥ =
√

1− µ2 :
W (z, ρ) =

∫ +1

−1

L (z, µ)J0

(
2π

λ
ρ
√

1− µ2

)
dµ . (II.13)L'équation II.13 onstitue le premier résultat important de ette étude. Si on onnaît laluminane (dans le milieu 2 ou à l'extérieur), on a diretement la fontion de orrélationspatiale du hamp dans un plan z = Cte par une intégrale angulaire.II.1.4 Cas partiuliersLuminane ollimatéeDans le as d'une luminane ollimatée vers l'avant ou vers l'arrière (µ = ±1), on a :

W (z, ρ) =

∫ +1

−1

δ (µ± 1)L (z)J0

(
2π

λ
ρ
√

1− µ2

)
dµ = L (z) . (II.14)La fontion de orrélation spatiale est don indépendante de ρ. Par onséquent, la longueurde ohérene spatiale est in�nie :

loh →∞ . (II.15)Luminane di�use isotropeOn onsidère une luminane isotrope dans tout l'espae. L'intégration sur ϕ nous permetde dire immédiatement que L (z, µ) est également isotrope notée simplement L.



26 Chapitre II. Cohérene spatiale en milieu di�usantNous avons reporté en annexe D les éléments de alul permettant de déduire le résultatsuivant :
W (ρ) = 2L sinc

(
2πρ

λ

)
, (II.16)où sinc est la fontion sinus ardinal. Dans e as, la fontion de orrélation ne dépend plusde z, la longueur de ohérene loh est don onstante et vaut en résolvant sinc (x) = 1/2 :

loh ≈ 0.3λ . (II.17)Comme le montre également l'annexe D, e résultat reste valable si on ne s'intéresse qu'aurayonnement se propageant dans le sens des z > 0 (i.e. µ > 0 ou sens +) ou dans le sensdes z < 0 (i.e. µ < 0 ou sens −).La longueur de ohérene loh ≈ 0.3λ est aratéristique d'un rayonnement isotrope (rayon-nement de orps noir par exemple).II.2 Résultats numériquesII.2.1 Résolution pratique de l'etr et alul de la fontion de or-rélationL'etr réduite à la partie ollimatée du rayonnement (équation I.30) se résout simplementanalytiquement.Dans le as d'une géométrie plane telle qu'une tranhe, l'etr pour la partie di�use durayonnement (équation I.31) peut être résolue en disrétisant l'intégrale angulaire (fontionde phase). Les détails sont donnés dans la thèse de Rahid ELALOUFI (Elaloufi et al.2002; Elaloufi 2003) et dans l'annexe C. Nous en résumons suintement les grandeslignes dans e qui suit. La méthode des ordonnées disrètes par quadrature de Gauss est lasolution qui apporte le plus de satisfation au problème en terme de rapidité de onvergeneet de simpliité de mise en ÷uvre (Thomas et Stamnes 1999). L'intégrale d'une fontion
f s'approxime alors de la manière suivante :

∫ +1

−1

f (x) dx =
N∑

i=1

wifi ave wi poids de Gauss et fi = f (xi) . (II.18)Après disrétisation des µ en µi pour i = 1..N2, l'équation devient un système di�érentiel en
z linéaire d'ordre 1 dont l'inonnue est le veteur Ld représentant la disrétisation angulairede la luminane di�use. Sa résolution s'e�etue don en passant par la diagonalisation de lamatrie assoiée ave ensuite intégration des onditions aux limites aux parois. On obtientl'expression du veteur Ld (z) sous la forme d'une déomposition en veteurs propres dontles oe�ients ki sont les valeurs propres et les Gi les veteurs propres assoiés :

Ld (z, µ) =

2N2−1∑

i=0

CiGi (µ) exp [kiz]

︸ ︷︷ ︸solution générale +X exp [−z] + Y exp [z − 2L]

︸ ︷︷ ︸solution partiulière (II.19)



II.2. Résultats numériques 27La somme orrespond à la solution générale du système di�érentiel, les Ci étant donnés parles onditions aux limites, et les termes en X et Y orrespondent à la solution partiulière.En e qui onerne le alul de la fontion de orrélation, la luminane ayant été déterminéepar disrétisation angulaire, nous pouvons réutiliser la même quadrature de Gauss pouraluler l'intégrale II.13 qui donne la fontion de orrélation du hamp.II.2.2 Séparation di�us/ollimaté dans la fontion de orrélationÉtant donné qu'on a séparé les parties ollimatée et di�use de la luminane, on va enfaire de même ave la fontion de orrélation spatiale. Cela sera très utile pour l'analyseultérieure des résultats.Conernant les fontions de orrélation, on introduit :





W+
c (z) = L+

c (z)
W−

c (z) = L−
c (z)

Wc (z) = W+
c (z) +W−

c (z)
. (II.20)





W+
d (z, ρ) =

∫ +1

0
L+

d (z, µ)J0

(
2π
λ
ρ
√

1− µ2
)

dµ

W−
d (z, ρ) =

∫ 0

−1
L−

d (z, µ)J0

(
2π
λ
ρ
√

1− µ2
)

dµ

Wd (z, ρ) = W+
d (z, ρ) +W−

d (z, ρ)

. (II.21)Ces notations alliées à la linéarité de l'intégrale permettent de déomposer le degré deohérene spatiale normalisé en la somme d'une ontribution due au rayonnement ollimatéet d'une ontribution due au rayonnement di�us. En e�et, si on injete la déompositionde la luminane donnée par l'équation I.28 dans l'équation II.13, on obtient :
W (z, ρ) = W+

c (z) +W−
c (z) +Wd (z, ρ)

⇒W (z, ρ) = Wc (z) +Wd (z, ρ)

⇒ W (z, ρ)

W (z, 0)
=
Wc (z)

Wc (z)

Wc (z)

Wc (z) +Wd (z, 0)
+
Wd (z, ρ)

Wd (z, 0)

Wd (z, 0)

Wc (z) +Wd (z, 0)

⇒ w (z, ρ) = wcαc (z) + wd (z, ρ)αd (z) ave wc = 1. (II.22)On a enore en onsidérant les hamps se propageant vers les z > 0 ou vers les z < 0uniquement :
W± (z, ρ)

W± (z, 0)
=
W±

c (z)

W±
c (z)

W±
c (z)

W±
c (z) +W±

d (z, 0)
+
W±

d (z, ρ)

W±
d (z, 0)

W±
d (z, 0)

W±
c (z) +W±

d (z, 0)
(II.23)

⇒ w± (z, ρ) = w±
c α

±
c (z) + w±

d (z, ρ)α±
d (z) ave w±

c = 1. (II.24)Les α apparaissent omme des oe�ients de pondération de la ontribution ollimatée etde la ontribution di�use. On dé�nit également les longueurs de ohérene orrespondantaux degrés de ohérene spatiale dé�nis i-dessus ('est-à-dire leur largeur par rapport à lavariable ρ). On les note lcoh, lc±oh, ldoh, ld±oh et l±oh. On a bien sûr {lcoh, lc±oh}→∞.Dans toute la suite, on retient n1 = n3 = 1 (on hoisit par exemple d'assimiler le milieudans lequel se trouve la ouhe di�usante à de l'air).
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ρFig. II.4 � Traé du degré de ohérene spatiale w (z, ρ) pour un milieu di�usant de grandeépaisseur optique L∗ ave g = 0.39, n2 = 1, a = 0.98 et une fontion de phasede type Henyey-Greenstein.Sur la �gure II.4, on représente le degré de ohérene spatiale w (z, ρ) en fontion de laprofondeur dans la tranhe di�usante z et de la variable transverse ρ. On remarque qu'audébut du milieu di�usant (i.e. pour z → 0), la partie di�usée vers l'avant (i.e. µ > 0) de laluminane n'est que peu présente. On retrouve don essentiellement wc (qui est onstant)et la ontribution de la luminane di�usée vers l'arrière (i.e. µ < 0). Pour z → L, lefaiseau ollimaté s'atténue pour faire plae à la luminane di�use qui revet un aratèrequasi-isotrope. On reonnaît ainsi la fontion sinus ardinal.II.2.3 Longueurs de ohéreneNous nous intéressons dans un premier temps à la propagation de la luminane vers l'avant(sens des z positifs, µ > 0).Cohérene spatiale du rayonnement di�us vers l'avantLa �gure II.5 présente un exemple de longueur de ohérene ld+oh pour une tranhe di�usantede grande épaisseur optique ave un indie n2 = 1, un albédo a = 0.98 et une fontion dephase du type Henyey-Greenstein.Interprétons tout d'abord la ourbe pour g = 0.90. On distingue trois zones :
• z < ls : la longueur de ohérene est roissante.
• ls < z < ltr : la longueur de ohérene est déroissante.
• z > ltr : la longueur de ohérene est quasi-onstante.Le premier point s'explique à l'aide de onsidérations purement géométriques, dans le régime
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Fig. II.6 � E�et géométrique sur la longueur de ohérene.Considérons, pour z < ls, deux rayons : l'un quasiment ollimaté, l'autre suivant unediretion u omme préisée sur la �gure II.6. La longueur L1 est prohe de l'axe z donbien inférieure à la longueur de di�usion ls, le rayon orrespondant ne subira don pasde di�usion. Il ne sera don pas atténué. Par ontre, la longueur L2 peut se trouver êtresupérieure à la longueur de di�usion, notamment si l'angle θ s'approhe de π/2. De e fait,le rayon orrespondant subira des di�usions et sera don atténué. Ce phénomène purementgéométrique a ainsi tendane à ollimater le rayonnement. Un modèle de di�usion simplejusti�era analytiquement e phénomène. Il est dérit dans la setion II.3.



30 Chapitre II. Cohérene spatiale en milieu di�usantNous avons vu que plus la luminane est ollimatée, plus la longueur de ohérene loh estgrande. Nous avons don au début de la tranhe une longueur de ohérene roissante pourle rayonnement di�us. C'est une partiularité du régime balistique.Le régime de di�usion simple orrespond au maximum de la ourbe soit en z = ls.Pour z > ls, la fontion de phase ommene à avoir un e�et. La di�usion a tendane àrendre isotrope la luminane, la longueur de ohérene tend don vers la valeur isotrope(i.e. 0.3λ). ld+oh est don déroissante. C'est le régime de di�usion multiple.Au-delà de la longueur de transport, la luminane est quasi-isotrope, la longueur de ohé-rene est don onstante et vaut environ 0.3λ. C'est le régime di�usif. Dans e régime, ladensité d'énergie obéit à une équation de di�usion (Ishimaru 1997) (voir Chap. III).L'étude de la longueur de ohérene permet don de déterminer les transitions entre lesdi�érents régimes de transport pour des fateurs d'anisotropie élevés. On observe le mêmeomportement pour des valeurs plus faibles de g mais les quantités ls et ltr deviennent trèsprohes e qui engendre une ourbe monotone omme le montre la �gure II.5.Notons que les transitions entre régimes peuvent être observées sur d'autres grandeursdéduites d'un alul etr omme le oe�ient de di�usion e�etif (Elaloufi et al. 2004)ou les �utuations d'intensité (Carminati et al. 2004).Prise en ompte de la luminane ollimatée
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Fig. II.7 � Traé de la longueur de ohérene l+oh orrespondant à la luminane di�useet ollimatée vers l'avant ave n2 = 1 en fontion de la profondeur z dans lemilieu normalisée par la longueur de transport.Le traé de la longueur de ohérene de la luminane di�use et ollimatée vers l'avant(l+oh) ne présente que peu d'intérêt. La luminane ollimatée ouvre totalement les e�etsde la luminane di�use. On remarque ainsi que l+oh → ∞ pour z → 0 signe d'un hamptotalement ohérent en début de tranhe et l+oh → 0.3λ pour z > ltr e qui orrespond aurégime di�usif. Ces résultats sont visibles sur la �gure II.7.



II.2. Résultats numériques 31Prise en ompte des ré�exions internesConsidérons une tranhe d'indie n2 > 1 toujours plongée dans un environnement d'indie
n1 = n3 = 1. Les ré�exions internes peuvent devenir importantes voire totales lorsquel'angle d'inidene est supérieur à l'angle ritique. Les longueurs de ohérene sont donnéespar la �gure II.8 pour une tranhe de grande épaisseur optique ave un indie n2 = 1.33,un albédo a = 0.98 et une fontion de phase du type Henyey-Greenstein.
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g = 0.16Fig. II.8 � Traé de la longueur de ohérene ld+oh orrespondant à la luminane di�usevers l'avant ave n2 = 1.33 en fontion de la profondeur z dans le milieunormalisée par la longueur de di�usion (�gure de gauhe) et par la longueurde transport (�gure de droite).On remarque que les variations sont du même type que pour n2 = 1 (voir Fig. II.5). Lesauses sont don les mêmes. Cependant, on remarque que pour z → 0, les trois ourbessemblent onverger vers une seule et même valeur (i.e. ≈ 0.264). Cela est préisément dûaux ré�exions internes. En e�et, au début de la tranhe, la luminane di�usée vers l'avantest faible pour des angles θ où il n'y a pas ré�exion interne totale. Mais lorsqu'il y a ré�exiontotale, la luminane se propageant vers l'avant (i.e. µ > 0) est au moins égale à la luminanese propageant vers l'arrière (i.e. µ < 0) qui est importante ar l'absorption dans le milieu estfaible. De plus, du fait de la grande épaisseur optique L∗, quelle que soit la valeur du fateurd'anisotropie g, la luminane di�usée vers l'arrière au début de la tranhe est quasi-isotropee qui implique une même limite pour ld+oh en 0.La prise en ompte du rayonnement ollimaté dans le as ave ré�exions internes ne pré-sente pas beauoup plus d'intérêt que dans le as sans ré�exions internes si e n'est quel'importane du ollimaté est plus faible.On remarque sur la �gure II.9 que pour g faible, la longueur de ohérene ne tend pas versl'in�ni mais vers une limite �nie e qui fait apparaître un palier. C'est la preuve que laontribution de la luminane ollimatée devient moins prépondérante. En e�et, si on traeshématiquement les produits wdαd et wcαc en fontion de ρ à z �xé petit (voir Fig. II.10),on remarque que la pente est beauoup plus raide dans le as du rayonnement di�us quand
g est faible, l'ajout de la ontribution du rayonnement ollimaté ne hangera alors rien à
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Fig. II.9 � Traé de la longueur de ohérene l+oh orrespondant à la luminane di�use etollimatée vers l'avant ave n2 = 1.33 en fontion de la profondeur z dans lemilieu normalisée par la longueur de transport.la reherhe de la largeur à mi-hauteur. Cependant, il faut que la luminane di�use soitsu�samment importante e que permet la présene des ré�exions internes.
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Fig. II.10 � Comparaison shématique des degrés de ohérene pondérés wdαd et wcαc.Cohérene spatiale du rayonnement di�us dans toutes les diretionsUn as se révèle intéressant à étudier lorsqu'on onsidère la luminane totale ('est-à-dire sepropageant dans toutes les diretions) ar les variations de la longueur de ohérene ne sontplus les mêmes. Il s'agit du as présenté sur la �gure II.11 à savoir une tranhe de grandeépaisseur optique ave un indie n2 = 1, un albédo a = 0.98 et une fontion de phase dutype Henyey-Greenstein.C'est don la luminane di�usée vers l'arrière (L−
d ) qui a�ete omplètement les variationsde la longueur de ohérene. A e stade, nous avons hoisi de herher un modèle simple de



II.2. Résultats numériques 33

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

0.28

0.29

0.3

0.31

0.32

0.33

0.34

0.35

0.36

0.37

0.38

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

0.28

0.29

0.3

0.31

0.32

0.33

0.34

0.35

0.36

0.37

0.38

PSfrag replaements
z
ls

ldoh
λ

z
ltr

ldoh
λ

g = 0.90

g = 0.50

g = 0.16Fig. II.11 � Traé de la longueur de ohérene ldoh orrespondant à la luminane di�usedans toutes les diretions ave n2 = 1 en fontion de la profondeur z dansle milieu normalisée par la longueur de di�usion (�gure de gauhe) et par lalongueur de transport (�gure de droite).luminane di�use pour tenter de reproduire toutes les variations de la longueur de ohéreneque nous avons vues jusqu'à présent. Ce modèle, qui s'avère être d'une grande préision,est présenté dans la setion II.3.In�uene de la largeur de la tranhe de milieu di�usantPlut�t que de regarder les variations de la longueur de ohérene à l'intérieur de la ouhe,on peut également s'intéresser à la longueur de ohérene du rayonnement sortant de latranhe, en ré�exion (z < 0) ou en transmission (z > 0), en faisant varier la largeur L dela ouhe. Cette grandeur est plus failement aessible expérimentalement.La �gure II.12 présente e que l'on obtient pour n2 = 1, a = 0.98, une fontion de phasedu type Henyey-Greenstein et di�érentes valeurs de g.Pour la partie ré�éhie en z < 0, on remarque que la longueur de ohérene roît ave g equi traduit le fait que le rayonnement ré�éhi est plus ollimaté pour les grands g (quand
g augmente, la fontion de phase est plus piquée vers l'avant, la di�usion se fait don versl'avant). Lorsque la largeur de la ouhe di�usante augmente, la luminane L−

d (z, µ) tendà devenir isotrope : les trois ourbes se rejoignent don en z →∞ vers la limite 0.3λ.En e qui onerne la partie transmise, on retrouve exatement les résultats préédentspuisque n2 = 1.En�n, il est intéressant de voir e que deviennent es ourbes ave n2 = 1.33 (orrespondantà de l'eau par exemple). C'est e qui est représenté sur la �gure II.13.Si les variations de la partie transmise de la longueur de ohérene sont quasiment lesmêmes que dans le as n2 = 1, il n'en va pas de même pour la partie ré�éhie. En e�et,les oe�ients de ré�exion et de transmission jouent un r�le prépondérant que l'on dériradans la setion II.3. C'est e qui explique es traés di�ilement interprétables.
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II.3. Modèle de luminane pour le régime de di�usion simple 35l'entrée du milieu di�usant. Nous retenons les hypothèses suivantes :
• z . ls : on se plae au début de la ouhe di�usante de telle sorte que le rayonnementen sens + qui a déjà été di�usé ne le soit pas une deuxième fois (hypothèse 1 dite dedi�usion simple).
• L ≫ 1 : le milieu di�usant est onsidéré omme semi-in�ni. Cela a pour e�et de rendre
L−

d prohe de l'entrée du milieu quasi-isotrope (hypothèse 2).
• a ≈ 1 : il y a très peu d'absorption dans le milieu 2, on pourra ainsi érire une égalité de�ux à l'entrée du milieu di�usant (hypothèse 3).
• n2 ≥ 1 : l'indie du milieu 2 est supérieur à elui du milieu 1 (hypothèse 4).En première leture, on pourra se reporter diretement à l'équation II.35 qui donne l'ex-pression de la luminane di�usée vers l'avant en entrée de milieu en l'absene de ré�exionsinternes et sous les trois premières hypothèses mentionnées i-dessus.D'après l'hypothèse 4, une zone où il y a ré�exion totale sur la paroi entre 2 et 1 estprésente. L'angle ritique est donné par :

µl =

√

1− n2
1

n2
2

(II.25)La luminane est alors dé�nie sur trois zones et sa déomposition est notée L−
d (z, µ2),

L+
d (z, µ2 < µl) et L+

d (z, µ2 > µl) (voir Fig. II.14).Remarque : Dans ette setion, il est néessaire de di�érenier les variables angulaires
µ = cos θ pour les milieux 1 et 2. On les notera µ1 et µ2 respetivement. Ils sont bienentendu reliés par la relation de Desartes : n1

√
1− µ2

1 = n2

√
1− µ2

2.L'hypothèse 2 impose que la luminane L−
d se mette sous la forme : L−

d (z, µ2) = XLinave X inonnue. La ré�exion totale pour µ2 < µl de L−
d donne en négligeant la partiedéjà présente de L+

d onsidérée omme beauoup trop faible : L+
d (z, µ2 < µl) = XLin.En�n, pour µ2 > µl, il y a ré�exion partielle de L−

d beauoup plus faible que la ré�exiontotale. Par onséquent, on doit ii tenir ompte de la partie déjà présente de L+
d notée L+′

d :
L+

d (z, µ2 > µl) = X ′Lin + L+′
d (z, µ2). On a don :





L−
d (z, µ2) = XLin

L+
d (z, µ2 < µl) = XLin
L+

d (z, µ2 > µl) = X ′Lin + L+′
d (z, µ2)

. (II.26)Il s'agit don de reherher les expressions de X, X ′ et L+′
d (z, µ2).II.3.1 Calul des oe�ients X et X ′L'hypothèse 3 permet d'a�rmer que les �ux entrant et sortant sont égaux. L'hypothèse 2nous renseigne sur le fait que ette égalité s'érit uniquement en z = 0 :

LinR12 (1)

︸ ︷︷ ︸Flux de 1 vers 2ré�éhi +

∫ 0

−1

−T d
21 (|µ1|)L−

d (0, µ2)µ1dµ1

︸ ︷︷ ︸Flux de 2 vers 1transmis = Lin
︸︷︷︸Fluxinident . (II.27)
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Fig. II.14 � Traé de la luminane en entrée de milieu di�usant pour une ouhe di�u-sante de grande épaisseur optique L∗ ave z ≪ ls, a = 1, n2 = 1.33, g = 0.50et une fontion de phase du type Henyey-Greenstein. On distingue net-tement les trois zones dé�nies au début de ette setion.
T d

21 est le fateur de transmission de la luminane di�use de 2 vers 1. Il est donné par :
T d

21 (|µ1|) =
n2

2

n2
1

T21 (|µ1|) . (II.28)Ce fateur prend en ompte la variaton d'angle solide lors du passage de l'interfae (voir Chap. I).On en déduit :
L−

d (z, µ2) =
1−R12 (1)

∫ 1

0
T d

21 (|µ1|)µ1dµ1

Lin = XLin. (II.29)Le alul de X ′ passe simplement par l'ériture de la ré�exion partielle de la luminanedi�use en sens − à la paroi :
L−

d (z, µ2)R21 (|µ2|) = X ′Lin ⇒ X ′ = XR21 (|µ2|) . (II.30)II.3.2 Calul du terme L+′
d (z, µ2)Le alul de L+′

d (z, µ2) s'e�etue en partant de l'équation I.31. On onsidère que L+′
d (z, µ2)ne peut être di�usée une nouvelle fois ar z . ls. Par onséquent on ne onserve dans leterme intégral que la luminane di�use en sens − et elle ré�éhie totalement :

µs

2

∫ 1

−1

p (µ2, µ
′
2)Ld (z, µ′

2) dµ′
2 =

µs

2

∫ µl

−1

p (µ2, µ
′
2)XLindµ′

2 (II.31)
= µsLinI (µ2) ave I (µ2) =

X

2

∫ µl

−1

p (µ2, µ
′
2) dµ′

2.



II.3. Modèle de luminane pour le régime de di�usion simple 37De plus, il ne faut pas oublier de prendre en ompte le fateur de transmission pour laluminane ollimatée :
L+

c (z) = T12 (1)Lin exp (−µez) . (II.32)L'équation di�érentielle s'érit alors :
µ
∂L+′

d

∂z
(z, µ2) + µeL+′

d (z, µ2) = µsLinI (µ2) +
µs

2
p (µ2, 1)T12 (1)Lin exp (−µez) .(II.33)On sait en�n que la luminane di�usée vers l'avant L+′

d est nulle en z = 0, d'où la onditionaux limites :
L+′

d (0, µ2) = 0 (II.34)La résolution triviale de l'équation préédente munie de sa ondition aux limites donne lerésultat :
L+′

d (z, µ2) =
µsLin

2 (1− µ2)

{
2I (µ2) (1− µ2) exp (µez) + p (µ2, 1)T12 (1) exp (−µez)

− [2I (µ2) (1− µ2) + p (µ2, 1)T12 (1)] exp

(
−µez

µ2

)} .(II.35)Cette expression de la luminane est remarquable ar il fait apparaître un terme en exp [−µez/µ2]qui orrespond exatement au �ltre géométrique dérit sur la �gure II.6 et qui permet d'ex-pliquer l'augmentation de la longueur de ohérene en entrée de milieu di�usant pour lerayonnement di�us.Dans le ode de alul que nous avons érit, le alul des intégrales permettant d'obtenirles quantités X et I est réalisé à l'aide des poids de la quadrature de Gauss. Nous avonsalors à notre disposition un modèle omplet de luminane nous permettant de aluler lesdi�érentes longueurs de ohérene.II.3.3 Validation du modèleLe modèle présenté préédemment a été véri�é pour di�érentes valeurs du fateur d'ani-sotropie g, pour di�érents indies n2, dans le as du rayonnement di�us dans toutes lesdiretions (i.e. sans prise en ompte du faiseau ollimaté).Dans tous es as de �gure, le modèle retrae toutes les variations de la longueur de ohé-rene loh en fontion de z et e sur des distanes de l'ordre de la longueur de transport ltre qui était totalement inattendu pour un modèle ensé n'être valable que sur des distanesinférieures à la longueur de di�usion (modèle de di�usion simple).Conernant le rayonnement se propageant vers l'avant, les ourbes oïnident parfaitementpour de petits fateurs d'anisotropie g. Cela n'est plus tout à fait vrai pour des fateursd'anisotropie g & 0.7 surtout dans le as n2 > 1, mais la di�érene reste faible. Cela est
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Fig. II.15 � Comparaison du modèle (1) ave le alul numérique omplet (2) en traçant lalongueur de ohérene de la partie di�use du rayonnement se propageant versl'avant en fontion de la profondeur dans le milieu normalisée par la longueurde di�usion : n2 = 1.33, a = 1 et fontion de phase du type Henyey-Greenstein.dû au fait que la fontion de phase est beauoup plus piquée vers l'avant et qu'il est alorsdi�ile de négliger la quantité µs

2

∫ 1

µl
p (µ2, µ

′
2)Ld (z, µ′

2) dµ′
2 dans l'équation di�érentielle.Dans le as où on prend en onsidération toute la luminane di�use (se propageant versl'avant et vers l'arrière), la di�érene entre les 2 ourbes est plus importante ar l'ap-proximation d'isotropie de L−

d n'est pas tout à fait exate. Cependant, les résultats restentorrets ave des erreurs relatives de l'ordre de 2%.II.4 ConlusionLe travail présenté dans e hapitre a ommené par une étude bibliographique et théoriquedu lien existant entre la luminane et la fontion de orrélation spatiale du hamp. Cetteétude nous a onduit à développer notre propre modèle valable dans la géométrie planeétudiée et permettant de aluler diretement la fontion de orrélation spatiale du hampà partir d'une intégration angulaire de la luminane dans un plan z = Cte.La onnaissane de la luminane passe par l'utilisation du programme de alul développédans le adre de la thèse de Rahid Elaloufi (Elaloufi 2003) qui a été adapté pouraluler diretement la fontion de orrélation spatiale du hamp, le degré de ohéreneet la longueur de ohérene. Ce travail numérique nous a permis d'obtenir de nombreuxrésultats dérivant les variations de la longueur de ohérene dans des on�gurations diversesen faisant varier nombre de paramètres omme l'indie du milieu de propagation, l'albédo,le fateur d'anisotropie et l'épaisseur du milieu di�usant.Ces ourbes montrent lairement les transitions entre les di�érents régimes de transportdes photons dans le milieu di�usant :
• si z < ls : régime balistique,
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• si z ≈ ls : régime de di�usion simple,
• si ls < z < 8− 10ltr : régime de di�usion multiple (non di�usif),
• si z > 8− 10ltr : régime di�usif.Pour expliquer les variations de la longueur de ohérene en entrée de tranhe di�usanteen présene de ré�exions internes (n2 > 1), nous avons développé un modèle de luminanevalable dans le régime de di�usion simple qui s'est avéré d'une bonne préision et e pourdes profondeurs de l'ordre de la longueur de transport (z . ltr).
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R

Le problème de la propagation d'ondes dans un environnement omplexe est onsidéra-blement simpli�é en utilisant l'approximation de la di�usion qui dérit le transport del'énergie aux grandes éhelles d'espae (plus grandes que la longueur de transport ltr) et detemps (plus grandes que ltr/c où c est la vitesse de l'énergie) (Ishimaru 1997). En partiu-lier, ette approximation est très largement utilisée dans le ontexte de l'imagerie optiquebiomédiale (Yodh et Chane 1995; Gayen et Alfano 1996) et dans bien d'autres do-maines dans lesquels la di�usion d'ondes joue un r�le primordial omme en imagerie parondes élastiques, thermiques et aoustiques (Mandelis 2000).En présene d'absorption et lorsque les di�useurs ont une indiatrie de di�usion aniso-trope, e qui est le as pour les tissus biologiques, la dé�nition du oe�ient de di�usiononstitue un problème subtil à résoudre. En fait, en fontion de la méthode utilisée pour dé-duire l'équation de di�usion d'une théorie de transport plus générale, on obtient di�érentesexpressions pour le oe�ient de di�usion. En partiulier, sa dépendane à l'absorption afait l'objet d'une ontroverse :
• Les études basées sur l'etr en régime temporel (Case et Zweifel 1967) ont montré quele oe�ient de di�usion doit être indépendant de l'absorption (Furutsu et Yamada1994; Durduran et al. 1997). La démonstration de l'équation de di�usion est basée surune propriété d'éhelle de l'etr (voir Ann. J) qui stipule que si L0 (r,u, t) est la solutioninstationnaire dans un milieu non-absorbant, alors L (r,u, t) = L0 (r,u, t) exp [−µact] estla solution dans le même milieu ave une absorption uniforme dérite par le oe�ient
µa. Dans e as, la dépendane temporelle due à la di�usion et elle due à l'absorp-tion se fatorisent. Dans la limite du transport di�usif, la dépendane temporelle dueà la di�usion est dérite par un oe�ient de di�usion qui est indépendant de l'absorp-tion (Furutsu et Yamada 1994). Ce résultat a été on�rmé par des expérienes résoluesen temps (Bassani et al. 1997). Plus réemment, en partant d'une solution générale del'etr dans un milieu homogène, un oe�ient de di�usion dépendant du temps a étédé�ni, dont la limite aux temps in�nis est le oe�ient de di�usion usuel (Cai et al.2002). Il a été montré que la limite ne dépend pas de l'absorption.
• Au ontraire, des travaux théoriques basés sur l'équation des télégraphistes (Durian1998), ou sur une analyse asymptotique de l'etr stationnaire (Aronson et Corngold1999; Graaff et Ten Bosh 2000; Graaff et Rinzema 2001; Elaloufi et al. 2003)ont montré que le oe�ient de di�usion dépend de l'absorption. L'analyse asympto-tique de l'etr empruntée à la théorie du transport de neutrons (Case et Zweifel1967) onduit à une expression impliite du oe�ient de di�usion pour le transporten régime stationnaire en terme de modes propres de l'etr (Aronson et Corngold1999; Graaff et Ten Bosh 2000; Elaloufi et al. 2003). Dans le as d'une faibleabsorption, des expressions expliites peuvent être déduites (Aronson et Corngold1999; Kuser et MCormik 1991). Leur validité a été on�rmée expérimentalement



III.1. Expression du oe�ient de di�usion 43réemment (Ripoll et al. 2005).Ce résumé de l'état de l'art du sujet montre que la question de la dé�nition du oe�ient dedi�usion dans un milieu absorbant n'est pas un problème entièrement résolu. En partiulier,il semblerait qu'il y ait une di�érene notable entre le as du régime stationnaire et eluidu régime instationnaire. Cela est d'autant plus important qu'en imagerie biomédiale,des tehniques résolues en temps et d'autres sous illumination ontinue sont ourammentutilisées.Dans e hapitre, nous présentons une méthode de détermination du oe�ient de di�usionen régime stationnaire1 (i.e. Ds) ou instationnaire (i.e. Di). Les expressions obtenues sonten aord ave l'expérimentation numérique aussi bien en milieu absorbant qu'ampli�ateur(voir Chap. V) et dans le as d'une indiatrie de di�usion pour les partiules anisotrope.Le résultat obtenu peut s'exprimer ainsi : le oe�ient de di�usion est donné par
Ds =

cµa

k0
2 en régime stationnaireet Di =

cltr
3

en régime instationnaireoù k0 est la valeur propre orrespondant au mode propre spatial de l'etr stationnairequi s'atténue le moins aux grandes éhelles d'espae (Pierrat et al. 2006). Par onsé-quent, le oe�ient de di�usion en régime stationnaire dépend de l'absorption, il s'agit del'expression obtenue dans les référenes (Aronson et Corngold 1999; Graaff et TenBosh 2000; Elaloufi et al. 2003) également véri�ée expérimentalement (Ripoll et al.2005). La dépendane à l'absorption est lairement di�érente de elle issue de l'approxi-mation P1 de l'etr (Ishimaru 1997). Celui du régime instationnaire n'en dépend pas. Ilest donné par le résultat lassique obtenu par exemple par une méthode dite de marhe auhasard (Lagendijk et van Tiggelen 1996).Dans un premier temps, nous allons démontrer l'expression du oe�ient de di�usion puisnous nous attarderons dans la suite à dé�nir orretement les onditions aux limites àappliquer aux bornes du domaine lorsqu'on utilise l'approximation de la di�usion.III.1 Expression du oe�ient de di�usionPour obtenir l'expression du oe�ient de di�usion, la démarhe est la suivante : nous nousintéressons tout d'abord au régime le plus général (régime instationnaire) pour déduireune forme non-loale et dispersive du oe�ient de di�usion. Ensuite, les as des régimesstationnaire et instationnaire sont envisagés a�n de déduire les formesDs et Di du oe�ientde di�usion (voir Fig. III.1).Pour simpli�er les aluls et les notations, nous nous plaçons en géométrie plane telle quereprésentée par la �gure I.7. Notons que ette géométrie ne réduit en rien la généralité duproblème. En partiulier, 'est une vraie géométrie 3D dans laquelle la di�usion s'opèredans les trois diretions de l'espae.1Notons que le oe�ient de di�usion en régime stationnaire Ds n'est en fait qu'une éhelle de longueur,plus qu'un vrai oe�ient de di�usion. Il est en partiulier largement utilisé en optique biomédiale (Yodhet Chane 1995).
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Di = cltr

3Fig. III.1 � Représentation de la démarhe suivie pour obtenir l'expression du oe�ientde di�usion. En utilisant une déomposition modale de la luminane, on ob-tient une expression non-loale et dispersive du oe�ient de di�usion. Leshypothèses de grandes éhelles de temps et d'espae relatives au régime dif-fusif dans les régimes stationnaires et instationnaires onduisent ensuite auxexpressions de Ds et Di.III.1.1 Un oe�ient de di�usion non-loal et dispersifOn rappelle que l'etr en géométrie plane et en régime instationnaire s'érit :
(

1

c

∂

∂t
+ µ

∂

∂z

)
L (z, µ, t) = −µeL (z, µ, t) +

µs

2

∫ +1

−1

p (µ′, µ)L (z, µ′, t) dµ′, (III.1)ave µ = cos θ. Le �ux traversant une surfae z = Cte s'érit :
φ (z, t) =

∫ +1

−1

L (z, µ, t)µdµ (III.2)et la densité d'énergie est donnée par :
u (z, t) =

1

c

∫ +1

−1

L (z, µ, t) dµ. (III.3)A�n d'érire l'équation de la di�usion, nous utilisons une déomposition modale de laluminane telle qu'introduite dans la théorie du transport de neutrons (Case et Zweifel1967). Tout d'abord, introduisons une déomposition en modes propres spatiaux de laluminane (i.e. une transformée de Fourier spatiale) :
L (z, µ, t) =

∫ ∞

−∞

L̃k (µ, t) exp [ikz]
dk

2π
. (III.4)



III.1. Expression du oe�ient de di�usion 45Pour un k donné et �xé, on herhe ensuite L̃k (µ, t) sous la forme d'une déomposition enmodes propres temporels :
L̃k (µ, t) = 2πGks (µ) exp [st] . (III.5)où s (k) dérit l'évolution temporelle et Gks (µ) la distribution angulaire de la luminane.Autrement-dit, à k �xé, nous herhons des modes propres de l'etr de la forme :
L (z, µ, t) = Gks (µ) exp [ikz + s (k) t] (III.6)où s (k) etGks (µ) sont respetivement les valeurs propres et veteurs propres de l'etr (Caseet Zweifel 1967). Notons que k est toujours réel et que les s (k) peuvent être omplexes.Comme nous le verrons, dans le as d'une fontion de phase isotrope, il est possible d'ob-tenir analytiquement l'expression de es modes propres. Dans tous les autres as, un alulnumérique est néessaire. Celui-i peut être e�etué par exemple grâe à la méthode desordonnées disrètes (Thomas et Stamnes 1999; Elaloufi et al. 2002) présentée en an-nexe C.Dé�nissons les moments d'ordre i d'une fontion G par :
Gi =

∫ +1

−1

G (µ)µdµ. (III.7)Le �ux et la densité d'énergie pour le mode spatio-temporel [k, s (k)] s'érivent alors :
φks (z, t) =

∫ +1

−1

Gks (µ)µdµ exp [ikz + s (k) t] = G1 exp [ikz + s (k) t] (III.8)et uks (z, t) =
1

c

∫ +1

−1

Gks (µ) dµ exp [ikz + s (k) t] = G0 exp [ikz + s (k) t] . (III.9)On hoisit onventionnellement de normaliser les modes de telle sorte que G0 = 1.Remplaçons l'expression de la luminane III.6 dans l'etr instationnaire III.1 et simpli�onspar les exponentielles pour obtenir :
[s (k) + ikµ]Gks (µ) = −µeGks (µ) +

µs

2

∫ +1

−1

p (µ′, µ)Gks (µ′) dµ′ . (III.10)Il s'agit de l'équation fondamentale sur laquelle nous allons travailler dans la suite.Coe�ient de di�usion modalCalulons maintenant le moment d'ordre 0 de l'équation III.10 :
s (k)

c
G0 + ikG1 = −µaG0 (III.11)où on a utilisé le fait que ∫ +1

−1
p (µ′, µ) dµ′ = 2 du fait de la normalisation de la fontionde phase. L'équation III.11 dérit simplement la onservation de l'énergie dans le système.



46 Chapitre III. Validité de l'approximation de la di�usionEn insérant les dé�nitions du �ux et de la densité d'énergie pour le mode spatio-temporel
[k, s (k)] des équations III.8 et III.9, on obtient :

φks (z, t) = −−s (k)− µac

k2
ikuks (z, t) . (III.12)Le terme de droite représente le gradient de la densité d'énergie. Cette équation s'apparenteà une loi de Fik (ou loi de Fourier) pour un mode de l'etr dont le oe�ient de di�usionest dispersif et non-loal et est donné par :

Dks =
−s (k)− µac

k2
. (III.13)Cette relation est à la base de notre démonstration. Elle stipule que la solution générale del'etr qui peut être omprise omme une superposition linéaire de modes propres onduit àun �ux radiatif modal qui dépend du gradient de la densité d'énergie de manière linéaire :

φks (z, t) = −ikDksuks (z, t) . (III.14)L'équation III.11 nous permet aussi d'érire une deuxième expression du oe�ient dedi�usion qui nous servira dans la suite :
Dks =

i

k
G1. (III.15)Au �nal, nous avons don deux expressions du oe�ient de di�usion non-loal équivalentes :

Dks =
i

k
G1 =

−s (k)− µac

k2
. (III.16)Équation de di�usion modaleSi on repart de l'équation III.11 ave les dé�nitions du �ux et de la densité d'énergie, onpeut injeter la relation III.14 pour obtenir une équation régissant l'évolution de uks :

[s (k) + µac] uks (z, t)− k2Dksuks (z, t) = 0 . (III.17)On reonnaît ii une équation de di�usion érite pour le mode [k, s (k)]. Il est intéressantde noter qu'on a fait auune hypothèse simpli�atrie pour aboutir à ette équation.Comment obtenir une expression utilisable du oe�ient de di�usion ?Il est bien établi que le régime di�usif est atteint pour la limite des grandes éhelles de tempset d'espae. La déomposition modale de la luminane va nous permettre de ne onserverque le mode qui survit le plus longtemps et le plus profondément dans le milieu, et ainsi dedéduire une expression du oe�ient de di�usion à appliquer dans l'équation de la di�usion.Ainsi, pour un k donné, nous allons faire une approximation des longs temps en ne rete-nant que la valeur propre s0 (k) dont la partie réelle (négative) est la plus petite en valeurabsolue. Le temps aratéristique de déroissane du mode sera alors τk = −R [s0 (k)]−1. En-suite, nous ferons une approximation des grandes éhelles d'espae. Les théorèmes d'Abel-Tauber permettent d'a�rmer que le omportement d'une fontion à l'in�ni est donné par



III.1. Expression du oe�ient de di�usion 47le omportement de sa transformée de Fourier à l'origine (Sedletskii 2000; Sirovith1971). Ainsi, le omportement asymptotique de la luminane aux grandes éhelles d'espaesera donné par la limite k → 0.Le as du régime stationnaire tel que présenté i-après sera un as partiulier du régimeinstationnaire et se déduira diretement de l'équation III.16 en retenant s = 0 et en faisantl'hypothèse des grandes éhelles d'espae.III.1.2 Cas du régime stationnaireDans le as du régime stationnaire, on retient simplement s (k) = 0 (e qui supprime ladérivée temporelle dans l'etr). Les modes prennent alors la forme exp [ikz]. Dé�nir lerégime di�usif dans e as revient à ne retenir que le mode dont l'atténuation spatiale estla plus faible spatialement. Case et Zweifel (Case et Zweifel 1967) ont montré que lemode di�usif orrespond alors à la valeur propre disrète k = ik0 qui est imaginaire pure(voir Ann. E). Dans es onditions, on retrouve le oe�ient de di�usion donné par uneapprohe asymptotique stationnaire (Case et Zweifel 1967; Aronson et Corngold1999; Elaloufi et al. 2003) :
Ds =

cµa

k0
2 . (III.18)L'équation de la di�usion est quant à elle donnée par :

−Ds
∂2u

∂z2
+ µacu = 0. (III.19)Autrement-dit, l'approximation de la di�usion en régime stationnaire est valable aux grandeséhelles d'espae et le oe�ient de di�usion dépend fortement de l'absorption. Notons aupassage que la vitesse de l'énergie c se fatorise dans l'équation de la di�usion. Pour etteraison, on travaille usuellement ave le oe�ient de di�usion D′

s = µa/k0
2, homogène à unelongueur. Choisir de travailler ave Ds ou D′

s n'a�ete en rien les propos tenus ii. Aussi,e n'est pas à proprement parlé un oe�ient de di�usion mais il est très utilisé en optiquebiomédiale (Yodh et Chane 1995).Une autre approheUne autre approhe dérite par Graaff (Graaff et Ten Bosh 2000) onsiste à étudierun système se omposant d'un milieu homogène et isotrope, in�ni dans toutes les dire-tions, di�usant et absorbant. Un point soure émet de manière isotrope un rayonnementonstant. L'étude de e problème d'une part en utilisant l'etr et d'autre part en utilisantl'approximation de la di�usion permet d'aboutir au même résultat.III.1.3 Cas du régime instationnaireEn régime instationnaire, obtenir le régime di�usif requiert l'approximation des temps longset des grandes éhelles spatiales. Comme mentionné i-dessus, on doit tout d'abord retenir



48 Chapitre III. Validité de l'approximation de la di�usionle mode temporel qui s'atténue le plus lentement (valeur propre s0 (k)), puis le mode spatialqui survit le plus profondément (k → 0). On va montrer analytiquement i-après que Dis'exprime alors par :
Di = lim

k→0

−s0 (k)− µac

k2
⇒ Di =

cltr
3

. (III.20)Ce oe�ient de di�usion est alors indépendant de l'absorption en régime instationnaire etl'approximation de la di�usion est valable aux grandes éhelles de temps et d'espae. Il està noter que la relation de dispersion s0 (k) ne passe pas par l'origine (s0 (0) 6= 0) et quepar onséquent le oe�ient de di�usion à retenir est di�érent en régime stationnaire et enrégime instationnaire. L'équation de la di�usion sera alors :
∂u

∂t
−Di

∂2u

∂z2
+ µacu = 0. (III.21)Étude analytique dans le as d'une fontion de phase isotropeLa reherhe analytique de s0 (k) dans le as d'une di�usion isotrope est présentée dans lasetion 7.3 de (Case et Zweifel 1967). On trouvera le détail également dans l'annexe E.On obtient la relation de dispersion :

s0 (k) = −µec+
kc

tan (k/µs)
ave |k| < πµs

2
. (III.22)Si on suppose maintenant que pour un système de taille L, la valeur de k dominante estdonnée par k ≈ 2π/L (transformée de Fourier), s'intéresser aux grandes éhelles d'espae(i.e. z ≫ ls), revient à onsidérer k ≪ µs. Ainsi, le développement limité en k/µs → 0 del'équation préédente donne :

s0 (k) ∼ −µec +
k

kc
µs

(
1 + k2

3µ2
s

) ∼ −µec+ µs

(
1− k2

3µ2
s

)
. (III.23)On obtient alors :

Di =
c

3µs

⇒ Di =
cltr
3

(III.24)où on rappelle que pour des di�useurs ayant un diagramme de di�usion isotrope ltr = ls.On obtient e�etivement l'expression orrete du oe�ient de di�usion en régime insta-tionnaire indépendante de l'absorption.Si on e�etue le développement limité au deuxième ordre, on trouve que l'approximationest valable si L≫ ls, e qui suppose d'être en régime di�usif.La �gure III.2 représente la relation de dispersion et le oe�ient de di�usion non-loal (sétant déjà remplaé par s0) en omparant les résultats numériques aux résultats analytiquespour une di�usion isotrope. Les aluls numériques sont e�etués en utilisant la méthodedes ordonnées disrètes (voir Ann. C).
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Fig. III.2 � (a). Traé du oe�ient de di�usion non-loal en fontion de k. (b). Traéde la relation de dispersion s0 (k). L'albédo vaut a = 0.8, le fateur d'aniso-tropie g = 0 (fontion de phase d'Henyey-Greenstein) et la longueur dedi�usion ls = 0.57× 10−6 m. La divergene pour k/µe > 1.2 vient du fait quele ritère de validité de la formule analytique III.22 n'est plus respeté.Étude analytique dans le as d'une fontion de phase quelonqueDans le as où la fontion de phase n'est ni onstante, ni piquée totalement vers l'avant(fateur d'anisotropie g = 1), il n'est pas possible de déterminer l'expression analytique dela relation de dispersion. Nous allons alors travailler asymptotiquement ave des équivalents.Une seule hypothèse est néessaire pour déterminer analytiquement la limite du oe�ientde di�usion, il s'agit de postuler que la limite existe, nous l'appelons bien évidemment Di.Nous rappelons à partir de l'équation III.16 que deux expressions du oe�ient de di�usionnon-loal sont disponibles :
Dks0(k) =

i

k
G1 =

−s0 (k)− µac

k2
. (III.25)

• La première va nous permettre de trouver l'expression de Di en reherhant un dévelop-pement limité à l'ordre 1 du mode Gks0
. Pour ela, on pose :

Gks0
(µ) = α (µ) + kβ (µ) . (III.26)

• La deuxième permet de déduire un équivalent de s0 (k) pour k → 0 :
s0 (k) ∼ k2Di − µac. (III.27)Pour déterminer l'expression de la limite du oe�ient de di�usion non-loal, il nous fautonnaître les moments d'ordre 1 des fontions α et β. Pour ela, on injete l'équivalent de

s0 (k) (équation III.27) et le développement de Gks0
(équation III.26) dans l'etr érite pourle mode propre [k, s0 (k)] (équation III.10) :

[
−k2Di − µac+ ikcµ

]
(α (µ) + kβ (µ)) =− µec (α (µ) + kβ (µ))

+
µsc

2

∫ +1

−1

p (µ′, µ) (α (µ′) + kβ (µ′)) dµ′.(III.28)Nous pouvons en déduire les ordres suivants du développement limité :
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• Ordre 0 :

α (µ) =
1

2

∫ +1

−1

p (µ′, µ)α (µ′) dµ′. (III.29)On pourrait se ontenter de montrer que le moment d'ordre 1 de la fontion α est nulen prenant préisément le moment d'ordre 1 de l'équation préédente ave g 6= 1 (asimprobable d'une di�usion totalement vers l'avant). Mais on peut montrer expliitementque α est en fait une onstante e qui sera interprété physiquement dans la setion III.3.Le détail de la démonstration est donné en annexe F. Le mode propre est normalisé à 1,don en faisant tendre k vers 0, on en déduit que l'intégrale de α est également normaliséà 1 :
∫ +1

−1

αdµ = 1⇒ α =
1

2
. (III.30)On a ainsi :

∫ +1

−1

α (µ)µdµ = 0 . (III.31)Ainsi, la luminane est isotrope aux grandes éhelles de temps et d'espae (voir Se. III.3).
• Ordre 1 :

β (µ) = −iµα (µ)

µs

+
1

2

∫ +1

−1

p (µ′, µ)β (µ′) dµ′. (III.32)En prenant le moment d'ordre 1 de ette équation et en utilisant le fait que ∫ +1

−1
p (µ′, µ)µdµ′ =

2gµ′ (voir Ann. G), on aboutit à :
∫ +1

−1

µβ (µ) dµ = − i

µs (1− g)

∫ +1

−1

µ2α (µ) dµ. (III.33)Sahant que α = 1/2, on en déduit :
∫ +1

−1

µβ (µ) dµ = − i

3µs (1− g) . (III.34)Finalement, à partir des relations III.31 et III.34 et en utilisant la première forme duoe�ient de di�usion donnée dans l'équation III.25, on en déduit un équivalent de Dks0
:

Dks0
=
i

k
G1 ∼

i

k

{∫ +1

−1

αµdµ+ k

∫ +1

−1

β (µ)µdµ

}
⇒ Di =

1

3µs (1− g) . (III.35)Le oe�ient de di�usion est alors bien donné par :
Di =

cltr
3

. (III.36)



III.2. Disussions physiques et illustrations 51III.2 Disussions physiques et illustrationsIII.2.1 Interprétation physiquePour interpréter les résultats, prenons tout d'abord le as du régime stationnaire. Dans untel régime, nous ne faisons que l'hypothèse des grandes éhelles d'espae et par onséquent,nous ne onnaissons rien sur la dynamique des photons dans le milieu. En partiulier, nousne disriminons pas eux qui ont subi beauoup de di�usions de eux qui ont peu di�usé.Dans e as, le mode propre qu'on retient pour l'approximation de la di�usion, mode quenous appelons maintenant fondamental, n'est pas forément isotrope et dépend fortementde l'absorption (Elaloufi et al. 2003). En e�et, à ause de l'absorption, les photons quiont fortement di�usé et qui ont suivi de longs hemins ont été absorbés. Dans un tel régime,on peut tout de même dé�nir une approximation de la di�usion mais ave un oe�ientdépendant de l'absorption.D'un autre �té, dans le as du régime instationnaire, nous faisons les hypothèses de grandeséhelles de temps et d'espae. C'est ainsi que les photons pris en ompte ont tous largementdi�usé dans le milieu, ils ont tous parouru de longs hemins au sein du milieu di�usant.Aussi ont-ils tous été atténués par l'absorption d'une manière équivalente et le mode fonda-mental est isotrope. Le oe�ient de di�usion est dans e as indépendant de l'absorption.La �gure III.3 résume de manière shématique les omportements physiques dans les asdes régimes stationnaire et instationnaire.Les deux équations de la di�usion en régime stationnaire et instationnaire ne représententpas la même hose. Dans le premier as, nous faisons l'hypothèse des grandes éhelles d'es-pae, prenant ainsi en ompte à la fois des photons qui ont largement di�usé et d'autressuivants des trajetoires plus serpentiles. Dans le deuxième as, les hypothèses de grandeséhelles de temps et d'espae font qu'on ne onsidère que les photons qui ont suivi de longshemins. Les deux approhes sont don di�érentes, les hypothèses n'étant pas les mêmes.Ainsi il n'est pas possible d'intégrer sur le temps l'approhe du régime instationnaire pourretrouver elle du régime stationnaire (Graaff et Ten Bosh 2000; Aronson et Corn-gold 1999) ar l'équation de la di�usion temporelle n'est pas valable aux temps ourts.On sait en partiulier qu'elle surestime l'imprtane des hemins ourts. Considérer que leoe�ient de di�usion stationnaire vaut cltr/3 signi�erait élaborer une théorie stationnairedans laquelle il n'existerait pas de hemins ourts.En résumé, nous avons :
−Ds

∂2u

∂z2
+ cµau = 0 ave Ds =

cµa

k0
2 en régime stationnaire (III.37)

∂u

∂t
−Di

∂2u

∂z2
+ cµau = 0 ave Di =

cltr
3

en régime instationnaire (III.38)
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Fig. III.3 � Représentation shématique du transport di�usif de photons et des modesfondamentaux en régime stationnaire (a) et instationnaire (b). En régimestationnaire, tous les photons ayant atteint une profondeur de pénétrationsu�sante (de l'ordre de quelques longueurs de transport ltr) sont pris enompte, qu'ils aient peu ou beauoup di�usé dans le milieu. Le mode di�usifest anisotrope. Au ontraire, dans le régime instationnaire, seuls les photonsayant largement di�usés sont onservés grâe à l'hypothèse supplémentairedes temps longs. Le mode di�usif est isotrope. Paramètres : a = 0.8, g = 0.4(fontion de phase d'Henyey-Greenstein), ls = 100 µm.



III.2. Disussions physiques et illustrations 53III.2.2 Illustrations de l'importane du hoix du oe�ient de dif-fusionA�n de montrer à quel point l'expression du oe�ient de di�usion est importante, nousavons hoisi de omparer les pentes temporelles des �ux transmis par une ouhe de milieudi�usant alulés en utilisant l'etr et l'approximation de la di�usion. Le terme soure estune impulsion lumineuse brève (dont la largeur est faible devant tous les temps araté-ristiques du système omme le temps de vol balistique tvol = L/c ou le temps de di�usion
tdi� = L2/D) sous inidene normale. Le problème orrespond don à elui de la �gure I.7.
• En approximation de la di�usion, le �ux transmis en régime temporel s'érit de la manièresuivante (voir Ann. H) :

φ+sort,di� (t) =
Ein H(t)D

d
exp [−µact]

∞∑

m=1

πm

d
sin

(
πmL

d

)
exp

[
−π

2m2Dt
d2

] (III.39)ave H fontion d'Heavyside et d = L+2z0 où z0 est la longueur d'extrapolation. Cettedistane �tive permet de prendre en ompte les onditions aux limites. Les détails dualul de z0 sont donnés dans l'annexe I. En�n, Ein est l'énergie du pulse inident.Puisque nous nous plaçons aux grandes éhelles de temps et d'espae, nous pouvons nouslimiter au terme m = 1 dans la somme, soit :
φ+sort,di� (t) =

πEin H(t)D
d2

sin

(
πL

d

)
exp

[
−µact−

π2Dt
d2

]
. (III.40)On a alors :

φ+sort,di� (t) ∝ exp

[
− t

Tdi�] exp [−µact] (III.41)où on a dé�ni le fateur Tdi� = d2/
(
π2D

) .
• Dans le as de l'etr, il existe une loi d'éhelle donnant le �ux transmis en présened'absorption (i.e. µa 6= 0) en fontion de e même �ux dans le as sans absorption(voir Se. J.2.3 de l'annexe J) :

φ+sort,etr,µa
(t) = φ+sort,etr,0 (t) exp [−µact] . (III.42)Ainsi, aux temps longs et pour des largeurs de milieu grandes devant le libre paroursmoyen de di�usion, le �ux transmis alulé en etr sera de la forme :

φ+sort,etr,µa
(t) ∝ exp

[
− t

Tetr] exp [−µact] . (III.43)Le alul numérique du �ux transmis φ+sort,etr,µa
(t) s'e�etue en résolvant l'etr en géométrieplane par utilisation de la méthode des ordonnées disrètes (voir Ann. C). L'élairementinident est représenté par une gausienne temporelle de largeur à mi-hauteur T1/2 petitedevant tous les temps aratéristiques du système (temps de vol balistique tvol = L/c,temps de di�usion tdi� = L2/Di).Nous hoisissons alors simplement de omparer les inverses des fateurs Tdi� (pour les oef-�ients de di�usion Ds (régime stationnaire) et DP1 (approximation P1)) et Tetr aratéri-sants les pentes des �ux transmis en approximation de la di�usion et en etr une fois orrigés



54 Chapitre III. Validité de l'approximation de la di�usion

0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3
1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

6

6.5
x 10

12

PSfrag replaements
a

1/T

etr DP1
Ds

Fig. III.4 � Comparaison des pentes des logarithmes des �ux transmis aux temps longs enfontion de l'albédo a pour un fateur d'anisotropie g = 0.5 (fontion de phased'Henyey-Greenstein), une longueur de di�usion ls = 4.75× 10−7 m, desindies optiques tous égaux n1 = n2 = n3 = 1 et une épaisseur de milieu de
L = 1.5 × 10−5 m pour le alul etr et l'approximation de la di�usion (Dsasymptotique en régime stationnaire et DP1 en approximation P1).par le terme exp [µact] (ar l'absorption a tendane à masquer les e�ets résiduels, surtoutaux temps longs). La �gure III.4 donne les résultats en fontion du niveau d'absorption dumilieu di�usant (albédo a < 1) ou de gain (albédo a > 1, voir Chap. V).À noter que ls est �xé ii. Par onséquent, le fait de faire varier l'albédo ne joue que surle niveau d'absorption. On remarque don qu'on obtient une onstante dans le as etr.Cela permet d'a�rmer que le meilleur hoix pour le oe�ient de di�usion est elui nedépendant pas de l'absorption, 'est à dire elui qu'on obtient en régime instationnaire.Pour que les niveaux soient identiques, il faut que e dernier soit préisément donné par :

Di = cltr/3. Quant aux autres expressions, elles ne onviennent pas même si le oe�ientde di�usion donné par une méthode asymptotique en régime stationnaire (Ds) a un netavantage sur elui de l'approximation P1 (DP1). En�n, notons que e résultat reste valabledans la on�guration d'un milieu ampli�ateur (voir Chap. V).La �gure III.5 donne un exemple de �ux transmis en régime temporel dans le as d'unmilieu absorbant. Ces résultats sont obtenus dans le as d'un milieu �n (sous-�gure (a),régime di�usif non-atteint) et d'un milieu épais (sous-�gure (b), régime di�usif atteint,approximation de la di�usion valide).
III.3 Détermination des onditions aux limitesAprès la reherhe de l'équation de la di�usion néessaire pour dérire le transport desphotons en régime di�usif, nous devons nous attarder sur l'expression des onditions auxlimites aux interfaes. Nous allons réaliser ette étude en régime stationnaire, les résultatsobtenus seront alors utilisés également en régime instationnaire.
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L = 2× 10−6 m (a) ou L = 6× 10−6 m (b). Nous avons hoisi un milieu ab-sorbant (a = 0.90, µa > 0). On remarque que l'approximation de la di�usionpar utilisation du oe�ient modal instationnaire est valide uniquement auxtemps longs et dans le as d'une grande épaisseur de milieu.III.3.1 IntrodutionLe fait d'utiliser l'etr ne présente pas de problème partiulier pour prendre en ompteles onditions aux limites. Il su�t de les érire sous forme de ré�exion et de transmissionde la luminane aux parois à l'aide des oe�ients de Fresnel en énergie (voir Se. I.4).De ette manière, nous pouvons également onsidérer le terme soure sous la forme d'uneluminane inidente Lin monohromatique et de diretion normale à la paroi. Sous formed'équations, ela s'érit :

{
L (0, µ > 0) = R21 (|µ|)L (0, µ < 0) + T12Linδ (µ+ 1)
L (L, µ < 0) = R23 (|µ|)L (L, µ > 0)

. (III.44)Par ontre, on rappelle que dans l'approximation de la di�usion on perd la notion angulairedu rayonnement pour ne s'intéresser qu'à la densité d'énergie radiative dé�nie de la manièresuivante :
u (z) =

1

c

∫ +1

−1

L (z, µ) dµ. (III.45)Comme vue préédemment, l'approximation de la di�usion n'est valable qu'aux temps longset pour les grandes éhelles d'espae. Elle n'est don pas valable près des parois. La reherhede onditions aux limites pour l'équation de la di�usion est don un problème déliat àtraiter (Zhu et al. 1991; Aronson 1995; Ishimaru 1997).



56 Chapitre III. Validité de l'approximation de la di�usionIII.3.2 Équation de la di�usionComme vue préédemment, l'équation de la di�usion peut être obtenue par approheasymptotique modale. Pour ela, nous nous basons sur la déomposition de la luminaneen modes propres de l'etr. Cette déomposition donne deux valeurs propres disrètes k0et −k0 et un ontinuum :
L (z, µ) = C+

0 G
+
0 (µ) exp (k0z) + C−

0 G
−
0 (µ) exp (−k0z) +

∫ +1

−1

CνGν (µ) exp
(z
ν

)
dν(III.46)ave ν = 1/k. Les k sont les valeurs propres et les G les veteurs propres assoiés. Nousdémontrerons ette déomposition dans le as d'une fontion de phase isotrope p = 1 (Caseet Zweifel 1967) dans l'annexe E.Les onditions aux limites pondèrent la ontribution des di�érents modes propres par l'in-termédiaire des oe�ients C. On a alors la propriété :

{
ν0 > 1 ⇒ k0 < 1 spetre disret,

−1 < ν < 1 ⇒ |k| > 1 spetre ontinu. (III.47)L'équation de la di�usion en régime stationnaire s'obtient alors en retenant le mode quisurvit le plus profondément dans le milieu (valeur propre ±k0, veteur propre G±
0 ) :

Ds
∂2u

∂z2
(z)− µacu (z) = 0 ave Ds =

cµa

k2
0

. (III.48)Pour que le problème mathématique soit bien posé, deux éléments doivent être pris enompte dans ette équation :
• la luminane soure Lin qu'on pouvait intégrer aux onditions aux limites dans le as del'utilisation de l'etr.
• les ré�exions sur les parois qui étaient également prises en ompte dans les onditionsaux limites.En e qui onerne le premier point, il peut simplement être résolu par ajout d'un termesoure dans l'équation de la di�usion, e qui donne :

Ds
∂2u

∂z2
(z)− µacu (z) = −δ (z)Lin

c
. (III.49)Le deuxième est plus déliat omme nous l'avons mentionné plus haut. Nous hoisissons defaire intervenir à e stade une longueur d'extrapolation, notée z0, telle que :

u (−z0) = u (L+ z0) = 0. (III.50)Il s'agit d'une approximation de l'équation I.32. Le problème onsiste don à déterminerette longueur d'extrapolation pour que la solution de l'équation de la di�usion orrespondeà elle de l'etr pour les grandes profondeurs dans le milieu di�usant et les temps longs.



III.3. Détermination des onditions aux limites 57III.3.3 Étude analytiqueTout omme pour la reherhe de l'équation de la di�usion, il existe di�érentes méthodespour déterminer la longueur d'extrapolation z0. Une des plus onnues est présentée enannexe I. Elle utilise l'approximation P1 (Ishimaru 1997). Elle nous servira en partiulierpour l'étude des �utuations temporelles d'intensité di�usée (voir Chap. IV). Cependant,nous avons vu qu'une méthode de dérivation rigoureuse de l'approximation de la di�usionexiste. Nous présentons don également en annexe I une tehnique de alul de z0 fondéesur une approhe modale (Case et Zweifel 1967) dans le as d'une indiatrie isotrope.III.3.4 Étude numériqueL'étude numérique va nous permettre de déduire la longueur d'extrapolation orrespondantà l'approhe modale sans se restreindre sur la fontion de phase, l'albédo ou enore l'indieoptique réel du milieu di�usant omme 'est le as dans l'étude analytique. Pour ela, nousdevons adapter la méthode des ordonnées disrètes présentée dans le adre d'une tranhede milieu di�usant (voir Fig. I.7) au as du problème de Milne présenté en setion I.1 del'annexe I. Le problème de Milne onsiste à prendre un milieu semi-in�ni élairé sous ini-dene normale par le �té situé à l'in�ni et à reherher en quel point à l'extérieur du milieu(don à l'opposé de la zone élairée) s'annule la densité d'énergie asymptotique uAs ('està dire la densité d'énergie du mode fondamental, le seul intervenant dans l'approximationde la di�usion).Nous allons don onsidérer une grande épaisseur optique L∗ pour la tranhe de milieudi�usant de manière à pouvoir onsidérer qu'elle est semi-in�nie. La luminane inidentearrivant par la gauhe (i.e. paroi située entre les milieux 1 et 2), nous allons herher lalongueur d'extrapolation sur la paroi de droite (i.e. entre les milieux 2 et 3).La résolution numérique de l'etr donne une déomposition en modes propres de la lumi-nane omprenant toujours le spetre disret et une disrétisation du ontinuum (voir Ann. C)) :
L (z, µ) =

N2∑

i=0

[
C+

i G
+
i (µ) exp (kiz) + C−

i G
−
i (µ) exp (−kiz)

]
. (III.51)La densité d'énergie asymptotique s'érit alors :

uAs (z) =
C+

0 exp (k0z)

c

∫ +1

−1

G+
0 (µ) dµ+

C−
0 exp (−k0z)

c

∫ +1

−1

G−
0 (µ) dµ (III.52)

=α exp (k0z) + β exp (−k0z) , (III.53)puisque le mode s'atténuant le moins est elui orrespondant à la valeur propre disrète k0.Les intégrales sont alulées par quadrature de Gauss. On souhaite ii avoir uAs (L+ z0) =
0, ela implique :

z0 =
1

2k0
ln

(−β
α

)
− L . (III.54)Cette formulation nous a permis de retrouver les valeurs présentées par Aronson dans leas d'un indie optique n2 di�érent de l'unité pour le milieu di�usant (Aronson 1995) età étendre ela au as d'une fontion de phase anisotrope.



58 Chapitre III. Validité de l'approximation de la di�usionRésultatsLes tableaux suivants présentent briévement ertains résultats obtenus pour z0 adimen-sionné en longueur de transport ltr.Fontion de phase isotrope p = 1

a n2 = 1.00 n2 = 1.33

0.7 0.72 1.68
0.8 0.71 1.68
0.9 0.71 1.64
1.0 0.71 1.59
1.1 0.71 1.53Cas anisotrope g = 0.5 (fontion de phase d'Henyey-Greenstein)
a n2 = 1.00 n2 = 1.33

0.7 0.60 0.69
0.8 0.64 1.02
0.9 0.68 2.78
1.0 0.71 1.62
1.1 0.74 1.43III.4 ConlusionDans e hapitre, nous avons porté notre attention sur la détermination de l'équation dedi�usion à partir de l'etr. La méthode par déomposition modale de la luminane quenous avons employée est rigoureuse mathématiquement et l�t ainsi la ontroverse qui étaitnée sur la détermination orrete de l'expression du oe�ient de di�usion en présened'absorption. Pour que le problème posé soit omplet, nous avons également présenté uneméthode de détermination orrete des onditions aux limites à appliquer.Notons que l'ensemble de es résultats est repris dans un logiiel érit en Fortran qu'ilest possible de se prourer librement (sous réserve d'avoir une liense valide d'utilisationde la bibliothèque sienti�que nag). Ce logiiel permet de aluler en géométrie plane, lesoe�ients de di�usion Di,s et la longueur d'extrapolation z0.
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t

T

Dans e hapitre, nous allons nous intéresser aux �utuations temporelles d'intensité dif-fusée induites par le mouvement des di�useurs dans le milieu (omme par exemplele mouvement brownien (Brown 1828; Einstein 1905)). L'étude de es �utuations estdevenu un domaine très atif de reherhe (Sebbah 2001). Les propriétés statistiques des�utuations temporelles de lumière di�usée permettent de remonter aux informations surle mouvement des di�useurs. À e titre, des théories bien établies existent : la qels (Qasi-Elasti Light Sattering an anglais) aussi appelée dls (Dynami Light Sattering en anglais)largement utilisée dans le régime de di�usion simple (Berne et Peora 1976; Bloom-field et Lim 1978) et la dws (Di�using-Wave Spetrosopy en anglais) dans le régimedi�usif (Maret et Wolf 1987; Pine et al. 1988; Sheffold et al. 1998).Les domaines d'appliation sont très vastes : la dls est une tehnique standard pour a-ratériser par exemple la taille des di�useurs, la dws est quant à elle trés utilisée pourétudier la matière molle (olloïdes, mousses, . . . ) (Durian et al. 1991; Kaplan et al. 1992;Mason et Weitz 1995; Sheffold et Shurtenberger 2003), les matériaux granu-laires et les �uides omplexes. Plus réemment, ette tehnique a été adaptée à l'imageriebiomédiale (Boas et al. 1995; Yodh et Chane 1995; Gayen et Alfano 1996; Tualleet al. 2006) par utilisation de lumière di�use dans le domaine visible ou prohe infra-rouge.Elle a été utilisée en partiulier pour l'imagerie des vaiseaux sanguins du erveau (Weberet al. 2004) et le sondage de l'aitivité neuronale (Li et al. 2005). Des appliations sont éga-lement envisagées en mammographie (Cheikh et al. 2006). Tous es travaux montrent àquel point l'étude des �utuations temporelles d'intensité onstitue un enjeu majeure pourles appliations biologiques.Comme nous l'avons disuté au hapitre III, dans le as des grandes éhelles d'espae(plus grandes que la longueur de transport ltr) et de temps (plus grandes que le temps detransport ltr/c), le transport de l'intensité est dérit de manière su�samment préise parl'approximation de la di�usion (voir Chap. III) (Ishimaru 1997). Cette approximation est àla base de nombreuses théories et très utilisée en pratique ar simple à mettre en ÷uvre. Dee fait, elle est également au ÷ur d'une des théories des �utuations temporelles d'intensitéen milieu di�usant (Pine et al. 1990). Malheureusement, elle sou�re de limitations quipeuvent devenir sérieuses dans ertaines appliations. Par exemple, l'approximation de ladi�usion ne prend pas en ompte orretement les onditions aux limites aux interfaes (Zhuet al. 1991; Aronson 1995) et surestime la ontribution des hemins ourts (MaKintoshet John 1989a; Lemieux et al. 1998; Rojas-Ohoa et al. 2004).Dans e travail, nous présentons plusieurs approhes permettant de dépasser les limitationsde l'approximation de la di�usion dans l'étude des �utuations temporelles d'intensité.Fondées sur l'etr, es approhes théoriques s'adaptent failement aux géométries planesen ré�exion ou en transmission. En partiulier, nous présenterons une analyse de l'impat



IV.1. Fontions de orrélations 61du fateur d'anisotropie g sur la ré�etion di�use, ave omparaison à des résultats expéri-mentaux obtenus dans l'équipe de Frank Sheffold (Pierrat et al. 2006; Pierrat et al.2007). L'etr a déjà fait l'objet d'études dans le adre de la dws. Elle est en partiulier trèsbien adaptée à l'étude de milieux strati�és, omme par exemple le râne humain (Jaillonet al. 2001).Notons en�n qu'il existe des tehniques similaires basées également sur des orrélationsde �gures de tavelure (spekle en anglais). Mentionons par exemple les modulations dyna-miques de spekle générées par e�et aousto-optique (envoi d'une onde ultrasonore loaliséedans une zone préise du milieu di�usant pour mettre en mouvement les di�useurs et ainsiengendrer des �utuations d'intensité lumineuse) (Lévêque-Fort et al. 2001; Selb et al.2001; Gross et al. 2005; Atlan et al. 2006).IV.1 Fontions de orrélationsIV.1.1 Fontion de orrélation temporelleL'étude statistique des �utuations temporelles passe par les fontions de orrélation tem-porelles du hamp (i.e. G1 (t1, t2)) et en intensité (i.e. G2 (t1, t2)) dé�nies par :
G1 (r, t1, t2) = 〈E (r, t1)E

∗ (r, t2)〉 ; G2 (r, t1, t2) = 〈I (r, t1) I (r, t2)〉 1 (IV.1)où E (r, t) est le hamp dans l'approximation salaire, I (r, t) = E (r, t)E∗ (r, t) = |E (r, t)|2l'intensité et où 〈. . .〉 désigne la moyenne sur l'ensemble des réalisations du système. Nousfaisons l'hypothèse de stationnarité statistique du hamp. Les fontions de orrélation nedépendent alors plus que de la di�érene des temps τ = t2 − t1. On érit :
G1 (r, τ) = 〈E (r, 0)E∗ (r, τ)〉 ; G2 (r, τ) = 〈I (r, 0) I∗ (r, τ)〉 . (IV.4)Ces fontions nous renseignent sur les orrélations qui existent entre deux hamps prisau même point mais séparés d'un temps τ . On dé�nit également les degrés de ohérenetemporelle omme étant les fontions de orrélations normalisées omme suit :
g1 (r, τ) =

G1 (r, τ)

G1 (r, 0)
; g2 (r, τ) =

G2 (r, τ)

|G1 (r, 0)|2
. (IV.5)Dans le as où g1 vaut l'unité en module, le hamp est dit totalement ohérent temporel-lement. Il est inohérent si |g1| = 0. Dans les autres as, il est partiellement ohérent. Ene qui onerne g2, le hamp est dit respetivement ohérent, inohérent ou partiellementohérent d'ordre 2 si |g2| = 1, 0 ou di�érent de 1 et 0.1D'une manière plus générale, les fontions de orrélation (ou d'autoorrélation) spatio-temporellesd'ordre 1 et 2 sont données par :

G1 (r1, r2, t1, t2) = 〈E (r1, t1)E∗ (r2, t2)〉 (notée Γ dans le hapitre II), (IV.2)
G2 (r1, r2, t1, t2, r

′

1, r
′

2, t
′

1, t
′

2) = 〈E (r1, t1)E (r2, t2)E∗ (r′1, t
′

1)E∗ (r′2, t
′

2)〉 . (IV.3)



62 Chapitre IV. Flutuations temporelles d'intensité en régime non-di�usifHabituellement, nous supposons des milieux ergodiques, 'est à dire qu'il est possible deremplaer la moyenne d'ensemble réalisée sur des milieux di�érents par une moyenne tem-porelle réalisée sur le même milieu :
G1 (r, τ) = lim

T→∞

1

T

∫ T

0

E (r, t)E∗ (r, t+ τ) dt. (IV.6)Il est ependant possible d'avoir des situations non ergodiques (Sheffold et al. 2001)pour lesquelles ette hypothèse n'est plus valable.IV.1.2 Relation de SiegertDans le as le plus général, les fontions de orrélation G1 et G2 sont indépendantes. Cepen-dant, dans le as partiulier mais fréquent où la densité de probabilité du hamp suit un pro-essus gaussien, nous avons une relation entre les degrés de ohérene g1 et g2
2 (Ventsel1973). On a alors la relation :

G2 (r, t1, t2) = G1 (r, t1, t1)G1 (r, t2, t2) +G1 (r, t1, t2)G1 (r, t1, t2) . (IV.7)Dans le as stationnaire où t1 = 0 et t2 = τ , on obtient :
G2 (r, τ) = |G1 (r, 0)|2 + |G1 (r, τ)|2 (IV.8)e qui devient en normalisant :
g2 (r, τ) = 1 + |g1 (r, τ)|2 . (IV.9)Ainsi, il est possible de passer d'une fontion de orrélation à une autre en remarquanttoutefois que la onnaissane de g2 n'apportera que la onnaissane du module de g1. Lesexpérienes peuvent nous renseigner sur la fontion de orrélation en intensité (détetionhomodyne basée sur une mesure direte de l'intensité di�usée) ou sur la fontion de or-rélation du hamp (détetion hétérodyne basée sur une mesure interférentielle entre unfaiseau de référene et le faiseau di�usé) (Berne et Peora 1976). Dans la suite, nousnous intéressons au alul de G1, fontion de orrélation temporelle du hamp.IV.2 Extension de la dws au régime non-di�usifIV.2.1 Théories existantesOn rappelle que des modèles bien établis existent permettant d'exprimer la fontion deorrélation. Citons par exemple :

• la qels (Quasi-Elasti Light Sattering en anglais) ou dls (Dynami Light Satteringen anglais) permettant de dérire le omportement de la fontion de orrélation dans lerégime de di�usion simple (Berne et Peora 1976; Bloomfield et Lim 1978).2D'une manière générale, on peut relier le degré de ohérene d'ordre n au degré de ohérene d'ordre 1.



IV.2. Extension de la dws au régime non-di�usif 63
• la dws (Di�using-Wave Spetrosopy en anglais) rendant ompte des variations de lafontion de orrélation dans la régime di�usif (Maret etWolf 1987; Pine et al. 1988).Dans e adre, diverses expressions de la fontion de orrélation sont présentées dansl'annexe K.Réemment, une théorie permettant de rendre ompte de la transition entre le régime di�usifet le régime de di�usion multiple a été élaborée (Carminati et al. 2004). Nous allons ladévelopper et l'utiliser pour présenter des résultats numériques originaux sur la pente dela fontion de orrélation, résultats qui seront validés expérimentalement dans le as de laré�exion (Pierrat et al. 2006; Pierrat et al. 2007).Tous es modèles visent à rendre ompte quantitativement des résultats expérimentauxdont ertains sont résolus en hemin (l'utilisation de l'interférométrie par l'intermédiaired'un bras de référene permet de disriminer entre les photons ayant suivis des hemins delongueurs di�érentes au sein du milieu di�usant) (Bizheva et al. 1998; Wax et al. 2001;Popesu et Dogariu 2001; Tualle et al. 2006).IV.2.2 Présentation du modèle étenduLa démarhe suivie ii est elle originale de Pine (Pine et al. 1988) qu'on généralise (Elaloufi2003; Carminati et al. 2004).Dé�nissons tout d'abord la fontion de orrélation temporelle pour n événements de di�u-sion. Elle est donnée par :

G
(n)
1 (r, τ) =

〈
E(n) (r, τ)E(n)∗ (r, 0)

〉
. (IV.10)Nous allons alors herher à déterminer l'expression du hamp E(n) (r, τ) en fontion duhamp E(n) (r, 0).

PSfrag replaements
t = 0

t+ τ

(a) (b)
jEin

Esa
rj (t)

rj (t+ τ)

Fig. IV.1 � Di�usion par des partiules en mouvement. La �gure (a) représente la dif-fusion d'une onde par n partiules au temps t = 0 et au temps t + τ . La�gure (b) shématise la di�usion par la partiule j.Intéressons-nous tout d'abord à la di�usion par une partiule, la jème du nom par exemple.La �gure IV.1 représente la situation étudiée. Le hamp inident est noté Ein (t) de veteur



64 Chapitre IV. Flutuations temporelles d'intensité en régime non-di�usifd'onde kin = kj−1 et le hamp di�usé Esa (t) de veteur d'onde ksa = kj. Le déphasagesubit par le hamp lors de la di�usion à l'instant t est :
∆ϕ (t) = qj · rj (t) où qj = kj − kj−1 veteur di�usion. (IV.11)On a alors les deux as partiuliers :
∆ϕ (0) = qj · rj (0) ; ∆ϕ (τ) = qj · rj (τ) . (IV.12)Cela permet d'obtenir le déphasage entre les hamps di�usé à t = 0 (i.e. Esa (0)) et lehamp di�usé à t = τ (i.e. Esa (τ)) donné par :
∆∆ϕ = qj ·∆rj (τ) où ∆rj (τ) = rj (τ)− rj (0) . (IV.13)Au �nal, sur l'ensemble des n di�usions, on obtient l'expression du déphasage total e quipermet d'érire le hamp di�usé à l'instant τ sous la forme :
E(n) (r, τ) = E(n) (r, 0) exp

[
i

n∑

j=1

qj ·∆rj (τ)

]
. (IV.14)La fontion de orrélation du hamp devient alors :

G
(n)
1 (r, τ) =

〈
E(n) (r, 0)E(n)∗ (r, 0) exp

[
i

n∑

j=1

qj ·∆rj (τ)

]〉

=

〈
I(n) (r, 0) exp

[
i

n∑

j=1

qj ·∆rj (τ)

]〉
. (IV.15)Tout omme dans la théorie de la dws standard (Pine et al. 1988), nous ignorons laondition sur les veteurs d'onde ∑n

j=1 qj = kn − k0 et supposons que les ontributions auhamp de hemins di�érents ne sont pas orrélées. Cette hypothèse est vraie dans le asoù la distane moyenne entre haque di�usion ls est grande devant la longueur d'onde λ(i.e. le déphasage entre les hamps issus de deux hemins di�érents est grand devant 2π,e déphasage est don totalement aléatoire et la moyenne sur l'ensemble des réalisationsest nulle). En terme diagrammatique, ela revient à ne onsidérer que des diagrammes enéhelle (voir Ann. A) 3. Ainsi, l'intensité In (r, 0) peut être remplaée par le terme I0P (n) où
I0 représente l'intensité inidente et où P (n) est la fration de l'intensité inidente di�usée
n fois. La fontion de orrélation devient :

G
(n)
1 (τ) = I0P (n)

〈
exp

[
i

n∑

j=1

qj ·∆rj (τ)

]〉
. (IV.16)Nous supposons maintenant que la distribution des qj ne dépend que de la fontion de phaseet du nombre d'événements de di�usion n. Pour le mouvement brownien, la distribution de

∆rj (τ) est gausienne e qui permet de moyenner sur le déplaement aléatoire des partiules.On obtient :
G

(n)
1 (τ) = I0P (n)

〈
exp

[
−q2 〈∆r2 (τ)〉

6

]〉n

q

(IV.17)3Le développement diagrammatique permet de onlure que la fontion de orrélation temporelle enintensité étudiée ii n'est autre que elle dérivant la orrélation dite c1.



IV.2. Extension de la dws au régime non-di�usif 65où 〈. . .〉nq représente la moyenne sur le module du veteur de di�usion q pour un nombrede di�usion n donné. Dans le as du mouvement brownien 〈∆r2 (τ)〉 = 6DBτ où DB est leoe�ient de di�usion brownien. Si Θ est l'angle de difusion (i.e. l'angle entre les veteursd'onde inident et difusé) et k = 2π/λ, le module du veteur de di�usion s'érit :
q = 2k sin

(
Θ

2

)
. (IV.18)En dé�nissant la onstante de temps τ0 = 1/ (DBk

2), la fontion de orrélation s'érit :
G

(n)
1 (τ) = I0P (n)

〈
exp

[
−4 sin2

(
Θ

2

)
τ

τ0

]〉n

q

. (IV.19)Si maintenant on se restreint aux faibles temps de orrélation (i.e. τ ≪ τ0), on peut évaluerla moyenne sur q en faisant un développement limité :
〈

exp

[
−4 sin2

(
Θ

2

)
τ

τ0

]〉n

q

∼
〈

1− 4 sin2

(
Θ

2

)
τ

τ0

〉n

q

=

(
1− 4

〈
sin2

(
Θ

2

)〉n

q

τ

τ0

)

∼ exp

[
−4n

〈
sin2

(
Θ

2

)〉n

q

τ

τ0

]
. (IV.20)Ainsi, la fontion de orrélation s'érit :

G
(n)
1 (τ) = I0P (n) exp

[
−4n

〈
sin2

(
Θ

2

)〉n

q

τ

τ0

]
. (IV.21)Finalement, on dé�nit la quantité moyenneM (n) = 2
〈
sin2 (Θ/2)

〉n
q

= 1− 〈cos Θ〉nq . Cettequantité représente la moyenne du osinus de l'angle de di�usion pour n événements dedi�usion. Elle peut être évaluée numériquement en utilisant une approhe de type MonteCarlo. Il su�t pour ela de mémoriser les angles de di�usion pour haque tirage aléatoirede diretion de di�usion et le nombre de di�usions pour un hemin donné (voir Ann. J). Ilest évident que dans le as où n→∞ (grand nombre d'évenements de di�usion), le osinusde l'angle de di�usion moyenné tend vers le fateur d'anisotropie g. La prise en ompte dufateur M (n) est la première amélioration que nous inluons dans la théorie étendue parrapport à la théorie de Pine :1. La moyenne de l'angle de di�usion dépend du nombre d'événements de di�usion.Ainsi, la fontion de orrélation s'érit :
G

(n)
1 (τ) = I0P (n) exp

[
−2nM (n)

τ

τ0

]
. (IV.22)Nous introduisons maintenant la longueur du hemin s dans le milieu omme ela a étéproposé dans (Wax et al. 2001; Elaloufi 2003; Carminati et al. 2004). La fontion deorrélation orrespondant à un hemin de longueur s ave n évenements de di�usion s'érit :

G
(n)
1 (τ, s) = I0P (s)P (n, s) exp

[
−2nM (n)

τ

τ0

] (IV.23)



66 Chapitre IV. Flutuations temporelles d'intensité en régime non-di�usifoù P (s) est la densité de probabilité d'avoir un hemin de longueur s et P (n, s) la densitéde probabilité d'avoir n événements de di�usion sur un hemin de longueur s. Cette der-nière grandeur est donnée par une loi de Poisson (ei est vrai sous ertaines hypothèses,voir Ann. L) :
P (n, s) =

1

n!

(
s

ls

)n

exp

(
− s
ls

)
. (IV.24)Dans le as de la théorie standard, on l'érit simplement sous forme d'une distributionde Dira δ (n− s/ls), e qui signi�e que la longueur d'un hemin est proportionnelle aunombre de di�usions. Cela n'est vrai en toute rigueur qu'en moyenne. Ii, on onsidérequ'il peut exister des hemins longs ave peu d'événements de di�usion ou au ontrairedes hemins ourts ave un grand nombre de di�usions. Cela se révélera important dansles résultats numériques. Il s'agit ii de la deuxième amélioration par rapport à la théoriestandard :2. Nous dérivons statistiquement le rapport entre la longueur des hemins et le nombred'événements de di�usion.Pour aluler la fontion de orrélation du hamp pour un hemin de longueur s, on sommesur le nombre d'événements de di�usion n, e qui onduit à :

G1 (τ, s) = I0P (s)
∞∑

n=1

P (n, s) exp

[
−2nM (n)

τ

τ0

]
. (IV.25)Finalement, la fontion de orrélation omplète s'érit :

G1étendue = I0

∫ ∞

0

P (s)

∞∑

n=1

P (n, s) exp

[
−2nM (n)

τ

τ0

]
ds . (IV.26)

Notons en�n la troisième amélioration du modèle qui sera détaillée dans la suite :3. La densité de probabilité P (s) sera alulée en utilisant l'etr.L'utilisation de l'etr permet d'aller au-delà des inonvénients de l'approximation de ladi�usion. Elle dérit les di�érents régimes de transport (voir Chap. II) sans se limiter au asdi�usif et permet de traiter proprement les onditions aux limites aux interfaes. L'etr estégalement très bien adaptée à l'étude de milieux strati�és, omme le râne humain (Jaillonet al. 2001).



IV.3. Caluls pratiques en géométrie plane 67Remarque : Il est possible de retrouver la formule dite de la théorie dws standard enremplaçant :
• P (n, s) par δ (n− s/ls) : le nombre d'événements de di�usion pour un hemin de longueur
s est donné par s/ls.
• M (n) par 1− g = ls/ltr. Cela est vrai dans le régime di�usif où le nombre d'événementsde di�usion n est su�sant pour supposer que la moyenne du osinus de l'angle de di�usionest indépendante de n.La fontion de orrélation s'énone alors :

G1standard (τ) = I0

∫ ∞

0

P (s) exp

[
−2

τs

τ0ltr

]
ds . (IV.27)C'est le résultat de (Pine et al. 1988). On remarque que ette théorie donne aès à ladistribution des hemins et au oe�ient de di�usion brownien (à travers τ0) à partir de lafontion de orrélation temporelle.

IV.3 Caluls pratiques en géométrie planeDans ette partie, nous étudions la fontion de orrélation temporelle du hamp dans unegéométrie plane (voir Se. I.4) en transmission ou ré�exion. Le milieu est supposé élairépar un impulsion brève (de largeur à mi-hauteur faible devant les temps aratéristiques dusystème) sous inidene normale.
IV.3.1 Calul indiret de la fontion de orrélationLe prinipe du alul indiret onsiste dans un premier temps à déterminer l'expression de
P (s) et elle de M (n) puis ensuite à e�etuer le alul de l'intégrale sur la longueur deshemins s. En général, nous n'avons pas d'autre hoix que d'e�etuer le alul de P (s) et
M (n) numériquement, que e soit par approximation de la di�usion ou etr.Relation entre P (s) et les �ux de sortieLe milieu étant homogène en moyenne, la élérité de la lumière est onstante, il est alorspossible de aluler la densité de probabilité P (s) d'avoir un hemin de longueur s à partirdu �ux transmis ou ré�éhi :

P (s) =
φ±sort (t = s/c)

cEin où Ein est l'énergie surfaique inidente. (IV.28)



68 Chapitre IV. Flutuations temporelles d'intensité en régime non-di�usifCalul pratique de M (n) = 1− 〈cos Θ〉La méthode de Monte Carlo nous permet alors de alulerM (n) en fontion des para-mètres du milieu et de l'ouverture numérique d'élairement et de détetion4. La �gure IV.2donne un exemple de résultat obtenu. Nous avons de plus les deux as partiuliers suivantspour une faible ouverture numérique (�ux de sortie suivant l'axe z) :
• en transmission,M (1) = 1− 1 = 0,
• en ré�exion,M (1) = 1−−1 = 2.
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Fig. IV.2 � Exemple de représentation de M (n) en transmission pour une faible ou-verture numérique. Le fateur d'anisotropie vaut g = 0.23. Pour n → ∞,
M (n)→ 1− g.Amélioration possible du alul ?Le alul indiret d'apparene simple (grâe à l'exponentielle déroissante dans l'intégrale)est limité par les variations du �ux. Des tests ont montré qu'il est néessaire de disrétiserlargement les longueurs de hemins et de onsidérer de larges s. Dans le as d'une géométrieplane, nous allons montrer qu'il existe une méthode de alul di�érente, plus préise etsurtout moins gourmande en temps de alul.IV.3.2 Calul diret de la fontion de orrélationDans le as du alul diret, on herhe à s'a�ranhir du alul des �ux et des intégrales pourobtenir dans la mesure du possible et sous ertaines hypothèses une équation de transportpour la fontion de orrélation.4L'ouverture numérique NA renseigne sur l'étendue de l'angle solide de regard, on a alors NA = n sin θlave n l'indie optique du milieu de sortie (i.e. n1 en ré�exion et n3 en transmission) et θl l'angle limite del'ouverture.



IV.3. Caluls pratiques en géométrie plane 69Cas du régime di�usif : la formule de PineDans le as du régime di�usif en géométrie plane, il est possible de aluler expliitementla fontion de orrélation à partir de la formule IV.27 dite de la dws standard. Cetteexpression �nale détaillée en annexe K (équation K.12) est appelée formule de Pine (Pineet al. 1990). La méthode onsiste à prendre la transformée de Laplae de l'équation dela di�usion. La résolution de l'équation obtenue donne ensuite failement l'expression dela fontion de orrélation. D'autres théories ont été élaborées sur le même prinipe enherhant diretement une équation de transport (Akerson et al. 1992; Doughertyet al. 1994) ou de la di�usion pour la fontion de orrélation (Yodh et al. 1990).Nous allons appliquer la méthode suivie par Pine à l'etr pour aluler la fontion deorrélation tout d'abord en utilisant la formule de la dws standard IV.27 puis elle éten-due IV.26.Intégrale de la théorie standard ave P (s) alulé par l'etrNous herhons dans ette setion à éviter le alul de la densité de probabilité P (s).Nous reherhons alors une équation de transport pour la transformée de Laplae de laluminane à partir de l'etr.On rappelle tout d'abord que le problème est invariant par translation selon les diretions
x et y et par rotation selon l'angle ϕ et que par onséquent, on ne onsidère que la variabled'espae z et l'angle θ.Nous introduisons tout d'abord la transformée de Laplae de la luminane :

L̄ (z, µ, p) =

∫ ∞

0

L (z, µ, t) exp [−pt] dt ave p =
2τc

τ0ltr
(IV.29)où µ = cos θ, et nous prenons la transformée de Laplae temporelle de l'etr (équa-tion I.27). Nous obtenons :

− 1

c
L (z, µ, t = 0)︸ ︷︷ ︸

=0

+
1

c
pL̄ (z, µ, p) + µ

∂L̄

∂z
(z, µ, p) = −µeL̄ (z, µ, p)

+
µs

2

∫ +1

−1

p (µ, µ′) L̄ (z, µ′, p) dµ′ +

∫ ∞

0

LiT12 (1) δ (µ− 1) δ (z) δ (t) exp [−pt] dt
︸ ︷︷ ︸

LinT12(1)δ(µ−1)δ(z) (IV.30)où Lin est la luminane inidente normalement à l'interfae en z = 0 à l'instant t =
0 (impulsion supposée in�niment brève) et T12 (|µ|) est le oe�ient de transmission deFresnel en énergie du milieu 1 vers le milieu 2 (transmission du rayonnement inidentvers le milieu di�usant). La résolution numérique de ette équation se fait tout omme dansle as d'une etr lassique stationnaire par la méthode des ordonnées disrètes (voir Ann. C).Nous obtenons alors diretement l'expression de la fontion de orrélation normalisée enfontion de la transformée de Laplae du �ux transmis :

g1standard (τ) ∝

(
n3

n2

)2 ∫ 1

0

µL̄ (L, µ, p)T23 (|µ|) dµ , (IV.31)



70 Chapitre IV. Flutuations temporelles d'intensité en régime non-di�usifou ré�éhi :
g1standard (τ) ∝

(
n1

n2

)2 ∫ 0

−1

−µL̄ (0, µ, p)T21 (|µ|) dµ . (IV.32)Caluler la fontion de orrélation par ette méthode est beauoup plus préis (pas d'inté-grale temporelle à aluler numériquement) et beauoup plus rapide (disrétisation angu-laire uniquement) que par la méthode indirete onsistant à passer par un alul de P (s)puis par une intégration.Intégrale de la théorie étendue ave P (s) alulé par l'etrNous herhons dans ette setion à éviter le alul de la densité de probabilité P (s) dansle as de la théorie étendue. Pour ela, nous allons herher une transformée de l'etr nouspermettant de déduire rapidement l'expression de la fontion de orrélation.Simpli�ation partielle du terme M (n) En première approximation, nous pouvonsonsidérerM (n) = 1−g ave g fateur d'anisotropie pour n > n0 et onserver l'expressioninitiale pour n ≤ n0. Plus n0 sera grand, plus la préision du alul sera �ne. Il est alorspossible de ouper en deux la série de la formule étendue IV.26. La partie orrespondant à
n > n0 peut être alulée analytiquement.On rappelle que la densité de probabilité P (n, s) est une distribution de Poisson donnéepar :

P (n, s) =
1

n!

(
s

ls

)n

exp

[
− s
ls

]
. (IV.33)Ainsi, la fontion de orrélation normalisée alulée en dws étendue devient :

g1étendue (τ) ∝

∫ ∞

0

P (s)

{
exp

[
s

ls
exp

(
−2τls
τ0ltr

)]
exp

(
− s
ls

)
− exp

(
− s
ls

)

+

n0∑

n=0

P (n, s)

[
exp

{
−2

nτM (n)

τ0

}
− exp

{
−2

nτls
τ0ltr

}]}
ds

.(IV.34)De telles expressions ont déjà été obtenues et utilisées en pratique (Nghiem 2005). Onremarque néanmoins que dans un tel as, il est toujours néessaire de aluler le �ux puisl'intégrale. Pour pouvoir aller plus loin, il est néessaire de onsidérer queM (n) est indé-pendant du nombre d'événements de di�usion.Cas partiulier oùM (n) = 1−g Dans le as de la dws étendue, utiliserM (n) = 1−gest une très bonne approximation dès que n > 1. Considérons ette approximation ommebonne dès que n = 0. Dans e as, nous ne prenons pas en ompte de manière exate larelaxation en angle et il est possible d'obtenir une équation de transport diretement pourla fontion de orrélation temporelle omme ela est fait dans le as de la dws standard



IV.3. Caluls pratiques en géométrie plane 71ave �ux etr par utilisation d'une transformée de Laplae. L'intérêt réside ii dans lefait qu'on peut s'a�ranhir du alul numérique de la série et de l'intégrale. Sur le mêmeprinipe, en posant
gn
1 (τ, z, µ) =

∫ ∞

0

L (z, µ, t)P (n, s) exp

[
−2n

τls
τ0ltr

]
ds ave s = ct (IV.35)la fontion d'autoorrélation normalisée du hamp en transmission est donnée par :

g1étendue (τ) ∝

(
n3

n2

)2 ∫ 1

0

µg1 (τ, L, µ)T23 (|µ|) dµ ave g1 (τ, z, µ) =
∞∑

n=0

gn
1 (τ, z, µ)(IV.36)et en ré�exion par :

g1étendue (τ) ∝

(
n1

n2

)2 ∫ 0

−1

−µg1 (τ, 0, µ)T21 (|µ|) dµ ave g1 (τ, z, µ) =

∞∑

n=0

gn
1 (τ, z, µ) .(IV.37)Reherhons alors une équation de transport pour la fontion gn

1 (τ, z, µ). L'etr s'érit :
(
∂

∂s
+ µ

∂

∂z

)
L (z, µ, t) =− µeL (z, µ, t) +

µs

2

∫ +1

−1

p (µ, µ′)L (z, µ′, t) dµ′

+ LinT12 (1) δ (µ− 1) δ (z) δ (t) (IV.38)Nous allons intégrer l'etr après l'avoir multipliée par le terme P (n, s) exp [−2nτls/ (τ0ltr)].Cela néessite la onnaissane de la dérivée de la distribution de Poisson par rapport à s.D'après son expression analytique, on remarque aisément que :
∂P

∂s
(n, s) =






1

ls
[P (n− 1, s)− P (n, s)] si n 6= 0,

−P (n, s)

ls
si n = 0,

(IV.39)e qui onduit à une équation de transport diretement pour la quantité gn
1 (τ, z, µ) dans leas n 6= 0 :

gn
1 (τ, z, µ)− gn−1

1 (τ, z, µ) exp [−2τls/ (τ0ltr)]

ls
+ µ

∂gn
1

∂z
(τ, z, µ) = −µeg

n
1 (τ, z, µ)

+
µs

2

∫ +1

−1

p (µ, µ′) gn
1 (τ, z, µ′) dµ′ + cLinT12 (1) δ (µ− 1) δ (z)P (n, 0) exp

[
−2n

τls
τ0ltr

]
.(IV.40)Dans le as n = 0, le terme en n − 1 disparaît. Finalement, en sommant sur n l'équationpréédente, on obtient une équation de transport pour g1 (τ, z, µ) :

1− exp [−2τls/ (τ0ltr)]

ls
g1 (τ, z, µ) + µ

∂g1

∂z
(τ, z, µ) = −µeg1 (τ, z, µ)

+
µs

2

∫ +1

−1

p (µ, µ′) g1 (τ, z, µ) dµ′ + cLinT12 (1) δ (µ− 1) δ (z) (IV.41)



72 Chapitre IV. Flutuations temporelles d'intensité en régime non-di�usifqu'il est possible de résoudre par la même méthode que préédemment puisqu'il s'agit ànouveau d'une équation de transfert radiatif stationnaire.Remarque :
• Dans le as où τ → 0, un développement limité montre qu'on retrouve l'équation detransport pour L̄ (z, µ, p) e qui est attendu. En e�et, ela équivaut à ne onserver queles grands s (du fait de la struture de la transformée de Laplae). La largeur de ladistribution de Poisson diminue, on est dans le as où on a quasiment n = s/ls. Il estdon normal de retrouver le résultat préédent qui orrespond au as où la distribution
P (n, s) = δ (n− s/ls). Ainsi les fontions de orrélation alulées en utilisant d'une partla formule de la dws standard (équation IV.27) dont le �ux est donné par un alul etret d'autre part la formule de la dws étendue IV.26 auront la même pente à l'origine.
• À l'inverse, si τ → ∞, l'exponentielle devient négligeable dans l'équation de transport.La fontion de orrélation ne dépend alors plus de τ . On observe don une asymptote, lafontion de orrélation ne tend pas vers 0. Cela est dû à l'utilisation de la distribution dePoisson qui énone qu'il existe toujours des hemins très longs ave peu d'événementsde di�usion et qu'ainsi des orrélations résiduelles existent toujours pour tout temps deorrélation τ .Des omparaisons entre des aluls direts et indirets ont montré a fortiori que dans lessituations étudiées i-après où la di�usion multiple est prépondérante l'e�et deM (n) restenégligeable.
IV.4 Résultats numériques et validation expérimentaleIV.4.1 Théories omparéesDans ette setion, nous nous proposons de omparer les théories suivantes :
• La formule de Pine (équation K.12) donnant une expression expliite de la fontion deorrélation (voir Ann. K) valable en régime di�usif. L'utilisation de l'approximation dela di�usion dans e as néessite de prendre en ompte la longueur d'extrapolation z0pour dérire les onditions aux limites aux interfaes et la longueur zs pour spéi�er laprofondeur de la soure supposée isotrope. Pine a retenu z0 = 2/3ltr (voir Ann. I) et
zs = ltr.
• L'intégrale de la dws standard (équation IV.27) ave
• P (s) alulé en approximation de la di�usion (voir Ann. H). Nous avons hoisi deretenir z0 = 0.7104ltr (voir Ann. I) et zs = 0. De e fait, le résultat sera di�érent de laformule de Pine.
• P (s) alulé à l'aide de l'etr. La méthode direte du paragraphe IV.3.2 pour la dwsstandard sera utilisée pour aluler la fontion de orrélation.
• L'intégrale de la dws étendue (équation IV.26) ave bien entendu P (s) alulé à l'aide del'etr etM (n) = 1− g. La méthode direte du paragraphe IV.3.2 pour la dws étenduesera don utilisée pour aluler la fontion de orrélation.



IV.4. Résultats numériques et validation expérimentale 73IV.4.2 Étude numérique en transmissionDans ette sous-setion, nous étudions les déviations sur la fontionde orrélation en transmission alulée à l'aide des diverses théoriesmentionnées i-dessus.Les paramètres du milieu plan étudié sont repérés dans le tableaui-après :Paramètre Desription Valeur
n1 Indie optique du milieu 1 1.33
n2 Indie optique du milieu 2 1.33
n3 Indie optique du milieu 3 1.33
DB Coe�ient de mouvement brownien 1.077× 10−12 m2.s−1

λ Longueur d'onde inidente 532.00nm
np Indie omplexe des partiules 1.59 + 1.00× 10−4i
nh Indie omplexe du milieu h�te absorbant 1.33
ne� Indie e�etif du milieu 2 1.339132
a Rayon des partiules 210.00nm
C Conentration en partiules 4.29%

NA Ouverture numérique pour le �ux transmis 0.31Ces paramètres orrespondent à des mirosphères de polystyrène immergées dans de l'eau.Le oe�ient de di�usion brownien est alulé en utilisant la visosité du liquide η =
0.955 ps, la onstante de Boltzmann kB, la température T = 300K et le rayon despartiules a (i.e. DB = kBT/ (6πηa)). L'indie e�etif ne� se alule aisément (moyenne de
nh et np pondérée par les frations volumiques) puisque la onentration C est faible.Notons que les propriétés radiatives du milieu sont déduites par l'utilisation de la théoriede Mie. Elles sont données par :Paramètre Desription Valeur

ls Longueur de di�usion 8.51× 10−5 m
a Albédo 0.99
ltr Longueur de transport 4.78× 10−4 m
g Fateur d'anisotropie 0.82Premier as : L = 2.00× 10−3 m soit = 4.418ltrPour ette on�guration, le maximum de la densité de probabilité P (s) oïnide ave latransition entre la théorie de la dws standard (régime di�usif) et la qels (régime dedi�usion simple).La �gure IV.3 représente le traé de la fontion de orrélation normalisée g1 (τ) aluléepar les diverses théories présentées i-dessus.
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IV.4. Résultats numériques et validation expérimentale 75InterprétationNous voyons que pour les grandes épaisseurs optiques (voir Fig. IV.4), toutes les théoriesdonnent le même omportement, les quelques di�érenes étant prinipalement dues à laprise en ompte plus ou moins préise des onditions aux limites. On rappelle que dans leas de l'approximation de la di�usion qui est à la base de la théorie de la dws standard et dela formule de Pine, on utilise une longueur d'extrapolation z0 pour spéi�er les onditionsaux limites (voir Ann. I).Au ontraire, des déviations notables sont onstatées dans le as de milieux �ns (voir Fig. IV.3).Les di�érenes les plus �agrantes entre la théorie standard et la théorie étendue peuventêtre résumées en deux points partiuliers :
• Dans la théorie standard, la densité de probabilité P (n, s) vaut δ (n− s/ls), ela signi�equ'on onsidère que le nombre d'événements de di�usion le long d'un hemin de longueur
s vaut exatement s/ls. Dans la théorie étendue, nous prenons en ompte le fait qu'ilexiste des hemins longs ave peu d'événements de di�usion. Ces événements sont à lafois rares et importants quantitativement parlant omme le soulignent les ourbes de la�gure IV.3.
• Dans la théorie standard, la densité de probabilité P (s) est alulée en utilisant l'approxi-mation de la di�usion. Il est onnu que ette approximation surestime l'importane deshemins ourts. En utilisant l'etr, nous prenons en ompte onvenablement les heminsourts.Notons que les déviations visualisées sont su�sament importantes pour être mesurées ex-périmentalement ave les tehniques réentes (Zakharov et al. 2006; Gross et al. 2005;Lesaffre et al. 2006).IV.4.3 Étude en ré�exion : r�le de la di�usion anisotropeDans ette sous-setion, nous montrons que l'anisotropie de la dif-fusion a un r�le prépondérant sur la pente de la fontion de or-rélation. Les résultats numériques obtenus en utilisant la théoriestandard dont la densité de probabilité P (s) est alulée à partirde l'etr sont validés expérimentalement grâe à une ollaborationave l'équipe de Frank Sheffold à l'université de Fribourg.De plus, et e�et n'est pas du tout reproduit par les théories utilisant l'approximation dela di�usion, o�rant de fait une démonstration de l'intérêt de l'etr.Des tentatives ont déjà été menées pour tenter d'obtenir un omportement orret de lafontion de la orrélation vis à vis de l'anisotropie de la di�usion. On peut iter des travauxutilisant l'équation des télégraphistes (Lemieux et al. 1998) ou une approximation de ladi�usion améliorée (Durian 1995). Ces travaux validés numériquement ne le sont toutefoispas par l'expériene dérite i-dessous.Nous nous onentrons sur un milieu plan semi-in�ni. En ré�exion et dans le as des faiblestemps de orrélation (i.e. τ ≪ τ0), la formule de Pine donne (voir Ann. K) :

g1 (x) = exp (−γx) ave x = −
√

6τ

τ0
≪ 1 et γ = γs + γ0 (IV.42)



76 Chapitre IV. Flutuations temporelles d'intensité en régime non-di�usifoù γs = 1 et γ0 = 2/3, soit γ = 5/3. La pente logarithmique de la fontion de orrélation(i.e. γ) est onstante et ne dépend pas du fateur d'anisotropie de la di�usion g.A�n d'e�etuer des omparaisons, nous allons dé�nir une pente e�etive γe� dans les autresthéories de alul de la fontion de orrélation g1.Introdution de la pente e�etive γe�Considérons alors la théorie de la dws standard dans laquelle le �ux ré�éhi est aluléen utilisant l'etr (équation IV.27). On peut dé�nir un oe�ient e�etif de la manièresuivante :
γe� (x′) = − ∂ ln g1

∂x

∣∣∣∣
x=x′

(IV.43)où x′ est une valeur de x que l'on �xera dans la suite.Approximation de la di�usion orrigéeIl est onnu que l'approximation de la di�usion surestime les hemins ourts. Il a alors étéproposé d'améliorer le modèle di�usif en y adjoignant un ut-o� des hemins ourts (MaKintoshet John 1989b; Rojas-Ohoa et al. 2004). La densité de probabilité d'avoir un heminde longueur s en ré�exion dans un milieu plan semi-in�ni est donnée par (voir Ann. K) :
Pdi� (s) =

√
3

4
√
πltrs3/2

{
zs exp

[
− 3z2

s

4sltr

]

+ (zs + 2z0) exp

[
−3 (zs + 2z0)

2

4sltr

]} (IV.44)ave zs position de la soure isotrope dans le milieu. On retient fréquemment zs = ltr endisant qu'au bout d'une profondeur dans le milieu d'une longueur de transport, le rayon-nement est quasi isotrope. L'introdution du �ltre se fait alors en orrigeant la densité deprobabilité en régime di�usif sur les hemins ourts :
Porr (s) = Pdi� (s)

[
1− f (g) exp

(
− s

ltr

)] ave f (g) =
3g

2
. (IV.45)L'expression de la fontion f (g) est issue d'un ajustement (�t en anglais) ave des donnéesexpérimentales (Rojas-Ohoa et al. 2004). Cette approhe empirique, si elle est validée,est très intéressante en pratique.Résultats numériques et expérimentauxParamètres numériques On hoisit de traer γe� en fontion du fateur d'anisotropie

g pour x′ = −1/2 �xé. La omparaison s'e�etue entre les points expérimentaux et laformule de la dws standard dont le �ux est alulé en approximation de la di�usion, enapproximation de la di�usion orrigée et en etr. Les paramètres sont les suivants :



IV.5. Conlusion 77Paramètre Desription Valeur
n1 Indie optique du milieu 1 1.33
n2 Indie optique du milieu 2 1.33
n3 Indie optique du milieu 3 1.33
DB Coe�ient de di�usion brownien 1.077× 10−12 m2.s−1

λ Longueur d'onde inidente 532.00nm
np Indie omplexe des partiules 1.59 + 1.00× 10−8i
nh Indie omplexe du milieu h�te absorbant 1.33
ne� Indie e�etif du milieu 2 1.339132
C Conentration en partiules 4.00%

NA Ouverture numérique pour le �ux ré�éhi 1.0L'épaisseur du milieu est grande pour être dans les onditions d'un milieu semi-in�ni (i.e.
L = 1 m).Paramètres réels Les paramètres i-dessus sont les mêmes que pour l'expériene menéepar Nasser ben Braham dans l'équipe de Frank Sheffold et al. Dans ette dernière,le milieu di�usant ontenu dans une ellule de dimensions 10× 5mm est immergé dans del'eau pour éviter les ré�exions aux parois et pour le maintenir à une température onstante
T = 22�C. C'est pour ette raison que les indies optiques des trois milieux sont les mêmes(i.e. n1 = n2 = n3 = 1.33). La variation du fateur d'anisotropie est réalisée en faisantvarier le diamètre des sphères de polystyrène d'indie réel 1.59 entre 110nm et 990nm (i.e.
g varie entre 0.1 et 0.95). Le milieu est ainsi très opaque. Il est élairé par un laser inidentsous inidene normale de longueur d'onde λ = 532nm.Résultats La �gure IV.5 présente les résultats obtenus.Nous voyons lairement que la déroissane e�etive de g1 dépend du fateur d'anisotropie
g e qui n'est pas pris en ompte dans la théorie di�usive. En fait, le meilleur résultat estobtenu en utilisant l'etr pour le alul du �ux. Notons que le alul etr et le alul di�usifne donnent pas le même résultat pour g → 0 ar les hemins ourts ne sont pas bien déritsen approximation de la di�usion, qui plus est en ré�exion.Il est utile également de mentionner que γe� est quasi-independant de g pour x → 0. Enfait, dans le as où τ → 0, on onsidère les larges s dans la transformée de Laplae queonstitue l'expression de g1. Cela signi�e que l'approximation de la di�usion est valide etque par onséquent γe� est une onstante en g. Néanmoins, l'utilisation de l'approximationde la di�usion orrigée ne donne pas une onstante. Il s'agit d'une limitation de ette théorieempirique : la orretion ensée orriger les hemins ourts a�ete également les heminslongs et proure des résultats inertains aux temps ourts.IV.5 ConlusionDans e travail, nous avons analysé la statistique des �utuations temporelles de l'intensitéré�éhie ou transmise par un milieu di�usant. Cette étude a permis de mettre en évidenedes di�érenes notables de omportements entre les régimes di�usifs et non-di�usifs. En
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Fig. IV.5 � Traé de la pente de la fontion de orrélation temporelle pour un milieusemi-in�ni en ré�exion. Les osillations visibles pour g → 1 et reproduiteségalement par les points expérimentaux orrespondent en fait aux résonanesde Mie, la di�érene de rayon entre haque pi étant onstante et égale à

82 nm.partiulier, une théorie plus préise de alul de la fontion de orrélation a été élaboréeà partir de l'etr pour prendre en ompte le régime de transport non-di�usif. Les alulsnumériques de la fontion de orrélation en transmission ont montré des déviations impor-tantes ave la théorie standard dans le as de milieux di�usants de faible épaisseur.Dans un deuxième temps, il a été montré que la déroissane temporelle de la fontion deorrélation en ré�exion dépend fortement de l'anisotropie de la di�usion par les partiules, equi n'est pas mis en évidene par la théorie standard de la dws. L'utilisation de l'etr déritette dépendane en bon aord ave les mesures expérimentales. De plus, une orretionad-ho de la distribution des hemins en régime di�usif permet d'avoir une approhe simpleà mettre en ÷uvre dans les situations pratiques.Tous es résultats devraient permettre d'améliorer les tehniques de diagnostis optiquesdans la aratérisation de la matière molle ou l'imagerie biomédiale des tissus.
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L'émission de lumière dans des milieux fortement di�usants ave gain a tout d'abordété étudiée par Letokhov (Letokhov 1968). Pendant la dernière déennie, les la-sers aléatoires (nom donné maintenant à es systèmes) ont attiré une grande attention enpartiulier à ause de leur relation ave les problèmes fondamentaux de la di�usion mul-tiple de lumière et leurs appliations potentielles omme nouvelles soures de lumière (Cao2003; Noginov 2005). Les lasers aléatoires sont habituellement divisés en deux atégoriesdi�érentes, en fontion du méanisme de rétroation.
• Dans le régime de rétroation inohérente (ou rétroation en intensité), la di�usion aug-mente la longueur des hemins et la rétroation est provoquée par un aroissement dutemps de vie des photons dans le système. Il s'agit du as traité dans e travail. L'ef-fet laser dans e régime a été observé expérimentallement dans beauoup de systèmes,omme des ristaux de poudres (Gouedard et al. 1993), des solutions de olorants onte-nant des miropartiules (Lawandy et al. 1994; Prasad et al. 1997), des matériaux àl'état solide (Noginov 2005), des verres poreux in�ltrés par une solution de olorants deristaux liquides (Wiersma et Cavalieri 2001) ou des matériaux organiques et en par-tiulier des tissus biologiques (Polson et Vardeny 2004; Polson et Vardeny 2005).Dans e dernier as et d'après les auteurs, le omportement spetral de l'e�et laser peutêtre onsidéré omme une signature de la struture des tissus. En partiulier, ela per-mettrait de disréminer les tissus sains de eux anéreux. Au-delà du seuil laser, touses systèmes présentent une émission ampli�ée de largeur spetrale étroite (Lawandyet al. 1994; Prasad et al. 1997), des osillations laser (Gouedard et al. 1993) et unestatistique de photons poissonienne (Zaharakis et al. 2000). Les études numériqueset théoriques de es systèmes ont surtout été développées en régime di�usif (Wiersmaet Lagendijk 1996; Berger et al. 1997; Beenakker et al. 1996; Balahandranet al. 1997; Beenakker 1998; Totsuka et al. 2000; Soest 2001; Soest et al. 2001;Floresu et John 2004; Noginov et al. 2004; Noginov et al. 2004; Pinheiro etSampaio 2006).
• Dans un régime où les e�ets d'interférenes survivent au proessus de di�usion aléatoire,une rétroation ohérente (ou rétroation en amplitude) est attendue, e qui onduità un omportement prohe de elui observé dans les lasers onventionels. Au premierabord, e omportement est attendu lorsqu'on se rapprohe du régime de loalisation forte(loalisation d'Anderson) (Anderson 1958). Des expérienes dans ette diretion ontété menées sur des poudres d'oxyde de zin (Cao et al. 1999; Cao et al. 2000; Milneret Genak 2005). Des approhes théoriques ombinant désordre, modes de l'équationd'ondes (amplitude du hamp) et gain ont été développées prinipalement à une puisdeux dimensions (Jiand et Soukoulis 2000; Vanneste et Sebbah 2001; Patra 2003;Burin et al. 2001; Burin et al. 2002).Dans e hapitre, nous nous foalisons sur les lasers aléatoires en régime de rétroation en



84 Chapitre V. Laser aléatoire ave rétroation inohérenteintensité. Notre étude numérique et théorique a été motivée par deux observations.
• Tout d'abord, dans le as de réalisations expérimentales de lasers aléatoires, le fait d'êtredans le as de rétroation en intensité ou en amplitude semble être une question di�ileà tranher. En e�et, le spetre d'émission mesuré pour une impulsion de pompe envoyéedans un milieu ontenant des miropartiules de ZnO, TiO2 ou SiO2 montre des pisétroits, même loin du seuil de loalisation estimé (i.e. λ ∼ ls) (Mujumdar et al. 2004;Wu et al. 2006). Est-e que l'existene de es pis est une onséquene du gain exponentielobtenu le long des très longs hemins de di�usion (Mujumdar et al. 2004) ou uneonséquene de la rétroation ohérente dans la limite de faible di�usion (Wu et al.2006; Vanneste et al. 2007) ? Cela montre à quel point des questions fondamentales surles lasers aléatoires doivent enore être lari�ées.
• Le onept de modes étendus ampli�és a été introduit pour disuter l'origine des pisd'émission étroits dans la limite du transport di�usif (Mujumdar et al. 2004). Un mo-dèle pour les lasers aléatoires ave rétroation inohérente a été introduit réemmentdans le but d'aller au-delà d'un modèle purement di�usif (Noginov et al. 2004; Nogi-nov et al. 2004; Noginov et al. 2006). Il est basé sur une approhe unidimensionnelle etphénoménologique du transport de lumière. De notre �té, nous avons développé un mo-dèle fondé sur l'etr en trois dimensions. Ce modèle nous permet de prendre en ompte lesphénomènes de di�usion, émission, absorption de manière réaliste et de dérire orrete-ment les di�érents régimes de transport (balistique, di�usion simple, di�usion multiple,di�usif) (voir Chap. II). De plus, il nous permet de onstruire une théorie modale del'e�et laser en terme de modes de l'etr moyennés sur le désordre. En tant que premièreillustration, nous montrons que e modèle est apable de dérire le seuil laser au-delà del'approximation de la di�usion (Pierrat et Carminati 2007).Dans toute la suite, nous onsidérons un milieu aléatoire omposé d'un milieu h�te absor-bant. La di�usion de la lumière et son ampli�ation sont générées respetivement par despartiules di�usantes et absorbantes et des moléules �uoresentes disposées aléatoirementdans le milieu et pompées optiquement (voir Fig. V.1).
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Fig. V.1 � Représentation shématique d'un milieu di�usant ampli�ateur. Les partiulesdi�usent la lumière, les moléules �uoresentes pompées l'ampli�ent sur sontrajet.Un tel système est appelé laser aléatoire en vertu de ses propriétés similaires ave les laserslassiques, la avité laser étant remplaée par le phénomène de di�usion dans le milieu.Le méanisme est alors le suivant : par pompage optique, les moléules �uoresentes sontexitées et émettent alors spontanément. Cette émission peut ensuite être ampli�ée par



V.1. Un modèle fondé sur l'etr 85émission stimulée de es mêmes moléules �uoresentes, la di�usion aidant à augmenter letemps de séjour des photons dans le milieu exité (voir Fig. V.2).PSfrag replaements
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1 2Fig. V.2 � Prinipe d'un milieu ampli�ateur. Le faiseau pompe est envoyée dans le mi-lieu en P . Après di�usion de elui-i, les moléules �uoresentes renontréess'exitent, il y a alors émission spontanée (par exemple en S), puis ampli�-ation par émission stimulée (par exemple en E) grâe à la di�usion dans lemilieu. Si on envoie un faiseau sonde dans le milieu en F , on peut égalementobserver son ampli�ation par émission stimulée.Nous montrons ii qu'il est lairement possible de dé�nir un seuil laser dans le as où nousne sommes pas en régime de loalisation d'Anderson. Ainsi, nous parlerons d'émissionspontanée ampli�ée lorsque la pompe se situe en-dessous du seuil laser et de laser aléatoireave rétroation inohérente pour un niveau de pompe au-delà du seuil.Dans un premier temps, nous présentons un modèle de laser aléatoire ave rétroationinohérente par ouplage d'une équation de relaxation ave des équations de transport, enl'ourene l'etr dans notre modèle. À partir de di�érentes approximations et méthodede alul numérique (di�érenes �nies, Monte-Carlo, . . . ) nous herhons à visualiserl'existene du seuil laser sur di�érentes grandeurs (intensité émise, densité de populationdes moléules exitées, . . . ). En�n, nous développons une approhe modale apable derendre ompte du seuil laser et de le quanti�er. Cette approhe sera validée sur un exemple.V.1 Un modèle fondé sur l'etrLes aluls numériques que nous avons e�etués sont fondés sur un ouplage entre l'Équationde Transfert Radiatif (etr) qui régit l'évolution du rayonnement dans le milieu di�usantet une équation de relaxation qui régit l'évolution des densités de population des moléules�uoresentes. Il s'avère que e ouplage est non-linéaire.On onsidère un milieu di�usant, ontenant des moléules �uoresentes dérites par unsystème à quatre niveaux (voir Fig. V.3). Le passage de l'état exité 2 à l'état métastable 1est onsidéré omme très rapide de même que le passage de l'état 0' à l'état fondamental 0.On peut don réduire la desription du système à deux niveaux ar seuls les niveaux 0 et 1ont une population non négligeable.On note νA la fréquene de pompe (A pour absorption), elle orrespond à la transition entrel'état 0 et l'état 2. La fréquene d'émission est notée νE (E pour emission) et orrespond
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Fig. V.3 � La �gure (a) est une représentation des niveaux moléulaires des moléules�uoresentes telles que la rhodamine 6G par exemple. Les niveaux életroniquessont traés en rouge tandis que les sous-niveaux vibrationnels et rotationels sonten noir. La �gure (b) orrespond au modèle à quatre niveaux retenu.à la transition 1-0'. Les grandeurs radiométriques sont indiées pour séparer les di�érentesfréquenes mises en jeu. On a ainsi pour la densité d'énergie radiative :
uA,E (r, t) =

1

c

∫

4π

LA,E (r,u, t) dΩ (V.1)où c est la vitesse de l'énergie dans le milieu, L étant la luminane.V.1.1 Équation de relaxationL'équation de relaxation régissant la densité de population du niveau 1 notée N1 s'érit :
∂N1

∂t
(r, t) =B02N0 (r, t) uA (r, t)−A10′N1 (r, t)

∫ ∞

−∞

g′ (ν) dν

−B10′

∫ ∞

−∞

N1 (r, t)uE (r, t, ν) g (ν) dν. (V.2)Si on note Nt la densité totale de population des niveaux, N0 elle du niveau fondamentalet N1 elle du niveau exité, on a N0 (r, t)+N1 (r, t) = Nt. A10′ est le oe�ient d'Einsteind'émission spontanée de l'état 1 à l'état 0'. On pose alors τe = 1/A10′ omme étant la duréede vie radiative de l'état exité 1. B02 est le oe�ient d'Einstein d'absorption entre lesniveaux 0 et 2, B10′ est le oe�ient d'Einstein d'émission stimulée. Pour permettre laprise en ompte des largeurs spetrales, on fait intervenir un pro�l de raie g (ν) sous laforme d'une lorentzienne de largeur à mi-hauteur 1/πτe, entrée sur la fréquene d'émission
νE aussi bien pour l'émission spontanée que pour l'émission stimulée :

g (ν) =
1

1 + 4π2τ 2
e (ν − νE)2 ; g′ (ν) = 2τeg (ν) ;

∫ ∞

−∞

g′ (ν) dν = 1. (V.3)On peut réérire l'équation V.2 à partir de τe et des setions e�aes d'absorption σabs etd'émission stimulée σem des moléules. Dans e as, à la plae de la densité d'énergie, ontravaillera ave la densité de photons (densité d'énergie divisée par hν) pour laquelle ononservera la notation u. Cette onvention est souvent utilisée dans les ouvrages traitant



V.1. Un modèle fondé sur l'etr 87de lasers. De même L ne sera plus la luminane ar on onservera la relation V.1 entre uet L. L s'apparente alors à une fontion de distribution pour les photons. Néanmoins, nousparlerons toujours dans la suite de luminane, de �ux, de puissane, d'énergie et de densitéd'énergie. On obtient :
∂N1

∂t
(r, t) = σabsc [Nt −N1 (r, t)] uA (r, t)− N1 (r, t)

τe
−σemc ∫ ∞

−∞

N1 (r, t)uE (r, t, ν) g (ν) dν.(V.4)Notons que la densité d'énergie (au sens densité de photons ii) uA (r, t) s'exprime en m−3alors que uE (r, t, ν) s'exprime en m−3.Hz−1. De même, les luminanes (au sens fontionsde distribution de photons ii) LA (r,u, t) et LE (r,u, t, ν) s'expriment respetivement enm−2.s−1 et m−2.s−1.Hz−1.V.1.2 Équations de Transfert RadiatifIi, il est néessaire d'érire une etr pour haque faiseau (pompe et émission) présentdans le problème.Faiseau pompeLe faiseau pompe orrespond au faiseau inident sur le milieu. Il permet d'exiter lesmoléules �uoresentes. L'etr pour e faiseau s'érit :
(

1

c

∂

∂t
+ u ·∇r

)
LA (r,u, t) =− σabs [Nt −N1 (r, t)]LA (r,u, t)− µsLA (r,u, t)

+
µs

4π

∫

4π

p (u′,u)LA (r,u′, t) dΩ′. (V.5)Par rapport à la version lassiquement utilisée, on a remplaé le terme d'absorption érit àl'aide du oe�ient µa par un nouveau terme d'absorption prenant en ompte les densitésde population des niveaux (on a négligé ii l'absorption intrinsèque du milieu). On rappelleque µs est le oe�ient de di�usion et p la fontion de phase. En prinipe, les propriétés dedi�usion µs et p dépendent de la fréquene du rayonnement mais nous supposons le milieunon dispersif, es propriétés seront don les mêmes pour toutes les fréquenes. De plus,les setions e�aes d'absorption et d'émission stimulée dépendent de l'indie optique dumilieu de propagation, e qui n'est pas pris en ompte dans ette étude.Faiseau émisLe faiseau émis orrespond au rayonnement d'émission spontanée et qui peut aussi êtreampli�é par émission stimulée. L'etr dans e as s'érit :
(

1

c

∂

∂t
+ u ·∇r

)
LE (r,u, t, ν) =− (µa + µs)LE (r,u, t, ν) + σemg (ν)N1 (r, t)LE (r,u, t, ν)

+
µs

4π

∫

4π

p (u′,u)LE (r,u′, t, ν) dΩ′ +
1

4π

N1 (r, t)

τe
g′ (ν) .(V.6)



88 Chapitre V. Laser aléatoire ave rétroation inohérenteCette équation est érite pour une fréquene partiulière. La luminane d'émission a enfait un spetre qui dépend du milieu et du niveau de gain. La luminane LE est rééepar émission spontanée dont la présene dans l'etr V.6 est modélisée par le terme soureprenant en ompte la durée de vie radiative τe. Cette émission est isotrope dans le milieu.La luminane étant une grandeur diretionnelle, il est néessaire de normaliser le termed'émission spontanée par 4π stéradians. Ce rayonnement peut également être ampli�é parémission stimulée e qui est dérit par le terme proportionnel à σem. On remarquera que dansle as de l'émission, nous avons onservé le terme d'absorption par le milieu intrinsèque.V.1.3 Adaptation du modèle à la géométrie étudiéeLa géométrie retenue ii est elle présentée au hapitre I (voir Se. I.4) à savoir une tranhede milieu di�usant in�nie selon les diretions x et y et de largeur L selon la diretion z. Lepompage optique de e milieu peut se faire soit du �té du milieu 1 (par la gauhe du milieudi�usant), soit du �té du milieu 3 (par la droite du milieu di�usant), soit des deux �tésà la fois sous inidene normale (voir �gure V.4). Nous avons don toujours les hypothèsesd'indépendane des grandeurs par rapport à x et y et par rapport à l'angle ϕ (i.e. invarianepar rotation autour de l'axe z).PSfrag replaements
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Fig. V.4 � Géométrie du système étudié : le milieu de gauhe est noté 1, le milieu di�u-sant est noté 2 et le milieu de droite est noté 3. Sur l'exemple, le rayonnementpompe provient uniquement du milieu 1.Pour la luminane et la fontion de phase, on ontinuera à utiliser les relations suivantes(où µ = cos θ) :
L (z, µ, t) =

∫ 2π

0

L (z, µ, ϕ, t) dϕ (V.7)
p (µ, µ′) =

1

2π

∫ 2π

0

p (µ, µ′, ϕ− ϕ′) dϕ. (V.8)On prendra soin de remplaer également les densités de photons uA,E par leurs expressionsen fontion des fontions de distributions de photons LA,E . La densité de population N1s'érira :
N1 (z, t) = N1 (r, t) . (V.9)



V.1. Un modèle fondé sur l'etr 89Pour la luminane de pompe, on peut séparer la partie ollimatée de la partie di�use e quipermettra d'érire failement les onditions aux limites. En revanhe, la notion de faiseauollimaté pour le rayonnement émis spontanément n'a pas d'utilité ii. On a :
LA (z, µ, t) = L+

Ac (z, t) δ (µ− 1) + L−
Ac (z, t) δ (µ+ 1) + LAd (z, µ, t) (V.10)Les luminanes L+

Ac et L−
Ac orrespondent au rayonnement de pompe se propageant selonl'axe z (faiseau ollimaté) respetivement vers l'avant (i.e. vers les z roissants) et vers l'ar-rière (i.e. vers les z déroissants). La luminane LAd orrespond quant à elle au rayonnementde pompe di�us.C'est ainsi que l'équation de relaxation et les etr des faiseaux pompes et émis deviennent :

∂N1

∂t
(z, t) =σabs [Nt −N1 (z, t)]

(
L+

Ac + L−
Ac

)
(z, t)− N1 (z, t)

τe
+

∫ +1

−1

{
σabs [Nt −N1 (z, t)]

×LAd (z, µ, t)− σemN1 (z, t)

∫ ∞

−∞

LE (z, µ, t, ν) g (ν) dν

}
dµ, (V.11)

(
1

c

∂

∂t
± ∂

∂z

)
L±

Ac (z, t) =− [σabs (Nt −N1 (z, t)) + µs]L
±
Ac (z, t) (V.12)

(
1

c

∂

∂t
+ µ

∂

∂z

)
LAd (z, µ, t) =− [σabs (Nt −N1 (z, t)) + µs]LAd (z, µ, t) +

µs

2

∫ +1

−1

p (µ′, µ)

× LAd (z, µ′, t) dµ′ +
µs

2
p (µ, 1)L+

Ac (z, t) +
µs

2
p (µ,−1)L−

Ac (z, t) ,(V.13)
(

1

c

∂

∂t
+ µ

∂

∂z

)
LE (z, µ, t, ν) = [σemg (ν)N1 (z, t)− µe]LE (z, µ, t, ν)

+
µs

2

∫ +1

−1

p (µ′, µ)LE (z, µ′, t, ν) dµ′ +
N1 (z, t)

2τe
g′ (ν) .(V.14)En e qui onerne les onditions aux limites, elles s'érivent :

{
LAd,E (0, µ > 0, t) = R21 (|µ|)LAd,E (0, µ < 0, t) ,
LAd,E (L, µ < 0, t) = R23 (|µ|)LAd,E (L, µ > 0, t) ,

(V.15)
{

L+
Ac (0, t) = R21 (µ = 1)L−

Ac (0, t) + T12 (µ = 1)L+
A,in (t) faiseau pompe du milieu 1,

L−
Ac (L, t) = R23 (µ = 1)L+

Ac (L, t) + T32 (µ = 1)L−
A,in (t) faiseau pompe du milieu 3.(V.16)Les fateurs Tij et Rij sont les oe�ients de Fresnel respetivement de transmission etde ré�exion en énergie (voir Chap. I).



90 Chapitre V. Laser aléatoire ave rétroation inohérenteV.2 Un problème omplexe qu'il faut simpli�erAussi puissantes soient les mahines de alul et les méthodes numériques, le modèle pré-senté i-dessus est d'une grande omplexité à résoudre, omplexe de par la nature non-linéaire du système, le ouplage des équations et l'intervention de grandeurs spatiales,temporelles, diretionnelles et fréquentielles. La résolution du problème va don inévita-blement passer par sa simpli�ation en fontion des e�ets physiques et des grandeurs quel'on souhaite observer.Nous allons don envisager di�érentes méthodes de alul. En premier lieu, nous allons nousintéresser à une méthode lassique de simpli�ation de l'etr dite à quatre �ux ouplée à unshéma de disrétisation par di�érenes �nies, le tout adapté au as du système V.11, V.13 etV.14 étudié. Cette méthode nous permettra de visualiser l'e�et du seuil laser sur l'intensitétotale d'émission, la densité de population des moléules exitées et la largeur spetralede l'intensité émise. Ensuite, une méthode de type Monte Carlo nous renseignera plus�nement sur le spetre de l'intensité émise de part et d'autre du seuil laser dans le asnon-moyenné sur un ensemble de réalisations d'expérienes ('est à dire pour une seuleréalisation de pulse pompe inident).Dans un seond temps, nous évoquerons une méthode fondée sur une déomposition enmodes de la luminane d'émission a�n de quanti�er l'intensité de pompe néessaire à l'ap-parition du seuil laser. Cette méthode sera validée par des aluls numériques de résolu-tion du système ouplé V.11, V.13 et V.14 dans le as où l'on néglige la largeur spetraled'émission (approximation monohromatique) et à l'aide d'un shéma de disrétisation pardi�érenes �nies également.V.3 Un seuil laser observable sous de nombreuses formesDe nombreuses observations numériques du seuil laser ont déjà été évoquées dans la litéra-ture, en partiulier sur l'intensité d'émission en fontion de l'intensité de pompe (Noginovet al. 2004), sur le omportement temporel de la densité de population des moléules ex-itées (Wiersma et Lagendijk 1996; Noginov et al. 2004) et sur la largeur spetralede l'émission (Berger et al. 1997; Soest 2001). Des études ont également été réaliséesplus préisément sur la struture spetrale de l'intensité émise pour un pulse de pompedonné (Mujumdar et al. 2004)A�n de onilier tous es résultats onnus et de montrer qu'ils sont tous équivalents, nousavons développé d'une part, une méthode de résolution du problème ouplé préédemmentévoqué en utilisant une approximation à quatre �ux et d'autre part une approhe de typeMonte Carlo.V.3.1 Approximation à quatre �uxNous avons utilisé ii une méthode du type Shuster-Shwarzshild en régime insta-tionnaire.



V.3. Un seuil laser observable sous de nombreuses formes 91On fait les mêmes hypothèses que pour une méthode à quatre �ux de l'etr lassique ete pour les deux luminanes d'absorption et d'émission à savoir isotropie de la fontion dephase et déomposition de la luminane sur deux diretions uniquement :
p (µ′, µ) = 1 LAd,E (z, µ, t) =

{
L+

Ad,E (z, t) si µ > 0

L−
Ad,E (z, t) si µ < 0

(V.17)On onsidère de plus que les indies optiques sont tous égaux et valent n1 = n2 = n3 = 1.Il n'y aura don pas de ré�exions internes.L'intérêt par rapport à l'utilisation de l'approximation de la di�usion (Wiersma et La-gendijk 1996; Totsuka et al. 2000; Mujumdar et al. 2004) réside dans le fait que l'ononserve la omposante ollimatée du rayonnement de pompe. Toutes les inonnues ne dé-pendent alors que de z (espae), t (temps) et ν (fréquene). Par intégration sur la variableangulaire µ, les équations du laser aléatoire deviennent :
∂N1

∂t
(z, t) =σabs [Nt −N1 (z, t)]

(
L+

Ac + L−
Ac + L+

Ad + L−
Ad

)
(z, t)

− σemN1 (z)

∫ ∞

−∞

(
L+

E + L−
E

)
(z, t, ν) g (ν) dν − N1 (z)

τe
, (V.18)

(
1

c

∂

∂t
± ∂

∂z

)
L±

Ac (z, t) =− [σabs (Nt −N1 (z)) + µs]L
±
Ac (z, t) (V.19)

(
1

c

∂

∂t
± 1

2

∂

∂z

)
LAd (z, t) =− [σabs (Nt −N1 (z)) + µs]LAd (z, t)

+
µs

2

(
L+

Ac + L−
Ac + L+

Ad + L−
Ad

)
(z, t) , (V.20)

(
1

c

∂

∂t
± 1

2

∂

∂z

)
LE (z, t, ν) = [σemg (ν)N1 (z)− µe]LE (z, t, ν) +

µs

2

(
L+

E + L−
E

)
(z, t, ν)

+
N1 (z)

2τe
g′ (ν) . (V.21)Les onditions aux limites s'érivent simplement :

{
L+

Ad,E (0, t) = 0

L−
Ad,E (L, t) = 0

;

{
L+

Ac (0, t) = L+
A,in (t)

L−
Ac (L, t) = L−

A,in (t)
. (V.22)Elles dérivent le fait qu'il n'y a pas de luminane di�use de pompe ou d'émission entrante.La luminane ollimatée de pompe est quant à elle donnée par la luminane inidente auxinterfaes.Le problème ouplé étant non linéaire, nous ne pouvons pas le résoudre analytiquement.Nous allons alors faire appel à un shéma de disrétisation numérique par di�érenes �-nies (Mithell 1969; Mithell et Griffiths 1980) :

• Disrétisation spatiale : pour les équations régissant les luminanes en L+, nous hoisis-sons un shéma expliite déentré vers la � droite � et inversement pour les luminanesen L−. Si j est l'indie de disrétisation et ∆z le pas, on a :
∂L+

∂z
(zj) ≈

L+
j − L+

j−1

∆z
et ∂L−

∂z
(zj) ≈

L−
j+1 − L−

j

∆z
. (V.23)



92 Chapitre V. Laser aléatoire ave rétroation inohérente
• Disrétisation temporelle : on hoisit simplement un shéma expliite. Si k est l'indie dedisrétisation et ∆t le pas, on a :

∂L

∂t
(tk) ≈

Lk+1 − Lk

∆t
. (V.24)La fenêtre temporelle est dé�nie par t ∈ [t−, t+].

• Disrétisation fréquentielle : le alul de l'intégrale sur les fréquenes est fait par méthodedes trapèzes sur une fenêtre dé�nie à partir d'un seuil S (ompris entre 0 et 1) :
ν± = νe ±

1

2πτe

√
1− S
S

; ν ∈ [ν−, ν+] ; g (ν±) = Sg (νE) . (V.25)Les disrétisations doivent véri�er la ondition fl (Mithell 1969; Mithell et Grif-fiths 1980) : c∆t/∆z ≤ 1.Finalement, les �ux de sortie orrespondant au rayonnement émis sont donnés par :
φ+

E,sort (t, ν) =

∫ 1

0

L+
E (L, t, ν)µdµ =

1

2
L+

E (L, t, ν) en m−2.s−1.Hz−1, (V.26)
φ−

E,sort (t, ν) =

∫ 0

−1

L−
E (0, t, ν)µdµ =

1

2
L−

E (0, t, ν) en m−2.s−1.Hz−1. (V.27)V.3.2 Méthode de Monte-CarloLes méthodes de Monte Carlo sont des méthodes statistiques de résolution d'équationspar alul d'intégrales. Dans le as de l'etr, elles dérivent l'histoire des photons e�etuantune marhe aléatoire dans le milieu di�usant (émission, propagation, di�usion, absorption)(voir Ann. J). Elles sont don assimilables à un alul numérique de marhe au hasard.Habituellement, dans le as d'un milieu absorbant, la méthode deMonte Carlo onverge.Nous allons voir qu'il n'en va pas de même dans le as ampli�ateur étudié ii. En partiulier,la méthode de Monte Carlo ne sera pas ii une méthode de résolution de l'etr maisbien une méthode permettant d'obtenir de l'information sur une réalisation d'expériene(envoi d'un seul et unique pulse de pompe à travers un milieu di�usant et ampli�ateur).La mise en ÷uvre néessite la onnaissane de toutes les propriétés radiatives du milieu.Dans notre as, es propriétés évoluent au ours du temps en fontion de la dynamiquede l'exitation des moléules �uoresentes. Il s'agit don d'adapter la méthode lassique ànotre problème ouplé non-linéaire.La omplexité du problème nous amène à faire l'hypothèse de déouplage du pompage desmoléules �uoresentes et du phénomène d'émission qui s'en suit. Nous allons voir dans quelas ette hypothèse est véri�ée. Nous allons ii n'exposer que les spéi�ités de la méthodeau as du problème de modélisation des lasers aléatoires. Pour la démarhe lassique del'étude numérique du transfert radiatif par méthode de Monte Carlo, on se reportera àl'annexe J.Considérons tout d'abord la propagation de l'énergie de pompe dans le milieu. Pour ela,disrétisons le milieu di�usant en tranhes d'épaisseur ∆z petite devant les éhelles ara-téristiques du problème (longueur de di�usion ls, taille du milieu L). Pour un tir donné



V.3. Un seuil laser observable sous de nombreuses formes 93et en supposant qu'à l'entrée d'une tranhe, on dispose de l'énergie surfaique E, l'énergieabsorbée par les moléules �uoresentes en traversant la tranhe sera :
∆E = E

{
1− exp

[
−σabs (Nt −N1 (z))

∆z

|µ|

]}
≈ Eσabs (Nt −N1 (z))

∆z

|µ| > 0 (V.28)où µ est toujours le osinus de l'angle entre le rayon et l'axe z. Il su�t don de mettre àjour immédiatement la densité de population des moléules exitées. Elle sera alors donnéepar :
∆N1 (z) =

∆E

∆z
> 0. (V.29)Ensuite le faiseau ontinue son hemin dans le milieu, de tranhes en tranhes.Dans le as de l'émission, la première étape onsiste à faire émettre une moléule du milieude manière isotrope. Pour ela, il est néessaire de faire intervenir la dynamique du système.On déide alors de dé�nir un intervalle de temps δt, hoisi de telle sorte qu'il soit bien pluspetit que les temps aratéristiques de transport dans le système (temps de vol balistique

tvol = L/c, temps de di�usion tdi� = L2/D) et pendant lequel nous faisons un tir d'émis-sion spontanée. Nous savons que la puissane émise par émission spontanée seule déroitexponentiellement dans le temps (d'où le pro�l de raie lorentzien). Sous forme disrétisée,l'énergie surfaique disponible pour le tir sera alors dans une tranhe :
E = N1 (z) ∆z [1− exp (−δt/τe)] . (V.30)La variation de densité de population sera alors :
∆N1 (z) =

E

∆z
< 0. (V.31)Ensuite, le phénomène d'émission stimulée sera géré de la même manière que l'absorption.En supposant qu'à l'entrée d'une tranhe on ait à notre disposition l'énergie surfaique E,le di�érentiel d'énergie surfaique au travers de la tranhe sera donné par :

∆E = E

{
1− exp

[
(σemN1 (z)− µa)

∆z

|µ|

]}
≈ −EσemN1 (z)

∆z

|µ|︸ ︷︷ ︸
=∆E′

+Eµa
∆z

|µ|︸ ︷︷ ︸
=∆E′′

< 0.(V.32)La part absorbée par le milieu intrinsèque ∆E ′′ est bien sûr beauoup plus faible que lapart ampli�ée par les moléules �uoresentes ∆E ′. La variation de densité de populationsera alors :
∆N1 (z) =

∆E ′

∆z
< 0. (V.33)Ensuite le faiseau d'émission ontinue son hemin dans le milieu, de tranhes en tranhes.



94 Chapitre V. Laser aléatoire ave rétroation inohérenteValeurs numériques
L+

A,in ∈[2.13× 1020, 2.13× 1031]m−2.s−1 L−
A,in ∈[2.13× 1020, 2.13× 1031]m−2.s−1

T1/2 =14ns τe =3.2× 10−6 s
σabs =3.00× 10−24 m2 σem =3.00× 10−23 m2

λA = c/νA =532nm S =10%
Nt =1.6× 1025 m−3 a =1

n1 = n3 =1.00 n2 =1.33

ls = 1/µs =100µm L =1mm
t− =−20ns t+ =100ns

∆z =2× 10−5 m ∆t =6× 10−15 s
∆ν =2.98× 103 Hz δt =10−13 sTab. V.1 � Valeurs numériques retenues pour modéliser un laser aléatoire formé d'unepourdre de Ti:saphire.V.3.3 Résultats numériquesValeurs numériquesOn onsidère un milieu di�usant ontenant une poudre de Ti:saphire. Pour la simulationqui suit, nous avons retenu les valeurs numériques utilisées dans (Wiersma et Lagendijk1996). Le tableau V.1 résume les propriétés de e milieu.Nous hoisissons un pro�l gaussien pour la forme temporelle de l'impulsion de pompe sousla forme :

L±
A,in (t) = L±

A,in exp

(
− t2

T 2

) ave T =
T1/2

2
√

ln 2
(T1/2 étant la largeur à mi-hauteur).(V.34)Le pompage a lieu de manière identique des deux �tés de la ouhe de milieu di�usant.Pour le alul par méthode de Monte Carlo, nous avons besoin de l'énergie surfaiquede pompe qui sera donnée par :

E±
A,in =

∫ ∞

−∞

L±
A,in (t) dt =

L±
A,inT1/2

2

√
π

ln 2
∈ [3.17× 1012 m−2, 3.17× 1023 m−2](V.35)Les setions qui suivent donnent inq formulations di�érentes du seuil laser. On montreainsi qu'elles sont toutes ohérentes entre-elles. Les trois premières dé�nitions sont issuesde résultats obtenus ave un alul numérique en approximation à quatre �ux, les deuxdernières provenant des résultats de la méthode de Monte Carlo.
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Fig. V.5 � Traé de l'intensité d'émission totale sortant du milieu en fontion de l'in-tensité de pompe totale. A�n d'obtenir le �ux total d'émission, on e�etue desintégrations temporelles et fréquentielles du �ux respetivement sur les fenêtres

t ∈ [t−, t+] et ν ∈ [ν−, ν+]. Les paramètres sont dé�nis dans le tableau V.1.Le pompage s'e�etue de manière identique de haque �té du milieu. Dans lasuite, on s'intéresse aux intensités de pompe représentées par les trois �èhes(avant le seuil, au seuil, après le seuil).Dé�nition 1 : forte augmentation de l'intensité d'émission en fontion de l'in-tensité de pompe au-delà du seuilLa �gure V.5 donne le traé de l'intensité d'émission en fontion de elle de la pompe. Onremarque nettement une assure dans la ourbe (quatrième point sur la �gure en partant dela gauhe) e qui permet de dé�nir un seuil laser très failement. C'est la dé�nition standarddu seuil dans un laser aléatoire. Elle fut déjà évoquée numériquement à l'aide d'un modèleouplant une équation de relaxation à une équation de transport phénoménologique à unedimension (Noginov et al. 2004).Dans la suite, nous allons omparer di�érentes grandeurs omme la densité de populationdes moléules exitées et le pro�l du spetre d'émission juste avant le seuil (troisième pointsur la �gure en partant de la gauhe, intensité de pompe L±
A,in = 2.24× 1030 m−2.s−1), auseuil (quatrième point, intensité de pompe L±

A,in = 3.36×1030 m−2.s−1) et juste après le seuil(inquième point, intensité de pompe L±
A,in = 4.48× 1030 m−2.s−1). Ces omparaisons vontnous permettre de mettre en évidene la ohérene qui existe entre toutes es observationsdu seuil laser.Dé�nition 2 : osillations temporelles de la densité de population des moléules�uoresentes exitéesLa �gure V.6 représente la densité de population N1 du niveau exité en fontion dutemps. On voit nettement apparaître des osillations au delà du seuil laser dé�ni à la sous-setion V.3.3, osillations aratéristiques du phénomène de � laser spiking �. En e�et, sous
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Fig. V.6 � Densité de population N1 du niveau exité en fontion du temps pour troisniveaux de pompe di�érents : L±
A,in = 2.24×1030 m−2.s−1 (ourbe bleue, avantle seuil), L±

A,in = 4.48× 1030 m−2.s−1 (ourbe rouge, après le seuil) et L±
A,in =

8.97 × 1030 m−2.s−1 (ourbe verte, bien après le seuil). Les paramètres sontdé�nis dans le tableau V.1. Le pompage s'e�etue de manière identique dehaque �té du milieu.l'ation du faiseau de pompe, les moléules s'exitent e qui engendre une augmentationde N1 et le passage au-dessus du seuil puis se désexitent ensuite sous l'ation de l'émissionspontanée d'où une diminution de N1 et un passage en-dessous du seuil. Il s'ensuit uneréaugmentation de N1 par pompage et ainsi de suite. Ce phénomène n'a lieu qu'aux tempsourts, 'est à dire au moment où le faiseau de pompe est présent dans le milieu. Pourles temps longs, quand le faiseau de pompe est totalement éteint, on distingue la lentedésexitation exponentielle selon la durée de vie radiative τe.Ce phénomène n'est bien entendu possible que pour des puissanes de pompe su�samentimportantes, 'est à dire au-delà du seuil. S'il est bien onnu dans les lasers lassiques, il adéjà été évoqué dans le adre des lasers aléatoires à partir de modèles basés sur l'approxi-mation de la di�usion (Wiersma et Lagendijk 1996) ou sur une équation de transportphénoménologique à une dimension (Noginov et al. 2004).Dé�nition 3 : rétréissement spetral de l'intensité émiseLa �gure V.7 représente les pro�ls de raies d'émission pour di�érents niveaux d'intensité depompe. On remarque un rétréissement spetral une fois le seuil laser dépassé. En e�et, sion raisonne en terme de marhe aléatoire, sous l'hypothèse de gain uniforme (N1 = Cte), onremarque que pour un hemin de longueur l donné, nous avons une ampli�ation donnée par
exp [σemN1g (ν) l]. Le pro�l de raie de l'émission ampli�ée est don donné par l'exponentielledu pro�l de raie de l'émission spontanée. Plus l'énergie de pompe augmente, plus la densitéde moléules exitée N1 augmente et don plus la largeur du pro�l de raie d'émissiondiminue.
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Fig. V.7 � Pro�ls de raies de l'intensité émise d'un des deux �tés du milieu (il y a sy-métrie, le pompage s'e�euant de manière identique de haque �té du mi-lieu). La ourbe verte est le pro�l lorentzien d'émission spontanée g (ν). Lesourbes bleue et rouge orrespondent respetivement au pro�l d'émission autemps t = 28 ns pour une intensité de pompe de L±
A,in = 2.24× 1030 m−2.s−1(avant le seuil) et L±

A,in = 4.48× 1030 m−2.s−1 (après le seuil) respetivement.Les paramètres sont dé�nis dans le tableau V.1.À partir d'un alul de type Monte Carlo à une dimension sur des ellules de taille ls/2,e méanisme est déjà évoqué dans les travaux de l'équipe de Genak (Berger et al.1997). Courbes expérimentales à l'appui, Soest parle également de et e�et (Soest 2001).Dé�nition 4 : pis de faible largeur spetrale dans le spetre de l'intensité émiseLa �gure V.8 représente les pro�ls de raies pour di�érents niveaux de pompe. En plus durétréissement spetral déjà évoqué i-dessus, le traé laisse apparaître des pis étroits dedi�érentes amplitudes et de fréquenes entrales aléatoires au-delà du seuil laser. Une autreréalisation du alul donnerait une struture identique mais pour des positions et tailles depis di�érentes.La mise en évidene expérimentale et l'expliation de la présene de es pis spetrauxétroits a été donnée par Wiersma (Mujumdar et al. 2004). Ils sont dus à l'existenede rares mais très longs hemins dans le milieu. Un événement d'émission spontanée à lafréquene ν est ampli�ée exponentiellement le long d'un hemin. Plus le hemin est long,plus l'ampli�ation est importante de telle sorte qu'il apparaît des pis d'émission très étroitssur le spetre de l'intensité dans le as des hemins les plus longs. Bien entendu, l'existened'un long hemin pour un événement d'émission spontanée est aléatoire. On omprend alorspourquoi le fait de réaliser un autre alul, donnerait des pis di�érents. Il faudrait de trèsnombreux aluls pour aboutir à une situation moyennée où l'on retrouverait le résultat dela �gure V.7, 'est à dire un pro�l de raie régulier faisant apparaître un rétréissement audelà du seuil laser. En e sens, dans le as d'un milieu ampli�ateur, la méthode deMonte
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Fig. V.8 � Pro�ls de raies de l'intensité d'émission pour un des deux �tés du milieu (ily a symétrie, le pompage s'e�etuant de manière identique de haque �té dumilieu) alulés à partir d'une méthode de type Monte Carlo. Les ourbesbleue et rouge orrespondent respetivement au pro�l de l'intensité d'émissionintégrée sur le temps (fenêtre de 1 µs) pour une intensité pompe de L±

A,in =

2.24×1030 m−2.s−1 et L±
A,in = 4.48×1030 m−2.s−1. Les paramètres sont dé�nisdans le tableau V.1.Carlo ne onverge pas vers la solution de l'etr mais donne bien un résultat pour un pulsede pompe.En plus de aluls basés sur la méthode de Monte Carlo pour l'approximation de la dif-fusion et à partir desquels elle montre un résultat semblable au n�tre, l'équipe deWiersmaa réalisé une série d'expérienes montrant l'existene de e phénomène (Mujumdar et al.2004) dans le as de poudres de Ti:Saphire.De tels pis ont également été visualisés dans des tissus biologiques imbibés de moléulesde rhodamine 6G (Polson et Vardeny 2004; Polson et Vardeny 2005). L'expliationavanée est alors di�érente, elle fait intervenir un e�et de rétroation ohérente : par di�u-sion, des hemins fermés peuvent se former dans le milieu di�usant, on les appelle boules.Dans le as où la longueur l d'une boule est un multiple de la longueur d'onde λ, un phé-nomène d'interférene onstrutive a lieu. Comme le milieu est également ampli�ateur, lerayonnement est ampli�é au fur et à mesure qu'il parourt inlassablement la boule e quifait apparaître un pi sur le spetre de l'intensité émise. Aussi, si la struture du milieuhange, les boules ne seront plus les mêmes et don les fréquenes pour lesquelles des pisapparaissent non plus. C'est ainsi que le spetre d'émission obtenu par Polson est trèsdi�érent dans le as d'un tissu sain présentant peu d'hétérogénéités et d'un tissu anéreuxpossèdant une struture beauoup plus omplexe. Quel que soit le méanisme physiquemis en jeu (e�et des hemins longs ou loalisation d'Anderson), e résultat onstitue unevéritable signature de la struture d'un tissu biologique.
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Fig. V.9 � Distributions d'intensité d'émission alulées à partir d'une méthode de typeMonte Carlo en fontion du nombre de di�usions. Le résultat est donnépour un des deux �tés du milieu, le omportement étant identique pour le�té opposé puisqu'il y a pompage des deux �tés. Les �gures (a) et (b) or-respondent respetivement à la distribution d'intensité d'émission pour uneintensité de pompe de L±
A,in = 2.24× 1030 m−2.s−1 (avant le seuil) et L±

A,in =
4.48 × 1030 m−2.s−1 (après le seuil). Les paramètres sont dé�nis dans le ta-bleau V.1. L'intégration temporelle du �ux s'e�etue sur un temps de 1 µs.Dé�nition 5 : intensité d'émission en fontion du nombre de di�usionsLa �gure V.9 représente la distribution de l'intensité d'émission en fontion du nombred'événements de di�usion. Ce résultat obtenu par méthode de Monte Carlo est direte-ment relié au préédent et son interprétation est identique. Au-delà du seuil laser, de rareset longs hemins apparaissent. Au ontraire d'un milieu absorbant, dans le as d'un milieuampli�ateur, es hemins sont prépondérants, l'intensité qui les parourt étant ampli�éeexponentiellement. On remarque ainsi qu'au delà du seuil laser, la distribution de l'intensitéémise devient roissante en fontion du nombre d'événements de di�usion (voir Fig. V.9 (b)),alors qu'elle est déroissante avant le seuil (voir Fig. V.9 (a)). Ce résultat est identique àelui exposé par l'équipe de Wiersma (Mujumdar et al. 2004).V.3.4 R�le de la di�usion dans un laser aléatoireComme nous venons de le voir, le seuil laser semble onditionné par l'existene de heminslongs au sein du milieu di�usant. Dès lors et a�n de bien rendre ompte de l'importane duphénomène de di�usion dans un laser aléatoire (en partiulier en guise de remplaement de laavité des lasers lassiques), nous avons réalisé la même série de aluls mais en supprimanttotalement la di�usion µs = 0. À haque fois, il n'était plus possible de visualiser de seuillaser. Cependant, en mettant en plae des ré�exions sur les parois du milieu, un seuil était denouveau visible mais il s'agit dans e as d'un fontionnement se rapprohant de elui d'unlaser lassique à olorant (sans prendre toutefois en ompte les e�ets ohérents, primordiauxdans e type de laser, puisque le alul s'e�etue à l'aide d'équations de transport).



100 Chapitre V. Laser aléatoire ave rétroation inohérenteV.3.5 ConlusionDans ette première partie sur les lasers aléatoires, nous avons montré la possibilité dedé�nir un seuil laser ave rétroation inohérente. En partiulier, nous avons montré queles di�érentes approhes déjà existantes sont toutes ohérentes entre-elles. L'originalité deette partie réside également dans le fait que nous avons obtenu tous es résultats à partird'un modèle plus �n que eux existants basé sur un ouplage entre l'équation de relaxation etl'etr. En e�et, la plupart des autres modèles se basent sur une approhe phénoménologiqueà une dimension (Noginov et al. 2004) ou l'approximation de la di�usion (Mujumdaret al. 2004). Dans la deuxième partie, nous allons quanti�er le seuil laser à partir d'uneapprohe modale de l'etr. Nous verrons que ette approhe permet de loaliser le seuillaser au-delà des préditions de l'approximation de la di�usion.V.4 Une dé�nition modale du seuil laserDans ette setion, nous montrons qu'il est possible de dé�nir le seuil laser à l'aide d'unedéomposition modale de la luminane. Dans un premier temps, nous présentons la théoriede ette approhe. Puis nous évoquerons la méthode de alul numérique permettant deomparer l'approhe modale à la solution omplète du problème du laser aléatoire.V.4.1 Méthode modaleL'étude modale est fondée sur la déomposition en modes propres de l'etr (Case et Zwei-fel 1967). Il est important de noter que nous développons ii une méthode modale pourun système moyenné. Il ne s'agit pas d'une méthode permettant de dérire une résolutionpartiulière du système désordonné.Du problème ouplé vers une seule équation de transfertL'idée de la méthode modale onsiste à trouver le moyen de s'a�ranhir de la omplexité duproblème ouplé (représenté par les équations V.11, V.13 et V.14) pour ne onserver qu'uneseule etr faisant intervenir un oe�ient ampli�ateur uniforme et onstant. Ainsi, pourle faiseau d'émission (en omettant l'indie E pour la luminane d'émission), nous avons :
(

1

c

∂

∂t
+ µ

∂

∂z

)
L (z, µ, t) =− µaL (z, µ, t)︸ ︷︷ ︸absorption intrinsèqueau milieu −µsL (z, µ, t) +

µs

2

∫ +1

−1

p (µ′, µ)L (z, µ′, t) dµ′

+ σemN1 (z, t)L (z, µ)︸ ︷︷ ︸émission stimulée . (V.36)Considérer l'exitation des moléules omme uniforme et onstante revient dans l'équationpréédente à retenir N1 = Cte pour tout z et pour tout t. Ces hypothèses seront véri�éesa posteriori lors de la omparaison de l'approhe modale ave le alul numérique. L'etr



V.4. Une dé�nition modale du seuil laser 101peut alors se mettre sous la forme :
(

1

c

∂

∂t
+ µ

∂

∂z

)
L (z, µ, t) =− [(µa − σemN1)︸ ︷︷ ︸

=µ′

a<0

+µs]L (z, µ, t)

+
µs

2

∫ +1

−1

p (µ′, µ)L (z, µ′, t) dµ′. (V.37)Il apparaît un oe�ient d'absorption e�etif µ′
a qui est négatif (gain). On fait l'hypothèseque |µa − σemN1| < µs ave µ′

a < 0, e qui permet de dé�nir un albédo e�etif a′ donnépar :
a′ =

µs

µ′
a + µs

et alors a′ > 1. (V.38)Le oe�ient d'extintion e�etif sera alors donné par µ′
e = µ′

a + µs et l'épaisseur optiquee�etive sera L′∗ = µ′
eL. Si µa = 0 (pas d'absorption intrinsèque du milieu), le oe�ientd'absorption e�etif est alors diretement l'opposé du oe�ient de gain : µ′

a = −µg. Danstoute la suite, on retiendra µa = 0 mais ela ne hange rien à la généralité.En onlusion, nous avons a�aire au même type d'équation que dans un milieu absorbantet di�usant mais ave un albédo e�etif plus grand que 1 : a′ > 1. C'est un milieu avegain. L'albédo e�etif est relié à l'intensité de pompe dans le milieu. Cette relation n'estpas triviale est néessitera une résolution numérique. On peut néanmoins retenir que plusl'intensité de pompe sera élevée et plus l'albédo e�etif sera supérieur à 1. L'unique etrpourra être tout naturellement résolue par la méthode des ordonnées disrètes dans le asd'une géométrie plane (voir Ann. C). Numériquement, la méthode permettra égalementd'obtenir les informations sur les modes propres de l'etr en présene de gain.L'étude modale de l'équation V.37 et son lien ave le seuil laser vont maintenant être pré-sentés tout d'abord dans le as d'une indiatrie de di�usion isotrope, puis étendu au asanisotrope, e dernier ne pouvant être résolu que numériquement. Ensuite, nous aborderonsle as du régime di�usif pour lequel un résultat intéressant peut être déduit. Nous montre-rons en �n de hapitre qu'il est possible de retrouver l'ensemble de es résultats en étudiantles modes de l'etr en régime stationnaire (voir Se. V.4.5).Étude modale instationnaire en di�usion isotropeDans le as de la di�usion isotrope, l'étude modale peut s'e�etuer de manière analy-tique (Case et Zweifel 1967) (voir Ann. E). Retenons une fontion de phase onstante(p (µ′, µ) = 1). L'équation V.37 devient :
(

1

c

∂

∂t
+ µ

∂

∂z

)
L (z, µ, t) = −µ′

eL (z, µ, t) +
µs

2

∫ +1

−1

L (z, µ′, t) dµ′. (V.39)Cherhons maintenant un mode propre de ette équation sous la forme (voir Chap. III) :
L (z, µ, t) = Gks (µ) exp [ikz + s (k) t] . (V.40)Cette forme est obtenue par transformée de Fourier spatiale de la luminane (k est ainsiréel, on superpose les modes spatiaux). À k �xé, s est une valeur propre temporelle de



102 Chapitre V. Laser aléatoire ave rétroation inohérentel'etr, elle peut prendre des valeurs omplexes. Gks (µ) est le veteur propre assoié, il nedépend que de la diretion µ.Loaliser le seuil laser revient à reherher les onditions sur k pour que la partie réelle de
s (k) soit positive est ainsi avoir une intensité qui diverge exponentiellement temporellement.En posant µ′

e + s (k) /c = ikα′, on en déduit la struture du mode (voir Ann. E) :
Gks (µ) = VP

[
µs

2ik (α′ + µ)

]
+ λ (α′) δ (α′ + µ) (V.41)où VP désigne la valeur prinipale, δ la distribution de Dira et où λ est une fontionquelonque de α′.

• si α′ ∈ ]−1, 1[, alors α′ ∈ R. D'après la dé�nition de α′, on a R [s (k)] = −1. Or, pourêtre au-delà du seuil laser, il faut que la partie réelle de s (k) soit positive. Il est donimpossible d'avoir un seuil laser dans e as.
• si α′ /∈ ]−1, 1[, α′ + µ 6= 0. On montre alors que pour k �xé, il n'existe qu'une paire devaleurs propres temporelles ±s0 dé�nies par (voir Ann. E) :

s0 (k) = −µ′
ec +

kc

tan (k/µs)
pour |k| < πµs

2
. (V.42)À noter que k est réel et ainsi s0 l'est également. Reherher la valeur de k pour laquelle

s0 devient positive revient à reherher la taille L du milieu au delà de laquelle le systèmepasse le seuil laser, si on pose que le mode prépondérant orrespond à k = π/L (propriétéde la transformée de Fourier). Cette longueur limite L devient alors la longueur ritiqueet est notée lcr (Letokhov 1968; Wiersma et Lagendijk 1996; Cao 2003). Ainsi, demanière exate, elle est donnée par :
π

µ′
elcr

= tan

(
π

µslcr

)
. (V.43)On voit don lairement que la notion de longueur ritique est impliitement ontenuedans l'etr. Au-delà de la longueur ritique, nous avons e qu'on appelle une bombephotonique, notion à rapproher de la bombe atomique pour laquelle existe le seuil demasse ritique.



V.4. Une dé�nition modale du seuil laser 103Remarque : Nous renontrons fréquemment dans la littérature (Wiersma et Lagendijk1996) une expression de la longueur ritique donnée par les longueurs de di�usion ls et degain lg (inverse du oe�ient de gain µg). En e�et, en e�etuant un développement limitéde la tangente dans l'équation V.42 pour les petits k, on obtient :
s0 ∼

k

k/µs + k3/ (3µ3
s)
− µ′

e ∼ µs −
k2

3µs

− µ′
e. (V.44)En retenant omme dans le as exat s0 = 0 et k = π/lcr, nous retrouvons la formulationbien onnue de la longueur ritique (Letokhov 1968;Wiersma et Lagendijk 1996; Cao2003) (as où il y a absene d'absorption intrinsèque par le milieu µ′

a = −µg) :
lcr = π

√
lslg
3

. (V.45)À noter que faire l'approximation des petits k revient à onsidérer les grandes éhellesd'espae. L'expression de la longueur ritique trouvée préédemment orrespond en fait àelle qu'on trouverait dans le as de l'approximation de la di�usion. Cela peut se véri�er parexemple failement sur l'expression du �ux transmis par une tranhe élairée sous inidenenormale (voir Ann. H) :
φ+sort,di� (t) =

Ein H (t)Di

L+ 2z0

∞∑

n=1

nπ

L+ 2z0
sin

[
nπL

L+ 2z0

]
exp

[
− n2π2Dt

(L+ 2z0)
2 − µ′

act

] (V.46)ave Di = cltr/3 oe�ient de di�usion en régime instationnaire (voir Chap. III), z0 longueurd'extrapolation (voir Ann. I) et H fontion d'Heavyside. La ondition d'obtention d'uneexponentielle divergente en temps redonne la longueur ritique pour n = 1 et z0 = 0. C'estl'approhe initiale suivie par Letokhov (Letokhov 1968).Quel albédo e�etif pour atteindre le seuil laser ? Il est intéressant dans l'équa-tion V.43 d'exprimer l'albédo e�etif (relié à l'intensité de pompe) néessaire pour atteindrele seuil laser en fontion de la largeur du milieu. De plus, nous pouvons ii prendre en omptela présene de ré�exions internes aux interfaes (i.e. n2 6= 1) en augmentant la largeur dumilieu de deux fois la longueur d'extrapolation z0 (voir Ann. I) (Rossum et Nieuwenhui-zen 1999). Ainsi, les oordonnées d'annulation de la densité d'énergie de part et d'autre dela ouhe di�usante seront bien intégrées à la théorie. L'équation V.43 devient :
π

µ′
e (L+ 2z0)

= tan

[
π

µs (L+ 2z0)

]
⇒ πa′

µs (L+ 2z0)
= tan

[
π

µs (L+ 2z0)

]

πa′ls
L+ 2z0

= tan

[
πls

L+ 2z0

]
. (V.47)L'albédo e�etif au seuil laser est alors donné par :

a′seuil,etr =
L+ 2z0
πls

tan

(
πls

L+ 2z0

)
. (V.48)



104 Chapitre V. Laser aléatoire ave rétroation inohérenteÉtude modale instationnaire en di�usion anisotropeDans le as de la di�usion anisotrope, il est néessaire de faire appel à un ode de alulutilisant la méthode des ordonnées disrètes a�n de retrouver numériquement les modespropres de l'etr (voir Ann. C). Il a été véri�é numériquement que l'ensemble des résul-tats mentionnés i-dessus de manière analytique restent vrais omme nous allons pouvoirl'appréier dans la setion V.4.3.Étude en approximation de la di�usionLa plupart des travaux réalisés sur les lasers aléatoires en régime de rétroation inohé-rente l'ont été prinipalement en utilisant l'approximation de la di�usion (Letokhov 1968;Wiersma et Lagendijk 1996; Berger et al. 1997; Soest 2001). D'après l'équation V.46,on peut érire l'expression de l'albédo e�etif de seuil en fontion de la longueur du milieu :
(L+ 2z0)

2 = −π
2

3
ltrl

′
a ave l′a < 0 longueur d'absorption e�etive (V.49)et z0 longueur d'extrapolation, e qui donne :

a′seuil,di� =
1

1− π2l2s/
[
3 (1− g) (L+ 2z0)

2] (V.50)Ce résultat est évidemment identique à elui qu'on trouverait en faisant une étude modaledirete de l'équation de la di�usion tout omme ela a été proposé par Letokhov (Letokhov1968).Il est intéressant de noter que la dépendane de l'albédo e�etif par rapport à la largeur demilieu suit une loi en 1/L2. Ce résultat est propre au régime di�usif dans le as de lasersaléatoires en régime inohérent. Dans le as de modes loalisés présents dans les lasers enrégime ohérent, ette dépendane devient exponentielle (Burin et al. 2002). Notons queela pourrait onstituer un très bon ritère de disrimination de l'un ou l'autre des régimeslors d'expérienes.V.4.2 Reherhe de l'albédo e�etif en fontion de l'intensité depompeQue e soit analytiquement dans le as d'une fontion de phase isotrope ou numériquementpour une di�usion anisotrope, nous sommes maintenant en mesure de aluler l'albédoe�etif à atteindre pour être au-delà du seuil laser. Pour valider ette approhe modale, ilnous faut maintenant un moyen de déterminer la relation qui existe entre l'albédo e�etif etl'intensité de pompe. Pour ela, nous devons résoudre numériquement le problème oupléomplet orrespondant aux équations V.11, V.13 et V.14 non sans faire une approximationsur la largeur spetrale de l'émission spontanée.



V.4. Une dé�nition modale du seuil laser 105Approximation monohromatiqueDans ette méthode de alul numérique, nous ne faisons que l'hypothèse d'un pro�l deraie du type Dira pour l'émission (i.e. g′ (ν) = δ (ν − νE)). Les propriétés de di�usiondes partiules sont anisotropes, la luminane onserve sa dépendane angulaire et l'indieoptique du milieu di�usant peut être di�érent de l'unité (i.e. n1 = n3 = 1 et n2 6= 1) e quiautorise les ré�exions internes. Les équations du laser aléatoire deviennent :
∂N1

∂t
(z, t) =σabs [Nt −N1 (z, t)]

(
L+

Ac + L−
Ac

)
(z, t)− N1 (z, t)

τe
+

∫ +1

−1

{
σabs [Nt −N1 (z, t)]

× LAd (z, µ, t)− σemN1 (z, t)LE (z, µ, t)

}
dµ, (V.51)
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c

∂

∂t
± ∂

∂z

)
L±

Ac (z, t) =− [σabs (Nt −N1 (z, t)) + µs]L
±
Ac (z, t) (V.52)
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c

∂

∂t
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∂
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)
LAd (z, µ, t) =− [σabs (Nt −N1 (z, t)) + µs]LAd (z, µ, t) +

µs

2

∫ +1

−1

p (µ′, µ)

× LAd (z, µ′, t) dµ′ +
µs

2
p (µ, 1)L+

Ac (z, t) +
µs

2
p (µ,−1)L−

Ac (z, t) ,(V.53)
(

1

c

∂

∂t
+ µ

∂

∂z

)
LE (z, µ, t) = [σemN1 (z, t)− µe]LE (z, µ, t)

+
µs

2

∫ +1

−1

p (µ′, µ)LE (z, µ′, t) dµ′ +
N1 (z, t)

2τe
. (V.54)En e qui onerne les onditions aux limites, elles s'érivent :

{
LAd,E (0, µ > 0, t) = R21 (|µ|)LAd,E (0, µ < 0, t) ,
LAd,E (L, µ < 0, t) = R23 (|µ|)LAd,E (L, µ > 0, t) ,

(V.55)
{

L+
Ac (0, t) = R21 (µ = 1)L−

Ac (0, t) + T12 (µ = 1)L+
A,in (t) faiseau pompe du milieu 1,

L−
Ac (L, t) = R23 (µ = 1)L+

Ac (L, t) + T32 (µ = 1)L−
A,in (t) faiseau pompe du milieu 3,(V.56)où les fateurs Tij et Rij sont les oe�ients de Fresnel respetivement de transmissionet de ré�exion en énergie (voir Chap. I).Pour e qui est de l'appliation des di�érenes �nies, par rapport au as de l'approximationà quatre �ux, il est néessaire de disrétiser en plus la variable angulaire µ. Pour ela, onutilise une quadrature de Gauss en prenant soin de véri�er les lois de Desartes auxinterfaes (voir Ann. C). En e qui onerne le reste de la méthode numérique, la méthodeest inhangée par rapport au as préédent. Les �ux de sortie du rayonnement émis sontdonnés par :

φ+
E,sort (t) =

∫ 1

0

T d
23 (|µ|)L+

E (L, t, µ)µdµ en m−2.s−1, (V.57)
φ−

E,sort (t) =

∫ 0

−1

T d
21 (|µ|)L−

E (0, t, µ)µdµ en m−2.s−1 (V.58)
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ij (|µ|) oe�ient de transmission du milieu i vers le milieu j pour la luminane (i.e.prise en ompte de la réfration) (voir Chap. I).V.4.3 Résultats numériquesPour pouvoir valider l'étude modale du seuil laser, il est néessaire de pouvoir alulerl'albédo e�etif a′ relié à l'intensité de pompe. Nous proédons omme-suit :1. Le ode de alul en approximation monohromatique résoud le problème ouplé enentier numériquement pour di�érents niveaux de pompe. La ourbe donnant l'intensitéd'émission en fontion de l'intensité de pompe nous permet aisément de déduire laposition du seuil (position de la assure dans la pente).2. Une fois l'intensité de seuil déterminée, le alul de l'albédo e�etif orrespondant sefait par la formule suivante, issue des équations V.37 et V.38 :

a′ =
µs

µ′
a + µs

=
µs

µa − σem〈N1 (z)〉+ µs

=
1

1/a− lsσem〈N1 (z)〉 (V.59)Pour aluler la moyenne spatiale (〈· · · 〉) de la densité de population des moléulesexitées pour le niveau de pompe orrespondant au seuil laser, on retient l'instant toù elle est maximale.3. Finalement l'albédo e�etif trouvé est omparé
• dans le as de la di�usion isotrope à elui de la formule analytique V.48.
• dans le as de la di�usion anisotrope à elui déterminé par le alul numérique desmodes propres e�etué par le méthode des ordonnées disrètes.Valeurs numériquesLe tableau V.3 résume les propriétés du milieu utilisées dans le adre du alul présentéi-après. Valeurs numériques
L+

A,in ∈[0.00× 1030, 4.00× 1031]m−2.s−1 L−
A,in ∈[0.00× 1030, 4.00× 1031]m−2.s−1

T1/2 =14ns τe =3.2× 10−6 s
σabs =3.00× 10−24 m2 σem =3.00× 10−23 m2

λA = c/νA =532nm Nt =1.6× 1025 m−3

a =1 g =0.8
fontion de phased'Henyey-Greenstein

n1 = n3 =1.00 n2 =1.33

ls = 1/µs =100µm L ∈[0.7, 2.5]mm
t− =−15ns t+ =25ns
∆z ∈[1.4, 5]× 10−5 m ∆t =4× 10−15 sTab. V.3 � Valeurs numériques retenues pour modéliser un laser aléatoire formé d'unepourdre de Ti:saphire.



V.4. Une dé�nition modale du seuil laser 107Pour la quadrature de Gauss, le nombre de disrétisations angulaires est de l'ordre dequelques dizaines seulement. Nous hoisissons un pro�l gaussien pour la puissane de pompe(injetée de manière identique deux �tés du milieu) sous la forme :
L±

A,in (t) = L±
A,in exp

(
− t2

T 2

) ave T =
T1/2

2
√

ln 2
(T1/2 étant la largeur à mi-hauteur)(V.60)Détermination de l'intensité de pompe de seuil laser
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, sort(t)dt(m

−
2

)

Fig. V.10 � Traé de l'intensité d'émission sortant du milieu en fontion de l'intensitéde pompe pour une largeur de milieu di�usant de L = 1 mm. L'intégrationtemporelle du �ux se fait sur la fenêtre t ∈ [t−, t+]. Les paramètres sont dé�nisdans le tableau V.1. Le pompage optique s'e�etue de manière identique desdeux �tés du milieu. Le seuil laser orresspondant à la assure dans le traéde la ourbe est visualisé à l'aide de la roix rouge.La �gure V.10 représente le résultat de la simulation numérique en utilisant la méthodedite de l'approximation monohromatique. Y est traée l'intensité d'émission en fontionde l'intensité de pompe pour une largeur de milieu L = 1mm. Les variations de l'intensitéde pompe nous permettent failement de déteter la position du seuil laser. Elle est donnéepar la assure dans le traé de la ourbe.Détermination de l'albédo e�etif de seuil par alul numérique ompletPour le seuil déteté sur la �gure V.10, nous reherhons l'albédo e�etif orrespondant.La �gure V.11 dérit les variations de la densité de population du niveau exité. Nousutilisons la densité maximum pour le alul de l'albédo e�etif de seuil. C'est pourquoi,on peut onsidérer que dans un laps de temps su�samment long, la densité de populationreste onstante en première approximation (dérivée temporelle nulle). De plus, le traé deette quantité en fontion de la profondeur dans le milieu donne un résultat quasi uniforme
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Fig. V.11 � Densité de population N1 du niveau exité en fontion du temps moyennéespatialement pour le niveau de pompe orrespondant au seuil laser déteté surla �gure V.10. Le point retenu pour le alul de l'albédo e�etif est représentépar une roix rouge. Nous sommes prohe du seuil mais légérement en-deçàe qui explique l'absene d'osillations.grâe en partiulier à la présene des ré�exions internes omme le montre la �gure V.12.Nous obtenons alors : a′ = 1.027 . On voit nettement qu'ave une intensité de pompephysiquement réalisable, on obtient des albédos e�etifs prohes de 1.Détermination de l'albédo e�etif de seuil par approhe modalePour e�etuer la omparaison ave l'approhe modale, il reste à aluler numériquementl'albédo e�etif à partir de la méthode des ordonnées disrètes. Cette méthode nous permetde déterminer tout d'abord la longueur d'extrapolation z0 (voir Chap. III). Pour un albédoprohe de 1, elle vaut z0 = 0.773 mm. En utilisant ensuite ette valeur et par dihotomie,on reherhe la valeur de l'albédo e�etif qui donne s0 [k = π/ (L+ 2z0)] = 0. On trouve
a′seuil,etr = 1.028 e qui est en parfait aord ave la valeur trouvée lors de la résolution duproblème ouplé.Comparaison des albédos e�etifs pour di�érentes largeurs de milieuLa �gure V.13 représente des résultats plus omplets en faisant varier la largeur du milieu.On voit nettement que pour des largeurs trop faibles, il sera impossible d'atteindre un seuillaser. Mentionnons néanmoins que dans la pratique, il est quasi impossible d'atteindre desalbédos e�etifs au-delà de 1.05. On note de plus que l'approhe modale en approximationde la di�usion dévie fortement de elle en etr. Si ela ne se voit que relativement faiblementsur l'albédo e�etif, en revanhe, une fois onverti en intensité de pompe, on obtient deséarts relatifs beauoup plus importants. Par exemple, pour L = 0.7 × 10−3 m, l'approhemodale en di�usion donne un albédo e�etif de seuil a′seuil,di� = 1.033 orrespondant à une
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Fig. V.12 � Densité de population N1 du niveau exité en fontion de la profondeur dansle milieu pour le niveau de pompe orrespondant au seuil laser déteté sur la�gure V.10 et à l'instant onsidéré sur la �gure V.11.intensité de pompe de 1.0 × 10−24 m−2 alulée numériquement ave le problème ouplé.L'approhe modale etr donne quant à elle un albédo e�etif de seuil a′seuil,etr = 1.037 soiten intensité de pompe 1.5× 10−24 m−2. L'éart relatif sur l'intensité de pompe est alors de
50 % entre l'étude modale en etr et elle en approximation de la di�usion. Cette dernièreapprohe souvent utilisée ne rend pas du tout ompte du niveau de seuil orretement dansles as de faibles épaisseurs optiques.Distribution angulaire de la luminane d'émissionA�n de valider totalement la méthode modale, on peut au �nal s'intéresser à la répartitionangulaire de la luminane d'émission. Ainsi, nous pouvons omparer le mode Gks (µ) pour
[k, s] = [π/ (L+ 2z0) , 0] ('est à dire au seuil laser) ave la répartition angulaire de laluminane d'émission spontanée alulée au temps du maximum de la densité de population('est à dire au seuil laser également) et au milieu de la ouhe di�usante.En reprenant les mêmes paramètres que préédemment, nous obtenons les résultats des�gures V.15 et V.16.Dans le as où les ré�exions internes sont absentes (i.e. n2 = 1), la dépendane diretion-nelle de l'émission est bien dérite par l'étude modale en omparaison à l'étude numériqueomplète. On remarque en partiulier que plus le milieu devient �n et plus la distributiondevient anisotrope. En e�et, dans e as, l'approximation de la di�usion n'est plus valablee qui se traduit par une anisotropie de la luminane (voir Chap. III).En revanhe, si des ré�exions internes sont présentes, le seuil laser est très bien dérit maispas la struture angulaire du mode. En e�et, la di�ulté prinipale réside dans le fait qu'ilfaut prendre en ompte orretement la présene des ré�exions internes. Cela se fait à partirde la longueur d'extrapolation z0 dans ette étude e qui n'est adapté a priori que pour lerégime di�usif. La résolution de e problème passera inévitablement par l'étude des vrais
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Fig. V.13 � Traé des albédos e�etifs de seuil pour di�érentes largeurs L de milieu.L'étude modale est ainsi validée même en présene de ré�exions internes(i.e. n2 = 1.33) et pour des oe�ients d'anisotropie élevès (i.e. g = 0.8).On note une déviation ave la méthode modale établie en approximation dela di�usion pour des largeurs de milieu su�samment faibles.modes d'une ouhe (et non pas des modes d'un milieu in�ni omme étudiés ii) e quipermettra de prendre en ompte proprement la struture �nie du milieu et de s'a�ranhirde la longueur d'extrapolation z0 (Kim et Shotland 2006).Dans le as de larges milieux, le gain n'est pas uniforme, en partiulier s'il n'y a pas deré�exions internes et si le pompage optique ne s'e�etue que d'un seul �té. La zone oùle gain est su�samment important pour engendrer un e�et laser et appelé � volume degain � (Soest 2001; Cao 2003). Le fait de faire intervenir les vrais modes d'une ouhepermettrait également de prendre en ompte l'existene de e volume.V.4.4 ConlusionDans ette partie, nous avons montré la possibilité de dé�nir un seuil laser en régime derétroation inohérente à partir d'une étude modale de l'etr en présene de gain. Des om-paraisons ave la résolution numérique du problème ouplé omplet ont démontré la validitéde ette approhe. Il a également été prouvé que pour ertains systèmes, l'approximationde la di�usion n'est plus valide et proure des résultats éloignés de la réalité physique.V.4.5 Remarque : étude modale stationnaire en di�usion isotropeLe but de l'étude en régime stationnaire est de montrer que l'on peut retrouver la formula-tion de la longueur ritique (équation V.43 donnée préédement par une étude modale enrégime instationnaire) à l'aide d'un ritère simple stipulant qu'au delà du seuil, il n'est paspossible d'obtenir une solution stationnaire physiquement aeptable. En régime indépen-
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+ A
, in(t)+L− A

, in(t)dt(m−
2

)

L (m)Fig. V.14 � Dans le but de donner une vision plus physique du seuil, nous avons traé l'in-tensité de seuil en fontion de la largeur du milieu. Les points orrespondentà eux de la �gure V.13.dant du temps, l'équation V.39 devient :
µ
∂L

∂z
(z, µ) = −µ′

eL (z, µ) +
µs

2

∫ +1

−1

L (z, µ′) dµ′. (V.61)La déomposition modale de la luminane en régime stationnaire se limite au terme spa-tial (Case et Zweifel 1967) (voir Ann. E) :
L (z, µ) = Gk (µ) exp [ikz] . (V.62)La struture du mode s'érit alors :
Gk (µ) = VP

[
µs/2

ikµ+ µ′
e

]
+ δ (ikµ+ µ′

e)λ (k) . (V.63)Tout omme dans le as instationnaire, deux as se présentent alors :
• si ik /∈ ]−1/µ′

e, 1/µ
′
e[, alors k ∈ iR. Cela donne un mode réel pour la luminane, elle estdon parfaitement dé�nie et on ne pourra pas visualiser de seuil dans e as.

• si ik ∈ ]−1/µ′
e, 1/µ

′
e[, ikµ + µ′

e 6= 0. L'équation V.63 devient alors :
Gk (µ) =

µs/2

ikµ+ µ′
e

. (V.64)Après intégration sur la variable angulaire µ, on montre qu'il y a deux solutions notées
±k0 véri�ant :

{ si a′ > 1 ⇒ k0 ∈ R,si a′ < 1 ⇒ k0 ∈ iR. (V.65)Comme nous venons de le mentionner, dans le as ampli�ateur, la luminane présente desosillations. Par intégration sur les diretions µ, la densité d'énergie présente les mêmes
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(b)Fig. V.15 � Traé des modes normalisés de seuil laser pour le alul omplet (ourberouge) et pour le alul modal (ourbe bleue) dans le as n2 = 1 et L =
1.6 × 10−3 m (a) et L = 2.5 × 10−3 m (b). On remarque un très bon aordentre les deux aluls. De plus, plus le milieu devient �n et plus la distribu-tion est anisotrope. L'approximation de la di�usion n'est en e�et plus valabledans e as. Notons toutefois que la position du seuil est mal dérite dansette situation ar l'absene de ré�exions internes ne permet pas l'établisse-ment d'une densité de population uniforme dans le milieu.osillations de période λ = 2π/ |k0|. En e�et, d'après l'équation V.64, les intégrations desveteurs propres Gk0

et G−k0
sur les diretions µ sont identiques, ela fait apparaître unterme en sin (|k0| z). Physiquement, la densité d'énergie ne peut devenir négative. Il estdon néessaire de se limiter à une arhe de sinusoïde positive. Ainsi, la largeur ritiqueest donnée par :

lcr =
π

|k0|
(V.66)Nous savons désormais que pour a′ > 1, nous pouvons retenir k0 ∈ R

+. Ainsi, la relationde dispersion donnée par l'intégration sur µ de l'équation V.64 devient :
1 =

µs

k0
arctan (µ′

ek0) (V.67)Soit �nalement pour la largeur ritique :
π

µ′
elcr

= tan

(
π

µslcr

) (V.68)Ce résultat est identique à elui trouvé lors du alul en régime instationnaire (équa-tion V.43).Dé�nition du oe�ient de di�usion stationnaire en milieu ampli�ateurLe valeur propre disrète k0 est la plus petite en module de tout le spetre et 'est la seulequi soit disrète. Toutes les autres appartiennent à un ontinuum.
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(b)Fig. V.16 � Traé des modes normalisés de seuil laser pour le alul omplet (ourberouge) et pour le alul modal (ourbe bleue) dans le as n2 = 1.33 et
L = 0.7 × 10−3 m (a) et L = 2.5 × 10−3 m (b). On remarque un bon aordentre les deux aluls uniquement pour le as di�usif et les grands angles dansle as non di�usif. E�etivement, ii il est très di�ile d'être quantitatif àause des ré�exions internes. La prise en ompte de la longueur z0 amélioreonsidérablement les résultats pour la reherhe de la position du seuil maisne permet pas de dérire proprement les modes en dehors du régime di�usifpour lequel z0 est adaptée. Il faudrait pour ela onsidérer les modes exatsd'une ouhe au lieu des modes du milieu in�ni dans lequel on retient arti�-ellement un mode partiulier (k = π/ (L+ 2z0)).Dans le as absorbant (a′ < 1), elle est imaginaire pure et orrespond don au modequi s'atténue le moins vite spatialement (donné par exp [ikz]). C'est don ette valeurqu'il faut utiliser pour aluler orretement le oe�ient de di�usion en régime station-naire (voir Chap. III) donné par Ds = −cµ′

a/k
2
0.Dans le as ampli�ateur, (a′ > 1), elle est réelle et orrespond à un mode osillant mais'est également ette valeur propre qu'il faut retenir pour le oe�ient de di�usion. Ene�et, les valeurs propres du ontinuum étant imaginaires pures (k ∈ iR), les modes assoiéss'atténuent, e qui n'est pas le as du mode k0. En milieu ampli�ateur, le oe�ient dedi�usion est bien dé�ni, réel positif, puisqu'il s'érit Ds = −cµ′

a/k
2
0.En onlusion, que e soit en milieu absorbant ou ampli�ateur, l'approximation de ladi�usion existe. Il faut toutefois noter que dans e dernier as, la taille du système ne devrapas dépasser la largeur ritique pour qu'une solution stationnaire existe mais être toutefoissu�samment grande pour espérer atteindre le régime di�usif.V.5 ConlusionDans e travail sur les lasers aléatoires en régime de rétroation inohérente, nous avonsdéveloppé un modèle basé sur le ouplage entre l'équation de relaxation et l'etr. Ce modèle,plus �n que l'approximation de la di�usion, a permis dans un premier temps de montrer



114 Chapitre V. Laser aléatoire ave rétroation inohérentela ohérene entre les diverses dé�nitions du seuil laser renontrées dans la litérature. Enpartiulier, il est important de noter qu'un seuil laser existe dans un régime qui n'est paselui de la loalisation d'Anderson.Nous avons ensuite herhé à établir un lien entre l'étude des modes de l'etr en présenede gain et le seuil laser. Cette étude s'est onrétisée par une omparaison satisfaisanteentre le seuil laser déduit de l'approhe modale et elui alulé numériquement par réso-lution omplète des équations du laser aléatoire. En guise de perspetives, ette approhedevrait être améliorée en prenant en ompte la struture omplète des vrais modes d'uneouhe di�usante, e qui permettra de dérire plus préisément la distribution angulaire del'intensité d'émission et le r�le du volume de gain.
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116 Chapitre VI. Émission dipolaire au sein d'un agrégat de di�useurs

Dans e hapitre, nous allons évoquer quantitativement la modi�ation du taux de �uo-resene d'une moléule (Purell 1946) plaée dans un milieu omplexe omposé dedi�useurs. Les di�useurs seront représentés par des dip�les életriques (as par exemple departiules dont le paramètre de taille X ≪ 1 (voir Chap. I) ou d'atomes). Une étude adéjà été réalisée dans le régime de di�usion simple en hamp prohe pour lequel des alulsnumériques peuvent failement être menés dans le as d'agrégats (luster en anglais) departiules diéletriques (Froufe-Pérez et Carminati 2007). Pour dérire les grandeursmoyennes, il est en partiulier possible de remplaer les di�useurs par un milieu e�etifhomogène de onstante diéletrique ǫe�.L'objetif de e travail est d'e�etuer une étude similaire dans le as du régime de di�usionmultiple. Ce régime peut être atteint de deux manières di�érentes. On peut par exempleaugmenter la taille du milieu omplexe e qui néessite l'augmentation du nombre de di�u-seurs. Comme nous le verrons dans la suite, la méthode numérique utilisée ne permet pasl'utilisation d'un grand nombre de di�useurs. Il est don néessaire de se tourner vers uneautre solution. La deuxième méthode onsiste à augmenter la polarisabilité des di�useurstout en restant dans des limites physiques aeptables. On onsidère don des di�useurs àrésonane. Que e soit dans le as de partiules diéletriques ou d'atomes, nous verrons quela polarisabilité à résonane est donnée par α (ω) = 6iπ/k3
0 où k0 = ω/c.L'étude en régime de di�usion multiple va porter sur la ompréhension de la statistiquedu taux d'émission de la soure �uoresente (moyenne et �utuations). En partiulier nousallons tenter de mettre au point un modèle nous permettant de trouver l'expression de lalongueur de di�usion orrigée. Pour aboutir à e résultat, une méthode onsiste à dé�nir unmilieu e�etif homogène équivalent d'indie ne� dont la partie imaginaire nous renseignerasur la longueur de di�usion ls. Des théories existent déjà omme la formule de Maxwell-Garnett (Mallet et al. 2005; Guérin et al. 2006). Nous verrons omment l'améliorerau as du système étudié.Dans un premier temps nous allons présenter en détail le système étudié et sa modélisation.Ensuite, nous évoquerons la méthode numérique utilisée pour obtenir la statistique du tauxd'émission. Nous présenterons alors diverses théories permettant d'obtenir un milieu e�etifhomogène équivalent. Pour les valider, nous omparerons les taux d'émission e�etif au tauxd'émission moyen du problème omplet. En�n, nous déduirons des modèles l'expression dela longueur de di�usion.



VI.1. Modélisation 117VI.1 ModélisationVI.1.1 Système physique étudiéNous hoisissons d'étudier un système physique omposé d'un agrégat sphérique de rayon
R ontenant N di�useurs. Ces di�useurs peuvent être soit des partiules diéletriques, soitdes atomes. Ils sont séparés d'une distane d'au moins dmin. Au entre de l'agrégat estprésente une moléule �uoresente unique onstituant la soure de lumière du système.Cette moléule est entourée par un volume d'exlusion sphérique de rayon dmin. L'ensembledu système est représenté sur la �gure VI.1.
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Fig. VI.1 � Le système étudié se ompose d'un agrégat de N di�useurs ontenant unemoléule �uoresente en son entre.VI.1.2 Modélisation de la moléule �uoresenteUne moléule �uoresente est équivalente à un dip�le életrique lassiqueNous allons herher à aluler la statistique du taux de �uoresente noté Γ de la moléuleplaée au entre de l'agrégat de di�useurs. En e�et, il est onnu depuis les années 1970que le taux d'émission dépend fortement de l'environnement de la moléule (Drexhage1970; Drexhage 1974; Chane et al. 1974b; Chane et al. 1974a; Chane et al. 1975a;Chane et al. 1975b; Rahmani 1998). Pour ela, nous nous onentrons sur le taux nor-malisé, 'est à dire la grandeur Γ/Γ0 où Γ0 est le taux de �uoresente de la moléule uniqueplaée dans le vide. Un alul quantique basé sur l'utilisation de la règle d'or de Fermipermet d'obtenir l'expression du rapport Γ/Γ0 (Cohen-Tannoudji et al. 1987; Novotnyet Heht 2006). Cependant, il est onnu que ela revient à aluler le rapport Γ/Γ0 dansle as d'un dip�le lassique (Chane et al. 1974b; Chane et al. 1974a; Chane et al.1975a; Chane et al. 1975b), formalisme que nous allons adopter dans e passage.PSfrag replaements
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En optique, une moléule �uoresente à deux niveaux peut don êtresimplement représentée par un moment dipolaire lassique de transition.Dans le problème étudié ii, on onsidère que la moléule est représentéepar un moment dipolaire p0 plaé en r0. La �gure i-ontre représenteune transition de l'état exité à l'état fondamental à la fréquene derésonane ω0.



118 Chapitre VI. Émission dipolaire au sein d'un agrégat de di�useursDétermination du taux d'émission �uoresenteLe taux d'émission �uoresente Γ orrespond à l'inverse de la durée de vie d'émission d'unemoléule �uoresente. Soit N1 (0) la population du niveau exité de la moléule à l'instant
t = 0. La population N1 à l'instant t est donnée par :

N1 (t) = N1 (0) exp [−Γt] . (VI.1)Un alul lassique onsiste simplement à appliquer le prinipe fondamental de la dynamiqueà un életron de la moléule (Thomas 2004) :
m
∂2r (t)

∂t2
= −mω2

0r (t)− eE (r, t) . (VI.2)Le terme −mω2
0r (t) orrespond à une fore de rappel de l'életron dans l'atome, ω0 étantalors la pulsation de la transition életronique. L'életron est aussi soumis à une ondemonohromatique dé�nie sous forme omplexe par :

E (r, t) = E (r, ω) exp [−iωt] . (VI.3)Ce hamp orrespond à elui rayonné par le dip�le et ré�éhi sur lui-même par l'environ-nement. On pose alors :
r (t) = r0 exp [−iωt] (VI.4)et on suppose qu'on néglige la variation en r dans le hamp :
−mω2r0 = −mω2

0r0 − eE (r0, ω) . (VI.5)Par dé�nition du moment dipolaire p = −er, on a :
(
ω2 − ω2

0

)
p0 =

e2

m
E (r0, ω) . (VI.6)Or, le hamp életrique réé par le dip�le en tout point de l'espae est donné par la fontionde Green par :

E (r, ω) = µ0ω
2
↔

G (r, r0, ω)p0. (VI.7)Ainsi, l'équation VI.6 devient :
(
ω2

0 − ω2
)
p0 =

µ0ω
2e2

m

↔

G (r0, r0, ω)p0. (VI.8)Déomposons ω sous la forme :
ω = ω′ + iω′′. (VI.9)L'équation VI.8 s'érit :
(
ω2

0 − ω′2 − 2iω′ω′′
)
p0 =

µ0ω
2e2

m

↔

G (r0, r0, ω)p0. (VI.10)



VI.1. Modélisation 119Le taux d'émission �uoresente est à rapproher du terme déroissant dans l'expression dudip�le, en faisant apparaître un fateur deux pour prendre en ompte le fait qu'on s'intéresseà la déroissane du hamp :
ω′′ = −Γ

2
. (VI.11)On hoisit ensuite de faire deux hypothèses : la première onsiste à retenir ω′ = ω0. Celasigni�e qu'on néglige le déalage en fréquene (ou déalage de niveau). Ensuite, on retient

ω = ω0 dans le tenseur de Green, 'est l'hypothèse perturbative. En prenant la partieimaginaire de l'équation VI.10, nous aboutissons à :
ω0Γp0 =

µ0ω
2
0e

2

m
I
[↔
G (r0, r0, ω0)

]
p0. (VI.12)Si on hoisit p0 ‖ u, le produit salaire par u de l'équation préédente devient :

Γ =
µ0ω0e

2

m
u · I

[↔
G (r0, r0, ω0)

]
u . (VI.13)Le tenseur de Green orrespond ii à elui alulé pour un environnement donné autour dela moléule. Ainsi le taux d'émission est fortement lié à l'environnement. Cet e�et est bienonnu des radios-amateurs. La puissane émise par une antenne est largement modi�ée parla présene dans son environnement diret d'objets métalliques plus ou moins volumineux.Dans le vide, la fontion de Green est solution de l'équation de propagation dont la densitéde ourants soures est j = −iω0p0δ (r− r0) :

∇×∇×
↔

G0 (r, r0, ω0)−
ω2

0

c2

↔

G0 (r, r0, ω0) =
↔

I δ (r− r0)

↔

G0 (r, r0, ω0) =
eik0R

4πR
VP

[
↔

I +
1

k2
0

∇r ⊗∇r

]
−

↔

I

3k2
0

δ (r− r0) (VI.14)ave k0 = ω0/c, R = ‖r− r0‖ et VP opérateur valeur prinipale (voir Ann. B). Dans le asoù le volume d'exlusion est sphérique, la partie imaginaire de ↔

G0 est donnée par :
lim
r→r0

I
[↔
G0 (r, r0, ω0)

]
=
k0

↔

I

6π
⇒ Γ0 =

e2ω2
0

6πǫ0mc3
. (VI.15)Ainsi, si on déompose la fontion de Green totale sous la forme :

↔

G (r0, r0, ω0) =
↔

G0 (r0, r0, ω0) +
↔

S (r0, r0, ω0) , (VI.16)nous obtenons :
Γ

Γ0
= 1 +

6π

k0
u · I

[↔
S (r0, r0, ω0)

]
u (VI.17)expression du taux d'émission normalisé identique à elle trouvée dans le adre de la théoriedes perturbations quantiques (Novotny et Heht 2006). Dans toute la suite, nous appel-lerons Γ la grandeur véri�ant l'équation VI.17. Ainsi, Γ ne sera le taux d'émission que dans



120 Chapitre VI. Émission dipolaire au sein d'un agrégat de di�useursle as de l'hypothèse de ouplage faible (orrespondant à l'hypothèse perturbative faite surle tenseur de Green : la durée de vie des modes du système est petite devant 1/Γ, ou, equi est équivalent, la largeur en fréquene des résonanes du système est grande devant Γ).À noter que Γ est proportionnel à la densité d'états loale (Novotny et Heht 2006). Desétudes ont également montré que les �utuations de Γ sont proportionnelles à la orrélationd'intensité c0 traduisant la struture loale de l'environnement de la soure (Shapiro 1999;Tiggelen et Skipetrov 2006).Puissane rayonnée et puissane absorbéeLe bilan d'énergie s'érit de la façon suivante : la puissane émise par le dip�le Pe se déom-pose en la somme d'une ontribution absorbée par l'environnement Pa et d'une ontributionémise en hamp lointain (traversant Σ et qui donne lieu don à la réation d'un vrai photon)
Pr. On a don l'égalité :

Pe =Pa + Pr

−1

2

∫

V

R [j · E∗] d3r =Pa + Pr (VI.18)
−1

2

∫

V

R [j∗ · E] d3r =Pa + Pr.
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EnvironnementΣComme j = −iω0p0δ (r− r0), on obtient :
−1

2
R [iω0p0 · E∗ (r0, ω0)] =Pa + Pr

−1

2
R
[
iµ0ω

3
0p0 ·

↔

G (r0, r0, ω0)p0

]
=Pa + Pr

µ0ω
3
0p

2
0

2
u · I

[↔
G (r0, r0, ω0)

]
u =Pa + Pr

mω2
0p

2
0

2e2
Γ =Pa + Pr. (VI.19)Dans le as du vide, nous avons :

mω2
0p

2
0

2e2
Γ0 = P0 (VI.20)où P0 est la puissane rayonnée dans le vide. Finalement, lerapport des deux donne :

Γ

Γ0

=
Pa

P0

+
Pr

P0

⇒ Γ

Γ0

=
ΓNR

Γ0

+
ΓR

Γ0

. (VI.21)Comme le montre l'équation préédente, on déompose souvent le taux d'émission en unepartie non-radiative (absrobée par l'environnement) et une partie radiative (rayonnée enhamp lointain et donnant don lieu à la réation d'un photon réel).



VI.1. Modélisation 121VI.1.3 Modélisation des di�useurs dipolaires à résonaneDans le but de onsidérer le régime de di�usion multiple sans pour autant augmenter demanière inonsidérée le nombre de di�useurs, nous allons onsidérer des di�useurs dipolairesà résonane. Pour ela, nous pouvons hoisir des partiules diéletriques ou des atomes pourlesquels nous allons déterminer la polarisabilité. La polarisabilité relie le moment dipolaire
p au hamp inident Ein sur le di�useur de la manière suivante :

p = α (ω) ǫ0Ein. (VI.22)Elle exprime don quantitativement la manière dont l'onde inidente polarise l'atome, emoment dipolaire générant ensuite une onde di�usée de hamp Esa.Cas de partiulesUne partiule diéletrique sphérique peut être onsidérée omme un dip�le életrique lorsqueson rayon a est petit devant la longueur d'onde λ (paramètre de taille X ≪ 1, di�usionRayleigh). Ainsi, la polarisabilité d'une nanopartiule de permittivité relative ǫ est donnéepar (Yaghjian 1980; Draine 1988; Bladel 1991; Jakson 2001; Thomas 2004) :
αp (ω) =

α0 (ω)

1− ik3
0/ (6π)α0 (ω)

ave α0 (ω) = 4πa3 ǫ (ω)− 1

ǫ (ω) + 2
. (VI.23)L'expression de α0 (ω) onstitue la relation de Clausius-Mossotti, 'est la polarisabilitéstatique d'une nanopartiule. En régime dynamique, il faut la orriger pour tenir omptede la réation de rayonnement et véri�er le théorème optique (onservation de l'énergie),d'où l'expression de αp.À la pulsation de résonane, nous avons ǫ (ω) = −2. Dans e as, la polarisabilité partiulairese réduit à :

αp (ω) =
6iπ

k3
0

. (VI.24)Cas d'atomes à deux niveauxL'expression de la polarisabilité d'un atome à deux niveaux est dérite en détail dansl'annexe M. Le résultat est le suivant :
αa (ω) = −3πc3Γa

ω3

1

ω − ω0 + iΓa/2
(VI.25)où Γa est le taux d'émission �uoresente de l'atome onsidéré omme un paramètre �xe iiet ω0 la pulsation de résonane.À la pulsation de résonane, nous avons ω = ω0. Dans e as, la polarisabilité atomique seréduit à :

αa (ω) =
6iπ

k3
0

. (VI.26)



122 Chapitre VI. Émission dipolaire au sein d'un agrégat de di�useursRemarquons que d'après le théroème optique (voir Se. M.3 de l'Ann. M), il s'agit de lapolarisabilité maximale en module que nous pouvons onsidérer. Elle est identique à elleobtenue à résonane pour des partiules.VI.1.4 Modélisation du système ompletFinalement on onsidère un milieu di�usant omposé d'une moléule �uoresente représen-tée par un moment dipolaire soure p0 plaé en r0 (taux d'émission Γ). Cette moléule estplongée dans un agrégat de N di�useurs disposés aléatoirement dans un volume sphériqueassimilé à du vide de rayon R et de entre r0. Ces di�useurs sont représentés par des mo-ments dipolaires pi plaés en ri ave 1 ≤ i ≤ N (polarisabilité résonante α (ω) = 6iπ/k3
0).La distane minimale entre les dip�les est donnée par dmin. Le système est représenté surla �gure VI.2.
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Fig. VI.2 � Représentation de la moléule �uoresene par le dip�le lassique p0 plongéedans un agrégat de di�useurs assimilés à des dip�les lassiques pi.La première étape onsiste maintenant à reherher numériquement l'expression du tauxd'émission normalisé Γ/Γ0 pour di�érentes on�gurations du système (di�érentes positionsdes di�useurs) et ainsi en déduire sa statistique en régime de di�usion multiple.VI.2 Méthode des dip�les ouplés et distribution du tauxd'émissionVI.2.1 Calul numérique du taux d'émissionPour aluler numériquement le taux d'émission normalisé Γ/Γ0, nous devons obtenir l'ex-pression de la partie imaginaire du tenseur de Green du système omplet au point r0,position de la soure �uoresente. Pour ela, il su�t de aluler le hamp total à e mêmepoint pour les trois diretions possible du dip�le soure p0. La reherhe de l'expression du



VI.2. Méthode des dip�les ouplés et distribution du taux d'émission 123hamp passe par la méthode des dip�les ouplés déjà utilisée pour des problèmes similairesdans les ristaux (Rahmani et al. 2002) ou les milieux di�usants (Lagendijk et al. 1997).Elle onsiste à érire l'expression du hamp en tout point de l'espae en fontion de tousles dip�les :
E (r, ω) = µ0ω

2
N∑

i=0

↔

G0 (r, ri, ω)pi =µ0ω
2
↔

G0 (r, r0, ω)p0

+ µ0ω
2

N∑

i=1

↔

G0 (r, ri, ω)α (ω) ǫ0E (ri, ω) . (VI.27)Ainsi, il est possible d'érire ette équation pour toutes les positions ri des dip�les. Enposant Ei = E (ri, ω), on obtient un système de N équations à N inonnues Ei :
Ej = µ0ω

2
↔

G0 (r, r0, ω)p0 + α (ω) k2
0

N∑

i=0

↔

G0 (r, ri, ω)Ei. (VI.28)Notons que le hamp rayonné diretement du dip�le sur lui-même diverge (à ause de lasingularité de la partie réelle du tenseur de Green ↔

G0 (r0, r0, ω)). On alule ii numéri-quement uniquement le hamp di�usé (ou ré�éhi par l'environnement) qui est bien dé�niet qui su�t pour aluler le rapport Γ/Γ0 (tenseur de Green ↔

S dans l'équation VI.17).Le système VI.28 appelé système de Foldy-Lax (Lax 1952) peut être résolu par inver-sion d'une matrie de taille 3N × 3N (N inonnues de trois omposantes haunes). Laonnaissane des hamps Ei nous permet alors de aluler ensuite le hamp en tout pointen utilisant l'équation VI.27 et en partiulier au point r0. Ce hamp résultant à la positionde la moléule �uoresente orrespond à la partie di�usée du rayonnement. La fontionde Green du système ↔

S (r0, r0, ω) est alors alulée à partir du hamp résultant en fai-sant un alul pour les trois orientations possibles de p0. Il est alors possible de aluler letaux d'émission normalisé modi�é par l'environnement de la moléule Γ/Γ0 en appliquantl'équation VI.17.En faisant varier ensuite les on�gurations du milieu (les positions des di�useurs étant dé�-nies à l'aide d'un générateur de nombres pseudo-aléatoires), on peut aluler la statistiquede Γ normalisé, en partiulier sa moyenne 〈Γ〉 /Γ0 et sa variane Var Γ/Γ2
0 (�utuations).VI.2.2 Résultats en régime de di�usion multipleParamètres numériquesPour un premier alul numérique, on souhaite obtenir l'expression de la moyenne et des�utuations du taux d'émission en fontion de x = 1/ |ρα| où ρ est la densité de di�useursdans le milieu. D'après la méthode numérique employée présentée i-dessus, le temps dealul augmente fortement ave le nombre de di�useurs N (du fait de l'augmentation de ladimension de la matrie à inverser). Cela explique pourquoi nous n'allons onsidérer quedes di�useurs à résonane pour obtenir le régime de di�usion multiple sans avoir reours àun nombre inonsidéré de di�useurs. Nous hoisissons également de �xer e nombre pour



124 Chapitre VI. Émission dipolaire au sein d'un agrégat de di�useurstous les aluls. En �xant le nombre de on�gurations alulées, on �xe ainsi également letemps de alul total.Ainsi, pour une série de on�gurations, nous �xons le veteur d'onde k0 = ω/c = 3.33 µm−1(orrespondant à une longueur d'onde λ = 1.88 µm), la densité de di�useurs par x =
1/ |ρα| = k3

0/ (6πρ) et le nombre de di�useurs N . Le rayon du milieu omplexe est alorsdonné par :
R =

1

k0

(
9xN

2

)1/3

. (VI.29)On peut ainsi en déduire l'épaisseur optique :
R∗ = R/ls =

(
9N

2x2

)1/3

. (VI.30)La distane moyenne entre les di�useurs est quant à elle donnée par :
d =

(6πx)1/3

k0
> dmin. (VI.31)Cette distane devra être supérieure à la distane minimum entre les di�useurs dmin. Si onappelle n la fration volumique de di�useurs (de volume virtuel 4/3π (dmin/2)3), pour êtredans un régime où les orrélations sur les positions des di�useurs sont négligeables, nousdevons retenir n < S = 0.02 (on onsidère que pour des frations volumiques inférieures à

2%, le milieu est su�samment dilué). On a alors la relation :
dmin ≤ (36Sx)1/3

k0
. (VI.32)On retient deux jeux de valeurs numériques, l'un pour N = 100 permettant d'obtenir desrésultats rapidement sur des systèmes de faible épaisseur optique, et l'autre pour N = 800pour prendre en ompte des systèmes plus fortement di�usants :

• dans le as N = 100, le rayon du milieu est donné R = 2.299x1/3 (en miromètres) etl'épaisseur optique par R∗ = 7.66x−2/3. Pour haque x, le alul de la distribution de Γnormalisé porte sur 100000 on�gurations.
• dans le as N = 800, le rayon du milieu est donné R = 4.598x1/3 (en miromètres) etl'épaisseur optique par R∗ = 15.33x−2/3. Pour haque x, le alul de la distribution de Γnormalisé porte sur 5000 on�gurations.Dans tous les as, on hoisit dmin = 0.12 µm. On véri�e alors que pour x ∈ [0.1, 10], noussommes bien en présene de di�usion multiple et que les orrélations de position entredi�useurs sont négligeables.Distribution du taux d'émissionLa �gure VI.3 donne un exemple de résultats obtenu sur la distribution du taux d'émissionnormalisé.La �gure VI.4 donne la moyenne et la variane du taux d'émission normalisé en fontionde la densité de di�useurs. On rappelle que x = 1/ |ρα|.



VI.3. Reherhe de la longueur de di�usion : vers un milieu e�etif équivalent 125
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Fig. VI.3 � Exemple de distribution du taux d'émission normalisé pour N = 800 di�u-seurs et x = 0.1. La moyenne est donnée par 〈Γ〉 /Γ0 = 23.56 et la varianepar Var Γ/Γ2
0 =

[
〈Γ2〉 − 〈Γ〉2

]
/Γ2

0 = 2.65 × 103 e qui traduit un étalementimportant de la statistique, beauoup plus qu'en di�usion simple (Froufe-Pérez et Carminati 2007). On rappelle que x = 1/ |ρα|.Il s'agit maintenant d'essayer de trouver une expression de la longueur de di�usion dansun tel système en présene de di�usion multiple. C'est e qui est réalisé dans la setionsuivante.VI.3 Reherhe de la longueur de di�usion : vers un mi-lieu e�etif équivalentOn souhaite étudier les variations du taux d'émission normalisé en fontion du produit k0lse qui suppose de pouvoir aratériser proprement la longueur de di�usion ls. A priori,étant donné qu'on est dans un régime de forte di�usion, nous sommes en dehors du asde la di�usion indépendante pour lequel la longueur de di�usion vaut ls = 1/ (ρσsa). Nousallons don nous appuyer sur les théories de milieu e�etif pour lesquelles ls est parfaitementdé�ni à partir de la partie imaginaire de l'indie e�etif.Le alul de la longueur de di�usion réelle du système peut simplement passer par l'utili-sation d'un milieu e�etif homogène équivalent de onstante diéletrique ǫe�. Soit une ondeplane inidente sur un tel milieu. Le hamp à l'intérieur du milieu sera donné par :
E = E0 exp [ike� · r− iωt] (VI.33)ave ke� = ne�k0 et ne� =

√
ǫe�. Si on note n′′e� la partie imaginaire de l'indie, et si ononsidère une onde se propageant selon l'axe des z, on obtient :

E = E0 exp [in′e�k0z − iωt] exp [−n′′e�k0z] . (VI.34)La déroissane de l'intensité selon la diretion z sera alors donnée par la partie imaginairede l'indie e�etif mais également par la longueur de di�usion puisque les di�useurs sontnon absorbants :
I = I0 exp [−2n′′e�k0z] = I0 exp

[
− z
ls

]
. (VI.35)
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(b)Fig. VI.4 � Moyenne et variane du taux d'émission normalisé dans le as N = 800di�useurs. On rappelle que x = 1/ |ρα|.On obtient ainsi l'expression de la longueur de di�usion en fontion de la partie imaginairede l'indie e�etif :
ls =

1

2n′′e�k0
. (VI.36)Il existe diverses théories permettant d'obtenir une expression de la permittivité diéletriquee�etive ǫe� du milieu équivalent. On a par exemple :

• ǫe� = 1 + ρα, expression valable dans un milieu très dilué dans le régime de di�usionsimple (Froufe-Pérez et Carminati 2007). Dans e as, la longueur de di�usion vautsimplement ls = 1/ (ρσsa), expression obtenue sous l'hypothèse de di�usion indépen-dante.
• ǫe� (ω) = (3 + 2ρα) / (3− ρα), formule dite de Maxwell-Garnett prenant en omptela di�usion multiple mais en négligeant les orrélations de positions entre di�useurs et ladi�usion réurrente ('est à dire les hemins de di�usion passant au moins deux fois parun même di�useur) (Mallet et al. 2005; Guérin et al. 2006).Sans entrer pour l'instant dans le détail du alul du taux d'émission e�etif Γe� de lamoléule plaée dans un milieu homogène équivalent, on présente sur la �gure VI.5 la om-paraison du taux d'émission moyen 〈Γ〉 ave le taux d'émission e�etif alulé en utilisantla formule de Maxwell-Garnett.Pour les grandes densités de di�useurs ρ, on onstate un net désaord entre les deuxourbes e qui prouve qu'au-delà d'une ertaine ompaité du milieu di�usant, l'expressionde Maxwell-Garnett n'est plus satisfaisante. On se propose don d'établir une nou-velle formulation de la onstante diéletrique e�etive en prenant en ompte en partiulierla première orretion de di�usion dépendante et e toujours en di�usion multiple. Elleonsistera à négliger les orrélations de positions mais à prendre en ompte la di�usionréurrente entre deux di�useurs.Dans le but de donner une expression de la permittivité diéletrique e�etive ǫe� du milieuhomogène équivalent, nous reherhons dans un premier temps une équation exate pourle hamp moyenné, omparable à l'équation de Dyson (voir Ann. A). La deuxième phase
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Fig. VI.5 � Comparaison des valeurs de 〈Γ〉 ave Γe� alulé en utilisant la formule deMaxwell-Garnett dans le as N = 800 di�useurs. On rappelle que x =
1/ |ρα|.onsistera à simpli�er ette équation en faisant des hypothèses sur les orrélations de po-sitions des partiules et sur la présene de di�usion réurrente. En�n, nous reherheronsl'expression du tenseur de Green du milieu e�etif a�n d'en déduire l'expression du tauxd'émission �uoresente e�etif. Toute ette démarhe est adaptée des travaux de Bart vanTiggelen (Tiggelen et al. 1990) et de Jean Dalibard (Morie et al. 1995).VI.3.1 Équation du hamp moyenLe moment dipolaire pi est donné par le hamp total :

pi = α (ω) ǫ0E (ri, ω) = α (ω) ǫ0E0 (ri, ω)+
∑

j 6=i

α (ω) ǫ0µ0ω
2
↔

G0 (ri − rj , ω)pj. (VI.37)Le terme E0 orrespond au hamp inident réé par la moléule �uoresente, le terme dedroite orrespond au hamp réé par les autres dip�les. Sur le même prinipe, nous pouvonségalement érire l'expression du hamp en tout point de la avité :
E (r, ω) = E0 (r, ω) +

∑

i

µ0ω
2
↔

G0 (r− ri, ω)pi. (VI.38)A�n de simpli�er les notations, on hoisit d'omettre l'argument ω dans l'expression dutenseur de Green et du hamp dans la suite. La densité de polarisation est donnée par :
P (r) =

∑

i

piδ (r− ri) . (VI.39)



128 Chapitre VI. Émission dipolaire au sein d'un agrégat de di�useursEn réérivant l'équation VI.38 sous la forme
E (r) = E0 (r) + µ0ω

2

∫
↔

G0 (r− r′)
∑

i

piδ (r′ − ri) d3r′, (VI.40)on peut injeter l'expression de la densité de polarisation pour obtenir :
E (r) = E0 (r) + µ0ω

2

∫
↔

G0 (r− r′)P (r′) d3r′. (VI.41)Finalement, en moyennant, on aboutit à :
〈E (r)〉 = E0 (r) + µ0ω

2

∫
↔

G0 (r− r′) 〈P (r′)〉d3r′ , (VI.42)équation équivalente à l'équation de Dyson. On peut également réaliser le même travailsur l'équation VI.37 en l'érivant sous la forme :
pi = αǫ0E0 (ri) + αk2

0

∫
↔

G0 (ri − r′)
∑

j 6=i

pjδ (r′ − rj) d3r′. (VI.43)En multipliant ette expression par δ (r− ri), puis en sommant sur i et en�n en prenant lamoyenne, on obtient :
〈P (r)〉 = αǫ0

〈
∑

i

E0 (ri) δ (r− ri)

〉
+αk2

0

∫
↔

G0 (r− r′)

〈
∑

i

∑

j 6=i

δ (r− ri) δ (r′ − rj)pj

〉
d3r′.(VI.44)On introduit maintenant les grandeurs suivantes :

ρ (r) =

〈
∑

i

δ (r− ri)

〉 densité moyenne de di�useurs et (VI.45)
f (r, r′) =

〈
∑

i

∑

j 6=i

δ (r− ri) δ (r′ − rj)

〉 fontion de orrélation de paire. (VI.46)On suppose que la densité moyenne de di�useurs est uniforme dans le milieu ρ (r) = ρ. Onpose de plus habituellement que
f (r, r′) = ρ2 [1 + g (r− r′)] (VI.47)ave g (R = 0) = −1. Dire qu'on néglige les orrélations entre partiules revient à dire que

g (R 6= 0) = 0. On dé�nit en�n :
〈P (r′|r)〉 =

ρ

f (r, r′)

〈
∑

i

∑

j 6=i

δ (r− ri) δ (r′ − rj)

〉 (VI.48)qui s'interprète omme la densité de polarisation au point r′ sahant qu'il y a un dip�le aupoint r. Finalement, l'équation VI.44 devient :
〈P (r)〉 = αǫ0

〈
∑

i

E0 (ri) δ (r− ri)

〉
+ αk2

0

∫
↔

G0 (r− r′) [1 + g (r− r′)] 〈P (r′|r)〉 d3r′ .



VI.3. Reherhe de la longueur de di�usion : vers un milieu e�etif équivalent 129(VI.49)Il est maintenant possible d'éliminer le hamp inident E0 entre les équations VI.42 et VI.49e qui donne :
〈P (r)〉 − ραǫ0 〈E (r)〉 = ραk2

0

∫
↔

G0 (r− r′)

×{[1 + g (r− r′)] 〈P (r′|r)〉 − 〈P (r′)〉} d3r′
. (VI.50)Cette équation exate onstitue le pilier du alul de la permittivité e�etive du milieuhomogène équivalent. Toute la di�ulté du problème réside maintenant dans la reherhede l'expression de 〈P (r′|r)〉.VI.3.2 Expression de la permittivité e�etiveSans di�usion réurrenteDans le as où il n'y a pas de di�usion réurrente, on pose simplement :

〈P (r′|r)〉 = 〈P (r′)〉 (VI.51)e qui signi�e qu'il n'y a pas d'intérations multiples entre les di�useurs. Par ontre, ladi�usion multiple est bien prise en ompte ainsi que les orrélations de positions. L'équa-tion VI.50 devient :
〈P (r)〉 − ραǫ0 〈E (r)〉 = ραk2

0

∫
↔

G0 (r− r′) g (r− r′) 〈P (r′)〉d3r′. (VI.52)En remarquant que 〈P (k)〉 = ǫ0 [ǫe� (k)− 1] 〈E (k)〉 et en prenant la transformée de Fou-rier de l'équation VI.52, on a :
ǫe� ↔

I (k) =
↔

I +ρα

[
↔

I −ραk2
0

∫
↔

G0 (R) g (R) exp [−ik ·R] d3R

]−1

. (VI.53)On rappelle que le tenseur de Green est singulier en R = 0. Nous avons :
↔

G0 (R) = VP
↔

G0 (R)−
↔

I

3k2
0

δ (R) (VI.54)dans le as où l'opérateur valeur prinipale (VP) est dé�ni à partir d'un volume d'exlusionsphérique. Cette déomposition reportée dans l'équation préédente donne :
ǫe� (k)

↔

I =
↔

I +ρα

[
↔

I −ρα
3

↔

I −ραk2
0

∫
VP

↔

G0 (R) g (R) exp [−ik ·R] d3R

]−1

.(VI.55)Remarque : Dans le as où il n'y a pas de orrélations (g (R 6= 0) = 0), on obtient
ǫe� (ω) =

3 + 2ρα (ω)

3− ρα (ω)
(VI.56)qui onstitue la formule deMaxwell-Garnett ou de Lorentz-Lorenz (Mallet et al.2005; Guérin et al. 2006).



130 Chapitre VI. Émission dipolaire au sein d'un agrégat de di�useursL'équation VI.55 fournit une orretion à la formule de Maxwell-Garnett en prenanten ompte les orrélations dues aux positions des atomes. Cependant, nous nous plaçonsdans un régime de faible di�usion pour lequel les intérations multiples entre les atomessont négligeables. La �gure VI.6 dérit la situation étudiée à partir d'une représentation endiagrammes (voir Ann. A pour une présentation des diagrammes).
(a) (b)Fig. VI.6 � Représentation diagrammatique de la situation prise en ompte par l'équa-tion VI.55. Pour l'instant, seules les orrélations entre atomes sont dé-rites (sous-�gure (a)), les intérations multiples ne le sont pas enore (sous-�gure (b)).Ave di�usion réurrente entre paires de partiulesDans e as, la densité de polarisabilité 〈P (r′|r)〉 ne dépend que de 〈P (r|r′)〉 telle quereprésentée par la �gure VI.7. Une étude semblable a déjà été menée par (Tiggelen et al.1990) en utilisant une approhe diagrammatique ou enore par (Morie et al. 1995) dansle as de gaz de Bose dilués.
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r

〈P (r′|r)〉

〈P (r|r′)〉

(a)
ou par exemple

(b)Fig. VI.7 � On prend maintenant en ompte les intérations multiples entre paires departiules uniquement telles que représentées shématiquement sur la sous-�gure (a) et diagrammatiquement sur la sous-�gure (b).On peut érire ainsi le système :
{
〈P (r′|r)〉 = 〈P (r′)〉+ αǫ0µ0ω

2
↔

G0 (r′ − r) 〈P (r|r′)〉 ,
〈P (r|r′)〉 = 〈P (r)〉+ αǫ0µ0ω

2
↔

G0 (r− r′) 〈P (r′|r)〉 .
(VI.57)La résolution de e système donne trivialement :

〈P (r′|r)〉 =
[↔
I −α2k4

0

↔

G0 (r− r′)
2
]−1 [

〈P (r′)〉+ αk2
0

↔

G0 (r− r′) 〈P (r)〉
]
. (VI.58)



VI.3. Reherhe de la longueur de di�usion : vers un milieu e�etif équivalent 131A�n de simpli�er l'ériture, nous posons maintenant ↔

G0 =
↔

G0 (r− r′) =
↔

G0 (r′ − r) et
g = g (r− r′) = g (r′ − r). On insère maintenant le résultat de l'équation VI.58 dans l'équa-tion VI.50, e qui donne :

〈P (r)〉 − ραǫ0 〈E (r)〉 =ραk2
0

∫
↔

G0 (1 + g)

[
↔

I −α2k4
0

↔

G
2

0

]−1

〈P (r′)〉 d3r′

+ ραk2
0

∫
↔

G0 (1 + g)

[
↔

I −α2k4
0

↔

G
2

0

]−1

αk2
0

↔

G0 〈P (r)〉 d3r′

− ραk2
0

∫
↔

G0 〈P (r′)〉d3r′. (VI.59)En remarquant que le dernier terme annule un terme dans la série obtenue par le dévelop-pement de l'opérateur [. . .]−1 dans la première intégrale et en notant que ↔

G0 ommute ave
↔

I et don ave [. . .]−1, on obtient :
〈P (r)〉 − ραǫ0 〈E (r)〉 =ραk2

0

∫
↔

G0 g 〈P (r′)〉 d3r′

+ ραk2
0

∫
↔

G0 (1 + g)α2k4
0

↔

G
2

0

[
↔

I −α2k4
0

↔

G
2

0

]−1

〈P (r′)〉d3r′

+ ραk2
0

∫
↔

G0 (1 + g)αk2
0

↔

G0

[
↔

I −α2k4
0

↔

G
2

0

]−1

〈P (r)〉 d3r′.(VI.60)On réérit maintenant l'équation dans l'espae de Fourier en introduisant la permittivitédiéletrique e�etive qui véri�e 〈P (k)〉 = ǫ0 [ǫe� (k)− 1] 〈E (k)〉 :
〈P (k)〉 − ρα 〈P (k)〉

ǫe� (k)− 1
=ραk2

0

[∫
↔

G0 (R) g (R) exp [−ik ·R] d3R

]
〈P (k)〉

+ ρα3k6
0

[∫
↔

G
3

0 (R)

[
↔

I −α2k4
0

↔

G
2

0 (R)

]−1

(1 + g (R)) exp [−ik ·R] d3R

]
〈P (k)〉

+ ρα2k4
0

[∫
↔

G
2

0 (R)

[
↔

I −α2k4
0

↔

G
2

0 (R)

]−1

(1 + g (R)) d3R

]
〈P (k)〉 . (VI.61)Tout omme dans le as préédent, nous pouvons déomposer le tenseur de Green enfaisant apparaître la singularité en R = 0. Cette déomposition ne ontribue en réalité quedans le as de la première intégrale. En e�et, les intégrands des autres sont nuls en R = 0ar nous avons g (R = 0) = −1 (fontion de orrélation de paire nulle). Finalement, onaboutit à l'expression de la permittivité diéletrique relative e�etive :

ǫe� (k)
↔

I =
↔

I +ρα
[↔
I +

↔

H
]−1 ave ↔

H donné par
↔

H = −ρα
3

↔

I −ραk2
0

∫
VP

↔

G0 (R) g (R) exp [−ik ·R] d3R

−ρα2k4
0

∫ [
↔

G
2

0 (R) + αk2
0

↔

G
3

0 (R) exp [−ik ·R]

] [
↔

I −α2k4
0

↔

G
2

0 (R)

]−1

(1 + g (R)) d3R

.



132 Chapitre VI. Émission dipolaire au sein d'un agrégat de di�useurs(VI.62)L'équation VI.62 prend en ompte les intérations multiples entres paires de di�useurs (dif-fusion réurrente) d'ordre in�ni et également les orrélations de positions entre partiules.Nous nous plaçons maintenant dans le as de la résonane et on onsidère que le milieu estsu�samment dilué pour négliger les e�ets de orrélations de positions. Dans un premiertemps, nous évaluons l'expression VI.62 dans es onditions puis nous déterminons le tauxd'émission �uoresente e�etif orrespondant.Le but de e paragraphe est de aluler l'intégrale intervenant dans l'expression de lapermittivité e�etive (équation VI.62) dans le as où la polarisabilité est alulée à résonane(équation VI.25) et en négligeant les orrélations de positions. On rappelle que l'expressiondu tenseur de Green dans le vide est donnée par (voir Ann. B) :
↔

G0 (R) =
eik0R

4πR

[
↔

P+
1− ik0R

(k0R)2

(
2

↔

U−
↔

P
)] (VI.63)où k0 = ω/c est le veteur d'onde dans le vide, ↔

U = u⊗ u, l'opérateur projetion selon ladiretion u = R/R et ↔

P =
↔

I −
↔

U, l'opérateur de projetion transverse. En posant :




β (R) =
eik0R

4πk0R

[
1− 1

ik0R
− 1

(k0R)2

]
,

γ (R) = 2
eik0R

4πk0R

[
1

ik0R
+

1

(k0R)2

]
,

(VI.64)on obtient :
↔

G0 (R) = k0

[
β (R)

↔

P+γ (R)
↔

U
]
. (VI.65)On souhaite alors aluler l'intégrale :

I =

∫ [
↔

G
2

0 (R) + αk2
0

↔

G
3

0 (R) exp [−ik ·R]

] [
↔

I −α2k4
0

↔

G
2

0 (R)

]−1

d3R. (VI.66)Remarquons tout d'abord que la permittivité ǫe� (k) est non-loale. On s'attend à une non-loalité sur une éhelle de l'ordre de la distane entre di�useurs. Nous allons la négliger dansune première approhe pour nous plaer en k = k0, veteur d'onde du hamp inident. Ils'agit don de aluler :
I =

∫ [
↔

G
2

0 (R) + αk2
0

↔

G
3

0 (R) exp [−ik0 ·R]

] [
↔

I −α2k4
0

↔

G
2

0 (R)

]−1

d3R. (VI.67)L'opérateur [. . .]−1 peut se développer en série sous la forme :
[
↔

I −α2k4
0

↔

G
2

0 (R)

]−1

=
∞∑

n=0

[
α2k4

0

↔

G
2

0 (R)

]n

. (VI.68)



VI.3. Reherhe de la longueur de di�usion : vers un milieu e�etif équivalent 133Ainsi, l'intégrand se met sous la forme :
[
↔

G
2

0 (R) + αk2
0

↔

G
3

0 (R) exp [−ik0 ·R]

] [
↔

I −α2k4
0

↔

G
2

0 (R)

]−1

=
∞∑

n=2

an

↔

G
n

0 (R) =
∞∑

n=2

ank
n
0

[
β (R)

↔

P+γ (R)
↔

U
]n

=
∞∑

n=2

ank
n
0

[
βn (R)

↔

P+γn (R)
↔

U
]

=
k2

0β
2 (R) + αk5

0β
3 (R) exp [−ik0 ·R]

1− α2k6
0β

2 (R)

↔

P+
k2

0γ
2 (R) + αk5

0γ
3 (R) exp [−ik0 ·R]

1− α2k6
0γ

2 (R)

↔

U .(VI.69)On érit d3R = R2dRdΩ et on remarque que
∫

4π

↔

I dΩ = 4π
↔

I ;

∫

4π

u⊗u dΩ =
4π

3

↔

I ;

∫

4π

↔

I exp [−ik0 ·R] dΩ = 4πj0 (k0R)
↔

I ;

∫

4π

u⊗ u exp [−ik0 ·R] dΩ = 4π
j1 (k0R)

k0R

↔

I +

[
4πj0 (k0R)− 12π

j1 (k0R)

k0R

]
k0 ⊗ k0

k2
0

.(VI.70)Les fontions jn sont les fontions de Bessel sphériques d'ordre n. On peut alors se res-treindre à une inétgrale sur le module de R. De plus, la soure �uoresente émet de manièreisotrope dans toutes les diretions (il y a symétrie entrale par rapport à la position de lamoléule �uoresente dans le as du système homogène e�etif). On doit don moyennersur les diretions de k0. Finalement, on obtient :
I =

4π

3

↔

I

[∫ ∞

0

{
2
k2

0β
2 (R) + αk5

0β
3 (R) j0 (k0R)

1− α2k6
0β

2 (R)
+
k2

0γ
2 (R) + αk5

0γ
3 (R) j0 (k0R)

1− α2k6
0γ

2 (R)

}
R2dR

]
.(VI.71)À résonane, α (ω) = 6iπ/k3

0. On peut don e�etuer le hangement de variables k0R = xdans l'intégrale pour �nalement obtenir l'expression simpli�ée de la permittivité e�etive :
ǫe� = 1 +

ρα

1− ρα

3
+

48π3ρ

k3
0

∫ ∞

0

[
2
β2 (x) + 6iπβ3 (x) j0 (x)

1 + 36π2β2 (x)
+
γ2 (x) + 6iπγ3 (x) j0 (x)

1 + 36π2γ2 (x)

]
x2dx(VI.72)ave 





β (x) =
eix

4πx

[
1− 1

ix
− 1

x2

]
,

γ (x) = 2
eix

4πx

[
1

ix
+

1

x2

]
.

(VI.73)L'intégrale intervenant dans ette équation ne dépend d'auun paramètre et peut don apriori être évaluée. Néanmoins, l'intégrand pris pour x→∞ est équivalent à exp [2ix] / (8π2).



134 Chapitre VI. Émission dipolaire au sein d'un agrégat de di�useursL'intégrale telle que posée ne onverge don pas. Cependant, on peut onsidérer physique-ment que deux di�useurs très éloignés n'interagiront pas entre-eux du fait de l'érantagepar les autres di�useurs. Pour prendre en ompte ela, nous faisons intervenir une partieimaginaire �tive dans l'expression du veteur d'onde :
k0 = k′0 + ik′′0 . (VI.74)La grandeur k′′0 n'est qu'un arti�e de alul pour rendre l'intégrale onvergente. Une foisle alul de ette dernière e�etuée, nous retiendrons k′′0 → 0 dans l'expression �nale. Ainsi,nous allons aluler :
∫ ∞

0

[
2
β2 (x) + 6iπβ3 (x) j0 (x)

1 + 36π2β2 (x)
+
γ2 (x) + 6iπγ3 (x) j0 (x)

1 + 36π2γ2 (x)

]
x2dx (VI.75)ave 





β (x) =
eix−ηx

4πx

[
1− 1

ix
− 1

x2

]
,

γ (x) = 2
eix−ηx

4πx

[
1

ix
+

1

x2

]
.

(VI.76)Pour η su�samment petit, nous pouvons retenir M su�samment grand tel que :
∫ ∞

0

dx =

∫ M

0

dx

︸ ︷︷ ︸
η=0,alul numérique+ ∫ ∞

M

dx

︸ ︷︷ ︸équivalent de l'intégrand pour x → ∞,alul analytique puis η → 0

. (VI.77)
On obtient ainsi la valeur : 3.93× 10−3 + 7.32× 10−3i .VI.3.3 Fontion de Green du milieu e�etif et taux d'émissionEn dé�nissant le permittivité e�etive dans l'équation VI.72, nous venons de remplaerl'agrégat d'atomes dilués à résonane par un milieu homogène e�etif tel que représenté surla �gure VI.8.Il s'agit maintenant de déterminer la fontion de Green d'un tel système pour ensuite endéduire le taux démission �uoresente e�etif. Le résultat omplet est relaté dans (Dunget al. 2000). Le tenseur de Green au point r0 (position de la moléule �uoresente) estdonné par :

↔

Ge� (r0, r0, ω) =
ik0

6π
C

(33)
N (ω)

↔

I , (VI.78)ave
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N (ω) =
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F1T

N
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TN
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N
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,
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(33)
N (ω) =

A
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(N)
P2
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R

(N)
P2
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+
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P1

TN
P1

]
,

(VI.79)
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Fig. VI.8 � Passage de l'agrégat d'atomes au milieu homogène e�etif de permittivité ǫe�oiné entre deux sphères de rayon dmin et R.où les fontions R et T sont dé�nies par :
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′
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kf+1J(f+1)fJ
′
ff − kfJffJ

′
(f+1)f

kf+1H ′
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,

TN
Pf =

kf+1

[
J ′

(f+1)fH(f+1)f − J(f+1)fH
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(f+1)f

]

kf+1J ′
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,
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(VI.80)
et





Jil = j1 (kiRl) ,

Hil = h
(1)
1 (kiRl) ,

J ′
il =

1

ρ

d {ρj1 (ρ)}
dρ

∣∣∣∣
ρ=kiRl

,

H ′
il =

1

ρ

d
{
ρh

(1)
1 (ρ)

}

dρ

∣∣∣∣∣∣
ρ=kiRl

.

(VI.81)
Les fontions jn et h(1)

n sont respetivement les fontions de Bessel et de Hankel sphé-riques d'ordre n. ki représente le module du veteur d'onde dans le milieu i (k2 =
√
ǫe�k0) et

Ri représente le rayon intérieur du milieu i. Le milieu 3 orrespond au volume d'exlusionautour de la moléule �uoresente (r < R2 = dmin), le milieu 2 est le milieu homogènee�etif (R2 < r < R1 = R) et le milieu 1 est le vide extérieur. La partie imaginaire du



136 Chapitre VI. Émission dipolaire au sein d'un agrégat de di�useurstenseur de Green donne en�n le taux d'émission �uoresente e�etif :
Γe�
Γ0

=
6π

k0
u · I

[↔
Ge� (r0, r0, ω)

]
u, (VI.82)indépendant de la diretion u puisque ↔

Ge� est porté par le tenseur identité.VI.4 RésultatsNous allons maintenant omparer le taux d'émission e�etif Γe� alulé à l'aide de la formulede Maxwell-Garnett et de la théorie prenant en ompte la di�usion réurrente entrepaires de partiules ave le taux moyen 〈Γ〉. L'ensemble de es résultats est représenté surla �gure VI.9.
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par prise en omptede la di�usion réur-rente(a) (b)Fig. VI.9 � Comparaison des valeurs de 〈Γ〉 ave Γe� alulé en utilisant la formule deMaxwell-Garnett et la théorie prenant en ompte la première orretionde di�usion dépendante dans le as N = 100 di�useurs (a) et N = 800di�useurs (b). On rappelle que x représente le rapport 1/ |ρα|.On onstate que la théorie prenant en ompte la première orretion de di�usion dépendante(prise en ompte de la di�usion réurrente entre paires de di�useurs) proure des résultatsen aord ave le alul numérique omplet sur une plus grande amplitude de densité ρ,surtout dans le as de grands systèmes (i.e. N = 800). Cependant, ette théorie ne rendpas ompte totalement de l'évolution du taux d'émission moyen, en partiulier sur de petitssystèmes (i.e. N = 100) où des e�ets de taille �nie pourraient intervenir. Dans les régimesoù la densité de di�useurs est élevée (i.e. x→ 0), d'autres e�ets sont peut-être à onsidéreromme la di�usion réurrente faisant intervenir plus de deux partiules.La �gure VI.10 représente l'évolution de la moyenne du taux d'émission normalisé en fon-tion du produit k0ls. La longueur de di�usion est alulée ii à partir de l'approhe deMaxwell-Garnett orrigée par la prise en ompte des intérations multiples entre pairesde di�useurs. C'est un premier résultat obtenu pour une étude préliminaire qui ouvre epen-dant des perspetives intéressantes : étude de la �uoresene omme marqueur du régimede di�usion, de l'environnement loal (orrélations de positions, en ours d'étude), de la
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Fig. VI.10 � Traé du taux d'émission moyen en fontion du produit k0ls dans le as
N = 800 di�useurs.orrélation c0. Sur e dernier point, il a été réemment montré que la densité d'états loale(proportionnelle à la partie imaginaire de la fontion de Green) est reliée à la orélation

c0 (Tiggelen et Skipetrov 2006).VI.5 ConlusionDans e hapitre, nous nous sommes intéressés à la modi�ation du taux de �uoresened'un moléule unique plaée dans un agrégat de di�useurs représentés par des partiulesdiéletriques ou des atomes à résonane. Nous avons développé un modèle basé sur un milieue�etif homogène et équivalent a�n de aluler la longueur de di�usion exate du systèmedans le régime de di�usion multiple. Ce modèle prenant en ompte la première orretion dedi�usion dépendante rend ompte en partie de l'évolution du taux d'émission. Les résultatspréliminaires obtenus doivent faire l'objet de travaux plus poussés pour onsidérer des e�etsnégligés dans la modélisation mais jouant un r�le majeur omme par exemple les e�ets detaille �nie ou de di�usion réurrente entre des partiules plus nombreuses.
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140 Chapitre VII. Retournement temporel d'ondes em

Le retournement temporel des ondes aoustiques est devenu un domaine très atif, avedes appliations allant de la détetion d'objets à l'imagerie médiale en passant parles téléommuniations (Fink 1997; Fink et al. 2000). Habituellement, le retournementtemporel est réalisé en utilisant des impulsiuons aoustiques émises dans une avité entou-rée d'une barrette de transduteurs à large bande spetrale appelé miroir à retournementtemporel ou mrt (Time-Reversal Mirror ou trm en anglais). Le prinipe d'une expérienelassique de retournement temporel est représenté sur la �gure VII.1. Le retournement tem-porel des ondes est possible ar l'équation d'onde fait apparaître un terme temporel sousla forme d'une dérivée partielle d'ordre 2. Le fait de passer de t en −t ne hange don pasl'équation.
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(a) (b)

ttFig. VII.1 � Représentation d'une expériene typique de retournement temporel. La �-gure (a) représente la situation direte où l'impulsion émise par la sourepontuelle est enregistrée sur la barrette de transduteurs (erle épais). Lesignal temporel reçu est traé en rouge. La �gure (b) représente la situationretournée temporellement où les transduteurs réemettent l'onde retournéetemporellement. En l'absene de soure, l'onde foalise vers la position de lasoure ave un spot de taille limitée par la di�ration. Pour haque situation,un exemple de signal enregistré et réémis est représenté. Il s'agit d'un as oùla avité ontient un milieu di�usant, as hoisi ar plus représentatif.Réemment, le retournement des ondes életromagnétiques a été démontré dans le domainedes miro-ondes en utilisant un mrt fait d'une simple antenne plaée dans une avitéfermée et ré�éhissante (Lerosey et al. 2004). Le mrt est plaé en hamp lointain par



141rapport à la soure et l'onde retournée temporellement foalise en diretion de la positionde la soure, la soure étant passive, voire absente. Dans un milieu homogène, la tâhefoale est dans e as limitée par la di�ration à un taille de l'ordre de λ/2, λ étant lalongueur d'onde entrale du faiseau (Draeger et Fink 1997). Le retournement temporelau-delà de la limite de di�ration a été démontré pour la première fois en aoustique, enutilisant un puits aoustique (i.e. une soure ative retournée temporellement) plaée aupoint foal (Rosny et Fink 2002) (voir Fig. VII.2).
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(a) (b)

Fig. VII.2 � Représentation d'une expériene de rt ave un puits aoustique. La �gure (a)représente la situation direte où l'impulsion émise par la soure pontuelleest enregistrée sur la barrette de transduteurs (erle épais). La �gure (b)représente la situation retournée temporellement où les transduteurs ré-emettent l'onde retournée temporellement. La soure est ative et retour-née temporellement (puits aoustique). L'onde foalise vers la position de lasoure ave un spot de taille très inférieure à la limite de di�ration, limitéeessentiellement par la taille de la soure.Cela permet de retourner aussi bien les onditions aux limites (mrt) que la soure (puitsaoustique), e qui assure un retournement temporel de tout le spetre angulaire du hamp,ondes évanesentes omprises (Carminati et al. 2000). Plus réemment, le retournementtemporel des miro-ondes au-delà de la limite de di�ration (largeur de la tâhe foale infé-rieure à λ/30) à été démontré en utilisant un mrt fait d'un réseau d'antennes ave présenede di�useurs aléatoirement distribués dans le hamp prohe du point foal, le tout plaé dansune avité ré�éhissante (Lerosey et al. 2007). Dans e as, la soure qui rée le hampdans la situation direte (i.e. pendant la proédure d'enregistrement) est entourée d'une dis-tribution désordonnée de di�useurs (�ls métalliques) plaés dans son hamp prohe. Dansl'expériene de retournement temporel, la soure reste passive, et peut même parfois êtreenlevée. Les omposantes évanesentes de hautes fréquenes spatiales du hamp sont géné-rées par la di�usion des ondes propagatives par la struture désordonnée (voir Fig. VII.3).La réiproité assure que le proessus de di�usion retourné dans le temps rée un pointfoal non limité par la di�ration et entré sur la position de la soure (Carminati et al.2000).Retourner le hamp en utilisant un mrt sans renverser la soure (i.e. sans réer un puitsloal) ne orrespond pas à un retournement temporel omplet du hamp. Une expressiongénérale du hamp retourné dans e as a été obtenue en utilisant une théorie de la di�ra-tion en domaine temporel pour les ondes aoustiques salaires (Cassereau et Fink 1992).
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Fig. VII.3 � Représentation d'une expériene de rt en életromagnétisme ave di�useursen hamp prohe. La �gure (a) représente la situation direte où l'impulsionémise par la soure pontuelle est enregistrée sur une antenne réeptrie. Laavité est ré�éhissante. La �gure (b) représente la situation retournée tem-porellement où l'antenne réemet l'onde retournée temporellement. La soureest passive mais revêtue de di�useurs en hamp prohe pour transformer lesondes évanesentes en ondes propagatives et inversement dans la situationretournée temporellement. L'onde foalise vers la position de la soure aveun spot de taille très inférieure à la limite de di�ration.Ce résultat peut être résumé ainsi : la fontion de Green du hamp retourné temporel-lement à une fréquene ω donnée est proportionnelle à I [G (r, rs, ω)] où G est la fontionde Green retardée (ou sortante) du milieu et rs la position de la soure dans la situationdirete. Dans le domaine temporel, e résultat signi�e que la fontion de Green retournéetemporellement est la di�érene entre les fontions de Green avanée et retardée. De plus,dans un milieu homogène, I [G] ∝ sin [k ‖r− rs‖] / [k ‖r− rs‖], où k = 2π/λ, e qui onduità un spot de taille limitée par la di�ration λ/2.Nous montrons dans e hapitre que e résultat peut être étendu au as d'ondes életroma-gnétiques dans un milieu hétérogène, éventuellement anisotrope, en utilisant des oneptsde la théorie vetorielle de la di�usion dans le domaine fréquentiel. Notre travail four-nit une théorie pour l'expériene dérite dans la référene (Lerosey et al. 2007) et unebase pour l'extension du onept de avité à retournement temporel dans le domaine op-tique (Carminati et al. 2007).VII.1 Calul du hamp dans le problème diret
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On onsidère une avité fermée de volume V et de surfae Sonstituant le mrt dans laquelle on plae une soure pon-tuelle (dip�le életrique p (t)) à la position rs. Le milieuontenu dans la avité est linéaire, non magnétique, pré-sente des hétérogénéités et est anisotrope. Il est ainsi déritpar une permittivité relative tensorielle ↔
ǫ (r). La �gure i-ontre résume la situation étudiée. Le mrt idéal véri�e les trois hypothèses suivantes :



VII.1. Calul du hamp dans le problème diret 1431. Pendant la phase d'enregistrement (problème diret), le mrt est passif et enregistrele hamp sur la surfae S. On onsidère qu'il est situé en hamp lointain de la soureet des hétérogénéités du milieu.2. Dans la situation retournée dans le temps, le mrt génére sur la surfae S un hampentrant qui est la réplique retournée temporellement du hamp enregistré dans lesituation direte.3. La soure est absente dans la situation retournée.Notons que la ondition 2 énone qu'on n'impose que le hamp entrant sur la surfae S. Ilexiste aussi un hamp sortant dans la situation retournée omme nous le verrons dans lasuite. Les hypothèses du modèle sont hoisies a�n de onstituer une représentation du astraité expérimentalement (Lerosey et al. 2007).Nous allons maintenant reherher l'expression de la fontion de Green du problème re-tourné temporellement. Le hamp E (r, t) peut se déomposer par transformée de Fourierfréquentielle de la manière suivante :
E (r, t) =

∫ ∞

−∞

E (r, ω) exp [−iωt] dω

2π
. (VII.1)Dans la suite, nous utiliserons la représentation fréquentielle ommode pour deux raisons :

• Dans les régimes de hautes fréquenes (infrarouge et optique), la dispersion temporelledes matériaux ne peut pas être négligée et est plus faile à prendre en ompte dans ledomaine fréquentiel.
• De plus, la réalisation pratique d'une avité à retournement temporel dans le domainedu visible ou prohe infrarouge sera basée sur l'utilisation de miroirs à onjugaisonde phase à largeur de bande limitée (Nieto-Vesperinas 1991) et de hamps quasi-monohromatiques pour lesquels l'approhe fréquentielle est naturelle.L'équation de propagation du hamp életrique E (r, ω) dans la avité s'érit alors :

∇r′ ×∇r′ ×E (r′, ω)− ω2

c20

↔
ǫ (r′, ω)E (r′, ω) = −µ0ω

2δ (r′ − rs)p (VII.2)où× désigne le produit vetoriel, µ0 la perméabilité du vide et où ω et c0 sont respetivementla pulsation et la élérité de l'onde dans le vide. Le terme de droite représente la sourepontuelle plaée en rs qui est un dip�le életrique de moment dipolaire p. De la mêmemanière, le tenseur de Green ↔

G du problème véri�e :
∇r′ ×∇r′ ×

↔

G (r′, r, ω)− ω2

c20

↔
ǫ (r′, ω)

↔

G (r′, r, ω) = −δ (r′ − r)
↔

I (VII.3)où ↔

I est le tenseur unité. Pour dé�nir entièrement le tenseur de Green, on ne onserve quela solution véri�ant la ondition d'onde sortante (ondition de Sommerfeld1) (Nieto-Vesperinas 1991). L'équation véri�ée par ↔

G (r, r′)C où C est un veteur quelonque1La forme vetorielle de la ondition d'onde sortante de Sommerfeld s'érit :
lim

r′
→∞

[
∇r

′ ×
↔

G (r′, r, ω)− iku×
↔

G (r′, r, ω)

]
= 0, (VII.4)où k = ω/c, r′ = ‖r′‖ et u = r′/r′. Cette ondition nous assure que ↔

G varie omme exp (ikr′) /r′ en hamplointain (onde sortante ou retardée).



144 Chapitre VII. Retournement temporel d'ondes em(assimilable par exemple à un moment dipolaire soure) est donnée par :
∇r′ ×∇

′
r ×

[↔
G (r′, r, ω)C

]
− ω2

c20

↔
ǫ (r′, ω)

[↔
G (r′, r, ω)C

]
= −δ (r′ − r)C. (VII.5)Nous souhaitons exprimer le hamp en tout point de la avité en fontion de sa valeur surla surfae de la avité. Pour ela, nous utilisons la deuxième identité de Green dans saversion vetorielle (Morse et Feshbah 1953) :

∫

V

[A ·∇×∇×B−B ·∇×∇×A] d3r =

∫

S

[B×∇×A−A×∇×B] · nd2r,(VII.6)où A et B sont deux fontions vetorielles de r, deux fois dérivables et régulières et où n estla normale sortante sur la surfae S. Dans notre as, nous l'appliquons ave A = E (r′, ω)et B =
↔

G (r′, r, ω)C :
∫

V

[
E (r′, ω) ·∇r′ ×∇r′ ×

↔

G (r′, r, ω)C−
↔

G (r′, r, ω)C ·∇r′ ×∇r′ ×E (r′, ω)
]
d3r′

=

∫

S

[↔
G (r′, r, ω)C×∇r′ ×E (r′, ω)−E (r′, ω)×∇r′ ×

↔

G (r′, r, ω)C
]
· nd2r′.(VII.7)Pour faire apparaître le terme présent dans l'intégrale volumique, multiplions (VII.2) àgauhe par ↔

G (r′, r, ω)C. Multiplions également (VII.5) à gauhe par E (r′, ω) e qui donne�nalement :
−

↔

G (r′, r, ω)C ·∇r′ ×∇r′ × E (r′, ω)− ω2

c20

↔
ǫ (r′, ω)

↔

G (r′, r, ω)C ·E (r′, ω)

= −µ0ω
2δ (r′ − rs)

↔

G (r′, r, ω)C · p

+ E (r′, ω) ·∇r′ ×∇r′ ×
↔

G (r′, r, ω)C− ω2

c20

↔
ǫ (r′, ω)E (r′, ω) ·

↔

G (r′, r, ω)C

= −δ (r′ − r)E (r′, ω) ·C

= E (r′, ω) ·∇r′ ×∇r′ ×
↔

G (r′, r, ω)C−
↔

G (r′, r, ω)C ·∇r′ ×∇r′ × E (r′, ω)

=
ω2

c20

[
↔
ǫ (r′, ω)

↔

G (r′, r, ω)C · E (r′, ω)− ↔
ǫ (r′, ω)E (r′, ω) ·

↔

G (r′, r, ω)C
]

+ µ0ω
2δ (r′ − rs)

↔

G (r′, r, ω)C · p− δ (r′ − r)E (r′, ω) ·C. (VII.8)Si le milieu est supposé réiproque, nous avons ↔
ǫ =

t↔
ǫ où t désigne l'opérateur trans-posé (Landau et al. 1984; Carminati et al. 1998). Le premier terme du membre de droite



VII.2. Calul du hamp retourné temporellement 145est don nul2, e qui donne en injetant (VII.8) dans (VII.7) :
∫

V

µ0ω
2δ (r′ − rs)

↔

G (r′, r, ω)C · p− δ (r′ − r)E (r′, ω) ·Cd3r′

=

∫

S

[↔
G (r′, r, ω)C×∇r′ × E (r′, ω)− E (r′, ω)×∇r′ ×

↔

G (r′, r, ω)C
]
· nd2r′.(VII.10)Dans le as d'un milieu réiproque, la fontion de Green véri�e le théorème de réipro-ité ↔

G (r′, r, ω) =
t↔

G (r, r′, ω) (Landau et al. 1984; Carminati et al. 1998). L'intégralevolumique se simpli�e alors aisément grâe aux distributions de Dira pour aboutir à :
E (r, ω) ·C = µ0ω

2
↔

G (r, rs, ω)C · p
−
∫

S

[↔
G (r′, r, ω)C×∇r′ ×E (r′, ω)−E (r′, ω)×∇r′ ×

↔

G (r′, r, ω)C
]
· nd2r′(VII.11)qui onstitue l'expression de la omposante selon C du hamp en tout point de la avitépour le problème diret en fontion du hamp életrique E (r′, ω) et du hamp magnétique

H (r′, ω) = (iωµ0)
−1

∇r′ × E (r′, ω) sur la surfae de la avité. C'est un résultat lassiquede la théorie de la di�ration (Nieto-Vesperinas 1991). Le veteur C étant hoisi arbi-trairement, on peut retenir C = ex, C = ey ou C = ez pour obtenir les trois omposantesde E.Il est possible de simpli�er l'équation VII.11 en préisant le omportement du hamp et dela fontion de Green sur la surfae S. Dans la situation direte, d'après l'hypothèse 1 sur lemrt, le hamp diret est une onde sortante sur la surfae S. De plus la fontion de Greenest sortante également. Les deux quantités présentent don des variations en exp [ikr′] /r′en hamp lointain et l'intégrand de l'équation VII.11 s'annule sur la surfae S. On trouveainsi que le hamp de la situation direte est simplement donné par :
E (r, ω) = µ0ω

2
↔

G (r, rs, ω)p . (VII.12)VII.2 Calul du hamp retourné temporellement
PSfrag replaements S

V

L'expression (VII.11) nous donne une formulation du hampéletrique en tout point de la avité en fontion des hampséletriques et magnétiques sur la paroi. L'idée onsiste donà transposer ette équation au as du hamp retourné tem-porellement. Appelons Ert le hamp retourné temporelle-ment. La �gure i-ontre résume la situation étudiée. Lemrt véri�e alors les onditions 2 et 3.2Pour tout tenseur ↔

D et veteurs U et V, nous avons :
U ·

↔

DV =
t(

U ·
↔

DV

)
=

t(
tU

↔

DV

)
=

t(
↔

DV

)
U = tV

t↔

DU = V ·
t↔

DU. (VII.9)



146 Chapitre VII. Retournement temporel d'ondes emVII.2.1 Expression du hamp retourné temporellement sur la paroide la avitéDans le as retourné temporellement, on suppose don qu'un mrt idéal rée E (r,−t) et
H (r,−t) (ou ∇r×E (r,−t)) sur la paroi de la avité, en l'absene de la soure du problèmediret. Comme nous allons le voir, en régime fréquentiel ela revient à imposer E∗ (r, ω) et
H∗ (r, ω) sur la paroi. En e�et, la transformée de Fourier temporelle du hamp életriques'érit :

E (r, t) =

∫
E (r, ω) exp [−iωt] dω

2π
. (VII.13)La transformée de Fourier inverse s'énone alors :

E (r, ω) =

∫
E (r, t) exp [iωt] dt. (VII.14)Le hamp étant réel, le onjugué s'obtient simplement par :

E∗ (r, ω) =

∫
E (r, t) exp [−iωt] dt. (VII.15)Ainsi, en omparant VII.14 et VII.15, nous obtenons la relation E (r, ω) = E∗ (r,−ω) .Or, le hamp Ert orrespond au hamp E retourné temporellement. Sa transformée deFourier s'érit alors :

Ert (r, t) =

∫
E (r, ω) exp [iωt]

dω

2π
=

∫
E∗ (r,−ω) exp [iωt]

dω

2π

=

∫
E∗ (r, ω) exp [−iωt] dω

2π
(VII.16)Ainsi, en omparant (VII.13) et (VII.16), on remarque que le hamp retourné temporelle-ment sur la paroi en régime fréquentiel est donné par le onplexe onjugué du hamp reçusur la paroi :

Ert (r, ω) = E∗ (r, ω) . (VII.17)VII.2.2 Expression du hamp total retourné temporellementEn suivant la même proédure que dans la situation direte, nous pouvons adapter l'expres-sion (VII.11) au as de la situation de retournement temporel. Pour ela, nous supprimonsle terme soure en −µ0ω
2δ (r′ − rs)p dans l'équation d'Helmholtz et nous remplaçons lehamp E par elui retourné temporellement Ert :

Ert (r, ω) ·C

= −
∫

S

[↔
G (r′, r, ω)C×∇r′ × Ert (r′, ω)−Ert (r′, ω)×∇r′ ×

↔

G (r′, r, ω)C
]
· nd2r′.(VII.18)



VII.2. Calul du hamp retourné temporellement 147Le membre de gauhe donne le hamp retourné temporellement en un point à l'intérieur dela avité. Finalement, en imposant que le hamp sur la surfae S soit le omplexe onjuguédu hamp de la situation direte, on obtient :
Ert (r, ω) ·C

= −
∫

S

[↔
G (r′, r, ω)C×∇r′ × E∗ (r′, ω)− E∗ (r′, ω)×∇r′ ×

↔

G (r′, r, ω)C
]
· nd2r′.(VII.19)Notons que dans ette expression, E∗ véri�e la ondition d'onde entrante sur la surfae Salors que la fontion de Green véri�e toujours la ondition d'onde sortante. De e fait,l'intégrale n'est pas nulle (et est la seule ontribution non-nulle).Pour simpli�er l'intégrale surfaique, nous allons une nouvelle fois faire appel à la seondeidentité de Green. Pour ela, on fait la même démarhe que dans la première partie maisen prenant le onjugué de (VII.2) et en multipliant (VII.5) par E∗ et non E. On obtient :

−
↔

G (r′, r, ω)C ·∇r′ ×∇r′ × E∗ (r′, ω)− ω2

c20

↔
ǫ

∗
(r′, ω)

↔

G (r′, r, ω)C · E∗ (r′, ω)

= −µ0ω
2δ (r′ − rs)

↔

G (r′, r, ω)C · p∗

+ E∗ (r′, ω) ·∇r′ ×∇r′ ×
↔

G (r′, r, ω)C− ω2

c20

↔
ǫ (r′, ω)E∗ (r′, ω) ·

↔

G (r′, r, ω)C

= −δ (r′ − r)E∗ (r′, ω) ·C

= E∗ (r′, ω) ·∇r′ ×∇r′ ×
↔

G (r′, r, ω)C−
↔

G (r′, r, ω)C ·∇r′ ×∇r′ × E∗ (r′, ω)

=
ω2

c20

[
↔
ǫ

∗
(r′, ω)

↔

G (r′, r, ω)C ·E∗ (r′, ω)− ↔
ǫ (r′, ω)E∗ (r′, ω) ·

↔

G (r′, r, ω)C
]

+ µ0ω
2δ (r′ − rs)

↔

G (r′, r, ω)C · p∗ − δ (r′ − r)E∗ (r′, ω) ·C. (VII.20)On remarque don que pour que le premier terme du membre de droite s'annule, il faut quele milieu soit réiproque (i.e. ↔
ǫ =

t↔
ǫ ) et qu'il n'y ait pas d'absorption (i.e. ↔

ǫ =
↔
ǫ

∗). Onobtient ainsi :
∫

V

µ0ω
2δ (r′ − rs)

↔

G (r′, r, ω)C · p∗ − δ (r′ − r)E∗ (r′, ω) ·Cd3r′

=

∫

S

[↔
G (r′, r, ω)C×∇r′ × E∗ (r′, ω)−E∗ (r′, ω)×∇r′ ×

↔

G (r′, r, ω)C
]
· nd2r′(VII.21)e qui onduit �nalement à :

µ0ω
2
↔

G (rs, r, ω)C · p∗ − E∗ (r, ω) ·C

=

∫

S

[↔
G (r′, r, ω)C×∇r′ × E∗ (r′, ω)−E∗ (r′, ω)×∇r′ ×

↔

G (r′, r, ω)C
]
· nd2r′.(VII.22)



148 Chapitre VII. Retournement temporel d'ondes emOn en déduit à partir de (VII.19) et de (VII.22) :
Ert (r, ω) ·C = E∗ (r, ω) ·C− µ0ω

2
↔

G (rs, r, ω)C · p∗. (VII.23)En utilisant une nouvelle fois le théorème de réiproité (i.e. t↔

G (rs, r, ω) =
↔

G (r, rs, ω)), eten remarquant que l'équation (VII.23) est valable pour tout C, on obtient :
Ert (r, ω) = E∗ (r, ω)− µ0ω

2
↔

G (r, rs, ω)p∗. (VII.24)De plus, on a l'égalité E∗ (r, ω) = µ0ω
2
↔

G
∗

(r, rs, ω)p∗. Don �nalement :
Ert (r, ω) = −2iµ0ω

2I
[↔
G (r, rs, ω)

]
p∗ . (VII.25)Dans ette situation où le retournement temporel s'e�etue sans soure, le hamp Ert (r, ω)dans le domaine fréquentiel est une onde stationnaire présentant un déphasage uniformede −π/2 par rapport à la soure. Notons que e n'est pas rigoureusement le hamp re-tourné temporellement ('est à dire en présene d'une soure retournée temporellement)qui, d'après le point préédent, serait E∗ (r, ω).Le résultat VII.25 peut être résumé ainsi : la fontion de Green du hamp életriqueretourné dans le temps produit par un mrt satisfaisant aux trois onditions énonées pré-édemment dans un milieu réiproque et non-absorbant est donnée par la partie imaginairede la fontion de Green sortante pour le même milieu. Ce résultat fournit une exten-sion aux hamps életromagnétiques vetoriels du théorème initialement onnu en aous-tique (Rosny et Fink 2002; Cassereau et Fink 1992).VII.3 ConlusionDans e travail, nous avons montré que la fontion de Green du hamp életrique du pro-blème retourné temporellement ave soure passive s'exprime failement en fontion de lafontion de Green retardé du système. Il a été montré expérimentalement que la ombi-naison du retournement temporel d'ondes életromagnétiques et de la di�usion en hampprohe est un moyen e�ae de générer une foalisation sub-longueur d'onde (Leroseyet al. 2007). Il est important de noter que l'équation VII.25 prend en ompte la présenede la di�usion en hamp prohe aussi bien dans la situation direte que dans la situationretournée. Comme ela est bien onnu en optique de hamp prohe, 'est une onditionnéessaire pour obtenir des variations sub-longueur d'onde du hamp (Greffet et Car-minati 1997). Le résultat de e travail fournit une méthode pour mettre au point desstrutures di�usantes fournissant un on�nement sub-longueur d'onde du hamp retournétemporellement.Remarquons en�n que le hamp retourné temporellement à la position de la soure

E (rs, ω) = −2iµ0ω
2I
[↔
G (rs, rs, ω)

]
p∗ (VII.26)est proportionnel à la densité d'états loale (Joulain et al. 2003) e qui onstitue unlien entre la retournement temporel et une quantité fondamentale aratérisant la réponseéletromagnétique d'un environnement à l'éhelle loale (voir Chap. VI).



Conlusion
Dans ette thèse de dotorat, nous avons évoqué di�érents aspets de la propagation etde l'émission du rayonnement en milieu di�usant. Nous avons en partiulier utiliséplusieurs théories omme l'Équation de Transfert Radiatif (etr), l'approximation de ladi�usion ou la méthode des dip�les ouplés a�n de dérire la propagation d'ondes en milieuomplexe. Ce travail fut divisé en deux parties : dans la première, nous avons montré quel'etr onstitue un très bon outil pour obtenir des informations sur les propriétés des ondesen milieu aléatoire omme la ohérene spatiale ou les �utuations temporelles d'intensité.Dans une seonde partie, nous nous sommes attardés sur le phénomène d'émission en étu-diant l'évolution de la �uoresene d'une moléule en fontion de son environnement (milieuhétérogène) ou la propagation du rayonnement émis dans un milieu à gain (laser aléatoire).La première partie a été l'oasion de montrer à quel point l'etr est un modèle fort bienadapté à l'étude de la propagation du rayonement en milieu omplexe. En e�et, le �uxradiatif loal et diretionnel qu'est la luminane est dérit par ette équation de transport.Il peut également être relié à la fontion de orrélation spatiale du hamp par l'intermédiaired'une transformée de Fourier. Ainsi, à partir de la résolution de l'etr en géométrie plane,nous avons été en mesure de déduire la longueur de ohérene spatiale du hamp en fontionde la profondeur de pénétration du faiseau inident dans le milieu di�usant. Cela nous apermis de mettre en évidene une signature des di�érents régimes de transport des photons(régime de di�usion simple, de di�usion multiple, di�usif). Un modèle semi-analytiqueen di�usion simple nous a également aidé à omprendre les variations de la longueur deohérene en entrée de milieu pour la luminane di�use, variations dues en réalité à unsimple e�et de �ltre géométrique.Ensuite, nous avons établi de manière rigoureuse l'approximation de la di�usion à partirde l'etr en utilisant une déomposition modale de ette dernière. Le prinipe repose surla onservation du seul mode qui survit le plus profondément dans le milieu et le pluslongtemps. Une telle démonstration nous a amené à onsidérer un oe�ient de di�usiondi�érent en régime stationnaire et instationnaire. En partiulier, l'expression obtenue poure oe�ient en régime stationnaire dépend fortement de l'absorption alors qu'il en esttotalement indépendant en régime instationnaire et vaut cltr/3. Cette étude met �n à laontroverse qui était née sur le sujet. Ensuite, la résolution numérique de l'etr par laméthode des ordonnées disrètes nous a permis d'avoir aès numériquement à la déom-position modale de la luminane et d'en déduire la valeur de la longueur d'extrapolation z0à utiliser pour rendre ompte orretement des onditions aux limites aux interfaes lors dela résolution de l'équation de la di�usion. Le problème est alors mathématiquement bienposé.Dans un troisième temps, nous nous sommes intéressés aux �utuations temporelles d'inten-



150 Conlusionsité di�usée par un système dynamique. Une fois enore, l'utilisation de l'etr nous a permitd'améliorer la théorie dite de la spetrosopie par ondes di�uses (dws) en établissant unmodèle valide en di�usion multiple (régime non di�usif). Ce modèle amélioré engendre desdéviations sur le traé de la fontion de orrélation temporelle du hamp en transmissiondans le as de milieux pour lesquels l'approximation de la di�usion n'est pas valable. Uneétude en ré�exion a mis en évidene le r�le majeur de l'anisotropie de la di�usion par lespartiules sur la pente de la fontion de orrélation temporelle, r�le non pris en omptepar la théorie habituelle de la dws. En partiulier, une omparaison entre notre modèle etune étude expérimentale menée dans l'équipe de Frank Sheffold a été onluante à eniveau.Dans la deuxième partie, nous nous sommes tout d'abord foalisés sur les milieux di�usantset ampli�ateurs appelés lasers aléatoires. Après avoir établi un modèle fondé sur le ouplageentre l'équation de relaxation pour les populations des niveaux d'énergie des émetteurs etl'etr, nous avons e�etué une étude numérique des dé�nitions du seuil laser en régime derétroation inohérente. Nous avons ensuite quanti�é e seuil à partir d'une déompositionmodale de l'etr. Le seuil laser est dé�ni lorsqu'un niveau de gain su�sament importantengendre une augmentation temporelle exponentielle de l'intensité émise. A�n de valider lemodèle modal, des omparaisons ave la résolution numérique du ouplage des équationset l'approximation de la di�usion a été envisagée. Ce modèle modal est satisfaisant pourdérire le niveau de pompe néessaire pour que le système émette au-dessus du seuil maispas pour dérire orretement la distribution angulaire de l'intensité émise. Pour ela, laprise en ompte des vrais modes d'une ouhe di�usante est néessaire et fera l'objet d'untravail ultérieur.Ensuite, nous avons étudié la modi�ation du taux de �uoresene d'une soure omposéed'une moléule unique, par son environnement omposé de partiules di�usantes. Nousavons en partiulier étudié la statistique du taux d'émission en présene de di�usion multipleforte (partiules à résonane). Dans le but de dérire la moyenne du taux et de déterminerla longueur de di�usion, nous avons établi un modèle de milieu homogène e�etif prenanten ompte les orrélations et intérations multiples entre partiules. Nous avons montré quedes di�érenes notables existent entre les résultats donnés par la formule de Maxwell-Garnett, notre modèle amélioré et la résolution numérique omplète du problème.En�n, nous avons généralisé la formulation du hamp retourné temporellement onnue enaoustique au as des ondes életromagnétiques. Cette approhe est valable en présene dedi�usion en hamp prohe. Cette formulation donnée par la partie imaginaire de la fontionde Green du problème diret est valable dans le as d'ondes polarisées dans un milieuomplexe réiproque et éventuellement anisotrope dans lequel il n'y a pas d'absorption.



Annexes





Annexe ADémonstration de l'Équation deTransfert Radiatif à partir des équationsde Maxwell
L'etr fut introduite de manière phénoménogique dans les années 1890-1905 (Khvolson1890; Shuster 1905) puis reprise par les astrophysiiens au milieu du sièle der-nier (Chandrasekhar 1950) (voir Chap. I). Aujourd'hui, moyennant ertaines approxi-mations, nous savons démontrer l'etr. Cette annexe a pour objetif de présenter une dé-monstration possible à partir des équations deMaxwell dans la matière. Cela justi�e plei-nement le hoix de l'etr pour l'étude de ertaines propriétés de la propagation du rayonne-ment en milieu di�usant (telle que l'étude de la ohérene spatiale, voir Chap. II). Le leteurpourra se reporter à d'autres ouvrages pour des ompléments d'informations (Rytov et al.1989; Apresyan et Kravtsov 1996).La démonstration de l'etr passe tout d'abord par la reherhe d'une équation pour lehamp moyen 〈E〉 (ou hamp ohérent) dénommée équation de Dyson. Ensuite, nousreherhons une équation pour la fontion de orrélation du hamp 〈EE∗〉 appelée équationde Bethe-Salpeter. Une série d'approximations nous permettra en�n d'aboutir à l'etr.A.1 Équation de DysonCette setion est inspirée du hapitre II de la thèse de Stéphane Durant (Durant 2003).Nous allons reherher une équation pour le hamp moyen 〈E〉 appelée équation de Dysonà partir des équations de Maxwell.A.1.1 Théorie statistique de la propagation d'ondes en milieu aléa-toireIntensités ohérente (moyenne) et inohérente (�utuante)Considérons un milieu quelonque dans un premier temps, �gé. Ce milieu est alors déritpar un indie de réfration n dépendant de la position r = (x, y, z). Dans un tel milieu, la



154 Annexe A. Démonstration de l'Équation de Transfert Radiatifpropagation d'une onde sera déterministe. Dans notre as, le milieu étudié est un milieudi�usant, il est onstitué d'un milieu h�te absorbant ou pas dans lequel baignent des par-tiules di�usantes très nombreuses. Nous sommes alors onfrontés à un milieu possédantun grand nombre de degrés de liberté. On s'intéresse alors aux propriétés statistiques desgrandeurs mesurables (hamp, intensité, . . . ) en raisonnant sur un ensemble de N réalisa-tions. On suppose que notre milieu quelonque est statistiquement homogène et isotrope.Nous pouvons alors érire :
n (r) = 〈n〉+ δn (r) . (A.1)Ainsi, le hamp életrique possède également un aratère aléatoire et se déompose de lamême façon :
E (r) = 〈E〉 (r) + δE (r) . (A.2)Nous introduisons également le tenseur de orrélation spatiale du hamp életrique par1 :
↔

Γ (r, r′) = 〈E (r)⊗ E∗ (r′)〉 . (A.3)L'intensité moyenne est alors donnée par la trae du tenseur ↔

Γ pour r = r′ :
〈I (r)〉 = Tr

[↔
Γ (r, r)

]
=
∑

i

〈
|Ei (r)|2

〉
. (A.4)Finalement, on peut développer l'intensité moyenne en fontion du hamp moyen et des�utuations du hamp en injetant l'équation A.2 dans l'équation A.42 :

〈I (r)〉 =
∑

i

〈
|〈Ei〉 (r) + δEi (r)|2

〉
=
∑

i

[ |〈Ei〉 (r)|2︸ ︷︷ ︸
Ioh +

〈
|δEi (r)|2

〉
︸ ︷︷ ︸

Iinoh ]. (A.6)Les quantités Ioh et Iinoh dé�nies sont respetivement appelées intensités ohérente etinohérente. Cette déomposition en deux termes interviendra fréquemment dans la suitede l'annexe. On omprendra plus loin la signi�ation donnée à es termes.Densité de probabilité et développement en essaimDans un milieu di�usant, les variables aléatoires sont les positions des di�useurs ri pour i ∈
{1, . . . , n} quand les di�useurs sont identiques de forme dé�nie. Ainsi on dé�nit la densité deprobabilité Pn (r1, . . . , rn) que les di�useurs 1, . . . , n soient en r1, . . . , rn, normalisée ommesuit :

∫

V n

Pn (r1, . . . , rn) d3r1 . . .d
3rn = 1. (A.7)1⊗ désigne le produit tensoriel2On a en e�et :

〈
|〈E〉+ δE|2

〉
=
〈
|〈E〉|2 + 〈E〉 δE∗ + 〈E〉∗ δE + |δE|2

〉
= |〈E〉|2 +

〈
|δE|2

〉
. (A.5)



A.1. Équation de Dyson 155Si on onsidère que les positions des di�useurs sont déorrélées, on peut approximer ladensité de probabilité par :
Pn (r1, . . . , rn) =

n∏

i=1

P1 (ri) =

n∏

i=1

1

V
=

1

V n
. (A.8)Cependant, on ne peut pas faire ette hypothèse dans le as où la densité des di�useurs estimportante. Dans e as, on développe Pn est essaim (Frish 1967). Ainsi, les Pn peuventêtre déomposés de la manière suivante :

P2 (ri, rj) = P1 (ri)P1 (rj) [1 + g2 (ri, rj)] (A.9)
P3 (ri, rj, rk) = P1 (ri)P1 (rj)P1 (rk) [1 + g2 (ri, rj) + g2 (ri, rk) + g2 (rj , rk)

+ g3 (ri, rj , rk)]. (A.10)Ces relations dé�nissent les fontions gn qui sont nulles quand les di�useurs sont déorrélés.Ces formulations font apparaître les probabilités fatorisées P1. La orrélation des positionsdes di�useurs vient simplement du fait que les partiules ne peuvent pas s'interpénétrer. Sion s'intéresse plus préisément à la fontion g2 ne dépendant que de la distane entre lesdeux partiules r, on a :
g2 (r) = −1 si r < 2a (A.11)où a est le rayon des partiules supposées sphériques ii. Cette fontion peut être aluléesimplement par simulation statistique de typeMonte Carlo (Calvo-Perez 1999) ou enutilisant des modèles analytiques approhés omme elui de Perus et Yevik (Peruset Yevik 1958; Wertheim 1963; Tsang et al. 1985). La �gure A.1 donne un exemplede alul de ette fontion.

PSfrag replaements SMSM PYPY g2 (r)g2 (r)

r/ar/a

C = 2%

C = 10%

C = 20%

C = 30%

C = 37%

Fig. A.1 � Fontion de orrélation pour des sphères dures disposées aléatoirement dansl'espae en fontion de la distane interentre r et de la onentration volu-mique C. PY est le résultat obtenu par le modèle de Perus et Yevik tandisque SM désigne le résultat de la simulation numérique.



156 Annexe A. Démonstration de l'Équation de Transfert RadiatifA.1.2 Équation intégrale pour le hamp életriqueDans ette partie, on onsidére un milieu non magnétique (perméabilité relative µ = 1)dont la permittivité relative ǫ dépend de la variable spatiale r et est quelonque. Ainsi,nous ne limitons pas pour l'instant l'étude au as d'un milieu di�usant ('est-à-dire forméd'un milieu h�te et de partiules distintes).Les soures de di�usionPartons des équations de Maxwell dans la matière pour en déduire l'équation de propa-gation du hamp életrique3 :
∇× E (r, t) = −∂B

∂t
(r, t) , (A.12)

∇×H (r, t) = jext (r, t) +
∂D

∂t
(r, t) . (A.13)Dans un premier temps, le hamp életrique E est supposé quelonque tout omme les autresgrandeurs életromagnétiques (jext, D B et H). Nous allons travailler sur les transforméesde Fourier, i.e. :

E (r, t) =

∫
E (r, ω) exp [−iωt] dω

2π
. (A.14)Les équations préédentes s'érivent alors :

∇× E (r, ω) = iωB (r, ω) (A.15)
∇×H (r, ω) = jext (r, ω)− iωD (r, ω) . (A.16)On rappelle que les quantités exitation életrique D (r, ω) et hamp életrique E (r, ω) ainsique les quantités exitation magnétique H (r, ω) et hamp magnétique B (r, ω) sont reliéespour les relations onstitutives suivantes pour un milieu diéletrique non magnétique :
D (r, ω) = ǫ (r, ω) ǫ0E (r, ω) (A.17)
B (r, ω) = µ0H (r, ω) . (A.18)En appliquant l'opérateur ∇× à l'équation A.15 et en utilisant les équations A.16, A.17 etA.18, on aboutit à l'équation :
∇×∇× E (r, ω)− ω2

c20
ǫ (r, ω)E (r, ω) = iωµ0jext (r, ω) (A.19)où c0 est la élérité de la lumière dans le vide. On onsidère maintenant la notion d'hétéro-généité par rapport à un milieu de référene de permittivité ǫref (ω). Alors l'équation A.19peut s'érire :

∇×∇×E (r, ω)− ω
2

c20
ǫref (ω)E (r, ω) = iωµ0jext (r, ω)+

ω2

c20
[ǫ (r, ω)− ǫref (ω)]E (r, ω) .3× désigne le produit vetoriel



A.1. Équation de Dyson 157(A.20)Maintenant, nous dé�nissons le hamp de référene Eref (r, ω) tel que satisfaisant l'équationde propagation pour un milieu homogène de permittivité relative ǫref (ω) :
∇×∇× Eref (r, ω)− ω2

c20
ǫref (ω)Eref (r, ω) = iωµ0jext (r, ω) . (A.21)On appelle alors hamp di�usé la quantité Esa (r, ω) = E (r, ω) − Eref (r, ω). En e�et, esont bien les hétérogénéités qui sont à l'origine de la di�usion (dans le sens sattering enanglais). Ainsi, le hamp di�usé satisfait à l'équation :

∇×∇× Esa (r, ω)− ω2

c20
ǫref (ω)Esa (r, ω) =

ω2

c20
[ǫ (r, ω)− ǫref (ω)]E (r, ω) . (A.22)On remarque très lairement que le terme de droite est un terme soure pour le hampdi�usé. Les �utuations spatiales de la permittivité sont des soures pour le hamp di�usé.Constrution d'une équation intégraleIl nous faut ii introduire le tenseur de Green ↔

G (r, r′, ω) qui orrespond à la solution duproblème de l'équation A.19 dans le as d'une soure de ourant pontuelle plaée en r'. Ils'agit don de la réponse impulsionnelle du système linéaire. Ainsi, ↔

G (r, r′, ω) est solutionde4 :
∇×∇×

↔

G (r, r′, ω)− ω2

c20
ǫ (r)

↔

G (r, r′, ω) = δ (r− r′, ω)
↔

I (A.23)où ↔

I est le tenseur identité. La fontion de Green dépend ii de deux variables spatialesar il n'y a pas invariane par translation du système (seulement invariane par translationsur un ensemble de réalisations du milieu di�usant). Par ontre, la fontion de Green nedépend que d'une variable temporelle ar le système est �gé, il y a don bien invarianepar translation dans le temps (hypothèse de stationarité). Alors, le hamp solution del'équation A.19 s'exprime simplement par :
E (r, ω) = iωµ0

∫
↔

G (r, r′, ω) jext (r′, ω) d3r′. (A.24)Il est lair que le alul de ↔

G néessite la onnaissane des positions des hétérogénéitésdans le milieu et est par onséquent très omplexe à mener. Utilisons plut�t le tenseur deGreen pour le milieu homogène de référene :
∇×∇×

↔

Gref (r, r′, ω)− ω2

c20
ǫref (ω)

↔

Gref (r, r′, ω) = δ (r− r′, ω)
↔

I . (A.25)Le tenseur de Green pour un milieu homogène est parfaitement onnu. L'invariane partranslation et l'isotropie du milieu de référene implique qu'il ne dépende que de la di�érene
‖r− r′‖. Ainsi, il est donné par (voir Ann. B) :

↔

Gref (r− r′, ω) =

[
↔

I +
∇r ⊗∇r

k2ref (ω)

]
exp (ikref (ω) ‖r− r′‖)

4π ‖r− r′‖ ; kref (ω) =
ω

c0

√
ǫref (ω).4Le produit vetoriel × entre un tenseur et un veteur est bien dé�ni.



158 Annexe A. Démonstration de l'Équation de Transfert Radiatif(A.26)Son expression dans l'espae de Fourier nous sera utile dans la suite, elle est donnée par :
↔

Gref (k, ω) =

∫
↔

Gref (r− r′, ω) exp [−ik · (r− r′)] d3 (r− r′) =

↔

P (k, ω)

k2 − k2ref (ω)
(A.27)où ↔

P (k, ω) =
↔

I −k ⊗ k/k2ref (ω) est l'opérateur de projetion � transverse �. Ainsi, leséquations intégrales pour le hamp de référene et le hamp di�usé peuvent maintenants'érire :
Eref (r, ω) = iωµ0

∫
↔

Gref (r− r′, ω) jext (r′, ω) d3r′ (A.28)
Esa (r, ω) =

ω2

c20

∫
↔

Gref (r− r′, ω) [ǫ (r, ω′)− ǫref (ω)]E (r′, ω) d3r′ (A.29)
E (r, ω) = Eref (r, ω) +

ω2

c20

∫
↔

Gref (r− r′, ω) [ǫ (r′, ω)− ǫref (ω)]E (r′, ω) d3r′. (A.30)Notation opérateurOn introduit ii trois opérateurs V, Gref et G dé�nis par :
V : E (r, ω) 7→ ω2

c20
[ǫ (r, ω)− ǫref]E (r, ω) = V (r, ω)E (r, ω) (A.31)

Gref : E (r, ω) 7→
∫

↔

Gref (r− r′, ω)E (r′, ω) d3r′ (A.32)
G : E (r, ω) 7→

∫
↔

G (r− r′, ω)E (r′, ω) d3r′. (A.33)Ainsi, l'équation A.30 s'érit5 :
E = Eref + GrefVE . (A.34)Cette équation est dite fermée et est du type Lipmann-Shwinger. C'est le point dedépart de la théorie de la di�usion multiple pour un système quelonque. Une astue simplepermet d'éliminer le hamp életrique total du membre de droite en réinjetant à l'in�nison expression6 :
E = Eref + GrefVEref + GrefVGrefVE (A.35)

= Eref + GrefVEref + GrefVGrefVEref + GrefVGrefVGrefVE (A.36)
=

∞∑

i=0

[GrefV]i Eref. (A.37)Les notations Ioh et Iinoh introduites au début de ette annexe prennent tout leur sensii. En e�et, on a déomposé le hamp en un terme orrespondant à la propagation dans le5La omposition de deux opérateurs X et Y est simplement notée XY.6On ne herhera pas ii à démontrer la onvergene de la série introduite.



A.1. Équation de Dyson 159milieu de référene (terme ohérent) et en un autre orrespondant à la di�usion par les hé-térogénéités (terme inohérent). On a par ailleurs, une relation identique sur les opérateursde Green7 :
G = Gref + GrefVG =

∞∑

i=0

[GrefV]i Gref. (A.38)L'équation de la di�usion multiple A.34 est di�ile à résoudre numériquement ar il fautdisrétiser l'intégrale et mettre le système sous la forme d'une équation matriielle linéaire.Pour ette raison, si le hamp total di�ère peu du hamp de référene, on utilise l'approxi-mation de Born qui onsiste à ne onserver que la première orretion par rapport auhamp de référene :
E = Eref + GrefVEref. (A.39)Cas d'un milieu aléatoireLe milieu est onsidéré omme aléatoire quand la permittivité diéletrique est une variable�utuante de l'espae. Dans l'équation de la di�usion multiple, les opérateurs à variablesaléatoires sont l'opérateur de Green du problème omplet G et l'opérateur V. Ainsi, lavaleur moyenne de l'équation A.38 est donnée par :
〈G〉 = Gref + Gref 〈VG〉 . (A.40)A.1.3 Milieu e�etif pour le hamp moyenUne équation fermée pour le hamp moyen : l'équation de DysonNe perdons pas de vue que nous nous intéressons au hamp moyen. Or, l'équation A.40 n'estpas une équation fermée pour 〈G〉. On va don montrer par la méthode dite de régularisationqu'il existe un opérateurM tel que (Dyson 1949a; Dyson 1949b) :
〈G〉 = Gref + GrefM〈G〉 . (A.41)En e�et, on a :
〈VG〉 = 〈[〈V〉+ δV] [〈G〉+ δG]〉

= 〈V〉 〈G〉+ 〈δVδG〉 . (A.42)On injete alors l'expression de l'équation A.42 dans l'équation A.38 :
〈G〉 = Gref + Gref [〈V〉 〈G〉+ 〈δVδG〉] . (A.43)En soustrayant l'équation A.43 de l'équation A.40, on obtient une expression pour les�utuations de l'opérateur de Green total :
δG = Gref [VG − 〈V〉 〈G〉 − 〈δVδG〉] . (A.44)7Il su�t d'appliquer ette équation au veteur jext pour retrouver l'équation portant sur les hamps.



160 Annexe A. Démonstration de l'Équation de Transfert RadiatifDéveloppons alors l'expression de VG :
VG = 〈V〉 〈G〉+ δV 〈G〉+ 〈V〉 δG + δVδG. (A.45)Ainsi, l'équation A.44 devient :
δG = Gref [δV 〈G〉+ 〈V〉 δG + FδVδG] ave F : f 7→ f − 〈f〉 . (A.46)Si nous appelons I l'opérateur identité, nous obtenons alors :
[I − Gref 〈V〉] δG = Gref [δV 〈G〉+ FδVδG] . (A.47)Soit enore8 :
δG = [I − Gref 〈V〉]−1 Gref [δV 〈G〉+ FδVδG] . (A.48)On en déduit ainsi l'expression de δG :
δG =

{
I − [I − Gref 〈V〉]−1 GrefFδV}−1

[I − Gref 〈V〉]−1 GrefδV︸ ︷︷ ︸
S

〈G〉 . (A.49)À l'ordre 1, l'opérateur S est simplement donné par S = GrefδV. On a alors δG = S 〈G〉. Sion insert ette expression dans l'équation A.43, on obtient :
〈G〉 = Gref + Gref [〈V〉+ 〈δVS〉]︸ ︷︷ ︸

M

〈G〉 (A.50)oùM est appelé � opérateur de masse �. Finalement, l'équation de Dyson est donnée par :
〈G〉 = Gref + GrefM〈G〉 . (A.51)On a bien entendu, la même équation pour le hamp 〈E〉 :
〈E〉 = Eref + GrefM〈E〉 . (A.52)Ainsi, le hamp moyen obéit à une équation de propagation en milieu homogène. Sa phaseest bien dé�nie et non perturbée, il n'y a pas de dépolarisation.Notion d'indie e�etifLe milieu étant statistiquement homogène, il y a invariane par translation du problème. Paronséquent, tout omme pour ↔

Gref, les tenseurs ↔

G et ↔

M ne dépendent que de la di�érene
r−r′ (et également de la pulsation ω). L'équation A.51 dite deDyson réérite expliitementpour le tenseur de Green donne alors9 :

〈↔

G
〉

(r− r′, ω) =
↔

Gref (r− r′, ω) +

∫∫
↔

Gref (r− r1, ω)
↔

M (r2 − r1, ω)

×
〈↔

G
〉

(r2 − r′, ω) d3r1d
3r2 (A.53)

=
↔

Gref (r− r′, ω) +
↔

Gref (r, ω)⊗r

↔

M (r− r′, ω)⊗r′

〈↔

G
〉

(r′, ω) .(A.54)8Par dé�nition, [I − X ]
−1

=
∑

∞

i=0
X i pour X opérateur puisque [I − X ] [I − X ]

−1
=

[I − X ]
∑

∞

i=0
X i = I.9⊗x désigne le produit de onvolution par rapport à la variable x



A.1. Équation de Dyson 161Ainsi, dans l'espae de Fourier, on a simplement :
〈↔

G
〉

(k, ω) =
↔

Gref (k, ω) +
↔

Gref (k, ω)
↔

M (k, ω)
〈↔

G
〉

(k, ω) . (A.55)On met ensuite en fateur le tenseur de Green moyen :
[↔
I −

↔

Gref (k, ω)
↔

M (k, ω)
]〈↔

G
〉

(k, ω) =
↔

Gref (k, ω) . (A.56)On injete ensuite l'expression du tenseur de Green de référene de l'équation A.27 :
[
↔

I −
↔

P (k, ω)

k2 − k2ref (ω)

↔

M (k, ω)

]〈↔

G
〉

(k, ω) =

↔

P (k, ω)

k2 − k2ref (ω)
. (A.57)D'où l'expression du tenseur de Green moyen :

〈↔

G
〉

(k, ω) =

[
↔

I −
↔

P (k, ω)

k2 − k2ref (ω)

↔

M (k, ω)

]−1 ↔

P (k, ω)

k2 − k2ref (ω)
. (A.58)Il faut que 〈↔

G
〉 soit de la même forme que ↔

Gref. Don par identi�ation, on doit avoir :
[
↔

I −
↔

P (k, ω)

k2 − k2ref (ω)

↔

M (k, ω)

]
(
k2 − k2ref (ω)

)
=

↔

k
2

−
↔

k
2e� (ω) . (A.59)Ainsi :

↔

k
2e� (ω) = k2ref (ω)

↔

I +
↔

P (k, ω)
↔

M (k, ω) . (A.60)Comme nous supposons le milieu isotrope, le module du veteur d'onde du milieu e�etifpour une onde plane est donné par :
k2e� (ω) = k2ref (ω) +M (k, ω) et k2e� (ω) =

ω2

c20
ǫe� (ω) . (A.61)Finalement, l'indie e�etif est donné par ne� (ω) =
√
ǫe� (ω). Nous remarquons ainsi queette équation onduit à la dé�nition d'un indie e�etif non loal.ExempleOn ne onserve ii que l'ordre 1 pour l'opérateur S, i.e. S = GrefδV. On a don :

M = 〈V〉+ 〈δVGrefδV〉 . (A.62)Ainsi, l'indie e�etif dans le as non isotrope est donné par :
↔
ǫ e� (r, r′, ω) =

[
ǫref (ω) +

c20
ω2
〈V (r′, ω)〉 δ (r− r′)

]
↔

I

+
c20
ω2

〈
δV (r, ω)

↔

Gref (r− r′, ω) δV (r′, ω)
〉
. (A.63)



162 Annexe A. Démonstration de l'Équation de Transfert RadiatifLien entre le oe�ient d'extintion et l'indie e�etifL'indie e�etif dérit la manière dont le hamp moyen se propage dans le milieu di�usant.Si le hamp moyen est une onde plane monohromatique de pulsation ω qui se propagedans le milieu e�etif homogène dans une diretion z, on peut l'érire :
〈E〉 (z) = R

{
〈E0〉 exp

[
i
ω

c0
R (ne� (ω)) z

]
exp

[
− ω
c0
I (ne� (ω)) z

]} (A.64)où R et I désignent respetivement les opérateurs � partie réelle � et � partie imaginaire �d'un nombre omplexe.La partie réelle de l'indie e�etif joue un r�le sur la phase de l'onde tandis que la partieimaginaire dérit l'atténuation à ause de la di�usion et de l'absorption. L'indie e�etifdans un milieu di�usant est toujours omplexe même si le milieu n'est pas absorbant puisquela di�usion tend à atténuer le hamp moyen. L'intensité ohérente assoiée à ette ondes'atténue en :
Ioh (z) = I0 exp

[
−2

ω

c0
I (ne� (ω)) z

]
= I0 exp [−µeωz] . (A.65)On en déduit l'expression du oe�ient d'extintion :

µeω = 2
ω

c0
I (ne� (ω)) . (A.66)Ainsi, le oe�ient d'extintion est donné par l'opérateur de masse (équations A.61 et A.66).A.2 Équation de Bethe-SalpeterCette setion est inspirée du hapitre II de la thèse de Stéphane Durant (Rytov et al.1989; Apresyan et Kravtsov 1996; Durant 2003). Nous allons reherher une équationpour la orrélation du hamp 〈EE∗〉 appelée équation de Bethe-Salpeter. La fontionde orrélation spatiale du hamp est une grandeur énergétique e qui nous permettra dansla suite de dé�nir la luminane et d'établir l'etr.Dans toute la suite, nous allons onsidérer un milieu ontenant des objets identiques etaléatoirement disposés dans l'espae. On hoisira omme milieu de référene le milieu h�tedans lequel baignent les di�useurs (Frish 1968). La �gure A.2 représente la on�gurationhoisie.A.2.1 L'opérateur de di�usion T : théorie de la di�usion multipleRepartons de la relation de fermeture sur les opérateurs donnée par l'équation A.38 :

G = Gref + GrefVG =

∞∑

i=0

[GrefV]i Gref. (A.67)
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PSfrag replaements
Milieu h�tePartiule di�usante

Fig. A.2 � Type de milieu di�usant étudié. Le milieu h�te est maintenant également lemilieu de référene.Cette équation peut être érite de la manière suivante :
G = Gref + Gref V ∞∑

i=0

[GrefV]i

︸ ︷︷ ︸
T

Gref. (A.68)
L'opérateur de di�usion T ainsi dé�ni n'est pas qu'une simple variable intermédiaire dealul. Il a une signi�ation physique préise que nous allons détailler dans la suite.Cas d'un seul di�useurDans le as où une seule partiule di�usante est présente dans le milieu, l'opérateur Vreprésente la di�usion par ette partiule (hétérogénéité). L'opérateur de di�usion est alorsnoté :

t = T = V
∞∑

i=0

[GrefV]i . (A.69)Chaque terme de la somme d'ordre i s'interprète alors omme i événements de di�usioninternes à la partiule (voir �gure A.3). Nous sommes don bien en présene de di�usionmultiple.Nous avons également une équation identique sur les hamps, à savoir :
E = Eref + GreftEref. (A.70)C'est ainsi que le tenseur ↔

t (r, r′, ω) appliqué au hamp Eref (r, ω′) donne le ourant induit
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PSfrag replaements Eref
Fig. A.3 � Interprétation physique de l'opérateur di�usion pour une partiule. L'exemplei-dessus orrespond au terme i = 3 (4 di�usions) dans l'équation A.69.en r. Pour bien omprendre, érivons le développement des premiers termes de ↔

t (r, r′, ω) :
↔
t (r, r′, ω) = V (r, ω)

↔

I δ (r− r′) + V (r, ω)
↔

Gref (r− r′, ω)V (r′, ω)

+

∫
V (r, ω)

↔

Gref (r− r1, ω)V (r1, ω)
↔

Gref (r1 − r′, ω)V (r′, ω) d3r1

+

∫∫
V (r, ω)

↔

Gref (r− r2, ω)V (r2, ω)
↔

Gref (r2 − r1, ω)V (r1, ω)

×
↔

Gref (r1 − r′, ω)V (r′, ω) d3r1d
3r2 + . . . (A.71)Dérivons le dernier terme : il exprime qu'au point r′ se situe une soure de rayonne-ment V (r′, ω) exitée préalablement par un hamp extérieur Eref. Le tenseur de Green

↔

Gref (r1 − r′, ω) dérit alors la propagation de r′ jusqu'en r1. Ce hamp di�usé exite à sontour un autre point soure V (r1, ω). Le rayonnement ainsi induit se propage jusqu'au point
V (r2, ω) et ainsi de suite.On remarque de plus immédiatement que si un des deux points V (r, ω) ou V (r′, ω) esten dehors du di�useur, alors ↔

t (r, r′, ω) = 0. Cela est dû au fait que V (r, ω) est nul endehors du di�useur. L'opérateur de di�usion ontient toutes les di�usions multiples pourles éléments de volume du di�useur lui-même. Par onséquent, les résonanes de la di�usiond'une partiule liées à sa forme sont ontenues dans t. Il est ainsi possible d'utiliser parexemple la théorie deMie pour aluler et opérateur di�usion pour une partiule sphérique.Cas de n di�useursComme nous l'avons préisé au début de ette annexe, nous onsidérons ii que tous lesdi�useurs sont identiques. Pour une partiule plaée au point r = 0, on dé�nit la fontion
θ par :

θ (r) = 1 si r ∈ à la partiule, θ (r) = 0 si r /∈ à la partiule. (A.72)



A.2. Équation de Bethe-Salpeter 165Ainsi, pour n partiules identiques, V peut être déomposé par :
V (r, ω) =

ω2

c20
(ǫp (ω)− ǫref (ω))

n∑

i=1

θ (r− ri) =

n∑

i=1

Vi (r, ω) V =

n∑

i=1

Vi (A.73)où ǫp est la permittivité relative des partiules supposées homogènes. On rappelle que lespositions des di�useurs sont données par r1, . . . , rn. L'opérateur de di�usion T devient :
T = V

∞∑

i=0

[GrefV]i =
n∑

i=1

Vi +
n∑

i,j=1

ViGrefVj +
n∑

i,j,k=1

ViGrefVjGrefVk + . . . (A.74)Chaque terme de la somme d'ordre i s'interprète alors omme i événements de di�usion(voir �gure A.4).
PSfrag replaements

Eref i
j

kFig. A.4 � Interprétation physique de l'opérateur di�usion dans le as de n partiulesave les Vi. L'exemple i-dessus orrespond au terme ViGrefVjGrefVjGrefVk dansl'équation A.74.Tout omme nous avions dé�ni aisément l'opérateur de di�usion t pour une seule partiule,nous faisons de même ii en dé�nissant l'opérateur de di�usion Ti pour la partiule i :
Ti = Vi

∞∑

j=0

[GrefVi]
j . (A.75)Calulons alors le terme i-dessous en injetant l'expression de l'équation A.75 (Frish1967) :

n∑

i=1

Ti +
n∑

i,j=1
i6=j

TiGrefTj +
n∑

i,j,k=1
i6=j,j 6=k

TiGrefTjGrefTk + . . .

=

n∑

i=1

Vi +

n∑

i=1

ViGrefVi +

n∑

i,j=1
i6=j

ViGrefVj + . . . =

n∑

i=1

Vi +

n∑

i,j=1

ViGrefVj + . . .On retrouve alors l'expression de l'équation A.74. Nous avons don :
T =

n∑

i=1

Ti +
n∑

i,j=1
i6=j

TiGrefTj +
n∑

i,j,k=1
i6=j,j 6=k

TiGrefTjGrefTk + . . . (A.76)



166 Annexe A. Démonstration de l'Équation de Transfert RadiatifCette équation onstitue déjà une avanée importante : on a ainsi remplaé un proessusde di�usion simple par une hétérogénéité Vi par un proessus de di�usion par une partiuleentière Ti ('est-à-dire faisant apparaître les di�usions multiples sur la partiule onsidérée,voir �gure A.5).
PSfrag replaements

Eref i
j

kFig. A.5 � Interprétation physique de l'opérateur di�usion dans le as de n partiulesave les Ti. L'exemple i-dessus est inlus dans le terme TiGrefTjGrefTk dansl'équation A.76. À noter qu'on ne peut pas avoir le terme TjGrefTj puisquetoutes les di�usions sur la partiule j sont inluses dans Tj.Du fait de la similitude des partiules, nous avons également sous forme tensorielle :
↔

Ti (r, r
′, ω) =

↔
t (r− ri, r

′ − ri, ω) . (A.77)On rappelle d'après l'équation A.68 que G = Gref + GrefT Gref. Il est don intéressant dealuler la moyenne de l'opérateur de di�usion pour aluler 〈G〉 et ainsi déduire la formede l'opérateur de masse (équation A.51 de Dyson). On a d'après l'équation A.76 :
〈T 〉 =

n∑

i=1

〈Ti〉+
n∑

i,j=1
i6=j

〈TiGrefTj〉+
n∑

i,j,k=1
i6=j,j 6=k

〈TiGrefTjGrefTk〉+ . . . (A.78)Oupons-nous de haun des termes séparément :
• Le premier terme se alule failement, on a d'après l'équation A.77 :

〈↔

Ti

〉
(r, r′, ω) =

∫
↔
t (r− ri, r

′ − ri, ω)P1 (ri) d3ri (A.79)où la densité de probabilité que le di�useur i se trouve à la position ri est donnée par
P1 (ri) = 1/V ave V volume du milieu di�usant. Ainsi :

n∑

i=1

〈↔

Ti

〉
(r− r′, ω) =

n

V

∫
↔
t (r− r1, r

′ − r1, ω) d3r1. (A.80)
• En e qui onerne le deuxième terme, on érit :

〈↔

Ti

↔

Gref ↔Tj

〉
=

∫∫∫∫
↔
t (r− ri, r1 − ri, ω)

↔

Gref (r1 − r2, ω)
↔
t (r2 − rj, r

′ − r,ω)

× P2 (ri, rj) d3r1d
3r2d

3rid
3rj. (A.81)



A.2. Équation de Bethe-Salpeter 167La di�ulté vient du fait que la densité de probabilité P2 (ri, rj) ne se fatorise pas, 'est-à-dire que la reherhe de la position de la partiule j est soumise à la position hoisiepour la partiule i. En partiulier, les partiules ne peuvent pas s'interpénétrer. Ainsi, onpose d'après le développement en essaim présenté au début de ette annexe :
P2 (ri, rj) =

1

V 2
[1 + g2 (ri, rj)︸ ︷︷ ︸orrélations ] (A.82)ave g2 = 0 s'il n'y a pas de orrélations. L'équation A.81 peut alors se mettre sous laforme :

〈↔

Ti

↔

Gref ↔Tj

〉
=

∫∫∫∫
↔
t (r− r3, r1 − r3, ω)

↔

Gref (r1 − r2, ω)
↔
t (r2 − r4, r

′ − r4, ω)

× 1

V 2
[1 + g2 (r3, r4)] d

3r1d
3r2d

3r3d
3r4. (A.83)Ainsi :

n∑

i,j=1
i6=j

〈↔

Ti

↔

Gref ↔Tj

〉
=
n (n− 1)

V 2

∫∫∫∫
↔
t (r− r3, r1 − r3, ω)

↔

Gref (r1 − r2, ω)

×
↔
t (r2 − r4, r

′ − r4, ω) [1 + g2 (r3, r4)] d
3r1d

3r2d
3r3d

3r4. (A.84)
• Et pour bien omprendre, faisons de même sur le troisième terme où deux as de �guresont à prendre en ompte :
• 1er as : trois di�useurs di�érents (i.e. i 6= k)

n∑

i,j,k=1
i6=j,j 6=k,i6=k

〈↔

Ti

↔

Gref ↔Tj

↔

Gref ↔Tk

〉
=
n (n− 1) (n− 2)

V 3

∫
· · ·
∫

↔
t (r− r5, r1 − r5, ω)

⊗
↔

Gref (r1 − r2, ω)
↔
t (r2 − r6, r3 − r6, ω)

↔

Gref (r3 − r4, ω)
↔
t (r4 − r7, r

′ − r7, ω)

× [1 + g2 (r5, r6) + g2 (r5, r7) + g2 (r6, r7) + g3 (r5, r6, r7)]

× d3r1d
3r2d

3r3d
3r4d

3r5d
3r6d

3r7. (A.85)
• 2ème as : deux di�useurs uniquement (i.e. i = k)

n∑

i,j,i6=j

〈↔

Ti

↔

Gref ↔Tj

↔

Gref ↔Ti

〉
=
n (n− 1)

V 2

∫
· · ·
∫

↔
t (r− r5, r1 − r5, ω)

⊗
↔

Gref (r1 − r2, ω)
↔
t (r2 − r6, r3 − r6, ω)

↔

Gref (r3 − r4, ω)
↔
t (r4 − r5, r

′ − r5, ω)

× [1 + g2 (r5, r6)] d
3r1d

3r2d
3r3d

3r4d
3r5d

3r6. (A.86)Cette fois 'est bon, le supplie est terminé !Si on suppose que nous sommes en présene d'un grand nombre de partiules n et si onpose ρ = n/V la densité de partiules dans le milieu di�usant, alors on remarque que :
• Le terme de di�usion simple∑n

i=1

〈↔

Ti

〉 est en ρ.
• Le terme de di�usion double ∑n

i,j=1
i6=j

〈↔

Ti

↔

Gref ↔Tj

〉 est en ρ2.



168 Annexe A. Démonstration de l'Équation de Transfert Radiatif
• Et. . .Ainsi, le développement de 〈T 〉 peut être vu omme un développement perturbatif en ρ.Don plus la densité de partiules sera importante et plus il faudra aller loin dans lestermes à retenir. On voit ii apparaître la di�usion dépendante (termes en ρ2, et. . . ) quiest fondamentalement liée aux orrélations entre partiules. Pour une faible densité, onpourra onsidérer que les événements de di�usion sont indépendants. La théorie deMie quinous renseigne sur la di�usion par une partiule sphérique pourra alors être appliquée.A.2.2 Les diagrammes de FeynmanLes di�ultés renontrées pour érire la moyenne de l'opérateur de di�usion nous amène àutiliser dans la suite une ériture shématique.Les diagrammes utilisés sont dus à Feynman. Ils ont été introduits dans le adre de lathéorie quantique des hamps et sont maintenant très utilisés en physique théorique. Ilspermettent une ériture simpli�ée des équations préédentes sans perdre leur sens physique.IntrodutionLes di�érents diagrammes élémentaires dont nous allons avoir besoin dans la suite sont lessuivants :Diagramme Signi�ationUne ligne représente la propagation entre deux di�useurs dans lemilieu de référene. Elle orrespond don au tenseur ↔

Gref.Un erle représente le proessus de di�usion par une partiule en-tière. Il orrespond don au tenseur ↔
t .Les traits disontinus représentent les orrélations entre partiules.Ils orrespondent don aux fontions g2 et g3.Les partiules reliées par des traits ontinus au niveau inférieur sontidentiques.Les fateurs du type n (n− 1) . . . (n− p+ 1) /V p présents dans l'expression de la moyennede l'opérateur de di�usion 〈T 〉 ne seront pas représentés sur les diagrammes.VoabulaireQuelques mots de voabulaire nous seront utiles dans la suite :



A.2. Équation de Bethe-Salpeter 169Diagramme Nom assoiéDiagramme nuDiagramme semi-habilléDiagramme habillé




Diagrammes onnexes (non fatorisables)
= × Diagramme fatorisable

Ériture de l'opérateur 〈T 〉Ave les onventions introduites préédemment, nous sommes en mesure de mettre sousforme diagrammatique le développement laborieux de la moyenne de l'opérateur de di�u-sion. La tradution donne :
〈T 〉 = + + + + +

+ + + +

+ + . . . (A.87)Ainsi, le premier diagramme orrespond à la di�usion par une partiule, les deux suivantsà la di�usion par deux partiules une fois la densité de probabilité P2 élatée en deuxtermes 1 + g2, les sept suivants à la di�usion par trois partiules (les inq premiers pourdes partiules toutes di�érentes �il y a bien inq termes dans l'élatement de P3� et lesdeux suivants pour deux partiules identiques �il n'y a que deux termes dans l'élatementde P2�) et ainsi de suite.La �gure A.6 présente une interprétation physique pour le dixième diagramme du dévelop-pement de 〈T 〉.



170 Annexe A. Démonstration de l'Équation de Transfert Radiatif
PSfrag replaementsEref

=

Fig. A.6 � Interprétation physique d'un diagramme. Dans et exemple, les deux partiulessont orrélées. La di�usion se fait d'abord sur la première puis sur la deuxièmeet retour ensuite sur la première.Remarque : On peut faire trois remarques importantes sur les diagrammes :
• Dans l'expression de 〈T 〉, on notera que deux di�useurs suessifs sont forément di�é-rents. Don le shéma est impossible.
• Il est évident que deux di�useurs identiques ne sont pas orrélés. Ainsi le shémaest également impossible.
• En�n, on a = du fait de la similitude du premier et du dernierdi�useur.Retour sur l'équation de DysonReherhons maintenant l'expression de l'opérateur de masse sous forme de diagrammes.Pour ela, nous rappelons l'équation de Dyson et elle faisant intervenir l'opérateur dedi�usion :

〈G〉 = Gref + GrefM〈G〉 , (A.88)
〈G〉 = Gref + Gref 〈T 〉 Gref. (A.89)On itère l'équation A.88 e qui donne simplement :
〈T 〉 =

∞∑

i=0

(MGref)iM . (A.90)Dans es onditions, si on érit l'opérateur de masse sous la forme :
M = + + + + + + . . . (A.91)



A.2. Équation de Bethe-Salpeter 171alors le alul des premiers termes de la série donne :
M+MGrefM = + + + +

+ + + +

+ + . . . (A.92)On retrouve ainsi l'expression de la moyenne de l'opérateur de di�usion. Ainsi, il est impor-tant de remarquer que l'opérateur de masse est représenté par la somme de tousles diagrammes non fatorisables. Dé�nissons deux diagrammes supplémentaires :Diagramme Signi�ationUne ligne épaisse représente le tenseur de Green moyen 〈↔

G
〉.Une disque plein représente l'opérateur de masseM.L'équation de Dyson se met �nalement sous la forme

= + . (A.93)Approximation de Foldy-TwerskyElle exprime une approximation de l'opérateur de masse omme suit :
∼ . (A.94)Approximation de Keller ou de BourretElle exprime une approximation de l'opérateur de masse omme suit :
∼ +

︸ ︷︷ ︸1ère orretion dedi�usion dépendante . (A.95)
A.2.3 Une équation fermée pour la orrélation du hamp : l'équa-tion de Bethe-SalpeterPour trouver une équation faisant apparaître une grandeur énergétique, nous repartonsde elle véri�ée par l'opérateur de Green G en fontion de l'opérateur de di�usion T(équation A.68) :

G = Gref + GrefT Gref. (A.96)



172 Annexe A. Démonstration de l'Équation de Transfert RadiatifL'opérateur de di�usion (dans sa version non moyennée) s'érit (omme nous ne moyennonspas, les orrélations n'apparaissent pas ii) :
T = + + + + + . . . (A.97)Ainsi, le produit GG∗ s'érit :
GG∗ = +

+ + + . . .

+ + + . . .
(A.98)où la première ligne orrespond aux termes non étoilés et la deuxième aux termes étoilés10.Le développement de l'expression préédente se fait simplement en prenant les ombinaisonsde tous les diagrammes de la première ligne ave eux de la deuxième ligne. Prenons ensuitela moyenne de l'équation A.98, ela va faire apparaître les orrélations :

〈GG∗〉 = + + + + +

+ + + + +

+ + + + + . . .(A.99)On dé�nit alors un nouvel opérateur noté K et appelé � opérateur intensité � omme suit :
K = + + + + + + . . . (A.100)Tout omme l'opérateur de masse, l'opérateur intensité est représenté par la sommede tous les diagrammes doubles non fatorisables, d'où son deuxième nom de � vertexirrédutible �. Dé�nissons un diagramme supplémentaire :Diagramme Signi�ationUn arré hahuré représente l'opérateur intensité K.Calulons alors la quantité suivante où nous remplaçons les di�érents diagrammes par leursdéveloppements respetifs (le développement de 〈G〉 est donné par elui de 〈T 〉 d'après10∗ désigne la quantité onjuguée



A.2. Équation de Bethe-Salpeter 173l'équation A.89, elui de 〈GG∗〉 est donné par l'équation A.99) :
+ 〈GG∗〉 . (A.101)Une fois les aluls menés, nous retrouvons l'expression de 〈GG∗〉. Ainsi, l'équation deBethe-Salpeter est donnée par :

〈GG∗〉 = + 〈GG∗〉 . (A.102)En ériture formelle, elle s'érit :
〈GG∗〉 = 〈G〉 〈G〉∗ + 〈G〉 〈G〉∗K 〈GG∗〉 . (A.103)On a de même la même équation pour le hamp :
〈E⊗ E∗〉 = 〈E〉 ⊗ 〈E〉∗ + 〈G〉 〈G∗〉K 〈E⊗ E∗〉 (A.104)e qui donne �nalement en ériture tensorielle :
〈E (r, ω)⊗ E (r′, ω′)〉 = 〈E (r, ω)〉 ⊗ 〈E∗ (r′, ω′)〉

+

∫∫∫∫ 〈↔

G (r, r1, ω)
〉〈↔

G (r′, r2, ω
′)
〉∗ ↔

K (r1,ρ1, r2,ρ2, ω, ω
′)

× 〈E (ρ1, ω)⊗ E∗ (ρ2, ω
′)〉d3r1d

3r2d
3ρ1d

3ρ2. (A.105)L'opérateur intensité dérit d'un point de vue physique la orrélation qui existe aux points
r1, r2 entre les hamps rayonnés par deux soures situées aux points ρ1,ρ2 à la pulsation ωet ω′ respetivement.Approximation de l'éhelle (ladder approximation)Elle exprime une approximation de l'opérateur intensité omme suit :

∼ . (A.106)Par itération de l'équation A.102, on en déduit :
〈GG∗〉 ∼ + + + + . . . (A.107)Le nom de ette approximation est ainsi tout trouvé. Elle nous servira à la �n de etteannexe pour déduire une approximation de la fontion de phase.



174 Annexe A. Démonstration de l'Équation de Transfert RadiatifA.3 Équation de Transfert RadiatifCette setion est inspirée du rapport de stage post-dotoral de Carsten Henkel (Henkel1997) ave adaptation dans le as du régime instationnaire. Les équations de Dyson etde Bethe-Salpeter sont des équations exates. Pour démontrer l'etr, nous allons avoirbesoin de faire ertaines approximations. Et tout d'abord, nous ne traiterons pas du aspolarisé. En e�et, une version polarisée de l'etr existe (Ryzhik et al. 1996). Ii, la lu-minane sera une grandeur salaire. Un formalisme semblable a également été développépar Barabanenkov et Finkel'berg (Barabanenkov et Finkel'berg 1968) et parRytov (Rytov et al. 1989).A.3.1 Bethe-Salpeter dans WignerRepartons de l'équation de Bethe-Salpeter telle que dérite par l'équation A.105 maisdans l'approximation salaire :
〈E (r1, ω1)E

∗ (r2, ω2)〉 = 〈E (r1, ω1)〉 〈E∗ (r2, ω2)〉+
∫∫∫∫

〈G (r1, r
′
1, ω1)〉

× 〈G∗ (r2, r
′
2, ω2)〉K (r′1,ρ1, r

′
2,ρ2, ω1, ω2) 〈E (ρ1, ω1)E

∗ (ρ2, ω2)〉d3r′1d
3r′2d

3ρ1d
3ρ2.(A.108)Le milieu di�usant est supposé statistiquement homogène et isotrope de sorte qu'il y ainvariane par translation :

〈G (r, r′, ω)〉 = 〈G (r− r′, ω)〉 =

∫
exp [ik · (r− r′)]

k2 − k2ref (ω)−M (k, ω)

d3k

8π3
(A.109)

K (r1 + ∆r,ρ1 + ∆r, r2 + ∆r,ρ2 + ∆r, ω1, ω2) = K (r1,ρ1, r2,ρ2, ω1, ω2) (A.110)où l'expression de la fontion de Green est donnée par elle de l'équation A.58 et où M et
K désignent respetivement l'opérateur de masse et l'opérateur intensité. Cela donne pourla transformée de Fourier de K :

K (k1,κ1,k2,κ2, ω1, ω2) =

∫∫∫∫
d3r1d

3r2d
3ρ1d

3ρ2K (r1,ρ1, r2,ρ2, ω1, ω2)

× exp [−ik1 · r1 + iκ1 · ρ1 + ik2 · r2 − iκ2 · ρ2]

= exp [ik1 ·∆r− iκ1 ·∆r + ik2 ·∆r + iκ2 ·∆r]

×K (k1,κ1,k2,κ2, ω1, ω2) . (A.111)Cette relation est valable pour tout ∆r. Par onséquent, on peut mettre la transformée deFourier sous la forme :
K (k1,κ1,k2,κ2, ω1, ω2) = 8π3δ (k1 − κ1 − k2 + κ2) K̃ (k1,κ1,k2,κ2, ω1, ω2) . (A.112)Les signes des veteurs d'onde ont été hoisis tels que la transformée de Fourier de l'opé-rateur intensité s'interprète omme la desription de la orrélation pour les deux proessusde di�usion suivants :
κ1 → k1 (à la pulsation ω1) κ2 → k2 (à la pulsation ω2). (A.113)



A.3. Équation de Transfert Radiatif 175Il s'agit maintenant d'utiliser la transformée de Wigner pour donner une autre forme àl'équation de Bethe-Salpeter. Pour ela, on dé�nit les transformées de Wigner sui-vantes :
f (r,k, t, ω0) =

∫ 〈
E
(
r +

s

2
, ω0 +

ω

2

)
E∗
(
r− s

2
, ω0 −

ω

2

)〉
exp[−ik · s− iωt]d3s

dω

2π
,(A.114)

fj (r,k, t, ω0) =

∫
jext (r +

s

2
, ω0 +

ω

2

)
j∗ext (r− s

2
, ω0 −

ω

2

)
exp[−ik · s− iωt]d3s

dω

2π
.(A.115)La luminane est une grandeur faisant intervenir quatre paramètres : la position r et ladiretion u d'une part et la pulsation ω et le temps t d'autre part e qui est dû au faitqu'elle s'interpréte omme un �ux radiatif loal et diretionnel à une pulsation �xée etau temps t. Le hamp lui est une grandeur à deux variables (la position et le temps). Leproblème onsiste don à relier es deux grandeurs entre-elles e que permet la transforméedeWigner (Apresyan et Kravtsov 1996). Dans un premier temps, nous allons montrerque l'équation de Bethe-Salpeter est une équation pour ette grandeur et dans un seondtemps, nous ferons les approximations néessaires pour retrouver l'etr. On préisera alorsle lien exat existant entre le hamp et la luminane. On rappelle que jext orrespond auxsoures extérieures déterministes de ourant.Terme ohérent fohComme dé�ni au début de la première setion, le terme ohérent orrespond au premierterme du membre de droite de l'équation de Bethe-Salpeter. Il est donné par :

foh (r, s, ω0, ω) =
〈
E
(
r +

s

2
, ω0 +

ω

2

)〉〈
E∗
(
r− s

2
, ω0 −

ω

2

)〉
. (A.116)Prenons la transformée de Fourier de e terme :

foh (r,k, t, ω0) =

∫ 〈
E
(
r +

s

2
, ω0 +

ω

2

)〉〈
E∗
(
r− s

2
, ω0 −

ω

2

)〉

× exp [−ik · s− iωt] d3s
dω

2π
. (A.117)On remplae alors les expressions du hamp par leurs expressions en fontion de la fontionde Green (équation A.24) :

foh (r,k, t, ω0) =
(
ω0 +

ω

2

)(
ω0 −

ω

2

)
µ0

2

∫∫
d3s

dω

2π
exp [−ik · s− iωt]

∫∫
d3ρ1d

3ρ2

×
〈
G
(
r +

s

2
− ρ1, ω0 +

ω

2

)〉〈
G∗
(
r− s

2
− ρ2, ω0 −

ω

2

)〉

× jext (ρ1, ω0 +
ω

2

)
j∗ext (ρ2, ω0 −

ω

2

)
. (A.118)Pour allégrer l'ériture, on dé�nit la fontion G′ omme suit :

G′ (r, ω) = iωµ0G (r, ω) . (A.119)



176 Annexe A. Démonstration de l'Équation de Transfert RadiatifEn insérant les transformées de Fourier des fontions de Green, on obtient :
foh (r,k, t, ω0) =

∫∫
d3s

dω

2π
exp [−ik · s− iωt]

∫∫
d3ρ1d

3ρ2jext (ρ1, ω0 +
ω

2

)

× j∗ext (ρ2, ω0 −
ω

2

)∫∫ d3k1

8π3
dt1 〈G′ (k1, t1)〉

d3k2

8π3
dt2 〈G′∗ (k2, t1)〉

× exp
[
ik1 ·

(
r +

s

2
− ρ1

)
− ik2 ·

(
r− s

2
− ρ2

)
+ it1

(
ω0 +

ω

2

)
−+it2

(
ω0 −

ω

2

)]
.(A.120)On e�etue maintenant les hangements de variables suivants (dont le jaobien vaut 1) :

{
ρ′ = (ρ1 + ρ2) /2
ρ = ρ1 − ρ2

soit {
ρ1 = ρ′ + ρ/2
ρ2 = ρ′ − ρ/2

, (A.121)
{
t′ = (t1 + t2) /2
t′′ = t1 − t2 soit {

t1 = t′ + t′′/2
t2 = t′ − t′′/2 , (A.122)e qui donne :

foh (r,k, t, ω0) =

∫∫
d3s

dω

2π
exp [−ik · s− iωt]

∫
d3k1

8π3

d3k2

8π3
dt′dt′′

〈
G′

(
k1, t

′ +
t′′

2

)〉

×
〈
G′∗

(
k2, t

′ − t′′

2

)〉
exp[i (k1 − k2) · r] exp[i

k1 + k2

2
· s]
∫∫

d3ρd3ρ′

× jext (ρ′ +
ρ

2
, ω0 +

ω

2

)
j∗ext (ρ′ − ρ

2
, ω0 −

ω

2

)
exp

[
−ik1 ·

(
ρ′ +

ρ

2

)
+ ik2 ·

(
ρ′ − ρ

2

)]

︸ ︷︷ ︸
exp[−i

k1+k2
2

·ρ] exp[−i(k1−k2)·ρ′]

× exp [iω0t
′′ + iωt′] . (A.123)On reonnaît ainsi la transformée de Wigner des ourants :

∫
d3ρ

dω

2π
jext (ρ′ +

ρ

2
, ω0 +

ω

2

)
j∗ext (ρ′ − ρ

2
, ω0 −

ω

2

)
exp

[
−ik1 + k2

2
· ρ
]

× exp [−iω (t− t′)] = fj

(
ρ′,

k1 + k2

2
, t− t′, ω0

)
. (A.124)Ainsi, le terme ohérent s'érit :

foh (r,k, t, ω0) =

∫
d3s exp

[
−ik · s + i

k1 + k2

2
· s
] ∫∫∫

d3k1

8π3

d3k2

8π3
dt′dt′′d3ρ

×
〈
G′

(
k1, t

′ +
t′′

2

)〉〈
G′∗

(
k2, t

′ − t′′

2

)〉
fj

(
ρ,

k1 + k2

2
, t− t′, ω0

)

× exp [i (k1 − k2) · (r− ρ)] exp [iω0t
′′] . (A.125)L'intégrale sur s peut maintenant être évaluée et donne :

∫
d3s exp

[
−ik · s + i

k1 + k2

2
· s
]

= 8π3δ

(
k− k1 + k2

2

) (A.126)



A.3. Équation de Transfert Radiatif 177e qui onduit à :
foh (r,k, t, ω0) =

∫
d3k1

8π3
d3k2d

3ρdt′dt′′δ

(
k− k1 + k2

2

)〈
G′

(
k1, t

′ +
t′′

2

)〉

×
〈
G′∗

(
k2, t

′ − t′′

2

)〉
fj

(
ρ,

k1 + k2

2
, t− t′, ω0

)

× exp [i (k1 − k2) · (r− ρ)] exp [iω0t
′′] . (A.127)Faisons le hangement de variables suivant :

{
k′ = (k1 + k2) /2
q = k1 − k2

soit {
k1 = k′ + q/2
k2 = k′ − q/2

, (A.128)et don :
foh (r,k, t, ω0) =

∫
d3q

8π3
d3k′d3ρdt′dt′′δ (k− k′)

〈
G′

(
k′ + q/2, t′ +

t′′

2

)〉

×
〈
G′∗

(
k′ − q/2, t′ − t′′

2

)〉
fj (ρ,k′, t′ − t, ω0) exp [iq · (r− ρ)] exp [iω0t

′′] .(A.129)Soit enore :
foh (r,k, t, ω0) =

∫
d3q

8π3
d3ρdt′dt′′

〈
G′

(
k + q/2, t′ +

t′′

2

)〉〈
G′∗

(
k− q/2, t′ − t′′

2

)〉

× fj (ρ,k, t− t′, ω0) exp [iq · (r− ρ)] exp [iω0t
′′] . (A.130)Remplaçons une nouvelle fois les fontions de Green par leurs transformées de Fouriertemporelles :

foh (r,k, t, ω0) =

∫
d3q

8π3
d3ρdt′dt′′

dω1

2π

dω2

2π
〈G′ (k + q/2, ω1)〉 〈G′∗ (k− q/2, ω2)〉

× fj (ρ,k, t− t′, ω0) exp [iq · (r− ρ)] exp [iω0t
′′] exp

[
−iω1

(
t′ +

t′′

2

)
+ iω2

(
t′ − t′′

2

)]
.(A.131)Nous faisons ensuite le hangement de variables suivant :

{
ω′ = (ω1 + ω2) /2
ω′′ = ω1 − ω2

soit {
ω1 = ω′ + ω′′/2
ω2 = ω′ − ω′′/2

. (A.132)On obtient alors :
foh (r,k, t, ω0) =

∫
d3q

8π3
d3ρdt′dt′′

dω′

2π

dω′′

2π

〈
G′

(
k + q/2, ω′ +

ω′′

2

)〉

×
〈
G′∗

(
k− q/2, ω′ +

ω′′

2

)〉
fj (ρ,k, t− t′, ω0) exp [iq · (r− ρ)] exp [iω0t

′′ − iω′′t′ − iω′t′′] .(A.133)On peut alors évaluer l'intégrale sur la variable t′′ e qui onduit à :
foh (r,k, t, ω0) =

∫
d3q

8π3
d3ρdt′

dω′′

2π

〈
G′

(
k + q/2, ω0 +

ω′′

2

)〉〈
G′∗

(
k− q/2, ω0 +

ω′′

2

)〉

× fj (ρ,k, t− t′, ω0) exp [iq · (r− ρ)] exp [iω′′t′] . (A.134)



178 Annexe A. Démonstration de l'Équation de Transfert RadiatifIl reste en�n à faire le déalage qui transforme t′ en t− t′ e qui s'érit �nalement :
foh (r,k, t, ω0) =

∫
d3q

8π3 d3ρdt′
dω

2π

〈
G′
(
k + q/2, ω0 +

ω

2

)〉〈
G′∗
(
k− q/2, ω0 +

ω

2

)〉

×fj (ρ,k, t− t′, ω0) exp [iq · (r− ρ)] exp [iω (t− t′)]
.(A.135)On peut poser une autre ériture sous la forme :

foh (r,k, t, ω0) =

∫∫
d3ρdt′A (r− ρ,k, t− t′, ω0) fj (ρ,k, t′, ω0) (A.136)ave A (r− ρ,k, t− t′, ω0) =

∫∫
d3q

8π3

dω

2π

〈
G′
(
k + q/2, ω0 +

ω

2

)〉

×
〈
G′∗
(
k− q/2, ω0 −

ω

2

)〉
exp [iq · (r− ρ)− iω (t− t′)] .(A.137)Terme inohérent finohLe terme inohérent orrespond au deuxième terme du membre de droite dans l'équationde Bethe-Salpeter. Sa transformée de Fourier est donnée par :

finoh (r,k, t, ω0) =

∫∫
d3s

dω

2π
exp [−ik · s− iωt]

∫∫∫∫
d3r1d

3r2d
3ρ1d

3ρ2

×
〈
G
(
r +

s

2
− r1, ω0 +

ω

2

)〉〈
G∗
(
r− s

2
− r2, ω0 −

ω

2

)〉

×K
(
r1,ρ1, r2,ρ2, ω0 +

ω

2
, ω0 −

ω

2

)〈
E
(
ρ1, ω0 +

ω

2

)
E∗
(
ρ2, ω0 −

ω

2

)〉
.(A.138)On introduit alors les transformées de Fourier de G et de K :

finoh (r,k, t, ω) =

∫∫
d3s

dω

2π
exp [−ik · s− iωt]

∫∫∫∫
d3r1d

3r2d
3ρ1d

3ρ2

×
〈
E
(
ρ1, ω0 +

ω

2

)
E∗
(
ρ2, ω0 −

ω

2

)〉∫∫ d3k1

8π3
dt1 〈G (k1, t1)〉 exp

[
ik1 ·

(
r +

s

2
− r1

)]

×
∫∫

d3k2

8π3
dt2 〈G∗ (k2, t2)〉 exp

[
−ik2 ·

(
r− s

2
− r2

)]∫ d3k′
1

8π3

d3k′
2

8π3

d3κ1

8π3

d3κ2

8π3
dt3dt4

×K (k′
1,κ1,k

′
2,κ2, t3, t4) exp [i (k′

1 · r1 − κ1 · ρ1 − k′
2 · r2 + κ2 · ρ2)]

× exp
[
i (t1 + t3)

(
ω0 +

ω

2

)
− i (t2 + t4)

(
ω0 −

ω

2

)]
. (A.139)Utilisons alors le fait que :

∫
d3r1 exp [−i (k1 − k′

1) · r1] = 8π3δ (k1 − k′
1) (A.140)



A.3. Équation de Transfert Radiatif 179et de même ave r2, e qui donne pour finoh :
finoh (r,k, t, ω0) =

∫∫
d3s

dω

2π
exp [−ik · s− iωt]

∫∫
d3ρ1d

3ρ2

×
〈
E
(
ρ1, ω0 +

ω

2

)
E∗
(
ρ2, ω0 −

ω

2

)〉∫ d3k1

8π3

d3k2

8π3

d3κ1

8π3

d3κ2

8π3
dt1dt2 〈G (k1, t1)〉

× 〈G∗ (k2, t2)〉K (k1,κ1,k2,κ2, t3, t4) exp

[
i
k1 + k2

2
· s + i (k1 − k2) · r

]

× exp
[
−iκ1 · ρ1 + iκ2 · ρ2 + i (t1 + t3)

(
ω0 +

ω

2

)
− i (t2 + t4)

(
ω0 −

ω

2

)]
. (A.141)On fait alors les hangements de variables :

{
ρ = (ρ1 + ρ2) /2
ρ′ = ρ1 − ρ2

soit {
ρ1 = ρ + ρ′/2
ρ2 = ρ− ρ′/2

, (A.142)
{
t′ = (t1 + t3) /2
t′′ = t1 − t3 soit {

t1 = t′ + t′′/2
t3 = t′ − t′′/2 , (A.143)

{
T ′ = (t2 + t4) /2
T ′′ = t2 − t4 soit {

t2 = T ′ + T ′′/2
t4 = T ′ − T ′′/2

. (A.144)On fait ainsi apparaître la transformée de Wigner du hamp, e qui donne :
finoh (r,k, t, ω0) =

∫
d3s exp [−ik · s]

∫
d3ρ

∫
d3k1

8π3

d3k2

8π3

d3κ1

8π3

d3κ2

8π3

× f
(

ρ,
κ1 + κ2

2
, t− t′ − T ′, ω0

)〈
G

(
k1, t

′ +
t′′

2

)〉〈
G∗

(
k2, T

′ +
T ′′

2

)〉

×K
(
k1,κ1,k2,κ2, t

′ − t′′

2
, T ′ − T ′′

2

)
exp

[
i
k1 + k2

2
· s + i (k1 − k2) · r

]

× exp [−i (κ1 − κ2) · ρ + 2iω0 (t′ − T ′)] dt′dt′′dT ′dT ′′. (A.145)De même que préédemment, on a :
∫

d3s exp

[
−ik · s + i

k1 + k2

2
· s
]

= 8π3δ

(
k− k1 + k2

2

)
. (A.146)On pose de plus les deux hangements de variables :

{
k′ = (k1 + k2) /2
q = k1 − k2

{
κ = (κ1 + κ2) /2
Q = κ1 − κ2

. (A.147)En insérant également les transformées de Fourier temporelles des fontions de Greenet de l'opérateur intensité, on obtient :
finoh (r,k, t, ω0) =

∫
d3ρ

d3q

8π3

d3κ

8π3

d3Q

8π3
f (ρ,κ, t− t′ − T ′, ω0)

〈
G
(
k +

q

2
, ω1

)〉

×
〈
G∗
(
k− q

2
, ω2

)〉
K

(
k +

q

2
,κ +

Q

2
,k− q

2
,κ− Q

2
, ω3, ω4

)

× exp

[
−iω1

(
t′ +

t′′

2

)
+ iω2

(
T ′ +

T ′′

2

)
− iω3

(
t′ − t′′

2

)
+ iω4

(
T ′ − T ′′

2

)]

× exp [iq · r− iQ · ρ + 2iω0 (t′ − T ′)]
dω1

2π

dω2

2π

dω3

2π

dω4

2π
dt′dt′′dT ′dT ′′. (A.148)



180 Annexe A. Démonstration de l'Équation de Transfert RadiatifLa relation A.112 nous permet d'érire :
K

(
k +

q

2
,κ +

Q

2
,k− q

2
,κ− Q

2
, ω3, ω4

) (A.149)
= 8π3δ (q−Q) K̃

(
k +

q

2
,κ +

Q

2
,k− q

2
,κ− Q

2
, ω3, ω4

)
. (A.150)On va don évaluer l'intégrale sur Q. De plus, les intégrales sur t′′ et T ′′ sont égalementalulables e qui donne :

finoh (r,k, t, ω0) =

∫
d3ρ

d3q

8π3

d3κ

8π3
f (ρ,κ, t− t′ − T ′, ω0)

〈
G
(
k +

q

2
, ω1

)〉〈
G∗
(
k− q

2
, ω2

)〉

× K̃
(
k +

q

2
,κ +

q

2
,k− q

2
,κ− q

2
, ω3, ω4

)
4π2δ

(
ω4 − ω2

2

)
δ

(
ω3 − ω1

2

)

× exp [−it′ (ω1 + ω3) + iT ′ (ω2 + ω4) + 2iω0 (t′ − T ′)]
dω1

2π

dω2

2π

dω3

2π

dω4

2π
exp [iq · r− iq · ρ] dt′dT ′.(A.151)On élimine les distributions de Dira et on e�etue en même temps le hangement devariables devenu lassique :

finoh (r,k, t, ω0) =

∫
d3ρ

d3q

8π3

d3κ

8π3
f (ρ,κ, t− t′ − T ′, ω0)

〈
G

(
k +

q

2
, ω +

ω′

2

)〉

×
〈
G∗

(
k− q

2
, ω − ω′

2

)〉
K̃

(
k +

q

2
,κ +

q

2
,k− q

2
,κ− q

2
, ω +

ω′

2
, ω − ω′

2

)
dω

2π

dω′

2π

× exp

[
it′
(
ω0 − ω −

ω′

2

)
− iT ′

(
ω0 − ω +

ω′

2

)]
exp [iq · r− iq · ρ] dt′dT ′. (A.152)En faisant le hangement de variables {u = (t′ + T ′) /2, v = (t′ − T ′)}, nous pouvons sim-pli�er les intégrales faisant intervenir les variables t′ et T ′ omme suit :

∫
f (t− t′ − T ′) exp

[
−it′

(
−ω0 + ω +

ω′

2

)
− iT ′

(
−ω0 + ω − ω′

2

)]
dt′dT ′ (A.153)

= 2πδ (ω − ω0)

∫
f (t− 2u) exp [−iuω′] du. (A.154)Le terme inohérent devient alors :

finoh (r,k, t, ω0) =

∫
d3ρ

d3q

8π3

d3κ

8π3
f (ρ,κ, t− t′, ω0)

〈
G
(
k +

q

2
, ω0 +

ω

2

)〉

×
〈
G∗
(
k− q

2
, ω0 −

ω

2

)〉
exp [iq · r− iq · ρ− it′ω]

dω

2π
dt′

× K̃
(
k +

q

2
,κ +

q

2
,k− q

2
,κ− q

2
, ω0 +

ω

2
, ω0 −

ω

2

)
. (A.155)Soit �nalement :

finoh (r,k) =

∫
d3ρ

d3q

8π3

d3κ

8π3 f (ρ,κ, t′, ω0)
〈
G
(
k +

q

2
, ω0 +

ω

2

)〉

×
〈
G∗
(
k− q

2
, ω0 −

ω

2

)〉
exp [iq · (r− ρ)− iω (t− t′)] dω

2π
dt′

×K̃
(
k +

q

2
,κ +

q

2
,k− q

2
,κ− q

2
, ω0 +

ω

2
, ω0 −

ω

2

)
.



A.3. Équation de Transfert Radiatif 181On peut poser une autre ériture sous la forme :
finoh (r,k, t, ω0) =

∫
d3ρ

d3κ

8π3
dt′pA (r− ρ,k,κ, t− t′, ω0) f (ρ,κ, t′, ω0)(A.156)ave pA (r− ρ,k,κ, t− t′, ω0) =

∫
d3q

8π3

dω

2π

〈
G
(
k +

q

2
, ω0 +

ω

2

)〉〈
G∗
(
k− q

2
, ω0 −

ω

2

)〉

× K̃
(
k +

q

2
,κ +

q

2
,k− q

2
,κ− q

2
, ω0 +

ω

2
, ω0 −

ω

2

)

× exp [iq · (r− ρ) + iω (t− t′)] . (A.157)
Équation de Bethe-Salpeter modi�éeLa transformée de Fourier du premier membre de l'équation de Bethe-Salpeter donnela transformée de Wigner du hamp f . Autrement-dit, sans faire auune approxima-tion, nous déduisons la forme modi�ée de l'équation :

f (r,k, t, ω0) =

∫
d3ρdt′A (r− ρ,k, t− t′, ω0) fj (ρ,k, t′, ω0)

+

∫
d3ρ

d3κ

8π3 dt′pA (r− ρ,k,κ, t− t′, ω0) f (ρ,κ, t′, ω0)
. (A.158)

A.3.2 Approximations pour retrouver l'etrCalul de la fontion A et de fohLa fontion A a été dé�nie pour aluler le terme foh. Elle s'exprime par (équation A.136) :
A (r− ρ,k, t− t′, ω0) =

∫
d3q

8π3

ω

2π
A (q,k, ω, ω0) exp [iq · (r− ρ) + iω (t− t′)] (A.159)ave A (q,k, ω, ω0) =

〈
G′
(
k +

q

2
, ω0 +

ω

2

)〉〈
G′∗
(
k− q

2
, ω0 −

ω

2

)〉
. (A.160)On onsidère en première approximation que ω ≪ ω0, on s'intéresse don aux grandeséhelles de temps par rapport à la période de l'onde, on a alors :

G′
(
k± q

2
, ω0 ±

ω

2

)
∼ iω0µ0G

(
k± q

2
, ω0 ±

ω

2

)
. (A.161)



182 Annexe A. Démonstration de l'Équation de Transfert RadiatifD'après l'équation A.109, on a :
A (q,k, ω, ω0)

=
iµ0ω0[(

k + q

2

)2 − k2ref (ω0 + ω
2

)
−M

(
k + q

2
, ω0 + ω

2

)]

× −iµ0ω0[(
k− q

2

)2 − k2ref (ω0 − ω
2

)
−M∗

(
k− q

2
, ω0 − ω

2

)]

=
µ2

0ω
2
0

[〈
G
(
k + q/2, ω0 + ω

2

)〉
−
〈
G∗
(
k− q/2, ω0 − ω

2

)〉]

−2k · q +M
(
k + q

2
, ω0 + ω

2

)
−M∗

(
k− q

2
, ω0 − ω

2

)
+ k2ref (ω0 + ω

2

)
− k2ref (ω0 − ω

2

) .(A.162)La deuxième approximation onsiste à s'intéresser aux grandes éhelles d'espae tellesque ‖r− ρ‖ ≫ λe� où λe� désigne la longueur d'onde du rayonnement dans le milieu e�etif,soit d'après l'intégrale i-dessus, aux petits ‖q‖ par rapport à 2π/λe�. À l'ordre le plus basen q et en ω, on a :
M
(
k± q

2
, ω0 ±

ω

2

)
∼M (k, ω0) . (A.163)Et don d'après l'équation A.61, on a :

M
(
k± q

2
, ω0 ±

ω

2

)
∼ k2e� (ω0)− k2ref (ω0) . (A.164)Et �nalement :

M
(
k +

q

2
, ω0 +

ω

2

)
−M∗

(
k− q

2
, ω0 −

ω

2

)
= 2iI [M (k, ω0)]

= 2iI
[
k2e� (ω0)− k2ref (ω0)

]
. (A.165)Il reste à onsidérer la di�érene des fontions de Green moyennes. On a :

〈
G
(
k +

q

2
, ω0 +

ω

2

)〉
∼ 〈G (k, ω0)〉 =

1

k2 − k2ref (ω0)−M (k, ω0)
=

1

k2 − k2e� (ω0)

∼ 1

k2 −R [k2e� (ω0)]− iI [k2e� (ω0)]
. (A.166)La troisième approximation onsiste alors à postuler que I [k2e� (ω0)] ≪ k2. Nous verronsun peu plus loin e que ela signi�e physiquement. En utilisant le fait que :

lim
ǫ→0

1

x− x0 + iǫ
= VP

1

x− x0

− iπδ (x− x0) (A.167)on en déduit que :
〈
G
(
k +

q

2
, ω0 +

ω

2

)〉
∼ VP

1

k2 −R [k2e� (ω0)]
+ iπδ

(
k2 −R

[
k2e� (ω0)

])
. (A.168)Ainsi, la di�érene devient :

〈
G
(
k +

q

2
, ω0 +

ω

2

)〉
−
〈
G∗
(
k− q

2
, ω0 +

ω

2

)〉
∼ 2iπδ

(
k2 −R

[
k2e� (ω0)

])
. (A.169)



A.3. Équation de Transfert Radiatif 183En e qui onerne la di�érene des veteurs d'onde de référene, elle est donnée par :
k2ref (ω0 +

ω

2

)
− k2ref (ω0 −

ω

2

)
∼ 2ω0ωǫref (ω0)

c20
=

2ω0ω

c2ref (ω0)
. (A.170)Finalement, l'expression de la fontion A est approximée par :

A (q,k, ω, ω0) = µ2
0ω

2
0

πδ
(
k2 −R [k2e� (ω0)]

)

ik · q− iω0ω/c
2ref (ω0) + I [k2e� (ω0)− k2ref (ω0)]

. (A.171)Ainsi, le alul du terme ohérent approximé donne :
foh (r,k, t, ω0) =

∫
d3q

8π3
d3ρ

dω

2π
dt′

µ2
0ω

2
0πδ

(
k2 −R [k2e� (ω0)]

)

ik · q− iω0ω/c2ref (ω0) + I [k2e� (ω0)− k2ref (ω0)]

× fj (ρ,k, t′, ω0) exp [iq · (r− ρ)− iω0 (t− t′)]

=

∫
d3q

8π3

dω

2π
exp [iq · r− iωt] foh (q,k, ω, ω0) . (A.172)On en déduit que :

foh (q,k, ω, ω0) =
µ2

0ω
2
0πδ

(
k2 −R [k2e� (ω0)]

)

ik · q− iω0ω/c
2ref (ω0) + I [k2e� (ω0)− k2ref (ω0)]

fj (q,k, ω, ω0) .(A.173)Calul de la fontion pA et de finohLe terme inohérent est donné par :
finoh (r,k, t, ω0) =

∫
d3ρ

d3κ

8π3
dt′pA (r− ρ,k,κ, t− t′, ω0) f (ρ,κ, t′, ω0) . (A.174)La fontion pA quant à elle se développe quand ‖q‖ → 0 et ω → 0 :

pA (r− ρ,k,κ, t− t′, ω0) =

∫
d3q

8π3

dω

2π

A (q,k, ω0, ω)

µ2
0ω

2
0

exp [iq · (r− ρ)− iω (t− t′)]

× K̃
(
k +

q

2
,κ +

q

2
,k− q

2
,κ− q

2
, ω0 +

ω

2
, ω0 −

ω

2

)

︸ ︷︷ ︸
→ eK(k,κ,k,κ,ω0)

= K̃ (k,κ,k,κ, ω0)

∫
d3q

8π3

dω

2π

A (q,k, ω0, ω)

µ2
0ω

2
0

× exp [iq · (r− ρ)− i (t− t′)] . (A.175)Or :
finoh (r,k, t, ω0) =

∫
d3q

8π3

dω

2π
exp [iq · r− iωt] finoh (q,k, ω, ω0) (A.176)
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finoh (q,k, ω, ω0) =

A (q,k, ω, ω0)

µ2
0ω

2
0

∫
d3ρ

d3κ

8π3
dt′K̃ (k,κ,k,κ, ω0)

× exp [−iq · ρ + iωt′] f (ρ,κ, t′, ω0) (A.177)'est-à-dire �nalement :
finoh (q,k, ω, ω0) =

πδ
(
k2 −R

[
k2e� (ω0)

])

ik · q− iω0ω/c
2ref (ω0) + I

[
k2e� (ω0)− k2ref (ω0)

]

×
∫

d3κ

8π3 K̃ (k,κ,k,κ, ω0) f (ρ,κ, ω, ω0)

. (A.178)
A.3.3 L'etr retrouvéeLes équations A.158, A.173 et A.178 nous permettent d'érire au �nal une nouvelle formede l'équation de Bethe-Salpeter :
{
− iω0ω

c2ref (ω0)
+ ik · q + I

[
k2e� (ω0)− k2ref (ω0)

]}
f (q,k, ω, ω0) = πδ

[
k2 −R

(
k2e� (ω0)

)]

×
[
ω2

0µ
2
0fj (q,k, ω, ω0) +

∫
d3κ

8π3
K̃ (k,κ,k,κ, ω0) f (ρ,κ, ω, ω0)

] (A.179)qui n'est autre que la transformée de Fourier de l'etr par rapport à r et t. Posons
k2

r = R [k2e� (ω0)]. L'équation préédente nous permet de poser pour la fontion f 11 :
f (q,k, ω, ω0) =

16π3

kr

δ
(
k2 −R

[
k2e� (ω0)

])
Lω0

(q,k = kru, ω) . (A.180)Nous avons ainsi dé�ni la transformée de Fourier de la luminane par rapport à r et t.Ainsi, la luminane est la transformée de Wigner du hamp. Elle est donnée par :
Lω0

(r,k = kru, t) =

∫
Lω0

(q,k = kru, ω) exp [iq · r− iωt] d3q

8π3

dω

2π
. (A.181)La luminane généralisée ainsi dé�nie véri�e toutes les propriétés de la luminane dé�-nie en radiométrie lassique. En partiulier, le �ux radiatif se alule de la même ma-nière (Apresyan et Kravtsov 1996; Littlejohn etWinston 1995). Cette formulationainsi que son utilisation pour la détermination de la ohérene spatiale du rayonnementdans un milieu di�usant sont détaillés dans le hapitre II (Pierrat et al. 2005). De plus,une formulation plus expliite est présentée dans la setion A.3.5.Notons tout de suite que la luminane ainsi dé�nie n'a pas la bonne dimension. Pour etteraison, nous la notons L et non L. La setion A.3.5 présente une méthode pour obtenir lebon préfateur à appliquer pour retrouver l'unité de la luminane utilisée en radiométrielassique.11Le fateur 16π3/kr n'est là que dans le but de retrouver le bon fateur dans la formule de Waltherdérite en sous-setion A.3.5 (Walther 1968).
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∫

d3xf (x) δ
(
x2

0 − x2
)

=
x0

2

∫
duf (x = x0u) (A.182)où la sommation se fait sur la sphère unité, on déduit que :

{
− iω0ω

c2ref (ω0)
+ ik · q + I

[
k2e� (ω0)− k2ref (ω0)

]}
Lω0

(q,u, ω) = π Sjω (q,u, ω)︸ ︷︷ ︸termesoure
+

πkr

2× 8π3

∫
du′K̃ (kru, kru

′, kru, kru
′, ω0)Lω0

(q,u′, ω) . (A.183)La luminane appelée � soure � orrespond simplement à une soure de lumière pla-ée dans le milieu. Dans le as du rayonnement thermique, les ourants extérieurs de-viennent �utuants et non déterministes, on peut alors montrer que l'expression de la lu-minane soure orrespond à une loi de Plank en utilisant le théorème de �utuation-dissipation (Apresyan et Kravtsov 1996). En repassant dans l'espae réel par transfor-mée de Fourier inverse, nous obtenons la forme ommune de l'etr en régime instation-naire :



ω

c2ref (ω) kr︸ ︷︷ ︸
A

∂

∂t
+ u ·∇r


Lω (r,u, t) = − I

[
k2e� (ω)− k2ref (ω)

]

kr︸ ︷︷ ︸
µeω

Lω (r,u, t)

+
µsω

4π

∫
pω (u′,u)Lω (r,u′, t) dΩ′ +

π

kr
Sjω (r,u)ave pω (u′,u) =

1

4πµsω

K̃ (kru, kru
′, kru, kru

′, ω)

.

(A.184)Remarque : Notons qu'il est possible d'obtenir une etr vetorielle en ne faisant pas l'ap-proximation salaire dans l'équation de Bethe-Salpeter. Cela permet ainsi de prendreen ompte les e�ets de polarisation. Il est alors néessaire d'introduire le veteur de Stokesqui joue le r�le de luminane vetorielle.Préfateur A du terme instationnaireOn remarque que le préfateur du terme instationnaire A n'est pas donné par 1/ce� ommeon aurait pu s'y attendre. Cependant, si on suppose l'atténuation faible (e qui est vraidans un milieu di�usant), on a k′′e� ≪ k′e� ave ke� = k′e� + ik′′e�, soit :
A =

ω

c2ref (ω) kr
=

ω

c2ref (ω)
√
k′e�2 (ω)− k′′e�2 (ω)

∼ ce� (ω)

c2ref (ω)
. (A.185)En faisant un développement limité plus préis de kr, on peut faire apparaître un termeprenant en ompte les résonanes dans les partiules di�usantes.



186 Annexe A. Démonstration de l'Équation de Transfert RadiatifCoe�ients de di�usion et d'extintionLa fontion de phase étant normalisée à 1, on peut failement en déduire le oe�ient dedi�usion par :
µsω =

1

16π2

∫
K̃ (kru, kru

′, kru, kru
′, ω) dΩ. (A.186)Dans le as où le milieu h�te ('est-à-dire elui de référene ii) n'est pas absorbant, leoe�ient d'extintion est donné par µeω = I [k2e� (ω)] /kr. En déomposant ke� une nouvellefois sous la forme ke� = k′e� + ik′′e�, on a :

µeω =
I
(
ke�2 (ω)

)
√
R [k2e� (ω)]

=
2k′e� (ω) k′′e� (ω)√
k′e�2 (ω)− k′′e�2 (ω)

. (A.187)Si on suppose l'atténuation faible (e qui est vrai dans un milieu di�usant), on a k′′e� ≪ k′e�,soit :
µeω ∼ 2k′′e� (ω) = 4π

ω

c0
I [ne� (ω)] . (A.188)On retrouve ainsi l'expression du oe�ient d'extintion déduite de l'équation de Dyson(équation A.66).À e stade, revenons sur la deuxième approximation que nous avons faite pour parvenirà l'etr. La distribution de Dira a �xé le veteur k à R [ke� (ω)]. Or, nous avons faitl'approximation I [k2e� (ω)]≪ k2, e qui devient ave l'hypothèse de faible atténuation :

I
[
k2e� (ω)

]
≪R

[
k2e� (ω)

]
⇒ 2ke� (ω)′ k′′e� (ω)≪ k′e�2

(ω)− k′′e�2
(ω)

2k′e� (ω) k′′e� (ω)≪ k′e� (ω)⇒ 2k′′e� (ω)≪ k′e� (ω) (A.189)e qui s'érit �nalement λe� ≪ πle où le est la longueur d'extintion, 'est-à-dire l'inversedu oe�ient d'extintion µeω.Ainsi, il ne faut pas perdre de vue que l'etr a été obtenue en faisant trois approximationsimportantes :
• D'une part en onsidérant les grandes éhelles de temps par rapport à la période del'onde.
• Mais aussi en onsidérant les grandes éhelles d'espae par rapport à la longueur d'ondee�etive.
• et d'autre part en onsidérant que la longueur d'extintion est grande devant la longueurd'onde e�etive.A.3.4 Calul approhé de la fontion de phaseSi nous avons obtenu une méthode approhée de alul du oe�ient d'extintion dansla première setion, il nous reste à faire de même pour la fontion de phase. Plaçons-nous dans le as de la di�usion indépendante (milieu très dilué) et dans le as de partiulessphèriques. Pour aluler la fontion de phase, nous allons tout d'abord aluler l'expression



A.3. Équation de Transfert Radiatif 187de l'opérateur di�usion pour une seule partiule t. Considérons un hamp inident sur lapartiule de veteur d'onde kr selon la diretion u sous la forme :
Ein = E0 exp [ikrr] . (A.190)Alors le hamp di�usé est donné par :
Esa = GreftEin (A.191)e qui s'érit sous forme développée :
Esa (r, ω) =

∫∫
↔

Gref (r− r′, ω)
↔
t (r′, r′′, ω)Ein (r′′, ω) d3r′d3r′′. (A.192)Or, d'après Bohren et Huffman (Bohren et Huffman 1983) ou enore Van deHulst (van de Hulst 1981), le hamp di�usé en hamp lointain se met sous la forme :

Esa =
exp [ikrr]

−ikrr
Skr (θ)E0 (A.193)ave θ angle de di�usion et Skr matrie di�usion. La matrie di�usion relie les amplitudesdes omposantes ‖ et ⊥ du hamp inident et du hamp di�usé. On notera que la partiuleest plaée en r = 0. En hamp lointain, en prenant le développement asymptotique dutenseur de Green, l'équation A.192 devient :

Esa (r, ω) =
exp [ikrr]

4πr

↔

P (r, ω)

∫
exp [−ikru

′ · r′] d3r′
∫

↔
t (r′, r′′, ω)

× exp [ikru · r′′]E0 (ω) d3r′′

=
exp [ikrr]

4πr

↔

P (r, ω)
↔
t (kru

′, kru, ω)E0 (ω) (A.194)où u est la diretion inidente de l'onde, u′ la diretion de di�usion et où on rappelle que ↔

Pest l'opérateur de projetion transverse. θ est don l'angle entre u et u′. Les deux équationspréédentes permettent de déduire :
↔

P (r, ω)
↔
t (kru

′, kru, ω) =
4iπ

kr

Skr . (A.195)Passons maintenant à l'opérateur intensitéK. Utilisons pour ela l'approximation de l'éhelle,'est-à-dire :
K ∼ ⇒ K =

n∑

i=1

〈tt∗〉 . (A.196)Ainsi, l'opérateur intensité sous forme développée et sous l'hypothèse d'invariane par trans-lation du problème est donné par :
K (r′1,ρ1, r

′
2,ρ2, ω) =

n

V

∫
t (r′1 − r,ρ1 − r, ω) t∗ (r′2 − r,ρ2 − r, ω) d3r (A.197)



188 Annexe A. Démonstration de l'Équation de Transfert Radiatifoù on a utilisé le fait qu'on s'intéresse qu'à une seule partiule et qu'ainsi la densité deprobabilité est donnée par P1 = 1/V . Si on onsidère plusieurs partiules, les orrélationsapparaissent et font ainsi intervenir les termes en ni/V i = ρi. Dans le as de milieux trèsdilués, on peut don bien utiliser l'approximation de l'éhelle qui n'est autre que l'ap-proximation de la di�usion indépendante érite pour l'opérateur intensité. En dé�nissantla transformée de Fourier de l'opérateur de di�usion par :
t (r, r′, ω) =

∫∫
t (k,k′, ω) exp [ik · r− ik′ · r′] d3kd3k′

4π2
. (A.198)On peut exprimer l'opérateur intensité sous la forme :

K (r′1,ρ1, r
′
2,ρ2, ω) =

n

V

∫
· · ·
∫
t (k1,κ1, ω) exp [ik1 · (r′1 − r)− iκ1 · (ρ1 − r)]

× t∗ (k2,κ2, ω) exp [−ik2 · (r′2 − r) + iκ2 · (ρ2 − r)]
d3k1d

3κ1d
3k2d

3κ2

16π4
d3r. (A.199)L'intégration sur la variable r fait alors apparaître la distribution de Dira issue de l'in-variane par translation du problème physique (équation A.112).

∫
exp [i (−k1 + κ1 + k2 − κ2) · r] d3r = 8π3δ (−k1 + κ1 + k2 − κ2) . (A.200)Ainsi, l'opérateur intensité s'érit :

K (r′1,ρ1, r
′
2,ρ2, ω) = 8π3ρ

∫∫∫∫
t (k1,κ1, ω) t∗ (k2,κ2, ω) exp [k1 · r′1 − iκ1 · ρ1]

× exp [−ik2 · r′2 + iκ2 · ρ2] δ (−k1 + κ1 + k2 − κ2)
d3k1d

3κ1d
3k2d

3κ2

16π4
(A.201)où on rappelle que ρ est la onentration volumique de partiules (ou densité). On peutalors identi�er la transformée de Fourier de l'opérateur intensité :

K (k1,κ1,k2,κ2, ω) = 8π3ρδ (−k1 + κ1 + k2 − κ2) t (k1,κ1, ω) t∗ (k2,κ2, ω) (A.202)expression dans laquelle on peut identi�er la fontion K̃ sous la forme :
K̃ (k1,κ1,k2,κ2, ω) = ρt (k1,κ1, ω) t∗ (k2,κ2, ω) (A.203)

⇒ K̃ (kru, kru
′, kru, kru

′, ω) = ρt (kru, kru
′, ω) t∗ (kru, kru

′, ω) . (A.204)Ainsi, à partir de l'expression de l'opérateur de di�usion (équation A.195), on déduit ellede K̃ :̃
K (kru, kru

′, kru, kru
′, ω) =

16π2ρ

k2
r

|Skr |2 . (A.205)Nous pouvons exprimer le module au arré de la matrie de di�usion à l'aide de la setione�ae de di�usion σsa et de la setion e�ae di�érentielle de di�usion dσsa
dΩ

par (Bohrenet Huffman 1983) :
dσsa
dΩ

=
|Skr |2
kr

2 σsa =

∫ |Skr |2
kr

2 dΩ (A.206)



A.3. Équation de Transfert Radiatif 189e qui permet d'érire le oe�ient de di�usion et la fontion de phase sous la forme (enutilisant les équations A.184 et A.186) :
µsω = ρσsa (ω) pω (u′,u) =

4π

σsa (ω)

dσsa
dΩ

(ω) . (A.207)Ainsi, on peut approximer la fontion de phase en alulant la setion e�ae di�érentiellede di�usion. Pour e faire, on peut par exemple utiliser la théorie de Mie. À noter que lafontion de phase ne dépend ii que de l'angle θ, 'est-à-dire du produit salaire u · u′.A.3.5 Expression expliite de la luminaneCas instationnairePour déterminer une expression plus expliite de la luminane, repartons de l'expressionqui la dé�nit (équation A.180) :
f (q,k, t, ω0) =

16π3

kr

δ
(
k2 −R

[
k2e� (ω0)

])
Lω0

(q,k, t) . (A.208)Par transformée de Fourier inverse, nous obtenons :
f (r,k, t, ω0) =

16π3

kr

δ
(
k2 −R

[
k2e� (ω0)

])
Lω0

(r,k, t) (A.209)où on rappelle que :
f (r,k, t, ω0) =

∫ 〈
E
(
r +

s

2
, ω0 +

ω

2

)
E∗
(
r− s

2
, ω0 −

ω

2

)〉

︸ ︷︷ ︸
W (r,s,ω,ω0)

exp [−ik · s− iωt] d3s
dω

2π
.(A.210)Prenons alors la transformée de Fourier de l'équation A.209 par rapport aux variables ket ω :

W (r, s, ω0, ω) =
16π3

kr

∫
δ
(
k2 − kr

2
)
Lω0

(r,k, t) exp [ik · s + iωt]
d3k

8π3
dt. (A.211)Or d3k = k2dkdΩ e qui permet de réérire l'équation préédente sous la forme :

W (r, s, ω0, ω) =

∫ ∞

−∞

∫

4π

∫ ∞

0

δ
(
k2 − kr

2
)
Lω0

(r,k, t) exp [ik · s] k2dk

︸ ︷︷ ︸On note I ette intégrale exp [iωt]
dΩ

8π3
dt.(A.212)On doit tout d'abord aluler l'intégrale I. En utilisant le fait que :

δ (f (x)) = δ (x− x0)
/∣∣∣∣

∂f

∂x
(x)

∣∣∣∣ ave f (x0) = 0 (A.213)



190 Annexe A. Démonstration de l'Équation de Transfert Radiatifet en posant f (k) = k2 − kr
2, on a :

δ
(
k2 − kr

2
)

=
δ (k − kr)

2k
(A.214)e qui donne pour l'intégrale I :

I =
16π3

kr

∫ ∞

0

δ (k − kr)

2k
Lω0

(r,k, t) exp [ik · s] k2dk. (A.215)Comme kr > 0, on peut étendre les bornes de l'intégrale pour ainsi éliminer la distributionde Dira :
I =

16π3

kr

∫ ∞

−∞

k
δ (k − kr)

2
Lω0

(r,k, t) exp [ik · s] dk = 8π3Lω0
(r, kru) exp [ikru · s](A.216)e qui onduit �nalement à :

W (r, s, ω0, ω) =

∫ ∞

−∞

∫

4π

Lω0
(r, kru, t) exp [ikru · s + iωt] dΩdt. (A.217)Il nous faut en�n inverser ette relation pour en déduire une forme expliite de la luminane.Nous avons la relation :

dΩ =
duxduy

|uz|
(A.218)en onsidérant z omme axe privilégié et en déomposant u sous la forme u = uxex+uyey +

uzez = u⊥ + uzez. Posons θ l'angle entre l'axe z et le veteur u. Ainsi :
W (r, s, ω0, ω) =

∫

R3

Lω0
(r, kru, t) exp [ikru · s + iωt]

d2u⊥

|uz|
dt. (A.219)Sur ette intégration, nous avons la ondition ‖u‖ = 1. Pour pouvoir faire apparaître unetransformée de Fourier, nous pouvons poser que Lω0

(r, kru, t) = 0 si ‖u‖ 6= 1. De ettemanière, nous étendons les bornes de l'intégrale et obtenons ainsi :
W (r, s, ω0, ω) =

∫

R3

exp [ikruzsz]

|uz|
Lω0

(r,u, t) exp [ikru⊥ · s⊥] d2u⊥

× exp [iωt] dt (A.220)expression que nous inversons pour �nalement érire :
Lω0

(r,u, t) =
|uz|
4π2

exp [−ikruzsz] k
2
r

×
∫

R3

W (r, s, ω0, ω) exp [−ikru⊥ · s⊥ − iωt] d2s⊥
dω

2π
. (A.221)Nous obtenons �nalement l'expression de la luminane dans le as instationnaire :

Lω0
(r,u, t) = |cos θ|

(
kr

2π

)2 ∫

R3

W (r, s, ω0, ω) exp [−ikru · s− iωt] d2s⊥
dω

2π
. (A.222)Il est important de noter que la luminane ainsi dé�nie n'a pas la dimension de la lumi-nane utilisée en radiométrie lassique exprimée en W.m-2.Hz-1.sr-1. Cependant, es deuxluminanes sont égales à un fateur multipliatif près. Il est utile de rappeler que toutegrandeur proportionnelle à la luminane lassique véri�e l'etr.



A.3. Équation de Transfert Radiatif 191Cas stationnaire : la formule de Walther retrouvéePour déterminer l'expression équivalente dans le as stationnaire, érivons la dé�nition dela densité spetrale de puissane roisée :
W (r1, r2, ω1, ω2) =

∫∫
〈E (r1, t1)E

∗ (r2, t2)〉︸ ︷︷ ︸
Γ(r1,r2,t1,t2)

exp [iω1t1 − iω2t2] dt1dt2. (A.223)Faisons alors un hangement de variables pour revenir aux notations utilisées dans le asinstationnaire :
{

r1 = r + s/2
r2 = r− s/2

{
t1 = t+ τ/2
t2 = t− τ/2 . (A.224)On a alors :

ω1t1 − ω2t2 = ω1

(
t+

τ

2

)
− ω2

(
t− τ

2

)
= (ω1 − ω2) t+

ω1 + ω2

2
τ (A.225)ave ω = ω1 − ω2 et ω0 = (ω1 + ω2) /2, fréquene entrale. Le hamp est supposé quasi-monohromatique de sorte que ω ≪ ω0. La pulsation ω représente les variations temporellesde la luminane tandis que la pulsation ω0 représente les variations ondulatoires de l'onde.Dans le as stationnaire, la fontion de orrélation spatio-temporelle Γ ne dépend que de

τ , e qui onduit à :
W (r, s, ω, ω0) = 2πδ (ω)

∫
Γ (r, s, τ) exp [iω0τ ] dτ

︸ ︷︷ ︸
W (r,s,ω0)

. (A.226)Ainsi, l'équation A.222 donne l'expression de la luminane dans le as stationnaire, appeléeformule de Walther (Walther 1968) :
Lω0

(r,u) = |cos θ|
(
kr

2π

)2 ∫

R2

W (r, s, ω0) exp [−ikru · s] d2s⊥ . (A.227)Il est important de noter que la luminane ainsi dé�nie n'a pas la dimension de la luminaneutilisée en radiométrie lassique exprimée en W.m-2.sr-1. Cependant, es deux luminanessont égales à un fateur multipliatif près. Il est utile de rappeler que toute grandeurproportionnelle à la luminane lassique véri�e l'etr.Dimensionnement orret de la luminaneLe dimensionnement orret de la luminane dé�nie préédemment passe par la reherhed'une onstante multipliative. Cette onstante est identique dans le as stationnaire etinstationnaire. Pour ette raison, nous allons travailler en régime instationnaire, plus simpled'approhe. Nous notons B ette onstante. Il s'agit alors d'égaliser l'expression du �ux éritd'une part en utilisant le veteur de Poynting et d'autre part à partir de la luminane.Le veteur �ux radiatif en régime instationnaire s'érit à partir de la luminane :
〈q (r, t)〉 =

∫ ∞

−∞

∫

4π

Lω0
(r,u, t)udΩ

dω0

2π
. (A.228)



192 Annexe A. Démonstration de l'Équation de Transfert RadiatifOn peut ajouter une intégration sur le module du veteur d'onde en ajoutant une distribu-tion de Dira :
〈q (r, t)〉 =

B
kr

∫
δ (k − kr)︸ ︷︷ ︸
2kδ(k2−k2

r)

Lω0
(r,u, t)uk2dkdΩ

dω0

2π
. (A.229)Or, d'après l'équation A.180 et le travail fait en régime instationnaire préédemment, ona :

∫
W (r, s, ω, ω0) exp [−ik · s− iωt] d3s

dω

2π
=

16π3

kr

δ
(
k2 − k2

r

)
Lω0

(r,u, t) . (A.230)Don :
〈q (r, t)〉 = B

∫
W (r, s, ω, ω0) exp [−ik · s− iωt] d3s

dω

2π
k

d3k

8π3

dω0

2π
. (A.231)On peut alors expliiter l'intégrale sur k :

∫
exp [−ik · s]kd3k

8π3
= i∇sδ (s) . (A.232)Le veteur �ux radiatif s'érit alors :

〈q (r, t)〉 = iB
∫
W (r, s, ω, ω0) exp [−iωt] ∇sδ (s) d3s

dω

2π

dω0

2π
. (A.233)E�euons alors une intégration par parties pour faire apparaître une distribution de Dirasans dérivée et la dérivée de la densité spetrale de puissane :

〈q (r, t)〉 = iB
∫

∇s=0W (r, s, ω, ω0) exp [−iωt] dω

2π

dω0

2π
. (A.234)Il faut alors aluler le terme de dérivation de la fontion de orrélation spatiale :

∇s=0W (r, s, ω, ω0) =
〈
∇s=0E

(
r +

s

2
, ω0 +

ω

2

)
E∗
(
r, ω0 −

ω

2

)

+ E
(
r, ω0 +

ω

2

)
∇s=0E

∗
(
r− s

2
, ω0 −

ω

2

)〉
. (A.235)En faisant un hangement de variables s → −s et ω → −ω, nous pouvons regrouper lesdeux termes préédents, e qui donne :

〈q (r, t)〉 = −2iB
∫ 〈

E
(
r, ω0 +

ω

2

)
∇s=0E

∗
(
r +

s

2
, ω0 −

ω

2

)〉
exp [−iωt] dω

2π

dω0

2π
.(A.236)Or, on a la relation :

∂

∂y
f (x+ ay) |y→0 = − ∂

∂y
[f (x) + f ′ (x) ay] |y→0 = af ′ (x) . (A.237)Don, le veteur �ux radiatif en terme de luminane s'érit �nalement :

〈q (r, t)〉 = −iB
∫ 〈

E
(
r, ω0 +

ω

2

)
∇rE

∗
(
r, ω0 −

ω

2

)〉
exp [−iωt] dω

2π

dω0

2π
. (A.238)



A.3. Équation de Transfert Radiatif 193Le veteur de Poynting moyenné s'érit quant à lui :
〈Π (r, t)〉 = 〈E (r, t)×H (r, t)〉 =

〈E (r, t)×B (r, t)〉
µ0

=
1

µ0

〈∫
E (r, ω1) exp [−iω1t]

dω1

2π
×
∫

B (r, ω2) exp [−iω2t]
dω2

2π

〉
.Le hamp magnétique étant réel, nous pouvons prendre son omplexe onjugué :

B (r, t) =

∫
B (r, ω2) exp [−iω2t]

dω2

2π
=

∫
B∗ (r, ω2) exp [iω2t]

dω2

2π
. (A.239)En posant de plus ω0 = (ω1 + ω2) /2 et ω = ω1 − ω2, le veteur de Poynting moyennédevient :

〈Π (r, t)〉 =
1

µ0

∫ 〈
E
(
r, ω0 +

ω

2

)
×B∗

(
r, ω0 −

ω

2

)〉
exp [−iωt] dω

2π

dω0

2π
. (A.240)De plus, les équations de Maxwell permettent d'érire que ∇r × E (r, ω) = iωB (r, ω).Comme ω ≪ ω0 (hamp quasi-monohromatique), nous avons :

〈Π (r, t)〉 =
−i
ω0µ0

∫ 〈
E
(
r, ω0 +

ω

2

)
×
[
∇r × E∗

(
r, ω0 −

ω

2

)]〉
exp [−iωt] dω

2π

dω0

2π
.(A.241)En approximation salaire, ela s'érit (à une onstante numérique près) :

〈Π (r, t)〉 =
−i
ω0µ0

∫ 〈
E
(
r, ω0 +

ω

2

)
∇rE

∗
(
r, ω0 −

ω

2

)〉
exp [−iωt] dω

2π

dω0

2π
. (A.242)Il su�t maintenant d'identi�er le veteur �ux radiatif ave le veteur de Poyntingmoyennéet on obtient la onstante B :

〈q (r, t)〉 = 〈Π (r, t)〉 ⇒ B =
1

ω0µ0
. (A.243)Ainsi, la luminane en régime instationnaire est donnée par :

Lω0
(r,u, t) =

|cos θ| k3
r

4π2ω0µ0

∫

R3

W (r, s, ω0, ω) exp [−ikru · s− iωt] d2s⊥
dω

2π
en W.m-2.Hz-1.sr-1 ,(A.244)et la luminane en régime stationnaire est donnée par :

Lω0
(r,u) =

|cos θ| k3
r

4π2ω0µ0

∫

R2

W (r, s, ω0) exp [−ikru · s] d2s⊥ en W.m-2.sr-1 . (A.245)





Annexe B
Fontions de Green en espae libre deséquations d'onde et de la di�usion
L'objetif de ette annexe est de présenter la méthode de alul des fontions de Greenen espae libre de l'équation de propagation du hamp sous forme vetorielle et del'équation de di�usion en milieu non absorbant.On rappelle que la fontion de Green d'une équation orrespond à la solution de etteéquation pour un terme soure pris sous forme d'une distribution de Dira (de variablespatiale et/ou temporelle). Dans le as le plus général, on souhaite résoudre une équationlinéaire de solution f (x) formée d'un opérateur linéaire L (x) et d'un terme soure S (x) :

L (x) f (x) = S (x) . (B.1)La fontion de Green G (x, x′) de e problème véri�e l'équation :
L (x)G (x, x′) = δ (x− x′) . (B.2)Le terme soure S (x) peut se mettre sous la forme :
S (x) =

∫ +∞

−∞

δ (x− x′)S (x′) dx′. (B.3)En multipliant l'équation B.2 par S (x′) et en intégrant sur x′, on obtient :
∫ +∞

−∞

L (x)G (x, x′)S (x′) dx′ =

∫ +∞

−∞

δ (x− x′)S (x′) dx′ = S (x) . (B.4)En identi�ant les équations B.1 et B.4, on obtient l'expression de f (x) en fontion du termesoure et de la fontion de Green :
f (x) =

∫ +∞

−∞

G (x, x′)S (x′) dx′ . (B.5)



196 Annexe B. Fontions de Green en espae libreB.1 Équation d'ondes vetorielle en espae libreOn reherhe la fontion de Green de l'équation d'Helmholtz vetorielle du hamp (Tai1993) :
∇r ×∇r ×

↔

G0 (r, r′, ω)− ω2

c20

↔

G0 (r, r′, ω) = δ (r− r′)
↔

I (B.6)où ω est la pulsation de l'onde, c la élérité et ↔

I le tenseur identité. Dans l'optique desimpli�er les notations, on suppose dans la suite que r′ = 01. On dé�nit la transformée deFourier spatiale de ↔

G0 par :




↔

G0 (k, ω) =

∫
↔

G0 (r, ω) exp [−ik · r] d3r,

↔

G0 (r, ω) =

∫
↔

G0 (k, ω) exp [+ik · r] d3k

8π3
.

(B.7)Ainsi, en injetant la transformé de Fourier de ↔

G0 dans l'équation B.6, on obtient :
↔

G0 (k, ω) =

↔

P (k, ω)

k2 − k2
0

(B.8)en ayant posé k0 = ω/c. ↔

P est appelé opérateur transverse, il est dé�ni par :
↔

P (k, ω) =
↔

I −
↔

k⊗
↔

k

k2
0

. (B.9)La transformée de Fourier inverse donne alors l'expression du tenseur de Green dansl'espae diret :
↔

G0 (r, ω) =

[
↔

I −∇r ⊗∇r

k2
0

]
exp [ik0 ‖r‖]

4π ‖r‖ . (B.10)Ainsi, dans le as général, on obtient :
↔

G0 (r− r′, ω) =

[
↔

I −∇r ⊗∇r

k2
0

]
exp [ik0 ‖r− r′‖]

4π ‖r− r′‖ . (B.11)B.2 Équation de la di�usion sans absorption en espaelibreOn reherhe la fontion de Green de l'équation de la di�usion sans absorption (Smirnov1981) :
∂G

∂t
(r, r′, t, t′)−D∆rG (r, r′, t, t′) = δ (r− r′) δ (t− t′) (B.12)1Il y a invariane par translation du problème puisque le milieu est homogène, i.e. ↔

G0 (r, r′, ω) =
↔

G0 (r− r′, ω).



B.2. Équation de la di�usion sans absorption en espae libre 197où D est le oe�ient de di�usion. Dans l'optique de simpli�er les notations, on supposedans la suite que r′ = 0 et t′ = 02. On dé�nit alors la transformée de Fourier spatio-temporelle de G par :





G (k, ω) =

∫
G (r, t) exp [−ik · r + iωt] d3rdt,

G (r, t) =

∫
G (k, ω) exp [+ik · r− iωt] d3k

8π3

dω

2π
.

(B.13)Ainsi, en injetant la transformé de Fourier de G dans l'équation B.12, on obtient :
(
−iω +Dk2

)
G (k, ω) = 1. (B.14)Les variables k et ω étant réelles, −iω+Dk2 6= 0. On obtient don diretement l'expressionde la transformée de Fourier de la fontion de Green :

G (k, ω) =
1

Dk2 − iω . (B.15)Ainsi, la fontion de Green dans l'espae diret est donnée par :
G (r, t) =

∫
exp [+ik · r− iωt]
Dk2 − iω

d3k

8π3

dω

2π
. (B.16)

PSfrag replaements O
ω0

ω′

ω′′ Appliquons la méthode des résidus au alul de l'intégralesur ω. On a un p�le ω0 = −iDk2. Le ontour retenu est re-présenté i-ontre. On fait tendre le rayon de l'ar de erlevers l'in�ni. Sur l'ar, la fontion à intégrer est nulle, l'in-tégrale sur le ontour est don égale à l'intégrale sur l'axedes réels :
∫ +∞

−∞

exp [−iωt]
Dk2 − iω

dω

2π
= −2iπRes (ω0) = exp [−iω0t] .(B.17)La fontion de Green devient :

G (r, t) =

∫
exp

[
−Dk2t+ ik · r

] d3k

8π3
. (B.18)Sans réduire la généralité, on pose r = (0, 0, z). À partir des angles θ et ϕ dé�nis à partirdes oordonnées sphériques usuelles, on a k · r = kzµ ave µ = cos θ. L'élément di�érentiels'érit d3k = k2dkdΩ = k2dkdµdϕ. Après intégration sur ϕ, il reste :

G (r, t) =

∫ +∞

k=0

∫ +1

µ=−1

exp
[
−Dk2t+ ikzµ

] k2dkdµ

4π2
. (B.19)L'intégration sur µ onduit à :

G (r, t) =

∫ +∞

k=0

k

4iπ2z
exp

[
−Dk2t

]
{exp [ikz]− exp [−ikz]}dk. (B.20)2Il y a invariane par translation spatiale et temporelle du problème puisque le milieu est homogène etstationnaire, i.e. G (r, r′, t, t′) = G (r− r′, t− t′).



198 Annexe B. Fontions de Green en espae librePar hangement de variables k′ = −k sur la partie exp [−ikz], on peut regrouper les termesen élargissant les bornes de l'intégrale :
G (r, t) =

∫ +∞

−∞

k

4iπ2z
exp

[
−Dk2t+ ikz

]
dk. (B.21)Or −Dk2t+ ikz = −Dt [k − iz/ (2Dt)]2 − z2/ (4Dt), e qui donne :

G (r, t) =
1

4iπ2z
exp

[
− z2

4Dt

] ∫ +∞

−∞

k exp

[
−Dt

(
k − iz

2Dt

)2
]

dk (B.22)et k = k − iz/ (2Dt) + iz/ (2Dt), soit :
G (r, t) =

1

4iπ2z
exp

[
− z2

4Dt

] ∫ +∞

−∞

(
k − iz

2Dt

)
exp

[
−Dt

(
k − iz

2Dt

)2
]

dk

+
1

4iπ2z
exp

[
− z2

4Dt

] ∫ +∞

−∞

iz

2Dt exp

[
−Dt

(
k − iz

2Dt

)2
]

dk. (B.23)
PSfrag replaements O

− iz
2Dt

k′

k′′ On e�etue le hangement de variables k1 = k − iz/ (2Dt).La première intégrale se alule diretement par reherhede la primitive est donne 0. Il reste :
G (r, t) =

1

8π2Dt exp

[
− z2

4Dt

] ∫ +∞−iz/(2Dt)

−∞−iz/(2Dt)

exp
[
−Dtk2

1

]
dk1.(B.24)Une seonde appliation de la méthode des résidus sur leretangle de la �gure i-ontre permet de onlure que :

G (r, t) =
1

8π2Dt exp

[
− z2

4Dt

] ∫ +∞

−∞

exp
[
−Dtk2

1

]
dk1

︸ ︷︷ ︸
=
√

π/(Dt)

. (B.25)Finalement, on obtient :
G (r− r′, t− t′) =

H (t− t′)√
(4πD (t− t′))3

exp

[
− ‖r− r′‖2

4D (t− t′)

]
. (B.26)



Annexe CRésolutionde l'etr par la méthodedes ordonnées disrètes
Il existe de nombreuses méthodes de résolution de l'etr. Nous nous attarderons ii sur elleque nous avons retenu dans le as d'un problème plan tel que présenté à la setion I.4.Nous rappelons qu'il s'agit de résoudre l'etr dans le as d'une tranhe de milieu di�usant(dénommée dans e qui suit milieu 2) in�nie selon les axes x et y, de largeur L selon l'axe zentourée par deux milieux non di�usants (dénommés milieux 1 et 3) identiques. Le milieu 2est élairé par une onde plane monohromatique sous inidene normale se propageant selonles z > 0 (voir Fig. I.7). Dans un premier temps, nous nous attahons à la résolution del'etr en régime stationnaire avant d'évoquer le as du régime instationnaire.C.1 Résolution de l'etr en régime stationnaireC.1.1 AdimensionnementDans le but de travailler ave des valeurs numériques de l'ordre de grandeur de l'unité etéviter ainsi les problèmes de onvergene, nous adimensionnons les grandeurs spatiales parle oe�ient d'extintion :

τ = µez ⇒ L∗ = µez. (C.1)Le système à résoudre déduit des équations I.30 et I.31 est don le suivant :
±∂L

±
c (τ)

∂τ
=− L±

c (τ) (C.2)
µ
∂Ld (τ, µ)

∂τ
=− Ld (τ, µ) +

a

2

∫ +1

−1

p (µ, µ′)Ld (τ, µ′) dµ′

+
a

2
p (µ, 1)L+

c (τ) +
a

2
p (µ,−1)L−

c (τ) (C.3)où on rappelle que a représente l'albédo et p la fontion de phase.



200 Annexe C. Méthode des ordonnées disrètesC.1.2 Luminane ollimatéeL'équation C.2 régissant l'expression de la luminane ollimatée se rédoud analytiquement.En utilisant les onditions aux limites dé�nies par les oe�ients de Fresnel, nous obte-nons :
L+

c (τ) = Lin T12 (0) exp [−τ ]
1−R21 (0)R23 (0) exp [−2L∗]

, (C.4)
L−

c (τ) = Lin T12 (0)R23 (0) exp (τ − 2L∗]

1−R21 (0)R23 (0) exp [−2L∗]
, (C.5)e qui permet de dé�nir explitement le terme soure de la luminane di�use par :

S (τ, µ) =
a

2
p (µ, 1)L+

c (τ) +
a

2
p (µ,−1)L−

c (τ) . (C.6)C.1.3 Luminane di�usePour résoudre l'équation C.3, nous devons tout d'abord e�etuer une disrétisation angu-laire a�n de disrétiser l'intégrale de di�usion onstrutive.Disrétisation angulaireDe manière générale, on a la relation :
∫ +1

−1

f (x) dx =

N∑

i=1

wifi ave wi poids et fi = f (xi) où xi est l'absisse. (C.7)De multiples méthodes existent, on peut iter les quadratures de Gauss, Chebyshev,Radau, Niolau. Cependant des études ont montré que la quadrature la plus adaptéeet la plus préise est la quadrature de Gauss (Kumar et al. 1990). Elle est basée sur lefait que le alul de l'intégrale doit être exat pour tout polyn�me. Comme nous avons 2nonstantes à déterminer (les absisses xi et les poids wi), le degré maximal d'un polyn�mepour lequel le alul de la quadrature est exat est donné par N = 2n− 1. Pour déterminerles oe�ients à appliquer, on utilise les raines du polyn�me de Legendre d'ordre n
Pn (x) (Démidovith et Maron 1979) :

Pn (xi) = 0 (C.8)
ai =

[
dPn (x)

dx

∣∣∣∣
x=xi

]−1 ∫ +1

−1

Pn (x)

x− xi
dx. (C.9)Dans notre as, une bonne quadrature doit au moins véri�er les relations suivantes :

∫ +1

−1

dµ→
2N∑

i=1

wi = 2 ;

∫ +1

−1

µdµ→
2N∑

i=1

wiµi = 0 ;

∫ +1

0

µdµ→
2N∑

i=N+1

wiµi =
1

2
.(C.10)



C.1. Résolution de l'etr en régime stationnaire 201Remarque : Dans le as du alul de l'intégrale
∫ b

a

f (x) dx (C.11)où les bornes sont {a, b} di�érentes de {−1, 1}, nous devons appliquer un hangement devariables
x =

b+ a

2
+
b− a

2
x′ (C.12)qui onduit tout naturellement au résultat suivant sur les poids et absisses de Gauss :

∫ b

a

f (x) dx =
N∑

i=1

w′
if

′
i ave { w′

i = [(b− a) /2]wi

f ′
i = fi

. (C.13)
Prise en ompte des lois de Snell-Desartes dans la disrétisation angulaireLa quadrature de Gauss nous permet failement de disrétiser angulairement le milieudi�usant mais un problème se pose aux interfaes. En e�et, lorsque les indies des milieuxsont di�érents (i.e. n2 > n1), les diretions de propagation ne sont pas les-mêmes. Noushoisissons de disrétiser le milieu 1 ainsi que le milieu 3 en 2N1 diretions et le milieu 2en 2N2 diretions (voir Fig. C.1).PSfrag replaements

1 2
zz

N1

1

1

1

N2 −N1

N2
N2

N2 + 1

2N2

µ2 > 0µ2 < 0

Ré�exion totaleRé�exion partielle
Fig. C.1 � Disrétisation angulaire des milieux 1 (idem milieu 3) et 2 dans le as de laré�exion non nulle à l'interfae.1. Dans un premier temps, nous déterminons par quadrature de Gauss, les 2N1 dire-tions et poids des milieux 1 et 3. Ceux-i sont respetivement dé�nis par µ1,i et w1,ipour i ∈ {1, . . . , 2N1}. Pour une fontion f de bon omportement, nous avons don



202 Annexe C. Méthode des ordonnées disrètesla relation
∫ +1

−1

f (µ1) dµ1 =

2N1∑

i=1

w1,if (µ1,i) . (C.14)2. Ensuite, nous appliquons les lois de Snell-Desartes pour déterminer les diretionsorrespondantes dans le milieu 2. Celles-i se trouvent don toutes dans le �ne deré�exion partielle et sont données par :
µ2,N2−N1+i =

√

1− n2
1

n2
2

(
1− µ2

1,i

) pour i ∈ {1, . . . , N1} (C.15)le osinus de l'angle sérivant µl =
√

1− n2
1/n

2
2. Pour déterminer les poids orrespon-dants, nous alulons l'intégrale

I =

[∫ −µl

−1

+

∫ +1

µl

]
f (µ2) dµ2 (C.16)qui par hangement de variables, donne

I =

∫ +1

−1

n2
1/n

2
2f (µ1)√

1− n2
1/n

2
2 (1− µ2

1)
dµ1. (C.17)Cela nous permet de dé�nir les poids par :

w2,N2−N1+i =
n2

1/n
2
2w1,i√

1− n2
1/n

2
2 (1− µ2

1)
pour i ∈ {1, . . . , N1} . (C.18)3. En�n, nous omplétons la disrétisation du milieu 2 par quadrature de Gauss. Pourela, nous alulons l'intégrale

J =

∫ +µl

−µl

f (µ2) dµ2 = µl

∫ +1

−1

f

(
µ′

2

µl

)
dµ′

2. (C.19)On obtient don :
{

µ2,i = µlµ
′
2

w2,i = µlw
′
2,i

pour i ∈ {1, . . . , N2 −N1} . (C.20)4. Finalement, nous avons alulé l'intégrale
∫ +1

−1

f (µ2) dµ2 = I + J (C.21)par quadrature de Gauss en ayant pris soin de disrétiser angulairement le milieu 2de manière à prendre en ompte les lois de Snell-Desartes. Notons en�n que nousavons les relations de symétries suivantes :
µn,i = µn,Nn+i ; wn,i = wn,Nn+i ave n ∈ {1, 2}. (C.22)



C.1. Résolution de l'etr en régime stationnaire 203Système linéaireEn utilisant la disrétisation angulaire présentée i-dessus, l'équation C.3 devient un systèmelinéaire d'ordre 1 omposé de 2N2 équations à 2N2 inonnues :
µ2,i

∂Ld

∂τ
(τ, µ2,i) = −Ld (τ, µ2,i) +

a

2

2N2∑

j=1

w2,jp (µ2,i, µ2,j)Ld (τ, µ2,j) + S (τ, µ2,i) . (C.23)Pour plus de larté, dans la suite, nous hoisissons de remplaer les osinus des angles parleurs indies en prenant soin de séparer à l'aide d'un signe − les osinus négatifs de euxpositifs :
{

µ2,i → i pour i ∈ {1, N2}
µ2,N2+i → −i pour i ∈ {1, N2} . (C.24)Grâe aux relations de symétrie (voir Éq. C.22), il est possible de simpli�er le système endéomposant la somme :

2N2∑

j=1

w2,jp (µ2,i, µ2,j)Ld (τ, µ2,j)

=

N2∑

j=1

w2,jp (i, j)Ld (τ, j) +

N2∑

j=1

w2,jp (i,−j)Ld (τ,−j) dans le as i, (C.25)
2N2∑

j=1

w2,jp (µ2,i, µ2,j)Ld (τ, µ2,j)

=

N2∑

j=1

w2,jp (−i, j)Ld (τ, j) +

N2∑

j=1

w2,jp (−i,−j)Ld (τ,−j) dans le as −i. (C.26)En utilisant également le fait que la fontion de phase ne dépend que de l'angle de di�usion,on a p (i, j) = p (−i,−j) et p (i,−j) = p (−i, j), et le système d'équations devient :
µ2,i

∂Ld (τ, i)

∂τ
=− Ld (τ, i) +

a

2

N2∑

j=1

w2,jp (i, j)Ld (τ, j) +
a

2

N2∑

j=1

w2,jp (i,−j)Ld (τ,−j)

+ S (τ, i) (C.27)
−µ2,i

∂Ld (τ,−i)
∂τ

=− Ld (τ,−i) +
a

2

N2∑

j=1

w2,jp (i, j)Ld (τ,−j) +
a

2

N2∑

j=1

w2,jp (i,−j)Ld (τ, j)

+ S (τ,−i) (C.28)



204 Annexe C. Méthode des ordonnées disrètese qui peut s'érire en rassemblant les termes en i et −i :
∂Ld (τ, i)

∂τ
= +

1

µ2,i

N2∑

j=1

[a
2
w2,jp (i, j)− δij

]
Ld (τ, j) +

a

2µ2,i

N2∑

j=1

w2,jp (i,−j)Ld (τ,−j)

+
1

µ2,i
S (τ, i) (C.29)

∂Ld (τ,−i)
∂τ

=− 1

µ2,i

N2∑

j=1

[a
2
w2,jp (i, j)− δij

]
Ld (τ,−j)− a

2µ2,i

N2∑

j=1

w2,jp (i,−j)Ld (τ, j)

− 1

µ2,i

S (τ,−i) (C.30)où δij est le symbole de Kroneker. Nous dé�nissons alors les matries suivantes a�nd'érire le système sous forme plus ompate :





L+ (τ) = {Ld (τ, i)} (N2)
L− (τ) = {Ld (τ,−i)} (N2)

↔

M
+

=

{
1

µ2,i

[a
2
w2,jp (i, j)− δij

]}
(N2 ×N2)

↔

M
−

=

{
a

2µ2,i
w2,jp (i,−j)

}
(N2 ×N2)

S+ (τ) =
1

µ2,i
S (τ, i) (N2)

S− (τ) =
1

µ2,i
S (τ,−i) (N2)

. (C.31)
Le système matriiel s'énone alors :

∂

∂τ

[
L+

L−

]
=




↔

M
+ ↔

M
−

−
↔

M
−

−
↔

M
+



[

L+

L−

]
+

[
S+

−S−

]
. (C.32)Il s'agit don bien d'un système linéaire d'ordre 1 à oe�ients omplexes onstants. Sarésolution passe par la reherhe de la solution du problème homogène assoié et de lasolution partiulière.Solution du problème homogène assoiéLa forme du système C.32 suggère la reherhe de solutions homogènes sous la forme :

Lhom,i (τ) = Gi exp [kiτ ] . (C.33)Lorsqu'on injete ette forme dans le système, on obtient :
ki

[
G+

i

G−
i

]
=




↔

M
+ ↔

M
−

−
↔

M
−

−
↔

M
+



[

G+
i

G−
i

]
. (C.34)Le système homogène se réduit don à un problème aux valeurs propres ki pour la matrie

↔

M, de veteurs propres assoiés Gi. La déomposition de la matrie ↔

M, permet de simpli�er



C.1. Résolution de l'etr en régime stationnaire 205le problème d'un fateur 2 ar si ki est valeur propre, alors −ki l'est également. Pour levéri�er, alulons le polyn�me aratérisitique
P (ki) = det




↔

M
+

−ki

↔

I
↔

M
−

−
↔

M
−

−
↔

M
+

−ki

↔

I




= det

(
↔

M
+

−ki

↔

I

)
det

(
−

↔

M
+

−ki

↔

I

)
− det

(
↔

M
−
)

det

(
−

↔

M
−
)

= (−1)N2 det

(
↔

M
+

−ki

↔

I

)
det

(
↔

M
+

+ki

↔

I

)
− det

(
↔

M
−
)

det

(
−

↔

M
−
)

= (−1)2N2 det

(
−

↔

M
+

+ki

↔

I

)
det

(
↔

M
+

+ki

↔

I

)
− det

(
↔

M
−
)

det

(
−

↔

M
−
)

= det




↔

M
+

+ki

↔

I
↔

M
−

−
↔

M
−

−
↔

M
+

+ki

↔

I


 = P (−ki) (C.35)e qui prouve la proposition i-dessus. La solution générale est alors donnée par :

Lhom (τ) =
2N2∑

i=1

CiGi exp [−kiτ ] (C.36)où les onstantes Ci seront déterminées par les onditions aux limites. Cette déompositionde la luminane obtenue numériquement aura également son utilité théorique pour l'étudedes modes propres de l'etr. Comme nous le verrons dans les hapitres III et V, le spetredes valeurs propres de l'opérateur intégro-di�érentiel de l'etr est omposé de deux valeurspropres disrètes et opposées et d'un ensemble de valeurs propres ontenues dans un onti-nuum (Case et Zweifel 1967). Cela est véri�é numériquement. Notons également quedans le as où l'absorption est nulle (albédo a = 1), la valeur k0 = 0 est valeur propre. Laluminane s'érit alors :
Ldhom (τ, µ2,i) =

2N2−2∑

j=1

CjGi,j exp [−kjτ ] +K1 (τ − µ2,i) +K2 (C.37)les fateurs K1 et K2 étant déterminés par les onditions aux limites. Cette expression poseun problème lors de la résolution numérique puisque la forme des solutions n'est plus lamême. En pratique, on ajoute de l'absorption numérique, e qui ne pose pas de problèmepartiulier du moment que la longueur d'absorption la reste bien supérieure à la taille dusystème L.Solution partiulièreLa forme du terme soure nous suggère de reherher la solution partiulière sous la forme :
Lpar (τ) = X exp [−τ ] + Y exp [τ − 2L∗] . (C.38)En e�et, la luminane ollimatée ontenue dans le terme S ontient deux exponentielles dé-roissantes, l'une en −τ et l'autre en τ−2L∗. L'injetion de ette forme dans le système C.32aboutit à un système en X et Y qu'il est faile de résoudre.



206 Annexe C. Méthode des ordonnées disrètesSolution omplèteFinalement, la solution omplète est donnée par :
L (τ) = Lhom (τ) + Lpar (τ) =

2N2∑

i=1

CiGi exp [−kiτ ] + X exp [−τ ] + Y exp [τ − 2L∗] .(C.39)Conditions aux limitesLes onditions aux limites sur la luminane di�use sont données par les ré�exions auxinterfaes (voir Chap. I). Dans le as de l'interfae en τ = 0 (i.e. z = 0), on a
Ld (τ = 0, µ2 > 0) = R21 (|µ2|)Ld (τ = 0, µ2 < 0) (C.40)e qui devient ave les notations disrétisées :
Ld (τ = 0, i) = R21 (|µ2,i|)Ld (τ = 0,−i) (C.41)soit enore
2N2∑

i=1

CiGi (µ2 > 0) + X (µ2 > 0) + Y (µ2 > 0) exp [−2L∗] =

R21 (|µ2,i|)
2N2∑

i=1

CiGi (µ2 < 0) + X (µ2 < 0) + Y (µ2 < 0) exp [−2L∗] (C.42)où Gi (µ2 > 0) orrespond au veteur Gi restreint aux omposantes orrespondant à µ2 > 0.Sous forme indiielle, ela s'érit :
2N2∑

i=1

Ci (Gi,j −R21,jGi,j+N2
) = −Xj−Yj exp [−2L∗]+R21,j [Xj+N2

+ Yj+N2
exp (−2L∗)](C.43)pour j ∈ {1, . . . , N2}. De même, pour l'interfae τ = L∗ (i.e. z = L), on a

2N2∑

i=1

Ci (Gi,j −R23,jGi,j−N2
) exp [kiL

∗] = [−Xj − Yj +R23,j (Xj−N2
+ Yj−N2

)] exp (−L∗)(C.44)pour j ∈ {N2 + 1, . . . , 2N2}. La réériture du système C.43, C.44 passe par la dé�nition desvariables suivantes :
Fi,j =

{
Gi,j − R21,jGi,j+N2

Gi,j − R23,jGi,j−N2

j ∈ {1, . . . , N2}
j ∈ {N2 + 1, . . . , 2N2}

Hj =

{
−Xj − R21,jXj+N2

−Xj − R23,jXj−N2

j ∈ {1, . . . , N2}
j ∈ {N2 + 1, . . . , 2N2}

Kj =

{
(−Yj −R21,jYj+N2

) exp [−2L∗]
−Yj −R23,jYj−N2

j ∈ {1, . . . , N2}
j ∈ {N2 + 1, . . . , 2N2}

(C.45)
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2N2∑

i=1

CiFi,j = Hj +Kj j ∈ {1, . . . , N2}
2N2∑

i=1

CiFi,j exp [kiL
∗] = (Hj +Kj) exp [−L∗] j ∈ {N2 + 1, . . . , 2N2}

. (C.46)Le système d'équations préédent présente des problèmes de résolution numérique du faitdu mauvais onditionnement de la matrie à inverser (Thomas et Stamnes 1999). Ene�et, la matrie ontient des exponentielles à arguments positifs. Pour palier à e problème,nous proédons au hangement de variables suivant :
{
Ci = C̃i exp [−kiL

∗] i ∈ {1, . . . , N2}
Ci = C̃i i ∈ {N2 + 1, . . . , 2N2}

. (C.47)Ainsi, la reherhe des C̃i passe par une inversion de matrie ontenant que des exponen-tielles à arguments négatifs. Cela onlut la reherhe de la luminane dans un problèmeplan en utilisant la méthode des ordonnées disrètes.C.2 Résolution de l'etr en régime instationnaireL'etr dans sa version temporelle ne fait apparaître qu'une dérivée partielle du premierordre en temps. L'astue onsiste ii à se ramener au as du régime stationnaire en passantdans le domaine fréquentiel. Nous dé�nissons la transformée de Fourier de la luminanepar :
Lν (τ, µ, t) =

∫ ∞

−∞

Lν (τ, µ, ω) exp [−iωt] dω

2π
. (C.48)L'injetion de ette relation dans les équations C.2 et C.3, donne un système stationnairee�etif sous la forme :

±∂L
±
c (τ, ω)

∂τ
=−

(
1− iω

µec

)
L±

c (τ, ω) (C.49)
µ
∂Ld (τ, µ, ω)

∂τ
=−

(
1− iω

µec

)
Ld (τ, µ, ω) +

a

2

∫ +1

−1

p (µ, µ′)Ld (τ, µ′, ω) dµ′

+
a

2
p (µ, 1)L+

c (τ, ω) +
a

2
p (µ,−1)L−

c (τ, ω) (C.50)où on dé�nit un oe�ient d'extintion e�etif adimensionné par
µ∗

e (ω) = 1− iω

µec
. (C.51)La résolution de e système passe alors par la méthode présentée dans la setion préé-dente itérée sur un ensemble de pulsations ω hoisies de telle sorte qu'on puisse faire unetransformée de Fourier inverse numérique pour obtenir la luminane temporelle.La fréquene ν orrespond à des variations rapides (longueur d'onde du rayonnement)alors que la fréquene ω orrespond à des variations lentes (évolution temporelle). Dansle spetre, ν est don la fréquene entrale. C'est l'hypothèse d'une luminane quasi-monohromatique.





Annexe DFontion de orrélation spatiale pourune luminane isotrope
Cette annexe a pour but le alul de la fontion de orrélation spatiale dans le as d'uneluminane totalement isotrope. Une luminane isotrope dans tout l'espae intégrée sur
ϕ donne également une luminane isotrope, on a don L (z, µ) = L. L'équation II.13 donne :

W (ρ) = L
∫ +1

−1

J0

(
2πρ

λ

√
1− µ2

)
dµ (D.1)Posons X = 2πρ/λ. On a µ = cos θ, d'où dµ = − sin θdθ, e qui amène :

W (X) = L
∫ π

0

J0 (X sin θ) sin θdθ (D.2)La fontion de Bessel J0 est la solution du problème :
{
x2f ′′ (x) + xf ′ (x) + x2f (x) = 0
f (0) = 1

(D.3)L'équation di�érentielle permet alors de déduire le développement en série entière de J0 enposant :
f (x) =

∞∑

n=0

anx
n (D.4)e qui donne les relations :

{
ann (n− 1) + ann+ an−2 = 0 ∀n ≥ 2
a0 = 1 et a1 = 0

(D.5)La réurrene préédente se résume en :
a2p+2 =

−a2p

(2p+ 2)2 ; a2p+1 = 0 ; a0 = 1 (D.6)Soit �nalement :
a2p =

(−1)p

(2p)2 (2p− 2)2 . . . (2)2 =
(−1)p

(2pp!)2 (D.7)



210 Annexe D. Corrélation spatiale et luminane isotropeLe développement de J0 s'érit ainsi :
J0 (X sin θ) =

∞∑

p=0

(
−1

4

)p
(X sin θ)2p

(p!)2 (D.8)On remarque alors qu'il faut aluler l'intégrale :
I2p =

∫ π

0

(sin θ)2p+1 dθ (D.9)Une intégration par parties amène immédiatement :
I2p = 2p (I2p−2 − I2p)⇒ I2p = I2(p−1)

2p

2p+ 1
(D.10)On obtient don :

I2p = I0
(2pp!)2

(2p+ 1)!
=

22p+1p!2

(2p+ 1)!
ave I0 = 2 (D.11)On en déduit le développement en série entière de la fontion de orrélation spatiale duhamp :

W (X) = L

∞∑

p=0

(
−1

4

)p
(X)2p

(p!)2

22p+1p!2

(2p+ 1)!

= 2L

∞∑

p=0

(−1)pX2p

(2p+ 1)!
(D.12)Développons également en série entière la fontion sinus ardinal :

sinX =

∞∑

p=0

(−1)pX2p+1

(2p+ 1)!
⇒ sinX

X
=

∞∑

p=0

(−1)pX2p

(2p+ 1)!
(D.13)On en déduit la formulation �nale de la fontion de orrélation :

W (ρ) = 2L sinc

(
2πρ

λ

) (D.14)On peut remarquer que si on ne onsidère que la propagation dans le sens des z roissants(respetivement dans le sens des z déroissants), la fontion de orrélation spatiale notée
W+ (respetivement W−) est également un sinus ardinal ar :

I ′2p =

∫ π
2

0

(sin θ)2p+1 dθ (D.15)et I ′′2p =

∫ π

π
2

(sin θ)2p+1 dθ (D.16)véri�ent la même relation de réurrene que I2p ave I ′0 = I ′′0 = 1.



Annexe EModes propres de l'etr
Nous nous intéressons ii aux modes propres de l'etr en régimes stationnaire et insta-tionnaire dans le as d'une fontion de phase isotrope, seul as où une étude analytiqueest possible. Cependant, nous avons véri�é par expérimentation numérique que les proprié-tés obtenues sur le spetre et les valeurs propres en di�usion isotrope restent valables endi�usion anisotrope. Tous es résultats sont issus de (Case et Zweifel 1967).E.1 Modes propres en régime stationnaireNous reherhons une déomposition en modes propres de l'etr en régime stationnaire avefontion de phase isotrope (i.e. p = 1) rappelée i-après :

µ
∂

∂z
L (z, µ) = −µeL (z, µ) +

µs

2

∫ +1

−1

L (z, µ′) dµ′. (E.1)Nous érivons alors la luminane sous la forme d'un mode spatial :
L (z, µ) = Gν (µ) exp

(
−z
ν

) (E.2)où k = 1/ν est une valeur propre spatiale et Gν (µ) le veteur propre assoié ne dépendantque de la diretion µ. En injetant ette forme dans l'équation E.1, on obtient :
(
µe −

µ

ν

)
Gν (µ) =

µs

2

∫ +1

−1

Gν (µ′) dµ′

︸ ︷︷ ︸
=1 par normalisation . (E.3)Nous obtenons ainsi :

Gν (µ) =
µsν

2

1

µeν − µ
. (E.4)Deux as de �gure se présentent :

• Si ν ∈ ]−1/µe, 1/µe[, le dénominateur peut être nul. Au sens des distributions, la solutions'érit ave VP valeur prinipale, δ distribution de Dira en 0 et λ fontion quelonquede ν :
Gν (µ) =

µsν

2
VP

(
1

µeν − µ

)
+ λ (ν) δ (µeν − µ) . (E.5)On obtient ainsi un ontinuum de valeurs propres.



212 Annexe E. Modes propres de l'etr
• Si ν /∈ ]−1/µe, 1/µe[, il est néessaire à e stade de supprimer le veteur propre, pourela, on somme la relation E.4 sur µ :

1 =
µsν

2

∫ +1

−1

dµ

µeν − µ
. (E.6)Finalement, on obtient la relation de dispersion :

Λ (ν) = 1− µsν

2

∫ +1

−1

dµ

µeν − µ
(E.7)ave la fontion Λ (ν) qui doit être nulle. Après alul de l'intégrale, on obtient :

Λ (ν) = 1− µsν tanh−1

(
1

µeν

)

︸ ︷︷ ︸
=1/2 ln[(µeν+1)/(µeν−1)]

. (E.8)On voit immédiatement que Λ (ν) = Λ (−ν) et Λ (ν∗) = Λ (ν)∗. Don, si ν0 est solution,
−ν0 et ν∗0 le sont également. En réalité, on peut montrer qu'il n'y a que deux solutionsqui sont don opposées et onjuguées :

{
a < 1 ⇒ ν0 ∈ R⇒ −ν0 ∈ R as d'un milieu absorbant,
a > 1 ⇒ ν0 ∈ iR⇒ −ν0 ∈ iR as d'un milieu ampli�ateur. (E.9)C'est le spetre disret omposé de deux valeurs propres.Ainsi, la luminane s'érit en terme de déomposition modale :

L (z, µ) = C+
0 G

+
0 (µ) exp (k0z) + C−

0 G
−
0 (µ) exp (−k0z) +

∫ +1

−1

CνGν (µ) exp
(z
ν

)
dν.(E.10)E.2 Modes propres en régime instationnaireDans le as du régime instationnaire, l'étude modale peut s'e�etuer également de manièreanalytique. En di�usion isotrope, l'etr devient :

(
1

c

∂

∂t
+ µ

∂

∂z

)
L (z, µ, t) = −µeL (z, µ, t) +

µs

2

∫ +1

−1

L (z, µ′, t) dµ′. (E.11)Érivons une déomposition modale de la luminane sous la forme :
L (z, µ, t) = Gks (µ) exp [ikz + s (k) t] . (E.12)Cette forme est obtenue par transformée de Fourier spatiale de la luminane (k est ainsiréel, on superpose les modes spatiaux). À k �xé, s est une valeur propre temporelle del'etr, elle peut prendre des valeurs omplexes. Gks (µ) est le veteur propre assoié, il nedépend que de la diretion µ.



E.2. Modes propres en régime instationnaire 213Tout omme dans le as du régime stationnaire, en injetant la déomposition de la lumi-nane dans l'etr nous obtenons :
(
s (k)

c
+ ikµ

)
Gks (µ) = −µeGks (µ) +

µs

2

∫ +1

−1

Gks (µ′) dµ′

︸ ︷︷ ︸
=1 par normalisation . (E.13)En posant µe + s (k) /c = ikα, nous aboutissons à :

Gks (µ) =
µs

2ik (α + µ)
. (E.14)Deux as de �gure se présentent :

• si α ∈ ]−1, 1[, alors α ∈ R, le dénominateur peut être nul. Le mode s'érit alors :
Gks (µ) = VP

[
µs

2ik (α + µ)

]
+ λ (α) δ (α + µ) (E.15)où VP désigne la valeur prinipale, δ la distribution de Dira et où λ est une fontionquelonque de α. Il est à remarquer que nous avons alors un ontinuum de valeurs propres

s pour k �xé.
• si α /∈ ]−1, 1[, α + µ 6= 0. En intégrant angulairement la relation E.14, on aboutit à :

1 =

∫ +1

−1

µsdµ

2ik (α + µ)
. (E.16)Finalement, on obtient la relation de dispersion :

Λ (α) = 1−
∫ +1

−1

µsdµ

2ik (α + µ)
(E.17)ave la fontion Λ qui doit être nulle. Après alul de l'intégrale, on obtient :

Λ (α) = 1− µs

ik
tanh−1

(
1

α

)

︸ ︷︷ ︸
1/2 ln[(α+1)/(α−1)]

. (E.18)Pour k �xé, deux solutions existent omme dans le as stationnaire, notées ±α0. Nousretenons alors s0 sous la forme :
s0 (k) = −µec +

kc

tan (k/µs)
pour |k| < πµs

2
. (E.19)À noter que k est réel (la luminane omplète est en fait donnée par une transformée deFourier dans laquelle k joue le r�le de la variable muette) et ainsi s0 l'est également.





Annexe FDémonstration α (µ) = Cte
Dans ette annexe, nous montrons à l'aide de deux démonstrations di�érentes que l'ordre 0du développement limité du veteur propre Gks0

(µ) du mode [k, s0 (k)] quand k/µs →
0 est une onstante indépendante de la diretion µ. Pour ela, nous partons de l'équa-tion III.29 rappelée i-après :

α (µ) =
1

2

∫ +1

−1

p (µ′, µ)α (µ′) dµ′. (F.1)F.1 Première démonstrationLorsqu'on regarde aux grandes éhelles d'espae, on a k → 0 et ainsi en regardant en plusaux grandes éhelles de temps s0 (k)→ −µac (d'après l'équation III.27). C'est ainsi que :
L (z, µ, t)→ α (µ) exp [−µact] . (F.2)Comme la luminane est une quantité positive, on en déduit immédiatement que α (µ) ≥ 0.Ainsi, on a :

∀µ ∈ [−1, 1] α (µ) ≥ 0 (F.3)
∀ (µ′, µ) ∈ [−1, 1]2 p (µ′, µ) ≥ 0. (F.4)On onsidère que la fontion de phase peut être nulle qu'en des points isolés (i.e. g 6= 1).La fontion α est dé�nie ontinue, positive sur un intervalle fermé borné. Si on pose αm =

minα (µ), alors :
∃µm ∈ [−1, 1] / α (µm) = αm. (F.5)Supposons par l'absurde que la fontion α 6= Cte. Alors :
∃ǫ > 0 ∃ (µ1, µ2) ∈ [−1, 1]2 / ∀µ ∈ [µ1, µ2] α (µ) ≥ αm + ǫ. (F.6)On a alors en utilisant l'équation F.1 :
α (µ) =

1

2

∫ +1

−1

p (µ′, µ)α (µ′) dµ′ ≥ 1

2

∫ +1

−1

p (µ′, µ)αmdµ′ +
1

2

∫ µ2

µ1

p (µ′, µ) ǫdµ′ (F.7)
α (µ) ≥ αm +

ǫ

2

∫ µ2

µ1

p (µ′, µ) dµ′

︸ ︷︷ ︸
>0

. (F.8)



216 Annexe F. Démonstration α (µ) = CteFinalement, on en déduit que :
∀µ ∈ [−1, 1] α (µ) > αm (F.9)e qui est faux puisqu'il existe µm tel que α (µm) = αm. Par onséquent, l'hypothèse dedépart est fausse et α est une onstante.F.2 Deuxième démonstrationCette démonstration est issue de la référene (Morse et Feshbah 1953), partie 1, se-tion 8.4 qui énone que l'équation F.1 est une intégrale homogène de Fredholm du seondordre dont le noyau (la fontion de phase) est réel et non singulier. Posons :
α (µ) = k

∫ +1

−1

p (µ, µ′)α (µ′) dµ′. (F.10)On souhaite don obtenir la solution de ette équation pour k = 1/2. On peut développerla fontion de phase sur les polyn�mes de Legendre (voir Ann. G) :
p (µ, µ′) =

∑

n

anPn (µ)Pn (µ′) . (F.11)En remplaçant dans l'équation F.10, on obtient :
α (µ) = k

∑

n

anPn (µ)

∫ +1

−1

Pn (µ′)α (µ′) dµ′. (F.12)Posons alors :
An = k

∫ +1

−1

Pn (µ′)α (µ′) dµ′. (F.13)Remplaçons alors dans ette équation l'expression de α (µ) obtenue dans l'équation F.12 :
An = k

∫ +1

−1

Pn (µ′) k
∑

p

apPp (µ′)

∫ +1

−1

Pp (µ′′)α (µ′′) dµ′′dµ′. (F.14)On peut don résumer l'équation préédente ainsi :
∑

p

αnpAp = λAn ave λ = 1/k et αnp = ap

∫ +1

−1

Pn (µ′)Pp (µ′) dµ′. (F.15)On obtient don un problème aux valeurs propres. Il nous faut par onséquent véri�er que
λ = 2 est bien valeur propre. Tout d'abord, les polyn�mes de Legendre sont orthogonauxdeux à deux, e qui signi�e que la matrie (αnp)(n,p) est diagonale. Autrement-dit, on a :

λm = αm et αnp = αnδnp = anδnp

∫ +1

−1

Pn (µ)Pn (µ) dµ. (F.16)



F.2. Deuxième démonstration 217En partiulier, 2 est bien valeur propre ar a0 = 1 et P0 (µ) = 1. Comme la matrie estdiagonale, le veteur propre assoié à la valeur propre λ0 s'érit : A(0)
n = δ0nA

(0)
0 . Or, d'aprèsl'équation F.12, on a :

α (µ) = k
∑

n

anPn (µ)An. (F.17)D'où :
α (µ) =

1

2

∑

n

anPn (µ)A(0)
n =

A
(0)
0

2
. (F.18)C'est ainsi que α (µ) est une onstante.





Annexe GMoment d'ordre 1 de la fontion dephase
Nous herhons la valeur de l'intégrale suivante :

∫ +1

−1

µp (µ′, µ) dµ (G.1)où p (µ′, µ) est la fontion de phase intégrée sur l'angle azimutal ϕ. Pour ela, utilisons ladéomposition de la fontion de phase p (u′,u) sur les polyn�mes de Legendre :
p (cos Θ) =

∞∑

n=0

anPn (cos Θ) . (G.2)La fontion de phase étant normalisée par la relation suivante :
1

4π

∫

4π

p (u′ · u) dΩ′ = 1, (G.3)on obtient l'expression du premier oe�ient du développement1 :
1

2

∞∑

n=0

an

∫ +1

−1

Pn (x) dx =
1

2

∞∑

n=0

an

∫ +1

−1

Pn (x)P0 (x) dx = 1⇒ a0 = 1 . (G.5)De même, le oe�ient d'anisotropie est donné par :
1

4π

∫

4π

p (u′ · u)u′ · udΩ′ = g, (G.6)1On rappelle que les polyn�mes de Legendre véri�ent la relation
∫ +1

−1

Pn (x) Pm (x) dx =
2

2n + 1
δnm (G.4)ave P0 = 1.



220 Annexe G. Moment d'ordre 1 de la fontion de phasee qui permet de déduire l'expression du deuxième oe�ient du développement2 :
1

2

∞∑

n=0

an

∫ +1

−1

Pn (x) xdx =
1

2

∞∑

n=0

an

∫ +1

−1

[
n + 1

2n+ 1
Pn+1 (x) +

n

2n+ 1
Pn−1 (x)

]
P0 (x) dx

= g ⇒ a1 = 3g . (G.8)Pour passer au as de la fontion de phase intégrée sur l'angle ϕ, nous devons expliiter lespolyn�mes de Legendre Pn (cos Θ) en fontion de µ et µ′. Le théorème d'addition des har-moniques sphériques (Jakson 2001) nous permet d'expliiter le polyn�me de Legendreomme suit :
Pn (cos Θ) = Pn (µ′)Pn (µ) + 2

n∑

m=1

(n−m)!

(n+m)!
Pm

n (µ′)Pm
n (µ) cos (ϕ− ϕ′) . (G.9)L'intégration sur ϕ du développement de la fontion de phase sur les polyn�mes de Le-gendre onduit alors au résultat :

p (µ′, µ) =
∞∑

n=0

anPn (µ′)Pn (µ) . (G.10)Nous devons don aluler l'intégrale :
∫ +1

−1

µp (µ′, µ) dµ =
∞∑

n=0

an

∫ +1

−1

Pn (µ′)Pn (µ)µdµ

=
∞∑

n=0

anPn (µ′)

∫ +1

−1

Pn (µ)µdµ

=
2

3
P1 (µ′) a1 =

2

3
µ′a1 = 2gµ′ (G.11)où on rappelle que P1 (x) = x.

2On rappelle que les polyn�mes de Legendre véri�ent la relation de réurrene
(n + 1)Pn+1 (x) − (2n + 1)xPn (x) + nPn−1 (x) = 0. (G.7)



Annexe HExpression du �ux transmis par uneouhe en approximation de la di�usion
Cette annexe dérit la méthode de alul du �ux transmis en approximation de la di�usiondans le as d'une géométrie plane élairée sous inidene normale telle que présentéeau hapitre I. La �gure H.1 rappelle le problème étudié.PSfrag replaements

z

L+ z0z00 L+ 2z0

1 2 3
Fig. H.1 � Représentation du problème plan étudié. Le milieu est élairé sous inidenenormale par la gauhe par une impulsion très brève loalisée en (z, t) = (z0, 0).La reherhe du �ux passe par la reherhe de la densité d'énergie u (z, t) au sein du milieudi�usant et don par la reherhe de la fontion de Green de l'équation de la di�usion.Les onditions aux limites sont données par (voir Ann. I) :

u (0, t) = 0 et u (d, t) = 0 (H.1)où d = L+ 2z0 et z0 est la longueur d'extrapolation.Pour une soure pontuelle plaée en r′ émettant une impulsion brève au temps t = 0, lafontion de Green G (r, r′, t) du problème est dé�nie par :
∂G

∂t
(r, r′, t)−D∆rG (r, r′, t)− µacG (r, r′, t) = δ (r− r′) δ (t) (H.2)où D est le oe�ient de di�usion (on montre dans le hapitre III que le oe�ient dedi�usion le plus approprié dans e as est donné par D = cltr/3). Dans le as d'un milieuin�ni, la fontion de Green est donnée par (Smirnov 1981) (voir Ann. B) :

G (r, r′, t) =
H (t)√
(4πDt)3

exp

[
−‖r− r′‖2

4Dt

]
exp [−µact] (H.3)



222 Annexe H. Flux transmis en approximation de la di�usionoù H est la fontion d'Heavyside. A�n de prendre en ompte orretement les onditionsaux limites de l'équation H.1, nous utilisons la méthode des images pour déterminer lafontion de Green d'une tranhe. Pour ela, nous plaçons tout d'abord la soure sur le plan
z′ = z0. Les onditions aux limites nous obligent alors à plaer des soures symétriquementà la soure initiale par rapport aux plans z′ = 0 et z′ = d, don sur les plans z′ = −z0(harge opposée), z′ = L+z0 (harge identique) et z′ = L+3z0 (harge opposée). Ensuite, ilfaut également onsidérer les images de es nouvelles soures et ainsi de suite. Finalement,la fontion de Green du problème s'érit :

G (r, r′, t) =
H (t)√
(4πDt)3

exp

[
− R2

4Dt

]
exp [−µact]

×
∞∑

n=−∞

{
exp

[
−(z − 2nd− z0)2

4Dt

]
− exp

[
−(z − 2nd+ z0)

2

4Dt

]} (H.4)où R = (x− x′)2 + (y − y′)2. Cette somme peut être réérite en utilisant la règle de som-mation de Poisson (Morse et Feshbah 1953) :
G (r, r′, t) =

H (t)

4πDtd exp

[
− R2

4Dt − µact

] ∞∑

n=−∞

sin
(πnz0

d

)
sin
(πnz

d

)
exp

[
−πn

2Dt
d2

]
.(H.5)Nous pouvons maintenant intégrer sur les positions des soures (variables x′ et y′) pour�nalement obtenir :

G (z, z0, t) =
H (t)

d
exp [−µact]

∞∑

n=−∞

sin
(πnz0

d

)
sin
(πnz

d

)
exp

[
−πn

2Dt
d2

]
. (H.6)Ainsi, la densité d'énergie est donnée par :

u (z, t) = G (z, z0, t)Ein (H.7)où Ein est l'énergie du pulse inident. Le �ux transmis est alors simplement donné par laloi de Fik :
φ+sort,di� = −D∂u

∂z
(L+ z0, t)

=
Ein H (t)D

d

∞∑

n=−∞

nπ

d
sin

(
πnL

d

)
exp

[
−πn

2Dt
d2

− µact

] . (H.8)Notons au passage que si la longueur d'extrapolation était nulle (i.e. z0 = 0), on aurait un�ux transmis nul. Cela justi�e don pleinement l'utilisation de ette distane �tive pourles onditions aux limites.



Annexe ILongueur d'extrapolation z0 pour lesonditions aux limites en approximationde la di�usion
Cette annexe présente les deux prinipales méthodes de alul de la longueur d'extra-polation z0 permettant d'érire les onditions aux limites à utiliser dans le adre del'approximation de la di�usion. La première est basée sur l'approximation P1 (Ishimaru1997) tandis que la deuxième se déduit d'une étude modale (Case et Zweifel 1967).I.1 Calul de z0 par l'approximation P1En e qui onerne les �ux di�us, omme auun rayonnement ne pénétre dans le milieu, ona :

φ+
d (z < 0) = 0 φ−

d (z > 0) = 0. (I.1)Soit n la normale entrante, les égalités préédentes deviennent en terme de luminanedi�use (Ishimaru 1997) :
∫

2π

Ld (r,u)u · ndΩ = 0. (I.2)Déomposons alors le veteur �ux radiatif en une partie normale et une partie tangentielle :
φd (r) = φdnn + φdtt ave φd (r) =

∫

4π

Ld (r,u)udΩ. (I.3)On suppose maintenant qu'en première approximation, la luminane est isotrope (validitéde l'approximation de la di�usion) ave un terme orretif du premier ordre. C'est ettedéomposition qui est utulisée dans l'approximation P1 :
Ld (r,u) = cud (r) +

3

4π
φd (r) · u. (I.4)Ainsi, l'équation I.2 devient :

∫

2π

cud (r)u · ndΩ +
3

4π

∫

2π

(φd (r) · u) (u · n) dΩ = 0. (I.5)



224 Annexe I. Longueur d'extrapolation z0Le premier terme de l'équation i-dessus donne :
∫

2π

cud (r)u · ndΩ = cud (r)

∫

2π

cos θ d cos θ dϕ = πcud (r) . (I.6)Le deuxième terme quant à lui s'exprime en utilisant la déomposition du �ux de l'équa-tion I.3 :
3

4π

∫

2π

(φd (r) · u) (u · n) dΩ =
3

4π

∫

2π

φdn (n · u) (u · n) dΩ

︸ ︷︷ ︸
2πφdn

R
1

0
µdµ= 2π

3
φdn

+
3

4π

∫

2π

φdt (t · u) (u · n) dΩ

︸ ︷︷ ︸
φdt

R π/2

0
sin θ cos θ d cos θ

R 2π
0

cos ϕdϕ=0

.(I.7)Finalement, l'équation I.5 devient :
1

2
cud (r) +

1

4π
φdn (r) = 0. (I.8)Cette expression n'est bien sûr valable qu'aux interfaes. Il est néessaire maintenant d'ex-primer le �ux φdn en fontion de ud. Pour ela, repartons de l'etr :

u ·∇rLd (r,u) = −µeLd (r,u) +
µs

4π

∫

4π

p (u,u′)Ld (r,u′) dΩ′. (I.9)Injetons dans ette équation l'expression approximée de la luminane (équation I.4) :
cu ·∇rud (r) +

3

4π
u ·∇r [φd (r) · u] =− cµeud (r)− 3

4π
µeφd (r) · u

+ cµsud (r) +
3

4π
µsφd (r)

∫

4π

p (u,u′)u′dΩ′

4π
.(I.10)Notons que

1

4π

∫

4π

p (u,u′)u′dΩ′ =
u

4π

∫

4π

p (u,u′)u · u′dΩ′ = gu. (I.11)ar la fontion de phase ne dépend que de u · u′. Multiplions l'équation I.10 par u etintégrons sur toutes les diretions :
c∇rud (r) =

3

4π
[−µe + gµs]φd (r) . (I.12)Comme on suppose qu'il n'y a pas d'absorption, on a :

c∇rud (r) =
3

4π
[1− g]µsφd (r) . (I.13)Finalement, en projetant sur le veteur n, on obtient :

φdn (r) = −4πcltr
3

n ·∇rud (r) . (I.14)En utilisant les équations I.8 et I.14, nous déduisons :
ud (r)− 2ltr

3
n ·∇rud (r) = 0 . (I.15)Cette équation n'est bien sûr valable que sur les interfaes. Ainsi, si on e�etue une extra-polation linéaire de la densité d'énergie en dehors du milieu, elle-i s'annulera pour unedistane à l'interfae égale à :

z0 = 2/3ltr . (I.16)



I.2. Calul de z0 par méthode asymptotique modale 225I.2 Calul de z0 par méthode asymptotique modaleL'étude analytique présentée ii est un résumé de elle menée dans le as du transportdes neutrons (Case et Zweifel 1967). Elle s'applique dans le as d'une di�usion isotrope
p = 1 e qui implique g = 0. Dans e as, l'etr en régime stationnaire s'érit :

µ
∂L

∂z
(z, µ) + µeL (z, µ) =

µs

2

∫ +1

−1

L (z, µ′) dµ′. (I.17)Comme mentionné préédemment, la luminane s'érit sous forme modale (voir Ann. E) :
L (z, µ) = C+

0 G
+
0 (µ) exp (k0z) + C−

0 G
−
0 (µ) exp (−k0z) +

∫ +1

−1

CνGν (µ) exp
(z
ν

)
dν.(I.18)I.2.1 Problème de MilneLa détermination de la longueur d'extrapolation passe alors par la résolution du problèmede Milne. La �gure I.1 présente la on�guration à résoudre.

PSfrag replaements
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Fig. I.1 � Géométrie du problème de Milne : le milieu di�usant est semi-in�ni pour
z < 0. La luminane inidente est plaée à droite sur la �gure pour z → −∞.L'approximation de la di�usion sera valable loin de la paroi est loin de la soure, don versle pseudo-entre de la ouhe. Dans l'expression de la luminane, nous allons retenir alorsque les termes en k0 et en −k0. L'intégration angulaire nous donnera alors l'expression dela densité d'énergie asymptotique uAs. Cette densité s'annulera en z0 ave z0 > 0 (don àl'extérieur du milieu) que nous allons déterminer.Dans e problème, la luminane s'érit :

L (z, µ) = C+
0 G

+
0 (µ) exp (k0z)+G

−
0 (µ) exp (−k0z)+

∫ +1

0

CνGν (µ) exp
(z
ν

)
dν. (I.19)



226 Annexe I. Longueur d'extrapolation z0L'intégrale est prise entre 0 et 1 pour supprimer les termes divergeants du ontinuum. Deplus, on doit avoir :
L (z, µ)→ G−

0 (µ) exp (−k0z) pour z → −∞. (I.20)On sait de plus qu'à la paroi, la luminane dans le sens des z roissants (i.e. µ > 0) estnulle puisqu'il n'y a pas de ré�exions : L (0, µ > 0) = 0.On va dé�nir un produit salaire pour projeter l'expression de la luminane L (0, µ > 0) surles veteurs propres Gν est ainsi déterminer les oe�ients Cν . Nous ne pouvons onsidérerii que les µ > 0. De e fait, il est néessaire de faire intervenir une fontion supplémen-taire notée W pour l'expression du produit salaire. Ainsi, les veteurs propres ne serontpas tous orthogonaux 2 à 2, nous allons faire intervenir une fontion X pour exprimerette non-nullité, fontion que l'on peut aluler analytiquement (Case et Zweifel 1967).Finalement, nous avons la relation :
∫ +1

0

W (µ)G+
0 (µ)L (0, µ) dµ = 0 (I.21)

⇒ C+
0

∫ +1

0

W (µ)G+
0

2
(µ) dµ+

∫ +1

0

W (µ)G+
0 (µ)G−

0 (µ) dµ

+

∫ +1

0

∫ +1

0

CνW (µ)G+
0 (µ)Gν (µ) dνdµ = 0. (I.22)Après alul, on obtient en utilisant la fontion X qu'on ne détaillera pas ii :

µ2
sν

2
0C

+
0 X (ν0)

4
− µ2

sν
2
0X (−ν0)

4
+ 0 = 0. (I.23)Finalement :

C+
0 =

X (−ν0)

X (ν0)
. (I.24)La densité d'énergie radiative asymptotique peut alors être entièrement déterminée, elles'exprime par :

uAs (z) =
C+

0 exp (k0z)

c

∫ +1

−1

G+
0 (µ) dµ

︸ ︷︷ ︸
=1

+
exp (−k0z)

c

∫ +1

−1

G−
0 (µ) dµ

︸ ︷︷ ︸
=1

. (I.25)Or, on veut uAs (z0) = 0, e qui donne la longueur d'extrapolation
z0 =

1

2k0
ln

(−1

C+
0

)
. (I.26)Dans le as d'un albédo a égal à 1, la valeur analytique obtenue est de z0 ≈ 0.7104ltr. Onnotera que ette valeur est di�érente de elle trouvée en approximation P1.



Annexe JMéthode de Monte Carlo
Les méthodes Monte-Carlo (du nom du élèbre quartier de Monao) sont des mé-thodes stohastiques de alul numérique (Metropolis et al. 1953; Rubinstein1981). Elles sont très utilisées en partiulier pour le alul d'intégrales de dimensions su-périeures à un (et même de dimension in�nie dans le as du transfert radiatif). Aussiétonnant que ela puisse paraître, le nom fait référene aux jeux de hasard pratiqués àMonte Carlo. Ces méthodes onnurent un développement important lors de la seondeguerre mondiale. John von Neumann et Stanislaw Marin Ulam les utilisèrent en par-tiulier dans le adre de reherhes sur la bombe atomique. Atuellement, elles sont de plusen plus utilisées ar failes à mettre en ÷uvre et de plus en plus rapides ompte tenu de lapuissane sans esse roissante des mahines de alul.J.1 PrinipeSoit une fontion f et une densité de probabilité Π. On souhaite aluler l'intégrale sur unintervalle [a, b] non néessairement borné du produit Πf . Le alul de ette intégrale parméthode de Monte Carlo peut se résumer ainsi :

∫ b

a

Π (x) f (x) dx ≈ 1

N
N∑

i=1

f (xi) (J.1)où N est appelé nombre de tirs de Monte Carlo et où les xi sont hoisis aléatoirementde telle sorte qu'ils véri�ent la densité de probabilité Π.PSfrag replaements
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Une exemple très onnu d'appliation est elui du alul du nombre
π. Dans e as, le domaine d'intégration est représenté par un arréde taille l'unité (noté Ω). On retient une densité de probabilitéuniforme dans le arré (i.e. Π (r) = 1 si r ∈ Ω, Π (r) = 0 sinon).La fontion f est dé�nie ainsi :

{
f (r) = 1 si ‖r‖ ≤ 1,
f (r) = 0 si ‖r‖ > 1.

(J.2)



228 Annexe J. Méthode de Monte CarloLe alul de l'intégrale devient don :
π

4
≈ 1

N
N∑

i=1

f (ri) où les ri véri�ent la densité de probabilité uniforme Π. (J.3)En pratique, on tire N positions uniformément réparties dans le arré Ω et on omptesimplement elles qui appartiennent également au disque unité ontenu dans le arré. Leratio par rapport à N donnera une estimation de π/4.À noter que les méthodes de Monte Carlo onvergent lentement. En partiulier, l'éart-type est en 1/
√
N .J.2 Cas du transfert radiatifLes méthodes deMonte Carlo sont très utilisées en physique ar en général elles re�étentla physique du système. Par exemple, dans le as du transfert radiatif, nous allons voirqu'elles peuvent être interprétées omme le suivi de la propagation des photons dans lemilieu. Elles s'apparentent don à une marhe au hasard (Modest 1993; Walters etBukius 1994).Nous souhaitons résoudre l'etr en géométrie plane (voir Chap. I) et en partiulier alulerle �ux transmis. L'etr dans e as en régime instationnaire s'érit :

(
1

c

∂

∂t
+ µ

∂

∂z

)
L (z, µ, t) = −µeL (z, µ, t) +

µs

2

∫ +1

−1

p (µ′, µ)L (z, µ′, t) dµ. (J.4)J.2.1 Flux transmis sous forme intégraleIl est possible de montrer que dans le as sans ré�exion interne (i.e. n2 = 1) le �ux transmispeut se mettre sous forme intégrale de la manière suivante (Roger 2006) :
φ+sort (t) =Lin ∫ ∞

0

dΠs (s1)

[
H (s1 − d1) exp [−µad1] H (µ0) δ

(
t− d1

c

)
+ H(d1 − s1)

×
∫ +1

−1

p (µ0, µ1) dµ1

∫ ∞

0

dΠs (s2)

{
H (s2 − d2) exp [−µa (s1 + d2)] H (µ1) δ

(
t− s1 + d2

c

)

+ H (d2 − s2)

∫ +1

−1

p (µ1, µ2) dµ2

∫ ∞

0

dΠs (s3)

[
H(s3 − d3) exp [−µa (s1 + s2 + d3)]

× H (µ2) δ

(
t− s1 + s2 + d3

c

)
+ . . .

]}] (J.5)où les grandeurs utilisées sont lari�ées sur la �gure J.1. H est la fontion d'Heavyside et
δ la distribution de Dira. Cette expression est don onstituée d'une somme de produitsd'intégrales. Elle peut être interprétée de la manière suivante :



J.2. Cas du transfert radiatif 229
• La première intégrale représente la propagation du rayonnement sur une distane s1 àpartir de son entrée dans le milieu avant di�usion. On intègre sur l'ensemble des distanesaessibles en pondérant par la probabilité de parourir la distane s1 sans avoir subi dedi�usion de 0 à s1 et en en subissant une entre s1 et s1 + ds1. Elle est donnée par :

dΠs (s1) = µs exp [−µss1] ds1. (J.6)En e�et, sous les hypothèses de milieu e�etif homogène (invariant par translation) etde proessus aléatoires de type Markovien (perte totale de mémoire entre haque pro-essus, e qui permet la multipliation des densités de probabilité), la probabilité Πs (s1)qu'un photon ne soit pas di�usé entre les absisses 0 et s1 est donnée par :
Πs (s1 + ds1) = dΠ′

s × Πs (s1) (J.7)où dΠ′
sν
est la densité de probabilité qu'un photon ne soit pas di�usé entre les absisses

s1 et s1 + ds1. Celle-i se met sous la forme
dΠ′

s = 1− µsds1 (J.8)e qui donne diretement Πs (s1) = exp [−µss1].
• Ensuite, on véri�e si le rayonnement sort du milieu ou pas :
• S'il sort (i.e. s1 > d1), on véri�e qu'il est transmis (i.e. µ0 > 0 est toujours vrai ar iln'y a pas enore eu de di�usion) et on pondère par la fration d'énergie non absorbée lelong du hemin exp [−µad1] puis on ajoute la ontribution au �ux en spéi�ant l'instantde sortie par une distribution de Dira.
• S'il ne sort pas, il est di�usé. On doit don intégrer sur tous les angles de di�usionpossibles pondérés par la probabilité que le rayonnement parte dans la diretion dé�niepar µ1 sahant qu'il arrive dans la diretion dé�nie par µ0. On fait don simplementappel à la fontion de phase p (µ0, µ1). Ensuite, le rayonnement se propage sur ladistane s2 d'où l'intégrale linéique suivante. On véri�e ensuite s'il sort du milieu oupas :� S'il sort (i.e. s2 > d2), on véri�e qu'il est transmis (i.e. µ1 > 0) et on pondère par lafration d'énergie non absorbée le long du hemin exp [−µa (s1 + d2)] puis on ajoutela ontribution au �ux en spéi�ant l'instant de sortie par une distribution deDira.� S'il ne sort pas, il est di�usé. Et ainsi de suite. . .J.2.2 Algorithme de Monte CarloLe prinipe du alul d'intégrales par méthode de Monte Carlo présenté dans la se-tion J.1 va maintenant être appliqué au alul du �ux transmis présenté sous forme intégraledans la sous-setion J.2.1. On va don e�etuer des tirages aléatoires. C'est à e moment-làqu'on onstate que la méthode peut être vue omme une marhe au hasard. Considéronsqu'on e�etue N tirs, on va don suivre l'évolution de N quantas d'énergie dans le milieudi�usant. Il est évident qu'un quantum ne orrespond pas à un unique photon !1. Considérons que nous souhaitions e�etuer un tir dans notre milieu. La puissanesurfaique disponible pour le tir sera alors :

E =
Lin
N (J.9)La diretion de tir sera donnée par µ = 1 et la position initiale du tir sera z = 0.



230 Annexe J. Méthode de Monte CarloPSfrag replaements 1 2 3
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Fig. J.1 � Clari�ation des notations utilisées pour érire le �ux transmis sous forme in-tégrale dans le as d'une géométrie plane.2. Nous devons ensuite reherher la distane s1 parourue par le faiseau avant di�usion.En sommant la densité de probabilité Πs (s1) (équation J.6), on obtient la umuléede ette probabilité qui nous permet de déterminer s1 à partir du nombre pseudo-alétoire x1 véri�ant une loi uniforme entre 0 et 1 :
∫ s1

0

dΠs (s′) = 1− exp [−µss1] = x1 ⇒ s1 = − 1

µs
ln (1− x1) (J.10)3. Nous avons maintenant atteint le point de di�usion. Deux as peuvent alors se pré-senter :

• Nous avons atteint une des deux parois de la ouhe. On peut ainsi inrémenter le�ux transmis (si sortie par la droite du milieu) en prenant soin d'éliminer la partabsorbée le long du hemin de longueur l :
∆φ+sort (t) = E exp [−µal] δ

(
t− l

c

)
. (J.11)Le tir se termine ii puisqu'il n'y a pas de ré�exion aux parois.

• Si on n'a pas atteint les parois, on doit tirer un angle dans la fontion de phase. Laumulée permet de déterminer µ1, la nouvelle diretion de tir à partir d'un nombrepseudo-aléatoire x2 véri�ant une loi uniforme entre 0 et 1 :
∫ µ1

−1

p (µ0, µ
′)

2
dµ′ = x2 (J.12)La di�usion étant un phénomène neutre du point de vue énergétique, la puissanesurfaique disponible ne variera pas. On doit alors ontinuer en reherhant unenouvelle distane avant di�usion. On repart don à l'étape 2.4. La déroissane de l'énergie du quantum étant exponentielle au fur et à mesure desdi�usions, on peut préiser un seuil au délà duquel on onsidérera le quantum ommeéteint, ei a�n d'aélérer l'exéution du ode de alul. Habituellement, on retient

0.1% de l'énergie surfaique disponible au départ. Quand on a atteint ette valeur, onommene un nouveau tir en repartant à l'étape 1.



J.2. Cas du transfert radiatif 231Remarque : Nous avons traité l'absorption de manière déterministe en utilisant la loid'éhelle valide sur etr (voir Se. J.2.3)
φ+sort,µa

(t) = φ+sort,0 (t) exp [−µact] . (J.13)Notons qu'il est également possible de traiter ette dernière de manière stohastique toutomme l'est la di�usion. Pour ela, on onsidère la distane avant extintion (et non plusdi�usion) selon la densite de probabilité :
dΠe (s) = µe exp [−µes] ds. (J.14)Ensuite, l'albédo nous renseignera sur la part de l'énergie absorbée et la part di�usée. Entirant un nombre pseudo-élatoire x suivant une loi uniforme entre 0 et 1, nous pouvons leomparer à l'albédo :

• Si x < a, le quantum est di�usé. On ontinue le tir sans absorption.
• Si x > a, le quantum est absorbé entièrement. On débute alors un nouveau tir.Remarque : La prise en ompte des ré�exions aux interfaes se fait en multipliant l'énergiesurfaique ayant atteint une interfae par les oe�ients de Fresnel en énergie, en lumièrenon polarisée, pour l'angle et les indies onsidérés, en transmission (i.e. Tij (|µ|)) et enré�exion (i.e. Rij (|µ|)). Les lois de Snell-Desartes renseignent ensuite sur l'angle desfaiseaux ré�éhis et transmis (voir Chap. I).Tout omme pour l'absorption, on peut aussi traiter et e�et de manière stohastique entirant un nombre pseudo-aléatoire x suivant une loi uniforme entre 0 et 1, nous pouvons leomparer à Tij (|µ|) :
• Si x < Tij (|µ|), le quantum est entièrement transmis. On inrémente le �ux transmis ouré�éhi et on débute un nouveau tir.
• Si x > Tij (|µ|), le quantum est entièrement ré�éhi. On tire une nouvelle distane avantdi�usion dans la diretion µ′ = −µ ave toute l'énergie du quantum.
J.2.3 Loi d'éhelle pour l'etr : une interprétation en terme demarhe au hasardIl est aisé de remarquer que dans l'etr, il est possible de fatoriser la luminane sous laforme suivante :

Lµa (r,u, t) = Lµa=0 (r,u, t) exp [−µact] . (J.15)En e�et, le oe�ient d'absorption n'intervient qu'à un seul endroit (pertes) ontrairementau oe�ient de di�usion (pertes et gains).Physiquement, on peut omprendre ette loi assez simplement par un raisonnement detype marhe au hasard. En e�et, si on onsidère une réalisation d'expériene (on envoie unpulse), les hemins empruntés par les photons sont dé�nis et sont indépendants du niveaud'absorption par le milieu. Cei se voit également dans l'implémentation numérique de laméthode deMonte Carlo où les distanes entre haque di�usion et les angles de di�usion



232 Annexe J. Méthode de Monte Carlosont indépendants de l'absorption. Considérons alors N tirs, on appelle l (n) la longueurdu hemin parouru par le tir n avant de s'éhapper du milieu. On dé�nit également lafontion α de la manière suivante :
α (n) =

{
1 si le tir n est transmis,
0 si le tir n est ré�éhi. (J.16)
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Fig. J.2 � Illustration de la dé�nition des fontions l et α. Le tir rouge est transmis, letir bleu est ré�éhi.Ainsi, le �ux transmis est donné par :
φ+sort,etr,µa

(t) =
Ein
N

N∑

n=1

δ

(
t− l (n)

c

)
α (n) exp [−µal (n)] (J.17)e qui peut don s'érire diretement :

φ+sort,etr,µa
(t) =

Ein
N exp [−µact]

N∑

n=1

δ

(
t− l (n)

c

)
α (n) . (J.18)On a alors diretement la fatorisation.



Annexe KLes diverses méthodes de alul de lafontion de orrélation temporelle duhamp G1 en régime di�usif
Nous avons hoisi de regrouper dans ette annexe les di�érentes méthodes de alul dela fontion de orrélation temporelle du hamp G1 en régime di�usif.Dans e as, le alul de G1 passe habituellement par l'utilisation de la formule dite de ladws standard :

G1standard (τ) = I0

∫ ∞

0

P (s) exp

[
−2

τs

τ0ltr

]
ds (K.1)où P (s) est la densité de probabilité d'avoir un hemin de longueur s, τ est le temps deorrélation, τ0 = 1/ (DBk

2) ave DB oe�ient de di�usion du mouvement brownien et kveteur d'onde et ltr est la longueur de transport.Di�érentes méthodes sont alors envisageables pour obtenir une version analytique et ex-pliite de G1standard en utilisant le fait que P (s) est donné par le �ux transmis ou ré�éhialulé à partir de l'approximation de la di�usion.Tous les résultats qui suivent sont valables en géométrie plane (voir Chap. I). Nous nousattahons tout d'abord à traiter le as de la transmission puis elui de la ré�exion.K.1 Étude en transmissionK.1.1 Formule de PineÉquation de di�usionLe alul de P (s) passe par la résolution de l'équation de la di�usion donnée i-après (sansabsorption) (Pine et al. 1990) :
∂u

∂t
(r, t)−D∆ (r, t) = S (r, t) (K.2)



234 Annexe K. Méthodes de alul de G1où u est la densité d'énergie, D est le oe�ient de di�usion et S (r, t) est un terme soure.Dans le as de la géométrie plane, il est plaé en z = zs à l'instant t = 0 à l'intérieurdu milieu (i.e. S (r, t) ∝ δ (z − zs) δ (t)). En e�et, si on onsidére qu'on élaire le milieuphysiquement en z = 0 par une onde plane sous inidene normale, ela revient en premièreapproximation à élairer le milieu par un plan soure isotrope plaé à l'intérieur du milieu.Habituellement, on retient zs = ltr.Conditions aux limites : longueur d'extrapolation z0Comme mentionné au hapitre III, l'appliation de l'approximation de la di�usion nées-site des onditions aux limites adéquates. On retient habituellement la notion de longueurd'extrapolation dé�nie ainsi :
u (−z0) = u (L+ z0) = 0. (K.3)Deux démonstrations sont présentées dans l'annexe I, elles aboutissent à deux expressionsdi�érentes de z0 :

z0 =2/3ltr (Ishimaru 1997),
z0 =0.7104ltr ave fontion de phase isotrope, sans ré�exion aux pa-rois (Case et Zweifel 1967).Résolution de l'équation de la di�usion : formule de PineDans la suite, on ne onsidére plus que la variable spatiale z, le problème étant invariantpar translation selon x et y.La densité de probabilité P (s) d'avoir un hemin de longueur s est proportionnelle à ladensité de probabilité P (t) que les photons passent un temps t dans le milieu qui elle-mêmeest proportionnelle au �ux transmis φ+sort,di� (t) :

P (s) ∝ P (t) ∝ φ+sort,di� (t) . (K.4)De e fait, la dé�nition de la fontion de orrélation normalisée alulée en DWS standard(équation K.1) devient :
g1standard (p) ∝

∫ ∞

0

φ+sort,di� (t) exp [−pt] dt ave p =
2τc

τ0ltr
. (K.5)Si on onsidère que la luminane ollimatée est su�samment atténuée, le �ux transmis estdonné par la loi du Fik :

φ+sort,di� (t) = −D∂u
∂z

(L, t) . (K.6)Alors :
g1standard (p) ∝ −∂ū

∂z
(L, p) ave ū (z, p) =

∫ ∞

0

u (z, t) exp [−pt] dt. (K.7)



K.1. Étude en transmission 235Si on prend la transformée de Laplae de l'équation K.2, nous obtenons :
D ∂2

∂z2
ū (z, p)− pū (z, p) = −δ (z − zs) . (K.8)La solution de ette équation se déduit ainsi :

• La solution générale sans seond membre est donnée par :
ūg (z, p) = A (p) cosh

(√
p

Dz
)

+ B (p) sinh

(√
p

Dz
)
. (K.9)

• La solution partiulière ave seond membre est donnée par :
ūp (z, p) =

1

2
√
pD exp

[
−
√
p

D |z − zs|
]
. (K.10)Le alul de ette expression passe simplement par la reherhe de la fontion de Green.Pour ela, on passe dans le domaine de Fourier spatial, on en déduit la transforméede Fourier de ūp. La méthode des résidus nous permet en�n d'obtenir diretementl'expression de ūp (voir Ann. B).La solution omplète s'érit alors :

ū (z, p) = A (p) cosh

(√
p

Dz
)

+ B (p) sinh

(√
p

Dz
)

+
1

2
√
pD exp

[
−
√
p

D |z − zs|
]
.(K.11)La détermination des onstantes d'intégration A et B passe par l'utilisation de l'équa-tion I.15 aux interfaes (z = 0 et z = L). Ainsi, l'expression de la fontion de orrélationest donnée par la formule de Pine sous la forme :

g1standard (τ) =

L+ 2z0
zs + z0

{
sinh

(
zs

ltr

√
6τ

τ0

)
+
z0
ltr

√
6τ

τ0
cosh

(
zs

ltr

√
6τ

τ0

)}

(
1 +

6τ

τ0

z2
0

l2tr

)
sinh

(
L

ltr

√
6τ

τ0

)
+ 2

z0
ltr

√
6τ

τ0
cosh

(
L

ltr

√
6τ

τ0

) (K.12)ave z0 = 2/3ltr et zs = ltr.K.1.2 Intégrale de la dws standard ave �ux en approximation dela di�usionL'objetif est de se rapproher de la formule de Pine en résolvant entièrement l'équationde la di�usion. L'annexe H donne le alul par méthode des images du �ux transmis enapproximation de la di�usion pour une tranhe de milieu di�usant :
φ (t) =

H (t)D
d

∞∑

n=1

nπ

d
sin

(
nπL

d

)
exp

[
−n

2π2Dt
d2

] (K.13)où H est la fontion d'Heavyside et d = L+ 2z0.



236 Annexe K. Méthodes de alul de G1Posons alors la variable de Laplae p = 2τc/ (τ0ltr). Si on pose également α (n) =
n2π2D/d2 = n2β, alors le alul de la fontion de orrélation en dws standard passe par lealul de :

I (n) =

∫ ∞

0

exp [− (p+ α (n)) t] dt =
1

p+ α (n)
. (K.14)Alors la fontion de orrélation est donnée par :

g1standard (τ) ∝
∞∑

n=1

nπ

d
sin

(
nπL

d

)
1

p+ n2β
∝

∞∑

n=1

n sin (nπL/d)

n2 + p/β
. (K.15)Or, nous avons la relation (Gradshteyn et Ryzhik 1980) :

∞∑

n=1

n sin (nx)

n2 + a2
=
π

2

sinh [a (π − x)]
sinh [aπ]

ave 0 < x < 2π. (K.16)La fontion de orrélation normalisée est alors donnée par :
g1standard (τ) =

L+ 2z0
2z0

sinh

[
2z0
ltr

√
6τ

τ0

]

sinh

[
L+ 2z0
ltr

√
6τ

τ0

] . (K.17)Nous avons retenu impliitement dans le alul du �ux zs = 0. Il est à noter que noushoisissons aussi la longueur d'extrapolation z0 = 0.7104ltr.K.2 Étude en ré�exionK.2.1 Formule de PineTous les as vus dans la setion préédente onernant l'étude en transmission sont bienentendu appliables pour une étude en ré�exion. Il su�t pour ela de remplaer le �uxtransmis par le �ux ré�éhi. En partiulier, la formule de Pine devient :
g1standard (τ) =

sinh

(
L− zs

ltr

√
6τ

τ0

)
+
z0
ltr

√
6τ

τ0
cosh

(
L− zs

ltr

√
6τ

τ0

)

(
1 +

τ

τ0

z2
0

l2tr

)
sinh

(
L

ltr

√
6τ

τ0

)
+ 2

z0
ltr

√
6τ

τ0
cosh

(
L

ltr

√
6τ

τ0

) (K.18)ave toujours z0 = 2/3ltr et zs = ltr. Dans le as où τ ≪ τ0, un développement limité del'expression préédente donne :
g1standard (x) = exp (−γx) ave x = −

√
6τ

τ0
≪ 1 et γ = γs + γ0 (K.19)où γs = 1 et γ0 = 2/3, soit γ = 5/3.



K.2. Étude en ré�exion 237K.2.2 Milieu semi-in�ni : intégrale de la dws standard ave �uxen approximation de la di�usionDans le as d'un milieu semi-in�ni, en suivant une nouvelle fois la méthode des images(voir Ann. H), on peut déduire simplement la forme du �ux ré�éhi donné par l'approxi-mation de la di�usion. En e�et, la fontion de Green de l'équation de la di�usion pour unmilieu semi-in�ni est donnée par :
G (r− rs, t) =

H (t)√
(4πDt)3

exp

[−R2

4Dt

]{
exp

[
−(zs − z)2

4Dt

]
− exp

[
−(−zs − 2z0 − z)2

4Dt

]}(K.20)ave R = ‖r− rs‖. En intégrant sur x et y, on a :
G (z − zs, t) =

H (t)√
4πDt

{
exp

[
−(zs − z)2

4Dt

]
− exp

[
−(−zs − 2z0 − z)2

4Dt

]}
. (K.21)La densité de probabilité d'avoir un hemin de longueur s est alors donnée par :

P (s) = −D
c

∂G

∂z

(
−zs,

s

c

)
=

√
3

4
√
πltrs3/2

{
zs exp

[
− 3z2

s

4sltr

]

+ (zs + 2z0) exp

[
−3 (zs + 2z0)

2

4sltr

]}
. (K.22)Remarque : Notons que pour un temps t → ∞, le �ux ré�éhi en approximation de ladi�usion déroit en 1/t3/2 et non de manière exponentielle. Ce régime est aussi dérit parl'etr dans le as d'une tranhe pour un temps t donné par ttr = ltr/c < t < L2/D = tdi�(i.e. régime di�usif atteint (ttr) sans atteindre la deuxième paroi (tdi�)). Au dela du tempsde di�usion tdi�, la déroissante du �ux est exponentielle.Le alul de l'intégrale donne alors l'expression de la fontion de orrélation dans e as :

g1standard (τ) =
1

2

[
exp

(
−
√

6τ

τ0

zs

ltr

)
+ exp

(
−
√

6τ

τ0

zs + 2z0
ltr

)]
. (K.23)Il est à noter que le �ux ré�éhi évalué ave ette méthode est très di�érent de elui aluléà partir de l'etr aux temps ourts. Pour orriger ela, on peut prendre en ompte unterme plus ou moins phénoménologique faisant intervenir le fateur d'anisotropie g (Rojas-Ohoa et al. 2004) (voir Chap. IV) :

Porr (s) = P (s)

[
1− f (g) exp

(
− s

ltr

)] ave f (g) =
3g

2
. (K.24)Le alul de la fontion de orrélation donne alors :

g1standard (τ) =
1

2

[
exp

(
−
√

6τ

τ0

zs

ltr

)
+ exp

(
−
√

6τ

τ0

zs + 2z0
ltr

)]

−g
4


exp


−

√
3 (2τ + τ0)

τ0

zs

ltr


+ exp


−

√
3 (2τ + τ0)

τ0

zs + 2z0
ltr






.



238 Annexe K. Méthodes de alul de G1(K.25)On utilise ii également zs = ltr et z0 = 0.7104ltr.



Annexe LProbabilité d'avoir un hemin delongueur s ave n événements dedi�usion
Le but de ette annexe est de aluler la densité de probabilité P (n, s) d'avoir n évé-nements de di�usion sur un hemin de longueur s �xée. Ce proessus suit une loi dePoisson (Goodman 1985). Il est intéressant de voir qu'ave uniquement trois hypothèseson peut montrer e fait. Cela explique pourquoi on renontre fréquemment la distribu-tion de Poisson en physique. Dans notre as, nous avons une hypothèse supplémentairepermettant de simpli�er quelque peu le problème (proessus statistiquement homogène).Le proessus de propagation qui nous intéresse ii véri�e don les quatre hypothèses sui-vantes (hypothèses qu'on retrouve dans le as de la méthode de Monte Carlo) :1. Le proessus est sans mémoire : le nombre d'événements de di�usion sur un heminde longueur s est statistiquement indépendant de elui sur un hemin de longueursupérieure à s.2. Événement rare : pour ∆s su�samment petit, la probabilité d'avoir un seul événementde di�usion dans l'intervalle [s, s+ ∆s] est égale au produit de ∆s par une fontionréelle positive λ (s) :

P (1, s, s+ ∆s) = λ (s)∆s. (L.1)3. Événement rare bis : pour ∆s su�samment petit, la probabilité qu'il y ait plus d'unévénement de di�usion dans l'intervalle [s, s+ ∆s] est su�samment petit :
P (0, s, s+ ∆s) = 1− λ (s) ∆s. (L.2)4. Le proessus est statistiquement homogène : la di�érene P (n, s+ ∆s)− P (n, s) nedépend que de ∆s et pas de s.L'hypothèse 4 permet de onlure que la fontion λ (s) est une onstante. Ensuite, leshypothèses 2 et 3 donnent :

P (1, s, s+ ∆s) + P (0, s, s+ ∆s) = 1. (L.3)



240 Annexe L. Probabilité P (n, s)Introduisons une nouvelle longueur σ. Entre s + σ et s + σ + ∆s, il y a 0 ou 1 événe-ment de di�usion. Don, la probabilité d'avoir n événements de di�usion dans l'intervalle
[s, s+ σ + ∆s] s'érit :

P (n, s, s+ σ + ∆s) =P (n, s, s+ σ)P (0, s+ σ, s+ σ + ∆s)

+ P (n− 1, s, s+ σ)P (1, s+ σ, s+ σ) . (L.4)En utilisant les relations L.1 et L.2, on a :
P (n, s, s+ σ + ∆s) = P (n, s, s+ σ) (1− λ∆s) + P (n− 1, s, s+ σ)λ∆s. (L.5)En remplaçant ∆s par l'élément di�érentiel ds, nous obtenons l'équation di�érentielle :
dP (n, s, s+ σ)

ds
= λ [P (n− 1, s, s+ σ)− P (n, s, s+ σ)] . (L.6)En utilisant la ondition initiale P (0, s, s) = 1, il est possible de résoudre le problème parréurrene. Cela aboutit à l'expression de la probabilité P (n, s) :

P (n, s) =
(λs)n

n!
exp [−λs] (L.7)qui s'apparente à une distribution de Poisson de paramètre λs. L'espérane mathématiquede ette distribution est donnée par :

E [P (n, s)] = λs. (L.8)Or, le nombre moyen de di�usions subies par les photons ayant parourus un hemin delongueur s est donné par 〈n〉 = s/ls. Ainsi λ = 1/ls. Finalement :
P (n, s) =

1

n!

(
s

ls

)n

exp

[
− s
ls

]
. (L.9)



Annexe MPolarisabilité d'un atome à deux niveaux
Dans ette annexe, nous reherhons l'expression de la polarisabilité atomique α (ω). Letaux d'émission �uoresente de l'atome à deux niveaux onsidéré est noté Γa. Nousallons l'exprimer en fontion du moment dipolaire par un alul quantique, expressionutilisée ensuite dans le alul de la polarisabilité atomique. La polarisabilité relie le momentdipolaire p au hamp inident E0 de la manière suivante :

p = α (ω) ǫ0E. (M.1)Elle exprime don quantitativement la manière dont l'onde inidente polarise l'atome, emoment dipolaire générant ensuite une onde di�usée.Dans un premier temps, nous alulons Γa puis nous utiliserons son expression ensuite pourdéduire la polarisabilité.M.1 Taux d'émission Γa : règle d'or de FermiPSfrag replaements
|0〉

|1〉
ω0

Le alul de la polarisabilité atomique néessite la onnaissane du tauxd'émission en fontion du moment dipolaire. Celui-i va être alulé à par-tir de la règle d'or de Fermi qui permet de aluler le oe�ient d'Einsteind'émission stimulée, expression qui nous permettra en�n de remonter au tauxd'émission Γa (Cohen-Tannoudji et al. 1997; Loudon 2000; Grynberg et al. 1997).On s'intéresse à un système à deux niveaux dérit par la �gure i-ontre (|0〉 est le niveaufondamental et |1〉 est le niveau exité, ω0 la pulsation de Bohr, pulsation de transition).M.1.1 Coe�ients d'EinsteinL'équation d'évolution de la densité de population du niveau fondamental N0 est donnéepar :
dN0

dt
= −dN1

dt
= A10N1 − B01N0u (ω0) +B10N1u (ω0) (M.2)



242 Annexe M. Polarisabilité d'un atome à deux niveauxoù N1 est la densité de population de l'état exité, A10 le oe�ient d'émission spontanée,
B01 le oe�ient d'absorption, B10 le oe�ient d'émission stimulée et u (ω0) la densitéd'énergie à la pulsation ω0. À noter que les oe�ients d'Einstein sont des quantités quine dépendent que de la nature de l'atome. À l'équilibre, ette relation devient :

A10N1 − B01N0u (ω0) +B10N1u (ω0) = 0. (M.3)On suppose que le gaz d'atomes est lassique. Les densités de population suivent don laloi de Maxwell-Boltzmann :
N0

N1
=
g0

g1

exp [−E0/ (kBT )]

exp [−E1/ (kBT )]
=
g0

g1
exp

[
~ω0

kBT

] (M.4)où g0 et g1 sont les dégénéresenes des niveaux |0〉 et |1〉 d'énergies propres E0 et E1respetivement et où kB est la onstante de Boltzmann et T la température. Ainsi, onretrouve la loi de Plank pour le rayonnement du orps noir :
u (ω0) =

A10

B01g0/g1 exp [~ω0/ (kBT )]−B10
=

~ω3
0

π2c3
1

exp [~ω0/ (kBT )]− 1
. (M.5)Cela permet d'obtenir une relation entre les oe�ients d'émission spontanée et d'émissionstimulée utile pour aratériser le taux d'émission Γa dans la suite :

A10

B10
=

~ω3
0

π2c3
. (M.6)M.1.2 Taux d'émissionLe taux d'émission Γa est donné par le oe�ient d'Einstein d'émission spontanée :

Γa = A10. (M.7)Dans le formalisme de première quanti�ation (elle de la matière), la règle d'or de Fermine permet que de aluler le oe�ient d'émission stimulée. Il est néessaire d'utiliser leformalisme de seonde quanti�ation (elle du hamp) pour faire apparaître le phénomèned'émission spontanée. Sans aller jusque-là, nous allons aluler B10 puis nous utiliseronsl'équation M.6 pour remonter à Γa.On élaire l'atome par une onde plane de hamp életrique E (t) = E0 cos (ωt). Pour pouvoirdérire le omportement d'un életron dans l'atome soumis à e hamp, il est néessaire deonnaître l'hamiltonien d'intération ave l'onde. Notons Ĥ0 l'hamiltonien au repos (atomenon perturbé) et Ŵ (t) l'hamiltonien de perturbation. Par analogie ave le as lassique,nous dé�nissons l'opérateur moment dipolaire par :
D̂ = −er̂. (M.8)De même que le potentiel d'intération lassique s'érit V = −p · E, en utilisant la jaugede Göpper-Mayer, l'hamiltonien d'intération s'érit :
Ŵ = −D̂ · E. (M.9)



M.1. Taux d'émission Γa : règle d'or de Fermi 243La méthode perturbative dépendant du temps permet d'érire la règle d'or de Fermi quinous renseigne sur la probabilité de transition d'un état vers un autre dans le as d'uneperturbation sinusoïdale. Pour notre système à deux niveaux et dans le as de l'émissionstimulée, on s'intéresse à la transition de l'état |1〉 à l'état |0〉 e qui s'érit :
P10 (t) =

|W01|2
4~2

t2
∣∣∣∣sinc

(ω0 + ω) t

2

∣∣∣∣
2 (M.10)ave P10 (t) la probabilité de transition et W01 (t) = W01 cos (ωt) = 〈0| Ŵ (t) |1〉. D'où :

W01 = −〈0| D̂ |1〉 · E0 = −D01 ·E0. (M.11)On s'intéresse de plus aux temps longs de telle sorte que :
sinc2 (ω0 + ω) t

2
∼ 2π

t
δ (ω0 + ω) (M.12)et on suppose de plus que E0 = E0u0. En érivant la densité d'énergie sous la forme

u (ω) = ǫ0E
2
0/2, on obtient :

P10 (t) = u (ω)
πt

~2ǫ0
|D01 · u0|2 δ (ω0 + ω) . (M.13)Le taux de transition Q10 est relié à la probabilité de transition par :

Q10 (u0) =
d

dt

∫ ∞

−∞

P10 (t) dω. (M.14)Comme u (−ω0) = u (ω0), on obtient :
Q10 (u0) = u (ω0)

π |D01 · u0|2
~2ǫ0

. (M.15)En remarquant que D01 = −e 〈1| r |2〉, on moyenne �nalement sur les diretions d'inidenedu hamp et sur la polarisation par :
1

4π

∫

4π

dΩ0
1

2

∑polar |r · u0|2 =
r2

3
(M.16)e qui donne :

Q10 = u (ω0)
π ‖D01‖2

3~2ǫ0
= B10u (ω0) . (M.17)En utilisant la relation existant entre les oe�ients d'émission stimulée et spontanée (équa-tion M.6), on déduit Γa :

Γa = A10 =
~ω3

0

π2c3
B10 ⇒ Γa =

D2
01ω

3
0

3πǫ0~c3
. (M.18)



244 Annexe M. Polarisabilité d'un atome à deux niveauxM.2 Polarisabilité atomique α : équations de Bloh op-tiquesPour aluler la polarisabilité, nous partons des équations de Bloh optiques. Elles dé-rivent l'évolution d'un nouvel opérateur appelé � opérateur densité �.M.2.1 Opérateur densité ρ̂On onsidère un système quantique dans l'état |ψ (t)〉 =
∑
cn (t) |ψn〉 où {|ψn〉}n estune base d'états propres stationnaires. La moyenne d'un opérateur Â est alors donnéepar (Cohen-Tannoudji et al. 1997; Loudon 2000; Rosenher 2002) :

〈
Â (t)

〉
= 〈ψ (t)|A |ψ (t)〉 =

∑

n,m

cn (t) c∗m (t)Anm (M.19)où {Anm}n,m sont les éléments de la matrie A assoiée à Â dans la base {|ψn〉}n. On dé�nitalors l'opérateur densité par :
ρ̂ = |ψ (t)〉 〈ψ (t)| (M.20)e qui permet de réérire la moyenne de l'opérateur Â sous la forme :
〈
Â (t)

〉
= Tr [ρA] . (M.21)La fontion d'onde |ψ (t)〉 véri�e l'équation d'évolution de Shrödinger :

i~
d |ψ (t)〉

dt
= Ĥ |ψ (t)〉 . (M.22)En utilisant le fait que l'opérateur hamiltonien est auto-adjoint (hermitien) et en érivantla dérivée temporelle de ρ̂ d'après sa dé�nition, on obtient :

i~
dρ̂ (t)

dt
=
[
Ĥ, ρ̂

] (M.23)où [Ĥ, ρ̂] désigne le ommutateur de Ĥ et ρ̂.Après les généralités sur l'opérateur densité, on onsidère de nouveau un atome à deuxniveaux. La fontion d'onde d'un életron de et atome est alors donnée par une ombinaisonlinéaire des fontions d'onde des deux états (Cohen-Tannoudji et al. 1996; Jakson2001; Rosenher 2002) :
|ψ〉 = c0 |0〉+ c1 |1〉 . (M.24)La matrie densité s'érit alors :
ρ = |ψ〉 〈ψ| =

[
|c0|2 c0c

∗
1

c∗0c1 |c1|2
]
. (M.25)



M.2. Polarisabilité atomique α : équations de Bloh optiques 245Les termes ρ00 et ρ11 représentent les densités de probabilité que l'életron se trouve res-petivement dans les états |0〉 et |1〉. L'életron est toujours soumis à une onde extérieurede pulsation ω. L'hamiltonien d'intération est donné par :
Ŵ = −D̂·E (r) = −D̂·E0 cos (ωt)⇒W =

[
0 −D01 ·E0 cos (ωt)

−D01 · E0 cos (ωt) 0

](M.26)où on rapelle que D̂ est l'opérateur moment dipolaire et D01 = 〈0| D̂ |1〉 = 〈1| D̂ |0〉 supposéréel si les deux états |0〉 et |1〉 sont liés. On remarquera que D00 et D11 sont nuls dans le asd'un système entrosymétrique. On note Ĥ0 l'hamiltonien non perturbé par l'onde. Sousforme matriielle, en utilisant les énergies E0 et E1 des états |0〉 et |1〉 respetivement, ils'érit :
H0 =

[
E0 0
0 E1

]
. (M.27)L'équation d'évolution de l'opérateur densité est alors :

dρ̂

dt
=

1

i~

[
Ĥ0 + Ŵ , ρ

]

︸ ︷︷ ︸Couplage au hamp extérieur + {
dρ̂

dt

}relax︸ ︷︷ ︸Émission spontanée, ollisions . (M.28)L'életron initialement dans l'état |1〉 peut se désexiter spontanément en émettant unphoton ave un taux d'émission Γa. Ainsi :
{

dρ00

dt

}relax = Γaρ11 et don {
dρ11

dt

}relax = −Γaρ11. (M.29)L'émission spontanée in�ue aussi sur les ohérenes que sont les termes roisés de la matriedensité. On pose qu'elles évoluent en :
{

dρ01

dt

}relax = −γρ01 ; {
dρ10

dt

}relax = −γρ10. (M.30)Ainsi, l'équation d'évolution érite sous forme matriielle onduit à un système de quatreéquations. Nous faisons ensuite l'approximation dite de l'onde tournante, 'est à dire qu'onretient ω ≈ ω0 (exitation quasi-résonante). En posant :
ω0 =

E1 − E0

~
pulsation de Bohr, (M.31)

ΩR =
−D01 ·E0

~
pulsation de Rabi, (M.32)

σ01 =ρ01 exp [−iωt] ,
σ01 =ρ10 exp [iωt] ,

σ00 =ρ00,

σ11 =ρ11,



246 Annexe M. Polarisabilité d'un atome à deux niveauxon aboutit aux équations de Bloh optiques :
dσ00

dt
= −iΩR

2
(σ10 − σ01) + Γaσ11

dσ11

dt
= i

ΩR

2
(σ10 − σ01)− Γaσ11

dσ01

dt
= i (ω0 − ω)− iΩR

2
(σ11 − σ00)− γσ01

dσ10

dt
= −i (ω0 − ω) + i

ΩR

2
(σ11 − σ00)− γσ10

. (M.33)
M.2.2 Polarisabilité atomiqueD'après l'équation M.21, la moyenne de l'opérateur moment dipolaire est donnée par :

〈
D̂
〉

= Tr [ρD] = D01 [ρ01 + ρ10] (M.34)
= D01 [σ01 exp (iωt) + σ10 exp (−iωt)] . (M.35)La onnaissane de σ01 et σ10 est apportée par la résolution des équations de Bloh enrégime stationnaire (i.e. d/dt = 0). On dé�nit le paramètre de saturation s par :

s =
Ω2

R/2

(ω0 − ω)2 + Γ2
a/4

. (M.36)En fait et omme le montre l'équation M.32, Ω2
R est proportionnelle à l'intensité inidente.Dans le as où elle-i tend vers l'in�ni, s → ∞ e qui donne σ00 = 1/2 et σ11 = 1/2. Onobtient :

〈
D̂
〉

=
ΩRD01

2 (1 + s)

[
(ω − ω0) + iγ

(ω − ω0)
2 + γ2

exp (iωt) +
(ω − ω0)− iγ
(ω − ω0)

2 + γ2
exp (−iωt)

]
. (M.37)On se plae en régime non saturé s→ 0 et on remplae ΩR par son expression :

〈
D̂
〉

= −D01 (D01 · E0)

2~

[
(ω − ω0) + iγ

(ω − ω0)
2 + γ2

exp (iωt) +
(ω − ω0)− iγ
(ω − ω0)

2 + γ2
exp (−iωt)

]
.(M.38)La polarisabilité α sous forme salaire (as d'une réponse isotrope) relie le moment dipolaireau hamp par :

〈
D̂
〉

= α (ω) ǫ0E0. (M.39)Dans le as non isotrope, α serait un tenseur. Par identi�ation, on trouve α. Habituelle-ment, on travaille en notation omplexe, la polarisabilité alors est donnée par :
α (ω) = −D

2
01

ǫ0~

1

ω − ω0 + iγ
. (M.40)En utilisant l'expression de Γa donnée par l'équation M.18, on obtient :

α (ω) = −3πc3Γa

ω3

1

ω − ω0 + iγ
. (M.41)



M.3. Théorème optique 247M.3 Théorème optiqueNous onsidérons ii un système quelonque pontuel plaé en r = rp de polarisabilité
α. Le théorème optique dérit simplement la onservation de l'énergie entre les proessusd'extintion, de di�usion et d'absorption. En terme de setions e�aes σe (extintion), σs(di�usion) et σa (absorption), ela s'érit :

σe = σs + σa, (M.42)expression qui devient en terme de puissane Pe = Ps + Pa, les setions e�aes n'étantqu'une normalisation par la puissane inidente surfaique. Il est possible d'exprimer essetions e�aes en fontion de la polarisabilité α. En partiulier, ela va nous permettrede déterminer une relation véri�ée par α dans le as de l'atome à deux niveaux étudié etainsi d'en déduire l'expression de γ dans l'équation M.41.Dans tout e qui suit, on onsidère un atome soumis à une onde inidente E0 de pulsation
ω.M.3.1 Setion e�ae de di�usionLa puissane inidente par unité de surfae est donnée par le module du veteur de Poyn-ting1 :

‖Π‖ =

∥∥∥∥
R [E0 ×B∗

0]

2µ0

∥∥∥∥ (M.43)e qui se réduit dans le as d'une onde plane à :
‖Π‖ =

‖E0‖2
2µ0c

. (M.44)Le moment dipolaire réé par le hamp inident sur le système est donné par :
p = α (ω) ǫ0E0. (M.45)Or, la puissane rayonnée (ou di�usée) dans le vide s'érit :
Ps =

ω4

12πǫ0c3
‖p‖2 =

ω4 |α|2 ǫ0
12πc3

‖E0‖2 . (M.46)Ainsi, la setion e�ae de di�usion est exprimée par :
σs =

Ps

‖Π‖ =
k4

6π
|α|2 . (M.47)1où × désigne le produit vetoriel



248 Annexe M. Polarisabilité d'un atome à deux niveauxM.3.2 Setion e�ae d'extintionNotons E = E0 +Ed le hamp total omme étant égal à la somme du hamp inident et duhamp di�usé respetivement. La puissane absorbée par le système s'érit :
Pa =

1

2

∫

V

R [j · E∗] d3r. (M.48)Or j = −iωpδ (r− rp) et p = α (ω) ǫ0E0 e qui donne :
Pa =

1

2
I [ωp · E∗] =

ωǫ0
2
I
[
α (ω) ‖E0‖2 + α (ω)E0 · Ed

]
. (M.49)Or Pa = Pe − Ps, e qui donne :

Pe =
ωǫ0
2
I [α (ω)] ‖E0‖2 (M.50)et ainsi, la setion e�ae d'extintion est donnée par :

σe =
Pe

‖Π‖ = kI [α (ω)] . (M.51)M.3.3 Théorème optique et expression �nale de la polarisabilitéatomiqueDans le as d'un atome à deux niveaux, il n'y a pas d'absorption de l'onde inidente. Ainsi,le théorème optique se réduit-il à :
σe = σs ⇒ kI [α (ω)] =

k4

6π
|α|2 . (M.52)L'appliation de ette relation à l'expression de l'équation M.41 donne γ = Γa/2, expressionqu'il est possible de trouver de manière quantique également. Finalement, la polarisabilitéatomique d'un atome à deux niveaux s'érit :

α (ω) = −3πc3Γa

ω3

1

ω − ω0 + iΓa/2
. (M.53)
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