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Introduction Générale

Les systémes dynamiques hybrides (SDH) sont des systémes dynamiques fai-
sant intervenir simultanément des phénomeénes de type dynamique continue et
évenementielle. L’exemple classique est le cas des processus continus supervisés
par des algorithmes discrets de planification. Les systémes linéaires & commuta-
tion représentent une classe importante de SDH. Il s’agit d’un ensemble fini de
sous-systémes linéaires associés a une loi de commutation qui indique & chaque
instant le systéme actif.

Objectifs

Les travaux de cette thése concernent ’'analyse de stabilité et la synthése
de commandes pour les systémes linéaires a commutation. Pour cette classe, il
existe des outils permettant de garantir la stabilité indépendamment de la loi
de commutation. Cependant, dans le contexte des applications pratiques, il est
nécessaire de développer des conditions de stabilité robuste qui tiennent compte
des incertitudes. Dans la littérature, il existe trés peu de résultats sur ce sujet.
Dans cette thése, nous allons traiter des problémes de stabilité et de synthése de
commande robuste des systémes a commutation.

On s’intéresse essentiellement aux systémes a commutation en temps discret
avec des incertitudes paramétriques et des incertitudes sur la loi de commu-
tation. On modélise les incertitudes paramétriques sous la forme de polytopes
convexes et on montre comment tenir compte des parameétres incertains pour
synthétiser des lois de controle efficaces. Ensuite, on donne des conditions de sta-
bilité /stabilisation robuste pour les systémes en temps discret avec une loi de
commutation incertaine. En général, il est souhaitable de proposer des conditions
de stabilité faciles a tester d’'un point de vue numérique. Dans cette optique, les
conditions de stabilité/stabilisation proposées sont exprimées en termes d’inéga-
lités matricielles linéaires (anglais Linear Matriz Inegalities, LMI).

Le deuxiéme objet de nos recherches est l'interaction entre les régulateurs nu-
mériques et les systémes continus. On considére les systémes en temps discret issus
des systémes LTI continus commandés numériquement. Les incertitudes induites
sur le modeéle en temps discret proviennent alors des incertitudes sur les instants
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d’échantillonnage et des imprécisions liées aux retards dans ’application des com-
mandes. On rencontre concrétement ces problémes lorsque les informations des
mesures et des commandes sont transmises & travers un réseau numérique. Pour
ces systémes, on montre comment une modélisation a base d’événements permet
de ramener le probléme original & un probléme spécifique aux systémes & commu-
tation avec des incertitudes polytopiques. La méthodologie proposée pour le cas
des systémes a commutation incertains peut étre appliquée pour la stabilisation
des systémes LTT en temps continu en présence d’imprécisions de la commande et
de I’échantillonnage. Enfin, les résultats proposés sont étendus pour les systémes
a commutation continus commandés par des correcteurs numériques.

Dans cette thése, nous ne discuterons pas les propriétés structurelles des SDH
sur lesquelles de nombreuses équipes de recherche travaillent activement [32, 97,
101, 7, 9]. Les systémes a commutation ainsi que les modéles linéaires qui les
composent sont supposés commandables et observables.

Organisation du mémoire

Ce mémoire est organisé en 4 chapitres qui se présentent comme suit :

Chapitre 1

Le premier chapitre est une étude bibliographique. Nous aborderons le pro-
bléme général de la stabilité pour mettre en place les fondements nécessaires a
la compréhension de nos travaux. Ensuite, on va présenter différents critéres et
problématiques de stabilité et de stabilisation rencontrés dans le domaine des
systémes & commutation.

Chapitre 2

Dans le deuxiéme chapitre, les problémes de stabilité et de commande ro-
buste des systémes & commutation incertains en temps discret seront abordés. Le
chapitre est organisé en deux sections qui traitent d’une part du probléme des
incertitudes paramétriques et d’autre part des incertitudes liées a la loi de commu-
tation. Il a pour objectifs de développer des outils de stabilité et de stabilisation
robuste moins conservatifs en utilisant des fonctions de Lyapunov commutées
dépendant de paramétres et de montrer comment obtenir des conditions de sta-
bilité en termes de temps minimum de séjour lorsque la loi de commutation est
incertaine.

Chapitre 3

Ce chapitre est consacré a I’'étude de la relation entre la stabilité des systémes
en temps discret avec des retards variables inconnus et la stabilité de systémes a



commutation. Une fonction de Lyapunov-Krasovskii quadratique et dépendante
du retard, permettant d’analyser la stabilité du systéme a retard, sera proposée.
Elle généralise toutes les autres fonctions présentées dans la littérature et elle
permet d’obtenir des conditions de stabilité moins conservatives. Cette fonction
est équivalente aux fonctions de Lyapunov commutées utilisées pour étudier la
stabilité des systémes a commutation. Les résultats de cette partie de la thése
seront exploités dans le chapitre 4.

Chapitre 4

L’objectif du dernier chapitre est de présenter une méthodologie unique pour
traiter les problemes de temporisation dans le contexte de la régulation numé-
rique. On démontrera que le modéle discret d’un systéme & commutation com-
mandé par un régulateur numérique peut étre exprimé comme un systéme incer-
tain avec incertitude polytopique. Le probléme principal est d’obtenir un modéle
polytopique représentatif du systéme en boucle fermée et de réduire sa complexité.
Cela permettra de vérifier la stabilité par les algorithmes numériques existants.
Les résultats obtenus sont appliqués pour ’étude de stabilité/stabilisation des
systémes commandés en réseaux.

Références personnelles

Les recherches présentées dans cette thése figurent dans les références sui-
vantes :

Chapitre de livre

— L. Hetel, J. Daafouz, C. Iung - About stability analysis for discrete time
systems with time varying delays - Chapter 19 in Taming Heterogeneity and
Complexity of Embedded Control - International Scientific and Technical
Encyclopedia (ISTE), Londres, 2006

Revues internationales et nationales avec comité de lecture

— L. Hetel, J. Daafouz, C. Iung - Stabilization of Arbitrary Switched Linear
Systems With Unknown Time-Varying Delays - IEEE Transactions on Au-
tomatic Control, Oct. 2006, Volume : 51, Issue : 10, page(s) : 1668- 1674

— R. Bourdais, L. Hetel, J. Daafouz, W. Perruquetti - Stabilité et stabilisation
d’une classe de systémes dynamiques hybrides - Journal Européen Systémes
Automatisés, acceptée, a paraitre

— L. Hetel, J. Daafouz, C. Tung - Equivalence between the Lyapunov-Krasovskii
functional approach for discrete delay systems and the stability conditions



Introduction Générale

for switched systems - Journal on Nonlinear Analysis : special issue on Hy-
brid Systems and Applications - acceptée, & paraitre

— L. Hetel, J. Daafouz, C. Iung - Analysis and control of LTI and switched
systems in digital loops via an event-based modeling - International Journal
of Control - acceptée, & paraitre

Conférences internationales avec comité de lecture

— L. Hetel, J. Daafouz, C. Tung - Robust stability analysis and control design
for switched uncertain polytopic systems - 5th IFAC Workshop on Robust
Control (ROCOND 06) - Toulouse, France - 2006

— L. Hetel, J. Daafouz, C. Iung - Stabilization of switched linear systems with
unknown time varying delays - 2nd IFAC Conference on Analysis and De-
sign of Hybrid Systems - Alghero, Sardinia, Italie - 2006

— L. Hetel, J. Daafouz, C. Tung - LMI control design for a class of exponential
uncertain systems with application to network controlled switched systems -

American Control Conference (ACC) - USA - 2007

— L. Hetel, J. Daafouz, C. Iung - Equivalence between the Krasovskii-Lyapunov
functional approach for discrete delay systems and the stability conditions
for switched systems - IFAC Workshop on Time Delay Systems - Nantes,
France - 2007

— L. Hetel, J. Daafouz, C. Iung - Stability analysis for discrete time switched
systems with temporary uncertain switching signal - IEEE Conference on
Decision and Control - New Orleans, USA - 2007



Chapitre 1

Notions imntroductives

Dans ce chapitre, nous allons présenter les notions fondamentales liées aux
systémes a commutation. Tout d’abord, la définition formelle d'un systéme a
commutation sera donnée. Apres quelques rappels sur la stabilité classique, les
notions de stabilité et stabilisation pour les systémes a commutation seront dis-
cutées. Les résultats notables développés dans la littérature vont étre passés en
revue. Bien que les travaux développés dans cette thése concernent en majorité
les systémes en temps discret, cette partie introductive privilégie le cas temps
continu. En effet, historiquement, la plupart des problémes et résultats ont été
formulés dans ce cadre. Afin de préserver ’aspect historique de ces travaux, on
présentera donc les notions en temps continu et on précisera les spécificités du
temps discret le cas échéant.

1.1 Systémes & commutation - définition formelle

Les systémes & commutation représentent une classe de systémes dynamiques
hybrides [117, 100] qui fascine par sa simplicité structurelle et par la complexité
des phénomeénes qu’elle peut décrire. Formellement, un systéme a commutation
en temps continu est défini par la relation

(1) = forn (&, (1), u(t)), (1.1)

ou o(t), o : Rt — Z = {1,2,...,N} représente une fonction constante par
morceaux, nommeée [oi de commutation, qui prend des valeurs dans un ensemble
d’indices Z. z(t) € R™ représente I'état du systéme, u(t) € R™ la commande, et
fi(-,+,+), Vi € T sont des champs de vecteurs décrivant les différents régimes de
fonctionnement du systéme. De facon similaire, un systéme & commutation en
temps discret est défini par

z(k+1) = fU(k)(k>$(k>7u(k))v (1.2)

avec 0 : 2T — T.
La loi de commutation o (t) (ou o(k) pour les systémes en temps discret) spé-
cifie le régime (sous-systéme) actif. Seul un sous-systéme est actif & un instant
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donné. Le choix du sous-systéme actif peut étre lié a un critére temporel, & des
régions ou surfaces déterminées dans 'espace d’état, a un parameétre extérieur,
de maniére générale au fonctionnement d’un automate. Les modeéles (1.1) et (1.2)
sont trés généraux. Cependant, ils peuvent étre affinés moyennant certaines hy-
pothéses. Par exemple, si u(t) n’est pas présent, alors le modéle (1.1) désigne un
systéme autonome. Si les champs de vecteurs des sous-systémes prennent la forme

alors on obtient un systéme a commutation linéaire
B(t) = Asnx(t). (1.3)

Une taxonomie des systémes a commutation peut étre définie par rapport a
la loi de commutation . Dans ce contexte, on peut identifier un aspect controlé
(quand la loi de commutation représente une commande externe) et, par opposi-
tion, un aspect autonome (la commutation est provoquée par le franchissement
d’une frontiére dans I'espace d’état). Une synthése des différentes autres classes de
systémes a commutation et des problématiques qui leur sont associées est donnée
dans [61, 31, 96, 17] et [92].

1.2 Stabilité classique

Un probléme important dans le domaine des systémes a commutation est la
recherche de critéres de stabilité. Avant d’aborder cet aspect, quelques concepts
fondamentaux de la théorie de la stabilité seront rappelés.

D’une maniére intuitive, la stabilité est la propriété d’'un systéme de revenir
a sa position d’équilibre lorsqu’il en est écarté ponctuellement. Considérons un
systéme non-linéaire autonome invariant dans le temps

#(t) = f(x(t)) (1.4)

ou f: Q) C R"™ — R” est une fonction localement lipschitzienne et €2 est un ouvert
de R". Formellement, les points d’équilibre x* représentent les racines réelles de
I'équation f(z) = 0.

Définition 1 [55] Le point d’équilibre x* du systéme (1.4) est
— stable si ¥V e >0 36 = 6(e) > 0 tel que
|z(0) —z*|| <d = |x(t) — 2| <€ Vt>0;
— asymptotiquement stable si x* est stable et  peut étre choisi tel que

|z(0) —z*|| < = 1tlirn x(t) = x*;

— exponentiellement stable s’il existe trois réels positifs c, K et \ tels que

¥V [|2(0) — 2|l < e, [la(t) — %[ < K 2(0) — 2" e,
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— globalement asymptotiquement stable si x* est stable et V x(0) € Q C R"

lim z(t) = x™.
t—o00

Par translation, le point d’équilibre peut étre ramené a l'origine (z* = 0), ce qui
simplifie souvent ’étude de la stabilité.

Le concept de stabilité est étroitement lié a la théorie de stabilité de Lyapu-
nov. Cette théorie établit le fait que les systémes dont la trajectoire est attirée
vers un point d’équilibre asymptotiquement stable perdent progressivement de
I’énergie, de fagon monotone. Lyapunov généralise la notion d’énergie en utilisant
une fonction V(x) qui dépend de 'état du systéme. Cette fonction est souvent
une norme. Les principaux théorémes en temps continu et en temps discret, trés
souvent utilisés pour ’analyse de stabilité, sont donnés comme suit :

Théoréme 2 [55] Considérons le systéme non-linéaire

avec Uorigine (x* =0 € Q C R") comme un point d’équilibre. S’il existe une fonc-
tion V : R™ — R, qui admet des dérivées partielles continues et deux fonctions
a et B3 de classe K (woir la note ') telles que

a(fl=)) <V(z) <G (ll), ¥z e QR

l'origine du systeme est
— stable si
dV(x)
dt

<0,Vze z#0;
— asymptotiquement stable s’il existe une fonction ¢ de classe K telle que

dV(x)
dt

<—e(lzl), Ve e, z#0;

— exponentiellement stable s’il existe quatre constantes positives &, 3,7, p telles
que

a(lzl) =alzl”, Bdl=ll) =Bl=l”, ¢ (lzl) =~ lzll, V2 e, z+£0.

1'Une fonction ¢ : [0,a) — [0, 00) est de classe K, si elle est strictement croissante et ¢(0) = 0.
Elle est de classe Koo si a = 0o et limy o p(t) = 00.
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Théoréme 3 Considérons le systéme non-linéaire en temps discret
z(k+1) = f(x(k))

avec lorigine (x* = 0 € Q C R™) comme un point d’équilibre. S’il existe une
fonction V : R™ — R et deux fonctions a et 3 de classe IC telles que

a(lzl)) < V(x) <G (lzl), Ve QR

l'origine du systéme est
— stable si
AV(z(k)) <0, VazeQ, x#0

ol

AV (z(k)) = V(x(k+1)) —V(x(k))

= V(f(z(k))) = V(z(k));
— asymptotiquement stable s’il existe une fonction p de classe K telle que
AV(z(k)) < —e(lz(R)), ¥V z(k) € Q, (k) # 0;

— exponentiellement stable s’il existe quatre constantes positives &, 3,7, p telles
que
a(llzl) = allzl”, Bl=l) = Bll=lI”, ¢ lzll) =vllzl, V2 €Q, «#0.
Remarques. Les propriétés énoncées dans ces théoréemes sont locales. Elle

deviennent globales (2 = R") si les fonctions choisies sont de classe Ko.

Définition 4 (fonction de Lyapunov) La fonction V(x) qui vérifie le Théoréme
2 (ou du Théoréme 3 pour le cas temps discret) est appelée fonction de Lyapunov
pour le systeme.

Souvent, dans un esprit de simplification du jargon, on emploie le terme sys-
téme stable pour désigner un systéme dont le point d’équilibre est stable et unique.

1.3 Stabilité des systémes & commutation - pro-
blématiques, outils et résultats

Le probléme de stabilité des systéemes a commutation est complexe et intéres-
sant. L’exemple de systémes asymptotiquement stables qui, par une séquence de
commutations, donnent lieu & un comportement instable, est bien connu. Le cas
de systémes instables qui, grace a une loi de commutation particuliére, donnent

8



1.3. Problématiques, outils et résultats

lieu & un comportement stable est aussi remarquable. L’article de référence da a
Liberzon et Morse [63] énumeére quelques problémes de stabilité pour le cas des
systémes a commutation autonomes :

l’(t) = Ag(t)JI(t), v O'(t) el.
Probléme A Trouver des conditions de stabilité telles que le systéme est asymp-

totiquement stable quelle que soit la loi de commutation.

Probléme B Identifier les classes de lois de commutation pour lesquelles le sys-
téme & commutation soit asymptotiquement stable.

Probléme C Construire une loi de commutation qui rend le systéme asympto-
tiquement stable.

1.3.1 Stabilité des inclusions différentielles

Des probléemes de stabilité semblables & ceux présentés ci-dessus ont été ren-
contrés pour les équations différentielles ordinaires & second membre discontinu,
plus précisément pour les inclusions différentielles [4].

Considérons les inclusions différentielles linéaires décrites par

teF(r)={y:y=Ax,Ae A} (1.5)
ou A est un ensemble compact. Un systéme & commutation linéaire sous la forme
I(t) = Ag(t)x(t),

avec Ay) € {A1, As, ..., An}, YV o(t) € Z, peut étre exprimé comme une inclu-
sion différentielle (1.5) avec A = {Ay, Ag,..., An}.

En fait, 'analyse de stabilité d’une inclusion différentielle linéaire (1.5) est
équivalente a l’analyse de son enveloppe convexe.

Théoréme 5 [70] L’inclusion (1.5) est asymptotiquement stable si et seulement
st Uinclusion différentielle convexe

te{y:y=Ax, A€ coA} (1.6)
est stable [70].

Une condition nécessaire et suffisante de stabilité, fondée sur I'utilisation des
fonctions de Lyapunov strictement convexes, homogénes (du second ordre) sous
une forme quasi-quadratique

V(z) =2"P(z)z >0 (1.7)
P(z) = P (z) =P(rz), © #0, 7 #0

et

V= sup lim At {V(x+hy) = V(x)} < —v ||:zc||2 .y >0,
yGF(w) h—0

est donnée dans [70]. Cette condition se traduit par un critére algébrique lorsque
I’ensemble A est un polyédre convexe :
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Théoréme 6 [70] Soit l'inclusion différentielle linéaire convexe
teF(r)={y:y=Ax,A€co{A, ..., Au}} (1.8)
L’origine x = 0 de l'inclusion (1.8) est asymptotiquement stable si et seulement

s’il existe un nombre m > n, une matrice L € R™™ de rang n et M matrices

r, — (%.(j))m ER™M™ WV s—1,. . M,

ij=1
a diagonale dominante négative, c’est-a-dire

WS

i

71(38)‘<07 Vizlv'-wma S:L"'an

tels que la relation
ATL =TT Vs=1,....M
soit vérifice.
Ce critére de stabilité est 1ié a la recherche d’une nouvelle inclusion différen-

tielle stable
2€G(z)={y:y=Az,A€co{A,...,An}} (1.9)

dans un espace de dimension augmentée R™ qui contient les solutions de I'inclu-
sion de départ. La matrice £, avec z = LTz, représente la matrice de transfor-
mation qui relie les deux inclusions. La preuve de stabilité repose sur 'existence
d’une fonction de Lyapunov quasi-quadratique V(z) = 27P(x)z.

Ce théoréme peut étre appliqué directement aux systémes & commutation
linéaires [30, 63, 66]. En effet, plusieurs classes de systémes dynamiques hybrides
peuvent étre exprimées comme des inclusions différentielles [21]. Cela signifie que
la stabilité des systémes a commutation implique 'existence d’une fonction de
Lyapunov commune pour l’ensemble des sous-systémes. Cependant, d’un point
de vue pratique, il est trés difficile de vérifier les critéres proposés par le théoréme
précédent. En général, la recherche numérique d’une fonction de Lyapunov quasi-
quadratique V(z) = 27P(z)r ou d’'une matrice de transformation £ n’est pas
aisée. Cette difficulté a conduit plusieurs auteurs & limiter leur recherche a une
fonction de Lyapunov quadratique sous la forme

V(z) = 2" Px.

L’existence d’une telle fonction, une condition suffisante pour la stabilité, peut
étre exprimée en termes d’inégalités matricielles linéaires (anglais linear matriz
inequality - LMI ) [18] dont la solution peut étre trouvée par des algorithmes
d’optimisation convexe.

Théoréme 7 Considérons le systéeme (1.8). S’il existe une matrice P, 0 < P =
PT_ solution des LMIs

ATP+PA; <0, Vi=1,...,N (1.10)

alors la fonction quadratique V(x) = x7 Px est une fonction de Lyapunov pour le
systeme (1.8) et lorigine est globalement exponentiellement stable.
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Lorsque I'existence d’une fonction de Lyapunov quadratique commune détermine
la stabilité d'un systéme, on dit que le systéme est quadratiquement stable et on
parle de stabilité quadratique.

Une approche spécifique au temps discret est celle qui repose sur l'utilisation
du rayon spectral joint. Elle donne une condition nécessaire et suffisante pour la
stabilité des inclusions a différences [10].

Le rayon spectral joint représente le taux maximal de croissance qui peut étre
obtenu en formant des produits longs de matrices appartenant a un ensemble fini
A ={A,..., Ay} Le rayon spectral joint de ’ensemble A est défini formellement

par :
p(A) £ limsup p, (A)

p—00

ou

Pp (./4) = sup ||A“A22 R Aip Hl/p .
A

Ail ,AiQ ...,Aipe

L’inclusion différentielle linéaire
rk+1)e Flx)={y:y= Az, A e A}

est asymptotiquement stable si et seulement si le rayon spectral joint satisfait
I'inégalité

p(A) <1

La principale difficulté réside dans le calcul du rayon spectral joint [99]. Une pro-
cédure d’approximation du rayon spectral joint est donnée dans [12, 81|. L’ap-
proximation peut étre utilisée pour déterminer la stabilité des systemes linéaires
a commutation en temps discret [10]

SL’(]{Z + 1) = Ag(k)x(k‘), Aa(k) c A.

1.3.2 Fonction de Lyapunov quadratique commune et cri-
téres algébriques de stabilité

Une approche trés connue pour garantir la stabilité d’un systéme linéaire a
commutation sous une loi de commutation arbitraire a été proposée par Liberzon
[61]. Cette approche est fondée sur l'utilisation de I’algébre de Lie. Considérons
le systéme

#(t) = Aya(t), Vo(t) €. (1.11)

La dynamique du systéme est caractérisée par un ensemble de matrices de Hurwitz

A: {A17A27...,AN}.

11
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L’algebre de Lie
g=Lie{A; :Vie T}
correspond a ’ensemble de toutes les matrices A;, V ¢ € Z et les commutateurs
itérés définis a partir des crochets de Lie,

Plusieurs critéres algébriques de stabilité en relation avec cette algebre de Lie
ont été proposés. Si toutes les matrices d’état A;, Vi € 7 commutent par paires,
c’est-a-dire si le crochet de Lie [A;, A;] s’annule pour toute paire A;, A;, i,j €
Z de matrices d’état, alors le systéme commuté (1.11) est asymptotiquement
stable |74, 1|. Gurvits indique que si l'algébre de Lie g est nilpotente, alors le
systéme est asymptotiquement stable [43|. Indépendamment de ces travaux, Mori
et Kuroe [72] montrent que si les matrices A;, Vi € Z admettent une triangulation
supérieure (ou inférieure) simultanée, alors il existe une fonction de Lyapunov
quadratique commune.

Théoréme 8 [72] Considérons le systéme (1.11). Si toutes les matrices A;, i € T
sont Hurwitz stables et s’il existe une matrice T € R™ "™ inversible telle que toutes
les matrices

N=T1AT, VieT

sotent triangulaires supérieures (ou inférieures), alors il existe une fonction de
Lyapunov quadratique commune V(z) = ¥ Px pour la famille des systémes

et le systéme commuté (1.11) est asymptotiquement stable.

Liberzon généralise les résultats précédents pour des matrices de transforma-
tion T' complexes, T' € C™*™. Il propose une condition suffisante pour la triangu-
lation simultanée d’'un ensemble de matrices en termes d’algebre de Lie solvable
[62]. Si

g=Lie{4;: VieTI}
est une algébre de Lie solvable, alors la famille des systémes

accepte une triangulation supérieure (ou inférieure) simultanée. Ce résultat peut
étre appliqué localement aux systémes non linéaires |1, 67]. Le résultat de Li-
berzon est intéressant car, lorsque toutes les matrices de 'ensemble {A;, Vi € T}
commutent par paires ou générent une algebre de Lie g nilpotente, alors elles
générent aussi une algébre de Lie g solvable. Toutefois, la réciproque n’est pas
vraie.

L’intérét de cette approche est d’établir un lien entre ces diverses méthodes
d’analyse de stabilité quadratique basées sur les crochets de Lie et la triangu-
lation simultanée. Cependant ces critéres représentent des conditions seulement
suffisantes pour I'existence de la fonction de Lyapunov quadratique commune, ce
qui implique un certain conservatisme.

12
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1.3.2.1 Critéres nécessaires et suffisants pour I’existence d’une fonc-
tion de Lyapunov quadratique commune pour des cas parti-
culiers

Pour réduire le conservatisme des approches précédentes, la communauté
scientifique a cherché des conditions nécessaires et suffisantes pour 'existence
d’une fonction de Lyapunov quadratique commune. Shorten et Narendra [93] ont
proposé une telle condition pour une paire de matrices de dimension deux.

Considérons ’enveloppe convexe générée par deux matrices Ay, Ay € R"*" :

cO {Al,AQ} £ {/\Al + (1 — )\)AQ S € [0, 1]}
Théoréme 9 Les systémes
{# = Az, & = Ay} avec Ay, Ay € R*?

possédent une fonction de Lyapunov quadratique commune si et seulement si
toutes les matrices des enveloppes convexes co{Ay, As} et co {Al, A;l} sont Hur-
witz stables.

Des extensions existent pour le cas de plusieurs systémes du second ordre [91]
ou pour une paire de systémes du troisiéme ordre [56]. L’extension au cas général
s’avere tres difficile et reste pour l'instant sans issue.

D’autres critéres algébriques pour 'existence d’une fonction de Lyapunov qua-
dratique commune sont donnés dans [119], ot on montre que pour les systémes
symétriques

A=Al VieT

Oou normaux

AAT = ATA, Vi€,

une condition nécessaire et suffisante & la fois pour I'existence d’une fonction de
Lyapunov quadratique commune et pour la stabilité est que chacun des sous-
systémes soit asymptotiquement stable.

1.3.2.2 Conditions LMI pour ’existence d’une fonction de Lyapunov
quadratique commune

En dehors des résultats algébriques qui viennent d’étre énoncés, on trouve
aussi dans la littérature une autre maniére, purement numérique, de chercher une
fonction de Lyapunov quadratique commune. La méthode repose sur la résolution
des inégalités linéaires matricielles (1.10). Ces critéres LMI sont des conditions
nécessaires et suffisantes pour l'existence d’une fonction de Lyapunov quadra-
tique commune [18]. On trouve également des critéres LMI permettant de vérifier
qu’une fonction de Lyapunov quadratique commune n’existe pas pour une famille
de systémes [18] :
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Théoréme 10 S’il existe des matrices R; = RY, Vi € T solutions des inégalités
linéaires matricielles :

N
R >0¥ieT » AR+ RiA; >0.

i=1

alors il n’existe pas de fonction de Lyapunov quadratique commune pour la famille
de systéemes

{# = A, VieTI}.

L’inconvénient de I'utilisation des inégalités linéaires matricielles est que pour
certains cas de matrices de grande dimension ou de matrices mal conditionnées,
les algorithmes numériques actuels peuvent ne pas donner de résultats. En effet,
il existe des exemples pour lesquels 'existence d'une fonction de Lyapunov qua-
dratique commune peut étre déterminée de fagon analytique, mais les algorithmes
numériques usuels (LMI Toolbox de MATLAB) ne donnent pas de résultat.

1.3.3 Fonctions de Lyapunov multiples

Nous avons énoncé précédemment plusieurs critéres de stabilité basés une
fonction de Lyapunov quadratique commune. Toutefois, 'existence d’une fonc-
tion de Lyapunov quadratique commune n’est qu’une condition suffisante pour
la stabilité. Dans [30], on démontre analytiquement que I'on peut avoir des sys-
témes commutés qui sont stables et pour lesquels il n’existe pas de fonction de
Lyapunov quadratique commune. Ce résultat a déterminé la communauté scien-
tifique & chercher d’autres types de fonctions de Lyapunov. On retrouve dans la
littérature plusieurs fonctions de Lyapunov qui peuvent étre regroupées, d’une
maniére générale, sous le nom de fonctions de Lyapunov multiples. Les fonctions
de Lyapunov multiples désignent une famille de fonctions sous la forme

V(z) = 2" P(o,z)z

dont la matrice de Lyapunov peut dépendre du vecteur d’état ou de la loi de
commutation. La concaténation de ces fonctions détermine une seule fonction de
Lyapunov commune, non quadratique.

1.3.3.1 Fonctions de Lyapunov linéaires par morceaux

En appliquant les critéres de Molchanov et Pyatnitskiy [70] dans le contexte
des systémes a commutation, on observe qu’il est nécessaire et suffisant d’avoir une
fonction de Lyapunov quasi-quadratique V(z) = 7 P(x)x (donnée dans 1'équa-
tion (1.7)), dont la matrice de Lyapunov varie en fonction de ’état.

La premiére approche pour déterminer des fonctions de Lyapunov multiples
a été d’approximer les surfaces de niveaux de la fonction de Lyapunov quasi-
quadratique V(z) = 27P(x)z (voir le théoréme 6) par une fonction linéaire par
morceaux |70, 77] :

Vin(x) = max |[(l;, z)|| . (1.12)

1<i<m
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Le crochet (,) désigne le produit scalaire et les éléments [; € R" | i =1,...,m,
représentent des vecteurs constants appelés vecteurs générateurs. Pour un nombre
de vecteurs générateurs m suffisamment grand, il est possible de montrer qu'une
telle fonction est nécessaire et suffisante pour la stabilité [71].

Il existe trés peu de méthodes qui permettent de vérifier I’existence d’une telle
fonction pour les systémes a commutation. La difficulté réside dans la spécification
des vecteurs générateurs ;.

L’existence d’une fonction de Lyapunov linéaire par morceaux peut étre dé-
duite en analysant le spectre des matrices de I’enveloppe convexe déterminée par
A;, Vi € Z. Pour une paire de matrices du deuxiéme ordre, des conditions né-
cessaires et suffisantes pour l'existence d’une fonction de Lyapunov linéaire par
morceaux avec m = 4 sont données dans [107].

Dans le cas général, Yfoulis et Shorten [116] proposent un résultat suffisant,
donnant lieu & une approche numérique.

1.3.3.2 Pseudo fonctions de Lyapunov

Une autre approche pour ’analyse de stabilité des systémes a commutation est
I'utilisation des pseudo fonctions de Lyapunov(anglais Lyapunov-like functions).
Celles-ci ne représentent pas des fonctions de Lyapunov au sens strict du terme.
Elles désignent une famille de fonctions quadratiques continues et différentiables
par morceaux. Chaque fonction est associée a un sous-systéme. La spécificité des
pseudo fonctions de Lyapunov est le fait que leur décroissance n’est exigée que
lorsque le sous-systéme correspondant est actif.

Parmi les premiers résultats, on peut citer [82|. La structure discontinue des
systémes & commutation suggére 1'utilisation des fonctions de Lyapunov discon-
tinues. Les auteurs proposent d’utiliser une famille de pseudo fonctions de Lya-

PUNOV
Vilz) = xTBx, 1€1

telle que chaque champ de vecteurs A;x, i € I ait sa propre fonction. Une
pseudo fonction de Lyapunov satisfait les propriétés suivantes :

— Vi(z) = 27 Pix est définie positive V x # 0 et V;(0) = 0;

— pour tout ¢ € Z, la dérivée de la fonction de Lyapunov vérifie la relation

Vi

Vi(z) = 2

Aixz(t) <0 (1.13)
lorsque le sous-systéme ¢ est actif.
Les théorémes de stabilité élaborés dans ce contexte sont fondés sur la décrois-
sance de la fonction de Lyapunov aux instants successifs d’activation du méme
sous-systeéme.

Théoréme 11 [82] Considérons un ensemble de pseudo fonctions de Lyapunov
Vs, chacune associée au champ de vecteurs A,x. Pour i < j, soit t; < t; des
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i i+l j i+l

F1G. 1.1 — Fonctions de Lyapunov multiples

instants de commutations tels que o(t;) = o(t;). S’il existe un v > 0 tel que

Voo (@(ti41)) = Vo (2(tin)) < =7 [t

alors le systéme a commutation est stable (voir la figure 1.1).

Des extensions au cas non-linéaire ont été proposées dans [19, 20| et [31]. Un
résultat plus général, qui introduit la notion de fonction de Lyapunov faible, est
donné par [114]. Dans ce cas, la condition (1.13) est remplacée par

Vi(z(t)) < a(Vi(z(ty))), Yt € [t 1;1]

ou [tj,t;+1] est 'intervalle de temps durant lequel le sous-systéme ¢ est actif, ¢;,
t;+1 sont des instants de commutation et o : RTU{0} — RTU{0} est une fonction
continue qui satisfait a(0) = 0. Ce résultat permet de définir des pseudo fonctions
de Lyapunov qui sont potentiellement croissantes méme lorsque le sous-systéme
associé est actif, mais leur croissance reste bornée.

Les résultats présentés s’appliquent difficilement dans le cas des commutations
arbitraires : on peut remarquer que le théoréme précédent nécessite que la tra-
jectoire du systéme soit connue au moins aux instants de commutation. Un autre
probléme est le fait qu’il n’y ait pas de méthode pour la construction analytique
ou numérique de la famille des pseudo fonctions de Lyapunov. Ces problémes
peuvent cependant étre résolus pour des configurations particulieres. C’est le cas,
par exemple, lorsque la loi de commutation est déterminée par une partition de
I'espace d’état [53].

Considérons le systeme dynamique :

x(t) = A;z(t) pour tout z(t) € X;, Vi €Z (1.14)
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ou X; sont des ensembles fermés avec des intérieurs disjoints tels que U; X; = R™.
Lorsque le sous-systéme 7 est actif, S;; désigne la région dans I'espace d’état ou
les commutations vers le sous-systéme j sont permises, V i,j € Z.

Considérons un ensemble de pseudo fonctions de Lyapunov V; : R" — R,
chacune associée au champ de vecteurs A;x et les régions :

= {w e R": Vi(z) = %Aix(t) < O} ;

Q7 & {z e R": Vi(z) > Vj(z)}.

S’il est possible de trouver des fonctions V;, i € 7 telles que X; C Q' et S;; C QY
alors on peut montrer, par extension du théoréme 11, que le systéme (1.14) est
stable [85, 86]. Si, de plus, on considére des fonctions de Lyapunov sous la forme

Vi=a"Px
et des régions X; et S;; coniques, c’est-a-dire,
XZ':{.I'ER”:ZETQZ'QESO, Ql:Q;—F}v

et
Sij = {x e R": ZBTQUIE <0, Qi = T}

]
alors on obtient des conditions de stabilité en termes d’inégalités matricielles
linéaires [54, 87].

Théoréme 12 S'il existe des matrices P; > 0 et des o; >0 et oj; >0V 1,5 €71
tels que :

ATP, + P A; — a;Q; <0, (1.15)

(P = Pj) — a;Qi; < 0,i # j, (1.16)

alors le systéme (1.14) est asymptotiquement stable.

Ce théoreme présente beaucoup d’avantages d’ordre pratique. Contrairement
au théoreme 11, ces conditions de stabilité ne font pas intervenir la valeur de
I’état et peuvent étre vérifiées par des algorithmes numériques. De plus, elles
s’avérent trés flexibles : les fonctions de Lyapunov 7 P,z sont contraintes a étre
décroissantes seulement dans la partition X; ou le champ de vecteurs A;x est
actif.
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La version en temps discret du théoréme précédent est donnée dans [69]. Cepen-
dant, dans le contexte du temps discret il est possible d’utiliser des fonctions de
Lyapunov multiples méme dans le cas général. Pour les systémes & commutation

en temps discret
:L‘(k’ + 1) = Aa(k)l‘(k}) (1.17)

soumis a une loi de commutation arbitraire o(k) € Z, lanalyse de stabilité
peut étre exprimée en termes d’inégalités matricielles linéaires. Dans ce cas, une
fonction de Lyapunov poly-quadratique est obtenue [28|.

Théoréme 13 Les propositions suivantes sont équivalentes :
1) 1l existe une fonction de Lyapunov poly-quadratique

V(k, 2(k), o(k)) = 27 (k) Pogy(k).

strictement décroissante le long des trajectoires du systéme (1.17) ¥ o € T.
2) Il existe des matrices P, = PT > 0, YV i € I, satisfaisant les inégalités matri-
cielles linéaires :

A T p.
{P’ A F; >0, V(i,j) €T xT. (1.18)

PiA; P

3) Il existe des matrices symétriques S; = ST > 0, et des matrices G; V i € T,
satisfaisant les inégalités matricielles linéaires :

L GT_ g QTAT
[G’+GZ S GLAT | S0, Vi) eTxT. (1.19)

AG; S;

Remarques. L’approche par fonctions de Lyapunov poly-quadratiques repré-
sente une généralisation de ’approche quadratique. Il suffit de poser P, = P, Vi €
7 pour se ramener au cas des fonction quadratiques. Cette généralisation permet
de relaxer les contraintes imposées par la méthode quadratique et d’obtenir des
conditions de stabilité moins conservatives.

1.4 Stabilisation

Dans cette partie, il sera question de deux types de problémes de stabilisation
pour les systémes linéaires commutés : la recherche d’une loi de commutation
stabilisante et la synthése de correcteurs stabilisant le systéme indépendamment
de la loi de commutation.

1.4.1 Loi de commutation stabilisante

Le probleme de la synthése d'une loi de commutation stabilisante est souvent
formulé de la fagon suivante : quelle restriction doit-on considérer pour la loi de
commutation afin de garantir la stabilité du systéme ? Ici nous allons considérer
deux types de restrictions :
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— restrictions dans l'espace d’état, lorsque la loi de commutation représente
une commande ;

— restrictions dans le domaine temporel, lorsqu’il est possible de contréler
uniquement le temps de séjour dans un mode, la loi de commutation étant
arbitraire.

1.4.1.1 Restrictions déterminées par des domaines dans ’espace d’état

La synthése d’une loi de commutation stabilisante peut étre abordée en divi-
sant 'espace d’état en plusieurs régions telles que le systéme linéaire par morceaux
obtenu soit stable. Nous allons considérer ici que la loi de commutation repré-
sente une "commande". Tout d’abord nous allons nous intéresser au probléme de
I'existence d’une "commande" de commutation stabilisante. Ensuite nous allons
donner un apercu de la construction d’une partition de I’espace d’état stabilisante.

L’existence d’une loi de commutation stabilisante est un probléme trivial dans
le cas ot au moins une des matrices A; est Hurwitz. En effet, il suffit d’activer
le sous-systéme stable pour stabiliser le systéme a commutation. Le probléme
est plus délicat dans le cas ol toutes les matrices A ¢ € Z sont instables. Une
condition nécessaire pour la stabilisation par commutation est proposée dans [97] :

Théoréme 14 S’il existe une séquence de commutations stabilisante, alors il

existe un sous-systeme

tel que au moins une valeur propre de A; + AT soit un nombre réel négatif.

Par ailleurs, on peut citer aussi les travaux de Wicks [103], fondés sur le fait que
la trajectoire de toute combinaison convexe de { Az, Ayx} peut étre approximée
par des commutations rapides entre les deux sous-systémes. Le premier résultat
s’énonce comme suit :

Théoréme 15 [103/,/33] Considérons une paire de systémes instables {A;, As}
(M = 2). S’il existe une combinaison convexe stable, c¢’est-a-dire s’il existe un
a € (0,1) tel que la matrice

Aeq = OéAl -+ (1 - CK)AQ

ait toutes ses valeurs propres dans le demi-espace gauche du plan compleze, il
existe une séquence de commutations telle que le systéme

I(t) = Ao‘(t)x(t)7 U(t) € {LQ}
soit asymptotiquement stable.

Il faut remarquer que le théoréme donne seulement une condition suffisante
pour la stabilisation. Des conditions qui sont & la fois nécessaires et suffisantes
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Chapitre 1. Notions introductives

existent pour le cas des systémes de deuxiéme ordre [113|. Une généralisation
du théoréme 15 pour le cas de plusieurs systémes est proposée dans [104]. Des
méthodes pour la construction de A, sont données dans [103)].

En relation avec les résultats proposés par le théoréme 15, la synthése d'une
loi de commutation stabilisante peut revenir a la recherche d’une partition de
I'espace d’état stabilisante [103, 102]. Nous allons donner un apercu de la fagon
dont ce probléme peut étre abordé.

Soit Aey = aA; + (1 —a)Ay, a € (0,1) la combinaison stable. Dans ce cas, il
existe deux matrices P et () définies positives telles que :

AZqP + PA.,,=—-Q
Cette condition peut étre réécrite comme :
a(ATP + PA) + (1 —a)(ALP + PA)) = —Q
ou encore
a-2T (AT P+ PA)r + (1 —a) -2t (AT P + PAy)r = —2"Qx < 0,

V x € R"\ {0} . Les deux termes, 7 (ATP + PA))x et 27 (AT P + PAy)z, sont
pondérés par des coefficients positifs (a € (0,1)). Pour assurer la négativité dans
I’équation précédente, il faut qu’au moins un des deux termes soit négatif pour
toute valeur du vecteur d’état, c’est-a-dire 27 (ATP + PA;)x < 0 ou 27 (AL P +
PAy)xr < 0. Autrement dit, espace d’état peut étre couvert par deux régions
coniques :

X;={zeR":2"(ATP+ PA)z <0}, i=1,2

La fonction V(z) := 2T Pz est strictement décroissante dans la région X; pour
les solutions de © = A;x et dans la région X5 pour les solutions de z = Asx.
En utilisant cette propriété, on construit les surfaces de commutation de telle
sorte que V soit strictement décroissante pour toutes les solutions du systéeme a
commutation.

Les résultats ici présentés se basent sur I'existence d’une combinaison convexe
stable, A,. Cependant, trouver une combinaison convexe stable est un probléme
NP-difficile [94, 11]. De plus, il existe des classes de systémes pour lesquelles
il n’y a pas de combinaison convexe stable, et une séquence de commutations
stabilisante peut étre trouvée malgré tout.

1.4.1.2 Restrictions dans le domaine temporel

Ici nous allons traiter de la notion de temps de séjour et de son role dans
la stabilisation d’un systéme. Le temps de séjour signifie l'intervalle de temps
entre deux commutations. L’idée de base est trés simple. Considérons que la loi
de commutation prend des valeurs arbitraires et que tous les sous-systémes

T = Ail',
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1.4. Stabilisation

avec ¢ € Z sont stables. Il est naturel de penser que le systéme a commutation est
exponentiellement stable si le temps de séjour dans un mode est suffisamment long
pour permettre & 1’état de s’approcher suffisamment de zéro avant la prochaine
commutation. Un probléme intéressant est celui qui consiste a calculer le temps
minimum 7p entre deux commutations successives pour assurer la stabilité du
systéme [122, 73].

Soit ®,(t, 7) la matrice de transition du sous-systéme

= Aux, 1 €.

Comme tous les sous-systémes sont stables, on peut trouver deux constantes p > 0
et A\p > 0 telles que

1®:(t, 7)|| < pe™ 7 t>7>0,Viel

La constante Ay peut étre vue comme un taux de décroissance commun pour
tous les sous-systémes. Plus concrétement, les constantes p et Ay peuvent étre
déterminées par
A A
= max j; et A\g = max \;
el el

ou u; et A\; sont des constantes qui définissent la convergence de chaque sous-
systéme & = A;x, Vi€ L.

Considérons tq,ts, ..., les instants de commutation dans Uintervalle (7,1),
tels que t; — t;_1 > 7p. La valeur de I’état & un moment donné est alors

$(t) = (bg(tk)(t, tk)q)a(tk,l)(tky tk—l) Ce éo(tl)(t% tl)q)a(tl)(tly T):E(T).

Les matrices de transition sur un intervalle entre deux commutations successives
respectent la relation :

| Poe, )t timr)|| < pe 0= < e Ve {2,3,... k}.

ti—1

Le systéme sera asymptotiquement stable si pe 0™ < 1. Cette condition peut
étre satisfaite pour
log pu
D >
==

(1.20)

avec A € (0, \g) quelconque.
Considérons le systéme a commutation

&= A,x, avec 0 € S(Z,1p)

ou tous les sous-systéemes © = A;x, Vi € 7 sont asymptotiquement stables avec
la marge de stabilité \g . S(Z, 7p) désigne 'ensemble des lois de commutation tel
que le temps entre deux commutations successives soit toujours supérieur a 7p .

Théoréme 16 Pour un A € (0, \g) désiré, le systéme commuté sera stable avec
la marge de stabilité \ si le temps minimum de séjour Tp satisfait la condition

(1.20).
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Chapitre 1. Notions introductives

Une extension pour ce théoréme est donnée par [44] avec le concept de temps
moyen de SEJour, Tmey. L’ idée est que le systéme est stable si en moyenne on
commute plus lentement que 7,,,,. Cela permet occasionnellement des commuta-
tions plus rapides que le temps de s¢jour moyen 7,,,,,. L’approche a été généralisée
pour le cas des systémes non-linéaires (83, 84| et également dans le cas ou tous
les sous-systémes ne sont pas asymptotiquement stables [118, 115].

Dans le cas des systémes & commutation en temps discret, le probléme de sta-
bilisation par restriction du temps de séjour peut étre traité par un ensemble
d’inégalités matricielles linéaires .

Théoréme 17 [41] Considérons le systeme
z(k+1) = Ayma(k), o(k) €.

Si pour un Tp > 1, 7p € N il existe un ensemble de matrices { Py, ... Py} définies
positives telles que

ATPA, — P <0, VieT

et

(A P (A™) —Pi<0,Vi,j €T, i#]
alors le systeme est globalement asymptotiquement stable pour un temps minimum
de sé€jour supérieur a Tp.

Pour ce théoréme, en imposant 7, = 1 on retrouve la condition de stabilité (1.18),
proposée dans [28|.

1.4.2 Correcteurs stabilisants

Dans le cas ou la loi de commutation n’est pas controlable, le probléme de
stabilisation des systémes commutés est lié a la stabilisation des systémes incer-
tains (si la loi de commutation est inconnue) ou au contrdle par séquencement de
gains, pour les systémes linéaires a paramétres variants (LPV).

Considérons le systéme linéaire polytopique suivant :

i(t) = AN®)x(t) + BO®))u(t) (1.21)
AA®) = DNt As, BAW®) =D Xi(t)B;
et

N

i=1
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1.4. Stabilisation

Le systéme a commutation décrit par I’équation :
&(t) = Apyx(t) + Bowyul(t), o(t) € T (1.22)

peut étre écrit comme un cas particulier de systémes polytopiques pour des pa-
ramétres \; restreints a deux valeurs discrétes A; € {0, 1}, tels que A\; = 1 quand
o(t) =1.

Il existe une large variété d’approches pour la stabilisation des systémes po-
lytopiques. La synthése d’un retour d’état statique est formulée en termes d’in-
égalités matricielles linéaires dans [18]. Le résultat est basé sur l'existence d’une
fonction de Lyapunov quadratique commune pour le systéme en boucle fermée.
Dans le cas de non-disponibilité de la loi de commutation, un retour d’état in-
dépendant de cette loi peut étre calculé. Le résultat suppose l'existence d’une
matrice S symétrique et définie positive et d’une matrice Y telles que

SAT + A, S+ BY +Y'B; <0, Vi €.
Le retour d’état qui stabilise le systéme commuté (1.22) est donné par
u(t) = Ku(t),

avec

K=YS"

Dans ce cas, la fonction de Lyapunov est 7 Pz avec P = S~1.
Lorsque la loi de commutation est disponible en temps réel, on peut rechercher
un retour d’état commuté sous la forme :

u(t) = Kg(t)x(t). (1.23)

Dans ce cas, la stabilisation dépend de l’existence de plusieurs matrices Y; et
I'inégalité matricielle linéaire est remplacée par

SAT + A4S+ BY;+Y'B; <0, Vi €. (1.24)

Le retour d’état commuté est donné par 1’équation (1.23) avec K; = YV;S™!, Vi €
T.

En temps discret, une approche plus générale est possible. Elle est basée sur
I'utilisation des fonctions de Lyapunov dépendant de paramétres

Ce type de fonction a été proposé pour les systémes polytopiques en temps discret
dans [27]. L’extension au cas des systémes commutés est donnée dans [28].
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Théoréme 18 Le systeme a commutation
x(k+1)=A,z(k)+ Bou(k), VoI
est stabilisable par le retour d’état commuté sous la forme
u(k) = Koyx(k)

sl existe des matrices S; définies positives et des matrices R; et G; N i € I,
telles que linégalité matricielle linéaire

Gi+GT -5, (ATG,+ BiR)" -

; g ‘ v H >0, V(i,j) €T xZT 1.25
ATG; + BiR; S (5.4) (1.25)
soit satisfaite ¥V 1,5 € I. Le retour d’état est construit avec K; = R,Gi_l et les
matrices de Lyapunov sont données par Py = S; .

L’utilisation des fonctions de Lyapunov dépendant de paramétres en temps continu
s’avere trés difficile. La nature discontinue des champs de vecteurs pose des pro-
blémes pour la dérivation de la fonction de Lyapunov. Si des conditions par-
ticuliéres sont considérées pour la loi de commutation, ces difficultés peuvent
étre surmontées. Nous citerons ici les travaux de [53] dans le contexte des sys-
témes linéaires par morceaux. L’auteur utilise des fonctions de Lyapunov poly—
quadratiques pour la synthése d’un retour d’état commuté. Le controleur est
déterminé par des méthodes de controle optimal, en considérant les inégalités de
Hamilton—Jacobi-Bellman.

1.5 Conclusion

Ce chapitre a présenté différents critéres et problématiques de stabilité et
de stabilisation rencontrés dans le domaine des systémes a commutation. Nous
allons nous intéresser dans les chapitres suivants a I’'obtention de méthodes sys-
tématiques pour 'analyse et la synthése robuste des systémes linéaires & commu-
tation.
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Chapitre 2

Systémes a commutation avec
incertitudes

Dans ce chapitre, les problémes de stabilité et de commande robuste des sys-
témes a commutation incertains seront traités.

La premiére section est dédiée aux incertitudes paramétriques. Le cas des
systémes en temps discret soumis a des commutations arbitraires, avec des incer-
titudes polytopiques, sera considéré. On suppose que les paramétres incertains
varient dans le temps.

La deuxiéme section est consacrée a I’étude des systémes & commutation avec
une loi de commutation incertaine. Ce type de probléme intervient lorsque la loi
de commutation représente un événement extérieur dont l'instant d’occurrence
n’est pas parfaitement identifié. Il est également présent lorsqu’il existe des re-
tards entre ’élaboration du signal de commutation et I’application effective au
niveau des actionneurs. On va s’interroger sur la stabilité en boucle fermée de ces
systémes.

2.1 Incertitudes paramétriques

La stabilité des systémes a commutation est un probléme trés complexe lorsque
des incertitudes paramétriques sont considérées. La dynamique de chaque sous-
systéeme est incertaine. Il existe trés peu de résultats concernant la stabilité ro-
buste des systémes & commutation en temps discret. Dans la littérature, les mé-
thodes obtenues pour les systémes a commutation linéaires, avec des sous-modéles
invariants dans le temps, sont appliquées directement [120, 52, 110]. En effet, les
auteurs associent une fonction de Lyapunov quadratique commune & chaque sous-
modeéle incertain. Les fonctions de Lyapunov obtenues commutent en fonction du
sous-systéme actif, mais elles ne tiennent pas compte des paramétres incertains.
Les résultats obtenus s’avérent alors trés conservatifs.

Dans le domaine du controle robuste, des fonctions de Lyapunov dépendant
des parameétres incertains sont proposées pour réduire le conservatisme inévitable
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Chapitre 2. Systémes a commutation avec incertitudes

dans le contexte des incertitudes |29, 33|. Ce type de fonctions a été utilisé pour
analyser la stabilité des systémes incertains en temps discret, avec des incertitudes
polytopiques [27]. Les fonctions de Lyapunov proposées varient, elles aussi, dans
un polytope convexe. Des conditions LMI pour I'existence de telles fonctions ont
été développées.

Dans ce chapitre, on montrera comment réduire le conservatisme lié aux in-
certitudes pour le cas des systémes a commutation. Des fonctions de Lyapunov
dépendant des parameétres seront utilisées. Les fonctions de Lyapunov polyto-
piques introduites dans [27] sont étendues au cas des systémes & commutation
incertains avec des incertitudes polytopiques.

Deux approches seront proposées. Dans un premier temps, on montrera que le
probléme d’analyse de stabilité d’un systéme & commutation incertain peut étre
traité en analysant un seul systéme polytopique, global, qui contient 1’ensemble
des sous-systémes. Les conditions LMI pour 'existence d’une fonction de Lya-
punov polytopique [27] peuvent étre directement appliquées. L’inconvénient de
cette approche est qu’elle aboutit a la résolution d’un probléme d’optimisation
non convexe (BMI) dans le cas ol on souhaite I'utiliser pour calculer un correc-
teur stabilisant. On proposera donc, dans un deuxiéme temps, une approche de
type LMI qui peut étre utilisée a la fois pour I’analyse de stabilité et la synthése
de controle. Un nouveau type de fonction de Lyapunov sera introduit : les fonc-
tions de Lyapunov poly-quadratiques dépendant des paramétres (FLPQDP), qui
sont des fonctions de Lyapunov qui prennent en compte & la fois la structure
particuliére des systémes & commutation et les paramétres incertains. On mon-
trera que 'utilisation de telles fonctions permet de réduire le conservatisme. Des
conditions nécessaires et suffisantes pour ’existence de ces fonctions seront don-
nées en termes d’inégalités matricielles linéaires. L’approche sera étendue pour la
synthése d’un retour d’état commuté.

2.1.1 Préliminaires

Dans la littérature, les différentes erreurs de modélisation (ou d’approxima-
tion) et les modéles qui rendent compte de ces erreurs sont appelés respectivement
incertitudes paramétriques et modéles incertains [8].

Pour les systémes a commutation en temps discret, le modéle incertain peut
étre écrit sous la forme :

A

2k +1) = Ay o(k) (2.1)

ou fll représente une matrice incertaine appartenant & un domaine A; C R™*", Vi €
Z. 1l existe plusieurs représentations d’incertitudes [8]. Les plus fréquentes concernent
un domaine 4; compact et englobent

— les incertitudes bornées en norme, que I’on écrit classiquement sous la forme :

Ay € Ay = { Ao+ DiFy(k)E;, ||Fi(k)| <1}, (2.2)
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2.1. Incertitudes paramétriques

ot les matrices A; o déterminent un fonctionnement nominal, D; et £; des
matrices données V i € Z et Fj(k) l'incertitude;

— les wncertitudes polytopiques, avec
Ai € ./41 :CO{Ai,17Ai,27'--7Ai,na¢}7 Viel (23)

o A;1,Aia, ..., Aing représente un ensemble de matrices appelées som-
mets.
Une question importante est de savoir s’il est possible d’étendre les résultats
dont on dispose sur les systémes a commutation classiques au cas des modéles a
commutation incertains.

2.1.1.1 Critéres de stabilité pour les systémes incertains

Ici, les résultats sur la stabilité proposés dans [27] vont étre rappelés. Ces
résultats reposent sur 'existence d’une fonction de Lyapunov poly-quadratique
et peuvent étre appliqués au cas des systémes & commutation incertains.

Un systéme polytopique en temps discret est défini par :

na
w(k+1) =Y ai(k) A (k), (2.4)
i=1
na
Y ailk)=1, ;>0,Vi=1,... na
i=1
ou les coefficients «; représentent les paramétres incertains. Dans [27], la stabilité
d’un tel systéme est analysée par des fonctions de Lyapunov poly-quadratiques
sous la forme

V(k)=2"(k)>_ a;(k)P; x(k), P, =P > 0. (2.5)
i=1
Ces fonctions dépendent des parameétres incertains o, Vi =1,... na.

Le systéme (2.4) est poly-quadratiquement stable s'il existe une fonction de
Lyapunov (2.5) dont la différence est strictement définie négative pour toutes les
trajectoires du systéme. Des conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité
poly-quadratique sont données par le théoréme suivant :

Théoréme 19 Le systeme (2.4) est poly-quadratiquement stable si et seulement
s’il existe des matrices symétriques définies positives S;, ¥V i = 1,... ,na, et des
matrices G; de dimensions appropriées telles que :

G,+Gl— S, GTAT

AG S, >0 (2.6)

pour tous i = 1,...,na et j = 1,...,na. Dans ce cas, la fonction de Lyapunov
est donnée par I’équation (2.5) avec P; = S;'.
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2.1.1.2 Application au cas des systémes a commutation

Considérons le systéme a commutation incertain suivant :

~

2k +1) = Ay (K)a(k) (2.7)

ol {/L RS I} avec Z ={1,2,.., N}, est une famille de matrices

Agiy (k) = gj(k) Agjy D agj(k) = 1, agy(k) > 0
j=1 j=1

et 0 : ZT — T représente la loi de commutation. Autrement dit, les domaines
incertains A, sont des polytopes convexes ol les coefficients «;; décrivent ’iéme
sous-systéme polytopique, A,; représentent les points extrémes (sommets) du
polytope A, et n, est le nombre de sommets. Considérons

S={An,.. ., A ANt o ANy )
I’ensemble qui contient tous les sommets du systéme et
E={E |E€S, coS # co(S—{E}),}
E={FE...Ey},

I’ensemble des points extrémes de ’enveloppe convexe de S, ot M représente
le nombre de points extrémes de S, et coS l'enveloppe convexe de S 2 . Une
représentation graphique est donnée dans la figure 2.1.

Théoréme 20 [48] Le systéme (2.7) est poly-quadratiquement stable si et seule-
ment s’il existe des matrices symétriques définies positives S;, YVi=1,..., M, et
des matrices G; de dimension appropriée telles que :

G, +GT - S, GTET

oxel S, >0 (2.8)

pour tous i = 1,...,M et j = 1,..., M. Dans ce cas, la fonction de Lyapunov
est donnée par l'équation (2.5) avec P; = S;'.

Preuve. La démonstration repose sur le fait qu’une combinaison convexe des
polytopes convexes est aussi un polytope convexe, c’est-a-dire que le systéme
(2.7) peut étre exprimé sous la forme (2.4), pour laquelle le théoréme 19 peut
étre appliqué.

Le systéme (2.7) est équivalent a

z(k+1) = Zzzfi(k)aij(k:)flijx(k), (2.9)

i=1 j=1

2Rappelons qu’il existe dans la littérature des procédures numériques pour le calcul de
I'enveloppe convexe [79, 5.
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co0S

F1G. 2.1 — Pour un systéme diagonal du deuxiéme ordre, les domaines incertains
peuvent étre illustrés graphiquement. On montre ici la construction d’un systéme
polytopique global (coS) qui contient I’ensemble des sous-systémes possibles (en
gris dans la figure).

avec N
G2 —{0,1}, ) &(k) =1, VkeZ".
=1

La loi de commutation est simplement remplacée par les parameétres &; tels
que & = 1 quand ¢ = 7 et 0 dans le cas contraire. Cette représentation est
strictement équivalente a (2.7); aucune source supplémentaire de conservatisme
n’est introduite.

Considérons la notation A :

A= Z &i(k)A; = Z Z & (k) (k) Ayj. (2.10)

i=1 j=1

Ceci signifie que A est une combinaison convexe de A;; € S. Puisque E,, V p =
1,..., M sont les points extrémes de coS, on peut écrire

M M
A=Y A(K)E, Ay >0, > Ay(k) =1.
p=1

p=1

Donc A est une incertitude polytopique convexe similaire a celle qui décrit le
systéme (2.4). Cela implique que n’importe quel systéme a commutation incertain
avec des incertitudes polytopiques est équivalent & un systéme polytopique sous
la forme (2.4). La démonstration s’achéve en appliquant le théoréme 19. [J
Quand la matrice d’entrée est connue et constante, le théoréme précédent peut
étre directement étendu pour la synthése d’un retour d’état commun a I’ensemble
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des sous-systémes. En revanche, pour le cas général, la synthése d’un retour d’état
commuté n’est pas chose aisée.

2.1.2 Fonctions de Lyapunov poly-quadratiques dépendant
des paramétres

Pour obtenir une méthode de synthése de loi de commande robuste, une nou-
velle approche est présentée. L’approche repose sur la construction de fonctions de
Lyapunov qui commutent et qui dépendent des parameétres incertains. Ces fonc-
tions peuvent étre utilisées pour analyser la stabilité asymptotique des systéemes
incertains et pour synthétiser un retour d’état commuté.

2.1.2.1 Analyse de stabilité robuste

Considérons le systéme a commutation incertain (2.7) et sa représentation
équivalente (2.9). La structure du systéme suggére d’utiliser des fonctions qui
commutent suivant le sous-systéme actif et varient aussi en fonction des para-
meétres incertains, c¢’est-a-dire :

V(k) = z7(k)P,(k)x(k), avec Pg(k)—zda(,j(k)gj

= 2T(k) Zi:@(k)aij(k)ﬂj (k) (2.11)

i=1 j=1

ou Pjj = P > 0. Le systéme (2.9) est asymptotiquement stable si la différence
de la fonction de Lyapunov ,

L=V(k+1)—V(k)
satisfait la relation :
L = z"(k)(A"PLA-P)x(k) <0 (2.12)
ou

A = SO Gk As,

i=1 j=1

Po=> Z &i(k)av; (k) Py,

i=1 j=1

N n;
P o= > > Gilk+ Day(k+1)P;

i=1 j=1

= Z i: &p (k) apg (k) Ppg,

p=1 gq=1

A k?, \ l’(l{), \ & et V Q.
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Définition 21 Les fonctions (2.11) décroissantes pour toutes les solutions du

systeme (2.9) seront appelées fonctions de Lyapunov poly-quadratiques dépendant
des parametres (FLPQDP).

Théoréme 22 [48] Il existe une FLPQDP si et seulement s’il existe des matrices
symétriques définies positives S;;, Vi = 1,...N, j = 1,...,n; et des matrices
Gi; de dimension appropriée telles que :

g T _g. GTAT
Gij+ Gy =5y Gydy >0 (2.13)
AijGij Spq
pour touti=1,...,N,j=1,....n;,p=1,...,Netq=1,...,n, Les matrices
de Lyapunov sont données par P;; = Si;l.
Preuve. La preuve suit les grandes lignes de [27]. Pour démontrer la suffisance
des conditions, on suppose que les conditions (2.13) sont vraies. Cela implique
que
T

Donc G;; est une matrice inversible et, puisque S;; > 0, on obtient :

(Sij — Gij)"S;;1 (Si — Gij) = 0,

7

ce qui est équivalent a
T o—1 T
Donc la relation (2.13) implique

GiTjSi;IGij G;fij;fg
> 0. (2.14)
Ai; Gi Spq
En multipliant la relation précédente a droite et & gauche par diag(G;jT, Sp_ql) et
sa transposée, on obtient

St ATS ]
P PR >0 (2.15)
[ SpqlAij Spq1

Considérons la notation P;; = S;;'. L’inégalité (2.15) devient

{ Py AP,

Y quij Y pq

pour tout ¢ =1,..., N, 5 =1,...,n;,p=1,...,Net ¢ =1,...,n, En multi-
pliant par les coefficients appropriés et en additionnant, on obtient

P ATP,
{7@4 P, ]>0
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ce qui implique, par le complément de Schur, que la différence de la fonction de
Lyapunov (2.11) est strictement décroissante pour toutes les solutions du systéme
(2.9).

Pour montrer la nécessité, on suppose que L satisfait la relation (2.12). Alors
la condition

ATPLA-P <0 (2.16)

est vraie, ce qui implique que
T
Pij = A3 BPpgAij > 0
pour tout i,p = 1.N, j = l.n;, ¢ = l..n,. Soit S;; = Pgl et Spq = Pt En
appliquant le complément de Schur, on obtient
T
Spq — AijSi Ajj = Tijpg > 0.

Pour G;; = Si; + 2g,;1 avec g;; un scalaire positif, il existe un g;; suffisamment
petit tel que
955 (Sij + 29i51) > ALT) A
Par le complément de Schur, la relation précédente est équivalente a
{ Sij + 2951 —gi; Al ] <0
—Ai9i5 Tigpg
et elle peut étre écrite comme
T T T
AijSij — AijGij Spq — AijSijAj;

On peut remarquer que cette relation est identique a

I 0][Gy+GL-S; GLAL][ 1 AL _ .
—A I AijGij Spq 0 I

(]

O

2.1.2.2 Synthése des commandes robustes

Dans cette sous-section, la synthése d’un retour d’état commuté sera discutée
pour le systéme incertain suivant :

w(k4+1) = Ay(k)x(k) + By (k)u(k), (2.17)

o nay nby
A (k) =" agi(k)Agj, et By(k) = Boi(k)Bar, (2.18)

j=1 =1

S (k) = 1, a(k) > 0,
j=1
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2.1. Incertitudes paramétriques

nbs

S Balk) =1, Bu(k) 20, Vk e Z*
=1

représentent des matrices d’état et d’entrée incertaines. o représente la loi de
commutation, a,; et (3, sont les parametres incertains et na,, nb, le nombre de

sommets des polytopes, respectivement A, et B,.

Hypothése 23 On suppose que la loi de commutation o(k) est disponible en
temps réel pour le calcul du contréle.

Le probléme est de trouver un retour d’état commuté
u(k) = Koyx(k) (2.19)

qui stabilise le systéme incertain en boucle fermée.
La solution du probléme de controle robuste est donnée par le théoréme sui-
vant :

Théoréme 24 [48] Il existe un retour d’état (2.19) qui stabilise le systéme (2.17)
sl existe des matrices symétriques définies positives S;j,et des matrices G; et R;,
solutions des LMIs :

Gi+ Gl = Sy GTA, + RI'Bj

A,y + ByR; S e > 0, (2.20)
Vi=1,...,N,j=1,...,na;, L =1,...,nb;, p=1,...,.N, w =1,...,na, et
v=1,...,nb,. Le retour d’état commuté est donné par l’équation (2.22) avec

K, = RG; .
Preuve.

Le systéme peut étre écrit sous la forme :

r(k+1)= Zfz(k)Az(k)x(k) + Zfz(k>éz(k)u(k)’ (2.21)

ou les paramétres &; (k) remplacent la loi de commutation o(k) tels que & = 1
quand o(k) =i et & = 0 dans le cas contraire.
Le retour d’état commuté (2.19) s’écrit sous la forme

u(k) = Z & (k) Kz (k) (2.22)

et le systéme en boucle fermée est donné par ’équation suivante

N

x(k+1) = Zfz(k)(Al + B (k).

i=1
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Chapitre 2. Systémes a commutation avec incertitudes

Considérant I’équation (2.18), le systéme en boucle fermée s’écrit sous la forme

na;

ce qui est équivalent a :

na; nb;

N
ZZ gz azg ﬁzl ) 'lex(k)
=1 Il=1

=1

avec Hijl = AZ] + BZlKZ
Considérons la fonction de Lyapunov :

avec
N na; nb;

P = Z Z Z 5’ OCU 611 ) ijl- (2.23)

=1 j=1 I=1

La différence de la fonction de Lyapunov pour une trajectoire quelconque du
systéme est :

V(k+1) = V(k) = 2(k)(H'P.H — P)x(k),

ou
N na; nb;
H = ZZZ& O‘%J k)Ba(k)H ijl;
i=1 j=1 I=1
et
N na; nb;
Pe o= D O Y &k + Dag(k+1)8u(k + 1) Py
i=1 j=1 (=1

N nap nby

= ZZZ&? ) (k) Bpo (k) By

p=1 w=1 v=1
Supposons que les conditions (2.20) sont faisables. En introduisant
K; = R,G;*
dans les conditions (2.20), on obtient :

G+ GF — Sy Gz‘TAZ;' + Gl K] B} ~0
A;;Gi + By K,G; Spwe ’

ce qui est équivalent a

, T _ Q.. THr
|: Gz + Gz Sul Gz Hzgl :| > 0. (224)

Hz'lei Spwv
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En utilisant des arguments similaires a ceux donnés pour la démonstration du
théoréme 22, on peut montrer que (2.24) est équivalent a :

|: Pijl Hg;lppwv :| >0
PpwvHijl Ppwv

avec P = Si;ll, pour tout ¢+ = 1,...,N, 7 = 1,...,na;, | = 1,...,nb;, p =
1,...,N,w =1,...,na, et v = 1,...,nb,. En multipliant par les coefficients

appropriés et en additionnant, on obtient

P H'P,
[Pﬂi P, 1>0

ce qui implique, par le complément de Schur, que la différence de la fonction de
Lyapunov (2.23) est strictement décroissante pour toutes les solutions du systéme.

Remarques.

— De fagon similaire au cas des systémes a4 commutation sans incertitude [28§],
il est trés facile de montrer théoriquement que les conditions de stabilisation
proposées généralisent les conditions basées sur des fonctions de Lyapunov
classiques sous la forme 27 P,z ou 27 Px.

— En utilisant la dualité commande/observation, ce théoréme s’applique aussi
au probleme de reconstruction d’état pour les systémes a commutation in-
certains.

— Lorsque les incertitudes A, et B, dépendent d’un parameétre incertain com-
mun, un cas particulier de (2.18) avec j = [, na, = nb,, et ayj = Bo1 = Asj,
les conditions LMI (2.20) deviennent :

: T_g5. GTAT BT
Git Go -5y Gidy FHBG | g (2.25)
pour tous ¢,u = 1..N, j,v = l..na,, ou S;; et Sy, sont des matrices symé-
triques définies positives.

2.1.3 Exemples numériques

L’efficacité des méthodes d’analyse de stabilité et de synthése de commande ro-
buste présentées dans la sous-section précédente est illustrée sur quelques exemples
numériques académiques.

Exemple 2.1 Pour illustrer les conditions LMI de stabilité obtenues dans les
sections précédentes, nous allons considérer un systéme a commutation incertain
avec incertitude affine sous la forme :

~

x(k+1) = Ayz(k)
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ou
Ay(k) = Aoy + Dop(K)E,, p(k) € [-1,1].

L’intérét de ce type d’incertitude est le fait de pouvoir le représenter a la fois
comme une incertitude bornée en norme sous la forme (2.2) avec p(k) = F(k), et
comme une incertitude polytopique

Ao(k> - aol(k)Aal + ao‘2<k)Acr2’

avec
Aal = AOO’ + Do E, et AU? = AOO’ - DO'EO'7

aal(k>aa02(k) > 07 aal(k) + ()402(]{3) = 17 Vke Z+-

Cela nous permettra de comparer nos résultats avec les autres conditions LMI
existantes dans la littérature. Ces conditions, les seules disponibles dans le cas des
systémes a commutation incertains, sont fondées sur la stabilité quadratique [52]
et sur des fonctions de Lyapunov qui ne dépendent pas des paramétres incertains
[110], pour les incertitudes bornées en norme.

L’exemple choisi correspond &

02 02 03 01 —-05
0.8 0 -0.1 =03 03
Ap = 0 -03 —-04 0 01,
0 03 01 03 0.5
—0.2 0 0 0 01

-0.7 =07 0O 0 0.2
05 03 03 =03 0
Apo = 03 04 03 06 03 |,
03 =08 0 0 0
0.1 -0.7 01 =03 0.3

D] =10.20.5 —0.10.30.2],
D3 =[-0.50.380.50.2 0.5],
E,=[-03 —0.3 —0.50.20.3]
Ey=1[-0.20.1 —0.1 —0.050.7].

Pour ce systéme, les conditions de stabilité robuste présentées dans [52, 110]
s’avérent trop conservatives et sont trouvées infaisables. La faisabilité a été testée
avec le solveur LMI SEDUMI. En revanche, les conditions LMI (2.8) et (2.13)
ont une solution. Cela implique qu’il existe des fonctions de Lyapunov sous les
formes (2.5) et (2.11) pour ce systéme.

Exemple 2.2 On considére le systéme incertain

~

w(k+1) = A, (k)x(k) + By (k)u(k), (2.26)
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ou
Ag(k) = Agw + D,p(k)EA,
et X
By (k) = Bog + Dop(k)EZ, ¥p(k) € [-1,1],

représentent des incertitudes affines similaires a celles présentées dans I'exemple
2.1. Les incertitudes A, et BU, dépendent d’un paramétre incertain commun p(k),
de fagon identique aux systémes analysés dans [110]. On considére les matrices
suivantes :

-0.1 0.7 —-0.2 1 07 07
AOl - —04 07 ]_ 5 AQQ - 04 06 02 y
0.3 0.3 0 107 0

Bo1 = [0.1 0.8 0.8]", By, =[0.20.90.2]"

Dy = [—0.2328 0.4340 — 0.4590]%,
Dy = [—0.2645 0.2681 0.9316]",
E{ =[0.7461 — 0.4767 0.1131],
E3 = [-0.4787 0.4671 0.4731],
EP =0.8194 et E} = —0.7610.

Les conditions LMI proposées dans [110] sont trouvées infaisables. En revanche, le
théoréme 24 permet de construire un retour d’état commuté sous la forme (2.22).
En effet, les conditions LMI (2.25) ont une solution et les gains du retour d’état
obtenus sont

K, =10.1956 — 0.8403 — 0.7902]

Ky =[—1.1285 —1.1554 — 0.353).

2.2 Loi de commutation incertaine

Cette section est consacrée a l’étude des systémes & commutation avec une loi
de commutation incertaine. Ce type de probléme intervient en particulier lorsqu’il
existe des retards entre ’élaboration du signal de commutation et I'application
effective au niveau des actionneurs. Par ailleurs, le probléme est également présent
lorsque la loi de commutation représente un événement extérieur dont l'instant
d’occurrence n’est pas parfaitement identifié.

Dans la littérature, il existe trés peu de résultats qui discutent ces aspects. A
notre connaissance, seul le cas des systémes affines par morceaux a été traité [86].
Pour ces systemes, les incertitudes de commutations sont dues aux problémes de
modélisation des surfaces de commutation. Les auteurs offrent une solution de
type LMI, en modifiant les contraintes sur les inégalités (1.15).
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Dans cette étude, le cas des systémes en temps discret qui sont stabilisés
par un retour d’état commuté est analysé. La loi de commutation est supposée
arbitraire.

Dans un premier temps, on va s’interroger sur la stabilité du systéme en boucle
fermée lorsque la loi de commande utilise un signal de commutation temporaire-
ment incertain. Le probléme est formalisé de la fagon suivante : en supposant que
les gains sont déterminés tels que le systéme en boucle fermée soit stable lorsque
la loi de commutation est parfaitement connue, déterminer les restrictions a impo-
ser sur la loi de commutation permettant de garantir que le systéme reste stable
malgré I'incertitude sur la loi de commutation. Les conditions de stabilité seront
formulées en termes de temps de séjour minimum [122, 73|. L’objectif est de
déterminer le temps minimum de fonctionnement avec une loi de commutation
parfaitement connue tel que le systéme en boucle fermée reste asymptotiquement
stable.

Dans un deuxiéme temps, on suppose que le signal est partiellement connu :
sa valeur exacte n’est pas disponible mais a chaque instant on connait un sous-
ensemble de valeurs possibles. Dans ce contexte, nous allons étudier le probléme
de synthése d’un retour d’état robuste par rapport aux incertitudes sur la loi de
commutation.

2.2.1 Signal temporairement inconnu - formulation du pro-
bléme

Ici on formalise mathématiquement le probléme de la loi de commutation tem-
por