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Résumé

Cette these s’intéresse a des approches factorielles et probabilistes de la covariance
qui tient compte d’une connaissance exogene sur les observations. Nous adoptons un
modele qui décompose le signal en une fonction déterministe du temps caractérisant la
tendance, et en un terme résiduel. Les méthodes factorielles sont consacrées a I’étude
du terme tendanciel. Nous présentons le formalisme général de la covariance relation-
nelle ainsi que de nouvelles propriétés qui éclairent les interprétations et faisons le lien
avec les notions déja existantes. La covariance relationnelle s’intégre dans ’analyse en
composantes principales (ACP), 'analyse factorielle d’opérateurs et 1’analyse discrimi-
nante d’opérateurs. Nous montrons que ’ACP relationnelle est un cas particulier de
I’ACP a noyaux et de I’ACP fonctionnelle, dont nous dressons les schémas de dualité
correspondants. L’étude du terme résiduel est menée a ’aide d’approches probabilistes
fondées sur la covariance. Dans un premier temps, ce terme est assimilé & un vecteur
gaussien et nous introduisons une procédure de classification de matrices de covariance
par la distribution de Wishart induite par ’hypothése de gaussianité. En particulier,
I’algorithme EM sur matrices de covariance est proposé. Dans un second temps, on pro-
céde a 'analyse fractale du terme résiduel, identifié par une trajectoire d’'un processus
autosimilaire. L’indice d’autosimilarité est estimé quelque soit 1’échantillonnage et nous
déterminons dans quelle mesure cette contrainte temporelle influe sur I’estimation. Nous
appliquons les concepts présentés a I’analyse du mouvement : corpus de mouvements de
danse contemporaine (méthodes factorielles et classification par Wishart), et données
de biologie marine (segmentation par analyse fractale).

Mbots-clés : Covariance relationnelle, Analyse en composantes principales, Analyse
factorielle d’opérateurs, Distribution de Wishart, Reconnaissance des formes, Classifi-
cation, Mouvement brownien fractionnaire, Analyse du mouvement.






Abstract

This thesis deals with factorial and probabilistic approaches of the covariance, which
can take an extraneous knowledge on the observations into account. Dealing with tem-
poral data, the model we adopt breaks the signal into a deterministic function depending
on time and representing a trend and into a residual term. Factorial methods are devo-
ted to studying the trend. We present a general formalism for the relational covariance
as well as new properties that clarify the interpretation and the connexion with existing
concepts. Relational covariance is embedded into various paradigms such as principal
component analysis (PCA), operator factor analysis and operator discriminant factor
analysis. We show that relational PCA is a special case of Kernel PCA and Functional
PCA and we illustrate that property through duality diagrams. The study of the resi-
duals is carried out within the scope of probabilistic models based on covariance. At a
first step, the residual term is assumed to be multi-Gaussian, hence we use a Wishart
distribution for the empirical covariance, followed by a clustering procedure (EM algo-
rithms). At a second step, we apply fractal analysis to the residual term that is modeled
as a self similar process. The Hurst parameter is estimated for several sampling proto-
cols and we study how the protocol specificity may influence this estimation. All these
concepts are applied to movement analysis e.g. : motion capture of contemporary dance
movements (factorial methods and clustering of Wishart mixture models), as well as
marine biology (segmentation and fractal analysis).

Keywords : Relational covariance, Principal component analysis, Operator factor
analysis, Wishart distribution, Pattern recognition, clustering, Fractional Brownian mo-
tion, Movement analysis.
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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Problématique et contexte

Depuis plusieurs décennies, les applications des méthodes factorielles et probabi-
listes se sont multipliées dans des domaines de recherche variés tels que la biologie, les
sciences de ’environment, le traitement d’images . . . Ce succés est dii au fait qu’elles per-
mettent la modélisation d’une structure complexe ainsi qu'une description synthétique
de données a grande dimension. Cette thése expose un point de vue sur les méthodes
factorielles et probabilistes de la covariance dans la prise en compte d’une connaissance
exogeéne donnée a priori. Ces considérations ne sont bien sir pas un sujet nouveau et
I’on recense un grand nombre d’approches connexes. On citera par exemple ’analyse
d’un cube spatio-temporel [CSC93], qui généralise I’analyse en composantes principales
(ACP) a un multi-tableau de dimension trois en considérant a la fois une contiguité
spatiale et temporelle sur les observations. L’analyse spatiale multivariée [TCC02] étu-
die la structure locale et globale des données en y intégrant une variable caractérisant
une proximité spatiale. La géostatistique |Cre93| utilise des méthodes d’estimation pour
analyser des données géologiques dont la distribution spatiale est sans structure a priori.
Il parait important de pouvoir donner un formalisme général permettant d’unifier I’en-
semble de ces notions.

Le cadre théorique de la thése a été motivé par une recherche appliquée dans le
domaine de ’analyse du mouvement. L’objet d’intérét est modélisé par un vecteur aléa-
toire X = (X3, ..., X,) dont les réalisations sont dépendantes du temps. Le mouvement
est alors assimilé a un changement de positions décrites par un ensemble de coordonnées
évoluant au cours du temps. Dans la réalité, 'objet est naturellement lié a des caracté-
ristiques de différentes natures : biologique, spatiale ou temporelle. La caractéristique
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biologique d’une part, concerne les aspects morphologiques influant sur I'acquisition et
I’exécution du mouvement. Imaginons par exemple un systéme de capteurs équipant
un humain. Dans sa globalité, le systeme d’acquisition constitue un squelette dont les
capteurs sont également contraints par la morphologie de I’exécutant. En particulier, un
capteur relié au poignet et un autre au coude seront toujours a égale distance, quelque
soit le mouvement exécuté. De plus, un humain, et donc le systéme d’acquisition, sont
toujours soumis a certaines lois physiques (gravité). Le critére spatial fait référence
a toutes les caractéristiques géométriques et topologiques de l'espace qui influent na-
turellement sur le déplacement de 1'objet : les frontiéres de ’espace, sa structure, les
stimulus extérieurs, les relations de proximité, ou encore les interactions avec d’autres
objets. Enfin, le systéme de capture impose de fournir des données discrétisées, et la
nature temporelle du phénomeéne souléve des questions liées a I’échantillonnage : prise
en compte de l'ordre des dates de captures, valeurs manquantes, fréquence d’acquisi-
tion non constante ... Il s’agit de mettre en avant ces caractéristiques dans ’analyse
et/ou d’en enrichir le modéle. Nous nous intéressons en effet a des méthodes capables de
prendre en compte et de mettre en valeur ce type d’information. Les domaines applica-
tifs sont la réduction de dimension, la classification, la reconstruction et la segmentation
de mouvement. Les méthodes factorielles et probabilistes sont adaptées pour traiter ce
type de question.

En modélisation statistique, il est de régle d’identifier les données par des réalisations
de variables aléatoires réelles définies sur un espace probabilisé (2, 7, P). La covariance
est alors un outil de référence pour analyser les liaisons entre variables aléatoires. Elle
caractérise les moments croisés centrés d’ordre deux et s’interpréte comme une mesure
de l'existence et du sens de la liaison linéaire entre les variables aléatoires. En tout
état de cause, la covariance classique n’est pas 1’outil adapté puisque la plupart des ca-
ractéristiques évoquées précédemment ne peuvent étre prises en compte. Pour donner
quelques illustrations, la covariance classique est indépendante de toute permutation
entre les réalisations. En particulier, lors de I’étude conjointe de séries temporelles avec
la covariance, 'ordre des mesures n’influe pas dans I'analyse, ce qui devrait normale-
ment en constituer une information majeure. Le calcul de la covariance ne met en jeu
que la valeur des réalisations des variables aléatoires et non les instants sur lesquels
elles sont échantillonnées. Autrement dit, la covariance suppose systématiquement que
I’échantillonnage soit régulier, et fait par conséquent disparaitre la dynamique.

De maniére générale, I’ajout d’une connaissance exogéne parait donc indispensable
pour mener une étude plus réaliste. Initialement introduits par Lebart [Leb69| pour
I’analyse de la contiguité, les graphes de relation binaire permettent de modéliser la
plupart de ces informations. On construit ainsi les covariances et variances associées qui
tiennent compte des dépendances des observations suivant le graphe défini sur Q2 x 2. La
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Fi1G. 1.1 — Le modéle X; = ¢(t) + ¢ illustré avec deux exemples de simulation. -
(a) Le phénoméne présente une tendance prédominante (analyse a 'aide de méthodes
factorielles). - (b) Le terme résiduel contient également de I'information (analyse a 1’aide
d’approches probabilistes).

littérature scientifique recense un grand nombre de travaux sur ce sujet avec les notions
suivantes : covariance partielle, locale, covariogramme croisé, semi-variogramine, varia-
bilité ... Il s’agit de proposer une approche unificatrice reliant les méthodes factorielles
et probabilistes. Le but de ce travail est également de déterminer dans quelle mesure
I’ajout d’une connaissance exogéne influe sur les principales approches.

1.2 Modéle

Nous menons notre étude en décomposant les données a 1’aide du modéle suivant :
Xt = gp(t) + €t

dans lequel ¢(t) est le terme tendanciel, correspondant & une fonction déterministe du
temps et ¢ le terme résiduel, obtenu en retranchant le terme tendanciel du signal. Le
modele sera étudié selon deux points de vue. La figure 1.1 en donne une illustration
avec deux exemples de simulation. En (a), le terme tendanciel ¢(t) est prédominant, le
terme résiduel est quant a lui assimilé a du bruit. Dans ce cas, on analyse un phéno-
meéne avec tendance, et I’on traite le cas déterministe avec ’analyse par la covariance de
©(t). L’approche employée est la statistique géométrique, qui s’appuie sur les méthodes
factorielles et discriminantes. L’analyste souhaite en pratique avoir une représentation
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synthétique et visible des données de maniére & en faciliter I'interprétation. L’objectif
des méthodes factorielles est de déterminer une représentation compacte de données
multi-variées. Une des approches classiques de la statistique multidimensionnelle est
I’analyse en composantes principales (ACP) [Jol86], qui extrait I'information pertinente
des données en analysant la structure de la covariance a ’aide d’une décomposition en
valeurs singuliéres. Parmi ses extensions, ’ACP fonctionnelle [RS97| s’applique dans le
cas ou les variables aléatoires sont continues et détermine une représentation synthé-
tique des données a I'aide d’une base de fonctions choisies a priori. L’ACP & noyaux
[SSM96], quant a elle, prend en compte les aspects non linéaires des liaisons entre les
données, en projetant dans un espace de dimension supérieure pour ensuite se ramener
a une ACP classique. La prise en compte dans PACP et ses variantes de n’importe
quelle connaissance exogeéne modélisée par une relation binaire sera explicitée. L’ana-
lyse de tableaux a trois entrées est une extension naturelle des méthodes factorielles en
dimension supérieure. L’une des applications est la reconstitution des données comime
les modéles PARAFAC [Har70, Har72] et Tucker [KKdL80], dans lesquels on décompose
un tableau a trois dimensions a l'aide de tableaux bidimensionnels. L’analyse par ex-
traction de signature considére la covariance comme une signature des données afin de
les plonger dans le méme espace et ainsi en étudier les relations existantes. La encore,
nous étudions comment intégrer la connaissance exogéne en proposant des approches
variantes de I'analyse factorielle d’opérateurs |[Fou84| et de STATIS |Esc80, Esc85].

La figure 1.1 (b) présente un autre exemple ou le terme ¢, contient de 'informa-
tion difficilement interprétable avec les méthodes factorielles. Ce terme est assimilé a
un vecteur gaussien dont I’étude sera menée a I'aide d’approches probabilistes. Dans
un premier temps, le modéle sur la covariance est posé a priori, et 'on s’intéresse a
I'estimation de la matrice de covariance. L’hypothése de gaussianité de ¢; induit une
distribution de Wishart pour la matrice de covariance. Cette distribution caractérise
les matrices de covariance empiriques d’échantillons de vecteurs aléatoires gaussiens.
La loi de Wishart sera utilisée dans le cadre de la classification. Dans le cas non super-
visé, la procédure d’estimation par 'algorithme Expectation-Maximisation (EM) des
parameétres des clusters sera présentée. Dans un second temps, on procéde a ’analyse
fractale du terme résiduel. ¢; s’identifie comme une trajectoire d’'un mouvement brow-
nien fractionnaire. On s’intéresse a ’estimation de ’autosimilarité par la covariance. En
effet, la covariance tient compte de maniére intrinséque de n’importe quel type d’échan-
tillonnage. L’indice d’autosimilarité peut alors étre estimé quelque soit 1’échantillonnage
et il convient de déterminer dans quelle mesure cette contrainte temporelle influe sur
I’estimation de ’autosimilarité.
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1.3 Plan de la thése

Cette thése se découpe en six chapitres. Le chapitre 2 présente un formalisme général
de la covariance qui tient compte de n’importe quel type de relation binaire intégrée
a priori dans le modéle. Nous proposons pour cela ’appellation générique covariance
relationnelle. La covariance relationnelle fait appel a la notion de graphe d’une relation
binaire pour lequel nous définissons ’espérance relationnelle associée. Un certain nombre
de propriétés liées a la covariance et 'espérance relationnelle seront introduites afin de
faciliter et de mettre en valeur de nouvelles interprétations. Nous passons enfin en revue
les différentes approches connexes : clustering spectral, géostatistique et réduction de
dimension.

Le chapitre 3 explicite I'intégration de la covariance relationnelle dans I’analyse en
composantes principales (ACP), et fait également le lien avec les méthodes a noyaux et
I’ACP fonctionnelle dont ’ACP relationnelle est un cas particulier. Nous dressons les
schémas de dualité associés qui éclairent une correspondance entre les espaces d’analyse.
Nous étudions également l'ajout de la signature de covariance relationnelle dans les
méthodes d’analyse de tableaux multiples : analyse d’opérateurs étendue également a
I’analyse discriminante.

Nous passons au chapitre 4 a I’étude du terme ¢; sous I’hypothése de gaussianité
en adoptant deux points de vue. D’une part, nous présentons une nouvelle application
de la loi de Wishart a la reconnaissance et la classification de matrices de covariance.
Nous proposons de fait I’algorithme EM pour matrices de covariance et évoquons les
contraintes du modéle. D’autre part, nous étudions I'influence de 1’échantillonnage ir-
régulier dans ’estimation de 'autosimilarité pour des signaux de taille faible a l'aide
de covariance. Nous proposons un protocole expérimental pour 1’étude de I'estimateur
associé. Une méthode de segmentation multidimensionnelle fondée sur la signature de
I’autosimilarité est également proposée.

Les exemples applicatifs des techniques précédentes seront étudiés au chapitre 5. Les
techniques proposées sont alors mises en ceuvre en considérant différentes contraintes
lies & la nature spatio-temporelle des données. Le contexte applicatif est consacré a
I’analyse locale du mouvement. D’une maniére générale, les données expérimentales sont
exploitées a des fins exploratoires par des techniques de segmentation, de reconnaissance
de formes, de reconstruction, de compression et/ou de classification. Le terme "local"
signifie que 1’on considére une relation binaire caractérisant les proximités temporelles
entre les observations. Nous appliquons les méthodes factorielles et la classification par
Wishart a un corpus de mouvements de danse contemporaine. L’analyse fractale du
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terme résiduel est illustrée a l'aide de données de biologie marine. Nous étudions le
déplacement 2D d’un poisson bar évoluant dans un bassin aquacole. Ce mouvement
présente des valeurs manquantes avec un échantillonnage irrégulier.

Enfin, le chapitre 6 constitue la conclusion générale et les perspectives de ce travail.
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Chapitre 2

Covariance Relationnelle

2.1 Introduction

En analyse statistique des données, on se place dans un espace probabilisé (2,7, P)
ou les données sont modélisées par des réalisations de variables aléatoires réelles définies
sur €. L’espace vectoriel des variables aléatoires est alors muni d’un produit scalaire
particulier pour lequel les notions géométriques de base se traduisent par des interpré-
tations statistiques : angle pour corrélation, projection pour régression . .. A ce titre, la
covariance permet d’exprimer I'information endogéne sur les liaisons entre les variables.
C’est 'un des outils les plus utilisés dans les méthodes statistiques. Mathématiquement,
la covariance est un moment centré du second ordre et représente le produit scalaire
entre les variables aléatoires centrées.

Dans la pratique, on peut imposer I'ajout d’une connaissance exogene qui influe
sur la structure des données analysées. De maniére générale, cette information exogéne
se rameéne le plus souvent a l'expression d’une relation binaire entre les observations et
I’on parle alors d’analyse de variables instrumentales, ¢’est a dire dépendantes d’une va-
riable supplémentaire [Sab87|. En tout état de cause, cette connaissance a priori n’est
pas prise en compte par la covariance. Dans ce chapitre nous étudions la covariance
induite par une relation binaire entre les observations, que nous rebaptisons sous l'ap-
pellation générique covariance relationnelle. Le terme "relationnelle" a été choisi car
nous considérons dans notre formalisme n’importe quelle relation binaire de référence.
Dés lors, I’ajout d’une telle relation a nécessairement un impact sur le calcul de la cova-
riance puisque celle-ci est modifiée en conséquence. Cette relation binaire est représentée
par un graphe de connexité entre les observations. Nous proposons une formalisation
afin de mettre en évidence les propriétés ayant de fortes implications dans la pratique et
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notamment pour ’étude de données spatio-temporelles [HLSJ07|, qui est a la base de ce
travail. La covariance relationnelle induit la notion d’espérance relationnelle, analogue
a l'espérance définie conditionnellement a la variable aléatoire du graphe de la relation
binaire. Nous proposons ensuite un ensemble de réécritures des parameétres usuels ma-
nipulés tels que inertie, variance, covariance ou moyenne. Chaque formulation permet
de mettre en évidence et d’appréhender une interprétation particuliére de la quantité
concernée. Ces interprétations utilisent successivement des considérations probabilistes
ou géomeétriques.

Dans une premiére section, nous détaillons le modéle probabiliste dans lequel s’ex-
priment les différentes notions apportées par la connaissance exogéne, c¢’est a dire par
la structure fixée a priori des observations. Dans un deuxiéme temps, nous définissons
la covariance et 'espérance relationnelles et formulons I’ensemble des propriétés sous-
jacentes. En section 3, nous précisons 'étape de discrétisation et évoquons I’emploi du
laplacien dans les approches de réduction de dimension, clustering et analyse spectrale
de graphe. En section 4, nous présentons les applications du laplacien en clustering
spectrale et faisons un lien entre la covariance relationnelle et des approches connexes
de type probabiliste et géométrique. Nous terminons par la conclusion en section 5.

2.2 Modéle probabiliste

2.2.1 Connaissance endogéne

Nous disposons d’'un espace probabilisé (2,7, P), ou  est un ensemble dont les
éléments sont appelés individus, 7 une tribu sur € et P une mesure de probabilité sur
Q. Une variable aléatoire réelle est une application définie sur € :

X : Q>R (2.1)

ou les observations sont réalisées de maniére aléatoire. Le produit scalaire pour la mesure
P entre les variables aléatoires X et Y est défini de la maniére suivante :

< X)Y >= / X(w)Y (w)dP(w) (2.2)
Q
Les variables aléatoires sont supposées de carré intégrable :
<X, X >=|X]|?= / | X (w)]PdP(w) < +00 (2.3)
Q

Pour w € Q fixé, X (w) représente la réalisation sur 0 de la variable aléatoire X. On
note par 1 la variable constante unitaire, i.e. 1(w) = 1 pour tout w € . L’opérateur
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linéaire de I'espérance appliquée a X est donnée par la formule :
E(X)=<X,1>= / X(w)dP(w) (2.4)
Q

L’opération de centrage d’une variable aléatoire revient a lui retrancher son espérance :

X, =X — B(X) (2.5)

Définition 1 (Covariance) Sans connaissance a priori sur l'espace 2, la covariance
entre deux variables aléatoires X et Y est donnée par le produit scalaire des variables
centrées :

Cov(X,Y) =< X,,Y, >= /Q (X(w) — BX)(Y(w) — B(Y))dP(w)  (2.6)

La variance et ’écart-type associés sont les suivants :
Var(X) =< X, X, > et ox =+/Var(X) = || X (2.7)
Une variable aléatoire réduite est obtenue en la divisant par son écart-type. La propriété

suivante exprime la covariance en fonction d’une mesure produit sur €2 x €2 :

Propriété 1 La covariance entre deux variables aléatoires centrées X et Y se calcule
en utilisant la formule quadratique :

Cov(X,Y) //Q . X W)Y (w) =Y (W))dP(w)dP(w") (2.8)

Cette expression de la covariance a déja été proposée dans sa version discrétisée [LMPO4].
Bien sir, cette expression coincide avec (2.6), d’aprés la formule de Huygens :

/ / ) XY (@) — Y (@))dP(w)dP() (2.9)
=3 (2 <X)Y>22EX)EY))=<X,Y >-EX)EY)=<X.Y,>

La formule de la covariance est exprimée par une intégrale double définie sur €2 x €2,
ce qui, comme on le verra, permet ’ajout d’une connaissance exogéne dont I’expression
générale concerne les couples d’individus.
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2.2.2 Connaissance exogéne

L’espace €) est sans structure autre que probabiliste. Dans la réalité, nous dispo-
sons souvent d’informations complémentaires sur les liaisons entre les individus telles
que proximité spatiale, temporelle, sociale ... Cette information est apportée par une
variable "exogéne" ordinale (pour une relation d’ordre totale ou de pré-ordre) ou catégo-
rielle (comme une fonction indicatrice d’appartenance relativement a une partition des
données). Une relation binaire est une forme générale pour représenter cette connais-
sance a priori. L’'information relationnelle exogéne s’exprime au travers d’un graphe
orienté! défini de Q x Q a valeurs dans {0, 1}. Cette relation est directement introduite
dans le modele probabiliste initial a 'aide du son graphe qui exprime les liens entre les
individus. Le graphe est induit par une variable g définie sur €2 x €2 :

(2.10)

, 1 siw est connecté a o’
g(w7 w ) = .
0 sinon

Nous définissons le degré’ comme une application de © dans [0,1] qui & w € Q associe
la somme des poids des arétes de g reliées a w :

deg(w) = /Qg(w,w')dP(w') <PQ)=1 (2.11)

La connectivité du graphe est la somme des degrés pour la mesure P :
= / deg(w)dP(w) < P(Q2) =1 (2.12)
Q

Soient A et D les opérateurs de £3(Q) vers son dual £2(Q)*

/Q QX W g(w,w)dP(w)dP(W') (2.13)

/ X (@)Y (w)deg(w)dP(w) (2.14)

Définition 2 (Laplacien du graphe) L opérateur du laplacien du graphe A de £L2(£2)
vers L2(Q)* est défini comme la différence entre les opérateurs D et A [Moh91] :

A=D—A (2.15)

1On trouvera en Annexe de ce chapitre un rappel sur les notions de base de théorie des
graphes.

2Habituellement, le degré d'un sommet est défini comme un entier égal au nombre d’arétes
entrantes et sortantes |Leb69|. Notre approche est analogue a Le Foll |Fol82| puisque nous
rajoutons une pondération aux arétes du graphe correspondant au produit des poids de leurs

somimets.
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L’opérateur A s’exprime alors de la maniére suivante :
AX)Y =D(X).Y — AX).Y (2.16)

Comme on le verra dans la suite, cette notion peut s’utiliser dans le cas continu ou
discret.

2.3 Covariance et espérance relationnelles

2.3.1 Covariance relationnelle

En calculant via le graphe g, la covariance sous sa forme quadratique s’exprime de
la maniére suivante :

Covy(X,Y) = i / i Q(X(cu) — X(WN(Y (w) =Y (W))g(w,w)dP(w)dP(w') (2.17)

Cette formule met en jeu les couples d’individus en relation pour le graphe. Notons que si
le graphe de la relation binaire est complet, alors le résultat est la covariance classique
puisque l'on retrouve la formule (2.8). Sinon, seuls interviennent dans la formule les
couples d’individus en relation pour g. Le terme dP(w)dP(w') est une pondération
implicite de 'aréte du graphe reliant w et w’. Par ailleurs, nous avons la relation :

/ /Q dP)APW) =1 (2.18)

On introduit donc le facteur de normalisation induit par la connectivité du graphe qui
permet d’avoir la somme des pondérations des arétes du graphe égale a 1 :

1
— // g(w,w"dP(w)dP(w') =1 (2.19)
K JJaxa
La covariance induite par g s’exprime de maniére synthétique a I’aide du laplacien du
graphe :
Définition 3 (Covariance relationnelle) La covariance relationnelle entre deuz va-

riables aléatoires X et 'Y se calcule en utilisant la formule quadratique :

1 1
Couy(X,Y) = —A(X).Y =~ < XY >4 (2.20)
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On montre’ que si le graphe est symétrique, alors la définition a bien un sens.

A lorigine, la covariance relationnelle est plus connue sous le nom de covariance
locale |Gead4, Mor48| dans le cadre de I'analyse de la contiguité. De méme, la cova-
riance relationnelle s’apparente a la notion de covariance partielle |[Rao64| qui exprime
la covariance en tenant compte d’une variable aléatoire exogéne a valeurs fixées. La dé-
finition ci-dessus présente un cadre général qui englobe un large ensemble de relations
et permet de déduire un certain nombre de propriétés [HLSJO7|. Pour certaines d’entres
elles, nous faisons référence aux auteurs qui en ont naturellement inspiré le formalisme.

Propriété 2 La covariance relationnelle utilise implicitement une version symétrisée
du graphe g.

En effet, celle-ci n’agit pas sur un graphe particulier mais plutot sur sa classe d’équiva-
lence, ot deux graphes g; et go sont équivalents si les symétrisés coincident :

g1~ g2 = (g1 +G1 = g2+ §o) (2.21)

ou le graphe g est le symétrique de g :
Vw,w' € Q, glw,w) =g, w) (2.22)
Les covariances relationnelles d’un graphe quelconque et de son symétrique sont égales :
Covy(X,Y) = Covz(X,Y) (2.23)

On montre également que ces covariances coincident avec celle du graphe valué symé-
trique g* suivant :

. 1 ~

9w o) = 5 (g(w, ) + g(w,w)) (2.24)
Ce graphe peut prendre trois valeurs : 0, 1 ou 1/2. Le cas ou g*(w,w’) = 0 signifie
que w et w' ne sont pas connectés pour g, celui ou ¢g*(w,w’) = 1 signifie que w et
w’ sont connectés pour g par deux arcs opposés, et g*(w,w’) = 1/2 signifie que w

et W’ sont connectés par un arc unique. Enfin, la formule (2.17) montre clairement
que les arétes réflexives n’interviennent pas dans le calcul de la covariance relationnelle.
Cette propriété est fondamentale puisqu’elle permet de considérer un graphe de relation
binaire symétrique, sans aucune perte de généralité.

30n trouvera en Annexe de ce chapitre la preuve du sens de cette définition ainsi que de
I’ensemble des propriétés concernant la covariance et 'espérance relationnelles.
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Propriété 3 En notant par Ay le laplacien du graphe complet, on obtient la décompo-
sition sutvante :
< X,Y >pA,=< X,Y >A—|—<X,Y >A—A (225)

Autrement dit :
Cov(X,Y) = kCovy(X,Y) + (1 — k)Covz(X,Y) (2.26)
ot g est le graphe complémentaire défini par :

Vw,w' € Q, glw,w)=1-g(w,w) (2.27)

De la formule (2.26), on en déduit si X =Y :
Var(X) = kVary(X) + (1 — k)Varg(X) (2.28)

La variance totale s’exprime en fonction de la variance relationnelle a laquelle s’ajoute
le terme résiduel (1—x)Varg(X). Celui-ci s’'interpréte comme une variance via le graphe
complémentaire de g. L'opérateur A; — A induit un produit scalaire puisqu’il posséde
les mémes propriétés que A.

2.3.2 [Espérance relationnelle

Nous allons définir la notion d’espérance, conditionnellement a un graphe de connexité
afin de donner une interprétation complémentaire de la covariance relationnelle.

Définition 4 (Espérance relationnelle) Posons pour tout w € Q :

1
deg(w)

E(X|g)(w) est appelée espérance relationnelle de la variable aléatoire X mesurée sur le

E(X|g)(w) =

/QX(u/)g(w, WdP(w") (2.29)

voisinage de w selon le graphe g.

L’espérance relationnelle E(X|g) est une variable aléatoire de £2(£2) qui associe a tout
individu la moyenne de la variable aléatoire X calculée sur ses voisins selon g. Nous nous
placons bien dans le cadre d’une espérance conditionnelle dont chaque valeur dépend
des réalisations de la variable aléatoire g définie sur 2 x Q. Il est clair que E(X]|g) est
bien définie si deg(w) est non nul pour tout w, ce qui impose que tout individu posséde
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au moins un arc sortant. Dans ce cas, on vérifie aisément 1’existence d’une telle variable
aléatoire en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

EX|g)w) < [E (Xlg 2(2.30)
< deg (/|X PP ( ) (/mww 2dP(o >)
<

De maniére générale, E(.|g) ne peut s’interpréter comme une espérance ordinaire par
défaut d’idempotence :

E(E(Xg)lg) # E(X]g) (2.31)

Ainsi, 'application linéaire E(.|g) n’est pas un projecteur et ne vérifie pas la propriété
d’orthogonalité d'une espérance conditionnelle ordinaire, et ’on a en général :

< B(X|g), X — E(X|g) ># 0 (2.32)

Par contre, si g est une relation d’équivalence (i.e. : partition), chaque individu est
connecté pour le graphe a l'ensemble des éléments de sa classe, alors ’espérance re-
lationnelle coincide exactement avec 1'espérance conditionnelle et la covariance (resp.
variance) relationnelle s'interpréte comme la covariance (resp. variance) intra-classe.

Propriété 4 Soit < .,. >q le produit scalaire défini par la densité de probabilité () :

Qw) = Ple)deg(w) (2.33)

K

La covariance relationnelle entre X et'Y est égale au produit scalaire pour Q) de X avec
l’écart de Y a son espérance relationnelle :

1
Covy(X,Y) = ~ < X, Y >a=< X, Y — E(Y|g) >¢ (2.34)

ol

< XY Sg- /Q X (W)Y () / X (W)Y (w)deg(w)dP(w) (2.35)

Par linéarité, (2.34) implique que dans le cas ou la variable aléatoire X est QQ-centrée,
la variance de X pour () se décompose comme suit :

Varg(X) =Vary(X)+ < X, E(X|g) >¢ (2.36)

La variance totale d’une variable aléatoire s’exprime comme la somme de sa variance
relationnelle et de sa variabilité globale (appelée aussi autocovariance spatiale). Pour
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un graphe définissant une proximité, 'autocovariance spatiale mesure la similarité entre
les individus voisins. Le terme < X, F(X|g) >¢ est le produit scalaire entre la variable
aléatoire X et sa moyenne locale dans le graphe et permet de caractériser la dispersion
locale de X. Ce terme n’est pas considéré comme une variance car il peut éventuelle-
ment présenter des valeurs négatives. Thioulouse et al. |[TCCO02| appliquent cette notion
dans le cas discret pour analyser la structure locale et globale de dispersions d’oiseaux
sur des zones géographiques données. Avec cette formule appliquée a des données adap-
tées, il est possible de mesurer I'indépendance spatiale en utilisant I'indice de Geary
[Geab4] et de Moran [Mor48|. L’'indépendance spatiale signifie que les individus ne sont
soumis a aucune liaison spatiale. En particulier, cela garantit de pouvoir utiliser les
tests statistiques usuels ou I’on suppose I'indépendance des tirages.

L’indice de Moran ou autocorrélation spatiale s’apparente a un coefficient de cor-

rélation et se définit comme le quotient entre variabilité globale et variance totale :
< X, E(X|g) >q

I oran — S O, 1 2.37

M Varg(X) 0, 1] (2.37)

Il permet de mesurer la ressemblance entre les individus en relation pour le graphe.

L’indice de Geary, complémentaire, est le rapport entre variance locale et variance

totale : Var,(X)
ar
Ieary = ——~—% =1 — Injoran 2.38
Geary Varg(X) M ( )
Si I'indice de Geary est proche de 1, alors les individus n’ont aucune relation pour le

graphe. Ils sont disposés de maniére aléatoire, sans aucune structure dans l’espace.

Propriété 5 L’opérateur E(.|g) est auto-adjoint pour < .,. >q :

< E(X|g).Y >q=< X, E(Yg) >q (2.39)

La covariance relationnelle étant symétrique, la formule (2.34) s’applique de la méme
maniére & Covy(X,Y) ou Covy(Y, X) et 'on en déduit :

< X,Y —E(Y]|g) >o=< X — E(X]g),Y >¢ (2.40)

Le produit scalaire pour () entre I'espérance relationnelle de la variable X (resp. Y) et
Y (resp. X) donne le méme résultat. Cette relation est similaire a celle de la covariance
qui s’exprime avec le centrage d’'une seule variable :

Cov(X)Y) = <X, Y—-EY)>=<X-EX),Y > (2.41)
= <X —-EX),Y—-EY)>
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Avec I'usage d'un graphe, nous avons l’analogie, mais avec le centrage par rapport a
I’espérance relationnelle, sans pour autant avoir 1’égalité avec le produit scalaire des
variables toutes deux centrées, d’aprés (2.32). Autrement dit :

Covg(X,)Y) = <X,Y—-E({Y|g) >g=<X — E(X|g),Y >¢ (2.42)
£ <X - E(X|g).Y — E(Y]g) >q

Propriété 6 La moyenne de l'espérance relationnelle d’une variable aléatoire est égale
a son espérance totale pour @) :

Eq(E(X|g)) = Eq(X) (2.43)

Cette propriété est analogue au théoréme de I'espérance totale qui met en jeu I'espérance
d’une variable aléatoire conditionnellement a une autre. Dans notre cas, ’espérance est
liée a la pondération des individus ainsi qu’a leur liaison pour le graphe.

2.4 Discrétisation

Pour mettre en ceuvre les techniques précédentes, il convient d’obtenir un échantillon
des variables aléatoires analysées. Nous passons ainsi & une formulation discréte des
questions évoquées plus haut dans un cadre continu. Dans ce cas, ’espace ) est un
ensemble fini de taille n et définit les variables aléatoires discrétisées sur £2({wy, ..., wn }),
identifiable & R". Soient (X, ..., X,) un vecteur aléatoire a p dimensions, X le tableau
n X p contenant un n-échantillon du vecteur aléatoire, et P une mesure associant une
pondération (FP,,) ; aux individus. On note par D la matrice diagonale n x n contenant
les poids des individus. Cette matrice constitue une métrique sur ’espace engendré
par les variables aléatoires. L’expérience aléatoire conduit a la fois a 'obtention des n
réalisations du vecteur aléatoire et a celle du graphe de la relation g. On note par G la
matrice d’adjacence de taille n x n associée au graphe g :

Gy = { 1 sl w; est connecté a w; (2.44)

0 sinon

Les opérateurs A et D qui conduisent & I'expression du laplacien A ont des formes
matricielles symétriques (n X n) et conservent les propriétés générales précédemment
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étudiées. A est la matrice d’adjacence pondérée de G exprimant la relation binaire
induite par la matrice G :

Aij =P, PGy, 1<i,j<n (2.45)

La matrice des degrés D est diagonale et contient la somme des éléments de chaque
ligne de A :

Dy = Z'AU = P,,.deg(w;) (2.46)
j=1
ou deg(w;) est la somme discrétisée des poids des individus dont les individus sont
connectés a ¢ pour G :

deg(w;) = Y PG (2.47)
j=1
La formule (2.17) s’écrit sous sa version discrétisée :
1 n
Covg(X,Y) = - D (X (wi) = X(w) (Y (wi) = Y (w)))Gyj P, P, (2.48)
ij=1

ou la connectivité s’exprime dans sa version discrétisée :

k=Y P,deg(w;) = trace(D) (2.49)
i=1
A laide des versions discrétisées de A et D, nous exprimons la covariance relationnelle
sous forme matricielle [Leb69)| :

Vo = %tX(D - A)X = %tXAX (2.50)

A est une matrice symétrique semi-définie positive d’ordre n et de rang n — 1 si le
graphe est connexe [Bol98|. En général, si le graphe a k& composantes connexes; alors
le rang du laplacien du graphe sera n — k. De plus, Ker(A) est 'espace engendré par
la variable aléatoire constante unitaire. Il est donc inutile de centrer préalablement les
variables aléatoires pour déterminer la matrice de covariance relationnelle :

Covy(X.,Y.) = Covy(X,Y) (2.51)

Dans la propriété 4, le ()-centrage n’a d’importance que pour le terme de droite qui met
en jeu < .,. >q. Toutes les variables aléatoires sont donc projetées dans I'orthogonal®
de la variable aléatoire constante unitaire (cf fig. 2.1) :

Al=(D—-A)1=D1-A1=0=01 (2.52)

Par ailleurs, les variables aléatoires correspondant aux vecteurs propres de A forment
une base orthonormale de ’espace des individus et donc, la somme des réalisations des
vecteurs propres non constants de A est toujours nulle, par orthogonalité avec le vecteur
propre constant égal a 1.

4Dans 'espace euclidien R” muni du produit scalaire usuel.
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”_,—.—_- ~
\ _ Métrique D _ »

X 1=Ker(]\)

Y

Fi1G. 2.1 — La valeur propre nulle associée au vecteur propre de coordonnées identique-
ment égales a 'unité implique que I'image du laplacien est incluse dans I’orthogonal de
ce vecteur.

2.5 Approches connexes

La prise en compte de relations topologiques ou géographiques par exemple entre
les individus a donné lieu & de nombreux développements. Dans cette section, nous
proposons de préciser les applications du laplacien du graphe (réduction de dimension
et clustering spectral) et d’évoquer les liens avec le domaine de la géostatistique®.

2.5.1 Autres applications du laplacien

La métrique du laplacien a été appliquée efficacement dans des contextes variés tels
que le clustering et le partitionnement de graphe. Dans tous les cas, on fait appel a
sa décomposition spectrale et I’on trouvera a ce sujet un ensemble de propriétés dans
|AMS85, Moh91|. L’analyse lissée |Esc89| consiste & supprimer les variations locales en
considérant le barycentre des individus préalablement équipondérées et reliées pour le
graphe. Mathématiquement, cela revient & analyser le tableau D71 AX au lieu de X.
L’analyse des différences locales [Esc89| se rapproche de I'analyse locale en supprimant
le barycentre des individus ot les individus sont connectées, et considére donc le tableau
X — D' AX au lieu de X. L’analyse lissée et I’analyse des différences locales sont deux
approches complémentaires qui généralisent 1’analyse intra et inter-classe.

5Voir en Annexe de ce chapitre pour les rappels concernant la théorie des processus et de
I’estimation.
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Fiedler |Fie73] étudie les propriétés de connexité d’un graphe par l'intermédiaire
de la plus petite valeur propre non nulle du laplacien, qu’il appelle connectivité algé-
brique. 11 montre que ce nombre est strictement positif si et seulement si le graphe
est connexe. Plus récemment [ST96|, la connectivité algébrique est appelée valeur de
Fiedler et son vecteur propre associé vecteur de Fiedler. La valeur de Fiedler permet
de déterminer la segmentation optimale par coupe d'un graphe, en le scindant en deux
sous-graphes disjoints. Pour cela, on détermine une certaine valeur de coupe du graphe.
En faisant correspondre les sommets du graphe avec les éléments du vecteur de Fiedler,
on partitionne le graphe suivant que ces éléments sont inférieurs ou non a cette valeur.

Dans la méthode laplacian eigenmaps |BN02|, le laplacien approxime 'opérateur
généralisé de Laplace Beltrami, qui permet un plongement dans un espace de dimension
réduite m < n des individus. La méthode est robuste, simple dans sa mise en place
puisqu’elle ne nécessite au final qu’une décomposition spectrale, et permet également la
préservation de la géométrie locale des points d’intérét. Le plongement est caractérisé
par un n-échantillon d’un vecteur aléatoire Y = (Y3, ...,Y,,) de dimension m. Le vecteur
Y est fondé sur un probléme de minimisation d'une fonctionnelle mettant en jeu la
matrice d’adjacence. Les variables aléatoires du plongement Y minimisent la relation
% szzl(Yki — Y%;)2A;; [BNO3]. En développant, on retrouve 'expression matricielle de
la covariance relationnelle. Pour k allant de 1 a m :

1 n 1 n n n
i,j=1 i,j=1 ij=1 ij=1
1 n n n n n
SE{P I SPIND 17 oPIEE) SRV
i=1 j=1 j=1 i=1 i,j=1
1 [ - - .y -
= 3 D YEDGi) + Y VDG =2 ) YkiijAij>
i=1 j=1 1,j=1

= Y, DY, -V, AY,
Avec une contrainte de normalisation %, DY, = 1, le probléme est donc équivalent a

déterminer les vecteurs propres de AY, = MDY} correspondant aux m plus petites
valeurs propres A [BNO3]. Par ailleurs :

Cela revient donc & calculer les vecteurs propres de D~' A correspondant aux m plus
grandes valeurs propres. Deux variantes de graphe sont proposées. L'une est fondée
sur une proximité spatiale controlée par un parameétre €, et 'autre sur une indicatrice
d’appartenance aux k plus proches voisins :

Gj = Wos—z12<y (i, 5) (2.55)
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ou bien

(2.56)

ok 1 siest I'un des k plus proches voisins de j
“ ) 0 sinon

Le premier graphe est analogue a la transformation de Sammon [Sam69| et attribue un
poids d’autant plus important aux distances faibles. Pour la matrice d’adjacence, deux
variantes sont également proposées. Soit une relation simple sans pondération :

ou soit définie par un noyau gaussien :

|2
Ay :exp{ - M} (2.58)

g

ou o est I'écart-type a fixer controlant I’étendue de la relation. La méthode laplacian
eigenmaps considére une pondération des arétes du graphe de la forme P, et non plus
P, P,,. Il s’agit en fait d’un cas général pour lequel la notion de degré définie en (2.11) et
donc d’espérance relationnelle n’a plus de sens puisque il n’est plus possible d’attribuer
un poids aux sommets du graphe. Par conséquent, seules subsistent les propriétés 2
et 3 concernant le choix arbitraire d’'un graphe symétrique et la décomposition de la
variance, le laplacien du graphe restant quant a lui symétrique semi-défini positif par
construction.

De la méme maniére, le clustering spectral [Wei99, NJWO1| consiste a segmenter
I’ensemble des individus a 'aide d’un partitionnement de graphe. Le probléme est de
déterminer les éléments propres d’une matrice caractérisant une proximité spatiale. Le
principe est le méme que la méthode laplacian eigenmaps, et la matrice d’adjacence
est similaire a celle de la formule (2.58). La seule différence réside dans la définition
du graphe, qui est moins restrictive puisqu’on impose uniquement la non réflexivité des
arétes :

Gij =1—10;; (2.59)

En ajoutant un lien de proximité spatiale, les résultats sont meilleurs que ceux obtenus
avec la méthode des centres mobiles appliquée aux données brutes.

2.5.2 Geéostatistique

La géostatistique, développée par Matheron |[Mat65], est le domaine se situant entre
les statistiques et la géologie. Le but est d’analyser les corrélations spatiales entre va-
riables aléatoires modélisées par un processus aléatoire gaussien {Z(s)/s € Q C R4} et
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a prédire certaines valeurs a partir de points ou les valeurs de mesure sont connues. En
pratique, d prend trois valeurs : 1, 2 ou 3 suivant la dimension du "terrain" étudié. Les
variables analysées sont dites régionalisées, ce qui sous-entend que les valeurs de mesure
ne sont pas indépendantes de leur localisation spatiale. Par exemple, il est fort probable
que la température prélevée sur un terrain aprés écoulement de lave soit sensiblement
la méme & un point qu’a ses points voisins. Les différentes étapes que le géostatisticien
doit respecter dans son analyse et dans son protocole sont les suivantes [Cre93] :

— Trouver une zone d’échantillonnage.

— Faire un résumé qualitatif ou quantitatif des données sur ’échantillon, ¢’est a dire
effectuer les mesures.

— Détecter et admettre 'hypothése de stationnarité pour et par I’emploi du vario-
gramme.

— En déduire, par krigeage, les valeurs des mesures en des points inconnus (n’ap-
partenant pas a la zone d’échantillonnage).

En géostatistique, nous mesurons les propriétés structurales d’une série par l'in-
termédiaire du variogramme. C’est 'outil de base et également la statistique la plus
utilisée dans le cadre de ’estimation. Il donne une indication sur la variabilité spatiale
du phénoméne étudié. Son emploi nécessite 1'hypothése intrinseque, fondamentale en
géostatistique, a savoir que les accroissements du processus sont stationnaires en espace
de moyennes nulles. Ainsi, la variance des accroissements ne dépend que de ’écart entre
les variables aléatoires. Formellement, cette hypothése se formule par deux assertions :

VheQ, E(Zgn—2Zs)=0 et var(Zsin — Zs) = 2y(h) (2.60)

Les quantités 2y et v sont appelées respectivement variogramme et semivariogramme.
Le variogramme peut étre de type usotropique ou anisotropique, suivant qu’il dépende
de la norme (cas isotropique) et en plus de la direction de h (cas anisotropique). Les
analyses locales fondées sur le variogramme [Mat65, Kri51| établissent les prémisses
des méthodes factorielles dédiées a 'analyse de données géologiques. Comme pour les
fonctions a noyaux, plusieurs appellations peuvent étre employées suivant la définition
de 7 : linéaire, sphérique, exponentiel, ... Si le processus Z est observé sur un ensemble
discret {sy, ..., s, } réguliérement espacé de h, Matheron |[Mat65] propose une estimation
classique du variogramme. En définissant G, = {(s;,s;) € Q x Qls; —s; = h}, cet
estimateur s’exprime sous la forme :

n

2|é:h| Z<Z (si) = Z(s;))(Z(s:) — Z(3))G(i, ]) (2.61)

7(h) =

ou |Gy| désigne le nombre d’éléments distincts de Gj. Pour h fixé, on retrouve l'ex-
pression de la variance relationnelle empirique sans pondération calculée a partir de
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la formule (2.48). L’ensemble G}, est un graphe non symétrique qui fait du semivario-
gramme un cas particulier de la variance relationnelle empirique avec équipondération
des individus. L’estimateur de y(h) est asymptotiquement non biaisé et sensible a la
présence de données aberrantes |[HC84|.

On peut également citer d’autres outils de la géostatistique liés a la covariance
relationnelle. Si Z est un processus stationnaire, la fonction d’autocovariance (ou cova-
riogramme) C' se définit par :

C(h) = cov(Zsypn, Zs) (2.62)
La formule suivante relie le variogramme et le covariogramme |Cre93, p.67] :
v(h) = C(0)+ C(h) (2.63)

Sous I’hypothése intrinséque, cette formule est analogue a (2.36) concernant la décom-
position de la variance totale. Dans le cadre de I'estimation, ce résultat devient faux :

3(h) # C(0) + C(h) (2.64)

Néanmoins, on démontre que la différence entre les deux termes est d’autant plus pe-
tite que |Gy|/n est proche de 1 [Cre93|. Le variogramme est utilisé dans le krigeage
[Cre93], méthode d’interpolation spatiale qui estime la valeur d’un phénomeéne naturel
en des sites non observés. Notre approche est différente car elle n’utilise pas le vario-
gramme comme un outil mais comme un objet d’étude apportant de 'information sur
I'interaction et la dispersion des phénomeénes.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le formalisme de la covariance relationnelle
qui permet de prendre en compte une information exogéne de type relationnel dans
I’étude de la liaison entre variables aléatoires. La covariance relationnelle est invariante
quelque soit le centrage préalable des variables aléatoires. C’est un produit scalaire
dans l'orthogonal de I'espace des variables constantes. Elle utilise implicitement une
version symétrisé du graphe de connexité, qui autorise donc de travailler sans perte
de généralité avec le graphe de la relation binaire symétrique, et sous-entend égale-
ment la notion d’espérance relationnelle dont la définition nécessite des contraintes de
connexité du graphe. Sans avoir la totalité de ses propriétés, cet opérateur présente de
fortes similitudes avec la notion classique d’espérance conditionnelle. Au dela des pro-
priétés générales, valables quelle que soit la relation étudiée, des propriétés spécifiques
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peuvent étre proposées lorsque la relation exogéne étudiée est d’une forme particuliére.
En particulier, le choix d’une relation binaire caractérisant une partition entre les indi-
vidus améne naturellement a considérer, comme en analyse discriminante, les notions
de covariances intra et inter-classes. Quelque soit la relation étudiée, il est clair que
la covariance relationnelle présente un cadre trés général en incluant des outils statis-
tiques connus. C’est une covariance a part entiére qui s’utilise donc dans n’importe
quelle méthode d’analyse du second ordre.






Chapitre 3

Approches liées a la statistique
géométrique

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons I'introduction naturelle du laplacien dans I’ana-
lyse en composantes principales (ACP) |Jol86] et dans les méthodes d’analyse de ta-
bleaux multiples fondées sur la covariance. L’ACP standard se place dans le contexte
d’un espace probabilisé, et optimise des critéres d’inertie pour rendre compte des co-
variances entre variables et des distances mutuelles entre individus dans des espaces
de dimension réduite. Nous proposons l'appellation ACP relationnelle qui analyse un
vecteur aléatoire conditionnellement a la donnée d’une relation binaire sur les indivi-
dus. Formellement, le concept est le méme que 'ACP ou I'on adopte le laplacien du
graphe de la relation comme la métrique sur 'espace des variables. Les extensions dans
le cas fonctionnel (ACP fonctionnelle [RS97|) et dans celui d’une non linéarité entre les
liaisons (ACP a noyaux [SSM96]) seront également vues en détail.

Dans le cadre de ’analyse de tableaux multiples, nous introduisons également deux
méthodes d’analyse de tableaux a trois entrées, appelées respectivement analyse d’opé-
rateurs de covariance relationnelle |[HLSJO6b| et analyse discriminante d’opérateurs
de covariance relationnelle |HLSJ06¢|. L’analyse de tableaux multiples considére deux
approches de traitement : I'une pratique une décomposition synthétique des données,
comme les modéles PARAFAC [Har70, Har72| et Tucker [KdL80], 'autre mesure les
liaisons entre les sous-tableaux par extraction de signature, comme l’analyse factorielle
multiple [EP98|, 'analyse canonique généralisée [Hor61], STATIS [Esc80, Esc85] ou
I'analyse procrustéenne [Tuc58, Gow75]|. Les deux méthodes que nous proposons s’ins-
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crivent dans cette seconde approche et peuvent étre considérées comme variantes de la
méthode STATIS appliquée & un ensemble d’opérateurs de covariance relationnelle.

En section 2, nous présentons le formalisme de I’ACP relationnelle et montrons en
section 3 comment cette méthode peut étre vue comme un cas particulier d’ACP fonc-
tionnelle et d’ACP a noyaux, dont nous dressons le schéma de dualité correspondant,
ce qui permet d’établir le lien avec ’ACP standard. Nous introduisons en section 4
les deux méthodes d’analyse factorielle multi-tableaux tenant compte d’une relation
binaire exogene. Nous terminons par la conclusion en section 5.

3.2 ACP relationnelle

3.2.1 ACP discréte et schéma de dualité

Du fait de sa simplicité et de sa facilité d’implémentation, I’ACP |Hot33, Jol86| est
I’approche la plus connue en analyse factorielle de données. On détermine une nou-
velle base orthonormale pour laquelle la géométrie des individus et des variables est
représentée de facon optimale. Dans ce paragraphe, nous présentons un inventaire des
adaptations de ’ACP suivant la nature des données traitées : cas fini (ACP discréte),
continu (ACP fonctionnelle) et non linéaire (ACP a noyaux).

Soit X = (X7, ..., X)) un n-échantillon d’un vecteur aléatoire de dimension p, re-
présenté par un tableau de taille n X p dont les colonnes sont les réalisations des p
variables aléatoires et les lignes les n individus x; représentés dans la base canonique de
RP. Dans le modéle, on introduit une matrice M qui représente la métrique sur ’espace
des individus et qui peut s’interpréter comme un systéme de pondérations des variables
aléatoires et de leurs interactions d’ordre deux. De méme, ’espace des variables est muni
de la métrique diagonale des poids des individus notée D. Les variables Xy, ..., X, sont
supposées centrées pour D :

XD1=0€eR? (3.1)

Le cas centré est le cas général, bien que dans certaines situations, on puisse décider et
justifier de réaliser une ACP non centrée. On analyse alors les moments d’ordre deux
et non plus la covariance. L’ACP permet une dualité en construisant d’une part de
nouvelles variables aléatoires synthétiques appelées composantes principales (CP), qui
maximisent les covariances entre les variables aléatoires. D’autre part, ’ACP maximise
I'inertie du nuage des individus projetés a ’aide des azes principauz.
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L’ACP du triplet statistique (X, M, D) s’exprime de la fagon suivante. La matrice
de covariance empirique V' entre les variables aléatoires est donnée par la relation :

V = 'XDX € RP*P (3.2)

La matrice VM est I’opérateur de covariance du vecteur X. Soient U et A respectivement
les vecteurs propres M-normés a 'unité et les valeurs propres associées de VM. Les
vecteurs propres sont portés par les axes principaux. On a les relations suivantes’ :

VMU =UA et C=XMU (3.3)

Les CP sont D-orthogonales et D-normés a A'/2. Les vecteurs propres U forment une
base de I'espace des individus et les CP une base de ’espace des variables aléatoires. Par
construction, la projection M-orthogonale d’un individu z; sur le jéme vecteur propre
est égale a la téme observation de la jéme CP :

< T, Uj >p= tl’iMUj = (XMU)U = Cij = Cj(wi) (34)

La coordonnée de la variable aléatoire X; sur la CP réduite C;/4/\; est égale au produit
de la 7éme coordonnée du jéme vecteur propre par la racine carrée de la valeur propre
associée :

1 1
<X,,Ci>p = —— <Xe;,XMU; >p= —="e,XDXMU, 3.5
: Jj -~ D \/Tj e Jj~D \/Tje J ( )
1 1
= t€iVMUj = —tei)\jUj = \/)\j%in

N ey
= VAU

ou e; est le iéme vecteur de la base canonique de R". D est considérée comme la matrice

-
<

d’une application linéaire définie par (D(Y))(X;) =< Y, X; >p, pour Y un vecteur fixé
de R™. La matrice M définit application (M (y))(x;) =< y,x; >y, pour y un vecteur
fixé de RP.

En multipliant la premiére égalité de (3.3) par M, on obtient :

MV (MU) = (MU)A (3.6)

On voit donc que U* = MU est 'ensemble des vecteurs propres de MV associés aux
mémes valeurs propres que VM. Ces vecteurs, appelés facteurs principauz, sont M-
orthonormés :

U MU = (MU)YM™'MU = 'UMU = I, (3.7)

Remarquons que XU* = XMU = (. Par dualité, on a également les deux égalités
suivantes :

WDC =CA et U=XDCA™! (3.8)

Voir en Annexe de ce chapitre pour la solution du probléme d’obtention des CP.
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F1G. 3.1 — Schéma de dualité de ’ACP.

ou :
W =XMX e R (3.9)

Multiplions la premiére égalité par D :
DW(DC) = (DC)A (3.10)

De méme, C* = DC' est la matrice des vecteurs propres de DW de valeurs propres A.
Ces vecteurs sont D~ !'-normés. On appelle les vecteurs de C* les cofacteurs principaus.
Le contexte de 'ACP du triplet (X, M, D) peut étre représenté par le schéma de dualité
de la figure 3.1 [CP76].

L’ACP connait beaucoup de variantes dont voici les principales. L’ACP canonique
consiste & prendre la métrique canonique sur les individus. Comme M = I, I'inertie se
confond alors avec la variance des variables aléatoires. L’ACP normée analyse les corré-
lations en normant les variables aléatoires par leur écart-type. L’ACP pondérée |Fol82]
insiste sur 'introduction d’une pondération des couples d’individus parallélement a la
pondération classique. L’ACP lissée [BE9O] applique préalablement un filtrage de type
moyenne mobile ou différences premiéres des variables analysées. On citera aussi ’ACP
de Wartenberg [War85| qui considére une contiguité spatiale tout en levant la contrainte
de matrice définie positive. Wartenberg interpréte les valeurs propres négatives comme
un poids supplémentaire a l'interaction spatiale (covariance) plutot qu’a la structure
(variance). Plusieurs autres méthodes factorielles sont considérées comme des cas parti-
culiers de ’ACP munie d’une métrique spécifique. L’analyse des correspondances peut
étre vue comme une double-ACP (sur lignes et colonnes) avec la métrique du x?. L’ana-
lyse discriminante est une ACP sur les centres de gravité des classes avec la métrique
de Mahalanobis. Nous retenons de toutes ces déclinaisons (pour lesquelles un exposé
théorique est donnée dans [Leb69]) qu’elles ont en commun d’appliquer la démarche
classique de ’ACP, en introduisant dans le modéle initial une information de type re-
lationnel. Toutes ces méthodes apparaissent comme des cas particuliers de 1’analyse
canonique ou de 'ACP avec variables instrumentales, qui recherche des combinaisons
linéaires des variables aléatoires sous des contraintes issues de variables exogénes.
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3.2.2 Introduction du laplacien

Il apparait que la spécificité de I’analyse relationnelle réside effectivement dans les
propriétés de la covariance relationnelle et non pas dans celles de PACP |HLSJO07].
Plus précisément, une fois que 'on s’est convaincu que la covariance relationnelle est
une covariance a part entiére, I’ACP s’applique clairement de facon classique au triplet
statistique (X, M, %A) avec toutes ses propriétés usuelles. L’ACP relationnelle est une
ACP classique dans laquelle on introduit le laplacien A en tant que métrique sur I’espace
des variables aléatoires. Les aspects formels sont identiques mais les interprétations sont
spécifiques.

Notons que dans l'espace des individus, le critére au sens des moindres carrés des
distances calculées avec la métrique M implique que 1’on peut passer des axes principaux
d'une ACP relationnelle & ceux d’une ACP standard par une simple transformation
(naturellement non orthogonale). Ce passage du global au relationnel met en jeu les
coordonnées respectives des vecteurs propres (les lignes de la matrice U) dans la base
canonique.

Nous passons maintenant en revue les variantes de ’ACP pour lesquelles nous préci-
sons les liens avec la covariance relationnelle et/ou la maniére d’introduire la métrique
du laplacien dans le modéle. Précisément, nous explicitons I’ACP locale, ’ACP fonc-
tionnelle et ’ACP a noyaux, dont ’ACP relationnelle s’avére étre un cas particulier.

3.3 ACP locale

L’ACP locale, introduite par Aluja-Banet et al. [ABNT91, ABL84|, est similaire &
I’ACP relationnelle puisqu’elle est également basée sur un graphe d’une relation binaire
entre les individus. On considére la matrice, notée T', qui croise les arcs avec les sommets

du graphe :
1 sij est un sommet origine de l'arc ¢
T(i,7) =< —1 sij est un sommet final de I’arc ¢ (3.11)
0  sinon

La matrice T est de taille n? x n car le graphe complet posséde n? arcs pour n sommets.
Soit maintenant L la métrique sur R™ définie comme le produit de Kronecker de la
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r a
B = Rp ( Tf\) (F”) £

Ml ]L

E* ——s F"=R"

/4

F1G. 3.2 — Schéma de dualité de PACP locale.

matrice D des poids des individus par elle-méme :

D(1,1)D - D(1,n)D
L=D®D = : : e R (3.12)
D(n,1)D --- D(n,n)D

L’ACP locale counsiste a faire une décomposition en valeurs singuliéres de TX relative-
ment aux métriques M et L, ce qui conduit naturellement & la diagonalisation de la
matrice (TX)L(TX)M. Pour une équipondération des individus et la métrique M iden-
tité, cette matrice coincide avec celle de la covariance relationnelle établie a la formule
(2.50) |Leb69]. Dans le cas d’un graphe, nous ajoutons la pondération des individus a la
formule établie dans [ABNT91| mettant en jeu la matrice T" et le laplacien. En notant
par diag(D) le vecteur colonne correspondant a la diagonale de D, on a la formule :

A= (%iTT) o diag(D)diag(D) (3.13)

ou o désigne le produit matriciel de Hadamard (terme a terme). L’ACP locale travaille
avec le schéma de dualité illustré a la figure 3.2.

Comme I"ACP relationnelle, ’ACP locale exploite un graphe d’une relation binaire
entre les individus. Néanmoins, son usage n’est pas commode en pratique, puisqu’elle
nécessite de manipuler des matrices d’ordre n?. Néanmoins, on peut travailler par dualité
dans 'espace RP.

3.4 ACP fonctionnelle

Habituellement, les données dites fonctionnelles sur lesquelles on pratique ’ACP se
modélisent par p variables aléatoires pour lesquelles chaque réalisation est une courbe
et non plus un nombre réel comme 'ACP discréte [RS97]. Dans le cas présent, nous
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considérons que les variables aléatoires et non plus les individus sont des fonctions
continues. L’approche classique [RS97| de 'ACP fonctionnelle formule une discrétisa-
tion du probléme par I'intermédiaire de la décomposition dans une base de fonctions
< D1, ..., Oy >. Soient :

- X =(Xy,...,X,) le vecteur aléatoire de p variables aléatoires centrées.
— ¢ = (¢1, ..., &) le vecteur colonne des m fonctions de base.

— W, la matrice carrée d’ordre m des produits scalaires des éléments de ¢.
— C la matrice p X m des coefficients des décompositions des X; dans ¢.

3.4.1 Présentation de la méthode

Le probléme consiste & trouver un ensemble de p fonctions, notées f; (1 < j <p) et
appelées fonctions propres (FP), qui maximisent la somme des carrés des covariances
entre les FP et les X :

§<m&>%§xLMW&w&m02 (3.14)

Les FP forment une base orthonormale du sous-espace vectoriel engendré par les X :

<mﬁ»=4ﬁwﬁ@wmm=%/ (3.15)

En tant qu’éléments de 1’espace des fonctions, les FP se décomposent également en
somme pondérée de fonctions de base. Soit u' = f(uf,...,ul,) les coefficients de la dé-
composition d'une FP f; dans ¢ :

VweQ, filw) =) updr(w)=dwn (3.16)
k=1

ou ¢(w) dénote le vecteur des images de w par les fonctions de base :

P(w) = (01(w), ..., dm(w)) (3.17)

La contrainte de normalisation sur les FP impose :
/Q |fi(w)PdP(w) = /Q (P(w))(d(w)u)dP(w) = /Q Wplw)p(wh'dP(w) = WWyu' =1
(3.18)

On considére la fonction définie sur 2 x  qui & (w,w’) associe le produit scalaire usuel
entre les individus associés :

w(w,w) = X(w)X (W) = Z Xi(w)X;(w') (3.19)
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Soit I'opérateur de £2(2) dans £3() associé :

W(f) = Qw(.,u/)f(u/)dP(w') (3.20)

Par définition des f;, on peut écrire :

W(f;)(w) = / w(w, ) f5(@)dP(W) = M (w) (3.21)

ol A est la valeur propre associée a f;. Supposons maintenant que chaque X; s’exprime
comme une somme de m fonctions de base ¢y, :

X =¢C (3.22)
On peut donc écrire W(f;) de la fagon suivante :
W) = [ wle.)fi@)P) (3.23)
= / X(w (W)dP(W'")
- / (6() O (DO (6P
= W)IC'CWyt! = Afj(w) = Ap(w)u’
Ce résultat est vrai pour tout w et la formule 3.21 est donc équivalente a :
PC'CWyu' = Ao’ (3.24)
que 'on simplifie car ¢ est de rang maximal :
CCWyu' = M/ (3.25)

Le probléme de 'ACP fonctionnelle se résume donc a trouver les coefficients de la
décomposition des FP dans ¢, c’est a dire a diagonaliser la matrice C'CW,. D’aprés
(3.18), en posant u = Wdl)/zu’, alors 'uu = 1 et (3.25) devient :

CCWy! = C'CW,/u = 2/ = 2w, u (3.26)

Ce qui est équivalent a :
WH2C'CW,*u = Au (3.27)

On calcule la matrice de projection F de taille p x p des X, sur les FP. Si B = W;1/2U
est la matrice m x m des projections des FP dans la base ¢ :

F, = / X,(w)fy(w)dw = [($C)(6B)];; = (CW,B), (3.28)
- CW1/2W1/2 B),; = (CW,/*U);
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ACP fonctionnelle

Entrées :

- X = (Xy,...,X,) les p variables aléatoires centrées.

— ¢ = (¢1, ..., om) le vecteur colonne des m fonctions de base.

— W, la matrice carrée d’ordre m des produits scalaires des éléments de ¢.
— C la matrice p x m des coefficients des décompositions des X; dans ¢.

Sortie :
— Matrice F des projections des X; sur les fonctions propres.

Procédure :
1. Calcul des vecteurs propres normés U de la matrice W;/ 2C’CW;/ 2,
2. Calcul des fonctions propres f(w) = ¢(w)B ou B = W;1/2U.
3. Calcul des parts d’inertie des valeurs propres correspondantes.

4. Calcul des projections des X; sur les fonctions propres F = CW;/2U.

TAB. 3.1 — ACP fonctionnelle.

[
E=RPe——— P+ —T5 R”
V] ‘/M Dl W ”CIJ CMtC
E* —— F=R «——— (R™M*
\_//CI)/
c

F1G. 3.3 — Schéma de dualité de 'ACP fonctionnelle.
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F;; est la valeur de la projection de X; sur la jéme FP. La table 3.1 donne un récapitulatif
de la méthode. La figure 3.3 présente le schéma de dualité de I’ACP fonctionnelle auquel
est rajouté la correspondance avec le schéma de ’ACP discréte (partie droite sur la
figure). Le schéma de dualité se situe dans un contexte expérimental, ou les fonctions
sont discrétisées. ¢ est alors une matrice de taille n X m et contient en colonne les n
images de chacune des m fonctions de base. On exprime alors la matrice de covariance
des fonctions de base de la méme maniére :

W, =9D¢ (3.29)
La matrice de covariance V s’exprime a la fois dans sa version discrétisée :
V =XDX (3.30)

et également a ’aide des coefficients de leur décomposition dans I’espace des fonctions
de base :

V = DX = {(¢C)D(¢C) = 'C('pD¢)C = 'CW,,C (3.31)

3.4.2 ACP relationnelle et ACP fonctionnelle

Pour montrer que ’ACP relationnelle est une ACP fonctionnelle particuliére, on se
place dans I'espace vectoriel engendré par les variables aléatoires X;, que 1'on suppose
centrées et linéairement indépendantes. Pour un graphe symétrique, le laplacien dans sa
version discrétisée est une matrice symétrique semi-définie positive. D’aprés un théoréme
établi dans [Woo66], il existe une unique matrice racine carrée de A, notée A'/2

A= (AY2) (3.32)

Cette matrice est également symétrique semi-définie positive. On décompose alors la
matrice de covariance relationnelle de la maniére suivante :

Vy = %tmxz %fc(tqsm)c (3.33)
Y B N L e a2 )
= C <\/ED A X)D <\/ED A7*X ) C

Si on pose ¢ = ﬁD_l/ZAIQX, ces m = p fonctions forment une base de l'espace
< Xi,...,X, >. De cette facon, on se rameéne a ’ACP classique sur les fonctions
de base. Ainsi, la covariance entre les fonctions propres coincide avec la covariance
relationnelle entre les variables aléatoires associées :

1 1
Cov(i, ¢5) = < i, >=< ﬁD_l/zAl/QXi, ﬁD_l/zAl/sz > (3.34)

1
= —tXZ'AXj = Cng(Xi,Xj)
K
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linear PCA

kernel PCA

F1G. 3.4 — ACP a noyaux (source [SSM96]) : projeter les individus dans un espace de
dimension supérieure et se ramener & une ACP standard.

3.5 ACP a noyaux

L’ACP a noyaux [SSM96| est appliquée dans le cas ou les liaisons entre les variables
aléatoires sont non linéaires. Comme illustré a la figure 3.4, le principe est de plonger
les individus dans un espace de dimension supérieure de maniére a linéariser les liaisons
entre les variables aléatoires. On se raméne ensuite & une ACP standard sur cet espace.
Nous commencons par la description de la méthode puis nous mettons en évidence
comment introduire dans le modéle une relation binaire sur les individus a I'aide du
schéma de dualité.

3.5.1 Présentation de la méthode

On suppose l'existence d'une application ® qui plonge les individus de R? vers un
espace &, appelé espace caractéristique :

d : RP —- E~RS®

: o o) (3.35)

La dimension s de l’espace caractéristique £ peut étre trés grande, voire infinie. En
notant par Y le tableau de taille n x s contenant ’ensemble des images par ¢ des
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individus, ’ACP a noyaux consiste a faire une ACP du triplet statistique (Y, I, %In)
La matrice de covariance est donc donnée par :

n

1 1
Ve=-Y=2= ®(2;)®(z;) € R® x R? 3.36
= Y = 23 () 0m) € R (3.36)

On cherche a déterminer les éléments propres de Ve. Un vecteur propre v constituerait
un élément d’une base du sous-espace vectoriel de £ engendré par les ®(z;). C’est donc
une combinaison linéaire pondérée par les éléments du vecteur unique a = {ay, ..., a,) :

v = Za,.cp(x,.) (3.37)

La connaissance a priori de application ® n’est pas indispensable puisque I’on a besoin
uniquement de la valeur du produit scalaire dans £ entre les ®(z;). Ce produit scalaire,
ou noyau, est défini a partir des individus de RP et agit comme une mesure de similarité
non linéaire sur R? :

k : RRxRr — R

3.38

(x,2) = k(z,2") =< P(z), P(2') >¢ (3:38)

ou < .,. >¢ est le produit scalaire usuel dans £. Les valeurs du noyau sont stockées
dans la matrice de Gram Wg des ®(z;) :

(We)ij = (YY) =< ®(z;), P(z;) >¢, 1<i,j<n (3.39)

L’ACP dans &€ impose le centrage des variables aléatoires pour la métrique %In, soit
> ®(z;) = 0 € R°. Ne connaissant pas l’application ®, cette contrainte est prise en
compte en double-centrant la matrice W :

Wg =We—1,We —Wel,, +1,,Wel,, (340)
ou 1, est la matrice carrée d’ordre n de termes constants égaux a 1/n :

1 -+ 1

1, = € R" x R" (3.41)

1
1 .- 1
La matrice W est donc la matrice de Gram telle que Y, ®(x;) = 0. Pour tout k fixé
entre 1 et n, on a :

< @(mk), Vev >e= A < @(xk),v >¢ (342)

ol A est la valeur propre associée & v. En remplacant les termes a l'aide des formules
3.36 et 3.37, on obtient :

1 _
EWia = \Wea (3.43)
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E=RP «—_ F* 5 £=R
v ;?"[n We Ve \/‘fs
E* — = F=RTe—— g%

......
...............
.........................

FiG. 3.5 — Schéma de dualité de PACP a noyaux.

que 'on simplifie, puisque W est une matrice de Gram inversible :
1—
—WgOé =\ (344)
n

Par conséquent, « est un vecteur propre de We/n et le raisonnement est le méme pour
les autres vecteurs propres de Ve. La projection de ®(z) sur 'axe v est donnée par la
formule :

<B(x), 0 >e= > a; < D(x), D(w;) >e= Y aik(x, a;) (3.45)

Par ailleurs, on impose que v soit un vecteur normé, ce qui implique la condition suivante
pour le vecteur « :

<V, > = < Zalq)(xl), Zajq)(xj) >e= Z OéiOéj]f(.fCi,Ij) (346)
i=1 =1

1,j=1

= ‘aWea = Inlaa =1

Par conséquent, o doit étre normé en le divisant par la racine carrée du produit An.
L’encadré 3.2 donne les différentes étapes de ’ACP a noyaux et la figure 3.5 présente
son schéma de dualité. La partie gauche du diagramme est le schéma de dualité clas-
sique de ’ACP dans l'espace E et la partie droite correspond au schéma de ’ACP dans
£. La matrice We de la matrice de Gram entre les ®(x;) permet d’établir la correspon-
dance entre les deux schémas. Les liaisons linéaires entre les variables aléatoires étant
présentes dans £ mais pas dans F, il n’est pas possible d’exprimer We par un produit
de matrices du schéma de ’ACP dans I'espace initial E. En revanche, cette matrice
s’exprime matriciellement dans £ par la composition We = Y (%Is) %Y. La métrique
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ACP a noyaux

Entrées :
— Tableau X.
o Noyau k’(l‘,y) =< (D(JT), (I)(y) >E-

Sortie :
— Représentation des ®(x;) dans les axes principaux.

Procédure :

1. Calcul de la matrice de Gram (Ws);; = k(z;, ;).

2. Double-centrer la matrice de Gram Wg = We — 1, We — Wel,, + 1, Wel,,.
3. Calcul des éléments propres (a, A) de %Wg.
4

. Normer les vecteurs propres par la racine carrée du produit de la valeur propre
avec 1.

5. Calcul des projections des ®(z;) sur les axes par le produit scalaire entre le
vecteur propre correspondant et la iéme ligne de We.

TaB. 3.2 — ACP a noyaux.
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identité I, induit naturellement un isomorphisme entre £ et son dual par la relation :

I, : &€ — &

(3.47)
u = <u,.>¢

Les liaisons induites par 'application ® et k ont été tracées en pointillés car ces transfor-
mations ne sont pas linéaires. Néanmoins, si I’on définit le noyau comme une application
de RP? vers £* de la maniére suivante :

ko R — &7

3.48
r = <P(x),.>¢ (3:48)
alors on établit d’aprés le schéma de dualité la composition k = I, 0 ® :
kE . RP & &
- - (3.49)

r = ) — <P(x),. >¢

Il existe différents type de noyau, mais trés peu sont conformes au théoréme de
Mercer qui assure la représentation d’un noyau comme un produit scalaire. Les noyaux
conformes les plus utilisés sont les suivants :

Le noyau polynomial :
k(z,y) =<az,y >%, d>1 (3.50)

Le noyau sigmoide :
k(x,y) = tanh(Gy < z,y > +01) (3.51)

Le noyau a base radiale :

k(z,y) = exp (—M) (3.52)

272

Les constantes (3, 3 et y sont choisies a priori par 'utilisateur. Les noyaux polynémiaux
et a base radiales sont toujours conformes au théoréeme de Mercer. Le noyau sigmoide
quant a lui, vérifie le théoréme uniquement pour certaines valeurs de 3y et 3; |[Hay99].

Pour un noyau polynomial avec d = 1, on retrouve le produit scalaire usuel entre les
individus et donc I’ACP standard.

Notons que, contrairement a ’ACP classique, ’ACP & noyaux ne permet pas une
reconstruction exacte des données dans I’espace initial. Ceci est dii & la non connaissance
de I'application @, qui n’est en outre pas nécessairement bijective. Cependant, il est
toujours possible de trouver un vecteur v de RP dont I'image par ® approxime un
vecteur propre v de Vg [SSMI6] :

v~ D(V) (3.53)
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11 suffit pour cela d’écrire la distance dans £ en fonction du noyau :

d(®(x), ®(2')z = ||‘I’($) — 02"z =< B(x) — D(a'), D(z) — B(¢)) >  (3.54)
= O(z),d(x) >¢ —2 < (), P(2)) > + < O(2)), P(2)) >¢
= k( x) — 2k(x,2") + k(2', 2")

Le vecteur v est obtenu en minimisant la distance d(®(v),v)e par rapport a v :

U = argmin |[v — ®(u)||2 (3.55)

En exprimant la distance a 1’aide du noyau et d’aprés (3.37), on en déduit :
v — ®(u)|2 = Xn:afk(xi,:vz 22% (25, u) + k(u, v) (3.56)
i=1
Aprés suppression des termes indépendants de u, on aboutit a la formule suivante :
¥ = argmin |[v — ®(u) ||} = argmin | k(u,u) — 2 Zn: a;k(x;, u) (3.57)
La reconstruction des données est donc toujours possible mais de qualité variable.

En résumé, PACP a noyaux est une méthode efficace pour réduire la dimension de
données présentant une structure non linéaire. Son implémentation est aussi simple que
I’ACP standard et n’impose pas d’optimisation de fonction. Elle présente néanmoins
I'inconvénient lié aux courbes de projections constantes "incurvées" dans l'espace de
départ, qui rendent les interprétations difficiles [SSM96]. D’autre part, la résolution
spectrale de ’ACP a noyaux impose de travailler avec un nombre raisonnable d’indivi-
dus.

3.5.2 ACP relationnelle et ACP i noyaux

Comme le noyau définit un produit scalaire dans I'espace caractéristique, cette ap-
plication est donc symétrique définie positive. Par conséquent, on ne peut établir I'ex-
pression générale du noyau muni d’une relation binaire entre les individus puisque le
laplacien est semi-défini positif. Toutefois, la relation peut étre incluse de facon matri-
cielle a I’aide du schéma de dualité. Dans le diagramme, si 'on remplace la métrique
% » par celle du laplacien, le modéle tient compte de la relation sans aucun biais métho-
dologique dans la mesure ou I'on considére les images ®(z;) comme des individus dans
Iespace caractéristique. En effet, nous supposons que la relation binaire induite par les
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individus est directement "retransmise" dans €. Si k(.,.) est un noyau quelconque, nous
proposons d’introduire le noyau relationnel de la maniére suivante :

K = %Wg.A (3.58)

Dans ce cas, 'ACP a noyaux est un cas général de I’ACP relationnelle et la symétrie du
graphe n’est pas imposée. La matrice K place naturellement dans le modéle la relation
binaire entre les individus projetés. Les projections sur les axes principaux sont ensuite
calculées de maniére classique avec la formule 3.45.

3.6 Analyse factorielle d’opérateurs

L’analyse des tableaux a trois entrées est un domaine assez ancien qui a débuté au
milieu des années 60 avec les travaux de Tucker [Tuc64]. On peut distinguer un ensemble
de variantes des modéles d’analyse de tableaux multiples et I'on trouvera une analyse
détaillée et comparative des principaux modéles dans la thése de Bro [Bro98|. Des
applications récentes en ont montré l'efficacité dans des thémes de recherche utilisant
des données & structure complexe : analyse environmentale [SWMT04], systéme de
communication |[RV00|, traitement d’image |[AOVE05, YZFY04, Vis05]. Globalement,
les méthodes d’analyse de tableaux multiples se définissent comme une extension des
méthodes factorielles classiques a des données tridimensionnelles, dont la représentation
naturelle est une matrice 3D contenant la superposition de N sous-tableaux :

X=(Xy,...,Xy) (3.59)

La premiére approche de 'analyse de tableaux multiples a pour but de déterminer
une décomposition synthétique du tableau X. Parmi les méthodes classiques, ’ACP
bidimensionnelle [YZFY04] est une généralisation de ’ACP standard pour un tableau a
trois entrées. Plutot que d’appliquer directement I’ACP sur le tableau X bidimensionnel
(figure 3.6(c)), 'ACP bidimensionnelle construit une matrice de projection commune a
tous les sous-tableaux. Cela permet d’éviter un pré-traitement ainsi que des contraintes
numériques liées a la grande dimension des données. Introduite dans le cadre de la
reconnaissance de visages, I’ACP bidimensionnelle implique nécessairement que les sous-
tableaux aient la méme dimension. On peut montrer que les colonnes de la matrice de
projection sont les vecteurs propres associés aux premiéres valeurs propres de la matrice
de covariance généralisée :

N

1 — —

Vacpap = N E t(Xk — X)(Xk — X) € RP x RP (360)
k=1



CHAPITRE 3. APPROCHES LIEES A LA STATISTIQUE GEOMETRIQUE 44

ot X est le sous-tableau "moyen" :

1 N
X=—) X 61
N;;:l K (3.61)

Les modéles PARAFAC (PARAllel FACtor analysis) |[Har70| sont des méthodes de dé-
composition matricielle du tableau X. Récemment, une application a été proposée a
la séparation de sources de données tridimensionnelles en combinant les modéles PA-
RAFAC avec l'analyse en composantes indépendantes [Cas06|. Les modéles PARAFAC
proposent la reconstruction dans le cas de données tridimensionnelles et en supposant
que les sous-tableaux sont de méme dimension. On cherche a déterminer trois matrices
P, P? et P3 vérifiant la formule de reconstruction suivante :

L
X =Y PiPiP (3.62)
=1

Plus L est grand, et plus la reconstruction est proche du tableau X. Les matrices P?,
P? et P? sont respectivement de taille n x L, p x L et N x L. PARAFAC généralise au
cas 3D la décomposition en valeurs singuliéres d’un sous-tableau :

L
Xy =Y PP} (3.63)
=1

Les solutions du modéle PARAFAC sont uniques et déterminées en minimisant I’erreur
quadratique :

L
Eparafac = 1Xij0 = Y_ PiPiFill” (3.64)
=1

Dorénavant, nous considérons sans perte de généralité que le nombre d’individus ny
varie suivant l'indice du sous-tableau, bien que par dualité les méthodes décrites soient
adaptables dans le cas ou il s’agit du nombre p de variables, et non ng, qui soit non
constant. Le tableau multiple X contient I’empilement de N sous-tableaux Xj de taille
respective p X ng, ou p est le nombre de variables, commun a tous les sous-tableaux,
et ny la taille de I’échantillon correspondant a Xj. Ainsi, X;j; est I'élément ¢jk de X,
i.e. la iéme réalisation de la jéme variable du sous-tableau Xj. La figure 3.6 donne une
illustration graphique du tableau X : en (a) est représenté le tableau entier X, en (b) un
exemple de deux sous-tableaux avec k et &’ fixés, et en (c¢) le tableau X re-dimensionné
en tableau bidimensionnel.

Les modéles PARAFAC2 |Har72| généralisent quant a eux PARAFAC en adaptant
le modéle a des sous-tableaux de taille différente. Pour cela, on procéde a une étape
préalable en identifiant chacun des sous-tableaux par la signature X; X, de taille com-
mune p X p. On se rameéne ensuite a appliquer la méthode standard PARAFAC & ces
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ny ny nyq+..+n

p

F1G. 3.6 — (a) Tableau X a trois entrées; (b) Deux sous-tableaux Xj, et X de taille
respective ny et ny ; (c) Tableau X reconstitué en tableau bidimensionnel.

Fi1G. 3.7 — Modéle Tucker3.

signatures. On peut montrer que les solutions de PARAFAC2 sont uniques sous cer-
taines contraintes liées au rang et a la non-négativité des matrices [HL96, BKAL96|. On
citera enfin le modéle Tucker3 |KdL80|, connu aussi sous le nom d’ACP a trois modes.
La figure 3.7 donne une illustration du modéle. Il s’agit d’'un modéle de régression dans
lequel on estime également les valeurs d’une matrice tridimensionnelle, notée P*, non
nécessairement cubique et vérifiant la formule suivante :

L
=Z Z P2 PSP (3.65)

m=1n=1

Il est clair que PARAFAC est un cas particulier du modéle Tucker3 ou P* est la matrice
cubique identité d’ordre L. On montre que les solutions du modéle Tucker3 sont uniques
a une rotation prés [Bro9g|.
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La seconde approche ne s’intéresse pas a une décomposition synthétique mais plu-
tot a 'extraction de signatures, et considére chacun des sous-tableaux comme un point
dans un méme espace. Les signatures attribuées sont appelées opérateur et sont déter-
minées & partir de critéres de type distance ou produit scalaire. Ainsi, ces méthodes
permettent d’étudier les ressemblances et les dissemblances mutuelles entre les sous-
tableaux puisque les signatures sont plongées dans un méme espace. Les plus classiques
sont 1'analyse factorielle multiple [EP98], 'analyse canonique généralisée [Hor61], STA-
TIS (Structuration des Tableaux A Trois Indices de la Statistique) [Esc80, Esc85] et
I'analyse procrustéenne [Tuc58, GowT75|. L’analyse factorielle multiple consiste a ap-
pliquer une ACP standard sur X en adoptant la disposition bidimensionnelle de X.
Afin de ne pas privilégier les variables présentant une forte corrélation mutuelle, chaque
sous-tableau est préalablement normé par la plus grande valeur propre d’'une ACP spé-
cifique effectuée sur les variables de ce sous-tableau. L’analyse canonique généralisée
résume l'information de chaque sous-tableau a ’aide d’une seule variable, puis en dé-
duit une variable artificielle la plus liée en moyenne. Cette approche admet comme cas
particuliers toutes les méthodes classiques d’analyse factorielle d’un seul sous-tableau :
analyse canonique, analyse discriminante et ACP. La méthode STATIS identifie chaque
sous-tableau par sa matrice de Gram entre individus, et en recherche une configura-
tion qui représente la part d’information "moyenne" apportée par les sous-tableaux.
L’analyse procrustéenne, proposée a l'origine par Tucker |Tuc58| puis généralisée par
Gower |GowT75| au cas N > 2, cherche a déterminer le sous-tableau constituant I'in-
formation "moyenne" entre les X, a I'aide d’ajustements géométriques de chacun de
ces sous-tableaux (homothétie et rotation). L’analyse procrustéenne est plus complexe
dans sa mise en ceuvre que STATIS puisqu’il s’agit d’'une méthode d’optimisation par
une heuristique ou ’on recherche les solutions du probléme de minimisation :

N
Eprocrus = Z t'race(t(Ol - kakPk)(Ol - kakPk)) (366)
k=1

ol pi et Py sont respectivement le coefficient de normalisation et la matrice de rotation
de Xj. Si les n; sont non constants, une astuce consiste a les compléter par des 0 de
maniére a obtenir une taille commune & tous les sous-tableaux.

3.6.1 Analyse d’opérateurs de covariance relationnelle

Dans ce travail, nous nous intéressons a l’analyse par extraction de signature en
considérant le modéle suivant. Une fois définie ’ACP relationnelle, nous proposons
I'extension naturelle & I'analyse d’opérateurs de covariance relationnelle (AO) pour
I'étude statistique de tableaux a trois entrées |[HLSJ06b]. La méthode proposée est une
variante dérivée de l'analyse factorielle d’opérateurs |Fou84|. Le but est d’étudier les
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liens entre les sous-tableaux en adoptant le méme principe que ’ACP : rechercher les
sous-espaces principaus préservant au mieux la distance entre les opérateurs. Ces sous-
espaces sont engendrés par une base orthonormée issue d'une combinaison linéaire des
opérateurs de référence. Précisément, on identifiera un sous-tableau par son opérateur
de covariance. Cette identification est réalisée sans perte de généralité car dans le cas
ou il s’agit du nombre de variables et non celui des individus qui soit non constant,
alors la signature naturelle de chacun des sous-tableaux est la matrice de Gram des
produits scalaires entre les individus. Les interprétations sont alors différentes dans le
sens ou l'on analyse I'interstructure des opérateurs a ’aide des liaisons entre les individus
et non plus les variables des sous-tableaux. L’algorithme se déroule en trois étapes.
La premiére étape consiste a calculer a partir de X les opérateurs a analyser. L’AO
cherche a construire une base orthonormale (Oq,...,Oy) de 'espace des opérateurs
< I'y,..., 'y >. Ayant choisi un graphe GG;, d’une relation binaire et une métrique M}
sur les observations du sous-tableau Xy, 'opérateur 'y, se définit de la maniére suivante :

1
Iy = —XGAX M, , 1<E<N (3.67)

R
ol Ky et Ay désignent respectivement la connectivité et le laplacien du graphe Gy. Les
opérateurs I', sont les opérateurs de covariance relationnelle. Dans ce sens, I’AO peut
étre considérée comme une extension de I’ACP relationnelle dans le cadre de I’analyse de

tableaux multiples. L’opérateur I';, est autoadjoint pour le produit scalaire < .,. >y, :

Ve,y e RP ) <, Ty >y=<Tra,y >u, (3.68)

La seconde étape de la méthode définit les relations entre les opérateurs comme le font
I'analyse factorielle multiple |[EP98| ou I’analyse multiple sous contrainte de voisinages
|CSCI3]. Pour cela, on utilise le produit scalaire de Hilbert-Schmidt (H.S) :

< Fk, 'y >ps= trace(FZFk/) = tTCLC@(Fka/) (369)

- - , . . . 2 .
Le produit scalaire HS' est équivalent au produit scalaire usuel sur RP” des matrices
mises sous forme vectorielle. Lorsque ce produit scalaire est normalisé, cela coincide

avec le coefficient RV de Robert et Escoufier |[RE76| utilisé dans la méthode STATIS :

< Ty T >py— <lwlw >us (3.70)
R ST T >as X < Lw, Tw Sas '

En supposant qu’il n’y ait aucune relation de proportionnalité entre les I'y, la matrice
des produits scalaires H = (< 'y, 'y >ps) 1<k <y €st symétrique définie positive. On
détermine ensuite les éléments propres (U, L) de la matrice H :

HU = UL (3.71)
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La troisiéme étape consiste a déterminer les opérateurs principaux” en utilisant la re-

lation :
oO=TU (3.72)

Les vecteurs propres de H forment une base orthonormée de R et on vérifie que O est
une base orthogonale de ’espace des opérateurs :

N N
< Ok,Okf >pgs = < Zflulk, eruj'k/ >Hs (373)
— 1

N
= Z Ui < FZ‘, Fj >Hs Z/{jk/ = tL{kHL{kf
ij=1

= LUy = Lis O

Pour obtenir une base orthonormale de < I'y,...,I'y >, on normalise les éléments de
O :

O =(0y,...,05) = 0L? (3.74)
Le compromis O, caractérise 'information moyenne apportée par les opérateurs. Cet
élément, appelé compromis, exprime une représentation synthétique de ’ensemble des
sous-tableaux dont STATIS mesure 'intrastructure des observations en effectuant une
ACP sur cet opérateur. En revanche, O; n’apporte aucune information sur les relations
entre les opérateurs et nous proposons pour cela de nous intéresser aux autres éléments
de la base O. La projection de I'opérateur I'y sur 'opérateur principal Oy normée est
obtenue en multipliant le kéme élément du vecteur U, par la racine carrée de la valeur
propre associée Ly :

Oy I'tdy
< Fk,Okf >pgs = < Fk, >pgs—=< Fk, k >Hs (375)
L L

1

N N
1

= <F, U Ty >ps= Hk,"'ui/

Ny k; k HS \/E_k/; (b, 1)Uk

1
= /—»Ck’ (Leld)rpr = / Ll g

Grace a cette méthode, nous caractérisons donc la totalité de 'information et la connais-

sance exogéne est prise en compte par I'introduction du laplacien a la formule 3.67 dans
chacun des sous-tableaux. STATIS est une AO particuliére sur les matrices de Gram,
ot 'on impose tous les graphes Gy complets. L’encadré suivant donne une synthése de
la méthode.

’La démonstration de I'obtention des opérateurs principaux est rigoureusement la méme
que pour celle des CP (cf Annexe de ce chapitre).
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Analyse d’opérateurs de covariance relationnelle

Entrées :

— Tableau X = (Xy,...,Xy).

— Graphes de relation binaire GG}, de chaque sous-tableau Xj.
— Meétriques M, sur les individus de Xj.

Sorties :

— Eléments propres (U, £) de H.
— Opérateurs I'.

— Opérateurs principaux O.

Procédure :
1. Calcul des opérateurs I' = (I'y,...,I'y) avec Ty = R—lkthAkaMk et avec
I’étape éventuelle de normalisation 'y, = ||1E:||Hs'

2. Calcul de la matrice H = (< 'y, 'y >ps)i<k <y des produits scalaires de
Hilbert-Schmidt entre les opérateurs.

3. Calcul des éléments propres (U, L) de H.
4. Calcul de la base orthonormée O = TUUL'/? des opérateurs principaux.

5. Calcul des projections ULY? des T, sur la base O.

TAB. 3.3 — Analyse d’opérateurs de covariance relationnelle.
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3.6.2 Analyse discriminante d’opérateurs de covariance rela-
tionnelle

Maintenant que nous avons décrit le contexte de I’analyse d’opérateurs de covariance
relationnelle, nous proposons dans cette section une extension a l’analyse factorielle
discriminante |[Fou84|. L’analyse discriminante d’opérateurs de covariance relationnelle
(ADO) |HLSJ06¢| consiste a appliquer de maniére successive une analyse d’opérateurs,
puis une analyse discriminante linéaire (ADL) sur les projections dans la base ortho-
normale obtenue. Il est naturellement possible de procéder directement a ’ADL sur les
opérateurs mis sous forme vectorielle. Mais, dans un souci de réduire la complexité de
calcul et de palier au mauvais conditionnement de la matrice a diagonaliser, nous choi-
sissons de procéder a 'enchainement ACP-ADL. Cette technique a déja été préconisée

dans le cadre des approches discriminantes appliquées a la reconnaissance de visages
|IBHK97, SW96.

Le principe général de 'ADO est illustrée a la figure 3.8. Nous considérons les
premiéres (disons m) projections des opérateurs sur la base O. Ces projections sont
contenues dans le tableau Q de taille N x m, qui correspond en fait aux m premiéres
colonnes de la matrice UL£Y2. La colonne i de Q est donc la projection de tous les I'
sur le iéme opérateur principal O;. Par ailleurs, on se donne également un ensemble
de K classes qui constitue une partition des I'y. On note par G la matrice K X m des
centres de gravité des classes d’opérateurs, identifiés par leur projection, et par P la
matrice de leur pondération. Précisément, P est une matrice diagonale proportionnelle
aux effectifs de chaque classe. Aprés centrage des colonnes de Q pour la métrique P, la
matrice de covariance ) entre les opérateurs projetés est donnée par la formule :

. 1t mxXm
V=+'0Q€R (3.76)

L’ADL détermine les axes pour lesquels l'inertie inter-classe, c’est a dire la mesure
de dispersion des centres de gravité des classes, est maximisée. L’ADL du tableau Q
est équivalente & appliquer I’ACP centrée du triplet statistique (G, V™!, P) [Sap90]. La
matrice V~! correspond a la métrique de Mahalanobis dans le sous-espace de R™ des
centres de classes. Les axes discriminants sont donc les vecteurs propres i associés aux
valeurs propres £ de ’ACP considérée :

(GPGYV s = UL (3.77)

On a au plus K — 1 valeurs propres non nulles. D’aprés la formule (3.72), les opéra-
teurs 'y, peuvent étre reconstruits a l'aide d’une combinaison linéaire des Oy pondérée
par les valeurs des projections correspondantes. Avec cette remarque, on en déduit la
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ADO

Analyse
discriminante
sur les
projections

Projection sur
les m premiers
operators principaux

< K-1 éléments propres

< K-1 opérateurs discriminants

Fi1G. 3.8 — Principe de I'analyse discriminante d’opérateurs de covariance relationnelle.

construction des opérateurs discriminants :
m
Dp=) Ofly eR”?, 1<k<K (3.78)

Si le nombre de projections est inférieur au nombre de sous-tableaux (m < N), alors
la construction de ces opérateurs discriminants est partielle puisque 'on omet dans
I’analyse la part d’information fournie par les projections sur les N — m derniers axes.
De la méme maniére, on détermine la projection des opérateurs discriminants partiels
sur la base des opérateurs principaux :

<Dy, Oy >us = <Dy, —=—= >ns= 7= < Zﬂzkfz, Z%k/r >ps (3.79)

7j=1

1
\/— Z U H(i, j)Ujp = \/TfﬂkHka = /L' Wlhy
k/

i,j=1

L’encadré suivant donne les différentes étapes de la procédure.
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Analyse discriminante d’opérateurs de covariance relationnelle

Données :
Tableau X = (Xy,...,Xy).
— Graphes de relation binaire G5, de chaque sous-tableau Xj.

— Meétriques M, sur les individus de Xj.
— Nombre m de premiéres projections et nombre K de classes.

Sorties :
— Eléments propres (U, £) de ' GPGY~!.
Opérateurs discriminants D.

— Matrice de covariance V entre les opérateurs projetés.
— Opérateurs I'.
— Opérateurs principaux O.

Procédure :
1. U,L,T,0] = AO(X%).
Calcul de la matrice des m premiéres projections Q@ = ULY?(:,1: m).
Calcul des centres de gravité des classes G.
Calcul de la matrice de covariance des projections V = %tQQ.
Calcul de la matrice diagonale des fréquences des effectifs des classes P.
Calcul des éléments propres (U, £) de 'GPGY 1.
Calcul des opérateurs discriminants Dy, = Zzl Oy, 1<k<K.

P N ot W

Calcul des projections £2804 des T, sur les opérateurs discriminants.

TAB. 3.4 — Analyse discriminante d’opérateurs de covariance relationnelle.
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3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la covariance relationnelle comme une signa-
ture employée dans les méthodes factorielles du second ordre. L’ ACP relationnelle est un
cas général de 'ACP standard et considére la métrique du laplacien pour tenir compte
de n’importe quelle structure extra-probabiliste sur ’espace des individus. L’ACP rela-
tionnelle est un cas particulier de ’ACP fonctionnelle et de I’ACP a noyaux. Pour ’'ACP
fonctionnelle, I'information relationnelle est introduite en appliquant aux fonctions de
base l'opérateur racine carrée du laplacien, qui posséde par ailleurs les mémes pro-
priétés. On se raméne ensuite a procéder a une ACP fonctionnelle standard avec cette
nouvelle base. L’ACP a noyaux construit des projections non linéaires en appliquant
une ACP standard dans un espace de dimension supérieure. Dans ce cas, on établit a
I’aide du schéma de dualité que l'information exogéne est directement "transmise" aux
observations projetées. Le noyau relationnel s’exprime sous la forme matricielle mais
ne peut s’exprimer sous la forme d’une application par perte de certaines propriétés
induisant un produit scalaire.

L’analyse d’opérateurs de covariance relationnelle est une méthode relevant de I’ana-
lyse factorielle, qui étudie a des fins descriptives un tableau a trois entrées, ou chaque
sous-tableau est muni d’une relation binaire agissant sur ses observations. L’analyse
d’opérateurs de covariance relationnelle est une variante de STATIS et recherche une
base d’opérateurs principaux de l'espace engendré par les opérateurs de covariance
relationnelle pondérés. Une extension naturelle de cette méthode est ’analyse discri-
minante des opérateurs de covariance relationnelle dans laquelle nous appliquons une
analyse factorielle discriminante standard sur les projections des opérateurs sur les axes
principaux, et ce afin d’éviter des calculs lourds et un mauvais conditionnement des
matrices.






Chapitre 4

Approches probabilistes

4.1 Introduction

Nous venons d’exposer des techniques factorielles de réduction de dimension fondées
sur l'inertie et appliquées a la classification de données multidimensionnelles. Implici-
tement, ce travail concerne I’étude des termes dans la décomposition commune d’un
modéle linéaire gaussien X; = o(t) + ¢, o X; se divise en un terme tendanciel ¢(t) et
un autre résiduel ¢,. Le terme tendanciel a été étudié aux chapitres précédents avec les
concepts d’ACP et d’analyse factorielle d’opérateurs fondées sur la covariance relation-
nelle. Dans ce chapitre, nous proposons une analyse complémentaire de celle menée sur
©(t), en nous intéressant a 1'étude du terme supposé gaussien centré e, = X, — p(t) (i.e.
de X, privé de sa tendance), a I'aide d’approches probabilistes. L’hypothése de gaussia-
nité, habituellement admise [RW06], est fondamentale puisqu’elle permet de résumer
I’ensemble des caractéristiques de ¢; a I'aide de la covariance.

Le présent chapitre se divise en deux parties. D’une part, nous considérons ¢, comme
un vecteur gaussien centré, ce qui induit une distribution de Wishart pour la covariance
empirique. Nous étudions une approche bayésienne en complément des méthodes géo-
métriques déja évoquées. Nous proposons une méthode de classification paramétrique
supervisée ou non supervisée, de matrices de covariance a partir de la loi de Wishart
[HSJLOT]. Dans les deux approches, chaque classe (ou cluster dans le cas non supervisé)
est modélisée par une loi de Wishart de parameétres a estimer. Dans 1’approche super-
visée, on dispose d’un échantillon de matrices de covariance étiqueté par des classes. La
seconde non supervisée utilise une approche de type EM. La deuxiéme partie de ce cha-
pitre est consacrée a ’analyse fractale et au caractére autosimilaire que peut présenter
€, ce qui impose & nouveau de supposer une forme particuliére pour les matrices de



CHAPITRE 4. APPROCHES PROBABILISTES 26

covariance analysées. Nous proposons un protocole expérimental afin d’estimer ’auto-
similarité sur des données soumises a des contraintes de grande dimension et d’irrégu-
larité d’échantillonnage. Pour la premiére contrainte, nous étudions comment mesurer
I'indice d’autosimilarité sur une courbe plongée dans un espace a plusieurs dimensions
et paramétrée par le temps. Nous proposons de ce fait une méthode de segmentation
multidimensionnelle basée sur le paramétre de Hurst.

Dans la premiére partie, nous rappelons les définitions et les propriétés de base de
la distribution de Wishart. Nous explicitons ensuite les deux méthodes de classification
de matrices de covariance en évoquant les contraintes dans le choix des paramétres et la
sélection du modele. Nous terminons par I’étude d’un exemple simple de simulation per-
mettant de valider les méthodes proposées. La seconde partie du chapitre fait un rappel
des notions de base des processus autosimilaires puis nous énoncons une méthode de
simulation de signaux autosimilaires irréguliers dans le temps. Ensuite, nous vérifions
en détail les propriétés asymptotiques de l'estimateur et son comportement pour des
signaux de faible longueur et ce, avec différents types d’irrégularité temporelle [HSJL].
Enfin, nous proposons une méthode de segmentation adaptée au traitement de I’échan-
tillonnage irrégulier et décrivons un algorithme ad hoc d’estimation par maximum de
vraisemblance.

4.2 Distribution de Wishart : modéle proposé

4.2.1 Définition et propriétés

La distribution de Wishart [Wis28] est une version multidimensionnelle de la loi
du x? qui caractérise les estimateurs des matrices de covariance de lois gaussiennes
multivariées :

Définition 5 (Loi de Wishart centrée) Soit ¢ un n-échantillon constitué de réali-
sations indépendantes d’un vecteur aléatoire gaussien de dimension p, de moyenne nulle
et de matrice de covariance Y. Alors e suit une loi de Wishart de degré de liberté n et
de matrice d’échelle ¥2. On notera ee ~ Wy(n, X).

Dans ce qui suit, nous considérons que le nombre de degrés de liberté (ddl) est supérieur
a la dimension du vecteur. Sinon, on perd I’hypothése d’indépendance des réalisations
puisque la taille de I’échantillon est plus petite que le nombre de variables. Cette singu-
larité fait référence aux matrices anti- Wishart dont une étude a été récemment menée
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[YZ02|. Parmi les distributions multidimensionnelles associées, on peut citer la loi du
T? de Hotelling et la loi A de Wilks, généralisant respectivement la loi de Student et de
Fisher-Snedecor |[Sap90|. La distribution de Wishart est une loi s’appliquant a des ma-
trices calculées a partir d’échantillons du méme vecteur gaussien. Elle posséde comme

densité : o

M| exp{ — Ytrace(X*M)}

fIM;5,n) = ———r—— (4.1)
2 r T I T (30— 5+ 1)
ou I' est la fonction définie par :
“+oo
[(z) = / t"leTtdt, x>0 (4.2)
0
L’espérance d’une loi de Wishart & pour un nombre de ddl fixé est la suivante :
E(M)=nX% (4.3)

Dans la littérature, on trouve de nombreux travaux théoriques sur la distribution de Wi-
shart dont I'inverse est extensivement utilisé comme modeéle a priori pour les méthodes
bayésiennes [Row03]. Cependant, les applications en reconnaissance des formes sont ré-
centes et peu nombreuses [SNCO03|. Voici quelques propriétés relatives a la distribution
de Wishart [GNOO] :

Propriété 7 (Transformation) Pour toute matrice M de dimension p x p' de rang
P, ona:

W~ W,(n, %) = 'MWM ~ W, (n,'MEM) (4.4)

Cette propriété caractérise le passage d’une distribution de Wishart a une autre par
simple produit matriciel. Comme on le verra, cela peut étre commode dans le cadre de
la simulation et en particulier lorsqu’une matrice d’échelle est I'identité.

Propriété 8 (Additivité) Si Wi ~ W,(ny,X) et Wy ~ Wy(no, X) sont des variables
aléatoires de Wishart indépendantes, alors :

Wl + W2 ~ Wp(nl + No, Z) (45)

L’indépendance entre deux matrices de Wishart signifie que les épreuves de tirage des
échantillons correspondants ont été réalisées de maniére indépendante, conformément
a la procédure de I’échantillonnage aléatoire simple [Sap90].
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Propriété 9 (Quadratique) Si W ~ W,(n, %), alors pour tout vecteur x de taille p,
la norme au carré de x pour le produit scalaire associé a W est une réalisation d’une

loi du x? an ddl :
bW

rx

~ X5 (4.6)

Cette propriété montre que la loi du x? est un cas particulier de la distribution de
Wishart. En effet, si p = 1, on retrouve l'expression de la densité de probabilité du x? :

n—2 m

mzexp{—? (47)

. 2y _
Tmn o’ = = )

Propriété 10 (dite de Cholesky) Soient W ~ W,(n, I,) et T la matrice triangulaire
inférieure dans la décomposition de Cholesky de W. Alors les éléments diagonaur au
carré T3 sont des réalisations de loi du x* a n—i+1 ddl. Les éléments extra-diagonaux
inférieurs sont des réalisations de variables aléatoires gaussiennes centrées réduites.

La loi du x? normalisée est la distribution d’une variance empirique calculée sur des
réalisations indépendantes de lois normales centrées réduites, ce qui correspond aux
¢léments diagonaux de T'T. On remplit donc la diagonale de T' a I’aide de cette loi en
supprimant successivement un ddl puisque la trace de T est constante. Comme on a
fixé n ddl, I'élément diagonal T;; est donné par la racine carrée d’une réalisation de la
loidux?an—i+1ddl:

(Ti)* ~ Xpiz1» 1<i<p (4.8)

Les éléments extra-diagonaux inférieurs sont supposés suivre une loi normale centrée
réduite :
Ty ~N(0,1), 1<i<j<p (4.9)

Les éléments diagonaux de T suivent une loi du y? conformément a la caractérisa-
tion des variances empiriques. Par définition de la loi de Wishart centrée, les éléments
extra-diagonaux sont des covariances empiriques entre des n-échantillons de variables
gaussiennes centrées.

En pratique, on simule une matrice de Wishart & partir de la loi du x? en combinant
les propriétés 7 et 10 citées plus haut. Supposons donnée une matrice d’échelle Y de



CHAPITRE 4. APPROCHES PROBABILISTES 29

dimension p et le nombre n de ddl. Pour simuler une matrice de Wishart, on procéde a
la simulation de la matrice T décrite précédemment :

X% 0 0
T = N(Q’ D X_%—l _ 0 € R? x RP (4.10)
NOD) o NOD
D’aprés la propriété 10, on a donc :
TT ~ Wy(n, I,) (4.11)

Nous appliquons ensuite la propriété 7 en calculant la racine carrée de > que nous
choisissons comme valeur pour M. On en déduit une matrice de Wishart, notée W :

W =SY2(TT)SY? ~ W,y (n, S22 = W, (n, %) (4.12)

En guise d’illustration, un ensemble de matrices de covariance sont simulées avec p = 2
issues de la loi de Wishart de matrice d’échelle :

y 0.2 0.3
0.3 2.0

Les valeurs propres de X sont égales a 2.049 et 0.151. Chacune des matrices simulées est
normalisée par le ddl correspondant de maniére a obtenir une matrice de covariance.
La figure 4.1 donne une représentation des matrices de covariance pour p = 2 a 'aide
d’ellipses tracées sur un plan. Chaque ellipse est centrée a 'origine et son orientation
est donnée par la base des vecteurs propres de la matrice de covariance. Les longueurs
des axes sont égales a la racine carrée de la valeur propre associée. Sur la figure, I’ellipse
en pointillé identifie 3. En (a), cinq matrices de Wishart sont simulées avec un ddl
allant de 6 & 10. En (b) est présenté cing autres matrices avec un ddl constant égal a
30. Enfin, les cinq matrices illustrées en (¢) ont pour ddl égal & 100. Plus le ddl de la
matrice simulée est grand, plus on se rapproche du cas asymptotique, c’est a dire que
I’échantillon devient représentatif du vecteur aléatoire. Par conséquent, la matrice de
covariance empirique tend vers la matrice théorique X. Les matrices simulées avec un
faible ddl donnent quant a elles une mauvaise simulation.

Lorsqu’il existe des liens entre les observations (supposées indépendantes) de 1’échan-
tillon, autrement dit, si XX suit une loi de Wishart, peut-on affirmer qu’il en est de
méme pour XSX pour S matrice symétrique? En fait, ce probléme a été traité dans
un cadre plus général [MWO03| ot Masaro et al. ont énoncé un théoréme d’équivalence
sur la nature Wishart de XSX, si S est une matrice symétrique quelconque. Le théo-
réeme est basé sur une décomposition matricielle de Y ot sont imposées de nombreuses
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F1G. 4.1 — Simulation et représentation bidimensionnelle de matrices de Wishart - (a)
n=6,728910; (b) n=230; (c) n=100.

conditions d’équivalence qui, de maniére générale, ne sont pas vérifiées expérimentale-
ment. Par conséquent, nous considérons dans ce qui suit les matrices de la forme XX,
conformes a la définition classique. En particulier, on ne supposera pas ici 'existence
d’une relation binaire agissant sur les observations (S = *A).

Tk

4.2.2 Classification supervisée

Nous proposons un modéle probabiliste de classification supervisée basé sur la dis-
tribution de Wishart. Comme pour l'analyse factorielle d’opérateurs vue au chapitre
précédent, nous reprenons le tableau X constitué de ’empilement des N sous-tableaux
X; de taille respective n; X p. On notera par ¢; le sous-tableau X; obtenu aprés sup-
pression de la tendance locale des variables et ce afin d’étre le plus possible conforme a
la gaussianité des variables aléatoires. D’une maniére générale, on fixe C' le nombre de
classes avec lesquelles on regroupe les NV sous-tableaux g;. On attribue ensuite a cha-
cune des classes une matrice d’échelle a estimer. La signature I'; de chaque sous-tableau
est obtenue en fixant la métrique M; et le graphe de la relation binaire de la maniére
suivante :

M; =nil, et gi(w,W)=1, Yw,uw' € (4.13)

Ce qui nous donne comme signature :

1

i
Puisque le graphe considéré est complet, la covariance relationnelle coincide avec la
covariance et donc :

1
I = (_.tgz‘é?i) (nid,) = feie; € RP*P (4.15)

)
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La classe k est constituée des N, opérateurs’ (Fik)ﬁ\iﬂl supposés suivre une loi de Wishart
de ddl n;;, et de matrice d’échelle >y, :

Fik = t&'k&'k ~ Wp(nik, Zk) avec &g ~~ Np (O, Zk) (4.16)

Il est important de noter que le nombre d’individus n;; des sous-tableaux est donné, ce
qui détermine les ddl des lois de Wishart considérées. Les valeurs des n;; ne sont donc
pas a étre estimées dans le modéle. Une estimation de la matrice d’échelle ¥, quant a
elle est calculée en maximisant le logarithme de la vraisemblance et en admettant que
les €;, sont indépendants :

Ny
L(Zk) = Pk DnlSe) = [ £ @i S, mar) (4.17)

i=1

N
et logL(X) = Zlogf(rik§2kanik)

i=1
ou f est la densité de la loi de Wishart. On a :
p—1

— 1
log f(M;X,n) = % log | M| — §tmce(2_1M) (4.18)

—1 - 1
% log(2) — % log(m) — glog X — ;logf <§(n —Jj+ 1))
En utilisant les formules de dérivées matricielles suivantes [PP06] et puisque les matrices
sont symétriques :

0 0
— YD = 427re ) = —xoiry ! —log|n|="t=2"" (4.1
agtrace(S7T) = —( ) et o= log|y)| (4.19)

On obtient :

0 0 1 n;
o 1og f (i Sy nig) = a—zk(_ 2t7‘ace(2 rlk)—glogmk\) (4.20)

1 _ _ Nk
= izklrikzkl 5

La condition nécessaire vérifiée par le maximum de vraisemblance nous donne :

Z 1

N N
Olog L(%:) = ~ 0 ~ (1 -1 1 Tk _
B amid O 5 log f (ks Sk, nag) = Zl 55 TSy = 8] =0 (4.21)
En simplifiant par %lel, on aboutit a :
a T i=1"bik zk ik
i = it _ & (4.22)

N . N .
j=1 n]k j=1"Tjk

'L’indice k que I'on ajoute a I'; signifie que I'opérateur appartient a la classe k.
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Ce résultat est naturel puisque l'estimée ik est égale a la somme des matrices de
covariance empirique pondérée par les tailles normalisées des échantillons. D’un point
de vue géométrique, ik correspond au barycentre des éléments de la classe k. Une fois
les matrices d’échelle de chaque classe estimée, la procédure de classification d’un sous-
tableau e de taille n x p consiste a rechercher sa probabilité d’appartenance a la classe
k, notée P(k|e). D’aprés la régle de Bayes :

P(k|e) o P(k)P(|k) (4.23)

ou P(e|k) est la probabilité d’observer ¢ dans la classe k, i.e. que I'opérateur ze associé

a € soit conforme a une densité de Wishart W, (n, §k> :

P(elk) = f(ee; Sy, m) (4.24)

La probabilité P(k) est le poids de la classe k. Puisque les fréquences dans 1’échantillon
ne sont pas nécessairement représentatives, ’équiprobabilité des classes est considérée
plutot que la fréquence empirique de leur effectif :

1
P(k)za, 1<k<C (4.25)
Le critére d’affectation pour € consiste a calculer I'indice de la classe pour lequel le
logarithme de la probabilité P(k|e) est maximum :

argmax log P(kle) = argmax log P(e|k) (4.26)
k=1,...,.C k=1,...,C

La classification supervisée est résumée a la table 4.1.

4.2.3 Classification non supervisée : algorithme EM pour ma-
trices de covariance

Dans le cadre de la classification de matrices de covariance, des études [FFPLOI,
LGAT99| ont proposé une approche non supervisée par k-means appliquée a des images
polarimétriques. Dans ce paragraphe, nous présentons une méthode de classification non
supervisée de matrices de covariance a l'aide de l'algorithme Expectation-Maximisation
(EM) |DLR77]. 11 s’agit d'une procédure itérative de maximisation d’une vraisem-
blance sur des données observées. Comme la vraisemblance est optimisée a chaque
itération, cela permet de conclure a la convergence de l'algorithme [Dan98|. Reigber
et al. [RMNFF07] ont récemment formulé la procédure dans un cas trés restrictif avec
équipondération des clusters et sans prise en compte dans le modéle des ddl des lois
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Classification supervisée par la loi de Wishart

Entrées :
— Sous-tableau sans tendance ¢ de taille n.
— Nombre C de classes.

— Effectifs (Vy){_, des classes.

Sortie :
— Classe de ¢ et vraisemblance associée.

Procédure :

~ STy,
Yp= S, 1<k<C
j=1 "tk

Attribution d’une classe a € :

Class(e) = argmax (log flee; Sy, n))
k=1,...,.C

. . N , . ..
— Base de données : opérateurs (I';;);_, répartis a priori dans les C' classes.

Estimation de la matrice d’échelle ¥y, associée a la loi de Wishart de la classe k :

TAB. 4.1 — Classification supervisée par la loi de Wishart.
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de Wishart associées. Nous proposons un cadre géné