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IntrodutionSuivant la surfae sur laquelle est posée une goutte de liquide, elle-i adoptedi�érentes formes (�gure 1).
Fig. 1 � Di�érentes situations de mouillage : plastique, �eur, feuilleL'étude de l'étalement d'un liquide sur un solide (ou un liquide) est appeléemouillage.Ce phénomène est étroitement relié à la apillarité qui est l'étude des interfaesentre deux liquides non misibles ou entre un liquide et l'air. On trouvera uneexellente étude de la apillarité et du mouillage dans [dGBWQ02℄.La forme qu'adopte une goutte de liquide déposée sur un solide dépend dela nature du matériau sur lequel elle est posée, mais aussi de la nature de lagoutte elle même (eau, huile...). Une goutte d'eau est plus étalée lorsqu'elle aplus d'a�nité ave le solide sur lequel elle est posée (matériau plut�t hydrophile),et moins étalée dans le as ontraire (matériau plut�t hydrophobe). Ainsi unegoutte d'eau s'étale sur du verre propre mais pas sur du plastique (�gure 2).Réussir à ontr�ler le mouillage d'un liquide sur un solide est un objetifnaturel et qui présente beauoup d'intérêts au niveau industriel.A partir des travaux de Gabriel Lippmann en életroapillarité (1875, [Lip75℄),Bruno Berge ([Ber93℄, [BP00℄) a eu l'idée d'observer l'e�et de l'introdution d'unhamp életrique dans une situation de mouillage d'un liquide sur un solide iso-lant : 'est l'expériene d'életromouillage.Il a montré qu'ave e proessus on peut augmenter l'a�nité entre le liquideet le solide en jeu (�gure 3).
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Fig. 2 � Surfae hydrophobe (gauhe)/hydrophile (droite)

isolant
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Tension nulle

Tension
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non nulle

contre électrodeFig. 3 � Expériene d'életromouillage : Une goutte d'eau est plaée dans l'airsur une surfae isolante. Une tension est appliquée au système entre la goutte etune ontre-életrode métallique plaée sous l'isolant. La goutte s'érase sous lefait du hamp életrostatique.Ce phénomène est aujourd'hui à la base de nombreuses appliations dont nousallons faire un inventaire non exhaustif.Une des premières appliations industrielles a été développée par Bruno Bergelui-même. Si on onsidère la goutte d'eau omme une lentille optique, l'appliationdu potentiel életrostatique modi�ant son a�nité ave le solide, modi�e sa formeet don sa foale. Créée en 2002 par Bruno Berge, l'entreprise Variopti (voirle site de la soiété : http ://www.variopti.om/en/) développe des lentilles àfoales variables sur e prinipe. Ce proédé présente beauoup d'avantages puis-qu'il permet de réer des lentilles de taille très petite, de oût de fabriation réduitet dont on peut faire varier la foale très rapidement ([BP00℄). Ces lentilles sontmaintenant destinées aux marhés des améras numériques miniatures dans lestéléphones portables ou les webams (voir �gure 4).
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Fig. 4 � Lentilles liquides ommerialisées par Variopti,http ://www.variopti.om.Une autre appliation de l'életromouillage onsiste à remarquer qu'on peutnon seulement ontr�ler le mouillage d'une goutte �xe, mais que l'on peut de plusfaire bouger la goutte.Ce proédé est développé en miro�uidique, ar il est possible d'agir sur desgouttes de taille mirosopique.Par exemple la tehnique d'életromouillage est intégrée dans les "laboratoiressur pues" ("lab on a hip"). Ce sont des pues permettant de retrouver les teh-niques d'analyses de laboratoires, mais à des éhelles bien inférieures à eux-i.Les "laboratoires sur pues" permettent ainsi de réaliser rapidement des analysesbiologiques et des opérations omplexes sur de très petites quantités d'éhan-tillons (séparation des onstituants, analyse rapide de l'éhantillon à l'aide d'unordinateur). Cei favorise ainsi le diagnosti au hevet du malade.Beauoup d'expérimentateurs s'intéressent maintenant au développement dees "lab on a hip" mais aussi au développement de miropues ("mirohip")dans lesquelles on déplae une goutte de taille mirosopique. On peut iter defaçon non exhaustive les équipes du LETI du CEA de Grenoble (Y.Fouillet, sitedu LETI : http ://www-leti.ea.fr/), du LEGI de Grenoble (L.Davoust), de l'Uni-versité de Californie Los Angeles (R.Garell), de l'Université de Twente au PaysBas (F.Mugele), tous travaillant dans e domaine.On est également apable de déplaer des gouttes marosopique de l'ordredu mm. La �gure 5 représente le transport d'un embryon de poisson zèbre paréletromouillage par le groupe de R.Garell de l'Université de Californie de LosAngeles.On peut en�n iter l'utilisation de ette tehnique pour les pixels pour pa-pier életronique ([HF03, RCHFS04℄ et [Pap℄) ainsi qu'une tehnique d'a�hagedigital (destiné aux baladeurs et mobiles) réemment développée par Liquavista([Liq℄), nouvelle soiété �nanée par des fonds issus de Philips.
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Fig. 5 � Transport d'un embryon de poisson par életromouillage(UCLA http ://www.hem.ula.edu/dept/Organi/Garrell/researh ultralargestyle1.html)Il est lair que pour permettre le développement de telles appliations, des ex-périenes et une étude physique du phénomène d'életromouillage ont été menées.Revenons don à es études 1. La �gure 6 présente un shéma d'une expérienetype ainsi qu'une photo présentant la goutte dans laquelle on a introduit l'éle-trode. Lors des études expérimentales réalisées sur une goutte d'eau dans l'air
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air
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V
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Fig. 6 � Gauhe : Prinipe de l'expériene d'életromouillage, Droite : Photod'expériene, image : http ://mtg.tnw.utwente.nl/researh/miro/déposée sur une surfae isolante, les expérimentateurs ont onstaté un étalementprogressif de la goutte à mesure que le potentiel augmente.En première approximation, un modèle physique a été proposé. Il s'agit deonsidérer le système goutte-isolant omme un ondensateur plan. Cette approxi-mation permet de prévoir le omportement de la goutte et prédit un étalementd'amplitude roissante, jusqu'à l'étalement omplet, à mesure que le potentiel ap-pliqué roît. Ce modèle semble orrespondre aux expérienes jusqu'à un ertainpotentiel ritique au delà duquel les physiiens observent un bloage de la goutte.1On pourra trouver un très intéressant réapitulatif physique de l'état de l'art en életro-mouillage dans [MB05℄.



Introdution 13Beauoup d'expliations ont été avanées ([QB01℄, [VVB99℄, [VP99℄, [PB05℄...) :éjetion de gouttelettes à partir d'un ertain potentiel, ionisation de l'air, har-gement de la surfae isolante et... Auune ne fait enore l'unanimité à e jour,mais beauoup de es tentatives d'expliation ont un point en ommun : ellesattribuent un r�le ruial à la divergene du hamp életrique au voisinagede l'interfae entre les trois phases (la ligne triple liquide solide et gaz, voir�gure 6). Il est don néessaire de mieux onnaître la géométrie de la goutte à eniveau.C'est un problème auquel les physiiens de l'életromouillage s'intéressent.Ainsi dans [BHM03℄ on trouve des simulations numériques sur un modèle degoutte in�nie dans une diretion. Il en est alors extrait des onlusions sur laforme de la goutte au voisinage du point triple. Il ressort notamment de et ar-tile un résultat, issu de raisonnements physiques, prédisant l'invariane de l'anglede ontat à la ligne triple (�gure 6) par rapport au potentiel appliqué. C'est unrésultat fort et perturbant vu la prédition et les observations marosopiques desexpérienes. En suivant un modèle analytique approhé il est possible de retrouverl'invariane de l'angle ([Bie05℄, 2005). Il y aurait don une di�érene entre l'anglede ontat observé ("marosopique") et l'angle de ontat réel (onstant et "mi-rosopique"). Pour les physiiens, e résultat "semble un fait aquis" (itationM.Bienia dans sa thèse en 2005).Du point de vue mathématique, des travaux antérieurs ont été menés parS.Bouhereau dans sa thèse en 1997 ([Bou97℄). Il a établi un modèle mathéma-tique pour l'életromouillage qu'il a également exploité numériquement en uti-lisant une approhe optimisation de forme. Ces simulations numériques ont étéaméliorées en 2D par P.Chow Wing Bom au ours de son stage de Master en2003 ([CWB03℄). Ces travaux présentaient une étude globale de la forme de lagoutte sous hamp. Ils n'avaient pas pu mettre en évidene la forme de goutte auvoisinage du point triple, ni le phénomène de saturation.Continuer et préiser es travaux mathématiques en s'insrivant dans les tra-vaux physiques fut l'idée de départ de ette thèse. Elle a onsisté en l'étudemathématique de la forme d'une goutte en életromouillage et en partiulier laompréhension de la géométrie au voisinage de la ligne triple.Ainsi on ommenera au hapitre 1 par dérire préisément l'expériened'életromouillage et la physique du problème pour motiver notre travail. Puisnous établirons un modèle mathématique dérivant le phénomène d'életromouillagedans l'espae (en suivant elui de [Bou97℄). Cei nous amènera à onsidérer unproblème de minimisation sous ontrainte, ar la goutte minimise son énergiesous une ontrainte de volume. En herhant un point selle du lagrangien assoiéà notre problème, nous dériverons, à l'aide de la théorie de la dérivation de formeune ondition néessaire d'optimalité véri�ée par la forme de la goutte.



14 IntrodutionLe modèle du hapitre 1 est entièrement tridimensionnel. Il permet d'unepart de traiter exhaustivement le as axisymétrique (voir hapitres 2 à 5) etd'autre part d'obtenir des généralisations (voir hapitre 6). Dans le hapitre2, pour le as d'une géométrie axisymétrique, nous nous sommes tout d'abordpartiulièrement intéressés à la singularité du hamp életrostatique au voisinagedu point triple (solide, liquide, gaz). Nous montrons ensuite mathématiquementle résultat loal prédit dans [BHM03℄ sur la valeur de l'angle de ontat au pointtriple : elui-i est indépendant du potentiel életrostatique appliqué.L'étape suivante de notre travail, développée dans le hapitre 3 onsiste alorsà se tourner vers les aspets numériques a�n de simuler au mieux les formes degouttes à un potentiel donné. Ave omme base un ode C++ développé sur emodèle au laboratoire Jean Kuntzmann, nous tentons d'améliorer les résultatsnumériques dérivant la forme de goutte en prenant en ompte le omportementsingulier du potentiel életrostatique dans l'approximation. L'analyse des résul-tats obtenus permet de onlure que es premières approximations numériquesdonnent une bonne approximation marosopique de la forme de la goutte, maisne permettent pas de visualiser e qui se passe au niveau du point triple.L'objet du hapitre 4 est don d'érire un modèle loal qui va permettrede faire un zoom au voisinage du point triple. Ce modèle est établi à la fois pardes voies physiques et mathématiques. Nous développons et étudions un algo-rithme pour e nouveau modèle. En�n nous l'implémentons dans le hapitre 5où nous analysons alors les résultats numériques obtenus et tentons d'en déduireles onséquenes physiques.En�n le hapitre 6 onsiste en une généralisation du hapitre 2 au as d'uneforme de goutte tridimensionnelle. Nous montrons que la valeur de l'angle deontat à la ligne triple est indépendante du potentiel appliqué pour des oe�-ients de tensions de surfaes aussi bien onstants que variables.



Chapitre 1Modélisation de l'életromouilageCe premier hapitre est onsaré prinipalement à la ompréhension du phé-nomène d'életromouillage et à la mise en plae d'un modèle mathématique 3D.On ommenera par donner les bases physiques néessaires pour omprendree phénomène (setion 1.1). Puis nous passerons à sa formalisationmathématique.Il s'agira de fournir les notations et quantités aratérisant le problème (setion1.2). En seonde partie nous verrons que le problème d'életromouillage se ramèneà la minimisation de l'énergie de la goutte sous une ontrainte de volume (setion1.3). Nous établirons alors une ondition néessaire d'optimalité (setion 1.5) enutilisant les dérivées de forme (setion 1.4).1.1 Le problème d'életromouillageComme dérit en introdution, une des motivations de l'életromouillage a étéde réussir à ontr�ler le mouillage d'un liquide sur un solide.Nous allons don ommener par dérire une situation de mouillage pouromprendre les phénomènes qui entrent en jeu. Puis nous passerons à l'életro-mouillage. La référene essentielle de ette setion est le livre [dGBWQ02℄.1.1.1 MouillageOn onsidère une goutte de liquide mouillant un solide. Si le liquide est om-plètement étalé sur le solide on parlera de mouillage total. Dans le as ontraire,on parlera de mouillage partiel. On peut se demander e qui fait que la goutteadopte une forme préise.A l'équilibre, la surfae d'un liquide peut être onsidérée omme une mem-brane tendue. C'est e qui lui donne sa forme. La tension de ette "membrane"est nommée "tension super�ielle" ou "tension de surfae". Elle s'opposeaux déformations que peut subir le liquide et dépend de la nature de e qui se
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ΓLG

ΓLS ΓGS

θ

Fig. 1.1 � Mouillage d'une goutte sur un solide ; angle de ontattrouve à la surfae du liquide (du gaz, un autre liquide, un solide). La tensionsuper�ielle peut don être dé�nie omme la tension qui existe à la surfae deséparation de deux milieux.On peut ainsi la dé�nir entre deux �uides, entre un �uide et un solide, entreun �uide et un gaz.La tension super�ielle peut aussi être onsidérée omme une fore par unitéde longueur ou omme une énergie par unité de surfae.Si on revient à la situation de mouillage d'une goutte sur un solide, il existetrois interfaes, haune étant aratérisée par des tensions de surfae :- Liquide-Solide à l'interfae ΓLS, tension de surfae notée σLS- Liquide-Gaz à l'interfae ΓLG, tension de surfae notée σLG- Gaz-Solide à l'interfae ΓGS, tension de surfae notée σGSLa goutte va alors adopter la forme qui minimise son énergie de surfae à volumeonstant. En l'absene de toute autre fore (en partiulier, on néglige la gravité),l'énergie de surfae de la goutte est donnée par les seules ontributions apillaires
Ecap :

ES = Ecap = σLSmes(ΓLS) + σLGmes(ΓLG) + σGSmes(ΓGS)où pour une surfae Γ, mes(Γ) désigne sa mesure. Si on onsidère que le soliden'est pas in�ni, la mesure de ΓLS est égale à une onstante près à la mesure de
ΓGS. La goutte va don, de façon équivalente, minimiser l'énergie suivante (qu'onnotera enore ES) :

ES = (σLS − σGS)mes(ΓLS) + σLGmes(ΓLG)Dans e as la goutte adopte la forme d'une alotte sphérique.La ligne d'interfae liquide-solide-gaz est appelée ligne triple ou ligne deontat. La goutte est aussi aratérisée par son angle de mouillage ou angle



1.1 Le problème d'életromouillage 17de ontat (dé�ni par θ sur la �gure 1.1). L'expression du osinus de et angleest donné par la relation de Young (1805) ([Fin86℄) :
cos(θ) =

σGS − σLS

σLG
(1.1)L'angle dé�ni par ette relation sera appelé angle de Young et noté θY .On retiendra :

cos(θY ) =
σGS − σLS

σLG
(1.2)Remarque 1.1.1 Si on onsidère que la goutte est aussi soumise à la fore degravité, la forme n'est alors plus une alotte sphérique mais s'en trouve plus "éra-sée". Cependant dans le as de très petites gouttes (en général d'un ordre inférieurou égal au mm), on peut onsidérer que seules les fores de tension super�iellessont prépondérantes et don que l'on peut négliger la fore de gravité.Nous allons maintenant passer à la desription de l'életromouillage.1.1.2 EletromouillagePour ontr�ler le mouillage d'une goutte sur un solide, il existe une méthodequi onsiste à traiter la surfae (sur laquelle est posée la goutte) pour la rendreplus ou moins mouillante. Mais ei présente le désavantage d'être une méthodenon réversible. Une fois que le matériau est traité, pour hanger le aratèremouillant de la goutte il faut hanger le traitement qui a été e�etué au solide.De plus e traitement néessite une modi�ation du liquide et/ou du solide entranten jeu. Il paraissaît don très intéressant de mettre en oeuvre une autre méthodede ontr�le du mouillage.Gabriel Lippmann a déouvert (1870, [Lip75℄) le phénomène d'életroapilla-rité, qui, par életri�ation d'un système de deux liquides non misibles permetd'en ontr�ler l'interfae. Suivant e même prinipe, B. Berge eut l'idée d'ap-pliquer une tension életrique dans l'expériene de mouillage sur un polymèreisolant ([Ber93℄). L'expériene basique de l'életromouillage est résumée sur la�gure 1.2. On onsidère une goutte de liquide parfaitement onduteur mouillantpartiellement un polymère isolant d'épaisseur e et de permittivité diéletrique ε.On applique alors une di�érene de potentiel V entre ette goutte et une ontre-életrode plaée sous le polymère.Lorsque V est nulle, on se retrouve dans une situation de mouillage ommedérit dans le paragraphe préédent. Lorsque V est non nul, la goutte adoptela forme qui minimise son énergie de surfae. L'introdution du potentiel éle-trostatique dans le système rajoute un terme d'énergie életrostatique Eelec dans
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polymère isolant

contre électrode

tension appliquée

goutte d’eau

air

Fig. 1.2 � Expériene d'életromouillagel'énergie de la goutte ES. Elle est alors donnée par :
ES = Ecap + EelecRemarque 1.1.2 On suppose là aussi pour l'instant que la goutte est su�sam-ment petite pour négliger le terme de gravitation.Approximation ondensateur plan Une première approximation peut êtrefaite si l'on onsidère le système goutte hargée+ontre-életrode omme unondensateur plan.De e fait on est en mesure, en onsidérant le ondensateur omme parfait,d'exprimer l'énergie életrostatique. On a
Eelec = −1

2
CV 2ave C la apaité du ondensateur équivalent donnée par

C =
ε0ε

e
mes(ΓLS)et ε0 est la permittivité du vide.Remarque 1.1.3 Le signe moins provient du fait que le potentiel est appliquépar un générateur extérieur.



1.1 Le problème d'életromouillage 19Si on observe alors l'énergie résultante, on a :
ES = (σLS − σGS)mes(ΓLS) + σLGmes(ΓLG) − 1

2

ε0ε

e
V 2mes(ΓLS)

= (σLS − 1

2

ε0ε

e
V 2

︸ ︷︷ ︸

=:σLS(V )

−σGS)mes(ΓLS) + σLGmes(ΓLG) (1.3)On peut don voir e phénomène omme une situation de mouillage pur maisdont on ferait varier la tension super�ielle σLS en fontion du voltage ave :
σLS(V ) = σLS − 1

2

ε0ε

e
V 2Lorsque la goutte est soumise au potentiel V , elle a alors la forme d'une alottesphérique. On peut dé�nir l'angle de ontat θ(V ) omme dans la situation demouillage : il dépend du potentiel V et il est donné par la relation dite de Young-Laplae que l'on appellera aussi relation de Lippmann :

cos(θ(V )) =
σGS − σLS(V )

σLG

= cos(θY ) +
ε0ε

2eσLG

V 2 (1.4)Cette formule prédit un étalement roissant de la goutte à mesure que lepotentiel roît, jusqu'à atteindre une situation de mouillage total lorsque V estsu�samment grand.Cette approximation a aussi son domaine de validité. Elle n'est plus valide si
cos(θY ) +

ε0ε

2eσLG
V 2 > 1.La suite logique est de voir e que donne ette approximation au niveau desexpérienes physiques.Expérienes physiques Des expérienes ont été menées. Elles mettent enavant la onordane des mesures ave la théorie du ondensateur plan jusqu'àune valeur ritique du potentiel au delà de laquelle la goutte semble bloquée etn'évolue plus : 'est e qu'on appelle le phénomène de saturation.Pour de très grands potentiels (après saturation), les physiiens ont aussiobservé une instabilité au niveau de la ligne de mouillage, la goutte éjetant de�nes gouttelettes d'eau. ([QB01℄, [VVB99℄, [Bie05℄...)L'approximation ondensateur plan semble être valide seulement jusqu'à unpotentiel ritique. Du fait de la forme de la goutte, la harge est in�nie à laligne triple. Ce aratère du hamp életrostatique n'est pas pris en ompte dansl'approximation ondensateur plan.Comme préisé dans l'introdution, la majorité des tentatives d'expliation dee phénomène de saturation attribue un grand r�le à ette singularité du hamp



20 Chapitre 1 : Modélisation de l'életromouilageau voisinage de la ligne triple.Il nous faut don pour espérer dérire orretement le phénomène alulere�etivement le potentiel életrostatique sans faire l'approximation ondensateurplan.Le but de la setion suivante est d'érire mathématiquement un modèle sansfaire d'approximation sur le potentiel életrostatique. La apaité orrespondantesera alors exprimée en fontion du gradient du potentiel életrostatique. Conrè-tement nous herhons à exprimer l'énergie d'une forme de goutte à potentieldonné.1.2 Desription du problème mathématiqueNous étudions l'évolution de la forme d'une goutte de liquide sur un polymèreisolant lorsqu'elle est soumise à une di�érene de potentiel. Nous allons érireun modèle mathématique 3D (que l'on retrouve dans [Bou97℄) qui permettrad'examiner aussi bien le as axisymétrique que d'envisager des développements àdes formes non symétriques.1.2.1 Dispositif expérimentalOn se plae dans un repère orthonormé de R
3. La fae supérieure du �lmpolymère, sur lequel est posée la goutte est dans le plan (Oxy).On utilisera les indies L,S et G pour désigner les domaines liquide, solide etgazeux. Un ouple d'indie LS,LG,... sera relatif à une interation liquide-solide,liquide-gaz,...On notera Ωe le domaine borné dans lequel se situe le dispositif expérimentalet seront menés les aluls.Notations :On désignera par :

ΩL le domaine de R
3 oupé par le liquide dans l'espae et ΓL son bord.

ΓLS l'interfae liquide-solide.
ΓLG l'interfae liquide-gaz.
ΩG le domaine de R

3 oupé par le gaz et ΓG son bord.
ΩS le domaine de R

3 oupé par le solide et ΓS son bord.
Γ0 le bord de Ωe où la ontre-életrode s'applique.
ΓeG et ΓeS les frontières extérieures de Ωe

Ω = Ωe \ ΩL

εG, εS et εL les permittivités respetives de ΩG, ΩS et ΩL.
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z
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y

0

ΓLG

ΓLS

ΓGS

ΩL

ΩG

Γe

Γ0

φ0

ΩS Fig. 1.3 � Domaine 3D
−→
Ni, i valant L,G, S, LS, LG,GS..., les normales sortantes respetives aux sur-faes Γi.
ΩS, ΩG, ΩL, Ω sont don inlus dans Ωe.L'interfae solide-liquide-gaz sera appelée ligne triple.Remarque 1.2.1 Dans la suite on notera φ0, plut�t que V , la di�érene de po-tentiel appliquée.1.2.2 Le potentiel életrostatiqueL'appliation d'une di�érene de potentiel φ0 entre la ontre-életrode Γ0 etla goutte ΩL rée un potentiel életrostatique dans tout l'espae. La goutte estsupposée parfaitement ondutrie ; le potentiel est don onstant dans ΩL. Maisla répartition des harges ne l'est pas : elle dépend de la forme de la goutte.On notera φΩ le potentiel életrique réé hors de la goutte i.e. sur Ωe \ ΩL et φΩ

Gsa restrition à ΩG, φΩ
S sa restrition à ΩS.On négligera les e�ets életrostatiques loin de la goutte.

φΩ est alors solution du système d'équations aux dérivées partielles :div(εi∇φΩ
i ) = 0 dans Ωi, i = G, S.

φΩ
G = φ0 sur ΓLG

φΩ
S = φ0 sur ΓLS

φΩ
S = 0 sur Γ0



22 Chapitre 1 : Modélisation de l'életromouilageA l'interfae solide-gaz, on a les relations de transmission suivantes :
φΩ

G = φΩ
S sur ΓSG

εG∇φΩ
G.
−→
NG = −εS∇φΩ

S .
−→
NS sur ΓSGsur la frontière arti�ielle, on impose :

εi∇φΩ
i .
−→
Ni = 0 sur Γei, i = G, S.Erivons e système sous forme faible. On note H1(Ω) l'espae de Sobolevlassique et on pose

H0(Ω) = {ψ ∈ H1(Ω);ψ = 0 sur Γ0 ∪ ΓLS ∪ ΓLG} (1.5)
H(Ω) = {ψ ∈ H1(Ω);ψ = 0 sur Γ0, ψ = φ0 sur ΓLS ∪ ΓLG} (1.6)En notant ε l'appliation dé�nie sur Ω par

ε =

{
εG sur ΩG

εS sur ΩSla formulation faible s'érit :
(FV )Ω







trouver φΩ ∈ H(Ω) tel que
∀ψ ∈ H0(Ω),

∫

Ω

ε
(
∇φΩ

� ∇ψ
)
dΩ = 0où (. � .) est le produit salaire eulidien de R

3.Grâe au théorème de Lax-Milgram, on peut montrer que le problème admetune unique solution φΩ ∈ H(Ω).Dans la suite on notera
aΩ(φ, ψ) =

∫

Ω

ε (∇φ � ∇ψ) dΩ (1.7)



1.3 La reherhe de formes optimales, dérivation de forme 231.2.3 L'énergie de la goutteLe potentiel φ0 ≥ 0 étant donné, l'équilibre de la goutte ΩL orrespond à unminimum de l'énergie du système. On prendra en ompte les énergies de tensionsuper�ielle, gravitationnelle et életrostatique. On notera σLS, σGS et σLG lestensions de surfae relatives aux di�érentes interfaes. Pour une goutte ΩL et unpotentiel φ0, l'énergie du système est :
E(ΩL, φ0) = ρg

∫

ΩL

zdΩ

︸ ︷︷ ︸Energie potentielle+

∫

ΓLG

σLGdσ +

∫

ΓLS

σLSdσ +

∫

ΓGS

σGSdσ

︸ ︷︷ ︸Energie apillaire
− 1

2

∫

Ω

ε||∇φΩ||2dΩ
︸ ︷︷ ︸Energie életrostatiqueoù ||.|| désigne la norme eulidienne dans R

3.Remarque 1.2.2 Le terme 1

2

∫

Ω

ε||∇φΩ||2dΩ est don l'équivalent du terme 1

2
Cφ2

0donné dans le as du ondensateur plan.A une onstante additive près, on a :
E(ΩL, φ0) = ρg

∫

ΩL

zdΩ +

∫

ΓLG

σLGdσ +

∫

ΓLS

(σLS − σGS)dσ − 1

2

∫

Ω

ε||∇φΩ||2dΩoù l'énergie életrostatique est a�etée du signe moins puisque ette énergieest imposée par un générateur extérieur. Cette intégrale dépend de ΩL puisque
Ω = Ωe \ ΩL et φΩ est la solution de la formulation variationnelle (FV )Ω.1.3 La reherhe de formes optimales, dérivationde formeOn soumet la goutte ΩL de volume vol à une di�érene de potentiel φ0. Laforme optimale Ω∗

L de la goutte orrespond à un minimum de l'énergie :
E(Ω∗

L, φ0) = min
{ΩL;volume(ΩL)=vol}

E(ΩL, φ0)L'évaluation de la fontion E(ΩL, φ0) demande la résolution d'un problèmed'équations aux dérivées partielles sur le domaine Ω = Ωe \ ΩL. ΩS est �xé mais
ΩG et don Ω dépendent de ΩL, 'est une di�ulté majeure du problème.



24 Chapitre 1 : Modélisation de l'életromouilageIl est lair que se donner ΩL est équivalent à se donner un domaine Ω, et dansla suite on prendra Ω omme variable.En introduisant les paramètres
α =

ρg

σLG

, µ =
σLS − σGS

σLG

, δ =
1

σLG

(1.8)il est don équivalent de minimiser
J(Ω) = α

∫

ΩL

zdΩ + µ

∫

ΓLS

dσ +

∫

ΓLG

dσ − δ

2

∫

Ω

ε||∇φΩ||2dΩEn utilisant que Ω = Ωe \ ΩL , il est équivalent de minimiser la fontionnelleque l'on notera également J :
J(Ω) = −α

∫

Ω

zdΩ + µ

∫

ΓLS

dσ +

∫

ΓLG

dσ − δ

2

∫

Ω

ε||∇φΩ||2dΩ (1.9)On herhera à minimiser J sur un ensemble de domaines admissibles obtenuspar de petites déformations régulières d'un domaine de référene. On préisera epoint au paragraphe 1.3.1.L'objetif est ensuite de déterminer une ondition néessaire d'optimalité pourun domaine Ω. Pour ela nous allons herher à donner un sens à la dérivée dela fontionnelle J . La prinipale di�ulté étant que l'on herhe à dériver sur unensemble de domaines qui n'a pas la struture habituelle requise pour dé�nir unedérivée au sens usuel.Pour obtenir une ondition néessaire d'optimalité, il faut tout d'abord pré-iser la lasse des domaines sur lesquels on minimise.1.3.1 Domaines admissiblesOn aura besoin de donner un sens à des formulations intégrales sur des do-maines ou des bords de domaines. On travaillera don ave des ouverts Ω à bordlipshitzien. Pour ela on hoisit de prendre des déformations d'ouverts à bordlipshitzien, obtenues par des appliations su�samment régulières, de façon àonserver le aratère lipshitzien des domaines [Sim91℄.Remarque 1.3.1 Plus préisément, on travaillera ave des ouverts du type déritpréédemment et dont les parties de la frontière sont régulières par moreaux.On note
C1(Ω,R3) :=

{

U/Ω;U ∈ C1(R3,R3)
}que l'on munit de la norme in�nie

||U ||∞ = sup
x∈Ω

|U(x)| + sup
x∈Ω

|DU(x)|



1.3 La reherhe de formes optimales, dérivation de forme 25où DU est la di�érentielle de U .On introduit l'ensemble des déplaements admissibles
U(Ω,R3) =

{
U ∈ C1(Ω,R3); ||U ||∞ < 1, Uz/ΩS

≡ 0 et U/Γe ≡ 0
}En�n pour U ∈ C1(Ω,R3), on notera Ω + U l'ensemble (Id+ U)(Ω).Soit Ω0 un domaine �xé de référene du type dérit dans le paragraphe 1.2.1.On dé�nit

Dad :=
{

Ω0 + U,U ∈ U(Ω0,R3)
}On herhe don une ondition néessaire d'optimalité sur la solution du pro-blème suivant

(P )







Trouver Ω∗ ∈ Dad tel que
J(Ω∗) = min

{Ω∈Dad;C(Ω)=0}
J(Ω)où C(Ω) traduit la ontrainte de volume :

C(Ω) = volume(Ωe \ Ω) − vol = volume(ΩL) − vol.On admettra l'existene d'une solution à e problème.Nous allons maintenant donner un sens à la dérivation de la fontion J parrapport à un domaine Ω grâe à la notion de dérivée de forme. C'est une notionlassique dont on pourra trouver le détail dans [HP05, MS76℄. On en donnera iiune version plus faible mais qui nous su�t pour traiter notre problème.1.3.2 Notion de dérivée diretionnelle.Dé�nition 1.3.2 Une fontion J dé�nie sur Dad et à valeurs dans R admetune dérivée diretionnelle en un point Ω de Dad dans une diretion U ∈ U sila fontion J∗ : W 7→ J((I +W )(Ω)) dé�nie sur U(Ω̄,R3) à valeurs dans Radmet une dérivée diretionnelle au point 0 dans la diretion U (au sens usuel de
C1(R3,R3)). La dérivée diretionnelle de J en Ω dans la diretion U sera notée :

DJ(Ω).U := DJ∗(0).UNous allons maintenant pouvoir érire une ondition néessaire d'optimalitésur J .Pour Ω ∈ Dad, et λ ∈ R, on note L(Ω, λ) = J(Ω)−λC(Ω) le lagrangien assoiéà notre problème d'optimisation sous ontrainte.Cherher une solution Ω∗ du problème (P ) nous amène à trouver un pointselle de L.Nous allons herher une ondition néessaire pour qu'un ouple (Ω∗, λ∗) ∈
Dad × R soit un point selle de L.



26 Chapitre 1 : Modélisation de l'életromouilage1.3.3 Condition néessaire d'optimalitéProposition 1.3.3 Si (Ω∗, λ∗) est un point selle de L, et si J et C admettentune dérivée diretionnelle au point Ω∗ dans la diretion U ∈ U(Ω∗,R3), alors
DJ(Ω∗).U = λ∗DC(Ω∗).UDémonstration :

(Ω∗, λ∗) point selle de L ⇔ ∀Ω ∈ Dad, ∀λ ∈ R,
L(Ω∗, λ) ≤ L(Ω∗, λ∗) ≤ L(Ω, λ∗)Soit U ∈ U(Ω∗,R3). Pour t ∈ [−1, 1], tU est un élément de U(Ω∗,R3). Et donl'ensemble Ω∗ + tU est enore un élément de Dad.On a don :

L(Ω∗, λ∗) ≤ L(Ω∗ + tU, λ∗), ∀t ∈ [−1, 1]En expliitant la valeur de L, on obtient :
J(Ω∗) − λ∗C(Ω∗) − J(Ω∗ + tU) + λ∗C(Ω∗ + tU) ≤ 0, ∀t ∈ [−1, 1]En reprenant les notations de la dé�nition, on en déduit que :

J∗(tU) − J∗(0) − λ∗ [C∗(tU) − C∗(0)] ≥ 0, ∀t ∈ [−1, 1]En divisant par t > 0 et en faisant tendre t vers 0, on obtient :
DJ∗(0).U − λ∗DC∗(0).U ≥ 0En proédant de même ave t < 0, on en onlut que

∀U ∈ U(Ω∗,R3), DJ∗(0).U − λ∗DC∗(0).U = 0Et don par dé�nition même de la dérivée de forme :
∀U ∈ U(Ω∗,R3), DJ(Ω∗).U − λ∗DC(Ω∗).U = 0

�Nous allons don dans la suite herher, si elles existent, les expressions desdérivées de J et C par rapport à un domaine.



1.4 Dérivation de l'énergie par rapport à la forme 271.4 Dérivation de l'énergie par rapport à la formeL'énergie
J(Ω) = −α

∫

Ω

zdΩ

︸ ︷︷ ︸

Jgrav

+

∫

ΓLG

dσ

︸ ︷︷ ︸

JLG

+µ

∫

ΓLS

dσ

︸ ︷︷ ︸

JLS

−δ
2

∫

Ω

ε||∇φΩ||2dΩ
︸ ︷︷ ︸

Jelec

(1.10)est la somme des quatre termes Jgrav, JLG, JLS, Jelec.La ontrainte de volume est, quant à elle, donnée par :
C(Ω) = Vol(Ωe \ Ω) − vol (1.11)Les trois premiers termes de J ainsi que C sont des intégrales par rapport àune surfae ou à un domaine d'une fontion indépendante de e même domaine.On dispose de résultats lassiques sur la dérivation par rapport à un domaine detels termes (voir par exemple [MS76℄). On n'entrera don pas dans les détails dela dérivation de es termes. On s'attardera plus sur le terme singulier de notreproblème : la ontribution életrostatique Jelec.1.4.1 Dérivées des énergies gravitationnelle, apillaire et duterme de ontrainte de volumeSoit Ω ∈ Dad et U ∈ U(Ω,R3).� La dérivée de Jgrav au point Ω et dans la diretion U s'obtient en suivantla dé�nition 1.3.2 et les résultats de [MS76℄ et [HP05℄.On obtient

DJgrav(Ω).U = DJ∗
grav(0).U = α

∫

Ω

UzdΩ + α

∫

Ω

zdiv(U)dΩ (1.12)� On peut de la même façon exprimer la di�érentielle de C qui s'apparenteau terme Jgrav.
DC(Ω).U = −

∫

Ω

div(U)dΩ (1.13)� Les dérivées des termes JLG et JLS s'obtiennent de manière analogue enutilisant un résultat de dérivation par rapport à une surfae :
DJLG(Ω).U =

∫

ΓLG

div(U)dσ −
∫

ΓLG

(−−→
NLG �

t DU
−−→
NLG

)

dσ (1.14)
DJLS(Ω).U = µ

∫

ΓLS

div(U)dσ − µ

∫

ΓLS

(−−→
NLS �

t DU
−−→
NLS

)

dσ (1.15)où tDU est la transposée de la matrie Jaobienne de U



28 Chapitre 1 : Modélisation de l'életromouilage1.4.2 Dérivée de l'énergie életrostatiqueNous allons étudier plus en détail le terme életrostatique Jelec ([MW05℄).Soit W ∈ U(Ω,R3), par la dé�nition 1.3.2
J∗

elec(W ) = −δ
2

∫

Ω+W

ε
∣
∣
∣
∣∇φΩ+W

∣
∣
∣
∣
2
dΩPosons pour alléger les notations F := Id + W . Comme W ∈ U(Ω,R3), F estinversible.On onsidère les deux problèmes variationnels transportés suivants :

(FV )F (Ω)







Trouver φF (Ω) ∈ H(F (Ω)) tel que
∀ψ ∈ H0(F (Ω)), aF (Ω)(φ

F (Ω), ψ) =

∫

F (Ω)

ε
(
∇φF (Ω)

� ∇ψ
)
dΩ = 0

(FV )T
Ω







Trouver φF ∈ H(Ω) tel que
∀ψ ∈ H0(Ω),

∫

Ω

ε
(

t(DF−1 ◦ F )∇φF
�
t (DF−1 ◦ F )∇ψ

)
| det(DF )|dΩ = 0Les problèmes (FV )F (Ω) et (FV )T

Ω admettent haun une solution unique.L'appliation T0 : ψ ∈ H0(F (Ω)) 7→ ψ ◦ F ∈ H0(Ω) est un isomorphisme de
H0(F (Ω)) dans H0(Ω). On peut de même dé�nir T de H(F (Ω)) dans H(Ω), ar
φ0 est une onstante ; T est aussi un isomorphisme.Ces deux problèmes sont don équivalents.On notera dans la suite, pour φ ∈ H(Ω) et ψ ∈ H0(Ω)

ã(F, φ, ψ) :=

∫

Ω

ε
(

t(DF−1 ◦ F )∇φ �
t (DF−1 ◦ F )∇ψ

)
| det(DF )|dΩ (1.16)Par uniité des solutions aux deux problèmes variationnels, on a

φF = φF (Ω) ◦ FEt don
∫

F (Ω)

ε
∣
∣
∣
∣∇φF (Ω)

∣
∣
∣
∣
2
dΩ =

∫

Ω

ε
∣
∣
∣
∣t(DF−1 ◦ F )∇φF

∣
∣
∣
∣
2 | det(DF )|dΩ



1.4 Dérivation de l'énergie par rapport à la forme 29Posons alors pour φ ∈ H(Ω),
J̃elec(F, φ) = −δ

2

∫

Ω

ε
∣
∣
∣
∣t(DF−1 ◦ F )∇φ

∣
∣
∣
∣
2 | det(DF )|dΩ (1.17)On a en quelque sorte déouplé les variables F et φF dans l'expression de J∗

elec.On peut montrer ave le théorème des fontions impliites que J̃elec est C1 etque W 7→ φId+W est di�érentiable ([Sim91℄). Un résultat lassique de ontr�leoptimal ([MS76℄ V-10) nous permet alors d'érire
∀U ∈ U(Ω,R3), DJ∗

elec(0).U = DF J̃elec(Id, φ
Ω).U −DF ã(Id, φ

Ω, pΩ).U (1.18)où la notation DF désigne la di�érentielle partielle par rapport à la variable F de
J̃elec et ã, et pΩ ∈ H0(Ω) est l'état adjoint solution de l'équation

∀φ̃ ∈ H0(Ω), Dφã(Id, φ
Ω, pΩ).φ̃ = DφJ̃elec(Id, φ

Ω).φ̃ (1.19)où la notation Dφ désigne la di�érentielle partielle par rapport à la variable φ.La di�érentielle de (1.16) et (1.17) par rapport à φ lorsque F = Id donne :
∀φ̃ ∈ H0(Ω), Dφã(Id, φ

Ω, pΩ).φ̃ = aΩ(pΩ, φ̃) (1.20)et
DφJ̃elec(Id, φ

Ω).φ̃ = −δaΩ(φΩ, φ̃) (1.21)
φΩ étant solution du problème variationnel (FV )Ω, on déduit de (1.19), (1.20),et (1.21) que ∀φ̃ ∈ H0(Ω), aΩ(pΩ, φ̃) = 0.Et don omme pΩ ∈ H0(Ω),

pΩ = 0(1.18) devient alors
∀U ∈ U(Ω,R3), DJ∗

elec(0).U = DF J̃elec(Id, φ
Ω).UOn est ramené à une intégrale sur un domaine �xe et en utilisant les formulesde di�érentiation sous le signe intégral ([Sim91℄), on obtient �nalement, omme

DJelec(Ω).U = DJ∗
elec(0).U :

DJelec(Ω).U = −δ
2

∫

Ω

ε||∇φΩ||2div(U)dΩ +
δ

2

∫

Ω

ε
(
(tDU +DU)∇φΩ

� ∇φΩ
)
dΩ(1.22)Remarque 1.4.1 En supposant plus de régularité sur le domaine Ω, il est pos-sible d'érire le terme de dérivée életrostatique omme une intégrale sur le bordde Ω.



30 Chapitre 1 : Modélisation de l'életromouilage1.5 Formulation de la ondition néessaire d'opti-malitéPar la proposition 1.3.3, si un ouple (Ω∗, λ∗) de Dad ×R est un point selle de
L alors
∀U ∈ U(Ω∗,R3),

DJgrav(Ω
∗).U +DJLG(Ω∗).U +DJLS(Ω∗).U +DJelec(Ω

∗).U = λ∗DC(Ω∗).U(1.23)où les termes utilisés sont dé�nis en (1.12), (1.13), (1.14), (1.15) et (1.22).La formulation que l'on obtient ii est véri�ée pour tout domaine optimal 3Dde Dad. Elle peut être utilisée pour des simulations numériques en partiulier àfort potentiel φ0.Nous allons au hapitre suivant en donner une première appliation pour al-uler l'angle de ontat pour des formes à géométrie axisymétrique.1.6 ConlusionCe premier hapitre a permis la ompréhension du phénomène d'életro-mouillage. Nous avons établi un modèle mathématique que l'on retrouve dans[Bou97℄. Ce modèle est omplètement tridimensionnel et onsiste en la minimi-sation de l'énergie sous une ontrainte de volume. La notion de dérivée de formenous a alors permis d'en extraire une ondition néessaire d'optimalité. Dans ehapitre nous ne nous sommes pas penhés sur les problèmes d'existene et uni-ité de la solution du problème de minimisation ni sur une éventuelle onditionsu�sante d'ordre deux ar e n'était pas l'optique de e travail, mais e pourraitêtre l'objet de travaux ultérieurs intéressants. On pourra trouver des études deproblèmes du même type dans [HP05℄ et on supposera dans la suite l'existened'un tel domaine optimal.Nous allons maintenant exploiter e modèle dans le as d'une géométrie axi-symétrique.



Chapitre 2Le as axisymétriqueLe hapitre préédent a permis de mettre en plae un modèle mathématiquepour l'életromouillage. Dans e hapitre nous étudions un as partiulier fournis-sant déjà beauoup d'informations : le as d'une géométrie axisymétrique. Celasigni�e que nous supposons que la goutte reherhée est invariante par rotationautour de l'axe (Oz) (en gardant les notations du hapitre 1, voir �gure 1.3).Ainsi il su�t seulement d'observer une setion 2D de la goutte. La ligne tripledevient alors un point triple liquide-solide-gaz et nous pouvons dé�nir un anglede ontat entre le liquide et le solide au point triple.Le but de e hapitre est de poser le problème de l'életromouillage en axisy-métrique et de démontrer un résultat essentiel onernant l'angle de ontat dela goutte.La setion 2.1 permettra de dérire le domaine, les di�érents espaes onsidéréset le potentiel életrostatique en intégrant le aratère axisymétrique.Ensuite en setion 2.2 nous étudierons plus préisément la régularité du po-tentiel. En e�et il est essentiel de remarquer que, le potentiel étant alulé dansun domaine omportant un oin rentrant (du fait de la ligne triple), il n'est pasaussi régulier qu'on pourrait l'espérer.En�n, après avoir érit la ondition néessaire d'optimalité en y intégrant learatère axisymétrique, nous l'utiliserons pour montrer, par un hoix judiieuxde déformations, que la valeur de l'angle de ontat est indépendante dupotentiel appliqué. Sa valeur est don elle de l'angle de ontat à potentielnul, i.e. l'angle de Young.2.1 Passage en axisymétriqueLe fait de onsidérer une goutte à géométrie axisymétrique nous permet deramener toute notre étude tridimensionnelle à une étude bidimensionnelle. Toutes



32 Chapitre 2 : Le as axisymétriqueles quantités devenant elles aussi axisymétriques, nous pourrons nous ontenterd'étudier leur analogue bidimensionnel issu du passage en axisymétrique.2.1.1 Les notations axisymétriques2.1.1.1 Le domaineSupposons que le domaine Ω de R
3 soit axisymétrique. On hoisira d'exprimerun point de l'espae en oordonnées ylindriques.On se plae alors dans un repère orthonormé de R

2 et on note ω le domaine
2D assoié à Ω en 3D. On dé�nit de façon analogue ωL, ωS, ωG, ωe, γLS, γLG,
γGS, γe.Ils sont dé�nis omme sur la �gure 2.1 :

ωG

r

z

γLG

ωS γeS

γeG

γ0

0
γGS

γzS

γzG

A

ωL

γLS
ΘA

Fig. 2.1 � Domaine 2D issu du domaine 3D axisymétrique
γe est onstitué des frontières extérieures solide γeS et gaz γeG. γz est onstituédes frontières γzG et γzS sur l'axe (Oz).On notera A le point triple et ΘA l'angle de ontat.

(r, θ, z) représenteront les oordonnées ylindriques de Ω entrées en O.
(. � .) désignera, suivant les veteurs en jeu, le produit salaire de R

3 ou de R
2.



2.1 Passage en axisymétrique 332.1.1.2 Espaes et quantités axisymétriquesOn dé�nit pour ω domaine de R
2 assoié à un domaine Ω de R

3 axisymétriqueles espaes analogues à eux dé�nis pour le domaine Ω :�
C1(ω̄,R2) :=

{
u/ω; u ∈ C1(R2,R2)

}que l'on munit de la norme in�nie
||u||∞ = sup

x∈ω
|u(x)| + sup

x∈ω
|Du(x)|où Du est la di�érentielle de u.� U(ω̄,R2) =

{
u ∈ C1(ω,R2); ||u||∞ < 1, uz/ωS

≡ 0, u/γe ≡ 0, et (ur)/γz ≡ 0
}où (ur, uz) sont les omposantes de u dans R

2.Plaçons nous au minimum d'énergie Ω∗ et onsidérons ω∗ le domaine 2D as-soié.Choisissons une diretion de déformation U ∈ U(Ω∗,R3) invariante par rotationd'axe (Oz).On peut trouver
u : ω∗ → R

2

(r, z) 7→ (ur(r, z), uz(r, z))telle que u ∈ U(ω∗,R2) et si
Ǔ : Ω∗ → R

3 (muni des oordonnées artésiennes)
(r, θ, z) 7→ (ur(r, z) cos(θ), ur(r, z) sin(θ), uz(r, z))alors

U(r cos(θ), r sin(θ), z) = Ǔ(r, θ, z) (2.1)De même, on a des relations et notations analogues pour les normales sortantesaux di�érents bords. Lorsqu'il n'y a pas ambiguïté sur la surfae γ (resp. Γ)onsidérée, on notera −→n (resp −→
N ) pour −→nγ (resp −→

NΓ).Il existe



34 Chapitre 2 : Le as axisymétrique
−→n : R

2 → R
2

(r, z) 7→ (nr(r, z), nz(r, z))tel que si
Ñ : R

3 → R
3 (muni des oordonnées artésiennes)

(r, θ, z) 7→ (nr(r, z) cos(θ), nr(r, z) sin(θ), nz(r, z))alors
−→
N (r cos(θ), r sin(θ), z) = Ñ(r, θ, z)Remarque 2.1.1 (nr)/γz ≡ 0La diretion de déformation et la normale sont don entièrement déterminées parla donnée des appliations du plan u et −→n .� On donne aussi les domaines admissibles axisymétriques.Pour ω̂ domaine lipshitzien de référene �xé :
Dad :=

{
(Id+ u)(ω̂), u ∈ U(¯̂ω,R2)

} (2.2)On a pour u et U assoiés omme dans (2.1),div(U) =
ur

r
+ div(u) (2.3)où div(u) =

∂ur

∂r
+
∂uz

∂zet (−→
N �

t DU
−→
N
)

=
(−→n �

t Du−→n
) (2.4)pour les normales aux di�érentes surfaes onsidérées.On notera divγ(u) = div(u) − (−→n �

t Du−→n
) (2.5)la divergene surfaique de la surfae γ� Dé�nitions des di�érents espaes.



2.1 Passage en axisymétrique 35Nous allons utiliser les ensembles analogues au as 3D, mais dans le asaxisymétrique. Ces espaes seront don tous dé�nis pour la mesure rdrdz.Pour un domaine ouvert ω de R
2 quelonque :

Ľ2(ω) l'espae des fontions de arré intégrable pour la mesure rdrdz.
Ȟ1(ω) l'espae de Sobolev assoié à la mesure rdrdz
Ȟ1

0 (ω) = {u ∈ Ȟ1(ω); u = 0 sur γ0 ∪ γLS ∪ γLG}

Ȟ1
γ(ω) = {u ∈ Ȟ1(ω); u = 0 sur γ0, u = φ0 sur γLS ∪ γLG}Les espaes de Sobolev d'ordre s pour la mesure rdrdz seront eux aussinotés Ȟs(ω)Plus généralement, s'il n'y a pas ambiguïté, tout espae surmonté d'unˇseral'espae assoié à l'espae dans le as 3D pour la mesure axisymétrique. Si-non la dé�nition préise de l'espae sera spéi�ée.2.1.2 Le problème donnant le potentielComme toutes les données sont axisymétriques, le potentiel φΩ l'est aussi (voirpar exemple [BDM99℄ p 14-15). Cela nous permet don de dé�nir un potentiel

ϕω en les variables (r, z). Il est solution du problème variationnel suivant
(Fv)ω







Trouver ϕω ∈ Ȟ1
γ(ω) tel que,

∀v ∈ Ȟ1
0 (ω),

∫

ω
ε (∇ϕω

� ∇v) rdrdz = 0où (. � .) désigne ii le produit salaire eulidien dans R
2.Dans la suite on notera pour ϕ ∈ Ȟ1(ω) et v ∈ Ȟ1(ω),

ǎω(ϕ, v) =

∫

ω

ε (∇ϕ � ∇v) rdrdz (2.6)A φΩ on assoie don ϕω solution du problème 2D assoié donné sous sa formefaible.On peut véri�er que φΩ est solution faible du problème donnant le potentiel sur
Ω si et seulement si ϕω est solution faible du problème 3D axisymétrique assoié.Remarque 2.1.2 Si on pose :



36 Chapitre 2 : Le as axisymétrique� ∆r = ∂2

∂r2 + ∂2

∂z2 + 1
r

∂
∂ret� pour i ∈ {G, S}, ϕω

i la restrition de ϕω à ωi,alors ϕΩ est solution faible du système d'équations aux dérivées partielles :
εi∆rϕ

ω
i = 0 dans ωi, i = G, S.

ϕω
G = ϕ0 sur γLG

ϕω
S = ϕ0 sur γLS

ϕω
S = 0 sur γ0

ϕω
G = ϕω

S sur γSG

εG∇ϕω
G.
−→nG = −εS∇ϕω

S.
−→nS sur γSG

εi∇ϕω
i .
−→ni = 0 sur γei, i = G, S. (2.7)Dans la suite de l'étude du modèle, nous aurons besoin de onnaître préisé-ment la régularité de ϕω. C'est l'objet de la setion suivante.2.2 Etude de la régularité du potentielCe paragraphe va nous permettre de préiser le omportement du gradient dupotentiel au voisinage de la ligne triple.En observant les domaines admissibles, on remarque qu'ils présentent un oinrentrant au niveau du point triple A. Cei a pour e�et une perte de régularité dupotentiel.Donnons nous un domaine ω issu d'un domaine 3D à géométrie axisymétrique.Le potentiel ϕω est solution du problème variationnel (Fv)ω.Etudier la régularité de ϕω sur ω nous amène à étudier l'opérateur laplaienaxisymétrique ∆r en transmission dans un domaine à oin i.e. l'opérateur

ε∆r où
ε = εG dans ωG et ε = εS dans ωS.Les singularités dans des domaines à oins ont été largement étudiées. Ainsion dispose de résultats dans des as prohes du n�tre :1. L'opérateur laplaien dans un domaine à oins 2D et 3D a été étudiénotamment par P.Grisvard et M.Dauge dans [Gri85℄,[Gri92℄, [Dau88℄.2. Le as de l'opérateur laplaien axisymétrique ∆r a lui aussi été traitédans [BDM99℄ dans le as de domaines à oins 2D et 3D.



2.2 Etude de la régularité du potentiel 373. L'opérateur laplaien en transmission que l'on pourrait noter ε∆ aquant à lui été étudié par K.Lemrabet dans [Lem77℄ pour un domaine 2Dà oins et dans [Lem78℄ pour un domaine général 3D à oins.Chaun des points 1., 2. et 3. n'est pas su�sant pour traiter totalement notreas. Cependant dans es trois as, on retrouve une struture ommune de dé-monstration adaptable au as de notre opérateur.C'est pourquoi nous allons ommener par rappeler les résultats onnus. Nousaborderons d'abord le as de domaines 2D et de l'opérateur laplaien pour pré-senter de façon simple la struture de démonstration utilisée (en setion 2.2.1).Puis après avoir énoné les résultats onnus dans le as 3D axisymétrique pourl'opérateur laplaien (en setion 2.2.2), nous dériverons un résultat pour l'opéra-teur ∆r en transmission. Cela reposera essentiellement sur l'adaptation du point3. (as 3D) au as axisymétrique. En�n nous énonerons le résultat de régularitédans notre as préis.2.2.1 Cas d'un domaine 2D2.2.1.1 L'opérateur laplaienC'est le as le plus simple, détaillé dans [Gri85℄ et [Gri92℄, mais qui illustrebien le prinipe de démonstration qui sera utilisé pour haque généralisation. Ononsidère un domaine ω de R
2 polygonal à n arêtes (notées γj) et sommets (notés

Aj). Pour f ∈ L2(ω), on note ϕ ∈ H1(ω) la solution variationnelle de l'équation :
(P∆)

{
∆ϕ = f

ϕ = 0 sur γj, ∀j ∈ [1, n]

γ3

A1 A2

A3

ω

Θj+1
M

An
γ2

γ1

Aj+1

γn

rj

γj−1

θj

γj Aj

Fig. 2.2 � Cas du polygone



38 Chapitre 2 : Le as axisymétriqueOn herhe à étudier la régularité de ϕ au voisinage d'un oin. Si Θj est l'angleentre γj et γj−1 (voir �gure 2.2), P.Grisvard montre dans [Gri92℄ p.52 leThéorème 2.2.1 Il existe un nombre �ni de réels cj tels que
ϕ−

∑

Θj>π

cjSj ∈ H2(ω)où Sj(rj , θj) = r
π

Θj

j sin(
πθj

Θj
)ηj(rj) ave� (rj, θj) les oordonnées polaires entrées au oin Aj orrespondant (�gure2.2), telles que l'arête γj−1 orresponde à θj = 0.� ηj est une fontion à support ompat entré autour de Aj n'intersetantpas le support des autres ηk pour k 6= jOn a Sj ∈ H1(ω) \H2(ω) si Θj > π.Remarque 2.2.1 Avant d'exposer la struture de démonstration du théorème2.2.1, nous donnons un résultat utile pour la suite.On noteD(L2(ω),∆) := {v ∈ L2(ω) tels que ∆v ∈ L2(ω)}. Dans [Gri92℄ p.27,P.Grisvard montre qu'on peut dé�nir sur et espae une notion de trae tj surhaque arête γj, pour j ∈ [1, n].Prinipe de la démonstration : On rappelle le prinipe général de la démons-tration du théorème 2.2.1.1. On ommene par établir une estimation a priori sur ϕ ∈ H2(ω) ∩H1

0 (ω) :
||ϕ||H2(ω) ≤ C(ω)||∆ϕ||L2(ω)où C(ω) est une onstante positive qui ne dépend que du diamètre de ω.2. Cette estimation nous permet de dire que l'opérateur laplaien ∆ onsidéréomme un opérateur de H2(ω) ∩H1

0 (ω) dans L2(ω) est injetif et d'imagefermée ([Gri85℄ page 208).3. On aratérise alors N l'orthogonal de ∆(H2(ω) ∩H1
0 (ω)) dans L2(ω).

L2(ω) = ∆(H2(ω) ∩H1
0 (ω)) ⊕⊥ NOn montre que

N =
{
v ∈ D(L2(ω),∆) tels que ∆v = 0 dans ω, tj(v) = 0 sur γj, ∀j ∈ [1, n]

}



2.2 Etude de la régularité du potentiel 394. Les éléments de N sont C∞ sauf au voisinage des oins.Si on note m le nombre de oins rentrants du polygone, les éléments de Npeuvent s'exprimer omme ombinaison linéaire dem fontions linéairementindépendantes. On en déduit don que N est de dimension �nie égale aunombre de oins rentrants du polygone.5. Reste alors à remarquer que pour j ∈ [1, n], tel que Aj est un oin rentrant,
∆Sj n'est pas orthogonal à N , don n'est pas dans l'image de H2(ω)∩H1

0(ω)par ∆. Comme es fontions sont linéairement indépendantes et que leurnombre est exatement m, on en déduit le résultat du théorème par uniitéde la solution du problème (P∆) (au sens variationnel).Remarque 2.2.2 Ce résultat peut être généralisé au as d'un polygone urvilignei.e. un polygone à arêtes ourbes régulières (voir [Gri85℄ dé�nition 1.4.5.1 p.34).Les domaines admissibles que nous onsidérons rentrent dans e adre.On dispose don d'un résultat de déomposition de la solution du problème
(P∆) pour un domaine polygonal urviligne dans le as de l'opérateur laplaien.Passons maintenant à l'opérateur laplaien en transmission.2.2.1.2 Un problème de transmission 2D

ω+

ω−

Θ+
A

Θ−
A

Θ+
B−→n

B

γ

γ+

γ−

Θ−
BA

Fig. 2.3 � Domaine onsidéré dans le as d'un problème de transmissionNous allons donner une version "allégée" du résultat établi par K.Lemrabetdans [Lem77℄, su�sante pour omprendre notre problème. On reprend ses nota-tions.



40 Chapitre 2 : Le as axisymétriqueOn onsidère un domaine 2D, ω, formé de deux omposantes ω− et ω+. Cha-une de es deux omposantes est supposée à bords ourbes omme dérit sur la�gure 2.3.Le bord de e domaine ω est lui aussi séparé en deux omposantes γ+ et γ−.On notera γ la ourbe qui partage le domaine ω en ses deux omposantes.
A et B sont les extrémités de γ. Soit M ∈ {A,B}, on note :� Θ±

M l'angle que font les tangentes à γ ave γ±.� (rM , θM) les oordonnées polaires entrées en M telles que γ oïnide loa-lement ave θM = 0.On hoisit de ompter Θ+
M positivement et Θ−

M négativement.� ηM fontion C∞ à support ompat inlus dans ω qui vaut 1 au voisinagede M et 0 en dehors d'une boule entrée en M .Pour une fontion h dé�nie sur tout ω, on notera h+ sa restrition à ω+, et
h− sa restrition à ω−.Soit f ∈ L2(ω) et (p+, p−) ∈ (R+∗)2. On herhe (ϕ+, ϕ−) solution du pro-blème de transmission suivant :

(PT ∆)







p+∆ϕ+ = f+ dans ω+

p−∆ϕ− = f− dans ω−

ϕ+ = 0 sur γ+

ϕ− = 0 sur γ−
ϕ+ = ϕ− sur γ

p+∂ϕ
+

∂n
= p−

∂ϕ−

∂n
sur γ, où n est la normale sortante à ω+En adaptant la démarhe de P.Grisvard au as d'un problème de transmission,K.Lemrabet a détaillé les étapes 1., 2., 3., 4. et 5. préédentes. Il en résulte le :Théorème 2.2.2 Il existe d'uniques réels ckM tels que :

ϕ± −
∑

M=A,B

0<νk
M<1

ckMS
k,±
M ∈ H2(ω±)ave

S
k,+
M (rM , θM ) =

p−

cos(νk
MΘ+

M)
r

νk
M

M sin(νk
M (θM − Θ+

M))ηM(rM , θM ), θ ∈]0,Θ+
M [

S
k,−
M (rM , θM ) =

p+

cos(νk
MΘ−

M)
r

νk
M

M sin(νk
M (θM − Θ−

M))ηM(rM , θM ), θ ∈]Θ−
M , 0[



2.2 Etude de la régularité du potentiel 41où :
νk

M est l'unique solution dans ]0, 1[ de l'équation p+ tan(νk
MΘ−

M) = p− tan(νk
MΘ+

M).Démonstration : La démarhe pour démontrer e théorème est la même que ellepour un problème sans transmission. K.Lemrabet se plae tout d'abord dans leas d'un polygone. Il démontre une inégalité a priori (étape 1.) qui permet de dé-omposer l'espae L2(ω+)×L2(ω−) en une somme direte orthogonale (étape 2.).Puis il aratérise les éléments de l'espae N (étape 3.) et détermine la dimensionde et espae (étape 4.). La déomposition de la solution suit (étape 5.).En�n le résultat est généralisé à des frontières polygonales ourbes (qui donnedon un résultat plus général que elui énoné).En résumé : Si la frontière est polygonale urviligne, il y a les singularitésdues à un oin qui touhe l'interfae entre les deux domaines et les singularitésdues aux oins qui ne touhent pas l'interfae. Ces dernières sont données parles fontions lassiques du théorème préédent de P.Grisvard pour des oins ren-trants.Cette setion a don permis d'avoir une idée du type de singularités qui ap-paraissent pour l'opérateur ∆ simple et en transmission.Nous allons maintenant nous intéresser au as des domaines 3D axisymé-triques.Après avoir énoné un résultat de déomposition (analogue du théorème 2.2.1)issu de l'étude de l'opérateur ∆r, nous dériverons de l'étude de l'opérateur ∆ 3Den transmission un résultat de déomposition (analogue du théorème 2.2.2) pourl'opérateur ∆r en transmission.2.2.2 Le as 3D axisymétriqueNous ommenerons ette setion par une remarque :Remarque 2.2.3 Tout omme dans la setion 2.2.1, les résultats seront énon-és pour le as de polygones, mais peuvent être généralisés au as de polygonesurvilignes.Nous allons donner des résultats qui ont été établis dans le as 3D axisymétrique,puis nous les généraliserons à notre problème de transmission.2.2.2.1 Problème lassiqueOn onsidère un domaine axisymétrique issu de la rotation d'un polygoneautour d'une de ses arêtes que l'on onsidérera être sur (Oz). On note γz l'arête
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γj

Aj

z

r

γn

γ1

γz

ω
Θj

Aj−1
γj−1

Fig. 2.4 � Domaine 2D engendrant le domaine 3D axisymétriquequi touhe (Oz) et γ le reste de la frontière qui est une union de n arêtes notées
γi, i = 1..n (voir �gure 2.4).A priori le domaine 3D peut alors présenter plusieurs types de oins. Des oinsissus des arêtes γj et des oins issus des arêtes qui touhent γz (ii γ1 et γn) quel'on appellera oins oniques.Pour simpli�er on supposera que les deux arêtes de γ qui touhent l'axe (Oz)font un angle de π

2
ave l'axe. Cei supprime les oins oniques et il n'y a alorspas de ontribution singulière au voisinage de l'axe (Oz).On s'intéresse à la régularité de la solution variationnelle de
(P∆r)

{
∆rϕ = f

ϕ = 0 sur γj, ∀j ∈ [1, n]Les singularités pour un tel problème sont soit de nature onique soit dues auxoins issus des arêtes γj. Pour le domaine onsidéré ii, il n'y a pas de singularitésoniques. Il est montré dans [BDM99℄ que, de plus, les fontions singulières auxoins issus des arêtes γj sont les mêmes que dans le as 2D. En e�et, au voisinagede es oins, il existe c > 0 tel que r > c. La partie prinipale du laplaienaxisymétrique est alors équivalente à un laplaien 2D lassique. On a le :



2.2 Etude de la régularité du potentiel 43Théorème 2.2.3 Il existe cj ∈ R tels que
ϕ−

∑

Θj>π

cjSj ∈ Ȟ2(ω)où Sj(rj, θj) = r
π
Θj

j sin(
πθj

Θj
)ηj(rj) ave� (rj , θj) les oordonnées polaires entrées au oin Aj orrespondant� ηj fontion à support ompat entré autour de Aj n'intersetant pas le sup-port des autres ηk pour k 6= jPour aboutir au résultat qui nous intéresse, il reste don à rajouter la trans-mission dans le problème (P∆r). Pour ela nous allons nous servir de résultats

3D établis pour l'opérateur ∆ et les appliquer au as 3D axisymétrique pourgénéraliser le théorème i-dessus et le théorème 2.2.2.2.2.2.2 Cas de la transmissionK.Lemrabet a démontré dans [Lem78℄, les points onernant l'inégalité a prioridans le as 3D ainsi que la aratérisation de l'espae N orrespondant (étapes1., 2., 3. de la démonstration). Il su�t alors d'appliquer les mêmes méthodesque dans [ACL03℄ et [Lem77℄ pour trouver que la dimension de l'espae N estégal au nombre de oins rentrants (étape 4.). On retrouve la même onlusionque dans le as 2D. Les singularités issues du problème 2D sont les mêmes queles singularités du problème 3D axisymétrique. On ne réérit pas le théorème,mais son expression est similaire à elle des paragraphes préédents. On va plut�tdétailler le théorème dans notre as préis dans la setion suivante.2.2.3 Appliation à notre problèmeRevenons à notre problème d'életromouillage.On suppose que (ρ, θ) sont les oordonnées polaires entrées au point triple(voir �gure 2.5).2.2.3.1 Enoné du théorème de régularitéOn a le théorème suivant :Théorème 2.2.4 Il existe un unique c ∈ R tel que pour i ∈ {G, S} :
ϕω

i − cSi ∈ Ȟ2(ωi)



44 Chapitre 2 : Le as axisymétrique

M

θ
ρ

ωG

r

z

γLG

ωS γeS

γeG

γ0

0
γGS

γzS

γzG

A

γLS
ΘA

ωL

Fig. 2.5 � Coordonnées polaires entrées au point triple.ave
SG(ρ, θ) =

εS

cos(ν(π − ΘA))
ρν sin(ν(θ − (π − ΘA)))η(ρ, θ), θ ∈]0, π − ΘA[

SS(ρ, θ) =
εG

cos(νπ)
ρν sin(ν(θ + π))η(ρ, θ), θ ∈] − π, 0[où :

η est une fontion C∞ à support ompat, telle que η ≡ 1 dans un voisinagede A et nulle hors d'un erle entré en A.
ν est l'unique solution dans ]0, 1[ de l'équation

εS tan(ν(π − ΘA)) = −εG tan(νπ). (2.8)On onnaît don le omportement de ϕω au voisinage du point triple. De plus laforme de la singularité est onnue expliitement e qui nous permet de préiserla régularité de ϕω.2.2.3.2 Conséquenes sur la régularité du potentielCommençons par donner des préisions sur ν.Proposition 2.2.4 Pour tout ΘA ∈]0, π[, il existe une unique solution à l'équa-tion (2.8), ν(ΘA) appartenant à ]0, 1[. De plus ν(ΘA) ∈]1
2
, 1[ et roît lorsque ΘAroît.



2.2 Etude de la régularité du potentiel 45Démonstration : Commençons par montrer, pour ΘA �xé dans ]0, π[, l'existeneet l'uniité de la solution ν à l'équation (2.8).Posons α = π − ΘA et
g(x) = εS tan(xα) + εG tan(xπ)� Domaine de dé�nition de g :
Dg = R \

({ π

2α

[π

α

]}

∪
{

1

2
[1]

})Pour k ∈ N, on notera
xk :=

π

2α
+
kπ

αet
yk :=

1

2
+ kNous herhons les solutions de l'équation g(x) = 0 dans ]0, 1[.� Cherhons don si des valeurs interdites (xk ou yk) peuvent se situer dansl'intervalle [0, 1] :� yk ∈ [0, 1] ⇔ k = 0. On a alors y0 = 1

2
.� Cherhons sous quelles onditions sur k, on a xk ∈ [0, 1].

xk ∈ [0, 1] ⇔ 0 ≤ π

2α
+
kπ

α
≤ 1

⇔ 0 ≤ (2k + 1)π

2α
≤ 1

⇔ −1

2
≤ k ≤ 2α− π

2π
(2.9)Il nous faut alors distinguer deux as :� Si ΘA ∈]0, π

2
[, alors

0 <
2α− π

2π
<

1

2Don le seul k qui puisse véri�er (2.9) est k = 0 et dans e as
x0 =

π

2α
∈]

1

2
, 1[.� Si ΘA ∈ [π

2
, π[, alors

−1

2
<

2α− π

2π
≤ 0Il n'y a don dans e as auun k qui onvienne sauf si ΘA = π

2
et danse as xk = 1 pour k = 0.



46 Chapitre 2 : Le as axisymétrique� Nous sommes maintenant en mesure d'érire le tableau de variation de g,en distinguant les deux as préédents.On pose β = εS tan(α) ∈ R̄ := R ∪ {±∞} .� Si ΘA ∈]0, π
2
[, alors on a le tableau de variations suivant :
x 0

g′(x)

g

0

+
AA

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

1
2

+∞

−∞

+
AA

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

π
2α

+∞

−∞

1

β < 0

+
DD

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	On a β < 0, ar α ∈]π

2
, π[� Si ΘA ∈ [π

2
, π[, alors on a le tableau de variations suivant :

x 0

g′(x)

g

0

+
AA

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�

1
2

+∞

−∞

1

β > 0

+
DD

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	On a β > 0 ou β = +∞, ar α ∈]0, π

2
]� De es deux tableaux on déduit l'existene et l'uniité de ν solution de (2.8)dans ]0, 1[ et que de plus que ν ∈]1

2
, 1[.La deuxième étape est d'étudier la variation de ν en fontion de ΘA.Posons

f(ν,Θ) = εS tan(ν(π − Θ)) + εG tan(νπ).Par e qui préède, on sait que
∀Θ ∈]0, π[, ∃!ν(Θ) ∈]

1

2
, 1[ tel que f(ν,Θ) = 0De plus f est C1 en les deux variables et
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∂f

∂ν
(ν,Θ) = εGπ(1 + tan2(νπ)) + εS(π − Θ)(1 + tan2(ν(π − Θ))) > 0 (2.10)

∂f

∂Θ
(ν,Θ) = −εSν(1 + tan2(ν(π − Θ))) (2.11)Par le théorème des fontions impliites, on montre qu'il existe une appliation

ν : Θ → ν(Θ) dé�nie sur ]0, π[ telle que ν est dérivable sur ]0, π[ et
ν ′(Θ) = −

∂f

∂Θ
(ν(Θ),Θ)

∂f

∂ν
(ν(Θ),Θ)

, ∀Θ ∈]0, π[De plus vu le signe des di�érentielles (2.10) et (2.11), on déduit que
ν ′(Θ) > 0, ∀Θ ∈]0, π[.

�On en déduit don que lorsque l'angle de ontat ΘA augmente, ν augmente etdon la singularité devient plus faible. Et inversement lorsque ΘA diminue.Nous allons maintenant préiser la régularité de ϕω. On a laProposition 2.2.5 Il existe κ > 0 (dépendant de ω) tel que ϕω
i ∈ Ȟ

3
2
+κ(ωi) pour

i ∈ {G, S}Démonstration : Vu le théorème 2.2.4, il su�t d'étudier la régularité des fontions
SG et SS. De la proposition 2.2.4, on déduit que ν > 1

2
, et don il existe 0 < κ < 1

2tel que ν ≥ 1
2

+ κ. Ce qui nous permet de onlure au résultat.
�Grâe à l'étude de P. Grisvard dans [Gri85℄, on sait que l'on peut dé�nir la traedu gradient de ϕω

i dans Ľ2 sur le bord de ωi pour i ∈ {G, S}.De plus on remarque que vu la forme de la singularité SG et SS, on a
ϕω

i ∈ Ȟ
3
2
+κ(ωi) et ∆rϕ

ω
i ∈ Ľ2(ωi) pour i ∈ {G, S}. (2.12)La régularité de ϕω est don onnue et nous avons pu donner quelques pro-priétés partiulières du potentiel qui pourront nous être utiles par la suite.Nous sommes maintenant en mesure de prouver le résultat d'invariane del'angle de ontat par rapport au potentiel imposé φ0.



48 Chapitre 2 : Le as axisymétrique2.3 L'angle est indépendant du potentiel appliquéNous donnons tout d'abord les expressions de la fontion oût, du lagrangienet de la ondition néessaire d'optimalité dans le as axisymétrique. Puis par unhoix partiulier de diretions admissibles, on en déduira le résultat voulu.2.3.1 Expression de la fontion oût et de la ondition né-essaire d'optimalité2.3.1.1 La fontion oûtEn introduisant le aratère axisymétrique, on donne l'expression analogue
2D (divisée par la onstante 2π) de la fontion oût J donnée en (1.9) :

j(ω) := jgrav(ω) + jLS(ω) + jLG(ω) + jelec(ω) (2.13)où
jgrav(ω) = −α

∫

ω

zrdrdz (2.14)
jLS(ω) = µ

∫

γLS

rds (2.15)
jLG(ω) =

∫

γLG

rds (2.16)
jelec(ω) = −δ

2

∫

ω

ε||∇ϕω||2rdrdz (2.17)La ontrainte de volume est quant à elle donnée par :
c(ω) =

∫

ωL

rdrdz − vol

2π
(2.18)2.3.1.2 Formulation de la ondition néessaire dans le as axisymé-triqueL'égalité (1.23) devient

∃λ∗ ∈ R tel que ∀u ∈ U(ω∗,R2),

dj(ω∗).u := djgrav(ω
∗).u+ djLG(ω∗).u+ djLS(ω∗).u+ djelec(ω

∗).u = λ∗dc(ω∗).u(2.19)



2.3 L'angle est indépendant du potentiel appliqué 49On exprimera es di�érentes quantités en détail dans les paragraphes suivants.Les éléments u ∈ U(ω̄,R2) sont appelés diretions admissibles.2.3.1.3 Un hoix partiulier de diretions admissiblesPréisons le bord γLG au voisinage du point triple. Par dé�nition des domainesadmissibles, ω∗ est un ouvert lipshitzien, dont la frontière γ∗LG est au moins C1.Notons A le point triple. Si on suppose que ΘA, l'angle de ontat en A, est dansl'intervalle ]0, π[, alors il existe une boule ouverte BA entrée en A et de rayon d0et une fontion C1 f : R → R telle que (r, z) ∈ γ∗LG ∩ BA ⇔ r = f(z) (théorèmedes fontions impliites). Ave un tel paramétrage, on peut exprimer le osinusde l'angle de mouillage en A = (f(0), 0) :
cos(ΘA) = − f ′(0)

√

1 + f ′(0)2
(2.20)Plaçons nous au minimum d'énergie ω∗.On sait qu'en e minimum

∃λ∗ ∈ R tel que ∀u ∈ U(ω∗,R2), dj(ω∗).u = λ∗dc(ω∗).uNous herhons à exploiter ette égalité a�n d'en extraire une information surla géométrie de la goutte au voisinage du point triple A. L'idée est de trouver desdiretions de déformations partiulières up, p ∈ N
∗ dont les supports entrés en

A se onentrent sur A lorsque p tend vers +∞.Choisissons la suite (up)p∈N∗ dé�nie par :
up : R

2 → R
2

(r, z) 7→ (up
r, 0)où

up
r : R

2 → R

(r, z) 7→







exp

(
1

p2((r − f(0))2 + z2) − 1

) si (r − f(0))2 + z2 < 1
p2

0 sinon.Dans la suite on notera Bp la boule ouverte de entre A et de rayon 1
p
et ∂Bp sonbord.Le support de up

r est donné par Bp. Soit p0 ∈ N tel que pour p ≥ p0, Bp soit inlusdans BA. Pour p ≥ p0, le support de up est don inlus dans le voisinage où γ∗LGest paramétré par f . De plus up

||up||∞ ∈ U(ω∗,R2).



50 Chapitre 2 : Le as axisymétriqueOn peut don érire :
dj(ω∗).

up

||up||∞
= λ∗dc(ω∗).

up

||up||∞
, ∀p ≥ p0Et don aussi :

dj(ω∗).up = λ∗dc(ω∗).up, ∀p ≥ p0Nous allons étudier au paragraphe suivant la limite de dj(ω∗).up et de dc(ω∗).uplorsque p tend vers +∞.2.3.2 Calul des di�érentes ontributionsEtudions haque terme apparaîssant dans dj(ω∗).up et dc(ω∗).up pour p ≥ p0.2.3.2.1 Le terme djgrav(ω
∗).upAve (1.12) et (2.3), on a

djgrav(ω
∗).up = α

∫

ω∗

up
zrdrdz + α

∫

ω∗

zup
rdrdz + α

∫

ω∗

zdiv(up)rdrdzIl est lair que ∫

ω∗

rup
zdx = 0, puisque up

z = 0 (2.21)Comme |up
r| ≤ 1, on a

∣
∣
∣
∣

∫

ω∗

zup
rdrdz

∣
∣
∣
∣
≤
∫

ω∗∩Bp

|z|drdz ≤ π
1

p3
(2.22)Comme up

z = 0, on a ∫
ω∗

zdiv(up)rdrdz =

∫

ω∗∩Bp

z
∂up

r

∂r
(r, z)rdrdzEn posant R :=

√

(r − f(0))2 + z2, on a :
∂up

r

∂r
(r, z) = −2p2 r − f(0)

(p2R2 − 1)2
exp

(
1

p2R2 − 1

)et la majoration ∣∣∣
∣

∂up
r

∂r
(r, z)

∣
∣
∣
∣
≤ 2p2 R

(p2R2 − 1)2
exp

(
1

p2R2 − 1

)De l'étude de g : R > 0 7→ R

(p2R2 − 1)2
exp

(
1

p2R2 − 1

), on déduit que
|g(R)| ≤ C

p



2.3 L'angle est indépendant du potentiel appliqué 51où C est un réel stritement positif.Et don
|div(up)| ≤ 2Cp (2.23)On obtient �nalement

∣
∣
∣
∣

∫

ω∗

zdiv(up)rdrdz

∣
∣
∣
∣
≤ 2Cp

∣
∣
∣
∣
∣

∫

ω∗∩Bp

zrdrdz

∣
∣
∣
∣
∣
= 2C

π

p3

(

f(0) +
1

p

) (2.24)D'où ave (2.22) et (2.24),
lim

p→+∞
djgrav(ω

∗).up = 0 (2.25)2.3.2.2 Le terme djLG(ω∗).upDe (1.14), (2.3) et (2.4), on déduit
djLG(ω∗).up =

∫

γ∗
LG

up
r(s)ds+

∫

γ∗
LG

divγ(u
p)rdsoù on rappelle que divγ est la divergene surfaique est donnée par (2.5).On notera γ(p) l'ordonnée de l'intersetion de ∂Bp, ave γ∗LG.Comme |up

r| < 1, on a
∣
∣
∣
∣
∣

∫

γ∗
LG

up
r(s)ds

∣
∣
∣
∣
∣
≤ l(γ∗LG ∩Bp)où pour γ une ourbe donnée de longueur �nie, l(γ) désigne la longueur de γ.D'où

lim
p→∞

∫

γ∗
LG

up
r(s)ds = 0. (2.26)L'étude du terme ∫

γ∗
LG

divγ(u
p)rds ontenant la divergene surfaique est unpeu plus déliate et ontribue au alul �nal de l'angle de ontat.Nous allons montrer que e terme a pour limite −f(0)f ′(0)(1 + f ′2(0))−

1
2

equand p tend vers +∞.
∫

γ∗
LG

divγ(u
p)rds =

∫

γ∗
LG

div(up)rds−
∫

γ∗
LG

(
tDup−→n �

−→n
)
rds.Comme
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tDup =






∂up
r

∂r
0

∂up
r

∂z
0




 et −→n =

1
√

1 + f ′(z)2

(
−1
f ′(z)

)Il vient
∫

γ∗
LG

divγ(u
p)rds

=

∫ γ(p)

0

∂up
r

∂r
f(z)

√

1 + f ′(z)2dz−
∫ γ(p)

0

(
∂up

r

∂r
− f ′(z)

∂up
r

∂z

)
1

1 + f ′2(z)
f(z)

√

1 + f ′2(z)dz

=

∫ γ(p)

0

f(z)f ′(z)(1 + f ′2(z))−
1
2 [f ′(z)

∂up
r

∂r
+
∂up

r

∂z
]dz

=

∫ γ(p)

0

f(z)f ′(z)(1 + f ′2(z))−
1
2
∂

∂z
[up

r(f(z), z)]dzPosons h(z) := f(z)f ′(z)(1 + f ′2(z))−
1
2 .Nous allons maintenant montrer que

lim
p→+∞

∫

γ∗
LG

divγ(u
p)rds = −1

e
h(0)Comme f appartient C1([0, γ(p)],R), h est en partiulier ontinue en 0 :

∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0 tel que si |z| < δ(ε), alors |h(z) − h(0)| < εOn a :
∣
∣
∣
∣
∣

∫ γ(p)

0

h(z)
∂

∂z
[up

r(f(z), z)]dz +
1

e
h(0)

∣
∣
∣
∣
∣
≤
∫ γ(p)

0

|h(z) − h(0)|
∣
∣
∣
∣

∂

∂z
[up

r(f(z), z)]

∣
∣
∣
∣
dzar ∫ γ(p)

0

∂

∂z
[up

r(f(z), z)]dz = −1

eEn e�etuant le même raisonnement que elui utilisé pour établir (2.23) etomme f ′ est bornée, on peut montrer que ∣∣∣
∣

∂

∂z
[up

r(f(z), z)]

∣
∣
∣
∣
≤ Dp, ave Donstante positive.Soit alors ε > 0.
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p
, on en déduit que

∀p ≥ max

(
1

δ(ε)
, p0

)

,

∣
∣
∣
∣
∣

∫ γ(p)

0

h(z)
∂

∂z
[up

r(f(z), z)]dz +
1

e
h(0)

∣
∣
∣
∣
∣
≤ Dp

∫ 1
p

0

|h(z) − h(0)| dz

≤ εDp
1

p
≤ DεEn résumé

lim
p→+∞

∫ γ(p)

0

(h(z)
∂

∂z
[up

r(f(z), z)] +
1

e
h(0))dz = 0'est-à-dire

lim
p→+∞

∫

γ∗
LG

divγ(u
p)rds = −1

e
h(0) (2.27)Et don de (2.26) et (2.27), on déduit

lim
p→+∞

djLG(ω∗).up = −1

e
h(0) (2.28)2.3.2.3 Etude du terme djLS(ω∗).upPar (1.15), (2.3) et (2.4), on a djLS(ω∗).up = µ

∫

γ∗
LS

up
rdr + µ

∫

γ∗
LS

divγ(u
p)rdrComme γLS ∩ support(up) =

[

f(0) − 1

p
, f(0)

] et up
r est bornée par 1, on a

∫

γ∗
LS

up
rds ≤ (f(0) − (f(0) − 1

p
)) =

1

pD'où
lim

p→+∞

∫

γ∗
LS

up
rds = 0 (2.29)C'est le seond terme ontenant la divergene surfaique ∫

γ∗
LS

divγ(u
p)rdr sur

γLS qui, omme pour le terme djLG, va ontribuer au alul �nal de l'angle deontat.
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∂up
r

∂r
0

∂up
r

∂z
0




 et −→n =

(
0
1

)

Don ∫
γ∗

LS

divγ(u
p)rdr =

∫ f(0)

f(0)− 1
p

∂up
r

∂r
(r, 0)rdr + 0En e�etuant une intégration par parties, on trouve

∫

γ∗
LS

divγ(u
p)rdr = [rup

r(r, 0)]
f(0)

f(0)− 1
p

−
∫ f(0)

f(0)− 1
p

up
r(r, 0)drLe seond terme du membre de droite de ette égalité a une limite nulle quand

p tend vers +∞ ar up
r est bornée par 1.Il reste

[rup
r(r, 0)]

f(0)

f(0)− 1
p

=
f(0)

eD'où l'on déduit
lim

p→+∞

∫

γ∗
LS

divγ(u
p)rdr =

f(0)

e
(2.30)Et don

lim
p→+∞

djLS(ω∗).up = µ
f(0)

e
(2.31)2.3.2.4 Le terme djelec(ω∗).upDe (1.22) et (2.3), on déduit

djelec(ω
∗).up = −δ

2

∫

ω∗

εup
r||∇ϕω∗||2drdz − δ

2

∫

ω∗

ε||∇ϕω∗||2div(up)rdrdz

+
δ

2

∫

ω∗

ε
[
(tDup +Dup)∇ϕω∗

� ∇ϕω∗]
rdrdz (2.32)Ce sont les termes ontenant les ontributions életrostatiques dans la dérivéede l'énergie. On distingue les trois termes de (2.32).1. Etude du premier terme ∫

ω∗

εup
r||∇ϕω∗||2drdz, on va utiliser le théorème deonvergene dominée de Lebesgue.On peut majorer |ε| par sa norme in�nie sur le domaine ||ε||∞.



2.3 L'angle est indépendant du potentiel appliqué 55Puis on peut trouver M onstante stritement positive telle que
εup

rχBp||∇ϕω∗||2 ≤ ||ε||∞M ||∇ϕω∗||2rComme on sait que ϕω∗ ∈ Ȟ1(ω∗), on en déduit que ||∇ϕω∗||2r ∈ L1(ω∗) etest �nie presque partout.De plus
εup

rχBp ||∇ϕω∗||2 → 0 p.p., lorsque p→ +∞Don
lim

p→+∞

∫

ω∗

εup
r||∇ϕω∗||2drdz = 0 (2.33)2. Etude du seond terme ∫

ω∗

ε||∇ϕω∗||2div(up)rdrdz. Il est plus déliat à trai-ter ar il néessite la omparaison du omportement des deux termes sin-guliers au voisinage de A : div(up) et ||∇ϕω∗||2.On dispose d'une majoration de la divergene de up donnée en (2.23). Ene qui onerne ||∇ϕω∗||, on peut préiser le omportement de sa norme L2au voisinage du point A dans haque domaine ω∗
S et ω∗

G.On hoisit de travailler ave les oordonnées polaires (ρ, θ) entrées en A,omme dérit en �gure 2.6. On utilise le théorème de régularité 2.2.4 énoné
M

θ

ρ

ω∗
G

r

z

γ∗
LG

ω∗
S γ∗

eS

γ∗
eG

γ∗
0

0
γ∗

GS

γ∗
zS

γ∗
zG

A

ΘA
ω∗

L

γ∗
LS

Fig. 2.6 � Coordonnées polaires entrées en Aen setion 2.2.



56 Chapitre 2 : Le as axisymétriquePar la proposition 2.2.4, ν donné par e théorème est tel que ν ∈]
1

2
, 1[.Nous allons maintenant donner une majoration de la norme L2 du moduledu gradient de ϕω∗

i sur ω∗
i ∩Bp noté ||∇ϕω∗

i ||2
Ľ2(ω∗

i ∩Bp)
.En posant gi = ϕω∗

i − cSi ∈ Ȟ2(ω∗
i ), on a

||∇ϕω∗

i ||2
Ľ2(ω∗

i ∩Bp)
≤ 2

[

||c∇Si||2Ľ2(ω∗
i ∩Bp)

+ ||∇gi||2Ľ2(ω∗
i ∩Bp)

]

.Traitons d'abord le terme ||c∇Si||2Ľ2(ω∗
i ∩Bp)

.Choisissons p su�samment grand pour que η/Bp
≡ 1, où on rappelle que

η est la fontion de tronature intervenant dans l'expression de la partiesingulière de la solution (voir théorème 2.2.4).En alulant l'expression expliite de ∇Si, on obtient la majoration sui-vante :
||∇Si||2 ≤ D∗ρ2(ν−1)où D∗ est une onstante stritement positive.D'où

||∇Si||2Ľ2(ω∗∩Bp) ≤ (f(0) +
1

p
)

∫

ω∗∩Bp

||∇Si(ρ, θ)||2 ρdρdθ

≤ D∗(f(0) +
1

p
)

∫

Bp

ρ2ν−1dρdθ

= D∗(f(0) +
1

p
)
π

ν
p−2ν (2.34)Pour majorer ||∇gi||2L2(ω∗

i ∩Bp), on utilise l'injetion de Sobolev donnée en[Ni00℄ p.27 qui donne en axisymétrique :
Ȟ1(ω∗

i ) ⊂ Ľ5(ω∗
i )qui permet d'érire

∫

ω∗
i ∩Bp

||∇gi||2rdω =

∫

ω∗
i

χBp
︸︷︷︸

Ľ
5
3 (ω∗

i )

||∇gi||2
︸ ︷︷ ︸

Ľ
5
2 (ω∗

i )

rdω ≤ (f(0)+
1

p
) ||χBp||L 5

3 (ω∗
i )

︸ ︷︷ ︸mes(Bp)
3
5

||∇gi||Ľ5(ω∗
i )

︸ ︷︷ ︸

Ki(2.35)Des deux estimations (2.34) et (2.35), on déduit :
||∇ϕω∗

i ||2
Ľ2(ω∗

i ∩Bp)
≤ 2(f(0) +

1

p
)[cD∗π

ν
p−2ν +Kimes(Bp)

3
5 ]



2.3 L'angle est indépendant du potentiel appliqué 57pour i ∈ {S,G}On peut alors érire une estimation de la norme du gradient du potentielsur tout le domaine ω∗

||∇ϕω∗||2Ľ2(ω∗∩Bp) ≤ 2(f(0) +
1

p
)
[

cD∗π

ν
p−2ν +K∗mes(Bp)

3
5

] (2.36)où K∗ = KS +KG.Reprenons maintenant le terme ∫
ω∗

ε||∇ϕω∗||2div(up)rdrdz. Pour p assezgrand on a l'inégalité (2.23) qui majore la divergene de uP en fontion de
p.On en déduit don l'existene d'une onstante M stritement positive telleque
∫

ω∗

ε||∇ϕω∗||2div(up)rdrdz ≤Mp

∫

ω∗∩Bp

||∇ϕω∗||2rdrdz
︸ ︷︷ ︸

||∇ϕω∗ ||2
Ľ2(ω∗∩Bp)

par (2.23)

≤ 2Mp(f(0) +
1

p
)

[

cD∗π

ν
p−2ν +K∗π

3
5

p
6
5

]

Et omme
−2ν + 1 < 0,on en déduit que

lim
p→+∞

∫

ω∗

ε||∇ϕω∗||2div(up)rdrdz = 0 (2.37)3. Etude du dernier terme
∫

ω∗

ε
[
(tDup +Dup)∇ϕω∗

� ∇ϕω∗]
rdrdz.Ce terme est du même type que le préédent.On a tDup +Dup =

(
2∂up

r

∂r
∂up

r

∂z
∂up

r

∂z
0

)

.En posant ∇ϕω∗

=

(
δr
δz

)
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[
(tDup +Dup)∇ϕω∗

� ∇ϕω∗]
= 2

∂up
r

∂r
(δr)

2 + 2
∂up

r

∂z
δrδzD'où l'on déduit

∣
∣
∣
∣

∫

ω∗

ε
[
(tDup +Dup)∇ϕω∗

� ∇ϕω∗]
rdrdz

∣
∣
∣
∣

≤ 2||ε||∞
∫

ω∗∩Bp

(∣
∣
∣
∣

∂up
r

∂r
(δr)

2 +
∂up

r

∂z
δrδz

∣
∣
∣
∣

)

rdrdz

≤ 2||ε||∞
[
∫

ω∗∩Bp

∣
∣
∣
∣

∂up
r

∂r

∣
∣
∣
∣
||∇ϕω∗||2rdrdz +

1

2

∫

ω∗∩Bp

∣
∣
∣
∣

∂up
r

∂z

∣
∣
∣
∣
||∇ϕω∗||2rdrdz

]

Comme dans (2.23), on a
∣
∣
∣
∣

∂up
r

∂r

∣
∣
∣
∣
≤ 2Cp et ∣∣∣

∣

∂up
r

∂z

∣
∣
∣
∣
≤ DpDe même :

r ≤ f(0) +
1

pPar un raisonnement analogue à elui de l'étude préédente, on montre que
lim

p→+∞

∫

ω∗

ε
[
(tDup +Dup)∇ϕω∗

� ∇ϕω∗]
rdrdz = 0 (2.38)Et don de (2.33), (2.37) et (2.38) on déduit :

lim
p→+∞

djelec(ω
∗).up = 0 (2.39)2.3.2.5 ConlusionPar des raisonnements analogues, on montre que

lim
p→+∞

dc(ω∗).up = 0 (2.40)et de (2.25), (2.28), (2.31), (2.39), et (2.40), on déduit
lim

p→+∞
dj(ω∗).up =

1

e
[−h(0) + µf(0)] (2.41)



2.4 Conlusion 592.3.3 Valeur de l'angle de mouillageAu minimum d'énergie ω∗, on véri�e :
∃λ∗ ∈ R tel que pour tout p assez grand, dj(ω∗).up = λ∗dc(ω∗).up.Don

lim
p→+∞

dj(ω∗).up = λ∗ lim
p→+∞

dc(ω∗).upDe (2.41) on déduit que
h(0) = µf(0)Et don si f(0) 6= 0, on en onlut que :

µ =
f ′(0)

√

1 + f ′2(0)
(2.42)L'expression de droite n'est autre que l'opposé du osinus de l'angle de ontat

cos(ΘA) = −µ (2.43)Vu la dé�nition de µ (donnée en (1.8) page 24) et de l'angle de Young (donnéeen (1.2) page 17), on en déduit que la valeur de l'angle de ontat pour une goutteoptimale à géométrie axisymétrique est l'angle de Young θY et ei quelque soitle potentiel appliqué.
�2.4 ConlusionEn utilisant les résultats du hapitre préédent dans le as d'un domaineaxisymétrique, nous avons montré, grâe à un résultat de régularité du potentiel,que l'angle de ontat est égal à l'angle de Young. Il est don indépendant dupotentiel φ0 appliqué et est égal à l'angle de mouillage donné par −µ.Il peut paraître surprenant de trouver un tel résultat au vu des résultats desexpérienes physiques. La goutte s'étale mais "doit" garder un angle de ontatonstant quelque soit le potentiel appliqué. Il est don utile de s'intéresser à lavisualisation des formes de goutte.Ainsi, après ette étude plut�t théorique, nous allons don nous onentrersur l'aspet numérique du modèle. Nous souhaitons simuler numériquement lesformes de goutte, les omparer aux résultats expérimentaux et tenter de visualiserl'invariane de l'angle de ontat.
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Chapitre 3Approximation numérique :Approhe optimisation de forme ettraitement des singularitésCe hapitre est onsaré à une première approximation numérique du pro-blème d'életromouillage. Le but est de simuler au mieux les formes de goutte àun potentiel et un volume donnés en gardant en mémoire le résultat du hapitrepréédent onernant l'invariane de l'angle de ontat.La première partie de e hapitre exposera l'algorithme utilisé pour alulerles formes de goutte et préisera les di�érentes notations disrètes néessaires.La seonde partie permettra de présenter les premiers résultats numériquesobtenus en faisant une approximation lassique par éléments �nis du potentieléletrostatique.Après avoir analysé es résultats nous tenterons de les améliorer en préisant lealul approhé du potentiel életrostatique par une prise en ompte la singularitédu potentiel.Une première idée simple onsistera à rajouter une fontion singulière à labase éléments �nis (voir aussi [Bou97℄ dans le as d'un alul de potentiel par deséquations intégrales) 'est e qui sera traité en troisième partie.Puis la quatrième partie utilisera un traitement plus élaboré des singulari-tés. Nous adapterons la Méthode du Complément Singulier (développée dans[ACLS03℄ pour les équations de Maxwell et dans [CH03℄ pour l'opérateur la-plaien en 2D) au problème de transmission axisymétrique donnant le potentieléletrostatique.3.1 PrinipeNous nous plaçons toujours dans le as axisymétrique omme au hapitre 2.



62 Chapitre 3 : Approximation numériqueOn rappelle que le modèle dérit dans les hapitres préédents implique la ré-solution d'un problème d'optimisation sous ontrainte de volume. Nous herhonsdon un point selle du Lagrangien assoié à e problème.On gardera les notations du hapitre 2 et on adimensionne le problème. Onva don minimiser la fontionnelle sur les domaines ω adimensionnés :
j(ω) = α̂

∫

ω

rdω

︸ ︷︷ ︸

jgrav(ω)

+

∫

γLG

rds+ µ

∫

γLS

rds

︸ ︷︷ ︸

jcap(ω)

− δ̂
2

∫

ω

ε||∇ϕω||2rdrdz
︸ ︷︷ ︸

jelec(ω)

(3.1)où α̂ = ρg(L∗)2

σLG
, δ̂ = 1

σLGL∗et
L∗ est une longueur aratéristique du problème (≈ 10−3).De même la ontrainte de volume est donnée par :

c(ω) =

∫

ωL

rdrdz − v̂ol

2π
(3.2)où v̂ol = vol

(L∗)3
.Dans la suite on oubliera lesˆde es onstantes, et on les notera α, δ et vol.3.1.1 AlgorithmeOn reprend l'algorithme dérit dans [MW05℄ et plut�t que de travailler avele lagrangien, nous introduisons le Lagrangien augmenté ('est une démarhelassique voir par exemple [FG82℄) :

Lτ : Dad × R → Rdé�ni par :
Lτ (ω, λ) = j(ω) + λc(ω) + τc(ω)2

λ est le multipliateur de Lagrange et τ le paramètre de pénalisation.On veut résoudre le problème de point selle suivant :Trouver (ω∗, λ∗) ∈ Dad × R tel que Lτ (ω
∗, λ∗) = min

ω
max

λ
Lτ (ω, λ) (3.3)D'un point de vue algorithmique, on résout lassiquement e problème parl'algorithme d'Uzawa. On onstruit une suite d'itérés (ωk, λk) onvergeant versle point selle reherhé, de la façon suivante :



3.1 Prinipe 63� On se donne ω0 et λ0.� ωk et λk étant donnés, on onstruit ωk+1 et λk+1 tels que :étape 1. ωk+1 satisfait l'inégalité :
Lτ (ω

k+1, λk) ≤ Lτ (ω, λ
k), ∀ω ∈ Dadétape 2. λk+1 est tel que :

λk+1 = λk + ρc(ωk+1)où ρ onstante stritement positive à hoisir.� Sortie Si c(ωk+1) < ε1vol, ave ε1 > 0 donné.L'étape 1. est un problème d'optimisation sans ontrainte. Pour ette étapenous verrons que nous pourrons utiliser un algorithme de desente de type gra-dient (ii BFGS) qui utilise le alul du gradient de forme de j et c (voir setion3.1.3).Les hoix de ρ et τ in�uent sur la vitesse de onvergene de l'algorithme.3.1.2 Aspet général des approximationsDans l'algorithme d'Uzawa, nous avons besoin :- de savoir représenter un domaine admissible ω de façon implémentable- de travailler ave des éléments de U(ω̄,R2) (voir dé�nition en 2.1.1.2).C'est pourquoi, avant de dérire la démarhe d'optimisation, nous ommençonspar préiser de façon assez générale es deux points.(a) Approximation de la frontière d'un domaine admissibleSoit ω un domaine admissible donné. Il est uniquement déterminé par safrontière liquide-gaz γLG.On suppose donnés N points sur γLG notés P0, P1, ..., PN−1.On approhe alors γLG par la ourbe γh
LG union des segments [Pi, Pi+1] pour

i ∈ [0, N − 2].Pour i ∈ [0, N − 1] et t ∈ [0, 1], on note xi(t) les fontions linéaires parmoreaux à valeurs réelles telles que
∀j ∈ [0, N − 1], xi(

j

N − 1
) = δij , où δij est le symbole de Kroneher.On trouvera un traé des di�érentes fontions en �gure 3.1.On note h = 1

N
.
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j−1
N−1

j+1
N−1

j
N−1

x0
xj xj+1

xN−2 xN−1

0

1

1N−2
N−1

1
N−1

2
N−1

x2

x1

3
N−1Fig. 3.1 � Les fontions de base linéaires par moreaux

0

P1

P3

PN−2

P2

PN−3

P0

z

rPN−1Fig. 3.2 � Approximation de la frontière γLGOn dé�nit alors γh
LG omme la ourbe donnée par le paramétrage
xγh

LG(t) =
N−1∑

i=0

Pixi(t), ∀t ∈ [0, 1]Les points P0, P1, ..., PN−1 de γh
LG sont appelés points de ontr�le de



3.1 Prinipe 65la goutte pour le domaine ω. γh
LG dé�nit un domaine ωh approximation dudomaine ω.Tout domaine admissible sera don donné par un nombre �xé N de pointsde ontr�le qui dé�niront sa frontière liquide-gaz.On verra en setion suivante omment est donné N et omment vont êtredéterminés les points (Pi)i∈[0,N−1].(b) Triangulation du domaine ωhA�n de pouvoir approher les quantités ontinues qui interviennent dansl'algorithme d'Uzawa (notamment le lagrangien et son gradient), nous tra-vaillerons ave une triangulation du domaine ωh.Plus préisément, à γh

LG, donné par N points de ontr�le, on assoie unetriangulation notée Th du domaine ωh.On note :� NT le nombre de n÷uds de la triangulation, et (Ai)i=1..NT
les n÷uds deette même triangulation.� Pour i ∈ [1, NT ], on onsidère ψi la fontion de base d'éléments �nis detype Lagrange P1 assoiée au n÷ud Ai.� I =






i ∈ [0, NT ] tels que Ai ∈

◦
⌢

ωh






et N son ardinal� I0 =

{
i ∈ [0, NT ] tels que Ai ∈ γh

0

}� I1 =
{
i ∈ [0, NT ] tels que Ai ∈ γh

LG

}Les indies des points de ontr�le Pi sont dans et ensemble� I2 =
{
i ∈ [0, NT ] tels que Ai ∈ γh

LS

}� I3 =
{
i ∈ [0, NT ] tels que Ai ∈ γh

GS

}� I4 =
{
i ∈ [0, NT ] tels que Ai ∈ γh

e

}() Approximation de l'espae des déformations U(ω̄,R2)Cet espae est de dimension in�nie. Nous allons don l'approher par unespae vetoriel de dimension �nie.A partir des N points de ontr�le sur la goutte, le prinipe d'approximationest de hoisir N fontions vetorielles de base (Vi)i∈[0,N−1] (dont le hoixsera préisé ultérieurement) et on approhe alors U(ω̄,R2) par V ect(Vi, i =
0..N − 1).



66 Chapitre 3 : Approximation numériqueAinsi tout V ∈ U(ω̄,R2) sera approhé par
N−1∑

i=0

ηiVi pour ηi ∈ R, ∀i ∈ [0, N − 1]Nous pouvons maintenant dérire la démarhe utilisée pour mettre en ÷uvrel'algorithme d'Uzawa.3.1.3 Mise en oeuvreDans ette setion, on ne donnera que les grandes lignes de la mise en ÷uvrede l'algorithme d'Uzawa. Les détails pourront être trouvés dans [MW05℄ ou[CWB03℄.3.1.3.1 Représentation du domaine de référeneRevenons à la dé�nition d'un domaine admissible ω donnée en (2.2).
ω est image bilipshitzienne d'un domaine ω̂ de référene �xé. A partir de ω̂on peut don représenter tout domaine admissible ω.Dérivons don ω̂. Typiquement, ω̂ pourra être donné par un quart de erlede entre O et de rayon hoisi pour que le domaine véri�e la ontrainte de volume.On utilise l'approximation (a) de la setion préédente pour ω̂ :On se donne N points de ontr�le sur γ̂LG, P̂0, P̂1, ..., P̂N−1 et les (P̂i)i∈[0,N−1]pourront par exemple être hoisis radialement équirépartis sur ω̂.
ω̂ est approhé par ω̂h, où ω̂h est donné par le paramétrage

x̂ =
N−1∑

i=0

P̂ixi sur [0, 1].A partir de l'approximation ω̂h de ω̂ nous allons maintenant dérire l'approxi-mation ωh de ω.3.1.3.2 Représentation du domaine admissiblePour tout domaine admissible ω on peut trouver V̂ ∈ U(¯̂ω,R2) tel que
ω =

(

Id+ V̂
)

(ω̂)On notera
F̂ = Id+ V̂ (3.4)On utilise alors l'approximation () de la setion préédente : Pour haque

i ∈ [0, N−1], on hoisit une fontion vetorielle V̂i dans l'espae des déformations



3.1 Prinipe 67de ω̂ véri�ant V̂i = P̂i

||P̂i||
sur γ̂LG. Ces fontions seront approhées, grâe à latriangulation de ω̂, par éléments �nis P1 par des fontions V̂ h

i .On approhe alors ω par le domaine
ωh = ω̂h +

N−1∑

j=0

ηjV̂
h
j (ω̂h), ave (ηj)j∈[0,N−1] ∈ R

NCette ériture permet d'obtenir les point de ontr�les de ωh :
Pi = P̂i +

N−1∑

j=0

ηjV̂
h
j (P̂i)Un domaine admissible quelonque sera don entièrement déterminé par le

N-uplet (ηj)j∈[0,N−1]. Cherher un domaine optimal revient don à herher le N-uplet (ηj)j∈[0,N−1] qui résout le problème d'optimisation sous ontraintes. C'est lavariable d'optimisation du problème.Reste don à exprimer le lagrangien et sa di�érentielle en fontion de ettevariable.3.1.3.3 Expression du lagrangien et de son gradientLe lagrangien augmenté Lτ (ω, λ) est approhé par Lτ (ω
h, λ) qui peut donêtre onsidéré omme une fontion du N-uplet (ηj)j∈[0,N−1] :

L̃τ ((ηj)j∈[0,N−1], λ) := Lτ (ω
h, λ)L'étape 1. de l'algorithme d'Uzawa onsiste don à minimiser une fontion deplusieurs variables selon les N premières variables. Pour résoudre ette étape, onutilise un algorithme de desente de type BFGS qui néessite le alul du gradientde la fontionnelle L̃τ . Plut�t que de disrétiser la fontionnelle puis d'évaluer songradient, on utilisera plut�t l'expression ontinue de la di�érentielle du lagrangienaugmenté que nous disrétiserons ensuite : 'est e que l'on appelle le gradientontinu disrétisé.On utilisera don le veteur à N omposantes donné par

(
DLτ (ω

h, λ).V h
i

)

i∈[0,N−1]ave V h
i = V̂ h

i ◦ F̂−1 ave F̂ dé�nie en (3.4).



68 Chapitre 3 : Approximation numérique3.1.3.4 Calul approhé du potentielLors de l'évaluation du lagrangien et de son gradient, il nous faut évaluerle potentiel életrostatique. Il peut y avoir plusieurs méthodes pour l'approher(éléments �nis, traitement de la singularité et...). Dans ette setion nous suppo-serons seulement que nous disposons d'une approximation ϕωh

h de ϕω, mais nousne détaillerons pas la méthode utilisée. En e�et, le alul du potentiel sera notre�l direteur pour les setions 3.2, 3.3, 3.4 qui suivent ; il y sera don soigneusementdétaillé ultérieurement.3.1.3.5 Evaluation des intégralesLe dernier point reste l'évaluation proprement dite du lagrangien augmenté etde son gradient. Ces deux quantités font apparaître des intégrales sur le domaineou le bord du domaine. Nous utiliserons don des formules de quadrature las-siques à plus ou moins de points (surtout pour le terme ontenant la ontributionéletrostatique qui demandera un traitement plus préis).3.1.3.6 RésuméAprès s'être donné un domaine de départ (image du domaine de référene)
η0 = (η0

j )j∈[0,N−1] et un réel λ0 nous pouvons mettre en route l'algorithme dereherhe du point selle. Lors de la mise en ÷uvre de l'algorithme d'Uzawa lesvariables d'optimisation seront les (ηj)j∈[0,N−1]. A la forme onvergée, on disposeradon d'un N-uplet η et d'un réel λ.Nous terminons e paragraphe en préisant le alul de la ourbure de lagoutte qui sera e�etué pour haque forme de goutte onvergée.3.1.3.7 Calul de ourburePour haque forme onvergée, a�n de pouvoir observer le omportement de lagoutte au voisinage de la ligne de mouillage, il sera alulé la ourbure en utilisantune approximation loale aux moindres arrés de la ourbe γLG par une ourbede Bézier ([DP98℄ pour un rappel omplet sur les ourbes de Bézier).On pourra trouver une desription préise de la méthode d'approximation etde sa validation dans [MW05, MWCWBS05℄.Dérivons brièvement le alul :On rappelle qu'une ourbe de Bézier C est donnée par M ∈ N
∗ points deBézier Ci, i = 1..M .
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Etape 1.

Sortie : ηk+1

Etape 2.

η0, λ0

ηk, λk

minimum de
L̃τ(., λ

k)

Calcul de λk+1

Algorithme
BFGS

Calcul de
L̃τ et ∇L̃τ

Calcul de ηk+1

ηk+1, λk+1 Sortie si convergencenon convergenceFig. 3.3 � Résumé du proédé d'optimisationSi C(t) = (r(t), z(t)) est un point de la ourbe, alors :
C(t) =

M∑

j=1

CjB
M−1
j−1 (t), pour t ∈ [0, 1]oùBM−1

j−1 (t) sont les polyn�mes de Bernstein donnés par : Bm
j (t) =

(
m
j

)
tj(1−t)m−j ,et (mj ) sont les oe�ients bin�miaux, pour m et j deux entiers.On onsidère alors une interfae liquide-gaz donnée par N points de ontr�le,notés Pi = (ri, zi) pour i = 0..N − 1.Pour un point Pi ave i ∈ [2, N − 3], on herhe la ourbe de Bézier (ave

M = 3) qui approhe au mieux (au sens des moindres arrés) la ourbe donnéepar les 5 points de ontr�le (Pj)j∈[i−2,i+2]. En d'autres termes, si (tj)j∈[i−2,i+2] est



70 Chapitre 3 : Approximation numériqueune subdivision uniforme de [0, 1], on herhe (Ci)i∈[1,3] l'unique minimum de :
i+2∑

k=i−2

||
3∑

l=1

ClB
M−1
l−1 (tk) − Pk||2Un traitement similaire est e�etué pour les points extrémaux. Par exemple pour

P0, on herhe la ourbe de Bézier approhant la ourbe donnée par les points
P0,...,P3.Une fois la ourbe de Bézier trouvée, l'expression de la ourbure est donnéede façon expliite sans avoir à faire d'approximation sur les dérivées seondes.3.1.3.8 ConlusionNous avons dérit dans e paragraphe omment nous allons proéder en pra-tique pour aluler une forme de goutte à potentiel donné. Nous avons vu que leproblème se ramène à une optimisation en dimension �nie que nous résolvons parun algorithme d'Uzawa et un algorithme de desente BFGS. En�n nous avons pré-isé un des traitements que nous e�etuerons sur la forme onvergée, qui onsisteen le alul de la ourbure.Reste maintenant à passer à l'implémentation proprement dite et aux résultatsnumériques.Jusqu'à présent nous n'avons pas préisé le type d'approximation utilisé pouraluler le potentiel életrostatique. C'est maintenant e qui va nous guider dansla suite de e hapitre.En e�et, nous ommenerons par présenter les résultats obtenus en appro-hant de façon lassique le potentiel életrostatique, par éléments �nis de type P1Lagrange (en setion 3.2).Puis les deux setions suivantes tenteront d'améliorer les résultats obtenusdans le as de l'approximation P1, en prenant en ompte la singularité du potentiel(setion 3.3 et setion 3.4).3.2 Première approximation du potentiel par élé-ments �nisNous ommençons don par approher le potentiel életrostatique par deséléments �nis de type P1 Lagrange.3.2.1 Mise en ÷uvreSoit ω un domaine admissible donné.A e domaine, on assoie une triangulation Th donnée en setion 3.1.2.



3.2 Première approximation du potentiel par éléments �nis 713.2.1.1 Approximation du potentielOn rappelle que ϕω est solution de :
(Fv)ω







Trouver ϕω ∈ Ȟ1
γ(ω) tel que,

∀v ∈ Ȟ1
0 (ω),

∫

ω

ε (∇ϕω
� ∇v) rdrdz = 0où (. � .) désigne le produit salaire eulidien dans R

2.On pose
W h := V ect

(
(ψi)i∈[0,NT ]

)et
W h

0 :=
{
v ∈W h tels que v(Ai) = 0, ∀i ∈ I0 ∪ I1 ∪ I2

}

W h
γ :=

{
v ∈W h tels que v(Ai) = 0, ∀i ∈ I0 et v(Ai) = φ0, ∀i ∈ I1 ∪ I2

}Dans l'approhe éléments �nis P1, on herhe
ϕωh

h :=
Nτ∑

i=0

λiψi ∈W h
γ , λi ∈ R ∀i ∈ [0, Nτ ]solution de

∫

ωh

ε
(

∇ϕωh

h � ∇v
)

rdrdz = 0, ∀v ∈W h
0Pour résoudre e problème, nous sommes amenés à onsidérer les termes

(∫

ωh

ε (∇ψi � ∇ψj) rdrdz

)

(i,j)∈[0,Nτ ]2
(3.5)et la matrie de rigidité axisymétrique assoiée.Ces intégrales peuvent être alulées de façon exate.Trouver l'approximation du potentiel est alors lassique d'une approhe élé-ments �nis P1.On notera dans la suite

ah(u, v) :=

∫

ωh

ε (∇u � ∇v) rdrdz pour (u, v) ∈W h ×W h



72 Chapitre 3 : Approximation numérique3.2.1.2 Approximation du lagrangien et de son gradientLes di�érentes intégrales intervenant dans le alul du lagrangien disrétiséne peuvent être alulées exatement et demandent d'utiliser des formules dequadrature. Cependant des formules de quadratures ave peu de points su�sent(trois pour un triangle et deux pour une arête).Dans les setions 3.3 et 3.4, nous verrons que nous ne modi�erons que le aluldu potentiel életrostatique, don les seules préisions supplémentaires à apporterseront les aluls des intégrales faisant intervenir le potentiel életrostatique.Nous passons maintenant aux résultats numériques. Nous ommenerons pardonner les valeurs des paramètres utilisés et ferons des tests de validation du ode.Cei reste valable dans les setions suivantes 3.3 et 3.4. Nous passerons ensuiteaux résultats numériques proprement dits pour l'approximation du potentiel paréléments �nis P1.3.2.2 Résultats numériquesSur la base du ode "Eletroap" développé par J. Monnier et P. Chow WingBom du laboratoire Jean Kuntzmann de Grenoble ([CWB03℄), nous avons simuléla forme de goutte à un potentiel donné dans le as axisymétrique. Il permet lamise en oeuvre de l'algorithme d'Uzawa pour trouver un point selle du lagrangien.Le ode, développé en C++, est basé sur la librairie éléments �nis Rheolefdéveloppée par P. Saramito au Laboratoire Jean Kuntzmann de Grenoble ([SRE℄).Le mailleur utilisé est Bamg ([He℄) développé par F.Heht. A haque appel dusimulateur un remaillage automatique est utilisé.On pourra retrouver les résultats qui suivent dans [MWCWBS05℄.3.2.2.1 Paramètres numériques et physiques(a) Les paramètres physiques ont été �xés en se basant sur des donnéesréalistes.� Les oe�ients de tension de surfae (en N/m) : σLG = 5 10−2.� Une fois σLG �xés, se donner σGS et σLS revient à se donner un angle deYoung θY (qui est l'angle à 0V ). On rappelle en e�et la relation :
cos(θY ) =

σGS − σLS

σLG

.Nous �xerons don de façon indi�érente σGS et σLS ou θY . Nous en pré-iserons les valeurs lorsque nous donnerons les résultats numériques.� L'épaisseur de l'isolant (en m) : e = 200 10−6,� Les permittivités diéletriques



3.2 Première approximation du potentiel par éléments �nis 73� relatives : εS = 2, εG = 1� absolue (en F/m) : ε0 = 8.85 10−12� Le volume de la goutte (en L) : vol = 40 10−9Le nombre de Bond α = ρg
σLG

est petit e qui signi�e que dans la fontionoût on négligera le terme gravitationnel.La fontion oût est alors donnée par :
j(ω) = jcap(ω) + jelec(ω) (3.6)(b) Les paramètres numériques utilisés ont été �xés de façon à optimiser letemps de alul et la préision du résultat :� le paramètre de pénalisation : τ = 10−3.� le paramètre de desente dans l'atualisation de λ : ρ = 10−3� Le paramètre de onvergene pour l'algorithme d'Uzawa : ε1 = 10−3.� Le nombre de points de ontr�le a en général été �xé à NPC := 50. Nouspouvons l'augmenter pour aroître la préision sur la forme de la goutte.Mais si e nombre est trop grand soit on observe des instabilités, soit letemps de alul devient très grand pour un faible gain en préision.� Le paramètre d'adimensionnement : L∗ = 200 × 10−6.3.2.2.2 Validation du ode(a) Validation des omposantesToutes les omposantes du ode ont été validées (minimisation, algorithmede desente). En partiulier le alul du gradient ontinu disrétisé a étévalidé par rapport au alul par di�érenes �nies du gradient du lagrangiendisrétisé.(b) Validation à potentiel nulDans la mise en oeuvre du ode, il faut se donner une ourbe initiale. Leplus souvent il sera bon de prendre une ourbe a priori pas trop éloignée dela ourbe onvergée.Nous avons e�etué des tests simples à 0V . La forme d'équilibre à potentielnul pour un angle de Young de 90◦ et le volume donné (adimensionné)i-dessus est le quart de erle de rayon 10.Nous avons don hoisi di�érentes formes de gouttes initiales (droite, "arré"...)et observé la forme onvergée issue du ode. On présente en �gure 3.4 deuxexemples de formes initiales hoisies. Ces deux formes ont onvergé vers laforme donnée en �gure 3.5 à 0V . Ce qui est bien ohérent ave la théorie.() Approximation ondensateur plan numériqueOn rappelle que l'approximation ondensateur plan onsiste à onsidérerle système formé par la goutte dans l'air posée sur l'isolant omme un
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Fig. 3.4 � Gauhe : Forme initiale orrespondant à une droite, Droite : Formeinitiale orrespondant à un arré
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Fig. 3.5 � Forme onvergée obtenue dans les deux asondensateur plan. Cei permet de onnaître la loi d'évolution de l'angle deontat noté θc en fontion du potentiel φ0 imposé. On a alors l'équationde Lippmann :
cos(θc) = cos(θY ) +

ε0εS

2eσLG
(3.7)Ave notre modèle, nous sommes apables de prendre en ompte une telleforme de goutte. En e�et, faire ette approximation revient tout simplementà onsidérer notre modèle à potentiel nul mais ave une tension de surfae

σLS qui varie en fontion de φ0 selon une loi onnue donnée par :
σLS(φ0) = σLS − ε0εS

2e
φ2

0 (3.8)Ainsi, a�n de valider le ode nous avons simulé l'approximation de Lipp-mann en utilisant le ode à potentiel nul et en ne faisant varier que la tension



3.2 Première approximation du potentiel par éléments �nis 75de surfae σLS pour haque valeur du potentiel φ0 en utilisant la formuledonnée par l'approximation ondensateur plan (3.8).Ainsi, théoriquement pour e modèle, l'angle de ontat doit être donné parl'équation de Lippmann (3.7).Numériquement on observe une bonne adéquation ave la théorie. La �gure3.6 donne les valeurs de l'angle de ontat numérique (on mesure et angleentre les deux derniers points de ontr�le de la goutte) et l'angle théoriqueest fourni par l'équation de Lippmann.
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Fig. 3.6 � Approximation ondensateur planNous avons de plus alulé numériquement la ourbure pour haque valeurde σLS(φ0). Si on se donne une valeur de φ0 et don une valeur de σLS, onremarque que numériquement la ourbure reste onstante en haque pointde la goutte.On obtient don là aussi une très bonne adéquation ave la théorie. En e�etla forme de goutte solution est dans e as une alotte sphérique, don lasolution doit garder une ourbure onstante.Remarque 3.2.1 Cei valide le ode indépendamment du mode de aluldu potentiel életrostatique utiliséNous passons maintenant à la simulation des formes de goutte à potentieldonné pour le modèle omplet.



76 Chapitre 3 : Approximation numérique3.2.2.3 Forme de la goutte et angle de mouillage.Maillage de la goutte La �gure 3.7 donne un exemple de maillage de la goutteobtenu pour φ0 = 400 V (gauhe) et un zoom du ra�nement de maillage près dubord (droite). Tous les maillages ontiennent approximativement 4000 élémentset 2000 sommets.A haque simulation la ontrainte de volume est satisfaite à moins de 0.1%.
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Fig. 3.7 � Gauhe, Forme et maillage pour φ0 = 400 V ; Droite, Zoom près de la lignede mouillage.Forme de goutte à di�érents potentiels La Figure 3.8 présente la formedes gouttes pour di�érentes valeurs du potentiel φ0 et pour un angle de Young
θY donné de 90◦.On remarque un étalement progressif de la goutte au fur et à mesure del'augmentation du potentiel φ0 imposé.Les résultats obtenus pour des angles de Young di�érents sont qualitativementles mêmes. On ne donnera don que quelques analogues des �gures traées pourle as d'un angle de Young de 90◦. On donne par exemple en �gure 3.9, l'analogue
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Fig. 3.8 � Forme de goutte pour di�érentes valeurs de φ0. A droite : zoom auniveau du point triple.de la �gure 3.8 (gauhe) pour un angle de Young de 60◦. De même en �gure 3.10pour un angle de Young de 120◦.
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Fig. 3.9 � Evolution de la forme de goutte en fontion du potentiel pour un anglede Young de 60◦Nous observons que l'angle de ontat ne semble pas être onstant ; ei eston�rmé par e qui suit.Valeurs de l'angle de mouillage La �gure 3.11 (gauhe et droite) présenteles valeurs de l'angle de mouillage en fontion de φ0. Dans les deux �gures, on atraé à la fois la valeur numérique ainsi que la valeur prédite par l'équation deLippmann.



78 Chapitre 3 : Approximation numérique

0 2 4 6 8 10
0

2

4

6

8

10

12

Forme de la goutte a differents potentiels

r

z

 

 
100V
200V
300V
400V
500V
600V
700V
800V

Fig. 3.10 � Evolution de la forme de goutte en fontion du potentiel pour unangle de Young de 120◦
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Fig. 3.11 � Angle de ontat. Valeurs numériques et valeurs de l'angle donnéespar l'approximation de Lippmann. Gauhe. Ave NPC = 15 points Droite. Ave
NPC = 50 pointsA�n d'observer l'e�et de la variation du nombre de points de ontr�le, à gauhesont traées les valeurs obtenues pour 15 points de ontr�le (NPC = 15) et àdroite les valeurs obtenues en utilisant 50 points de ontr�le (NPC = 50).Ave e modèle numérique et ave un nombre de points de ontr�le peu élevé(15 points), on onstate que les résultats sont en aord ave les préditions del'approximation de Lippmann pour un potentiel φ0 < 500V . Pour des valeursde φ0 supérieures, les valeurs d'angles sont supérieures à elles prédites par l'ap-proximation de Lippmann.Lorsqu'on augmente le nombre de points de ontr�le (50), l'aord ave la pré-



3.2 Première approximation du potentiel par éléments �nis 79dition est bon jusqu'à un potentiel d'environ 350V . Comme pour le as de 15points la valeur de l'angle numérique obtenue est supérieure à la valeur préditepar l'approximation ondensateur plan.Nous prendrons don dans la suite en général 50 points de ontr�le, ar les valeurssont ainsi plus préises.Remarque 3.2.2 Nous n'avons pas pu indé�niment augmenter le nombre depoints de ontr�le : les algorithmes d'optimisation de forme deviennent instablesquand la densité des points de ontr�le devient du même ordre que la densité despoints du maillage éléments �nis.On onstate don que l'angle de ontat n'est pas onstant et se détahe dela prédition de l'approximation ondensateur plan.On rappelle que les résultats expérimentaux ([VVB99℄) oïnident ave lesrésultats prédits par l'équation de Lippmann (3.7) seulement jusqu'à un potentielappelé potentiel ritique au delà duquel on onstate une déviation par rapport àla prédition puis une saturation de l'angle de ontat.Pour l'instant nous n'avons qu'observé une déviation par rapport à la préditionde l'équation de Lipmman.Comparaison des formes de gouttes. Pour renforer l'idée de la déviationpar rapport à l'approximation ondensateur plan, nous traçons les ourbes ob-tenues en "forçant" l'approximation ondensateur plan (f validation du ode(b)) et elles obtenues pour le modèle lassique. On présente par exemple en �gure3.12 les résultats à 800 V. On remarque une déviation de la forme de la gouttepar rapport à la forme prédite par l'approximation ondensateur plan.Résumé : Ave e modèle, nous avons onstaté :(a) Une orrespondane ave l'approximation de Lippmann jusqu'à un potentield'environ 400V.(b) Un dérohage au delà de ette valeur, ave des valeurs d'angle de ontatsupérieures à elle prédites par l'approximation ondensateur plan() Nous n'avons pas observé l'invariane de l'angle de ontat par rapport aupotentiel imposé.(d) Nous n'avons pas observé de phénomène de saturation de l'angle de ontat.Pour aller plus loin dans l'analyse de la forme de la goutte, omme annonédans la setion préédente, nous allons extraire les valeurs numériques de la our-bure de la goutte en haque point de elle-i. On utilisera l'approximation loalepar des ourbes de Bézier dérite préédemment.
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goutte numérique avec approximation condensateur planFig. 3.12 � Forme de goutte omparée à l'approximation ondensateur plan pour φ0 =

800 V3.2.2.4 Courbure numériqueE�et de la variation du nombre de points de ontr�le sur la ourbureNous présentons dans la �gure 3.13, un exemple de ourbure alulée numérique-ment en haque point de ontr�le (ii φ0 = 800V). On présente les résultats pour15, 30 et 50 points de ontr�le.La �gure 3.14, présente les valeurs numériques de la ourbure pour di�érentesvaleurs du potentiel életrique φ0 et pour 50 points de ontr�le.Nous pouvons faire trois remarques prinipales :� Pour le alul de ourbure les résultats sont plus préis ave 50 pointsqu'ave 15 ou 30 points. Le omportement de la ourbure au voisinage dupoint triple est moins apparent ave peu de points, ei est dû au faiblenombre de points de ontr�le au voisinage de la ligne de mouillage.� Pour un potentiel φ0, la ourbure est onstante sauf lorsqu'on s'approhedu point triple, où la ourbure augmente.� Si on observe l'évolution de la ourbure pour un potentiel roissant φ0, onremarque que (�gure 3.14) :� Loin de la ligne triple, la valeur de la ourbure déroît lorsque φ0 roît.� Au voisinage de la ligne triple la variation de ourbure devient plus im-portante. La ourbure au voisinage du point triple augmente ave φ0.Le fait qu'ave un potentiel roissant la ourbure loin du point triple dé-roisse est en aord ave le fait que la goutte devrait ressembler à une
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Fig. 3.13 � Exemple : φ0 = 800V. Valeurs numériques de la ourbure pour 15, 30 et50 pointsportion de sphère ave un rayon roissant quand φ0 roît (omme lors dela simulation de l'approximation ondensateur plan dans le paragraphe3.2.2.2 ()).La ourbure augmente au voisinage du point triple : 'est en aord avele fait que l'angle de ontat est plus grand que la valeur prédite parl'équation de Lippmann. Cela signi�e qu'il se passe quelque hose loa-lement au voisinage du point triple. Ce phénomène est d'autant mieuxapté que le nombre de points de ontr�le est grand.Pour toutes les simulations réalisées (ave di�érentes valeurs des paramètres,notamment de θY ), la ourbure numérique a le même omportement que eluiprésenté en �gure 3.14. Cependant plus l'angle de Young est petit, moins la vi-sualisation de l'explosion de la ourbure est nette. Pour mieux la visualiser il faut
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800VFig. 3.14 � Courbure de la goutte pour quelques valeurs de φ0 ave 50 points deontr�lealors rajouter des points de ontr�le près de la ligne triple.3.2.3 ConlusionNous avons numériquement observé la forme des gouttes à potentiel donné.Celles-i dévient des formes prédites par l'approximation ondensateur plan. Onretrouve également ette déviation lors du alul de l'angle de ontat qui aune valeur supérieure à elle prédite par ette approximation. Cependant nousn'avons pas exhibé de phénomène de bloage de l'angle de ontat omme observéexpérimentalement par les physiiens lors de leurs expérienes.De plus bien que la valeur numérique de l'angle de ontat soit supérieure àelle prédite par l'approximation ondensateur plan, nous n'avons pas non plusretrouvé le résultat théorique du hapitre 2 qui prédit un angle de ontat onstantpour tout potentiel φ0 appliqué.En e qui onerne la ourbure numérique de la goutte, elle est onstanteexepté dans un voisinage de la ligne de mouillage où elle augmente rapidement.Ces observations sont en aord ave les résultats expérimentaux obtenus dans[BVQM06℄ et [BHM03℄, qui ont observé ette augmentation de la ourbure auvoisinage du point triple.Il paraît don néessaire de pousser plus loin l'analyse et l'approximation dupotentiel pour mieux dérire la forme de la goutte au voisinage de la ligne demouillage. Comme nous l'avons vu au hapitre 2, du fait du oin rentrant présentau niveau du point triple, le gradient du potentiel présente une singularité auvoisinage de la ligne triple. Nous herhons don une meilleure approximation du



3.3 Introdution des singularités 83potentiel et de sa singularité. On peut penser à ra�ner le maillage et augmenterle nombre de points de ontr�le, mais ela reste oûteux et peut s'avérer instable.D'où l'idée de préiser le omportement du potentiel en traitant la singularité.Une première approximation onsiste à introduire une fontion singulière quireprésente le potentiel au voisinage du point triple (ette singularité est onnuepar le théorème 2.2.4).3.3 Introdution des singularités3.3.1 Mise en ÷uvre3.3.1.1 Approximation du potentielLes résultats du paragraphe préédent permettent de visualiser une augmen-tation de ourbure au niveau de la ligne triple, et une augmentation de l'anglede ontat par rapport à elui prédit par l'approximation de Lippmann, maisnous n'avons pas enore retrouvé e qui est théoriquement érit dans le modèle :l'angle de ontat est indépendant du potentiel appliqué. Dans la démonstrationde l'invariane de l'angle de ontat, l'argument essentiel a été de déomposer lepotentiel ϕω en une partie régulière et une partie singulière au voisinage du pointtriple. Nous allons don introduire ette déomposition dans l'approximation dupotentiel.Rappelons le théorème 2.2.4 page 43 de déomposition du potentiel ϕω : onse plae dans les oordonnées polaires (ρ, θ) entrées au point triple omme dansle hapitre préédent (voir �gure 2.6).Théorème 3.3.1 Il existe un unique c ∈ R tel que pour i ∈ {G, S} :
ϕω

i − cSi ∈ Ȟ2(ωi)ave
SG(ρ, θ) =

εS

cos(ν(π − ΘA))
ρν sin(ν(θ − (π − ΘA)))η(ρ, θ), θ ∈]0, π − ΘA[

SS(ρ, θ) =
εG

cos(νπ)
ρν sin(ν(θ + π))η(ρ, θ), θ ∈] − π, 0[où :

η est une fontion C∞ à support ompat, telle que η ≡ 1 dans un voisinagede A et nulle hors d'un erle entré en A.
ν est l'unique solution dans ]0, 1[ de l'équation

εS tan(ν(π − ΘA)) = −εG tan(νπ). (3.9)



84 Chapitre 3 : Approximation numériqueVu l'équation véri�ée par ν, on a ν ∈]
1

2
, 1[.On agrandit l'espae d'approximation de la solution ϕω en rajoutant etteontribution singulière.Notations. Nous ommenerons par introduire quelques notations pour ettesetion :Posons pour (ρ, θ) ∈ ω,

S(ρ, θ) =
ε̃(ρ, θ)

cos(να(ρ, θ))
ρν sin(ν(θ − α(ρ, θ)))η(ρ, θ)ave

α(ρ, θ) =

{

π − ΘA si (ρ, θ) ∈ ω̄G

−π si (ρ, θ) ∈ ωS

(3.10)et
ε̃(ρ, θ) =

{

εS si (ρ, θ) ∈ ω̄G

εG si (ρ, θ) ∈ ωS

(3.11)Vu la dé�nition de ν, S est une fontion de Ȟ1(ω).On notera
W̃ h := V ect((ψi)i∈[0,Nτ ], S)Puis

W̃ h
0 :=

{

v ∈ W̃ h tels que v(Ai) = 0, ∀i ∈ I0 ∪ I1 ∪ I2
}

W̃ h
γ :=

{

v ∈ W̃ h tels que v(Ai) = 0, ∀i ∈ I0 et v(Ai) = φ0, ∀i ∈ I1 ∪ I2
}Approximation du potentiel életrostatique On herhe ϕ̃ωh

h ∈ W̃ h
γ telleque

ϕ̃ωh

h =

NT∑

i=0

λ̃iψi + cSet
ah(ϕ̃ωh

h , v) =

∫

ωh

ε
(

∇ϕωh

h � ∇v
)

rdrdz = 0, ∀v ∈ W̃ h
0Nous devons don déterminer les NT +1 inonnues qui déterminent ϕωh

h . Connais-sant les onditions aux bords, il ne reste plus que N + 1 inonnues à déterminer(où N est le nombre de points intérieurs à ωh).



3.3 Introdution des singularités 85Comme pour la méthode des éléments �nis, nous érivons les N premièreséquations traduisant que :
ah(ϕ̃ωh

h , ψi) = 0, ∀i ∈ IIl nous faut alors une nouvelle équation relative à S. En posant
Sp := S −

∑

i∈I0∪I1∪I2

S(Ai)ψiqui est un élément de W h
0 , on peut érire :

ah(ϕ̃ωh

h , Sp) = 0Cei nous permet de mettre le problème sous forme matriielle et d'en extrairela matrie de rigidité assoiée.Il faut alors aluler les oe�ients ah(ψi, ψj) pour (i, j) ∈ [0, NT ] déjà alulésen setion 3.2. Mais nous devons maintenant aussi aluler les oe�ients ah(ψi, S)pour i ∈ [0, NT ], ainsi que le oe�ient ah(S, S). Ces derniers sont des oe�ientsqui n'apparaissaient pas dans la setion préédente.La suite se déroule omme pour le as de l'approximation par éléments �nis P1et demande l'inversion de la matrie de rigidité dont on peut montrer l'inversibi-lité. En e�etuant les aluls, on se ramène à prouver que le oe�ient ah(Sp, Sp)est non nul, e qui est le as. On ne reproduira pas es aluls.Remarque 3.3.1 Il apparaît une fontion ut-o� η dans S. Son hoix est impor-tant, tout omme le hoix de son domaine de dé�nition. Comme dans [Bou97℄,on hoisira η a�ne par moreaux à support ompat, une boule de rayon inlusdans le dernier segment [PN−2, PN−1] ontenant le point triple.3.3.1.2 Approximation des intégralesIl apparaît maintenant dans la matrie de masse des termes issus de la par-tie singulière ne pouvant plus être alulés de façon exate. Le problème se poseégalement (omme dans le as d'une approximation lassique) pour le alul dugradient du lagrangien. Nous approherons es intégrales de deux façons di�é-rentes, suivant qu'elles portent sur un triangle touhant le point triple ou pas.Si le triangle ne touhe pas le point triple on utilise des formules de quadraturelassiques, mais ave plus de points que dans le paragraphe préédent.Si le triangle touhe le point triple on utilise une formule plus préise pour lealul de l'intégrale, ar on peut aluler une partie de l'intégrale exatement.Nous pouvons maintenant donner les résultats numériques obtenus.



86 Chapitre 3 : Approximation numérique3.3.2 Résultats numériquesNous avons implémenté le alul du potentiel et e�etué les aluls numériquespour les mêmes valeurs de paramètres physiques que dans la setion 3.2 et pourdi�érentes valeurs d'angles de Young.Nous avons remarqué que le omportement qualitatif de la solution reste lemême, que e soit pour les formes de goutte ou pour la ourbure. Il nous a donparu plus pertinent de omparer des valeurs signi�atives du problème (énergiede la goutte, angle de ontat, temps de alul) plut�t que de représenter lesourbes analogues de la setion 3.2.On présente dans le tableau 3.1 les valeurs omparées de l'angle de ontat sui-vant les approximations utilisées (ondensateur plan, éléments �nis P1 ou fontionde base singulière). Nous avons e�etué e traitement de la singularité dans l'es-poir de visualiser l'invariane de l'angle de ontat, nous espérons don observerune augmentation de l'angle de ontat ave e traitement.Voltage Approx. C. plan Approx. P1 Fontion de base sing.100V 89.49 88.73 88.72200V 87.97 87.57 87.57300V 85.43 85.75 86.13400V 81.86 83.07 83.09500V 77.22 79.20 79.40600V 71.42 74.08 74.84Tab. 3.1 � Valeurs de l'angle de mouillage selon les approximationsNous présentons dans le tableau 3.2 les valeurs de l'énergie de la forme degoutte onvergée suivant le type d'approximation utilisé (éléments �nis P1 oufontion de base singulière). Nous espérons ii observer une diminution de l'énergiepar rapport à l'approximation par éléments �nis P1.Voltage Approx. P1 Fontion de base sing.100V 99.52 99.54200V 97.94 97.90300V 95.18 95.14400V 90.71 90.70500V 84.88 84.86600V 77.19 77.28Tab. 3.2 � Valeur de l'énergie de la goutte



3.3 Introdution des singularités 87Analyse des résultats� Les valeurs numériques de l'angle de mouillage sont en moyenne plus élevéesqu'ave la méthode d'approximation par éléments �nis P1, mais la di�érenede l'ordre de 0.5◦ < 1◦ n'est pas signi�ative.� Les variations sur les valeurs de l'énergie ne sont pas non plus signi�atives.� Le omportement qualitatif reste le même, tant au niveau des formes degoutte que de la ourbure.3.3.3 Conlusion3.3.3.1 Analyse et limitations1. Les résultats numériques laissent penser qu'il n'y a pas eu d'e�ets (ou trèspeu) en rajoutant la ontribution singulière.2. Le temps de alul total à un potentiel donné reste relativement long (jus-qu'à 3h) et bien plus long que le alul lassique du potentiel du fait dualul des intégrales dans l'évaluation du gradient du lagrangien.0V 100V 400V 600V 700V
P1 45 s. 10 min 30min 1h 1hFon. sing. 1 min 30min 1h 3h 3hTab. 3.3 � Comparaison des di�érents temps de alul en fontion de l'approxi-mationRemarque 3.3.2 Il est à noter que es temps de aluls peuvent être ré-duits par un meilleur hoix de forme initiale. Il est possible de alulerles formes tous les 25V pour avoir de meilleures formes initiales. (i.e. parexemple à 700V : au lieu de partir de la forme onvergée à 600V , on partiraitde elle onvergée à 675V ).3. Il reste un problème sur le aratère relativement arbitraire de la détermi-nation de η et de son domaine de dé�nition.4. Il est possible de omparer la harge sur γLG avant et après introdution dela singularité. Celle-i est modi�ée et va dans le sens d'une explosion de laharge au point triple mieux aptée. Cependant ela ne semble pas être prisen ompte dans l'algorithme. Cela laisse à penser que la singularité n'estpas assez prise en ompte. Il peut y avoir deux expliations :(a) Soit 'est le alul du potentiel qui n'est pas assez préis et n'approhepas bien la solution.



88 Chapitre 3 : Approximation numérique(b) Soit 'est le modèle de reherhe du point selle qui n'est pas satisfaisantpour apter la singularité.La solution qui onsiste à rajouter des points de ontr�le et don augmenter lataille du maillage est limitée par le temps de alul qui devient alors extrêmementlong, e qui n'est pas aeptable.Pour remédier aux points 3. et 4.(a), nous allons tout d'abord hanger la méthoded'approximation du potentiel en améliorant le traitement de la singularité.Nous allons utiliser la Méthode du Complément Singulier1.
3.4 La Méthode du Complément Singulier3.4.1 PrinipeNous avons vu au paragraphe préédent ertains désavantages de la méthodede la fontion de base singulière. Cette méthode demande en e�et la détermi-nation quelque peu arbitraire d'une fontion "ut-o�" η, dans l'expression de lasingularité. De plus, elle implique l'inversion d'une matrie de taille plus grandeque la matrie de rigidité qui apparaît dans l'approximation éléments �nis ; ellepeut être mal onditionnée. La méthode du omplément singulier va résoudre esproblèmes en traitant elle aussi la singularité de la solution.Elle a tout d'abord été introduite pour résoudre les équations de Maxwelldans des domaines omportant des oins (Assous et al [ACS98, ACS00, ACL03,ACLS03℄). Cette méthode a été reformulée par P.Ciarlet Jr et J.He dans [CH03℄pour résoudre numériquement l'équation de Poisson dans un domaine 2D présen-tant un oin. Elle est aussi basée sur une déomposition de la solution en partiesrégulière et singulière. Mais elle permet de s'a�ranhir de la fontion "ut o�" quiposait problème au paragraphe préédent en utilisant une autre déompositionde la solution. De plus, elle est basée sur l'évaluation expliite du oe�ient de lasingularité (noté c au paragraphe préédent) qui peut être totalement déterminéave les données du problème. Il est aussi montré dans [CH03℄ la onvergene deette méthode.Dans e paragraphe, nous allons don adapter ette méthode au problèmedu alul du potentiel életrostatique en életromouillage. C'est un problème detransmission pour l'opérateur laplaien axisymétrique dans un domaine présen-tant un oin.1Je remerie Patrik Ciarlet de m'avoir suggéré d'appliquer et expliqué la Méthode du Com-plément Singulier au ours de notre disussion lors des 5ièmes Journées Singulières au CIRM



3.4 La Méthode du Complément Singulier 89Nous aurons don à adapter les formules, onnues dans le as de l'équation dePoisson, à e as plus général.Un rappel lair de la méthode du omplément singulier pour l'équation dePoisson pourra être trouvé dans [CH03℄.3.4.1.1 Rédution à un problème modèleLe problème életrostatique en életromouillage est un problème homogène àonditions aux bords inhomogène. Par un relèvement de la ondition aux bordson peut don se ramener à traiter le as d'un problème inhomogène à onditionshomogènes aux bords.Ainsi, nous allons tout d'abord mettre en oeuvre la Méthode du ComplémentSingulier pour un problème elliptique axisymétrique de transmission ave ondi-tions de Dirihlet homogène. Puis nous adapterons la méthode au problème del'életromouillage qui présente des onditions mêlées inhomogènes.3.4.2 Le problème de transmission ave onditions de Di-rihlet homogène3.4.2.1 Notations
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Fig. 3.15 � Le domaineLe domaine Soit ω un domaine ouvert de R
2 formé de deux omposantes ω+et ω− (voir �gure 3.15).La frontière ∂ω+ est l'union de :� γ l'interfae entre ω+ et ω−,� γ+

z la partie de la frontière sur l'axe z dans ω+,



90 Chapitre 3 : Approximation numérique� γ+ la partie de la frontière qui n'est pas sur l'axe z et qui est dans ∂ω+.
∂ω+ = γ+

z ∪ γ+ ∪ γOn note par analogie
∂ω− = γ−z ∪ γ− ∪ γ� La frontière γ+ est onstituée de deux parties (voir �gure 3.15) : γ+

1 , γ+
3(frontière de la boîte).� La frontière γ− est onstituée de trois parties (voir �gure 3.15) : γ−0 , γ−2 ,

γ−3 .On a ω = ω+ ∪ ω− ∪ γ.Les espaes onsidérés On utilisera omme dans le hapitre 2 les espaesassoiés à la mesure rdrdz. Ainsi pour un domaine ω de R
2 :� Ľ2(ω) et Ȟ1(ω) sont omme dans le hapitre 2.� Dans e paragraphe et seulement dans e paragraphe, Ȟ1

0 (ω) désignera
{
v ∈ Ȟ1(ω) tels que v = 0 sur γ+ ∪ γ−

}� Pour s ∈ R, on notera de même Ȟs l'espae de Sobolev assoié à la mesure
rdrdz.� Pour une fontion ψ dé�nie sur tout ω, on désignera par ψ+ sa restritionà ω+ et ψ− sa restrition à ω−.� On pourra représenter un ouple (ϕ+, ϕ−) par la notation vetorielle( ϕ+

ϕ−

)On se donne ε = (ε+, ε−) ∈ R
+∗ × R

+∗.Dé�nition 3.4.1 On dira qu'un élément (ϕ+, ϕ−) ∈ Ȟ1(ω+) × Ȟ1(ω−) véri�eles onditions (BC) si, dans le as où les traes sont bien dé�nies,






ϕ+ = ϕ− sur γ
ε+∂ϕ

+

∂n
= ε−

∂ϕ−

∂n
sur γ, où n est la normale sortante à ω+On notera alors

W =
{
(ϕ+, ϕ−) ∈

(
Ȟ2(ω+) × Ȟ2(ω−)

)
∩
(
Ȟ1

0 (ω+) × Ȟ1
0 (ω−)

) t.q. (ϕ+, ϕ−) véri�e (BC)
}L'opérateur laplaien axisymétrique On notera



3.4 La Méthode du Complément Singulier 91� ∆r l'opérateur laplaien axisymétrique dans R
2 muni du repère (Orz) :

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

∂2

∂z2
.� A l'opérateur laplaien axisymétrique de transmission :

(−ε+∆r,−ε−∆r).L'opérateur A agit sur W.En�n on note :
D(L2,A) =

{
(v+, v−) ∈ Ľ2(ω+) × Ľ2(ω−) tels que (ε+∆rv

+, ε−∆rv
−) ∈ Ľ2(ω+) × Ľ2(ω−)

}Cet espae est muni de la norme
ε+
(
||∆rv

+||Ľ2(ω+) + ||v+||Ľ2(ω+)

)
+ ε−

(
||∆rv

−||Ľ2(ω−) + ||v−||Ľ2(ω−)

)Il est possible de dé�nir sur et espae les traes sur γ+, γ− et les onditions (BC)par un opérateur que nous noterons T dans la suite. Cei est prouvé dans un asplus général 3D, dans [Lem78℄ p.553.Les formes bilinéaires Soient
ϕ = (ϕ+, ϕ−) ∈ Ľ2(ω+) × Ľ2(ω−), et v = (v+, v−) ∈ Ľ2(ω+) × Ľ2(ω−).On notera :� < ϕ, v > le produit salaire dans Ľ2(ω+) × Ľ2(ω−), i.e. :

< ϕ, v >=

∫

ω+

ϕ+v+rdrdz +

∫

ω−

ϕ−v−rdrdz� Si U est un autre domaine ouvert de R
2 inlus dans ω, on notera < ϕ, v >Ule produit salaire :

< ϕ, v >U=

∫

U∩ω+

ϕ+v+rdrdz +

∫

U∩ω−

ϕ−v−rdrdz� Pour (ϕ+, v+) ∈ Ȟ1(ω+) × Ȟ1(ω+),
a+(ϕ+, v+) =

∫

ω+

ε+∇ϕ+∇v+rdrdz



92 Chapitre 3 : Approximation numérique� Pour (ϕ−, v−) ∈ Ȟ1(ω−) × Ȟ1(ω−),
a−(ϕ−, v−) =

∫

ω−

ε−∇ϕ−∇v−rdrdz� En�n, pour (ϕ+, v+, ϕ−, v−) ∈ Ȟ1(ω+) × Ȟ1(ω+) × Ȟ1(ω−) × Ȟ1(ω−),
a(ϕ, v) = a+(ϕ+, v+) + a−(ϕ−, v−)� (. � .) désignera le produit salaire eulidien dans R

2.Ces notations posées, nous pouvons passer à l'équation proprement dite.3.4.2.2 Equation du problème de transmissionSoit f = (f+, f−) ∈ Ľ2(ω+) × Ľ2(ω−).On onsidère (ϕ+, ϕ−) solution au sens des distributions de l'équation :






−ε+∆rϕ
+ = f+ dans ω+

−ε−∆rϕ
− = f− dans ω−

ϕ+ = 0 sur γ+

ϕ− = 0 sur γ−
(ϕ+, ϕ−) véri�e les onditions (BC)La formulation variationnelle assoiée est :

(F̂v)







Trouver ϕ ∈ Ȟ1
0 (ω)telle que

a(ϕ, v) =< f, v >, ∀v ∈ Ȟ1
0 (ω)3.4.2.3 Déomposition en parties régulière et singulièreAu hapitre 2 nous avons donné un résultat (théorème 2.2.4) de déomposi-tion. Pour exposer la méthode du omplément singulier, nous allons avoir besoind'une déomposition partiulière de l'espae Ľ2(ω+) × Ľ2(ω−) en somme direteorthogonale et de son utilisation expliite dans la démonstration du théorème2.2.4.Nous donnons 4 résultats déterminants pour la méthode du omplément sin-gulier.Les résultats (a) et (b) qui suivent pourront être trouvés dans ([Lem78℄) énon-és dans le as 3D omplet ; nous les énonçons dans le as axisymétrique.



3.4 La Méthode du Complément Singulier 93(a) Inégalité a priori.On a une inégalité a priori sur les éléments de W, qui nous permet de direque A(W) est un sous-espae fermé de Ľ2(ω+) × Ľ2(ω−).(b) Déomposition en somme direte orthogonale. On introduit Ň l'or-thogonal de A(W) dans Ľ2(ω+) × Ľ2(ω−). On a alors :
Ľ2(ω+) × Ľ2(ω−) = A(W) ⊕⊥ Ň (3.12)Une généralisation de la formule de Green permet de montrer que :Proposition 3.4.2

Ň =
{
(v+, v−) ∈ D(L2,A), tels que Av = 0 et T (v+, v−) = 0

}Remarque 3.4.3 Pour tout voisinage V du point triple, les éléments de Ňsont dans l'espae C∞(ω+ \ V) × C∞(ω− \ V).() Dimension de l'orthogonal Ň . En s'inspirant de [ACL03℄ on peut mon-trer que dans le as 3D-axisymétrique et pour notre domaine qui ontientun seul oin rentrant et pas de point anguleux onique :Proposition 3.4.4
dim(Ň) = 1(d) La singularité duale.Soit ps = (p+

s , p
−
s ) une base de ŇDé�nition 3.4.5 ps est appelée singularité duale. Elle est dé�nie à uneonstante multipliative près.La méthode du omplément singulier onsiste à utiliser la déomposition(3.12) pour en extraire une déomposition de la solution ϕ en une partie régulièreet une partie singulière.3.4.2.4 Déomposition de la solution de (F̂v)(i) Comme (f+, f−) ∈ Ľ2(ω+) × Ľ2(ω−), on déduit de (3.12) et de la propo-sition 3.4.4 :Proposition 3.4.6 Il existe c ∈ R et (ϕ+

R, ϕ
−
R) ∈ W tels que :

(
f+

f−

)

=

(
−ε+∆rϕ

+
R

−ε−∆rϕ
−
R

)

+ c

(
p+

s

p−s

) (3.13)



94 Chapitre 3 : Approximation numérique
θ

ω+

M

r0

ρ

γΘA

A
ω−Fig. 3.16 � Les oordonnées polaires(ii) On relève (p+

s , p
−
s ) en alulant φs omme la solution variationnelle de







−ε+∆rφ
+
s = p+

s dans ω+

−ε−∆rφ
−
s = p−s dans ω−

φ+
s = 0 sur γ+

φ−
s = 0 sur γ−

(φ+
s , φ

−
s ) véri�e la ondition (BC) (3.14)(iii) Par uniité de la solution du problème (F̂v), on peut alors érire :

(
ϕ+

ϕ−

)

=

(
ϕ+

R

ϕ−
R

)

+ c

(
φ+

s

φ−
s

) (3.15)(iv) On détermine c en utilisant l'orthogonalité de A(W) et Ň dans Ľ2(ω+)×
Ľ2(ω−). On trouve :

c =
< f, ps >

< ps, ps >
(3.16)Nous allons hoisir une singularité duale ps puis indiquer omment on obtient

φs solution de (3.14). En�n ϕR se déduira de la formulation variationnelle (F̂v).On se plae en oordonnées polaires entrées en A omme sur la �gure 3.16et on note r0 la distane du point A à l'axe (Oz).3.4.2.5 Un hoix pour la singularié duale.Notons
s+ = β+ r

r0
ρ−ν sin(ν(θ − α+))



3.4 La Méthode du Complément Singulier 95et
s− = β− r

r0
ρ−ν sin(ν(θ − α−))où - ν est l'unique solution dans ]0, 1[ de l'équation

ε− tan(ν(π − ΘA)) = −ε+ tan(νπ)- α+ = π − ΘA, α− = −π- β+ =
ε−

cos(να+)
, β− =

ε+

cos(να−)Remarque 3.4.7 s+ (resp. s−) est un élément de Ľ2(ω+) (resp. Ľ2(ω−)) et vuson expression ∆rs
+ (resp. ∆rs

−) est dans Ȟ−1(ω+) (resp. Ȟ−1(ω−)).Soit (p+
R, p

−
R) ∈ Ȟ1(ω+) × Ȟ1(ω−) tel que (p+

R, p
−
R) = −(s+, s−) sur γ+ × γ−,la solution variationnelle de :

a(pR, v) =< ε∆rs, v >, ∀v ∈ Ȟ1
0 (ω) (3.17)On hoisit alors :

(
p+

s

p−s

)

=

(
p+

R

p−R

)

+

(
s+

s−

) (3.18)On véri�e bien que (p+
s , p

−
s ) ∈ Ň .3.4.2.6 Déomposition de φs.Notons
ζ+ = β+ρν sin(ν(θ − α+))et
ζ− = β−ρν sin(ν(θ − α−))Remarque 3.4.8 ζ+ (resp. ζ−) est dans l'espae Ȟ1(ω+) \ Ȟ2(ω+) (resp. ∈

Ȟ1(ω−)\Ȟ2(ω−)) et ∆rζ
+ (resp. ∆rζ

−) est dans l'espae Ľ2(ω+) (resp. Ľ2(ω−)).Vu l'équation (3.14) véri�ée par φs, on peut la déomposer sur la partie sin-gulière (ζ+, ζ−) (analogue du théorème 2.2.4 où on enlève la fontion "ut-o�").On en déduit qu'il existe δ ∈ R tel que :
(
φ+

s

φ−
s

)

=

(
φ+

R

φ−
R

)

+ δ

(
ζ+

ζ−

) (3.19)où (φ+
R, φ

−
R) ∈ Ȟ2(ω+) × Ȟ2(ω−).



96 Chapitre 3 : Approximation numériqueRemarque 3.4.9 On passe d'une déomposition à une autre en érivant simple-ment (on oublie les exposants + et −) : φR + ζη = φR + ζ(η − 1)
︸ ︷︷ ︸

∈Ȟ2

+ζUne fois onnu δ, on est en mesure, grâe à (3.14), de déterminer (φ+
R, φ

−
R).Reste don à déterminer δ. On peut en donner une expression expliite.Expression de δ En utilisant la même méthode que elle proposée par M.Moussaoui([Mou84℄), on on montre laProposition 3.4.10

δ =
< ps, ps >

νr0

[

ε+(β+)2
(

α+ − sin(2να+)
2ν

)

− ε−(β−)2
(

α− − sin(2να−)
2ν

)] (3.20)Démonstration : On note A le point triple, Bt = B(A, t) la boule de entre
A et de rayon t et Ct son bord.On pose ωt := ω \Bt, ω+

t := ωt ∩ ω+, ω−
t := ωt ∩ ω−De même C+

t := Ct ∩ ω+ et C−
t := Ct ∩ ω−.

ω+
t

ω−
t

A

t

Bt

A+(t)

A−(t)

Ct

−→n

En�n on notera A+(t) le point d'intersetion de Ct ave γ+
1 de oordonnées po-laires (t,Θ+(t)) et A−(t) le point d'intersetion de Ct ave γ−2 de oordonnéespolaires (t,Θ−(t)).Remarque 3.4.11 Θ− ≡ α−



3.4 La Méthode du Complément Singulier 97On obtient à partir de (3.14) :
< −ε∆rφs, ps >ωt=< ps, ps >ωt (3.21)Nous allons étudier plus partiulièrement le membre de gauhe de ette égalitépuis passer à la limite quand t tend vers 0.On notera ds la mesure linéique.� Terme sur ω+. Il est donné par :

< −ε+∆rφ
+
s , p

+
s >ω+

t
= −

∫

ω+
t

ε+∆rφ
+
s p

+
s rdrdz

ps est C∞ dans ωt. Il en est de même pour φs. On peut don érire :
< −ε+∆rφ

+
s , p

+
s >ω+

t
= ε+

[

−
∫

C+
t

∂φ+
s

∂n
p+

s tds−
∫

γ∩ω+
t

∂φ+
s

∂n
p+

s rds

+

∫

γ∩ω+
t

∂p+
s

∂n
φ+

s rds+

∫

C+
t

∂p+
s

∂n
φ+

s rds

] (3.22)où n est la normale sortante à ω+
t .� Terme sur ω−.De la même façon, on obtient

< −ε−∆rφ
−
s , p

−
s >ω−

t
= ε−

[

−
∫

C−
t

∂φ−
s

∂n
p−s tds−

∫

γ∩ω−
t

∂φ−
s

∂n
p−s rds

+

∫

γ∩ω−
t

∂p−s
∂n

φ−
s rds+

∫

C−
t

∂p−s
∂n

φ−
s tds

] (3.23)où n est la normale sortante à ω−
t .� Comme ps et φs véri�ent les onditions (BC), en additionnant les deuxtermes, il reste

< −ε∆rφs, ps >ωt= ε+

[

−
∫

C+
t

∂φ+
s

∂n
p+

s tds+

∫

C+
t

∂p+
s

∂n
φ+

s tds

]

+ ε−

[

−
∫

C−
t

∂φ−
s

∂n
p−s tds+

∫

C−
t

∂p−s
∂n

φ−
s tds

] (3.24)



98 Chapitre 3 : Approximation numérique� Examinons la ontribution du terme
ε+

∫

C+
t

∂φ+
s

∂n
p+

s tdsEn utilisant les déompositions (3.19) et (3.18)
φ+

s = φ+
R + δζ+et

p+
s = p+

R + s+on déduit
ε+

∫

C+
t

∂φ+
s

∂n
p+

s rds =

ε+

[
∫ Θ+(t)

0

∂φ+
R

∂n
p+

R(r0 + t cos(θ))tdθ +

∫ Θ+(t)

0

∂φ+
R

∂n
s+(r0 + t cos(θ))tdθ

+δ

∫ Θ+(t)

0

∂ζ+

∂n
p+

R(r0 + t cos(θ))tdθ + δ

∫ Θ+(t)

0

∂ζ+

∂n
s+(r0 + t cos(θ))tdθ

](3.25)Les termes faisant apparaître φR et/ou pR tendent vers 0, du fait de larégularité de es derniers.Le seul terme ayant une ontribution non nulle quand t → 0 est le termedonné par
δε+

∫ Θ+(t)

0

∂ζ+

∂n
s+(r0 + t cos(θ))tdθEn gardant les oordonnées polaires et les veteurs de la base de Frenet

(eρ, eθ), on a ∂ζ+

∂n
= −∂ζ

+

∂ρ
, d'où en utilisant l'expression exate de ζ+

δε+

∫ Θ+(t)

0

∂ζ+

∂n
s+(r0 + t cos(θ))tdθ =

−δ ε
+

r0
ν(β+)2

∫ Θ+(t)

0

tν−1 sin(ν(θ−α+))t−ν sin(ν(θ−α+))(r0+t cos(θ))2tdθ(3.26)Il reste
δε+

∫ Θ+(t)

0

∂ζ+

∂n
s+(r0+t cos(θ))tdθ = −δ ε

+

r0
ν(β+)2

∫ Θ+(t)

0

sin2(ν(θ−α+))(r0+t cos(θ))2dθ(3.27)
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Θ+(t) admet pour limite α+ en 0. En développant le membre de droite de(3.27) suivant les puissanes de t, on onlut que le seul terme ayant unepossible ontribution non nulle à la limite est :

− δε+ν(β+)2r0

∫ Θ+(t)

0

sin2(ν(θ − Θ+(t)))dθ

= −δε+ν(β+)2r0

(
Θ+(t)

2
− sin(2νΘ+(t))

4ν

) (3.28)Ce qui donne en passant à la limite dans le membre de droite de (3.28) :
−δε+ν(β+)2r0

(
α+

2
− sin(2να+)

4ν

) (3.29)� On e�etue le même raisonnement pour le terme
ε+

∫

C+
t

∂p+
s

∂n
φ+

s tdset on obtient que sa limite quand t tend vers 0 vaut
δε+ν(β+)2r0

(
α+

2
− sin(2να+)

4ν

) (3.30)� la ontribution totale sur C+
t dans (3.24) vaut don

δε+ν(β+)2r0

(

α+ − sin(2να+)

2ν

) (3.31)� Par un raisonnement analogue, on trouve que la ontribution sur C−
t dans3.24 vaut

δε−ν(β−)2r0

(

−α− +
sin(2να−)

2ν

) (3.32)� En onlusion, grâe à (3.31) et (3.32), en passant à la limite quand t tendvers 0 dans (3.21), on trouve
< ps, ps >= δνr0

[

ε+(β+)2

(

α+ − sin(2να+)

2ν

)

+ ε−(β−)2

(

−α− +
sin(2να−)

2ν

)](3.33)Et don on en déduit que
δ =

< ps, ps >

νr0

[

ε+(β+)2
(

α+ − sin(2να+)
2ν

)

− ε−(β−)2
(

α− − sin(2να−)
2ν

)] (3.34)
�Remarque 3.4.12 On peut véri�er que dans le as où ε+ = ε−, la formule estbien ohérente ave elle obtenue dans le as d'un problème sans transmission(voir [ACLS03℄).



100 Chapitre 3 : Approximation numérique3.4.2.7 RésuméNous avons utilisé di�érents résultats de déomposition pour en déduire uneexpression de la solution du problème (F̂v) en somme d'une partie régulière et unepartie singulière. Nous avons de plus pu exprimer de façon expliite les di�érentsoe�ients.Nous pouvons maintenant passer à l'aspet numérique du problème.3.4.3 Traitement numériqueNous allons dérire l'algorithme qui permet d'implémenter la méthode duomplément singulier pour le problème de transmission (F̂v). Pour aluler nu-mériquement la solution, nous devons exprimer numériquement ϕR, φS et c.3.4.3.1 DémarheTout revient à approher numériquement ps. Numériquement tout s'organiseinq étapes.1. Calul de ps, par le alul de pR en utilisant (3.18)2. Calul de c en utilisant 3.4.2.4 (iv)3. Calul de δ en utilisant la proposition 3.4.104. Calul de φs, par le alul de φR en utilisant (3.19) et (3.14)5. Calul de ϕ, par le alul de ϕR en utilisant (3.15) et (F̂v)On se donne une triangulation omme au paragraphe 3.1.2 page 65. On gardeles notations de e paragraphe. On notera don Ai les n÷uds du maillage, NTleur nombre et ψi la fontion de base assoiée au n÷ud Ai pour i ∈ [0, NT ].On notera I l'ensemble des indies des n÷uds Ai tels que Ai ∈
◦
ωh et I0 l'ensembledes indies des n÷uds Ai tels que Ai ∈ γ+ ∪ γ−.Les parties régulières des déompositions (3.18), (3.19) et (3.15) sont appro-hées par des éléments �nis de type Lagrange P1.On introduit alors les formes linéaires suivantes :Pour (v+, v−) ∈ Ȟ1(ω+) × Ȟ1(ω−)

ls(v) =

∫

ω+

ε+∆rs
+v+rdrdz +

∫

ω−

ε−∆rs
−v−rdrdzet

lζ(v) =

∫

ω+

ε+∆rζ
+v+rdrdz +

∫

ω−

ε−∆rζ
−v−rdrdz



3.4 La Méthode du Complément Singulier 1013.4.3.2 Détail des étapes1. On approhe la partie pR par des éléments �nis P1 : ph
R ≈ pR

pR est la solution variationnelle de (3.17)
a(pR, v) = ls(v) ∀v ∈ Ȟ1

0 (ω)Ce problème est bien posé vu l'expression de s+. En faisant un alul expli-ite, on voit que les termes les plus singuliers disparaissent dans l'expressionde ∆rs
+ et ∆rs

−.En passant aux expressions matriielles, on onsidère le veteur de oor-données (pR(Ai))i∈[0,NT ], dont vu les onditions aux bords, il ne reste qu'àdéterminer P h
R := (pR(Ai))i∈I .On doit alors résoudre KP h

R = Q, où K est la matrie de rigidité axisymé-trique et Q est le veteur de oordonnées (ls(ψi) +
∑

j∈I0

s(Aj)a(ψj , ψi)

)

i∈I

.2. On exprime ensuite
c ≈ ch =

< f, ph
s >

< ph
s , p

h
s >3. Puis

δ ≈ δh =
< ph

s , p
h
s >

νr0

[

ε+(β+)2
(

α+ − sin(2να+)
2ν

)

− ε−(β−)2
(

α− − sin(2να−)
2ν

)]4. φR est solution de :
a(φR, v) = δhlζ(v) ∀v ∈ Ȟ1

0 (ω+) ×H1
0 (ω−)De la même façon, on approhe φR par éléments �nis P1 : φR ≈ φh

R.Si on onsidère la forme matriielle de la formulation variationnelle disré-tisée, on obtient
Kφh

R = q′Où q′ = δh

(

lζ(ψi) +
∑

j∈I0

ζ(Aj)a(ψj , ψi)

)

i∈I

et par abus de notation φh
Rreprésente le veteur (φh

R(Ai))i∈I .5. En�n reste à aluler ϕR qui est solution variationnelle de :
a(ϕR, v) =< f − cps, v >On l'approhe elle aussi par éléments �nis.La démarhe est la même que pour les points 1. et 4..



102 Chapitre 3 : Approximation numérique3.4.4 Appliation au problème d'életromouillageNous allons appliquer la Méthode du Complément Singulier du paragraphepréédent, à notre problème qui lui a des onditions aux bords à la fois de typeNeumann homogène et Dirihlet non homogène.
ωG

r

z

γLG

ωS γeS

γeG

γ0

0
γGS

γzS

γzG

A

ωL

γLS
ΘA

Pour ramener notre problème au as détaillé préédemment nous onsidére-rons un relèvement de la ondition aux bords.On garde les notations du as modèle préédent en hangeant les exposants +en les indies G, et les exposants − en les indies S. Les espaes Ȟ1
0 (ω) et Ȟ1

γ(ω)sont eux dé�nis au hapitre 2.On onsidère le problème variationnel dont ϕω ∈ Ȟ1
γ(ω) est solution :

∀v ∈ Ȟ1
0 (ω),

∫

ω
ε (∇ϕω

� ∇v) rdrdz = 0Relèvement de la ondition aux bords Soit R(φ0) ∈ Ȟ1
γ(ω) tel que :� ((R(φ0))G, (R(φ0))S) ∈ (Ȟ2(ωG) × Ȟ2(ωS)),� ∂R(φ0)

∂n
= 0 sur γe = γeG ∪ γeS,� { (R(φ0))G = (R(φ0))S sur γGS

εG
∂(R(φ0))G

∂n
= εS

∂(R(φ0))S

∂n
sur γGS, n normale sortante à ωSPosons ϕ̌ω := ϕω − R(φ0) ∈ Ȟ1

0 (ω). ϕ̌ω véri�e :
∀v ∈ Ȟ1

0 (ω),

∫

ω

ε (∇ϕ̌ω
� ∇v) rdrdz = − < ε∆rR(φ0), v > (3.35)



3.4 La Méthode du Complément Singulier 103On pose alors pour i ∈ {G, S},
fi := −εi∆r(R(φ0))i ∈ Ľ2(ωi)On peut don appliquer la Méthode du Complément Singulier ave fG et fS(on identi�era f ave le ouple (fG, fS) par abus de notations).Modi�ation dans les expressions Les formes linéaires sont modi�ées. Onpose pour v ∈ Ȟ1(ω) :

l̃s(v) =

∫

ωG

εG∆rsGvGrdrdz+

∫

ωS

εS∆rsSvSrdrdz−
∫

γeG

∂sG

∂n
vGrds−

∫

γeS

∂sS

∂n
vSrdset

l̃ζ(v) =

∫

ωG

εG∆rζGvGrdrdz+

∫

ωS

εS∆rζSvSrdrdz−
∫

γeG

∂ζG

∂n
vGrds−

∫

γeS

∂ζS

∂n
vSrdsDétail des étapes du traitement numérique1. pR est la solution variationnelle de

a(pR, v) = l̃s(v) ∀v ∈ Ȟ1
0 (ω)Elle est approhée de façon lassique.2. On exprime ensuite

c ≈ ch =
< f, ph

s >

< ph
s , p

h
s >3. Puis δ ≈ δh4. φR est solution de :

a(φR, v) = δhl̃ζ(v) ∀v ∈ Ȟ1
0 (ωG) ×H1

0 (ωS)5. Reste en�n le alul de ϕω approhée diretement.Remarque 3.4.13 On peut donner une expression de c indépendamment du re-lèvement R(φ0). Numériquement on herhera plut�t la solution ϕ̃ω du problèmetranslaté sur Ȟ1
γ̃(ω) =

{
ϕ ∈ Ȟ1(ω) tel que ϕ = 0 sur γLG ∪ γLS et ϕ = −φ0 sur γ0

}.On onsidère alors le relèvement orrespondant R̃(φ0) ∈ H1
γ̃(ω).



104 Chapitre 3 : Approximation numériqueCette rédution permet d'érire :
c = −εSφ0

∫

γ0

∂ph
s

∂n
dσ

< ph
s , p

h
s >dont le numérateur est bien dé�ni et est alulable indépendamment du relèvementhoisi.Pour retrouver ϕω, il su�ra alors de rajouter la onstante φ0 à la solutiontrouvée.3.4.5 Résultats numériquesComme dans la préédente approximation, il nous faut seulement hanger lealul du potentiel.La di�érene est qu'il y a plus d'intégrales à évaluer. Il y a maintenant 5 étapes, quitoutes demandent une évaluation approhée d'intégrales. Les intégrales singulièresseront alulées de la même façon que préédemment. On approhe l'intégrale parune formule de quadrature lassique si on ne se trouve pas sur un triangle quiontient la singularité. On alule plus exatement l'intégrale si on se situe surun triangle qui a la singularité pour sommet.Comme pour le as préédent, suivant les approximations ( ondensateur plan,

P1, fontion de base singulière (FS), Méthode du Complément Singulier (MCS)),on présente les valeurs obtenues pour l'angle de ontat numérique (tableau 3.4)ainsi que les valeurs de l'énergie pour la forme de goutte onvergée (tableau 3.5).Voltage Approx. C. plan Approx. P1 FS MCS100V 89.49 88.73 88.72 88.77200V 87.97 87.57 87.57 87.67300V 85.43 85.75 86.13 85.9400V 81.86 83.07 83.09 83.18500V 77.22 79.20 79.40 79.86600V 71.42 74.08 74.84 75.14700V 64.30 67.57 68.59 68.95800V 55.50 59.40 59.45 60.68Tab. 3.4 � Valeurs de l'angle de mouillage suivant les approximationsOn note que l'évolution de l'angle de ontat va dans le sens d'une augmenta-tion de sa valeur, ependant la di�érene reste petite et peu signi�ative. En e



3.5 Conlusion 105Voltage Approx. P1 FS MCS100V 99.52 99.54 99.50200V 97.94 97.90 97.97300V 95.18 95.14 94.65400V 90.71 90.70 90.47500V 84.88 84.86 84.12600V 77.19 77.28 76.63700V 67.13 67.15 66.22800V 54.19 54.10 53.09Tab. 3.5 � Valeur de l'énergie de la goutte selon les approximationsqui onerne les valeurs de l'énergie de la goutte, la diminution de elle-i est unpeu plus prononée, mais reste ependant relativement petite.Le temps de alul est jusqu'à 1.5 voire 2 fois plus long , omparativementà la méthode de la fontion de base singulière. Il est maintenant néessaire dealuler des intégrales de fontions singulières sur tout le domaine ω, alors quepréédemment ei n'était e�etué que sur le support de la fontion singulière,i.e. le dernier triangle. Cei est oûteux en temps.Remarque 3.4.14 Il faut signaler que le alul du potentiel en lui même neprend pas de temps, 'est l'évaluation du gradient du lagrangien qui est oûteuseen temps.Même si les résultats sont voisins de eux obtenus ave la méthode de lafontion de base singulière ave un temps de alul plus important, ette méthodesupprime d'une part le problème de la détermination de la fontion "ut o�" etnous verrons d'autre part que 'est une meilleure approximation du potentiel.Cei sera mis en avant au hapitre 5.3.5 ConlusionDans e hapitre nous avons simulé numériquement la forme de goutte engéométrie axisymétrique en utilisant le modèle qui mène à une reherhe de pointselle d'un lagrangien.Nous avons observé l'étalement progressif de la goutte ave l'augmentation dupotentiel ainsi qu'une déviation de la forme de goutte et de l'angle de ontat parrapport à l'approximation ondensateur plan. La ourbure augmente au niveaudu point triple. Cela est onforme aux observations physiques.Cependant nous avons vu au hapitre 2 que le modèle utilisé ii prédit un anglede ontat onstant (égal à l'angle de Young) quel que soit le potentiel φ0 appliqué.



106 Chapitre 3 : Approximation numériqueNos simulations ne nous ont pas montré ette invariane de l'angle, malgré lesaméliorations e�etuées en 3.3 et 3.4 en prenant en ompte la singularité dupotentiel.Le phénomène de saturation n'est pas non plus observé.Ces simulations apportent une bonne approximation marosopique de laforme de goutte, ependant la méthode de reherhe de point selle du lagran-gien reste trop "globale" pour apter e qui se passe au niveau mirosopiqueprès du point triple. Nous avons remarqué la présene d'e�ets sur le potentiel lorsdes traitements de singularité, mais eux-i paraissent "e�aés" par la mise enoeuvre de l'algorithme d'Uzawa.C'est pourquoi il nous a semblé néessaire d'établir un nouveau modèle "mi-rosopique" apable de prendre en ompte es phénomènes loalisés au niveaudu point triple.Nous onsidérons que le problème d'approximation du potentiel életrosta-tique a été bien résolu par la Méthode du Complément Singulier ; 'est elle quinous permet d'approher le mieux le potentiel életrostatique. Nous devons main-tenant agir sur le modèle lui même.



Chapitre 4Une approximation double éhelle
4.1 MotivationL'analyse des résultats de la setion préédente a mis en évidene le aratèretrès loalisé de la singularité du potentiel. Le modèle optimisation de forme nesu�t pas pour visualiser la forme de la goutte au voisinage du point triple. Pourmieux la dérire nous proposons de faire un "zoom" au niveau de la ligne demouillage pour passer à une vision loale ; 'est l'objet de e hapitre.On ommenera par introduire les notations qui seront utilisées tout au longde e hapitre 4. La seonde partie sera onsarée à l'ériture d'un modèle lo-al pour notre problème. Deux visions di�érentes, l'une physique et l'autre plusmathématique, nous permettrons d'en extraire l'équation prinipale.En�n, après un rappel théorique sur les équations di�érentielles à seondmembre intégrable, on s'intéressera à l'ériture mathématique du modèle et àun algorithme de résolution en vue de simulations numériques.4.2 NotationsParamétrisation du domaine Nous allons paramétrer les domaines axisymé-triques onsidérés. Ces derniers sont entièrement déterminés par leur frontière
γLG.Soit z∗ > 0 et f ontinue sur I := [0, z∗], dérivable sur [0, z∗[, et dérivée in�nieen z∗.On notera ωf le domaine 2D dont la frontière γf

LG est donnée par la ourbereprésentative de f . γf
LS, γf

GS désignent les di�érentes interfaes assoiées (voir4.1).Les hypothèses de régularité de f sont les hypothèses minimales que nousonsidérons pour dé�nir un domaine ωf . Dans la suite, on préisera les hypothèses
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0

ωf

z∗

zext

z

f(z)
γ

f
LS γ

f
GS

γ
f
LG

γ
f
0Fig. 4.1 � Paramétrage du domainesupplémentaires néessaires sur f . Ave e paramétrage on dé�nit le potentieléletrostatique assoié.Potentiel életrostatique En gardant les notations du hapitre 2,

ϕωf est la solution du problème variationnel
(Fv)ωf







Trouver ϕωf ∈ Ȟ1
γ(ωf) tel que,

∀v ∈ Ȟ1
0 (ωf),

∫

ωf

ε
(

∇ϕωf

� ∇v
)

rdrdz = 0Ces notations introduites, nous allons maintenant établir une équation dontest solution f sur [0, z∗[, si ωf est un minimum de la fontion oût sous laontrainte de volume.On peut établir ette équation de deux façons. La première est issue de raison-nements plut�t physiques et géométriques tandis que la seonde nous permetde trouver ette équation diretement en travaillant sur la ondition néessaired'optimalité (2.19) page 48.4.3 Un point de vue physiqueNous allons établir l'équation pour un domaine 3D axisymétrique, mais leraisonnement serait le même pour un domaine 3D quelonque.L'équation traduit l'équilibre entre toutes les fores qui s'exerent sur la goutte.On négligera la fore gravitationnelle, pour les mêmes raisons que dans le hapitre3 : le nombre de Bond α = ρg
σLG

est petit.Il s'agit, dans ette setion, de faire un bilan des fores agissant sur la goutte àl'équilibre. Puis en revenant aux notations données en 4.2, on établira l'équation.Dans ette setion on utilisera l'argument su�samment petit et ses onséquenessans donner les justi�ations mathématiques.



4.3 Un point de vue physique 1094.3.1 NotationsSoitM un point de la goutte et dS une surfae élémentaire de R
3 de la goutteautour de M .On note −→n la normale en M à la surfae et on hoisit un repère orthonormé

(Oxy) tel que (Oz) ‖ −→n .
dS est délimitée par les ars ⌢

AB et ⌢

CD, ⌢

BC et ⌢

AD, issus de l'intersetionde la surfae ave les deux plans parallèles P1 et P2 et les deux plans P3 et
P4, orthogonaux à P1 et P2 (voir �gure 4.2). On suppose que si les plans sontsu�samment prohes AB ≈ DC ≈ dl et BC ≈ AD ≈ dL, ave dl > 0 et dL > 0.

B

C
M

z

dL

dl

−→n
D

P3

P1

x

0

P2

A

y

P4

Fig. 4.2 � Surfae élémentaire dSA l'équilibre, la somme des fores agissant sur un petit élément de surfae de lagoutte est nulle. Faisons un bilan des fores agissant sur ette surfae élémentaire
dS.4.3.2 Bilan des fores extérieuresIl y a deux types de fores : les fores de tension apillaires et les fores depression atmosphérique et életrostatique.Fores de tension apillaires Ces fores sont dues à la tension de surfaeà l'interfae, elles vont avoir tendane à "étirer" la surfae. Elles agissent sur la
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AB, ⌢

CD, ⌢

AD et ⌢

BC.1. Cas de ⌢

AD et ⌢

BC :
x

z

C−→n
−→
f2

−→
f1

B

y

D

0 A

Fig. 4.3 � Fores apillaires agissant sur ⌢

AD et ⌢

BCDeux fores −→f1 et −→f2 agissent sur tout l'ar ⌢

AD et ⌢

BC respetivement.
−→
f1 (resp.−→f2 ) est parallèle au plan P1 (resp.P1) et tangente à la surfae dS.Ces deux veteurs ont même norme.

θ

B
R1

A R1

R1

τ1

Fig. 4.4 � Coupe dans le plan P1On a les relations suivantes entre les omposantes de f1 et f2 :
(−→
f1

)

x
=
(−→
f2

)

x
= 0,

(−→
f1

)

y
+
(−→
f2

)

y
= 0 et (−→

f1

)

z
=
(−→
f2

)

z
. Si dL estsu�samment petit, on onnaît l'expression des fores :

−→
f1 =

∫

⌢

AD

σLG
−→τ1 , ave −→τ 1 veteur tangent unitaire à ⌢

AB en AEn onsidérant θ, R1 donnés omme dans la �gure 4.4, on obtient
(−→
f1

)

z
= σLG

∫

AD
−→τ1 .−→ez ≈ −σLGdL sin(θ).



4.3 Un point de vue physique 111En e�etuant le même alul pour −→f2 , on érit
(−→
f1

)

z
+
(−→
f2

)

z
≈ −2σLGdL sin(θ)Mais omme dl est su�samment petit on peut aussi érire sin(θ) ≈ dl

2R1
,voir �gure 4.4.D'où

(−→
f1

)

z
+
(−→
f2

)

z
≈ −σLG

dldL

R1
(4.1)2. On e�etue le même raisonnement pour les ars ⌢

AB et ⌢

CD et on obtientque sur l'axe (Oz) la somme des fores vaut :
−σLG

dldL

R2

(4.2)La ontribution des fores de tension apillaire est don donnée par la sommede (4.1) et (4.2) :
−σLGdldL

(
1

R1
+

1

R2

) (4.3)A un fateur multipliatif près, ette expression fait apparaître la ourbure moyennede la surfae en M .Les fores de pression atmosphérique et életrostatique −→
Fp.Si Pint est la pression à l'intérieur du liquide, Pext la pression à l'extérieur duliquide et Pelec est la pression életrostatique, on a

−→
Fp =

∫

dS

P−→n ds =

∫

dS

(Pint − Pext + Pelec)
−→n dsSi −→E est le hamp életrique à l'extérieur de la goutte, la pression életrosta-tique vaut Pelec =

σ2

2εG
ave σ la harge surfaique donnée par σ = εG||

−→
E || =

εG||∇ϕωf ||.Remarque 4.3.1 On rappelle que la goutte est supposée totalement ondutriedon ||−→E || = 0 à l'intérieur de la goutte.On obtient
(−→
Fp

)

z
=

∫

dS

P−→n �
−→e zds

≈ PdldL (4.4)



112 Chapitre 4 : Une approximation double éhelleBilan La somme des fores s'exerçant sur toute la goutte est nulle à l'équilibre.
−→
F tension +

−→
F p =

−→
0En projetant suivant z et en utilisant (4.3) et (4.4), on obtient

σLG

(
1

R1
+

1

R2

)

= Pint − Pext +
εG||

−→
E ||2
2

(4.5)C'est l'équation onnue sous le nom d'équation de Young-Laplae.Reste à traduire l'équation (4.5) en fontion des notations introduites en 4.2et dans le as axisymétrique. On part du modèle 3D que l'on exploite dans le asaxisymétrique.4.3.3 Retour au as 3D axisymétriqueSupposons queHypothèse 4.3.2 f est une appliation ontinue sur [0, z∗], dérivable sur [0; z∗[et deux fois dérivable sur ]0; z∗[ telle que f > 0 sur ]0, z∗[. De plus f(z∗) = 0 et
lim
z→z∗

f ′(z) = +∞.On note ωf le domaine assoié et Γf
LG la surfae engendrée par la rotation de

γ
f
LG autour de l'axe de z.On notera (r, θ, z) les oordonnées ylindriques entrées en 0.Paramétrisation de la surfae On paramétrise la surfae ΓLG pour (z, θ) ∈

[0, z∗[×[0, 2π[ par
ψ : (z, θ) 7→







x(z, θ) = f(z)cos(θ)
y(z, θ) = f(z)sin(θ)
z(z, θ) = zOn a

∂ψ

∂z
=





f ′(z) cos(θ)
f ′(z) sin(θ)
1



et
∂ψ

∂θ
=





−f(z) sin(θ)
f(z) cos(θ)
0







4.3 Un point de vue physique 113La normale en un point de la surfae est donnée par :
−→
N =

∂ψ

∂z
∧ ∂ψ

∂θ∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

∂ψ

∂z
∧ ∂ψ

∂θ

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣Don

−→
N =

1

f(z)
√

1 + f ′2(z)





−f(z) cos(θ)
−f(z) sin(θ)
f(z)f ′(z)



 au point (f(z), θ, z) ∀z ∈ [0, z∗[Courbure moyenne de la surfae ΓLG Pour ela nous allons aluler lapremière et seonde forme fondamentale de ψ puis aluler la trae de la matriereprésentative de l'endomorphisme de Weingarten (voir [RDO98℄ p.184).Notons F1 la première forme fondamentale et F2 la seonde forme fondamen-tale. Nous pouvons les aluler grâe à l'hypothèse de régularité faite sur f endébut de ette setion.On a
F1 =







∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

∂ψ

∂z

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

2
∂ψ

∂z
�
∂ψ

∂θ

∂ψ

∂z
�
∂ψ

∂θ

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

∂ψ

∂θ

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

2





et

F2 =






−→
N �

∂2ψ

∂z2

−→
N �

∂2ψ

∂z∂θ
−→
N �

∂2ψ

∂z∂θ

−→
N �

∂2ψ

∂θ2




D'où

F1 =

(
1 + f ′2(z) 0

0 f 2(z)

)et
F2 =







− f ′′(z)
√

1 + f ′2(z)
0

0
f(z)

√

1 + f ′2(z)





ei pour z ∈]0; z∗[.



114 Chapitre 4 : Une approximation double éhelleOn en déduit l'expression de l'endomorphisme de Weingarten W :
W = F−1

1 F2 =







− f ′′(z)

(1 + f ′2(z))
3
2

0

0
1

f(z)
√

1 + f ′2(z)







pour z ∈]0; z∗[.Les valeurs propres κ1 et κ2 de l'endomorphisme de Weingarten sont donnéespar :
κ1(z) = − f ′′(z)

(1 + f ′2(z))
3
2et

κ2(z) =
1

f(z)
√

1 + f ′2(z)De l'équation (4.5) et de l'expression de la ourbure moyenne, on déduit que :
− f ′′(z)

(1 + f ′2(z))
3
2

+
1

f(z)
√

1 + f ′2(z)
=
Pint − Pext

σLG

+
εG||∇ϕωf ||2

2σLG

(4.6)Dans le as où f , représentant la forme de goutte à l'équilibre, véri�e l'hy-pothèse 4.3.2, on a don obtenu une équation di�érentielle ordinaire dont estsolution f . Elle traduit que la ourbure moyenne de la surfae est donnée par lasomme des fores de pression atmosphérique et életrostatique. Ce dernier termeéletrostatique dépend de f .Remarque 4.3.3 Cette équation di�érentielle qui montre bien l'aspet physiquedu problème, introduit le terme Pint − Pext. En utilisant la ondition néessaired'optimalité au paragraphe suivant, on verra que l'obtient une relation donnantfailement Pint − Pext.4.4 Eriture de l'équation en utilisant la onditionnéessaire d'optimalitéOn peut également retrouver l'équation (4.6) en utilisant la ondition nées-saire d'optimalité exposée en (2.19). Cette méthode va nous permettre de prendreen ompte expliitement la ontrainte de volume.



4.4 Eriture de l'équation en utilisant la ondition néessaired'optimalité 1154.4.1 Condition néessaire d'optimalitéPlaçons nous, à potentiel et volume donné, au minimum de l'énergie de lagoutte. Notons toujours f la fontion dé�nissant e domaine optimal ωf . Onrappelle la notation de la setion 2.1 :
U(ω̄f ,R2) =

{

u ∈ C1(ωf ,R2); ||u||∞ < 1, uz/ωf
S
≡ 0, u/γf

e
≡ 0, et (ur)/γz ≡ 0

}On dispose de la ondition néessaire d'optimalité du hapitre 2, donnée en(2.19) page 48.Proposition 4.4.1 Si ωf est un minimum de l'énergie sous la ontrainte devolume, alors :
∃λ ∈ R

∗ tel que dj(ωf).u = djLG(ωf).u+ djLS(ωf).u+ djelec(ω
f).u

= λdc(ωf).u, ∀u ∈ U(ω̄f ,R2) (4.7)où :
ϕωf est solution (Fv)ωf .
djLG(ωf).u =

∫

γf
LG

ur(s)ds+

∫

γf
LG

divγ(u)rds (4.8)
djLS(ωf).u = µ

∫

γf
LS

urdr + µ

∫

γf
LS

divγ(u)rdr (4.9)
djelec(ω

f).u = −δ
2

∫

ωf

εur||∇ϕωf ||2drdz − δ

2

∫

ωf

ε||∇ϕωf ||2div(u)rdrdz
+
δ

2

∫

ωf

ε
(

(tDu+Du)∇ϕωf

� ∇ϕωf
)

rdrdz (4.10)
dc(ωf).u = −

∫

ωf

urdrdz −
∫

ωf

div(u)rdrdz (4.11)Remarque 4.4.2 On néglige le terme de gravitation ar la goutte est assez pe-tite par rapport à une longueur aratéristique (le nombre de Bond est petit). Onretrouverait des termes analogues dans le as où on laisse la ontribution gravi-tationnelle.Le but est de donner une expression de haun des termes (4.8), (4.9), (4.10)et (4.11) en fontion de f et des autres données du problème.On onviendra que :- Pour alléger les notations, on notera ωf par ω et on fera de même pour γf
LS,

γ
f
LG et...
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γLG

ωS γeS

γeG

γ0

0
γGS

γzS

γzG

A

ωL

γLS
ΘA

Fig. 4.5 � Domaine axisymétrique 2D- Si ψ est une fontion dé�nie sur tout le domaine ω, on notera ψG sa res-trition à ωG et ψS sa restrition à ωS. Les notations sont rappelées dans la�gure 4.5.- Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté sur le domaine onsidéré on notera ϕω pourdésigner ϕω
G ou ϕω

S suivant le domaine.
4.4.2 Etude du terme életrostatiqueNous allons étudier le terme donné en (4.10). Ce terme ontient la ontributiondu gradient du potentiel. Pour étudier son expression, nous allons tout d'abordl'étudier sur des fontions régulières puis par un argument de densité, nous endéduirons l'expression de (4.10) pour ϕω.1. Cas régulier. Prenons dans (4.10) ϕ dé�nie sur ω telle que ϕi ∈ C∞(ω̄i),pour i ∈ {G, S}.Posons
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E :=

djelec
δ
2

= −
∫

ω

εur||∇ϕ||2drdz −
∫

ω

ε||∇ϕ||2(∂ur

∂r
+
∂uz

∂z
)rdrdz

+

∫

ω

ε

(

2
∂ur

∂r

(
∂ϕ

∂r

)2

+ 2

(
∂ur

∂z
+
∂uz

∂r

)
∂ϕ

∂r

∂ϕ

∂z
+ 2

∂uz

∂z

(
∂ϕ

∂z

)2
)

rdrdz(4.12)En utilisant la formule de Green sur ωS et ωG, E se déompose en Eω +E∂ω,somme d'intégrales sur les domaines ωS et ωG et d'intégrales sur les bords
∂ωS et ∂ωG.(a) Etude du terme EωOn a

Eω = EωS
+ EωGoù pour i ∈ {G, S},

Eωi
=

∫

ωi

ε

(

−||∇ϕ||2ur +
∂

∂r

(
r||∇ϕ||2

)
ur +

∂

∂z

(
r||∇ϕ||2

)
uz

)

drdz

− 2

∫

ωi

ε

(

∂

∂r

(

r

(
∂ϕ

∂r

)2
)

ur +
∂

∂z

(

r
∂ϕ

∂r

∂ϕ

∂z

)

ur +
∂

∂r

(

r
∂ϕ

∂r

∂ϕ

∂z

)

uz

+
∂

∂z

(

r

(
∂ϕ

∂z

)2
)

uz

)

drdz (4.13)Ce qui nous donne :
Eωi

=

∫

ωi

εur

[

−||∇ϕ||2 + ||∇ϕ||2 + r
∂

∂r

(
||∇ϕ||2

)

−2

(
∂ϕ

∂r

)2

− 2r
∂

∂r

(
∂ϕ

∂r

)2

− 2r
∂2ϕ

∂r∂z

∂ϕ

∂z
− 2r

∂ϕ

∂r

∂2ϕ

∂z2

]

drdz

+

∫

ωi

εuz

[

r
∂

∂z

(
||∇ϕ||2

)
− 2

(
∂ϕ

∂r

∂ϕ

∂z

)

−2r
∂2ϕ

∂r2

∂ϕ

∂z
− 2r

∂ϕ

∂r

∂2ϕ

∂r∂z
− 2r

∂

∂z

(
∂ϕ

∂z

)2
]

drdz (4.14)Nous allons traiter séparément le terme en fateur de ur de elui enfateur de uz dans l'équation (4.14).
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∂r
(||∇ϕ||2) = 2∂2ϕ

∂r2
∂ϕ
∂r

+ 2 ∂2ϕ
∂r∂z

∂ϕ
∂z
,il reste :

∫

ωi

εur

[

−2

(
∂ϕ

∂r

)2

− 2r
∂ϕ

∂r

∂2ϕ

∂r2
− 2r

∂ϕ

∂r

∂2ϕ

∂z2

]

drdz

=

∫

ωi

εur

[

−2
∂ϕ

∂r

(

r
∂2ϕ

∂r2
+
∂ϕ

∂r
+ r

∂2ϕ

∂z2

)]

=

∫

ωi

εur

[

−2r
∂ϕ

∂r
(∆rϕ)

]

drdz (4.15)Terme en fateur de uz Il est similaire au terme en fateur de ur,on obtient :
∫

ω

εuz

[

−2
∂ϕ

∂r

∂ϕ

∂z
− 2r

∂ϕ

∂z

∂2ϕ

∂r2
− 2r

∂ϕ

∂z

∂2ϕ

∂z2

]

drdz

=

∫

ω

εuz

[

−2r
∂ϕ

∂z
(∆rϕ)

]

drdz (4.16)Nous pouvons maintenant donner une expression de Eωi
puis de Eω.Simpli�ation du terme Eω

Eω = −2

∫

ωG

ε (∇u � ∇ϕ) [∆rϕ] rdrdz − 2

∫

ωS

ε (∇u � ∇ϕ) [∆rϕ] rdrdz(4.17)(b) Etude du terme E∂ωOn note −→n = (nr, nz) la normale extérieure au bord onsidéré. On aalors,
E∂ω = E∂ωS

+ E∂ωGoù pour i ∈ {G, S}

E∂ωi
= −

∫

∂ωi

εr||∇ϕ||2(urnr + uznz)dσ

+ 2

∫

∂ωi

ε

(
∂ϕ

∂r

)2

urnrrdσ + 2

∫

∂ωi

ε
∂ϕ

∂r

∂ϕ

∂z
urnzrdσ

+ 2

∫

∂ωi

ε
∂ϕ

∂r

∂ϕ

∂z
uznrrdσ + 2

∫

∂ωi

ε

(
∂ϕ

∂z

)2

uznzrdσ
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E∂ωi

=

∫

∂ωi

ε

((
∂ϕ

∂r

)2

−
(
∂ϕ

∂z

)2
)

(urnr − uznz)rdσ

+ 2

∫

∂ωi

ε
∂ϕ

∂r

∂ϕ

∂z
(urnz + uznr)rdσ (4.18)2. Passage au as non régulierLes expressions (4.17) et (4.18) on été obtenues pour (ϕS, ϕG) ∈ C∞(ω̄S) ×

C∞(ω̄G).Il faut maintenant passer au as où ϕ n'est plus aussi régulière.En gardant les notations du hapitre 2, pour κ > 0 �xé, on note
Dκ := D(Ȟ

3
2
+κ(ωS) × Ȟ

3
2
+κ(ωG), Ľ2)

=
{

(ϕS, ϕG) ∈ Ȟ
3
2
+κ(ωS) × Ȟ

3
2
+κ(ωG) tels que (4.19)

∆rϕi ∈ Ľ2(ωi), pour i ∈ {G, S}
} (4.20)Cet espae est normé par

||ϕ||Dκ = ||ϕ||
Ȟ

3
2+κ + ||∆rϕ||Ľ2Par les résultats de déomposition du hapitre (2.12), on sait qu'il existe

κ > 0 tel que
ϕω ∈ DκDe plus, en adaptant le résultat de P.Grisvard de [Gri85℄ page 59, on a ladensité de C∞(ω̄S) × C∞(ω̄G) dans Dκ pour la norme ||.||Dκ.Soit don (ϕn

G, ϕ
n
S)n∈N une suite de C∞(ω̄G) × C∞(ω̄S) qui onverge vers

(ϕω
G, ϕ

ω
S) dans Dκ.� Comme ∆rϕ

n
i onverge en norme Ľ2 vers ∆rϕi pour i ∈ {G, S}, on passeà la limite dans (4.17).� On peut de plus dé�nir un prolongement de la notion de trae du gradientsur et espae, notée T . (f [Gri85℄)La trae dé�nie étant ontinue pour la norme onsidérée, on déduit que

T (ϕn
i ) → T (ϕω

i )en norme Ľ2 du bord de ωi pour i ∈ {G, S}.On peut don passer à la limite dans l'expression (4.18).



120 Chapitre 4 : Une approximation double éhelle� Conlusion Les expressions données pour Eω et E∂ω restent valablespour ϕω.3. Expression de la dérivée de l'énergie életrostatique On peut main-tenant donner l'expression de Eω et E∂ω pour le potentiel ϕω.Pour Eω Vu l'équation véri�ée par ϕω, on déduit que le terme Eω est nul.
Eω = 0Pour E∂ω On déompose haque terme sur les di�érentes parties du borddont sont omposés ∂ωG et ∂ωS.La partie sur γz a une ontribution nulle.� Sur γeG et γeS :

∫

γei

ε

((
∂ϕω

∂r

)2

−
(
∂ϕω

∂z

)2
)

(urnr − uznz)rdσ

+ 2

∫

γei

ε
∂ϕω

∂r

∂ϕω

∂z
(urnz + uznr)rdσ pour i ∈ {S,G}. (4.21)Comme u ∈ U(ω̄,R2), on sait que
u/γeG∪γeS

= 0La ontribution du terme (4.21) est don nulle.� Sur γ0 où −→n =

(
0
−1

) :
∫

γ0

ε

((
∂ϕω

∂r

)2

−
(
∂ϕω

∂z

)2
)

uzrdσ − 2

∫

γ0

ε
∂ϕω

∂r

∂ϕω

∂z
urrdσ (4.22)Par propriété des déformations, on a (uz)/γ0

= 0. Il reste don :
−2

∫

γ0

ε
∂ϕω

∂r

∂ϕω

∂z
urrdσ (4.23)Comme ϕω est onstante sur γ0, on déduit que (4.23) est nul.� Sur γLS où −→n =

(
0
1

) :
∫

γLS

ε

((
∂ϕω

∂r

)2

−
(
∂ϕω

∂z

)2
)

uzrdσ + 2

∫

γLS

ε
∂ϕω

∂r

∂ϕω

∂z
urrdσ (4.24)Par propriété des déformations u et omme ϕω est onstante sur γLS, leterme (4.24) est nul.
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2

∫

γGS

[

εG
∂ϕω

G

∂r

∂ϕω
G

∂z
− εS

∂ϕω
S

∂r

∂ϕω
S

∂z

]

urrdσ (4.25)Par les onditions de transmission véri�ées par ϕω (ontinuité à l'interfae
γGS et transmission des dérivées normales), on déduit que e terme estnul.� Sur γLG, on a

−→n =
1

√

1 + f ′2

(
−1
f ′

)

, sur [0, z∗[et en z∗,
−→n = (0,−1)Le terme sur γLG est don donné par

∫ z∗

0

ε

((
∂ϕω

∂r

)2

−
(
∂ϕω

∂z

)2
)

(−ur − f ′(z)uz)f(z)dz

+ 2

∫ z∗

0

ε
∂ϕω

∂r

∂ϕω

∂z
(f ′(z)ur − uz)f(z)dz (4.26)Or on sait que : ∀z ∈ [0, z∗[, ϕω(f(z), z) = φ0, don :

f ′(z)
∂ϕω

∂r
+
∂ϕω

∂z
= 0, ∀z ∈]0, z∗[ (4.27)On a don une expression de ∂ϕω

∂z
sur γLG :

∂ϕω

∂z
= −f ′(z)

∂ϕω

∂r
, ∀z ∈]0, z∗[En remplaçant dans (4.26), on obtient :

∫ z∗

0

ε

((
∂ϕω

∂r

)2

− f ′2(z)

(
∂ϕω

∂r

)2
)

(−ur − f ′(z)uz)f(z)dz

− 2

∫ z∗

0

εf ′(z)

(
∂ϕω

∂r

)2

(f ′(z)ur − uz)f(z)dz

=

∫ z∗

0

ε

(
∂ϕω

∂r

)2
(
−
(
1 + f ′2(z)

)
ur +

(
1 + f ′2(z)

)
f ′(z)uz

)
f(z)dz(4.28)
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∫ z∗

0

ε

(
∂ϕω

∂r

)2
(
1 + f ′2(z)

)
(f ′(z)uz − ur) f(z)dzMais la relation (4.27), permet d'ajouter que

||∇ϕω(f(z), z)||2 = (1 + f ′2(z))

(
∂ϕω

∂r

)2Le terme sur γLG est don donné par :
∫ z∗

0

ε||∇ϕω(f(z), z)||2 (f ′(z)uz − ur) f(z)dz (4.29)4. Conlusion Nous sommes maintenant en mesure d'exprimer le terme E.Toutes les ontributions sont nulles sauf elle donnée par (4.29). Le terme
djelec(ω).u se réduit don à

djelec(ω).u =
δ

2

∫ z∗

0

ε||∇ϕω
G(f(z), z)||2 (f ′(z)uz − ur) f(z)dz (4.30)4.4.3 Etude du terme d'interfae liquide-gaz

djLG(ω).u est donné par (4.8). Calulons le seond terme de la somme dans leseond membre de (4.8).On rappelle que divγ(u) = div(u)− (−→n �
tDu−→n ) où −→n est la normale sortanteà la surfae onsidérée.Comme −→n = 1√

1+f ′2(z)

(
−1
f ′(z)

) pour z ∈]0, z∗[, on a
∫

γLG

divγ(u)rds =

∫ z∗

0

(
∂ur

∂r
+
∂uz

∂z

)

f(z)
√

1 + f ′(z)2dz

−
∫ z∗

0

(
∂ur

∂r
− f ′(z)

(
∂uz

∂r
+
∂ur

∂z

)

+
∂uz

∂z
f ′2(z)

)
1

1 + f ′2(z)
f(z)

√

1 + f ′2(z)dz

=

∫ z∗

0

[

∂ur

∂r

f(z)f ′2(z)
√

1 + f ′2(z)
+
∂uz

∂z

f(z)
√

1 + f ′2(z)
+

f(z)f ′(z)
√

1 + f ′2(z)

(
∂uz

∂r
+
∂ur

∂z

)]

dz

=

∫ z∗

0

[

f(z)f ′(z)
√

1 + f ′2(z)

(

f ′(z)
∂ur

∂r
+
∂ur

∂z

)

+
f(z)

√

1 + f ′2(z)

(
∂uz

∂z
+ f ′(z)

∂uz

∂r

)]

dz

=

∫ z∗

0

[

f(z)f ′(z)
√

1 + f ′2(z)

d

dz
(ur(f(z), z)) +

f(z)
√

1 + f ′2(z)

d

dz
(uz(f(z), z))

]

dz
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∫

γLG

divγ(u)rds

= −
∫ z∗

0

[

d

dz

(

f(z)f ′(z)
√

1 + f ′2(z)

)

ur(f(z), z) +
d

dz

(

f(z)
√

1 + f ′2(z)

)

uz(f(z), z)

]

dz

+

[

f(z)f ′(z)
√

1 + f ′2(z)
ur(f(z), z) +

f(z)
√

1 + f ′2(z)
uz(f(z), z)

]z∗

0Comme f(z∗) = 0, limz→z∗(f
′(z)(1 + f ′2(z))−

1
2 ) = 1 et uz(f(0), 0) = 0, il reste :

∫

γLG

divγ(u)rds

= − f(0)f ′(0)
√

1 + f ′2(0)
ur(f(0), 0)−

∫ z∗

0

[

d

dz

(

f(z)f ′(z)
√

1 + f ′2(z)

)

ur(f(z), z)

+
d

dz

(

f(z)
√

1 + f ′2(z)

)

uz(f(z), z)

]

dz (4.31)De plus
∫

γLG

ur(s)ds =

∫ z∗

0

ur(f(z), z)
√

1 + f ′2(z)dz (4.32)De (4.31) et (4.32), on déduit que le terme sur γLG est :
djLG(ω).u = − f(0)f ′(0)

√

1 + f ′2(0)
ur(f(0), 0)

+

∫ z∗

0

[

− d

dz

(

f(z)f ′(z)(1 + f ′2(z))−
1
2

)

+
√

1 + f ′2(z)

]

ur(f(z), z)dz

−
∫ z∗

0

[

d

dz

(

f(z)
√

1 + f ′2(z)

)]

uz(f(z), z)dz (4.33)4.4.4 Etude du terme d'interfae liquide-solide
djLS(ω) est donné par (4.9).Comme −→n =

(
0
−1

), on a
∫

γLS

divγ(u)rdr =

∫ f(0)

0

(
∂ur

∂r
(r, 0) +

∂uz

∂z
(r, 0)

)

rdr −
∫ f(0)

0

∂uz

∂z
(r, 0)rdr
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∫

γLS

divγ(u)rdr = [rur(r, 0)]f(0)
0 −

∫ f(0)

0

ur(r, 0)dr

= f(0)ur(f(0), 0) −
∫ f(0)

0

ur(r, 0)drDon
djLS(ω).u = µ

[
∫ f(0)

0

ur(r, 0)dr + f(0)ur(f(0), 0) −
∫ f(0)

0

ur(r, 0)dr

]

On déduit
djLS(ω).u = µf(0)ur(f(0), 0) (4.34)4.4.5 Etude du terme de ontrainte

dc(ω).u est donné par la relation (4.11).En utilisant la formule de Green sur le seond terme du seond membre, ontrouve :
dc(ω).u = −

∫

ω

urdrdz +

∫

ω

urdrdz −
∫

∂ω

(u �
−→n ) rdσ

= −
∫

∂ω

(u �
−→n ) rdσ (4.35)On observe le terme (4.35) sur haque partie du bord de ω. Par propriété desdéformations u, le seul terme ayant une ontribution est elui apparaissant surle bord γLG. En utilisant les expressions de −→n et dσ sur γLG (déjà données ensetion 4.4.3), on trouve :

dc(ω).u = −
∫ z∗

0

f(z)(f ′(z)uz − ur)dz (4.36)



4.4 Eriture de l'équation en utilisant la ondition néessaired'optimalité 1254.4.6 ConlusionDe (4.30), (4.33), (4.34), (4.36), et (4.7) on déduit que si f véri�e l'hypothèse4.3.2, alors il existe λ ∈ R
∗ tel que

− f(0)f ′(0)
√

1 + f ′2(0)
ur(f(0), 0) + µf(0)ur(f(0), 0)

+

∫ z∗

0

[

− d

dz

(

f(z)f ′(z)
√

1 + f ′2(z)

)

+
√

1 + f ′2(z)

]

ur(f(z), z)dz

−
∫ z∗

0

d

dz

(

f(z)
√

1 + f ′2(z)

)

uz(f(z), z)dz

+
δ

2

∫ z∗

0

ε||∇ϕω(f(z), z)||2 (f ′(z)uz − ur) f(z)dz = −λ
∫ z∗

0

f(z)(f ′(z)uz−ur)dzOn a montré au hapitre 2 que l'angle de ontat est égal à l'angle de Young (voiréquation (2.43)), e qui signi�e que :
µ− f ′(0)

√

1 + f ′2(0)
= 0Remarque 4.4.3 Sous des hypothèses de régularité plus fortes, on retrouve quel'on doit avoir la valeur de l'angle de ontat égale à l'angle de Young.Il reste don dans l'égalité préédente :

∫ z∗

0

[

− d

dz

(

f(z)f ′(z)
√

1 + f ′2(z)

)

+
√

1 + f ′2(z)

]

ur(f(z), z)dz

−
∫ z∗

0

d

dz

(

f(z)
√

1 + f ′2(z)

)

uz(f(z), z)dz

+
δ

2

∫ z∗

0

ε||∇ϕω(f(z), z)||2 (f ′(z)uz − ur) f(z)dz = −λ
∫ z∗

0

f(z)(f ′(z)uz−ur)dzEn hoisissant uz ≡ 0, on en déduit que ∀ur ∈ C∞(ω̄,R) :
∫ z∗

0

[

− d

dz

(

f(z)f ′(z)
√

1 + f ′2(z)

)

+
√

1 + f ′2(z)

]

ur(f(z), z)dz

− δ

2

∫ z∗

0

ε||∇ϕω(f(z), z)||2f(z)ur(f(z), z)dz = λ

∫ z∗

0

f(z)ur(f(z), z)dz



126 Chapitre 4 : Une approximation double éhelleD'où ∀z ∈]0, z∗[,
d

dz

(

f(z)f ′(z)
√

1 + f ′2(z)

)

−
√

1 + f ′2(z) +
δ

2
εG||∇ϕωf

(f(z), z)||2f(z) = −λf(z)(4.37)Remarque 4.4.4 En prenant ur ≡ 0 et uz non identiquement nulle, on obtientla même équationRemarque 4.4.5 En développant l'équation (4.37), on retrouve la forme de l'équa-tion (4.6) trouvée dans la setion préédente. Cependant la méthode exposée dansette setion possède plusieurs avantages. La forme de l'équation trouvée est ene�et plus expliite. Dans le seond membre de (4.6), il apparaît le terme Pint−Pext

σLG(orrespondant à un fateur multipliateur près aux fores de pression atmosphé-riques). Ce terme trouve son analogue dans l'équation (4.37) en le terme λ quiest le multipliateur de Lagrange assoié au point selle onsidéré : ette deuxièmeforme est don alulable pour le problème que l'on étudie.Grâe à ette équation, nous allons pouvoir expliiter le modèle utilisé par lasuite.4.5 Eriture du modèle ontinuEn reprenant l'idée de la �n du hapitre préédent, nous herhons don unmodèle qui rende ompte du phénomène mirosopique qui se déroule au voisinagedu point triple.Nous avons pu établir par des voies aussi bien physiques que mathématiquesune équation loale véri�ée par la forme de goutte optimale à potentiel et volumedonné.L'idée du nouveau modèle que nous allons dérire dans ette setion est unouplage entre l'approximation globale (donnée par la forme onvergée de l'al-gorithme d'Uzawa) et l'équation (4.37). On onsidérera que la ourbe onvergéeissue de l'algorithme d'Uzawa est une bonne approximation marosopique, maisqu'il faut la orriger au voisinage du point triple. Cette orretion va s'e�etuerave l'aide de l'équation (4.37) qui ontrairement au modèle marosopique pos-sède l'avantage d'être pontuelle et don de pouvoir "zoomer" au niveau du pointtriple.4.5.1 RésuméLes équations trouvées dans les paragraphes 4.3 et 4.4 préédents ontiennentles mêmes informations, à ei près que la méthode d'obtention par la ondition



4.5 Eriture du modèle ontinu 127néessaire d'optimalité est plus adaptée aux notations de notre problème, dansla mesure où λ équivaut à se donner le terme de pression Pint − Pext.Nous travaillerons don ave l'équation (4.37). Elle fait apparaître la norme(pour le produit salaire) de ∇ϕωf sur le bord γf
LG.On pose η :=

εGδ

2
où on rappelle que δ =

1

σLGL∗ ave L∗ onstante d'adimen-sionnement du problème.Si ω est solution du problème d'optimisation sous ontrainte de volume, et si
f (véri�ant l'hypothèse 4.3.2) est telle que ωf = ω alors :






ϕωf solution de (Fv)ωf .

et
(

ff ′
√

1 + f ′2(z)

)′

−
√

1 + f ′2(z) + f(z)η||∇ϕωf

(f(z), z)||2 = −λf(z) ∀z ∈]0, z∗[Remarque 4.5.1 -On remarque que l'on peut aussi dé�nir ette équation di�é-rentielle ordinaire pour presque tout z si on a�aiblit l'hypothèse 4.3.2, en rem-plaçant l'hypothèse f deux fois dérivable par f ′′ existe presque partout sur [0, z∗].L'équation (4.37) sera alors véri�ée presque partout.Avant de dérire le modèle loal nous introduisons des notations et dé�nitionspour ette setion.4.5.2 Notations et dé�nitionsOn notera pour a et b deux réels
W(a, b) :=

{
f ∈ C0([a, b]), telle que f ∈ C1(]a, b]) et f ′′ existe p.p. sur [a, b]

}Changement de variable On pose t = z∗ − z.On onsidérera f omme une fontion de la variable t. Pour des raisons deonordane des notations, on posera T ∗ := z∗.
f paramétrant un domaine ωf sera alors exprimée en la variable t sur [0, T ∗],e qui va permettre de travailler sur l'équation di�érentielle ave des "temps"roissants (voir �gure 4.6).Remarque 4.5.2 Vu les formes de gouttes, nous pouvons supposer que f eststritement positive sur ]0, T ∗].
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ωf

t

0

f(t)

f

T ∗Fig. 4.6 � Paramétrage du domaineDé�nition 4.5.3 Soit t0 > 0 et f 0 une fontion de W(0, T ∗). On dira que f estsolution du problème ouplé (PCf0

t0 ) si :
ϕωf solution de (Fv)ωf et f toujours stritement positive est solution de







f ′′(t) =
1 + f ′2(t)

f(t)
− (1 + f ′2(t))

3
2 (η||∇ϕωf

(f(t), T ∗ − t)||2 + λ), p.p. t dans [t0, T ∗]

f(t0) = f 0(t0)
f

′

(t0) = f 0′(t0)et f/[0,t0] = f 0 (4.38)
ωf est le domaine 2D assoié qui est bien dé�ni ar f est C1 sur ]0, T ∗].Dé�nition 4.5.4 f une fontion deW(0, T ∗) est solution du problème omplet

Pf0

t0 si :
{

(1) f solution du problème ouplé PCf0

t0

(2) ωf assoié véri�e la ontrainte de volume4.5.3 PrinipeSoit φ0 potentiel donné et vol un volume donné. On suppose que l'on dis-pose d'un domaine ω0 (et λ multipliateur de Lagrange assoié) donnant uneapproximation globale de la forme de goutte. Typiquement, ω0 sera donné parl'approximation globale du hapitre 3.On représentera ω0 par f 0 dé�nie sur I := [0, T ∗], ave T ∗ > 0.Idée : On onsidère que ette forme de goutte est une bonne approximationjusqu'à un ertain t0 > 0 (à préiser ultérieurement). Cela signi�e que l'on onsi-



4.6 Aspets théoriques sur les équations di�érentielles ordinaires : Lessolutions au sens de Carathéodory 129dère que marosopiquement ω0 est une bonne approximation de la forme degoutte. Au delà de t0 nous allons "branher" le modèle équation di�érentielledonné par (4.37) pour orriger loalement la forme de goutte.
T ∗

0

t0

f 0(t0)

à modifier

Fig. 4.7 � PrinipePour f 0 ∈ W(0, T ∗) et t0 donnés, on herhe don f solution du problèmeomplet Pf0

t0Remarque 4.5.5 Résoudre le problème omplet implique de résoudre à la foisl'équation aux dérivées partielles donnant le potentiel sur γf
LG, mais aussi l'équa-tion di�érentielle ordinaire qui apparaît en (1).Le seond membre de ette équation est non seulement non linéaire mais faitapparaître la norme du gradient du potentiel sur le bord liquide-gaz. Si l'on seréfère à l'étude du hapitre 2, on sait que la fontion qui apparaît dans le seondmembre de l'équation di�érentielle est dans L1(I). Il faut donner un sens à essolutions. C'est pourquoi nous allons introduire quelques notions sur les équationsdi�érentielles à seond membre disontinu dont nous aurons besoin par la suite.4.6 Aspets théoriques sur les équations di�éren-tielles ordinaires : Les solutions au sens de Ca-rathéodoryL'équation di�érentielle ordinaire préédente est du seond ordre. Sa partiula-rité, en plus du seond membre qui dépend d'une équation aux dérivées partielles,est d'avoir un seond membre intégrable. Plus préisément, ii le seond membrede l'équation est intégrable sur un intervalle (l'intervalle où est dé�nie l'interfae

γ
f
LG).



130 Chapitre 4 : Une approximation double éhelleNous introduisons une notion de solution au sens de Carathéodory. Les dé-monstrations des résultats de e paragraphe pourront être trouvées par exempledans [Son98℄(en annexe du livre), [Fil85℄, [Car68℄.Soit n ∈ N. On onsidère l'équation di�érentielle ordinaire donnée par :
x′(t) = f(t, x(t)) (E)On supposera que

f : I × U → R
n� est une fontion vetorielle, I un intervalle de R et U un ouvert de R

n.� (H1) : f(., x) : I → R
n est mesurable pour tout x �xé dans U .� (H2) : f(t, .) : U → R
n est ontinue pour tout t �xé dans IOn herhe à donner un sens à des solutions de (E).4.6.1 Dé�nition des solutionsOn dé�nit la notion de solution pour une telle équation di�érentielle.Dé�nition 4.6.1 Soit J un intervalle de R tel que J ⊆ I. Soit t0 un point de Jet x0 un point de U , alors x : J → U est une solution de (E) si x est une fontionabsolument ontinue telle que l'on ait
x(t) = x0 +

∫ t

t0
f(v, x(v))dvpour tout t dans J .Ces solutions sont appelées solutions au sens de Carathéodory.4.6.2 Théorème d'existene et d'uniitéEn établissant un lemme de Gronwall, on peut montrer le théorème suivant :Théorème 4.6.1 Supposons que f : I×U → R

n satisfait les onditions suivantes� (H1) et (H2), où U est un ouvert de R
n et I est un intervalle de R.� (C1) f est loalement lipshitz en x, i.e. pour tout x0 dans U , il existeun nombre réel ρ stritement positif et un fontion loalement intégrable :

α : I → R
+ telle que la boule Bρ(x

0) de rayon ρ et de entre x0 est ontenuedans U et
||f(t, x) − f(t, y)|| ≤ α(t)||x− y||pour tout t dans I et (x, y) dans Bρ(x

0) × Bρ(x
0).



4.7 Algorithme 131� (C2) f est loalement intégrable en t, i.e. pour tout x0 �xé, il existe unefontion loalement intégrable β : I → R
+ telle que :

||f(t, x0)|| ≤ β(t)pour presque tout t dans I.Alors pour tout ouple (t0, x0) dans I×U , il existe un intervalle J ⊆ I ouvertdans I et il existe une solution x de (E) sur J , ave la propriété suivante : Si
y : J ′ → U est une autre solution de (E), où J ′ ⊆ I, alors néessairement :

J ′ ⊆ J et y = x sur J ′La solution x est appelée la solution maximale du problème ave onditions ini-tiales sur l'intervalle I.De plus on dispose de laProposition 4.6.2 Si la solution de l'équation di�érentielle reste dans un om-pat sur l'intervalle J tout entier alors la solution est dé�nie pour tout temps tdans I.Elle nous permet de prolonger les solutions de l'équation di�érentielle.Une fois e adre posé, nous pouvons expliiter l'algorithme que nous allonsutiliser en vue de aluler numériquement la solution f .4.7 AlgorithmeA potentiel et volume donné, on onsidère que l'algorithme d'optimisationde forme donne une bonne approximation de la forme globale de la goutte. Soitdon ω0 et f 0 assoiés la forme issue de l'algorithme d'optimisation de forme. Ondispose également du multipliateur de Lagrange λ assoié à ette forme.4.7.1 Choix pour l'algorithmeNous avons vu qu'il faut hoisir t0 > 0 au delà duquel on herhe une solutionde Pf0

t0 . Vu la dé�nition, 'est hoisir à partir de quel "moment" la goutte nereprésente pas orretement la goutte optimale.Ce modèle ayant pour but une orretion loale de la forme de goutte obtenuenumériquement par l'approximation globale, on peut don supposer que t0 pourrasûrement être hoisi prohe de la ligne de mouillage.Mais nous préiserons le hoix de t0 "en pratique" lors de la mise en oeuvrenumérique au hapitre 5. Il s'agit ensuite de dérire un algorithme de résolutionde l'équation di�érentielle donnée par (4.37).



132 Chapitre 4 : Une approximation double éhelleOn oubliera la ontrainte de volume (i.e. on observe le problème ouplé PCf0

t0 )et il faudra en pratique s'assurer a posteriori que elle-i est bien véri�ée. Commenous raisonnons par onditions néessaires, il nous faudra aussi véri�er que l'éner-gie est diminuée. Nous le véri�erons numériquement au hapitre 5.4.7.2 Algorithme de résolutionExposons le prinipe général de l'algorithme hoisi pour résoudre l'équationdi�érentielle.� Initialisation : f 0 donnée sur [0, T ∗], t0 ∈]0, T ∗[ donné, λ donné. On pose
f0 := f 0.� Itération : n ≥ 0. fn donnée sur [0, T ∗]. fn+1 est la solution du problème
(Pn), où
(Pn)







f
′′

n+1 =
1 + f

′2
n+1

fn+1
− (1 + f

′2
n+1)

3
2 (η||∇ϕωfn

(fn(.), T ∗ − .)||2 + λ) p.p. sur [t0, T ∗]

fn+1(t
0) = f 0(t0)

f
′

n+1(t
0) = (f 0)′(t0)et (fn+1)/[0,t0] = (f 0)/[0,t0]La �gure 4.8 présente de façon shématique et algorithme.On notera (En) la partie équation di�érentielle du problème Pn i.e.

(En)







f
′′

n+1 =
1 + f

′2
n+1

fn+1

− (1 + f
′2
n+1)

3
2 (η||∇ϕωfn

(fn(.), T ∗ − .)||2 + λ) p.p. sur [t0, T ∗]

fn+1(t
0) = f 0(t0)

f
′

n+1(t
0) = (f 0)′(t0)Nous allons étudier la onstrutibilité de l'algorithme. Pour ela il nous fautétudier le problème (Pn) et don l'équation di�érentielle (En) à l'étape n pour

n ∈ N.Supposons que T ∗, f 0 et t0 sont donnés par l'étape d'initialisation.Pour n ∈ N, on note Qn la propriété :
fn est bien dé�nie de façon unique sur [0, T ∗]Prouver la onstrutibilité de l'algorithme revient à montrer que

∀n ∈ N, Qn est vraie.
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Résolution du problème

fn+1

Approximation de f

Pn
(nécessite le calcul du potentiel
pour la forme fn)

f 0

fn

Fig. 4.8 � Prinipe de l'algorithmeInitialisation Q0 est vraie par donnée de f 0, t0.Il reste don à montrer la propriété d'hérédité. La setion suivante est onsa-rée à ette étude.4.7.3 Etude de la onstrutibilité de l'algorithmeDans ette setion on supposera don f 0, t0 donnés omme dans la setionpréédente. On �xe également n ∈ N et on suppose que Qn est vraie. On sou-haite montrer que Qn+1 est vraie. Nous allons voir que nous obtiendrons ettepropriété moyennant ertaines hypothèses que nous serons en mesure de testernumériquement.



134 Chapitre 4 : Une approximation double éhelleGrâe à Qn on peut dé�nir
Sn(t) := η||∇ϕωfn

(fn(t), T ∗ − t)||2 + λ

Sn est positive et intégrable sur [0, T ∗] et dans la suite, on fera l'hypothèse :Hypothèse 4.7.1 Sn est une fontion dé�nie sur [0, T ∗[ ontinûment dérivablesur ]0, T ∗[ et roissante.Remarque 4.7.2 On sait déjà que Sn est C1 sur [0, T ∗[ par régularité de la solu-tion ϕω sur tout domaine ne ontenant pas le point triple. De plus, onnaissant laforme de la singularité de ϕω, l'hypothèse de roissane est tout à fait aeptable.Nous savons déjà dé�nir fn+1 sur [0, t0], ar 'est la restrition de f 0 sur [0, t0].Reste don à étudier l'équation di�érentielle (En) sur [t0, T ∗].4.7.3.1 Réériture de (En)Nous allons réérire (En) sous la forme d'une équation di�érentielle vetorielleen dimension 2. Dans e paragraphe, par mesure de larté, nous adoptons unenotation indépendante de n pour la fontion fn+1 reherhée.On identi�e fn+1 ave une fontion ξ et f ′
n+1 ave une fontion ζ . Si ξ̇ et

ζ̇ désignent les dérivées par rapport à t des fontions ξ et ζ , on peut réérirel'équation di�érentielle (En) sous la forme :






ξ̇(t) = ζ(t)

ζ̇(t) =
1 + ζ2(t)

ξ(t)
− (1 + ζ2(t))

3
2Sn(t)

ξ(t0) = f 0(t0) =: ξ0

ζ(t0) = (f 0)′(t0) =: ζ0Puis en posant X(t) =

(
ξ(t)
ζ(t)

), on peut réérire l'équation de façon veto-rielle :
(Ẽn)

{
Ẋ(t) = Fn(t, X(t))
X(t0) = X0où X0 =

(
ξ0

ζ0

) et Fn(t, X) =

(

ζ
1+ζ2(t)

ξ(t)
− (1 + ζ2(t))

3
2Sn(t)

) si X = (ξ, ζ).Au fur et à mesure de ette setion, haque résultat obtenu sur les solutionsde (Ẽn) trouvera son analogue pour les solutions de (En).



4.7 Algorithme 1354.7.3.2 Existene et uniité loale des solutions de (Ẽn)Le seond membre de l'équation di�érentielle est donné par la norme du gra-dient du potentiel (assoié à la forme fn) sur le bord. Nous allons dé�nir grâeau paragraphe préédent les solutions de ette équation di�érentielle au sens deCarathéodory.Remarque 4.7.3 Connaissant la régularité de ϕω, nous aurions pu aussi utiliserla théorie lassique de Cauhy. Mais il nous a paru intéressant d'introduire ettenotion de solution au sens de Carathéodory ar elle ne demande pas plus detravail, est plus systématique et pourrait onstituer une première étape (quitte àla généraliser à une notion de solution au sens de Filippov) pour une éventuelleétude omplète du problème Pf0

t0 .Soit χ =]0,+∞[×R.On dé�nit Fn sur I × χ, où on rappelle que I est l'intervalle [0, T ∗].
1ière étape : On véri�e les hypothèses (H1) et (H2) du paragraphe 4.6 page129.
Fn est mesurable en la variable t par propriété de Sn : (H1) est véri�ée.
Fn est C1 en la variable x sur χ : (H2) est véri�ée.
2ième étape : On véri�e les hypothèses (C1) et (C2) du théorème d'existeneet uniité loale 4.6.1 page 130.(C1) : Les fontions de la seule variable x sont loalement lipshitziennes en

x. Vu la forme de Fn on en déduit don que
||Fn(t, x1) − Fn(t, x2)|| ≤ α(t)||x1 − x2||où α(t) = C0

1 + C0
2Sn(t) est loalement intégrable.(C2) : Soit x0 ∈ χ �xé. On pose x0 = (ξ0, ζ0). On a alors :

||F (t, x0)|| = (ζ2
0 +(

1 + ζ2
0

ξ0
−(1+ζ2

0)
3
2Sn(t))2)

1
2 ≤ |ζ0| +

∣
∣
∣
∣

1 + ζ2
0

ξ0

∣
∣
∣
∣
+ (1 + ζ2

0 )
3
2Sn(t)

︸ ︷︷ ︸

=:β(t) p.p. en t
β : I → R est loalement intégrable.Les hypothèses (H1), (H2), et onditions (C1), (C2) sont véri�ées. On peutdon appliquer le théorème 4.6.1, et on obtient l'existene et l'uniité loale àl'équation di�érentielle (Ẽn).



136 Chapitre 4 : Une approximation double éhelleConlusion :Il existe une unique solution maximale X = (ξ, ζ) de (Ẽn), absolument ontinuedé�nie sur un intervalle J ⊆ I ave J ouvert dans I à valeurs dans ]0,+∞[×R.On sait même que ξ est C2 sur ◦
J vu l'hypothèse 4.7.1.Résumé En revenant aux notations en dimension 1 et au problème (Pn), on endéduit laProposition 4.7.4 Il existe Jn+1 ⊆ I et fn+1 une fontion absolument ontinue,de dérivée absolument ontinue sur [0, t0] ∪ Jn+1, telle que fn+1 soit la solutionmaximale de (En) sur Jn+1 et oïnide ave f 0 sur [0, t0]. fn+1 est de plus C2 sur

◦
Jn+1.La proposition 4.7.4 montre une partie de la propriété Qn. Il reste à étudiersi la solution fn+1 est dé�nie sur tout I. Nous allons ommener par étudier laonavité de la solution de l'équation di�érentielle.4.7.3.3 Conavité de la solutionRevenons aux notations en dimension 2, i.e. on onsidère X = (ξ, ζ) la solu-tion maximale de l'équation di�érentielle (Ẽn) dé�nie sur J ⊆ I.On pose : β0 :=

ζ(t0)
√

1 + (ζ(t0))2Nous souhaitons montrer que
∀t ∈ J, ζ̇(t) ≤ 0.On supposera que les inégalités suivantes sont valables en t0 :

ξ(t0) > 0 (4.39)
ζ(t0) > 0 (4.40)

1

ξ(t0)
√

1 + ζ2(t0)
− λ < 0 (4.41)et







soit T ∗ − t0

ξ(t0)
√

1 + ζ(t0)2
− β0 < 0 (4.42)soit 2

ξ(t0)
√

1 + ζ2(t0)
− λ < 0 (4.43)



4.7 Algorithme 137On note :
v : J → R

t 7→ 1

ξ(t)
√

1+ζ2(t)et
u = 2v − Sn.

u et v sont dérivables.Nous allons montrer la :Proposition 4.7.5 Sous les hypothèses (4.39), (4.40), (4.41), (4.43), la fontion
ξ est onave.Démonstration : Vu les équations di�érentielles véri�ées par ξ et ζ , on a :

v′(t) =

(

1

ξ(t)
√

1 + ζ2(t)

)′

= −ζ(t)
ξ(t)

[

1

ξ(t)
√

1 + ζ2(t)
+

ζ̇

(1 + ζ(t))
3
2

](4.44)
= −ζ(t)

ξ(t)

[

2

ξ(t)
√

1 + ζ2(t)
− Sn(t)

] (4.45)
= −ζ(t)

ξ(t)
u(t) (4.46)De l'hypothèse (4.41) et omme Sn > λ, on déduit :

ζ̇(t0) < 0Il existe don un voisinage de t0 dans lequel ζ̇ ≤ 0.Supposons que la fontion ξ ne soit pas onave.Notons alors t∗ le premier instant où il existe t1 ∈ [t0, T ∗] ∩ J tel que ζ̇(t∗)s'annule et ζ̇(t) > 0 pour tout t dans ]t∗, t1].Il faut alors étudier deux as :
1ier as : En t∗, ζ(t∗) ≥ 0.Dans e as omme ζ et ζ̇ sont positives sur [t∗, t1], alors par (4.44), v estune fontion déroissante sur [t∗, t1].Et don

∀t ∈ [t∗, t1],
1

ξ(t)
√

1 + ζ2(t)
≤ 1

ξ(t∗)
√

1 + ζ2(t∗)
= Sn(t∗)

︸ ︷︷ ︸

↑ar ζ̇(t∗)=0

ar Snր

↓
≤ Sn(t)

Ce qui implique ζ̇(t) ≤ 0, ∀t ∈ [t∗, t1] et ontredit ζ̇(t) > 0 ∀t ∈]t∗, t1].
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2ième as : En t∗, ζ(t∗) < 0.Cei signi�e qu'il existe t̃ ∈ [t0, t∗] tel que ζ(t̃) = 0.Plusieurs as peuvent alors se présenter :(i) Soit u(t̃) > 0.Dans e as� Soit

∃t̃1 ∈ [t0, t̃[ tel que u(t̃1) = 0 et u(t) > 0, ∀t ∈ [t̃1, t̃].

v est don une fontion déroissante sur [t̃1, t̃] d'après (4.46).Remarque 4.7.6 Cei est le as si 'est l'inégalité
2

ξ(t0)
√

1 + ζ2(t0)
− λ < 0qui est véri�ée.Ce qui donne :

Sn(t̃) < 2v(t̃) < 2v(t̃1) = Sn(t̃1)et ontredit l'hypothèse de roissane de Sn.� Soit u ne s'annule pas et don u > 0 sur tout [t0, t̃].On déduit don de (4.46) que v est déroissante sur [t0, t̃].De l'équation di�érentielle donnant ζ̇ , on tire :
ζ(t)

√

1 + ζ(t)2
− β0 =

∫ t

t0

dt

ξ(t)
√

1 + ζ(t)2
−
∫ t

t0
Sn(t)dt (4.47)Et don puisque ζ(t̃) = 0 il vient :

0 = β0+

∫ t̃

t0

dt

ξ(t)
√

1 + ζ(t)2
−
∫ t̃

t0
Sn(t)dt = β0+

∫ t̃

t0
v(t)dt−

∫ t̃

t0
Sn(t)dtComme v et −Sn sont déroissantes on déduit que :

β0 + (t̃− t0)
(
v(t̃) − Sn(t̃)

)
≤ 0 (4.48)Comme

u(t̃) = 2v(t̃) − Sn(t̃)De (4.48), on déduit :
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u(t̃) ≤ v(t̃) − β0

t̃− t0
(4.49)Comme v est déroissante sur [t0, t̃], et grâe à (4.43) on a :

u(t̃) ≤ v(t0) − β0

T ∗ − t0
< 0Ce qui ontredit l'hypothèse de (i).(ii) Soit u(t̃) < 0.Dans e as ∃t̃1 ∈]t̃, t∗] tel que u(t) < 0, ∀t ∈]t̃, t̃1].

v est don une fontion déroissante sur ]t̃, t̃1].Nous allons en déduire que u est alors négative sur tout ]t̃, t∗].Supposons qu'il existe t̃2 ∈ [t̃, t∗] tel que u(t̃2) = 0 (on hoisit t̃2 le pluspetit de es instants).On a don
Sn(t̃) > 2v(t̃) > 2v(t̃2) = Sn(t̃2)Contradition ave l'hypothèse de roissane de Sn.Don u est stritement négative sur tout [t̃, t∗] :Contradition ave ζ̇(t∗) = 0.(iii) Soit u(t̃) = 0.Comme u′(t) = −2 ζ(t)
ξ(t)
u(t) − S ′

n(t), alors u′(t̃) = −S ′
n(t̃) < 0Et don, u devient négative pour t > t̃ dans un voisinage de t̃. On peutalors réappliquer le raisonnement du as préédent pour en déduire que

ζ̇(t∗) < 0 : Contradition.On en déduit don que la fontion ζ̇ est négative sur tout l'intervalle d'exis-tene de la solution.La solution est don onave.
�Supposons maintenant que les inégalités (4.39), (4.41) ainsi que les inégalitéssuivantes :

ζ(t0) < 0 (4.50)et
2

ξ(t0)
√

1 + ζ(t0)2
− λ < 0 (4.51)



140 Chapitre 4 : Une approximation double éhellesont véri�ées. On peut également montrer la :Proposition 4.7.7 Si les inégalités (4.39), (4.41), (4.50), (4.51) sont véri�ées,alors ξ est onave.Démonstration : Par (4.51), u(t0) < 0. On se retrouve don dans la même situa-tion que (b)(ii) de la démonstration de la proposition 4.7.5. On en déduit don lerésultat.
�Dans la suite on fera l'hypothèse suivanteHypothèse 4.7.8 Soit les inégalités (4.39), (4.40), (4.41), (4.43) sont véri�ées,soit les inégalités (4.39), (4.50), (4.41), (4.51) sont véri�ées.4.7.3.4 Temps maximal d'existene de la solution de (Ẽn)On herhe à savoir si X = (ξ, ζ) est globale, i.e. si J = I ∩ [t0,+∞[.Dans la suite on notera :� g la fontion dé�nie par

g : R → ] − 1, 1[
x 7→ x√

1+x2� m̂ = β0 −
∫ T ∗

t0
Sn(t)dtPuis si m̂ > −1,� m := g−1

(

β0 −
∫ T ∗

t0
Sn(t)dt

)� m̃ = min(ξ0, m(T ∗ − t0) + ξ0)Remarque 4.7.9 Jusqu'à présent nous n'imposons pas de onditions sur t0 etelui-i est �xé de façon arbitraire. Cependant, il ne faut pas perdre de vue queles quantités dé�nies i-dessus dépendent de t0.Nous allons montrer laProposition 4.7.10 Sous l'hypothèse 4.7.8, si m̂ > −1 et m̃ > 0, alors la solu-tion maximale X de l'équation di�érentielle (Ẽn) est dé�nie sur tout I∩ [t0,+∞[.



4.7 Algorithme 141Démonstration : On sait par la proposition 4.6.2 page 131 que si la solution restedans un ompat pour tout temps alors la fontion est dé�nie pour tout t > t0où t ∈ I.Etablissons don des bornes sur X la solution maximale de (Ẽn) dé�nie surl'intervalle J ⊆ I.De e qui préède, la onavité de ξ assure une majoration de ζ et ξ.Reste don à établir une minoration de la solution.On a
ζ̇(t) ≥ −(1 + ζ2)

3
2Sn(t)Don en intégrant

ζ(t)
√

1 + ζ2(t)
≥ ζ(t0)
√

1 + ζ2(t0)
︸ ︷︷ ︸

=β0

−
∫ t

t0
Sn(t)dt, ∀t ∈ JComme ∫ t

t0
Sn(t)dt ≤

∫ T ∗

t0
Sn(t)dt, on déduit que :
ζ(t)

√

1 + ζ2(t)
= g(ζ(t)) ≥ m̂ > −1 (4.52)et don

ζ(t) ≥ m > −∞, ∀t ∈ J (4.53)On a ξ̇ = ζ sur J intervalle borné inlus dans I, don
ξ(t) ≥ m̃ > 0 ∀t ∈ J (4.54)

�Revenons maintenant à l'équation di�érentielle (En). Nous voulions mon-trer, en supposant que Qn est vraie, que la propriété Qn+1 est vraie, et don quel'on peut intégrer les solutions de l'équation di�érentielle (En) jusqu'en T ∗. Ondonne les analogues des quantités dé�nies en dimension 2 en intégrant ette foisla dépendane par rapport à n et par rapport à t0. On note don :� α(t0) = (f 0)′(t0), β(t0) =
α(t0)

√

1 + (α(t0))2� m̂n(t0) = β(t0) −
∫ T ∗

t0
Sn(t)dtPuis si m̂n(t0) > −1,



142 Chapitre 4 : Une approximation double éhelle� mn(t0) = g−1 (m̂n(t0))� m̃n(t0) = min(f 0(t0), m(t0)(T ∗ − t0) + f 0(t0))On fait les hypothèses suivantes :
H1 : f 0(t0) > 0 (4.55)
H2 :

1

f 0(t0)
√

1 + α(t0)2
− λ < 0 (4.56)

H3 : Si α(t0) > 0, alors 


T ∗ − t0

f 0(t0)
√

1 + α(t0)2
− β(t0) < 0 (4.57)ou

2

f 0(t0)
√

1 + α(t0)2
− λ < 0 (4.58)

H4 : Si α(t0) < 0, alors 2

f 0(t0)
√

1 + α(t0)2
− λ < 0 (4.59)

H5 : m̂n(t0) > −1 (4.60)
H6 : m̃n(t0) > 0 (4.61)alors par e qui préède :Si l'ensemble des hypothèses Hi pour i ∈ [1, 6] sont véri�ées, alors fn+1 estdé�nie sur tout I (Qn+1 est vraie), l'équation di�érentielle (En) est intégrablejusqu'en T ∗.Reste à déterminer le temps initial t0 Remarquons que les quatre premièreshypothèses Hi pour i ∈ [1, 4] ne dépendent que de t0. Quant aux deux dernières,

H5 et H6, elles dépendent à la fois de n et t0.Comme f 0 est dé�nie sur tout [0, T ∗] et (f 0)′ sur ]0, T ∗], les fontions i-dessus,vues omme des fontions de la variable t0, sont elles aussi dé�nies sur ]0, T ∗].Supposons que, onnaissant f 0, il est possible de hoisir t0 pour que les quatrepremières hypothèses H1, H2, H3, H4, soient véri�ées quitte à prendre t0 prohede T ∗.Comme
lim

t0→T ∗
m̂n(t0) > −1, et lim

t0→T ∗
m̃n(t0) > 0



4.7 Algorithme 143on sait que l'on peut hoisir t0n tel que les hypothèses H5 et H6 soient véri�ées.Le problème de la détermination d'un tel t0n est qu'il dépend de n.Nous verrons ependant qu'en pratique (hapitre 5) les formes herhées sonttoujours onaves et que le hoix de t0 pour véri�er H1, H2, H3, H4 permet devéri�er H5 et H6 pour tout n ∈ N.Conlusion : Dans la suite nous supposerons que Qn est vraie, ∀n ∈ N pourun hoix judiieux de t0 et don que l'algorithme est bien onstrutible.Remarque 4.7.11 Les onditions de onstrutibilité ne sont bien sûr pas opti-males et ne restent que des onditions su�santes de onstrutibilité.4.7.3.5 Quelques préisionsNous supposons ii que les solutions fn sont onaves.Nous allons tenter de préiser (4.60) et (4.61). On souhaiterait pour ela établirune majoration de ∫ T ∗

t0
Sn indépendamment de n e qui implique de trouver unemajoration de ∫

γfn
LG

||∇ϕωfn ||2.On va tout d'abord établir un résultat de régularité sur les potentiels ϕωfn .Régularité. ϕn := ϕωfn est solution d'un problème de transmission axisymé-trique. On peut la déomposer en une partie régulière et une partie singulière(paragraphe 2.2.3). En observant la partie singulière on déduit que la restritionde ϕn à ωfn

G est dans l'espae H 3
2
+κn(ωfn

G ), pour un κn > 0 donné par la forme dela partie singulière de la solution.
T ∗

0

t0

f 0(t0)

θ(t0)
θ(T ∗)

θ(T ∗) > θ(t0)Fig. 4.9 � Régularité de la fontion ϕn



144 Chapitre 4 : Une approximation double éhelleA priori κn dépend de n. Cependant, si on a la ondition de onavité, ons'assure que la solution aura un angle de ontat plus élevé que elui donné parla pente de la tangente en t0 voir �gure 4.9). Toujours par les remarques sur larégularité de la partie singulière du paragraphe 2.12, on déduit qu'il existe κ > 0tel que pour tout n ∈ N, 1
2
> κn > κ > 0. Et don

ϕn ∈ H
3
2
+κ(ωfn

G ) indépendamment de n ∈ N.En s'aidant de e résultat nous allons majorer le gradient du potentiel surl'interfae liquide-gaz.Majoration De [BDM99℄ page 46, on déduit une majoration de la norme
H

3
2
+κ(ωfn

G ) de ϕn.Proposition 4.7.12 Il existe une onstante C(ωfn

G ) ne dépendant que du dia-mètre de ωfn

G tel que :
||ϕn||

H
3
2 +κ(ωfn

G )
≤ C(ωfn

G )||R(φ0)||L2(ωfn
G )où R(φ0) est le relèvement de la ondition de Dirihlet au bord omme au para-graphe 3.4.4.On peut hoisir R(φ0) telle que ||R(φ0)||L2(ωfn

G ) ≤ φ0mes(ωfn

G ). Où mes désignela mesure du domaine 3D axisymétrique obtenu à partir de ωfn

G . De plus, vu laforme de ωfn

G son diamètre est onstant.On onlut alors que la norme H 3
2
+κ(ωfn

G ) de ϕn est majorée de façon indé-pendante de la fontion fn hoisie par une onstante du type Mφ0 où M estindépendante de n.De e résultat on peut en déduire leCorollaire 4.7.13 Ave les mêmes notations que préédemment :
∫ T ∗

0

||∇ϕn(fn(t), t)||2dt ≤ C ′(ωfn)M2φ2
0Démonstration : On sait par [Gri85℄ que l'appliation trae des dérivées estprolongeable sur l'espae H 3

2
+κ(ωfn

G ), qu'elle est ontinue et de norme qui dépendde ωfn. On en déduit don que :
∫ T ∗

0

||∇ϕn(fn(t), t)||2dt ≤ ||∇ϕn||2L2(γn
LG) ≤ C ′(ωfn)M2φ2

0
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�On a don établi une majoration de Sn.Nous allons supposer que l'on peut majorer C ′(ωfn) par une onstante indé-pendante de n.On obtient alors une majoration de ∫ T ∗

0

Sn(t)dt de façon indépendante de n :
∫ T ∗

t0
Sn(t)dt ≤ C + λ(T ∗ − t0)ave C > 0.En supposant que l'on peut trouver t0 tel que

β(t0) − C − λ(T ∗ − t0) − 1 > 0et
min(f 0(t0), f 0(t0) + (T ∗ − t0)g−1(β(t0) − C − λ(T ∗ − t0))) > 0on en déduit que t0 peut être hoisi de façon indépendante de n pour que l'algo-rithme soit onstrutible.Cette ondition su�sante n'est ependant pas pratique ar elle dépend deonditions di�ilement véri�ables. En partiulier la onnaissane deM et C ′(ωfn)est théorique.Pour la partie numérique, on véri�era que les onditions de onstrutibilité del'algorithme sont satisfaites.4.8 ConlusionCe hapitre a permis la mise en plae d'un modèle ouplant l'approximationglobale et une orretion loale de la forme de la goutte. La résolution du mo-dèle loal néessite la résolution de l'équation aux dérivées partielles donnantle potentiel à l'extérieur de la goutte simultanément ave la résolution d'uneéquation di�érentielle ordinaire. Nous avons alors dérit un algorithme possiblepour résoudre e problème. Des onditions su�santes de onstrutibilité ont étéextraites. Une étude intéressante reste à mener : la démonstration de la onver-gene de l'algorithme proposé. Pour traiter e problème, on pourrait envisagerune utilisation des théorèmes de points �xes ainsi que la théorie des équationsdi�érentielles à seonds membres disontinus de Filippov [Fil85℄ (qui généralisela notion de solution au sens de Carathéodory donnée dans e hapitre).
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Chapitre 5Résultats numériquesCe hapitre est onsaré à l'aspet numérique du modèle dérit dans le hapitrepréédent. Après avoir expliqué la mise en oeuvre de l'algorithme, nous véri�eronsnumériquement que l'algorithme est bien onstrutible et détaillerons le hoix desonditions initiales (setion 5.1). En�n nous présenterons les résultats numériquesainsi que leur analyse et interprétation (setion 5.2).Avant de ommener, préisons que tout au long de e hapitre, on nom-mera "approximation globale" l'approximation issue de l'algorithme d'Uzawa duhapitre 3 ave le alul du potentiel par la méthode du omplément singulier(paragraphe 3.4 page 88). L'"approximation loale" désignera l'algorithme déritau hapitre préédent.5.1 Mise en oeuvre5.1.1 Intégration numérique de l'équation di�érentielle or-dinaireOn rappelle l'algorithme de résolution : on se plae à potentiel φ0 > 0 etvolume vol �xés.� Initialisation : f 0 donnée et dé�nie sur [0, T ∗] (T ∗ > 0), t0 ∈]0, T ∗[ et λ(multipliateur de Lagrange assoié à la forme f 0) donnés.� Itération : fn donnée sur [0, T ∗]. fn+1 est la solution du problème (Pn), où
(Pn)







f
′′

n+1 =
1 + f

′2
n+1

fn+1

− (1 + f
′2
n+1)

3
2Sn, p.p. sur [t0, T ∗]

fn+1(t
0) = f 0(t0)

f
′

n+1(t
0) = (f 0)′(t0)et (fn+1)/[0,t0] = (f 0)/[0,t0]ave Sn(t) = η||∇ϕωfn
(fn(.), T ∗ − .)||2 + λ
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Calcul de ϕωfn

fn+1

sortie lorsque ||fn+1 − fn||∞ < ε

+
Résolution de l’EDO par RK4

f 0 forme convergée

fn

de l’optimisation de forme

Approximation de la solution fFig. 5.1 � Résumé du prinipe de l'algorithme à potentiel φ0 donné� Sortie : Si ||fn+1 − fn||∞ < ε||f 0||∞, pour ε > 0 donné.On rappelle que
(En)







f
′′

n+1 =
1 + f

′2
n+1

fn+1
− (1 + f

′2
n+1)

3
2Sn, p.p. sur [t0, T ∗]

fn+1(t
0) = f 0(t0)

f
′

n+1(t
0) = (f 0)′(t0)Pour l'étape d'initialisation, f 0 est donnée par la forme onvergée issue del'algorithme global à potentiel φ0.Pour l'étape d'itération : n ∈ N donné, pour la forme donnée fn, on alulele potentiel assoié à ette forme à l'aide du module alulant le potentiel dansl'"approximation globale". La singularité est numériquement prise en ompte àl'aide de la méthode du omplément singulier (f. paragraphe 3.4 page 88).
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t0

0

T ∗

r

t

f 0

(f 0)′(t0)

f 0(t0)

Fig. 5.2 � t0 donne la taille de la boîte dans laquelle on applique le modèle loal.L'équation di�érentielle ordinaire est ensuite résolue par une méthode deRunge Kutta d'ordre 4 à pas adaptatif. Le ode soure de [RK℄ est utilisé.La forme de sortie sera la forme obtenue lorsque le ritère de sortie est véri�é.On donne un réapitulatif de et algorithme en �gure 5.1.La résolution est soumise au hoix de t0 qui revient à hoisir un point dedépart pour branher le modèle loal (f �gure 5.2). On ne alule la solution del'équation di�érentielle (En) que dans une boîte de taille T ∗ − t0.Mais, indépendamment de e hoix, nous allons tout d'abord véri�er si lesonditions de onstrutibilité de l'algorithme, énonées au hapitre préédent,peuvent être véri�ées.
Remarque 5.1.1 f 0 est la ourbe issue de l'algorithme d'optimisation de forme.Elle est don donnée de façon disrète par N points de ontr�les. (voir hapitre3)



150 Chapitre 5 : Résultats numériques5.1.2 Véri�ation des onditions de onstrutibilité de l'al-gorithmeNous avons pu tester numériquement les onditions de onstrutibilité de l'al-gorithme.5.1.2.1 Véri�ation des onditions de onavitéPour tout hoix de t0, (4.55) est véri�ée.On donne un exemple de alul des valeurs qui interviennent dans le tableau5.1.Choisir t0 'est se donner un point de départ sur f 0 pour branher le modèleloal. Ainsi, plut�t que de renseigner le tableau ave les valeurs de t0, on hoisitde donner le numéro de point de ontr�le assoié à la valeur de t0 hoisie. Ii lagoutte a 50 points de ontr�le. Le premier point de ontr�le est elui situé surl'axe des z, puis plus le numéro du point de ontr�le est élevé plus on se rapprohedu point triple.Dans le tableau qui suit la valeur de l'angle de Young est de 90◦. Les ourbes
f 0 obtenues par l'algorithme global sont toutes telles que α(t0) > 0 don on nevéri�era pas (4.59). En�n on ne véri�era (4.58) que lorsque (4.57) n'est pas véri�é.Potentiel N◦ α(t0)

1

f 0(t0)
√

1 + (α(t0))2

T ∗ − t0

f 0(t0)
√

1 + (α(t0))2

2

f 0(t0)
√

1 + (α(t0))2pt. ont. −λ −β(t0) −λ100V 10 3.18 -0.10 -0.01 -100V 30 0.77 -0.10 -0.02 -100V 45 0.14 -0.10 0.02 −5 ∗ 10−3200V 45 0.17 -0.10 -0.01 -300V 45 0.20 -0.09 -0.04 -400V 45 0.41 -0.09 -0.03 -500V 45 0.35 -0.08 -0.17 -800V 45 0.85 -0.05 -0.52 -Tab. 5.1 � Véri�ation des onditions de onavité dans le as d'un angle deYoung de 90◦Nous donnons plusieurs exemples de hoix de t0 pour un potentiel de 100V.Pour les autres potentiels on se ontente de ne donner qu'un exemple ar lesonlusions restent les mêmes quel que soit le hoix de t0.Remarque 5.1.2 Les onditions de onavité restent des onditions su�santes



5.1 Mise en oeuvre 151et ertainement pas optimales. Il se peut don que elles-i ne soient pas véri-�ées dans ertains as sans pour autant que la solution ne soit pas onave. Enpratique, toutes les solutions alulées sont onaves.5.1.2.2 Véri�ation des onditions de minorationOn rappelle que les onditions (4.60) et (4.61) assuraient une minoration dela solution.On présente dans le tableau 5.2 les valeurs de ∫ T ∗

t0
Sn(t)dt et elle de la borneassoiée 1 + β(t0). Il s'agit don de véri�er que :

∫ T ∗

t0
Sn(t)dt < 1 + β(t0)et que

mn(t0) = g−1

(

β(t0) −
∫ T ∗

t0
Sn(t)dt

)

(T ∗ − t0) + f 0(t0) > 0où on rappelle que g est la fontion dé�nie par
g : R → ] − 1, 1[

x 7→ x√
1+x2Ces valeurs dépendent évidemment de t0 et de n, mais quelles qu'en soient lesvaleurs hoisies les onlusions restent les mêmes.Comme préédemment, plut�t que de renseigner le tableau 5.2 ave les valeursde T ∗−t0 on donnera le numéro du point de ontr�le hoisi omme point de départ.On donnera seulement un exemple pour deux valeurs di�érentes de taille de boîte

t0 pour un potentiel égal à 100V. Les omportements sont les mêmes pour lesautres potentiels.Les paramètres sont les mêmes que pour la setion préédente. Il y a 50 pointsde ontr�les.En observant les valeurs insrites dans le tableau 5.2, on onlut que numéri-quement les onditions de minoration sont véri�ées.5.1.3 Choix des onditions initialesSoit f 0 donné et n ∈ N.Pour résoudre l'équation di�érentielle (En), il faut tout d'abord hoisir t0,'est-à-dire �xer à partir de quel moment on branhe le modèle loal. Nous avons



152 Chapitre 5 : Résultats numériquesPotentiel N◦ point de ontr�le ∫ T ∗

t0
Sn(t)dt 1 + β(t0) mn(t0)100V 30 1.14 1.61 4.27100V 45 0.26 1.14 9.59200V 45 0.29 1.17 9.77300V 45 0.33 1.20 9.88400V 45 0.38 1.25 10.05500V 45 0.46 1.33 10.29800V 45 0.81 1.65 11.42Tab. 5.2 � Véri�ation des onditions de minorationvu que nous sommes libres dans le hoix de t0. Nous hoisissons de prendre unpoint de ontr�le omme point de départ ; t0 est alors �xé.De plus, du fait du aratère disret de la ourbe représentative de f 0, dé�nirla seonde donnée, (f 0)′(t0), pose un problème de nature di�érente de elui duhoix de t0.Nous ommenerons par traiter le problème du hoix de la pente de départ(indépendamment du hoix de t0), puis nous ontinuerons ave elui du hoix de

t0.5.1.3.1 Choix de l'angle de départLa ourbe est donnée par N points de ontr�les reliés entre eux par des seg-ments de droite. De e fait la valeur de la pente en un point de ontr�le ne nousest pas donnée de façon uniqueDonnons nous PN0 le point hoisi assoié à la taille de boîte hoisie (i.e. assoiéà t0).Pour imposer un angle de départ, nous avons don une petite marge de ma-noeuvre entre l'angle donné par la pente du segment [PN0−1, PN0] et elle dusegment [PN0 , PN0+1]. Que nous aorde ette marge de manoeuvre ?Il ne faut pas oublier que la solution exate de l'équation di�érentielle véri�e laontrainte de volume. Cette liberté nous permet, par e que l'on pourrait appelerune méthode de tir, de régler la pente de départ pour que la ontrainte de volumesoit satisfaite au mieux.Pour un point de départ PN0 donné, on parlera :-d'angle préédent pour l'angle donné par la pente du segment [PN0−1, PN0 ]-d'angle moitié pour l'angle donné par la moyenne des pentes des segments
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PN0

PN0+1
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Fig. 5.3 � hoix pour l'angle de départ
[PN0 , PN0+1] et [PN0−1, PN0]-d'angle suivant pour l'angle donné par la pente du segment [PN0 , PN0+1]Pour es trois angles de départ, nous donnons un exemple de alul de ourbeset de la ontrainte de volume assoiée à 300V et pour un angle de Young de 90◦.Les omportements sont analogues pour des angles di�érents évoluant dans l'in-tervalle (angle préédent, angle suivant).Dans les �gures 5.4, 5.5 et 5.6, 5.7, la ourbe en trait ontinu représente laourbe d'initialisation f 0 et les points alulés sont représentés par des erles.Dans les �gures 5.6 et 5.7, nous avons e�etué un zoom au niveau de la ourbealulée pour mieux voir les variations engendrées par des variations d'angle ini-tial.On présente dans le tableau 5.3 les ontraintes de volume assoiées. Les hi�resdonnés représentent l'erreur relative (en %) en volume pour les ourbes obtenues.La ourbe de départ véri�e la ontrainte de volume à 0.02%.On remarque que l'erreur relative peut être multipliée par 10 par rapport à laourbe de départ suivant le hoix de ette ondition initiale.Dans la suite, les ourbes traées seront elles obtenues après avoir e�etuéette méthode de tir.
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Fig. 5.4 � Gauhe, Pour un angle de départ égal à l'angle préédent ;Droite, Pourun angle de départ égal à l'angle suivant
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Fig. 5.5 � Pour un angle de départ égal à l'angle moitiéourbe de départ 0.02%angle préédent 0.12%angle moitié 0.003%angle suivant 0.12%Tab. 5.3 � Erreur relative en valeur absolue sur la ontrainte de volume en fon-tion de la pente de départ hoisie5.1.3.2 Choix de t0L'intérêt du modèle dérit au hapitre préédent est d'être pontuel au voi-sinage du point triple. Cependant, l'équation reste valable pour tout t ∈]0, T ∗[.Numériquement nous avons pu observer que l'algorithme est toujours onstru-tible pour toute valeur de t0. Il est don aussi possible d'intégrer l'équation à
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Fig. 5.6 � Gauhe, Pour un angle de départ égal à l'angle préédent ;Droite, Pourun angle de départ égal à l'angle suivant
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Fig. 5.7 � Pour un angle de départ égal à l'angle moitiépartir de t0 prohe de 0.Choisir t0 équivaut à hoisir un point de ontr�le sur la goutte donnée parl'"approximation globale" (f �gure 5.2).A un jeu de paramètres physiques donné, des simulations ont été e�etuéespour di�érentes valeurs de t0.1. Un e�et loaliséNous nous sommes autorisés à hoisir t0 relativement petit prohe de 0.Nous avons ainsi pu on�rmer que l'e�et de e modèle reste prinipalementloalisé au voisinage du point triple.La �gure 5.8 présente un zoom au niveau du point triple e�etué à 300V. La



156 Chapitre 5 : Résultats numériquesourbe en trait ontinu représente f 0. On note bien que le dérohage parrapport à l'anienne ourbe ne s'e�etue qu'au voisinage du point triple.
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Fig. 5.8 � Zoom mettant en avant le dérohage au niveau du point triple.2. In�uene du paramètre t0 sur les informations loalesOn herhe à savoir quelle in�uene a t0 sur la position du point triple etla valeur de l'angle de ontat.
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courbe de départ
30 ième point
 10 ième pointFig. 5.9 � Gauhe, Pour un point de départ aux 10ième et 30ième point deontr�le ;Droite, Zoom.Si on observe la �gure 5.9, on peut remarquer que le hoix de t0 n'est pasdéterminant en e qui onerne la position du point triple.



5.2 Résultats numériques : analyse et omparaison 157On présente dans le tableau 5.4 les absisses des points triples orrespon-dants : ourbe de départ 10ième point 30ième point11.13 10.98 11.00Tab. 5.4 � Absisse des points triples pour di�érentes valeur de t0Ce qui fait une variation relative de 1% entre la ourbe initiale et les ourbesmodi�ées, et une variation de 0.18% entre les deux ourbes. On onsidèreradon que seule la variation entre ourbe de départ et ourbe modi�ée estsigni�ative.De plus nous avons remarqué que le hoix de t0 n'a pas d'in�uene signi�-ative sur la valeur de l'angle de ontat.Les résultats sont analogues pour des voltages et un angle de Young di�é-rents.3. ConlusionPour avoir seulement une information loale (i.e. point triple et angle deontat) le hoix de t0 n'est don pas déterminant. Cependant, a�n d'avoirune information plus préise sur la forme de la goutte, il pourra être ju-diieux de hoisir un t0 orrespondant à un point relativement éloigné dupoint triple.Ensuite on pourra remarquer à quel moment la ourbe ommene à "déro-her" de la ourbe initiale et n'e�etuer le alul qu'à partir de e momentpour avoir un gain de temps et ne pas realuler la forme de goutte avant
t0.Nous pouvons maintenant exposer les résultats numériques obtenus. Nousprésentons tout d'abord les formes et ourbures de goutte obtenues puis mettonsen avant les valeurs numériques de l'angle de ontat.5.2 Résultats numériques : analyse et omparai-sonPour haque simulation, nous avons adapté au mieux les onditions initiales.Nous avons utilisé les mêmes valeurs de paramètres physiques (volume, tension desurfae, permittivité) que dans le hapitre 3. On présente ii les formes onvergées,obtenues en moyenne au bout de 4 itérations de l'algorithme pour un ritère desortie orrespondant à ε ≈ 10−2, 10−3.



158 Chapitre 5 : Résultats numériques5.2.1 Forme au voisinage du point triple et valeur numé-rique de la ourbure5.2.1.1 Etude de la forme de goutte au voisinage du point triple
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Fig. 5.10 � Evolution de la forme de goutte au voisinage du point triple pour unpotentiel de 500V et un angle de Young de 90◦.Nous observons l'e�et du modèle sur la forme de la goutte au voisinage dupoint triple.On présente sur la �gure 5.10 un zoom au voisinage du point triple présentantl'évolution de la forme de la goutte.Remarque 5.2.1 Les ourbes obtenues sont qualitativement les mêmes pour despotentiels di�érents et des valeurs di�érentes de l'angle de Young.On remarque une déviation au niveau de la ligne de mouillage. Cei laisseprésager une augmentation de la ourbure plus forte que pour l'approximationglobale. Ce qui est on�rmé par e qui suit.5.2.1.2 Calul numérique de la ourbureDans le hapitre 3, nous avons pu, grâe à une approximation de la ourbeave des ourbes de Bézier, avoir des valeurs numériques de la ourbure en haquepoint de ontr�le de la goutte. La ourbure de la goutte était onstante loin du



5.2 Résultats numériques : analyse et omparaison 159point triple, mais elle augmentait de façon signi�ative au voisinage de e dernier.Le modèle développé dans le hapitre 4 est donné par une équation di�érentielleordinaire. En regardant la setion 4.3, on remarque que ette équation traduitsimplement que la ourbure moyenne de la ourbe est donnée expliitement parla partie ontrainte de volume et gradient du potentiel életrostatique.Ce modèle nous permet don de aluler la ourbure sans faire d'approximationde la ourbe. A la forme onvergée, on est don en mesure de aluler les valeursde la ourbure en haque point.Les résultats obtenus sont présentés en �gure 5.11
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Fig. 5.11 � Courbure numérique en haque point pour di�érentes valeurs dupotentiel et un angle de Young de 90◦.On fait les mêmes remarques que dans le hapitre 3. La ourbure est globale-ment onstante loin du point triple, mais roît rapidement à mesure que l'on s'enapprohe.
⊲Comparaison ave les valeurs obtenues au hapitre 3Il est intéressant de omparer les valeurs obtenues dans e hapitre à ellesobtenues au hapitre 3.On présente sur la �gure 5.12 les valeurs de la ourbure obtenues pour un potentielde 500V et un angle de 90◦ pour les deux méthodes.La ourbure issue de l'approximation globale a été lissée (approximation dela ourbe par des polyn�mes, fontion "poly�t" de Matlab).
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Fig. 5.12 � Comparaison de la ourbure numérique en haque point pour unpotentiel de 500V et un angle de Young de 90◦.On remarque des évolutions qualitatives similaires de la ourbure. La valeurmoyenne loin du point triple est la même, tandis que l'on visualise mieux l'explo-sion de la ourbure au voisinage de la ligne de mouillage. Cette remarque traduitle fait que notre modèle a eu un e�et loal. Nous avons pu "apter" les valeursde la ourbure plus prohe du point triple, e que ne permettait pas le modèleglobal. L'explosion du gradient du potentiel est mieux dérite.5.2.1.3 Energie de la goutte et ontrainte de volumeLe but étant de trouver une forme minimisant l'énergie sous la ontrainte devolume, il est intéressant de regarder l'e�et du modèle loal sur es deux quantités.Le tableau 5.5 présente les valeurs de l'énergie de la goutte pour di�érentes valeursde potentiel imposées. Il permet la omparaison ave les valeurs données parl'algorithme global du hapitre 3. Observons également les valeurs de la ontraintede volume (tableau 5.6). On omparera plut�t les valeurs relatives de la ontraintede volume. Les valeurs sont don données en pour-ent.L'énergie de la nouvelle forme de goutte est inférieure à elle obtenue grâeà l'algorithme optimisation de forme. Cependant on remarque que les variationssont relativement petites. Cei pourrait expliquer que l'anien modèle n'ait puatteindre ette valeur. C'est une variation trop faible pour que le modèle globalpuisse déteter un hangement de forme.En e qui onerne les valeurs de ontraintes de volume, on remarque qu'ellessont onformes à elles obtenues ave l'algorithme optimisation de forme. Nous



5.2 Résultats numériques : analyse et omparaison 161Voltage Modèle global Modèle loal100V 99.50 99.50200V 97.97 97.91300V 94.65 94.62400V 90.47 90.39500V 84.12 84.05600V 76.63 76.39700V 66.22 65.81800V 53.09 52.91Tab. 5.5 � Valeurs omparées de l'énergie de la goutteVoltage Modèle global Modèle loal100V 0.02% 0.02%200V 0.08% 0.07%300V 0.02% 0.02%400V 0.08% 0.08%500V 0.01% 0.003%600V 0.01% 0.01%700V 0.04% 0.04%800V 0.002% 0.002%Tab. 5.6 � Erreur relative sur le volumeavions déjà étudié le problème de la ontrainte de volume au paragraphe 5.1.3.1.Nous avons don adapté la donnée de l'angle de départ pour que la ontrainte devolume soit satisfaite au mieux.L'analyse de la forme de la goutte a montré une modi�ation au voisinage dupoint triple et une meilleure visualisation de l'explosion de la ourbure. Il reste àobserver les valeurs numériques de l'angle de ontat obtenues.5.2.2 Valeur de l'angle de mouillage numériqueLa résolution numérique de l'équation di�érentielle nous permet d'extraireégalement la valeur de l'angle de mouillage.Les seuls paramètres physiques que nous ferons bouger seront le voltage et lavaleur de l'angle de Young. Les autres paramètres physiques sont inhangés etrestent égaux à eux utilisés dans le paragraphe 3.2.Voii les résultats obtenus pour un angle de Young de 90◦.On remarque que les valeurs numériques trouvées sont globalement onstantes.
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valeurs numériques avec approximation locale
valeurs theoriques avec approximation condensateur planFig. 5.13 � Valeur numérique de l'angle de ontat omparé à la valeur de l'angledonné par l'approximation de LippmannLa valeur de la onstante est 90◦ e qui orrespond bien à la valeur de l'angle deYoung dans e as. Voltage Erreur ommise100V +0.2%200V 1%300V +0.4%400V +0.7%500V +0.9%600V +0.5%700V +0.5%800V +0.4%900V +0.9%Tab. 5.7 � Erreur ommise sur l'angle de ontat par rapport à la valeur théori-quement prédite (ii 90◦)On donne également le tableau 5.7 qui donne l'erreur relative (en %) entrel'angle alulé numériquement et la valeur donnée de l'angle de Young.



5.2 Résultats numériques : analyse et omparaison 163On peut donner les résultats et un tableau analogue dans le as d'un angle deYoung de valeur di�érente : ii 60◦ (�gure 5.14, tableau 5.8) et 120◦(�gure 5.15,tableau 5.9).
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valeurs numériques avec approximation locale
valeurs theoriques avec approximation condensateur plan

Fig. 5.14 � Valeur numérique de l'angle de ontat omparé à la valeur de l'angledonné par l'approximation de LippmannVoltage Erreur ommise100V +0.4%200V +1%300V +0.2%400V +1%500V −1%600V −0.5%Tab. 5.8 � Erreur ommise sur l'angle de ontat par rapport à la valeur théori-quement prédite (ii 60◦)Analyse des résultats Les valeurs obtenues dans les tableaux 5.7, 5.8 et 5.9sont issues de l'intégration numérique et ne sont pas alulées omme 'était leas dans le hapitre 3 en prenant la pente au deux derniers points de ontr�les.
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Fig. 5.15 � Valeur numérique de l'angle de ontat omparé à la valeur de l'angledonné par l'approximation de LippmannVoltage Erreur ommise100V +0.7%200V +0.1%300V +1%400V +1.3%500V +1.2%600V +1.3%700V +1%800V +0.4%Tab. 5.9 � Erreur ommise sur l'angle de ontat par rapport à la valeur théori-quement prédite (ii 120◦)Les valeurs des angles de ontat numériques trouvés sont onformes à la prédi-tion théorique du modèle. Nous retrouvons l'invariane de la valeur de l'angle deontat par rapport au potentiel appliqué (qui onstitue le résultat du hapitre2). Sa valeur est bien égale à elle de l'angle de Young θY (l'angle de ontat à
0V), dans haun des as.L'erreur sur la valeur de l'angle est d'au plus 1% dans le as d'un angle deYoung de 90◦, e qui signi�e que l'on obtient pour valeurs de l'angle de ontat



5.2 Résultats numériques : analyse et omparaison 165un angle ompris entre 89◦ et 91◦. Pour un angle de Young de 60◦, on obtient desvaleurs omprises entre 59.4◦ et 60.4◦. On a don une très bonne adéquation avela théorie. C'est également le as dans l'exemple présenté pour 120◦.Nous tenons à signaler l'in�uene du paramètre λ (valeur numérique issuedu ode "approximation globale"), multipliateur de Lagrange. Si on modi�e lavaleur de e multipliateur il est possible de faire varier la valeur �nale de l'anglede ontat. Rigoureusement λ devrait être atualisé à haque modi�ation de laforme de la goutte. Cependant, vu les variations de la ontrainte de volume, lavaleur de λ n'en sera que très peu modi�ée et nous avons hoisi de ne pas le faire.Néessité de la prise en ompte de la singularité et d'un alul préisdu potentiel Avant de mettre en oeuvre la Méthode du Complément Singulier,nous avons dans un premier temps implémenté le modèle loal ave le alul dupotentiel enrihi de la fontion de base singulière. Les formes de goutte étaientalors alulées dans des boites de plus en plus petites a�n d'augmenter la pré-ision de nos aluls. Nous devions don faire un zoom de plus en plus préispour améliorer les résultats. Nous présentons dans le tableau 5.10 les valeurs ob-tenues par ette méthode omparativement à elles obtenues par la méthode duomplément singulier. Voltage FS MCS
100V 90.5◦ 90.18◦

200V 89.6◦ 90.85◦

300V 89.7◦ 90.36◦

400V 90.34◦ 90.63◦

500V 88.91◦ 90.8◦

600V 88.85◦ 90.45◦

700V 87.70◦ 90.36◦

800V 87.30◦ 90.8◦Tab. 5.10 � Valeurs des angles de ontat en fontion du potentiel pour l'approxi-mation par la fontion de base singulière (olonne de gauhe) et par la Méthodedu Complément Singulier (olonne de droite)Nous remarquons une nette dégradation des valeurs obtenues pour l'approxi-mation par la fontion singulière à mesure que le potentiel devient élevé.Les résultats obtenus sont don moins bons sur deux points- Le temps de onvergene est bien plus élevé qu'ave la méthode du om-plément singulier. Il faut plus d'itérations pour onverger. Il est néessairede faire un alul progressif sur des boites dont la taille diminue au fur et àmesure a�n d'augmenter le zoom et la préision.



166 Chapitre 5 : Résultats numériques- A haut potentiel, les valeurs numériques trouvées sont moins préises etl'erreur ave la valeur théorique est plus grande.Pour étudier préisément l'angle de ontat et la forme de la goutte au voi-sinage du point triple, il faudrait don allier au traitement de la singularité lemodèle loal. Alors que pour obtenir une forme marosopique de goutte, l'ap-proximation globale par l'algorithme d'Uzawa et un alul du potentiel P1 su�t.5.2.3 Retour à la physique du problèmeIl peut être maintenant intéressant de retourner à des valeurs physiques nonadimensionnées, pour donner quelques onlusions. On rappelle que l'isolant apour épaisseur 200µm, la goutte un volume de 4 ∗ 10−8m3.Visualisation de l'angle de Young Nous avons pu numériquement onstaterque plus le potentiel est élevé et moins il est "faile" de visualiser l'angle deYoung. Même onlusion plus l'angle de Young est petit.Ainsi nous avons voulu savoir de quel ordre de grandeur il faudrait zoomerpour visualiser l'angle loal.Plaçons nous à θY = 90◦. En admettant une erreur de 2% sur la valeur del'angle, il est possible d'observer, à 200V l'angle loal de Young à une distanede 58µm du point triple.A 400V , il faut déjà être à une distane de 0.3µm du point triple pour observerun angle de 88◦. En restant à une distane de 58µm, on observerait alors un anglede 83◦.Pour un angle de Young de 60◦, à 200V pour visualiser un angle de 58◦, il fautse trouver à une distane d'environ 37µm du point triple.On peut traer la distane de visualisation en fontion du potentiel appliqué.Dans la �gure 5.16, on trae par exemple la distane de visualisation d'un anglede 85◦ en fontion du potentiel appliqué pour une expériene orrespondant à unangle de Young de 90◦. On peut traer des ourbes de omportements similairespour d'autres valeurs d'angle plus ou moins prohes de l'angle de Young.L'angle de Young reste un angle mathématique loal et pontuel et sembledon di�ile à observer expérimentalement au moins à haut voltage.Qu'observe-t-on dans les expérienes ? Ce qui est mesuré au ours desexpérienes physiques est un angle marosopique.Dé�nissons en haque point de la goutte un angle θ, angle de la pente de latangente en e point ave l'horizontale omme dans la �gure 5.17.Nous traçons dans les �gures 5.18 et 5.19 le osinus de l'angle θ en fontionde la distane à l'axe r et pour plusieurs valeurs de potentiel appliqué.
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Fig. 5.16 � Distane de visualisation d'un angle de 85◦ en fontion du potentielappliqué
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Fig. 5.17 � Angle de la pente de la tangente en haque pointOn remarque que loin du point triple, les ourbes ont un omportement li-néaire. A mesure que l'on s'approhe du point triple (qui orrespond à z = 0) leomportement perd sa linéarité pour devenir fortement non linéaire près du pointtriple.On interpole la partie linéaire de es ourbes par des droites, i.e. on prolongela partie linéaire jusqu'au point triple et don jusqu'à e que ette droite oupel'axe des z (voir �gure 5.20). On donne dans les tableaux 5.11 et 5.12 les angles de
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Fig. 5.18 � osinus de l'angle en fontion de la distane pour plusieurs valeurs depotentiel ; pour un angle de Young de 90◦
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zFig. 5.19 � osinus de l'angle en fontion de la distane pour plusieurs valeurs depotentiel ; pour un angle de Young de 60◦. De bas en haut : potentiel roissant àpartir de 100V et tous les 100Vontat trouvés pour un angle de Young de 90◦ et 60◦(ils orrespondent à l'angleassoié au osinus donné par l'ordonnée à l'origine des droites traées) :Il y a une forte adéquation entre les résultats trouvés et eux prédits par la loide Lippmann. Ce qui on�rmerait que le détahement par rapport à la préditiondébute là où débute le omportement non linéaire de la ourbe.Saturation de l'angle marosopique de ontat Nous savons que les phy-siiens ont observé lors de leurs mesures une bonne adéquation ave l'approxi-mation ondensateur plan jusqu'à un ertain voltage au delà duquel la goutte sebloque. Ii pour nos paramètres physiques et un angle de Young de 90◦, noussavons qu'expérimentalement ette limite est atteinte à 700V.
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Fig. 5.20 � Interpolation de la partie linéaire de la ourbe du osinus de l'angle
θ en fontion de la distane à l'axe r

φ0 valeur interpolée ondensateur plan100V 89 89.49200V 88,5 87.97300V 85.98 85.43400V 82.25 81.85500V 78.46 77.21600V 72.54 71.42700V 65 64.30800V 55.94 55.50Tab. 5.11 � Angle de ontat estimé pour la partie linéaire omparée à l'approxi-mation ondensateur plan ; pour un angle de Young de 90◦.
φ0 valeur interpolée ondensateur plan100V 59.00 59.41200V 58.33 57.62300V 54.54 54.57400V 50.58 50.09500V 44.35 43.84600V 34.91 35.05Tab. 5.12 � Angle de ontat estimé pour la partie linéaire omparée à l'approxi-mation ondensateur plan ; pour un angle de Young de 60◦.Cependant nous ne trouvons pas d'indiation d'un bloage de l'angle de ontatdans nos simulations numériques. Le phénomène de saturation n'est pas éritdans le modèle.



170 Chapitre 5 : Résultats numériques5.3 ConlusionLe modèle présenté depuis le hapitre 4 onsiste en une orretion loale auniveau du point triple de la forme de goutte obtenue par optimisation de forme.Grâe à e modèle nous avons pu visualiser les orretions e�etuées au niveau dupoint triple pour la forme de goutte elle-même, sa ourbure, ainsi que son anglede ontat. Nous avons ainsi retrouvé numériquement l'invariane de l'angle deontat de façon préise.On retrouve l'utilisation de l'équation de Young-Laplae pour simuler desformes de goutte dans plusieurs artiles de physique :� Dans [BHM03℄, la goutte onsidérée est de rayon in�ni. Des onditionsinitiales relativement arbitraires sont imposées.� Dans [PB05℄, la goutte onsidérée est axisymétrique et la ondition d'anglede Young au point triple est imposée omme une ondition aux bords. C'estégalement le as dans [Ada06℄ qui utilise un modèle linéarisé approhé poursimuler les formes de goutte.Dans le modèle proposé ii, la valeur de l'angle ontat loal n'intervientqu'impliitement (voir obtention de l'équation dans la setion 4.4) et n'est pasune donnée imposée aux bords. Le fait d'avoir une première approximation globalede la goutte permet également d'avoir un problème ave des onditions initialesréalistes.Nous avons également estimé l'éhelle sur laquelle l'angle de Young est vi-sualisable en réalité et avons onlu à la di�ulté pratique de son observation.L'angle de Young reste un angle de ontat mathématique.Nous n'avons visualisé auun signe de bloage de l'angle marosopique deontat. Il semble que e phénomène ne soit pas insrit dans notre modèle. Il fau-drait alors le modi�er et peut-être prendre en ompte les phénomènes d'ionisationde l'air ou d'éjetion de gouttelettes pour espérer visualiser un bloage.



Chapitre 6Etude théorique de l'angle deontat dans le modèletridimensionnelCe hapitre onsiste en une généralisation du résultat établi au hapitre 2 àdes formes non axisymétriques : l'invariane de l'angle de ontat par rapport aupotentiel appliqué.Nous allons utiliser des méthodes similaires au as 3D-axisymétrique : nousérirons don la ondition néessaire d'optimalité, puis par un hoix partiulierde diretions admissibles nous retrouverons le résultat d'invariane de l'angle.Ce hapitre va s'organiser omme suit :On ommenera par rappeler le prinipe de démonstration utilisé. Ensuitenous adapterons les notations et oordonnées au as 3D omplet.Puis par un hoix partiulier de déformations nous étudierons la ontributionde haque terme entrant en jeu.En�n après avoir énoné le résultat, nous donnerons une généralisation à desoe�ients de tension de surfae non onstants.6.1 PrinipeOn reprend les notations 3D introduites dans le hapitre 1 (voir �gure 6.1).Si Ω est un domaine optimal, alors ∃λ ∈ R
∗ tel que

DJ(Ω).U = λDC(Ω).U (6.1)pour tout U ∈ U(Ω̄,R3) ave
DJ(Ω).U = DJgrav(Ω).U +DJLG(Ω).U +DJLS(Ω).U +DJelec(Ω).U (6.2)
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z

x

y

0

ΓLG

ΓLS

ΓGS

ΩL

ΩG

Γe

Γ0

φ0

ΩSFig. 6.1 � Notations dans le as 3DOn rappelle les expressions des di�érentes dérivées :
DJgrav(Ω).U = α

∫

Ω

UzdΩ + α

∫

Ω

zdiv(U)dΩ (6.3)
DC(Ω).U =

∫

Ω

div(U)dΩ (6.4)
DJLG(Ω).U =

∫

ΓLG

div(U)dσ −
∫

ΓLG

(−−→
NLG �

t DU
−−→
NLG

)

dσ (6.5)
DJLS(Ω).U = µ

∫

ΓLS

div(U)dσ − µ

∫

ΓLS

(−−→
NLS �

t DU
−−→
NLS

)

dσ (6.6)
DJelec(Ω).U = −δ

2

∫

Ω

ε||∇φΩ||2div(U)dΩ

+
δ

2

∫

Ω

ε
(
(tDU +DU)∇φΩ

� ∇φΩ
)
dΩ (6.7)où −−→

NLG (resp. −−→NLS) est la normale unitaire sortante à ΓLG (resp. ΓLS)



6.2 Notations 173Le prinipe de démonstration reste le même qu'en 3D axisymétrique. L'idéeest de onstruire une suite de déformations Up à support ompat dont le supportse onentre sur la ligne triple lorsque p→ +∞.On a alors, en appliquant la ondition néessaire d'optimalité à Up

||Up||∞ , pour
p ∈ N

DJ(Ω).Up = λDC(Ω).Up (6.8)Puis il su�t de faire tendre p vers +∞ et observer la limite de haun desdeux membres de l'équation.Commençons par introduire notations et oordonnées.6.2 Notations6.2.1 Le domaineSoit Ω un ouvert de R
3 dé�nissant une forme de goutte (voir �gure 6.1). Onhoisit un repère orthonormé tel que ΓLS soit dans le plan (Oxy).Paramétrage de la ligne de mouillage. On onsidère Γ ligne de mouillagede la goutte. C'est une ourbe fermée dans (Oxy) que l'on supposera C2. On note

lΓ sa longueur.Soit alors γ un paramétrage de Γ par l'absisse urviligne.
x

y

z
γ

Pour s appartenant à [0, lΓ], on notera
γ(s) =





γx(s)
γy(s)

0



On a� γ(0) = γ(lΓ) ar Γ est une ourbe fermée
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ϕ

γ(s)

ΩL

ΩS

ρ

θ(s)

ΩG

M(s)

Fig. 6.2 � Coupe dans le plan Ps� ||γ′(s)||2 = 1 et (γ′(s) � γ′′(s)) = 0, ∀s ∈ [0, lΓ].Paramétrage d'un point au voisinage du point triple. Pour s ∈ [0, lΓ],on note Ps le plan orthogonal à γ′(s) en γ(s).Soit M(s) un point de Ps.Il existe alors un unique ouple (ρ, ϕ) ∈]0,+∞[×[−π, π[ tel que :
−−→
OM(s) = γ(s) − ρ cos(ϕ)γ′⊥(s) + ρ sin(ϕ)−→ezoù

γ′⊥(s) =





−γ′y(s)
γ′x(s)

0



Don
−−−−→
OM(s) =





γx(s) + ρ cos(ϕ)γ′y(s)
γy(s) − ρ cos(ϕ)γ′x(s)

ρ sin(ϕ)



Dé�nition 6.2.1 Soit s ∈ [0, lΓ] �xé. L'angle formé entre les tangentes à ΓLG et
ΓLS dans le plan Ps est appelé angle de ontat et noté θ(s).Hypothèse 6.2.2 On suppose qu'il existe ρ0 et un petit voisinage Vρ0 de la lignede mouillage tel que : ∀M ∈ Vρ0, ∃!s ∈ [0, lΓ] tel que M ∈ Ps et ses oordonnées
(ρ, ϕ) dans Ps sont telles que ρ < ρ0.Tout M ∈ Vρ0 peut alors s'exprimer de façon unique en oordonnées (s, ρ, ϕ).Nous pouvons maintenant introduire de nouvelles oordonnées.



6.2 Notations 175Nouvelles oordonnées. Considérons l'appliation suivante :
χ : [0, lΓ]×]0, ρ0[×[−π, π[

︸ ︷︷ ︸

Vρ0

→ Vρ0

(s, ρ, ϕ) 7→





γx(s) + ρ cos(ϕ)γ′y(s)
γy(s) − ρ cos(ϕ)γ′x(s)

ρ sin(ϕ)



Si γ est C2, alors χ est di�érentiable et :
Dχ(s, ρ, ϕ) =





γ′x(s) + ρ cos(ϕ)γ′′y (s) cos(ϕ)γ′y(s) −ρ sin(ϕ)γ′y(s)
γ′y(s) − ρ cos(ϕ)γ′′x(s) − cos(ϕ)γ′x(s) ρ sin(ϕ)γ′x(s)

0 sin(ϕ) ρ cos(ϕ)



Calulons det(Dχ) :det(Dχ) = −(γ′y(s) − ρ cos(ϕ)γ′′x(s))(ρ cos2(ϕ)γ′y + ρ sin2(ϕ)γ′y)

+ (γ′x(s) + ρ cos(ϕ)γ′′y (s))(−ρ cos2(ϕ)γ′x − ρ sin2(ϕ)γ′x)En utilisant que γ′x(s)2 + γ′y(s)
2 = 1 et en notantdet(γ′, γ′′) = γ′x(s)γ

′′
y (s) − γ′y(s)γ

′′
x(s) (6.9)on obtient det(Dχ) = −ρ(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′)) (6.10)Cherhons à quelles onditions Dχ est inversible.Comme γ′ et γ′′ sont orthogonaux et que ||γ′|| = 1det(γ′, γ′′) = ±||γ′||||γ′′|| = ±||γ′′||on a

1 − ρ||γ′′|| ≤ 1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′) ≤ 1 + ρ||γ′′||Comme ||γ′′|| n'est pas identiquement nulle ar 'est le paramétrage d'uneourbe fermée, on peut poser
M := max

s∈[0,lΓ]
||γ′′(s)|| > 0et hoisir ρ̃0 = min{ρ0,

1

M
} de telle sorte que det(Dχ) 6= 0.Comme dans le paragraphe préédent, on peut don représenter de manièreunique tout point M de Vρ̃0 ⊂ Vρ0 par ses oordonnées (s, ρ, ϕ).Dans la suite on onsidèrera don

χ : [0, lΓ]×]0, ρ̃0[×[−π, π[
︸ ︷︷ ︸

Vρ̃0

→ Vρ̃0
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(Dχ(s, ρ, ϕ))−1 =

1det(Dχ)
∗





−ργ′x −ργ′y
−ρ cos(ϕ)(γ′y − ρ cos(ϕ)γ′′x) ρ cos(ϕ)(γ′x + ρ cos(ϕ)γ′′y )

sin(ϕ)(γ′y − ρ cos(ϕ)γ′′x) − sin(ϕ)(γ′x + ρ cos(ϕ)γ′′y )

0
−ρ sin(ϕ)(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))
− cos(ϕ)(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))  (6.11)6.2.2 Expression des opérateurs di�érentiels dans les oor-données (s, ρ, ϕ)Soit U : Ω ⊂ R

3 → R. Nous allons exprimer Ũ := U ◦ χ.Le but ii est d'exprimer les dérivées partielles de U en fontion de elles de
Ũ . Pour tout (s, ρ, ϕ) ∈ Vρ̃0 , on a

U(χ(s, ρ, ϕ)) = Ũ(s, ρ, ϕ)et don
DU(χ(s, ρ, ϕ)) = DŨ(s, ρ, ϕ) ◦ (Dχ(s, ρ, ϕ))−1Ce qui nous donne en utilisant la représentation matriielle :

(
∂U

∂x

∂U

∂y

∂U

∂z

)

=

(

∂Ũ

∂s

∂Ũ

∂ρ

∂Ũ

∂ϕ

)

(Dχ(s, ρ, ϕ))−1 (6.12)Don :det(Dχ)
∂U

∂x
(χ(s, ρ, ϕ)) = −∂Ũ

∂s
ργ′x(s) −

∂Ũ

∂ρ
ρ cos(ϕ)(γ′y(s) − ρ cos(ϕ)γ′′x(s))

+
∂Ũ

∂ϕ
sin(ϕ)(γ′y(s) − ρ cos(ϕ)γ′′x(s)) (6.13)

det(Dχ)
∂U

∂y
(χ(s, ρ, ϕ)) = −∂Ũ

∂s
ργ′y(s) +

∂Ũ

∂ρ
ρ cos(ϕ)(γ′x(s) + ρ cos(ϕ)γ′′y (s))

− ∂Ũ

∂ϕ
sin(ϕ)(γ′x(s) + ρ cos(ϕ)γ′′y (s)) (6.14)
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∂U

∂z
(χ(s, ρ, ϕ)) = −∂Ũ

∂ρ
ρ sin(ϕ)(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))

− ∂Ũ

∂ϕ
cos(ϕ)(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′)) (6.15)Nous allons utiliser es expressions pour exprimer les dérivées des hamps dedéformation dans la setion suivante.6.3 Expression des hamps de déformations6.3.1 Forme généraleLes hamps de déformation généraux pour l'équation (6.1) sont du type :

U : Ω ⊂ R
3 → R

3

(x, y, z) 7→ (Ux(x, y, z), Uy(x, y, z), Uz(x, y, z))Expression partiulière en oordonnées (s, ρ, ϕ). Considérons que ettedéformation est à support inlus dans Vρ̃0. On peut, sur e voisinage, utiliser lesoordonnées préédemment dé�nies.On onsidère un type de déformation partiulière de la forme :
Ũx(s, ρ, ϕ) = Ux ◦ χ(s, ρ, ϕ) = −w(s, ρ, ϕ)γ′y(s) (6.16)
Ũy(s, ρ, ϕ) = Uy ◦ χ(s, ρ, ϕ) = w(s, ρ, ϕ)γ′x(s) (6.17)
Ũz(s, ρ, ϕ) = Uz ◦ χ(s, ρ, ϕ) = 0 (6.18)où w est au moins C1 sur le domaine onsidéré.Remarque 6.3.1 La déformation onsidérée est seulement une déformation se-lon x et y.Expression des dérivées Exprimons les dérivées de Ũ en fontion de ellesde w.On a :
∂Ũx

∂s
= −∂w

∂s
γ′y − wγ′′y

∂Ũx

∂ρ
= −∂w

∂ρ
γ′y

∂Ũx

∂ϕ
= −∂w

∂ϕ
γ′y

∂Ũy

∂s
=

∂w

∂s
γ′x + wγ′′x

∂Ũy

∂ρ
=

∂w

∂ρ
γ′x

∂Ũy

∂ϕ
=

∂w

∂ϕ
γ′x



178 Chapitre 6 : Etude théorique de l'angle en dimension 3Les dérivées de Ũz sont quant à elles évidemment toutes nulles.Grâe à (6.13), (6.14) et (6.15) on trouvePour Ux :det(Dχ)
∂Ux

∂x
(χ(s, ρ, ϕ)) = (

∂w

∂s
γ′y+wγ

′′
y )ργ′x(s)+

∂w

∂ρ
γ′yρ cos(ϕ)(γ′y(s)−ρ cos(ϕ)γ′′x(s))

− ∂w

∂ϕ
γ′y sin(ϕ)(γ′y(s) − ρ cos(ϕ)γ′′x(s)) (6.19)

det(Dχ)
∂Ux

∂y
(χ(s, ρ, ϕ)) = (

∂w

∂s
γ′y+wγ

′′
y )ργ′y(s)−

∂w

∂ρ
γ′yρ cos(ϕ)(γ′x(s)+ρ cos(ϕ)γ′′y (s))

+
∂w

∂ϕ
γ′y sin(ϕ)(γ′x(s) + ρ cos(ϕ)γ′′y (s)) (6.20)

det(Dχ)
∂Ux

∂z
(χ(s, ρ, ϕ)) =

∂w

∂ρ
γ′yρ sin(ϕ)(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))

+
∂w

∂ϕ
γ′y cos(ϕ)(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′)) (6.21)Et de même pour Uy :det(Dχ)

∂Uy

∂x
(χ(s, ρ, ϕ)) = −(

∂w

∂s
γ′x+wγ

′′
x)ργ′x(s)−

∂w

∂ρ
γ′xρ cos(ϕ)(γ′y(s)−ρ cos(ϕ)γ′′x(s))

+
∂w

∂ϕ
γ′x sin(ϕ)(γ′y(s) − ρ cos(ϕ)γ′′x(s)) (6.22)

det(Dχ)
∂Uy

∂y
(χ(s, ρ, ϕ)) = −(

∂w

∂s
γ′x+wγ

′′
x)ργ′y(s)+

∂w

∂ρ
γ′xρ cos(ϕ)(γ′x(s)+ρ cos(ϕ)γ′′y (s))

− ∂w

∂ϕ
γ′x sin(ϕ)(γ′x(s) + ρ cos(ϕ)γ′′y (s)) (6.23)

det(Dχ)
∂Uy

∂z
(χ(s, ρ, ϕ)) = −∂w

∂ρ
γ′xρ sin(ϕ)(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))
− ∂w

∂ϕ
γ′x cos(ϕ)(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′)) (6.24)



6.3 Expression des hamps de déformations 179Expression de la divergene De es expressions on peut en déduire l'expres-sion de div(U).On a : div(U) =
∂Ux

∂x
+
∂Uy

∂y
+
∂Uz

∂z
.Tous aluls faits, on trouve :div(U) = −w det(γ′, γ′′)

1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′) − ∂w

∂ρ
cos(ϕ) +

1

ρ

∂w

∂ϕ
sin(ϕ) (6.25)Dans la suite 'est plus la divergene surfaique qui interviendra dans lestermes de surfae de la dérivée de forme de l'énergie. Elle est donnée pardiv(U) −

(−→
N �

t DU
−→
N
)où −→

N est la normale unitaire sortante à la surfae onsidérée.Nous allons maintenant dé�nir la suite de déformations que nous allons utiliserpour la démonstration du résultat.6.3.2 Un hamp de veteur partiulierEn gardant l'idée du as 3D axisymétrique, nous onstruisons une suite dedéformation Up à support ompat inlus dans Vρ̃0 . On hoisit dans (6.16) et(6.18) des fontions wp à variables séparées qui ne dépendent pas de ϕ de laforme
wp : (s, ρ, ϕ) 7→







=:up(ρ)
︷ ︸︸ ︷

exp

(
1

ρ2p2 − 1

)

v(s) si ρ < 1

p

0 sinon (6.26)ave- p > 1

ρ̃0
e qui assure que le support de wp est dans Vρ̃0 .- v dé�nie sur tout [0, lΓ] est telle que v soit C1.- Ũp la fontion obtenue en gardant les notations de la setion préédentedé�nie dans Vρ̃0 .On notera pour p > 1

ρ̃0

V 1
p

:=

{

(s, ρ, ϕ) ∈ Vρ̃0 , tel que ρ < 1

p

}



180 Chapitre 6 : Etude théorique de l'angle en dimension 3Expression des dérivées et de la divergene de Up. Si ρ < 1

p
, on a :

∂wp

∂s
= upv′(s) (6.27)

∂wp

∂ρ
=

dup

dρ
(ρ)v(s) = −2ρp2(ρ2p2 − 1)−2up(ρ)v(s) (6.28)et

∂wp

∂ϕ
≡ 0 (6.29)(6.30)On a don en utilisant les expressions des di�érentielles établies en setion préé-dente :det(Dχ)

∂Up
x

∂x
(χ(s, ρ, ϕ)) = up(ρ)

(
v′(s)γ′y + v(s)γ′′y

)
ργ′x(s)

+
dup

dρ
(ρ)v(s)γ′yρ cos(ϕ)

(
γ′y(s) − ρ cos(ϕ)γ′′x(s)

) (6.31)det(Dχ)
∂Up

x

∂y
(χ(s, ρ, ϕ)) = up(ρ)

(
v′(s)γ′y + v(s)γ′′y

)
ργ′y(s)

− dup

dρ
(ρ)v(s)γ′yρ cos(ϕ)

(
γ′x(s) + ρ cos(ϕ)γ′′y (s)

) (6.32)det(Dχ)
∂Up

x

∂z
(χ(s, ρ, ϕ)) =

dup

dρ
(ρ)v(s)γ′yρ sin(ϕ)(1+ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′)) (6.33)det(Dχ)

∂Up
y

∂x
(χ(s, ρ, ϕ)) = −up(ρ) (v′(s)γ′x + v(s)γ′′x) ργ′x(s)

− dup

dρ
(ρ)v(s)γ′xρ cos(ϕ)

(
γ′y(s) − ρ cos(ϕ)γ′′x(s)

) (6.34)det(Dχ)
∂Up

y

∂y
(χ(s, ρ, ϕ)) = −up(ρ) (v′(s)γ′x + v(s)γ′′x) ργ′y(s)

+
dup

dρ
(ρ)v(s)γ′xρ cos(ϕ)

(
γ′x(s) + ρ cos(ϕ)γ′′y (s)

) (6.35)
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∂Up

y

∂z
(χ(s, ρ, ϕ)) = −du

p

dρ
(ρ)v(s)γ′xρ sin(ϕ)(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))(6.36)Et de (6.25), on déduit l'expression de la divergene de Up.div(Up) = −up(ρ)v(s)

det(γ′, γ′′)
1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′) − dup

dρ
(ρ)v(s) cos(ϕ) (6.37)Majorations Par un raisonnement analogue à elui du as axisymétrique onpeut montrer que : ∣

∣
∣
∣

dup

dρ

∣
∣
∣
∣
≤ Cp (6.38)On a également :

|up| ≤ 1 (6.39)Ces majorations nous servirons dans les setions suivantes.Nous allons maintenant étudier la ontribution des di�érents termes (6.3),(6.4), (6.6), (6.5), (6.7) pour ette suite partiulière de déformations.6.4 Etude des ontributions apillaires6.4.1 Terme sur ΓLSLe terme qui intervient sur la surfae ΓLS dans la dérivée de l'énergie J estdonné par (6.6) :
µ

∫

ΓLS

divΓ(U)dσ = µ

∫

ΓLS

[div(U) −
(

tDU
−−→
NLS �

−−→
NLS

)]

dσ (6.40)Détaillons e terme pour le as partiulier de la déformation Up donnée en setionpréédente.La surfae ΓLS orrespond à des points dont l'angle ϕ vaut −π.On note :
Wp

LS := ΓLS ∩ supp(up) =

{

(s, ρ) ∈ [0, lΓ]×]0,
1

p
[

}Plus préisément on peut donner un paramétrage ψ de ΓLS :
ψ : (s, ρ) 7→





γx(s) − ργ′y(s)
γy(s) + ργ′x(s)

0
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∂ψ

∂s
=





γ′x(s) − ργ′′y (s)
γ′y(s) + ργ′′x(s)

0



 ,
∂ψ

∂ρ
=





−γ′y(s)
γ′x(s)

0



Don
∂ψ

∂s
∧ ∂ψ

∂ρ
=





0
0

1 − ρdet(γ′, γ′′)  (6.41)Ce qui nous permet d'érire
dσ = (1 − ρdet(γ′, γ′′))dsdρ (6.42)De plus −→N LS =





0
0
−1



 don (tDUp−→N LS �
−→
N LS

)

=
∂Up

z

∂z
= 0D'où

∫

ΓLS

[div(Up) −
(

tDUp−−→NLS �
−−→
NLS

)]

dσ =

∫

Wp
LS

div(Up)(1 − ρdet(γ′, γ′′))dsdρ
=

∫

Wp
LS

[

−up(ρ)v(s)
det(γ′, γ′′)

1 − ρdet(γ′, γ′′) +
dup

dρ
(ρ)v(s)

]

(1 − ρdet(γ′, γ′′))dsdρ
=

∫

Wp
LS

[

−up(ρ)v(s)det(γ′, γ′′) +
dup

dρ
(ρ)v(s)(1 − ρdet(γ′, γ′′))] dsdρ

= −
∫ lΓ

0

v(s)

∫ 1
p

0

up(ρ)det(γ′, γ′′)dsdρ+

∫ lΓ

0

v(s) [(1 − ρdet(γ′, γ′′))up(ρ)]
1
p

0 ds

+

∫ lΓ

0

v(s)

∫ 1
p

0

up(ρ)det(γ′, γ′′)dsdρ
= −

∫ lΓ

0

v(s)up(0)ds = −
∫ lΓ

0

1

e
v(s)ds (6.43)puisque up(1

p
) = 0 et up(0) = 1

e
.Conlusion

DJLS(Ω).Up = −1

e

∫ lΓ

0

v(s)ds, ∀p > 1

ρ̃0
(6.44)Et don

lim
p→+∞

DJLS(Ω).Up = −1

e

∫ lΓ

0

v(s)ds (6.45)
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ΩL

ΩS

θ(s)

1
p

ρ

ΩG

γ(s)

ϕ(s, ρ)

Fig. 6.3 � s �xé. Coupe dans le plan Ps de la surfae ΓLG6.4.2 Le terme sur ΓLGLe terme qui intervient sur la surfae ΓLG dans la dérivée de l'énergie J est :
∫

ΓLG

divΓ(Up)dσ =

∫

ΓLG

[div(Up) −
(

tDUp−−→NLG �
−−→
NLG

)]

dσ (6.46)Paramétrage de ΓLG On note
WLG := {(s, ρ), tel que s ∈ [0, lγ] et ρ < ρ̃0}et
Wp

LG :=

{

(s, ρ), tel que s ∈ [0, lγ] et ρ < 1

p

}On suppose que la surfae ΓLG est régulière et qu'elle peut se représenter par leparamétrage :
ψ : WLG → ΓLG

(s, ρ) 7→





γx(s) + ρ cos(ϕ(s, ρ))γ′y(s)
γy(s) − ρ cos(ϕ(s, ρ))γ′x(s)

ρ sin(ϕ(s, ρ))



ave ϕ une fontion C2.On a alors :
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∂ψ

∂s
=













γ′x(s) − ρ
∂ϕ

∂s
sin(ϕ(s, ρ))γ′y(s) + ρ cos(ϕ(s, ρ))γ′′y (s)

γ′y(s) + ρ
∂ϕ

∂s
sin(ϕ(s, ρ))γ′x(s) − ρ cos(ϕ(s, ρ))γ′′x(s)

ρ
∂ϕ

∂s
cos(ϕ(s, ρ))













∂ψ

∂ρ
=














cos(ϕ(s, ρ))γ′y(s) − ρ
∂ϕ

∂ρ
sin(ϕ(s, ρ))γ′y(s)

− cos(ϕ(s, ρ))γ′x(s) + ρ
∂ϕ

∂ρ
sin(ϕ(s, ρ))γ′x(s)

sin(ϕ(s, ρ)) + ρ
∂ϕ

∂ρ
cos(ϕ(s, ρ))












On pose −→̃

N LG :=
∂ψ

∂s
∧ ∂ψ

∂ρ
et
−→̃
N LG =





Nx

Ny

Nz



En e�etuant le produit vetoriel, on obtient :
Nx =

∂ϕ

∂s
ργ′x +

(

sin(ϕ) +
∂ϕ

∂ρ
ρ cos(ϕ)

)

(γ′y − ρ cos(ϕ)γ′′x) (6.47)
Ny =

∂ϕ

∂s
ργ′y −

(

sin(ϕ) +
∂ϕ

∂ρ
ρ cos(ϕ)

)

(γ′x + ρ cos(ϕ)γ′′y ) (6.48)
Nz =

(

− cos(ϕ) +
∂ϕ

∂ρ
ρ sin(ϕ)

)

(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′)) (6.49)On sait de plus que :
dσ = ||

−−→
ÑLG||dsdρ (6.50)En utilisant que ||γ′|| = 1 et (γ′ � γ′′) = 0 on obtient

dσ =

(
∂ϕ

∂s

)2

ρ2 +

(

1 +

(
∂ϕ

∂ρ

)2

ρ2

)

(1 + ρ cos(ϕ(s, ρ))det(γ′, γ′′))dsdρ (6.51)



6.4 Etude des ontributions apillaires 1856.4.2.1 Evaluation de termes utiles pour la suiteDans la suite on sera amené à évaluer les termes suivants :
γ′yNy + γ′xNx, γ′xNy − γ′yNx et γ′′xNx + γ′′yNy.En tenant ompte du fait que ||γ′|| = 1 et (γ′ � γ′′) = 0, on a1.

γ′yNy + γ′xNx =
∂ϕ

∂s
ρ (6.52)2.

γ′xNy − γ′yNx = −
(

sin(ϕ) +
∂ϕ

∂ρ
ρ cos(ϕ)

)

(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′)) (6.53)Expression de la divergene surfaique Observons l'expression surfaiquesur ΓLG dans le as général
∫

ΓLG

[div(Up) −
(

tDUp−−→NLG �
−−→
NLG

)]

dσ

=

∫

Wp
LG



div(Up)||
−→̃
N LG|| −

(

tDUp
−→̃
N LG �

−→̃
N LG

)
1

||
−→̃
N LG||



 dsdρ

=

∫

Wp
LG

1

||
−→̃
N LG||

[div(Up)||
−→̃
N LG||2 −

(

tDUp
−→̃
N LG �

−→̃
N LG

)]

dsdρ (6.54)On a
(

tDUp
−→̃
N LG �

−→̃
N LG

)

=
∂Up

x

∂x
N2

x +
∂Up

y

∂y
N2

y +

(
∂Up

x

∂y
+
∂Up

y

∂x

)

NxNy +
∂Up

x

∂z
NxNz +

∂Up
y

∂z
NyNzD'oùdiv(Up)||

−→̃
N LG||2 −

(

tDUp
−→̃
N LG �

−→̃
N LG

)

=
∂Up

x

∂x
N2

y +
∂Up

x

∂x
N2

z +
∂Up

y

∂y
N2

x+
∂Up

y

∂y
N2

z−
(
∂Up

x

∂y
+
∂Up

y

∂x

)

NxNy−
∂Up

x

∂z
NxNz−

∂Up
y

∂z
NyNz(6.55)A l'aide des expressions des dérivées de Up et de sa divergene (données (6.31)-(6.37)) en fontion de elles de up et v, nous pouvons expliiter (6.55). Il est lasomme de deux termes. L'un est proportionnel à up et et l'autre à dup

dρ
.



186 Chapitre 6 : Etude théorique de l'angle en dimension 36.4.2.2 Termes en fateur de upEn alulant le terme en fateur de up on trouve :
ρdet(Dχ)

[
(v(s)γ′′yγ

′
x + v′(s)γ′yγ

′
x)(N

2
y +N2

z ) − (v(s)γ′′xγ
′
y + v′(s)γ′xγ

′
y)(N

2
x +N2

z )

−
[
v(s)(γ′′yγ

′
y − γ′′xγ

′
x) + v′(s)((γ′y)

2 − (γ′x)
2)
]
NxNy

]On pose alors
β(s, ρ) :=

ρdet(Dχ)

[
(v(s)γ′′yγ

′
x + v′(s)γ′yγ

′
x)(N

2
y +N2

z )

−(γ′′xγ
′
y + v′(s)γ′xγ

′
y)(N

2
x +N2

z ) −
[
(γ′′yγ

′
y − γ′′xγ

′
x)v(s) + v′(s)((γ′y)

2 − (γ′x)
2)
]
NxNy

](6.56)Remarque 6.4.1 On ne alule pas expliitement β ar ette forme nous su�rapour onlure. Par ontre nous allons expliitement aluler le terme en fateurde dup

dρ
.6.4.2.3 Termes en fateur de dup

dρOn trouve
ρ cos(ϕ)v(s)det(Dχ)

[
(γ′y − ρ cos(ϕ)γ′′x)

(
γ′y(N

2
y +N2

z ) + γ′xNxNy

)

+(γ′x + ρ cos(ϕ)γ′′y )
(
γ′x(N

2
x +N2

z ) + γ′yNxNy

)]

+
ρ sin(ϕ)v(s)det(Dχ)

(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))(γ′xNyNz − γ′yNxNz) (6.57)Et don
ρ cos(ϕ)v(s)det(Dχ)

[
(γ′y − ρ cos(ϕ)γ′′x)

(
Ny(γ

′
yNy + γ′xNx)) + γ′yN

2
z

)

+(γ′x + ρ cos(ϕ)γ′′y )
(
Nx(γ

′
xNx + γ′yNy) + γ′xN

2
z

)]

+
ρ sin(ϕ)v(s)det(Dχ)

(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))Nz(γ
′
xNy − γ′yNx) (6.58)En utilisant (6.52) il vient

Nx(γ
′
yNy+γ

′
xNx) =

(
∂ϕ

∂s

)2

ρ2γ′x+

(
∂ϕ

∂s
ρ sin(ϕ) +

∂ϕ

∂ρ

∂ϕ

∂s
ρ2 cos(ϕ)

)

(γ′y−ρ cos(ϕ)γ′′x)
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Ny(γ

′
yNy+γ

′
xNx) =

(
∂ϕ

∂s

)2

ρ2γ′y−
(
∂ϕ

∂s
ρ sin(ϕ) +

∂ϕ

∂ρ

∂ϕ

∂s
ρ2 cos(ϕ)

)

(γ′x+ρ cos(ϕ)γ′′y )En revenant à l'expression (6.58) et en utilisant (6.53), on obtient
ρ cos(ϕ)v(s)det(Dχ)

[

(γ′y − ρ cos(ϕ)γ′′x)

((
∂ϕ

∂s

)2

ρ2γ′y

−
(
∂ϕ

∂s
ρ sin(ϕ) +

∂ϕ

∂ρ

∂ϕ

∂s
ρ2 cos(ϕ)

)

(γ′x + ρ cos(ϕ)γ′′y ) + γ′yN
2
z

)

+(γ′x + ρ cos(ϕ)γ′′y )

((
∂ϕ

∂s

)2

ρ2γ′x

+

(
∂ϕ

∂s
ρ sin(ϕ) +

∂ϕ

∂ρ

∂ϕ

∂s
ρ2 cos(ϕ)

)

(γ′y − ρ cos(ϕ)γ′′x) + γ′xN
2
z

)]

− ρ sin(ϕ)v(s)det(Dχ)
Nz(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))2((sin(ϕ) +

∂ϕ

∂ρ
ρ cos(ϕ))) (6.59)On remarque que les termes en fateur de (∂ϕ

∂s
ρ sin(ϕ) +

∂ϕ

∂ρ

∂ϕ

∂s
ρ2 cos(ϕ)

)s'annulent, il ne reste don plus que
ρ cos(ϕ)v(s)det(Dχ)

[

γ′y(γ
′
y − ρ cos(ϕ)γ′′x)

((
∂ϕ

∂s

)2

ρ2 +N2
z

)

+γ′x(γ
′
x + ρ cos(ϕ)γ′′y )

((
∂ϕ

∂s

)2

ρ2 +N2
z

)]

− ρ sin(ϕ)v(s)det(Dχ)
Nz(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))2((sin(ϕ) +

∂ϕ

∂ρ
ρ cos(ϕ))) (6.60)En�n en simpli�ant les derniers termes, il reste

ρ cos(ϕ)v(s)det(Dχ)

[

(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))((∂ϕ
∂s

)2

ρ2 +N2
z

)]

− ρ sin(ϕ)v(s)det(Dχ)
Nz(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))2((sin(ϕ) +

∂ϕ

∂ρ
ρ cos(ϕ)))



188 Chapitre 6 : Etude théorique de l'angle en dimension 3En remplaçant en�n Nz par sa valeur et en utilisant (6.10) on obtient
− v(s)

[

cos(ϕ)

(
∂ϕ

∂s

)2

ρ2

+(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))2

(

cos(ϕ)(− cos(ϕ) +
∂ϕ

∂ρ
ρ sin(ϕ))2

− sin(ϕ)((sin(ϕ) +
∂ϕ

∂ρ
ρ cos(ϕ)))(− cos(ϕ) +

∂ϕ

∂ρ
ρ sin(ϕ))

)]Il reste
− v(s)

[

cos(ϕ)

(
∂ϕ

∂s

)2

ρ2

+(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))2(cos(ϕ) − ∂ϕ

∂ρ
ρ sin(ϕ))

]Le terme en fateur de dup

dρ
est don donné par :

α(s, ρ) := −v(s)
[

cos(ϕ)

(
∂ϕ

∂s

)2

ρ2 + (1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))2(cos(ϕ) − ∂ϕ

∂ρ
ρ sin(ϕ))

](6.61)6.4.2.4 Etude des intégralesOn veut don aluler la limite quand p→ +∞ de
∫ lΓ

0

∫ 1
p

0

1

||
−→̃
N LG||

[

β(s, ρ)up(ρ) + α(s, ρ)
∂up

∂ρ
(ρ)

]

dsdρ� La fontion ϕ est C1 en (s, ρ). On en déduit don que β(s,ρ)up

||
−−−→
ÑLG||

est majoréesur Wp
LG indépendamment de p par un Mβ > 0, on en déduit par (6.39)que :
∫ lΓ

0

∫ 1
p

0

β(s, ρ)up(ρ)dsdρ ≤ Mβ
lΓ

p
→ 0 quand p→ +∞� Nous allons faire une intégration par partie en la variable ρ sur la partie en

dup

dρ
.

−
∫ lΓ

0

∫ 1
p

0

∂

∂ρ




1

||
−→̃
N LG||

α(s, ρ)



up(s, ρ, ϕ(s, ρ))dsdρ+

∫ lΓ

0

[α(s, ρ)up(s, ρ, ϕ)]
1
p

0 ds



6.5 Le terme életrostatique 189Comme ϕ est C2, par le même raisonnement que pour la partie en up, ononlut que la limite du premier terme intégral quand p tend vers +∞ estnulle.Quant au terme qui subsiste, ∫ lΓ
0

[α(s, ρ)up(ρ)]
1
p

0 ds, omme
[α(s, ρ)up(ρ)]

1
p

0 = −α(s, 0)up(0) = −1

e
cos(ϕ(s, 0))v(s)il reste : ∫ lΓ

0

[α(s, ρ)up(ρ)]
1
p

0 = −
∫ lΓ

0

1

e
cos(ϕ(s, 0))v(s)dsConlusion

lim
p→+∞

DJLG(Ω).Up = −
∫ lΓ

0

1

e
cos(ϕ(s, 0))v(s)ds (6.62)Nous allons maintenant nous intéresser au terme életrostatique, qui, ommepour le as 3D axisymétrique demande une étude préliminaire sur la régularitéde φΩ6.5 Le terme életrostatiqueLe terme volumique qui intervient est donné par

−δ
2

∫

Ω

ε||∇φΩ||2div(Up)dΩ +
δ

2

∫

Ω

ε
(
(tDUp +DUp)∇φΩ

� ∇φΩ
)
dΩ (6.63)Nous allons traiter le premier terme qui intervient dans l'intégrale, le seondse traite de la même façon.Nous sommes amenés omme dans le as axisymétrique à omparer le om-portement de div(Up) ave elui de ||∇φΩ|| tous les deux singuliers au niveaude la ligne triple. Il nous faut don ommener par étudier le omportement dupotentiel au voisinage de la ligne triple.6.5.1 Etude du potentiel6.5.1.1 Etude de la régularité du potentielDans [Bou97℄, on trouve une amélioration du résultat dû à K.Lemrabet [Lem78℄qui nous donne la déomposition du potentiel en une partie singulière et une par-tie régulière dans le as d'un problème de transmission 3D. On se plae dans lemême système de oordonnées (s, ρ, ϕ) qui existent au voisinage Vρ̃0 du pointtriple.



190 Chapitre 6 : Etude théorique de l'angle en dimension 3Théorème 6.5.1 [Bou97℄ Il existe dans Vρ̃0 une unique fontion c ∈ C∞(0, lΓ)telle que pour i ∈ {G, S} :
ϕω

i − cSi ∈ H2(ωi)ave
SG(s, ρ, ϕ) =

εS

cos(ν(s)(π − θ(s)))
ρν(s) sin(ν(s)(ϕ−(π−θ(s))))η(s, ρ), ϕ ∈]0, π−θ(s)[

SS(s, ρ, ϕ) =
εG

cos(ν(s)π)
ρν(s) sin(ν(s)(ϕ+ π))η(s, ρ), ϕ ∈] − π, 0[où :

η est une fontion ontinue à support ompat, telle que η ≡ 1 dans un voisi-nage du point A(s) de oordonnées γ(s) et nulle hors d'un erle (du plan P(s))entré en A(s).
ν(s) est l'unique solution dans ]0, 1[ de l'équation

εS tan(ν(s)(π − θ(s))) = −εG tan(ν(s)π).En faisant une étude de ette équation, on peut montrer que ν(s) ∈]
1

2
, 1[.On onnaît don l'expression expliite de la singularité.Dans la suite, on abandonne par mesure de larté les indies G et S (les alulsse mènent exatement de la même façon dans les deux as).On notera :- a(s) = π − θ(s) dans ΩG, a(s) = −π dans ΩS- b(s) =

ε

cos(ν(s)a(s))
pour s ∈ [0, lΓ]- S(s, ρ, ϕ) = b(s)ρν(s) sin(ν(s)(ϕ− a(s))) dans ΩComme la surfae ΓLG est supposée C2 (au moins au voisinage du point triple),on déduit que θ, a, b sont réguliers sur [0, lΓ] . Dans la suite nous aurons besoind'exprimer les dérivées partielles et le gradient de la fontion cS.On donne es expressions dans le paragraphe suivant.



6.5 Le terme életrostatique 1916.5.1.2 Expression du gradient de cSOn utilise les expressions (6.13), (6.14), (6.15) obtenues en setion 6.2.2det(Dχ)
∂cS

∂x
(χ(s, ρ, ϕ)) = −∂cS

∂s
ργ′x(s) −

∂cS

∂ρ
ρ cos(ϕ)(γ′y(s) − ρ cos(ϕ)γ′′x(s))

+
∂cS

∂ϕ
sin(ϕ)(γ′y(s) − ρ cos(ϕ)γ′′x(s)) (6.64)det(Dχ)

∂cS

∂y
(χ(s, ρ, ϕ)) = −∂cS

∂s
ργ′y(s) +

∂cS

∂ρ
ρ cos(ϕ)(γ′x(s) + ρ cos(ϕ)γ′′y (s))

− ∂cS

∂ϕ
sin(ϕ)(γ′x(s) + ρ cos(ϕ)γ′′y (s)) (6.65)det(Dχ)

∂cS

∂z
(χ(s, ρ, ϕ)) = −∂cS

∂ρ
ρ sin(ϕ)(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))
− ∂cS

∂ϕ
cos(ϕ)(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′)) (6.66)En ombinant es trois expressions, et en n'utilisant que les propriétés oner-nant la norme de γ′, l'orthogonalité des veteurs γ′ et γ′′ et l'expression dedet(γ′, γ′′) = ±||γ′′||, on trouve l'expression suivante pour la norme du gradientdans les oordonnées (s, ρ, ϕ) :

||∇cS||2 =
1det(Dχ)2

[(
∂cS

∂s

)2

ρ2 +

(
∂cS

∂ρ

)2

ρ2(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))2

+

(
∂cS

∂ϕ

)2

(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))2

]

||∇cS||2 =
1

(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))2

(
∂cS

∂s

)2

+

(
∂cS

∂ρ

)2

+
1

ρ2

(
∂cS

∂ϕ

)2On a
∂S

∂s
= ρν(s) [(b′(s) + ln(ρ)b(s)ν ′(s)) sin(ν(s)(ϕ− a(s)))

+b(s)(−ν(s)a′(s) + ν ′(s)(ϕ− a(s))) cos(ν(s)(ϕ− a(s)))]

= ρν(s)−1 [(ρb′(s) + b(s)ν ′(s)ρ ln(ρ)) sin(ν(s)(ϕ− a(s)))

+ρb(s)(−ν(s)a′(s) + ν ′(s)(ϕ− a(s))) cos(ν(s)(ϕ− a(s)))]

= ρν(s)−1h(s, ρ, ϕ) (6.67)



192 Chapitre 6 : Etude théorique de l'angle en dimension 3Ave h ontinue et telle que limρ→0 h(s, ρ, ϕ) = 0 uniformément par rapport à
(s, ϕ).De même

∂S

∂ρ
= b(s)ν(s)ρν(s)−1 sin(ν(s)(ϕ− a(s))) (6.68)En�n

∂S

∂ϕ
= b(s)ν(s)ρν(s) cos(ν(s)(ϕ− a(s))) (6.69)On a 
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En expliitant haque terme on trouve que :

||∇cS||2 =
c′(s)2S2

(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))2
+

c(s)2

(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))2
ρ2ν(s)−2h(s, ρ, ϕ)2

+
2c(s)c′(s)

(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))2
ρν(s)−1h(s, ρ, ϕ)S + c(s)2b(s)2ν(s)2ρ2ν(s)−2 (6.70)Et don

||∇cS||2 = ρ2ν(s)−2k(s, ρ, ϕ) (6.71)où
k(s, ρ, ϕ) =

ρ2c′(s)2b(s)2 sin2(ν(s)(ϕ− a(s)))

(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))2
+

c(s)2

(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))2
h(s, ρ, ϕ)2

+
2c(s)c′(s)

(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))2
ρh(s, ρ, ϕ)b(s) sin(ν(s)(ϕ− a(s))) + c(s)2b(s)2ν(s)2(6.72)Des propriétés préédentes on déduit que k(s, ρ, ϕ) est majorée uniformément sur

V 1
p
indépendamment de p. Notons

Mk = max
Vρ̃0

k(s, ρ, ϕ). Cette étude préliminaire faite, nous pouvons étudier le terme DJelec(Ω).Up.



6.5 Le terme életrostatique 1936.5.2 Etude de la ontribution életrostatique(6.63) page 189 est la somme de deux termes :
−δ

2

∫

Ω

ε||∇φΩ||2div(Up)dΩ (6.73)et
δ

2

∫

Ω

ε
(
(tDUp +DUp)∇φΩ

� ∇φΩ
)
dΩ. (6.74)Nous n'allons traiter en détail que le terme (6.73). Le terme (6.74) se traiteexatement de la même façon ar il est du même ordre (omme dans le asaxisymétrique).Dans (6.73) on fait apparaître une somme de deux termes. L'un présente upen fateur, l'autre dup

dρ
.On peut ainsi érire :

∫

Ω

ε||∇φΩ||2div(Up)dΩ =

∫ lΓ

0

∫ 1
p

0

∫ ϕ(s,ρ)

−π

ε

(

up(ρ)l(s, ρ, ϕ) +
dup

dρ
(ρ)m(s, ρ, ϕ)

)

dsdρdϕ(6.75)où l et m sont obtenus grâe à l'expression de div(Up) (6.37) et l'expression dedet(Dχ) (6.10).6.5.2.1 Terme en fateur de upCe terme est donné par :
∫ lΓ

0

∫ 1
p

0

∫ ϕ(s,ρ)

−π

εup(ρ)

(

||∇φΩ||2v(s) det(γ′, γ′′)
(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))ρ(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))) dsdρdϕ(6.76)

φΩ estH1(Ω), up est majorée par 1 et on peut majorer det(γ′, γ′′)
(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))indépendamment de p. On e�etue don le même raisonnement que dans le asaxisymétrique et on applique le théorème de onvergene dominée de Lebesguepour onlure sur la onvergene de e terme vers 0 lorsque p tend vers +∞.6.5.2.2 Terme en fateur de dup

dρCe terme est donné par :
∫

V 1
p
∩Ω

ε
dup

dρ
(ρ)||∇φΩ||2v(s)cos(ϕ)det(Dχ)dsdρdϕ (6.77)
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p
∩Ω, et pour p assez grand : φΩ = φΩ

R+c(s)S(s, ρ, ϕ),où S vaut SS ou SG suivant que l'on se trouve dans Ω = ΩS ou ΩG.On peut don érire :
∫

V 1
p
∩Ω

ε
dup

dρ
(ρ)||∇φΩ||2v(s) cos(ϕ)det(Dχ)dsdρdϕ

≤ 2

∫

V 1
p
∩Ω

ε
dup

dρ
(ρ)
(
||∇φΩ

R||2 + ||∇c(s)S||2
)
v(s) cos(ϕ)det(Dχ)dsdρdϕ (6.78)1. Traitons la partie "régulière".

∫

V 1
p
∩Ω

ε
dup

dρ
(ρ)||∇φΩ

R||2v(s) cos(ϕ)det(Dχ)dsdρdϕOn sait que φΩ
R ∈ H2(Ωi) pour i ∈ {G, S}.Comme dans le as axisymétrique, en utilisant l'injetion de SobolevH1(Ωi) ⊂

L5(Ωi) et la majoration (6.38), on en déduit :
∫

V 1
p
∩Ωi

ε
dup

dρ
(ρ)||∇φΩ

R||2v(s) cos(ϕ)det(Dχ)dsdρdϕ

≤ Cp

∫

V 1
p
∩Ωi

||∇φΩ
R||2dΩ

= Cp

∫

Ωi

χVp
︸︷︷︸

L
5
3 (Ωi)

||∇φΩ
R||2

︸ ︷︷ ︸

L
5
2 (Ωi)

dΩ

≤ Cpmes(Vp)
3
5 ||∇φΩ

R||L5(Ωi) (6.79)ave C onstante stritement positive.D'où on déduit
∫

V 1
p
∩Ωi

ε
dup

dρ
(ρ)||∇φΩ

R||2v(s) cos(ϕ)det(Dχ)dsdρdϕ→ 0 quand p→ +∞Et don
∫

V 1
p
∩Ω

ε
dup

dρ
(ρ)||∇φΩ

R||2v(s) cos(ϕ)det(Dχ)dsdρdϕ→ 0 quand p→ +∞(6.80)



6.5 Le terme életrostatique 1952. Reste le terme "singulier".
∫

V 1
p
∩Ω

ε
dup

dρ
(ρ)
(
||∇c(s)S||2

)
v(s) cos(ϕ)det(Dχ)dsdρdϕOn peut faire indi�éremment le même raisonnement sur ΩG et ΩG. Ainsi danse qui suit nous nous abstiendrons de mentionner les indies i = G, S. On doitétudier le terme

∫ lΓ

0

∫ 1
p

0

∫ ϕ(s,ρ)

−π

ε||∇c(s)S||2du
p

dρ
(ρ)v(s) cos(ϕ)ρ(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))dsdρdϕDe l'expression de S donnée en (6.71) et de la majoration (6.38), on déduit :

∣
∣
∣
∣
∣

∫ lΓ

0

∫ 1
p

0

∫ ϕ(s,ρ)

−π

ε||∇c(s)S||2du
p

dρ
(ρ)v(s) cos(ϕ)ρ(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))dsdρdϕ∣∣∣∣

∣

≤ Cp

∫ lΓ

0

∫ 1
p

0

∫ ϕ(s,ρ)

−π

ρ2ν(s)−2 |k(s, ρ, ϕ)| v(s) cos(ϕ)ρ(1+ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′))dsdρdϕ(6.81)On sait que k, v, cos(ϕ), et det(γ′, γ′′) sont bornés indépendamment de p sur leompat onsidéré. Notons alors M e majorant. On obtient
∣
∣
∣
∣
∣

∫ lΓ

0

∫ 1
p

0

∫ ϕ(s,ρ)

−π

ε||∇c(s)S||2du
p

dρ
(ρ)v(s) cos(ϕ)ρ(1 + ρ cos(ϕ)det(γ′, γ′′)dsdρdϕ∣∣∣∣

∣

≤ MCp

∫ lΓ

0

∫ 1
p

0

∫ ϕ(s,ρ)

−π

ρ2ν(s)−2ρdsdρdϕ

≤ 2πMCp

∫ lΓ

0

[
ρ2ν(s)

] 1
p

0
ds

≤ 2πMC

∫ lΓ

0

p1−2ν(s)ds (6.82)On onlut par le théorème de onvergene dominée que e terme tend vers 0lorsque p tend vers +∞ puisque 1

2
< ν(s) < 1, ∀s ∈ [0, lΓ].Par des raisonnements analogues, on trouve que (6.74) donne lui aussi uneontribution nulle.En onlusion,

lim
p→∞

DJelec(Ω).Up = 0 (6.83)
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lim

p→+∞
DC(Ω).Up = 0 (6.84)et

lim
p→+∞

DJgrav(Ω).Up = 0. (6.85)L'étude de es deux termes présentant des raisonnement analogues à eux déjàe�etués ne présentent auune di�ulté et ne seront don pas détaillés.6.5.3 RésuméEn rassemblant les di�érentes ontributions obtenues en (6.45), (6.62), (6.83),(6.84), (6.85), on obtient pour tout v C1 sur [0, lΓ] :
−1

e
µ

∫ lΓ

0

v(s)ds =

∫ lΓ

0

1

e
cos(θ(s))v(s)dsD'où

cos(θ(s)) = −µ (6.86)Ce qui signi�e que l'angle est indépendant du potentiel appliqué.6.6 Une généralisation à des oe�ients de ten-sion super�ielle non onstantsJusqu'à maintenant, on a supposé que les oe�ients de tension de surfaeétaient onstants. En réalité, il peut arriver que eux-i dépendent du point dela surfae où l'on se trouve. Nous allons essayer de généraliser e que nous avonsérit pour le as onstant au as de oe�ients non onstants. Plus préisément,on va supposer que les oe�ients de tension de surfae sont C1 sur la surfae.On va travailler ave le lagrangien non normalisé pour bien faire apparaîtreles quantités qui étaient onstantes dans le as préédent et qui maintenant ne lesont plus. L'expression de l'énergie devient alors :
L(Ω, λ) = ρg

∫

ΩL

zdΩ −
∫

ΓLG

σLGdσ +

∫

ΓLS

(σLS − σGS)dσ − 1

2

∫

Ω

ε||∇φΩ||2dΩNous allons donner les expressions des di�érentes di�érentielles. Les seules dif-férentielles qui hangent sont elles onernant les intégrales de surfae, où lestensions de surfae apparaissent. En utilisant les formules de [MS76℄ on obtient :
DJgrav(Ω).U = ρg

∫

Ω

UzdΩ + ρg

∫

Ω

zdiv(U)dΩ
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DC(Ω).U =

∫

Ω

div(U)dΩ

DJLG(Ω).U =

∫

ΓLG

(grad(σLG) � U) dσ+

∫

ΓLG

σLGdiv(U)dσ−
∫

ΓLG

σLG

(−−→
NLG �

t DU
−−→
NLG

)

dσ

DJLS(Ω).U =

∫

ΓLS

(grad(σLS − σGS) � U) dσ +

∫

ΓLS

(σLS − σGS)div(U)

−
∫

ΓLS

(σLS − σGS)
(−−→
NLS �

t DU
−−→
NLS

)

dσ

DJelec(Ω).U = −1

2

∫

Ω

ε||∇φΩ||2div(U)dΩ +
1

2

∫

Ω

ε
(
(tDU +DU)∇φΩ

� ∇φΩ
)
dΩLa seule di�érene réside don dans une étude supplémentaire des termes quiapparaissent. On renontre deux types de termes "nouveaux" :� ∫

ΓLG

(grad(σLG) � U) dσIl nous faut regarder la limite quand p→ ∞ de ∫
ΓLG

(grad(σLG) � Up) dσ Siles tensions de surfaes sont supposées C1 sur la surfae, alors dans e as,on obtient ave les mêmes raisonnements que préédemment que la limited'un tel terme est nulle.Il su�t en e�et de prouver que ∫
ΓLG

|Up|dσ → 0 lorsque p → +∞. Or enreprenant les notations de la setion 6.4, on a : ∫
ΓLG

|Up|dσ ≤ mes(Wp
LG) →

0 lorsque p→ +∞.� ∫
ΓLG

σLGdiv(U)dσCes termes peuvent se traiter de la même façon que pour l'étude du asonstant, ela ne rajoute pas de di�ulté, ils sont intégrés dans les termesétudiés.On va don retrouver la même onlusion que dans le as de oe�ientsonstants :L'angle de ontat (dé�ni omme en dé�nition 6.2.1) est indépendant du po-tentiel φ0 appliqué. Il est donné par la relation :
cos(θ(s)) = −σLS(γ(s)) − σGS(γ(s))

σLG(γ(s))



198 Chapitre 6 : Etude théorique de l'angle en dimension 36.7 ConlusionNous avons établi dans e hapitre une généralisation de la méthode utiliséedans le hapitre 2 pour obtenir un résultat d'invariane de l'angle de ontat parrapport au potentiel életrostatique appliqué en 3D. Ce résultat repose sur laonnaissane de la régularité du potentiel.En�n nous avons établi un résultat plus fort onernant l'angle de ontatpour une forme de goutte dont les oe�ients de tension de surfae sont autorisésà varier de façon régulière sur les surfaes onsidérées. L'angle de ontat n'estdans e as plus onstant, mais varie du seul fait de la variation des oe�ientsde tension de surfae et non du potentiel életrostatique.Dans l'optique d'une nouvelle simulation numérique omplètement tridimen-sionnelle, nous pouvons envisager de généraliser le modèle loal établit préédem-ment. Nous serons alors amenés à résoudre une équations aux dérivées partiellesdonnant la forme de la surfae de la goutte.



ConlusionL'objetif de notre travail a été d'étudier plus préisément l'életromouillageà la suite de di�érents travaux mathématiques ([Bou97, CWB03℄) et physiques([BHM03℄) e�etués auparavant. Nous nous sommes ainsi essentiellement onen-trés sur e qui se passe au niveau du point triple.Nous avons démontré mathématiquement pour le modèle utilisé que l'anglede ontat à la ligne triple est indépendant du potentiel appliqué aussi bien pourdes formes axisymétriques que pour des formes 3D quelonques. Dans le as 3D,l'angle ne dépend que de l'absisse urviligne le long de la ligne triple. Dans lesdeux as, la démonstration a reposé sur la onnaissane expliite de la singularitédu potentiel életrostatique au voisinage du point triple.Dans le as d'une géométrie axisymétrique, ave omme point de départ leode établi lors de travaux antérieurs ([CWB03, MW05℄), nous avons alors simulé,à potentiel donné, la forme de la goutte de façon marosopique. Nous avonsomparé les résultats numériques à l'approximation ondensateur plan et avonsretrouvé les onlusions de M. Bienia en e qui onerne l'explosion de la ourburede la goutte au voisinage du point triple ([Bie05, BHM03℄).Dans l'idée de visualiser la forme de goutte et l'angle de ontat (théorique-ment onstant) de façon plus loale, nous avons tout d'abord amélioré le alul dupotentiel életrostatique, singulier à la ligne triple. Une approhe éléments �nislassique et un traitement diret de la singularité et la Méthode du ComplémentSingulier ([CH03℄) ont été implémentés et omparés pour le problème d'életro-mouillage. En analysant les résultats numériques obtenus, nous avons onlu à lanéessité du traitement de la singularité, mais aussi à son insu�sane.Nous avons alors agi sur le modèle lui même et avons onstruit un modèle deorretion loale de la forme de goutte au voisinage du point triple. Un algorithmede résolution a été proposé. Son étude théorique a porté sur sa onstrutibilité.L'étude du problème ouplé et la onvergene restent des problèmes ouverts.Numériquement nous avons pu visualiser la orretion e�etuée sur les formesde goutte, et fait essentiel, nous avons visualisé l'invariane de l'angle de ontatave une bonne préision.



200 ConlusionNous n'avons ependant pas visualisé le phénomène de saturation qui n'estdon pas le fait de la divergene du hamp au voisinage du point triple. Sa visua-lisation néessitera don la modi�ation physique du modèle.Pour poursuivre e travail dans e sens, il est possible de rajouter un terme deharge dans le seond membre de l'équation donnant le potentiel a�n de prendreen ompte l'émission de harges qui se produit à partir d'un ertain potentiel. Ceiserait adaptable à notre modèle atuel. Toute la di�ulté réside dans l'expressionde e terme, qui au vu des quelques disussions mathématio-physiiennes nesemble pas trivial.Il faudrait également envisager une simulation totalement 3D en intégrant laméthode de traitement de la singularité. L'adaptation du modèle loal pourraitmener à la résolution d'une équation aux dérivées partielles sur la forme de lagoutte ouplée ave le alul du potentiel. On pourrait aussi intégrer le as deoe�ients de tension super�ielle non onstants.On pourrait aussi imaginer prendre en ompte que la goutte n'est pas for-ément totalement ondutrie et qu'il peut se passer des reirulations dans lagoutte. C'est d'ailleurs e que ommene à étudier le laboratoire LETI de façonplus expérimentale. Nous avons également ommené, ave Patrik Ciarlet, à ex-plorer ette voie qui mène vraisemblablement également à un résultat d'invarianede l'angle de ontat par rapport au potentiel appliqué.En�n signalons un dernier aspet très rihe de l'étude de l'életromouillage : ilpourrait être intéressant de généraliser les méthodes développées et les résultatsobtenus au as d'une goutte dynamique.



Bibliographie[ACL03℄ F. Assous, P. Ciarlet.Jr et S. Labrunie � � Solutions of axi-symmetri Maxwell equations �,Math. Meth.Appl.Si. 26 (2003),p. 861�896.[ACLS03℄ F. Assous, P. Ciarlet.Jr, S. Labrunie et J. Segré � � Nu-merial solution to the time dependent Maxwell equations in axi-symmetri singular domains : the singular omplement method �,J. of Comp. Phys., 191 (2003), p. 147�176.[ACS98℄ F. Assous, P. Ciarlet.Jr et E. Sonnendruker � � Resolu-tion of the Maxwell equations in a domain with rentrant orners �,Math.Model.Numer.Anal 32 (1998), p. 359�389.[ACS00℄ F. Assous, P. Ciarlet.Jr et J. Segré � � Numerialsolution to the time dependant Maxwell equations in two-dimensional singular domains : the Singular Complement Me-thod �, J.Comput.Phys. 161 (2000), p. 218�249.[Ada06℄ K. Adamiak � � Capillary and eletrostati limitations to theontat angle in eletrowetting-on-dieletri �, Miro�uid Nano-�uid 2 (2006), p. 471�480.[BDM99℄ C. Bernardi, M. Dauge et Y. Maday � Spetral methodsfor axisymmetri domains, series in applied mathematis, elsevieréd., Gauthier-Villars, North Holland : Paris, Amsterdam, 1999.[Ber93℄ B. Berge � � Eletroapillarité et mouillage de �lms isolants parl'eau �, C.R.A.S., III(317) (1993), p. 157�163.[BHM03℄ J. Buehrle, S. Herminghaus et F. Mugele � � Inter-fae pro�les near three-phase ontat lines in eletri �elds �,Phys.Rev.Lett. 91 (2003), no. 8.[Bie05℄ M. Bienia � � Etude de déformation de goutte et de �lm mineinduite életriquement �, Thèse, Université Joseph Fourier, Gre-noble, 2005.[Bou97℄ S. Bouhereau � � Modélisation et simulation numérique del'eletro-mouillage �, Thèse, Université Joseph Fourier, 1997.



202 Bibliographie[BP00℄ B. Berge et J. Peseux � � Variable foal lens ontrolledby an external voltage : an appliation of eletrowetting �,Eur.Phys.J.E. 3 (2000), p. 159�163.[BVQM06℄ M. Bienia, M. Vallade, C. Quilliet et F. Mugele �� Eletrial-�eld-indued urvature inrease on a drop of ondu-ting liquid �, EuroPhys.Lett. 74 (2006), p. 103.[Car68℄ C. Caratheodory � Vorlesungen über reele funktionen, hard-over, troisième éd., AMS Chelsea, 1968.[CH03℄ P. Ciarlet.Jr. et J. He � � La Méthode du Complément Sin-gulier pour des problèmes salaires 2d �, C.R. Aad. Si. Paris,Ser. I 336 (2003), p. 353�358.[CWB03℄ P. Chow-Wing-Bom � Modélisation numérique d'une lentilleadaptative par optimisation de forme, Mémoire, Rapport de stagede master 2 sous la diretion de J.Monnier et P.Witomski, Uni-versité Joseph Fourier, Grenoble., 2003.[Dau88℄ M. Dauge � � Ellipti boundary value problems on orner do-mains �, vol. 1341, Leture Notes in Mathematis, Springer Ver-lag : Berlin, 1988.[dGBWQ02℄ P.-G. de Gennes, F. Brohard-Wyart et D. Quéré �Gouttes, bulles, perles et ondes, belin éd., 2002.[DP98℄ G. Demengel et J. Pouget �Modèles de Bézier, des B-splineset des NURBS, Ellipses éd., 1998.[FG82℄ M. Fortin et R. Glowinski � Méthodes de lagrangien aug-menté : Appliation à la résolution numérique de problèmes auxlimites, dunod éd., 1982.[Fil85℄ A. Filippov � Di�erential Equations with Disontinuous Righ-thand Sides, mathematis and its appliations, kluwer aademipublishers éd., 1985.[Fin86℄ R. Finn � Equilibrium apillary surfaes, grundlehren der ma-thematishen wissenshaften (284) springer éd., 1986.[Gri85℄ P. Grisvard � Ellipti problems in nonsmooth domains, Mono-graphs and Studies in Mathematis 24, Pitman éd., 1985.[Gri92℄ � , Singularities in boundary value problems, Masson, Springer-Verlag, RMA 22, éd., 1992.[He℄ F. Heht � � Freeware bamg (bidimensional anisotrope meshgenerator) �, http://pauilla.inria.fr/drom/prog/unix/bamg/fra.htm, INRIA.



Bibliographie 203[HF03℄ R. A. Hayesard et B. Feenstra � � Video speed eletronipaper based on eletrowetting. �, Nature 425 (2003), p. 383�385.[HP05℄ A. Henrot etM. Pierre � Variation et optimisation de formes,une analyse géométrique, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg éd.,2005.[Lem77℄ K. Lemrabet � � Régularité de la solution d'un problème detransmission �, J.Math. pures et appl. 56 (1977), p. 1�38.[Lem78℄ � , � An interfae problem in a domain of R3 �, J.MathematialAnalysis and its Appliations 63 (1978), p. 549�562.[Lip75℄ G. Lippmann � � Relations entre les phénomènes életriques etapillaires �, Thèse, Faulté des Sienes, 1875.[Liq℄ Liquavista � http://www.liquavista.om/.[MB05℄ F. Mugele et J. Baret � � Eletrowetting : from basis to ap-pliations �, J.Phys. : Condens. Matter 17 (2005), p. 705�774.[Mou84℄ M. Moussaoui � � Sur l'approximation des solutions du pro-blème de Dirihlet dans un ouvert ave oins �, p. 199�206, in :P.Grisvard, et al. (eds), Singularities and Construtive Methodfor their Treatment, vol. 1121, springer-verlag, éd., 1984.[MS76℄ F. Murat et J. Simon � Sur le ontr�le optimal par un do-maine géométrique, Université Pierre et Marie Curie (paris vi),Laboratoire d'Analyse Numérique éd., 1976.[MW05℄ J. Monnier et P. Witomski � � A shape inverse approahmodelling eletro-wetting �, 6th World Congress on Struturaland Multidisiplinary Optimization, WCSM06 (Rio de Janeiro)(J. Herskovits, S. Mazorhe et A. Canelas, éds.), ISSMO, May2005, p. 1�10.[MWCWBS05℄ J. Monnier, P. Witomski, P. Chow-Wing-Bom etC. Sheid � � Numerial modelling of eletrowetting by a shapeinverse approah �, en révision à SIAM (2005).[Ni00℄ S. Niaise � Analyse numérique et équations aux dérivées par-tielles : ours et problèmes résolus, paris, dunod éd., 2000.[Pap℄ http://www.ipr-helpdesk.org/newsletter/12/html/FR/patentOfTheMonth.html.[PB05℄ A. Papathanasiou et A. Boudouvis � � A manifestationof the onnetion between dieletri breakdown strength andontat angle saturation in eletrowetting �, Appl.Phys.Lett 86(2005), p. 164102.



204 Bibliographie[QB01℄ C. Quilliet et B. Berge � � Eletrowetting : a reent out-break �, Current opinion in Colloid and Interfae Siene 6(2001), p. 34�39.[RCHFS04℄ T. Roques-Caumes, R. A. Hayes, B. Feenstra etL. Shlangen � � Liquid behavior inside a re�etive displaypixel based on eletrowetting �, Journal of Applied Physis 95(8)(2004), p. 4389�4396.[RDO98℄ E. Ramis, C. Deshamps et J. Odoux � Cours de mathéma-tiques, 5. appliations de l'analyse à la géométrie, dunod, pariséd., 1998.[RK℄ Runge-Kutta-4 � http://web.ujf-grenoble.fr/PHY/COURS/MIA/RungeKutta/.[Sim91℄ J. Simon � Di�ereniaion de problemas de ontorno respetodel domino, universidad de sevilla faultad de matematias de-partemento de analisis matematio éd., 1991.[Son98℄ E. D. Sontag � Mathematial ontrol theory : Deterministi�nite dimensional systems., seond edition, springer, new york,series : textbooks in applied mathematis, number 6. hardoveréd., 1998.[SRE℄ P. Saramito, N. Roquet et J. Etienne � � Freewarerheolef �, http://ljk.imag.fr/membres/Pierre.Saramito/rheolef/, LJK.[VP99℄ H. Verheijen et M. Prins � � Reversible eletrowetting andtrapping of harge : model and experiments �, Langmuir 15(1999), p. 6616.[VVB99℄ M. Vallet, M. Vallade et B. Berge � � Limiting phenomenafor the spreading of water on polymer �lms by eletrowetting �,Eur.Phys.J.B 11 (1999), p. 583.



Table des �gures1 Di�érentes situations de mouillage : plastique, �eur, feuille . . . . 92 Surfae hydrophobe (gauhe)/hydrophile (droite) . . . . . . . . . 103 Expériene d'életromouillage : Une goutte d'eau est plaée dansl'air sur une surfae isolante. Une tension est appliquée au sys-tème entre la goutte et une ontre-életrode métallique plaée sousl'isolant. La goutte s'érase sous le fait du hamp életrostatique. 104 Lentilles liquides ommerialisées par Variopti, http ://www.variopti.om. 115 Transport d'un embryon de poisson par életromouillage (UCLAhttp ://www.hem.ula.edu/dept/Organi/Garrell/researh ultra-large style1.html) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126 Gauhe : Prinipe de l'expériene d'életromouillage,Droite : Photod'expériene, image : http ://mtg.tnw.utwente.nl/researh/miro/ 121.1 Mouillage d'une goutte sur un solide ; angle de ontat . . . . . . 161.2 Expériene d'életromouillage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181.3 Domaine 3D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212.1 Domaine 2D issu du domaine 3D axisymétrique . . . . . . . . . . 322.2 Cas du polygone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 372.3 Domaine onsidéré dans le as d'un problème de transmission . . 392.4 Domaine 2D engendrant le domaine 3D axisymétrique . . . . . . . 422.5 Coordonnées polaires entrées au point triple. . . . . . . . . . . . 442.6 Coordonnées polaires entrées en A . . . . . . . . . . . . . . . . . 553.1 Les fontions de base linéaires par moreaux . . . . . . . . . . . . 643.2 Approximation de la frontière γLG . . . . . . . . . . . . . . . . . . 643.3 Résumé du proédé d'optimisation . . . . . . . . . . . . . . . . . 693.4 Gauhe : Forme initiale orrespondant à une droite, Droite : Formeinitiale orrespondant à un arré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 743.5 Forme onvergée obtenue dans les deux as . . . . . . . . . . . . . 743.6 Approximation ondensateur plan . . . . . . . . . . . . . . . . . . 753.7 Gauhe, Forme et maillage pour φ0 = 400 V ; Droite, Zoom près de laligne de mouillage. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76



206 Table des �gures3.8 Forme de goutte pour di�érentes valeurs de φ0. A droite : zoom auniveau du point triple. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 773.9 Evolution de la forme de goutte en fontion du potentiel pour unangle de Young de 60◦ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 773.10 Evolution de la forme de goutte en fontion du potentiel pour unangle de Young de 120◦ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 783.11 Angle de ontat. Valeurs numériques et valeurs de l'angle donnéespar l'approximation de Lippmann.Gauhe. Ave NPC = 15 pointsDroite. Ave NPC = 50 points . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 783.12 Forme de goutte omparée à l'approximation ondensateur plan pour
φ0 = 800 V . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 803.13 Exemple : φ0 = 800V. Valeurs numériques de la ourbure pour 15, 30et 50 points . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 813.14 Courbure de la goutte pour quelques valeurs de φ0 ave 50 points deontr�le . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 823.15 Le domaine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 893.16 Les oordonnées polaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 944.1 Paramétrage du domaine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1084.2 Surfae élémentaire dS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1094.3 Fores apillaires agissant sur ⌢

AD et ⌢

BC . . . . . . . . . . . . . . 1104.4 Coupe dans le plan P1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1104.5 Domaine axisymétrique 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1164.6 Paramétrage du domaine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1284.7 Prinipe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1294.8 Prinipe de l'algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1334.9 Régularité de la fontion ϕn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1435.1 Résumé du prinipe de l'algorithme à potentiel φ0 donné . . . . . 1485.2 t0 donne la taille de la boîte dans laquelle on applique le modèleloal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1495.3 hoix pour l'angle de départ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1535.4 Gauhe, Pour un angle de départ égal à l'angle préédent ;Droite,Pour un angle de départ égal à l'angle suivant . . . . . . . . . . . 1545.5 Pour un angle de départ égal à l'angle moitié . . . . . . . . . . . . 1545.6 Gauhe, Pour un angle de départ égal à l'angle préédent ;Droite,Pour un angle de départ égal à l'angle suivant . . . . . . . . . . . 1555.7 Pour un angle de départ égal à l'angle moitié . . . . . . . . . . . . 1555.8 Zoom mettant en avant le dérohage au niveau du point triple. . 1565.9 Gauhe, Pour un point de départ aux 10ième et 30ième point deontr�le ;Droite, Zoom. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156



Table des �gures 2075.10 Evolution de la forme de goutte au voisinage du point triple pourun potentiel de 500V et un angle de Young de 90◦. . . . . . . . . . 1585.11 Courbure numérique en haque point pour di�érentes valeurs dupotentiel et un angle de Young de 90◦. . . . . . . . . . . . . . . . 1595.12 Comparaison de la ourbure numérique en haque point pour unpotentiel de 500V et un angle de Young de 90◦. . . . . . . . . . . 1605.13 Valeur numérique de l'angle de ontat omparé à la valeur del'angle donné par l'approximation de Lippmann . . . . . . . . . . 1625.14 Valeur numérique de l'angle de ontat omparé à la valeur del'angle donné par l'approximation de Lippmann . . . . . . . . . . 1635.15 Valeur numérique de l'angle de ontat omparé à la valeur del'angle donné par l'approximation de Lippmann . . . . . . . . . . 1645.16 Distane de visualisation d'un angle de 85◦ en fontion du potentielappliqué . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1675.17 Angle de la pente de la tangente en haque point . . . . . . . . . 1675.18 osinus de l'angle en fontion de la distane pour plusieurs valeursde potentiel ; pour un angle de Young de 90◦ . . . . . . . . . . . . 1685.19 osinus de l'angle en fontion de la distane pour plusieurs valeursde potentiel ; pour un angle de Young de 60◦. De bas en haut :potentiel roissant à partir de 100V et tous les 100V . . . . . . . . 1685.20 Interpolation de la partie linéaire de la ourbe du osinus de l'angle
θ en fontion de la distane à l'axe r . . . . . . . . . . . . . . . . 1696.1 Notations dans le as 3D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1726.2 Coupe dans le plan Ps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1746.3 s �xé. Coupe dans le plan Ps de la surfae ΓLG . . . . . . . . . . 183







RésuméNous étudions la déformation d'une goutte d'eau par életromouillage. Lagéométrie de la goutte près de la ligne de ontat, au oeur de la ompréhensionomplète du phénomène, soulève enore des interrogations. Ce travail y apportedes réponses théoriques et numériques. Un modèle utilisant l'optimisation deforme nous permet de montrer que l'angle de ontat est indépendant du poten-tiel appliqué. Pour permettre une visualisation, nous simulons numériquementles formes marosopiques de gouttes grâe à un ode existant. Cei étant insuf-�sant pour visualiser e qui se passe à la ligne de ontat, nous proposons deuxvoies. Nous améliorons l'approximation de la singularité du potentiel à la lignede ontat. Puis vu le aratère loal de l'information reherhée, nous modi-�ons le modèle global et extrayons un modèle di�érentiel loal pour préiser lesformes de gouttes à potentiel donné, e�etuer un alul préis de ourbure, eten�n visualiser l'invariane de l'angle de ontat.Mots lefs : Eletromouillage, Optimisation de forme, Singularités dans desouverts à oins, Traitement des singularités, Calul variationnelAbstratWe study the deformation of a droplet by eletrowetting. The geometry ofthe drop near the three phase ontat line, essential to fully understand thephenomenon, raises questions. This work gives some theoretial and numerialanswers. With a shape optimization model we prove that the ontat angle isindependent of the applied potential. Numerially, thanks to an existing ode,we give the marosopi shape of the drop. As it is inadequate to visualize whathappens near the ontat line, we follow two main ideas. First we improve theapproximation of the singularity of the potential near the ontat line (singularomplement method). As we want to visualize a loal e�et, we modify the globalmodel and extrat a new di�erential loal model. It allows us to make preisethe shape of the drop at a given potential near the ontat line. We give preisealulus of the urvature and observe the invariane of the ontat angle.


