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3 Formalisme réactif des collisions atome-diatome 27
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.2 Dynamique en coordonnées de Jacobi pondérées . . . . . . . . . . . . 28
3.3 Dynamique en coordonnées de Delves–Fock . . . . . . . . . . . . . . . 35
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6.1 Structure électronique et interactions. Surface d’énergie potentielle de
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B Pseudo–Harmoniques Hypersphériques 177
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Chapitre 1

Introduction

Nous présentons dans ce chapitre introductif le contexte actuel de la physique à
ultra-basse énergie.

1.1 Contexte expérimental

Depuis quelques années, la physique à ultra-basse énergie est en plein essor. Les
techniques expérimentales de refroidissement se sont considérablement améliorées
rendant accessible des domaines de températures inférieures à 1 mK (domaine ultra-
froid).

1.1.1 Atomes

Refroidissement des atomes

Refroidissement laser Le refroidissement des atomes a été obtenu en utilisant
les interactions de la matière avec la lumière et notamment avec des faisceaux laser.
Les températures atteintes sont de l’ordre du µK [1, 2, 3].

Refroidissement évaporatif Il n’y a pas de dissipation dans le piège magné-
tique où sont confinés les atomes. L’énergie des atomes est donc conservée et la
température ne peut pas diminuer. Pour atteindre la température de condensation,
le refroidissement évaporatif est utilisé [4, 5]. A l’équilibre, on a une distribution de
l’énergie cinétique des atomes. Le refroidissement évaporatif consiste à évacuer les
atomes les plus chauds de cette distribution c’est-à-dire de plus grande énergie. Les
atomes restants ont une énergie cinétique moyenne plus faible diminuant ainsi la
température du milieu. Le prix à payer est une diminution du nombre d’atomes pié-
gés mais cela permet d’atteindre la température de condensation. Pour éliminer les
atomes “chauds”, une onde radio-fréquence est utilisée, qui, bien choisie, permet de
changer l’orientation du moment magnétique de l’atome d’énergie voulue (les atomes
“chauds”). Ces atomes sont donc expulsés du piège magnétique et les autres peuvent
se rethermaliser par collisions. Ce processus est répété jusqu’à la température de
condensation souhaitée de l’ordre de 1 nK.
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Condensats de Bose–Einstein atomiques

En mécanique quantique, on distingue deux types de particules dans l’Univers. Celles
dont le spin total est entier sont appelées bosons et celle dont le spin total est demi-
entier sont appelées fermions. Suivant leur spin, elles obéissent à deux statistiques
différentes : la statistique de Bose–Einstein pour les bosons et la statistique de
Fermi-Dirac pour les fermions.
En 1924, Bose et Einstein [6, 7] prédisent un étrange comportement quand un gaz
de bosons identiques est refroidi. Si on abaisse sa température en dessous d’une
certaine température critique TC , une fraction des atomes se retrouve dans l’état
quantique fondamental du piège où se situe le gaz. On parle alors de condensation
de Bose–Einstein.
Grâce aux techniques de refroidissement présentées auparavant, les premiers conden-
sats de Bose–Einstein (CBE) atomiques ont été observés en 1995 pour des atomes
de rubidium [8], de sodium [9] et de lithium [10]. Depuis tous les alcalins ont été
condensés. L’atome de sodium a même été refroidi à une température de 450 pK [11].

Gaz de Fermi dégénéré

Le comportement des fermions à ultra-basse température est complètement diffé-
rent de celui des bosons car ils obéissent à des statistiques différentes. On peut
penser utiliser la technique du refroidissement évaporatif pour obtenir un gaz de
Fermi dégénéré. Malheureusement, lors d’une collision binaire entre deux fermions,
les collisions dans l’onde s (l = 0) sont interdites à cause du principe d’exclusion de
Pauli qui empêche deux fermions de se trouver au même endroit dans le même état
quantique. Les collisions élastiques ne sont donc pas efficaces. Pour que le refroidis-
sement évaporatif fonctionne, les expérimentateurs utilisent un gaz mixte d’isotopes
fermioniques dans deux états de spin différents [12, 13, 14]. L’isotope non désiré est
ensuite évacué à la fin du refroidissement.

1.1.2 Molécules

Après le succès des expériences concernant les atomes, les expérimentateurs ont
voulu s’intéresser aux molécules. Les techniques de refroidissement concernant les
atomes ne sont plus applicables aux molécules à cause de la trop grande complexité
de leurs états internes. En plus des degrés de liberté électronique et de translation,
une molécule possède des degrés de liberté de vibration et de rotation. Il faudrait
autant de lasers que de transitions rovibrationnelles possibles de la molécule. Des
techniques alternatives ont été proposées.

Refroidissement des molécules

Jusqu’en 1998, les molécules froides étaient formées grâce à des jets supersoniques
ou dans des gouttes d’hélium (nanodroplets). Les températures atteintes étaient de
l’ordre de 1 K. Pour descendre aux basses (1 mK < T < 1 K) et aux ultra-basses
températures ( T < 1 mK), plusieurs techniques ont été utilisées.
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Refroidissement par un gaz tampon (“buffer gaz cooling”) Doyle et al. [15,
16] ont proposé de refroidir des molécules de CaH en les mettant en contact avec un
gaz inerte d’hélium à la température d’environ 400 mK. Par collisions successives
avec le gaz inerte, les molécules se thermalisent. On appelle cela le refroidissement
sympathique (“sympathetic cooling”).

Décélération par effet Stark Meijer et al. [17, 18, 19, 20] ont eu l’idée d’uti-
liser un champ électrique inhomogène dépendant du temps créé par des électrodes
pour refroidir des molécules dipolaires neutres comme CO, ND3 ou OH. Le principe
consiste à ce qu’une molécule dont le moment dipolaire est anti-parallèle au champ
électrique gagne de l’énergie potentielle par effet Stark aux dépens de son énergie
cinétique qui diminue. Le champ électrique est coupé à temps avant que la molécule
ne regagne de l’énergie cinétique. Ce processus est répété plusieurs fois pour ralentir
la molécule. Les températures atteintes sont de l’ordre de 1 mK.

Photoassociation moléculaire Une technique optique a également été proposée
pour obtenir des molécules froides : la technique de la photoassociation moléculaire.
Une première technique possible est une photoassociation moléculaire à un photon.
Le principe consiste à associer deux atomes collisionnels grâce à un photon pour
former une molécule diatomique dans un état électronique excité et dans un état vi-
brationnel très excité. Pour des états électroniques particuliers, il y a une probabilité
non nulle pour que la molécule se désexcite par émission spontanée dans un état ro-
vibrationnel de l’état électronique fondamental. Les premières molécules froides, de
Cs2, ont été ainsi obtenues par Fioretti et al. [21]. Ensuite, d’autres molécules ont été
obtenues par divers groupes expérimentaux : K2 [22, 23], Rb2 [24], Na2 [25, 26, 27],
Cs2 [28, 29]. Les températures atteintes sont de l’ordre de 100 µK. Une deuxième
technique possible est une photoassociation moléculaire à deux photons. Heinzen et
al. [30] ont utilisé une transition Raman stimulée à deux photons pour former des
molécules de Rb2.

Résonance de Feshbach Une technique alternative est d’utiliser le couplage
entre deux atomes collisionnels et un état lié (quasi-lié) de la diatomique formée
par ces deux atomes. Lorsque l’énergie d’un état lié cöıncide avec l’énergie totale
des deux atomes en collision, on obtient une résonance de Feshbach [31]. Une réso-
nance de Feshbach constitue un outil très puissant pour contrôler les interactions
microscopiques dans les gaz ultra-froids. Le signe et l’amplitude de la longueur de
diffusion atome-atome peuvent être modifiés en ajustant la valeur d’un champ ma-
gnétique externe près d’une résonance de Feshbach. On peut obtenir ainsi un cer-
tain degré de contrôle entre les atomes et les diatomiques d’un gaz ultra-froid [32].
Plusieurs groupes expérimentaux ont utilisé cette technique pour former des diato-
miques ultra-froides. On peut partir d’atomes bosoniques d’un condensat de Bose–
Einstein [33, 34, 35, 36, 37, 38]. Cependant les molécules obtenues ne restent suffi-
samment pas longtemps dans le piège à cause des processus collisionnels entre atomes
et diatomes ainsi qu’entre diatomes et diatomes. Les diatomiques formées sont dans
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un niveau vibrationnel très excité, proche de la limite de dissociation. N’importe
quelle collision qui change leur état vibrationnel rejette suffisamment d’énergie pour
éjecter les deux partenaires collisionnels du piège où ils sont confinés. Ces types de
collisions sont appelés collisions inélastiques. On peut également partir d’un gaz de
Fermi dégénéré [39, 40, 41, 42, 43]. Cependant il s’avère que les molécules formées
sont également rapidement éjectées du piège.

Condensats de Bose–Einstein moléculaires

A la fin de l’année 2003, utilisant une résonance de Feshbach adéquate, Jin et al. [44]
ont finalement obtenu un condensat de Bose–Einstein moléculaire de 40K2. En même
temps, Grimm et al. [45] et Ketterle et al. [46] puis Salomon et al. [47] obtiennent un
condensat de Bose–Einstein moléculaire de 6Li2. L’utilisation d’isotopes fermioniques
s’est avérée cruciale pour la production des condensats. Les collisions inélastiques
(responsables de l’instabilité des condensats) sont supprimées dans ce cas précis
lorsque l’on utilise une résonance de Feshbach. Ainsi, des temps de vie suffisamment
grands peuvent être atteints.

Taux de collision atome-diatome et diatome-diatome

En janvier 2006, des taux de collisions inélastiques de Cs + Cs2 ont été mesurés pour
des diatomiques dans des niveaux vibrationnels aussi bien bas v = [4− 6] qu’élevés
v = [32− 47] par deux groupes expérimentaux [48, 49] à des températures de 60 et
40 µK respectivement. Les résultats montrent que les taux inélastiques trouvés sont
indépendants du niveau vibrationnel initial.

Etats d’Efimov

En mars 2006, Kraemer et al. [50] mettent en évidence l’existence d’états triato-
miques très diffus pour des atomes bosoniques de césium. Ces états ont été prédits
en 1970 par Efimov [51, 52] et ne concernent que les systèmes d’atomes bosoniques
pour lesquels la longueur de diffusion atome-atome est infinie.

1.2 Contexte théorique

1.2.1 Collisions atome-diatome

Ces avancées considérables concernant les atomes et molécules, permettant de pro-
duire et piéger des diatomiques dans des états internes bien précis, ouvrent de nou-
velles perspectives dans le domaine de la physique des collisions à ultra-basse éner-
gie et de la chimie ultra-froide. Plusieurs études théoriques, utilisant un formalisme
quantique, ont déjà été réalisées. La plupart de ces études s’intéresse à la relaxation
vibrationnelle et rotationnelle où les processus de réarrangement n’interviennent pas
(collisions simplement inélastiques) comme He+H2 [53], He + O2 [54], He + F2 [55],
He + CO [56], He + CaH [57]. Les premiers travaux théoriques de collisions réactives
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datent des années 1970 et concernent la réaction la plus simple H + H2 → H2 +
H [58, 59, 60]. Les premières études en coordonnées hypersphériques concernent des
modèles colinéaires [61, 62, 63]. Ensuite, elles ont concerné des systèmes légers H +
H2 [64, 65], He + H+

2 [66], H + Ne2 [67], F + D2 [68], N + H2 [69], O + H2 [70], C
+ H2 [71] et également à ultra-basse énergie F + H2 [72], F + D2 [73]. Récemment,
l’observation de résonances de Feshbach pour la réaction F + H2 [74] a été vérifiée
de manière théorique. Althorpe et al. [75] donnent une description détaillée d’études
théoriques menées sur une quarantaine de réactions chimiques atome-diatome.

1.2.2 Collisions alcalins-dialcalins à ultra-basse énergie

Dans les expériences de formation de molécules ultra-froides, les atomes considérés
sont des alcalins. En 2002, la première étude théorique de collision entre un alcalin
et un dialcalin a été réalisée par notre groupe, en collaboration avec le groupe de
chimie théorique de Durham (dirigé par J.M. Hutson), pour le système 23Na + 23Na2

pour des atomes bosoniques de sodium dans leur état maximal absolu de spin [76]
et pour un état rovibrationnel initial de la diatomique (vi = 1, ji = 0). Une difficulté
supplémentaire apparâıt ici. Lorsque l’on décrit la physique à ultra-basse énergie,
il faut que l’atome soit suffisamment éloigné de la diatomique pour que l’énergie
potentielle d’interaction entre les trois atomes soit négligeable devant l’énergie de
collision. Ceci implique que les équations couplées doivent être propagées jusqu’à de
très grandes distances. J’ai poursuivi ces études en 2004 pour le même système [77]
en considérant des états initiaux rovibrationnels différents de la diatomique, et en
2005 pour un autre système d’alcalin d’intérêt expérimental, le potassium [78] : 39K
+ 39K2,

40K + 40K2,
41K + 41K2. En même temps, des études sur le lithium ont

également été menées [79, 80] : 6Li + 6Li2,
7Li + 7Li2,

7Li + 6Li7Li, 7Li + 6Li2,
6Li

+ 6Li7Li, 6Li + 7Li2.

1.2.3 Physique à très grande longueur de diffusion

Beaucoup d’études théoriques ont déjà été consacrées à la physique à grande lon-
gueur de diffusion atome-atome. Petrov et al. [81, 82] ont expliqué la suppression
des processus inélastiques dans le cas de systèmes d’atomes fermioniques, lors des
expériences de formation des molécules ultra-froides. Ils ont utilisé un formalisme
basé sur les équations intégrales de la diffusion, en utilisant un pseudo-potentiel (po-
tentiel de portée nulle) pour décrire l’interaction entre deux atomes. Jonsell [83, 84]
et Petrov [85] se sont intéressés au comportement d’un système de trois bosons
lors d’une résonance de Feshbach. Nielsen et al. [86], Jensen et al. [87], D’Incao et
al. [88], Garrido et al. [89] et Esry et al. [90] ont travaillé de manière générale sur
l’étude théorique des états d’Efimov pouvant se produire lors de collisions atome-
diatome. Enfin, les lois universelles caractérisant les taux de collision inélastiques ou
bien les taux de recombinaison à trois corps en fonction de la longueur de diffusion
atome-atome ont été établies de manière théorique [91, 92, 93, 94].

5



1.2.4 Collision atome-diatome et diatome-diatome en pré-

sence d’un champ électrique ou magnétique

Krems et al. [95, 96, 97] ont établi le formalisme théorique des collisions atome-
diatome et diatome-diatome en présence d’un champ magnétique ou électrique. Les
interactions entre le spin des atomes et des molécules et les champs extérieurs ont été
pris en compte, ce qui conduit à des équations couplées plus compliquées. Ces études
sont très importantes car elles démontrent la possibilité de contrôler les réactions
chimiques à ultra-basse température par des champs extérieurs.

1.3 Objectifs de la thèse

Le premier objectif de cette thèse est d’étudier les processus collisionnels binaires
atome-diatome qui se produisent lors de la formation des molécules ultra-froides et
des CBE moléculaires. On veut savoir si ces processus collisionnels aident ou gênent
la formation d’un gaz stable de molécules ultra-froides.
Un deuxième objectif est d’obtenir des résultats numériques issus de calculs théo-
riques afin de les comparer avec des (futurs) résultats expérimentaux.
Un troisième objectif est de vérifier théoriquement la façon dont on peut rendre le
processus de formation des molécules ultra-froides efficace, en utilisant le formalisme
des coordonnées hypersphériques.

Je tiens à citer deux thèses soutenues et parues très récemment dans le même do-
maine : d’une part la thèse de Marko Cvitaš [98] qui est consacrée à l’étude des
interactions et de la dynamique de Li + Li2, et d’autre part la thèse de Kai Will-
ner [99] qui est consacrée à l’étude théorique des états vibrationnels triatomiques
très faiblement liés du sodium.
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Chapitre 2

Formalisme inélastique des
collisions atome-diatome

2.1 Introduction

Ce chapitre traite des collisions inélastiques entre atomes et molécules. Il consti-
tue une première introduction nécessaire au formalisme réactif que l’on développera
dans le chapitre 3. On introduira notamment dans ce chapitre la notion importante
de référentiel mobile.

Nous utiliserons le formalisme établi par Arthurs et Dalgarno [100] en 1960 lors de
leur travaux sur les collisions inélastiques entre un atome et une diatomique.

Collisions élastiques et inélastiques

On veut décrire le type de collision suivante :

A+BC(vi, ji, mji
)→ A+BC(vf , jf , mjf

),

A constituant l’atome et BC la molécule diatomique.

Le nombre quantique v désigne l’état vibrationnel alors que les nombres quantiques
j,mj désignent l’état rotationnel de la diatomique. Les trois indices {vi, ji, mji

} dé-
signent les nombres quantiques initiaux de la diatomique, définissant ainsi un état
quantique initial avant la collision, et les indices {vf , jf , mjf

} désignent les nombres
quantiques finaux de la diatomique, définissant ainsi un état quantique final après la
collision.

On parle de collision élastique lorsque l’état quantique final de la molécule est le
même que l’état quantique initial, alors que l’on parle de collision inélastique lorsque
l’état quantique final de la molécule est différent de l’état quantique initial. Préci-
sons que deux états quantiques sont égaux si et seulement si leurs trois nombres
quantiques sont égaux, c’est-à-dire vf = vi, jf = ji et mjf

= mji
.
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On considère que le système triatomique total est isolé et qu’aucune force extérieure
n’agit sur lui. On supposera également connue l’énergie potentielle Vtot du système,
caractérisant les interactions relatives des trois particules. L’énergie totale avant la
collision est donnée par la somme de l’énergie initiale de l’atome, de l’énergie initiale
de la molécule et de l’énergie cinétique de translation initiale entre l’atome et la
molécule (on l’appelle souvent énergie de collision Ecoll) :

Eav = Eato
av + Emol

av + Ecin
av .

L’énergie totale après la collision est donnée par la somme de l’énergie finale de
l’atome, de l’énergie finale de la molécule et de l’énergie cinétique de translation
finale entre l’atome et la molécule :

Eap = Eato
ap + Emol

ap + Ecin
ap .

On considère que l’atome ne change pas d’état interne durant la collision (son état
électronique reste le même). Ainsi, l’énergie de l’atome est constante. De plus, on
choisira l’énergie de l’atome isolé comme énergie de référence égale à zéro. L’énergie
de la molécule est caractérisée par ses nombres quantiques v et j (elle est indépen-
dante du nombre quantique mj). On la notera εvj . On considérera également que
l’état électronique de la diatomique reste inchangé durant le processus collisionnel.
D’après la conservation de l’énergie totale E avant et après la collision, on a :

E = Eav = Eap

E = εviji
+ Ecin

av = εvf jf
+ Ecin

ap .

Tous les états de la molécule accessibles énergétiquement (c’est-à-dire les états dont
les énergies sont inférieures ou égales à l’énergie totale E) sont appelés canaux ou-
verts. Ceux qui ne sont pas accessibles énergétiquement sont appelés canaux fermés.

D’après le schéma de la figure 2.1, on voit que lors d’une collision inélastique, l’état
interne de la molécule change et d’après la conservation de l’énergie totale E, l’éner-
gie cinétique entre l’atome et la molécule change également. On parle de relaxation
quand Ecin

av < Ecin
ap (εviji

> εvf jf
) : la molécule se retrouve dans un état quantique

plus bas qu’initialement. Il y a transformation de l’énergie potentielle de la molécule
en énergie cinétique de translation entre l’atome et la molécule. On parle d’excitation
quand Ecin

av > Ecin
ap (εviji

< εvf jf
) : la molécule se retrouve dans un état quantique

plus haut qu’initialement. Il y a transformation de l’énergie cinétique de translation
entre l’atome et la molécule en énergie potentielle de la molécule. L’énergie ciné-
tique de translation est directement reliée à la notion de température si on considère
un grand nombre de collisions entre atomes et molécules dans un gaz par exemple.
La température est proportionnelle à l’écart-type de la distribution des énergies ci-
nétiques dans le gaz. Par contre, lors d’une collision élastique, l’état interne de la
molécule est le même (εviji

= εvf jf
) : on a donc Ecin

av = Ecin
ap .

A ultra-basse énergie, comme Ecin
av est très faible, les seuls processus inélastiques

existants sont les processus de relaxation des molécules. Les collisions inélastiques
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v=0 ,  j=0

v=0 ,  j=1

v=1 ,  j=0

v=0 ,  j=2

v=1 ,  j=1

v=0 ,  j=0

v=0 ,  j=1

v=1 ,  j=0

v=0 ,  j=2

v=1 ,  j=1

avant collision après collision

cin
apEcin

avE

E
co l l i s ion  iné las t ique :

excitation

mol
avE

mol
apE

mol
apE

co l l i s ion é last i q u e

co l l i s ion  iné las t ique :
relaxation 

mol
apE

Fig. 2.1 – Etats du système avant et après la collision. Les états rovibrationnels de
la molécule sont arbitraires.

sont alors défavorables à la formation d’un gaz stable de molécules ultra-froides car
l’énergie cinétique de translation entre l’atome et la molécule augmente. L’atome
et la molécule ont suffisamment d’énergie pour pouvoir s’échapper du piège qui les
confine, dépeuplant ainsi le gaz. Au contraire, les collisions élastiques sont favorables
à la formation d’un gaz stable de molécules ultra-froides car l’énergie cinétique de
translation entre l’atome et la molécule reste la même, ce qui va rendre par exemple
efficace le refroidissement évaporatif. Pour obtenir des gaz stables de molécules ultra-
froides, on aura intérêt à ce que les processus élastiques dominent les processus
inélastiques.

Equation de Schrödinger

Pour un tel problème, on doit résoudre l’équation de Schrödinger. L’équation de
Schrödinger dépendante du temps s’écrit :

i~
∂

∂t
Ψtot(~k, ~R,~r, t) = Ĥ Ψtot(~k, ~R,~r, t).

Les vecteurs ~r et ~R désignent respectivement les vecteurs positions atome-atome
et atome-diatome. Le vecteur ~k désigne le vecteur d’onde caractérisant l’approche
relative atome-diatome et est relié à l’énergie de collision par :

~2k2

2µa−d

= Ecoll,
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µa−d caractérisant la masse réduite atome-diatome. Comme le Hamiltonien est indé-
pendant du temps, il est une constante du mouvement et on peut donc chercher des
solutions de l’équation de Schrödinger ayant une énergie totale E bien définie. Les
fonctions d’onde ayant une composante E bien définie sont appelées états station-
naires (de diffusion ici) et notées ΨE(~k, ~R,~r). Pour une énergie totale E donnée, il
existe plusieurs combinaisons possibles entre l’énergie de la diatomique εvj et l’éner-
gie de collision. Plus précisément, il en existe autant que de canaux ouverts. Ainsi,
ΨE(~k, ~R,~r) est en fait un vecteur ligne regroupant toutes les fonctions d’onde cor-
respondant à toutes les combinaisons possibles entre l’énergie moléculaire initiale et
l’énergie de collision. On notera ΨE

vjmj
(~kvj , ~R,~r) un élément de ce vecteur ligne qui

est une solution particulière décrivant la collision entre un atome et une diatomique
dans l’état moléculaire initial {v, j,mj} et vérifiant la relation de conservation de
l’énergie totale E :

~2k2
vj

2µa−d
+ εv,j = E.

Une solution particulière d’un état stationnaire doit alors obéir à l’équation de Schrö-
dinger indépendante du temps :

Ĥ ΨE
vjmj

(~kvj , ~R,~r) = E ΨE
vjmj

(~kvj , ~R,~r).

Pour encore simplifier cette équation on va utiliser les propriétés de symétrie du
système. Le moment cinétique total ~J est une constante du mouvement car l’énergie
potentielle est invariante par une rotation globale du système (l’énergie potentielle
ne dépend que des distances relatives des atomes). Les trois opérateurs quantiques
{

Ĥ, Ĵ2, Ĵz

}

commutent entre eux (Ĵz étant la projection de ~̂J sur l’axe Oz d’un

reférentiel fixe que l’on définira plus loin). On peut donc chercher des solutions de
l’équation de Schrödinger ayant des composantes J et M bien définies (en plus de E).
Les nombres J et M caractérisent les nombres quantiques associés aux opérateurs

~̂J et Ĵz. On développe une solution ΨE
vjmj

(~kvj , ~R,~r) d’énergie E bien définie de la
manière suivante :

ΨE
vjmj

(~kvj , ~R,~r) =
∑

JM

CJM ψJME
vjl (~R,~r)

=
∑

JM

∑

lmljmj

CJMlmljmj
(~kvj) ψ

JME
vjl (~R,~r). (2.1)

Les fonctions d’onde ψJME
vjl (~R,~r) sont appelées ondes partielles (de composantes

J et M bien définies). Les indices {v, j, l} (reliés aux indices {v, j,mj} par la re-

lation (2.1)) rappellent de quelle solution particulière de ΨE(~k, ~R,~r) il s’agit. Le
coefficient CJM est une somme sur quatre indices mais n’est en fait qu’une somme
sur deux indices car j dépend de J et l, et mj dépend de M et ml. Ces coefficients
seront explicités ultérieurement dans le chapitre 4.
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Les ondes partielles sont des fonctions propres de Ĥ :

Ĥ ψJME
vjl (~R,~r) = E ψJME

vjl (~R,~r) (2.2)

ainsi que de Ĵ2 et Ĵz :

Ĵ2 ψJME
vjl (~R,~r) = ~

2J(J + 1) ψJME
vjl (~R,~r)

Ĵz ψ
JME
vjl (~R,~r) = ~M ψJME

vjl (~R,~r)

Il s’agit maintenant de préciser dans quel système de coordonnées on va se pla-
cer pour trouver l’expression des ondes partielles ψJME

vjl (~R,~r) pour une énergie E
déterminée.

2.2 Dynamique en coordonnées de Jacobi dans un

référentiel fixe

Coordonnées

B A

C

r
G

R
JG

GR
JG

K

O

G

Ax
JJG

Cx
JJG

Bx
JJG

G’

x

y

z

x

y

z

Fig. 2.2 – Coordonnées de Jacobi.

Soit mA, mB et mC les masses de trois atomes A, B et C. Soit ~xA, ~xB et ~xC les
vecteurs positions de ces trois atomes par rapport à l’origine O d’un référentiel fixe
arbitraire Oxyz (voir figure 2.2). Les vecteurs de Jacobi sont définis de proche en
proche de la manière suivante. On prend les masses et positions individuelles de
deux atomes par exemple B et C : ~xB et ~xC . On définit le centre de masse de ces
deux atomes et leur position relative :

~RG′ =
mB~xB +mC~xC

mB +mC

~r = ~xC − ~xB
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ainsi que la masse du centre de masse de BC et la masse réduite de la particule
relative B − C :

M ′ = mB +mC µB−C =
mBmC

mB +mC
.

On continue ensuite en prenant les deux vecteurs ~RG′ et ~xA. On définit le centre de
masse de ces deux particules (A et BC) et leur position relative :

~RG =
M ′ ~RG′ +mA~xA

M ′ +mA

~R = ~xA − ~RG′

=
mA~xA +mB~xB +mC~xC

mA +mB +mC
= ~xA −

mB~xB +mC~xC

mB +mC

ainsi que la masse du centre de masse de ABC et la masse réduite de la particule
relative A− BC :

M = mA +mB +mC µA−BC =
mA(mB +mC)

mA +mB +mC
.

Ainsi, ~RG décrit le mouvement du centre de masse du système triatomique ABC de
masse M , ~R décrit le mouvement d’une particule relative atome-diatome de masse
réduite µA−BC et ~r décrit le mouvement d’une particule relative atome-atome de
masse réduite µB−C . Une procédure générale sera donnée dans le chapitre 3. Les trois

vecteurs de Jacobi sont
{

~RG, ~R,~r
}

décrivant le mouvement des particules fictives de

masses {M,µA−BC , µB−C}. Les impulsions de Jacobi associées aux particules fictives
sont :

~PG = M ~̇RG
~P = µA−BC

~̇R ~p = µB−C~̇r

et les moments cinétiques de Jacobi sont donnés par :

~LG = ~RG × ~PG
~L = ~R× ~P ~j = ~r × ~p.

Le vecteur ~L est le moment cinétique orbital tandis que le vecteur ~j est le moment
cinétique rotationnel. Les énergies cinétiques des trois particules fictives sont :

TG =
~P 2

G

2M
TA−BC =

~P 2

2µA−BC
TB−C =

~p 2

2µB−C
.

Dans le reste de cette étude, on se placera dans le référentiel fixe du centre de masse
Gxyz du système triatomique afin d’étudier le mouvement relatif entre l’atome et la
diatomique. On le désignera par référentiel “SF” (SF pour “Space (fixed) Frame”).

On aura donc ~RG = ~0, ~PG = ~0, ~LG = ~0 et TG = 0. Le moment cinétique total est
donné par :

~J = ~L+~j.
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Hamiltonien

En mécanique quantique, on associe aux grandeurs physiques précédentes les obser-

vables
{

~̂R, ~̂r, ~̂P, ~̂p, ~̂L,~̂j
}

, obéissant aux habituelles règles de commutation. L’expres-

sion du Hamiltonien quantique est donnée par :

Ĥ = T̂ + V̂ =
P̂ 2

2µA−BC
+

p̂2

2µB−C
+ V̂ .

Cette notation est très générale. L’expression de ces opérateurs dépend en fait de
la représentation dans laquelle on se place. Dans le reste de l’étude, on choisira la
représentation {| ~R 〉⊗ | ~r 〉} dans laquelle les opérateurs quantiques auront une cer-
taine expression bien définie.

Les expressions des opérateurs quantiques dans cette représentation sont données
par :

~̂R = ~R ~̂P = −i~ ~∇~R
~̂L = −i~ ~R× ~∇~R

~̂r = ~r ~̂p = −i~ ~∇~r
~̂j = −i~ ~r × ~∇~r.

Le Hamiltonien devient donc :

Ĥ = − ~2

2µA−BC

~∇ 2
~R
− ~2

2µB−C

~∇ 2
~r + V (~R,~r)

= − ~2

2µA−BC

△~R −
~2

2µB−C

△~r + V (~R,~r).

Le Hamiltonien s’exprimera de différentes manières selon le type de coordonnées que

l’on choisira pour décrire
{

~R,~r
}

. Les expressions des Laplaciens △~R et △~r dépen-

dront de ce choix de coordonnées.

On note
{

~R SF, ~r SF

}

la représentation des vecteurs
{

~R,~r
}

dans le référentiel fixe SF.

On va utiliser les coordonnées sphériques pour décrire
{

~R SF, ~r SF

}

:

~R SF =
{

R, R̂SF = (θSF

R , φ
SF

R )
}

~r SF = {r, r̂SF = (θSF

r , φ
SF

r )} .

Les coordonnées cartésiennes sont donc données par :

~R SF =





RSF
x

RSF
y

RSF
z



 =





R sin θSF
R cosφSF

R

R sin θSF
R sin φSF

R

R cos θSF
R



 ~r SF =





rSF
x

rSF
y

rSF
z



 =





r sin θSF
r cos φSF

r

r sin θSF
r sinφSF

r

r cos θSF
r



 .

(2.3)

Le carré de l’opérateur moment cinétique orbital et le carré de sa projection sur l’axe
Gz s’expriment par :

L̂2 = − ~2

sin θSF
R

∂

∂θSF
R

sin θSF

R

∂

∂θSF
R

+
L̂2

z

sin2(θSF
R )

L̂2
z = −~

2 ∂2

∂φSF
R

2 ,
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le carré de l’opérateur moment cinétique rotationnel et le carré de sa projection sur
l’axe Gz s’expriment par :

ĵ2 = − ~2

sin θSF
r

∂

∂θSF
r

sin θSF

r

∂

∂θSF
r

+
ĵ2
z

sin2(θSF
r )

ĵ2
z = −~

2 ∂2

∂φSF
r

2 ,

le Laplacien de ~R s’exprime par :

△~R =
1

R

∂2

∂R2
R+

1

R2

{

1

sin θSF
R

∂

∂θSF
R

sin θSF

R

∂

∂θSF
R

+
1

sin2(θSF
R )

∂2

∂φSF
R

2

}

=
1

R

∂2

∂R2
R− L̂2

~2 R2
,

et le Laplacien de ~r s’exprime par :

△~r =
1

r

∂2

∂r2
r +

1

r2

{

1

sin θSF
r

∂

∂θSF
r

sin θSF

r

∂

∂θSF
r

+
1

sin2(θSF
r )

∂2

∂φSF
r

2

}

=
1

r

∂2

∂r2
r − ĵ2

~2 r2
.

Le système de coordonnées {R, θSF
R , φ

SF
R , r, θ

SF
r , φ

SF
r } constitue les coordonnées de Ja-

cobi dans le référentiel fixe. Dans ce système de coordonnées, le Hamiltonien s’écrit
donc :

Ĥ = − ~2

2µA−BC

(

1

R

∂2

∂R2
R

)

− ~2

2µB−C

(

1

r

∂2

∂r2
r

)

+
L̂2

2µA−BCR2
+

ĵ2

2µB−Cr2
+ V (~R SF, ~r SF). (2.4)

Bornes d’intégration

Si on utilise les coordonnées de Jacobi
{

R, r, R̂SF, r̂SF

}

pour exprimer les vecteurs
{

~R SF, ~r SF

}

dans le référentiel fixe, l’intégration d’une fonction arbitraire F (~R SF, ~r SF)

s’effectue de la manière suivante :
∫∫

d~R SF d~r SF F =

∫ ∞

0

R2 dR

∫ ∞

0

r2 dr

∫

dR̂SF

∫

dr̂SF F

=

∫ ∞

0

R2 dR

∫ ∞

0

r2 dr

∫ π

0

sin θSF

R dθSF

R

∫ 2π

0

dφSF

R

∫ π

0

sin θSF

r dθSF

r

∫ 2π

0

dφSF

r F. (2.5)

Fonctions de base

On va maintenant utiliser les fonctions propres des opérateurs
{

ĥ, L̂2, ĵ2, Ĵ2, Ĵz

}

pour former les fonctions de base ΦJME
vjl (R̂SF, ~r SF) qui vont être utilisées pour déve-

lopper chaque onde partielle ψJME
vjl (~R SF, ~r SF).
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D’une part, les harmoniques sphériques Y ml

l (R̂SF) et Y
mj

j (r̂SF) vérifient :

L̂2 Y ml

l = ~
2l(l + 1) Y ml

l L̂z Y
ml

l = ~ml Y
ml

l

ĵ2 Y
mj

j = ~
2j(j + 1) Y

mj

j ĵz Y
mj

j = ~mj Y
mj

j .

D’autre part, le Hamiltonien ĥ est celui de la diatomique isolée :

ĥ =
p̂ 2

2µB−C
+ v(r) = − ~2

2µB−C

(

1

r

∂2

∂r2
r

)

+
ĵ2

2µB−Cr2
+ v(r),

où v(r) étant l’énergie potentielle entre les deux atomes. On peut réécrire V (~R SF, ~r SF)
de la manière suivante :

V (~R SF, ~r SF) = v(r) + U(~R SF, ~r SF),

où U(~R SF, ~r SF) est l’énergie potentielle entre l’atome et la diatomique et :

U(~R SF, ~r SF) −→
R→∞

0.

Avec ces notations, on peut réécrire le Hamiltonien (2.4) :

Ĥ = − ~2

2µA−BC

(

1

R

∂2

∂R2
R

)

+
L̂2

2µA−BCR2
+ U(~R SF, ~r SF) + ĥ. (2.6)

Les fonctions propres de ĥ sont les fonctions rovibrationnelles de la molécule :

φvjmj
(~r SF) =

1

r
χvj(r) Y

mj

j (r̂SF),

et nous avons :

ĵ2 φvjmj
= ~

2j(j + 1) φvjmj

ĥ φvjmj
= εvj φvjmj

,

où εvj est l’énergie d’un niveau rovibrationnel de la molécule. Si on couple Y ml

l (R̂SF)

avec Y
mj

j (r̂SF) pour obtenir des fonctions propres de
{

L̂2, ĵ2, Ĵ2, Ĵz

}

, on obtient les

harmoniques sphériques couplées Y JM
jl (R̂SF, r̂SF) (voir formule (C.1)).

Finalement, on obtient les fonctions de base :

ΦJME
vjl (R̂SF, ~r SF) =

1

r
χvj(r) Y

JM
jl (R̂SF, r̂SF),

qui sont fonctions propres des opérateurs
{

ĥ, L̂2, ĵ2, Ĵ2, Ĵz

}

avec les valeurs propres

{εvj , ~
2l(l + 1), ~2j(j + 1), ~2J(J + 1), ~M}. Ces fonctions de base ont été intro-

duites pour la première fois par Arthurs et Dalgarno [100].
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Les ondes partielles dans (2.1) sont développées sur ces fonctions de base :

ψJME
vjl (~R SF, ~r SF) =

1

R

∑

v′′j′′l′′

ΦJME
v′′j′′l′′(R̂

SF, ~r SF) F JME
v′′j′′l′′,vjl(R). (2.7)

où F JME
v′′j′′l′′,vjl(R) est la composante de la fonction radiale asociée à la fonction de base

ΦJME
v′′j′′l′′(R̂

SF, ~r SF) qui représente la solution particulière caractérisée par les indices

{v, j, l} d’une onde partielle donnée. On notera ψJME
SF

le vecteur ligne représentant
l’ensemble des solutions particulières d’une onde partielle J , M d’une onde station-
naire E, dont les éléments correspondent à ψJME

vjl (~R SF, ~r SF) définis en (2.1). De la
même manière, on notera ΦJME

SF
le vecteur ligne représentant l’ensemble des fonctions

de base, dont les éléments correspondent à ΦJME
v′′j′′l′′(R̂

SF, ~r SF). Enfin, on notera FJME
SF

la matrice des fonctions radiales dont les éléments sont donnés par F JME
v′′j′′l′′,vjl(R) et

dont une colonne correspond à une solution particulière. En utilisant une notation
matricielle, on peut réécrire (2.7) de la manière suivante :

ψJME
SF =

1

R
ΦJME

SF F
JME
SF .

Inversion et permutation

Inversion Comme on considère qu’il n’y a pas de forces extérieures s’appliquant
au système, les fonctions ΦJME

vjl (R̂SF, ~r SF) doivent être aussi des fonctions propres
de l’opérateur d’inversion I (appelé aussi opérateur de parité), de valeur propre

ǫi = ±1. Cet opérateur change les vecteurs {~R,~r} en {−~R,−~r}. Comme :

Y ml

l (−R̂SF) = (−1)l Y ml

l (R̂SF) Y
mj

j (−r̂SF) = (−1)j Y
mj

j (r̂SF),

avec :

−R̂SF = {π − θSF

R , φ
SF

R + π} −r̂SF = {π − θSF

r , φ
SF

r + π},

on a :

I Y JM
jl (R̂SF, r̂SF) = Y JM

jl (−R̂SF,−r̂SF) = (−1)j+l Y JM
jl (R̂SF, r̂SF) (2.8)

et donc :

I ΦJME
vjl = (−1)j+l ΦJME

vjl = ǫi ΦJME
vjl . (2.9)

Avant la collision, on connâıt a priori les valeurs initiales ji et li. Donc ǫi = (−1)ji+li

et doit garder cette même valeur durant toute la collision (car la valeur propre ǫi doit
se conserver). Cela veut dire que les fonctions de base doivent être choisies de telle
façon que (2.9) soit vérifiée. On devra donc composer les harmoniques sphériques
Y JM

jl de sorte que (−1)j+l = (−1)ji+li. Cela réduit la taille de la base et en même
temps les temps de calcul.
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Permutation Si deux atomes de la diatomique sont identiques, les fonctions de
base sont fonctions propres de l’opérateur de permutation P , de valeur propre ǫp =

±1. Cet opérateur transforme {~R,~r} en {~R,−~r}. On a :

P Y JM
jl (R̂SF, r̂SF) = Y JM

jl (R̂SF,−r̂SF) = (−1)j Y JM
jl (R̂SF, r̂SF)

et donc :

P ΦJME
vjl = (−1)j ΦJME

vjl = ǫp ΦJME
vjl .

Durant la collision ǫp doit se conserver et on devra composer les fonctions de base
avec celles qui vérifient (−1)j = (−1)ji.

Si les trois atomes sont identiques, il est difficile d’exprimer l’effet de la permu-
tation de l’atome collisionnel avec l’un des deux atomes de la diatomique, car les
coordonnées ne sont plus adaptées à l’échange naturel des trois atomes. Les fonc-
tions de base ΦJME

vjl ne sont donc plus des bases judicieuses. Même si la collision
est seulement inélastique et non réactive, il faut passer à une représentation hyper-
sphérique, symétrique par permutation de tous les atomes, comme dans le chapitre 3.

On notera ΦJMEǫi

vjl les fonctions de base de parité ǫi définie et Φ
JMEǫiǫp

vjl les fonctions de
base ayant en plus une symétrie de permutation entre les deux atomes de la molécule.
Mais on oubliera volontairement les indices ǫi et ǫp pour alléger les notations. Il ne
faudra donc pas oublier leur présence dans les calculs.

Equations couplées

Pour chaque valeur de E et de J on doit résoudre un système d’équations couplées.
On donnera plus de détails à propos des valeurs de ǫi et ǫp à utiliser pour une
onde partielle donnée dans le chapitre 4. Si on utilise (2.7) dans (2.2) en utilisant le

Hamiltonien (2.6), si on multiplie par
[

ΦJME
v′j′l′ (R̂

SF, ~r SF)
]∗

et si on intègre sur toutes

les coordonnées sauf R, on obtient :
[

− ~2

2µA−BC

d2

dR2
+

~2

2µA−BC

l′(l′ + 1)

R2
+ εv′j′ − E

]

F JME
v′j′l′,vjl(R)

+
∑

v′′j′′l′′

UJME
v′j′l′,v′′j′′l′′(R) F JME

v′′j′′l′′,vjl(R) = 0 (2.10)

où :

UJME
v′j′l′,v′′j′′l′′(R) = 〈 ΦJME

v′j′l′ | U | ΦJME
v′′j′′l′′ 〉R̂SF,~r SF

=

∫∫

dR̂SF d~r SF ΦJME
v′j′l′ (R̂

SF, ~r SF) U(~RSF, ~r SF) ΦJME
v′′j′′l′′(R̂

SF, ~r SF)

Le calcul de l’intégrale est donné par (2.5). En fait, comme toutes les solutions
particulières d’un état stationnaire d’énergie E sont résolues en même temps dans
les équations couplées, on utilise la notation matricielle :

(

F
JME
SF

)′′
= W

JME
SF F

JME
SF . (2.11)
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La matrice WJME
SF

est appelée matrice de couplage et ses éléments sont donnés par :

W JME
v′j′l′,v′′j′′l′′(R) =

2µA−BC

~2

[(

~2

2µA−BC

l′′(l′′ + 1)

R2
+ εv′′j′′ −E

)

δv′v′′ δj′j′′ δl′l′′

+ UJME
v′j′l′,v′′j′′l′′(R)

]

(2.12)

Si on suit les notations de [101, 102], WJME
SF se décompose la manière suivante :

W
JME
SF

=
2µA−BC

~2
V

JME
SF

−K
2.

Les éléments de la matrice potentielle VJME
SF

sont :

V JME
v′j′l′,v′′j′′l′′ = UJME

v′j′l′,v′′j′′l′′(R) +
~2

2µA−BC

l′′(l′′ + 1)

R2
δv′v′′ δj′j′′ δl′l′′.

Les éléments de K2 représentent le carré du vecteur d’onde et sont donnés par :

k2
v′j′l′,v′′j′′l′′ =

2µA−BC

~2
(E − εv′′j′′) δv′v′′ δj′j′′.

2.3 Dynamique en coordonnées de Jacobi dans un

référentiel mobile

Jusqu’à présent nous avons considéré des coordonnées dans le référentiel fixe Gxyz.
Il serait judicieux de travailler dans un référentiel qui suivrait le mouvement rela-
tif des trois atomes, c’est-à-dire dans un référentiel mobile GXY Z lié au système
triatomique.

Coordonnées

On sépare le mouvement global de rotation des trois atomes au mouvement rela-
tif. Trois coordonnées sont donc nécessaires pour définir l’orientation des axes du
référentiel mobile par rapport au référentiel fixe : ce sont les trois angles d’Euler
α, β, γ (pour un schéma illustrant ces trois angles d’Euler, se reporter à [103, 104],
où les angles α, β, γ correspondent respectivement à φ, θ, χ et les référentiels Gxyz et
GXY Z de notre étude correspondent respectivement à OXY Z et Oxyz). On ajoute
à ces coordonnées les coordonnées internes définies dans le référentiel mobile. Les
coordonnées dépendent du choix du référentiel mobile choisi. On définit le référentiel
mobile de Jacobi dont l’axe GZ s’oriente comme le vecteur ~R et dont le plan GZX
contient le vecteur ~r (voir figure 2.3). On le désignera par référentiel “BF” (BF pour
“Body (fixed) Frame”). Notons que l’axe GY reste toujours perpendiculaire au plan
triatomique.
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Fig. 2.3 – Référentiel mobile GXY Z par rapport au référentiel fixe Gxyz. Les
vecteurs de Jacobi ont été reportés sur la figure.

On note
{

~R BF, ~r BF

}

la représentation des vecteurs
{

~R,~r
}

dans le référentiel mo-

bile BF.

Les coordonnées cartésiennes sont données par :

~R BF =





RBF
X

RBF
Y

RBF
Z



 =





0
0
R



 ~r BF =





rBF
X

rBF
Y

rBF
Z



 =





r sin η
0

r cos η



 (2.13)

où η est défini de la manière suivante :

η = arccos

(

~R.~r

R r

)

. (2.14)

Le potentiel total V (~R,~r) ne dépend en fait que des distances relatives interato-
miques. Ainsi l’expression du potentiel peut s’écrire en fonction de trois coordonnées
{R, r, η} et non plus en fonction de six.
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Les coordonnées sphériques qui décrivent
{

~R BF, ~r BF

}

sont :

~R BF =
{

R, R̂BF = (θBF

R , φBF

R )
}

~r BF = {r, r̂BF = (θBF

r , φBF

r )} .

Le choix particulier du référentiel mobile de Jacobi implique que :

(θBF

R , φBF

R ) = (0, 0) (θBF

r , φBF

r ) = (η, 0)

car d’une part ~R BF est orienté suivant GZ et d’autre part ~r BF est dans le plan
GXZ.

Rotation spatiale

De manière générale, on passe d’un vecteur exprimé en coordonnées cartésiennes
dans un référentiel 1 à un vecteur exprimé en coordonnées cartésiennes dans un
référentiel 2 par une rotation spatiale définie par :

(

~R2

~r2

)

= R1→2(α, β, γ)

(

~R1

~r1

)

(2.15)

où :

R1→2(α, β, γ) =

(

R 0
0 R

)

et

R =





cosα cosβ cos γ − sinα sin γ sinα cos β cos γ + cosα sin γ − sin β cos γ
− cosα cosβ sin γ − sinα cos γ − sinα cos β sin γ + cosα cos γ sin β sin γ

cosα sin β sinα sin β cos β



 .

On passe donc du référentiel fixe SF au référentiel mobile BF par une rotation
spatiale :

(

~R BF

~r BF

)

= RSF→BF(α, β, γ)

(

~R SF

~r SF

)

. (2.16)

Pour vérifier la relation entre (2.3) et (2.13) en utilisant (2.16), la rotation spatiale
conduit aux trois angles d’Euler suivants :

α = φSF

R β = θSF

R γ = ϕ. (2.17)

Le dernier angle γ est choisi de telle façon que φBF
r = 0 c’est-à-dire de telle sorte

que le vecteur ~r soit dans le plan GXZ. Il est égal à l’angle ϕ que fait ~r avec l’axe
intermédiaire Gx2. Les coordonnées {R, r, η, α, β, γ} constituent les coordonnées de
Jacobi dans le référentiel mobile. Les coordonnées {R, r, η} constituent les coordon-
nées internes.
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Hamiltonien

Dans le référentiel mobile de Jacobi, le vecteur position ~R est orienté comme l’axe
GZ. Ceci implique que le moment cinétique orbital ~L = ~R× ~P est perpendiculaire à
~R et donc à l’axe GZ, qui conduit à ~L.~uR = 0 où ~uR = ~R/R est le vecteur unitaire
de l’axe GZ. Donc :

ĵZ ≡ ~̂j.~uR = ( ~̂J − ~̂L).~uR = ~̂J.~uR ≡ ĴZ .

Le Hamiltonien dans le référentiel mobile BF s’écrit :

Ĥ = − ~2

2µA−BC

(

1

R

∂2

∂R2
R

)

− ~2

2µB−C

(

1

r

∂2

∂r2
r

)

+
L̂2

2µA−BCR2
+

ĵ2

2µB−Cr2
+ V (~R BF, ~r BF),

où L̂2 et ĵ2 sont maintenant exprimés dans le référentiel BF :

ĵ2 = − ~
2

sin η

∂

∂η
sin η

∂

∂η
+

ĵ2
Z

sin2 η
ĵ2
Z = −~

2 ∂
2

∂η2
.

L̂2 a une dépendance plus compliquée. On utilisera le fait que ~J = ~L+~j pour avoir
finalement :

Ĥ = − ~2

2µA−BC

(

1

R

∂2

∂R2
R

)

− ~2

2µB−C

(

1

r

∂2

∂r2
r

)

+

(

~̂J − ~̂j
)2

2µA−BCR2
+

ĵ2

2µB−Cr2
+ V (~R BF, ~r BF). (2.18)

Bornes d’intégration

Si on utilise les coordonnées de Jacobi {R, r, η, α, β, γ} pour exprimer les vecteurs
{

~R BF, ~r BF

}

dans le référentiel mobile, l’intégration d’une fonction arbitraire F (~R BF, ~r BF)

s’effectue de la manière suivante :
∫∫

d~R BF d~r BF F =

∫ ∞

0

R2 dR

∫ ∞

0

r2 dr

∫ π

0

sin η dη

∫ 2π

0

dα

∫ π

0

sin β dβ

∫ 2π

0

dγ F.

Fonctions de base

On va maintenant utiliser les fonctions propres des opérateurs :

ĥ, ĵ2, ĵZ(≡ ĴZ), Ĵ2, Ĵz
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pour former les fonctions de base ΦJME
vjΩ (R̂BF, ~r BF). L’opérateur ĥ est le Hamiltonien

de la diatomique isolée défini en (2.6). Les solutions bien adaptées à l’ensemble des

opérateurs
{

ĵ2, ĵZ ≡ ĴZ , Ĵ
2, Ĵz

}

sont les harmoniques sphériques couplées :

Y JM
jΩ (R̂BF, r̂BF) = D̃J∗

MΩ(α, β, γ)
√

2π Y Ω
j (r̂BF)

= D̃J∗
MΩ(α, β, γ)

√
2π Y Ω

j (η, 0). (2.19)

Les fonctions normalisées de Wigner [103, 104] :

D̃J∗
MΩ(α, β, γ) =

√

2J + 1

8π2
DJ∗

MΩ(α, β, γ)

sont fonctions propres de
{

Ĵ2, Ĵz, ĴZ

}

et les fonctions Y Ω
j (r̂BF) sont fonction propres

de ĵ2. Les fonctions dans (2.19) sont orthonormées car d’après [103, 104] :

∫ 2π

0

dα

∫ π

0

sin β dβ

∫ 2π

0

dγ DJ1∗
M1Ω1

(α, β, γ) DJ2
M2Ω2

(α, β, γ) =

8π2

2J1 + 1
δJ1J2 δM1M2 δΩ1Ω2

et :
∫ π

0

sin η dη Y Ω
j (η, 0) Y Ω

j′ (η, 0) =
1

2π
δjj′.

On peut remarquer que :
√

2π Y Ω
j (r̂BF) = PΩ

j (η) eiΩφBF
r ,

où PΩ
j (η) est un polynôme de Legendre associé (on utilisera cette notation, on ne

doit cependant pas oublier que les polynômes de Legendre sont des fonctions de
cos η). Or φBF

r = 0 dans le référentiel mobile, donc :
√

2π Y Ω
j (r̂BF) = PΩ

j (η)

et donc :

Y JM
jΩ (R̂BF, r̂BF) = D̃J∗

MΩ(α, β, γ) PΩ
j (η). (2.20)

Les fonctions Y JM
jΩ (R̂BF, r̂BF) vérifient donc :

Ĵ2 Y JM
jΩ = ~

2J(J + 1) Y JM
jΩ Ĵz Y

JM
jΩ = ~M Y JM

jΩ

ĵ2 Y JM
jΩ = ~

2j(j + 1) Y JM
jΩ ĵZ Y JM

jΩ = ~Ω Y JM
jΩ .

Les fonctions de base s’écrivent finalement :

ΦJME
vjΩ (R̂BF, ~r BF) =

1

r
χvj(r) Y

JM
jΩ (R̂BF, r̂BF).

Elles sont fonctions propres des opérateurs
{

ĥ, ĵ2, ĵZ ≡ ĴZ , Ĵ
2, Ĵz

}

avec les valeurs

propres {εvj , ~
2j(j+1), ~Ω, ~2J(J +1), ~M}, mais elles ne sont pas des fonctions de

parité bien définie comme on peut le voir dans l’annexe C.
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Inversion et permutation

Inversion Les fonctions de parité bien définie sont données par :

Y JMǫi

jΩ (R̂BF, r̂BF) =
√

2π Y Ω
j (r̂BF) NJMǫi

Ω (α, β, γ)

= PΩ
j (η) NJMǫi

Ω (α, β, γ) (2.21)

où :

NJMǫi

Ω (α, β, γ) =
1

√

2(1 + δΩ0)

[

D̃J∗
MΩ + ǫi (−1)J+Ω D̃J∗

M−Ω

]

sont les fonctions de Wigner de parité bien définie C.9 (voir annexe C).

Permutation Si les deux atomes de la diatomique sont identiques, on doit avoir
une symétrie de permutation P . On voit tout de suite que P Y JMǫi

jΩ = (−1)j Y JMǫi

jΩ

dû à la présence de Y Ω
j (r̂BF). On notera ces fonctions Y

JMǫiǫp

jΩ (R̂BF, r̂BF). Ainsi les
fonctions de base de parité définie s’écrivent :

ΦJMEǫi

vjΩ (R̂BF, ~r BF) =
1

r
χvj(r) Y

JMǫi

jΩ (R̂BF, r̂BF),

et les fonctions de base de permutation définie :

Φ
JMEǫiǫp

vjΩ (R̂BF, ~r BF) =
1

r
χvj(r) Y

JMǫiǫp

jΩ (R̂BF, r̂BF).

On oubliera volontairement les indices ǫi et ǫp.

Les ondes partielles ψJME
vjl (~R BF, ~r BF) sont maintenant développées sur ces fonctions

de base :

ψJME
vjl (~R BF, ~r BF) =

1

R

∑

v′′j′′Ω′′

ΦJME
v′′j′′Ω′′(R̂BF, ~r BF) F JME

v′′j′′Ω′′,vjl(R). (2.22)

Cette relation peut s’exprimer de manière plus compacte. Si on définit ψJME
BF

le

vecteur ligne contenant les ψJME
vjΩ (~R BF, ~r BF), ΦJME

BF le vecteur ligne contenant les

fonctions de base ΦJME
v′′j′′Ω′′(R̂ BF, ~r BF) et la matrice FJME

BF
dont les éléments sont

F JME
v′′j′′Ω′′,vjΩ(R), on peut réécrire (2.22) de la façon suivante :

ψJME
BF

=
1

R
ΦJME

BF
F

JME
BF

.

Equations couplées

Dans le Hamiltonien (2.18), on peut réécrire :

(

~̂J − ~̂j
)2

= Ĵ2 + ĵ2 − 2ĴZ ĵZ − 2ĴX ĵX − 2ĴY ĵY

= Ĵ2 + ĵ2 − 2ĴZ ĵZ − Ĵ+ĵ− − Ĵ−ĵ+.
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Les opérateurs Ĵ+, Ĵ−, ĵ+, ĵ− sont définis par :

Ĵ+ = ĴX + i ĴY ĵ+ = ĵX + i ĵY

Ĵ− = ĴX − i ĴY ĵ− = ĵX − i ĵY ,

et agissent sur Y JM
jΩ (R̂BF, r̂BF) = D̃J∗

MΩ(α, β, γ) PΩ
j (η) de la façon suivante :

Ĵ+ D̃J∗
MΩ = Λ−(J,Ω) D̃J∗

MΩ−1 ĵ+ PΩ
j = Λ+(j,Ω) PΩ+1

j

Ĵ− D̃J∗
MΩ = Λ+(J,Ω) D̃J∗

MΩ+1 ĵ− PΩ
j = Λ−(j,Ω) PΩ−1

j ,

avec

Λ±(J ,Ω) = [J (J + 1)− Ω(Ω± 1)]1/2 .

On a donc :
(

~̂J − ~̂j
)2

Y JM
jΩ (R̂BF, r̂BF) =

[

J(J + 1) + j(j + 1)− 2Ω2
]

Y JM
jΩ (R̂BF, r̂BF)

− [Λ−(J,Ω) Λ−(j,Ω)] Y JM
jΩ−1(R̂

BF, r̂BF)

− [Λ+(J,Ω) Λ+(j,Ω)] Y JM
jΩ+1(R̂

BF, r̂BF).

Si on utilise (2.22) dans (2.2) utilisant le Hamiltonien (2.18), si on multiplie par
[

ΦJME
v′j′Ω′(R̂BF, ~r BF)

]∗

et si on intègre sur toutes les coordonnées sauf R, on obtient le

système d’équations couplées différentielles suivantes [105, 106, 107] :

[

− ~2

2µA−BC

d2

dR2
+ εv′j′ − E

]

F JME
v′j′Ω′,vjl(R)

+
∑

v′′j′′Ω′′

1

2 µA−BC

L̂2 JME
v′j′Ω′,v′′j′′Ω′′

R2
F JME

v′′j′′Ω′′,vjl(R)

+
∑

v′′j′′Ω′′

UJME
v′j′Ω′,v′′j′′Ω′′(R) F JME

v′′j′′Ω′′,vjl(R) = 0,

avec :

L̂2 JME
v′j′Ω′,v′′j′′Ω′′ = ~

2 CJj
Ω′Ω′′ δv′v′′ δj′j′′

où :

CJj
Ω′Ω′′ =











J(J + 1) + j(j + 1)− 2Ω2 si Ω′′ = Ω′

−Λ±(J,Ω) Λ±(j,Ω) si Ω′′ = Ω′ ± 1

0 si Ω′′ 6= Ω′,Ω′ ± 1

et :

UJME
v′j′Ω′,v′′j′′Ω′′(R) = 〈 ΦJME

v′j′Ω′ | U(R, r, η) | ΦJME
v′′j′′Ω′′ 〉R̂BF,~r BF

= UΩ′′

v′j′,v′′j′′(R) δΩ′Ω′′,
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où :

UΩ′′

v′j′,v′′j′′(R) =

〈

1

r
χv′j′(r) Pj′Ω′′(η)

∣

∣

∣

∣

U(R, r, η)

∣

∣

∣

∣

1

r
χv′′j′′(r) Pj′′Ω′′(η)

〉

r,η

Les équations se réécrivent de manière simplifiée :

[

− ~2

2µA−BC

d2

dR2
+

~2

2µA−BC

CJj
Ω′Ω′

R2
+ εv′j′ − E

]

F JME
v′j′Ω′,vjl(R)

+
∑

Ω′′=Ω′±1

~
2

2µA−BC

CJj
Ω′Ω′′

R2
F JME

v′j′Ω′′,vjl(R)

+
∑

v′′j′′

UΩ′

v′j′,v′′j′′(R) F JME
v′′j′′Ω′,vjl(R) = 0.

Comparé au formalisme dans le référentiel fixe, on remarque que les éléments de
L̂2 sont maintenant plus compliqués et non diagonaux. Par contre, les éléments de
UΩ′

v′j′,v′′j′′(R) sont plus simples : ils sont diagonaux en Ω et ne dépendent pas de J . On
peut donc les calculer une seule fois. De plus, le calcul de ces éléments ne nécessitent
que des intégrales sur deux coordonnées (r, η) dans le référentiel mobile au lieu de
cinq (r, θBF

R , φBF
R , θBF

r , φBF
r ) dans le référentiel fixe. Le couplage ~2 CJj

Ω′Ω′′/2µA−BCR
2

provient de la rotation de l’axe atome-diatome lors de la collision : c’est le couplage
rotationnel ou couplage de Coriolis.
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Chapitre 3

Formalisme réactif des collisions
atome-diatome

3.1 Introduction

Après avoir vu le formalisme inélastique des collisions, nous allons traiter maintenant
des collisions réactives. Lors d’une collision réactive, à la différence d’une collision
inélastique, il peut y avoir réarrangement des atomes, c’est-à-dire cassure d’une
liaison puis formation d’une nouvelle liaison donc d’une nouvelle molécule. On définit
un arrangement de la façon suivante :

A+BC(vi, ji, mji
)→











A +BC(vf , jf , mjf
) arrangement A

B + CA(vf , jf , mjf
) arrangement B

C + AB(vf , jf , mjf
) arrangement C.

Pour trois atomes identiques, on distingue les collisions énergétiquement élastiques
(non réactives et réactives) et les collisions énergétiquement inélastiques (non ré-
actives et réactives). On voit que les trois nombres quantiques {v, j,mj} ne suf-
fisent plus, il faut rajouter un quatrième nombre quantique que l’on notera λ (λ =
A,B ou C) qui précisera l’arrangement dans lequel on se trouve. Ainsi, la réaction
indiquée ci-dessus est dans l’arrangement initial λi = A et peut se retrouver dans
l’arrangement final λf = A (collision non-réactive mais qui peut être soit élastique,
soit inélastique), ou dans l’arrangement final λf = B ou λf = C (collision réactive
qui peut être soit énergétiquement élastique, soit énergétiquement inélastique). On
comprend également la nécessité de prendre en compte les différents arrangements
dans le développement de la fonction d’onde totale, car pour représenter correcte-
ment un processus pour lequel par exemple λi = A et λf = B, on ne peut plus se
contenter des seules fonctions de base de l’arrangement A, composées notamment
des fonctions rovibrationnelles de la molécule BC, car ces fonctions sont très mal
adaptées pour représenter la molécule AC de l’arrangement B (il faudrait alors in-
clure des états du continuum de la molécule BC).

Nous allons présenter dans ce chapitre le formalisme utilisé pour décrire de manière
théorique les collisions binaires atome-diatome. Comme dans le chapitre 2, il s’agit
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d’un formalisme quantique exact indépendant du temps. Nous utiliserons les coor-
données hypersphériques de Delves–Fock [108, 109, 110] et de Smith–Whitten [111,
112, 113, 114] et le formalisme des collisions réactives. Ce chapitre sera très large-
ment inspiré des articles de Johnson [115, 116, 117], de Pack et Parker et al. [118,
64, 119, 120, 67] et de Launay et al. [121, 65, 122, 66, 123, 124].

3.2 Dynamique en coordonnées de Jacobi pondé-

rées

Nous nous placerons ici dans le référentiel fixe SF. Nous allons reprendre les coor-
données de Jacobi sur la figure 3.1, introduire les coordonnées de Jacobi pondérées
et nous allons voir qu’elles ne sont pas bien adaptées au formalisme réactif.

Coordonnées de Jacobi

B A

C

RC

rC

RB

rB
rA

RA

arrangement Aarrangement B

arrangement C

Fig. 3.1 – Vecteurs de Jacobi pour les trois arrangements possibles.

Dans ce chapitre, nous devons considérer les trois arrangements λ possibles. On
peut généraliser la procédure du chapitre 2 pour trouver les vecteurs de Jacobi. Les
vecteurs de Jacobi d’un arrangement λ sont donnés de manière générale par :

~RG =
1

M

∑

λ

mλ~xλ
~Rλ = ~xλ −

mλ+1~xλ+1 + mλ+2~xλ+2

mλ+1 +mλ+2
~rλ = ~xλ+2 − ~xλ+1,
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décrivant les positions des particules fictives de masses :

M =
∑

λ

mλ µλ−λ+1 λ+2 =
mλ(mλ+1 +mλ+2)

mλ +mλ+1 +mλ+2

µλ−λ+1 =
mλmλ+1

mλ +mλ+1

où λ, λ+ 1, λ+ 2 sont les permutations cycliques correspondantes des atomes A, B,
C (par exemple, si λ = A, λ+1 = B et λ+2 = C, si λ = B, λ+1 = C et λ+2 = A,
et enfin si λ = C, λ + 1 = A et λ+ 2 = B).

De manière explicite, on a pour le centre de masse :

~RG =
mA~xA +mB~xB +mC~xC

mA +mB +mC
M = mA +mB +mC .

Pour l’arrangement A, on a :

~RA = ~xA −
mB~xB + mC~xC

mB +mC

µA−BC =
mA(mB +mC)

mA +mB +mC

~rA = ~xC − ~xB µB−C =
mBmC

mB +mC
,

pour l’arrangement B, on a :

~RB = ~xB −
mC~xC + mA~xA

mC +mA
µB−CA =

mB(mC +mA)

mA +mB +mC

~rB = ~xA − ~xC µC−A =
mCmA

mC +mA

,

et pour l’arrangement C, on a :

~RC = ~xC −
mA~xA + mB~xB

mA +mB
µC−AB =

mC(mA +mB)

mA +mB +mC

~rC = ~xB − ~xA µA−B =
mAmB

mA +mB
.

De manière générale, les impulsions de Jacobi associées aux particules fictives pour
l’arrangement λ sont :

~PG = M ~̇RG
~Pλ = µλ−λ+1 λ+2

~̇R ~pλ = µλ+1−λ+2 ~̇r

et les moments cinétiques de Jacobi sont donnés par :

~LG = ~RG × ~PG
~Lλ = ~Rλ × ~Pλ

~jλ = ~rλ × ~pλ,

où ~Lλ est le moment cinétique orbital et ~jλ est le moment cinétique rotationnel de
l’arrangement λ.

L’expression du Hamiltonien en coordonnées de Jacobi pour l’arrangement λ dans
la représentation {| ~Rλ 〉 ⊗ | ~rλ 〉} est donnée par :

Ĥλ = − ~2

2µλ−λ+1 λ+2

∇2
~Rλ
− ~2

2µλ+1−λ+2

∇2
~rλ

+ V (~Rλ, ~rλ).
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Pour un arrangement donné λ, on voit que l’on obtient deux coefficients différents
devant l’opérateur ∇2

~Rλ
et ∇2

~rλ
, ce qui est gênant pour généraliser l’étude. Dans

ce formalisme, on décrit donc le mouvement de deux particules fictives de masses
différentes par deux vecteurs à trois dimensions. On va procéder à un changement de
variables pour lequel on étudiera le mouvement d’une seule et unique particule fictive
de masse réduite donnée et décrite par un vecteur généralisé à six dimensions. Ainsi,
on obtiendra une expression théorique du Hamiltonien beaucoup plus symétrique.

Coordonnées de Jacobi pondérées

Définissons les coordonnées de Jacobi pondérées de la manière suivante :

~̃Rλ = dλ
~Rλ ~̃rλ = d−1

λ ~rλ,

où dλ est un facteur de pondération. L’expression de l’énergie cinétique (pour l’ar-
rangement A par exemple) s’écrit :

T̂A = − ~2

2µA−BC

d2
A ∇2

~̃RA

− ~2

2µB−C

d−2
A ∇2

~̃rA

et on souhaite qu’il prenne la forme générale :

− ~2

2µ

(

∇2
~̃RA

+∇2
~̃rA

)

.

En identifiant , on obtient :

µ = µA−BC d−2
A µ = µB−C d2

A

d’où :

µ = (µA−BC µB−C)1/2 =

(

mAmBmC

mA +mB +mC

)1/2

dA =

(

µA−BC

µ

)1/2

=

(

µA−BC

µB−C

)1/4

.

On déduit de même les coefficients dB et dC en partant des deux autres arrangements.
On trouve de manière générale :

dλ =

[

mλ

µ

(

1− mλ

M

)

]1/2

µ =

(

mAmBmC

mA +mB +mC

)1/2

.

Il faut donc considérer les deux vecteurs pondérés à trois dimensions comme une
seule entité, c’est-à-dire comme un vecteur généralisé à six dimensions qui décrit
une seule super-particule fictive de masse réduite µ. On pourrait d’ailleurs adopter
la notation suivante pour insister sur le fait que l’on commence déjà à symétriser le
problème :

~Rλ =
(

~̃Rλ, ~̃rλ

)

=
(

R̃λx
, R̃λy

, R̃λz
, r̃λx

, r̃λy
, r̃λz

)

.
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Fig. 3.2 – Angles de rotation cinématique pour les différents arrangements pour une
configuration triatomique linéaire.

Rotation cinématique

Si on exprime
{

~̃RB, ~̃rB

}

en fonction de
{

~̃RA, ~̃rA

}

, on peut montrer que :

(

~̃RB

~̃rB

)

=







−
[

mAmB

(mA+mC)(mB+mC)

]1/2

−
[

mC(mA+mB+mC)
(mA+mC)(mB+mC)

]1/2

[

mC(mA+mB+mC)
(mA+mC)(mB+mC)

]1/2

−
[

mAmB

(mA+mC)(mB+mC)

]1/2







(

~̃RA

~̃rA

)

ou de manière plus condensée :

(

~̃RB

~̃rB

)

=

(

cos ΦA→B sin ΦA→B

− sin ΦA→B cos ΦA→B

)

(

~̃RA

~̃rA

)

(3.1)

où l’angle ΦA→B qui varie entre π et 3π/2 est donné par tanΦA→B = mC/µ. La
transformation (3.1) est une rotation dans un espace à six dimensions que l’on ap-
pelle rotation cinématique [111]. On peut se convaincre de la relation (3.1) sur la
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figure 3.2, où ~̃RB est bien une combinaison linéaire de ~̃RA et ~̃rA.

De manière générale, on a :

~Rλ+1 = T(Φλ→λ+1) ~Rλ

soit :
(

~̃Rλ+1

~̃rλ+1

)

= T(Φλ→λ+1)

(

~̃Rλ

~̃rλ

)

=

(

cos Φλ→λ+1 sin Φλ→λ+1

− sin Φλ→λ+1 cos Φλ→λ+1

)

(

~̃Rλ

~̃rλ

)

(3.2)

où :

tan Φλ→λ+1 = mλ+2/µ Φλ→λ+1 ∈ [π, 3π/2].

Les angles Φλ→λ+1 sont reportés sur la figure 3.3. La rotation cinématique inverse
s’utilise avec l’angle Φλ+1→λ = −Φλ→λ+1 :

(

~̃Rλ

~̃rλ

)

= T(Φλ+1→λ)

(

~̃Rλ+1

~̃rλ+1

)

=

(

cos Φλ→λ+1 − sin Φλ→λ+1

sin Φλ→λ+1 cos Φλ→λ+1

)

(

~̃Rλ+1

~̃rλ+1

)

(3.3)

La somme des angles cinématiques vaut :

Φλ→λ+1 + Φλ+1→λ+2 + Φλ+2→λ = 4π. (3.4)

Grâce à la forme (3.2), on remarque tout de suite une propriété intéressante sur
laquelle nous reviendrons plus tard :

( ~̃Rλ+1)
2 + (~̃rλ+1)

2 = ( ~̃Rλ)
2 + (~̃rλ)

2 ∀λ, (3.5)

car la matrice de rotation cinématique est unitaire et donc la norme est conservée.
Cette norme est une quantité invariante quel que soit l’arrangement choisi.

Dans le cas où trois atomes sont identiques, les trois masses sont les mêmes et donc :

µ =
m√
3

dλ = d =

√

2√
3

= 1.07457.

Les coordonnées de Jacobi pondérées diffèrent donc très peu des coordonnées de
Jacobi. De plus, les angles cinématiques sont égaux :

Φλ→λ+1 = Φλ+1→λ+2 = Φλ+2→λ

= arctan

(

m

µ

)

= arctan
(√

3
)

=
4π

3
.

Les seules coordonnées de Jacobi que nous utiliserons désormais dans ce chapitre
seront les coordonnées de Jacobi pondérées. On oubliera volontairement les tildes
sur les vecteurs pour ne pas alourdir les notations.
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Hamiltonien

On a choisi la pondération de telle sorte que le Hamiltonien s’écrive d’une manière
générale, quel que soit l’arrangement :

Ĥλ = − ~2

2µ

(

∇2
~Rλ

+∇2
~rλ

)

+ V (~Rλ, ~rλ). (3.6)

Si on pose :

∇2
~Rλ
≡ ∇2

~Rλ
+∇2

~rλ
,

on peut réécrire (3.6) de manière plus compacte :

Ĥλ = − ~2

2µ
∇2

~Rλ
+ V ( ~Rλ).

Cette interprétation est plus judicieuse car elle souligne le fait que l’on décrit plus
une super-particule fictive de même masse µ par un vecteur à six dimensions plutôt
que deux particules fictives de masses différentes par deux vecteurs différents. C’est
ainsi qu’il faut interpréter la pondération des coordonnées de Jacobi.

Si on exprime (3.6) en coordonnées sphériques dans le référentiel fixe :

~R SF

λ =
{

Rλ, R̂
SF

λ = (θSF

Rλ
, φSF

Rλ
)
}

~r SF

λ =
{

rλ, r̂
SF

λ = (θSF

rλ
, φSF

rλ
)
}

,

on obtient :

Ĥλ = − ~2

2µ

(

1

Rλ

∂2

∂R2
λ

Rλ +
1

rλ

∂2

∂r2
λ

rλ

)

+
L̂2

λ

2µRλ

+
ĵ2
λ

2µrλ

+ V (~R SF

λ , ~r SF

λ ),

avec :

L̂2
λ = − ~2

sin θSF
Rλ

∂

∂θSF
Rλ

sin θSF

Rλ

∂

∂θSF
Rλ

+
L̂2

zλ

sin2(θSF
Rλ

)
L̂2

zλ
= −~

2 ∂2

∂φSF
Rλ

2 ,

et :

ĵ2
λ = − ~2

sin θSF
rλ

∂

∂θSF
rλ

sin θSF

rλ

∂

∂θSF
rλ

+
ĵ2
zλ

sin2(θSF
rλ

)
ĵ2
zλ

= −~
2 ∂2

∂φSF
rλ

2 .

Fonctions de base

On va utiliser les fonctions propres des opérateurs :

ĥλ, L̂
2
λ, ĵ

2
λ, Ĵ

2
λ, Ĵzλ

pour former les fonctions de base ΦJME
λvjl (R̂ SF

λ , ~r SF
λ ), ĥλ étant le Hamiltonien de la

diatomique isolée de l’arrangement λ. On obtient les fonctions de base :

ΦJME
λvjl (R̂ SF

λ , ~r SF

λ ) =
1

rλ
χλvj(rλ) Y

JM
jl (R̂ SF

λ , r̂ SF

λ ),
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qui sont fonctions propres de
{

ĥλ, L̂
2
λ, ĵ

2
λ, Ĵ

2
λ, Ĵzλ

}

avec les valeurs propres {ελvj , ~
2l(l+

1), ~2j(j+1), ~2J(J +1), ~M} et où Y JM
jl (R̂SF

λ , r̂
SF
λ ) sont les harmoniques sphériques

couplées de l’arrangement λ. On développe la fonction d’onde totale de la manière
suivante en prenant en compte tous les arrangements possibles dans le développe-
ment :

ψJME
λvjl (~R SF

λ , ~r SF

λ ) =
∑

λ′′v′′j′′l′′

1

Rλ′′

ΦJME
λ′′v′′j′′l′′(R̂

SF

λ′′ , ~r SF

λ′′ ) F JME
λ′′v′′j′′l′′,λvjl(Rλ′′). (3.7)

Equations couplées

On obtient les équations couplées suivantes [125] :

[

− ~2

2µ

d2

dR2
λ′

+
~2 l′(l′ + 1)

2µR2
λ′

+ ελ′v′j′ −E
]

F JME
λ′v′j′l′,λvjl(Rλ′)

+
∑

v′′j′′l′′

UJMEλ′

v′j′l′,v′′j′′l′′(Rλ′) F JME
λ′v′′j′′l′′,λvjl(Rλ′)

+
∑

λ′′ 6=λ′

∑

v′′j′′l′′

WJME
λ′v′j′l′,λ′′v′′j′′l′′ F

JME
λ′′v′′j′′l′′,λvjl(Rλ′) = 0 (3.8)

où les éléments de matrice de couplage sont :

UJMEλ′

v′j′l′,v′′j′′l′′(Rλ′) =
〈

ΦJME
λ′v′j′l′

∣

∣U
∣

∣ΦJME
λ′v′′j′′l′′

〉

R̂SF
λ′

,~r SF
λ′

=

∫∫

dR̂SF

λ′ d~r SF

λ′ ΦJME
λ′v′j′l′(R̂

SF

λ′ , ~r SF

λ′ ) U(~R SF

λ′ , ~r SF

λ′ ) ΦJME
λ′v′′j′′l′′(R̂

SF

λ′ , ~r SF

λ′ )

et :

WJME
λ′v′j′l′,λ′′v′′j′′l′′ F

JME
λ′′v′′j′′l′′,λvjl(Rλ′) =

Rλ′

〈

ΦJM
λ′v′j′l′(R̂

SF

λ′ , ~r SF

λ′ )

∣

∣

∣

∣

(H − E)

∣

∣

∣

∣

1

Rλ′′

ΦJME
λ′′v′′j′′l′′(R̂

SF

λ′′ , ~r SF

λ′′ ) F JME
λ′′v′′j′′l′′,λvjl(Rλ′′)

〉

R̂ SF
λ′

,~r SF
λ′

= Rλ′

∫∫

dR̂ SF

λ′ d~r SF

λ′ ΦJME
λ′v′j′l′(R̂

SF

λ′ , ~r SF

λ′ ) (H −E)

1

Rλ′′

ΦJME
λ′′v′′j′′l′′(R̂

SF

λ′′ , ~r SF

λ′′ ) F JME
λ′′v′′j′′l′′,λvjl(Rλ′′).

Ici, le système d’équations couplées est du type intégro-différentiel et non du type
différentiel. Le terme WJME

λ′v′j′l′,λ′′v′′j′′l′′ F
JME
λ′′v′′j′′l′′,λvjl(Rλ′) est un terme non local et

son évaluation est très difficile car, bien que Rλ′ soit fixe, ~Rλ′′ ne l’est pas et a une
dépendance compliquée en R̂ SF

λ′ , ~r SF
λ′ (variables d’intégration). Tout ceci provient du

fait que les fonctions de base de l’arrangement λ′ ne sont pas adaptées aux arran-
gements λ′′ 6= λ′. Les coordonnées de Jacobi pondérées ne sont donc pas adaptées
au formalisme réactif. Nous allons introduire d’autres coordonnées, beaucoup mieux
adaptées à ce formalisme.
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3.3 Dynamique en coordonnées de Delves–Fock

3.3.1 Dans le référentiel fixe Gxyz

Coordonnées

Pour un arrangement λ, on définit :

ρ =
(

R2
λ + r2

λ

)1/2
rλ = ρ sinωλ

ωλ = arctan

(

rλ

Rλ

)

Rλ = ρ cosωλ, (3.9)

où ρ ∈ [0; +∞] et ωλ ∈ [0; π/2]. Les coordonnées de Delves–Fock [108, 109, 110]
dans le référentiel fixe SF sont données par :

ρ , ρ̂SF

λ ≡ ωλ, θ
SF

Rλ
, φSF

Rλ
, θSF

rλ
, φSF

rλ
≡ ωλ, R̂

SF

λ , r̂
SF

λ

où le rayon ρ est appelé rayon hypersphérique ou hyperrayon. C’est la quantité in-
variante définie en (3.5). ρ̂SF

λ désigne les cinq angles hypersphériques ou hyperangles
dans le référentiel fixe. Contrairement à ρ, les hyperangles dépendent de l’arrange-
ment λ.

Hamiltonien

Si on utilise les coordonnées de Delves–Fock dans le référentiel fixe pour décrire les
vecteurs {~R SF

λ , ~r SF
λ }, le Hamiltonien est donné par :

Ĥ = − ~2

2µρ5

∂

∂ρ
ρ5 ∂

∂ρ
+

Λ̂2(ρ̂SF
λ )

2µρ2
+ V (ρ, ρ̂SF

λ ) (3.10)

où Λ̂2(ρ̂SF
λ ) est un opérateur différentiel du second ordre appelé carré du grand mo-

ment angulaire [112] dont la forme analytique dépend du choix des hyperangles. Ses
fonctions propres sont appelées harmoniques hypersphériques. Elles généralisent les
harmoniques sphériques dans l’espace usuel à trois dimensions. Cet opérateur com-
mute avec Ĵ2 et Ĵz. Dans ce système de coordonnées, le carré du grand moment
angulaire s’exprime par :

Λ̂2(ρ̂SF

λ ) = − ~2

sin2(2ωλ)

∂

∂ωλ
sin2(2ωλ)

∂

∂ωλ
+

L̂2
λ

cos2 ωλ
+

ĵ2
λ

sin2 ωλ

où L̂2
λ et ĵ2

λ sont exprimés dans le référentiel fixe SF.

Bornes d’intégration

Si on utilise les coordonnées de Delves–Fock {ρ , ρ̂SF
λ } pour exprimer les vecteurs

{

~R SF

λ , ~r SF

λ

}

dans le référentiel fixe, l’intégration d’une fonction arbitraire F (~R SF

λ , ~r SF

λ )
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s’effectue de la manière suivante :
∫∫

d~R SF

λ d~r SF

λ F =
1

4

∫ ∞

0

ρ5 dρ

∫ π/2

0

sin2(2ωλ) dωλ

∫

dR̂ SF

λ

∫

dr̂ SF

λ F

=
1

4

∫ ∞

0

ρ5 dρ

∫ π/2

0

sin2(2ωλ) dωλ

∫ π

0

sin θSF

Rλ
dθSF

Rλ

∫ 2π

0

dφSF

Rλ

∫ π

0

sin θSF

rλ
dθSF

rλ

∫ 2π

0

dφSF

rλ
F.

Fonctions de base

Les fonctions de base à ρ fixé sont données par :

ΦJME
λvjl (ρ; ρ̂ SF

λ ) =
2 χλvj(ρ;ωλ)

sin 2ωλ
Y JM

jl (R̂SF

λ , r̂
SF

λ )

La fonction χλvj(ρ;ωλ) est solution de l’équation :
{

1

2µρ2

(

− ~
2 d2

dω2
λ

+
~2 j(j + 1)

sin2 ωλ

)

+ v(ρ;ωλ)

}

χλvj(ρ;ωλ) = ελvj(ρ) χλvj(ρ;ωλ),

où v(ρ;ωλ) est l’énergie potentielle de la diatomique v(rλ) exprimée en coordonnée
hypersphérique. χλvj(ρ;ωλ) caractérise ainsi l’état vibrationnel de la diatomique en
coordonnées hypersphériques pour un état rotationnel donné. L’énergie rovibration-
nelle hypersphérique ελvj(ρ) n’est pas égale à l’énergie rovibrationnelle de la diato-
mique ελvj car le potentiel v(ρ;ωλ) pour un ρ fixé ne correspond pas exactement au
potentiel v(rλ). Le développement de l’onde partielle est donné par :

ψJME
λvjl =

2

ρ5/2

∑

λ′′v′′j′′l′′

χλ′′v′′j′′(ρ;ωλ′′)

sin 2ωλ′′

Y JM
j′′l′′ (R̂

SF

λ′′ , r̂SF

λ′′) F
JME (1,2)
λ′′v′′j′′l′′,λvjl(ρ).

3.3.2 Dans le référentiel mobile BFλ

Il existe maintenant plusieurs référentiels mobiles adaptés à un arrangement donné.
On notera BFλ le référentiel mobile de Jacobi dont l’axe GZ s’oriente comme le
vecteur ~Rλ et dont le plan GXZ contient le vecteur ~rλ. On notera αλ, βλ, γλ les trois
angles d’Euler orientant le référentiel BFλ par rapport au référentiel SF.

Coordonnées

Les coordonnées de Delves–Fock dans le référentiel mobile BFλ sont données par :

ρ , ρ̂ BF

λ ≡ ωλ, ηλ, αλ, βλ, γλ

L’angle ηλ correspond à l’angle η défini par (2.14) pour l’arrangement λ :

ηλ = arccos

(

~Rλ.~rλ

Rλ rλ

)

.

Les angles d’Euler définis par (2.17) s’écrivent pour l’arrangement λ :

αλ = φSF

Rλ
βλ = θSF

Rλ
γλ = ϕλ. (3.11)
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Hamiltonien

Si on utilise les coordonnées de Delves–Fock dans le référentiel mobile pour décrire
les vecteurs {~R BF

λ , ~r BF
λ }, le Hamiltonien s’écrit sous la forme :

Ĥ = − ~2

2µρ5

∂

∂ρ
ρ5 ∂

∂ρ
+

Λ̂2(ρ̂BF
λ )

2µρ2
+ V (ρ, ωλ, ηλ). (3.12)

L’expression du carré du grand moment angulaire est donné par :

Λ̂2(ρ̂BF

λ ) = − ~2

sin2(2ωλ)

∂

∂ωλ
sin2(2ωλ)

∂

∂ωλ
+

L̂2
λ

cos2 ωλ
+

ĵ2
λ

sin2 ωλ

,

où cette fois L̂2
λ et ĵ2

λ sont exprimés dans le référentiel BFλ.

Bornes d’intégration

Si on utilise les coordonnées de Delves–Fock {ρ , ρ̂ BF

λ } pour exprimer les vec-

teurs
{

~R BF
λ , ~r BF

λ

}

dans le référentiel mobile, l’intégration d’une fonction arbitraire

F (~R BF
λ , ~r BF

λ ) s’effectue de la manière suivante :

∫∫

d~R BF

λ d~r BF

λ F =
1

4

∫ ∞

0

ρ5 dρ

∫ π/2

0

sin2(2ωλ) dωλ

∫

dR̂BF

λ

∫

dr̂BF

λ F

=
1

4

∫ ∞

0

ρ5 dρ

∫ π/2

0

sin2(2ωλ) dωλ

∫ π

0

sin ηλ dηλ

∫ 2π

0

dαλ

∫ π

0

sin βλ dβλ

∫ 2π

0

dγλ F.

Fonctions de base

Les fonctions de base à ρ fixé sont données par :

ΦJME
λvjΩλ

(ρ; ρ̂ BF

λ ) =
2 χλvj(ρ;ωλ)

sin 2ωλ

Y JM
jΩλ

(R̂BF

λ , r̂BF

λ ),

avec :

Y JM
jΩλ

(R̂BF

λ , r̂BF

λ ) = D̃J∗
MΩλ

(αλ, βλ, γλ) P
Ωλ

j (ηλ).

et où Ωλ est la projection de ~̂J sur le vecteur de Jacobi ~Rλ (axe GZλ). Le dévelop-
pement de l’onde partielle est donné par :

ψJME
λvjl =

2

ρ5/2

∑

λ′′v′′j′′Ω′′

λ′′

χλ′′v′′j′′(ρ;ωλ′′)

sin 2ωλ′′

Y JM
j′′Ω′′

λ′′

(R̂BF

λ′′ , r̂BF

λ′′) F
JME (1,2)
λ′′v′′j′′Ω′′

λ′′
,λvjl(ρ).
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3.4 Dynamique en coordonnées de Smith–Whitten

Les coordonnées de Smith–Whitten [111, 112, 113, 114] sont automatiquement dé-
finies dans le référentiel mobile BF. Elles sont plus subtiles que les précédentes
coordonnées. Elles font intervenir notamment la notion importante de rotation ci-
nématique et s’ajustent aux axes principaux d’inertie du système triatomique pour
chaque configuration.

Coordonnées

On cherche à créer deux vecteurs [64], tel que :

(

~Q
~q

)

= T(φλ)

(

~Rλ

~rλ

)

(3.13)

où T est défini par (3.2). L’angle cinématique φλ devient ici une variable continue
à part entière (voir figure 3.3). L’angle φλ peut varier de 0 à 2π. On définit un
angle φi où l’indice i = A,B,C précise son origine, c’est-à-dire à partir de quel
vecteur ~Ri il est compté. Dans notre étude on considérera que l’arrangement initial
est l’arrangement A. Donc φi = φA. Si on utilise un autre arrangement λ 6= i, on a
la relation suivante qui lie φλ à φi :

φλ = φi − Φi→λ. (3.14)

De manière plus explicite, on peut choisir trois différents sets de Jacobi pour une
même configuration spatiale des trois atomes. Si on convient que l’arrangement
initial est l’arrangement A et si on part de ce set de Jacobi, les deux vecteurs ~Q et
~q sont trouvés grâce à la relation :

(

~Q
~q

)

= T(φA)

(

~RA

~rA

)

. (3.15)

Pour trouver les deux vecteurs ~Q et ~q, si on utilise le set B de Jacobi, on a :

(

~Q
~q

)

= T(φB)

(

~RB

~rB

)

. (3.16)

On doit utiliser un angle φB défini par (3.14) pour reproduire l’angle φA du set A
de Jacobi :

φB = φA − ΦA→B = φA − 4π/3.

De même, si on utilise le set C de Jacobi, on a :

(

~Q
~q

)

= T(φC)

(

~RC

~rC

)

(3.17)
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Fig. 3.3 – Angles de rotations cinématiques variables pour une configuration triato-
mique linéaire.

et on doit utiliser un angle φC défini par (3.14) pour reproduire l’angle φA du set A
de Jacobi :

φC = φA − ΦA→C = φA − 8π/3 = φA − 2π/3.

Pour vérifier la relation (3.14), on part de l’arrangement B par exemple. On a
d’après (3.13) et (3.14) :

T(φB)

(

~RB

~rB

)

=

(

cosφB sin φB

− sinφB cos φB

)(

~RB

~rB

)

=

(

cos(φA − ΦA→B) sin(φA − ΦA→B)
− sin(φA − ΦA→B) cos(φA − ΦA→B)

)(

~RB

~rB

)

=

(

cosφA sinφA

− sinφA cosφA

)(

cos ΦA→B − sin ΦA→B

sin ΦA→B cos ΦA→B

)(

~RB

~rB

)

=

(

cosφA sinφA

− sinφA cosφA

)(

cos ΦB→A sin ΦB→A

− sin ΦB→A cos ΦB→A

)(

~RB

~rB

)

=

(

cosφA sinφA

− sinφA cosφA

)(

~RA

~rA

)

=

(

~Q
~q

)
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On montre donc que l’on retrouve toujours ~Q et ~q quel que soit l’arrangement λ des
coordonnées de Jacobi dont on part pour décrire une même configuration spatiale
des trois atomes. Ils sont donc indépendants de λ. Nous verrons que ceci est normal
car ces deux vecteurs caractérisent les moments principaux d’inertie du système tri-
atomique, qui sont des grandeurs indépendantes des arrangements et dépendantes
seulement de la configuration spatiale des trois atomes. L’angle φ = φA caractérise
en fait l’angle de la rotation cinématique qui permet d’obtenir les deux vecteurs ~Q
et ~q à partir des deux vecteurs ~RA et ~rA . La relation (3.14) permet d’obtenir l’angle
de la rotation cinématique φB ou φC à partir de l’angle φA et ainsi obtenir les deux
vecteurs ~Q et ~q à partir des deux vecteurs ~RB et ~rB ou ~RC et ~rC .

On cherche maintenant l’expression littérale de φλ. On va donc chercher dans (3.13)

les deux vecteurs ~Q et ~q définis par une valeur de φλ bien déterminée (on gardera
pour l’instant la notation générale φλ). On veut transformer ce paramètre en une

véritable coordonnée. On choisit φλ de telle façon à maximiser l’amplitude Q2 de ~Q
pour chaque configuration (signalons que du fait de (3.13), Q2 + q2 = R2

λ + r2
λ et

que max(Q2) ≤ R2
λ + r2

λ = ρ2 ). Quand l’atome λ (λ = A,B,C) est très loin de la

diatomique, on sait que
{

~Rλ, ~rλ

}

est le bon set de Jacobi à utiliser et on a Rλ ≫ rλ.

On veut donc que ~Q approche ~Rλ. D’après (3.13), on a :

Q2 = ~Q. ~Q =
(

cosφλ
~Rλ + sinφλ~rλ

)2

et la dérivée doit s’annuler :

dQ2

dφλ
= 2 cos 2φλ

~Rλ.~rλ + sin 2φλ

[

r2
λ −R2

λ

]

= 0

pour :

tan 2φλ =

[

2~Rλ.~rλ

R2
λ − r2

λ

]

. (3.18)

On peut maintenant trouver les amplitudes Q et q des vecteurs ~Q et ~q. Il suffit de
remplacer la valeur trouvée en (3.18) dans (3.13). On a :

Q =

{

1

2

(

R2
λ + r2

λ

)

+
1

2

[

(

R2
λ − r2

λ

)2
+
(

2~Rλ.~rλ

)2
]1/2

}1/2

q =

{

1

2

(

R2
λ + r2

λ

)

− 1

2

[

(

R2
λ − r2

λ

)2
+
(

2~Rλ.~rλ

)2
]1/2

}1/2

.

Notons également que maximiser Q2 revient également à minimiser q2. En utilisant
la valeur de φλ définie par (3.18) dans (3.13), on trouve que :

~Q.~q = 0, (3.19)
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autrement dit, { ~Q, ~q} est un système orthogonal de vecteurs. On peut donc définir
un repère orthogonal {~uQ, ~uq} dont les vecteurs unitaires sont :

~uQ =
~Q

Q
~uq =

~q

q
.

On définit également le référentiel BFQ (voir figure 3.4) constitué des vecteurs uni-
taires {~uq, ~uY , ~uQ}, où ~uY est le vecteur unitaire de l’axe GY . Quand Rλ ≫ rλ, on

a ~Q→ ± ~Rλ. Donc ~Q s’aligne avec ~Rλ. Par contre, ~q ne s’aligne pas avec ~rλ, du fait
de l’orthogonalité des deux vecteurs. Et donc le système { ~Q, ~q} n’est plus adapté à
la description de la dynamique dans la partie asymptotique.

G X

Z

RO

G�

rO
G�

KO

Q
JG

q
G

�Y

QBF

BFO

Fig. 3.4 – Référentiel BFQ et référentiel BFλ.

Le vecteur ~Q se situe dans le plan GXZ de BFλ d’après (3.13) puisqu’il est une

combinaison linéaire des vecteurs ~Rλ et ~rλ. Connaissant les coordonnées cartésiennes
de ces deux vecteurs dans BFλ (2.13), on déduit les coordonnées cartésiennes de ~Q
dans ce référentiel :

~Q =





QXλ

0
QZλ



 =





rλ sinφλ sin ηλ

0
Rλ cosφλ + rλ sinφλ cos ηλ



 . (3.20)
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Dans le référentiel BFQ, le vecteur ~Q a pour coordonnées cartésiennes :

~Q =





0
0
Q



 .

La rotation spatiale RBFλ→BFQ
(αλ→Q = 0, βλ→Q, γλ→Q = 0) d’angle βλ→Q autour de

l’axe GY du référentiel BFλ qui amène l’axe GZ le long de ~Q est donné par :

~Q =





0
0
Q



 =





cos βλ→Q 0 − sin βλ→Q

0 1 0
sin βλ→Q 0 cosβλ→Q









QXλ

0
QZλ



 . (3.21)

En utilisant (3.20) et (3.21), on déduit :

sin βλ→Q =
rλ sinφλ sin ηλ

Q

cosβλ→Q =
Rλ cosφλ + rλ sin φλ cos ηλ

Q

d’où :

tanβλ→Q =
rλ sinφλ sin ηλ

Rλ cosφλ + rλ sin φλ cos ηλ

. (3.22)

Dans le repère orthogonal {~uQ, ~uq}, on définit :

ρ =
(

Q2 + q2
)1/2

q = ρ sin(θ/2)

θ = 2 arctan

(

q

Q

)

Q = ρ cos(θ/2). (3.23)

Les domaines de variation des coordonnées ρ, θ, φλ sont :

ρ ∈ [0; +∞] θ ∈ [0; π/2] φλ ∈ [0; 2π]. (3.24)

Les coordonnées de Smith–Whitten (légèrement modifiées par rapport à [117, 64])
sont données par :

ρ , ρ̂BF

λ ≡ θ, φλ, αQ, βQ, γQ

où les angles d’Euler sont donnés par :

αQ = αλ βQ = βλ + βλ→Q γQ = γλ.

Récapitulons les relations de passage entre coordonnées de Smith–Whitten et coor-
données de Jacobi pondérées :

ρ =
(

~R 2
λ + ~r 2

λ

)
1
2

θ = 2 arctan



























(R2
λ + r2

λ)−
[

(R2
λ − r2

λ)
2
+
(

2~Rλ.~rλ

)2
]

(R2
λ + r2

λ) +

[

(R2
λ − r2

λ)
2
+
(

2~Rλ.~rλ

)2
]









1/2


















φλ =
1

2
arctan

(

2 ~Rλ. ~rλ

R2
λ − r2

λ

)

,
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et les relations de passage inverses :

Rλ =
ρ√
2

[1 + cos θ cos(2φλ)]
1/2

rλ =
ρ√
2

[1− cos θ cos(2φλ)]
1/2

cos ηλ =
cos θ sin 2φλ

[1− cos2 θ cos2(2φλ)]
1/2
.

Axes principaux et instantanés d’inertie

On peut utiliser une autre interprétation de ces coordonnées hypersphériques. Si on
exprime les vecteurs ~Rλ et ~rλ en coordonnées cartésiennes dans le repère BFQ, on a,
en inversant la relation (3.13), en utilisant (3.3) et en utilisant (3.23) :

Rλq
=
(

cosφλ
~Q− sinφλ ~q

)

.~uq rλq
=
(

sin φλ
~Q+ cos φλ ~q

)

.~uq

= −q sin φλ = q cosφλ

= −ρ sin(θ/2) sinφλ = ρ sin(θ/2) cosφλ

RλY
= 0 rλY

= 0

RλQ
=
(

cosφλ
~Q− sinφλ ~q

)

.~uQ rλQ
=
(

sin φλ
~Q+ cos φλ ~q

)

.~uQ

= Q cosφλ = Q sinφλ

= ρ cos(θ/2) cosφλ = ρ cos(θ/2) sinφλ.

Sachant que l’on traite deux particules fictives de masse µ caractérisées par les
vecteurs ~Rλ et ~rλ, les éléments diagonaux du tenseur d’inertie dans le référentiel
BFQ sont donnés par :

Iq = µ{(R2
λY

+R2
λQ

) + (r2
λY

+ r2
λQ

)}
IY = µ{(R2

λQ
+R2

λq
) + (r2

λQ
+ r2

λq
)}

IQ = µ{(R2
λq

+R2
λY

) + (r2
λq

+ r2
λY

)}

et les éléments non-diagonaux par :

IY Q = IQY = −µ{RλY
RλQ

+ rλY
rλQ
}

IQq = IqQ = −µ{RλQ
Rλq

+ rλQ
rλq
}

IqY = IY q = −µ{Rλq
RλY

+ rλq
rλY
}.

Ce qui donne :




Iq IqY IqQ

IY q IY IY Q

IQq IQY IQ



 =





µρ2 cos2(θ/2) 0 0
0 µρ2 0
0 0 µρ2 sin2(θ/2)





=





µQ2 0 0
0 µ(Q2 + q2) 0
0 0 µq2
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Le référentiel BFQ constitue à chaque fois le référentiel principal d’inertie pour une
configuration {ρ, θ, φλ} donnée des trois atomes. Pour chaque configuration, q2 est
minimal et Q2 est maximal. L’axe de moindre inertie est donc l’axe GQ et l’axe de
moyenne inertie est Gq. L’axe de plus grande inertie étant bien sûr l’axe GY car
Q2 + q2 > Q2, q2. Remarquons que IY = Iq + IQ dû au fait que les trois atomes
doivent être dans le plan perpendiculaire à l’axe GY .

De manière générale, le système triatomique est de type toupie asymétrique. Quand
Q ≫ q, ce qui est le cas quand les trois atomes sont proches d’une configuration
linéaire (c’est-à-dire lorsque θ approche 0) ou bien quand un des atomes est très
éloigné des deux autres (comme dans la zone asymptotique), on a IQ ≪ Iq ≈ IY
et le système s’approche d’une toupie symétrique allongée (“prolate symetric top”)
dont l’axe GQ est l’axe de symétrie. Quand Q ≈ q, (c’est-à-dire lorsque θ approche
π/2) on a IQ ≈ Iq < IY et le système s’approche d’une toupie symétrique aplatie
(“oblate symetric top”) dont l’axe GY est l’axe de symétrie.

En conclusion, les coordonnées de Smith–Whitten décrivent plus directement les
tenseurs d’inertie du système triatomique que ses coordonnées, contrairement aux
coordonnées de Jacobi qui décrivent de manière plus intuitive les trois particules.
La rotation cinématique d’angle φλ dans (3.13) transforme un set de vecteurs de

Jacobi
{

~Rλ, ~rλ

}

en un set orthogonal de vecteurs
{

~Q, ~q
}

qui s’alignent avec les axes

principaux d’inertie de la triatomique dans le plan.

Hamiltonien

On supposera dans la suite que l’arrangement d’origine est l’arrangement A. Pour
trouver les deux vecteurs ~Q et ~q, on utilisera donc le set de Jacobi {~RA, ~rA}. On

posera φ = φi = φA. Cet angle sera donc compté à partir du vecteur ~RA.

En utilisant la procédure établie par Podolsky [126], Johnson [115, 116, 117] a établi
l’expression du Hamiltonien en coordonnée hypersphérique de Smith–Whitten :

Ĥ = − ~2

2µρ5

∂

∂ρ
ρ5 ∂

∂ρ
+

Λ̂2(ρ̂BF
λ )

2µρ2
+ V (ρ, θ, φ) (3.25)

où, cette fois, le carré du grand moment angulaire Λ̂2(ρ̂BF
λ ) s’écrit dans le système

de coordonnées choisi :

Λ̂2(ρ̂BF

λ ) = Λ̂2
0(θ, φ) +

4Ĵ2
Z

sin2 θ
+R

avec :

Λ̂2
0(θ, φ) = − 4~2

sin 2θ

∂

∂θ
sin 2θ

∂

∂θ
− ~2

cos2 θ

∂2

∂φ2

R = −2i~ sin θĴY

cos2 θ

∂

∂φ
+
Ĵ2

X − Ĵ2
Z

cos2 θ/2
+

Ĵ2
Y

cos2 θ
.
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Les composantes ĴX , ĴY , ĴZ sont celles de l’opérateur moment angulaire total dans

le réferentiel BFQ. Les solutions de l’opérateur Λ̂2
0(θ, φ) +

4Ĵ2
Z

sin2 θ
sont les fonctions

YΩǫiǫp

Kν (θ, φ) (voir annexe B), appelées pseudo-harmoniques hypersphériques (PHH),
contrairement aux harmoniques hypersphériques qui elles sont fonctions propres du
carré du grand moment angulaire Λ̂2(θ, φ) [112]. On peut réécrire (3.25) sous forme
plus compacte :

Ĥ = − ~2

2µρ5

∂

∂ρ
ρ5 ∂

∂ρ
+H + C (3.26)

avec :

H =
1

2µρ2

{

Λ̂2
0(θ, φ) +

4Ĵ2
Z

sin2 θ

}

+ V (ρ, θ, φ) (3.27)

et :

C =
1

2µρ2
R.

On appelleH le Hamiltonien interne. Il fait intervenir la déformation des trois atomes
pour un ρ donné ainsi que la rotation autour de l’axe GZ du référentiel mobile BFQ

et l’énergie potentielle. Le terme C contient le couplage de Coriolis et les termes
rotationnels restants.

Bornes d’intégration

Si on utilise les coordonnées de Smith–Whitten {ρ, ρ̂ BF
λ } pour exprimer les vec-

teurs
{

~R BF
λ , ~r BF

λ

}

dans le référentiel mobile, l’intégration d’une fonction arbitraire

F (~R BF
λ , ~r BF

λ ) s’effectue de la manière suivante :

∫∫

d~R BF

λ d~r BF

λ F =
1

16

∫ ∞

0

ρ5 dρ

∫ 2π

0

dφ

∫ π/2

0

sin(2θ) dθ

∫ 2π

0

dαQ

∫ π

0

sin βQ dβQ

∫ 2π

0

dγQ F.

Fonctions de base

Considérons maintenant les fonctions de base suivantes à cinq dimensions, de parité
et permutation bien définies, pour un rayon hypersphérique ρ fixé :

ΦJMEǫiσ
kΩ (ρ; ρ̂BF) = NJMǫi

Ω (αQ, βQ, γQ) ϕΩǫiσ
k (ρ; θ, φ), (3.28)

où NJMǫi

Ω (αQ, βQ, γQ) sont les fonctions de Wigner normalisées de parité bien définie
déjà introduites dans le chapitre 2 et où σ = {ǫp, σr}, σr indiquant la représentation
irréductible A ou E du groupe de permutation (S3) pour trois particules.
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Lorsque l’on applique le Hamiltonien interne (3.27) H sur ΦJMEǫiσ
kΩ (ρ; ρ̂BF), seul le

terme Ĵ2
Z agit sur NJMǫi

Ω (αQ, βQ, γQ), les autres termes agissant sur ϕΩǫiσ
k (ρ; θ, φ),

car l’opérateur ĴZ ne dépend que des angles d’Euler αQ, βQ, γQ. Donc, comme :

Ĵ2
Z ΦJMEǫiσ

kΩ (ρ; ρ̂BF) = ~
2Ω2 ΦJMEǫiσ

kΩ (ρ; ρ̂BF)

on peut définir un Hamiltonien interne HΩ(ρ; θφ) à ρ fixé, défini pour une valeur de
Ω :

HΩ(ρ; θ, φ) =
1

2µρ2

{

Λ̂2
0(θ, φ) +

4~2Ω2

sin2 θ

}

+ V (ρ; θ, φ)

=
1

2µρ2

{

− 4~2

sin 2θ

∂

∂θ
sin 2θ

∂

∂θ
− ~2

cos2 θ

∂2

∂φ2
+

4~2Ω2

sin2 θ

}

+ V (ρ; θ, φ). (3.29)

Les fonctions ϕΩǫiσ
k (ρ; θ, φ) sont les fonctions propres de cet Hamiltonien HΩ(ρ; θ, φ)

avec les valeurs propres εΩǫiσ
k (ρ), k représentant le numéro de la valeur propre et de

la fonction propre pour un Ω donné. Les εΩǫiσ
k (ρ) sont appelées énergies adiabatiques

hypersphériques et les fonctions ϕΩǫiσ
k (ρ; θφ) sont appelées fonctions adiabatiques

hypersphériques ou encore états de surface. Ces fonctions décrivent les mouvements
de déformation de la triatomique à ρ fixé dans le potentiel V (ρ; θ, φ). On a donc :

HΩ(ρ; θ, φ) ϕΩǫiσ
k (ρ; θ, φ) = εΩǫiσ

k (ρ) ϕΩǫiσ
k (ρ; θ, φ). (3.30)

L’équation (3.30) est résolue par une méthode VBR (Variational Basis Represen-
tation). La base choisie pour représenter les états de surface est celle des PHH

YΩǫiǫp

Kν (θ, φ), définie auparavant et dans l’annexe B, et telle que :

{

− 4~2

sin 2θ

∂

∂θ
sin 2θ

∂

∂θ
− ~2

cos2 θ

∂2

∂φ2
+

4~2Ω2

sin2 θ

}

YΩǫiǫp

Kν (θ, φ)

= ~
2 K(K + 4) YΩǫiǫp

Kν (θ, φ) (3.31)

avec

K = ν + 2Ω + 4n ; ν et n ∈ N.

Pour chaque valeur du triplet {Ω, ǫi, σ}, on a des valeurs particulières pour ν, n

(et donc K), ainsi que pour YΩǫiǫp

Kν (θ, φ). Le Hamiltonien interne (3.29) est donc
calculé en utilisant la base des PHH et ensuite diagonalisé pour chaque valeur de ρ.
Les énergies et fonctions propres trouvées sont les énergies et fonctions adiabatiques
décrites en (3.30).

Représentation diabatique par secteurs de la fonction d’onde

On se reportera au chapitre 10 pour la différence entre représentation adiabatique
et diabatique par secteurs.
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Fig. 3.5 – L’axe des ρ est fragmenté en petits secteurs.

On segmente l’axe des ρ [0,ρm] en ns petits secteurs comme sur la figure 3.5, ns

étant le nombre de secteurs total utilisé. ρm est la distance de “matching”, c’est-à-
dire la distance à laquelle on procède à la comparaison entre la zone interne (en
coordonnées hypersphériques) et la zone externe asymptotique (en coordonnées de
Jacobi pondérées). Ceci sera expliqué plus en détail dans le chapitre 4. ρns

est le
milieu du dernier secteur. Sur chaque secteur [ρg

p, ρ
d
p] centré en ρp, l’onde partielle

ψJME
λvjl (ρ, ρ̂BF) est développée sur la base ΦJMEǫiσ

kΩ (ρ; ρ̂BF) définie au milieu du secteur
de la manière suivante :

ψJME
λvjl (ρ, ρ̂BF) =

1

ρ5/2

nch
∑

k′′Ω′′

ΦJMEǫiσ
k′′Ω′′ (ρp; ρ̂

BF) F JME
k′′Ω′′,λvjl(ρp; ρ)

=
1

ρ5/2

nch
∑

k′′Ω′′

NJMǫi

Ω′′ (αQ, βQ, γQ) ϕΩ′′ǫiσ
k′′ (ρp; θ, φ) F JME

k′′Ω′′,λvjl(ρp; ρ), (3.32)

où nch est le nombre total de canaux hypersphériques utilisé (nombre total de fonc-
tions de base utilisé) qui est la somme de tous les canaux hypersphériques pour
chaque valeur de Ω′′. Les éléments F JME

k′′Ω′′,λvjl(ρp; ρ) sont les composantes hyperra-

diales associées aux fonctions de base ΦJMEǫiσ
k′′Ω′′ (ρp; ρ̂

BF) qui décrivent la solution par-
ticulière correspondant à l’état initial atome-diatome {λvjl}. On peut réécrire ceci
sous forme matricielle pour chaque secteur p. Si on définit ψJME

hyp le vecteur ligne
contenant les ψJME

λvjl (ρ, ρ̂BF), ΦJME
hyp le vecteur ligne contenant les fonctions de base

ΦJMEǫiσ
k′′Ω′′ (ρp; ρ̂

BF) et la matrice FJME
hyp dont les éléments sont F JME

k′′Ω′′,λvjl(ρp; ρ), on a :

ψJME
hyp =

1

ρ5/2
ΦJME

hyp F
JME
hyp .
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Equations couplées

Pour chaque bloc {J,M,E,Ω, ǫi, σ}, on a un système d’équations différentielles cou-
plées à résoudre :

[

− ~2

2µ

d2

dρ2
+

(15/4)~2

2µρ2
−E

]

F JME
k′Ω′,λvjl(ρp; ρ)

+
∑

k′′

HΩ′

k′k′′(ρp; ρ) F
JME
k′′Ω′,λvjl(ρp; ρ)

+
∑

k′′

∑

Ω′′ 6=Ω′

CJ
k′Ω′,k′′Ω′′(ρp; ρ) F

JME
k′′Ω′′,λvjl(ρp; ρ) = 0, (3.33)

avec des couplages provenant, d’une part, de la variation de H(ρ) autour de ρp :

HΩ′

k′k′′(ρp; ρ) = 〈ϕΩ′ǫiσ
k′ (ρp; θ, φ)|HΩ′

(ρ; θ, φ)|ϕΩ′ǫiσ
k′′ (ρp; θ, φ)〉θ,φ

= 〈ϕΩ′ǫiσ
k′ (ρp; θ, φ)|HΩ′

(ρ; θ, φ)−HΩ′

(ρp; θ, φ)|ϕΩ′ǫiσ
k′′ (ρp; θ, φ)〉θ,φ

+ εΩ′ǫiσ
k′′ (ρp) δk′k′′ (3.34)

et provenant, d’autre part, de C qui connecte les états de différents Ω :

CJ
k′Ω′,k′′Ω′′(ρp; ρ) =

〈

ΦJMEǫiσ
k′Ω′ (ρp; ρ̂

BF) |C|ΦJMEǫiσ
k′′Ω′′ (ρp; ρ̂

BF)
〉

ρ̂BF

= − 1

2µρ2

〈

ΦJMEǫiσ
k′Ω′ (ρp; ρ̂

BF)

∣

∣

∣

∣

∣

2i~ sin θĴY

cos2 θ

∂

∂φ

∣

∣

∣

∣

∣

ΦJMEǫiσ
k′′Ω′′ (ρp; ρ̂

BF)

〉

ρ̂BF

+
1

2µρ2

〈

ΦJMEǫiσ
k′Ω′ (ρp; ρ̂

BF)

∣

∣

∣

∣

∣

Ĵ2
X − Ĵ2

Z

cos2 θ/2

∣

∣

∣

∣

∣

ΦJMEǫiσ
k′′Ω′′ (ρp; ρ̂

BF)

〉

ρ̂BF

+
1

2µρ2

〈

ΦJMEǫiσ
k′Ω′ (ρp; ρ̂

BF)

∣

∣

∣

∣

∣

Ĵ2
Y

cos2 θ

∣

∣

∣

∣

∣

ΦJMEǫiσ
k′′Ω′′ (ρp; ρ̂

BF)

〉

ρ̂BF

= − 1

2µρ2

〈

ϕΩ′ǫiσ
k′ (ρp; θ, φ)

∣

∣

∣

∣

2i~ sin θ

cos2 θ

∂

∂φ

∣

∣

∣

∣

ϕΩ′′ǫiσ
k′′ (ρp; θ, φ)

〉

θ,φ
〈

NJMǫi

Ω′ (αQ, βQ, γQ)
∣

∣

∣
ĴY

∣

∣

∣
NJMǫi

Ω′′ (αQ, βQ, γQ)
〉

αQ,βQ,γQ

+
1

2µρ2

〈

ϕΩ′ǫiσ
k′ (ρp; θ, φ)

∣

∣

∣

∣

1

cos2 θ/2

∣

∣

∣

∣

ϕΩ′′ǫiσ
k′′ (ρp; θ, φ)

〉

θ,φ
〈

NJMǫi

Ω′ (αQ, βQ, γQ)
∣

∣

∣
Ĵ2

X − Ĵ2
Z

∣

∣

∣
NJMǫi

Ω′′ (αQ, βQ, γQ)
〉

αQ,βQ,γQ

+
1

2µρ2

〈

ϕΩ′ǫiσ
k′ (ρp; θ, φ)

∣

∣

∣

∣

1

cos2 θ

∣

∣

∣

∣

ϕΩ′′ǫiσ
k′′ (ρp; θ, φ)

〉

θ,φ
〈

NJMǫi

Ω′ (αQ, βQ, γQ)
∣

∣

∣
Ĵ2

Y

∣

∣

∣
NJMǫi

Ω′′ (αQ, βQ, γQ)
〉

αQ,βQ,γQ

. (3.35)

Les termes qui correspondent à des intégrales sur θ, φ sont calculés une fois pour
chaque secteur p. Les termes qui correspondent à des intégrales sur αQ, βQ, γQ
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sont obtenus de manière analytique [103, 104] grâce aux propriétés des opérateurs
Ĵ2, ĴX , ĴY , ĴZ sur les matrices de rotation de Wigner.
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Chapitre 4

Propagation et analyse
asymptotique

Nous nous sommes arrêtés aux équations couplées pour chaque région de l’espace.
Pour accéder aux grandeurs observables comme les probabilités de réaction, les sec-
tions efficaces, les taux de collision, il faut comparer ce que l’on a obtenu dans la
région interne (région réactive où les trois atomes sont proches les uns des autres) et
ce que l’on doit obtenir dans la région externe (région asymptotique où l’atome et
la diatomique sont éloignés). On parle souvent de “matching”, raccordement entre
la partie réactive et la partie asymptotique.

4.1 Zone externe : analyse asymptotique

En l’absence de champs extérieurs, les opérateurs Ĵ2, Ĵz commutent avec le Ha-
miltonien Ĥ . Comme déjà mentionné dans le chapitre 2 (formule (2.1)), on peut
développer une onde stationnaire de diffusion d’énergie E bien définie de la façon
suivante :

ΨE
λvjmj

(~kλvj , ~Rλ, ~rλ) =
∑

JMlmljmj

CJMlmljmj
(~kvj) ψ

JME
λvjl (~Rλ, ~rλ) (4.1)

où ψJME
λvjl (~Rλ, ~rλ) correspond à une onde partielle. La somme sur les six indices n’est

en fait qu’une somme sur quatre indices car J dépend de j et l, et M dépend de mj

et ml. Le problème est ainsi allégé car le Hamiltonien ne couple pas les composantes
de valeurs de J et M différentes. Par ailleurs, la forme asymptotique de (4.1) pourra

s’écrire comme une combinaison linéaire d’une onde plane ei~kλvj
~Rλ décrivant le mou-

vement relatif initial atome-diatome, associée à la fonction rovibrationnelle initiale
de la diatomique φλvjm(~rλ) d’énergie ελvj et une somme d’ondes sphériques sortantes
décrivant toutes les diffusions ou les réactions possibles, associées à toutes les fonc-
tions rovibrationnelles possibles de la diatomique φλ′v′j′m′(~rλ′) d’énergie ελ′v′j′. Le
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développement asymptotique en ondes sortantes donne donc :

Ψ
E (+)
λvjmj

(~kλvj , ~Rλ, ~rλ) −→Rλ→∞
ei~kλvj

~Rλ φλvjmj
(~rλ)

+
∑

λ′v′j′m′

j

eikλ′v′j′Rλ′

Rλ′

f
(+)
λvjmj→λ′v′j′m′

j
(~kλvj ; R̂λ′) φλ′v′j′m′

j
(~rλ′). (4.2)

Le terme f
(+)
λvjmj→λ′v′j′m′

j
(~kλvj ; R̂λ′) correspond à l’amplitude de diffusion dans la di-

rection R̂λ′ pour un vecteur d’onde initial ~kλvj . Nous verrons plus loin comment elle
est reliée aux grandeurs observables. Rappelons que l’énergie totale se conserve et
est donnée par :

E =
~2k2

λvj

2µa−d
+ ελvj .

L’onde plane dans (4.2) peut se développer de la manière suivante :

ei~kλvj
~Rλ = 4π

∑

lml

il jl(kλvjRλ) [Y ml

l (k̂λvj)]
∗ Y ml

l (R̂λ).

Comme :

Y
mj

j (r̂λ)Y
ml

l (R̂λ) =
∑

JM

〈j, l;mj , ml |JM 〉 Y JM
jl (r̂λ, R̂λ),

on a :

φλvjmj
(~rλ) Y

ml

l (R̂λ) =
∑

JM

〈j, l;mj , ml |JM 〉
1

rλ

χvj(rλ) Y
JM
jl (r̂λR̂λ)

=
∑

JM

〈j, l;mj , ml |JM 〉 ΦJME
λvjl (R̂λ, ~rλ),

et donc :

ei~kλvj
~Rλ φλvjmj

(~rλ) = 4π
∑

JMlml

il 〈j, l;mj , ml |JM 〉 [Y ml

l (k̂λvj)]
∗

jl(kλvjRλ) ΦJME
λvjl (R̂λ, ~rλ).

Quand x→∞, on a :

jl(x) −→x→∞

sin(x− lπ/2)

x
=

i

2x

[

e−i(x−lπ/2) − ei(x−lπ/2)
]

.

Donc le comportement asymptotique s’écrit :

ei~kλvj
~Rλ φλvjmj

(~rλ) −→Rλ→∞
2πi

∑

JMlml

il 〈j, l;mj , ml |JM 〉 [Y ml

l (k̂λvj)]
∗

1

kλvjRλ

[

e−i(~kλvj
~Rλ−lπ/2) − ei(~kλvj

~Rλ−lπ/2)
]

ΦJME
λvjl (R̂λ, ~rλ). (4.3)
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On rappelle dans (4.1) que :

ψJME
λvjl (~Rλ, ~rλ) =

∑

λ′v′j′l′

1

Rλ′

ΦJME
λ′v′j′l′(R̂λ′, ~rλ′) F JME

λ′v′j′l′,λvjl(Rλ′) (4.4)

où les fonctions radiales s’écrivent quand Rλ′ →∞ :

F JME
λ′v′j′l′,λvjl(Rλ′) −→

Rλ′→∞

1

k
1/2
λ′v′j′

e−i(kλ′v′j′Rλ′−l′π/2) δλ′λ δv′v δj′j δl′l

− 1

k
1/2
λ′v′j′

ei(kλ′v′j′Rλ′−l′π/2) SJ
λ′v′j′l′,λvjl. (4.5)

On peut interpréter la forme asymptotique de (4.5) comme la superposition d’une

onde sphérique entrante initiale e−i(~kλvj
~Rλ−lπ/2) qui va atteindre la zone de réaction et

une onde sphérique sortante ei(~kλ′v′j′
~Rλ′−l′π/2) correspondant à une diffusion élastique,

inélastique ou réactive dont l’amplitude est proportionelle à un certain coefficient
SJ

λ′v′j′l′,λvjl. Par définition, ce coefficient est un élément de la matrice de diffusion SJ .
Ces éléments de matrice caractérisent en quelque sorte la “réponse” de l’interaction
(ou du potentiel). On“envoie” une onde plane incidente caractérisée par les nombres
quantiques initiaux {λ, v, j, l} et on récupère une onde plane diffusée de nombres
quantiques finaux {λ′, v′, j′, l′}. A noter l’exposant J pour spécifier l’onde partielle

correspondante. On introduit un facteur de normalisation 1/k
1/2
λ′v′j′ pour raisonner

sur des ondes sphériques de flux unité. Ainsi, la matrice S
J est unitaire et on peut

donc facilement raisonner en termes de probabilité. La probabilité d’un processus
collisionnel d’un état quantique vers un autre est simplement donné par :

Pλvjl→λ′v′j′l′ =
∣

∣SJ
λ′v′j′l′,λvjl

∣

∣

2
.

Comme la matrice SJ est unitaire, on a bien :

∑

λ′v′j′l′

Pλvjl→λ′v′j′l′ = 1.

Pour obtenir les coefficients du développement de (4.1), on identifie de part et d’autre

de l’égalité (4.2) les ondes planes entrantes e−i(~kλvj
~Rλ−lπ/2), en utilisant (4.3) et

connaissant maintenant la forme asymptotique des ondes partielles ψJME
λvjl (~Rλ, ~rλ)

donnée par (4.4) et (4.5). Ainsi, on obtient :

CJMlmljmj
(~kvj) =

∑

lml

2πi

k
1/2
λvj

il 〈j, l;mj , ml |JM 〉 [Y ml

l (k̂λvj)]
∗

qui n’est qu’une somme sur l,ml car les valeurs de J,M sont fixées pour un onde par-
tielle donnée et les valeurs de j,mj se déduisent des règles habituelles de composition
des harmoniques sphériques. (4.1) s’écrit maintenant :

ΨE
λvjmj

(~kλvj , ~Rλ, ~rλ) =
∑

JMlml

2πi

k
1/2
λvj

il 〈j, l;mj , ml |JM 〉

[Y ml

l (k̂λvj)]
∗ ψJME

λvjl (~Rλ, ~rλ). (4.6)
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En retranchant (4.3) de (4.6), on peut identifier l’expression de l’amplitude de dif-
fusion. On obtient :

f
(+)
λvjmj→λ′v′j′m′

j
(~kλvj ; R̂λ′) =

2πi

k
1/2
λvjk

1/2
λ′v′j′

∑

JMlmll′ml′

il−l′T J
λ′v′j′l′,λvjl

[Y ml

l (k̂λvj)]
∗ 〈j, l;mj , ml |JM 〉 [Y

ml′

l′ (R̂λ′)]∗
〈

j′, l′;m′
j, m

′
l |JM

〉

(4.7)

où T J
λ′v′j′l′,λvjl = (δλ′λδv′vδj′jδl′l − SJ

λ′v′j′l′λvjl) est un élément de la matrice de transi-

tion. On utilise aussi la notation matricielle T
J = I− S

J . D’un point de vue numé-
rique, lors de l’analyse asymptotique de l’amplitude de diffusion, on préfère travailler
avec des fonctions réelles plutôt qu’avec des grandeurs complexes. Les conditions aux
limites des fonctions radiales (4.5) s’écrivent maintenant lorsque Rλ′ →∞ :

F JME
λ′v′j′l′,λvjl(Rλ′) −→

Rλ′→∞

1

k
1/2
λ′v′j′

sin(kλ′v′j′Rλ′ − l′π/2) δλ′λ δv′v δj′j δl′l

− 1

k
1/2
λ′v′j′

cos(kλ′v′j′Rλ′ − l′π/2) KJ
λ′v′j′l′,λvjl. (4.8)

L’élément KJ
λ′v′j′l′,λvjl est un élément de la matrice de réactance K

J . Les fonctions :

F
JME (1)
λ′v′j′l′,λvjl(Rλ′) =

1

k
1/2
λ′v′j′

sin(kλ′v′j′Rλ′ − l′π/2) δλ′λ δv′v δj′j δl′l

F
JME (2)
λ′v′j′l′,λvjl(Rλ′) =

1

k
1/2
λ′v′j′

cos(kλ′v′j′Rλ′ − l′π/2) δλ′λ δv′v δj′j δl′l (4.9)

sont respectivement les éléments des matrices représentant les fonctions régulières
et irrégulières asymptotiques du mouvement radial (matrice diagonale).

4.2 Zone interne : résolution des équations diffé-

rentielles couplées

4.2.1 Méthode de la propagation de la dérivée logarith-

mique

Plusieurs méthodes existent [127], [128] pour résoudre les systèmes d’équations dif-
férentielles couplées rencontrés dans les chapitres 2 et 3. Il existe deux approches
principales. Soit on résoud numériquement le système d’équations couplées, dans
sa forme différentielle ou intégrale, dans ce cas on parle de méthode utilisant une
approximation de la solution (“approximate-solution approach”), soit on approxime
d’une manière suffisamment acceptable la matrice potentielle et on résoud exacte-
ment le système d’équations couplées, dans ce cas on parle de méthode utilisant une
approximation du potentiel (“approximate-potential approach”). Il existe deux types
de résolution parmi ces deux approches. Soit on propage la fonction d’onde, c’est-
à-dire on suit pas-à-pas la fonction, de la région interne à la région asymptotique.
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Dans ce cas là, il existe les méthodes de type “approximation de la solution” [129,
130, 131, 132, 133] et de type “approximation du potentiel” [134, 135, 136, 137]. Soit
on propage la dérivée logarithmique de la fonction d’onde ou l’inverse de la dérivée
logarithmique (matrice R). Dans ce cas là, il existe les méthodes de type “approxi-
mation de la solution” [138, 139, 101, 140, 141, 142, 143], de type “approximation
du potentiel” [144, 145, 146, 147, 148], et de type “hybride” [102].

Nous avons utilisé dans notre étude la méthode de la dérivée logarithmique de John-
son [101] modifiée par Manoloupoulos [102]. Nous reprendrons ici très brièvement le
contenu et les explications de ces articles. On doit donc résoudre le système d’équa-
tions couplées suivant, en utilisant la notation matricielle de (2.11) :

F
′′(R) = W(R) F(R). (4.10)

La fonction d’onde radiale F(R) est une matrice carrée, chacune de ses colonnes
étant une solution linéaire indépendante du problème. En principe, on doit avoir
une infinité d’équations couplées à résoudre, mais pour des raisons pratiques on ne
retient qu’un nombre fini de fonctions de base. La matrice dérivée logarithmique est
définie par :

Z(R) = F
′(R) F

−1(R). (4.11)

C’est cette matrice qui est propagée directement plutôt que la fonction d’onde radiale
elle-même pour éviter des problèmes d’instabilité qui peuvent se produire lorsque l’on
commence dans la région classiquement interdite. De plus, on n’a pas de problème
de normalisation de la fonction d’onde car elle est la même au numérateur et au
dénominateur dans (4.11) et donc elle est compensée. Si on dérive l’équation (4.11)
et qu’on utilise la relation (4.10), on obtient l’équation matricielle de Ricatti :

Z
′(R) = W(R)− Z

2(R).

Si on divise l’espace des R en secteurs [a, b], c étant le milieu de ce secteur, la
matrice Z en b peut être obtenue connaissant la matrice Z en a. Pour cela, il faut
décomposer le secteur en deux sous-secteurs [a, c] et [c, b]. On a les relations de
récurence suivantes :

Z(c) = Ŷ4(a, c)− Ŷ3(a, c)
[

Z(a) + Ŷ1(a, c)
]−1

Ŷ2(a, c) (4.12)

Z(b) = Ŷ4(c, b)− Ŷ3(c, b)
[

Z(c) + Ŷ1(c, b)
]−1

Ŷ2(c, b). (4.13)

Les expressions des quantités Ŷ1, Ŷ2, Ŷ3, Ŷ4 sont données dans [102] et dépendent de
la largeur du secteur [a, b] ainsi que de W(R). Ainsi, si on connâıt la valeur de Z en
R = 0, on peut propager la matrice dérivée logarithmique de proche en proche et
atteindre la zone externe asymptotique. Comme en R = 0 on se situe dans la zone
classiquement interdite, les fonctions d’onde doivent être nulles : on choisit donc
F(R = 0) = O. On choisit également F

′(R = 0) = I (où I est la matrice unité et O la
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matrice nulle). Ainsi, Z(R = 0) =∞ I. On remarque également que la matrice Z(R)
est réelle et symétrique quel que soit R, car d’après les relations de récurrence (4.12)
et (4.13), si on prend la transposée de la matrice Z à gauche, cela redonne la matrice
Z (en utilisant les propriétés des transposées de matrices, le fait que Ŷ2 = Ŷ3 et que
l’on part d’une matrice Z initiale réelle et symétrique).

4.2.2 Propagation de la matrice Z en coordonnées de Smith–

Whitten

En coordonnées hypersphériques, la variable de propagation est le rayon hypersphé-
rique ρ. Le développement de la fonction d’onde est un développement de type
diabatique par secteur et non diabatique pur, comme dans le cas des collisions in-
élastiques où la base ne change pas d’un secteur à un autre. On a donc une matrice
dérivée logarithmique qui dépend du secteur où l’on se trouve :

Z(ρp; ρ) = F
′(ρp; ρ) F

−1(ρp; ρ). (4.14)

Comme les bases adiabatiques changent d’un secteur à un autre, il faut donc procéder
à un changement de base lorsque l’on change de secteur. Si on considère un secteur
[ρg

p ; ρd
p] (respectivement bord gauche et droit du secteur p), centré en ρp et le secteur

suivant [ρg
p+1 ; ρd

p+1] centré en ρp+1, la fonction radiale ainsi que sa dérivée au bord
gauche du secteur p + 1 sont reliées au bord droit du secteur p par :

F(ρp+1; ρ = ρg
p+1) = U(ρp+1; ρp) F(ρp; ρ = ρd

p)

F
′(ρp+1; ρ = ρg

p+1) = U(ρp+1; ρp) F
′(ρp; ρ = ρd

p) (4.15)

où les éléments de la matrice de changement de base U(ρp+1; ρp) sont donnés par :

UkΩ,k′Ω′(ρp+1; ρp) =
〈

ΦJMEǫiσ
kΩ (ρp+1; ρ̂

BF)
∣

∣ΦJMEǫiσ
k′Ω′ (ρp; ρ̂

BF)
〉

ρ̂BF .

Si on substitue les relations (4.15) dans (4.14) et on utilise les propriétés des matrices
inverses, on obtient :

Z(ρp+1; ρ = ρg
p+1) = U(ρp+1; ρp) Z(ρp; ρ = ρd

p) U
−1(ρp+1; ρp).

Comme la base ΦJMEǫiσ
kΩ (ρp; ρ̂

BF) n’est pas une base complète, la matrice de chan-
gement de base U−1(ρp+1; ρp) 6= tU(ρp+1; ρp) et la matrice Z(ρp+1; ρ

g
p+1) n’est plus

symétrique. Par conséquent, à la fin de la propagation, la matrice de réactance n’est
plus symétrique et la matrice de diffusion n’est plus unitaire. Il faut donc prendre
garde à bien choisir un nombre suffisant de fonctions de base dans le développement
de la fonction d’onde pour que la symétrie ne soit pas détruite.

On obtient la matrice Z à une distance ρm suffisamment grande où le potentiel a
atteint son comportement asymptotique pour chaque arrangement. On doit main-
tenant procéder au “matching” proprement dit, c’est-à-dire relier la partie interne
(la dérivée logarithmique) avec la partie externe (les solutions asymptotiques). Le
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problème est que l’étude de la partie interne a été réalisée en coordonnées hypersphé-
riques, alors que l’étude de la partie externe n’est réalisable qu’en coordonnées de
Jacobi pondérées. On pourrait transformer directement la matrice Z obtenue en coor-
données hypersphériques en matrice Z obtenue en coordonnées de Jacobi pondérées,
mais cette tâche s’avère difficile car pour travailler à Rλm

constant pour évaluer les
solutions asymptotiques et comme Rλm

= ρm cosωλ, il faut travailler à ρm variable.
Il faut donc évaluer la matrice Z en différents rayons hypersphériques et utiliser à
chaque fois des fonctions adiabatiques différentes. Il est préférable de procéder de
manière inverse. On va travailler à ρm constant et à Rλm

variable. Connaissant les so-
lutions asymptotiques en coordonnées de Jacobi pondérées, c’est-à-dire les fonctions

radiales (4.9) F
JME (1,2)
λ′v′j′l′,λvjl(Rλ′

m
) et leurs dérivées

(

F
JME (1,2)
λ′v′j′l′,λvjl(Rλ′

m
)
)′

, on va obte-

nir les fonctions hyperradiales correspondantes F
JME (1,2)
λ′v′j′l′,λvjl(ρns

; ρm) et leurs dérivées
(

F
JME (1,2)
λ′v′j′l′,λvjl(ρns

; ρm)
)′

1. L’obtention des fonctions et dérivées hyperradiales asymp-

totiques s’effectue en plusieurs étapes. Ceci va être expliqué dans les prochains para-
graphes. Il faut notamment obtenir la correspondance entre les indices {λ, v, j, l} ca-
ractérisant les états atome-diatome et les indices {k,Ω} caractérisant les états hyper-

sphériques. Après cela, on peut obtenir les fonctions F
JME (1,2)
k′Ω′,λvjl (ρns

; ρm) et leurs déri-

vées
(

F
JME (1,2)
k′Ω′,λvjl (ρns

; ρm)
)′

. Si on les note sous forme matricielle F
JME (1,2)
hyp (ρns

; ρm)

et F
′JME (1,2)
hyp (ρns

; ρm), on peut déduire de la relation suivante :

Z
J =

[

(

F
JME (1)
hyp (ρns

; ρm)
)′

−
(

F
JME (2)
hyp (ρns

; ρm)
)′

K
J

]

[

F
JME (1)
hyp (ρns

; ρm)− F
JME (2)
hyp (ρns

; ρm) K
J
]−1

,

la matrice de réactance K
J :

K
J =

[

Z
J

F
JME (2)
hyp (ρns

; ρm)−
(

F
JME (2)
hyp (ρns

; ρm)
)′
]−1

[

Z
J

F
JME (1)
hyp (ρns

; ρm)−
(

F
JME (1)
hyp (ρns

; ρm)
)′
]

.

1Le canal élastique nécessite en réalité un traitement particulier et n’est pas donné par les fonc-
tions (4.9). Dans la zone asymptotique, on suppose que ρm est suffisamment grand pour que l’in-
teraction entre l’atome et la diatomique soit décrit par un potentiel isotrope U(Rλ) = −Ca−d

6
(rλ =

rλeq
)/R6

λ (le coefficient Ca−d
6

est défini dans le chapitre 5 et rλeq
est la distance d’équilibre de la

diatomique). Ainsi on considère qu’il n’y a plus de couplages dans cette région et qu’il n’y a plus
de collisions inélastiques qui se produisent. La fonction d’onde radiale élastique est solution de
l’équation :

(

− ~2

2µ

d2

dR2

λ

+
~2 l(l + 1)

2µR2

λ

+ U(Rλ)

)

F JME
λvjl,λvjl(Rλ) =

~2k2

λvj

2µ
F JME

λvjl,λvjl(Rλ)

Cette équation est résolue jusqu’à une certaine distance, typiquement lorsque l’interaction atome-
diatome U(Rλ) devient négligeable devant l’énergie de collision ~2k2

λvj/2µ. A ultra-basse énergie,
l’énergie de collision étant très faible, il faut résoudre l’équation radiale jusqu’à de très grandes
distances. On utilise la méthode de de Vogelaere [129] pour résoudre cette équation.
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Les matrices de diffusion et transition sont obtenues par :

S
J =

[

I + iKJ
] [

I− iKJ
]−1

T
J = I− S

J .

4.2.3 Passage des coordonnées de Jacobi SF à Delves-Fock

SF

La première étape consiste à obtenir l’équivalent hypersphérique des fonctions asymp-
totiques en coordonnées de Jacobi pondérées. A ρm, on doit avoir d’une part pour
l’onde partielle décrivant la solution particulère {λ, v, j, l} :

ψJME
λvjl =

2

ρ5/2

∑

λ′′v′′j′′l′′

χλ′′v′′j′′(ρns
;ωλ′′)

sin 2ωλ′′

Y JM
j′′l′′ (R̂

SF

λ′′ , r̂SF

λ′′)

× F JME (1,2)
λ′′v′′j′′l′′,λvjl(ρns

; ρ)

∣

∣

∣

∣

ρ=ρm

, (4.16)

et d’autre part :

ψJME
λvjl =

∑

λ′′v′′j′′l′′

1

Rλ′′

ΦJME
λ′′v′′j′′l′′(R̂

SF

λ′′ , ~r SF

λ′′ ) F
JME (1,2)
λ′′v′′j′′l′′,λvjl(Rλ′′)

∣

∣

∣

∣

ρ=ρm

=
1

Rλ

χλvj(rλ)

rλ
Y JM

jl (R̂SF

λ , r̂
SF

λ ) F
JME (1,2)
λvjl,λvjl (Rλ)

∣

∣

∣

∣

ρ=ρm

=
2

ρ2

χλvj(rλ)

sin 2ωλ

Y JM
jl (R̂SF

λ , r̂
SF

λ ) F
JME (1,2)
λvjl,λvjl (Rλ)

∣

∣

∣

∣

ρ=ρm

. (4.17)

où on a utilisé le fait que l’on a uniquement des éléments diagonaux dans (4.9). En

multipliant (4.16) et (4.17) par
[

χλ′v′j′(ρns
;ωλ) Y

JM
j′l′ (R̂SF

λ′ , r̂SF

λ′ )
]∗

, en les identifiant,

en utilisant les relations d’orthogonalité des fonctions Y JM
jl (R̂SF

λ , r̂
SF

λ ) et χλvj(ρns
;ωλ),

et en intégrant sur toutes les coordonnées sauf ρ, on obtient :

F
JME (1,2)
λ′v′j′l′,λvjl(ρns

; ρ) = ρ1/2
〈

χλ′v′j′(ρns
;ωλ)

∣

∣

∣
χλvj(rλ) F

JME (1,2)
λvjl,λvjl (Rλ)

〉

ωλ

∣

∣

∣

∣

ρ=ρm

× δj′j δl′l δλ′λ

et pour les dérivées :

(

F
JME (1,2)
λ′v′j′l′,λvjl(ρns

; ρ)
)′

=
∂

∂ρ

{

ρ1/2
〈

χλ′v′j′(ρns
;ωλ)

∣

∣

∣
χλvj(rλ) F

JME (1,2)
λvjl,λvjl (Rλ)

〉

ωλ

} ∣

∣

∣

∣

ρ=ρm

δj′j δl′l δλ′λ

=

〈

χλ′v′j′(ρns
;ωλ)

∣

∣

∣

∣

∂

∂ρ

{

ρ1/2 χλvj(rλ) F
JME (1,2)
λvjl,λvjl (Rλ)

}

〉

ωλ

∣

∣

∣

∣

ρ=ρm

δj′j δl′l δλ′λ.
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On a utilisé le fait que dans la région asymptotique il n’y ait pas de recouvrement
entre différents arrangements. La dérivée partielle par rapport à ρ doit être effectuée
avec prudence car les coordonnées Rλ et rλ dépendent de ρ d’après (10.1). On a :

∂

∂ρ

{

ρ1/2 χλvj(rλ) F
JME (1,2)
λvjl,λvjl (Rλ)

}

= ρ1/2

{

cosωλ χλvj(rλ)
(

F
JME (1,2)
λvjl,λvjl (Rλ)

)′

+ sinωλ χ
′
λvj(rλ) F

JME (1,2)
λvjl,λvjl (Rλ)

}

+
1

2 ρ1/2
χλvj(rλ) F

JME (1,2)
λvjl,λvjl (Rλ).

4.2.4 Passage des coordonnées de Delves–Fock SF à Delves–

Fock BFλ

La deuxième étape consiste à passer du référentiel fixe au référentiel mobile en
effectuant le changement (C.10) dans (4.16) :

Y JM
j′l′ (R̂SF

λ′ , r̂SF

λ′ ) =
∑

Ω′

λ′

Cǫi

l′Ω′

λ′

Y JMǫi

j′Ω′

λ′

(R̂BF

λ′ , r̂BF

λ′ ).

Les coefficients Cǫi

l′Ω′

λ′

sont donnés par (C.11), la seule différence étant la dépendance

en λ′ mais cela ne change rien au formalisme. On pose :

F
JME (1,2)
λ′v′j′Ω′

λ′
,λvjl(ρns

; ρm) =
∑

l′

Cǫi

l′Ω′

λ′

F
JME (1,2)
λ′v′j′l′,λvjl(ρns

; ρm).

pour obtenir le développement attendu de l’onde partielle :

ψJME
λvjl =

1

ρ
5/2
m

∑

λ′v′j′Ω′

λ′

χλ′v′Ω′

λ′
(ρns

;ωλ′) Y JMǫi

j′Ω′

λ′

(R̂BF

λ′ , r̂BF

λ′ ) F
JME (1,2)

λ′v′j′Ω′

λ′
,λvjl(ρns

; ρm)

=
1

ρ
5/2
m

∑

λ′v′j′Ω′

λ′

χλ′v′Ω′

λ′
(ρns

;ωλ′) P
Ω′

λ′

j′ (ηλ′) NJMǫi

Ω′

λ′

(αλ′ , βλ′, γλ′)

F
JME (1,2)
λ′v′j′Ω′

λ′
,λvjl(ρns

; ρm).

4.2.5 Passage des coordonnées de Delves–Fock BFλ à Smith–
Whitten

La troisième étape consiste à passer du référentiel BFλ en coordonnées de Delves–
Fock au référentiel BFQ en coordonnées de Smith–Whitten. Pour passer dans le

référentiel BFQ, il faut réorienter l’axe de moindre inertie GZ le long de ~Q (et non

plus le long de ~Rλ) par une rotation autour de l’axe commun GY (perpendiculaire
au plan triatomique) d’angle βλ→Q défini en (3.22), souvent très petit. La matrice
de transformation est décrite par :

UJ
λ′′v′′j′′Ω′′,λ′v′j′Ω′

λ′

=

〈

χλ′′v′′j′′(ρns
;ωλ′′) PΩ′′

j′′ (ηλ′′)

∣

∣

∣

∣

dJ
Ω′′Ω′

λ′

(βλ′→Q)

∣

∣

∣

∣

χλ′v′j′(ρns
;ωλ′) P

Ω′

λ′

j′ (ηλ′)

〉

ωλ′ ,ηλ′
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où dJ
Ω′′Ω′

λ′

(βλ′→Q) représente la rotation d’angle βλ′→Q autour de l’axe GY , donné

par la formule (3.55) de [103]. On obtient donc :

F
JME (1,2)
λ′′v′′j′′Ω′′,λvjl(ρns

; ρm) =
∑

λ′v′j′Ω′

λ′

UJ
λ′′v′′j′′Ω′′,λ′v′j′Ω′

λ′

F
JME (1,2)

λ′v′j′Ω′

λ′
,λvjl(ρns

; ρm).

et la fonction d’onde s’écrit maintenant :

ψJME
λvjl =

1

ρ
5/2
m

∑

λ′′v′′j′′Ω′′

χλ′′v′′Ω′′(ρns
;ωλ′′) PΩ′′

j′′ (ηλ′′) NJMǫi

Ω′′ (αλ′′ , βλ′′ , γλ′′)

× F JME (1,2)
λ′′v′′j′′Ω′′,λvjl(ρns

; ρm).

A une distance de matching ρm suffisamment grande, lorsque le potentiel ne dépend
plus de l’angle ηλ, chaque fonction adiabatique ϕΩǫiσ

k (ρns
; θ, φ), évaluée en ρns

et pour
une valeur donnée de Ω, converge vers un état χλvΩ(ρns

;ωλ) P
Ω
j (ηλ) bien particulier.

On peut avoir ainsi la correspondance entre les états hypersphériques et les états
rovibrationnels d’un arrangement :

{k′′,Ω′′} ←→ {λ′′, v′′, j′′,Ω′′}
F

JME (1,2)
k′′Ω′′,λvjl (ρns

; ρm)←→ F JME
λ′′v′′j′′Ω′′,λvjl(ρns

; ρm).

Cette procédure doit être également réalisée pour les dérivées
(

F
JME (1,2)
λ′v′j′l′,λvjl(ρns

; ρm)
)′

.

4.3 Grandeurs observables

On se place dans le référentiel fixe. Un jet de molécules préparées dans un état
{λ, v, j,mj} d’énergie ελ,v,j,mj

est envoyé sur des atomes se situant au centre du réfé-
rentiel ; l’énergie relative entre les deux ensembles étant égale à l’énergie de collision
Ecoll. On note Fi le flux incident de particules, c’est-à-dire le nombre de particules
N traversant par unité de temps une surface unité S, perpendiculaire à la direc-
tion des particules incidentes. On dispose d’un détecteur suffisamment éloigné de la
zone d’interaction, dont l’ouverture est vue par le centre du référentiel sous un angle
dΩ = sin θR dθR dφR dans la direction (θR, φR). Le nombre dn de molécules diffusées
par unité de temps dans l’angle solide dΩ autour de la direction (θR, φR) et dans
l’état

{

λ′, v′, j′, m′
j

}

est donné par :

dn = Fi σ(θR, φR)λvjmj→λ′v′j′m′

j
dΩ, (4.18)

où σ(θR, φR)λvjmj→λ′v′j′m′

j
est la section efficace différentielle d’état à état. Elles

s’exprime en fonction de l’amplitude de diffusion par :

σ(θR, φR)λvjmj→λ′v′j′m′

j
=
kλ′v′j′

kλvj

∣

∣

∣
f

(+)
λvjmj→λ′v′j′m′

j
(~kλvj ; R̂λ′)

∣

∣

∣

2

.
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La section intégrale d’état à état est alors donnée par :

σλvjmj→λ′v′j′m′

j
=

∫

dΩ σ(θR, φR)λvjmj→λ′v′j′m′

j
(4.19)

=
kλ′v′j′

kλvj

∫

dΩ
∣

∣

∣
f

(+)
λvjmj→λ′v′j′m′

j
(~kλvj ; R̂λ′)

∣

∣

∣

2

. (4.20)

D’un point de vue expérimental, il se trouve qu’il est difficile de préparer les molécules
dans un état magnétique mj donné et de procéder à l’analyse suivant les états
magnétiques m′

j . On est donc amené à moyenner les sections efficaces sur les états
magnétiques initiaux mj et de les sommer sur les états magnétiques finals m′

j :

σλvj→λ′v′j′ =
1

2j + 1

∑

mjm′

j

σλvjmj→λ′v′j′m′

j
. (4.21)

Dans ces expressions ~kλvj représente le vecteur d’onde associé au mouvement relatif
initial de la collision entre l’atome et la molécule dans l’état {λ, v, j} (la valeur de mj

étant maintenant inutile) et ~kλ′v′j′ le vecteur d’onde relatif final. En remplaçant (4.7)
dans (4.20), des simplifications se produisent grâce aux relations d’orthogonalité des
coefficients de Clebsh–Gordan et des harmoniques sphériques. On obtient alors :

σλvj→λ′v′j′ =
π

(2j + 1)k2
λvj

∑

J,l,l′

(2J + 1)
∣

∣T J
λ′v′j′l′,λvjl

∣

∣

2
. (4.22)

Les sections efficaces énergétiquement élastiques (avec ou sans réarrangement) sont
données par :

σel = σλvj→λvj

=
π

(2j + 1)k2
λvj

∑

J,l

(2J + 1)
∣

∣T J
λvjl,λvjl

∣

∣

2

=
π

(2j + 1)k2
λvj

∑

J,l

(2J + 1)
∣

∣1− SJ
λvjl,λvjl

∣

∣

2
, (4.23)

et les sections efficaces énergétiquement inélastiques (avec ou sans réarrangement)
par :

σin =
∑

λ′v′j′ 6=λvj

σλvj→λ′v′j′

=
∑

λ′v′j′ 6=λvj

π

(2j + 1)k2
λvj

∑

J,l,l′

(2J + 1)
∣

∣T J
λ′v′j′l′,λvjl

∣

∣

2

=
π

(2j + 1)k2
λvj

∑

J,l,l′

(2J + 1)
∑

λ′v′j′ 6=λvj

∣

∣SJ
λ′v′j′l′,λvjl

∣

∣

2

=
π

(2j + 1)k2
λvj

∑

J,l,l′

(2J + 1)
(

1−
∣

∣SJ
λvjl,λvjl

∣

∣

2
)

(4.24)
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car Tij = −Sij si i 6= j. On exprimera les taux de collision élastiques et inélastiques,
à une énergie de collision Ecoll donnée, de la manière suivante :

Kel = σel.v = σel

√

2Ecoll

µa−d
Kin = σin.v = σin

√

2Ecoll

µa−d
(4.25)

où v désigne la vitesse relative des deux particules.

4.4 Symétrie des fonctions d’onde et ondes par-

tielles

Lorsque deux atomes d’une molécule diatomique sont identiques, il se trouve que les
nombres quantiques rotationnels de la diatomique composée d’atomes bosoniques
sont pairs et d’atomes fermioniques impairs. Pour expliquer cela, il faut développer
la fonction d’onde totale de la diatomique :

Ψ = ψel . ψnuc = ψel
spat . ψ

el
spin . ψ

nuc
spat . ψ

nuc
spin

= ψel
spat . ψ

el
spin . ψ

nuc
spat−vib . ψ

nuc
spat−rot . ψ

nuc
spin

et regarder ce qu’il se passe quand on permute les deux noyaux. Dans notre étude
de collision entre un alcalin et une diatomique d’alcalins, on se limite au cas des
noyaux dont le spin nucléaire total ainsi que sa projection sur l’axe de quantifica-
tion sont maximals, au cas où le spin électronique total ainsi que sa projection sont
maximals et au cas où le spin total ainsi que sa projection sont maximals. Ainsi,
F = Fmax = I + S et MF = +Fmax. Dans ce cas de figure, seule intervient la sur-
face électronique quartet, sans aucune contribution des surfaces doublet. La fonction
d’onde électronique de l’état fondamental de la surface quartet des trois atomes se
corrèle à un état 2S de l’atome et un état 3Σ+

u de la diatomique dans la partie
asymptotique atome-diatome (simple continuum) et à trois états 2S dans la partie
asymptotique atome-atome-atome (double continuum). La partie de spin nucléaire
ψnuc

spin est symétrique lors de la permutation de deux noyaux, ne donnant pas de chan-
gement dans la fonction d’onde totale. La partie spatiale nucléaire ψnuc

spat−vib . ψ
nuc
spat−rot

impose un facteur (−1)j lors de la permutation des deux noyaux (provenant de la
fonction rotationnelle, la fonction vibrationnelle reste la même). La partie de spin
électronique ψel

spin est symétrique lors de la permutation de deux noyaux, ne don-
nant pas de changement. La partie spatiale électronique ψel

spat est déterminée par
le symbole 3Σ+

u de la diatomique. Lorsque l’on permute les deux noyaux, on peut
penser que cela n’affecte que la partie spatiale nucléaire ψnuc

spat de la fonction d’onde.
Il ne faut pas oublier que la partie spatiale électronique dépend de manière para-
métrique des noyaux car nous nous plaçons dans le cadre de l’approximation de
Born–Oppenheimer (justifiée par les très faibles énergies de collision). Par exemple
pour une diatomique à deux électrons, la fonction d’onde spatiale électronique s’écrit
ψel

spat(RA, RB ; rA
1 , r

B
2 ), RA, RB décrivant la position des deux noyaux. Quand on per-

mute deux noyaux dans ψnuc
spat−rot, ils sont également permutés dans ψel

spat, changeant
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automatiquement le comportement de la fonction d’onde électronique car les élec-
trons suivent automatiquement leurs noyaux. Pour juste permuter les noyaux sans
permuter les électrons, il faut faire revenir à leur place les électrons, ce qui est réa-
lisé en appliquant une inversion par rapport au centre de masse et une réflexion par
rapport à un plan perpendiculaire à l’axe de rotation de la diatomique. L’effet de
l’inversion est exprimé par un facteur ±1 si le caractère en indice du terme électro-
nique est g ou u alors que l’effet de la réflexion est exprimé par un facteur ±1 si le
caractère en exposant est ± . Le terme électronique est 3Σ+

u ; il y a donc un facteur
multiplicatif (−1) × (+1) = (−1) supplémentaire lors de la permutation des deux
noyaux, à rajouter à (−1)j .

Au final, la permutation de deux noyaux ajoute un terme multiplicatif (−1)j+1 à
la fonction d’onde totale de la diatomique dans notre cas. Si les atomes sont de
caractère bosonique, les noyaux sont de caractère fermionique et la fonction d’onde
totale doit être antisymétrique lors de l’échange de deux noyaux. Les valeurs prises
par j doivent par conséquent être pairs afin que (−1)j+1 = −1. Si les atomes sont de
caractère fermionique, les noyaux sont de caractère bosonique et la fonction d’onde
totale doit être symétrique lors de l’échange de deux noyaux. Les valeurs prises par
j doivent être impairs pour que (−1)j+1 = +1.

Dans l’expression (4.22) de la section efficace intégrale, on doit calculer chaque
contribution des ondes partielles J . Pour une valeur donnée de J , et si on fixe
le niveau rotationnel initial j de la molécule, les nombres quantiques l dans le dé-
veloppement de la somme de (4.22) ne peuvent prendre que des valeurs satifaisant
l’inégalité du triangle tel que |J − j| ≤ l ≤ J + j. Pour chaque onde partielle, il faut
également ajouter la symétrie d’inversion lorsqu’il n’y a pas de champs extérieurs.
On note souvent Π le signe de ǫi = (−1)j+l et on résume une onde partielle de
parité définie par JΠ. Il faut enfin connâıtre la valeur de ǫi (−1)J quand Ω = 0 (voir
formule (C.9)). Si elle vaut +1 (c’est-à-dire quand J est pair et Π est positif ou J
est impair et Π négatif), les fonctions de Wigner de parité bien définie existent. Si
elle vaut −1 (c’est-à-dire quand J est pair et Π est négatif ou J est impair et Π
positif), elles n’existent pas. Dans le premier cas, on doit tenir compte de la pro-
jection Ω = 0 et on parle dans la littérature de “parity favoured” (parité favorisée),
dans le deuxième cas, on ne doit pas tenir compte de Ω = 0 et on parle de “parity
unfavoured” (parité non favorisée).

Dans le cas des bosons et pour une onde partielle J donnée, comme dans notre étude
le nombre quantique rotationnel initial est j = 0, on a l = J et ǫi = (−1)j+l = (−1)J .
Π = + si J est pair et Π = − si J est impair. De ce fait on a automatiquement une
symétrie “parity favoured”. Le tableau (4.1) résume ces considérations de symétrie.

Dans le cas des fermions, comme dans notre étude le nombre quantique rotationnel
initial est j = 1, on a |J − 1| ≤ l ≤ J+1 et ǫi = (−1)1+l. Quand l est pair, Π = − et
quand l est impair, Π = +. Comme pour une même valeur de J on peut avoir deux
parités différentes suivant la valeur prise par l, on doit donc distinguer les ondes
partielles correspondant à ǫi (−1)J = +1 (“parity favoured”) de celles correspondant
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JΠ 0+ 1− 2+ 3−

l 0 1 2 3
Ω 0 0,1 0,1,2 0,1,2,3

Fig. 4.1 – Ondes partielles, système bosonique, j = 0.

JΠ 0+ 1− 2+ 3−

l 1 0,2 1,3 2,4
Ω 0 0,1 0,1,2 0,1,2,3

JΠ 1+ 2− 3+

l 1 2 3
Ω 1 1,2 1,2,3

Fig. 4.2 – Ondes partielles, système fermionique, j = 1. Le tableau de gauche
correspond à ǫi (−1)J = +1 et le tableau de droite à ǫi (−1)J = −1.

à ǫi (−1)J = −1 (“parity unfavoured”). Le tableau (4.2) résume ces considérations
de symétrie.

A ultra-basse énergie, seule l’onde partielle JΠ correspondant à l’onde l = 0 du
mouvement relatif atome-diatome est dominante, les ondes partielles contenant les
autres valeurs de l étant négligeables. En effet, l’énergie de collision est tellement
petite que la barrière centrifuge créée par les autres valeurs de l > 0 empêche
toute approche de l’atome de la diatomique. Dans le cas des bosons et pour j = 0,
seule l’onde 0+ est importante alors que dans le cas des fermions et pour j = 1
seule l’onde 1− l’est. Comme il faut utiliser deux valeurs de Ω en ce qui concerne
les fermions pour l’onde 1− alors qu’une suffit en ce qui concerne les bosons pour
l’onde 0+, le calcul pour des systèmes fermioniques est deux fois plus long que pour
des systèmes bosoniques à ultra-basse énergie concernant ces niveaux rotationnels
initiaux. D’une manière générale pour tout système de trois atomes identiques, l’onde
l = 0 nécessaire pour décrire le comportement aux ultra-basses énergies correspond
à une onde partielle JΠ = jΠ (Π étant le signe de (−1)j dans ce cas), le nombre de
Ω nécessaire étant de j+1. Ceci est beaucoup plus complexe que pour des collisions
atome-atome à ultra-basse énergie car la molécule possède une structure interne
rotationnelle et l’onde partielle prépondérante en dépend.

4.5 Comportement aux ultra–basses énergies

4.5.1 Lois de seuil de Wigner

En 1948, Wigner [149] montra qu’à ultra-basse température, les sections efficaces se
comportent de manière tout à fait particulières. Il démontra que les sections efficaces
sont proportionnelles aux vecteurs d’onde initial et final par la relation 2 :

σi→f ∝ k2li−1
i k

2lf +1

f (4.26)

2Cette expression n’est valable que pour des potentiels qui décroissent plus vite que le potentiel
centrifuge à grande distance, c’est-à-dire pour des potentiels se comportant en −1/Rn ; n > 2.
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où li et lf sont respectivement les nombres quantiques correspondant au moment
cinétique orbital initial et final du mouvement relatif atome-diatome et ki et kf

sont les normes des vecteurs d’onde initial et final associés. De manière similaire,
Ei (que l’on note souvent Ecoll) et Ef désigne respectivement l’énergie cinétique de
translation initiale et finale. Pour les sections efficaces élastiques, ki = kf et li = lf .
D’où :

σi→f ∝ k4li
i . (4.27)

Or :

ki =

(

2µa−dEi

~2

)1/2

, (4.28)

d’où :

σel ∝ E2li
i .

Et pour le taux de collision, on obtient :

Kel ∝ E
2li+

1
2

i .

Pour les sections efficaces inélastiques (et dans le cas d’une relaxation), si εi désigne
l’énergie interne initiale de la molécule, et εf < εi l’énergie interne finale, et si on
se place à ultra-basse température, on a ki ≪ kf et Ei ≪ Ef , (∀i, f ; i 6= f). En
première approximation, on pose que kf est constante par rapport à ki c’est-à-dire
ne varie pas quand ki varie. On obtient donc :

σi→f ∝ k2li−1
i ∝ E

li−
1
2

i , (∀i, f ; i 6= f)

σin =
∑

f

σi→f , (∀i, f ; i 6= f)

∝ E
li−

1
2

i . (4.29)

Et pour les taux de collision, on obtient :

Ki→f ∝ Eli
i

Kin =
∑

f

Ki→f , (∀i, f ; i 6= f)

∝ Eli
i .

Ainsi, à ultra-basse énergie, lorsque li = 0, les sections efficaces élastiques et inélas-
tiques se comportent en :

σel ∝ const. σin ∝ E
− 1

2
coll (4.30)

et les taux de collision élastiques et inélastiques en :

Kel ∝ E
1
2
coll Kin ∝ const. (4.31)
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(a) Zone asymptotique
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(b) Zone d’interaction

Fig. 4.3 – Comportement de la fonction radiale atome-atome à ultra-basse énergie
pour un potentiel diatomique arbitraire.
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4.5.2 Longueur de diffusion

Longueur de diffusion atome-atome

On rappelle brièvement la théorie de la diffusion atome-atome par un potentiel
V (r) pour une énergie de collision E. Les solutions de l’équation de Schrödinger
peuvent s’écrire comme une combinaison linéaire de produits d’harmoniques sphé-
riques Y ml

l (r̂) (plus précisément de polynômes de Legendre Pl(cos θ)) et de fonctions
radiales Rl(r) solutions de :

1

r2

d

dr

(

r2Rl(r)

dr

)

+

[

k2 − l(l + 1)

r2
− 2µa−a

~2
V (r)

]

Rl(r) = 0

où :

k2 =
2µa−a

~2
Ecoll

et µa−a est la masse réduite atome-atome. D’une part, la forme asymptotique de
Rl(r) (si V (r) diminue plus vite que 1/r quand r →∞) s’écrit :

Rl(r) −→r→∞

1

r
sin(kr − lπ/2 + δl(k)) (4.32)

où δl(k) est le déphasage dans l’onde l créé par le potentiel. Il contient toute l’in-
formation de la diffusion. La fonction d’onde totale est développée sur la base des
polynômes de Legendre. La forme asymptotique de ces fonctions est :

Ψ+(~k,~r) −→
r→∞

i

2kr

∞
∑

l=0

(−i)l (2l + 1)Pl(cos θ)

[

e−ikr eilπ/2 − Sl(k) eikr e−ilπ/2
]

(4.33)

où l’on a posé :

Sl(k) = e2iδl(k). (4.34)

D’autre part, la fonction d’onde totale doit vérifier les conditions aux limites asymp-
totiques :

Ψ+(~k,~r) −→
r→∞

eikz +
f+(θ)

r
eikr (4.35)

où le premier terme correspond à la particule libre non diffusée qui se déplace selon
l’axe Oz (onde plane) et le deuxième à la particule diffusée par le potentiel (onde
sphérique sortante). L’amplitude de diffusion f+ dépend ici uniquement de l’angle
θ. La section efficace différentielle de diffusion s’écrit :

σ(θ, φ) = σ(θ) =
∣

∣f+
k (θ)

∣

∣

2
.
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On déduit l’amplitude de diffusion en faisant Ψ+(~k,~r) − eikz en utilisant (4.33)
et (4.35). En identifiant, on trouve :

f+
k (θ) =

∞
∑

l=0

fl(k) Pl(cos θ)

où :

fl(k) =
1

k

√

(2l + 1) eiδl(k) sin δl(k).

On déduit :

σ(θ) =
1

k2

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

l=0

(2l + 1) eiδl(k) sin δl(k) Pl(cos θ)

∣

∣

∣

∣

∣

2

.

La section efficace intégrale de diffusion est donnée par :

σ =

∫

dΩ σ(θ) =

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

sin θ dθ σ(θ)

=
1

k2

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

l,l′=0

(2l + 1) (2l′ + 1) ei(δl(k)−δl′ (k)) sin δl(k) sin δl′(k)

∫

dΩ Pl(cos θ) Pl′(cos θ)

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

k2

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

l,l′=0

4π (2l + 1) (2l′ + 1)

2l + 1
ei(δl(k)−δl′ (k)) sin δl(k) sin δl′(k) δll′

∣

∣

∣

∣

∣

,

du fait de :
∫

dΩ Pl(cos θ) Pl′(cos θ) =

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

sin θdθ Pl(cos θ) Pl′(cos θ)

= 2π
2

2l + 1
δll′.

On a finalement :

σ =
4π

k2

∞
∑

l=0

(2l + 1) sin2(δl(k)). (4.36)

Le déphasage δl(k) dépend de l’énergie et bien sûr du potentiel. Lorsque k → 0, on
a δl(k) = nlπ ; nl ∈ N. Ceci constitue le théorème de Levinson.

On définit la longueur de diffusion atome-atome par l’expression suivante (l=0 quand
k → 0) 3 :

aa−a = lim
k→0
−tan δ0(k)

k
≃ lim

k→0
−δ

0(k)

k
(4.37)

3Cette expression n’est valable que pour des potentiels se comportant en −1/Rn ; n ≥ 3 à
grande distance.
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La quantité aa−a a les dimensions d’une longueur, mais peut être aussi bien posi-
tive, négative, nulle qu’infinie. Le comportement des sections efficaces à ultra-basse
énergie dans (4.36) devient constant et s’exprime par :

σ −→
k→0

4πa2
a−a

La longueur de diffusion contient toute l’information nécessaire pour décrire la sec-
tion efficace dans ce domaine d’énergie. On donne une définition graphique de la
longueur de diffusion sur la figure 4.3. Les fonctions radiales asymptotiques Rl(r)
dans (4.32) s’écrivent quand k → 0 et l = 0 :

sin(kr + δ0(k)) = sin k(r − aa−a) −→k→0
k(r − aa−a).

La fonction radiale asymptotique se comporte donc comme une droite. Son prolon-
gement vers la zone du potentiel (qui n’est pas le vrai comportement de la fonction
R0(r) dans cette région) coupe l’axe des abscisses au point r = aa−a.

Longueur de diffusion atome-diatome

Lorsqu’une collision purement élastique se produit, la longueur de diffusion est réelle
mais lorsque la collision est non élastique, la longueur de diffusion devient com-
plexe [150, 151]. On étend la définition (4.34) :

SJ
ii(k) = e2iδJ (k), (4.38)

où le nombre quantique l a été remplacé par le nombre quantique J et SJ
ii(k) carac-

térise un élément diagonal de SJ . Si on considère la possibilité d’avoir des collisions

non élastiques, il faut que la probabilité élastique
∣

∣SJ
ii(k)

∣

∣

2
soit inférieure à l’unité et

donc imposer un coefficient réel η < 1 qui contient l’information sur tous les effets
non élastiques. Si on souhaite conserver la notation de (4.38), on peut imposer au
déphasage d’être complexe en posant δJ(k) = Re(δJ) + i Im(δJ) :

SJ
ii(k) = η e2iδJ (k) = e2i[Re(δJ )+i Im(δJ )]. (4.39)

On définit la longueur de diffusion atome-diatome quand k → 0 par le nombre
complexe :

aa−d = Re(aa−d) + i Im(aa−d) = α− i β = lim
k→0
−δ

J̃(k)

k
, (4.40)

où J̃ est l’onde partielle contenant l = 0, c’est-à-dire l’onde prépondérante à ultra-
basse énergie. La partie imaginaire Im(aa−d) = −β doit être négative car β doit être

positif pour assurer que la probabilité élastique P el = |S J̃
ii(k)|2 = e−4kβ ≤ 1. Si on

développe l’expression de S J̃
ii(k) = exp[2iδJ̃(k)] en puissance de k, on obtient :

S J̃
ii(k) ≈ 1 + 2iδJ̃(k) = 1− 2ik[α− i β]. (4.41)
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On montre que l’on peut exprimer les sections efficaces élastiques et inélastiques
quand k → 0 en fonction de la longueur de diffusion aa−d. On utilise (4.41) dans (4.23) :

σel =
π

k2
|1− 1 + 2ik[α− i β]|2

= 4π |α− i β|2

= 4π |aa−d|2

et dans (4.24) :

σin =
π

k2

(

1− |1− 2ik[α− i β]|2
)

=
π

k2

(

1− ([1− 2kβ]2 + [2kα]2
)

=
π

k2

(

1− 1− 4k2β2 + 4kβ − 4k2α2
)

=
4π

k

(

−kβ2 + β − kα2
)

=
4πβ

k
si k → 0.

On déduit pour les taux de collision :

Kel =
4π |aa−d|2
µa−d

k Kin =
4π

µa−d
β.

On peut donner une autre définition de la longueur de diffusion atome-diatome (4.40)
à partir de la matrice de transition :

aa−d =
1

2i
lim
k→0

T J̃
ii (k)

k
, (4.42)

où T J̃
ii (k) caractérise un élément diagonal de TJ̃ . Si on développe (4.42) dans (4.23)

et (4.24), on retrouve les expressions des sections et des taux en fonction de aa−d.
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Chapitre 5

Surfaces d’énergie potentielle

Pour étudier la collision (incluant les collisions réactives) entre un atome et une di-
atomique, on a besoin d’une surface d’énergie potentielle globale qui caractérise les
interactions électroniques entre les trois atomes. Généralement obtenir ces surfaces
est très coûteux en temps de calcul et elles sont relativement difficiles à calculer
rigoureusement même pour un système à trois atomes. Dans un premier temps,
l’énergie potentielle est calculée pour un nombre donné de géométries (c’est-à-dire
pour différentes configurations des trois atomes). La difficulté est de tenir compte
de l’influence de tous les électrons sur chacun des autres. Ceci n’étant pas réalisable,
il faut procéder le plus souvent à des approximations initiales que l’on améliore
éventuellement par la suite. Nous n’entrerons pas plus en détail dans les différentes
méthodes existantes pour évaluer les points ab initio. Dans le chapitre 9 nous uti-
liserons le logiciel MOLPRO [152] pour le calcul des points ab initio utilisés pour le
terme à trois corps. Nous utiliserons une méthode coupled cluster CCSD(T) [153].
La méthode SAPT (Symmetry-Adapted Perturbation Theory) [154] a été utilisée
pour le calcul des termes à deux corps dans [155]. Dans un deuxième temps, il faut
trouver une fonction de trois variables qui interpole et qui extrapole tous ces points
correctement, pour obtenir la surface globale recherchée. Une deuxième difficulté
apparâıt ici car il est généralement assez délicat de procéder à ce calcul.

5.1 Energie potentielle totale

5.1.1 Décomposition de l’énergie potentielle totale

De manière générale, l’énergie potentielle totale d’un système triatomique est déve-
loppée de la manière suivante :

Vtot(r1, r2, r3) = V1 + V2(r1, r2, r3) + V3(r1, r2, r3).

Le terme V1 est le terme à un corps et correspond à la somme des énergies des
trois atomes lorsqu’ils sont séparés (c’est-à-dire à l’énergie de dissociation des trois
atomes). L’énergie d’un atome isolé est souvent prise égale à zéro (c’est ce que nous
ferons dans notre étude) donc le terme V1 est également égal à zéro.
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Le terme V2(r1, r2, r3) est le terme à deux corps (terme “additif”). Il correspond à la
somme de l’énergie potentielle des trois paires de diatomiques v(r1), v(r2) et v(r3).
Chacun de ces termes ne dépend que de la distance interatomique entre les deux
atomes considérés.
Le terme V3(r1, r2, r3) est le terme à trois corps (terme “non-additif”). Il contient
les corrélations entre les trois atomes. Dans la pratique, Vtot est calculé pour une
configuration {r1, r2, r3} donnée puis on lui retranche V2(r1, r2, r3) pour en déduire
V3(r1, r2, r3).

5.1.2 Comportement asymptotique atome-atome

La partie à longue portée de l’énergie potentielle diatomique pour la paire d’atomes
1 et 2 par exemple, est développée de la manière suivante :

v(r3)→ −
Ca−a

6

r6
3

− Ca−a
8

r8
3

− Ca−a
10

r10
3

+O(r−11
3 ) (5.1)

où les coefficients Ca−a
n sont les coefficients de dispersion atome-atome.

5.1.3 Comportement asymptotique atome-diatome

Lorsque que l’on décrit un atome et une diatomique avec les coordonnées de Ja-
cobi (R, r, η), la partie à longue portée de l’énergie potentielle totale (R ≫ r) est
développée de la manière suivante [156] :

Vtot(R, r, η)→ −
Ca−d

6 (r, η)

R6
− Ca−d

8 (r, η)

R8
− Ca−d

10 (r, η)

R10
+O(R−11), (5.2)

où les coefficients Ca−d
n sont les coefficients de dispersion atome-diatome. La formule

ci-dessus est aussi bien valable quand r est petit ou grand.

5.1.4 Comportement asymptotique atome-atome-atome

Quand les trois atomes sont séparés, la partie à longue portée du terme à trois corps
provient de différentes contributions. Le plus connu et le plus important est le terme
triple-dipôle ATM (Axilrod–Teller–Muto) [157] :

V3(r1, r2, r3)→ Z111 W111(r1, r2, r3) (5.3)

où :

W111(r1, r2, r3) =
3(1 + 3 cosφ1 cosφ2 cosφ3)

r3
1 r

3
2 r

3
3

où φ1, φ2, φ3 sont les angles opposés aux distances r1, r2, r3 dans le triangle triato-
mique.
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5.2 Procédure d’interpolation et d’extrapolation

Pour obtenir une expression globale de l’énergie potentielle totale, on utilise une pro-
cédure d’interpolation et d’extrapolation [158] des points ab initio. Dans ce but, la
méthode RKHS (Reproducing Kernel Hilbert Space) [159], [160], [161], est souvent
utilisée. Elle a d’ailleurs déjà servie pour différents systèmes triatomiques comme
Na3 [162], Li3 [163] et K3 [78]. Nous décrivons ici très brièvement cette méthode. On
utilisera des points ab initio choisis de manière judicieuse pour différentes géométries
plutôt qu’une grille de points ab initio. Les coordonnées utilisées seront les coordon-
nées interatomiques car contrairement aux coordonnées de Jacobi elles conduisent à
des expressions symétrisées et contrairement aux coordonnées hypersphériques, elles
ne conduisent pas à des situations où deux des trois atomes sont proches l’un de
l’autre, conduisant à une énergie très grande.

5.2.1 Terme à trois corps

Pour obtenir l’expression du terme à trois corps, on doit utiliser ce que l’on appelle
un “distancelike reproducing kernel” à une dimension, que l’on notera dRK1D. Il
existe aussi des “anglelike reproducing kernel” à une dimension (aRK1D) mais on ne
les utilisera pas dans cette étude. La forme mathématique du dRK1D est :

qn,m(x, x′) = n2 B(m+ 1, n) x−m−1
> 2F1

(

−n + 1, m+ 1;n+m+ 1;
x<

x>

)

,

où n et m sont respectivement des entiers avec n ≥ 1 et m ≥ 0, x< et x> sont
respectivement la valeur inférieure et supérieure du couple (x, x′), B(m + 1, n) est
la fonction Beta et 2F1 est la fonction hypergéométrique de Gauss. Si on pose r =
{r1, r2, r3}, le terme à trois corps s’écrit pour ces trois distances interatomiques :

V3(r) =
N
∑

j=1

α3
j







1

3!

∑

{123}

P j
{123} Q

n,m(rj, r)







, (5.4)

où N est le nombre de points ab initio, rj correspond au jieme point ab initio calculé
(j est en aucun cas une puissance), V3(r

j) sa valeur, et où Qn,m(rj, r) correspond à
un “distancelike reproducing kernel” à trois dimensions, que l’on notera dRK3D, et
défini comme un produit tensoriel du dRK1D :

Qn,m(rj, r) = qn,m(rj
1, r1) q

n,m(rj
2, r2) q

n,m(rj
3, r3).

Lorsque l’on permute deux atomes, on doit retrouver la même valeur du terme à
trois corps car on traite un système de trois atomes identiques. Cette condition est
réalisée en effectuant une somme sur toutes les permutations possibles entre deux
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atomes dans (5.4). On pourrait réécrire explicitement (5.4) de la manière suivante :

V3(r1, r2, r3) =

N
∑

j=1

α3
j

{

1

3!

(

qn,m(rj
1, r1) q

n,m(rj
2, r2) q

n,m(rj
3, r3)

+ qn,m(rj
1, r1) q

n,m(rj
3, r2) q

n,m(rj
2, r3)

+ qn,m(rj
2, r1) q

n,m(rj
3, r2) q

n,m(rj
1, r3)

+ qn,m(rj
2, r1) q

n,m(rj
1, r2) q

n,m(rj
3, r3)

+ qn,m(rj
3, r1) q

n,m(rj
1, r2) q

n,m(rj
2, r3)

+ qn,m(rj
3, r1) q

n,m(rj
2, r2) q

n,m(rj
1, r3)

)

}

.

Les coefficients α3
j dans (5.4) sont obtenus en résolvant le système d’équations sui-

vant :

V3(r
k) =

N
∑

j=1

α3
j







1

3!

∑

{123}

P j
{123} Q

n,m(rj , rk)







.

Connaissant les N points ab initio, ce système d’équations est résolu une seule fois.
On reporte ces coefficients dans (5.4) et on obtient donc la surface d’interpolation
pour les termes à trois corps. On a choisi conformément à [162] n = 2 et m = 2 pour
que le terme dominant dans le terme à trois corps soit :

V3(r1, r2, r3) ≈
1

r3
1 r

3
2 r

3
3

en accord avec la forme de la partie à longue portée du terme triple-dipôle ATM que
nous avons mentionné auparavant.

5.2.2 Terme à deux corps

Si on note ri le iieme point ab initio calculé et v(ri) sa valeur, la courbe d’énergie
potentielle d’une diatomique v(r) est donnée par :

v(r) =
M
∑

i=1

α2
i q

n,m(ri, r), (5.5)

si on a M points ab initio. Les coefficients α2
i dans (5.5) est obtenu en résolvant le

système d’équations suivant :

v(rk) =
M
∑

i=1

α2
i q

n,m(ri, rk).

Quand r tend vers l’infini, on a la forme asymptotique suivante :

lim
r→∞

v(r) =

n−1
∑

k=0

C2(k+m+1)

r2(k+m+1)
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On a choisi conformément à [162] n = 2 et m = 2 pour que l’énergie potentielle de
la diatomique prenne une forme du type :

v(r) ≈ −C6

r6
− C8

r8
.

Le terme à deux corps est finalement donné par :

V2(r1, r2, r3) = v(r1) + v(r2) + v(r3)

et est naturellement symétrique lorsque l’on permute deux atomes.

Des recommandations sont également apportées par Cvitaš et al. [164] pour avoir
la meilleure façon d’obtenir des surfaces d’énergie potentielle triatomiques qui se
séparent correctement en trois atomes ou en un atome et une diatomique.
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Chapitre 6

Système Na + Na2

Nous allons étudier dans ce chapitre le processus collisionnel Na(2S) + Na2(
3Σ+

u ).
C’est le premier système alcalin + dialcalin qui a été étudié par notre groupe [76] en
collaboration avec le groupe de chimie théorique de Durham. Ce système avait été
choisi car il était le seul pour lequel il existait une surface d’énergie potentielle [162]
dans la littérature. Le contenu de ce chapitre fait amplement référence à l’article [77].

6.1 Structure électronique et interactions. Sur-

face d’énergie potentielle de Na3

Atome de Na

L’atome de sodium est composé de 11 électrons et d’un noyau composé de 11 pro-
tons et de 12 neutrons. La configuration électronique de son niveau fondamental
est 1s2 2s2 2p6 3s. On donne les caractéristiques principales du sodium dans le
tableau 6.1. Le noyau de 23Na est un fermion alors que l’atome est un boson.

isotope 23Na
masse (au) 41907.8
abondance (%) 100
spin électronique S 1/2
spin nucléaire I 3/2
spin total F 2

Tab. 6.1 – Caractéristiques de l’atome de Na. On ne retient que la valeur maximale
des spins.

Etat triplet 3Σ+
u de Na2

D’un point de vue expérimental, il est plus intéressant de travailler avec des dialca-
lins dans les états triplet que dans des états singulet car plus faciles à préparer [165].
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De plus, d’un point de vue numérique, l’état triplet est beaucoup moins profond que
l’état singulet, il y aura donc moins de niveaux rovibrationnels à traiter. Les points
ab initio de [166] ont été utilisés pour calculer la courbe d’énergie potentielle [162]
représentant l’état triplet 3Σ+

u de Na2. Cette courbe a été réalisée en utilisant 17
points ab initio compris entre 2.0 Å et 4.7 Å (3.8 a0 et 8.9 a0). Le minimum est de
−253 K (−176 cm−1) pour une distance d’équilibre de 9.8 a0 (5.2 Å). Le coefficient
C6(Na-Na) vaut 1587 au. D’après [166], l’état 3Σ+

u accepte 13 niveaux vibration-
nels v = [0− 12]. Les principales caractéristiques de Na2 sont reportées dans le
tableau 6.2.

isotope 23Na2

masse relative µa−a (au) 20953.9
spin électronique S 1
spin nucléaire I 3
spin total F 4

Tab. 6.2 – Caractéristiques de l’état 3Σ+
u de 23Na2. On ne retient que la valeur

maximale des spins.

Etat quartet 14A′2 de Na3

Nous avons utilisé la surface d’énergie potentielle de Higgins et al. [162]. Elle cor-
respond au premier état quartet 14A′

2 de Na3. Elle a été calculée en utilisant des
points ab initio et en utilisant une procédure d’interpolation. Les points ab initio ont
été obtenus par la méthode “coupled cluster” CCSD(T) [153] alors que la méthode
RKHS (voir chapitre 5) a été utilisée pour construire la surface globale. Les termes
à trois corps ont été calculés pour 42 points judicieusement choisis pour différentes
géométries : 18 points pour la géométrie D3h, 16 points pour C2v, 4 points pour D∞h

et 4 points pour Cs.

Les contours d’énergie potentielle ont été reportés sur la figure 6.1 pour trois géo-
métries distinctes. La première figure correspond à une configuration équilatérale
des trois atomes, la deuxième à une configuration linéaire. Les distances r1 et r2
sont les distances interatomiques respectivement entre les atomes 2 et 3, et 3 et 1,
la distance r3 dépendant bien évidemment de la géométrie où l’on se trouve pour
obtenir le triangle. La troisième correspond à une configuration perpendiculaire. Les
distances r et R correspondent aux distances de Jacobi (non pondérées). La surface
globale présente un seul minimum en géométrie équilatérale. La profondeur du puits
est de −1222 K (−849 cm−1) et la distance d’équilibre de r1 = r2 = r3 = 8.3 a0

(4.406 Å) soit un rayon hypersphérique de ρ = 10.9 a0 (5.78 Å). Elle présente éga-
lement un point selle en géométrie linéaire. Le minimum local se situe à −554 K
(−385 cm−1) et à une distance d’équilibre de r1 = r2 = 9.6 a0 (5.08 Å) soit un rayon
hypersphérique de ρ = 17.9 a0 (9.5 Å).
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(a) Géométrie équilatérale. Contours : - 10 K, -
50 K, - 100 K, - 200 K, -300 K, - 400 K, - 500 K,
- 600 K, - 700 K, - 800 K, - 900 K, - 1000 K,
- 1100 K, - 1200 K.

(b) Géométrie linéaire. Contours : - 10 K, - 30 K,
- 50 K, - 100 K, - 200 K, -300 K, - 400 K, - 500 K.

(c) Géométrie perpendiculaire. Contours : -
10 K, - 50 K, - 100 K, - 200 K, - 400 K, - 600 K,
- 800 K, - 1000 K, - 1100 K, - 1200 K.

Fig. 6.1 – Contours de potentiel 14A′
2 de la surface d’énergie de Na3. Les contours

sont donnés pour chaque géométrie. Si on considère la diagonale joignant le point
(0,0) au point (40,40), la valeur la plus faible (en valeur absolue) correspond au
premier contour qui croise cette diagonale en partant du point (40,40) et la valeur
(en valeur absolue) la plus élevée correspond au dernier contour du puits.
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Fig. 6.2 – Courbe d’énergie potentielle en géométrie équilatérale en fonction de ρ.

On a reporté sur la figure 6.2 la courbe d’énergie potentielle du terme à trois corps,
du terme à deux corps et du terme total en fonction du rayon hypersphérique pour la
géométrie d’équilibre. Le terme à trois corps vaut−988 K (−686 cm−1) à ρ = 10.9 a0,
alors que le terme à deux corps vaut −234 K (−163 cm−1). Ainsi, 80 % de l’éner-
gie potentielle totale provient du terme à trois corps à la distance d’équilibre. On
voit donc que la présence du terme à trois corps est primordiale pour l’étude de ce
système triatomique. Ceci est en accord avec les conclusions de Soldán et al. [167]
où de manière générale, pour les systèmes triatomique d’alcalins, les termes à trois
corps sont remarquablement importants.

isotope 23Na3

masse relative µa−d (au) 27938.5
masse relative µ (au) 24195.5
spin électronique S 3/2
spin nucléaire I 9/2
spin total F 6

Tab. 6.3 – Caractéristiques de l’état 14A′
2 de Na3. On ne retient que la valeur

maximale des spins.
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Le coefficient C6(Na-Na2) vaut 3174 au ce qui est proche de la valeur trouvée par
Rérat et al. [168] basée sur un calcul de polarisabilité dynamique qui est de 3216 au
pour une distance interatomique de la molécule Na2 de 5.2 Å. Les principales carac-
téristiques de Na3 sont reportées dans le tableau 6.3.

6.2 Dynamique

6.2.1 Caractéristiques numériques

La distance de matching a été prise à ρm = 52.2 a0. Nous avons pris 309 secteurs
compris entre 8.2 a0 et 52.2 a0. La taille des secteurs est de 0.1 a0 entre 8.2 a0 et
26 a0 et de 0.2 a0 entre 26 a0 et 52.2 a0. La base des PHH est tronquée à une valeur
de K = 198 (ce qui correspond à 867 PHH) pour les petits rayons hypersphériques
et à une valeur de K = 398 (ce qui correspond à 3400 PHH) pour les grands rayons
hypersphériques. Nous avons utilisé nch = 135 canaux hypersphériques, sauf pour
l’étude de la dynamique en fonction du niveau vibrationnel de la diatomique où
nch prend des valeurs comprises entre 234 et 800. Les états hypersphériques sont
projetés sur un ensemble d’états rovibrationnels de la diatomique dont les nombres
quantiques vibrationnels s’étendent de v = 0, 1, ..., 12 et les nombres quantiques
rotationnels maximums associés sont j = 54, 52, 48, 46, 42, 38, 34, 32, 28, 24, 20, 14, 10
pour 23Na2.

6.2.2 Energies adiabatiques

Les énergies adiabatiques du système Na3 ont été reportées sur la figure 6.3 pour
Ω = 0. L’énergie potentielle en géométrie équilatérale et linéaire a été reportée sur
la première figure en fonction du rayon hypersphérique ρ. Le minimum des éner-
gies adiabatiques correspond à une configuration équilatérale des trois atomes, le
deuxième minimum correspond à une configuration linéaire. Les énergies adiaba-
tiques négatives tendent vers les niveaux rovibrationnels de la diatomique. A titre
indicatif, les niveaux (v, j = 0) de la diatomique ont été tracés en rouge sur la
deuxième figure. On se reportera au chapitre 8 pour des explications plus détaillées
sur les énergies adiabatiques.

6.2.3 Taux de collision pour des diatomiques dans des ni-

veaux vibrationnels bas

Nous présentons sur la figure 6.4 les taux de collision élastiques et inélastiques
pour des énergies de collision comprises entre 1 nK et 1 K pour le processus Na
+ Na2(vi, ji = 0), vi = 1, 2, 3 pour l’onde partielle 0+. Nous n’avons pas effectué
de calculs pour des ondes partielles J ≥ 1. Elles sont nécessaires pour obtenir des
résultats convergés pour des énergies supérieures à 100 µK. Seul le comportement à
ultra-basse énergie nous intéresse ici.
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Fig. 6.3 – Energies adiabatiques pour le système Na3 (Ω = 0). L’énergie potentielle
en géométrie équilatérale et linéaire a été reportée en fonction du rayon hyper-
sphérique ρ. Sur la deuxième figure, les courbes rouges correspondent aux niveaux
asymptotiques rovibrationnels (v, j = 0) de la diatomique, v = [0, 12].

82



10
-13

10
-12

10
-11

10
-10

10
-9

K
 (

cm
3 .s

-1
)

processus élastiques
processus inélastiques

10
-13

10
-12

10
-11

10
-10

10
-9

K
 (

cm
3 .s

-1
)

10
-9

10
-8

10
-7

10
-6

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

Energie de collision (K)

10
-13

10
-12

10
-11

10
-10

10
-9

K
 (

cm
3 .s

-1
)

Na + Na2(vi=1, ji=0)

Na + Na2(vi=2, ji=0)

Na + Na2(vi=3, ji=0)

Fig. 6.4 – Taux de collision pour le processus Na + Na2(vi, ji = 0), vi = 1, 2, 3 pour
l’onde partielle 0+.

Pour des énergies de collision inférieures à 100 µK, les taux de collision inélastiques
Kin sont supérieurs au taux de collision élastique Kel. Ceci n’est pas favorable à la
création d’un condensat de Bose–Einstein par refroidissement évaporatif puisque les
processus inélastiques l’emportent sur les processus élastiques (environ 100 à 1000
fois plus grands à 1 nK).

On remarque que le taux inélastique diminue lorsque vi augmente de 1 à 3. Ce-
pendant ce comportement est totalement fortuit, comme nous le verrons dans le
prochain paragraphe.

On retrouve les lois de seuil de Wigner à ultra-basse température. Le régime de Wi-
gner est atteint pour des énergies de collision en dessous de 1 µK, 10 µK et 100 µK,
pour les processus vi = 1, 2 et 3 respectivement.
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Nous observons, après le régime de Wigner, des oscillations dans les taux de colli-
sion. Ces diminutions soudaines sont équivalentes aux “zéros” de l’effet Ramsauer–
Townsend pour des collisions atome-atome dans l’onde s (l = 0). Cependant pour
des collisions atome-molécule, le déphasage étant complexe, on obtient des “quasi-
zéros”. On associe souvent la présence de ces “zéros” ou de ces “quasi-zéros” à des
états virtuels.

6.2.4 Taux de collision pour des diatomiques dans des ni-

veaux vibrationnels excités

Nous avons également étudié le comportement des taux de collision en fonction du
niveau vibrationnel initial de la diatomique pour une énergie de collision fixée à 1
nK pour la réaction Na + Na2(vi, ji = 0), vi = [0, 12]. Pour ce faire, il faut utiliser
un nombre de canaux hypersphériques nch plus important dans (3.32) afin de repré-
senter la fonction d’onde correctement 1. La figure 6.5 reporte les taux de collision
en fonction du nombre quantique vibrationnel initial, et pour différentes valeurs de
canaux hypersphériques utilisés.

Les processus inélastiques l’emportent toujours sur les processus élastiques, quels
que soient vi et nch. Le rapport est de deux à trois ordres de grandeur. Même pour
des molécules vibrationnellement excitées, les taux de collision élastiques sont faibles.

Les taux de collision pour vi = [0 − 5] (voire 6) sont convergés pour nch = 234. Il
faut considérer plus de canaux hypersphériques afin de traiter les processus pour
lesquels le nombre vi est plus grand. Pour converger vi = [6− 12], on remarque qu’il
faut environ 4 fois plus de canaux hypersphériques (nch = 800) que pour vi = [0−5].

Le comportement des taux en fonction de vi, bien que régulier pour vi = 1, 2, 3, n’a
en fait pas de systématique définie comme on aurait pu le penser dans le paragraphe
précédent.

On peut noter une chute du taux de collision inélastique pour le dernier niveau vi-
brationnel vi = 12. L’interprétation de cette déplétion est donnée dans le chapitre 8.

Un taux de collision inélastique atome-diatome et diatome-diatome à ultra-basse
température (≃ 250 nK) a déjà été observé par Mukaiyama et al. [169]. Les auteurs
ont utilisé un champ magnétique et une résonance de Feshbach pour obtenir les
molécules ultra-froides. Le taux de collision inélastique atome-diatome obtenu par
ce groupe est Kin

a−d ≃ 5.5 10−11 cm3.s−1 et le taux de collision inélastique diatome-
diatome est de Kin

d−d ≃ 5.1 10−11 cm3.s−1. L’ordre de grandeur du taux expérimental

1A la distance de matching ρm, seuls les éléments correspondants à des canaux ouverts de la
matrice Z sont utilisés lors du raccordement avec la partie asymptotique. Ceci est justifié par le
fait qu’à ρm on considère qu’il n’y a plus de couplages et notamment qu’il n’y a plus de couplages
avec les canaux fermés.
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Fig. 6.5 – Taux de collision pour le processus Na + Na2(vi, ji = 0), vi = [0, 12] pour
l’onde partielle 0+ et pour une énergie de collision fixée à 1 nK.

obtenu correspond bien avec notre valeur théorique puisque, pour vi = 12 (dernier
niveau vibrationnel), on obtient un taux de Kin

a−d ≃ 7. 10−11cm3.s−1 à 1 nK.

6.3 Sensibilité par rapport au terme à trois corps

6.3.1 Sections efficaces intégrales. Importance du terme à
trois corps

Si on ne tient pas compte du terme à trois corps, on obtient des résultats numériques
totalement différents. On s’imagine bien d’une part que les énergies adiabatiques
sans le terme à trois corps auront une toute autre allure. On voit d’autre part sur
la figure 6.6 que l’importance du terme à trois corps est primordiale. Par exemple
pour une énergie de collision à 1 nK pour vi = 1, σel = 2. 10−13 cm2, si on ne tient
compte que du terme à deux corps, alors que σel = 5. 10−12 cm2 pour la surface
complète. Il est clair que, même si le terme à trois corps est difficile à calculer, on
ne peut pas le négliger dans ce type de collision.
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Fig. 6.6 – Sections efficaces : influence du terme à trois corps.

6.3.2 Dépendance des sections efficaces

Dans l’énergie potentielle totale, le terme à deux corps est généralement mieux connu
que le terme à trois corps, car il est plus facile de le calculer. Par contre le terme à
trois corps est plus difficile à évaluer car il fait intervenir des corrélations entre trois
atomes. Si on se trompe d’une certaine valeur sur le terme à trois corps, comment
cette erreur va se répercuter sur les sections efficaces ? Nous allons donc étudier l’in-
fluence du terme à trois corps sur les sections efficaces en faisant varier un paramètre
λ défini de la manière suivante par :

Vtot = V2 + λ V3.

Ainsi, si λ = 1, le potentiel utilisé est le potentiel total, si λ > 1, le potentiel est plus
profond et si λ < 1, le potentiel est moins profond. Comme les termes à deux corps
ne changent pas, la diatomique présente les mêmes caractéristiques que dans l’étude
précédente quand λ = 1. Seul est modifié le potentiel dans la zone réactive. Préci-
sons que λ n’a rien à voir ici avec la notation d’un arrangement des chapitres 3 et 4.
Nous présentons sur la figure 6.7 la variation des sections efficaces en fonction du
paramètre λ et nous reportons certaines valeurs caractéristiques dans le tableau 6.4.
Nous avons utilisé 200 valeurs de λ comprises entre 0.98 et 1.02 et nous en avons
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multiplié le nombre autour de λ = 1. Pour chaque valeur, il faut calculer la base des
fonctions adiabatiques, les énergies adiabatiques ainsi que les éléments de couplage
(mais uniquement pour l’onde partielle 0+).
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Fig. 6.7 – Influence du paramètre λ sur les sections efficaces élastiques et inélastiques
pour une énergie de collisions fixée à 1 nK pour vi = 1, 2, 3. Pour les sections efficaces
inélastiques, les courbes bleues, vertes ou roses donnent les sections en fonction du
niveau vibrationnel final possible, la courbe rouge donne les sections sommées sur
tous ces niveaux.

Pour vi = 1, on voit que les sections efficaces (aussi bien élastiques qu’inélastiques)
peuvent varier d’un ordre de grandeur avec le paramètre λ. Par exemple, pour
λ = 0.99, l’écart relatif des sections efficaces est d’environ 70 %. Les fortes aug-
mentations des sections efficaces aux alentours de λ = 0.99 et λ = 1.01 sont dues
respectivement à la disparition et à l’apparition d’un état. Lorsque le potentiel est
choisi (par la valeur de λ) de telle façon à ce qu’un état correspondant à la courbe
d’énergie adiabatique qui tend vers v = 1, j = 0 (virtuel si λ > 1 ou quasi-lié si
λ < 1) ou bien de façon à ce qu’un état quasi-lié correspondant à une autre courbe
d’énergie adiabatique (résonance de Feshbach triatomique) cöıncide avec l’énergie to-
tale (qui est égale à l’énergie de la diatomique dans l’état vi = 1, ji = 0 plus l’énergie
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de collision de 1 nK), on obtient une résonance dans les sections efficaces. Seuls des
états triatomiques de Na3 peuvent rentrer en résonance avec l’énergie totale. Ces
états triatomiques sont soit des états liés (états d’énergie inférieure à l’énergie de
Na2(v = 0, j = 0)), soit des états quasi-liés (états liés de la triatomique, d’énergie
supérieure à l’énergie de Na2(v = 0, j = 0), mais qui se trouvent dans le simple
continuum des diatomiques Na2, donc qui peuvent au bout d’un certain temps se
dissocier en Na + Na2).

Ce peut être une idée d’utiliser ces résonances afin d’inverser le rapport entre les
processus inélastiques et les processus élastiques. On a vu jusqu’à présent que ce
rapport était toujours supérieur à 1. On pourrait imaginer que pour une résonance,
les sections efficaces inélastiques subiraient une diminution alors que les sections
efficaces élastiques subiraient une augmentation et donc que le rapport s’inverse.
Malheureusement, ce n’est pas le cas. On voit bien que les résonances sont “soli-
daires” c’est-à-dire, quand il y a diminution dans les processus élastiques, il y a
également diminution dans les processus inélastiques et vice versa. De plus ce rap-
port est de trois ordres de grandeur, alors que les résonances ne peuvent augmenter
et diminuer que d’un ordre de grandeur.

Les sections sont beaucoup moins sensibles au terme à trois corps pour vi = 2 et
vi = 3. Par exemple, pour vi = 3, pour λ = 0.99, les sections varient seulement
de 3 %. Pour les sections efficaces inélastiques, il est nécessaire ici de distinguer les
sections efficaces correspondant à des états finaux de vibration vf différents. Nous
voyons sur la figure 6.7 pour vi = 3 et plus visiblement pour vi = 2, que même si la
section efficace totale inélastique sommée sur tous les niveaux finaux possibles varie
peu, les sections efficaces pour un vf donné semblent tout de même varier avec λ.
Pour vi = 2, l’état final vf = 1 domine quand λ = 0.98 ou 1.02, alors que l’état
final vf = 0 domine quand λ = 1. De même pour vi = 3, l’état final vf = 0 domine
quand λ = 0.98, l’état final vf = 2 domine quand λ = 1.02, alors qu’ils contribuent
de la même façon quand λ = 1. Cependant, les variations restent tout de même plus
faibles que dans le cas vi = 2. Il faut donc voir si cette faible variation est due à
une faible variation de toutes les sections efficaces d’état à état ou bien à un effet de
compensation qui rend la dépendance constante.

On reporte certains résultats caractéristiques dans le tableau 6.4. On remarque que
la surface d’énergie potentielle doit être établie avec une précision nécessaire de 0.1 %
pour ne pas dépasser les 10 % d’erreur sur les sections (et les autres grandeurs) pour
vi = 1. Actuellement, les précisions des surfaces de potentiel sont de l’ordre de 5 à
10 %, ce qui est bien loin des 0.1 % nécessaires. Il faudra donc encore améliorer les
méthodes de chimie quantique afin d’augmenter la précision de ces surfaces pour une
étude appropriée des collisions à ultra-basse température. Cependant, pour vi = 2
et encore plus pour vi = 3, les sections efficaces intégrales ne varient plus beaucoup.
Par exemple pour vi = 3, une différence de 1 % dans le terme à trois corps (λ = 0.99
ou 1.02) ne change pas de manière significative les sections efficaces.
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Fig. 6.8 – Evolution des distributions rotationnelles avec le paramètre λ. L’énergie
de collision est fixée à 1 nK.
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Des résultats similaires ont été obtenus pour l’étude de la sensibilité par rapport au
terme à trois corps du système Li + Li2 [98]. Les sections efficaces sont très sensibles
au terme à trois corps pour vi = 1, mais moins pour vi = 2 et vi = 3, comme dans
le cas de Na + Na2. Cependant, il y a plus de variations pour vi = 1 dans la même
plage de λ. Les sections efficaces du processus Li + Li2 sont encore plus sensibles
que le processus Na + Na2.

processus considéré λ ∆V abs
3 (K) ∆V rel

3 (%) ∆σabs (cm2) ∆σrel (%)
élastique (vi = 1) 0.99 9.88 1 3.68 10−12 73.6

inélastique (vi = 2) 0.999 0.988 0.1 1.55 10−10 11.6
élastique (vi = 2) 0.9999 0.0988 0.01 3.81 10−14 0.9

Tab. 6.4 – Ecarts absolus et relatifs des sections efficaces en fonction des λ et des
écarts typiques du potentiel. L’ordre de grandeur typique du terme à trois corps est
de −988 K (V3 au minimum de la surface). On choisit le processus collisionnel qui
donne l’écart maximum pour un λ donné.

Distributions rotationnelles

Nous présentons sur la figure 6.8 la dépendance de chaque section efficace d’état
à état avec le paramètre λ pour le processus Na + Na2(vi = 3, ji = 0) → Na +
Na2(vf , jf).

Pour chaque vf , la distribution rotationnelle finale est très sensible au terme à trois
corps, bien que la distribution vibrationnelle ne le soit pas. Pour vf = 2, la section
efficace est maximale pour jf = 6 quand λ = 0.98 et 1.02, alors qu’elle est maximale
pour jf = 4 quand λ = 1. Pour vf = 1, la valeur maximale se situe pour jf = 24
quand λ = 0.98, alors qu’elle se situe pour jf = 14 quand λ = 1 ou 1.02. Enfin,
pour vf = 0, les valeurs maximales de la section se situent pour jf = 24 et 32 quand
λ = 0.98 alors qu’elles se situent pour jf = 26 et 30 quand λ = 1.02.

On ne peut pas déduire un comportement régulier des distributions rotationnelles
avec λ sur la figure 6.8. Pour un λ fixé, on voit qu’il n’y a pas de systématique avec
le nombre vibrationnel et rotationnel final.

La précision du calcul des surfaces d’énergie potentielle dépendra de ce que l’on
veut obtenir. Les quantités moyennées semblent être moins sensibles au terme à
trois corps (pour vi > 1) alors que les quantités moins moyennées ne le sont pas.

6.3.3 Dépendance de la longueur de diffusion atome-diatome

La dynamique à ultra-basse énergie est décrite par la longueur de diffusion. Cette
grandeur est très sensible aux détails du potentiel. Lors d’une collision atome-atome,
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Fig. 6.9 – Influence du paramètre λ sur la longueur de diffusion.

il est déjà très difficile d’établir une courbe d’énergie potentielle qui reproduit la lon-
gueur de diffusion correctement. Généralement, on utilise des données expérimentales
et on ajuste le potentiel de telle sorte qu’il décrive la physique à ultra-basse énergie.
Lors de collisions atome-diatome, on a vu que la longueur de diffusion atome-diatome
était complexe. On se propose d’étudier ici la sensibilité de cette longueur de dif-
fusion par rapport au terme à trois corps de l’énergie potentielle. Pour chaque vi,
les parties réelles et imaginaires de la longueur de diffusion ont été reportées sur la
figure 6.9 en fonction de λ.

Comme les sections efficaces et les longueurs de diffusion dépendent des éléments de
la matrice de transition, on retrouve des comportements similaires. Les variations
sont fortes pour vi = 1 alors qu’elles deviennent de plus en plus négligeables pour
vi = 2 et 3.
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Un modèle simple à une dimension [170] basé sur un potentiel carré permet d’expli-
quer cela. Les phénomènes inélastiques ont été reproduits en incluant un potentiel
complexe absorbant. On obtient des expressions analytiques de la partie réelle et
imaginaire de la longueur de diffusion atome-diatome en fonction de la profondeur
de ce potentiel (et donc en fonction de λ).
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Chapitre 7

Système K + K2

Nous allons étudier dans ce chapitre le processus collisionnel K(2S) + K2(
3Σ+

u ). Ce
chapitre a fait l’objet d’un article déjà publié [78]. Toute la structure électronique a
été calculée par le groupe de chimie théorique de Durham et notamment par Pavel
Soldán. Notre groupe s’est intéressé à la dynamique.

7.1 Structure électronique et interactions. Sur-

face d’énergie potentielle de K3

Atome de K

L’atome de potassium est composé de 19 électrons et d’un noyau composé de 19
protons et de 20 neutrons pour l’isotope 39K, de 21 neutrons pour l’isotope 40K, de 22
neutrons pour l’isotope 41K. La configuration électronique de son niveau fondamental
est 1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 4s. On donne les caractéristiques principales du potassium
dans le tableau 7.1. Les noyaux de 39K et 41K sont des fermions alors que les atomes
sont des bosons. Le noyau de 40K est un boson alors que l’atome est un fermion.

isotope 39K 40K 41K
masse (au) 71026.6 72850.0 74668.9
abondance (%) 93.2581 0.0117 6.7302
spin électronique S 1/2 1/2 1/2
spin nucléaire I 3/2 4 3/2
spin total F 2 9/2 2

Tab. 7.1 – Caractéristiques de l’atome de K. On ne retient que la valeur maximale
des spins.
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Etat triplet 3Σ+
u de K2

L’énergie potentielle de la diatomique a été calculée pour 42 points ab initio com-
pris entre des distances interatomiques de 2.1 Å et 14.0 Å en utilisant une méthode
RCCSD(T) [171] qui est une variante de la méthode “coupled cluster” [153]. On se
reportera à [78] pour plus de détails sur les calculs ab initio. Au-delà de 14.0 Å,
la forme asymptotique (5.1) a été utilisée. Les valeurs des coefficients de dispersion
de [172], [173] et [174] ont été utilisées. Le coefficient C6(K-K) vaut 3897 au, le
coefficient C8(K-K) vaut 4.2 105 au et le coefficient C10(K-K) vaut 2.0243 1010 au.
Le minimum trouvé est de −363.4 K (−252.6 cm−1) pour une distance d’équilibre
de −10.94 a0 (5.79 Å). Ces valeurs sont en bon accord avec les valeurs expérimen-
tales de [175] req = 5.7725 Å et [176] v(req) = 252.74± 0.12 cm−1. Les principales
caractéristiques de K2 sont reportées dans le tableau 7.2.

isotope 39K2
40K2

41K2

masse relative µa−a (au) 35513.3 36425.0 37334.45
spin électronique S 1 1 1
spin nucléaire I 3 8 3
spin total F 4 9 4

Tab. 7.2 – Caractéristiques de l’état 3Σ+
u de K2. On ne retient que la valeur maximale

des spins.

Etat quartet 14A′2 de K3

Le terme à trois corps a été obtenu en utilisant 325 points d’une grille tridimen-
sionnelle qui couvre les distances interatomiques comprises entre 3.5 Å et 10.5 Å,
tous les 0.5 Å et en ne tenant pas compte des points identiques. Ainsi, 205 points
de symétrie C2v (incluant 15 points de symétrie D3h) et 120 points de symétrie C∞v

(incluant 15 points de symétrie D∞h) ont été obtenus. La procédure d’interpolation
RKHS a été utilisée pour obtenir finalement la surface d’énergie potentielle globale.

Les contours d’énergie potentielle ont été reportés sur la figure 7.2 pour trois géo-
métrie distinctes. La première figure correspond à une configuration équilatérale des
trois atomes, la deuxième à une configuration linéaire. La troisième correspond à une
configuration perpendiculaire. La surface globale présente un minimum en géométrie
équilatérale. La profondeur de puits est de −1826 K (−1269 cm−1) et la distance
d’équilibre de r1 = r2 = r3 = 9.6 a0 (5.09 Å) soit un rayon hypersphérique de
ρ = 12.6 a0 (6.69 Å). Elle présente également un point selle en géométrie linéaire.
Le minimum local se situe à −798 K (−565 cm−1) et à une distance d’équilibre de
r1 = r2 = 10.7 a0 (5.68 Å) soit un rayon hypersphérique de ρ = 20.0 a0 (10.6 Å).

On a également reporté sur la figure 7.1 la courbe d’énergie potentielle du terme à
trois corps, du terme à deux corps et du terme total en fonction du rayon hypersphé-
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Fig. 7.1 – Courbe d’énergie potentielle en géométrie équilatérale en fonction de ρ .

rique pour la géométrie d’équilibre. Le terme à trois corps vaut−1196 K (−831 cm−1)
à ρ = 12.6 a0, alors que le terme à deux corps vaut −630 K (−438 cm−1). 65 %
de l’énergie potentielle totale provient du terme à trois corps à la distance d’équilibre.

Le coefficient C6(K-K2) vaut 7794 au qui est proche de la valeur de 7914 au trouvée
dans [177] pour une distance d’équilibre différente de 6.12 Å.

isotope 39K3
40K3

41K3

masse relative µa−d (au) 47351.1 48566.7 49779.3
masse relative µ (au) 41007.2 42060.0 43110.1
spin électronique S 3/2 3/2 3/2
spin nucléaire I 9/2 12 9/2
spin total F 6 27/2 6

Tab. 7.3 – Caractéristiques de l’état 14A′
2 de K3. On ne retient que la valeur maxi-

male des spins.
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(a) Géométrie équilatérale. Contours : - 20 K, -
30 K, - 50 K, - 100 K, - 200 K, - 450 K, - 750 K,
- 1000 K, - 1200 K, - 1400 K, - 1600 K, - 1800 K.

(b) Géométrie linéaire. Contours : - 20 K, - 30 K,
- 50 K, - 100 K, - 200 K, - 300 K, - 400 K, - 500 K,
- 600 K, - 700 K, - 800 K, - 900 K.

(c) Géométrie perpendiculaire. Contours : -
20 K, - 30 K, - 50 K, - 100 K, - 200 K, - 450 K,
- 750 K, - 1000 K, - 1200 K, - 1400 K, - 1600 K,
- 1800 K.

Fig. 7.2 – Contours de potentiel de l’état quartet 14A′
2 de K3. Les contours sont

donnés pour chaque géométrie. Si on considère la diagonale joignant le point (0,0)
au point (40,40), la valeur (en valeur absolue) la plus faible correspond au premier
contour qui croise cette diagonale en partant du point (40,40) et la valeur (en valeur
absolue) la plus élevée correspond au dernier contour du puits.
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7.2 Dynamique

7.2.1 Caractéristiques numériques

La distance de matching a été prise à ρm = 60 a0. Nous avons pris 1400 secteurs
compris entre 8 a0 et 60 a0. La taille des secteurs est de 0.025 a0 entre 8 a0 et
26 a0 et de 0.05 a0 entre 26 a0 et 60 a0. La base des PHH est tronquée à une
valeur de K = 198 (ce qui correspond à 867 PHH) pour les petits rayons hyper-
sphériques et à une valeur de K = 558 (ce qui correspond à 6625 PHH) pour les
grands rayons hypersphériques. Nous avons utilisé nch = 250 pour l’onde J = 0
et nch = 1411 pour l’onde J = 5. Les états hypersphériques sont projetés sur
un ensemble d’états rovibrationnels de la diatomique dont les nombres quantiques
vibrationnels s’étendent de v = 0, 1, ..., 9 et les nombres quantiques rotationnels
maximums associés sont j = 76, 70, 66, 60, 56, 50, 42, 34, 24, 2 pour 39K2 et 41K2, et
j = 77, 71, 67, 61, 55, 49, 43, 35, 25, 7 pour 40K2.

7.2.2 Energies adiabatiques

10 20 30 40 50 60
 ρ (a0)

-2000

-1500

-1000

-500

0

 ε
k (

K
)

Ep (ρ) équilatéral

Ep (ρ) linéaire

Fig. 7.3 – Energies adiabatiques pour le système 39K3 (Ω = 0). L’énergie potentielle
en géométrie équilatérale et linéaire a été reportée en fonction du rayon hypersphé-
rique ρ.
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Les énergies adiabatiques du système 39K3 ont été reportées sur la figure 7.3 pour
Ω = 0. L’énergie potentielle en géométrie équilatérale et linéaire en fonction du rayon
hypersphérique ρ a également été reportée.

7.2.3 Sections efficaces

Les sections efficaces pour la collision 39K + 39K2(vi = 1, ji = 0) pour 6 ondes
partielles J = [0, 5], pour 156 énergies de collision allant de 1 nK à 10 mK ont été
représentées sur les figures 7.4 et 7.5.

La figure 7.4 présente les sections efficaces élastiques pour chaque onde partielle ainsi
que la section efficace totale (sommée sur tous les J).
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Fig. 7.4 – Sections efficaces élastiques, partielles et totale.

Le régime de Wigner est atteint pour des énergies de collision en dessous de 0.1 µK et
la section efficace totale élastique tend vers une constante de l’ordre de 2. 10−12 cm2.
Les ondes partielles J = 0 et J = 1 (qui correspondent dans ce cas à li = 0 et li = 1
car ji = 0) vérifient bien le comportement des lois de Wigner (4.30), respectivement
en σel ≈ const. et en σel ≈ E2

coll.

L’apparition d’un minimum dans la section efficace partielle J = 0 vers 10 mK est
due à un couplage avec un état virtuel (effet Ramsauer–Townsend) comme pour le
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système Na3, ce qui fait diminuer la section efficace.

La figure 7.5 présente les sections efficaces inélastiques pour chaque onde partielle
ainsi que la section efficace totale. Dans le régime de Wigner, la section efficace to-

tale inélastique se comporte bien en σin ≈ E
− 1

2
coll comme dans (4.30).
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Fig. 7.5 – Sections efficaces inélastiques, partielles et totale. Les droites verticales
en pointillé correspondent aux maxima du potentiel effectif Vl

max correspondant au
nombre quantique l. La première droite correspond à l = 1 et ainsi de suite jusqu’à
l = 5. Les points rouges correspondent aux valeurs de σl

max.On rappelle que l = J
car ji = 0.

Pour chaque onde partielle, l’énergie V l
max définie par (D.3) dans l’appendice D est

représentée par une ligne verticale en pointillé. Les cinq lignes de gauche à droite
correspondent respectivement aux ondes l = 1 à 5. Ces valeurs ont été reportées
dans le tableau 7.5.

On remarque que les valeurs des V l
max sont légèrement inférieures aux énergies de

collision où la section efficace d’une onde partielle J est maximale. La section efficace
est maximale lorsque l’énergie de collision est à peu près égale à la hauteur de la
barrière, car en dessous de cette valeur les sections efficaces inélastiques décroissent
d’après les lois de Wigner (4.29), et au-dessus, elles décroissent en σin ≈ E−1

coll (la pro-
babilité inélastique tend vers sa valeur maximale 1 et donc σin se comporte comme
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grandeur modèle de Langevin

σmax 2.24 10−13 E
−1/3
coll

Kmax 5.67 10−10 E
1/6
coll

V l
max 4.72 10−5 [l(l + 1)]3/2

σl
max 6.2 10−12 [l(l + 1)]−1/2

Tab. 7.4 – Expressions des grandeurs observables données par le modèle de Lange-
vin (D.1), (D.2), (D.3), (D.4). Les énergies sont en K, les sections en cm2, les taux
en cm3.s−1.

1/k2 c’est-à-dire comme E−1
coll).

Les valeurs maximales des sections efficaces pour chaque onde partielle σl
max défi-

nies par (D.4) ont également été reportées sur la figure 7.5 par un point rouge ainsi
que dans le tableau 7.5. Lorsque l’on reporte la valeur totale de la section efficace
donnée par le modèle de Langevin (appendice D), on trouve seulement une très
faible différence de 10 % au maximum entre V l=3

max < Ecoll < 10 mK. Ensuite, entre
10 µK < Ecoll < V l=3

max, on trouve au maximum une différence de 35 % et enfin entre
1 nK < Ecoll < 10 µK, on trouve au maximum une différence de 84 %.

onde partielle l 1 2 3 4 5
hauteur de la barrière V l

max (mK) 0.133 0.694 1.96 4.22 7.76
section efficace σl

max (10−12 cm2) 4.38 2.53 1.79 1.38 1.13

Tab. 7.5 – Principales caractéristiques du modèle de Langevin.

Ainsi, pour les énergies de collision Ecoll > V l=3
max, c’est-à-dire pour quatre ondes

partielles ou plus, seule la valeur du coefficient C6 atome-diatome suffit pour décrire
les sections efficaces inélastiques de manière semi-quantitative. Par contre, pour
Ecoll < V l=3

max, un calcul purement quantique est nécessaire pour obtenir correctement
les sections efficaces. Des conclusions similaires ont été obtenues pour 6Li + 6Li2 et
7Li + 7Li2 [79, 98].

Distributions rotationnelles

La distribution rotationnelle finale de 39K2 initialement dans (vi = 1, ji = 0) est
présentée sur la figure 7.6 en fonction de l’énergie de collision. Pour chaque énergie,
on a divisé chaque section efficace d’état à état correspondant au nombre quantique
vibrationnel final vf = 0 et au nombre quantique rotationnel final jf (j′ sur la figure)
par la section efficace inélastique totale. Pour une énergie donnée, la somme de la
distribution est ainsi égale à l’unité. Comme les sections efficaces obéissent aux lois
de Wigner à ultra-basse énergie, la distribution rotationnelle devient constante. A 1
nK l’état final rotationnel jf = 8 est le plus peuplé, alors que jf = 2, 4, 6, 8 sont les
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Fig. 7.6 – Distribution rotationnelle finale.

plus peuplés à 10 mK. On remarque également que seuls les états rotationnels les
plus bas sont peuplés pour toutes les énergies.

7.2.4 Taux de collision

Les taux de collision élastiques et inélastiques sommés sur toutes les ondes partielles
ainsi que la comparaison avec le modèle de Langevin ont été reportés sur la figure 7.7.

On remarque que dans le domaine des ultra-basses énergies les processus inélastiques
sont plus importants que les processus élastiques. A 1 nK, on a un rapport d’en-
viron 1000. Cela contraste avec les basses énergies (Ecoll > 1 mK) où les processus
élastiques sont du même ordre de grandeur que les processus inélastiques.

Sur la figure où l’on compare avec le modèle de Langevin, on peut définir trois
régions comme nous l’avons vu pour les sections efficaces intégrales.

Premièrement, la région de Wigner où les comportements des taux de collision sont
purement quantiques. Pour comprendre d’abord que la section efficace inélastique
tend vers l’infini à ultra-basse énergie, on peut raisonner en terme de paramètre
d’impact (qui demeure toutefois une image classique). Comme l’énergie de collision
tend vers zéro, et donc l’impulsion aussi, d’après le principe d’incertitude de Hei-
senberg, les délocalisations de l’atome et de la molécule deviennent infinies. Ainsi,
le paramètre d’impact devient infini lui aussi et les sections efficaces également. Les
taux inélastiques s’en déduisent en multipliant la section efficace (qui tend vers l’in-
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Fig. 7.7 – Taux de collision élastiques et inélastiques sommés sur les ondes partielles.
Comparaison avec le modèle classique de capture de Langevin.
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fini) par la vitesse, proportionnelle à l’impulsion (qui tend vers zéro). On a une forme
indéterminée qui tend vers une constante.
Deuxièmement, la région de Langevin, où la différence entre calcul quantique et
calcul classique n’est que de 10 %. Remarquons également que pour des énergies de
collision proches de 10 mK, le taux inélastique s’écarte du modèle de Langevin. Ceci
s’explique par le fait que l’on n’a pas assez d’ondes partielles dans notre calcul pour
ces énergies, car le taux devrait suivre la pente qu’il avait entamée et être proche
du taux obtenu avec le modèle de Langevin.

Troisièmement, une région intermédiaire qui fait la transition entre régime de Wi-
gner et régime de Langevin et qui typiquement correspond à un calcul quantique
avec deux voire trois ondes partielles.

Les récentes mesures expérimentales des taux de collision inélastiques de Cs +
Cs2 [48, 49] semblent confirmer la validité du modèle de Langevin même à ultra-
basse température. Staanum et al. [48] obtiennent un taux de collision inélastique
atome-diatome de (9.6± 3) 10−11 cm3.s−1 pour Cs(F = 3) + Cs2(v

′ = 32 − 47) et
de (9.8± 3) 10−11 cm3.s−1 pour Cs(F = 3) + Cs2(v

′ = 4− 6) à une température de
T = 60 ± 20 µK. Si on calcule les taux donnés par le modèle de Langevin à cette
température, en utilisant un coefficient C6(Cs−Cs2) ≃ 2×C6(Cs−Cs) = 13672 au
(on a pris la valeur de C6(Cs − Cs) = 6836 au obtenue par Amiot et al. [178]) et
une masse m(Cs) = 242444 au, on obtient 7.3 10−11 cm3.s−1. On voit bien que
cette valeur se situe dans la barre d’erreur de la mesure expérimentale. On peut
donc penser que l’on se trouve dans le régime de Langevin. De plus, le fait que les
taux mesurés soient indépendants du nombre quantique vibrationnel initial confirme
encore la validité du modèle de Langevin à cette température puisque ce modèle est
indépendant de la structure vibrationnelle. Zahzam et al. [49] obtiennent un taux
de collision inélastique atome-diatome de 2.6+4

−1.3 10−11 cm3.s−1 à une température
T = 40 ± 10 µK. On trouve à cette température une valeur de 6.8 10−11 cm3.s−1

avec le modèle de Langevin. La valeur ne rentre pas dans la barre d’erreur. Comme il
y a une incertitude sur la température, le modèle de Langevin peut être encore valide
car si on prend une température T = 30 µK, le taux trouvé est de 6.5 10−11 cm3.s−1

qui rentre dans la barre d’erreur. On a donc des conclusions similaires pour les deux
études expérimentales. Cependant, V l=2

max = 45 µK pour ce système, et donc aux
températures des deux expériences on se trouve avec trois ondes partielles. On se
situe donc plus dans la zone intermédiaire que dans la région de Langevin.

7.2.5 Taux de collision pour les différents isotopes

On compare sur la figure 7.8 les taux de collision pour les trois systèmes homonu-
cléaires possibles : 39K + 39K2,

41K + 41K2 composés d’atomes bosoniques et 40K +
40K2 composés d’atomes fermioniques, pour des énergies de collision allant de 1 nK
à 0.1 mK.

Les taux semblent être très similaires pour les deux systèmes bosoniques. Cependant,
lorsque l’on regarde les distributions rotationnelles correspondantes, on remarque
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Fig. 7.8 – Comparaison des taux de collision pour les différents isotopes .

qu’elles sont différentes et le fait que leur somme soit la même dans les deux cas
semble être une cöıncidence. Les distributions rotationnelles sont donc sensibles à
de petits changements de la masse, comme pour le système 23Na + 23Na2, où elles
étaient sensibles à de petits changements du potentiel d’interaction. Pour le système
fermionique, où l’onde l = 0 est autorisée, les processus inélastiques sont supérieurs
aux processus élastiques comme pour les systèmes bosoniques. Au final, il y a très
peu de différences entre les deux types de systèmes à ultra-basse énergie et pour un
nombre quantique vibrationnel initial vi = 1.

104



Chapitre 8

Système Li + Li2

Nous allons étudier dans ce chapitre le processus collisionnel Li(2S) + Li2(
3Σ+

u ).
Plusieurs études théoriques ont déjà été menées sur ce système. La première étude
réalisée [79, 98] concerne la dynamique atome-diatome d’un système homonucléaire
bosonique et fermionique d’atome de lithium. Les sections efficaces intégrales ont
été obtenues pour les 11 premières ondes partielles (J = [0, 10]) pour des énergies
de collision comprises entre 1 nK et 1 K. Une comparaison avec le comportement
de Langevin a été également effectuée. La deuxième étude [80, 98] concerne la dy-
namique atome-diatome d’un système hétéronucléaire des deux isotopes du lithium.
Dans les deux cas, le niveau vibrationnel de la diatomique est bas. Dans ce cha-
pitre, on se propose d’étudier la dynamique lorsque les diatomiques sont dans des
niveaux vibrationnels hauts. Ceci est beaucoup plus conforme aux expériences, où
les niveaux de la molécule mis en jeu sont ceux proches de la limite de dissociation
(dernier niveau vibrationnel). Le contenu de ce chapitre fera l’objet d’un article à
parâıtre prochainement [179].

8.1 Structure électronique et interactions. Sur-

face d’énergie potentielle de Li3

Atome de Li

isotope 6Li 7Li
masse (au) 10964.9 12789.4
abondance (%) 7.59 92.41
spin électronique S 1/2 1/2
spin nucléaire I 1 3/2
spin total F 3/2 2

Tab. 8.1 – Caractéristiques de l’atome de Li. On ne retient que la valeur maximale
des spins.
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L’atome de lithium est composé de 3 électrons et d’un noyau composé de 3 protons et
de 3 neutrons pour l’isotope 6Li, et de 4 neutrons pour l’isotope 7Li. La configuration
électronique de son niveau fondamental est 1s2 2s. On donne les caractéristiques
principales du lithium dans le tableau 8.1. Le noyau de 6Li est un boson tandis que
l’atome est un fermion. Le noyau de 7Li par contre est un fermion tandis que l’atome
est un boson.

Etat triplet 3Σ+
u de Li2

On se reportera à [163] pour obtenir plus de détails sur la courbe d’énergie poten-
tielle. Elle combine l’utilisation de points ab intio et de données expérimentales.
Afin de reproduire correctement la longueur de diffusion aa−a, une petite correction
a également été apportée pour des distances inférieures à la distance d’équilibre.
Seule la longueur de diffusion y est sensible, pas les autres propriétés caractéris-
tiques. Le minimum est de −480 K (−334 cm−1) pour une distance d’équilibre de
−7.9 a0 (4.2 Å). Le coefficient C6(Li-Li) vaut 1393 au, le coefficient C8(Li-Li) vaut
83425 au et le coefficient C10(Li-Li) vaut 7372100 au. La diatomique 7Li2 possède
11 niveaux vibrationnels v = [0− 10] et la longueur de diffusion est de −27.6 a0.
La diatomique 6Li2 possède 10 niveaux vibrationnels v = [0− 9] pour cet état élec-
tronique. Les principales caractéristiques de Li2 sont reportées dans le tableau 8.2.

isotope 6Li2
7Li2

masse relative µa−a (au) 5482.5 6394.7
spin électronique S 1 1
spin nucléaire I 2 3
spin total F 3 4

Tab. 8.2 – Caractéristiques de l’état 3Σ+
u de Li2. On ne retient que la valeur maximale

des spins.

Etat quartet 14A′2 de Li3

Trois surfaces d’énergie potentielle pour le premier état quartet 14A′
2 de Li3 ont déjà

été calculées [163, 79, 98, 180]. La troisième n’est en fait qu’une réadaptation de la
première où plus d’attention a été portée sur l’intersection conique en configuration
linéaire des trois atomes.

Nous avons utilisé la surface d’énergie potentielle de Colavecchia et al. [163]. Elle
a été calculée en utilisant des points ab initio et en utilisant une procédure d’in-
terpolation. Les points ab initio ont été obtenus par la méthode “full Configuration
Interaction” (full CI) alors que la méthode “Multiquadratic interpolant” (MQ) a été
utilisée pour interpoler les points ab initio. Les termes à trois corps ont été calculés
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(a) Géométrie équilatérale. Contours : - 10 K,
- 50 K, - 100 K, - 400 K, - 600 K, - 800 K, -
1000 K, - 2000 K, - 3000 K, - 3500 K, - 4500 K,
- 5500 K.

(b) Géométrie linéaire. Contours : - 10 K, - 50 K,
- 100 K, - 400 K, - 600 K, - 800 K, - 1000 K,
- 1100 K, - 1300 K, - 1400 K.

(c) Géométrie perpendiculaire. Contours : -
10 K, - 50 K, - 100 K, - 400 K, - 600 K, - 800 K,
- 1000 K, - 2000 K, - 3000 K, - 3500 K, - 4500 K,
- 5500 K.

Fig. 8.1 – Contours de potentiel 14A′
2 pour le système Li3. Les contours sont donnés

pour chaque géométrie. Si on considère la diagonale joignant le point (0,0) au point
(40,40), la valeur (en valeur absolue) la plus faible correspond au premier contour
qui croise cette diagonale en partant du point (40,40) et la valeur (en valeur absolue)
la plus élevée correspond au dernier contour du puits.
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Fig. 8.2 – Courbe d’énergie potentielle en géométrie équilatérale en fonction de ρ.

pour 1122 points de type “scattered points” concernant différentes géométries. Uti-
lisant les permutations cycliques possibles des trois atomes, cela donne 6124 points
à interpoler.

Les contours d’énergie potentielle ont été reportés sur la figure 8.1 pour trois géo-
métrie distinctes. La première figure correspond à une configuration équilatérale des
trois atomes, la deuxième à une configuration linéaire et la troisième à une configu-
ration perpendiculaire. La surface globale présente un seul minimum en géométrie
équilatérale. La profondeur de puits est de −5917 K (−4113 cm−1) et la distance
d’équilibre de r1 = r2 = r3 = 5.87 a0 (3.11 Å) soit un rayon hypersphérique de
ρ = 7.72 a0 (4.09 Å). On remarque également la présence d’un double minimum
en géométrie linéaire. Le minimum se situe à −1447 K (−1006 cm−1) et à une dis-
tance d’équilibre de r1 = r2 = 7.08 a0 (3.75 Å), soit un rayon hypersphérique de
ρ = 13.18 a0 (6.97 Å). Le deuxième minimum se situe à −1225 K (−851cm−1) et à
une distance d’équilibre de r1 = r2 = 5.31 a0 (2.81 Å), soit un rayon hypersphérique
de ρ = 9.9 a0 (5.24 Å). Il est la conséquence d’une intersection conique en configu-
ration linéaire entre la surface 4Σ qui devient l’état fondamental à longue distance
et la surface 4Π qui devient l’état fondamental en dessous de r1 = r2 = 3.1 Å [79].

On a également reporté sur la figure 8.2 la courbe d’énergie potentielle du terme
à trois corps, du terme à deux corps et du terme total en fonction du rayon hy-
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isotope 6Li3
7Li3

masse relative µa−d (au) 7309.9 8526.3
masse relative µ (au) 6330.6 7384.0
spin électronique S 3/2 3/2
spin nucléaire I 3 9/2
spin total F 9/2 6

Tab. 8.3 – Caractéristiques de l’état 14A′
2 de Li3. On ne retient que la valeur maxi-

male des spins.

persphérique pour la géométrie d’équilibre. Le terme à trois corps vaut −7698 K
(−5350 cm−1) à ρ = 7.72 a0, alors que le terme à deux corps vaut 1781 K (1237 cm−1).
Ainsi, le terme à trois corps constitue 130 % de l’énergie potentielle totale à la dis-
tance d’équilibre. Encore plus que pour Na3, la présence du terme à trois corps est
très importante pour l’étude de ce système triatomique.

Le coefficient C6(Li-Li2) vaut 2786 au, valeur proche de celle trouvée par Rérat et
al. [168] basée sur un calcul de polarisabilité dynamique qui est de 3148 au pour une
distance interatomique de la molécule Li2 de 4.8 Å. Les principales caractéristiques
de Li3 sont reportées dans le tableau 8.3.

8.2 Dynamique

8.2.1 Caractéristiques numériques

La distance de matching a été prise à ρm = 80 a0. Nous avons pris 383 secteurs
compris entre 3 a0 et 80 a0. La taille des secteurs est de 0.1 a0 entre 3 a0 et 25.8 a0,
de 0.2 a0 entre 25.8 a0 et 30 a0, de 0.4 a0 entre 30 a0 et 78.8 a0 et de 0.1 a0 entre
78.8 a0 et 80 a0. La base des PHH est tronquée à une valeur de K = 198 (ce qui
correspond à 867 PHH) pour les petits rayons hypersphériques et à une valeur de
K = 558 (ce qui correspond à 6625 PHH) pour les grands rayons hypersphériques.
Le nombre de canaux hypersphériques nch prend des valeurs comprises entre 118
et 1268 pour la dynamique de 7Li + 7Li2 et des valeurs comprises entre 194 et
994 pour la dynamique de 6Li + 6Li2. Les états hypersphériques sont projetés sur
un ensemble d’états rovibrationnels de la diatomique dont les nombres quantiques
vibrationnels s’étendent de v = 0, 1, ..., 10 et les nombres quantiques rotationnels
maximums associés sont j = 34, 32, 28, 26, 24, 20, 18, 14, 10, 6, 2 pour 7Li2, et dont
les nombres quantiques vibrationnels s’étendent de v = 0, 1, ..., 9 et les nombres
quantiques rotationnels maximums associés sont j = 31, 29, 27, 23, 21, 17, 15, 11, 7, 3
pour 6Li2.
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8.2.2 Energies adiabatiques

Les énergies adiabatiques dépendent de la valeur de Ω. A ultra–basse énergie et
pour un système de bosons identiques, on a besoin de l’onde partielle 0+ et donc
uniquement de Ω = 0. Par contre, pour un système de fermions identiques, on a
besoin de 1− et donc de deux valeurs de Ω(= 0, 1).

Bosons 7Li
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Fig. 8.3 – Energies adiabatiques pour le système 7Li3 (Ω = 0). L’énergie potentielle
en géométrie équilatérale et linéaire a été reportée en fonction du rayon hypersphé-
rique ρ.

La figure 8.3 est une vue d’ensemble des énergies adiabatiques pour le système 7Li3.
L’origine est prise quand les trois atomes sont séparés. On retrouve le minimum
absolu pour la configuration équilatérale à −5917 K pour ρ = 7.8 a0. On retrouve le
deuxième minimum à −1447 K pour ρ = 13.18 a0 et correspond à la configuration
linéaire.

Pour des grands rayons hypersphériques, les énergies adiabatiques se comportent
de différentes manières. Elles peuvent tendre soit vers les énergies de la diatomique
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Fig. 8.4 – Energies adiabatiques pour le système 7Li3 (Ω = 0). Les courbes rouges
correspondent aux niveaux asymptotiques rovibrationnels (v, j = 0) de la diato-
mique, v = [0, 10].

(énergies négatives), ce qui correspond au simple continuum, c’est-à-dire à la sé-
paration de l’atome et de la diatomique, soit vers les énergies du double continuum
(énergies positives ou égales à zéro). Parmi les énergies du double continuum, on peut
distinguer celles qui tendent d’une part vers zéro : cela correspond à une situation où
les trois atomes sont séparés, et celles qui tendent d’autre part vers une constante :
cela correspond à un état quasi-lié de la diatomique, qui sont des états instables
et peuvent dissocier en trois atomes. Ces deux derniers comportements sont mieux
visibles sur la figure 8.5. Il est intéressant de noter que dans la région asymptotique
la configuration équilatérale ne concerne plus que les états du continuum et non les
états liés de la molécule, car l’énergie potentielle dans cette configuration est nulle.

Sur les 268 courbes de la figure 8.4, les 118 premières tendent vers les énergies de la
diatomique (courbes noires ou rouges) et les 150 restantes tendent vers les énergies
du double continuum (courbes bleues). On obtient 11 niveaux vibrationnels confor-
mément aux mesures faites dans [163] et une longueur de diffusion de −26 a0 au lieu
de −27.6 a0.
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On peut voir également la complexité des énergies adiabatiques et le nombre im-
pressionnant de croisements évités résultant de l’adiabatisation du problème (diago-
nalisation pour chaque secteur). Ainsi les 268 courbes ne se croisent jamais.

On peut voir sur la figure 8.5 les énergies adiabatiques tendant vers des énergies
supérieures ou égales à zéro. Comme les états du double continuum ont une décrois-
sance en 1/ρ2 quand ρ→∞, la quantité εk.ρ

2 tend vers une constante.
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Fig. 8.5 – Agrandissement des énergies adiabatiques pour des énergies supérieures
à zéro.

Fermions 6Li

L’allure générale des énergies adiabatiques ne changent pas pour 6Li3 sauf que l’on
a deux figures : une pour Ω = 0 (figure 8.6(a)) et une pour Ω = 1 (figure 8.6(b)).
Les explications valables pour le système de bosons sont également applicables ici.

Sur les 594 courbes des deux figures de 8.6, 194 tendent vers les énergies de la diato-
mique et 400 tendent vers les énergies du double continuum. On obtient 10 niveaux
vibrationnels conformément aux mesures faite dans [163].

Les deux types de courbes ont été également superposées sur la figure 8.7 pour bien
remarquer que dans la région asymptotique, les énergies adiabatiques correspondant
aux deux valeurs de Ω tendent vers les mêmes énergies de la diatomique, car Ω

devient la projection du moment cinétique rotationnel ~̂j sur l’axe GZ et les énergies
de la diatomique en sont indépendantes.

8.2.3 Taux de collision pour des diatomiques dans des ni-

veaux vibrationnels excités

Dans les expériences, les molécules produites sont vibrationnellement excitées. Mais
d’un point de vue numérique, plus les niveaux vibrationnels sont élevés, plus il faut
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Fig. 8.6 – Energies adiabatiques pour le système 6Li3. Les courbes roses corres-
pondent aux niveaux asymptotiques rovibrationnels (v, j = 1) de la diatomique,
v = [0, 9].
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Fig. 8.7 – Energies adiabatiques pour le système 6Li3 (Ω = 0 et 1). Les énergies
corrèlent vers les mêmes énergies de la diatomique, car à grande distance les énergies
de la molécule sont indépendantes de la projection du moment cinétique rotationnel.

considérer d’états hypersphériques et cela pose donc un problème. C’est une tâche
relativement difficile : d’une part il faut bien “matcher” les fonctions adiabatiques
aux fonctions moléculaires, en contrôlant notamment leurs projections (intégrales
de recouvrement entre fonctions adiabatiques et fonctions rovibrationnelles), d’autre
part il faut prendre en compte les états hypersphériques qui tendent vers les états
du double continuum pour converger la matrice Z. Il faut prendre au moins tous
les canaux asymptotiquement ouverts, et également un certains nombre de canaux
asymptotiquement fermés mais localement ouverts pour des rayons hypersphériques
plus petits.

L’évolution des taux de collision pour les processus élastiques et inélastiques de Li
+ Li2(vi) pour différentes valeurs du nombre quantique vibrationnel initial vi est
présentée sur la figure 8.8 pour le système bosonique composé d’atomes de 7Li et
sur la figure 8.9 pour le système fermionique composé d’atomes de 6Li. L’énergie de
collision est fixée à 1 nK. On se situe donc dans le régime de Wigner. Ces calculs
ont été obtenus pour différentes valeurs du nombre de canaux hypersphériques (nch)
utilisés dans le développement de la fonction d’onde (3.32).
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Bosons 7Li
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Fig. 8.8 – Taux de collision en fonction du nombre vibrationnel initial de la molécule
pour le système 7Li + 7Li2(vi, ji = 0).

On remarque tout d’abord que les processus inélastiques l’emportent sur les proces-
sus élastiques. En effet, quelle que soit la valeur de vi et de nch, les taux de collision
élastiques sont d’un ou de deux ordres de grandeur inférieurs aux taux de collision
inélastiques. Pour un système atome-diatome bosonique, les collisions sont donc res-
ponsables de la destruction du caractère cohérent du système : la molécule peut
changer d’état interne après une collision avec l’atome.

On s’aperçoit ensuite qu’il suffit de peu de canaux hypersphériques pour converger
les taux de collision pour les vi bas. Typiquement, 118 canaux (qui tendent vers les
118 états rovibrationnels de la diatomique) suffisent pour vi = 0, 1, 2. Toutefois, il y
a un léger effet des états du double continuum sur les taux inélastiques pour vi = 1
et vi = 2. Donc mem̂e pour des vi bas, ceux-ci ont encore une légère influence. Par
contre, beaucoup de canaux hypersphériques sont nécessaires afin de converger les
taux de collision pour les vi hauts (notamment à partir de vi = 5), typiquement 1268
canaux, dont 118 canaux tendant vers les états de la diatomique, et 1150 tendant
vers les états du double continuum. On obtient une convergence raisonnable infé-
rieure à 30 %. On rappelle que ce qui nous intéresse notamment ici ce sont les ordres
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de grandeur et non les valeurs exactes des taux de collision. Pour des vi compris
entre 4 et 9, on voit que l’on obtient des résultats très différents si on considère peu
ou beaucoup de canaux. Par exemple, les taux peuvent varier jusqu’à un ordre de
grandeur pour vi = 4 ou 5 si nch = 118 ou 1268.

On remarque également un comportement régulier des taux de collision suivant vi

pour les processus inélastiques. Pour les vi impairs de 1 à 7, on semble avoir une
progression régulière (on peut relier les points par une droite). Ceci correspond en
réalité à une croissance exponentielle du fait de l’échelle logarithmique. On a le même
comportement pour les vi pairs de 2 à 8. On remarque également que le taux de col-
lision pour un nombre vi impair (= 1, 3, 5 ou 7) est légèrement supérieur au taux de
collision pour le nombre pair suivant vi + 1 (= 2, 4, 6 ou 8). Pour expliquer ceci, on
pourrait suggérer que le nombre de noeuds de la fonction d’onde de vibration de la
diatomique intervienne dans la valeur du taux de collision. On ne peut pas utiliser
de modèle classique pour décrire ceci, car on se situe dans le régime de Wigner et
on doit raisonner de manière quantique. Cela semble être tout de même fortuit, car
la même étude pour le système Na3 ne conduit pas aux mêmes conclusions.

Enfin, on observe une chute importante du taux inélastique pour vi = 10 (dernier
niveau vibrationnel), et qui converge rapidement avec nch, plus rapidement que les
précédents vi. D’un point de vue hypersphérique, cette déplétion des taux inélas-
tiques est due au fait que la courbe d’énergie adiabatique corrélant au dernier ni-
veau vibrationnel a d’une part un point tournant plus éloigné que les autres niveaux
vibrationnels plus bas (voir figure 8.4), ce qui veut dire que les trois atomes s’ap-
prochent beaucoup moins les uns des autres que pour les niveaux plus bas. D’autre
part la profondeur de cette courbe n’est pas très grande (beaucoup moins grande
que les autres niveaux vibrationnels) et donc l’énergie cinétique de collision n’aug-
mente pas trop lors de l’approche des trois atomes quand le rayon hypersphérique
diminue. Comme l’énergie de la diatomique reste pratiquement la même dans la zone
de réaction, elle n’est pas trop affectée par le troisième atome. Ces deux conditions
impliquent que les trois atomes restent très éloignés et très lents lors de la collision.
La diatomique est donc beaucoup plus stable dans son dernier niveau vibrationnel
lors de la collision que dans ses autres niveaux plus bas, d’où la baisse du taux in-
élastique. Ces arguments ont été proposés par Stwalley et al. [181, 182] et se vérifient
bien dans le cas de notre étude. Cette déplétion a été également observée par Bodo
et al. [183] dans une étude théorique de la dynamique de F + D2.

Fermions 6Li

Pour les diatomiques ayant un niveau rotationnel initial ji = 1 le calcul est deux
fois plus long que pour un niveau rotationnel initial ji = 0, comme nous l’avons vu
dans le chapitre 4, car il y a deux composantes Ω = 0, 1. Avec un nombre de canaux
hypersphériques de nch = 994 pour Ω = 0 et 1, les taux de collision élastiques sont
convergés pour vi = [0, 5] et les taux inélastiques pour vi = [0, 3]. Par Ω, on a donc
nch = 497 et on peut comparer la convergence pour le système bosonique (qui ne
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contient qu’un seul Ω) pour nch = 468. On voit que dans ce cas-là aussi, les taux
inélastiques sont convergés pour seulement vi = [0, 3] et les taux élastiques pour
vi = [0, 4]. Donc pour le système fermionique, on peut s’attendre à avoir la même
convergence que pour le système bosonique (taux vi = [0, 9] convergés) lorsque nch

est de 2 × 1268 = 2536, ce qui est impossible actuellement d’un point de vue nu-
mérique. Pour vi = [0, 3], les processus inélastiques l’emportent toujours sur les
processus élastiques. Au-delà on ne peut pas conclure.
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Fig. 8.9 – Taux de collision en fonction du nombre vibrationnel initial de la molécule
pour le système 6Li + 6Li2(vi, ji = 1).

Pour les quatre premiers niveaux vibrationnels, les taux présentent le même com-
portement pour le système bosonique et fermionique. Il y a très peu de différences
entre les deux systèmes.

Lorsque l’on calcule la longueur de diffusion de 6Li2, on trouve une valeur de l’ordre
de −1500 a0, alors que dans les expériences elle est de l’ordre +3500 a0 [45]. Il serait
donc intéressant de regarder ce qui se passe lorsque la longueur de diffusion atome-
atome est grande et positive. Pour comparer avec les expériences, on peut utiliser
le même effet qu’une résonance de Feshbach, en augmentant suffisamment l’éner-
gie potentielle du système triatomique de façon à obtenir une longueur de diffusion
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atome-atome positive (dans un premier temps) et très grande (dans un deuxième
temps). Le problème est d’ordre numérique. Pour atteindre la zone asymptotique
et obtenir des projections correctes, il faut se placer à des distances de matching
ρm très grandes, typiquement de plusieurs fois la longueur de diffusion. Il faut donc
d’une part calculer les pseudo-harmoniques hypersphériques jusqu’à des distances
ρm très grandes, ce qui n’est pas une tâche facile, car il est connu que les PHH,
bien qu’adaptées aux configurations triatomiques ou atome-atome-atome, sont mal
adaptées aux configurations atome-diatome. Donc, à très grandes distances, hormis
les états du double continuum, la base des fonctions des PHH n’est plus une base
“naturelle” pour décrire les états de la diatomique, et la convergence des fonctions
adiabatiques sera très mal assurée. D’autre part, il faut propager les équations cou-
plées jusqu’à ρm, et utiliser un très grand nombre de secteurs. On voit donc bien que,
d’un point de vue numérique, c’est une tâche difficile. Pour y rémédier, on étudiera
dans le chapitre 10 la dynamique atome-diatome à grande longueur de diffusion en
utilisant un modèle colinéaire, plus simple d’un point de vue numérique.
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Chapitre 9

Système Ca + Ca2

Nous allons établir la surface d’énergie potentielle du système Ca3. Le calcium est
un alcalino-terreux contrairement aux précédents sytèmes où les atomes étaient des
alcalins. La structure fine et hyperfine des alcalins rend leur description théorique
très compliquée. Mais pour les alcalino-terreux, il en est autrement. La couche de
valence électronique est fermée, ce qui implique un spin électronique total nul, et la
plupart des isotopes ont un spin nucléaire nul (voir tableau 9.1). Par conséquent,
le spin atomique total est nul pour la plupart des atomes de calcium. Il y a donc
un seul niveau fondamental non dégénéré, sans détails hyperfins. Le système Ca3 a
été choisi, car d’une part il n’y a pas de structure fine ni hyperfine ce qui permet
de comparer plus facilement théorie et expérience. D’autre part aucune étude de
dynamique atome-diatome n’a encore été réalisée à ce jour pour des alcalino-terreux.
Il existe également quelques expériences sur les atomes de calcium froids [184, 185]
qui étudient la photoassociation de ces atomes dans le but de former des molécules
froides de Ca2.

9.1 Structure électronique et interactions. Sur-

face d’énergie potentielle de Ca3

Atome de Ca

L’atome de calcium est composé de 20 électrons et d’un noyau composé de 20 protons
et de 20 neutrons pour l’isotope 40Ca, de 22 neutrons pour l’isotope 42Ca, de 23
neutrons pour l’isotope 43Ca, de 24 neutrons pour l’isotope 44Ca, de 26 neutrons
pour l’isotope 46Ca, de 28 neutrons pour l’isotope 48Ca. La configuration électronique
de son niveau fondamental est 1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 4s2. La couche de valence étant
fermée, le spin électronique total est nul. On donne les caractéristiques principales
du calcium dans le tableau 9.1. Les noyaux de 40Ca, 42Ca, 44Ca ,46Ca, 48Ca sont
des bosons et les atomes correspondant aussi. Le noyau de 43Ca est un fermion et
l’atome correspondant également.
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isotope 40Ca 42Ca 43Ca 44Ca 46Ca 48Ca
masse (au) 72847.4 76485.9 78309.1 80126.0 83768.5 87412.2
abondance (%) 96.941 0.647 0.135 2.086 0.004 0.187
spin électronique S 0 0 0 0 0 0
spin nucléaire I 0 0 7/2 0 0 0
spin total F 0 0 7/2 0 0 0

Tab. 9.1 – Caractéristiques de l’atome de Ca. On ne retient que la valeur maximale
des spins.

Etat triplet 1Σ+
g de Ca2
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Fig. 9.1 – Courbe d’énergie potentielle de Ca2 et points ab initio obtenus par
Bussery–Honvault et al. [155].

Nous utiliserons les points ab initio calculés par Bussery–Honvault et al. [155] com-
pris entre 3 a0 et 15 a0 (1.59 Å et 7.94 Å). Ces points ont été calculés par la
méthode SAPT non relativiste [154]. Le coefficient C6(Ca-Ca) vaut 2279 au, le co-
efficient C8(Ca-Ca) vaut 242050 au, et le coefficient C10(Ca-Ca) vaut 12529320 au.
Au-delà de 15 a0, nous avons utilisé ces coefficients pour décrire le comportement à
grande distance. Nous avons utilisé la méthode RKHS pour obtenir une expression
de l’interpolation de la courbe d’énergie potentielle. Nous avons tracé sur la figure 9.1
les points ab initio ainsi que la courbe d’énergie potentielle obtenue. Le minimum
est de −1587 K (−1134 cm−1) pour une distance d’équilibre de 8.2 a0 (4.3 Å). Les
principales caractéristiques de Ca2 sont reportées dans le tableau 9.2.
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isotope 40Ca2
42Ca2

43Ca2
44Ca2

46Ca2
48Ca2

masse relative µa−a (au) 36423.7 38243.0 39154.6 40063.0 41884.3 43706.1
spin électronique S 0 0 0 0 0 0
spin nucléaire I 0 0 7 0 0 0
spin total F 0 0 7 0 0 0

Tab. 9.2 – Caractéristiques de Ca2. On ne retient que la valeur maximale des spins.

Etat fondamental singulet 11A′ de Ca3
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Fig. 9.2 – Courbe d’énergie potentielle en géométrie équilatérale en fonction de ρ.

Quelques points ab initio de Ca3 pour la géométrie D3h ont été calculés par Kaplan
et al. [186] en 2000. Une surface d’énergie potentielle a ensuite été déterminée plus
tard en 2002 [187]. Les calculs de ces points ab initio ont été effectués en utilisant
une théorie de perturbation Moller–Plesset du quatrième ordre (MP4).

Nous avons utilisé une méthode Coupled Cluster avec simple double et triple non
itérative excitation CCSD(T) en utilisant la même base que dans la référence [155].
Les points ab initio ont été calculés à l’aide du logiciel MOLPRO [152]. Au total, 569
points ont été calculés. Mais au final seulement 156 ont été conservés pour l’inter-
polation du terme à trois corps pour différentes géométries significatives : 26 points
en géométrie D3h, 7 points en géométrie D∞h et 123 points en géométrie C2v. Les
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points correspondant au terme à trois corps ont été obtenus en retranchant les trois
énergies des dimères et les trois énergies des monomères à l’énergie du trimère. En-
suite nous avons utilisé la méthode RKHS pour obtenir une surface d’interpolation
de tous ces points. Les valeurs des paramètres dans (5.4) sont m = 2 et n = 2.

Les points ab initio ont été reportés dans l’annexe E. Les trois premières colonnes
correspondent aux trois coordonnées interatomiques r1, r2, r3 dont on a calculé l’éner-
gie potentielle. La quatrième colonne correspond à la valeur du point ab initio
V abin

3 (r1, r2, r3) du terme à trois corps obtenu. Les deux suivantes correspondent
à l’erreur absolue et relative de la surface d’interpolation du terme à trois corps
V3(r1, r2, r3) évaluées au point ab initio. La septième est le terme à deux corps in-
terpolé V2(r1, r2, r3) et la huitième est le potentiel total interpolé Vtot(r1, r2, r3). On
compare la surface d’interpolation V3(r1, r2, r3) et les points ab initio V abin

3 (r1, r2, r3)
sur les figures 9.3 et 9.4. Tous les points calculés y ont été représentés, même ceux
que l’on n’utilise pas dans la surface. Nous avons également reporté sur la figure cor-
respondant à la géométrie équilatérale les résultats obtenus par Kaplan et al. [186].
On voit que les résultats obtenus dans les deux études sont en bon accord (10 %
d’écart au maximum entre notre interpolation et leurs points).

Référence req (Å) Vtot(req) (K)
Quéméner et al. [CCSD(T)] 3.90 - 8583
Kaplan et al. [186] [MP4 (SDTQ)] 4.12 - 5867
Kaplan et al. [187] [potentiel modèle] 4.17 - 5560
Walch et al. [188] [CI] 3.97 - 5802
Lee et al. [189] [MRCI] 4.16 - 6089

Tab. 9.3 – Comparaison de la distance d’équilibre et de la valeur du minimum du
potentiel de Ca3 en configuration équilatérale pour différents travaux (voir table 4
de [187]).

Les contours d’énergie potentielle ont été reportés sur les figures 9.5, 9.6, 9.7, 9.8
et 9.9. La surface globale présente un seul minimum en géométrie équilatérale. La
profondeur de puits est de −8583 K (−5966 cm−1) et la distance d’équilibre de
r1 = r2 = r3 = 7.37 a0 (3.9 Å), soit un rayon hypersphérique de ρ = 9.7 a0 (5.13 Å).
Elle présente également un point selle en géométrie linéaire. Le minimum local se si-
tue à−3733 K (−2595 cm−1) et à une distance d’équilibre de r1 = r2 = 8 a0 (4.23 Å),
soit un rayon hypersphérique de ρ = 14.9 a0 (7.88 Å). On voit également l’effet du
terme à trois corps en comparant terme à deux corps et potentiel total. De manière
générale, le terme à trois corps augmente la profondeur du puits et plus particuliè-
rement entre θ = 40̊ et 110̊ où l’effet est très important. A grande séparation (r1
et r2 grands) l’effet du terme à trois corps est inexistant et le terme à deux corps
l’emporte. Comme pour les systèmes d’alcalins, ce système alcalino-terreux ne pré-
sente aucune barrière répulsive avant le puits attractif. Ainsi toutes les approches

122



3 4 5 6 7
 r1 (Å)

-16000

-14000

-12000

-10000

-8000

-6000

-4000

-2000

0
V

3 (
K

)

30 degrés
55 degrés 
60 degrés
Kaplan et al.

3 4 5 6
r1 (Å)

-16000

-14000

-12000

-10000

-8000

-6000

-4000

-2000

0

V
3 (

K
)

65 degrés
75 degrés
90 degrés

Fig. 9.3 – Points ab intio et interpolation du terme à trois corps en géométrie C2v

(configuration isocèle) : r1 = r2, θ = [0̊ − 90̊ ]. Les point obtenus par Kaplan et
al. [186] (tableau VI) sont également représentés.
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Fig. 9.4 – Points ab intio et interpolation du terme à trois corps en géométrie C2v

(configuration isocèle) : r1 = r2, θ = [100̊ − 180̊ ].
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entre l’atome et la diatomique sont possibles en ce qui concerne la dynamique.

Nous avons reporté l’énergie potentielle totale et les termes à deux et trois corps
pour la configuration équilatérale sur la figure 9.2. Le terme à trois corps vaut
−5171 K (−3594 cm−1) à ρ = 9.7 a0, alors que le terme à deux corps vaut −3412 K
(−2371 cm−1). On trouve que le terme à trois corps constitue 60 % de l’energie to-
tale à la distance d’équilibre. On obtient la même conclusion que pour les systèmes
d’alcalins, la contribution du terme à trois corps est primordiale.

Référence req Å v(req) (K)
Bussery–Honvault et al. [155] [SAPT non relativiste] 4.34 - 1632
Kaplan et al. [186] [MP4 (SDTQ)] 4.56 - 1077
Vidal et al. [190] [expérience] 4.29 - 1575
Allard et al. [191] [expérience] ... - 1586

Tab. 9.4 – Comparaison de la distance d’équilibre et de la valeur du minimum du
potentiel de Ca2 pour différents travaux.

Nous comparons dans le tableau 9.3 les résultats obtenus avec ceux obtenus par
Kaplan et al. [186, 187]. Les distances d’équilibre diffèrent d’une référence à l’autre.
Pour la configuration équilatérale de Ca3, nous trouvons une distance d’équilibre
et une profondeur du puits req = 3.9 Å et Vtot(req) = −8583 K, alors que Kaplan

et al. [186] trouvent req = 4.12 Å et Vtot(req) = −5867 K. Les différences entre les
deux études sont essentiellement dues au terme à deux corps car les termes à trois
corps sont en très bon accord, comme nous l’avons vu précédemment sur la figure 9.3.

isotope 40Ca3
42Ca3

43Ca3
44Ca3

46Ca3
48Ca3

masse relative µa−d (au) 48564.9 50990.6 52206.0 53417.3 55845.6 58274.8
masse relative µ (au) 42058.5 44159.1 45211.8 46260.8 48363.8 50467.5
spin électronique S 0 0 0 0 0 0
spin nucléaire I 0 0 21/2 0 0 0
spin total F 0 0 21/2 0 0 0

Tab. 9.5 – Caractéristiques de l’état 11A′ de Ca3. On ne retient que la valeur maxi-
male des spins.

On compare la distance d’équilibre et la profondeur du puits pour Ca2 dans le ta-
bleau 9.4. On a également repris certaines valeurs de certaines références inclues
dans le tableau I de [155]. On voit bien que le potentiel choisi pour la diatomique (et
notamment la distance d’équilibre) est en meilleur accord avec les expériences que
celui calculé par Kaplan et al. Ils surestiment la distance d’équilibre à deux corps et
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(a) Vtot ; θ = 0̊ (b) V2 ; θ = 0̊

(c) Vtot ; θ = 10̊ (d) V2 ; θ = 10̊

(e) Vtot ; θ = 20̊ (f) V2 ; θ = 20̊

Fig. 9.5 – Contours d’énergie potentielle. Energie potentielle totale et terme à deux
corps (K) pour θ = 0̊ , 10̊ , 20̊ en fonction de r1 et r2.
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(a) Vtot ; θ = 30̊ (b) V2 ; θ = 30̊

(c) Vtot ; θ = 40̊ (d) V2 ; θ = 40̊

(e) Vtot ; θ = 50̊ (f) V2 ; θ = 50̊

Fig. 9.6 – Contours d’énergie potentielle. Energie potentielle totale et terme à deux
corps (K) pour θ = 30̊ , 40̊ , 50̊ en fonction de r1 et r2.
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(a) Vtot ; θ = 60̊ (b) V2 ; θ = 60̊

(c) Vtot ; θ = 70̊ (d) V2 ; θ = 70̊

(e) Vtot ; θ = 80̊ (f) V2 ; θ = 80̊

Fig. 9.7 – Contours d’énergie potentielle. Energie potentielle totale et terme à deux
corps (K) pour θ = 60̊ , 70̊ , 80̊ en fonction de r1 et r2.
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(a) Vtot ; θ = 90̊ (b) V2 ; θ = 90̊

(c) Vtot ; θ = 100̊ (d) V2 ; θ = 100̊

(e) Vtot ; θ = 110̊ (f) V2 ; θ = 110̊

Fig. 9.8 – Contours d’énergie potentielle. Energie potentielle totale et terme à deux
corps (K) pour θ = 90̊ , 100̊ , 110̊ en fonction de r1 et r2.
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(a) Vtot ; θ = 120̊ (b) V2 ; θ = 120̊

(c) Vtot ; θ = 140̊ (d) V2 ; θ = 140̊

(e) Vtot ; θ = 180̊ (f) V2 ; θ = 180̊

Fig. 9.9 – Contours d’énergie potentielle. Energie potentielle totale et terme à deux
corps (K) pour θ = 120̊ , 140̊ , 180̊ en fonction de r1 et r2.
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cela explique les différences obtenues dans la surface d’énergie potentielle globale.

Les principales caractéristiques de Ca3 sont reportées dans le tableau 9.5.

9.2 Dynamique
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Fig. 9.10 – Energies adiabatiques pour le système 40Ca3 (Ω = 0). L’énergie po-
tentielle en géométrie équilatérale et linéaire a été reportée en fonction du rayon
hypersphérique ρ.

Un calcul de dynamique de 40Ca(1S) + 40Ca2(
1Σ+

g ) s’avère a priori difficile car la
masse du calcium est aussi grande que celle du potassium et surtout la profondeur
du puits est beaucoup plus grande (−8583 K) que celle du potassium (−1825 K). Les
courbes d’énergie adiabatiques seront donc beaucoup plus ressérrées et il va falloir
calculer beaucoup plus d’énergies et de fonctions adiabatiques. On risque, de plus,
de rencontrer beaucoup plus de croisements évités.

La distance de matching a été prise à ρm = 44 a0. Nous avons pris 259 secteurs
compris entre 5 a0 et 44.2 a0. La taille des secteurs est de 0.1 a0 entre 5 a0 et
25 a0, de 0.25 a0 entre 25 a0 et 35 a0, de 0.5 a0 entre 35 a0 et 43.5 a0, de 0.6 a0

entre 43.5 a0 et 44.1 a0 et de 0.1 a0 entre 44.1 a0 et 44.2 a0. La base des PHH
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est tronquée à une valeur de K = 360 (ce qui correspond à 2700 PHH) pour les
petits rayons hypersphériques et à une valeur de K = 558 (ce qui correspond à
6625 PHH) pour les grands rayons hypersphériques. Nous avons utilisé nch = 300
canaux hypersphériques. Les états hypersphériques sont projetés sur un ensemble
d’états rovibrationnels de la diatomique dont les nombres quantiques vibrationnels
s’étendent de v = 0, 1, ..., 8 et les nombres quantiques rotationnels maximums asso-
ciés sont j = 94, 90, 84, 78, 68, 60, 50, 38, 20 pour 40Ca2.

Nous avons tracé les courbes d’énergie adiabatiques sur la figure 9.10 en fonction du
rayon hypersphérique. Malheureusement on voit très bien que cela n’est pas suffisant
pour décrire ne serait-ce que la dynamique d’un atome avec une molécule dans son
état rovibrationnel fondamental. Pour une énergie totale fixée, on voit bien que dans
la zone réactive, beaucoup de canaux hypersphériques localement ouverts manquent,
bien que cela semble suffisant dans la zone asymptotique. Ce calcul est à la limite des
ressources informatiques actuelles : il faut d’une part beaucoup de place pour stocker
en mémoire toutes les fonctions adiabatiques pour chaque rayon hypersphérique et
d’autre part le temps de calcul augmente pour chaque secteur, car le nombre de
fonctions adiabatiques est plus élevé.
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Chapitre 10

Collision atome-diatome à grande
longueur de diffusion

Nous avons vu dans les chapitres précédents que les collisions atome-diatome n’étaient
pas favorables au processus de formation des molécules ultra-froides. Nous avons vu
que pour un système composé d’atomes bosoniques ou fermioniques, lorsque la di-
atomique se trouve dans un niveau vibrationnel peu excité ou excité et quand la
longueur de diffusion est négative, les processus inélastiques sont très importants et
dominent les processus élastiques à ultra-basse énergie. Que se passe-t-il quand la
longueur de diffusion devient grande et positive comme dans les expériences ? Quel
est l’effet de cette grandeur sur la dynamique ? C’est ce que nous nous proposons
d’étudier ici.

Dans les expériences de formation des molécules ultra-froides, une résonance de Fe-
shbach est utilisée en appliquant un champ magnétique bien précis. Lors de cette
résonance, la longueur de diffusion atome-atome devient très grande et même in-
finie. Lors de la formation d’un condensat de Bose–Einstein moléculaire, elle doit
être grande et positive. Théoriquement, pour décrire ce qui se passe dans ces expé-
riences, nous devrions considérer la structure hyperfine des atomes lors de la collision
et prendre en compte les trois surfaces d’énergie potentielle couplées (deux surfaces
doublet et une quartet) correspondant chacune à un état de spin électronique total
possible des trois atomes (S=1/2,3/2). Nous devrions également utiliser un forma-
lisme théorique prenant en compte l’effet du champ magnétique agissant sur les trois
atomes qui permet la variation de la longueur de diffusion atome-atome. Ceci sort
du cadre de cette thèse. Afin de représenter ce qui se passe lorsque l’on a une molé-
cule dans un état de très grande extension spatiale comme ceux que l’on rencontre
dans les expériences de résonance de Feshbach, on utilise un seul potentiel dont la
profondeur sera ajustée pour faire varier la longueur de diffusion.

On souhaite donc ici étudier l’effet de la longueur de diffusion atome-atome sur la dy-
namique atome-diatome à ultra-basse énergie. Pour ce faire, on utilisera un modèle
colinéaire qui est plus abordable d’un point de vue numérique. En effet, dans le cadre
du formalisme théorique exact à trois dimensions, il faut propager la matrice dérivée
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logarithmique à un rayon hypersphérique de l’ordre de plusieurs fois la longueur de
diffusion. Il faut donc calculer un très grand nombre de pseudo-harmoniques hy-
persphériques qui servent à représenter les fonctions adiabatiques pour ces grandes
distances. Ceci n’est pas facile, car elles ne sont pas adaptées lorsque le rayon hy-
persphérique est grand. Il sera plus facile de les calculer dans le cadre du modèle
colinéaire. Dans ce modèle, bien que nous aurons uniquement la structure vibration-
nelle de la diatomique à prendre en compte, on ne perd rien du processus physique
qui nous intéresse. On garde toujours le formalisme hypersphérique pour décrire le
processus collisionnel. De plus, comme nous le verrons dans ce chapitre, on peut très
bien généraliser cette étude au formalisme 3D. Les coordonnées hypersphériques que
l’on utilise sont des coordonnées polaires qui ne sont rien d’autre que les coordonnées
de Delves–Fock et les relations de matching entre partie hypersphérique et partie
asymptotique sont les mêmes que dans le chapitre 4.

10.1 Dynamique pour le modèle colinéaire

10.1.1 Coordonnées

B               C                                          A

R�

r�

Fig. 10.1 – Modèle colinéaire. Les atomes sont astreints à se déplacer sur une droite.

Soit trois atomes identiques, de masse m, se déplacant sur une droite. Les vecteurs
de Jacobi ~r et ~R sont définis sur la figure 10.1 et décrivent le mouvement de la
particule relative B − C, de masse µB−C = m/2 et le mouvement de la particule
relative A− BC, de masse µA−BC = (2/3)m. Comme les atomes sont astreints à se

déplacer sur une droite, les vecteurs ~r et ~R peuvent être simplement décrits par la
valeur algébrique r et R de leur longueur. Elles constituent donc les coordonnées de
Jacobi que l’on utilisera. Les coordonnées de Jacobi pondérées sont définies par :

R̃ = d R r̃ = d−1 r d =

√

2√
3

µ =
m√
3
.

On gardera ces notations pour bien distinguer les distances pondérées de celles qui
ne le sont pas. L’équivalent en coordonnées hypersphériques est tout simplement les
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coordonnées polaires (coordonnées de Delves–Fock) définies par :

ρ =
(

R̃2 + r̃2
)1/2

r̃ = ρ sinω

ω = arctan

(

r̃

R̃

)

R̃ = ρ cosω. (10.1)

Les domaines de variations sont :

ρ = [0,+∞[ ω = [0, 2π].

Comme les trois atomes sont identiques, le domaine de variation de ω n’est en fait
que [0, π/3] pour des considérations de symétrie.

R (a0)
~

r 
(a

0)
~

BC + A

B + CA

B +
 C +

 A

S/3
U

Z

Fig. 10.2 – Coordonnées polaires des coordonnées de Jacobi pondérées.
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10.1.2 Hamiltonien

Le Hamiltonien s’écrit :

Ĥ = − ~2

2µ

{

∂2

∂R̃2
+

∂2

∂r̃2

}

+ V (R̃, r̃).

Le Hamiltonien en coordonnées hypersphériques s’écrit :

Ĥ = − ~2

2µ

{

∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
+

1

ρ2

∂2

∂ω2

}

+ V (ρ, ω)

= − ~2

2µ

{

∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ

}

+H(ρ;ω). (10.2)

On définit le Hamiltonien angulaire (l’équivalent de H0(ρ;ω, φ) en théorie 3D) par :

H(ρ;ω) = − ~2

2µ

{

1

ρ2

∂2

∂ω2

}

+ V (ρ, ω). (10.3)

L’équation aux valeurs propres angulaire correspondante est :

[H(ρ;ω)− εk(ρ)] χk(ρ;ω) = 0. (10.4)

10.1.3 Equations aux valeurs propres

On va résoudre l’équation aux valeurs propres (10.4), en utilisant une méthode DVR
(“Discrete Variable Representation”) [192, 193, 194, 195, 196]. La méthode DVR est
reliée à la notion de quadrature de Gauss associée à un ensemble de polynômes
orthogonaux Qj(x). L’ensemble des Qj(x) vérifie la relation d’orthonormalité par
rapport à une fonction poids w(x) :

〈Qj |Qj′ 〉 =

∫ b

a

dx w(x) Qj(x) Qj′(x) = δjj′.

La quadrature de Gauss spécifie l’existence de np points xn, n = 1, ..., np qui sont
les np zéros de la fonction Qnp

(x), avec des poids respectifs wn et qui vérifient :

〈Qj |Qj′ 〉 =

np
∑

n=1

wn Qj(xn) Qj′(xn) = δjj′. (10.5)

Cette relation est exacte pour les np polynômes d’ordre j, j′ = 0, 1, 2, ..., np − 1. On
définit la base FBR (“Finite Basis Representation”), dont les kets sont notés |Qj 〉,
par les np premiers polynômes de Qj(x) (j = 0, np − 1) pour laquelle la relation de
quadrature de Gauss (10.5) est vérifiée. On décalera l’indice j d’une unité pour avoir
la base comprise entre j = 1 et j = np, sachant que j = 1 correspondra à l’ordre
0 des polynômes de Legendre et j = np correspond à l’ordre np − 1. La relation de
fermeture s’écrit pour la FBR :

np
∑

j=1

|Qj〉 〈Qj | = I.
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On définit alors une nouvelle base de dimension np, appelée base DVR (“Discrete
Variable Representation”), dont les kets sont notés |Xn 〉 et vérifiant la relation de
fermeture :

np
∑

n=1

|Xn〉 〈Xn | = I.

Ces kets vérifient la relation d’orthonormalité :

〈Xn |Xn′ 〉 = δnn′ .

On a :

〈Qj |Qj′ 〉 = 〈Qj |
{

np
∑

n=1

| Xn 〉 〈Xn|
}

|Qj′ 〉 = δjj′.

En identifiant avec (10.5), on déduit la matrice de passage U qui relie la base FBR
à la DVR et dont les éléments sont donnés par :

Unj = 〈Xn |Qj 〉 =
√
wn Qj(xn).

Comme les fonctions sont réelles, on a :

U∗
nj = 〈Qj |Xn 〉 = 〈Xn |Qj 〉 = Unj,

d’où U
† = t

U
∗

= t
U :

U †
nj = tU

∗
nj = 〈Xj |Qn 〉∗

= 〈Qn |Xj 〉 = U∗
jn

= Ujn.

De plus, la matrice de changement de base est unitaire U† U = I, car :

(U † U)nj =

np
∑

k=1

U †
nk Ukj =

np
∑

k=1

U∗
kn Ukj

=

np
∑

k=1

〈Qn |Xk 〉 〈Xk |Qj 〉

= 〈Qn |Qj 〉 = δnj.

La matrice inverse est égale à la matrice hermitique conjuguée et donc égale à la
matrice transposée U−1 = U† = tU. Notons également U′ la matrice dont les éléments
sont :

U ′
nj =

〈

Xn

∣

∣Q′
j

〉

=
√
wn Q

′
j(xn).

On peut connâıtre la représentation {|x〉} d’un ket |Xn 〉 :

Xn(x) = 〈x |Xn 〉 = 〈x|
{

np
∑

j=1

| Qj 〉 〈Qj |
}

|Xn 〉 =

np
∑

j=1

√
wn Qj(x) Qj(xn).
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Ces fonctions Xn(x) sont égales à 1 quand x = xn et 0 quand x = xn′ ; n′ 6= n et
ressemblent à des fonctions de type sinus cardinal. L’opérateur potentiel s’exprime
dans la base DVR par :

〈Xn |V (x)|Xn′〉 .

Si on utilise suffisamment de points DVR pour considérer V comme constant loca-
lement, on peut dire que l’opérateur potentiel est diagonal dans la base DVR (quasi
diagonal) :

〈Xn |V (x)|Xn′〉 = V (xn′) 〈Xn|Xn′〉 ≃ V (xn′) δnn′.

C’est là l’avantage de la DVR.

Hamiltonien dans la base FBR

On choisit la base des polynômes de Legendre Pj(x) comme FBR, x ∈ [−1, 1] et
w(x) = 1. Dans notre problème de résolution de l’équation aux valeurs propres (10.4),
notre coordonnée angulaire est comprise entre 0 et π/3. On va donc utiliser une base
modifiée des polynômes de Legendre en procédant aux changements suivants. Afin
de trouver :

x = −1←→ ω = 0 x = 1←→ ω = π/3,

on doit avoir :

x =
6

π
ω − 1.

Si on identifie :

∫ π/3

0

dω Pj(ω) Pj′(ω) = δjj′ =

∫ 1

−1

dx Pj(x) Pj′(x) =

∫ π/3

0

6

π
dω Pj(x) Pj′(x),

on doit donc avoir :

Pj(ω) =

(

6

π

)1/2

Pj(x).

Nous avons choisi cette base plutôt qu’une autre car les points sont plus resserrés
autour des bords ω = 0 et ω = π/3 et plus espacés autour de ω = π/6. Nous avons
représenté la position de ces points lorsque np = 60 sur la figure 10.3. La répartition
particulière de ces points est idéale pour représenter les potentiels en coordonnées
hypersphériques, surtout à très grand rayon hypersphérique, car le double puits (cor-
respondant aux puits des diatomiques BC et CA) est localisé autour de ω = 0 et
ω = π/3.
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Fig. 10.3 – Répartition de 60 points de Legendre entre ω = 0 et π/3. Le potentiel
angulaire V (ρ = 100 a0;ω) a été reporté à titre indicatif pour α = 3 a0.

Notons |Wn 〉 les kets de la base DVR associés aux valeurs propres ωn, n ∈ [1, np],
np étant le nombre de points de la DVR compris entre ω = [0, π/3]. Exprimons le
Hamiltonien H(ρ;ω) dans la base FBR pour un ρ fixé. Ses éléments sont :

〈Pj |H(ρ;ω)|Pj′〉 = − ~2

2µρ2

〈

Pj

∣

∣

∣

∣

d2

dω2
Pj′

〉

+ 〈Pj |V (ρ;ω)|Pj′〉 .

Or en intégrant par parties, on a :

〈

Pj

∣

∣

∣

∣

d2

dω2
Pj′

〉

=

∫ b

a

dωPj(ω) P ′′
j′(ω)

=
[

Pj(ω) P ′
j′(ω)

]π/3

0
−
∫ π/3

0

dωP ′
j(ω) P ′

j′(ω)

= −
∫ π/3

0

dωP ′
j(ω) P ′

j′(ω)

= −
〈

P ′
j

∣

∣P ′
j′

〉

.

Les polynômes de Legendre ne sont pas nuls aux bords. Donc le terme entre crochets
ne s’annule pas. Mais afin de rendre symétrique l’opérateur d’énergie cinétique (pour
obtenir une base complète de fonctions propres orthogonales), on annule ce terme.
Ensuite, quand on forme le Hamiltonien total en ajoutant à l’opérateur d’énergie
cinétique l’opérateur d’énergie potentielle, les fonctions propres sont nulles (quasi
nulles) aux bords car l’énergie potentielle y est très grande.
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Hamiltonien dans la base DVR

Le Hamiltonien dans la base DVR s’exprime en utilisant la relation de fermeture :

〈Wn |H(ρ;ω)|Wn′〉 = − ~2

2µρ2

〈

Wn

∣

∣

∣

∣

d2

dω2
Wn′

〉

+ 〈Wn |V (ρ;ω)|Wn′〉

= − ~2

2µρ2

np
∑

j=1

np
∑

j′=1

〈Wn |Pj 〉
〈

Pj

∣

∣

∣

∣

d2

dω2
Pj′

〉

〈Pj′ |Wn′ 〉+ V (ρ;ωn′) δnn′

=
~2

2µρ2

np
∑

j=1

np
∑

j′=1

〈Wn |Pj 〉
〈

P ′
j

∣

∣P ′
j′

〉

〈Pj′ |Wn′ 〉+ V (ρ;ωn′) δnn′

=
~

2

2µρ2

np
∑

k=1

np
∑

j=1

np
∑

j′=1

〈Wn |Pj 〉
〈

P ′
j |Wk

〉 〈

Wk

∣

∣P ′
j′

〉

〈Pj′ |Wn′ 〉 + V (ρ;ωn′) δnn′.

Utilisons une notation matricielle et utilisons les propriétés des matrices :

H
DV R =

~2

2µρ2
U

t
U

′
U

′ t
U + V

=
~2

2µρ2
t
[

U
′ t

U
] [

U
′ t

U
]

+ V.

Bosons contre fermions. Symétrisation du Hamiltonien

Jusqu’à présent on n’a pas fait intervenir la symétrie du problème. Cette symétri-
sation s’avère en fait très importante comme nous allons le voir. Elle est à l’origine
des différents comportements de la dynamique atome-diatome à ultra-basse énergie.
Comme les trois atomes sont identiques, le potentiel est symétrique par rapport à
l’axe ω = π/6. La fonction d’onde doit être symétrique pour les bosons et antisymé-
trique pour les fermions par rapport à l’axe ω = π/6. On symétrise les Hamiltoniens
de la façon suivante. Le Hamiltonien correspondant au système bosonique est défini
par :

〈

Wn

∣

∣HB(ρ;ω)
∣

∣Wn′

〉

=
1

2

{

〈Wn |H(ρ;ω)|Wn′〉+
〈

Wn

∣

∣

∣
H(ρ;

π

3
− ω)

∣

∣

∣
Wn′

〉}

et celui correspondant au système fermionique est :

〈

Wn

∣

∣HF (ρ;ω)
∣

∣Wn′

〉

=
1

2

{

〈Wn |H(ρ;ω)|Wn′〉 −
〈

Wn

∣

∣

∣
H(ρ;

π

3
− ω)

∣

∣

∣
Wn′

〉}

.

Dans ce cas, on a n, n′ ∈ [0, np/2]. Si on résout l’équation aux valeurs propres

angulaire à ρ fixé, on obtient les fonctions adiabatiques χB,F
k (ρ;ω) et les énergies

adiabatiques de symétrie donnée :

HB,F (ρ;ω) χB,F
k (ρ;ω) = εB,F

k (ρ) χB,F
k (ρ;ω). (10.6)

Le fait d’imposer à la fonction d’onde des fermions d’être antisymétrique lors de
l’échange de deux noyaux implique que la fonction d’onde doit s’annuler en ω = π/6.
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En effet, la partie gauche de la région ω = [0, π/6] correspond à la configuration
BC + A, la partie droite de la région ω = [π/6, π/3] correspond à la configuration
B+CA, la région autour de ω = π/6 correspond à la configuration B+C+A. Ainsi,
permuter A et B fait changer le signe de la fonction et oblige la présence d’un noeud
en ω = π/6. Pour les bosons, la fonction d’onde doit être symétrique par rapport à
l’échange de deux noyaux. On doit avoir un anti-noeud en ω = π/6.

10.1.4 Systèmes d’équations différentielles couplées

Représentation adiabatique

On utilise cette base de fonctions angulaires pour représenter la fonction d’onde to-
tale. De manière à supprimer le terme différentiel partiel d’ordre 1 en ρ qui intervient
dans l’expression du Hamiltonien, on utilise la formule de l’annexe A. On a donc
intérêt à utiliser le développement suivant :

ψv(ρ, ω) = ρ−1/2

np/2
∑

k′′=1

χk′′(ρ;ω) Fk′′v(ρ),

où Fk′′v(ρ) est l’élément k′′ de la fonction hyperradiale associé à la fonction de base
angulaire χk′′(ρ;ω) qui sert à représenter la solution particulière correspondant à une
molécule dans un état vibrationnel initial v. C’est un développement de type adia-
batique, car la fonction hyperradiale est évaluée pour chaque rayon hypersphérique
ρ. L’équation de Schrödinger à résoudre est :

[Ĥ − E] ψ(ρ, ω) = 0.

Cela donne :

− ~2

2µ

np/2
∑

k′′=1

{

∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ

}

ρ−1/2 χk′′(ρ;ω) Fk′′v(ρ)

+ ρ−1/2

np/2
∑

k′′=1

[H(ρ;ω)− E] χk′′(ρ;ω) Fk′′v(ρ) = 0.

Or, d’après la formule de l’annexe A :

{

∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ

}

ρ−1/2 χk′′(ρ;ω) Fk′′v(ρ) = ρ−1/2

{

∂2

∂ρ2
+

1

4ρ2

}

χk′′(ρ;ω) Fk′′v(ρ)

= ρ−1/2

{

χk′′(ρ;ω)
d2 Fk′′v(ρ)

dρ2
+ 2

∂ χk′′(ρ;ω)

∂ρ

d Fk′′v(ρ)

dρ

+
∂2 χk′′(ρ;ω)

∂ρ2
Fk′′v(ρ) +

1

4ρ2
χk′′(ρ;ω) Fk′′v(ρ)

}
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d’où :

− ~2

2µ
ρ−1/2

np/2
∑

k′′=1

{

χk′′(ρ;ω)
d2 Fk′′v(ρ)

dρ2

+ 2
∂ χk′′(ρ;ω)

∂ρ

d Fk′′v(ρ)

dρ
+

∂2 χk′′(ρ;ω)

∂ρ2
Fk′′v(ρ)

}

+ ρ−1/2

np/2
∑

k′′=1

[

H(ρ;ω)− ~2

8µρ2
− E

]

χk′′(ρ;ω) Fk′′v(ρ) = 0. (10.7)

On utilise les notations suivantes :

Pij(ρ) =

∫ π/6

0

χi(ρ;ω)
∂ χj(ρ;ω)

∂ρ
dω

≡
〈

χj(ρ;ω)

∣

∣

∣

∣

∂

∂ρ
χi(ρ;ω)

〉

ω

Qij(ρ) =

∫ π/6

0

χi(ρ;ω)
∂2 χj(ρ;ω)

∂ρ2
dω

≡
〈

χi(ρ;ω)

∣

∣

∣

∣

∂2

∂ρ2
χj(ρ;ω)

〉

ω

Hij(ρ) =

∫ π/6

0

χi(ρ;ω) H(ρ;ω) χj(ρ;ω) dω

≡ 〈χi(ρ;ω) |H(ρ;ω)|χj(ρ;ω)〉ω , (10.8)

Pij et Qij sont appelés les couplages non-adiabatiques. On peut montrer que Pij =
−Pji et donc que Pii = 0, et que Qii < 0. On remarque d’après (10.6) que :

Hij(ρ) = εj(ρ) δij (10.9)

dans ce cas précis. Si on multiplie (10.7) par [χk′(ρ;ω)]∗ et que l’on intègre sur ω,
on obtient le système d’équations différentielles couplées adiabatiques suivant :

[

− ~
2

2µ

d2

dρ2
+ εk′(ρ)− ~

2

8µρ2
− E

]

Fk′v(ρ)

− ~2

2µ

np/2
∑

k′′=1

[

2Pk′k′′(ρ)
dFk′′v(ρ)

dρ
+ Qk′k′′(ρ)Fk′′v(ρ)

]

= 0. (10.10)

L’allure des couplages Pk′k′′(ρ) pose problème près d’un croisement évité entre deux
énergies adiabatiques. En effet, quand deux énergies adiabatiques sont très proches,
ces éléments deviennent très grands et donc varient très vite avec ρ (voir (10.13)).

Représentation diabatique par secteurs

Pour remédier à ce problème, on partitionne l’axe des ρ [0, ρm] en p petits secteurs.
Pour chaque secteur p, on utilise le développement suivant de la fonction d’onde
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totale :

ψv(ρ, ω) = ρ−1/2

np/2
∑

k′′=1

χk′′(ρp;ω) Fk′′v(ρp; ρ).

C’est un développement de type diabatique par secteurs. En effet, on développe
toutes les fonctions hyperradiales Fk′′v(ρ) d’un secteur donné sur la base des fonctions
angulaires calculées au milieu du secteur (en ρp). On a donc une seule et même base
pour un secteur donné. Mais d’un secteur à un autre, les bases angulaires diabatiques
changent (car elles sont évaluées aux autres points ρp), d’où le nom parfois employé
pour définir ces bases de diabatiques par secteurs. Dans un développement purement
diabatique, on aurait eu une seule et même base pour tous les secteurs. Plaçons-nous
dans le p-ième secteur [ρg

p, ρ
d
p], centré en ρp et choisissons un ρ appartenant à ce

secteur. Les dérivées des fonctions angulaires χk′′(ρp;ω) par rapport à ρ s’annulent
dans la formule (10.7) car elles ne dépendent plus de la variable ρ (puisqu’elles sont
évaluées en ρp). Ainsi, les éléments Pij(ρ) et Qij(ρ) définis en (10.8) s’annulent. Par
contre, les éléments Hij(ρ) ne sont plus diagonaux comme en (10.9) :

Hij(ρp; ρ) =

∫ π/6

0

χi(ρp;ω) H(ρ;ω) χj(ρp;ω) dω

≡ 〈χi(ρp;ω) |H(ρ;ω)|χj(ρp;ω)〉ω ,
sauf quand ρ = ρp :

Hij(ρp; ρ = ρp) = εj(ρp) δij

car :

H(ρp;ω) |χj(ρp;ω)〉 = εj(ρp) |χj(ρp;ω)〉 . (10.11)

On obtient finalement, pour un secteur p donné, le système suivant d’équations
différentielles couplées diabatiques par secteurs :

[

− ~2

2µ

d2

dρ2
− ~2

8µρ2
−E

]

Fk′v(ρp; ρ) +

np/2
∑

k′′=1

Hk′k′′(ρp; ρ) Fk′′v(ρp; ρ) = 0. (10.12)

Théorème de Hellmann–Feynman

Le lien entre les éléments Pij(ρ) et Hij(ρp; ρ) pour i 6= j constitue le théorème de
Hellmann–Feynman. En utilisant une intégration par parties et la formule (10.11) :
〈

χi(ρp;ω)

∣

∣

∣

∣

∂

∂ρ

[

H(ρp;ω)

]∣

∣

∣

∣

χj(ρp;ω)

〉

ω

=

〈

χi(ρp;ω)

∣

∣

∣

∣

∂

∂ρ

[

H(ρp;ω)

∣

∣

∣

∣

χj(ρp;ω)

〉

ω

]

−
〈

χi(ρp;ω)

∣

∣

∣

∣

H(ρp;ω)

∣

∣

∣

∣

∂

∂ρ
χj(ρp;ω)

〉

ω

=

〈

χi(ρp;ω)

∣

∣

∣

∣

∂

∂ρ
H(ρp;ω)

∣

∣

∣

∣

χj(ρp;ω)

〉

ω

−
〈

χi(ρp;ω)

∣

∣

∣

∣

H(ρp;ω)

∣

∣

∣

∣

∂

∂ρ
χj(ρp;ω)

〉

ω

= (εj(ρp)− εi(ρp)) Pij(ρp).
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Or, si on fait l’approximation suivante :

∂

∂ρ

[

H(ρp;ω)

]

≈ H(ρ;ω)−H(ρp;ω)

ρ− ρp
,

on obtient :

〈χi(ρp;ω) |H(ρ;ω)|χj(ρp;ω)〉ω − 〈χi(ρp;ω) |H(ρp;ω)|χj(ρp;ω)〉ω
≈ (ρ− ρp) (εj(ρp)− εi(ρp)) Pij(ρp).

Si i 6= j, on a donc :

Hij(ρp; ρ) ≈ (ρ− ρp) (εj(ρp)− εi(ρp)) Pij(ρp). (10.13)

10.1.5 Propagation et matching. Matrice K, S, T

On résout le système d’équations couplées (10.12) en utilisant la méthode de la dé-
rivée logarithmique exposée dans le chapitre 4. On peut facilement relier les états
adiabatiques k aux états vibrationnels v, et donc relier les fonctions χk(ρns

;ω) aux
fonctions χv(ρns

;ω) (fonction vibrationnelle du potentiel de Morse exprimée en co-
ordonnées hypersphérique). Si on garde les mêmes notations que dans le chapitre 4,
à ρm, on doit avoir d’une part pour la fonction d’onde :

ψv =
1

ρ1/2

∑

v′′

χv′′(ρns
;ω) F

(1,2)
v′′v (ρns

; ρ)

∣

∣

∣

∣

ρ=ρm

et d’autre part :

ψv =
∑

v′′

χv′′(r̃) F
(1,2)
v′′v (R̃)

∣

∣

∣

∣

ρ=ρm

= χv(r̃) F
(1,2)
vv (R̃)

∣

∣

∣

∣

ρ=ρm

.

En identifiant les deux relations, en les multipliant par [χv′(ρns
;ω)]∗, en intégrant

sur ω, on obtient comme dans le chapitre 4 :

F
(1,2)
v′v (ρns

; ρ) = ρ1/2
〈

χv′(ρns
;ω)

∣

∣

∣
χv(r̃) F

(1,2)
vv (R̃)

〉

ω

∣

∣

∣

∣

ρ=ρm

et pour les dérivées :

(

F
(1,2)
v′v (ρns

; ρ)
)′

=
∂

∂ρ

{

ρ1/2
〈

χv′(ρns
;ω)

∣

∣

∣
χv(r̃) F

(1,2)
vv (R̃)

〉

ω

}

∣

∣

∣

∣

ρ=ρm

=

〈

χv′(ρns
;ω)

∣

∣

∣

∣

∂

∂ρ

{

ρ1/2 χv(r̃) F
(1,2)
vv (R̃)

}

〉

ω

∣

∣

∣

∣

ρ=ρm

,
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avec :

∂

∂ρ

{

ρ1/2 χv(r̃) F
(1,2)
vv (R̃)

}

= ρ1/2

{

cosω χv(r̃) (F (1,2)
vv (R̃))′

+ sinω χ′
v(r̃) F

(1,2)
vv (R̃)

}

+
1

2 ρ1/2
χv(r̃) F

(1,2)
vv (R̃).

Comme dans le chapitre 4, on peut alors obtenir les matrices K, S et T. On déduit
ensuite les grandeurs observables comme les sections efficaces et taux de collision.
Bien qu’une section efficace ou un taux de collision n’ait pas de sens pour un modèle
colinéaire, on extrapolera leur définition dans notre cas.

10.2 Résultats

Le but est de comparer systématiquement la dynamique atome-diatome pour un
système composé d’atomes bosoniques et fermioniques en fonction de la longueur de
diffusion atome-atome.

10.2.1 Système triatomique choisi

On a choisi une masse arbitrairem = 8000 au pour chaque espèce atomique (fermions
ou bosons).

Energie potentielle

L’énergie potentielle utlisée entre deux atomes est un potentiel de Morse [197] :

v(r) = D e−2β(r−r0) − 2D e−β(r−r0).

On ne prendra pas de terme à trois corps dans ce modèle, car à grande distance
ils s’annulent plus vite que les termes à deux corps. Ce qui nous intéresse c’est
la physique à grande distance et non la physique à courte distance ; on peut donc
oublier volontairement ce terme dans le modèle. Le potentiel triatomique total est
donc simplement la somme des trois potentiels interatomiques. Pour les petites et
grandes distances, le potentiel de Morse se comporte de la manière suivante :

v(r) −→
r→0

D e−2β(r−r0) v(r) −→
r→∞

− 2D e−β(r−r0). (10.14)

Un premier avantage est de connâıtre les fonctions d’onde et les énergies atome-
atome analytiquement. Un deuxième avantage provient du fait que le potentiel de
Morse tend de manière exponentielle vers zéro (10.14). Les couplages entre atome
et diatome vont rapidement s’annuler, ce qui nous permettra de ne pas propager
le système d’équations différentielles couplées trop loin. Dans la réalité et pour un
système de trois alcalins, le comportement asymptotique ne tend pas aussi rapide-
ment vers zéro, car il est en −1/R6. Il faudrait alors propager beaucoup plus loin
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que dans le cas de ce potentiel de Morse. Les énergies du niveau v sont données
analytiquement par :

εv = −D + hω0(v + 1/2)− (h2ω2
0/4D)(v + 1/2)2

avec :

ω0 =

(

β

2π

)(

2D

µa−a

)1/2

.

Les niveaux vibrationnels varient de 0 à n, n étant donné par la partie entière (c’est-
à-dire l’entier inférieur le plus proche) de :

n = int

{

k − 1

2

}

avec k =
2
√

2µa−aD

β~
.

Les valeurs des paramètres du potentiel de Morse choisies sont :

D = 4.60421108 10−3 au r0 = 6 a0 β = 1 a−1
0 ,

ce qui donne 6 niveaux vibrationnels, v = [0, 5]. La profondeur du puits est égale à
−1454 K. Comme pour le cas des polynômes de Legendre, on va décaler l’indice du
niveau vibrationnel de 1, pour une meilleure correspondance entre états hypersphé-
riques et états vibrationnels, car k commence à 1 et v à 0. On posera nv = v + 1
pour éviter les confusions.

Contrôle de la longueur de diffusion

Pour contrôler la longueur de diffusion, on agit sur la profondeur du puits qui est
contrôlé par la valeur D. On définit un paramètre α positif tel que :

α2 = − ~2

2µa−a εv

α =

√

− ~2

2µa−a εv

, (10.15)

l’énergie εv étant négative. Quand εv=n tend vers zéro (c’est-à-dire lorsque le dernier
niveau vibrationnel est très proche de la limite de dissociation), ce paramètre α
devient très grand et tend vers la longueur de diffusion atome-atome aa−a (formule
(23) de [32]). Pour une valeur de α, il lui correspond une valeur D donnée de la
profondeur du puits du potentiel de Morse (via la valeur de εv=n donnée par α).
A ce potentiel de Morse modifié par D, il correspond une valeur de la longueur de
diffusion atome-atome. Elle est obtenue en effectuant un calcul du déphasage δ0(k)
pour l’onde partielle l = 0 pour ce potentiel modifié et en faisant tendre le vecteur
d’onde vers zéro. On obtient la longueur de diffusion par la relation (4.37). Ce calcul
a été réalisé par la méthode de propagation de De Vogelaere [129]. La correspondance
entre paramètre α et longueur de diffusion aa−a est donnée dans l’annexe F. On fera
bien attention de ne pas trop augmenter ou diminuer la profondeur du puits pour
ne pas gagner ou perdre un niveau vibrationnel supplémentaire, afin de rester avec
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le même nombre d’états vibrationnels. Remarquons dans l’annexe F que même si
aa−a est négatif (par exemple −989 a0), α est toujours positif (1.001 a0). On peut
montrer que :

1

β
< α < +∞

donc 1 < α < +∞ dans notre cas.

Fonctions d’onde de la diatomique

-1

0

1

R
v(r

) 

v = 0

-1

0

1

 α  = 3 a0 ; aa-a = 13 a0

 α  = 200 a0 ; aa-a = 211 a0

v = 1

-1

0

1

v = 2

0 10 20 30

-1

0

1

R
v(r

)

v = 3
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r ( a0)

-1

0

1

v = 4

0 10 20 30

-1

0

1

v = 5

Fig. 10.4 – Fonctions d’onde normalisées de la diatomique pour α = 3 a0 et α =
200 a0.

L’expression analytique de la partie radiale Rv(r) [197] des fonctions d’onde corres-
pondant au niveau vibrationnel v est donnée par (en tenant compte de la correction
signalée dans [198] ) :

Rv(r) =

(

β

Nvv

)1/2

e[−
k
2

e−β(r−r0)]
[

k e−β(r−r0)
]

k−2v−1
2 Lk−2v−1

k−v−1

(

k e−β(r−r0)
)

(10.16)
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avec :

Nvv = [Γ(k − v)]2
v
∑

s=0

Γ(k − 2v + s− 1)

Γ(s+ 1)

et L étant un polynôme de Laguerre. La notation de [197] est différente des notations
usuelles. En fait, Lk−2v−1

k−v−1 ici correspond à Lk−2v−1
v de la formule (12.8) de [199]. Les

fonctions d’onde radiales pour deux valeurs de α différentes ont été reportées sur
la figure 10.4. On voit que la longueur de diffusion influence uniquement le dernier
niveau vibrationnel de la diatomique. Pour α = 3 a0, l’extension spatiale du dernier
niveau est de l’ordre de la portée du potentiel alors que pour α = 200 a0 devient
énorme. On peut montrer que la forme analytique de (10.16) pour le dernier état
v = n peut également s’écrire :

Rv=n(r) =

(

β

Nnn

)1/2

e−(k/2) e−β(r−r0)

k
1

αβ e−
r−r0

α Lk−2n−1
k−n−1

(

k e−β(r−r0)
)

.

La partie à longue portée, lorsque r ≫ r0, s’écrit :

Rv=n(r) =

(

β

Nnn

)1/2

k
1

αβ e−r/α.

On a une décroissance exponentielle en e−r/α . Donc, quand le paramètre α est grand,
il tend vers aa−a et l’extension spatiale du dernier niveau vibrationnel devient très
grande (décroissance exponentielle très lente en e−r/α ≃ e−r/aa−a dans ce cas-là).
Par contre, quand aa−a est grande et négative, α tend vers 1/β (égal à 1 ici) et
la décroissance exponentielle est beaucoup plus rapide que lorsque α est grande
et positive. Remarquons que pour toutes les longueurs de diffusion négative (ou
proche de zéro), par exemple −989 < aa−a < 0.8, c’est-à-dire 1 < α < 1.1, on a
e−(r−r0)/α ≃ e−(r−r0).

10.2.2 Energies adiabatiques

On présente sur la figure 10.5 les énergies adiabatiques pour α = 200 a0 en fonction
du rayon hypersphérique, en bleu pour un système d’atomes bosoniques et en rouge
pour un système d’atomes fermioniques. Il y a plusieurs zones à distinguer.

La première zone est la zone asymptotique où les énergies adiabatiques corrèlent
vers les états de la diatomique. Il faut bien noter que ces énergies adiabatiques cor-
rèlent vers les mêmes énergies de la diatomique pour les bosons et pour les fermions,
ce qui diffère du formalisme exact en 3D où les niveaux d’énergie des diatomiques
dépendaient du caractère des atomes (j pairs pour les bosons, j impairs pour les
fermions). Ceci est dû au fait que l’on n’a pas de structure rotationnelle dans le
modèle colinéaire. Dans cette zone, l’atome est séparé de la diatomique.

La deuxième zone est la zone commune boson/fermion mais pas asymptotique. C’est
une région où l’effet du troisième atome commence à intervenir sans que l’effet de
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symétrie n’agisse. Les fonctions adiabatiques bosoniques et fermioniques sont encore
indifférenciées. Dans cette zone, on peut procéder au matching car la symétrie n’in-
tervient pas. On peut donc passer en coordonnées de Jacobi pondérées et continuer
la propagation dans ce système de coordonnées.

La troisième zone est la zone où la différence entre bosons et fermions s’établit.
La symétrie intervient ici et le comportement respectif des systèmes bosoniques et
fermioniques est complètement différent. Cette zone est obligatoirement traitée en
coordonnées hypersphériques.

Le domaine de validité de chaque zone dépend du niveau considéré.
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Fig. 10.5 – Energies adiabatiques pour α = 200 a0. Les courbes bleues correspondent
au système bosonique et les rouges au système fermionique.

10.2.3 Fonctions adiabatiques

Les fonctions adiabatiques des 8 premiers niveaux du potentiel angulaire V (ρ;ω) ont
été reportées sur la figure 10.6 pour α = 3 a0 et sur la figure 10.7 pour α = 200 a0

et pour différentes valeurs caractéristiques du rayon hypersphérique ρ (qui est ici un
paramètre). Chaque fonction adiabatique est représentée dans son potentiel angu-
laire et repérée à partir de son énergie adiabatique qui lui correspond. Ainsi, lorsque
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Fig. 10.6 – Fonctions adiabatiques pour α = 3 a0. Les courbes rouges correspondent
au potentiel angulaire. Les courbes bleues correspondent quand ρ→∞ à la fonction
du dernier niveau vibrationnel de la diatomique.

150



0

10000

20000

30000

V
(ρ

;ω
) 

 (
K

)

Bosons Fermions

-2000

-1000

0

1000

2000

V
(ρ

;ω
) 

 (
K

)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
 ω  (rad)

-1000

-500

0

V
(ρ

;ω
) 

 (
K

)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
 ω  (rad)

 ρ  = 10 a0

 ρ  = 15 a0

 ρ  = 30 a0

 α  = 200 a0 ; aa-a = 211 a0

Fig. 10.7 – Fonctions adiabatiques pour α = 200 a0. Les courbes rouges corres-
pondent au potentiel angulaire. Les courbes bleues correspondent quand ρ → ∞ à
la fonction du dernier niveau vibrationnel de la diatomique.
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le potentiel devient infiniment répulsif, la fonction adiabatique tend vers son éner-
gie adiabatique quand ω → 0 ou π/3. On a donc sur ces graphes une information
supplémentaire sur les énergies adiabatiques. Les fonctions d’onde sont normalisées
arbitrairement ici pour que l’on puisse les voir dans le potentiel angulaire et de façon
à ce qu’elles ne se chevauchent pas.
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Fig. 10.9 – Fonction adiabatique tendant vers la fonction du dernier niveau rovi-
brationnel, ρ = 2000 a0, α = 200 a0, aa−a = 211 a0.

Pour ρ = 10 a0, on a un puits simple en fonction de ω. Les fonctions sont centrées
par rapport à l’axe de symétrie ω = π/6. Les énergies adiabatiques correspondantes
sont positives (voir zone répulsive du potentiel angulaire). On est donc bien dans
la partie répulsive à courte distance des énergies adiabatiques. Toutes les courbes
ont même allure, elles correspondent toutes à des configurations du trimère ABC,
car il n’y a pas encore de séparation atome-molécule. La configuration actuelle du
trimère ABC corrélera pour des rayons hypersphériques plus grands vers les deux
configurations du dimère BC et AB (ou également vers la configuration du double
continuum A+B+C). En quelque sorte, ces fonctions adiabatiques, correspondant
au trimère, contiennent les noeuds des deux futures diatomiques. Ainsi, il y a deux
fois plus de noeuds dans la fonction de chaque état adiabatique que dans la fonction
d’onde d’une diatomique. Comparés aux bosons et pour le même état adiabatique,
les fermions ont un noeud supplémentaire en ω = π/6 qui provient de l’antisymétri-
sation des fonctions.
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Pour ρ = 15 a0, on se retrouve avec un potentiel angulaire qui présente un double
puits autour de ω = π/6. On commence à percevoir la séparation atome-molécule du
moins pour les premiers niveaux. Ces fonctions adiabatiques vont avoir de plus en
plus le caractère de la diatomique. Pour les autres niveaux, ils vont obtenir, soit le ca-
ractère des niveaux restants des diatomiques, soit le caractère du double continuum
atome-atome-atome. On observe toujours le caractère symétrique pour les bosons et
antisymétrique pour les fermions. Si on compare cependant les deux premiers états
pour les bosons et les fermions dans les puits du potentiel, ils semblent être presque
identiques. Ainsi, les premiers états deviennent pratiquement indépendants du ca-
ractère bosonique ou fermionique des atomes. On tend bien vers les fonctions d’onde
vibrationnelles de Morse de la diatomique. On peut également s’en convaincre facile-
ment en comparant les énergies adiabatiques du système bosonique et fermionique.
Pour les deux premiers états, les énergies sont pratiquement les mêmes. Il n’y a donc
déjà presque plus de différence boson/fermion pour ces niveaux. Pour les autres ni-
veaux, les énergies ne sont pas les mêmes et la différence existe toujours.

Pour ρ = 30 a0, la séparation atome-molécule est très nette, et on obtient les 6 états
vibrationnels de Morse v = [0 − 5] que l’on attendait. Il n’y a plus de différence
boson/fermion pour les 5 premiers états, ni pour le 6ème pour α = 3 a0. Cependant
cette différence persiste pour le 6ème état pour α = 200 a0.

Pour ρ = 100 a0, on a reporté sur la figure 10.8 la fonction adiabatique du 6ème

état (v = 5) pour α = 3 a0 et α = 200 a0, pour les systèmes bosonique et fermio-
nique. Pour α = 3 a0, les deux courbes se chevauchent pour la partie ω = [0, π/6]
et sont symétriques par rapport à l’axe des abscisses dans la partie ω = [π/6, π/3].
En fait, la quantité physique est le carré de la fonction adiabatique et donc les deux
fonctions correspondant aux fermions et aux bosons sont les mêmes. C’était déjà
pratiquement le cas pour ρ = 30 a0. Les fonctions sont maintenant les mêmes, et
donc les énergies adiabatiques aussi. Il n’y a plus de différences entre bosons et fer-
mions. Par contre, pour α = 200 a0, bien qu’elles se superposent presque dans la
zone du double puits, elles diffèrent dans la zone hors puits. La différenciation est
toujours existante pour le dernier niveau vibrationnel ; les énergies sont encore très
différentes. Pour les autres niveaux, les énergies sont les mêmes ; il n’y a plus de
différences.

Il faut aller jusqu’à ρ = 2000 a0, afin qu’il n’y ait plus de différence boson/fermion
pour α = 200 a0 pour le dernier niveau vibrationnel. On voit sur la figure 10.9 que
les deux fonctions se superposent enfin. Donc, plus α est grand, plus il faudra aller
loin pour réaliser le matching, ce qui rend plus difficile le calcul numérique.

10.2.4 Couplages non-adiabatiques et diabatiques

On a reporté les éléments de couplage non-adiabatiques Pkk′(ρ) et Qkk′(ρ) sur la
figure 10.10 pour α = 3 a0 et α = 200 a0. A grand rayon hypersphérique, les cou-
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plages Pkk′(ρ) tendent en 1/ρ pour les éléments P61(ρ) à P65(ρ). Il existe bien une
différence entre bosons et fermions, mais elle est très petite.

Les couplages diabatiques Hkk′ sont reportés sur la figure 10.11, pour des secteurs de
même taille (0.1 a0). La région où ces couplages se produisent de manière significative
s’étend de ρ = 0 a0 à 100 a0. Au-delà, ils sont négligeables.
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Fig. 10.11 – Couplages diabatiques Hkk′.

10.2.5 Discussion qualitative

Ce qui nous intéresse c’est le comportement de la courbe d’énergie adiabatique se
corrélant au dernier niveau vibrationnel de la diatomique. On peut réécrire le système
d’équations différentielles couplées (10.10) :

[

− ~2

2µ

d2

dρ2
+ εk′(ρ)− ~2

8µρ2
− ~2 Qk′k′(ρ)

2µ
− E

]

Fk′v(ρ)

− ~2

2µ

∑

k′′ 6=k′

[

2Pk′k′′(ρ)
dFk′′v(ρ)

dρ
+ Qk′k′′(ρ)Fk′′v(ρ)

]

= 0.

Le terme :

Veff = εk′ − ~2

8µρ2
− ~2 Qk′k′(ρ)

2µ

agit comme un potentiel effectif au mouvement hyperradial, alors que les éléments
Pk′k′′(ρ) et Qk′k′′(ρ) sont les termes de couplages responsable des transitions vibra-
tionnelles que la diatomique peut subir lors de la collision. Rien qu’en regardant
ce potentiel effectif Veff et connaissant la région où les couplages se produisent, on
pourra décrire de manière qualitative ce qui se passe.
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α = 3 a0

Pour α = 3 a0 (aa−a = 13 a0), les potentiels effectifs bosoniques et fermioniques
présentent des comportements différents. Pour les fermions, le potentiel effectif est
toujours répulsif, alors que pour les bosons il présente une barrière de hauteur finie
(≃ 0.4 K). Si on part d’une diatomique dans le dernier niveau vibrationnel vi = 5
à grand rayon hypersphérique, on lui ajoute l’énergie de collision (1 mK dans notre
cas) pour obtenir l’énergie totale qui se conserve tout au long du processus. Lorsque
le rayon hypersphérique diminue, les trois atomes se rapprochent les uns des autres et
atteignent la zone où les couplages se produisent. Après la collision, la diatomique
peut avoir changé d’état vibrationnel. Des collisions inélastiques peuvent donc se
produire dans ce cas, et le processus de formation des molécules ultra-froides par
résonance de Feshbach va être inefficace.

α = 200 a0

Pour α = 200 a0 (aa−a = 211 a0), les potentiels effectifs présentent les mêmes com-
portement que pour α = 3 a0, c’est-à-dire une barrière répulsive pour les fermions et
une barrière de hauteur finie (≃ 0.2 K) pour les bosons. La barrière répulsive pour
les fermions commence cependant à un rayon hypersphérique plus grand. Ceci va
empêcher les trois atomes de s’approcher de la région où les couplages se produisent.
Après la collision, la diatomique va rester dans le même état vibrationnel. Il y a
donc suppression des collisions inélastiques et le processus de formation des molé-
cules ultra-froides par résonance de Feshbach va être efficace. Ceci est compatible
avec le principe d’exclusion de Pauli, qui empêche deux fermions de s’approcher,
car ils ne peuvent pas être dans le même état quantique au même endroit. Pour
les bosons, la zone où les couplages se produisent est atteinte et des collisions in-
élastiques peuvent se produire. On est dans le même cas de figure que pour α = 3 a0.

On peut également obtenir les conclusions précédentes si on raisonne de manière
simple et imagée. Lorsque la longueur de diffusion atome-atome est petite et posi-
tive ou négative, l’extension spatiale du dernier niveau vibrationnel de la diatomique
est petite. Les deux atomes sont proches l’un de l’autre. Quand un troisième atome
collisionnel arrive, il perçoit une diatomique plus que deux atomes séparés. Une colli-
sion peut donc se produire aussi bien pour un système composé d’atomes bosoniques
que fermioniques. Lorsque la longueur de diffusion atome-atome est grande et po-
sitive, l’extension spatiale du dernier niveau vibrationnel de la diatomique devient
énorme. Les deux atomes sont très éloignés l’un de l’autre, voire séparés. Quand le
troisième atome arrive, il voit deux atomes séparés plus qu’une diatomique. Il n’y
a plus de collision atome-diatome, mais des collisions atome-atome. C’est alors que
le principe d’exclusion de Pauli intervient. Pour un système bosonique, une colli-
sion atome-atome est possible, pouvant modifier l’état de la diatomique, alors que
pour un système fermionique, une collision atome-atome est impossible. L’état de la
diatomique ne sera pas modifié.
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10.2.6 Modèle analytique

On peut expliquer la différence dans les courbes d’énergie adiabatique entre bosons
et fermions par un raisonnement analytique. Tout provient de leur comportement
autour de ω = π/6. Lorsque le potentiel est nul autour de ω = π/6, on a l’équation
aux valeurs propres suivante pour l’état corrélant au dernier niveau vibrationnel de
la diatomique :

− ~2

2µ

{

1

ρ2

∂2

∂ω2

}

χB,F (ρ;ω) = εB,F (ρ) χB,F (ρ;ω). (10.17)

Si εB,F (ρ) < 0, les comportements des fonctions adiabatiques bosonique et fermio-
nique sont :

χB
k (ρ;ω) = NB cosh(κBρ (ω − π

6
)) χF

k (ρ;ω) = NF sinh(κFρ (ω − π

6
)).

κB et κF sont positifs et sont reliés aux énergies adiabatiques εB(ρ) et εF (ρ) par :

κB,F =

√

2µ|εB,F (ρ)|
~

εB,F (ρ) = −~
2(κB,F )2/2µ.

La dérivée logarithmique par rapport à ρω vaut :

ZB = κB sinh(κBρ (ω − π
6
))

cosh(κBρ (ω − π
6
))

= κB tanh(κBρ (ω − π

6
))

ZF = κF cosh(κFρ (ω − π
6
))

sinh(κFρ (ω − π
6
))

= κF coth(κFρ (ω − π

6
)).

La fonction d’onde pour le dernier niveau vibrationnel est en e−(r−r0)/α = e−(r̃−r̃0)/α̃

où r̃0 = r0/d est la portée du potentiel pondérée (d étant le facteur de pondération)
et α̃ est le paramètre α pondéré :

α̃ =
α

d
α̃2 = − ~2

2µa−ad2εv
= − ~2

2µ εv
.

Si on se place à ρ ≫ r̃0 et tel que ρ ≃ R̃ et ρω ≃ r̃, la dérivée logarithmique par
rapport à ρω ≃ r̃ vaut −1/α̃ pour le dernier niveau vibrationnel. On suppose qu’elle
est évaluée en ρωm = constante ≃ r̃ = r̃m (m pour matching). Le raccordement des
deux en ρωm = r̃m donne pour εB,F (ρ) < 0 :

κB tanh(κBρ (ωm −
π

6
)) = − 1

α̃
κF coth(κFρ (ωm −

π

6
)) = − 1

α̃
. (10.18)

Equation graphique Pour trouver les valeurs de εB,F (ρ) il faut résoudre les équa-
tions (10.18) graphiquement. Si on les modifie légèrement, on a pour εB,F (ρ) < 0 :

xB tanh xB = y xF coth xF = y (10.19)
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où l’on a posé :

xB = κBρ (ωm −
π

6
) xF = κFρ (ωm −

π

6
) y = −ρ (ωm − π

6
)

α̃

= κB(r̃m − ρ
π

6
) = κF (r̃m − ρ

π

6
) = −(r̃m − ρπ

6
)

α̃
.

Comme (r̃m − ρπ
6
) < 0 et κB,F > 0, on s’intéresse à xB,F < 0. Notons que y > 0.

Energies adiabatiques asymptotiques Quand ρ est grand, xB,F est grand
et (10.19) devient :

xB tanhxB → |xB| xF coth xF → |xF |

d’où xB = xF = −y (car xB, xF cherchés sont négatifs et y > 0) et donc :

κB,F =
1

α̃
εB,F (ρ)→ εv = − ~2

2µα̃2
= − ~2

2µa−aα2
.

On retrouve la formule (10.15) : bosons et fermions sont indifférenciés.

Energies adiabatiques proches de zéro On peut trouver les comportements
des courbes toujours pour ρ ≫ r̃0 mais lorsque εB,F (ρ) → 0, c’est-à-dire quand
xB,F → 0.

Quand εB,F (ρ) < 0, l’équation (10.19) devient :

y = xB xB

1 + (xB)2/2
=

(xB)2

1 + (xB)2/2
y = xF 1 + (xF )2/2

xF
= 1 + (xF )2/2.

D’où :

xB = −
√

y

1− y/2 xF = −
√

2(y − 1).

On trouve ensuite :

κB = −

√

√

√

√

− r̃m−ρπ/6
α̃

1 + r̃m−ρπ/6
2α̃

1

r̃m − ρπ/6
κF = −

√

2

(

− r̃m − ρπ/6
α̃

− 1

)

1

r̃m − ρπ/6
.

et en développant, on obtient pour les bosons :

εB(ρ) = − ~2

2µ[α̃(r̃m − ρπ/6) + 1
2
(r̃m − ρπ/6)2]

(10.20)

puis pour les fermions :

εF (ρ) =
2~2

2µα̃(r̃m − ρπ/6)
+

2~2

2µ(r̃m − ρπ/6)2
. (10.21)
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On peut obtenir une estimation analytique du point tournant ρ∗ pour les fermions
en annulant εF (ρ) = 0 (on ne peut pas annuler εB(ρ) pour les bosons) :

ρ∗ =
6

π
(r̃m + α̃) =

6

πd
(rm + α)

=
21/2 35/4

π
(rm + α)

≃ 1.777 (rm + α). (10.22)
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Fig. 10.13 – Comparaison entre le calcul numérique (trait plein) et la modélisation
analytique (trait discontinu).

Lorsque l’on résout (10.19) graphiquement avec des paramètres identiques au pro-
blème étudié (m = 8000 au, r0 = 6 a0, rm = 2 r0 = 12 a0), on obtient les résultats
reportés sur la figure 10.13, montrant les modélisations analytiques comparées aux
résultats numériques pour α = 1000 a0 (aa−a = 1010 a0). La modélisation analytique
s’approche du calcul numérique à grand rayon hypersphérique. Le point tournant
estimé est à 1798 a0 pour les fermions alors qu’il se trouve en réalité à 1714 a0, ce
qui donne une différence de seulement 5 %.

10.2.7 Arguments quantitatifs

Nous avons réalisé un calcul de dynamique en fonction de la longueur de diffusion
atome-atome pour ce système. Nous nous placerons à une énergie de collision Ecoll =
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1 mK. A cette énergie, nous avons vérifié que nous étions dans le régime de Wigner
(si on procède à un calcul de dynamique à Ecoll = 1 µK, nous obtenons le même taux
inélastique qu’à Ecoll = 1 mK). Nous avons obtenus les matrices K, S et T pour des
valeurs de α comprises entre 1.001 a0 et 5 a0, ce qui correspond à des valeurs de aa−a

comprises entre −989 a0 et 15 a0. Nous avons regardé la convergence pour α = 5 a0.
Nous avons propagé la matrice Z jusqu’à ρm = 100 a0. Nous avons bien vérifié qu’à
des distances ρm = 150 a0 et 200 a0, on obtenait les mêmes résultats. Pour la DVR,
nous avons utilisé np = 400 points de Gauss–Legendre compris entre ω = [0, π/3],
ce qui correspond en fait à np/2 = 200 points entre ω = [0, π/6]. Le nombre de
secteurs choisis est ns = 4000. Le critère de convergence choisi est une convergence
à au moins deux chiffres significatifs. Nous avons utilisé les mêmes critères pour des
paramètres α inférieurs sachant qu’il est plus difficile de faire converger les α grands
que les α petits.

Taux de collision

Nous avons obtenu des taux de collision pour aa−a compris entre −989 a0 et 15 a0.
Au-delà, il faudrait utiliser plus de secteurs pour converger les taux.

Longueur de diffusion atome-atome négative Les taux de collision en fonc-
tion de la longueur de diffusion aa−a négative sont présentés sur la figure 10.14 pour
une énergie de collision fixée à 1 mK. Nous avons vérifié que nous étions dans le
régime de Wigner, car pour des énergies de collision plus basses, on trouve le même
taux inélastique. Il faut donc comparer les taux à la longueur de diffusion positive
en prenant comme référence ceux à longueur de diffusion négative.

Pour les bosons, les taux élastiques et inélastiques sont du même ordre pour vi = 4 et
5. L’inélastique est légèrement supérieur à l’élastique pour vi = 4, alors que c’est le
contraire pour vi = 5. Les taux n’évoluent pas avec aa−a dans cette zone-là. Lorsque
aa−a s’approche de zéro, ils commencent à varier.

Pour les fermions, les taux inélastiques sont très bas comparés aux taux élastiques.
Ceci est dû au fait que nous utilisons un modèle colinéaire. On ne peut donc pas
les comparer avec les taux caractéristiques obtenus avec le formalisme exact à 3D.
Dans le cas de ce dernier, toutes les approches de l’atome collisionnel sont possibles,
ce qui n’est pas le cas dans le modèle colinéaire qui est beaucoup plus strict, surtout
pour les fermions. Là encore, il n’ y a pas d’évolution avec la longueur de diffusion.

On a présenté sur la figure 10.15 l’évolution des taux en fonction de vi pour une
longueur de diffusion négative aa−a = −89 a0 (α = 1.01 a0). On voit bien que les
taux inélastiques sont plus bas que les taux élastiques dans presque tous les cas.
Il faut bien penser qu’il n’y a pas de structure rotationnelle ici, on a uniquement
la structure vibrationnelle. Les niveaux énergétiques sont donc plus éloignés que
dans le cas 3D (car les niveaux rotationnels sont beaucoup plus rapprochés que les
niveaux vibrationnels). On a également peu de niveaux de la diatomique, donc peu
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Fig. 10.14 – Taux de collision en fonction de la longueur de diffusion atome-atome.
Vue d’ensemble.
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de niveaux possibles de relaxation. Il est donc plus difficile d’avoir des processus
inélastiques dans ce cas-là, ce qui explique les faibles taux inélastiques rencontrés.
Pour les fermions, il est intéressant de signaler que le rapport τ = Kel/Kin semble
être constant pour vi = [0, 4] et il augmente pour vi = 5. Il faut donc regarder
l’évolution de ce rapport τ en fonction de la longueur de diffusion. On remarque
que, comme pour dans le cas du formalisme exact en 3D pour Li3 et Na3, on observe
la déplétion caractéristique des taux inélastiques pour le dernier niveau vibrationnel
initial de la diatomique et aussi bien pour les bosons que pour les fermions.

Longueur de diffusion atome-atome positive La figure 10.16 présente les taux
de collision quand aa−a est positif.

Pour les bosons, lorsque que aa−a augmente, les taux élastiques et inélastiques res-
tent encore du même ordre de grandeur pour le dernier niveau vibrationnel. Ils ont
cependant diminué, comparés au cas où la longueur de diffusion est négative. Nous
avons des résultats similaires pour l’avant dernier vibrationnel. Il n’y a donc pas de
suppression des collisions inélastiques.

Pour les fermions, pour le dernier niveau vibrationnel, bien que l’on parte de taux
inélastiques très bas, ils diminuent encore plus quand la longueur de diffusion aug-
mente. Les taux élastiques eux augmentent. On obtient donc un début de suppression
des effets inélastiques, contrairement aux bosons. Si on compare avec l’avant dernier
niveau vibrationnel, les taux inélastiques diminuent très légèrement, mais ensuite
augmentent pendant que les taux élastiques diminuent. A un moment donné, les
taux inélastiques peuvent être du même ordre de grandeur que les taux élastiques.
Il n’y a donc pas de suppression. Il faudrait obtenir les taux pour des longueurs de
diffusion plus grande pour pouvoir confirmer ces observations.

On observe des formes correspondant à des résonances sur ces deux figures. Elles
sont probablement dues à des états virtuels, comme dans l’étude de la sensibilité du
terme à trois corps [77]. Ici ce serait une étude de sensibilité par rapport aux termes
à deux corps, car il n’y a pas de terme à trois corps.

Longueur de diffusion atome-diatome

On peut estimer le comportement du module de la longueur de diffusion atome-
diatome pondérée ãa−d = aa−d/d quand α→ aa−a et aa−a ≫ rm (c’est-à-dire quand
aa−a est très grand) :

|ãa−d| ≃ ρ∗ ≃ 1.777 (rm + aa−a) ≃ 1.777 aa−a, (10.23)

pour les fermions car on peut considérer que la barrière répulsive agit en première
approximation comme une barrière infinie au point tournant ρ∗ quand l’énergie de
collision est très petite. Si on considère que l’on a un problème à un seul canal (le
canal élastique), ce qui est justifié pour les fermions, car il n’y a plus de processus
inélastiques à grande longueur de diffusion, un tel potentiel donnerait une longueur
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Fig. 10.16 – Taux de collision en fonction de la longueur de diffusion atome-atome.
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de diffusion égale au point tournant. D’où la relation attendue en (10.23). Le module
de la longueur de diffusion atome-diatome est donc donné par :

|aa−d| ≃
6

π
aa−a ≃ 1.91 aa−a. (10.24)

On rappelle que cette formule n’est valable que lorsque aa−a est très grand.
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Fig. 10.17 – Module de la longueur de diffusion atome-diatome en fonction de lon-
gueur de diffusion atome-atome, issu du calcul numérique. On a reporté la relation
linéaire estimée entre |aa−d| et aa−a.

La figure 10.17 présente le module de la longueur de diffusion atome-diatome en
fonction de la longueur de diffusion atome-atome. Pour les bosons, on a un com-
portement quelconque (on obtient un comportement similaire à la figure 5 de [77])
Pour les fermions, on obtient le comportement linéaire estimé en (10.24) quand la
longueur de diffusion atome-atome est grande. On ne devrait pas s’attendre à ce
comportement, car l’estimation de cette relation de proportionnalité n’est a priori
valable que quand aa−a est très grand (au moins aa−a ≫ rm). Ce qui est étonnant,
c’est que l’on obtient ce comportement, même pour des longueurs de diffusion de
l’ordre de rm (= 2 r0).

Petrov et al. [81, 82] trouvent une relation entre |aa−d| et aa−a :

|aa−d| ≃ 1.2 aa−a.
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Ils utilisent un pseudo-potentiel de portée nulle (r0=0). Dans cette approche, il
n’existe qu’un seul état lié de la diatomique et donc pas de relaxation possible. Pe-
trov et al. étudient cependant un processus de type F + F’F où un des trois fermions
est différent, ce qui n’est pas le cas ici où on étudie un processus de type F + FF
avec trois atomes identiques. Comme 6/π est un facteur géométrique (égal à l’inverse
de la position du noeud de la fonction adiabatique fermionique pour trois atomes
identiques), on peut s’attendre à ce qu’il soit différent pour une collision de type F
+ F’F et que la relation (10.24) soit changée.

La formule (10.24) semble être également applicable au formalisme 3D, car le mat-
ching entre coordonnées de Delves–Fock et Jacobi pondérées (en 3D) est le même
que celui que nous avons utilisé dans ce modèle colinéaire.

D’après nos résultats, même pour un potentiel de portée non nulle (mais pas trop
grande), on obtient la relation de proportionnalité (10.24) à partir de longueurs de
diffusion atome-atome pas trop grande (aa−a ≃ 13 a0 pour rm = 12 a0). Il semblerait
qu’il y ait deux type de comportement de la longueur de diffusion atome-diatome
lorsque la longueur de diffusion atome-atome (en valeur absolue) est grande pour un
système composé d’atomes fermioniques. Lorsque aa−a est grande et négative, aa−d

est constante et lorsque aa−a est grande et positive, aa−d est proportionnelle à aa−a.

10.2.8 Etats d’Efimov

Très récemment, Kraemer et al. [50] ont réussi à observer des états d’Efimov pour
des atomes bosoniques de césium. Ces états ont été prédits en 1970 [51, 52] par
Efimov pour un système d’atomes bosoniques et lorsque la longueur de diffusion de-
vient infinie. Les états d’Efimov sont des états du trimère très diffus qui à la limite
de dissociation se sépare en trois atomes et non en un atome et une diatomique. Le
modèle colinéaire peut donner une explication physique de ces états. Toutefois, ces
états ne seront pas les véritables états d’Efimov, car nous sommes dans un modèle
colinéaire. Mais l’explication physique reste la même.

Nous avons repris sur la figure 10.18 le potentiel effectif pour les bosons et les
fermions lorsque α = 200 a0. Alors que le potentiel effectif des fermions est répulsif et
empêche l’existence d’états triatomiques, celui des bosons est attractif et se comporte
en −1/ρ2. Ceci implique l’existence d’une infinité d’états triatomiques (linéaires dans
notre cas) qui sont les états d’Efimov. En fait, ce sont des états quasi-liés, car ils
peuvent se désexciter dans le simple continuum. Cependant, on peut les considérer
comme des états relativement stables car plus la longueur de diffusion atome-atome
est grande (et tend vers l’infini), plus le puits qui accueille les états d’Efimov sera
très loin (à grands rayons hypersphériques) et moins il y aura de couplages avec les
autres états. Pour observer ces états, on pourrait regarder ce qui se passe dans les
sections efficaces et taux de collision lorsque l’énergie de collision cöıncide avec un
de ces états si on part d’une diatomique dans l’état vi = 4 (avant dernier niveau
vibrationnel) et lorsque la longueur de diffusion atome-atome est grande. On devrait
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Fig. 10.18 – Energies adiabatiques lorsque aa−a = 211 a0. Equivalent linéaire des
états d’Efimov.

observer une infinité de résonances quand α tend vers l’infini. Des travaux théoriques
similaires sur les résonances d’Efimov pouvant se produire lors de collisions atome-
diatome ont déjà été obtenus [86, 87, 88, 89, 90], caractérisant la présence de ces
états à très grande longueur de diffusion.
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Chapitre 11

Conclusion et perspectives

Nous avons étudié la dynamique atome-diatome de plusieurs systèmes à l’aide d’un
formalisme quantique réactif indépendant du temps, basé sur les coordonnées hy-
persphériques.

Nous avons montré que dans le cas des systèmes alcalin-dialcalin Na + Na2, K + K2,
Li + Li2, les processus inélastiques dominent les processus élastiques à ultra-basse
énergie, lorsque la longueur de diffusion n’est pas grande et positive, que ce soit pour
des diatomiques dans des niveaux vibrationnels bas (Na3, K3) ou hauts (Na3, Li3) et
que ce soit pour des systèmes bosoniques ou fermioniques. Ceci est défavorable au
processus de formation des molécules ultra-froides, car d’après le principe de conser-
vation de l’énergie lorsque la diatomique subit une relaxation rovibrationnelle lors
d’une collision inélastique avec un atome, l’un des deux peut acquérir une certaine
énergie cinétique suffisamment grande pour s’échapper du piège qui le confine. Ce
type de collision provoque donc la perte des atomes et des molécules dans le piège.
Dans le domaine d’énergie où plusieurs ondes partielles contribuent (quatre ou cinq),
nous avons également remarqué que les grandeurs observables comme les sections ef-
ficaces et les taux de collision obtenus sont en accord semi-quantitatif avec le modèle
classique de capture de Langevin. Ce n’est plus le cas dans le régime de Wigner où
le caractère quantique intervient car cette fois une seule onde partielle est concernée.

Les conclusions précédentes s’appliquent lorsque la longueur de diffusion atome-
atome est négative. Dans les expériences actuelles de formation de diatomiques
ultra-froides et de condensats de Bose–Einstein moléculaires par une résonance de
Feshbach, la longueur de diffusion atome-atome est grande et positive. Pour étudier
la dynamique à grande longueur de diffusion, il est très difficile d’un point de vue
numérique de calculer les fonctions et les énergies adiabatiques du niveau hyper-
sphérique correspondant au niveau rovibrationnel de la diatomique le plus élevé.
Comme la longueur de diffusion est grande, l’état de la diatomique est très diffus
et il faut aller très loin (plusieurs fois la longueur de diffusion) pour que la fonc-
tion et l’énergie adiabatique hypersphérique corresponde à la fonction et l’énergie
de la diatomique. Le nombre de pseudo-harmoniques hypersphériques qui doit être
calculé pour converger les états adiabatiques augmente rapidement avec le rayon
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hypersphérique et cela devient difficile numériquement.

Nous avons donc utilisé un modèle colinéaire en coordonnées hypersphériques Même
si ce modèle ne prend pas en compte la structure rotationnelle de la diatomique et
toutes les approches possibles de l’atome sur la molécule, nous avons voulu étudier
les différences qui s’établissent entre un système bosonique et fermionique lorsque la
longueur de diffusion est grande et positive.

Nous avons tout d’abord décrit de manière qualitative le processus physique qui
se produit. Nous avons comparé les potentiels effectifs pour les systèmes composés
d’atomes bosoniques et fermioniques, à petite et grande longueur de diffusion. Il se
présente une barrière répulsive à grand rayon hypersphérique au mouvement hyper-
radial de trois fermions à grande longueur de diffusion atome-atome, qui empêche
toute collision inélastique de se produire.

Ensuite, nous avons essayé d’expliquer de manière analytique et de modéliser les
comportements des énergies adiabatiques. Nous avons estimé le point tournant de la
barrière répulsive qui est en très bon accord avec le résultat obtenu numériquement.

Enfin, nous avons calculé numériquement les taux de collision et les longueurs de
diffusion atome-diatome en fonction de la longueur de diffusion atome-atome. Nous
avons vu qu’en accord avec nos suppositions qualitatives seule la suppression des
processus inélastiques se produit dans le cas du système fermionique et pour le der-
nier niveau vibrationnel de la diatomique. Nous avons également trouvé une relation
de proportionnalité entre la longueur de diffusion atome-diatome et atome-atome.

Nous avons établi la surface d’énergie potentielle du système alcalino–terreux de Ca3

en utilisant la procédure d’interpolation RKHS à partir de points ab initio calculés
par la méthode CCSD(T) à l’aide du logiciel MOLPRO. Nous avons également calculé
les énergies adiabatiques mais du fait de sa masse et de la très grande profondeur
du puits de la triatomique, nous n’avons pas pu établir numériquement le nombre
nécessaire de fonctions et d’énergies adiabatiques pour procéder à un calcul de dy-
namique rigoureux.

Un certain nombre de travaux restent néanmoins à envisager. Nous nous sommes
intéréssés uniquement aux atomes alcalins dans leur état de spin maximal et de
projection maximale et nous avons donc utilisé une seule surface électronique d’in-
teraction (état quartet). Pour traiter totalement la dynamique, il faudrait considérer
la structure hyperfine, c’est-à-dire tenir compte des interactions entre spins des élec-
trons et des interactions entre les spins des noyaux et les spins des électrons, qui
couplent les surfaces électroniques. Le formalisme théorique à utiliser est donc plus
compliqué. Pour cela, Simoni et al. [200] ont étudié des collisions atome-molécule,
en utilisant un modèle non réactif qui ne contient pas la structure vibrationnelle,
mais qui inclut les effets de rotation ainsi que les effets de spin. De plus, si nous vou-
lons vraiment reproduire les conditions expérimentales, nous devons tenir compte
du champ magnétique qui est utilisé lors de la résonance de Feshbach. Une fois en-
core, il y aura une interaction entre le champ et le moment magnétique des atomes
qui induisent des couplages lors de la dynamique. Une comparaison détaillée entre
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résultats théoriques et expérimentaux (taux mais aussi sections efficaces), grâce aux
avancées actuelles dans les deux domaines, sera sans doute possible à moyen terme.
Cette possibilité permettra de savoir si les surfaces d’énergie potentielle sont calcu-
lées d’une manière suffisamment précise pour le problème.

Nous serions également intéressés par la description des processus de recombinaison
à trois corps A+A+A→ A+A2 et de dissociation collisionelle A+A2 → A+A+A
comme dans les travaux de [201, 202, 203, 204]. Ces types de processus sont impor-
tants car les résonances d’Efimov obtenues par Kraemer et al. [50] sont observées de
manière indirecte dans des taux de recombinaison à trois corps.

Nous voudrions terminer notre étude sur le modèle colinéaire en calculant les taux
de collision pour de très grandes longueurs de diffusion (au-delà de 15 a0). Plus
il faut propager loin, plus il faut utiliser de points DVR situés près de α = 0 (et
α = π/6). Les polynômes de Legendre génèrent naturellement des points DVR
autour de α = 0, mais il serait plus judicieux d’utiliser une DVR adaptée pour cal-
culer les fonctions adiabatiques comme dans les travaux de Willner et al. [205] ou
Kokoouline et al. [206, 207], en utilisant des transformations adéquates des coor-
données hyperangulaires. La variable de propagation (le rayon hypersphérique) peut
également subir un traitement adapté. Nous pouvons utiliser un nombre fixé de sec-
teurs par longueur d’onde locale dans le cadre de la propagation de type Johnson–
Manolopoulos [101, 102] ou bien utiliser une propagation de type Gordon [134] à
très longue distance, lorsque les énergies adiabatiques tendent vers des constantes.
Cependant, le problème réside lorsque la longueur de diffusion est très grande, car
le dernier niveau vibrationnel de la diatomique a une extension spatiale très grande
et il faudra de toute manière résoudre les équations couplées jusqu’à de très grande
distances.

Nous pourrions également observer les résonances d’Efimov pour un système com-
posé d’atomes bosoniques dans les taux de collision du modèle colinéaire en fonction
de l’énergie de collision. Nous pourrions observer la série caractéristique de réso-
nances comme le prédit Efimov [51], [52].

Il serait aussi intéressant d’établir le formalisme réactif en présence d’un champ ex-
terne. Cela implique le même formalisme hypersphérique utilisé dans cette étude,
mais le moment angulaire total et la parité ne se conservent plus et le système
d’équations différentielles couplées à résoudre devient plus difficile à traiter.

Enfin, il faudrait envisager les collisions réactives diatome-diatome. Cette tâche
semble pourtant relativement inaccessible d’un point de vue numérique. Quatre par-
ticules impliquent douze degrés de liberté (trois de translation, trois de rotation et
six de vibration) soit six dégrés de liberté interne, composés du rayon hypersphé-
rique et de cinq hyperangles. Certains travaux théoriques existent pour ce type de
collision. Lu et al. [208] ont étudié la réaction H2 + OH→ H2O + H mais cette étude
à température usuelle ne concerne qu’un processus dont le puits de potentiel est peu
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profond. De nos jours, aucune étude théorique de collision réactive diatome-diatome
à ultra-basse température n’a été effectuée.

L’émergence de ce nouveau domaine d’étude de la chimie ultra-froide ouvrira sans
doute de nouvelles perspectives encore inconnues à ce jour, avec notamment des
déterminations expérimentales futures des taux de réaction, des sections efficaces
intégrales et différentielles, tout ceci avec une résolution d’état à état ou presque,
comme c’est le cas aujourd’hui aux énergies de collision usuelles (50 meV à 500 meV)
des expériences de faisceaux moléculaires croisés.
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Annexe A

Simplification mathématique

Très souvent dans les Hamiltoniens on obtient un terme différentiel de la forme :

u−1(x)
d

dx
u(x)

d

dx
ψ(x). (A.1)

Ce terme donne des dérivées premières de la fonction d’onde ψ(x), ce qui n’est pas
souhaité dans les équations couplées. Par un changement de variable adéquat, on
peut les faire disparâıtre. On peut montrer que l’on a l’égalité suivante :

u−1(x)
d

dx
u(x)

d

dx
ψ(x) = u−1/2(x)

d2

dx2
φ(x) +

[

v′′(x)− 2(v′(x))2

v(x)

]

φ(x) (A.2)

avec :

v(x) = u−1/2(x)

φ(x) =
ψ(x)

v(x)
.

Soit de manière plus formelle :

u−1(x)
d

dx
u(x)

d

dx
≡ u−1/2(x)

[

d2

dx2

]

u1/2(x) +

[

v′′(x)− 2(v′(x))2

v(x)

]

u1/2(x). (A.3)

En effet, si on pose ψ(x) = v(x) φ(x), (A.1) devient :

u−1 d

dx
u
d

dx
(vφ) = u−1 d

dx
u(v′ φ+ v φ′)

= u−1 d

dx
(u v′ φ+ u v φ′)

= u−1 [u′ v′ φ+ u v′′ φ+ u v′ φ′ + u′ v φ′ + u v′ φ′ + u v φ′′]

=
[

u′ u−1 v′ φ+ v′′ φ+ v′ φ′ + u′ u−1 v φ′ + v′ φ′ + v φ′′
]

= φ′′ [v] + φ′
[

2v′ + u′ u−1 v
]

+ φ
[

v′′ + u′ u−1 v
]

.
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On souhaite éliminer les termes en φ′. Cela implique que :

2v′ + u′ u−1 v = 0

u′ u−1 = 2v′ v−1

∫

d lnu =

∫

d ln(v−2)

u = v−2

v = u−1/2.

D’où on déduit :

v′′ + u′ u−1 v = v′′ − 2(v′)2

v

et finalement (A.2).
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Annexe B

Pseudo–Harmoniques
Hypersphériques

On veut résoudre l’équation différentielle suivante (3.31) :
{

− 4~2

sin 2θ

∂

∂θ
sin 2θ

∂

∂θ
− ~2

cos2 θ

∂2

∂φ2
+

4~2Ω2

sin2 θ

}

YΩǫiǫp

Kν (θ, φ)

= ~
2 K(K + 4) YΩǫiǫp

Kν (θ, φ)

Les solutions YΩǫiǫp

Kν (θ, φ) sont appelées pseudo-harmoniques hypersphériques (PHH).
On décompose ces fonctions de la manière suivante :

YΩǫiǫp

Kν (θ, φ) = g
νΩǫiǫp

K (θ) hΩǫiǫp

ν (φ).

Les PHH sont cherchées pour des valeurs de {Ω, ǫi, ǫp} fixées (valeurs en exposant),
alors que les valeurs K et ν numérotent les fonctions propres (valeurs en indice).

B.1 Résolution de l’équation différentielle en φ

L’équation différentielle en φ est :

− ~
2 ∂2

∂φ2
hΩǫiǫp

ν (φ) = − ~
2ν2 hΩǫiǫp

ν (φ).

Si on a deux atomes identiques de la molécule, la permutation P2 des deux atomes
conduit à une transformation de l’angle φ en −φ et une rotation de π autour de l’axe
de moindre inertie GQ pour les fonctions ΦJMǫiσ

kΩ (ρ; θ, φ, α, β, γ). En appliquant ces
transformations aux fonctions NJMǫi

Ω (α, β, γ), on obtient :

P2 N
JMǫi

Ω (α, β, γ) = (−1)Ω NJMǫi

Ω (α, β, γ).

Si on prend des fonctions trigonométriques pour h
Ωǫiǫp
ν (φ) de type h

Ωǫiǫp
ν (νφ−Ωπ/2),

le facteur (−1)Ω est compensé : si ǫp = −1, on doit avoir une compensation de
−(−1)Ω, si ǫp = +1, on doit avoir une compensation de (−1)Ω. On trouve donc :

{

h
Ωǫiǫp
ν (φ) = cos(νφ− Ωπ

2
) si ǫp = +1

h
Ωǫiǫp
ν (φ) = sin(νφ− Ωπ

2
) si ǫp = −1
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car :

P2 cos(νφ− Ω
π

2
) = cos(ν(−φ)− Ω

π

2
)

= cos(−[νφ + Ω
π

2
])

= cos(νφ+ Ω
π

2
)

= cos([νφ− Ω
π

2
] + Ωπ)

= (−1)Ω cos(νφ− Ω
π

2
)

et :

P2 sin(νφ− Ω
π

2
) = sin(ν(−φ)− Ω

π

2
)

= sin(−[νφ+ Ω
π

2
])

= − sin(νφ+ Ω
π

2
)

= − sin([νφ− Ω
π

2
] + Ωπ)

= −(−1)Ω sin(νφ− Ω
π

2
).

L’inversion globale conduit à la transformation φ en φ± π. On a donc :

{

ν = 2p p ∈ N, si ǫi = +1

ν = 2p+ 1 p ∈ N, si ǫi = −1
(B.1)

car :

I cos(νφ− Ω
π

2
) = cos(νφ− Ω

π

2
± νΩ)

= (−1)ν cos(νφ− Ω
π

2
)

et :

I sin(νφ− Ω
π

2
) = sin(νφ− Ω

π

2
± νΩ)

= (−1)ν sin(νφ− Ω
π

2
).

Si les trois atomes sont différents, l’opérateur permutation ne commute plus avec le
Hamiltonien. On doit donc considérer l’ensemble des fonctions sinus et cosinus, les
conditions (B.1) étant toujours valables.

Si les trois atomes sont identiques, la symétrie supplémentaire est la permutation
cyclique P3 conduisant à la transformation φ en φ + 2π/3, qui n’agit que sur la

fonction h
Ωǫiǫp
ν (φ). L’index σ = (ǫp, σr) définit dans quelle représentation irréductible
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du groupe S3 l’on se trouve. Si σr = A, la permutation cyclique est symétrique et
doit laisser les fonctions h

Ωǫiǫp
ν inchangées pour une même valeur de ν. D’où :

ν = 0, 6, 12, 18, ..., si ǫi = +1

ν = 3, 9, 15, 21, ..., si ǫi = −1

car :

P3 cos(νφ− Ω
π

2
) = cos(ν(φ+ 2π/3)− Ω

π

2
)

= cos(νφ− Ω
π

2
+ 2νπ/3).

et :

P3 sin(νφ− Ω
π

2
) = sin(ν(φ+ 2π/3)− Ω

π

2
)

= sin(νφ− Ω
π

2
+ 2νπ/3).

Pour garder ces deux fonctions inchangées pour une même valeur de ν, il faut donc
que ν = 3p, p ∈ N. Ces valeurs sont les valeurs paires ou impaires de 3p suivant la
valeur de ǫi. Si σr = E, on a les autres valeurs de ν restantes :

ν = 2, 4, 8, 10, ..., si ǫi = +1

ν = 1, 5, 7, 11, ..., si ǫi = −1

B.2 Résolution de l’équation différentielle en θ

Après la résolution de l’équation en φ , on peut résoudre l’équation en θ. L’équation
différentielle à résoudre s’écrit maintenant :

{

− 4~2

sin 2θ

d

dθ
sin 2θ

d

dθ
+

~2ν2

cos2 θ
+

4~2Ω2

sin2 θ

}

g
νΩǫiǫp

K (θ) = εK g
νΩǫiǫp

K (θ).

où g
νΩǫiǫp

K (θ) sont les fonctions propres à trouver et εK sont les valeurs propres. Si
on pose εK = ~2λ, on a encore :

{

1

sin 2θ

d

dθ
sin 2θ

d

dθ
− ν2

4 cos2 θ
− 4Ω2

4 sin2 θ
+
λ

4

}

g
νΩǫiǫp

K (θ) = 0. (B.2)

La relation (A.3) nous est utile ici. Si on pose u(θ) = sin 2θ, on a :

v(θ) = sin−1/2 2θ v′(θ) = − cos 2θ

sin3/2 2θ

v′′(θ) = −(−2 sin 2θ sin3/2 2θ − 3 cos2 2θ sin1/2 2θ)

sin3 2θ
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et :

−2
(v′(θ))2

v(θ)
= −2

cos2 2θ sin1/2 2θ

sin3 2θ

v′′(θ)− 2
(v′(θ))2

v(θ)
=

2 sin5/2 2θ + cos2 2θ sin1/2 2θ

sin3 2θ

= sin−1/2 2θ

[

2 +
cos2 2θ sin 2θ

sin3 2θ

]

= sin−1/2 2θ

[

2 +
cos2 2θ

sin2 2θ

]

.

Or :

cos2 2θ

sin2 2θ
=

(cos2 θ − sin2 θ)2

4 sin2 θ cos2 θ

=
cos4 θ + sin4 θ − 2 sin2 θ cos2 θ

4 sin2 θ cos2 θ

=
cos2 θ

4 sin2 θ
+

sin2 θ

4 cos2 θ
− 1

2

=
1− sin2 θ

4 sin2 θ
+

1− cos2 θ

4 cos2 θ
− 1

2

=
1

4 sin2 θ
+

1

4 cos2 θ
− 1

4
− 1

4
− 1

2

=
1

4 sin2 θ
+

1

4 cos2 θ
− 1

d’où :

v′′(θ)− 2
(v′(θ))2

v(θ)
= sin−1/2 2θ

[

2 +
1

4 sin2 θ
+

1

4 cos2 θ
− 1

]

= sin−1/2 2θ

[

1 +
1

4 sin2 θ
+

1

4 cos2 θ

]

.

Donc finalement (B.2) se réécrit :

{

sin−1/2 2θ

[

d2

dθ2

]

sin1/2 2θ + sin−1/2 2θ

[

1 +
1

4 sin2 θ
+

1

4 cos2 θ

]

sin1/2 2θ

+

(

− ν2

4 cos2 θ
− 4Ω2

4 sin2 θ
+
λ

4

)}

g
νΩǫiǫp

K (θ) = 0.

Si on pose : i(θ) = sin1/2 2θ g
νΩǫiǫp

K (θ), on a finalement :

sin−1/2 2θ

[

d2

dθ2
+ 1 +

1

4 sin2 θ
+

1

4 cos2 θ
− ν2

4 cos2 θ
− 4Ω2

4 sin2 θ
+
λ

4

]

i(θ) = 0.
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et enfin :
[

d2

dθ2
+

1− 4Ω2

4 sin2 θ
+

1− 4ν2

4 cos2 θ
+
λ

4
+ 1

]

i(θ) = 0.

La solution de cette équation est donnée dans [209], formule (22.6.4). On la réécrit
de la façon suivante :

[

d2

dθ2
+

1− 4Ω2

4 sin2 θ
+

1− 4(ν/2)2

4 cos2 θ
+
λ

4
+ 1

]

i(θ) = 0.

Si on pose θ = x/2, cela implique que d2/dθ2 = 4d2 dx2, et on a :

[

d2

dx2
+

1− 4Ω2

16 sin2 x/2
+

1− 4(ν/2)2

16 cos2 x/2
+

(

λ

4
+ 1

)

/4

]

i(x/2) = 0.

Par identification avec la formule (22.6.4) de [209] :

α = Ω β = ν/2

(2n+ Ω + ν/2 + 1)2 =
λ

4
+ 1 ; n ∈ N.

Si on pose K = ν + 2Ω + 4n ; n ∈ N, alors on montre facilement que λ = K(K + 4)
et que εK = ~2 K(K + 4). Les solutions sont donc :

i(x/2) = sin
(x

2

)Ω+ 1
2
cos
(x

2

) ν
2
+ 1

2
P

(Ω, ν
2
)

n (cos(x))

i(θ) = sin (θ)Ω+ 1
2 cos (θ)

ν
2
+ 1

2P
(Ω, ν

2
)

n (cos(2θ)),

où P
(Ω, ν

2
)

n (cos(2θ)) est un polynôme de Jacobi. Soit :

g
νΩǫiǫp

K (θ) =
1√
2

sin (θ)Ω cos (θ)
ν
2P

(Ω, ν
2
)

n (cos(2θ)).
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Annexe C

Passage du référentiel fixe au
référentiel mobile

On considère une valeur fixée de J et M . Les harmoniques sphériques couplées dans
le référentiel fixe sont solutions propres des opérateurs :

ĵ2, l̂2, Ĵ2, Ĵz.

Les harmoniques sphériques couplées s’expriment par rapport aux harmoniques non
couplées dans le référentiel fixe en utilisant la notation bracket par :

| JM 〉 =

+j
∑

mj=−j

+l
∑

ml=−l

| j, l;mj , ml 〉 〈 j, l;mj , ml | JM 〉 ,

tel que |j − l| ≤ J ≤ |j + l| (règle du triangle), J étant du même type que |j − l| et
|j + l| (entier ou demi-entier). On doit également satisfaire M = mj +ml, sinon les
coefficients de Clebsch–Gordan sont nuls. On peut donc réécrire :

|JM 〉 =

+j
∑

mj=−j

|j, l;mj ,M −mj 〉 〈j, l;mj ,M −mj | JM〉 .

En représentation {| ~r 〉 ⊗ | ~R 〉}, on a :

Y JM
jl (R̂SF, r̂SF) =

+j
∑

mj=−j

〈 j, l;mj ,M −mj | JM 〉 Y mj

j (r̂SF) Y
M−mj

l (R̂SF). (C.1)

Les harmoniques sphériques couplées dans le référentiel mobile sont solutions propres
des opérateurs :

ĵ2, l̂2, Ĵ2, ĴZ .

Elles s’expriment par :

Y JΩ
jl (R̂BF, r̂BF) =

+j
∑

mj=−j

〈 j, l;mj ,Ω−mj | JΩ 〉 Y mj

j (r̂BF) Y
Ω−mj

l (R̂BF).
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Les harmoniques sphériques couplées dans le référentiel fixe sont reliées aux harmo-
niques sphériques couplées dans le référentiel mobile [103, 104] par :

Y JM
jl (R̂SF, r̂SF) =

∑

Ω

DJ∗
MΩ(α, β, γ) Y JΩ

jl (R̂BF, r̂BF). (C.2)

Les harmoniques couplées dans le référentiel mobile ont l’avantage de s’écrire plus
simplement car R̂BF = (0, 0) et r̂BF = (η, 0) :

Y JΩ
jl (R̂BF, r̂BF) =

+j
∑

mj=−j

〈j, l;mj ,Ω−mj | JΩ〉 Y mj

j (η, 0) Y
Ω−mj

l (0, 0).

Or :

Y
Ω−mj

l (0, 0) =

{
√

2l+1
4π

si Ω−mj = 0

0 si Ω−mj 6= 0.

On remplace les mj par des Ω et on a donc :

Y JΩ
jl (R̂BF, r̂BF) =

√

2l + 1

4π
〈 j, l; Ω, 0 | JΩ 〉 Y Ω

j (η, 0).

D’où :

Y JM
jl (R̂BF, r̂BF) =

∑

Ω

√

2l + 1

4π
〈 j, l; Ω, 0 | JΩ 〉 DJ∗

MΩ(α, β, γ) Y Ω
j (η, 0).

On note :

Y JM
jΩ (R̂BF, r̂BF) = D̃J∗

MΩ(α, β, γ)
√

2π Y Ω
j (r̂BF) (C.3)

=

√

2J + 1

4π
DJ∗

MΩ(α, β, γ) Y Ω
j (η, 0) (C.4)

les harmoniques sphériques solutions propres des opérateurs :

ĵ2, ĵZ ≡ ĴZ , Ĵ
2, Ĵz

que l’on utilise pour les fonctions de base dans le référentiel mobile. On a donc :

DJ∗
MΩ(α, β, γ) Y Ω

j (η, 0) =

√

4π

2J + 1
Y JM

jΩ (R̂BF, r̂BF)

d’où :

Y JM
jl (R̂SF, r̂SF) =

∑

Ω

√

2l + 1

2J + 1
〈 j, l; Ω, 0 | JΩ 〉 Y JM

jΩ (R̂BF, r̂BF). (C.5)
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De manière simplifiée :

Y JM
jl (R̂SF, r̂SF) =

∑

Ω

ClΩ Y JM
jΩ (R̂BF, r̂BF)

avec :

ClΩ =

√

2l + 1

2J + 1
〈j, l; Ω, 0 |J Ω〉 .

Inversement on a :

Y JM
jΩ (R̂BF, r̂BF) =

∑

l

ClΩ Y JM
jl (R̂SF, r̂SF).

Dans notre étude, les fonctions Y JM
jl doivent être solution de l’opérateur parité. Or,

si on applique l’opérateur I, on a :

I Y JM
jl = I

∑

Ω

ClΩ Y JM
jΩ =

∑

Ω

ClΩ I Y JM
jΩ .

Or :

I Y JM
jΩ = I

∑

l

ClΩ Y JM
jl

=
∑

l

ClΩ I Y JM
jl

=
∑

l

ClΩ (−1)j+l Y JM
jl

=
∑

l

ClΩ (−1)j+l+J−J Y JM
jl

=
∑

l

Cl−Ω (−1)−J Y JM
jl

= (−1)J
∑

l

Cl−Ω Y JM
jl

= (−1)J Y JM
j −Ω

où on a utilisé la propriété des coefficients de Clebsch–Gordan :

(−1)j+l+J 〈j, l; Ω, 0 |J Ω〉 = 〈j, l;−Ω, 0 |J −Ω〉 , (C.6)

ce qui donne

(−1)j+l+J ClΩ = Cl−Ω. (C.7)

Finalement, on a :

I Y JM
jl = (−1)J

∑

Ω

ClΩ Y JM
j−Ω.
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On voit donc que ces fonctions ne sont pas fonctions propres de l’opérateur parité.
Cependant, si on regroupe les termes en Ω et en −Ω dans une même entité, on peut
définir des fonctions de base ayant une parité bien définie :

Y JMǫi

jΩ =
1

√

2(1 + δΩ0)

[

Y JM
jΩ + ǫi I Y

JM
jΩ

]

=
1

√

2(1 + δΩ0)

[

Y JM
jΩ + ǫi (−1)J Y JM

j−Ω

]

.

Ainsi, on vérifie bien que :

I Y JMǫi

jΩ = ǫi Y
JMǫi

jΩ .

On peut redéfinir également les fonctions de Wigner :

Y JMǫi

jΩ =
1

√

2(1 + δΩ0)

[

Y JM
jΩ + ǫi (−1)J Y JM

j−Ω

]

=
1

√

2(1 + δΩ0)

[

D̃J∗
MΩ

√
2π Y Ω

j + ǫi (−1)J D̃J∗
M−Ω

√
2π Y −Ω

j

]

=
√

2π Y Ω
j

1
√

2(1 + δΩ0)

[

D̃J∗
MΩ + ǫi (−1)J+Ω D̃J∗

M−Ω

]

=
√

2π Y Ω
j NJMǫi

Ω .

On a utilisé le fait que :

Y −Ω
j (η, 0) = (−1)Ω

[

Y Ω
j (η, 0)

]∗
= (−1)Ω Y Ω

j (η, 0). (C.8)

Les fonctions de Wigner ayant une parité ǫi bien définie sont notées :

NJMǫi

Ω (α, β, γ) =
1

√

2(1 + δΩ0)

[

D̃J∗
MΩ(α, β, γ) + ǫi (−1)J+Ω D̃J∗

M−Ω(α, β, γ)
]

.(C.9)

On remarque que lorsque Ω = 0, NJMǫi

0 n’est défini que si ǫi (−1)J = +1. Si on
réécrit (C.5) :

Y JM
jl (R̂SF, r̂SF) =

√
2π

√

2l + 1

2J + 1
〈 j, l; 0, 0 | J0 〉 D̃J∗

M0(α, β, γ) Y
0
j (η, 0)

+
∑

Ω>0

√
2π

√

2l + 1

2J + 1
〈 j, l; Ω, 0 | JΩ 〉 D̃J∗

MΩ(α, β, γ) Y Ω
j (η, 0)

+
∑

Ω<0

√
2π

√

2l + 1

2J + 1
〈 j, l; Ω, 0 | JΩ 〉 D̃J∗

MΩ(α, β, γ) Y Ω
j (η, 0)
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Y JM
jl (R̂SF, r̂SF) =

√
2π

√

2l + 1

2J + 1
{

〈 j, l; 0, 0 | J0 〉 NJMǫi

0 (α, β, γ) Y 0
j (η, 0)

+
∑

Ω>0

〈 j, l; Ω, 0 | JΩ 〉 D̃J∗
MΩ(α, β, γ) Y Ω

j (η, 0)

+
∑

Ω>0

〈 j, l;−Ω, 0 | J − Ω 〉 D̃J∗
M−Ω(α, β, γ) Y −Ω

j (η, 0)

}

Y JM
jl (R̂SF, r̂SF) =

√
2π

√

2l + 1

2J + 1
{

〈 j, l; 0, 0 | J0 〉 NJMǫi

0 (α, β, γ) Y 0
j (η, 0)

+
∑

Ω>0

Y Ω
j (η, 0)

{

〈 j, l; Ω, 0 | JΩ 〉 D̃J∗
MΩ(α, β, γ)

+ 〈 j, l;−Ω, 0 | J − Ω 〉 (−1)Ω D̃J∗
M−Ω(α, β, γ)

}

}

Y JM
jl (R̂SF, r̂SF) =

√
2π

√

2l + 1

2J + 1
{

〈 j, l; 0, 0 | J0 〉 NJMǫi

0 (α, β, γ) Y 0
j (η, 0)

+
∑

Ω>0

Y Ω
j (η, 0) 〈 j, l; Ω, 0 | JΩ 〉

{

D̃J∗
MΩ(α, β, γ) + (−1)Ω (−1)j+l−J D̃J∗

M−Ω(α, β, γ)
}

}

Y JM
jl (R̂SF, r̂SF) =

√
2π

√

2l + 1

2J + 1
{

〈 j, l; 0, 0 | J0 〉 NJMǫi

0 (α, β, γ) Y 0
j (η, 0)

+
∑

Ω>0

Y Ω
j (η, 0) 〈 j, l; Ω, 0 | JΩ 〉
{

D̃J∗
MΩ(α, β, γ) + ǫi (−1)J+Ω D̃J∗

M−Ω(α, β, γ)
}
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Y JM
jl (R̂SF, r̂SF) =

√
2π

√

2l + 1

2J + 1
{

〈 j, l; 0, 0 | J0 〉 NJMǫi

0 (α, β, γ) Y 0
j (η, 0)

+
∑

Ω>0

Y Ω
j (η, 0) 〈 j, l; Ω, 0 | JΩ 〉

√

2(1 + δΩ0) N
JMǫi

Ω (α, β, γ)

}

Finalement :

Y JM
jl (R̂SF, r̂SF) =

∑

Ω≥0

√

2l + 1

2J + 1
〈 j, l; Ω, 0 | JΩ 〉

√

2(1 + δΩ0) Y
JMǫi

jΩ .

On trouve alors les nouvelles relations de passage :

Y JM
jl =

∑

Ω≥0

Cǫi

lΩ Y JMǫi

jΩ (C.10)

avec :

Cǫi

lΩ =
√

2(1 + δΩ0) ClΩ

=
√

2(1 + δΩ0)

√

2l + 1

2J + 1
〈j, l; Ω, 0 |J Ω〉 . (C.11)

Et inversement :

Y JMǫi

jΩ =
∑

l

Cǫi

lΩ Y JM
jl . (C.12)
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Annexe D

Modèle de capture. Modèle
classique de Langevin

Soit deux particules de masse m en collision, le système étant isolé. Si on se place
dans le référentiel du centre de masse des deux particules, on étudie le mouvement
d’une particule fictive de masse réduite µ. L’énergie du système avant la collision
est l’énergie de collision Ecoll = 1

2
µ v2

0.

Supposons que l’interaction entre les deux particules soit donnée par l’énergie po-
tentielle suivante :

Ep = −Cn

Rn
n ∈ N.

L’énergie potentielle effective incluant le moment angulaire et l’énergie potentielle
s’écrit :

V =
L2

2µR2
− Cn

Rn
.

L’énergie totale vaut :

E = Ec + Ep =
1

2
µ v2 + V.

La conservation de l’énergie totale implique que :

E = Ecoll =
1

2
µ v2

0,

et la conservation du moment cinétique total implique que :

L = µ v0 b

et :

L2 = µ2 v2
0 b

2 = 2 µ Ecoll b
2,
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où b est le paramètre d’impact. D’où :

V =
Ecoll b

2

R2
− Cn

Rn
.

Le maximum Vmax de V (R) se situe à une distance R = Rmax :

dV

dR
= 0⇒ −2 Ecoll b

2

R3
+ n

Cn

Rn+1
= 0,

Rmax =

(

n Cn

2 Ecoll b2

)
1

n−2

,

Vmax =
Ecoll b

2

(

n Cn

2 Ecoll b2

)
2

n−2

− Cn
(

n Cn

2 Ecoll b2

)
n

n−2

=
(n

2

)− 2
n−2

(

n− 2

n

)

C
− 2

n−2
n

(

Ecoll b
2
)

n
n−2 .

Si Ecoll < Vmax, on considère que la particule fictive n’a pas assez d’énergie pour
vaincre les forces centrifuges et donc n’atteint pas la zone d’interaction. Le modèle
suppose alors que la probabilité inélastique est nulle et la probabilité élastique est
égale à 1. Si Ecoll > Vmax, le modèle suppose alors que la probabilité élastique est
nulle et la probabilité inélastique est égale à 1. Vmax est donc une limite inférieure
pour l’énergie de collision en dessous de laquelle aucune interaction ne se produit
entre les deux particules. On cherche maintenant le paramètre d’impact bmax pour
lequel Ecoll = Vmax :

Ecoll = Vmax =
(n

2

)− 2
n−2

(

n− 2

n

)

C
− 2

n−2
n

(

Ecoll b
2
max

)
n

n−2

et :

(bmax)
2n

n−2 =
(n

2

) 2
n−2

(

n

n− 2

)

C
2

n−2
n (Ecoll)

− 2
n−2

bmax =
(n

2

)
1
n

(

n

n− 2

)
n−2
2n

C
1
n
n (Ecoll)

− 1
n .

bmax est donc une limite supérieure pour le paramètre d’impact au-dessus duquel
aucune interaction ne se produit entre les deux particules. On en déduit l’expression
des sections efficaces et taux de collision :

σmax = π b2max = π
(n

2

)
2
n

(

n

n− 2

)
n−2

n

C
2
n
n (Ecoll)

− 2
n
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et :

Kmax = σmax v0 = 2
1
2 π

(n

2

)
2
n

(

n

n− 2

)
n−2

n

C
2
n
n µ

1
2 (Ecoll)

n−4
2n .

σmax et Kmax sont ainsi des limites supérieures des sections efficaces et taux de col-
lision inélastiques.

Lorsque n = 6, on a :

σmax = π

(

3
√

3

2

)2/3
(

C6

Ecoll

)1/3

, (D.1)

Kmax =
3π

21/6

(

C
1/3
6

µ1/2

)

(Ecoll)
1/6 . (D.2)

Si on extrapole ce modèle à la mécanique quantique, il suffit de remplacer L2 =
2 µ Ecoll b

2 par ~
2 l(l+ 1) (quantification du carré du moment cinétique angulaire).

Lorsqu’un développement en ondes partielles est effectué, on peut déduire pour
chaque onde partielle l les quantités Rl

max, V
l
max, σ

l
max correspondantes :

Rl
max =

(

µ n Cn

~2 l(l + 1)

)
1

n−2

,

V l
max =

(n

2

)− 2
n−2

(

n− 2

n

)

C
− 2

n−2
n

(

~2 l(l + 1)

2µ

)
n

n−2

,

σl
max = π

~2 l(l + 1)

2 µ V l
max

= π

(

~2 l(l + 1)

2 µ

)− 2
n−2 (n

2

)
2

n−2

(

n

n− 2

)

C
2

n−2
n .

Lorsque n = 6, on a :

Rl
max =

(

6 µ C6

~2 l(l + 1)

)1/4

,

V l
max =

2

3
√

3
C

−1/2
6

(

~2 l(l + 1)

2µ

)3/2

, (D.3)

σl
max =

3
√

3

2
π C

1/2
6

(

2 µ

~2 l(l + 1)

)1/2

. (D.4)

On extrapolera ce modèle au cas d’une collision binaire atome-diatome. Ainsi le
C6 atome-atome devient le C6 atome-diatome et la masse réduite µ atome-atome
devient la masse réduite µ atome-diatome.
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Annexe E

Points ab initio de Ca3

Géométrie C2v

r1 (Å) r2 (Å) r3 (Å) V abin
3 (K) ∆abs (K) ∆rel (%) V2 (K) Vtot (K)

4.20 4.20 2.17 -9582.207 .000688 .000007 29730.220 20148.013
4.60 4.60 2.38 -5282.526 .000510 .000010 19714.424 14431.898
4.90 4.90 2.54 -2985.119 .000404 .000014 14377.563 11392.445
5.70 5.70 2.95 -587.938 .000212 .000036 5486.462 4898.524
6.20 6.20 3.21 -198.793 .000141 .000071 2326.175 2127.382
6.80 6.80 3.52 -42.619 .000088 .000207 2.315 -40.304
7.50 7.50 3.88 -.967 .000052 .005348 -1388.637 -1389.605
7.80 7.80 4.04 2.657 .000041 .001554 -1650.384 -1647.727
8.00 8.00 4.14 3.509 .000036 .001014 -1735.728 -1732.219
8.20 8.20 4.24 3.833 .000031 .000801 -1768.293 -1764.459
8.30 8.30 4.30 3.812 .000028 .000748 -1769.663 -1765.851
8.50 8.50 4.40 3.384 .000025 .000727 -1747.428 -1744.044
8.70 8.70 4.50 3.037 .000021 .000700 -1699.306 -1696.269
9.80 9.80 5.07 1.504 .000010 .000638 -1234.102 -1232.598
10.00 10.00 5.18 1.311 .000008 .000634 -1144.813 -1143.501
11.10 11.10 5.75 .588 .000004 .000653 -737.948 -737.360
11.60 11.60 6.00 .286 .000003 .000956 -598.627 -598.341

Tab. E.1 – θ = 30˚
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r1 (Å) r2 (Å) r3 (Å) V abin
3 (K) ∆abs (K) ∆rel (%) V2 (K) Vtot (K)

3.50 3.50 3.23 -10806.564 .000843 .000008 4509.827 -6296.736
4.00 4.00 3.69 -5166.836 .000576 .000011 -3105.278 -8272.114
4.40 4.40 4.06 -2670.770 .000400 .000015 -4705.850 -7376.619
4.80 4.80 4.43 -1255.930 .000271 .000022 -4428.892 -5684.822
5.20 5.20 4.80 -542.253 .000181 .000033 -3572.011 -4114.264
5.60 5.60 5.17 -219.733 .000119 .000054 -2711.109 -2930.842
6.20 6.20 5.73 -46.275 .000063 .000137 -1719.207 -1765.482
6.40 6.40 5.91 -25.630 .000052 .000201 -1465.007 -1490.637
7.05 7.05 6.51 -1.596 .000027 .001676 -845.005 -846.601
7.10 7.10 6.56 -.979 .000025 .002600 -808.484 -809.463
7.35 7.35 6.79 1.168 .000020 .001710 -645.915 -644.747
7.70 7.70 7.11 1.862 .000014 .000770 -468.873 -467.010
7.80 7.80 7.20 1.898 .000013 .000688 -427.873 -425.975
7.90 7.90 7.30 1.923 .000012 .000619 -390.772 -388.849
8.30 8.30 7.67 1.773 .000008 .000466 -275.723 -273.950
10.20 10.20 9.42 .354 .000002 .000469 -68.648 -68.295
10.90 10.90 10.07 .173 .000001 .000559 -44.431 -44.258
11.80 11.80 10.90 .083 .000000 .000602 -26.561 -26.478

Tab. E.2 – θ = 55˚

r1 (Å) r2 (Å) r3 (Å) V abin
3 (K) ∆abs (K) ∆rel (%) V2 (K) Vtot (K)

3.50 3.50 3.76 -8324.743 .000744 .000009 773.609 -7551.134
3.80 3.80 4.08 -5198.924 .000578 .000011 -3128.149 -8327.072
4.00 4.00 4.30 -3718.219 .000480 .000013 -4346.520 -8064.738
4.30 4.30 4.62 -2145.590 .000357 .000017 -4778.630 -6924.220
4.90 4.90 5.27 -602.953 .000190 .000032 -3687.724 -4290.677
5.20 5.20 5.59 -296.976 .000137 .000046 -2977.041 -3274.018
5.60 5.60 6.02 -107.069 .000088 .000082 -2181.415 -2288.484
6.00 6.00 6.45 -33.748 .000057 .000167 -1570.650 -1604.398
7.60 7.60 8.17 1.898 .000011 .000575 -356.260 -354.361
7.70 7.70 8.27 1.812 .000010 .000547 -324.240 -322.429
7.80 7.80 8.38 1.792 .000009 .000503 -295.530 -293.738
8.50 8.50 9.13 1.203 .000005 .000391 -163.865 -162.662
9.70 9.70 10.42 .261 .000002 .000634 -67.942 -67.680

Tab. E.3 – θ = 65˚

194



r1 (Å) r2 (Å) r3 (Å) V abin
3 (K) ∆abs (K) ∆rel (%) V2 (K) Vtot (K)

3.50 3.50 4.26 -6445.732 .000639 .000010 -169.041 -6614.772
3.80 3.80 4.63 -3755.215 .000482 .000013 -3169.201 -6924.415
4.00 4.00 4.87 -2557.474 .000394 .000015 -4074.960 -6632.434
4.80 4.80 5.84 -444.727 .000166 .000037 -3476.400 -3921.127
5.60 5.60 6.82 -54.848 .000067 .000123 -1893.618 -1948.466
6.00 6.00 7.31 -15.095 .000043 .000283 -1351.725 -1366.820
6.20 6.20 7.55 -6.908 .000034 .000496 -1135.493 -1142.401
6.25 6.25 7.61 -5.478 .000032 .000592 -1086.469 -1091.947
7.25 7.25 8.83 1.530 .000011 .000740 -433.209 -431.679
7.40 7.40 9.01 1.724 .000010 .000565 -375.196 -373.471
8.30 8.30 10.11 .887 .000004 .000461 -166.614 -165.728
9.60 9.60 11.69 .255 .000001 .000504 -63.160 -62.904
11.40 11.40 13.88 .049 .000000 .000624 -20.642 -20.593
11.80 11.80 14.37 .037 .000000 .000609 -16.545 -16.508

Tab. E.4 – θ = 75˚

r1 (Å) r2 (Å) r3 (Å) V abin
3 (K) ∆abs (K) ∆rel (%) V2 (K) Vtot (K)

3.00 3.00 4.24 -12522.623 .000788 .000006 10679.787 -1842.836
3.10 3.10 4.38 -10082.431 .000725 .000007 7724.900 -2357.530
3.20 3.20 4.53 -8114.020 .000665 .000008 5267.064 -2846.955
3.40 3.40 4.81 -5262.388 .000554 .000011 1543.095 -3719.293
3.60 3.60 5.09 -3416.172 .000455 .000013 -969.079 -4385.251
3.80 3.80 5.37 -2209.742 .000370 .000017 -2593.708 -4803.449
4.10 4.10 5.80 -1158.423 .000266 .000023 -3700.176 -4858.598
4.60 4.60 6.51 -378.589 .000152 .000040 -3469.792 -3848.380
5.00 5.00 7.07 -145.814 .000096 .000066 -2719.168 -2864.982
5.20 5.20 7.35 -78.256 .000077 .000098 -2340.963 -2419.219
5.80 5.80 8.20 -16.925 .000038 .000225 -1452.498 -1469.423
6.40 6.40 9.05 -2.128 .000019 .000905 -877.415 -879.542
6.60 6.60 9.33 -.771 .000015 .002003 -735.570 -736.342
11.20 11.20 15.84 .030 .000000 .000780 -21.377 -21.347

Tab. E.5 – θ = 90˚
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r1 (Å) r2 (Å) r3 (Å) V abin
3 (K) ∆abs (K) ∆rel (%) V2 (K) Vtot (K)

3.50 3.50 5.36 -3209.992 .000434 .000014 484.502 -2725.490
3.80 3.80 5.82 -1613.307 .000315 .000020 -2315.562 -3928.869
4.40 4.40 6.74 -449.242 .000160 .000036 -3553.614 -4002.855
5.00 5.00 7.66 -119.202 .000081 .000068 -2620.618 -2739.820
5.40 5.40 8.27 -46.424 .000051 .000109 -1943.907 -1990.331
5.60 5.60 8.58 -28.501 .000040 .000140 -1664.016 -1692.516
5.80 5.80 8.89 -17.117 .000032 .000184 -1419.432 -1436.549
6.00 6.00 9.19 -10.281 .000025 .000243 -1206.302 -1216.583
6.30 6.30 9.65 -4.632 .000018 .000381 -937.886 -942.517
6.70 6.70 10.27 -1.488 .000011 .000761 -659.982 -661.470
7.30 7.30 11.18 -.220 .000006 .002727 -376.813 -377.033
8.20 8.20 12.56 .087 .000002 .002834 -164.166 -164.079
10.10 10.10 15.47 -.084 .000000 .000533 -40.995 -41.080

Tab. E.6 – θ = 100˚

r1 (Å) r2 (Å) r3 (Å) V abin
3 (K) ∆abs (K) ∆rel (%) V2 (K) Vtot (K)

3.50 3.50 6.06 -1980.525 .000338 .000017 890.023 -1090.502
3.80 3.80 6.58 -1028.968 .000243 .000024 -1997.672 -3026.640
4.00 4.00 6.93 -727.536 .000194 .000027 -2983.995 -3711.531
4.40 4.40 7.62 -354.535 .000123 .000035 -3378.713 -3733.248
4.80 4.80 8.31 -166.694 .000077 .000046 -2886.138 -3052.832
5.00 5.00 8.66 -112.224 .000061 .000054 -2546.417 -2658.640
5.20 5.20 9.01 -74.838 .000048 .000064 -2209.340 -2284.178
5.60 5.60 9.70 -32.953 .000030 .000090 -1631.081 -1664.034
5.80 5.80 10.05 -21.563 .000023 .000108 -1393.555 -1415.118
6.20 6.20 10.74 -9.386 .000015 .000155 -1004.622 -1014.008
6.60 6.60 11.43 -4.146 .000009 .000223 -711.035 -715.181
7.70 7.70 13.34 -.534 .000003 .000541 -252.603 -253.137
9.20 9.20 15.93 .088 .000001 .000791 -74.639 -74.551

Tab. E.7 – θ = 120˚
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r1 (Å) r2 (Å) r3 (Å) V abin
3 (K) ∆abs (K) ∆rel (%) V2 (K) Vtot (K)

3.80 3.80 7.14 -863.724 .000203 .000024 -1854.146 -2717.870
4.20 4.20 7.89 -482.098 .000128 .000027 -3281.121 -3763.218
4.40 4.40 8.27 -346.947 .000102 .000029 -3319.530 -3666.477
5.00 5.00 9.40 -117.967 .000050 .000042 -2523.112 -2641.079
5.80 5.80 10.90 -25.180 .000019 .000075 -1385.064 -1410.245
6.20 6.20 11.65 -11.617 .000012 .000102 -999.170 -1010.787
6.60 6.60 12.40 -5.458 .000007 .000137 -707.419 -712.877
6.80 6.80 12.78 -4.138 .000006 .000145 -590.853 -594.990
7.10 7.10 13.34 -2.573 .000004 .000168 -447.033 -449.606
7.30 7.30 13.72 -1.619 .000004 .000216 -369.369 -370.988
7.50 7.50 14.10 -1.113 .000003 .000256 -304.546 -305.659
7.80 7.80 14.66 -.712 .000002 .000294 -228.594 -229.307
8.20 8.20 15.41 -.375 .000001 .000377 -160.655 -161.031
10.40 10.40 19.55 -.030 .000000 .000666 -33.077 -33.106

Tab. E.8 – θ = 140˚

r1 (Å) r2 (Å) r3 (Å) V abin
3 (K) ∆abs (K) ∆rel (%) V2 (K) Vtot (K)

4.20 4.20 8.39 -482.615 .000111 .000023 -3245.360 -3727.975
4.60 4.60 9.19 -249.749 .000069 .000028 -3125.198 -3374.947
6.50 6.50 12.99 -7.639 .000007 .000093 -770.751 -778.390
9.30 9.30 18.58 -.101 .000000 .000421 -68.865 -68.966

Tab. E.9 – θ = 165˚

r1 (Å) r2 (Å) r3 (Å) V abin
3 (K) ∆abs (K) ∆rel (%) V2 (K) Vtot (K)

3.90 3.90 7.73 -725.106 .000161 .000022 -2393.729 -3118.835
6.00 6.00 11.90 -18.779 .000013 .000069 -1176.189 -1194.968
10.80 10.80 21.58 -.028 .000000 .000423 -25.797 -25.825

Tab. E.10 – θ = 175˚
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Géométrie D3h

r1 (Å) r2 (Å) r3 (Å) V abin
3 (K) ∆abs (K) ∆rel (%) V2 (K) Vtot (K)

2.5 2.5 2.5 -32983.248 .001324 .000004 54766.371 21783.124
2.7 2.7 2.7 -27217.729 .001220 .000004 36753.559 9535.830
3.0 3.0 3.0 -19042.361 .001065 .000006 18432.361 -609.999
3.2 3.2 3.2 -14512.241 .000961 .000007 10274.338 -4237.901
3.5 3.5 3.5 -9442.734 .000796 .000008 2168.541 -7274.191
3.8 3.8 3.8 -6035.697 .000629 .000010 -2461.325 -8497.022
4.0 4.0 4.0 -4404.847 .000527 .000012 -4085.057 -8489.905
4.1 4.1 4.1 -3733.963 .000481 .000013 -4519.129 -8253.092
4.2 4.2 4.2 -3145.943 .000437 .000014 -4765.719 -7911.662
4.4 4.4 4.4 -2189.034 .000360 .000016 -4866.397 -7055.431
5.0 5.0 5.0 -636.303 .000195 .000031 -3736.744 -4373.047
5.4 5.4 5.4 -251.723 .000127 .000051 -2803.329 -3055.052
5.8 5.8 5.8 -91.041 .000082 .000090 -2059.494 -2150.536
6.2 6.2 6.2 -28.751 .000053 .000185 -1486.986 -1515.738
6.6 6.6 6.6 -6.761 .000035 .000519 -1053.242 -1060.003
7.5 7.5 7.5 1.945 .000014 .000735 -453.310 -451.364
8.0 8.0 8.0 1.718 .000009 .000519 -283.420 -281.701
8.1 8.1 8.1 1.612 .000008 .000505 -259.890 -258.277
8.7 8.7 8.7 .990 .000005 .000478 -160.726 -159.736
8.8 8.8 8.8 .804 .000004 .000539 -148.784 -147.980
10.7 10.7 10.7 .154 .000001 .000584 -40.841 -40.686
11.7 11.7 11.7 .068 .000000 .000628 -22.925 -22.857
12.7 12.7 12.7 .028 .000000 .000754 -13.571 -13.543
13.7 13.7 13.7 .011 .000000 .000967 -8.395 -8.384
14.7 14.7 14.7 .003 .000000 .001904 -5.389 -5.386
15.0 15.0 15.0 .001 .000000 .004031 -4.748 -4.747

Tab. E.11 – θ = 60˚
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Géométrie D∞h

r1 (Å) r2 (Å) r3 (Å) V abin
3 (K) ∆abs (K) ∆rel (%) V2 (K) Vtot (K)

3.81 3.81 7.62 -791.337 .000175 .000022 -1847.083 -2638.420
4.00 4.00 8.00 -647.593 .000140 .000022 -2817.845 -3465.439
4.31 4.31 8.62 -406.304 .000098 .000024 -3306.489 -3712.793
4.51 4.51 9.02 -291.749 .000077 .000026 -3220.492 -3512.241
5.04 5.04 10.08 -113.876 .000041 .000036 -2445.453 -2559.330
5.54 5.54 11.08 -45.091 .000022 .000049 -1691.690 -1736.781
6.24 6.24 12.48 -12.072 .000010 .000080 -963.627 -975.700

Tab. E.12 – θ = 180˚
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Annexe F

Longueurs de diffusion
atome-atome

α (a0) aa−a (a0)
1.001 -988.859
1.0011 -898.044
1.0012 -822.358
1.0013 -758.311
1.0014 -703.410
1.0015 -655.827
1.0016 -614.189
1.0017 -577.448
1.0018 -544.789
1.0019 -515.566
1.0020 -489.265
1.0100 -89.372
1.0200 -39.347
1.0300 -22.653
1.0400 -14.292
1.0500 -9.265
1.0600 -5.905

α (a0) aa−a (a0)
1.0700 -3.497
1.0800 -1.686
1.0900 -0.271
1.1000 0.864
1.1100 1.798
1.1200 2.580
1.1300 3.246
1.1400 3.819
1.1500 4.319
1.1600 4.758
1.1700 5.149
1.1800 5.498
1.1900 5.813
1.2000 6.098
1.3000 7.973
1.4000 8.997
1.5000 9.673

α (a0) aa−a (a0)
1.6000 10.172
1.7000 10.567
1.8000 10.896
1.9000 11.180
2.0000 11.432
2.1000 11.659
3.0000 13.189
4.0000 14.488
5.0000 15.653
6.0000 16.759
7.0000 17.833
8.0000 18.887
9.0000 19.929
10.000 20.963
11.000 21.990
12.000 23.013
200.000 211.261
1000.000 1011.696

Fig. F.1 – Correspondance entre le paramètre α et la longueur de diffusion atome-
atome aa−a.
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Annexe G

Code informatique

Le code informatique que j’ai utilisé est le code HYP3D écrit par Jean-Michel Launay.
Nous présentons dans cette annexe un schéma récapitulant la châıne de programmes
utilisée dans ce code.

• TBS : Ce module calcule toutes les quantités indépendantes de l’énergie totale
E et du moment angulaire total J , à savoir les états de surfaces ϕΩǫiσ

k solution
de (3.30), les termes de couplages HΩ′

k′k′′ de (3.34) et les fonctions rovibrationnelles
de la diatomique φλvjmj

(~rλ). On établit également dans ce module le lien entre les
états hypersphériques et les états de la diatomique.

• TJ : Ce module calcule toutes les quantités dépendantes du moment angu-
laire total J mais indépendantes de l’énergie totale E, c’est-à-dire les couplages
CJ

k′Ω′,k′′Ω′′(ρp; ρ) de (3.35) et la matrice de passage du référentiel BFQ au référentiel
mobile de Jacobi BFλ.

• TK : Ce module résoud les équations différentielles couplées hyperradiales (3.33)
pour chaque valeur de J et de E en utilisant la méthode de propagation de Johnson
modifiée par Manolopoulos [101, 102] et détermine la matrice de réactance K. On
doit préciser entre autre l’état de rovibrationnel initial de la diatomique ainsi que
l’énergie de collision Ecoll.

• TS : Ce module calcule la matrice de diffusion S connaisant la matrice K. On
obtient les sections efficaces intégrales d’état à état.

• SR : Ce module permet d’obtenir les sections efficaces et les taux de collision
pour les processus élastiques et inélastiques en fonction de l’énergie de collision pour
un état initial de la diatomique.
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Annexe H

Publications et communications

H.1 Publications

– G. Quéméner, J.-M. Launay, P. Honvault,
“Ultracold collisions between Li atoms and Li2 diatoms in high vibra-
tional states”,
Phys. Rev. A 75 , 050701(R) (2007).

– G. Quéméner, P. Honvault, J.-M. Launay, P. Soldán, D.E. Potter, J.M. Hutson,
“Ultracold quantum dynamics : spin-polarized K+K2 collisions with
three identical bosons or fermions”,
Phys. Rev. A 71, 032722 (2005).

– G. Quéméner, P. Honvault, J.-M. Launay,
“Sensitivity of the dynamics of Na + Na2 collisions on the three-body
interaction at ultralow energies”,
Eur. Phys. J. D 30, 201 (2004).

H.2 Communications

Communications orales

– G. Quéméner, J.-M. Launay, P. Honvault,
“Etude quantique de collisions moléculaires à ultra-basse énergie”,
PAMO 2006, 4ème colloque de la division Physique Atomique, Moléculaire et Op-
tique de la Société Française de Physique,
Dijon (France), 5-7 juillet 2006.

– G. Quéméner, P. Honvault, J.-M. Launay,
“Ultracold alkali-dialkali collisions : a quantum mechanical study”,
Achievements and Perspectives of Cold Molecules,
Les Houches (France), 26 février - 3 mars 2006.
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– G. Quéméner, P.Honvault, J.-M. Launay,
“Etude quantique des collisions moléculaires à ultra-basse énergie”,
Prix de la meilleure communication,
Journées des doctorants,
Rennes (France), 14 décembre 2005.

Communications par affiches

– G. Quéméner, P. Honvault, J.-M. Launay,
“Ultracold alkali-dialkali collisions : a quantum mechanical study”,
Achievements and Perspectives of Cold Molecules,
Les Houches (France), 26 février - 3 mars 2006.

– G. Quéméner, P. Honvault, J.-M. Launay,
“Etude quantique des collisions alcalin-dialcalin à ultra-basse énergie”,
Congrès Général de la Société Française de Physique,
Lille (France), 29 août - 2 septembre 2005.

– G. Quéméner, P. Honvault, J.-M. Launay, P. Soldán, J.M. Hutson,
“Ultracold K + K2 collisions : vibrational relaxation and elastic scatte-
ring”,
ECAMP 8, The 8th European Conference on Atomic and Molecular Physics,
Rennes (France), 6-10 juillet 2004.

– G. Quéméner, P. Honvault, J.-M. Launay,
“Sensitivity of cross sections on the three-body interaction in ultracold
Na + Na2 collisions”,
ECAMP 8, The 8th European Conference on Atomic and Molecular Physics,
Rennes (France), 6-10 juillet 2004.

– G. Quéméner, P. Honvault, J.-M. Launay,
“Sensitivity of cross sections on three-body interaction in ultracold Na
+ Na2 collisions”,
Bose-Einstein Condensation : from atoms to molecules,
Durham (Grande-Bretagne), 30 mars - 3 avril 2004.

– G. Quéméner, P. Honvault, J.-M. Launay,
“Ultracold collisions between alkali atoms and dialkali molecules”,
Theoretical concepts and recent experiments on cold molecules
Volterra (Italie), 22-28 septembre 2003.
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– P. Honvault, G. Quéméner, J.-M. Launay,
“Etude quantique des collisions alcalin-dialcalin à ultra-basse tempéra-
ture”,
Congrès Général de la Société Française de Physique,
Lyon (France), 7-10 juillet 2003.
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