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Introduction générale

Les systèmes de production au sens large (production de biens mais aussi de services) ont
pour fonction principale de transformer un �ux de produits entrants en �ux de produits sortants
en apportant de la valeur ajoutée. À cette transformation s'ajoute des contraintes telles que la
satisfaction du client et des objectifs de rentabilité de l'entreprise. De ce point de vue, la gestion
des systèmes de production peut être vue comme un problème d'optimisation qui consiste
à piloter le système de production de manière à optimiser des objectifs tout en respectant
des contraintes. En ce sens la plani�cation, l'ordonnancement et l'a�ectation sont des outils
classiques qui concourent à répondre à la problématique de gestion des systèmes de production
de biens et de services.

Pendant longtemps, les travaux dans les domaines de l'optimisation sont partis du principe
que les données du problème d'optimisation étaient connues et certaines. Les méthodes d'optimi-
sation classiques ont alors pour but de proposer une solution optimale pour une instance donnée
censée représenter l'état du système réel. L'obtention de cette solution optimale est un problème
bien souvent di�cile.

Dans un contexte industriel, les problèmes d'optimisation ne sont que des modèles imparfaits
qui, de fait, ont un comportement qui ne correspond pas parfaitement à la réalité. La compatibilité
du modèle avec la réalité industrielle est sans cesse remise en cause par des variations des données
d'entrée du modèle. Comment envisager par exemple que la demande prévisionnelle en produits
correspondra précisément à la demande réelle ? Le défaut de correspondance entre le modèle
et la réalité entraîne bien souvent que les performances réelles d'une solution optimale calculée
sur une instance prévisionnelle sont très dégradées lorsque la solution est appliquée à l'instance
réelle. L'admissibilité de la solution sur l'instance réelle peut même éventuellement être remise
en cause. Autrement dit les performances de la solution optimale (qui avait été obtenue souvent
di�cilement) sont dégradées par les perturbations.

Au cours de ces dernières années, la prise en compte des perturbations en optimisation est
devenue un vrai enjeu, et les nombreuses publications de la dernière décennie en témoignent.
Un groupe de chercheurs français, le groupe �Flexibilité et Robustesse en Ordonnancement� du
GOThA (Groupe d'Ordonnancement Théorique et Appliqué), a travaillé sur cette problématique
pour dé�nir un cadre commun. Leur travail s'est soldé par un ouvrage collectif (Billaut et al.,
2005) qui s'intéresse à l'ordonnancement en contexte perturbé et présente des concepts et un
processus de résolution qui peuvent être largement généralisés à l'optimisation.

Dans ce mémoire nous nous inscrivons volontairement dans le cadre dé�ni par (Billaut et al.,
2005) et nous proposons d'appliquer le processus de résolution présenté dans cet ouvrage à
la con�guration de deux systèmes de production particuliers. Le premier est un système de
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production de biens : un atelier de machines parallèles partiellement multifonctions soumis à des
incertitudes sur la demande. Le deuxième est un système de production de services : un réseau
de distribution d'électricité soumis à des incertitudes sur la charge des usagers et sur la capacité
des sources.

Prendre en compte les perturbations signi�e proposer des outils pour modéliser les pertur-
bations, dé�nir de nouvelles performances qui ne correspondent pas forcément au critère d'op-
timalité et en�n construire des méthodes de résolution capables de proposer des solutions qui
garantissent des performances face aux perturbations. C'est l'objectif de ce mémoire.

Ce mémoire est organisé en trois parties.

La première partie présente de manière générale la problématique des travaux et propose un
processus global de résolution pour les problèmes d'optimisation en contexte perturbé. Le
contexte général de l'étude est tout d'abord précisé dans le chapitre 1 avec une vision géné-
rale des systèmes de production de biens et de services et le problème de con�guration vu
comme un problème d'optimisation sous contraintes des performances du système. Nous
fermons ensuite le contexte en rajoutant la dimension de la prise en compte des perturba-
tions pour la con�guration des systèmes de production. Pour répondre à cette fermeture
de contexte, un état de l'art est proposé dans le chapitre 2. Il vise à faire un état des lieux
bibliographiques de la prise en compte des perturbations en recherche opérationnelle et
en aide à la décision. Il identi�e notamment les approches de résolution proposées dans la
littérature, ainsi que les concepts liés à la prise en compte des perturbations tels que la
robustesse. Un processus complet de résolution est �nalement proposé pour les problèmes
d'optimisation en contexte perturbé.

La deuxième partie propose d'appliquer la phase hors ligne du processus complet de réso-
lution à la con�guration d'un système de production de biens : un atelier de machines
parallèles partiellement multifonctions soumis à des perturbations sur la demande. Le cha-
pitre 3 est dédié à l'étude du problème en considérant que la demande est connue et �xée.
La modélisation de l'atelier et de ses caractéristiques est tout d'abord présentée. Dans la
mesure où le problème de con�guration est vu comme un problème d'optimisation, nous
étudions ensuite les contraintes inhérentes au problème et nous proposons un critère d'op-
timisation qui permet de dé�nir le problème en contexte certain. Après avoir démontré
que ce problème est NP-di�cile au sens fort, nous construisons une heuristique à per-
formance garantie basée sur la relaxation de contraintes pour résoudre le problème. En�n
nous mettons en évidence les variations de la demande et étudions leurs incidences sur les
performances d'une con�guration. Nous montrons notamment qu'une petite variation de la
demande su�t pour remettre en cause l'équilibre de la charge des machines qui est pourtant
une contrainte forte du modèle. Nous proposons �nalement un critère de robustesse pour
évaluer la capacité de la con�guration à supporter les variations de la demande. Ce critère
de robustesse est décliné dans le chapitre 4 pour proposer plusieurs problèmes de robustesse
et construire des méthodes de résolution adaptées à chacun de ces problèmes. Le chapitre
5 reprend la structure des chapitres 3 et 4 pour étudier l'incidence des variations de la
demande sur une performance di�érente de l'équilibre de la charge. En e�et le chapitre 5
cherche à construire des con�gurations capables de garantir un temps de traitement limite
malgré les variations de la demande.

La troisième partie propose d'appliquer la phase hors ligne du processus complet de résolution
présentée dans la partie I à la con�guration d'un système de production de services : le
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réseau de distribution d'électricité. Le chapitre 6 est consacré à l'étude du système de
production de services dans sa version statique où tout est considéré comme connu et
certain. Nous proposons une modélisation classique du réseau par les graphes orientés. Un
état de l'art est proposé ensuite visant à recenser les méthodes utilisées pour résoudre le
problème de con�guration d'un réseau de distribution d'électricité pour minimiser les pertes
Joule. En�n, nous mettons en évidence et modélisons les perturbations qui peuvent survenir
dans les réseaux et montrons que dans un contexte de dérégulation du marché et de montée
en puissance des énergies vertes et intermittentes, la prise en compte des variations de la
charge des usagers et des perturbations sur la capacité des sources représente un vrai enjeu
pour le futur. Dans ce contexte garantir le service aux usagers malgré ces perturbations
devient un objectif. Cette prise de conscience nous conduit à dé�nir un critère de robustesse
permettant d'évaluer la capacité de la con�guration du réseau à garantir le service aux
usagers malgré les perturbations sur la charge des usagers et sur la capacité des sources.
Ce critère de robustesse est décliné dans le chapitre 7 pour proposer plusieurs problèmes de
robustesse et construire des méthodes de résolution adaptées à chacun de ces problèmes.





Première partie

Systèmes de production de biens et de
services : description et prise en compte

des perturbations





Chapitre 1

Contexte

Nous proposons dans ce chapitre de présenter le contexte de nos travaux qui se placent au
niveau du pilotage des systèmes de production de biens et de services.

Nous commencerons tout d'abord par présenter les caractéristiques des systèmes de pro-
duction de biens et de services avec leur rôle et leur organisation décisionnelle. Ensuite nous
glisserons progressivement vers la problématique qui nous intéresse avec la prise en compte des
perturbations pour la con�guration des systèmes de production de biens et de services.

1 Les systèmes de production de biens et de services

1.1 Rôle

La fonction principale d'un système de production vise à transformer un �ux de produits
entrant dans le système de production en �ux de produits sortant comme sur la �gure 1.1 :
l'état de sortie du �ux de produits devant répondre à la demande du client en terme de
qualité, de coût et de délai. Il faut voir ici le terme �produit� au sens très large puisqu'on
s'intéresse aussi bien à la production de biens que de services. Ainsi ce �ux de produits peut être
aussi bien matériel (matières premières) que immatériel (énergie, information). Pour assurer
la pérennité de l'entreprise, le système de production doit apporter de la valeur ajoutée au
�ux de produits entre son entrée et sa sortie. Deux contraintes fortes apparaissent d'ores
et déjà puisque le système de production doit être en mesure de répondre aussi bien à la
demande du client qu'aux contraintes de rentabilité de l'entreprise. Ces contraintes apparaissent
encore plus prégnantes dans le contexte de concurrence qui est celui des entreprises actuellement.

La di�culté du décideur dans la gestion d'un système de production tient donc dans le fait
qu'il doit à la fois satisfaire le client et assurer la pérennité de l'entreprise.

1.2 Organisation décisionnelle

Le double enjeu présenté dans la section 1.1 est tel qu'il intervient à tous les niveaux du
système de production. Le niveau le plus haut est le niveau stratégique qui consiste à prendre
des décisions sur la politique d'emploi, d'investissement, de recherche, de développement de
l'entreprise. Cette stratégie a une visée à long terme. Le niveau stratégique s'interface avec
le niveau opérationnel dont le but est de gérer la production tout en respectant la stratégie
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Fig. 1.1 � Entrées/Sorties d'un système de production avec sa structure interne.

imposée par le niveau supérieur. Son horizon temporel se situe à court ou moyen terme. C'est
ici que se situent nos travaux. Pour parvenir à remplir les objectifs du niveau opérationnel,
le décideur joue sur la gestion des activités, des ressources et des stocks et également sur la
con�guration du système de production. Des outils privilégiés du niveau opérationnel sont la
plani�cation, l'ordonnancement, l'a�ectation des ressources. . .

2 Contraintes et performances des systèmes de production

Le niveau stratégique d'un système de production vise à dé�nir une politique générale de
gestion liée aux choix stratégiques en terme de recherche, de développement, d'investissement
et d'emploi. Le niveau opérationnel vise lui à fournir au système de production des perfor-
mances en adéquation avec cette politique générale. Il doit respecter les contraintes imposées
par le niveau stratégique qui peuvent s'exprimer en terme de qualité des produits, de respect
des normes environnementales et de sécurité, de disponibilité des ressources (main d'oeuvre, ma-
chines), d'utilisation des ressources. À ces contraintes s'ajoute la notion de performance qui doit
être en adéquation avec les objectifs généraux de l'entreprise. Ces performances peuvent s'expri-
mer en terme de productivité, de rentabilité, de qualité de produit ou de service. Le pilotage des
systèmes de production se situe au carrefour du respect de contraintes (économiques, écologiques,
techniques . . . ) et de l'optimisation de performances (productivité, rentabilité, qualité . . . ).

2.1 Con�guration

La plani�cation et l'ordonnancement sont des outils classiquement utilisés dans la littérature
pour satisfaire le jeu des contraintes et des performances. La con�guration d'un système de
production vise à �xer la structure des ressources et de leur rapport aux activités et aux stocks.
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De ce point de vue, la con�guration constitue à nos yeux un paramètre de décision important
qui peut avoir un impact fort sur les performances du système de production. C'est pourquoi
nous nous intéressons dans ce mémoire à la con�guration des systèmes de production.

2.2 Un problème d'optimisation

C'est le décideur qui a en charge la con�guration des systèmes de production. Il doit proposer
une con�guration capable de faire face à des contraintes tout en optimisant des performances.
Le décideur doit donc répondre à un problème d'optimisation. Pour apporter des solutions à ce
problème, nous disposons des outils issus de la recherche opérationnelle.

3 Con�guration des systèmes de production de biens ou de ser-

vices en contexte certain

Le problème déterministe (toutes les données sont considérées comme connues et statiques)
de con�guration des systèmes de production est un problème d'optimisation.

Classiquement un problème d'optimisation P consiste à trouver une solution S qui optimise
un critère d'optimalité z tout en véri�ant des contraintes, en partant du principe que tout est
connu et statique. Souvent un scénario prévisionnel I est considéré comme certain et statique
et la solution optimale est instanciée sur ce scénario. Les solutions admissibles sur l'instance I
constituent l'ensemble ΥI , elles sont les solutions qui ne transgressent pas les contraintes pour
l'instance I. Une solution optimale S∗I pour le problème P est une solution de ΥI telle que la
valeur du critère d'optimalité z pour la solution S∗I sur I notée zI(S∗I) est égale à l'optimum de
z sur ΥI noté z∗I . Si z est un critère à minimiser (resp. maximiser) alors z∗I = min

S∈ΥI
(zI(S)) (resp.

z∗I = max
S∈ΥI

(zI(S))). On peut remarquer que z mesure une performance locale dans la mesure où

il évalue la solution S sur l'instance I.
La démarche classique pour résoudre ce type de problème est l'approche prédictive représentée

sur la �gure 1.2. Un algorithme hors ligne � l'algorithme prédictif � calcule une solution optimale
pour l'instance I, considérée comme certaine et statique, et garantit une performance optimale
pour cette instance évaluée par z∗I . En pratique le système de production est soumis à des
perturbations de telle sorte que la solution S∗I est appliquée à une instance réelle I ′ qui est
di�érente de l'instance prévisionnelle I. Éventuellement l'application de la solution S∗I à I ′

peut conduire à une violation des contraintes, et la solution S∗I n'est plus admissible sur I ′. Il
peut également s'avérer que la performance réelle mesurée par z′I(S∗I) soit très éloignée de la
performance prévisionnelle z∗I .

Les limites de la démarche classique apparaîssent clairement ici : elle ne permet pas de garantir
des performances pour les instances réelles si celles-ci s'éloignent de l'instance prévisionnelle. La
nécessité de prendre en compte les perturbations devient un enjeu.

4 Fermeture du contexte : prise en compte des perturbations

Nos travaux tentent d'apporter une contribution à la con�guration des systèmes de production
de biens ou de services. La problématique dans laquelle s'inscrivent nos travaux, consiste à 1)
respecter des contraintes, 2) optimiser les performances du système de production.
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Fig. 1.2 � Vision automaticienne de l'approche prédictive

Classiquement les données d'un problème d'optimisation P sont considérées comme détermi-
nistes. Cependant cette hypothèse est très optimiste vis-à-vis de la réalité industrielle. En e�et,
il est naturellement impossible d'évoluer en contexte certain. Face à cette réalité immuable,
le décideur a besoin de disposer de solutions applicables dans un environnement perturbé. De
notre point de vue, peu de travaux s'intéressent à la con�guration des systèmes de production
en contexte perturbé. Pourtant ce besoin répond à plusieurs enjeux. Premièrement le contexte
concurrentiel actuel est tel qu'il oblige les industries à être les plus performantes possibles pour
garantir leur pérennité. Cette pérennité passe par la gestion intégrée des perturbations par leur
système de production. La con�guration d'un système de production n'est pas remise en cause
tous les jours et a un coût qui est rarement négligeable, elle se doit donc de résister aux pertur-
bations pour rester valable le plus longtemps possible. Ensuite la con�guration déterministe des
systèmes de production constitue déjà en soi un problème très di�cile d'optimisation. Trouver
une solution optimale peut s'avérer très coûteux en temps alors que la solution optimale peut
être très mauvaise en pratique si l'instance réelle I ′ ne correspond pas à l'instance I attendue
comme sur la �gure 1.2.

Le décideur, en plus de sa problématique de départ qui consistait à optimiser des objectifs
tout en respectant des contraintes, doit donc tenir compte d'une troisième dimension, celle de
construire des con�gurations qui garantissent des performances malgré les perturbations : c'est
la notion de robustesse. Ces perturbations interviennent évidemment dans tous les objets d'un
système de production (ressources, stocks, activités, �ux de produits). Le problème P ne se
résume donc plus à une seule instance (considérée comme certaine et statique) mais représente
un risque à couvrir (constitué par exemple d'un ensemble d'instances éventuellement in�ni qui
décrit les perturbations).

Le besoin du décideur peut donc se résumer ainsi : construire des con�gurations

qui garantissent des performances sur un risque à couvrir tout en respectant les

contraintes. Nos travaux cherche à répondre à cet enjeu. Nous allons proposer au décideur des
critères de performance et des approches de résolution pour répondre à cette problématique.
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5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la problématique générale de con�guration des
systèmes de production de biens ou de services. Nous avons précisé le rôle et l'organisation déci-
sionnelle des systèmes de production, puis nous avons situé nos travaux dans cette organisation
décisionnelle à savoir le niveau opérationnel avec la con�guration des systèmes de production.
Dans ce contexte, nous nous sommes interrogés sur la problématique du décideur : optimiser les
performances du système de production et respecter les contraintes. Nous avons ensuite enrichi
cette problématique d'une troisième dimension qui correspond à un besoin pratique à savoir la
prise en compte des perturbations.

Le chapitre suivant se propose de faire un état des lieux bibliographique de la prise en compte
des perturbations en recherche opérationnelle et en aide à la décision. Il identi�era notamment
les approches de résolution proposées dans la littérature, ainsi que les concepts liés à la prise en
compte des perturbations.





Chapitre 2

Prise en compte des perturbations pour
la recherche opérationnelle et l'aide à la

décision

1 Introduction

La nécessité de tenir compte des perturbations dans les systèmes décisionnels est devenue
un vrai enjeu dans la dernière décennie. Pour en témoigner, depuis (Kouvelis et Yu, 1997), la
littérature s'est considérablement enrichie de travaux qui tiennent compte des perturbations dans
l'approche qu'ils proposent. En France, un ouvrage collectif (Billaut et al., 2005) a vu le jour en
2005. Le point de départ de cet ouvrage était le besoin pour les chercheurs qui travaillaient dans
ce domaine en France d'échanger leurs points de vue pour dé�nir un cadre commun. Les auteurs
s'intéressent à l'ordonnancement en contexte perturbé mais présentent des concepts qui peuvent
être largement généralisés à la recherche opérationnelle et l'aide à la décision sous perturbations.

Le but de ce chapitre est justement de présenter les outils et les notions nécessaires à la prise
en compte des perturbations en recherche opérationnelle et en aide à la décision. Pour cela, nous
nous appuierons très largement sur l'ouvrage cité précédemment.

Nous essaierons tout d'abord de mettre en évidence les perturbations. Sans être explicitement
exhaustif, nous identi�erons les sources de perturbation dans un système de production. La
volonté de prendre en compte les perturbations peut nécessiter de disposer d'une modélisation
non déterministe de ces perturbations, nous présenterons donc les modélisations les plus courantes
de la littérature.

Les perturbations étant identi�ées et éventuellement modélisées, il devient nécessaire de pro-
poser au décideur des outils pour résoudre son problème avec prise en compte des perturbations.
C'est pourquoi nous présenterons les approches de résolution proposées dans la littérature ainsi
que le concept de robustesse.

2 Mise en évidence des perturbations

Il n'est pas nécessaire de justi�er le fait que les systèmes de production sont naturellement
soumis à des perturbations. Dans le désir de prendre en compte ces perturbations il convient
d'identi�er les sources de perturbations, les types de perturbations et ensuite de faire un choix
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de modélisation.

2.1 Les sources de perturbations

A priori, tout peut être source de perturbation dans un système de production par rapport à
une donnée prévisionnelle. Dans (Roy, 2005), l'auteur préfère parler d'�à-peu-près� et de �zones
d'ignorance� en lieu et place de �perturbations�. Il distingue de plus trois catégories de sources
de perturbations :

� caractère imprécis, incertain, mal connu, voire indéterminé, des grandeurs d'entrée du pro-
blème,

� conditions de mise à exécution de la décision qui doit être arrêtée,
� caractère éminemment subjectif de divers aspects ayant trait à la faisabilité, à l'intérêt
relatif et aux modes de traitement des diverses actions potentielles.

Ces sources peuvent a�ecter ce qu'il appelle des points de fragilité tels que les durées d'exécution
d'une tâche, l'occurrence d'un événement. . .

Ces points de fragilités sont illustrées sur la �gure 2.1 dans le cadre des systèmes de produc-
tion.

Fig. 2.1 � Système de production et sources de perturbations.
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2.2 Les di�érents types de perturbation

Nous distinguons deux types de perturbation :

� Les aléas : ils sont liés à l'occurrence d'un événement non prévu tel que la panne d'une
machine, la rupture de stocks. . .

� Les incertitudes : elles sont liées à la di�culté de connaître de façon précise et certaine les
grandeurs factuelles d'un problème telles que les durées d'exécution, les dates limites, la
demande, les coûts. . .

2.3 La modélisation des perturbations

Le besoin de prendre en compte les perturbations crée un besoin sous-jacent qui est celui de
mettre en place des modèles non déterministes du fait de l'incertitude de certaines grandeurs. On
retrouve classiquement dans la littérature quatre modèles qui sont notamment présentés dans le
premier chapitre de (Billaut et al., 2005).

2.3.1 Modélisation stochastique

Les données (incertaines) du problème sont modélisées par des variables aléatoires. Les aléas
sont eux modélisés par une probabilité d'occurrence. Plusieurs di�cultés sont liées à cette mo-
délisation. Tout d'abord cette modélisation nécessite d'avoir une connaissance statistique des
données qui n'est pas toujours possible en pratique. Ensuite, cette modélisation conduit bien
souvent à vouloir garantir des performances en espérance, ce que nous trouvons incompatible
avec la notion de performance garantie. Cependant l'utilisation du niveau de service (Dauzère-
Pérès et al., 2005) permet de limiter cet écueil. D'après Dauzère-Pérès et al. (2005), le niveau de
service permet de répondre à des questions telles que �quelle est la probabilité que cet ordonnan-
cement se termine avant telle date ?�. Le niveau de service, contrairement à l'espérance, permet
de prendre en compte la variabilité et de ce point de vue en fait une mesure plus intéressante. Op-
timiser un niveau de service (et donc la probabilité qu'une solution remplisse une performance)
se rapproche de la notion de performance garantie.

2.3.2 Modélisation ensembliste

Lorsqu'il est possible de maintenir la valeur des données incertaines dans des limites, les
incertitudes peuvent être modélisées par des ensembles discrets ou continus.

Ensemble discret
Les données incertaines sont rangées dans un ensemble d'instances. Chaque instance �xe

une valeur à l'ensemble des données du problème et représente une instanciation com-
plète de celui-ci. Dans la littérature, les termes de �version� comme dans (Roy, 2002) ou de
�scenario� comme dans (Kouvelis et Yu, 1997) sont parfois utilisées en lieu et place d' �instance�.

Ensemble continu
Chaque donnée incertaine est rangée dans un intervalle continu dont les bornes sont connues

et considérées comme certaines.
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2.3.3 Modélisation �oue

On peut considérer la modélisation �oue comme une généralisation de la modélisation ensem-
bliste. Le terme ��ou� se réfère au caractère imprécis des bornes sur les ensembles discrets ou
continus. Les lecteurs peuvent consulter (Bourgade, 1998) pour avoir plus de détails concernant
l'utilisation de la modélisation �oue.

2.3.4 Modélisation sans aucune information

Il peut arriver parfois que la seule connaissance dont le décideur dispose soit le fait qu'une
donnée est incertaine sans estimation aucune de cette donnée. La seule solution qui s'impose
alors au décideur (si il souhaite prendre en compte cette incertitude) est d'utiliser une approche
purement en ligne qui construit dynamiquement une solution qui évolue avec les connaissances
progressives des données incertaines : c'est l'approche réactive présentée en section 3.2.

Dans la suite de ce chapitre, nous présenterons les di�érents concepts liés à la prise en compte
des perturbations en recherche opérationnelle, en partant du principe que c'est la modélisation
par instances qui a été choisie par le décideur.

3 Prise en compte des perturbations : les approches de résolution

Les perturbations sont identi�ées et modélisées, il est maintenant nécessaire de proposer
une approche pour construire des solutions dont les performances restent acceptables malgré les
perturbations. Il existe plusieurs approches dans la littérature dont le choix d'en privilégier une
devant une autre dépend du problème considéré et de la façon dont les perturbations ont pu être
modélisées.

3.1 L'approche proactive

Lorsque les connaissances sur les perturbations sont su�santes, une première approche de
résolution est l'approche proactive. Dans cette approche purement hors ligne, un algorithme
statique pro�te de la connaissance sur les perturbations (qui représente un risque à couvrir)
pour construire un ensemble de solutions (robustes) dont les performances correspondent à celles
désirées malgré les perturbations. Le but est que la solution appliquée en ligne o�re des per-
formances en adéquation avec celles désirées par le décideur : c'est la notion de garantie de
performances malgré les perturbations ou robustesse. Plutôt que de construire une solution opti-
male sur une instance prévisionnelle qui a de grande chance de ne pas correspondre à l'instance
réelle, l'approche proactive propose de construire des solutions ayant une performance globale
sur un ensemble d'instances qui représente un risque à couvrir.

3.2 L'approche réactive

L'approche proactive nécessite d'avoir des connaissances approfondies sur les perturbations.
En pratique ce n'est pas toujours possible. Lorsque l'information n'est pas su�sante, il est pos-
sible de privilégier une approche purement réactive. Il s'agit d'une approche strictement en ligne
qui consiste à construire une solution durant la phase dynamique. Un algorithme en ligne utilise
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la connaissance progressive des grandeurs du problème pour construire une solution intermé-
diaire qui évolue au fur et à mesure des informations disponibles. Cette approche possède deux
contraintes fortes :

� temps réel : il est nécessaire que la construction de la solution se fasse en temps réel pour
que la solution intermédiaire soit en adéquation avec la réalité.

� stabilité : il est nécessaire que la solution intermédiaire proposée garantisse une stabilité
dans le temps en terme de performance. Autrement dit une décision prise à l'instant t

qui assure une certaine performance à la solution intermédiaire, ne doit pas impliquer de
divergence en terme de performance à l'instant t + 1 et aux instants suivants.

L'approche réactive pose une question essentielle : �comment évaluer la performance d'une
solution intermédiaire ?� Cette question est primordiale puisque le but de l'approche réactive est
de tendre vers une solution �nale dont la performance est maximale. Cette performance �nale
dépend clairement de la manière d'évaluer les solutions intermédiaires.

3.3 L'approche proactive/réactive

Lorsque l'approche proactive permet de construire un ensemble de plusieurs solutions, il est
intéressant de la coupler à une approche réactive qui utilise les connaissances progressives des
grandeurs du problème pour choisir la meilleure solution dans l'ensemble proposé par l'algorithme
hors ligne.

Cette approche couplée permet également de réagir aux perturbations qui n'ont pas pu être
prises en compte lors de la phase proactive : aléas, incertitudes qui font sortir une grandeur de
l'intervalle qui la modélisait. . . Suite à un événement de ce type, l'algorithme dynamique a deux
possibilités :

� �Réparer� la solution courante de façon à construire une solution proche de celles proposées
lors de la phase proactive.

� Calculer une nouvelle solution en utilisant ou pas les solutions obtenues précédemment.

4 De la robustesse en recherche opérationnelle

Si nous imaginons maintenant que notre ré�exion déjà bien avancée nous a amené à modéliser
les perturbations et à choisir l'approche de résolution qui convenait le mieux à nos choix, il
nous manque toujours un moyen d'évaluer les solutions fournies par un algorithme face aux
perturbations.

Une façon d'évaluer une solution est de faire une analyse de robustesse. Billaut et al. (2005)
proposent la dé�nition suivante de la robustesse.

Dé�nition I.1 (Billaut et al., 2005). Une solution est robuste si sa performance est peu sensible
à l'incertitude des données et aux aléas.

Cette dé�nition, si elle a le mérite d'être consensuelle, reste imprécise dans le sens où il
est possible de comprendre de beaucoup de manières di�érentes l'expression �être peu sensible
aux perturbations�. Une des manières de mesurer cette sensibilité est de faire de l'analyse de
sensibilité.
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4.1 L'analyse de sensibilité

Dans (Mahjoub et al., 2005), les auteurs dé�nissent l'analyse de sensibilité de la manière
suivante.

Dé�nition I.2 (Mahjoub et al., 2005). Étant donné un problème d'optimisation P et une ins-
tance I de P, soient S∗I et z∗I une solution optimale pour I et sa valeur. Une analyse de sensibilité
sur P et I consiste à répondre (en partie au moins) aux questions suivantes :

1. Dans quel voisinage de I, S∗I (resp. z∗I) est-elle optimale ?

2. Dans quel voisinage de I, S∗I reste-t-elle réalisable, avec une performance acceptable ?

3. Étant donné I ′ voisine de I, S∗I est-elle réalisable pour I ′ et, si oui, quelle est sa dégradation
de performance ?

4. Étant donné I ′ voisine de I, quelle est la nouvelle solution (resp. valeur) optimale ?

ainsi qu'aux variantes obtenues en remplaçant S∗I par une solution quelconque dans les questions
2 et 3.

En pratique, une façon de répondre à la question 1 consiste à calculer un rayon de stabilité
au sens de (Sotskov et al., 1998).

Dé�nition I.3 (Sotskov et al., 1998). Étant donné un problème P, une instance I de P et une
solution S∗I optimale pour I, le rayon de stabilité ρ(S∗I , I) est le rayon maximum d'une boule
centrée sur I à l'intérieur de laquelle S∗I reste optimale.

L'analyse de sensibilité permet donc d'évaluer la sensibilité d'une solution face aux incerti-
tudes. En ce sens, elle ne permet pas de caractériser la solution. Pour caractériser une solution
en terme de robustesse, on trouve dans la littérature beaucoup d'approches.

Aloulou et al. (2005) proposent de ranger ces di�érentes approches dans deux catégories :
� les approches qui dé�nissent les solutions robustes comme étant celles qui optimisent un
critère de robustesse,

� les approches qui dé�nissent les solutions robustes comme étant celles qui véri�ent des
conditions de robustesse.

Nous proposons ci-après une vision large mais non exhaustive des approches de robustesse
en respectant la catégorisation de (Aloulou et al., 2005).

4.2 Approches de robustesse basées sur l'optimisation d'un critère

4.2.1 L'approche minmax

L'approche minmax constitue de loin l'approche la plus utilisée dans la littérature. L'ouvrage
référence en la matière est (Kouvelis et Yu, 1997).

Dé�nition I.4 Une solution S est minmax-robuste (resp. maxmin-robuste) si elle minimise
(resp. maximise) un critère de robustesse λ sur un ensemble P d'instances pour un critère d'op-
timalité z à minimiser (resp. maximiser).

Dans la suite de ce chapitre, nous considérerons que le critère d'optimalité z est un critère
de minimisation, sans perte de généralité.
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Critères de robustesse
Dans (Kouvelis et Yu, 1997) les auteurs dé�nissent trois critères de robustesse (qu'il faut

minimiser) :

� Le critère du coût maximal ou la robustesse absolue : λ1(S, z,P) = max
I∈P

(zI(S))

� Le critère de regret maximal ou la déviation robuste : λ2(S, z,P) = max
I∈P

(zI(S)− z∗I)

� Le critère de regret relatif ou la robustesse relative : λ3(S, z,P) = max
I∈P

(
zI(S)−z∗I

z∗I

)

Limites de l'approche minmax
L'approche minmax se place systématiquement dans le pire des cas pour mesurer la robustesse

d'une solution. Ce constat fait de l'approche minmax une approche très pessimiste. De plus me-
surer la performance pour la pire des instances implique de ne pas la mesurer pour les autres
instances. Soit S0 une solution minmax-robuste. Il existe éventuellement une solution S ′ légère-
ment plus mauvaise que S0 sur la pire des instances mais meilleure que S0 sur toutes les autres
instances. Le décideur aurait peut-être privilégié la solution S ′, mais avec l'approche minmax, il
ne dispose même pas de l'information.

4.2.2 L'OWA-robustesse

Étant données les limites de l'approche précédente, Galand et Spanjaard (2007) proposent
d'utiliser la moyenne ordonnée pondérée (OWA, Ordered Weighted Average) pour évaluer la
robustesse d'une solution sur l'ensemble des instances plutôt que sur la pire instance uniquement.
De fait cette approche nécessite que l'ensemble d'instances P soit un ensemble �ni.

Dé�nition I.5 (Galand et Spanjaard, 2007). Étant donné un vecteur x ∈ Rq, sa moyenne or-
donnée pondérée est OWA(x) =

∑q
i=1 wix(i) où x(1) ≥ . . . ≥ x(q) représentent les composantes

de x triées en ordre décroissant et
∑q

i=1 wi = 1.

Pour dé�nir l'OWA-robustesse, Galand et Spanjaard (2007) utilisent des opérateurs OWA

tels que les poids sont décroissants (i.e. w1 ≥ . . . ≥ wq) : ce choix illustre le fait que plus l'instance
est pénalisante pour la solution, plus on lui accorde de poids pour trouver la solution la plus
robuste au sens de ce critère.

Dé�nition I.6 (Galand et Spanjaard, 2007). Soient un ensemble P de q instances, une solution
S, et le vecteur ZS = (ZS1 , . . . ,ZSq ) tel que ZSk = zIk

(S). La solution S est OWA-robuste si elle
minimise OWA(ZS).

En ce sens l'approche OWA se rapproche de l'agrégation de critères en optimisation multi-
critère. Ici les critères sont les performances sur les instances.

Une généralisation de la robustesse absolue
Galand et Spanjaard (2007) soulignent le fait que l'opérateur OWA englobe le critère du coût

maximal. En e�et, il su�t de prendre les poids w1 = 1, w2 = 0, . . . , wq = 0 pour que OWA = λ1.
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Limites de l'approche
L'approche OWA se place dans un contexte où le nombre d'instances est �ni, ce qui en pratique

n'est pas toujours possible. Ensuite les premières applications de cette approche (Galand et
Spanjaard, 2007) ont montré que le nombre d'instances considérées est un paramètre crucial dans
la di�culté de résolution. En�n cette approche nécessite que le décideur soit capable d'évaluer
les poids w. Et le choix des poids est essentiel tout comme dans l'agrégation de critères en
optimisation multicritère.

4.3 Les approches de robustesse basées sur la véri�cation de conditions de
robustesse

Les approches précédentes basées sur l'optimisation d'un critère possèdent une limite majeure
qui est celle de ne pas tenir compte du caractère subjectif de la robustesse. En e�et, les approches
précédentes ne laissent pas de liberté au décideur pour �xer ce qu'il attend d'une solution robuste.
Les approches basées sur la véri�cation de conditions de robustesse permettent de rendre au
décideur ce pouvoir puisque c'est lui qui va �xer ce qu'il attend d'une solution robuste au moyen
de conditions de robustesse.

4.3.1 La p-robustesse

Dans (Kouvelis et al., 1992), les auteurs proposent de dé�nir la robustesse comme étant
la capacité d'une solution à garantir une performance qui ne s'éloigne pas de plus de p% de
l'optimal, quelle que soit l'instance de P. Les auteurs de (Snyder, 2006) appellent cette robustesse
la p-robustesse.

Dé�nition I.7 Une solution S est p-robuste sur l'ensemble d'instances P si elle véri�e la condi-
tion suivante :

λ3(S, z,P) ≤ p

4.3.2 La β-robustesse

Dans (Kalaï et Lamboray, 2007), les auteurs comparent deux approches de robustesse dont
l'une est la même approche que (Kouvelis et al., 1992) mais en considérant le critère du regret
maximal (λ2). Ils dé�nissent la robustesse comme étant la capacité d'une solution à garantir une
performance qui ne s'éloigne pas d'un certain seuil de l'optimum, quelle que soit l'instance de P.
Ce seuil toléré est noté β. Les auteurs appellent cette robustesse la β-robustesse.

Dé�nition I.8 (Kalaï et Lamboray, 2007). Une solution S est β-robuste sur l'ensemble d'ins-
tances P si elle véri�e la condition suivante :

λ2(S, z,P) ≤ β

4.3.3 La Lλ-robustesse

Rossi (2003) englobe les deux approches précédentes pour n'importe quel critère de robustesse.
Il dé�nit la robustesse comme étant la capacité d'une solution à garantir un niveau de performance
Lλ selon un critère de robustesse λ, quelle que soit l'instance de P. Pour rester cohérent avec les
deux approches précédentes nous appelons cette robustesse la Lλ-robustesse.
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Dé�nition I.9 Une solution S est Lλ-robuste sur l'ensemble d'instances P relativement au cri-
tère de robustesse λ si elle véri�e la condition suivante :

λ(S, z,P) ≤ Lλ

Une généralisation de la p- et la β-robustesse La Lλ-robustesse englobe la p- et la
β-robustesse. En e�et il su�t de choisir λ = λ3 et de poser Lλ = p pour que la Lλ-robustesse soit
équivalente à la p-robustesse. De la même manière il su�t de choisir λ = λ2 et de poser Lλ = β

pour que la Lλ-robustesse soit équivalente à la β-robustesse.

4.3.4 L'α-robustesse lexicographique

Les reproches qui ont été faits à l'approche minmax restent vrais pour la Lλ-robustesse dans
le cas où le critère de robustesse utilisé est λ1, λ2, λ3 ou tout autre critère qui mesure une
performance dans le pire des cas.

C'est pourquoi Kalaï (2006) propose une nouvelle approche de robustesse qui prend en compte
toutes les instances plutôt que la pire instance. Tout comme l'OWA-robustesse, cette approche
nécessite que l'ensemble P d'instances soit de cardinal �ni q. Les auteurs dé�nissent d'abord le
vecteur Z(S) = (zI1(S), . . . , zIq(S)).

Dé�nition I.10 (Kalaï, 2006). Le vecteur de désutilité est le vecteur Ẑ(S) = (ẑ1(S), . . . , ẑq(S))
obtenu en ordonnant les coordonnées de Z(S) dans l'ordre décroissant.

Dé�nition I.11 (Kalaï et Vanderpooten, 2006). La solution idéale (�ctive) est la solution S∗

telle que Ẑ(S∗) = (ẑ1(S∗1 ), . . . , ẑq(S∗q )). S∗k étant la solution qui véri�e ẑk(S∗k) = min
S∈Υ

ẑk(S).

où Υ est l'ensemble des solutions qui doivent être évaluées en terme de robustesse. Υ peut être par
exemple l'ensemble des solutions admissibles sur l'ensemble P ou encore l'ensemble des solutions
optimales.

Dé�nition I.12 (Kalaï et Vanderpooten, 2006). Une solution S est α-robuste lexicographique si
elle véri�e les conditions suivantes :

ẑk(S)− ẑk(S∗k) ≤ α, ∀k ≤ q

Une relaxation de la β-robustesse Dans (Kalaï et Lamboray, 2007), les auteurs démontrent
que l'α-robustesse lexicographique est une relaxation de la β-robustesse. En ce sens, si β ≤ α

alors l'ensemble des solutions β-robustes est inclus dans l'ensemble des solutions α-robustes
lexicographiques.

4.4 Application des approches de robustesse à un exemple

A�n d'illustrer les di�érentes approches de robustesse présentées dans les sections précédentes,
nous allons les appliquer à un exemple simple issu de l'ordonnancement.

Nous considérons le problème 1//
∑

Cj qui consiste à ordonnancer n tâches de durée respec-
tive pj (et disponibles à l'instant t = 0) sur une machine de telle sorte à minimiser les encours
mesurés par z =

∑
Cj où Cj représente la date de �n de la tâche j. Une solution S à un tel

problème �xe un ordre des tâches sur la machine j. En contexte certain, ce problème est facile
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puisqu'il existe un algorithme polynomial pour le résoudre qui consiste à ordonnancer les tâches
par durée croissante (règle SPT).

Dans notre exemple, nous considérons cinq tâches pour lesquelles il existe des incertitudes
sur les durées. Cependant, nous partons du principe que le décideur a identi�é un ensemble P
de trois instances I1, I2, I3. Ces trois instances sont décrites dans le tableau 2.1.

Tab. 2.1 � Instances du problèmes 1//
∑

Cj

I1 I2 I3
p1 9 5 2
p2 5 3 5
p3 3 2 7
p4 2 9 3
p5 7 7 9∑
pj 26 26 26

À chacune des instances Ik nous associons sa solution optimale S∗k et la valeur optimale du
critère correspondant z∗k. On peut les retrouver dans le tableau 2.2.

Tab. 2.2 � Solutions optimales et valeurs associées pour les di�érentes instances de 1//
∑

Cj

I1 I2 I3
S∗k {4, 3, 2, 5, 1} {3, 2, 1, 5, 4} {1, 4, 2, 3, 5}
z∗k 60 60 60

La solution S∗1 = {4, 3, 2, 5, 1} consiste à exécuter en premier lieu la tâche 4, puis la tâche 3,
suivie des tâches 2 et 5 et en�n la tâche 1.

Le tableau 2.3 dresse le bilan des performances des solutions appliquées aux di�érentes ins-
tances du problèmes.

Tab. 2.3 � Performances des solutions sur les di�érentes instances du problème

zI (S) I1 I2 I3
S∗1 60 81 78
S∗2 78 60 82
S∗3 81 81 60

4.4.1 Utilisation des approches basées sur la minimisation d'un critère de robus-
tesse

Nous proposons tout d'abord d'utiliser les approches de robustesse qui utilisent la minimisa-
tion des critères λ2 et OWA pour discriminer les solutions S∗1 , S∗2 , S∗3 . Nous dé�nissons les poids
w de l'opérateur OWA par w1 = 1

2 , w2 = 1
3 et w3 = 1

6 .
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Le tableau 2.4 donne les valeurs des déviations entre zI(S) et z∗I pour chacune des instances
et chacune des solutions.

Tab. 2.4 � Valeurs des déviations pour chacune des instances et chacune des solutions

zI(S)− z∗I I1 I2 I3
S∗1 0 21 18
S∗2 18 0 22
S∗3 21 21 0

Le tableau 2.5 donne les valeurs des deux critères de robustesse pour les solutions.

Tab. 2.5 � Évaluation des critères de robustesse sur les di�érentes solutions

S∗1 S∗2 S∗3
λ2 (S, z,P) 21 22 21

OWA 76,5 77 77,5

Le critère λ2 ne permet pas de discriminer les solutions S∗1 et S∗3 qui sont les plus robustes
d'après ce critère. Cet exemple est intéressant car il nous permet de mettre en avant une des
limites de l'approche minmax. En regardant le tableau 2.4, qui donne les valeurs de zI(S)− z∗I
pour les di�érentes solutions, on peut se rendre compte que S∗1 a des meilleures performances
globales que S∗3 . Si le décideur avait à sa disposition ces informations, il privilégierait certainement
la solution S∗1 devant la solution S∗3 . Le critère λ2 ne permet pas de le faire car il ne s'intéresse
qu'au pire cas.

Le critère OWA, qui évalue les solutions sur l'ensemble des instances permet justement de
faire cette discrimination en faveur de S∗1 . Notons tout de même ici que la notion de robustesse
dépend clairement du critère de robustesse. En e�et, selon le critère OWA, S∗2 est plus robuste
que S∗3 , contrairement à ce qu'annonce le critère λ2.

Nous n'avons étudié, pour l'instant, la robustesse que parmi les solutions optimales. Étudions
maintenant la solution S̃ = {3, 2, 4, 1, 5}. Ses performances sont répertoriées dans le tableau 2.6.

Tab. 2.6 � Performances de la solution S̃

I1 I2 I3
zI

(
S̃
)

66 66 77

zI

(
S̃
)
− z∗I 6 6 17

λ2

(
S̃, z,P

)
17

OWA 71,5

On peut voir que S̃ est plus robuste que les solutions optimales. De manière générale, les
solutions robustes ne sont pas à chercher parmi les seules solutions optimales.
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4.4.2 Utilisation des approches basées sur la véri�cation de conditions de robustesse

Comme nous l'avons vu dans les sections précédentes, les approches de robustesse basées sur
la véri�cation de conditions de robustesse permettent de prendre en compte le caractère subjectif
lié à la robustesse. Nous illustrons cette réalité sur l'exemple 1//

∑
Cj avec la β-robustesse et

l'α-robustesse lexicographique.

Nous allons évaluer les solutions S∗1 , S∗2 , S∗3 et S̃ à l'aide de la β-robustesse et de l'α-robustesse
lexicographique. On peut retrouver le vecteur de désutilité pour chacune des solutions dans le
tableau 2.7. Les écarts entre les vecteurs de désutilité des di�érentes solutions et celui de la
solution idéale �ctive sont donnés dans le tableau 2.8.

Tab. 2.7 � Vecteur de désutilité pour les solutions S∗1 , S∗2 , S∗3 , S̃ ainsi que la solution idéale
�ctive S∗

Ẑ(S) S∗1 S∗2 S∗3 S̃ S∗

Ẑ1(S) 81 82 81 77 77
Ẑ2(S) 78 78 81 66 66
Ẑ3(S) 60 60 60 66 60

Tab. 2.8 � Écarts entre les vecteurs de désutilité des solutions et le vecteur de désutilité de la
solution idéale �ctive

Ẑk(S)− Ẑk(S∗) S∗1 S∗2 S∗3 S̃
Ẑ1(S)− Ẑ1(S∗) 4 5 4 0
Ẑ2(S)− Ẑ2(S∗) 12 12 15 0
Ẑ3(S)− Ẑ3(S∗) 0 0 0 6

À l'aide des di�érents tableaux issus de cet exemple, nous pouvons dresser le tableau 2.9 qui
donne les ensembles de solutions robustes suivant les valeurs de α et β.

On peut voir que si le décideur est trop exigeant, il se peut qu'aucune solution ne soit robuste.
Si il ne l'est pas assez, il se retrouvera avec toutes les solutions comme étant robustes et il sera
incapable de les discriminer.

4.5 Comparaisons des approches et bibliographie associée

Le tableau 2.10 dresse un bilan des di�érentes approches de robustesse que nous venons de
présenter. Il fait la synthèse des avantages et des limites de chacune des approches et donne
également une courte bibliographie associée à chacune des approches.

4.6 Robustesse versus optimalité

Si l'optimalité peut être vue comme une performance locale sur une instance, la robustesse
est une performance globale sur un ensemble d'instances. Vouloir une performance globale a
un prix : celui d'accepter que les performances ne seront éventuellement pas optimales pour une
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Tab. 2.9 � Solutions robustes suivant les valeurs de α et β

Valeurs de α et β
Ensemble des solutions Ensemble des solutions

β-robustes α-robustes lexicographiques

(α, β) ≤ 5 {∅} {∅}
6 ≤ (α, β) ≤ 11 {∅} {S̃}
12 ≤ (α, β) ≤ 14 {∅} {S∗1 ; S∗2 ; S̃}
15 ≤ (α, β) ≤ 16 {∅} {S∗1 ; S∗2 ; S∗3 ; S̃}
17 ≤ (α, β) ≤ 20 {S̃} {S∗1 ; S∗2 ; S∗3 ; S̃}

(α, β) = 21 {S∗1 ; S∗3 ; S̃} {S∗1 ; S∗2 ; S∗3 ; S̃}
(α, β) ≥ 22 {S∗1 ; S∗2 ; S∗3 ; S̃} {S∗1 ; S∗2 ; S∗3 ; S̃}

instance donnée. Les approches de robustesse basées sur la véri�cation de conditions de robustesse
permettent de �xer le prix que le décideur est prêt à payer. Plus le prix qu'il est prêt à payer
est faible, plus la possibilité de trouver une solution robuste l'est également. Si nous reprenons
l'exemple de la section 4.4, on peut voir que le décideur doit être prêt à s'éloigner de près de
30% de l'optimal pour trouver une solution robuste parmi {S∗1 ; S∗2 ; S∗3 ; S̃}. En e�et, d'après
le tableau 2.9, il faut que β soit supérieur ou égal à 17 pour que S̃ soit une solution robuste au
sens de la β-robustesse : ce qui veut dire d'après la dé�nition de la β-robustesse que la solution
peut s'éloigner de 17 de l'optimal soit un peu moins de 30% de 60 qui est la valeur optimale pour
chacune des instances prises en compte.

5 Processus complet de résolution

Les di�érentes approches de robustesse présentées précédemment propose des outils pour
évaluer la robustesse d'une solution mais ne donne pas de méthode de résolution.

Billaut et al. (2005) propose justement un processus complet de résolution en ordonnancement
sous incertitudes parfaitement généralisable à notre problématique.

Le processus de résolution proposé par (Billaut et al., 2005) s'articule autour de trois étapes :

1. Étape 0 : Dé�nition du problème statique. Elle comprend donc la dé�nition des spéci�ca-
tions classiques du problème déterministe mais elle implique également la spéci�cation des
incertitudes et leur modélisation. La notion de qualité d'une solution doit également être
précisée à cette étape avec le critère d'optimalité z et le critère de robustesse λ.

2. Étape 1 : Calcul d'un ensemble de solutions par un algorithme proactif.

3. Étape 2 : Calcul d'une solution unique par un algorithme réactif.

L'étape 1 ou 2 est facultative. Si il n'y a que l'étape 1, le processus se résume à l'approche
proactive présentée en section 3.1. Si il n'y a que l'étape 2, le processus se résume à l'approche
réactive présentée en section 3.2. Si les deux étapes sont présentes, le processus correspond à une
approche proactive/réactive présentée en section 3.3.

Si nous choisissons la Lλ-robustesse pour évaluer la robustesse d'une solution, le processus
complet de résolution peut être illustré à l'aide de la �gure 2.2.

D'après la �gure 2.2, un algorithme proactif calcule, pour un ensemble d'instances P, une
solution S0 dont la performance globale mesurée par λ (S0, z,P) véri�e la condition de robustesse :
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Fig. 2.2 � Vision automaticienne du processus complet de résolution

λ (S0, z,P) ≤ Lλ. Lλ est une consigne. En ligne, des perturbations peuvent survenir de telle sorte
que l'instance réelle ne soit plus dans P. L'ensemble P est donc enrichi de cette nouvelle instance
pour donner P ′. Si les performances globales sur P ′ de la solution S0 ne respectent plus la consigne
Lλ alors l'algorithme réactif calcule une nouvelle solution Sr qui garantie la performance globale
sur P ′.

6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté les concepts et les outils liés à la prise en compte
des perturbations en recherche opérationnelle et aide à la décision. Cette étude s'est largement
appuyée sur le cadre dé�ni par le groupe de recherche �Flexibilité et Robustesse� du GOThA
(Groupe d'Ordonnancement Théorique et Appliqué) dont le travail a abouti à l'ouvrage collectif
(Billaut et al., 2005).

Nous nous inscrivons volontairement dans le cadre dé�ni par (Billaut et al., 2005) qui propose
un processus complet de résolution des problèmes d'optimisation en contexte incertain. Dans la
suite de ce mémoire nous nous e�orcerons de nous inscrire dans ce cadre pour l'application à un
système de production de biens dans la partie II et un système de production de services dans
la partie III.
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Tab. 2.10 � Comparaison des di�érentes approches de robustesse et bibliographie associée
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Deuxième partie

Con�guration robuste d'un système de
production de biens : un atelier de
machines parallèles partiellement

multifonctions





Chapitre 3

Étude du problème statique : étape 0

1 Introduction : un bref historique de l'étude de ce problème

L'objet de ce chapitre est d'étudier le problème statique issu du problème plus général de
prise en compte des incertitudes sur la demande pour la con�guration robuste d'un atelier de
machines parallèles partiellement multifonctions. Ce que nous entendons par problème statique
au sens de (Billaut et al., 2005) est le problème où toutes les données sont considérées comme
certaines et connues.

Avant de commencer notre étude, nous aimerions revenir sur la genèse de ce problème. Si le
problème actuel ressemble beaucoup à un problème théorique, il trouve son origine dans le milieu
industriel.

En e�et, l'étude inductive du problème qui nous concerne dans cette partie a été entamée lors
de la thèse d'André Rossi (Rossi, 2003). Il a étudié un atelier particulier de la chaîne de production
des semiconducteurs : l'atelier de photolithographie. Cet atelier a la particularité de subir des
�ux de produits réentrants. Cela fait de lui un atelier goulot pour l'ensemble de la production et
donc d'être le lieu où se concentre la plupart des enjeux de l'entreprise. La con�guration de cet
atelier en devient critique, d'où la nécessité de prendre en compte les incertitudes sur la demande.

Dans (Rossi, 2003) les machines de l'atelier de photolithographie ont été modélisées par des
machines parallèles partiellement multifonctions.

Le travail d'André Rossi a principalement consisté à modéliser ce problème, à dé�nir le
critère de performance de l'équilibre de la charge, et à proposer un outil d'évaluation et de
mesure de la robustesse o�erte par la con�guration de l'atelier. L'acquisition de cet outil pour
évaluer la capacité de l'atelier à garantir l'existence d'un plan de production équilibré malgré
les perturbations sur la demande nous a permis de prolonger ce travail en le généralisant aux
ateliers de machines parallèles partiellement multifonctions (Brucker et al., 1997; Vaik, 2005).

Nous proposons notamment d'utiliser l'outil développé par André Rossi pour construire la
con�guration qui minimise son coût et qui maximise son niveau de robustesse : c'est l'objet du
chapitre 4.

Nous nous intéressons dans ce chapitre au problème statique qui considère que la demande
est certaine et connue et qui consiste à construire la con�guration la moins onéreuse tout en ga-
rantissant l'existence d'un plan de production équilibré qui satisfait une demande prévisionnelle.
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2 Les machines parallèles partiellement multifonctions : particu-

larités

Nous nous intéressons dans ce chapitre à la con�guration d'un atelier de machines parallèles
partiellement multifonctions. Classiquement les machines parallèles partiellement multifonctions
sont modélisées de la façon suivante (Brucker et al., 1997; Vaik, 2005) : chaque machine est
associée à un sous-ensemble de produits qu'elle est capable de produire a priori. Nous utilisons
un modèle di�érent mais équivalent : l'atelier de machines parallèles partiellement multifonctions
est vu comme un atelier de machines parallèles. Cependant il existe des contraintes technologiques
qui empêchent d'associer certains produits à certaines machines pour des raisons physiques ou
technologiques. De plus lorsqu'il n'y a pas de contrainte technologique, le fait d'associer une
machine à un certain type de produit implique le réglage et la mise en place d'une ressource sur
cette machine. Cette action se traduit par la quali�cation de la machine pour le type de produit
considéré. L'ensemble des quali�cations représente exactement la con�guration de l'atelier. De
plus quali�er une machine pour un type de produit induit un coût. Ce coût est in�ni lorsqu'une
contrainte technologique interdit la quali�cation. Le coût est �ni lorsqu'il n'y a pas de contrainte
technologique.

Lorsque le coût est �ni, une décision doit être prise : la machine doit-elle être quali�ée pour le
produit en question ? Répondre à cette question pour chaque machine et chaque type de produit
permet de dé�nir la con�guration de l'atelier.

3 Modélisation de l'atelier de machines parallèles partiellement

multifonctions

Un atelier de machines parallèles partiellement multifonctions est constitué de m machines.
L'ensemble {1, . . . ,m} des machines est noté M. Chacune de ces machines est technologique-
ment capable de ne traiter qu'un sous-ensemble de types de produit parmi n types. L'ensemble
{1, . . . , n} des types de produits est noté N .

Nous présentons dans cette section comment nous avons modélisé les di�érents objets de
notre problème et comment nous avons pris en compte leurs caractéristiques.

3.1 Caractéristiques des machines

3.1.1 Les contraintes technologiques

Un atelier de machines parallèles partiellement multifonctions se caractérise notamment par
des contraintes technologiques. Ces données sont modélisées par une matrice binaire T de taille
n×m appelée matrice technologique. Chaque ligne représente un type de produit et chaque co-
lonne une machine. T (i, j) = 0 si une contrainte technologique existe qui empêche de quali�er la
machine j pour le produit de type i, T (i, j) = 1 sinon. L'existence de ces contraintes technolo-
giques peut se justi�er par le fait qu'une machine ancienne est incapable de traiter un type de
produit de dernière génération par exemple.

Lorsque T = [1] (il n'y a pas de contrainte technologique), alors les machines sont des
machines parallèles dans l'acception classique de ce terme. De ce point de vue, les machines
parallèles partiellement multifonctions représentent une généralisation des machines parallèles.
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3.1.2 La vitesse des machines

Les machines peuvent avoir des vitesses di�érentes pour réaliser un produit donné, nous
dé�nissons donc une matrice vitesse V de taille n×m. V (i, j) évalue la quantité de produits de
type i que peut traiter la machine j par unité de temps. Si une contrainte technologique entre
la machine j et le produit de type i existe (i.e. T (i, j) = 0) alors V (i, j) = 0.

Classiquement, l'ensemble des machines est caractérisé selon 3 types que nous généralisons
aux machines parallèles partiellement multifonctions :

� les machines non liées : il n'existe aucun lien entre les di�érentes données vitesses des
machines.

� les machines uniformes : il existe un vecteur colonne VP de taille n et un vecteur ligne VM

de taille m tels que :

∀(i, j) ∈ N ×M V (i, j) = T (i, j)× VP (i)× VM (j) (3.1)

où VP (i) et VM (j) sont des réels strictement positifs.
� les machines identiques : les vitesses sont toutes identiques et la matrice V peut s'écrire de
la façon suivante :

∀(i, j) ∈ N ×M V (i, j) = v × T (i, j) (3.2)

où v est une constante réelle positive.

3.1.3 Les coûts de quali�cation

Quali�er une machine pour un type de produit induit des coûts liés à la préparation de la
machine : mise à disposition de ressources particulières sur la machine, mise à disposition d'outils,
positionnement de l'outil, réglage de l'outil, nettoyage, inspection du matériel (Allahverdi et al.,
1999, 2006). Ces coûts de quali�cation sont les composantes d'une matrice de coût réelle de taille
n×m notée K. K(i, j) représente le coût de quali�cation de la machine j pour le produit de type
i. Si la machine j est technologiquement incapable de produire le type i (i.e. T (i, j) = 0), K(i, j)
est in�ni. Si la contrainte technologique n'existe pas, K(i, j) est un nombre réel strictement
positif.

3.2 La demande

Nous partons du principe qu'une demande prévisionnelle existe. Elle est notée Iref et corres-
pond à une instance particulière modélisée par un vecteur réel de taille n qui évalue une demande
prédictive moyenne pour chacun des types de produit. La demande dé�nit n tâches dont chacune
correspond à un type de produit. Chaque tâche consiste à fabriquer la totalité du type de produit.

3.3 Con�guration de l'atelier

Nous représentons la con�guration de l'atelier par une matrice de quali�cation binaire S de
taille n×m. S(i, j) = 1 si la machine j est quali�ée pour le produit de type i. Lorsque S(i, j) = 0,
la machine j est incapable de produire le produit de type i. Deux raisons peuvent expliquer une
telle non-quali�cation :

� une raison technologique : technologiquement ou physiquement, la machine j ne peut
pas produire le produit de type i. Cette contrainte est donnée par la matrice T lorsque
T (i, j) = 0.
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� une raison économique : le choix de ne pas quali�er la machine j pour le produit de type i

est le résultat d'une décision stratégique, principalement économique. Toutes les machines
ne doivent pas nécessairement être quali�ées pour tous les types de produit parce que cela
serait d'une part économiquement non viable et d'autre part inutile même d'un point de
vue performance.

Le coût d'une con�guration est évalué par la fonction suivante :

C(S) =
∑
i∈N

∑
j∈M

K(i, j)× S(i, j) (3.3)

Nous dé�nissons également le coût réduit d'une con�guration par :

Cr(S) =

∑
i∈N

∑
j∈M

K(i, j)× S(i, j)∑
i∈N

∑
j∈M

K(i, j)× T (i, j)
(3.4)

Le coût réduit est un coût normé qui représente un pourcentage par rapport au coût maximal
lorsque les machines sont quali�ées pour tous les types de produits pour lesquels elles peuvent
être quali�és a priori (i.e. S = T ).

3.4 Plan de production

Un plan de production est représenté par une matrice de répartition réelle R de taille n×m.
R(i, j) est le temps alloué à la machine j pour produire une certaine quantité de produits de
type i. La préemption et le splitting sont autorisés dans le plan de production : une tâche peut
être coupée et exécutée en même temps sur deux machines di�érentes. L'origine industrielle de
notre problème nous autorise cette liberté.

La préemption et le splitting nous permettent de traiter le calcul du plan de production
comme un problème d'a�ectation et non d'ordonnancement : l'ordre des tâches sur les machines
n'a pas d'importance, seule l'a�ectation d'une quantité d'un type de produit à une machine
compte.

4 Contraintes et critère d'optimisation

Con�gurer l'atelier de machines parallèles partiellement multifonctions impliquent de respec-
ter des contraintes tout en optimisant un critère.

4.1 Contraintes

Une solution admissible est une con�guration S qui respecte les contraintes suivantes.

1. Contrainte liée à la demande : une con�guration admissible contient au moins une
machine quali�ée par produit pour assurer que le produit puisse être fabriqué.

2. Contraintes technologiques : les contraintes technologiques sont dé�nies par la matrice
T qui illustre les incapacités physiques de certaines machines à produire certains produits.
Une con�guration S admissible doit donc véri�er l'ensemble des contraintes suivantes :

∀(i, j) ∈ N ×M S(i, j) ≤ T (i, j) (3.5)
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3. L'équilibre de la charge : une con�guration admissible S doit garantir qu'il existe un
plan de production équilibré pour la demande Iref : la même durée de travail est allouée
à toutes les machines.

Dé�nition II.1 Un plan de production R est équilibré si il véri�e la contrainte suivante :∑
i∈N

R(i, j) = TWLoad ∀j ∈M (3.6)

où TWLoad est une constante réelle positive.

4.1.1 Pertinence de la contrainte d'équilibre de la charge dans le contexte de la
fabrication des semiconducteurs :

La contrainte d'équilibre de la charge est pertinente dans le contexte de la fabrication des
semiconducteurs comme l'ont montré (Rossi et al., 2004; Miwa et al., 2005). En e�et dans ce
contexte, les machines représentent un tel coût d'investissement (plus de 25 millions d'euros
pour certaines d'entre elles (Johnzén et al., 2007)) comparativement à leur obsolescence rapide,
qu'il est indispensable qu'elles aient un taux d'occupation maximal pour les rentabiliser le plus
rapidement possible.

4.2 Critère d'optimisation : les coûts liés à la con�guration

Nous nous plaçons dans un contexte où quali�er une machine pour un type de produit
induit un coût qui est loin d'être négligeable. Ce coût peut-être lié au réglage de la machine, à
l'installation de ressources particulières . . .
Le critère d'optimalité du problème statique est donc le coût de la con�guration à minimiser
z = C(S).

5 Dé�nition du problème statique

5.1 Énoncé

À la lumière des précédentes notations et dé�nitions, le problème statique peut être énoncé
de la manière suivante.

Dé�nition II.2 Connaissant la demande de référence Iref , les vitesses des machines V et
les coûts de quali�cation K, le problème Con�guration Admissible de Coût Minimal (CACM)
consiste à trouver la con�guration admissible S qui minimise C(S).

La �gure 3.1 donne la manière dont nous avons décomposé le problème statique dans ce
chapitre.

5.2 Le problème d'a�ectation associé : calcul d'un plan de production équi-
libré

Si une con�guration admissible S est connue, le problème d'a�ectation consiste à chercher
un plan de production équilibré R.

Le problème d'a�ectation peut donc être formulé ainsi : �étant données une con�guration S
et une demande Iref , trouver un plan de production équilibré R qui satisfait la demande Iref�
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(section 5.2)

(section 5.5)

(section 5.4)

(section 6)

Fig. 3.1 � Décomposition du problème statique en sous problèmes

En utilisant les champs classiques de notation α|β|γ de l'ordonnancement introduits par
(Graham et al., 1979) puis complétés par (Blazewicz et al., 1996) et (T'Kindt et Billaut, 2002),
ce problème est noté MPM |split, blcg|−. Le champs α se réfère au type de machines. Ici MPM

signi�e que l'on a a�aire à des machines parallèles partiellement multifonctions (Multi-Purpose
Machines en anglais). Le champs β contient l'ensemble des contraintes du problème. Dans notre
cas, split signi�e que le splitting est autorisé : une tâche peut être partitionnée et les parties
peuvent être exécutées en même temps sur plusieurs machines. blcg signi�e que les machines
doivent �nir leur production à la même date. En�n le champs γ dé�nit les critères à optimiser.
Ici, le tiret (−) signi�e qu'il n'y a pas de critère à optimiser, et que nous avons a�aire à un
problème de faisabilité.

Le problème MPM|split,blcg|- est un problème facile qui peut être résolu à l'aide du pro-
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gramme linéaire suivant noté PL1(S, Iref ).

PL1(S, Iref )



min (zeq = Cmax − Cmin)∑
j∈M

R(i, j)× V (i, j) = Iref (i) ∀i ∈ N (a)(∑
i∈N

R(i, j)
)
− Cmax ≤ 0 ∀j ∈M (b)(∑

i∈N
R(i, j)

)
− Cmin ≥ 0 ∀j ∈M (c)

(1− S(i, j))×R(i, j) = 0 ∀(i, j) ∈ N ×M (d)
R(i, j) ≥ 0 ∀(i, j) ∈ N ×M (e)

(3.7)

V (i, j), Iref (i) et S(i, j) sont des données alors que Cmax, Cmin et R(i, j) sont des variables.
Cmax est le temps de traitement de la machine la plus chargée (le makespan classique). Cmin est
le temps de traitement de la machine la moins chargée.

Nous notons ce problème PL1(S, Iref ) pour montrer que les instances du problème sont S
et Iref . Les autres données du problème sont supposées comme étant constantes tout au long
de ce chapitre. L'ensemble des contraintes (3.7a) permet de véri�er que la demande Iref est
satisfaite. L'ensemble des contraintes (3.7b) permet de mettre à jour le temps de traitement de la
machine la plus chargée. L'ensemble des contraintes (3.7c) permet de mettre à jour le temps de
traitement de la machine la moins chargée. Les contraintes (3.7d) interdisent l'a�ectation d'un
type de produit à une machine qui n'est pas quali�ée pour le type de produit en question. En�n
les contraintes (3.7e) dé�nissent le domaine de variation des variables R(i, j).

Soit
{
R,Cmax, Cmin, z∗eq

}
une solution optimale de PL1(S, Iref ) ; le problème

MPM |split, blcg|− admet une solution si et seulement si z∗eq = 0. Dans ce cas, la charge
commune à toutes les machines est TWLoad = Cmax = Cmin.

5.3 Étude de complexité de CACM

Le but de cette section est de démontrer que le problème statique est NP-di�cile au sens
fort.

Théorème II.1 (Aubry et al., 2006c). Le problème Con�guration Admissible de Coût Minimal
est NP-di�cile au sens fort même dans le cas où les machines sont identiques avec des vitesses
et des coûts de quali�cation unitaires.

5.3.1 Preuve

La preuve utilise une transformation du problème 3-partition (Garey et Johnson, 1979).

Réduction de CACM au problème 3-partition
Une instance du problème 3-partition est dé�nie par un nombre entier strictement positif E

et un ensemble O de 3m entiers {o1, . . . , o3m} tels que E
4 ≤ oi ≤ E

2 et
∑

o∈O o = mE.
La question est : � l'ensemble O peut-il être partitionné en m sous-ensembles disjoints O1, . . . , Om

tels que pour j = 1 . . .m,
∑

o∈Oj
o = E ? �

Étant donnée une instance du problème 3-partition, une instance particulière du problème
Con�guration Admissible de Coût Minimal est dé�nie de la manière suivante. Il y a n = 3m

types de produits et m machines. Pour i = 1 . . . 3m, on pose Iref (i) = oi. Puis pour i = 1 . . . 3m
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et pour j = 1 . . .m, on pose K(i, j) = T (i, j) = V (i, j) = 1. La question du problème de
décision correspondant au problème CACM devient : � Existe-t-il une con�guration S de coût
C(S) = 3m qui garantit l'existence d'un plan de production R satisfaisant la demande Iref avec
une charge équilibrée égale à E ? �

⇒ Identi�cation de CACM réduit au problème 3-partition
Nous montrons ici que si le problème 3-partition a une réponse positive alors le problème

CACM réduit a également une réponse positive.

La con�guration S est construite de la manière suivante à partir de la solution du problème
3-partition. Pour i = 1 . . . 3m et pour j = 1 . . .m, on pose S(i, j) = 1 si oi ∈ Oj et S(i, j) = 0
sinon. Dans la mesure où E

4 ≤ oi ≤ E
2 et

∑
o∈Oi

o = E, chaque ensemble Oj possède exactement
trois éléments.

On peut montrer que C(S) = 3m :

C(S) =
m∑

j=1

3m∑
i=1

K(i, j)×S(i, j) =
m∑

j=1

3m∑
i=1

S(i, j) =
m∑

j=1

∑
i|oi∈Oj

S(i, j) =
m∑

j=1

∑
i|oi∈Oj

1 =
m∑

j=1

3 = 3m

Cette égalité signi�e que exactement une machine est quali�ée pour un type de produit
donné. Et par suite un plan de production R admissible est tel que chaque demande Iref (i) est
entièrement satisfaite sur l'unique machine qui est quali�ée pour produire le produit de type i.

La charge temporelle de chaque machine j peut donc être calculée de la manière suivante :

TWLoad(j) =
3m∑
i=1

R(i, j) =
3m∑
i=1

Iref (i) ∗ S(i, j)
V (i, j)

=
3m∑
i=1

oi ∗ S(i, j) =
∑

i|oi∈Oj

oi = E

Ainsi le plan de production R est équilibré et la charge commune de chaque machine est égale à
E.

Il existe donc une con�guration S de coût 3m et tel qu'il existe un plan de production équilibré
de charge E.

⇐ Identi�cation du problème 3-partition au problème CACM réduit
Nous montrons maintenant que si notre problème a une réponse positive, alors le problème

3-partition a également une réponse positive.

La con�guration S a un coût égal à 3m et chaque demande Iref (i) doit être produite sur
l'unique machine quali�ée pour le type de produit i (sinon la demande ne pourrait pas être
satisfaite). De plus TWLoad(j) = E pour chaque machine j.

Pour j = 1 . . .m, nous construisons l'ensemble Oj de la manière suivante. Oj contient tous
les entier oi tels que S(i, j) = 1. Par construction les ensembles O1, . . . , Om sont disjoints et :

∑
i|oi∈Oj

oi =
∑

i|oi∈Oj

Iref (i) =
3m∑
i=1

Iref (i)× S(i, j) =
3m∑
i=1

Iref (i) ∗ S(i, j)
V (i, j)

= TWLoad(j) = E

Il en résulte donc que l'ensemble O peut être partitionné en m ensembles disjoints O1, . . . , Om

tels que pour j = 1 . . .m
∑
o∈O

o = E. �
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5.4 Formulation à l'aide d'un programme linéaire en nombres entiers

Nous proposons maintenant une formulation mathématique du problème CACM . Le
problème peut être écrit comme le programme linéaire en nombres entiers suivant noté
PLNE1(Iref ).

PLNE1(Iref )



min C(S) =
∑
i∈N

∑
j∈M

K(i, j)× S(i, j)∑
j∈M

R(i, j)× V (i, j) = Iref (i) ∀i ∈ N (a)∑
i∈N

R(i, j)− TWLoad = 0 ∀j ∈M (b)

R(i, j)× V (i, j)− S(i, j)× Iref (i) ≤ 0 ∀(i, j) ∈ N ×M (c)
S(i, j) ∈ {0, 1} ∀(i, j) ∈ N ×M (d)
R(i, j) ≥ 0 ∀(i, j) ∈ N ×M (e)

(3.8)

V (i, j), K(i, j) et Iref (i) sont des données alors que S(i, j), TWLoad et R(i, j) sont des
variables de décision. S(i, j) est une variable binaire qui rend compte de la quali�cation ou non
de la machine j pour le type de produit i. R est le plan de production pour la demande Iref :
R(i, j) mesure le temps de traitement alloué à la machine j pour produire une certaine quantité
de produits de type i. TWLoad est la charge temporelle commune aux machines. Nous notons
ce problème PLNE1(Iref ) pour montrer que l'instance du problème est Iref .

L'ensemble des contraintes (3.8a) garantit que la demande Iref est satisfaite. L'ensemble des
contraintes (3.8b) garantit que le plan de production R est équilibré. L'ensemble des contraintes
(3.8c) interdit l'a�ectation d'un type de produit à une machine qui n'est pas quali�ée pour le
type de produit en question. Les ensembles de contraintes (3.8d) et (3.8e) dé�nissent le type des
variables de décision S(i, j) et R(i, j).

5.5 Problème de l'existence d'une con�guration admissible : un problème
facile

Avant d'essayer de résoudre CACM , comme pour tout problème NP-di�cile, il est toujours
intéressant de se poser la question de l'existence d'une solution admissible. Dans le cadre qui
nous intéresse, cette question équivaut à la suivante : �existe-t-il une con�guration S admissible
telle qu'il existe un plan de production équilibré satisfaisant la demande Iref ?�

Répondre à cette question est un problème facile puisqu'il su�t de résoudre PL1(T, Iref ).
Plus précisément nous répondons à la question par l'a�rmative si et seulement si le problème
PL1(T, Iref ) possède une base admissible

{
R,Cmax, Cmin, z∗eq

}
telle que z∗eq = 0.

Si une telle solution existe, nous pouvons construire une con�guration admissible S à CACM

en posant S(i, j) = 1 si et seulement si R(i, j) > 0.
Cette con�guration est admissible car :

� elle véri�e les contraintes technologiques. Sinon R ne serait pas admissible non plus,
� elle véri�e la contrainte d'équilibre de la charge. z∗eq = 0 implique que le plan de production

R véri�e l'équilibre de la charge,
� elle véri�e la contrainte liée à la demande. Le plan de production R garantit que la demande
est satisfaite donc elle contient au moins un élément non nul sur chaque ligne et donc S
également.
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5.6 Lien avec le makespan et limite de pertinence de l'équilibre de la charge

Une solution optimale de PLNE1 est une base {S, R, TWLoad} où S est une con�guration
admissible de coût minimal, R est un plan de production équilibré et TWLoad est la charge
temporelle commune à toutes les machines.

Nous allons maintenant considérer le cas des machines non liées qui �xe les limites de perti-
nence du critère d'équilibre de la charge. En e�et, résoudre PLNE1 ne conduit pas toujours à
des con�gurations pertinentes du point de vue du coût et du temps de traitement dans le cas de
machines non liées.

Considérons l'exemple suivant :

T =

[
1 1
1 1

]
, V =

[
0, 5 1
2 0, 5

]
, K =

[
1 1
1 1

]
, Iref =

[
4
2

]

La solution optimale pour PLNE1 est S1 =

[
1 1
0 1

]
. Son coût optimal est K1 = 3 et l'unique

plan de production équilibré associé est R1 =

[
16
3

4
3

0 4

]
. R1 correspond à une charge temporelle

commune aux machines égale à C1
max = 16

3 .
Il existe une autre con�guration qui, si elle ne garantit pas l'existence d'un plan de pro-

duction équilibré, a le mérite d'être moins coûteuse en temps et en argent. Cette solution est

S2 =

[
0 1
1 0

]
. Cette con�guration est moins chère puisqu'elle a un coût K2 = 2 < K1. Pour

cette con�guration, il existe un plan de production tel que le temps de traitement maximum est
C2

max = 4 < C1
max.

Ainsi le critère d'équilibre de la charge n'est pas du tout pertinent dans le cas de machines
non liées puisqu'il peut amener à construire des con�gurations chères et avec une productivité
moindre en quali�ant et en chargeant des machines plus lentes pour garantir l'existence d'un
plan de production équilibré.

Dans la suite de ce chapitre et dans le chapitre 4, nous ne considérerons que des machines
uniformes pour garantir la pertinence de la contrainte d'équilibre de la charge.

6 Relaxation dans le cas des machines uniformes et des coûts de

quali�cation identiques

Nous proposons maintenant une relaxation de PLNE1 dans le cas de machines uniformes et
de coûts de quali�cation identiques. Si les machines sont uniformes, il existe deux vecteurs VP et
VM tels que ∀(i, j) ∈ N ×M, V (i, j) = T (i, j)× VP (i)× VM (j). Le fait de considérer des coûts
de quali�cation identiques signi�ent que la matrice K s'écrit K(i, j) = K

T (i,j) pour tout (i, j) de
N ×M, où K est une constante réelle positive. Ainsi le coût d'une con�guration admissible S
est directement proportionnel au nombre de quali�cations dans S.

L'hypothèse des machines uniformes permet de préserver la pertinence de la contrainte d'équi-
libre de la charge. En e�et lorsque les machines sont uniformes, le lemme suivant est véri�é. Sa
preuve est donnée en annexe A.
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Lemme II.1 (Aubry et al., 2006c). Les machines uniformes garantissent que si un plan de
production équilibré existe, il minimise le makespan.

Ainsi considérer des machines uniformes permet de garantir conjointement des performances
temporelles et la contrainte d'équilibre de la charge.

Considérer des machines uniformes permet d'avoir une autre propriété intéressante donnée
par le lemme suivant. Sa preuve est également donnée en annexe A.

Lemme II.2 (Aubry et al., 2006c). Les machines uniformes garantissent que la charge tem-
porelle commune aux machines est une valeur constante connue. Cette valeur est donnée par
l'équation suivante :

TWLoad =

∑
i∈N

Iref (i)
VP (i)∑

j∈M
VM (j)

(3.9)

Dans PLNE1, TWLoad n'est donc plus une variable puisque sa valeur est �xée par l'équation
(3.9).

6.1 Relaxation de contraintes et dé�nition d'un nouveau critère d'optimisa-
tion

Dans PLNE1, nous relaxons les contraintes (3.8c) et (3.8d). Nous proposons également de
remplacer le critère d'optimisation de PLNE1 par un autre. Nous obtenons le programme linéaire
suivant que l'on note PL2(Iref ).

PL2(Iref )



min
∑
i∈N

∑
j∈M

(1− T (i, j))×R(i, j)∑
j∈M

R(i, j)× VP (i)× VM (j) = Iref (i) ∀i ∈ N (a)∑
i∈N

R(i, j) = TWLoad ∀j ∈M (b)

R(i, j) ≥ 0 ∀(i, j) ∈ N ×M (c)

(3.10)

Résoudre PL2 revient à répondre à la question suivante : �quel est le plan de production R

équilibré qui minimise la somme des temps a�ectés à des machines pour produire une certaine
quantité de types de produits pour lesquelles elles ne sont pas quali�ées ?�

En ce sens si un plan de production R existe tel que l'objectif est nul, cela signi�e qu'aucune
contrainte technologique n'est violée.

Cette relaxation permet tout d'abord de ne plus avoir de variables entières dans notre
formulation mathématique. En e�et la variable S(i, j) n'apparaît plus. Une con�guration S peut
être construite à partir de R de la manière suivante : S(i, j) = 1 si et seulement si R(i, j) > 0.
Cette relaxation ne garantit pas que le coût de la con�guration est minimale.

Cette relaxation permet d'identi�er PL2 à un problème classique de transport comme cela
est démontré dans la section 6.2.
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6.2 Identi�cation au problème classique de transport

Nous allons maintenant montrer que PL2 est équivalent à un problème de transport.

Rappel : un problème de transport est un programme linéaire dé�ni de la manière suivante
(Hitchcock, 1941) que nous notons PT .

PT



min
∑
i∈N

∑
j∈M

c(i, j)× x(i, j)∑
j∈M

x(i, j) = r(i) ∀i ∈ N (a)∑
i∈N

x(i, j) = s(j) ∀j ∈M (b)

x(i, j) ≥ 0 ∀(i, j) ∈ N ×M (c)

(3.11)

N représente ici l'ensemble des destinations tandis queM représente l'ensemble des sources.
s(j) est la quantité disponible à la source j tandis que r(i) est la quantité demandée à la des-
tination i. x(i, j) est la quantité de matériaux transportée entre la source j et la destination i.
En�n c(i, j) est le coût de transport d'une unité de matériaux entre la source j et la destina-
tion i. Le problème de transport consiste donc à chercher quelle quantité de matériaux doit être
transportée entre la source j et la destination i de telle sorte que le coût total de transport soit
minimal.

Lemme II.3 Le problème relaxé est équivalent à un problème de transport.

Preuve. Pour s'en convaincre il su�t de respecter les étapes suivantes :

1. Pour tout i de N , divisons chaque contrainte (3.10a) de PL2 par VP (i).

2. Pour tout j deM, multiplions chaque contrainte (3.10b) de PL2 par VM (j).

3. Nous introduisons les notations standards du problème de transport :

Pour tout (i, j) de N ×M, x(i, j) = R(i, j)× VM (j)

Pour tout (i, j) de N ×M, c(i, j) = 1−T (i,j)
VM (j)

Pour tout i de N , r(i) = Iref (i)
VP (i)

Pour tout j deM, s(j) = TWLoad× VM (j)

Suite à ces étapes, nous retrouvons bien PT . �

6.2.1 Valeur de TWLoad

Tout problème de transport possède une solution admissible si et seulement si l'éga-
lité suivante est respectée :

∑
i∈N r(i) =

∑
j∈M s(j) (de Werra, 1990). Si on remplace

r(i) et s(j) par leur expression originale dans notre problème cette égalité devient :∑
i∈N

Iref (i)
VP (i) =

∑
j∈M TWLoad× VM (j). Ce qui conduit exactement à l'équation donnée par

le lemme II.2.

6.2.2 Liens entre les solutions de PLNE1 et PL2

Résoudre PL2 nous conduit à deux possibilités :
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1. Un plan de production optimal R∗ de critère nul existe pour PL2. R∗ permet alors de
construire une con�guration admissible S pour PLNE1 (qui n'est pas forcément de coût
minimum). La con�guration S est admissible car :

� aucune contrainte technologique n'est violée sinon la valeur du critère pour le plan de
production R∗ ne serait pas nul.

� R∗ est un plan de production équilibré admissible pour S.
� la demande Iref est satisfaite par construction de PL2.

2. Le critère associé au plan de production optimal pour PL2 a un coût strictement posi-
tif alors il n'existe pas de con�guration admissible pour PLNE1 (puisqu'au moins une
contrainte technologique est violée).

6.3 Bornes inférieure et supérieure sur le coût de la con�guration

6.3.1 Borne inférieure sur le coût de la con�guration

Pour une demande Iref non nulle, BI est une borne inférieure sur le coût de la con�guration
avec :

BI = K ×max (n, m) (3.12)

La présence du max dans la formule illustre les deux contraintes suivantes : au moins une
machine doit être quali�ée par type de produit et chaque machine est quali�ée sur au moins un
type de produit (sinon le plan de production ne peut pas être équilibré).

6.3.2 Borne supérieure sur le coût de la con�guration

Un plan de production R de critère nul pour PL2 permet de construire une con�guration
admissible S pour PLNE1. Par construction de S, son coût est directement proportionnel au
nombre de variables non nulles de R. PL2 et PT sont équivalents, or un problème de transport
faisable ne possède que n + m − 1 contraintes linéairement indépendantes (Kasana et Kumar,
2004). Ainsi un plan de production admissible pour PL2 ne contient que n + m− 1 variables de
base, soit n + m − 1 variables non nulles au maximum. Le coût de la con�guration S est donc
majoré par BS tel que :

BS = K × (n + m− 1) (3.13)

Il est important de noter que cette borne n'est pas nécessairement atteinte dans la mesure
où R(i, j) peut appartenir aux variables de base et être nulle (⇒ S(i, j) = 0). Autrement dit,
pour que le coût de S soit strictement inférieur à BS il faut qu'il y ait dégénérescence dans
PL2. D'après Kasana et Kumar (2004) il y a dégénérescence d'une solution dès lors qu'une ou
plusieurs variables appartenant à la solution de base sont nulles. Dans la mesure où le coût de
la con�guration S est directement proportionnel au nombre de variables non nulles dans la base
de PL2, résoudre PLNE1 à l'optimal est équivalent à trouver la base la plus dégénérée de PL2.
On est donc face à un problème original dans la mesure où la dégénérescence est généralement
vu comme un phénomène indésirable : en e�et la dégénérescence peut causer un phénomène de
cyclage lors de la résolution par l'algorithme du simplex par exemple (Kasana et Kumar, 2004).
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6.4 Garantie de performance de la relaxation

À partir des bornes présentées précédemment, il devient facile d'évaluer la performance ga-
rantie par la relaxation proposée dans cette section. Le pire cas qui puisse arriver est le cas
où une con�guration S∗ existe de coût égal à BI alors que la résolution de PL2 conduit à la
construction d'une con�guration S dont le coût est égal à BS. La garantie de performance o�erte
par la relaxation est donc égale à ξ :

ξ =
BS

BI
=

n + m− 1
max(n, m)

(3.14)

Cette borne est purement théorique dans la mesure où elle n'est atteinte que lorsqu'il y a dégé-
nérescence dans PL2. En pratique supposer la non-dégénérescence dans les programmes linéaires
peut être considéré comme une hypothèse raisonnable (Muramatsu et Tsuchiya, 1996; Schrijver,
1998). Dans ce cas une solution optimale pour PL2 permet de construire une solution optimale
pour PLNE1. De Werra (1990) propose un théorème qui donne une condition nécessaire et suf-
�sante pour l'existence d'une solution dégénérée pour le problème de transport et donc pour
PL2.

Théorème II.2 (de Werra, 1990). Il peut y avoir dégénérescence d'une solution admissible du
problème de transport si et seulement s'il existe des sous-ensembles N ′ ⊂ N etM′ ⊂M tels que∑

i∈N ′

r(i) =
∑

j∈M′

s(j) (3.15)

De Werra (1990) souligne également, qu'en pratique, tester si les conditions du théorème II.2
sont satisfaites est di�cile.

6.5 Variations de ξ suivant les valeurs de n et m

Si nous nous e�orçons de considérer le cas industriel, le nombre de types de produit est
souvent bien plus grand que le nombre de machines. Dans l'industrie des semiconducteurs, par
exemple, n est trois fois plus grand que m. Il s'avère donc qu'en pratique la performance garantie
par la relaxation peut être très bonne. Le tableau 3.1 donne la performance garantie par la
relaxation suivant l'ordre de grandeur de n par rapport à m.

Tab. 3.1 � Performance garantie par la relaxation suivant l'ordre de grandeur de n par rapport
à m

n = m n = 2m n = 3m n ≥ 4m

ξ ≤ 2 ≤ 1, 5 ≤ 1, 34 ≤ 1, 25

Dès lors que n ≥ 4m la performance de la relaxation ne s'éloigne pas de plus de 25% de la
performance optimale. La performance garantie véri�e les équations suivantes :

1 ≤ ξ < 2 (a)
ξ −−−−−−−−→

n=m, n→∞
2 (b) (3.16)

La borne inférieure 1 est atteinte lorsque n = 1 ou m = 1.
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7 Mise en évidence des perturbations, incidences sur les perfor-

mances et critère de robustesse

Un atelier de machines parallèles est naturellement soumis à des perturbations qui peuvent
toucher tous les objets de celui-ci : les machines, les stocks, la demande. . . Nous souhaitons
prendre en compte les incertitudes sur la demande. En e�et, si nous considérons le contexte
industriel duquel le problème est issu, à savoir l'industrie des semiconducteurs et l'atelier de
photolithographie, il s'agit d'un contexte où la demande est di�cile à prévoir. De plus l'atelier
de photolithographie est un atelier qui se trouve au coeur du processus et sa charge dépend
très fortement des ateliers amonts, mais également des ateliers avals car il s'agit d'un système
réentrant. De ce fait la variation de la demande fait partie intégrante du processus de fabrication
et est d'autant plus critique que l'atelier de photolithographie peut être considéré comme un
atelier goulot pour les raisons évoquées précédemment.

7.1 Incertitudes sur la demande

Nous souhaitons prendre en compte les incertitudes sur la demande. Nous pouvons représenter
cette variation par un voisinage P autour de l'instance prévisionnelle Iref comme sur la �gure
3.2. Reste que les contours de P ne sont pas connus a priori. L'instance réelle I est considérée
comme le résultat d'une variation autour de Iref . Cette variation est représentée par un vecteur
∆I. L'amplitude de la variation ∆I est mesurée par ‖∆I‖1 :

‖∆I‖1 =
∑
i∈N
|∆Ii| (3.17)

7.2 E�et des variations de la demande sur l'équilibre de la charge

En pratique, avoir une demande réelle correspondant à la demande prévisionnelle relève de
l'utopie. Imaginons une con�guration S∗Iref

optimale pour Iref . Par dé�nition, cette con�gura-
tion est de coût minimal et garantit l'existence d'un plan de production équilibré pour Iref . Il
n'est pas sûr que cette dernière performance soit garantie pour la demande réelle I.

Pour s'en convaincre, considérons l'exemple suivant. Soient T une matrice technologique, V

une matrice vitesse et Iref une demande de référence dé�nies de la manière suivante :

T =


1 1 1
0 1 1
1 0 1
1 1 1

 , V =


30 45 20
0 9 4
12 0 8
18 27 12

 , VP =


5
1
2
3

 , VM =
[

6 9 4
]
, Iref =


209
151
262
77


Une con�guration optimale pour PLNE1 est S∗Iref

dé�nie de la manière suivante :

S∗Iref
=


1 0 0
0 1 0
1 0 1
1 1 0
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Iref

I(1)

I(2)

P

Fig. 3.2 � Exemple de voisinage P dans le cas n = 2 types de produit

Cette con�guration respecte les contraintes technologiques puisque S∗Iref
(2, 1) = T (2, 1) = 0

et S∗Iref
(3, 2) = T (3, 2) = 0. Les autres non-quali�cations dans S∗Iref

résultent d'un choix écono-
mique. Cette con�guration permet de construire le plan de production suivant :

R =


6, 97 0 0

0 16, 78 0
9, 57 0 18, 39
1, 85 1, 61 0


Ce plan de production est bien équilibré : il su�t de sommer chaque colonne de la matrice

R pour obtenir TWLoad = 18, 39 qui est la valeur donnée par le lemme II.2.

Imaginons maintenant que la demande pour le produit de type 2 a été mal évaluée. La
demande réelle I(2) pour ce type de produit est de 129 et non pas de 151 comme prévu. La

demande réelle est alors I =


209
129
262
77

 pour une déviation qui équivaut à ∆I =


0
−22
0
0

.
Pour cette demande réelle et pour S∗Iref

il n'existe plus de plan de production équilibré :

PL1(S∗Iref
, I) retourne une solution

{
R,Cmax, Cmin, z∗eq

}
telle que z∗eq > 0. Autrement dit, une

variation négative qui représente moins de 4% du volume total de la demande a su�t à remettre
en cause la capacité de S∗Iref

à garantir l'existence d'un plan de production équilibré pour la
demande réelle.
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On l'a vu, le problème statique est un problème NP-di�cile. Autrement dit trouver des
con�gurations optimales pour la demande prévisionnelle Iref peut impliquer des e�orts colossaux
en temps de calcul. Et ce temps peut être considéré comme perdu si il revient à construire
une con�guration qui ne permet pas d'avoir un plan de production équilibré pour la demande
réelle. Il nous paraît donc primordial de proposer une méthode qui permette de construire des
con�gurations robustes : c'est-à-dire des con�gurations capables de garantir l'existence d'un plan
de production équilibré malgré les incertitudes sur la demande.

7.3 Dé�nition du critère de robustesse

Une con�guration est robuste si elle permet de garantir l'existence d'un plan de production
équilibré malgré les incertitudes sur la demande. Nous nous plaçons dans un contexte où le
nombre d'instances est éventuellement in�ni. De plus nous décidons d'impliquer le décideur dans
l'appréciation de la robustesse. Pour ces raisons nous utilisons la Lλ-robustesse pour dé�nir la
robustesse d'une con�guration.

Dé�nition II.3 Une con�guration S est robuste sur l'ensemble de demandes P, relativement au
critère de robustesse λ1 si elle véri�e la condition suivante :

λ1(S, zI ,P) ≥ Lλ (3.18)

où zI mesure le taux d'équilibre des machines et où Lλ évalue le taux d'équilibre dans le pire
des cas (exigé ou garanti suivant le problème traité). Par exemple, si Lλ = 100%, cela veut dire
que l'on exige l'équilibre strict de la charge des machines.

zI(S) est dé�ni par :

zI(S) =
Cmin

Cmax
(3.19)

où Cmax et Cmin sont respectivement le temps de traitement de la machine la plus chargée et le
temps de traitement de la machine la moins chargée. Si

{
R,Cmax, Cmin, z∗eq

}
est une solution de

PL1(S, I), alors zI(S) peut être évalué par :

zI(S) = 1−
z∗eq

Cmax

8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au problème statique de la con�guration d'un
parc de machines parallèles partiellement multifonctions. Nous avons notamment démontré que
ce problème est un problème NP-di�cile au sens fort. Trouver une con�guration optimale peut
donc être très coûteux en temps. Nous avons tout de même proposé une heuristique à performance
garantie pour résoudre ce problème. Cependant nous avons également vu qu'une faible incertitude
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sur la demande peut remettre en cause la capacité de la con�guration à garantir l'existence d'un
plan de production équilibré. Ce qui avait pourtant été exprimé comme une contrainte très forte
du problème.

Pour éviter cet écueil, il est donc primordial d'o�rir un moyen de construire des con�gurations
robustes au sens de la robustesse donnée dans la dé�nition II.3 : c'est l'objet du prochain chapitre.



Chapitre 4

Approche proactive pour la
con�guration d'un atelier de machines
parallèles partiellement multifonctions

soumis à des incertitudes sur la
demande : étape 1

1 Introduction

Dans le chapitre précédent nous nous sommes intéressés à la con�guration d'un atelier de
machines parallèles partiellement multifonctions en considérant que la demande était une donnée
connue et �xée.

Nous avons proposé une heuristique à performance garantie basée sur la relaxation d'un
programme linéaire en nombres entiers pour construire la con�guration la moins chère qui per-
mettait de répondre à une demande prévisionnelle avec un plan de production équilibré. Nous
avons malheureusement montré que la performance de cette con�guration optimale pouvait être
remise en cause dès que la demande réelle s'éloignait, même de manière faible, de la demande
prévisionnelle.

Le but de ce chapitre est de proposer des approches proactives au sens de la première partie
de ce mémoire pour construire des con�gurations robustes au sens de la dé�nition II.3. Pour
que l'équilibre de la charge reste une contrainte pertinente nous partirons du principe que les
machines sont des machines uniformes.

2 Dé�nition et résolution de quelques problèmes de robustesse

La dé�nition II.3 permet de mettre en évidence di�érents problèmes de robustesse dont la
dé�nition est liée à la connaissance dont nous disposons sur les grandeurs d'entrée du système,
sur les perturbations et sur les performances que le décideur désire.
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2.1 Premier problème : recherche de la garantie de performance o�erte par
une con�guration

Imaginons qu'à l'étape 0, le décideur soit capable de dé�nir précisément l'ensemble P des
demandes I qui représente le risque qui doit être couvert par une con�guration S. Le premier
problème de robustesse consiste à évaluer le taux d'équilibre garanti Lλ o�ert par la con�guration
S sur P. La con�guration S peut être la solution courante ou encore une solution optimale (pour
le problème statique du chapitre 4) pour la demande prévisionnelle.

Résoudre le premier problème de robustesse revient donc à répondre à la question suivante :
� Étant donnée une con�guration S, quelle est sa garantie de performance Lλ sur l'ensemble à
couvrir des demandes P telle que λ1(S, zI ,P) ≤ Lλ ? �

C'est donc le critère de robustesse λ1 qui permet d'évaluer la garantie de performance
Lλ. En ce sens Lλ mesure le taux d'équilibre de la charge des machines dans le pire des cas sur P.

Si P est un ensemble explicite et �ni de demandes, nous proposons un algorithme polynomial
pour résoudre ce problème. Cet algorithme est décrit en pseudo-code dans Alg.1.

DÉBUT
Pour tout I ∈ P faire{

R, Cmax, Cmin, z∗eq
}
← PL1(S, I)

z∗I = 1− z∗eq

Cmax

Fin Pour
Lλ ← min

I∈P
(z∗I)

FIN

Alg. 1: Algorithme de recherche de la garantie de performance o�erte par une con�guration
dans le cas où l'ensemble des demandes est explicite et �ni

Dans le cas où l'ensemble P n'est pas explicite ou dans le cas où l'ensemble P n'est pas �ni,
le problème reste ouvert et nous ne proposons pas de méthode de résolution dans ce mémoire.

2.2 Deuxième problème : recherche du domaine des demandes pour lequel
une con�guration particulière est robuste

Le décideur dé�nit maintenant le taux d'équilibre des machines Lλ = 100% que doit o�rir
la con�guration S : le plan de production doit être équilibré même dans le pire des cas. Le
deuxième problème de robustesse consiste à évaluer l'ensemble des demandes P que peut couvrir
la con�guration S sans remettre en cause l'existence d'un plan de production équilibré.

Résoudre le deuxième problème de robustesse revient donc à répondre à la question suivante :
� Étant donnée une con�guration S, quel est l'ensemble des demandes P que peut couvrir la
con�guration, tel que λ1(S, zI ,P) = 100% ? �

Répondre à cette question revient à répondre à la deuxième question de l'analyse de
sensibilité présentée en section 4.1 du chapitre 2.
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Rossi (2003) a déjà répondu à cette question dans le cadre particulier de l'industrie des
semiconducteurs et plus précisément dans le cadre de la con�guration d'un atelier de photolitho-
graphie qui était modélisé par un parc de machines parallèles partiellement multifonctions.

Nous présenterons ici la démarche sur un exemple et pour plus de détails, le lecteur pourra
consulter (Rossi, 2003).

Nous considérons l'exemple académique suivant :

T =


1 1 1
0 1 1
1 0 1
1 1 1



VP =


5
1
2
3


VM =

[
6 9 4

]



⇒ V =


30 45 20
0 9 4
12 0 8
18 27 12



Iref =


209
151
262
77



(4.1)

Nous considérons également la con�guration S∗Iref
dé�nie dans le chapitre précédent :

S∗Iref
=


1 0 0
0 1 0
1 0 1
1 1 0


Pour cette con�guration, la machine 2 n'est pas quali�ée pour les produits de type 1 et 3. Ainsi

la demande pour chacun de ces types de produit doit être entièrement réalisée sur les machines
1 et 3. Et pour éviter le déséquilibre du plan de production, le temps alloué aux machines 1 et 3
pour traiter les produits de type 1 et 3 doit être inférieur ou égal au temps alloué à la machine
2 pour produire les produits de types 2 et 4.

Cette contrainte peut être formulée de la manière suivante pour toute demande I :

I(1)
V (1, 1) + V (1, 3)

+
I(3)

V (3, 1) + V (3, 3)
≤ I(2)

V (2, 2)
+
I(4)

V (4, 2)

⇔
(
I(1)
VP (1)

+
I(3)
VP (3)

)
× 1

VM (1) + VM (3)
≤
(
I(2)
VP (2)

+
I(4)
VP (4)

)
× 1

VM (2)

⇔
(
I(1)
VP (1)

+
I(3)
VP (3)

)
× VM (2) ≤

(
I(2)
VP (2)

+
I(4)
VP (4)

)
× (VM (1) + VM (3))

Et �nalement la contrainte devient :∑
i∈N1

I(i)
VP (i)

×
∑

j∈M1

VM (j) ≤
∑
i∈N1

I(i)
VP (i)

×
∑

j∈M1

VM (j) (4.2)
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avec N1 = {1, 3},M1 = {2}, N1 = {2, 4} etM1 = {1, 3}.

On peut remarquer que N1 ×M1 = {(1, 2); (3, 2)} est un rectangle de �0� dans S∗Iref
(aux

permutations de lignes ou de colonnes près).

On peut continuer à mener le même type de ré�exions sur la matrice S∗Iref
et obtenir trois

autres contraintes.

∑
i∈N2

I(i)
VP (i)

×
∑

j∈M2

VM (j) ≤
∑
i∈N2

I(i)
VP (i)

×
∑

j∈M2

VM (j) (4.3)

avec N2 = {1, 2, 4},M2 = {3}, N2 = {3} etM2 = {1, 2}.∑
i∈N3

I(i)
VP (i)

×
∑

j∈M3

VM (j) ≤
∑
i∈N3

I(i)
VP (i)

×
∑

j∈M3

VM (j) (4.4)

avec N3 = {1},M3 = {2, 3}, N3 = {2, 3, 4} etM3 = {1}.∑
i∈N4

I(i)
VP (i)

×
∑

j∈M4

VM (j) ≤
∑
i∈N4

I(i)
VP (i)

×
∑

j∈M4

VM (j) (4.5)

avec N4 = {2},M4 = {1, 3}, N4 = {1, 3, 4} etM4 = {2}.

Comme précédemment, N2 ×M2, N3 ×M3 et N4 ×M4 correspondent à des rectangles de
�0� (toujours aux permutations de lignes ou de colonnes près) dans la matrice S∗Iref

.
Rossi (2003) va plus loin en démontrant que l'ensemble des demandes P que peut couvrir

la con�guration S∗Iref
sans remettre en cause l'existence d'un plan de production équilibré est

exactement égal à l'ensemble des demandes satisfaisant les contraintes (4.2), (4.3), (4.4), (4.5).
Il généralise ce résultat pour toute con�guration. Cependant trouver l'ensemble des contraintes
pour un atelier de taille industrielle n'est pas aussi aisé que pour l'exemple académique (4.1).
Cependant Rossi (2003) a démontré que comme pour l'exemple académique, chaque contrainte
est associée à un rectangle maximal de �0�. Ainsi trouver tous les rectangles maximaux de �0� dans
une con�guration permet d'atteindre le domaine des demandes pour lequel cette con�guration
est robuste. Ceci peut être réalisé à l'aide de l'algorithme de Nourine et Raynaud (1999). Les
auteurs ont démontré que l'algorithme est exponentiel.

Cependant, tel qu'il est dé�ni pour l'instant, l'ensemble des demandes couvert par une con�-
guration n'est pas explicite. C'est pour cette raison que Rossi (2003) a proposé d'utiliser un
rayon de stabilité (au sens de la dé�nition I.3 tirée de (Sotskov et al., 1998)) pour évaluer un
sous-ensemble de P. Étant donné une demande de référence Iref , le rayon de stabilité évalue la
distance minimale (au sens de la norme 1) de Iref aux frontières de P dé�ni par les contraintes
issues des rectangles de �0�. Ce rayon de stabilité ne tient pas en une seule formule et nécessite
une procédure de calcul détaillée dans (Rossi, 2003). On note ce rayon de stabilité ρ(S, V, Iref )
ou ρ lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté. Il évalue l'amplitude maximale d'une perturbation que peut
supporter la con�guration sans remettre en cause l'existence d'un plan de production équilibré.
Il est intéressant de remarquer dès à présent que de par son calcul, le rayon de stabilité est
fortement lié à la position des �1� et des �0� dans la matrice de quali�cation puisque le calcul du
rayon de stabilité dépend directement des rectangles de �0�.
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Ce rayon de stabilité permet de dé�nir un ensemble Pρ :

Pρ = {I = Iref + ∆I| ‖∆I‖1 ≤ ρ} (4.6)

La �gure 4.1 donne un exemple de voisinage Pρ dans le cas où il n'y a que deux types de
produits et le rayon de stabilité est égal à 4.

I(1)

I(2)

Iref

Pρ

∆I
∆I(2)

∆I(1)

I

Iref =

[
6
5

]

∆I =

[
2
1

]

I =

[
8
6

]


⇒ ‖∆I‖1 = 2 + 1 = 3

⇒ I ∈ Pρ = {I = Iref + ∆I| ‖∆I‖1 ≤ 4}

Fig. 4.1 � Exemple de voisinage Pρ dans le cas n = 2 types de produit et ρ = 4

Nous pouvons dé�nir également une tolérance de la manière suivante :

tol(S, V, Iref ) =
ρ(S, V, Iref )∑
i∈N
Iref (i)

(4.7)

Cette tolérance évalue l'amplitude maximale d'une perturbation, en pourcentage du volume
total de la demande Iref , que peut supporter la con�guration S sans remettre en cause l'existence
d'un plan de production équilibré.

2.2.1 Application à l'exemple académique

Nous reprenons les caractéristiques de l'exemple académique (4.1) et nous considérons à
nouveau la con�guration S∗Iref

. Pour cette con�guration et d'après la procédure présentée dans
(Rossi, 2003), ρ = 21, 14 et tol = 3, 02%. Ainsi, pour toute demande I appartenant à Pρ,
l'existence d'un plan de production équilibré est garanti. En dehors de Pρ, le traitement de la
demande réelle peut être équilibré ou non.

2.2.2 Propriétés remarquables du rayon de stabilité

De par son lien avec les rectangles de �0� de la con�guration, le rayon de stabilité a quelques
propriétés remarquables.
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Propriété II.1 Le rayon de stabilité est maximal pour S = T .

Preuve : si S = T toutes les machines sont quali�ées pour tous les types de produits pour
lesquelles il n'existe pas de contrainte technologique. Imaginons maintenant que l'on supprime
une quali�cation. Cela veut dire que l'on rajoute un �0� dans la con�guration S : nous notons
S ′ la con�guration résultante. Le fait d'avoir supprimé une quali�cation implique que, soit un
nouveau rectangle de �0� est créé (et donc une nouvelle contrainte), soit un rectangle préexistant
est agrandi (et donc une contrainte préexistante est modi�ée et la frontière qui en découle se
rapproche de la demande prévisionnelle). Le rayon de stabilité étant par dé�nition la plus petite
distance de la demande prévisionnelle aux frontières dé�nies par les rectangles de �0�, le rayon
de stabilité de S ′ ne peut être que inférieur ou égal au rayon de stabilité de S. C'est donc bien
pour la con�guration S = T que la capacité à trouver un plan de production équilibré malgré
les perturbations sur la demande est le plus grand. �

Propriété II.2 Le rayon de stabilité est in�ni lorsque T = [1] (T ne contient pas de contrainte
technologique) et que S = T .

Preuve : toutes les machines sont quali�ées pour tous les types de produit et il n'y a pas
de contrainte technologique. Pour toute demande I, il su�t d'équirépartir en temps les produits
sur chaque machine. Un plan de production R équilibré peut être dé�ni de la manière suivante :

R(i, j) =
I(i)

VP (i)∑
k∈M

VM (k)

Nous allons tout d'abord véri�er que ce plan de production permet bien de produire la totalité
de la demande I. Pour tout type de produit i, I(i) est sensée être évaluée par :

∑
j∈M

R(i, j)× V (i, j) =
∑
j∈M

I(i)×VP (i)×VM (j)
VP (i)∑

k∈M
VM (k)

=
∑
j∈M

I(i)× VM (j)∑
k∈M

VM (k)
= I(i)

∑
j∈M

VM (j)∑
k∈M

VM (k)
= I(i)

Nous véri�ons ensuite que le plan de production est bien équilibré. La charge temporelle de
chaque machine j est dé�nie par :

TWLoad(j) =
∑
i∈N

R(i, j) =
∑
i∈N

I(i)
VP (i)∑

k∈M
VM (k)

=

∑
i∈N

I(i)
VP (i)∑

k∈M
VM (k)

= TWLoad

On retrouve la formule donnée par le lemme II.2.
Pour toute demande I, il existe un plan de production équilibré satisfaisant la demande. Le

rayon de stabilité est donc in�ni. �

2.3 Troisième problème : recherche d'une con�guration robuste

Le décideur a dé�ni, lors de l'étape 0, le taux d'équilibre à garantir Lλ = 100% ainsi que
l'ensemble Pρ des demandes (au sens de l'équation (4.6)) qui doivent être couvertes par la con�-
guration. Le troisième problème consiste à trouver une ou plusieurs con�gurations S qui peuvent
couvrir l'ensemble Pρ sans remettre en cause l'existence d'un plan de production équilibré.
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Résoudre le troisième problème de robustesse revient donc à répondre à la question suivante :
� Étant donné l'ensemble Pρ des demandes à couvrir, quelle est une con�guration S telle que
λ1(S, zI ,Pρ) = 100% ? �

Ce problème peut se résoudre à l'aide de l'algorithme Alg.2.

DÉBUT
calculer ρ(T, V, Iref ) à l'aide de l'algorithme de Rossi (2003).
Si (ρ(T, V, Iref ) ≥ ρ) Alors

une con�guration robuste est S = T .
Sinon

il n'existe pas de con�guration robuste.
Fin Si
FIN

Alg. 2: Algorithme de recherche d'une con�guration robuste pour Pρ �xé

Cet algorithme est exponentiel de par l'utilisation de l'algorithme de Rossi (2003) pour
calculer le rayon de stabilité. L'algorithme de Rossi (2003) est lui-même basé sur l'utilisation de
l'algorithme de Nourine et Raynaud (1999) qui est exponentiel. À notre connaissance il n'existe
pas de méthode polynomiale pour calculer ce rayon de stabilité. Toutefois sur des con�gurations
de taille industrielle, l'algorithme de Rossi (2003) retourne le rayon de stabilité en un temps très
raisonnable (de l'ordre de la seconde).

Si l'algorithme Alg.2 ne retourne pas de solution robuste, il faut soit que le décideur revoit
ses ambitions à la baisse pour ρ, soit qu'il envisage de demander au niveau stratégique d'investir
dans une ou plusieurs nouvelles machines. Savoir les caractéristiques (contraintes technologiques,
vitesse) de la machine sur laquelle investir est un problème intéressant qui reste ouvert.

2.4 Quatrième problème : recherche de la con�guration qui couvre le plus
grand ensemble de demandes

Le décideur n'a pu dé�nir que le niveau de performance qu'il désirait (Lλ = 100% dans
notre cas). Le quatrième problème consiste à trouver la con�guration S qui couvre le plus grand
ensemble Pρ de demandes sans remettre en cause l'existence d'un plan de production équilibré.

Résoudre le quatrième problème revient à répondre à la question suivante : � Étant donné
Lλ = 100%, quelle est la con�guration S, qui maximise Pρ, telle que λ(S, zI ,Pρ) = 100% ? �

Pour résoudre ce problème il su�t d'utiliser la propriété II.1. La con�guration la plus robuste
est S = T .

La con�guration S = T est la plus onéreuse puisqu'elle correspond à la con�guration qui
contient toutes les quali�cations autorisées. Cette remarque nous conduit à nous intéresser à un
nouveau problème de robustesse en tenant compte également des coûts de quali�cation pour la
recherche de la con�guration. Nous allons donc dès la prochaine section considérer un problème
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bicritère dont l'enjeu est d'établir un compromis entre coût et robustesse pour la recherche de la
con�guration.

3 Dé�nition et étude d'un problème de robustesse bicritère

3.1 Dé�nition du problème

Dé�nition II.4 Le problème de robustesse bicritère peut être dé�ni de la manière suivante :
�étant données une demande de référence Iref , la vitesse des machines V , trouver une con�-
guration S de coût C(S) minimum, qui maximise l'ensemble des demandes Pρ (c-à-d maximise
ρ(S, V, Iref )) sur lequel l'équilibre de la charge est garanti�.

Dans la suite de ce mémoire, nous ferons référence à ce problème par la dénomination Con�-
guration Minimale de Robustesse Maximale (CMRM).

3.2 Étude de complexité

Théorème II.3 Le problème Con�guration Minimale de Robustesse Maximale est NP-di�cile
au sens fort.

Preuve : il su�t de relaxer le critère de maximisation de la robustesse pour retrouver le pro-
blème Con�guration Admissible de Coût Minimal (CACM) du chapitre 4. D'après le théorème
II.1, CACM est un problème NP-di�cile au sens fort, donc CMRM l'est également. �

3.3 L'approche ε-contrainte

T'Kindt et Billaut (2002) propose une topologie générale des problèmes d'optimisation
multicritères avec les approches possibles de résolution. Lorsqu'un compromis entre les critères
est autorisé et qu'il n'y a pas de poids pour chaque critère et lorsqu'une borne peut être donnée
pour chacun des critères, une approche possible est l'approche ε-contrainte. Cette approche
consiste à optimiser un critère sachant que les autres sont bornés.

Nous nous intéressons au problème qui consiste à maximiser la robustesse alors que le coût
de la con�guration ne doit pas dépasser une certaine valeur �xée par le décideur : cette valeur
peut être par exemple la valeur optimale issue du problème statique Con�guration Admissible de
Coût Minimal ou encore une contrainte qui exprime l'exigence du niveau stratégique.

Nous partons également du principe qu'un niveau de robustesse minimal est connu. Ce niveau
de robustesse minimal peut être basé une fois de plus sur les exigences du niveau stratégique,
ou encore sur des données statistiques ou encore sur le niveau de robustesse équivalent à la
con�guration optimale du problème statique CACM .

3.4 À propos du compromis entre coût et robustesse

Nous cherchons dans cette section à illustrer le lien entre le coût de la con�guration et
son niveau de robustesse mesuré par ρ. En fait, deux con�gurations avec des coûts di�érents
peuvent avoir le même niveau de robustesse, et inversement deux con�gurations avec le même
coût peuvent avoir des niveaux de robustesse di�érents. Intuitivement le niveau de robustesse
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est lié au coût de la con�guration puisqu'on se doute que plus il y a de machines quali�ées et
plus la con�guration est capable de supporter les perturbations sur la demande. Cependant,
comme nous allons le voir, le niveau de robustesse est avant tout solidement lié à la position des
�1� et des �0� dans la con�guration et donc au choix des quali�cations. Naturellement, quali�er
la machine la plus rapide pour le type de produit qui est le plus demandé est plus pertinent que
quali�er la moins rapide pour le même type de produit.

Pour illustrer ces phénomènes, nous considérons les con�gurations suivantes admissibles pour
l'exemple académique (4.1) :

S1 =


1 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 1

 , S2 =


1 1 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

 , S3 =


1 0 1
0 1 1
1 0 1
0 1 0


Le tableau 4.1 donne le niveau de robustesse et le coût réduit des con�gurations S1, S2 et

S3. Nous considérons que les coûts de quali�cation sont identiques. Le coût de la con�guration
est donc directement proportionnel au nombre de quali�cations.

Tab. 4.1 � Liens entre coût et robustesse

Con�guration
S1 S2 S3

Cr(S) 90% 90% 60%
ρ(S, V, Iref ) 21,14 100,56 21,14
tol(S, V, Iref ) 3, 02% 14, 39% 3, 02%

Dans la con�guration S1, la machine 3 est quali�ée pour tous les types de produit alors
qu'il s'agit de la machine la plus lente. Pour le même coût, il est plus logique de fournir une
quali�cation supplémentaire à la machine 2 qui est la machine la plus rapide et en enlever une
à la machine 3 comme dans la con�guration S2. Bien que S1 et S2 aient le même coût (le coût
réduit est égal à 90%) elles n'ont pas le même niveau de robustesse : le niveau de robustesse de la
con�guration S2 est près de cinq fois plus important que celui de la con�guration S1. Autrement
dit, les variations (autour de Iref ) que peut absorber la con�guration S2 sans remettre en cause
l'existence d'un plan de production équilibré sont cinq fois plus importantes pour un même coût.

Toujours dans la con�guration S1, les produits de type 4 peuvent être fabriqués par toutes
les machines alors que leur demande prédictive est moins de trois fois moins importante que la
demande prédictive pour les produits de type 3 qui ne peuvent pas être fabriqués par la machine
2. Le coût de la con�guration S1 peut être réduit en supprimant deux quali�cations pour les
produits de type 4 sans dégrader le niveau de robustesse de S1 comme dans la con�guration S3.
S3 contient deux quali�cations de moins pour le même niveau de robustesse.

De telles déductions sont aisées à pratiquer de manière empirique sur de petits exemples
tels que celui-ci mais restent di�ciles à appliquer sur des instances de tailles industrielles. Dans
la prochaine section, nous proposons donc une méthode algorithmique pour surmonter cette
di�culté.
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4 Une approche ε-contrainte pour le problème Con�guration Mi-

nimale de Robustesse Maximale

Nous cherchons à répondre à la question suivante : �étant donnés une demande prédictive
Iref , la vitesse des machines V , et un coût maximal Kmax, quelle est la con�guration S qui
maximise ρ(S, V, Iref ) telle que C(S) = Kmax ?�

4.1 Dé�nition d'une PSE

Nous proposons une méthode du type Procédure par Séparation et Évaluation pour répondre
à la question précédente. Le principe est le suivant. Partant de la con�guration S0 de coût maxi-
mal � toutes les machines qui peuvent être quali�ées le sont (c-à-d S0 = T ) �, des quali�cations
sont supprimées itérativement jusqu'à atteindre le coût Kmax. Puis l'opération est répétée jus-
qu'à ce que la con�guration de coût Kmax la plus robuste soit obtenue. Un niveau de robustesse
minimal désiré ρmin est également donné.

4.2 Hypothèses

Nous nous plaçons dans le cas où les coûts de quali�cation sont identiques. Le coût d'une
con�guration est donc directement proportionnel au nombre de quali�cations qui la composent
et le coût Kmax peut être donné en nombre de quali�cations.

4.3 Structure et dé�nitions

La structure de l'arbre est dé�ni comme suit :

� G est le niveau qui doit être atteint par la PSE pour que le coût Kmax soit respecté.
� Le niveau de robustesse d'un candidat (i, j) noté ρ(i, j) est le rayon de stabilité de la
con�guration courante pour laquelle la quali�cation (i, j) a été supprimée.

� ρmin est le niveau de robustesse minimal désiré.
� tolmin est la tolérance associée à ρmin.
� ρmax est le meilleur niveau de robustesse atteint au niveau G. Il est initialisé à ρmin.
� Un candidat de niveau k est une quali�cation (i, j) qui représente une kieme quali�cation
qui peut être supprimée dans la con�guration courante.

� Une solution est une con�guration qui contient exactement Kmax quali�cations et qui
garantit un meilleur niveau de robustesse que ρmax.

� Une feuille correspond à une con�guration avec exactement Kmax quali�cations.
� Un niveau regroupe un ensemble de n÷uds. Les n÷uds d'un niveau k correspondent à des
solutions partielles qui ont exactement k quali�cations supprimées.
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4.4 Description de la PSE

4.4.1 Fonctionnement général

L'élément initial de la méthode est la con�guration S0 = T . Pour l'exemple académique (4.1),
cette con�guration est :

S0 = T =


1 1 1
0 1 1
1 0 1
1 1 1


Ensuite G quali�cations doivent être supprimées pour atteindre le coût Kmax autorisé. Ces

suppressions vont être faites itérativement : une première quali�cation est supprimée puis une
seconde etc. Une quali�cation ne devrait être supprimée que si la con�guration résultante conduit
à un niveau de robustesse supérieur à ρmax. Cela signi�e qu'une procédure de véri�cation doit
être mise en place pour véri�er cette contrainte. Cependant nous avons vu que la procédure de
calcul du rayon de stabilité passe par l'utilisation de l'algorithme de Nourine et Raynaud (1999)
qui est un algorithme exponentiel. Cet algorithme a été amélioré dans (Aubry, 2004) en utilisant
les caractéristiques de notre problème mais reste cependant exponentiel. Pour limiter l'e�et de
l'utilisation de la procédure de calcul du rayon de stabilité sur la PSE, nous avons décidé de
n'appliquer cette procédure que pour certains niveaux déterminés dynamiquement : nous ferons
référence à ces niveaux par la dénomination niveaux de véri�cation. Chaque niveau de véri�cation
est séparé du suivant par un pas calculé dynamiquement que nous appelons pas de véri�cation.
Lorsqu'un niveau entre deux niveaux de véri�cation est atteint, chaque candidat est évalué à
l'aide d'un indice de dégradation qui mesure le risque de dégrader le niveau de robustesse de la
con�guration courante si la quali�cation correspondant au candidat est e�ectivement supprimée.

4.4.2 Séparation

À chaque niveau k de l'arbre, tous les candidats sont identi�és à partir des candidats du niveau
précédent k − 1. Ces candidats sont ceux du niveau k − 1 qui correspondent à des quali�cations
qui peuvent être supprimées au niveau k telles que la con�guration résultante reste admissible
(c-à-d. il reste une quali�cation par ligne et par colonne). Suivant que le niveau k est un niveau
de véri�cation ou non, l'évaluation des candidats se fait de deux manières di�érentes pour choisir
le �meilleur� candidat. Le candidat qui est choisi est retiré de la liste des candidats de niveau
k et on poursuit la branche issue de ce candidat vers le niveau k + 1. Cette construction de
l'arbre permet d'éviter les n÷uds redondants : si le candidat (i1, j1) a été choisi au niveau k, il
est supprimé de la liste de candidats du niveau k et n'apparaîtra donc jamais dans la liste des
candidats du niveau k +1 et des niveaux suivants. Ainsi si les quali�cations (i1, j1) et (i2, j2) ont
été supprimées dans cet ordre elles ne pourront pas l'être dans l'ordre inverse.

4.4.3 Évaluation

Lorsqu'un niveau k est atteint, il y a deux possibilités d'évaluation des candidats.

1. Le niveau k est un niveau de véri�cation ou est égal à G. Le niveau de robustesse de chaque
candidat de la liste des candidats de niveau k doit être évalué. Pour chaque candidat (i, j), le
niveau de robustesse de la con�guration pour laquelle la quali�cation (i, j) a été supprimée
est évalué. Si le niveau de robustesse obtenue est inférieur à ρmax, la branche issue de ce
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candidat est abandonnée. Une fois que tous les candidats ont été évalués, ils sont rangés par
niveau de robustesse décroissant. Le �meilleur� candidat est le candidat qui implique le plus
fort niveau de robustesse. La quali�cation correspondante est supprimée de la con�guration
courante. La branche issue de ce candidat est explorée.
Le prochain niveau de véri�cation est décidé à l'aide du pas de véri�cation qui est évalué
par la valeur suivante notée pverif :

pverif = max
(

1;
⌊

ρ

ρmax
× G

n×m

⌋)
(4.8)

où ρ représente le niveau de robustesse de la con�guration courante. Dans cette formule
G

n×m représente le pourcentage de quali�cations à supprimer alors que ρ
ρmax

mesure une
sorte de marge de robustesse.

Le prochain niveau de véri�cation devient k + pverif . Le premier niveau de véri�cation est
initialisé à 1.

2. Le niveau k n'est pas un niveau de véri�cation. Les candidats du niveau k ne sont donc
pas évalués par leur niveau de robustesse. Ils sont évalués à l'aide de l'indice de dégradation
qui est réprésenté par val(i, j) :

val(i, j) =
Iref (i)× VM (j)

VP (i)
(4.9)

Plus val(i, j) est élevé plus le risque est grand de dégrader le niveau de robustesse de la
con�guration si la quali�cation (i, j) est supprimée. Les candidats sont rangés par indices
de dégradation croissants. Le candidat avec le plus petit indice est considéré comme le
meilleur.

Une borne supérieure pour le niveau de robustesse de chaque candidat est également cal-
culée. Cette borne est la valeur minimum entre le niveau de robustesse de la ligne i et le
niveau de robustesse de la colonne j. Le niveau de robustesse de la ligne i (resp. colonne j)
est le niveau de robustesse de la con�guration où tous les �0� sont mis à �1� sauf ceux de la
ligne i (resp. colonne j) et où la quali�cation (i, j) a été supprimée. Cette approximation
permet d'avoir une procédure polynomiale : le rayon de stabilité est déterminé par une
unique contrainte liée à la ligne i (resp. colonne j) car il n'y a plus qu'un unique rectangle
de �0� dans la con�guration et le rayon de stabilité est donc directement la distance à
cette unique contrainte. Si la borne obtenue est inférieure à ρmax alors la branche issue du
candidat est abandonnée.

4.4.4 Remontée dans l'arbre

Il existe deux raisons pour remonter dans l'arbre :

1. Le niveau G est atteint. La procédure retourne au niveau G − 1 qui est considéré comme
un niveau de véri�cation.

2. Il n'y a pas assez de candidats au niveau k pour atteindre le niveau G. Si le niveau de véri-
�cation antérieur était le niveau l, la procédure retourne au niveau

⌊
k+l
2

⌋
qui est considéré

comme un niveau de véri�cation.
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4.4.5 Critère d'arrêt

La PSE est arrêtée quand il n'y a plus assez de candidat au niveau 1 pour atteindre le niveau
G ou lorsqu'un temps d'excution �xé par l'utilisateur est atteint.

4.5 Application à un exemple

Nous illustrons les principaux mécanismes de la PSE sur l'exemple suivant :

T =


1 1 1
0 1 1
1 1 1
1 1 0



VP =


5
1
2
3


VM =

[
6 9 4

]



⇒ V =


30 45 20
0 9 4
12 18 8
18 27 0



Iref =


209
151
262
77



(4.10)

Nous souhaitons que le coût de la con�guration soit égal à Kmax = 6. Ce qui revient à dire
qu'il faut supprimer G = 4 quali�cations dans la con�guration S = T pour atteindre Kmax. Nous
posons tolmin = 5% ce qui équivaut à vouloir un rayson de stabilité minimal de ρmin = 34, 95.
On initialise ρmax = ρmin.

La con�guration initiale est S0 = T =


1 1 1
0 1 1
1 1 1
1 1 0


Au niveau 1 l'ensemble des candidats sont toutes les quali�cations de S0 qui

si elles sont supprimées ne conduisent pas à une ligne ou une colonne vide
dans la con�guration S résultante. L'ensemble des candidats de niveau 1 est ici
Γ1 = {(1, 1); (1, 2); (1, 3); (2, 2); (2, 3); (3, 1); (3, 2); (3, 3); (4, 1); (4, 2)}.

Le niveau 1 est par dé�nition un niveau de véri�cation. Il faut donc évaluer chacun des
candidats de Γ1. Les niveaux de robustesse de chacun des candidats sont rangés dans le tableau
suivant :

ρ(1, 1) = 135, 04 ρ(1, 2) = 257, 55 ρ(1, 3) = 257, 55
ρ(2, 2) = −98, 07 ρ(2, 3) = 27, 62

ρ(3, 1) = −135, 82 ρ(3, 2) = 100, 57 ρ(3, 3) = 151, 11
ρ(4, 1) = 182, 52 ρ(4, 2) = 257, 55

Les candidats (2, 2), (2, 3) et (3, 1) impliquent des niveaux de robustesse inférieurs à ρmax ils
sont donc éliminés de Γ1.

Le �meilleur� candidat est celui qui a le niveau de robustesse le plus élevé. Il s'agit ici de
(1, 2), (1, 3) et (4, 2). On choisit le premier de la liste à savoir (1, 2). La quali�cation (1, 2)
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est donc supprimée de S0 et on obtient la con�guration S =


1 0 1
0 1 1
1 1 1
1 1 0

 avec son niveau de

robustesse associé ρ = 257, 55. Pour éviter d'explorer la même solution plusieurs fois le candidat
(1, 2) est supprimé de Γ1. Γ1 est donc maintenant égal à {(1, 1); (1, 3); (3, 2); (3, 3); (4, 1); (4, 2)}.

Nous évaluons le prochain niveau de véri�cation par pverif = max
(
1;
⌊

ρ
ρmax

× G
n×m

⌋)
.

Ici ρ
ρmax

× G
n×m = 257,55

34,95 ×
4
12 = 2, 46 et donc pverif = 2. Le prochain niveau de véri�cation

est donc 1 + 2 = 3.

Nous passons maintenant au niveau 2 qui n'est pas un niveau de véri�cation. L'en-
semble des candidats de niveau 2 sont à chercher parmi les candidats de Γ1 qui si ils
sont supprimés dans S ne conduisent pas à des colonnes ou des lignes nulles. Ici Γ2 =
{(1, 1); (1, 3); (3, 2); (3, 3); (4, 1); (4, 2)}.

Le niveau 2 n'est pas un niveau de véri�cation, les candidats (i, j) de Γ2 sont donc triés par
val(i, j) croissant. ici val est donné par le tableau suivant :

val =


251 167

1179 524
154 231


C'est donc le candidat (4, 1) qui est choisi ici. Mais nous évaluons également les candidats à

l'aide d'une borne supérieure sur le niveau de robustesse.
Par exemple, pour le candidat (3, 2), le niveau de robustesse de la ligne 3 est le niveau

de robustesse de la con�guration SL3 =


1 1 1
1 1 1
1 0 0
1 1 1

 qui est égal à 100, 57. Pour ce même

candidat, le niveau de robustesse de la colonne 2 est le niveau de robustesse de la con�guration

SC2 =


1 0 1
1 1 1
1 0 1
1 1 1

 qui est égal à 21, 15. La borne supérieure du niveau de robustesse du candidat

(3, 2) est donc 21, 15. Cette borne supérieure étant inférieure à ρmax, le candidat (3, 2) peut être
supprimé de Γ2.

On évalue tous les candidats avec leur borne supérieure de la même manière que nous ve-
nons de le faire avec (3, 2). Seul le candidat (3, 2) a une borne supérieure qui permet de l'éliminer.

Nous passons ensuite au niveau 3 qui est un niveau de véri�cation. Nous adoptons donc la
même démarche qu'au niveau 1 et nous continuons ainsi jusqu'à explorer la totalité de l'arbre.

4.6 Expérimentation

La PSE a été testée sur une centaine d'exemples. Chaque exemple est constitué d'une matrice
de vitesse V et un vecteur demande de référence Iref générés de manière aléatoire. Un coût de
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con�guration maximum et un niveau de robustesse minimum sont également �xés.

Les exemples sont distribués comme indiqué dans le tableau 4.2. Il y a tout d'abord 54
exemples de taille académique : ce sont les exemples de type 1. Il y a ensuite les exemples de
taille industrielle : ce sont les exemples de type 2. Ces exemples sont testés dans trois cas a, b, c.
Ces trois cas sont caractérisés par des coûts réduits maximaux autorisés respectifs de 33%, 50%
et 66% et des tolérances minimales �xées respectivement à 10%, 15% et 20%. Ces données sont
représentées dans les deux dernières colonnes du tableau 4.2.

Un temps limite d'exécution a été arbitrairement �xé à une heure. La PSE a été implémentée
en langage C et a été testée sur un PC dont les caractéristiques sont les suivantes : RAM 512Mo,
processeur Intel Pentium IV 2GHz.

Les résultats sont présentés dans les tableaux 4.3 et 4.4.

Tab. 4.2 � Caractéristiques des exemples

Type Taille Coût réduit maximal Tolérance minimale
(n produits × m machines) Kmax

n×m
tolmin

type 1 4× 3→ 9× 5 50% 15%
type 2a 10× 6→ 50× 10 33% 10%
type 2b 10× 6→ 50× 10 50% 15%
type 2c 10× 6→ 50× 10 66% 20%

Tab. 4.3 � Optimalité et tolérance minimale

Pourcentage d'exemples Pourcentage d'exemples
Type résolus optimalement pour qui la tolérance minimale

est atteinte

type 1 82% 83%
type 2a 0% 81%
type 2b 0% 89%
type 2c 0% 93%

Le tableau 4.3 donne le pourcentage d'exemples résolus de manière optimale dans la limite
de temps imparti. Le Tableau 4.4 permet de mesurer la qualité des solutions obtenues en terme
de tolérance obtenue et en terme de distance relative entre la tolérance obtenue et la tolérance
minimale désirée.

Notre PSE ne permet pas de garantir que la solution obtenue est la solution optimale, notam-
ment pour les exemples de taille industrielle. Cependant le tableau 4.3 montre que la méthode
propose dans plus de 80% des cas une solution pour laquelle la tolérance obtenue est supérieure à
la tolérance minimale désirée. Et nous pouvons voir dans le tableau 4.4, que la tolérance obtenue
est au minimum 1,7 fois supérieure à la minimale désirée en moyenne. Cette performance est
atteinte pour les exemples de type 2a. Pour les exemples de type 2b, la tolérance moyenne est
de 41% (c-à-d 2,73 fois supérieure à la tolérance minimale désirée). Pour les exemples de type
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Tab. 4.4 � Qualité des solutions

Coût maximal Tolérance de la Tolérance de la meilleure solution
Type Kmax meilleure solution divisée par la tolérance minimale

min. moyenne max. min. moyenne max.

type 1 15% 0% 28% 76% 0 1,87 5,07
type 2a 33% 0% 17% 35% 0 1,7 3,5
type 2b 50% 0% 41% 65% 0 2,73 4,33
type 2c 66% 0% 67% 84% 0 3,35 4,20

2c la tolérance moyenne atteint 67% (c-à-d 3,35 fois supérieure à la tolérance minimale désirée).
L'objectif est donc largement atteint.

Lorsque la PSE ne propose aucune solution qui atteint la tolérance minimale, il peut y avoir
deux raisons :

1. Le coût maximal toléré est trop exigeant pour atteindre le niveau de robustesse minimal
désiré.

2. Le temps d'exécution égal à une heure est trop petit.

Dans les deux cas, notre méthode est capable de mémoriser une con�guration qui atteint le
niveau de robustesse minimal mais avec un coût supérieur à celui autorisé. Au décideur d'accepter
ou non cette proposition.

Notre PSE n'est pas toujours capable de trouver une solution optimale ou en tout cas de ga-
rantir que la con�guration trouvée est optimale. Cependant, elle s'avère être un outil convaincant
dans le cadre de l'aide à la décision puisqu'elle propose dans la plupart des cas une con�guration
atteignant largement les désirs de l'utilisateur. Le temps d'exécution �xé à une heure est plus que
raisonnable dans la mesure où tous les calculs sont faits hors-ligne. Dans le contexte industriel
des semiconducteurs, les con�gurations sont remises en cause une fois par mois ; sur l'échelle de
un mois, une heure d'exécution semble raisonnable.

Nous nous sommes interrogés sur l'opportunité d'étendre le temps limite d'exécution à plu-
sieurs heures mais il n'y a pas eu d'amélioration sensible sur les quelques exemples pour lesquels
nous avions testé un temps d'exécution plus long.

5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité di�érents problèmes pour la con�guration robuste d'un
atelier de machines parallèles partiellement multifonctions soumis à des incertitudes sur la de-
mande. L'adjectif robuste renvoie ici à la capacité de la con�guration à garantir l'équilibre de la
charge.

Nous avons proposé des approches proactives pour résoudre ces problèmes et nous avons
développé une PSE pour traiter le problème du compromis entre coût et robustesse. Les résul-
tats ont démontré que notre méthode permet de répondre au problème de l'aide à la décision
puisqu'elle propose des con�gurations répondant aux objectifs posés par le décideur.
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Cependant le choix de l'équilibre de la charge n'est valide que dans le cadre de l'utilisation
de machines uniformes. C'est pourquoi nous proposons dans le prochain chapitre d'étudier une
autre performance : la garantie d'un temps de traitement limite par la con�guration.





Chapitre 5

Une nouvelle performance pour
l'atelier : analyse de sensibilité et

études de robustesse

1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous nous sommes intéressés à la con�guration robuste d'un parc
de machines parallèles partiellement multifonctions soumis à des incertitudes sur la demande.
L'adjectif robuste renvoyait à la capacité de la con�guration à garantir l'existence d'un plan de
production équilibré malgré les incertitudes.

Nous avons cependant démontré que la contrainte d'équilibre de la charge des machines n'est
pertinente que dans le cas où les machines sont uniformes : en pratique il est très rare que les
machines le soient. De plus le choix de garantir cette performance trouvait sa source dans le
contexte industriel très particulier duquel était issu le problème.

Pour traiter un problème plus général qui reste valide pour les machines non liées nous
proposons dans ce chapitre d'utiliser une nouvelle performance qui reste pertinente dans le cas
des machines non liées : garantir l'existence d'un plan de production tel que le temps de traitement
est inférieur à une deadline d̃ malgré des incertitudes sur la demande.

Ce chapitre présente une étude préliminaire basée sur une analyse de sensibilité de la con�-
guration du parc de machines parallèles partiellement multifonctions ainsi que sur la dé�nition
de plusieurs problèmes de robustesse.

2 Dé�nitions, hypothèses, et problème d'a�ectation

2.1 Hypothèses et notations

Dans cette section, nous supposons que la matrice technologique T , que les vitesses des
machines (non liées) V et qu'une demande de référence Iref sont données. De plus, le décideur
impose une deadline d̃ qui représente une performance qu'il juge acceptable pour le temps de
traitement de la demande.

Dé�nition II.5 Soit Pd̃(S) l'ensemble des demandes qui peuvent être produites en moins de d̃

unités de temps par la con�guration S.



82 Chapitre 5. Une nouvelle performance pour l'atelier

Plus formellement, Pd̃(S) peut s'écrire de la manière suivante :

Pd̃(S) =
{
I ∈ R+

n

∣∣∣ CS
max (I) ≤ d̃

}
(5.1)

avec CS
max (I) solution optimale du problème d'a�ectation de la section 2.2.

Nous supposons que Iref appartient à Pd̃(S). Si ce n'est pas le cas, il faudrait de toute
évidence que le décideur revoit ses ambitions à la baisse et donc la valeur de d̃ à la hausse.

On appelle (ei)i∈N la base canonique de R+
n .

Dé�nition II.6 Soit Pa1,...,an (I) le voisinage autour d'une demande I dé�ni par :

Pa1,...,an (I) =

{
I ′ = I +

∑
k∈N

αk.ak.ek

∣∣∣∣∣ ∑
k∈N

αk ≤ 1
∧

αk ≥ 0,∀k ∈ N

}
(5.2)

Dé�nition II.7 Soit Iak
ref le vecteur demande dé�ni par :

Iak
ref = Iref + ak.ek (5.3)

2.2 Problème d'a�ectation associé

Étant données une con�guration S et une demande I, le problème d'a�ectation consiste à
chercher un plan de production R qui minimise le temps de traitement de I par la con�guration
S : ce temps de traitement est classiquement noté Cmax.

Le problème d'a�ectation peut être formulé ainsi : �Étant données une con�guration S et
une demande I, trouver un plan de production R qui minimise Cmax�.

En utilisant les champs classiques de notation α|β|γ de l'ordonnancement, ce problème est
noté MPM |split|Cmax.

Ce problème est facile dans la mesure où un plan de production optimal peut être trouvé à
l'aide du programme linéaire suivant noté PL3 (S, I) dérivé de (Lawler et Labetoulle, 1978).

PL3 (S, I)



min(Cmax)∑
j∈M

R(i, j)× V (i, j) = I(i) ∀i ∈ N (a)∑
i∈N

R(i, j) ≤ Cmax ∀j ∈M (b)

(1− S(i, j))×R(i, j) = 0 ∀(i, j) ∈ N ×M (c)
R(i, j) ≥ 0 ∀(i, j) ∈ N ×M (d)

(5.4)

V (i, j), I(i) et S(i, j) sont des données alors que Cmax et R(i, j) sont des variables.
Nous notons ce problème PL3 (S, I) pour montrer que les instances du problème sont S
et I. Les autres données du problème sont supposées comme étant constantes tout au long
de ce chapitre. L'ensemble des contraintes (5.4a) permet de véri�er que la demande I est
satisfaite. L'ensemble des contraintes (5.4b) garantit que la charge de chaque machine est
inférieure au temps de traitement. L'ensemble des contraintes (5.4c) permet d'interdire l'a�ec-
tation d'un produit à une machine lorsque la machine en question n'est pas quali�ée pour le
type de produit en question. En�n les contraintes (5.4d) dé�nissent le domaine de variation de R.
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Dans la suite du chapitre, nous noterons CS
max (I) la solution optimale de PL3 (S, I). Si le

couple (R,CS
max (I)) est une solution de PL3 (S, I) alors l'égalité suivante est véri�ée :

CS
max (I) = max

j∈M

(∑
i∈N

R(i, j)

)
(5.5)

3 Résultats préliminaires

3.1 CS
max est une norme sur l'espace des demandes R+

n

Il est possible de démontrer que la fonction CS
max : R+

n −→ R+ est une norme. Pour ce faire,
il su�t de démontrer que CS

max véri�e les propriétés de séparation, d'homogénéité et d'inégalité
triangulaire (Golub et Loan, 1989).

3.1.1 Propriété de séparation

Lemme II.4 CS
max véri�e la propriété de séparation :

CS
max (I) = 0⇔ I = 0 (5.6)

Preuve. CS
max (I) mesure le temps de traitement minimum de la demande I par la con�gura-

tion S. De manière triviale, ce temps de traitement est nul si et seulement si la demande l'est
également. �

3.1.2 Propriété d'homogénéité

Lemme II.5 CS
max véri�e la propriété d'homogénéité :

∀(α, I) ∈ R+ × R+
n CS

max (α.I) = α.CS
max (I) (5.7)

Preuve. Nous montrons tout d'abord que si le couple
(
R,CS

max (I)
)
est une solution optimale

de PL3 (S, I) alors le couple
(
α.R, α.CS

max (I)
)
est une solution admissible de PL3 (S, α.I).

En e�et la demande α.I peut être produite en totalité par le plan de production α.R car
pour tout i de N nous avons :∑

j∈M
(α.R(i, j)× V (i, j)) = α.

∑
j∈M

R(i, j)× V (i, j) = α.I(i)

Et le temps de traitement du plan de production α.R est égal par dé�nition à :

max
j∈M

(∑
i∈N

α.R(i, j)

)
= α.max

j∈M

(∑
i∈N

R(i, j)

)
= α.CS

max (I)

Démontrons maintenant par l'absurde que cette solution est également optimale.
Supposons qu'il existe un autre couple (R∗, C∗

max) solution de PL3 (S, α.I) telle que l'équation
suivante soit véri�ée :

C∗
max < α.CS

max (I) (5.8)
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R∗

α est un plan de production admissible pour I. En e�et la totalité de la demande I peut
être produite par ce plan de production car pour tout i de N nous avons :

∑
j∈M

R∗(i, j)
α

=
1
α

∑
j∈M

R∗(i, j) =
1
α

(α.I(i)) = I(i)

Calculons maintenant le temps de traitement du plan de production R∗

α que nous noterons
T
(

R∗

α , I
)
. D'après l'équation (5.5) nous avons :

T
(

R∗

α
, I
)

= max
j∈M

(∑
i∈N

R∗(i, j)
α

)

⇔ T
(

R∗

α
, I
)

=
1
α

max
j∈M

(∑
i∈N

R∗(i, j)

)
=

1
α

.C∗
max

(5.8)⇒ T
(

R∗

α
, I
)

<
1
α

.α.CS
max (I)

⇒ T
(

R∗

α
, I
)

< CS
max (I)

Il existerait donc un plan de production pour I qui permettrait d'avoir un temps de traitement
inférieur au temps de traitement optimal, ce qui est impossible. L'hypothèse de départ est donc
absurde et

(
α.R, α.CS

max (I)
)
est une solution optimale de PL3 (S, α.I). �

3.1.3 Inégalité triangulaire

Lemme II.6 CS
max véri�e l'inégalité triangulaire :

∀(I1, I2) ∈ (R+
n )2, CS

max (I1 + I2) ≤ CS
max (I1) + CS

max (I2) (5.9)

Preuve. Soient R1 et R2 deux plans de production, solutions optimales respectives de
PL3 (S, I1) et PL3 (S, I2). Un plan de production admissible pour PL3 (S, I1 + I2) noté R3

peut être construit de la manière suivante : R3 = R1 + R2. R3 est un plan de production admis-
sible non nécessairement optimal, il en résulte donc que le temps de traitement résultant de R3

dé�ni par max
j∈M

(∑
i∈N

R3(i, j)
)

= max
j∈M

(∑
i∈N

(R1(i, j) + R2(i, j))
)

est une borne supérieure pour

CS
max(I1 + I2).
Nous pouvons donc écrire l'inégalité suivante :

CS
max(I1 + I2) ≤ max

j∈M

(∑
i∈N

(R1(i, j) + R2(i, j))

)
≤ max

j∈M

(∑
i∈N

R1(i, j)

)
+ max

j∈M

(∑
i∈N

R2(i, j)

)

Ce qui conduit exactement à l'équation (5.9). �

3.1.4 CS
max est une norme

Théorème II.4 CS
max est une norme sur l'espace des demandes R+

n .
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Preuve. D'après les lemmes II.4, II.5, II.6, CS
max véri�e les propriétés de séparation,

d'homogénéité et d'inégalité triangulaire qui sont les propriétés qui permettent d'identi�er une
norme (Golub et Loan, 1989). �

3.2 Pd̃(S) est un ensemble convexe

Théorème II.5 Pd̃(S) est un ensemble convexe.

Preuve. Soient I1 et I2 deux demandes quelconques de Pd̃(S). Soient également α et β deux
nombres réels positifs tels que α + β = 1. Pour démontrer que Pd̃(S) est convexe, il su�t de
démontrer que la demande dé�nie par α.I1 + β.I2 appartient à Pd̃(S).

Par utilisation des propriétés d'homogénéité et d'inégalité triangulaire de la norme CS
max

(lemmes II.5 et II.6), il peut être établi que :

CS
max (α.I1 + β.I2) ≤ α.CS

max (I1) + β.CS
max (I2)

Or I1 et I2 appartiennent à Pd̃(S), donc CS
max (I1) ≤ d̃ et CS

max (I2) ≤ d̃ et par suite :

CS
max (α.I1 + β.I2) ≤ d̃

Et donc par dé�nition de Pd̃(S), α.I1 + β.I2 appartient à Pd̃(S). �

4 Analyse de sensibilité de la con�guration

4.1 Dé�nition

Le problème d'analyse de sensibilité auquel nous nous intéressons consiste à répondre à la
question 2 de l'analyse de sensibilité dé�nie dans le chapitre 2 de ce mémoire : �dans quel
voisinage de I, S reste-t-elle réalisable, avec une performance acceptable ?�.

Répondre à cette question consiste, dans notre contexte, à chercher le voisinage de la demande
prévisionnelle tel que toutes les demandes peuvent être traitées en moins de d̃ unités de temps où
d̃ représente la performance acceptable. Il est clair que, par dé�nition de Pd̃(S), trouver Pd̃(S)
permet de répondre à cette question.

Dé�nition II.8 Le problème d'analyse de sensibilité consiste à répondre à la question suivante :
�étant données une con�guration S, une demande de référence Iref et une deadline d̃, quel est
l'ensemble Pd̃(S) ?�

4.2 Résolution approchée

Pour l'instant il nous est impossible de dé�nir de manière explicite Pd̃(S). Nous proposons
de chercher un sous-ensemble de Pd̃(S) que nous pourrons évaluer de manière explicite.

Lemme II.7 Le voisinage Pa1,...,an (Iref ), dé�ni par la famille (ak)k∈N solution des programmes

linéaires PLak

(
S, Iref , d̃

)
, dé�nis à l'équation (5.10) est inclus dans Pd̃(S).
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Dé�nition II.9 Le programme linéaire PLak

(
S, Iref , d̃

)
s'écrit :

PLak

(
S, Iref , d̃

)


max(ak)∑
j∈M

R(i, j)× V (i, j) = Iref (i) ∀i 6= k ∈ N (a)∑
j∈M

(R(k, j)× V (k, j))− ak = Iref (k) (b)∑
i∈N

R(i, j) ≤ d̃ ∀j ∈M (c)

(1− S(i, j))×R(i, j) = 0 ∀(i, j) ∈ N ×M (d)
R(i, j) ≥ 0 ∀(i, j) ∈ N ×M (e)

(5.10)

V (i, j), Iref (i), S(i, j) et d̃ sont des données alors que ak et R(i, j) sont des variables. Nous

notons ce problème PLak

(
S, Iref , d̃

)
pour montrer que les instances du problème sont S, Iref

et d̃. L'ensemble des contraintes (5.10a) et (5.10b) permet de véri�er que la demande Iak
ref est

satisfaite. L'ensemble des contraintes (5.10c) garantit que la demande Iak
ref peut être traitée en

moins de d̃ unité de temps (la charge de chaque machine est inférieure au temps de traitement
limite d̃). L'ensemble des contraintes (5.10d) permet d'interdire l'a�ectation d'un produit à une
machine lorsque la machine en question n'est pas quali�ée pour le type de produit en question.
En�n les contraintes (5.10e) dé�nissent le domaine de variation de R.

La résolution de PLak(S, Iref , d̃) permet de répondre à la question suivante : �étant données
une con�guration S, une demande de référence Iref et une deadline d̃, quelle est la quantité
additionnelle maximale ak de produits de type k que peut traiter la con�guration S sans dépasser
la deadline d̃ ?�

Preuve du lemme II.7. Soit I une demande quelconque de Pa1,...,an (Iref ). Il existe une
famille (αk)k∈N de réels positifs tels que I = Iref +

∑
k∈N

αk.ak.ek et
∑

k∈N
αk ≤ 1.

Soit β, le réel positif ou nul dé�ni par β = 1−
∑

k∈N
αk.

I = β.Iref +
∑

k∈N
αk. (Iref + ak.ek) = β.Iref +

∑
k∈N

αk.Iak
ref .

Par dé�nition de ak, Iak
ref ∈ Pd̃(S). De plus Iref ∈ Pd̃(S). I est donc une combinaison convexe

d'éléments appartenant à Pd̃(S) puisque β +
∑

k∈N
αk = 1. Par convexité de Pd̃(S) (Théorème

II.5), I appartient également à Pd̃(S). I étant un élément quelconque de Pa1,...,an (Iref ), cela
implique que Pa1,...,an (Iref ) ⊆ Pd̃(S). �

Pa1,...,an (Iref ) dé�nit un sous-ensemble de Pd̃(S) et permet donc une résolution approchée
du problème d'analyse de sensibilité.

5 Études de robustesse

Le décideur souhaite que la con�guration soit capable de garantir une deadline d̃ au traitement
de la demande malgré les incertitudes sur celle-ci. Une con�guration est dé�nie comme robuste si
elle garantit l'existence d'un plan de production de durée inférieure à d̃ unités de temps. Comme
dans les deux chapitres précédents, nous nous plaçons dans un contexte où le nombre d'instances
est éventuellement in�ni. On l'a vu, le décideur est directement impliqué puisque c'est lui qui



5. Études de robustesse 87

�xe une deadline à ne pas dépasser même dans le pire des cas. Nous utilisons donc à nouveau la
Lλ-robustesse pour dé�nir la nouvelle robustesse d'une con�guration.

5.1 Dé�nition du critère de robustesse

Une con�guration S doit garantir sur un risque P (qui représente toujours un ensemble
d'instances éventuellement in�ni) que le temps de traitement de toute demande I mesuré par
CS

max (I) est inférieur à la deadline d̃. La robustesse peut donc être dé�nie comme suit.

Dé�nition II.10 Une con�guration S est robuste sur l'ensemble des demandes P, relativement
au critère de robustesse λ1, si elle véri�e la condition suivante :

λ1

(
S, CS

max,P
)
≤ d̃ (5.11)

5.2 Premier problème de robustesse : recherche du domaine des demandes
pour lequel une con�guration particulière est robuste

On cherche à répondre à la question suivante : �étant données une con�guration S, une
demande de référence Iref et une deadline d̃, quel est le voisinage de Iref tel que toutes les
demandes peuvent être traitées en moins de d̃ unités de temps ?�

Cette question équivaut exactement à la question du problème d'analyse de sensibilité pré-
senté et partiellement résolu en section 4.

5.3 Deuxième problème de robustesse : recherche d'une solution robuste

Le décideur a dé�ni une famille d'amplitudes de déviation (ak)k∈N qui dé�nit une déviation
maximale pour chacun des types de produits sur la demande prévisionnelle et il souhaite trouver
une con�guration S capable de supporter cette famille d'amplitudes.

La famille d'amplitudes (ak)k∈N dé�nit un ensemble du type Pa1,...,an (Iref ). Résoudre le
deuxième problème de robustesse revient à répondre à la question suivante : �étant donné
l'ensemble des demandes à couvrir Pa1,...,an (Iref ), quelle est une con�guration S telle que
λ1

(
S, CS

max,Pa1,...,an (Iref )
)
≤ d̃ ?�

Ce problème est simple et il peut se résoudre à l'aide de l'algorithme polynomial Alg. 3.
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DÉBUT
Pour k de 1 à n faire

a′k ← PLak

(
T, Iref , d̃

)
Fin Pour
Si (a′k ≥ ak, ∀k ∈ N ) Alors

une con�guration robuste est S = T .
Sinon

il n'existe pas de con�guration robuste.
Fin Si
FIN

Alg. 3: Algorithme de recherche d'une con�guration robuste pour Pa1,...,an (Iref ) �xé

Si il n'existe pas de solution robuste, il faut soit que le décideur revoit ses ambitions à la
baisse pour les ak qui ne véri�ent pas les conditions d'existence d'une solution dans l'algorithme
Alg. 3, soit qu'il envisage de demander au niveau stratégique d'investir dans une ou plusieurs
nouvelles machines. Savoir les caractéristiques (contraintes technologiques, vitesse) de la machine
sur laquelle investir est un problème intéressant qui reste ouvert.

5.4 Troisième problème : recherche de la con�guration qui couvre le plus
grand ensemble de demandes du type Pa1,...,an (Iref )

Le troisième problème consiste à trouver la con�guration S qui couvre le plus grand ensemble
du type Pa1,...,an (Iref ) sans remettre en cause l'existence d'un plan de production dont la durée
totale n'excède pas d̃ unités de temps.

Résoudre le troisième problème revient à répondre à la question suivante : �étant don-
née une deadline d̃, quelle est la con�guration S qui maximise la famille (ak)k∈N telle que
λ1

(
S, CS

max,Pa1,...,an (Iref )
)
≤ d̃ ?�

De manière assez triviale, la con�guration qui o�re le plus de libertés temporelles est la
con�guration S = T , elle est donc également celle qui maximise l'ensemble des demandes qui
peuvent être traitées en moins de d̃ unités de temps. Et le plus grand ensemble Pa1,...,an (Iref )

est celui dé�ni par la famille (ak)k∈N , solutions respectives des PLak

(
T, Iref , d̃

)
pour tout k

de N .

La con�guration S = T est la con�guration la plus onéreuse puisqu'elle correspond à la
con�guration qui contient toutes les quali�cations autorisées. Ainsi, comme pour la performance
d'équilibre de la charge, il est intéressant de tenir compte également des coûts de quali�cation
pour la recherche de la con�guration.

5.5 Quatrième problème : recherche d'une con�guration robuste la moins
onéreuse

Nous souhaitons maintenant prendre en compte les coûts de quali�cation dé�nis par la
matrice K. Nous évaluons toujours le coût d'une con�guration par C(S) dé�ni dans l'équation
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(3.3) du chapitre 4 de ce mémoire.

Le quatrième problème consiste à trouver la con�guration la moins onéreuse mais qui permet
de couvrir un ensemble de demandes du type Pa1,...,an (Iref ) dé�ni par une famille (ak)k∈N désirée
par le décideur. Ce dernier �xe également une deadline d̃ que doit respecter la con�guration pour
toute demande de Pa1,...,an (Iref ).

Résoudre le quatrième problème revient à répondre à la question suivante : �étant données une
demande de référence Iref , une deadline d̃ et une famille (ak)k∈N représentant respectivement la
déviation maximum pour chacun des types de produit, quelle est la con�guration S qui minimise
C (S) telle que λ1

(
S, CS

max,Pa1,...,an (Iref )
)
≤ d̃ ?�

Dans la suite de ce mémoire, nous ferons référence à ce problème par la dénomination Con�-
guration (ak)k∈N -Robuste de Coût Minimal (C(ak)RCM)

5.5.1 C(ak)RCM est NP-di�cile au sens fort

Nous allons démontrer dans cette section que le problème Con�guration (ak)k∈N -Robuste de
Coût Minimal estNP-di�cile au sens fort. Pour ce faire nous allons utiliser une version simpli�ée
du problème C(ak)RCM que nous noterons PS. PS peut être dé�ni de la manière suivante :
�étant données une demande de référence Iref et une deadline d̃, trouver la con�guration S qui
minimise C(S) et qui garantit qu'un plan de production existe pour Iref tel que CS

max (Iref ) ≤ d̃�.

PS correspond au problème C(ak)RCM dé�ni par ak = 0, pour tout k de N .

Théorème II.6 Le problème Con�guration (ak)k∈N -Robuste de Coût Minimal est NP-di�cile
au sens fort.

Preuve. Considérons le problème PS dé�ni par d̃ = CT
max (Iref ). Résoudre le problème PS

revient alors à trouver un plan de production optimal R à PL3 (T, Iref ), tel que le nombre
d'éléments non nuls soit minimisé, soit trouver la base la plus dégénérée de PL3 (T, Iref ). La
solution de PS serait alors dé�nie de la manière suivante : S(i, j) = 1 si R(i, j) > 0, S(i, j) = 0
sinon. Il a été montré dans (Rossi, 2007) que trouver la base la plus dégénérée à un programme
linéaire est un problème NP-di�cile au sens fort donc PS l'est et par suite C(ak)RCM est un
problème NP-di�cile au sens fort. �

5.5.2 Formulation à l'aide d'un programme linéaire en nombres entiers

Nous proposons maintenant une formulation mathématique du problème C(ak)RCM . Le
problème peut être écrit comme le programme linéaire en nombres entiers suivant noté
PLNE2

(
Iref , d̃, (ak)k∈N

)
:

PLNE2

(
Iref , d̃, (ak)k∈N

)


min C(S) =
∑

i∈N

∑
j∈M

K(i, j)× S(i, j)∑
j∈M

Rk(i, j)× V (i, j) = Iak
ref (i) ∀(i, k) ∈ N 2 (a)∑

i∈N
Rk(i, j) ≤ d̃ ∀(j, k) ∈M×N (b)

Rk(i, j)× V (i, j)− S(i, j)× Iak
ref (i) ≤ 0 ∀(i, j, k) ∈ N ×M×N (c)

S(i, j) ∈ {0, 1} ∀(i, j) ∈ N ×M (d)

Rk(i, j) ≥ 0 ∀(i, j, k) ∈ N ×M×N (e)

(5.12)
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V (i, j), K(i, j), Iak
ref (i), d̃ et (ak)k∈N sont des données alors que S(i, j) et Rk(i, j) sont des

variables de décision. Rk représente le plan de production pour la demande Iak
ref .

L'ensemble des contraintes (5.12a) garantit que la demande Iak
ref est satisfaite et donc que la

déviation maximum ak sur le produit de type k est tolérée. L'ensemble des contraintes (5.12b)
garantit que le plan de production Rk a une durée inférieure à d̃ unités de temps. L'ensemble
des contraintes (5.12c) interdit l'a�ectation d'un type de produit à une machine qui n'est pas
quali�ée pour le type de produit en question. Les ensembles de contraintes (5.12d) et (5.12e)
dé�nissent les domaines de variation des variables de décision S(i, j) et Rk(i, j).

6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié une nouvelle performance à garantir dans le cadre de la
con�guration robuste d'un atelier de machines parallèles partiellement multifonctions soumis à
des incertitudes sur la demande. Bien que des résultats intéressants ont été obtenus en ce qui
concerne l'analyse de sensibilité et la résolution de premiers problèmes de robustesse, cette étude
reste partiellement �nalisée dans la mesure où il reste à développer une méthode de résolution
pour le problème du compromis entre le coût de la con�guration et son niveau de robustesse.
Seule une modélisation mathématique a pour l'instant été proposée.



Troisième partie

Con�guration robuste d'un système de
production de services en énergie : un
réseau de distribution d'électricité





Chapitre 6

Étude du problème statique : étape 0

1 Introduction

Dans le contexte de l'énergie, la dérégulation du marché implique des changements profonds
des conditions de maîtrise de la sécurité de fonctionnement des réseaux. Cette évolution conduit
notamment à exploiter les réseaux plus près de leurs limites physiques (Crappe, 2003). Si le
système d'exploitation actuel reste �exible dans la mesure où la capacité des sources est grande
devant la demande des usagers, cette marge ne pourra pas perdurer dans un contexte où la
demande en énergie augmente rapidement.

L'enjeu des prochaines années sera entre autre d'exploiter des réseaux pour lesquels la
puissance disponible tend à s'équilibrer avec la demande. Dans ce contexte, tenir compte des
incertitudes sur la demande des usagers et sur la capacité des sources introduit des problèmes à
fort enjeu. Les incertitudes sur la capacité des sources sont principalement dues aux nouvelles
technologies de production d'énergie telle que l'utilisation des énergies renouvelables dont la
production reste très �uctuante. Et la part de ces sources intermittentes dans la production va
devenir de plus en plus importante. Les éoliennes peuvent par exemple se déconnecter du réseau
pour des raisons de sécurité et créer des chutes de tension. Leur production d'énergie est de
plus très liée aux conditions météorologiques. De la même manière, la production énergétique
des cellules photovoltaïques dépend fortement de l'ensoleillement. Quand des chutes de tension
interviennent, la solution la plus courante est de recourir au délestage de charges avec tout ce
que cela implique comme désagréments pour l'usager.

Le réseau de distribution d'électricité fait partie du processus complet de livraison de l'énergie
vers l'usager. Il s'interface entre le réseau de transport de l'énergie et l'usager �nal comme
décrit sur la �gure 6.1. Le réseau de transport fonctionne en réseau maillé (il existe des cycles
dans le graphe équivalent) et achemine l'énergie depuis les centres de production (thermiques,
nucléaires, hydrauliques, éoliens, solaires) sous forme de haute et très haute tension vers les
postes de transformation qui font le lien avec le réseau de distribution d'électricité. Le réseau
de distribution d'électricité, qui fonctionne en réseau radial (il n'y a pas de cycle dans le graphe
équivalent et chaque sommet n'a qu'un seul prédécesseur), achemine ensuite l'énergie sous forme
de basse et moyenne tension vers les usagers �naux.

Les réseaux de distribution ont été implantés il y a cinquante ans alors qu'il y avait peu
d'usagers. La capacité de production des sources était bien supérieure à la consommation et la
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Nouvelles productions 

Nouvelles productions 

Champs d’éoliennes 

Centrales solaires 

Centrales thermiques 

Centrales hydrauliques

Centrales nucléaires 

Productions classiques 

1.5 kV - 50 kV

Industriel 

Commercial 

Résidentiel 

Usagers Réseau de distribution Réseau de transport 

63 kV - 750 kV

Fig. 6.1 � Filière énergétique : de la production de l'énergie électrique à sa distribution vers
l'usager

con�guration des réseaux était alors très �gée. Puis de plus en plus d'usagers se sont connectés
au réseau et le besoin d'avoir des con�gurations agiles s'est imposé.

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons justement à la con�guration des réseaux de distri-
bution d'électricité en contexte certain.

Un réseau de distribution d'électricité est constitué de plusieurs sources, de lignes électriques,
d'interrupteurs et d'usagers comme sur la �gure 6.2.

Partant d'un réseau maillé, con�gurer le réseau de distribution d'électricité consiste à ouvrir
ou fermer les bons interrupteurs pour obtenir un réseau radial de manière à optimiser des
objectifs tout en respectant des contraintes électrotechniques (cf. section 3).

Dans ce chapitre nous présenterons tout d'abord une modélisation courante des réseaux de dis-
tribution d'électricité par les graphes orientés. Nous aborderons ensuite les di�érentes contraintes
électrotechniques auxquelles sont soumis les réseaux. Nous tenterons un rapprochement du pro-
blème statique à un problème classique de l'optimisation combinatoire puis nous nous intéres-
serons à la façon dont le problème de con�guration en contexte certain a été étudié dans la
littérature électrotechnique. En�n nous évoquerons les incertitudes auxquelles sont soumis les
réseaux de distribution d'électricité et le concept de robustesse que nous lui avons associé.
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Usager + charge

Ligne + interr.

 
 
 

Source 
a

y bx 

z 

c

Fig. 6.2 � Un réseau de distribution d'électricité.

2 Modélisation à l'aide d'un graphe orienté

Le réseau de distribution d'électricité est constitué de m sources qui doivent desservir n

usagers (résidentiels, commerciaux ou industriels). Nous utilisons les notations et dé�nitions
données dans (Ahuja et al., 1993) pour modéliser le réseau de distribution par un graphe orienté
G = (N ,A). Nous distinguons de plus trois types de sommets qui ont des comportements dif-
férents dans le réseau. Cette typologie nous conduit à décomposer N en trois sous-ensembles
disjoints : les sommets usager de Nc, les sommets jonction de Nt et les sommets source de Ns

avec N = Nc ∪Nt ∪Ns. Le réseau de la �gure 6.2 est modélisé par le graphe de la �gure 6.3.
Pour cet exemple le réseau est composé de n = 17 usagers notés de 1 à 17 dans l'ensemble Nc, de
t = 6 sommets jonction notés de 18 à 23 dans l'ensemble Nt et de m = 2 sources notées 24 et 25
dans l'ensemble Ns. Le sommet jonction 18 de la �gure 6.3 représente le point de jonction entre
les interrupteurs notés x, y et z sur la �gure 6.2. En pratique, les sommets jonction peuvent être
considérés comme des usagers de charge nulle qui peuvent ne pas être desservis.

2.1 Modélisation des usagers et des points de jonction

Chaque sommet usager i de Nc = {1, . . . , n} représente un usager avec sa charge. Chaque
sommet jonction k de Nt = {n + 1, . . . , n + t} représente un point de jonction. La charge des
usagers et des points de jonction est représentée par un vecteur entier W de taille n + t tel que
W(k) = 0 pour tout k de Nt.

2.2 Modélisation des sources

Chaque sommet source j de Ns = {n + t + 1, . . . , n + t + m} représente une source d'énergie.
Chaque source j est limitée en puissance par une capacité K(j). K est un vecteur entier de
taille m.
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Fig. 6.3 � Modélisation par un graphe orienté du réseau de la �gure 6.2.

2.3 Modélisation des lignes et de leurs interrupteurs

La structure du réseau de distribution est représentée par des arcs entre les sommets de N .
Chaque arc Ak ∈ A, avec Ak = (i, j), où (i, j) ∈ N 2, représente une ligne électrique munie d'un
interrupteur. Dans la mesure où la direction du �ux d'énergie n'est pas prédé�nie et dépend de
la source à laquelle la ligne est raccordée, chaque ligne électrique est modélisée par deux arcs
opposés représentant les deux sens possibles du courant.

Cependant, un �ux d'énergie ne peut pas se diriger vers une source, il ne peut donc pas y
avoir d'arc dont le sommet �nal est une source. L'existence ou la non-existence d'un arc est
modélisée par la matrice d'adjacence binaire H de taille (n + t + m)2. Si H(i, j) = 1 alors l'arc
(i, j) de i vers j existe et si H(i, j) = 0, il n'existe pas.

2.4 Con�guration du réseau

La con�guration du réseau de distribution d'électricité est modélisée par une matrice binaire
de taille (n + t + m)2 notée S. S(i, j) = 1 signi�e que l'interrupteur représenté par l'arc (i, j) est
fermé : le courant passe de i vers j. S(i, j) = 0 signi�e que le même interrupteur est ouvert ou
qu'il n'existe pas (H(i, j) = 0) : le courant ne passe pas entre i et j.

3 Contraintes

Con�gurer le réseau de distribution d'électricité revient à ouvrir ou fermer des interrupteurs
tout en respectant des contraintes.

3.1 Contrainte de service des usagers

Nous considérons le réseau de distribution d'électricité comme un système de production de
services. La contrainte de premier ordre à respecter par la con�guration est donc une contrainte
de service des usagers.

Chaque usager doit être desservi et le service concerne la totalité de sa charge demandée.
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3.2 Contraintes électrotechniques

Les autres contraintes à respecter par la con�guration sont des contraintes du type électro-
technique qui expriment les conditions d'exploitation et de sécurité du réseau.

� Radialité du réseau : il ne doit pas y avoir de cycle dans la solution et chaque sommet
possède au plus un prédécesseur. Une con�guration admissible est une forêt orientée du
graphe dont les racines sont les sources.

� Non-jonction des sources : les sources doivent être disjointes en fonctionnement. Il ne
doit donc pas exister de chaîne reliant deux sources dans une con�guration admissible.
Cette contrainte est toujours respectée dans la modélisation que nous avons proposée.
Premièrement, par dé�nition de la matrice d'adjacence H, ∀(i, j) ∈ N ×Ns, H(i, j) = 0
car il ne peut pas y avoir de �ot qui arrive à une source, et donc pas de chemin dont le
sommet d'arrivée est une source. Deuxièmement, la contrainte de radialité (un sommet
ne peut avoir qu'un seul prédécesseur) garantit que deux sources ne desservent jamais le
même usager.

� Limite de puissance des sources : chaque source ne peut fournir qu'une quantité limitée
de puissance caractérisée par le vecteur de capacité K.

� Limite de capacité des lignes : chaque ligne ne peut supporter qu'une quantité limitée
de puissance. Chaque arc (i, j) est doté d'une capacité maximale de �ot noté f i,j

max = f j,i
max.

� Limitation des chutes de tension : les chutes de tension doivent être limitées. Les
chutes de tension s'accumulent au fur et à mesure de la circulation de l'énergie dans le
réseau. Ainsi plus le sommet �nal d'une branche du réseau est éloigné de sa source, plus il
y a de chutes de tension : celles-ci sont occasionnées par la consommation de l'énergie le
long de la branche. Les sommets jonctions ne consommant pas d'énergie, ils n'occasionnent
pas de chute de tension. Pour limiter les chutes de tension, la profondeur de chaque arbre
(appartenant à la forêt solution) est bornée par un entier Dmax.

4 Con�guration admissible

Une con�guration admissible (qui respecte les contraintes développées dans la section
précédente) est une forêt orientée qui couvre tous les sommets usagers et dont les racines sont
les sommets sources.

Illustrons ces desiderata sur l'exemple de la �gure 6.2 complété par les données suivantes :

∀i ∈ Nc, W(i) = 1
∀k ∈ Nt, W(k) = 0
∀j ∈ Ns, K(j) = 10
Dmax = 10
∀(i, j) ∈ N 2, f i,j

max = 10

(6.1)

Une con�guration admissible pour cet exemple est la forêt de la �gure 6.4.

Cette con�guration consiste à ouvrir les interrupteurs représentés par les arcs {(5, 8); (8, 5)},
{(6, 9); (9, 6)} et {(10, 22), (22, 10)} (respectivement les interrupteurs a, b et c de la �gure 6.2) en
maintenant les autres interrupteurs fermés. Notons qu'une con�guration admissible ne préserve
qu'un arc sur deux arcs symétriques (celui qui va dans le sens du �ot).
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Fig. 6.4 � Une con�guration admissible

5 Étude du problème en contexte certain : un état de l'art

Nous nous intéressons maintenant au problème de con�guration en contexte certain. Nous
considérons que toutes les données sont certaines et statiques. La résolution du problème classique
conduit à répondre à la question suivante : �étant données la charge des usagers W, la capacité
des sources K et la structure du réseau H, quelle est la con�guration S qui optimise un critère
Z tout en respectant les contraintes électrotechniques ?�

5.1 Critères d'optimisation classiques

Il existe dans la littérature plusieurs critères d'optimisation dans le contexte de l'énergie. On
retrouve les plus courants dans (Thakur et Jaswanti, 2006) et nous n'en présentons que deux ici.
Ce sont ceux que nous utiliserons dans la suite de ce mémoire : le critère des pertes Joule et le
critère du coût des man÷uvres. On peut toutefois en citer d'autres qui restent cependant moins
répandus dans la littérature : maximisation de la �abilité, minimisation des chutes de tension. . .

5.1.1 Minimisation des pertes Joule

Les pertes Joule expriment la puissance perdue lors du passage du courant dans une ligne.
Ce critère est de loin le critère le plus utilisé dans la littérature. Il est vrai qu'il constitue un
problème critique puisque d'après (Thakur et Jaswanti, 2006), les pertes Joule représentent 20%
à 30% de la production totale sur l'ensemble du réseau (transport + distribution).

Pour une con�guration donnée le critère à minimiser ZJ (S, I) des pertes Joules peut être
dé�ni comme suit :

ZJ (S, I) =
∑
i∈N

∑
j∈N

Rij × fS(i, j)2 (6.2)

avec Rij qui mesure la résistance de la ligne (i, j) et fS(i, j) le �ot traversant la ligne (i, j) pour
la con�guration S.
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5.1.2 Minimisation du coût des man÷uvres

Une man÷uvre est dé�nie comme le passage de l'état ouvert à fermé (ou vice versa) d'un
interrupteur. Le coût des man÷uvres à e�ectuer pour atteindre une con�guration �nale à partir
d'une con�guration initiale doit être le plus petit possible. En e�et les man÷uvres sont parfois
di�ciles à réaliser sur le terrain et elles induisent des coûts de main d'÷uvre qui sont loin
d'être négligeables. Ce coût peut par exemple être proportionnel à la distance entre le centre de
maintenance et le lieu de l'intervention. Le coût des man÷uvres à minimiser ZM (Si,Sf ) peut
être dé�ni comme suit :

ZM (Si,Sf ) =
∑
i∈N

∑
j∈N

K(i, j)× |Sf (i, j)− Si(i, j)| (6.3)

avec Si la con�guration initiale et Sf la con�guration �nale. K(i, j) est le coût induit par la
man÷uvre de l'interrupteur (i, j). La matrice K est une matrice réelle symétrique.

5.2 Rapprochement à un problème d'optimisation standard

La con�guration d'un réseau de distribution d'électricité dé�nit une forêt orientée du graphe
dont les racines sont les sources de Ns. Cette forêt a la particularité d'être couvrante pour une
partie des sommets qui sont les sommets de Nc. Les sommets de Nt peuvent éventuellement ne
pas appartenir à la solution.

On trouve dans la littérature de l'optimisation combinatoire un problème classique qui s'ap-
proche de cette problématique : le problème d'arborescence minimale de Steiner. Il est dé�ni
comme suit. Étant donnés un graphe orienté G = (V,E), un sommet s ∈ V , une fonction coût
c : E → R+ sur l'ensemble des arcs et un sous-ensemble C de V , une arborescence de Stei-
ner est un arbre de G de racine s qui couvre tous les sommets de C. L'ensemble des sommets
T = V \(C ∪ {s}) représente l'ensemble des sommets qui sont dits �de Steiner�. L'appartenance
d'un sommet de Steiner à une arborescence de Steiner est faccultative. Le coût total d'une
arborescence de Steiner est dé�ni par la somme des coûts de ses arcs. Le problème classique
d'arborescence minimale de Steiner consiste à trouver l'arborescence de Steiner de coût total
minimum. Ce problème est réputé pour être NP-di�cile (Garey et Johnson, 1979).

Hsu et al. (2005) propose une variation de ce problème : le réseau minimal de Steiner. Ce
problème est dé�ni comme suit. Étant donnés un graphe orienté G = (V,E), une fonction coût
c : E → R+ sur l'ensemble des arcs et deux sous-ensembles S et C de V , un réseau de Steiner
est une forêt de G qui couvre tous les sommets de C et dont les racines sont les sommets de
S. L'ensemble des sommets T = V \(S ∪ C) représente l'ensemble des sommets de Steiner. Le
problème du réseau minimal de Steiner consiste à trouver le réseau de Steiner de coût total
minimum. Hsu et al. (2005) précisent que ce problème reste NP-di�cile. Remplaçons V par N ,
S par Ns, C par Nc, T par Nt et en�n E par A et la con�guration du réseau de distribution
d'électricité peut être vue comme un réseau de Steiner.

Cependant le problème de réseau de Steiner ne su�t pas à lui seul pour rendre compte du
problème de con�guration des réseaux de distribution d'électricité. Dans le problème de réseau
de Steiner, le coût d'un arc est �xe, alors que dans notre problème le coût est lié au �ot (l'énergie)
qui le traverse. De plus, la loi de conservation du �ot (la loi de Kirchho�) doit être véri�ée. Cette
loi peut être exprimée ainsi : l'énergie qui arrive à un sommet est égale à l'énergie qui repart du
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sommet plus l'énergie consommée au sommet. En utilisant les variables de notre problème, cette
loi s'écrit comme suit :

∑
i∈N

f(i, j)−
∑
k∈N

f(j, k) =W(j), ∀j ∈ Nc ∪Nt (6.4)

avec f(i, j) le �ot traversant l'arc (i, j).

Dans le cas du critère des pertes Joule le coût de l'arc (i, j) est égal à Rij × f(i, j)2. Dans
ce cas là, les pertes Joule sont considérées globalement pour le réseau mais sont négligées
localement dans la loi de conservation du �ot.

Pour prendre en compte le problème de con�guration de réseau de distribution d'électricité
dans sa globalité, il faut exprimer également :

1. la contrainte de limite de puissance des sources :

∑
i∈Nc∪Nt

f(j, i) ≤ K(j), ∀j ∈ Ns (6.5)

2. la contrainte de capacité des lignes :

f(i, j) ≤ f i,j
max × S(i, j), ∀(i, j) ∈ N 2 (6.6)

Si S(i, j) = 0, aucun �ot ne doit circuler sur l'arc (i, j) puisque l'arc n'appartient pas à la
solution. Si S(i, j) = 1, le �ot est limité par la borne f i,j

max.

3. la contrainte de limitation des chutes de tension :

D(i) ≤ Dmax (6.7)

avec D(i) la distance du sommet i à la source à laquelle il est connecté.

La contrainte de radialité du réseau est alors véri�ée par l'expression des contraintes de la loi
de Kirchho�, de la capacité des lignes et de la couverture des sommets usagers.

L'expression de ces contraintes et l'identi�cation de la con�guration à un réseau de Steiner
va nous permettre de proposer une formulation mathématique du problème statique.

5.3 Formulation mathématique du problème

Nous proposons maintenant une formulation mathématique du problème statique pour un cri-
tère d'optimisation Z à minimiser quelconque. Le problème peut être écrit comme le programme
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mathématique suivant noté PM (W,K) :

PM (W,K)



min(Z)∑
j∈N
Sf (j, i) = 1 ∀i ∈ Nc (a)∑

j∈N
Sf (j, k) ≤ 1 ∀k ∈ Nt (b)∑

i∈N
f(i, j)−

∑
k∈Nc∪Nt

f(j, k) =W(j) ∀j ∈ Nc ∪Nt (c)∑
i∈Nc∪Nt

f(j, i) ≤ K(j) ∀j ∈ Ns (d)

f(i, j) ≤ f i,j
max × Sf (i, j) ∀(i, j) ∈ N 2 (e)

D(j) = 0 ∀j ∈ Ns (f)
D(j) ≥ D(i) + 1− (1− Sf (i, j))×Dmax ∀(i, j) ∈ N ×Nc (g)
D(j) ≤ D(i) + 1 + (1− Sf (i, j))×Dmax ∀(i, j) ∈ N ×Nc (h)
D(j) ≥ D(i)− (1− Sf (i, j))×Dmax ∀(i, j) ∈ N ×Nt (i)
D(j) ≤ D(i) + (1− Sf (i, j))×Dmax ∀(i, j) ∈ N ×Nt (j)
D(i) ≤ Dmax ∀i ∈ Nc ∪Nt (k)
S(i, j) ≤ H(i, j) ∀(i, j) ∈ N 2 (l)
S(i, j) ∈ {0, 1} ∀(i, j) ∈ N 2 (m)
f(i, j) ≥ 0 ∀(i, j) ∈ N 2 (n)
D(i) ∈ N+ ∀i ∈ N (o)

(6.8)

W(i), H(i, j), K(j), Dmax, f i,j
max sont des données alors que Sf (i, j), f(i, j) et D(i) sont

des variables. f(i, j) évalue le �ot sur l'arc (i, j). D(i) évalue la profondeur du sommet i dans
la solution. Sf est la con�guration �nale du réseau : l'arc (i, j) appartient à la solution si et
seulement si Sf (i, j) = 1.

L'ensemble des contraintes (6.8a) garantit que chaque usager est desservi une et une seule
fois. La contrainte de service des usagers est donc respectée. L'ensemble des contraintes (6.8b)
garantit que chaque sommet jonction a au plus un prédécesseur.

L'ensemble des contraintes (6.8c) exprime la loi de Kirchho� qui est la loi de conservation du
�ot dans le contexte de l'énergie électrique. Couplé avec les contraintes (6.8a) + (6.8b) + (6.8e),
cela garantit que la contrainte de radialité est véri�ée.

L'ensemble des contraintes (6.8d) garantit que la contrainte de puissance des sources est
véri�ée. L'ensemble des contraintes (6.8e) garantit que la contrainte de capacité des lignes est
véri�ée. De plus cet ensemble de contraintes garantit qu'aucun �ot ne circule sur l'arc (i, j) si
l'arc (i, j) n'appartient pas à la solution (i.e. Sf (i, j) = 0).

L'ensemble des contraintes (6.8f) permet d'instancier la profondeur des sommets sources à
0 puisqu'ils sont les racines de la forêt que l'on cherche à obtenir. Les ensembles de contraintes
(6.8g) + (6.8h) permettent de mettre à jour la profondeur des sommets usagers. Les ensembles
de contraintes (6.8i) + (6.8j) permettent de mettre à jour la profondeur des sommets jonction :
ils n'induisent pas de chute de tension, ils ont donc la même profondeur que leur prédécesseur.
L'ensemble des contraintes (6.8k) garantit que la contrainte de limitation des chutes de tension
est véri�ée.

L'ensemble des contraintes (6.8l) garantit que l'arc (i, j) n'appartient à la solution que s'il
existe e�ectivement.

Les trois derniers ensembles de contraintes dé�nissent les domaines de variation des variables
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Sf (i, j), f(i, j) et D(i).

On trouve des modèles proches de PM dans la littérature. Par exemple Duan et Yu (2003)
proposent une formulation avec des contraintes non linéaires (mais faciles à linéariser). Ils
travaillent de plus avec des puissances complexes et expriment la contrainte de radialité par l'in-
termédiaire des degrés des sommets. Avella et al. (2005), quant à eux, expriment la contrainte de
limitation des chutes de tension en d'autres termes et ne considèrent qu'une source dans le réseau.

Le type de PM dépend directement du critère d'optimalité Z. Par exemple, si Z est le critère
des pertes Joule ZJ alors PM devient un programme quadratique.

5.4 Minimisation des pertes Joule : un état de l'art

Dans la mesure où le critère des pertes Joule est le critère le plus étudié dans la littérature
pour la con�guration des réseaux de distribution d'électricité, nous proposons un état de l'art
des méthodes de résolution pour ce problème.

À notre connaissance, la littérature concernant le problème de minimisation des pertes Joule
pour la con�guration des réseaux de distribution d'électricité est peu développée dans le domaine
de l'optimisation combinatoire.

On peut citer toutefois (Avella et al., 2005) qui traitent ce problème. Les auteurs dé�nissent
ce problème comme un problème d'arbre de Steiner avec �ots en ajoutant les contraintes
électrotechniques. Ils proposent un programme quadratique à variables entières similaire à
PM (W,K). Les di�érences résident dans l'expression de la contrainte de limitation des chutes
de tension et dans le fait qu'il n'y ait qu'une unique source. Avec XPRESS-MP, les auteurs
testent leur modélisation sur six réseaux régulièrement traités dans la littérature électrotechnique
et dont le nombre de sommets varie entre 10 et 69 et dont la densité varie entre 3% et 26%. Le
temps d'exécution ne dépasse jamais 67 secondes.

Nous nous intéressons maintenant à la littérature électrotechnique qui est bien plus riche.

Cet état de l'art est basé notamment sur (Nara et al., 2003) qui recense les méthodes proposées
entre 1988 et 2002 dans les revues IEEE Transactions on Power Delivery et IEEE Transactions
on Power Systems. Nous avons complété l'étude de (Nara et al., 2003) par des articles plus récents
qui traitent du même problème et des articles extérieurs aux deux revues citées précédemment.
Cette étude est compilée dans le tableau 6.1 qui recense les années des travaux et le type de
méthode utilisée.

Ce sont Merlin et Back (1975) qui proposent pour la première fois le critère des pertes Joule
dans la recherche de la con�guration d'un réseau de distribution d'électricité. Ils ont proposé une
Procédure par Séparation et Évaluation (PSE) pour résoudre le problème. Leur PSE consiste à
partir du réseau maillé où tous les interrupteurs sont fermés. Puis des interrupteurs sont ouverts
itérativement jusqu'à obtenir un réseau radial admissible. Et la procédure est répétée jusqu'à
obtenir une con�guration optimale.

Le tableau 6.1 montre clairement qu'entre 1988 et 1999, les méthodes privilégiées étaient les
méthodes du type heuristique avec l'inconvénient majeur d'être éventuellement bloquées sur un
optimum local.
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Tab. 6.1 � Méthodes utilisées dans la littérature électrotechnique pour minimiser les pertes Joule
et leur année de publication

Année Algorithme Recuit Recherche Intelligence Heuristique Autres

génétique simulé tabou arti�cielle dédiée méthodes

1988 Aoki et al. Liu et al.

Civanlar et al.

1989 Baran et Wu Liu et al.

Shirmohammadi et Hong

1990 Chiang et Jumeau (1990a) Taylor et Lubkerman Glamocanin

Chiang et Jumeau (1990b)

1991 Wu et al. Wagner et al.

1992 Nara et al. Chen et Cho

Goswami et Basu

Broadwater et al. Chen et Cho

1993 Hsu et al. Jung et al.

Kim et al.

1995 Borozan et al. Sarma et Rao

Peponis et al.

Fan et al.

1996 Jiang et Baldick Roytelman et al. Sár� et al.

Wang et al.

Borozan et al.

Borozan et Rajakovic

1997 Rudnick et al.

Taleski et Rajicic

Zhou et al.

1998 Lin et Chin

1999 McDermott et al.

2000 Moussa et al. Jeon et Kim Jeon et Kim Kashem et al. (2000a) Morton et Mareels

Mori et Ogita Kashem et al. (2000b)

2002 Zhu Jeon et al. Nara et al.

2003 King et al.

Duan et Yu

2004 Jeon et Kim Jeon et Kim

Hayashi et Matsuki

2005 Ramos et al. Batrinu et al. Batrinu et al. Batrinu et al. Schmidt et al.

Prasad et al. Su et al. Ramos et al.

2006 Wang et Zhang Jaswanti et Thakur

Gomes et al.

2007 Zhang et al.

Le domaine de l'électrotechnique a ensuite été sensible à l'avènement des métaheuristiques
qui permettent justement d'éviter les optima locaux. Dès 2000, ce sont ces méthodes qui sont
privilégiées dans la littérature avec des algorithmes génétiques, des recuits simulés et des re-
cherches tabou. Ce sont les recherches tabou qui semblent les plus e�caces dans le compromis
qualité/rapidité.

6 Mise en évidence des perturbations et de leur modélisation

À notre connaissance, dans les travaux réalisés jusqu'à présent, les perturbations qui peuvent
survenir dans le réseau ne sont pas considérées a priori dans la recherche de con�gurations
optimales. Une recon�guration partielle est réalisée a posteriori suivant l'occurrence d'une per-
turbation. Cette recon�guration consiste, la plupart du temps, à restaurer le service aux usagers
ou le respect de contraintes qui ont été violées en minimisant les pertes Joule ou en minimi-
sant le nombre de man÷uvres. On peut trouver un état de l'art sur le problème de restauration
du service aux usagers dans (�ur£i¢ et al., 1996). Plus récemment Shin et al. (2004) proposent
un algorithme hybride entre un algorithme génétique et une recherche tabou pour restaurer le
service aux usagers en tenant compte des pertes Joule. Duque et Murinigo (2006) proposent
une recherche tabou pour restaurer le service aux usagers en minimisant les pertes Joule. En�n
Garcia et França (2007) proposent quant à eux une heuristique dédiée pour restaurer le service
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aux usagers en minimisant le coût des man÷uvres.
Cependant cette recon�guration même partielle pose plusieurs problèmes. En e�et d'une part

elle n'est pas immédiate de part la complexité intrinsèque du problème : le calcul d'une nouvelle
con�guration optimale est di�cilement envisageable en temps réel. Même en imaginant qu'une
bonne solution puisse être trouvée très rapidement (ce qui semble suggéré par les travaux cités
précédemment), la mise en place de cette recon�guration implique une intervention humaine
(parfois très éloignée du centre de maintenance) sur des interrupteurs qui ne sont pas tous
commandables à distance. D'autre part le fait de recon�gurer implique de fermer et d'ouvrir des
interrupteurs : ceci oblige à délester, même temporairement, des usagers pour éviter d'avoir un
réseau maillé en fonctionnement. On peut toujours discuter de la tolérabilité de cette action dans
le cadre d'un service payant. Quoi qu'il en soit ces points soulignent le fait que la recon�guration
en ligne a un coût qui est loin d'être négligeable. C'est pourquoi nous proposons de prendre
en compte certaines perturbations a priori pour construire des con�gurations robustes. Cela
nécessite de mettre en évidence les perturbations et de dé�nir la robustesse d'une con�guration.

6.1 Les perturbations

La réalité implique naturellement des perturbations, et ce constat est particulièrement vrai
dans le contexte de l'énergie électrique. Un réseau de distribution d'électricité est naturellement
soumis à des aléas et à des incertitudes.

6.1.1 Les aléas

Les aléas expriment l'occurrence d'un phénomène inattendu. On peut en distinguer au moins
deux types dans le contexte qui nous intéresse :

� Rupture de ligne : lorsque les lignes sont enterrées, les ruptures de ligne peuvent être
dues à des chantiers et une machine de chantier qui rompt un câble avec sa pelle par
exemple. Lorsque les lignes sont aériennes, le poids de la neige, une voiture qui heurte un
pylône ou une tempête peuvent être la cause de la rupture d'une ligne.

� Perte de fonctionnalité d'un interrupteur : comme tout mécanisme, un interrupteur
peut être soumis à des défaillances qui occasionnent sa perte de fonctionnalité. Il peut par
exemple rester bloqué dans une position, ce qui peut être particulièrement gênant dans une
procédure d'urgence.

6.1.2 Les incertitudes

� Incertitudes sur la capacité des sources : l'introduction des nouvelles technologies
de production d'énergie telles que les énergies renouvelables induisent des incertitudes sur
la capacité de production du système. Les éoliennes peuvent se déconnecter du réseau et
créer des chutes de tension. Leur production est très liée aux conditions météorologiques. La
production des cellules photovoltaïques est dépendante de l'ensoleillement. Ces incertitudes
se traduisent par une variation du vecteur K.

� Incertitudes sur les charges : la charge des usagers varie dans la journée (repas,
télévision, lessive), dans la semaine (soirée, week-end), et d'une saison à l'autre (chau�age,
lumière). De plus le pro�l de la charge n'est pas le même suivant le type d'usager
(résidentiel, commercial, industriel). Ces incertitudes se traduisent par une variation du
vecteur W.
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Nous l'avons déjà écrit en introduction, la dérégulation du marché engendre des bouleverse-
ments du point de vue du fonctionnement du réseau qui conduisent entre autre à exploiter le
réseau de plus en plus près de ses limites physiques. Le système actuel reste très �exible dans la
mesure où la capacité de production reste importante devant la charge consommée par les usagers.
Cependant cette marge ne pourra pas perdurer dans un contexte où la charge des usagers évolue
rapidement d'une part, et où le ralentissement de l'évolution de la capacité des sources d'énergie
(liée à son prix et aux contraintes environnementales qui limitent sa production) se généralisent
d'autre part. De ce point de vue les incertitudes sur la charge des usagers et sur la capacité
des sources nous paraissent soulever un problème à plus fort enjeu. Les premiers prémices de ce
constat sont déjà visibles puisque des blackout surviennent de plus en plus souvent et pour éviter
les blackout, la seule solution actuelle est le délestage violent des usagers. En partant du principe
que le réseau de distribution d'électricité est un système de production de services, ceci n'est pas
tolérable. Nous nous e�orcerons donc de considérer les incertitudes sur la charge des usagers et
sur la capacité des sources pour nous diriger vers une méthode de construction de con�gurations
capables d'éviter le délestage des usagers malgré les incertitudes. Cela va nécessiter de répondre
aux questions suivantes :

� Comment prendre en compte les incertitudes ?
� Comment construire des con�gurations qui garantissent des performances malgré les incer-
titudes (quelles performances) ?

� Quelles performances garantir ?

7 Prise en compte des incertitudes pour la con�guration du ré-

seau

7.1 Quelles performances garantir ?

Nous avons vu que les incertitudes sur la capacité des sources et sur la charge des usagers
pouvaient avoir comme conséquence de recourir au délestage de charges. Dès lors le critère des
pertes Joule est-il toujours le critère le plus pertinent ? Si ce critère et très pertinent lorsque la
marge entre la capacité des sources et la charge des usagers est telle que le délestage est anec-
dotique, il l'est beaucoup moins dans un contexte où la capacité des sources tend à s'équilibrer
avec la charge des usagers. En e�et les usagers risquent d'être délestés à la moindre chute de
tension. Pourtant, un système de production de services se doit de garantir le service continuel-
lement et donc dans notre contexte, le réseau de distribution d'électricité se doit de garantir le
non-délestage des usagers. Là où, en contexte certain, le service aux usagers était une contrainte
(cf. section 3.1), il devient une performance à garantir en contexte incertain. Cette performance
peut être mesurée, pour une instance donnée et pour une con�guration donnée, par le niveau de
service aux usagers. On dé�nit une instance I par :

I(i) =

{
W(i) i ∈ Nc ∪Nt

K(i) i ∈ Ns
(6.9)

On peut évaluer le niveau de service aux usagers pour une con�guration S par Zns (S, I)
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dé�ni de la manière suivante :

Zns (S, I) =

∑
i∈Nc

∑
j∈N
S(j, i)

n
(6.10)

avec
∑

i∈Nc

∑
j∈N
S(j, i) qui mesure le nombre d'usagers desservis.

7.2 Dé�nition de la robustesse

Nous cherchons à garantir un niveau de service aux usagers même dans le pire des cas. Nous
utiliserons une fois de plus la Lλ-robustesse pour exprimer le besoin d'impliquer le décideur et
se laisser la possibilité d'avoir une in�nité d'instances.

Dé�nition III.1 Une con�guration S est robuste sur l'ensemble d'instances P relativement au
critère de robustesse λ1 si :

λ1 (S, Zns,P) ≥ Lλ (6.11)

Lλ mesure, suivant les connaissances dont disposent le décideur, soit le niveau de service
e�ectif dans le pire des cas, soit le niveau de service toléré dans le pire des cas par le décideur .

8 Conclusion

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressés au problème statique de la con�guration d'un
réseau de distribution d'électricité. Nous avons modélisé le réseau à l'aide des graphes orientés
puis nous avons proposé un état de l'art des méthodes de résolution pour ce problème.

Nous avons cependant mis en évidence l'intérêt de tenir compte des incertitudes sur la charge
des usagers et sur la capacité des sources dans le nouveau contexte de l'énergie. Plutôt que de
considérer les perturbations à posteriori et recon�gurer le réseau suite à une perturbation pour
restaurer le service aux usagers, nous proposons dans le prochain chapitre de prendre en compte
les incertitudes dès la construction de la con�guration pour garantir le non-délestage des usagers
malgré les incertitudes : c'est-à-dire construire des con�gurations robustes au sens de la dé�nition
III.1.



Chapitre 7

Résolution des problèmes de
robustesse : étape 1

1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté un nouveau problème de con�guration de
système de production : la con�guration d'un réseau de distribution d'électricité. Nous avons
également souligné l'importance de considérer les incertitudes sur la charge des usagers et sur les
capacités des sources dans un contexte de dérégulation du marché, de croissance continue de la
charge, de ralentissement de l'évolution de la capacité des sources et du caractère intermittent
des nouvelles productions.

La con�guration des réseaux de distribution d'électricité a déjà été très étudiée en contexte
certain. Les perturbations étaient considérées a posteriori pour proposer une recon�guration
visant à restaurer le service aux usagers dans une situation d'urgence. Nous proposons dans ce
chapitre de considérer les perturbations a priori pour construire hors ligne des con�gurations
capables d'éviter ou en tout cas de retarder le délestage des usagers malgré les incertitudes sur
la charge des usagers et sur la capacité des sources.

Le but �nal de ce chapitre sera de proposer une approche proactive pour construire des con�-
gurations robustes au sens de la dé�nition III.1. Pour cela nous étudierons di�érents problèmes
de robustesse issus de cette dé�nition.

2 Hypothèses

Nous cherchons à prendre en compte uniquement les incertitudes sur la charge et sur la capa-
cité des sources. Tout comme pour l'atelier de machines parallèles partiellement multifonctions,
nous considérons que la structure du système de production est exempte de défaillances : nous
étions partis du principe que les machines étaient toujours disponibles, nous partons ici du prin-
cipe que les lignes et les interrupteurs sont toujours fonctionnels et que par suite la matrice H
est parfaitement connue et statique.

La capacité des sources en fonctionnement normal est connue et dé�nie par le vecteur Knom

qui représente une capacité nominale. Nous faisons l'hypothèse qu'une charge prévisionnelle des
usagers est également connue. Elle peut être dé�nie par les connaissances statistiques, ou encore
par l'abonnement de chaque usager. Nous notons cette charge de référence Wref .
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Knom et Wref dé�nissent une instance prévisionnelle Iref dé�nie par :

Iref (i) =

{
Wref (i) i ∈ Nc ∪Nt

Knom(i) i ∈ Ns
(7.1)

Pour la suite de ce chapitre nous faisons l'hypothèse raisonnable que les lignes du réseau sont
dimensionnées de telle sorte qu'elles peuvent supporter la plus grande capacité des sources (la
contrainte de capacité des lignes est respectée dès lors que la contrainte de capacité des sources
l'est).

3 Premier problème de robustesse : niveau de service o�ert par

une con�guration

3.1 Dé�nition

Nous imaginons qu'à l'étape 0, le décideur est capable de dé�nir précisément l'ensemble P
des instances I qui représente le risque qui doit être couvert par une con�guration donnée S. Le
premier problème de robustesse consiste à évaluer le niveau de service o�ert Lλ par cette con�-
guration sur P. La con�guration peut être la con�guration courante ou encore une con�guration
que le décideur souhaite évaluer avant de la mettre en ÷uvre.

Résoudre le premier problème de robustesse revient à répondre à la question suivante : �étant
donnée une con�guration S, quel est le niveau de service Lλ o�ert par cette con�guration sur
l'ensemble des instances P tel que λ1 (S, Zns,P) ≥ Lλ ?�
Lλ mesure donc dans ce cas le niveau de service e�ectif pour la con�guration S dans le pire

des cas.

3.2 Hypothèse sur P

Nous faisons l'hypothèse que le risque qui doit être couvert est dé�ni par l'ensemble P tel
que

P = {I|I(i) ∈ [αi, βi]} (7.2)

avec αi et βi parfaitement connus. αi et βi sont par exemple des seuils autour de Iref . Pour tout
i de Nt, αi = βi = 0.

3.3 Identi�cation au problème de sac-à-dos avec contraintes de précédence

Le premier problème de robustesse consiste à trouver le niveau de service o�ert par la con�-
guration dans le pire des cas. Dans l'ensemble P dé�ni à l'équation (7.2), il est clair que le pire
cas est dé�ni par l'instance Ipc telle que :

Ipc(i) =


βi i ∈ Nc

0 i ∈ Nt

αi i ∈ Ns

(7.3)

Une con�guration S dé�nit une forêt orientée comme sur la �gure 7.1 qui représente une solu-
tion pour l'exemple du chapitre précédent. Cette solution dé�nit une partition de l'ensemble des
charges aux di�érentes sources. Dans chaque arbre de la solution, les charges ont des contraintes
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Fig. 7.1 � Une con�guration admissible

de précédence dé�nies par les arcs de chaque arbre. Chaque arbre étant indépendant des autres,
on peut traiter les sources indépendamment les unes des autres. La con�guration S dé�nit pour
chaque source j de Ns un ensemble de charges Bj qu'elle doit desservir. Les ensembles Bj re-
présentent une partition de Nc ∪Nt et sont tous disjoints. Dans la con�guration de la �gure 7.1,
B24 = {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 10; 18; 19} et B25 = {8; 9; 11; 12; 13; 14; 15; 16; 17; 20; 21; 22; 23}.

Le premier problème de robustesse revient à chercher le niveau de service maximum dans le
pire des cas. Il revient donc à desservir pour chaque source j, le plus grand nombre d'usagers de
Bj dans le cas où I = Ipc de telle sorte que la capacité ne soit pas dépassée et que les contraintes
de précédence dé�nies par la con�guration S soient respectées. Dans la solution de la �gure 7.1,
l'usager 4 ne peut être desservi qu'à condition que l'usager 2 le soit également par exemple. La
contrainte de limitation des chutes de tension (limitation de la profondeur de la forêt à Dmax)
peut être véri�ée a priori en véri�ant la distance de chaque sommet à sa source. Si cette distance
est supérieure à Dmax, nous savons que ces sommets ne pourront pas être desservis. Nous
augmentons alors arti�ciellement leur charge de telle sorte qu'elle soit supérieure au maximum
des capacités des sources (si i est un tel sommet, nous posons Ipc(i) = max

j∈Ns

(Iref (j)) + ε, avec

ε > 0). Ainsi véri�er la contrainte de capacité des sources su�t pour véri�er la contrainte de
limitation des chutes de tension.

Nous identi�ons la source j à un sac-à-dos de capacité Ipc(j), chaque usager ou sommet
jonction i de Bj à un objet i et sa charge Ipc(i) au volume de l'objet i. De plus nous dé�nis-
sons la fonction pro�t (notée p) par p(i) = 1 pour tout i de Nc et p(i) = 0 pour tout i de Nt.
Résoudre notre problème revient exactement à résoudre m problèmes indépendants de sac-à-dos
avec contraintes de précédence où chaque sac-à-dos est une source j.

Dans (Garey et Johnson, 1979) le problème de sac-à-dos avec contraintes de précédence est
classé parmi les problèmes NP-di�cile au sens fort. Cette complexité devient NP-di�cile au
sens faible dès lors que les contraintes de précédence sont dé�nies par un arbre, ce qui est le cas
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dans notre problème.

3.4 Résolution du problème

3.4.1 Formulation mathématique du problème

En se basant sur les travaux de la littérature portant sur le problème de sac-à-dos unique avec
contraintes de précédence et notamment sa modélisation (Shaw et Cho, 1998; van der Merwe et
Hattingh, 2006; You et Yamada, 2007), le premier problème de robustesse peut être écrit comme
le programme linéaire en nombres entiers suivant noté PLNE3(Ipc) :

PLNE3(Ipc)



max

(
Lλ =

∑
j∈Ns

Pj

n

)
Pj =

∑
i∈Bj

x(i).p(i) j ∈ Ns (a)∑
i∈Bj

x(i).Ipc(i) ≤ Ipc(j) j ∈ Ns (b)

x(i) ≥ S(i, j).x(j) ∀(i, j) ∈ (Nc ∪Nt)2 (c)
x(i) ∈ {0, 1} ∀i ∈ Nc ∪Nt (d)

(7.4)

Ipc(i), p(i), Bj et S(i, j) sont des données alors que x(i), Pj et Lλ sont des variables de
décision. x(i) est une variable binaire : x(i) = 1 si et seulement si l'objet i de Bj est mis dans
le sac j (l'usager i est bien desservi par la source j). Pj représente le pro�t rapporté par le sac
j (le nombre d'usagers desservis par la source j). Lλ est le pro�t total de l'ensemble des sacs :
c'est aussi le niveau de service o�ert par la con�guration S dans le pire des cas.

L'ensemble des contraintes (7.4a) permet de mettre à jour le nombre d'usagers a�ectés
à la source j (le pro�t du sac-à-dos j). L'ensemble des contraintes (7.4b) permet de véri�er
la contrainte de capacité de chaque source (la capacité de chaque sac-à-dos). L'ensemble des
contraintes (7.4c) permet de véri�er les contraintes de précédence imposées par la con�guration
S. Les ensembles de contraintes (7.4d) dé�nissent le domaine de variation des variables x(i).

3.4.2 Approches de résolution proposées dans la littérature du problème de sac-à-
dos unique avec contraintes de précédence modélisées par un arbre

On retrouve dans la littérature plusieurs méthodes pour résoudre le problème de sac-à-dos
unique avec contraintes de précédence modélisées par un arbre. Nous avons vu que le premier
problème de robustesse revient à résoudre m problèmes indépendants de ce type.

Johnson et Niemi (1983) proposent un programme dynamique en O(nP ∗) avec n le nombre
d'objets et P ∗ la valeur optimale du pro�t. Cho et Shaw (1997) améliorent cette complexité en
proposant un programme dynamique en O(nK) avec K la capacité du sac-à-dos. Ils résolvent
en moins de 15 secondes des instances contenant 300 objets. Shaw et Cho (1998) proposent
une PSE, mais plus performante en terme de temps de calcul que le programme dynamique
proposé par (Cho et Shaw, 1997) grâce à une borne supérieure e�cace basée sur l'amélioration
de la borne obtenue par relaxation lagrangienne du programme linéaire. Ils résolvent en e�et
des instances contenant 500 objets en moins de 10 secondes. En�n van der Merwe et Hattingh
(2006) améliorent encore les performances temporelles de (Shaw et Cho, 1998) en proposant une
modélisation du problème initial qui permet de le décomposer en sous-problèmes qui sont résolus
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par un solveur de programmation linéaire classique. Ils résolvent des instances contenant 50000
objets en moins de 15 minutes.

4 Deuxième problème de robustesse : recherche de l'ensemble des

instances couvert par une con�guration

4.1 Dé�nition

Le décideur �xe maintenant le niveau de service des usagers à 100% (i.e. Lλ = 100% : tous les
usagers doivent être desservis). Le deuxième problème de robustesse consiste à évaluer l'ensemble
des charges et des capacités P que peut couvrir la con�guration S sans qu'il n'y ait jamais de
délestage d'usagers.

Résoudre le deuxième problème revient donc à répondre à la question suivante : �étant donnée
une con�guration S, quel est l'ensemble P des instances que peut couvrir la con�guration, tel
que λ1 (S, Zns,P) = 100% ?�

Répondre à cette question revient à répondre à la deuxième question de l'analyse de sensibilité
présentée en section 4.1 du chapitre 2 de la première partie de ce mémoire.

4.2 Résolution du problème

Répondre à la question précédente revient à rechercher les capacités et les charges telles que
tous les usagers peuvent être desservis pour la con�guration S.

Comme dans le premier problème de robustesse, la con�guration S dé�nit m ensembles Bj

qui partitionnent Nc ∪Nt.
Une charge W est totalement desservie pour la con�guration S si et seulement si aucune

capacité K(j) n'est dépassée et que tous les sommets sont à une distance inférieure à Dmax de la
source par laquelle ils sont sensés être desservis d'après la con�guration S. Si il existe un sommet
à une distance strictement supérieure à Dmax alors l'ensemble P est vide. Nous supposerons
dans la suite qu'il n'y a pas de sommet dans ce cas sinon le deuxième problème n'existe plus.
Le deuxième problème de robustesse revient donc à chercher la charge W qui peut être desservie
totalement sans dépasser de capacité. Ce qui peut être résumé par :

P =

I
∣∣∣∣∣∣I(j)−

∑
i∈Bj

I(i) ≥ 0, ∀j ∈ Ns

 (7.5)

Ce résultat est trivial. Il va nous permettre cependant de mettre en place une mesure de
robustesse de la con�guration S. Cette mesure de robustesse nous permettra de dé�nir le troisième
problème de robustesse.

4.3 Une nouvelle mesure de robustesse

En considérant l'instance prévisionnelle Iref , le deuxième problème de robustesse permet de
mettre en évidence une marge de puissance pour chaque source que nous notons Mj (S, Iref ) :

Mj (S, Iref ) =

Iref (j)−
∑

i∈Bj

Iref (i)

Iref (j)
(7.6)
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Mj (S, Iref ) mesure le pourcentage de déviation que peut supporter l'instance prévisionnelle
Iref sans avoir besoin de recourir au délestage pour la con�guration S. Mj (S, Iref ) mesure donc
une robustesse pour chaque source.

L'ensemble des marges de puissance permet de dé�nir un niveau de robustesse global pour
la con�guration S.

4.4 Dé�nition d'un niveau de robustesse global pour la con�guration du ré-
seau

Une mesure globale de robustesse pour une con�guration donnée peut être dé�nie par la
marge minimale de délestage que l'on peut mesurer par M (S, Iref ) :

M (S, Iref ) = min
j∈Ns

Mj (S, Iref ) (7.7)

M (S, Iref ) est comprise entre 0 et 100%. Elle évalue un voisinage de Iref dans lequel il est
garanti qu'aucune charge n'est délestée.

5 Troisième problème de robustesse : recherche de la con�gura-

tion la plus robuste

5.1 Dé�nition

Le niveau de robustesse global donné à la section 4.4 nous permet de dé�nir un troisième
problème de robustesse. Il revient à trouver la con�guration qui possède la plus grande marge
minimale de délestage. Il consiste donc à répondre à la question suivante : �étant données la
structure du réseau H, l'instance prévisionnelle Iref , quelle est une con�guration S qui maximise
la marge minimale de délestage M (S, Iref ) ?�

Dans la suite de ce mémoire, nous ferons référence à ce problème par la dénomination Con�-
guration à Marge de Délestage Maximale (CMDM).

5.2 Étude de complexité

Le but de cette section est de démontrer que CMDM est un problème NP-di�cile au sens
fort.

Théorème III.1 Le problème Con�guration à Marge de Délestage Maximale est NP-di�cile
au sens fort même s'il n'y a pas de sommet jonction dans le réseau.

5.2.1 Preuve

La preuve utilise une transformation du problème 3-partition (Garey et Johnson, 1979).

Réduction de CMDM au problème 3-partition Une instance du problème 3-partition est
dé�nie par un nombre entier strictement positif E et un ensemble O de 3m entiers {oi}1≤i≤3m

tels que : 
E
4 ≤ oi ≤ E

2 (a)
3m∑
i=1

oi = mE (b)
(7.8)
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La question est : �l'ensemble O peut-il être partitionné en m sous-ensembles disjoints
O1, . . . , Om tels que

∑
oi∈Oj

oi = E pour j = 1, . . . ,m ?�

Étant donnée une instance du problème 3-partition, une instance particulière du problème
Con�guration à Marge de Délestage Maximale est dé�nie comme suit. Le réseau est composé
de n = 3m usagers et de m sources. Il n'y a pas de point de jonction. Pour i = 1, . . . , 3m nous
posons Iref (i) = oi. Et pour j = 3m + 1, . . . , 4m nous posons Iref (j) = 2E (la capacité nominale
des sources est identique pour chaque source).

La structure du réseau est dé�nie par la matrice H de la �gure 7.2. On a donc
i ∈ Bj ⇔ S(j, i) = 1.

La question est :�existe-t-il une con�guration S telle que tous les usagers sont desservis et
que la marge minimale de délestage est supérieure ou égale à 50% ?�
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Fig. 7.2 � Matrice H de CMDM réduit et le réseau correspondant lorsqu'il n'y a a que trois
sources

Par cette réduction, nous avons :

M (S, Iref ) = min
j∈Ns

Iref (j)−
∑

i∈Bj

Iref (i)

Iref (j)
= min

j∈Ns

2E −
∑

i∈Bj

oi

2E

Ce qui conduit à l'équation suivante :

M (S, Iref ) =

2E −max
j∈Ns

( ∑
i∈Bj

oi

)
2E

(7.9)
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⇒ Identi�cation de CMDM réduit au problème 3-partition
Nous montrons tout d'abord que si le problème 3-partition a une réponse positive alors

CMDM réduit a également une réponse positive.

Il existe une partition (Oj)1≤j≤m telle que :∑
oi∈Oj

oi = E (7.10)

La con�guration S est construite de la manière suivante à partir de la solution du problème
3-partition. Pour j = 1, . . . ,m et pour i = 1, . . . , 3m, S(j +3m, i) est mise à 1 si oi ∈ Oj . Toutes
les autres variables de S sont mises à 0. Par construction de S, l'équivalence suivante est véri�ée :

oi ∈ Oj ⇔ i ∈ Bj+3m, ∀j ∈ {1, . . . ,m} (7.11)

Dans la mesure où tous les objets sont distribués parmi les ensembles Oj , tous les usagers
sont desservis par la con�guration S.

Par utilisation des équations (7.9), (7.10) et (7.11), nous pouvons démontrer que la marge
minimale de délestage est égale à 50% de la manière suivante :

M (S, Iref )
(7.9)
=

2E −max
j∈Ns

( ∑
i∈Bj

oi

)
2E

(7.11)
=

2E − max
j∈{1,...,m}

( ∑
oi∈Oj

oi

)
2E

(7.10)
=

2E − max
j∈{1,...,m}

(E)

2E

Ce qui conduit exactement à :

M (S, Iref ) =
2E − E

2E
= 50%

Il existe donc une con�guration S telle que tous les usagers sont desservis et telle que la
marge minimale de délestage est égale à 50%.

⇐ Identi�cation du problème 3-partition à CMDM réduit
Nous montrons maintenant que si CMDM réduit a une réponse positive alors le problème

3-partition a également une réponse positive.
Il existe une con�guration S telle que tous les usagers sont desservis et telle que

M (S, Iref ) ≥ 50%. Par utilisation de l'équation (7.9), cela signi�e que l'égalité suivante est
respectée :

max
j∈Ns

∑
i∈Bj

oi

 ≤ E (7.12)

Nous construisons la partition (Oj)1≤j≤m de la manière suivante. Pour j = 1, . . . ,m et pour
i = 1, . . . , 3m, nous plaçons l'objet oi dans l'ensemble Oj si et seulement si S(j + 3m, i) = 1. Par
construction, les ensembles Oj sont disjoints et l'équivalence (7.11) est à nouveau véri�ée. Donc
l'équation (7.12) peut s'écrire :

max
j∈Ns

∑
oi∈Oj

oi

 ≤ E
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Cela implique que pour j = 1, . . . ,m,
∑

oi∈Oj

oi ≤ E. Ce qui signi�e que l'inégalité suivante est

véri�ée :
m∑

j=1

∑
oi∈Oj

oi ≤ mE (7.13)

Cependant tous les usagers sont desservis donc tous les objets oi sont distribués et par
utilisation de l'équation (7.8b) nous pouvons obtenir l'équation suivante :

m∑
j=1

∑
oi∈Oj

oi = mE (7.14)

L'inégalité (7.13) devient donc une égalité. Ce qui signi�e que nécessairement pour
j = 1, . . . ,m,

∑
oi∈Oj

oi = E.

L'ensemble O peut être partitionné en m ensembles disjoints (Oj)1≤j≤m tels que
∑

oi∈Oj

oi = E.

�

5.3 Une borne supérieure sur la marge minimale de délestage

Nous proposons une borne supérieure sur la marge minimale de délestage.
Nous dé�nissons M1

up par l'équation suivante :

M1
up =

∑
j∈Ns

Iref (j) −
∑

i∈Nc∪Nt

Iref (i)∑
j∈Ns

Iref (j)
(7.15)

Lemme III.1 M1
up est une borne supérieure sur la marge minimale de délestage.

Cette borne supérieure représente le cas où les marges de puissance sont toutes identiques.

Preuve. Nous allons utiliser une démonstration par l'absurde. Supposons qu'il existe une
con�guration admissible S telle que M(S, Iref ) > M1

up.

Cela implique que :

∀j ∈ Ns,

Iref (j)−
∑

i∈Bj

Iref (i)

Iref (j)
>

∑
k∈Ns

Iref (k) −
∑

l∈Nc∪Nt

Iref (l)∑
k∈Ns

Iref (k)

⇔ ∀j ∈ Ns, Iref (j)−
∑
i∈Bj

Iref (i) > Iref (j)×


∑

k∈Ns

Iref (k) −
∑

l∈Nc∪Nt

Iref (l)∑
k∈Ns

Iref (k)



⇒
∑
j∈Ns

Iref (j)−
∑
i∈Bj

Iref (i)

 >
∑
j∈Ns

Iref (j)×

∑
k∈Ns

Iref (k) −
∑

l∈Nc∪Nt

Iref (l)∑
k∈Ns

Iref (k)
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⇒
∑
j∈Ns

Iref (j)−
∑
j∈Ns

∑
i∈Bj

Iref (i) >

∑
k∈Ns

Iref (k) −
∑

l∈Nc∪Nt

Iref (l)∑
k∈Ns

Iref (k)
×
∑
j∈Ns

Iref (j)

⇒
∑
j∈Ns

Iref (j)−
∑

i∈Nc∪Nt

Iref (i) >
∑

k∈Ns

Iref (k) −
∑

l∈Nc∪Nt

Iref (l)

Les deux membres de l'inégalité sont identiques, l'inégalité stricte est donc impossible et par
suite l'hypothèse de départ est absurde. �

5.4 Résolution du problème

5.4.1 Formulation à l'aide d'un programme linéaire en nombres entiers

CMDM peut être écrit comme le programme linéaire en nombres entiers suivant noté
PLNE4(Iref ) :

PLNE4(Iref )



max(Mmin)∑
i∈N
S(i, j) = 1 ∀j ∈ Nc (a)∑

i∈N
S(i, j) ≤ 1 ∀j ∈ Nt (b)∑

i∈N
f(i, j)−

∑
k∈Nc∪Nt

f(j, k) = Iref (j) ∀j ∈ Nc ∪Nt (c)

f(i, j)− Iref (j)× S(i, j) ≥ 0 ∀(i, j) ∈ N ×Nc (d)
f(i, j)− sumW × S(i, j) ≤ 0 ∀(i, j) ∈ N 2 (e)
Iref (i)×Mmin +

∑
j∈Nc∪Nt

f(i, j) ≤ Iref (i) ∀i ∈ Ns (f)

D(j) = 0 ∀j ∈ Ns (g)
D(j) ≥ D(i) + 1− (1− S(i, j))×Dmax ∀(i, j) ∈ N ×Nc (h)
D(j) ≤ D(i) + 1 + (1− S(i, j))×Dmax ∀(i, j) ∈ N ×Nc (i)
D(j) ≥ D(i)− (1− S(i, j))×Dmax ∀(i, j) ∈ N ×Nt (j)
D(j) ≤ D(i) + (1− S(i, j))×Dmax ∀(i, j) ∈ N ×Nt (k)
D(i) ≤ Dmax ∀i ∈ Nc ∪Nt (l)
S(i, j) ≤ H(i, j) ∀(i, j) ∈ N 2 (m)
S(i, j) ∈ {0, 1} ∀(i, j) ∈ N 2 (n)
f(i, j) ≥ 0 ∀(i, j) ∈ N 2 (o)
Mmin ≥ 0 (p)

(7.16)

H(i, j), Iref (i), et sumW sont des données alors que S(i, j), f(i, j), Mmin et D(i) sont
des variables de décision. sumW =

∑
i∈Nc∪Nt

Iref (i). S(i, j) est une variable binaire. L'arc (i, j)

appartient à la solution si et seulement si S(i, j) = 1. f(i, j) mesure le �ot qui traverse l'arc
(i, j) et Mmin est la marge minimale de délestage.

L'ensemble des contraintes (7.16a) garantit que chaque usager est desservi une et une seule
fois. L'ensemble des contraintes (7.16b) garantit que chaque sommet jonction est desservi au plus
une fois.
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L'ensemble des contraintes (7.16c) exprime la loi de Kirchho�. Couplé avec les contraintes
(7.16a) + (7.16b) et avec le fait que les variables f(i, j) sont bornées, cela garantit que la
contrainte de radialité est respectée.

Les ensembles de contraintes (7.16d) + (7.16e) permet de relier le �ot f(i, j) à la position
S(i, j) de l'interrupteur de la ligne (i, j).

L'ensemble des contraintes (7.16f) permet de mettre à jour la marge minimale de délestage
Mmin.

L'ensemble des contraintes (7.16g) permet d'instancier la profondeur des sommets sources à
0 puisqu'ils sont les racines de la forêt que l'on cherche à obtenir. Les ensembles de contraintes
(7.16h) + (7.16i) permettent de mettre à jour la profondeur des sommets usagers. Les ensembles
de contraintes (7.16j) + (7.16k) permettent de mettre à jour la profondeur des sommets jonction :
ils n'induisent pas de chute de tension, ils ont donc la même profondeur que leur prédécesseur.
L'ensemble des contraintes (7.16l) garantit que la contrainte de limitation des chutes de tension
est véri�ée.

L'ensemble des contraintes (7.16m) garantit que l'arc (i, j) appartient à la solution si et seule-
ment si il existe e�ectivement. Les ensembles de contraintes (7.16n), (7.16o), (7.16p) dé�nissent
le domaine de variation des variables de décision. De plus, l'ensemble des contraintes (7.16p)
garantit que la contrainte de capacité des sources est respectée.

5.4.2 Développement d'une métaheuristique : une recherche tabou

Nous avons également développé une métaheuristique pour résoudre le problème. Il s'agit
d'une recherche tabou qui suit les étapes suivantes :

1. Rechercher une con�guration S admissible et initialiser la liste tabou à vide.

2. Trouver le voisinage (permutation des interrupteurs) de S et évaluer chaque con�guration
voisine.

3. Choisir le meilleur élément dans ce voisinage sauf si la permutation correspondante est
dans la liste tabou et qu'elle ne véri�e pas la condition d'aspiration (i.e. elle n'améliore pas
la meilleure con�guration trouvée jusque là).

4. Mettre à jour la liste tabou ainsi que sa longueur.

5. Si la condition d'arrêt n'est pas véri�ée retourner à l'étape 2. Sinon arrêter.

Ces di�érents points seront présentés plus en détail dans la suite de ce mémoire.

Hypothèses
Nous nous plaçons dans le cas où chaque source a une capacité nominale su�sante pour

desservir l'ensemble des usagers et nous supposons que la profondeur maximale autorisée de
la forêt est égale au nombre de sommets usagers (Dmax = n), ce qui permet que toute forêt
couvrante est une solution admissible (problème facile). Nous pouvons donc relaxer les contraintes
(7.16g), (7.16h), (7.16i), (7.16j), (7.16k) et (7.16l) dans PLNE4(Iref ). De plus nous partons du
principe que les capacités nominales sont identiques. On peut résumer ces hypothèses par :{

∀j ∈ Ns, Iref (j) = K > sumW

Dmax = n
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Faire ces hypothèses nous permet de proposer une méthode pour construire facilement des
�bonnes� premières solutions sans avoir à véri�er la contrainte de capacité des sources et la
contrainte de limitation des chutes de tension. De plus cela nous permet d'améliorer la borne
supérieure dé�nie à l'équation (7.15).

Nous dé�nissons M2
up par l'équation suivante :

M2
up =

K −

⌈ ∑
i∈Nc∪Nt

Iref (i)

m

⌉
K

(7.17)

Lemme III.2 M2
up est une borne supérieure sur la marge minimale de délestage dans le cas où

les capacités nominales des sources sont identiques.

Preuve. Dans le cas particulier de capacités nominales identiques, l'équation (7.15) s'écrit :

M1
up =

∑
j∈Ns

K −
∑

i∈Nc∪Nt

Iref (i)∑
j∈Ns

K

⇔M1
up =

m.K −
∑

i∈Nc∪Nt

Iref (i)

m.K

⇔M1
up =

K −

∑
i∈Nc∪Nt

Iref (i)

m

K

⇔ ∀S, M(S, Iref ) ≤
K −

∑
i∈Nc∪Nt

Iref (i)

m

K

⇒ ∀S, min
j∈Ns

K −
∑

i∈Bj

Iref (i)

K

 ≤ K −

∑
i∈Nc∪Nt

Iref (i)

m

K

⇒ ∀S, max
j∈Ns

∑
i∈Bj

Iref (i)

 ≥
∑

i∈Nc∪Nt

Iref (i)

m

Or Iref étant un vecteur entier, ∀j ∈ Ns,
∑

i∈Bj

Iref (i) est nécessairement une valeur entière

et par suite le membre de droite peut être arrondi à l'entier supérieur sans remettre en cause
l'inégalité.

On arrive donc à l'inégalité suivante :

∀S, M (S, Iref ) ≤
K −

⌈ ∑
i∈Nc∪Nt

Iref (i)

m

⌉
K
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Et �nalement nous arrivons à l'équation suivante :

∀S, M(S, Iref ) ≤M2
up �

Recherche de la con�guration initiale
La recherche de la con�guration initiale pose déjà en soit un problème intéressant. Nous propo-

sons une heuristique basée sur un algorithme glouton pour proposer une con�guration admissible.

De manière schématique, l'algorithme glouton consiste à partir de la con�guration pour la-
quelle tous les interrupteurs sont ouverts et de fermer à chaque tour un interrupteur de telle sorte
qu'un nouvel usager ou un nouveau sommet jonction est a�ecté à un sommet source. On choisit
l'interrupteur qui maximise la marge minimale de délestage. En cas d'égalité les interrupteurs
sont départagés suivant trois règles qui dé�nissent trois heuristiques :

1. L'interrupteur est choisi de manière aléatoire. Ce choix dé�nit l'heuristique notée H1.

2. L'interrupteur est choisi suivant le nombre de sommets dits �voisins� (cf. dé�nition III.2)
qu'il o�re à l'arbre auquel il est susceptible d'appartenir. Ce choix dé�nit l'heuristique
notée H2.

3. L'interrupteur est choisi suivant le nombre de sommets dits �atteignables� (cf. dé�nition
III.3) qu'il o�re à l'arbre auquel il est susceptible d'appartenir. Ce choix dé�nit l'heuris-
tique notée H3.

Les règles proposées dans H2 et H3 privilégient les interrupteurs qui o�rent le plus de pos-
sibilités en terme d'interrupteurs accessibles au tour suivant et éviter le plus possible de choisir
un interrupteur susceptible de bloquer la progression d'un arbre.

Chacune de ces heuristiques est polynomiale.

Dé�nition III.2 Un sommet voisin d'un arbre T est un sommet qui n'appartient à aucun arbre
de la forêt courante et qui, suite à l'ajout d'un seul arc de A, peut être atteint par l'arbre T .

Dé�nition III.3 Un sommet atteignable par un arbre T est un sommet qui n'appartient à
aucun arbre de la forêt courante et qui, suite à l'ajout de plusieurs arcs de A, peut être atteint
par l'arbre T .

Voisinage d'une con�guration
Le voisinage d'une con�guration est l'ensemble des permutations de sommets �naux que l'on

peut faire entre les arbres de la con�guration.
Si nous reprenons l'exemple du chapitre précédent présenté sur la �gure 6.3 et une con�gu-

ration particulière de ce réseau présentée sur la �gure 7.3, les sommets �naux de la solution sont
les sommets 5, 6, 8, 9, 10, 11, et 14. Le voisinage de cette con�guration est le voisinage V dé�ni
de la manière suivante :

V = {(7, 10, 22) ; (6, 9, 21) ; (4, 5, 8) ; (20, 8, 5) ; (21, 9, 6) ; (15, 22, 16)}
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Fig. 7.3 � Une con�guration admissible

où le triplet (i, j, k) signi�e que l'on peut supprimer l'arc (i, j) dans la con�guration et le
remplacer par l'arc (k, j).

Choisir le voisin (7, 10, 22) dans le voisinage V revient à faire desservir le sommet 22 par la
source 25 et non plus la source 24.

La recherche du voisinage peut se faire à l'aide d'un algorithme polynomial.

Choix du meilleur élément de V
Chaque triplet (i, j, k) de V est évalué par la marge minimale de délestage qu'impliquerait le

choix de ce triplet. On choisit le triplet qui o�re la plus grande marge minimale de délestage
sauf si le triplet en question appartient à la liste tabou et n'améliore pas la meilleure solution
trouvée jusque là (condition d'aspiration).

Mise à jour de la liste tabou et de sa longueur
Si c'est le triplet (i, j, k) qui est choisi dans le voisinage de la solution courante alors la liste

tabou est enrichie du triplet (k, j, i) qui représente l'opération inverse.
La longueur τ de la liste tabou est dynamique et est dé�nie par τ = 10%(|V|).

Condition d'arrêt
La recherche tabou est arrêtée suite à l'atteinte d'un temps limite d'exécution ou de la borne

supérieure M2
up.

5.4.3 Expérimentation

Le programme linéaire en nombres entiers PLNE4(Iref ), les heuristiques H1, H2 et H3 et
les recherches tabou notées respectivement RT1, RT2 et RT3, suivant qu'elles se basent sur
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l'heuristique H1, H2 ou H3 pour rechercher la con�guration initiale, ont toutes été testées sur
le même panel de réseaux. Chaque exemple est constitué d'une matrice d'adjacence H générée
aléatoirement. La charge prévisionnelle Wref a également été générée aléatoirement, avec des
valeurs réparties uniformément entre 1 et 5. La capacité nominale Knom a été �xée à sumW

pour chacune des sources. Les exemples sont présentés dans le tableau 7.1. Il y a 135 exemples
répartis équitablement en trois types dé�nis par leur densité. Les réseaux des exemples de type
1 ont une densité moyenne de 15%, les réseaux des exemples de type 2 ont une densité moyenne
de 32% et les réseaux des exemples de type 3 on une densité moyenne de 49%. Pour chacun de
ses types, le nombre d'usagers varie entre 10 et 50 alors que le nombre de sources varie entre 2
et 6.

Tab. 7.1 � Caractéristiques des réseaux testés

Type
Nombre Taille du réseau Densité moyenne

d'exemples n usagers t jonctions s sources nombre d'arcs
(nombre de sommets)2

type 1 45 10→ 50 0 2→ 6 15%
type 2 45 10→ 50 0 2→ 6 32%
type 3 45 10→ 50 0 2→ 6 49%

Le programme linéaire en nombres entiers PLNE4(Iref ) a été implémenté en langage C à
l'aide du logiciel libre GNU Linear Programming Kit (Makhorin, 2004). Pour PLNE4(Iref ), une
durée d'exécution limite de une heure a été �xée.

Nous évaluons les di�érentes méthodes de résolution par di�érents indices :
� le temps de calcul,
� le caractère optimal ou approché de la solution obtenue,
� la distance relative par rapport au minimum entre la borne supérieure et la marge optimale
si elle est connue (par PLNE4).

Dé�nition III.4 Nous dé�nissons par R∗
up la distance relative de la marge minimale de délestage

M obtenue par une méthode par rapport au minimum entre la borne supérieure M2
up et la marge de

délestage optimale M∗ si elle est connue (donnée éventuellement par PLNE4). Plus formellement
R∗

up est dé�nie par l'équation suivante :

R∗
up =

M∗ −M

M∗ (7.18)

Lorsque M∗ n'est pas connue, nous posons M∗ = M2
up dans l'équation (7.18).

Les résultats sont donnés dans le tableau 7.2.

Le temps d'exécution des recherches tabou a été �xé à une seconde (sans compter la recherche
de la première solution). Au-delà, les résultats n'étaient pas améliorés pour la plupart des cas. Les
tableaux de résultat montrent que pour PLNE4 et les trois heuristiques, le temps d'exécution
augmente avec la densité du réseau. Par contre le temps d'exécution des recherches tabou diminue
avec la densité du réseau.
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Tab. 7.2 � Résultats pour les di�érentes méthodes

Méthode Exemples Optimalité
Temps d'exécution R∗up

min. moy. max. min. moy. max.

PLNE4
total 72% 0,032s 1031s 3600s 0% 3,55% 45%
type 1 93% 0,047s 267s 3600s 0% 0,15% 3,53%
type 2 71% 0,032s 989s 3600s 0% 3,82% 38,93%
type 3 53% 0,047s 1837s 3600s 0% 5,71% 45%

H1
total 12% 0ms 0ms 0ms 0% 5,35% 50%
type 1 20% 0ms 0ms 0ms 0% 7,7% 50%
type 2 4% 0ms 0ms 0ms 0% 4,51% 35,82%
type 3 13% 0ms 0ms 0ms 0% 3,87% 21,2%

H2
total 18% 0ms 1ms 1ms 0% 3,59% 42,69%
type 1 24% 0ms 0ms 1ms 0% 4,03% 42,69%
type 2 11% 0ms 1ms 2ms 0% 3,30% 12,46%
type 3 18% 0ms 1ms 5ms 0% 3,73% 16,67%

H3
total 15% 0ms 1ms 14ms 0% 4,24% 42,69%
type 1 22% 0ms 1ms 2ms 0% 5,24% 42,69%
type 2 9% 0ms 1ms 6ms 0% 3,86% 14,29%
type 3 13% 0ms 2ms 14ms 0% 3,53% 18,13%

RT1
total 49% 0ms 0,578s 1s 0% 2,8% 50%
type 1 51% 0ms 0,644s 1s 0% 4,81% 50%
type 2 40% 0ms 0,522s 1s 0% 1,9% 12,45%
type 3 58% 0ms 0,467s 1s 0% 1,59% 12,13%

RT2
total 51% 0ms 0,586s 1,003s 0% 2,07% 42,69%
type 1 47% 0ms 0,734s 1,001s 0% 2,78% 42,69%
type 2 51% 0ms 0,534s 1,003s 0% 1,54% 12,45%
type 3 55% 0ms 0,49s 1,003s 0% 1,87% 15%

RT3
total 53% 0ms 0,542s 1,008s 0% 2,02% 42,69%
type 1 50% 0ms 0,601s 1,002s 0% 2,53% 42,69%
type 2 44% 0ms 0,557s 1,007s 0% 1,66% 12,45%
type 3 56% 0ms 0,469s 1,008s 0% 1,88% 14,27%

PLNE4 trouve la solution optimale dans plus de 72% des cas et obtient des résultats particu-
lièrement performants lorsque la densité du réseau est de l'ordre de 15%. Aucune des heuristiques
proposées n'obtient de résultats équivalents en terme d'optimalité même si la recherche informée
des heuristiques H2 et H3 améliorent sensiblement les résultats de H1.

Pour les exemples de type 2 et 3, si PLNE4 surclasse les autres méthodes en terme d'opti-
malité, elle ne les surpasse pas en terme de distance relative R∗

up. Ce qui veut dire que lorsque
PLNE4 ne trouve pas la solution optimale elle s'éloigne plus de la borne supérieure que les
autres méthodes.

L'utilisation de la recherche tabou améliore de manière importante les performances des
heuristiques puisqu'on obtient des performances bien meilleures en terme d'optimalité (50% de
solutions optimales pour les métaheuristiques). Pour les exemples de type 3, les recherches tabou
obtiennent même des résultats équivalent à PLNE4 en terme d'optimalité. Mais surtout la
distance relative R∗

up est plus faible pour les exemples de type 2 et 3 chez les recherches tabou
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que chez PLNE4.
Pour faire un bilan, si la densité du réseau est proche de 15%, nous conseillons d'utiliser

PLNE4. Pour des densités supérieures, l'utilisation de RT3 semble la plus appropriée en terme
de compromis temps/qualité. Quoi qu'il en soit le temps d'exécution des recherches tabou est
tellement faible comparativement aux performances obtenues qu'il ne coûte rien de les lancer
toutes pour garder ensuite la con�guration la plus robuste parmi celles proposées.

Nous pouvons noter que la borne supérieure M2
up est une borne e�cace. En e�et la borne

supérieure est atteinte par PLNE4 dans 54% des cas : ce chi�re correspond au pourcentage de
fois où la solution trouvée par PLNE4 (lorsqu'elle est optimale) atteint la borne supérieure. De
plus la distance relative moyenne entre la borne supérieure et la solution optimale (si elle a été
trouvée) est de 3, 05%.

6 Interface entre le réseau de transport d'électricité et l'usager

Au laboratoire G-SCOP, la problématique de l'énergie concerne plusieurs projets de recherche.
Ha et al. (2005, 2006b,a) travaillent notamment sur la gestion de l'énergie dans l'habitat en

proposant des méthodes pour ordonnancer les tâches consommatrices d'énergie de l'usager en
fonction de la ressource d'énergie disponible de manière à assurer le compromis entre sa facture
d'électricité et son confort personnel.

Lu et al. (2006a,b) travaillent quant à eux sur la prévention des blackout dans les réseaux de
transport d'électricité en délestant de manière intelligente avant l'occurrence d'un blackout pour
éviter celui-ci. Leur travail consiste, lorsque des signes avant-coureurs de blackout sont détectés
(chutes de tension . . . ), à donner des consignes de délestage aux gestionnaires des réseaux de
distribution d'électricité en terme de puissance à libérer. Chaque gestionnaire doit alors délester
cette puissance auprès des usagers qui sont desservis par le réseau dont il a la responsabilité.

Dans ce contexte, la méthode de Ha et al. (2005, 2006b,a) permet de maximiser le confort de
l'usager en libérant le maximum d'énergie pour le gestionnaire du réseau.

Il est intéressant de voir que les dernières méthodes proposées dans ce chapitre peuvent
s'interfacer entre les travaux de (Lu et al., 2006a,b) et ceux de (Ha et al., 2005, 2006b,a).

Imaginons par exemple que les travaux de (Ha et al., 2005, 2006b,a) permettent de dé�nir
un confort minimal désiré par l'usager et la charge de référence correspondante. Les consignes de
délestage imposées par le réseau de transport peuvent être vues comme des perturbations sur les
capacités nominales des sources du réseau de distribution. La méthode présentée en section 5 pour
maximiser la marge minimale de délestage dans le réseau permet alors de retarder le moment
où les consignes de délestage imposées par le réseau de transport vont dégrader le confort de
l'usager en dessous du confort minimal désiré.

7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité di�érents problèmes pour la con�guration robuste d'un
réseau de distribution soumis à des incertitudes sur la charge des usagers et sur la capacité des
sources. L'adjectif robuste renvoie ici à la capacité de la con�guration à garantir le service aux
usagers malgré les incertitudes.

Pour chacun des problèmes, une étude de complexité a systématiquement été proposée ainsi
qu'une méthode de résolution dédiée.
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Pour le dernier problème de robustesse, le plus compliqué, nous avons construit deux mé-
thodes de résolution e�cace : l'une basée sur la formulation du problème par un Programme
Linéaire en Nombres Entiers (PLNE), la deuxième basée sur une recherche tabou. Pour des ré-
seaux peu denses, le PLNE propose pour la quasi totalité des cas une solution optimale. Pour
des réseaux plus denses, la recherche tabou o�re les mêmes performances en terme d'optimalité
que le PLNE mais en un temps beaucoup plus faible.

Cependant pour développer la recherche tabou, nous avons fait deux hypothèses fortes :
� capacité de chaque source su�sante pour desservir l'ensemble des usagers,
� contrainte de limitation des chutes de tension toujours respectée.

Il faudra dans l'avenir lever ces hypothèses et proposer des méthodes capables de prendre en
compte ces contraintes.
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Les travaux que nous avons présentés dans ce document traitent de la con�guration des
systèmes de production de biens et de services en présence d'incertitudes. Pour ce faire, nous
nous sommes volontairement inscrits dans le cadre dé�ni par le groupe de recherche français
�Flexibilité et Robustesse� du GOThA (Groupe d'Ordonnancement Théorique et Appliqué) qui
a proposé, à travers notamment son ouvrage collectif (Billaut et al., 2005), de dé�nir les concepts
pour la prise en compte des perturbations en ordonnancement mais qui sont parfaitement gé-
néralisables à la recherche opérationnelle et à l'aide à la décision. L'un des concepts forts est le
concept de robustesse qui consiste à vouloir o�rir une garantie de performance à une solution sur
un risque à couvrir. Alors que l'optimisation classique consiste à construire des solutions opti-
males sur des instances considérées comme certaines, l'optimisation robuste consiste à construire
des solutions ayant des performances globales acceptables (mesurées par le critère de robustesse)
sur un ensemble d'instances sans rechercher la seule meilleure performance locale (mesurée par
le critère d'optimalité) sur chacune des instances.

Le concept de robustesse implique donc d'être capable de mesurer une performance globale à
l'aide de critères de robustesse : ils ont été présentés dans la partie I de ce mémoire. Le caractère
robuste d'une solution dépend notamment du critère de robustesse utilisé. Nous nous sommes
également e�orcés dans la partie I de ce mémoire de présenter un processus complet de résolution
pour l'optimisation des problèmes soumis à des perturbations.

Cependant aucune méthode générale de synthèse de solutions robustes n'y est présentée
pour une raison simple qui est qu'il n'en existe pas tout comme il n'existe pas de méthode
générale de synthèse de solutions optimales en optimisation classique. En ce sens, la méthode
de résolution dépend des perturbations prises en compte et de leur modélisation, du critère de
robustesse (qui doit être pertinent) et de la performance à garantir face aux perturbations.

Nous nous sommes attelés dans cette thèse à développer des méthodes de résolution pour la
con�guration robuste de deux systèmes de production particuliers : un système de production
de biens (partie II) et un système de production de services (partie III).

Le système de production de biens étudié dans la partie II est un atelier de machines parallèles
partiellement multifonctions soumis à des incertitudes sur la demande. Les travaux présentés
dans cette partie s'inscrivent dans la ligne directe des travaux de thèse de Rossi (2003). Une des
perspectives importantes qu'il avait soulevé dans son propre mémoire de thèse était le problème de
la con�guration robuste ex-nihilo : nous avons pris ce problème à bras le corps en proposant une
méthode de construction de con�gurations robustes en maîtrisant les coûts de la con�guration.
L'adjectif �robuste� renvoie ici à la capacité de la con�guration à garantir l'équilibre de la charge
des machines malgré les incertitudes sur la demande.

Nous avons démontré que le domaine de pertinence de la performance d'équilibre de la
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charge se limite aux machines uniformes. Nous avons donc proposé d'étudier une nouvelle
performance à garantir valide également pour les machines non liées : garantir un temps de
traitement prédé�ni malgré les incertitudes sur la demande. Les travaux concernant cette
nouvelle performance présentés dans ce mémoire sont des préliminaires basés notamment sur
une analyse de sensibilité, la dé�nition d'un critère de robustesse et la dé�nition de quelques
problèmes de robustesse liés à ce critère de robustesse.

Le système de production de services étudié dans la partie III est un réseau de distribution
d'électricité soumis à des incertitudes sur la charge des usagers et la capacité des sources. Les
travaux présentés dans cette partie ont principalement consisté en la modélisation du réseau
et des perturbations, à la dé�nition d'un critère de robustesse visant à mesurer la capacité de
la con�guration du réseau à garantir le service aux usagers malgré les perturbations et en�n
à des méthodes de construction de con�gurations robustes. La performance de non-délestage
des usagers répond à un contexte émergent où la capacité des sources tend à s'équilibrer avec
la charge des usagers et où les nouvelles productions d'électricité telles que les éoliennes ou les
cellules photovoltaïques créent des intermittences dans la production et donc des incertitudes
sur la capacité de production de l'énergie.

Les travaux présentés dans ce mémoire forment un socle qui ouvre des perspectives intéres-
santes, à plus ou moins long terme.

Perspectives pour la con�guration robuste de l'atelier de machines
parallèles partiellement multifonctions

1. Méthode de résolution pour la con�guration d'un atelier de machines
parallèles partiellement multifonctions : garantie d'un temps de traitement prédé�ni

Nous sommes un peu restés sur notre faim à la clôture du chapitre 5 puisque seule une mo-
délisation du problème qui consistait à répondre à la question : �étant donnés un ensemble P de
demandes voisines d'une demande de référence Iref et une deadline d̃, quelle est la con�guration
de coût minimal qui garantit l'existence d'un plan de production pour chacune des demandes I
de P tel que le temps de traitement est inférieur à d̃ ?� avait été proposée.

Une méthode de résolution devra être développée pour aller au bout de ce problème.

2. Utilisation de coûts de quali�cation généraux pour la con�guration robuste
de l'atelier de machines parallèles partiellement multifonctions

Pour la con�guration de l'atelier de machines parallèles partiellement multifonctions, nous
avons considéré des coûts de quali�cation identiques bien que des coûts di�érents semblent
plus proches de la réalité industrielle. Considérer des coûts di�érents implique que supprimer
une quali�cation dans la Procédure par Séparation et Évaluation présentée dans le chapitre 4
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n'a plus le même impact sur le coût global de la con�guration qu'une autre quali�cation. Il
apparaît donc que considérer des coûts de quali�cation di�érents permettrait de discriminer les
quali�cations.

Perspectives pour la con�guration robuste du réseau de distribu-
tion d'électricité

1. Lever d'hypothèses

Dans le chapitre 7, pour développer une recherche tabou, nous nous sommes basés sur deux
hypothèses fortes :

� la capacité de chaque source est su�sante pour desservir l'ensemble des usagers,
� la contrainte de limitation des chutes de tension est toujours respectée.

Pour résoudre le problème de con�guration robuste des réseaux de distribution dans sa globalité,
il faudra à tout prix lever ces hypothèses et développer des méthodes capables de prendre en
compte les contraintes correspondantes.

2. Prise en compte de la priorité de certains usagers

Dans la partie III de ce mémoire, nous avons considéré de manière simpli�catrice que tous
les usagers avaient le même droit sur le service en énergie. En réalité, il est clair qu'il est moins
tolérable qu'un hôpital soit délesté plutôt qu'un particulier. Il faudrait prendre en compte
cette réalité dans le critère de robustesse. On pourrait considérer que la marge de puissance
d'une source qui dessert un hôpital doit être plus importante que les marges de puissances des
autres sources en introduisant des poids par exemple. On pourrait également privilégier les
con�gurations pour lesquelles un hôpital et une caserne de pompiers ne sont pas desservis par
la même source.

3. �Atteignabilité� de la con�guration du réseau de distribution d'électricité

Les travaux présentés dans ce mémoire permettent de construire des con�gurations robustes
des réseaux de distribution d'électricité. Pour appliquer ces con�gurations sur le terrain,
cela nécessite de trouver une suite valide de man÷uvres sur les interrupteurs pour passer
de la con�guration courante à la con�guration robuste. En pratique il faut que la suite de
man÷uvres sur les interrupteurs ne transgresse pas de contraintes électrotechniques pour être
valide. L'�atteignabilité� de la con�guration robuste par une suite valide de man÷uvres sur les
interrupteurs depuis une con�guration initiale n'a pas été prise en compte dans ce mémoire. Elle
constitue une perspective intéressante de travail.
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4. Approche multicritère pour la con�guration robuste du réseau de distribution
d'électricité

L'approche proposée dans la partie III propose de construire des con�gurations robustes du
réseau de distribution d'électricité. L'adjectif �robuste� fait ici référence à la capacité du réseau
à garantir le service aux usagers malgré les perturbations. Le problème de con�guration classique
(sans perturbation) consiste à construire la con�guration qui minimise les pertes Joule. Étant
donné le contexte incertain, nous avons privilégié le non-délestage devant les pertes Joule, mais
la résolution du problème de robustesse pose des questions intéressantes : �une solution robuste
est-elle une solution dont les pertes Joule sont faibles ?�, �est-il possible de faire un compromis
entre robustesse et pertes Joule ?�, �comment ?�.

Répondre à ces questions conduira à développer une approche multicritère.

5. Approche lexicographique pour les marges de puissance des di�érentes sources

Dans le chapitre 7 de ce mémoire, nous avons proposer une méthode pour maximiser la marge
minimale de délestage.

Considérons maintenant un réseau composé de trois sources avec des capacités nominales
identiques. Nous supposons que les charges de référence sont unitaires. En pratique, la méthode
proposée peut très bien construire une con�guration avec des marges de puissance pour cha-
cune des sources rangées dans M1 = {40%, 40%, 60%} (M1(j) est la marge de puissance de la
source j). La marge minimale de délestage est donc de 40% pour cette con�guration. Imagi-
nons maintenant qu'une autre con�guration existe avec des marges de puissance rangées dans
M2 = {40%, 50%, 50%}. Pour cette deuxième con�guration, la marge minimale de délestage est
identique à celle o�erte par la première con�guration. Cependant la marge de robustesse de
la deuxième source o�rant la plus mauvaise marge de robustesse est meilleure : en ce sens, la
deuxième con�guration est préférable.

Il serait intéressant de considérer les marges de puissance dans leur globalité, et construire
une méthode capable de proposer une con�guration qui maximise la marge minimale de
délestage puis la marge de puissance de la deuxième source, puis de la troisième source etc.
Dans la littérature anglo-saxonne, on parle de lexicographic max-min optimization (Ogryczack
et �livi«ski, 2007) ou de max-min fairness (Bashllari et al., 2007) pour identi�er ce type de
problème.

Perspectives générales

1. Prise en compte des perturbations sur la structure du système de pro-
duction

Dans les deux systèmes de production que nous avons étudiés, une hypothèse forte est faite
que la structure du système est exempte de défaillances. Dans le cas de l'atelier de machines
parallèles multifonctions, cela revient à supposer que les machines sont toujours disponibles et
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dans le cas du réseau de distribution d'électricité cela revient à supposer que les lignes électriques
et les interrupteurs sont toujours fonctionnels.

Évidemment la prise en compte de l'incertain ne peut pas se résumer aux perturbations
externes (incertitudes sur la demande, sur la charge des usagers et la capacité des sources) il faut
également prendre en compte les sources internes de perturbations (pannes de machine, ruptures
de ligne, pertes de fonctionnalité d'un interrupteur).

Dans le cas de l'atelier de machines parallèles partiellement multifonctions, les outils présentés
dans ce mémoire permettent de mesurer l'impact de la panne d'une machine sur la capacité de
la con�guration à assurer l'équilibre de la charge ou un temps de traitement prédé�ni. Mais il
convient de se poser la question de la pertinence de ces deux critères dans un tel cas. La garantie
d'un temps de traitement prédé�ni semble le critère plus pertinent ici.

Pour prendre en compte le risque de pannes on pourrait imaginer qu'une con�guration doit
garantir un temps de traitement prédé�ni malgré la perte d'une machine. Si m est le nombre de
machines, on pourrait appeler ce critère, le niveau de sécurité m− 1. On pourrait généraliser ce
critère à la perte de p machines (niveau de sécurité m− p).

Dans le cas du réseau de distribution d'électricité, la rupture d'une ligne dans une con�gura-
tion donnée engendre irrémédiablement la perte du service pour quelques usagers. L'urgence ici
est de desservir à nouveau le plus rapidement possible les usagers ayant subi la perte du service.
Du point de vue de l'opérateur, cette recon�guration doit être la moins onéreuse possible. Le
coût de la recon�guration pourrait être évalué par exemple par le coût des man÷uvres sur
les interrupteurs pondérés par un poids qui représenterait par exemple la distance entre le
lieu d'intervention et le centre de maintenance. Pour prendre en compte la rupture de lignes
de manière proactive, il faudrait proposer des con�gurations capables de subir facilement des
man÷uvres sur les interrupteurs quitte à accepter des dégradations de performances (des pertes
Joule par exemple) lors de l'occurrence d'une rupture de lignes pour desservir les usagers
délestés. L'adverbe �facilement� signi�ant ici �de manière peu coûteuse�.

2. Stabilité de la con�guration

Les méthodes de résolution présentées dans ce mémoire sont des méthodes purement
proactives et donc hors ligne. Les con�gurations proposées par ces méthodes garantissent des
performances sur un ensemble d'instances valables sur une période particulière (un mois par
exemple pour un atelier de photolithographie). Il serait intéressant de considérer le problème
de stabilité de la con�guration période par période : c'est-à-dire, maîtriser les coûts de recon-
�guration lorsque le problème de con�guration robuste sur plusieurs périodes successives est
considérée.

3. Aspect dynamique de la recon�guration

Les méthodes de résolution présentées dans ce mémoire sont des méthodes purement proac-
tives alors que le processus complet de résolution des problèmes sous incertitudes présenté dans
la partie I préconise également le développement d'une approche réactive en ligne en utilisant
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l'information disponible sur la réalité. Les deux systèmes de production que nous avons considé-
rés ont la particularité d'être des systèmes intrinsèquement �exibles même si la recon�guration
a un coût.

Dans le cas de l'atelier de machines parallèles partiellement multifonctions notre méthode
proactive construit des con�gurations robustes sur un ensemble donné d'instances. En pratique
que se passe-t-il si l'instance réelle ne fait pas partie de cet ensemble et que l'équilibre de la charge
n'est plus garanti ? Il faudra recon�gurer l'atelier pour garantir à nouveau cette performance.
Comment proposer en temps réel une recon�guration qui permet de garantir à nouveau l'équilibre
de la charge et dont le coût reste raisonnable ? On pourrait imaginer que cet aspect soit pris en
compte dès la phase proactive en proposant des con�gurations à la fois robustes et �exibles :
i.e. capables de supporter facilement une recon�guration quitte à dégrader les performances.
L'adverbe �facilement� fait ici référence au coût de recon�guration (coûts de déquali�cation
+ coûts de quali�cation). Évidemment ces remarques restent valables pour la performance du
temps de traitement prédé�ni.

Dans le cas du réseau de distribution d'électricité, le même constat peut être fait. En pratique
que se passe-t-il si la capacité nominale d'une source évolue (dû à un changement de con�guration
du réseau de transport par exemple) ? La marge de délestage n'est plus la même et on peut être
amené à recon�gurer le réseau pour garantir à nouveau la marge de délestage.
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Annexe A

Preuve des lemmes II.1 et II.2 de la
partie II

Le lecteur trouvera dans cette annexe la preuve des lemmes II.1 et II.2.

1 Preuve du lemme II.2

Étant données une con�guration admissible S, une demande de référence Iref et les données
vitesses des machines uniformes V (i, j) = T (i, j) × VP (i) × VM (j), le lemme II.2 dit que les
machines uniformes garantissent que la charge temporelle commune aux machines est une valeur
constante connue. Cette valeur est donnée par l'équation suivante :

TWLoad =

∑
i∈N

Iref (i)
VP (i)∑

j∈M
VM (j)

(A.1)

Soit un plan de production R équilibré admissible pour S qui satisfait Iref . R véri�e le
système d'équations suivant :

∑
j∈M

R(i, j)× VP (i)× VM (j) = Iref (i) ∀i ∈ N (a)∑
i∈N

R(i, j) = TWLoad ∀j ∈M (b)

(1− S(i, j))×R(i, j) = 0 ∀(i, j) ∈ N ×M (c)

Ce système équivaut à :
∑

j∈M
R(i, j)× VM (j) = Iref (i)

VP (i) ∀i ∈ N (a)∑
i∈N

R(i, j)× VM (j) = VM (j)× TWLoad ∀j ∈M (b)

(1− S(i, j))×R(i, j) = 0 ∀(i, j) ∈ N ×M (c)

(A.2)

D'après l'équation (A.2a) nous avons :

∑
i∈N

∑
j∈M

R(i, j)× VM (j) =
∑
i∈N

Iref (i)
VP (i)
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Et d'après l'équation (A.2b) nous avons :∑
i∈N

∑
j∈M

R(i, j)× VM (j) =
∑
j∈M

(VM (j)× TWLoad)

Les membres de gauche des deux dernières équations sont identiques donc nous obtenons
�nalement : ∑

j∈M
(VM (j)× TWLoad) =

∑
i∈N

Iref (i)
VP (i)

Ce qui conduit exactement à l'équation A.1. �

2 Preuve du lemme II.1

Étant données une con�guration admissible S, une demande de référence Iref et les données
vitesses des machines uniformes V (i, j) = T (i, j) × VP (i) × VM (j), le lemme II.1 dit que les
machines uniformes garantissent que si un plan de production équilibré existe, il minimise le
makespan.

D'après le lemme II.2, si un plan de production équilibré existe, le makespan est égal à :

TWLoad =

∑
i∈N

Iref (i)
VP (i)∑

j∈M
VM (j)

Nous allons montrer par l'absurde que cette valeur est aussi celle qui minimise le programme
linéaire PL(S, Iref ) dé�ni par :

PL (S, Iref )



min(Cmax)∑
j∈M

R(i, j)× VP (i)× VM (j) = Iref (i) ∀i ∈ N (a)∑
i∈N

R(i, j) ≤ Cmax ∀j ∈M (b)

(1− S(i, j))×R(i, j) = 0 ∀(i, j) ∈ N ×M (c)
R(i, j) ≥ 0 ∀(i, j) ∈ N ×M (d)

(A.3)

Supposons qu'il existe un couple {R, C∗
max} solution de PL (S, Iref ) telle que

C∗
max < TWLoad.

Par dé�nition : C∗
max = max

k∈N

∑
l∈M

R(k, l).

Ceci implique que :

∀l ∈M,
∑
k∈N

R(k, l) < TWLoad

(A.1)⇒ ∀l ∈M,
∑
k∈N

R(k, l) <

∑
i∈N

Iref (i)
VP (i)∑

j∈M
VM (j)
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⇒ ∀l ∈M,
∑
k∈N

R(k, l)× VM (l) < VM (l)×

∑
i∈N

Iref (i)
VP (i)∑

j∈M
VM (j)

⇒
∑
l∈M

∑
k∈N

(R(k, l)× VM (l)) <

(∑
l∈M

VM (l)

)
×

∑
i∈N

Iref (i)
VP (i)∑

j∈M
VM (j)

⇒
∑
k∈N

∑
l∈M

(R(k, l)× VM (l)) <
∑
i∈N

Iref (i)
VP (i)

(A.4)

D'après l'équation (A.3a), l'égalité suivante est respectée pour toute solution de PL (S, Iref ) :

∑
l∈M

R(k, l)× VM (l) =
Iref (k)
VP (k)

∀l ∈ N

.
En réinjectant cette égalité dans l'équation (A.4), nous obtenons :∑

k∈N

Iref (k)
VP (k)

<
∑
i∈N

Iref (i)
VP (i)

Cette inégalité est impossible et l'hypothèse de départ est donc absurde. �







Résumé : Les travaux présentés dans ce mémoire apportent une contribution à la con�guration
des systèmes de production en contexte incertain. Les di�érents outils permettant d'appréhender
l'incertain en optimisation sont d'abord présentés. Nous insistons plus particulièrement sur la notion
de robustesse à travers l'approche utilisée dans le cadre de nos travaux. Nous présentons ensuite deux
applications : la con�guration d'un atelier de machines parallèles partiellement multifonctions soumis
à des incertitudes sur la demande et la con�guration d'un réseau de distribution d'électricité soumis
à des incertitudes sur les caractéristiques de puissance. Pour chaque application, nous identi�ons
les incertitudes prises en compte ainsi que les performances attendues. Nous proposons ensuite un
critère de robustesse en adéquation avec cette problématique. En�n des méthodes de résolution sont
proposées pour appréhender les di�érents problèmes mis en évidence par ce critère.

Mots clés : Con�guration, systèmes de production, optimisation, robustesse, incertitudes sur la
demande.

Abstract: The con�guration of production systems under uncertainties is considered in this
thesis. First, the main tools used to handle uncertainty in optimisation are presented. The robustness
notion is emphasized through our approach. Then, two applications are presented: the robust
con�guration of a parallel multi-purpose machines workshop under demand uncertainties and the
robust con�guration of a power distribution network under uncertainties on customers load and power
sources capacities. For each application, the disturbances that are taken into account are identi�ed
as well as the performances to maintain despite these perturbations. Then a robustness criterion is
de�ned to �t these applications. Finally resolution methods are designed to address the di�erent
robustness problems raised by this criterion.

Keywords: Con�guration, production system, optimisation, robustness, demand uncertainties.
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