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J�J��R !J *! K�RR�(�K����( (�R ��� �! R �*!�(!J � z! ����J��R ! *������! �! J�J��R ! �����J�
!� �!J *!�� *!�(�!�J �(� ���� ��� !K��� *! ^���*!� K! J�J��R ! ��� *!J �����K����(J K�(K���!J �

��� � � � ��(���� �! *� R �R���! �

� �(J� � ���J ���K�J�R !(� }
� z! ��!R �!� K������! !J� �(! �(���*�K���( ��� J�J��R !J *! ���(JR �JJ��( � � �(J �(

��!R �!� �!R�J � *!J (����(J *! ��J! *! K�RR�(�K����(J (�R��� �!J J�(� ����!��!J }
�� R�*���J����( !( ��(*! *! ��J! � �� R �*������( (�R��� �! !� �! K�(�� *! �����)��
���( � �( R�*��! R ����R ��� �! ���)�(�� !J� �)��!R !(� �(���*��� � �� � !�R !� *! *�K���!
� �!(J!R��! *! J�J��R !J *! ���(JR �JJ��( *! ����( )�(��� �! ����J (��J �(���!JJ�(J !(J���! ��� *!�� )��(*J *�R ��(!J * ����*! *! R�*������(J (��
R��� �!J �^�(K�!J } � ��KK�J R����� �! !� �!J R �*������(J R����� ���!�J!J � �!��! �����!
���J!(�! �!J ���(K�� !J ��(*�R!(���� *! K!J ���*!J �!( *! *�)�)!� �� ������R ��� �!
*! R!J ���^��� *! �!K�!�K�! �
��(��!R !(� � � ��*�! � !�R !���(� * ��R�����!� ��  ������ * ��(! ���(JR �JJ��( (�R��� �!
!J� ���J!(��! � z ���� !K��� ���(� *! ��*���! �!J �(�!����!(K!J !( �R������(� �� �� K���J��
���( �!R�J���� �!(K! *!J ���R !J * ��(*! R�*���(�!J �
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��� �

� z! K������! \ !J� K�(J�K��  �� ���J!(�����( *!J R �*������(J R����� ���!�J!J �K��!��!J �
z� R�*������( ���� !J� ���J �R��!R !(� *�������!  �! *�(J �! ��!R �!� K������! � �
������ *� R�*��! R ����R ��� �! � J!J ���(K����!J K���K����J�� �!J J�(� *�K���!J } � ��R �
���R !(�����( ��� ��� � � ��(J!����( *� ���!�! K�K�� �! !� � ��)���J����( *�(J �! *�R��(!
��� �!(��!� � ���J *�((�(J �)��!R !(� �(! !J��R ����( *! �� K�R��!� ��� *! � ��R !��!��
!( (�R��! * ���������(J ��(J���! � K! K������! *�((! �!J �!K�(� �!J *! ��J! *� �����!R !(� R����K�*!(K! !�
*!J ��(KJ *! ! ���!J � ���J ^!���(J ��JJ� �!��J �����K����(J ��� R�*������(J R�����
����!�J!J � � �� ��!(�!J J���K���!J *! ��(KJ *! ! ���!J J�(� ���J!(��!J ��(J�  �! �! ��!(
!(��! �� R�*������( ���� !� �!J ��(KJ *! ! ���!J �

� � �(J �! K������! � � �� R�*������( R����� ���!�J!J ��� �� �!�J * ��(*!�!��!J !J� �(����
*���! � ���� * �����* � (��J *�((�(J �!J ��J!J *! �� ������! *!J �(*!�!��!J !( ���K�J�(�
����*!R !(� �!J �����J � !�R !���(� �!�� �����K����( ��� R�*������(J R����� ���!�J!J ��( !�!� � (��J R�(���(J K�RR!(� �� ���(J���R �! !( �(*!�!��!J *�JK���!J J ��R����
R!(�! ��� �(! J���K���! !( ��(KJ *! ! ���!J � ���J � ��� �� )�(�����J����( *!J �(*!�!��!J
!( �� �!�J * ��(*!�!��!J � K�RR!(� �!J �(*!�!��!J � !�R !��!(� *! K�(J�����! �(! ��J!
*! ��(K���(J �����)�(��!J �����K���!J  �� R �*������( R����� ���!�J!J �
z� R�*������( ���� !J� !(J���! ���J!(��! J��J *����!(�!J J���K���!J � (��J (��J
�����*!��(J (���RR!(� J�� � ����*! *! �� K�R��!� ��� *� J� J��R ! ���� �J� ��(!( � K! K������! J! �!�R �(! ��� �(! K�R�����J�( *�*�K�� �! !(��! �!J R�*������(J
���� !� ���� � � !J K�(K��J��(J  ��������^!J J!��(� *�((�!J !( ��(K���( *!J ���R !J
* ��(*! � *!J J� !K��!J � *! �� �� K���J����( �!R���!��! !� ��� �!(��!��! � *! �� K�R��!� ���
!� *� *���� �

� z! K������! � !J� K�(J�K��  � ����*! * ��(! ���(JR �JJ��( R����� ���!�J!J !( ���J!(K!
* ��( �������!�� ��(*!�������! � ���J ���J!(��(J � *�(J �( ��!R �!� �!R�J � *!�� !�!R��!J
��!�J *! ���(JR �JJ��( J��R �J! �� ������R ! *! �� ���J!(K! * ��( �������!�� ��(*!�
������! �
z!J *����!(�J R�*��!J *! �������!�� J�(� !(J���! *�K���J � z ��(��!(K! *� �������!�� J��
�� ���(JR �JJ��( !J� !(J���! !J��R �! ������ �!R !(� �!( *! *�!(�� *!J K�����!J *! K����
*!J ���R !J * ��(*! �����J�!J � ���J R�(���(J ��(J� � ��� ��� �� R �*������( ���� !J�
R��(J J!(J�� �! ��� �(�!����!(K!J ��(*!�������!  �! �� R �*������( ���� �
�! ��J����� !J� !(J���! ^���*� ��� *!J J�R������(J (�R��� �!J *! ��  ������ *! ��
���(JR �JJ��( !( �!�R ! *! ���� * �!��!�� ��(���! � � !J �!J�J J�(� !�!K���J ���� *�� ��
�!(�!J �(*!�!��!J !� *�� ��!(�J �������!��J �

� � �(J �! K������! � � (��J ���J!(��(J � ����*! *! �� ���(JR �JJ��(  ���^!�J �( K�(��
R��������� !�J � z! ������R ! *! � ��)���J����( J!�� ����*� � (��J �����J!��(J ���J�!��J
JK��R �J * ��)���J����( *� J�)(�� ���� } �(! �)���J����(  �( K� !� K�!(� ��� J��J�
��(*!  � ��R �)! *! �� R �*������( ���� !� �(! ��J��*��!K���(  �((������( * ��(�
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�!����!(K!J � ���J ^!���(J �)��!R !(� � ��� ��� � ������J����( *! �� �!�J * ��(*!�!��!J
K�R��!�!J !J� ���J �*����!  K!� !(^ ���((!R!(� �
z �!(J!R��! *!J �����J����(J !J� ^���*� ��� *!J J�R������(J *! �� ���(JR �JJ��( !(
�!�R ! *! ���� * �!��!�� ��(���! � �(! K�R�����J�( *!J � !����R �(K!J *!J R�*������(J
���� !� ���� K�(K��� K! K������! �

� �(!( (��J K�(K���(J K! ���^��� !( *�)�)!�(� �!J � ��(�J �R �����(�J !( J����)(�(� J!J
��R ��!J !� !( *�JK���(� �!J � !�J� !K��^!J *! �!K�!�K�! !� * ���^!����!  �! �!�� ������!�
K! *�R ��(! �
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�!��! ��!R ���! �����! � � ��� ��� !K��� *! ���J!(�!� �!J ���(K����!J (����(J �!����^!J ���
J�J��R !J *! K�RR�(�K����( (�R��� �! ���(J �( ��!R �!� �!R�J � �� *!JK������( * ��( J�J��R ! *! K�RR�(�K����( (�R ��� �! J!��
!� !K���! � ���J ��!J!(�!��(J ��(J� �! R �*��! ��(*! *! ��J! � �!J ���R !(�J � !�������!��J
��(J�  � ��(! ���� �J����( *! *!JK������( )�(��� �! � ���J ���J!(�!��(J �)��!R !(� �! K�(��
*! �����)����( �
�(J���! � (��J �(���*����(J �!J *!�� )��(*!J ��R ���!J *! R �*����!��J (�R��� �!J } �!J �!K��
(� �!J * ��KK�J R����� �!J � !�R !���(�  ���J�!��J �����J��!��J *! K�RR�(� �!� *�(J �! R �R!
!(^���((!R!(� !� �!J R �*������(J R����� ���!�J!J �� ��(� �(! )��(*! !� K�K��� J� !K����! ��(!( � (��J *�^!����!��(J K!����(J �(K�(^�(�!(�J *! K!J �!K�(� �!J �J�!��!J !� (��J ����
J!(�!��(J �!J J������(J ���� �J�!J � !� ���J �����K�����!R !(� K!��!J �����J�(� �� �� K���J����(
�!R�J���� �!(K! *!J ���R !J * ��(*! R�*���(�!J �

��� � jkmefqgfdv o unv krkgsij oj mdi invfmlgfdv vnip	
eftnj


�
�
 ����������� �� ����� �� ����
z ���� !K��� * ��( J�J��R ! *! K�RR�(�K����( !J� *! ���(J����!� �( J�)(�� * ��( ���R ����(

* ��(! J���K!  �( *!J��(�����! ^�� �! K�(�� *! K�RR�(�K����( � z� J���K! )�(��! �( R !J�
J�)!  �� !J� K�(^!��� J��J J� ���R ! ��� J� �! �!( * ����! ���(JR �J � z��J �! �! J������
���J� �! !J� �(! �(*! ��!K���R �)(��� �! � �! J�)(�� !J� �����!(K� K�RR! ���(� �( J�)(��
��*������ �!(K! �
z! J�)(�� �(���)� �! !J� K�(^!��� !( J�)(�� (�R��� �! ��� *!J �� ������(J * ��K��(�����(�
(�)! � *!  ��(��!K����( !� *! K�*�)! � z!J ���*!J *!J J�J��R !J *! K�RR�(�K����( J! ��(�
*�(K ��JJ� �^!K *!J J�)(��� *�JK�!�J ��]� � z� *!JK������( ��(*! *! ��J! ���J!(��! *�(J
K! ����)����! � !�R !� *! ^���*!� *!J ���*!J J�(J R �(�!� *!J J�)(��� �(���)� �!J ��*���
��� �!(K! �

��� � ��� � ����(! *! ���(JR �JJ��( ��*������ �!(K! �
z� ���(JR �JJ��( *� J�)(�� ������ * ��(! ��� �!(K! ��*�� !J� *�K���! J�� �� !)��! ��� �^!K

sR(t) !� rR(t) �!J J�)(���  �� ��� �!(K! ��*�� �!J� !K��^!R !(� �R �J !� �!��J � �( (��! hR�� R �*���J����( *� K�(�� *! �����)����(  �� ��� �!(K! ��*�� !� nR(t) �! ����� �� ���� ���J
*! �� ���(JR �JJ��( �
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z!J K�(��� *! ���(JR �JJ��( ��*�����!K��� �! ��JJ�*!(� �( J������ J� !K���� B ������
��� �������  �� ��� �!(K! � ���!�J! ��*�� f0

� z �!���!JJ��( *� J�)(�� ��!�  ��(*! ������!
���(JR �J J�� �� � ���!�J! ��*�� f0

!J� }
sR(t) = ρ(t) cos(2πf0t+ φ(t)) ���� 

�� ρ(t) !� φ(t) J�(� �!J� !K��^!R !(� � �!(^!����! !� �� ���J! �(J��(��(�! *� J�)(�� �

z �!(^!���� ! K�R��!�! �JJ� K��!  K! J�)(��  ��(*! ������! !J� *�!(�! ��� }
s(t) = ρ(t)ejφ(t) ���\ 

z �!(^!���� ! K�R��!�! !J� �)��!R !(� ��� !��! � �� ��^��!(� !( ��(*! *! ��J! *� J�)(�� sR(t) �!��! � !�� ���! �!���J!(��! ��� J� �����! ��!��! !� J� �����! �R �)�(���! }
s(t) = sI(t) + jsQ(t) ���� 

z! J�)(�� ��!� !J� *��!�R �(�  ������ *! J�( � ��^��!(� !( ��(*! *! ��J! ��� �� �!�����( }
sR(t) = Re

{
s(t)ej2πf0t

}

�� ��� �� �!�����( ���J �R �����(�! !( ����� �! }
sR(t) = sI(t) cos 2πf0t− sQ(t) sin 2πf0t

���� 
�� �!J J�)(��� sI(t) !� sQ(t) J�(� �!J �����!J ��!��! !� �R �)�(���! *! � �� ��^��!(� !( ��(*!
*! ��J! *� J�)(��  ��(*! ������! � ��J J�(� ��JJ� ���!��J �!J K�R��J�(�!J !( ���J! !� !(
 ��*�����! � z� �!�����( ���� !J� �����J�! *�(J �! JK��R � *! ���(K�� ! *! �� !)��! ��\ �  ��� !�R !� *! �����J!� �( J�)(��  ��(*! ������!  ������ *! J!J K�R��J�(�!J !( ���J! !� !(
 ��*�����! �

��� � ��\ � �K��R� *! ���(K�� ! * ��( R�*����!�� ��� �
� �(J� � � ����*! *!J J�J��R !J *! K�RR�(�K����( �����J! J��^!(� �(! �!���J!(�����( � ���

^��!(�! K�R��!�! !( ��(*! *! ��J! � z� �!���J!(�����( J� !K����! *!J J�)(��� *! �� !)��!
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��� � !�R !� *! ^�J����J!� �! ���(K�� ! *! � �!(^!���� ! K�R��!�! � z! J� !K��! *� J�)(�� ��*���
��� �!(K! !J� (��� SR(f)

� z! J�)(�� !( ��(*! *! ��J! K���!J��(*  � �!(^!���� ! K�R��!�!
*� J�)(�� ��*������ �!(K! � J�( J� !K��! S(f) � KK��! �� R �R! ���)!�� *! ��(*! B �

��� � ��� � ��!K��! ��*������ �!(K! !� !( ��(*! *! ��J! *� J�)(�� ���(JR �J �
��RR! �!���J!(�� J�� �� !)��! ��� � �! J�)(�� ��*�� sR(t) !J� ���(JR �J  ���^!�J �( K�(��

��*�����!K��� �! *! J������ J� !K���� B ������ * ��(! ��� �!(K! ����!�J! f0
� � ! �� R �R!

����(  �! �! R �*����!�� � �( R�*��! � ��^��!(� !( ��(*! *! ��J! � �� !J� ��JJ���! *! *�!(��
�( R�*��! � ��^��!(� *� K�(�� !( ��(*! *! ��J! ���� �

z� ��!R ���! ���R������( R ����R ��� �! * ��( R�*��! *! K�(�� ����R ���� �! !J� ����
��J�! *�(J ���� � z! K�(�� ��*�����!K��� �! !J� R�*���J� ��� �( ! ����)! ��� �� ��� �(J!
�R ���J��((!��! ��!��! hR(t) J��^ � * ��( ����� �**���� nR(t)

�
nR(t) �!���J!(�! � �!(J!R��! *!J

�����J ��*�����!K��� �!J !� !J� R �*���J� ��� �( J�)(�� )��JJ�!( �\_� *! ^����(K! σ2 !� *!��Q ���������! N0/2
������ *! f0 � �( ����! ����J *! ����� ���(K �**���� )��JJ�!( �!( �(�

)���J � ��~� } �**���^! � ���! ~��JJ��( ���J! � R��J �� !� �J�! * �����!J ��� !J *! �����J
�**����J K�RR! �!J �����J �R���J��((!�J �\�� �

z! J�)(�� ��!� �!�� J �!����R ! ����J ��� �� �!�����( }
rR(t) = (hR ∗ sR)(t) + nR(t) ���� 

�( �����J�(� �� R �R! (������(  �! ���� �! J�)(�� �R �J ���� � � �!(^!����! K�R��!�! *�
J�)(�� �!�� !J� *�((�! ��� }

r(t) = rI(t) + jrQ(t) ���` 
��(��!R !(� � �! J�)(�� K�R��!�! !( ��(*! *! ��J! �!�� r(t) �!�� J �!����R !� K�RR! �!

! ����)! *� J�)(�� K�R��!�! !( ��(*! *! ��J! �R �J s(t) !� � ��� ��� * ��( ����� K�R��!�! !(
��(*! *! ��J! n(t) }

r(t) = (h ∗ s)(t) + n(t) ���] 
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�^!K • n(t) = nI(t) + jnQ(t) } � �!(^!���� ! K�R��!�! *� ����� ��!� nR(t) �
• h(t) } �! ! ���! K�R��!�! � ��^��!(� !( ��(*! *! ��J! *� K�(�� *! �����)����( hR(t) }

h(t) =
hI(t) + jhQ(t)

2
avec hR(t) = hI(t) cos 2πf0t− hQ(t) sin 2πf0t
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K�R���R �J !(��! �� J����!JJ��( * ��(�!����!(K!J !� �� R �(�R �J����( *! ����� *! ^��
���(K! σ2 �

G(z) !J� K���J� � ��� R �(�R �J!� � �!��!��  ��*���� �! R ��!((! }

G(z) =
H( 1

z∗
)∗

H(z)H( 1
z∗

)∗ + σ2

����_ 

� �� �� �� 2E DM>?<9 >E=AE HEP HGBB:EP
z!J �!K�(� �!J *! R�*������( *�(J �( J� J��R ! ��*���R����! �(� � ��� ��� !K��� *! R���

��� �!�!� �!J *����!(�!J *�((�!J  ���(JR !���! � z!J *�((�!J * ��( �����J��!�� *��^!(� ���!
J�����!J !(��! !��!J R ��J ��JJ� *! K!��!J *!J ����!J �����J��!��J �!( *! ��K����!� �! ����
��)! *!J �!JJ���K!J � z!J *�R ��(!J K����RR!(� �����J�J �!( *! �����)!� !� *�^!�J�!!� ��
���(JR �JJ��( J�(� �!J J��^�(�J }
2E HGD=<BE ?ED9GFE> @ � !J J�)(��� � !�^!(� ���! ���(JR �J J�� *!J � ����*!J �!R���

�!��!J (! J! �!K��^��(� ��J � z!J J�)(��� � KK��!(� *�(K �� R �R! ��(*! *! ��� �!(K!
R ��J � !�^!(� ���! J�����J ��� �!�� �(J��(� * �����^�! � �( ����! ����J *! R������!��)!
�!R���!� �

2E HGD=<BE �F:LMEB?<E> @ � !J J�)(��� �KK���(� *!J ��(*!J *! ��� �!(K!J (! J! �!K���
^��(� ��J � � !�^!(� ���! J�����J !( �����J�(� *!J ! ���!J ��JJ!���(*! ���������J � � !J
J�)(��� � !�^!(� *�(K ���! ���(JR �J J�(J �(�!����!� �!J �(J �^!K �!J ����!J � �( ����!
�K� *! R����� �!��)! ��� �!(��!� �

2E HGD=<BE HEP ;GHEP @ z!J *����!(�J �����J��!��J *��^!(� �R !���! *!J J�)(��� ���J
� !� K������J !(��! !�� � � !J K�������!��J � !�^!(� *�(K ���! �����J�J ���� !������! �!J
J�)(��� �(*�^ �*�!�J * ��( R���()! *! J�)(��� �R �J �� R �R! �(J��(� !� J�� �� R �R!
��(*! *! ��� �!(K! � �( ����! ����J *! R����� �!��)! ��� K�*!J �

�( �!(�(� K�R��! *! K!J ����J *�R��(!J *! J��������( *!J *�((�!J � �( J�J��R ! *! K�R �
R�(�K����( �!�� ���! R�*���J� *! ����( )�(��� �! � �� ���R������( !J� �(���*���! *�(J �!
����)����! J��^�(� ���(J �! K�J *� R����� �!��)! *!J *�((�!J !(��! �����J��!��J � �( ����! ����J * ��KK�J R������! ���(J �! K�J *� R����� �!��)! *!J *�((�!J *�(J �! *�R ��(! ��� �!(��!� � �( ����! *! J�J��R !
R����� ���!�J!J !� � ��)���J����( � !�� ���! !� !K���! J�R ��!R !(� *�(J �! *�R ��(! ��� �!(�
��!� �]� � z!J �!K�(� �!J * ��)���J����( !� *! R����� �!��)! *!J *�((�!J J�(� J��^!(� �JJ�K��!J �



�` ���� � �
� �� �� �
�� ������ � �� ��� �	��� �� �
���� ������

� �� �� �� � GHw>E D=?N:D=?<LME A:B:F<LME
z� R�*������( (�R ��� �! K�(J�J�!  �JJ�K�!� �(! ���R ! * ��(*! ��� *�((�!J  ���(J�

R!���! �!( *! *�((!� �� J�)(�� �(! !(^!���� ! ���J� �! � �( (��! ψ(t) �� ��(K���( �JJ�K��!
 K!��! ���R ! * ��(*! �
�!( *! *�!(�� �( R�*��! �!(�(� K�R��! *� R������!��)! *!J *�((�!J � �( �!�� )�(����
��J!� K!��! (������( !� *�!(�� �(! ��(K���( R�*���(�! ψm,n,k(t) � �!��! ��(K���( ���R��!
*! ����( )�(��� �! �! R����� �!��)! *!J *�((�!J !( �!(�(� K�R��! *!J ����J *�R ��(!J *!
R����� �!��)! *�!(�J *�(J �! ����)����! ���K�*!(� � ��(J� �( (��! }

� n � ��(*�K! *� R������!��)! �!R���!� �
� m � ��(*�K! *� R����� �!��)! ��� �!(��!� �
� k � ��(*�K! *� R����� �!��)! ��� K�*!J �

�� (�^!�� *� ^�K�������! � ψ(t) !J� ��� !��! � ���R ! * ��(*! � *�(J �! *�R��(! �!R���!� �
� ����!�J!J � *�(J �! *�R��(! ��� �!(��!� !� � K�*! � *�(J �! *�R ��(! *!J �����J��!��J �Q�� �� J���! � �� ��(K���( )�(��� �! ψm,n,k(t) !J� ���!��! ���R ! * ��(*! R�*���(�! �

z �!(J!R��! *!J �!K�(� �!J *! R�*������( � !�� ���! ���*�� !( �(���*��J�(� �( J�J��R !
)����� *! ���(JR �JJ��( � z� ��J! *! ��(K���(J )�(��� �!J {ψm,n,k(t), (m,n, k) ∈ Z

3} �!��
�!���J!(�!� �( J�J��R ! )�(��� �! *! ���(JR �JJ��( R����� ���!�J!J !� R����������J��!��J �
�( K�(J�*��! �( J�J��R ! *! ���(JR �JJ��( *! K �����J��!��J J�� �(! ��(*! *! ��� �!(K!
B ������!  �� ���(JR �JJ��( � z� ��(*! *! ��� �!(K! !J� *�^ �J�! !( M J��J���(*!J !� �(
(��! xk,m[n] �! J�R���! *! � ������J��!�� k ���(JR �J  � ��(J��(� n !� J�� �� ��� �!(K! m � z!
J�R���! xk,m[n] R�*��! �� ���R ! * ��(*! ψm,n,k(t) �

� �(J� � �! J�)(�� ���(JR �J s(t) � !�� J ��K���! K�RR! �� ���� !K���( *� R!JJ�)! J�� �� ��J!
*! ��(K���( ψm,n,k(t) }

s(t) =
+∞∑

n=−∞

K−1∑

k=0

M−1∑

m=0

xk,m[n]ψm,n,k(t)
����� 

��J� J�� �� ���R������( �(���*���! *�(J ���� � K!��! !���!JJ��( )�(��� �! J!�� �����J�!
���� *�K���! � �!(J!R��! *!J J�J��R !J *! ���(JR �JJ��( �
z ��(����� *! K!��! ���R������( !J� *! ���^��� �R �����!� �! J�J��R ! !( ���(� �(! �����K�!
)�(����! !� * ��^��� �( R����� �!��)! *! �� ���R ! * ��(*! R�*���(�! �� (�^!�� �!R���!� ���� �!(��!� !� *� K�*!J � z! K���� *!J ��(K���(J !J� !� !K��� !( �!(�(� K�R��! *! � �!(J!R��!
*!J *!)��J *! ��� !��� �
z� !)��! ��` ���J!(�! �(! �!���J!(�����( )����� �! �R �)�! *!J ���R !J * ��(*! )�(��� �!J �
z!J *�� ��!(�J *�R��(!J *! *�^!�J��� ��!R�J � ��� �!(K! !� K�*! *�!(�JJ!(� � �!J��K!  ����J
*�R !(J��(J � z!J ���R !J * ��(*! ψ *��^!(� *�(K ���! �J���!J *�(J K!��! �!���J!(�����( �
�( (��! r(t) �! J�)(�� �!�� !� yk,m[n] �!J J�R���!J *�R �*���J � z� *�R�*������( K�(J�J�!
 ���� !�!� r(t) J�� �� ��J! ���R �! ��� {ψ∗

m,n,k(t), (m,n, k) ∈ Z
3} � �^!K ψ∗(t) �� ��(K���(



���� ����
�� ���� � ��� ����	�� �� ���� �� ������� � ���
���� �]

��� � ��` � �!���J!(�����( *!J ���R !J * ��(*! )�(��� �!J *�(J �! ���( �!R�J���� �!(K!�
K�*! �

K�R��!�! K�(� �)�! *! ψ(t) }

yk,m[n] =

∫ +∞

−∞
r(t)ψ∗

m,n,k(t)dt
����\ 

z��J * ��(! ���(JR �JJ��( J�(J �(�!����!(K! (� ����� � �( � r(t) = s(t)
� z!J J�R���!J *�R��

*���J J ��K��^!(� }

yk,m[n] =

+∞∑

n=−∞

K−1∑

k=0

M−1∑

m=0

xk,m[n]

∫ +∞

−∞
ψm,n,k(t)ψ

∗
m,n,k(t)dt

����� 

� ! � �� �����( ����� J! *�*��� �(! ��!R ���! K�(*����( J�� �! K���� *! �� ��J! } � ������(���
R����� � �( ��K!����( � K!��! K�(*����( �!�R !� �� *�R�*������( J�(J !��!�� *!J J�R���!J
�R �J � z ������(��R ����� *! �� ��J! {ψm,n,k(t), (m,n, k) ∈ Z

3} J! ���*��� ��� }
∫ +∞

−∞
ψm,n,k(t)ψ

∗
m′,n′,k′(t)dt = δm,m′δn,n′δk,k′

����� 

�^!K δ �! J�R���! *! � ��(!K�!� � δm,n = 1 J� m = n � δm,n = 0 J�(�( �
� �(J� � *�(J �! K�J * ��(! ���(JR �JJ��( �������! � � ������(��R ����� � !�R !� * ��^��� yk,m[n] =
xk,m[n]

�


�
�� ��� ��� ������ ��� �� �����
z� R�*������( � ���� ��� !K��� * ��*���!� �! J�)(��  �R !���! �� K�(�� *! ���(JR �JJ��( �

Q��� �!J ���(JR �JJ��(J !( ��(*! *! ��J! � �� ���R ! * ��(*! �����J�! ���� �� R �J! !( ���R !
*� J�)(�� ���J� �! !J� �! ���J J��^!(� �(! � ���! �� �( K��(!�� �
��(J �!J ���K�*�J *! R �*������( ��(���! � � ��( ���R ����( !J� ���(JR �J!  � ���*! * ��( �����
R���!  �� (! ��!(*  �! *!�� ^��!��J � �JJ�� �!J � � �(J �!J ���K�*�J *! R�*������( M−aire �



�� ���� � �
� �� �� �
�� ������ � �� ��� �	��� �� �
���� ������

� ��( ���R ����( !J� ���(JR �J!  � ���*! * ��( J�R���!  �� ��!(* J� ^��!�� ���R � M = 2n ������
J����(J � �JJ�� �!J � K!  �� � !�R !� * ��JJ�K�!�  �( ���� *! R�*������( �( R�� *! n ���R !(�J
��(���!J � z �!(J!R��! *! K!J J�R���!J ���R ! �(! K�(J�!������( K���K����J�� �! � ��� K�� �!
R�*������( �
�����J�(J  �! �� J���K! *���^�! *!J ���R !(�J ��(���!J ����!J �!J Tb J!K�(*!J � �� � ����*!
J�R���! !J� *�!(�! ��� Ts = nTb

� z! *���� ��(���! J �!����R ! Db = 1
Tb

!� �� ����*��� *!
R�*������( Ds = 1

Ts
= Db

log2M
J �!����R ! !( ���*J !� K���!J��(* �� (�R��! *! K��()!R!(�J

* �����J ��� J!K�(*! �
� �� �� �� 2EP � GHM>=?<GBP BMD:F<LMEP ;>=PP<LMEP

� �(J �( ��!R �!� �!R�J � �( *�J��()�! ����J ��R ���!J *! R�*������(J �����J�(� � ��R�����*! ��� ���J! !� �� ��� �!(K! *� J�)(�� R �*��� ��\� }
2= DGHM>=?<GB H 3=D9><?MHE @ !��! K�(J�J�!  ����! ^���!� � ��R�����*! *� J�)(�� J!��( ��

��� *! ���(JK�*�)! �JJ� K��! � �!�� ��K� J �!����R ! ����J J��J �� ���R ! }
s(t) = A(t) cos(2πf0t+ φ0) avec A(t) =

∑

k

akh(t− kTs)
����� 

�� h(t) !J� �( ! ���! *! R �J! !( ���R ! *!J �R���J��(J � �( K���J�� J��^!(� �(! ����!
�h(t) = 1 J� t ∈ [0;Ts[

!� 0 ����!��J � φ0
!J� �(! ���J! *! �����!(K! !� ak �� J���! *!J

J�R���!J � ����!J � �! ���! *! R�*������( !J� J�R ��!  �����J!� R ��J !J� �JJ!� �!�
!R����� � ��� M > 2 K�� J!J � !����R �(K!J J�(� R��(J ��((!J  �! K!��!J * �����!J
R �*������(J � (���RR!(� !( K!  �� K�(K!�(! J�( �RR�(��� �� ����� �

2= DGHM>=?<GB HE 9N=PE @ �! J!�� ����R ���! J�JK!���� �! *! ^���!� !J� �� ���J! *! � ��(*!
� ���!�J! � � �� J����! *� R�*����!�� � �! J�)(�� J �!����R ! ��� }

s(t) = A
∑

k

h(t− kTs) cos(2πf0t+ φk)
����` 

�� A �!���J!(�! � ��R�����*! K�(J��(�! *! � ��(*! ����!�J! � h(t) !J� �( ! ���! *!
R �J! !( ���R ! *!J �R���J��(J !� φk �� ^��!�� *! �� ���J! � !(*�(� �( �(�!�^���!
*! �!R�J [kTs; (k + 1)Ts[

�
φk

��!(* J!J ^��!��J *�(J �( ������ !� *! M ���R !(�J
{φk = φ0 + (2n + 1) π

M
, k = 0, . . . , M − 1} � z� K�R��!� ��� *! � �!(J!R��! �R �J�

J��(���K!����( *! K! ���! *! R�*������( ��)R!(�! �^!K M � R��J �!J�! ���J�((���! �K!  �� !( ���� �(! R �*������( ��� �!RR!(� �����J�! ���� M ����(� *! \  �` �^!K *!
� �((!J � !����R �(K!J � Q��R � J!J �(K�(^�(�!(�J � K���(J � �!� �J�!(K! *! J���J *! ���J!
�R�����(�J  �� ��(� ���������! *!J *�JK�(��(����J * ��R�����*! �

2= DGHM>=?<GB HE �F:LMEB;E K �!J� �� ��� �!(K! �(J��(��(�! � *���^�! *! �� ���J! �(J�
��(��(�! �  �� � !�� ��!(*�! ���J�!��J ^��!��J �JJ� K��!J ��� ����J � �JJ�� �!J � z! J�)(��
R �*��� � � ��� !���!JJ��( }

s(t) = A
∑

k

h(t− kTs) cos[2π(f0 + ak∆F )t+ φ0]
����] 



���� ����
�� ���� � ��� ����	�� �� ���� �� ������� � ���
���� ��

�^!K � �!�K��J��( !( ��� �!(K! 2∆F = m
Ts

�� m !J� � ��(*�K! *! R �*������( � �(!
R�*������( ��� �!RR!(� �����J�! K�(J�*��! �! K�J �����K���!� m = 0.5

� z! J� !K��! !J�
����J K�(K!(��� ������ *! �� ��� �!(K! ����!�J! !� K!��! R�*������( ��!(* �! (�R
*! R�*������(  *����K!R !(� R �(�R�R *! ��� �!(K! �

� �� �� �� � GHM>=?<GB H 3=D9><?MHE EB LM=HF=?MFE
z!J R�*������(J ���K�*!(�!J (! K�(J����!(� ��J �(! J������( J���J���J�(�! � ��� �����J!�

!� K�K!R !(� � ��(!�)�! �R �J! ���J �! �! (�R��! *! ���(�J M !J� )��(* � �( !�!� � ������ R �*������( * ��R�����*! �!J � ��(�J *! �� K�(J�!������( J�(� J�� �(! *����! � !� ���� ��
R�*������( *! ���J! �!J � ��(�J J�(� J�� �( K!�K�! � � � � �� ����������� * �!��!�� !J� ��(K���(
*! �� *�J��(K! R �(�R ��! !(��! �!J � ��(�J *! �� K�(J�!������( � !� �� R !���!��! R�*������(
!J� K!��!  �� R ���R �J! K!��! *�J��(K! � ��� �(! ���JJ�(K! R��!((! *�((�! � �( K���� ���J
�����((!� !J� ����J �(! R �*������(  �� �������� �!J ���(�J �(����R �R!(� *�(J �! ���( ��\� �Q��� K! ����! � �( �K��� �! J�)(�� R�*��� s(t) J��J �� ���R ! J��^�(�! }

s(t) = a(t) cos(2πf0t+ φ0) − b(t) sin(2πf0t+ φ0)
����� 

�� �!J *!�� J�)(��� a(t) !� b(t) �(� ���� !���!JJ��( }

a(t) =
∑

k

akh(t− kTs)
!� b(t) =

∑

k

bkh(t− kTs)
����� 

z! J�)(�� R �*��� s(t) !J� *�(K �� J�RR! *! *!�� ����!�J!J !(  ��*�����! � R�*���!J
!( �R�����*! ��� �!J *!�� J�)(��� a(t) !� b(t) �
�( K�(J�*��! )�(����!R !(�  �! �!J J�R���!J ak !� bk ��!((!(� �!J� !K��^!R !(� �!��J ^��
�!��J *�(J �! R �R! ������ !�  M ���R !(�J *�((�(� ��(J� (��JJ�(K!  �(! R�*������(
��JJ�*�(� E = M2 ����J � ��� �! ���� !J� *�(K �!���J!(�� ��� �( K����! (ak; bk)

�� � K! �� �!^�!(� �� R �R! � ��� �( J�R���! K�R��!�! ck = ak + jbk
� ��(J �! K�J �����K���!� R ��J

���J ��� �!(� �� M �!�� J ��K���! M = 2n � ����J �!J ak �!���J!(�!(� �( R�� *! n ���J !�
�!J bk �!���J!(�!(� ��JJ� �( R�� *! n ���J � z! J�R���! K�R��!�! ck = ak + jbk

�!�� ���
K�(J� �!(� �!���J!(�!� �( R�� *! 2n ���J � z ��(����� *! K!��! K�(!)������( !J�  �! �! J�)(��
s(t) !J� ����J ���!(� ��� �(! K�R��(��J�( *! *!�� ����!�J!J !(  ��*�����! R�*���!J !(
�R�����*! ��� *!J J�R���!J ak !� bk �(*�� !(*�(�J � �!��! R�*������( ��!(* (����!��!R !(�
�! (�R *! R�*������( * ��R�����*! !(  ��*�����! �(���! ��� � ���*�����! �R�����*!
��*������(  !� J� J� K�(J�!������( K�R����! E ����J � �( �� (��! E−QAM �
~�(����!R !(� � �!J K�(J�!������(J E−QAM J�(� K���J�!J �^!K �!J J�R���!J ak !� bk ��!(�
(�(� �!��J ^��!��J ���R �J {±d, ±3d, . . . , ±(M − 1)d} �� d !J� �(! K�(J��(�! *�((�! !�
� ���� � �( ����!(� ����J �(! R�*������(  M2 ����J !� �(! K�(J�!������( �^!K �( K�(����
K���� *�(� ��(� �����! �� �����! �� 4−QAM � �� 16−QAM !� �� 64−QAMz� !)��! ��] �!���J!(�! �!J K�(J�!������(J (��R ���J�!J �J��� E{|ck|2} = 1 *!J R�*������(J
*! ���! QAM ���� ���J�!��J (�R��!J * �����J �
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�( � ^� !( �����  �! �! K�(�� ��*�����!K��� �! !J� R�*���J� ��� �( ! ����)! ��� �� ���
��(J! �R���J��((!��! ��!��! hR(t) J��^ � * ��( ����� �**���� nR(t)

� �( !� !� � �� ��K!����( J��
�(! �(�!((! * ��( J�)(�� ��*�����!K��� �! J! �!�� ���� ���J !( ���J!(K! * ��( ����� � ��!��
R� �! � �**���� � �(*�� !(*�(� *� J�)(�� � ���(K � �^!K �(! *�J��������( *!J �R�����*!J  �!�
���J ~��JJ�!((! � �! ����� ��*�����!K��� �! * ����)�(! ��!�R � �! !J� *�  *!J ��K������(J
*! K����(�J K���!J ��� � ��)������( ��!�R � �! *!J K���)!J ���R !(����!J *�(J ���� ���R !(�
K�(*�K�!�� � �� �R ��J! ��(J� �(! ��R ��! ��(*�R!(���!  ���� J�J��R ! * ��R �JJ��(���K!����(
��*�����!K��� �! � z! R�*��!  ����� ���(K �**���� ~��JJ�!( ���~�  K��JJ� �!R !(� �����J�
!( K�RR�(�K����(J (�R��� �!J J! ��^��! �(! ��((! ������ �R ����( � *� R��(J ���J � ��(
(! K�(J�*��!  �! �!J J���K!J (����!��!J *! ����� � (�( ���!J  � ��K��^ ��� *! � ���RR! �
z ��**����( �R��J�! *! K! ����� )��JJ�!( �� J�)(�� ����! �!�� !(����(!�� � ����������( * �!��
�!��J ��(���!J  �� �!K�(J���K���( *� R!JJ�)! (�R��� �! � R �R! J� �! K�(�!��! *! �� K�R �
R�(�K����( !J� ��� ����!��J �*��� � �!J !��!��J J!��(� * �����(� ���J (�R��!�J!J  �! ��
���JJ�(K! *� ����� �(��)��! *�(J �� ��(*! *� ��K!��!�� !J� �R�����(�! ��� �������  ��
���JJ�(K! *� J�)(�� ����! � z� *�� K���� *! �� K�RR�(�K����( ^�J��^ �J *� ����� �**���� !J�
�(*� ��! ��� �! ������� Eb
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��*�����!K��� �! � �! ���(�R �(! * ��(�!����!(K! �)�(��� ��� �! J�J��R ! *! K�RR�(�K����(  
( �!J� ��J �����!R !(� ���J!(� � �� !J� ������!R !(� ���  �� R�*������( K���J�! �J���  �� ��J!
*! ��(K���(J {ψm,n,k(t), (m,n, k) ∈ Z

3} �(���*���! ���K�*!RR!(� � !( �!�����( �^!K �!J
K���K����J�� �!J *� K�(�� *! �����)����( � Q��� �( K�(�� �*��� !� �(! ��J! �����(��R ��! � ��(! *��� ��J � �^��� * ��(�!����!(K! ����J �� *�R�*������( *! ��J! !( ��K!����( � Q�� K�(��!
�^!K *!J K�(��� *�� K��!J � � ��(�!����!(K! ��J�*�!��! !( J����! *� *�R�*����!�� � !�� *�(J
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J ��(���!JJ! �� J�)(�� *! K�RR�(�K����( * ��( K�*! �����K���!� � �� �� � *�J�)(! � ��(�
�!����!(K! *�! ��� ����!J J�)(��� �K���J �����!J K�*!J � z! �!�R ! � �(�!����!(K!J
* ��KK�J R����� �!J � !J� ���J �����K�����!R !(� �����J� ���� *�J�)(!� �!J �(�!����!(K!J
�(���!(�!J ��� ����!J �����J��!��J �
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 @ ��(�!� ��R��� �(�!��!�!(K!
� ��� � !( *!���J *� ����� � K �!J� �! ��!R �!� � !�������!�� * ��(! K�RR�(�K����( (��
R��� �! � �!��! �(�!����!(K! ( �!J� ��J *�!  � ��KK�J R������! � R��J J!��!R !(� ��
�����! J�)(�� *! � ������J��!�� * ��(����� � ���J �! �! K�(�� *! �����)����( �R�(! �(
����!R !(� �!R���!� (�( (�)��)!���! *!^�(� �! �!R�J J�R���! � �( (! � !�� ���J ����J
�J��!� K�R����!R !(� �� K�(��������( *!J *����!(�J J�R���!J (�R ��� �!J �R �J � ����J�����!R !(� *! ��J! !( ��K!����( �

2EP 4B?EF�:FEB;EP /B?FE PGMP�-=B=M 	4/- 
 @ ��(�!� ���((!� �(�!��!�!(K! � �� � ����J �! �! K�(�� *! �����)����( �R �(! �( ����!R !(� ��� �!(��!� (�( (�)��)!���!
*!^�(� � �!J��K!R !(� *!J ��� �!(K!J � ���!�J!J *!J ���R !J * ��(*! � �( (! �!�� ���J
����J �J��!� K�R����!R !(� �� K�(��������( *!J *�� ��!(�J J�R���!J (�R ��� �!J �R �J �

� ! �� R �R! ����(  �! � �!���!JJ��( )�(��� �! ����� !J� *�K���! J�� �� !)��! ��` � �(�!�� �� ���!�  K!��! �!���J!(�����( �R �)�! �!J �(�!����!(K!J � z� !)��! ��� ���J!(�! �!J
�(�!����!(K!J *�(J �!J *����!(�!J *�R !(J��(J *! �� �!���J!(�����( � ��� �! ���R ! * ��(*!
R�*���(�! � !�� ���! �� !K��! ��� �!J ���R !J * ��(*! ^��J�(!J ��� *!J � !��!J *! � ��J��!R !(�
�!R���!� � ��� �!(��!� �� *!J ����!J K�*!J �

��� � ��� � �!���J!(�����( *!J �(�!����!(K!J *�(J �! ���( �!R�J���� �!(K!�K�*! �
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z!J J�J��R !J ����!(� J��^!(� *�(J �(! ��(*! *! ��� �!(K! !(����!R !(� ��J!�^�! � *�(JK! K�J � �� (! *!^���� ��J � �^��� *! � !�������!��J ��*�����!K��� �!J * ����)�(! !��!�(! ���

J�J��R !J ��!� !(*�(� � � ���JK!(K! *! �������!��J !J� ����J���! ���(� *�((� * ��(! ���� �� R������*!
*!J ��!�� �� ^�(� ���^��� �� ��!� �!J J�J��R !J *! K�RRR�(�K����( !� * �����!J ���� ��
��������( ��*�����!K��� �! K���JJ�(�! � z� ������� *!J �������!��J ����J��!J J�(� *! ��� !
��(*!�������! ����R �(� �!J * ��(! R �K��(! ��!K��� �! ��� !�!R��! !� ��!K�!(� ��  ������
*! �� ���(JR �JJ��( �
�! ���! * ��(�!����!(K! !J� ���*�� *! ����( *�������! *�(J �! K������! � �

��� �j mlvlb oj qedqlclgfdv

z! K�(�� *! �����)����( *�K��� �! J������ ���J� �! *! ���(JR �JJ��( ^�� �! �!� �!J �(�
���R ����(J  ���(JR !���! J�(� ���(J�����!J � z!J K�(*����(J *! �����)����(J *�� !(*!(� *!
� �!(^ ���((!R!(� !� J�(� ���J ^������!J � �� ���� *�(K *�J��()�!� �� (����! *� K�(�� } K���!J �!��! ���� �! � J��!����! �� �!��� �!( � z! K�(�!��! �( ����� *! K!��! ���*! !J� �!J ��J!��� J�(J ! �
���)! ��(*! � �� ���(JR �JJ��( J! ����  ���^!�J �! K�(�� ��*�� � K �!J���*��! ��� ^��! ����!((! �
z! K�(�� *! �����)����( ��*�����!K��� �! !J� �( K�(�� ��������! � K �!J� �! ���(K���� ���R !(�
 �� ���^� �! �!J � !���������(J ��!K��(� �! J�)(�� �R �J *�(J �(! K���(! *! ���(JR �JJ��( � ��!J� J�� !�  *!J R �K�(�JR !J ���J� �!J *! ��J!  �� �(*��J!(� ���J�!��J J���!J *! *�J���J��(J
J�� �! J�)(�� �R �J ���� }

� �� ���!� ��( J! ���*��� ���J � ��(! �(*! ��!K���R �)(��� �! �!(K�(��! �(! J����K! ��JJ!
*! ���J )��(*!J *�R !(J��(J ��� �������  J� ��()�!�� * ��(*! �

� �� *�� ��K���( � ��!� ���J �! �! J�)(�� �!(K�(��! �( ��J��K�! ����J �*! *�R !(J��(J ���J
���)!J ��� �������  J� ��()�!�� * ��(*!  �� ��J���! �� ^�J�� ����� ��*����!K��� �!
*��!K�! !(��! � ��R !��!�� !� �! ��K!��!�� � � !J �(*!J J!K�(*���!J J�(� )�(���!J � J! ����
��)!�(� *!�����! � ���J��K�! �!� !� *! R �J �! �� � J��*�� �() � �

� �� *���J��( � JK���!��() � J! ���*��� ���J �! � ���J��K�! ���J!(�! *! (�R��!�J!J ����)��
������J *�(� �!J *�R !(J��(J J�(� �( ����!��!J �� �)��!J  �� ��()�!�� * ��(*! � z ��(!�)�!
����K��! !J� *�J� !�J�! *�(J ����!J �!J *��!K���(J �

z� K�((��JJ�(K! *� K�(�� *! ���(JR �JJ��( !J� ���J �R�����(�! ���� �! *�^!����!R!(�
*!J R ����*!J !� �!K�(� �!J *! ���(JR �JJ��(J �*����!J �� K�(�!��! *! K�RR�(�K����( �
���! !J� ��JJ� * �� K��!  ���!(�� � *� ���� *! �� )��(*! *�^!�J��� *!J J�������(J �!(K�(���!J �Q��� K!��! ���J�( � *!J R ����*!J J����J�� �!J ��� � \_� J�(� �����J�!J ���� � ��(���J! !� ��
R�*���J����( *� K�(�� *! ���(JR �J��( �

� �(J K!��! �����! � (��J *������!��(J *!�� (�^!��� *! K���K����J����( *� K�(�� *! ����
��)����( ��`� }
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!J� *�������! *�(J � ��((!�! � �)�(������( *� K�(�� R��������� !�J !� �R���R !(�����( *!J
K� !� K�!(�J *!J ���� !�J ^������!J *�(J �! �!R�J �
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� �� �� �� -=F=;?:F<P?<LMEP >=FAE I=BHE
z!J ���*!J *��!J ���)! ��(*! � !�R !��!(� * ����!(�� �(! *!JK������( J����J�� �! *! ��

����(J! �R���J��((!��! ��� *� K�(�� � z! �!�R ! ���� 	 ����	 J�)(�!!  �! �� ���)!�� *!
��(*! *� J�)(�� ���(JR �J � !�R !� *! R !���! !( �^�*!(K! �� J��!K��^ ��� !( ��� �!(K! !� *�(K
�!J ���� !�J R����� �!J *�(J �! *�R ��(! *!J �!���*J �
z! R�*��! K��JJ� �! *! ��)(!  �!���*J !J� �����J� � z! K�(�� !J� ����J �!���J!(�� J��J ��
���R ! * ��( ! ���!  ����(J! �R ���J��((!��! !(�! !����R �! ��� }

h(τ) =
L−1∑

l=0

αlδ(τ − τl)
���\_ 

�^!K L �! (�R��! *! ���� !�J �
αl

� ��R�����*! K�R��!�! * ��( ���� !� �
τl

�! �!���* �JJ�K�� �
z� �� *� K�(�� � ��^���  �� J�RR! *!J K�(��������(J *!J L ���� !�J *! �����)����( �� αl!J� �(! ^������! K�R��!�!  �� ��!(� K�R��! *! � �����(�����( !� *� �!���* *! ���J! �(����
*���J ��� �!J *���J!��J � τl !J� �! �!���* �JJ�K�� �� ���� !� � l � *! � ��(*! �
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z!J K�!� K�!(�J αl = ρle
jφl J�(� *�(�RR�J �R�����*!J K�R��!�!J *!J ���� !�J � �^!K �(

R�*��! ρl �)��  � �����(�����( ��� J� �! *� ���� !� � l � !� �(! ���J! φl ���*��J�(� �! *��
���J�)! *! �� ����!�J! *� �� �!���* *! �����)����( *! K! ���� !� } φl = −2πf0τl

��^!K f0�� ��� �!(K! ����!�J! ��*������ �!(K! �
/ED9>E H 3MB ;=B=> � HEM ?F=� E?P @
Q��� ��J!�^!� � �!�!� *!J ���� !�J R����� �!J J�� �� ���(JR J�JJ��( � �( K�J J�R ��! *! K�(�� !J�
J��^!(� �����J� } �! K�(��  \ ���� !�J � �! * ��!K� !� �( �!���*� *! ∆τ

� z� ��� �(J! �R���J��((!��!
*� K�(�� J! ��*���  }

h(τ) = 1 + αδ(τ − ∆τ) �^!K α = aejφ ���\� 
z! R�*��! *! �� ��� �(J! !( ��� �!(K! *� K�(�� !( ��(*! *! ��J! !J� *�((� ��� }

|H(f)|2 = 1 + a2 + 2a cos(φ− 2πf∆τ) ���\\ 
z� !)��! ��� ���J!(�! �� ����(J! ��� �!(��!��! *� K�(�� J�R ���!� ���� α�� = −3 *�

!� φ = 0 � �� ����(J! �R ���J��((!��! !J� *�(K h(τ) = 1 +
√

2
2
δ(τ − ∆τ)

� z� ��(K���( *!
���(J�!�� *� K�(�� K�R����! *!J ��(!J �� �! J�)(�� J!�� �R���!� �|H(f)| > 1 !� *!J ��(!J
* ��^�(���JJ!R !(� �� ��*�() � �� �! J�)(�� J!�� ���J ������� �|H(f)| < 1 � z� �����*! *!
^�������( *! �� ��(K���( *! ���(J�!�� !J� *! 1/∆τ

�
�!� !�!R��! � !�R !� *! ^���!!�  �! �� J��!K��^ ��� !( ��� �!(K! K�� �� �^!K � �����!R !(� *!
�� ����(J! �R���J��((!��! *� K�(�� � �!��! J��!K��^ ��� !J� * �����(� ���J R �� ��!  �! �!
R�*��! *� *!�� ��R ! ���� !� !J� ��� K�! *! �� � �(J �! K�J !����R! �� �!J \ ���� !�J �(� ��
R �R! �R�����*! � �!J R �(�R � *! �� ��(K���( *! ���(J�!�� *!^�!((!(� *!J ����J �|H(f)| = 0 �
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���^�(� �� ^��!�� *! �� ��(*! �KK���! B ��� �! J�)(��  ���(JR !���! ^�� K! K�(�� *!
�����)����( � *!�� K�J � !�^!(� J! ���J!(�!� }

� B << 1/∆τ } �� ����(J! ��� �!(��!��! *� K�(�� � !�� ���! K�(J�*���! K�(J��(�! J��
�� ��(*! B � z! J�)(�� (! J���� ��J *! *�J������( R ��J �� � !�� ���! ���J ������� J� ��
��� �!(K! *! R�*������( J! J���! ���J *! 1/2∆τ ^���! �((��� J� �!J \ ���� !�J �(� ��
R �R! �R�����*! � ���J �! J�)(�� � !�� �)��!R !(� ���! �R���!� �

� B >> 1/∆τ } �� ��� �(J! ��� �!(��!��! *� K�(�� ( �!J� ��J K�(J��(�! J�� �� ��(*! *!
��� �!(K! !� �! J�)(�� J���� *!J *�J������(J  � ��� ���� K����)!�  � ���*! * ��( �)���J!�� �

� �� �� �� -=F=;?:F<P?<LMEP I=BHE :?FG<?E
z��J �! �! R����! J! *����K! � �! R�*��! *� K�(�� *!^ �!(� �( ! ���! �^������ h(t, τ) �^!K

*!J ����R ��!J αl(t) !� τl(t) *! K�� �! ���� !�  �� ^���!(� �� K���J *� �!R�J �
�!J ^�������(J J�(� *�!J  � �E�E? +G99>EF } �(! �(*! �R �J!  �� ��� �!(K! f0

^��� K!��!
��� �!(K! *�K���! !( ��K!����( * ��(!  ��(���� ∆fl

��� !��! ����!R !(� �� *�K���)! *! ����
��!� � z� ��� �!(K! � ���!�J! �����!(�! (f ′

0)l
�JJ�K�� �� ���� !� � l � *!^ �!(� ��(J� }

(f ′
0)l = f0 + ∆fl

���\� 
�^!K

∆fl = fd cos(θl)
!� fd =

v

c
f0

���\� 
�� }

� v !J� �� ^��!JJ! *! *����K!R !(� *� R����! �
� c !J� �� ^��!JJ! *! � ��(*! ��!K���R �)(��� �! �c0 = 3.108m/s ���� �(! �����)����(

*�(J � ���� �
� θl

!J� � ��()�! ���R � ��� �� *��!K���( *� ^!K�!�� ^ ��!JJ! *� R����! �^!K K!��! *� ^!K�!��
*! �����)����( *! � ��(*! �

� fd
!J� �� ��� �!(K! �����!� R �� �R ��! �

�� � ��( ���J�((! J�� �(! *���! K����! ��( ����!��!  �� *���! J�R���! � K���!J��(*�(�  �(
*����K!R !(� *� R����! ���J K���� � �( � !�� *�*���! �!J ^�������(J *!J ����R ��!J αl(t) =
ρl(t)e

jφl(t) !� τl(t) *! K�� �! ���� !� ���� }
� �!J ^�������(J *! � �����(�����( * �!J��K! * ��( ���� !� *! �����)����( �J��� J�(� (�)���

)!���!J !( K��R� ���(���( � J��� ρl(t) = |αl(t)| = ρl
�

� � ��^������( �!R���!��! *� �!���* *� ���� !� � l �  � ��(J��(� t J ��K��� }

τl(t) = τl(0) +
v

c
cos(θl)t;

���\� 

� �� ���J! *! K�� �! ���� !� J���� �( *����J�)! ��(����! !( ��(K���( *� �!R�J � K!  �� J!
���*��� ��� �(! ^�������( �����*� �! *!J K� !� K�!(�J K�R��!�!J *� K�(�� !( ��(*! *!
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��J!  �(! ��� �!(K! ∆fl � *����!(�! * ��( ���� !�  � �����! ���J �! �!J �()�!J * �����^�!
J�(� *����!(�J }

φl(t) = φl(0) − 2π∆flt.
���\` 

z!J ^�������(J � ����*� �!J *! �� ���J! φl(t)  �(! ��� �!(K! ∆fl
���*��J!(� � !( ��(*! *!

��J! � � �!�!� �����!� �
� �� �� �� � GHw>E HM ;=B=> DM>?<�?F=� E?P �=F<=I>E H=BP >E ?ED9P

z! K�(�� *! �����)����( !J� *�(K R�*���J� K�RR! �( ! ���! ��(����! ^����(� *�(J �!
�!R�J *! ����(J! �R ���J��((!��! h(t, τ) K�(J�����! * ��(! J�RR! *�JK���! *! K�R��J�(�!J
���!J ��� ���� !�J *! �����)����( }

h(t, τ) =

L−1∑

l=0

ρlδ(τ − τl(t))e
jφl(t) ���\] 

�^!K L �! (�R��! *! ���� !�J �
ρl

� ��R�����*! * ��( ���� !� �

τl(t)
�! �!���* �JJ�K�� �

φl(t)
J� ���J! �

~�(����!R !(� � �!J K�(��� J�(� *�K���J ��� �( (�R��! �����! * ��K��J � �!��! �!���J!(���
���( J�(����� �! !J� ����J���! ��� �� !)��! ���_ � z� R�*���J����( ��������! �� ���J K��JJ� �!
*� K�(�� *! �����)����( !J� �! R�*��! ��������! *! ��� �!�)� � K! R �*��! !J� ���J!(�� *�(J
� ��((!�! � � z!J �!K�(� �!J * ��R ���R !(�����( (�R��� �! *!J R��������� !�J !� *! � �!�!������!� J!��(� �)��!R !(� ���J!(��!J !( �((!�! �
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h(t, τ) =

L−1∑

l=0

αl(t)δ(τ − τl)
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z��J *! �� �����)����( *�(J �( K�(�� ��*����!K��� �! � �!J J�)(��� J�(� J�� !�J  *!��
���!J *! *�J� !�J��( } �!J ���� !�J R������!J J�(�  � ����)�(! *! �� *�J� !�J��( �!R���!��! !�
� �!� !� �����!� ���^� �! �� *�J� !�J��( ��� �!(��!��! � �( �(���*��� *!�� ����R ���!J �!�����J
 K!J *�J� !�J��(J }
2= I=BHE HE ;GN:FEB;E

Bc

@ �� J ��)�� *! � ��K��� ��� �!(��!� R �(�R �� J�� �! �!� �!J K���K�
����J�� �!J *� K�(�� J�(� K������!J � � �(J� � *!�� J�(�J��*!J � *�(� � ��K��� ��� �!(��!� !J�
J�� ���!��  Bc � J!��(� *����!R !(� ��!K��!J ��� �! K�(�� � �!��! )��(*!�� !J� !(^ ���(
� ��(^!�J! *! � �����!R !(� �!R���!� τL *� K�(�� } Bc ≈ 1

τL

�
2E ?ED9P HE ;GN:FEB;E

Tc
@ K �!J� �� *���! J�� �� �!��! �!J K���K����J�� �!J *� K�(�� *!

���(JR �JJ��( *!R!��!(�  ��J��K�(J��(�!J � �!��! )��(*!�� !J� !(^���( � ��(^!�J! *!
� �����!R !(� ��� �!(��!� *� K�(�� } Tc ≈ 1

2fd

�
�!J ����R���!J J�(� �����J�J � ��� K��JJ!� �!J K�(��� � �( (��! B �� ��(*! �KK���! ��� �!
J�)(��  ���(JR !���! !� Ts �� *���! * ��( J�R���! � z� K��JJ�!K����( *!J K�(��� ��*����!K�
��� �!J !J� *�������! *�(J �\_ � �`� !� J�(�����J�! *�(J ��]� }
8<
B << Bc

} ����!J �!J K�R��J�(�!J ��� �!(��!��!J *� J�)(�� J���JJ!(� �� R �R! ����(���
���( !� �! K�(�� !J� *�� BGB P:>E;?<� EB �F:LMEB;E �

8<
B >> Bc

} �!J * �� ��!(�!J K�R��J�(�!J ��� �!(��!��!J *� J�)(�� J���JJ!(� *!J ����(���
���(J *����!(�!J !� �! K�(�� !J� *�� P: >E;?<� EB �F:LMEB;E �



\� ���� � �
� �� �� �
�� ������ � �� ��� �	��� �� �
���� ������

8<
Ts << Tc

} �!J K���K����J�� �!J *� K�(�� (! ^���!(� ��J � !(*�(� �� *���! *! ���(JR �JJ��(
*� J�R���! !� �! K�(�� !J� *�� BGB P:>E;?<� EB ?ED9P �

8<
Ts >> Tc

} �!J K���K����J�� �!J *� K�(�� ^���!(� � !(*�(� �� *���! *! ���(JR �JJ��( *�
J�R���! !� �! K�(�� !J� *�� P:>E;?<� EB ?ED9P �

z� !)��! ���� J�(�����J! �� K��JJ�!K����( *!J K�(��� !( ��(K���( *!J ����R���!J Ts !� B �

��� � ���� � � ��JJ�!K����( *!J K�(��� *�J� !�J��J �

��� �jk gjmhvftnjk oj idonblgfdvk l�lvmpjk

z!J J�J��R !J *! K�RR�(�K����( R�*!�(! J! J�(� *!^!���� �J �^!K � ����������( *! (���
^!��!J �!K�(� �!J *! R �*������( (�R ��� �!J � z!J ���*!J *! K!J �!K�(� �!J � !�^!(� ���!
�������!J !( *!�� K����(�J R �� !��J ��� ��� !K���J *�� ��!(�J } �!J �!K�(� �!J * ��KK�J R���
��� �! � !�R !���(� ��� �����J��!��J *! �����)!� �!J R �R!J �!JJ���K!J !� �!J R�*������(J
R����� ���!�J!J  )��(*! !� K�K��� J� !K����! ��!��! �����! ���J!(�! �!J ���(K�� !J ��(*�R !(���� *! � ��KK�J R����� �! !� *! �� R�*������(
R����� ���!�J!J � �� R�*������( R����� ���!�J!J  ����!R !(� *! J� !K��! �JJ�K��(� K!J *!��
R����*!J J!�� �)��!R !(� ����*�! � z ���� !K��� !J� *! ���J!(�!� �!J �^�(��)!J � �!J �(K�(^��
(�!(�J � �!J �!K�(� �!J *! *��!K���( !� * ��R ���R !(�����( �JJ� K��!J !� ��JJ� * ��JJ� K�!� K�� �!
R�*������(  �� ���R������( )�(��� �! ����� *!J J�J��R !J *! ���(JR �JJ��( �
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z!J �!K�(� �!J * ��KK�J R����� �! !( J�J��R ! ��*���R����! � !�R !��!(� )�����!R !(� * ���)�
R!(�!� �� K���K��� * ��( ��J!�� � !( ����R �J�(� � ������J����( *!J �!JJ���K!J !(��! �!J *����!(�J
�����J��!��J � �!J �!K�(� �!J J�(� ��J�!J J�� � ��J������( *!J *�� ��!(�J �����J��!��J �!( *!
��K����!� �! �����)! *!J �!JJ���K!J ���(J �! ����)����! �����\ �� � (��J �^�(J ^�  �! �! R����� �!��)! *!J *�((�!J !J� K����R �
R!(� !�!K��� *�(J �!J *�R ��(!J �!R���!� � ��� �!(��!� !� *!J K�*!J � z��J �! K!J *�R��(!J
J�(� �����J�J � ��� R����� �!�!� �!J �����J��!��J !(��! !�� � �� *�((! ��!� ��� �!K�(� �!J J���
^�(�!J }
>E DM>?<9 >E=AE ?ED9GFE> @ �( ����! ����J *! � �R ! � �^ �J��( ������ �! �KK!JJ �����  �
>E DM>?<9 >E=AE �F:LMEB?<E > @ ��! �!(K� � �^ �J��( ������ �! �KK!JJ �����  �
>E DM>?<9 >E=AE 9=F ;GHEP @ ��*! � �^ �J��( ������ �! �KK!JJ �����  ��� � ��� �

�!J ����J �!K�(� �!J J�(� K!��!J ���(K����!R !(� �����J�!J *�(J �!J J�J��R !J *! �������(�!
R����! � z� !)��! ���\ ����J��! �!J *����!(�!J �!K�(� �!J *! �����)! *!J �!JJ���K!J �!R���
�!��!J !� ��� �!(��!��!J ��� � �����J��!��J �

��� � ���\ � z!J *����!(�!J �!K�(� �!J * ��KK�J R����� �!J �
z! ���� !� �! ���� J�(� �!J ��!R ���!J �!K�(� �!J *! R����� �!��)! �����J��!�� � z!J

*!�� �����K�!J J�(� J!R�����!J � !��!J K�(J�J�!(�  �!R���K!� � ����*! * ��( J�J��R !  ����
J�!��J �J�)!�J ��� K!��! * ��( !(J!R��! *! J�J��R !J  �( �����J��!�� � �J���J !( �!R�J �� !(
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��� �!(K! � ��(K �!J ������R !J !( ��K!����( (! J�(� ��J ���J *����!(�J *! K!�� * ��( ��K!��
�!�� *�(J �( J�J��R !  �( J!�� �����J��!�� � ���J �! K��� *! K!J �����K�!J !J� �(! ���� K����(
��)�*! *!J �!JJ���K!J � Q�� !�!R��! � �^!K �! ���� �� !J� (�K!JJ���! * ��^��� �(! ��� �!(K!
��J!�^�! � ��� K�� �! �J�)!� � �^!K �� �!K�(� �! ���� � �! J�)(�� �!J�! ^ �*! �� ������� *�
�!R�J � ���K!  �! �� R �� ����� *!J *�^ �J��(J �!R���!��!J ( �!J� ��J �����J�! !( � !�R �(!(K!
��� �!J �����J��!��J � z! J�J��R ! *! ��*���������(�! R ����! �K��!� �~��  �!� �J! J�� �(!
�!K�(� �! *! R����� �!��)! ���� �!����^!R !(� ��)�*! � �!J *����J �!J�!(� *�(K ��R ���J �
� �R! J ��� !� �J�! *!J ���� K����(J *�(�R � �!J �����J�(� �( R����� �!��)! �!R���!� �� ����
 �!(��!� � �(! J������( !J� *! � !�R !���! ��� �����J��!��J *! J! J!�^�� *! �� R �R! ��(*! *!
��� �!(K! !( R �R! �!R�J !� * �� �KK�*!� *! ����( ��������! � *�((�(� �( K���K���! ���J
�!� ���!  � ����� K����( *!J �!JJ���K!J � � �(J� � ���� � ��^��� *�� ��!(K�!� �!J �����J��!��J � �!J�J��R ! �������! �( K�*! ��� J�)(����! *����!(�  K�� �! �J�)!� � �!J �!JJ���K!J �!R���
�!��!J !� ��� �!(��!��!J � !�^!(� ���! !�������!J !(����!R !(� ��� K�� �! �����J��!�� � �!��!
�!K�(� �! *! R����� �!��)! ��� K�*! !J� �! ���� � !��! !J� *��  �����J�! *�(J �!J (��R !J
����� � ��R���)�! *! �� (��R ! ~�� ��� ����J��(�J !� ��� � ����� �

z �����!R !(� *! J� !K��!  J� �!(K! *��!K�! ������ } � ��!K� �! �!(K! � ���!�* ��!K���R  
!J� �� ��J! *! �� �!K�(� �! ���� ��_� � �(  ����!! *! R�*������(  ����!R !(� *! J� !K��!
����! R�*������(  �� )�(��! � ��� �! J�)(�� ���(JR �J �( J� !K��! � !��K��� ���J ���)!  �!
�� ��(*! ��JJ�(�! *� J�)(�� ����!�� * ��( ���R ����( � ��� �( R��!( �(*�� !(*�(� *! K!��!
�( ���R ����( ���� � z� R����*! K�(J�J�!  ��!K�!�  K�� �! �����J��!�� �( K�*! * �����!R !(�
�����! !� �����)�(�� ��� ����!J K�*!J � z �����!R !(� *! J� !K��! � !�R !� �( R����� �!��)!  ��
( �!J� (� ��� �!(��!� ( � �!R���!� � R��J �( R����� �!��)! ��� K�*! � ��� �! ��� *� R!JJ�)!
 ���(JR !���! !J� R����� ��� ��� �(! J� �!(K! �J!�*����������! *! ����R ! ���J J�� ���!�� �
z� J� �!(K! �J!�*����������! J! ��� ��! �*!(�� �!R !(�  !��!�R �R! ���� K�� �! ��� *�
R!JJ�)! � �( ��JJ�(� *� R!JJ�)! �( �����  ���(JR !���! �� R !JJ�)! ����� � �( ��)R !(�!
�� ���)!�� *� J� !K��! ��� �!(��!� *� J�)(�� ���(JR �J � z!J �(�!�K���������(J *!J J�)(���
J�(� *�(K ���)!R !(� *��!�R �(�!J ��� �!J �(�!�K���������(J *!J J� �!(K!J * �����!R !(� !��!J�
R �R!J � z!J J�)(��� ���� J�(� K����!R !(� J�� !���J�J !( �!R�J !� !( ��� �!(K! � R��J
��J J�(� J�������!J ��� �!J ���R !J *! �!�� J� �!(K! * �����!R !(� �

�� !� �J�! �(! ����! ����( *! �����J!� *! � �����!R !(� J� !K���� } �� R �*������( ����
��� J��� *! ��� �!(K! � �! �� ����� ���! �!(K� �����()  �� �� � z� ��� �!(K! ����!�J! *�
J�)(�� * ��( ���R ����( R�*��� ( �!J� ��J K�(J��(�! !� K��()! � ����*� �!R!(� � Q!(*�(� �(
�(�!�^���! *! �!R�J � �� ����!�J! �!J�! �� R �R! � R��J ����J K�� �! �(�!�^���! *! �!R�J ��� ����!�J! J���! ^!�J �(! ����! � z! JK��R � *!J J���J !J� ��)� ��� �! K�*! � z ��KK������(
��� �!(��!��! * ��( J�J��R !  ����!R !(� *! J� !K��! ��� J��� *! ��� �!(K! *����! K�(J�*����
��!R !(� * ��( J�J��R ! * �����!R !(� *! J� !K��! ��� J� �!(K! *��!K�! � �( J�J��R ! �������
�KK��! �� �������� *! �� ��(*! ���J *! �� ���(JR �JJ��( � ����J  � ��( J�J��R ! �� ����� ( �!(
�����J!  � ��(! �!���! �����! � R��J �� �� K���J����( *! K!��! �����! *�� ��! ���J *! �� ���(JR �J�
J��( �
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z ��(�!����!(K! * ��KK�J R����� �! ��� � ��R ��! *! ����( J�)(�!K���^! �!J � !����R �(K!J !� ��
K���K��� * ��( J�J��R ! ���� � z� �� � K���!J��(* ��� �(�!����!(K!J !(��! �!J �����J��!��J
*! J� �!(K!J *��!K�!J � �� !� �J�! ���J�!��J �!K�(� �!J *! *��!K���( *!J �����J��!��J  �� J�(�
*�������!J *�(J ��\� � z! *��!K�!�� K�(^!(���((!� (! ��!(* ��J !( K�R��! � �!� �J�!(K! *! ��
�� � � �( !� !� � K! *��!K�!�� J��� �(! J�����)�! *! *��!K���( R�(�������J��!�� *�(J �� �!��!
K�� �! �����J��!�� !J� *��!K�� J�����R !(� J�(J J �� KK��!� *!J ����!J �����J��!��J � �! �!�R !
*! �� � ���(� ����J K�(J�*��� K�RR! �( J�R��! ����� �**���� � � �(J K! K�J � J!�� � ������J��!��*! ���J ����! ���JJ�(K! !J� K���!K�!R !(� *�R �*��� � z! ��K!��!�� R�(�������J��!�� �! ���J
�����J� !J� �! ���� ���� } �� J! J!�� *! �� *�^!�J��� �KK�J��((�! ��� �!J ���� !�J R����� �!J �

�(! R!���!��! J�����)�! *! *��!K���( K�(J�J�!  �����J!� �� *��!K���( R����������J��!��J
��� � � � �(J K! K�J � �!J �(���R ����(J *!J �����J��!��J J�(� �����J�!J K�(� ��(�!R !(� � ��� R �!��
*��!K�!� K�� �! �����J��!�� �(*�^ �*�!��!R !(� � z! *��!K�!�� R����������J��!��J ����R �� !J�
K�((� !� ������! *! ����!J �R ���������(J !( �!�R ! *! � !����R �(K! !� *! K���K��� ���
������� �� *��!K�!�� K�(^!(���((!� �J�R ��! ��(K *! K�������!��J � �! *��!K�!�� ����R ��
� !�R !� � !( ����! � *! R �(�R �J!� �! � !J��( *! K�(��� �! *! ���JJ�(K! � ����!��!�J!R !(� K!
*��!K�!�� !J� ���� K�R��!�! � ��� �(! �R���R !(�����( *�(J �!J J�J��R !J ���� � � ! (�R �
��!�J!J R ����*!J *! *��!K���( R����������J��!��J J��J�����R ��!J �(� ��� ���� �J�!J � K���K�(! * �!(��! !��!J � �� � ��!(������� *! ����(�� *!J � !����R �(K!J !� *!J )��(J !( K���K���
J��J��(��!�J K�R������^!R !(�  �( *��!K�!�� K�(^!(���((!� � �( �!�� *�^ �J!� K!J *��!K�
�!��J R����������J��!��J !( \ K���)���!J  J�^��� �!J *��!K�!��J ��(����!J !� �!J *��!K�!��J 
�((������( * ��(�!����!(K! � z!J *��!K�!��J ��(����!J J�(� *! R �R! (����!  �! �!J �)���J!��J
K��JJ� �!J *! ���! �� �� ���� � z!J *��!K�!��J  �((������( * ��(�!����!(K! �(� ���� ���
* �!J��R !� �! �!�R ! *! �� � !()!(*�� ��� �!J ����!J �����J��!��J !� *! �! J��J�����! �� J�)(��
�!�� �

� �� �� �� 8?FM;?MFE HE > 3:D E??EMF + 8�-+�O

z! ���(K�� ! *! �� �!K�(� �! ���� !J� *�(K * ������J!� �!J K���K����J�� �!J *! � �����!R !(�
*! J� !K��! ��� J� �!(K! *��!K�! ���� ��)R !(�!� �! (�R��! * ������J��!��J � !( �!�� ��!K��(�
 K��K�( �( K�*! * �����!R !(� �����! � z �����!R !(� *! J� !K��!  J� �!(K! *��!K�! K�(J�J�! 
R�*��!� K�� �! J�R���! xk * ��( �����J��!�� ��� �(! J� �!(K! �J!�*����������! ck ���!��!
K�*! * �����!R !(� �
z� !)��! ���� !J� �(! *!J �!���J!(�����(J � �JJ�� �!J *! � ��R !��!�� ������� � z� R�����
���K����( *!J J�R���!J xk ��� �! K�*! * �����!R !(� ck *! �����! M �!�� ���! *�K���! ��� �(!
J���K���! !( ��(K *! ! ���!J �K� � �\ �\ } K�� �! J�R���! !J� J����K��(�����((� * ��( ��K�!��
M ���J ! ���� ��� �! K�*! ck *! �����! M � z!J K�(��������(J *! K�� �! �����J��!�� � k � J�(�
!(J���! �**����((�!J � g(t) !J� �� ��(K���( *! R �J! !( ���R ! *!J *�((�!J  ���(JR !���! � �����R ! * ��(*! )�(����!R !(� K���J�! !J� �� �!(���! �!K��()�����! �
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��� � ���� � �!���J!(�����( * ��( �R !��!�� ������� �

z!J �����!(K!J ��\� !� ��� � (��J *�((!(� �� ���R������( *� J�)(�� ������� J��^�(�! }

s(t) =
+∞∑

n=−∞

K−1∑

k=0

M−1∑

m=0

xk[n]ck[m]ΠTs
0 (t−mTs)

����_ 

�^!K ΠTs
0 (t) �� ��(K���( �!K��()�����! } ΠTs

0 (t) =

{
1 J� 0 ≤ t < Ts
0 J�(�(

z! J�)(�� ������� �!�� ��(J� J ��*!(��!!� �^!K �� ���R������( )�(��� �! ����� �^!K }

⇒
{
xk,m[n] = xk[n]
ψm,n,k(t) = ck[m]ΠTs

0 (t−mTs)
���� � 

z� R�*������( ������� � !�� *�(K ���! ^�! K�RR! �� ���� !K���( *!J *�((�!J *! K�� �!
�����J��!�� J�� �(! ��J! *! K�*!J �����)�(��� �
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z ��*�! *! ��J! *! �� R �*������( R����� ���!�J!J ��� } �����������!� !J� *! *�^ �J!� �(
K�(�� *! ���(JR �JJ��( !( �( K!����( (�R��! *! J��J�K�(��� �J��J�����!�J!J � z� !)��! ����
R�(��! �( !�!R��! *! *�^ �J��( *! �� ����(J! ��� �!(��!��! *� K�(�� H(f)

� z!J J��J�K�(���
J�(� *�!(�J K�RR! ���(�  ��(*! ��R ���! � � �����(�����( J���! ��� K�� �! J��J�K�(�� !J� 
�!� ���J �(����R ! K!  �� �!(* � ��)���J����( ���J J�R��! �

z� R�*������( R����� ���!�J!J !J� *�(K �(! �!K�(� �! *! R����� �!��)! *!J *�((�!J
*�(J �! *�R ��(! ��� �!(��!� � z! ���(K�� ! !J� *! *�^ �J!� �! ��� *! *�((�!J !( ���J�!��J ���J
��������!J � K!J ���J �(� �( *���� ���J �����!  �! �! *���� �( ����� !� R�*��!(� ���J�!��J � ���
�!�J!J *����!(�!J � z!J ��!R �!�J JK��R �J *! R�*������( �� ����!(� ��J�J J�� *!J ��(KJ
*! ! ���!J ��JJ!���(*!  �� J������!(� K�R����!R !(� �! J� !K��! *! K�� �! J��J�����!�J! �
z� R�*������( ���� �� ����)�(�� ��! �!(K� � �^ �J��( ������ �!� �()  � � !�R �J *! *!(J��
!!� �� ��(*! *! ��� �!(K!J �����J�! !( � !�R !���(� ��� J� !K��!J *!J J��J�����!�J!J *! J!
K�!^��K�!� � z!J ���R !J * ��(*! J�(� K���J�!J *! �!��! J���!  �! � ������)�(����� J��� �JJ���!
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��� � ���� � � �^ �J��( *� J� !K��! *� K�(�� !( J��J�K�(��� ����J �
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+∞∑

n=−∞

M−1∑

m=0

x[m+ nM ]ej2πνmtΠTs
0 (t− nTs)
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⇒
{
xk,m[n] = x[m+ nM ]
ψm,n,k(t) = ej2πνmtΠTs

0 (t− nTs)
����� 
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�����J! *!J K�*!J *! ��()�!��J �R�����(�!J � J�� ���!��!J �� (�R��! *! J��J�����!�J!J �  �� �*! ���� �!��J ���������J * ����� !� * ��(�!��K���������(J � �!�R !��!(� * ���)R!(�!� �! (�R��!
* ������J��!��J �

z!J R�*������(J R����� ���!�J!J  ����!R !(� *! J� !K��! ���(� *!J K�R��(��J�(J *!J
R ����*!J ���� !� * ��KK�J R����� �!J � *! (�R��!�J!J �!K�(� �!J �JJ�!J *! K!J R ����*!J
J�(� �������J�!J �!( * �����R �J!� �� ���(JR �JJ��( ���� *!J J� J��R !J �����J�(� �! ������� ��! �� ����� �� �! ���������� �
��RR! ���� �� R �*������( ���� � �! (�R��! *! ����!�J!J �����J�!J !� �! ���!�! K�K�� �!
J�(� K��K���� ���� ��)R !(�!� �� ��J�J��(K!  �� J��!K��^ ��� ��� �!(��!��! *!J K�(��� �

z!J ����)����!J J��^�(�J ���J!(�!(� �!J J���K���!J *!J �R !��!��J ������� !� ���������� � K!��! *! � ��R !��!�� �� ����� (! J!�� ��J *�������! �

� �� �� �� 8?FM;?MFE HE > 3:D E??EMF �-�-+�O
z! ���(K�� ! *! �� R�*������( ������� !J� * ��JJ�K�!� �( �R !��!�� ���� ���!J!(��

J�� �� !)��! ����  �� J���! * ��( �R !��!�� ���� �K� � !)��! ���� � ��� �! �����J��!�� !J�
�JJ�K��  �( K�*! * �����!R !(� ck �z� !)��! ���` !J� �(! *!J �!���J!(�����(J � �JJ�� �!J *! � ��R !��!�� ������� � *�K���!��� �(! J���K���! !( ��(K *! ! ���!J } K�� �! J�R���! !J� J����K��(�����((� * ��( ��K�!��
M ���J ! ���� ��� J�( K�*! ck � �!J K�(��������(J *! K�� �! �����J��!�� � k � J�(� !(J���!
�**����((�!J � ��� �! �K��(�����( *� K�*! * �����!R !(� R�*��� ��� �! J�R���! !J� !(J���!
���� !�� J�� �(! ��� �!(K! ����!�J! � z!J K�*!J * �����!R !(� ���(� *! ��()�!�� M � � ��R !��!��
������� �����J! M ��� �!(K!J ����!�J!J � �� !� �J�! *!J J���K���!J ���J )�(����!J �� ��
��()�!�� *� K�*! !J� *����!(�! *� (�R��! *! ����!�J!J ��\� �

��� � ���` � �!���J!(�����( * ��( �R!��!�� ������� �

z!J �����!(K!J ��\� !� ���� (��J *�((!(� �� ���R������( *� J�)(�� ������� J��^�(�! }

s(t) =

+∞∑

n=−∞

K−1∑

k=0

M−1∑

m=0

xk[n]ck[m]ej2πνmtΠTs
0 (t− nTs)

����� 



�� ���� � �
� �� �� �
�� ������ � �� ��� �	��� �� �
���� ������

z! J�)(�� ������� �!�� ��(J� J ��*!(��!!� �^!K �� ���R������( )�(��� �! ����� �^!K }

⇒
{
xk,m[n] = xk[n]
ψm,n,k(t) = ck[m]ej2πνmtΠTs

0 (t− nTs)
����� 

� �� �� �� 8?FM;?MFE HE > 3:D E??EMF �-�+8�-+�O
z! ���(K�� ! *! �� R�*������( ���������� !J� ���J!(��! ��� �(! J���K���! !( ��(K

*! ! ���!J J�� �� !)��! ���] �
z� J���K���! ���J!(�! �! R�*����!�� ���� �( J!�� �����J��!�� k � �� K�(��������( *!J ����!J
�����J��!��J !J� !(J���! �**����((�! � ��� �! J�R���! xk[n] !J� J����K��(�����((� * ��( ��K�
�!�� M ���J ! ���� ��� �! K�*! * �����!R !(� ck *! �����! M � z! J�R���! !J� !(J���! ���� !��
J�� �(! ��� �!(K! ����!�J! νn  �� ^���! * ��( J�R���!  � �����! �

��� � ���] � �!���J!(�����( * ��( �R!��!�� ���������� �

z!J �����!(K!J ��\� !� ���� (��J *�((!(� �� ���R������( *� J�)(�� ���������� J��^�(�! }

s(t) =

+∞∑

n=−∞

K−1∑

k=0

M−1∑

m=0

xk[n]ck[m]ej2πνn[M]tΠTs
0 (t−mTs)

����` 

z! J�)(�� ���������� �!�� ��(J� J ��*!(��!!� �^!K �� ���R������( )�(��� �! ����� �^!K }

⇒
{
xk,m[n] = xk[n]

ψm,n,k(t) = ck[m]ej2πνn[M]tΠTs
0 (t−mTs)

����] 

��� aipbfdelgfdv oj bl gelvki fkkfdv � bl bd mlbfklgfdv
gjiqk	�eptnjvmj

z� ��������� * ������)�(����� �����J�! ��� � �!(J!R��! *! K!J �!K�(� �!J � !�R !� � ��J��!�
R!(� ������� *!J *�((�!J ���(JR �J!J ���J �! �! K�(�� *! �����)����( !J� �*��� � �!� !(*�(� ��� ���(JR �JJ��( J�(J �(�!����!(K! �!J�! �( K�J ������ �! � �( !� !� (��J �^�(J ^� *�(J �!



��� � ������
����� �� �� �
���� ������ ��

����)����! ��\  �! �! K�(�� ��*�����!K��� �! !J�  �� ���J *�J� !�J�� !( �!R�J !� !( ��� �!(K! ��!J *�����J !()!(*��J ��� �� �����)����( J! ���*��J!(� ��� �(! �!��! *!J ���������J * ����
���)�(����� �
�!( *! ��R ��!� �� *�)��*����( *! � ������)�(����� !� ��*���! � �!� !� *!J �(�!����!(K!J � � ��(J!�����( * ��( ���!�! K�K�� �! !J� �����J�! *�(J �� ������� *!J J�J��R !J R����� ���!�J!J � ���J
K!����(!J K�(*����(J � K!��! �!K�(� �! � !�R !� �� J����!JJ��( *!J �(�!����!(K!J � �!� !(*�(� �!��! !(����(! �(! *�R �(����( *� *���� *� J� J��R ! � �� �( (��! Ts �� *���! * ��( J�R���! !�
∆ K!��! *� ���!�! K�K�� �! � �� *���! �����! *� J�R���! ���� !J� *�(K �)��!  TS + ∆

�
z! *���� )����� *� J�J��R ! !J� *�(K ��*��� * ��( ��K�!�� TS+∆

TS

�
�� !� �J�! *!J ���!�(���^!J  � ������J����( * ��( ���!�! K�K�� �! } � ������J����( !( �R �JJ��( !�

!( ��K!����( *! �!K�(� �!J ���^�(� ��*���! � ��(��!(K! *!J �(�!����!(K!J � �(! ��!R ���! R ��
���*! !J� *! ����! *! �� ���(JR �JJ��( ���� J�(J ���!�! K�K�� �! !� *! ���JJ!� �! ��K!��!��
�����!� �!J �(�!����!(K!J ��� *! (��^!��!J �!K�(� �!J K�R��!�!J * ��)���J����( ��� � �� � �`� �
�(! ����! J������( !J� *! ����! *! �� ���(JR �JJ��( R����� ���!�J!J �^!K *!J ���R !J * ��(*!
J� �K�! �!J � z!J �(�!����!(K!J J�(� ��R ���!J ��� � ������J����( * ��R ���J��(J �^!K *! � �((!J
���������J �!R�J���� �!(K! !� *!J R ����*!J *! *��!K���( �JJ� K��!J �� �!J� K!��! *!�� ��R ! �����K�!  �! (��J ����(J *�^!���� !� *�(J K!��! �����! !�  �� J!�� ��
��J! *! (���! ���*! �


�� �
 �������� �������� �� ���� � �� ���������

���J ���� !��(J ����^!R !(� �!J K���K����J�� �!J *� K�(�� ����!  � ����*! �!R�J���� �!(K!
*! �� ���(JR �JJ��( } �! K�(�� ��*���R����! � �(! ��� �(J! �R���J��((!��! ^������! *�(J �!
�!R�J *�! ��� ���� !�J R����� �!J *! �� �����)����( *� J�)(�� !�  �( R��^!R!(� �!�����
!(��! �! ��K!��!�� !� � ��R !��!�� �
z� *���! τL *! �� ��� �(J! * ��R���J��((!��! K���!J��(* �� ���J )��(* ���� !� �!���*� � � �(J� ��! J�)(�� !J� ��!K�� ��� �(! *�J� !�J��( �!R���!��! ���J � ��� ��JJ!  ���^!�J �! K�(�� � z �!�!�
*! *�J� !�J��( !( �!R�J � !�� ���! K���K����J� *�(J �! *�R��(! ��� �!(��!� ��� �� ��(*! *!
K����!(K! Bc

� ���! �!���J!(�! � ��(�!�^���! *! ��� �!(K! � ��� �! �!� �� ��(K���( *! ���(J�!��
*� K�(�� � !�� ���! K�(J�*���! K�RR! ����� �!R!(� K�(J��(�! �K�(�� (�(�J��!K��� !( ����
 �!(K! ��( R �R! �!R�J � �! K�(�� � !�� �(*���! �(! *�J� !�J��( !( ��� �!(K! fD � �!��! *�J� !�J��(
��� �!(��!��! � K�(J� �!(K! *! � �!�!� �����!� � !J� ���^� ��! ��� �! R ��^!R!(� �!����� !(��!
� ��R !��!�� !� �! ��K!��!�� � z! ����R���! K���!J��(*�(� *�(J �! *�R ��(! �!R���!� !J� �!
�!R�J *! K����!(K! Tc � �� K���!J��(*  � ��(�!�^���! *! �!R�J *�(J �! �!� �� ��(K���( *!
���(J�!�� *� K�(�� !J� K�(J��(�! ���(J�*���(J �( J�)(�� ���(JR �J �^!K �(! ���)!�� *! ��(*! ∆f

!� �(! *���! J�R���! Ts �z! K�(�� � !�� ���! K�(J�*��� K�RR! (�( J��!K��� !( �!R�J !� !( ��� �!(K! J� �!J �(�)�����J
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�� ������ � �� ��� �	��� �� �
���� ������

J��^�(�!J J�(� ^���!�!J }

τL << Ts
����� 

fD << ∆f ����� 


�� �� �������� �������� ��� � ������� ����� �����
�( � ^� *�(J �� �����! ���  �! �!J J�J��R !J *! ���(JR �JJ��( R����� ���!�J!J  ����!R !(�

*! J� !K��! � !�^!(� ���! *�K���J *! ����( )�(����! ��� �� ���R������( ���� �J�! *�(J �!
�����\ �� }

s(t) =
+∞∑

n=−∞

K−1∑

k=0

M−1∑

m=0

xk,m[n]ψm,n,k(t)
����_ 

�!( *! J�R���!!� � ����*! � �! J�J��R ! !J� ��*���  � �����J��!�� � (��J (! ������(J ��J �!
������R ! *!J �(�!����!(K!J !(��! �����J��!��J � z! K���� *! �� ��J! *! ����!�J!J J! �!�� *�(K
�(� �!R !(� �� (�^!�� �!R�J���� �!(K! � z �� �����( ����_ *� J�)(�� ���(JR �J J! J�R ���!!
!( }

s(t) =
+∞∑

n=−∞

M−1∑

m=0

xm[n]ψm,n(t)
���� � 

� �(J� � �!J ��(K���(J {ψm,n(t), (m,n) ∈ Z
2} K�(J����!(� � �!(J!R��! *!J ���R !J * ��(*!

R�*���(�!J � �! J�)(�� ���(JR �J ���(� �! ���� !�� *!J J�R���!J xm[n] J�� K!��! ��J! *!
��(K���(J �

z ���� !K��� !J� *! ��*���! J�R����(�R !(� �!J �(�!����!(K!J ���� !� �� � !( �R������(� ��
�� K���J����( �!R�J���� �!(K! *!J ���R !J * ��(*! R�*���(�!J } �� ���� ����R �J!� �� K���� *!
�� ��J! !( ��(K���( *! �� *����! *�J� !�J��( *� K�(�� !� *!J � !����R �(K!J J�������!J *�
J�J��R ! �

�( R��!( J�R��! *! K���K����J!� �(! ���R ! * ��(*!  �� ���J !( �!R�J !� !( ��� �!(K!
!J� *! K�(J�*��!� J!J R�R!(�J * ���*�! � !� \ *�(J �!J \ *�R !(J��(J � J��� J� R ��!(((!
�!R���!��! !� ��� �!(��!��! !� J!J *�J� !�J��(J !( �!R�J !� !( ��� �!(K! ��]� �
�( (��! Ψm,n(f) �� ���(J���R �! *! �����!� *! ψm,n(t) !� Eψm,n � ��(!�)�! *� J�)(�� J����J�!
!(�! }

Eψm,n =

∫ +∞

−∞
|ψm,n(t)|2dt < +∞ ����\ 

� �(J� � � �!(J!R��! *!J ���R !J * ��(*! ψm,n(t) !J� K���K����J� ��� �!J ����R���!J J��^�(�J }
� �� *���! J�R���! Ts �
� � ��(�!�^���! ∆f !(��! �!J *����!(�!J ��� �!(K!J �*� �K!(�!J � KK���!J ��� �! J�)(�� �



��� � ������
����� �� �� �
���� ������ � �

� �� R ��!((! *! ψm,n(t) !( �!R�J !� !( ��� �!(K!  �� J�(� *�!(�!J ��� }

t̂m,n =
1

Eψm,n

∫ +∞

−∞
t|ψm,n(t)|2dt ����� 

f̂m,n =
1

Eψm,n

∫ +∞

−∞
f |Ψm,n(f)|2df ����� 

� �!J *�J� !�J��(J !( �!R�J !� !( ��� �!(K! *!J ���R !J * ��(*! *�!(�!J ��� �!J ^����(K!J
�!R���!��!J (∆Tm,n)

2 !� ��� �!(K�!��!J (∆Fm,n)
2 }

(∆Tm,n)
2 =

4π

Eψm,n

∫ +∞

−∞
(t− t̂m,n)

2|ψm,n(t)|2dt ����� 

(∆Fm,n)
2 =

4π

Eψm,n

∫ +∞

−∞
(f − f̂m,n)

2|Ψm,n(f)|2df ����` 
� �(J� � �!J ���R !J * ��(*! �!�^!(� ���! K���K����J�!J *�(J �! ���( �!R�J���� �!(K! ��� �!��
��J����( R��!((! (t̂m,n, f̂m,n)

!� �( *�R ��(! �� �!�� �(!�)�! !J� K�(K!(���! � �! *�R��(!
!J� ���� �����((!� �� � �����
 
	�� �%) ��!� 	� �	

κ �^!K }
κ = ∆Tm,n.∆Fm,n

����] 

�� �� ���� �� ��� � �� � ������

z� ��R ���! *! ��(K���( {ψm,n(t), n = −∞, . . . , +∞, n = 0, . . . , M−1} ���R ! �( ��J!��
*�JK�!� *�(J �! ���( �!R�J���� �!(K! � Q��� �� ������� *!J J� J��R !J R����� ���!�J!J � K�� �!
ψm,n(t)

!J� ���!(�!  ������ * ��(! ��(K���( *! ��J! ψ(t) ��� ���(J�����( �!R�J���� �!(K! �
�� ψ(t) !J� K!(���! ������ *� ���(� (0, 0) *�(J �! ���( �!R�J���� �!(K! � ����J ψm,n(t)J!�� K!(���! ������ *� ���(� (nTs, m∆f)

�
ψm,n(t)

J!�� ���!(�!  ������ *! ψ(t) ��� �(!
���(J�����( �!R���!��! *! nTs !� ��� �(! ���(J�����( ��� �!(��!��! *! m∆f

� � �(J� � K�� �!����!�J! ψm,n(t) � �� R �R! *�J� !�J��( �!R���!��! ∆Tm,n = ∆T !� �� R �R! *�J� !�J��(
��� �!(��!��! ∆Fm,n = ∆F

�
z� R�*������( R����� ���!�J!J !J� ��(J� ^�! K�RR! �(! R �J! !( ���R ! *� J�)(�� *�(J �!
���( �!R�J���� �!(K! !� �� *�R �*������( �!���J!(�! �� ���� !K���( *� J�)(�� �!�� J�� �!
��J!�� �!R�J���� �!(K! �

�( � !�� *�!(�� *!�� ���������J ���(K����!J *!J J�J��R !J *! ���(JR �JJ��( }
� �� ��J! *��� ���! K���J�! *! �!��! J���!  �! �!J � ���!�J!J J��!(� �����)�(��!J !(��!

!��!J � �!��! ��������� � !�R !� * ��JJ��!� �(! ����J�!JJ! *� J�J��R ! K�(��! � ���� !�
� ��� � ���J �! �! K�(�� ( �!J� ��J *�J� !�J�� !( �!R�J !� !( ��� �!(K! �
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*�R ��(! ��� �!(��!� � ��(�����!R !(�  �(! R�*������( R�(�����!�J! � !��! ^� ���(JR !���!
���J�!��J ���J *! *�((�!J J�R����(�R !(� J�� ���J�!��J J��J�����!�J!J !( ��������! *�(J ��
��(*! *! ��� �!(K! ������! ���� �� ���(JR �JJ��( �
z� !)��! \ �� *�K��� �(! K���(! *! ���(JR �JJ��( R����� ���!�J!J � z!J J�R���!J J�(� ���(JR �J
J�� � ����!�J!J *! ��� �!(K! ν0, . . . , νM−1

�
g(t) �!���J!(�! �� ��� �(J! �R���J��((!��! *�

! ���! *! R �J! !( ���R ! *! � ��(*! !� g∗(−t) K!��! *� ! ���! �*���� �

��� � \ �� � ����(! *! ���(JR �JJ��( R����� ���!�J!J �

� ! ����( )�(����! � �! J�)(�� R����� ���!�J!J �R �J ^��� }

s(t) =
+∞∑

n=−∞

M−1∑

m=0

x[m+ nM ]ψm,n(t)
�\ �� 

�^!K x[m + nM ] �! J�R���! K�R��!�! �R �J  � ��(J��(� n J�� �� ����!�J! m � ψm,n(t) ��
��(K���( ��������! *! �� R �*������( R����� ���!�J!J !� M �! (�R��! *! J��J�����!�J!J �Q��� J�R ���!!� � ��K�����! � �( (��! xm[n] = x[m + nM ] �! J�R���! K�R��!�! �R �J J�� ��
����!�J! m  � ��(J��(� n �
z� ����!�J! !J� !����R �! ��� ψm,n(t) = ej2πνmtg(t − nTs)

�� g(t) !J� K��JJ� �!R!(� �(!
���R ! * ��(*! �!K��()�����! !� νm �� mi�� � ��� �!(K! ����!�J! � �( *�!(�� �� ����! �!K��(�



�� ���� � �
� � � ��� � �� �������� � ������
�� ����

)�����! ��� }

g(t) =
1√
Ts

ΠTs
0 (t) =

{
1/
√
Ts

J� 0 ≤ t < Ts
0 J�(�( �\ �\ 

� �(J� � � �!���!JJ��( *� J�)(�� R����� ���!�J!J *!^�!(� K��JJ� �!R!(� }

s(t) =
1√
Ts

+∞∑

n=−∞

M−1∑

m=0

xm[n]ej2πνmtΠTs
0 (t− nTs)

�\ �� 

� �� �� �� 6F<B;<9 E HE >= DGHM>=?<GB ,�+� @ ,F?NGAGB=><?: HEP PGMP�9GF?EMPEP
z� R�*������( ���� !J� �( K�J �����K���!� *! �� R �*������( R����� ���!�J!J } � ��*�!

!J� * ������J!� �(! ��J! *! ��� �!(K!J �����)�(��!J � z ������)�(����� !(��! �!J J��J�����!�J!J
J! ���*��� R ����R ��� �!R!(� ��� }

∫ Ts

0

ψm,n(t)ψ
∗
p,n(t) =

{
1 si m = p
0 si m 6= p

�\ ��  
�( ����� �! � � ������)�(����� �R��� �!  �! K��K�(! *!J ��� �!(K!J νm !J� R����� �! * ��(!
��� �!(K! *! ��J! � z!J ��� �!(K!J J�(� *��!�R �(�!J �^!K ∆f = 1

Ts

K�RR! � ��(�!�^���! !(��!
*!�� ��� �!(K!J �*� �K!(�!J �
z �!���!JJ��( *� J�)(�� ���� !J� *�(K }

s(t) =
1√
Ts

+∞∑

n=−∞

M−1∑

m=0

xm[n]ej2π
m
Ts
tΠTs

0 (t− nTs)
�\ �� 

z ������)�(����� !(��! �!J J��J�����!�J!J � !�R !� �! K�!^��K�!R!(� *!J J� !K��!J *!J � ���
�!�J!J J�(J  �! �! J�)(�� !( ��K!����( J��� ��!K�� * ��(�!����!(K! !(��! � ���!�J!J � �! J�J��R !
�!�R !� �(! ����! !� K�K��� J� !K����! � �� *�J� �J����( *!J J��J�����!�J!J �� �! �(! �����J��
���( ����R ��! *! �� ��(*! *! ��� �!(K! ������! �
z� !)��! \ �\ ����J��! �! )��( J� !K���� *! �� R�*������( ���� ��� �������  �(! R�*����
���( R����� ���!�J!J ������ �! ���� �� �!��! �( �R��J! �! (�( �!K��^�!R !(� *!J J� !K��!J �
z� �����J!(�����( *!J � ���!�J!J �����J�! !J� J�R���!�! � �! J� !K��! ��!� *! K�� �! � ���!�J!
!J� �( J�(�J K��*�(�� *�K��� !( ��� �!(K! K�RR! �! R�(��! � �� �����( �\ �` � z� !)��!
R�(��!  �! �� ��(*! J� !K����! BWOFDM

� KK���! ��� �!J ����!�J!J ���� !J� ���J �(�
����!��!  �� ��(*! J� !K����! BWMC

* ��( J�J��R ! *�(� �!J J� !K��!J *!J ����!�J!J (! J!
K�!^��K�!(� ��J �
���� Ψm,n(ν)

�� ���(J���R �! *! �����!� *! �� ���R ! * ��(*! ψm,n(t) � Ψm,n(ν)
*! �� mi�� �

J��J�����!�J! J �!����R ! }

Ψm,n(ν) =
√

Ts sinc

(
π(ν − νm)

π∆f

) �\ �` 

�^!K sinc(x) = sin(x)
x

�� ��(K���( J�(�J K��*�(�� �



� �� � �
���� ������ �� �� � �� ������� ���� ��

��� � \ �\ � �� !K��!J *!J ����!�J!J *! �� R�*������( ���� !� * ��(! R�*������( R�����
����!�J!J J�(J �!K��^�!R !(� �

� �� �� �� 2E 9F:�E ;�;><LME
z��J �! �! K�(�� *! �����)����( h(t, τ) !J� J��!K��� !( ��� �!(K! �K� � ���J!(�����( *�

K�(�� ���\ �^!K �(! ����(J! �R���J��((!��! *! *���! τL � �!J L *!�(�!�J �K��(�����(J * ��(
J�R���! �(�!����!(� �^!K �!J L ��!R �!�J �K��(�����(J *� J�R���! J��^�(� � � �!J� �! ���(��
R�(! * ��(�!����!(K!J !(��! J�R���!J ���� �
z!J J�J��R !J R����� ���!�J!J � !�R !��!(� *! ��R ��!� K!J �(�!����!(K!J !( *�^ �J�(� �! K��
(�� !( J��J�K�(��� �!(  �! � �����(�����( *� K�(�� J��� K�(J�*���! K�RR! K�(J��(�! J��
K�� �! J��J�K�(�� � �!� !(*�(� � ���J �! � �����!R !(� �!R���!� *� K�(�� *!^�!(� �R �����(� ��! (�R��! *! J��J�K�(��� (�K!JJ���! � ���  �! �! K�(�� J��� K�(J��(� J�� K�� �! J��J�
��(*! �!�� ���! ���� ��!^� � �( !� !� � ���J M !J� )��(* � ���J �� K�R��!� ��� *� J�J��R ! !J�
�R �����(�! !� ���J �� *���! Ts *� J�R���! !J� )��(*! K!  �� !(����(! �(! J!(J�� ����� ���
K�(��� J��!K���J !( �!R�J �
�!( *! ��*���! � �!� !� *! �� �����)����( J�(J ��)R !(�!� �! (�R��! *! J��J�����!�J!J � �!JJ�J��R !J ���� �����J!(� �� �!K�(� �! *� ���!�! K�K�� �! J�))���! *�(J �]� � z� R ����*!
*� ���!�! K�K�� �! !J� *�K���! J�� �� !)��! \ �� � �� J ��)�� *! �!K���!� �� !( *� J�R���!
���� �� *���� *! K!�� ��K� � �( (��! ∆ �� *���! *� ���!�! K�K�� �! � �� *���! �����! *�
J�R���! ���� ���(JR �J !J� *�(K �)��!  Ts + ∆

�

z ������J����( *� ���!�! K�K�� �! � �( �(����� *����!  �� J!�� � �J��!� *�(J �! ����)����!
J��^�(� }

� =BBM>=?<GB HEP 4/8 ��� � ��(���*�K���( * ��( ���!�! K�K�� �! !(��! \ J�R���!J



�_ ���� � �
� � � ��� � �� �������� � ������
�� ����

��� � \ �� � �(J!����( *� ��!!�! K�K�� �! �

���� J�KK!JJ��J � �� ���� K���J�� �� *���! *! K!� �(�!�^���! �� R��(J �)��!  �� *���! τL*! �� ��� �(J! �R���J��((!��! *� K�(�� � � �(J� � �!J �(�!����!(K!J *� J�R���! ���K�*�(�
K!��� �!�� J!��(� ���J!(�!J J!��!R !(� *�(J �! ���!�! K�K�� �! � z� !)��! \ �� *�K��� ��
J����!JJ��( *!J �(�!����!(K!J !(��! J�R���!J �

� =BBM>=?<GB HEP <B?EF�:FEB;E EB?FE PGMP�;=B=M 	484
 !( K�(J!�^�(� � ������)��
(����� !(��! �!J J��J�����!�J!J � ���J ^!���(J *�(J �!J ����)����!J J��^�(�J K�RR!(� �!( �(���*��J�(� *! �� �!*�(*�(K! ��!( J���K����! *�(J �! ���!�! K�K�� �! � �� !J� � �J�
J�� �! *! ���J!�^!� � ������)�(����� *!J ����!�J!J !� �(! �)���J����( J�R ��! �

��� � \ �� � �����!JJ��( *!J �(�!����!(K!J !(��! J�R���!J �

� �� �� �� /�E? HM ;=B=> HE 9FG9=A=?<GB
Q��� �( J� J��R !  � J��J�����!�J!J � �! J�)(�� ���� !J� *�(K *! �� ���R ! }

s(t) =

+∞∑

n=−∞

M−1∑

m=0

xm[n]ψm,n(t)
�^!K ψm,n(t) =

1√
Ts
ej2π

m
Ts
tΠTs

0 (t− nTs)
�\ �] 



� �� � �
���� ������ �� �� � �� ������� ���� ��

�( K�(J�*��! �( K�(�� *! �����)����( h(t, τ) (�(�J��!K��� !( �!R�J *�(� �� ��()�!��
*! �� ����(J! �R���J��((!��! !J� �( ����!��!  K!��! *� ���!�! K�K�� �! !� �( ����� ���(K
)��JJ�!( �**���� ���~�  n(t)

� z! J�)(�� �!�� r(t) ����J �! ��JJ�)! *�(J �! K�(�� � J ��K��� }

r(t) = h ∗ s(t) + n(t) =

∫ τL

τ=0

h(τ)s(t− τ)dτ + n(t) �\ �� 
�( ��K!����( � �! ���!�! K�K�� �! !J� �!���� *� J�)(�� �!�� � z! ���!�! K�(��!(� ����! � ����

���^!(�(� *� J�R���! ���K�*!(� � z! J�)(�� !J� !(J���! *�R�*��� ��� �( ��(K *! ! ���!J
�*���� ψ∗

m,n(−t) �^!K m = 0, ...,M − 1
�

�( J����! *� ! ���! �*���� ψ∗
i,n(−t) � � �!J��R ����( yi[n] *� ii�� � J�R���! K�R��!�! *� ni�� �

J�R���! ���� !J� *��!�R �(�! ��� }

yi[n] =

∫ (n+1)Ts

t=nTs

r(t)ψ∗
i,n(t)dt

�\ �� 

=

∫ (n+1)Ts

t=nTs

(
∫ τL

τ=0

h(τ)

[
M−1∑

m=0

xm[n]ψm,n(t− τ)

]

dτ

)

ψ∗
i,n(t)dt

�\ ��_ 

+

∫ (n+1)Ts

t=nTs

n(t)ψ∗
i,n(t)dt

�\ ��� 

�( (��! ni[n] =
∫ (n+1)Ts
t=nTs

n(t)ψ∗
i,n(t)dt

�! ����� !( J����! *� ! ���! �*���� !� �( *��!�R �(! }
∫ τL

τ=0

h(τ)ψm,n(t− τ)dτ =
1√
Ts

∫ τL

τ=0

h(τ)ej2π
m
Ts

(t−τ)dτ �\ ��\ 

=
1√
Ts
ej2π

m
Ts
t

∫ τL

τ=0

h(τ)e−j2π
m
Ts
τdτ

︸ ︷︷ ︸

Hm

�\ ��� 

�^!K Hm
�� ��� �(J! ��� �!(��!��! *� K�(�� �K��(�����((�  �� ��� �!(K! ν = m

Ts

�
�( ����!(� ��(J� }

yi[n] =

M−1∑

m=0

xm[n]Hm

∫ (n+1)Ts

t=nTs

ψm,n(t)ψ
∗
i,n(t)dt+ ni[n] �\ ��� 

z!J ψm,n ���(� �����)�(��� � �( � ∫ (n+1)Ts
t=nTs

ψm,n(t)ψ
∗
i,n(t)dt = δ[m− i]

�

��(��!R !(� � �! J� J��R ! � !�� *�(K ���! *�!(� ��� � �� �����( }
yi[n] = xi[n]Hi + ni[n] �\ ��� 

�^!K Hi
�� ����(J! ��� �!(��!��! *� K�(��  �� ii�� � ��� �!(K! !� ni �! ����� !( J����! *�

ii�� � ! ���! �*���� �



�\ ���� � �
� � � ��� � �� �������� � ������
�� ����

z! R�*��! ���� �!�� *�(K ���! ^� K�RR! �� J�RR! *! K�(��� ��������!J �(*�� !(�
*�(�J �^��� �� !)��! \ �� *�(J �! ����)����! \ �� �� ��( ����� �! � �� R�*������( !� �� *�R �*������( ���� J�(� �����J�!J *! ����( *�JK���! ���
� ������J����( *! ���(J���R �! *! �����!� *�JK���! �

� �
�� � �� �� �������
z ��^������( ���(K����! *! �� R�*������( ���� !J� �� )�(������( (�R��� �! *!J J�R �

���!J ����  � ���*! * ��(! ���� ��� ��(^!�J! ��J� �����!� ���(J���R  � � �!J� )��K!  *!J
��)�����R !J ���J !� K�K!J *! ���� �(�R��!J *! R����� ��K����(J *! � ���*�! *! M.��)M �*����� *�(J �! � \ �� ��   �! �� R�*������( ���� � �� !(!( �R��J!� J!J �^�(��)!J *�(J
�!J ���(JR �JJ��(J � (���RR!(�  ���^!�J *!J K�(��� J��!K���J !( ��� �!(K! �

� �� �� �� 0?<><P=?<GB HE >= ��.
z! J�)(�� ���� J ��K��� s(t) = 1√

Ts

∑+∞
n=−∞

∑M−1
m=0 xm[n]ej2πνmtΠTs

0 (t− nTs)
�

����(� � ��(�!�^���! *! �!R�J [0, Ts[ � �! J�R���! ���� �R �J � !�� J ��K���! }

s(t) =
M−1∑

m=0

xme
j2πνmt �^!K νm =

m

Ts

�\ ��` 

Q��� �!J� !K�!� �! ������R ! * ��K��(�����((�)! � �!J �K��(�����(J ���(JR �J J�(� K!�� ��)��
����!R !(� !J��K�J * ��(! �����*! * ��K��(�����((�)! Te = Ts

M
!� ����!^�J ��� �(J��(�J t = nTe�^!K n = 0, . . . , M − 1

� �( ��(*! *! ��J! � �! J�)(�� �K��(�����((� �!�� J ��K���! }

s[n] = s(nTe)
�\ ��] 

=
M−1∑

m=0

xme
j2π m

Ts
nTe =

M−1∑

m=0

xme
j2π m

M
n �\ ��� 

= M
1

M

M−1∑

m=0

xme
j2π m

M
n

︸ ︷︷ ︸

IDFTx[n]

�\ ��� 

� �( K�!� K�!(� M ���J � �� )��(*!�� s[n] K���!J��(*�(� �� J�)(�� �R �J J! ��^��! ���!
�� ���(J���R �! *! �����!� �(^!�J! !� *�JK���! ����� } �(^!�J! � �JK�!� �����!� ���(J���R  
*!J J�R���!J K�R��!�! xm � ��(K � �� ( �!J� ���J (�K!JJ���! *! ����� �!� � �!(J!R��! *!J
J��J�����!�J!J ���� �^!K M �JK�����!��J  *!J ��� �!(K!J R����� �!J * ��(! ��� �!(K!
��(*�R!(���! � � ������ R ����R ��� �! ���� J�� �  )�(��!� �! J�)(��  �R !���! �



� �� � �
���� ������ �� �� � �� ������� ���� ��

z!J ��������(J !� !K���!J !( ��K!����( K���!J��(*!(� ��� ��������(J *���!J *! K!��!J ����
��J�!J  � ��R �JJ��( � � �(J� � ���� *��!K�!� �!J J�R���!J �R �J � �(! ��� !J� ����� �� !( ���
K!����( �

� �� �� �� 4BPEF?<GB HM 9F:�E ;�;><LME
� JJ� K��  � ������J����( *! �� ���(J���R �! *! �����!� *�JK���! � �! ���!�! K�K�� �! � !�R !�
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� z! *���� )����� *� J�J��R ! !J� *�(K
��*��� * ��( ��K�!�� Ts+∆

Ts

�
�!��! �!K�(� �! !J� *�(K ���J �^�(��)!�J! R ��J !��! �R��J! �(! �!J���K���( �� (�^!�� *�
*���� � �! ( �!J� *�(K ��J ���K!R !(� �! ��( K���� *! � ������J!� (���RR!(� ���� *!J J�J��R !J
*!R �(*�(� �(! )��(*! !� K�K��� J� !K����! �



� �� � � ���
��� � ��������� �� � � � �� �������� � ������
�� ���� ��

� �� � gfbfklgfdv on � bgelcj inbgfmlojvmj qdne bjk idon	
blgfdvk inbgfq degjnkjk

z ����� !J� �� �!K�(� �! *! R �*������( R����� ���!�J!J *�^!�����! �K��!��!R !(� � �!J
�������J J�(� �� J�R ���K��� *! R �J! !( � !�^�! !� �(! ��*�K���( *!J �(�!����!(K!J � ��( ���(�
K���� *����� !J� �� *�R �(����( *� *���� *�!  � ��(J!����( *� ���!�! K�K�� �! �� !J �!K�(� �!J J�(� ���*��!J �K��!��!R !(� ���� �����!� �! *�J�^�(��)! *! �� R�*������(
���� � z!�� ���(K�� ! !J� * ������J!� *!J ���R !J * ��(*! R��(J J!(J�� �!J �� K�(�� *! ���(J�
R�JJ��(  �! K!��!J �����J�!J *�(J �� R �*������( ���� � z� ������� *! K!J �!K�(� �!J
�!��J!(� J�� �� ������! *!J ��(KJ *! ! ���!J ���(J K!��! �����! � (��J ����(J ����! �(! ���J!(�����( *� �����!R !(� R����K�*!(K!  �� !J�
�� ��J! *! �� ������! *!J ��(KJ *! ! ���!J �`]� � ���J ^!���(J !(J���! J!J �����K����(J ���
R�*������(J R����� ���!�J!J �

� �� �
 ���������� �� � ������ �� ����������

�( ����! *! ! ����)! R����K�*!(K! ���J � ��(! K���(! *! �����!R !(� K�R����! *!J J!K���(J
 �� ���^����!(� �^!K *!J ��� �!(K!J * ��K��(�����((�)!J *�� ��!(�!J � � �(J �!��J ���R !J �!J
���J �J�!��!J � �!J ! ���!J R����K�*!(K!J J�(� �����J�J � ��� *�R �(�!� ��( ����! ����J *! ! ���!
*�K�R ��!�� �� ��)R !(�!� ��( ����! ����J *! ! ���! !���(J!�� �� *! ! ���! �(�!������!�� �!
*���� * ��( ��� *! *�((�!J �`�� �

� �� �� �� 2EP � >?FEP H:;<D=?EMFP E? E9=BPEMFP
z! ! ���! *�K�R ��!�� !J� K�R��J� *! \ ���� !J *�K���!J J�� �� !)��! \ �] } �( ! ���! ��JJ!�

��J G(z) !� �( J��J��K��(�����((!�� * ���*�! � (��� �↓M  �

��� � \ �] � �����! *�K�R ��!�� } ! ���! ��JJ!���J J��^ � * ��( J��J��K��(�����((�)! �

z! ! ���! � !�R !� *! ��R ��!� �� ��(*! J� !K����! �KK�� �! ��� �! J�)(�� * �!(���! x[n]
� �� �(

(��! fy !� fx �!J� !K��^!R !(� �!J ��� �!(K!J * ��K��(�����(�)! *!J J�)(��� y !� x � �! J��J�
�K��(�����((�)! * ���*�! M �(*���  �! fy = fx

M

� �� ���� *�(K � ���� �!J� !K�!� �! ������R !
* ��K��(�����((�)! *! �� ��J� �  �! �� ��(*! B �KK���! ��� �! J�)(�� ! ���� J���J��JJ! B < fy

�
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z �!���!JJ��( *� J�)(�� *! J����! J ��K��� ����J *�(J �! *�R��(! �!R���!� }

y[n] =

+∞∑

k=−∞
x[k]g[nM − k] �\ �� � 

z! ! ���! !���(J!�� * ���*�! M !J� K�R��J� *! \ ���� !J *�K���!J J�� �� !)��! \ �� } �(
J����K��(�����((!�� * ���*�! � (��� �↑M  J��^ � * ��( ! ���! ��JJ!���J H(z)

�

��� � \ �� � �����! !���(J!�� } J����K��(�����(�)! J��^ � * ��( ! ���! �(�!������!�� �
z! J����K��(�����((!�� * ���*�! M �(J��! M − 1 ����J !(��! K�� �! �K��(�����( * �!(���! �
�� (�^!�� J� !K���� � � ��� ������( *! J����K��(�����((�)! � � ��� !�!� *! *���� �!� M ���J �!
J� !K��! *� J�)(�� * �!(���! � z! ! ���! �(�!�� ����!�� J!��  J�����R !� K!J J� !K��!J *���� ��J �
z �!���!JJ��( *� J�)(�� *! J����! J ��K��� ����J *�(J �! *�R��(! �!R���!� }

y[n] =

+∞∑

k=−∞
x[k]h[n− kM ] �\ ��\ 

z!J ��)�!J *! � !�R������(J *!J �� ����!��J � !�R !��!(� *! J�R���!!� �!J J���K���!J *!J
! ���!J *�K�R ��!�� !� !���(J!�� ���J!(��J J�� �!J !)��!J \ �] !� \ �� � z! ���(K�� ! !J� *! � !��
R��!� �!J ! ���!J !� �!J �K��(�����((!��J �!( *! �����J!� �! ! ����)!  �� ��� �!(K! * ��K��(�
�����((�)! �� ���J �����! � �!J J���K���!J J�R���!�!J J�(� ���J!(��J J�� �� !)��! \ �� !� J�(�
*�K���!J ��� �! ������R ! J��^�(� �`] � `�� �.N:GFwDE @ �������	 � ����
� ��	�


H(z)
	

G(z)
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� �� �� �� 1E9F:PEB?=?<GB 9G>�9N=PE
z� *�K�R��J����( � ������J! *!J J�)(��� !J� �(! �!���J!(�����( ��!( �*����! �� ! ����)!

R����K�*!(K! � ���! � !�R !� * ����!(�� *!J *!JK������(J !� K�K!J *! ! ���!J � ��( �����K����(



� �� � � ���
��� � ��������� �� � � � �� �������� � ������
�� ���� ` �

��� � \ �� � Q!�R������( *!J �� ����!��J �

��� ! ���!J *�K�R ��!��J !� ��� �(�!�� ����!��J � !�R !� *! ��*���! �!�� K�R��!� ��� * ��R����
R!(�����( �`]� �
+:�B<?<GB @ ���� x[n] �(! J� �!(K! (�R��� �! � �( ��� !��! K�R��J�(�!J � ������J!J
* ���*�! M *! x[n] �!J J� �!(K!J Ek[n] �� Rk[n] *�!(�!J ���� k ∈ [0,M−1] �!��!J  �! }

ek[n] = x[nM + k] : �!J K�R��J�(�!J � ������J!J *! ��� ! �
rk[n] = x[nM − k +M − 1] : �!J K�R��J�(�!J � ������J!J *! ��� ! \ �\ ��� 

�( (��!  �! �!J K�R��J�(�!J �������J!J *! ���! � !� \ J�(� ���!J ��� �� �!�����( }

ek[n] = rM−1−k[n] �\ ��� 
�!��! *�K�R��J����( �!�� �)��!R !(� J ��K���! J�� �!J ���(J���R �!J !( � � �( (���(� Ek(z)!� Rk(z)

�!J ���(J���R �! !( � *! ek[n] !� rk[n] �!J� !K��^!R !(� � K!��! X(z) *! �� J� �!(K!
X[n] � !�� ����J J ��K���! }

X(z) =
M−1∑

k=0

Ek(z
M)z−k =

M−1∑

k=0

Rk(z
M )z−(M−1−k) �\ ��� 

z� *�K�R��J����( � ������J! � !�� ���! �����J�! *! �� ����( ���J!(��! J�� �� !)��! \ ��_ � z!
J�R���! z+1 �!���J!(�! �( *���� �(�����! ��� ���(J���R �! !( � *! x[n+1] J ��K��� z+1X(z) ��!��! �!���J!(�����( R�(��! ��!( �! ��!( !(��! �� *�K�R��J����( � ������J! !� �! �����!R !(�
R����K�*!(K! � Q��� �� *�K�R��J����( �������J! *! ���! � � �( � !�� �)��!R !(� �!R �� �!�
 �! K!��! J���K���! !J� � ��^��!(�!  �(! K�(^!�J��( J���!���������! *!J *�((�!J �

� �� �� �� 2EP I=B;P HE � >?FEP � FE;GBP?FM;?<GB 9=F�=<?E
�( ��(K *! ! ���!J !J� �(! J���K���! ��������! *! ! ���!J *�K�R ��!��J !� !���(J!��J � ��

!J� K�(J����� * ��( ��(K * ��(���J! !� * ��( ��(K *! J�(���J! � z! ��(K * ��(���J! � !�R !�
*! *�^ �J!� �( J�)(�� !( ���J�!��J K�R��J�(�!J � �� !J� �����J� ��� �( !(J!R��! *! ! ���!J
*�K�R ��!��J !( ��������! ��� �!�J �( ����� �! �! R �R! J�)(�� * �!(���! � z! ��(K *! J�(���J!
� !�R !� *! �!K�(J����!� �( J�)(��  ������ *! ���J�!��J J�)(��� � �� !J� �����J� ��� �( !(J!R��!
*! ! ���!J !���(J!��J �
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��� � \ ��_ � � �K�R��J����( � ������J! * ��(! J� �!(K! x[n]
�

z� !)��! \ ��� �!���J!(�! �(! J���K���! ���� �! *! ��(K *! ! ���!J �(����R !J � �( ����!
*! ��(K *! ! ���!J �(����R ! ���J �!  �! �!J ��K�!��J *! J��J��K��(�����((�)! !� *! J���
�K��(�����((�)! J�(� �*!(�� �!J ���� K�� �! ! ���! *�K�R ��!�� !� !���(J!�� � � ! ���J � J��! (�R��! *! ���(K�!J *� ��(K �!���J!(�� !J� �)�� �� ��K�!�� *! J����K��(�����((�)! � �(����! *! ��(K *! ! ���!J  �K��(�����((�)! K���� �! � � �(J (���! ���*! � K! ��K�!�� !J� (���
M

�

��� � \ ��� � ��(K *! ! ���!J �(����R ! �
z! J�)(�� * �!(���! x[n] !J� *�(K *�K�R��J� !( M K�R��J�(�!J ym[k] � m = 0, . . . ,M �1 ���� �( I=B; H 3=B=>� PE � ��� �! K�R��J�(�! ym[k] � �(! K�*!(K! M ���J ���J �����!  �!

x[n] !� !J� ���!(� ��� �( ! ���! *�K�R ��!�� *! ����(J! �R���J��((!��! gm[k]
� ��� �! K�R �

��J�(�! J ��K��� }

ym[k] =

+∞∑

n=−∞
x[n]gm[kM − n], ���� m = 0, . . . , M−1 �\ ��` 



� �� � � ���
��� � ��������� �� � � � �� �������� � ������
�� ���� `�

z! I=B; HE P�B?NwPE � !�R !� *! �!K�(J�����! �( J�)(�� x̂[n]  ������ *!J M K�R���
J�(�!J � z!J K�R��J�(�!J ym[k] J�(� ! ����!J ��� *!J ! ���!J !���(J!��J *! ��� �(J! �R����
J��((!��! hm[k] ���J J�(� �**����((�!J � ��� ���R !� �! J�)(�� x̂[n]  �� � �� R �R! K�*!(K!
 �! x[n]

� z! J�)(�� J�(�����J� J ��K��� }

x̂[n] =
+∞∑

k=−∞

M−1∑

m=0

ym[k]hm[n− kM ] �\ ��] 

z! ��(K *! ! ���!J !J�  FE;GBP?FM;?<GB 9=F�=<?E � ���J �! �! J�)(�� *! J����! x̂[n] !J�
�)��  x[n]  �( �!���* D ���J � J��� x̂[n] = x[n−D]

�
�( �!R�����(� � �� �����( �\ ��` *�(J �\ ��] � �( ����!(� }

x̂[n] =

+∞∑

k=−∞

M−1∑

m=0

+∞∑

p=−∞
x[p]gm[kM − p]hm[n− kM ] �\ ��� 

�( ��J�(� gV (n, p) =
∑+∞

k=−∞
∑M−1

m=0 gm[kM − p]hm[n− kM ] � � �!���!JJ��( *!^�!(� }

x̂[n] =

+∞∑

p=−∞
x[p]gV (n, p) �\ ��� 

z� �!K�(J���K���( �������! J!�� *�(K ���!(�! ���� }

gV (n, p) = δ[n− p−D] �\ ��_ 
z��J �! �! ��(K *! ! ���!J !J�  �K��(�����((�)! K���� �! � �(! K�(*����( (�K!JJ���! *! �!�
K�(J���K���( �������! !J� }

+∞∑

k=−∞

M−1∑

m=0

gm[kM − p]hm[n− kM ] = δ[n− p−D] �\ �� � 

z �� �����( �\ ��� !J� *��! K�(*����( *! �������)�(����� �

z!J ��(KJ *! ! ���!J � !�R !��!(� *�(K *! *�K�R��J!� �( J�)(�� !( ���J�!��J K�R��J�(�!J
!� *! �!K�(J����!� �������!R !(� �! J�)(��  ������ *! K!J K�R��J�(�!J J��J K!����(!J K�(*��
���(J J�� �! K���� *!J ! ���!J � � ! R �(���! ���� �! � �!J ! ���!J J�(� *!J ! ���!J ��JJ!J���(*!J
*�K���J !( ��� �!(K! � �� � !�R !��!(� *�(K �(! �(���J! ��� �!(��!��! *� J�)(�� � � !J ������
K����(J �����J!(� �!J ��(KJ *! ! ���!J � ��� R�*�!!� K!����(!J J��J���(*!J � *!J �����!R !(�J
J�(� !�!K���J !(��! �!J ��(KJ * ��(���J! !� *! J�(���J! �!( *! R�*�!!� �! J�)(�� * ����)�(! �
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� �� �� �� 2EP ?F=BPDM>?<9 >EEMFP
z!J ���(JR����� �!�!��J J�(� *!J J���K���!J �JJ�!J *! �� ������!J *!J ��(KJ *! ! ���!J � ��J

J�(� ���!(�J !( �(^!�J�(� �! ��(K * ��(���J! !� *! J�(���J! *! �� J���K���! ��(K *! ! ���!J �
z� !)��! \ ��\ �!���J!(�! �(! J���K���! ���� �! *! ���(JR����� �!�!�� � z! ���(K�� ! !J� *�(K
*! K�R��(!� ���J�!��J J�)(��� xm[k] !( �( J!�� J�)(�� s[n] ��� �( ��(K *! J�(���J! � z!J
J�)(��� * ����)�(! J�(� !(J���! �!K�(J�����J ��� �( ��(K * ��(���J! �

��� � \ ��\ � �!���J!(�����( * ��( ���(JR����� �!�!�� �
��RR! ���� �!J ��(KJ *! ! ���!J � �! ! ���! *! J�(���J! !J� K�R��J� *! M ���(K�!J

K�R��J�!J *! ! ���!J !���(J!��J *! ��� �(J! �R���J��((!��! hm[k]
� z �!���!JJ��( *� J�)(��

s[n] !J� *�(K }

s[n] =

+∞∑

k=−∞

M−1∑

m=0

xm[k]hm[n− kM ] �\ ��\ 

�( �!�� �)��!R !(� ���K���! � �!���!JJ��( *� ��(K * ��(���J! *�(J �! K�J *� ���(JR�����
��!�!�� }

x̂m[k] =
+∞∑

k=−∞
s[n]gm[kM − n], ���� m = 0, . . . , M−1 �\ ��� 

��� �� !)��! \ ��\ � �! J�)(�� s[n] ( �!J� ��J R�*�!� !(��! �! ��(K *! J�(���J! !� �! ��(K
* ��(���J! � K �!J� �! K�J �*��� � � �(J �!J �����K����(J *!J ���(JR����� �!�!��J � �! J�)(�� J����
*!J R �*�!K����(J *�!J  �(! ���(JR �JJ��( �
��(J �! K�J �� �� ���(JR �JJ��( !J� �*���! � �( � !�� �)��!R !(� *�!(�� *!J K�(*����(J *!
�!K�(J���K���( �������! � z! ���(JR����� �!�!�� !J� *��  � FE;GBP?FM;?<GB 9=F�=<?E � ����J �! }

x̂m[k] = xm[k −D] ���� m = 0, . . . , M−1 �\ ��� 
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��� � ��������� �� � � � �� �������� � ������
�� ���� `�

�( �!R�����(� � �� �����( �\ ��\ *�(J �\ ��� � �!J J�)(��� *! J����! J ��K��^!(� }

x̂m[k] =
+∞∑

k=−∞

+∞∑

p=−∞

M−1∑

m=0

xm[p]hm[n− pM ]gm[kM − n] �\ ��� 

�( ��J�(� hV (n, p) =
∑+∞

k=−∞
∑M−1

m=0 hm[n− pM ]gm[kM − n] � �( ����!(� }

x̂m[k] =

+∞∑

p=−∞
xm[p]hV (n, p) �\ ��` 

� ! ����( J�R �����! ��� ��(KJ *! ! ���!J � �!J K�(*����(J *! �!K�(J���K���( �������! J�(�
���!(�J ���� hV (n, p) = δ[n− p−D] J��� }

hV (n, p) =

+∞∑

k=−∞

M−1∑

m=0

hm[n− pM ]gm[kM − n] = δ[n− p−D] �\ ��] 

z!J �����K����(J *!J ���(JR����� �!�!�� J�(� *��!�R �(�!J ��� �� K���K����J����( *!J ! ���!J
*! J�(���J! !� * ��(���J! � �( �!R �� �!  �! � �!���!JJ��( �\ ��\ *� J�)(�� s[n] !J� J�R �����! 
� �!���!JJ��( )�(��� �! *!J J�J��R !J *! K�RR�(�K����( *�!(�! *�(J �! K������! ���K�*!(� }

s[n] =

+∞∑

k=−∞

M−1∑

m=0

xm[k]ψm,k[n] �\ ��� 

� �!J� *�(K  ������ *! K! ��� ! *! J���K���!  �! � !�^!(� ���! K�(J�����!J *! (��^!��!J
�!K�(� �!J *! R�*������(J R����� ���!�J!J �

� �� �� ��� ������� ���� ������� ��� ���
� ! (�R��!�J!J ���*!J �(� ��� !�!K���!J J�� � ������J����( *!J ���(JR����� �!�!��J ��� R��

*������(J R����� ���!�J!J � !��!J �����J!(� �! K�J �����K���!� *!J ���(JR������!�!��J R �*���J �
�( *�J��()�! *!�� ��R ���!J *! ���(JR����� �!�!��J R�*���J }

� >EP ?F=BPDM>?<9 >EEMFP DGHM>:P ;GD9>EEP �����J�J *�(J �� R�*������( ����!�!*
�������(! ����  K���! ���� �!J ��J!��� ��z �]_ � ]�� � � !J �����K����(J ��� ���(J�
R�JJ��(J J�(J ! � �(� �)��!R !(� ��� ���*��!J *�(J �]\ � ]�� � �!��! �!K�(� �! ��������
�)��!R !(� *�(J �!J R �*������(J ���� ����� ��� J!� ���  ���� � ���� ����
J���K��(�����(� �`�� !� ���� �� ������)�(�� ��! �!(K� � �^ �J��( �������!�  ����
J���K��(�����(� �]�� �

� >EP I=B;P HE � >?FEP EB ;GP<BMP �(� ��� ���*��J *�(J �( K�(�!��! R����� ���!�J!J
�]� � ]`� !� �]]� � �!J J���K���!J J�(� J��^!(� ���!��!J � �JK�!�! ��^!�!� �������(!
�����  �]�� ���J �]� � �_ � ��� � � !J ���^��� �(� ��� !�!K���J *�(J �( K�(�!��! ������� ���� !� � ��� �!J ��J!��� ��!K��� �!J �Q��!�z�(! ��\� �
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� !J ���*!J �]_� �(� R �(��� ��  ������ *!J R�*������(J ��J�!J J�� �!J ���(JR����� �!�!��J
R�*���J ���� *!J ���(JR �JJ��(J J�� *!J J������J ! ����!J ���z  � z!J ���*!J J�� *!J ��J!���
J�(J ! � �]\ � ]�� R�(��!(� *!J � !����R �(K!J �( ����!��!J  K!��! *! �� R�*������( ���� �
z!J �(�!����!(K!J !( ��K!����( �!�^!(� ���! ����(��!J ��� *!J �!K�(� �!J * ��)���J����( R ��J
K!J �!K�(� �!J J�(� K�R��!�!J !( K�R�����J�(  � ��)���J����( *! �� R �*������( ���� �

z! ���(K�� ! *!J ��(KJ *! ! ���!J R �*���J !J� *! K�(J�����! �!J ! ���!J � ���(*!J  ������
* ��( ! ���! ��������! � �� !� �J�! !(J���! ���J�!��J �!K�(� �!J ���� K�(J�����! � �!(J!R��! *!J
! ���!J  ������ *� ! ���! ��������! �

���� B �� ��(*! *! ��� �!(K! ������!  �� ���(JR �JJ��( � �( (��! ν = f
B

�� ��� �!(K!
(��R ���J�! �
z! ! ���! ��������! !J� �( ! ���! ��JJ!���J J�R���� �! *�(� �� ��� �!(K! *! K�����! ^���
1/2M

� z� ��(*! *! ��� �!(K! *� J�)(�� !J� �������! J�� �!J M ! ���!J � z! ! ���! �������� !
*��� *�(K �^��� �*���!R !(� �(! ���)!�� *! ��(*! ��JJ�(�! }

νs =
1

M
�\ ��� 

z� ����(J! ��� �!(��!��! JK��R ���J�! *� ! ���! ��������! !J� �!���J!(��! J�� �� !)��! \ ��� �
z ���� !K��� !J� * ������ K�!� K!��! ��� �(J! �^!K �( (�R��! *�((� *! K� !� K�!(�J ��!�J � �(
(��! T �! (�R��! *! K�!� K�!(�J *� ! ���! � �� ��(K���( *! ���(J�!�� !J� }

H(z) =
T−1∑

n=0

h[n]z−n �\ �`_ 

+:;=>=AEP �F:LMEB?<E >P ;GD9>EEP
z!J ���(JR����� �!�!��J R �*���J K�R��!�!J �(� ��� �(���*���J *�(J ���� !� J�(� K!�� ������
J�J ��� �� R�*������( ��� � z!J ! ���!J *! J�(���J! J�(� ���!(�J ��� *�K���)! K�R��!�!
*! H(z) *! 1

M
!� J�(� *�((�J ��� � �� �����( �\ �` � �

hi[n] =
1√
M
h[n]ej2π

i
M
n, i = 0, . . . , M−1 �\ �` � 

z!J ! ���!J hi �(� *!J K� !� K�!(�J K�R��!�!J � z� !)��! \ ��� *�K��� �� ���(K�! i *� ���(J�
R����� �!�!�� K�R��!�! � z!J ��� �(J!J ��� �!(��!��!J *!J ! ���!J *�K���J !( ��� �!(K! Hi

J�(�
*�((�J J�� �� !)��! \ ��� �

�( K�R�����J�( �^!K �� !)��! \ �\ R�(���(� �� ����(J! ��� �!(��!��! *!J ����!�J!J
���� � �( �!R �� �!  �! �� R �*������( ��� � �( *�K����)! ��� �!(��!� �*!(�� �! 
K!�� � *! �� R�*������( ���� � �!J J��J�����!�J!J J�(� !J��K�!J *! ∆ν = 1

M

� z� *�� ��!(K!
J! J���! �� (�^!�� *! � ������! J� !K����! *!J J��J�����!�J!J } !( J�(�J K��*�(�� � ��� �� R��
*������( ���� !� *��!�R �(� ��� H(z) ���� �� ��� �
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+:;=>=AEP �F:LMEB?<E >P EB ;GP<BMP
�(! ����! R ����*! ���� *�K��!� �!J ! ���!J !( ��� �!(K! !J� *! R �*��!� �! ! ���! �������� !
�^!K �( K�J�(�J � z� K�(J���K���( *! ��(K *! ! ���!J !( K�J�(�J !J� *�K���! *�(J ��� � � � �(J
K! K�J � �( ����!(� �!J ���(JR����� �!�!��J ��!�J R�*���J !( K�J�(�J �
z!J ! ���!J *! J�(���J! J�(� K�(J�����J *! K!��! ����(  ������ *� ! ���! �������� ! h[n] }

hi[n] = 2h[n] cos

(
n(2i+ 1)π

2M

) ���� i = 0, . . . , M−1 �\ �`\ 

z!J K�!� K�!(�J *!J ! ���!J hi J�(� *�(K ��!�J � �!�� ����(J! ��� �!(��!��! !J� J�R���� �!
��� ������� ν = 0.5

� �!( * ��KK��!� �� �������� *! �� ��(*! *! ����( ����R ��! � �!J ! ���!J
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*��^!(� ���! ���!(�J ��� *�K���)! ��!� !( ��� �!(K! *! ∆ν = 1
2M

*� ! ���! �������� ! �
z� !)��! \ ��� *�K��� �!J ����(J!J ��� �!(��!��!J *!J ! ���!J Hi

� ��(J K! K�J � �! *�K����)! ����
 �!(��!� !J� *����!(� *! K!�� � *!J R �*������(J ���� !� ��� � �!J J��J�K�(��� !()!(*��J
J�(� J�R���� �!J ��� �������  ν = 0.5

�

��� � \ ��� � ����(J!J ��� �!(��!��!J �*���!J *� ! ���! ��������! !� *� ���(JR����� �!�!�� *!
���! ���� �

� �� �� ��������� �� ���� �� � ��������� ���

� �(J K!��! �����! � (��J ����(J ����� �!� �� *�K�R��J����( �������J! ��� ��(KJ *! ! ���!J
�!( * �������� �(! �R���R !(�����(  K�R��!� ��� *! K��K�� ��*���! *! �� J���K���! *! �� !�
)��! \ ��\ � ���J ���*�!��(J �! K�J *!J ���(JR����� �!�!��J R�*���J *! ���! ��� ���J!(��J
*�(J �! ����)����! ���K�*!(� � �!��! J���K���! K��JJ� �! *! � ��R !��!�� ��� !J� *�K���!
*�(J �]�� �
z� J���K���! *!J ���(JR����� �!�!��J ���J!(��! J�� �� !)��! \ ��\ �����J! *�� � �(! *�K�R��J��
���( � ������J! *!J J�R���!J xm[k] � �( � ����!�!�� K!� !(*�(� � �R ���R !(�����( *��!K�! � *�
���(JR����� �!�!�� �
z� J���K���! ���J!(��! *�(J K! ����)����! �����J! �� *�K�R��J����( � ������J! *!J J�R �
���!J xm[k] R��J ��JJ� K!��! *� ! ���! h[n] � �( � ����!�!�� � �R���R !(�����( �������J! � *�
���(JR����� �!�!�� �

� �� �� �� 0?<><P=?<GB HE >= H:;GD9GP<?<GB 9G>�9N=PE
�( �����J�(� � �� �����( *! J����! * ��( ���(JR����� �!�!�� �\ ��\ !� �� *�!(����( *!J ! ���!J

R�*���J �\ �` � � �! J�)(�� ��� �!�� J ��K���! }

s[n] =
1√
M

+∞∑

k=−∞

M−1∑

i=0

xi[k]h[n− kM ]ej2π
i
M

(n−kM) �\ �`� 
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���� �

s[n] =
+∞∑

k=−∞
h[n− kM ]

1√
M

M−1∑

i=0

xi[k]e
j2π in

M
�\ �`� 

�( ��J�(� �! K��()!R!(� *! ^������! n = lM − m � �( � !�� �(���*���! �!J K�R��J�(�!J
�������J!J * ���*�! � *! s[n] !� h[n]

� ���� s(m)[l] = s[lM +m] !� h(m)[l] = h[lM +m] ����
m=0, . . . , M−1 � �( ����!(� }

s(m)[l] =

+∞∑

k=−∞
h(m)[l − k]

1√
M

M−1∑

i=0

xi[k]e
j2π im

M

︸ ︷︷ ︸
����(m)

x [k]

�\ �`� 

�^!K ���� (m)
x [k] �� ���(J���R �! *! �����!� �(^!�J! *! xi[k] ���(��!R !(� � �!J K�R��J�(�!J � ������J!J *� J�)(�� s[n] J�(� *�(K *��!�R �(�!J ��� }

s(m)[l] =
+∞∑

k=−∞
h(m)[l − k]���� (m)

x [k] �\ �`` 

z� mi�� � K�R��J�(�! � ������J! *� J�)(�� s[n] !J� ���!(�! !( ! ����(� �� mi�� � J����! *!
�� ���� ��� �� mi�� � K�R��J�(�! �������J! *� ! ���! h[n]

� z! J�)(�� s[n] !J� !(J���! �!�
K�(J�����  ������ *! J!J K�R��J�(�!J �������J!J ��� �(! K�(^!�J��( J���!���������! � z�
!)��! \ ��` ���*��� � �� �����( �\ �`` !� �!���J!(�! *�(K �(! �R���R !(�����( !� K�K! *�
���(JR����� �!�!�� R�*��� �

� �� �� �� /?MHE HE >= ;GD9>E <?:
z� K�R��!� ��� *!J *!�� J���K���!J *! � ��R !��!�� ��� !J� R ��(�!(�(� *�������! } K!��!

*! � ��R ���R !(�����( *��!K�! *� ���(JR������!�!�� K�RR! �!���J!(��! J�� �� !)��! \ ��\
�!( K�(J�*���(� J!��!R !(� �! ��(K *! J�(���J! !� K!��! *! � ��R���R !(�����( �����J�(� ��
*�K�R��J����( � ������J! ���J!(��! J�� �� !)��! \ ��` �

�(���!JJ�(J�(��J *�(J �( ��!R �!� �!R�J  � ��R���R !(�����( *��!K�! *! � ��R !��!�� �!�
���J!(��! ��� �! ��(K *! J�(���J! *! �� !)��! \ ��\ � z ��(���*�K���( *! ����J *�! �� J���
�K��(�����((�)! *! K�� �! xi[k] ����  �! J!��!R !(� T

M
K�!� K�!(�J *� ! ���! hi[n] J�(� (�K!J�

J���!J � ��� �! K��K�� * ��( �K��(�����( *! J����! s[n]
� z!J K�!� K�!(�J *� ! ���! J�(� ��!�J � ������ *�(K 2 T

M
R����� ��K����(J ��!��!J !� 2( T

M
−1) �**����(J ��!��!J ���� !� !K��!� �! ! ����)! �

z� !)��! \ ��� R�(��!  �! � �!���(!(��!��! K�R��!�! R�������! K�� �! �K��(�����( !( J����!
*� ! ���! � Q�� ���(K�! *! � ��R !��!�� � �� ���� *�(K 2 T

M
+4 R����� ��K����(J ��!��!J !� 2( T

M
−1)�**����(J ��!��!J �
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��� � \ ��` � ����K���! *! � ��R !��!�� ��� �����J�(� �� *�K�R��J����( � ������J! *� ! ���!
�������� ! �

��� �! �R !��!�� !J� K�R��J� *! M ���(K�!J � �( �K��(�����( *! J����! s[n] !J� �� J�RR!
*!J �K��(�����(J *! K�� �! ���(K�! � �� ����� � �! K��K�� * ��( �K��(�����( s[n] (�K!JJ��! }

{
4M( T

2M
+ 1) R�������K����(J ��!��!J

M(2 T
M

− 1) �**����(J ��!��!J �\ �`] 
Q��� � ��R���R !(�����( �����J�(� �� J���K���! �������J! � (��J �^�(J ^� *�(J �! �����

)����! \ ����  � ��(! ��� �(^!�J! *! �����! M � �(! K�R��!� ��� *! M
2
��)

2M
R�������K����(J

K�R��!�!J � !� M ��)
2M

�**����(J K�R��!�!J � ��� �! ! ���! � ������J! � �(! ��()�!�� *!
T
M

!� !J� K�R��J� *! K�!� K�!(�J ��!�J � ��(K � �! (�R��! * ��� ������(J (�K!JJ���! �� K��K��
* ��( �K��(�����( s[n] !J� }

{
2log2M + 2 T

M
R����� ��K����(J ��!��!J

2log2M + 2( T
M

− 1) �**����(J ��!��!J �\ �`� 

z� �����! *!J ! ���!J �����J�J ���� �� R�*������( ��� !J� )�(����!R !(� ���� �����((!��!
�� (�R��! *! J��J���(*!J J��� T = γM

�
γ K���!J��(*  �� ��()�!�� *!J ! ���!J �������J!J ��!J J�J��R !J ��� J�(� ���*��J � ��� γ = 10 �� 16 �]_� �

z� ����!�� \ �� �(*� �! �� K�R��!� ��� !( (�R��! *! R����� ��K����(J ��!��!J *! � ��R !��!��
��� ���� � ��R���R !(�����( *��!K�! !� � ��R���R !(�����( �������J! � z� K�R��!� ��� !J�
*�((�! ���� *�� ��!(�!J �����! *!J ! ���!J !� !( ��(K���( *� (�R��!J *! J��J���(*!J �

z!J ��J�����J J�(� J�)(�!K����J } �� J���K���! �������J! �����J! �( (�R��! *! R����� ���
K����(J ���J �����! !( K�R�����J�( �^!K � ��R���R !(�����( *��!K�! *! � ��R !��!�� ��� � z�
*����!(K! !J� * �����(� ���J )��(*!  �! �� �����! *!J ! ���!J �������J!J γ !� �! (�R��! *!
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� ��!K�! Q������J!
��`� γ = 10

���` �\
γ = 16 \�_� ��

�� �\� γ = 10
�_]\ ��

γ = 16
�`_� �`

�� \�` γ = 10 `��� �`
γ = 16

�\�` ��

��� � \ �� � ��R��! *! R����� ��K����( *! � ��R ���R !(�����( *!J J���K���!J *��!K�! !� � ����
���J! *! � ��R !��!�� ��� �

J��J���(*!J M J�(� )��(*J �

z� J���K���! �������J! �JJ�K��!  � ���)�����R ! *! ��� �!�R !� *�(K �(! �R���R !(�����(
 K�R��!� ��� ��*���! *! � ��R !��!�� ��� �

� �� �� � ��� ����� ��� ��� ������ ��� �� ����

z� R�*������( ���� !J� !( ���� �( K�J �����K���!� *! �� ��� �� �! ! ���! �������� !
!J� �(! �!(���! �!K��()�����! *! �����! T = M *�(J �! *�R��(! �!R���!� �J��� �( J�(�J
K��*�(�� *�(J �! *�R ��(! ��� �!(��!� �
z� !)��! \ ��] �!���J!(�! �� �� *� ! ���! �������� ! h[n]  �� � � ��� !���!JJ��( }

h[n] =
√
M ���� n = 0, . . . , M−1 �\ �`� 

��� � \ ��] � ����(J! �R ���J��(!��! *� ! ���! �������� ! ���� �� R�*������( ���� �

z��J �! �! ! ���! ��������! !J� �(! �!(���! �!K��()�����! � � �� �����( *� J�)(�� ���
�\ �`� *!^ �!(� }

s[n] =

M−1∑

i=0

xie
j2π i

M
n �\ �]_ 
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�( �!����^! ��(J� � �!���!JJ��( *� J�)(�� ���� �\ ��� *�!(�! ���K�*!RR!(� *�(J �! ���
��)����! \ �� �\ �

z� J���K���! � ������J! � !�� �)��!R !(� ���! ����� ��! *�(J �! K�J *! � ��R !��!�� ���� �
��(J K! K�J � �!J K�R��J�(�!J � ������J!J * ���*�! � *� ! ���! h[n] J�(� ���^ ���!J } !��!J J�(�
K�R��J�!J * ��( J!�� �K��(�����( � z!J ! ���!J !( J����! *! �� ���� �(� *�(K ���� ��� �(J!J
�R ��J��(!��!J }

hi[k] =
√
Mδ[k] ���� n = 0, . . . , M−1 �\ �]� 

z� !)��! \ ��� R�(��! � ��R ���R !(�����( !� K�K! *! � ��R !��!�� ���� � z!J ! ���!J � ����
���J!J J�(� J�R��!R !(� *!J K�!� K�!(�J R�������K����J � z� J���K���! *! � ��R !��!�� !J� *�(K
��*���  �(! ���� � �( �!R �� �!  �! K!��! J���K���! !J� �*!(�� �!  K!��! *��!�R �(�! *�(J
�! ����)����! \ �� �� !� �!���J!(��! J�� �! !)��! \ �` �
��� �� !)��! \ ��� � � ��(J!����( *� ���!�! K�K�� �! �����!  �� R�*������( ���� !J� �)��!�
R!(� �!���J!(��! � z� �!K���! *! �� !( *� J�R���! �� *���� *! K!����K� !J� *�K���! �K� �^�(�
�� K�(^!�J��( J���!���������! �

��� � \ ��� � ����K���! � ������J! ����� ��!  �� R�*������( ���� �

z!J R �*������(J ���� !� ��� �!�^!(� *�(K ���! �!���J!(��! ��� *!J ��(KJ *! ! ���!J
R�*���(� ��J�J J�� �( ! ���! ��������! � z��J �! h[n] !J� �!K��()�����! � �� R�*������( !� !K�
���! !J� � ��^��!(�!  �� R�*������( ���� � �� J���K���! �������J! � !�R !� *! �!����^!�
� ��R ���R !(�����( !� K�K! *! �� R �*������( ���� ��� � ������J����( * ��(! ���� ���� �
z��J �!  �! �! ! ���! !J� *�� ��!(� * ��(! ����! � �( ����! *! R�*������( ��� �
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� �(J K! K������! � (��J �^�(J *������� �!J J�J��R !J *! R �*������( R����� ���!�J!J *��

^!�����J �K��!��!R !(� } �� R�*������( ���� !� �!J R �*������(J R����� ���!�J!J ��J�!J
J�� �!J ��(KJ *! ! ���! � ���J �^�(J ^�  �! � ������J����( * ��( ���!�! K�K�� �! !J� �(! *!J
���������J �(���!JJ�(�!J *! �� R�*������( ���� � �( !�!� � �� �!*�(*�(K! �JJ�K��! ���
���������J *! �� ��� �!�R !� � ��((������( *!J �(�!����!(K!J !� �(! �)���J����( ��*���! 
�( K� !� K�!(� ��� J��J�����!�J!J ��!��! �!K�(� �! !J� �*����!  �� R�*������( ���� !� ( �!J� ��J �����J�! ���� �!J R��
*������(J ��� !� ���� � � �(J� � �!J �!K�(� �!J *! R �*������( R����� ���!�J!J ��J�!J
J�� �� ������! *!J ��(KJ *! ! ���!J �(� R �(��� �!��  ������ �� (�^!�� *! � �!� K�K��� J� !K�
����! } �� ( �� � ��J *! � !��! *! *���� *�!  � ��(J!����( *� ���!�! K�K�� �! � z� ������! *!J
�(*!�!��!J !� J�( �����K����( ��� ��(KJ *! ! ���!J � !�R !� *! K�(J�����! �(! R�*������(
R����� ���!�J!J  �� ^� *�(J �! J!(J *!J J�J��R !J ��� !� ���� � z� ���J!(�����( *! ��
R�*������( R����� ���!�J!J ��J�! J�� �!J �(*!�!��!J ���� � ���� !� *� K������! J��^�(� �
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� �(J �! ��!R �!� K������! � (��J �^�(J R �J !( �^�*!(K! � ��R�����(K! *! �� �� K���J����(
!( �!R�J !� !( ��� �!(K! � ��� ��R ��!� �!J �(�!����!(K!J ���J * ��(! ���(JR �JJ��(  ���^!�J
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R!(� * ��( J�J��R ! R����� ���!�J!J ���(J K! K������! � �!J ���R !(�J *! ��J! *! �� ������! *!J �(*!�!��!J J!��(� �(���*���J � �!
*�^!���� !R !(� !J� �!J��!�(� ��� ���R !(�J � !�R !���(� �� K������( *! ��J!J �����)�(��!J
�����J�!J ���� �� R�*������( R����� ���!�J!J � ���J ^!���(J !(J���! K�RR!(� ����� �!� ��
������! *!J �(*!�!��!J !� *!J ��(KJ *! ! ���!J ��� R�*������(J R����� ���!�J!J �
z� *!�(���! �����! *! K! K������! !J� �(! ��!R ���! ���*! *�*�K�� �! �R!(�(�  �(! K�R �
�����J�( ������ �! !(��! �� R �*������( ���� !� �� R�*������( ���� � �( !� !� � �!JK��R � *! ���(JR �JJ��( ���� J!�� K!�� � *! �����!(K! ���� � ��^�������( *! �� R�*������(
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z� ���(J���R �! *! �����!� K�(��(�! !J� �( *!J �����J *! �����!R !(� *� J�)(�� �!J ���J
�����J�J � !��! ��JJ�*! K!� !(*�(� K!����(!J ��R ��!J ��]� � �!J ��R ������(J K�(K!�(!(� � ��(���J!
*!J J�)(��� (�( J�����((���!J K�� �! ������R ! R �� !�� *! K!��! ���(J���R ����( !J�  � �!��!
(! ��!(* ��J *� ���� !( K�R��! � ��( ���R ����( ^���K���! ��� �� J���K���! �!R���!��! *�
J�)(�� K!  �� ����  � ��� !J� ���J *�� K��! *! *��!�R �(!� !� ���J !(K��! *! �� K���J!� �!J *�J�
K�(��(����J *� J�)(�� � �� ���� *! K!J ��R ������(J � *! (��^!��!J R ����*!J � ��� ���*�!� �!J
J�)(��� �(� ^� �! � ��� � K�RR! �� ���(J���R �! *! �����!� �!(����! �� �� ���(J���R �! !(
�(*!�!��! K�(��(�! �
z� ��!R ���! J������( �������!  K! ������R ! � ��� � ������J����( *! �� ���(J���R �! *! �����!�
�!(����!  �� �  �� *����!(K! *! �� R ����*! ���*����((!��!  �� K�R���! �� �������� *� J�)(��
 *!J J�(�J��*!J *! *���! �(!(�!J *! ��� �!(K! *����!(�!J � *�!(�� �(! �!(���! �!R���!��!
��R ���(� � �!J��K! * ��(���J! �
���J �� J������( �����J�(� �! R !���!�� K�R���R �J ��JJ���! !(��! �� ��J������( �!R���!��!
!� ��� �!(��!��! *! � ��(���J! *� J�)(�� � !J� �� ���(J���R �! !( �(*!�!��! K�(��(�! � z!J ��)��
����R !J � !����R �(�J *! ���(J���R �! !( �(*!�!��!J *�JK���!J !� * ��(���J! R������J������(
�!�R !��!(� *!J (�R��!�J!J �����K����(J  �� ������! *!J �(*!�!��!J �
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z! ��!( !(��! �� ���(J���R �! !( �(*!�!��!J K�(��(�! !� *�JK���! ( �!J� ��J �^�*!(� � ��K���!J� �(*  �(! *�JK����J����( � �*�K�!�J! *� ���( �!R�J��K�!��! � �! ����)����! *������!

�!J (����(J *! ��J! *! �� ������! *!J �(*!�!��!J } *! �� ���(J���R �! !( �(*!�!��!J K�(��(�!J
 �� ���(J���R �! !( �(*!�!��!J *�JK���!J �

� �� �� �� 2= ?F=BP�GFD:E EB GBHE>E??EP ;GB?<BMEP
z� ���(J���R �! !( �(*!�!��!J K�(��(�! �����J! �(! ���� !K���( J�� �( !(J!R��! *! ��(K�

���(J ���!��!J K��JJ� �!R !(� �(*!�!��!J � Q����(� * ��(! ��(K���( ψ *! L2(R) *! R��!((!
(���! ��� !��! �(*!�!��! R ��! � �� ��R ���! *! ��(K���(J �(���J�(�!J ψa,b !J� ���!(�! ���
�K���( K�(� ��(�! *!J �� ����!��J *! *��������( !( �K�!��! !� *! ���(J�����( !( �!R�J }

ψ(t) 7−→ ψa,b(t) =
1√
a
ψ(
t− b

a
) �� �� 

� �(J K!��! !���!JJ��( � a !J� �! ��K�!�� * ��K�!��! !� b �! ����R���! *! ���(J�����( � z�
^������! a � ��! �! �� �! *! � ��(^!�J! *! �� ��� �!(K! } � ��J a !J� � !��� R��(J � ��(*!�!��! K���!
!J� ��!(*�! �!R���!��!R !(� � z! ��K�!�� R����� ��K���� 1√

a
� !�R !� *! K�(J!�^!� � ��(!�)�! ���J

*� K��()!R!(� * ��K�!��! � z �� �����( �� �\ R�(��! K!��! K�(J!�^����( *! � ��(!�)�! �

||ψa,b||2 =

∫ +∞

−∞
| 1√
a
ψ(
t− b

a
)|2dt =

1

a

∫ +∞

−∞
a|ψ(t)|2dt = ||ψ||2 �� �\ 

z �!(J!R��! *!J ��(K���(J �(���J�(�!J ψa,b *�!(�� �( !J��K! ��*�R !(J��((!� } �! ���(
�!R�J��K�!��! � *�(J �! �!� � ��( ���R ����( *� J�)(�� ^� ���! �!���J!(��! �+:�B<?<GB @ z� ���(J���R �! !( �(*!�!��!J K�(��(�!J * ��( J�)(�� x(t) *! L2(R) � !�� ����J
���! *�!(�! ��� }

L2(R) 7−→ L2(R2)

x(t) 7−→ Tψx(a, b) =
∫ +∞
−∞ x(t)ψ∗

a,b(t)dt
�� �� 

�( � !�� R�(��!�  �! J� � ��(*!�!��! !J� K�(^!(���!R !(� K���J�! � �� ���(J���R ����( !( �(�
*!�!��!J !J� �(^!�J�� �! !� �� ��(K���( � !�� ���! �!K�(J�����! ����J �(���J! J��^�(� � �� �����(
�� �� �

x(t) =
1

Cψ

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

1

a2
Tψx(a, b)ψa,b(t)da db

�� �� 

�^!K �! K�!� K�!(� Cψ *�((� ��� � �� �����( }

Cψ =

∫ +∞

0

|Ψ(ν)|2dν
ν

�� �� 



]� ���� � �
� � � � ���� ����
�� �� �� �� ��� �

�� Ψ(ν) !J� �� ���(J���R �! *! �����!� *! ψ(t)
�

z� K�(*����( * ��*R �JJ�� ����� *! �� ��(K���( * ��(*!�!��! �(��� J�(�! !J� �� K�(*����( * �!� �J�
�!(K! *! K! K�!� K�!(� � K �!J���*��! }

∫ +∞

0

|Ψ(ν)|2dν
ν

= Cψ < +∞ �� �` 
�!��! �!�����( J! ��R �(! �! ���J J��^!(�  �� K�(*����( !����R �! ��� � �� �����( �� �]  ��
( �!J� ��J ���J K�(����)(�(�! !� �(*� �! J!��!R !(�  �! �� ��(K���( �(*!�!��! *��� ���! 
R��!((! (���! }

Ψ(0) =

∫ +∞

−∞
ψ(t)dt = 0 �� �] 

z! K���� *! � ��(*!�!��! !J� *�(K !( ���(K�� ! ���J ��^!�� � �� ���� K!� !(*�(� (��!�  �!
�� ����J�!JJ! !� �� ^��!JJ! *! K�(^!�)!(K! *! � ���)�����R ! *! �!K�(J���K���( *�((� ���
� �� �����( �� �� J�(� ���J *�� !(*�(�!J *� K���� *! � ��(*!�!��! �

� �� �� �� 1E9F:PEB?=?<GB H=BP >E 9 >=B ?ED9P�:;NE>>E
z� ��J������( *�(J �! ���( �!R�J���� �!(K! *! �� ���(J���R ����( �!�� ���! !J��R �!

��� � ��K�������! �!R���!� ∆Tψa
�K� � � �����( �����  !� � ��K�������! ��� �!(��!� ∆Fψa

�K� �
� �����( ����`  *! � ��(*!�!��! �(���J�(�! ψa = ψa,0

�
�( (���(� ∆Tψ

!� ∆Fψ
�!J �K�������!J �!R���!� !� ��� �!(��!� *! � ��(*!�!��! R ��! ψ � �(�!�� K��K��!� }

(∆Tψa)
2 =

∫ +∞

−∞
t2|ψa(t)|2dt =

∫ +∞

−∞
t2

1

a
|ψ(

t

a
)|2dt =

∫ +∞

−∞
a2x2 1

a
|ψ(x)|2adx = a2(∆Tψ)2

!�

(∆Fψa)
2 =

∫ +∞

−∞
ν2|Ψa(ν)|2dt =

∫ +∞

−∞
ν2 1

a
|aΨ(aν)|2dt =

∫ +∞

−∞

x2

a2

1

a
|Ψ(x)|2dx

a
=

(∆Fψ)2

a2

�^!K Ψa(ν)
�� ���(J���R �! *! �����!� *! ψa(t) �

z!J ��J������(J �!R���!��!J !� ��� �!(��!��!J *! � ��(*!�!��! ψa ^���!!(� ����J }
{

∆Tψa = a∆Tψ
∆Fψa =

∆Fψ
a

�� �� 

� �(J� � �!J K!����!J ���R !(����!J  �� K��^�!(� �! ���( �!R�J��K�!��! J�(� *! J����K! K�(J��(�!
����J  �! �� ��J������( �!R���!��! !J� ���������((!��!  a !�  �! �� ��J������( ��� �!(��!��!
!J� �(^!�J!R !(� ���������((!��!  a K�RR! �! R �(��! �! ��^�)! *! �� !)��! � ���



� �� � �� �
�� ������ � �� ������ ���� ]�

��� � � �� � Q�^�)! *� ���( �!R�J��K�!��! �

� �� �� �� +<P;F:?<P=?<GB HE >= ?F=BP�GFD:E EB GBHE>E??EP
z� ���R��! *! K�(J���K���( *!J �(*!�!��!J �� �� !J� *����!R !(� K�(��(�! � � ��(! ���� ��!J K� !� K�!(�J a !� b J�(� ��!�J !� * �����! ���� � ��(��)���! !J� K�(��(�! � �!��! ���(J����

R����( !J� *�(K �!*�(*�(�! ���� � �( �K��(�����((�)! *! �� ���(J���R �! K�(��(�! � !�R !�
* ����!(�� �(! ���(J���R ����( (�(��!*�(*�(�! � z� !)��! � �� J�))��! �(! R ����*! *! *�J�
K����J����( !���(!(��!��! � ��� �!J �K�!��!J !� � ��� �! �!R�J � ��(J � �!���!JJ��( ψ( t−b

a
) � �!��J *! ���(J�����(  � ��K�!��! a !J� b

a

� �( ��J!�� *�(K }

a = aj0 et b = kb0a
j
0
�^!K (a0, b0) ∈ (Z,Z) �� �� 

�� �( K���J�� a0 = 2 !� b0 = 1 � �( ����! ����J *! ���(J���R �! *��*� �! �
+:�B<?<GB @ z� ���(J���R �! !( �(*!�!��!J *�JK���! ��� �� �JK�!�! ��^!�!� ���(J���R  
!J� *�(K ���!(�! ��� �K��(�����((�)! *!J K�!� K�!(�J * ��K�!��! !� *! �!R�J � Q��� �� ���(J�
���R �! *��*� �!  � ��K�!��! 2j � �( ����!(� �!J K�!� K�!(�J ���

ψx(j, k)
*�((�J ��� }

���
ψx(j, k) = Tψx(a = 2j, b = k2j) = 2−

j
2

∫ +∞

−∞
x(t)ψ(2−j − k)dt �� ��_ 

�!����(!J *! K!J �(*!�!��!J � !�^!(� ���! )�(���!J ��� �(��� J! R������J������( � (��J����(J ^��� *�(J �� �����! J��^�(�! K�RR!(� �!J K�!� K�!(�J *! �� ���(J���R �! !( �(*!�!��!J
*�JK���! * ��( J�)(�� � !�^!(� ���! ���!(�J ��� �(���J! R������J������( �



�_ ���� � �
� � � � ���� ����
�� �� �� �� ��� �

� �
�� � � ����� � �� � ���� ���� �� ������ �����
z ��(���J! R������J������( !J� �( ���R ���JR ! R����R��� �!  �� � !�R !� *! K�(J�����! ���

J�R !(� *!J ��J!J �����(��R �!J * ��(*!�!��!J � �! ���R ���JR ! � ��� *�^!����� ��� ������(!
������ ��` � �]� !� � ��� �����J� *�(J *! (�R��!�� ��^��)!J ���� !� ���J!J ��] � �� � ��� � z!
���(K�� ! K�(J�J�!  *�K�R��J!� �! J�)(��  �(���J!� !( �(! J���! *! K�!� K�!(�J * ������� ��
R����( !� *! *����� � � K�� �! ��������( *! K!��! *�K�R��J����( � �!J K�!� K�!(�J *! *�����
K���!J� �(*!(� ��� K� !� K�!(�J !( �(*!�!��! *� J�)(��  �(! �K�!��! *�((�! �

� �� �� �� 2EP EP9=;EP H 3=99FG <D=?<GB E? HE H:?=<>P
�( ��� !��! �(���J! R������J������( ����! J���! (Vj)j∈Z

*�K���JJ�(�! *! J��J�!J��K!J
!R�� ���J . . . V1 ⊂ V0 ⊂ V−1 . . .

*! L2(R)  �� ^���!!(� �!J ���������J J��^�(�!J }
�� � ��(�!�J!K���( *!J Vj !J� (���! J��� ⋂j=+∞

j=−∞ Vj = {∅}
\ � � ��(��( *!J Vj !J� *!(J! *�(J L2(R) J��� ⋃j=+∞

j=−∞ Vj = {L2(R)}� �
x(t) !J� *�(J Vj J� !� J!��!R !(� J� J� ^!�J��( K�(���K��! ��� �( ��K�!�� \ !J� *�(J
Vj−1 � K �!J���*��! }

x(t) ∈ Vj ⇔ x(2t) ∈ Vj−1 ⇔ x(2jt) ∈ V0

� � J� x(t) !J� *�(J Vj � J!J ���(J����!J � !(����!J � J�(� *�(J Vj
x(t) ∈ Vj ⇔ x(t− k) ∈ Vj, ∀k ∈ Z

� � �� !� �J�! �(! ��(K���( φ(t) *! V0
�!��!  �! �� ��R ���! {φ(t− k), k ∈ Z} !J� �(! ��J!

�����(��R �! *! V0
�

z!J !J��K!J Vj K�(J����!(� *!J !J��K!J * ������� �R ����( � z� ���� !K���( * ��(! ��(K���(
x(t) *! L2(R) J�� �! J��J�!J��K! Vj K�(J����! �(! ������ �R ����( *! x(t)  � ��K�!��! 2−j

� z�
K�(*����( �� �JJ��!  �! ����! ��(K���( *! L2(R) � !�� ���! �����K��! *�(J K!��! �(���J! �
z� *!�(���! K�(*����( �R��� �!  � ��(! ��J! �����(��R �! *! Vj �!�� J! *�*���! *! V0


������ * ��(! J!��! ��(K���( φ(t) ���!��! ��(K���( * ��K�!��! !( K�(J����J�(� �� ��R ���! }

{

φj,k(t) = 2−
j
2φ(2−jt− k), (j, k) ∈ (Z,Z)

} �� ��� 
�� (�^!�� *! �� �!���J!(�����( �!R�J���� �!(K! �  ��(* �( ��JJ! *! Vj  Vj+1 � �( *����!

� ��(*!�!��! * ��( ��K�!�� \ !� �( *�^ �J! J� ��(*! ��� �!(��!��! ��� \ �

z!J K� !� K�!(�J * ������� �R ����(J aj,k �� (�^!�� *! ��J������( j J�(� ���!(�J ��� ����� !K���( *� J�)(�� J�� �!J ���R !(�J *! �� ��R ���! {φj,k, (j, k) ∈ (Z,Z)} }

aj,k =

∫ +∞

−∞
x(t)φj,k(t)dt

�� ��\ 



� �� � �� �
�� ������ � �� ������ ���� � �

z� *�� ��!(K! * ��( ���R ����( !(��! *!�� ��J������(J J�KK!JJ�^!J K�(*���  �(���*���! �!J
K� !� K�!(�J *! *�����J *! J���!  �! �!J K�!� K�!(�J * ������� �R ����(J  �(! ��J������( *�((�!
J! �!����^!(�  ������ *! K!�� * ������� �R ����( !� *! *�����J  �� ��J������( J��^�(�! �
�� � ��( �������! ��� *�����J �( !J��K! * �!� �J�!(K! Wj � �( ����  �( (�^!�� *! ��J������(
j }

Vj−1 = Vj ⊕Wj
�� ��� 

�!  �� J�)(�!!  �! Wj
!J� �! K�R���R !(����! �����)�(�� *! Vj *�(J Vj−1

�
z� !)��! � �\ �!���J!(�! �! ��JJ�)! * ��(! �K�!��!  �(! ����! *�(J �! *�R ��(! ��� �!(��!� �

��� � � �\ � �!���J!(�����( *�(J �! *�R ��(! ��� �!(��!� *!J !J��K!J Vj !� Wj
�

� ! ����( J�R �����! ��� Vj � �!J Wj
^���!!(� �( K!����( (�R��! *! K�(*����(J }

�� ⋂j=+∞
j=−∞Wj = {∅}

\ � ⋃j=+∞
j=−∞Wj = {L2(R)}� �

x(t) ∈Wj ⇔ x(2t) ∈Wj−1� �
x(t) ∈Wj ⇔ x(t− k) ∈Wj , ∀k ∈ Z

z! ������R ! J��^�(� !J� K!��� *! J�^��� J� � ��( *�J� �J! * ��(! ��J! �����(��R �! *�(J �!J
Wj

*! J���!  � ��(! K���!K���( }
{

ψj,k(t) = 2−
j
2ψ(2−jt− k), (j, k) ∈ (Z,Z)

} �� ��� 

K�(J����! �(! ��J! �����(��R �! *! L2(R)
� Q��� K!�� � �� J�� � * ��^��� �(! ��(K���( ψ(t) *!

W0
�!��!  �! �� ��R ���! {ψ(t− k), k ∈ Z} J��� �(! ��J! �����(��R �! *! W0

� �!��! ��(K���(
J!�� ����J ��� !��! �(*!�!��! �



�\ ���� � �
� � � � ���� ����
�� �� �� �� ��� �

z!J K� !� K�!(�J *! *�����J dj,k �� (�^!�� *! ��J������( j J�(� ���!(�J ��� ���� !K���( *�
J�)(�� J�� �!J ���R !(�J *! �� ��R ���! {ψj,k, (j, k) ∈ (Z,Z)} }

dj,k =

∫ +∞

−∞
x(t)ψj,k(t)dt

�� ��� 

� �� �� �� 2= �GB;?<GB H 3:;NE>>E
z� ��(K���( φ(t) !J� ��� !��! �GB;?<GB H 3:;NE>>E � z ��(���J! R������J������( ��� *�((!

*!J ���������J �(���!JJ�(�!J � Q��J �! V0 ⊂ V−1 � ( ��R����!  �!��! ��(K���( *�(J V0
�!��

J ��K���! K�RR! K�R��(��J�( ��(����! *!J ��(K���(J *! V−1
� �( K�(J�*��! *�(K φ(t) *�(J V0!� φ(2t− n) *�(J V−1 � �!���!J J!��( }

φ(t) =
√

2
∑

n

hnφ(2t− n) �� ��` 

z!J hn J�(� �!J K���*�((�!J *! φ(t) *�(J �� ��J! {φ(2t− n), n ∈ Z} � Q��� �(! ��J!
�����(��R �! � �!J K���*�((�!J ^���!!(� ���� }

hn =

∫ +∞

−∞
φ(t)φ(2t− n)dt,

+∞∑

n=−∞
h2
n = 1 !� +∞∑

n=−∞
hn =

√
2 �� ��] 

� �� �� �� 2= �GB;?<GB H 3GBHE>E??E
�( � !�� � *! �� R �R! ����( � K���K����J!� � ��(*!�!��! ψ(t)  �� !J� *�(J W0 ⊂ V−1

!(
�(���*��J�(� �! ! ���! *�JK�!� g �!�  �! }

ψ(t) =
√

2
∑

n

gnφ(2t− n) �� ��� 

z!J gn J�(� �!J K���*�((�!J *! ψ(t) *�(J �� ��J! {φ(2t− n), n ∈ Z} � Q��� �(! ��J!
�����(��R �! � �!J K���*�((�!J ^���!!(� ���� }

gn =

∫ +∞

−∞
ψ(t)φ(2t− n)dt,

+∞∑

n=−∞
g2
n = 1 !� +∞∑

n=−∞
gn = 0 �� ��� 

z!J ! ���!J g !� h J�(� *!J �����!J � �����J !( ���*�����! ����  � ��J J�(� �!���J ��� ��
�!�����( }

gn = (−1)nh1−n
�� �\_ 



� �� � �� �
�� ������ � �� ������ ���� ��

� �
�� � ��������� ��� ����� �� � �����
���J �^�(J ^�  �! � ��(���J! R������J������( �!�R !����� *! *�K�R��J!� �( J�)(�� !( K��

!� K�!(�J * ������� �R ����( !� *! *����� � K!K�  ������ * ��(! ��(K���( * ��K�!��! φ(t) !� * ��(!
�(*!�!��! ψ(t)

� ���K�(! *! K!J ��(K���(J !J� !J��R �! �� R��!( *!J J� �!(K!J h !� g !� ��
J�� � *! K�((����! �!J ^��!��J *! �� J���! h ���� !�!K��!� �� *�K�R��J����( � � �(J� � � ��(����J! R������J������( �!�� !(����!R !(� ���! K�(J�����!  ������ *!J ! ���!J (�R��� �!J h !� g �

� �� �� �� O>AGF<?NDE H 3=B=>� PE
z!J K� !� K�!(�J * ������� �R ����( !� *! *�����J  �(! �K�!��! *�((�! j J �!����R !(� K�RR!

�( ���*��� JK�����! }
{
aj,k = 〈x, φj,k〉
dj,k = 〈x, ψj,k〉

�� �\� 

�^!K < g, h >=
∫ +∞
−∞ g(t)h(t)dt

�

�( J������! �^���!� ��K��J�^!R !(� �!J K�!� K�!(�J * ������� �R ����( aj,k  � ��K�!��! j }

aj,k =

∫ +∞

−∞
x(t)2−

j
2φ(2−jt− k)dt �� �\\ 

=

∫ +∞

−∞
x(t)2−

j
2

[
√

2
∑

n

hnφ(2(2−jt− k) − n)

]

dt �� �\� 

=
∑

n

hn

∫ +∞

−∞
x(t)2−

j−1
2 φ(2−(j−1)t− (2k + n))dt �� �\� 

=
∑

n

hnaj−1,2k+n
�� �\� 

=
∑

n

hn−2kaj−1,n
�� �\` 

⇒ aj,k =
∑

n

h̄2k−naj−1,n
�^!K h̄n = h−n

�� �\] 

�( �!�R ! *! ! ����)! � �!J K� !� K�!(�J * ������� �R ����(  � ��K�!��! j J �����!((!(� *�(K 
������ *!J K� !� K�!(�J * ������� �R ����(  � ��K�!��! j − 1 ��� K�(^������( ���J ��� *�K�R ��
���( * ��( ��K�!�� \ �



�� ���� � �
� � � � ���� ����
�� �� �� �� ��� �

Q��� �!J K�!� K�!(�J *! *�����J � �( ����!(� *! �� R �R! ����( �� �!�����( }
⇒ dj,k =

∑

n

ḡ2k−naj−1,n
�^!K ḡn = g−n

�� �\� 

�( �!�� *�(K ���R ���J!� �� *�K�R��J����( ��� �! ��(K *! ! ���!J �!���J!(�� J�� �� !)��!� �� � z!J K� !� K�!(�J * ������� �R ����( !� *! *�����J  � ��K�!��! j+1 J�(� *��!�R �(�J  ������
*!J K� !� K�!(�J * ������� �R ����(  � ��K�!��! j ��� K�(^������( �^!K �( ! ���! ��JJ!���J h̄����� � ������� �R ����(  !� �( ! ���! ��JJ!����� ḡ ����� �!J *�����J J��^ �!J * ��(! *�K�R ����(
(↓ 2) * ��( ��K�!�� \ �

��� � � �� � � �)�����R ! * ��(���J! R������J������( �

� �� �� �� O>AGF<?NDE HE FE;GBP?FM;?<GB
z� ���J! �!K�(J���K���( ���!��! J�(���J! � !�R !� *! �������� �!J K�!� K�!(�J * ������� ��

R����(  ������ *� *����� !� *! � ������� �R ����( *! �� ��J������( J��^�(�! �
�� � ��( ���� *� ����  �! Wj

!J� �! K�R���R !(����! �����)�(�� *! Vj *�(J Vj−1 � �(�!�� �K���!  �! � ������� �R ����( xj−1(t)
 �� ��J������( j − 1 *� J�)(�� x(t) !J� �)��!  ��

J�RR! *! � ������� �R ����( xj(t)  �� ��J������( j !� *� J�)(�� *! *����� �!K�(J�����  K!��!
��J������( }

xj−1(t) = xj(t) +

l=+∞∑

l=−∞
dj,lψj,l(t)

�� �\� 

z ������� �R ����( xj(t) K���!J� �(*  �� ���� !K���( *! x(t) J�� �!J ���R !(�J *! �� ��J! Vj*�(K J! *�^!����! !( }

xj(t) =
l=+∞∑

l=−∞
aj,lφj,l(t)

�� ��_ 

�( � *�(K
l=+∞∑

l=−∞
aj−1,lφj−1,l(t) =

l=+∞∑

l=−∞
aj,lφj,l(t) +

l=+∞∑

l=−∞
dj,lψj,l(t)

�� �� � 



� �� � �� �
�� ������ � �� ������ ���� ��

�� !( ��!(�(� �! ���*��� JK�����! �^!K φj−1,k(t) �

aj−1,k =

l=+∞∑

l=−∞
aj,l 〈φj,l, φj−1,k〉 +

l=+∞∑

l=−∞
dj,l 〈ψj,l, φj−1,k〉 �� ��\ 

�( � !�� �^���!�  �! �!J ���*���J JK�����!J J�(� �)���  }
{

〈φj,l, φj−1,k〉 = hk−2l

〈ψj,l, φj−1,k〉 = gk−2l

�� ��� 

��(��!R !(� � � ���)�����R ! *! J�(���J! !J� }

⇒ aj−1,k =
∑

l

aj,lhk−2l +
∑

l

dj,lgk−2l
�� ��� 

�( � !�� ���R ���J!� �� �!K�(J���K���( ��� �! ��(K *! ! ���! *! �� !)��! � �� �
z!J K�!� K�!(�J * ������� �R ����(  � ��K�!��! j J�(� *��!�R �(�J  ������ *!J K� !� K�!(�J * ����
���� �R ����( !� *! *�����J  � ��K�!��! j + 1 ��� �(! !���(J��( (↑ 2) * ��( ��K�!�� \ J��^ �
* ��(! K�(^������( �^!K �( ! ���! ��JJ!���J h ����� � ������� �R ����(  !� �( ! ���! ��JJ!�����
g ����� �!J *�����J � z� J�RR! *! K!J *!�� �����!R !(�J *�((! �!J K�!� K�!(�J * ������� ��
R����(  � ��K�!��! j �

��� � � �� � � �)�����R ! *! J�(���J! R������J������( �

� �� �� �� 8?FM;?MFE A:B:F=>E
�( �!�� *�(K !�!K��!� �! K��K�� *! �� ���(J���R �! *�JK���! !( �(*!�!��!J J�� *!J ��J!J

�����(��R �!J  ������ * ��� ������(J *! ! ����)! (�R ��� �! J��^ �!J *! J��J��K��(�����((�)!
�!)��! � �� � z� �!K�(J���K���( �������! J �!� !K��! �)��!R !(� ��� *!J ! ����)!J (�R��� �!J
���K�*�J *! J����K��(�����((�)! �!)��! � �� �
z� !)��! � �� *�K��� �� J���K���! * ��(! �(���J! R�������J������( K�R����! J��^ �! * ��( J�(�
���J! R�������J������( � � �(J K!� !�!R��! � �� ��� ��(*!�� *! � ��(���J! !J� 3

� z! J�)(��  �(��
��J!� s[k] K���!J��(* ��� K�!� K�!(�J * ������� �R ����(  � ��K�!��! 0

� �( �����(� �� J���K���!
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�� �� �� �� ��� �

*! �� !)��! � �� � �( ����!(� �!J K�!� K�!(�J * ������� �R ����(  � ��K�!��! 3 !� �!J K�!� K�!(�J
*! *�����J ��� *�� ��!(�!J �K�!��!J �Q��� �� J�(���J! � �� !J� � �JJ�� �! *! �!K�(J����!� �! J�)(�� * ����)�(!  ������ *� J�)(�� * ����
���� �R ����( !� *!J K�!� K�!(�J *! *�����J !( �����(� �� J���K���! *! �� !)��! � �� � � �(J *!J
K�(*����(J *! �!K�(J���K���( �������! � �( ����^! a0,k = s[k]

�

��� � � �� � � �)�����R ! * ��(���J!�J�(���J! R�������J������(  � ��K�!��! 3 *� J�)(�� s[k] �

z!J R �R!J ! ���!J J�(� �����J�J ���� � ��(���J! !� �� J�(���J! � z!�� (����! K�(*����((!
�� K�R��!� ��� *! K��K�� � !��! !J� ���! ��� ��J!J * ��(*!�!��! !� * ��K�!��! K���J�!J � �� !� �J�!
���J�!��J ���!J * ��(*!�!��!J ��� ���������J �!R���!��!J !� ��� �!(��!��!J *����!(�!J � z!
K���� * ��(! �(*!�!��! *�� !(* *� J�)(��  �(���J!� �� *! � ������K����( �
��(J �� �����! J��^�(�! � (��J ���J!(��(J �!J �(*!�!��!J *! � ��� !K��!J !� *! �!�!�  �� �(�
���� ���(K����! K���K����J�� �! * ����!  J������ K�R��K� �

� �
�� ��� ��� ������ � ���� �� ������

� � ����!K��!J � R�(���  � ��� !J� � �JJ�� �! *! K�(J�����! �(! �(��� J! R������J������( !�
��� K�(J� �!(� �!J ��J!J * ��(*!�!��!J !( �����(� *!J ���R !(�J *�JK�!�J � �!J ���R !(�J J�(�
�!J ��� �(J!J �R���J��((!��!J *!J ! ���!J R �����J !(  ��*�����! � �!��! �����K�! � � !�R �J *!
K�(J�����! *!J �(*!�!��!J �����(��R ��!J  J������ K�R��K� � ���J ����!��(J *�(J K!��!
�����! �� K�(J���K���( *!J �(*!�!��!J *��!J *! � ��� !K��!J �



� �� � �� �
�� ������ � �� ������ ���� �]

� �� �� �� .N:GF<E PMF >EP GBHE>E??EP � PM99GF? ;GD9=;?
�(! �(*!�!��! ��JJ�*! p R�R!(�J (��J J� !� J!��!R !(� J� J� ��(K���( * ��K�!��! *�K���

���� � ���(�R! *! *!)�� �( ����!�� �� �)��  p � � ���J  �! K!��! ��������� J!�� � ���� �!J
��(K���(J * ��K�!��! �  *�K���! �!J K���K���J *!J �(���J!J R������J������(J  ������ �R !� *!J
J�)(��� ��)���!�J � *� ���(� *! ^�! *!J �(*!�!��!J � !��! � !�R !� *! K���K����J!� �(! ���������
� *���! � � K �!J���*��! � ���*�! *!J J�()�������J * ��( J�)(�� � z! (�R��! *! R�R !(�J (��J !J�
!(����!R !(� *��!�R �(� ��� �!J K�!� K�!(�J h[n] *� ! ���! h �(�!�^!(�(� *�(J � �� �����(
* ��K�!��! � �� �� ���(J���R �! *! �����!� *! � ��(*!�!��! !J� p ���J *�� ��!(K����! � �!J ����J
K�(*����(J J��^�(�!J J�(� � ��^��!(�!J }

� � ��(*!�!��! ψ ��JJ�*! p R�R!(�J (��J �
� �� ��(K���( * ��K�!��! φ �!K�(J����! �!J � ���(�R!J *! *!)�� �( ����!�� �� �)��  p �
� �� ��(K���( *! ���(J�!�� *� ! ���! h !� J!J p−1 ��!R ���!J *���^�!J J�(� (���!J !( w = p

�

�� !� �J�! *!J �(*!�!��!J !� *!J ��(K���(J * ��K�!��!  J������ K�R��K� ��]� � z� ��(K���(
* ��K�!��! φ !J�  J������ K�R��K� J� !� J!��!R !(� J� �! ! ���! h !J�  J������ K�R��K� !�
�!��J J������J J�(� �*!(�� �!J � �� �! J������ *! φ !� h !J� [N1, N2] � �! J������ *! � ��(*!�
�!��! !J� [(N1 −N2 + 1)/2, (N2 −N1 + 1)/2]

�
����!K��!J � R�(���  �! � ���� �^��� �(! �(*!�!��! �����)�(��!  p R�R!(�J (��J � �� ����
�����J!� �( ! ���! h *! ��()�!�� �� R��(J 2p

� z!J ! ���!J *! � ���!K��!J � K���!J��(*�(� ���
�(*!�!��!J *! ����!K��!J � J�(� *! ��()�!�� 2p !� J�(� �( !�!R��! K��JJ� �! * ��(*!�!��!J
 J������ K�R��K� �

� �� �� �� 2EP GBHE>E??EP HE +=MIE;N<EP
z� ������! *!J �(*!�!��!J  J������ K�R��K� � ��� ������! ��� �()��* � ��� !K��!J !(���� ��_� � Q�����  �! *! K�(J�����! �� ��J! �����(��R �! *!J �(*!�!��!J ψ  ������ * ��(!

��(K���( �K�!��! φ � �� K�(J���K���( J �!�!K��! !JJ!(��!��!R !(�  ������ *! �� K�((��JJ�(K! *!
�� )��(*!�� ĥ(ν) � �� ���(J���R �! *! �����!� *! h � J���J���J�(� � �� �����( }

|ĥ(ν)|2 + |ĥ(ν +
1

2
)|2 = 1 �� ��� 

����!J �!J J������(J *! K!��! � �����( ( �!()!(*�!(� ��J *!J ��J! * ��(*!�!��!J �(���!J�
J�(�!J � ���J *�((�(J �K� �!J ���(K����!J �*�!J  �� J������!(� K!��! K�(J���K���( � z!J ��J!J
�����(��R ��!J K�(J�����!J ( ��(� ��J * �!���!JJ��( �(����� �! J�R��! � z!�� �����K�! !J�
���!R !(� (�R ��� �! � Q��� J �!( K�(^��(K�! � �� J�� � *! �!)��*!� �!J K���� !J *! �� !)��!� �` �!���J!(��(� *!�� !�!R��!J *! K!J �(*!�!��!J �
-GBP?FM;?<GB HE

ĥ(ν)
@ Q��� K�(J�����! *!J �(*!�!��!J ψ  J������ K�R��K� � (��J ����(J

������ *! �� ��(K���( * ��K�!��! φ *�(� �� ��R ���! {φ(t− n), n ∈ Z} �����(��R �! !J� �(!
��J! *! V0

� �( J����J! *! ���J  �! �!J φ J�(�  J������ K�R��K� � �( K�(J�*���(�  �!



�� ���� � �
� � � � ���� ����
�� �� �� �� ��� �

V1 ⊂ V0 � !� !( *�K�R��J�(� φ( t
2
) J�� �� ��J! {φ(t− n), n ∈ Z} � �( ����!(� }

1√
2
φ(
t

2
) =

∑

n

hnφ(t− n) �^!K hn =

∫

t

φ(t− n)φ(
t

2
)dt �� ��` 

Q��J !( ��JJ�(� *�(J �! *�R��(! ��� �!(��!� � !( (���(� ĥ(ν) =
∑

n hne
−2iπνn � � �������)�(����� *! �� ��R ���! {φ(t− n), n ∈ Z} �R��� �! �� �!�����( ���� }

|ĥ(ν)|2 + |ĥ(ν +
1

2
)|2 = 1 �� ��] 

�� !J� �R �����(� * ��^��� *!J ��(K���(J �K�!��!J !� *!J �(*!�!��!J ���(� �( R �� �R�R *!
��)������� �
.N:GFwDE @ � ��	�


f
	

f ′ �	�( ) �� �
���� � �� ��� �	� 
	� �	� !� 	

< fj,k, f
′
l,m >= δj,lδk,m

&
�	�

fj,k(t) = 2−
j
2 f(2−jt− k)

	

f ′
l,m(t) = 2−

l
2 f(2−lt−m)

"
� � �

� " |f(t)| ≤ C(1 + |t|)−α �	�
α > m+ 1

&
� "
f ∈ Cm �	�

f (n) ���� �� � ���
n ≤ m

&
����� �	� � �� 	�
� � ��
 
	�� !� 	 ∫

t
tnf(t)dt = 0

& � ���
n = 0, 1, 2, . . . , m

"

�( � !�� ����J ����� �!� K! ������R ! �^!K f = f ′ = ψ
� � �(J� � J� ψj,k(t) = 2−

j
2ψ(2−jt−k)!J� �(! ��J! �����(��R �! *! L2(R) � �^!K |ψ(t)| ≤ C(1 + |t|)−m−1 !� ψ ∈ Cm �^!K ψ(n)

���(�J ���� n = 0, 1, 2, . . . , m ����J
∫

t

tnψ(t)dt = 0, ���� n = 0, 1, 2, . . . , m �� ��� 

� �(J K! K�J � !� �^!K � ��������J! J�����R !(����! |φ(t)| ≤ C(1 + |t|)−m−1 � ĥ(ν) �!�� J!
��K����J!� J��J �� ���R ! ĥ(ν) = ((1 + e−2iπν)/2)m+1Q(ν) �� Q ∈ Cm !J� ��� ����*� �! �Q��� *!J ��(K���(J * ��K�!��! φ  J������ K�R��K� � �( R�(��! ��(J�  �! ĥ(ν) !J� �( �����
(�R! ���)�(�R ���� �! � �� ĥ(ν) = ((1+e−2iπν)/2)NQ(ν) � �( ��J! |ĥ(ν)|2 = (cos2 πν)N |Q(ν)|2!� J� �( (��! P = |Q|2  �� � !�� J �!����R !� !( �!�R !J *! (cos2 πν) �� (sin2 πν) � ����J ��
K�(*����( * ������(��R ����� �� ��] *!^�!(� }

Y NP (1 − Y ) + (1 − Y )NP (Y ) = 1 �� ��� 
�^!K Y = cos2(πν)

�
�( ��J�R� � �( �!K�!�K�! �( ����(�R! ���)�(�R ���� �! ĥ(ν) =

∑

n hne
−2iπνn �� �!J

hn
J�(� ��!�J � �!( * ����!(�� �( R ���R�R *! ��)������� � �( K�!�K�! ĥ(ν) J��J �� ���R !

ĥ(ν) = ((1 + e−2iπν)/2)NQ(ν) �� Q(ν) !J� �( ����(�R! ���)�(�R���� �!  K�!� K�!(�J



� �� � �� �
�� ������ � �� ������ ���� ��

��!�J � ĥ(ν) *��� ���! J������( *! � �� �����( �� ��]  �� *�((! �!J K�(*����( *!  ��*�����! �

z��J �! ĥ(ν) !J� *��!�R �(� � �( *�!(�� φ !� ψ ���

φ̂(ν) =
∏

j≥1

ĥ(2−jν) !� ψ̂(ν) = e−iπν ĥ(
ν + 1

2
)φ̂(

ν

2
) �� ��_ 

� ���J φ !� ψ J�(� *!J ��(K���(J *! L2(R)  J������ K�R��K� J���J���J�(� }

φ(t) =
√

2
∑

n

hnφ(2t− n) !� ψ(t) =
√

2
∑

n

(−1)nh1−nφ(2t− n) �� �� � 

�(! K�(*����( J�����R !(����! J�� ĥ(ν) � !�R !� * ��JJ��!� �! ����  �! �� ��R ���!
{

ψj,k(t) = 2−
j
2ψ(2−jt− k), (j, k) ∈ (Z,Z)

} !J� �(! ��J! �����(��R �! *! L2(R)
�

z!J K� !� K�!(�J hn �(� ��� ������J ��� �()��* � ��� !K��!J !( ���� *�(J ��_� �

� �� �� �� /ED9>EP H 3GBHE>E??EP HE +=MIE;N<EP
z!J �(*!�!��!J  J������ K�R��K� J! K���K����J!(� *�(K ��� �!�� (�R��! *! R�R !(�J

(��J � z! R�R !(� * ���*�! k * ��( ! ���! *! ����(J! �R ���J��((!��! hn !J� *�!(� ��� mk =
∑

l l
khl

�
��!� �!J !�!R��!J * ��(*!�!��!J *! � ���!K��!J J�(� �!���J!(��J J�� �� !)��! � �` �
Q��� �!J �(*!�!��!J *! ����!K��!J � � ���*�! R !J��! �� ��)������� * ��(! K���� ! � � ��(*!�!��!* ���*�! ` !J� ���J ��JJ!  �! K!��! * ���*�! \ � ����(J  �! ���J � ���*�! *! � ��(*!�!��! !J�
��!^� � ���J �� ��� �(J! �R���J��((!��! *!J ! ���!J J!�� *! �����! �R �����(�! !� �� K�R��!� ���
* �����(� ���J ��!^�! �
�( (��! �)��!R !(�  �! �!J ! ���!J hn !� gn *�((�J ��� ����!K��!J �(� *!J K� !� K�!(�J ��!�J �
z!J ��(K���(J * ��(*!�!��! !� * ��K�!��! )�(���!J ��� K!J ! ���!J J�(� *�(K ��!��!J �K� � !)��!� �` } �!�� J� !K��! �!J� !K��� !J� J�R���� �! ��� �������  ν = 0 �

� �� �� �� 2EP GBHE>E??EP HE � E�EF
�(! �(*!�!��! *! �!�!� � �(! ���(J���R �! *! �����!�  J������ K�R��K� K�RR! �!J

�(*!�!��!J *! � ��� !K��!J � �!J �(*!�!��!J J! K�(J����J!(� �^!K *!J ! ���!J R �����J K�(� �)��J
h(ν)  �� ^���!!(� }

h(ν) =

{ √
2 J� ν ∈ [0, 1/6] ∪ [5/6, 1]

0 J� ν ∈ [1/3, 2/3]
�� ��\ 

z! J!�� *!)�� *! ��� !��� ��J�*! *�(J �! K���� *� K�R����!R !(� *! h(ν) J�� �!J ��(*!J
�(�!�R �*����!J [1/6, 1/3] ∪ [2/3, 5/6] �  �� *��� ^���!!� �� K�(*����( *!  ��*�����! }

|ĥ(ν)|2 + |ĥ(ν +
1

2
)|2 = 1 �� ��� 



�_ ���� � �
� � � � ���� ����
�� �� �� �� ��� �

��� � � �` � ���R!J * ��(*! !� J� !K��!J * ��(*!�!��!J *! � ���!K��!J !� *! �!�� ��(K���(
* ��K�!��! �JJ� K��! �

-GBP?FM;?<GB H 3MBE GBHE>E??E HE � E�EF ���� @ �!( *! ^���!!� �� K�(*����( *!  ���
*�����! �� ��� � �( �!�� *�!(�� �! h(ν) *! �� ��\ !( ��!(�(� }

h(ν) =
√

2 cos
[π

2
β (6|ν| − 1)

] ���� |ν| ∈ [1/6, 1/3] �� ��� 
�� β(x) !J� �(! ��(K���( ^����(� *! _  � J�� � ��(�!�^���! [0, 1] !� ^���!�(�

∀x ∈ [0, 1], β(x) + β(1 − x) = 1. �� ��� 
�( !�!R��! *�  � ��� !K��!J �� �� !J�

β(x) = x4(35 − 84x+ 70x2 − 20x3). �� ��` 
� �(! �K�!��! *�((�! � �� !)��! � �] (��J R�(��! �� ��(K���( * ��K�!��! !� �(! ��(K���(

* ��(*!�!��! �JJ�K��! �� ! ���! h[n]
� z! ! ���! h[n] � �(! ����(J! �R���J��((!��! *! �����!

L = 62 K�!� K�!(�J � � �(J� � !( K�R�����J�( �^!K �!J �(*!�!��!J *! � ���!K��!J ���J!(��!J
J�� �� !)��! � �` � �! J������ �!R���!� !J� ���J �R�����(� � ��� � ��(*!�!��! *! �!�!� � R��J
J�( J� !K��! ���J!(�! *!J ��� !J J!K�(*���!J � !��K��� ���J �����! �
z!J ! ���!J *! �!�!� �(� �)��!R !(� *!J K�!� K�!(�J ��!�J �

� �
�� ������� � ���� ������
z! ���(K�� ! *! � ��(���J! R������J������( *! � �!J��K! L2(R) *!J ��(K���(J K�(��(�!J * ��(!

^������! ��!��! !� *! K���� �(��)����! � !������! ��!(*�  *!J J��J�!J��K!J *! K!�� ��K� � �(



� �� � �� �
�� ������ � �� ������ ���� � �

��� � � �] � ���R! * ��(*! !� J� !K��! *! � ��(*!�!��! *! �!�!� !� *! J� ��(K���( * ��K�!��!
�JJ�K��! �

�!�� � ��� !�!R��! � ����� �!� �! R �R! JK��R � ��� J��J�!J��K!J Wj
!()!(*��J ��� � ��(���J!

���K�*!(�! � �!��! �(���J! � !������! R !(�! �^!K �!J R �R!J ��J!J *! ��(K���(J * ��K�!��! !�
* ��(*!�!��!J �� �^!K *!J ��J!J *����!(�!J � �( � !�� � *! R �R! � K��()!� *! ��(K���(J *!
��J!  K�� �! �K�!��! � � �(J K!J ��)�����R !J � �� �!K�(J���K���( �������! !J� �JJ���! ��� ��
�������J����( ���J *! �� J�(���J! � ���� �(! ��J������( *�((�! � *! �� R �R! ��J!  �! ���J *!
� ��(���J! � ��� K!��! ��J������( �
z� !)��! � �� ����J��! K! ���K�*� * �!��!(J��( *! � ��(���J! R������J������( } !��! *�K��� \
���)!J * ��(! �(���J! R������J������( ��� �!�J �( ���)! !J� �*� ��(� �!( * ��(��� J!� �! J��J�
!J��K! *! *�����J �
z� )�(�����J����(  �� K�(J�J�!  �(���J!� �!J J��J�!J��K!J *! *�����J *� J�)(�� !J� ���!��!=B=>� PE EB 9=LME?P H 3GBHE>E??EP � �� !� �J�! \ ����� K�!J *! K�(J���K���( }

• � ������K�! ������! *!J )����!J  �� K�(*���  � ����!(���( *! �� �!�J * ��(*!�!��!J
K�(��(�!J �

• � ������K�! ������! *!J ��(KJ *! ! ���!J  �� *�((!(� *!J �(*!�!��!J *�JK���!J ���J �*���
��!J ��� �����!R !(�J (�R��� �!J �

� �!J� K!��! *!�(���! ����� K�!  �� � !�R !���� �! ��JJ�)! *! �� ������! *!J �(*!�!��!J  J�(
�����K����( ��� J�J��R !J *! K�RR�(�K����( (�R��� �! � �!� ��)�����R ! K�(*���  �(!
*�K�R��J����( !( J��J���(*!J *! ��� �!(K! *� J�)(�� � �� �J����! ��� �! K���� *!J K�R���
J�(�!J � �! ���! * ��(���J! �� �! �(! )��(*! J����!JJ! � ��� � ������J��!�� !� �� � � !�R !� *!
J ��*���!� �� J�)(��  �(���J!� �
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� �� �� �� +:�B<?<GB H 3MBE I=PE HE 9=LME?P H 3GBHE>E??EP
z ��*�! *! �� *�K�R��J����( !( �� �!�J * ��(*!�!��!J !J� *�(K * ���!(*�! �� K�(J���K���(

*! (��^!��!J ��J!J  ������ *! ���J �!J J��J !J��K!J !()!(*��J ��\ � ��� � Q��� �(! �(���J!
R������J������( � �( !J��K! * ������� �R ����( Vj �!�� ���! *�K�R��J� !( *!�� !J��K!J *!
��J������( �(����!��! Vj+1

!� Wj+1
� �!��! *�^ �J��( !J� ���!(�! !( ���(J���R �(� �� ��J!

�����)�(��! {φj(2jt− k)}k∈Z

*! Vj !( *!�� ��J!J �����)�(��!J } {φj+1(2
j+1t− k)}k∈Z

!�
{ψj+1(2

j+1t− k)}k∈Z

*! Wj+1
�

z! K�(K!�� *! K!��! ���(J���R �! !( �(*!�!��!J � ��(J� ��� ��!(*� ��� �� K������( *! ��J!J
�����)�(��!J  �� J�(� ���!(�!J !( ����� ��(� K!��! *�^ �J��( ��� !J��K!J *! *�����J Wj

�
�( � !�� ����J �!���J!(�!� � �!(J!R��! *!J ��J!J *! �� *�K�R��J����( ��� �(! J���K���! !(
����! K�RR! �! R�(��! �� !)��! � �� � �!��! *�K�R��J����( � !�R !� �(! �(��� J! J� !K����!
�(����R ! *�(� �� ���K�J��( *��!(* *! �� ��� ��(*!�� *! � �����! � �( (��!�� P K!� ����!
*�(J �! �!� K�� �! (��* K���!J� �(*  �( J��J�!J��K! P n

j
 �� �*R !� �(! ��J! �����)�(��!

{pnj (t− k)}k∈Z

�
� �(J� �  �( (�^!�� *! ��J������( j � �( ���� }

P n
j = P 2n

j+1 ⊕ P 2n+1
j+1

�� ��] 

��� � � �� � � ���! P *!J J��J�!(J!R��!J P n
j

�

z!J ��(K���(J ��(J� ���!(�!J J�(� *!J �� �!�J * ��(*!�!��!J  �� J�(� *��!�R �(�J ��K��J��



� �� � �� �
�� ������ � �� ������ ���� ��

^!R!(� ��� }

p2n
j+1(t) =

√
2
∑

k

h(k)pnj (2t− k) �� ��� 

p2n+1
j+1 (t) =

√
2
∑

k

g(k)pnj (2t− k) �� ��� 

�( ���� � p0
0
�!���J!(�! �� ��(K���( * ��K�!��! !� p1

0
� ��(*!�!��! �JJ� K��! !��K�!R !(� K�RR!

*�!(�!J ���K�*!RR!(� ���� � ��(���J! R������J������( � (���!J �!J� !K��^!R !(� φ !� ψ �

z!J ! ���!J hn !� gn J�(� �!J ! ���!J R �����J !(  ��*�����! ��������!R !(� *�!(�J !( �� ��] 
!� !( �� ��� � hn !J� �( ! ���! ��JJ!���J !� gn !J� �( ! ���! ��JJ!����� � ��J J�(� �!���J ��� ��
�!�����( }

g(n) = (−1)nh(1 − n) �� ��_ 
!� �!��J ��� �(J!J �R ���J��((!��!J J���J��(� ���� ���J �!J K�(*����(J }

∑

n

h(n− 2k)h(n− 2l) = δkl
!� ∑

n

h(n) =
√

2 �� �� � 
∑

n

g(n− 2k)g(n− 2l) = δkl
!� ∑

n

g(n) = 0 �� ��\ 

+:�B<?<GB @ �( ��� !��! ��J! *! �� �!� * ��(*!�!��!J *! L2(R) ����! ��J! �����(��R �!
J��!K���((�! ���R � �!J ��(K���(J }

{pnj,k(t) = 2
j
2pn(2jt− k), (j, k) ∈ Z × Z, n ∈ N} �� ��� 

� �� �� �� +:;GD9GP<?<GB EB 9=LME?P H 3GBHE>E??EP
� �(J� � ����! ��(K���( f(t) *! L2(R) � !�� ���! *�K�R��J�! J�� �� ��J! *! ��(K���(J

{pnj,k(t), (j, k) ∈ Z × Z} }

f(t) =
∑

n,k

anj,kp
n
j,k(t)

�� ��� 

�^!K � j � } �� ��� ��(*!�� *! �� *�K�R��J����( �
� k � } � ��(*�K! �!R���!� �
� n � } � ��(*�K! ��� �!(��!� � � ��^��!(� �� (�R ��� *! � ��(*!�!��! �



�� ���� � �
� � � � ���� ����
�� �� �� �� ��� �

z!J K� !� K�!(�J anj,k  �(! �K�!��! *�((�! j J �!����R !(� K�RR! �( ���*��� JK�����! }

anj,k =< f, pnj,k >=

∫ +∞

−∞
f(t)pnj,k(t)dt

�� ��� 
�( !�!R��! *! *�K�R��J����( !J� �!���J!(�� ��� � �����! *! �� !)��! � �� � � �(J K! K�J �� ��(���J! !( �� �!�J * ��(*!�!��!J *! �� ��(K���( f !J� !� !K���! �^!K �(! ��� ��(*!�� *! 3

�

��� � � �� � � ���! ��(���! *! *�K�R��J����( * ��( J�)(�� !( �� �!�J * ��(*!�!��!J �

z �!(J!R��! *!J K�!� K�!(�J anj,k K�(J����! � ��(���J! !( �� �!�J * ��(*!�!��!J *�JK���!J
�+� 6. � +<P;FE?E �=�E>E? 6=;�E? .F=BP�GFD  *! f(t) !� J� *�K�R��J����( �(^!�J!
�4+� 6. � 4B�EFPE + <P;FE?E �=�E>E? 6=;�E? .F=BP�GFD  !J� *�((�! ��� }

anj+1,k =
∑

i∈Z

hk−2ia
2n
j,k +

∑

i∈Z

gk−2ia
2n+1
j,k

�� ��` 

� �����J �!J � �����(J �� ��� !� �� ��� !� �( ���J�((!R!(� �*!(�� �!  K!�� � *! � ��(��
��J! R������J������( � � ��(���J! !( �� �!�J * ��(*!�!��!J *�JK���!J !J� � ��^��!(�!  ! ���!� �!
J�)(��  ������ * ��( ! ���! ��JJ!���J hn !� * ��( ! ���! ��JJ!����� gn ����J  �! �� J�(���J!
K�(J�J�!  K�R��(!� �!J J�)(��� ��JJ! !� ����! ��� �!(K!J !( �( J!�� J�)(�� � �!J \ ��� K��
*��!J *�((!(� �! ��(K *! ! ���! �!���J!(�� J�� �� !)��! � ��_ �^!K h̄n = h−n

!� ḡn = g−n
�
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��� � � ��_ � �(! ���� ! *! � ��(���J! ��  !( �� �!�J * ��(*!�!��!J !� *! �� J�(���J! ��  �

� �� �� �� -NG< HE >= I=PE
z� *�K�R��J����( �����! * ��( J�)(�� !( �� �!�J * ��(*!�!��!J �K���!J��(*�(�  ���J

�!J (��*J *! � �����! P  ����(�� �(! �!���J!(�����( ����!R !(� �!*�(*�(�! *� J�)(�� � �
K�� �! (�^!�� *! � �����! � ����! � ��( ���R ����( !J� �!���J!(��! � � �( (�^!�� *! *�K�R���
J����( *�((�! � K���!J��(* �( *�K����)! ��� �!(��!� ��)���!� � �� *!�(�!� (�^!�� � K�� �!��� �!(K! !J� �!���J!(��! ��� �( ���(� � ����! � ��( ���R ����( �!R���!��! *� J�)(�� !J� � !�*�!
!� J� *�K�R��J����( !J� ���!R !(� ��� �!(��!��! � z� !)��! � ��� R�(��! �! ��^�)! �!R�J�
��� �!(K! * ��( J�)(�� f *�K�R��J� J��^�(� � �����! *! �� !)��! � �� ���� K�� �! �K�!��! *!
�� *�K�R��J����( �

��� � � ��� � Q�^�)! �!R�J���� �!(K! ���� *����!(�!J �K�!��!J *! � �����! *! *�K�R��J����( �

Q��� �^��� �(! �!���J!(�����( (�(��!*�(*�(�! � �� ���� K���J�� �(! ��J! *! �� �!�J � K �!J��
�*��! �( !(J!R��! *! (��*J *! � �����! *�(� �� ���� !K���( *�(J � �!J��K! �!R�J���� �!(K!
���R ! �(! ��������( � Q�� !�!R��! � !( J �������(� J�� �� *�K�R��J����( ���J!(��! J�� ��
!)��! � �� � � �!(J!R��! *!J K�!� K�!(�J {a0

2,k, a
1
2,k, a

1
1,k} �� {a0

2,k, a
2
3,k, a

3
3,k, a

2
2,k, a

3
2,k} ���R !

�(! ��������( �
�� !� �J�! ���J�!��J K�����!J * ��*R �JJ�� ����� *! � �����! !� *! J��!K���( *! R!���!��!J ��J!J *!
�� �!�J * ��(*!�!��!J ���� R��J K!J ������R !J (! J!��(� ��J �!(K�(���J � ��� (���! ���*! ��! K���� *! �� ��J! K���!J� �(*�(�  K�� �! ���J  � �!(J!R��! *!J �� �!�J � ��� �(! �K�!��!
*�((�! � �! K���� � !�R !� �( *�K����)! ��)���!� !� �(����R ! *� J� !K��! � � �(J � �!�!R��!
*! �� !)��! � ��� � K! *�K����)! K���!J��(* �� ��^�)! �!R�J���� �!(K! *! � ��K�!��! 4

�
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� �� � epkjvglgfdv oj bl idonblgfdv ����

� �(J �� �����! ���K�*!(�! � �(! ^�! * �!(J!R��! *! �� ������! *!J �(*!�!��!J � ��� !� !K�
���! � z �!��!(J��( *! K!��! ������!  K!��! *!J �� �!�J * ��(*!�!��!J � !�R !� �(! �!� �������
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�� 
�
^ 
��	�J � ����	R 	�� 	J��K�J 	� �����	�K	 	� �	 R �R 	 ����	�� �	 ����	 � �����	 ! ���	
� 	�� ���	 K���� 
���� 	���RR 	�� R �
J �	J �	K�� 
��	J �J�	��	J K��J
J�	��  ���
^	�
�	J ! ���	J  ����
� � ��� ! ���	 ��������	 �

�	��	 ����
	 � � ��� ��� 	� �� K�R ����
J�� 	���	 �	J �	�� J���K���	J 	� �	�R 	 �	 K�R �
��	� 
�� � � ��J �� ��	R 
	� �	R�J � ���J ��J�
!	���J �	 ��
� 	� K�R ��	� 
�� �	 �� J���K���	 	�
����	 	� ����
����� � ������
��R 	 � � 
^ 
J	� � ��� ����	� � ��� ���KJ �	 ! ���	J � ��J�
�	 � ���J�^���	���J �� K�R��	� 
�� �	 � �
R���R 	����
�� �	 � ��R 	��	�� ���� 	� ��
�
J��� �	J �	��
J���K���	J � � 
���	R 	�� � �	J ��J�����J J	���� K�R����J  �� K�R��	� 
�� �	 �� R ������
��
���� ��\ �� ��  �

� �� �
 ��� ������� �� � �� ��� ����� � � �� ���� � �� ������ �

z ������
��� 	 � � 
	 

	� ���� ����	� � 	
� ��
�

� � ��� ��
����	 �	
 ������� 	
 �	 �����	
��
��	 �		� �� ��� ��	� 
�� ����
�	 ��� � �� � z �
��	 	

	��
	��	 �	 �	� �����
��� 	 	
� �	��	
��
�

�	 ���
 �� �����

�� } ����� �����	 �� ������� 	  ��
����	 � ���
�	� 	�� �� ��
 �������
	� �	 ��� 	����  �� ��
 

���	 	� ��
����
�� �� ��
 ��
	 
�� �

� �� �� �� ������� � �������

� ������
��� 	 � �� 
�������	 
�
	���	 � ���� ��
����	 �� ������� 	 �	 ��
��	 M � � ������
�
��� 	 ���


�	  �������
	� �	 ������� 	 	� a


��
�������� 	
 ����� ���
 �� ��
��	 M/b 	�
 ����
��	� � ������
��� 	  �	
 
��
�������� 	
 � ��

  ���
���
�	 ��	 
����
�� �� ������� 	
	� ��� ��
��� �	
 
����
��
 �	
 
��
�������� 	
 � �	��	 � �����	 	
� �����	��	 � � �

 	��	
� 	�� 	� 
��		�� ��	 ������
�� 
� �������	 �	 �� �����	� 
�� �

��
�
C(M) �� �����	� 
�� ���
 �	 � 
�	 �	
 ��
 �	 � ������
��� 	 ����
���  �� ������� 	 �	

��
��	M
� �� 
����
	 ��	 �	
 ������
��
 �	 �������

�
�� �� ������� 	 	� �	 �	��� ��

�
��

�	
 
����
��
 �	
 
��
�������� 	
 ��� ��	 �����	� 
�� ����	 f(M)
� ��!� � �� 
	 ����	 ��

�����	� 
�� C(1)

�� �� ������� 	 �	 ��
��	 1

� �� ��� ��	� 
�� �	 � ������
��� 	 	
� ����
���	�� 
��	 ��� � ������
�� �	 ������	��	 
�
	���	 �

C(M) = aC(
M

b
) + f(M) �� ��� 

� �
��	��
 �	��	 �����
�� ���
��	 M 	
� ��	 ��


���	 �	 b

�
�

M = bn � ���
 �	 ��




��� ���� � �
� � � � ���� ����
�� �� �� �� ��� �

� ������
�� 
 ����
� �

C(bn) = aC(bn−1) + f(bn) �� ��� 
�� 
����
�� �	 �	��	 �����
�� �	 �����	��	 	
� �

C(bn) = anC(1) +
n−1∑

l=0

alf(bn−l) �� ��� 

�	 ��	� 
	� �	�� 	 an = alogbM = M logb a ����	
����  �� �����	� 
�� ��	  �� ��
����
�� �	
���
 �	
 
��
�������� 	
 � �	 
	���� �	�� 	 	
� �� �����	� 
�� ��	  ����	
 �	
 �� ����
��
 �	
����� ��

�
�� 	� �	 �	�����

�
�� �
������� � � ���� 	 
��

a ≥ 1 � b ≥ 1 ��� �
�������� f ��  � 
� ���
� � N ���� R
+ �

C ��� �� ��� �� ������� � �

C(M) = aC(
M

b
) + f(M) �� �� 

��
�� �
� � � � ∃ε > 0

�� ��  f(M) = Θ(M logb(a−ε))
� ��
��

C(M) = Θ(M logb a) �
� � � �

f(M) = Θ(M logb a)
� ��
��

C(M) = Θ(M logb a logbM) �
� � � � ∃ε > 0

�� ��  f(M) = Θ(M logb(a+ε))
� ��
��

C(M) = Θ(f(M))
�

� ��
 �	 ��
 � � �� ����� ��

�
�� �� ������� 	 �	 �����
�  �����	 ���������
�� � �	
�� ����
��
 �	 ����� ��

�
�� 	� �	 �	��� ��

�
�� ����� ��� 
����	
 �
 ����� � �� ����
���� �	 �	 !���
	� ���
�	 !!"
� ������
��� 	 � � 
	 

	� � ��� ����	� � � 	�� ���	 ����
���  �� �!" 	� ��
�

��� �� � �����	
��� 
� � ���
	���	 ���
 �� ����
	 � �� �� �
�� � 	� ��	 � ��	�����
�� � 
�	��	 �	 �� �!" � ��	 �����	� 
�� C(M) = Θ(M2)

� � ������
�
��� 	 � �� 
� � ����	 �� �
� 	
� � �


� �	 �	 � 
	 

	� �	 ������� 	 	� 2


��
�������� 	
 �	 ��
��	

M/2
� �� � 	� ����	� 	�� �� �
� ���� M/2 � ����	
 ���� 	���
�	
 �� ����
� �
���
�� ��� ��	�	

	� � ��� 
�
��
 �����	�	
 ���� �	���
�
��	� �� �!" �	 ��
��	 M  ����
� �	
 � �!" �	
��
��	 M/2

�
#� 	
� ���� ��


��	 � ����
�	 � ������
�� �	 ������	��	 
�
	���	 �

C(M) = 2C(M/2) +M/2 �� ��$ 
�
 �� ����
��	 �	 ������� 	 � �� ���� � �� � a = 2 � b = 2 	� f(M) = Θ(M)

� �� 
	 ����		 ����
���
 �	 ��
 � 	� �� �	����		 ���� ��	 �� ��� ��	� 
�� �	 �� !!" 	
� 	� Θ(M log2M)

�



� �� � � ���� �� ������� � �� ���

� �� �� �� �������� ��� � �� ������� ��� ����� �� � �����
���� 	 ���� �� !!" � � ������
��� 	 � 	�� ���	 ����
��� ��� ����
����
� �	� 	��
 � � ����

� 	��
� 	
� �	 � ����	� �� ���	 
�������	 	� ����	 ��
�

�	 ��� �� � ������
�� ���" � ��	
�����	� 
�� ����
�	 ��� �������  ��	 
� ���� 	����
�� � 
�	��	 �
� ��� 	��	�� ���" ����	
����  ��	 ����� ��

�
�� 	� ����	�
 � ����	�	��	
 � 

����	
#�� �" � � 	 ��� 
� 
�������	 	� ����	 �!���	 � ��� � ��	 #�� �" �	 �������	�� J 	
�
���	��	 ��� � #�� �" �	 ��� ����	�� J − 1


�
	 
 � ���	 �	��� �	 ���� 	���
�	 ����
 �	 ���������	 ������	�� � ���
 �	��
 	� ���� 	�� 
����� 	��	� ��	 #�� �" � �����	
J �		� ��	 
�������	 ��������	 ��� ��
�	 �	 M = 2J ������	
 �
�� ������ Hm

�	
 ! ���	
 � ���	 
�������	 ��������	 � 	�� 	����� �	 ������	� ��	 #�� �"
� �����	 J 	� H ′

m
�	�� � 	�� 	����� �	 ������	� ��	 #�� �" � �����	 J − 1 � �� !���	 � ���

����
� � �
����� 	����
�� � ���	 #�� �" �	 �������	�� J ��� � 
�������	
 ���
	��	��	
 � �
�����	 � � �
� ���� 	����
�� � 
�	��	 �		� ��	 
�������	 ��������	 ��� ��
�	 �	 M ������	
 �
� ���
�	 � � �
����� 	����
�� �	 � #�� �" 
�	��
��	
 �	 �������	�� J − 1 �		� ��	 
�����
���	 ��������	 �����
�	 �	 M/2 ������	
 � �� #�� �" �	 �������	�� J 	
� ���	��	 ���
����
��

�� �	
 
���
	
 �	
 � #�� �" �	 �������	�� J − 1 �		� ��	 �	��� �	 ���� 	���
�	 �

��� � � ��� � � 
	 


�� � ��� ���� �	 ! ���	 �	 ��
��	 � 	� � ����
 �	 ! ���	
 �	 ��
��	 � �� �
� �����
 � ������
�� �� ��� � �	
 ! ���	
 Hm

	� H ′
m

��� �	
 �����
	
 
� ���

���	��	
 �	
�����	�� T 	� T ′ �	
� 	��
		� 	�� � �� �����
�� �	 M � �	
 �����	��
 �	
 ! ���	
 
 ����
		�� �

T = M(L− 1) − (L− 2) �� ��� 
T ′ =

M

2
(L− 1) − (L− 2) �� �� 

���� �� 
�������	 �	 �����	 � �� �����	� 
�� �� ������ �	
 M
������
����
 �	 
���
	 �� ����

�	 ! ���	 	��
	 ���� 	� Θ(M2)
�



��� ���� � �
� � � � ���� ����
�� �� �� �� ��� �

���� �� 
�������	 �	 ���
�	 � �� �����	� 
�� �� ������ �	
 M/2
������
����
 �	 
���
	 ��

�����	 ���� �	 ! ���	
 	��
	 ��


 	� Θ(M2)
� �	 ������ �	
 M

������
����
 �	 
���
	 ��� ��
�	��� �	 ���� 	���
�	 � ��	 ��� ��	� 
�� 	� Θ(ML)

�

�� ���	 C(M) �� ��� ��	� 
�� �	 � �
����� 	����
�� � ��� ���� �	 ! ���	
 �����
� �	

M ������	
 � �� � 	� �� �
� 	
� ��


� �	 �	 � 
	 

	� � �
� ���� 	����
�� 	� 2

��
�������� 	


�	 ��
��	 M/2
� �� � 	� ����	� 	�� �� �
� ���� ��	 �	��� �	 ���� 	���
�	 � ��� �	���
�
��	�

� �#�� �" �	 ��
��	 M  ����
� �	
 � #�� �" �	 ��
��	 M/2
�

#� 	
� ���� ��


��	 � ����
�	 � ������
�� �	 ������	��	 
�
	���	 �

C(M) = 2C(M/2) + Θ(ML) �� �� 
�
 �� ����
��	 �	 ������� 	 � �� ���� � �� � a = 2 � b = 2 	� f(M) = Θ(LM)

� �� 
	 ����		
���� ���
 �	 ��
 � 	� �� ����		 ���� ��	 �� �����	� 
�� 	
� �

C(M) = Θ(M log2M) �� �� 
� �����
���
�� �	 � ������
��� 	 � � 
	 

	� � ��� ����	� � �	�� 	� �	 ��
�
!	� � ���
�

��
��

� ���	 
�������	 	� ����	 ���� � ��� 	��	�� ���" � �� 	�	� � ���� �	 ������ �	 M
������

�
����
 � ��	 
�������	 ��������	 � ��	 �����	� 
�� 	� Θ(M2) �����	 Θ(M log2M) ���� ��	

�������	 	� ����	 ��	� 	����� � �	� �����
��� 	 �	 ����	 �� ��� ����	 �	 �����	�� �	
 ��� ��	� 
��
 � � ��
 ��
����
	 
�
	���	 � ���
 �����
 ���� ����
��	� �� �����	� 
�� �	 �� � ������
�� ���" �

� �� �� ��� ��� ��� �� �� ��� ����� ���� �� �� ���� �� � �����
������ ����

� ��
 �	��	 ����
	 � �	
 �����	� 
��
 �	
 �	�� 
�������	
 � �
� ���� 	����
�� �	 � ��� 	��	�����" 
��� �	����	
 	� �������	
  �	��	 �	 � ��� 	��	�� �!�� �
�� ���	 C���� �� �����	� 
�� �	 ������ � ��� 
�����	 �!�� � ���
 �	��
 	� ���
 �	
���


�� 	 ����
��	 ��	 �� � ������
�� �!�� � �� �����	� 
�� 
�
	���	 ���� �	 ������ �	

M
������
����
 �

C���� =

{
M
2

log2M
����
� �
���
��
 �����	�	


M log2M
��� 
�
��
 ��� ��	�	
 �� ���

	�����
 ��� � ���� ����� �� �� �� ���� ��� ��� ���
#����	

��
����
 ���
 �� ��	� 
	� �	� �
 � �� �����	� 
�� � ���	 �	��� �	 ���� 	���
�	 �	 ��

�����
	 	� ����	�
 � ����	�	��	
 �	���
	���	 
�� �� ����	 � ��� � �� ��� ��	� 
�� � ����	 C���

�
�	 �	��	 �	��� �	 ����	
���� �� �����	 � �������
��
 ���	

�
�	
 �� ������ �	
 � ������
����

�	 
���
	 � �� ���	 Te �� � ��
��	 � �������
�������	 � � �	����	 �	 �� �	����	 	� 1

Te

�	 ����� 	
�	
 ������
����
 � � �	����	 �	 �� �	��� �	 ���� 	���
�	 �



� �� � � ���� �� ������� � �� ���
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�����
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 � ����	�	��	 �
� �
��������
�� �	 ����
 ��	 �� 
���������
�������	 � �����	 � 	�
� ��	 
	��	� 	�� L

2�� 	
 � 
	��
 �	
 � ���	
 h 	� g

��� ���	

�
�	
 ���� �	 ������ � ��� ������
���� �	 
���
	

�	
 � ���	
 � �	
 �� 	
 �
	��
 �	
 � ���	
 ����� ��	�
 � 
� 	��� ���� 2L ����
� �
���
��
 ��	��	
 	�

2(L−2) ��� 
�
��
 ��	��	
 ���� ������	� 2
������
����
 ��� ��	�	
 	� 
���
	 �	 �����	 � �����	

�	
 
�����	
 � ��	 �	��� �	 	
� �����
�	 �	 �	�� ������	
 � �� ������
���� �	 
���
	 	
� ��

��� 	 �	
 ������
����
 �	 �����	 ������	 � 
� 	��� ���� 4 ��� 
�
��
 ��	��	
 
������ 	���
�	

���� ������	� �	
 2

������
����
 �	 
���
	 � �� ����� � �	 ������ �	
 ������
����
 	� 
���
	
���	


�	 �

C��� =

{
4L ����
� �
���
��
 ��	��	


4(L− 1) ��� 
�
��
 ��	��	
 �� �� �
	�����
 ��� �� � ��� ������ ���
���
 �	��
 	� �����	 � ���� ��	 � ��� 	��	�� ��" 	
� ��� ��
� � ��� 	�
	���	 �	 �	��� �	

���� 	���
�	
 � �	
 �	����	
 	��� 	�� ��	 
�������	 	� ����	 � �� ���	 C���� �� ��� ��	� 
��
�	 � ��� 	��	�� ��" ���� �	 ������ � ��� 
�����	 ��" �	 M

������
����
 � C����

��� 	�� �	 �� ��� 	���	�� �	 � �����	 J = log2M
	� �	 �� ��
��	 L �	
 � ���	
 h 	� g �

�����
 N(l) �	 �����	 �	 �	��� �	 ���� 	���
�	 � � ����	��	 l 	� R(l) �	 ����� 	 � � �	����	
� ���	 �	����	 �	 � ����	��	 l � �� ����	 � �� ���
	��	 �� 
�������	 �	 � ��� 	��	�� ��" �		�
�	 ����
� �	 R(l) 	� N(l) ���� �����	 ���	��	 ��� � 	�� 	�� 
�	� 	�� ���	�� 
�	� ��	 �

{
N(l) = 2l−1

R(l) = 2J−l

Te

�� ���
�� �����	� 
�� � ��� ����	 	
� ����	 � �� ��� ��	� 
�� � ���	 �	����	 C��� ����
��
�	 ���

�	 �����	 �	 
�����	
 	� 	����	 �	 �� �	����	 TeR(l)
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OFDM

OFDM − sans Prefixe Cyclique

DWMT − Meyer − Egalisation 5x5

CDWMT − Daubechies L=38 − Egalisation 1x1
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OFDM
CDWMT − Daubechies L=10
DWMT − Daubechies 6 (L=12)
DWMT − Daubechies 20 (L=40)
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É
�
É
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Rαi(∆t) = E[αi(t)α
∗
i (t− ∆t)]
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#$� � �$�  � �!�$��� ��� ���� ���" !� �� ��$���� �� �� �������� �

�
�$�� ����!������ 2

Sαi(ν) = TF{Rαi(∆t)}
�� ����

��  � ����� ������� ����� ���� �$  � ����� �& ��%! ��� &���� �� &� �� �  ���! �$ ���� ��
� � � �� �!��� � 	 $�� ��!#$���� �$�� �

� �� �� ����� �
�
$�� �!� �� � �" �$� �������� 	 ���� �� �� ���� � �'�#$� �� �� �����

αi(t)� � ������!�� ! ��� $�� ��� �� �� ���&$���� �
�
�"����$��

ρi
�� �� �'� � 

φi
� ��� � #$� �

�
$��

�������� �
�
�$�� ����!������

Rαi

�$ �
�
$�  � ����� �������

Sαi
�

��$� $� ���� �� � � � � �� ��� ��! �� ���&�&����! �$ ���� ����� ����� �������
αi(t)

� � ��$ �
 ����� ��"���)� �� " �
���� �$��� �
1� �� ���

σ2
α

� �� �$�  ���� �$ ���� �� � �� �����  $ ��$  ��� ��"���)�
α(t)

���" �� ��
�!�$��� #$� 2

� α(t) = α1(t) + jα2(t)
�%��

α1(t)
��
α2(t)

�� %����&�� ��$  ����� �!���� �!����!�!� 
�� "�
���� �$��� �� �� %������� σ2

α

2

�
� |α(t)| = ρ(t)

 $�� $�� ��� �� ��
 ����' ����!� ���
pρ(r) = 2r

σ2
α
e
− r2

σ2
α

��$�
r ≥ 0

� �  ���� �
� �� �'� � ��

α(t)
� � $�����" !"��� �� ���&$! ����� � ��

2π �

� �� �� �� �
�
$� ��%������"��� � ����� � � �� �������� �

�
�$������!������

Rαα(τ)
�$ ����

��  $ ��$  ��� ��"���)�
α(t)

� � ����!� ��� 2

Rαα(τ) = σ2
αJ0(2πfdτ)

�� ����
�%��

J0(.)
�� �������� �� 	 �  �� �� ���" �8�� � � 8�� �

�
����� � ��

fd
�� ��!#$���� �� �������

" �)�" ��� �
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��  � ����� ������� �)���" ! �� &���� �� &� � %�$� ���� 2

Sα(ν) =

{
σ2
α

πfd
√

1−( ν
fd

)2

��$� |ν| ≤ fd

0
��$� |ν| > fd

�� ����

��  � ����� ������� � � ��� ��!  � ����� �� � �� ��� �� ��  � ���" � ����!� �� ��$�� � ��� ��� �� ��""� �$  �  � ����� ������� � ���  �#$� � � � �� � � �� ����� ������� $�� "��$������
��!������ � ���� ��� � �� �"����$�� �� �� �'� � � �� ���� " �  ��� �

�
$�� ��!#$���� �$��

f0
	 ���%�� $� �����  �$" � �

�
���� ������� �"�������� �� �$ "$�������� �� � �%�� $� ���

%������"��� � ����� � �$��$� �$ "�&��� ����� � ����� �� �!������� 	 $� !�����  �" ��� ��
��!#$���� �� ±fd

 �$ ���" � �
�
$�� � � ����!� ��� �� ���� �

��� � � ��� � � �� ��! 3�������� �� �$�  ���� �  ���!� 	 $� ���� �� �

��� �� �� ������$���� �$ ����� � ������ � ����!���$� &$���$ � �� �
�
���� ������� � � ���

%������ �� �$ "�$%�" ��� �� �
�
��%������"��� ��!�����" ��� �� � �� ���� � #$

�
	 ���$ � �$

�!�����$� " �&��� � �� ��� ��8�� �!�!����" ��� ��� �� $�  � ����� ������� �� � "�� $�
 � ����� ���� ����� −fd

��
+fd

����! ��� �
�
!#$����� �� ��� � �� � � ����! ���!  $� �� ��$��

� ��� �

Sα(ν) =

{
σ2
α
fd
2

��$� |ν| ≤ fd
0

��$� |ν| > fd
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� �� �� �����)�� �� ��  �"$������ �$ ����� �� ����������� � �� "��8�� �!�!����" ���
$���� ! � � �� " ��8�� � 33�3 ��! ���! ��!�!��""��� � �� ������� � ��� � �� 	 ��� ��!���
��$ ��$� ���� �� ���!� ������ ��� �� ��"���� �� ������ �%�� $�  � ����� �� �������
������$���� �  ���! 	 �'�#$� ���� �� �
�� "!�'��� �� �!�!������ �$ ����� $���� !� � ��" �� �

�
�&����� $� "��8��  
��'!��#$� �
���

��$� ����"8��� 2 $� ��"&�� �)! �� ���� �� � ��$� ������ �� ��$� �$�  ���� � �� !%��
��$�  �" ��� ��"�����  ��� �� $���  �"$�! ���!� ����""��� ��$� �'�#$� ���� �� � ��  ���
����"!��! ��� �� ��!#$���� �� ������� " �)�" ���

fd
�� �

�
���$�� �� �� �3� Sα(ν)

���
� � � �$ � ���� �� �
�� �� ����$� � "!�'��� � �$� �!�!��� �� !%���$�  �" ��� �� � �
 ����' ��� �� ��"� 2

� �� " !�'��� �� � ������ �
�
$� &�$�� ��$  ��� ��� � �� 	  �"$��� �� !%���$�  �" ��� 

��"����� ��� $� &�$�� &���� ��$  ��� � ���! ��� $� � ���� 	 �!��� � �" �$� �������� ����
�!���� ��� �

�
���$�� �$  � ����� ������� �! ��!� � ����� " !�'��� � � �����!� � +����-

�- ���-� �
� $�� �$��� " !�'��� � � &� !�  $� �� " ��!�� ����� �

�
$� ��� ��  $ ��$  ��� ��� ��

 �""� ��  ��$ ���� ���� �� %���$� �� ��!#$���� � �� �'� � �� �
�
�"����$��  ���

	 �!����  ���� ��  � ����� �������  �$'���! � ����� " !�'��� � � �����!� � +����-
��� 
 �� ��'�� � � 1)��� ������� 3����� � �

��$� ����� !�$�� � �� " !�'��� �1�3  ��� $���� !� � �$�  �"$��� �� !%���$�  �" ��� ��" �
����� �

���������� �� ���
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������� 	��

��� ��  �"$��� �� ����������� � ��$ $���� ���� �� " ��8�� ������&����  
��'!��#$� �
�� " ��8�� �!���%��� �� �����  �$ �� ���" � �

�
$� � ���� � ��  !������ �� ��"� �� �� ��!�

#$���� � �� �� �� ����� �$ � ����  ��� ����! ������� �
�
$�  �!����� �� ����������� ����! �

�� ����$)  ��� ���  
��'!��#$� ��� ��  ��� ����! ���! ��� $� ��"&�� ���&�� �� ���� �� �
�� �!� �� � �"��$ �������� �$ � ���� � �$� ���� "��!�� !� ��� $��  �""� �

�
�"�$� ��� ��

� ���� ����!�!� �� ���� � �'�#$� �"�$� ��� �!���� $� ���� �� �� � � ������!�� !� ���  �� �" �
����$��

αl(t)
�  �� ������

τl(t)
�� $�  � ����� ������� � �� ���� ��  ���  $��� ! �!����!�! �

h(t, τ) =

L−1∑

l=0

αl(t)δ(τ − τl(t))
�� ����

� �
�
�"����$�� ��"���)� �� �'�#$� ���� ��

αl(t)
 $�� $�� ���  ���� ��#$� �� ��
 ����' �

� �� ������
τl(t)

 ���  $��� ! �)� �

� L
� � �� ��"&�� �� ���� ��  !����&�� �
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� �� � � �� ����� "$�������� �� � �$� ���� "��!�� ! ��� $� � ���� � �� � �� ��$�� � ��� ����!�
 ���� �� ���%��$���� �$  ����� !" � 

s(t)
�%�� �� �!��� � �" �$� �������� �$ �����

h(t) �

��� � � ��� � � !�!������ �$ ����� "$�������� �� �

�� � ���� � $�� " �� ����! �� �� �� ����� �$� �  �$� �� �� �� ����� {αl, l = 0 . . . L−1}����� � ������ �$) �� ���� {τl, l = 0 . . . L−1} �  ��� ��� �$� �

���������� �	� �	�
����	� �
���� ��	� �	 � �� 
	���

�� %�������� ��"������� �� ���� ��  ���  �"$�!� ���!� ����""��� � �$� �'�#$� ����
� �� � �� "��!�� ����� �� ����$) �!���" ��� �� 	 !%���$�  �" ��� �� � �
 ����' � � &� !�
 $� �

�
�����) �" ����� �� �� ��� �� ��
 ����'

ρ(t)
��� �� �������� 

ρ̃(t)
�� �� ���" � 2

ρ̃(t) = |α̃(t)| = |α̃1(t) + jα̃2(t)|
�� ����

�%��

α̃i(t) =

Ni∑

n=1

ci,n cos 2πfi,nt+ θi,n, i = 1, 2
�� ����

α̃i(t)
� � $��  �""� �� � ��� #$� ����� ���� 	 ��  $� ���� ����� ��

Ni
�������� '��"��

��#$� � �� ��"&��
Ni

��  ��$ ���� �!���" ��� �� ��"���) ��! �� �� ��!�� ��� �� "��8�� ��
 �"$������ � �� ���� 

ci,n
� �� ��!#$���� 

fi,n
�� �� �'� � 

θi,n
 ��� �!���" ��! �� �����  ����

#$� �� ������!�!  ���� ��#$� �� {α̃i(t), i = 1, 2}  ����� �� ��$ ����'� ��  �& �� �� 
%����&�� ��$  ����� {αi(t), i = 1, 2} �!���� �!����!�!� �� "�
���� �$��� �� �� %�������
σ2
0

2
� � �$ ��$� " !�'��� ��� !�! ����� !� ��� �� ����!���$�� ��$� �!���� �� ���!���� 

����"8��� �$ "��8�� � �� "��8�� $���� ! ��$� �
�
!�$�� � � &� !  $� �� " !�'��� �

�
!����" ���

�� ������� �)��� ��1�3 2 � ��'�� �� 1)��� ������� 3����� ������ �
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3���� �� " !�'��� �1�3 � ��$� �&����� $�  � ����� ������� �� � � � �$ � ���  �#$� � � �� 
����"8��� �$ "��8��  ��� �!��� ��� 2







ci,n = σ0√
Ni

fi,n = fmax sin
{

π
2Ni

(n− 1
2
)
}

θi,n
� � $�� %����&�� ��!������ $�����" �  $�

[0, 2π]

�� ����

��$� �&����� $�  � ����� ������� � ���� � � �� ����"8��� �$ "��8��  ��� �!��� ��� 2







ci,n = σ0√
Ni

fi,n
� � $�� %����&�� ��!������ $�����" �  $�

[−fd, fd[
θi,n

� � $�� %����&�� ��!������ $�����" �  $�
[0, 2π]

�� ����

�� �����  $ 
α1(t)

��
α2(t)

 ��� �!����!�!  �
N2 = N1 + 1 � 3���� ����� � N1 = 21

� �
 $�  ��� � �$� �%��� $�� �����) �" ����� ��!�� � �

�� ��$�� � ��� ����� �� �3� �  ���!� 	 $� ���� �� � �$� $�  � ����� ������� � ���  �#$�
�� � � � �� � ���� � � �� �3�  ��� �&���$� ��� �� " !�'��� �1�3 �� ��$� $�� ��!#$����
������� ���" ��� !�

νd = 0.03 �
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