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❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ♠❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❡ t❤ès❡ ▼♦♥✐q✉❡ ▼❛❞❛✉♥❡✲
❚♦rt ❡t ▲❛✉r❡♥t ▲é✈✐✳ ❏❡ ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ♦r✐❡♥té ✈❡rs ❝❡ s✉❥❡t ❧♦rs ❞❡ ♠♦♥ st❛❣❡
❞❡ ❉❊❆✱ ❡t ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❛✈❡❝ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✱ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡
très ❣r❛♥❞❡ r✐❣✉❡✉r ❡t ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉r❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ❡t ❥✬❡s♣èr❡ q✉✬✐❧s ♦♥t ♣r✐s ❛✉t❛♥t
❞❡ ♣❧❛✐s✐r q✉❡ ♠♦✐ à ❝❡tt❡ ❛✈❡♥t✉r❡ à ❧❛ ❢♦✐s ♣❛ss✐♦♥♥❛♥t❡ ♠❛✐s ♣❛r❢♦✐s ❞é❧✐❝❛t❡ q✉✬❡st ❧❛
ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❤ès❡✳

❏❡ s✉✐s très r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❛✉ Pr♦❢❡ss❡✉r ●ér❛r❞ ●❛❣♥❡✉①✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ ét❛✐t ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❞✉
❉❊❆✱ ❞✬❛✈♦✐r ♦❜t❡♥✉ ✉♥❡ ❜♦✉rs❡ ❞✉ ♠✐♥✐stèr❡ ♣♦✉r ♠❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ♠❡♥❡r ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❛♥s
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐❞é❛❧❡s✳ ❏❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞❡ ♣rés✐❞❡r ♠♦♥
❥✉r② ❞❡ t❤ès❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ✈✐✈❡♠❡♥t ❧❡s Pr♦❢❡ss❡✉rs ❋r❛♥ç♦✐s ❏❛♠❡s ❡t ❊✈❣❡♥② P❛♥♦✈ ♣♦✉r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡
❛tt❡♥t✐✈❡ ❡t très ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❞♦♥♥é ❞❡s ✐❞é❡s
❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s à ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡s Pr♦❢❡ss❡✉rs ❏❛❝q✉❡❧✐♥❡ ❋❧❡❝❦✐♥❣❡r ❡t ❏❡s✉s ❍❡r♥❛♥❞❡③ ❆❧♦♥s♦ ❞✬❛✈♦✐r
❛❝❝❡♣té ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r② ❞❡ t❤ès❡ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥térêt q✉✬✐❧s ♦♥t ♣♦rté à ♠❡s tr❛✈❛✉①✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ❡♥s❡✐❣♥❛♥ts ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧s ❥✬❛✐ tr❛✈❛✐❧❧é ❞✬❛✈♦✐r t♦✉❥♦✉rs
ré♣♦♥❞✉ à ♠❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ❥❡✉♥❡ ❝❤❛r❣é ❞❡ ❚❉ ❡t ❞✬❛✈♦✐r ❢❛❝✐❧✐té ❛✉ ♠✐❡✉① ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧
❞❡ ♠♦♥✐t❡✉r ✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❆♣♣❧✐q✉é❡s ❞❡ P❛✉✱ ❡t s♦♥
❞✐r❡❝t❡✉r ▼♦❤❛♠❡❞ ❆♠❛r❛ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡✉✐❧❧✐ ❞✉r❛♥t ♠❛ t❤ès❡✳

❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ ❛✉ss✐ à t♦✉s ❧❡s ❝❛♠❛r❛❞❡s ❞♦❝t❡✉rs ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞♦❝t♦r❛♥ts q✉❡ ❥✬❛✐
❝♦t♦②é ❞✉r❛♥t ♠❛ t❤ès❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❡♥sé❡ ♣♦✉r t♦✉s ♠❡s ✏❝♦❧❧è❣✉❡s ❞❡ ❜✉r❡❛✉✑ ❡t ❧✬❛♠❜✐❛♥❝❡
❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡ ✭❡♥✜♥ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ✦✮ ❡t s②♠♣❛t❤✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ré❣♥❡r ❞❛♥s ❝❡
❢❛♠❡✉① ❜✉r❡❛✉✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❋❛❜✐❡♥ ❈✳✱ P❛tr✐❝❦ ✭♣♦✉r ❧❡✉rs ♣ré❝✐❡✉①
❝♦♥s❡✐❧s ❧♦rsq✉❡ ❥✬ét❛✐s ❥❡✉♥❡ t❤és❛r❞✮✱ ❈é❞r✐❝ ✭♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r s❡r✈✐ ❞❡ t❛①✐ ❡♥tr❡ ❧❛ ❈ôt❡
❇❛sq✉❡ ❡t P❛✉✮✱ ❨✈❡s✱ ❍♦❛♥❣ ✭❤❛✱ ❝❡ ✈♦②❛❣❡ ❡♥ ❆♥❞❛❧♦✉s✐❡ ✦✮ ❡t ❋❛❜✐❡♥ ❉✳✳

❊t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✉♥❡ ♣❡♥sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✏❞rô❧❡s ❞❡ ❞❛♠❡s✑✱ ❆❣♥ès ❡t ❆♥♥❡✲●✳ ❯♥
é♥♦r♠❡ ♠❡r❝✐ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r s✉♣♣♦rté t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ♠❛ t❤ès❡ ✭❡t ✐❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ ❛✈♦✉❡r
q✉❡ ♣❛r❢♦✐s ç❛ ❞❡✈❛✐t êtr❡ q✉❛s✐♠❡♥t ♠✐ss✐♦♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✦✮✳✳✳❡t ♣♦✉r ❧❡s ❜❡❛✉① ❝❛❞❡❛✉① q✉❡
✈♦✉s ♠✬❛✈❡③ tr♦✉✈é ♣♦✉r ❧❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡ ✭s✉rt♦✉t ❧❡ ❜♦♥♥❡t ✦ ✦✮✳ ❊♥ ♣❛r❧❛♥t ❞❡s ❝❛❞❡❛✉① ❞❡
t❤ès❡✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ ② ♦♥t ♣❛rt✐❝✐♣é ✦

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❡♥✜♥ ♠❡s ♣❛r❡♥ts✱ ♣♦✉r ❧❛ ❧✐❜❡rté ❞❡ ❝❤♦✐① q✉✬✐❧s ♠✬♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❛✐ssé ❡t
♣♦✉r ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥ ❛✉t❛♥t ♠♦r❛❧ q✉❡ ✜♥❛♥❝✐❡r ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ q✉❛s✐✲❞é❝❡♥♥✐❡ ❞✬ét✉❞❡s s✉♣é✲
r✐❡✉r❡s✳ ❏✬❛ss♦❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❝❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ♠❡s ❣r❛♥❞✲♣❛r❡♥ts✱ ❡t t♦✉t❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡✳
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✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡ ♠é♠♦✐r❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡s ❞♦♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡
❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❡st ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ♦❜t❡♥✐r
❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ r❛❝❝♦r❞ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡
❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s q✉❛s✐ ❧✐♥é❛✐r❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ♣♦sé❡s ❞❛♥s ❞❡✉① ♦✉✈❡rts
❞✐s❥♦✐♥ts✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✳ P✉✐s ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s
❧✬ét✉❞❡ ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳

Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé

❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ Ω ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ R
n✱ n ≥ 1✱ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ♥♦té❡

Γ s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Ω ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ré❣✉❧✐èr❡ ✭❝♦♥❝❡♣t ❞♦♥t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
s✉✐✈❛♥t✮✳

❙♦✐t T ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ✜♥✐✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s Q ❧✬♦✉✈❡rt ]0, T [×Ω✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♦✉✈❡rts ❞✐s❥♦✐♥ts ΩL ❡t ΩR✱ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡s ♥♦té❡s
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ΓL ❡t ΓR✱ t❡❧s q✉❡ Ω = ΩL ∪ ΩR ❡t ΩL ∩ ΩR = ΓL,R✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s Σ =]0, T [×Γ✳

Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ Ω ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ❞❡ R ❡t ♣❛r ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉t
s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ✿

Ω =]−1, 1[, ΩL =]− 1, 0[, ΩR =]0, 1[, ΓL,R = {0}.
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ✿



✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ u s✉r Q t❡❧❧❡ q✉❡ ✿






∂u

∂t
+

∂

∂x
(b(x)f(u)) + g(t, x, u) = 0 ❞❛♥s Q,

u(0, x) = u0(x) s✉r Ω,
u = 0 s✉r ✭✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡✮ Σ,

✭✶✮

♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ b ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ]−1, 1[ ❡t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ 0✳

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ t②♣❡ ✭✶✮ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✲
✈♦♥s ❝✐t❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ♣étr♦❧✐èr❡ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✐♣❤❛s✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♣♦r❡✉① ❤étér♦❣è♥❡ ✭❬✷✸❪✱ ❬✸✺❪✱ ❬✺✶❪✮✳ ❈❡ ♠♦✲
❞è❧❡ ❛♣♣❛r❛ît é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✭❬✶✵❪✱ ❬✶✷❪✱ ❬✶✼❪✱
❬✶✽❪✮ ❡t ❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ tr❛✣❝ r♦✉t✐❡r ✭❬✷✺❪✱ ❬✺✺❪✮✳ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t s❛♥❣✉✐♥ ❛♣rès ✉♥❡ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡♥❞♦✈❛s❝✉❧❛✐r❡ ✭❬✶✹❪✮ ♦✉ ❧❡s ✑r❛❞❛r s❤❛♣❡✲❢r♦♠✲s❤❛❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✏ ✭❬✹✶❪✮ s♦♥t
❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❊♥✜♥ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✲❏❛❝♦❜✐ ❛ss♦❝✐é❡s à ✭✶✮
s♦♥t ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❬✸✵❪ ❡t ❬✹✷❪✳

P♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té s♦✉s ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✳
❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ {x = 0} ❡t
❞✬é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ r❛❝❝♦r❞ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳

●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ♣❡✉t s❡
❣é♥ér❛❧✐s❡r ❛✉ ❝❛s ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❞♦♥♥és ♣❛r divx(b(x)f(u)) ♦ù b ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ΓL,R ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s✳ ❊♥
r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣t❛❜❧❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ divx(b(x)f(u))
♦ù b ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ΓL,R ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
à ✈❛❧❡✉rs s❝❛❧❛✐r❡s✳ ❖r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ t❡r♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧✬✐♥✲
❣é♥✐❡r✐❡ ♣étr♦❧✐èr❡ ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ b ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t f ✉♥❡
♣❡r♠é❛❜✐❧✐té✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✲❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡

❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♥♦✉s ♠❡♥♦♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦♠♦❣è♥❡ s✉✐✈❛♥t ✿



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸

❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ u t❡❧❧❡ q✉❡ ✿





∂tu+ divx(b(x)f(u)) + g(t, x, u) = 0 ❞❛♥s Q,
u = 0 s✉r ✭✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡✮ Σ,

u(0, x) = u0(x) s✉r Ω,
✭✷✮

♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ b✱ ❞é✜♥✐❡ s✉r Ω✱ ❡st ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ΓL,R✳ P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
✭✷✮ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉✐✈r❡ ❧❡s ✐❞é❡s ♠✐s❡s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣ré❝✐s❡r ❧❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞✬❛❜♦r❞
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭q✉✐ ♣❡✉t s❡ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❬✶✻❪✱ ❬✺✹❪✮ ❞✬✉♥ ♦✉✈❡rt ❞♦♥t ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✏❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ré❣✉❧✐èr❡✑✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✶✳ ❙♦✐t Ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ R
n ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂Ω✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ∂Ω ❛❞♠❡t ✉♥❡

❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ré❣✉❧✐èr❡ s✐ ✿
✕ P♦✉r t♦✉t z ∈ ∂Ω✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ rz✱ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♣s❝❤✐t✲

③✐❡♥♥❡ αz ❞❡ R
n−1 ❞❛♥s R✱ ✉♥❡ ✐s♦♠étr✐❡ ✭♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✮ Rz ❞❡ R

n

❞❛♥s R
n t❡❧s q✉❡ ✿

Rz(z) = 0
Rz(Ω)∩] − rz, rz[

n= {y ∈] − rz, rz[
n, αz(y1, . . . , yn−1) < yn}

✕ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Ψ : [0, 1] × ∂Ω → Ω t❡❧❧❡ q✉❡ Ψ ❡st ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❜✐✲❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ ❡t Ψ(0, .) ≡ I∂Ω ♦ù I∂Ω ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té s✉r ∂Ω✳

✕ lim
s→0+

∇Ψ(s, .) ◦ α̃z = ∇α̃z ❞❛♥s L1(] − rz, rz[
n−1∩Rz(∂Ω))✱

♦ù ♣♦✉r t♦✉t z ∈ ∂Ω✱ α̃z ❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à ] − rz, rz[
n−1∩Rz(∂Ω) ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

(y1, . . . , yn−1) → R−1
z (y1, . . . , yn−1, αz(y1, . . . , yn−1))✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Ψ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❞❡ Ω✳

P❛r♠✐ ❧❡s ♦✉✈❡rts q✉✐ ré♣♦♥❞❡♥t à ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ❧❡s ♦✉✈❡rts ❞♦♥t
❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2✳ ❊♥ ❡✛❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡①tér✐❡✉r ν

❞é✜♥✐ ♣❛rt♦✉t✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r ε ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

Ψ : [0, 1] × ∂Ω → Ω
(s, σ) → σ − εsν(σ),

❡st ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡✳

▲❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ét♦✐❧és ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ♣♦✐♥t ✈ér✐✜❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✶✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t x0 ❞❡ Ω t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t σ ❞❡ ∂Ω✱ ♣♦✉r t♦✉t θ ❞❡
[0, 1[✱ x0 + θ(x0 − σ) ∈ Ω✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬❛♣♣✐❝❛t✐♦♥ Ψ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t (s, σ) ❞❡ [0, 1]× ∂Ω ♣❛r
Ψ(s, σ) = σ + 1

2
s(x0 − σ) ❡st ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡✳

▲❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞♦♥t ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✉ ❝ô♥❡ ❛❞♠❡tt❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡✳
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❍②♣♦t❤ès❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s

✕ Ω✱ ΩL✱ ΩR s♦♥t ❞❡s ♦✉✈❡rts ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥s ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡
❡t t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r i = L,R✱ Hn−1(ΓL,R ∩ (Γi \ ΓL,R)) = 0✳

✕ ▲❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0 ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❡t ❜♦r♥é❡ s✉r Ω à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s
[m,M ]✱ m ❡t M ét❛♥t ❞❡✉① ré❡❧s ✜①és✱ m < M ✳

✕ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ b ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

b(x) =

{
bL(x) s✐ x ∈ ΩL,
bR(x) s✐ x ∈ ΩR,

♦ù bL ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ W 1,∞(ΩL) ❡t bR ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ W 1,∞(ΩR)✳
❈♦♠♠❡ ♣♦✉r i = L,R✱ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ W 1,∞(Ωi) ❞❛♥s C(Ωi) ❡st ❝♦♠♣❛❝t❡ ✭✈♦✐r ❬✶✶❪✮✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ❧❡s tr❛❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ bL ❡t bR s✉r ΓL,R ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡✱
♣♦✉r x ❞❛♥s Ωi✱ ♣♦✉r t♦✉t σ ❞❡ ΓL,R✱ i = L,R✱

lim
x→σ

b(x) = bi(σ).

✕ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s f = (f1, . . . , fn) ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r R✱ s❡s n ❝♦♠♣♦✲
s❛♥t❡s s♦♥t ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ❡t ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡s s✉r R✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s✱ ♣♦✉r i = 1, . . . , n✱
Mfi

❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞❡ fi ❡t ♥♦✉s ♣♦s♦♥s Mf = maxi=1,...,nMfi
✳

✕ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r [0, T ] × Ω × R✱ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C0✱ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ s✉r R ♣❛r
r❛♣♣♦rt à s❛ tr♦✐s✐è♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ (t, x)✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥sMg ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡
❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✲❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡

❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é ♣❛r
divx(b(x)f(u))✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s s✉ ét✉❞✐❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ❞❡✉① ❧♦✐s ❞❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❡rt✉r❜é ♣❛r
❧✬❛❥♦✉t s✉r ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ♦✉✈❡rts ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡t ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥
rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ u s✉r Q t❡❧❧❡ q✉❡ ✿





∂tu+ divx(b(x)f(u)) + g(t, x, u) = divx(IΩp
(x)∇xφ(u)) ❞❛♥s Q,

u = 0 s✉r ✭✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡✮ Σ,
u(0, .) = u0 s✉r Ω,

✭✸✮
♦ù

Ω = Ωh ∪ Ωp ❡t Ωh ∩ Ωp = ∅,
b(x)f(u) = bh(x)fh(u)IΩh

+ bp(x)fp(u)IΩp
,

g(t, x, u) = gp(t, x, u)IΩp
(x) + gh(t, x, u)IΩh

(x).
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▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✮ ❛ ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜①é❡ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ◆♦✉s
♣ré❝✐s❡r♦♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✮ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳

▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ✈✐sq✉❡✉① ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ r✐❣✐❞❡✱ ❧❡ tr❛♥s✲
❢❡rt ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r ✭❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ s✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❝❤❛✉✛é❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ♦✉ ❧❡
♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♣♦r❡✉① str❛t✐✜é à ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ♣r♦✲
♣r✐étés ❣é♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦♥t q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✮✳

❘❡♣èr❡s ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡s

▲❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ à ✢✉① ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ s♦♥t ❞✉s à ❚✳ ●✐♠s❡
❡t ◆✳❍✳ ❘✐s❡❜r♦ ❡♥ ✶✾✾✷ ✭❬✷✸❪✮✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✏❢r♦♥t tr❛❝❦✐♥❣✑ ♣♦✉r
tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✉♥ ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ❉❡♣✉✐s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉①
♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és✳ ▲❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❢♦✉r♥✐❡s ✐❝✐ ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❡①❤❛✉st✐✈❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✮ ❢✉t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❏✳❉✳ ❚♦✇❡rs
❞❛♥s ❬✺✷❪ ♦ù ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s
✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬✺✸❪ ❞✉ ♠ê♠❡ ❛✉t❡✉r✮✳ ❉❡s s❝❤é♠❛s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ❞❡ t②♣❡ ❊♥❣q✉✐st✲
❖s❤❡r s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❘✳ ❇ür❣❡r✱ ❑✳❍ ❑❛r❧s❡♥✱ ◆✳❍✳ ❘✐s❡❜r♦ ❡t ❏✳❉✳ ❚♦✇❡rs
❞❛♥s ❬✶✷❪ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❬✸✹❪✱ ❑✳❍✳ ❑❛r❧s❡♥ ❡t ❏✳❉ ❚♦✇❡rs ét✉❞✐❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥
s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ▲❛①✲❋r✐❡❞r✐❝❤s✳ ▲❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ t②♣❡ ●♦❞✉♥♦✈ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ét✉❞✐és
♣❛r ❆❞✐♠✉rt❤✐✱ ❏✳ ❏❛✛ré ❡t ●✳❉✳ ❱❡❡r❛♣♣❛ ●♦✇❞❛ ✭❬✶❪✮ ❡t ♣❛r ❆❞✐♠✉rt❤✐✱ ❙✳ ▼✐s❤r❛ ❡t
●✳❉✳ ❱❡❡r❛♣♣❛ ●♦✇❞❛ ✭❬✷❪✱ ❬✸❪✮✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❝♦♥s✐st❡ à ré❣✉❧❛✲
r✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✢✉① ❡t ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡✳
❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ❡♠♣❧♦②é❡ ♣❛r ◆✳ ❙❡❣✉✐♥ ❡t ❏✳ ❱♦✈❡❧❧❡ ✭❬✹✽❪ ♦ù ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ t②♣❡
✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ② s♦♥t ❛✉ss✐ ❛♥❛❧②sés✮ ❡t ❋✳ ❇❛❝❤♠❛♥♥ ✭❬✼❪✮✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡ ♣r♦❝é❞é
❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥✐❝✐té ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛
♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s ❛rt✐❝❧❡s s♦✐t ♣❛r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ✏s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✑✭❬✶❪✱ ❬✷❪✱ ❬✸❪✮
s♦✐t ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✏❞✬❡♥tr♦♣✐❡✑ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ✭❬✶✷❪✱ ❬✼❪✱ ❬✹✽❪✱
❬✺✷❪✮✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ tr❛❝❡s ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té
❡st s✉♣♣♦sé❡ ♦✉ ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞✬❆✳ ❱❛ss❡✉r ✭❬✺✹❪✮✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t
❞✬✏❡♥tr♦♣✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❑r✉③❦♦✈ ❛❞❛♣té❡✑ ✭✑♣❛rt✐❛❧❧② ❛❞❛♣t❡❞ ❑r✉③❦♦✈ ❡♥tr♦♣✐❡s✏✮ ❊✳ ❆✉✲
❞✉ss❡ ❡t ❇✳ P❡rt❤❛♠❡ ✭❬✻❪✮ ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬✉♥✐❝✐té s❛♥s r❡❝♦✉r✐r à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ tr❛❝❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝✐♥ét✐q✉❡✱
❋✳ ❇❛❝❤♠❛♥♥ ❡t ❏✳ ❱♦✈❡❧❧❡ ✭❬✽❪✮ ♣r♦✉✈❡♥t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡
❏✳❉✳ ❚♦✇❡rs✮ s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ tr❛❝❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ t♦✉s ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
❝✐tés ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ t②♣❡ ✭✶✮ ✐✳❡✳ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ❉❛♥s
✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❛rt✐❝❧❡s ✭❬✸✶❪✱ ❬✸✷❪✱ ❬✸✸❪✮✱ ❑✳❍✳ ❑❛r❧s❡♥✱ ◆✳❍✳ ❘✐s❡❜r♦ ❡t ❏✳❉ ❚♦✇❡rs ét✉❞✐❡♥t
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✲❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✱ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ❞✬❡s♣❛❝❡✱ ❞♦♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt
❡st ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ s♦✐t ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té
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♣❛r ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✭❬✸✶❪✮ s♦✐t ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ❞❡ t②♣❡ ❊♥❣q✉✐st✲❖s❤❡r
✭❬✸✷❪✱ ❬✸✸❪✮✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦✉♣❧és ❞❡ t②♣❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✲♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✱
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✢✉① ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ❧❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ●✳ ❆❣✉✐❧❛r✱ ❋✳ ▲✐s❜♦♥❛ ❡t ▼✳ ▼❛❞❛✉♥❡✲❚♦rt ✭❬✹❪✮ ❡t ●✳ ❆❣✉✐❧❛r✱ ▲✳ ▲é✈✐ ❡t
▼✳ ▼❛❞❛✉♥❡✲❚♦rt ✭❬✺❪✮✳ ❉❛♥s ❬✷✷❪✱ ❋✳ ●❛st❛❧❞✐ ❡t ❆✳ ◗✉❛rt❡r♦♥✐ ét✉❞✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ♠❛✐s ❞❡ t②♣❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✲❡❧❧✐♣t✐q✉❡✳

◆♦t❛t✐♦♥s

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡
♠é♠♦✐r❡✳

✕ P♦✉r q ❞❛♥s [0, n]✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r Hq ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q
s✉r R

n✳
✕ ν r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡①tér✐❡✉r à Ω ❞é✜♥✐ Hn−1 ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t
s✉r Γ✳
P♦✉r i = {L,R} ♦✉ i = {h, p}✱

✕ νi r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡①tér✐❡✉r à Ωi ❞é✜♥✐ Hn−1 ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t
s✉r Γi✳

✕ Qi =]0, T [×Ωi✱ Σi =]0, T [×Γi✳
✕ ΣL,R = ΣL ∩ ΣR✱ Σhp = Σh ∩ Σp✳
❙✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛❧♦✉r❞✐r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱

✕ σ ❞és✐❣♥❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Σ ✭♦✉ ❞❡ Σi✮ ❡t σ ❞és✐❣♥❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Γ ✭♦✉ Γi✮✳ ❆✐♥s✐
σ = (t, σ)✳

✕ L ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ s✉r R
n✳

✕ P♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ A ❞❡ R
n✱ C∞

c (A) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡
C∞ s✉r A à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❞❛♥s A✳

✕ IA ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ A✳
✕ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ sgnη ❞és✐❣♥❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ sgn ❞♦♥♥é❡✱
♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ η ❡t t♦✉t ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ x✱ ♣❛r

sgnη(x) = min(
x

η
, 1) ❡t sgnη(−x) = −sgnη(x).

✕ divx ❞és✐❣♥❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ divxh =
∑n

i=1

∂hi

∂xi

✳

✕ P♦✉r t♦✉s ré❡❧s a✱ b✱ I[a, b] ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t I(a, b)✮ ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❢❡r♠é ✭r❡s♣✳
♦✉✈❡rt✮ ❜♦r♥é ♣❛r a ❡t b✳
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◗✉❡❧q✉❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ q✉❡❧q✉❡s ❡s♣❛❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s
❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❝♦♥♥✉❡s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ❞❡
❍✐❧❜❡rt✱ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ Lp✱ 1 ≤ p ≤ +∞✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✷✳ ❙♦✐❡♥t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ]a, b[ ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ R ❡t dt ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡
▲❡❜❡s❣✉❡ s✉r ]a, b[✳

• ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r Lp(a, b,X)✱ 1 ≤ p < +∞✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ❞❡ ]a, b[ ❞❛♥s X t❡❧❧❡s
q✉❡ ✿ 





f ❡st ♠❡s✉r❛❜❧❡ ♣♦✉r dt,

‖f‖Lp(a,b,X) =

(∫ b

a

‖f‖p
Xdt

) 1

p

< +∞.

• ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r C([a, b], X) ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ [a, b] à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s X✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✸✳ ❙♦✐t X ❡t Y ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt sé♣❛r❛❜❧❡s t❡❧s q✉❡ X ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s
Y ✳ ❙♦✐t ]a, b[ ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ R✳ ❆❧♦rs ❧✬❡s♣❛❝❡✱

W (a, b;X, Y ) = {u ∈ L2(a, b;X) ; ∂tu ∈ L2(a, b;Y )}
♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ‖u‖W = (‖u‖2

L2(a,b;X) + ‖∂tu‖2
L2(a,b;Y ))

1

2 ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ W (0, T ) ❧✬❡s♣❛❝❡ W (0, T ;H1
0 (Ω), H−1(Ω))✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

W (0, T ) →֒ C0([0, T ], L2(Ω)).

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✹✳ ❙♦✐t O ✉♥ ♦✉✈❡rt✳ ◆♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r BV (O) ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡s s✉r O à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜♦r♥é❡✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s | . |BV (O) ❧❛ s❡♠✐✲♥♦r♠❡
❞é✜♥✐❡✱ ♣♦✉r t♦✉t f ❞❛♥s BV (O)✱ ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡ f ✱ ✐✳❡✳

|f |BV (O) = sup

{∫

O

f(x)divφ(x)dx, φ ∈ C∞
c (O)n, ‖φ‖∞ ≤ 1

}
.

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ tr❛❝❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❜❧❡
❞❡ BV ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✺✳ ❙♦✐t O ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ R
n ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡✳ ◆♦✉s ♥♦✲

t♦♥s n ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡①tér✐❡✉r à O ❞é✜♥✐ Hn−1 ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t s✉r ∂O✳ ■❧
❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛❝❡ γ : BV (O) ∩ L1(O) 7→ L1(∂O) ❝♦♥t✐♥✉ t❡❧ q✉❡ ✿

∀ϕ ∈ C1(Rn,Rn),∀f ∈ BV (O) ∩ L1(O)✱
∫

O

f(x)divxϕdx =

∫

∂O

γfϕ.ndHn−1 −
∫

O

ϕd[Df ],

♦ù [Df ] r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
♣r❡♠✐èr❡s ❞❡ f ✭✈♦✐r ❬✶✾❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳
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◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✻✳ ❙♦✐t x ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ R
n✳ ❆❧♦rs x ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ❞❡ f s✐ ✿

lim
r→0+

1

♠❡s(B(x, r))

∫

B(x,r)

|f(y) − f(x)|dy = 0,

♦ù B(x, r) ❡st ❧❛ ❜♦✉❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ x ❡t ❞❡ r❛②♦♥ r✳

▲❡♠♠❡ ✵✳✼ ✭▲❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧✮✳ ❙♦✐❡♥t T ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ✜♥✐✱ φ ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ L∞(0, T )✱ φ(t) ≥ 0 ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t ❞❡ ]0, T [✱ µ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ L1(0, T )✱ µ ≥ 0
♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t s✉r ]0, T [✳

• ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ κ > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t s ❞❛♥s ]0, T [, φ(s) ≤ κ+

∫ s

0

µ(t)φ(t)dt. ✭✹✮

❆❧♦rs✱ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t s ❞❡ ]0, T [✱ φ(s) ≤ κexp

(∫ s

0

µ(t)dt

)
✳

• ❙✐ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❛✈❡❝ κ = 0✱ ❛❧♦rs φ = 0 ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t s✉r ]0, T [✳

▲❡♠♠❡ ✵✳✽ ✭▲❡♠♠❡ ❞❡ ❋✳ ▼✐❣♥♦t✲ ❆✳ ❇❛♠❜❡r❣❡r✮✳ ❙♦✐t V ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✱ t❡❧ q✉❡

V →֒ L2(Ω) →֒ V ′,

♦ù ❧❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t à ✐♠❛❣❡ ❞❡♥s❡✳

❙♦✐t β ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❡❧❧❡✱ à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✱ s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❝r♦✐s✲
s❛♥t❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

lim sup
|λ|→+∞

|β(λ)|
|λ| < +∞.

❆❧♦rs✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❞❡ L2(Q) t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∂tu ∈ L2(0, T ;V ′) , β(u) ∈ L2(0, T ;V ),

♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡ D′(]0, T [) ❡t ❞❛♥s L1(0, T )✱

〈∂tu, β(u)〉V ′,V =
d

dt

∫

Ω

(∫ u(.,x)

0

β(r)dr

)
dx.

◆♦✉s r❛♣♣❡❧❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣✱ s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛❥♦r❛t✐♦♥s
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s à ❡✛❡❝t✉❡r✳

Pr♦♣r✐été ✵✳✾ ✭■♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣✮✳ ∀ a ∈ R+,∀ b ∈ R+✱ ♣♦✉r t♦✉t p ❡t p′ ❞❛♥s ]1,+∞[
t❡❧s q✉❡ 1

p
+ 1

p′
= 1✱

ab ≤ 1

p
ap +

1

p′
bp

′

.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r p = p′ = 2✱
2ab ≤ a2 + b2.
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◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t
✜①❡ ❞❡ ❙❝❤❛✉❞❡r✲❚②❝❤♦♥♦✛✳ ◆♦✉s ❧✬é♥♦♥ç♦♥s ❞♦♥❝ ✐❝✐✳

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✶✵ ✭❙❝❤❛✉❞❡r✲❚②❝❤♦♥♦✛✮✳ ❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ sé♣❛r❛❜❧❡ ❡t ré✢❡①✐❢✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ✿

✕ K ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ❢❡r♠é✱ ❜♦r♥é ❡t ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ X✳
✕ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ T : K → K ❡st ✧❢❛✐❜❧❡♠❡♥t✲❢❛✐❜❧❡♠❡♥t✧ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✱

✐✳❡✳ ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ (xn)n∈N∗ ❞❡ K ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs x✱ ❧❛ s✉✐t❡ (T (xn))n

❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs T (x)✳
❆❧♦rs✱ T ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❛♥s K✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥✜♥ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬✷✵❪ s✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L∞✳

❚❤é♦rè♠❡ ✵✳✶✶✳ ❙♦✐t O ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s R
n ❡t (um)m>0 ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s

♠❡s✉r❛❜❧❡s s✉r O t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∃M > 0,∀m > 0, ‖um‖L∞(O) ≤M.

❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ (uϕ(m))m>0 ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ π ❞❛♥s L∞(]0, 1[×O)
t❡❧❧❡s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❜♦r♥é❡ f ❞❛♥s O×] −M,M [✱

∀ξ ∈ L1(O), lim
m→∞

∫

O

f(x, uϕ(m))ξdx =

∫

]0,1[×O

f(x, π(α, x))dαξdx.

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❢✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉t✐❧✐sé à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❛rt✐✜✲
❝✐❡❧❧❡✱ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❞❛♥s R

n ♣♦✉r ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t
s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ L∞ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤é❡s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❛ ❛✉ss✐ été
❛♣♣❧✐q✉é à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ✏✈♦✲
❧✉♠❡s ✜♥✐s✑ ❞♦♥♥❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ L∞ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉
♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❬✷✵❪✮✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝❡ t❤é♦rè♠❡
❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳
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✶✶

❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❘❛♣♣❡❧s ❡t ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s

▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✉ t②♣❡ ✭✷✮ ❡st ❞✉❡ à ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ b ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ b ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t
ré❣✉❧✐èr❡ ♥♦✉s s❛✈♦♥s ❞❡♣✉✐s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙✳◆✳ ❑r✉③❦♦✈ ✭✈♦✐r ❬✸✻❪✮✱ q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ✈ér✐✜❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✳ ❈❡tt❡ ✉♥✐q✉❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣❡❧é❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛ss✉r❡r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ b ♣rés❡♥t❡
❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❞❛♣t❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t
✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐❡r✱ ❛✜♥ ❞✬② ✐♥❝❧✉r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✐♠♣♦sé❡s ❛✉① ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ΣL,R =]0, T [×ΓL,R✱ ❡♥
t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ b ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ΓL,R✳

❆✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✭ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ b✱ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t✮✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s r❛♠❡♥❡r
à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r ✉♥ t❡r♠❡ ❞✬❛❞✈❡❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐❡r✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s
❞♦♥❝ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ✉♥ t♦✉r ❞✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s q✉❛s✐ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉s✱ ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦♠♦❣è♥❡✳

✶✳✶ ❘❛♣♣❡❧s ✿ ❧❡ ❝❛❞r❡ ré❣✉❧✐❡r

▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡st ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❡st



✶✷ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧s ❡t ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

ré❣✉❧✐❡r✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿

❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ u t❡❧❧❡ q✉❡ ✿





∂u

∂t
+ divxh(t, x, u) + g(t, x, u) = 0 ❞❛♥s Q,

u(0, x) = u0(x) s✉r Ω,
u = 0 s✉r ✭✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡✮ Σ,

✭✶✳✶✮

♦ù
✕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r [0, T ]×Ω×R✱ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ❡t t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r i = 1, . . . , n✱
∂xi
hi ❡st ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ s✉r R✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❛ tr♦✐s✐è♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥

(t, x)✳
◆♦✉s ♥♦t♦♥s Mhi

❝❡tt❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❡t Mh = max
i=1,...,n

Mhi
✳

▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s g ❡t u0 s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
✭✶✳✶✮✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ µ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ✜①é✱

❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ uµ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿






∂uµ

∂t
+ divxh(t, x, uµ) + g(t, x, uµ) = µ∆uµ ❞❛♥s Q =]0, T [×Ω,

uµ(0, x) = u0(x) s✉r Ω,
uµ = 0 s✉r Σ,

✭✶✳✷✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s (uµ)µ>0 ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✭✶✳✷✮µ>0 ❢♦✉r♥✐t✱ ❧♦rsq✉❡ µ t❡♥❞
✈❡rs 0+✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✶✮ ✭♥♦✉s
♣ré❝✐s❡r♦♥s ❡♥ q✉❡❧ s❡♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✮✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❛♣♣❡❧❡r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✢✉① ❡st ré❣✉❧✐èr❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é❝r✐t✉r❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❛r ❧❛
s✉✐t❡✳

✶✳✶✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s

✶✳✶✳✶✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❈✳ ❇❛r❞♦s✲ ❆✳❨✳ ▲❡❘♦✉①✲ ❏✳❈✳ ◆é❞é❧❡❝

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✭✶✳✶✮✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❈✳
❇❛r❞♦s✱ ❆✳❨✳ ▲❡❘♦✉① ❡t ❏✳❈✳ ◆é❞é❧❡❝ ❞❛♥s ❬✾❪ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0 ❡st
❞❛♥s BV (Ω) ∩ L∞(Ω)✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
BV (Q)∩L∞(Q)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ BV r❛♣♣❡❧é❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✉♥❡



✶✳✶✳ ❘❛♣♣❡❧s ✿ ❧❡ ❝❛❞r❡ ré❣✉❧✐❡r ✶✸

❢♦♥❝t✐♦♥ u ❞❛♥s BV (Q) ∩ L1(Q) ❛❞♠❡t ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞❛♥s L1(Σ) q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s γu ✭❝❢✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✺✮✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❈✳ ❇❛r❞♦s✱ ❆✳❨✳ ▲❡❘♦✉① ❡t ❏✳❈✳ ◆é❞é❧❡❝ ✭q✉❡ ♥♦✉s ❞és✐❣♥❡r♦♥s
❞és♦r♠❛✐s ♣❛r ✧❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❇✳▲✳◆✳✧✮ ❡st ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✉❡ à ❙✳◆✳ ❑r✉③❦❤♦✈ ❬✸✻❪ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❈❛✉❝❤②✳ ❊❧❧❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ tr❛❝❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ BV (Q) ∩ L1(Q) ✱ ♣♦✉r
tr❛❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳ ❙♦✐t u0 ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ BV (Ω) ∩ L∞(Ω)✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❞❡ BV (Q) ∩
L∞(Q) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✶✮ s✐ ✿

✕ ♣♦✉r t♦✉t k ❞❡ R✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s ϕ ❞❡ C∞
c (Q)✱

∫

Q

{|u− k|∂tϕ+ sgn(u− k)(h(t, x, u) − h(t, x, k)) · ∇xϕ}dxdt

−
∫

Q

sgn(u− k)(g(t, x, u) + divxh(t, x, k))ϕdxdt ≥ 0,
✭✶✳✸✮

✕ p.p.t. t ❞❛♥s ❬✵✱❚❪✱ Hn−1✲♣✳♣✱ ∀k ∈ R✱

(sgn(γu(σ) − k) + sgn(k))(h(t, σ, γu) − h(t, σ, k)) · ν ≥ 0, ✭✶✳✹✮

✕ u(0, .) = u0(.) p.p. s✉r Ω✳

P♦✉r ♣ré❝✐s❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ u✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t
❝r♦✐ss❛♥t❡ ✿

M : t ∈ [0, T ] −→M(t) = ‖u0‖L∞(Ω)e
N1t +

N2

N1

(eN1t − 1),

❛✈❡❝ N1 = Mg +
∑n

i=1Mhi
✱ N2 = max[0,T ]×Ω |g(t, x, 0) + divxh(t, x, 0)|✳

❙✉✐t❡ ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬✾❪ ❡t ❬✸✼❪✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳

✕ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ u✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✶✮✳
✕ P♦✉r t♦✉t µ > 0✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✷✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ uµ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

uµ ∈ L2(0, T ;H2(Ω)) ∩ C([0, T ];H1(Ω)) ❡t ∂tuµ ∈ L2(Q).

❉❡ ♣❧✉s✱

∀ t ∈]0, T [, |uµ(t, .)| ≤M(t), p.p. ❞❛♥s Ω.

✕ ▲♦rsq✉❡ µ t❡♥❞ ✈❡rs 0+✱ ❧❛ s✉✐t❡ (uµ)µ>0 ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs u✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✶✮✱ ❞❛♥s C([0, T ];L1(Ω))✳



✶✹ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧s ❡t ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

✶✳✶✳✶✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❋✳ ❖tt♦

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ r❡♠❛rq✉❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❇✳▲✳◆✳ ♥é❝❡ss✐t❡✱ ♣♦✉r êtr❡ ✈❛❧✐❞❡✱
q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❛❞♠❡tt❡ ✉♥❡ tr❛❝❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ Σ✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ❧❡
❝❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❛♣♣r♦♣r✐é ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❇✳▲✳◆✳ ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✈❛r✐❛t✐♦♥
❜♦r♥é❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ♥♦✉s ❞❡♠❛♥❞❡r ❝♦♠♠❡♥t ❡①♣r✐♠❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡
♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ❡st ❛ ♣r✐♦r✐
❞❛♥s L∞(Q)✱ ❡t ❞♦♥❝ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ tr❛❝❡s ❛✉ s❡♥s ❢♦rt✳ ❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❋✳
❖tt♦✱ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬✹✸❪✱ ❡t ❞ét❛✐❧❧és ❞❛♥s ❬✹✵❪✳ ❆✈❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❋✳ ❖tt♦✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝❡❧❧❡
❞✬✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ré❣✉❧✐èr❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h s❡r❛ t❡❧❧❡ q✉❡ h(t, x, u) =
b(x)f(u) ♦✉ h(t, x, u) = b(x)f(u)✳ ■❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♣❛✐r❡
❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❧♦rsq✉❡ h ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ (t, x)✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ✐❝✐ q✉❡ h ❡st ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r R✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳ ❙♦✐t η ❞❛♥s C1(R) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❡t q = (q1, ...qn)✱ qi ❞❛♥s C1(R)✱
1 ≤ i ≤ n✳ ❆❧♦rs (η,q) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✶✮ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t
r ❞❡ R✱

q′i(r) = h′i(r)η
′(r), 1 ≤ i ≤ n,

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ✏♣❛✐r❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❜♦r❞✑ ✭❛♣♣❡❧é❡ ❞❛♥s ❬✹✵❪
✏❜♦✉♥❞❛r② ❡♥tr♦♣②✲❡♥tr♦♣② ✢✉① ♣❛✐r✑✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (H,Q)✱ ♦ù H ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ C2(R2)✱ ❡t Q ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡
(C2(R2))n✱ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❜♦r❞ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ w✱ (H(w, .),Q(w, .)) ❡st
✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❛✉ ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸ ❡t s✐ ✿

H(w,w) = 0 , Q(w,w) = 0 ❡t ∂1H(w,w) = 0,

♦ù ∂1 ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞❡ ✭✶✳✶✮
♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✹✵❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✳ ❙♦✐❡♥t u0 ❞❛♥s L∞(Ω)✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❞❡ L∞(Q) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡
❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✶✮ s✐ ✿

✕ ♣♦✉r t♦✉t ϕ ❞❡ C∞
c (Q)✱ ϕ ≥ 0✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ré❣✉❧✐èr❡ (η,q)✱

∫

Q

{η(u)∂tϕ+ q(u) · ∇ϕ− η′(u)g(t, x, u)ϕ}dxdt ≥ 0. ✭✶✳✺✮

✕ P♦✉r t♦✉t ϕ ❞❛♥s L1(Σ)✱ ϕ ≥ 0✱ ❡t t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❜♦r❞ (H,Q)✱

❡ss lim
s→0−

∫

Σ

◗(u(σ + sν), 0) · νϕ(σ)dtdHn−1 ≥ 0. ✭✶✳✻✮



✶✳✶✳ ❘❛♣♣❡❧s ✿ ❧❡ ❝❛❞r❡ ré❣✉❧✐❡r ✶✺

✕

❡sslim
t→0+

∫

Ω

|u(t, x) − u0(x)|dx = 0.

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✻✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶ ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧❡ u0 ❞❛♥s L∞(Ω)✳ ❙✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❞❡ L∞(Q) ✈ér✐✜❡ ✭✶✳✺✮ ❛❧♦rs u ✈ér✐✜❡ ✭✶✳✸✮✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ k ✜①é ❡t ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ δ ♣♦s✐t✐❢✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ✭✶✳✺✮ ❧❛ ♣❛✐r❡
❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞é✜♥✐❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ z ♣❛r ✿

ηδ(z) = ((z − k)2 + δ2)
1

2 − δ ❡t qi,δ(z) =

∫ z

k

η′δ(r)h
′
i(r)dr, 1 ≤ i ≤ n.

❊♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ δ ✈❡rs 0+✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✭✶✳✸✮✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t s✐ ✉♥ é❧é♠❡♥t u ❞❡
L∞(Q) ✈ér✐✜❡ ✭✶✳✸✮ ❛❧♦rs u ✈ér✐✜❡ ✭✶✳✺✮ ✭❝❢✳ ❬✸✻❪✮✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧♦rsq✉❡ u ❛♣♣❛rt✐❡♥t à BV (Q)∩
L∞(Q)✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✭✶✳✻✮ éq✉✐✈❛✉t à ✭✶✳✹✮✳

■❧ ❡st ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬✹✵❪ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✼✳ ▲♦rsq✉❡ µ t❡♥❞ ✈❡rs 0+✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✭✶✳✷✮µ>0✱
(uµ)µ>0 ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s C([0, T ];L1(Ω)) ✈❡rs ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞❡ ✭✶✳✶✮ ❛✉ s❡♥s
❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ❞❡ ♣❛✐r❡
❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❜♦r❞ ✭❝❢✳ ❬✹✵❪✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✽✳ ❙♦✐t δ ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Hδ ❡t Qδ

❞é✜♥✐❡s s✉r R
2 ♣❛r ✿

Hδ(τ, k) =
(
(❞✐st(τ, I[0, k]))2 + δ2

) 1

2 − δ,

❡t

Qi,δ(τ, k) =

∫ τ

k

∂1Hδ(λ, k)h
′
i(λ)dλ, 1 ≤ i ≤ n.

❆❧♦rs (Hδ,Qδ) ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❜♦r❞✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧♦rsq✉❡ δ t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ ❧❛ s✉✐t❡ (Hδ,Qδ)δ>0 ❝♦♥✈❡r❣❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s✉r R
2×R

2

✈❡rs
(❞✐st(τ, I[0, k])),F0(τ, k))

♦ù ✿

F0(τ, k) =
1

2
(Φ(τ, 0) − Φ(k, 0) + Φ(τ, k)),

❡t
Φ(u, k) = (Φ1(u, k), . . . ,Φn(u, k)), Φi(u, k) = sgn(u− k)(hi(u) − hi(k)).

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✾✳ ❙✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❞❡ L∞(Q) s❛t✐s❢❛✐t ✭✶✳✻✮ ❛❧♦rs ✿

∀β ∈ L1(Σ)✱ β ≥ 0✱

❡ss lim
s→0−

∫

Σ

F0(u(σ + sν), k) · νβ(σ)dHn−1 ≥ 0 ✭✶✳✼✮



✶✻ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧s ❡t ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

✶✳✶✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ tr❛❝❡s

▲♦rsq✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ L∞(Q)✱ ❡❧❧❡ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s
❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ tr❛❝❡ ❢♦rt❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉❢✲
✜s❛♥t❡s s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✢✉① h ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ ❢♦rt❡✱ ❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r ❧✐♠✐t❡
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s L1

loc(Σ)✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞❛♥s L∞(Q)✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t
❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❛ été ét❛❜❧✐ ♣❛r ❆✳ ❱❛ss❡✉r ❞❛♥s ❬✺✹❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✢✉① ré❣✉❧✐èr❡s✳
P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ❆✳ ❱❛ss❡✉r s✬❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥s s❝❛❧❛✐r❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬✸✾❪✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✵✳ ❙♦✐t h ❞❛♥s C3([0, T ] × Ω × R)n t❡❧❧❡ q✉❡ h ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ✿

∀(α, β) ∈ R × R
n, (α, β) 6= (0, 0), L({ξ | α+ β.∂3h(t, x, ξ) = 0}) = 0.

❙✐ u ❡st ❞❛♥s L∞(Q) ❡t ✈ér✐✜❡ ✭✶✳✸✮✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ uτ ❞❛♥s L∞(Σ)
t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ K ❞❡ Σ✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ Ψ ❞❡ Q✱

❡ss lim
s→0+

∫

K

|u(Ψ(s, σ)) − uτ (σ)|dtdHn−1 = 0. ✭✶✳✽✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✶✳ ❙✐ u é❧é♠❡♥t ❞❡ L∞(Q) ✈ér✐✜❡ ✭✶✳✽✮ ❛❧♦rs ❧❡s ❛ss❡rt✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿

✶✳ u ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✳✻✮✳

✷✳ u ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✳✼✮✳

✸✳ P♦✉r t♦✉t k ❞❡ R✱ Hn p.p. s✉r Σ✱ uτ ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✳✹✮✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ u ❛♣♣❛rt✐❡♥t à BV (Q) ∩ L∞(Q)✱ ❛❧♦rs ✭✶✳✽✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❛✈❡❝ uτ = γu

❊✳ ❨✉✳ P❛♥♦✈ ❛ ❞é♠♦♥tré ❝❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❬✹✺❪ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✐t❡ ❞❡s
✏H✲♠❡❛s✉r❡s✑ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ▲✳ ❚❛rt❛r ❞❛♥s ❬✹✾❪ s❛♥s ❛❥♦✉t ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉r
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✢✉① ❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❛✛❛✐❜❧✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ❬✹✺❪✱ ✐❧ ❡st
s✉♣♣♦sé q✉❡✱ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t (t, x) ❞❛♥s [0, T ] × Ω✱ ♣♦✉r t♦✉t ξ ❞❡ R

n✱ ξ 6= 0✱

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ 7−→ ξ · h(t, x, λ) ♥✬❡st ♣❛s ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré✳ ✭✶✳✾✮

❊t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✷✳ ❙♦✐t h ❞❛♥s C([0, T ] × Ω × R)n ❡t divxh ❞❛♥s L1
loc([0, T ] × Ω × R)

s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✭✶✳✾✮✳ ❙✐ u ❡st ❞❛♥s L∞(Q) ❡t ✈ér✐✜❡ ✭✶✳✸✮✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ uτ ∈
L∞(Σ) t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ K ❞❡ Σ✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡
ψ ❞❡ Q✱ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✳✽✮ ❡st ✈r❛✐❡✳



✶✳✶✳ ❘❛♣♣❡❧s ✿ ❧❡ ❝❛❞r❡ ré❣✉❧✐❡r ✶✼

✶✳✶✳✸ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ u ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✶✮ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝
♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣ré❝✐s❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♠♣♦sé❡ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té Λ✱ ❧♦rsq✉❡ u ❛❞♠❡t ❞❡s tr❛❝❡s
❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ Λ✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t u+ ❡t u−✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❡♥tr♦♣✐q✉❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ t♦✉t❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té Λ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s❛✉t✱
❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✸✳ ❙♦✐t ν = (νt,νx) ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ♦r✐❡♥té ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ Λ✳ ❆❧♦rs
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ u ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✶✮ ✈ér✐✜❡ Hn ♣✳♣✳✱ ♣♦✉r t♦✉t k ❞❡ R✱

{sgn(u− − k)(h(t, σ, u−) − h(t, σ, k)) − sgn(u+ − k)(h(t, σ, u+) − h(t, σ, k))} · νx

+ {|u− − k| − |u+ − k|}νt ≥ 0.

❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡♥tr❛î♥❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t ✿

(u+ − u−)νt + (h(t, σ, u+) − h(t, σ, u−)) · νx = 0.

✶✳✶✳✹ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤é❡s ❞❛♥s L1

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✾✮ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ tr❛❝❡ ❢♦rt❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❡♥tr♦♣✐q✉❡ u ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ Σ✱ ♦✉ ❞❡ t♦✉t ❛✉tr❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳ ❊❧❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦rt❡ ❞❛♥s L1 ❞❡ s✉✐t❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ré❣✉✲
❧❛r✐sés q✉✐ ❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✶✮ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣ré❝✐s❡r✳ ▲❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s
q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s é♥♦♥❝❡r s♦♥t ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡✛❡❝t✉és ♣❛r ❊✳ ❨✉ P❛♥♦✈✱
❞❛♥s ❬✹✹❪ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s à ✈❛❧❡✉rs ♠❡s✉r❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❬✹✹❪
❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦rt❡ ✭❞❛♥s L1

loc✮ ❞❡ s✉✐t❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s à ✈❛❧❡✉rs ♠❡s✉r❡✳ ◆♦✉s
é♥♦♥ç♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡♥t ♣♦✉r ❞❡s s✉✐t❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥s
q✉✐ s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ L∞(Q)✳

❆✜♥ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❤é♦rè♠❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ré❡❧ ε str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢
❞❡st✐♥é à t❡♥❞r❡ ✈❡rs 0+✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ s✉✐t❡ (hε)ε>0 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t (gε)ε>0✮ t❡❧❧❡
q✉❡ (hε)ε>0 ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❛rt♦✉t ✈❡rs h ✭r❡s♣✳ (gε)ε>0 ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❛rt♦✉t ✈❡rs g✮ ❡t ♣♦✉r t♦✉t
ε✱ hε ✭r❡s♣✳ gε✮ ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ h ✭r❡s♣✳ g✮✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s uε ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
L∞(Q) q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ✿

∫

Q

{|uε − k|∂tϕ+ sgn(uε − k)(hε(t, x, uε) − hε(t, x, k)) · ∇xϕ}dxdt

−
∫

Q

sgn(uε − k)(gε(t, x, uε) + divxhε(t, x, k))ϕdxdt ≥ 0.
✭✶✳✶✵✮

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿

∂uε

∂t
+ divxhε(t, x, uε) + gε(t, x, uε) = 0 ❞❛♥s D′(Q).



✶✽ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧s ❡t ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

■❧ r❡ss♦rt ❛❧♦rs ❞❡ ❬✹✹❪ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✹✳ ❙♦✐t (uε)ε>0 ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ✭✶✳✶✵✮✳ ❙✐ h s❛t✐s❢❛✐t
✭✶✳✾✮ ❡t s✐ ❧❛ s✉✐t❡ (uε)ε>0 ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L∞(Q)✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ (uε)ε>0

q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s L1(Q)✳

▲❡ s❡❝♦♥❞ rés✉❧t❛t ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✺✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ h s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✾✮✳ P♦✉r t♦✉t ré❡❧ µ
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s uµ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✿

∂uµ

∂t
+ divxh(t, x, uµ) + g(t, x, uµ) = µ∆uµ ❞❛♥s D′(Q).

❆❧♦rs t♦✉t❡ s✉✐t❡ (uµ)µ>0 q✉✐ ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L∞(Q) ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡
❞❛♥s L1(Q)✳

✶✳✷ Pr♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥t b ❞✐s❝♦♥t✐♥✉

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✢✉① h ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r h(t, x, u) = b(x)f(u) ❡t ♥♦✉s
ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✮ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

✶✳✷✳✶ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
✭✷✮✳ ❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❞✬❡s♣❛❝❡✱ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡
♣❛r ❏✳❉✳ ❚♦✇❡rs ❞❛♥s ❬✺✷❪ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ♣♦sé ❞❛♥s ]0,+∞[×R✳ ◆♦✉s ❣é✲
♥ér❛❧✐s♦♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡t ♣♦✉r ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é✳ ▲❛
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡♥tr♦♣✐q✉❡
s✉r ❧✬♦✉✈❡rt Q✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞û à ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ b
❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ΓL,R✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F0 ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳✽ ♣♦✉r tr❛❞✉✐r❡ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞✳ ❆✐♥s✐✱

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✻✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❞❡ L∞(Q) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞❡ ✭✷✮ s✐ ✿

✭✐✮ ∀ϕ ∈ C∞
c (Q)✱ ϕ ≥ 0✱ ∀k ∈ R✱

∫

Q

{|u− k|∂tϕ+ b(x)Φ(u, k) · ∇xϕ− sgn(u− k)(g(t, x, u) + ∇xb(x).f(k))ϕ}dxdt

+

∫

ΣL,R

|(bR(σ) − bL(σ))f(k) · νL(σ)|ϕ(σ)dtdHn−1 ≥ 0,

✭✶✳✶✶✮



✶✳✷✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ à ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥t b ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ✶✾

♦ù
Φ(u, k) = (Φ1(u, k), . . . ,Φn(u, k)), Φi(u, k) = sgn(u− k)(fi(u) − fi(k)),

✭✐✐✮

❡sslim
t→0+

∫

Ω

|u(t, x) − u0(x)|dx = 0, ✭✶✳✶✷✮

✭✐✐✐✮ ∀ β ∈ L1(Σ)✱ β ≥ 0✱ ∀ k ∈ R✱

❡ss lim
s→0−

∫

Σ

F0(u(σ + sν), k) · νβ(σ)dtdHn−1 ≥ 0. ✭✶✳✶✸✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✼✳ ❙✐ u ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✻✱
❛❧♦rs ✿ ∀ϕ ∈ C∞

c ([0, T [×Ω)✱ ϕ ≥ 0✱ ∀k ∈ R✱
∫

Q

{|u− k|∂tϕ+ b(x)Φ(u, k).∇xϕ− sgn(u− k)(g(t, x, u) + ∇xb(x) · f(k)ϕ)}dxdt

+

∫

ΣL,R

|(bR(σ) − bL(σ))f(k) · νL(σ)|ϕ(σ)dtdHn−1 +

∫

Ω

|u0 − k|ϕ(0, x)dx ≥ 0.

✭✶✳✶✹✮
❊♥ ❢❛✐t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✳✶✹✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✭✶✳✶✶✮ ❡t ✭✶✳✶✷✮✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐♥❞✐q✉❡r ❝♦♠♠❡♥t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❞❛♣t❡r t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ tr❛❝❡s ❢♦rt❡s ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✏❛♣♣r♦❝❤é❡s✑ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✮ ✭♥♦✉s ♣ré❝✐s❡r♦♥s ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s ♣❛r
s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤é❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ré❣✉❧✐❡r✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✢✉① ✭✶✳✾✮✱ q✉✐ s✬é❝r✐t ✐❝✐ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t x ❞❡ Ω✱ ♣♦✉r t♦✉t ξ ❞❡ R
n ♥♦♥ ♥✉❧✱

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ 7−→ ξ · f(λ)b(x) ❡st ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♥♦♥✲❞é❣é♥éré✳ ✭✶✳✶✺✮

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ϕ ❞❡ C∞
c (Qi)✱ i = L,R✱

∫

Qi

{|u− k|∂tϕ+ b(x)Φ(u, k) · ∇xϕ− sgn(u− k)(g(t, x, u) + ∇xb(x)f(k))ϕ}dxdt ≥ 0.

❈❡❝✐ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❞❛♣t❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✷ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✽✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✶✺✮ s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ❙♦✐t u ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
L∞(Q) ✈ér✐✜❛♥t ✭✶✳✶✶✮✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ uτ

L ❞❡ L∞(ΣL) ✭r❡s♣✳ uτ
R ❞❡ L∞(ΣR)✮

t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦♠♣❛❝t K ❞❡ ΣL ✭r❡s♣✳ ΣR✮✱ ❡t t♦✉t❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ Ψ
❞❡ Ωi✱

❡ss lim
s→0+

∫

K

|u(Ψ(s, σ)) − uτ
L(σ)|dtdHn−1 = 0. ✭✶✳✶✻✮



✷✵ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧s ❡t ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

❙✐ ✭✶✳✶✺✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✮ ❛❞♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡s tr❛❝❡s
✏❢♦rt❡s✑ s✉r Σi✱ i = L,R✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ♣♦✉r ✭✷✮ q✉✐ r❡♣r❡♥❞ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞ ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❈✳ ❇❛r❞♦s✱ ❆✳❨✳ ▲❡❘♦✉① ❡t ❏✳❈✳ ◆é❞é❧❡❝ ✭❝❢ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✶✳✶✳✶✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✾✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✶✺✮ s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ❆❧♦rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❞❡
L∞(Q) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞❡ ✭✷✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ u ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ✭✶✳✶✹✮ ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞ ✿

♣✳♣✳t t ∈]0, T [✱ ∀ k ∈ R✱

(sgn(uτ (σ) − k) + sgn(k))b(σ)(f(uτ ) − f(k)).ν ≥ 0, Hnp.p. s✉r Σ, ✭✶✳✶✼✮

♦ù

uτ =

{
uτ

L s✉r ΣL ∩ Σ,
uτ

R s✉r ΣR ∩ Σ.

✶✳✷✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐♥❞✐q✉❡r ❝♦♠♠❡♥t ❛❞❛♣t❡r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✶✳✶✹ ❡t ✶✳✶✺ à ❧❛
s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ ✐❝✐✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❛♣♣r♦❝❤és q✉❡ ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞èr❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ b ♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s✳ ❙♦✐t (bε)ε>0 ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 t❡❧❧❡ q✉❡ (bε)ε>0

❝♦♥✈❡r❣❡ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t ✈❡rs b ❞❛♥s Ω ❡t bε(x) = b(x) s✐ d(x,ΓL,R) ≥ ε✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ✿

Ωε = {x ∈ Ω, d(x,ΓL,R) ≥ ε} ❡t Qε =]0, T [×Ωε,

❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x ❞❡ Ωε✱ bε(x) = b(x)✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é u0 ❞❛♥s L∞(Ω)✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ré❣✉❧❛r✐sé ✿

❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ uε ♠❡s✉r❛❜❧❡ s✉r Q t❡❧❧❡ q✉❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿





∂tuε + divx(bε(x)f(uε)) + g(t, x, uε) = 0 ❞❛♥s Q,
uε = 0 s✉r ✭✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡✮ Σ,

uε(0, x) = u0(x) s✉r Ω.
✭✶✳✶✽✮

❉✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts r❛♣♣❡❧és à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥
❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✵✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✶✺✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ❙♦✐t (uε)ε>0 ❧❛
s✉✐t❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✭✶✳✶✽✮ε>0✳ ❙✐ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L∞(Q)✱ ❛❧♦rs ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ (uε)ε>0 q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s L1(Q)✳



✶✳✷✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ à ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥t b ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ✷✶

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♣✉✐sq✉❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ (uε)ε>0 ❡st ❜♦r♥é❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t
❞❡ ε✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡✱ t♦✉❥♦✉rs ♥♦té❡ (uε)ε>0 t❡❧❧❡ q✉❡ uε ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡
❢❛✐❜❧❡✲∗ ❞❛♥s L∞(Q) ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ χ✳ ❙♦✐t ε0 > 0✳ P♦✉r t♦✉t ε < ε0✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ bε✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s bε(x)f(u) = b(x)f(u) s✉r Qε0

∩ QL ❡t s✉r Qε0
∩ QR✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

✭✶✳✶✺✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✹✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
s♦✉s✲s✉✐t❡ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s L1(Qε0

∩QL) ❡t ❞❛♥s L1(Qε0
∩QR) ✈❡rs ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡✱ ♥♦té❡ u✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❞é♣❡♥❞ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ε0 ♠❛✐s ♣❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s L∞ ❢❛✐❜❧❡✲∗✱ u = χ✳
P❛r ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✣r♠❡r q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (uε)ε>0 ❛❞♠❡t
✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ✈❡rs u ❞❛♥s L1(QL) ❡t ❞❛♥s L1(QR)✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❛♥s
L1(Q)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✷✶✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✱ s✐ u0 ❡st ❞❛♥s BV (Ω)∩L∞(Ω)✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
♥♦t❡r q✉❡ uε ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ✏❛ ♣r✐♦r✐✑ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡
∇xbε✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ε−1✳ ❯♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✢✉① s❡r❛ ✐♥tr♦❞✉✐t❡
♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (uε)ε>0 ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L∞(Q) ❛✜♥ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✶✳✷✵✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛❥♦✉t❡r ✏❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t✑ ✉♥ t❡r♠❡
❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Q✳ ❙♦✐t µ ✉♥ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✮ ✿

❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ uµ ♠❡s✉r❛❜❧❡ s✉r Q t❡❧❧❡ q✉❡ ✿





∂tuµ + divx(b(x)f(uµ)) + g(t, x, uµ) = µ∆uµ ❞❛♥s Q,
uµ(0, x) = u0(x) s✉r Ω,

uµ = 0 s✉r Σ.
✭✶✳✶✾✮

◆♦✉s ♣r♦✉✈❡r♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té ♣♦✉r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ✭✶✳✶✾✮✳ ❉❡ s♦rt❡ q✉❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✷✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✶✺✮ s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ❙♦✐t (uµ)µ>0 ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡
s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✭✶✳✶✾✮µ>0✳ ❙✐ (uµ)µ>0 ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L∞(Q)✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ (uµ)µ>0 ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❞❛♥s L1(Q)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✺ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t s✉r QL ❡t QR✳
■❧ ❡①✐st❡ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♠ê♠❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ uµ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s L1(QL) ❡t ❞❛♥s L1(QR)✱ ❡t ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t ❞❛♥s L1(Q)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✷✸✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ✐❧ ❢❛✉t ét❛❜❧✐r q✉❡ ❧❡s ❜♦r♥❡s
❞❛♥s L∞(Q) ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ uµ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ µ✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✶✳✷✷✳ ❯♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r f s❡r❛ ❧à ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sé❡✳

❉❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ✐ss✉ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ♣étr♦✲
❧✐èr❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ h ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ h(x, u) = b(x)f(u)✳ ❯♥ t❡❧



✷✷ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧s ❡t ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

✢✉① ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ✭✶✳✶✺✮✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❊✳ ❨✉✳ P❛♥♦✈✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥♦✉s ♥❡ s❛✈♦♥s ♣❧✉s ré♣♦♥❞r❡ à
❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ tr❛❝❡s ❢♦rt❡s ♣♦✉r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡✱ ♥✐ ♣r♦✉✈❡r
❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s L1 ❞❡ s✉✐t❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛♣♣r♦❝❤és✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥
rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛❧♦rs ✐♥tér❡ssés ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❝♦✉♣❧é ♣❡rt✉r❜é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✲♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ✭✸✮✳ P♦✉r ét✉❞✐❡r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s
❡♥ ♦❡✉✈r❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ✭t❤é♦rè♠❡ ✵✳✶✵✮✳ ▲❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s✬❡✛❡❝t✉❡
♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✵✳✶✶ s✉r ❧❛ ③♦♥❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳

✶✳✸ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✉♥ rés✉♠é ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s
♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❧❡ ré❞✐❣❡r ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❡t ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
❞✬② ✐♥❝❧✉r❡ ✉♥ rés✉♠é ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳

❈❤❛♣t❡r ✶

■♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❣✉❧❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣r♦❜❧❡♠
✭✶✳✶✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦❜❧❡♠ ✭✶✳✶✮ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❈✳ ❇❛r❞♦s✲
❆✳❨✳ ▲❡❘♦✉①✲❏✳❈✳ ◆é❞é❧❡❝ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❋✳ ❖tt♦ ❛r❡ r❡♠✐♥❞❡❞✳

❲❡ ♠❡♥t✐♦♥ t✇♦ r❡s✉❧ts ❞✉❡ t♦ ❊✳ ❨✉✳ P❛♥♦✈ ✇❤❡♥ t❤❡ ✢✉① s❛t✐s✜❡s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②
❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ str♦♥❣ tr❛❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥ u
✐♥ L∞(Q) ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ str♦♥❣ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ✐♥ L1(Q) ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
✏❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✑ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ Pr♦❜❧❡♠ ✭✶✳✶✮✳

❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ Pr♦❜❧❡♠ ✭✷✮ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✢✉①✳ ❲❡ ✜rst ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ ❛ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✷✮ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✻✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ✢✉① ❢✉♥❝t✐♦♥
b(x)f(u) s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✶✺✮✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇
t♦ ❛❞❛♣t P❛♥♦✈✬s r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ str♦♥❣ tr❛❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ✭✷✮✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② t❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✾ ❛♥
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✷✮ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✻✳

❈❤❛♣t❡r ✷

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ Pr♦❜❧❡♠ ✭✶✮ ✐✳❡✳ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣✉r❡❧②
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✳



✶✳✸✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ✷✸

❲❡ s❡t Ω =]−1, 1[✱ ❛♥❞ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t b ✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t x0 = 0✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ✿

bL = lim
x→0−

b(x) ❛♥❞ bR = lim
x→0+

b(x).

❲❡ s✉♣♣♦s❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ✢✉① ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❤❛t ✐s t♦ s❛② ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✿

f ✐s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♥ ❛♥② ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ [M2(T ),M1(T )],

✇❤❡r❡ [M2(T ),M1(T )] ✐s ❞❡✜♥❡❞ s✉❝❤ ❛s ❛ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥ t❛❦❡s ❛❧❧ ✐ts ✈❛❧✉❡s ✐♥
[M2(T ),M1(T )]✱ ❛♥❞

L{x ∈ Ω, b(x) = 0} = 0.

❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ uτ
1 ❛♥❞ uτ

−1✱ t❤❡ str♦♥❣ tr❛❝❡s ✐♥ L∞(]0, T [) ♦❢ ❛ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣②
s♦❧✉t✐♦♥ u ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✻✮✱ t❤❛t ❛r❡ ❣✐✈❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦♠♣❛❝t K ♦❢ ]0, T [
❜②✿

❡ss lim
x→±1

∫

K

|u(t, x) − uτ
±1(t)|dt = 0.

❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ str♦♥❣ tr❛❝❡s γu+ ✭r❡s♣✳ γu−✮ ❛❧♦♥❣ {x0 = 0} ❛t r✐❣❤t ✭r❡s♣✳ ❛t
❧❡❢t✮✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡♥❡ss r❡s✉❧t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❛ ✇❡❛❦
❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥ u ❢✉❧✜❧❧s ❛♥ ❡♥tr♦♣② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❛❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❛t
t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ✇♦r❦ ✉♥❞❡r ❛ s✐❣♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇
t❤❛t ❛ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥ u s❛t✐s✜❡s ❛ ❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✷✹✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✿





∃ k1, k2 ∈ R, k2 ≤ k1 s✉❝❤ t❤❛t u ∈ [k2, k1], ❛♥❞
f(k1)(bR − bL) ≥ 0,
f(k2)(bR − bL) ≤ 0.

❚❤❡♥ ❛ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥ u t♦ Pr♦❜❧❡♠ ✭✷✮ s❛t✐s✜❡s✱ ❢♦r ❛✳❡✳ t ✐♥ ]0, T [✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②✿

bLf(γu−(t)) = bRf(γu+(t)) .

❚❤✐s ✐s ❛ ❦❡② ♣♦✐♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ r❡s✉❧t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✷✺✳ ▲❡t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✳✷✹ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ ❛❧s♦ t❤❛t
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❝❤❛♥❣❡s ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❝❡ ✐ts ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ u ❛♥❞ v ❛r❡ t✇♦ ✇❡❛❦
❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥s t♦ Pr♦❜❧❡♠ ✭✷✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s u0 ❛♥❞ v0 ✐♥ L∞(Ω)✱
❢♦r ❛✳❡✳ t ✐♥ ]0, T [✱

∫ 1

−1

|u(t, x) − v(t, x)|dxdt ≤ eMgt

∫ 1

−1

|u0(x) − v0(x)|dx.

✇❤❡r❡ Mg ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ g ✭❝❢✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✮✳



✷✹ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧s ❡t ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

◆❡①t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ r❡❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥t b✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s (bε)ε>0✱ s✉❝❤
t❤❛t (bε)ε>0 s✐♠♣❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ b ✇❤❡♥ ε ❣♦❡s t♦ 0+ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞
♣r♦❜❧❡♠✿

❋✐♥❞ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ uε s✉❝❤ t❤❛t✿





∂uε

∂t
+

∂

∂x
(bε(x)f(uε)) + g(t, x, uε) = 0 ✐♥ Q,

uε(0, x) = u0(x) ♦♥ Ω,
u = 0 ♦♥ ✭❛ ♣❛rt ♦❢✮ ]0, T [×∂Ω.

❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥ uε t❤❛t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ✇❡
♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r ❛ s✐❣♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ f ✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (uε)ε>0 ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥
L∞(Q)✿

▲❡♠♠❛ ✶✳✷✻✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t✿
{

∀t ∈ [0, T ], (bR − bL)f(M2(t)) ≤ 0,
∀t ∈ [0, T ], (bR − bL)f(M1(t)) ≥ 0

✇❤❡r❡ M1 ❛♥❞ M2 ❛r❡ t✇♦ s♣❡❝✐✜❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ b✱ f ✱ g ❛♥❞ u0 ❜✉t ♥♦t ♦♥ ε✳
❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛✳❡✳ t ✐♥ ]0, T [✱

M2(t) ≤ uε(t, x) ≤M1(t), a.e. ♦♥ Ω.

❙♦ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ❊✳ ❨✉✳ P❛♥♦✈ t❤❛t ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ t♦
❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (uε)ε>0 ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ L1(Q) t♦ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ u ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t u
✐s ❛ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥ t♦ Pr♦❜❧❡♠ ✭✶✮✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✷✼❪✳

❈❤❛♣t❡r ✸

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r Pr♦❜❧❡♠ ✭✷✮ t❤❛t ✐s t♦
s❛② t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✴❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❍❡r❡ ❛❣❛✐♥
✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ✢✉① ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✭✶✳✶✺✮✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡♥❡ss r❡s✉❧t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱
✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❛❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❋✐rst ✇❡ ♣r♦✈❡
t❤❛t ❛ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥ ❢✉❧✜❧❧s ❛ ❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢
❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t②✳ ❙♦✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s✐❣♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✢✉① ❛t t✇♦ ♣♦✐♥ts✳ ❯♥❞❡r
❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✱ ✇❡ s❤♦✇ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ r❡s✉❧t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥s✳



✶✳✸✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ✷✺

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✈✐s❝♦s✐t② ♠❡t❤♦❞✳
❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✭✷✮✿

❋✐♥❞ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ uµ ♦♥ Q s✉❝❤ t❤❛t✿





∂tuµ + divx(b(x)f(uµ)) + g(t, x, uµ) = µ∆uµ ✐♥ Q,
uµ(0, x) = u0(x) ♦♥ Ω,

uµ = 0 ♦♥ Σ.
✭✶✳✷✵✮

❋✐rst ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s Pr♦❜❧❡♠ ✭✶✳✷✵✮✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✼✳ ❆ ❢✉♥❝t✐♦♥ uµ ✐♥ W (0, T ) ✐s ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✶✳✷✵✮ ✐❢ ✿

uµ(0, .) = u0 ❛✳❡✳ ♦♥ Ω,

❛♥❞ ✐❢✱ ❢♦r ❛❧❧ v ∈ H1
0 (Ω)✱ ❢♦r ❛✳❡✳ t ∈]0, T [✱

〈∂tuµ, v〉 +

∫

Ω

((µ∇xuµ − b(x)f(uµ)) · ∇xv + g(t, x, uµ)v)dx = 0.

▲❡♠♠❛ ✶✳✷✽✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✿

∀t ∈ [0, T ], (bR − bL)f(M1(t)) · νL(σ) ≥ 0,

∀t ∈ [0, T ], (bR − bL)f(M2(t)) · νL(σ) ≤ 0.

❚❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ uµ t♦ Pr♦❜❧❡♠ ✭✶✳✷✵✮ s✉❝❤ t❤❛t ✿

∀t ∈ [0, T ],M2(t) ≤ uµ(t, .) ≤M1(t) ❛✳❡✳ s✉r Ω.

❇② ✉s✐♥❣ P❛♥♦✈✬s ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ✇❡ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (uµ)µ>0 str♦♥❣❧② ❝♦♥✲
✈❡r❣❡s ✐♥ L1(Q) t♦✇❛r❞s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ u ♦❢ L∞(Q)✳ ❚❤❡♥ ✇❡ st❛t❡ t❤❛t u ✐s ❛ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣②
s♦❧✉t✐♦♥ t♦ Pr♦❜❧❡♠ ✭✷✮✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❡①♣♦s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ■❈■❆▼ ✵✼ ✭✐♥ ❩✉r✐❝❤✮ ❛♥❞ ❛♥ ❛rt✐❝❧❡ ✐s ✐♥
♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳

❈❤❛♣t❡r ✹

■♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ Pr♦❜❧❡♠ ✭✸✮✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡
❞♦ ♥♦t ❣✐✈❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❛♥❞ ❡①✐st❡♥❝❡
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❡ s❡t Γhp = Ωp ∩ Ωh✳

❋✐rst ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✸✮✳



✷✻ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧s ❡t ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✾✳ ❆ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ u ✐s ❛ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✸✮ ✐❢✿

• u ∈ L∞(Q), φ(u) ∈ L2(0, T ;V ),

• ∀ϕ ∈ C∞
c (Q)✱ ∀ϕ ≥ 0✱ ∀k ∈ R✱

∫

Q

(|u− k|∂tϕ+ b(x)Φ(u, k) · ∇xϕ)dxdt−
∫

Qp

∇x|φ(u) − φ(k)| · ∇xϕdxdt

−
∫

Q

sgn(u− k)(g(t, x, u) + divxb(x)f(k))ϕdxdt

+

∫

Σhp

{bhfh(k) − bpfp(k)} · νhsgn(φ(u) − φ(k))ϕdtdHn−1 ≥ 0,

• ∀ϕ ∈ L1(Σh \ Σhp)✱ ϕ ≥ 0✱ ∀k ∈ R✱

❡ss lim
τ→0−

∫

Σh\Σhp

Fh(u(σ + τνh), 0, k)ϕdσ ≥ 0,

•
❡sslim

t→0+

∫

Ω

|u(t, x) − u0(x)| = 0.

❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t
♦❢ ♦✉t✇❛r❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ♦♣❡r❛t♦r s❡t ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❞♦♠❛✐♥✳ ❙♦
✇❡ r❡❛s♦♥ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✿ ✜rst ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❛ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ③♦♥❡✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✸✵✳ ▲❡t u1 ❛♥❞ u2 ❜❡ t✇♦ ❡♥tr♦♣② ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ✭✹✳✶✮ ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛ u0,1

❛♥❞ u0,2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛✳❡✳ t ✐♥ ]0, T [✱

∫

Ωh

|u1(t, .) − u2(t, .)|dx ≤ eMgh
t

∫

Ωh

|u0,1 − u0,2|dx.

❚❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❞♦✉❜❧✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥❧②✱ t♦
♣r♦✈❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❛ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❛r❡❛✳ ■t ❝♦♠❡s✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✸✶✳ Pr♦❜❧❡♠ ✭✸✮ ❛❞♠✐ts ❛t ♠♦st ♦♥❡ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐❢ u1

❛♥❞ u2 ❛r❡ t✇♦ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛ u0,1 ❛♥❞ u0,2 s✉❝❤ t❤❛t
u0,1 = u0,2 ❛✳❡✳ ♦♥ Ωh t❤❡♥✱ ❢♦r ❛✳❡✳ t ✐♥ ]0, T [✱

∫

Ω

|u1(t, .) − u2(t, .)|dx ≤ eMgp t

∫

Ωp

|u0,1 − u0,2|dx.

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥tr♦♣② ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ✏❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✑ ✈❛♥✐s❤✐♥❣
✈✐s❝♦s✐t② ♠❡t❤♦❞✳ ■♥❞❡❡❞ ❢♦r ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ µ✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✿



✶✳✸✳ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ✷✼

❋✐♥❞ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ uµ ♦♥ Q s❛t✐s❢②✐♥❣✿





∂tuµ + divx(b(x)f(uµ)) + g(t, x, uµ) = divx(λµ∇xφ(uµ)) ✐♥ Q,
uµ = 0 ♦♥ Σ,

uµ(0, .) = u0 ♦♥ Ω.

✇✐t❤
λµ(x) = IΩp

(x) + µIΩh
(x),

❲❡ ✉s❡ ❛ ❙❝❤❛✉❞❡r✲❚②❝❤♦♥♦✛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❚❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✶✵✮ t♦ ♦❜t❛✐♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✷✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ uµ ✐♥ W (0, T ) ∩ L∞(Q) s✉❝❤ t❤❛t ✿

∀t ∈ [0, T ],M2(t) ≤ uµ(t, .) ≤M1(t) a.e. in Ω,

uµ(0, .) = u0 a.e. in Ω.

▼♦r❡♦✈❡r uµ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❛♥② v ✐♥ H1
0 (Ω)✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛✳❡✳ t ✐♥ ]0, T [✿

〈∂tuµ, v〉 +

∫

Ω

((λµ(x)∇xφµ(uµ) − b(x)f(uµ)).∇xv + g(t, x, uµ)v)dx = 0.

❚❤❡♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ t❛❦❡ t❤❡ µ✲❧✐♠✐t✳ ❚❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✭t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡
s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✮ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ st❛t❡✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✸✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ u ✐♥ L∞(Q) ✇✐t❤ φ(u) ✐♥
L2(0, T ;V ) ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t ✉♣ t♦ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤❡♥ µ ❣♦❡s t♦ 0+✱

uµ ⇀ u ✐♥ L∞(Q) ✇❡❛❦− ⋆,
uµ → u ✐♥ Lq(Qp) str♦♥❣❧② ❢♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ q ❛♥❞ ❛✳❡✳ ♦♥ Qp.

❇❡s✐❞❡s ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡

∇xφ(uµ) ⇀ ∇xφ(u) ✇❡❛❦❧② ✐♥ L2(Qp)
n,

µ∇xφ(uµ) → 0, λµµ∇xuµ → 0 str♦♥❣❧② ✐♥ L2(Qh)
n.

▲❛st❧② ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✶✶ t♦ t❛❦❡ t❤❡
µ✲❧✐♠✐t ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ③♦♥❡✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✷✽❪✳



✷✽ ✶✳ ❘❛♣♣❡❧s ❡t ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s



✷✾

❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❈❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✮ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✉♥
❞✬❡s♣❛❝❡✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ❞❡ R✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✬é❝r✐t
❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❡t ❜♦r♥é❡ u s✉r Q =]0, T [×Ω t❡❧❧❡ q✉❡ ✿





∂u

∂t
+

∂

∂x
(b(x)f(u)) + g(t, x, u) = 0 ❞❛♥s Q,

u(0, x) = u0(x) s✉r Ω,
u = 0 s✉r ✭✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡✮ Σ,

✭✷✳✶✮

♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ b ❡st ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t x0 ❞❡ Ω✳

P❛r ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣♦s❡r Ω =]− 1, 1[ ❡t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ b ❡st
❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t x0 = 0✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r b é♥♦♥❝é❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ✿

bL = lim
x→0−

b(x) ❡t bR = lim
x→0+

b(x).

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ M1 ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ M2

❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿

M1 : t ∈ [0, T ] −→M1(t) = ❡ss sup
Ω
u+

0 e
Nt +

eNt − 1

N
(Mb|f(0)| + max

[0,T ]×Ω
|g(t, x, 0)|),

❡t

M2 : t ∈ [0, T ] −→M2(t) = ❡ss inf
Ω

(−u−0 )eNt − eNt − 1

N
(Mb|f(0)| + max

[0,T ]×Ω
|g(t, x, 0)|)



✸✵ ✷✳ ❈❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶

♦ù
N = MbMf +Mg ❡t Mb = max(‖b′‖L∞(]−1,0[), ‖b′‖L∞(]0,1[)).

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ❡st
♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ P❛♥♦✈✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✢✉① s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ✭✶✳✶✺✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

f ❡st ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s [M2(T ),M1(T )], ✭✷✳✷✮

❡t
L{x ∈ Ω, b(x) = 0} = 0. ✭✷✳✸✮

❆✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✿

f ❝❤❛♥❣❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [M2(T ),M1(T )]. ✭✷✳✹✮

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ✭✷✳✶✮ ❡st r❛♣♣❡❧é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ✭✷✳✺✮✱ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ❧❡
rés✉❧t❛t ❞✬✉♥✐❝✐té✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ♣❛r ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ b✳

✷✳✷ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡

P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✢✉① s❛t✐s❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ✭✷✳✷✮✲✭✷✳✸✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✾ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞❡ ✭✷✳✶✮✳ ❆✐♥s✐✱

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❞❡ L∞(Q) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞❡ ✭✷✳✶✮ s✐ ✿

✭✐✮ ∀k ∈ R , ∀ϕ ∈ C∞
c ([0, T [×Ω) , ϕ ≥ 0 ,






∫

Q

(|u(t, x) − k|∂tϕ(t, x) + b(x)Φ(u, k)∂xϕ(t, x))dxdt

−
∫

Q

sgn(u− k)(b′(x)f(k) + g(t, x, u))ϕ(t, x)dxdt

+

∫

Ω

|u0 − k|ϕ(0, x)dx+ |(bL − bR)f(k)|
∫ T

0

ϕ(t, 0)dt ≥ 0 ,

✭✷✳✺✮

♦ù
Φ(u, k) = sgn(u− k)(f(u) − f(k)),



✷✳✸✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ {x0 = 0} ✸✶

✭✐✐✮ ♣♦✉r p.p.t. t ❞❛♥s ]0, T [✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ k✱

b(1)(sgn(uτ
1(t) − k) + sgn(k))(f(uτ

1(t)) − f(k)) ≥ 0, ✭✷✳✻✮
b(−1)(sgn(uτ

−1(t) − k) + sgn(k))(f(uτ
−1(t)) − f(k)) ≤ 0. ✭✷✳✼✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ uτ
1 ❡t uτ

−1 s♦♥t ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ L∞(]0, T [) q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t
❧❡s tr❛❝❡s ❞❡ u r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ (+1)− ❡t (−1)+✳ ■❧ rés✉❧t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✽ ✭♣✉✐sq✉❡
❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ΣL,R ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥✮ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦♠♣❛❝t K ❞❡ ]0, T [✱

❡ss lim
x→±1

∫

K

|u(t, x) − uτ
±1(t)|dt = 0.

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s γu+ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t γu−✮ ❧❛ tr❛❝❡ à ❞r♦✐t❡ ✭r❡s♣✳ à ❣❛✉❝❤❡✮ ❞❡
u ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té {x0 = 0}✳

✷✳✸ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ {x0 = 0}

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ❣❛r❛♥t✐t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥✲
tr♦♣✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ à ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ✏❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t✑
❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ {x0 = 0}✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥❡
t❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❡s s❛✉ts é✈❡♥t✉❡❧s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡
❡♥tr♦♣✐q✉❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳ ❙♦✐t u ❞❛♥s L∞(Q) ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞❡ ✭✷✳✶✮✳ ❆❧♦rs✱ p.p.t. t
❞❛♥s ]0, T [✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ k✱

bLΦ(γu−(t), k) − bRΦ(γu+(t), k) + |(bL − bR)f(k)| ≥ 0 . ✭✷✳✽✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ C∞
c (Q)✳ P♦✉r t♦✉t ε > 0✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✏❝✉t✲♦✛✑ ωε ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬✹✽❪ ❡t ❞é✜♥✐❡ s✉r R ♣❛r ✿

ωε(x) =






0 s✐ 2ε < |x| ,
−|x| + 2ε

ε
s✐ ε ≤ |x| ≤ 2ε ,

1 s✐ |x| < ε .

■❧ ✈✐❡♥t ωε(x) → 0 s✐ x 6= 0✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t ε✱ ωε(0) = 1✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ωε ❡st ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ s✉r R✱ ❡t ♣❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❞❡♥s✐té✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❝❤♦✐s✐r ϕωε ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✲t❡st ❞❛♥s ✭✷✳✺✮✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❛❧♦rs t❡♥❞r❡ ε ✈❡rs 0+✳ ●râ❝❡ ❛✉



✸✷ ✷✳ ❈❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶

t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✣r♠❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s
t❡♥❞❡♥t ✈❡rs 0✱ ❡①❝❡♣té ❧❡ t❡r♠❡ |(bL − bR)f(k)|

∫ T

0
ϕ(t, 0)dt✱ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ε✱ ❡t ✿

Iε =

∫

Q

b(x)Φ(u, k)ϕ ω′
ε dxdt .

■❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✿

lim
ε→0+

Iε =

∫ T

0

(bLΦ(γu−, k) − bRΦ(γu+, k))ϕ(t, 0)dtdx.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ωε✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

Iε =

∫ T

0

1

ε

∫ −ε

−2ε

b(x)Φ(u, k)ϕ dxdt+

∫ T

0

−1

ε

∫ 2ε

ε

b(x)Φ(u, k)ϕ dxdt.

◆♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ❛♠❡♥és à ét✉❞✐❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ Kε ❡t Lε✱ ♦ù ✿

Kε =

∫ T

0

1

ε

∫ −ε

−2ε

|b(x)(Φ(u, k)ϕ(t, x) − bLΦ(γu−, k)ϕ(t, 0))|dtdx,

❡t✱

Lε =

∫ T

0

1

ε

∫ −ε

−2ε

|b(x)(Φ(u, k)ϕ(t, x) − bLΦ(γu−, k)ϕ(t, 0))|dtdx.

❈♦♠♠❡ Φ(., k) ❡st ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ s✉r R✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ bL ❡t γu−✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✣r♠❡r
q✉❡ limε→0+ Kε = 0✳ ❉❡ ♠ê♠❡ limε→0+ Lε = 0✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ✭✷✳✽✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳ ❙✐ ♣♦✉r t♦✉t (k, l, s) ❞❡ [M2(T ),M1(T )]3✱

bLΦ(l, k) − bRΦ(s, k) ≥ 0, ✭✷✳✾✮

❛❧♦rs ✭✷✳✽✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t q✉❡❧❧❡s q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ γu− ❡t γu+✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st
✈ér✐✜é❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ f ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❛✈❡❝ bL ≥ 0 ❡t bR ≤ 0✱ ♦✉ f ♠♦♥♦t♦♥❡
❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❛✈❡❝ bL ≤ 0 ❡t bR ≥ 0✳

P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
✭✷✳✽✮ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ❝❛s ♦ù ✿






∃ k1, k2 ∈ R, k2 ≤ k1 t❡❧s q✉❡ u ∈ [k2, k1], ❡t
f(k1)(bR − bL) ≥ 0,
f(k2)(bR − bL) ≤ 0.

✭✷✳✶✵✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✹✳ ❙✐ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥ ③ér♦ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st
✈ér✐✜é❡ s✐ bR − bL ≥ 0✱ ❞♦♥❝ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rsq✉❡ bR ≥ 0 ❡t bL ≤ 0✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ré❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
s♦♥t r❡♥tr❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s QL ❡t QR✳



✷✳✹✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥✐❝✐té ✸✸

❆✐♥s✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✺✳ ❙♦✉s ✭✷✳✶✵✮✱ p.p.t. t ❞❛♥s ]0, T [✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ u ❞❡ ✭✷✳✶✮
✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t ✿

bLf(γu−(t)) = bRf(γu+(t)) . ✭✷✳✶✶✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s k = k1 ✐♥ ✭✷✳✽✮ ❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

bRf(γu+) − bLf(γu−) + f(k1)(bL − bR) + |f(k1)(bR − bL)| ≥ 0

❉✬❛♣rès ✭✷✳✶✵✮✱ |f(k1)(bL − bR)| = f(k1)(bR − bL)✱ ❡t ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ bRf(γu+) ≥
bLf(γu−)✳

❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t k = k2 ❞❛♥s ✭✷✳✽✮✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✶✵✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✐♥✈❡rs❡✳

✷✳✹ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥✐❝✐té

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞é❥à é♥♦♥❝é❡
❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ré❣✉❧✐❡r✱ ❡t q✉✐ r❡st❡ ✈r❛✐❡ ✐❝✐✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✻✳ ❙✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❡t ❜♦r♥é❡ u s❛t✐s❢❛✐t ✭✷✳✺✮✱ ❛❧♦rs ✿

❡sslim
t→0+

∫

Ω

|u(t, x) − u0(x)|dx = 0. ✭✷✳✶✷✮

◆♦✉s s♦♠♠❡s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬é♥♦♥❝❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥✐❝✐té ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
✭✷✳✶✮ ✈✐❛ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❞❛♥s L1(Ω) ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✼✳ ❙♦✐❡♥t u ❡t v ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✶✮ à
✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [k2, k1] ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s u0 ❡t v0 ❞❛♥s L∞(Ω)✳ ❆❧♦rs✱ s♦✉s
✭✷✳✾✮ ♦✉ ✭✷✳✶✵✮✱ p.p.t. t ❞❛♥s ]0, T [✱

∫ 1

−1

|u(t, x) − v(t, x)|dx ≤ eMgt

∫ 1

−1

|u0(x) − v0(x)|dx. ✭✷✳✶✸✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡
♣❛r ❙✳◆✳ ❑r✉③❦♦✈ ✭✈♦✐r ❬✸✻❪✮ ❡t r❛✐s♦♥♥❡r ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
t❡♠♣s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡st s✬❛♥♥✉❧❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ {x0 = 0}✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à
♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ❑r✉③❦♦✈ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s s✉r ❝❤❛❝✉♥
❞❡s ♦✉✈❡rts ]0, T [×] − 1, 0[ ❡t ]0, T [×]0, 1[✳ P✉✐s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✶✶✮✱ ♥♦✉s ét❡♥❞r♦♥s ❝❡tt❡
✐♥é❣❛❧✐té ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡st q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳
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▲❡♠♠❡ ✷✳✽✳ ❙♦✐❡♥t u ❡t v ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s ❞❛♥s L∞(Q) ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
✭✷✳✶✮✱ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s u0 ❡t v0 ❞❛♥s L∞(]−1,1[)✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ
❞❛♥s C∞

c ([0, T [×Ω) s✬❛♥♥✉❧❛♥t s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ {x0 = 0}✱
∫

Q

(|u(t, x) − v(t, x)|∂tϕ(t, x) + b(x)Φ(u(t, x), v(t, x))∂xϕ(t, x))dxdt

+

∫

Q

sgn(u(t, x) − v(t, x))(g(u(t, x) − g(v(t, x))ϕ(t, x)dxdt

+

∫

Ω

|u0(x) − v0(x)|ϕ(0, x)dx ≥ 0.

✭✷✳✶✹✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t (ρj)j∈N∗ ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❣✉❧❛r✐s❛♥t❡ ❞❡ R✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ρj(x) = ρj(−x)✱ ϕ
✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ C∞

c ([0, T [×Ω) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✽✳ ❙♦✐❡♥t j ∈ N
∗ ❡t

(t, x, s, y) ∈ Q×Q✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s ✿

ψj(t, x, s, y) = ϕ(
t+ s

2
,
x+ y

2
)ρj(t− s)ρj(x− y).

❆✜♥ ❞✬❛❧❧é❣❡r ❧❡s é❝r✐t✉r❡s✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s w = t+s
2
✱ z = x+y

2
✱ u = u(t, x)✱ v = v(t, x)✱ ṽ =

v(s, y)✱ q = (t, x)✱ q̃ = (s, y)✳ ❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t k = ṽ ❞❛♥s ✭✷✳✺✮ é❝r✐t❡ ♣♦✉r u ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
k = u ❞❛♥s ✭✷✳✺✮ é❝r✐t❡ ♣♦✉r ṽ✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st ψj ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t s✉r Q ♣❛r r❛♣♣♦rt
à q̃ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à q✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

∫

Q×Q

|u− ṽ|∂tϕ(w, z)ρj(t− s)ρj(x− y)dqdq̃

−
∫

Q×Q

sgn(u− ṽ)(b′(x)f(ṽ) − b′(y)f(u))ψjdqdq̃

+ 2

∫

Q×Ω

|u0(x) − v0(y)|ϕ( t
2
, z)ρj(x− y)ρj(t)dqdy

+

∫

Q×Ω

(|u− u0| + |ṽ − ṽ0|)ϕ( t
2
, z)ρj(x− y)ρj(t)dqdy

+

∫

Q×Q

Φ(u, ṽ)b(x)(∂xϕ)(w, z)ρj(t− s)ρj(x− y)dqdq̃

+

∫

Q×Q

Φ(u, ṽ)(b(y) − b(x))∂y(ψj(q, q̃)) dqdq̃

−
∫

Q×Q

sgn(u− ṽ)(g(t, x, u) − g(t, x, ṽ))ψj(q, q̃)dqdq̃ ≥ 0 .

✭✷✳✶✺✮

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉①✐è♠❡ ❡t s✐①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ✐❧ ♥✬② ❛
♣❛s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés à ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ j ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❧✐❣♥❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s♦✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ r❛♣♣❡❧é❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✻✮✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r Q✱ s♦✐t ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ❧✐❣♥❡✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ tr❛❝❡ ✭✷✳✶✷✮✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ét✉❞✐❡r ❧❛ s✐①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s Ij✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ψj✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

Ij = I1,j + I2,j,



✷✳✹✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥✐❝✐té ✸✺

♦ù ✿

I1,j =

∫

Q×Q

Φ(u, ṽ)(b(y) − b(x))∂y(ϕ(w, z))ρj(t− s)ρj(x− y)dqdq̃✱

❡t

I2,j =

∫

Q×Q

Φ(u, ṽ)(b(y) − b(x))ϕ(w, z)ρj(t− s)∂y(ρj(x− y))dqdq̃✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✣r♠❡r q✉❡ ✿

lim
j→+∞

I1,j = 0.

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ I2,j = Ia + Ib✱ ❛✈❡❝ ✿

Ia =

∫

Q×Q

{Φ(u, ṽ) − Φ(u, v)} (b(y) − b(x))ϕ(w, z)ρj(t− s)∂y(ρj(x− y))dqdq̃

❡t✱

Ib =

∫

Q×Q

Φ(u, v)(b(y) − b(x))ϕ(w, z)ρj(t− s)∂y(ρj(x− y))dqdq̃.

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ t❡r♠❡ Ib✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ✿

Q− =]0, T [×]−1, 0[ ❡t Q+ =]0, T [×]0, 1[✱

Ib,1 =

∫

Q−×Q−

Φ(u, v)(b(y) − b(x))ϕ(w, z)ρj(t− s)∂y(ρj(x− y))dqdq̃,

Ib,2 =

∫

Q−×Q+

Φ(u, v)(b(y) − b(x))ϕ(w, z)ρj(t− s)∂y(ρj(x− y))dqdq̃,

Ib,3 =

∫

Q+×Q−

Φ(u, v)(b(y) − b(x))ϕ(w, z)ρj(t− s)∂y(ρj(x− y))dqdq̃

❡t Ib,4 =

∫

Q+×Q+

Φ(u, v)(b(y) − b(x))ϕ(w, z)ρj(t− s)∂y(ρj(x− y))dqdq̃,

❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡
Ib = Ib,1 + Ib,2 + Ib,3 + Ib,4.

❆✐♥s✐✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬ét✉❞✐❡r Ib,1 ❡t Ib,2✱ ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ Ib,3 ❡t Ib,4 ét❛♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♥♦✉s ✐♥té❣r♦♥s ♣❛r ♣❛rt✐❡s Ib,1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à y✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿
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Ib,1 = −
∫

Q−×Q−

Φ(u, v)b′(y)ϕ(w, z)ρj(t− s)ρj(x− y)dqdq̃

−1

2

∫

Q−×Q−

Φ(u, v)(b(y) − b(x))∂y(ϕ(w, z))ρj(t− s)ρj(x− y)dqdq̃

+

∫

Q−

∫ T

0

Φ(u, v)(bL − b(x))ϕ(w,
x

2
)ρj(t− s)ρj(x)dqds.

❊♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ j ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs t❡r♠❡s t❡♥❞❡♥t ✈❡rs 0✱ ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té
❞❡ b s✉r ] − 1, 0[ ❡t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ bL✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ b′ ❡st ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❡t ❜♦r♥é❡ s✉r
[−1, 0[ ❡t ϕ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❛ ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡ ✿

−
∫

Q−

Φ(u(t, x), v(t, x))b′(x)ϕ(t, x)dq.

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ✿

lim
j→+∞

Ib,4 = −
∫

Q+

Φ(u(t, x), v(t, x))b′(x)ϕ(t, x)dq.

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét✉❞✐❡r ❧❡ t❡r♠❡ Ib,2✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ρj✱ Ib,2 ❡st é❣❛❧ à

∫ T

0

∫ 0

− 1

j

∫ T

0

∫ 1

j

0

Φ(u, v)(b(y) − b(x))ϕ(w, z)ρj(t− s)∂y(ρj(x− y))dqdq̃✳

❖r✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ϕ s✬❛♥♥✉❧❡ s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ {x0 = 0}✳ ❉♦♥❝✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥
j0✱ ❧❡ t❡r♠❡ Ib,2 s✬❛♥♥✉❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ Ib,3✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

lim
j→+∞

Ib = −
∫

Q

Φ(u, v)b′(x)ϕ(t, x)dq.

❊t✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ Ia✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ q✉❡ Ib✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s
❛♣♣❛r❛îtr❡ q✉❛tr❡ ✐♥té❣r❛❧❡s✱ ❞♦♥t ❞❡✉① s✬❛♥♥✉❧❡♥t ♣♦✉r j ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ✭♣✉✐sq✉❡ ϕ s✬❛♥♥✉❧❡
s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ {x0 = 0}✮✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ❛♠❡♥és à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡
t❡r♠❡ Ia,1 ✿

∫

Q−×Q−

{Φ(u, ṽ) − Φ(u, v)} (b(y) − b(x))ϕ(w, z)ρj(t− s)∂y(ρj(x− y))dqdq̃.

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ ❞❡ Φ ❡t ❞❡ b ✭s✉r [−1, 0[✮ ♣♦✉r ❡①❤✐❜❡r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
C1✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ j✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

|Ia,1| ≤ C1

∫

Q−×Q−

|v(s, y) − v(t, x)||x− y|ρj(t− s)|∂y(ρj(x− y))|dqdq̃.



✷✳✹✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥✐❝✐té ✸✼

◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ré❣✉❧❛r✐s❛♥t❡ ρj✱ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
C2✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

|Ia,1| ≤ C2j
2

∫

{|t−s|≤ 1

j
,|x−y|≤ 1

j
}

|v(t, x) − v(s, y)|dqdq̃,

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ❞❡ v✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

lim
j→∞

j2

∫

{|t−s|≤ 1

j
,|x−y|≤ 1

j
}

|v(t, x) − v(s, y)|dq = 0.

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❛✣r♠❡r q✉❡ lim

j→+∞
Ia,1 = 0✱ ❡t ❛✐♥s✐ ✿

lim
j→+∞

Ia = 0.

❊♥ rés✉♠é✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

lim
j→+∞

Ij = lim
j→+∞

(I1,j + Ia + Ib) = −
∫

Q

Φ(u(t, x), v(t, x))b′(x)ϕ(t, x)dq.

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ j ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ✭✷✳✶✺✮✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s
Lj ✿

Lj = −
∫

Q×Q

sgn(u− ṽ)(b′(x)f(ṽ) − b′(y)f(u))ψjdqdq̃.

◆♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❝❡ t❡r♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

Lj = L1,j − L2,j

❛✈❡❝ ✿
L1,j =

∫

Q×Q

b′(x)Φ(u, ṽ)ψjdqdq̃

❡t
L2,j =

∫

Q×Q

f(u)sgn(u− ṽ)(b′(x) − b′(y))ψjdqdq̃.

❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ✿

lim
j→+∞

L1,j =

∫

Q

b′(x)Φ(u(t, x), v(t, x))ϕ(t, x)dq.

❊♥ s❡❝♦♥❞ ❧✐❡✉✱ ♥♦✉s ❞é❝♦♠♣♦s♦♥s L2,j✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❢❛✐t ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ Ia ❡t
Ib✱ ❡♥ q✉❛tr❡ ✐♥té❣r❛❧❡s ❞♦♥t ❞❡✉① s✬❛♥♥✉❧❡♥t ♣♦✉r j ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ✭ϕ s✬❛♥♥✉❧❛♥t s✉r ✉♥
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ {x0 = 0}✮✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s ✿

L2,a =

∫

Q−×Q−

f(u(t, x))sgn(u(t, x) − v(s, y))(b′(x) − b′(y))ψjdqdq̃

❡t✱
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L2,b =

∫

Q+×Q+

f(u(t, x))sgn(u(t, x) − v(s, y))(b′(x) − b′(y))ψjdqdq̃.

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ✿

|L2,a| ≤ C‖f‖∞‖ϕ‖∞
∫

Ω−×Ω−

|b′(x) − b′(y)|ρj(x− y)dxdy,

♦ù Ω− =] − 1, 0[✳

❆✐♥s✐✱ ♣✉✐sq✉❡ b′ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ L∞([−1, 0[)✱ lim
j→+∞

L2,a = 0 ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ lim
j→+∞

L2,b = 0

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t

lim
j→+∞

Lj =

∫

Q

b′(x)Φ(u(t, x), v(t, x))ϕ(t, x)dq,

❡t ✭✷✳✶✹✮ s✬❡♥s✉✐t✱ ❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✽✳

◆♦✉s ❛✣r♠♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑r✉③❦♦✈ ✭✷✳✶✹✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
ϕ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ C∞

c ([0, T [×Ω)✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✾✳ ❙♦✉s ✭✷✳✶✵✮✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❑r✉③❦♦✈ ✭✷✳✶✹✮ r❡st❡ ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
ϕ ❞❡ C∞

c ([0, T [×Ω)✱ ϕ ≥ 0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❞❡♥s✐té✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st
❞❛♥s ✭✷✳✶✹✮✱ ϕ(1− ωε)✱ ♦ù ωε ❡st ❞é✜♥✐❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s t❡♥❞r❡ ε
✈❡rs 0+ ❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

∫

Q

(|u− v|∂tϕ+ b(x)Φ(u, v)∂xϕ)dxdt+

∫

Ω

|u0 − v0|ϕ(0, x)dx

−
∫

Q

sgn(u− v)((g(u) − g(v))ϕdxdt ≥ J,

❛✈❡❝

J =

∫ T

0

(bLΦ(γu−, γv−) − bRΦ(γu+, γv+))ϕ(t, 0)dt.

❙♦✉s ✭✷✳✾✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ J ❡st ♣♦s✐t✐❢✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ✭✷✳✶✵✮ ✈r❛✐❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✽✮✱ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ J ❡st
♣♦s✐t✐❢✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ét✉❞✐♦♥s✱ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t ❞❡ ]0, T [✱ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ✿

I = bLΦ(γu−, γv−) − bRΦ(γu+, γv+) .

❙✐ sgn(γu+ − γv+) = sgn(γu− − γv−)✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t
✭✷✳✶✶✮✱ q✉✐ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ✭✷✳✶✵✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s I = 0✳
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◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞♦♥❝ ❛✉ ❝❛s ♦ù γu+ −γv+ ❡t γu−−γv− s♦♥t ❞❡ s✐❣♥❡s ♦♣♣♦sés✳
▲♦rsq✉❡ sgn(γu+ − γv+) = −sgn(γu− − γv−) 6= 0✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✶✶✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

I = 2bLΦ(γu−, γv−) = −2bRΦ(γu+, γv+).

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s✱ q✉❡ bL − bR > 0✱ γv+ < γu+

❛♥❞ γu− < γv−✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s s❡ tr❛✐t❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ✿

I = −2bL(f(γu−) − f(γv−)) = −2bR(f(γu+) − f(γv+)).

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s r❛✐s♦♥♥❡r ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t ❞❡ ]0, T [✱ s✐ ❜✐❡♥ q✉❡✱ ♣❛r ❝♦♠♠♦❞✐té ❞✬é❝r✐t✉r❡✱
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t ♥✬❛♣♣❛r❛✐t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s à ♣rés❡♥t ❞✐st✐♥❣✉❡r
♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s✳

✶✳ γu− < γv− < γv+ < γu+✳
❆❧♦rs ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✳✽✮ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t k ❞❡ [γu−, γu+]✱

−bL(f(γu−) − f(k)) − bR(f(γu+) − f(k)) + (bL − bR)|f(k)| ≥ 0. ✭✷✳✶✻✮

� s✐ f(γv−) ≥ 0✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t k = γv− ❞❛♥s ✭✷✳✶✻✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

−2bL(f(γu−) − f(γv−)) ≥ 0✱ ❞♦♥❝ I ≥ 0✳

� s✐ f(γv+) ≤ 0✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t k = γv+ ❞❛♥s ✭✷✳✶✻✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

−2bR(f(γu+) − f(γv+)) ≥ 0✱ ❞♦♥❝ I ≥ 0✳

� s✐ f(γv−) < 0 ❡t f(γv+) > 0✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ❞❡ ✭✷✳✶✶✮✱ ❝♦♠♠❡ bL − bR > 0✱ q✉❡
bR < 0 ❡t bL > 0✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ I < 0✳ ❆❧♦rs I = −2bL(f(γu−) − f(γv−)) < 0✳ ❉♦♥❝ f(γu−) >
f(γv−)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s I = −2bR(f(γu+) − f(γv+))✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
f(γu+) < f(γv+)✳ ❈❡❝✐ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ f ❝❤❛♥❣❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❢♦✐s ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡✱ ❝❡
q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✷✳✹✮✳ ❆✐♥s✐ I ≥ 0✳

✷✳ γu− < γv+ < γv− < γu+✳
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ s✐ f(γv−) ≥ 0 ♦✉ f(γv+) ≤ 0✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡
q✉❡ I ≥ 0✳
❙✐ f(γv−) < 0 ❡t f(γv+) > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ α ❞❛♥s ]γv+, γv−[ t❡❧ q✉❡ f(α) = 0✳ ❊♥
❝❤♦✐s✐ss❛♥t k = α ❞❛♥s ✭✷✳✽✮ é❝r✐t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r u ❡t v✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s q✉❡ ✿
−2bRf(γu+) ≥ 0 ❡t 2bRf(γv+) ≥ 0✳ ❆✐♥s✐ I ≥ 0✳

✸✳ γu− < γv+ < γu+ < γv−✳
� s✐ f(γv+) ≥ 0 ♦✉ f(γu+) ≤ 0✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✽✮✱ I ≥ 0✳
� s✐ f(γv+) < 0 ❡t f(γu+) > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ β ❞❛♥s ]γv+, γu+[✱ t❡❧❧❡ q✉❡ f(β) = 0✳ ❊♥
♣r❡♥❛♥t k = β ❞❛♥s ✭✷✳✽✮✱ é❝r✐t❡ ♣♦✉r u ❡t v✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ I ≥ 0✳

❚♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s ♣❡✉✈❡♥t ❡♥s✉✐t❡ s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ✭✷✳✶✸✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✾✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r
❞❛♥s ✭✷✳✶✹✮ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✲t❡st ϕ t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t (t, x) ❞❛♥s [0, T [×Ω✱

ϕ(t, x) = θ(t)αε(x), ε > 0
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♦ù θ ∈ C∞
c ([0, T [) ❡t αε ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ C∞

c (Ω) t❡❧ q✉❡ αε = 1 s✉r ]−1 + ε, 1−ε[ ❡t
|α′

ε| ≤ 2
ε
✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

∫

Q

{|u− v|θ′(t)αε(x) + b(x)Φ(u, v)θ(t)α′
ε(x)}dxdt+

∫

Ω

|u0 − v0|θ(0)αε(x)dx

−
∫

Q

sgn(u− v)(g(u) − g(v))θ(t)αε(x)dxdt ≥ 0.

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ε ❞❛♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s✱ s❛♥s ❞✐✣❝✉❧tés✳ ◆♦✉s
❢❛✐s♦♥s ❥✉st❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (αε)ε ❡t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡
vτ
±1 ❡t uτ

±1 ✿

lim
ε→0+

∫

Q

b(x)Φ(u, v)θ(t)α′
ε(x)dq =

∫ T

0

{b(−1)Φ(uτ
−1, v

τ
−1) − b(1)Φ(uτ

1, v
τ
1 )}θ(t)dt.

❈❡❝✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ✿
∫

Q

|u− v|θ′(t)dxdt+

∫

Ω

|u0 − v0|θ(0)dx−
∫

Q

sgn(u− v)(g(u) − g(v))θ(t)dxdt

≥
∫ T

0

b(1)Φ(uτ
1, v

τ
1 )θ(t)dt−

∫ T

0

b(−1)Φ(uτ
−1, v

τ
−1)θ(t)dt.

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✿

∫ T

0

b(1)Φ(uτ
1, v

τ
1 )θ(t)dt−

∫ T

0

b(−1)Φ(uτ
−1, v

τ
−1)θ(t)dt ≥ 0 .

❊♥ r❡✈❡♥❛♥t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ p.p.t. t ❞❛♥s ]0, T [✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ k✱

b(1)(sgn(uτ
1(t) − k) + sgn(k))(f(uτ

1(t)) − f(k)) ≥ 0,

b(1)(sgn(vτ
1 (t) − k) + sgn(k))(f(vτ

1 (t)) − f(k)) ≥ 0.

❆✐♥s✐✱ p.p. ❞❛♥s ]0, T [✱

� s✐ uτ
1(t) ❡t v

τ
1 (t) s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s k = vτ

1 ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té
✭♦✉ k = uτ

1(t) ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✮ ❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

b(1)Φ(uτ
1(t), v

τ
1 (t)) ≥ 0,

� s✐ uτ
1(t) ❡t vτ

1 (t) s♦♥t ❞❡ s✐❣♥❡s ♦♣♣♦sés✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s k = 0 ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés
♣♦✉r ❛✈♦✐r ✿

b(1)Φ(uτ
1(t), v

τ
1 (t)) ≥ 0.

❆✐♥s✐✱ p.p.t. t ❞❛♥s ]0, T [✱
b(1)Φ(uτ

1(t), v
τ
1 (t))θ(t) ≥ 0.



✷✳✺✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ✹✶

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♣♦✉r p.p.t. t ❞❛♥s ]0, T [✱

b(−1)Φ(uτ
−1, v

τ
−1)θ(t) ≤ 0.

❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
∫

Q

|u− v|θ′(t)dxdt+

∫

Ω

|u0 − v0|θ(0)dx−
∫

Q

sgn(u− v)(g(u) − g(v))θ(t)dxdt ≥ 0.

P♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t s ❞❡ ]0, T [✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡st q✉✐
❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, s]✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ✿

∫

Ω

|u(s, x) − v(s, x)|dx ≤
∫

Ω

|u0 − v0|dx+Mg

∫ s

0

∫

Ω

|u(t, x) − v(t, x)|dtdx.

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❝♦♥❝❧✉r❡ ♣❛r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ✭❧❡♠♠❡ ✵✳✼ ❞❛♥s
❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✮ ❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✼✳

✷✳✺ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ✭✷✳✶✮✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ bε✱ ε > 0✱ ❞❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ b ❡t ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❛♥s L1(Q) ✭r❛♣♣❡❧é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮ ♣♦✉r
❧❛ s✉✐t❡ (uε)ε>0✱ ♦ù uε ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠♦❞✐✜é ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳

❙♦✉s ✭✷✳✾✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✶✮ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u t❡❧❧❡ q✉❡
u|QL

❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿





∂u

∂t
+

∂

∂x
(bL(x)f(u)) + g(t, x, u) = 0 ❞❛♥s QL,

u(0, x) = u0(x) s✉r ΩL,
u = 0 s✉r ✭✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡✮ ΣL,

❡t u|QR
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿





∂u

∂t
+

∂

∂x
(bR(x)f(u)) + g(t, x, u) = 0 ❞❛♥s QR,

u(0, x) = u0(x) s✉r ΩR,
u = 0 s✉r ✭✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡✮ ΣR.

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡ ✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ✭✷✳✺✮✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✢✉① f t❡❧❧❡s q✉❡ ✿



✹✷ ✷✳ ❈❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶

{
∀t ∈ [0, T ], (bR − bL)f(M2(t)) ≤ 0,
∀t ∈ [0, T ], (bR − bL)f(M1(t)) ≥ 0.

✭✷✳✶✼✮

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ❡t g ✈ér✐✜❡♥t ✿





f(m) = f(M) = 0
p.p.t. (t, x) ∈ Q, g(t, x,M) ≥ 0,
p.p.t. (t, x) ∈ Q, g(t, x,m) ≤ 0.

✭✷✳✶✽✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✵✳ ✭✷✳✶✼✮ ♦✉ ✭✷✳✶✽✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✭✷✳✶✵✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✶✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✷✳✷✮✱ ✭✷✳✹✮✱ ✭✷✳✶✼✮ ♦✉
✭✷✳✶✽✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡s ✭♦✉ str✐❝t❡♠❡♥t
❝♦♥❝❛✈❡s✮ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [m,M ]✱ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡s ❡t s✬❛♥♥✉❧❛♥t ❡♥
✉♥ ♣♦✐♥t✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✷✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ✐✳❡✳ g ≡ 0✱ ✭✷✳✶✽✮ s❡ ré❞✉✐t à ✿

f(m) = f(M) = 0,

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s tr❛✈❛✉① tr❛✐t❛♥t ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡
à ✢✉① ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✳

◆♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✸✳ ❙♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮ ♦✉ ✭✷✳✶✽✮✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✶✮ ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ u✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡✳ P✉✐s✱ ♣❛r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❞❛♥s L1(Q)✱
♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù u0 ❡st ❞❛♥s L∞(Ω)✳

✷✳✺✳✶ Pr❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ✿ u0 ∈ C∞
c

(Ω)

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❬✹✽❪ ✭❛✉ss✐ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❬✼❪✮ ❡t
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ b✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s (bε)ε>0 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
ε ♣♦s✐t✐❢✱ bε = b ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ]− ε, ε[✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞❡ ♣❧✉s bε ♠♦♥♦t♦♥❡ s✉r [−ε, ε] ✭❧❡
s❡♥s ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡ bR − bL✮✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✿

∀ x ∈ Ω, x 6= 0, bε(x) → b(x) ❡t |bε|BV (Ω) ≤ |b|BV (Ω).

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✏ré❣✉❧❛r✐sé✑ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t ✿



✷✳✺✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ✹✸

❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ uε ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❡t ❜♦r♥é❡ ✿





∂uε

∂t
+

∂

∂x
(bε(x)f(uε)) + g(t, x, uε) = 0 s✉r Q,

uε(0, x) = u0(x) s✉r Ω,
u = 0 s✉r ✭✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡✮ ]0, T [×∂Ω.

✭✷✳✶✾✮

❉✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts r❛♣♣❡❧és ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥
❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ uε ❞❛♥s L∞(Q) ∩BV (Q) ∩ C([0, T ], L1(Ω))✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳
❉♦♥❝ uε ❡st ❜♦r♥é❡ s✉r Q✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ε✳ ▲✬♦❜❥❡t
❞✉ ❧❡♠♠❡ q✉✐ s✉✐t ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ s♦✉s ✭✷✳✶✼✮ ♦✉ s♦✉s ✭✷✳✶✽✮ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ uε ❡st
❜♦r♥é❡ ❞❛♥s Q ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ε✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❛❧♦rs ❛❞❛♣t❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❊✳
❨✉✳ P❛♥♦✈✱ é♥♦♥❝és ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✵✱ ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦rt❡ ❞❛♥s L1(Q) ❞❡
❧❛ s✉✐t❡ (uε)ε>0✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✹✳

✭✐✮ ❙♦✉s ✭✷✳✶✼✮✱
M2(t) ≤ uε(t, x) ≤M1(t), p.p. s✉r Ω.

✭✐✐✮ ❙♦✉s ✭✷✳✶✽✮✱ ♣♦✉r t♦✉t t ❞❡ ]0, T [✱

m ≤ uε(t, x) ≤M, p.p. s✉r Ω.

✭✐✐✐✮ ❙♦✉s ✭✷✳✶✼✮ ♦✉ s♦✉s ✭✷✳✶✽✮✱ ❧❛ s✉✐t❡ (uε)ε>0 ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♣ré❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❛♥s L1(Q)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭✐✮ ❙♦✐t µ > 0✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❛ss♦❝✐é à
✭✷✳✶✾✮ ✿

❚r♦✉✈❡r uε,µ ❞❛♥s L2(0, T ;H2(Ω)) ∩ C([0, T ];H1(Ω))✱ t❡❧ q✉❡ ∂tuε,µ ∈ L2(Q)✱ ❡t ✿





∂tuε,µ + ∂x(bε(x)f(uε,µ)) + g(t, x, uε) = µ∂xxuε,µ p.p. ❞❛♥s Q,
uε,µ = u0 s✉r Ω,

uε,µ(t, 1) = uε,µ(t,−1) = 0 ♣♦✉r t♦✉t t ∈ [0, T ].
✭✷✳✷✵✮

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s r❛♣♣❡❧é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✱ ♣♦✉r t♦✉t µ > 0✱ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✷✵✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ uε,µ✳ ▲❛ s✉✐t❡ (uε,µ)µ>0 ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs uε ❞❛♥s
C([0, T ];L1(Ω)) ❧♦rsq✉❡ µ t❡♥❞ ✈❡rs 0+✳

◆♦✉s ♠✉❧t✐♣❧✐♦♥s ✭✷✳✷✵✮ ♣❛r (uε,µ−M1(t))
+✱ ❡t ♥♦✉s ✐♥té❣r♦♥s s✉r Qs =]0, s[×Ω✱ s ∈]0, T [✳

▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❡st ♥é❣❛t✐❢ ♣✉✐sq✉❡ ✿

µ

∫

Qs

∂xxuε,µ(uε,µ −M1(t))
+dxdt = −µ

∫

Qs

[∂x(uε,µ −M1(t))
+]2,

P✉✐sq✉❡ uε,µ(0, .) = u0 ≤M1(0)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
∫

Qs

∂tuε,µ(uε,µ−M1(t))
+dtdx =

1

2
‖(uε,µ(s, .)−M1(s))

+‖2
L2(Ω)+

∫

Qs

M ′
1(t)(uε,µ−M1(t))

+dtdx.



✹✹ ✷✳ ❈❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶

❉❡ ♣❧✉s✱
∫

Qs

∂x(bε(x)f(uε,µ))(uε,µ −M1(t))
+dtdx =

∫

Qs

b′ε(x)f(M1(t))(uε,µ −M1(t))
+dtdx

+

∫

Qs

∂x(bε(x)(f(uε,µ) − f(M1(t)))(uε,µ −M1(t))
+dtdx

◆♦✉s ✐♥té❣r♦♥s ❛❧♦rs ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∣∣∣∣
∫

Qs

∂x(bε(x)(f(uε,µ) − f(M1(t)))(uε,µ −M1(t))
+dtdx

∣∣∣∣ ≤ µ

∫

Qs

[∂x(uε,µ −M1(t))
+]2dtdx

+
1

4µ

∫

Qs

(bεMf )
2((uε,µ−M1(t))

+)2dtdx.

◆♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❧❡ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
∫

Q

(g(t, x, u) − g(t, x,M1(t))(uε,µ −M1(t))
+dtdx+

∫

Q

g(t, x,M1(t))(uε,µ −M1(t))
+dtdx.

❊♥ r❛ss❡♠❜❧❛♥t t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

1

2
‖(uε,µ(s, .) −M1(s))

+‖2
L2(Ω)

+

∫

Qs

[M ′
1(t) + b′εf(M1(t)) + g(t, x,M1(t))](uε,µ −M1(t))

+dtdx

≤ (Mg +
(‖b‖∞Mf )

2

4µ
)

∫

Qs

((uε,µ −M1(t))
+)2dxdt.

▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ✿

Ψ(t, x) = M ′
1(t) + b′ε(x)f(M1(t)) + g(t, x,M1(t))

❡st ♣♦s✐t✐❢ s✉r Q✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣❛r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡✳

P♦✉r t♦✉t x ∈ [−ε, ε]✱

s✐ bL ≤ bR✱ b′ε(x) ≥ 0✱ ❡t ❞✬❛♣rès ✭✷✳✶✼✮✱ f(M1(t)) ≥ 0✳ ❉♦♥❝ b′ε(x)f(M1(t)) ≥ 0✳

❙✐ bR ≤ bL✱ b′ε(x) ≤ 0✱ ❡t ❞✬❛♣rès ✭✷✳✶✼✮✱ f(M1(t)) ≤ 0✳ ❉♦♥❝ b′ε(x)f(M1(t)) ≥ 0

❉❡ ♣❧✉s✱

M ′
1(t) + g(t, x,M1(t)) = MbMfM1(t) +Mb|f(0)| +MgM1(t)

+ max[0,T ]×Ω |g(t, x, 0)| + g(t, x,M1(t)),

♦ù MbMfM1(t) +Mb|f(0)| ≥ 0✱ ❡t g(t, x,M1(t)) ≥ −MgM1(t) + g(t, x, 0)✳



✷✳✺✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ✹✺

❉♦♥❝ M ′
1(t) + g(t, x,M1(t)) ≥ 0✱ ❡t ❛✐♥s✐ Ψ(t, x) ≥ 0✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r x ❞❛♥s ] − 1, ε[∪[ε, 1[✱ bε(x) = b(x)✳ ❖r✱

M ′
1(t) = (MfMb +Mg)M1(t) +Mb|f(0)| + max[0,T ]×Ω |g(t, x, 0)|✱

❡t b′(x)f(M1(t)) + g(t, x,M1(t)) ≥ −(MbMf +Mg)M1(t) + b′(x)f(0) + g(t, x, 0)✳

❉♦♥❝
Ψ(t, x) ≥ b′f(0) +Mk|f(0)| + g(t, x, 0) + max

[0,T ]×Ω
|g(t, x, 0)| ≥ 0.

P♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ uε(t, x) ≥M2(t)✱ ♥♦✉s ♠✉❧t✐♣❧✐♦♥s ✭✷✳✷✵✮ ♣❛r −(uε,µ −M2(t))
− ❡t ♥♦✉s

✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❧✐❣♥❡ ❞❡ ✭✷✳✶✼✮✳

✭✐✐✮ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ✭✐✮ ❡t r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡s
❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t r❡st❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t M1(t) ♣❛r M ✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ Ψ(t, x) = M ′ + b′εf(M) + g(t, x,M) = b′εf(M) + g(t, x,M) ✳ ❉✬❛♣rès ✭✷✳✶✽✮✱
b′εf(M) = 0 ❡t g(., .,M) ≥ 0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Q✳ ❉♦♥❝ Ψ(t, x) ❡st ♣♦s✐t✐❢ ❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs
❝♦♥❝❧✉r❡✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ uε,µ ≥ m✱ ♥♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s M2(t) ♣❛r m ❡t ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
✭✷✳✶✽✮✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s f(m) = 0 ❡t g(., .,m) ≤ 0 ♣✳♣✳ s✉r Q✳

✭✐✐✐✮ ❈✬❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✵ é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✉s ✭✷✳✶✼✮ ♦✉ ✭✷✳✶✽✮✱ ❧❛ s✉✐t❡ (uε)ε>0 ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L∞(Q)✳ ❊t ❞♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✵✱ ❧❛ s✉✐t❡ (uε)ε>0 ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s L1(Q)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✺✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❬✹✽❪✱ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐✲
❧✐sé❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ✭✐✐✐✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✉s ✭✷✳✶✼✮ ♦✉ ✭✷✳✶✽✮✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✹✱ ❧❛
s✉✐t❡ (uε)ε>0 ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L∞(Q)✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t
✈ér✐✜é❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ (uε,µ)ε,µ>0 ✿

µ

∫

Q

|(∂xuε,µ)2|dxdt ≤ C1

❡t ∫

Q

|∂tuε,µ(t, x)|dxdt ≤ C2(|bε|BV (Ω) + ‖b‖L∞(Ω)|u0|BV (Ω) + µ‖u′′

0‖L1(Ω)),

♦ù C1 ❡t C2 s♦♥t ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♥✐ ❞❡ µ ♥✐ ❞❡ ε✳

❈❡❝✐ ❡♥tr❛î♥❡ ❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ s❡♠✐✲♥♦r♠❡ BV ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ✿

|bε(Φ(uε, k))|BV (Q) ≤ C(|u0|BV (Ω) + |b|BV (Ω)),

♦ù C ❡st ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢✳



✹✻ ✷✳ ❈❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ BV (Q) ❞❛♥s L1(Q) ❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ (Φ(uε, k))ε ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ♣✳♣✳ ❞❛♥s Q ✈❡rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦r♥é❡ χ
❞❡ BV (Q) ∩ L∞(Q)✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✷✳✷✮ ❡t ✭✷✳✹✮ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❛ss✉r❡♥t
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ k0 ❞❛♥s R t❡❧ q✉❡ Φ(., k0) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡ ✭❞♦♥❝ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✮ s✉r
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [M2(t),M1(t)]✳ ❈❡❝✐ ❡♥tr❛î♥❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ (uε)ε>0 ❞❛♥s
L1(Q)✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s u ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s L1(Q) ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ (uε)ε✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
ét❛❜❧✐r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✶✮✳ ▼♦♥tr♦♥s
❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ u ✈ér✐✜❡ ✭✷✳✺✮✳ ❆ ❝❡t ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ré❣✉❧✐èr❡✱
♣♦✉r t♦✉t k ❞❡ R ❡t ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ τ ✿

Iη(τ) =

∫ τ

k

sgnη(r − k)dr ❡t Fη(τ) =

∫ τ

k

sgnη(r − k)f ′(r)dr.

❉✬❛♣rès ❧❡s r❛♣♣❡❧s ❡✛❡❝t✉és ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✳✺✮ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
✶✳✺✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✣r♠❡r q✉✬à ε ✜①é✱ uε ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ré❣✉❧❛r✐sé❡✱ ♣♦✉r
t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ϕ ❞❡ C∞

c ([0, T [×Ω)✱

∫

Q

Iη(uε)∂tϕdxdt+

∫

Q

bε(x)Fη(uε)∂xϕdxdt−
∫

Q

I ′η(uε)g(t, x, uε)ϕ(t, x)dxdt

+

∫

Q

b′ε(x)(Fη(uε) − I ′η(uε)f(uε))ϕdxdt+

∫

Ω

Iη(u0)ϕ(0, x)dx ≥ 0.
✭✷✳✷✶✮

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ✭✷✳✷✶✮✱ ❞✬❛❜♦r❞ ❡♥ ε ♣✉✐s ❡♥s✉✐t❡ ❡♥ η✳ ●râ❝❡
❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛✐r❡ t❡♥❞r❡ ε ✈❡rs 0 ❞❛♥s
t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s s❛♥s ❞✐✣❝✉❧tés✱ ❡①❝❡♣té ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡✳
◆♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❛❧♦rs ❝❡ t❡r♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
∫

Q

b′ε(x)(Fη(uε) − I ′η(uε)f(uε))ϕdxdt =

∫ T

0

∫ −ε

−1

b′ε(x)(Fη(uε) − I ′η(uε)f(uε))ϕdxdt

+

∫ T

0

∫ ε

−ε

b′ε(x)(Fη(uε) − I ′η(uε)f(uε))ϕdxdt+

∫ T

0

∫ 1

ε

b′ε(x)(Fη(uε) − I ′η(uε)f(uε))ϕdxdt.

✭✷✳✷✷✮

❖r✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ bε✱

∫ T

0

∫ −ε

−1

b′ε(x)(Fη(uε) − I ′η(uε)f(uε))ϕddxdt =

∫ T

0

∫ −ε

−1

b′(x)(Fη(uε) − I ′η(uε)f(uε))ϕdxdt,

✭✷✳✷✸✮
❡t

∫ T

0

∫ 1

ε

b′ε(x)(Fη(uε) − I ′η(uε)b(uε))ϕdq =

∫ T

0

∫ 1

ε

b′(x)(Fη(uε) − I ′η(uε)f(uε))ϕdq. ✭✷✳✷✹✮



✷✳✺✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ✹✼

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Fη ❞❡ Iη✱

∫ T

0

∫ ε

−ε

b′ε(x)(Fη(uε) − I ′η(uε)f(uε))ϕdxdt = −
∫ T

0

∫ ε

−ε

b′εf(k)sgnη(uε − k)ϕdxdt

+

∫ T

0

∫ ε

−ε

b′εϕ(

∫ uε

k

sgnη(τ − k)f ′(τ)dτ − (f(uε) − f(k))sgnη(uε − k))dq.

◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❛❧♦rs à ♠❛❥♦r❡r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ ∣∣∣∣

∫ T

0

∫ ε

−ε

b′εf(k)sgnη(uε − k)ϕdxdt

∣∣∣∣ ≤ |f(k)|
∫ T

0

∫ ε

−ε

|b′ε|ϕdq.

❊♥ s❡❝♦♥❞ ❧✐❡✉✱ ♥♦✉s ❡st✐♠♦♥s ❧❡ t❡r♠❡ |D(uε)| ♦ù ✿

D(uε) =

∫ uε

k

sgnη(τ − k)f ′(τ)dτ − (f(uε) − f(k))sgnη(uε − k).

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ✿

|D(uε)| ≤ Cfη, ✭✷✳✷✺✮

♦ù Cf = 2Mf ✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r η ❡t k ✜①és✱ p.p. s✉r Q✱

� s✐ uε ≥ k + η✱

D(uε) =

∫ η+k

k

τ − k

η
f ′(τ)dτ +

∫ uε

k+η

f ′(τ)dτ − (f(uε) − f(k))

❡t

|D(uε)| ≤ ηMf + |f(k + η) − f(k)|,

❝❛r 0 ≤ τ−k
η

≤ 1✳ ❊♥✜♥ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥ ❞❡ f ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✳

� s✐ k − η ≤ uε ≤ k + η✱

D(uε) =

∫ uε

k

τ − k

η
f ′(τ)dτ − uε − k

η
(f(uε) − f(k))

❡t

|D(uε)| ≤Mf |uε − k| +Mf
|uε−k|2

η
≤ 2Mfη✳

� s✐ uε ≤ k − η✱



✹✽ ✷✳ ❈❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶

D(uε) =

∫ k−η

uε

f ′(τ)dτ +

∫ k

k−η

τ − k

η
f ′(τ)dτ + f(uε) − f(k),

❡t |D(uε)| ≤ Cfη✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉✬❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡
∫ T

0

∫ ε

−ε

b′εϕ(

∫ uε

k

sgnη(τ − k)f ′(τ)dτ − (f(uε) − f(k))sgnη(uε − k))dxdt

❡st ❜♦r♥é ♣❛r ✿

Cfη

∫ T

0

∫ ε

−ε

|b′ε|ϕdxdt,

❡t
∫ T

0

∫ ε

−ε

b′ε(x)(Fη(uε) − I ′η(uε)f(uε))ϕdxdt ≤ (Cfη + |f(k)|)
∫ T

0

∫ ε

−ε

|b′ε|ϕdxdt. ✭✷✳✷✻✮

❈♦♠♠❡ bε ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ s✉r [−ε, ε]✱ ♣♦✉r ε ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ |b′ε| = sgn(bR − bL)b′ε✳ ❆❧♦rs✱
∫ T

0

∫ ε

−ε

|b′ε|ϕdxdt = sgn(bR − bL)

∫ T

0

∫ ε

−ε

b′εϕdxdt

◆♦✉s ✐♥té❣r♦♥s ❛❧♦rs ♣❛r ♣❛rt✐❡s✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✿
∫ T

0

∫ ε

−ε

|b′ε|ϕdxdt = −sgn(bR − bL)

∫ T

0

∫ ε

−ε

bεϕxdxdt

+sgn(bR − bL)

∫ T

0

(b(ε)ϕ(t, ε) − b(−ε)ϕ(t,−ε))dt .
✭✷✳✷✼✮

❆✐♥s✐✱ ❞✬❛♣rès ✭✷✳✷✶✮✱ ✭✷✳✷✷✮✱ ✭✷✳✷✸✮✱ ✭✷✳✷✹✮✱ ✭✷✳✷✻✮ ❡t ✭✷✳✷✼✮✱ ♣♦✉r t♦✉t η ❡t ε ♣♦s✐t✐❢s✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✿

−sgn(bR − bL)(Cfη + |f(k)|)
∫ T

0

∫ ε

−ε

bε∂xϕdxdt+

∫

Q

bε(x)Fη(uε)ϕxdxdt

+

∫ T

0

∫ −ε

−1

b′(x)(Fη(uε) − I ′η(uε)f(uε))ϕdxdt+

∫

Ω

Iη(u0)ϕ(0, x)dx

+

∫ T

0

∫ 1

ε

b′(x)(Fη(uε) − I ′η(uε)f(uε))ϕdxdt+

∫

Q

Iη(uε)∂tϕdxdt−
∫

Q

I ′η(uε)g(t, x, uε)ϕdxdt

+sgn(bR − bL)(Cfη + |f(k)|)
∫ T

0

(b(ε)ϕ(t, ε) − b(−ε)ϕ(t,−ε))dt ≥ 0.

◆♦✉s ♣❛ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ε✳ P✉✐sq✉❡ (uε)ε>0 ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs u ❞❛♥s L1(Q) ❡t
♣✉✐sq✉❡ Iη ❡t Fη s♦♥t ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡s✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡

lim
ε→0+

∫

Q

(Iη(uε)∂tϕ+ bε(x)Fη(uε)∂xϕ)dxdt =

∫

Q

(Iη(u)∂tϕ+ b(x)Fη(u)∂xϕ)dxdt.



✷✳✺✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ✹✾

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ bL ❡t bR✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ϕ✱

lim
ε→0+

∫ T

0

(b(ε)ϕ(t, ε) − b(−ε)ϕ(t,−ε))dt = (bR − bL)

∫ T

0

ϕ(t, 0)dt.

❉❡ ♣❧✉s✱ bε∂xϕ ét❛♥t ❜♦r♥é❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ε✱

lim
ǫ→0+

∫ T

0

∫ ε

−ε

bε∂xϕdxdt = 0.

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t η ♣♦s✐t✐❢✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∫

Q

(Iη(u)∂tϕ+ b(x)Fη(u)∂xϕ)dxdt+

∫

Ω

Iη(u0)ϕ(0, x)dx

+

∫

Q

b′(x)(Fη(u) − I ′η(u)f(u))ϕdxdt−
∫

Q

I ′η(u)g(t, x, u)ϕdxdt

+(|f(k)| + Cfη)|bR − bL|
∫ T

0

ϕ(t, 0)dt ≥ 0.

✭✷✳✷✽✮

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ η✱ ❣râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ u s❛t✐s❢❛✐t ✭✷✳✺✮✳

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ u ✈ér✐✜❡ ✭✷✳✻✮✲✭✷✳✼✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ δ ♣♦s✐t✐❢✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ✏♣❛✐r❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡s ❞❡ ❜♦r❞✑ (Hδ, Qδ) ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✶✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧s k ❡t τ ✱

Hδ(τ, k) =
(
(❞✐st(τ, I[0, k]))2 + δ2

) 1

2 − δ

❡t
Qδ(τ, k) =

∫ τ

k

∂1Hδ(λ, k)f
′(λ)dλ

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❛❧♦rs ❞❛♥s ✭✷✳✷✵✮✱ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ϕ ❞❡ C∞
c (]0, T [×Ω)✱ ❧❛ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ t❡st ∂1Hδ(uε,µ, k)ϕ✳ ◆♦✉s ♣❛ss♦♥s à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ µ✱ ❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉s δ ❡t
ε ♣♦s✐t✐❢s✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✿

∫

Q

Hδ(uε, k)∂tϕdxdt+

∫

Q

bεQδ(uε, k)∂xϕdxdt−
∫

Q

∂1Hδ(uε, k)g(t, x, uε)ϕdxdt

+

∫

Q

b′ε(x)(Qδ(uε, k) − ∂1Hδ(uε, k)f(uε))ϕdxdt ≥ 0.

❙✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ϕ ♥✉❧❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ {x0 = 0}
❝♦♥t❡♥❛♥t [−ε, ε] ✭❝❡ q✉✐ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s r❡str✐❝t✐❢ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣❛ss❡r à ❧❛
❧✐♠✐t❡ ❡♥ ε s❛♥s ❞✐✣❝✉❧tés ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✿

∫

Q

Hδ(u, k)∂tϕdxdt+

∫

Q

bQδ(u, k)∂xϕdxdt−
∫

Q

∂1Hδ(u,k)g(t, x, u)ϕdxdt

+

∫

Q

b′(x)(Qδ(u, k) − ∂1Hδ(u, k)f(u))ϕdxdt ≥ 0.
✭✷✳✷✾✮



✺✵ ✷✳ ❈❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶

P♦✉r (t, x) ❞❛♥s ]0, T [×Ω✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❛♥s ✭✷✳✷✾✮ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡st✱ ❞é✜♥✐❡
♣❛r ϕn(t, x) = β(t)αn(x) ♦ù β ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ C∞

c (]0, T [)✱ β ≥ 0✱ ❡t αn ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t
❞❡ C∞

c (Ω) t❡❧❧❡ q✉❡ αn ≥ 0✱ αn(x) = 0 s✉r ]−1, 1 − 1
n
[✱ αn(1) = 1 ❡t ‖α′

n‖∞ ≤ n✳ ❊♥
r❛✐s♦♥♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❬✹✵❪✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✣r♠❡r q✉❡ ✿

lim
n→∞

∫ 1

1− 1

n

∫ T

0

α′
n(x)k(x)Qδ(u, k)β(t)dtdx ❡①✐st❡ ❡t ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ uτ
1✱

lim
n→∞

∫ 1

1− 1

n

∫ T

0

α′
n(x)b(x)Qδ(u, k)β(t)dtdx =

∫ T

0

b(1)Qδ(u
τ
1(t), k)β(t)dt.

❆✐♥s✐✱ ❧♦rsq✉❡ δ t❡♥❞ ✈❡rs 0+✱

∫ T

0

b(1)F0(u
τ
1, k)β(t)dt ≥ 0.

❉✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✶ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ✭✷✳✻✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ϕ(t, x) = β(t)δn(x) ❞❛♥s ✭✷✳✷✾✮✱ ❛✈❡❝ β ∈ C∞
c (]0, T [)✱

β ≥ 0✱ ❡t δn ∈ C∞
c (Ω) t❡❧❧❡ q✉❡ δn ≥ 0✱ δn(x) = 0 s✉r ]−1+ 1

n
, 1[✱ δn(−1) = 1 ❡t ‖δ′n‖∞ ≤ n✱

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ uτ
−1✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ✭✷✳✼✮✳

✷✳✺✳✷ ❉❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ✿ u0 ∈ L∞(Ω)

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣♦✉r ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡
rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✳ P♦✉r j ❞❛♥s N

∗✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ s✉✐t❡ (uj
0)j∈N∗

❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ✈❡rs u0 ❞❛♥s L1(Ω) ❡t t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ j✱ uj
0 ❛♣♣❛rt✐❡♥t à C∞

c (Ω) ❡t
❡st à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [m,M ]✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s uj ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✶✮
❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ uj

0 ❞❡ s♦rt❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t j✱ uj s❛t✐s❢❛✐t ✭✷✳✷✽✮ ❡t ✭✷✳✷✾✮✳
▲❡ rés✉❧t❛t ✭✷✳✶✸✮ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (uj)j∈N∗ ❡st ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❞❛♥s L1(Q) ❡t ❞♦♥❝
❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡✱ ♥♦té❡ u✳ ❊♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ j ❞❛♥s ✭✷✳✷✽✮ ❡t ✭✷✳✷✾✮✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❛✣r♠❡r q✉❡ u ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✶✮✳

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✐ ✭✷✳✶✼✮ ♦✉ ✭✷✳✶✽✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✱
❛❧♦rs ✭✷✳✶✵✮ ❧✬❡st ❛✉ss✐✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶✻✳ ❙♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮ ♦✉ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✶✮
❛❞♠❡t ✉♥❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡✳



✷✳✻✳ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✺✶

✷✳✻ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✢✉① ❝r♦✐ss❛♥t❡s✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s ❞❡✉① tr❛❝❡s γu+ ❡t γu− à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✱ q✉❡ s✐ bL ≥ 0 ❡t bR ≤ 0 ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✭✷✳✽✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ q✉❡❧❧❡s q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ γu− ❡t γu+✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❧❡
❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t s♦rt❛♥t❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s
QL ❡t QR✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✶✮ ❡st ❛❧♦rs ❞é❝♦✉♣❧é✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s ❞♦♥❝ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭✷✳✽✮ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮✳

✷✳✻✳✶ ❝❛s ✶ ✿ f ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ bL < 0✱ bR > 0

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮ ❡st ❛❧♦rs s❛t✐s❢❛✐t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ f s✬❛♥♥✉❧❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t k0✳ P❛r
s✉✐t❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t ✭✷✳✶✶✮ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ bLbR < 0✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s f(γu−)f(γu+) ≤ 0✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s f(γu−) ≤ 0 ❡t f(γu+) ≥ 0✳ ❆❧♦rs✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐sss❛♥t
k = k0 ❞❛♥s ✭✷✳✽✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

−bLf(γu−) − bRf(γu+) ≥ 0,

❡t ❞✬❛♣rès ✭✷✳✶✶✮✱
−2bLf(γu−) ≥ 0.

❖r bL < 0 ❡t f(γu−) ≤ 0✳ ❆✐♥s✐

−2bLf(γu−) = 0, ❡t f(γu−) = f(γu+) = 0.

P❛r ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♥♦✉s ❛❜♦✉t✐ss♦♥s à ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ f(γu−) ≥ 0
❡t f(γu+) ≤ 0✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ✿ f(γu−) = f(γu+) = 0✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✽✮ éq✉✐✈❛✉t à f(γu−) = f(γu+) = 0✳

✷✳✻✳✷ ❝❛s ✷ ✿ f ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ bL > 0✱ bR > 0

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ f s✬❛♥♥✉❧❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t k0 ❡t s✐ bR > bL✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭✷✳✽✮ ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t ✭✷✳✶✶✮ s♦♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ✭✷✳✶✶✮ ❡♥tr❛✐♥❡ ✭✷✳✽✮✳

❉✬❛♣rès ✭✷✳✶✶✮✱ ♣✉✐sq✉❡ bLbR > 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ f(γu−)f(γu+) ≥ 0✳



✺✷ ✷✳ ❈❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶

✕ s✐ f(γu−) ≥ 0 ❡t f(γu+) ≥ 0✱ ❞✬❛♣rès ✭✷✳✶✶✮ ✿

f(γu−) =
bR
bL
f(γu+) ≥ f(γu+).

❈♦♠♠❡ f ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❛❜♦✉t✐ss♦♥s à ✿

γu+ ≤ γu−.

■❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ k✱ ❧❡ t❡r♠❡ ✿

I = bL|f(γu−) − f(k)| − bR|f(γu+) − f(k)| + (bR − bL)|f(k)|

❡st ♣♦s✐t✐❢✳
P♦✉r k ❞❛♥s ]γu+, γu−[✱

I = bL(f(γu−) − f(k)) + bRf(γu+) − bLf(k) = 2bL(f(γu−) − f(k)) ≥ 0.

P♦✉r k /∈]γu+, γu−[✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✶✶✮✱

I = (bR − bL)(|f(k)| + f(k)) ≥ 0 ♦✉ I = (bR − bL)(|f(k)| − f(k)) ≥ 0.

❆✐♥s✐ ✭✷✳✽✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳
✕ s✐ f(γu−) ≤ 0 ❡t f(γu+) ≤ 0✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

γu− ≤ γu+.

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉✬à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ q✉❡ ✭✷✳✽✮ ❡st ✈r❛✐✳

✷✳✻✳✸ ❘❡♠❛rq✉❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭✷✳✽✮ ❧♦rsq✉❡ f ❡st

❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t bL > bR > 0

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✽✮ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬✉♥✐❝✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f à ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [k2, k1] t❡❧ q✉❡ u ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡
à [k2, k1] ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ f(u) = 1

2
u2 ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇ür❣❡rs ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛✈❡❝ u0 ≥ 0✮✱

♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✽✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ f(γu−) ❡t f(γu+)
s❛t✐s❢♦♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✿

2bR − bL
bR

f(γu−) ≤ f(γu+) ≤ bL
bR
f(γu−).

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥str✉✐r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✶✮✱
✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞é✜♥✐r u s✉r QL ♣❛r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♥✉❧❧❡
❡♥ x = −1 ❡t ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0 |]−1,0[✱ ♣✉✐s ❞❡ ✜①❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ a ❞é✜♥✐❡ ♣✳♣✳ s✉r ]0, T [
❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ✿

♣✳♣✳ t ∈ R, (2bR − bL)f(γu−(t)) ≤ bR a(t) ≤ bLf(γu−(t)),



✷✳✼✳ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✺✸

❡t ❡♥✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r u s✉r QR ♣❛r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❛✉① ❧✐♠✐t❡s a ❡♥ x = 0 ❡t ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ u0 |]0,1[✳

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ r❡t❡♥✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té❡ à ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳
■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬❡♥ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐
❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮✱ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✽✮ ❢♦✉r♥✐t
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r♠✐ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s✳

✷✳✼ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❣❛r❞♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r f ♠❛✐s ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ b ❛❞♠❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s n ❞❛♥s N
∗✱ (xi)0≤i≤n ✉♥❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ [−1, 1]✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s D = {1, ..., n− 1}✱ ❡t ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ✿

b ❡st ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ xi, i ∈ D, ✭✷✳✸✵✮

❡t✱ ♣♦✉r 0 ≤ i ≤ n✱ b|]xi,xi+1[ ∈ W 1,+∞(]xi, xi+1[)✳

■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❜✐❡♥ sûr ❞♦♥♥❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞❡
s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ D ❡st ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✼✳ ❙♦✉s ✭✷✳✸✵✮✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❞❡ L∞(Q) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✶✮ s✐ u s❛t✐s❢❛✐t ✭✷✳✻✮✲✭✷✳✼✮ ❡t s✐✱ ∀k ∈ R , ∀ϕ ∈ C∞

c ([0, T [×Ω) , ϕ ≥ 0 ,





∫

Q

(|u(t, x) − k|∂tϕ(t, x) + b(x)Φ(u, k)∂xϕ(t, x))dxdt

−
∫

Q

sgn(u− k)(b′(x)f(k) + g(t, x, u))ϕ(t, x)dxdt

+

∫

Ω

|u0 − k|ϕ(0, x)dx+
∑

i∈D

|(b+i − b−i )f(k)|
∫ T

0

ϕ(t, xi)dt ≥ 0 ,

✭✷✳✸✶✮

♦ù

b+i = lim
x→x+

i

b(x) ❡t b−i = lim
x→x−

i

b(x)

◆♦✉s ♥♦t♦♥s γu+
i ❡t γu−i ❧❡s tr❛❝❡s ❢♦rt❡s ❞❛♥s L∞(]0, T [) ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦✲

♣✐q✉❡ ❡♥ {x = xi}✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿



✺✹ ✷✳ ❈❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✽✳ ❙♦✉s ✭✷✳✶✽✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
✭✷✳✶✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t xi✱ i ∈ D✱ u ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t ✿

b+i f(γu+
i ) = b−i f(γu−i ).

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮✱ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿





♣♦✉r i, j ∈ D, i 6= j, sgn(b+i − b−i ) = sgn(b+j − b−j ),
∃α ∈ R

−, ∀x ≤ α, (b+1 − b−1 )f(x) ≤ 0,
∃β ∈ R

+, ∀x ≥ β, (b+1 − b−1 )f(x) ≥ 0.
✭✷✳✸✷✮

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶✾✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ✭✷✳✸✷✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✶✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡
✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✼✳



✺✺

❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é
❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ ♦✉✲
✈❡rt Ω ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ❥✉sq✉✬❛❧♦rs ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♣❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✉①✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❑✳❍ ❑❛r❧s❡♥✱ ▼✳ ❘❛s❝❧❡ ❡t ❊✳ ❚❛❞♠♦r ❞❛♥s ❬✷✾❪✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ♣❛r ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❬✺✵❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❝❡tt❡
t❡❝❤♥✐q✉❡✮ q✉✐ ② ❡st ✉t❧✐sé❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ q✉✬❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞❡✉① ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❬✹✻❪✱ ❊✳ ❨✉ P❛♥♦✈ ❛ ♦❜t❡♥✉ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡s ✏H✲♠❡❛s✉r❡s✑ ✭✈♦✐r ❬✹✾❪✮ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✳ ■❝✐ ♥♦✉s
♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✮ ♣♦sé ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❤étér♦❣è♥❡ ❜♦r♥é Ω ❞❡ R

n✱ t❡❧ q✉✬✐❧ ❛ été ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❡t ❜♦r♥é❡ u s✉r Q =]0, T [×Ω t❡❧❧❡ q✉❡ ✿






∂tu+ divx(b(x)f(u)) + g(t, x, u) = 0 ❞❛♥s Q,
u = 0 s✉r ✭✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡✮ Σ,

u(0, x) = u0(x) s✉r Ω,
✭✸✳✶✮

♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ b ❡st ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ΓL,R ❞❡ Ω✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✿

b(x) =

{
bL(x) s✐ x ∈ ΩL

bR(x) s✐ x ∈ ΩR

♦ù bL ∈ W 1,+∞(ΩL) ❡t bR ∈ W 1,+∞(ΩR)✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ bL ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t bR✮ ❛❞♠❡t
✉♥❡ tr❛❝❡ s✉r ΓL ✭r❡s♣✳ s✉r ΓR✮✳



✺✻ ✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ M1 ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ M2

❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

M1 : t ∈ [0, T ] −→M1(t) = ❡ss sup
Ω
u+

0 e
N1t +

N2

N1

(eN1t − 1),

❡t
M2 : t ∈ [0, T ] −→M2(t) = ❡ss inf

Ω
(−u−0 )eN1t − N2

N1

(eN1t − 1),

❛✈❡❝ ✿

N1 = max(‖∇xb‖L∞(ΩL), ‖∇xb(x)‖L∞(ΩR))
n∑

i=1

Mfi
+Mg ✱

❡t N2 =
∑

i=L,R

max
[0,T ]×Ω

|g(t, x, 0) + ∇xbi(x) · f(0)|✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉❡ ❧❡ ✢✉① ❡st ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t ✏♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✑
✐✳❡✳✱ q✉✬✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✶✺✮ s♦✐t ✿

p.p.t. x ∈ Ω✱ ∀ξ ∈ R
n, ξ 6= 0✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✿

λ 7−→ ξ · b(x)f(λ) ❡st ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡

♥♦♥ ❞é❣é♥éré ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s [M2(T ),M1(T )].
✭✸✳✷✮

♦ù · r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❛♥s R
n✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❛♣♣❡❧❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✮ ❞é❥à é♥♦♥❝é❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✽ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ✭✸✳✷✮ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s tr❛❝❡s ❢♦rt❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ s✉r Σ✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✾ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❞❡ L∞(Q) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞❡ ✭✸✳✶✮ s✐ ✿

✭✐✮ ∀ϕ ∈ C∞
c (Q)✱ ϕ ≥ 0✱ ∀k ∈ R✱

∫

Q

{|u− k|∂tϕ+ b(x)Φ(u, k) · ∇xϕ− sgn(u− k)(g(t, x, u) + ∇xb(x) · f(k))ϕ}dxdt

+

∫

ΣL,R

|(bR(σ) − bL(σ))f(k) · νL(σ)|ϕ(σ)dtdHn−1 ≥ 0,

✭✸✳✸✮
♦ù

Φ(u, k) = (Φ1(u, k), . . . ,Φn(u, k)), Φi(u, k) = sgn(u− k)(fi(u) − fi(k))

✭✐✐✮

❡sslim
t→0+

∫

Ω

|u(t, x) − u0(x)|dx = 0, ✭✸✳✹✮



✸✳✷✳ ❯♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ✺✼

✭✐✐✐✮ ♣✳♣✳t t ∈]0, T [✱ Hn−1✲♣✳♣✳✱ ∀k ∈ R✱

(sgn(uτ (σ) − k) + sgn(k))b(σ)(f(uτ ) − f(k)) · ν ≥ 0 ✭✸✳✺✮

♦ù

uτ =

{
uτ

L s✉r ΣL ∩ Σ
uτ

R s✉r ΣR ∩ Σ.

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ uτ
L ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t uτ

R✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ L∞(ΣL) ✭r❡s♣✳ ❞❡
L∞(ΣR)✮ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦♠♣❛❝t K ❞❡ ΣL ✭r❡s♣✳ ❞❡ ΣR✮✱ ❡t t♦✉t❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ Ψ ❞❡ Ω✱

❡ss lim
s→0+

∫

K

|u(Ψ(s, σ)) − uτ
L(σ)|dtdHn−1 = 0. ✭✸✳✻✮

✸✳✷ ❯♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡

✸✳✷✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❛✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✉❡s
❞❛♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ✭✸✳✸✮ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ΓL,R✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡
♠❛♥✐èr❡ q✉✬❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ✏❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t✑ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ΓL,R✳ ❆✈❛♥t ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ✉♥
❧❡♠♠❡ ✏t❡❝❤♥✐q✉❡✑ q✉✐ ♥♦✉s s❡r❛ ✉t✐❧❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳ ❙♦✐t (ωε)ε>0 ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ε✱ ωε ∈ C∞(Ω) ❡t ✿






0 ≤ ωε ≤ 1 s✉r Ω,
ωε(x) = 1 s✐ x ∈ ΓL,R,
ωε(x) = 0 s✐ d(x,ΓL,R) > ε.

✭✸✳✼✮

❆❧♦rs✱ ♣♦✉r i = L,R✱ ♣♦✉r t♦✉t ϕ ❞❡ C∞
c (Q)✱

lim
ε→0+

∫

Qi

b(x)Φ(u, k) · ∇xωεϕdxdt =

∫

ΣL,R

biΦ(uτ
i , k) · νiϕdtdHn−1.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❝❡ rés✉❧t❛t ❧♦rsq✉❡ Qi ❡st ✉♥ ❞❡♠✐✲❡s♣❛❝❡✱ ✐✳❡✳✱

Ωi = {x = (x′, xn) ∈ R
n−1 × R;xn < 0},

νi = (0, . . . , 0, 1) ∈ R
n,

ΣL,R =]0, T [×R
n−1 × {0} ≡]0, T [×R

n−1, r = (t, x) ∈ Σi,
Qi = {p = (r, xn); r ∈ Σi, xn < 0}.



✺✽ ✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡

P♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ψ ♣❡✉t s❡ ❞é✜♥✐r ♣❛r ✿

ψ : [0, 1] × ∂Qi → Qi

(s, r) → r − s · νi,

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ uτ
i ✱ q✉❡ ✿

❡ss lim
xn→0−

∫

ΣL,R

|u(r, xn) − uτ
i (r)|dr = 0. ✭✸✳✽✮

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t s✉♣♣♦s❡r ✭❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s r❡str✐❝t✐❢✮ q✉❡ ✿

∇ωε(x) = (0, . . . , ∂xn
ωε(x)) ❡t ‖∂xn

ωε‖∞ ≤ 1

ε
.

◆♦✉s s♦♠♠❡s ❛❧♦rs ❛♠❡♥és à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✿

lim
ε→0+

Iε = 0,

♦ù Iε ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Iε =

∫

ΣL,R

1

ε

∫ 0

−ε

|bi(x)Φn(u, k)ϕ(r, xn) − bi(x
′)Φn(uτ

i , k)ϕ(r, 0)|dxndr.

❈♦♠♠❡ Φn(., k) ❡st ❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s bi ❡t ϕ✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ C t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

Iε ≤ C ❡ss lim
xn→0−

∫

ΣL,R

|u(r, xn) − uτ
i (r)|dr.

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❝♦♥❝❧✉r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✽✮✳

◆♦✉s s♦♠♠❡s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ΓL,R✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳ ❙♦✐t u ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞❡ ✭✸✳✶✮✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ k✱ Hn−1✲p.p.
s✉r ΓL,R✱ ♣✳♣✳ s✉r ]0, T [✱

{bLΦ(uτ
L, k) − bRΦ(uτ

R, k)} · νL + |(bL − bR)f(k) · νL| ≥ 0. ✭✸✳✾✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s (ωε)ε>0 ❞❛♥s C∞(Ω) ✈ér✐✜❛♥t ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✼✮ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳ P♦✉r t♦✉t ré❡❧ ε str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❞❛♥s
✭✸✳✸✮✱ ♣♦✉r ϕ ∈ C∞

c (Q)✱ ϕ ≥ 0✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st ϕωε✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ k✱
∫

Q

{|u− k|∂tϕωε+ b(x)Φ(u, k) · ∇x(ϕωǫ)}dxdt

−
∫

Q

sgn(u− k)(g(t, x, u) + ∇xb(x) · f(k))ϕωǫdxdt

+

∫

ΣL,R

|(bR(σ) − bL(σ))f(k) · νL(σ)|ϕ(σ)dtdHn−1 ≥ 0.



✸✳✷✳ ❯♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ✺✾

◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❛❧♦rs t❡♥❞r❡ ε ✈❡rs 0+✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✱ q✉❡ ✿

lim
ε→0+

∫

Q

b(x)Φ(u, k) · ∇x(ϕωε)dxdt =

∫

ΣL,R

(bLΦ(uτ
L, k) · νL + bRΦ(uτ

R, k) · νR)dtdHn−1.

t❛♥❞✐s q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té t❡♥❞❡♥t ✈❡rs 0✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ✭❡①❝❡♣té ❧❡ ❞❡r♥✐❡r q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ε✮✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té
✭✸✳✾✮ s✬❡♥s✉✐t✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✸✳✾✮✱ ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ✏❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t✑✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ u ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ❡t ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿






∃ k1,∃ k2 ∈ R, k2 ≤ k1 t❡❧s q✉❡ u ∈ [k2, k1], ❡t , p.p.t. σ ❞❡ ΓL,R

(bR(σ) − bL(σ))f(k1) · νL(σ) ≥ 0,
(bR(σ) − bL(σ))f(k2) · νL(σ) ≤ 0.

✭✸✳✶✵✮

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳ ❙♦✐t u ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞❡ ✭✸✳✶✮✳ ❆❧♦rs✱ s♦✉s ✭✸✳✶✵✮✱ p.p.t. σ ❞❡ ΣL,R✱

bLf(uτ
L) · νL = bRf(uτ

R) · νL. ✭✸✳✶✶✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ k = k1 ❞❛♥s ✭✸✳✾✮✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✶✵✮✱ q✉❡

bLf(uτ
L(σ)) · νL ≤ bRf(uτ

R(σ)) · νR.

❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t k = k2 ❞❛♥s ✭✸✳✾✮ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✐♥✈❡rs❡ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✶✵✮✳

✸✳✷✳✷ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥✐❝✐té

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s u ❡t v ❞❡ ✭✸✳✶✮✱ ♣♦✉r ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s u0 ❡t v0✳ ◆♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❛❧♦rs ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❧✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❞❛♥s L1(Ω) ❞❡ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ s♦✉s ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✿

p.p.t. σ ❞❡ ΓL,R✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✿

λ 7−→ f(λ) · νL(σ) ❝❤❛♥❣❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ s✉r [k2, k1] ✭✸✳✶✷✮

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ✭✸✳✶✵✮ ❡t ✭✸✳✶✷✮ ✈ér✐✜é❡s✳ ❙♦✐❡♥t u ❡t v ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s
❢❛✐❜❧❡s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s ❞❡ ✭✸✳✶✮ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [k2, k1] ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s u0 ❡t
v0 ❞❛♥s L∞(Ω)✳ ❆❧♦rs✱ p.p.t. t ❞❡ ]0, T [✱

∫

Ω

|u(t, x) − v(t, x)|dx ≤ eMgt

∫

Ω

|u0(x) − v0(x)|dx. ✭✸✳✶✸✮



✻✵ ✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛♣❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❣râ❝❡ à
❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❞é❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞✉❡ à ❙✳ ❑r✉③❦♦✈ ❬✸✻❪✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✻✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❞❛♥s C∞
c (Q) s✬❛♥♥✉❧❛♥t s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ΣL,R✱

ϕ ≥ 0✱ ∫

Q

{|u− v|∂tϕ+ b(x)Φ(u, v) · ∇xϕ−G(u, v)ϕ}dxdt ≥ 0, ✭✸✳✶✹✮

♦ù
G(u, v) = sgn(u− k)(g(t, x, u) − g(t, x, v)).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✽✳

■❧ s✬❛❣✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✶✹✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ∈ C∞
c (Q) ♣♦s✐t✐✈❡

q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s✱ ε > 0 ét❛♥t ✜①é✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st ϕ(1 − ωε) ❞❛♥s
✭✸✳✶✹✮✱ ❧❛ s✉✐t❡ (ωε)ε>0 ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s t❡♥❞r❡ ε ✈❡rs
0+✳ ◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✱ ♣♦✉r i = L,R✱

lim
ε→0

∫

Qi

biΦ(u, v) · ∇x(1 − ωε)ϕdxdt = −
∫

ΣL,R

biΦ(uτ
i , v

τ
i ) · νiϕdtdHn−1.

❆✐♥s✐ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ε ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ s✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s ❞♦♠❛✐♥❡
Qi✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

∫

Q

{|u− v|ϕt + b(x)Φ(u, v) · ∇xϕ−G(u, v)ϕ}dxdt

≥
∫

ΣL,R

{bLΦ(uτ
L, v

τ
L) − bRΦ(uτ

R, v
τ
R)} · νLϕdtdHn−1.

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ♣♦s✐t✐❢✳ P❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛✱ p.p.t. σ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ΣL,R✱ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ✿

J = {bL(σ)Φ(uτ
L(σ), vτ

L(σ)) − bR(σ)Φ(uτ
R(σ), vτ

R(σ)} · νL .

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s r❛✐s♦♥♥♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✏♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t✑✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ σ ♥✬❛♣♣❛r❛ît
♣❛s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té
❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ❞✬❡s♣❛❝❡ ✿ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ J s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s
r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡s tr❛❝❡s ❞❡ u ❡t v s✉r ΣL,R✳

❙✐ sgn(uτ
L − vτ

L) = sgn(uτ
R − vτ

R)

J = sgn(uτ
L − vτ

L){bL(f(uτ
L) − f(vτ

L)) − bR(f(uτ
R) − f(vτ

R))} · νL = 0,

❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t ✭✸✳✶✶✮✳



✸✳✷✳ ❯♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ✻✶

❙✐ sgn(uτ
L − vτ

L) = −sgn(uτ
R − vτ

R)✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✶✶✮✱

J = 2sgn(uτ
L − vτ

L)bL(f(uτ
L) − f(vτ

L)) · νL = 2sgn(uτ
L − vτ

L)bR(f(uτ
R) − f(vτ

R)) · νL .

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù sgn(uτ
L − vτ

L) = −1 ✭❞♦♥❝ uτ
L < vτ

L✮✱ sgn(uτ
R − vτ

R) = 1
✭❞♦♥❝ uτ

R > vτ
R✮✱ ❡t bR < bL✳ ▲❡s ❛✉tr❡s s✐t✉❛t✐♦♥s s❡ tr❛✐t❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡✳ ◆♦✉s

❛❧❧♦♥s ❛❧♦rs ❞✐st✐♥❣✉❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s ✿

✶✳ uτ
L < vτ

L < vτ
R < uτ

R

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ [uτ
L, u

τ
R]✱

{−bL(f(uτ
L)−f(k))− bR(f(uτ

R)−f(k))} ·νL +(bL − bR)|f(k) ·νL(σ)| ≥ 0. ✭✸✳✶✺✮

❙✐ f(vτ
L).νL ≥ 0✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s k = vτ

L ❞❛♥s ✭✸✳✶✺✮ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✿

{−bL(f(uτ
L) − f(vτ

L)) − bRf(uτ
R) + bLf(vτ

L)} · νL ≥ 0.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✶✶✮✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ✿

−2bL(f(uτ
L) − f(vτ

L)) · νL ≥ 0 ❞♦♥❝ J ≥ 0.

❙✐ f(vτ
R).νL ≤ 0✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s k = vτ

R ❞❛♥s ✭✸✳✶✺✮ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿

−2bR(f(uτ
R) − f(vτ

R)) · νL ≥ 0 ❞✬♦ù J ≥ 0.

❊♥✜♥✱ s✐ f(vτ
L) · νL < 0 ❡t f(vτ

R) · νL > 0✱ ❛❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✶✶✮✱ ❝♦♠♠❡ bL > bR✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ bL > 0 ❡t bR < 0✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ J < 0✳ ❆❧♦rs J = −2bL(f(uτ

L)−f(vτ
L))·νL ✐♠♣❧✐q✉❡ (f(uτ

L)−f(vτ
L))·

νL > 0✳
❉❡ ♠ê♠❡ J = −2bR(f(uτ

R) − f(vτ
R)) · νL ✐♠♣❧✐q✉❡ (f(uτ

R) − f(vτ
R)) · νL < 0✳

❊♥ ré❝❛♣✐t✉❧❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✿

f(vτ
L) · νL < f(vτ

R)) · νL✱ f(uτ
L) · νL > f(vτ

L) · νL ❡t f(vτ
R)) · νL > f(uτ

R) · νL✳

❈❡❝✐ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ 7→ f(λ).νL ❝❤❛♥❣❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❢♦✐s ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡✱
❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ✭✸✳✶✷✮✳ ❉♦♥❝ J ≥ 0✳

✷✳ uτ
L < vτ

R < vτ
L < uτ

R

❙✐ f(vτ
L) · νL ≥ 0 ♦✉ f(vτ

R) · νL ≤ 0✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❞❛♣t❡r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡
✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ❝❛s ❞❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

❙✐ f(vτ
L) ·νL < 0 ❡t f(vτ

R) ·νL > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ α ❞❛♥s ]vτ
R, v

τ
L[✱ t❡❧ q✉❡ f(α) ·νL = 0✳

❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t k = α ❞❛♥s ✭✸✳✶✺✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

−bLf(uτ
L) · νL − bRf(uτ

R) · νL ≥ 0.

❉✬♦ù✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✶✶✮✱
−2bLf(uτ

L) · νL ≥ 0.

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t k = α ❞❛♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸ é❝r✐t❡ ♣♦✉r v✱ ❞✬❛♣rès
✭✸✳✶✶✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

2bLf(vτ
L) · νL ≥ 0.

❊♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜✐❡♥ ✿ J ≥ 0✳



✻✷ ✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡

❚♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s s❡ r❛♠è♥❡♥t ❛✉① ❞❡✉① ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ❆✐♥s✐ ✭✸✳✶✹✮ r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r
t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ∈ C∞

c (Q)✱ ϕ ≥ 0✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s (βε)ε>0 t❡❧❧❡ q✉❡ βε ∈ C∞
c (Ω) ❡t

βε(x) = 1 s✐ d(x, ∂Ω) ≥ ε✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❛♥s ✭✸✳✶✹✮ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡st (αβε)ε>0✱
♦ù α ∈ C∞

c (]0, T [)✳

P♦✉r ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ε ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉
❧❡♠♠❡ ✸✳✷ ✭❡♥ ♣r❡♥❛♥t ωε = 1 − βε)✱ ❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

lim
ε→0+

∫

Q

b(x)Φ(u, v) · ∇xβεα(t)dxdt = −
∫

Σ

b(σ)Φ(uτ , vτ ) · να(t)dtdHn−1.

❆✐♥s✐ ❞✬❛♣rès ❧✬é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ε ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿
∫

Q

{|u− v|α′(t) −G(u, v)α(t)}dxdt−
∫

Σ

b(σ)Φ(uτ , vτ ) · να(t)dtdHn−1 ≥ 0.

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞ ✭✸✳✺✮ ♥♦✉s ❛ss✉r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥✲
♥❡❧✱ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ Σ ✭✈♦✐r ❬✾❪✮✱ q✉❡ ✿

∫

Σ

b(σ)Φ(uτ , vτ ) · να(t)dtdHn−1 ≥ 0.

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❣râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ s✉r g✱

−
∫

Q

{|u− v|α′(t)dxdt ≤Mg

∫

Q

|u− v|α(t)dxdt.

P♦✉r t ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ]0, T [✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ s✉✐t❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s (αε)ε>0 ∈ C∞

c ([0, T ]) q✉✐ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ I[0,t]✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭✸✳✹✮ ♣♦✉r u ❡t v✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✭✸✳✶✸✮ ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧✳

✸✳✸ ❊①✐st❡♥❝❡

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✮✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐✲
s♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡s♣❛❝❡W (0, T ) ❞♦♥t
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s
❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐❝✐ q✉❡ ✿

W (0, T ) = {v ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)); ∂tv ∈ L2(0, T ;H−1(Ω))},



✸✳✸✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ✻✸

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s 〈., .〉 ❧❡ ❝r♦❝❤❡t ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ H−1(Ω) ❡t H1
0 (Ω)✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ µ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té
❛ss♦❝✐é à ✭✸✳✶✮✱

❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ uµ ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❡t ❜♦r♥é❡ s✉r Q t❡❧❧❡ q✉❡ ✿






∂tuµ + divx(b(x)f(uµ)) + g(t, x, uµ) = µ∆uµ ❞❛♥s Q,
uµ(0, x) = u0(x) s✉r Ω,

uµ = 0 s✉r Σ.
✭✸✳✶✻✮

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✻✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡
q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ µ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r❛
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ✈ér✐✜❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✸✮✳ ❉♦♥♥♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✻✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ uµ ❞❡ W (0, T ) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ✭✸✳✶✻✮ s✐ ✿

uµ(0, .) = u0 ♣✳♣✳ s✉r Ω, ✭✸✳✶✼✮

❡t uµ s❛t✐s❢❛✐t ❧✬é❣❛❧✐té ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1
0 (Ω)✱ ♣♦✉r p.p.t. t ∈]0, T [ ✿

〈∂tuµ, v〉 +

∫

Ω

((µ∇xuµ − b(x)f(uµ)) · ∇xv + g(t, x, uµ)v)dx = 0. ✭✸✳✶✽✮

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ uµ✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧✬❤②✲
♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✢✉① ✿

p.p.t. σ ∈ ΓL,R, ∀t ∈ [0, T ], (bR − bL)f(M1(t)) · νL(σ) ≥ 0 ✭✸✳✶✾✮
p.p.t. σ ∈ ΓL,R, ∀t ∈ [0, T ], (bR − bL)f(M2(t)) · νL(σ) ≤ 0 . ✭✸✳✷✵✮

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✽✳ ❙♦✉s ✭✸✳✶✾✮ ❡t ✭✸✳✷✵✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ uµ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
✭✸✳✶✻✮✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∀t ∈ [0, T ],M2(t) ≤ uµ(t, .) ≤M1(t) ♣✳♣✳ s✉r Ω, ✭✸✳✷✶✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭✐✮ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✻✮

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ uµ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ✭✸✳✶✼✮✱ ✭✸✳✶✽✮ ❡t ✭✸✳✷✶✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡
❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❙❝❤❛✉❞❡r✲❚②❝❤♦♥♦✛ ✭✈♦✐r t❤é♦rè♠❡ ✵✳✶✵✮✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞



✻✹ ✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡

♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉s ré❡❧s a, b, c✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
B(a, b, c) = max{a,min{b, c}} ❡t ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s✱ ♣♦✉r µ > 0 ✜①é✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿





❚r♦✉✈❡r uµ ∈ W (0, T ) t❡❧ q✉❡ p.p. s✉r ]0, T [ ❡t ♣♦✉r t♦✉t v ❞❛♥s H1
0 (Ω),

〈∂tuµ, v〉 +

∫

Ω

((µ∇xuµ − b(x)f(u⋆
µ)) · ∇xv + g(t, x, u⋆

µ)v)dx = 0

uµ(0, .) = u0 p.p. ❞❛♥s Ω,

✭✸✳✷✷✮

♦ù u⋆
µ(t, x) = B(M2(t), uµ(t, x),M1(t))✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ s✐ uµ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✷✷✮

❛❧♦rs uµ s❛t✐s❢❛✐t ✭✸✳✷✶✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ ❡st ❧♦✐s✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❛♥s ✭✸✳✷✷✮ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st
vη = sgnη(uµ −M1(t))

+ ✭vη ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω))✮✳ ◆♦✉s ✐♥té❣r♦♥s s✉r ]0, s[✱ ♣♦✉r t♦✉t s ❞❡

]0, T [✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿
∫ s

0

〈∂tuµ, vη〉dt+

∫ s

0

∫

Ω

((µ∇xuµ − b(x)f(uµ)) · ∇xvη + g(t, x, uµ)vη)dxdt = 0.

P♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❧✬é❝r✐✈♦♥s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
∫ s

0

〈∂tuµ, vη〉dt =

∫ s

0

〈∂t(uµ −M1(t)), vη〉dt+

∫

Qs

M ′
1(t)vηdxdt,

❡t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✵✳✽ ✭❞❡ ▼✐❣♥♦t✲❇❛♠❜❡r❣❡r✮ ♣♦✉r é❝r✐r❡ ✿
∫ s

0

〈∂t(uµ −M1(t)), vη〉dt =

∫

Ω

(

∫ uµ(s,x)−M1(s)

0

sgnη(r)
+dr)dx.

❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ u⋆
µ✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

−
∫

Qs

b(x)f(u⋆
µ) · ∇xvηdxdt = −

∫

Qs

b(x)f(M1(t)) · ∇xvηdxdt.

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡s sé♣❛ré♠❡♥t s✉r ΩL ❡t ΩR✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

−
∫ s

0

∫

Ω

b(x)f(M1(t)) · ∇vηdxdt =

∫ s

0

∫

ΓL,R

(bR − bL)f(M1(t)) · νLvηdtdHn−1

+
∑

i=L,R

∫

Qi,s

∇xb(x) · f(M1(t))vηdxdt.

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❛❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✶✾✮✱ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ♣♦s✐t✐❢✳

▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s✬é❝r✐t ✿
∫ s

0

∫

Ω

µ(∇xuµ)2sgn′
η(uε −M1(t))

+dxdt,

❡t ❞♦♥❝ ❡st ♣♦s✐t✐❢✳



✸✳✸✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ✻✺

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ u⋆
µ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

∫ s

0

∫

Ω

g(t, x, u⋆
µ)vηdxdt =

∫

Qi,s

g(t, x,M1(t))vηdxdt.

▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ η✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
∫

Ω

(uµ(s, x) −M1(s))
+dx+

∫ s

0

∫

Ω

(M ′
1(t) + g(t, x,M1(t))sgn(uµ −M1(t)))

+dxdt

+
∑

i=L,R

∫ s

0

∫

Ωi

∇xb(x) · f(M1(t))sgn(uµ −M1(t))
+dxdt ≤ 0.

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ M1✱ M ′
1(t) + g(t, x,M1(t)) +∇xb(x) · f(M1(t)) ≥ 0✱ p.p. s✉r Q✳ ◆♦✉s

❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ uµ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ✭✸✳✷✶✮✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥
❞❡ uµ ❞❛♥s ✭✸✳✷✶✮ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ✿ ✐❧ ❡st ❧♦✐s✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st
vη = −sgnη(uµ −M2(t))

− ❞❛♥s ✭✸✳✷✷✮✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✭✸✳✷✵✮ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡
❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ✭✸✳✶✻✮ ❡st ❛ss✉ré❡ ❞ès
❧♦rs q✉❡ ✭✸✳✷✷✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ✭✸✳✷✷✮ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é
w ❞❛♥s ∈ W (0, T )✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé ✿





❚r♦✉✈❡r U ❞❛♥s W (0, T ) t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t v ❞❛♥s H1
0 (Ω), p.p. ❞❛♥s ]0, T [,

〈∂tU, v〉 +

∫

Ω

((µ∇xU − b(x)f(w⋆)) · ∇v + g(t, x, w⋆)v)dx = 0,

U(0, .) = u0.

✭✸✳✷✸✮

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✷✸✮ ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✿

T : W (0, T ) → W (0, T )
w → U ≡ T (w)

♦ù U ❞és✐❣♥❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✷✸✮✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t v = U ❞❛♥s ✭✸✳✷✸✮✱ ❝♦♠♠❡ w⋆(t, x)
❡st à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [M2(t),M1(t)]✱ ♦♥ ❛ ✿ ‖U‖L2(0,T ;H1

0
(Ω)) ≤ C1✳ ❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡✱

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ L2(0, T ;H−1(Ω)) q✉❡ ✿ ‖∂tU‖L2(0,T ;H−1(Ω)) ≤ C2✱
♦ù C1 ❡t C2 s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ε ✭♠❛✐s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ w⋆✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥
♣♦s❛♥t C3 =

√
C2

1 + C2
2 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✿

C = {U ∈ W (0, T ), ‖U‖W (0,T ) ≤ C3, U(0, .) = u0 ♣✳♣✳ ❞❛♥s Ω},

❡st ❝♦♥✈❡①❡✱ ❜♦r♥é✱ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t ❞❛♥sW (0, T ) ❡t t❡❧ q✉❡ T (C) ⊂ C✳ ■❧ r❡st❡ à ♠♦♥✲
tr❡r q✉❡ T ❡st ✏❢❛✐❜❧❡♠❡♥t✲❢❛✐❜❧❡♠❡♥t✑ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❙♦✐t (wn)n ✉♥❡ s✉✐t❡
❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈❡rs w ❞❛♥s W (0, T )✳ ❆❧♦rs ❧❛ s✉✐t❡ (Un)n = (T (wn))n ❡st ❜♦r✲
♥é❡ ❞❛♥s W (0, T )✳ ❉♦♥❝ ❡❧❧❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡✱ ❡♥❝♦r❡ ♥♦té❡ (Un)n q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs
✉♥❡ ❧✐♠✐t❡✱ ♥♦té❡ U ✱ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s W (0, T )✱ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(Q) ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ Un(0, .)
❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs U(0, .) ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s L2(Ω)✳ ❆✐♥s✐ U(0, .) = u0 p.p. s✉r Ω✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t



✻✻ ✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡

t❡♥❞r❡ n ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❛♥s ✭✸✳✷✸✮ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ✿ U = T (w)✳ P❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ✭✸✳✷✸✮✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ T (wn) ⇀ T (w)✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ T ❡st ✏❢❛✐❜❧❡♠❡♥t✲
❢❛✐❜❧❡♠❡♥t✑ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❝❤❛✉❞❡r✲❚②❝❤♦♥♦✛✱ ❧✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ T ❛❞♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ♥♦té uµ✱ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ✭✸✳✷✷✮ ❡t ❛✐♥s✐ ✭✸✳✶✼✮✱ ✭✸✳✶✽✮✱
✭✸✳✷✶✮✳

✭✐✐✮ ❯♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✻✮

P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❡s♣❛❝❡
♣✐✈♦t✳ ❙♦✐❡♥t u ❡t û ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ❞❡ ✭✸✳✶✻✮✳ ❆✜♥ ❞✬❛❧❧é❣❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ♥♦✉s ♥❡ ❢❛✐s♦♥s
♣❛s ❛♣♣❛îtr❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ µ✳ P♦✉r t♦✉t t ❞❡ [0, T [✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t z(t, .) ✭r❡s♣✳ ẑ(t, .)✮ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡
H1

0 (Ω) s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿





♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1
0 (Ω),

∫

Ω

µ∇z(t, .).∇vdx =

∫

Ω

u(t, .)vdx ( r❡s♣✳
∫

Ω

µ∇ẑ(t, .) · ∇vdx =

∫

Ω

û(t, .)vdx).

✭✸✳✷✹✮

❈♦♠♠❡ ∂tu ❡t ∂tû s♦♥t ❞❛♥s L2(0, T,H−1(Ω))✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ∂tz ✭r❡s♣✳ ∂tẑ✮
❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ L2(0, T ;H1(Ω)) t❡❧ q✉❡✱ p.p.t. t ∈]0, T [ ✿ ∀v ∈ H1

0 (Ω)✱
∫

Ω

µ∇∂tz · ∇vdx = 〈∂tu, v〉 ( r❡s♣✳
∫

Ω

µ∇∂tẑ · ∇vdx = 〈∂tû, v〉). ✭✸✳✷✺✮

❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t v = z − ẑ ❞❛♥s ✭✸✳✶✽✮ é❝r✐t ♣♦✉r u ❡t ♣♦✉r û✱ ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❡♥tr❡ 0 ❡t s✱
s ∈]0, T [✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
∫ s

0

〈∂t(u− û), z − ẑ〉dt+

∫ s

0

∫

Ω

µ∇(u− û) · ∇(z − ẑ)dxdt

=

∫ s

0

∫

Ω

b(x)(f(u) − f(û)) · ∇(z − ẑ)dxdt−
∫ s

0

∫

Ω

(g(t, x, u) − g(t, x, û))(z − ẑ)dxdt.

❖r✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t v = u− û ❞❛♥s ✭✸✳✷✹✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

µ

∫ s

0

∫

Ω

∇(u− û) · ∇(z − ẑ)dxdt =

∫ s

0

∫

Ω

(u− û)2dxdt = ‖u− û‖2
L2(]0,s[×Ω).

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t v = z − ẑ ❞❛♥s ✭✸✳✷✺✮✱ ∀s ∈]0, T [✱
∫ s

0

〈∂t(u− û), z − ẑ〉dt =

∫ s

0

∫

Ω

µ∇∂t(z − ẑ) · ∇(z − ẑ) =
1

2

∫

Ω

µ|∇(z − ẑ)|2(s, .)dxdt.

❈❡❝✐ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ ✿

1

2

∫

Ω

µ|∇(z − ẑ)|2(s, .)dx+ ‖u− û‖2
L2(]0,s[×Ω) ≤

‖u− û‖L2(]0,s[×Ω)(2‖b‖∞Mf)‖∇(z − ẑ)‖L2(]0,s[×Ω)n +Mg‖z − ẑ‖L2(]0,s[×Ω)).



✸✳✸✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ✻✼

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré ♣♦✉r ♠❛❥♦r❡r ‖z − ẑ‖L2(]0,s[×Ω) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ‖∇(z− ẑ)‖L2(]0,s[×Ω)n ✱ ♣✉✐s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣ ♣♦✉r ❛✣r♠❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ C t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

1

2

∫

Ω

µ|∇(z − ẑ)|2(s, .)dx ≤ C

∫ s

0

‖∇(z − ẑ)‖2
L2(Ω)ndt.

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧✳

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✶✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ♥♦✉s
s❡r❛ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ µ✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✾✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ C✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

µ

∫

Q

|∇xuµ|2dxdt ≤ C. ✭✸✳✷✻✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r v = uµ ❞❛♥s ✭✸✳✶✽✮✱ ❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✶✮
✭✈♦✐r ❬✾❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❢❛✐r❡ t❡♥❞r❡ µ ✈❡rs 0+✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (uµ)µ ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✵✳ ❙♦✉s ✭✸✳✷✮✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s (uµ)µ>0 ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✭✸✳✶✻✮µ✱
❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❞❛♥s L1(Q)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ✭✸✳✷✶✮✱ ❧❛ s✉✐t❡ (uµ)µ>0 ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L∞(Q)✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✷ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐té✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s u ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲s✉✐t❡ (uµ)µ>0 ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❞❛♥s L1(Q)✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ u ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✮✳ ❈♦♠✲
♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ u ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ✭✸✳✸✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s r❡✈❡♥♦♥s
❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ✭✸✳✶✻✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r ❛❧♦rs ❞❛♥s ✭✸✳✶✽✮ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st
sgnη(uµ−k)ϕ1ϕ2 ♦ù k ❡st ✉♥ ré❡❧ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ϕ1 ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ C∞

c ([0, T [)✱ ϕ2 ✉♥ é❧é♠❡♥t
❞❡ C∞

c (Ω)✱ ϕ1, ϕ2 ≥ 0✳ ◆♦✉s ✐♥té❣r♦♥s s✉r [0, T ]✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿
∫ T

0

〈∂tuµ, sgnη(uµ − k)ϕ1ϕ2〉dt+

∫

Q

(µ∇xuµ − b(x)f(uµ)) · ∇x(sgnη(uµ − k)ϕ1ϕ2)dxdt

+

∫

Q

g(t, x, uµ)sgnη(uµ − k)ϕ1ϕ2dxdt = 0.

✭✸✳✷✼✮

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✵✳✽ ❞❡ ❋✳ ▼✐❣♥♦t✲❆✳ ❇❛♠❜❡r❣❡r ♣♦✉r tr❛✐t❡r
❧❡ t❡r♠❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✿

∫ T

0

〈∂tuµ, sgnη(uµ − k)ϕ2〉ϕ1dt = −
∫

Q

Iη(uµ)ϕ2∂tϕ1dxdt−
∫

Ω

Iη(u0)ϕ2ϕ1(0)dx



✻✽ ✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡

♦ù
Iη(uµ) =

∫ uµ

k

sgnη(τ − k)dτ.

▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
∫

Q

µ∇xuµ · ∇x(sgnη(uµ − k)ϕ1ϕ2)dxdt =

∫

Q

µ(∇uµ)2sgn′
η(uµ − k)ϕ1ϕ2dxdt

+

∫

Q

µ∇uµ · ∇ϕ2ϕ1sgnη(uµ − k)dxdt.

❆✐♥s✐ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❡st ♣♦s✐t✐❢✳

▲❡ t❡r♠❡ ❞✬❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❡st ét✉❞✐é sé♣❛ré♠❡♥t s✉r QL ❡t QR✳ ◆♦✉s ❧✬é❝r✐✈♦♥s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

−
∑

i∈{L,R}

∫

Qi

bi(x)f(uµ) · ∇uµsgn
′
η(uµ − k)ϕ1ϕ2dxdt

−
∑

i∈{L,R}

∫

Qi

bi(x)f(uµ) · ∇ϕ2sgnη(uµ − k)ϕ1dxdt

◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ♣♦✉r i = L ✭❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r i = R✮✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ✿

Jη,µ = −
∫

QL

bL(x)f(uµ).∇uµsgn
′
η(uµ − k)ϕ1ϕ2dxdt

= −
∫

QL

bL(x)divxDη(uµ, k)ϕ1ϕ2dxdt,

♦ù
Dη(uµ, k) =

∫ uµ

k

f(τ)sgn′
η(τ − k)dτ.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

Jη,µ =

∫

QL

(bL(x)Dη(uµ, k) · ∇ϕ2 + ∇xbL(x).Dη(uµ, k)ϕ2ϕ1)dxdt

−
∫

ΣL,R

bL(σ)Dη(uµ, k) · νLϕ1ϕ2dtdHn−1.

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛❧♦rs à ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ q✉❡ ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
∫

ΣL,R

bL(σ)Dη(uµ, k) · νLϕ1ϕ2dtdHn−1

=

∫

ΣL,R

bL(σ)(Dη(uµ, k) − f(k)sgnη(uµ − k)) · νLϕ1ϕ2dtdHn−1

+

∫

ΣL,R

bL(σ)f(k) · νLsgnη(uµ − k)ϕ1ϕ2dtdHn−1.



✸✳✸✳ ❊①✐st❡♥❝❡ ✻✾

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s✱ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡s✱ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ré❡❧s (θ, k)

Dη(θ, k) = −
∫ θ

k

f ′(τ)sgnη(τ − k)dτ + f(θ)sgnη(θ − k).

♦ù f ′ = (f ′
1, . . . , f

′
n)✳

❊♥ s❡ ré❢ér❛♥t ❛✉① ❝❛❧❝✉❧s ❡✛❡❝t✉és ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
✭✷✳✷✺✮✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛ss✉r♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r i = 1, . . . , n ✿

∣∣∣∣−
∫ uµ

k

f ′
i(τ)sgnη(τ − k)dτ + fi(uµ) − f(k))sgnη(uµ − k)

∣∣∣∣ ≤ 2ηMfi
.

◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ✿

|(Dη(uµ, k) − f(k)sgnη(uµ − k))| ≤ 2nηMf .

▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ét❛♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ s✉r QR✱ ♥♦✉s ❛rr✐✈♦♥s à
❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t µ ❡t t♦✉t η str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s ✿
∫

Q

Iη(uµ)∂tϕ1ϕ2dxdt+

∫

Ω

Iη(u0)ϕ1(0)ϕ2dx

+
∑

i∈L,R

∫

Qi

{bi(sgnη(uµ − k)f(uµ) − Dη(uµ, k)) · ∇ϕ2) −∇xbi(x) · Dη(uµ, k)ϕ2}ϕ1dxdt

+

∫

ΣL,R

((bL − bR)f(k) · νLsgnη(uµ − k) + 2nηMf(|bL| + |bR|))ϕ1ϕ2dtdHn−1

−
∫

Q

g(t, x, uµ)sgnη(uµ − k)ϕ1ϕ2dxdt−
∫

Q

µ∇uµ.∇ϕ2ϕ1sgnη(uµ − k)dxdt ≥ 0.

✭✸✳✷✽✮

❖r ✿
∫

ΣL,R

(bL−bR)f(k) ·νLsgnη(uµ−k)ϕ1ϕ2dtdHn−1 ≤
∫

ΣL,R

|(bL−bR)f(k) ·νL|ϕ1ϕ2dtdHn−1.

◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❛❧♦rs t❡♥❞r❡ µ ✈❡rs 0+ ❞❛♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✽✮✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✻✮ ❞✉
❧❡♠♠❡ ✸✳✾✱

lim
µ→0+

∫

Q

µ∇uµ · ∇ϕ2ϕ1sgnµ(uµ − k)dxdt = 0.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✵✱ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ u ∈ L∞(Ω) t❡❧❧❡ q✉❡✱



✼✵ ✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡

∀k ∈ R✱ ∀ϕ1 ∈ C∞
c ([0, T [)✱ ∀ϕ2 ∈ C∞

c (Ω)✱ ∀µ > 0✱
∫

Q

Iη(u)∂tϕ1ϕ2dxdt+

∫

Ω

Iη(u0)ϕ1(0)ϕ2dx−
∫

Q

g(t, x, u)sgnη(u− k)ϕ1ϕ2dxdt

+
∑

i∈L,R

∫

Qi

{bi(sgnη(u− k)f(u) − Dη(u, k)) · ∇ϕ2 −∇xbi(x).Dη(u, k)ϕ2}ϕ1dxdt

+

∫

ΣL,R

(|(bL − bR)f(k) · νL| + 2nηMf(|bL| + |bR|)ϕ1ϕ2dtdHn−1 ≥ 0.

✭✸✳✷✾✮

❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ limη→0 Dη(u, k) = sgn(u − k)f(k)✱ p.p. s✉r Q✱ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛
❧✐♠✐t❡ ❡♥ η ♠♦♥tr❡ q✉❡ u ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ✭✸✳✸✮✱ ♣✉✐sq✉❡ C∞

c (]0, T [) ⊗ C∞
c (Ω)

❡st ❞❡♥s❡ ❞❛♥s C∞
c (Q)✳

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ u ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭✸✳✹✮ ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉①
❧✐♠✐t❡s ✭✸✳✺✮✳ P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ✭✸✳✹✮✱ ♥♦✉s ♣❛rt♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✷✾✮ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ϕ2 ❞❛♥s C∞

c (Ωi)✱ i = {L,R}✱ ❡t ϕ1 ❞❛♥s C∞
c ([0, T [)✳ ❆♣rès

♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ η✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

−
∫

Qi

{|u− k|∂tϕ1ϕ2 + bi(x)Φ(u, k) · ∇xϕ2ϕ1 − sgn(u− k)(g(t, x, u)ϕ1ϕ2}dxdt

−
∫

Qi

sgn(u− k)∇xb(x).f(k)ϕ1ϕ2dxdt ≤
∫

Ωi

|u0 − k|ϕ1(0)ϕ2(x)dx.

❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❋✳ ❖tt♦ ✭✈♦✐r ❬✹✵❪✮ q✉❡ ✿

❡sslim
t→0+

∫

Ωi

|u(t, x) − u0(x)|dx = 0,

❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ ✭✸✳✹✮✳

❆✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ✭✸✳✺✮✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Hδ ❡t Qδ✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s
❬✹✵❪ ❡t ❞♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♦♥t été r❛♣♣❡❧é❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t
❞é✜♥✐❡s s✉r R

2 ❡t (R2)n ♣❛r ✿

Hδ(τ, k) =
(
(❞✐st(τ, I[0, k]))2 + δ2

) 1

2 − δ,

❡t
Qδ(τ, k) =

∫ τ

k

∂1Hδ(λ, k)f
′(λ)dλ.

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✭✸✳✺✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r ❞❛♥s ✭✸✳✶✽✮ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st ∂1Hδ(uµ, k)ϕ✱ ϕ
ét❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❞❡ C∞

c (]0, T [×Ω) ♥✉❧❧❡ s✉r ΣL,R ✭❝❡ q✉✐ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s r❡str✐❝t✐❢ ♣❛r ❧❛
s✉✐t❡✮✳ ◆♦✉s ✐♥té❣r♦♥s s✉r [0, T ]✳ ◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❛❧♦rs ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡
✭✸✳✷✼✮ à ✭✸✳✷✽✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s r❛✐s♦♥♥♦♥s sé♣❛ré♠❡♥t s✉r
❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡ Qi✱ i = L,R✱ ❡t ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ●r❡❡♥ q✉✐ ♥❡ ❢♦♥t ♣❛s



✸✳✹✳ ❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✼✶

❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ΣL,R ♣✉✐sq✉❡ ϕ ❡st ♥✉❧❧❡ s✉r ΣL,R✳ ◆♦✉s ❛❜♦✉t✐ss♦♥s
à ✿

∫

Q

{Hδ(uµ, k)∂tϕ+ b(x)Qδ(uµ, k) · ∇xϕ− g(t, x, uµ)∂1Hδ(uµ, k)ϕ}dxdt

+

∫

Q

∇xb(x)(Qδ(uµ, k) − ∂1Hδ(uµ, k)f(u))dxdt ≥ µ

∫

Q

∂1Hδ(uµ, k)∇uµ · ∇ϕdxdt.

◆♦✉s ♣❛ss♦♥s ❛❧♦rs à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ µ✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✻✮✱ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ (uµ)µ>0 ❡st
❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L∞(Q)✱ ❧❡ t❡r♠❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té t❡♥❞ ✈❡rs 0✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡
✸✳✶✵✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ✿

∫

Q

{Hδ(u, k)ϕt + b(x)Qδ(u, k) · ∇ϕ− g(t, x, u)∂1Hδ(u, k)ϕ}dxdt
∫

Q

∇xb(x) · (Qδ(u, k) − ∂1Hδ(u, k)f(u))ϕdxdt ≥ 0.

◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡st (ϕn)n t❡❧❧❡
q✉❡✱ ϕn(t, x) = β(t)αn(x) ♦ù β ∈ C∞

c (]0, T [)✱ β ≥ 0✱ ❡t αn ∈ C∞(Ω)✱ 0 ≤ αn ≤ 1✱

αn(x) =

{
1 s✐ x ∈ ∂Ω \ ΓL,R ❡t d(x,ΓL,R) ≥ 1

n
,

0 s✉r ΓL,R ♦✉ s✐ d(x, ∂Ω) ≥ 1
n
.

❉✬❛♣rès ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❋✳ ❖tt♦ ✭✈♦✐r ❬✹✵❪✮✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿

lim
n→∞

∫

Q

b(x)Qδ(u, k) · ∇(αn(x))β(t)dxdt ❡①✐st❡ ❡t ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ uτ ✱ ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

lim
n→∞

∫

Q

b(x)Qδ(u, k).∇(αn(x))β(t)dxdt =

∫

Σ

b(σ)Qδ(u
τ , k) · ν(σ)β(t)dtdHn−1.

❉♦♥❝✱ ❧♦rsq✉❡ δ t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
∫

Σ

b(σ)F0(u
τ , k)β(t)dtdHn−1 ≥ 0,

❝❡ q✉✐ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✶ éq✉✐✈❛✉t à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞ ✭✸✳✺✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝
♠♦♥tré q✉❡ u ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✮✳

✸✳✹ ❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ q✉✬❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❞✬❡s♣❛❝❡✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ♣❡✉t s✬♦❜t❡♥✐r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t b✳ ◆♦✉s



✼✷ ✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡

♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♥♦✉s ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t s✬❡♠♣❧♦②❡r
❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s s✐✲
t✉❛t✐♦♥s✱ ❝✬❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
♦ù ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❡st ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✮ ♣❡✉t✲êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ Ω =]−1, 1[n ❡t ΓL,R = {0}×]−1, 1[n−1✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❛❧♦rs ΩL =]−1, 0[×]−1, 1[n−1 ❡t ΩR =]0, 1[×]−1, 1[n✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱ s✉r ΣL,R✱
νL = (1, 0, . . . , 0) ❡t νR = −νL✳ ❊♥✜♥✱ s✉r ΣL,R✱ σ = (x2, . . . , xn)✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ b ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♣❛rt ❡t
❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ΓL,R✱ ✐✳❡✳

b(x) =

{
bL s✐ x ∈ ΩL

bR s✐ x ∈ ΩR.

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♣r✐s❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s bL ❡t bR ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡s x✱ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t σ ❞❡ ΓL,R✱ ❧❡
s✐❣♥❡ ❞❡ bL(σ) − bR(σ) s♦✐t ❝♦♥st❛♥t✳

◆♦t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ✭✸✳✸✮ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡
❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬♦✉✈❡rt Q s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

∀ϕ ∈ C∞
c (Q)✱ ϕ ≥ 0✱ ∀k ∈ R✱
∫

Q

{|u− k|∂tϕ+ b(x)Φ(u, k) · ∇xϕ− sgn(u− k)g(t, x, u)ϕ}dxdt

+|(bR − bL)f1(k)|
∫ T

0

∫

ΣL,R

ϕ(t, σ)dσdt ≥ 0.
✭✸✳✸✵✮

◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t
s✬é❝r✐t ✿ p.p.t. σ ❞❡ ΣL,R✱

bLf1(u
τ
L(σ)) = bRf1(u

τ
R(σ)).

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✸✳✶✷✮ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✢✉①
s❡ ré❞✉✐t à ✿

f1 ❝❤❛♥❣❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡✳

◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ✐❞é❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s (bε)ε>0 t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∀x ∈ Ω✱ bε(x) = θε(x1)✱



✸✳✹✳ ❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✼✸

❛✈❡❝ ✿

θε(x1) =

{
bL s✐ x1 ≤ −ε
bR s✐ x1 ≥ ε,

❡t t❡❧❧❡ q✉❡ θε s♦✐t ♠♦♥♦t♦♥❡ s✉r [−ε, ε] ✭❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡ (bL − bR)✮✳
❈❡❝✐ ❡♥tr❛î♥❡ ✿

∀x ∈ Ω, x1 6= 0, bε(x) → b(x).

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡s ❤②♣♦✲
t❤ès❡s ✭✸✳✶✾✮✲✭✸✳✷✵✮ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥
ε✱ ❡t q✉✐ s✬é❝r✐✈❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ✿

∀t ∈ [0, T ], (bR − bL)f1(M1(t)) ≥ 0, ✭✸✳✸✶✮
∀t ∈ [0, T ], (bR − bL)f1(M2(t)) ≤ 0. ✭✸✳✸✷✮

P✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ b ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ΓL,R✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

M1(t) = ❡ss sup
Ω
u+

0 e
Mgt +

eMgt − 1

Mg

max
[0,T ]×Ω

|g(t, x, 0)|

❡t

M2(t) = ❡ss inf
Ω

(−u−0 )eMgt − eMgt − 1

Mg

max
[0,T ]×Ω

|g(t, x, 0)|.

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s (uj
0)j∈N∗ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∀j ∈ N
∗✱ uj

0 ∈ C∞
c (Ω)✱ ❡t lim

j→+∞
uj

0 = u0 ❞❛♥s L1(Ω)✳

P♦✉r j ∈ N
∗ ❡t ε ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ✜①és✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✏ré❣✉❧❛r✐sé✑

s✉✐✈❛♥t ✿

❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ uε ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❡t ❜♦r♥é❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿





∂tuε + divx(bε(x)f(uε)) + g(t, x, uε) = 0 ❞❛♥s Q,

uε(0, x) = uj
0(x) s✉r Ω,

uε = 0 s✉r ✭✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡✮ Σ.
✭✸✳✸✸✮

❉✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts r❛♣♣❡❧és ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✸✸✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✮✱ uε,j q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡
uε ❛✜♥ ❞✬❛❧❧é❣❡r ❧❡s é❝r✐t✉r❡s✳ ◆♦✉s s❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ uε ❡st ❜♦r♥é❡ s✉r Q ❛ ♣r✐♦r✐
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ε✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❛❧♦rs à ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ s✉✐t❡ (uε)ε>0✱
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ε ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ε✳ ❙❡✉❧ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠
♥♦✉s s✉✣t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ✿



✼✹ ✸✳ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✶✳ ❙♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✸✳✸✶✮ ❡t ✭✸✳✸✷✮✱ p.p. t ∈ [0, T ]✱

M2(t) ≤ uε(t, .) ≤M1(t) p.p. s✉r Ω. ✭✸✳✸✹✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s r❡✈❡♥♦♥s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❛ss♦❝✐é à ✭✸✳✸✸✮ ✿

❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❡t ❜♦r♥é❡ uε,µ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿





∂tuε,µ + divx(bε(x)f(uε,µ)) + g(t, x, uε,µ) = µ∆uε,µ ❞❛♥s Q,

uε,µ(0, x) = uj
0(x) s✉r Ω,

uε,µ = 0 s✉r Σ.
✭✸✳✸✺✮

P♦✉r µ > 0 ✜①é✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥♥✉ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮ q✉❡ ✭✸✳✸✺✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ uε,µ

é❧é♠❡♥t ❞❡ L2(0, T ;H2(Ω))∩C([0, T ];H1(Ω)) ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ ∂tuε,µ ∈ L2(Q)✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ s✉✐t❡
(uε,µ)µ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s L1(Q) ✈❡rs uε q✉❛♥❞ µ t❡♥❞ ✈❡rs 0+✳ ◆♦✉s ♠✉❧t✐♣❧✐♦♥s ✭✸✳✸✺✮ ♣❛r
(uε,µ −M1(t))

+✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ✐♥té❣r♦♥s s✉r ]0, s[×Ω✱ s ∈]0, T ]✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

µ

∫ s

0

∫

Ω

∆uε,µ(uε,µ −M1(t))
+dxdt = −µ

∫ s

0

∫

Ω

[∇(uε,µ −M1(t))
+]2dxdt ≤ 0

▲❡ t❡r♠❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ s❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∫ s

0

∫

Ω

∂tuε,µ(uε,µ −M1(t))
+dxdt =

1

2
‖(uε,µ(s, .) −M1(s))

+‖2
L2(Ω)

+

∫ s

0

∫

Ω

M ′
1(t)(uε,µ −M1(t))

+dxdt.

◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❧❡ t❡r♠❡ div(bε(x)f(M1(t))✳
❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ bε(x)✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿
∫ s

0

∫

Ω

divx(bε(x)f(uε,µ))(uε,µ −M1(t))
+dxdt =

∫ s

0

∫

Ω

θ′ε(x1)f1(M1(t))(uε,µM1(t))
+dxdt

+

∫ s

0

∫

Q

div(bε(x)(f(uε,µ) − f(M1(t)))(uε,µ −M1(t))
+dxdt.

❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ✿
∫ s

0

∫

Ω

g(t, x, uε,µ)(uε,µ −M1(t))
+dxdt =

∫ s

0

∫

Ω

g(t, x,M1(t))(uε,µ −M1(t))
+dxdt

+

∫

s

∫

Ω

[g(t, x, uε,µ) − g(t, x,M1(t))](uε,µ −M1(t))
+dxdt.

❊♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

1
2
‖(uε,µ(s, .) −M1(s))

+‖2
L2(Ω) +

∫

s

∫

Ω

Ψ(t, x)(uε,µ −M1(t))
+dxdt ≤

(Mg + ‖b‖∞MF

4µ
)

∫

s

∫

Ω

((uε,µ −M1(t))
+)2dxdt,
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♦ù
Ψ(t, x) = θ′ε(x1)f1(M1(t)) +M ′

1(t) + g(t, x,M1(t)).

❖r✱ ♣✉✐sq✉❡ sgn(θ′ε(x1)) = sgn(bR − bL)✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❞✬❛♣rès ✭✸✳✸✶✮ q✉❡ ✿

θ′ε(x1)f1(M1(t)) ≥ 0.

❈♦♠♠❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡M1(t)✱M ′
1(t)+g(t, x,M1(t)) ≥ 0✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ Ψ(t, x) ≥

0✳

P❛r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ (uε,µ(t, .))ε,µ ❡st ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r
M1(t)✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ µ ✈❡rs 0✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ uε(t, .) ♣❛r M1(t)✳

P♦✉r ❧❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ♣❛r M2(t) ♥♦✉s ♠✉❧t✐♣❧✐♦♥s ✭✸✳✸✺✮ ♣❛r −(uε,µ −M2(t))
− ❡t ♥♦✉s

✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✸✷✮✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ✭✸✳✷✮ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✶ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✵ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✷✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ (uε)ε>0 q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s L1(Q)✳

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡✱ ♥♦té❡ u✱ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✳✶✮✳

❉✬❛♣rès ❧❡s r❛♣♣❡❧s ❡✛❡❝t✉és ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ uε s❛t✐s❢❛✐t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
❡♥tr♦♣✐q✉❡ ✿

∫

Q

{Iη(uε)∂tϕ+ bε(x)Φη(uε, k) · ∇ϕ− sgnη(uε − k)g(t, x, uε)ϕ}dxdt

+

∫

Q

θ′ε(x1)(Φ1,η(uε, k) − I ′η(uε)f1(uε))ϕdxdt+

∫

Ω

Iη(u
j
0)ϕ(0, x)dx ≥ 0,

♦ù (Iη,Φη) ❡st ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❞é✜♥✐❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ k ♣❛r ✿

Iη(uε, k) =

∫ uε

k

sgnη(τ − k)dτ ❡t Φη(uε, k) =

∫ uε

k

sgnη(τ − k)f ′(τ)dτ.

◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ε✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ bε✱
∫

Q

θ′ε(x1)(Φ1,η(uε, k) − I ′η(uε)f1(uε))ϕdxdt =

−
∫

ΣL,R

(∫ ε

−ε

θ′ε(x1)f1(k)sgnη(uε − k)ϕdx1

)
dHn−1dt

+

∫

ΣL,R

(∫ ε

−ε

θ′ε(x1){Φ1,η(uε, k) − I ′η(uε)(f1(uε) − f1(k))}ϕdx1

)
dHn−1dt.
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❖r |θ′ε(x1)| = sgn(bR − bL)θ′ε(x1)✳ ❉✬♦ù ✿
∣∣∣∣−
∫ ε

−ε

θ′ε(x1)f1(k)sgnη(uε − k)ϕdx1

∣∣∣∣ ≤ sgn(bR − bL)|f1(k)|
∫ ε

−ε

θ′ε(x1)ϕdx1.

❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡✛❡❝t✉és ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

|Φ1,η(uε) − I ′η(uε)(f1(uε) − f1(k))| ≤ 2Mf1
η.

❆✐♥s✐ ✿ ∫

Q

θ′ε(x1)(Φ1,η(uε, k) − I ′η(uε)f1(uε))ϕdxdt ≤

sgn(bR − bL)(|f1(k)| + 2Mf1
η)

∫

ΣL,R

(∫ ε

−ε

θ′εϕdx1

)
dHn−1dt.

❆♣rès ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à x1✱ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ε ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ✿

∫

Q

{Iη(u)∂tϕ+ b(x)Φη(u, k) · ∇ϕ− sgnη(u− k)g(t, x, u)ϕ}dxdt

+(2Mf1
η + |f1(k)|)(|bR − bL|)

∫

ΣL,R

ϕ(t, 0, x2)dtdx2 +

∫

Ω

Iη(u
j
0)ϕ(0, x)dx ≥ 0.

✭✸✳✸✻✮

❊♥ s❡ ❧✐♠✐t❛♥t à ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ϕ ❞❛♥s C∞
c (Q)✱ ❧♦rsq✉❡ η t❡♥❞ ✈❡rs 0+✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ♣❛r

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦♠✐♥é❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ✭✸✳✸✵✮✳

P❛r ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉✬à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ u ✈ér✐✜❡ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭✸✳✹✮✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ✭✸✳✺✮✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ δ✱
❧❛ ♣❛✐r❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❜♦r❞ (Hδ,Qδ) ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳✽✱ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡s r❛♣♣❡❧s
❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✣r♠❡r q✉❡ uε s❛t✐s❢❛✐t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∫

Q

{Hδ(uε, k)∂tϕdxdt+ bε(x)Qδ(uε, k) · ∇ϕ− ∂1Hδ(uε, k)g(t, x, uε)ϕ}dxdt

+

∫

Q

b′ε(x)(Qδ(uε, k) − ∂1Hδ(uε, k)f(uε))dxdt ≥ 0.

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ϕ ♥✉❧❧❡s s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ΣL,R✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣❛ss❡r à ❧❛
❧✐♠✐t❡ ❡♥ ε s❛♥s ❞✐✣❝✉❧tés ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✿

∫

Q

{Hδ(u, k)ϕtdxdt+ b(x)Qδ(u, k) · ∇ϕ− ∂1Hδ(u, k)ϕg(t, x, u)}dxdt

+

∫

Q

b′(x)(Qδ(u, k) − ∂1Hδ(u, k)f(u))ϕdxdt ≥ 0.
✭✸✳✸✼✮

◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❛❧♦rs✱ ❞❛♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡st✱
ϕn(t, x) = β(t)αn(x) ♦ù β ∈ C∞

c (]0, T [)✱ β ≥ 0✱ ❡t αn ∈ C∞(Ω)✱ 0 ≤ αn ≤ 1✱

αn(x) =

{
1 s✐ x ∈ ∂Ω \ ΓL,R ❡t d(x,ΓL,R) ≥ 2

n
,

0 s✐ d(x,ΓL,R) ≤ 1
n
♦✉ d(x, ∂Ω) ≥ 1

n
.
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❉✬❛♣rès ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❋✳ ❖tt♦ ✭✈♦✐r ❬✹✵❪✮✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿

lim
n→∞

∫

Q

b(x)Qη(u, k) · ∇(αn(x))β(t)dxdt ❡①✐st❡ ❡t ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ✳

◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉✬à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ j✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s uj ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡
❞❡ ✭✸✳✶✮ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ uj

0✳ P♦✉r j
′ 6= j✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✭✸✳✶✸✮ ♥♦✉s ❛ss✉r❡

q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
∫

Q

|uj(t, x) − uj′(t, x)| ≤ C

∫

Ω

|uj
0 − uj′

0 |dx.

◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ (uj)j ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❞❛♥s L1(Q) ✭❝❛r ❧❛ s✉✐t❡
(uj

0)j ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s L1(Ω)✮✱ ❡t ❞♦♥❝ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ♥♦té❡ u✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t
j ∈ N

∗✱ uj ✈ér✐✜❡ ✭✸✳✸✻✮ ❡t ✭✸✳✸✼✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ j ❞❛♥s ✭✸✳✸✻✮ ❡t ✭✸✳✸✼✮✱
♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s✱ q✉❡ u ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞❡ ✭✸✳✶✮✳
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✼✾

❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é
❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♦✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s♦♠❡ ♣❡tr♦❧❡✉♠
❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✐✳❡✳ ♠♦❞❡❧s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ divxb(x)f(u)✳ ❆s
♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣✉r❡❧② ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✳
❙♦ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✴♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♦♥❡✳

✹✳✶✳✶ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❛ str❛t✐✜❡❞ s✉❜s♦✐❧
Ω ✲ ❢r♦♠ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ R

n✱ n ≥ 1 ✲ s✉❝❤ t❤❛t
Ω = Ωh ∪ Ωp❀ Ωh ✭❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ③♦♥❡✮ ❛♥❞ Ωp ✭♣❛r❛❜♦❧✐❝ ③♦♥❡✮ ❜❡✐♥❣ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t ❜♦✉♥❞❡❞
❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Γl = ∂Ωl✱ l ∈ {h, p} ❛♥❞ Γhp = Γh ∩ Γp✳
❚❤✐s ✇❛② ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❛r❡❛s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t ✐♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✇❡ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐✛✉s✐✈✐t②✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡
r❡❛❧✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❛♥❞ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞
❢✉♥❝t✐♦♥ u ♦♥ Q ≡]0, T [×Ω s❛t✐s❢②✐♥❣





∂tu+ divx(b(x)f(u)) + g(t, x, u) = divx(IΩp
(x)∇φ(u)) ♦♥ Q,

u = 0 ♦♥ ✭❛ ♣❛rt ♦❢✮ ]0, T [×∂Ω,
u(0, .) = u0 ♦♥ Ω,

✭✹✳✶✮
✇✐t❤

b(x)f(u) = bh(x)fh(u)IΩh
+ bp(x)fp(u)IΩp

,

g(t, x, u) = gp(t, x, u)IΩp
(x) + gh(t, x, u)IΩh

(x).



✽✵ ✹✳ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡

❋♦r ❡❛❝❤ A ⊂ Ω✱ IA ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ A✳

✹✳✶✳✷ ▼❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s

❆s ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❡rt✉❜❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡
❜② ❛ s✉❜s❝r✐♣t h t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ③♦♥❡ ❛♥❞ ❜② ❛ s✉❜s❝r✐♣t p t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♦♥❡✳ ❚❤❡♥ ✇❡
❣✐✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥✳

• ❋♦r l ∈ {h, p}✱ Hn−1(Γhp ∩ (Γl \ Γhp)) = 0

• ❋♦r l ∈ {h, p}✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s bl = (bl,1, .., bl,n) ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ W 2,+∞(Ωl)
n ❛♥❞

s✉❝❤ t❤❛t
Γhp ⊂ {σ̄ ∈ Γh, bh(σ).νh ≥ 0}. ✭✹✳✷✮

• u0 ❜❡❧♦♥❣s t♦ L∞(Ω)✳

• fp ✐s ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥ R✳

• fh ✐s ❛ ♥♦♥❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ R✳

• ❢♦r l ∈ {h, p}✱ gl ✐s ✐♥ W 1,+∞(]0, T [×Ωi × R)✳

• t❤❡r❡ ❡①✐sts a ∈ R
− ❛♥❞ b ∈ R

+ s✉❝❤ t❤❛t φ ✐s ❛ ♥♦♥❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
W 1,+∞([a, b])✳ ❇② ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ φ(0) = 0✳

• φ−1 ❡①✐sts ♦♥ [φ(a), φ(b)]✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢✉❧✜❧❧❡❞ ✇❤❡♥ {x ∈ [a, b], φ′(x) = 0}
❤❛s ❛ ③❡r♦ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳

❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t Γp \ Γhp ❤❛s ❛ ♥♦♥ ③❡r♦ Hn−1✲♠❡❛s✉r❡✳ ❙♦ t❤❛t ✇❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡

V = {v ∈ H1(Ωp), v = 0 ❛✳❡✳ ♦♥ Γp \ Γhp},
✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠ ‖v‖V = ‖∇xv‖L2(Ωp)n ✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ H1(Ωp)✲♥♦r♠✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ 〈〈., .〉〉 t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ V ❛♥❞ V ′✳

▲❛st② ✇❡ s❡t✱ ❢♦r ❛♥② r❡❛❧ τ, k✱

F0,h(τ, k) =
1

2
(|fh(τ) − fh(0)| − |fh(k) − fh(0)| + |fh(τ) − fh(k)|).

❘❡♠❛r❦ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ fh ❛♥❞ ✭✹✳✷✮ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥
t❤❡ s❡t ♦❢ ♦✉t✇❛r❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❞♦♠❛✐♥✳
❚❤✐s ✐s ❛ ❦❡② ♣♦✐♥t t❤❛t ✇✐❧❧ ❣✉✐❞❡ ✉s ❢♦r t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✜rst
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♦♥❡✳



✹✳✷✳ ◆♦t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥ ✽✶

✹✳✷ ◆♦t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥

❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t♦ ✭✹✳✶✮ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ s❡t ✐♥ Q ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞
❛s ❛ q✉❛s✐❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t str♦♥❣❧② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡s ♦♥ ❛ ✜①❡❞ s✉❜❞♦♠❛✐♥✳ ❙♦ ✇❡ r❡❢❡r t♦
❬✹❪✱ ❬✺❪ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥tr♦♣② ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡
Q✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❛✐❞ t❤❛t✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❆ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ u ✐s ❛ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✹✳✶✮ ✐❢✿

• u ∈ L∞(Q), φ(u) ∈ L2(0, T ;V ),

• ∀ϕ ∈ C∞
c (Q)✱ ∀ϕ ≥ 0✱ ∀k ∈ R✱

∫

Q

(|u− k|∂tϕ+ b(x)Φ(u, k) · ∇xϕ)dxdt−
∫

Qp

∇x|φ(u) − φ(k)| · ∇xϕdxdt

−
∫

Q

sgn(u− k)(g(t, x, u) + divxb(x)f(k))ϕdxdt

+

∫

Σhp

{bhfh(k) − bpfp(k)} · νhsgn(φ(u) − φ(k))ϕdtdHn−1 ≥ 0,

✭✹✳✸✮

• ∀ϕ ∈ L1(Σh \ Σhp)✱ ϕ ≥ 0✱ ∀k ∈ R✱

❡ss lim
τ→0−

∫

Σh\Σhp

F0,h(u(σ + τνh), k)bh · νhϕdσ ≥ 0, ✭✹✳✹✮

•
❡sslim

t→0+

∫

Ω

|u(t, x) − u0(x)|dx = 0. ✭✹✳✺✮

❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳ ■♥ ✭✹✳✸✮✱ t❤❡ t❡r♠ sgn(φ(u) − φ(k)) ❤❛s t♦ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢
t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ φ(u) ♦♥ Σhp ❢r♦♠ t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ Qp✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✹✳ ■❢ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t u t❛❦❡s ✐ts ✈❛❧✉❡s ✐♥ ]a, b[✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ✐♥ ✭✹✳✸✮
s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② k > ‖u‖∞ ❛♥❞ k < −‖u‖∞✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t✇♦ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳
❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥t❡❣r❛❧s ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ k✲❞❡♣❡♥❞❛♥t t❡r♠s ❝♦❧❧❛♣s❡✳ ❙♦ ✐t ❝♦♠❡s
❢♦r ❛♥② ϕ ✐♥ H1

0 (Q)✱

∫

Q

(u∂tϕ+ (b(x)f(u) − IΩp
∇xφ(u)) · ∇xϕ− g(t, x, u)ϕ)dxdt = 0. ✭✹✳✻✮

❚❤✉s u ✐s ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥✱ s✐♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ Q✱

∂tu+ divx(b(x)f(u) − IΩp
∇xφ(u)) + g(t, x, u) = 0.



✽✷ ✹✳ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡

✹✳✸ ❙t❛t❡♠❡♥t ♦❢ ✉♥✐q✉❡♥❡ss

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❛ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✹✳✶✮ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ st❡♣s✳
❋✐rst ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ③♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❛♥ ✉♥✐q✉❡✲
♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♦♥❡✳

✹✳✸✳✶ ❙t✉❞② ♦♥ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ③♦♥❡

❲❡ ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ ✭✹✳✸✮ ❛♥❞ ✭✹✳✹✮ ❛♥ ❡♥tr♦♣② ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♦♥ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❞♦♠❛✐♥ t❤❛t ✇✐❧❧
❜❡ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ t✐♠❡✲▲✐♣s❝❤✐t③✐❛♥ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ✐♥ L1(Ωh) ♦❢ ❛ ✇❡❛❦
s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✹✳✶✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ❛s ✐♥ ❬✺❪✱ ✇❡
st❛t❡ ✜rst✿

▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳ ▲❡t u ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✹✳✸✮ ❛♥❞ ✭✹✳✹✮✳ ❚❤❡♥
❢♦r ❛♥② r❡❛❧ k ❛♥❞ ❛♥② ϕ ♦❢ C∞

c (]0, T [×R
n)✱ ϕ ≥ 0✱

−
∫

Qh

(|u− k|∂tϕ+ |fh(u) − fh(k)|bh · ∇xϕ−Gh(u, k)ϕ)dxdt

≤ ❡ss lim
τ→0−

∫

Σh\Σhp

|fh(u(σ + τνh)) − fh(0)|bh · νhϕdtdHn−1

−
∫

Σh\Σhp

|fh(k) − fh(0)|bh · νhϕdtdHn−1,

✭✹✳✼✮

✇❤❡r❡ Gh(u, k) = sgn(u− k)(gh(t, x, u) + divxbh(x)fh(k))✳

Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ ✭✹✳✸✮✱ ✐t ❝♦♠❡s t❤❛t ❢♦r ϕ ∈ C∞
c (]0, T [×Ωh)✱ ϕ ≥ 0✱

∫

Qh

(|u− k|∂tϕ+ |fh(u) − fh(k)|bh · ∇xϕ−Gh(u, k)ϕ)dxdt ≥ 0. ✭✹✳✽✮

❚❤✉s✱ ❢r♦♠ ✭✹✳✽✮ ❛♥❞ ❜② r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❋✳ ❖tt♦✬s ✇♦r❦s ✐♥ ❬✹✸❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬✹✵❪ ▲❡♠♠❛ ✼✳✸✹✮✱
✇❡ st❛t❡ t❤❛t✿

❡ss lim
τ→0−

∫

Σh

|fh(u(σ + τνh)) − fh(k)|bh.νhβ(σ)dtdHn−1 ❡①✐sts✱ ✭✹✳✾✮

❢♦r ❛♥② r❡❛❧ k ❛♥❞ β ∈ L1(Σh)✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❬✹✸❪ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ϕ ✐♥ C∞
c (]0, T [×R

n)✱ ϕ ≥ 0✱

−
∫

Qh

(|u− k|∂tϕ+ |fh(u) − fh(k)|bh · ∇xϕ−Gh(u, k)ϕ)dxdt

≤ −❡ss lim
τ→0−

∫

Σh

|fh(u(σ + τνh)) − fh(k)|bh.νhϕ(σ)dtdHn−1.



✹✳✸✳ ❙t❛t❡♠❡♥t ♦❢ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ✽✸

❋r♦♠ ✭✹✳✹✮✱ ❛♥❞ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ F ✱ ✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t✿

−❡ss lim
τ→0−

∫

Σh\Σhp

|fh(u(σ + τνh)) − fh(k)|bh.νhϕ(σ)dtdHn−1

≤ ❡ss lim
τ→0−

∫

Σh\Σhp

|fh(u(σ + τνh)) − fh(0)|bh · νhϕdtdHn−1

−
∫

Σh\Σhp

|fh(k) − fh(0)|bh · νhϕdtdHn−1.

❚❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ✇❡ s♣❧✐t t❤❡ ❢r♦♥t✐❡r Γh ✐♥t♦ Γhp ❛♥❞
Γh \ Γhp t♦ ♦❜t❛✐♥✿

−
∫

Qh

(|u− k|∂tϕ+ |fh(u) − fh(k)|bh · ∇xϕ−Gh(u, k)ϕ)dxdt

≤ −❡ss lim
τ→0−

∫

Σhp

|fh(u(σ + τνh)) − fh(k)|bh.νhϕ(σ)dtdHn−1

+❡ss lim
τ→0−

∫

Σh\Σhp

|fh(u(σ + τνh)) − fh(0)|bh · νhϕdHn

−
∫

Σh\Σhp

|fh(k) − fh(0)|bh · νhϕdtdHn−1.

❆s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✹✳✷✮✱

−❡ss lim
τ→0−

∫

Σhp

|fh(u(σ + τνh)) − fh(k)|bh.νhϕ(σ)dtdHn−1 ≤ 0,

t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳

◆♦✇✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ s♦♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠♦❧❧✐✜❡rs ❛♥❞ ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ❬✹✵❪✱ ❬✺❪ ♦r ❬✹✼❪✳

❋✐rst✱ ❢r♦♠ ✭✹✳✾✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♦♣❡♥ s✉❜s❡t Σloc ♦❢ Σh✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② r❡❛❧ k
t❤❡r❡ ❡①✐sts θk ✐♥ L∞(Σloc) s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② β ✐♥ L1(Σloc)✱

❡ss lim
τ→0−

∫

Σloc

|fh(u(σ + τνh)) − fh(k)|bh · νhβ(σ)dHn =

∫

Σloc

θk(σ)β(σ)dHn. ✭✹✳✶✵✮

◆❡①t ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦❧❧✐✜❡rs (Wj)j>0 ♦♥ R
n+1✿

∀j > 0,∀p = (t, x) ∈ R
n+1,Wj(p) = ρj(t)

n∏

i=1

ρj(xi),

✇❤❡r❡ (ρj)j ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦❧❧✐✜❡rs ♦♥ R✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢♦r ❛✳❡✳ σ ∈ Σh\Σhp

0 ≤
∫

Qh

Wj(σ − p̃)dp̃ ≤ 1 ❛♥❞ lim
j→0+

∫

Qh

Wj(σ − p̃)dp̃ =
1

2
.

■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ♥❡①t st❛t❡♠❡♥t ❤♦❧❞s✿



✽✹ ✹✳ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡

▲❡♠♠❛ ✹✳✻✳ ▲❡t u ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ Qh s✉❝❤ t❤❛t ✭✹✳✼✮ ❤♦❧❞s✳ ❚❤❡♥✱
❢♦r ❛♥② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ ♦♥ Qh✱

lim
j→0+

∫

Qh

∫

Σh\Σhp

|fh(u(p)) − fh(0)|bh(σ̃) · νhϕ(
p̃|Σ + p

2
)Wj(p̃|Σ − p)dσ̃dp

=
1

2
❡ss lim

τ→0−

∫

Σh\Σhp

|fh(u(σ + τνh)) − fh(0)|bh(σ) · νhϕ(σ)dσ,

❛♥❞✱

lim
j→0+

∫

Qh

❡ss lim
j→0+

∫

Σh\Σhp

|fh(u(σ + τνh)) − fh(0)|bh(σ) · νhϕ(
p|Σ + p̃

2
)Wj(p|Σ − p̃)dσdp̃

=
1

2
❡ss lim

τ→0−

∫

Σh\Σhp

|fh(u(σ + τνh)) − fh(0)|bh(σ) · νhϕ(σ)dσ.

❚❤❛♥❦s t♦ ✭✹✳✼✮ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✹✳✻✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❛❜❧❡ t♦ st❛t❡ ❛♥ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ♦♥
t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ③♦♥❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✼✳ ▲❡t u1 ❛♥❞ u2 ❜❡ t✇♦ ❡♥tr♦♣② ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ✭✹✳✶✮ ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛ u0,1

❛♥❞ u0,2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛✳❡✳ t ✐♥ ]0, T [✱
∫

Ωh

|u1(t, .) − u2(t, .)|dx ≤ eMgh
t

∫

Ωh

|u0,1 − u0,2|dx.

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ζ ❜❡ ✐♥ C∞
c (]0, T [×R

n)✱ ζ ≥ 0✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ ✐♥ ✭✹✳✼✮✱ ❢♦r u1 ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
p = (t, x)✱

k = ũ2 ≡ u2(t̃, x̃), ϕ(p) = ζ(
p+ p̃

2
)Wj(p− p̃) = ψj(p, p̃),

❛♥❞ ✐♥ ✭✹✳✼✮✱ ❢♦r u2 ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s p̃ = (t̃, x̃)✱

k = u1(t, x), ϕ(p̃) = ζ(
p+ p̃

2
)Wj(p− p̃) = ψj(p, p̃).

❲❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♦✈❡r Qh ♦♥ t❤❡ p̃ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r u1 ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ p ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r u2✳ ❲❡ ❛❞❞ ✉♣
❛♥❞ ✐t ❝♦♠❡s✿

−
∫

Qh×Qh

|u1 − ũ2|(∂tψj + ∂t̃ψj) + |fh(u1) − fh(ũ2)|(bh · ∇xψj + b̃h · ∇x̃ψj))dpdp̃

+

∫

Qh×Qh

(Gh(u1, ũ2) +Gh(ũ2, u1))ψjdpdp̃

≤ −
∫

Qh

∫

Σh\Σhp

|fh(u1) − fh(0)|b̃h · νhψj(σ̃, p)dHn
σ̃dp

−
∫

Qh

∫

Σh\Σhp

|fh(ũ2) − fh(0)|bh · νhψj(σ, p̃)dHn
σdp̃

+

∫

Qh

❡ss lim
τ→0−

∫

Σh\Σhp

|fh(u1(σ + τνh)) − fh(0)|bh · νhψj(σ, p̃)dtdHn−1
σ dp̃

+

∫

Qh

❡ss lim
τ→0−

∫

Σh\Σhp

|fh(ũ2(σ̃ + τνh)) − fh(0)|b̃h · νhψj(p, σ̃)dtdHn−1
σ̃ dp.

✭✹✳✶✶✮



✹✳✸✳ ❙t❛t❡♠❡♥t ♦❢ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ✽✺

❚♦ t❛❦❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦♥ j ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ▲❡♠♠❛ ✹✳✻ t♦ ❛r❣✉❡✿

lim
j→0+

−
∫

Qh

∫

Σh\Σhp

|fh(u1) − fh(0)|b̃h · νhψj(σ̃, p)dtdHn−1
σ̃ dp

=
1

2
❡ss lim

τ→0−

∫

Σh\Σhp

|fh(u1(σ + τνh)) − fh(0)|b̃h(σ) · νhζ(σ)dσ

= lim
j→0+

∫

Qh

❡ss lim
τ→0−

∫

Σh\Σhp

|fh(u1(σ + τνh)) − fh(0)|bh · νhψj(σ, p̃)dtdHn−1
σ dp̃.

❙♦ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❣♦❡s t♦ 0 ✇✐t❤ j✳ ■t ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦♥ j ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞
s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✶✶✮ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡✿
∫

Qh

{|u1 − u2|∂tϕ+ |fh(u1) − fh(u2)|b.∇ζ − sgn(u1 − u2)(gh(u1) − gh(u2))ϕ}dxdt ≥ 0.

❋♦r ζ = αβ ✇❤❡r❡ α ❜❡❧♦♥❣s t♦ C∞
c (]0, T [)✱ α ≥ 0✱ ❛♥❞ β t♦ C∞

c (Rn)✱ β ≥ 0✱ β ≡ 1 ♦♥ Qh✱
t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r gh ♣r♦✈✐❞❡s✿

−
∫

Qh

|u1 − u2|α′(t)dxdt ≤Mgh

∫

Qh

|u1 − u2|α(t)dxdt.

❲❤❡♥ α ✐s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ I[0,t]✱ t ❜❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥ ♦✉ts✐❞❡ ❛ s❡t ♦❢
♠❡❛s✉r❡ ③❡r♦✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✺✮ ❛♥❞ t♦
●r♦♥✇❛❧❧ ▲❡♠♠❛ ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✵✳✼✮

✹✳✸✳✷ ❙t✉❞② ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ③♦♥❡

❖♥ Qp✱ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✹✳✶✮ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛❧✐t② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡♥t❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ③♦♥❡✳ ■♥❞❡❡❞✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✽✳ ▲❡t u ❜❡ ❛ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✹✳✶✮ s✉❝❤ t❤❛t a ≤ u ≤ b✳ ❚❤❡♥✱

∂tu ∈ L2(0, T ;V ′).

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ❛♥② v ✐♥ L2(0, T ;V )✱

∫ T

0

〈〈∂tu, v〉〉dt+

∫

Qp

(∇xφ(u) − fp(u)bp) · ∇vdxdt+

∫

Qp

gp(t, x, u)vdxdt

−❡ss lim
τ→0−

∫

Σhp

fh(u(σ + τνh))bh · νhvdtdHn−1 = 0.
✭✹✳✶✷✮

Pr♦♦❢✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✹✱ u s❛t✐s✜❡s ✭✹✳✻✮✳ ❙✐♥❝❡ D(0, T ;H1
0 (Ω)) ⊂ H1

0 (Q)✱ ✭✹✳✻✮ ✐s
st✐❧❧ tr✉❡ ❢♦r ❛♥② ϕ ✐♥ D(0, T ;H1

0 (Ω))✳ ◆♦✇ ❧❡t ζ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ D(0, T ;V )✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ζ̂



✽✻ ✹✳ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡

❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ζ t♦ D(0, T ;H1
0 (Ω)) ❛♥❞ ✇❡ t❛❦❡ ϕ = ζ̂ξ̺ ✐♥ ✭✹✳✻✮ ✇❤❡r❡ ξ̺ ❜❡❧♦♥❣s t♦

W 1,+∞(Ω)✱ 0 ≤ ξ̺ ≤ 1✱ ❛♥❞ ❢✉❧✜❧❧s ❢♦r ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ̺✿

ξ̺(x) =






1 ✐❢ x ∈ Ωp

0 ✐❢ x ∈ Ωh, d(x,Γhp) ≥ ̺

‖∇xξ̺‖∞ ≤ C

̺
, C > 0 ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t ♦❢ ̺.

❲❡ ♣❛ss t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇❤❡♥ ̺ ❣♦❡s t♦ 0+✳ ❚♦ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ✉s❡ ✭✹✳✾✮ t♦ ❝❧❛✐♠ t❤❛t✿

lim
̺→0+

∫

Qh

fh(u)ϕ̂bh · ∇ξ̺dxdt = ❡ss lim
τ→0−

∫

Σhp

fh(u(σ + τνh))ϕbh · νhdtdHn−1.

❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ t❛❦❡ t❤❡ ̺✲❧✐♠✐t ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠s ✐♥ ✭✹✳✻✮ ✳ ❚❤❛t ②✐❡❧❞s✱ ❢♦r ❛♥②
ϕ ✐♥ D(0, T ;V )✱ ϕ ≥ 0✿

−
∫

Qp

u∂tϕdxdt+

∫

Qp

(∇xφ(u) − fp(u)bp) · ∇xϕdxdt+

∫

Qp

gp(t, x, u)ϕdxdt

−❡ss lim
τ→0−

∫

Σhp

fh(u(σ + τνh))ϕbh · νhdtdHn−1 = 0.
✭✹✳✶✸✮

❙✐♥❝❡ u ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ φ(u) ❜❡❧♦♥❣s t♦ L2(0, T ;V ) ✇❡ st❛t❡ t❤❛t✿
∣∣∣∣∣

∫

Qp

(∇xφ(u) − fp(u)bp) · ∇xϕdxdt

∣∣∣∣∣ ≤ C1‖ϕ‖L2(0,T ;V ),

✇❤❡r❡ C1 ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❚r❛❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ♦❢ V ✐♥t♦ L2(Γ)✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❢♦r a.e. τ ✿
∫

Σhp

fh(u(σ + τνh))ϕbh · νhdtdHn−1 ≤ C2‖ϕ‖L2(0,T ;V ),

s♦ t❤❛t ∣∣∣∣∣❡ss limτ→0−

∫

Σhp

fh(u(σ + τνh))ϕbh · νhdσ

∣∣∣∣∣ ≤ C2‖ϕ‖L2(0,T ;V ),

✇❤❡r❡ C2 ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧✳

❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C s✉❝❤ t❤❛t✿

∀ϕ ∈ D(0, T ;V ),

∣∣∣∣∣

∫

Qp

u∂tϕdxdt

∣∣∣∣∣ ≤ C‖ϕ‖L2(0,T ;V ),

✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ∂tu ❜❡❧♦♥❣s t♦ L2(0, T ;V ′) ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ♦❢ ❬✶✶❪✮✳ ❙♦✱

∀ϕ ∈ D(0, T ;V ),−
∫

Qp

u∂tϕdxdt =

∫ T

0

〈〈∂tu, ϕ〉〉dt.

❇② ❞❡♥s✐t② ✇❡ ♠❛② r❡✇r✐t❡ ✭✹✳✶✸✮ ✇✐t❤ ϕ ✐♥ L2(0, T ;V ) ❛♥❞ ✭✹✳✶✷✮ ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❝♦♠♣❧❡t❡s
t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✽✳



✹✳✸✳ ❙t❛t❡♠❡♥t ♦❢ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ✽✼

✹✳✸✳✸ ❚❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss t❤❡♦r❡♠

▲❡t u1 ❛♥❞ u2 ❜❡ t✇♦ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ✭✹✳✶✮ s✉❝❤ t❤❛t ui t❛❦❡s ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐♥ ]a, b[✱
i = 1, 2✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ ❛❧s♦ t❤❛t u1 ❛♥❞ u2 ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t✐❛❧ ❞❛t✉♠ ♦♥ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝
❛r❡❛✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✼✱ ✇❡ ❛r❡ s✉r❡ t❤❛t u1 = u2 ❛✳❡✳ ♦♥ Qh✳ ❖♥ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ③♦♥❡✱
t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♣r♦♦❢ ❧✐❡s ♦♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦
❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ t❡r♠✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t fp◦φ−1 ✐s ❍ö❧❞❡r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥ [φ(a), φ(b)]
✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦s❛♥t ❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t❤❛♥ 1/2✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s✿

∃ θ ∈ [1/2,+∞[, ∃ C > 0,∀(x, y) ∈ φ([a, b])2, |(fp ◦ φ−1)(x) − (fp ◦ φ−1)(y)| ≤ C|x− y|θ.
✭✹✳✶✹✮

❚❤❡♥ ✇❡ ♠❛② ❛ss❡rt t❤❛t✿

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✾✳ ❯♥❞❡r ✭✹✳✶✹✮✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✶✮ ❛❞♠✐ts ❛t ♠♦st ♦♥❡ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥✳
❇❡s✐❞❡s✱ ✐❢ u1 ❛♥❞ u2 ❛r❡ t✇♦ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛ u0,1 ❛♥❞
u0,2 s✉❝❤ t❤❛t u0,1 = u0,2 ❛✳❡✳ ♦♥ Ωh t❤❡♥✱ ❢♦r ❛✳❡✳ t ✐♥ ]0, T [✱

∫

Ω

|u1(t, .) − u2(t, .)|dx ≤ eMgp t

∫

Ωp

|u0,1 − u0,2|dx.

Pr♦♦❢✳ ■♥ ✭✹✳✶✷✮✱ ✇r✐tt❡♥ ❢♦r u1 ✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ (t, x)✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

v(t, t̃, x) = sgnη(φ(u1)(t, x) − φ(u2)(t̃, x))αj(t, t̃),

❛♥❞ ✐♥ ✭✹✳✶✷✮ ✇r✐tt❡♥ ❢♦r u2 ✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s (t̃, x)✱ ✇❡ t❛❦❡

−sgnη(φ(u1)(t, x) − φ(u2)(t̃, x))αj(t, t̃) = −v(t, t̃, x).
❋♦r ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ j✱

αj(t, t̃) = γ(
t+ t̃

2
)ρj(

t− t̃

2
),

✇❤❡r❡ γ ✐s ❛ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ C∞
c (]0, T [)✱ ❛♥❞ j ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r αj t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦

C∞
c (]0, T [×]0, T [)✱ αj ≥ 0✳ ❲❡ ❛❞❞ ✉♣ ❛♥❞ ✐t ❝♦♠❡s✿

∫ T

0

∫ T

0

〈〈∂tu1 − ∂tũ2, sgnη(φ(u1) − φ(ũ2))〉〉αjdtdt̃

+

∫

]0,T [×Qp

∇(φ(u1) − φ(ũ2)) · ∇sgnη(φ(u1) − φ(ũ2))αjdxdtdt̃

−
∫

]0,T [×Qp

(fp(u1) − fp(ũ2))bp · ∇sgnη(φ(u1) − φ(ũ2))αjdxdtdt̃

+

∫

]0,T [×Qp

(gp(t, x, u1) − gp(t̃, x, ũ2))sgnη(φ(u1) − φ(ũ2))αjdxdtdt̃

=

∫ T

0

❡ss lim
τ→0−

∫

Σhp

fh(u1(σ + τνh))bh · νhsgnη(φ(u1) − φ(ũ2))αjdσdt̃

−
∫ T

0

❡ss lim
τ→0−

∫

Σhp

fh(u2(σ̃ + τνh))bh · νhsgnη(φ(u1) − φ(ũ2))αjdxdtdt̃.

✭✹✳✶✺✮



✽✽ ✹✳ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡

❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ✇r✐t✐♥❣ ✇❡ ❛❞❞ ❛ ✏t✐❧❞❡✑ s✉♣❡rs❝r✐♣t t♦ ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t̃ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❲❡
✇❛♥t t♦ ♣❛ss t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ✐♥ ✭✹✳✶✺✮✱ ✜rst ✇❤❡♥ η ❣♦❡s t♦ 0+ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❤❡♥ j t❡♥❞s t♦ 0+✳
❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ s♦♠❡ ❧✐♥❡s✳

■♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❢♦r ❡❛❝❤ t❡r♠ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts
❢♦r♠✉❧❛ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋✳ ▼✐❣♥♦t✲ ❆✳ ❇❛♠❜❡r❣❡r ▲❡♠♠❛ ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✵✳✽✮ t♦ ♦❜t❛✐♥✿

∫ T

0

∫ T

0

〈〈∂tu1 − ∂tũ2, sgnη(φ(u1) − φ(ũ2))〉〉αjdtdt̃

= −
∫

]0,T [×Qp

((∫ u1

ũ2

sgnη(φ(r) − φ(ũ2))dr

)
∂tαj

)
dxdtdt̃

−
∫

]0,T [×Qp

((∫ u1

ũ2

sgnη(φ(u1) − φ(r))dr

)
∂t̃αj

)
dxdtdt̃.

■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❧✐♥❡ ♦❢ ✭✹✳✶✺✮✱ ✇❡ ✇r✐t❡ fp(u) = fp ◦ φ−1(φ(u)) ❢♦r u = u1 ❛♥❞ ❢♦r u = ũ2✳
❚❤❡♥ ❞✉❡ t♦ ✭✹✳✶✹✮ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❨♦✉♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭s❡❡ Pr♦♣❡rt② ✵✳✾✮ ✇✐t❤ p = 2✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡
t❤❛t✿

−
∫

]0,T [×Qp

(fp(u1) − fp(ũ2))bp · ∇sgnη(φ(u1) − φ(ũ2))αjdxdtdt̃

≤ C2‖bp‖L∞(Ωp)n

2

∫

]0,T [×Qp

|φ(u1) − φ(ũ2)|2θsgn′
η(φ(u1) − φ(ũ2))αjdxdtdt̃

+
1

2

∫

]0,T [×Qp

sgn′
η(φ(u1) − φ(ũ2))|∇(φ(u1) − φ(ũ2))|2αjdxdtdt̃.

■♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ✈❛♥✐s❤❡s ✐♥t♦ t❤❡
❞✐✛✉s✐♦♥ t❡r♠✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ sgnη✱ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②✿

C

∫

]0,T [×Qp

η2θ−1αjI[−η<φ(u1)−φ(ũ2)<η]dxdtdt̃,

t❤❛t ❣♦❡s t♦ 0 ✇✐t❤ η ❛s s♦♦♥ ❛s θ ≥ 1
2
✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ♣r♦♣❡rt②

♦❢ gp✱ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠✿
∫

]0,T [×Qp

(gp(t, x, u1) − gp(t, x, ũ2))sgnη(φ(u1) − φ(ũ2))αjdxdtdt̃

+

∫

]0,T [×Qp

(gp(t, x, ũ2) − gp(t̃, x, ũ2))sgnη(φ(u1) − φ(ũ2))αjdxdtdt̃.

❲❡ st✉❞② ♥♦✇ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✶✺✮✳ ❙✐♥❝❡ u1 = u2 ❛✳❡✳ ♦♥ Qh✱ t❤❡♥ u1(σ+τνh) =
u2(σ+ τνh)✱ ❢♦r ❛♥② ♥❡❣❛t✐✈❡ τ ✳ ❚❤✉s ✇❡ r❡❢❡r t♦ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✵✮ ❢♦r k ≤ −‖u1‖∞ t♦ st❛t❡
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ θ ✐♥ L∞(Σhp) s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② β ✐♥ L1(Σhp)✱

❡ss lim
τ→0−

∫

Σhp

fh(u1(σ + τνh))bh · νhβ(σ)dtdHn−1

= ❡ss lim
τ→0−

∫

Σhp

fh(u2(σ + τνh))bh · νhβ(σ)dtdHn−1

=

∫

Σhp

θ(σ)β(σ)dtdHn−1.



✹✳✹✳ ❚❤❡ ❊①✐st❡♥❝❡ Pr♦♣❡rt② ✽✾

❚❤❡♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❡r♠✿
∫ T

0

∫

Σhp

(θ(t, σ) − θ(t̃, σ))sgnη(φ(u1)(σ) − φ(u2)(t̃, σ))αj(t̃, t)dtdHn−1dt̃.

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ η ❣♦❡s t♦ 0+ ✐♥ ✭✹✳✶✺✮✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡✲
♦r❡♠✱ ✐t ❝♦♠❡s✿

−
∫

]0,T [×Qp

|u1 − u2|(∂tαj + ∂t̃αj)dxdtdt̃

≤
∫ T

0

∫ T

0

∫

Γhp

|θ(t, σ) − θ(t̃, σ)|αjdtdHn−1dt̃+M ′
gp

∫

]0,T [×Qp

|u1 − u2|αjdxdtdt̃

+

∫

]0,T [×Qp

|gp(t, x, ũ2) − gp(t̃, x, ũ2)|αjdxdtdt̃.

◆♦✇ ✇❡ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ αj t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ s✉♠ ∂tαj + ∂t̃αj✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❛r❡
❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ j t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✬s ♣♦✐♥t ❢♦r ❛♥
✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ]0, T [✳ ❋♦r ❛♥② γ ✐♥ C∞

c (]0, T [)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

−
∫

Qp

|u1 − u2|γ′(t)dxdt ≤Mgp

∫

Qp

|u1 − u2|γ(t)dxdt.

❚❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ▲❡♠♠❛ ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✵✳✼✮ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠
✹✳✾✳

✹✳✹ ❚❤❡ ❊①✐st❡♥❝❡ Pr♦♣❡rt②

✹✳✹✳✶ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣r♦❜❧❡♠

❲❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✹✳✶✮ t❤r♦✉❣❤ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ✈✐s❝♦✉s
♣r♦❜❧❡♠s ❧✐♥❦❡❞ t♦ ✭✹✳✶✮ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❡r♠ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ❧❛②❡rs ✐♥ t❤❡ s✉❜s♦✐❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳
❚❤✉s✱ ❢♦r ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ µ✱ ✇❡ ❛r❡ ✜rst ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❛♥❞ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛
♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ uµ ♦♥ Q s❛t✐s❢②✐♥❣✿





∂tuµ + divx(b(x)f(uµ)) + g(t, x, uµ) = divx(λµ∇xφµ(uµ)) ✐♥ Q,
uµ = 0 ♦♥ ]0, T [×∂Ω,

uµ(0, .) = u0 ♦♥ Ω,
✭✹✳✶✻✮

✇✐t❤
λµ(x) = IΩp

(x) + µIΩh
(x),

❛♥❞
φµ(uµ) = φ(uµ) + µuµ.



✾✵ ✹✳ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡

❲❡ ❞❡✜♥❡✿

N1 =
∑

l∈{h,p}

Mgl
, N2 =

∑

l∈{h,p}

Mfl
‖divbl‖L∞(Ωl), N = N1 +N2.

❛♥❞
N3 =

∑

l∈{h,p}

❡ss sup
[0,T ]×Ωl

(gl(t, x, b) + fl(b)div(bl))
−,

N4 =
∑

l∈{h,p}

❡ss sup
[0,T ]×Ωl

(gl(t, x, a) + fl(a)divbl)
+.

❚❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss❡rt

∃! M ∈ R
+,MeNT + N3

N
(eNT − 1) = b,

∃! m ∈ R
−,meNT − N4

N
(eNT − 1) = a

❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t✉♠ ✐♥ L∞(Ω) s✉❝❤ t❤❛t

❡ss sup
Ω
u0 = M ❛♥❞ ❡ss inf

Ω
u0 = m.

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥

M1 : t ∈ [0, T ] →M1(t) = MeN t +
N3

N (eN t − 1), ✭✹✳✶✼✮

❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥

M2 : t ∈ [0, T ] →M2(t) = meN t − N4

N (eN t − 1). ✭✹✳✶✽✮

❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t M1(T ) = b ≥M ❛♥❞ M2(T ) = a ≤ m✳

❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (uµ)µ>0 ✇❤❡♥ µ ❣♦❡s t♦ 0+✳ ❲✐t❤ t❤✐s
✈✐❡✇✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥
fh ❛♥❞ fp a.e. ♦♥ Γhp✿

∀r ∈ [M, b], (fp(r)bp − fh(r)bh) · νh ≥ 0, ✭✹✳✶✾✮
∀r ∈ [a,m], (fp(r)bp − fh(r)bh) · νh ≤ 0, ✭✹✳✷✵✮

❚❤✐s ✇❛② ✇❡ ♠❛② st❛t❡ t❤❡ ✜rst ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✵✳ ❯♥❞❡r ✭✹✳✶✾✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✵✮ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ uµ t♦ ✭✹✳✶✻✮
✐♥ W (0, T ) ∩ L∞(Q) s✉❝❤ t❤❛t✿

∀t ∈ [0, T ],M2(t) ≤ uµ(t, .) ≤M1(t) a.e. in Ω, ✭✹✳✷✶✮

uµ(0, .) = u0 a.e. in Ω. ✭✹✳✷✷✮

▼♦r❡♦✈❡r uµ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❛♥② v ✐♥ H1
0 (Ω)✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛✳❡✳ t ✐♥ ]0, T [✿

〈∂tuµ, v〉 +

∫

Ω

((λµ(x)∇xφµ(uµ) − b(x)f(uµ)) · ∇xv + g(t, x, uµ)v)dx = 0. ✭✹✳✷✸✮



✹✳✹✳ ❚❤❡ ❊①✐st❡♥❝❡ Pr♦♣❡rt② ✾✶

❘❡♠❛r❦ ✹✳✶✶✳ ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t s✐♥❝❡ uµ ❜❡❧♦♥❣s t♦ W (0, T )✱ ❢♦r ❛♥② t ✐♥ [0, T ]✱ uµ(t, .)
✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ L2(Ω)❀ t❤❛t ❣✐✈❡s ❛ ♠❡❛♥✐♥❣ t♦ uµ(0, .) ❛✳❡✳ ✐♥ Ω ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✸✮

Pr♦♦❢✳ ✭❛✮ ■♥ ❛ ✜rst st❡♣ ✇❡ ✉s❡ ❛ tr♦♥❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋♦r ❛♥② r❡❛❧ a, b, c✱
B(a, b, c) = max{a,min{b, c}}✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ µ✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞
♣r♦❜❧❡♠✿





❋✐♥❞ uµ ✐♥ W (0, T ) s✉❝❤ t❤❛t ❛✳❡✳ ♦♥ ]0, T [ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ v ✐♥ H1
0 (Ω),

〈∂tuµ, v〉 +

∫

Ω

((λµ(x)φ′
µ(u⋆

µ)∇xuµ − b(x)f(u⋆
µ)) · ∇xv + g(t, x, u⋆

µ)v)dx = 0.
✭✹✳✷✹✮

✇❤❡r❡ u⋆
µ = B(M2(t), uµ,M1(t))✳

❋✐rst ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✭✹✳✷✶✮✲✭✹✳✷✸✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✭✹✳✷✹✮✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ✐❢ uµ s❛t✐s✜❡s
✭✹✳✷✶✮✲✭✹✳✷✸✮ t❤❡♥ uµ ❢✉❧✜❧❧s ✭✹✳✷✹✮✳ ❙♦ ❧❡t uµ ❜❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✹✳✷✹✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❢♦r uµ ✐♥ ✭✹✳✷✶✮✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ ✭✹✳✷✹✮ t❤❡ t❡st✲❢✉♥❝t✐♦♥ vη = sgnη(uµ−M1(t))

+

❛♥❞ ✇❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♦✈❡r ]0, s[✱ ❢♦r ❛♥② s ♦❢ ]0, T ]✳

❋♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❡r♠✱ ♦♥❡ ❛❞❞s ❛♥❞ s✉❜tr❛❝ts 〈∂tM1(t), vη〉✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✐♥t❡❣r❛t❡
t❤r♦✉❣❤ ❛ ❋✳ ▼✐❣♥♦t✲ ❆✳ ❇❛♠❜❡r❣❡r ❢♦r♠✉❧❛ ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✵✳✽✮✳

❙✐♥❝❡ vη ❛♥❞ ∇xvη ❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ {uµ > M1}✱ ✇❡ ❝❛♥ st❛t❡ t❤❛t ✭❜② ❞❡♥♦t✐♥❣
Qs =]0, s[×Ω✮✿

−
∫

Qs

f(u⋆
µ)b(x) · ∇xvηdxdt = −

∫

Qs

f(M1(t))b(x) · ∇xvηdxdt

❛♥❞ ∫

Qs

g(t, x, u⋆
µ)vηdxdt =

∫

Qs

g(t, x,M1(t))vηdxdt

❋♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ t❡r♠ ✇❡ ✉s❡ ❛ ●r❡❡♥ ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ♦❜t❛✐♥✿

−
∫

Qs

f(M1(t))b(x) · ∇xvηdxdt =
∑

l∈{h,p}

∫ s

0

∫

Ωl

fl(M1(t))divxbl(x)vηdxdt

+

∫

Σhp

(fp(M1(t))bp · νh − fh(M1(t))bh · νh)vηdtdHn−1.

❚❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ ✭✹✳✶✾✮ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡✳

❚❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ t❡r♠ ✐s ❛❧s♦ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ η ❣♦❡s t♦ 0+✱ ✐t ❝♦♠❡s✿
∫

Ω

(uµ(s, x) −M1(s))
+dx+

∫

Qs

M ′
1(t)sgn(uµ −M1(t))

+dxdt

+
∑

i∈{h,p}

∫

Qi,s

(fi(M1(t))divxbi(x) + gi(t, x,M1(t)))sgn(uµ −M1(t))
+dxdt ≤ 0.



✾✷ ✹✳ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡

❇② ❝♦♠✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ M1✱ ❛✳❡✳ ♦♥ Q✱

M ′
1(t) +

∑

l∈{h,p}

(fl(M1(t))divxbl(x) + gl(t, x,M1(t)))IΩl

= NM1(t) +N3 +
∑

l∈{h,p}

(fl(M1(t))divxbl(x) + gl(t, x,M1(t)))IΩl

≥ NM1(t) +N3 −NM1(t) + N b+
∑

l∈{h,p}

(fl(b)divxbl(x) + gl(t, x, b))IΩl

≥ N3 + N b+
∑

l∈{h,p}

{(fl(b)divxbl(x) + gl(t, x, b)))
+ − (fl(b)divxbl(x) + gl(t, x, b)))

−}

≥ N b+
∑

l∈{h,p}

(fl(b)divxbl(x) + gl(t, x, b)))
+

≥ 0.

❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✹✳✷✶✮ ✐s s✐♠✐❧❛r✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❡st✲❢✉♥❝t✐♦♥
vη = −sgnη(uµ −M2(t))

− ✐♥ ✭✹✳✷✹✮ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ ✭✹✳✷✵✮ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❧♦♥❣
t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡✳

❚❤✉s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ✭✹✳✶✻✮ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛♥ ❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧t t♦ ✭✹✳✷✹✮✳ ❚♦
❞♦ s♦ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❙❝❤❛✉❞❡r✲❚②❝❤♦♥♦✛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❚❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✶✵✮✳ ❙♦✱ ❢♦r ❛
❣✐✈❡♥ w ✐♥ W (0, T )✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✿






✜♥❞ U ✐♥ W (0, T ) s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② v ✐♥ H1
0 (Ω) ❛♥❞ ❛✳❡✳ ✐♥ ]0, T [,

〈∂tU, v〉 +

∫

Ω

((λµφ
′
µ(w⋆)∇xU − f(u)b(x) · +g(t, x, w⋆)v)dx = 0,

U(0, .) = u0.

✭✹✳✷✺✮

■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t ✭✹✳✷✺✮ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✉s ✇❡ ♠❛② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r

T : W (0, T ) → W (0, T )
w → U ≡ T (w)

✇❤❡r❡ U ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✹✳✷✺✮✳

❇② ❝❤♦♦s✐♥❣ v = U ✐♥ ✭✹✳✷✺✮ ✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t C1✱ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t ♦❢ w✱ s✉❝❤ t❤❛t✿

‖U‖L2(0,T ;H1
0
(Ω)) ≤ C1.

❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠ ✐♥ L2(0, T ;H−1(Ω)) ❡♥t❛✐❧ ❜② ❝♦♠✐♥❣
❜❛❝❦ t♦ ✭✹✳✷✺✮ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C2✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ w✱ s✉❝❤ t❤❛t✿

‖∂tU‖L2(0,T ;H−1) ≤ C2.

❍❡♥❝❡ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ C3 = (C2
1 + C2

2)
1

2 ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ st❛t❡ t❤❛t

C = {U ∈ W (0, T ), ‖U‖W (0,T ) ≤ C3, U(0, .) = u0 ❛✳❡✳ ✐♥ Ω}
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✐s ❛ ❝♦♥✈❡① s❡t✱ ✇❡❛❦❧② ❝♦♠♣❛❝t ✐♥ W (0, T ) ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t T (C) ⊂ C✳ ❆s C ✐s ❛ ♠❡tr✐❝
s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦ t♦♣♦❧♦❣② σ(W (0, T ),W ′(0, T ))✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡q✉❡♥❝❡ (wn)n ❝♦♥✈❡r❣✲
✐♥❣ t♦✇❛r❞ w ✇❡❛❦❧② ✐♥ W (0, T ) ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t (T (wn))n ✇❡❛❦❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s
t♦✇❛r❞ T (w) ✐♥ W (0, T )✳ ❋♦r ❛♥② n✱ ✇❡ s❡t Un = T (wn)✳ ❙✐♥❝❡ (Un)n ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥
W (0, T ) t❤❡r❡ ❡①✐sts U ✐♥ W (0, T ) s✉❝❤ t❤❛t ✉♣ t♦ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ (Un) ❣♦❡s t♦ U ✇❡❛❦❧②
✐♥ W (0, T )✱ st♦♥❣❧② ✐♥ L2(Q)✳ ▼♦r❡♦✈❡r Un(0, .) ❣♦❡s t♦ U(0, .) ✇❡❛❦❧② ✐♥ L2(Ω)✳ ❈♦♥s❡✲
q✉❡♥t❧② U(0, .) = u0 ❛✳❡✳ ✐♥ Ω ❛♥❞ t❤✉s ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ n ✐♥ ✭✹✳✷✺✮✱
✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t U = T (w)✳ ❆s ✭✹✳✷✺✮ ❛❞♠✐ts ❛♥ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ (Un)n

❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s T (w)✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧② T ❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t uµ t❤❛t ✐s ♥❛♠❡❧② ❛
s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✹✳✷✹✮ ✭❛♥❞ s♦ t♦ ✭✹✳✷✶✮✲✭✹✳✷✸✮✮✳

✭❜✮ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈❡ ♥♦✇ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✹✳✷✶✮✲✭✹✳✷✸✮✳ ❚♦ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱
❛s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❍♦❧♠❣r❡♥✲t②♣❡ ❞✉❛❧✐t② ♠❡t❤♦❞✳

▲❡t u ❛♥❞ û ❜❡ t✇♦ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛♥② t ♦❢ [0, T ]✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r z(t, .) ✭r❡s♣✳ ẑ(t, .)✮
✐♥ H1

0 (Ω) s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ v ✐♥ H1
0 (Ω)✱ ❢♦r ❛❧❧ t ✐♥ [0, T ]✿

∫

Ω

λµ∇xz · ∇xvdx =

∫

Ω

uvdx ( r❡s♣✳
∫

Ω

λµ∇xẑ · ∇xvdx =

∫

Ω

ûvdx). ✭✹✳✷✻✮

▲❡t ✉s r❡♠❛r❦ t❤❛t s✐♥❝❡ ∂tu ✭r❡s♣✳ ∂tû✮ ❜❡❧♦♥❣s t♦ L2(0, T ;V ′)✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡✱ ❢♦r
❛✳❡✳ t ✐♥ ]0, T [✱ ∂tz ✭r❡s♣✳ ∂tẑ✮ ✐♥ H1

0 (Ω) ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛❧✐t②✿

❢♦r ❛♥② v ✐♥ H1
0 (Ω) ❛♥❞ ❛♥② t ✐♥ [0, T ]✱

∫

Ω

λµ∇x∂tz · ∇xvdx = 〈∂tu, v〉( r❡s♣✳
∫

Ω

λµ∇x∂tẑ · ∇xvdx = 〈∂tû, v〉). ✭✹✳✷✼✮

❋✐rst ✇❡ t❛❦❡ v = z − ẑ ✐♥ ✭✹✳✷✸✮ ✇r✐tt❡♥ ❢♦r u ❛♥❞ ❢♦r û✱ ❛♥❞ ✐♥ ✭✹✳✷✼✮✳ ❲❡ ✐♥t❡❣r❛t❡
❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ s✱ s ∈ [0, T ]✱ t♦ ♦❜t❛✐♥
∫

Qs

λµ∇x∂t(z − ẑ) · ∇x(z − ẑ)dxdt+

∫

Qs

λµ∇x(φµ(u) − φµ(û) · ∇x(z − ẑ)dxdt

=

∫

Qs

(b(x)f(u) − b(x)f(û)) · ∇x(z − ẑ)dxdt−
∫

Qs

(g(t, x, u) − g(t, x, û)(z − ẑ)dxdt.

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t
∫

Qs

λµ∇x∂t(z − ẑ) · ∇x(z − ẑ)dxdt =

∫

Qs

λµ∂t(∇x(z − ẑ)) · ∇x(z − ẑ)dxdt

=
1

2

∫

Ω

λµ|∇x(z − ẑ)|2(s, .)dx,

s✐♥❝❡ ∇xz(0, .) = ∇xẑ(0, .) ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✭✹✳✷✻✮ ✇✐t❤ t = 0✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ v = φµ(u) − φµ(û) ✐♥ ✭✹✳✷✻✮ t♦ ✇r✐t❡✿
∫

Qs

λµ∇x(φµ(u) − φµ(û)) · ∇x(z − ẑ)dxdt =

∫

Qs

(u− û)(φµ(u) − φµ(û))dxdt

≥ µ‖u− û‖2
L2(Qs)

.
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◆♦✇ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r fl ❛♥❞ gl✱ l ∈ {h, p}✳ ❙♦ t❤❡ ❨♦✉♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇✐t❤
p = 2 ✭s❡❡ Pr♦♣❡rt② ✵✳✾✮ ♣r♦✈✐❞❡s✱ ❢♦r ❛♥② s ✐♥ [0, T ]✿

1

2

∫

Ω

λµ|∇(z − ẑ)|2(s, .)dx+ µ‖u− û‖2
L2(Qs)

≤ 2‖u− û‖L2(Qs)(max(‖bh‖∞Mfh
, ‖bp‖∞Mfp

)‖∇(z − ẑ)‖L2(Qs)n

+ max(Mgh
,Mgp

)‖z − ẑ‖L2(Qs)).

❚❤❡ P♦✐♥❝❛ré ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭t♦ ❡st✐♠❛t❡ ‖z − ẑ‖L2(Qs) ✇✐t❤ ‖∇(z − ẑ)‖L2(Qs)n✮ ❛♥❞ t❤❡
❨♦✉♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t C s✉❝❤ t❤❛t✿

1

2

∫

Ω

λµ|∇(z − ẑ)|2(s, .)dx ≤ C‖∇(z − ẑ)‖2
L2(Qs)n .

❙✐♥❝❡ z(t, .) ❛♥❞ ẑ(t, .) ❜❡❧♦♥❣ t♦ H1
0 (Ω)✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ▲❡♠♠❛ ✭s❡❡

▲❡♠♠❛ ✵✳✼✮✳

❚❤✐s ♣r❡✈✐♦✉s ❞✉❛❧✐t② ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s ✉s ❛❧s♦ t♦ st❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉s❡❢✉❧ r❡s✉❧t✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷✳ ❋♦r ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ µ✱ t❤❡ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ uµ s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✹✳✷✶✮✲✭✹✳✷✸✮ ✐s
s✉❝❤ t❤❛t

√
t∂tuµ ❜❡❧♦♥❣s t♦ L2(Q)✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ✇r✐t❡ u ✐♥st❡❛❞ ♦❢ uµ✳ ▲❡t h ❜❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ]0, T [✳
❋♦r ❛♥② t ♦❢ [0, T −h]✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s z(t, .) ❛♥❞ ẑ(t, .) ♦❢ H1

0 (Ω) ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✳✷✻✮
❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ u(t+ h, .) ❛♥❞ u(t, .) t❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ ❢♦r ❛♥② v ✐♥ H1

0 (Ω)✿
∫

Ω

λµ∇z(t, .) · ∇vdx =

∫

Ω

u(t+ h, .)vdx ❛♥❞
∫

Ω

λµ∇ẑ(t, .) · ∇vdx =

∫

Ω

u(t, .)vdx.

❚❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❡✐♥❣ ✜①❡❞✱ ✇❡ t❛❦❡ v = t(z − ẑ) ✐♥ ✭✹✳✷✸✮✱ ❢♦r u(t + h, .) ❛♥❞ ❢♦r
u(t, .)✳ ❲❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t ❢r♦♠ 0 t♦ T − h ❛♥❞ ✇❡ s✉❜str❛❝t t❤❡ t✇♦ r❡s✉❧t✐♥❣
❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ✿

∫ T−h

0

t〈∂tu((t+ h, .) − u(t, .)), (z − ẑ)〉dt

+

∫ T−h

0

t

∫

Ω

λµ(x)∇x(φµ(u)(t+ h, x) − φµ(u)(t, x)) · ∇x(z − ẑ)dxdt

=

∫ T−h

0

t

∫

Ω

(b(x)f(u(t+ h, x) − b(x)f(u(t, x))) · ∇x(z − ẑ)dxdt

−
∫ T−h

0

t

∫

Ω

(g(t+ h, x, u(t+ h, x)) − g(t, x, u(t, .))(z − ẑ)dxdt.

❇② ✭✹✳✷✼✮✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ✿

〈∂tu(t+ h, .), v〉 =

∫

Ω

λµ∇∂tz · ∇vdx ❛♥❞ 〈∂tu(t, .), v〉 =

∫

Ω

λµ∇∂tẑ · ∇vdx.



✹✳✹✳ ❚❤❡ ❊①✐st❡♥❝❡ Pr♦♣❡rt② ✾✺

❙♦ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ✿
∫ T−h

0

t〈∂t(u(t+ h, .) − u(t, .)), (z − ẑ)〉dt

=

∫ T−h

0

∫

Ω

tλµ∇x∂t(z − ẑ) · ∇x(z − ẑ)dxdt

=
1

2

∫ T−h

0

∫

Ω

tλµ∂t|∇x(z − ẑ)|2dxdt

= −1

2

∫ T−h

0

∫

Ω

λµ|∇x(z − ẑ)|2dxdt+
1

2

∫

Ω

(T − h)λµ|∇x(z − ẑ)|2(T − h, x)dx,

t❤❛♥❦s t♦ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts✳

❚❤✉s ✿

1

2

∫

Ω

(T − h)λµ|∇x(z − ẑ)|2(T − h, x)dx

+

∫ T−h

0

t

∫

Ω

λµ(x)∇x(φµ(u)(t+ h, x) − φµ(u)(t, x)) · ∇x(z − ẑ)dxdt

=

∫ T−h

0

t

∫

Ω

(b(x)f(u(t+ h, x) − b(x)f(u(t, x))) · ∇x(z − ẑ)dxdt

−
∫ T−h

0

t

∫

Ω

(g(t+ h, x, u(t+ h, x)) − g(t, x, u(t, .))(z − ẑ)dxdt

+
1

2

∫ T−h

0

t

∫

Ω

λµ|∇x(z − ẑ)|2dxdt.

✭✹✳✷✽✮

❋✐rst ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠✐♥♦r✐③❡ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✷✽✮✳ ❇② ✉s✐♥❣ ✭✹✳✷✻✮ ✇✐t❤ v = φµ(u(t+
h, x)) − φµ(u(t, h))✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✿

∫

Ω

λµ(x)∇x(φµ(u(t+ h, x)) − φµ(u(t, h)) · ∇x(z − ẑ)

=

∫

Ω

(φµ(u(t+ h, x)) − φµ(u(t, x))(u(t+ h, x) − u(t, x))dx

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✷✽✮ ✐s ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ φµ(u) = φ(u) +µu✱
✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ ✭✹✳✷✽✮ t❤❛t ✿

µ

∫ T−h

0

t‖u(t+ h, .) − u(t, .)‖2
L2(Ω)dt

≤
∫ T−h

0

t

∫

Ω

(b(x)f(u(t+ h, x)) − b(x)f(u(t, x))) · ∇x(z − ẑ)dxdt

−
∫ T−h

0

t

∫

Ω

(g(t+ h, x, u(t+ h, x)) − g(t, x, u(t, .))(z − ẑ)dxdt

+
1

2

∫ T−h

0

t

∫

Ω

λµ|∇x(z − ẑ)|2dxdt

✭✹✳✷✾✮



✾✻ ✹✳ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡

❚❤❡♥ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ❋✐rst ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t ❢♦r v = (z− ẑ)(t, .) ✐♥ ✭✹✳✷✻✮✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✿

λµ

∫

Ω

(∇(z − ẑ)(t, x))2dx =

∫

Ω

(u(t+ h, x) − u(t, x))(z − ẑ)(t, .)dx

❛♥❞ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ✿

min(1, µ)‖(z − ẑ)(t, .)‖H1
0
(Ω) ≤ ‖u(t+ h, .) − u(t, .)‖H−1(Ω).

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② C ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥st❛♥t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛♥② ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❜②
C(µ) ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥st❛♥t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ h ❛♥❞ u0 ✭❜✉t t❤❛t ❝❛♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ µ✮✳ ❇② r❡❛s♦♥✐♥❣
♦♥ Ωh ❛♥❞ Ωp✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r fh ❛♥❞ fp✱ t❤❡ ❨♦✉♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭s❡❡
▲❡♠♠❛ ✵✳✾ ✇✐t❤ p = 2✮ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❛t t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✷✽✮ ✐s
❜♦✉♥❞❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✿
∣∣∣∣
∫ T−h

0

t

∫

Ω

(b(x)f(u(t+ h) − b(x)f(u(t))) · ∇x(z − ẑ)dxdt

∣∣∣∣ ≤

µ

2

∫ T−h

0

t

∫

Ω

|u(t+ h, .) − u(t, .)|2dxdt+
C

µmin(1, µ)2

∫ T−h

0

‖u(t+ h, .) − u(t, .)‖2
H−1(Ω)dt.

✭✹✳✸✵✮

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡✱ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✷✽✮✱ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛s ❞r✐✈❡ ✉s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✿

∣∣∣∣
∫ T−h

0

t

∫

Ω

(g(t+ h, x, u(t+ h, x)) − g(t, x, u(t, .))(z − ẑ)dxdt

∣∣∣∣

≤
∫ T−h

0

t

∫

Ω

|g(t+ h, x, u(t+ h, x)) − g(t+ h, x, u(t, x))||z − ẑ|dxdt

+

∫ T−h

0

t

∫

Ω

|g(t+ h, x, u(t, x)) − g(t, x, u(t, x))||z − ẑ|dxdt.

❚❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ gl✱ l ∈ {h, p}✱ t❤❡ ❨♦✉♥❣ ❛♥❞ P♦✐♥❝❛ré ✐♥✲
❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭t♦ ❜♦✉♥❞ ‖z − ẑ‖L2(Ω) ❜② ‖z − ẑ‖H1

0
(Ω)✮✳ ❙♦ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛♥

❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ✭✹✳✸✵✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❜② ✿

C

(
h2 +

1

min(1, µ)2

∫ T−h

0

‖u(t+ h, .) − u(t, .)‖2
H−1(Ω)dt

)
.

❚❤✉s ✇❡ ❝❧❛✐♠ ❢r♦♠ ✭✹✳✷✾✮ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥st❛♥t C ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ h s✉❝❤
t❤❛t ✿

µ

2

∫ T−h

0

t

h2
‖u(t+ h, .) − u(t, .)‖2

L(Ω)dt

≤ C

(
1 +

(
1

min(1, µ)2
+

2

µmin(1, µ)2

)∫ T−h

0

‖u(t+ h, .) − u(t, .)‖2
H−1

h2
dt

)
.

❲❡ t❛❦❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦♥ h ❛♥❞ ✐t ❝♦♠❡s ✿
µ

2
‖
√
t∂tu‖2

L2(Q) ≤ C

(
1 +

(
1

min(1, µ)2
+

2

µmin(1, µ)2

)
‖∂tu‖L2(0,T ;H−1(Ω))

)
.

t❤❛t ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳



✹✳✹✳ ❚❤❡ ❊①✐st❡♥❝❡ Pr♦♣❡rt② ✾✼

❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ✭✹✳✶✻✮ ❜❡✐♥❣ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ ✇❡ ♥♦✇ ❧♦♦❦ ❢♦r
❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❜② t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (uµ)µ>0 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② ✐ts ❧✐♠✐t ✇❤❡♥ µ
❣♦❡s t♦ 0+✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷ ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❡①♣❡❝t ❛♥
µ✲✉♥✐❢♦r♠ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ∂tuµ ✐♥ L2

loc(0, T ;L2(Ω))✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✇❡ ❤❛✈❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✸✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t C ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ µ s✉❝❤ t❤❛t ✿

‖(λµ)1/2∇xφ̂(uµ)‖2
L2(Q)n + ‖(µλµ)1/2∇xuµ‖2

L2(Q)n ≤ C, ✭✹✳✸✶✮

‖∂tuµ‖L2(0,T ;H−1(Ω) ≤ C, ✭✹✳✸✷✮

✇❤❡r❡ φ̂(x) =

∫ x

0

√
φ′(τ)dτ ✳

Pr♦♦❢✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ (λµ)1/2∇φ̂µ(uµ) ✐♥ L2(Q)✲♥♦r♠✱ ✇❡ t❛❦❡ v = uµ

✐♥ ✭✹✳✷✸✮ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♦✈❡r ]0, T [✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥✿
∫ T

0

〈∂tuµ, uµ〉dt+

∫ T

0

∫

Ω

((λµ(x)∇xφµ(uµ) − b(x)f(uµ)).∇xuµ + g(t, x, uµ)uµ)dxdt = 0.

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡rs t❡r♠s ❜❡✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧✱ ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡
♦♥❡✳ ❲❡ s♣❧✐t ✐t ✐♥t♦ t✇♦ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦✈❡r Qh ❛♥❞ Qp✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✇r✐t❡ ❢♦r l ✐♥ {h, p}✿

∫

Ql

fl(uµ)bl · ∇uµdxdt

=

∫

Ql

∇
(∫ uµ

0

fl(τ)dτ

)
· bldxdt

= −
∫

Ql

(∫ uµ

0

fl(τ)dτ

)
divbldxdt+

∫

Σhp

(∫ uµ

0

fl(τ)dτ

)
blν ldtdHn−1.

❉✉❡ t♦ ✭✹✳✷✶✮ ❡❛❝❤ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ µ
❛♥❞ ✭✹✳✸✶✮ ❢♦❧❧♦✇s✳

❊✈❡♥t✉❛❧❧② ✭✹✳✸✷✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠ ✐♥
L2(0, T ;H−1(Ω))✳ ❲❡ st❛rt ❢r♦♠ ✭✹✳✷✸✮✱ ✇❡ ✉s❡ ✭✹✳✷✶✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✶✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② t❤❡
s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✽✳

✹✳✹✳✷ ❚❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❧✐♠✐t

❖✉r ❛✐♠ ✐s ♥♦✇ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (uµ)µ>0 ✇❤❡♥ µ ❣♦❡s t♦ 0+✳ ❖♥
t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ✇❡ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✭✹✳✷✶✮ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✶✶✳

❖♥ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❛r❡❛✱ ❡st✐♠❛t❡s ✭✹✳✷✶✮✱ ✭✹✳✸✶✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✷✮ ❛r❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ st✉❞②
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ (uµ)µ>0✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ φ✿

φ−1 ✐s ❍ö❧❞❡r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t τ ∈]0, 1[. ✭✹✳✸✸✮

■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ❝❛♥ st❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥



✾✽ ✹✳ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✹✳ ❯♥❞❡r ✭✹✳✸✸✮✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ u ✐♥ L∞(Q) ✇✐t❤
φ(u) ✐♥ L2(0, T ;V ) ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t ✉♣ t♦ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤❡♥ µ ❣♦❡s t♦ 0+✱

uµ ⇀ u ✐♥ L∞(Q) ✇❡❛❦− ⋆
uµ → u ✐♥ Lq(Qp) str♦♥❣❧② ❢♦r ❛♥② ✜♥✐t❡ q ❛♥❞ ❛✳❡✳ ♦♥ Qp.

❇❡s✐❞❡s ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡

∇xφ(uµ) ⇀ ∇xφ(u) ✇❡❛❦❧② ✐♥ L2(Qp)
n

µ∇xφ(uµ) → 0, λµµ∇xuµ → 0 str♦♥❣❧② ✐♥ L2(Qh)
n.

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❥✉st ♣r♦✈❡ t❤❡ str♦♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ (uµ)µ>0 ✐♥ Lq(Qp)✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s
❛r❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✸✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♣✉t ❢♦r✇❛r❞ ✐♥ ❬✷✶❪✱
❝❤❛♣t❡r ✷✳ ❋r♦♠ ✭✹✳✸✷✮ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (∂tuµ)µ>0 r❡♠❛✐♥s ✜①❡❞ ✐♥ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s✉❜s❡t ♦❢
L2(0, T ;H−1(Ωp))✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ ✭✹✳✷✶✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✶✮✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (φ(uµ))µ>0 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
✐♥ L2(0, T ;V ) ✉♥✐❢♦r♠❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ µ✳ ❯s✐♥❣ t❤❛t ❢♦r ❛♥② s ✐♥ ]0, 1[✱

L2(0, T ;V ) →֒ L2(0, T ;H1(Ωp)) →֒ L2(0, T ;W s,2(Ωp)),

✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t uµ ≡ φ−1
µ (φµ(uµ)) ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ L2/τ (0, T ;W τs,2/τ (Ωp))✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss

❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ W τs,2/τ (Ωp) ✐♥t♦ L2/τ (Ωp) ❛♥❞ t❤❡ ❏✳▲✳▲✐♦♥s ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❚❤❡♦r❡♠ ✭❬✸✽❪✱ ♣✳
✺✼✮ ❡♥s✉r❡ t❤❛t

W ≡ {v ∈ L2/τ (0, T ;W τs,2/τ (Ωp)), ∂tv ∈ L2(0, T ;H−1(Ωp))}
✐s ❝♦♠♣❛❝t❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ L2/τ (0, T ;L2/τ (Ωp))✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❛❜❧❡ t♦ st❛t❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✿

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✺✳ Pr♦❜❧❡♠ ✭✹✳✶✮ ❤❛s ❛ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s t❤❡ ❧✐♠✐t ✐♥ Lq(Q)✱
1 ≤ q < +∞ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ✭✹✳✶✻✮µ>0 ✇❤❡♥ µ ❣♦❡s t♦ 0+✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ u ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✹✳ ❙✐♥❝❡ (uµ|Ωh
)µ>0 ✐s

✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞✱ t❤❛♥❦s t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✶✶✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ✲ st✐❧❧ ❧❛❜❡❧❧❡❞
(uµ|Ωh

)µ>0 ✲ ❛♥❞ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ π ✲ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣r♦❝❡ss ✲ ♦♥ ]0, 1[×Qh

s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ ♦♥ Qh×]a, b[ ❛♥❞ ξ ✐♥ L1(Qh) ✭s❡❡
❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✶✶✮✱

lim
µ→0+

∫

Qh

ψ(t, x, uµ)ξdxdt =

∫

]0,1[×Qh

ψ(t, x, π(α, t, x))ξdαdxdt. ✭✹✳✸✹✮

❲❡ ✜rst ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t ♦♥ Qh✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss π ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ u|Ωh
❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧② ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t

u ✐s ❛ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✹✳✶✮ ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛ u0✳

❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ ✭✹✳✷✸✮ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② r❡❛❧ k ✇❡ ❝❤♦♦s❡✱ ❢♦r η > 0✱ t❤❡ t❡st✲❢✉♥❝t✐♦♥
vµ

η ≡ sgnη(φ(uµ) − φ(k))ζ1ζ2✱ ✇❤❡r❡ ζ1 ❜❡❧♦♥❣s t♦ C∞
c (] − T, T [) ❛♥❞ ζ2 t♦ C∞

c (Ω)✱ ζi ≥ 0
❢♦r i = 1, 2✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ✿

〈∂tuµ, v
µ
η 〉 +

∫

Ω

((λµ(x)∇xφ(uµ) − b(x)f(uµ)) · ∇xv
µ
η + g(t, x, uµ))vµ

ηdx = 0.



✹✳✹✳ ❚❤❡ ❊①✐st❡♥❝❡ Pr♦♣❡rt② ✾✾

❲❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❡r♠✱ ✇❡ s❡t

Iη(uµ, k) =

∫ uµ

k

sgnη(φ(τ) − φ(k))dτ.

❚❤❡♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❋✳ ▼✐❣♥♦t✲ ❆✳ ❇❛♠❜❡r❣❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts ❢♦r♠✉❧❛ ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✵✳✽✮
✐t ❝♦♠❡s✿ ∫ T

0

〈∂tuµ, sgnη(φ(uµ) − φ(k))ζ2〉ζ1dt

= −
∫

Q

Iη(uµ, k)ζ2∂tζ1dxdt−
∫

Ω

Iη(u0, k)ζ2ζ1(0)dx.

❋♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❡r♠✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t sgnη

✐s ♥♦♥❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ✿
∫

Q

λµ∇xφµ(uµ) · ∇xv
µ
ηdxdt ≥

∫

Q

λµsgnη(φ(uµ) − φ(k))∇xφ(uµ)ζ1 · ∇xζ2dxdt

+

∫

Q

λµµsgnη(φ(uµ) − φ(k))∇xuµζ1 · ∇xζ2dxdt.

◆♦✇✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ t❤❡ µ✲❧✐♠✐t ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ η✲❧✐♠✐t s❡♣❛r❛t❡❧② ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ③♦♥❡
❛♥❞ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♦♥❡✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ t❡r♠ ✐s s♣❧✐tt❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦✈❡r Qh ❛♥❞ Qp✿

∫

Q

−b(x)f(uµ) · ∇xsgnη(φ(uµ) − φ(k))ζ1ζ2dxdt

= −
∑

l∈{h,p}

∫

Ql

fl(uµ)sgn′
η(φ(uµ) − φ(k))∇xφ(uµ) · blζ1ζ2dxdt

−
∑

l∈{h,p}

∫

Ql

fl(uµ)sgnη(φ(uµ) − φ(k))bl · ∇xζ2ζ1dxdt.

▲❡t ✉s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ✇❤❡♥ l = h ✭t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇❤❡♥ l = p ✐s s✐♠✐❧❛r✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ✢✉① t❡r♠

Jµ,η = −
∫

Qh

fh(uµ)sgn′
η(φ(uµ) − φ(k))∇xφ(uµ) · bhζ1ζ2dxdt

t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② st✉❞✐❡❞ s✐♥❝❡ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❢♦r (uµ)µ>0 ❛♥❞ ❢♦r
(∇φ(uµ))µ>0✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡✱ ❢♦r ❛♥② r❡❛❧ v ❛♥❞ w✱

Dh,η(v, w) =

∫ v

w

(fh ◦ φ−1)(τ)sgn′
η(τ − w)dτ.

❚❤✉s✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ●r❡❡♥ ❢♦r♠✉❧❛✱

Jµ,η = −
∫

Qh

∇x(Dh,η(φ(uµ), φ(k))) · bhζ1ζ2dxdt

= +

∫

Qh

Dh,η(φ(uµ), φ(k))(ζ1ζ2divbh + ζ1∇xζ2 · bh)dxdt

−
∫

Σhp

Dh,η(φ(uµ), φ(k))bh · νhζ1ζ2dtdHn−1,



✶✵✵ ✹✳ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡

❲❡ ❥✉st ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t s✐♥❝❡ φ(uµ) ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ L2(0, T ;H1(Ω))✱ ❢♦r ❛✳❡✳ t ♦❢ ]0, T [✱
(φ(uµ)|Ωh

)|Γhp
= (φ(uµ)|Ωp

)|Γhp
✳

❲❡ t❛❦❡ ♥♦✇ t❤❡ µ✲❧✐♠✐t✳ ❋♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥t❡❣r❛❧✱ Dh,η(., φ(k)) ❜❡✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✱
t❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❡s ♦❢ φ(uµ) ♦♥ Σhp ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣❛ss t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t✳
❚❤❛t ✐s ✇❤② ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (Dh,η(φ(uµ), φ(k))ζ2)µ>0✳ ❚❤❛♥❦s t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✹✳✶✹ ❛♥❞ s✐♥❝❡ Dh,η(., φ(k)) ✐s ▲✐♣s❝❤✐t③✱

(Dh,η(φ(uµ), φ(k))ζ2)µ>0 str♦♥❣❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s

Dh,η(φ(u), φ(k))ζ2 ✐♥ Lq(Qp), 1 ≤ q < +∞.

❇❡s✐❞❡s✱ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ ✭✹✳✸✶✮✱ ✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t✿

(Dh,η(φ(uµ), φ(k))ζ2)µ>0 ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(Q),

❛♥❞ s♦✱

(Dh,η(φ(uµ), φ(k))ζ2)µ>0 ✇❡❛❦❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s ✭✉♣ t♦ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✮ t♦✇❛r❞s

Dh,η(φ(u), φ(k))ζ2 ✐♥ L2(0, T ;V ).

❆s t❤❡ tr❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ❢r♦♠ L2(0, T ;V ) ✐♥t♦ L2(Σhp) ✐s ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱

(Dh,η(φ(uµ), φ(k))ζ2)µ>0 ✇❡❛❦❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s

Dh,η(φ(u), φ(k))ζ2 ✐♥ L2(Σp), ❛♥❞ s♦ ✐♥ L2(Σhp).

❚♦ s✉♠ ✉♣✱

lim
µ→0

∫

Σhp

Dh,η(φ(uµ), φ(k))bh · νhζ1ζ2dσ =

∫

Σhp

Dh,η(φ(u), φ(k))bh · νhζ1ζ2dHn−1dt

❚❤❡♥✱ t❤❛♥❦s t♦ ✭✹✳✸✹✮✱ ✐t ❝♦♠❡s limµ→0+ Jµ,η = Jη ✇❤❡r❡

Jη = +

∫

Qh×]0,1[

Dh,η(φ(π), φ(k))(ζ1ζ2divbh + ζ1∇xζ2 · bh)dαdxdt

−
∫

Σhp

Dh,η(φ(u), φ(k))bh · νhζ1ζ2dHn.



✹✳✹✳ ❚❤❡ ❊①✐st❡♥❝❡ Pr♦♣❡rt② ✶✵✶

❚♦ s✉♠ ✉♣✱ ❢♦r ❛♥② ✜①❡❞ η✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ✿
∫

Qp

Iη(u, k)ζ2∂tζ1dxdt+

∫

Qp

sgnη(φ(u) − φ(k))fp(u)bp · ∇xζ2ζ1dxdt

+

∫

Qh×]0,1[

Iη(π, k)ζ2∂tζ1dαdxdt+

∫

Qh×]0,1[

sgnη(φ(π) − φ(k))fh(u)bh · ∇xζ2ζ1dαdxdt

−
∫

Qp

sgnη(u− k)gp(t, x, u)ζ1ζ2dxdt−
∫

Qh×]0,1[

sgnη(π − k)gh(t, x, π)ζ1ζ2dαdxdt

+

∫

Ω

Iη(u0)ζ1(0)ζ2dx−
∫

Qp

sgnη(Φ(u) − Φ(k))∇x(φ(u) − φ(k)) · ∇xζ2ζ1dxdt

−
∫

Qp

(sgnηDp,η(φ(u), φ(k))(bp · ∇xζ2ζ1 + divxbpζ1ζ2)dxdt

−
∫

Σhp

Dp,η(φ(u), φ(k))bpζ1ζ2 · νhdtdHn−1

−
∫

Qh×]0,1[

Dh,η(φ(π), φ(k))(divxbhζ1ζ2 + bh · ∇xζ2ζ1dαdxdt)

+

∫

Σhp

(Dh,η(φ(u), φ(k))bhζ1ζ2 · νhdtdHn−1 ≥ 0.

✇✐t❤ Dp,η(v, w) =

∫ v

w

(fp ◦ φ−1)(τ)sgn′
η(τ − w)dτ.

❲❡ t❛❦❡ ♥♦✇ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦♥ η✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ t❡r♠ Jη✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s ❜❡✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧✳
❇② ❝♦♠✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ sgn′

η✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ fh ◦ φ−1 ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥ φ([a, b])✱
(Dh,η(v, w))η t❡♥❞s t♦ sgn(v−w)fh◦φ−1(w) ❛✳❡✳ ♦♥ Qh×]0, 1[ ❛♥❞ dHn✲❛✳❡✳ ♦♥ Σhp✳ ❋r♦♠
t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t limη→0+ Jη = J ✇❤❡r❡

J =

∫

Qh×]0,1[

sgn(φ(π) − φ(k))fh(k)(ζ1ζ2divxbh + ζ1∇xζ2 · bh)dαdxdt

−
∫

Σhp

sgn(φ(u) − φ(k))fhbh · νhζ1ζ2dtdHn−1.

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t sgn(φ(π) − φ(k)) = sgn(π − k) ❛✳❡✳ ♦♥ Qh×]0, 1[✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱
∫

Qp

(|u− k|ζ2∂tζ1 + Φ(u, k)bp · ∇xζ2ζ1)dxdt

+

∫

Qh×]0,1[

(|π − k|ζ2∂tζ1 + Φ(π, k)bh · ∇xζ2ζ1)dαdxdt

−
∫

Qp

sgn(u− k)(gp(t, x, u) + fp(k)divxbp)ζ1ζ2dxdt

−
∫

Qh×]0,1[

sgn(π − k)(gh(t, x, π) + fh(k)divxbp)ζ1ζ2dαdxdt

+

∫

Ω

|u0 − k|ζ2ζ1(0)dx−
∫

Qp

∇x|φ(u) − φ(k)| · ∇xζ2ζ1dxdt

+

∫

Σhp

{fh(k)bh − fp(k)bp} · νhsgn(φ(u) − φ(k))ζ1ζ2dtdHn−1 ≥ 0.

✭✹✳✸✺✮



✶✵✷ ✹✳ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡

◆♦✇ ✇❡ ❥✉st✐❢② t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss π ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✺✮ ♦♥ Ωh✳ ■♥ ✭✹✳✸✺✮✱ ✇❤❡♥
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❡st✲❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ C∞

c (Ωh)✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ✿

−
∫

Qh×]0,1[

(|π − k|ζ2∂tζ1 + Φ(π, k)bh · ∇xζ2ζ1)dαdxdt

+

∫

Qh×]0,1[

sgn(π − k)(gh(t, x, π) + fh(k)divxbp)ζ1ζ2dαdxdt

≤
∫

Ω

|u0 − k|ζ2ζ1(0)dx.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❋✳ ❖tt♦✬s ✐❞❡❛s ✐♥ ❬✹✸❪ ♦r ✐♥ ❬✹✵❪✱ ❝❤❛♣✳✷✱ ❜✉t ❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ♠❛② ❜❡ s✉r❡ t❤❛t ✿

❡sslim
t→0+

∫

Ωh×]0,1[

|π(α, t, x) − Λ(x)|dαdx ≤
∫

Ωh

|u0 − Λ(x)|dx, ✭✹✳✸✻✮

❢♦r ❛♥② ❜♦✉♥❞❡❞ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ Λ ♦♥ Ωh✳ ❙♦ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ Λ = u0 ✐♥ ✭✹✳✸✻✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t π
❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✺✮✳

❚❤❡♥ ❧❡t ✉s s❤♦✇ t❤❛t π s❛t✐s✜❡s ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✹✮✳ ❚♦ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥tr♦♣②✲❡♥tr♦♣② ✢✉① ♣❛✐r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❋✳ ❖tt♦ ❬✹✸❪ ✭s❡❡
❛❧s♦ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✽✮✱

∀ δ > 0, Hδ(τ, k) = ((❞✐st(τ, I[0, k]))2 + δ2)
1

2 − δ

Qh,δ(τ, k) =

∫ τ

k

∂1Hδ(λ, k)f
′
h(λ)dλ.

❲❡ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ ✭✹✳✷✸✮ ❛♥❞ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ t❡st✲❢✉♥❝t✐♦♥ v = ∂1Hδ(uµ, k)ζ1ζ2✱ ✇❤❡r❡ ζ1
❜❡❧♦♥❣s t♦ C∞

c (]0, T [) ❛♥❞ ζ2 t♦ C∞
c (Ωh)✱ ζ2 = 0 ♦♥ Γhp✱ ζi ≥ 0✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t

∂1Hδ(uµ, k)ζ1ζ2 ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ L2(0, T ;H1
0 (Ωh)) s♦ t❤❛t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞

❛s ✐❢ ✇❡ ✇❡r❡ ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❞♦♠❛✐♥ Qh✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ●r❡❡♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❞♦❡s ♥♦t ❣✐✈❡ r✐s❡
t♦ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❲❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡
❋✳ ▼✐❣♥♦t✲ ❆✳ ❇❛♠❜❡r❣❡r ▲❡♠♠❛✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ξ → Hδ(ξ, .)
❜❡✐♥❣ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✿

−
∫

Qh

(Hδ(uµ, k)ζ2∂tζ1 +Qh,δ(uµ, k)bh · ζ1∇xζ2 − Gh,δ(uµ, k)ζ1ζ2)dxdt

≤ −µ
∫

Qh

∂1Hδ(uµ, k)ζ1∇xζ2 · ∇xφµ(uµ)dxdt

✇✐t❤
Gh,δ(uµ, k) =

∫ uµ

k

fh(τ)∂
2
11Hδ(τ, k)dτdivxbh + gh(t, x, uµ)∂1Hδ(uµ, k).

❲❡ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛♥❣❡ ♦❢ ✭✹✳✸✹✮ t♦ t❛❦❡ t❤❡ µ✲❧✐♠✐t✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ✿

−
∫

]0,1[×Qh

∫

Qh

(Hδ(π, k)ζ2∂tζ1 +Qh,δ(π, k)bh · ∇xζ2ζ1 − Gh,δ(π, k)ζ1ζ2dαdxdt ≥ 0.



✹✳✹✳ ❚❤❡ ❊①✐st❡♥❝❡ Pr♦♣❡rt② ✶✵✸

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❛❞❛♣t ❋✳ ❖tt♦✬s ✇♦r❦s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ζ ♦❢ L1(Σh \Σhp)✱ ζ ≥ 0 ✿

❡ss lim
τ→0−

∫

]0,1[×Σh\Σhp

Qh,δ(π(α, σ + τν), k)bh(σ) · νhζdαdtdHn−1 ≥ 0.

❚❤❛t ②✐❡❧❞s t♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✹✮ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t (Qh,δ)δ>0 ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s
t♦✇❛r❞ F0,h ❛s δ ❣♦❡s t♦ 0+✳

❙♦ π ✏❢✉❧✜❧❧s✏ ✭✹✳✸✮ ✇✐t❤ ζ ∈ C∞
c (Qh)✱ ✭✹✳✹✮✱ ✭✹✳✺✮ ✇❤❡r❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦✈❡r Σh \ Σhp✱ Ωh

❛♥❞ Qh ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t✉r♥❡❞ ✐♥t♦ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦✈❡r ]0, 1[×Σh \Σhp✱ ]0, 1[×Ωh ❛♥❞ ]0, 1[×Qh

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ ❜② r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✼✱ ✐❢
π1(α, ., .) ❛♥❞ π2(β, ., .) ❛r❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛ u0,1 ❛♥s u0,2✱ t❤❡♥ ❛✳❡✳ t
✐♥ ]0, T [✱

∫

]0,1[2×Ωh

|π1(α, t, x) − π2(β, t, x)|dαdβdx ≤ eMgh
t

∫

Ωh

|u0,1 − u0,2|dx.

❚❤❡♥✱ ✇❤❡♥ u0,1 = u0,2 ♦♥ Ωh✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ uh ♦♥ Qh

s✉❝❤ t❤❛t ❛✳❡ ♦♥ Qh✱

uh(., .) = π1(α, ., .) = π2(β, ., .) ❢♦r ❛✳❡✳ α ❛♥❞ β ✐♥ ]0, 1[.

❇❡s✐❞❡s t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ (uε)ε str♦♥❣❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s
t♦ uh ✐♥ Lq(Qh)✱ 1 ≤ q < +∞✳

❚❤✉s uh = u|Qh
❛✳❡✳ ♦♥ Qh ❛♥❞ ❢r♦♠ ✭✹✳✸✺✮ u ❛t✐s✜❡s ✭✹✳✸✮ ✲ ❢♦r ζ ♦❢ C∞

c (]0, T [) ⊗ C∞
c (Ω)

s♦ ❜② ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❛♥② ζ ♦❢ C∞
c (Q) ✲ ❛♥❞ ✭✹✳✹✮

❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✶✺✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✭✹✳✺✮ ❤♦❧❞s ❢♦r u✳
❉✉❡ t♦ ✭✹✳✸✻✮ ✇❡ ❥✉st ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ Ωp✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✭✹✳✸✺✮ ❢♦r ζ2 ✐♥ C∞

c (Ωp)✳
❲❡ ❝❛♥ st❛t❡ ✿

−
∫ T

0

(∫

Ωp

|u− k|ζ2dx+ f(t)

)
ζ ′1(t)dt ≤

∫

Ωp

|u0 − k|ζ2ζ1(0)dx,

✇✐t❤

f(t) =

∫

Ωp

∫ t

0

sgn(u(τ, x) − k)(fp(u(τ, x)) − fp(k))bp · ∇xζ2dτdx

+

∫

Ωp

∫ t

0

gp(τ, x, u(τ, x))sgn(u(τ, x) − k)ζ2 − |φ(u(τ, x)) − φ(k)|∆ζ2dτdx

❙♦ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥

t 7−→
∫ t

0

|u− k|ζ2dx+ f(t)



✶✵✹ ✹✳ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡

✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛✳❡✳ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❜♦✉❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙♦ ✐t ❤❛s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❧✐♠✐t
✇❤❡♥ t ❣♦❡s t♦ 0+✱ t ∈]0, T [\O✱ ✇❤❡r❡ L(O) = 0✳ ❆s f ❣♦❡s t♦ 0 ✇✐t❤ t ✐t ❝♦♠❡s✱ ❢♦r ❛♥②
❢✉♥❝t✐♦♥ ζ2 ♦❢ C∞

c (Ωp)✱ ζ2 ≥ 0✱

❡sslim
t→0+

∫

Ωp

|u− k|ζ2dx ≤
∫

Ωp

|u0 − k|dx.

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✭✹✳✶✺✮ ✐s ❛❝❤❡✈✐❡❞✳

✹✳✺ ❘❡♠❛r❦s

✹✳✺✳✶ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ s❝❛❧❛r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
❧❛✇s ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✢✉① ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r Pr♦❜❧❡♠ ✹✳✶ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s
❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ q✉❛s✐❧✐♥❡❛r ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ s❡t ✐♥ ❛♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛r❡❛
✭♥❛♠❡❧② Qh✮ ❛♥❞ ❛ ✇❡❛❦❧② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♦♥❡✱ s❡t ✐♥ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛r② t♦ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✭♥❛♠❡❧② Qp✮✳ ❚❤❛t ✐s t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❬✹❪✱ ❬✺❪✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛② ❜❡
❢♦r♠❛❧❧② ✇r✐tt❡♥






∂tu+ divx(bh(x)fh(u)) + gh(t, x, u) = 0 ♦♥ Qh,
∂tu+ divx(bp(x)fp(u)) + gp(t, x, u) = ∆φ(u) ♦♥ Qp,

u = 0 ♦♥ ]0, T [×∂Ω,
u(0, .) = u0 ♦♥ Ω.

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ r❡❣✐♦♥s Qp ❛♥❞ Qh

❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ■❢ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❋✳ ●❛st❛❧❞✐ ❛♥❞ ❛❧✳ ✐♥ ❬✷✷❪✱ t❤❡s❡ tr❛♥♠✐ss✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❢♦r♠❛❧❧② ✿

fh(u)bh · νh = (∇φ(u) − fp(u)bp) · νp ♦♥ Σhp.

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✶✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ ✿

∂tuµ + divx(bh(x)fh(uµ)) + gh(t, x, uµ) = µ∆φµ(uµ) ✐♥ Qh,
∂tuµ + divx(bp(x)fp(uµ)) + gp(t, x, uµ) = ∆φµ(uµ) ✐♥ Qp,

(fh(uµ)bh − µ∇φµ(uµ)) · νh = (∇φ(uµ) − fp(uµ)bp) · νp ♦♥ Σhp

uµ|Ωh
= uµ|Ωp

♦♥ Σhp

u = 0 ♦♥ ]0, T [×∂Ω,
u(0, .) = u0 ♦♥ Ω.

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ tr❛♥s❝r✐♣t
t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ Σhp✳ ❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ✿

∂tuµ + divx(b(x)f(uµ) − λµ∇φµ(uµ)) + g(t, x, uµ) = 0 ❛✳❡ ♦♥ Q. ✭✹✳✸✼✮



✹✳✺✳ ❘❡♠❛r❦s ✶✵✺

❚❤❡♥ b(x)f(uµ) − λµ∇φµ(uµ) ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ L2
loc(0, T ;L2

div(Ω)) ✇❤❡r❡

L2
div(Ω) = {✈ ∈ L2(Ω)n, divx✈ ∈ L2(Ω)}.

❚❤✐s ✇❛② ❢♦r l ∈ {h, p}✱ b(x)f(uµ) · ν l − λµ∇φµ(uµ) · ν l ❜❡❧♦♥❣ t♦ L2
loc(0, T ;H

−1/2
00 (Γhp))✱

✇❤❡r❡ H−1/2
00 (Γhp) ✐s t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✉❛❧ ♦❢ H

1/2
00 (Γhp) ≡ {v ∈ L2(Γhp), ṽ ∈ H1/2(Γl)} ✇✐t❤

ṽ =

{
w ♦♥ Γhp

0 ♦♥ Γl \ Γhp.

▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ uµ(t, .) ✐s ✐♥ H1(Ωl) ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t λµ∇φµ(uµ) · ν l ❜❡❧♦♥❣s t♦
L2

loc(0, T ;H
−1/2
00 (Γhp))✱ ❢♦r ❛♥② l ✐♥ {h, p}✳ ❚❤✉s ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ L2(Q)✲s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t

❜❡t✇❡❡♥ ✭✹✳✸✼✮ ❛♥❞ ❛♥② v ♦❢ D(0, T ;H1
0 (Ω))✳ ❲❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❛♥❞

❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ t❡r♠s ♦♥ Qh ❛♥❞ Qp✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ ✭✹✳✷✸✮✱ ✐t ❝♦♠❡s ❛✳❡✳ ♦♥ ]0, T [ ✿

(fh(uµ)bh − µ∇φµ(uµ)) · νh = (∇φ(uµ) − fp(uµ)bp) · νp ✐♥ H−1/2
00 (Γhp).

❇❡s✐❞❡s✱ s✐♥❝❡ uµ ✐s ✐♥ L2(0, T ;H1(Ω))✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝❧❡❛r❧② ❤❛✈❡ ❢♦r ❛✳❡✳ t ♦❢ ]0, T [✱

uµ |Ωh
(t, .) = uµ |Ωp

(t, .) Hn−1 ❛✳❡✳ ♦♥ Γhp.

✹✳✺✳✷ ◆♦t✐♦♥ ♦❢ ❡♥tr♦♣② ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✾✱ ✇❡ ♠❛② ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ ❛♥ ❡♥tr♦♣② ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✹✳✶✮ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✿

• u ∈ L∞(Q)✱ φ(u) ∈ L2(0, T ;V )✱ ∂tu ∈ L2(0, T ;V ′)✱

• ∀ζ ∈ C∞
c (Qh)✱ ζ ≥ 0✱ ∀k ∈ R✱

∫

Qh

|u− k|∂tϕ+ bh(x)Φ(u, k) · ∇xϕdxdt

−
∫

Qh

sgn(u− k)(gh(t, x, u) + divxbh(x)f(k))ϕdxdt ≥ 0,

• ∀v ∈ L2(0, T ;V )✱
∫ T

0

〈〈∂tu, v〉〉dt+

∫

Qp

(∇xφ(u) − fp(u)bp) · ∇vdxdt+

∫

Qp

gp(t, x, u)vdxdt

−❡ss lim
τ→0−

∫

Σhp

fh(u(σ + τνh))bh · νhvdtdHn−1 = 0.

• ∀ζ ∈ H1
0 (Q)✱
∫

Q

(u∂tζ) − (IΩp
∇φ(u) − b(x)f(u)) · ∇xζ − g(t, x, u)ζ)dxdt = 0.



✶✵✻ ✹✳ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡

• ∀ζ ∈ L1(Σ \ Σhp)✱ ζ ≥ 0✱ ∀k ∈ R✱

❡ss lim
τ→0−

∫

Σh\Σhp

Fh(u(σ + τνh), 0, k)ϕdtdHn−1 ≥ 0,

• ❡sslim
t→0+

∫

Ω

|u(t, x) − u0(x)| = 0.

✹✳✺✳✸ ❇♦✉♥❞s ♦❢ ❛ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t✉♠ u0 ✐s s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛✳❡✳ x ∈ Ω✱ u0(x) ∈
[m,M ]✳ ▲❡t µ > 0 ❜❡✐♥❣ ✜①❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇♦♥❞❡r ✇❤❡♥ [m,M ] ✐s ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t r❡❣✐♦♥ ❢♦r t❤❡
✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ uµ t♦ ✹✳✶✻ ✐✳❡✳ m ≤ u0 ≤M ❛✳❡✳ ✐♥ Ω ✐♠♣❧✐❡s m ≤ uµ ≤M ❛✳❡✳ ✐♥ Q✳ ❚❤✐s
✐s t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✻✳ ■❢

∑

l∈{h,p}

(gi(., .,m) + fi(m)divxbi) ≤ 0 ❛♥❞
∑

l∈{h,p}

(gi(., .,M) + fi(M)divxbi) ≥ 0,

❛♥❞ ✐❢ a.e. ♦♥ Γhp✱

fp(M)bp − fh(M)bh) · νh ≥ 0, ✭✹✳✸✽✮
(fp(m)bp − fh(m)bh) · νh ≤ 0, ✭✹✳✸✾✮

t❤❡♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✹✳✶✻✮ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ❛✳❡✳ ♦♥ Q✱

m ≤ uµ ≤M.

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✭✹✳✶✾✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✵✮ ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭✹✳✸✽✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✾✮ t❤❛t ❛r❡
❡❛s✐❡r t♦ s❛t✐s❢②✳



✶✵✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦✉♣❧és ❤②✲
♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❞é✜♥✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ♣♦✉r
❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❛❜❧✐ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té ♣♦✉r ✉♥❡
❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✢✉①✱ ❞✬❛❜♦r❞ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ❞✬❡s♣❛❝❡ ♣✉✐s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ ♣♦✉r ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ b(x)f(u)✱ ♦ù b ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs
✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
f ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❛ été ❞é♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡s
❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿

• bL > 0 ❡t bR < 0✱

• bL < 0 ❡t bR > 0✱

• bL > 0 ❡t bR > 0✱ bR − bL > 0✳

♦ù bL ❡t bR s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s tr❛❝❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝❡♥t
b✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✿ bL > 0✱ bR > 0✱ bL − bR > 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✮ ♥❡
❝♦♥✈✐❡♥t ♣❛s ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ♣❛s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❛
❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❛❞❛♣té❡ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳

▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡
✴ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ b(x)f(u)✱ ♦ù b ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs
ré❡❧❧❡s✳ ❖r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ t❡r♠❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡
♣étr♦❧✐èr❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛❧♦rs ✐♥tér❡ssés à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ♣❡rt✉r❜é ❤②♣❡r✲
❜♦❧✐q✉❡✴♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞é❣é♥éré✳ ❯♥ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té ❛ été ét❛❜❧✐
❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ s♦♥t s♦rt❛♥t❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡♥tr❛♥t❡s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t ❞❡



✶✵✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❝❡ tr❛✈❛✐❧ s❡r❛✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ♣❡rt✉r❜é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡
❢♦rt❡♠❡♥t ❞é❣é♥éré✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❏✳ ❈❛r✐❧❧♦ ❞❛♥s ❬✶✺❪✳

❊♥✜♥ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✢✉①
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ b(x)f(u) r❡st❡ à tr❛✐t❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ▲❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥
❝✐♥ét✐q✉❡✱ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❬✽❪ ❡t ❬✷✻❪ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❧✬♦✉t✐❧ ❛❞❛♣té à ❝❡ ❝❛s✳



✶✵✾

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❆❞✐♠✉rt❤✐✱ ❏✳ ❏❛✛r❡✱ ●✳❉✳ ❱❡❡r❛♣♣❛ ●♦✇❞❛ ✿ ●♦❞✉♥♦✈✲t②♣❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
❧❛✇s ✇✐t❤ ❛ ✢✉① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ s♣❛❝❡✱ ❙■❆▼ ❏✳ ◆✉♠❡r✳ ❆♥❛❧✳✱ ✹✷✱ ✶✼✾✲✷✵✽✱
✷✵✵✹✳

❬✷❪ ❆❞✐♠✉rt❤✐✱ ❙✳ ▼✐s❤r❛✱ ●✳❉✳ ❱❡❡r❛♣♣❛ ●♦✇❞❛ ✿ ❖♣t✐♠❛❧ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♥s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✢✉① ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❏✳ ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❉✐✛❡r✳ ❊q✉✳✱ ✷✱ ✼✽✸✲✽✸✼✱
✷✵✵✺✳

❬✸❪ ❆❞✐♠✉rt❤✐✱ ❙✳ ▼✐s❤r❛✱ ●✳❉✳ ❱❡❡r❛♣♣❛ ●♦✇❞❛ ✿ ❊①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♥tr♦♣②
s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇ ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ✢✉①❡s✱ ◆❡t✇✳ ❍❡t❡r♦❣✳
▼❡❞✐❛✱ ✷✱ ✶✷✼✲✶✺✼✱ ✷✵✵✼✳

❬✹❪ ●✳ ❆❣✉✐❧❛r✱ ❋✳ ▲✐s❜♦♥❛✱ ▼✳ ▼❛❞❛✉♥❡✲❚♦rt ✿ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛r❛❜♦❧✐❝✲
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❆❞✈✳ ✐♥ ▼❛t❤✳ ❙❝✐✳ ❛♥❞ ❆♣♣❧✳✱ ✾✱ ✺✾✼✲✻✷✵✱ ✶✾✾✾✳

❬✺❪ ●✳ ❆❣✉✐❧❛r✱ ▲✳ ▲é✈✐✱ ▼✳ ▼❛❞❛✉♥❡✲❚♦rt ✿ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ P❛r❛❜♦❧✐❝ ❛♥❞
❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❊q✉❛t✐♦♥s✱ ❏✳ ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❉✐✛❡r✳ ❊q✉✳✱ ✸✱ ◆♦✳ ✶✱ ✺✸✲✽✵✱ ✷✵✵✻✳

❬✻❪ ❊✳ ❆✉❞✉ss❡✱ ❇✳ P❡rt❤❛♠❡ ✿ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ❢♦r s❝❛❧❛r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✲
✉♦✉s ✢✉① ✈✐❛ ❛❞❛♣t❡❞ ❡♥tr♦♣✐❡s✱ Pr♦❝✳ ❘♦②✳ ❙♦❝✳ ❊❞✐♥❜✉r❣❤ ❙❡❝t✳ ❆✱ ✶✸✺✱ ✷✺✸✲✷✻✺✱
✷✵✵✺✳

❬✼❪ ❋✳ ❇❛❝❤♠❛♥♥ ✿ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇ ✇✐t❤ ❛ ✢✉① ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐s✲
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✾✿✶✶✲✶✷✱ ✶✸✶✼✲✶✸✸✽✱ ✷✵✵✹✳

❬✽❪ ❋✳ ❇❛❝❤♠❛♥♥✱ ❏✳ ❱♦✈❡❧❧❡ ✿ ❊①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❛r
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ✇✐t❤ ❛ ✢✉① ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❈♦♠♠✳
P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✱ ✸✶✱ ✸✼✶✲✸✾✺✱ ✷✵✵✻✳

❬✾❪ ❈✳ ❇❛r❞♦s✱ ❆✳❨ ▲❡❘♦✉①✱ ❏✳❈ ◆é❞é❧❡❝ ✿ ❋✐rst ♦r❞❡r q✉❛s✐❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞✲
❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❈♦♠♠✳ ✐♥ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✹✱ ✶✵✶✼✲✶✵✸✹✱ ✶✾✼✾✳

❬✶✵❪ ❙✳ ❇❡rr❡s✱ ❘✳ ❇ür❣❡r✱ ❑✳❍✳ ❑❛r❧s❡♥ ✿ ❈❡♥tr❛❧ s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ s②st❡♠s ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
❧❛✇s ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦❡✣❡♥ts ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❣r❛✈✐t② s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ s✉s♣❡♥✲
s✐♦♥s✱ ❏✳ ❈♦♠♣✳ ❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳✱ ✶✻✹✲✶✻✺✱ ✺✸✲✽✵✱ ✷✵✵✹✳
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❬✶✶❪ ❍✳ ❇ré③✐s ✿ ❖♣ér❛t❡✉rs ♠❛①✐♠❛✉① ♠♦♥♦t♦♥❡s ❡t s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s
❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✱ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞ ▼❛t❤❛♠❛t✐❝s ❙t✉❞✐❡s✱ ✺✱ ◆♦t❛s ❞❡ ▼❛t❡♠❛t✐❝❛✱
✺✵✳ ❆♠st❡r❞❛♠✲▲♦♥❞♦♥✿ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦♠♣✳❀ ◆❡✇ ❨♦r❦✿ ❆♠❡r✐❝❛♥
❊❧s❡✈✐❡r P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦♠♣✳✱ ✶✾✼✸✳
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✢♦❝❝✉❧❛t❡❞ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ✐♥ ❝❧❛r✐✜❡r✲t❤✐❝❦❡♥❡r ✉♥✐ts✱ ❙■❆▼ ❏✳ ❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳✱ ✻✺✱ ✽✽✷✲
✽✹✵✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✹❪ ❙✳ ❷❛♥✐➣ ✿ ❇❧♦♦❞ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♠♣❧✐❛♥t ✈❡ss❡❧s ❛❢t❡r ❡♥❞♦✈❛s❝✉❧❛r r❡♣❛✐r ✿ ✇❡❧❧
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇❛❧❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❈♦♠♣✳ ❱✐s✉❛❧✳ ❙❝✐✳✱ ✹✱ ✶✹✼✲
✶✺✺✱ ✷✵✵✷✳

❬✶✺❪ ❏✳ ❈❛r✐❧❧♦ ✿ ❊♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❆r❝❤✳ ❘❛t✐♦♥✳ ▼❡❝❤✳
❆♥❛❧✳ ✶✹✼✱ ◆♦✳ ✹✱ ✷✻✾✲✸✻✶✱ ✶✾✾✾✳

❬✶✻❪ ●✳✲◗✳ ❈❤❡♥✱ ❍✳ ❋r✐❞ ✿ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡✲▼❡❛s✉r❡ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✱
❆r❝❤✳ ❘❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤✳ ❆♥❛❧✳✱ ✶✹✼✱ ✽✾✲✶✶✽✱ ✶✾✾✾✳

❬✶✼❪ ❙✳ ❉✐❡❤❧ ✿ ❆ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇ ✇✐t❤ ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✢✉① ❢✉♥❝t✐♦♥
♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❙■❆▼ ❏✳ ▼❛t❤✳ ❆♥❛❧✳✱ ✺✻✱ ✸✽✽✲✹✶✾✱ ✶✾✾✻✳

❬✶✽❪ ❙✳ ❉✐❡❤❧ ✿ ❉②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❙■❆▼ ❏✳
❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳✱ ✺✼✱ ✾✾✶✲✶✵✶✽✱ ✶✾✾✼✳

❬✶✾❪ ▲✳❈✳ ❊✈❛♥s✱ ❘✳❋✳ ●❛r✐❡♣② ✿ ▼❡❛s✉r❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ ✜♥❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱❙t✉❞✐❡s
✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❈❘❈ Pr❡ss✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ✶✾✾✷✳

❬✷✵❪ ❘✳ ❊②♠❛r❞✱ ❚✳ ●❛❧❧♦✉ët✱ ❘✳ ❍❡r❜✐♥ ✿ ❊①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥
t♦ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❈❤✐✳ ❆♥♥✳ ▼❛t❤✳✱ ❙❡r✳ ❇ ✶✻✱ ◆♦✳✶✱ ✶✲✶✹✱ ✶✾✾✺✳

❬✷✶❪ ●✳ ●❛❣♥❡✉①✱ ▼✳ ▼❛❞❛✉♥❡✲❚♦rt ✿ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡
❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ♣étr♦❧✐èr❡✱ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✷✷✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥✱
✶✾✾✻✳

❬✷✷❪ ❋✳ ●❛st❛❧❞✐✱ ❆✳ ◗✉❛rt❡r♦♥✐ ✿ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❞ ❡❧❧✐♣t✐❝
❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❈♦♠♣✉t✳ ▼❡t❤♦❞s ❆♣♣❧✳ ▼❡❝❤✳ ❊♥❣✳✱ ✽✵ ✶✲✸✱ ✸✹✼✲✸✺✹✱ ✶✾✾✵✳

❬✷✸❪ ❚✳ ●✐♠s❡✱ ◆✳❍✳ ❘✐s❡❜r♦ ✿ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇ ✇✐t❤
❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✢✉① ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❙■❆▼ ❏✳ ▼❛t❤✳ ❆♥❛❧✳✱ ✷✸✱ ✻✸✺✲✻✹✽✱ ✶✾✾✷✳

❬✷✹❪ ❊✳ ●♦❞❧❡✇s❦✐✱ P✳❆✳ ❘❛✈✐❛rt ✿ ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✱ ▼❛t❤é♠❛✲
t✐q✉❡s ❡t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✸✲✹✱ ❊❧❧✐♣s❡s✱ P❛r✐s✱ ✶✾✾✶✳

❬✷✺❪ ❍✳ ❍♦❧❞❡♥✱ ◆✳❍✳ ❘✐s❡❜r♦ ✿ ❆ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ tr❛✣❝ ✢♦✇ ♦♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢
✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ r♦❛❞s✱ ❙■❆▼ ❏✳ ▼❛t❤✳ ❆♥❛❧✳✱ ✷✻✱ ✾✾✾✲✶✵✶✼✱ ✶✾✾✺✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✶✶

❬✷✻❪ ❈✳ ■♠❜❡rt✱ ❏✳ ❱♦✈❡❧❧❡ ✿ ❆ ❑✐♥❡t✐❝ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❙❝❛❧❛r ❈♦♥s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ▲❛✇s ✇✐t❤ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❙■❆▼ ❏✳ ▼❛t❤✳ ❆♥❛❧✳✱ ✸✻✱
✷✶✹✲✷✸✷✱ ✷✵✵✹✳

❬✷✼❪ ❏✳ ❏✐♠❡♥❡③ ✿ ❙♦♠❡ ❙❝❛❧❛r ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ▲❛✇s ✇✐t❤ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❋❧✉①✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥s✱ ✷✱ ✸✱ ✷✵✵✻✳

❬✷✽❪ ❏✳ ❏✐♠❡♥❡③✱ ▲✳ ▲é✈✐ ✿ ❊♥tr♦♣② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ✇✐t❤
s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✢✉① ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥✱ ❏✳ ❊♥❣r❣✳ ▼❛t❤✳✱ t♦
❛♣♣❡❛r✳

❬✷✾❪ ❑✳❍✳ ❑❛r❧s❡♥✱ ▼✳ ❘❛s❝❧❡✱ ❊✳ ❚❛❞♠♦r ✿ ❖♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ ❛ t✇♦✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡s♦♥❛♥t s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇✱ ❈♦♠♠✳ ▼❛t❤✳ ❙❝✐✳ ✺ ✭✷✮✱ ✷✺✸✲✷✻✺✱
✷✵✵✼✳

❬✸✵❪ ❑✳❍✳ ❑❛r❧s❡♥✱ ◆✳❍✳ ❘✐s❡❜r♦ ✿ ❯♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❍❛♠✐❧t♦♥✲❏❛❝♦❜✐
❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❏✳ ❈♦♠♣✳ P❤②s✳✱ ✶✽✵✱✼✶✵✲✼✸✺✱ ✷✵✵✷✳

❬✸✶❪ ❑✳❍✳ ❑❛r❧s❡♥✱ ◆✳❍✳ ❘✐s❡❜r♦✱ ❏✳❉✳ ❚♦✇❡rs ✿ ❖♥ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝
tr❛♥s♣♦rt✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❊❧❡❝tr♦♥✳ ❏✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❊q✉❛t✐♦♥s✱ ✷✵✵✷✱ ✻✷✸✲✻✹✹✱ ✷✵✵✷✳

❬✸✷❪ ❑✳❍✳ ❑❛r❧s❡♥✱ ◆✳❍✳ ❘✐s❡❜r♦✱ ❏✳❉✳ ❚♦✇❡rs ✿ ❯♣✇✐♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r
❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱
■▼❆ ❏✳ ◆✉♠❡r✳ ❆♥❛❧✳✱ ✷✷✱ ✻✷✸✲✻✹✹✱ ✷✵✵✷✳

❬✸✸❪ ❑✳❍✳ ❑❛r❧s❡♥✱ ◆✳❍✳ ❘✐s❡❜r♦✱ ❏✳❉✳ ❚♦✇❡rs ✿ L1 st❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts✱ ❙❦r✳ ❑✳ ◆♦r✳ ❱✐❞✳ ❙❡❧s❦✳✱ ✹✾ ♣♣✱ ✷✵✵✸✳

❬✸✹❪ ❑✳ ❍✳ ❑❛r❧s❡♥✱ ❏✳❉✳ ❚♦✇❡rs ✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛①✲❋r✐❡❞r✐❝❤s s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t②
❢♦r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✢✉①✱ ❈❤✐♥✳ ❆♥♥✳
▼❛t❤✳✱ ✷✺❇✱ ✷✽✼✲✸✶✽✱ ✷✵✵✹✳

❬✸✺❪ ❈✳ ❑❧✐♥❣❡♥❜❡r❣✱ ◆✳❍✳ ❘✐s❡❜r♦ ✿ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ r❡s♦♥❛♥t s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣♦❧②♠❡r ✢♦✇ ✇✐t❤ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥✱ ❏✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✱ ✶✼✵✱ ✸✹✹✲✸✽✵✱ ✷✵✵✶✳

❬✸✻❪ ❙✳◆✳ ❑r✉③❦♦✈ ✿ ❋✐rst✲♦r❞❡r q✉❛s✐❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
▼❛t✳ ❙❜✳ ✽✶✱ ✷✷✽✲✷✺✺✱ ✶✾✼✵✳

❬✸✼❪ ❖✳❆✳ ▲❛❞②③❡♥s❦❛❥❛✱ ❱✳❆✳ ❙♦❧♦♥♥✐❦♦✈✱ ◆✳◆✳ ❯r❛❧✬❝❡✈❛ ✿ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ q✉❛s✐❧✐♥❡❛r ❡q✉❛✲
t✐♦♥s ♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ t②♣❡✱ ❚r❛♥s✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ Pr♦✈✐❞❡♥❝❡✱ ❘■✱ ✷✸✱ ✶✾✻✽✳

❬✸✽❪ ❏✳▲✳ ▲✐♦♥s ✿ ◗✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱
❊t✉❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ P❛r✐s✿ ❉✉♥♦❞❀ P❛r✐s✿ ●❛✉t❤✐❡r✲❱✐❧❧❛rs✳ ❳❳✱ ✺✺✹ ♣✳✱ ✶✾✻✾✳

❬✸✾❪ P✳✲▲✳ ▲✐♦♥s✱ ❇✳ P❡rt❤❛♠❡✱ ❊✳ ❚❛❞♠♦r ✿ ❆ ❦✐♥❡t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s❝❛❧❛r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❏✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ ✼✱ ✶✻✾✲✶✾✶✱ ✶✾✾✹✳



✶✶✷ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✹✵❪ ❏✳ ▼à❧❡①✱ ❏✳ ◆❡↔❛s✱ ▼✳ ❘♦❦②t❛✱ ▼✳ ❘
◦
✉➸✐↔❦❛ ✿ ❲❡❛❦ ❛♥❞ ♠❡s✉r❡✲✈❛❧✉❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s

t♦ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② P❉❊s ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✶✸✱
❈❤❛♣♠❛♥ & ❍❛❧❧✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ✶✾✾✻✳

❬✹✶❪ ❉✳◆✳ ❖str♦✈ ✿ ❱✐s❝♦s✐t② s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦♥♦t♦♥❡ s❝❤❡♠❡s ❢♦r s②♥t❤❡t✐❝
❛♣❡rt✉r❡ r❛❞❛r s❤❛♣❡✲❢r♦♠✲s❤❛❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ ❙■❆▼ ❏✳
❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳ ✺✾✱ ✷✵✻✵✲✷✵✽✺✱ ✶✾✾✾✳

❬✹✷❪ ❉✳◆✳ ❖str♦✈ ✿ ❙♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❍❛♠✐❧t♦♥✲❏❛❝♦❜✐ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❝❛❧❛r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s
✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡✱ ❏✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✱ ✶✽✷✱ ✺✶✲✼✼✱
✷✵✵✷✳

❬✹✸❪ ❋✳ ❖tt♦ ✿ ■♥✐t✐❛❧✲❇♦✉♥❞❛r② ❱❛❧✉❡ Pr♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ ❙❝❛❧❛r ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ▲❛✇✱ ❈✳❘✳ ❆❝❛❞✳
❙❝✐✳ P❛r✐s✱ ✸✷✷✱ sér✐❡ ■✱ ♣♣✳ ✼✷✾✲✼✸✹✱ ✶✾✾✻✳

❬✹✹❪ ❊✳ ❨✉✳ P❛♥♦✈ ✿ Pr♦♣❡rt② ♦❢ str♦♥❣ ♣r❡❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❢♦r ❜♦✉♥❞❡❞ s❡ts ♦❢ ♠❡❛s✉r❡ ✈❛❧✉❡❞
s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r q✉❛s✐❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❙❜♦r♥✐❦✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✶✾✵✿✸✱ ✹✷✼✲✹✹✻✱
✶✾✾✾✳

❬✹✺❪ ❊✳ ❨✉✳ P❛♥♦✈ ✿ ❊①✐st❡♥❝❡ ♦❢ str♦♥❣ tr❛❝❡s ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s❝❛❧❛r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✱ ✷✿✹✱ ✽✽✺✲✾✵✽✱
✷✵✵✺✳

❬✹✻❪ ❊✳ ❨✉✳ P❛♥♦✈ ✿ ❊①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ str♦♥❣ ♣r❡✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥s
♦❢ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r q✉❛s✐❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✢✉①✱ Pr❡♣r✐♥t✳

❬✹✼❪ ❋✳ P❡②r♦✉t❡t✱ ▼✳ ▼❛❞❛✉♥❡✲❚♦rt ✿ ❊rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ❛ s♣❧✐tt✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲r❡❛❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ▼❛t❤✳ ▼♦❞❡❧s ❆♣♣❧✳ ❙❝✐✳✱ ✶✶ ✻✱ ✶✵✽✶✲✶✶✵✵✱ ✷✵✵✶✳

❬✹✽❪ ◆✳ ❙❡❣✉✐♥✱ ❏✳ ❱♦✈❡❧❧❡ ✿ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇ ✇✐t❤
❛ ✢✉① ❢♦♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ▼❛t❤✳ ▼♦❞❡❧s ▼❡t❤♦❞s ❆♣♣❧✳ ❙❝✐✳
✶✸✿✷✱ ✷✷✶✲✷✺✼✱ ✷✵✵✸✳

❬✹✾❪ ▲✳ ❚❛rt❛r ✿ H✲♠❡❛s✉r❡s✱ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥✐s❛t✐♦♥ ✱ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✐♥ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧
❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❊❞✐♥❜✉r❣❤✱ ✶✶✺✿✸✲✹✱ ✶✾✸✲✷✸✵✱ ✶✾✾✵✳

❬✺✵❪ ▲✳ ❚❛rt❛r ✿ ❈♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s✱ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✿ ❍❡r✐♦t✲❲❛tt ❙②♠♣♦s✐✉♠✱ ❱♦❧ ■❱✱ P✐t♠❛♥✱
❇♦st♦♥✱ ▼❛ss✳✱ ✶✾✼✾✳

❬✺✶❪ ❇✳ ❚❡♠♣❧❡ ✿ ●❧♦❜❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ✷ × ✷ ♥♦♥str✐❝t❧②
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✱ ❆❞✈✳ ❆♣♣❧✳ ▼❛t❤✳ ✸✱ ✸✸✺✲✸✼✺✱ ✶✾✽✷✳

❬✺✷❪ ❏✳❉✳ ❚♦✇❡rs ✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ✇✐t❤ ❛ ❞✐s✲
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✢✉①✱ ❙■❆▼ ❏✳ ◆✉♠❡r✳ ❆♥❛❧✳ ✸✽✱ ✻✽✶✲✻✾✽✱ ✷✵✵✵✳

❬✺✸❪ ❏✳ ❉✳ ❚♦✇❡rs ✿ ❆ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✢✉① ✿
t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ❝❛s❡✱ ❙■❆▼ ❏✳ ◆✉♠❡r✳ ❆♥❛❧✳ ✸✾✱ ✶✶✾✼✲✶✷✶✽✱ ✷✵✵✶✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✶✸

❬✺✹❪ ❆✳ ❱❛ss❡✉r ✿ ❙tr♦♥❣ tr❛❝❡s ❢♦r s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❝❛❧❛r ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✱
❆r❝❤✳ ❘❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤✳ ❆♥❛❧✳ ✶✻✵✱ ✶✽✶✲✶✾✸✱ ✷✵✵✶✳

❬✺✺❪ ●✳❇✳ ❲❤✐t❤❛♠ ✿ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡s✱ ❲✐❧❡②✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✼✹✳



✶✶✹ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡





❘és✉♠é ✿

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡s ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✢✉①
♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧èr❡♠❡♥t
❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ r❛❝❝♦r❞ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s q✉❛s✐ ❧✐♥é❛✐r❡s
❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ♣♦sé❡s ❞❛♥s ❞❡✉① ♦✉✈❡rts ❞✐s❥♦✐♥ts✳
❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦✉♣❧é ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✴❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ ❙♦✉s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
♥♦♥ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❞✉ ✢✉①✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡
❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❞✬❡s♣❛❝❡ ♣✉✐s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❡st
❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉❡ à ❙✳◆✳ ❑r✉③❦♦✈ ♣✉✐s s✉r ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r❡sq✉❡
♣❛rt♦✉t à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥
❛❞éq✉❛t❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❛❧♦rs q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
✈✐s❝♦s✐té ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳
❊♥ s❡❝♦♥❞ ❧✐❡✉ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ♣étr♦❧✐èr❡
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s
❞♦♥❝ ♣❛s ❛❞❛♣t❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ssés à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❝♦✉♣❧é ♣❡rt✉r❜é ♦ù s✉r ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ♦✉✈❡rts ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ❛❥♦✉té✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ s♦♥t s♦rt❛♥t❡s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❡st ét❛❜❧✐❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ♥♦✉s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ✳

▼♦ts✲❈❧és ✿ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✢✉① ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡✱ éq✉❛t✐♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱
éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✱ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✱ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

◆♦♥❧✐♥❡❛r tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛

❆❜str❛❝t✿

❚❤✐s t❤❡s✐s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s♦♠❡ s❝❛❧❛r ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥ ❧❛✇s ✇✐t❤ s♣❛❝❡✲❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s
✢✉①❡s✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❧♦♥❣ ❛ s❛♠❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t✇♦ ✜rst ♦r❞❡r q✉❛s✐❧✐♥❡❛r
❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ s❡t ✐♥ t✇♦ ♦♣❡♥ ❞✐s❥♦✐♥t ❞♦♠❛✐♥s✳
■♥ ❛ ✜rst ♣❛rt ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✴❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ❯♥❞❡r ❛ ♥♦♥ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ✢✉①✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥✱ ✜rst ✐♥ ♦♥❡
s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♣r♦♦❢ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢
❞♦✉❜❧✐♥❣ ❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♦♥ ❛ ♣♦✐♥t✇✐s❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ s✉✐t❛❜❧❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ t❡r♠✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡
✉s❡ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣✈✐s❝♦s✐t② ♠❡t❤♦❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ✇❡ tr❡❛t t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ t❡r♠s ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ ♣❡tr♦❧❡✉♠ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ♥♦♥
❞❡❣❡♥❛r❛❝② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛♥②♠♦r❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ s♦ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❛❞❛♣t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞♦♠❛✐♥s ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥
t❡r♠ ❛♣♣❡❛rs✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦✉t✇❛r❞s ❝❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢
t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ♦♣❡r❛t♦r s❡t ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ③♦♥❡✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❛ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳
❚❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✈✐s❝♦s✐t② ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ st❛t❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt②✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥ ❧❛✇s✱ ❞✐s❝♦♥t✐♥♦✉s ✢✉①✱ ✇❡❛❦ ❡♥tr♦♣② s♦❧✉t✐♦♥✱ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ♣❛r❛❜♦❧✐❝
❡q✉❛t✐♦♥✱ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✈✐s❝♦s✐t② ♠❡t❤♦❞✱ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡✳


