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Introduction

Le stockage du cos

Les risques de changement climatique ont fait I’objet de nombreux débats au cours de ces derniéres
années. Actuellement, la plupart des experts estiment que ces risques sont réels et directement reliés aux
émissions de gaz 3 effet de serre, et tout particuliérement de cos. Les émissions de co, ont fortement aug-
menté au cours des récentes décennies, entrainant une croissance de la teneur en cos dans ’atmosphére.
Cette augmentation de la concentration serait responsable de la tendance au réchauffement climatique
déja observée, et pourrait avoir dans l'avenir des conséquences dramatiques si aucune mesure n’est prise.

Le coy n’est pas le seul gaz & effet de serre. Le protocole de Kyoto en prend en compte 5 autres, dont
notamment le méthane et le protoxyde d’azote. Cependant, le cos constitue le principal contributeur &
leffet de serre lié aux activités humaines, en raison des importantes quantités rejetées dans ’atmosphére.

La réduction des émissions de cos, en particulier grace a la réduction des consommations et aux tech-
nologies de capture, de transport et de stockage du cos, constitue un défi technologique important. Les
solutions pour lutter contre les émissions de cos sont de trois types :

e Réduction des consommations d’énergie.

e Mise en oeuvre de combustibles ou de carburants émettant moins de co, par unité d’énergie produite.

e Capture et stockage du co,.

On s’intéresse dans cette thése & cette troisiéme solution. Le principe est de capturer et stocker le
coo dans des formations géologiques souterraines. Cette option est applicable & des installations fixes de
production concentrée d’énergie.

Aprés sa capture, il faut pouvoir stocker le co, pour des durées importantes, pouvant au minimum
couvrir la période pendant laquelle le probléme des émissions de cos risque de demeurer critique, période
qui ne devrait pas dépasser un & deux siécles. Par mesure de précaution, on envisage des solutions qui
permettent d’effectuer le stockage sur des périodes pouvant atteindre des milliers d’années. C’est princi-
palement en cela que la problématique du stockage géologique du co, différe considérablement de celle
du stockage de déchets tels que les éléments radioactifs. Le stockage au fond des océans fait partie des
options qui ont été envisagées, mais une telle solution présente deux inconvénients majeurs : d’une part, le
devenir & long terme d’un tel stockage demeure difficile & modéliser et incertain. D’autre part, on connait
mal 'impact d’une augmentation de la concentration en coy sur les écosystémes marins. Le stockage géo-
logique dans le sous-sol constitue donc la solution généralement préférée. Les principales options possibles
sont alors les suivantes :

e Stockage dans des gisements de pétrole et de gaz épuisés.
e Stockage dans les veines de houille non exploitées.
e Stockage dans les aquiféres salins profonds.

Dans ce contexte, la modélisation de 'injection et du stockage du cos a un role important a jouer,
notamment pour ’étude des mécanismes d’écoulement, la caractérisation des sites et ’étude de la sécurité
4 long terme du stockage.



Introduction

La phase de stockage se décompose en deux étapes. La premiére étape est une étape d’injection de
I’ordre de quelques dizaines d’années, suivie d’une étape de stockage de ’ordre du millier d’années. Lors
de l'étape d’injection, le domaine impacté par ’injection de cos est de faible étendue, car les vitesses
de transport sont faibles (échelle réservoir). Lors de I’étape de stockage, la zone impactée peut étre de
grande étendue (échelle bassin).

Différents phénoménes sont mis en jeu lors de I'injection et du stockage du cos :
e Les phénomeénes de transport : convection, diffusion et dispersion
e Les phénomeénes chimiques : dissolution du co; dans ’eau, acidification de I’eau environnante,
réactions entre I’eau et la roche.
Ces différents phénoménes se produisent & des échelles de temps trés différentes (réactions chimiques
instantanées, réactions cinétiques lentes, transport 3 faible vitesse).

Tl existe un couplage trés fort entre ces différents phénoménes. L’injection de cos et sa dissolution dans
I’eau influencent fortement 1’écoulement. L’équilibre chimique du milieu est modifié par la dissolution du
coy dans 1’eau, ce qui peut provoquer de nombreuses réactions chimiques, notamment des réactions de
dissolution et de précipitation de la roche. Ces réactions peuvent modifier la porosité, la perméabilité, et
ainsi changer les caractéristiques du milieu poreux, et donc les propriétés de 1’écoulement.

Les modéles utilisés doivent étre capables de simuler I’évolution du systéme sur différentes échelles de
temps et d’espace (cf. figure 1). De plus, les simulations sont en 3D, avec un grand nombre d’inconnues
(nécessaires pour la représentation d’un modéle géochimique) et un grand nombre de mailles.

Fi1G. 1: Représentation schématique de la zone de stockage et des environs

Pour modéliser ’ensemble de ces phénoménes, on utilise généralement, de fagon couplée, des mo-
déles d’écoulements multiphasiques et des modéles géochimiques. On obtient ainsi un modéle dit modéle
d’écoulements multiphasiques réactifs.

L’IFP développe actuellement un logiciel industriel, nommé COORES, permettant de simuler le sto-
ckage du coy. C’est dans ce contexte que s’inscrit le travail de thése. L’objectif est d’étudier différents
schémas de couplage possibles, et tout particuliérement le schéma de couplage développé dans le logiciel
COORES.




Solutions numériques

Deux grands types de méthodes existent pour résoudre les problémes d’écoulement multiphasique
réactif. 11 s’agit des méthodes globales et des méthodes de splitting.

Le principe d’une méthode globale est de résoudre ’ensemble du probléme de fagon simultanée. L’avan-
tage d’une résolution globale est de ne pas introduire d’erreur de splitting. En revanche ces méthodes ont
I'inconvénient d’étre cotteuses. En effet, pour résoudre le probléme de fagon simultanée, il faut linéariser
I’ensemble du systéme. La matrice jacobienne ainsi obtenue est donc de trés grande taille. Elle est difficile
4 stocker et cotiteuse & inverser. Néanmoins, certaines études actuelles proposent des méthodes de réso-
lution de type Newton-Krylov, qui ne nécessitent plus ni d’inverser ni de stocker la matrice jacobienne.
Le second inconvénient des méthodes globales est qu’elles ne sont pas modulaires. La résolution étant
simultanée, il est nécessaire de développer un code spécifique au probléme traité.

Le principe d’une méthode de splitting est de séparer les différents opérateurs afin de pouvoir les
résoudre séparément. Les méthodes de splitting permettent de réduire le cotit de simulation et sont mo-
dulaires mais elles nécessitent de gérer ’erreur introduite par le splitting. En développant des méthodes
générales de couplage de modéles, on peut considérer qu’il est plus facile d’ajouter un nouveau mo-
dule & un code existant, et ceci permet également de réutiliser les logiciels préexistants. La qualité et le
cott de la simulation dépend de la méthode utilisée pour coupler les différents modéles. Les différents
phénomeénes étant fortement couplés, la réduction de ’erreur de splitting peut s’avérer difficile et cotiteuse.

La méthode principalement étudiée au cours de cette thése est une méthode de splitting séquentielle
non itérative appelée (Rs-T). Le principe de cette méthode est d’effectuer un splitting qui repose sur des
hypothéses physiques empiriques. On suppose que les échanges eau-gaz influencent fortement 1’écoulement
et que par conséquent le calcul des flux ne peut étre découplé du calcul correspondant & ces échanges.
A Tl'inverse, on suppose que les cinétiques de précipitation-dissolution et les réactions en phase aqueuse
agissent faiblement et lentement sur ’écoulement et par conséquent il est possible de les calculer séparé-
ment. Le splitting est donc un schéma & deux étapes, premiérement 1’étape réservoir, (Rs), qui consiste &
calculer les flux et les échanges eau-gaz, deuxiémement une étape de transport réactif, (7), qui consiste
4 calculer les autres réactions chimiques dans un champ de vitesse donné.

La deuxiéme caractéristique de cette méthode est la fagon dont sont couplés les deux modeéles (Rs) et
(7). 11 g’agit d’une méthode de couplage par pénalisation. Le principe est de pénaliser I'un des modeéles
par lerreur de splitting. On réduit ainsi progressivement ’erreur de splitting sans avoir besoin d’itérer
entre les deux étapes (Rs) et (T7).

Organisation et contenu de la thése

Cette thése se divise en cinq parties. La premiére partie est consacrée & la modélisation. Dans la
deuxiéme partie, les schémas numériques étudiés au cours de cette thése sont présentés. La troisiéme par-
tie contient la mise en oeuvre de ces différents schémas numériques soit dans des situations d’injection,
soit dans des cas simplifiés permettant d’étudier des propriétés des schémas. L’ensemble des résultats
numériques obtenus est décrit dans cette partie. Finalement la quatriéme partie est consacrée & 1’étude
mathématique d’un systéme d’équations hyperboliques pour la modélisation des écoulements multipha-
siques miscibles. Plus précisément, le contenu des différentes partie est :

e Partie I

La premiére partie de cette thése est consacrée a la modélisation des écoulements multiphasiques
en milieu poreux et & la modélisation mathématique d’un systéme géochimique.

Le premier chapitre présente les caractéristiques usuelles d’un milieu poreux, les lois de caracté-
risation des fluides, puis les équations de bilan habituellement utilisées pour la modélisation des
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écoulements des fluides en milieu poreux.

Le second chapitre de cette partie est une présentation de la modélisation d’un systéme géochi-
mique sous une forme mathématique, et la facon dont il est couplé avec le modéle d’écoulement.
La modélisation d’un systéme géochimique consiste & décrire la composition des différents fluides,
la composition de la roche et les réactions qui peuvent ce produire entre ces différents constituants
chimiques. 1l faut également définir comment modéliser ces réactions afin de les inclure dans le
modéle d’écoulement. Les réactions sont de deux types, réaction cinétique ou réaction équilibrée. Le
modéle géochimique ainsi obtenu peut étre réduit en déterminant des espéces primaires, secondaires
et cinétiques. Cette réduction se fait a 1’aide d’opérations matricielles sur la matrice de réaction.
Le principe est d’abord d’éliminer les réactions redondantes, puis d’utiliser ces réactions pour ex-
primer certaines espéces en fonction des autres. Le but est d’obtenir un systéme de taille réduite,
mais suffisant pour représenter ’ensemble du systéme.

La réunion des deux modéles présentés, c’est & dire le modéle d’écoulement et le modéle géo-
chimique, permet d’obtenir un modéle couplé pour la modélisation des écoulements multiphasiques
réactifs. Ce modéle est dit “couplé” car il intégre les interactions de la géochimie sur les écoulements.

Partie II

La deuxiéme partie de cette thése est consacrée 4 ’étude de plusieurs algorithmes pour résoudre un
probléme couplé d’écoulements multiphasiques réactifs.

Le premier chapitre est une revue bibliographique d’un panel de solutions habituellement utilisées
pour résoudre ce type de problémes. Les deux grandes catégories de solutions sont soit des méthodes
globales (résolution simultanée), soit des méthodes de splitting.

Le deuxiéme chapitre présente I’écriture d’un schéma numérique permettant une résolution globale
du probléme. L’élimination des inconnues secondaires est détaillée.

Le troisiéme chapitre porte sur la deuxiéme méthode étudiée au cours de cette thése, & savoir la mé-
thode de splitting (Rs-77). I s’agit de la méthode actuellement développée a 'TFP dans un contexte
industriel. Les hypothéses physiques qui ont déterminé les choix faits pour découpler les différents
phénomeénes seront présentées, ainsi que le schéma numérique obtenu. La résolution numérique est
alors effectuée en couplant deux modéles différents, et dépend donc de la fagon de résoudre chaque
modeéle et de la fagon de coupler ces modeéles (transmission des informations, réduction de 'erreur de
splitting). Nous présenterons également dans ce chapitre la méthode de couplage par pénalisation.
Cette méthode consiste & ajouter un terme de pénalisation sur le modéle (Rs). Ce terme est égal &
Perreur de splitting multiplié par un coefficient A qui permet de paramétrer la rapidité & laquelle
on souhaite corriger l'erreur.

Finalement, le quatriéme chapitre de cette partie est une analyse de convergence du schéma pé-
nalisé pour un probléme simplifié. L’étude se limite & un probléme diffusif et réactif, et permet de
montrer que le schéma, pénalisé converge bien vers la méme solution faible que le schéma global. La
preuve de convergence est obtenue 4 ’aide d’estimations qui permettent de passer 4 la limite sur le
paramétre .

Partie ITI
La troisiéme partie regroupe différentes mises en oeuvre des schémas présentés dans la partie pré-
cédente pour des situations d’injection de cos gazeux, ou pour des cas simplifiés. On présente

I’ensemble des résultats numériques obtenus dans ces différentes cas.

On ¢’intéresse dans le premier chapitre & la validation des différentes hypothéses. On souhaite tout
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d’abord valider les simplifications faites lors de la modélisation d’un systéme géochimique. En étu-
diant un systéme géochimique réaliste décrit dans Gunter et al. (1997), on montre que malgré
les simplifications réalisées, le modéle utilisé permet d’obtenir des résultats satisfaisants. Dans un
deuxiéme temps, on étudie des situations permettant de valider les hypothéses empiriques qui ont
guidé les choix faits pour le découplage du probléme d’écoulement multiphasique réactif.

Le deuxiéme chapitre est une étude de quelques solutions de couplage des modéles sur un probléme
0D, pour lequel on dispose d’une solution analytique. La solution actuellement choisie & I'TFP est la
correction d’erreur par pénalisation. Nous étudions le fonctionnement de cette méthode, son effet
sur le systéme, et nous la comparons avec une méthode itérative classique. Les résultats obtenus
suggérent d’apporter une amélioration & cette méthode. Nous proposons alors de combiner la mé-
thode par pénalisation avec une méthode itérative, le but étant d’associer la rapidité de la méthode
de correction par pénalisation avec la précision de la méthode itérative.

Dans un troisiéme chapitre, on étudie les performances et les qualités respectives de la méthode
globale et de la méthode de splitting (Rs-Tt), sur un cas 1D d’injection de cos. On étudie la conver-
gence numérique en temps et en espace de chacune des deux méthodes.

Le dernier chapitre concerne ’étude des phénoménes de diffusion-dispersion. On distingue la dif-
fusion moléculaire, et la dispersion. Le terme de dispersion est un terme particuliérement difficile
4 appréhender, tant d’un point de vue physique que numérique. La dispersion est liée & ’homogé-
néisation des lois de convection et aux hétérogénéités du milieu poreux lui-méme (aussi bien d’un
point de vue microscopique que macroscopique). D’un point de vue numeérique, il s’agit d’un terme
difficile & discrétiser car c’est un phénoméne qui ne se produit pas dans la direction des axes, mais
dans la direction de la convection. La quatriéme partie de cette thése met en avant "importance de
ce terme et la difficulté de le prendre en compte dans un schéma numérique découplé.

Partie IV

Les différentes situations physiques rencontrées au cours de cette thése nous ont amené & réfléchir
sur un probléme d’écoulement multiphasique miscible. L’écriture des lois de conservation corres-
pondantes permet d’obtenir un systéme d’équations hyperboliques trés particulier. L’étude de ce
systéme a fait 'objet d’un article, écrit en collaboration avec Robert Eymard, qui constitue la der-
niére partie de cette thése.

Le probléme étudié modélise la dissolution dans l’eau et la migration d’une bulle de cos gazeux,
dans un systéme 1D vertical. L’écriture des lois de conservation, de I’eau et du coz, permet d’obtenir
un systéme hyperbolique particulier dont les inconnues sont la quantité totale de cos (sous forme
de gaz et dissous dans l’eau), et le gradient de pression. La quantité d’eau s’écrit alors comme une
fonction non linéaire de la quantité de co,. Le systéme hyperbolique étudié est particulier car il ne
contient pas de dérivée en temps par rapport & la seconde inconnue.

Si ’on choisit une solubilité nulle du cos, on retrouve le cas habituel des écoulements immiscibles,
traité de fagon abondante dans la littérature. Les difficultés du probléme étudié ici, proviennent du
fait que cette solubilité n’est pas nulle. En effet, lorsque la solubilité du cos est nulle, la quantité
d’eau est une fonction linéaire de la quantité de cos, et il est possible de résoudre le systéme d’équa-
tion de facon classique par élimination de ’inconnue correspondant au gradient de pression.

Nous donnons une définition d’une solution faible, inspirée de la condition de Liu pour les chocs
admissibles, et des paires entropiques de Krushkov. Nous prouvons ensuite, dans le cas d’une gé-
néralisation naturelle du probléme de Riemann, I’existence d’une solution faible. Cette propriété
découle de D’existence d’une certaine fonction permettant d’obtenir simultanément une solution
faible entropique classique pour chacune des deux équations de fagon couplée. L’existence d’une
telle fonction est démontrée & I’aide de la convergence d’un algorithme de recherche d’enveloppes
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Introduction

convexes et concaves simultanées pour chacune des deux équations.

Nous prouvons ensuite ’existence d’une solution faible pour un ensemble général de données ini-
tiales, grace & la preuve de convergence d’un schéma volume fini. Le principe de ce schéma est
de calculer le flux de Godunov numérique & chaque interface, tout en respectant la conservation
simultanée des deux équations.

L’ensemble de ce travail n’a pas permis de prouver 'unicité de la solution, ni de traiter le probléme
des conditions aux limites. Le schéma proposé est en effet un schéma défini sur un domaine infini.
Un travail commun avec Robert Eymard et Julien Vovelle est en cours sur la prise en compte des
conditions limites dans le schéma numérique. Quelques pistes de réflexion sont données dans le
second chapitre.
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Premiére partie

Modélisation



Pour modéliser le stockage géologique de coq, on s’intéresse & I'influence d’une injection de coy sur le
milieu poreux. Lorsqu’on injecte du co; dans un milieu poreux, on crée un déplacement des fluides en
place. De plus, on modifie ’équilibre chimique du milieu, notamment sous ’effet de la dissolution du cos
gazeux dans ’eau. Ceci signifie que la composition de ’eau est modifiée et qu’elle peut alors réagir avec
la roche. En effet, la roche est composée de plusieurs minéraux qui peuvent précipiter ou se dissoudre
selon la composition de ’eau environnante. La précipitation et la dissolution des minéraux modifie alors la
porosité du milieu poreux. On a donc une interaction forte entre les écoulements et les réactions chimiques.

Pour modéliser '’ensemble de ces phénomeénes, il faut tout d’abord modéliser les écoulements de fluides
dans le milieu poreux et I'influence des réactions chimiques sur ces écoulements. Les écoulements sont
modélisés par des équations de bilan, auxquelles s’ajoute l'effet des réactions chimiques sous la forme
d’un terme source.

La deuxiéme étape est de décrire précisément la composition des fluides, la composition de la roche et
les réactions qui peuvent se produire entre ces divers constituants chimiques. On définit également com-
ment modéliser ces réactions de fagon & pouvoir les intégrer dans les équations d’écoulement. [’ensemble
de ces données constitue un systéme géochimique.

La modélisation des écoulements et la modélisation du systéme géochimique débouche alors sur un
probléme continu couplé, appelé probléme d’écoulement multiphasique réactif. Ce probléme est dit “cou-
plé” car il intégre les interactions de la géochimie sur les écoulements.

On présente dans le chapitre 1 la modélisation des écoulements, puis la modélisation du systéme
géochimique dans le chapitre 2, pour obtenir finalement le probléme continu couplé (section 2.5).

14



Chapitre 1

Modélisation des écoulements
multiphasiques en milieu poreux

Un milieu poreux est un matériau formé d’une partie solide (la matrice) et de vides (les pores). Les
milieux auxquels on s’intéresse en géologie, sont les roches qui composent les couches supérieures du
sous-sol. La partie poreuse est remplie par différents fluides, dont on souhaite modéliser ’écoulement. On
utilise pour cela des lois homogénes issues de la mécanique des fluides, ce qui permet d’écrire des équations
de conservation de masse. Ces équations dépendent des caractéristiques du milieu poreux (perméabilité,
viscosité), des caractéristiques des fluides (composition, viscosité, densité) et des interactions entre les
différents fluides et la roche.

La roche est composée de différentes phases minérales, caractérisées par leur composition ou leur cris-
tallographie. On suppose que la roche est incompressible et immobile (pas de phénomeéne de compaction).
Seules les réactions chimiques de type précipitation-dissolution peuvent modifier la porosité du milieu.

On suppose également que la température est constante.

1.1 Caractéristiques du milieu poreux

Une caractéristique essentielle d’un milieu poreux est la porosité, notée ®. La porosité est le rapport
entre le volume de pore et le volume total.

_ Volume de pore

(1.1)

L’autre caractéristique importante d’un milieu poreux est la perméabilité, notée K. Elle caractérise
I’aptitude de la roche a laisser circuler a travers ses pores un fluide dont elle est saturée. Pour un gradient
de pression donné, plus la roche est perméable, plus le flux sera important. La perméabilité s’exprime en
m? (unité S.I). 1l existe de nombreux modéles reliant la perméabilité & la porosité, mais on suppose ici
que la perméabilité est constante.

La roche est composée de minéraux, chaque minéral m occupant une certaine fraction du volume de
roche, notée F;,, et définie par

Volume total

Vininéral
Fm _ _minera. . (12)
Vroche
On a donc z F,, = 1. Habituellement, on préfére utiliser la fraction volumique ¢, d’'un minéral m pour

m
caractériser le volume d’un minéral plutdt que F,,. La fraction volumique est définie par
Vininéral
¢ = —ninéral (1.3)
Viotal

L’équation de fermeture du volume total s’écrit alors

T+ pm=1 (1.4)



Chapitre 1. Modélisation des écoulements multiphasiques en milieu poreux

La densité molaire d’un minéral m, notée &,,, est le nombre de moles par unité de volume. Elle permet
de traduire en terme de quantité de matiére, le volume occupé par un minéral.

La partie poreuse est occupée par différents fluides. Chacun occupe une certaine fraction du volume
poreux. On appelle saturation de la phase a, et on note S, la fraction de volume poreux occupée par le
fluide a. Comme le volume poreux est saturé par les fluides, on a

D 8. =1, (1.5)

ou N, est le nombre de phases fluides.

Chaque phase, qu’il s’agisse d’une phase fluide ou d’une phase solide, est caractérisée par sa compo-
sition.

Néanmoins, on ne considére dans ce travail que des minéraux purs (un seul constituant). La compo-
sition d’une phase minérale est donc triviale.

La composition d’une phase fluide est caractérisée & ’aide des fractions molaires de chaque espéce
constituant le fluide. La fraction molaire d’une espéce ¢, notée x;, est le rapport du nombre de moles de
Pespéce i et du nombre total de moles dans la phase a laquelle elle appartient. On note a(), la phase a
laquelle appartient I’espéce i. Pour chaque fluide «, I’équation de fermeture suivante est vérifiée

Yo om=1 (1.6)
i,a(i)=a

La répartition du volume entre partie fluide et partie solide et la décomposition de chacune de ces
deux parties peut étre représentée par la figure suivante :

Volume Total
1-9 P
Fy F, Sw Sy
() =1 ] (@) =1] (@) =11 (@) =wi | () =y

1.2 Les fluides

1.2.1 Caractéristiques

Un fluide a est caractérisé essentiellement par sa pression P,, sa viscosité dynamique et sa densité
volumique.

La viscosité dynamique d’un fluide «, notée uo, désigne la capacité du fluide & s’écouler. Plus elle
augmente, plus la capacité du fluide & s’écouler diminue. Elle s’exprime en Pa.s (unité S.I).

On note p, la densité volumique d’un fluide «, qui est une masse par unité de volume. On utilise
également la notion de densité molaire, notée &, qui correspond au nombre de moles par unité de volume.
La densité molaire est reliée & la masse volumique par 'intermédiaire de la composition du fluide et des
masses molaires de ses constituants, selon ’expression suivante :

o = ﬁ (1.7)

i,a(i)=a
Ces propriétés se calculent différemment selon le type de fluide. On indique ici une fagon de calculer
ces propriétés pour 'eau et le gaz.

L’eau

La viscosité de ’eau dépend essentiellement de la quantité de co, dissous, de la salinité et de la
température. Cette loi est le résultat d’une interpolation de données expérimentales (ATHOS).

Dans le modéle développé au cours de cette thése, la masse volumique de I’eau est calculée en fonction
de la composition, de la pression, de la température et de la salinité, & ’aide d’une loi d’interpolation
(ATHOS).
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1.3 Les équations de bilan

Le gaz

La viscosité du gaz dépend de la température, de la pression et aussi de la quantité de co, dans le
gaz. On utilise ici pour la calculer la loi de Lohrenz-Bray-Clark (Lohrenz et al. (1964)). La loi des gaz
parfaits est utilisée pour calculer p,.

1.2.2 La loi de Darcy

La vitesse d’écoulement d’un fluide a s’exprime & ’aide de la loi de Darcy. C’est une loi fondamentale
pour décrire les écoulements dans un milieu poreux. Il s’agit d’une loi expérimentale. Elle établit que le
débit volumique @, & travers une surface A est proportionnel au gradient de pression et au rapport de la
perméabilité sur la viscosité

Q= —AEVPQ (1.8)
(o3
Le signe indique qu’en ’absence de gravité, le fluide se déplace toujours de la plus grande pression vers
la plus petite. On appelle vitesse de Darcy la quantité /A, qui est un flux volumique rapporté a une
section du milieu, et non une vitesse réelle du fluide.

Cette loi se généralise au cas multiphasique, et en présence de gravité. La vitesse de Darcy de la phase
a, notée v,, s’écrit dans ce cas
Kk o (Sa)

1224

oll ko est la perméabilité relative de la phase a et g le vecteur gravité.

La notion de perméabilité relative exprime le fait qu’un fluide en contact avec un autre ne se déplace
pas de la méme facon que s’il était seul. La perméabilité relative d’un fluide dépend de sa saturation et
des propriétés de mouillabilité et de densité des autres fluides en contact.

Pour les simulations numériques, dans un cas diphasique eau-gaz, on utilisera souvent dans cette thése
des perméabilités relatives en croix, c’est & dire

Vo = (VP = pag) (1.9)

krw =Sy et kn,=S5,. (1.10)

)

Parfois, on utilisera plutot des perméabilités relatives données en fonction des saturations.

L’interaction entre deux fluides se traduit également par la pression capillaire. La pression capillaire,
notée pe, est la différence de pression entre deux points infiniment voisins de part et d’autre d’une interface
séparant deux fluides. Elle peut étre déterminée par la loi de Laplace. En premiére approximation, la
pression capillaire d’une phase a par rapport & l’eau est une fonction de la saturation du fluide a.
L’équation de pression capillaire s’écrit alors

P, =Py + pc(Sa)- (1.11)

1.3 Les équations de bilan

On introduit les équations de bilan. Pour chaque espéce chimique ¢, on peut faire un bilan de la
matiére qui s’écrit,

0
a (ﬂ-i(@aé-a(i)asa(i))mi) +V-Ji= Qz + R; (112)

ol @; est un terme source traduisant ’apport par injection de l’espéce i, R;, le taux de production de
I’espéce par réaction chimique, et J; le flux de I’espéce 3.

La fonction 7;(®, {4(i), Sa(i)), est donnée par

®S & siali) =w
mi =4 ®S,¢&, sia(i)=g (1.13)
Em (i) Pm(s) si a(i) =m
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Chapitre 1. Modélisation des écoulements multiphasiques en milieu poreux

Le flux J; est donné par

_J0 si a(i) =m
Ji = { €a(i)Va(i)Ti — &a(i)Sa(i)Di - Vi sinon (1.14)

Le flux est nul pour les espéces minérales (qui sont des espéces immobiles). Pour les espéces mobiles, il est
donné par la somme d’un terme de convection et d’un terme de diffusion-dispersion, D; étant le tenseur
de diffusion-dispersion. On détaille la forme du terme D; dans le chapitre 10, car I’étude du terme de
diffusion-dispersion fait l’objet d’un chapitre complet de cette thése.

Le taux de production de l’espéce ¢ correspond au nombre de moles par unité de volume et de
temps apparues ou disparues de cette espéce par I'intermédiaire des différentes réactions chimiques. Le
chapitre 2 est consacrée & la modélisation d’un systéme géochimique, et on reviendra par conséquent sur
la modélisation du terme R;.

Pour simplifier ’écriture des équations de bilan, on pose

)
Li = 50 (mi(®, €ai)s Sa(i))zs) +V - Ji = Qi (1.15)

Les équations de bilan des espéces s’écrivent alors sous la forme simplifiée suivante :

L =R; (1.16)
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Chapitre 2
Modélisation d’un systéme géochimique

La réactivité d’un systéme compositionnel peut étre mesurée a ’aide des taux de production des
réactions chimiques. Pour modéliser les réactions chimiques, il faut connaitre la composition des fluides
et de la roche ainsi que les réactions chimiques possibles. C’est ’ensemble de ces données qui forme un
systéme géochimique.

Pour décrire un systéme géochimique, il faut donc définir les constituants chimiques qui le composent,
les réactions chimiques entre ces constituants et la maniére de modéliser ces réactions. Dans un systéme
chimique réel, on distingue deux types de réactions, les réactions rapides (modélisées comme des équilibres)
et les réactions cinétiques.

Les différentes réactions chimiques possibles relient les constituants chimiques entre eux. Ceci permet
de réduire la taille du systéme & résoudre on exprimant certaines espéces en fonction des autres. On parle
alors d’espéces primaires et secondaires. C’est ainsi que ’on pourra éliminer les taux de production qu’on
ne peut pas exprimer de facon explicite.

La présentation qui suit est une compilation des travaux de Lichtner (1996), de Missen and Smith
(1998), de Holstad (2000) et de Nourtier (2003). On présente dans un premier temps les notions nécessaires
a la définition d’un systéme géochimique (définitions et lois régissant les réactions), puis dans un second
temps, la méthode utilisée pour réduire la dimension de ce systéme.

Pour clarifier cette présentation, on utilisera un exemple de systéme géochimique simple, qu'on dé-
taillera au fur et & mesure de la présentation pour expliciter les notions présentées.

2.1 Espéces, éléments et composition

Les objets qui servent & décrire un systéme géochimique sont les constituants chimiques, également
appelés espéces. On note S 'ensemble des espéces, de cardinal n(S).

En général, une espéce n’est pas pure, mais est composée de constituants de base, également appelés
éléments. On note £ 'ensemble des éléments, de cardinal n(£). Chaque espéce posséde donc une formule
de composition en éléments. Cette propriété peut s’écrire de fagon matricielle. On obtient ainsi une
matrice de composition, notée I, de taille n(£) x n(S). Chaque coefficient v; ; de la matrice correspond
au nombre d’éléments i dans l’espéce j. La formule de composition en éléments n’est qu’une propriété et
non pas une caractérisation d’une espéce. Deux espéces distinctes peuvent avoir la méme composition.

Thermodynamiquement, une espéce chimique est caractérisée par son potentiel chimique, qu’on ma-
nipule en pratique & ’aide de la notion d’activité. Chaque espéce appartient & une phase unique. Ceci
signifie que par exemple le cos dans 'eau et le cos dans le gaz sont deux espéces distinctes. On note
a(i), la phase de l'espéce E;, et S, la restriction de I'ensemble S aux espéces de la phase p. On a donc
Sp = {E; € §,a(i) = p}. Ainsi, les phases forment une partition de ’ensemble des espéces.

On distingue les espéces mobiles des espéces non mobiles ou fixées. On considére ici que la mobilité
des espéces coincide avec la mobilité des phases. Ainsi, les espéces appartenant 4 une phase fluide (eau,
gaz) sont mobiles alors que les espéces appartenant & une phase solide sont immobiles. Cette distinction
est nécessaire, car les espéces mobiles peuvent étre déplacées contrairement aux espéces fixées. On note
Smob ’ensemble des espéces mobiles et Sy;, ’ensemble des espéces fixées.



Chapitre 2. Modélisation d’un systéme géochimique

Exemple 1 :

L’exemple présenté ici est repris tout au long de ce chapitre pour expliciter la présentation.

On souhaite dans cette exemple définir un systéme géochimique simple qui permette de traiter le
probléme suivant. On injecte du dioxyde de carbone dans un aquifére carbonaté dont la roche est ma-
joritairement composée de calcite. Dans les conditions usuelles de température et de pression, le coy se
trouve sous la forme d’une phase supercritique, qu’on appelle pour simplifier "gaz".

On veut définir le systéme géochimique minimum permettant de prendre en compte ce cas. La premiére
étape est de définir les espéces et éléments nécessaires. On définit les ensembles d’éléments et d’espéces
suivants :

& ={H,C,Ca,0,d} n€) =5

S = {h*, hcoy ,ca’*t, co¥, hso,co, cacos } n(8) =7 (2.1)

L’élément @ représente 1’électron. II est utile si ’on souhaite modéliser des réactions de types oxydo-
réduction. Dans le cas contraire, il permet juste de vérifier que les réactions chimiques sont équilibrées en
terme de charge.

Le systéme géochimique comporte ici trois phases, deux phases fluides (eau (w) et gaz(g)), et une
unique phase solide. On peut partitionner ’ensemble des espéces selon leur phase, ce qui donne :

Sw = {h*,hcoy ,ca’",co¥, hro} n(Sy) =5
Sy ={coj} n(Sy) = (22)
Ss = {cacos} n(Ss) =1

La matrice de composition est la suivante :

| | bt | heos | ca®t | coy | hao | cof | cacos | 23)
H 1 1 0 0 2 0 0
c 0 1 0 1 0 1 1
Call O 0 1 0 0 0 1
0 0 3 0 2 1 2 3
53] 1 -1 2 0 0 0 0

2.2 Reéactions chimiques

Dans un systéme chimique, les espéces ne sont pas conservées, méme dans un systéme fermé. Les
espéces échangent entre elles des éléments au cours des réactions. Par principe, les éléments sont des
quantités indivisibles. Par conséquent, seules les réactions conservant les éléments sont admissibles. Cette
contrainte est une contrainte d’orthogonalité entre la matrice de composition et la matrice de stoechiomé-
trie des réactions, notée R. Cette matrice est formée de tous les coefficients stoechiométriques de chaque
réaction. On considére ici un ensemble de R réactions et on note v;, le coefficient stoechiométrique de
I’espéce E; dans la réaction r. L’ensemble des réactions s’écrit donc de la fagon suivante :

1451 T ViR

[Eo -+ Eps)] : Vi : =0 (2.4)

| Un(S)1 Vn(S)R |

On distingue parmi ces réactions, celles qui décrivent un équilibre local (réactions équilibrées) de celles qui
sont controlées par une cinétique (réactions cinétiques). On appelle taux de production d’une réaction r, et
on note I,., le taux de production (ou de disparition) associée & la réaction r. Il s’exprime en mol.m~3.s~!
(unité S.I). Pour connaitre le taux de production d’une espéce ¢ par la réaction, il suffit de pondérer le
terme I, par le coeflicient stoechiométrique v; .
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2.2 Réactions chimiques

Le taux de production est ici exprimé par unité de volume pour étre homogéne aux équations de bilan.
En réalité, le taux d’avancement d’une réaction chimique s’exprime uniquement comme un nombre de
moles par unité de temps.

Toutes les réactions ne sont pas linéairement indépendantes. On note Req le nombre de relations
équilibrées linéairement indépendantes, et Ry, le nombre de relations cinétiques indépendantes (entre
elles et également indépendantes des réactions équilibrées). Ils vérifient

Req = 1g(Req)

Ryin = 1g(R) — 18(Req) (2.5)

ol R, désigne la restriction de la matrice R aux réactions équilibrées, et rg(A) désigne le rang d’une
matrice A.

Exemple 1 - suite :

Dans notre exemple, on peut supposer que les réactions suivantes sont admissibles :

coy = coy,
hco; + ht = cof + heo
2hco; + 2hT = 2c0¥ + 2hy0 (2.6)
cacos + hT <<= ca*t + heoy
caco + 2ht <= ca®t + co¥ + hoo

Le symbole <= désigne une réaction cinétique, et le symbole = une réaction équilibrée. Dans ce cas, on
aR=5.

Par convention, on note avec un signe (—), les coefficients stoechiométriques des espéces intervenant
a gauche de la réaction, et avec un signe (+), les coefficients des espéces intervenant & droite. La matrice
de réaction s’écrit

0 -1 -2 -1 -2
0 -1 -2 1 0
0 0 0 1 1

R=| 1 1 2 0 1 (2.7)
0 1 2 0 1
-1 0 0 0 0
0 0 0 -1 -1 |

Le rang de cette matrice est rg(R) = 3. Le rang de la matrice restreinte aux réactions équilibrées (i.e.
privée de ses deux derniéres colonnes) est rg(Req) = 2. On a donc Req = 2 et Riin = 1. Ceci signifie que
parmi toutes les réactions proposées, il suffit d’en prendre trois pour représenter correctement le systéme
réactif. Le choix des réactions n’est évidemment pas arbitraire. La méthode présentée dans la section 2.4
permet de faire ce choix.

2.2.1 Les réactions a I’équilibre

Certaines réactions sont suffisamment rapides pour étre considérées comme des équilibres. C’est le
cas des réactions entre espéces aqueuses et des réactions d’échange entre ’eau et le gaz. Ces équilibres
obéissent & la loi d’action de masse, ainsi pour chaque réaction r, on a

n(5)

Ko = I (@) (238)

i=1

ou K, est la constante d’équilibre de la réaction r et a; activité de ’espéce i. On détaillera dans la
section 2.3, ce qu’est ’activité et comment la calculer.

Le taux de production I,., associé & une réaction équilibrée r, n’est pas explicite. En effet, la réaction
étant instantanée, il n’existe pas de formule permettant de connaitre & ’avance combien de moles d’une
espéce seront nécessaires pour maintenir cette réaction & ’équilibre.
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Chapitre 2. Modélisation d’un systéme géochimique

2.2.2 Les cinétiques de précipitation-dissolution

Certaines réactions ne sont pas assez rapides pour étre considérées comme étant 3 1’équilibre. C’est le
cas des réactions hétérogénes entre l’eau et les minéraux. Il faut alors définir une vitesse de réaction. En
géochimie, les modéles utilisés pour le calcul de la vitesse de réaction sont issus de la “théorie de l’état
transitoire” (Lasaga (1981), Aagaard and Helgeson (1982)). En pratique, ces modéles ont toujours un
caractére empirique afin de mieux reproduire les données expérimentales. On peut trouver une description
compléte dans Nourtier (2003). Dans cette thése nous utilisons un modéle simplifié. Seule cette forme
simplifiée sera présentée ici.

La vitesse de réaction dépend de l'indice de saturation du minéral défini par

_ @

Q
T K,

(2.9)
ol (), est le produit de solubilité et K, la constante d’équilibre de la réaction. Le produit de solubilité

vaut
n(S)

Qr=I[ (a)"
i=1
La vitesse de réaction est définie de fagon différente selon que la réaction soit orientée dans le sens de la
précipitation ou de la dissolution.

Si @, > K, la solution est sur-saturée par rapport au minéral, et la réaction qui peut se produire est
une réaction de précipitation. La vitesse de réaction est

v = kPs, (% - 1) (2.10)

ot kP est la constante de précipitation du minéral (en mol.m 2, unité S.I) liée & la réaction r, et s, sa
surface réactive (en m2.m 3, unité S.I).

Si Q. < K,, la solution est sous-saturée, et la réaction qui peut se produire est une réaction de
dissolution. La vitesse de réaction est
vy = —kds, (1 - &) (2.11)

K,

ot kZ est la constante de dissolution du minéral (en mol.m~2, unité S.I) liée & la réaction r, et s, sa
surface réactive.
Dans le cas d’une réaction cinétique r, le taux de production I., est égale & la vitesse de réaction v,..

2.3 Modéle d’activité

L’activité d’une espéce E; est 'influence de la quantité de cette espéce sur I’énergie libre du systéme.
Elle est définie comme le rapport de la fugacité de I’espéce dans un état donné et de la fugacité de la
méme espéce dans un état de référence. C’est une propriété thermodynamique de ’espéce, et elle s’écrit
donc différemment selon la phase & laquelle appartient ’espéce considérée.

2.3.1 Espéce gazeuse

Pour les gaz, I’état de référence est ’état gaz parfait. La fugacité de référence fy est égale & la pression
de référence Py. Pour un gaz parfait, la fugacité est égale a la pression partielle, soit f = Px;, ol z; est
la fraction molaire de 'espéce E;. Pour généraliser cette notion d’activité & tous les gaz, on utilise un
coefficient d’activité, noté A;, qui corrige la fraction molaire de I’espéce. On obtient donc

_h_P

a =i = D, 2.12
fo P (2.12)
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2.4 Réduction du systéme

2.3.2 Espéce aqueuse

L’activité d’une espéce aqueuse en solution s’exprime & 1’aide de la concentration, ¢;, et d’un coefficient
d’activité, \;, de la facon suivante :
a; = )\ici (2.13)

Dans le cas d’une solution idéale, c’est & dire infiniment diluée, le coefficient d’activité vaut 1. Dans
les saumures faiblement concentrées, c’est la concentration en ions, autrement dit la force ionique qui
influence principalement le coefficient d’activité (lois de Davis, Debye-Hiickel, BDot). Pour des saumures
plus concentrées, ces modéles sont jugés insuffisants et on utilise en général des modéles d’interaction de
type Pitzer.

L’activité du solvant (h2o pour les solutions aqueuses) se calcule de fagon différente. L’état de référence
étant celui du solvant pur, 'activité s’écrit simplement

a; = /\i (2.14)

Pour des solutions plus concentrées, 'activité du solvant se calcule & ’aide du coefficient osmotique,
calculé en fonction de la force ionique de la solution. On peut trouver le détail de ces lois dans Nourtier
(2003).

2.3.3 Les minéraux

On ne considére comme “solide” que des minéraux. Or un minéral pur est une phase déterminée et
par conséquent son activité est égale & 1. On ne s’intéresse pas ici au cas des solutions solides.

2.3.4 Choix en pratique

Dans le prototype développé pour cette thése, on prend le parti d’utiliser des modéles d’activité idéaux.
Pour les espéces gazeuses, on retient ’hypothése de gaz parfait. L’activité d’une espéce gazeuse est donc
égale & sa pression partielle. Pour les espéces aqueuses, on retient ’hypothése d’une solution infiniment
diluée. Par conséquent, ’activité d’une espéce, hors solvant, est égale a la concentration, et ’activité du
solvant est égale & 1. On suppose également que le solvant est 'eau (h20). Le modéle d’activité est donc
le suivant :

a; = Px;, si a(i) =g,

a; = ¢;, Si Oz(’L) =w, E‘L # h205 (2 15)
A(hyo) = 1
a;i =1, si a(i) =s.

2.4 Réduction du systéme

Le taux de production de 'espéce i, R;, est égal a la somme des taux de production de chaque réaction
a laquelle participe ’espéce ¢ pondéré par le coefficient stoechiométrique de I’espéce i dans la réaction
considérée. On a donc

R
R; = Z Vil (2.16)
r=1

Or parmi les R réactions, on a vu que certaines étaient redondantes, car linéairement dépendantes
(section 2.2) et il est donc intéressant de les éliminer. De plus, pour les réactions équilibrées, le taux de
production I, n’est pas directement calculable, par conséquent, pour pouvoir résoudre le systéme (1.16),
il faut préalablement éliminer les termes I,.

Pour faire cela, on utilise les réactions équilibrées pour exprimer certaines espéces (les espéces se-
condaires) en fonction des autres (les espéces primaires). C’est cette étape que 1’on appelle réduction
du systéme réactif. Elle permet de réécrire la matrice de réaction sous une forme particuliére, qui per-
met d’éliminer les taux de production, et qui permet de ne retenir que les réactions indispensables & la
description du systéme.
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Chapitre 2. Modélisation d’un systéme géochimique

2.4.1 Deécomposition en espéces primaires, secondaires et cinétiques

La premiére étape pour réduire le systéme est de déterminer les espéces primaires, secondaires et
cinétiques. Les espéces secondaires peuvent alors s’exprimer en fonction de ces espéces primaires. Il existe
différentes approches pour réaliser cette décomposition. On s’intéresse ici & ’approche présentée dans
Lichtner (1996).

On note Nj. le nombre d’espéces qui participent aux réactions équilibrées. On a N, < n(S). Les
espéces restantes sont appelées espéces cinétiques. On note Nj, le nombre d’espéces cinétiques. On a donc
Ni = n(S) — Nje. On partitionne les N;, espéces qui participent aux réactions équilibrées en espéces
primaires et secondaires. Le nombre d’espéces primaires est N, = Nj. — Req et le nombre d’espéces
secondaires est Ny = Regq.

Pour améliorer la clarté de la présentation, on réordonne la matrice de réaction. Les Req premiéres co-
lonnes correspondent & R.q réactions équilibrées indépendantes, les Ryin colonnes suivantes correspondent
aux réactions cinétiques indépendantes, et enfin les derniéres colonnes sont les réactions dépendantes des
(Req + Rxin) premiéres. On réordonne ensuite les espéces dans I’ordre suivante : Espéces primaires, puis
espéces secondaires puis espéces cinétiques. Le systéme (2.4) s’écrit alors

Tii YTi2 Tigs
[Ep, Es, Ex] | Y21 Yoo Yo3 | =0 (2.17)
0 Yso Y33

oil T1,1 € RN» xRecl, T1,2 € RN,,)(RMH7 T173 € RNPX(R—Req—Rkin)7 T2,1 € RNsxReq7 Tz,z € RN3XRkin,
T3 € RNVeX(FB-Rea—FRuin) Yy, € RVkXBuin ot Y35 € RVeX(F-Rea—FRuin) Teg blocs Y;; sont formés
des mémes coefficients que la matrice R, réordonnés selon le type de I’espéce (primaire, secondaire, ou
cinétique) et selon le type de réaction. Le bloc de zéros correspond a la définition choisie des espéces
cinétiques, & savoir les espéces non impliquées dans une ou plusieurs réactions équilibrées. Le fait que
Ny, = 0, ne signifie pas qu’il n’y a pas de réaction cinétique, mais signifie que toutes les espéces impliquées
dans des réactions cinétiques sont également impliquées dans des réactions équilibrées.

Le choix des espéces primaires est arbitraire. La seule restriction est que ces espéces soient indépen-
dantes entre elles. Cette condition se traduit par le fait que la matrice Yo o doit étre inversible.

Il y a donc en général plusieurs choix possibles. En pratique, on choisit plutdt des espéces aqueuses, et
parmi les espéces aqueuses, celles qui sont majoritaires (pour des raisons de précision numérique). Choisir
un minéral peut poser probléme car il n’est pas forcément présent dans ’ensemble du systéme.

2.4.2 Reéécriture de la matrice de réaction

Il est possible de réduire le systéme réactif, en éliminant les équations linéairement indépendantes, et
en exprimant les espéces secondaires en fonction des espéces primaires. Pour cela, on réécrit le systéme
(2.17) sous la forme de 3 équations :

Eprl,l +EST2,1 =0
Ey Y12 +EY22 +ET32 =0 (2.18)
E Y13 +E; Y23 +ET33 =0

Par construction, la matrice Y5 ; est inversible, par conséquent le systéme peut se réécrire

Es = —EpY110;5;
Ep (Tl,g — T1’1T2_’1T2’2) + EkT372 = 0 (219)
Bp (Y15 = Y11751 a3) + B Y33 =0

De plus, les blocs de la 3° colonne de R correspondent aux équations linéairement dépendantes, ils peuvent
donc s’exprimer comme une combinaison linéaires des autres, ce qui s’écrit :

T3 Tia Tip a
Tosz [ =] YTou1 Yoo | X [ s ] (2.20)
Ts3 0 T3
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2.4 Réduction du systéme

oll @y € Rftea X(B—Req—Ruin) ot oy € RFkin X(B—Fea—Fuin) gont les matrices des coefficients des combinaisons
linéaires.
En remplacant les blocs de la 3° colonne par leurs combinaisons linéaires, la troisiéme équation du
systéme (2.19) devient
(Ep (TLQ — T1,1T£}T2,2) + EkT3’2) az =0, (221)

ce qui est équivalent, d’aprés la deuxiéme équation de (2.19) & (0 = 0). Le systéme se réduit alors &

{ E,=-E, Y1175, (2.22)
Ep (Y12 — T1,1T2_&T2,2) +ErY32=0 '
On peut le réécrire sous forme matricielle
Aig A
[Ep|Es|Ex) | Id 0 =0 (2.23)
0 A3’2

—1 -1
avec Al,l = T1,1T2,17 A1,2 = T]_’Q — T1,1T2,1T2,2 et A3,2 = Tg,g.

Dans la suite du document, pour simplifier I’écriture, on notera toujours v; , les coeflicients de la
matrice de réaction modifiée, bien qu’ils soient différents des coefficients de la matrice de réaction d’origine.

2.4.3 Utilisation de la matrice de réaction modifié

On utilise maintenant la matrice de réaction modifiée pour exprimer le taux de production de ’espéce
i
’ Req+Ryin
Ri= > wil, (2.24)
i=1
Cette écriture indique simplement que la dimension du systéme réactif est passée de (n(S) x R) a (n(S) x
(Req + Rxin))- En utilisant maintenant la décomposition des espéces en espéces primaires secondaires et
cinétique, on a

Beq Req+ Rin
Ri =>viyIye+ >  vigl, Yi=1,---,N,
r=1 T=Req+1
R] = I(j_Np)ae(N VJ =NIJ+17 7NP+NS (225)
kin
R, = Y vpelg, Vk=N,+N,+1,---,n(S)

r=Req+1

ot 'indice k ajouté & I, signifie qu’il s’agit d’une réaction cinétique, et I'indice eq qu’il s’agit d’une
réaction équilibrée. L’écriture du systéme (2.25) utilise le fait que les espéces secondaires interviennent
uniquement dans une seule réaction équilibrée avec un coefficient stoechiométrique égal a 1 (bloc identité
dans la matrice de réaction), et n’interviennent pas dans les réactions cinétiques (bloc nul dans la matrice
de réaction). Pour les espéces cinétiques, on utilise le fait qu’elles n’interviennent pas dans les réactions
équilibrées (bloc nul dans la matrice de réaction).

En utilisant ces expressions pour remplacer le terme R; dans les équations bilan (1.16), on obtient le
systéme d’équations suivant

Beq Req+Ryin
Li = Z l/z',rIr,eq + Z Ui,T'Ir,k7 Vi = ]_7 e 7Np
r=1 r=Req+1
Lj = 1Ny} eqr Vj=N,+1,--- ,N,+ N, (2.26)
kin
br= Y v L, Vk=N,+N,+1,---,n(S)
r=Rcq+1

Les termes ne pouvant étre calculés directement sont les taux de production des réactions équilibrées, soit
les Req termes I ¢q. Or, comme Ny = Req, la deuxiéme équation du systéme (2.26) permet d’exprimer
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Chapitre 2. Modélisation d’un systéme géochimique

tous les termes I, .. On peut donc remplacer I, ., par cette expression dans les équations de bilan des
espéces primaires. Les équations de bilan des espéces secondaires ainsi supprimées sont remplacées par
les lois d’action de masse correspondantes. On remplace ainsi des équations aux dérivées partielles non
locales par des équations algébriques locales.

2.4.4 Ajout du point de vue thermodynamique

La présentation faite dans ce chapitre d’un systéme géochimique est une vision purement stoechio-
métrique du probléme. En effet, la réduction du systéme est faite uniquement en fonction des réactions
chimiques, et de la composition des espéces. Néanmoins, il faut rappeler que l'on s’intéresse & un pro-
bléme thermodynamique, et que la notion d’appartenance a une phase a une grande importance. En effet,
méme si une espéce appartenant & une phase a n’est pas liée aux autres espéces de la méme phase par
une réaction équilibrée, elle I'est par 'intermédiaire de son potentiel chimique, et donc par son activité.

De plus, toutes les réactions chimiques n’ont pas la méme influence sur ’écoulement. En effet, les
réactions équilibrées internes & une phase n’ont pas le méme effet sur ’écoulement que les réactions
d’échanges entre deux phases.

C’est la raison pour laquelle on souhaite traiter séparément les réactions équilibrées homogénes des
réactions équilibrées hétérogénes. Notamment, les réactions équilibrées entre une espéce aqueuse et une
espéce gazeuse ne sont pas modélisées par la loi d’action de masse. On utilise une équation d’état ou la
constante d’équilibre est calculée par un rapport des fugacités des espéces. On choisit ici d’utiliser la loi
de Henry.

La loi de Henry, s’exprime de la facon suivante

w= = (2.27)

ou y est la fraction molaire de ’espéce en phase gazeuse, w la fraction molaire de I’espéce en phase
aqueuse et H la constante de Henry.

Cette loi remplace la loi d’action de masse écrite pour ’équilibre eau-gaz. La constante de Henry
est une constante apparente, plus facilement accessible que la constante d’équilibre de la réaction. Ceci
signifie qu’il est inutile de connaitre une description fine du systéme géochimique pour mesurer cette
constante. Or dans le cadre de simulation réservoir classique, on ne dispose pas d’une description fine de
la chimie, puisqu’on ne s’intéresse pas aux réactions chimiques au sein de I’eau et avec la roche.

Pour pouvoir utiliser la loi de Henry au lieu de la loi d’action de masse pour les réactions équilibrées
faisant intervenir des espéces de phases différentes, il faut différentier ces réactions des autres. Parmi les
Req équilibres on notera I, 4, les taux de production des Rg équilibres faisant intervenir des especes de
phases différentes et I, g les taux de production des qu équilibres ne faisant intervenir que des espéces
d’une méme phase.

Pour pouvoir déterminer Rg et Req, il faut que les réactions chimiques soient écrites sous la “bonne”
forme, c’est & dire que ’on cherche I'écriture qui minimise Rg,. Ceci peut se faire par une méthode de
réduction similaire & celle présentée ci-dessus. Une facon simple d’obtenir directement cette écriture est
de choisir uniquement des espéces primaires appartenant & la phase aqueuse. Il suffit alors de décompter
le nombre de réactions faisant intervenir des espéces gazeuses pour obtenir B¢ et RB

On ordonne maintenant les réactions équilibrées dans ’ordre suivant : equlhbres hétérogénes, puis
homogenes. Le systéme (2.26) s’écrit alors

Ryin
L, = Zl/zr ra T z Vir r,8+ Z Vzrrk; Vi:]_,...,Np (2.28)
r=RZ,+1 r=Req+1
Lj = I{j—Np},aJ VJ = N + 1 e N + qu (229)
Lj = I{j—Np},ﬁa VJ —N +R +1 ,Np—l-Ns (230)
Ryin
L, = Z Vielot, VYk=N,4+ N, +1,---,n(S) (2.31)
r=Req+1
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2.4 Réduction du systéme

Exemple 1 - suite :

Dans cet exemple, les espéces participant aux relations équilibrées sont hcoy , o, co3, hpo et ht. On a
donc Nj, = 5 et N, = 7—5 = 2. Les 2 espéces cinétiques sont ca®t et cacos. Le nombre d’espéces primaires
est N, =5 — 2 = 3. Et finalement, Ny = 2. Les espéces primaires et secondaires sont & choisir parmi les
5 espéces participant aux relations équilibrées. I1 faut choisir des espéces primaires indépendantes. On
commence par choisir la premiére espéce, qui est ™. On lui ajoute une deuxiéme espéce hcoz . Le rang
de la matrice de composition restreinte & ces deux espéces est 2. Ces deux espéces sont indépendantes, il
reste & trouver la troisiéme espéce. On ajoute coy. Le rang de la matrice de composition restreinte a ces
trois espéces est 3. On a donc trouvé trois espéces primaires. Finalement :

2

8P = {h*, hcoy ,co¥ }, »=3
S% = {hs0,co3}, N, =2 (2.32)
Sk = {cacos,ca®} , Ny =2

La figure 2.1 montre une représentation de ce systéme.

En réordonnant les espéces et les réactions, la matrice de réaction s’écrit alors

0 —-1|-1|-2 -2
0 -1 1 0 -2
1 1 0 1 2
R = 0 1 0 1 2 (2.33)
-1 0 0 0 0
0 0| -1 -1 0
| 0 0 1 1 0 |
La matrice sous sa forme réduite s’écrit
-1 0 -1
-1 0 1
1 -1 0
R = Ta 0 (2.34)
-1
0 1

Ajouter un point de vue thermodynamique a cette décomposition des espéces revient 4 séparer ’espéce
co§ des autres, car elle appartient 4 la phase gazeuse et & regrouper l’espéce ca®’ aux espéces aqueuses.
Ceci ne change rien 4 leur statut d’espéce primaire, secondaire ou cinétique. Le point de vue uniquement
compositionnel et le point de vue thermodynamique sont représentés, respectivement, par les figures 2.1
et 2.2.
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Chapitre 2. Modélisation d’un systéme géochimique

FiG. 2.1: Systéme réactif

Fi1G. 2.2: Point de vue thermodynamique

2.5 Le probléme continu

En intégrant le systéme géochimique dans le modéle d’écoulement multiphasique, on obtient un pro-
bléme d’écoulement multiphasique réactif. Ce probléme est dit “couplé” car il intégre a la fois le dépla-
cement des fluides, le transport des constituants et les réactions chimiques, ce qui permet de mesurer
I'influence de la chimie sur les écoulements et réciproquement.

Les équations & résoudre sont

les équations de conservation (2.26)

les équations de pression capillaire (1.11)

les lois de Henry (2.27)

les lois d’action de masse (2.8)

la fermeture du volume total (1.4)

la fermeture du volume fluide (1.5)

la fermeture de la composition des phases fluides (1.6)

n(S) équations,
(N4 — 1) équations,
Rg, équations,

R, équations,

1 équation,

1 équation,

N, équations.

Au total, le systéme comporte n(S) équations aux dérivées partielles et (2 X N, + 1 + Req) équations
algébriques locales.
Les inconnues principales du probléme continu couplé sont
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2.5 Le probléme continu

la porosité
les pressions de chaque phase fluide

les saturations de chaque phase fluide

les fractions molaires de toutes les espéces mobiles
les fractions volumiques des minéraux

1 inconnue,

N, inconnues,

N, inconnues,
n(Smop) inconnues,
n(Sfiz) inconnues.

Les inconnues secondaires sont les taux de production des réactions équilibrées, soit R.q inconnues.
Au total, le systéme comporte donc (2 x N, + n(S) + 1) inconnues principales et Req inconnues se-

condaires.
Le systéme est donc bien défini. Il s’écrit

L; _ZVlT ra + Z Vir rﬂ+ Z Vzr-[rka VieS

Pa = Pw + Pc,a
y=xH,

n(S)

H (a;)"" = Ky

=1
P+ Z ¢; =1

1€Sfiz

ZSa_l
Z z; =1

i,a(i)=a

Vazl,---,Na—l

(2.35)

Va=1,---,N,
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Deuxiéme partie

Schémas de couplage et pénalisation



Le but de cette thése est d’étudier des méthodes de résolution numérique pour les problémes d’écou-
lement multiphasique réactif bien adaptées a la problématique du stockage de cos.

11 existe plusieurs approches pour résoudre le systéme d’équations (2.35) présenté dans la section 2.5.
On peut les classer en deux types, les approches globales et les approches séquentielles, ces derniéres étant
soit itératives, soit non itératives.

On présente ces différentes approches dans le chapitre 3. Nous présenterons ensuite dans les chapitres
4 et 5, deux approches que nous avons étudié pour la résolution du probléme (2.35).

Parmi les méthodes étudiées, cette thése met l’accent sur la méthode (Rs-Tr), qui est une méthode
séquentielle non itérative & deux pas, proposée par Michel et Trenty (Michel and Trenty (2005)). Il s’agit
d’un splitting particulier, qui repose sur des hypothéses liées a la physique du stockage de co,. On présente
cette méthode dans le chapitre 5.

Pour étudier les résultats obtenus, cette méthode est comparée avec une méthode de résolution globale
implicite, présentée au chapitre 4.

Pour chacune de ces méthodes, on expliquera comment éliminer les variables secondaires. Les diffé-
rences entre les différents schémas numériques présentés se situent au niveau de la discrétisation en temps.
La discrétisation en espace est une discrétisation de type volumes finis classique. On utilise le schéma dit
“des pétroliers” qui consiste a faire un décentrage amont phase par phase. Par conséquent, on négligera
I’aspect discrétisation en espace dans I’écriture des schémas afin de mettre en évidence les particularités
de la discrétisation en temps.

Finalement, le chapitre 6 de cette partie est consacré & I’analyse de convergence du schéma pénalisé
dans un cas simplifié. On limite ’étude & un probléme diffusif et réactif. L objectif de ce chapitre est de
montrer que le schéma, pénalisé est convergent et qu’il converge vers la méme solution faible que le schéma
global. Cette étude est réalisée & I’'aide d’estimations obtenues sur le schéma pénalisé qui permettent de
passer & la limite sur les différents paramétres, & savoir le pas de temps et le pas d’espace, ainsi que le
parameétre A, coefficient du terme de pénalisation.
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Chapitre 3

Les différents types d’approche

1l existe différents types d’approche pour résoudre un probléme d’écoulement multiphasique réactif.
Si on se référe & Yeh and Tripathi (1989) et a Steefel and MacQuarrie (1996), on peut distinguer deux
grandes catégories, les approches globales implicites (GIA = global implicit approach) et les approches
séquentielles, STA (sequential iterative approach), ou SNIA (sequential non iterative approach).

Pour bien situer chacune des méthodes, on écrit chacun des schémas présentés sur une équation simple,
représentant un systéme avec une seule espéce :

Oc
a5 + L(c) = R(c) (3.1)

ou L est I'opérateur de transport et R I'opérateur de chimie.

3.1 Approche globale implicite

L’approche globale implicite (GIA), également appelée “fully-coupled” ou “one-step”, consiste & ré-
soudre la totalité du systéme en une seule étape. Pour 'équation (3.1), le schéma s’écrit

cn+1 —_cn
&

L’équation (3.2) étant non linéaire, elle est résolue & ’aide d’une méthode de Newton. Par conséquent,
si la dimension du systéme est importante, la matrice jacobienne obtenue lors de la linéarisation sera de
trés grande taille. Le stockage de la matrice nécessite donc une place mémoire importante, et de plus le
calcul et l'inversion de cette matrice sont deux étapes trés cotlteuses.

Ce schéma est donc bien adapté pour un petit systéme, c¢’est a dire un systéme avec peu de constituants
ou un systéme dans lequel les réactions n’introduisent pas de couplage entre les espéces. Dans ce cas, les
schémas associés & chaque espéce peuvent étre résolus séparément. Mais, en général, pour un systéme
multi-constituants, les différentes espéces sont couplées entre elles via les réactions, ce qui accroit de fagon
considérable la taille de la matrice jacobienne et le nombre de termes non nuls dans cette matrice. Ce
type d’approche a été fortement critiqué par Yeh and Tripathi (1989), en raison d’un cott de simulation
et de mémoire important. Néanmoins, grace au développement des capacités de calcul, approche GIA
est de nouveau envisagée pour la résolution de problémes industriels (par exemple Nghiem et al. (2004b),
PARTRAN Hammond (2003)).

Le systéme global peut étre résolu de deux fagons. La premiére consiste a résoudre simultanément
les EDP et les équations algébriques locales. Cette méthode est appelée DAE (différential and algebric
equation). La deuxiéme solution consiste & substituer directement les équations algébriques locales dans
les EDP. Cette méthode s’appelle DSA (direct substitution approach). Elle permet d’obtenir un systéme
de taille inférieure mais limite la prise en compte de certains phénoménes chimiques.

Pour contrer les difficultés liées & la taille du probléme & résoudre, plusieurs solutions sont envisa-
geables. Par exemple, il est possible d’utiliser des méthodes de type Newton-Krylov sans jacobienne,
appelée Jacobian Free Newton Krylov (Mousseau et al. (2000), Amir and Kern (2006)). L’avantage de ces
méthodes est qu’il n’est pas nécessaire de calculer et stocker la jacobienne & chaque itération de Newton.

+ L(c") = R(c"t) =0 (3.2)



Chapitre 3. Les différents types d’approche

En effet, seul le produit matrice vecteur est utilisé et il est calculé par différences finies. Cette méthode
est par exemple utilisée dans le logiciel PARTRAN, Hammond (2003), (avec un préconditionnement par
splitting d’opérateur), qui est un logiciel prévu pour résoudre des problémes industriels.

3.2 Approche séquentielle

L’approche séquentielle (ou méthode de splitting d’opérateurs) consiste & résoudre le probléme en
deux étapes. Le principe est de résoudre séparément ’opérateur de transport non local et 'opérateur de
chimie local. Les méthodes de splitting peuvent étre classées en deux grandes catégories, les méthodes
non itératives (SNIA) et les méthodes itératives (SIA).

L’un des attraits importants de ces méthodes est la modularité. En effet, comme 1’opérateur de
transport est résolu séparément de ’opérateur de chimie, ces méthodes permettent de coupler des codes
de résolution existants.

3.2.1 Approche séquentielle non itérative (SNIA)

L’approche non itérative (SNIA) consiste & résoudre le transport et la chimie sur un pas de temps
donné. Le principe est d’effectuer une unique étape de transport suivie d’une unique étape de chimie.
La deuxiéme étape utilise les concentrations obtenues lors de la premiére étape. Pour 1’équation (3.1), le
schéma s’écrit

* _ n

c &c — L(e*)

S 3)
5 = R(c)

Cette approche est attractive en raison de sa simplicité. L’équation de transport peut étre résolue espéce
par espéce car elles ne sont pas couplées par les réactions. L’équation de chimie peut étre résolue de fagon
locale, car il n’y figure plus aucun terme de transport.

L’erreur introduite par le découplage, souvent appelée “erreur de splitting”, est le principal inconvénient
de cette méthode. Elle est proportionnelle au pas de temps et au taux de réaction (Hammond (2003)).
Pour que la méthode fonctionne bien, il faut donc que le transport soit suffisamment rapide par rapport
aux réactions (Steefel and MacQuarrie (1996)). Il est possible de réduire 'erreur de splitting, en utilisant
une méthode centrée en temps (“strang splitting”, Strang (1968)), qui consiste & effectuer une demi-étape
de transport, suivie d’une étape de chimie, suivie d’'une demi-étape de transport.

3.2.2 Approche séquentielle itérative (SIA)

L’approche itérative permet de corriger I’erreur de splitting en itérant entre les étapes de transport
et de chimie. Le principe est d’obtenir & (n + 1), une solution couplée implicite, & la fois pour le terme de
transport et le terme de chimie. Pour cela, on ne résout pas les deux opérateurs simultanément comme
dans P’approche globale, mais on itére entre transport et chimie. La premiére étape est une étape de
transport implicite avec un terme de réaction explicite, fourni par 'itération précédente. La deuxiéme
étape est une étape de chimie implicite, avec un terme de transport explicite fourni par I’étape de transport
précédente. Les itérations continuent tant que les concentrations des espéces obtenues par chacune des
deux étapes ne coincident pas, avec une certaine tolérance. Sur le probléme (3.1), ce schéma s’écrit

cn—i—l,k —cn

5 _L(cn+1,k) — R(Cn+1,k—1)
Cn+1,k+1 —c" (34)
5 _R(Cn+1,k+1) — L(Cn+1,k)

1l existe plusieurs variantes de ce schéma, mais le principe est toujours le méme.

Cette méthode est celle préconisée par Yeh and Tripathi (1989), car c’est selon eux la seule qui puisse
permettre de simuler des cas réalistes (en 2D et 3D). Elle est attractive en raison de sa modularité
et parce qu’elle permet de réduire erreur de splitting grace au processus itératif. Mais dans certains
cas, la procédure itérative de la méthode peut avoir des difficultés a converger (Engesgaard and Kipp
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3.3 Un splitting non itératif avec pénalisation

(1992), Steefel and MacQuarrie (1996)), notamment pour des problémes quasi-stationnaires (par exemple
déplacement lent d’un front de précipitation-dissolution).

Une comparaison des méthodes SNIA et SIA effectuée par Steefel and MacQuarrie (1996), indique
que pour obtenir une précision équivalente, il est plus cotiteux de réduire le pas de temps avec 'approche
SNIA, que d’effectuer des itérations avec un pas de temps plus grand pour la méthode STA.

3.3 Un splitting non itératif avec pénalisation

Le premier objectif visé a 'TFP est de construire une méthode permettant de prendre en compte le
couplage d’un écoulement multiphasique compositionnel avec la géochimie, tout en conservant des temps
de simulation du méme ordre de grandeur que ceux obtenus sans la géochimie. C’est la raison pour
laquelle I'utilisation d’une méthode itérative comme dans I’approche SIA ne semble pas convenir.

Le deuxiéme objectif visé est d’obtenir une méthode modulaire qui permette d’utiliser les logiciels
existants. On souhaite donc & priori favoriser une méthode de splitting d’opérateurs.

On propose donc une méthode qui s’inspire des méthodes de splitting présentées ci-dessus dans la
section 3.2, et qui permette de satisfaire les deux objectifs. Cette méthode est une méthode de splitting
non itérative symétrique. C’est & dire que ’étape de transport comporte un terme de réaction explicite,
et I’étape de chimie un terme de transport explicite (comme dans I’approche SIA).

Cependant il est important de réduire ’erreur de splitting pour garder la cohérence du modéle physique
couplé. La solution étudiée dans cette thése consiste & ajouter un terme de pénalisation afin de réduire
progressivement ’erreur au cours du temps. Le principe est de pénaliser 1’équation de transport en
ajoutant ’erreur faite sur les concentrations.

Pour le probléme (3.1), le schéma s’écrit

cn—i—l,* — ¥
———— L™ =R() + A (="
(3.5)

cn+1 —c"

5 _R(Cn—H) — L(Cn+1,*)

Le schéma écrit pour le probléme (3.1) donne une idée du type de méthode que I’on souhaite utiliser.
Mais le probléme 3 traiter étant multiphasique, les réactions chimiques peuvent se produire entre espéces
appartenant & deux phases différentes (par exemple les réactions d’équilibre eau-gaz), et la méthode
étudiée au cours de cette thése, appelée (Rs-T7) et inspirée du schéma (3.5), tient compte de cette problé-
matique. On la présente en détail au chapitre 5, et elle sera étudiée par comparaison avec une méthode
globale présentée au chapitre 4.
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Chapitre 4

Approche globale implicite

L’approche globale implicite consiste & résoudre simultanément toutes les équations, c’est & dire les
équations algébriques locales et les équations aux dérivées partielles. On utilise une méthode de Newton
classique pour linéariser le probléme.

Le schéma numérique est implicite sur tous les termes.

4.1 Discrétisation des équations de bilan

On pose
N - NP 1 1 1
i ks AL S (vgg)) Q)™ si E; € Smob
EpH! = . (4.)
RO = T si E; € Spix
avec
NP = (@ ent S ot (42)
Le schéma numérique utilisé pour la résolution du systéme d’équation (2.35) est alors
. RZ, Req L Req+Ruiin 1
) Vi,TIlfgz_l - X Viarlzg - X VLTI:;:F =0 Vi=1,---, Ny + N,
r=1 r:R‘e?‘q+1 r=Req+1
Req+Ruin
o BT — RZ+1 vi Ilft =0 VE=N,+ Ny +1,--- ,Nj.
r=Req
(4.3)

Comme on est dans une approche globale, tous les taux de production sont implicites. Il est nécessaire
d’éliminer toutes les inconnues secondaires, c’est & dire tous les taux de production correspondant & des
réactions équilibrées. On utilise pour cela la méthode de réduction du systéme présentée dans la section
2.4. Les équations (2.29) et (2.30) permettent d’exprimer les taux de production des réactions équilibrées
en fonction des espéces secondaires, et on obtient alors les équations de bilan suivantes :

Pouri=1,---,N,

RZ, Ry Req+Riin
D S N S D D (L I
r=1 r:Rg‘q—f—l r=Req+1
Pour kZNp+Ns+17 7Nk7
Req+ Rkin
Ly — Z vieIIE =0 (4.5)

r=Req+1



4.2 Schéma numeérique complet

4.2 Schéma numérique complet

Le schéma numérique pour résoudre le probléme (2.35) est composé des équations (4.6) & (4.12)
e les équations de bilan

— R, " Req " Req+ Riin 11
n n n n _ A
Li - Z I/iaT'L{r+Np} — Z Viﬂ'L{r+Np} - Z I/,',TI,,,’k =0, Vi=1,--- ’Np
r=1 r:Rg‘q—l—l r=Rcq+1 (4 6)
Req+Ryin 1 ’
br— Y we Il =0, Vk=N,+N;+1,---,N;
r=Req+1

les équations de pression capillaire
P = PrHl 4 P o(SPHY), Va=1,--- Ny —1 (4.7)

les lois d’action de masse

Np+N,
IT (@@*h)" =K, ¥r=R{+1, Req (4.8)
i=1
e les lois de Henry
yn+1 — gntl H:H—l, Vr=1,--- ,qu (4.9)
e I’équation de fermeture du volume total
et Y grtt =1 (4.10)
i€Sfia
e ’équation de fermeture du volume fluide
Nao
dosptt =1 (4.11)
i=1

les équations de fermeture des compositions des phases fluides

Z :L'?—H:l, Va=1,---,Nq (4.12)

t,a(l)=a

Seules les équations de bilan sur les espéces mobiles sont des équations non locales. 11 y a donc
(n(Sfiz) + Req + 2N, + 1) équations non locales & résoudre, et (N, + Ny — n(Syiz)) équations locales.

On utilise une méthode de Newton classique (avec stockage de la jacobienne) pour résoudre ce systéme.
Les équations locales sont éliminées au niveau du solveur afin de réduire la dimension de la matrice &
inverser & chaque itération.
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Chapitre 5

Résolution par splitting, la méthode
(Rs-Tr)

Dans le cadre de la simulation du stockage de cos, 'IFP souhaite développer des méthodes de simula-
tion permettant de simuler le couplage d’un écoulement multiphasique compositionnel avec la géochimie.

La méthode doit permettre de conserver des temps de simulation du méme ordre de grandeur que
ceux obtenus lors d’un calcul d’écoulement sans prise en compte de la géochimie. C’est la raison pour
laquelle, I'utilisation d’une méthode itérative ne semble pas convenir.

Le deuxiéme objectif visé est d’obtenir une méthode modulaire qui permette d’utiliser les logiciels
existants. On souhaite donc & priori favoriser une méthode de splitting d’opérateur.

La méthode étudiée au cours de cette thése, proposée par Michel and Trenty (2005), tente de répondre
a ces deux objectifs. Elle s’appelle (Rs-7). 1l s’agit d’un splitting séquentiel non itératif & deux pas. La
premiére étape, (Rs), est une étape de résolution du probléme d’écoulement multiphasique et la seconde,
(T, est une étape de transport réactif.

La méthode doit également tenir compte de la problématique particuliére du stockage du cos, c’est
4 dire prendre en compte le fait que ’écoulement est multiphasique. En effet, les réactions d’équilibre
entre phases fluides ont un effet important sur I’écoulement, et le découplage des opérateurs doit en tenir
compte. Le découplage repose donc sur des hypothéses physiques liées au probléme. Elles sont présentées
dans la section 5.1. Les hypothéses sur le découplage guident l’écriture des schémas utilisés pour la
résolution des deux modéles (Rs) et (7). Ces schémas différent essentiellement par le choix d’impliciter
ou d’expliciter chacun des termes. Ils sont présentés dans la section 5.2.

La réduction de lerreur de splitting, qui peut étre vue comme une stratégie de couplage des modéles
(Rs) et (T), repose sur une méthode de pénalisation non itérative présentée dans la section 5.3.

Un atout de la méthode (Rs-77) est de pouvoir utiliser des pas de temps différents pour chacune des
deux étapes (section 5.4). On considére en effet que c’est le calcul de transport réactif qui contraint le pas
de temps. La méthode permet d’utiliser des sous pas de temps pour la résolution de (7+), sans contraindre
le pas de temps pour la résolution de (Rs).

Le transport réactif étant la partie la plus contraignante et la plus cotiteuse a résoudre, on s’intéresse
finalement aux différentes méthodes de résolution possibles dans la section (5.5).

5.1 Principe et hypothéses

Le schéma de splitting étudié, appelé (Rs-Tt), est un schéma de splitting a deux pas. La premiére
étape, notée (Rs), consiste a résoudre un modéle réservoir permettant de calculer les vitesses et volumes
des différentes phases, ainsi que les quantités de matiére échangées entre ’eau et le gaz. La deuxiéme
étape, notée (77), est un modéle de transport réactif, qui tient compte des réactions de spéciation et des
cinétiques de réaction eau-roche dans un champ de vitesse donné par le modéle réservoir.

Le découplage du probléme en deux modéles résulte des hypothéses suivantes :

Hypothése H1



5.2 Le schéma numérique

Les échanges eau-gaz influencent fortement I’écoulement.

Hypothése H2
Les spéciations et les cinétiques de dissolution-précipitation influencent faiblement et lentement l’écoule-
ment.

L’hypothése H1 indique qu’il n’est pas judicieux de découpler le calcul des flux du calcul des réactions
équilibrées entre ’eau et le gaz. En effet, si ces réactions influencent fortement I’écoulement, erreur de
splitting sera probablement importante. On choisit donc de résoudre simultanément le calcul des flux
et les réactions équilibrées entre 1’eau et le gaz. A U'inverse, ’hypothése H2 indique qu’il est possible de
découpler le calcul des réactions équilibrées au sein de ’eau et le calcul des cinétiques du calcul des flux.
En effet, comme on suppose que ces réactions influencent peu ’écoulement et de fagon lente, 'erreur de
splitting sera probablement faible. Les hypothéses H1 et H2 sont des hypothéses heuristiques qui per-
mettent de comprendre les choix initiaux qui ont guidé 1’écriture du schéma (Rs-7"). Dans le chapitre 7,
on essaiera de valider ces hypothéses & 'aide de résultats numériques.

Chacun des deux modéles possédent son propre jeux d’inconnues. Une inconnue du modéle (Rs) peut
étre transmise au modéle () et vice-versa. Pour distinguer les inconnues des deux modéles, on indice les
variables par (Rs) ou (7). Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, les variables ne portent pas d’indice.

5.2 Le schéma numérique

Les schémas (5.3) et (5.10) sont tous les deux similaires au schéma (4.3) dans leur formulation. Pour
chacun de ces schémas, on fait le choix d’impliciter ou d’expliciter certains termes des équations.

e Le schéma (4.3) est complétement implicite.

e Le schéma (5.3) est explicite pour les cinétiques et les équilibres au sein d’une méme phase.

e Le schéma (5.10) est explicite sur la vitesse, les saturations, la porosité et les équilibres eau-gaz.

Le choix d’impliciter ou d’expliciter les différents termes modifie la maniére d’éliminer les inconnues
secondaires, puisque seules les inconnues secondaires implicites ont besoin d’étre éliminées. En effet, les
inconnues secondaires explicites sont déduites des étapes précédentes.

5.2.1 Le modéle (Rs)

On pose
N.n+1,Rs _ N.n,Rs
i i n+1,Rs n+1,Rs \n+1,Rs : A
prtLRs _ & +1L (Ua(i) ) € ~ (@) st Bi € Smo 5.1
i = Nn+1,Rs Nn,Rs ( : )
i — Y i
5 si ;€ sz'z
avec
+1,Rs __ 1,Rs ¢n+1,Rs +1,Rs +1,Rs
N = <@n+ 752(1') ; Z(z’) ) A (5.2)
Le schéma numérique pour le modéle (Rs) s’écrit :
+1,Rs o 1,Rs Rea g, TeatHn T
k) 3 —_ k] n, y —
o IR N v I = X vy + X vl Vi=1,--+,Np+Ns,
—1 r=Rg +1 r=Req+1
LR Req+Ruin 7 .
QL;H_’ = > Vi,rI:t}c Vi=N,+N;+1,---,Np.
r=Req+1
(5.3)

Les taux de production au sein d’une méme phase sont explicites et fournis par le modeéle (%), par
conséquent il n’est pas nécessaire de les éliminer. Les seules inconnues secondaires & éliminer sont donc
les taux de production des équilibres entre phase. On obtient ainsi
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Pouri=1,---,N,

R, Req Req+Ruxin
+1,Rs +1,Rs N T
T SR TR DT R S e
r=1 r:Rg‘q—i-l r=Req+1
Pour j =Np+1,---, Rgy
+1,Rs I
A (5.5)
Pour k= N, + Ny +1,--- ,n(S)
Req+Ryin
LZ+1,R«; _ Z Vk,TI:}F (5.6)
r=Req+1

Les équilibres au sein d’une phase étant explicites, il est inutile de résoudre les lois d’actions de masse.
De plus, le but du modéle (Rs) étant de calculer les vitesses, les saturations et les équilibres entre phases
fluides, on constate que la résolution des équations de bilan liées aux espéces fixes n’a aucune utilité. On
considére donc que les espéces fixes ne sont pas des inconnues du modéle (Rs).

Finalement, les inconnues du modéle (Rs) sont les pressions (N, inconnues), les saturations (N,
inconnues), la porosité et les fractions molaires des espéces mobiles (Np,0p inconnues). Soit, au total,
(Ngig + 2No + 1) équations. Les équations associées sont les (Nmob - R;’q) équations de bilan, les R,
lois de Henry, I’équation de fermeture du volume fluide, I’équation de fermeture du volume total, les
N, équations de fermeture de la composition des phases fluides et les (N, — 1) équations de pression
capillaire.

Le systéme & résoudre est

a

( Req Req+ Riin

,Rs < ,Rs T .
B - S v B = Y v I+ Y wDy, Vi1 N,
=1 r=RZ +1 r=Rcq+1
,Rs __ N P
L?_H _Iin—Jrfp,ﬁa Vj —Np'*'qu"'lu"' :Req’Ej € Smob
e Req+ Ryin .
P = 1;+1 79 K Vk=Np+ Ns+1,---,n(S),Er € Smob
r=Req
1,Rs _
< yntlBs — gnt LB Vr=1,---,R% (5.7)
Ne
Sost=1
=1
A
iESf,’a,
+1,Rs
| (z); z; =1, Va=1,---,N,
i,a(i)=a
ng+1=P£+1+Pc,a, va:]-:"'aNa_]"

5.2.2 Le modéle (7)

On pose
Nz'n_H’F - Nz'n’ﬂ n+1,Rs\ n+1,T n+1,T .
gL E +1L (Ua(i) ) ¢ - (Qz) ’ si E; € Smob (5 8)
' wirg _ NPPUT N : ’
Li B E— si B; € Sfiz
&
avec
I _ , I ,Rs I
NPT =y (@bl gn b graLiv ) gt (5.9)
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5.3 Stratégie de couplage

Le schéma numérique pour le modéle () s’écrit :

eVi=1,---,N,+ N,
1,5 L 1 Tead b +1, 7 i 1,Rs
n ) n 3 n ) — )
Lz’ - E Viﬂ"‘[r,ﬁ — E Viﬂ“[r,k = E I/i’,«_[;f?: s
r=RZ,+1 r=Req+1 r=1
. (5.10)
.VlzNP+N5+17"' ;Nk7
Req+Ryin -
n+1,7 n+1,T —
L - X Vipd, = 0.

Les taux de production des réactions entre phases sont explicites et fournis par le modéle (Rs), par
conséquent il n’est pas nécessaire de les éliminer. Les seules inconnues secondaires & éliminer sont donc
les taux de production des équilibres au sein d’une méme phase. On obtient ainsi

Pouri=1,--- N,

Req Req+Rkin R:q
+1, T +1,T +1,% +1,Rs
LT Y vk - D v T =) v (5.11)
r=Rg,+1 r=Req+1 r=1
Pour i = R, +1,--+, Req
+1,F _ ntl,Rs
Fan i Har (5.12)
Pour k= Np+ Ns;+1,---,n(S)
Req+Ryin
BT = X mel T =0 (5.13)
r=Rcq+1

Les vitesses et les volumes étant donnés, les pressions, les saturations et la porosité ne sont pas des
inconnues du modéle de transport réactif. Par conséquent, les équations de pression capillaire, ’équation
de fermeture du volume fluide, et ’équation de fermeture du volume total ne sont pas utiles. Seules
les fractions molaires des espéces mobiles (N, inconnues) et les fractions volumiques des espéces fixes
(Nyiz) sont des inconnues du modéle (77).

D’autre part, les échanges entre phases fluides étant explicites, les équations de bilan des espéces de
chaque phase fluide peuvent étre résolues séparément. Si une phase fluide est pure, ou non réactive (pas
de réaction homogeéne dans cette phase), et si ses constituants ne participent pas aux cinétiques, il n’est
pas utile de résoudre les équations de bilan liées aux espéces de cette phase. Dans les situations étudiées
au cours de cette thése, la phase gazeuse se trouve dans ce cas.

Les équations a résoudre sont donc les (N — RS) équations de bilan, les RS, lois d’action de masse
et les N, équations de fermeture de la composition des phases fluides.

On constate alors que le systéme est sur-déterminé, car on dispose de (N + Nj) équations pour N
inconnues. Ceci découle directement de la fagon de concevoir le probléme. On impose un changement de
volume qui ne tient pas compte du changement de porosité lié aux réactions de précipitation-dissolution,
mais les hypothéses physiques suggérent que ces changements de porosité sont négligeables et trés lents.
Pour ne pas devoir choisir arbitrairement de supprimer l'une des équations, on ajoute N, inconnues
supplémentaires (une par phase fluide), notées c,, qui permettent de compenser la variation de volume
due aux réactions de précipitation dissolution. Ceci revient & dire que le volume d’une phase fluide « est
Vo =V®S,¢, au lieu de V, = VS, out V est le volume géométrique. Si I’hypothése faite, & savoir, les
variations dues & la précipitation-dissolution sont négligeables, les inconnues ¢, restent trés proches de 1.

5.3 Stratégie de couplage

Nous avons découplé le probléme en deux modéles (Rs) et (77). Chaque modéle utilise des termes
transmis par l'autre, mais il posséde son propre jeux d’inconnues. Il n’y a donc aucune raison que les
compositions des phases obtenues avec chacun des deux modéles coincident. Il est donc nécessaire de
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définir une stratégie pour réduire l’erreur entre les inconnues de (Rs) et (7), c’est & dire réduire la
quantité
E =N/ - NF (5.14)

Pour réduire cette erreur, la méthode que nous choisissons d’étudier est une méthode de correction
d’erreur non itérative. Le principe est d’ajouter un terme de pénalisation pour faire décroitre progres-
sivement ’erreur au cours du temps. Le terme de pénalisation est paramétré par un coefficient A > 0,
homogeéne a 'inverse d’un temps. Ce coefficient détermine la rapidité avec laquelle ’erreur sera corrigée.

Le terme de pénalisation peut étre ajouté aussi bien sur le modéle (Rs) que sur le modéle (7*), ou
de fagon symeétrique sur les deux modeles. La solution la plus robuste est de I’ajouter sur le modéle (")
plutdt que sur le modéle (Rs) car on peut alors le faire de fagon implicite, la quantité Ni"Jrl’Rs ayant déja
été calculée.

Néanmoins, deux arguments penchent en faveur d’un ajout du terme de pénalisation sur le modéle (Rs).
Premiérement, on souhaite introduire par la suite une stratégie de simplification du systéme géochimique
utilisé par le modéle (Rs). Cela signifie que le modéle (Rs) ne connait qu’une description grossiére de
la géochimie, alors que le modéle (77) utilise une description fine. Or, il est difficile de reconstruire une
description fine & partir d’une description grossiére alors que l'inverse est plus facile. Deuxiémement, le
modéle réservoir est réputé plus stable, et on pense & priori qu’il sera moins perturbé par ’ajout du terme
de pénalisation.

Le schéma (Rs) s’écrit alors :

eVi=1,---,N, + N,,

+1,Rs Rs T S LR, 5 | Teadln
n 3 n, n, — ) . n, . 3
E; +A (Nz' - N; ) = Y w4 Y v I+ Y vl
r=1 T=R§q+1 r=Req+1 (5 15)
.visz+Ns+17"';Nk7
+1,Rs Rs T Heat ffin n, T
n+1, n, n, T _ ,
B (NP N = e
r=Req+1

Le terme de pénalisation étant ajouté de facon explicite, le parameétre A ne doit pas étre trop grand
afin de ne pas déstabiliser le schéma.

L’effet du terme de pénalisation sur le schéma sera étudié sur un probléme simplifié 0D, ainsi que
d’autres stratégies de couplage. De plus, le choix d’ajouter le terme de pénalisation sur le modéle (Rs)
parait raisonnable, mais les autres choix méritent d’étre considérés, notamment sur des cas théoriques
plus simples (cf. chapitre 8).

5.4 Utilisation de sous-pas de temps

Le découplage du probléme en deux modéles permet d’utiliser des pas de temps différents pour la
résolution de (Rs) et pour la résolution de (7). 1l suffit de vérifier

(@)F =D ()" (5.16)

k

ol (&)’ est le pas de temps du modéle (Rs) a I'étape n et (&)%* le k¢ pas de temps de la méme étape
n pour le modéle (77).

Le schéma (77"), avec sous-pas de temps, s’écrit de la maniére suivante. Pour k = 0, on pose tn 1 = t,
et u™mT =y T pour toutes variables u de (7). Tant que t,, k11 # tni1, On résout

eVi=1,--- ,N,+ N,
Ry Req+Ryin (&)n’k Req

n,k+1,T7r n,k+1,Tr n,k+1, __ T +1,Rs
Li ’ = E ViaTIr,’B = Z Viﬂ‘Ir,;c ’ - & ; Z VivTITT‘fa ’
r=RZ,+1 r=Req+1 ( )’rs r—=1

(5.17)
.Visz+NS+1;"' 7Nk7
Req+Ryin
L?,k+1,'ﬁ' _ Z Vi,TI:;i,k+l)T;‘ = 0.
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avec
Ni"’k“’ﬁ’ - Nz-”’k’ﬁ n+1,Rs\ n,k+1,F nk+1,5 :
5 +L (va(i) ) ¢ —(Q)™M si Ei € Smob
bt T s T (5.18)
L?,k+1,ﬂ~ _ N; &_ N; si B; € Stiz
et
NPT o a1 ) 0 o2

La variation de volume entre t,, et t,41 est fixée par le modéle (Rs) par 'intermédiaire des saturations et
de la porosité. Cette variation de volume est alors imposée sur le premier sous pas de temps du modéle
(7). En fait, le modéle (Rs) calcule une variation sur un intervalle de temps (41 — t5,), mais le modéle
(T) doit absorber cette variation sur le premier sous pas de temps correspondant & un intervalle de temps
(tn,l - tn,O)-

Les échanges équilibrés entre phases sont calculés par le modeéle (Rs) par unité de temps, afin d’étre
imposés progressivement sur le modéle (77).

5.5 Stratégie de résolution du modéle de transport réactif

On peut utiliser différentes méthodes pour la résolution du probléme de transport réactif. Ce choix
est important car c’est & priori la résolution du transport réactif qui contraint le plus le pas de temps et
qui est la plus cotiteuse en terme de temps calcul et de place mémoire.

On se retrouve face aux mémes choix que pour la résolution du probléme complet, soit résolution
globale implicite ou par splitting.

Une résolution par splitting présente ’avantage important de pouvoir résoudre les termes liés a la
chimie de fagon locale. Ceci est important, car cela permet d’utiliser des sous-pas de temps locaux. En
effet, en présence d’un front, seules quelques mailles localisées nécessitent de petits pas de temps. De plus,
il est beaucoup moins cotlteux de résoudre N systémes de taille n que de résoudre un systéme de taille
N x n lorsque N est grand.

Pour une résolution globale implicite, il se pose & nouveau le probléme de la taille de la matrice
jacobienne. De plus, cette méthode ne permet pas 'utilisation de sous pas de temps locaux.

Une autre solution, essayée avec succés & 'IFP, est de tirer partie de la linéarité de D'opérateur
de convection dans le modéle (7). Ceci permet de résoudre le modéle (7+) de facon locale en suivant
I’écoulement maille par maille. Cette méthode, que 'on appelle méthode des caractéristiques, est trés
attractive car elle est permet une résolution locale et par conséquent 1'utilisation de sous-pas de temps
locaux, et ceci sans faire d’erreur de splitting. L’inconvénient majeur de cette méthode est qu’elle n’est
applicable que si ’écoulement est purement convectif. En particulier, s’il existe des flux de diffusion-
dispersion du méme ordre de grandeur que les flux de convection, la méthode n’est plus applicable. C’est
pourquoi, nous consacrerons un chapitre de cette thése (chapitre 10) a I'étude de la diffusion-dispersion,
afin d’évaluer son importance.
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Chapitre 6

Etude mathématique de la convergence
du schéma pénalisé

Nous avons présenté dans la section 5.3, une méthode de correction d’erreur par pénalisation. Cette
méthode semble attractive car elle évite un processus itératif cotteux. On souhaite étudier la convergence
de ce schéma, et vérifier qu’il converge vers la méme solution qu’un schéma global.

On se limite pour cette étude & un probléme simplifié, de type diffusion-réaction. On considére du cos
sous forme gazeuse capable de se dissoudre dans ’eau. Le coy dissous dans l’eau peut alors réagir avec
un minéral (précipitation et/ou dissolution). On note X € [0, X], la fraction molaire du co, dans 'eau
et S la saturation de la phase aqueuse. L’équilibre eau-gaz se modélise par la loi de Henry, c’est a dire
que pour (z,t) donné,

e soit S(z,t) =1 et X(z,t) € [0,X]

e soit S(z,t) <1let X(x,t) = X.

Cette alternative se traduit par la relation suivante

(X(z,t) <X et S(z,t) =1) ou (X =X et S(z,t) <1). (6.1)

Comme la phase gazeuse ne peut étre que pure, la diffusion n’est possible qu’en phase aqueuse. Dans
ce modele simplifié, on néglige la compressibilité du gaz, et on suppose que la porosité est constante
et uniforme. La réaction avec le minéral est modélisée par une loi cinétique. On note w, le rapport
entre la fraction volumique de minéral et la porosité. Si X > X, alors le minéral se dissout & la vitesse

I (f(w) ()Z' —X)), avec f(w) =0siw <0, f(w) =w/e si w € [0,¢], et f(w) =1 sinon, avec € > 0. Si

X<X , alors le minéral précipite a la vitesse u (X -X ) Le parameétre p est la constante de précipitation
et de dissolution du minéral. Le terme de réaction s’écrit donc de la fagon suivante

Flw,X) = p (f(w) (X-x)" - (%- X)_> 6.2)

avec zT = max(z,0) et z— = max(—z, 0). Cette écriture du terme de réaction est reprise des travaux de
Bouillard (2006), mais a été légérement modifiée de fagon a étre continue. On souhaite ainsi éviter les
problémes dus & la discontinuité, qui ne sont pas I'objet de notre étude. Si I'on fait tendre & vers 0, on
retrouve alors une écriture discontinue. En général, on a X << X. Sous ces hypothéses, les équations de
conservation du cos sous forme aqueuse, du cos sous forme gazeuse et du minéral s’écrivent (sous leur
forme adimensionnée)

(8X), —div(SVX) + 7% = F(w, X)

£1-9),-T“=0

Wt = —F(U},X)

ou £ est le rapport entre la densité molaire du gaz et celle de l’eau. Le terme d’échange eau-gaz (adimen-
sionné), noté 7YY, est une inconnue secondaire du probléme. Il correspond & la quantité de cos échangée



6.1 Formulation mathématique du probléme

entre I’eau et le gaz (en sommant les deux premiéres équations de conservation, on retrouve une équation

de conservation classique sur la totalité du cos, quelle que soit la phase dans laquelle il est présent). Cette

écriture est nécessaire pour pouvoir écrire la méthode de splitting en temps que ’on souhaite étudier.
L’équation (6.1) permet d’écrire les relations suivantes

SX=X+X(S-1)
SVX =VX pp

En effet, soit S = 1 et c’est évident, soit S < 1 et alors VX = 0. On peut alors réécrire les équations de
conservation du coy sous la forme

(Xt +75t) —AX-}-ng ZF(U),X)
£1=8),=T" =0

On utilise cette derniére écriture des équations pour définir le probléme sous sa forme couplée et sous sa
forme découplée. Le probléme couplé s’écrit

(X, +XS,) — AX + T = F(w, X)

E(1—8), —T% =0

Wy = —F(w,X)

(X(z,t) < X et S(z,t) =1) ou (X =X et S(z,t) < 1).

Pour écrire le probléme découplé, on définit une fraction molaire “réservoir”, notée X et une fraction
molaire “transport réactif”, notée X7. On sépare alors I’équilibre eau-gaz, calculé sur X, de la ciné-
tique, calculée sur X 7. La méthode de splitting étant non itérative I’erreur est corrigée par un terme de
pénalisation. Le probléme s’écrit donc

(XF +XS,) — AXH 4 Tv9 = F(w, X )

(X7 +X8) - AXT 4+ 799 4 X (XT — X)) = F(w, XT)
£E1-9),-T" =0

Wy = _F(wani‘)

(XB(z,t) < X et S(z,t) =1) ou (XP =X et S(z,t) <1).

Onposeu=SX®+¢1—-8)etv=XT. Onau=XF+(S—1)(X —¢) et S et X sont maintenant
des fonctions de u.

6.1 Formulation mathématique du probléme

Soit 2 un ouvert borné de R”. On considére le probléme couplé, noté (P), suivant

ut — Ap(u) = F (w,1p(u)) dans Q x (0,T)
(P) { wy = —F (w,¥(u)) dans xa(g, T),

avec les conditions initiales et limites suivantes
u(z,t) = 0, dans 0Q x (0,7T)

u(.,0) = up(x) dans Q
w(.,0) = wo(x) dans Q et wo(x) > OVzx € Q.

Le probléme découplé, noté (Py), s’écrit

_ ug — Ap(u) = F (w,v) dans Q x (0,T)
(Pa) . vt — v+ (us — (B(w))e) + A (v — $(w) = F (w,v) dans @ x (0,T)
wy = —F (w,v) dans Q x (0,7,
avec les conditions initiales et limites suivantes

u(z,t) =0, dans 0 x (0,T)
v(z,t) =0, dans 9Q x (0,7
u(.,0) = uo(x) dans Q
v(.,0) = vo(z) dans Q
w(.,0) = wo(x) dans Q et wo(x) > OVz € Q
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Chapitre 6. Etude mathématique de la convergence du schéma pénalisé

En soustrayant les deux premiéres équations et en posant z = t(u) — v, on obtient le probléme (P),
équivalent au probléme (P}),

ug — AY(u) = F (w,¥(u) — z) dans Q x (0,7
(PA){ 2zt—OAz+Az=0dans Q x (0,T)
wy = —F (w,¥(u) — z) dans Q x (0,7

avec les conditions initiales et limites suivantes

u(z,t) =0, dans 0Q x (0,T)

z(z,t) = 0, dans 90 x (0,T)

u(.,0) = uo(x) dans Q

2(.,0) = zo(z) dans Q

w(.,0) = wo(z) dans Q et wo(z) > O0Vx € Q

Si on pose Z = ez, on constate que Z vérifie une équation de la chaleur. Par conséquent, si zg = 0, la

solution pour z est identiquement nulle, et le probléme (P)) est équivalent au probléme (P). Mais, en
pratique, chacune des équations du probléme est résolue par un code différent et par conséquent ’erreur
initiale n’est pas nulle. Les deux problémes ne sont alors plus équivalents.

Hypothése 6.1.1
La fonction F' : R x R — R vérifie les propriétés suivantes
e F' est lipschitzienne par rapport & ses deux arguments. On note Lp, sa constante de Lipschitz
par rapport 4 son premier argument et Lpy sa constante de Lipschitz par rapport 4 son deuxiéme
argument.
e F'(a,b) est croissante en a et décroissante en b, pour tout a,b € R.
e F(0,b) =0, pour tout b € R, tel que b < X et F(a,)?) =0, pour tout a € R.
e La fonction F' vérifie :

F(a,b) =F(0,b) =0 Vae]-o0,0[ et Vbel0,+oof
F(a,b) =F(0,0) =0 Va€]-00,0] et Vbe]—o0,0
F(a,b) = F(a,0) Va € [0,+00] et Vbe]—00,0[

Ces hypothéses impliquent que pour b < X, F(a,b) <0 et pour b > X, F(a,b) > 0.

Hypothése 6.1.2
La fonction ¢ : R — R est une fonction croissante lipschitzienne de constante Ly, telle que (0) = 0 et

telle que |(a)|, < X, pour tout a € R.

Définition 6.1.3

Sous les hypothéses 6.1.2 et 6.1.1, soit L € RY, définie par L = max (Lpq,Ly), oit Lpy est la constante
de Lipschitz de la fonction F par rapport & son deuxiéme argument et Ly la constante de Lipschitz de la
fonction .

Hypothése 6.1.4
On définit

1. Soit 2 une ouvert borné de R*, et T € (0,T) .

2. Soient ug(z) € L*®(R), vo(z) € L*(N) et wo(z) € L>(N)

Dans cette étude, on cherche & étudier les différents schémas possibles pour résoudre le probléme
couplé (P). On peut le résoudre directement & 1’aide d’un schéma numérique sur (u,w) ou le résoudre de

fagon découplée, en introduisant le probléme pénalisé (Py), pour lequel on définit un schéma numeérique
sur (u,v,w). On souhaite montrer toutes les convergences représentées sur le diagramme suivant par des
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6.1 Formulation mathématique du probléme

fleches. Pour faire cela, on cherche sur les deux schémas, soit des estimations indépendantes de A, soit

des estimations en .

(uD, A, VDN, WD,A) A (up,wp) (6.3)

(hv&)_ﬂ) (h,(jt)—)()

(P)

A—00

Définition 6.1.5 (solution faible du probléme (P))
Sous les hypothéses 6.1.4 et 6.1.1 et 6.1.2, un couple (u,w), u € L>®( x (0,T)) tel que ¥(u) €
L?(0,T; H}(Q)) et w € L?(Q x (0,T)) est une solution faible du probléme (P) si, Vo € C>(Q2 x (0,T)

(z,t) SDt x t) — Vo (u(z, t)) Vo(z, t) B
//( t), ¥ (u(z, 1)) p(z,t) )dxdt‘F/uo(ﬂ?)sO(x,O)dx_o
r " (6.4)

/ / w(z, t)pe (2, t)dzdt + / wo (@), 0)dz = / / (@, OF (w(, 1), (u(z, 1)) dedt
0 Q Q

Définition 6.1.6 (solution faible du probléme (Py))

Sous les hypothéses 6.1.4, 6.1.1 et 6.1.2, un triplet (uy,vx,wy), v € L*(Q x (0,T)) tel que y(u) €
L2(0,T; H(Q)), v € L2(0,T; H3(Q)) et w € L*(Q x (0,T)) est une solution faible du probléme (Py) si
Vo e C (2 x (0,7))

ux(z,t) cpt z,t) — Vi(ux(z,t))Vo(z,t) B
( +AF (wa(z, 1), vx(m,t))s;(x,t) ) dwdt+9/“0($)<ﬁ(w,0)dw =0
)

? ( 0i(z,t) (va(m,t) + ur(z ,t) »(ur(z,t)
/ —Vua(z,t)Ve(z,t) — Ap(
Q

O\qo\q

+F (wa(z,1),va(2, 1)) (2,
+ [ oz ) + uo(z) — ¢(uo(x
e

o

/wA z,t)ps(z, t)d:cdt-i—/ o(x)p(z,0)dz = /T/F (wa(z,t),vr(z, 1) p(z,t)dzdt

Q

Définition 6.1.7
On définit

1. Soit 2 une ouvert borné de R*, et T > 0.

2. Soit & € RT tel que & < T.

3. Soit Ny € N* tel que Ny = max{n € N,n& < T}.

4. Soit T un maillage admissible au sens défini dans Eymard et al. (2000).
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Chapitre 6. Etude mathématique de la convergence du schéma pénalisé

6.1.1 Schéma discret pour la résolution de (P)

Le schéma discret, noté Pp, écrit pour la résolution couplée du probléme (P), est un schéma volume
fini semi-implicite défini par les équations (6.6) & (6.9)

ut —
B S e (W) —SE) + Y et = macF Wk v(R)) , (66)
LeN(K) TEEK ext
wipt = max (Wit — &F (wi, v (uiE™)),0). (6.7)
1
ul = p— /uo(x)da: (6.8)
K
1
wh = s /wo(x)dm (6.9)
K

Le schéma Pp est utilisé pour construire une approximation de la solution, (up,wp), définie par

up =ul, VzeK,Vtenk (n+1)d[,VK € T,Vn € [0,Ng+1], (6.10)
wp =wk, Vre K,Vtend,(n+1)&,VK € T,Vn € [0,Ng+1]. )
6.1.2 Schéma discret pour P,
On écrit les équations suivantes
utt —
mKKTK - > o (@) =R+ D tre(uEt) = mkF (w,vk)  (6.11)
LeN(K) TEEK ext
n+l _ . n n+l _ . n
mK’UK = g Z TKL (Ug—H _ U?(-i-l) + Z TK,UU?(—H +mKuK & Uk
LeN(K) " TEEK ext (6 12)
n _ n .
—szp(uK )& Pluk) +mrA (Yp) — o) = mgF(wi,vEt)
wit! = max (wi — &F (wi,vEt) ,0) (6.13)

On pose 2 = ¥ (uk) — vk, puis en soustrayant les deux premiéres équations, on obtient alors le schéma
Pp », décrit par les équations (6.14) & (6.19),

1
2% = p— /zo(x)d:c (6.14)
K
1
ul = p— /uo(x)da: (6.15)
K
1
K
Z?(+1 - Z?( n+1 n+1 n+1 n+1
mKi& — Z TK,L (ZL — 2K )+ Z TK,0R K +mKAzK
LEN(K) TEEK ext (6.17)

=mx (F (wi, ¥ (uk) = 2k) = F (wi, pug™) — 25™))

= Y e (R — R+ YD () = micF (w, d(uf) - 25)
LEN(K) CEEK ext
(6.18)
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6.2 Les estimations sur le schéma pénalisé

wpt = max (Wi — &F (wk, (i) — 25 ,0) (6.19)

Le schéma P(p ) est utilisé pour construire une approximation de la solution, (up,x,vp x, wp,2),
définie par

upyx = ul, Vr € K,Vt € [n&, (n+ 1)&[,VK € T,Vn € [0,Ng + 1],
vpr =¢ul) —z2E, Vxe K,Vtenk, (n+1)&,VK € T,Vn € [0,Ng +1], (6.20)
wpx = Wk, Vz € K,Vt € [nd,(n+ 1)&[,VK € T,Vn € [0,Ng + 1] .

6.2 Les estimations sur le schéma pénalisé

Proposition 6.2.1 (Estimation L)
Sous les hypothéses 6.1.7, 6.1.4, 6.1.1, et 6.1.2, soient up x, Up,x, #D,x, WD,x, définis par le schéma (6.17)
a (6.20), alors,

1. il existe Z € R, dépendant uniquement de ||z0||oo, T, L et X tel que
||2, >\||Loo(9><[0 ™ = <Z (6.21)

2. il existe W € R, dépendant uniquement de ||z0||

oo W] Ty L, et X tel que

lwp Al Lo (@xo,ry) < W- (6.22)
3. il existe U € R dépendant uniquement de ||2°||__, ||w®||__, |[«°||, T, L et X, tel que

lup Al oo (2xj0,77) < U (6.23)
4. il existe V € R dépendant uniquement de ||2°||_, T, L et X, tel que

||'UD,>\||L<>°(QX[0,T] <V (6.24)

Preuve.

Preuve de l’item 1
On réécrit le schéma (6.17) sous la forme

ot
z}?‘l (14 &) =21 +E Z TK,L (zf""1 — z?("'l) — z TKJz_?('H
LeN(K) 0EEK, ext
+8 (F(wh, d(uy) — 2%) — F(wik, i) — 25))

On choisit K tel que 2™ = max 2}*". On a alors (21" — 2¢F') < 0. On a donc
LeT

2 (L4 8A) < 2+ a7 (wie, Y(uk) — 25, d(u) — 2 (Wi — ouf) + 2k — 2

avec 7(a, by, by) défini par 7(a,b1,bs) = Flab)=Flabs) o # be, 7(a,b1,b2) = L, sinon. Les propriétés

bo—b
de F permettent d’écrire que o
0 S T(a, b1, bz) S L (625)
et donc
2t (1 + A+ &7) < 2) (1+ &7) + &L [p(upth) — ¢(ul)|
On a alors

(14 dtr) L
(14 &N+ &1) (1+ 0N+ &7)

Or%<letcomme0§r§L

2 < ek

[Y(ug™) = p(uk)].
s m S ]., donc

2 < ak| + & [ (uE) — y(uk)|.
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Et finalement, 9 est borné donc
Zptt < 2| + 20 LX.

Le méme travail sur le minimum permet d’écrire 1’inégalité suivante
n+1 n Y
max |2t < max |2} | + 2&LX,
KeT KeT
et par récurrence sur n, on obtient finalement

ntll < % +2 1)&L X Vn € [0, Ng] -
max 25| < max 2k +2(n +1) n € [0,Na]
Sous les hypothéses 6.1.7, comme Ng& < T et & < T, on obtient I’estimation (6.21), avec Z = 4TLX +
I120][ -

Preuve de l’item 2

La positivité de wir™, ¥n € [0, Ng], est immédiate par (6.19). Supposons maintenant que F (w}, 1(ut)—

27t1) > 0. Dans ce cas le schéma (6.19) donne
wit!t < wi (6.26)

Supposons maintenant que F(wi,(uk) — 2t) < 0. Comme ¢ est borné et grace a l’estimation

précédente, on a (Y(upt') — 2t!) < X + Z, et de plus, w > 0. Comme F est croissante par rap-

port & son premier argument et décroissante par rapport & son deuxiéme argument, on obtient que
F(wk, h(ugth), 25t > F(0,X + Z). Le schéma (6.19) donne alors

witt <wh — &F(0,X + Z) (6.27)
On pose F; = max(0, —F(0,X + Z)), et alors
w}“ < w4+ &F;

En réunissant les deux inégalités (6.26) et (6.27), on obtient alors que quelque soit 'hypothése sur le
signe de F, .
wit! < wi + &F;

Par récurrence sur n, on obtient alors
witt < wl 4 (n + 1)&F,

Comme (n + 1)& < 2T, on obtient finalement I’estimation (6.22) avec W = w9, + 2TF;.

Preuve de l’item 3 On réécrit I’équation (6.18) sous la forme

=gt S e () ) — YD bRt |+ A (e, vluk) — )
K \ren(x) TEEK ext

(6.28)

Soit K € T tel que u}“ = max uf“. Comme 9 est une fonction croissante, le second terme & droite de

I’équation est négatif, on a alors
< uly + 8F (wie, p(ul) — 2) (6.29)

Comme 9 est une fonction positive et bornée, en utilisant les estimations (6.21) et (6.22) et la monotonie
de F, on a que
F(0,Z +X) < F(wi, d(u}) - 2) < F(W,~2) (6.30)

Le schéma (6.18) donne alors
uttt <ul + &F (W, -2) (6.31)
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6.2 Les estimations sur le schéma pénalisé

On pose Fy = F (W, —Z). Une récurrence sur n permet d’obtenir
uttt <l + &(n +1)Fs (6.32)
Le méme travail sur le minimum permet d’obtenir

KeT|un+1| <max|uK|—|— n+1)&F,.

Sous les hypothéses (6.1.7), comme Ng& < T et & < T, on obtient 'estimation (6.23) avec U = ||u0 | |oo +
2TF.

Preuve de l’item j
Comme v7! = (upt) — 2 on a, VK € T,V¥n € [0, Nx + 1],

ot <V (6.33)
avecV =2+ X.
O
Définition 6.2.2
Soit F € Rt défini par
F =max(0,-F(0,-Z%), F(W,-2Z)) (6.34)

ot Z et W sont définis par
Z =ATLX + ||20]|o, .
W = w% + 2T max(0, —F(0,X + Z))

Proposition 6.2.3 (Estimations L?)
Sous les hypothése de la proposition 6.2.1, si & <1 et A > 2L,

1. il existe C; € R et Cy € R ne dépendant que de ||z°||m, ||u0||oo, 0, T, X et X, tels que

N
S| X dmr @ET) —dE™) + Y dreodit)? | <G (6:35)

n=0KeT \LeN(K) o€l
Nt
S mi(upt —uR)’ <Gy, (6.36)
n=0KeT
et
> m(uitt)? < Gy, (6.37)
KeT

2. il existe C3 € R et Cy € R, ne dépendant que de ||z°||oo, O, T, et X, tels que

> 5t ()" < G ey Ll (6.38)

2
n=0KeT A

et

Nt
Z Z Z &KL (z?(-i-l — Zz-i-l)? + & Z TK,J(z?('i‘l)Z < C4§ +m(Q) |]20]| » (6-39)

n=0 KET \LeN(K) o€k
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Preuve.

Preuve de l’item 1
On multiplie (6.18) par ux™" et on somme sur n et sur K

N

> 2 mi ((uhh)? = (ug)® + (uitt — u)?)

n=0 Iffi’r

+&Y > Y i (Wit = ¢(uE™) (witt —uit) (6.40)

n=0 KET LEN(K)

Ne
&Y YN TreP(uk uR =28 E > miug ' F (wi, v (uk) = 2%)

n=0KecT o€k n=0KeT

N
On pose Ty = E& > mi ((uWEth)? — (uk)?). On a
n=0KeT

Z mk (u N‘”l Z mx(u%)? (6.41)

KeT KeT

Nt
Onpose b =43 > > 7rr (Yei™) —¢@ih) (upt —ui™)+a E > Y TreP(u ) ui

n=0 KeT LEN(K) n=0K€eT o€k
Comme la fonction 1(u) est lipschitzienne de constante L et monotone, on a

N
T > L&Z Z Z i, (WPt — () Z Tr,oP(ugt)?

n=0KeT \LeEN(K) c€€Kk

N
Onpose T3 =25 5 dmrgul' F (wik,¢¥(ul) — z%). Or, sous les hypothéses 6.1.2, et grace aux esti-
n=0KeT
mations (6.21) et (6.22), on a F (wgt', ¥ (u) — 2% ) < F. L’estimation (6.23) donne alors
Ty < ATU m(Q)F

En regroupant les estimations précédentes, on obtient

& n+1 n+1 n+1 2 4TUm( )
S T e g - + Y dmeni ) < (115 gy
n=0KeT \LeN(K) gEEK KeT

(6.42)
En posant C1; = + (4TFm(Q)U + m(Q)U?), on obtient l'estimation (6.35), puis l'estimation (6.36) &
partir de l'inégalité (6.40).

Une autre conséquence de l'estimation (6.40) est

> mi(ug')? < 28Um(QF + 3 m (uf)?

KeT KeT

En utilisant ’estimation (6.23), on obtient I'estimation (6.37) avec Cy = 2TUm(Q)F + m(Q)U2.

Preuve de l’item 2
En multipliant (6.17) par 2" et en sommant sur K € T, on obtient Tyt + Tp+ + T+ = Tt
avec

TPt = Z mi (2T — 2) 2, (6.43)
KeT
Tt = Z Z & ( 2t n+1 Z Z i, (252 (6.44)
KeTLeN(K) KeToeSK
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Tt = Y &mph (257)°, (6.45)
KeT
Tt = Z &mg gt (F (w,p(ulk) — 2%) — F (wi, pugth) — 25)) . (6.46)

KeT

Clairement, T5"Jrl > 0. D’autre part,

1
T = 0 3 i (R - R+ R - 2R)?)

KeT
et donc
Ns 1 Nt )
ICAEDSENE NIVEES PWEITES o) P S
n=0 KeT KeT 0 KeT
L’inégalité de Young (ab < %a® 4+ 5-b%), avec o = X donne
&
T <82 3 ma () + e S i (F (e () — R0 - F (whe () - 25)°
KGT KeT

Comme la fonction F' est lipschitzienne (par rapport a tous ses arguments) de constante L, on a

A
Tr <l Y i (R Ly Y mac (k) = v) + R - 240)’
KeT KET

Comme (a + b)? < 2a® + 2b%, on a

A
Tt < &5 Z mi z?{rl) +L)\ Z mk (Y(uf) —w(u}‘;rl +L Z mi (2t z?()Q
KeT KeT A er

Comme la fonction 1 est lipschitzienne de constante L, on a

T"+1<6t Z ?{H +L)\ ZmK uy — u?{"l —}—L/\ Z "'H—z}’{)z
KET KeT KeT

On regroupe toutes les expressions précédentes et on somme sur n.

1 Nt dg Z Z mK n+1
5 Z mK N&t+1 Z mK )2 +ZT5n+1 0 KGT

ker R 0SS e (- )
S S e () 4 S Y S (o)’ & ket

2 0 KeT 0 KeT +L= Z Z mK _u%+1)2
0 KeT

IN

Une réécriture et I’estimation (6.36) donne

(——L )ZZm (2t = 2%) +ZT”+1+ ZZ&mK)\ ”*1) <L5t01 2ZmK 2%)?

0 KeT 0 KeT KeT

(6.47)
Comme & <1let A>2L,ona (3 —L%) >0, et donc
9 Na
XZT;H +Z S g (23 ? < 2Ly3 01 +3 ZTmK 29:)? (6.48)
0 KeT Ke
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Comme T/ >0, on a

§ : S dmk (2p)” < ey L +m(Q)||zO||°° (6.49)
A2 A
0 KeT

En prenant C3 = 2LCY, on obtient 'estimation (6.38). Le deuxiéme terme de gauche de 'inégalité (6.48)
est positif, donc en posant Cy = 2LC4, on obtient ’estimation (6.39). O

Les lemmes suivants sont des conséquences classiques des estimations précédentes, & savoir ’écriture
des translations en espace et en temps, nécessaire pour la preuve de convergence.

Lemme 6.2.4 (translation en espace pour upx, 2p,x €t vp, )
Soit £ € RN . Sous les hypothéses de la proposition 6.2.1, si & < 1 et A\ > 2L,

1.
T
[ [ tum o+ €.0) = wlup (e, 0) dode < 501 (6 + Cs sizelTY I, (6.50)
0 R4
2.
T
/ / (zp (e + £.1) = zp\(2, )" dedt < 5 ([€] + C size(T)) [, (6.51)
0 Rd
3.
[ [ pate+ 6t = vpala,0)7 dede < (G + C) (€] + Ca sive(TY) €], (652
0 R2

4. Les translatés en espace de wp,) convergent uniformément vers 0, lorsque £ — 0

Preuve.
Preuve de U’ttem 1
On définit x|z, de R? x R? dans [0,1] par

1 sifz,y)NK|L # @
XKlL("’”’y)_{ 0 sifzylNKIL = o
Soit £ €R?, £ £0,0n a

[W(up (@ + &) —dlupa(z, 1) < Y xxp(@+ &) [(uk) —d(up)]

K|Leg

[ (up (@ + &) = (upa(e, )] < D Xola + &) | Dot (u)

o€l
ou

_ [ ) —vlux)  sio=K|L€ &y,
Dytp(u) = { ¢(uf() * sio € Eext N 5; '

, Ol Ny est la normale unité extérieure & o. On réécrit I’équation précédente de la

facon suivante

[ (up (e + &1) = d(upa(z,t) < D (\/Xa' z+§&, ) lD”w ) (\/ (z +&,2)Vds Ca)

o€

En utilisant Cauchy Schwarz, on obtient

[W(up (@ +&1) —pupal@, ) <Y xolz +6, )2 Zxa z +&,2)deco

oc€eE
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Selon Eymard et al. (2000) (preuve du lemme 3.3), il existe Cs > 0 tel que, pour presque tout 2 € R?,

S Xo(@ + €, 2)docy < [€] + Cs size(T).

o€

D’autre part,
[ xo(@a+ s < macy e,

Rd
aussi, en intégrant I'inégalité (6.2) sur R¢ et en utilisant (6.53), on a

/ (W(up (@ +&,1) = (upa(@,1))* dz < (|€] + Cs size(T)) €] Y i1, (D

R4 océ

Si on intégre maintenant ’inégalité (6.2) sur (0,7), il vient,

T Nt
[ [ @unate+€0) ~ bunae,)* dode < (€] + s size(D) 6] S & - 1 (D)

0 Rd n=0 o€&

et en utilisant ’estimation (6.35), on obtient (6.50).

Preuve de l’item 2

De fagon similaire, en utilisant l’estimation (6.39), on obtient (6.51).
Preuve de l’item 3

Comme VDA = 2D\ t @b(’UD,,\), on a

u))?.

(6.53)

),

2
// (vpa(z +&,t) —vpa(x,t)) 2 dzdt = //( ipwxuit%—l)-ﬁ fﬁ A(Z(ZD,,\(-’L'J)) ) dzdt,

et comme (a + b)” < 2a% + 2b2, en utilisant les estimations (6.50) et (6.51), on obtient I'estimation (6.52).

Preuve de l’item

Pour montrer ce dernier item, on utilise une preuve reprise des travaux de Bouillard (2006). Soit
Ee R, and Q¢ = {z € Q,[x,x + £ C Q}. Soit (x,t) € Q¢ x (0,T) donnés. On note K € T et L € T
les volumes de controle tels que x € K et x + £ € L (ces volumes de controle existent pour presque tout
z € ). On a alors wp a(z,t) — wpa(z + &, t) = wi — w} avec n choisi tel que ¢t € [nd, (n + 1)&[, et

(6.19) donne

wZ‘H w?{"l = max (’wf —8F (wL, Z'H) ,0) — max (w?( —&F (wK,v?("'l) ,0)
et donc
lwitt —witt| < Jwf — wi| + & |F (wi,vp*) - F (wh,vg™)|

qu’on réécrit

|w2+1—w’}{+1| < |w,’f—w1”(|+5t|F wL,vf'H) F(wL,’U?(—H |+(5t|F wL,v}‘{H) F(

Comme F' lipschitzienne par rapport a ses deux arguments,
|w"+1 ?(+1| <(1+&L) |lw} —wk|+ &L |v"+1 vg+1|

Une récurrence sur n et U'inégalité (1 + z) < €%, vérifiée Vo € R, donne

n
n+1 n+1 n+1)&L |, .0 0 n—p)&L |, p+1 p+1
witt — wit| < emtl) |w) — wk |+ & E e(np) ‘vL — vl

p=0

n+1
Wi, Vg

)|
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Comme n € [0, Ng], on a (n + 1)& < 2T, et donc
n
|w2+1 _ w1n<+1| < 2L |w% B w%| n &262TL ‘U’[H _ ,U%-i-l‘
p=0
en élevant au carré et grace a la relation (a + b)? < 2a” + 2b2
n

1 1]2 4TL 2 ATL 52
wit! —wit | < 26T |0l — wl|” + 2e4 TP d (Z

p=0

2
p+1 p+1
v — Uk |>

puis, grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz
n+1 n+1|2 ATL |, 0 0|2 ATL " 1 pt1|?
wit —wy | < 2e |wL—wK + 2e (St(n—}—l)z& of T — ol ‘
p=0

Si on intégre ’inégalité précédente sur ()¢, il vient

S (w%ﬁ\l (x+&) — w%ﬁ\l (a:))2 dr < 2e*TE | (w%)\(m +&) - w%’/\(m))2 dz
Q¢ Q¢

n 2
+4T T Zo & [ (v%ﬁ (z+¢&)— ’U%_t_; (x)) dz
p=0

On somme sur n

N 2 N
Z &/ (w%f)\l (z+¢) — w%ﬁr)\l (w)) dr < 27T Z (Yt/ (wh a(z + &) — w%’,\(ac))2 dz
n=0 g, =0 Q¢

+4TeTE Z & Z <5t/ (v%t\l (x+¢&) - v%t\l (:c))2 dz

Et alors

T
//(wp,)‘(:cjtf,t)—wD,)\(:c,t))2 dzdt < 4Te4TL/(w%7,\(x+§) —w%’,\(:c))2da:
0

Q¢ Qe

T
+4T64TL//(UD,)\(IL'+A£,7§) - ’U'D)\(Zv,t))2 dxdt
0

D’ou 'estimation (6.52)

T
// (wp A(z + &,t) —wp A(x,1))  dedt < 4Te*TE / (wp A(z + £,0) — wp A(z,0))* dz
0Q Q

E FATETE (O, + C) (€] + O sine(T)) €

Comme w9, , converge fortement vers w®

, on peut appliquer la réciproque du théoréme de Kolmogorov,
pour obtenir que les translations en espace de w%’ , convergent uniformément vers 0. Et par conséquent
I'inégalité ci-dessus indique que les translatés en espace de wp convergent uniformément vers 0. On obtient
ainsi la convergence forte de wp dans L?(Q x [0,7]) vers w.

O
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Lemme 6.2.5 (Lemme technique)
Soit T >0, 7€ (0,T), k € (0,T) et (a™)nen une famille de valeurs réelles non négatives. Alors

T2 [(t47) /) [T/k]

Z a"tldt < 7 Z a™t!

o n=[t/k]+1 n=0

et V¢ € [0, 7]
T27 [(t47) /K] [T/k]

Z alt+O/kI+L 4 <rT Z a™ ! (6.54)
o n=[t/K]+1 n=0

On peut trouver une démonstration de ce lemme dans Eymard et al. (2001).

Lemme 6.2.6 (translation en temps pour up ), zp,x et vp )
Sous les hypothéses de la proposition 6.2.1, si & < 1 et A > 2L,

1. Il existe Cg ne dépendant que de ||2°| |Oo, | u°||oo, T, X et X, tel que,

}ﬂ

—T

/ (W(up (@, +7)) = P(up (e, 1))’ dedt < 7C, (6.55)
Q

o

2. Il existe Cy ne dépendant que de ||z°||oo, ||u°||oo, T, X et X, tel que,

T—1
/ / (2oa(@,t+7) — 2 (2, 0))? drdt < 7Ch, (6.56)
0o Q
3.
T—1
[ [@oatet+ )~ epa(e,0)? dade < 27 (Co+ Co), (6.57)
0o Q

4. T existe Cg ne dépendant que de ||2°||__, ||u°|| ., T, X et X, tel que,

T

T—
/ / (wpa(z,t +7) — wp a(z, t))? dedt < 7Cs, (6.58)
0 Q

Preuve.
preuve de l’itern 1 Comme la fonction 1) est croissante et lipschitzienne de constante L, on a

T—7 T—1
[ [t m) - a0 dote < [ awa
0 Q 0
avec
A(t) = L / (W (upp (@t +7)) = pup (2, ))) (up @, +7) — up A (2,1))° dz
Q
On a

At) =LY mi (Pluggt) — i) (uigt —uie™)
K

qu’on peut réécrire

ar

At) =LY mk (Yug™) — @) D (ui —uk)
K

n=ao+1
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En utilisant le schéma (6.18), on obtient

P CCAR T S)

LZmK a.,.+1 a0+1 Z & LeN(K) - _
e | = Y gt + afwh) (X - of)
mi
0€EeatNEK

qu’on réécrit

A(t) =1L (A()(t,T) — Ao(t,O) + Al(t,’/") - Al(t,()))

avec, pour £ =0 ou & =T,

et

i Z( Yo (i) (Bt =) = Y drret(ugE T ) (u "“))

n=ao+1 K \LEN(K) TEEeatNEK

A= 3 S maduis ™) i) (X - ox)

n=ao+1 K

e Traitement du terme Ag

En faisant la somme sur K, on obtient

i > LE%K)&TK,L (w(ﬁ(‘“) ¢(U'F+1)) (Y(urth) — P(upth))

T2 | LY T )

0E€EEeatNEK
L’inégalité de Young donne

[4o(t, 6 i XN &TKL(< (ug™) - ¢(ui€+1))2+(¢(uﬁ+1)—¢(u}+1))2)

n=ao+1 K LeN(K)

S Y Gty Z S ety

n=ag+1 K 0€E.+NEK n ao+1l K 0€EEctNEK

On intégre sur (0,7 — 7) et on applique le lemme 6.2.5,

Nl*\

[T/F]
| 4o(t,€)] ZZ( Yo dmen (W) — vt + > &m,aw(u}?”z)

n=0 K \LeN(K) 0€E€eatNEK

En posant k = &, lestimation (6.35) permet d’obtenir

C
|A0(t7 §)| < 7-71-

o Traitement du terme A;

On applique 'inégalité de Young

MO <E Y SmedaiE P+t Y S measwh)? (- o)’

n=ao+1 K n=ao+1 K

En utilisant les bornes L*°,

|AL(t,8)]

l\DIl—l

Z ;mK&w uiethy? 2 Z ZmK&(XW)

n=ag+1 n=ao+1 K
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On intégre sur (0,7 — 7) et on applique le lemme 6.2.5 pour obtenir

/) oy [7/5]
A1 < 5 D0 D mucdbipluf; m(@) (X+v) Z&
n=0 K

On choisit k¥ = & et on utilise le fait que ¥ est borné pour obtenir

141 (,€)| < 7Tm(Q) (Y"’ r(X+ V)2>

_ ~ 2
On regroupe les estimations précédentes et on pose Cg = LCi + 2LTm(R) (X > + (X + V) ) pour
obtenir I’estimation (6.55).
preuve de litem 2

On a

—T

g T—r
0/ /(ZD,/\(.Z',t—FT)_Z'D,)\(.Z',t)) dzdt = 0/ A(t)dt

Q

avec A(t) = Zm (25t z;{(’+1)2, avec ag = [(t + £)/k]. On a

ar

At) = ZmK (z}‘g“ ?(0"'1) Z (z?(+1 — 2%)
K

n=ao+1
En utilisant le schéma (6.17), on obtient
ar S5t n+l n+1 n+1
_ S+l +1 me |l X L2 - > TKo%?
= ZmK (2‘11{ —Z‘;{O ) Z mx (LeN(K) ( o ) 0EEextNEK K )
K neott \ —EAT + & f(wk) (2f — 2T+ Y(uk) — (u))

qu’on réécrit de la facon suivante

A(t) = (AO(ta T) - AO(ta 0)) + (Al (t: T) -4 (ta 0)) + (A2 (ta T) - A2(t7 0))

avec
ar &
1
T 5 (Y o - T ).
n=ao+1 K \LeN(K) TEEmiNEK
ar
1
—Zsz(;{ﬁ_ Z &/\z}‘g"l,
K n=ao+1
et

S S &R (R - A+ 0uk) - )
K

n=ao+1

avec{=0oué=r.
e Traitement du terme A
En sommant sur K, on obtient

ar
+1 agt+l 1 1 ag+1 1
S S| X e () @A) - Y s

n=ao+1 K \LEN(K) 0€EExtNEK
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En appliquant I’inégalité de Young

|A0(t,§)|S Z Z Z TKL( actl _ a€+1) Z Z Z (;tTKL Zzb-‘rl n-i—l)2

n=ao+1 K LeN(K) n=ao+1 K LeN(K)
ar & a5+1 & n+1
DD S SRR E LS D DD DI DR
n=ao+1 K 0€&e2:NEK n=ao+1 K 0€&e:NEK

On intégre Aq(t,€) sur (0,7 — 1),

2
_— T, D iTK’L (zzﬁl_z}z{eﬂ) IS &TKU(Z;(E"—l)

K LeN(K) K 0€€caiNEx
/ | Ao(t,€)| dt < / > ) & .
0 o m=aot+l + Z Z 7—K L zz_’_l z?{—'—l) + Z Z 2 9K O'(ZK+1) )

K LeN(K) K 0€EeatNEx
L’utilisation du lemme 6.2.5 donne,
[T/k]+1 [T/k]+1
[ineonms 78T $ G S 8 S G
n=0 K LeN(K) n=0 K LeN(K)
[T/k]+1 & [T/k]+1 &
T YD X eGP HT X D0 Y e
n=0 K 0€E.iNEK n=0 K 0€E..:NEK

et finalement, en prenant k = &, grace a 'estimation (6.39), on a

T—71

[ 140t 0)1dt <7 (Ca+ o).
0

Traitement du terme A4;
L’inégalité de Young donne

|A1(taf)|SZ 2 %)\mK(?jH) +Z Z mi /\ n+1)

K n=ap+1 K n=ao+1

On intégre Aq(t,€) sur (0,7 — 1),

T—1 a
= &
/|A1tf|dt< /Z Z —)\m (ae+1) dt+/2 > mKE)\(z}l(+1)2dt
K n= a0+1 0 K n=ao+1
L’utilisation du lemme 6.2.5 donne,
T/lc]+1 [T/k]+1

/|A1t£|dt<rz Z —/\mK 2’ +TZ Z mK&/\ )

et finalement, en prenant k = &, grace a 'estimation (6.38), on a

T—1

/|A1<t,5)|dtsT<cg+||zo||m>

0

Traitement du terme A,
On utilise I'inégalité de Young avec a = A,

MEOI<A D X I Y Y R (o pluk) — v)’

n=ao+1 K n=ao+1 K
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6.2 Les estimations sur le schéma pénalisé

on intégre sur (0,7 — 7), puis on applique le lemme 6.2.5,

[7/H]
o =\ 2
|A2t§|<7)\zz w2 +/\2Tm(Q)(Z+X)

n=0 K

On utilise I’estimation (6.38), et comme A > 1,
T = 2
[4a(t,)] < 2 (Cs +J20ll.0) + 2 Tm(®) (Z + X)
Et finalement, en regroupant les estimations précédentes, on obtient ’estimation (6.56) avec Cy =

3Cs +2Cs + 5 |z0ll., + 4Tm(Q) (Z + X)”.

preuve de lUitem 3
Comme vp y = zp,x +9(vp,r), on a

T T
// ('U'D,)\(xat + T) - U’D,)\("Eat))Z dzdt = // (Z’D,)\(x:t + T) - Z’D’)\(SU, t) + ¢('U/D7)\($', t+ T)) - w(u'D,)\(xa t)))2 dCL’dt,

0 R4 0 R4

et comme (a + b)® < 2a2 + 2b2, en utilisant les estimations (6.55) et (6.56), on obtient I'estimation (6.57).

preuve de l'item 4

Ona T—7 T—7
//wp,\mt+r) wp A (z, t))? dadt = /A
0 @
avec A(t) = Yomk (wiF™ — %’“) .Ona

K

ar

me et w5 (wpt - wh)

n=ao+1
On utilise le schéma (6.19).
e Cas (w — &F (Wi, Y(wpt™) —z5t)) >0
On a alors
witt —w = —&F (wi, p(uit) — 25,
et donc
A(t) = AO (ta T) - AO (ta 0)
avec

Z Y mrwiE T EF (wi p(ugtt) — 25

n=ao+1 K

e Cas (w — &F (Wi, p(up™) —zx)) <0
On a alors wit! =0 et donc

ce qui donne

avec

[4ot, )= 3 Y mrwit (wh)

Dans ce cas, on a 0 < wi < &F (wi,¢¥(up™) — z¢™) et donc

ar

140,91 < S S muwiETAF (wi, w(ui) - 25

n=ao+1 K
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Chapitre 6. Etude mathématique de la convergence du schéma pénalisé

Les deux cas aboutissent sur une inégalité identique. En appliquant alors l’inégalité de Young, on a

|4o(t, €] Z ZmK&( “f“) +% Z 3 mdF (wi, d(ugtt) — 25

n=ao+1 K n=ao+1 K

On applique le lemme 6.2.5

N&t
|[4o(t,8)| < & sz}(& ) ZZWK&F wie, Y(uftt) — z?(+1)2
n=0 K n=0 K

et donc les estimations (6.22) et (6.21), donnent

[Ao(t, )| < TTm(Q) (W2 +F)

En posant Cg = Tm(Q) (W2 + Fz), on obtient Pestimation (6.58). O

6.3 FEtude des convergences

Proposition 6.3.1

Sous les hypothéses 6.1.7, 6.1.4, 6.1.1, et 6.1.2, soient up x, VD x, 2D,x, WD,x, Soient (up,, x, VD, A WD, A)
données par le schéma Pp, ), ((6.17) & (6.20)). Alors, si & < 1, lorsque A — oo, (up,, x,Wp,,,») converge
vers (up,,,wp,,) solution du schéma discret Pp ((6.6) a (6.10)) et zp,, » converge vers 0.

Preuve. Les fonctions (up,, x, 2D, 2, WD,,,x) vérifient les estimations de la proposition 6.2.3. En
particulier zp,, x vérifie Pestimation (6.38). Comme A — oo, pour & et h fixé, l'estimation peut se

réécrire de la fagon suivante
. (n+1) —
,\1520<2 E mK&( ))—0.

n=0KeT

Ceci signifie que, VK € T et Vn € [0, Ng]

lim z_?{H =0. (6.59)

A—o0

De plus, I'égalité (6.59) implique que )\lim vk = ¢Y(ul), car par définition 2% = ¢ (u}k) — v}. L’équation
—00
(6.18) peut alors s’écrire

n+1
U  —

U S e () ) Y i) = micF (wh, d(uR)) (660

LEN(K) TEEK ext

mkg

et ’équation (6.19)
wipt! = max (w} — &F (wi, ¥ (uiEh)) ,0) (6.61)
Le schéma P(p ) devient donc lorsque A — oo le schéma Pp. [

Les estimations sur le schéma Pp sont déduites directement de celles sur le schéma P(p ), par passage
4 la limite en A.

Proposition 6.3.2 (Estimation L)
Sous les hypothéses 6.1.7, 6.1.4, 6.1.1, et 6.1.2, soient up et wp, définies par le schéma (6.6) a (6.10),
alors, si & <1,

1. il existe W € R, défini par la proposition 6.2.1, ne dépendant que de ||w0 | |(x>’ T, L, F et F tel que

10T &l Lo (o f0,7) < W- (6.62)
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6.3 Etude des convergences

2. il existe U € R, défini par la proposition 6.2.1, ne dépendant que de ||w0||oo, ||u°||oo, T et X, tel
que
[|uT, &”Loo(gx[o m < <U, (6.63)
Proposition 6.3.3 (Estimations L?)
Sous les hypothéses de la proposition 6.3.2, si & < 1,
1. il existe C; € R, défini par la proposition 6.2.3, ne dépendant que de ||z o’ ||u0||oo, Q,T, X et
X, tel que

N
S YD drmer (WP —E™) + D drkop(uit)? | < Ch. (6.64)

il

n=0 KET \LeN(K) oEEK
2. et tel que
Nt
S mi(uptt —uR)’ <G, (6.65)
n=0KeT

3. il existe Cy € R, défini par la proposition 6.2.3, ne dépendant que de ||z0||00, ||u°||oo, O, 7T, X et
X, tel que
> mic(upt')® < Oy, (6.66)
KeT

Lemme 6.3.4 (translation en espace pour up et vD)
Soit £ € RY . Sous les hypothéses de la proposition 6.3.2, si & < 1,

1.

T
| [ wun(o -+ €:) - blun(e,0)° dede < 361 (€] + Cs sizelTY €], (667)

0 Rd

2. Les translatés en espace de wp convergent uniformément vers 0, lorsque £ — 0
Lemme 6.3.5 (translation en temps pour up et vp)
Sous les hypothéses de la proposition 6.3.2,

1. 1II existe Cg, défini par la proposition 6.2.6, ne dépendant que de ||z oo’ ||u0| |oo, T, X et X, tel

que,

°ll

H

-7

o

/(¢(up(x, t+ 7)) — Y(up(z, t)))2 dzdt < 7Cg, (6.68)
Q

2. 1l existe Cg, défini par la proposition 6.2.6, ne dépendant que de ||z°||oo, ||u0| |oo, T, X et X, tel

que,
r

T—
/ / wp(z,t + 1) — wp(z,t))? dedt < 7Cs, (6.69)
0

Proposition 6.3.6 (convergence)

Soit m € N, soit T, un maillage admissible et &, une discrétisation en temps. On suppose que size(T,) —

0 quand m — oco. Soient up,, x» € L>®(Q x (0,T)), zp,..» € L*(Q x (0,T)), wp,, » € L*(Q x (0,T))

définies par le schéma ((6.18), (6.17), (6.19), (6.15), (6.16)) et soit vp, » € L*(Q x (0,T)) définie par

vp,, A = Y(up,, A) — 2D,,,x- Alors, sous les hypothéses (6.1.7), & A fixé, tel que A > 2L, quand m — oo,
1. up,, » converge vers uy pour la topologie faible-x de L*°(Q x (0,T)), et ¢ (uy) € L*(0,T; H(Q)),
2. vp,, » converge vers vy dans L2(Q x (0,T)) et vy = 9(uyr) — 2x,

3. zp,, \ converge vers z, dans L*(Q x (0,T)),
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Chapitre 6. Etude mathématique de la convergence du schéma pénalisé

4. wp,, » converge vers wy dans L*(Q x (0,T)).

De plus, le triplet (ux,vx,w)) est une solution faible du probléme (Py) au sens de la définition 6.1.6. Les
fonctions uy, vy, wy et z) vérifient les estimations (6.21) & (6.24), et (6.35) a (6.39).

Preuve.

L’estimation (6.23) indique que up,, » est bornée dans L= (Q x (0,7")) et par conséquent il existe une
sous suite, encore notée up,, x, qui converge vers uy, pour la topologie faible-x de L>(Q2 x (0,T")). Les
estimations sur les translations en espace du lemme 6.2.4 et en temps (lemme 6.2.6), sur ¢(up,, 1), UD,, A,
zp,, » et wp,, » permettent d’obtenir la compacité nécessaire & I’application du théoréme de Kolmogorov
(cf. Eymard et al. (2000)). On obtient ainsi la convergence forte pour ¢(up,, ), ¥D,., x> 2D,.,x €6 WD,, A,
vers, respectivement, 1, vy, zx et wy dans L2(Q x (0, T)) quand m — oo. La convergence faible de
up,, » vers uy, et la convergence forte de 1 (up,, ) vers ¢, indiquent que 1) = 9)(uy). On obtient ainsi la
convergence forte de ¢¥(up,, x) vers ¥(uy).

11 reste & prouver que le triplet (uy, vy, wy) est bien la solution faible du probléme (Py) au sens de la
définition 6.1.6. Pour cela, pour toute fonction test ¢(z,t) € C°(Q x (0,T')), on multiplie le schéma par
d&p(zk, (n + 1)&), puis on le somme sur n puis sur K. Avec ’équation (6.18), on obtient Ty + Ty = Ty,
avec

N
To=Y Y mx(ui —up)e(ex, (n+ 1))

n=0KecT

N
=3 N dpak,n+1)&) Y i (W) - with)

n=0KeT LEN(K)

N
Tio=3" 3 mucdpen, (n+ DA)F (wh, k) - 25)

n=0KeT

De fagon classique (cf. Eymard et al. (2000)), on obtient que

T
lim Tg= —//uxcptdxdt—/uo(x)go(a:,O)dxdt, (6.70)
&—0,n—co

0 Q Q

et que

lim
&—)O,n—)oo

O\H

/¢ ux(z,t)) Ap(z, t)dzdt, (6.71)
Q

car (up,x) converge fortement vers ¢(uy). Et finalement, comme zp , converge fortement vers z, et
Wp, ) VEIs wy, on a

lim T10 =

&t—0,n—c0

/w(w,t)F(wA,w(ux) —2x)- (6.72)
Q

De plus, comme vy = 1)(u)) — z), on obtient
T

lim Ty = / / (2, )F (13, y) - (6.73)
0 Q

De fagon similaire, avec ’équation (6.17), on a Th1 + Tha + Tiz = Tha, avec

&—0,n—00 8&t—0,n—00
n=0KeT

T
lim Ty = lim Z z mi (ZE =2 p(z K, (n+1)& //zgotdwdt / o(z)p(z,0)dzdt,
0 Q
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6.3 Etude des convergences

&t—0,n—c0 5 —0,n—00

Na 7
lim Ti»= lim Z Z do(rr, (n+1)d Z i, (VR — P(z™) //z z, ) Ap(z,t)dzdt
0 Q

n=0 KeT LEN(K)
3 T
. _ . n+1
&%})121_}00 T3 = &_}})121_}002 Z dmr Az o(zk,(n + 1) /\//z z,t)p(z,t)dzdt
n=0KeT 0 Q

Il est clair que lim Tj4 =0.
&—0,n—0c0

On obtient, de fagon similaire, en utilisant I’équation (6.19), la troisiéme équation de la formulation
faible du probléme (Py). O

Corollaire 6.3.7 (Existence d’une solution faible particuliére du probléme (Py))

Sous les hypothéses 6.1.1, 6.1.2 et 6.1.4, pour un réel A € [2L, +o0|, il existe une solution faible (uy, vy, wy)
du probléme (Py) au sens de la définition (6.1.6). De plus, si on définit z) par zx = P(uy) — vy, les
estimations suivantes sont vérifiées

1.
llwall L (@x0,77) < W- (6.74)

2.
l[ull Lo (@x 0,1y) < U (6.75)

3.
2l oo (ax 0,1y) < 25 (6.76)

4.
lloallLee @x(0,1y) < V5 (6.77)

5.
||V¢(U/\)||L2(Q><(o ) < Ci. (6.78)

6.
lluallL2@x(0,m)) < Co (6.79)

7. o

l2all L2(@x 0,1y < /\—23, (6.80)

8.
1923 oy < S (6.81)

Preuve. La proposition 6.3.6, qui donne la convergence d’un schéma vers une solution faible suffit &
montrer I’existence d’au moins une solution vérifiant les estimations (6.21) & (6.24), et (6.35) & (6.39).
En passant & la limite, &, — 0 et size(7,,) — 0, dans ces estimations, on obtient les estimations (6.74)
4 (6.81). O

Proposition 6.3.8

Soit (ux, v, wy) € L*(2x(0,T)) une solution faible de (Py) vérifiant les estimations (6.74) a (6.81). Alors,
lorsque X\ — oo, le triplet (uy,vx,wy) converge vers le triplet (u,v,w) € L2(Q x (0,T)) avec v = 9)(u) et
avec (u,w) solution faible de (P) au sens de la définition 6.1.5.

Preuve. Les estimations sur les translations en espace et en temps décrites par les lemmes 6.2.4 et 6.2.6,
sont soit indépendantes de A, soit fonction de . Dans le premier cas, elles sont toujours valables lorsque
A — oo, dans le second cas, elles sont amehorees On a donc la compacité nécessaire pour appliquer le
théoréme de Kolmogorov. On obtient ainsi la convergence forte de uy, vy, et w)y vers, respectivement wu,
v et w dans L?(Q x (0,7')). Les estimations obtenues sur z) ont permis de montrer que 12l L2 @ (0,7))
MlzallLz2@xo,m)) €t [IVarllz2(ax 0,1y tendent uniformément vers 0. Il est donc possible de passer a la
limites dans (6.5). On obtient alors (6.4). O
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Proposition 6.3.9 (convergence)
Soit m € N, soit T, un maillage admissible et &, une discrétisation en temps. On suppose que size(Tp,) —
0 quand m — oo. Soient up,, € L>®(Q x (0,T)) et wp,, € L%2(Q x (0,T)) définies par le schéma ((6.6) a
(6.10)). Alors, sous les hypothéses 6.1.7, 6.1.1, et 6.1.2, quand m — oo,
1. up,, converge faiblement vers u pour la topologie faible-x de L= (Qx (0,T)), et ¢(u) € L*(0,T; H'()),
2. wp,, converge fortement vers w dans L2(2 x (0,T)).
De plus, le couple (u,w) est une solution faible du probléme (P) au sens de la définition 6.1.5. Les
fonctions u et w vérifient les estimations (6.63) a (6.66).

Preuve. La preuve de convergence est classique. On utilise le lemme de convergence en temps et en
espace 6.3.5 pour appliquer le théoréme de Kolmogorov et obtenir ainsi la compacité nécessaire. On
montre également de fagon classique que les fonctions convergent vers la solution faible du probléme (P).
On peut trouver cette preuve dans Eymard et al. (2000). O

Proposition 6.3.10
Soit m € N, soit T, un maillage admissible et &, une discrétisation en temps. On suppose que size(T,) —
0 quand m — oo. Soient up,, x € L= (2% (0,T)), 2p,,.» € L2(Q2x (0,T)), wp,, » € L2(Q x (0,T)) définies
par le schéma ((6.17) a (6.20)) et soit vp,, » € L?(Q x (0,T)) définie par vp,, x» = Y(up,, \) — 2D, A-
Alors, Sous les hypothéses 6.1.7, 6.1.4, 6.1.1, et 6.1.2, lorsque A — oo et lorsque m — oo,
1. up,, » converge faiblement vers u pour la topologie faible-x de L>(2x(0,T)), et ¢»(uy) € L*(0,T; H*()),
2. vp,, » converge fortement vers v = t(u) dans L*(Q x (0,T)),
3. zp,,,» converge uniformément vers 0,
4. wp,, » converge fortement vers w dans L*(Q x (0,T)).
De plus, le couple (u,w) est une solution faible du probléme (P) au sens de la définition 6.1.5.

Preuve. L’estimation (6.23) permet d’obtenir la convergence de up,,,x vers u pour la topologie faible-x
de L (Q2x (0,T")). Les estimations sur les translations en espace (lemme 6.2.4) et en temps (lemme 6.2.6),
sur u, v, z et w permettent d’obtenir la compacité nécessaire a ’application du théoréme de Kolmogorov
(cf. Eymard et al. (2000)). On obtient ainsi la convergence forte pour ¥ (up,, ), VD, x> 2Dy, A €6 WD, A,
vers, respectivement, 1(u), v, z et w dans L?(Q x (0,7)) quand m — oo et quand A — oco.

On a vu que zp,, » converge vers z dans L?(Q2 x (0, 7)) quand m — oo. De plus, z vérifie estimation
(6.38), qui devient lorsque A — oo,

2]l 22 (@x 0,1y) = O- (6.82)
On a donc bien vérifié que zp,, » converge vers 0.

Il reste & prouver que le triplet (u,w) est bien une solution faible du probléme (P) au sens de la
définition 6.1.5. Pour cela, pour toute fonction test ¢(z,t) € C°(Q x (0,T')), on multiplie le schéma par
dp(zk, (n + 1)&), puis on le somme sur n puis sur K. L’équation (6.18) donne T'5 + Tig = Ti7, avec

N

Ti5 = Z Z mr(upt —ul)e(TK, (n+1)&)
n=0 KeT

N
Tis=Y > dplzr,n+1)&) > 7o Q™) — i)

n=0KeT LeEN(K)
N B
=3 " mxdp(ex, (n+ @) f(w]) (X - of)
n=0KecT

&t—0,n—00

T
De fagon classique (cf. Eymard et al. (2000)), on obtient que = lim  Ti5 = — [ [upidzdt— [ ug(z)p(x,0)dzdt,
0Q Q

T
et que  lim Ty = [ [¢Y(u(z,t))Ap(z,t)dzdt. En effet, 1(up,) converge fortement vers ¢ (u). Et fi-
& —0,n—00 00

)

T
nalement, comme vp,) converge fortement vers v et wp,x vers w, on a o lim Tz = [ [o(z,t)F (w,v).
—0,n—00 0Q
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De plus, comme vp x = Y(up,r) — 2p,x, On & v = P(u) — 2z, et comme ||z]|| = 0, on obtient finalement

T
que v = ¢(u). Par conséquent, lim Ty = [ [¢(z,t)F (w,¢(u)). La fonction u vérifie donc bien la
&—0,n—00 00

3

définition 6.1.5 de la solution faible de (P).
|

6.4 Résultats numériques

6.4.1 Un cas 1D
On choisit les valeurs numériques suivantes
X=07 X=03 =01 pu=5 T=05 (6.83)

On définit le domaine Q = [0, 1], discrétisé avec un pas d’espace constant h = 0.005 et on utilise un pas
de temps constant & = 10 h. Les conditions initiales et limites sont

S

(z,t) =0.5, Vzedtel0,T]
o(z) =1, Va € Q
o(z) =0.1, Vzef

U

g

Le but de ces tests est de montrer que pour h et & fixés, la solution du schéma Pp ) converge vers
la solution du schéma Pp. Pour A = 10, on observe un décalage entre les solutions, notamment sur w (cf.
figure 6.1). Le décalage sur u est plus faible (cf. figure 6.2). En faisant tendre A vers l'infini, on vérifie
que la norme de zp ) tend vers 0 (cf. figure 6.3), et que lerreur entre wp et wp ) tend également vers 0
(cf. figure 6.4).

—uo(@,05)

—up \(z,0.5) avec A = 10

—wp(x,0.5) 0431

—wp x(z,0.5) avec A = 10 042

L L ! ! ! ! ! L L L L L L L L L L
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1

F1G. 6.1: Profil de wp ) et wp pour t = 0.5 F1G. 6.2: Profil de up et up pour t = 0.5

: : HETHIH ! i ‘_HwD)A(JLO.S)7wp(ar,0.5)HL2(Q)‘ L ~
_HZD»)\HLQ(QX(O,T)) s B 107 : ; L L
107 ] i i 10' 10° 10° 10" 10° 10°

10' 10° 10° 10* 10° 10° A

F1G. 6.4: Norme L? de l’erreur entre wp,) et wp

FIG. 6.3: Norme L? de zp y en fonction de A .
’ en fonction de \
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6.4.2 TUn cas 2D

On définit Q = [0, 1]x[0, 1], discrétisé par un maillage cartésien régulier (nxn), ce qui donne mg = 2.

Les valeurs numériques des différents paramétres sont données par (6.83).

Les conditions limites et initiales sont

uw,t =0.5 V:UE@Q tE[O T]
{ € ([0.3, 0.7] x [0.3, 0.7]) (6.84)
s1non
wo(z) =0.1 ,y) € Q

L’erreur initiale zg(z,0) est initialisée par une loi normale tronquée (cf. figure 6.5). La solution (u,w) et
la fonction z, pour t = 0.5 et t = 1, sont représentées sur les figures 6.6 & 6.11.

< o
IS o
o
o . .

-0.02 -0.01 0 0.01  0.02 0.03

F1G. 6.5: Erreur initiale : zo(x)

015 02 025 03 035 04 045

F1G. 6.6: Profilde v 4 t = 0.5 F1G. 6.7: Profil de w 4t = 0.5 F1G. 6.8: Profil de z 4t = 0.5
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F1G. 6.9: Profildeu at =1 F1G. 6.10: Profil dew at =1 Fi1G. 6.11: Profilde z at =1

On étudie Derreur entre les solutions obtenues avec les deux schémas numériques. A convergence en
espace et en temps (mx = 107*, & = 10mg), on calcule pour différente valeur de A (cf. figure 6.12)
I’erreur entre les solutions définie par

[N

Nt )
E(uy,u) = (Z > mcdt (ux — u)z) . (6.85)

n=0KeT

A partir de A = 10, qui est la valeur minimale de \ permettant de respecter les hypothéses des différents
théorémes de convergence, l’erreur entre les solutions obtenues avec chacun des deux schémas diminue.
On calcule également la norme L? de 2p_, lorsque (mg,10mg) — 0, pour différentes valeurs de A (cf.
figure 6.13). On constate que pour des valeurs de \ trop faibles, cette norme ne tend pas vers 0.

10° T :
1 | =—E(uy,u)
o =Bl 0))
- e en e ]
5 10°
2 lell
w 0k 4
107 »
N 10°F .
10 -
10° 1 f
10 10 10 10 10° 10° 10 10 10 10 10
A h
FIG. 6.12: Erreur entre les solutions F1G. 6.13: Norme L2 de z
On définit,

D=

E.(h) = <Z mK&zo(w)2> (6.86)

KeT

avec h = 3 et & = 10mg. Lorsque A — 0, on vérifie que || zp, || = Ez (cf. figure 6.14).

69



Chapitre 6. Etude mathématique de la convergence du schéma pénalisé

107 : : : : e
| ——n=10]

—=—n = 20/

—o—n = 30|

1——n=40

n = 504

FIG. 6.14: Norme L? de z en fonction de mg, & et A
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Troisiéme partie

Mise en oeuvre des différents schémas
numeériques



Cette partie est consacrée a 1’étude des résultats numériques.

Nous cherchons tout d’abord & montrer que les différentes hypothéses faites lors de la modélisation et
lors de I’écriture du schéma sont raisonnables. La premiére étape est de montrer que malgré les hypothéses
de simplification faites pour la modélisation d’un systéme géochimique, le modéle final retenu est capable
de reproduire des résultats corrects. Deuxiémement, on s’intéressera aux hypothéses empiriques qui ont
guidé les choix faits pour le découplage du probléme d’écoulement multiphasique réactif.

L’une des originalités de la méthode (Rs-TF) est la correction d’erreur par pénalisation. Une étude
portera sur l'efficacité de cette méthode pour corriger ’erreur de splitting, et une seconde étude permettra
de montrer la convergence d’un tel schéma dans un cas simplifié.

Enfin, une étude permettra de comparer les résultats obtenus avec le schéma global implicite par
rapport & ceux obtenus avec le schéma (Rs-T7*). Cette étude permet de valider de fagon qualitative le
schéma (Rs-Tr).
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Chapitre 7

Validation des hypothéses

7.1 Validation de la modélisation d’un systéme géochimique

De nombreuses hypothéses de simplification sont utilisées pour la modélisation d’un systéme géo-
chimique (cf. chapitre 2), notamment pour le modéle d’activité (modeéle idéal) et également pour la
modélisation des cinétiques de précipitation et dissolution. Afin de valider la modélisation utilisée et de
montrer que les hypothéses de simplification sont raisonnables, on étudie la mise & ’équilibre d’un systéme
géochimique donné.

Le systéme géochimique étudié ici provient d’une étude réalisée par Gunter et al. (1997). Le choix de
ce systéme a été guidé par plusieurs raisons. Premiérement, le systéme minéralogique étudié est réaliste
puisqu’il s’agit d’une minéralogie représentative de I’aquifére d’Alberta, dans lequel il est envisagé d’in-
jecter et de stocker du cos. De plus, les différentes données nécessaires (constantes d’équilibre, constantes
de précipitation et de dissolution, etc.) sont trés bien décrites dans I’article de Gunter et al. (1997), et par
conséquent il est facile d’essayer de reproduire les résultats obtenus par les auteurs et de les comparer.
Cette étude a également été reprise dans Azaroual et al. (2003) qui ont obtenu des résultats similaires.
Nous comparerons nos propres résultats avec les graphiques issus de Azaroual et al. (2003).

La situation étudiée est une situation sans transport. Le but est de comparer I’équilibre chimique
obtenu lorsque le systéme géochimique est déstabilisé par la présence de cos. Pour simuler ce cas, on
effectue donc une simulation avec une seule maille dans laquelle le co, est présent sous forme gazeuse
tout au long de la simulation avec une pression partielle de 90bars. Initialement, la composition de I’eau
est celle de laquifére d’Alberta, acidifiée par la présence du co,. La simulation est faite sur une durée de
100 ans & une température de 105°C.

Les minéraux présents sont les suivants : quartz (87%), k-feldspath (2%), albite (1%), kaolinite (2%),
sidérite (1%), annite (5%), dolomite (1%), calcite (1%) et muscovite (0%). La muscovite n’est pas initia-
lement présente mais peut apparaitre par la suite. Les espéces et éléments choisis sont :

& = {H,C,Ca,0,5i,Na,Al,Mg,K,Fe}
n(&) = 10,
S { hoo, bt heog , co¥, ca®t, sio¥ ,na™t, al>t, mg** kT, fe*t, col, }
calcite, quartz, kaolinite, k— feldspath, albite, annite, dolomite, sidrite, muscovite
n(S) =21

Le systéme comporte donc 11 espéces en phase aqueuse, 1 espéce en phase gazeuse et 9 espéces minérales,
correspondant & 9 phases solides pures. Une unique réaction équilibrée en phase aqueuse est définie :
co¥ + hso = ht + hcoz . Les réactions de dissolution et précipitation des minéraux s’écrivent :
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calcite + ht = ca®t  + heoy

quartz = si0y

kaolinite + 6 ht <= 2 a** + 2 sio¥Y + 5 ho

k-feldspath + 4 ht <«— al**  + k* + 2 hgo 4+ 3 sio¥

albite + 4 W = al®t  + nat  + 2 hso + 3 sio¥

annite + 10 At = al®t 4+ kt + 3 fe?t + 3 sio¥ + 6 hyo
dolomite + 2 h = ca®t  + mg*t 4+ 2 hcoy

sidérite + ht = fet  + heoy

muscovite + 10 ht <— kt + 3 al*t 4+ 3 sio¥ + 6 ho

Le coefficient de dissolution, k2, d’un minéral tient compte d'un coefficient de dissolution en milieu
acide, k2, d’un coeflicient de dissolution en milieu neutre, k', et d’un coefficient prenant en compte la
quantité de coy dissous. Cela correspond & choisir k¢ de la fagon suivante

kg = kga/(h‘F) + k7 + k%% Peo, (7.1)

P.,, est la pression partielle du CO, (ici 90 bars). Pour tous les minéraux, le coefficient de précipitation
est

k=1 (7.2)

Choisir k2 =1 revient & précipiter trés rapidement.

Les constantes de cinétique des minéraux, les constantes d’équilibre des réactions, ainsi que la com-
position de ’eau initiale sont décrites précisément dans I'annexe A.

Les résultats obtenus sont similaires & ceux obtenus par Gunter et al. (1997) et par Azaroual et al.
(2003). On représente sur la figure 7.4(a) ’évolution du quartz au cours du temps. L’évolution du quartz
ne figure pas dans les résultats de Gunter et al. (1997). La figure 7.1(a) représente ’évolution des minéraux
A cinétique lente (& comparer avec la figure 7.1(b)), puis les minéraux a cinétique rapide (les carbonates :
calcite, dolomite, sidérite) sont représentés sur la figure 7.2(a) en échelle logarithmique pour le temps (&
comparer avec la figure 7.2(b)). La dolomite et la sidérite sont & nouveaux représentés sur la figure 7.3(a),
mais sans échelle logarithmique (& comparer avec la figure 7.3(b)).

0.035

¢ kfeldspath

g o * annite e
:fo o albite il

0.025 .
= = kaolinite F siss ]
& o muscovite § T
7 i [+ncoti
R E i | Annite
g 0.015% ] o015 & |+ K-Faldspath
g 3 |+ Albite
ks
=]
=

0.005

¢ 10 @ W M 50 60 0 0 w0 100
100 Tamps (anndes

Temps en années

(a) Minéraux a cinétique lente (b) Minéraux a cinétique lente, résultats de Azaroual
et al. (2003)

Fi1G. 7.1: Mise a I’équilibre du systéme minéralogique de 1’Alberta, comparaison avec les résultats de
Azaroual et al. (2003)
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E
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e
wn
L 002f e
S .
= .
001 Tmmm s m T
.
M
0 i i L) " "t
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(a) Minéraux & cinétique rapide

B.ODE-02

(b) Minéraux a cinétique rapide, résultats de Azaroual
et al. (2003)

Fi1G. 7.2: Mise a l’équilibre du systéme minéralogique de 1’Alberta, comparaison avec les résultats de
Azaroual et al. (2003)
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(b) Dolomite et sidérite, résultats de Azaroual et al.
(2003)

Fi1G. 7.3: Mise a I’équilibre du systéme minéralogique de 1’Alberta, comparaison avec les résultats de

Azaroual et al. (2003)
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Moles de minéral par kg d’eau

0 0 20 3 40 50 6 70 8 9% 100
Temps (années)

(a) Quartz

F1G. 7.4: Mise a l’équilibre du systéme minéralogique de 1’Alberta, comparaison avec les résultats de
Azaroual et al. (2003)

Le systéme met 46 ans pour atteindre un état d’équilibre. Les phénoménes les plus rapides sont la
dissolution de la calcite (dissolution compléte en 3.5 ans), accompagnée d’une précipitation de la dolomite.
Le quartz précipite jusqu’a ce que 1’état d’équilibre soit atteint. Il précipite avec différentes vitesses en
fonction de la cinétique des autres minéraux. L’annite se dissout complétement en 7 ans. Parallélement la
kaolinite précipite. Le comportement de la kaolinite s’inverse lorsque la muscovite commence & apparaitre
(début de précipitation & 13 ans). Le k-feldspath est complétement dissous en 26.5 ans, ’albite en 46 ans.
Une fois que 'albite a totalement disparu, le systéme est & 1’équilibre et n’évolue plus.

Ces résultats, en accord avec ceux de Gunter et al. (1997) et de Azaroual et al. (2003), permettent de
montrer que malgré les simplifications réalisées, le modéle utilisé au cours de cette thése est suffisant pour
reproduire une mise & I’équilibre d’un systéme géochimique. Notamment, le choix d’un modéle idéal pour
le calcul des activités et une loi simplifiée de cinétique, n’influencent pas I’équilibre chimique obtenu.

7.2 Validité de ’hypothése de découplage

On souhaite étudier la validité de I’hypothése de découplage H1, c’est & dire justifier le fait d’associer
le calcul des échanges eau-gaz et le calcul d’écoulement. Pour faire cela, on modifie ’équilibre eau-gaz
en faisant varier la solubilité du co, dans I’eau, et on observe les changements induits sur la vitesse de
Darcy, et donc sur I’écoulement. Cette étude est réalisée sur un modéle 1D ou le systéme géochimique se
limite & une unique réaction eau-gaz.

7.2.1 Description générale

On modélise un écoulement diphasique avec dissolution du gaz dans ’eau dans un aquifére horizontal
de longueur L. On injecte du dioxyde de carbone avec un débit constant égal a4 0,01m® par jour, en
condition de fond, pendant vingt ans entre les dates t = 2 ans et t = 22 ans. On observe I’évolution du
systéme jusqu‘a la date ¢ = 30 ans.
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7.2 Validité de I’hypothése de découplage

F1G. 7.5: Schéma de la colonne 1D horizontale
Q

o P

dist

Les bords du domaine sont imperméables, & ’exception du bord vertical & droite. La pression est
imposée, P = 100 bars. Initialement, il n’y a pas de gaz dans le domaine. La porosité est uniforme
(® = 0.2), ainsi que la perméabilité (K = 100mD). Il n’y a pas de pression capillaire. La densité de
I’eau est constante ainsi que les viscosités de ’eau et du gaz. Le détail des paramétres utilisés pour la
simulation se trouve dans ’annexe B.

Le systéme compositionnel utilisé pour ce test est trés simplifié. Le gaz est constitué d’une seule espéce
qui peut se dissoudre dans 1’eau.

Adimensionnement

Dans ce cas, le probléme peut se réécrire de la facon suivante :

® (£uSu(1 - X)), - (Ew(l—X)KSwP) —0
@ (€uSuX + (1 - 5,)), — (6. XESeP, 1+ £, K0P — g

1l est possible d’adimensionner cette équation en divisant ’équation par £, et en posant ¢t = T =

et P = %. On obtient alors les équations adimensionnées suivantes

s

ﬁ7

(Sw(l = X)), = 552 (1 = X)SuPy), =0
(SuX +£(1 - S,)), — KIP (XS P, +£4=5) S>P) - QT

La vitesse de Darcy de la phase aqueuse qui vaut, avant adimensionnement :

K
Uy = __Swpz;

w
devient : % T
w==(R)
Le débit d’injection adimensionné est alors
— T
=@—=~0.11
Q=Q7 =0

7.2.2 Les résultats

Pour faire varier le solubilité du co, dans I’eau, on fait varier la constante de Henry (de 50 & 10%).
Plus la constante de henry est forte, moins le gaz est soluble dans le I'eau (figure 7.2.2). On s’intéresse
alors au profil de la vitesse de Darcy (adimensionnée) obtenue pour la phase aqueuse sur une interface
au centre du systéme (x = 0.5) au cours du temps (cf 7.2.2). On constate que la vitesse de Darcy de la
phase aqueuse est fortement corrélée avec la solubilité du cos.

1l est possible de distinguer plusieurs phases dans I’évolution de la vitesse.
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1. Tout d’abord, avant le début de ’injection le systéme est & 1’équilibre, la vitesse est nulle.

2. Lorsque l'injection commence, la vitesse augmente rapidement pour atteindre un palier. Lors de
cette période, le gaz injecté se dissout dans la partie du domaine précédant le point d’observation.
La valeur de la vitesse atteinte et la durée de cette période dépendent de la constante de Henry.
Plus la constante de Henry est forte, plus la valeur de la vitesse est grande. En effet, la solubilité
étant plus faible, on dissout peu de gaz, et la quantité de gaz est donc plus grande. Or, étant donné
les différences entre la densité de l'eau et celle du gaz (une tonne de co2 sous forme gazeuse occupe
prés de 1,5 m3, alors qu’une tonne de co2 dissout dans I’eau occupe 1 m? seulement), le volume &
déplacer est alors plus important et par conséquent la vitesse est plus grande.

Plus la constante de Henry est forte, plus la durée de cette période est courte. En effet, la fin de
cette période correspond au moment ol toute I’eau dans la partie du domaine précédant le point
d’observation est saturée en gaz. Or, plus la solubilité est faible, plus cela se produit rapidement.

H Umax date fin période 2
50 0.08 0.1

100  0.07 0.122

500 0.048 0.244

1000 0.04 0.374

3. Lorsque toute ’eau dans la partie du domaine située en amont du point d’observation est saturée
en gaz, il n’y a plus de dissolution possible et par conséquent les fluides se comportent comme
des fluides immiscibles. Ce moment correspond & 'apparition de la phase gazeuse dans la maille
précédent U'interface observée (cf figure 7.2.2). La solubilité n’a alors plus d’influence sur ’écoule-
ment. Les vitesses obtenues pour les différentes valeurs de Henry ont alors toutes le méme profil.
Elles correspondent & un débit & travers 'interface d’observation identique au débit d’injection (cf
figure 7.2.2). En effet, comme il n’y a plus de dissolution, il n’y a plus de changement de volume.
Néanmoins la vitesse n’est pas constante car la quantité de gaz est de plus en plus grande et par
conséquent, bien que le débit total soit alors constant, le débit de gaz augmente et le débit d’eau
diminue (et donc la vitesse).

4. La derniére période commence lorsque l'injection est stoppée. Comme il n’y a pas de gravité (do-
maine horizontal) et pas de diffusion, le systéme est a I’équilibre et la vitesse est alors nulle.

0.02

T

0.018

0.016

T

T

0.014

o
o
=
N
T

0.008

T

0.006

T

T

0.004

0.002

T

| | | | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

H

Fic. 7.6: Fraction molaire d’équilibre en fonction de la constante de Henry
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F1G. 7.7: Vitesse de Darcy (adimensionnée) de la phase aqueuse.
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F1G. 7.8: Saturation de gaz au cours du temps dans la maille précédant le point d’observation.
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Q sur l’interface

0.12 :
H =50
01r —H =100 |-
H =500
0.08} ——H =1000|
0.06F |
0.04F 4
0.021 F 4
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F1a. 7.9: Débit (adimensionnée) traversant la face considérée au cours du temps.
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Chapitre 8

Correction d’erreur par pénalisation

Ce chapitre est consacré 3 la correction d’erreur par pénalisation. On souhaite étudier I’effet de I'ajout
d’un terme de pénalisation sur le schéma.

Premiérement, on souhaite savoir si la pénalisation permet bien de réduire 'erreur due au splitting.
On proposera également d’autres méthodes de correction d’erreur afin de mieux évaluer efficacité de
la, méthode de correction d’erreur par pénalisation. De méme, il est également intéressant d’étudier la
possibilité d’ajouter le terme de pénalisation sur 'un ou 'autre des modéles, méme si on n’envisage pas
de le faire sur des problémes complexes. Deuxiémement, on se demande si le schéma pénalisé proposé est
un schéma convergent, et s’il converge vers la méme solution qu’un schéma global implicite.

Deux problémes simplifiés serviront pour cette étude. Le premier est un probléme 0D simplifié conte-
nant les principales caractéristiques du probléme d’écoulement multiphasique réactif (opérateur de trans-
port non linéaire, deux réactions en compétition dont 'une est fortement couplée au terme de transport).
Le second est un probléme de type diffusion-réaction, pour lequel nous montrerons la convergence du
schéma pénalisé vers une solution faible.

8.1 Ecriture d’un probléme 0D simplifié

Pour étudier la correction d’erreur par pénalisation, on étudie un probléme 0D simplifié qui reprend
les caractéristiques principales du probléme complet, & savoir un terme de transport non linéaire, et une
compétition entre deux termes de réaction, Ty, et Tz. L’intérét de ce probléme est qu’il permet de comparer
les solutions obtenues numériquement avec une solution analytique, ce qui permet de bien visualiser le
fonctionnement de la correction d’erreur par pénalisation.

Le systéme s’écrit

{ ug + L (u,0(t,u) +To +Tp =0 (8.1)

u(0) = ug

ot L(u1,v(t,us)) = (urv(t,u2) —uv(t,w)), v(t,u) représente la vitesse d’écoulement et @ est la condition
limite.

Le schéma global implicite, noté (Sc), pour la résolution de (8.1) s’écrit

un+1 —uh

(%)

+ L (w0t u™h) + TP + T =0 (8.2)

Par analogie avec le probléme complet d’écoulement multiphasique réactif (2.35), on peut écrire le
schéma (Rs-Tr) pour le probléme (8.1). On considére que T, est un terme de réaction qui influence
Pécoulement et qui est donc pris en implicite dans le modéle (Rs) et en explicite dans le modéle (7). Le
terme de réaction Tz est un terme de réaction qui influence peu I’écoulement, il est donc pris en explicite
dans le modeéle (Rs) et en implicite dans le modéle (7). La vitesse est calculée par le modéle (Rs). On
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obtient alors le schéma suivant :

n+l _ , n
(Rs) BB L (w06 upfh)) + T2 4+ T30 4 (uh, - ufp) = 0 (8.3)
n+l _ , n .
() w + L (s w(E L unt ) 4 TR Tﬁn+1,7;~ -0

Le terme 7715 yutilisé par le modéle (Z+) est déduit de la résolution du modeéle (Rs). On a donc,
pour tout n > 0,
n+1

— n
pyrie 2 g 0, ) 4 T A G - o) 64

Le terme Tg’q} utilisé par le modéle (Rs) est déduit de la résolution du modéle (), si c’est possible,

c’est & dire si n > 0. En effet, pour n = 0, aucune résolution de (7*) n’a été effectuée. Le terme Tg’ﬂ
s’écrit donc

pour n =0, Tg’ﬁ =0
+1
0. T — _u% —ug L (uP+! (gL ntly) — pntliEs
pour n > U, 8 = o (UT} ,’U( s U s )) a

(8.5)

8.2 Solution analytique et résultats numériques

On pose v(t,u) = u, si (t1 <t < t2) et v(t,u) = 0, sinon. On pose T, = c(u — @) et Tz = d(u — ).
Ces expressions de v, T,, et T permettent de trouver une solution analytique.

Les paramétres sont (¢ =0.7,d =0.4,a =0.6,5 = 0.1,¢; = 100,¢, = 150), la condition initiale est
u® = 0.5 et la condition limite est @ = 0.8.

8.2.1 Ecriture de la solution analytique

Le probléme s’écrit maintenant

ut+u2+u(c+d)+(62—ca—dﬂ):0 sit) <t <t (8.6)
ugt+u(c+d) —(ca+dB)=0 sinon '
On pose ueq = “;]:Zﬁ . La solution analytique (cf. figure 8.1) s’écrit

Ueq + (U0 — ueq)e_(c+d)t sio<t<ty
—k (s1—s2)t

ult) = 181_6 k€(81—82_; = sith<t<t (87)
Ueg + (U2 — ueq)e_(c"'d)t Site <t<T

avec Uy = Ugq+(Uug—ueq)e™ HIh gy ==
_ —(etd)+/(c+d)2 4@ —ca—dB)
- . )

1—ke(s1—s2)t2 s1—uq

et so

u(t) 0.5 L ’

L I L I I I L I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Fi1G. 8.1: Solution analytique
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8.2 Solution analytique et résultats numériques

8.2.2 Reésultats numériques

Pour étudier I'influence de la pénalisation, on fait varier le paramétre A de 0 & 3.5. Le paramétre A
ne peut étre choisi trop grand afin de conserver un schéma stable. L’erreur entre deux solutions u; et us
est calculée de la fagon suivante :

N
1
Blur,uz) = 7= 3 &[uf — uf| (8.8)
n=0

On g’intéresse 4 'erreur commise par rapport a la solution obtenue avec le schéma couplé implicite, et par
rapport a la solution analytique u(t). On constate que toutes les erreurs diminuent jusqu’a approximati-
vement A = 2 (cf. figure 8.6). Ensuite, ’erreur augmente. Ceci signifie que le schéma est devenu instable
et par conséquent la solution oscille. De plus, on constate que quelque soit la valeur choisie pour A, le
schéma global implicite est toujours celui qui donne ’erreur la plus faible.

Lorsque A = 0, les schémas (Rs) et (I+) évoluent séparément (cf. figure 8.2). Ce cas correspond & un
splitting sans correction d’erreur. Plus A augmente, plus les deux solutions se rapprochent rapidement.
Mais on constate également de plus fortes oscillations au début (cf. figures 8.3 et 8.4). Et finalement,
lorsque A est trop grand, les solutions oscillent fortement (cf. figure 8.5).
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FiG. 8.2: Solution pour A =0

I I I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

F1G. 8.4: Solution pour A =2
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FiG. 8.3: Solution pour A =1
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F1G. 8.5: Solution pour A = 3
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Chapitre 8. Correction d’erreur par pénalisation

Erreur

F1G. 8.6: Erreur en fonction de A

8.2.3 Importance de ’initialisation

Initialement, le premier terme de réaction utilisé par le modéle (Rs), Tg’:ﬁ’ est nul, car dans un cas
général, aucune information ne permet d’ajuster ce terme. Dans ce cas simplifié, il est possible d’initialiser
correctement Tg car on dispose d’une formule analytique, ce qui donne

T3 = d(uo — f). (8.9)

Il est donc possible d’utiliser (8.9) pour initialiser le modéle (Rs). Cette initialisation est évidemment de
meilleure qualité. On constate une amélioration importante sur la qualité de la solution (cf. figure 8.7
et figure 8.8) d’un point de vue de la régularité initiale. En terme de précision, pour A = 0, l’erreur par
rapport & la solution exacte est diminuée d’un facteur 2 environ, mais pour A = 2, ’erreur est du méme
ordre de grandeur. En effet, sans correction d’erreur (i.e. A = 0), le fait de partir dés le début dans la
bonne direction grace & une bonne initialisation permet de réduire l’erreur de t = 0 jusqu’au début de la
période d’injection. Mais, lorsque A = 2, seules les premiéres itérations sont influencées par I'initialisation.
C’est pourquoi, l'effet sur 'erreur tout au long de la simulation est réduit.
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F1G. 8.7: Solution pour A =0, et T3 = d(u® — 8)  Fi1a. 8.8: Solution pour A =2, et T = d(u® — )

Dans le probléme complet, il n’est pas possible d’initialiser le modéle (Rs) par un calcul simple. Une
étape préalable de chimie locale permettrait de faire une initialisation correcte.
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8.2 Solution analytique et résultats numériques

8.2.4 Pénalisation du modéle (Rs) ou du modéle (7) ?

Comme on I’a dit dans la section 5.3, le choix de pénaliser le modéle (Rs) plutot que le modéle (7F)
est motivé par I'impossibilité de pénaliser un modéle disposant d’une description fine de la géochimie,
& partir d’'une solution obtenue avec une description grossiére de la géochimie. Néanmoins sur ce cas
simplifié, il est possible d’étudier ces différentes possibilités.

Pénaliser le modéle (7+) semble attractif car cela permet d’impliciter le terme de pénalisation. On
évite ainsi les problémes de stabilité du schéma si A est trop grand. Si l'initialisation est correcte, c’est &
dire si (Rs) est initialisé avec (8.9), lorsque A = 0o, le schéma (Rs — T) converge vers le schéma couplé
semi-explicite suivant

un—i—l —un

(%) 5

+ L (umt ot umth)) + TR L T = 0 (8.10)
En effet, si la pénalisation est mise sur (Z*) on force la solution de (') & rejoindre celle de (Rs), ce qui
explique qu’on converge vers le schéma (S¢) et non vers le schéma (Sc). Lorsque A — oo, l’erreur entre
la solution de (Rs) et la solution de (S&¥), ainsi que lerreur entre la solution de (7') et la solution de
(S¢), tend vers 0 (cf. figure 8.9). Or, le but étant de réduire l'erreur lorsqu’on utilise de grands pas de
temps, cette stratégie ne semble pas étre aussi intéressante qu’on pourrait le penser & priori. On constate
d’ailleurs que Verreur des solutions de (Rs) et de () par rapport & la solution exacte ne diminue pas
lorsque A — 00, & & fixé (cf. figure 8.10).

A Pinverse, lorsque la pénalisation est sur le modéle (Rs), cela force la solution de (Rs) a rejoindre
celle de (7F) qui elle est implicite. Pour de grands pas de temps, bien que la valeur de A soit limitée pour
des raisons de stabilité, il est plus intéressant de pénaliser (Rs) que de pénaliser (7F).
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il el E(up,u) ||
E(Usex, U)
10k T ¢
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F1G. 8.9: Erreur par rapport a la solution de (S¢*) F1aG. 8.10: Erreur par rapport & la solution exacte
selon A selon A

8.2.5 Ajout d’une boucle itérative

L’un des objectifs de la correction d’erreur par pénalisation est de pouvoir réduire ’erreur de splitting
sans utiliser un processus itératif trop cotteux. Les résultats précédents sur le cas simplifié montrent que
la correction d’erreur permet bien de réduire ’erreur au cours du temps, mais que localement, la solution
comporte des oscillations non physiques. C’est le cas, par exemple, au début de la simulation si le terme
Tg n’est pas initialisé correctement, et c’est aussi le cas au début et a la fin de I'injection, c’est & dire
lorsqu’il y a un changement brusque dans la physique du probléme.

Pour améliorer ce point, on souhaite étudier la possibilité de réduire ’erreur de splitting par un
processus itératif. L’idée est de n’utiliser le processus itératif que lorsque la situation physique change
rapidement. On suppose que lorsque c’est le cas, ’erreur entre la solution de (Rs) et la solution de () est
importante. Lorsque ’erreur entre la solution de (Rs) et la solution de (77*) est plus faible, on considére que
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Chapitre 8. Correction d’erreur par pénalisation

la correction d’erreur par pénalisation est suffisante. Il faut donc choisir un critére d’arrét des itérations
qui ne soit pas trop strict afin que les itérations ne s’effectuent que lorsque ’erreur entre les solutions est
importante. Le schéma correspondant s’écrit

' un+1,k — um B
(Rs—it) RSTRS +L (ugl’k, v, ugl’k)) + Ttk R TgH’k DX (uf, —ulh) =0
- g — ntlk | ontl |, ntlk n+1,k,Rs | mmt1,k, T
(7-it) T+L(uﬂ Tt upy ’))-{-Ta BB LT =0
tant que ugl’k - u%+1’k| >e

(8.11)
Afin de comparer les résultats obtenus avec cette méthode, on essayera également une méthode de réduc-
tion d’erreur purement itérative.

Les résultats numériques suivants correspondent au cas ou A = 2 et ou le schéma est initialisé par
Tg = 0. C’est en effet principalement les oscillations provoquées par cette mauvaise initialisation que ’on
souhaite supprimer.

On fait varier € de 1 34 10~* pour étudier I'influence du processus itératif. Plus ¢ est petit plus ’erreur
par rapport a la solution de (Sc¢) diminue. Pour une méme valeur de €, lerreur est toujours plus faible
lorsque les itérations sont associées a la pénalisation (cf. figure 8.11). De plus, le nombre d’itérations né-
cessaires est également plus faible lorsque lerreur est corrigée par pénalisation en plus des itérations (cf.
figure 8.12). On constate également que sans pénalisation, la méthode itérative a parfois des difficultés a
converger.

Associer une méthode itérative a la pénalisation peut donc se révéler utile pour améliorer la qualité
de la solution. Néanmoins, cela nécessite de trouver un compromis entre la précision voulue et le cotit
de calcul supplémentaire. Dans le cas de ce probléme simplifié, les résultats montrent que la valeur € =
6.3 x 10~2 permet de supprimer le probléme des oscillations (cf. figure 8.13) avec un nombre d’itérations
supplémentaires raisonnable (6 itérations supplémentaires pour un total de 40 sans méthode itérative).

feeeeddd
see

Erreur

nb iter

e

F1G. 8.11: Erreur par rapport a la solution de (Sc)

F1G. 8.12: Nombre d’itérations en fonction de €
selon ¢
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F1G. 8.13: Solution pour A =2 et € = 6.3 x 1072
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Chapitre 9

Comparaison de deux algorithmes

Le but de chapitre est de comparer les résultats obtenus avec les deux types de schéma sur un cas
simple. Dans un premier temps, on souhaite étudier de facon qualitative I’aspect des solutions. Puis on
étudie 'erreur entre les solutions lorsque le pas de temps diminue ainsi que le pas d’espace.

9.1 Description générale
Pour faire cette étude, on définit un cas 1D avec une chimie simplifiée. On modélise un écoulement
diphasique réactif dans un aquifére horizontal de longueur L = 1000 métres ((9.1)). On injecte du dioxyde

de carbone avec un débit constant égal & 0,01m?® par jour, en condition de fond, pendant cinq ans entre
les dates t = 20 ans et t = 25 ans. On observe I’évolution du systéme jusqu’a la date t = 300 ans.

F1G. 9.1: Schéma de la colonne 1D horizontale

dist

Le systéme géochimique défini pour cette étude n’est pas réaliste mais suffisant pour étudier les effets
du découplage des différents phénomeénes. Il est représenté sur la figure (9.2).

FiG. 9.2: Représentation du systéme géochimique

G

I

A/

La description compléte du cas étudié est en annexe C.



9.2 Les résultats

9.2 Les résultats

Le cas de la colonne 1D-CO- est utilisé pour faire une comparaison entre le schéma Sc, le schéma
(Rs-T) et le schéma (Rs-TF) avec itérations.

9.2.1 Correspondance des résultats

Dans un premier temps, on compare qualitativement (figure 9.3) le profil de la fraction molaire de
co§, & t = 22.5 ans, c’est & dire au milieu de 'injection et & ¢t = 50 ans, c’est & dire 25 ans apreés la fin
de l'injection. On observe que les résultats obtenus avec une résolution couplée et avec une résolution

N Fraction molaire de cos a t = 22.5 ans

" T T T T T T

——couplé

——découplé B
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F1G. 9.3: Profil de la fraction molaire de co2®

découplée avec itérations sont proches. En revanche, les résultats obtenus avec une résolution découplée
sans itération sont légérement différents. On observe comme prévu un "temps de retard" sur le profil (cf.
figure 9.3(a)) visible au niveau de 'avancement du front de dissolution mais ce retard n’a pas d’influence
notable sur le résultat final.

9.2.2 Calcul d’erreur

Pour analyser de fagon plus précise la qualité des résultats, on mesure l'erreur entre une solution de
référence et la solution obtenue pour différents pas de maillage.

En absence de solution analytique & ce probléme, la solution de référence est une solution numérique
obtenue par la méthode couplée avec un maillage fin de 6000 mailles. Cette solution est notée .
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Chapitre 9. Comparaison de deux algorithmes

On définit erreur d’approximation & la date ¢, en norme L1 discréte sur la variable u, de la maniére
suivante :

(9.1)

o n est choisi de maniére & ce que t € [ndt", (n + 1)6" 1.

L’étude ne sera présentée que sur une variable, a savoir la fraction molaire du co§ dans I'eau & deux
dates fixées : t = 22.5 ans et ¢ = 50 ans. Néanmoins, le comportement observé est similaire pour les
autres variables, et les deux dates choisies sont représentatives des différents comportements au cours
de la simulation. En effet, & ¢ = 22.5 ans 'injection est active (avancée rapide des fronts), a ¢ = 50 ans
I'injection est stoppée (phénomeénes plus lents).

Les résultats obtenus sont reportés sur les figures ci dessous.

Erreur sur la fraction molaire de cog
10 e : : : e . . .

q
Ll

E(t = 22.5 ans)

——couplé
—e—découplé
découplé + itérations
107 IO B N
10

FiG. 9.4: Erreur en fonction du pas d’espace & t = 22.5 ans
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9.2 Les résultats

Erreur sur la fraction molaire de cos

-1
T —— T

E(t = 50 ans)

——couplé

I | —e—découplé

F découplé + itérations
| I L L L i L i

1 0

10
_ L
h=3%
F1G. 9.5: Erreur en fonction du pas d’espace & t = 50 ans

On remarque que les courbes d’erreur correspondant au cas découplé sans itération ne tendent pas
vers zéro comme on pourrait s’y attendre. En effet & un temps ¢ fixé (lorsque le front de co2® avance), il
existe toujours un décalage entre les solutions (cf. figure 9.3(a)). Raffiner le maillage n’a aucun effet sur

cette erreur qui est due & un décalage en temps.
Comme le schéma est un splitting en temps, il est plus intéressant de s’intéresser & la convergence

lorsqu’on diminue le pas de temps. Cependant, le pas de temps n’est pas constant au cours de la simulation.
I1 est géré de facon adaptative selon un paramétre pop; et les variations constatées des variables au cours
du pas de temps. Le principe est le suivant :
1. Pour chaque variable 7, on calcule la variation relative, notée d;, par rapport & une valeur de référence
T;, au cours du pas de temps.

n+1ly _ n .
§; = max (100%)
K T
2. On prend le pourcentage de variation maximum A = max J;.
2

3. On estime un nouveau pas de temps selon la valeur de A
e Premier cas : A < po,; = on augmente le pas de temps

&2 = §" x max (p"Abj , 1.8) (9.2)

e Deuxiéme cas : pob; < A < 2pop; == on ne fait rien

ant? = gl (9.3)
o Troisiéme cas : A > 2p,p; == on diminue le pas de temps et on le refait

n+l _ ogn+1Pobj
& =248 A (9.4)
Pour étudier la convergence en temps, le plus simple serait de prendre un pas de temps constant. Néan-
moins, ceci n’est pas vraiment envisageable, car la simulation nécessite parfois de petits pas de temps (au
début de l'injection par exemple) et parfois aussi de trés grands pas de temps. Par conséquent, une étude
avec un pas de temps constant serait trés restrictive et peu représentative. On a donc choisit d’étudier
la convergence en diminuant le paramétre pon; (avec un maillage en espace constant de 1000 mailles).
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Chapitre 9. Comparaison de deux algorithmes

Pour calculer ’erreur, on utilise une norme L? en espace par rapport & une solution de référence, et on
s’intéresse & deux temps fixés : t = 22.5 ans et t = 50 ans. La solution de référence est réalisée avec le
schéma couplé pour un maillage de 1000 mailles et pon; = 0.4%.

On constate tout d’abord que I’erreur diminue bien, avec les deux schémas, lorsque la contrainte sur
le pas de temps est plus stricte (cf figures 9.2.2 et 9.2.2). L’erreur obtenue avec le schéma (Rs-7) décroit
moins vite que celle obtenue avec le schéma couplé. Néanmoins ce comportement parait logique au vu de
la méthode utilisée pour le calcul de 'erreur. La différence entre I’erreur obtenue avec les deux schémas
est plus faible pour ¢ = 50 ans que pour t = 22.5 ans. Ceci s’explique par la physique du probléme qui
est différente & ces deux dates. En effet, & ¢t = 22.5 ans l'injection est active et par conséquent, il existe
des fronts de concentration qui se déplacent vite. A ¢ = 50 ans l'injection est stoppée depuis 25 ans, les
phénomeénes sont donc plus lents, et donc les résultats sont moins sensibles au splitting.

Pour avoir une idée de la précision obtenue par rapport & une solution fine, on réalise une interpolation
linéaire sur ’erreur dans chacun des cas. Pour la méthode couplée, on obtient pour ¢ = 22.5 ans, une
pente de 2.4 et pour t = 50 ans, une pente de 2.1. Pour la méthode (Rs-77"), on obtient pour ¢ = 22.5 ans,
une pente de 0.91 et pour ¢ = 50 ans, une pente de 1.4. Ceci permet d’avoir une indication pour le choix
du paramétre pop; selon la précision voulue.

T —_— | ——Schema (Sc) |-
——Schema (Rs-Tr) |

Erreur (L2)

Pos; (%)

F1G. 9.6: Erreur pour ¢ = 22.5 ans sur la fraction molaire de co2®
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wEoo —Schema (Sc) ||
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Erreur (L2)
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Pobj

F1G. 9.7: Erreur pour ¢ = 50 ans sur la fraction molaire de co2®

Pour se rendre compte de leffet de la diminution du pas de temps sur les résultats obtenus avec
le schéma (Rs-T7), il est intéressant de regarder comment évolue le décalage en temps observé sur le
profil de la fraction molaire de co2® (cf. figure 9.2.2). On constate que ce décalage en temps se réduit
progressivement lorsqu’on diminue le paramétre popj, pour finalement obtenir un profil qui approxime
correctement le front.
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F1G. 9.8: Profil du co2* autour du front selon pgp;

Finalement, il faut maintenant s’intéresser & ’augmentation du cotit numérique lorsque pop; diminue.
On constate que le nombre de pas de temps nécessaire pour réaliser la simulation compléte augmente de
fagon exponentielle lorsque pop; diminue (cf. figure 9.2.2). Il ne semble pas raisonnable de prendre une
valeur inférieure a 2.
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F1G. 9.9: Evolution du nombre de pas de temps selon Dobj
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Chapitre 10

La dispersion

La diffusion moléculaire et la dispersion sont deux phénoménes qui tendent a réduire les gradients de
concentration des espéces en solution. L’un des objectifs de la thése est de pouvoir inclure la diffusion-
dispersion dans le schéma (Rs-Tr"), tout en conservant une résolution locale de (7). En effet, dans certains
cas, si ’écoulement n’est pas purement convectif, il est nécessaire de traiter de fagon particuliére le
terme de diffusion-dispersion si I’'on souhaite résoudre le schéma (7#) de fagon locale. La premiére étape
consiste donc & étudier, sur un cas représentatif d’une étude de stockage, ’ordre de grandeur des flux de
diffusion-dispersion par rapport aux flux convectifs.

La diffusion moléculaire dépend du constituant et de la phase fluide qui le contient. La dispersion
dépend essentiellement du milieu poreux lui-méme.

On distingue la micro-dispersion et la macro-dispersion. La micro-dispersion est lié¢ au changement
d’échelle effectué lors de la modélisation. En effet, la loi de Darcy est une loi “moyenne”; sur un VER
(volume élémentaire représentatif), considéré homogene et isotrope. En réalité, les particules ne se dé-
placent pas toutes dans la méme direction & la méme vitesse. Certaines peuvent emprunter des chemins
différents, et les frictions avec les grains de minéral peuvent ralentir le flux. La micro-dispersion traduit en
fait ’incapacité de suivre en détail le mouvement du fluide. La macro-dispersion est liée & I’hétérogénéité
du milieu poreux a ’échelle macroscopique.

Dans la suite, on limite notre étude & la macro-dispersion.

Le flux diffusif et dispersif s’exprime par une loi de Fick
Ji = {a(i)Diin (10.1)

ot D; est le tenseur de diffusion-dispersion composé d’un terme de diffusion moléculaire D" et d’un
terme de dispersion D;.
D;=D"+ D} (10.2)

Le tenseur de diffusion moléculaire s’écrit
D" = 8S,; D} Id (10.3)

et le tenseur de dispersion (non diagonal)

v-vT

[ll]

Les coefficients dy, et dr sont les coefficients de dispersion longitudinale et transversale, exprimés en m.
Il est difficile d’estimer ces coeflicients. Des relations empiriques ont été déduites & partir de mesures
expérimentales (Neumann (1990)). Ces relations établissent que les coefficients de dispersion dépendent
de I’échelle caractéristique du probléme considéré. Le caractére universel de ces lois peut évidemment étre
remis en cause (Oelkers (1996)), notamment en raison du manque de données expérimentales sur certains
types de roche.

D:} =dr ||U|| Id + (dL — dT) (10.4)
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La loi utilisée ici (Neumann (1990)) est

g, — [ 00169 L' si L<100m
L= 0.32 1083 sinon (10.5)
dr =0.33 dg,

L’échelle caractéristique du probléme est une grandeur difficile & choisir. Dans le cas d’une injection
de traceur, il peut s’agir de la distance entre le point d’injection et le point d’observation du traceur. Face
4 cette difficulté, on choisira pour notre étude une valeur moyenne, une valeur maximum et une valeur
minium afin de recouvrir la gamme des valeurs possibles. Cette étude permettra de mesurer I’influence
de ce paramétre sur les résultats.

L’objectif est de mesurer & I’aide d’un cas test, I'importance du flux diffusif, du flux dispersif et du
flux convectif. Si ’écoulement est majoritairement convectif, le traitement de la diffusion-dispersion ne
pose pas de probléme. Mais si les phénoménes de diffusion-dispersion sont du méme ordre de grandeur
que la convection, il devient nécessaire de s’intéresser & la prise en compte de ce terme.

Premiérement, la dispersion s’effectue dans la direction de la vitesse ou dans sa direction normale,
qui ne suit pas forcément les axes du maillage. On cherche donc & savoir s’il est nécessaire d’utiliser des
schémas plus précis que les schémas classiques.

Deuxiémement, pour utiliser la méthode des caractéristiques (cf. 5.5), il faut que la diffusion-dispersion
puisse étre traitée de maniére explicite sans contraindre le pas de temps de fagon excessive.

Les objectifs de ce chapitre sont :

e Etudier la nécessité d’utiliser un schéma particulier pour la discrétisation de terme de diffusion-

dispersion par rapport & un schéma deux points classiques,

e Evaluer 'importance de la diffusion et de la dispersion par rapport & la convection,

e Etudier la possibilité de prendre en compte ce terme dans le schéma découplé avec résolution de

(Tr) par la méthode des caractéristiques.

10.1 Un schéma pour le terme de diffusion-dispersion

On choisit d’utiliser le schéma VF gradient (Eymard et al. (2006)) pour la discrétisation du terme de
diffusion-dispersion. Ce schéma a été congu pour discrétiser les termes de la forme div (AVu), ot A est
une matrice non diagonale.

Il nécessite de décomposer la matrice A sous la forme

A=A-ald)+ald (10.6)

pour assurer les conditions nécessaires & la convergence.
Le tenseur de diffusion-dispersion est naturellement sous cette forme, on a

A=all+1X (10.7)

T

avec a = 85, D] +dr ||v|| et A = (dg, — dr) -

10.1.1 Notations

Soit T un maillage admissible au sens donné dans Eymard et al. (2000). On note £ l'ensemble des
faces, ..+ 'ensemble des faces externes et £ 'ensemble des faces d’une maille K. Le centre d’une maille
K est noté zg, et la mesure de cette maille s’écrit mg. On note K|L Vinterface entre les mailles K et
L. La mesure de l'interface K|L est notée m k|r- La distance entre les centres d’'une maille K et d’une
maille L est notée dg 1. Le centre de gravité d’une interface K|L est noté zg . La transmissivité d’une

| me

. 2 . m
face interne (resp. externe) s’écrit 7|y = ——= (resp T, =
KIL = e p d
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10.1 Un schéma pour le terme de diffusion-dispersion

10.1.2 Gradient discret

Le schéma VF gradient utilise un gradient discret par maille, défini par

1

(Voux = iy

> Ak (ur—uk)+ Y Ak (ue —uk) (10.8)
LeNKk TEEK ext

ou Axr = TK|L (-TK\L — .’EK). En posant

drsuk + dg sur

sio=K|L
Yo = dL,o' + dK,a’ | (109)
Uy sio € Ex NEest
le gradient discret peut également s’écrire
1 To —TK
(Vou)g = ——= @) <a§ Mo (You — uK)TK’U ) (10.10)
K

Le gradient discret ainsi défini est fortement et faiblement convergent ainsi que consistant.

10.1.3 Le schéma VF gradient - forme 1

Le produit scalaire s’écrit

mg (VUK) (AK—aKId) (V’UK)—}— % Z aK|LTK|L(uL —'LLK)(’UL —’UK)

_ LeN(K)
< U,V >D,a= Z

T GEESK A TK | (Ue — UK ) (Ve — VK )

(10.11)
On peut le réécrire de la fagon suivante
mg (Vug) Ax (Vok) — agmy (Vug) (Vuk)
<Uv>pa= Y 5 (10.12)
’ OK|o (You — ur)(Yov — vK)
KeT (oES(K) | dK

Pour obtenir le flux sur une interface, il suffit de factoriser le produit scalaire par (v —vr). On
obtient

< U,V >p o= Z FK\L VK — VL) Z FK‘(7 VK — Ug) (10.13)
o=K|LEE 0€Eeat

En effectuant la factorisation, on obtient que
FK\L = aK|LTK|L(uK —ur)+ (Vur) (AL — apld) ALk — (Vugk) (Ax — aglId) ArL (10.14)
et
Fg, = aUTK|a(uK —us) — (Vuk) (Ak — akxld) Ak » (10.15)
10.1.4 Le schéma VF gradient - forme 2

Le schéma donné précédemment correspond au schéma donné dans Eymard et al. (2006). Il existe
une autre fagon d’écrire le schéma, équivalente pour les maillages vérifiant une certaine condition, mais
qui a 'avantage d’étre coercif quelque soit la valeur prise pour a > 0. Dans ce cas, le schéma est défini &
partir du produit scalaire suivant

U'd g
< U,V >p,a= Z (mK (V'LLK) Ar (VUK) + Z mTK’RK,,,uRK,JU) (10.16)
KeT o€k
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Chapitre 10. La dispersion

avec

Ricou = ay (w — (Vug) w)

dK,a' dK,a

Les deux écritures sont équivalentes si le maillage vérifie la condition suivante

et si

Ty —TK
NK,c = dr
0

oK, =Vad

(10.17)

(10.18)

(10.19)

Un maillage cartésien vérifie la condition (10.18). Pour obtenir ’équivalence, il faut développer le produit

scalaire (10.16). On obtient

Modk,o _
Z —a RK,{,'LLRK,UU =

o€l

o€EK

et donc

niadﬁfa
E ——7;4—Ihggufhg,v:=
oE€EK

De plus, d’aprés (10.19), on a

= e (ane)? (

e = (Vus) ) (2452 — (Vo) 25725

di o K,o

(ak,0)?(You — uk) (Yo — vK)

Mg
Z dd

T

o€l
— (Vuk) z %(QKJV(’%U_UK)TLK,U

o€EEK
— (Vuk) Z %(QK,U)z(’YUU - uK)nKJ

c€EEK

a'd g
+ (Vug)* Z MoCka dK’ (aK,U)ZnK,U(nK,o)t) (Vo)
oefK

Z &(’Yau —uK)(Vev — VK)

oc€Ex K,o
— (Vug) Z Me(Yo¥ — VK )NK 0
nladkﬂalz R _ 0EEK
Z d K,oUllK oV = QK — (V’UK) Z m,(m,u - UK)TLKJ
c€EEK oCEx
+ (Vug) ( Z My (T — -’L'K)(nK,o)t> (Vuk)
o€k
Or comme
Zm,,(m,, —zk)(nK,s ) = mklId,
g
on obtient m
Z —J(’You - uK)('YJU - UK)
o€k Ko
Mod o — (Vuk) Z Mo (Yo¥ — VK )NK,o
Z TRK,O'URK,G'U = 0K c€EK
o€EEK

D’apreés (10.18) et (10.10), on a

nladkla
E TRK,JURK,GU = aK

o€l

- (Vuk) Z Mo (YoU — UK)NK,0

o€EK
+mgK (VUK)t (V'UK)

m
> (You — uk) (Y50 — vK)
dK'a
o€k ’

—2mK (VUK) (VUK)
+mg (V'LLK)t (V’UK)

(10.20)

(10.21)

(10.22)

(10.23)

(10.24)

(10.25)
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et donc

Z L”ZK"’ Rk ,uRk,,v = ak ( Z ( L (You — uk)(Yov — UK)) — mx (Vuk) (V”K)> (10.26)

d
o€k o€k Ko

Le produit scalaire (10.16) s’écrit finalement

Mo
< U,V >p,a= Z (mK (Vuk) Ak (Vuk) — akmi (Vuk) (Vuk) + akx Z d—('yau —ur)(v,v — ’UK)>
K,o
KeT o€fk ’
(10.27)
On retrouve bien la forme précédente (10.12).

10.2 Le cas test étudié

Le cas étudié est un cas 2D. Afin de se rapprocher des contraintes des cas réalistes, on souhaite
étudier un cas dans lequel la perméabilité n’est pas uniforme (mais constante) et on utilise également des
perméabilités relatives particuliéres et des pressions capillaires.

La perméabilité est K = 3000 mD dans I’ensemble du domaine excepté sur une bande allant de
z=—-8704 2= —880m, ot K =10 mD.

Le CO, est injecté pendant 10 ans, & raison de 0.02 millions de tonnes par an.

Le domaine (figure 10.1) a une longueur de 1 km, une profondeur de 100 m et une hauteur de 200 m.
On discrétise le domaine avec un maillage (83 x 1 x 26) non régulier, raffiné horizontalement a la verticale
au dessus du point d’injection et raffiné verticalement en haut du domaine, et & proximité de la couche
ou la perméabilité est plus faible.

Les bords supérieur et inférieur sont imperméables. Ils sont situés, respectivement, & z = —800 m et
z = —1000 m. Les bords verticaux ont une pression hydrostatique imposée (référence P, = 1 bar pour
z =0), avec un AP de 0.02 bar sur le bord gauche afin de créer une vitesse de circulation dans 'aquifére.
Ceci correspond & une vitesse de Darcy (horizontale) égale & 0.8 mm.j~! dans la zone ou la perméabilité
est de 3000 mD et égale &4 3 x 10~2 mm.j~! dans la zone ot la perméabilité est de 10 mD.

2277722277222227722227722227772222722222 7722277722727
200

A
Y

1000

Fi1G. 10.1: Représentation du domaine géométrique

Les perméabilités relatives sont données par la figure 10.2. Les pressions capillaires sont différentes
selon la valeur de la perméabilité (figure 10.3).
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F1G. 10.2: Perméabilité relatives F1G. 10.3: Pression capillaire

Le but des simulations effectuées est d’étudier 'influence de la dispersion sur les résultats et d’évaluer
son importance par rapport & la convection. Pour cela, on réalise des simulations avec et sans diffusion-
dispersion afin de comparer les résultats. Les simulations avec dispersion seront réalisés avec 3 longueurs
caractéristiques qui permettent de couvrir la gamme des valeurs possibles pour les coefficients de disper-
sion. Pour la valeur médiane, on réalisera les simulations avec un schéma classique et avec le schéma VF
gradient (en essayant plusieurs valeurs du paramétre «).

La premiére remarque est que la diffusion moléculaire est négligeable par rapport & la dispersion. Par
conséquent, la suite de ’étude est plutdt consacrée a la dispersion.

Pour comparer les résultats d’'une simulation & I’autre, on compare ’évolution du bilan de carbone
dans le systéme, et on effectue une comparaison qualitative des résultats & la fin de l'injection.

Le profil de la fraction molaire de cos et de la saturation de gaz donne une idée de I'influence de la
dispersion sur les résultats. On constate que lorsqu’il y a de la dispersion, le profil de co, est beaucoup
plus étalé (cf. figures 10.4 &4 10.12). Le profil de la saturation de gaz est similaire avec ou sans dispersion
pendant la période d’injection (cf. figures 10.13 & 10.15). En revanche, on constate qu’une plus grande
quantité de gaz reste piégé dans la couche a perméabilité faible en I’absence de dispersion (cf. figures
10.16 & 10.18).

F1G. 10.6: Fraction molaire de cos
avec dispersion & t = 5 ans,
schéma VF gradient

F1G. 10.4: Fraction molaire de cos F1G. 10.5: Fraction molaire de cos
sans dispersion & ¢t = 5 ans avec dispersion & ¢t = 5 ans

F1G. 10.9: Fraction molaire de cos
avec dispersion & ¢ = 10 ans,
schéma VF gradient

Fi1aG. 10.7: Fraction molaire de co, F1G. 10.8: Fraction molaire de cosy
sans dispersion & ¢ = 10 ans avec dispersion & ¢ = 10 ans
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FiG. 10.12: Fraction molaire de
co, avec dispersion & t = 100 ans,
schéma VF gradient

F1G. 10.10: Fraction molaire de  F1G. 10.11: Fraction molaire de
cos sans dispersion & t = 100 ans co, avec dispersion & t = 100 ans

Fi1G. 10.15: Saturation de gaz
avec dispersion & ¢t = 10 ans,
schéma VF gradient

Fic. 10.13: Saturation de gaz sans F1G. 10.14: Saturation de gaz
dispersion & ¢ = 10 ans avec dispersion & ¢ = 10 ans

Fi1c. 10.18: Saturation de gaz
avec dispersion & ¢t = 100 ans,
schéma VF gradient

F1G. 10.16: Saturation de gaz sans F1G. 10.17: Saturation de gaz
dispersion & t = 100 ans avec dispersion & ¢t = 100 ans

On constate que le profil de co, obtenu dans le cas avec dispersion est similaire avec le schéma VF
gradient et avec le schéma & deux points classique. Ceci s’explique par le fait que la vitesse de Darcy est
orientée dans le sens des axes. Ce résultat peut étre différent si ’on choisit mal la valeur du parameétre
a. En effet, si on choisit une valeur trop grande, la dispersion est sur-estimée.

Afin d’évaluer l'influence de la dispersion sur les capacités de stockage, on mesure la quantité de
carbone contenue dans le systéme sous ses différentes formes (dans 1’eau, dans le gaz ou sous forme
solide), la quantité injectée ainsi que la quantité sortie du domaine. (cf. figure 10.19 et figure 10.20).
On constate que la dispersion modifie les bilans. Sans dispersion, & 'issue de la simulation 1.5 tonne de
carbone est stockée dans ’eau, pour 2.2 tonnes avec dispersion (schéma classique).
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? —carbone injecte

— sans diffusion : C dans I'eau

- - - sans diffusion : C dans le gaz

- - sans diffusion : C sorti

—avec diffusion : C dans I'eau

e eedieimiimimeiim i mimimim == mimmi= === | = = = @veC diffusion : C dans le gaz

‘‘‘‘‘ avec diffusion : C sorti
avec diffusion VFgrad : C dans I'eau
avec diffusion VFgrad : C dans le gaZ
avec diffusion VFgrad : C sorti

o

IS

)

masse de carbone en tonnes
o

t (en annees)

F1G. 10.19: Bilan de carbone (phases mobiles)

X
5.1679 -

——sans diffusion : C solide
——avec diffusion : C solide
avec diffusion VFgrad : C solide

5.1678

5.1678

5.1677

5.1677

5.1677

5.1676

5.1676

T

5.1675

T

masse de carbone en tonnes

5.1674 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

t (en annees)

F1G. 10.20: Bilan de carbone (solide)

Pour étudier 'influence du choix de la longueur caractéristique, on réalise plusieurs simulations en
faisant varier cette longueur. On étudie 'impact sur la quantité de carbone stockée dans ’eau. La longueur
caractéristique varie de 1 m & 1000 m (cf. figure 10.21). Il n’est pas raisonnable d’aller au dela de 1000 m car
c’est la longueur du domaine simulé. On constate que pour un facteur 1000 sur la longueur caractéristique,
le bilan de carbone dans ’eau n’est modifié que d’un facteur 2 environ.
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x 10*

2.8

—T T T T

267—.—t=10 ans »
“|| = = = sans diffusion : t= 10 ans

——t =100 ans
| = = = sans diffusion : t= 100 ans

masse de carbone dans ’eau (Tonnes)

0.8 i i i A N S S | i i i R S R | i i i T S
10’ 10
Longueur caractéristique (m)

Fi1G. 10.21: Bilan de carbone en fonction de la longueur caractéristique

L’étude réalisée a permis de montrer 'importance du terme de dispersion. Etant parfois du méme ordre
de grandeur que le terme de convection, il parait difficile de pouvoir expliciter ce terme sans contraindre
fortement le pas de temps. Si la contrainte sur le pas de temps est trop forte pour expliciter la dispersion,
alors il n’est plus possible de résoudre le transport réactif de facon locale sans faire au préalable un
splitting. Notamment, il n’est alors plus possible d’utiliser la méthode des caractéristiques (cf. 5.5). Pour
vérifier ce point, on réalise la simulation avec la méthode (Rs-T), dans un premier temps, en implicitant
la dispersion dans le modéle de transport réactif puis en ’explicitant. On constate alors que la contrainte
sur le pas de temps du modéle de transport réactif est importante puisque le pas de temps moyen obtenu
dans le cas implicite est de 3.75 jours contre 7.72 x 1072 dans le cas explicite entre t = 1 ans et ¢t = 1.2
ans (cf. figure 10.22). Ceci signifie que pour réaliser la simulation jusque ¢t = 1.2 ans, il a fallu 963 pas de
temps dans le cas explicite contre seulement 36 dans le cas implicite. Les pas de temps pour le modéle
(Rs) sont du méme ordre de grandeur. Ces résultats montrent qu’il est intéressant de regarder d’autres
méthodes (par exemple une méthode avec splitting de la dispersion) afin de pouvoir & la fois tenir compte
de la dispersion tout en résolvant le transport réactif de fagon locale.
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F1G. 10.22: Evolution du pas de temps de (7") (dispersion explicite ou implicite)
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Quatriéme partie

Analyse d’un probléme simplifié



Le chapitre suivant est constitué d’un article écrit avec Robert Eymard, publié dans la revue “Journal
of Equation Evolution” (Eymard and Tillier (2007)). Il s’agit de I’étude d’un systéme hyperbolique modé-
lisant I’écoulement de fluides miscibles incompressibles dans un milieu poreux. Les différentes situations
physiques rencontrées au cours de cette thése nous ont amené & réfléchir a un tel probléme.

Plus précisément, on étudie la dissolution dans 'eau et la migration d’une bulle de CO, gazeux, dans
un systéme 1D vertical. L’écriture des lois de conservation, de 'eau et du CO», permet d’obtenir un
systéme hyperbolique particulier dont les inconnues sont la quantité totale de COs (sous forme de gaz et
dissous dans ’eau), notée u, et le gradient de pression, noté v. La quantité d’eau s’écrit alors comme une
fonction non linéaire de la quantité de CO,, notée f(u). La difficulté du probléme traité est que ’on doit
respecter simultanément la conservation de ’eau et du cos. Ceci signifie qu’il faut résoudre le probléme
de fagon symeétrique par rapport a u et f(u).

Si ’on choisit une solubilité nulle du C'O2, on retrouve le cas habituel des écoulements immiscibles,
traité de facon abondante dans la littérature. Les difficultés du probléme étudié ici proviennent du fait
que cette solubilité n’est pas nulle. En effet, lorsque la solubilité du CO; est nulle, 1a quantité d’eau s’écrit
comme une fonction linéaire de la quantité de CO-, et il est possible de résoudre le systéme d’équations
de facon classique par élimination de l'inconnue correspondant au gradient de pression.

Le systéme hyperbolique étudié est particulier car il ne contient pas de dérivée en temps par rapport
a la seconde inconnue. En fait, le probléme n’est pas symétrique par rapport & ses deux inconnues, qui
jouent un roéle trés différent.

Nous donnons une définition d’une solution faible, inspirée de la condition de Liu pour les chocs ad-
missibles, et des paires entropiques de Krushkov. Nous prouvons ensuite, dans le cas d’une généralisation
naturelle du probléme de Riemann, I’existence d’une solution faible. Cette propriété découle de 'existence
d’une certaine fonction permettant d’obtenir simultanément une solution faible entropique classique pour
chacune des deux équations de fagon couplée. L’existence d’une telle fonction est démontrée i I'aide de
la convergence d’un algorithme qui permet d’obtenir des fonctions convexes et concaves simultanées pour
chacune des deux équations.

Nous prouvons ensuite lexistence d’une solution faible dans un cas général, grace i la preuve de
convergence d’un schéma volume fini. Le principe de ce schéma est de calculer le flux de Godunov numé-
rique & chaque interface, tout en respectant la conservation simultanée des deux équations.

L’ensemble de ce travail n’a pas permis de prouver 'unicité de la solution, ni de traiter le probléme
des conditions aux limites. Le schéma proposé est en effet un schéma défini sur un domaine infini. Un
travail commun avec Robert Eymard et Julien Vovelle est en cours sur la prise en compte des conditions
limites dans le schéma numérique. Quelques pistes de réflexion sont données dans le second chapitre.
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Chapitre 11

Mathematical and numerical study of a
system of conservation laws

Abstract

The system of equations (f(u)); — (a(u)v + b(u)), = 0 and u; — (c(u)v + d(u)), = 0, where the unknowns
u and v are functions depending on (z,t) € R x Ry, arises within the study of some physical model of
the flow of miscible fluids in a porous medium. We give a definition for a weak entropy solution (u,v),
inspired by the Liu condition for admissible shocks and by Krushkov entropy pairs. We then prove, in the
case of a natural generalization of the Riemann problem, the existence of a weak entropy solution only
depending on z/t. This property results from the proof of the existence, by passing to the limit on some
approximations, of a function g such that u is the classical entropy solution of u; — ((cg + d)(u))z = 0
and simultaneously w = f(u) is the entropy solution of w; — ((ag + b)(f(~Y (w))), = 0. We then take
v = g(u), and the proof that (u,v) is a weak entropy solution of the coupled problem follows from a
linear combination of the weak entropy inequalities satisfied by u and f(u). We then show the existence
of an entropy weak solution for a general class of data, thanks to the convergence proof of a coupled
finite volume scheme. The principle of this scheme is to compute the Godunov numerical flux with some
interface functions ensuring the symmetry of the finite volume scheme with respect to both conservation
equations.

11.1 Introduction

The modelization of the injection of carbon dioxide (C'O2) into natural underground reservoirs, which
seems to be a solution to some environmental problems, involves an increasing number of works (see Bachu
et al. (2005); Brosse et al. (2002); Le Gallo et al. (2002); Holstad (2000); Lagneau et al. (2005); Nghiem
et al. (2004a) and references therein for examples of modelization and simulation works). The present
paper presents the mathematical analysis of such a model within a simplified framework. We consider
that some C'O; is injected at a given depth in a porous medium saturated with water. For simplicity,
we focus on the onedimensional problem resulting from the competition between the migration of this
gaseous species by gravity, and its dissolution into water. We denote by z € R the vertical space variable,
increasing with depth. We denote X € [0, X] the molar fraction of CO, in water (always comprised
between 0 and the maximum dissolution concentration X € [0, 1], assumed to be constant) and S € [0, 1]
the saturation of water (i.e. the volumic fraction of the porous medium filled by water, the volumic
fraction 1 — S being filled by gaseous CO-). These quantities X and S, functions of the space variable z
and the time variable ¢, are assumed to be such that, for a given (z,1) :

- either the gaseous phase is present, which means that S(z,t) < 1, and then X(z,t) = X,

- or the gaseous phase is not present, and then S(xz,t) = 1, and all values X (z,t) € [0, X] are possible.
This alternative is summarized into the following relation.

(X(x,t) < X and S(z,t) = 1) or (X(z,t) = X and S(z,t) < 1). (11.1)
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We then assume that the transport of CO; results only from two mechanisms : the flow of the gaseous
phase, and the flow of water phase containing some dissolved gas. In this simplified model, we do not
take into account the diffusion-dispersion phenomena of CO, within the water phase, nor the effects of
compressibility of the gaseous phase and we assume that the capillary effects are negligible. Under such
hypotheses, the conservation equations of the water component and of COs, given in a dimensionless
form, read

{ [S(1 - X)), —[(1 = X)ky(5) (P — 1)], =0, (11.2)

[SX+€0-9)], — [Xku(S) (Pr = 1)+ £ky(S) (P = p)] =0,

xr

where

e the lower index t (resp. x) denotes the partial derivative with respect to ¢ (resp. z),

e ¢ is the ratio between the molar density of the gas phase and that of water, p is the ratio between
the bulk density of both phases, u is the ratio of viscosity of the gaseous phase and that of the
water phase (all these quantities are assumed to be given strictly positive constants),

e k,(S) and k4(S) are respectively the relative permeabilities of the water and the gaseous phases,
assumed to be Lipschitz continuous functions of the saturation such that k,, is non decreasing with
ky(0) = 0 and k(1) = 1, and k, is non increasing with k,(0) = 1 and k,(1) = 0, and such that
kw(s) + kq(s) is always strictly positive for all s € [0, 1],

e P(z,t) is the common pressure of both phases, function of the space and time variables.

In this model, the following hypothesis is assumed :

X <¢. (11.3)

Its physical meaning is that a unit volume of gaseous phase contains more moles of CO2 than a unit
volume of water containing dissolved C'O, at the maximum concentration. We then introduce the new
unknown u = SX + £(1 — S). Thanks to Hypothesis (11.3) and using (11.1), we then express S and X as
Lipschitz continuous functions S(u) and X (u) of u € [0,£], given by

X(u) =X and S(u) = 8wy e [X,€]. (11.4)

{ X (u) =u and S(u) =1, Vu € [0, X],
=,

We substitute S and X by S(u) and X (u) in system (11.2), we introduce the unknown v(z,t) = P, (z,t)
and we define the functions

flw) = S()(1 - X(u)),
a(u) = (1 — X (u))ky(S(u),
b(u) = —=(1 = X (u))kw(S(u), (11.5)
c(u) = X (w)ku(S(w)) + £ko(S(w)),
d(u) = =X (u)kw(S(u)) = Skg(S(u))p.
This provides the following system of equations :
(f(w)e —(a(w)v +b(u)), =0
{ u - (clujo+dlw) =0. (11.6)

Let us first remark that system (11.6) is not an usual hyperbolic system of equations, since it contains no
term v;. The first idea to solve this system is to eliminate u; between the two equations. Indeed, this could
be achieved on a strong formulation of system (11.6), assuming that u is sufficiently regular and writing
(f(w): = f'(u)us. Tt would then be easy to get v by solving a first order ordinary differential equation,
and then one could find a function % such that v(z,t) = ¥ (u(z,t),t). But reporting such an expression
in any of the two equations yields a nonlinear scalar hyperbolic equation with the unknown function wu,
the weak entropy solution of which is in general not continuous (recall that if the weak entropy solution
is discontinuous, there does not exist any continuous weak solution). Hence the above method cannot be
used for solving this problem in the general case.

Nevertheless, the elimination of u; between the two equations can be done in the particular case where
f(u) is an affine function. This is the case if we assume that X = 0 (then f(u) = 1 — u/£), which then
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leads to the classical incompressible immiscible two phase flow problem Aziz and Settari (1979). In this
case, it is possible to eliminate the time derivative of the test functions between the weak formulations of
both equations. We can then express v as a function of u after a simple integration with respect to z and
then get the classical Buckley-Leverett equation. This nonlinear hyperbolic equation has been studied
by many authors (see e.g. Aziz and Settari (1979); Brenier and Jaffré (1991); Eymard et al. (2000) and
references therein) from the theoretical and numerical points of view. Let us notice that, in this case,
discontinuous solutions u and v can be obtained even in the case of initial regular data, which shows the
necessity to formulate the problem under a weak formulation.

But f is no longer affine taking X > 0, since f is then a continuous piecewise affine function with a
significant slope variation. It then becomes impossible to proceed to an elimination of the time derivative
of the test functions on weak formulations of system (11.6), which prevents from expressing, at each time
t, v as a function of u. In fact, one cannot expect that such an expression exists in the general case.
Indeed, we show, on an analytical example given in section 11.2 (inspired by the problem presented in
the beginning of this introduction), that we can observe the existence, for some times ¢ > 0, of points z;
and x5 such that v(zq,t) # v(zs,t) although u(xy,t) = u(xs,t) holds.

System (11.6) must therefore be solved in a coupled way, including weak formulation senses in order
to take into account discontinuous solutions. We obtain a first simple weak sense by multiplying the two
equations of (11.6) by a regular test function, and integrating by parts. The particular case, obtained
when f is an affine function, shows that this weak sense cannot be expected to characterize the solution.
We have therefore used in section 11.2 some works of Liu (see Liu (1976, 1975, 1974)) for deriving a
notion of entropy weak solution for this system. Then, considering a generalized Riemann problem (the
situation is not symmetric with respect to u and v), we prove that system (11.6) can be solved thanks
to the solution of two nonlinear scalar hyperbolic equations in u, the nonlinear functions in each of
these equations being linked in order to provide the same shocks and characteristic velocities (theorem
11.2.5). Note that such a generalized Riemann problem has been studied in a case of multiphase flow in
a porous medium, leading to the determination of the shocks and the rarefaction waves in some physical
situations Bruining et al. (2003). Then, the Liu condition of admissibility of the shocks happens to result
from a simple linear combination of the entropy inequalities for both nonlinear hyperbolic equations,
using Krushkov entropy pairs Krushkov (1970). We then build analytically such two functions on some
examples in section 11.2. We can then provide a proof of the existence, in the general case, of these two
nonlinear functions (the uniqueness of which remains at this time an open problem), which relies on the
construction of simultaneous convex and concave hulls for two functions (section 11.3) by passing to the
limit on approximate piecewise affine hulls (theorem 11.2.6).

In order to extend this existence result to more general data than generalized Riemann problems,
we then give a finite volume numerical scheme, the convergence of which to an entropy weak solution is
proven in section 11.4. Since we have been able in section 11.2 to state the existence of the solution of a
generalized Riemann problem, it would have been indeed natural to look for a numerical scheme obtained
by averaging (after a discrete time step) the solution obtained from the analytical solution, deduced from
the resolution of a sequence of generalized Riemann problems. Unfortunately, such an approach does not
simultaneously respect both conservation equations, and its convergence properties do not seem to be
clear. Thus we have developed an original numerical scheme, defined in such a way that values are defined
for u at all the interfaces of the mesh using the Godunov numerical flux, simultaneously respecting the
discrete balances resulting from a finite volume scheme applied to both equations. This choice enables
the proof of a bounded variation estimate, and the proof of the convergence of the scheme to a weak
solution of both equation can then be completed. The convergence property is then obtained for a strong
topology for u, but only for a weak one for v. It is worth noticing that the proof of the L™ estimates
on v, and that on u, cannot hold without the proof of the bounded variation estimate. Thanks to this
convergence result, we are therefore able to prove the existence of a solution to system (11.6) for a large
class of initial data (theorem 11.2.7).

So it is possible to compare the numerical results given by the scheme of section 11.4 and the analytical
solution given in section 11.2. This is the aim of section 11.5, where an excellent agreement between these
results seems to be a good indication for generalizing the numerical scheme studied here to less simplified
models.
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11.2 Entropy solutions and generalized Riemann problem

In order to give an entropy weak sense for a solution to system (11.6), we first state the following
hypotheses on the functions a, b, ¢, d and f, always satisfied if these functions are given by (11.5) defining
suitable prolongments.

f, a, b, ¢, d are Lipschitz continuous functions defined on R,

Cip = max ([|a’[|oo; 16"l [1€'[lo0 [ld'l oo, 11 [lo0)

a, b, ¢, d are bounded on R and Cryax = max (||al|oo, [|6]]cos €]l oos ||| oo) 5
there exists f,, > 0 such that, for a.e. s € R, —f'(s) > fim,

a(s) > 0 and ¢(s) > 0 for all s € R,

there exists mg > 0 such that, for all s € R, a(s) + ¢(s) fm > mo.

(11.7)

Remarque 11.2.1

In the framework of the physical problem given in introduction to this paper, the monotony property of
f is related to the fact that an increase of COs must imply a decrease of water content. The hypothesis
a(s) + c(s)fm > mo > 0 expresses the fact that, whatever the water and COs contents, the mixture of
fluids must remain mobile.

Let us now define some hypotheses on the initial and boundary conditions.
up € L*°(R) N BV(R) and Wo = [|luollpv(r); o
there exist g, Mg € R s.t. ug(z) = o for a.e. z € (—o0, M),
(we then denote U,,,Up € R s.t. Uy, < ugx) < Uy for ae. z € R),
7o € L(R,.) is given, and we denote Vo = |[Tol| e (r,)-

In (11. 8) we classically define the set BV (R) by BV (R) = {u € L}, .(R), [lullpy (=) < oo} with ||Jul| gy &) =
sup{ [ u(z)¢'(z)dz, ¢ € C}(R,[-1,1])}, where for all E C R? with d € N*, for all p € NU {o0} and all

F CR, we denote by CP(E, F) the set of the restrictions to E of all C? functlons from R? to F with a
compact support.

(11.8)

Remarque 11.2.2
The hypothesis ug € BV (R) is strongly used in this paper. The other hypotheses are done in order
to handle simple boundary conditions. The generalization of the results of this paper to more general
boundary conditions, using in particular the results of Otto (1996) and Eymard et al. (2003), will be the
object of further works. We assume below that v(z,t) is equal to the boundary condition Uy (t) for small
values x. We could as well give this boundary condition for large x, with minor changes in this paper.
Note that U,, = ug — Wy and Uy = ug + Wy always satisfy the third item of (11.8) from the two
previous assumptions.

We now give the following definition.

Définition 11.2.3 (Weak entropy solution)
Under Hypotheses (11.7) and (11.8), the pair (u,v) is said to be an entropy weak solution of the problem :

() - ol + ) =0
(C )U+d( ))w:()
(7 ;:

v(,

" (11.9)
vy for all x small enough,

if it is such that
e the functions u and v satisfy u,v € L*°(R x R,),
e the first three equations of (11.9) are satisfied in the following weak sense :

| (.00, = (atute,0)0(z,0) + bule,0)ge o, 0)dedt + [ Fluo(o)pla,0)dz =0,
R, R

| ute D) = (cluta, )06 + dlua, 1) s () dodt + [ wo(a)io(z, 0)dz =,

R
Vo € C2(R x Ry, R),
(11.10)
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e the following entropy inequalities hold :

u(z ’ K)pi(z,1)
/R+/ ( ( z, 1) ”;i_Tr’; d((%)))) v(z, t)+ )wm 5.) ) dzdt

+/(u0( Th — K)oz, 0)dz
97 t)Tk) — f(K))pe(z,t)—

)
e dzd
et /R+/ ( ;:I: _b((fg)))v(az,t)+ )%(w’t) adt -
+ [ (@) ) = ()l 01z
u( a: t Lf-c — K)pi(z,t)— (11.11)
w LK) —c(k)v(z, t)+ dzdt
—a(x) /R/ ( u(z, ) L) — d(r)) ) ¢a(5:%) ) '
/ (uo IU)J_K&—H) (z,0)dz
R
(f(u(z,t) L) — f(K))pe(z, t)—
(a(u(z,t) LK) — a(k))v(z, t)+ dzdt
+e(k) /R+/R ( (b(u(z,t) LK) — b(x)) )‘P“ﬂ(””’t) ) s 0,
+ R(f( (@) LK) — f(K))¢p(z,0)dx
Ve €R, Vo € C°(R x Ry, Ry ),
where we denote by t Ty = max(z,y) and xLly = min(z,y), for all z,y € R,
e the fourth equation of (11.9) is satisfied in the following sense :
VT >0, 3M € R, v(z,t) =7o(t) for a.e. (z,t) € (—oo, M) x (0,T). (11.12)

Let us comment the entropy weak sense (11.11) taken in the above definition. Let us assume that, at
some given time, the solution is such that u — u; and v — v; for x — ¢ with z < z¢ and that v — u,
and v = v, for £ = zo with £ > . Then, the Rankine-Hugoniot relations deduced from system (11.9)
gives the existence of some velocity V' such that

V(f(w) = f(ur) = _(a(ul)vl + b(w) — alur)vr — b(ur))
V(u — uy) = _(C(ul)vl + d(w) — c(ur)vr — d(ur))

The Liu criterion, defining an admissible shock Liu (1976), expresses that the shock u; — u, cannot
split in two shocks u; — Kk, k = u,, for any k € I(u;, u,), where we define

Vs1,82 € R, I(s1,82) = [s1,82] if 51 < 89, else I(sy, 82) = [s2,51] - (11.13)

This means that, if V;, V,. and v, are reals such that

VilHun) — F(R) = —(a(ur)or + D) — als)u — b(s))

Vi(w — k) = —(c(u)v + d(w) — c(K)vye — d(r)),

Vo(f (k) = fur)) = —(a(w)ve + b(k) — a(ur)vr — b(ur))
Vo (k —uy) = —(e(k)ve + d(K) — c(ur)vr — d(u,)),

then the properties V; > V and V. < V must hold. It is then easy to eliminate v, by multiplying the
first and the third above equations by c¢(k), the second and the fourth by a(x), and then subtract the
second to the first and the fourth to the third. The inequalities V; > V and V. < V can then be seen
as Rankine-Hugoniot inequalities provided by weak formulation inequalities, in the same way as similar
inequalities hold from the entropy weak formulation of a nonlinear scalar hyperbolic inequality using the
entropy pairs of Krushkov (see Serre (1996a); Olejnik (1957); Otto (1996); Eymard et al. (2003)). Hence
(11.11) can be deduced by analogy.
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Remarque 11.2.4
In the case where there exist a, § € R with f(u) = au + 3, we can easily deduce from definition (11.2.3)
that v(x,t) is obtained from u(x,t) by

) — (@000) = ac(o))o(t) + b(io) = blu(z. 1)) = ald(m) = du(a )
’ a(u(z,t)) — ac(u(z, t))
and u is the unique entropy solution of the equation

u - (c<u) (a(o) — ac())Po(¢) + b(Fo) = blu) — a(d(H) — d(u)))

a(u) — ac(u)

, for a.e. (z,t) € R x Ry,

+ d(u)) =0,

T

with the initial condition u(-,0) = ug (it suffices to divide (11.11) by a(k) — ac(k)).

Our aim is now to show that, under particular initial data called “generalized Riemann problem”, we
can exhibit a weak solution (u,v) to system (11.9) in the sense of Definition 11.2.3, only depending on
x/t, permitting, in some case, to give the analytical expression of this solution. This generalized Riemann
problem is defined by three reals u;, u, and g;, and by setting ug(z) = w; for a.e. z < 0, up(z) = u,
for a.e. ¢ > 0, and assuming that v(x,t) = g; for small values of x (we again consider a nonsymmetric
condition for v). Let us recall that the concave (resp. convex) hull of a continuous functions f : R - R
on the interval [sq, sa], for given reals s; < s, is the function defined for all s € [s1, s3] by the infimum
(resp. supremum) value in s of all functions w € C?(R) such that w" < 0 and w > f (resp. w" > 0 and
w < f) on [s1, s2]. We also recall that, if f is Lipschitz continuous on [s1, s3], these functions are Lipschitz
continuous as well on [s1, s2], with the same Lipschitz constant. We then state the following sufficient
condition for an entropy weak solution to the generalized Riemann problem.

Théoréme 11.2.5 (Generalized Riemann problem)

Under Hypotheses (11.7), using notation (11.13), let three reals g;,u;, u, be given. Let g : I(u;,u,) = R
be a Lipschitz continuous function such that g(u;) = g and such that the functions u, v, defined by
p(u) = —(c(u)g(u) +d(u)) and v(f(u)) = —(a(u)g(u) +b(u)) for all u € I(u;, uy), verify 7'(f(u)) = f' (u)
for a.e. u € I(u;,u,), denoting by [i is the concave (resp. convex) hull of . on I(u;, u,) and by U the convex
(resp. concave) hull of v on I(f(w;), f(u,)) if w; > u, (resp. u; < u,). The existence of such a function is
stated by theorem 11.2.6.

Let us define Vyr = ess sup fi'(s) and Vi, = ess inf fi'(s), let u € L°(R x Ry ) be defined by
s€1(ur,ux) sel(ur,ur)

u(z,t) = ug, Vt € (0,+00), fora.e. x € (—00,tVy,)
z = tp'(u(z,t)), Vt € (0,+00), fora.e x € (tVp,tVy) (11.14)
u(z,t) = u,, Vt € (0,4+00), for a.e. z € (tVar,+00),

and let v € L (R x R;) be defined by v(z,t) = g(u(z,t)) for all t € (0,+00) and a.e. z € R.

Then (u,v) is an entropy weak solution of the system (11.9) in the sense of definition 11.2.3, where
hypotheses (11.8) are satisfied setting uo(x) = u; for a.e. © < 0 and ug(x) = u, for a.e. z > 0, Wy =
|ug — up|, Wo = u;, Mo =0 and To(t) = g; for a.e. t € Ry.

Proof. Thanks to (11.14) and to the definition of fi, we get from e.g. Serre (1996a) that u is the unique
entropy weak solution of the problem

Z?_’Foguz(uzk =u — (c(u)g(u) + d(u)); =0 (11.15)

Therefore it satisfies the classical weak sense, which is a consequence of (11.17),

/ / w(a, 1) r(2,1) + p(u(e, 1)) s (2, 1)) dadt + /R uo(@)p(e,0)dz =0, (11.16)
V(p € CX(R x Ry, R),
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and it also satisfies
/R+ / (u(z, ) Th — K)pe (@, t) + (u(u(z, 1) Tk) — p(K))pa (2, t))dzdt
() Tk — &)p(x,0)dz > 0,
/R+/ K —u(z, t) Le)pi (z, 1) + (u(k) — plu(e, t) L)@, (z, 1)) dedt (11.17)

(n—uo( )Lk)p(z,0)dz > 0,
V/@GR, Vo € CP(R x Ry, Ry).

Similarly, we get that f(u) is the unique entropy weak solution of the problem

(N () = () = @) + e =0 .

which implies

/ | (e t)uto. ) + vt ), 0)dndt + | luo(a))ela, )z =0,
Va,o € C*(R x Ry, R),

(11.19)

/R + / u(@, ) TF(R) = F0)eu(a,8) + W (o, 0)TF(R)) = v(F(8))pa (o, ) dodt
uo (@) T£(x) - £())¢(, 0)dz > 0,
/R ) / (e )L ()i () + (V) = (e ) LT (g D)ty (1120
+ [ (6) = F(uol@)) L))ol 0 2 0
Ve eR, Vo€ CP(R x Ry, Ry ).

We first note that replacing p(u(z,t)) by —c(u(z,t))v(z,t) — d(u(z,t)) in (11.16) and

v(f(u(z,t))) by —a(u(z,t))v(z,t)—b(u(z,t)) in (11.19) gives (11.10). We then remark that f(s; Tss) =
f(s1)Lf(s2), f(s1lsa) = f(s1)Tf(s2) for all reals si,ss. Defining sign(z) = 1 for all z > 0 else
sign* (z) = 0 and sign™(z) = —1 for all z < 0 else sign™ (z) = 0, we can write the relations

p(u(z,t) Tr) = p(r) = —sign™ (u(z,t) — &) (c(u(z,t))v(z,t) + d(u(z,t) - c(k)g(k) — d(x)),
(k) — p(u(z,t) Lr) = —sign™ (u(z,1) — k) (c(u(z, ))v(z,1) + d(u(z, 1)) - c(k)g(k) — d(k)),
v(f(u(z, )T f(k)) — v(f(k)) = sign” (u(z, t) — &) (a(u(=,1))v(z, t)+b( (z,1)) — a(r)g(k) = b(x)),
v(f(r)) = v(f(u(@,t) Lf(x)) = sign™ (u(@,t) — &) (a(u(z,t))v(w,t) + b(u(z, t)) — a(k)g(k) — b(k)) .

Using the above relations, we get that the sum of the first relation of (11.17) multiplied by a(x) and of
the second relation of (11.20) multiplied by c(x) provides the first relation of (11.11), whereas the sum
of the second relation of (11.17) multiplied by a(k) and of the first relation of (11.20) multiplied by ¢(k)
provides the second relation of (11.11). Relation (11.12) is an immediate consequence of

VT >0, u(z,t) = for a.e. (z,t) € (—oo, min(V,, T,0)) x (0,71,
and of g(ul) =9- O

An analytical example

We now apply theorem 11.2.5 to some particular case, for which we can give the analytical expression
of the solutions that we provide. The interest of this example is twofold. First, it follows as closely as
possible realistic data in the case of injection of CO; in a porous medium saturated with water. Secondly,
it shows that v cannot be expressed, in the general case, as a function of u. We consider the functions a,
b, ¢, d, and f, defined by (11.4) and (11.5), and the following data :
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[ £=007 X=006 p=017 p=01 k(S)=S ki(S)=(1-09) |

First example

We consider the case ul( ) =0 and ul" = SoX + &(1 — Sp) with So = 0.1. Hence the left part (the
upper one) is fully saturated with pure water, whereas the right one (the lower one) is initially filled by
the water phase, at the water saturation Sy, containing dissolved gas at the maximum concentration, and
by the gaseous phase, at the gas saturation 1 — Sy. This case corresponds to a zoom on the top of the
region in which some C'Os has been previously injected. We assume that the water phase does not move
at the top of the region, which corresponds to set the gradient of the pressure equal to the hydrostatic

one gl( ) = 1. Let us denote by T(l) =1=X —f'(u), for all u € (X, &). It is then possible to find the set

E =
of values (g, u( ) (1) V(l) 9)) with u{V € (X, §), solution of the following system of equations :

(VD (7f?) = 1)) = = (alu")g" +b(uf”) - a(ui™)gf — b(ui")
Vs(l) (1) ugl)) (( (1)) 1)+d(ull)) ( (1)) (1) d(ugl))),

) Q(l) ( ( (1))—}—7'(1) ( (1))) §1)+b(u§1)) (1) d( (1))
vu e [X,ulM], (a(u )+T“’ e(u))g™ () + b(u )+r“d() QLY,
9D () = gV, Vu € [0,X],

o (us) = (eg™ + ) () = V.

The function (G("))’ is then given by

(@) () = Vi, Vu € u,uV),
(BOY () = (cg + dY (u), Vo € [us?, €

Hence the solution is given by a shock between ul( )

() and us}) In this particular case, it is even possible to give an explicit value

(1) (1)

and ug ’, which moves at the velocity V5, and a

rarefaction wave between ug

for u(l) :

WD) — EX1—p) - (X -9 (uEX)'/?
° §—pX
and all the other values are then easily deduced. The functions ¢(¥), u(*) and (") are represented on

Figure 11.1. Since, by construction, in the case u; = ul( ), Up = u( ) , I = g( ). the function g =g

satisfies the hypotheses of Theorem 11.2.5, we thus obtain that the pair of functlons (u(l) v(l)) given by
(11.14) with g = ¢(Y), is an entropy weak solution of the system (11.9) in the sense of definition 11.2.3.

We then get that the value of g(!) (ugl)), denoted by gﬁl), is given by

a _ @ = b)) - rf)d(ui)
- a(u (1))—}—7'(1) (u (1))

(11.21)

Second example

Let now consider a second example, coupled with the preceding one (we give hereafter a situation
where both examples are simultaneously encountered). In this second problem, we set ul(2) = uﬁl) =
SoX + £(1 = Sp), u? = ul(l) = 0, and we set g( ) = gﬁl). In this case, the left part (the upper one) is
initially filled by the water phase w1th dissolved gas and by the gaseous phase, whereas the right one (the

lower one) is initially filled by pure water. This case corresponds to a zoom on the bottom of the region

in which some C'O, has been previously injected. We then define u(z) by u§2) = X, this value being such
that a shock occurs between ul( ) and u?) Then the velocity of the shock Vs(2) is given by the solution

(Vs(z), Js ) of the system

{ v (£@f®) = 10) = = (a®)gf? +b0s”) — a(ui?)el? — b(ul))

11.22
Vs(z) (ul(z) _ ugz)) - _ (C( (2 )) (2) + d( (2)) _ c(ugz))gg2) _ d(u§2))) . ( )
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Therefore (Vs(2), g§2)) is given by

1
Vi = ~(p—g”) n12s)
11.23
S —1)+1
98 = 952)% +(1—=80)(1— 5)-

We then define the function g (u), for all u € [qu), ul(z)] by

‘/;(2) (f(ul(Z)) _ f(u)) = — (a(ul(Z))gl(Z) + b(ul(Z)) — a(u)g@)(u) - b(“))
v (uf? — ) = = (c)gf? + dwf?) — e(w)g® () — d(w)).

Since, for all u € [ug),u?)], the conservation equations are respectively linear with respect to u and

. i . . @) .. . ) (2)
f(u), there is a contact discontinuity whose velocity V.’ is given by V. = (1 — g5"’). We then define

gD () = ¢ for all u € [uﬁz), u?’], and we set g¢?) = g{¥. The function ()’ is then given by

(ﬁ(2))/(u) _ VS(Q), Vu € (qu)’ul(Q))’
@Y (u) = V2, Yu € (u?,ul?)

The functions ¢, p(? and v are represented on Figure 11.2. Since, in the case u; = ul(2), Up = u,(?),

g = gl(2), the function g = g? again satisfies the hypotheses of Theorem 11.2.5, we thus obtain that the
pair of functions (u(?),v(®) given by (11.14) with g = ¢(?, is an entropy weak solution of the system

(11.9) in the sense of definition 11.2.3.
A third example built with the two preceding ones

It is now possible to consider the case of Problem (11.9), where the function ug of (11.8) is given
by uo(z) = ul(l) for all z < 2/5, up(z) = ul) = ul(Z) for x € (2/5,4/5) and uo(z) = u? = ul(l) for
xz > 4/5. We then assume that To(t) = gl(l), for a.e. t € Ry. These data correspond to the case where
some C'O has been previously injected in the region given by = € (2/5,4/5) (simulations of this case are
also considered in section 11.5). We then examine the simultaneous displacement of the top of the bubble
and its bottom, at least for a limited period of time. We consider the functions (u,v) given by

u(z,t) = uM(z - 2/5,t) and v(z,t) = gV () (z — 2/5,t)), Vt € (0,T), for a.e z € (—00,3/5),
u(z,t) = u®(z — 4/5,t) and v(z,t) = ¢ (u? (z — 4/5,1)), Vt € (0,T), for a.e z € (3/5, +o0),

with 7' > 0 small enough such that the two following conditions simultaneously hold

T ess sup (V) (u) <3/5—2/5and —T essinf (a?)(u) < 4/5—3/5.
ue[ugl),ug)] uE[uSz),uEZ)]

These conditions on T ensure that the solution issued from the first generalized Riemann problem is

equal to the initial data for z > 3/5, and that the solution issued from the second one is equal to the

initial data for x < 3/5, for all time ¢t < T. Then this pair (u,v) is an entropy weak solution of the system

(11.9) in the sense of definition 11.2.3 until time 7. We see that in this case, the values v(z,t) for small

values of z and large ones, correspond to the same value of u(z,t) (which is equal to ul(l) = u?) = 0),

are respectively equal to gl(l) =1 and g,(~2) = ggz), which are different values in the general case (see the
corresponding values on the figures). Note that, although this analytical solution holds only for ¢t < T,

the numerical scheme used in section 11.5 allows to approximate the solution at any time ¢ > 0.

We now state the existence result, which allows applying theorem 11.2.5 to any generalized Riemann
problem in the sense given above.

Théoréme 11.2.6 (A coupled convexity property)
Under Hypotheses (11.7), using notation (11.13), let three reals g;, u;, u, be given.
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Then there exists at least one Lipschitz continuous function g : I(u;,u,) = R such that g(u;) = ¢
and such that the functions u, v, defined by u(u) = —(c(u)g(u) +d(u)) and v(f(u)) = —(a(uw)g(u) + b(w))
for all u € T(uy,u,), verify ' (f (u)) = ji' (u) for a.e. u € I(u;,u,), denoting by i the concave (resp. convex)
hull of p on I(uy,u,) and by ¥ the convex (resp. concave) hull of v on I(f(w), f(uy)) if ur < u; (resp.
Up > U,l).

The proof of theorem 11.2.6 is a straightforward consequence of Lemma 11.3.2 proven in section 11.3.
Let us conclude this section with the following theorem.

Théoréme 11.2.7 (Existence of an entropy weak solution of the system (11.9))
Under Hypotheses (11.7) and (11.8), there exists at least one entropy weak solution (u,v) of the system
(11.9) in the sense of definition 11.2.3, which moreover satisfies u—ug € Lip(Ry ; L}(R))NL> (Ry ; BV (R)).

The proof of Theorem 11.2.7 is given in section 11.4, by passing to the limit in a finite volume scheme.

11.3 Proof of a coupled convexity property

Recall of method for the decoupled case

In order to proceed to the proof of theorem 11.2.6 by passing to the limit in some approximation
method, let us first recall a method to approximate, for two given reals u; and u,., the concave (u; > u,)
or convex (u; < u,) hull fi of a function p on the interval I(ug, u,.).

For all i < j € N, we denote [i,j] = {k € N;i <k < j}. Let N € N with N > 2 be given. We define

the sequences (1(j));efo,n] and (V7)) jepo.n7, 7)<~ PY

( Uj = U + %(ur _ul)J V] € |[07N]]J
1(0) = 0,
Vje[o,N —1],
. p(ur) — N(Uf(j))
. T et gy
if I(j) < N then i 1@ (e — )
I(j + 1) is any element of {k € [[f(g) +1,N], — e vf(j)}
Uk T UTG)
| else I(j + 1) = N.

We next complete the definition of the sequence (v;);ic[o,n—1] by

{ N =min {j € [0, N],7(j) = N'}
VJ € [07]/\7_1]]7 Vk € [T(])af(.7+1) _1]]7 Vg ZUf(j)-

Then the piecewise constant function ¢(™), defined by
¢ I(u,ur) = R, u s vg, for a.e. u € I(ug,ugps1), Yk € [0, N — 1],

permits to define the piecewise affine continuous function ™) :

u
AN - T un) = R, u e plur) + / 6™ (s)ds,
u

1

which is the concave hull (u; > u,) or the convex hull (u; < u,) of the function ™) which is piecewise
affine on all T(ug,urs1), k € [0, N], such that u(™ (uz) = p(uy) for all k € [0, N]. Then one can prove
that ™) uniformly converges to p on I(u;,u,) as N — oo, whereas i"V) also uniformly converges to
fi on I(u;,u,) as N = oo (note that this result is indeed a consequence of Lemma 11.3.2 below, in the
particular case where c(u) = 0 and a(u) = 1 for all u € R). The approximation method used below is
then inspired by this one.
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Some functions related to the Rankine-Hugoniot relations

We now define two functions deduced from the Rankine-Hugoniot relations resulting from the conser-
vation laws (11.6). Let us assume that there exists three reals w1, us and g; such that u tends to u; and
v tends to g1 for z tending to zy with z < z¢ and that u tends to us for z tending to z¢ with z > xz¢.
Then, from the system of the two Rankine-Hugoniot relations, we can deduce the value go to which tends
v for x tending to z¢ with x > ¢, as well as the velocity of the shock. Indeed, this velocity and the value
g2 are therefore functions of g;, u1 and us, respectively denoted V' (g1, u1,us2) and G(g1,u1,u2), solutions
to the following linear system of equations in the case u; 7 us.

{ Vg, ur,us)(f(u1) = fu2)) = —(a(u1)gr +b(u1) — a(u2)G (g1, u1,uz) — b(uz)) (11.24)
V(g1,u1,uz)(ur — uz) = —(c(ur)gr + d(ur) — c(u2)G(g1, ur, uz) — d(uz)). '

Indeed, thanks to hypotheses (11.7) and introducing the notation

h(u2) — h(u1)

U2 —u1

Th(ul,UQ) = , Vh € CO(R), Yui,us € R with uy # Uus, (1125)
(note that we have —7¢(u1,u2) > fm) we get the following expressions for V (g1, u1,u2) and G(g1,u1, u2)
(we prolong the latter by continuity for u; = us2).

( (c(u2)Ta(u1,us) — aluz)T.(u1,u2))g1 + c(u2) 7y (ur, ua) — a(ua)Ta(us, u2)

a(uz) — c(u2) 7y (u1,uz)
(a(ur) — c(ur)7y(u1,u2))gr + b(u1) — b(uz) — (d(u1) — d(uz)) 7y (u1,u2)
a(uz) — c(ug) Ty (U1, uz) ’ (11.26)

V(g17 ut, u2) =

7

G(gl,U1,U2) =
Vgl,ul,uz € R with u; ;é U2,

| G(g1,u1,u1) = g1, Vg1,u1 € R

Some properties of these functions, used in the next proofs, are given in an appendix.
Approximation in the case of the coupled problem

Let us now turn to the coupled problem considered in this paper. Let reals g;, u;, u, be given. In order
to prove theorem 11.2.6, we must show the existence of a Lipschitz continuous function g : I(uz,u,) = R
such that g(u;) = ¢ and the functions p, v defined by : pu(u) = —(c(u)g(u) + d(u)) and v(f(u)) =
—(a(u)g(u) + b(u)) for all u € I(uy,u,) verify 0'(f(u)) = [’ (u) for a.e. u € I(u, u,), denoting by Ji is the
concave (resp. convex) hull of z on I(u;, u,) and by ¥ the convex (resp. concave) hull of v on I(f(w;), f(u,))
if u; > u, (resp. u; < u,). We then follow the lines of the approximation method given in introduction to
this section. Let N € N with N > 2 be given. Denoting for all i < j € N by [i,/]={k e N,i <k <j}, we
first define the sequences (I(j));c[o,n7; (vf( j)) je[o.N], 7)<~ and (gIA( j)) jefo,N] (these sequences are used
to define the approximations of the convex or concave hulls which are looking for) by

( 1///\] :ul+%(u7'_ul)7 VJE [07N:[|7
I(0) =0, go = g1,
vj e [o,N —1],

Vi = min V(g7 .y, Uiy, Uk)s
< ) = peimin YV 16) i) )

if I(j) < N then I(j + 1) is any element of {k € l[f(]) + 1L, N], V(g7 wig)» uk) = Uf(j)} ,
97G+1) = Gl975) Uiy ¥aG+1)

else I(j +1) = N.

\

(11.27)
We next complete the definition of the sequences (g;)icfo,n] and (vi)icjo,n—1] by
{ N:min{jel[o N, A(')—N} (1128
Vj € [0, — 11, Vk € [1G), TG +1) = 11, gers = Glggyy>uzyys uasr) and v = v
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11.3 Proof of a coupled convexity property

Thanks to the definition of sequences (g;)icjo,n] and (vi)icfo,n—1], We can now define the following
piecewise constant functions :

{ M T(ug,u,) = R, ur vy, for a.e. u € I(ug,upy1), Yk € [0, N — 1], (11.29)

YoM T(f(w), flur)) = R, we vg, for ae. w € I(f(ug), f(urs1)), Vk € [0, N —1].

The integration of these piecewise constant functions allows to define the following piecewise affine conti-
nuous functions :

™ T(u,ur) > R, u > —(c(u)gi + d(ur)) + /u o) (s)ds,
u,, (11.30)

PN T f(w), fur) = R, w e —(alu)g + b(w)) + /f ( )¢(N’(S)d8-

We then denote by ¢™), u™) the continuous functions which are piecewise affine on all I(up, urg1),
k € [0,N], and @) the continuous function which is piecewise affine on all I(f(ux), f(ur1)), k € [0, N],
such that

g™ T(ug,u,) = R g™ (ug) = gr,Vk € [0, N],
M) T(w,up) = R, p N (ug) = —(c(ur)gr + d(ug)), Vk € [0, N, (11.31)
v T(f(w), fur) = R, v (Fug)) = —(alur)gr + b(ur)), Vk € [0, N].

We then have the following property.

Lemme 11.3.1

Under Hypotheses (11.7), let three reals g;,u;,u, be given. Let N € N with N > 2 be given and let
N € N and the sequences (I(5));cpo,57 (¥5)ielo,n1s (9i)iefo,n and (vi)iepo,n—1] be given by (11.27)-
(11.28). Then the following properties hold :

1. the sequence (fuIA(].))je[[0 F_1p and therefore the sequence (v;);efo,N—1], are non decreasing,

2. the following inequality holds

Vj € [0,N], Vk € [1(5) + 1,1(j + 1) — 1], (11.32)
V(975 uzgg)r ur) 2 V(975 Uiy gany) 2 V(Gks Uks Uiy,

3. if u, < w (resp. u, > w;) , then the functions ) is the concave (resp. convex) hull of pwY) on
I(u;,u,) and DN) is the the convex (resp. concave) hull of ™) on I(f(u;), f(u,)) (these functions
are defined by (11.30) and (11.31)).

4. the function g!N) is bounded independently of N and is Lipschitz continuous on I(u;,u,) with a
constant independent of N.

5. the sequence (v;);c[o,n—1] i bounded independently of N.

Proof.

Proof of item 1 R R

Let us show that the sequence (Uf(j))je[[o, &7 is non decreasing. Let j € [0,N —2] and k € [I(j +
1) + 1, N] be given. By definition of Uf(j)r Ve have V(gf(j),uf(j),uk) 2 Vfj) = V(g;(j), uf(j),uf(j+1)). We
apply Lemma 11.5.2 with g; = Iy Wi = Uggy, U2 = Uiy and uz = ug. We then get that the sign of
V(gf(j+1)>uf(j+1) , uk)—V(gT(j) , uf(j),uk) is the same as that of V(gf(j),uf(j), ) —V(gf(j),uf(j) , “T(j+1))'
Thus, the xialue Vi) = V(gf(j),unj),ulc(jﬂ)), lower than or e.zqual to V(gf(j),uf(j),uk) for k € [I(§ +
1) + 1, N], is lower than or equal to V(gf(j-i-l)’uf(j-',-l)’uk)‘ This proves that VRG+1) 2 Vi)

Proof of item 2
The left inequality in (11.32) results from (11.27). The right one is an immediate consequence of the

left one and of Lemma 11.5.2 with ¢; = 97(j)> U1 = Uggyys U2 = Uk and uz = UF(j41)-

Proof of item 3
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Let us now assume that u, < u;, and let us prove that the function i"¥) is the concave hull of p(™)

on [u,,w] (the case u, = u; is straightforward, since it leads to constant functions, and the case u, >y
can be handled in a similar way). For all j € [0, N], we have pu(") (uz(;y) = —(c(u;(].)) 97 + d(”f(j)))-
We have

W (ugy) = N (g 40)) = eluz) 9r54n) = ouz) 97 + Az = dlug)  (11.33)

The algorithm gives g7, ,) = G(gf(j), uf(j),uf(jﬂ)), o)

W (ug) = B ug) = euriny) GOrg)s vy UiG1n) — i) 91g) + duzg) = dugg),

(11.34)
using the definition of V, we obtain
N N _
W () = N (wr0y) = V (975, w1 v754) (875) — 470 (11.35)
Hence, using the algorithm, we get that, for all j € [0, N- 1],
W (ug) = 1 g 0) = v (uzg) = Uz - (11.36)
We have, by construction, v ;) = v, for all k € [[f(g), IG+1) - 1] so
N N — e o — e
HO(ury) = i (wr) = vrgy (urg) — w5
Le) Ur(j) Y1) (11.37)
= J Y1) = S ouw= [ oM ()
UT(j+1) UFi4+1) UT(G+1)

This leads to pY) (upgy) = ) (up;), thanks to definition of uM. for all j € [0,N]. Since for all

ke[I(j)+1,1(j +1)— 1], we have g, = G(gf(j)auf(j);uk)a we get
M(N) (Uf(j)) - N(N) (ur) = V(gf(j)auf(j)auk)(uf(j) — Ug)-

Using (11.32), we obtain that p(") (ugz) = ) (ug) > ﬁ;N_l) (uf(j) - uk). This proves that ™) (uy) <

™) (u), and therefore concludes the proof that fitN) is the concave hull of (™) on [u,,u;]. Similarly,
we get that v(N) (f(uzi;y)) = (V) (f(ug;)) for all j € [0, N] and that

v (f(uf(j))) — v (f(uk)) = V(g;(j), Uf(j)auk)(f(uf(j)) - f(uk))

Therefore, since f is strictly decreasing, we get that v¥)(f(uy)) > ™) (f(us)), which shows that 7(V)
is the convex hull of v™) on [f(w;), f(u,)]. The case u, > u; yields to similar conclusions.

Proof of item 4 R

We will first show this item about the sequence 9ii)» j € [0, N]. Thanks to the definition of G, we have
97 = G(gf(j) , uf(j),uf(j)), and by construction in the algorithm (11.27), Itj+1) = G(gf(j) , “T(j)7“f(j+1))-
By applying lemma (11.5.1), we get

‘9f<j+1> - 9T<j>| < G2 (‘%(j)‘ + 1) ‘“T<j+1> - “fm‘ :
Using 7o) = 90> and applying the discrete Gronwall’s Lemma 11.5.3, we obtain,

N-1
‘gf(j)‘ < (lgil + Dexp | Oz X% ‘”T(Hl) ~ UG

’
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N-1
Since Z% Uiy — YTy | = lw — url, we get,
i=

‘gj‘(j)‘ < Cy,

with Cy = (|gi| + 1) exp [Ca2 |u; — ur| | — 1. We now turn to the study of the whole sequence (gx)refo,n]-
We remark that, for all j € |[0,J/\\7]] and for all k such that f(]) <k<I(G+1) -1, wehave

9k = G(gf(j)a Uf(j);uk)
gk+1 :G(gf(j)auf(j)auk+1)-

~ ~

Hence, for all k € [I(j),I(j +1)], we get

lgk+1 — gk| < Coz (|gf(j)‘ + 1) [uk+1 — ui (11.38)

Since ‘ gf(j)‘ < Cy, we conclude that g is Lipschitz continuous with the constant Cig = Cas (Co + 1).
From inequality (11.38) and thanks to an easy induction, we then get that

9] < lgul + Coz (Co + 1) fur — |, Vk € [0, N, (11.39)

which provides a bound for g, independent of N.

Proof of item 5 I
Thanks to (11.27)-(11.28), we get that for all k € [I1(j),I(j+1)—1],vp = min  V(gg ), ug, ti)-
i€[1(5)+1,N]
Since |gx| is bounded independently of N for all k € [0, N], we get from (11.26) and (11.39) that for all
1,82 € I(ug, up),

CLipCmax
|V (gk, 51, 89)| < 2 —HRmax
mo

CLi C’max
1) € 9 Z=ipTmax
(lge] +1) < 2 =222

(|gl| + Cys (Cg + 1) |ur — Ul' + 1) , Vk € |[0,N]],
(11.40)
and the conclusion of the proof follows. O
Thanks to the estimates provided by Lemma 11.3.1, we can now state the following property, from
which theorem 11.2.6 follows.

Lemme 11.3.2

Under Hypotheses (11.7), let three reals g;, u;, u, be given. Let ¢™) (™) G(N) 5(N) - 1)(N) (N} and g(V)
for all N € N with N > 2 be defined by (11.27)-(11.31). Then there exists a strictly increasing injection
¢ : N = N, such that the sequences (¢*™)nen, (WM )ven, (BEM ) ven, (PN ven, (6N Nen,
(5N nen and (g8N)) yen converge in the following sense :

1. (¥ ™M) nen (resp. (WE™))nen) converge in L' (I(u;,u,)) to some functions ¢ € L (I(uy,u,)) N
BV(T(’U/I,’U/T)) (resp. ¢ € Loo(i(ulaur)) N BV(T(U[,UT))),

2. (FEMY Nven, PE)Y nen, (WEM) ven, (EN)) yen and (g8™)) nen respectively uniformly converge to
some Lipschitz continuous functions i, U, u, v and g, with g(u;) = g1, and p(u) = —(c(u)g(u) +d(u))
and v(f(u)) = —(a(uw)g(u) + b(u)) for all u € I(u, u,).

3. ¢=1', v =7 and ¢(f(u)) = ¢(u) for a.e. u € I(uy,u,).
4. if u; > u, (resp. u; < w,), the function [i is the concave (resp. convex) hull of yi on I(w;, u,) and the
function U is the convex (resp. concave) hull of v on I(f(u;), f(u,))-

Proof.

Proof of item 1

In the case u, < u;, we see that for all N > 2, the functions ¢¥) and ¢V) are respectively non
increasing and non decreasing, and bounded independently on N. Hence, thanks to Helly’s theorem, we
can extract a subsequence such that item 1 holds (the proof is similar in the case u, > ;).
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Proof of item 2

We get from Lemma 11.3.1 that, for all N > 2, the functions ¢g¥) are Lipschitz continuous with
constants independent of N and are bounded independently of N. Thanks to item 5 of lemma 11.3.1, we
get that ¢ and ™) are bounded independently of N, and the definition of 7i and 7 yields a¥)" = ¢(®¥)
and 7" = (V) which proves that these two functions are Lipschitz continuous on I(uy, u,) with
constants independent of N and are bounded independently of N. We have, for all j, k € [0, N],

1N (k) = N (ug)| - = |e(ug) gy — c(ur)gr + d(uj) — d(ug)]
3 le(ug) = c(ur)l gk + 95| + 5 le(uy) + c(ur)|1g; — ge| + |d(u;) — d(up)| .

IA

From Lemma 11.3.1 and the above inequality, we easily deduce that p(™) is Lipschitz continuous on
I(uy, u,) with constant independent of N and is bounded independently of N. The same conclusion
clearly holds for v(™).

We can therefore apply Ascoli’s theorem, extracting a subsequence of that defined in the proof of
item 1. Thanks to the definition of 4™ and v™), we get that u(u) = —(c(u)g(u) + d(u)) and v(f(u)) =
—(a(u)g(u) + b(u)) for all u € I(u,u,).

Proof of item 3
This is an immediate consequence of (11.29).

Proof of item 4

Since the uniform limit of the convex (resp. concave) hull is the convex (resp. concave) hull of the
uniform limit, this item is an immediate consequence of Lemma 11.3.1 and of item 2.

O

11.4 Study of a finite volume scheme

We now give a numerical scheme, which applies under Hypotheses (11.7) and (11.8) without restric-
tions. These hypotheses are therefore assumed in this section. Thanks to the proof of the convergence of
the scheme given in this section (theorem 11.4.4), we then get the proof of Theorem 11.2.7.

Let h > 0 be given, which will be called the space step in the following. We define a finite volume
discretization of R by K; = (ih, (i + 1)h), for all ; € Z. Let & > 0 be given, which will be called the time
step in the following. We set

(z—i—l)h
i h/ z)dz, Vi € Z. (11.41)

Thanks to Hypothesis (11.8), the family (u; (0 )) icz is such that there exists z( ) € Z such that, for all s € Z

with ¢ < i(()o), u§°) = ug. We then define the finite volume scheme by induction. Let n € N be given and

(n) +(n)

let us assume that (u; ’)icz is a given family of reals such that there exists i’ € Z verifying

W™ =g, Vie Tst. i <. (11.42)
We then define

(n+1)é8&
u{™, =, v, = —/ To(t)dt, Vi€ Zst. i<ii". (11.43)
2 =3 & nét

(n) (n)

Let 7 > z(") Let us assume that the values v, ! and u,

5 +)% and ugi)% ,

oY, : RxR—Rby

_y are known. We define in the following the

values v which permits to give the scheme by 1nduct10n on i € Z. Let us define the function

o, (u,0) = f(ul™) +
? (11.44)
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11.4 Study of a finite volume scheme

We remark that this function (I)gi)l is locally Lipschitz continuous with respect to its arguments and
2
verifies

n & 1 ~(n & &
8,27, (u,0) = T (a(u) — cw)f'@" (u,v))) € [Fmo,

max (1 i ;f -G U, R7
A hC (14 Chip)], for ae. u,ve

with @™ (u,v) = u{™ + x (c(u)v +d(u) — c(ugf)%)vgf)% - d(ugf)z)) Thus, for all v € R, the function

2

v = <I>( )1 (u,v) is Lipschitz continuous one-to-one from R to R, and its reciprocal function is Lipschitz

continuous from R to R. Hence we implicitly define the Lipschitz continuous function g( +)1 by

g(:)l : R R, u— vs.t. (Pgi)% (u,v) = 0. (11.45)

Defining the Godunov flux Godunov (1959); Godlewski and Raviart (1996) Fgo (i, s1,$2), for all u €
C°(R,R) and for all 51,55 € R, by

if 51 > 59 then Fgo(p, $1,82) = max pu(s)
s€ls2,51] (11.46)
else if 57 < 52  then Fgo(u,s1,82) = min  u(s). ’
s€[s1,82]

(n)

we define u;
it

€ R as a value associated with the Godunov scheme for the flux given by the function

WYy R R e —(c(wgll) (u) +d(w)), (11.47)

(n)

the left value u; (n)

and the right value u; 7, i.e.

ugi)% is any element of {s € T(ugn),ugﬂ) u(:) (8) = Fao(p £+)1, ("),uz(i)l)} (11.48)

This allows to define the value vg:)l by :
2

o7, = g, ). (1.4

Relations (11.44)-(11.45) and the fact that f is strictly decreasing imply that f (“5.7_)1) reaches the
2
Godunov scheme for the flux given by the function

v s R R w e = (a(fCDw)glPy (D @) + b V() (11.50)
the left value f (ugn)) and the right value f(u; +1) ie.
vt (Ff))) = Feo(wiyy, fi™), fuih): (11.51)

(n) (n)
i+3 andv+1,

definition of the scheme, is now complete. These values are such that

;(n)

Hence we have defined values u; and the induction on ¢ € Z with ¢ > 435 ’, used in the

Fui™y+ & (al?, ol + b)) = aul™, o™, — b))
¢ h & ity ity it3 =3’ =3 =3 (11_52)
—f (uW + 3 (c(u(.n)l W™+ dw™,) = e@!™, o™, — dw™, ))) .
¢ h i+g7 its it3 i=57 =g i—3
We then set
n n & n n n n n n .
uz( + uE )+ T (c(u§+)%)v§+)% + d(u§+)%) — c(ug_)%)vg_)% - d(uﬁ_)%)) , Vi€ Z. (11.53)
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Note that, for all § € Z with i < z(") — 1, we get ugnﬂ) = . We also denote by

w™ = fi™), Vie 7, ¥n e N, (11.54)
Thanks to (11.52), we can write
(nt1) _ () & () 1,/ (m) (n) () y, (n) (n) -
w™ = w™ + = (a0l +blTy) - a@™y o™, — b)), Vi€ Z. (11.55)
We then see that the value
it = i{m (11.56)

is such that (11.42) holds, replacing n by n + 1, which allows the definition of the scheme by induction
on n to hold.

Thanks to the definition of discrete values u( and v( )1, for n € N and ¢ € Z, we can define the
approximate functions up s : RXRy - Rand vpe @ R X R+ — R of 4 and v by

upa(2,t) = u(") Vz € (ih, (i + 1)h) and all ¢t € [né&, (n + 1)&), Vi € Z, Vn € N,

ona(@,t) = o™y, Vo € (= $)h, (i + 3)h) and all ¢ € [ndh, (n + 1)), Vi € Z, ¥n € N. (11.57)

We then have the following lemmas, which provides the estimates on the approximate solutions, used
below in the convergence theorem.

Lemme 11.4.1
Assume that Hypotheses (11.7) and (11.8) hold. Let h > 0 and & > 0 be given, and, for a given n € N,

let (ul')iez be a sequence of reals such that (11.42) holds for some z(() ") € 7, and such that

3ol = ul”| < W, (11.58)
iEZ
and
Up <ul™ <Uy, Vi€Z, ¥neN. (11.59)

Let (w?)iez, (u?Jr )icz, (V7 Ui 1)iez, (U7, 1)icz and (Vz,(z)l)iez be defined from the values (u?);cz by (11.43)

- (11.55). B
Then there exists C11, C12, C13, C14 and Cis, only depending on V', Go, Upm, Um, Wo, Cmax, CLip,
fm, and mg such that

|v§i)%| < Cn, Vi€ Z, (11.60)
||9§_7:)%||L°°(Um,UM) < Cho, Vi€ Z, (11.61)
II(QS)%)’IILM(UM,UM) < Cis, Vi€ Z, (11.62)
”(/J’gi)%)l”L""(Um,UM) < Cu, Vi€ Z, (11.63)
1) N2 (U ae) < Cis, Vi € 2. (11.64)

Proof. For a given i € Z, we set

) _ F@™y = pd™

Tif = (n+1) u(n)

) if ugnﬂ) # ugn) else Tz.(’"f) = —fm.

From (11.44)-(11.45) and definition (11.53) of ult', we get
. (aw{™y) = e@P )Y ol + b)) = b)) = (@dwy) - i)y

a(uz(j_)%) ( (n) )TZU})

1=
z+2
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11.4 Study of a finite volume scheme

Using again Crip defined by (11.7), we define

a(ull)) - a(ul",)
1(2) = Tn) m i “gi)l # “Eﬁl else T( 2 = Cuip,
z+2 - i—g
(n) _(n) (n)

and we define similarly 7;,’, 7, .’ and 7; ;, replacing respectively a by b, ¢ and d.

We can then write v(+) - vgn) = (u@l - (n) )(G U(n)l + G1) with

-3 tt+3
7 (?) 7 (3) (?) —T(")
G ”Z ,C z Z a and Gl — ”; l nl
a(w}y) - e alu}y) = euiP)ny

2 .
and therefore, since a(u (n) )— (ugi) )7 ( ) > my, we get |Go| < Ci6 and |G| < Ci6 with Cig = ﬁ*’i&

it3 1 0
We then have
(o=, [+

We can the apply the discrete Gronwall lemma 11.5.3 (see appendix 2), starting from i > z(() ") We thus
obtain

() _ ™

o -l 1), vieZ.

oy =0y < Cu

i
< (|Vo|+1)exp | Cre Z ‘u;‘Jr%—u;‘_% -1
ji)

YieZ,i> z(") (")

Hence, thanks to (11.58) and (11.43), we have

'1)51)% < (|V0| + 1) exp (C16W0) -1, VieZ,

which provides (11.60) with C1; defined by the right hand side of the above inequality. From definition
(11.44)-(11.45), setting @™ : R— R, s ol + & ( (8)gis () + d(s) = e(w™) ol — d(u”) )) we
get by derivation, for a.e. u € R

F1@" W) (¢ (w)g s () + d' () — ! (u)gPs (u) = (u)

Y _ 3 z
(gz’+é) (w) = a(u) — c(u) f' (@™ (u)) |

which gives

(582,) @) < Cuolgl?, )1 + 1)
it 1 = 216941 :
We then apply Gronwall’s lemma, starting from u = u(i)l € [Upm, Upr] thanks to (11.59). Since we have

|g(") (ul? )l = |v(") | < C11 by (11.60), we get (11.61) with Cys = (C11 +1) exp(C16(Unr — U)) — 1. This
therefore glves (11. 62) with C13 = C16(Ci2+1). We thus get (11.63), with C14 = CripC12+CmaxCiz+CLip
and (1164) with 015 = 014/m0. O

Lemme 11.4.2
Assume that Hypotheses (11.7) and (11.8) hold. Let Cy7 be defined by the relation

1

Cir=———"7— 11.65
17 2max(014,015)’ ( )
where C14 and C5 are given by Lemma 11.4.1.
Then, for all h > 0 and & > 0 be given such that
& < Ciz7h, (11.66)
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the values (u})icz. nen, (W})icz,nen, (u] Uit 1)ieZ,nen and (U?+%)iez,neN; defined by (11.41) - (11.55), satisfy

3 P, —ui™| < Wo, ¥n eN, (11.67)
1E€EZ
U <u™ < Uy, Vi€ Z, VneN, (11.68)

Proof. We first remark that (11.67) and (11.68) hold for n = 0 using definition (11.41). Let us assume
that, for a given n € N, relations (11.67) and (11.68) hold. By the construction of the scheme, (11.42)

holds, thus we can use the conclusions of Lemma 11.4.1. For a given ¢ € Z, we define 175”*1) by

~ o
Y = = 2 () — iy @)+ ) ) = ) ) ).

Using again the notations wz( ™ = f(ug")) and w 1 = flu;, (n) ) for all ¢ € Z, we define w("+1) for all
1 € Z, by

7 =l = T (Vi) -

= (b @) = v @) + o) @) = ) @) ).

i+ Ve i—1
Note that, in general, @\" "™ # f(@™"")). We now define 7_(n ) by

pi ™) = i i)
()™

u,
z+%

if u™ # ugi)%, then Tz-(f_:_’u) = , else TZ(Z_’ W = Oy.

Note that, thanks to (11.48) and (11.63), we have 0 < Ti(ﬁr’u) < C14. Similarly, we define Ti(fi’u) by
u ™) — i) (™)
NONO

l—*

u(™ # U ; then T(n 9= , else T("’“ =Cha

(again, thanks to (11.48) and (11.63), we have 0 < Tz-(fi’u) < C14). We now define 7'(" )y

V.

(n) (nyaw) _ ’l+ i3 il (n u) _
w; # w , then 7; 7 = o, , else 7; =Cis.
Wit i

(n) | (w (n)) (n) | (w (n) )

Note that, thanks to (11.51) and (11.64), we have 0 < Tz-(:gw) < (5. Similarly, we define T(" “) by

™ (™ o™ (™
( ) (nw) Z—f( z——) 1_7( i ) (nyw)
# w , then 7; = , else ™" = C15
(") —w™ i,

,_, i

(again, thanks to (11.51) and (11.64), we have 0 < Ti(fl’w) < C15). We then get

_ (5t & 6t
and 5 5 5
D = ™ (1 — ® i ) | vy | hTz(iw)wfi)l 42 my ™, (11.70)
Defining Ci7 by (11.65), we obtain from (11.69) that
"t e [min(ugf)%,ugn),u(: ) max(u(")%,uz("),u(i) )] (11.71)
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11.4 Study of a finite volume scheme

and from (11.70) that

B e el ) sl ) ) )
= [f(max(ug"g, ("’,ufﬁ)%)),f(mm( 5. Loul™ ul)]

We now define the function Mi(") Um,Um] = R, u = alu; (M) )y — c(u{™) f(u). We then get from (11.71)
and (11.72) that

Mi(n) (min(ugﬁ)l,ugn),ugi)l)) < a(ugn))ﬂgnﬂ) — c(ugn))ﬁgnﬂ) < Mi(n) (ma}c(uz(n)1 ,ugn),ugi)l)) .
(11.73)
From the definition of ﬂg" D and @ w; 5" and from (11.53)-(11.55), we get

M™ (") Mg ey pm )| (11.74)

=a(u;

since a(u)u(?s (u) = (s (F@W) = a(w)p”y (W) = c(u)r”) (f(u) = ~a(u)d(u) + c(w)b(w), for al

4 € [Upm,Un]- Thanks to (11.73) and (11.74), and to the strlct monotony of the function Mi(n), we can

write

u{m+) @™, u™, 0™,

(") (n) o™
;7 u; + )]

€ [mln ), max(u Z1 u; +

which shows (11.68) for n + 1. Thanks to the above property, we can now apply Lemma 11.5.4, which
permits to conclude
P

i€z
which completes the proof of (11.67) for n + 1. O
Let us now classically deduce some bound for the variation in time, from that of the variation in
space.

it < [ i,

Lemme 11.4.3

Assume that Hypotheses (11.7) and (11.8) hold. Let Cy7 be defined by Lemma 11.4.2 (thus only depending
on Vo, g, Wo, Um, Unm, a, b, ¢, d and f). Let h > 0 and & > 0 be given such that (11.66) holds. Then,
there exists C1g, only depending on Vo, g, Wo, Um, Um, a, b, ¢, d and f such that the values (u}")iez. nen,
(W) iez nen, (u?+%),-ez,neN and (’UZ_%)iEZ,nENy defined by (11.43) - (11.55), satisfy

[t2/8t]
ST Y hu™Y — V| < (bt + &)Cis, V2 > 1 >0, (11.75)
n=|[t1/8] i€Z

where, for all s € R, we denote by |s| the biggest integer lower or equal to s.

Proof. We get, setting u = ugf)l in (11.44)-(11.45), that g(n) (uz(f)l) = gg ) (u(") ). Using (11.53), w
2 2 2

get

u™ = ™ 4+ = (eulPgl?, (D)) + duly) = e(u™))gfTy (w™y) — (™)), Vi€ Z.

Using the Lipschitz constant Cy4 defined in the proof of Lemma 11.4.2; this leads to

™ ) < Xl — i, vie z.

Therefore, we get
Z h|uz("+1) - U,En)l S &CMW(),
icZ
which provides (11.75) with Cy1s = C14Wy. O
It is now possible to state the convergence of the scheme. This is the aim of the following theorem.
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Théoréme 11.4.4

Assume that Hypotheses (11.7) and (11.8) hold. Let Cy7 be defined by Lemma 11.4.2 (thus only depending
on Vo, o, Wo, Unm, Un, a, b, ¢, d and f) and let C19 € (0,C17) be given. Let (hy,, &m)men be a sequence
of pairs of positive reals such that lim h,, = 0 and such that Cigh,, < &, < Ci7h, for all m € N.

m—oo
Then there exists a subsequence of (R, , &m)men, again denoted (A, &m)men, such that the sequence of

functions (up,, s, s Vhp i )meN defined by (11.43) - (11.57) satisfies
1. there exists u € L®(R x Ry ) with u — ug € Lip(R,; L}(R)) N L= (R, ; BV (R)) such that

VT € Ry, lim sup [lup,, &, (t) —u(,t)|loiw) =0, (11.76)
M=% 40, T

2. there exists v € L (R x R}) such that (vp,, &, )men converges for the weak-x topology of L (R x
Ry) tov,

3. this pair of functions (u,v) is then an entropy weak solution of the system (11.9) in the sense of
definition 11.2.3.

Proof. Let us examine the first item of the above theorem. It is easy to see that, for all m € N,
[|th 8. (-5 0) — Uol| L1 (R) < hmWo thanks to (11.41). Thanks to Lemma 11.4.3, we get that, for all € Ry,
A8 (-5 1) — ol|L1(R) < R Wo + (t + &) C1g, Which is bounded by tCig + Cyo for all m € N. Thanks
to Lemma 11.4.2, we have [[up,,, &,, (,t) — wollBy®) < 2Wo. Helly’s theorem proves that the set A(t) of
all the functions v € L!(R) such that lv]|z1(r) < tC18 + Coo and [|v||By(r) < 2W) is relatively compact
in L'(R). We can then apply theorem 11.5.5 to the sequence (up,, s,. — %o0)men, which allows to extract
a sequence such that (11.76) holds.

Using (11.60), we again extract from this sequence a subsequence such that the second item holds.

Let us now prove the third item. Let ¢ € C°(R x Ry, R) be given. Let R > 0 and T > 0 such that
support(p) C [-R, R] x [0,T]. We get (11.12), using (11.43), (11.56) and the hypothesis Cighp, < &,
for all m € N (this hypothesis is only needed here).

Let us now show (11.11). Let ¢ € CP(R x Ry,R}) be given, and let m € N. For the simplicity
of the notation, we omit some subscripts m in the following calculations. For a given n € N, relations
(11.53)-(11.55) read

a
W = o (0 ) — P T ) i€

z+17171 %71171,

and

Fl™D) = £ = F (FoofTy, 1), F@l) — Faoll™s, £, 1™)) , Vi € 2

Let k € R be given. We get from the above relations, for all ¢ € Z,

a(k)u{™™ — c(r) f™) = a(w)ul — c(k) f (i)

& n n n n n
( )E (FGO( (+)15u( ),U£+)) FG (/‘LE );511/5 )1au )))
& n n n n n
e(r) 5 (Fao 7y, Fu™), Fufh)) = Foo(v(™y, f(ul™), F(uf™))).

q,( (nt1) ,(m) ,(n)

We thus have the relation ¥ (u{"")) B TR T

= ), where the functions ¥ and ® are such that,
for all s € R, ¥(s) =a(k)s — c(k)f(s) an
Vs1,82,83 € R, ®(s1,82,83) = a(k)s2 — c( ) f(s2)
)E (FGO l+1,82,33) FGO(NE?;;ShSZ))
%( (7, 1052, 5(59)) — Faal0"), 1(51), £(52))) -

Thanks to the relation
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we have U(k) = ®(k, K, k). We recall that, when g € C°(R, R), the function Fgo(g,-,) defined by (11.46)
is Lipschitz continuous and non decreasing with respect to its second argument, Lipschitz continuous and
non increasing with respect to its third argument, with the same Lipschitz constants as g. We then see
that @ is non decreasing with respect to its first and third arguments in [Uy,, Upr]2. Thanks to condition

(11.66) in which C7 is given by (11.65), where C14 and C'5 are respectively the Lipschitz constants of
(1) o0
Hiyy and v,

Followmg a class1cal reasoning, we get that, if k € [Uy,, Un], then

we get that @ is also non decreasing with respect to its second argument in [Uy,, Ups].

T Th) < B, Tr,ul™ Tr, ul) Tr).

This relation holds if K > Ups thanks to ¥(k) = ®(k, k, ), and it holds if kK < U, thanks to lI!(ugnJrl)) =
@(ugf'fl) ul™, 5")1) Hence it holds in the general case of K € R, and we can write \I!(uz("H)Tn) —¥(k) <

? ’l

‘I’(uz@lT"iau( )TH,USJr)lTH) ®(k, k, k). This gives

o) (™ Th = k) = e()(f (" Th) = f(5)) < alw) (" Th = 5) = c(m)F(u" Th) = 1 (5))
el )% (FGO( ’(i)l’ EH)TH’UE:L—)IT”) Fo(p gﬁ)? En)l‘rm u(")'l'/i))
el (Faolv Dy Sl T, F T0) = Faolv(" £ T, Sl )

(11.77)
Thanks to the property Fgo(g,s,s) = g(s) for all g € C°(R,R) and s € R, we have

a(n) (FGO ('uz(i)% ) STK’; STK) — Fgo (Hgi)% » K, K’)) -

() (Fao vy (sT), (sTR)) = Fao(vls, F(0), £(5))) = —Go(s)g\ 7, () = Gis), Vs € R
(11.78)
where we define

Go : R>R, s alk)e(sTk) —c(k)a(sTk),
Gi : R>R sealk)(d(sTk) —d(k)) —c(k)(b(sTk) — b(k)),

where we remark that for all s € R, —Go(s )g(_::)1 (sTk) — G1(s) = —Go(s )g(+)1( ) — G1(s), since Go(s) =
G1(s) = 0 for all s < k. Note that the following relation holds :

a(R)Foo (i{1s 5, K) = c(k) Foo (v} , (K), (k) = =a(k)d(x) + c(x)b(x)
— ) Foa "y 1) — o) Feal01" £(5), £ ).

2

(11.79)

We then get from (11.77), (11.78) and (11.79)

B (a(e) @™ T = k) = e() (™D Th) = £(6)) = a(k) (" T = 5) + c(m) (f (" Tr) = ()
& (Go(u )0, +Gr(uy) = Go(u™ )™, — Gi(w",)) < &(Wp - W),
o ’ (11.80)
where we set

Wr = —a(k) (FGo(N(Z)l T, u(n) ) Tk) — Fao(ui™ ugi)% Tfs,ug:)% Tm))

g i+3?

11.81
(k) (Faow ) @l Tr), f @ TR)) = Fao vy, f i, Th), ful?y TR)) (-5

We then multiply (11.80) by ¢((i + §)h,n&). Gathering the terms obtained by summing the result on
n € N and i € Z, we then obtain Tl(g”) + T + T < T{™ | with

T = = 32 S (a(R) 0 T — ) — elm) (F( TR) — () (o(i+ )b n)— (4 )b, (n— 1)),

neEN* i€Z
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Tl = =3 (ate) 0 T — ) — elm) (F” Tw) — () 0l + 5)1,0),

iE€EZ

75 = Y a3 (Gotu ol +Gr(ul”))) (i + ) (i = Hhnd)).

neN* 1EZ

and ) )
(m) _ ) (L o L
T = 3 & 3w (ol - ) - o+ i) )
neN* i€EZ

We then classically obtain that
lim T(™ = / / w(, )T — k) — (k) (F (u(w, ) TR) — £(5))) 0 (z, t)dadt,

Ry

Jim Ty = - / (a(r) (o (2) T = ) = (k) (f (o (#) T) = £(r))) p(, 0)derdt,
and, thanks to (11.67), we get
lim T = /R /]R (Golu(w, )o(z, £) + G1 (ulz, 1)) @a (z, ) dadt.

m—0o0

Turning to the study of T2(In ), we get, from the Lipschitz continuity properties of Fg, and using u

Ty, ufy),

(n)
i+1 €

() _ (0
K]

[Wi' < Cmax(C1a + C15CLip) |uiy)

Thanks to the above inequalities, we obtain that
o1 o1
67| < Cnax(Cra + CrsCiip) Y- & ™, — ™| ‘w((l ~ )hnd) = p((i + 5)h,nd)
neN*  i€Z
which yields, setting C21 = [|01¢]| L (& xr 1) Cmax(C14 + C15CLip),

LT/é]

T < hew Z &3 |uf

n= iE€EZ

(™
™|

This gives, using (11.67) and reintroducing subscripts m, |T(m) < hp(T + &p)Co1Wo and finally
lim TZ,({n ) = 0, which concludes the proof of the first inequality of (11.11). The second inequality is

m— o0
proven exactly in the same way.

The proof of (11.10) is similar and simpler. For a given ¢ € C®(R x Ry, R) and m € N, we multiply
(11.53) and (11.55) by he((i + 3)hm,ndm), and we sum the result over ¢ € Z and n € N. We then
pass to the limit m — oo, again using the convergence of (up,, &..)men to u in L'([—R, R] x [0,T7),
the convergence of (vp,, s, )men for the weak-* topology of L (R x R} ) to v, the estimate (11.67), and
following the same reasoning as above. We then get that (11.10) is satisfied by (u,v). This concludes the
proof that (u,v) is an entropy weak solution of the system (11.9) in the sense of definition 11.2.3.00

11.5 Numerical results

We provide in this section some numerical results, obtained with the generalized Godunov scheme
presented in section 11.4. We consider the data of the third analytical example in section 11.2, correspon-
ding to the simulation of a bubble initially present in the domain. The value for Cy7 provided by (11.65)
is not sharp enough to be used for practically setting the value of the time step as a function of the space
step. Hence, using the analytical values taken by the function v, it was possible to assess a much more
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accurate value for &/h = C}7, ensuring the stability of the scheme. We have thus taken & = 107 for
h = 10"*. We show on figures 11.3 and 11.4 respectively the functions up & (2, to) and vs & (z, o) at time
t() =0.1.

Let us first observe that the numerical solution is very close to the analytical one shown in figures
11.1-11.2. Classically, we note that the contact discontinuity is more subject to numerical diffusion than
the shocks. We remark that the approximate solution vy & shows monotony properties with respect to z,
but presents periodic oscillations with respect to ¢ (see figure (11.5)). The period of these oscillations only
depends on the space step, and numerically corresponds to the time needed for dissolving the gaseous
component into the water phase at the maximum concentration in one control volume, starting with pure
water (this time is also that of the apparition of the gaseous phase in this control volume). This is in
agreement with the theoretical convergence properties in section 11.4, only based on the proof of the
convergence of vy 5 to v for the weak-+ convergence of L (R x R, ). Indeed, it is easy to see that some
BYV estimate could be considered for v with respect to the space variable, but the lack of term v; prevents
from obtaining a similar estimate with respect to the time variable. However, a time average of vy g (z,t)
can be shown to accurately converge to the analytical value obtained in section 11.2. Let us compute the
numerical error with respect to the analytical solution given in section 11.2. Since in this case, we have
up,(z,t) = u(z,t) for sufficiently large and small values of z, we can compute

B(h,&,t) = /R (s £) — un.g(z, 1)| da. (11.82)

We then provide e(h) = E(h, Ci7h,0.1) as a function of h in figure 11.6 , showing a numerical convergence
order about 0.5.

Appendix : some technical results

Lemme 11.5.1 (Lipschitz continuity of G)
Assuming Hypotheses (11.7), let G be the function defined by (11.25)-(11.26). Then there exists Caa,
which only depends on CLip, Cmax, Mo and fn,, such that

|G (g1, 51,82) — G(91,51,853)| < C2a (|g1| + 1) |83 — 82/,

11.83
|G (g1, 51,82) — G(91,53,52)| < C2a (|g1| + 1) |83 — 1] - ( )

VS1752,33791 € Ra {

Proof. Prolonging 7¢(s1,s2) by 7(s1, s2) = —Chip for s; = s2, and using (11.25)-(11.26), we can write

Vs1, 82,91 € R, G(g1,81,82) = g1 + Ho(s1,52)91 + Hi(s1,52), (11.84)
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Fic. 11.6: e(h)

with

?

V(s1,0) € B2, Ho(s1,52) = (c(s2) = 06(181))71‘(31,82) — (a(s2) — a(s1))

s2) — c(s2)Tf(81, 82)
(d(s2) — d(s1))75 (51, 82) — (b(52) = b(51))

a(s2) — c(s2)75(s1, 52)

Hl(Sl,SQ) =

Let us prove that the functions Hy and H; are Lipschitz continuous on R2?, which immediately gives
(11.83) from (11.84). Let us first remark that these functions are clearly continuous in all (s, s2) € R2,
with s; # s2. We now remark that, for all (s, s2) € R2, with s; # so, we have

Ho(s1,82)  7c(81,82)77(51,82) — Ta(81, 82)

S2 — 81 a(s2) — c(s2)77(s1,52)

which shows that
Ctip + Cuip

Y(s1,82) € R, |Ho(s1,82)| < |52 — s1] p—

The above relation shows that Hy is continuous on R?. The same conclusion holds for H;. It now suffices
to show that the partial derivatives of Hy and H; are bounded almost everywhere. Let (s1, s2) € R? with

81 # so. We can write Hy(s1,82) = ﬁo(sl, 82,T¢(81,82)), with

(c(s2) — c(51))t — (a(s2) — a(s1))
a(ss) — c(s2)t )

V(S1,32) € R27 vt € [_CLip7_fm]7 ﬁ0(317327t) =

We then easily get that, for a.e. (s1,s2) € R? and t € [~CLip, — fm],

Cuip + Ctiy
77

|31ﬁ0(31,82;t)| <
mo

(CLip + CI%ip)(Cmax + CVLipCVmax)

|82H0(815827t)| S m(Q)

)

~ CLip + C%, Cmax(CLip + C§;
|63H0(81,82,t)| S |32 _ 81| ( 1p Lip + max( 1p2 Llp) )
my my

Since we get that
2CLip

for a.e. (s1,82) € R?, Vi = 1,2, |0;7¢(s1,52)| < ,
|s2 — 1]
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we conclude that Hy is Lipschitz continuous on R?, since we have

for a.e. (s1,82) € R2, Vi=1,2,
0iHo(s1,82) = 0;Ho(s1,82,Tf(81,82)) + 0 (s1,82)03Ho (81,82, T (81, 52)).

We proceed exactly in the same way for Hy, getting the same conclusion. [

Lemme 11.5.2 (Monotony property of V)
Under Hypotheses (11.7), let V and G be the functions defined by (11.25)-(11.26). Then

Vul,U2,U3,gl S R, (u1 - Uz)(’ll.z - U3) >0 =

11.85
Ja >0, (V(g1,u1,u3) = V(gi,u1,u2)) = a(V(G(g1, u1,u2),u2,u3) — V(g1,u1,u3)). ( )

Proof. Let uy,us,u3,g1 € R be such that (u1 — u2)(uz —ug) > 0. Let us denote by g = G(g1, u1,u2),
U2 = V(glau17u2)7 gs = G(glau17u3)7 U3 = V(glau17u3) and gIS = G(927u27u3)7 1}13 = V(g27u27u3)' USing
(11.24), we can write

vo(f(u1) = f(uz)) = —(a(ur)gr + b(ur) — a(ug)ga — b(uz))
va(u1 — us) = —(c(ur)gr + d(u1) — c(uz)ga — d(u2)),
v3(f(u2) — f(us)) = —(a(uz)ga + b(uz) — alus)gh — b(us);
vs(uz — u3) = —(C(Uz)gz +d(u2) — c(us)gs — d(us)).
v3(f(u1) — fuz)) = —(a(u1)gr +b(u1) — a(uz)gs — b(u3);
v3(u1 — us) = —(c(u1)gr +d(u1) — c(uz)gs — d(us)),

This provides, by addition of the first and second system, elimination of g4, and by elimination of g3 in
the third system,

vg (c(us)(f(u2) — f(us)) — a(us)(uz — u3)) +va(c(us)(f(ur) — fuz)) — aus)(ur —up)) =
vs (c(uz)(f(ur) — f(u3)) — a(uz)(ur — uz)).

We thus get
(v — v3) (c(ug)(f(ua) — f(us)) — a(us)(us — u3)) =
(v3 — v2) (c(us)(f (u1) — f(uz2)) — a(us)(ur — u2)),

which gives (11.85) thanks to Hypotheses (11.7). O

Lemme 11.5.3 (Discrete Gronwall’s lemma)
Let N € N* be given, and let (gi)refo,n] and (ux)refo,n] be discrete sequences of reals, such that there
exists Cg > 0 with

g1 — 9] < Co (Jgil + 1) lursr — wel ¥k € [0, N — 1]. (11.86)
Then the following holds

N-1

|gk| < (lgol + 1) exp lCG Z |Ui+1 — u”] -1, Vk € [[O,N]] (1187)
=0

Proof. Let k € [0, N — 1]. From (11.86), we get,

|gk+1| = |9x] £ Ca (lgn] + 1) [ups1 — uil, (11.88)
which gives
|9k+1] < |gr| (1 + Cq |ug41 — ur|) + Cq |up+1 — ux|, (11.89)
and therefore
19k+1] +1 < (gl +1) 1 + Cq lug+1 — uk) - (11.90)
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Since the above inequality holds for all k € [0, N — 1], we get

k
lgk41] +1 < (I90l + 1) J] (1 + Co Juigs — wil) - (11.91)
i=0
Hence we obtain,
k
log [|gr+1] + 1] < log (Igo| + 1) + D _log (1 + Ca [uig1 — i) - (11.92)
=0
Since Vs > 0, log(1 + s) < s, we have
k
g [|gr-+1] + 1] < log (lgo| + 1) + Y _ Ca [uis — wil - (11.93)
=0
k N-1
Therefore, using Y |ujr1 —ui| < Y |uir1 — ui|, we get
i=0 =0
N-1
|gr+1|+ 1 < (|go] + 1) exp [CG D luigs — Ui|] - (11.94)
=0

The conclusion of the proof follows. O

Lemme 11.5.4 (A Total Variation Diminution property)
Let (ui)iez, (uiy1)icz and (U;)icz be sequences of reals such that
1. ZieZ |ui+1 — ’LL1| < 00,
2. foralli € Z, u;, 1 € T(ui, wig1),
3. for all i € Z, u; € [min(u;_1,ui,u;y 1), max(u;_ 1, Ui uig 1))
Then
D i =8| <Y Juipr — -
i€z i€z
Proof. Let us first remark that the property

Vs1, 82,83, 84 € R, 81 € [min(sz, 83, $4), max(s2, 83, 84)] = (|s3 — 54| + |s3 — 52| > |51 — 84| + |81 — 82])

can easily be shown by considering the different cases. We thus get that

Wi = U 1| F U = Uy 1] 2 (U= UL U U] Vi € Z.
Using that, for all i € Z, we have |u; — u;q1| = |u; — U |+ |Uip 1 — Uit since U1 € T(us, uit1), and
[T — Uigr] < Uil — Ui| + |Wip1 — Uiy 1|, we conclude the proof of the lemma. O

Théoréme 11.5.5 (A variant of Ascoli’s theorem)

Let E be a Banach space, let (up)nen be a sequence of functions from Ry — E such that, for allt € Ry,
there exists a relatively compact subset A(t) of E with u,(t) € A(t) for all n € N. We assume that there
exists a sequence (& )nen of non negative reals which converges to 0, and that there exists C > 0 with

[Jun(te) — un(t1)||le < C (|t2 — t1| + &), Vn €N, Vii,t2 € Ry. (11.95)

Then there exists u € Lip(Ry; E) and a subsequence of (U, &y)nen, again denoted (uyn,dn)nen, such
that

VI € Ry, lim sup ||lun(t) —u(t)]|g =0. (11.96)
n— o0 tE[O,T]
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Proof. The proof follows that of Ascoli’s theorem. Let (t,)nen be a dense sequence in Ry . One extracts
from the sequence (un,&n)nen, thanks to the diagonal process, a subsequence such that (un(tx))nen
converges for all k£ € N.

Then the property (11.95) allows to show that, for all t € Ry, (un(t))nen is a Cauchy sequence.
Indeed, for € > 0, one first chooses & € N such that |t — t;| < e, then ng € N such that &, < ¢ for
all n > ng, and ||u,(tr) — up(tr)||le < € for all n,p > ng. The inequality ||u,(t) — up ()|l < [|un(t) —
Un ()| E + |Jwn(tr) — up(te)lle + llup(te) — up(t)||le < (1 +4C)e for all n,p > ng follows.

One then defines, for all ¢ € Ry, u(t) as the limit of (u,(t)),en- Passing to the limit n — oo in (11.95)
provides

lu(ts) — u(t)lls < C t2 —ta], V1, s € Ry, (11.97)

which shows that v € Lip(Ry ; F). Then (11.96) is again an easy consequence of (11.95). Indeed, let 7' > 0
and € > 0 be given. Since, for all k =0,...,|T/e| (where |z]| denotes the greater integer lower of equal
to x), the sequence (u,(ke))nen converges to u(ke), let ng € N be such that ||u,(ke) — u(ke)||g < € for
all k =0,...,|T/e] and all n > ng, and such that &, < € for all n > ng. Then, for all ¢ € [0,7] and
n > ng, letting k = [t/e], we get using (11.97) and (11.95), ||u(t) —un(t)||e < ||u(t) —u(ke)||E + |Ju(ke) —
un(ke)||E + ||un(ke) — un(t)||e < (1 + 3C)e, which concludes the proof of (11.96). O
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Chapitre 12

Boundary conditions

In the previous chapter, the boundary conditions are not considered. We propose to give, in this
chapter, some indications to treat the boundary conditions, althoug this problem is not currently solved.
We add to the problem (11.6) the initial condition

u(z,0) = uo(z), = €]JA, B[ (12.1)
and the boundary conditions
u(A,t) = ua(t), u(B,t) = up(t), v(z,t) =04(t), t € Ry. (12.2)

The hypotheses (11.7) are always valid. Let us now define some hypotheses on the initial and boundary
conditions

A,BeRwith A<B

ug € L>®(R) N BV (JA4, B]) and ua,up € L®(Ry) N BV (Ry)

Wo = ||luolleva,p, Wa = lluallBvr,), WB = |lullBV(R4),

(we then denote Uy, Uy € R s.t. ug(z),ua(t),up(t) € [Un,Unm] for a.e. z €]A, B[ and ¢t € R, ),

va € L*®(Ry) is given, and we denote T4 = ||va||p(r,)-

(12.3)

12.1 The finite volume scheme

The idea of the following scheme is to keep the same scheme as the one presented in section 11.4 for
all interfaces except for the first one. For the first interface, denoted by subscript %, we use the solution
of the generalized Riemann problem for the given data (v4,u’,u?).

Let & > 0 be given, which will be called the time step in the following. Let N € N* be given, and let
h = (B —A)/N which will be called the space step in the following. We denote [1, N] = {n € N,1 <n <
N} and we define K; = (ih, (i + 1)h), for all i € [1, N]. We set

(3

o 1 (i+1)h
u; = E/ uo(x)dz, Vi€ [1,N]. (12.4)
ih

We then define the finite volume scheme by induction on n € N. Let n € N be given and let us assume

that (uz(")),-e[[L N7 is a given family of reals. We define

(n) 1 (n+1)é8& (n) 1 (n+1)é& (n) 1 (n+1)8t
W =2 /n ), = g /n s o) = 3 /n  mdn Yne R (129)
Let g(n) : R — R be the fonction given by theorem (11.2.6) of Eymard and Tillier (2007) for the

1
3
values u; = u(()"), Up = u§") and g; = qun) :

9 = gl ul, o) (12.6)
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We then introduce

i s R R ue —(c(u)gy” (w) + d(w)), (12.7)
and
WY R R, w — (alf 0 w)gl” (0 ) + b W), (12.8)
We can then define Uy (n) by
u™ is any element of {s e Iwi™, u{™), u{M(s) = Faol (_"),u(()n),u§"))} . (12.9)

This allows to define the value U(l") by :
2

) = g W), (12.10)

We now define the finite volume scheme by induction on i € [1, N] (the following holds including the

(n)

case i = N, which corresponds to the boundary condition in = B), assuming that the values Chie! and

@_)1 are known. The principle of the scheme is to give the steps leading to n +)1 and u' +)1:
2 2 2

to give the scheme by induction on i € [1, N]. Let us define the function égi)l : RxR— R by
2

which permits

7

n n & n n n
o) (o) = Fu™) + 3 (alwp +b(w) — ™) )ol™; —bul)))

(12.11)
1 (4 F (et + ) = ol - dw”)) )
We remark that this function <I>( )1 is locally Lipschitz continuous with respect to its arguments and
verifies
n o ~(n & o
007, (u,v) = o (a(w) = c(u) F@™ (u,v))) € [0, 3 Cmax(1+ Cip)], for ae. u,v € R,

with u(n)(u,v) = u(n) + % (c(u)v +d(u) — c(ugﬁ)l)vgf)l - d(usn) )) Thus, for all 4w € R, the function

2

v = @§")1 (u,v) is Lipschitz continuous one-to-one from R to R, and its reciprocal function is Lipschitz

continuous from R to R. Hence we implicitly define the Lipschitz continuous function g +) by

gg:)% : R—= R, u— vs.t. @5_’:)% (u,v) = 0. (12.12)
We define ugi)% € R as a value associated with the Godunov scheme for the flux given by the function
w o R R oue —(c(w)glyy (u) +d(w)), (12.13)
the left value u{™ and the right value u +)1, ie.
wl?, is any element of {s 1™, ul})), uPs (s) = Fao (s, ul™, 5_’3)} (12.14)

This allows to define the value vg:)l by :
2

o™ ) ()
ol = gl (). (12.15)

Relations (12.11)-(12.12) and the fact that f is strictly decreasing imply that f(ugn)l) reaches the

Godunov scheme for the flux given by the function

s R R w e = (a(fC D @)gly (D () +b(F D (w)), (12.16)
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the left value f(u\™) and the right value f (ugi)l), ie.

v (F)) = Foo (v, Fu™), Fui}))). (12.17)

(n)
i+g

(n)

and v; ", , and the induction on i € [1, N] is now complete. These
2

Hence we have defined values u
values are such that

(-ﬁ)% )Ug)% - b(uz@% ))

n & n n n
f(ug )) + — (a(ug )l)vg )1 + b(u( )1) —a(u
1 h i+57 it 3 i+35 1 (12 18)
_ (ugn) L2 (e, o, + d(ul,) - el o, — dal™ ))> ‘
i h i+3/7i+ 3 i+3 i—1/%-1 i—1 :
We then set
n n & n n n n n n
uf™V = 4 T (el Doy + ) - ooy —d@y)), vie LN (1219)
Note that, for all ¢ € [1, N] with ¢ < i(() ") _ 1, we get u( ntl) _ = Ty. We also denote by
w™ = f(u™), Vi€ [0,N +1], Vn € N. (12.20)
Thanks to (12.18), we can write
wg +) wg ) 4 % (a(u§+)1) Z(+); + b( (n) ) a(ug_)%)vg_)% — b(ug_)%)) , Vi € [1,N]. (12.21)

This allows the definition of the scheme by induction on n to hold.

") and ng)l’ for n € Nand i € [1, N], we can define the

approximate functions up & : |4, B[xRy — R and vp g : JA, B[xRy — R of  and v by

Thanks to the definition of discrete values u;

up gz t) = u§”>, Vz € (A+ (i — 1)h, A +ih) and all t € [n&, (n + 1)&), Vi € [1,N], Vn € N,

, Vz € (A,A+ 1 h)and all t € [n&, (n + 1)&), Vn € N,

v 1, Vo € (A4 (i — 3)h, A+ (i + 3)h) and all t € [n&, (n + 1)&), Vi € [L,N — 1], Vn € N,
= “; Vz € (A+ (N — L)k, B) and all ¢ € [nd, (n + 1)&).

2

(12.22)

12.2 Numerical result

We choose, in this section, to modify the value of X. We take X = 0.02 instead of the previous value
used in the section 11.5. This enables to reduce the solubility of the co, in water to keep more coy in gaz
phase.

We choose the boundary conditions to close the top of the domain. It corresponds to take

ua =§
vA = pyg
For the boundary condition at the bottom of the domain, we choose

UBZO

This choice corresponds to let pure water get in the system if necessary.
We show on figures 12.1 and 12.2 respectively the functions wp,s(z,to) and vp,a(x,t0) at differents
times tg.
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The figure 12.3 shows the evolution of ugeq(t) and vgeq(t) according to the values of ua, va and uf.
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F1G. 12.3: ug0q(t) and vgeq(t)
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Conclusion

Au cours de cette thése, nous avons étudié une méthode de couplage pour simuler les écoulements
multiphasiques réactifs. Pour réaliser cette étude, un prototype a été développé. Ce prototype permet
d’utiliser aussi bien une méthode globale que la méthode (Rs-T), ce qui permet de comparer les deux
méthodes et d’étudier la validité de la méthode (Rs-TF).

Aprés une validation du module géochimie du prototype et des hypothéses de découplage, nous avons
effectué une comparaison des deux méthodes. Cette étude montre que les résultats obtenus avec (Rs-T7")
sont similaires & ceux obtenus avec la méthode globale. En considérant la solution obtenue avec la mé-
thode globale comme une solution de référence, une étude numérique de ’erreur et de la convergence
de la méthode (Rs-T7) a été réalisée. On montre alors que lerreur est faible et qu’en réduisant le pas de
temps, la méthode (Rs-T) converge vers la méthode globale.

Une étude détaillée de la méthode de couplage a permis de montrer que la correction d’erreur par
pénalisation est suffisante pour corriger Uerreur de splitting et qu’elle est moins cotiteuse et plus stable
qu’une méthode itérative, bien qu’elle engendre localement des oscillations non physiques sur la solution.
Une combinaison de la méthode par pénalisation et d’une méthode itérative a été proposée pour corriger
ces oscillations, sans ajouter un coit de simulation trop important. De plus, une analyse mathématique
de convergence sur un cas simplifié a permis de montrer que le schéma pénalisé est convergent et qu’il
converge vers la méme solution que le schéma global.

L’un des points importants de la méthode (Rs-77") est d’offrir la possibilité de résoudre le modéle de
transport réactif de facon locale avec des sous-pas de temps locaux. Or, dans le cas ol les phénoménes
de diffusion et de dispersion sont importants, on ne peut pas utiliser directement une méthode locale.
C’est pourquoi nous avons réalisé une étude du poids de la diffusion et de la dispersion, qui a permis
de mettre en évidence que la dispersion peut étre du méme ordre de grandeur que la convection. Une
analyse numérique a ensuite permis d’étudier I’effet d’une dispersion importante sur la méthode (Rs-Tr).
Cette analyse confirme qu’en présence d’une forte dispersion, il est nécessaire de discrétiser le terme de
dispersion de fagon implicite. Par conséquent, la méthode des caractéristiques utilisée pour la résolution
de (T) ne fonctionne pas. Une solution possible est d’utiliser une méthode de splitting pour découpler la
dispersion et les réactions. Une autre solution est d’utiliser des méthodes de décomposition de domaine
car la partie du domaine sur laquelle la dispersion est importante est assez réduite.

Finalement, une partie de cette thése a été consacrée a ’étude mathématique d’un systéme hyperbo-
lique issu des lois de conservation de ’eau et du cos dans une situation simple. Il s’agit de la dissolution
dans l'eau et de la migration par gravité d’une bulle de gaz. Ce systéme d’équation est trés original et
difficile & traiter en raison de la non linéarité du probléme. L’une des idées principales de cette étude
est que pour obtenir un schéma convergent, il est nécessaire de respecter chaque loi de conservation de
fagon simultanée, sans privilégier l’'une des équations par rapport & l'autre. Cette étude a également mis
en évidence la convergence faible du gradient de pression. Ceci signifie que le gradient de pression oscille
au cours du temps avec une fréquence dépendante du maillage.



Chapitre 12. Boundary conditions

Perspectives

Pour poursuivre le travail de thése, il serait intéressant d’étudier différentes méthodes pour traiter
le terme de dispersion. Notamment, il faudrait essayer des méthodes de splitting ou des méthodes de
décomposition de domaine.

De plus, les méthodes de décomposition de domaine sont également trés intéressantes pour la partie
réactive. En effet, les différentes simulations et études réalisées ont permis de constater que les fronts de
réaction sont présents de facon locale. Pour une grande partie du domaine, les réactions sont quasiment
inexistantes. L’utilisation d’une méthode de décomposition de domaine est donc une option intéressante
dans I’évolution des méthodes de simulation du transport réactif appliquée au stockage de cos.

Concernant, I’étude mathématique du systéme hyperbolique, 'unicité et la prise en compte des condi-
tions limites restent un probléme ouvert. Nous proposons un schéma pour prendre en compte les condi-
tions limites, mais actuellement la preuve de convergence n’est pas compléte, certains points restent &
démontrer. Concernant 'unicité de la solution, nous n’avons pas & ’heure actuelle de piste de réflexion.
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Annexe A

Données du test pour la validation du
modeéle géochimique

Caractéristiques de ’assemblage minéralogique

proportion | masse molaire | volume molaire | masse initiale | nb moles initial
(%) (g.mol~1) (cm3.mol 1) (g) (mol/ kg(H»0))
quartz 87 60.07 22.93 26.1 2.9
k-feldspath 2 278.28 108.70 0.6 1.44 x10~2
albite 1 262.18 100.07 0.3 7.63 x1073
kaolinite 2 258.11 99.27 0.6 1.55 x10~2
sidérite 1 115.84 29.25 0.3 1.73 x10~2
annite 5 511.82 161.46 1.5 1.95 x10~2
dolomite 1 184.37 60.45 0.3 1.08 x1072
calcite 1 100.07 36.93 0.3 2.00 x10~2
muscovite 0 398.31 14.23 0.0 0.00 x10~2

Systéme géochimique

Constantes cinétiques des minéraux

log(K) log(kneutre) log(kacide) log(k(co2))

105°C | (mol.m2.s7!) | (mol.m 2.jour !) | (mol.m 2.s71)
quartz -3.02 -10.59 - -
k-feldspath -1.89 -10.11 -5.61 -
albite 0.15 -9.82 -7.11 -
kaolinite 0.70 -8.46 -5.69 -
sidérite -1.56 -5.61 -1.85 -3.83
annite 19.17 -9.23 - -
dolomite -0.01 -5.61 -1.85 -3.83
calcite 0.72 -5.70 0.02 -1.92
muscovite 3.77 - - -




Modéle transport réactif

Espéce | Phase | Condition limite | Condition initiale
hso w a calculer a calculer
h* w 3.76 x 10° 3.76 x 1076
co9 w 0.0103 0.0103

ca’t w 0.0013 0.0013
hcos W 1.96 x 10 ° 1.96 x 107
al®t w 0 0

kT w 2x10~* 2x10~*
$109 w 0 0

na® w 0.0226 0.0226
mg*t w 4284 x 10~4 4.284 x 1074
fe2t w 0 0

coj g - -

La fraction molaire de l'espéce hso est initialisée & ’aide des fractions molaires des autres espéces
selon la loi de fermeture (1.6).

Réactions

équilibres homogénes log K

hao + co¥ «— bt + hco; | -6.4

équilibres hétérogénes | H

co¥ +— co

97.38
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Annexe B

Données du test pour ’étude de
I’hypothése de découplage

Géométrie

Dimension (L x P x H)

Maillage

hauteur max

Condition limites bord supérieur
bord inférieur
bord gauche
bord droit
injection

Propriétés pétrophysiques

1000 x 1 x 1

200x 1 x1

z=-—999 m

flux nul

flux nul

flux nul

P, = 100 bars imposé

Q=0.01 m®.j! entre t = 2 ans et t = 22 ans

Perméabilité constante et uniforme K =100 mD
Perméabilité relative en croix Si =0.01

Pression capillaire pas de pression capillaire

Densité de I’eau constante £y = % mol.L !
Viscosité de 1’eau corrélation empirique

Densité du gaz gaz parfait

Viscosité du gaz Lohrenz-Bray-Clarck

Les perméabilités relatives en croix sont calculés par k., (Sy) = Si et krg(Sw) = (1 — S}) avec

% _ Sw—Si
Sy T

Systéme géochimique




> a—>» 0

Fi1G. B.1: Représentation de la géocichimie

Modéle transport réactif

Espéce | Phase | Condition limite | Condition initiale
hso A4 a calculer A calculer
€09 w 1012 1012
coj g - -
quartz mo - 0.8

La fraction molaire de l’espéce hso est initialisée & ’aide des fractions molaires des autres espéces
selon la loi de fermeture (1.6).

Réactions

équilibres hétérogénes | H

co% — o

variable
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Annexe C

Données du test pour comparaison des

schémas

Géométrie

Dimension (L x P x H)
Maillage

hauteur max

Condition limites bord supérieur
bord inférieur
bord gauche
bord droit

injection

Propriétés pétrophysiques

1000 x 1 x 1

1000 x 1 x 1

z=-999 m

flux nul

flux nul

flux nul

P, = 100 bars imposé

Q=0.01 m3.j~! entre t = 20 ans et t = 25 ans

Permeéabilité
Permeéabilité relative
Pression capillaire

en Croix
Densité de 'eau constante
Viscosité de ’eau
Densité du gaz
Viscosité du gaz

gaz parfait

constante et uniforme

K =100 mD
Si =0.01

pas de pression capillaire

_ 108 -1
§w = 1315 mol.L

corrélation empirique

Lohrenz-Bray-Clarck

Les perméabilités relatives en croix sont calculées par kp,(Sy) = Sy et krg(Sw) = (1 — S} avec

x _ Sw—Si
Sy T

Systéme géochimique




o — O

<

FiG. C.1: Représentation de la géochimie

Modéle transport réactif

Espéce | Phase | Condition limite | Condition initiale
hso w a calculer a calculer
cod w 1.80 x 1073 1.80 x 1073
o w 4.53 x 101 453 x 1071
coj g - -
coj m; - 0.1
quartz my - 0.7

La fraction molaire de l’espéce hoo est initialisée & ’aide des fractions molaires des autres espéces
selon la loi de fermeture (1.6).

Modéle réservoir

(hzO) w

(co¥) | w

(col) | 8

Réactions

cinétiques log K | kp kq
co§ <= coj -1 0.005 | 0.005
équilibres homogénes log K
co$ +— co} -0.6
équilibres hétérogénes | H
cod — coj 50
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Annexe D

Données du test pour ’étude de la
diffusion et de la dispersion

Géométrie
Dimension (L x P x H) 1000 x 1 x 200
Maillage 83 x1x24
Hauteur max z=—800m
Conditions limites bord supérieur flux nul

bord inférieur  flux nul

bord gauche pression hydrostatique + § P = 0.02 bars
bord droit pression hydrostatique

injection Q=0.02m%j lentret = 1l anet t = 11 ans

Propriétés pétrophysiques

Permeéabilité constante mais non uniforme K = { 10 mD St~ 880 < 2 < —870
3000 mD  sinon

Perméabilité relative cf. tableau D.1 Si =0.01

Pression capillaire cf. tableau D.2

Densité de l’eau constante &w = % mol.L 71

Viscosité de 1’eau corrélation empirique

Densité du gaz gaz parfait

Viscosité du gaz Lohrenz-Bray-Clarck

Les perméabilités relatives sont déterminées par les données du tableau D.1 et la pression capillaire
par les données du tableau D.2.



Sw  krw S, kg

020 0 005 0

0.28 5.07x1077 | 0.145 5.07 x 1077
0.36 2.31x107%| 024 231x10°°
0.44 0.00022 0.335 0.00022
0.52 0.00110 0.43  0.00110
0.60 0.00396 0.525 0.00396
0.68 0.01164 0.62  0.01169
0.76 0.03028 0.715 0.03028
0.84 0.07425 0.81  0.07425
0.92 0.18616 0.905 0.18616

1. 1. 1. 1.

TAB. D.1: Données perméabilités relatives

pour K =10 mD | pour K = 3000 mD
Sg Pc Sg P

0 0 0 0

0.08 0.0149 0.08 0.258
0.16 0.0215 0.16 0.3724
0.24 0.0261 0.24 0.4518
0.32 0.0294 0.32 0.5096
0.4 0.0318 0.4  0.5517
0.48 0.0336 0.48 0.5816
0.56 0.0347 0.56 0.6015
0.64 0.0354 0.64 0.6133
0.72 0.0357 0.72 0.6188
0.8 0.0358 0.8 0.62

TaB. D.2: Données pressions capillaire

Systéme géochimique

Modéle transport réactif

Espéce | Phase | Condition limite Condition initiale
hoo w a calculer a calculer
co¥ w 1.41 x 1073 1.41x 1073
heoy w 7.07 x 1077 7.07 x 1077
mg*t w 107° 10~°
mgco, w 107° 107°
ht w 1.8 x 1012 1.8 x 1012
ca’t w 1.6 x 107 1.6 x 1076
coj g - -
calcite my ) 045 si K=10mD
0.35 sinon
dolomite my ) 045 si K =10mD
0.35 sinon
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Chapitre D. Données du test pour 1’étude de la diffusion et de la dispersion

La fraction molaire de 1’espéce hoo est initialisée & ’aide des fractions molaires des autres espéces
selon la loi de fermeture (1.6).
Modéle réservoir

Espéces | Phase
(hQO) w
(co¥) w
(co3) g
Réactions
cinétiques log K kp =kq
calcite + h™ <= hco; + ca®" 0.72 0.172
dolomite + 21+ «= ™9 T 1 001 | 0.0212
+2hco;
équilibres homogénes log K
hao 4+ coy «— ht + hcog -6.3011
mgco; + ht «— mg*t + hcoy -7.1095
équilibres hétérogénes H
co¥ +— coj 50
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Résumé

Cette thése porte sur le couplage chimie-transport pour la modélisation et la simulation du stockage
géologique de co2. Nous présentons un modéle d’écoulement multiphasique et un modéle géochimique per-
mettant de décrire un modéle couplé d’écoulement multiphasique réactif. Nous proposons ensuite deux
méthodes de résolution, I'une est une méthode globale, 'autre est une méthode de splitting utilisée &
I'TFP dans le logiciel COORES. Le splitting effectué pour cette méthode repose sur des hypothéses phy-
siques. La méthode de couplage utilisée est une méthode de couplage non itérative dans laquelle ’erreur
de splitting est corrigée a 1’aide d’un terme de pénalisation. Une étude de convergence sur un cas simplifié
permet de montrer que le schéma pénalisé est convergent vers la méme solution que le schéma global. Une
partie de cette thése est consacrée i ’étude des phénoménes de diffusion-dispersion. On s’intéresse parti-
culiérement & ce terme car il ne peut étre intégré facilement dans un schéma de splitting si ’on souhaite
résoudre le modéle de transport réactif de fagon locale (nécessaire pour l'utilisation de sous-pas de temps
locaux). Aprés avoir mis en évidence 'importance de ce terme sur un cas test représentatif, nous montrons
la difficulté de l'intégrer dans le schéma de splitting. Finalement, on étudie un probléme d’écoulement
miscible en 1D d’un point de vue mathématique. Les difficultés proviennent de la non linéarité due a la
solubilité non nulle du gaz dans ’eau. Nous proposons une définition d’une solution faible pour ce pro-
bléme dont ’existence est montrée & I’aide de la convergence d’un schéma volumes finis de type Godunov.

Mots-clés : méthode de couplage, écoulement multiphasique réactif, probléme hyperbolique, schéma
de volumes finis

Abstract

In this work, we present some results about the coupling between transport and geochemistry for the
modelling and the simulation of co2 geological storage. We present a multiphase flow model and a geo-
chemical model which enables to describe a coupled reactive multiphase flow problem. We then propose
two methods of resolution, the first one is a global method, the other one is a splitting method which is
used at the IFP in the software COORES. The splitting is based on physical assumptions. The coupling
method used is a non iterative method, in which the splitting error is corrected by adding a penalisation
term. A convergence study shows that this scheme converges to the same solution as the global scheme.
A part of this PhD is dedicated to diffusion and dispersion phenomena. We are interested in this term
because it can’t be integrated easily in a splitting scheme, if the reactive transport is solved locally (which
is necessary to use local time-step). After having highlighted the importance of this term on a represen-
tative test case, we show some difficulties encountered to integrate it in a splitting scheme. Finally, we
study a miscible multiphase flow problem in 1D from a mathematical point of view. The difficulties arise
with the non linearity due to the non zero gas solubility in water. We propose a definition for the weak
solution of this problem and its existence is shown thanks to the convergence of a finite volume scheme.

Keywords : splitting method, multiphase reactive flow, hyperbolic problem, finite volume scheme



