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Chapitre 1

Introduction : contexte et objectifs
de I’étude

1.1 Motivations

ANS les sociétés modernes, I'activité humaine, tant a des fins professionnelles que

de divertissement, se dématérialise, et repose de plus en plus sur des supports mé-
diatiques emmagasinant et véhiculant 'information. Ces vecteurs numériques synthétisent,
sous forme d’observations, la perception que nous avons du monde environnant. Ainsi,
notre activité est déterminée par une multitude de systemes mesurant des quantités telles
que la température, la pression, la densité d’un milieu, ou tout autre quantité liée a un
processus physique.

On parle de signal pour désigner un ensemble de mesures effectuées par un systeme
a différentes dates temporelles ou positions spatiales, sur un processus réel. Un signal est
donc un ensemble de mesures, chaque échantillon fournissant une information localisée sur
un certain processus physique sous-jacent. Un systeme analogique délivre un signal défini
contintiment, alors qu'un systeme digital fournit un signal discret, défini sur un ensemble
discret de positions spatio-temporelles.

Les signaux discrets permettent de synthétiser, stocker, manipuler et traiter efficace-
ment l'information sonore, visuelle, et de bien d’autres modalités, extraite au quotidien du
monde qui nous entoure. Plus que cela, les images numériques, qui immortalisent des ins-
tantanés visuels complexes, sont des vecteurs d’émotions extrémement riches. L’explosion
récente du marché de la photographie illustre bien le dynamisme du monde des images et
signaux, et la nécessité de répondre aux besoins manifestes des applications est plus que
jamais d’actualité. Le traitement du signal et des images est un domaine d’étude qui a
connu un développement croissant, en praticulier depuis I’avancée théorique majeure qu’a
constituée, il y a déja cinquante ans, la théorie de la communication de Shannon.

Dans ce manuscrit, nous nous intéresserons en particulier a la réduction et a I'agrandis-
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sement des images numériques fixes. L’agrandissement est une opération courante, a la fois
dans les applications grand public (conversion du format TV vers TVHD par exemple) et
pour les besoins de certains professionnels, comme en infographie, imagerie satellitaire, ou
imagerie médicale. Il est souvent nécessaire de « zoomer » sur une partie de I'image pour
en scruter le contenu et mieux en comprendre le sens.

Afin d’appréhender le probleme de I'agrandissement, on doit se doter d’'une méthodolo-
gie appropriée. Nous adoptons en effet le point de vue selon lequel il faut d’abord disposer
d’un formalisme décrivant 1’objet a traiter, avant d’en dériver des méthodes de traitement
adéquates. Il est toujours plus satisfaisant de pouvoir justifier 'optimalité d’une approche
en regard d'une théorie générique et parcimonieuse, plutot que de proposer des méthodes
ad hoc, qui ne sont validées a posteriori qu’au moyen de résultats empiriques. En agrandis-
sement d’images, une vaste littérature propose des techniques basées sur des paradigmes
tres différents, allant du zoom fractal a I'interpolation directionnelle, en passant par 1’ex-
trapolation de coefficients d’ondelettes et 1'utilisation d’équations aux dérivées partielles.
C’est pourquoi nous traitons dans la premiere partie de cette these du probleme générique
de reconstruction de signaux, fondamental et sous-jacent a une multitude de problema-
tiques et applications, et dont l'agrandissement d’images ne reflete qu’une des multiples
facettes. Nous proposons des outils théoriques, ainsi que des méthodes pratiques mettant
en ceuvre efficacement les principes exposés. Nous nous attachons en effet a proposer des
solutions réalisables et implémentables aisément, et s’exécutant avec un temps de calcul
raisonnable.

Le probleme de reconstruction dont nous traitons consiste a construire un signal défini
continiment (une fonction) a partir d’un signal discret, pour modéliser ce dernier et en
retenir toute l'information. On est inévitablement confronté a ce probleme des lors que
I’on manipule des données numériques, d’'une maniere qui nécessite de l'information non
disponible explicitement dans ces données. La reconstruction, qui établit une passerelle
entre le monde des signaux discrets et celui des signaux continus, est fondamentale pour
d’innombrables applications. Reconstruire un modele défini continiment, et pouvant en-
suite etre évalué en de nouveaux points, est par exemple requis pour changer la fréquence
d’échantillonnage d’un signal audio, ou pour effectuer une translation de pas non entier ou
une rotation sur une image. L’obtention d’un modele continu est utile voire nécessaire pour
les problemes de reconnaissance de formes, de vision par ordinateur, ou pour modéliser des
données discretes réelles acquises en imagerie de synthese. Dans le contexte de ’animation
graphique, la reconstruction sert par exemple pour interpoler une séquence d’images entre
deux images clés (inbetweening) [27]. En conception assistée par ordinateur, la reconstruc-
tion sert a définir la forme de surfaces formant les objets en cours de conception (curve
fitting) [189]. La reconstruction est aussi utilisée pour fusionner des données provenant
de différents phénomenes, en imagerie médicale [27]. De plus, avoir un modele continu des
données permet le calcul de quantités différentielles, tache incontournable pour la détection
de contours et la segmentation dans les images. En ce qui concerne le redimensionnement
d’images, nous verrons dans la seconde partie de cette these les liens forts qui existent entre



1.2 Préliminaires mathématiques et notations 3

ce probleme et celui de la reconstruction.

Avant d’aborder en détail les problemes de reconstruction et de redimensionnement,
nous dédions la suite de ce chapitre a I'exposé des notions requises pour leur traitement.
Nous présentons d’abord la terminologie et les notations employées. Nous nous dotons
ensuite d’'un modele pour les signaux que nous allons étudier, ce qui constitue une étape
primordiale pour leur compréhension et la conception de méthodes adéquates. On ne peut
en effet manipuler que ce que 1'on connait.

1.2 Préliminaires mathématiques et notations

Tout d’abord, nous notons en gras minuscule les quantités vectorielles. Par exemple
k = (ki,---,kg) € Z% pour un certain entier d > 1, est un d—uplet, aussi identifié & un
vecteur colonne k = [ky, - -+, kg]* € Z%'. Dans le cas scalaire d = 1, on utilise des notations
non grasses, comme k € Z. Les majuscules en gras indiquent des matrices, éventuellement
de taille infinie, par exemple A = (A[k,[])xez. On indique par .T la transposition matri-
cielle.

Un signal discret (ou signal s'il n’y a pas d’ambiguité) u = (u[k])xeze est une suite
d’éléments réels, ou l'entier d > 1 est la dimension du signal. On ne considerera que des
signaux de taille infinie. Les signaux étant finis en pratique, on les étendra implicitement
en des signaux infinis, au moyen de conditions de bords adéquates.

On parle de signaux unidimensionnels (ou « 1D ») si d = 1, d’images discrétes ou
simplement images si d = 2. Chaque élément u[k] est un échantillon de u, mais dans le cas
d = 2, on parle plus communément de pizel (de 'anglais picture element), et dans le cas
d = 3, de vozel (volume element). Selon ce qui est le plus adéquat, on notera indifféremment
ulk] ou ulky, -+, kql.

En assimilant un filtre a sa réponse impulsionnelle, un filtre sera pour nous un signal dis-
cret. On parlera de filtre RIF (pour a réponse impulsionnelle finie) s'il possede un nombre
fini de coefficients (échantillons) non nuls, de filtre RII sinon.

On définit le produit scalaire 5 de deux signaux discrets u, v par (u,v)e, = Yy cpa
ulk]u[k]*, ou .* indique le conjugué complexe (qui n’a pas d’importance pour des signaux
réels). La norme £ associée est ||ulls, = > cza [u[k][*>. On introduit I'ensemble ¢5(Z%) (ou
simplement ;) des signaux discrets d’énergie finie : (5(Z%) = {u € RZ" | ||ulls, < +00}.
On notera (-,-) et || - || sans l'indice ¢3 §’il n'y a pas d’ambiguité. De plus, on étend le
produit scalaire £, aux d—uplets et aux vecteurs colonnes, ce qui donne (k,1) = kT1*.

On définit la convolution (discrete) ou filtrage (discret) comme l'opération qui a deux
signaux discrets (dont 'un est parfois appelé filtre) u,v € ¢5 associe un nouveau signal
discret, noté u * v, défini par uxv[k] = >, u[ljv[k —1].
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Un signal défini continiment (ou signal s’il n’y a pas d’ambiguité) est une fonction défi-
nie sur Pensemble RY, & valeurs réelles. On notera indifféremment f, f(x) ou f(zy,- -, x4)
pour indiquer que f dépend de la variable continue x € R? (qui peut étre vue comme une
variable spatiale, ou temporelle si d = 1).

On définit le produit scalaire Lo de deux signaux f, g par (f,g) fRd )*dx.
La norme Ly associée est ||ul|z, = [ga [u(x)[*dx. On omettra l’1ndlce «Ly»s 11 n’ y a pas
d’ambiguité. On introduit I'ensemble L2(Rd) (ou simplement L) des signaux d’énergie
finie : Ly(R?) = {f(x) | [[fllz. < +oc}.

On notera || f||oo la norme infinie d'un signal f borné : || f||e = supga |f(x)].

La convolution (continue) associe a deux signaux f,g € Lo le signal noté f * g défini

par f* g(x) = [pa f(y)g(x —y)dy.

On notera o ’élément neutre de la convolution.

On définit ainsi la distribution de Dirac §(x), vue abusivement comme une fonction,
par la propriété (f,0) = f(0) pour toute fonction f € Lo. Il s’ensuit que f*d = f. De plus,
en considérant la fonction f constante égale & 1, on obtient [, d(x)dx = 1. On a aussi la
propriété d(x/a) = |a|?6(x).

On introduit aussi le signal discret (d[k]) (& ne pas confondre avec la distribution de
Dirac) défini par 6[0] = 1 et §[k| = 0 pour tout k # 0. On a donc u * § = u pour tout
signal discret u.

On note 9, le symbole de Kronecker qui vaut 1 si a = b, 0 sinon. On peut donc écrire :
§[k] = 60 Vk € Z°.

On introduit Popérateur ~ tel que f(x) = f(—x) et h[k] = h[—k]. I désignera le nombre
complexe racine de —1.

La transformée en z d’un signal discret u est la série formelle de la variable z =

21,0 2d ue nous notons par une majuscule : zZ) = Julklz™*, ou z7° est un
( ) ) )7 q p .] l U( ) ZkGZ [k] k7 b K

raccourci pour le scalaire z; klz; k2. zgkd. La propriété majeure de la transformée en z est
de transformer les convolutions en produits : si w = u * v, alors W(z) = U(z)V (z).

La transformée de Fourier d'un signal discret u est la fonction, que nous notons avec un
chapeau, 4(w), & valeurs complexes et 2m-périodique, définie par 4(w) = >y za ulkle™’ (i),
On remarque que 4(w) = U(e!).

On définit ©=1, Iinverse du signal discret u, comme le signal discret tel que u xu~l=0.
On en déduit : U™1(z) = 1/U(z) et u{w) = 1/i(w).

Un filtre est dit inverse ou récursif s’il est de la forme u~! ot u est un filtre RIF. Il est
dit rationnel s'il est de la forme u * v=! ol u et v sont RIF.

La décimation, ou sous-échantillonnage, de facteur entier a d’un signal discret u donne
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le signal discret, noté [u] | a, tel que [u] | a [k] = ulak] pour tout k € Z4. Si v = [u] | a, on a

iwy= 3 a(LE (1.1)

a
ke[l,a]?

Le sur-échantillonnage de facteur entier a d’un signal discret u donne le signal discret

[u] T a tel que [u] T alak] = ulk] pour tout k, et [u] T a[k] = 0 partout ailleurs. Cette

opération insere donc a — 1 zéros entre chaque échantillon de u, dans chaque direction. Si
v =[u]Ta, on a

V(z) = U(z?) < d(w) = i(aw). (1.2)

Notons que [[u] Ta] la = wu, et les égalités nobles

[u] Laxh=[uxh Ta}la
[uxh|Ta=[u]Tax[h]Ta

La transformée de Fourier de f € Lo(R%) est la fonction notée avec un chapeau,
f(w) € Ly(RY) & valeurs complexes, définie par f(w) = [oq f(x)e" '@ dx. Par extension,

on définit la transformée de Fourier de la dlstrlbutlon de Dlrac par 6 (w) =1 pour tout w.
On rappelle la formule de Poisson caractérisant 1’échantillonnage d’une fonction f €
Ly(R?) en domaine de Fourier : si on construit le signal discret u tel que uk] = f(k) Vk €

Z% on a
= fk)e "N =" fw+ 27k). (1.5)

kezd kezd

Soit un réel » > 0. On définit I'espace de Sobolev WJ comme l’ensemble de fonctions

~{renm | [a+arii@p <ol (1.6)

Par analogie avec cette définition de la régularité, on peut étendre la norme |||, & des

valeurs non entieres de r > 0 en la posant égale a \/% [ |w|?"| f(w)[2dw. On peut ainsi
caractériser la régularité d'une fonction f par la valeur maximale r telle que f € Wj. La
dérivée n-ieme de s appartient alors a Lo, pour tout entier n < r, et elle est de plus continue
1

pour tout entier n < r — 3

En 1D, on définit as, I'autocorrélation discrete (séquence de Gram) de f € Ly(R) par :

aplk] = [+ f (k) < apw) = |f(w+2rk)] (1.7)

kEZ

Si le signal (u[k]) est la réalisation d'un processus aléatoire stationnaire discret de
moyenne nulle, on peut le caractériser par son autocorrélation discrete c,, définie par
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F1c. 1.1 : Modele de formation des signaux discrets uniformes 1D.

c, k] = E{p[ljuk + 1]}, ou E{-} est I'espérance mathématique, et qui ne dépend pas de
1€ 74 ¢, est alors la densité spectrale de puissance de p.

De méme, si s(x) est la réalisation d’un processus aléatoire stationnaire a temps continu
de moyenne nulle, on peut le caractériser par son autocorrélation cs(x) = E{s(y)s(x +
y)} Vy € R? (ne dépendant pas de y pour un processus stationnaire).

On introduit les notations suivantes :

e f(x)= 0O(g(x)) indique que la fonction f est dominée par g, c.-a-d.

lim supyy o [f(x)/g(x)] < oo,

e f(x)=o0(g(x)) indique que f est négligeable devant g, c.-a-d. |f(x)/g(x)| — 0.
o f(x)~ g(x) indique que f est équivalente a g, c.-a-d. limyx—o f(x)/g(x) = 1.

On utilisera des fonctions indicatrices : lg(x) = {1 si x € €, 0 sinon}, pour un certain
domaine 2 C R%

On définit aussi la fonction de Riemann-Zeta
o

((x) = Z ix Vo > 1. (1.8)

n

D’autre part, on utilisera la notation anglaise pour les coefficients binomiaux : pour
tous a,b € N tels que a > b,
a b!
= 1.9
(b) al(a —b)! (1.9)

Les notations principales introduites dans cette section sont rappelées dans la table de
notations.

1.3 Modele pour les signaux discrets

Les signaux et images discrets résultent généralement de la dicrétisation d’un processus
physique, au moyen d’un dispositif d’acquisition. Le modeéle de formation des signaux que
nous adoptons tout au long de cette these, schématisé sur la figure 1.1, est le suivant : étant
donné un signal discret uniforme 1D v = (v[k])rez, nous postulons que 'on peut écrire :
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VkeZ, vk

‘Gz\

/st ——l{:)cjlf + plk]

(5 % ) (Th) + plk] (1.10)

(5.7 ——k)>L2+u[k‘]

Les échantillons sont ainsi des mesures, effectuées aux positions uniformes {Tk, k € Z},
sur un processus $(t) défini contintiment, et corrompues par un bruit additif z. On note v, la
version non bruitée des mesures, c¢’est-a-dire v[k] = vo[k] + pu[k] pour tout k. Nous donnons
ici le modele dans le cas 1D, afin de simplifier les notations, mais nous ’étendrons en 2D
dans le chapitre 3, en généralisant la notion d’échantillonnage uniforme a I’échantillonnage
sur un treillis. Le cas des signaux non uniformes sera traité dans le chapitre 4.

Détaillons les composants de ce modele de formation :

=

e s(t) est un processus réel sous-jacent inconnu. Par exemple, comme illustré sur la
figure 1.2, dans le cas d'une photographie numérique, s est la scéne lumineuse bidimen-
sionnelle telle qu’elle se présente dans le plan de vue de I'appareil, autrement dit ce que
voit I’humain qui prend la photo. Plus précisément, s est dans ce cas la puissance d'un
flux radiant de photons, intégré sur une certaine plage de longueurs d’ondes, et vue comme
une fonction définie dans le plan focal, exprimée initialement en Watts. Des notions de ra-
diométrie sont détaillées dans [245]. Dans le cas général, s modélise un processus physique
qui peut étre de nature tres variée. Dans le cas d’un signal sonore, par exemple, s(t) est
la pression de 'air a l'instant ¢, au niveau du capteur enregistrant le signal. Notons que
l'origine t = 0 est fixée de maniere arbitraire et non restrictive.

e Leréel T > 0 est le pas d’échantillonnage caractéristique de I’acquisition. On pourrait
le fixer arbitrairement a 1, ce qui simplifierait les notations, mais on sera amené a le faire
varier afin d’étudier certaines propriétés de convergence. On dit que le signal v est uniforme,
car on peut voir I’échantillon v[k] comme une mesure localisée a la position T'k. Ainsi il est
utile d’assimiler le signal discret (v[k]) au peigne de Dirac pondéré

0e(t) = Zv[/@]é(f — k). (1.11)

On remarque alors que U.(w) = 0(Tw).

e (), que l'on définit indépendamment de 7', modélise la réponse impulsionnelle du
dispositif d’acquisition. Ainsi, formellement, s est d’abord dégradée par une convolution
avec cette réponse impulsionnelle, puis échantillonnée de maniere idéale sur la grille uni-
forme (Tk)gez. Par exemple, dans le cas 2D d’une photographie numérique, chaque pixel
v[k] est le résultat fourni par un élément du capteur CCD, qui integre I’énergie lumineuse



acquisition

»
»

image discrete

F1G. 1.2 : Une image naturelle discrete provient de ’acquisition d’'une sceéne lumineuse. Les
pixels de I'image peuvent donc étre interprétés comme des mesures sur la scene.

qu’il recoit sur sa surface, apres que celle-ci ait été dégradée par 'optique. Dans le cas d'un
capteur parfait qui effectue ’acquisition sur une grille carrée, et en ’absence de post-filtrage
numeérique, ¢ est donc la convolution de l'indicatrice 1 {_1/2x+1/22, et d’une fonction de
forme gaussienne modélisant les effets introduits par optique [47, 243]. En regle générale,
¢ pourra avoir une forme arbitraire. Dans la suite, on définit @7 () = 75(%) afin de sim-
plifier les notations dans le modele d’acquisition. Précisons que ¢ est supposée connue. Son
estimation a partir de v, requise dans les problemes de déconvolution et restauration en
aveugle, est réputée difficile, et s’effectue généralement a ’aide de méthodes heuristiques.
Dans le cas des images naturelles, nous instancierons ¢ d’une maniere que nous jugeons

vraisemblable, dans la section 5.2.1.

e Le signal p est un bruit additif, indépendant de s. On supposera qu’il est la réalisa-
tion d'un processus aléatoire stationnaire de moyenne nulle, d’autocorrélation ¢, connue.
Le bruit est souvent supposé gaussien [55]. En pratique, il y a toujours du bruit dans les
signaux, mais il n’est pas nécessairement additif et indépendant. En pratique, on assimilera
les effets de la quantification a un bruit additif indépendant, ce qui est inexact en toute
rigueur.

Ce modele de formation, sur lequel nous nous reposons, est classique, et a été proposé et
justifié maintes fois [188, 18, 90, 121, 176, 43, 15]. Des informations supplémentaires sur la
formation des images sont données dans [200, 236, 181]. Il s’agit d'un modele réaliste, mo-
délisant les moyens technologiques actuels : tout processus d’acquisition effectue une série
de mesures sur un certain processus énergétique. Le modele décrit dans [43] est légerement
plus complexe, car il inclut en plus une étape de déformation géométrique sur s, entre la
convolution et I’échantillonnage. Bien que cela soit plus réaliste, par exemple pour modéli-
ser la distorsion en barillet introduite par les optiques en photographie, cela rend le modele
non linéaire. Si la déformation n’est pas connue, il est extréemement difficile de 'estimer,
et si elle est connue, on peut la corriger en reformulant le probleme a 'aide d’échantillons
localisés sur un domaine non uniforme, comme dans la section 4.3.6. Précisons que notre
modele de formation s’applique pour les images et signaux naturels, incluant certains types
d’images médicales. Il n’est pas représentatif des signaux synthétiques comme les images
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de synthese, ni méme des signaux ayant subi des distorsions non linéaires importantes,
comme une forte compression.

Certains auteurs considerent un modele d’échantillonnage idéal dans lequel ¢ est om-
mise. Cette situation, dans laquelle on dispose d’échantillons ponctuels de s, est un cas
particulier de notre modele obtenu en considérant ¢(x) = §(z). Pour la plupart des pro-
blemes pratiques, ce n’est pas une hypothese réaliste. D'une part, un capteur qui réalise
un échantillonnage ponctuel exact est physiquement irréalisable, car la mesure nécessite
une quantité non infinitésimale d’énergie, donc une intégration sur un intervalle de mesure
non nulle. D’autre part, le principe d’Heisenberg implique I'impossibilité théorique d'une
telle mesure. Cependant, on peut considérer que les v[k] sont des valeurs ponctuelles d'une
version dégradée de s, et non de s elleeméme, a savoir de § = s % @7. Par exemple, dans le
cas des images naturelles acquises par un appareil photo, cette scene dégradée est la scene
sur laquelle on aurait fait porter toutes les dégradations du dispositif d’acquisition : flou
de mise au point, diffraction optique, et réponse impulsionnelle d’une cellule intégratrice
du capteur.

Insistons sur le principe de mesure qui est central dans le modele que nous adoptons :
un signal discret est vu comme une suite de mesures linéaires, éventuellement bruitées,
sur un processus physique s dont le signal discret n’est qu’une représentation partielle. La
complexité de s, en général, ne peut étre capturée par le processus de discrétisation qui
est donc un processus avec pertes. Bien qu'un signal discret soit vu comme une version
appauvrie d'un processus plus riche, il faut cependant garder a 'esprit que seuls les objets
discrets sont manipulables et stockables en pratique. L’'intérét principal quant a I’hypothese
d’existence de s est de pouvoir raisonner sur s au lieu de v, en transposant dans le domaine
continu, ou les outils d’analyse mathématique sont d’un grand secours, des probléemes mal
posés dans le domaine discret. En effet, la plupart des problemes initialement formulés a
partir de v consistent en fait a estimer s ou des quantités sur s, comme nous le verrons
par la suite. Remarquons que notre modele n’est pas restrictif, en 1'absence d’hypothese
sur s. Il affirme simplement que v n’a pas été créé ex nihilo, mais est une représentation
d’un objet s plus riche, discrétisé par un processus linéraire. Cette abstraction que consti-
tue la modélisation de 'étape de formation est nécessaire pour deux raisons. Elle permet
d’une part d’exploiter pleinement la puissance d’expression des théories mathématiques,
en faisant porter les manipulations sur des objets certes idéalisés, mais dont I’appréhension
est propice a 'approfondissement de la compréhension que nous avons des processus réels.
Et d’autre part, elle transcrit plus fidelement notre conception naturelle des signaux et
images, que nous considérons non comme des tableaux de chiffres, mais bien comme des
représentations porteuses d'un sens physique.

Nous raisonnerons dans ce travail, hormis au chapitre 4, sur des signaux de taille infinie.
Les signaux finis seront étendus implicitement en signaux infinis au moyen de conditions
de bords de type symétrie miroir [45]. Ainsi, le signal fini (v[n]),cpo,n—1] sera étendu en un
signal infini en posant u[n] = u[—n| si n < 0 et u[n] = u[2N —2 —n]sin > N.
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1.3.1 Considérations sur la nature du processus s

Quelle est la nature de s(x)? Bien sur, cela dépend du contexte, car les processus
sous-jacents aux signaux peuvent étre de nature tres variée. Un signal sonore et une image
proviennent certes de processus énergétiques ondulatoires, mais qui n’ont guere de rapport
entre eux. Voyons de plus pres le cas des scenes lumineuses sous-jacentes aux images na-
turelles.

De nombreux auteurs ont proposé de modéliser I’ensemble des scenes lumineuses comme
un espace mathématique de fonctions. L’espace BV (R?) des fonctions & variation bornée
est souvent employé [190, 104]. Cela peut sembler correct a premiere vue, car cet espace
contient des fonctions lisses ayant des discontinuités le long de courbes lisses, correspon-
dant aux bords des objets constituant la scene. Cependant, la validité de ce modele a été
contredite en 1999 [12], car s(x) peut localement étre tres oscillante, par exemple pour
certaines textures, ce qui rend 'espace BV impropre a la modélisation des images. Plus gé-
néralement, définir un espace des fonctions qui représentent, ou non, des sceénes lumineuses,
et ce de maniere tranchée, semble un objectif hasardeux.

Un paradigme plus souple que le cadre déterministe est 'interprétation stochastique,
dans laquelle s(x) est vue comme la réalisation d'un processus aléatoire ayant des caracté-
ristiques connues. Les champs de Markov ont été les premiers modeles aléatoires proposés
pour les images, appliqués en conjugaison avec un formalisme d’estimation bayésienne pour
des probléemes comme la restauration, la segmentation, ou la reconstruction tomographique
(77,103, 60]. Des extensions multi-échelles plus complexes ont été développées afin de cap-
turer les relations structurelles existant entre les échelles [44, 78, 202]. Les modeles a base de
champs de Markov cachés multi-échelles ont montré leur efficacité en traitement d’images
[170]. Ils permettent de prendre en compte des dépendances a longue distance, comme
celles qui se manifestent dans les processus aléatoires en 1/f (c’est-a-dire dont le spectre
de puissance se comporte en 1/|w|? pour un certain v > 0). Or le comportement spectral
de type 1/f des images naturelles a été avéré a maintes reprises [172, 232, 164, 214]. Les
processus de Matérn [115] et les mouvements browniens fractionnaires semblent de bons
modeles stochastiques pour s(x) [105, 214, 183]. Cependant, on peut objecter aux modeles
aléatoires de ne pas refléter la nature fortement non stationnaire des scenes lumineuses,
constituées d’objets variés et complexes. La notion de géométrie et de contours n’est pas
prise en compte dans les modeles aléatoires.

Une image est avant tout, pour un observateur humain, composée de zones lisses et
de zones texturées. Celles-ci sont séparées par des discontinuités plus ou moins nettes et
régulieres, correspondant aux contours des éléments de la scene [186, 54, 25]. De nom-
breuses études psychophysiques ont confirmé cette théorie (dite du raw primal sketch) de
Marr [151], selon laquelle I'information pertinente (sketch data) consiste en la structure
géométrique des discontinuités et en les amplitudes des pixels de contours [122][53]. De-
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vant la nature fortement non linéaire de la perception visuelle humaine, il est donc difficile
de définir mathématiquement des espaces homogenes d’images, ou d’établir des proprié-
tés statistiques vérifiées par les images qu'un humain « de référence » (si tant est qu’il
en existe) qualifierait de naturelles. La variété des modeles disponibles permet cependant
d’aborder avec des angles différents et complémentaires cette famille d’objets aux proprié-
tés tres riches que sont les images naturelles.

Dans cette these, on ne fera pas d’hypothese a priori sur la nature de s. On envisagera
deux situations :

e la situation déterministe, dans laquelle s € Lo. Cette hypothese de travail ne corres-
pond pas a une réalité physique, mais elle n’est pas restrictive, car les traitements étant
essentiellement locaux, le comportement de s a l'infini n’a pas d’influence. Afin que notre
modele d’acquisition soit bien posé, on supposera que s vérifie de plus la contrainte sui-
vante :

/}R\aﬁ(w)|2\§(w)|2(1 + wl*)dw < 4o0. (1.12)

Cette condition faible implique que s % ¢ est dérivable une fois au sens Lo, et donc qu’elle
est continue. Ainsi, le signal non bruité vy appartient a ¢y (voir [36, Appendix C]). Par
souci de simplicité, nous noterons abusivement s € Ly dans tout le manuscrit, tout en nous
restreignant implicitement aux fonctions vérifiant (1.12).

e la situation stochastique, ou s est la réalisation d’un processus aléatoire stationnaire
de moyenne nulle, d’autocorrélation cs(t). On suppose la aussi vérifiée la condition (1.12),
ol [§(w)|? est remplacé par ¢,(w).

1.4 Plan de la these

Cette these est structurée en deux parties.

Nous abordons, dans la premiere partie de ce manuscrit, la reconstruction de signaux
unidimensionnels et bidimensionnels, a valeurs scalaires, a partir de données uniformes et
non uniformes. En exploitant des notions de théorie de ’échantillonnage et de théorie de
I’approximation, qui fournissent de puissants outils pour décrire, analyser et synthétiser
les signaux, nous établissons des passerelles entre les mondes discret et continu, et nous
les mettons a profit pour proposer des nouvelles solutions. Dans le chapitre 2, nous nous
intéressons a la reconstruction d’un signal uni-dimensionnel a partir de données uniformes.
Cette étude sera étendue au cas des signaux (images) 2D dans le chapitre 3, en introduisant
la notion de treillis. La reconstruction a partir de données 1D non uniformes est traitée
dans le chapitre 4.

Dans la seconde partie de ce document, nous nous intéressons au theme du redimen-
sionnement d’images, qui recouvre les deux problemes de réduction et d’agrandissement.
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Les concepts mis en ceuvre pour la reconstruction trouvent dans le redimensionnement
un terrain d’application propice. En effet, redimensionner nécessite d’analyser l'informa-
tion contenue dans une image, pour la synthétiser non plus continiiment, mais de maniere
discrete a une résolution différente. Dans le chapitre 5, nous présentons un modele for-
mel original pour le redimensionnement, en cohérence avec le modele de formation des
images que nous avons décrit plus haut. Nous dérivons ensuite de ce modele des méthodes
adéquates et performantes pour la réduction d’images.

Dans le chapitre 6, nous nous focalisons sur le probléeme plus complexe de I'agrandisse-
ment. Nous présentons les méthodes existantes, mises en perspective de notre modele de
redimensionnement, ainsi que de nouveaux procédés, basés la-aussi sur une formalisation
précise du probleme.

Enfin, nous présentons dans le chapitre 7 I'agrandissement par induction, qui fournit
une réponse originale au probleme de l'agrandissement. Nous insisterons sur la mise en
ceuvre efficace de cette méthode, et nous illustrerons la qualité des résultats obtenus a
I’aide de comparaisons avec les méthodes existantes.
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Premiere partie

Reconstruction de signaux et images
discrets
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Chapitre 2

Reconstruction 1D a partir de
données uniformes

2.1 Introduction

E probleme de reconstruction s’énonce simplement a partir du modele de formation

des signaux que nous avons adopté a la section 1.3 : il a pour but d’estimer le signal
défini contintiment s(t), étant données les mesures discretes v[k]. Il s’agit d'un probleme
générique impliquant a la fois une opération de débruitage, et de déconvolution de la réponse
©», a la base de nombreuses applications en communications, traitement de la parole et des
images. La reconstruction est un probleme d’estimation linéaire, vaste domaine reposant sur
les travaux classiques de Kolmogorov [134] et Wiener [242]. Notons que la reconstruction
telle que nous la définissons est parfois désignée en anglais par le terme restoration [43].

Afin de formaliser ce probleme, nous introduisons les notations suivantes :

e L'opérateur de discrétisation D : s — v modélise I'acquisition des mesures v[k| a
partir de s.

e L’opérateur de reconstruction M : v — f, qu’il s’agit de concevoir, reconstruit une
estimée f de s a partir de v.

e L’opérateur d’approximation Q = M oD associe a s son estimée a partir de v.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a la reconstruction uni-dimensionnelle a
partir du signal discret v = (v[k|)rez constituant nos seules données initiales, et supposé
provenir d’'un processus s(t), comme formalisé par le modele (1.10). La reconstruction a
pour finalité d’obtenir une fonction f; = Mw qui soit proche de s. Nous adoptons la nota-
tion « fr » afin d’insister sur le fait que la reconstruction dépend du pas d’échantillonnage
T.

Nous allons tout d’abord présenter des méthodes de recontruction qui sont optimales
lorsque des connaissances a priori sur s sont connues et exploitées. Nous nous placerons
ensuite dans le cas général ou de telles connaissances ne sont pas disponibles, et on fixera
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alors I'espace vectoriel dans lequel chercher la fonction reconstruite.

2.2 Approches optimales

2.2.1 Approche variationnelle

Plagons-nous dans le cadre déterministe s € Lo. L’approche variationnelle consiste
a poser le probleme de la reconstruction comme un probleme d’optimisation, visant a
minimiser un critére qui impose a la solution fr(t) d’étre a la fois proche des données, et
suffisamment lisse pour contrebalancer les effets du bruit.

Le critere servant a quantifier la proximité d’une fonction reconstruite aux données v[k]
est le critere des moindres carrés :

en(g) =D |g*@r (Tk) —vlk]|’| (2.1)

keZ

Selon le contexte dans lequel s’opere la reconstruction, on peut envisager les cas de
figure suivants :

e On sait que la fonction s appartient a 'espace Q = {g | ||Lg]] < C} ou L- est un
opérateur linéaire et invariant par translation. Typiquement, le critére quadratique || Lg||?
quantifie le manque de lissitude de la fonction g ; I'exemple le plus courant est I'opérateur de
dérivation : Lg = d"g/dt™. On cherche alors la fonction fr appartenant a €2, et minimisant
le critere des moindres carrés £4,(g). Comme ce dernier est généralement antagoniste de
| Lg]|, une fonction sera d’autant plus lisse qu’elle sera éloignée des données, et vice-versa.
D’apres les conditions de Karush-Kuhn-Tucker [29], le probleme se raméne a minimiser
es,(g) sous contrainte que [|[Lg|| = C, ou minimiser ||Lg|| sous contrainte que 4,(g) = 0.

e On sait que la fonction s est relativement lisse au sens du critere £, mais on ne sait
pas dans quelle mesure. Dans ce cas, on va chercher la solution la plus vraisemblable par
rapport aux données, vérifiant donc £4,(g) = C' (pour une certaine valeur C' déterminée en
fonction de la variance du bruit) et minimisant ||Lg]||.

Ces deux problemes sont en fait équivalents a chercher la fonction fr minimisant le
critere des moindres carrés régularisés (au sens de Tikhonov-Phillips [213, 145)) :

evar(9) = D lg* @r (Tk) = olk]* + A Lg|? (2.2)

ou A > 0 est un parametre lagrangien a choisir en fonction de C, afin de rendre ce pro-
bleme équivalent au probleme de minimisation sous contrainte souhaité. Cette formulation
variationnelle revient a chercher un compromis entre l'attache aux données au sens des
moindres carrés d'une part, et la volonté d’avoir une solution lisse, d’énergie minimale au
sens ||£ ]|, d’autre part. Cette approche, ou deux termes antagonistes sont mis en concur-
rence, est classique dans les problemes de modélisation. Par exemple, il y a un lien direct
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entre les deux termes ici présents et les notions de forces externes (la solution est attirée
par les données) et forces internes (liées a une fonctionnelle énergétique sur la solution)
employées dans la théorie des snakes ou contours actifs, avec de nombreuses applications
en modélisation graphique [120].

Afin d’expliciter la solution de ce probleme variationnel, on suppose que l'opérateur
L est spline-admissible (voir les conditions données dans [225]) et donc qu’il existe une
fonction p(t) € Ly vérifiant la condition :

LLo(t) = 3 hkE(E — ) (2.3)
keZ
pour un certain signal discret h, ou L£* est I'opérateur adjoint de £ défini par la relation
(L*f,g) = (f,Lg) Vf,g. On suppose aussi que les translatés {o(t — k), k € Z} forment
une base de Riesz, ce qui équivaut a dire qu’il existe deux constantes C; et Cy (les bornes
de Riesz) telles que 0 < C < a,(w) < Cy < 400 presque partout.
Alors la fonction f7 minimisant le critére eyar dans Lo s’écrit [225, 182] :

t
Frlt) = 3 clklo( — k). (2.4
keZ
On dit alors que fr et ¢ sont des L£*L-splines, c¢’est-a-dire des fonctions que ’on peut écrire
sous la forme (2.3). Les coeflicients c[k| s’obtiennent par filtrage a partir des données v[k] :
c = v *p, a l'aide du préfiltre p défini par

) p— . : (25)
Y okez Plw 4 2km)p(w + 2k7) 4+ Ah(w)

Dans le cas non bruité, on posera A\ = 0, et la fonction fr est alors la solution du
probleme de minimisation de ||£ - || sous contrainte de consistance £,,(g) =0 < Dg = v.
L’opérateur de reconstruction M est, dans ce cas, 'inverse généralisé (inverse de Moore-
Penrose) de D, en munissant L, de la norme [|£ - ||.

Considérons l'exemple ¢ = § et £ = d"/dt™, pour un certain entier n > 1. On a ainsi
LL = (=1)"d*"/dt*™. La solution fr est alors une spline polynomiale de degré impair
2n—1, avec ses neeuds localisés aux positions (Tk)xez, ¢’est-a-dire une fonction de régularité
C?"~2 polynomiale de degré 2n — 1 sur chaque segment [Tk, T'(k+ 1)] [84, 218]. L’espace de
ces splines admet comme générateur ¢ = 3271, la B-spline centrée de degré 2n — 1 définie
comme suit :

1 site]—3,4] A
BFy=4 1 sift|=1 < 3%w) = sinc(w/2), (2.6)
0 sinon

et pour tout n > 1,

gr = 871 B0 L B (w) = sime(w/2)" . (2.7)
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=(
D /M

(a) (b)

F1a. 2.1 : Estimation selon la théorie de 1'optimal recovery. (a) : principe général. (b) : La
solution proposée est I'image par U de xy € X, le centre de Chebyshev de I', N2, 'ensemble
dans lequel on sait que se trouve I'objet inconnu s € X.

La propriété (2.3) est bien vérifice : (—1)"d**3**~1/dt*" = > h[k]o(t — Tk) avec H(z) =
(—z+2—271)m

Si L est l'identité, ce qui peut étre le choix adopté si 'on n’a pas de connaissance a
priori sur le terme de régularisation approprié, il suffit de choisir ¢ = ¢, qui vérifie bien
(2.3) avec h = a_".

L’approche variationnelle a été étendue dans la littérature a des criteres de régularisa-
tion non quadratiques, comme la variation totale [191, 10] ou des critéres semi-quadratiques
[59]. Dans ce cas, le processus de reconstruction M n’est plus linéaire, et la solution est
déterminée a l'aide d'une méthode itérative.

2.2.2 Approche minimax

La théorie de 'optimal recovery permet de formaliser de nombreux problemes d’esti-
mation [157, 201, 165]. Appliquons-la au probléme de la reconstruction a partir d’un signal
non bruité. Soit U un opérateur linéaire défini sur un espace vectoriel X et a valeurs dans
un espace vectoriel normé Z. La quantité a estimer est Us, pour un objet inconnu s € X
dont on ne connait que v = Ds, pour un autre opérateur linéaire D : X — ). Afin d’esti-
mer Us, on applique un opérateur M : Y — Z a v. Cette situation est schématisée sur la
figure 2.1 (a).

En ce qui concerne le probleme de reconstruction, on a X = Z = Lo, et U est I'identité,
car c’est la fonction s(¢) elle-méme que 'on veut estimer. D : X — ) = {5 est 'opérateur
de discrétisation qui & s associe v, suivant le modele (1.10) (on suppose qu’il n’y a pas de
bruit). M est I'opérateur de reconstruction a déterminer.

On suppose que s € Q@ = {g | |lg/lx < C} ou | - |+ est une norme qui n’est pas
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nécessairement la norme Lo, et qui modélise la connaissance a priori que 'on a sur s. Par
exemple, || - [|x+ = ||£ - ||z, pour un certain opérateur linéaire invariant par translation L.

La donnée v contraint ’ensemble d’instances possibles pour s. En effet, on sait que
s € I'y, que nous appellerons I'’ensemble consistant :

I'v={g€Ly| Dg=v}| (2.8)

Ainsi, s € QNT,. Michelli et Rivlin [157] proposent alors de définir Mv comme le centre
de Chebyshev zy de U(2NT,), défini par
. 2
— — ) 2.9
2 = argmin | wmax | Iz —wlz (2.9)
Ainsi, I'objet estimé Muv minimise ’écart au pire cas au véritable objet U/s. On montre

alors (sous certaines conditions vérifiées dans le cas de la reconstruction) que zy est 'image
par U du centre de Chebyshev zy de QN T, [201] :

_ _ : _ 2
2 = U(xo) = U(arfgerg(mgg% If—gll%)- (2.10)

De plus, il est connu, d’apres les travaux classiques de Golomb et Weinberger [106], que
xg est I'objet de X vérifiant Dxy = v, et de norme || - ||+ minimale. Nous avons représenté
'élément z sur le schéma 2.1 (b), inspiré de [165]. L’ensemble I', est un hyperplan affine :
on peut l'écrire I', = xq+1"g, ot I'g est le noyau de D. €2 est un hyperellipsoide. L’intersection
Q' NT, est donc un hyperellipsoide affine.

En regle générale, on peut expliciter z; au moyen des représentants de Riesz des opé-
rateurs D et U [201, 165]. Dans notre cas, la fonction reconstruite fr est simplement la
solution du probléme de minimisation de || - ||+ sous contrainte que Dfr = v. Le forma-
lisme adopté ici, cherchant a minimiser la distance au pire cas entre l'objet inconnu et
I’objet a estimer, aboutit donc au méme résultat que 'approche variationnelle précédente,
si|-|lx =1Lz, : fr est la L*L-spline consistante avec les données, c’est-a-dire obtenue
avec (2.4) et (2.5) en posant A = 0. Notons que la solution ne dépend pas de la constante
C dans la définition de 2. Ce lien entre I’optimal recovery et la théorie variationnelle est
discuté plus en détail dans [195, 196] [1, p. 7].

La fonction fr est donc optimale du point de vue du critere

ewnlg) = max [If —gllz, (2.11)

ou || - ||z peut étre une pseudo-norme arbitraire sur Ly : par exemple, ||g||z = ||9|L,, |9/l 2.,
ou |g(tp)| pour un ¢ty € R quelconque. Ainsi, cette solution minimax minimise l’erreur au
pire cas entre fr et s, en utilisant simplement le fait que s € QN T,,.

2.2.3 Approche stochastique

On suppose maintenant que s est la réalisation d’un processus aléatoire stationnaire a
temps continu de moyenne nulle, de densité spectrale de puissance ¢s(w) > 0. On cherche
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a minimiser I'erreur quadratique ponctuelle moyenne a un instant ¢y € R,

esto.(9) = € {Is(to) — g(to)[*} - (2.12)

Comme montré dans [182], la solution fr, qui minimise egro 4, pour tout tg, s’écrit sous la
forme (2.4), avec cette fois

o= cuT) % § Lo pl) = 1 (2)B(w)" (2.13)

Les coefficients c[k] dans 'expression de fr sont la encore obtenus par filtrage, avec le
préfiltre p défini par

p(w) (2.14)

1
e 9w+ 2kT)G(w + 2k) + u(w)

Il est intéressant de constater que les solutions variationnelle et stochastique sont équi-
valentes dans le cas ol u est un bruit blanc de variance o2, £ est 'opérateur de blanchiment
de s, c’est-a-dire

L*Lcy(Tt) = a3 (t), (2.15)

hlk] = 0[k] et A = 0%/0?. Cela peut servir d’heuristique pour le choix de £ et A dans le cas
déterministe.

Dans le cas 2D ou s est un processus de Matérn, la forme explicite de @ et de la solution
fr ont été étudiées dans [183]. Mentionnons aussi une extension a la reconstruction de
mouvements browniens fractionnaires, qui ne sont pas des processus stationnaires, a 'aide
de splines polyharmoniques, dans [214].

Si s(t) est un processus aléatoire gaussien T K-périodique et que 1'on dispose d'un
nombre fini d’observations v[1], ..., v[K], on peut interpréter la solution fr comme I'estimée
optimale de s d’un point de vue bayésien (solution du maximum a posteriori), en voyant
(2.2) comme une log-vraisemblance [225]. Plus généralement, I’approche variationnelle peut
étre ré-interprétée dans le cadre bayésien en associant une densité de probabilité a la
fonctionnelle de régularisation, au moyen d’une distribution de Gibbs appropriée.

2.3 Reconstruction au sens des moindres carrés

Nous avons vu dans la section précédente que 1'utilisation d’une connaissance a priori
sur le signal a reconstruire permet de proposer des solutions optimales du point de vue
d’un certain critere exploitant cette information. On se place maintenant dans le cas ou les
mesures v[k] représentent la seule information disponible sur s.
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2.3.1 Interpolation

Intéressons-nous d’abord au probleme d’interpolation, correspondant au cas le plus
simple ou I'on dispose d’échantillons pontuels non bruités v[k] = s(Tk) Vk. Cela revient a
poser ¢ = ¢ dans notre modele.

On parle d’interpolation lorsque 'on reconstruit une fonction fr(t) passant par des
échantillons connus v[k] : fr(Tk) = v[k] Vk € Z. Cette méthode de reconstruction semble
naturelle : puisque les valeurs s(T'k) sont connues, il est judicieux de chercher une fonction
ayant les mémes valeurs. Ainsi la reconstruction est parfaite aux positions Tk : s(Tk) =
fr(Tk) Vk.

Retragons brievement I’histoire de l'interpolation, en nous inspirant d’une étude tres
complete de Meijering [152]. Le mot interpolation vient du latin interpolare, contraction
de inter (entre) et polare (polire). Ce mot semble avoir été utilisé pour la premiere fois par
Wallis en 1655 dans son livre sur Iarithmétique infinitésimale [238]. Les polynomes furent
les premieres fonctions utilisées pour définir les fonctions interpolantes. Newton décrivit le
premier le polynome p(t¢) passant par un nombre fini de valeurs p(t1), ..., p(ty). La formule,
due a Waring en 1779, bien qu’attribuée généralement a Lagrange, est la suivante :

pt) = 3 pt) [ =2 (2.16)

i=1.N i ti =1

Bien que les polynomes n’aient été utilisés au départ que pour leur simplicité de manipula-
tion, le théoreme de Weierstrass, en 1885, leur donna leurs lettres de noblesse, en stipulant
que toute fonction continue sur un intervalle fermé peut étre approchée uniformément par
un polynome a une précision arbitraire. Notons que le polynome interpolant de Lagrange
ne vérifie pas nécessairement cette convergence uniforme : on peut par exemple trouver une
fonction s(t) continue sur I'intervalle [0, 1] telle que le polynéme de Lagrange interpolant la
fonction aux points 0,1/N,2/N ... 1 diverge lorsque N — +o00. Ce résultat montra l'intérét
limité des polynomes algébriques pour l'interpolation.

Whittaker fit un pas de plus dans son célebre article de 1915 [241], en s’intéressant
a la fonction limite obtenue par l'interpolation de Lagrange aux positions t, = Tk, k =
—N...N,lorsque N tend vers l'infini. Il montra que cette fonction interpolante fr(t) peut
s’écrire

) t
fr(t) = %sz[k] smc(ﬂ(? —k)  WER, (2.17)
a l'aide de la fonction sinus cardinal
1 t —_—
sine(7t) = sm(: ) RN sinc(w) = mlj_1 q(w). (2.18)
T

Shannon comprit le premier toute 'importance de cette fonction pour la théorie de I’'échan-
tillonnage [198, 199]. Son désormais célebre théoréme de l’échantillonnage établit que toute
fonction s(t) a bande limitée (c’est-a-dire §(w) = 0 V|w| > 7/T) peut étre retrouvée exac-
tement & partir de ses échantillons v[k] = s(Tk), par interpolation avec le sinus cardinal,
c’est-a~dire que fr = s dans (2.17).
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F1G. 2.2 : (a) : la fonction sinc(nt) et (b) : interpolation sinus cardinale fr(x) de 'image
(v[k]) (portion de 'image Camera).

Interpolation classique

L’interpolation moderne tire donc ses racines de la théorie de Shannon. Une propriété
importante de la fonction ¢(t) = sinc(nt) est d’étre interpolante (on dira aussi que ¢ est
un interpolateur), c’est-a-dire

o(k) = 6ro Vk € Z. (2.19)

Bien que l'interpolation sinus cardinal permette de reconstruire parfaitement les fonc-
tions a bande limitée, on peut formuler plusieurs critiques a son égard. Tout d’abord, les
scene naturelles et la plupart des signaux ne sont pas a bande limitée [214, 182]. Si 'on
reconstruit avec la fonction sinc(7t) un signal qui n’est pas a bande limitée, des oscillations
importantes (pseudo-phénomene de Gibbs appelé ringing) apparaissent dans la fonction
reconstruite, comme illustré sur la figure 2.2. De plus, cette fonction ayant un support
infini, la somme dans (2.17) est infinie, ce qui veut dire qu’on ne peut pas implémenter
exactement la reconstruction. En outre, la décroissance lente de |sinc(t)| lorsque [t| — oo
rend la reconstruction sensible au bruit et aux erreurs sur les échantillons, ainsi qu’a la
troncation éventuelle de la fonction sinc.

Le sinus cardinal est donc généralement remplacé par une fonction ¢ interpolante a
support compact et proche du sinus cardinal, dans (2.17). La méthode de reconstruction
par interpolation devient :

frt) =S olMe(L —k)  vieR (2.20)

T
k€eZ

Il découle naturellement du fait que ¢ est interpolante que f(Tk) = v[k] = s[Tk] pour
tout k. Il est d’un intéret pratique certain de choisir ¢ a support compact, car alors la
sommation dans 1’équation (2.20) ne porte plus que sur un nombre fini de termes, ce qui
rend la reconstruction implémentable.
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F1a. 2.3 : Portion de l'image Camera reconstruite (a) par interpolation au plus proche,
(b) par interpolation bilinéaire, (c¢) par interpolation quadratique, et (d) par interpolation
bicubique.

Si l'on reconstruit un signal s dont 1’énergie est localisée principalement dans la bande
de Nyquist, ce qui est toujours le cas en pratique, il convient de choisir ¢ la plus proche
possible du sinus cardinal, afin de garantir une reconstruction fr proche de s. Une premiere
idée est d’apodiser (multiplier) le sinus cardinal par une fonction a support compact [153,
154]. Les chercheurs se sont plutot intéressés a chercher des générateurs polynomiaux par
morceaux, pour leur simplicité lors de manipulations comme 1’évaluation ponctuelle ou
le calcul de dérivées. Les fonctions les plus couramment utilisées sont les quatre ci-apres.
Nous renvoyons a [155, 154, 152, 212, 211, 35] pour un panorama plus complet des multiples
autres générateurs proposés dans la littérature.

e Interpolation par duplication, dite aussi au plus proche voisin :

L osit G] o %7 %[
p(t) =3 & sift|=12 : (2.21)
0 sinon
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e Interpolation linéaire (terminologie prétant a confusion), dite aussi bilinéaire en 2D :

[ely=a-m =t .

e Interpolation quadratique [88] :

o(t) = =22+ 1 si [t <4
pt) =t =3l +5  sig<fif<3 . (2.23)
p(t) =0 sinon.

e Interpolation cubique [129], dite aussi bicubique en 2D, utilisée couramment avec le
1

parametre A = —3 :
o) = (A+2)tP - (A+3)*+1 it <1

A(Jt]? — 5% + 8|t| — 4) si1<(|t<2 . (2.24)

0 sinon.

S
—~
~+~
~—
I

La figure 2.4 montre les quatre générateurs ainsi que leurs spectres. Ces fonctions ont été
congues pour approcher au mieux le sinus cardinal en fréquence, pour un support spatial
de taille donnée. Toutes présentent une certaine atténuation dans la bande de Nyquist
(w € |—m,m[) (donc un effet de flou dans le cas de la reconstruction d’images, visible sur la
figure 2.3), et ne sont pas nulles au-dela (ce qui entraine des effets de repliement de spectre,
comme des effets d’escaliers le long des contours obliques en reconstruction d’images, voir
la figure 2.3). La transition entre la bande passante et la bande stoppante est suffisamment
douce pour que l'effet de Gibbs soit contenu : il est totalement absent pour l'interpolation
au plus proche voisin et 'interpolation bilinéaire, grace a I'unimodalité des générateurs
associés (c’est-a-dire 0 < (') < (t) si || > |t|]). Avec I'interpolation bicubique, des
oscillations commencent a devenir visibles, comme le montre la figure 2.3 (d).

Interpolation généralisée

L’interpolation a l'aide de la formule (2.20) repose sur l'utilisation d’une fonction ¢
interpolante et a support compact, afin que I'implémentation soit aisée. Unser et coll. ont
montré que 'on pouvait considérer le cadre plus général de l'interpolation généralisée [37) :
si I'on choisit ¢ a support compact, non forcément interpolante, on peut interpoler les
échantillons v[k] en deux étapes : la reconstruction proprement dite a 1’aide de la formule

Falt) = Zc[k]gp(% B, (2.25)

keZ
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F1G. 2.4 : De haut en bas : générateurs polynomiaux par morceaux ¢(t) de degrés 0,1,2,3
(a gauche) et leurs spectres respectifs p(w) (a droite, avec comme variable la fréquence
v =uw/2T).
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et un prétraitement qui détermine les coefficients c[k] par filtrage a partir des v[k]| : ¢ =
U * Ping, ou le préfiltre piy, est défini comme 'inverse du filtre by, la version discrétisée de
@ : bylk] = ¢(k) Vk € Z. On a donc :

_ z 1 F o 1
Pint = b < P(z2) = plw) = - .
=0 B = e ) = S Pt 2k

(2.26)

Il est intéressant, au moins formellement, de considérer la fonction interpolante, dite
aussi fonction cardinale, qui vaut

Punt() = > Pkl o(t — k). (2.27)

keZ

L’interpolation généralisée est alors formellement équivalente a l'interpolation classique
avec la fonction cardinale, puisque

frt) =Y vlkm(=— k)  VteR (2.28)

T
keZ

Si ¢ est interpolante, alors ¢, = ¢ et 'on retrouve le cas de 'interpolation classique, car
b, = b;l = 0 et aucun préfiltrage n’est requis.

Notons que le filtrage inverse avec b;l nécessite essentiellement le méme temps de
calcul que la convolution avec b,, grace a l'algorithme de filtrage récursif proposé dans
[221]. Lors de I'interpolation, et ce d’autant plus que le facteur est important, le temps de
calcul est majoritairement utilisé pour les multiples évaluations ponctuelles de ¢ lors de
la reconstruction (2.25), et le temps est donc proportionnel a la taille du support de . 1l
est donc d'un intérét certain de choisir ¢ a support compact et de taille réduite. L’étape
de préfiltrage est tres rapide et n’augmente pas de maniere significative le temps de calcul.
Ainsi, seule la taille du support de ¢ importe, et la fonction équivalente p;,; peut avoir un
support de taille infini, ce qui constitue la nouveauté de I'interpolation généralisée.

Il n’y a donc pas d’intérét particulier a imposer a ¢ d’étre interpolante. Au contraire,
il a été montré que cela est préjudiciable a la qualité [32]. Ne pas imposer I'interpolation
offre des libertés supplémentaires dans le choix de ¢. Dans [212] et [211], une approche
unifiée de l'interpolation est présentée, et de nombreuses fonctions ¢ sont comparées des
points de vue théorique et expérimental.

En fait, la qualité de I'interpolation n’est pas liée a la régularité du générateur ¢ comme
on pourrait le penser, mais a ses capacités d’approximation. En particulier, on dit que ¢(t)
a un ordre d’approrimation égal a L si tout polynome de degré au plus L — 1 peut étre
exprimé comme combinaison linéaire des p(t — k), k € Z. Strang et Fix ont montré que ¢
a un ordre d’approximation L si et seulement si [205] :

@0)#0 et pM(2rk)=0 Vk#0, Vre[0,L—1]. (2.29)
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Spline cardinale cubique v3(t) Spectre 7A3(27w)

Fia. 2.5 : Spline cardinale cubique et son spectre. En pointillés : le sinus cardinal et son
spectre.

La qualité de I'interpolation est directement liée a 'ordre d’approximation L de ¢ [212,
154, 152, 33]. Nous reviendrons sur I'importance de 'ordre d’approximation pour la qualité
de reconstruction a la section 2.5. Dans l'idéal, ¢ doit donc avoir un support de taille W
minimale et un ordre L maximal. I a été montré que W > L, et les générateurs optimaux,
pour lesquels W = L, sont des générateurs polynomiaux par morceaux appelés MOMS
33].

Les B-splines 5" (2.7) sont tres utilisées en traitement du signal, et offrent de multiples
avantages [221, 218]. La B-spline de degré n 3"(t) a un support de taille n + 1 et un ordre
d’approximation L = n+1, ¢’est donc une MOMS. On parle alors d’interpolation spline, et
la fonction fr est appelée une spline. Seules 3° et 3! sont interpolantes, et I'interpolation
avec ces fonctions est rigoureusement identique a l'interpolation au plus proche voisin et a
'interpolation linéaire, respectivement. La fonction @, définie par (2.27), lorsque ¢ = ",
est appelée spline cardinale de degré n. Nous la noterons v"(t) dans la suite. Le préfiltrage
est appelé transformée B-spline directe, car il fournit les coefficients spline c[k] a partir des
échantillons v[k]. Comme on le voit sur la figure 2.5, la spline cardinale cubique, de support
infini, est plus proche du sinus cardinal que les générateurs a support compact de la figure
2.4. On remarque dans I'exemple de la figure 2.6 que les effets de flou et de crénelage des
contours sont bien contenus.

On peut montrer que toutes les MOMS d’ordre L sont des combinaisons linéaires de
BET1 et de ses dérivées successives [33]. On peut ainsi construire des fonctions MOMS ayant
des propriétés d’approximation légerement meilleures que les B-splines, appelées O-MOMS
(optimal MOMS). Les interpolations spline et O-MOMS peuvent étre considérées comme
les meilleures méthodes pour l'interpolation d’images de nature variée [141, 212, 154].
Cependant, il est recommandé [163] de ne pas aller au-dela du degré n = 3, & cause des
oscillations qui apparaissent. En effet, lorsque n — oo, l'interpolation spline tend vers
l'interpolation par sinus cardinal [7].
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F1G. 2.6 : Reconstruction par interpolation spline quadratique (a) et cubique (b).

2.3.2 Reconstruction consistante dans le cas non bruité

Dans les exemples de reconstruction optimales de la section précédente, ainsi que pour
I'interpolation, nous avons vu que la solution f7 pouvait s’écrire de maniere paramétrique
comme dans I’équation (2.25). Une telle fonction appartient a ’espace

Vr(p) = {g(t) = Zc[k]cp(% —k) | ce RZ} . (2.30)

keZ

Une fois que ¢ est choisie, on peut alors reformuler le probleme de reconstruction
comme visant a chercher la meilleure fonction fr(¢) parmi Uespace Vi(p). Cet espace
vectoriel, engendré par les translatés de pas multiple de T de la fonction génératrice (1),
est invariant par translation de pas multiple de 7T :

g(t) € Vr(p) = gt —Tk) € Vr(p) Vk € Z. (2.31)

Un tel espace est dit linear shift-invariant; on parlera dans la suite d’espace LSI. Ces
espaces sont tres utilisés en théorie de I'approximation [40, 124] et pour les méthodes a
éléments finis. Ils sont a la base de 'approximation multi-résolution et de la théorie des
ondelettes [149, 83]. En théorie de I’échantillonnage, leur utilisation est de plus en plus
répandue [144, 62, 4, 219, 6.

Nous dirons qu'une fonction de Vr(y) a une résolution égale a 1/7". On entend par la
qu’'une fonction de Vi (), bien que définie contintiment, est paramétrée par des coefficients
discrets. Son innovation intrinseque est de 1 toutes les 7" unités, c’est-a-~dire que fr € Vr(p)
contient essentiellement la méme information quun peigne de Dirac de pas T :

> clHe(m — k) = (Zc[ma(- - Tk)) * () (2:32)

keZ
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) > fT(t)

(Wlk]) o (plk]) PR ——=] o

S

Zk 5(% - k)

Fic. 2.7 : Formalisation du processus de reconstruction : le signal discret v est d’abord
convolué avec le préfiltre p, pour fournir les coefficients c[k] paramétrisant la solution fr(t)
dans P'espace Vr(y).

Le choix de ¢ est un préalable a la reconstruction elle-méme. ¢ peut étre choisie de
maniere arbitraire, au contraire des situations de la section 2.2 ou elle était induite par
le critere choisi. Nous avons déja mentionné les B-splines et autres MOMS pour leurs
propriétés attrayantes : elles ont un support compact et un ordre d’approximation maximal.
Afin que chaque fonction g € Vy(p) N Ly(R) ait une expression unique et stable de la forme
(2.25), on impose que les fonctions (% — k) forment une base de Riesz. On impose aussi
une condition supplémentaire peu restrictive sur ¢, afin que g € Vr(p) soit bornée si ses
coefficients c[k] le sont :

sup Z lo(t — k)| < +oc. (2.33)

tel0,1] oy,

Enfin, on fait I'hypotheése peu restrictive que Vy(4)+ N Vr(p) = {0}. On supposera dans la
suite que la fonction ¢ vérifie toujours ces trois conditions.

Le probleme de reconstruction dans un espace LSI devient donc purement discret,
puisqu’a partir d'un signal (v[k]), on cherche une suite de coefficients ¢ = (c[k])gez para-
métrisant la fonction reconstruite fr(t). On souhaite que le processus de reconstruction
M v — fr soit linéaire et invariant par translation de pas multiple de T'; il en résulte
que les coefficients c[k] sont déterminés par filtrage discret avec un certain préfiltre p :

c=v+7) 23

On parle de préfiltrage et de préfiltre car ce filtrage précede la reconstruction proprement
dite, définie par I’équation (2.25). Nous avons schématisé le processus complet de recons-
truction sur la figure 2.7. Tout le probleme revient donc a chercher un bon préfiltre p,
indépendant de v. Nous avons déja donné des exemples de préfiltres : (2.5) (2.14) (2.26).

Lorsque I'on n’a pas de connaissance sur s, on cherche a ce que la reconstruction fr soit
en adéquation avec les données. La solution classique, dans le cas ou il n’y a pas de bruit,
est de chercher une fonction fr consistante avec les données [220, 226, 219, 94, 93, 96],
¢’est-a-dire vérifiant

frxor (Tk) =vlk] Vk€Z, (2.35)
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F1G. 2.8 : lllustration de la reconstruction consistante, fournissant la fonction fr, projection
oblique de s dans Vr(yp), et unique fonction de Vr(g) consistante avec les données, c¢’est-a-
dire appartenant a I',,.

autrement dit Dfr = v, ou fr € ', défini par (2.8). Ainsi, fr fournit les mémes mesures
que s si on la place dans le modele d’acquisition (1.10). On remarque que les solutions
présentées jusqu’ici dans le cas non bruité sont toutes consistantes; l'interpolation dans
Vr(p) correspond a la reconstruction consistante dans le cas particulier ¢ = 9.

Il existe une unique fonction fr consistante dans 'espace V(). Ainsi on peut écrire :

{fr} =Vr(p)NT, |, (2.36)

Ses coefficients c[k] s’obtiennent par préfiltrage (2.34) a I’aide du préfiltre de reconstruction
consistante pe,n défini par

1
-1 kl = @ x k <i> Acon w)= 2 '
Peonlk] = @ * (k) Peon(w) Y kez P(w + 2km)p(w + 2km)

La reconstruction consistante a plusieurs propriétés intéressantes :

(2.37)

e La reconstruction consistante est optimale du point de vue du critere des moindres
carrés : elle minimise (2.1).

e Sis e Vp(yp), s est reconstruite parfaitement : fr = s. Le principe de reconstruction
consistante généralise donc le théoreme de Shannon, qui correspond au cas ¢(t) = sinc(mt)
et ¢ = . En effet, dire que s est a bande limitée est équivalent a dire que s € Vp(sinc(r-)).

e L’opérateur d’approximation Qs — fr est un projecteur : Q o Q = Q. fr est donc
la projection oblique (c’est-a-dire non orthogonale) de s dans Vz(p). Définissons pour la
suite :

Py, .60, la projection oblique dans Vp(¢) parallelement a Vi (¢2),
Ps,.6+» la projection oblique dans Vr(¢1) perpendiculairement a Vi(¢s),
c.-a-d. parallelement & Vi (gg)t,

P, =Py, ot = P#T((m, la projection orthogonale dans V().
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Alors la reconstruction consistante correspond a Q@ = P, z1.. On a fr = P,s si et seulement
si @ € Vi(p). Cette situation est illustrée sur la figure 2.8.

e L’opérateur de reconstruction M : v — fr est un opérateur pseudo-inverse de 'opé-
rateur de discrétisation D : s +— v. En effet, D o M est I'identité. M est méme l'inverse
généralisée de D si I'on munit Ly de la norme || £- ||, ot £ est tel que ¢ est une L£*L-spline,
voir (2.3). La reconstruction consistante vérifie donc les propriétés d’optimalité minimax
mentionnées en 2.2.2.

Définissons maintenant la fonction e, (t) par

Peq(t) = Y Pkt — k) | <o Peq(w) = P@)P(w). (2.38)

keZ

Dans le cas out p = piy, on retrouve la fonction cardinale ¢eq = @ine. On peut alors réécrire
le processus de reconstruction comme

frt) =Y v[klpe(t — k)| (2.39)

keZ

La propriété de consistance est équivalente a la biorthogonalité de ¢ et @, c’est-a-dire

P % eq(k) = Oro < Y G(w + 2k7) Peq(w + 2k7) = 1. (2.40)

keZ
C’est I’étape de préfiltrage qui impose la biorthogonalité du processus, puisque ¢ et ¢
sont indépendantes 1'une de I'autre, et non nécessairement biorthogonales. Notons que la

biorthogonalité est a la base de la construction des analyses multi-résolution et de la théorie
des ondelettes [83, 149, 2, 228].

2.3.3 Approches des moindres carrés dans le cas bruité

L’approche consistante vise donc a obtenir la fonction la plus proche des données dans
I'espace Vr(p), au sens du critere (2.1). Lorsque les données sont bruitées, il faut rela-
tiviser ce critere, car il n’est pas nécessairement judicieux d’étre exactement fidele a des
données inexactes. La solution généralement adoptée consiste a définir fr comme la fonc-
tion de Vr(¢) minimisant le critere des moindres carrés régularisés (2.2), c’est-a-dire que
I’on cherche un compromis entre l'attache aux données au sens des moindres carrés, et la
lissitude de la solution au sens ou ||£fr|| doit étre faible, pour une certain opérateur £ a
choisir, indépendamment de ¢.

Notons L(w) la réponse fréquentielle telle que @(w) = L(w)§(w). Par exemple, si
L=< onalLw) = (Iw)". Alors, le préfilire p fournissant les coefficients c[k] de la

dtn o
solution fr au probleme de minimisation de (2.2) dans V(p) est défini par [96] :

S ez P(w + 2km)*G(w + 2km)*

plw) = - = :
| > kez @(w 4 2km)P(w + 2km) |2 + X D7, o |L(w + 2k7) 2| p(w + 2km) |2

(2.41)
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On remarque que si ¢ est une L£*L-spline, c¢’est-a-dire vérifie (2.3), on retrouve le préfiltre
optimal (2.5), puisqu’alors £*Lp(w) = |L(w)|2@(w) = h(w)@(w)*.

Cette solution régularisée étend donc I'approche consistante au cas bruité, en s’appuyant
sur 'approche variationnelle de la section 2.2.1. On peut proposer une nouvelle extension
de I'approche consistante au cas bruité, dans le cas stochastique. Supposons que s est
la réalisation d'un processus aléatoire stationnaire a temps continu de moyenne nulle, de
densité spectrale de puissance ¢;(w) > 0. Notons vg[k] = v[k] — p[k] = s*@r (Tk) la version
non bruitée des échantillons v[k]. On peut ainsi étendre le critere des moindres carrés (2.1)
par le critere :

€0,.510(9 €{|g * pr (Tk) — vo| | } (2.42)

qui ne dépend pas de k € Z, afin de chercher une fonction reconstruite qui, en moyenne,
fournirait des mesures proches des mesures idéales qu’auraient fournies s en ’absence de
bruit. On a tout d’abord

~ 1 2 LWt 2km
Gy (W) = 7 Z |p(w + 2kﬂ)|2cs(T). (2.43)

kEZ

Pour une fonction g € Vr(p) dont les coefficients c[k] ont été obtenus par le préfiltrage
c=v%xp,ona:

1 [ 2
Ens10(9) = o / Cop (W ’1 - ng (w+ 2km)P(w + 2k7r)’
kez
2
’p Z O(w + 2km)p(w + 21{%)‘ dw. (2.44)
kEZ

On montre aisément que ce critere est minimal lorsque

Co (W) 1

P )+ ) Ty B + (o + 28m)

(2.45)

On constate que ce préfiltre se décompose en deux filtres : le filtre de Wiener discret
débruitant les échantillons v[k], et le préfiltre de reconstruction consistante. En I’absence
de bruit, on se ramene a la reconstruction consistante.

2.4 Estimation de s au sens L, dans le cas non bruité

Nous avons vu que le probleme de reconstruction pouvait étre reformulé comme visant a
trouver un bon représentant de s dans un certain espace Vr(p), a partir des données (v|[k]).
Nous avons exhibé plusieurs solutions fr minimisant chacune un certain critere €. Dans
cette section, on se place dans le cas non bruité. On suppose que 'espace de reconstruction
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Vr(p) est fixé, indépendamment du fait que 'on dispose ou non de connaissances a priori
sur s. Plusieurs raisons peuvent justifier une telle situation :

e On ne dispose pas d’information sur s hormis le fait que s € I',. Dans ce cas, il
faut bien choisir d’'une maniere ou d’une autre la méthode de reconstruction, et donc fixer
Vr(p) arbitrairement.

e On veut choisir Vy(¢) pour des raisons liées aux traitements ultérieurs que 1'on va
appliquer sur fr; par exemple, on peut exiger que ¢ soit différentiable un certain nombre
de fois si 'on désire calculer des dérivées de fr en certains points. On peut aussi étre
confronté a des contraintes liées a la facilité d’implémentation ou au temps de calcul de la
reconstruction. Dans ce cas, effectuer la reconstruction dans un espace spline est un bon
choix [218].

e La forme de la fonction reconstruite est imposée, car le processus M modélise en fait
la réponse d’un dispositif de conversion « digital vers analogique », comme un périphérique
d’affichage, dont ¢ est la réponse impulsionnelle. Prenons 1’exemple de I'affichage d'une
image (v[k]) sur un écran d’ordinateur LCD. En supposant que la réponse impulsionnelle
de celui-ci est idéale, et correspond a l'indicatrice d’un pixel, on a ¢ = 1_ 11, Vr(p) est
alors, formellement, ’ensemble des « fonctions » affichables par ’écran.

2.4.1 Situation du probleme

Placons-nous pour le moment dans le cas déterministe ou s € L. Le critere le plus
naturel pour estimer s est le suivant :

er,(9) = lls — glli, (2.46)

Les solutions vues précédemment, optimales pour un certain critere, ne le sont pas
vis-a-vis du critere L. En fait, la meilleure reconstruction possible pour ce critere est la
projection orthogonale, que nous noterons Prs de s dans V(). En effet, pour une fonction
quelconque g € Ly, on a 'égalité suivante (théoréeme de Pythagore) :

Is = gllZ, = Is = Prslli, + [Prs — gll1, (2.47)

qui énonce que l'erreur se compose d'un premier terme indépendant de la méthode de
reconstruction, et d'un second qui est nul si ¢ = Prs. Minimiser ¢, dans Vy(p) est donc
équivalent a minimiser le regret [96]

EREG(Q) = ||7DT$ - 9||%2 (2-48)

La fonction Prs appartient a Vr(¢). On peut donc I'écrire sous la forme (2.25) a 'aide

de coefficients c[k| valant

clk] = /Rs(t)SOd(% — k:)% (2.49)
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F1G. 2.9 : Formalisation du probléme de reconstruction dans l'espace V(). ©, représente
I’ensemble des fonctions reconstructibles linéairement a partir de v. On cherche donc une
solution dans V()N O,, ce qui rameéne le probleme au choix du préfiltre p. On sait juste
que s € I',. Cependant, I'unique fonction reconstruite consistante de Vr(¢) N ©, N T,
n’est pas nécessairement la meilleure estimation de s, qui dans l'idéal devrait étre Prs,
malheureusement inaccessible.

ol g est la fonction duale de p, c’est-a-dire I'unique fonction de V(@) biorthogonale a ¢,
s’écrivant

i) = S ol =) Lo ut) = =2 20

Nous avons résumé la situation du probleme sur la figure 2.9. La seule connaissance
que nous avons de s(t) est qu’elle appartient a I’ensemble consistant I',. Nous avons noté
O, 'ensemble des fonctions reconstructibles par un processus M linéaire et invariant par
translation, a partir de la donnée v, c’est-a-dire,

0, - {me(%—k) | GLz}- (2:51)

keZ

Puisque I'on cherche une solution dans 'espace Vi (¢), on cherche donc fr dans V() NO,,
la région hachée sur la figure, correspondant a prendre ¢ = ., dans (2.51); cela revient a
ne laisser comme unique degré de liberté que le préfiltre p. L’intersection V() N©, N T,
est réduite a un seul élément, la fonction consistante obtenue avec le préfiltre peo, (2.37).
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La solution idéale Prs n’est pas accessible a partir des données v[k], sauf si ¢4 € Vi(9),
autrement dit ¢ € V;(), auquel cas la reconstruction consistante fournit fr = Prs. Dans
le cas général, la solution consistante opére une projection oblique de s dans Vi (p), qui
peut étre assez éloignée de la projection orthogonale (voir la figure 2.8), et aucun préfiltre
ne permet de minimiser le critere (2.46) pour tout s [95, Prop. 2]. Il existe cependant des
fonctions dans V() N O, qui sont plus proches de Prs que la reconstruction consistante.
Nous verrons par la suite comment construire des préfiltres permettant d’atteindre de
telles fonctions. Pour 'instant, on présente I’approche minimax, qui permet de trouver une
solution satisfaisante, bien que sous-optimale, au probleme de reconstruction.

2.4.2 Approches minimax

Bien que le critere £, ne puisse étre minimisé de maniere systématique, sans autre
information sur s, on peut par contre minimiser ce critere sur une classe restreinte de fonc-
tions. Par exemple, sil'on a la connaissance que s € Vr(y), la reconstruction consistante est
optimale au sens Lo, puisqu’elle assure la reconstruction parfaite de s, c’est-a-dire fr = s
et er,(fr) = 0. Plus généralement, si s € Vp(1)) pour ¢ € Ly connue, on peut la-aussi
trouver un préfiltre minimisant 7, : la reconstruction correspondant a Q = PP, 5. est
optimale au sens Ly [95]. En effet, cet opérateur reconstruit d’abord s parfaitement par
reconstruction consistante dans Vp(v), puis la projette orthogonalement dans Vr(y), ce
qui aboutit bien a fr = Prs. Le préfiltre correspondant s’écrit

S en U(w + 2km) palw + 2kn)
Y en P(w + 2km)(w + 2k)

et on retrouve bien la reconstruction consistante comme un cas particulier correspondant
a1 € Vi(p),

La minimisation de e, sachant s € Vp(v) peut étre réécrite comme la minimisation du
critére suivant, en remarquant que Vp(y) N T, = {s} :

p(w) (2.52)

2
= max — 2.53
SLQ(Q) FEVP ()T, ||.f g||L2 ( )

L’avantage de cette écriture, qui ne vaut que dans ce cas particulier, est qu’elle ne fait plus
apparaitre s. On voit ainsi apparaitre naturellement les méthodes minimax, permettant
d’inclure une connaissance sur s dans la minimisation d'un critere indépendant de s.

Considérons maintenant le cas ou s € 2 = {g | ||[Lg|| < C} pour un certain opérateur £
et une certain constante C'. On peut alors définir fr comme la solution du critere suivant,
qui n’est plus équivalent a €, mais qui minimise l’erreur Ly au pire cas parmi les instances
possibles de s :

eaa(9) = max [If —gllz,. (2.54)
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Notons qu’il faut bien faire porter le max sur 2N1I", et non €2, car alors le probleme, qui ne
tient pas compte du fait que s € I',, admet pour solution la fonction nulle [95, section 5.1.1],
manifestement peu satisfaisante. Quelle est la solution minimisant ey 7 Nous avons vu a
la section 2.2.2 que la minimisation sur tout L, aboutit a la £*L-spline consistante. Afin
de déterminer la solution dans 'espace Vr(p), reformulons le probleme d’estimation Ly qui
nous préoccupe dans le formalisme utilisé par la théorie de I'optimal recovery, présentée
a la section 2.2.2. A partir des schémas 2.9 et 2.1, on voit que ce lien s’établit en posant
Z = Vp(p), muni de la norme Lo, et U = P,. Si g € Vp(p), on peut alors reformuler le
critere eyp(g) comme :

enm(g) = hax IPrf—gll7, = reAX )Ilf —gll7,, (2.55)
v © v

dont la minimisation dans Z a pour solution zy, le centre de Chebyshev de P,(2NT,). Or
zo = Pxg, ou g est le centre de Chebyshev de 2 N T, a savoir la £L*L-spline consistante.
Soit ¢ € Ly, une L*L-spline vérifiant (2.3). Alors Q@ = P, Py 51 est optimale au sens du
critére ey, et on retrouve le préfiltre (2.52), que 'on peut réécrire :

e Pw + 267 Pa(w + 2k7) /|T(w + 2kr)[?
S ez [P(w + 2km) 2/ |L(w + 2kr) |2

p(w) (2.56)

Ce nouveau résultat généralise les théoremes 2 et 3 de [95], qui énoncent le résultat dans
le cas ou L est I'identité (auquel cas on peut poser ¢ = @), ce qui donne Q = P,Ps.

Cette méthode de reconstruction est donc optimale a la fois lorsque s appartient a
'espace linéaire V(1)), et lorsque s appartient a I’ensemble quadratique €2, quelle que soit
la constante C'. Cette solution est en fait naturelle : si 'on n’impose pas de contrainte
sur l'espace de reconstruction, la £*L-spline consistante est une bonne solution, et si I'on
impose l'espace de reconstruction Vr(yp), il suffit de considérer la meilleure représentation
de cette solution dans Vi (), a savoir son projeté orthogonal.

Nous avons donc vu que le critere Lo, pour lequel on ne peut pas trouver de méthode
de reconstruction optimale dans le cas général, pouvait étre modifié en un critere minimax
afin de prendre en compte une information a priori sur le signal s. Cependant, une telle
information n’est généralement pas disponible. De plus, la modification du critere L, en
un critere minimax ne garantit plus la proximité systématique de fr et s au sens L.
D’autre part, nous avons présenté plusieurs méthodes de reconstruction, minimisant un
certain critere, mais nous ne disposons pas pour l'instant d’'un moyen de les comparer
quantitativement. Nous présentons dans la suite un outil fondamental, le noyau d’erreur
fréquentiel, particulierement utile pour comparer les méthodes d’approximation.
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2.4.3 Analyse de l’erreur

Afin d’évaluer quantitativement la qualité d’'une méthode d’approximation linéaire
Q : s+ fr € Vr(p), définissons la quantité

1 N2
= \/ o / 15(W) P E(Tw) dw, (2.57)

au moyen du noyau d’erreur fréquentiel

E(w) =1 = ¢(w)@a(w) + dp(w)[pw)d(w) — ga(w)]*. (2.58)
Enin () Frea(w) .

Alors, suivant un résultat remarquable de théorie de 'approximation du a Thierry Blu en
1999 [36, 37|, I'erreur d’approximation L, peut étre prédite tres précisément par n4(7),
autrement dit

Ifr = sz, = ns(T). (2.59)
L’estimation de lerreur (2.59) peut étre justifiée de plusieurs points de vue [37]. Tout
d’abord, 'égalité dans (2.59) est exacte si s est a bande limitée dans [—@, —&u
L (kH) “] pour un certain entier k& > 0, ou si ¢ et ¢ sont a bande limitée dans [—m,7].
D’ autre part, une propriété importante a laquelle s’intéresse la théorie de I'approximation
est la convergence de fr vers s lorsque T" — 0. Introduisons 1’énergie relative hors bande
de Nyquist d'une fonction g € Ly par

. o [9(0) P d
S fl@( )[? deo

Ona0 <ey(T) <letey(T)— 0quand T'— 0. Alors, si s appartient a I’espace de Sobolev
W3 avec r > %, on peut écrire

s = frllz. = ns(T) + veuor (DT | 1., (2.61)

(2.60)

ou

2
1l < = VBT (262

Ainsi, le terme n4(7T") est le terme dominant de l'erreur ||s — fr||L,. Le second terme se
comporte en o(T"), et son influence est négligeable.

Le noyau d’erreur permet aussi de calculer exactement 1’erreur moyenne dans le cadre
stochastique. Définissons le critere suivant, qui généralise naturellement l'erreur Lo pour
des signaux aléatoires stationnaires :

cotolo) = Jim oty [ etlo) - sPy (2.63)

~7 [ Etla®) = sy (2.64)
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correspondant a une version moyennée sur t, de 'erreur quadratique ponctuelle moyenne
£sT0 4, de (2.12), et qui est T-périodique pour une fonction reconstruite linéairement a partir
de v. Notons que la minimisation directe de egro 4, dans I'espace Vp(p) donne une solution
dépendant de ty; c¢’est pourquoi on définit une version moyennée de I'erreur quadratique,
afin d’obtenir une solution proche de s en tout point. Alors on peut montrer [37, Appendix
3] que

1

esro(fr) = 7

/Rés(w)E(Tw) dw, (2.65)

ce qui correspond & la méme formule que pour 'erreur Ly, en remplacant |$(w)|? par ¢,(w)
dans (2.57).

Dans le cas stochastique, le noyau d’erreur permet de calculer exactement 1’erreur
moyenne, et dans le cas déterministe, de calculer I'erreur L, de maniere approchée mais
précise. Etudier le noyau d’erreur associé a une méthode de reconstruction donnée est donc
d’un grand intérét. La valeur F(w) doit étre interprétée comme 'erreur relative engendrée
par la méthode d’approximation a la fréquence w. Une valeur proche de 1 signifie que
I'information est perdue a cette fréquence, et une valeur supérieure a 1 signifie que non
seulement 'information est perdue, mais qu’en plus I’énergie a cette fréquence va appa-
raitre (généralement apres repliement de spectre) a une autre fréquence, introduisant une
distorsion supplémentaire.

Le noyau Ep,(w) est une borne inférieure pour F(w), indépendante du préfiltre p, et
qui caractérise la projection orthogonale dans Vr(y). On peut donc quantifier la qualité
d’approximation intrinseque d'un espace Vr(y) au moyen du noyau Ey,(7Tw) associé. Une
fois choisie ¢, le role du préfiltre sur la qualité d’approximation peut étre quantifié au
moyen de E,(Tw). Le noyau d’erreur offre donc un moyen privilégié pour évaluer et com-
parer des méthodes de reconstruction, c¢’est-a-dire des couples (¢, p).

Nous avons représenté sur la figure 2.10 les noyaux d’erreur associés a I’approximation
spline par projection orthogonale (¢ = ¢4) et par interpolation (¢ = §). Nous avons
aussi représenté le noyau d’erreur associé a linterpolation cubique (2.24) obtenue avec
p(t) =35%(t) — B*(t +3) — B°(t — 3).

Comme on I'a déja mentionné a la section 2.3.1, la qualité de reconstruction est direc-
tement liée a 'ordre d’approximation de ¢ (égal & n + 1 pour la B-spline 5", et a 3 pour
le générateur cubique). Il s’agit donc du premier parametre a prendre en compte lors du
choix de . On peut voir aussi que 1’écart entre I'interpolation et la projection orthogonale
n’est pas négligeable ; en dehors de la zone de Nyquist, le contenu spectral de s se replie et
entraine la présence d’aliasing dans le signal reconstruit, et ce pour toutes les méthodes de
reconstruction. En I'absence de fonction d’analyse, on est en effet tres éloigné des conditions
d’échantillonnage idéal de Shannon.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons concevoir des préfiltres exploitant au mieux
les propriétés d’approximation de l'espace de reconstruction Vp(y). L’idée sous-jacente
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F1a. 2.10 : /E(w) pour la projection orthogonale et Iinterpolation spline de degré n = 0
a 3 (c-a-d. ¢ = ") et l'interpolation cubique avec le générateur (2.24).

consiste & minimiser le noyau d’erreur Fyes(w).

2.5 Reconstruction asymptotiquement L,-optimale

Nous avons vu a la section précédente que la reconstruction optimale au sens Lo ne
pouvait étre atteinte directement. Bien que ’on puisse contourner la difficulté en modifiant
le critere Lo afin de le rendre indépendant de s, en se plagant dans le paradigme minimax,
cette solution ne nous semble pas totalement satisfaisante. Minimiser une erreur au pire
cas n’implique pas, en effet, que la qualité de reconstruction soit bonne en regle générale.
Indépendamment de cette étude, nous avons présenté le noyau d’erreur, qui fournit un
excellent moyen d’évaluer la qualité de telle ou telle méthode de reconstruction. Plus le
noyau est faible, meilleure est la qualité de reconstruction, et cette analyse peut étre faite
a une fréquence fixée ou sur une plage de fréquences.

Dans cette section, on se place encore dans le cas non bruité. Le cas bruité sera abordé
a la section 2.7. Nous présentons une stratégie nouvelle pour la reconstruction, adaptée aux
signaux essentiellement passe-bas, c¢’est-a-dire ayant leur énergie localisée dans les basses
fréquences. Cela est le cas pour de nombreux signaux acquis depuis le monde environ-
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nant, et en particulier pour les images naturelles, qui ont un comportement en 1/f avéré
214, 182, 183]. Nous allons donc chercher un préfiltre tel que le noyau d’erreur E(w) associé
a la reconstruction soit aussi proche que possible de zéro, en particulier au voisinage de
w=0.

Précisons d’abord les propriétés asymptotiques d’approximation de la méthode de re-
construction M : v — fr définie par le couple (¢, p). Dans la suite, on note L 'ordre
d’approximation de ¢. Un développement de Taylor dans (2.61) donne, pour une fonction
s e Wy,

T (2k)
Is = frlf, = 3= Zp RIS IR, T + 7). (2.66)
k=0
On va donc chercher les conditions sur p permettant d’avoir la vitesse de convergence
maximale, ou de maniere équivalente le noyau d’erreur le plus plat possible au voisinage
de l'origine, c¢’est-a-dire

E(w) ~ Enin(w) |, (2.67)

puisqu’alors, en supposant que r > L, on a la vitesse de convergence maximale
Is — frllo, ~ ||s = Prs|o, ~ Cainlls ||, 7T lorsque T — 0. (2.68)

On voit donc pourquoi l'ordre d’approximation (dont le nom se trouve ici justifié) de ¢
est primordial : cest lui qui détermine la vitesse de convergence en O(T") de lerreur
d’approximation (si p est correctement choisi). En raisonnant sur le noyau d’erreur, on

constate que
V Emin(w) ~ C1minWL- (269)

On doit donc choisir p afin que E(w) ait ce méme développement de Taylor. Dans l'idéal,
on aimerait avoir F(w) = Epn(w) sur toute la bande de Nyquist | —m, 7[. Cela est possible,
en choissant le préfiltre idéal

pP(w) = % VYw € [—m, 7). (2.70)

(w)

En particulier, ce filtre assure que fr = Prs dans le cas ou s est a bande limitée dans
] — %, 7[. Le principal inconvénient de ce filtre est de ne pas étre implémentable en do-
maine spatial. C’est pourquoi on préfere chercher un filtre rationnel, de la forme P(z) =
H(z)/Hy(z), ou hy et hy sont des filtres RIF, car on dispose d’algorithmes rapides pour

implémenter le préfiltrage avec un tel filtre [218].

La contrainte (2.67) est équivalente a I’égalité suivante, ou /N est un entier supérieur
ouégala L+ 1:

i) = 249 oM. (2.71)
P(w)
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Deés lors que N > L dans (2.71), le processus d’approximation Q : s +— fr est un
quasi-projecteur d’ordre L dans Vr(p) [85, 217], c’est-a-dire que Qs = s si s est un
polynome de degré au plus L — 1. Ainsi un quasi-projecteur n’effectue une projection que
pour un espace restreint de polynomes, et non pour toute fonction. Alors que Q est un
projecteur si et seulement si @ et ., définie par (2.38), sont biorthogonales (2.40), Q est
un quasi-projecteur d’ordre L si et seulement si ¢ et ypoq sont quasi-biorthogonales d’ordre
L [36], c’est-a-dire

A~

G(W)Peq(w + 2kT) = dpo + O(wW™) Vk € Z. (2.72)

Dans le cas particulier ¢ = §, on parle de quasi-interpolation au lieu de quasi-projection :
on dit que g est un quasi-interpolateur d’ordre L si

Geq(w + 2km) = 0o + O(w") Vk € Z. (2.73)

Dans ce cas, Qs = s si les v[k| sont les valeurs ponctuelles en les Tk d’'un polynéome de
degré au plus L — 1.

On cherche donc un préfiltre réalisant une quasi-projection d’ordre L dans Vp(yp), afin
d’avoir la vitesse de convergence de I'erreur en O(T*) dans (2.68). La reconstruction consis-
tante réalise une projection oblique, et donc une quasi-projection d’ordre L, de s dans
Vr(g). La quasi-projection est en effet une contrainte moins forte que la projection. Ce-
pendant, on n’impose pas seulement la propriété de quasi-projection, équivalente a N = L
dans (2.71), mais N > L+ 1, ce qui n’est généralement pas vérifié pour la solution consis-
tante. Autrement dit, on ne veut pas seulement une vitesse de convergence en C'(TF), mais
on demande aussi a avoir la constante asymptotique optimale C' = Cl,,, afin d’avoir la
convergence optimale de fr vers s au sens Ly lorsque 1" — 0. C’est pourquoi on dira du
préfiltre p, si (2.67) est vérifiée, qu’il est asymptotiquement optimal au sens Ls.

2.5.1 Conception de préfitres quasi-interpolants

Etudions en détail la conception de préfiltres quasi-interpolants optimaux (¢ = 4), en
nous intéressant plus particulierement a la reconstruction spline, i.e ¢ = . On cherche
un préfiltre p de faible complexité, vérifiant (2.71) avec N > L + 1 = n + 2. Thierry Blu a
déterminé les filtre RIF de taille minimale (N = L+1) vérifiant cette condition d’optimalité
[37]. Nous allons montrer que des filtres inverses, c’est-a-dire de la forme P(z) = 1/Q(2)
avec ¢ un filtre RIF, donnent de meilleurs résultats. Cela est intuitif, puisque 'on cherche
p(w) approchant ¢4(w) ~ 1/H(w), si ¢ est passe-bas.

Cherchons donc un filtre RIF ¢ tel que p = ¢! vérifie (2.71). En substituant les condi-
tions de Strang-Fix (2.29) dans la formule de Poisson (1.7), nous obtenons

a,(w) = [p(W)]* + O(w?h). (2.74)
Par conséquent, si N < 2L, (2.71) est équivalente a

]ﬁ — p(w) + O™, (2.75)
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F1G. 2.11 : spectre Peq(w) du quasi-interpolateur correspondant a ¢ = ' combinée au
préfiltre du tableau 2.1.

Cette derniere égalité simplifie encore la conception du filtre inverse ¢ = p~!, puisqu’il suffit
de choisir ce filtre de telle maniere que son développement de Taylor soit égal a celui de ¢
jusqu’a 'ordre désiré. Seul le calcul de ce développement de Taylor peut nécessiter 1'usage
d’un logiciel de calcul formel. Notons qu’il n’est pas nécessaire de connaitre I’autocorréla-
tion a, pour concevoir le préfiltre.

Détaillons le calcul du préfiltre dans le cas d’une reconstruction linéaire par morceaux,
obtenue avec ¢ = 3!, d’ordre L = 2. ¢ étant symétrique, on cherche un préfiltre symétrique
afin que le processus d’approximation soit lui aussi symétrique (c.-a-d. Qs = Q5). On a le
développement de Taylor :

$(w) = sinc(w/2)* =1 — %wz + O(w?). (2.76)

Un filtre ¢ symétrique de taille 3, de la forme [%,a,%
a+b(1 — 3w? + O(w?)). En imposant §(w) = ¢(w) + O

a=1—betb= %, ce qui donne le filtre

|, vérifie ¢(w) = a + beos(w) =
(w?), on obtient par identification

15 1
Z+ =+ -—=z .

Q) =52+ 5+ 3

(2.77)

La figure (2.11) montre le spectre du quasi-interpolateur ¢, correspondant (voir (2.38)).
On voit qu’il est plus proche du filtre passe-bas idéal que I'interpolateur 8'. Cela indique
que la reconstruction d’image avec la méthode de quasi-interpolation proposée introduit
nettement moins de flou que 'interpolation correspondante, comme nous allons le confirmer
expérimentalement par la suite. Notons que tous les quasi-interpolateurs splines que nous
proposons sont passifs, c¢’est-a-dire que |@qq(w)| < 1. Il n'y a donc jamais de réhaussement
artificiel du contenu fréquentiel lors de la reconstruction.
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o(r) Qz) =1/P(2)
B9(x) —ﬁz + % — iz‘l
B(x) %z#—%—i—%z_l
2 7.2, 67 233 | 67 .—1 7 -2
ﬂ(fﬁ) —mz +@Z+%+@Z —mz
3 1.2, 31 79 31 -1 1 -2
3°(x) —r25% T 1567 T 130 + 1802 — 727

TAB. 2.1 — Préfiltres inverses de la forme p = ¢! proposés pour la quasi-interpolation
spline.

La conception de préfiltres quasi-interpolants est donc particulierement aisée. Nous
donnons dans le tableau 2.1 les préfiltres symétriques obtenus pour la quasi-interpolation
spline de degré 0 a 3. Lorsque n est pair, I'interpolation vérifie déja la contrainte d’opti-
malité (2.67). On a donc choisi N = L + 2 lorsque n est pair, et N = L + 1 lorsque n
est impair, dans (2.71), afin de proposer les préfiltres les plus courts, tout en étant diffé-
rents des préfiltres d’interpolation. On peut vérifier, en visualisant sur la figure 2.12 les
noyaux d’erreur associés aux préfiltres, que la qualité d’approximation est bien meilleure
que celle obtenue par interpolation. Le noyau E(w) associé a la quasi-interpolation avec
nos préfiltres est non seulement optimal a 1'origine, mais se révele étre trés proche de Fy;,
sur toute la bande de Nyquist, ce qui valide notre approche. D’ailleurs, il apparait inutile
d’augmenter la valeur de N dans (2.71) car, du moins pour la quasi-interpolation spline,
la plupart du gain potentiel par rapport a I'interpolation est déja atteint avec les préfiltres
que Nnous avons proposés.

2.6 Application : opérations géométriques sur les si-
gnaux discrets

Il est courant d’avoir a réaliser une transformation géométrique sur un signal ou une
image, par exemple une translation ou une rotation. Cependant, ces opérations, qui sont
bien définies dans le domaine continu, ne le sont pas dans le domaine discret. Ainsi, la
rotation d’images est une opération qui, a partir d'une image discréete, fournit une autre
image discrete, mais la relation entre les pixels de ces deux images n’est pas explicite a
priori. Il est possible d’adopter un point de vue purement discret et d’utiliser des notions
de géométrie discrete pour formaliser les opérations géométriques sur les images (voir par
exemple [169] pour un exposé de ce type d’approches).

Nous préférons adopter une démarche différente, mettant a profit les liens entre les
mondes discret et continu qui sont apparus en arriere-plan de ce travail sur la reconstruc-
tion. Ainsi, puisque nous nous sommes donnés le modele (1.10) pour définir le signal initial
v = (v[k]), il nous faut aussi proposer un modele pour le signal transformé 7 v, qui soit
cohérent avec le processus de formation de v, et donc avec le signal sous-jacent s. Nous pro-
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F1G. 2.12 : Noyaux d’erreur associés a la projection orthogonale (en rouge), I'interpolation
(en vert), et la quasi-interpolation (en bleu) spline de degré n =0 a 3.

posons un formalisme générique permettant de définir rigoureusement de telles opérations
géométriques, et de proposer des solutions concretes pour les mettre en ceuvre.

Nous cherchons & définir un opérateur idéal discret 7' : £, — /5 (dit « idéal », car c’est
l'opérateur dont on aimerait disposer mais qu’en pratique on ne pourra qu’approcher).
Prenons I'exemple de la rotation d’image discrete d’angle . On suppose qu’il existe un
opérateur ¥ : Ly — Lo effectuant la méme transformation dans le domaine continu. Dans
notre exemple, il s’agit de la rotation 2D d’angle 6 définie par

cos() sin(0)

Ts(x) =s(Rpx) ouR_g = | _ sin() cos()

(2.78)

On définit 7v comme le signal discret qui aurait été obtenu si ’on avait fait porter I'opéra-
teur T sur s, avant I'acquisition, c’est-a-dire remplacé s par Ts dans notre modele (1.10),
et en I'absence de bruit. Appliquer un opérateur a un signal discret, c¢’est donc obtenir
le signal qu’aurait produit le dispositif d’acquisition, en I'absence de bruit, si le processus
sous-jacent avait subi I’équivalent continu de 'opérateur. En d’autres termes, 7' est défini
par :

T v ="Ds+s DyTs Vs € Ls. (2.79)

o Dy : 5+ (5% gbgp(Tk))kEZ est la version non bruitée de D.
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Les opérations géométriques les plus courantes sont les suivantes :

rotation 2D d’angle § «— T : s(x) — s(R_px) (2.80)
translation de pas 7 < T :s(x) — s(x—T) (2.81)
réduction de facteur @ «— T : s(x) — s(ax) (2.82)
agrandissement de facteur o < ¥ : s(x) — s(x/«) (2.83)

Comme pour le probleme de reconstruction, ou l'on cherche un opérateur M proche
de M9 : Ds — s, il nous faut proposer un opérateur 7 proche de 74, Une solution est
d’estimer s a l'aide d’un opérateur de reconstruction M, puis d’appliquer 'opérateur de
discrétisation Dy :

T:v— D()TMU (284)

Nous montrerons dans la seconde partie de cette these qu’il est possible de trouver des
solutions plus satisfaisantes pour la réduction et 'agrandissement. Intéressons-nous pour
I'instant a I'opération de rotation. On suppose dans ce paragraphe que le pas d’échantillon-
nage T vaut 1 afin de simplifier les notations. On cherche donc pour tout k € Z?2,

T [k = (s(Rop-) * ¢) (k) (2.85)
= (s 3(Rg-)) (R_k). (2.86)

Notons § = s * @, et supposons que ¢ est isotrope, c.-a-d. p(Rex) = $(x) pour tous x et
0. Alors le probleme de rotation revient a évaluer des échantillons de la fonction § a de
nouvelles positions R_gk, connaissant les v[k| = 5(k)+ u[k], k € Z?. On est donc confronté
a un probleme de reconstruction de s : on va chercher a évaluer cette fonction connaissant
ses échantillons bruités uniformes v[k|, puis échantillonner la fonction reconstruite Muv en
de nouvelles positions pour former le signal transformé. Notons que la connaissance de ¢
n’est pas requise, et qu’il s’agit d’'un probleme d’interpolation dans le cas non bruité. On
définit donc notre opérateur de rotation par

Tulk] = Mv(R_gk) Vk € Z? (2.87)

pour un certain opérateur de reconstruction M adapté au cas ¢ = ¢ dans le modele (1.10)
(puisque l'on raisonne sur § et non s pour effectuer la reconstruction).

Ainsi, on peut valider expérimentalement notre méthode de reconstruction par quasi-
interpolation. Nous proposons 'expérience suivante : 17 rotations successives d’angle 27 /17
sont effectuées sur plusieurs images (représentées dans 'annexe 7.7), en utilisant différentes
méthodes de reconstruction. L’image finale est ensuite comparée a I'image initiale, puisque
T4 itéré 17 fois est I'identité. Puisque I'on est en 2D, on effectue la reconstruction a 1'aide
de la fonction produit tensoriel p(x) = ¢(x1)p(x2) et du préfiltre P(z) = P(z1)P(z9) appli-
qué de maniere séparable le long des lignes et colonnes de I'image. Nous justifierons dans le
chapitre 3 que les préfiltres asymptotiquement optimaux en 1D que nous avons développés
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© ek ek ek ek bicubique | 3 3
D int. | int. shift. | quasi. RIF | quasi. RII int. int. | quasi. RII

L 2 2 2 2 3 4 4
Lena 29.40 34.87 35.47 36.81 35.29 38.69 39.81
Barbara || 23.84 25.96 26.13 27.32 25.95 28.99 30.55
Baboon 21.98 24.40 25.17 26.23 25.01 27.63 28.64
Lighthouse | 22.88 27.56 27.57 29.04 27.35 31.04 32.57
Goldhill || 28.35 31.65 32.63 33.73 32.47 35.24 36.31
Boat 26.33 30.59 31.37 32.52 31.21 34.07 35.00
Camera || 23.29 26.54 27.49 28.64 27.33 30.18 31.23
Peppers 28.89 33.08 34.36 35.41 34.22 36.83 37.64
temps 1U 1.05 U 1.1U 1.1U 23U 2.6 U 2.7U

TAB. 2.2 — PSNR apres 17 rotations d’angle 27/17 opérées sur les images de I'annexe 7.7,
en utilisant différentes méthodes de reconstruction par interpolation et quasi-interpolation.
Nous avons rappelé l'ordre d’approximation L de chaque méthode, et mentionné le temps
de calcul moyen pour effectuer une rotation, en unité normalisée relative au temps requis
pour 'interpolation bilinéaire.

ont un produit tensoriel lui aussi asymptotiquement optimal en 2D.

On définit la distance PSNR entre deux images u et v de taille N x N par :

9552 N2 )

> kepi gz [ulk] — vlK]|? (2.88)
Le tableau 2.2 fournit les valeurs PSNR obtenues, et le temps de calcul moyen d’une
opération de rotation. Les différentes méthodes comparées sont :

o I'interpolation bilinéaire (p = 3, P(z) = 1)

o I'interpolation spline cubique (¢ = 3%, 1/P(z) = gz + 3 + g2 )

o la quasi-interpolation spline linéaire et cubique, obtenue avec les préfiltres du tableau 2.1
(notée « quasi. RII »)

PSNR(u, v) = 10log;, <

o la quasi-interpolation spline linéaire, notée « quasi. RIF », obtenue avec le préfiltre RIF
proposé par Thierry Blu [37] : P(2) = T3z + L + T2

o 'interpolation bicubique (¢ donnée par (2.24), P(z) = 1)

o 'interpolation bilinéaire shiftée, une méthode récente proposée par Thierry Blu en 2004

34] s p(t) =Bt —7) ot T = L(1 = ), P(2) = 1/(1 — 7 +7271).

Comme on peut le voir, numériquement dans le tableau 2.2 et visuellement sur la figure
2.13, les méthodes de reconstruction par quasi-interpolation fournissent une amélioration
significative de la qualité de reconstruction, par rapport a leurs équivalents interpolants.
Nous avons indiqué en bas du tableau 2.2 les temps de calcul moyens d’une opération de
rotation, pour chaque méthode. On voit que I'étape de préfiltrage n’est pas la plus cotiteuse
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du processus de reconstruction, la majorité du temps de calcul étant dévolue au rééchan-
tillonnage du modele reconstruit fr(x). L'usage de méthodes de quasi-interpolation n’en-
traine donc qu’un accroissement marginal du temps de calcul. Ainsi, la quasi-interpolation
bilinéaire donne de meilleurs résultats que l'interpolation bicubique, pour un temps de cal-
cul deux fois moindre, ce qui est une résultat important. Ces expériences valident I'étude
théorique des propriétés d’approximation des filtres, et notre conception de filtres asymp-
totiquement optimaux. De plus, nos nouveaux préfiltres RII sont plus performants que les
préfiltres RIF proposés dans [37], pour un temps de calcul identique.

La figure 2.14 montre les images obtenues apres plusieurs rotations d’angle 27 /5. Les
distorsions s’accumulent a chaque rotation, donc on peut estimer que la différence entre
I'image obtenue apres une seule rotation et 'image inconnue que l'on cherche a estimer
est ici égale a 1/5 de la différence entre 'image de référence et I'image obtenue apres 5
rotations successives. La faible distorsion occasionnée par la quasi-interpolation bilinéaire
avec notre filtre est donc remarquable.
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interpolation spline cubique quasi-interpolation spline cubique

F1G. 2.13 : Extraits de I'image Boat apres 17 rotations d’angle 27 /17 effectuées avec diffé-
rentes méthodes d’interpolation et quasi-interpolation.
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F1G. 2.14 : Résultats obtenus apres rotations successives d’angle 27/5 sur une partie de
I'image Boat (montrée en haut). A gauche : par interpolation bilinéaire. A droite : par
quasi-interpolation bilinéaire. (Figure continuée sur la page suivante)
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F1G. 2.14 : Suite. Résultats apres 3, 4, 5 rotations successives. Le PSNR entre les images
de la ligne du bas et 'image initiale est 31.17 a gauche, 37.26 a droite.
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2.7 Estimation dans un espace LSI en présence de
bruit

Dans les sections précédentes, nous nous sommes concentrés sur la reconstruction au
sens Lo, en I'absence de bruit. Dans le cas ou les mesures sont contaminées par un bruit
stationnaire p, le signal v n’appartient plus a /5, et donc la fonction reconstruite fr n’ap-
partient pas a Ls. On ne peut plus des lors définir I'erreur de reconstruction comme la
distance ||s — frl|L,, et il nous faut trouver un nouveau critere généralisant celui-ci.

Intéressons-nous tout d’abord a la situation déterministe dans laquelle s € L,. Une
extension naturelle du critere Ly est l'erreur quadratique moyennée définie par (2.63).
Cependant, seul le bruit contribue a ce critere : esto(fr) vaut 0 en absence de bruit, quel
que soit le préfiltre choisi pour la reconstruction, car alors |fr(t) — s(t)|* est de somme
sur R finie, donc de moyenne sur R nulle. Dans le cas bruité, la solution minimisant ce
critere est donc la fonction nulle obtenue avec le préfiltre nul. Eldar et Unser ont proposé
de modifier ce critere afin d’obtenir une solution non triviale [95]. Faisons I’hypothese que
se€Q={g||Lyg|l <C} pour une certaine constante C. Alors la minimisation des deux
criteres suivants :

envpi(g) = r]{laxg{\g(to) — Prf(to)|*} (2.89)

cwvnlo) = Jim ot [ maxetlot) - s P)ar (2.90)

fournit la méme solution, indépendante de ¢y, et obtenue avec le préfiltre [95] :

S pen Bw + 2km)* Paw + 2km) /|L(w + 2kn)|?
Eu(W)/C2 + 3oy |P(w + 2km) 2/ |L(w + 2km) 2

Notons que dans le cas non bruité, on retrouve le préfiltre (2.56) optimal au sens minimax.
De plus, si la seule connaissance que 1'on a est que s € Ly, donc que 'on fait tendre C' vers
I'infini, on retrouve aussi ce méme préfiltre. On peut donc objecter aux criteres egyp; et
euynz2 de ne pas étre naturels, et d’étre trop conservatifs : le préfiltre solution dépend de la

plw) = (2.91)

constante C' caractérisant 1'a priori que l'on fait sur s, et fr tend vers la solution minimax
lorsque C' — 400, autrement dit une solution qui ne dépend pas du niveau de bruit.

En fait, cette situation hybride mi-déterministe, mi-stochastique n’est pas naturelle, et il
est malaisé de formuler la reconstruction dans ce cadre comme un probleme d’optimisation
ayant une solution non triviale satisfaisante. Il semble plus judicieux de se placer dans le
cadre pleinement stochastique, dans lequel on suppose que le signal s comme le bruit sont
des réalisations de processus stochastiques stationnaires. Il est alors naturel de formuler
I'erreur de reconstruction comme 'erreur quadratique moyennée (2.64). Avant d’expliciter
le préfiltre minimisant ce critere, nous allons généraliser la formule (2.65) qui caractérise
I’erreur d’approximation dans le cas non bruité.
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PROPOSITION : Soit fr € Vr(y) la fonction reconstruite dont les coefficients ¢[k] sont
obtenus a partir du signal v par convolution avec le préfiltre p. Alors l'erreur egro(fr)
s’écrit exactement au moyen du noyau d’erreur fréquentiel, et d’un second noyau d’erreur
de bruit :

I 1
?/ E{lfr(t) — s(t)|*}dt = o / Cs(W)E(Tw) +Té¢,(Tw)Ey(Tw) dw, (2.92)
0 R
ou nous définissons le noyau d’erreur de bruit :

Ey(w) = [p(w)*|@(w)*. (2.93)

PREUVE : Notons fr la fonction qui aurait été reconstruite a partir des données non
bruitées vg[k] (rappelons que v = vy + ). Nous utilisons aussi la fonction ., définie par
(2.38). On peut écrire :

= / CE (A - s Yt = - / "1 rolt) — syt (2.94)
— %/OTﬁ{S(t) %u[k‘]%q(% — k)Yt (2.95)
v 2 [ et S ilioa(g — Bk (290
= /T EY HlK)pealis — k)Yt (2.97)

0 keZ

Les termes (2.95) et (2.96) sont nuls car p et s sont indépendants 'un de l'autre. Le
terme (2.94) caractérise 'erreur sur le signal, indépendamment du bruit, et s’écrit avec le
noyau d’erreur fréquentiel comme dans (2.65). Le dernier terme (2.97) caractérise l'erreur
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occasionnée par le bruit, et fournit la seconde partie de (2.92)

P U bl - 0= 3 ) / peal i~ R)pali = ¥)
k+1
= 3 alv=H | eattpatt = = iat
—Zcu 1 [ ottt =i (2.98)
€7

=S alle«prai (2.99)

:% (@) () 2 () oo (2.100)

~ 57 | Gl (2101)

= %/RTéM(T(U)Eb(T(U)dw. (2.102)
O

L’expression (2.92) permet de dissocier 'erreur intrinseque a la méthode d’approxima-
tion de 'erreur due au bruit. Plutot que faire la part des choses entre ces deux termes, il
peut étre intéressant de les recombiner afin de faire apparaitre le role des parametres de
la reconstruction. Faisons d’abord apparaitre explicitement la dépendance de 'erreur par

rapport a @eq :

csr0(0) = 5 [ 640) = 2 R(HT)fa(T0) + )BT s, (T)
+ Te,(Tw)|@eq(Tw) [*dw (2.103)
= 57 [ 8() = 2R ()T pua(T)
+ |@eq(Tw) P ( Z Cs(w + %)W(T@u + 2km)|* 4 Téu(Tw) ) dw (2.104)
keZ
_ % /R A(T) e (Tw) — B(TW) [ + C(w)dew, (2.105)

ou A(w) = Té¢,(w) > 0, B(w), et C(w) ne dépendent pas de ¢ ni de p. L’erreur est donc
minimale lorsque Qeq(w) = B(w) pour tout w € R, c’est-a-dire
76s(5)p(W)"

95601((")) = w2k 2 - :
kez TC(ZFE)| 0w + 2km)|2 + ¢ (w)

(2.106)

On retrouve ainsi Peq = p P, avec ¢ et p = ¢, ' donnés par (2.13) et (2.14). La minimisation
de egro fournit donc la méme solution que la minimisation de egro 4, pour tout ¢y, étudiée
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a la section 2.2.3; ce résultat était attendu, car le critere egro étant une version moyennée
sur to de €970, la solution optimale pour le premier critere 1'est aussi pour le second. On
retrouve ainsi, grace au noyau d’erreur, le résultat montré dans [182], mais sous une forme
plus faible (optimalité en moyenne sur ¢, alors que [182] montre 'optimalité ponctuelle
partout). La solution fr est donc une £*L-spline, en choisissant £ comme 'opérateur de
blanchiment de s. De plus, il s’agit de la £*L-spline consistante dans le cas non bruité.

Le probleme qui nous intéresse est plutot de trouver la fonction fr € Vr(¢) minimisant
€sT0, pour ¢ fixée indépendamment de c,. Réécrivant le critere egro sous une autre forme,
afin de faire apparaitre explicitement le préfiltre p :

: w+2k:7r
esto(9g 27r/ Z )

- 2§R<ﬁ(w) 3 %es(ﬁ)w(u) + 2hm)p(w + 2kr)) (2.107)

1)@ e (CT) B+ 2hm) P+ () o

keZ

On a donc 'intégrale d’une forme quadratique en p(w), minimale, lorsque pour tout w € R,

) = S T R)Pl0 + k)" Pul + 2h) (2.108)
Zkez% (w+2kﬂ)|95 w+ 2km)[? + é,(w)
En minimisant le critere
erEG.(9) = E{|9(to) — Prs(to)[*}, (2.109)

Eldar et Unser ont montré que la solution ne dépend pas de ty [96], et le préfiltre qu’ils
obtiennent est exactement celui de (2.108). Cependant, la projection orthogonale n’est pas
définie dans le cas stochastique, et Prs est donc défini par extension du cas déterministe,
au moyen de (2.49).

D’autre part, si 'on cherche un préfiltre optimal de forme fixée, dépendant linéairement
de parametres a déterminer, par exemple un filtre RIF symétrique de taille 3 de la forme
p(w) = u + vcos(w), le critere egro s’'exprime comme une forme quadratique positive en
les parametres. On peut donc toujours expliciter les valeurs optimales des parameétres en
fonction de @, ¢, ¢, et c,.

L’approche asymptotiquement optimale présentée a la section 2.5, adaptée au cas ou
cs n'est pas connue et ¢, = 0, n’est pas transposable directement au cas bruité. On peut
penser trouver les conditions telles que fr soit un estimateur optimal de s au sens de
l'erreur quadratique moyennée (2.63), lorsque s est un polynoéme de degré au plus N.
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Malheureusement, un polynome croissant a 'infini, la notion de rapport signal-sur-bruit
n’est pas bien définie pour un polynome, et on trouvera alors des conditions définissant
une quasi-projection, et ne dépendant pas du bruit.

Par contre, il est intéressant de remarquer que le préfiltre (2.108) peut étre approché
par le préfiltre suivant, avec égalité lorsque ¢, ¢ ou ¢ sont a bandes limitées :

@d(w> keZ Tés(w+:/2~k7r)|82(w + 2k7>|2
O(W) D ez %és(“ﬂfﬂk”) |o(w + 2k7) |2 + ¢, (w)

pw) =

(2.110)

T C) @fl(“), (2.111)

Cop (W) + Eu(w) ()

ou 'on rappelle que vg est la version non bruitée de v. Ce filtre se décompose donc en deux
filtres : le filtre de Wiener discret débruitant les mesures v[k], puis le préfiltre pi¢ idéal
dans le cas non bruité (2.70). Cela signifie que dans le cas bruité, il suffit de débruiter les
échantillons dans un premier temps, puis d’effectuer la reconstruction comme dans le cas
non bruité, a I'aide d’un préfiltre de quasi-projection optimale. De plus, pour ce faire, seule
la densité spectrale ¢, doit étre connue, puisque le filtre de Wiener estime ¢,, = ¢, — ¢,
directement a partir des mesures v|[k].

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le probleme de reconstruction 1D d’un signal
fr(t) défini contintment, a partir de données discretes (v[k|)gez interprétées comme des
mesures uniformes, aux positions Tk, effectuées sur un signal inconnu s(¢). Nous avons
formulé ce probleme de modélisation comme un probleme d’estimation de s, donc comme
un probleme mal posé, inverse de I'opération de discrétisation (formalisant le processus
d’acquisition des données).

Les contributions nouvelles apportées dans ce chapitre peuvent étre résumées comme
suit :

o Nous avons dressé un panorama des méthodes existantes, et mis en lumiere les rela-
tions qui existent entre elles, en les présentant dans un formalisme commun. Cela nous a
permis par exemple d’étendre certains résultats minimax de Eldar et coll. dans la section
2.4.2, au moyen de la théorie de 1’optimal recovery.

o Nous avons proposé une approche originale pour la reconstruction, basée sur 1’ap-
proximation asymptotique optimale des basses fréquences du signal inconnu s. Cette idée
avait été mentionnée par Thierry Blu dans son article [37] sur le noyau d’erreur fréquentiel.
En D'exploitant plus en avant, nous avons proposé des préfiltres inverses particulierement
performants. Le noyau d’erreur fréquentiel s’est révélé étre un outil de choix pour concevoir,
au moyen de simples développements de Taylor, les préfiltres désirés. Nous avons illustré
la pertinence de notre démarche par des expériences de rotations d’images, validant les
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méthodes de quasi-projection obtenues, et montrant le gain significatif par rapport a l'ap-
proche consistante classique. De plus, ce gain n’est pas obtenu au détriment de la vitesse
d’exécution. Ce travail a fait I'objet de la publication [65].

o Nous avons étendu la définition du noyau d’erreur, en lui adjoignant un terme quanti-
fiant la perte de qualité due a la présence de bruit dans les données. L’approche classique,
dans le cas bruité, est de régulariser la reconstruction consistante au moyen d’un terme
variationnel. En fait, nous avons exhibé a la section 2.3.3 une solution plus satisfaisante, qui
consiste a d’abord appliquer un filtre de Wiener débruitant les données, avant d’effectuer
la reconstruction elle-méme. En étudiant le noyau d’erreur bruité, nous avons vu que cette
décomposition est en fait proche de la solution optimale, si la reconstruction est effectuée
avec notre approche plutot que de maniere consistante (voir (2.111)). Si les caractéristiques
spectrales du signal et du bruit sont connues, nous avons aussi déterminé le préfiltre fournis-
sant la reconstruction optimale, au sens de I'espérance moyennée (formule (2.108)). Cette
étude du cas bruité nécessiterait une validation expérimentale, non présentée ici. Nous
avons cependant obtenu des résultats préliminaires prometteurs, en modélisant les images
naturelles comme des processus de Matérn, suivant la méthode développée dans [214],[183].

Dans le chapitre suivant, nous étendons la problematique de la reconstruction au cas
des signaux 2D uniformes, définis sur des treillis.
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Chapitre 3

Reconstruction 2D par
quasi-projections

3.1 Introduction

A plupart des images, comme d’autres types de données 2D, sont définies et traitées

sur la grille cartésienne (le treillis orthogonal), qui est le domaine discret régulier 2D
le plus simple. Il existe cependant une infinité d’autres domaines discrets réguliers, appelés
treillis, sur lesquels peuvent étre localisés des signaux discrets uniformes. Parmi ceux-ci, le
treillis hexagonal présente un intérét certain. Ses avantages théoriques sont bien connus;
ainsi, I’échantillonnage hexagonal est optimal dans le cas de signaux 2D isotropes a bande
limitée [156, 175]. Les propriétés d’isotropie de la grille hexagonale, comme la 12-symétrie
ou la 6-connexité [142] ont montré leurs atouts dans de nombreux champs d’applications,
comme la détection de contours [204, 244, 158] et la reconnaissance de formes [173, 101].
De plus, il existe des capteurs permettant d’acquérir des données directement sur ce type
de grille [126, 216]. Cela justifie donc que 'on s’intéresse a la représentation des signaux
2D non pas seulement sur le treillis orthogonal, mais sous une forme plus générale. Afin
de présenter des solutions concretes, nous nous concentrerons sur le treillis hexagonal,
mais les concepts et méthodes proposés pourront étre étendus sans difficulté a un treillis
quelconque. Simplement, le treillis hexagonal a certaines spécificités dont il est intéressant
de tirer parti. Nous exhiberons en outre de nouvelles propriétés avantageuses du treillis
hexagonal du point de vue de I'approximation.

Dans ce chapitre, nous allons donc traiter de la reconstruction de signaux a partir de
mesures uniformes localisées sur un treillis 2D. L’étude du chapitre précédent peut étre
transposée aisément en 2D pour des images définies sur le treillis orthogonal, en appli-
quant les traitements de maniere séparable, le long des lignes et colonnes de 'image. Cette
simplicité explique certainement la popularité du treillis orthogonal. Nous montrerons que
la mise en ceuvre de traitements non séparables n’est pas si complexe que 'on pourrait le
croire au premier abord, et permet en contrepartie de profiter pleinement des propriétés
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d’approximation des treillis.

Nous avons insisté dans le chapitre précédent sur l'utilisation de splines, a la fois
pour leur simplicité d’utilisation et leur optimalité du point de vue de l'approximation.
Le concept de spline, reposant sur des fonctions polynomiales par morceaux, est suffi-
samment versatile pour étre étendu dans un cadre multi-dimensionnel. Par exemple, les
splines polyharmoniques apparaissent naturellement en 2D, car elles minimisent des cri-
teres de régularité 2D naturels, et sont optimales pour certains signaux en 1/f [182, 214].
La construction des B-splines peut étre étendue de plusieurs manieres pour la définition
de splines sur un treillis arbitraire. Sur le treillis orthogonal, il suffit d’utiliser le produit
tensoriel de B-splines 1D pour construire la B-spline séparable (x) = B(x1) - - - f(z4). Sur
le treillis hexagonal, deux extensions majeures ont été proposées : les box-splines et les hex-
splines. Ce sont ces deux familles de splines que nous étudierons pour la reconstruction 2D,
en les déployant sur le treillis hexagonal.

Apres avoir étudié les propriétés d’approximation de ces splines, qui tirent pleine-
ment parti des avantages du treillis hexagonal, nous développerons des préfiltres quasi-
interpolants optimaux permettant d’exploiter au mieux ses propriétés d’approximation.
La faisabilité et l'efficacité de notre approche sont validées par I’étude du probleme de
rééchantillonnage du treillis hexagonal vers le treillis orthogonal.

3.1.1 Treillis et signaux 2D

Un treillis (dit aussi réseau) 2D Agr est un ensemble régulier, géométriquement pério-
dique, de points du plan R?, appelés sites du treillis. Un treillis est caractérisé par deux
vecteurs linéairement indépendants r; et rg, regroupés en une matrice R = [r; ry] telle que

Ar = {Rk | k € Z*}, (3.1)

c’est-a-dire que les sites de Ar sont les points de coordonnées Rk. La surface du parallé-
logramme engendré par 1 et ry est 72 2 | det(R)|. Ainsi, le treillis a une densité de 1/12,
exprimée en nombre de sites par unité de surface (voir [90] pour plus de détails sur les
treillis).

On parle de treillis orthogonal (cartésien) si R = T, ou I est la matrice identité. Le
treillis hexagonal uniforme (du premier type) Ao, et le treillis orthogonal Ay = Z2, de
densité 1, sont représentés sur la figure 3.1. Ils sont décrits par leurs matrices respectives :

Rhexz\/%[é %?2] Rmh:[é (1)] (3.2)

On définit aussi K;, le treillis dual ou réciproque de Ar, comme le treillis de matrice
27R £ 27(R™1)T. Ainsi, pour les treillis hexagonal et orthogonal, on a :

Ry — 2 {\/5/2 0]’

V3| -1/2 1

j=s))

i = [ - ] | (3.3)
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Lorsque 'on échantillonne une fonction s(x) sur Ag, on obtient un signal discret 2D
uniforme localisé sur le treillis Ag. Le signal v = (v[Kk])xezz, tel que vlk] = s(Rk) pour
tout k, peut donc étre interprété comme un peigne de Dirac 2D pondéré

ve(x) = > v[k]5(x — RK). (3.4)

keZ?

On remarque que
do(w) = D(R w). (3.5)

L’échantillonnage de s(x) sur Ag a pour effet, en domaine de Fourier, de dupliquer son
spectre a chaque site 2rRk, comme décrit par la formule de Poisson (prouvée dans [229]) :

e(w) = Y s(Rk)e TR0 = 3™ 5(w — 27RK). (3.6)

keZ? keZ?

Notons I'analogie avec le cas 1D, ou un signal uniforme dont les échantillons sont loca-
lisés aux Tk, k € Z peut étre vu comme défini sur le treillis TZ.

On étend la définition de I'autocorrélation discrete & une fonction ¢ € Lo(R?), en posant
aylk] = (¢ * ¢) (Rk). En utilisant la formule de Poisson, on obtient donc

ip,(R"w) = > |¢(w — 27RK)[* (3.7)

keZ2

On définit aussi la fonction duale de ¢ par [17] :

oy Plw)
SOd(w)—m-

(3.8)

Chaque treillis a une unique région de Voronoi, de surface T', qui est le domaine du plan
composé de tous les points plus proches de 'origine 0 que de tout autre site. Les régions
de Voronoi des treillis orthogonal et hexagonal sont représentées sur la figure 3.1. On peut
définir la fonction indicatrice sur la région de Voronoi par

1 si x € région de Voronoi
Ir(x) =< 1/m six € frontiere de la région de Voronoi , (3.9)
0 si x ¢ région de Voronoi

ou m est le nombre de sites a égale distance de x. Par définition, cette fonction pave le plan,
lorsqu’on la réplique a chaque site du treillis, ce qui signifie que Ir(x) vérifie la partition
de l'unité :

> lp(x - Rk)=1. (3.10)

keZ2
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A To A 27Ty
L) L] L) L] L) L] L] L]
. ) . . . . . ° Iy 27Tf'1
° > . >
. . . . . . .
n
L] L] (] L] [ ) ]
ry
. . . . . . . ° . . . . . .
0 ° 0 ° . 0 . 4= ==-=-D - =-=-=-D
2T
1
* ) 27Tf'2
L) (] [ ] [ ] L] o ° °
. . . . . . . ry
L] ®
[ ] L] L) e L] L] 27"'f'1
ra/
e L] [ ) ] L] L4 L4
I
. ° . . . ° 3 ° ® .
. . . . ° . . 4--=-=-=>

e e e . \/%zm?

FiG. 3.1 : En haut : treillis orthogonal de densité 1, sa région de Voronoi, et sa région de
Nyquist (région de Voronoi du treillis dual). En bas : méme chose pour le treillis hexagonal
du premier type, de densité 1.

Autrement dit, Igr a un ordre d’approximation égal a 1; on dit que p(x) a un ordre
d’approximation égal & L en 2D si tout polynome de degré! au plus L — 1 s’exprime comme
combinaison linéaire des fonctions ¢(x—Rk). Cette propriété est équivalente aux conditions
de Strang-Fix [205] :

$(0) £ 0 et p(w —27RK) = O(||w|*) Vk # 0. (3.11)

La cellule de Voronoi du treillis K;{ est la région de Nyquist associée a Agr : si I'on
échantillonne sur Ag une fonction s(x) telle que § est nulle en dehors de cette région,
I’échantillonnage ne crée pas de repliement de spectre, car les répliques §(w — QWﬁk) ne
se recouvrent pas entre elles. La région de Nyquist pour le treillis orthogonal est le carré
] — m,w[%, alors que pour le treillis hexagonal, il s’agit de I’hexagone de second type, de
méme surface 472, comme illustré sur la figure 3.1. Notons que cet hexagone s’étend au-dela
du carré de meéme surface, comme illustré sur la figure 3.2, le long des directions horizon-
tale et verticale. Cela signifie qu'une structure variant le long de ces directions sera mieux
représentée sur le treillis hexagonal, alors que le treillis orthogonal est mieux adapté pour
la représentation d’'un motif diagonal a hautes fréquences, de type échiquier.

1. Le degré d’un polynome a plusieurs variables p(x1, ..., z4) est défini comme le degré du polynéme a
une variable p(t,...,t).
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F1G. 3.2 : Dimensions de I’hexagone du second type et du carré, de méme surface 2.

Dans toute la suite, on fera I’hypothese que R a un déterminant égal a 1. Le treillis de
densité 1/T? correspondant sera donc Arg.

3.2 Reconstruction 2D dans un espace LSI

Définissons maintenant le probléeme de reconstruction en 2D, a partir de mesures dis-
cretes localisées sur un treillis 2D. Le modele 1D (1.10) se généralise comme suit : on
dispose d'un signal (v[k])xez2 tel que

dx

oll] = /R SCOB(% ~ R) oy +ull] Yk € 2, (3.12)

c’est-a~dire que le signal v provient de la discrétisation de la fonction inconnue s(x), a
'aide d’un dispositif d’acquisition de réponse impulsionnelle @ (x) = %@(%), fournissant
des mesures corrompues par un bruit additif u, et localisées sur le treillis Arg.

On définit 'espace LSI Vy(p), engendré par les translatés sur le treillis Ayg de la
fonction ¢ € Lo, par

Va(e) = {9(x) = >l (3 ~Rk) | ceR¥}. (3.13)

Nous dirons que les fonctions appartenant a un tel espace ont une résolution de 1/7". Au-
trement dit, la notion de résolution est directement liée a la densité du treillis auquel les
fonctions sont attachées.

On cherche a reconstruire une fonction fr(x) € Vr(p) proche de s, par un processus de
reconstruction M : v +— fr linéaire et invariant par translation sur Arr. fr s’écrit donc
sous la forme

fr(x) = 3" elklp(Z — R), (3.14)

T
keZ2

ou les coefficients c[k] sont obtenus par préfiltrage 2D a partir des données v[k] :

c=v*p, (3.15)
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pour un certain préfiltre p a déterminer.

Les approches classiques vues au chapitre précédent, comme la reconstruction consis-
tante, s’étendent sans difficulté au cas multi-dimensionnel. Par exemple, le préfiltre d’in-

terpolation s’écrit
1

Zkezz go(Rk)z_k.
Afin d’évaluer la qualité des méthodes de reconstruction, on étend en 2D le noyau

d’erreur fréquentiel présenté a la section (2.4.3). Les résultats d’approximation valides en
1D se généralisent aisément au cadre multi-dimensionnel. On peut donc approcher tres

P (z) = (3.16)

précisément l'erreur d’approximation par la formule
1
Is = frll, ~ 55 [ Is@)PE(Tw)dw, (3.17)
m R2

ou le noyau d’erreur fréquentiel F(w) s’écrit

E(w) = 1 = pa(w)p(w) +1,(R™w) [HRTw)d(w) — palw)| - (3.18)

~

Emin (w)

Nous étendrons dans la section 3.5 la démarche de reconstruction asymptotiquement
optimale présentée au chapitre précédent. Avant cela, nous allons étudier le choix de la
fonction ¢ définissant ’espace de reconstruction. Pour cela, nous présentons deux familles
de splines multi-dimensionnelles, les hex-splines et les box-splines. Sauf mention contraire,
on se place donc sur le treillis Apey, et on pose R = Ry,x définie par (3.2).

3.3 Hex-Splines

Une nouvelle famille de splines multi-dimensionnelles a été
récemment congue [229], afin détendre la construction des
B-splines a des treillis multi-dimensionnels quelconques. Ces
« hex-splines » ont depuis été utilisées avec succes pour des
applications d’'impression [231].

Le principe sous-jacent aux hex-splines est d’interpréter la
B-spline centrée de degré 0 3° = ]1] 1.1 comme I'indicatrice de
Voronoi associée au treillis 1D Z. On peut donc étendre cette construction a n’importe
quel treillis Ag, en définissant la hex-spline d’ordre 1 comme l'indicatrice de Voronoi du
treillis :

m(x) = Ir(x). (3.19)
Les hex-splines d’ordres plus élevés sont construites par simples convolutions successives :
pour L > 1,

M=k i (w) = i (W) (3.20)
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F1a. 3.3 : Hex-splines (a) 71(x), (b) n2(x), (¢) n3(x) déployées sur le treillis hexagonal Ayey.

Notons que le suffixe L indique 'ordre d’approximation de 7.

Sur le treillis orthogonal, on retrouve n;, = B#%*. Sur le treillis hexagonal, on peut
expliciter la forme des hex-splines en domaine de Fourier, en introduisant les vecteurs
suivants, représentés sur la figure 3.8 :

SN W FR b e I T

Ainsi, pour tout L > 1,

+ }sinc(«d7 u3>) sinc(<w’2u1>) cos ((w,2u2> )) . (3.22)

nr(x) a la méme symétrie d’ordre 12 que le treillis, provenant de la forme hexagonale de la
cellule de Voronoi. Nous avons représenté les 3 premieres hex-splines sur la figure 3.3. Les
hex-splines ont un support compact de forme hexagonale, comme illustré sur les figures 3.8
et 3.3. Nous renvoyons a [229] pour d’autres propriétés des hex-splines (construction ana-
lytique, base de Riesz. .. ), ainsi que pour les aspects pratiques liés a leur implémentation.

On définit la hex-spline discrete b, par b,, [k] = 7, (Rk). En utilisant les programmes
en langage Maple décrits dans [229], on peut déterminer ces hex-splines discretes. Grace
a la symétrie d’ordre 12, les coefficients situés a égale distance de l'origine ont la méme
valeur. Il est donc pratique d’exprimer ces filtres a 1’aide des fonctions ring,, (z) définies par
la figure 3.4. Ainsi, B,,(z) = 2 + Zring;(z). m; et 7, sont interpolantes, ce qui signifie que
b,, = 6 pour L =1 et 2. Rappelons que I'interpolation (généralisée) a I’aide de hex-splines
se fait au moyen du préfiltre pine = b, .
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ring,,(z)

1
1, 1 1 1
21t 2+ 2 + 29 2129 + 292
101 1 -2 1 -
izt 2 2y 2 4 2 a4 2y 2+ 212
2 2 2 2
R N I )
P+ 2722 4 Byt 4 2732 + 2122 + 2722
17y T L2 T S,
4 D T o A S I 2
3, -3 3, 3
5 5 e I TR A S T

2

AW~ oS

F1G. 3.4 : On définit des anneaux (a gauche) collectant les sites du treillis Ay a égale
distance de l'origine. On peut ainsi exprimer aisément, et sous une forme compacte, les
transformées en z de filtres discrets isotropes, au moyen des fonctions ring,,(z) (a droite),
qui sont les transformées en z de filtres concentriques dont les coefficients sont 1 sur le
n-ieme anneau, et 0 ailleurs.

3.3.1 De 'optimalité du treillis hexagonal

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons aux proprié¢tés d’approximation des treillis
orthogonal et hexagonal. Pour cela, nous considérons une base hex-spline « naturelle » sur
chaque treillis, c¢’est-a-dire les splines séparables sur le treillis orthogonal, et les hex-splines
hexagonales sur le treillis hexagonal. Nous allons évaluer, pour un ordre d’approximation
donné, la qualité d’approximation par projection orthogonale hex-spline sur chacun des
treillis, en comparant les noyaux d’erreur F,,;, associés.

Notons Prs la projection orthogonale de s(x) dans I'espace Vi (¢) ot ¢ = 1y, est la hex-
spline d’ordre L, et ce pour un treillis quelconque. Alors, au moyen de développements de
Taylor dans (3.18) et (3.17), on montre aisément que Epyi,(w) = O(||w||*) et ||s—PrslL, =
O(T*). Plus précisément, en faisant le changement de coordonnées polaires

w = (w1,w2) = (] cos(®), ]| sin(9)). (3.23)
on peut définir la constante asymptotique angulaire Cp(0) telle que
E(w) ~ CL(0)* ||lw]||** quand [jw]|] — 0, (3.24)

ou de maniere équivalente,
T2L 2w poo
|s — 73Ts||%2 ~ R/ / CL(0)%|w]|**|5(w)|? do d||w| quand T"— 0.  (3.25)
o Jo

Pour un ordre d’approximation donné, la constante asymptotique Cp(f) fournit un
bon indicateur de la qualité d’approximation, puisqu’elle détermine la tendance du noyau
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d’erreur au voisinage de 'origine, et donc la constante dans la vitesse de convergence de
lerreur d’approximation lorsque le pas 7' du treillis tend vers 0. Ainsi, on peut comparer
les capacités d’approximation des treillis, au moyen de leurs constantes asymptotiques
associées. Déterminons donc C7(0), sur les treillis orthogonal et hexagonal.

Calcul de C(#) sur le treillis orthogonal

On se place sur le treillis orthogonal Ag.n. La hex-spline d’ordre L, déployée sur ce
treillis, est simplement la B-spline séparable ¢(x) = fX71(x) = BL1(21) B 1 (z2). On a :

Plw) = (Sm(%) Sm(%))L (3.26)

w1 w2
2 2
et .
X sin(%L) sin(“2)
a@(w) - Z <w1+219217r w2+2k227r> ? (3'27)
ke72 2 2
d’ou
1
Fpin(w) =1— 5T (3.28)
witwy” Zkezz (ﬁﬁ)
_ 2L 2L 2L
=Y e Y e el (329)
k2 ;éO k1 ;éO
2¢(2L)
= G W+ ) + o), (330)
ou la fonction zeta de Riemann est définie par (1.8). On a donc :
2¢(2L
Cr(0)* = (;(T)%) (cos(6)*" + sin(9)*"). (3.31)
Cette constante est §-périodique. Elle est minimale pour 6 = 7, car les fréquences dia-

gonales sont les mieux préservées sur le treillis orthogonal. A l’oppose, C(0) est maximale
pour # = 0. On peut donc définir

min 2 s — 4C(2L)
Cpin2 = ()2 N (3.32)
et
max 2 2 QC(QL)
Cp™? = G0 = 15 5o (3.33)

On peut aussi définir I'anisotropie du treillis, par & oL qui tend ici vers v/2 quand

Cinin 9
L — +o00. Cela signifie que 'on peut représenter avec la méme qualité d’approximation
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un motif oscillant dans la direction diagonale de fréquence v/2 fois plus élevée qu’un motif
horizontal ou vertical (asymptotiquement, dans les basses fréquences). Les ordres faibles
ne permettent pas de tirer parti de cette spécificité du treillis orthogonal : pour L = 1,
C(0) est isotrope, donc les motifs diagonaux ne sont pas mieux représentés que les autres
dans 'espace de reconstruction constant par morceaux.

Calcul de Cp(f) sur le treillis hexagonal

Placons-nous maintenant sur le treillis Ayq,. Afin de calculer la constante asymptotique
angulaire C7(0), on déduit tout d’abord de (3.20) que

~ 2L

iy (W)= > ‘ﬁl(w —27RK)| . (3.34)

keZ?

En utilisant (3.11), on peut simplifier le noyau d’erreur en

~ 2L
S iro [it(w — 27RK)|

ZkeZ2

B(w) = |t —2xRI)[ Ol ). (335)

k#£0

~ 2L
7w — QWRk)’

Par conséquent,

~ 2L
Z ﬁl(w — 271'Rk)
Cu(0)? = lim —<7° ) - ) = 3|4k, )2, (3.36)
w—0 |wl| =
ou
A(k,0) = lim 1} (w — 27RK)/||w]|. (3.37)

[el—0

A laide du logiciel de calcul formel Maple, nous avons obtenu le résultat suivant, en
effectuant le développement de Taylor de 7, (w — 27R~Tk) & lorigine, apres étre passés en
coordonnées polaires :

Alk.9) = \/73\/5 S(ky + ko) ( cos(f) N cos (0 + 2{)) (3.38)

ﬁ A2k + ko 2ky — Ky 2ky — ko

avec
0 si ky+ ke
1 st kg + ko =2[3]
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La formule (3.38) n’est valide que lorsque son dénominateur ne s’annule pas. Sinon, on a :

si kg = —kyq, Ak, 0) = %6;]1 cos(0 + g), (3.40)
\ 1
. 2 -1 T
si ko = 2k, Ak, 0) = N cos(f — 5)’ (3.41)
\ 1
. [2 —1
si ky = 2k, Ak, 0) = J5omk cos(#). (3.42)
2

En calculant la contribution C}(#)? de ces trois derniers termes a Cf(#)?, on trouve

clor=Y Ak o =3 Q/%%) (cos(9)2L+ cos(6 + g)2L+ cos(f — g)%)

k#0et n#0
(k2 = —k1 ou k2 = 2k1 ou k1 = 2k2)

(3.43)
__x@l) cos(0)*" + cos T 4 cos(0— &)
= (srv3)t ( (0)™ + cos(0 + 3) + cos(0 3) ) -
~oecer) & oar
— m n:_ZLL/?)J (3n N L) cos(6nb). (3.45)
Le reste des termes C%(0)* = CL(0)* — C1(0)* vaut
CL0 = Y Ak, 0)* (3.46)

koF£—ki et ko#£2ky et k1#2ko

() = [t ) e

ko+k1% 0[3]

On a donc finalement

[L/3]
6¢(2L) ( 2L )
Cr(0)? = ————~— 6n6 3.48
KO = Coriiy, 3 {ans 1) 9 (3.49
27 \* [ 1 ( cos(6) cos(9+2§)>rL
+ _ —+ . 3.49
<8\/§W4>k2+éo[3] k’l + k‘g 2]{32 — k‘l 2]{31 — k‘g ( )
Cr(0) est Z-périodique, et son maximum est atteint pour § = 7. On définit donc

CP™ = Cr(%), caractérisant le comportement au pire cas. Calculons cette constante de
maniere explicite. On a d’abord

cry o dcen) (VBT acen)
CL<§) ~ (1872y/3)E ( 2 ) (24m2/3)L° (3.50)
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La deuxieme partie de la constante vaut :

oo [27V3 ’ 1
Ci(3)" = (3%4) ) o AT (3:51)

ka+k1# 0[3]
L
-5 | = 1 (3.52)
o\ 39244 (e oiez? (3ny + 1)2L(3ny + 1 — 3k, )2L .
1
- 3.53
(nlkzl):eZQ (377,1 + 2)21/(3711 +2 - 3]€1)2L ( )
L
- (27\/§> > : + L
B 4 2L 5L T -
o (n1,n2)€22 (Bnl * 1) (3n2 + 1) (n1,n2)€Z2 (3n1 + 2) (3n2 + 2)
(3.54)

oll nous avons coupé la somme en deux en posant respectivement ki + ky = 3nqy + 1 et
k14 ke = 3nq + 2, avant d’effectuer le changement de variable ny = n; — k;. En remarquant
que les sommes sont séparables en ny,ny et que les deux sommes sont égales, on obtient :

Cil5) = 2za72§> 2 nz(?min%) (3:55)

1 1 1 1 2
3274 22 Byt +52 W) (3.56)
o3 (1 1 1 L\
— | 32m ) 2\ 32 3 > W) (3.57)
- 232?) ’ (C(QL) (1 - 3%)) ~ (3.58)

Cmas 2 _ 2¢(2L)? (9* _L1) N 4¢(2L) ~ (3.59)
(32v/3m%) (24V/372)

Lorsque L — oo, on a ’équivalent

L
Cpax2 (3%4) (3.60)

D’ou finalement

qui est assez précis : pour L = 4, I’équivalent fournit la valeur de C7*** avec une erreur

relative de 0.9%.
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F1a. 3.5 : Représentation des constantes angulaires {/C(0)?, pour L valant, de (a) a (e),
1,2,3,4,6,20. Le trait fin et le trait épais sont respectivement associés aux constantes des
treillis orthogonal et hexagonal.

Comparaison des constantes asymptotiques

Lorsque I'on considere le treillis Arr, de densité 1/72, au lieu du treillis normalisé Ag,
le noyau d’erreur associé devient E,,(Tw). Par conséquent, la constante asymptotique
Cr(0)?* associée est multipliée par T?L. On peut ainsi comparer les treillis orthogonal et
hexagonal en cherchant le facteur T tel que T'Apex et Agn aient des constantes asymp-
totiques Cp(#) similaires. Afin de rendre la comparaison indépendante de I’angle 6, nous
considérons les constantes moyennes

B 1 2
Ci=— [ CL). 3.61
P=5 [ G0 (3.61)
L’intérét d’étudier cette constante moyenne apparait en particulier pour I'approximation

de fonctions isotropes. En effet, dans ce cas, on peut réécrire (3.25) comme :

2L

2w 00
o Cuoras [Pl el (362)
B 0 0
~ CL T | As|2,, (3.63)

Is = Prs|[, ~
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ordre gain amélioration de Apex
d’approx. L surfacique 7% par rapport a A, (%)
1 3Y321.039 4
2 \/%ml.389 28
3 ~1.478 32
4 ~1.53 35
6 ~1.58 37
20 ~1.65 40

TAB. 3.1 — Gain surfacique 7% tel que le treillis hexagonal de densité 1/T? ait le méme com-
portement asymptotique de I'erreur d’approximation que le treillis orthogonal de densité
1.

ou A est 'opérateur Laplacien itéré d’ordre L. On a donc ici I’équivalent 2D de la formule
asymptotique (2.68), avec une vitesse de convergence égale a C, fois la puissance L-ieme
du pas T'.

On considere donc le facteur de gain surfacique 72 rendant égales les constantes asymp-
totiques moyennes sur les treillis T'Ayey €t Agrin, ¢'est-a-dire

C_forth2
Tt = (3.64)
C}l]exZ

Les valeurs de ce gain pour les premiers ordres sont reportées dans le tableau 3.1. On voit
que, asymptotiquement (dans les basses fréquences), on a la méme qualité d’approxima-
tion sur un treillis orthogonal et sur un treillis hexagonal ayant une densité d’échantillons
pres de 40% moindre. Il faut cependant garder a l'esprit qu’un tel gain n’est possible que
pour 'approximation des basses fréquences des signaux. Les hautes fréquences ne s’acco-
modent pas de la réduction de la bande de Nyquist occasionnée par un tel changement de
densité. Ainsi, le gain effectif que I'on peut espérer en pratique dépend essentiellement de
la proportion dans laquelle I’énergie du signal est concentrée dans les basses fréquences.
On remarque que 1'usage de splines d’ordre 1 (approximation constante par morceaux) ne
permet pas de tirer parti de cet avantage du treillis hexagonal. Cette pathologie disparait
des 'ordre 2.

Notre étude complete le résultat classique selon lequel le treillis hexagonal permet une
meilleure représentation des signaux a bande limitée isotropes [156]. Plus précisément, pour
représenter de tels signaux dans les conditions du théoreme de I’échantillonnage, un treillis
hexagonal de densité % fois moindre que celle d’un treillis orthogonal est requis. Cela
correspond a 13% d’échantillons en moins. Notre résultat est cependant plus général, au

sens ol I’hypothese de bande limitée n’est pas requise, ni sur les signaux, ni sur ’espace
de reconstruction, sachant que 'on tend vers I'approximation a bande limitée (¢ = sinc)
lorsque L. — o0. Si l'on veut étudier de maniere plus précise 'approximation de signaux non
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F1G. 3.6 : Box-splines a trois directions (a) x2(x) et (b) xa(x).

isotropes, variant selon une direction privilégiée, il faut comparer les constantes angulaires
C(#) et non plus seulement les constantes moyennes C'. La figure 3.5 montre les constantes
sur les treillis orthogonal et hexagonal, pour différentes valeurs de L. Il est intéressant de
constater que, contrairement a ce que laisse penser I’étude des régions de Nyquist (voir
figure 3.2), les basses fréquences diagonales (d’angle §) sont aussi bien représentées sur les
deux treillis. Le treillis orthogonal ne prend 'avantage que pour I’approximation de hautes
fréquences diagonales, par exemple pour la reconstruction d’une texture de type échiquier.

3.4 Box-splines pour le treillis hexagonal

Les box-splines sont une autre généralisation multi-dimensionnelle des B-splines, elles
aussi polynomiales par morceaux, proposée par De Boor [86]. Les box-splines ont de mul-
tiples applications en modélisation géométrique, représentation multi-échelles, et de nom-
breux autres champs d’études [177, 146, 87]. Une box-spline centrée y=(x) dépend de N
vecteurs, arrangés en une matrice = = vy ---vy] (IV > 2), et peut étre définie en domaine
de Fourier par

(1]

N

~ . <w> Vi)

w) = sinc . 3.65

Ra(w) = [[sinc(£5) (3:65)
=1

Ainsi, on a la propriété de convolution x=z,uz, = Xz, * X=,- On peut aussi construire les

box-splines en domaine spatial, comme suit : si vi et vy sont deux vecteurs linéairement

indépendants,
1/|det(Z)| si='x e] -1 112
X[v1 v2}(x) = { O/l ( >| sinon ] 2 2] (366)

et récursivement,

Xzu (%) = /_ ) Xz(x — tv)dt. (3.67)
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F1G. 3.8 : Les hex-splines 7, et les box-splines ys, sont polynomiales par morceaux sur
des triangles (en pointillés). Ces triangles sont de surface trois fois plus grande dans le cas
des box-splines (figure de droite). Les supports de 7, et xa,, indiqués par des hexagones
en trait plein, ont une surface égale respectivement a L? et 3n?.

En considérant les vecteurs vi = [1 0]T et vo = [0 1]T définissant le treillis Agyp, on
obtient les B-splines séparables : Xy, v, = (°.

Les box-splines a trois directions, adaptées au treillis hexagonal, sont définies a 1’aide des
vecteurs suivants (ou de maniere équivalente, a I'aide des vecteurs de (3.77)), représentés
sur la figure 3.8 :

Dans la suite, on définit X2(X) = X[v,vs,vs] (connu sous le nom de Courant element [75]) et
on définit, pour tout n > 1, la box-spline d’ordre d’approximation 2n par

X2n(X) = Xan-2 * X2 (3.69)

Les box-splines ys,(x) ont une symétrie hexagonale et un support compact, comme le
montrent les figures 3.8 et 3.6. Lorsque n augmente, Y2, tend vers une gaussienne. Les box-
splines ont été utilisées avec succes dans de nombreux problemes impliquant des données
définies sur un treillis hexagonal [146, 177, 171].

On définit la box-spline discrete by,, par by,,[k] = x2.(Rk). Grace a la propriété
X2n * Xon = Xan, l'autocorrélation discrete a,,, est égale a b, . Les deux premieres box-

splines discretes, calculées grace a notre formule (3.99), sont (en positionnant b,,, k| au
site RKk) :
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112 1/12
by, = 1, by, = 1/12 1/2 1/12 . (3.70)
112 1/12

Grace a la symétrie d’ordre 12, les coefficients situés a la méme distance de 1’origine
ont la méme valeur. Comme pour les hex-splines discretes, il est donc pratique d’utili-
ser les fonctions ring, (z) de la figure 3.4 pour exprimer les box-splines discretes. Ainsi,
B,,(z) = 5 + ;5 ring, (z). Notons que x» est interpolante, autrement dit By, (z) = 1.

Dans la suite de cette section, nous proposons une nouvelle caractérisation des box-
splines xo,. Cette formulation différentielle fournit une formule analytique explicite et
originale pour les box-splines, ainsi qu’une nouvelle implémentation particulierement ef-
ficace. En effet, les algorithmes disponibles dans la littérature reposent tous sur des pro-
priétés récursives des box-splines, et sont donc tres cotiteux en temps et en mémoire
(64, 81, 82, 63, 138, 39, 133]. Nous allons nous inspirer d’'une construction déja appliquée
avec succes pour les splines exponentielles [224] et les L-splines [225] : nous décompo-
sons une box-spline comme la convolution d’un filtre discret, jouant le role d’un opérateur
de localisation, et d'une fonction génératrice, définie comme une fonction de Green d'un
opérateur différentiel approprié. Ce paradigme est tres général, et permet de définir de nom-
breuses fonctions. Avant de construire les box-splines a trois directions, voyons comment
on peut définir de maniere similaire les B-splines 1D.

3.4.1 Les B-splines revisitées

Nous avons précédemment défini les B-splines 1D récursivement a partir de la B-spline
de degré 0, cf. (2.7). Cette définition, qui est généralement adoptée, sert d’ailleurs de base
pour I'extension que constituent les hex-splines, en interprétant 3° comme l'indicatrice de
Voronoi du treillis Z. Une autre construction est cependant possible, en remarquant que
les B-splines 1D sont des £"-splines pour les opérateurs de dérivation £" = d" /dt", comme
on I’a remarqué a la section 2.2.1.

Soit n > 1. On considere la B-spline causale 1D 3, de degré n — 1, notée avec en suffixe
son ordre d’approximation n, et définie par Bn(t) 2 Bt — ). On peut alors écrire cette
fonction sous la forme

Ba(t) = A p"(t). (3.71)

ou :
e la fonction génératrice p"(t) = (¢)77!/(n — 1)! est la fonction de Green causale de
lopérateur différentiel L™ = d"/dt", c’est-a-dire que L™p"(t) = 6(t), ou 'on définit pour
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tout m € N la fonction de puissance causale

0 sinon

()} = { o0 (3.72)

o A" est un filtre discret, interprété dans le domaine continu comme un peigne de Dirac
pondéré sur le treillis Z : A (t) = >, o, Alk|0(t — k). 11 s’agit de 'opérateur de différence
finie d’ordre n, dont la transformée en z est A"(z) = (1 — z71)".

Ainsi, une spline polynomiale de degré n — 1 avec ses nceuds positionnés sur le treillis
Z est une fonction qui, si on la dérive n fois, donne un peigne de Dirac pondéré uniforme.
L’opérateur A™ agit comme un opérateur de localisation sur la fonction génératrice p”,
puisque leur combinaison fournit une B-spline a support compact.

En domaine de Fourier, la décomposition (3.71) apparait naturellement et distincte-
ment :

. 1—e )" Ar(w) <
"_lw:( === =Al(w)p"(w). 3.73
B (w) o) o) (w)p"(w) (3.73)
En effet, d’apres la théorie des distributions,
)t o 1 5= (w
o) = D E )= w) (3.74)

(n—1)! R

ot 6 est la distribution dérivée n-ieme de Dirac. La distribution dont la transformée
de Fourier est mI"~ 11 /(n — 1)! ne joue aucun role, puisqu’elle est dans le noyau des
opérateurs L" et A",

Sur le treillis 2D orthogonal, cette construction se généralise aisément, et permet de
définir les B-splines séparables causales 3"(x) en utilisant les fonctions génératrices sépa-
rables (x)%/(n!)? = (z1)"(22):/(n!)? et les opérateurs de localisation séparables A"(z) =
A"(z1)A™(z,). L'opérateur différentiel associé a 3" est alors

aZn

n _ e LT Tn . n n
L= e Dy Dy, «— L"(w) = (I{w,r1))"([{w,12))", (3.75)

ou l'on définit 'opérateur de différentiation directionnelle

D fo) — tog L0 = S

t—0 t ’

(3.76)

et ott les vecteurs r; = [1 0]T et ry = [0 1]T sont les vecteurs définissant le treillis A gy,

Nous allons maintenant étendre cette construction aux box-splines a trois directions,
en montrant que ya, est une L"-spline pour un opérateur différentiel L™ a trois directions.
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Remarquons que nous avons pris soin de construire de maniere différentielle les B-splines
causales, et non pas centrées. En effet, une B-spline centrée de degré n pair n’est pas une
L™-spline, car si on lui applique £™, on trouve bien un peigne de Dirac pondéré, mais pas
positionné sur le treillis Z. Cette pathologie disparait avec les box-splines, et on peut donc
considérer directement les box-splines centrées.

3.4.2 Caractérisation différentielle des box-splines a trois direc-
tions

En nous inspirant de la construction des B-splines utilisant des fonctions de Green,
nous proposons de I’étendre aux box-splines sur le treillis hexagonal. Définissons les trois
vecteurs suivants, le long des trois directions naturelles du treillis hexagonal :

S R A e A

On peut alors définir I'opérateur différentiel a trois directions, pour tout n > 1,
L" =Dg Dy, Dy (3.78)

Sa transformée de Fourier, au sens des distributions, est

~

L"w) = (I{w,r1))" (I {w,re))" (I {w,r3))". (3.79)

En utilisant les vecteurs ry, ra, r3, on peut réécrire la transformée de Fourier des box-
splines a trois directions comme :

Lon(w) = (H sinc((w,ri>/2)) (3.80)

_ (€I<w’r1> H?:l 1-— e‘I<‘*’vrz‘>)"
= Tw, v (1w, ra)) (T {w, ra))" (3.81)

On reconnait i”(w) au dénominateur de (3.81). Le numérateur correspond, quant a lui, a
la transformée de Fourier A”(w) d'un peigne de Dirac pondéré localisé sur le treillis Ajex,
que l'on peut identifier avec le filtre discret A™ défini par

A'(z) = (2 — 1)"(1 — )" (1 — 225" (3.82)
En effet, du fait que ry = ry + rs,

Al(w) = A"(RTw) = A" (ellwr) ellwr)" (3.83)
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F1G. 3.9 : Les fonctions de Green p' = !0 (a), et p> = p>! + 2u*° (b), servant a générer
les box-splines x2 et x4, respectivement.

fournit exactement le numérateur de (3.81). On peut expliciter les coefficients du filtre A"
en développant (3.82) et collectant les coefficients devant les termes z; ¥ 2,". On obtient,

pour tout ki, ky € 7Z,

min(n+k1,n+ka,n) n n n
k1, kg — K Z (=1) (z - k‘l) (Z - k‘z) <Z> o)

i=max(k1,k2,0)

En positionnant les coefficients A™[k] aux sites Rk, on peut représenter les deux premiers
filtres de localisation par

1 -2 1
101 2 2 2 2
A=1 0 -1, A*=1 2 6 2 1. (3.85)
101 2 2 2 2
1 -2 1

II nous faut maintenant trouver une fonction de Green p"(x) de l'opérateur L£", afin
d’avoir la caractérisation en domaine spatial de xo, :
) = ATk () = 3 AT (x — RK) <o Ron(w) = S @) _ Rn(RT )57 ().
keZ?2 L"(w)
(3.86)
PROPOSITION : Une fonction de Green p™(x) de Uopérateur £, n > 1, est donnée par

=5 ("7, (387)

- 1
=0
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ou l'on définit pour tous entiers nq, ns,

n1
ni,n 1 "2 |LU2|
L 1, 2(X) = W <1/% |£L’2|) ( ?[L’l — 2\/5) . (388)

_l’_

Les fonctions p™™2 et p"™ ont toutes le méme support en forme de coin. Elles sont cau-
sales selon z; et symétriques selon xy, comme illustré sur la figure 3.9.

PREUVE : Vérifions que p™ est bien une fonction de Green de L", c.-a-d. L"p"(x) = §(x).
Pour cela, introduisons les vecteurs

_ V32 L [ V32
R
qui permettent d’exprimer les bases duales de (ry, 1) et (ry, r3) comme (ry, 1) et (r3, —ri),
respectivement. Par exemple, les coordonnées de x dans la base (ry, 5) sont ((x,r3), (x,17)).

A Taide de ces vecteurs, on peut écrire ;"2 (x) plus facilement :

M2 (g, 19) = (SCz)S]r,um’nz (21, x2) + (—l’z)i,um’nz (21, x9) (3.90)
= ((x, 1)) (%, 11)) 22 /matna! + ((x,13)) 2 (%, —r1)) 32 /malng!. - (3.91)

En utilisant un produit tensoriel et un changement de base (de Jacobien 1) de la base
canonique vers la base (ra,r;), on obtient a partir de (3.74)

0

N2 (g w - !
R e [

+D(w), (3.92)

ou D est une distribution basée sur des dérivées de Dirac. On omet (abusivement) ce terme
dans les formules suivantes, car il s’annule lorsqu’on lui applique 'opérateur £ ou A" (voir
pour plus de détails [229, Appendix C]). Il n’a donc aucune influence sur la démonstration.

De maniére similaire, on obtient la transformée de Fourier de (—z5)% """, ce qui donne

finalement
- 1 1
ni,mo ) 3.93
/ o)y [,y [y o Ty %)
Définissons maintenant les fonctions y"""2"3  pour tous entiers nq, ng, n3, par
ningns L 1 3.94
7 (om0 (.53 (e, 23] )

Définissons p" = ~™™" V¥n > 1, qui est bien une fonction de Green de L", et exprimons
cette fonction a partir des p""2.

A partir de la propriété r; = ry + rz, on montre aisément la relation de récurrence
suivante : pour tous ny > 0,19 > 1,n3 > 1,

ni,n2,n3

~y — ,yn1+1,n2,n3—1 + 7n1+17n2_17n3- (395)
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\[o ;

Fi1G. 3.10 : Grace a la symétrie d’ordre 12 des box-splines, il suffit de savoir évaluer y»,
dans un secteur d’angle 7/6. Ainsi, il suffit de connaitre la forme polynomiale de y, a

I'intérieur des triangles I, II, III, qui intersectent le secteur [0, %]

A Taide de cette relation, et par récurrence sur ny + n3, on peut aussi montrer que

e ni_:l e 1+¢ ni+na+1i,0,n3—1i £ ng — 14 ni+nz+i,n2—1 0
Y = y + Z y (3.96)
7 7

i=0
On a donc )
— -1 . .
(” + Z) (,}/2n+z,0,n—2 i 72n+1,n—z,0). (3.97)
=0
En remarquant que (3.93) peut s’écrire
,Unl’nQ — 7n1+1,n2+170 + 7n1+1,0,n2+1’ (398)
et en identifiant (3.98) avec (3.97), on aboutit bien a (3.87). O.

L’expression analytique complete de ya,(x), m > 1, peut ainsi étre explicitée :

min(n+k1,n+ka,n) n n n
X2n($17$2) — Z Z (_1>k1+k2+l (Z B kl) (’l _ kQ) (Z)

ki,ke=—n i=max(k1,k2,0)

n—1 n—1-|-d 1
XZ( d )(2n—1+d)!(n_1_d)! (3.99)

d=0
2n—1+d
n—1-d ( V3 ]{31+1{32 ]{71—]{72 ) ‘
+

2 ky—k T
‘\/ L2t hR1— kR 3 ‘ oWE 5
3.4.3 Mise en ceuvre

L’équation (3.99) fournit un moyen réellement efficace pour effectuer I’évaluation ponc-
tuelle en un point x d’une box-spline ys,. Remarquons que les fonctions puissances croissent
rapidement en s’éloignant de l'origine, comme le montre la figure 3.9. Une implémen-

X

tation naive pourrait donc amener a des problemes de stabilité numérique. Un remede
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simple consiste a n’évaluer ys, que pour z; < 0, afin d’exploiter la causalité de p" en
x1 et la symétrie yo, (21, 22) = Yon(—2x1,22). Il est préférable d’implémenter efficacement
la fonction t"/n!, par exemple avec une boucle (en langage Matlab, val=1; for i=n:-
1:1, val=valx(t/i); end). Remarquons que cette fonction est au pire évaluée en t = 2n.
Or la fonction (2n)"/n! croit de maniére raisonnable : elle vaut environ 10° pour n = 8. 1l
est peu probable que des box-splines d’ordres si élevés aient a étre utilisées.

Le code Matlab suivant effectue une série d’évaluations d’une box-spline, a une suite de
points (x[m],y[m]), indexée par m. La symétrie d’ordre 12 est utilisée afin de replier les
coordonnées des points dans le secteur [57/6, 7], illustré sur la figure 3.10, car le nombre
d’évaluations des fonctions puissances est minimal dans cette partie du plan. On utilise
les coordonnées (u,v) dans la base (r3, rs), au lieu des coordonnées (x,y) dans la base
canonique. nchoosek(n,k) est la commande Matlab calculant le coefficient binomial (n, k).
Remarquons que ce code pourrait étre amélioré car 'implémentation des fonctions du type
t" /n! est ici naive.
function val=boxspline(x,y,n)
d=sqrt(sqrt(3)/2);
x=-abs (x)*d; y=abs (y) *d;
u=x-y/sqrt(3); v=x+y/sqrt(3);
id=find (v>0); v(id)=-v(id); u(id)=u(id)+v(id);
id=find(v>u/2); v(id)=u(id)-v(id);
val=zeros(size(x));
for K=—n:ceil (max(max(u)))-1,

for L=-n:ceil (max(max(v)))-1,
for i=0:min(n+K,n+L),
coeff=(-1) " (K+L+i)*nchoosek(n,i-K)*nchoosek(n,i-L) *nchoosek(n,i);
for d=0:n-1,
aux=abs (v-L-u+K) ;
aux2=(u-K+v-L-aux)/2;
aux?2 (find (aux2<0))=0;
val=val+coeff*nchoosek(n-1+d,d)/factorial (2*n-1+d)/factorial (n-1-d)*. ..
aux.” (n-1-d) .*aux2.” (2*xn-1+d) ;
end,
end,

end,
end

Nous avons généré les images de la figure 3.6 au moyen de cet algorithme. Son temps
de calcul est polynomial en n, et non pas exponentiel comme avec les méthodes récursives
décrites dans la littérature [63, 138, 39, 133]. Par exemple, I’évaluation boxspline(1,1,3)
a nécessité 0.002s sur notre PC portable a 1.6GHz, alors que 47s ont été requises pour la
méme opération avec le code Matlab proposé par De Boor [39] (qui est cependant plus
général que le notre, puisqu’il permet d’évaluer n’importe quelle box-spline, et pas seule-
ment celles a trois directions).

Il est aussi possible d’envisager une implémentation hybride, mi-formelle mi-numérique,
sur le modele des algorithmes d’évaluation des hex-splines proposé dans [229], pour évaluer
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X2n(X) en un point xq. La forme polynomiale p(x) de la box-spline ya,(x), a U'intérieur du
triangle contenant xg, est d’abord déterminée en opérant des simplifications dans (3.99). Il
suffit ensuite d’évaluer p(xp).

Lorsque l'on désire effectuer de multiples évaluations de xs,, pour n fixé, il est inté-
ressant de disposer d’un algorithme spécifiquement dédié au calcul de cette fonction. Pour
cela, la forme polynomiale de s, dans chacun des triangles composant son support est
précalculée et stockée. L’algorithme ci-dessous a été écrit suivant ce principe, pour 1’éva-
luation de x4. Les coordonnées sont d’abord repliées dans le secteur angulaire [0, 7/2],
puis dans [0,7/3], et enfin dans [0, 7/6]. Les coordonnées (u,v) dans la base (rs, ry) per-
mettent d'utiliser aisément ces symétries du treillis. Les coordonnées (¢ = v —v/2,v) dans
la base orthogonale (rs, (r; + ry)/2) sont les plus appropriées pour avoir des expressions
polynomiales simples avec des coefficients rationnels.

float boxspline2(float x, float y) {
float d=sqrt(sqrt(3.0)/2.0);

float u=(fabs(x)-fabs(y)/sqrt(3.0))*d;
float v=(fabs(x)+fabs(y)/sqrt(3.0))*d;

if (u<0) { u=-u; v=v+u; } /*symétrie par rapport a r2x/
if (2%u<v) u=v-u; /*symétrie par rapport a ril+r2x/
float g=u-v/2.0;
if (v>2.0) return 0.0; /*extérieur du support*/
if (v<1.0) return 0.5+((5/3.0-v/8.0)*v-3)*v*v/4.0+
((1-v/4.0)*xv+g*g/6.0-1) *g*g; /*triangle Ix/
if (u>1.0) return (v-2)*(v-2)*(v-2)*(g-1)/6.0; /*triangle III*/
return 5/6.0+((1+(1/3.0-v/8.0)*v) *v/4.0-1) *v+
((1-v/4.0) xv+gxg/6.0-1) *g*g; /*triangle IIx/
}

Précisons que nos algorithmes permettent d’évaluer des box-splines a trois directions
X, (Xx) déployées sur n'importe quel treillis de matrice R/, c’est-a-dire formées a partir
de trois vecteurs r}, r,, r, — r|. Il suffit pour cela d’effectuer un changement de base
Xon(X) = X2n(RR'x).

3.5 Quasi-interpolation optimale sur la grille hexago-
nale

Nous avons présenté dans les deux sections précédentes deux familles de splines multi-
dimensionnelles pouvant étre utilisées sur n’importe quel treillis, et en particulier sur le
treillis hexagonal, ou leurs propriétés (symétrie, support compact, expression polynomiale
par morceaux relativement simple, ordre d’approximation arbitraire. ..) sont des plus inté-
ressantes. En suivant les mémes principes qu’au chapitre précédent, nous allons maintenant
nous intéresser au choix du préfiltre p, intervenant dans la reconstruction d’une fonction
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F1a. 3.11 : Noyaux d’erreur Ep,(w) associés a la projection orthogonale spline sur le
treillis hexagonal. (a) ¢ = n1, (b) ¢ = n2, (¢) ¢ = x4. Lorsque 'ordre d’approximation de
© augmente, le noyau d’erreur s’annule de plus en plus dans la région de Nyquist, de forme
hexagonale.

fr € Vp(p) a partir de mesures sur le treillis hexagonal, lorsque ¢ est une hex-spline ou
une box-spline a trois directions.

Au chapitre précédent, nous nous sommes concentrés sur les propriétés asymptotiques
du schéma d’approximation Q : s — fr, afin d’avoir une reconstruction optimale des basses
fréquences de s. Cette prédominance des basses fréquences dans les signaux rencontrés en
pratique est encore plus vraie dans le cas des images naturelles ou biomédicales. Il est
donc opportun d’étendre I’approche asymptotique du chapitre précédent au cas multi-
dimensionnel. On cherche ainsi & avoir un noyau d’erreur (3.18) le plus plat possible a
Iorigine, c’est-a-dire que l'on cherche un préfiltre p tel que

E(w) ~ Eppn(w) ~ Cmin(9)2”w||2L7 (3.100)

ou L est 'ordre d’approximation de ¢. Nous avons représenté sur la figure 3.11 des noyaux
d’erreur Fp,(w) hex-spline et box-spline. Comme en 1D, 'ordre d’approximation déter-
mine la qualité de reconstruction dans toute la bande de Nyquist, et on peut donc s’attendre
a ce que la minimisation de F(w) a l'origine ait un effet favorable non seulement dans les
basses fréquences, mais aussi dans toute la bande de Nyquist.

La contrainte (3.100) se réécrit simplement :

PRT@)E@) =~ 4 o(flw]™), (3.101)

pour un certain N > L + 1.

Avant d’étudier la reconstruction sur treillis hexagonal, montrons que sur le treillis
orthogonal, I'utilisation du produit tensoriel des filtres 1D du chapitre 2 (comme on I'a fait
dans la section 2.6 pour la rotation d’images) est licite. On suppose que R est l'identité,
et que @ et ¢ sont séparables. On condidere le préfiltre séparable P(z) = P(z)P(z2), ou p
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est un filtre 1D asymptotiquement optimal, vérifiant (2.71). On a alors

Pw)P(w) = plwn)P(wi)p(ws)P(ws) = alwi)pa(wn) + O(w] + wy') = pa(w) + O(|jw[ ™).
(3.102)
donc le préfiltre séparable est bien asymptotiquement optimal au sens de (3.100).

Intéressons-nous maintenant en détail a la reconstruction sur treillis hexagonal, lorsque
¢ = 4. Comme d,(w) = |[p(w)|* + O(||w||**) d’apres la formule de Poisson (3.7) et les
conditions de Strang-Fix (3.11), la conception d’un préfiltre de quasi-interpolation asymp-
totiquement optimal se ramene a la condition particulierement simple, portant sur le dé-
veloppement de Taylor du filtre : pour un certain N > L + 1, on veut

o i
p(w) = @) + O([lw|™) (3.103)
1 ~ N

Puisque I'on peut choisir la forme du préfiltre, nous proposons trois formes différentes.
Dans tous les cas, nous cherchons un filtre ayant la méme symétrie d’ordre 12 que le treillis
et ¢. Nous allons utiliser les fonctions ring, (z) définies par la figure 3.4, afin d’exprimer
aisément les filtres dans le domaine en z.

e Nous cherchons en premier lieu des filtres RIF, notés prir, puisque I'implémentation
du préfiltrage avec de tels filtres est particulierement simple et rapide. De plus, ces filtres
agissent sur les données de maniere locale; cela est tres intéressant lorsque 'on manipule
des données de taille importante, car le traitement peut alors étre effectué en accédant loca-
lement aux données, sans avoir a charger en mémoire toute 'image. Il faut donc déterminer
les coefficients h[k] tels que

K
Prip(z) = Y _ hlk]ring,(z (3.105)
k=0

e Le second type de filtres auquel nous nous intéressons est le pendant 2D des filtres
RII inverses, dont nous avons montré la supériorité en 1D. On cherche donc les h[k] tels
que prin soit un filtre RII inverse défini par

1
K
Z hlk]ring, (z
k=0

Un tel préfiltre n’a pas d’implémentation directe en domaine spatial, car il n’y a pas d’équi-
valent a I'algorithme récursif rapide disponible dans le cas 1D. On peut donc soit se tourner
vers des méthodes itératives de type descente de gradient [23], soit implémenter le préfil-
trage en domaine de Fourier, en effectuant une FFT des données puis une multiplication

Prin(z) = (3.106)
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m X2 2 N3 X4

p | RIF RII1 RII2 | RIF RII1 RII2 | RIF RII1 RII2 | RIF RII1 RII2 | RIF RII1 RII2
|2 1 13|53 o [wmo13ow | e swoams| o2 o7
36 36 108 | 4 4 12 18 18 54 405 1620 25920 | 20 60 120

| B 5 S ol 1 |so s s | oss o omer |71
216 216 216 | 24 24 24 | 108 108 108 | 6480 1620 38880 | 240 80 10

hi2] 433 -29 —607 i —_1 —_1
19440 9720 155520 | 240 720 240

TAB. 3.2 — Coefficients hlk] de (3.105), (3.106), (3.108) pour les préfiltres de quasi-

interpolation hex-spline et box-spline.

par p(w). C’est cette seconde solution que nous avons retenue. Sa mise en ceuvre, détaillée
dans [229, Appendix EJ, se fait au moyen de FFTs rectangulaires classiques, le long des
deux directions ry et ro du treillis.

e On s’intéresse enfin a une troisieme forme de filtre RII inverse, définie par

1

H(z))H(2)H(z125")’ (3.107)

Pri(z) =

ou H(z) la tranformée en z d’un filtre 1D symétrique. On cherche donc les coefficients h[k]
tels que
K

h{O] + > hlk] (=" + 2 7).,

k=1

H(z) = (3.108)

Cette structure particuliere du filtre est choisie afin que le filtre soit factorisable en trois
filtres 1D le long des trois directions naturelles du treillis hexagonal. Ainsi, on peut im-
plémenter le préfiltrage avec un tel filtre de maniere efficace, en effectuant de maniere
séparable le filtrage inverse de h, au moyen de ’algorithme récursif proposé par Unser et
coll. [218]. Cette forme de filtres a déja été proposée pour les hex-splines [80], mais sans
I'optimalité au sens de (3.101).

Nous choisissons donc les coefficients h[k] des filtres afin que la condition d’optimalité
(3.103) ou (3.104) soit vérifiée. On choisit des filtres de taille minimale, donc avec K =
(N —1)/2 dans (3.105), (3.106) et (3.108). De plus, on choisit N = L + 1 dans (3.103)
et (3.104) dans le cas des box-splines et des hex-splines d’ordre pair. Pour les hex-splines
d’ordre impair, on pose N = L + 2, car N = L + 1 conduit au préfiltre d’interpolation
dans le cas RII1, ainsi que dans le cas RIF pour la hex-spline d’ordre 1. Notons qu’il est
tout a fait possible de prendre des valeurs de N supérieures, afin d’obtenir une qualité de
reconstruction encore meilleure. Les coefficients h[k] des filtres proposés sont résumés dans
le tableau 3.2. Par exemple, le filtre Pf_ullz pour la box-spline d’ordre 2 est :
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Notons que les préfiltres box-spline proposés peuvent étre utilisés sur tous les treillis, et
pas seulement le treillis hexagonal. En effet, les box-splines a trois directions peuvent étre
déployées sur n'importe quel treillis par un simple changement de base. Les hex-splines sont,
elles, construites spécifiquement pour un treillis. Par conséquent, les préfiltres construits
ici sont spécifiques au treillis hexagonal. Cependant, la méthode proposée est générique, et
permet de construire aisément des préfiltres sur n’importe quel treillis.

Afin d’illustrer la facilité de conception des préfiltres, détaillons le calcul du filtre RIF
pour la hex-spline 7, en utilisant (3.103) avec N = L+1 = 3. Le développement de Taylor
de (3.20) a l'origine donne

1 5V/3

_ IV o 2 4
@) 1+ 108 (Wi 4+ w3) + O(J|w]]). (3.109)

Le préfiltre recherché a la forme Prip(z) = h[0] + h[1] ring,(z), ou de maniere équivalente

Prar(w) = (R[0] + 6R[1]) — A[1]V3(w} + w3) + O(|jw|*). (3.110)
I suffit d’identifier les deux développements (3.109) et (3.110), ce qui donne h[l] = —2
et h0] = 2.

Notre choix de filtres asymptotiquement optimaux peut étre validé en examinant les
noyaux d’erreur associés. Par exemple, pour la hex-spline d’ordre 2, la figure 3.12 (a) montre
le noyau d’erreur associé a l'interpolation. On voit que la différence avec F,;,, représenté
sur la figure 3.11 (b), n’est pas négligeable, ce qui signifie que l'interpolation n’exploite pas
pleinement les possibilités d’approximation de 'espace de reconstruction. La figure 3.12 (b)
montre le noyau d’erreur associé a la quasi-interpolation avec le préfiltre RIF développé
au paragraphe précédent. Celui-ci est meilleur dans toute la bande de Nyquist, comme le
montre la différence entre les deux noyaux, représentée sur la figure 3.12 (c).

La figure 3.13 montre un exemple de surfaces box-spline et hex-spline fr(x) recons-
truites par quasi-interpolation. L’utilisation d’un espace de reconstruction d’ordre d’ap-
proximation au moins égal a trois est nécessaire si I'on veut obtenir une reconstruction



3.6 Application au rééchantillonnage hexagonal-vers-orthogonal 85

F1G. 3.12 : Noyaux d’erreur pour la reconstruction hex-spline d’ordre 2 : (a) Ej,(w) associé
a l'interpolation (donc sans préfiltre car n, est interpolante); (b) E(w) pour la quasi-
interpolation avec le filtre RIF du tableau 3.2; (¢) la différence F— Ei,; montrant clairement
I’avantage de la quasi-interpolation, qui offre une meilleure qualité d’approximation dans
toute la bande de Nyquist.

lisse, sans crénelage le long des contours obliques. Les modeles d’ordre inférieur sont trop
simples, et la structure du treillis apparait en filigrane : ¢ = 1; donne un modele constant
par morceaux, et yo donne une surface plane sur chaque domaine triangulaire formé par
trois sites voisins. fr(x) n’est continiiment différentiable qu’a partir de I'ordre 3, ce qui fait
de n3 et x4 des candidats de choix pour les applications ou le calcul de dérivées est requis.

Dans la section suivante, des expériences de rééchantillonnage sont proposées, afin de
confirmer expérimentalement les bonnes propriétés des préfiltres de quasi-interpolation que
nous avons CONngus.

3.6 Application au rééchantillonnage hexagonal-vers-
orthogonal

3.6.1 Principes et résultats expérimentaux

Dans cette section, on se concentre sur le probleme du rééchantillonnage d’un signal
v localisé sur le treillis hexagonal, vers le treillis orthogonal de méme densité (on suppose
que T" = 1). Afin d’évaluer la qualité des différentes méthodes de reconstruction, nous
proposons la procédure suivante : une image de référence vy est d’abord rééchantillonnée
du treillis Ay vers le treillis Aoy, par interpolation O-MOMS, c’est-a-dire en prenant
pour ¢ la O-MOMS cubique séparable proposée dans [33]. Nous pourrions aussi utiliser
la quasi-interpolation spline cubique séparable développée au chapitre 2, pour un résultat
quasiment identique. La surface reconstruite par interpolation O-MOMS joue le role de
s(x), et est échantillonnée sur Ayey, fournissant ainsi les échantillons v[k]. On cherche a
rééchantillonner 'image v sur Ay, ¢’est-a-dire que 'on cherche a estimer vy a partir de v.
On est donc bien dans les conditions d’un probleme de reconstruction, puisque connaissant
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(a) (b)
(c) (d)
F1c. 3.13 : Reconstruction fr(x) de I'ceil de Lena a partir d’échantillons localisés sur le

treillis hexagonal, en prenant comme fonction génératrice ¢, (a) n1, (b) x2, (¢) 12, (d) xa-
Le préfiltre de quasi-interpolation RII2 est utilisé dans tous les cas.

les valeurs ponctuelles s(Ryexk), on cherche a estimer les s(Repnk), ce qui nécessite de
reconstruire une estimée fr de s puis de I’échantillonner sur Ag,. L'image finale rééchan-
tillonnée peut alors étre comparée a 'image de référence vy. Cette mesure d’erreur discrete
est un bon indicateur qualitatif de I’erreur de reconstruction ||s — fr||, que I'on ne peut pas
calculer directement.

Nous avons appliqué cette procédure de test a 7 images de taille 512 x 512, représentées
dans I’annexe 7.7. Des conditions symétriques miroir ont été utilisées aux bords des images.
Les mesures de PSNR sont reportées dans le tableau 3.3, pour les différentes combinaisons
(, p) testées pour la reconstruction. On remarque tout d’abord que pour les générateurs
d’ordre 2, le gain de la quasi-interpolation sur l'interpolation est important, méme en
utilisant les filtres RIF de faible complexité. Pour les ordres d’approximation plus élevés,
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® m X2 2

P int. RIF RII1 RII2 | int. RIF  RII1 RII2 | int. RIF RII1 RII2
Lena 35.86 35.97 35.97 35.97 | 42.16 44.46 44.74 44.67 | 41.87 44.73 45.26 45.10
Barbara 29.24 29.46 29.46 29.46 | 33.60 35.99 36.35 36.27 | 33.31 36.35 37.07 36.86
Baboon 28.09 28.22 28.23 28.23 | 31.88 33.87 34.11 34.06 | 31.57 34.13 34.69 34.53

Lighthouse | 29.50 29.64 29.64 29.64 | 34.92 37.59 37.95 37.87| 34.65 38.08 38.83 38.61
Goldhill 34.61 34.72 34.73 34.73 | 39.39 41.57 41.90 41.81 | 39.10 41.84 42.48 42.28

Boat 32.82 3291 32.92 3292 |37.75 39.74 40.00 39.94 | 37.48 39.95 40.46 40.31
Peppers 35.33 35.28 35.31 35.31 | 39.66 41.43 41.50 41.50 | 39.12 41.59 42.07 41.93
temps 1 2 12 2 1 2 12 2 3 4 13 3
' 73 X4

P int. RIF  RII1 RII2 | int. RIF  RII1 RII2

Lena 46.75 45.93 47.37 46.65 | 47.16 45.18 47.57 46.34

Barbara 39.64 38.33 40.66 39.73 | 40.77 37.47 41.50 39.80

Baboon 36.31 35.30 37.12 36.20 | 36.88 34.40 37.44 35.86

Lighthouse | 41.44 40.18 42.59 41.33 | 42.43 39.23 43.22 41.08
Goldhill 44.15 43.16 44.99 44.01 | 44.74 42.30 45.30 43.69

Boat 41.63 40.89 42.20 41.50 | 41.91 40.13 42.26 41.14
Peppers 42.95 4220 43.47 42.78 | 43.09 41.33 43.40 42.33
temps 14 5 14 4 14 5 14 4

TaB. 3.3 — PSNR obtenus apres rééchantillonnage de différentes images du treillis ortho-
gonal vers hexagonal, puis inversement, en utilisant différentes méthodes d’interpolation et
quasi-interpolation.

la reconstruction avec les filtres RII non séparables est meilleure que l'interpolation, mais
les filtres RIF et RII séparables sont par contre moins performants. Dans tous les cas, les
résultats obtenus avec le filtre séparable RII2 se situent entre ceux des filtres RIF et RII1.
On note aussi que la hiérarchie entre les générateurs ¢ est respectée, c’est-a-dire que 'ordre
d’approximation est bien le critere le plus déterminant de la qualité de reconstruction. La
différence entre les box-splines et les hex-splines dépend du préfiltre : ainsi, pour 'ordre 2,
les hex-splines sont légerement meilleures dans le cas de la quasi-interpolation, alors que
la tendance est inversée pour l'interpolation.

La figure 3.14 montre une partie de I'image Barbara apres rééchantillonnage avec plu-
sieurs méthodes. La reconstruction hex-spline d’ordre 1 souffre de distorsions importantes
de type « effet de blocs », clairement visibles le long des structures obliques. Les généra-
teurs d’ordre 2 sont meilleurs de ce point de vue, mais 'interpolation avec ces fonctions
introduit un effet de flou non négligeable. Ce défaut est corrigé avec la quasi-interpolation.
En augmentant I'ordre d’approximation, on obtient des images de plus en plus fideles a
loriginal. L’effet de flou qui subsiste avec I'interpolation est systématiquement corrigé avec
la quasi-interpolation, du moins avec les filtres RII1.

Ces résultats empiriques sont confirmés par I’examen des noyaux d’erreur associés, dont
I’étude prédit bien les résultats obtenus. Pour 1y, n3 et x4, le noyau d’erreur Ejy est déja tres
proche de E,;,, ce qui signifie que I’on ne peut pas espérer un gain important en changeant
le préfiltre. La forme inverse non séparable RII1, qui est celle du préfiltre d’interpolation,
est la seule permettant une amélioration systématique par rapport a 'interpolation. Pour
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a) Image de référence (b) Image initiale sur Apex (¢) 71, pint (27.31 dB) ) M, prin (27.53 dB)
) X2, Pint (30.79 dB) ) x2, prin (33.27 dB)  (g) m2, pint (30.51 dB) ) M2, pri1 (33.86 dB)
) M3, Pint (35.91.dB)  (j) m3, prim (36.77 dB) ) X4 Pint (36.79 dB) (1) x4, prin1 (37.40 dB)

F1G. 3.14 : Partie de I'image Barbara apres rééchantillonnage de 'image (b) sur le treillis or-
thogonal au moyen de différentes méthodes d’interpolation et quasi-interpolation. L’image
obtenue est comparée a l'image de référence (a) ayant servi a générer I'image (b).

les filtres RIF et RII2 associés a n3 et x4, le noyau d’erreur est maximalement plat au
voisinage de w = 0, mais le comportement se dégrade dans le reste de la bande de Nyquist.
Cela montre que la condition d’optimalité asymptotique n’implique pas nécessairement un
noyau d’erreur meilleur dans toute la bande de Nyquist. Il vaut donc parfois mieux chercher
a minimiser le noyau d’erreur globalement, et pas seulement a ’origine.

Par exemple, cherchons un filtre RIF pour la quasi-interpolation avec 73, avec trois
coefficients h[0], h[1], h[2] dans (3.105). Deux degrés de libertés sont utilisés pour assurer
I'optimalité N = L 4 1 dans (3.103) (et pas N = L + 2 comme pour le filtre du tableau
3.2); le troisieme est optimisé manuellement afin d’avoir un noyau d’erreur minimal dans



3.6 Application au rééchantillonnage hexagonal-vers-orthogonal 89

la bande de Nyquist. Nous proposons ainsi le préfiltre

121 79 . 1.
P(z) = 0 %rmgl(z) + %rmgz(z), (3.111)
qui donne une amélioration importante de 1.5 dB en moyenne sur les images en comparai-

son avec le filtre du tableau 3.2.

La derniere ligne du tableau 3.3 donne les temps de calcul du rééchantillonnage, com-
parativement au temps de l'algorithme le plus rapide, qui est 'interpolation au plus proche
voisin (1 unité correspond approximativement & 0.1s pour un code C exécuté sur un PC
récent). Le préfiltrage avec les filtres inverses non séparables (préfiltres RII1 et d’interpola-
tion) a été implémenté en domaine de Fourier, en calculant la FFT de v et de p. Avec une
telle implémentation, la taille du préfiltre n’entre pas en compte, mais, pour une image de
taille N x N, le temps de calcul est en O(N?log(N)), au lieu de O(N?) pour un préfiltrage
avec un filtre RIF ou RII2. Ces deux dernieres formes de filtres sont donc les plus intéres-
santes du point de vue du temps de calcul, qui est réduit d’un facteur important avec les
splines d’ordre élevé. Associés aux générateurs splines interpolants d’ordre 1 ou 2, ces filtres
fournissent une amélioration nette de la qualité pour une augmentation faible du temps de
calcul. Le choix d'un préfiltre de type RII2 semble donc particulierement pertinent dans
tous les cas, surtout en tenant compte du fait que le préfiltrage avec un tel filtre n’implique
que des traitements 1D, et se révele donc encore plus rapide que le filtrage avec un filtre
RIF non séparable. L’implémentation de la reconstruction, apres ’étape de préfiltrage, est
détaillée dans la section 3.6.2.

Remarquons que nous avons effectué le rééchantillonnage d’un treillis vers un autre
de méme densité. En effet, nous avons formulé le rééchantillonnage comme un probleme
d’interpolation, au méme titre que la rotation d’image dans la section 2.6. En fait, si
I’on rééchantillonne vers un treillis plus grossier, des problemes de repliement de spectre
peuvent se manifester avec cette approche. Cela s’explique par le fait que dans ce cas, ce
ne sont pas des échantillons de s(x) que I'on veut estimer (et donc s(x) que 'on cherche
a reconstruire), mais des échantillons d'une version préfiltrée de s(x) a I'aide d’un filtre
de fréquence de coupure adaptée a la zone de Nyquist du treillis d’arrivée. Si I'on désire
effectuer le rééchantillonnage vers un treillis de densité plus faible, on peut donc préfiltrer
v avant d’effectuer la reconstruction. Nous formaliserons de maniere rigoureuse au chapitre
5 le probleme de réduction de la résolution.

Notre approche est, bien entendu, aussi appropriée pour effectuer le rééchantillonnage
vers un treillis de plus grande densité. Les images de la figure 3.13 sont en fait rééchan-
tillonnées du treillis Ao, vers un treillis orthogonal de haute densité. Enfin, notons que
les box-splines et hex-splines sont basées sur des principes génériques, qu’il est possible
d’étendre sans mal aux dimensions supérieures. Par exemple, la visualisation de données
3D, qui constitue un champ de recherche actif [97], pourrait bénéficier de nos méthodes
rapides de quasi-interpolation. L’interpolation exacte est en effet prohibitive en 3D.
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F1G. 3.15 : Pour évaluer fr(x) a un certain point x, a l'aide de la formule (3.112), il
faut connaitre les sites Rk tels que ¢(x — Rk) # 0. Ils appartiennent au domaine gris
clair obtenu par dilatation morphologique du losange contenant x (en gris foncé) avec le
support de ¢ comme élément structurant. Dans cet exemple, ¢ = 1y, dont le support est
I’hexagone représenté. Celui-ci est ici centré en I'un des 8 sites susceptibles de contribuer
a la valeur de fr(x), si 'on sait seulement de x qu’il est dans le losange.

3.6.2 Evaluation des modeles box-spline et hex-spline

Une fois déterminés les coefficients c[k] du modele spline fr(x), il faut étre en mesure
d’évaluer efficacement cette fonction si I'on veut pouvoir I'exploiter en pratique. Puisque

frx) = 3" elklo(Z - R), (3.112)

T
keZ2

la plupart du temps de calcul est consacré aux multiples évaluations de ¢(x). L’évalua-
tion des hex-splines est discutée en détail dans [229], et nous avons proposé des méthodes
efficaces pour I'évaluation des box-splines a trois directions dans la section 3.4.3. Pour
I’évaluation de ¢ = 1y, x2, 72, 13, X4, le temps de calcul dépend directement du nombre de
triangles élémentaires composant le support de ¢ (c.-a-d. 6, 6,24, 54,24 respectivement,
voir la figure 3.8), et du degré de I’expression polynomiale de ¢ dans chacun des triangles
(c.-a-d. 0,1,2,4, 4 respectivement). Nous nous sommes limités aux cinq générateurs men-
tionnés car I'implémentation et le temps de calcul associés restent raisonnable, et un ordre
d’approximation < 4 semble suffisant pour la plupart des applications potentielles.

En fait, le point important, qu’il s’agit de détailler, dans ’évaluation de fr(x) a 'aide
de (3.112), est de limiter le nombre d’appels a ¢. Pour cela, il faut connaitre les indices k
tels que ¢(x — Rk) # 0. Contrairement au cas cartésien, il n’est pas aisé de déterminer ces
indices directement, lorsque ¢ a un support hexagonal. Nous proposons donc la stratégie
suivante, qui est sous-optimale (au sens ou elle ne fournit pas uniquement les k tels que
o(x — Rk) # 0) mais facile & mettre en ceuvre.

On calcule d’abord les coordonnées (u,v) de x dans la base (ry,rs) : [u v]T = R7'x.
En prenant les parties entieres de ces coordonnées, on obtient ky = [[u] |v]|T € Z2.
Ainsi, le point x appartient au losange dont un des sommets est Rk, comme illustré sur
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la figure 3.15. Alors, la somme (3.112) se réduit a une somme finie portant sur les quelques
indices k pour lesquels le support de (- — Rk) intersecte le losange. Ces valeurs k sont
telles que les sites Rk sont compris dans le domaine obtenu par dilatation morphologique
du losange, avec le support de ¢ comme élément structurant [197]. Ainsi, ce nombre de
termes a calculer dans la somme, qui est directement proportionnel au temps de calcul de
la valeur fr(x), est respectivement de 4,4, 8, 14, 14 pour nos cinq générateurs. Par exemple,
si (o = X9, on peut utiliser la formule suivante quel que soit x, une fois calculé le kj associé :

fr(x) = x2(x — Rko) + x2(x — Rko —11) (3.113)
+ XQ(X — Rko — 1'2) + X2(X — Rk() — Iy — I'g).

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé des méthodes de reconstruction pour des don-
nées 2D localisées sur un treillis arbitraire, en nous concentrant sur le cas concret du treillis
hexagonal. Nous avons utilisé des hex-splines et des box-splines a trois directions, pour leurs
bonnes propriétés d’approximation et leur mise en ceuvre relativement aisée. L’idée d’ef-
fectuer une quasi-projection asymptotiquement optimale est tout a fait nouvelle dans ce
contexte. Les méthodes de quasi-interpolation spline sur grille hexagonale que nous avons
concues donnent de bien meilleurs résultats que 'interpolation, qui est pourtant systéma-
tiquement adoptée par les praticiens du traitement d’images. En outre, le préfiltre peut
étre choisi afin d’avoir une implémentation exacte et rapide, au contraire de l'interpola-
tion spline qui pose probleme, puisque le préfiltre d’interpolation n’est pas séparable. La
quasi-interpolation est donc une alternative sérieuse a l'interpolation pour de nombreux
traitements portant sur les images, et nous sommes convaincus que ce type d’approches va
étre amené a se développer dans un avenir proche.

Résumons les contributions nouvelles apportées dans ce chapitre :

o Nous avons étendu le noyau d’erreur fréquentiel dans le cadre multi-dimensionnel,
sur un treillis quelconque. Cette extension depuis le cas 1D, qui ne pose pas de difficulté
théorique particuliere, devrait étre justifiée par une publication ([230], en préparation).

o Nous avons mis en exergue les propriétés d’approximation avantageuses du treillis
hexagonal. Ainsi, nos résultats montrent qu’un signal sur-échantillonné (c’est-a-dire dont
I’énergie est concentrée dans les basses fréquences par rapport a la fréquence d’échan-
tillonnage) pouvait étre représenté sur un treillis hexagonal de densité 40% inférieure a
celle requise sur un treillis cartésien. Cela fournit un argument supplémentaire en faveur
du treillis hexagonal, qui malgré des avantages indéniables et connus, reste pourtant peu
utilisé en pratique. Ce travail a fait 'objet de la publication [73].

o Nous avons découvert une nouvelle caractérisation des box-splines a trois directions,
utilisant une localisation discrete de fonctions de Green associées a des opérateurs diffé-
rentiels. Cela nous a permis de développer une implémentation tres efficace, et bien plus
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rapide que les méthodes récursives disponibles actuellement dans la littérature. Ce travail
a été publié dans [72, 74]. Les box-splines deviennent ainsi des fonctions de choix pour la
reconstruction sur treillis hexagonal, principalement grace a leurs bonnes propriétés d’ap-
proximation, combinées a un support compact de taille réduite.

o Nous avons proposé des méthodes de quasi-interpolation, a la fois plus performantes
et plus rapides que 'interpolation. Les avantages pour les applications de rééchantillonnage
sont réels. Ce travail a fait 'objet des articles [74, 71]. Des chercheurs travaillant dans le
domaine de la visualisation se sont montrés intéressés par ’extension en 3D de notre ap-
proche, qui au demeurant ne pose pas de probleme. Des splines d’ordre élevé sont en effet
nécessaires afin de garantir des propriétés de lissitude des modeles 3D reconstruits, mais la
mise en ceuvre de 'interpolation est alors tres difficile. En ce qui nous concerne, nous avons
obtenu des résultats préliminaires tres encourageants de démosaiquage 2D : en simulant
une image mosaiquée sur grille hexagonale, que 'on démosaique puis rééchantillonne sur
grille orthogonale, on obtient de meilleurs résultats qu’en démosaiquant une image acquise
directement sur la grille orthogonale, comme le font tous les appareils photos numériques.

Dans le chapitre suivant, nous nous tournons vers le probleme de reconstruction a partir
d’échantillons localisés de maniere non uniforme, et non plus sur un treillis uniforme comme
dans ce chapitre et le précédent.
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Chapitre 4

Reconstruction a partir
d’échantillons non uniformes

4.1 Introduction

ANS les deux chapitres précédents, les signaux que nous avons traités étaient uni-

formes, c’est-a-dire localisés sur des treillis. Cependant, on est souvent amené a ma-
nipuler des données définies non uniformément : on parle de signal non uniforme lorsque
les échantillons qui le constituent sont des mesures localisées de maniere quelconque, et
non sur un domaine régulier. Par exemple, on rencontre des signaux non uniformes dans
les cas suivants :

o En géophysique, des données comme le potentiel magnétique ne peuvent étre collec-
tées qu’a certaines positions sur le sol ou en sous-sol, auxquelles 'observateur a acces. Il
en va de méme pour les données météorologiques.

o En observation astronomique, la mesure de luminosité d’une étoile ne peut étre faite
qu’a des moments particuliers, dépendant du cycle de rotation quotidien et annuel de la
terre, et de la météo.

o En imagerie tomographique, les observations sont réalisées par un ensemble de cap-
teurs généralement localisés avec une géométrie cylindrique ou hélicoidale, autour de I'objet
observé [246, 203]. En effet, il n’est pas possible de disposer des capteurs n’'importe ou, en
particulier a 'intérieur du corps humain! On rencontre aussi ce genre de probleme en ima-
gerie satellitaire, a cause des effets de parallaxe dus a ’angle formé entre le satellite et la
surface terrestre.

On peut aussi penser a des systemes qui enregistrent des événements dont 'amplitude
dépasse un certain seuil de sensibilité, comme les battements cardiaques, qui sont générale-
ment non uniformes. D’autre part, un ensemble de mesures peut comporter des échantillons
manquants (perdus lors de la transmission sur un canal imparfait) ou non valides (corrom-
pus par un bruit important, ou suite a une défaillance d’un élément du capteur), ce qui
rend le flux total de mesures non uniforme.
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Dans les deux chapitres précédents, les signaux étaient uniformes, et nous avons effectué
la reconstruction sur le méme treillis que les mesures, c’est-a-dire cherché une fonction
reconstruite fr(x) s’écrivant comme une combinaison linéaire des fonctions ¢(x/T — Rk)
localisées aux sites TRk du treillis. Dans le présent chapitre, on généralise le probleme de
reconstruction a des données localisées a des positions arbitraires. Que I’échantillonnage
non uniforme soit voulu ou indésirable, il rend en tout état de cause le traitement des
données, en particulier la reconstruction, plus difficile, car les outils d’analyse fréquentielle,
pourtant si utiles, ne sont plus utilisables.

Bien que les échantillons puissent étre localisés de maniere quelconque, on impose a
la fonction reconstruite d’étre uniforme, dans un espace LSI fixé V(). Par exemple, cet
espace peut modéliser ’ensemble des fonctions pouvant étre générées par un dispositif
de synthese analogique de résolution 1/7", de réponse impulsionnelle ¢(¢/7"), comme un
écran d’ordinateur. Les données peuvent aussi étre localisées sur un treillis uniforme, mais
dissocié de celui de reconstruction. Par exemple, étant donnés des échantillons 1D v[k] =
s(Tok), k € Z, ou Ty est le pas d’échantillonnage caractéristique de ’acquisition, on peut
vouloir reconstruire une fonction fr € Vr(y) ayant un pas de résolution 7" différent de T,
puisque les systemes d’acquisition et de synthese n’ont pas de raison particuliere d’avoir la
meéme résolution. En 2D, le treillis peut étre différent, par exemple si I’'on souhaite visualiser
des données acquises sur un treillis hexagonal, sur un écran d’ordinateur dont les pixels
forment une grille carrée. Du point de vue du treillis de reconstruction, les données sont
alors a des positions non uniformes, car le treillis d’acquisition n’a pas de sites communs
avec celui de reconstruction, hormis 1’origine.

On s’intéresse donc au probleme de reconstruction a partir de données non uniformes,
sous contrainte que la fonction reconstruite appartienne a un espace Vr(p) fixé indépen-
damment des données. Il ne s’agit donc plus de reconstruction pure, pour laquelle on cherche
a synthétiser toute I'information contenue dans les données, mais plutot du probleme vi-
sant a obtenir le meilleur modele pour les données, représentable dans I'espace Vr(p) des
reconstructions réalisables. Cette approche est donc orientée par 1'utilisation que 'on veut
faire de la fonction fr par la suite.

Dans ce chapitre, nous traitons de la reconstruction de données uni-dimensionnelles.
L’extension au cadre multi-dimensionnel est possible, bien que des problemes d’implémen-
tation se posent, auxquels on n’est pas confronté en 1D. Nous renvoyons a [21] pour le
traitement du probleme en 2D et 3D. Nous nous limitons aussi au cas d’échantillons ponc-
tuels, c’est-a-dire ¢ = ¢ dans notre modele d’acquisition (1.10). Ce choix, qui permet de
simplifier les notations, n’est pas restrictif : il n’y a aucun obstacle particulier a I’extension
de I'étude dans le cas général @ # 9.

Le probleme que nous abordons est le suivant : on dispose d’échantillons ponctuels v[n]
d’une fonction inconnue s(t), éventuellement bruités, localisés en des positions arbitraires
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t,, c’est-a-dire

v[n] = s(t,) + plnl | (4.1)

Les échantillons p[n] sont des réalisations d'un bruit stationnaire indépendant de s. Le
but est de reconstruire une fonction fr(t) proche de s(t), et appartenant a l'espace de
reconstruction Vr(y).

Dans ce chapitre, nous présentons d’abord brievement le contexte de la reconstruction
a partir de données non uniformes, en insistant plus particulierement sur ’approche varia-
tionnelle. Nous présentons ensuite notre approche, qui consiste & minimiser dans Vr(¢) un
critere des moindres carrés régularisé. Nous détaillons les aspects pratiques liés a la mise
en ceuvre de cette solution, et présentons quelques applications. Nous discutons ensuite de
I’extension au cas non uniforme des méthodes par quasi-projections vues au chapitre 2.

4.2 Approches traditionnelles

De nombreuses méthodes ont été proposées dans la littérature pour la reconstruction
de signaux a partir d’échantillons non uniformes (voir [6] pour un panorama). Depuis le
travail pionnier de Shannon [199], il est connu qu’une fonction a bande limitée s(t) € La(R)
(telle que §(w) = 0 en dehors de | — 7w, 7[) peut étre reconstruite parfaitement a partir de
ses échantillons aux entiers s(n),n € Z. Cela reste vrai si 'on dispose d’échantillons s(t,,)
a des positions arbitraires t,, si certaines hypotheses fortes sur 'ensemble {t,, | n € Z}
sont vérifiées [110]. Cette possibilité de reconstruction parfaite d'une fonction a partir
d’échantillons non uniformes est aussi assurée si la fonction appartient a un certain espace
LSI, non nécessairement celui des fonctions a bande limitée [62], 1a aussi avec des hypotheses
fortes sur les positions t,, [5]. Des algorithmes itératifs ont été proposés afin de mettre en
ceuvre cette reconstruction parfaite, dans le cas ou s est a bande limitée [99, 109, 100, 206,
207], et dans le cas ou s appartient a un espace LSI [144, 6]. Des conditions encore plus
fortes sur les positions ¢,, doivent étre satisfaites pour que ces algorithmes convergent [61].

Une grande partie de la littérature traitant de la reconstruction a partir de données
non uniformes est donc consacrée a l’étude des conditions théoriques et pratiques sous
lesquelles la reconstruction parfaite d'un signal s(t) est possible, a partir d’échantillons
discrets de s [110, 5]. Bien str, il est nécessaire pour cela que les échantillons ne soient pas
bruités, et que I’ensemble {t,} soit suffisamment dense pour que toute l'information de s
soit contenue dans les valeurs s(t,). En pratique, les applications sont nombreuses pour
lesquelles les positions ¢, sont arbitraires, et ou le signal inconnu s(¢) n’a pas de raison
particuliere d’appartenir a un certain espace LSI. Il faut alors renoncer a la reconstruction
parfaite, et s'intéresser plutot a modéliser les données avec une fonction f(t) satisfaisante.

Une approche classique consiste a modéliser les données par un modele paramétrique,
au sens des moindres carrés [6]. Dans nos notations, on cherche la fonction fr apparte-
nant & un certain espace V() minimisant le critere Y. | fr(t,) — v[n][>. La encore, des
hypotheses fortes doivent étre faites pour que I'ensemble {t,} soit suffisamment dense. La
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seconde approche, qui est couramment adoptée lorsque les échantillons sont localisés de
maniere arbitraire, est 'approche variationnelle. f(t) est alors définie comme la solution
d’un probléme d’optimisation : f(¢) minimise un critere garantissant a la fois une recons-
truction lisse et proche des données [237]. Nous détaillons cette approche dans la suite de
cette section. Pour un panorama des autres méthodes de reconstruction a partir de données
non uniformes, nous renvoyons a [240, 21].

L’approche variationnelle, dans le cas d’échantillons non bruités, vise a reconstruire la
fonction f(¢) qui soit consistante avec les données, et qui minimise une fonctionnelle de
régularisation J(f) [46, 42] :

f =argmin J(g) sous contrainte que ¢(t,) = v[n] Vn. (4.2)
g€L2

Cette définition, ou J(+) est une fonctionnelle convexe, rend le probléme bien posé et assure
que les régions vides d’échantillons sont « remplies » de maniere lisse. Les fonctionnelles
les plus utilisées proviennent de la famille des semi-normes de Duchon [91]. Dans le cas 1D,
cela correspond a I’énergie de la dérivée d’ordre entier r. On pose donc, pour r > 1,

J(g) = / g ()P dt. (4.3)

Notons que pour que J(g) soit bien défini, on impose que g(t) appartienne a ’espace de
Sobolev d’ordre r, W3

Dans le cas général ou les mesures sont bruitées, il faut relacher la contrainte de consis-
tance, et la moduler avec la minimisation du critére variationnel [91, 237, 98]. On cherche
donc la solution au probleme

f = argmin (Z l9(ta) — v[n]]* + A/ Ig(”(t)lzdt> , (4.4)
geWy " R

ou A > 0 est un parametre lagrangien de régularisation controlant le compromis entre
I’attache aux données et la régularisation, qui sont deux criteres antagonistes. Il faut en
effet trouver une fonction qui soit en adéquation avec les données v[n|, mais qui soit dans le
meéme temps suffisamment lisse. On retrouve donc le critere des moindres carrés régularisé
(solution de Tikhonov) présenté pour le cas uniforme dans la section 2.2.1. Lorsque \ tend
vers 0, la solution f tend vers la solution du probleme de minimisation sous contrainte
(4.2). Dans la suite, on dira que f est solution de (4.4) avec A = 0%, pour indiquer que f
est solution de (4.2).

L’entier r controle la lissitude de la reconstruction. Les valeurs r = 1 et r = 2 sont les
plus fréquemment utilisées ; elles correspondent a chercher respectivement une fonction la
plus plate possible, ou ayant une courbure minimale.
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La solution au probleme (4.4) peut étre explicitée comme suit :

—_

r—

F() =) clnlp(t —ta]) + ) qlilt" (4.5)

n 7

i
o

Elle est constituée de deux termes. Le premier est une combinaison linéaire de fonctions de
base radiales (radial basis functions) symétriques et localisées aux positions t,,. Dans le cas
de la fonctionnelle choisie, on a p(t) = [t|*"~!. Le second terme est un polynome de degré
au plus r — 1, qui est dans le noyau de J(-). Les coefficients c[n] et ¢[i] sont la solution du
systeme linéaire

A+X B][c] [v
el le) e 49
. , T : T T
ovec=[-cli -] ,v=1[ 0l -] ,a=[q[0] -+ qlr—1]] ", Aln,m] = p(|t, —tn])
et B[n,m| = (¢,)™. Notons que la solution dans le cas A = 0T s’obtient en résolvant ce

systeme pour A = 0 exactement.

La solution f(t) est une spline non uniforme, avec ses noeuds aux ¢, [84]. Par exemple,
sir=1,et A\ =07, f(t) est simplement la fonction interpolant les valeurs v[n], linéaire sur
chaque segment |[t,,t,41] (en supposant les ¢, ordonnés par ordre croissant).

Le systeme linéaire a résoudre est tres mal conditionné, car les fonctions radiales
croissent vers l'infini en s’éloignant de l'origine. De plus, le systeme n’est pas creux, et
la résolution est donc cotiteuse. Cependant, il existe une autre base que celle des fonctions
radiales pour I'espace de reconstruction {3 c[n]|t — t,|*~* + 3200 q[i]t' | c[n], q[i] € R}.
Il s’agit de la base des B-splines non uniformes [192, 84, 98]. Ces fonctions sont & support
compact, mais elles ne s’expriment plus simplement comme les translatés d’un unique pro-
totype. Il faut donc exprimer une nouvelle B-spline en chaque point ¢,. Cela rend aussi
cotteuse I'évaluation de f(¢) en une valeur ¢ quelconque, car f n’a pas 'expression simple
d’une fonction appartenant a un espace LSI. Notons que les B-splines non uniformes de-

viennent les B-splines classiques 3% ~1(x/T — n) dans le cas uniforme t,, = Tn.

L’avantage principal de I'approche variationnelle que nous venons d’aborder, est de ne
pas imposer de conditions sur les positions t,,. De plus, cette approche est robuste au bruit
sur les données, grace au parametre A\ qui peut étre ajusté. Les méthodes variationnelles
sont donc tres utilisées, en particulier en statistiques [237]. Notons que la solution f(t)
est invariante par dilatation et translation : si les positions ¢,, sont dilatées ou translatées
— remplacées par at, et t, + 7, respectivement —, la solution correspondant au nouveau
probleme est la dilatée ou translatée de f correspondante — c.-a-d. f(t/a) et f(t — 1),
respectivement.
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4.3 Reconstruction dans un espace LSI

4.3.1 Position du probleme

Nous proposons maintenant une nouvelle approche pour la reconstruction a partir
d’échantillons non uniformes. Comme pour 'approche variationnelle, on ne fait aucune
hypothese sur les positions t,,. On minimise le méme critere que dans (4.4), avec la diffé-
rence majeure que l'on contraint la solution a appartenir a un certain espace LSI, comme
dans les chapitres précédents.

On traite de la reconstruction d’un nombre fini N d’échantillons v[n] localisés aux po-
sitions ¢, pour n € [1, N]. On effectue la reconstruction sur un intervalle fini Z contenant
les échantillons, et pouvant étre arbitrairement grand. En effet, dans les applications pra-
tiques, le nombre d’échantillons est toujours fini. Cela permet en outre de s’intéresser au
probleme du traitement aux bords.

On cherche une fonction appartenant a I’espace de reconstruction Vi (y), s’écrivant donc

sous la forme ;

fr(t) = Z C[k]sp(f — k), (4.7)
K
ou les coefficients c[k] sont a déterminer en fonction des données (t,,,v[n]), afin que fr soit

solution du probleme :

fr = argmin (Z otta) = ol + 2 [ |g<’“><t>|2dt) , (48)

9€Vr(p) n=1

pour un certain A > 0. Notons que l'intégrale porte sur Z et non plus sur R.

Dans notre approche, ¢ est arbitraire, comme dans les chapitres précédents, et n’est
pas induite par le choix de la fonctionnelle J(-) comme avec I’approche variationnelle, dans
laquelle la solution est une spline non uniforme de degré impair. Cependant, si 'on a le
choix de ¢, il semble judicieux de choisir comme espace de reconstruction l'espace spline
de degré 2r — 1 : ¢ = (3?"~!. Ainsi notre solution coincide exactement avec la solution
variationnelle dans le cas ou les positions ¢,, sont uniformes : t,, = Tn.

Avant d’étudier la solution de notre probleme, mentionnons une approche alternative
proposée dans [162] : fr est définie comme la projection orthogonale dans Vr(p) de la
spline non uniforme f(¢) solution du probléme variationnel (4.4). Cette approche est plus
compliquée que la notre, puisqu’il faut d’abord reconstruire f(¢) dans une base de B-splines
non uniformes, puis effectuer I’étape de projection, qui n’est pas triviale. Notre formulation
a l'avantage d’exprimer directement la solution fr(t) a partir des données discretes v[n),
sans passer par une fonction intermédiaire.

Les coefficients c[k]| dans 'équation (4.7), qui déterminent la solution fr(t) de notre
probleme, vont étre calculés a partir des données v[n] par un algorithme direct (non itératif)
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et rapide, réalisant 1’équivalent d’un filtrage inverse non stationnaire. Pour qu’une telle
implémentation soit possible, il nous faut faire une hypothese importante : ¢ doit avoir
un support compact. De maniere non-restrictive, on supposera ce support inclus dans
'intervalle | — W, W[, pour un certain entier W.

Détaillons les autres hypotheses requises. On suppose que ¢ est bornée, et que les
fonctions gp(% — k) forment une base de Riesz. De plus, on impose que ¢ appartienne a
I’espace de Sobolev W3 ; par exemple, si 'on choisit une B-spline de degré d, ¢ = 3¢, il est
nécessaire d’avoir d > r. On cherche a effectuer la reconstruction sur I'intervalle Z = [0, 5],
avec S = KT pour un certain K € N. On requiert que t,, € Z pour tout n € [1, N], et
qu’il y ait au moins r positions t, distinctes. La fonction reconstruite fr est entierement
décrite sur Z par un nombre fini de coefficients c[k], pour k € [-W + 1, K + W — 1]. Dans
la suite, on notera k € Z, mais on supposera qu’on ne manipule que des fonctions de V()
telles que c[k] = 0 pour tout k & [-W + 1, K + W —1].

4.3.2 Expression de la solution

Déterminer la fonction fr(t) solution de (4.8) revient a calculer la séquence ¢ = (c[k])kez
de (4.7) afin que la fonction cout

c(€) = 3 | fr(ta) — ofnl]* + A / O de (4.9)

soit minimale. Premierement, réécrivons le terme d’attache aux données en fonction de ¢ :

> 1 rtn) = ol = (v[n] - Zc[k]w(%" - k:)) . (4.10)

n=1 n=1 keZ

Deuxiemement, réécrivons le terme variationnel en fonction de ¢, mais avec 'intégrale
portant sur R et non sur Z dans un premier temps. Introduisons la séquence discrete g,
définie par

Qpr[k] = (;l)r%m [k]. (4.11)
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Puisque ¢ = (=1)"¢"), on a :
‘/yg )2 dt = <Z;qm¢vm%-@>2ﬁ (4.12)
::%kadeﬂé&ﬁﬂx—(k—DﬂﬂN@dx (4.13)
- % S clklll] (50« ) (k1) (419
_ (_;)r I;Zc[k]c[Z] 0l — 1] (4.15)
Z;qmé*%gwy (4.16)

Si I'on effectue une reconstruction spline (o = 3%), on peut expliciter la forme générale
du filtre g,,.. En effet, les B-splines vérifient la relation simple 3¢ % 6d 3%+ De plus,

la dérivée d'une spline est aussi une spline de degré inférieur : g4 ( ) = Bt +5) —
Bt — %) Pour tout d € N, on définit 6% comme la B-spline discrete centrée de degré d :
vik] = B k) pour tout k € Z. Rappelons I'expression des premieres B-splines discrétes
dans le domaine en z : B%(z) =1, B'(2) = 1,B%(2) = t2+ 341271 B3(2) = sz + 2+ 127"
Ainsi, le filtre ¢, , a la forme suivante :
1
Qpar(2) = T(—z 42 — 27 H BT (), (4.17)
Par exemple, si ¢ = 3" et 7 =1, alors Qu,(2) = F(—2+2—27"). Si o = 3% et r = 2, alors
Qun(2) = 37:(2% — 92+ 16 — 9,2_1 + 273).
Afin d’exprimer le cott £(c¢) en termes de matrices et vecteurs, on introduit les quantités
matricielles suivantes :
c=[c[-W+1] - [K+W —1]]",
v=[o[l] - u[N]]",
ln
M = [M[n,k:]}nk avec M(n, k] = @(T —k)Vne[l,N,ke [-W+1,K+W —1],
Q= [Q[k,l]]kl Vi, le[-W+1, K+ W —1]. (4.18)
En utilisant ces matrices, le cott £(c) peut étre rééerit :
e(c) = [[Mc — v|* + Ac'Qc, (4.19)
ou les valeurs de la matrice Q sont données par :

(="
T

Q[kv l] = Q@,r[k - l] = Qp(r) [k - l], (42())
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sauf pour les premieres et dernieres lignes de Q qui contiennent des valeurs particulieres,
car (c) est défini avec une intégrale portant sur Z, et non sur R comme dans (4.16). Ces
valeurs particulieres sont contenues dans des domaines carrés de taille (21 — 1)2, dans les
coins en haut a gauche et en bas a droite de la matrice. Afin de calculer ces valeurs pour le
bord gauche (la méthode serait similaire pour le bord droit), on doit développer le membre
gauche de I'égalité suivante, et I'identifier avec le membre droit :

2W -1 9 w-1
/ ‘ Z k)‘ dt="3" Qlk, lelk]cll). (4.21)
W+1 kyl=—W+1
Par exemple, dans les deux cas ¢ = 81,7 = 1 et o = 33,7 = 2, on a respectivement :
r1-1 0 0 0---7 ' 2-3 0 1 0---7
-1 2-1 0 0 . -3 8-6 0 1
I o-1 2-1 0" 1 0-614-9 0"
—— = 4.22
Q T| 0o 0-1 2—1'-.’Q 67 1 0-9 16 -9 (422)
0 0 0-1 2. 0 1 0-9 16

Maintenant, définissons A = MTM + A\Q et y = MTv. Minimiser le cotit &(c) revient
a résoudre le systeme linéaire

Ac=y. (4.23)

En considérant les lignes de ce systeme, on obtient un ensemble d’équations, que 'on peut
retrouver directement a partir de (4.10) et (4.16), en mettant a zéro les dérivées partielles
Oe/dclk], pour chaque k € [-W + 1, K + W — 1] :

S [ - WelF — )+ AU |l = el —Relnk (420

On doit encore vérifier que la solution du systeme linéaire (4.23) est bien définie. Tout
d’abord, MTM est positive, c.-a-d. xTMTMx > 0 pour tout vecteur x, car x MTMx =
IMx||7, > 0. Q est aussi positive : si I'on choisit un vecteur x et que I'on définit

K+W-—1
t

gty = > :lt[k‘]ap(f—k:), (4.25)

k=—W+1

alors xTQx = fz |g") (t)|?dt par construction de Q, et cette intégrale est positive. Prouvons
maintenant que A est définie positive, c.-a-d. (xTAx = 0 = x = 0). On suppose que
xTAx = 0. Alors XTMTMX = 0 et x'Qx = 0. Cela nous donne g(t,) = 0 pour tout

ne[l,N]et [, |g")(t)|?dt = 0. Par conséquent, ¢ (¢) = 0 dans Z, et g(t) est un polynome
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de degré strictement inférieur a r dans cet intervalle. Ce polynome a N racines aux t,, (dont
au moins r distinctes par hypothese). Donc g = 0 et z[k] = 0 pour tout k. Par conséquent,
le systeme linéaire a une solution unique.

De plus, grace a I’hypothese sur le support compact de ¢, A est diagonale par bandes
avec seulement 4 — 1 diagonales contenant des valeurs non nulles; plus précisément,
Alk,l] =0si |k —1] > 2WW. Ce sera I’élément clé pour résoudre efficacement ce systeme li-
néaire, comme détaillé dans la section 4.3.4. Notons qu’effectuer un produit matrice/vecteur
comme Ac est équivalent a appliquer un filtre non stationnaire au signal c¢. Résoudre un
systeme linéaire revient donc a effectuer un filtrage inverse non stationnaire sur le signal c.

4.3.3 Reconstruction avec des conditions de bord symétriques

La solution de notre probleme de reconstruction, sur un intervalle fini de taille K, est
paramétrée par K + 2W — 1 coefficients. Dans cette section, nous envisageons une solu-
tion alternative, qui permet d’éviter I'exces de coefficients décrivant la solution aux bords
de l'intervalle. Pour cela, nous adoptons des conditions de bords symétriques, c’est-a-dire
que nous cherchons une fonction fr symétrique par rapport at = 0 et t = T K, et donc
2K-périodique [45]. Le principal avantage d'une telle approche est que la solution est alors
entierement caractérisée par les coefficients c[k] pour k allant de 0 & K. Dans cette section
seulement, nous faisons ’hypothese que ¢ est symétrique (¢ = @).

Nous résolvons maintenant le probleme suivant :

fr = argmin (Z_ |9(tn) — v[n][* +A/I|g<f>(t)\2dt) : (4.26)

ge€Vr(p)NS \ ;=0

ou S est I'ensemble des fonctions symétriques par rapport a t = 0 et t = TK. Avec ces
conditions de bords, les coefficients ¢ de fr vérifient aussi des propriétés de symétrie et
périodicité c¢[—k] = c[k] and c[k + 2pK| = c[k] pour tout k,p € Z. fr est donc bien comple-
tement déterminée par les c[k], k € [0, K]. Une interprétation de (4.26) est de considérer
que 'on veut reconstruire une fonction a partir d'un ensemble infini d’échantillons, symé-
trique et périodique, comme illustré sur la figure 4.1. Ainsi, la symétrie et la périodicité de
fr sont « héritées » de la structure de ces données.

Les coefficients c[k], k € [0, K], paramétrant la solution du probleme (4.26), sont
solutions d’un systeme linéaire Ac = y a déterminer — les tildes sont pour distinguer
les matrices de celles précédemment définies. Etudions la structure du probleme au bord
gauche seulement, puisque le traitement du bord droit est identique. Comme dans 1’étude
précédente, le probleme présent revient a minimiser le critere £(c) de (4.19). Le vecteur c a
la forme ¢ = [¢[W —1] --- ¢[1] ¢[0] ¢[1] -- ~}T a cause des conditions de bords c¢[—k] = c[k].
Chaque ligne de Mc peut étre développée en

oo Mk, —1)e[—1] + Mk, 0]c[0] + M[k, 1]c[1] + -+ - | (4.27)
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ts to tqty 0ty to t3 KTty ts tg tr g

F1G. 4.1 : Un ensemble fini de N = 3 échantillons étendu en un ensemble infini en utilisant
des conditions de bords symétriques.

que l'on peut réécrire
Mk, 0]c[0] + (MK, —1] + Mk, 1])c[1] + - - - (4.28)

On a donc Mc = Mc, ou M est obtenue a partir de M en supprimant ses W — 1 premieres
colonnes, et en ajoutant leurs valeurs a celles des colonnes miroirs par rapport a la W-ieme
colonne (avec la méme manipulation au bord droit). Intuitivement, cela revient a « replier »
la matrice M, comme illustré dans ’exemple suivant avec W = 2, ou la premiere colonne
est ajoutée a la troisieme et supprimée :

abed- - bct+ad ...
Mo lefoh—| o NM=|foten..| (4.29)

Cette opération de pliage doit étre effectuée a la fois sur les premieres et dernieres lignes
et colonnes des matrices Q et A, afin d’obtenir Q et A. De meéme, les premieres et dernieres
valeurs de y doivent étre repliées. Par exemple, si ¢ = 3 et r = 2 (donc W = 2), cela
donne :

- 23 0 1 07 ) _
-3/ 8-6 0 1 89 0 1
1| o-614-9 0 ~ 1 |-916-8 0"
Q:6_T 11 0 -9 16 -9 -. 7 Q:6_T 0-8 16 -9 . |- (4.30)
ol 1 0o 16 10916

4.3.4 Mise en oceuvre de la méthode

Nous avons vu que le probleme posé se ramene a la résolution du systeme linéaire
Ac =y, symétrique, défini positif, et diagonal par bandes. La meilleure stratégie pour
résoudre un tel systeme repose sur la factorisation de Cholesky de la matrice A, et consiste
en trois étapes :

1. La décomposition de Cholesky de A est effectuée; cette opération consiste a calculer
'unique matrice triangulaire inférieure L telle que A = LLT [178, 107]. L est aussi
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diagonale par bandes, avec 2 diagonales contenant des éléments non nuls : L[k, [] #
0 seulement si —2W < k — [ < 0. La décomposition de Cholesky peut étre effectuée
ligne par ligne par une version rapide de I’algorithme de Crout [178], qui tire avantage
de la structure diagonale par bandes de A.

2. Le systeme triangulaire inférieur Lc = y est résolu par substitution : pour k allant
de kmin a kmaxa

-1

ok] = m(y[k] =Y Llkk ek +¢]). (4.31)

\ . . 7/ . o 7/ . .
3. Le systéme triangulaire supérieur LTc = ¢ est finalement résolu par substitution en
sens inverse : pour k allant de ke & Kmin,

k] = L[li, . (4 - 2 Lk + i, Hefk +1]). (4.32)

I1 est possible d’effectuer ces opérations I'une apres I'autre, en utilisant des algorithmes
standards d’algebre linéaire, que I'on trouve dans les librairies comme LAPACK implé-
mentant de nombreuses routines génériques de factorisation matricielle et de résolution de
systemes linéaires. De telles librairies sont hautement optimisées pour tirer au mieux parti
de la plateforme sur laquelle le programme est exécuté, mais elles ne contiennent que des
algorithmes généraux, non dédiés a la résolution d’un probleme particulier. Au contraire,
I’algorithme que nous proposons tire pleinement parti de la stucture spécifique du systeme
a résoudre. Expliciter notre algorithme nous semble un bon moyen d’en comprendre les
mécanismes, et le développeur désirant I'implémenter aura loisir de 'optimiser a plus ou
moins haut niveau.

On s’intéresse donc a I'implémentation pratique de ’algorithme qui calcule les coeffi-
cients c[k|, k € [-W + 1, K + W — 1]. On traite de I’approche sans conditions de bords,
mais 'approche avec conditions de bords symétriques est tres similaire, bien qu'un peu
plus longue a écrire. L’algorithme consiste en deux passes : la premiere implémente la dé-
composition de Cholesky et résout le premier systeme linéaire (4.31), tout cela en un seul
balayage des données. La seconde passe résout le second systeme linéaire (4.32), lors d'un
parcours en sens inverse des coefficients précédemment calculés.

Définissons les variables auxiliaires a[i] = A[k, k + i et u[k,i] = L[k + i, k]. Alors notre
algorithme peut s’écrire en pseudo-code comme suit :

— Premiere passe :
pour kde -W +1a K+W —1{
imin := max(—2W + 1, -W + 1 —k);
Imax = min(2W — 1, K+ W —1—k);
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pour ¢ de 0 a iy,

ali) = 3" o (e~ K)ot — k= i) + AQlk ki +1];
umpy:(qui:um+@—m)m;
émy:a%a(gkx%-mmwmygium+@4ﬁm+ﬂ)

pour ¢ de 1 & tmax,

ulkod) = o (af] = 0wl gglulk g )

j=max(i—2W+1,—-W+1—k)

— Seconde passe :
pour kde K+ W —1a—-W+1{
Imax = min(2W — 1, K+ W —1—k);
1 imax

cmzzu%iﬂ@%y—E:Mhﬂdk+ﬂ>;

1=1

En fait, les sommes indexées par n ne contiennent qu’un petit nombre de valeurs non
nulles correspondant aux échantillons situés localement dans l'intervalle |T'(k — W), T'(k +
W)]. Si les données sont ordonnées de telle maniere que ¢,,,1 > t, pour tout n, on peut accé-
der a I'ensemble de données (t,,,v[n]) de maniere progressive. Ainsi la premiere passe peut
étre exécutée au fil de I'eau, au fur et a mesure que les données sont rendues disponibles.
Par exemple, si t, est la date d’acquisition de la mesure v[n|, cette premiere passe peut
étre réalisée en temps réel, avec un retard de W unités de temps. De plus, la seconde passe,
qui parcourt les coefficients calculés en sens inverse, peut étre réalisée en place : les valeurs
c[k] remplacent les valeurs intermédiaires ¢[k] calculées durant la premitre passe. Ainsi, la
seconde passe peut étre vue comme un post-traitement mettant a jour les coefficients. Cet
algorithme réalise donc un double filtrage récursif, avec un filtre dont les coefficients varient
en fonction du temps, et qui sont calculés a la volée par la factorisation de Cholesky.

Si les positions t,, ne sont pas triées, ou si N est tres grand devant K, une grande partie
du temps de calcul sera consommée pour ’évaluation des sommes indexées par n. Dans ce
cas, ou si le traitement au fil de I'eau des données n’est pas requis, il est plus approprié
d’utiliser la variante suivante de ’algorithme, composée de trois passes. Durant la premiere
passe, la partie triangulaire supérieure de A est calculée et stockée provisoirement dans les
coefficients u(k, 7]. Les valeurs y[k| sont elles aussi calculées et stockées dans les coefficients
¢[k]. Les vraies valeurs de ces coefficients sont ensuite calculées en place durant la seconde
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passe, comme précédemment.

— Premiere passe :
pour kde —-W+1aK+W—-1{

c[k] = 0;
pour i de 0 a min(2W — 1, K + W — 1 — k),
ulk, i) := A Q[k, k + 1],
}

pour n de 1 a N,
tn R
LU o
pour k de {TjL WJa[T —I—W—‘ {
pour i de 0 a min(2W — 1, K + W — 1 — k),

. . tn tn .
ulk, ] = ulk, 1] + go(? — l{;)<p(? —k— Z) :
o o tn
clk] := c[k] + 90(? — k)v[n] :
}
— Seconde passe :
pour kde - W+1laK+W—-1{
min = max(—QW +1,-W+1- k) :
Tmax —mln(QW—l K—'—W_l_k>’
1/2
[k‘O ( ko—z k+l—22> :
1 mfl
clk] = Ny (C[k] —Z; ulk + i, —i] ek + Z]) :
pour ¢ de 1 & imax,
1 -1
ulk, i) == ) <U[k,i] - > ulk + 7, —jlulk + j,i — j]) :

j=max(i—2W+1,-W+1—k)

}

— Troisieme passe :
pour kde K+ W —1a-W+1{
Imax = min(2W — 1, K+ W —1—k);

1 imax

k] = g (40K - ;uw,ﬂc[k +4));

}

L’implémentation dans le cas de 'utilisation de conditions de bords symétriques est
tres similaire. L’opération de « pliage » des matrices est alors implémentée en affectant
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Fi1c. 4.2 : Temps de calcul des coefficients c[k],k € [0, K], en échelle log-log, pour un
probleme de reconstruction de N échantillons localisés a des positions choisies aléatoirement
dans l'intervalle [0, 100], comme sur la figure 4.6 (7" = 100/K, A = 0.01). (a) : K est fixé
a 100 et N varie. (b) : N est fixé a 10000 et K varie. La ligne en pointillés est pour
la reconstruction spline linéaire (¢ = B', r = 1), alors que la ligne solide est pour la
reconstruction spline cubique (p = 5%, r = 2).

t

directement chaque contribution @(tﬂ — l{:)ap(?" —k— z) a sa place apres repliement, par

T
exemple & u[—Fk, —i] au lieu de ulk, ] si k < 0.

Le temps de calcul de notre algorithme peut étre modélisé comme suit : O(W?2N),
O(W?K), O(WN) pour le calcul des éléments de A, L et y respectivement, et O(KW)
pour les substitutions. Ainsi, le temps total s’écrit O(W?*(N + K)); il est linéaire en N
et K, ce qui est le mieux que l'on puisse espérer. Si la reconstruction est effectuée sur un
intervalle Z de taille fixée S = KT, le temps total peut étre réécrit O(W?(N + S/T')) pour
faire apparaitre la dépendance linéaire en 1/T. Des temps de calcul expérimentaux sont
reportés sur la figure 4.2 pour une implémentation en langage C de la deuxieme version de
I’algorithme que nous avons donnée, exécutée sur un PC portable a 1.6GHz. Le temps de
calcul est asymptotiquement linéaire en K et N comme prédit.

Hormis la mémoire requise pour stocker les coefficients c[k]|, un emplacement mémoire
auxiliaire de taille 2W (K + 2W — 1) unités (ou 2W (K + 1) si des conditions de bords
symétriques sont utilisées) est nécessaire pour stocker les valeurs u[k, |, qui sont générées
durant la premiere passe et utilisées lors de la seconde.

Enfin, notre algorithme repose sur la décomposition de Cholesky, réputée « extréme-
ment stable numériquement » [178]. Une divergence de l'algorithme impliquerait que la
matrice n’est pas définie positive, ce qui est exclu. Cependant, méme si le systeme linéaire
est défini positif, son conditionnement dépend des positions t,. En fait, notre méthode
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revient a effectuer une déconvolution avec un filtre non stationnaire. Dans une région sans
échantillon, ce filtre se réduit a g, ,, qui a des racines sur le cercle unité complexe. Un filtre
avec des poles sur le cercle unité est dit marginalement stable, car la réponse impulsionnelle
correspondant a ces poles ne décroit pas, mais ne croit pas non plus. Donc si une erreur de
calcul, de 'ordre de la précision de la machine, survient durant I’exécution sur un coeffi-
cient c[k], elle se propagera aux coefficients voisins dans une région sans échantillon, mais
sans étre amplifiée. Ce n’est donc pas un point préoccupant.

Notons qu’au lieu de la décomposition de Cholesky;, il est possible d’utiliser une factori-
sation LU, qui n’exploite pas la symétrie de la matrice. Bien que cette décomposition prenne
deux fois plus de temps, 'utilisation de la fonction racine carrée n’est pas requise, et une
diagonale en moins est nécessaire pour le stockage de L ; c’est-a-dire, (2W —1)(K +2W —1)
au lieu de 2W (K +2W — 1) unités mémoire sont utilisées. Une autre variante est la factori-
sation LDL™, qui nécessite une passe de plus de parcours des coefficients, mais évite aussi
I'utilisation de la racine carrée. L’opportunité d’utiliser telle ou telle factorisation doit étre
étudiée au cas par cas.

La mise en ceuvre rapide et non itérative que nous avons proposée dans cette sec-
tion est nouvelle. Grochenig et coll. se sont intéressés au cas particulier que constitue le
probleme de la reconstruction dans Vr(y) au sens des moindres carrés, donc sans critere
variationnel, autrement dit A = 0 dans (4.8) [111]. Il faut pour cela que I'ensemble {#,,} soit
suffisamment dense afin que le probleme soit bien posé, c’est-a-dire que la solution dans
Vr(p) soit unique, sans que la régulisation soit nécessaire. Ces auteurs aboutissent a une
formulation matricielle similaire a la notre, mais ils proposent d’utiliser des algorithmes
d’algebre classiques, pour résoudre le systeme linéaire obtenu. En entrant dans le détail de
cette résolution, nous avons obtenu un algorithme original effectuant un filtrage récursif
non stationnaire en deux passes, I'une causale, I'autre anti-causale. Cet algorithme peut
étre vu comme une généralisation de 'algorithme récursif stationnaire de Unser et coll.
permettant d’effectuer les filtrages inverses [221] .

On gardera cependant a l’esprit que notre mise en ceuvre rapide n’est disponible que
dans le cas 1D. Récemment, deux équipes indépendantes ont étudié 1’équivalent 2D du
probléeme abordé dans ce chapitre (a savoir, la reconstruction régularisée dans un espace LSI
a partir de données non-uniformes) [22][233]. Les algorithmes qu'ils proposent sont itératifs,
et bien que la stratégie multi-résolution adoptée dans [22] soit relativement efficace, son
équivalent 1D reste bien plus lent que notre implémentation directe.

4.3.5 Influence des parametres

Afin d’illustrer 'influence de ¢ et r sur la reconstruction, nous avons représenté trois
configurations avec un exemple de données synthétiques, sur la figure 4.3. En (a), le choix
¢ = %, r = 1 produit une reconstruction linéaire par morceaux, avec ses nceuds uniformes
aux Tk, k € Z. Notons qu’avec ¢ = (3!, le seul choix possible est r = 1. De plus, dans ce cas,
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1.2 + 1.2 +
+ +
19 19 B
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0. + 0. —

F1a. 4.3 : Splines uniformes avec nceuds aux entiers (7" = 1, A = 0.01) reconstruites a
partir de 7 échantillons localisés dans l'intervalle [0, 10], avec différents degrés et différentes
valeurs du parametre r. (a) : o =3, r=1. (b) : =6 r=1.(c), (d) : p = 33, r = 2.
Des conditions de bords symétriques sont utilisées en (a), (b), (c), pas en (d).

il est équivalent d’appliquer la stratégie avec et sans conditions de bords symétriques. En
(b), (c), (d), ¢ = 4 fournit une reconstruction plus lisse, de régularité C>. Sir = 1, comme
en (b), la solution se comporte comme une ligne droite dans les régions vides d’échantillons,
alors que si r = 2, comme en (c), fr se comporte comme un polynome de degré 3; dans ce
deuxieme cas, fr peut s’étendre au-dela de la dynamique initiale des échantillons.

Le choix des conditions de bords est illustré sur la figure 4.3 (c) et (d) : des conditions de
bords symétriques donnent une reconstruction dont la dérivée premiere est nulle aux fron-
tieres de l'intervalle Z. Dans ce cas, fr est paramétrée par 11 coefficients c[k], k € [0, 10].
En (d), ot 'on n’impose pas de conditions aux bords, la solution est paramétrée par 13
coefficients c[k], k € [—1, 11].
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F1G. 4.4 : Splines linéaires uniformes de différentes résolutions (p = g, r = 1, A = 0.01)
reconstruites a partir de 7 échantillons localisés dans U'intervalle [0, 10]. (a) : 7" = 0.1. (b) :
T=1.(c): T=2.(d) : T =5. Les splines ont leurs noeuds aux Tk, k € [0,10/7].

Le parametre T permet d’ajuster la résolution de la représentation fr des données. Si
'on effectue la reconstruction sur un intervalle fixé [0, S], on obtient une solution paramé-
trique avec K +1 = S/T + 1 degrés de liberté. On a donc une représentation d’autant plus
grossiere que T est grand, mais aussi d’autant plus parcimonieuse, ce qui peut avoir son
importance dans des applications de codage. Choisir une valeur importante de 7" permet
aussi de réduire le temps de calcul. Inversement, lorsque 7" — 0, fr converge vers la solu-
tion variationnelle f(t) de (4.4), car 'espace Vr(p) devient dense dans I'espace de Sobolev
Wy, Linfluence de T est illustrée par le figure 4.4, avec ¢ = 3',r = 1. La fonction fr est
paramétrée par 10/7 + 1 coefficients c[k|, k € [0,10/7]. Quand 7" — 0, fr tend vers une
spline linéaire non uniforme, ayant ses nceuds aux positions t,,.
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F1G. 4.5 : Splines uniformes cubiques avec leurs nceuds aux entiers (p = 3%, r =2, T =1,
conditions aux bords symétriques) reconstruites a partir de 7 échantillons localisés dans
l'intervalle [0, 10], pour différentes valeurs du parametre de lissage A. (a) : A = 1.0. (b) :
A =0.001. (¢) : A =0.0001. (d) : cas limite A = 0%.

Le parametre de régularisation A est, en pratique, le seul parametre a ajuster dans
notre méthode, les parametres ¢, T', r étant généralement imposés par des considérations
liées a 'application concernée. Le choix de A\ est important : une valeur excessive rendra
la solution excessivement lisse, alors qu’une valeur faible fournira une solution proche des
données, mais avec potentiellement de larges variations. Considérons le comportement de
fr dans le cas limite A = 0*. La solution ¢ = (M™M + AQ)"'MT's a une limite bien
définie lorsque A — 0. Si MTM est inversible, cette limite correspond a ce que ’on obtient
en posant A = 0 exactement dans les équations. Cela est le cas si 'ensemble des t,, est
suffisamment dense, par exemple si 0 < t,.1 —t, < T pour tout n. Dans le cas général,
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FI1G. 4.6 : Reconstruction de la fonction s(t) = sin((s5)*) (en pointillés) & partir de 100
échantillons contaminés par un bruit blanc additif gaussien d’écart-type o) a des positions
aléatoires localisées dans l'intervalle [0, 100]. (a) : spline uniforme cubique ayant ses noeuds
aux entiers (¢ = (3%, r = 2, T = 1) reconstruite a partir des données bruitées (¢ = 0.1,
A=0.1). (b) : erreur e = (155 0100 |s(t) — fr(t)|?dt)"/? en fonction du niveau de bruit o et
du parametre A, en échelle log-log.

la solution pour A = 07 peut étre interprétée comme suit : le terme de régularisation
dans (4.8) devient négligeable en comparaison du terme d’attache aux données. Donc fr

minimise le critére des moindres carrés Y- | fr(t,)—v[n]|”, et si la solution n’est pas unique,
2

les degrés de liberté restants sont mis & profit pour minimiser [ | f}r) (t)

Le comportement de f7 est donc le suivant : si A est grand, fr est lisse, quelles que soient
les positions t,, comme illustré sur la figure 4.5 (a). Si A est tres petit, on peut distinguer
deux cas : si localement on a peu de données (c.-a~d. |t,+1 — t,| est grand devant 7" pour
quelques valeurs successives de n), alors fr interpole presque exactement les échantillons,
et les régions vides sont reconstruites de maniere lisse. (figure 4.5 (b), (c), (d), pour t > 3).
Inversement, dans une région dense en échantillons, fr approche les données au mieux au
sens des moindres carrés. (figure 4.5 (b), (¢), (d), pour t < 2).

En pratique, les échantillons sont souvent bruités, et il apparait souhaitable de trouver
le bon degré de régularisation par 'intermédiaire de . Cependant, il n’y a pas de regle
absolue fournissant une valeur de A\ optimale, et ’ajustement empirique au cas par cas est
encore la méthode la plus fiable. Dans certaines applications, il est possible d’apprendre A a
partir des données en utilisant des techniques de validation croisée [76, 118]. De plus, dans
le cas d’échantillons uniformes et dans un cadre stochastique, ou les données et le bruit
sont des réalisations de processus aléatoires stationnaires de caractéristiques spectrales
connues, il est suggéré dans [96] de choisir A inversement proportionnel au rapport signal
sur bruit. Cela peut servir d’heuristique dans le cadre déterministe présenté. Cette regle
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semble confirmée pour 'exemple montré sur la figure 4.6, o A = o donne l'erreur de
reconstruction minimale, lors de I'approximation d'un signal a partir de ses échantillons
contaminés par un bruit additif d’écart-type o. Ainsi, il est tentant, dans le cas ou il n'y a
pas de bruit, de choisir A tres petit. Cela peut cependant conduire a de larges oscillations
imprévues, s’étendant bien au-dela de la dynamique du signal, comme montré sur la figure
4.5 (c), (d) : I'interpolation exacte est donc une contrainte trop forte dans de nombreux
cas.

4.3.6 Applications

La méthode de reconstruction que nous avons proposée dans ce chapitre modélise, dans
un espace LSI, des échantillons localisés a des positions arbitraires. Le fonction recons-
truite fr(t) dépend d’'un parametre de résolution 7', et modélise au mieux les données
a cette résolution. Les applications sont nombreuses, ou il est nécessaire de modéliser des
données par un modele de résolution fixée. On pense par exemple aux représentations multi-
échelles/multi-résolutions, pour laquelle est considérée non pas une fonction fr, mais toute
une collection de fonctions fr pour différentes valeurs de 7. On a ainsi plusieurs représenta-
tions, plus ou moins grossieres, des données, ce qui est tres avantageux algorithmiquement
pour des problemes comme la détection de contours ou la mise en correspondance d’images
[210] : une solution grossiere est déterminée rapidement et de maniere robuste a partir d'une
reconstruction de résolution faible, puis elle est progressivement affinée pour prendre en
compte les détails a des résolutions plus fines. Cela évite par exemple de se perdre dans des
optima locaux en manipulant directement la reconstruction de résolution la plus fine. Dans
cette optique, notre approche permet de choisir un pas 1" quelconque, et non pas seulement
une puissance de deux comme dans les approches dyadiques classiques. Détaillons d’autres
applications, pour lesquelles notre méthode peut s’avérer utile.

Rééchantillonnage de données non uniformes vers un signal uniforme

Supposons que 1’on veuille obtenir un signal uniforme discret u, dont les échantillons
u[k] soient localisés aux positions Tk, et ce a partir d’échantillons non uniformes v[n] aux
positions t,. On peut penser par exemple a la visualisation de données non uniformes sur
un écran d’ordinateur de pas inter-pixel T'. u est alors I'image qui sera affichée sur 1’écran.
A cette fin, il suffit de reconstruire la fonction fr(t) € Vi(p) de résolution 1/T voulue,
pour une fonction ¢ choisie arbitrairement ou imposée par le dispositif de sortie (réponse
impulsionnelle de ’écran, par exemple). On pose alors ulk] = fr(Tk) pour tout k € Z.
Ainsi, au contraire de la situation du chapitre 2 ou la résolution de fr dépendait de celle
des données, T" est maintenant choisi en fonction de 1'utilisation que 'on veut faire de fr :
ici, I’échantillonner pour avoir un signal discret de résolution 1/7.

Le signal u peut étre obtenu directement par filtrage discret a partir des coefficients
clk] de fr. En effet, si 'on définit b[k] = ¢(k) pour tout k € Z, on a simplement u = ¢ * b.



114 4. Reconstruction a partir d’échantillons non uniformes

F1c. 4.7 : Image Barbara (voir annexe 1) apres déformation géométrique. (a) : backward
mapping avec interpolation spline cubique. (b) : notre approche de reconstruction spline
cubique, avec A = 107%. En (c) et (d), détails des images (a) et (b).

Le probleme se traite donc de maniere entierement discrete : ¢ est obtenu a partir de v
avec notre algorithme, puis u par une simple convolution sur c.

Remarquons que I'approche décrite dans ce paragraphe revient a formuler le rééchan-
tillonnage comme un probleme inverse : on cherche le signal u qui, s’il était interpolé par
fr puis rééchantillonné aux positions non uniformes ¢,, serait le plus proche des données
v[n].

Déformations géométriques

La déformation géométrique (warping) d’une image a de nombreuses applications pra-
tiques, par exemple en imagerie de synthese pour le plaquage de textures [243]. Supposons
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que 'on dispose d'une image uniforme, localisée sur le treillis orthogonal de pas T', telle
que v[k] = s(Tk) pour une sceéne s inconnue. On veut obtenir les valeurs u[k] = 7v[k] de la
scene déformée Ts(x) = s(w™!(x)), sur le méme treillis, comme on I'a déja formalisé dans
la section 2.6. w est une fonction réversible d’inverse w~! caractérisant la déformation, par
exemple w(x) = x 4+ 7 pour une translation de pas 7. En d’autres termes, on cherche a
évaluer les valeurs s(w™!(Tk)) a partir des v[k] = s(Tk).

La méthode classique, appelée backward mapping, consiste a reconstruire fr = Mwv,
généralement par interpolation, puis a échantillonner ¥ f; pour obtenir I'image déformée :

ulk] = SMo(Tk) = fr(w ' (Tk)) Vk € Z2. (4.33)

Des artéfacts dus au repliement de spectre peuvent apparaitre avec cette méthode, puisque
le spectre du signal déformé s(w™!(x)) s’étend potentiellement au-deld du seuil de Nyquist
du treillis de reconstruction, méme si ce n’est pas le cas de s. Cette approche, qui est en
fait celle que nous avons adoptée dans la section 2.6 pour la rotation d’image, est donc
applicable pour une transformation comme la rotation ou la translation, mais pas pour une
déformation arbitraire.

De fait, on connait les échantillons v[k] = s(w™'(w(Tk))) de la fonction déformée
s(w™Y(x)) aux positions non uniformes w(Tk). On est donc ramené & un probleme de
rééchantillonnage de données non uniformes vers un signal uniforme, ce dont on a parlé
au paragraphe précédent. Si la fonction w(x) est séparable, on peut donc appliquer notre
algorithme, le long des lignes puis des colonnes de I'image, pour obtenir le signal u = 7 v. Il
est cependant plus rigoureux d’appliquer 'approche 2D proposée dans [22, 233], impliquant
un critere variationnel 2D, bien que I'on perde dans ce cas le bénéfice de notre algorithme
rapide.

Afin de donner une illustration concrete de ce probleme, nous avons déformé I'image
Barbara avec w(xy /511, 25/511) /511 = (2.211 —3.623+2.423,0.523+0.525), pour (1, o) €
[0,511]%. Comme on le voit sur la figure 4.7 en (b) et (e), le motif hautes fréquences du
pantalon entraine du repliement de spectre avec la méthode backward mapping, car ce motif,
une fois déformé, n’est plus représentable sur le treillis de reconstruction. Notre méthode n’a
pas cet inconvénient, et produit une région plane sans artéfact, puisqu’il s’agit localement
de la meilleure représentation dans Vi (¢) de cette texture déformée, au sens des moindres
carrés.

4.4 Reconstruction par quasi-projections

Au chapitre 2, nous avons montré qu’il était possible d’effectuer une meilleure recons-
truction qu’avec I’approche des moindres carrés, en effectuant une quasi-projection asymp-
totiquement optimale de s dans V(). Or, dans ce chapitre, la méthode de reconstruction
proposée repose sur une approche des moindres carrés, et coincide avec 'approche de la
section 2.3 lorsque les échantillons sont uniformes aux positions T'k. On peut donc espérer
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obtenir de meilleurs résultats au moyen d’une approche par quasi-projection. Cependant,
les outils d’analyse fréquentielle que nous avons utilisés, en particulier le noyau d’erreur, ne
sont plus applicables dans le cas non uniforme. Il faut donc renoncer a I’espoir de concevoir,
sur le méme modele que dans le chapitre 2, une méthode asymptotiquement optimale. On
remarque tout de méme que si ¢ a un ordre d’approximation égal a L et si 2r > L, notre
approche effectue bien une quasi-projection (bien que non asymptotiquement optimale) de
s dans Vr(p), dans le cas A = 07,

Toutefois, il y a un cas particulier dans lequel il est possible d’étendre ’approche du
chapitre 2 : on suppose que les données sont uniformes de pas 7j et non bruitées, c’est-a-dire

ofk] = <s(t), T%@(Tio - k)>L | (4.34)

Cela correspond exactement au cas non bruité du modele (1.10), a I'exception du pas
d’échantillonnage Ty > 0 qui n’est plus égal au pas de reconstruction 7" > 0. On souhaite
effectuer la reconstruction dans I'espace V(). On est donc confronté a un probleme de
reconstruction uniforme a partir de données uniformes, mais a une résolution différente.
Cette situation a de nombreuses applications en analyse multi-résolution. Les approches
usuelles reposent toutes sur des approximations par projection. Une premiere approche est
celle des moindres carrés, comme dans le début de ce chapitre ou dans [3]. Une seconde
approche est d’effectuer la reconstruction consistante dans Vr, (¢), puis a projeter orthogo-
nalement la fonction obtenue dans V() [222, 223]. L'utilisation de quasi-projections dans
ce contexte est donc nouvelle.
Définissons le facteur de changement de résolution

T
=7

Nous nous contentons d’étudier le cas ou a est un entier. L’étude qui suit pourrait étre
étendue au cas ou « est un nombre rationnel quelconque, puis un réel quelconque par
passage a la limite, en utilisant la version multi-ondelettes du noyau d’erreur [36]. On
se place en outre dans le cas 1D afin de simplifier les notations, mais ’extension multi-
dimensionnelle sur un treillis quelconque ne pose aucun probleme.

a (4.35)

On cherche donc a reconstruire une fonction de la forme

fr(t) = S clklio (i — F) (4.36)

approchant la fonction inconnue s(¢) dont on connait les mesures v[k] acquises selon le
modele (4.34), et ce pour un pas de reconstruction 7' = aTj avec « entier. En imposant
a l'opérateur d’approximation Q : s +— fr d’étre linéaire et invariant par translation de
pas multiple de T', on montre aisément que les coefficients c[k] s’obtiennent & partir des
données v[k] par filtrage puis décimation :

c=[v*palal (4.37)
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On retrouve bien ¢ = v * p; dans le cas a = 1, étudié au chapitre 2.

De la méme maniere qu’au chapitre 2, on peut prédire 'erreur d’approximation au
moyen d’un noyau d’erreur approprié. Pour définir celui-ci, il suffit de remarquer que le
probleme ici présent peut étre rendu formellement équivalent a celui du chapitre 2. En
effet, définissons

Boalt) = D Palklp(t = k) o Guq(w) = Palw) (). (4:38)
Alors 1
ft] = (5% 7 Peal7)) (TH). (4.39)

On est donc bien dans les conditions du modele (1.10), en remplagant dans celui-ci la
fonction d’analyse @(t) par ageq(at). On peut donc réécrire (2.59) comme suit :

I fr — |7, = /| PE(Tw) dw (4.40)

ou F(w) est le noyau d’erreur :

A N N oW W .
Ew) =1 - ¢W)@a(w) + dp(w) Pa(—)P(~) = Palw)| - (4.41)
—_——
Emin(w)zo S ~ d
Ercs(w)zo

On peut des lors chercher un filtre réalisant une quasi-projection optimale, en imposant
comme précédemment

E(w) ~ Enin(w), (4.42)
ce qui est maintenant équivalent a avoir
palis) = L2489 | o). (4.43)
P(w)

avec N > L + 1, en notant L 'ordre d’approximation de (.

Dans le chapitre 2, nous avons opté pour des préfiltres inverses, fournissant de meilleurs
résultats que les filtres RIF. Nous proposons d’étendre la forme inverse Pi(z) = 1/Q1(2)
au cas a # 1, en cherchant un filtre rationnel de la forme p, = ho * [¢;'] T @, autrement
dit,

o Ha(z)
Pa(z) 0u()’ (4.44)
ou . . s o
Ha(2) = % (%) = (et 42 (4.45)

est un facteur de régularité permettant d’éviter le repliement de spectre dans la bande
fréquentielle w € [7/T, 7 /Ty).
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© Q2(2) tel que Ho(z) = Py(2)/Qa(2?)
B 1

1 17 7171
16} %t a1+ 57

2 3 5 , 3 .1
1G] 167t 3+ 167

3| 59 _2 , 601 1099 | 601 .—1 59 -2
B | 3% + 28807 T 1oa0 + 2807 T Ti5m0%

TAB. 4.1 — Préfiltres proposés pour 'approximation spline a une résolution deux fois plus
faible.

0.8
Quasi-projection

—— Projection orthogonale
0.6r i

0.4r ]

0.2r J

!

0 1 2 3 4 5 6
Fréquence angulaire

FiG. 4.8 : \/E(w) lorsque p = 3", ¢ =9, et v = 2.

En utilisant I'identité noble [227], permettant d’échanger un filtrage sur-échantillonné et
une décimation, on obtient I'implémentation efficace suivante pour I’étape de préfiltrage :

c=[vxhy]laxqgt (4.46)

Le tableau 4.1 donne les filtres de taille minimale vérifiant (4.43) (donc avec N = L+1)
dans le cas @ = 2 et ¢ = §. Les noyaux d’erreur E(w) associés, représentés sur la figure
(4.8), sont tres proches des noyaux En,(w); cela indique Pexcellente qualité du processus
de reconstruction.
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a la reconstruction a partir de don-
nées non uniformes, et ce dans un espace de reconstruction uniforme de résolution fixée.
La formulation variationnelle proposée est originale et a plusieurs avantages. Elle permet
d’abord de lever les hypotheses habituelles sur les positions des échantillons ; ainsi, celles-ci
peuvent étre completement arbitraires, sans que cela n’influence le temps de calcul de la
reconstruction. Ensuite, le fait de controler la résolution de la fonction reconstruite permet
de s’adapter aux contraintes d’utilisation et de représentation de la fonction reconstruite,
selon 'application envisagée. Notre approche est nouvelle, puisque les méthodes habituelles
reconstruisent soit une fonction non-uniforme, soit une fonction uniforme mais avec des hy-
potheses fortes sur la répartition des échantillons. En exploitant la structure spécifique du
probleme, nous avons proposé un algorithme efficace pour le calcul de la solution, qui ef-
fectue de maniere implicite, sans nécessiter la manipulation de matrices, la résolution d’un
systeme linéaire diagonal par bandes. Ce travail est présenté dans les publications [69, 70].

L’extension de l'approche par quasi-projection asymptotiquement optimale des cha-
pitres précédents au cas non uniforme est une question ouverte. L’étude que nous avons
menée dans la section 4.4, et publiée dans article [67], suggere que des méthodes nou-
velles efficaces et rapides pourraient étre développées, pour la représentation de données
uniformes a des résolutions différentes.

Dans les chapitres suivants, nous nous tournons vers la réduction et l'agrandissement
des images naturelles. Les concepts exposés dans ce chapitre nous seront utiles par la suite,
en particulier pour I'agrandissement par induction de facteur quelconque (section 7.5.2).
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Deuxieme partie

Redimensionnement d’images
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Chapitre 5

Modele pour le redimensionnement

5.1 Introduction

edimensionner une image consiste a en modifier la taille, c’est-a-dire le nombre de
Rpixels, pour obtenir une image qui soit la représentation de la méme scene, mais
a une résolution différente. Le redimensionnement recouvre deux opérations distinctes :
I'agrandissement, qui vise a augmenter la résolution de I'image (chaque élément de la scéne
sera représenté avec plus de pixels), et la réduction, qui vise a la réduire. Nous allons
traiter du redimensionnement des images, mais le probleme peut étre transposé aisément a
d’autres types de signaux uni-dimensionnels ou multi-dimensionnels. Seulement, les images
naturelles ont ceci de particulier que I'information visuellement pertinente est de nature
principalement géométrique, et repose sur les contours des objets. Par conséquent, il est
primordial de conserver la cohérence de ces structures lors du redimensionnement. Nous
verrons que dans le contexte de I'agrandissement, cela impose l'usage de méthodes plus
évoluées que les simples méthodes linéaires, alors que ces dernieres se montrent généra-
lement suffisantes pour I'agrandissement de signaux 1D, et tout a fait appropriées pour
la réduction. L’opération de redimensionnement doit retenir au mieux l'information de
I'image initiale, tout en fournissant une image dépourvue d’artéfacts. Le systeme visuel est
tres sensible a la présence d’'une signature synthétique montrant qu’'un traitement artificiel
a été opéré; il faut donc veiller a ce que le redimensionnement laisse une trace la moins
visible possible dans I'image résultante. Plus encore en imagerie médicale, ou I'image a un
impact décisionnel sur le diagnostic du praticien, il importe de maitriser les distorsions
introduites, comme l'introduction de fausses structures ou la disparition d’éléments éven-
tuellement pertinents.

Le redimensionnement a de multiples applications. On pense en premier lieu a la visua-
lisation d’une photographie numérique sur un périphérique d’affichage donné, par exemple
un écran d’ordinateur. Les appareils photos numériques récents génerent des images bien
plus grandes que les écrans, et il faut donc les réduire pour les visualiser. De plus, a ’heure
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ou les applications multimédias occupent une place prépondérante dans tous les secteurs
d’activité, les besoins sont croissants en vidéophonie et dans les domaines du stockage et
de la transmission des images. Malgré I'avenement des réseaux haut débit, les technologies
de compression restent souvent insuffisantes pour permettre la transmission en temps réel
d’une vidéo. La réduction apparait alors comme un moyen de pallier a ce probleme. Inver-
sement, il est parfois requis d’afficher ou d’imprimer une petite image avec une plus grande
résolution, que I'image ait été précédemment réduite, ou qu’elle soit issue d'un processus
d’acquisition de résolution insuffisante. L’agrandissement de l'image est alors nécessaire.
Cette opération permet aussi de « zoomer », comme avec une loupe virtuelle, sur une partie
d’une image, pour en scruter un détail et mieux comprendre la nature de I’'objet représenté.

Les applications du redimensionnement vont au-dela du rendu et de la visualisation a
une résolution différente de celle de 'image initiale. En imagerie de synthese animée, on
peut simuler le mouvement en changeant la taille effective d’un objet dans le plan de vue,
et donc son éloignement percu par I'observateur. Les techniques dites multi-résolution, qui
sont utilisées dans des champs d’applications tres vastes, nécessitent aussi des méthodes
de changement de résolution, c’est-a-dire de redimensionnement. Le fait de disposer de
différentes versions, a des résolutions différentes, d’une méme image, offre tout un éventail
de possibilités pour I’analyse. Ainsi, de nombreux algorithmes, en reconnaissance de formes,
détection de contour, ou segmentation, utilisent une stratégie pyramidale, en commencant
par agir a une résolution grossiere, puis en affinant leurs résultats en progressant au fur et a
mesure vers les niveaux de résolution les plus fins. La théorie des ondelettes repose aussi sur
'analyse multi-résolution [149]; elle est a la base des méthodes modernes de compression
d’images, domaine lié & celui du redimensionnement [208].

5.2 Formalisation du redimensionnement

Afin de formuler précisément le probleme du redimensionnement, il est important de
garder a l'esprit la notion de localisation associée a une image. Nous avons en effet insisté
dans la premiere partie de cette these sur I'importance d’interpréter les échantillons comme
des mesures localisées spatialement. Chaque pixel d’une image se trouve donc positionné a
un site du treillis associé a 'image. Avant de définir le redimensionnement, nous étendons
la notion de treillis 2D a celle de treillis translaté, défini par

Arr=Ar +R7 ={R(k+ 1) | k € Z°}. (5.1)

Cela permet de localiser une image sur un treillis décalé par rapport a l'origine. On ne s’in-
téressera qu’au redimensionnement d’images localisées sur des treillis orthogonaux, méme
si 'extension a des treillis quelconques ne pose pas de probleme particulier. Ainsi, on écrira
dans la suite A au lieu de Agy,, ott I est la matrice identité.

On définit maintenant le redimensionnement 7, . de facteur o et d’offset 7. Cette
opération fournit, a partir d’'une image localisée sur le treillis Ap -, une image localisée sur
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F1G. 5.1 : En redimensionnant une image définie sur le treillis noir Ap ,, avec un facteur

o = 2 et un offset 7 = (%, %), on obtient une image localisée sur le treillis blanc Aa7,(ro4-1)/a-
Inversement, on passe d'une image localisée sur le treillis blanc a une autre localisée sur le

treillis noir par redimensionnement de facteur 3, d’offset (—, —1).

le treillis Ay7, (ro4r)/a- Un exemple est représenté sur la figure 5.1. Afin de préciser la nature
de I'image redimensionnée, et donc la valeur attendue de ses pixels, on définit 'opérateur
de redimensionnement idéal 7,7, fournissant 'image redimensionnée que l'on souhaiterait
avoir dans l'idéal. Celle-ci n’étant généralement pas accessible, on ne pourra qu’approcher
cet opérateur en pratique, hormis dans des cas particuliers que nous détaillerons. Nous
nous basons sur le modele de formation d’images qui nous a servi jusqu’alors : on suppose

que 'image initiale v est telle que

vk] = /}R2 s(x)@(k+ 10 — ;) % Vk € 72, (5.2)

pour un certain processus inconnu sous-jacent s(x) et une fonction d’analyse ¢(x). On
suppose donc que 1’'on veut redimensionner une image non bruitée. Nous n’aborderons pas
le probleme du débruitage, qui représente a lui seul un vaste champ d’études en traitement
d’images, et repose sur des méthodes non-linéaires et/ou adaptatives évoluées. De méme
que pour la reconstruction, le mieux a faire dans le cas bruité est de débruiter I'image dans
un premier temps, puis d’effectuer le redimensionnement ensuite.

Remarquons que pour que la notion de localisation des échantillons ait un sens, il faut
que P(x) soit essentiellement localisée en x = 0, typiquement, symétrique en 0.

L’image v redimensionnée de facteur o et d’offset 7 est alors définie comme I'image
qui aurait été obtenue avec le méme processus de formation, mais déployé sur le treillis
AaT7(TO+T)/a au lieu de AT,TO .

ToET X) ke (5.3)

T v[k] = /R 2 s(X)é(k + (aT)?

a aT
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Y N

v =Ds = 7idy

a,T

F1G. 5.2 : En redimensionnant une image définie sur le treillis Ay -, avec un facteur a et
un offset 7, on vise a obtenir I'image qui aurait été acquise sur le treillis Ayr,(rg+7)/a, avec
le méme dispositif, mais dilaté de facteur a.

Hormis l'introduction d'un offset, cela revient simplement a remplacer T par o dans
(5.2). Autrement dit, I'image redimensionnée est celle qui aurait été obtenue, si le dis-
positif d’acquisition avait été parfaitement dilaté de facteur a. On peut aussi interpréter
I'image redimensionnée comme I’image qui aurait été obtenue si la scéne s(x) avait
été remplacée par s(ax), et acquise avec le méme dispositif. Dans les notations de
la section 2.6, le redimensionnement est donc 1’équivalent discret de la contraction continue
T @ s(x) — s(ax). Ce processus de redimensionnement idéal est schématisé sur la figure
5.2. Intuitivement, dans le cas d'une photographie, cela revient a considérer, en négligeant
les changements de perspective, que le photographe s’approche ou s’éloigne de la scene
avant d’effectuer sa prise de vue.

Notons que nous avons introduit la notion d’offset, car il n’y a pas de raison de redi-
mensionner des images en calant spatialement leurs origines plutot que tout autre pixel.
La notion de position absolue n’a pas vraiment de sens pour les images, et le choix de
I'origine est arbitraire. Remarquons aussi que I'opération de redimensionnement ne dépend
pas intrinsequement de 7T et T¢, pour le calcul des valeurs des pixels de I'image redimen-
sionnée. Ces deux parametres permettent simplement de définir le treillis de localisation
de I'image redimensionnée, de maniere cohérente avec celui de 'image initiale. Par consé-
quent, étant donnée une image d’origine inconnue, on peut de maniere non restrictive la
supposer localisée sur le treillis Ay g. Associer un treillis a une image n’est pas nécessaire en
soi pour concevoir des méthodes de redimensionnement, mais cela nous semble important
pour définir formellement le redimensionnement et en comprendre la nature.

Signalons qu’avec notre définition, pour a = 1, le redimensionnement est simplement
une translation lorsque 7 # 0. La translation peut donc étre vue comme un cas particulier
du redimensionnement, et il est intéressant de garder a l'esprit que certaines méthodes
présentées pourront étre utilisées pour effectuer une translation. Enfin, Tf,% est I'identité.
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Le redimensionnement idéal que nous avons défini ne peut étre réalisé en pratique, car le
signal sous-jacent s est inconnu. Cependant, il est intéressant d’étudier certaines propriétés
vérifiées par le redimensionnement idéal, et susceptibles d’étre vérifiées par un opérateur
concret 7, r.

e On dira que 7, , est linéaire si

7;77-(’111 + )\Ug) = ,];7-,-(1)1) + )\7;,7—(’112) ‘v’vl, Vo € EQ(Z2), A e R. (54)
7.+ est linéaire si et seulement si il existe un ensemble de filtres {hy € ¢» | k € Z?} tels
que

Torv[kl =) h[-lvl]  VkeZ® (5.5)
1€7.2

o 7T,, est dit invariant par translation si on peut permuter une translation et un
redimensionnement : soit v; I'image translatée de 1 € Z* & partir de v : vyk] = v[k — 1
pour tout k € Z2. Alors 7, , est invariant par translation si pour tout k,1 € Z? tels que
leZ? ona:

Tovon k] = T [k — é] vk € Z2. (5.6)

e 7, . est linéaire et invariant par translation si et seulement si il existe un noyau
ha+(x) tel que

Tk =Y horlak+7—1ol]  VkeZ (5.7)
lez2
Dans le cas ot a = £ est rationnel, seul un nombre fini de valeurs de h, ~(x) interviennent
dans (5.7). On peut donc montrer [31] que pour « rationnel, 7, , est linéaire et invariant
par translation si et seulement si il existe un filtre discret (hq, - [k])kez2 tel que

Torv = [[v] Tg* has] Lp. (5.8)

Si a n’est pas rationnel, 'invariance par translation n’est pas définie, et alors tout opéra-
teur 7, , linéaire peut se mettre sous la forme (5.7).

Si maintenant on s’intéresse a la cohérence des opérateurs 7, , entre eux, pour diffé-
rentes valeurs de « et 7, on aimerait avoir la propriété hiérarchique

77042,7’2 © 7:11,7'1 = 7:11&2,7'1—1-0(17'2 val? O{Q e R’ T17 T2 E R2‘ (59>

Dans le cas d’opérateurs linéaires et invariants par translation, cela réduit le choix de
he ~(x) dans (5.7) a la seule solution intéressante

g X i
hor (x) = { Olzsmc( a) sia<1 ' (5.10)

sinc(7x) sinon

Nous allons voir par la suite que le redimensionnement a 1’aide de la fonction sinus car-
dinal donne des résultats insatisfaisants visuellement, a cause des artéfacts de ringing qui



128 5. Modéle pour le redimensionnement

apparaissent. Il faudra donc, en pratique, renoncer a la propriété hiérarchique, ce qui est
fort dommage du point de vue théorique.

Dans la suite de cette these, on distinguera la réduction et l'agrandissement, et on
étudiera ces deux problemes séparément. Si o > 1, on a affaire a une réduction de facteur
a, et on notera R, , au lieu de 7, ~. Si o < 1, on parlera d’agrandissement de facteur 1/«
et on notera ‘Aé,‘r au lieu de 7, .

5.2.1 Considérations sur la fonction ¢

Dans toute la premiere partie de cette these, consacrée a la reconstruction, nous n’avons
pas fait d’hypothese sur la fonction ¢, que nous avons laissée comme parametre libre
du modele. De nombreux problemes, comme la rotation et la translation, se ramenent
au cas @ = 0. En regle générale cependant, ¢ est souvent inconnue en pratique, et le
redimensionnement, comme la reconstruction, ne peuvent alors pas étre effectués. Il faut
donc faire au préalable une hypothese vraisemblable sur la fonction ¢ ayant permis la
formation de I'image v dont on dispose.

Du point de vue physique, la réponse impulsionnelle d’un capteur ne peut étre que
positive. Cependant, comme le signal est généralement corrigé par un post-filtrage dis-
cret, le dispositif d’acquisition dans son ensemble peut avoir une réponse impulsionnelle
@ arbitraire. En ce qui concerne les appareils photos numériques, ¢(x) est la convolution
d’une fonction isotrope gaussienne englobant les distorsions optiques [193, 47], d'une fonc-
tion porte ]1]_17%[2 modélisant I'intégration lumineuse sur la surface d’un élément carré du
capteur CCD 2[243], et d'un post-filtre discret effectuant un réhaussement fréquentiel de
I'image. Cependant, chaque appareil photo a une réponse qui lui est propre, et I’estimation
de ¢ a partir de I'image v est tres difficile. Malgré cela, nous sommes assez peu sensibles
aux variations de ¢, et une estimation grossiere de cette fonction suffit.

La question qu’il faut en fait se poser est la suivante : si on maitrisait le processus
d’acquisition, quelle fonction $'¢ faudrait-il choisir, dans I'idéal ? Afin d’étudier I'influence
de tel ou tel choix de ¢4, il est possible de simuler une acquisition de la maniere suivante : on
part d'une image de grande taille vy, supposée acquise sur A ¢ avec une fonction d’analyse
P inconnue, et on la réduit N fois d’un facteur 2 a I'aide d’un filtre discret A symétrique,
pour obtenir

o= [lorh]L25h] 12 %R] 12 (5.11)
= [vg * h] [ 2, (5.12)

olt hy = hx[R]12%---x [h]12V7L Alors de

volk] = /R2 s(x)@o(k —x)dx  Vk € Z? (5.13)
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on déduit p
v[k]:/RZs(x)@(k—QiN)QZ—’; vk € 72, (5.14)
ol ¢ est définie par
_ oN = oN F oz LW T W
x) =2 I;Whjv[k]%(? x—k) «— @(w)zwo(ﬁ)gh(i). (5.15)

Pour N grand (N = 2 suffit en pratique), on peut donc faire ’approximation

Plw Hh 5) (5.16)

et ¢ est alors entierement caractérisée par le filtre h, que 'on appelle son filtre d’échelle
(refinement filter), tel que
D kez? )z *

~(2
22) keze P(K)z7H
@ vérifie alors la relation a deux échelles :

=2"> " h[K|p(2x — k). (5.18)

keZ?

H(z) = (5.17)

Ce type de relation est a la base de la théorie des ondelettes [149, 83].

On peut ainsi, par cette simple expérience de réduction, et en choisissant un certain
filtre h, simuler une acquisition avec la fonction d’analyse ¢ ayant h pour filtre d’échelle.
Par exemple, en prenant H(z) = (121 + 3 + 227") (322 + 5 + 123"), on peut simuler une
acquisition avec la fonction B-spline séparable de degré 1 :

Si on effectue la décimation sans préfiltrage, c’est-a-dire avec H(z) = 1, on simule une
acquisition avec ¢ = 9.

Apres de nombreux essais sur des images variées, nous avons abouti aux constatations
suivantes, par ailleurs bien connues :

e Si gé(w) n’est pas proche de 0 en dehors de la zone de Nyquist, il en résulte des effets
de moiré et des effets d’escaliers sur les contours obliques dans I'image, dus au repliement
de spectre (aliasing) lors de I’échantillonnage. Ces effets sont visibles sur la figure 5.3.

e Si p(w) n’est pas proche de 1 dans la zone de Nyquist, il en résulte un effet de flou
dans I'image.

e Sila transition de ¢(w) de 1 & 0 entre 'intérieur et 'extérieur de la zone de Nyquist
est trop brutale, il en résulte des oscillations dans toute 'image (effet dit de ringing),
comme le montre la figure 5.3 (c).
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Il faut donc trouver une fonction ¢'¢ qui offre un compromis entre les effets de flou, de
repliement de spectre, et d’oscillations, sachant que ces effets sont antagonistes, et que ’'on
ne peut pas les annuler tous les trois. Nous avons abouti empiriquement a la conclusion que
la fonction offrant le meilleur compromis, du point de vue de la qualité visuelle des images

générées, est | ¢'4(x) = v*(x) | la fonction spline cardinale cubique séparable (représentée

en 1D, ainsi que son spectre, sur la figure 2.5), que 1’on peut définir par :

~ 1 4sin(%) sin(3)
V(w) =57 2 1 .
(2 4+ 5 cos(wy))(5 + 5 cos(wz)) WiWs

(5.20)

Cette fonction vérifie une relation a deux échelles dyadique (5.18) avec le filtre d’échelle
H(z) = H(21)H(22), ol

=B+ )+ SR+ )+ B2+ 27N+
12 +22)+2

Wl

H(z) = (5.21)

Etant donnée une image v, il est difficile d’identifier la fonction ¢ caractérisant le dispo-
sitif d’acquisition qui ’a générée. Cependant, si I'image est de bonne qualité et ne présente
pas de défaut particulier (flou ou moiré excessif), on en déduit que @ est proche de 9. Par
conséquent, étant donnée une image naturelle de bonne qualité visuelle, on fera I’hypothese

quelle a été engendrée a partir du modele (5.2), avec | @ = +?|.

Le modele de redimensionnement que nous avons décrit dans cette section présente des
similarités avec celui proposé par Hussein Aly [16, 15]. Cet auteur distingue cependant le
dispositif d’acquisition ayant engendré v de celui générant 'image redimensionnée. Cette
sophistication permet de prendre en compte le cas ot I'image v a été générée avec un dispo-
sitif de réponse ¢ connue et différente de la réponse idéale ¢4, Nous ne faisons pas une telle
distinction, et pour nous, ¢ = ¢4, en 'absence d’éléments laissant supposer le contraire
dans I'image v. D’autre part, Aly formule le redimensionnement comme un probleme de
reconstruction : il cherche I'image redimensionnée qui, affichée sur un périphérique de ré-
ponse ¢ (typiquement, un écran CRT), donne une fonction fr proche de s. Cela 'ameéne
a faire une hypothese qu’il considere vraisemblable sur ¢ et & choisir P4 = g, la fonction
duale de p. On remarque que ce contexte est exactement celui que nous avons abordé a la
section 4.4 : la reconstruction d’une fonction de résolution différente de celle des mesures
v[k]. En ce qui nous concerne, nous préférons formuler le redimensionnement d’'une image
indépendamment de la maniere dont elle est visualisée. En pratique, les périphériques d’af-
fichage et d’impression sont optimisés et étalonnés pour donner de bons résultats a partir
d’images « types ». Il n’y a donc pas lieu de se demander comment préfiltrer une image
pour optimiser son rendu, a chaque fois qu’on 'affiche.
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F1G. 5.3 : En réduisant de facteur 2 le pantalon de Barbara et le cameraman par décimation
sans préfiltrage, le repliement de spectre se manifeste de maniere tres visible par du moiré
(a) et des effets d’escaliers sur les contours obliques (b). A I'opposé, la réduction de facteur
2 a l'aide du filtre sinus cardinal introduit de nombreuses oscillations se propageant dans
toute I'image a partir des contours (c).

5.3 Réduction d’images

La réduction d’une image consiste a diminuer le nombre de pixels qui la composent.
Dans le cas d'une réduction d’un facteur 2, I'image réduite contiendra ainsi quatre fois
moins de pixels que 'image initiale. Cela conduit a une disparition de structures contenues
dans I'image initiale et, si I'on n’y prend garde, a I'apparition de distorsions indésirables,
comme des effets de moiré ou de crénelage. La réduction est un processus avec pertes, et il
faudra s’efforcer de conserver le maximum de I'information contenue dans I'image initiale,
tout en maintenant une bonne qualité visuelle.

La méthode généralement employée pour réduire une image est décrite par les formules
(5.7) et (5.8) : 'image est filtrée puis échantillonnée sur le treillis d’arrivée (ce qui équivaut a
un filtrage discret suivi d’'une décimation dans la cas o « est entier). Cela revient a chercher
un processus de réduction linéaire et invariant par translation, ce qui est intuitif d’une
part, et conduit aux méthodes pratiques les plus simples d’autre part. Nous justifierons ce
procédé a l'aide de notre modele de redimensionnement dans la suite de cette section. Le
probléme se ramene donc au choix du filtre hq -

On remarque tout d’abord, comme le montre la figure 5.3, que I’absence de filtrage avant
le rééchantillonnage occasionne des artéfacts tres visibles dus au repliement de spectre. En
rééerivant (5.7) dans le domaine fréquentiel, on obtient

m(w) _ Z eI(w—i—Zﬂk,a‘r),ﬁ(%Qﬂk)ﬁa#(%m)‘ (5.22)
keZ?

Les fréquences au-dela du seuil de Nyquist = sont perdues lors de I’échantillonnage, et se re-
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plient spectralement sous forme de basses fréquences parasites, créant de fausses structures.
I1 faut donc a la fois supprimer ces répliques, et conserver intactes les basses fréquences. La
suppression de tout repliement de spectre est équivalente a la condition h(w) = 0 en dehors

de la bande | - T, 5[2 De plus, les distorsions du contenu fréquentiel conservé, typiquement

un effet de flou dit & une atténuation, sont évitées si et seulement si i(w) = 1 dans la bande

] — Z,Z[?. Ces deux contraintes définissent le filtre de réduction sinus cardinal :
B+ (%) ! s'nc(ﬂx) (5.23)
o,T = 55l - ) :
’ a? a

Bien que ce filtre n’entraine ni repliement de spectre, ni effet de flou dans I'image réduite,
des oscillations, visibles sur la figure 5.3 (c), apparaissent dans toute I'image. La réduction a
I’aide de la fonction sinus cardinal n’est donc pas satisfaisante et il faudra, pour atténuer le
ringing, choisir une fonction h, (x) dont le spectre présente une transition moins abrupte
au niveau de la frontiere de la région de Nyquist. Cela implique nécessairement la présence
d’un peu de flou et/ou de repliement de spectre dans I'image réduite. Il y a donc un
compromis a trouver entre les effets de flou, ringing, et aliasing, sachant qu’il est possible
d’en annuler deux parmi les trois, mais jamais les trois a la fois. Blanchet et coll. ont ainsi
proposé une classe de filtres ne présentant aucun aliasing, et paramétrée par un facteur de
compromis entre flou et ringing [30].

Notons que la réduction peut étre effectuée en domaine fréquentiel, en multipliant la
FFT de I'image par la réponse fréquentielle du filtre, avant de la tronquer a la taille voulue
et d’effectuer une FFT inverse. C’est généralement la stratégie adoptée pour la réduc-
tion avec le sinus cardinal, car son support infini et sa décroissance lente empéchent une
implémentation exacte dans le domaine spatial.

De nombreux auteurs ont proposé des filtres pour la réduction, que ce soit en domaine
spatial ou fréquentiel (filtres de Burt [48], de Meer,...). Nous renvoyons a [49] pour un
panorama de leurs propriétés.

Puisque la réduction est un processus ou une partie de I'information contenue dans
I'image initiale est perdue, une classe de méthodes de réduction proposées dans la littéra-
ture vise a minimiser cette perte d’information. On peut mentionner les deux approches
suivantes (on suppose que l'image initiale v a une résolution de 1/T).

e Unser et coll. associent implicitement a toute image un modele défini contintiment, par
interpolation spline. Le redimensionnement consiste alors a chercher I'image qui minimise
la perte au sens Lo, entre les modeles associés aux images initiale et redimensionnée [222,
223, 139]. Ainsi, la fonction spline fr(x) € Vr(5") interpolant I'image initiale est projetée
orthogonalement dans 'espace spline V,r(8"), ce qui fournit le modele f,r(x) dont les
échantillons f,r(aTk) sur le treillis Ayro forment I'image redimensionnée. On remarque
que cette méthode part d’une formalisation inverse du probléeme de réduction : on cherche
I'image réduite qui, interpolée, donne une fonction f,7 la plus proche possible de I'image
initiale, au travers de son modele fr. Cette approche ne repose pas sur un modele de
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l'opération de redimensionnement. De plus, la modélisation par interpolation spline (dont
le degré est un parametre libre) est arbitraire et criticable.

e Une seconde approche, dans le méme esprit, consiste a chercher I'image réduite a la
résolution 1/(aT") qui, interpolée, donne une fonction f.r € V,r(¢) la plus proche possible
de I'image initiale, au sens ¢ cette fois-ci [3]. On cherche donc la fonction f,7 minimisant
le critere des moindres carrés Y, | far(Tk) — v[k]|%. Il s’agit en fait d’un cas particulier
du probleme de modélisation que nous avons traité au chapitre 4 : on cherche le meilleur
modele pour I'image initiale, mais ayant la résolution de I'image réduite. Notons que cette
méthode ne vérifie pas la propriété de hiérarchie : deux réductions successives de facteur 2
ne sont pas équivalentes a une réduction de facteur 4. De plus, cette approche non plus n’est
pas cohérente avec notre modele de redimensionnement. Par contre, elle est pertinente si
le but est effectivement de minimiser la distorsion introduite par la réduction. On pense en
particulier a une application de compression d’images, reposant sur une réduction pour la
compression, et un agrandissement a la décompression, ce dernier étant fixé et s’effectuant
par interpolation. Cette problématique n’est pas 'objet de notre étude.

En fait, minimiser un critere de perte d’information revient a poser la réduction comme
un probleme pseudo-inverse de l'interpolation. Le modele que nous adoptons pour la ré-
duction ne vise pas le méme but : nous cherchons a d’obtenir une image réduite qui soit
réaliste et satisfaisante visuellement, c¢’est-a-dire proche de ce qu’aurait fourni un bon dis-
positif réel d’acquisition. Nous ne cherchons pas une image réduite qui, si on la ré-agrandit
ensuite de maniere connue, soit la plus proche possible de I'image initiale. Ce probleme
est différent du probleme de réduction proprement dit, puisqu’il faut alors optimiser le
processus de réduction en tenant compte de la méthode d’agrandissement. Ce n’est pas,
pour nous, I'objectif de la réduction en tant que telle, que nous abordons indépendamment
de tout a priori sur I'utilisation de I'image réduite.

Dans la suite de cette section, nous présentons de nouvelles méthodes linéaires de ré-
duction, que nous dérivons directement de notre modele de redimensionnement.

5.3.1 Réduction de facteur entier

Nous nous intéressons en premier lieu a la réduction de facteur « entier. Ce cas est le
plus simple, car la réduction se fait, de maniere linéaire, a I’aide d'un filtre discret (hq -[k]),
et il n’est pas nécessaire de disposer d'un filtre h, ~(x) défini continiment. On a alors

Ro+v = [v*ho ]| (5.24)

En utilisant le modele de formation de v (5.2), on peut écrire

Rerv k| = /R 5(%) Peq (k +Z ZTO - %) ((jTX)Q vk € 72, (5.25)
Peq(X) =0 D hor[kGlax —k — 7). (5.26)

keZ2
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1 1

0 1 | — 0 A
-1 0 1 -1 0 1

1 1

0 | | 0 Y&%I
-1 0 1 -1 0 1

(a) (b)

F1G. 5.4 : Les B-splines centrées 1D [("(t) vérifient toutes une relation a deux échelles
généralisée de facteur a = 2 : elles s’écrivent comme une somme pondérée des translatés

sur le treillis A1 de leurs a-contractées. En (a), le filtre d’échelle de 3 est h = [%, %, ],
111

1°27 1

T

avec T = %, alors qu’en (b), le filtre associé a 8! est h = | |, avec 7 = 0.

Par conséquent, on a exactement l'image réduite désirée (R,-v = R4 _v) si et seulement
si ¢ vérifie une relation a deux échelles généralisée :

p(x) =0’ Y horK|p(ax —k— 7). (5.27)

On a donc la propriété suivante :

Si ¢ vérifie une relation a deux échelles généralisée de facteur o entier et d’offset 7, on
peut effectuer la réduction R, de maniere parfaite d’apres notre modele, au moyen du
processus de filtrage décimation (5.24), avec pour filtre de réduction h, , le filtre d’échelle
de ¢.

Les B-splines et splines cardinales séparables vérifient toutes une relation a deux échelles
généralisée, et ce pour tout « entier. La figure 5.4 illustre cette propriété pour les B-splines
1D de degré 0 et 1. Notons que 7 = 0 pour les splines de degré impair, et 7 = (%, %)
pour les splines de degré pair. Une famille récente de splines, appelées les « a — 7 splines »
[38] (v et 7 n’ont pas la méme signification que dans ce document), si on les centre en 0,
vérifient aussi une relation a deux échelles généralisée pour tout « entier, avec un offset 7
qui les caractérise.

Ainsi, dans I'hypothese ot ¢ = 72 est la spline cardinale cubique, on peut effectuer la
réduction de facteur « entier et d’offset 7 = 0 a 'aide de son filtre d’échelle

1 .k 1 ) z 1 B3 (z)
haolk] = @73 (a) & hao = 2 bi * [(b?) 1] Ta «— Huo(z) = ?B{’(za)’

ou 'on définit pour tous entiers n > 1,m, le filtre B-spline discret (ou B-spline dilatée
discreéte)

(5.28)

b k] = ﬁ“(%) vk € Z, (5.29)
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ainsi que le filtre séparable 2D (b7, [k|)kez2 par produit tensoriel de (b [k])kez.
La réduction s’implémente alors efficacement en deux étapes :

1
Rao¥ = = [v* B3] La* (b3)71. (5.30)
Remarquons que (5.30) et (5.7) sont équivalentes, en posant dans (5.7)
1 X
h'a‘r == . 31
09 = 57(%) (5.31)

Enfin, on peut noter qu’on a, avec cette méthode de réduction, la propriété hiérarchique

Ral,O o 7—\)fag,O - Ralag,o \V/Oél, Qo € N\{O} (532)

Si maintenant on souhaite effectuer une réduction de facteur « et d’offset 7 sans que
@ ne vérifie une relation a deux échelles avec ces parametres, on ne peut plus trouver de
filtre h, r assurant R, v = Rfﬂ_v. On va donc plutot chercher le filtre qui, s’il n’annule
pas, du moins minimise, dans un cadre stochastique, I'erreur

erep = E{IRY v[K] — Ra,0[K] |} (5.33)

:5{ 2}, (5.34)

qui ne dépend ni de k, ni de 7, et ol on a posé

s(T(-+70)) * ¢ (ak)

~ 1 x+71 .
0(x) = 50(=——) = D har[Ki(x — k). (5.35)
kez?
En domaine de Fourier, on obtient :
1 1 . o W ~ ~ ~ w.T 2
ERED = (272 /R2 ﬁcs(f) P(w)ha,r(w) —<P(aw)€l< T dw (5.36)
1 .

ou nous définissons le noyau d’erreur fréquentiel de réduction entiére E(w) par

2

E(w) = [§(w)her(w) — plaw)e’ @™

(5.38)

e En utilisant ces formules, on peut trouver le filtre ¢ minimisant Uerreur eggp. En
effet, on peut écrire

1 1 w+ 21k 2
= E — ¢ (/———) |2 27k)|?
ERED (27r)2 /[0’27@2 TQC ( )“P(w—i— T )‘

N ~. 2
= har(w) = ()| + C(w) dw,
keZ?2

(5.39)
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FiG. 5.5 : Le probleme de réduction de facteur 2 d’offset O illustré dans le cas ou
o =1 1ip connaissant les moyennes dans les carrés solides de la fonction inconnue
s(x), on cherche les moyennes de s dans les carrés en pointillés. Ce cas est représentatif
de l'acquisition d’un signal a 'aide d'un capteur CCD idéal, dont chaque cellule réalise
I'intégration lumineuse sur sa surface carrée. Notons que les sites des treillis sont identifiés
aux centres des carrés.

ot C'(w) est un terme constant indépendant de h, -, et

Y her () (w4 2mk)* Ba(w + 2mk)) el )

hid (w) -
’ > kez %65 (w+7%7rk) [p(w + 27k)[?

(5.40)

e C(Ce filtre optimal dépendant de la densité spectrale de s, qui est généralement in-
connue, on peut adopter une approche similaire a celle que nous avons développée pour la
reconstruction : on cherche un filtre assurant une réduction de bonne qualité lorsque s a son
énergie localisée dans les basses fréquences, ce qui revient a dire que les basses fréquences
de R, v seront celles de Rfj,v. Autrement dit, on cherche h tel que E(w) soit le plus plat
possible a l'origine, c¢’est-a-dire

H{w,T)

A~

h(w) = gﬁ(aw)e

P(w)
avec N le plus grand possible. Remarquons aussi que cette derniere propriété équivaut a
la propriété de convergence

+O0([lw]™). (5.41)

erep = O(TY), T —0. (5.42)

Prenons 'exemple concret suivant, schématisé sur la figure 5.5 : ¢ = 3° est la fonction
porte, et on cherche a effectuer au mieux la réduction de facteur 2 et d’offset 0. Cherchons
un filtre h o séparable symétrique de taille 3, de la forme

Hao(z) = (a+b(z1 + 217")) (a + b(zo + 231)). (5.43)

Ses deux degrés de liberté a et b peuvent étre choisis pour que (5.41) soit vérifiée avec
N =4, puisque (5.41) se rameéne dans ce cas a

a+2b—bw? +0w') =1~ éw2+0(w4), (5.44)
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F1G. 5.6 : Noyau d’erreur de réduction /F(w) associé aux filtres hag = [£, 2, 1] (trait plein)
et hitce = [i, %, i] (pointillés) pour la réduction de facteur 2 d’offset 0, lorsque ¢ = 3°

(dans le cas 1D). Notre filtre est plus plat a 'origine que celui de Price et coll. [179], et
sera donc meilleur pour la réduction d’images.

d’ou l'on identifie a = %, b= é. On peut comparer ce filtre a celui proposé par Price et
coll. dans [179] pour résoudre le méme probleme. Les auteurs proposent de choisir le filtre
assurant R, v = Riij dans le cas particulier ott s € Vp(3°), c’est-a-dire est constante
par morceaux. On voit aisément d’apres la figure 5.5 que si s(x) est constante dans chaque
carré solide, on obtient ses moyennes dans les carrés pointillés en prenant le filtre

HES(@) = (5 -+ 7( 4 20) (5 + 3+ 25)). (5.45)

En comparant les noyaux d’erreur des deux filtres (figure 5.6), on voit que notre filtre est
meilleur que 5 au voisinage de l'origine.

Dans le cas ou ¢ est la spline cardinale cubique, plutot que de concevoir un filtre optimal
pour chaque 7, la méthode que nous conseillons pour la réduction de facteur entier a et
d’offset T consiste simplement a utiliser pour tout 7 la formule (5.7) avec la fonction spline
cardinale cubique dilatée donnée par (5.31). Cette méthode n’est optimale que pour 7 = 0,
mais elle donne entiere satisfaction en pratique. L’implémentation correspondante est la
suivante :

Rarv = cx(b7) 7, (5.46)

clk] = = o[l (k + TT_I). (5.47)
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5.3.2 Réduction de facteurs non entiers

Pour effectuer la réduction avec un facteur a non entier, et pour un offset 7 quelconque,
il faut disposer d’une fonction h, -(x), afin d’appliquer la formule (5.7). La réduction
consiste donc formellement a construire la fonction

Gorr(x) = > v[Klher(x — k), (5.48)
keZ?
avant de I’échantillonner :
Ro+v K| = gar(ak + 7). (5.49)

Notons qu’il n’y a aucune raison pour que hq » et g~ dépende de 7, puisque ce parametre
n’intervient que lors de ’échantillonnage de g, et pas dans sa définition.

Une premiere méthode pour choisir h, » consiste a étendre la méthode utilisée pour
les facteurs entiers en choisissant la fonction (5.31). Ce n’est pas une bonne idée : apres
dilatation, v® perd ses propriétés d’approximation. Par exemple, si v est un signal constant,
ga,+(x) n'est pas une fonction constante, et des oscillations néfastes apparaitront alors dans
I'image réduite.

La solution pratique que nous adoptons consiste a renormaliser localement la fonction
(3(=) afin de forcer la partition de I'unité dans 'implémentation (5.46),(5.47). On calcule

donc — .
+ =
k] = 2acz: !l ]f ( — ) : (5.50)
21622 g (k + T)
avant d’obtenir I'image réduite par le post-filtrage
Rarv =c* (b)) (5.51)

Notons que cette méthode est bien une généralisation de celle employée dans la situation ou
a est entier. En effet, puisque les B-splines vérifient la partition de I'unité, on a (uniquement
si «v est entier) :
> Bk+ TT_I) =a’ (5.52)
lez?
et (5.50) est alors équivalente a (5.47).

La figure 5.7 montre des images réduites avec notre méthode, pour différents facteurs et
offsets. De notre point de vue, la qualité de cette méthode est excellente. Le flou, I'aliasing
et le ringing sont tous les trois maitrisés. Ce compromis tres avantageux est a créditer aux
propriétés de la fonction spline cardinale cubique, proche du sinus cardinal, mais avec une
transition fréquentielle douce a la fréquence de Nyquist.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un nouveau formalisme pour le redimension-
nement : I'image redimensionnée doit étre la plus proche possible de celle qui aurait été
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produite par le dispositif d’acquisition ayant engendré I'image initiale, si la scene lumineuse
avait été contractée ou dilatée.

Cela nous a permis de proposer dans un premier temps des méthodes originales et
efficaces pour la réduction d’images de facteur entier, reposant sur la préservation asymp-
totique des basses fréquences. Nous avons aussi défini un noyau d’erreur de réduction,
permettant de visualiser a chaque fréquence l'erreur relative introduite par un filtre de
réduction donné.

Nous avons ensuite étendu notre méthode de réduction dans le cas général de facteurs
non entiers. Bien que I'optimalité théorique soit perdue, les images réduites sont, en pra-
tique, de tres bonne qualité. La formulation de solutions optimales dans le cas de facteurs
non entiers est une voie de développement qui reste a explorer.

Dans le chapitre suivant, nous allons appliquer notre formalisme au probleme de I’agran-
dissement d’images. Celui-ci est de nature différente de la réduction : au contraire de
cette derniere qui supprime de l'information pour obtenir une représentation plus gros-
siere, 'agrandissement nécessite 'ajout d’information dans les hautes fréquences, dont
I'extrapolation a partir de 'image initiale est la clé pour I'obtention d’images de bonne
qualité.
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(b) a =7, 7=1(0.0,0.0) (c¢) a=5,7=(0.0,00) (d) =093, 7=(0.8,0.8)

F1G. 5.7 : Image Barbara (a) réduite avec la fonction spline cardinale cubique, avec différents
facteurs et offsets. (Figure continuée sur la page suivante)
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(f) a =19, 7 = (0.2,0.2)
F1G. 5.7 : Suite.
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Chapitre 6

Agrandissement d’images

6.1 Introduction

E probleme de 'agrandissement occupe une place importante dans I'univers du traite-

ment d’images, car il est a la fois difficile et essentiel. L’essor des applications multimé-
dias implique en effet un besoin croissant en images et vidéos de grandes tailles et de bonne
qualité. Or, les dispositifs d’acquisition d’images ont des limites physiques, et les systemes
ayant une haute résolution ont une sensibilité moindre (la densité surfacique de photons
requs diminuant), et sont donc plus sujets aux problemes de bruit. En acquisition vidéo, la
vitesse de capture impose aussi une résolution limitée, et les caméras haute résolution sont
lourdes et encombrantes, sans parler de leur cout prohibitif. En imagerie satellitaire, ce
sont les perturbations de l'air et le mouvement du satellite qui imposent actuellement une
limite inférieure a la résolution d’environ 1pixel /60cm. De plus, les capacités de stockage et
les débits de transmission restent limités, et obligent a manipuler des images de résolution
plus faible que souhaité, souvent parce qu’elles ont été précédemment réduites en méme
temps que compressées.

L’agrandissement, qui vise a augmenter artificiellement la résolution d’une image, per-
met de pallier ces contraintes. L’augmentation de taille et de résolution des périphériques
d’affichage et d’'impression rendent I’agrandissement nécessaire, par exemple pour la conver-
sion de vidéos au format TV vers le format émergent TVHD, ou pour I'impression d’affiches
publicitaires de tres grande taille. L’agrandissement permet aussi de scruter une partie
d’image, afin de pouvoir analyser et comprendre le sens d'un détail, avec un confort visuel
et une acuité meilleurs. Les enjeux sont importants, en particulier dans le cas ol une image
médicale agrandie sert de support a un praticien pour le guider dans son diagnostic.

Le probleme de I'agrandissement est essentiellement mal posé : dans le but d’augmen-
ter la résolution d’une image, on ne peut en pratique qu’analyser I'information contenue
dans cette image, pour la synthétiser au mieux a une résolution supérieure. Il faut donc
interpréter les images a un niveau sémantique suffisant pour agrandir de maniere cohérente
et visuellement satisfaisante les contours des objets, qui sont porteurs de l'information
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géométrique, a laquelle nous sommes le plus sensibles.

6.1.1 Contexte de I’étude

L’agrandissement vise avant tout a obtenir une image agrandie de bonne qualité vi-
suelle. Etant donné que I'on ne dispose pas de référence avec laquelle comparer I'image
agrandie, I'estimation quantitative de la qualité d’une méthode d’agrandissement donnée
est problématique. L’évaluation de la qualité d’une image redimensionnée, et d’une image
en regle générale, est une tache tres difficile [239]. L’inspection visuelle reste en fin de
compte le meilleur juge de qualité.

Le probleme de 'agrandissement est tributaire de la nature de I'image initiale. On s’in-
téressera aux images naturelles non bruitées, c’est-a-dire aux images acquises a partir d’une
scéne lumineuse a 'aide d’'un dispositif d’acquisition linéaire, comme formalisé par (5.2).
Cela inclut certains types d’images médicales ou satellitaires, et pas seulement les photogra-
phies numériques. Au contraire, les images synthétiques ou les images de texte contiennent
des contours abrupts de nature particuliere, qui nécessitent des méthodes spécifiques. On
ne traitera pas de l'agrandissement de séquences vidéos, car dans ce domaine, la qualité
est déterminée par 'exploitation plus ou moins poussée de la redondance temporelle entre
images successives. Ce probleme est similaire au probleme d’agrandissement de plusieurs
images légerement translatées 1'une par rapport a ’autre, pour obtenir une seule image
agrandie fusionnant I'information de toutes les petites images. Dans ces situations, on ne
parle pas d’agrandissement mais de super-résolution [41]. La particularité de ce probleme
est qu’il existe une source d’information supplémentaire, provenant de la redondance spa-
tiale ou temporelle, que 1'on peut exploiter pour améliorer significativement la qualité des
images agrandies.

Les artéfacts les plus courants pouvant apparaitre dans les images agrandies sont les
suivants. Ce sont les mémes que ceux qui se manifestent apres la réduction, ou la formation
d’images : ils sont intrinseques a tout processus fournissant une image discrete.

e Apparition d’oscillations (ringing), au voisinage des contours. Un contour, dans le
domaine continu, n’est pas a bande limitée; par conséquent, en le représentant sur un
treillis discret, on tronque la partie hautes fréquences de son énergie, ce qui fait apparaitre
des oscillations dans I'image. Cet effet est tres visible sur la figure 6.1 (a), et dans une
moindre mesure sur la figure 6.1 (d).

e Effet de flou : si la méthode d’agrandissement ne crée pas de hautes fréquences et /ou
atténue le contenu fréquentiel de I'image initiale, un effet de flou global apparait. Le systeme
visuel humain est tres sensible au flou. Il préfere la présence de ringing, repliement de
spectre, ou bruit, plutot qu'un effet de flou. On peut voir cet effet sur la figure 6.1 (c).

e Repliement de spectre (aliasing) : cet effet se manifeste lorsque le signal qui a été
échantillonné pour former l'image contient de 1’énergie au-dela de la bande de Nyquist
associée au treillis de I'image. Ces hautes fréquences se « replient » sous forme de basses
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fréquences, et de fausses structures apparaissent dans 'image. Dans le cas de 'agrandis-
sement, cet effet apparait essentiellement sous forme d’un effet « d’escaliers » le long des
contours obliques, par exemple sur le pied de la caméra des figures 6.1 (b) et (c). Etant
localisé, de méme que le ringing, cet effet est moins génant que le flou, hormis dans le cas
extréme de l'interpolation au plus proche voisin (figure 6.1 (b)).

D’autres artéfacts peuvent apparaitre, ou étre renforcés, a cause de traitements faits
sur 'image, et non plus a cause de la nature discrete de I'image elle-méme. Les distorsions
les plus fréquentes sont la présence de bruit, d’effets de blocs dus a la compression JPEG,
ou d'un effet d’« a plat » (painting effect, clustering) si les contours sont bien rendus mais
que 'image est floue entre ceux-ci.

Jusqu’a maintenant, nous n’avons parlé que de signaux et images a une composante. En
pratique, on est plus souvent amené a manipuler des images couleur a trois composantes,
représentant I'intensité lumineuse dans les bandes centrées autour du rouge, vert, et bleu.
Le systeme visuel humain n’est pas sensible a ces informations de maniere uniforme, et
I'information de luminance, sorte de moyenne des trois composantes, est beaucoup plus
importante que 'information de chrominance, qui caractérise les différences d’amplitude
entre les trois canaux. Par conséquent, on s’attachera particulierement a l’agandissement
de l'information de luminance, ce qui rameéne le probleme a ’agrandissement des images
en niveaux de gris. L’agrandissement de la chrominance sera réalisé au moyen dune des
méthodes linéaires, simples et rapides, présentées a la section 6.2, la différence de qualité
occasionnée par ’emploi d’'une méthode plus complexe n’étant pas perceptible par un
observateur humain.

6.1.2 Objectifs et plan du chapitre

Le probleme de I'agrandissement, tel que nous I'avons formulé a la section 5.2, est le
suivant : étant donnée I'image initiale v acquise selon le modele (5.2), on cherche a estimer
I'image agrandie idéale Aijﬁv définie par

2
. - d
Aol = [ sGplkalr +m0) - )

2
T vk € Z°. (6.1)

Cette maniere de formuler 'objectif de ’agrandissement est nouvelle. Elle est générique,
puisque la fonction ¢ peut étre choisie arbitrairement, en fonction des connaissances a priori
dont on dispose. Ainsi, le probleme d’interpolation (¢ = ¢§) a une résolution supérieure
est un cas particulier d’agrandissement. Pour I'agrandissement des images naturelles, et
en I'absence de connaissances supplémentaires, nous faisons I'’hypothese, vraisemblable a
posteriori, que la réponse ¢ peut étre bien modélisée par la spline cardinale v3.

Ainsi, notre modele d’agrandissement differe de celui adopté par Aly [16, 13], qui cherche
I'image agrandie s’affichant le mieux sur un périphérique donné, de réponse impulsionnelle
@ connue. Il s’agit alors d’un probleme de reconstruction, que 1’on peut traiter en suivant
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les principes exposés dans la premiere partie de cette these. Pour nous, l'agrandissement
doit étre dissocié de 'affichage proprement dit, puisqu’on ne peut espérer avoir une image
agrandie ayant un rendu satisfaisant sur tous les périphériques d’affichage. Cependant, cet
ajustement peut étre réalisé apres coup au moyen d’un simple filtrage linéaire.

Dans ce chapitre, nous présentons d’abord dans la section 6.2 les méthodes linéaires
d’agrandissement existantes, ainsi que de nouvelles méthodes linéaires plus appropriées.
Ces méthodes sont globales, car I'image est traitée identiquement en tout point, et elles ne
tiennent donc pas compte des non-stationnarités des images. Or une image est composée
de zones homogenes, de textures, et de contours. Une méthode globale ne peut pas tirer
parti des spécificités de ces zones pour les agrandir de maniere appropriée.

Dans les sections 6.3 a 6.5, nous présentons un panorama des différentes classes de mé-
thodes non linéaires proposées dans la littérature. Nous verrons que les méthodes d’agran-
dissement les plus satisfaisantes sont basées sur un traitement approprié des contours.
Pour chaque méthode, les images servant d’illustration sont extraites de I’article donné en
référence, sauf mention contraire.

Enfin, dans la section 6.6, nous proposons une nouvelle méthode d’interpolation non
linéaire particulierement performante.

6.2 Meéthodes linéaires d’agrandissement

Si l'on impose au processus d’agrandissement d’étre linéaire et invariant par translation,
alors il existe une certaine fonction ¢ _(x) telle que

Auro k] =3 wiﬁf(g +r 1ol VkeZ2 (6.2)

1€72

Formellement, 'agrandissement est donc équivalent a reconstruire la fonction

9or(x) = D Kl (75— 70— K) (6.3
keZ?

avant de ’échantillonner sur le treillis A% a(rorr)- Notons quil n’y a pas de raison pour
que gl et go » dépendent de 7, puisque ce parametre n’intervient que dans la localisation
des échantillons. On note donc dans la suite ¢ et g,, pour indiquer que ces fonctions sont
indépendantes de 7.

On voit donc que 'on peut formuler 'agrandissement linéaire comme un probleme
de reconstruction, suivi d’un échantillonnage. La différence majeure est que 1'on cherche,
connaissant des mesures linéaires uniformes sur s, non pas s elle-méme, mais s * %—i@(%)

Dans le cas d'un facteur o entier, seules les valeurs ponctuelles h, - [k] = ¢29(% + 7)
entrent en compte dans le calcul (6.2). L’agrandissement linéaire et invariant par translation
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de facteur entier revient donc a définir le filtre d’agrandissement h, - [k]|, tel que :

Acrv K] =Y hork—olloll] Vk & Ay =[v]Ta*hes. (6.4)

1€72

Remarquons que I'agrandissement classique de facteur 2 au plus proche voisin, au moyen

du filtre [0, ;, %] correspond pour nous a un offset 7 = (—i, ——) Si on compare 'image
agrandie avec ce filtre & celle agrandie bilinéairement avec le filtre [2 T ;, 4]2 (offset 7 = 0),

en les affichant sur le méme treillis, on observera que la premiere image est translatée d’un
demi-pixel vers la droite et le haut par rapport a la seconde. C’est pourquoi il faut toujours
garder a l'esprit le treillis sur lequel est localisée une image. En particulier, calculer une
distance PSNR entre une image traitée et une image de référence n’a de sens que si elles
sont définies sur le méme treillis.

6.2.1 Interpolation

La méthode usuelle pour effectuer I’agrandissement d’une image consiste a utiliser une
méthode linéaire d’interpolation. Cela correspond a considérer, dans nos notations, que
@ = 0. Ce modele n’est pas correct : les systemes d’acquisition n’effectuent pas un échan-
tillonnage idéal sur la sceéne lumineuse s, et si cela était le cas, les images seraient polluées
par des artéfacts de repliement de spectre, puisque la scéne s n’est pas a bande limitée.
On en déduit a posterior: que la fonction gé(x) réalise une forte atténuation en dehors de
la bande de Nyquist.

L’autre situation qui puisse justifier un agrandissement par interpolation est le cas
P(x) = sinc(mx). La aussi, ce modele n’est pas réaliste, car alors les images seraient conta-
minées par de nombreuses oscillations. ¢ présente donc aussi une atténuation a l'intérieur
de la zone de Nyquist. Par conséquent, I’agrandissement devra corriger dans une certaine
mesure cette atténuation, par un réhaussement du contenu fréquentiel de I'image initiale.
Les méthodes d’interpolation, linéaires ou non, ne peuvent que reconstruire la fonction
dont les échantillons forment 'image v, c¢’est-a-dire s * 112<ﬁ( _). Or l'image agrandie que
I'on cherche consiste en des échantillons de la fonction s * T2<p( ). Il y a donc un pro-
bleme de déconvolution derriére celui de agrandissement.

En fait, le paradigme sous-jacent au choix habituel de ¢ est la théorie de 1’échantillon-
nage de Whittaker et Shannon, qui stipule qu'un signal continu peut étre parfaitement
reconstruit a partir de ses échantillons, si toutefois il a été échantillonné a une fréquence
au moins deux fois supérieure a sa plus haute fréquence (fréquence de Nyquist). Ainsi, si
s est a bande limitée dans ] T, 7 et que ¢ = 6, I'agrandissement revient a effectuer la
reconstruction de s, car s* 7 gp( T 1) = s. Cette reconstruction peut étre réalisée exactement,
au moyen de la fonction sinus cardinal ¢¢4(x) = sinc(7x).

Bien que le choix de cette fonction parte d’un principe louable de conservation du

contenu fréquentiel de 'image initiale, il repose sur un modele erroné. La scene lumineuse
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F1a. 6.1 : Agrandissement x4 par interpolation (a) sinus cardinal (b) au plus proche (c)
bilinéaire (d) spline cubique, d'une portion de I'image Camera.

a, certes, son énergie concentrée dans les basses fréquences, mais celle-ci ne s’annule pas en
dehors d’une bande fréquentielle donnée. L’énergie dans les hautes fréquences correspond
essentiellement a la présence de contours, qui sont localisés spatialement de maniere pré-
cise. La non reconstruction de hautes fréquences entraine donc un rendu insatisfaisant des
contours, avec une transition transverse apparaissant floue.

Malgré ces objections, l'interpolation sinus cardinal est toujours présentée comme une
méthode « idéale ». Si elle n’est pas utilisée, c’est parce que d’une part son implémentation
n’est pas aisée, le sinus cardinal ayant un support infini, et d’autre part elle entraine un
effet de ringing tres important (voir figure 6.1 (a)). Les méthodes usuelles consistent donc
a choisir ¢ interpolante (et indépendante de «), dans le but d’approcher la fonction sinus
cardinal. Les fonctions classiques sont celles dont on a discuté a la section 2.3.1 : interpo-
lation au plus proche voisin et bilinéaire avec % = 3% et 3! respectivement, interpolation
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bicubique avec la fonction de Keys (2.24), et interpolation spline cubique avec p® = 3,
la spline cardinale cubique. Dans ce dernier cas, on a une étape de préfiltrage, suivie de la
reconstruction avec la B-spline cubique :

9er(x) = Y elldp(Z — o — k). (6.5)
€= Py * U, (6.6)

en prenant ¢ = (33 et le préfiltre d’interpolation p, = pine. Ainsi, l'interpolation spline de
degré n de facteur a entier et d’offset 0 s’implémente simplement par

c=uvx (") puis Asov = [v]Ta*b", (6.7)
ou b est la B-spline dilatée discrete définie par (5.29).

La figure 6.1 montre un exemple d’image agrandie avec les méthodes d’interpolation
usuelles. Bien que l'effet de flou soit contenu avec l'interpolation spline cubique et sinus
cardinal, toutes les méthodes, hormis cette derniere, sont sujettes au repliement de spectre
qui, bien que faible dans I’absolu, prend la forme d'un effet de crénelage particulierement
génant le long des contours. L’interpolation sinus cardinal, qui ne présente ni flou, ni
aliasing, paye ses propriétés par l'introduction d’oscillations nuisibles. Aucune fonction
interpolante n’offre donc un compromis satisfaisant.

6.2.2 Agrandissement de facteur entier sous contrainte de réduc-
tion

Placons-nous temporairement dans le cas ou le facteur d’agrandissement « est entier.
Faisons aussi I’hypothese que ¢ vérifie une relation a deux échelles généralisée avec le filtre
iLa,_m— (propriété définie par (5.27)). Notons que 1'on désignera dans la suite par h un filtre
associé au processus de réduction, et par h un filtre intervenant dans I’agrandissement.

Nous avons vu au chapitre précédent que 1'on pouvait alors effectuer la réduction de
facteur a et d’offset —a7T de maniere exacte, dans le cadre de notre modele de redimen-
sionnement :

R = [ ho_ar] o (6.8)
De plus, d’apres notre modele,
Riﬂ_m o AiiT =17, (6.9)

ol T est I'identité. Par conséquent, I'image agrandie 34 = Afj,v que l'on souhaite estimer
vérifie la propriété :
Rz‘i_myid =v & [y« ho —ar| Lo = . (6.10)
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Autrement dit, 'image agrandie que 1’on cherche redonne I’image initiale v lors-
qu’on la réduit. Nous dirons qu’une image agrandie pour laquelle cette propriété est
satisfaite vérifie la contrainte de réduction.

Il parait donc judicieux de chercher une méthode d’agrandissement A, , vérifiant la
contrainte de réduction. Cette contrainte se substitue alors a la contrainte d’interpolation,
qui n’est pas conforme a notre modele. En fait, la contrainte d’interpolation est la contrainte
de réduction avec le filtre trivial fza,_m. = 0, qui n’est clairement pas un bon filtre de
réduction, a cause de l'aliasing introduit (voir figure 5.3).

De nombreux auteurs ont cherché des méthodes d’agrandissement non linéaires véri-
fiant la contrainte de réduction [194, 92, 179, 9, 180, 215, 26]. Plutot que d’agrandissement
sous contrainte de réduction, certains auteurs parlent d’agrandissement linéairement ré-
versible [112, 148, 28]. Tous ces auteurs s’appuient cependant sur des modeles de formation
simplistes, ot ¢ est généralement la fonction indicatrice 1I;_ 1. Cela revient a considérer

comme filtre de réduction de facteur 2 et d’offset 1/2 le filtre moyenneur [3, 1,0]. Dans le
prochain chapitre, nous montrerons comment effectuer I’agrandissement de maniere non

linéaire, tout en vérifiant exactement la contrainte de réduction avec un filtre arbitraire.

Dans cette section, nous nous intéressons aux méthodes d’agrandissement linéaires
et invariantes par translation, ce qui nous ramene a trouver le filtre d’agrandissement
(ha.rk])kezz dans I'équation (6.4). Alors, la contrainte de réduction s’écrit

[[v] Tas* hgr* fza,_m. = U] la (6.11)
& [har * ha—ar] Lo = 6. (6.12)

Lorsque cette derniere condition est vérifiée, ont dit que les filtres h, » et izm_m sont des
partenaires biorthogonauz de facteur a [228]. Remarquons que l'on effectue un agrandisse-
ment par interpolation lorsque le filtre A, , est interpolant :

1 sike€aZ?
hav"'[k] - { 0 sinon ) (613)

ce qui revient exactement a dire que h, ~ est biorthogonal a .

On peut maintenant trouver ’équivalent de I'interpolation spline, vérifiant la contrainte

de réduction. Il suffit pour cela de remplacer le préfiltre d’interpolation (b7)~" dans (6.7)
par

¢ =0 (b % haolla) ™" (6.14)

Par exemple, dans le cas de la réduction spline cubique donnée par (5.30), qui nous sert
de référence pour la réduction, 'agrandissement spline cubique vérifiant la contrainte de
réduction s’obtient par

c=uvx* ([b} %3] la)_l x b} puis A, ov = [v]Ta*b3. (6.15)
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F1G. 6.2 : Agrandissement x4 spline cubique. (a) : par interpolation. (b) : sous contrainte
de réduction.

La figure 6.2 illustre le résultat obtenu. On voit que par rapport a l'interpolation spline
cubique, 'image est moins floue, mais les effets de ringing et aliasing sont renforcés. L’ab-
sence de hautes fréquences se fait donc encore plus cruellement sentir que dans le cas de
I'interpolation. Cependant, le contraste global est meilleur, car en accord avec notre mo-
dele. On retiendra que les méthodes linéaires vérifiant la contrainte de réduction ne donnent
pas des résultats visuellement plus satisfaisants que ceux obtenus par interpolation.

6.2.3 Agrandissement asymptotiquement optimal

Puisque I'agrandissement linéaire peut étre vu comme un probleme de reconstruction
d’une fonction g, - suivi d'un échantillonnage, comme rappelé par (6.2) et (6.2), on peut,
au lieu de s’intéresser directement au critere d’erreur || Ay v — A9 _v||,, définir g, - comme
la fonction minimisant le critere suivant :

eac(9) = llg = 5llL., (6.16)

ou 'on définit §, la fonction que 'on cherche a approcher, par
- a? L O F 2 ~ 2, T
§=5% ﬁcp(T) — S(w) = s(w)gp(a w). (6.17)

Nous substituons donc a l'erreur discrete sur 'image agrandie, 'erreur, avant échan-
tillonnage, entre la fonction reconstruite et ce qu’elle devrait étre dans 1'idéal. Puisque 1'on
est maintenant confronté a un probleme de reconstruction, on peut utiliser le formalisme
adopté a la section 2.4.3, afin d’analyser I'erreur 5. On remarque d’abord que les échan-
tillons v[k], qui sont des mesures sur s, peuvent aussi étre interprétés comme des mesures
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sur §
) 1 w + 27k . 1 < w + 21k 5(w + 27k

v(<...:):—223(7T7T ) >g0(w+27rk):ﬁ23(7Tﬂ )e 7¢£ w+2ﬂ71: )
kez2 kez? ‘P( )

(6.18)

On peut donc raisonner sur s pour exprimer ’erreur d’approximation, au moyen du noyau
d’erreur fréquentiel de la section 2.4.3 : pour une fonction g reconstruite linéairement selon
le procédé décrit par (6.5), (6.6), on a

cxclo)? = o [ P [1 iy e S e | a
+ o(T?) (6.19)
- o7 /R 8(@) PE(Tw) deo + o(T?), (6.20)

ou L est l'ordre d’approximation de ¢, et ou l'on définit le noyau d’erreur fréquentiel
d’agrandissement :

) - (1 2 DR )
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Emm( )

~

Pa(w) (6.21)
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En utilisant ce noyau d’erreur, nous pouvons suivre la méthodologie adoptée a la section
2.5 : on fixe ¢, et on choisit le préfiltre p, afin que l'erreur e, ait la décroissance la plus
rapide possible lorsque T' tend vers 0. Ainsi, 'agrandissement sera le meilleur possible
pour le contenu basses fréquences de s. Notons Pr- la projection orthogonale dans I'espace
Vr (). On cherche donc p,, tel que

[9am = 3llis ~ llg = Prélles, T —0 (6.22)

& E(w) ~ Epin(w), w—0 (6.23)

& B(w) = Bupn(w) + O(|w]**2) (6.24)

o falw) = ZPE) L o), (6.25)
o(w)

[Mlustrons notre approche, en cherchant tout d’abord un filtre inverse symétrique sépa-
rable de taille 5 x 5 pour I'agrandissement spline cubique. p,, ¢ et ¢ étant séparables, on
peut se ramener a des calculs 1D. On cherche donc un filtre de la forme

1

P.(2) = 6.26
2) a+b(z+z71) 4+ (22 + 272) (6.26)
Le développement de Taylor (6.25) nous donne alors directement
78a* +1 320t — 1 1—2a*
a” + _ D2¢ B « (6.27)

T 1200t 0 T T180af T ¢ 7200
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F1G. 6.3 : Noyaux d’erreur d’agrandissement, en fixant ¢ = 3 dans le modele d’acquisition.
en rouge : \/ Fuin(w); en vert : \/Ei(w) associé a 'agrandissement par interpolation ; en
bleu : y/E(w) associé a nos nouveaux préfiltres.

Si maintenant on cherche un filtre inverse de taille 3 pour ’agrandissement spline linéaire,

on obtient le préfiltre
1

TG

P,(2) (6.28)
qui ne dépend pas de «, et qui se trouve étre le méme filtre que le préfiltre de quasi-
interpolation présenté a la section 2.5.1.

Nous avons tracé sur la figure 6.3 les noyaux d’erreur pour une reconstruction spline
de degré 1 et 3, et pour deux facteurs d’agrandissement différents. Les noyaux d’erreur
montrent que l'erreur d’approximation est due en grande partie au fait que le contenu fré-
quentiel créé dans la bande [, 7]? de I'image agrandie est tres faible. On voit que les deux
filtres que nous proposons sont meilleurs, et ce a toutes les fréquences, que les préfiltres
d’interpolation. Cependant, le choix du préfiltre joue peu, au sens ou le noyau E est proche
dans tous les cas de sa borne inférieure F,;,. On constate donc que les méthodes d’agran-
dissement linéaires sont intrinsequement limitées. Visuellement, les préfiltres asymptoti-
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quement optimaux conduisent a des images tres similaires a celles vérifiant la contrainte
de réduction : l'effet de flou est réduit par rapport a l'interpolation, mais 1’aliasing et le
ringing sont renforcés.

Dans la suite de ce chapitre, nous nous tournons vers les méthodes d’agrandissement
non linéaires présentées dans la littérature, dans le but de pallier le défaut des méthodes
linéaires que constitue ’absence de création significative de contenu hautes fréquences,
pourtant requis pour un rendu visuel satisfaisant des contours.

6.3 Agrandissement régularisé

Les méthodes visant a minimiser un certain critere, sous contrainte d’interpolation ou
sous contrainte de réduction, forment une classe importante en agrandissement d’images.
Ces méthodes partent d'un principe de parcimonie selon lequel une image lisse, au sens
d’'une certaine fonctionnelle énergétique, est plus vraisemblable qu'une image chaotique.
Puisque le probleme de I'agrandissement est un probleme mal posé, la régularisation est
une solution pour rendre la solution unique et bien définie. En assouplissant le probleme
de minimisation sous contrainte & I’aide d’un parametre lagrangien (afin de tenir compte
de la présence de bruit dans 'image v, ou a cause d’une incertitude ou inexactitude sur le
modele de réduction), on obtient la formulation générale suivante :

Ap v = argmin ||Ry —ar t — v||§2 + ACu, (6.29)
u€la(Z?)

pour une méthode de réduction R, _or fixée a priori. Les méthodes interpolantes, dans le
cas « entier, reviennent a choisir R, ov = [v] | a. La quasi-totalité des auteurs formulent
'attache aux données comme la contrainte d’interpolation (par exemple [125, 161, 160]), ou
comme la contrainte de réduction avec le filtre [%, %, 0]?, dans le cas a = 2,7 = (—i, —i),
en partant d’'un modele d’acquisition simpliste avec ¢ = ]l[_%7 12 (par exemple [194, 8]).
Ces deux modeles ne sont pas réalistes, et les résultats ne sont donc pas satisfaisants : en
particulier, les méthodes d’interpolation donnent des textures (quand ce ne sont pas aussi
des contours) floues. Notons aussi que ces deux formes d’attache aux données sont les plus
simples, car elles amenent des contraintes sur les pixels agrandis orthogonales entre elles.
La plupart des méthodes ne peuvent donc pas étre généralisées a des filtres de réduction
quelconques. De plus, toutes ces méthodes sont aussi limitées a des facteurs de réduction
entiers (la plupart des auteurs ne s’intéressant d’ailleurs qu’au cas o = 2). A notre connais-
sance, le seul auteur formulant I’agrandissement comme un probleme de régularisation avec
un modele de réduction générique, utilisé en pratique avec un filtre déduit d’un formalisme
rigoureux, est Hussein Aly [16, 15, 14].

Si le critere C est quadratique, on retombe sur les méthodes linéaires de la section précé-
dente, dont on connait les limites. Une étude systématique des criteres quadratiques présen-
tant de bonnes propriétés, comme 'invariance par rotation, a été menée dans [136, 137]. On
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retrouve des criteres basés sur les semi-normes de Duchon. D’autres criteres quadratiques,
et leur mise en ceuvre numérique, ont été étudiés dans [127].

Le choix d’un critere non quadratique ouvre des possibilités beaucoup plus vastes pour
améliorer la qualité visuelle de 'image agrandie. La solution du probleme de minimisation
ne dépend alors plus linéairement des données. On ne dispose généralement pour calculer
I'image agrandie solution, que de méthodes itératives de descente de gradient, qui sont
lentes, peuvent présenter des problemes de stabilité et de convergence, et sont sensibles a
la condition initiale. De plus, I'attache aux données peut étre difficile a intégrer dans le
schéma numérique sans en dégrader les propriétés théoriques.

6.3.1 Reégularisation variationnelle

Plusieurs auteurs ont proposé de minimiser la variation totale de 'image agrandie, sous
contrainte d’interpolation. La variation totale d’une fonction g s’exprime dans le domaine
continu, comme l'intégrale du module du gradient :

/R2 Vg(x)|dx = /Rz \/(579)2 + (59—52)2dx (6.30)

L’introduction de la variation totale comme mesure de régularité est due a Rudin et coll.

[191], pour le débruitage des images. Elle a ensuite été relaxée et étudiée par Chambolle
et Lions [56], puis adaptée pour 'interpolation d’images par Guichard et Malgouyres [112,
147, 148]. Almansa propose aussi une approche originale pour la restauration d’images
floues et bruitées, basée sur la minimisation de la variation totale combinée avec un filtre
de Wiener sur un domaine fréquentiel adapté au signal [10, 11].

Perceptuellement, nous sommes plus sensibles a des oscillations dans les zones uniformes
que dans les zones texturées, mais la minimisation de la variation totale ne prend pas
en compte ce phénomene. C’est pourquoi Moisan [159] propose de pondérer la variation
totale par une fonction poids dépendant de I'inverse du module du gradient. Cela permet
d’outrepasser l'inconvénient principal des méthodes a base de variation totale, dont la
solution tend a étre constante par morceaux avec des transitions franches, ce qui donne un
effet d’« a plat » désagréable.

D’autres variantes du critere de variation totale ont été proposées, utilisant généra-
lement le lien qui existe entre ce critere et la minimisation de la courbure des lignes de
niveaux (level sets). Par exemple, la méthode proposée par Morse et coll. [160, 161] (voir
figure 6.4) utilise une premiere estimation de I'image agrandie, qui est ensuite régularisée
afin de supprimer les oscillations le long des lignes de niveaux, au moyen d’un lissage le long
de celles-ci. Une autre méthode, dont la mise en ceuvre n’est pas itérative, a été proposée
par Jiang et coll. [125]. La discrétisation du probleme conduit a une formule d’interpolation
non linéaire assez simple. Les auteurs revendiquent des résultats aussi bons que ceux ob-
tenus par les méthodes itératives [160, 161] pour une complexité algorithmique nettement
réduite. Cependant, nous n’avons pas été en mesure de reproduire ces résultats.
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Interpolation par duplication Interpolation bicubique  Méthode de Morse et coll.

F1G. 6.4 : Illustration de la méthode d’agrandissement de Morse et coll. [160].

Généralement, le critere variationnel est formulé dans le domaine continu, et porte for-
mellement sur la fonction dont les valeurs ponctuelles sur le treillis Ag,a@_0 +r) formeront
I'image agrandie. La minimisation analytique du critere n’est généralement pas accessible.
La mise en ceuvre pratique consiste donc a discrétiser le critere sur le treillis (en approchant
les quantités différentielles par des différences finies), afin de faire porter le probleme di-
rectement sur les valeurs de I'image agrandie. L.’image agrandie n’est donc qu’une solution
approximative du probleme posé dans le domaine continu. Il y aussi souvent un amalgame
entre la fonction (g, dans nos notations) interpolant I'image agrandie, sur laquelle porte le
probleme, et la scene s : la contrainte de réduction est assimilée, a tort, a la contrainte de
consistance, autrement dit, 'agrandissement est formalisé comme un probléme de recons-
truction suivi d'un simple échantillonnage (par exemple dans [148]).

Un autre moyen de formuler 'agrandissement régularisé est d’utiliser des équations
aux dérivées partielles (EDPs). Un panorama de leurs applications en traitement d’image
est présenté dans [113]. Leur utilisation en agrandissement d’images a émergé récemment
[54]. Plutot que de chercher I'image minimisant un certain critere, la solution est formulée
comme la solution d’une EDP, sous contrainte de réduction. On peut par exemple chercher
une fonction de classe C? dont le Laplacien est nul : Ag = 0. Une telle fonction minimise
Pintégrale de Dirichlet [o,|Vg(x,y)[*dzdy. Ainsi, pour certains problemes de minimisa-
tion d'un critére, on peut trouver une EDP équivalente. Généralement, celle-ci n’a pas
de solution analytique. Le probleme est donc transformé en introduisant un parametre ¢
supplémentaire, le temps, et on s’intéresse a la fonction g(x,t) dont I’évolution au cours
du temps est décrite par 'EDP, par exemple % = A(g). La solution du probleme est alors
définie comme la fonction stationnaire obtenue apres un temps infini. L'utilisation d’EDPs
fournit donc un formalisme puissant et esthétique pour I'utilisation de méthodes itératives
régularisant une image agrandie initiale : le caractere itératif de la mise en ceuvre n’est plus
ad hoc, mais résulte du formalisme adopté. Le travail de Belahmidi et coll. [28] est un bon
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Int. au plus proche Int. x4 spline cubique Méthode [112] Méthode [28]

F1c. 6.5 : Illustration de la méthode d’agrandissement de Belahmidi et coll. [28].

exemple de ce type de méthodes. Cet auteur utilise une EDP issue du travail pionnier de
Perona et Malik [174]. Il obtient ainsi de meilleurs résultats que ceux reportés dans [194]
et [112].

Nous renvoyons a la these de Hussein Aly [16] pour un panorama des méthodes d’agran-
dissement par régularisation variationnelle. Cet auteur propose une méthode basée sur la
variation totale, avec une contrainte de réduction formulée précisément [14]. Il obtient ainsi
des images moins floues que celles issues des méthodes variationnelles classiques (voir figure

6.6).

6.3.2 Autres méthodes de régularisation

Une des premieres méthodes d’agrandissement par régularisation, proposée par Schultz
et Stevenson [194], repose sur un formalisme statistique. L’image agrandie est modélisée
par un champ de Markov, et définie comme la solution d'un probleme de minimisation
impliquant un critere qui dépend localement de la présence ou non d’un contour. Il a été
souligné dans [28] que les propriétés de cette méthode ne sont pas clairement identifiables,
et que I'énergie est difficile a minimiser car la descente de gradient est instable.

En s’appuyant sur la théorie de 1’optimal recovery et ses propriétés d’optimalité mini-
max, Muresan a proposé la méthode AQua [167], qui construit I'image agrandie minimisant
localement un critere quadratique, celui-ci étant appris dans une voisinage centré en chaque
point de I'image initiale [167]. Une variante (AQua2), plus simple et plus rapide, a récem-
ment été proposée [166]. Comme le montre la figure 6.7, la méthode AQua2 est particulie-
rement efficace pour fournir des images dépourvues d’effets d’escaliers le long des contours
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Interp. x5 spline cubique Méthode de Mal. et coll. [147]  Méthode de Aly et coll.

F1c. 6.6 : Illustration de la méthode d’agrandissement de Aly et coll. [14].

obliques, mais il s’agit d’'une méthode d’interpolation, et les contours apparaissent flous
malgré tout. De plus, un effet désagréable de moutonnement apparait dans les textures.

6.4 Agrandissement par extrapolation

L’agrandissement sous contrainte de réduction est un probleme inverse mal posé. Pour
une image v de taille N? & agrandir de facteur a, on cherche (aN)? nouvelles valeurs de
pixels, étant données N? contraintes linéaires sur ceux-ci. La contrainte de réduction porte
plutot sur le contenu basses fréquences de I'image agrandie, alors que les fréquences au-
dela de la fréquence de Nyquist associée a v ne sont presque pas contraintes. Plutot que
de mettre a zéro la partie hautes fréquences, comme le font les méthodes linéaires, on peut
chercher a extrapoler a la résolution de 'image agrandie les fréquences nécessaires a la
synthese des structures géométriques détectées dans 1'image initiale.

En remarquant que dans la pyramide Laplacienne [48] d’une image, des structures ap-
paraissent a tous les niveaux de la pyramide, on peut chercher comment ces structures
sont reliées a travers les niveaux, afin d’extrapoler un niveau de pyramide supplémentaire.
Celui-ci est sensé contenir les détails manquants lorsqu’on agrandit v par une méthode li-
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Fi1c. 6.7 : Hlustration, sur une partie du pantalon de Barbara, des méthodes d’inter-
polation AQua et AQua2 de Muresan et coll. [167]. L’image du milieu a été obte-
nue a l'adresse http://dsplab.ece.cornell.edu/papers/results/orinterp/zipped/
et l'image de droite générée a l'aide du logiciel libre Pictura disponible a l'adresse
http://www.dmmd.net/products/pictura_downloads.htm

néaire d’agrandissement, et sera donc ajouté a une premiere image agrandie linéairement a
partir de v. La méthode de Greenspan et coll. [108] repose sur cette idée, mais le caractere
non linéaire de la dépendance entre les niveaux rend difficile ’extrapolation, en particu-
lier & cause des problemes de signe des coefficients. La méthode de Freeman et coll. [102]
consiste aussi a chercher cette image de différence qui doit étre ajoutée a 'image agrandie
par interpolation spline cubique, pour obtenir une image agrandie avec des détails nets.
La méthode repose sur un apprentissage a partir duquel un dictionnaire de blocs d’images
est constitué, avec pour chaque bloc, le bloc de différence appareillé a ajouter dans 'image
agrandie. LL'image a agrandir est ensuite décomposée en blocs, qui sont comparés a ceux du
dictionnaire pour former 'image de différence adéquate. On peut objecter que les détails
haute résolution pertinents dans une image ne sont pas forcément les mémes pour une autre
image ayant localement une structure similaire a la résolution de I'image initiale. On peut
voir sur les exemples de la figure 6.8 que les contours dans I'image agrandie obtenue sont
francs, mais pas droits, et I'image est polluée par de nombreux artéfacts prenant la forme
de mini structures courbées, donnant un aspect de moutonnement artificiel déplaisant a
I'image agrandie.

La plupart des méthodes d’extrapolation se placent dans le domaine de la transformée
en ondelettes, et posent le probleme de 'agrandissement comme celui de I'extrapolation
des coefficients d’ondelettes a la résolution de 'image agrandie. Nous verrons au chapitre
7 que ce formalisme est rigoureux, si les filtres associés a la transformée sont choisis de
maniere adéquate.

Une premiere possibilité pour extrapoler les coefficients d’ondelettes est de s’intéres-
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Interpolation par duplication Interpolation spline cubique Méthode de Freeman[102]

F1G. 6.8 : Illustration de la méthode d’extrapolation de Freeman et coll. [102].

ser a leur évolution a travers les résolutions. En effet, comme montré par plusieurs auteurs
[150][79], les maxima d’amplitude des coefficients d’ondelettes qui correspondent a des tran-
sitions franches dans I'image, susceptibles d’étre des contours, ont une certaine régularité
(appelée Holderienne ou Lipschitzienne) que l'on peut caractériser. La méthode proposée
dans [58, 57] utilise cette propriété d’évolution des maxima locaux avec une transformée en
ondelette non décimée, ce qui rend ’approche similaire a celles basées sur une pyramide de
différences. Des méthodes d’extrapolation basées sur la transformée en ondelettes décimée,
utilisant la régularité de Holder, sont proposées dans [131, 132] et [140]. Malheureusement,
avec la transformée décimée, la loi d’évolution des coefficients a travers les échelles n’est
plus vérifiée.

Nicolier et coll. [168] utilisent, quant & eux, une propriété portant sur les passages par
zéro (zero-crossings) de la transformée en ondelettes, plutdt que les maxima des coefficients.
Dans [130], des arbres de Markov cachés sont utilisés pour modéliser la dépendance des
coefficients a trouver. Dans [249], les contours sont détectés dans I'image initiale et un
modele de contour idéal paramétrique (amplitude, angle. .. ) est appliqué sur chacun, pour
en déduire les coefficients d’ondelettes appropriés a la synthese du contour dans I'image
agrandie.

Les méthodes a base d’extrapolation explicites de coefficients d’ondelettes ne donnent
pas de résultats probants. Méme si 'on peut prédire 'amplitude des coefficients a extrapo-
ler, il n’en va pas de méme de leur signe. Enfin, la théorie valide en 1D s’étend difficilement
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Interpolation x4 bicubique Méthode de Yu et coll. [248]

Fi1G. 6.9 : Illustration de la méthode d’agrandissement par triangulation de Yu et coll.
[248].

en 2D, ou la transformée en ondelettes séparable ne tient pas compte de la structure par-
ticuliere des contours obliques, dont la représentation dans le domaine ondelettes est tres
difficile a caractériser. Généralement, il y a donc apparition d’effets d’escaliers importants
dans I'image agrandie. Nous verrons au chapitre 7 que 'on peut formuler I'agrandisse-
ment comme un probleme d’extrapolation de coefficients d’ondelettes, sans entreprendre
explicitement cette extrapolation en pratique.

6.5 Agrandissement préservant les structures

Plutot que de préserver les fréquences (qui n’ont pas de caractere local), de calculer
une image lisse (la prise en compte des discontinuités étant difficile), ou d’extrapoler des
coefficients dans un certain domaine (ou les structures de l'image initiale sont transfor-
mées et rendues inexploitables), les méthodes les plus efficaces agissent directement dans
le domaine spatial, en prenant en compte les caractéristiques locales de I'image initiale.
Ces méthodes, plus ou moins heuristiques, visent principalement & opérer un traitement
spécifique au voisinage d'un contour, afin de I'agrandir en limitant 'effet d’escalier.

6.5.1 Méthodes adaptatives

Une approche simple pour traiter les contours de maniere adéquate, visant a diminuer les
effets d’escaliers par rapport aux méthodes linéaires, consiste a découper 'image en blocs,
qui sont classés dans des catégories, par exemple : zone homogene, zone texturée, contour,
et d’utiliser un filtre d’agrandissement approprié a chaque catégorie. C’est la méthode
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Int. x4 spline cub.  Méthode de Ramp. [184] Méthode de Li [143]  Méthode de Zotta

Interpolation bilinéaire x2 Méthode de Arad [20]

F1c. 6.10 : Illustration des méthodes de distance warping de Zotta et coll. [250], et de Arad
et coll. [20].

retenue dans [116] : la classification est réalisée sur des blocs 4 x 4 et une interpolation
directionnelle adaptée est ensuite effectuée. Ce type de méthodes présente un inconvénient
majeur : si les blocs sont trop grands, le caractere local des contours n’est pas bien exploité,
et si les blocs sont trop petits, la décision est sensible au bruit, et une mauvaise décision
entraine des artéfacts tres visibles. De plus, le nombre de classes étant fini, tous les contours
obliques d’orientations arbitraires ne peuvent pas étre synthétisés.

Dans un tout autre registre, la méthode proposée par Yu et coll. [248] consiste a cher-
cher une triangulation de 'image initiale telle que les contours soient le long des bords des
triangles, et ne les traversent pas, tout en minimisant une certaine fonctionnelle. La fonc-
tion reconstruite est continue, interpolante, et linéaire a I'intérieur de chaque triangle. La
recherche de la triangulation optimale est assez longue, mais les contours obliques semblent
exempts d’effet d’escaliers (voir figure 6.9).

Les méthodes plus sophistiquées mettent en ccuvre une décision locale suivant qu’il y
a vraisemblablement un contour ou non. Ramponi et coll. ont proposé plusieurs méthodes
en ce sens [51, 185, 52, 209]. Une autre approche, toujours de la méme équipe, est basée
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Fi1G. 6.11 : Exemples d’auto-similarités locales dans Lena et, a droite, un détail de son
agrandissement par zoom fractal x4.

sur le principe de déformation de distance (distance warping) [184, 250] : les contours sont
synthétisés avec un profil plus franc dans I'image agrandie, sans étre détectés explicitement.
Une autre technique utilisant un champ de déformation 2D est proposée par Arad et coll.
[20]. La déformation tient compte du gradient de l'image initiale, qui est calculé par le
détecteur de Canny-Deriche. Les contours obtenus sont francs, mais I'image agrandie souffre
la aussi d'un effet d’« a plat » (voir figure 6.10).

6.5.2 Zoom fractal

L’agrandissement par zoom fractal est basé sur 'existence de similarités structurelles
entre les résolutions. Cette propriété d’invariance par changement de résolution des contours
et de certaines textures est aussi utilisée par les méthodes d’extrapolation utilisant la
régularité Lipschitzienne. Plutot que de constituer une base de blocs d’images servant
de référence, le zoom fractal consiste a chercher des auto-similarités a différentes échelles
dans l'image a agrandir. Une étude détaillée du zoom fractal est donnée dans [49]. La
méthode fournit des images avec des contours francs, mais le découpage en blocs est souvent
visible dans I'image agrandie, avec des structures parasites. Cela découle du principe d’auto-
similarité qui n’est jamais parfaitement vérifié dans les images naturelles.

6.5.3 Approches basées contours

Les méthodes directionnelles cherchent localement si un contour est présent et, le cas
échéant, quelles sont son orientation et son amplitude. Ainsi chaque pixel de I'image agran-
die est calculé en appliquant localement sur I'image initiale un filtre aligné le long du
contour, afin de ne pas introduire de flou, qui résulte habituellement du moyennage de
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F1G. 6.12 : Hlustration des méthodes d’interpolation directionnelle de Allebach et coll. [8],
et Li et coll. [143].

pixels d’objets différents. Allebach et coll. [8] ont proposé une méthode allant en ce sens :
une interpolation bilinéaire est réalisée, sauf si un contour est détecté, auquel cas seuls cer-
tains pixels du voisinage servent au calcul. L’approche a été améliorée par Li et coll. [143]
(voir figure 6.12) : I'interpolation est réalisée sur le treillis quinconce a l'aide des quatre
plus proches voisins du pixel a interpoler, avec des poids appris dans un voisinage local, en
faisant une hypothese d’auto-similarité aux différentes résolutions.

La méthode de Jensen et coll. [123] utilise une détection de contours. Pour chaque pixel
de 'image initiale, le bloc 3 x 3 avoisinant est considéré, et divers criteres sont utilisés pour
décider si 'on est en présence d'un contour. Si c’est le cas, les parametres d'un contour
sigmoidal idéal sont calculés, et c’est ce contour qui est échantillonné pour donner les
pixels de I'image agrandie. S’il n’y a pas de contour, une simple interpolation bilinéaire
est effectuée. Malgré sa simplicité, cette méthode se révele particulierement efficace pour
le rendu des contours, qui sont francs et présentent peu de crénelage. Par contre, on a une
atténuation forte des objets de petite taille, et les coins et intersections donnent parfois lieu
a des artéfacts. L’exemple de la figure 6.13 a été obtenu avec notre propre implémentation
de cette méthode.

6.5.4 Méthodes par apprentissage

Afin de trouver le meilleur agrandissement vérifiant une contrainte de réduction avec
Ra.—ar, 1l est possible d’apprendre ’agrandissement optimal a partir d'une base d’images
et de leurs versions réduites avec R, _qr. Sil'on cherche un filtre d’agrandissement linéaire,
on obtient un filtre de Wiener, 'autocorrélation des images étant apprise plutot que mo-
délisée (si tant est qu’existe une telle autocorrélation générique pour I'ensemble des images
naturelles). Atkins et coll. [24] proposent une version améliorée de cette méthode, agis-
sant localement sur des blocs de 'image (figure 6.14). Lors d’une phase d’apprentissage, les
blocs d'une base d’images sont rangés dans des classes, et le filtre d’agrandissement linéaire
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Interpolation x2 spline cubique Méthode de Jensen [123]

F1a. 6.13 : Illustration de la méthode d’agrandissement de Jensen et coll. [123].

optimal est calculé pour chaque classe. Les probabilités a priori d’appartenance d’un bloc
arbitraire a chaque classe sont aussi calculées. L’agrandissement d’un bloc donné se fait
ensuite suivant un formalisme bayésien.

Des approches plus ou moins similaires ont été proposées par Kondo [135] et par Hu
et coll. [117]. Ce dernier utilise un réseau de neurones optimisé pour chaque classe au lieu
d’un agrandissement linéaire. On peut opposer aux méthodes reposant sur un apprentissage
plusieurs critiques : 'apprentissage est cotiteux en temps et en stockage de la base d’images,
et empirique car reposant sur une base d’images arbitraire. Il faut ensuite maintenir en
mémoire les résultats de 'apprentissage. De plus, le fait de raisonner sur des blocs locaux ne
permet pas d’assurer une contrainte de réduction globale. Enfin, une erreur de classification,
lors de 'agrandissement, entrainera un résultat imprévisible avec généralement création de
structures parasites.

6.6 Waiskl : une nouvelle méthode d’interpolation adap-
tative

Nous avons présenté dans les sections précédentes plusieurs classes de méthodes, re-
posant sur des intuitions différentes. Cependant, toutes cherchent a prendre en compte
la structure locale de 'image, afin d’effectuer un traitement approprié en présence d'un
contour. Nous proposons dans cette section une nouvelle méthode d’interpolation, spéci-
fique au cas @ = 2, 7 = 0. L’extension a d’autres facteurs ainsi que la prise en compte d’une
contrainte de réduction n’ont pas encore été développées, et sont une voie d’étude future.
Cependant, il nous semble important de présenter cette approche originale, les résultats
préliminaires obtenus étant tres satisfaisants.
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Agrandissement bicubique Méthode proposée par Atkins et coll.

F1G. 6.14 : Tllustration de la méthode par apprentissage de Atkins et coll. [24]

Si I’on suppose que I'image agrandie y'® que 1’'on cherche & estimer est la réalisation d’un
processus aléatoire stationnaire d’autocorrélation connue ¢y, il est possible de déterminer
le filtre optimal h, - d’agrandissement de facteur entier «v, minimisant 'erreur

’ Y

eston = & {| o] T * hor K] — K]} (6.31)

pour tout k € Z?2. Ce filtre, version discrétisée du filtre de reconstruction optimal présenté
au chapitre 2 (équations (2.13),(2.14)), est le suivant :

~ ~ ~ _1
hor = Cy % Mo * ([cy % ho—or * B ] mm) . (6.32)

On remarque que ce filtre est bien biorthogonal a izay_a.,., et la contrainte de réduction est
donc assurée.

Quand bien méme on connaitrait I’autocorrélation c,, cette méthode, comme toutes
les méthodes d’agrandissement linéaires, n’est pas satisfaisante, car 'hypothese de station-
narité des images est fausse. Par contre, les images naturelles sont structurées, et il est
vraisemblable de les modéliser comme des processus « localement stationnaires » : chaque
pixel de I'image agrandie n’est pas indépendant de ses voisins, et que ce soit dans une zone
homogene, une zone texturée, ou au niveau d’un contour, la corrélation d’un pixel avec ses
voisins varie peu d’un pixel a 'autre. Cependant, cela ne résout pas le probleme de 'agran-
dissement, puisque I'autocorrélation de I'image agrandie, et a fortior: son autocorrélation
locale, ne sont pas connues. Li, partant de ce principe de « stationnarité locale », a proposé
une méthode d’interpolation, en faisant une hypothese d’invariance a travers les échelles
pour estimer "autocorrélation locale de I'image agrandie a partir de celle de I'image initiale
[143]. Sa méthode, comme toutes les méthodes d’interpolation directionnelle, donne un ré-
sultat mitigé : certes, les contours ne sont pas crénelés, mais un effet de trainée désagréable
est présent (voir figure 6.12).
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Les carrés noirs sont les sites du treillis de
I'image initiale v, les carrés blancs sont les
sites du treillis de I'image agrandie y. Pour
"o = o = o o = o = o|ms  chaque site ak (par exemple, le site avec une
olo o o o8 o oo o o ol|o croix), on calcule le filtre ax, qui représente
o & 0ve o0 8 o = o = o|m lautocorrélation locale autour du pixel y[ak].
) / Le support RN de ay a une forme de diamant
(carré quinconce en pointillés, représenté
centré en ak) contenant 13 sites. La fenétre
d’apprentissage U + ak servant au calcul de
"o = 0o = 0o = 0o = o = o= @ contient 121 pixels autour de y[ak].

F1G. 6.15 : Procédé de calcul de 'autocorrélation locale pour la méthode d’interpolation
Wiskl.

Muresan propose, lui, de modéliser localement les pixels de I'image agrandie comme ap-
partenant a une classe quadratique qu’il s’agit d’estimer. Il applique ensuite le formalisme
d’estimation minimax au sens de 1'optimal recovery, pour en déduire le filtre d’agrandis-
sement a appliquer localement [167]. Bien que son interprétation déterministe minimax
differe de 'approche stochastique pour laquelle nous optons, des similitudes apparaissent
dans l'objectif a atteindre. La mise en ceuvre adoptée par Muresan est intéressante : il
montre que ’on peut estimer avec une bonne qualité la classe quadratique locale de I'image
agrandie, en la calculant a partir d’'une version interpolée de I'image initiale, par exemple
par interpolation bicubique. Ce résultat est empirique, et n’est pas expliqué par Muresan,
mais les résultats obtenus avec cette technique sont bons a posteriori.

Nous nous inspirons de l'astuce employée par Muresan pour sa méthode AQua, et
nous proposons ainsi une nouvelle méthode d’interpolation, que nous appelons WiskI'.
Afin d’estimer localement ’autocorrélation de 'image agrandie, nous utilisons 'interpolée
bicubique de v, que nous notons 3°. Comme pour toute méthode adaptative, les parametres
importants sont la taille du filtre d’autocorrélation d’une part (puisque 1’on suppose celle-ci
locale donc pertinente uniquement dans un voisinage de taille fini), et la taille de la fenétre
servant pour son apprentissage d’autre part (une grande fenétre donnant un résultat plus
fiable mais aussi moins local). Pour chaque pixel d’'indice ak de l'image agrandie y a
construire (c’est-a-dire aux positions des pixels de l'image initiale), nous calculons le filtre
d’autocorrélation ay, dont le support X est un diamant de taille 13 (voir la figure 6.15).

1. pour « Interpolation par estimation de Wiener lokale »
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Nous choississons une fenétre d’apprentissage U+ ak carrée de taille 11 x 11, centrée autour
du point ak. On calcule donc, pour chaque indice k de 'image initiale, I’autocorrélation
empirique
el = - S k14 G4k 1
el = —> yllak +1+jylak +j] Ve (6.33)
##l;jEU

Une fois déterminés les filtres ay, 'image agrandie s’écrit

yll = cklall —ak] Ve Z? (6.34)

keZ2

pour des coefficients c[k] a déterminer afin que la contrainte d’interpolation y[ak] = v[k]
soit vérifiée. Si les ay étaient tous identiques, ¢ s’obtiendrait par le filtrage inverse ¢ =
v * ([ax] | @)71. Tei, il faudrait effectuer un filtrage inverse spatialement variant, qui ne
peut étre réalisé en 2D qu’au moyen d’une méthode itérative. Nous avons mis au point une
méthode qui effectue ce filtrage de maniere directe mais approchée. Nous ne détaillons pas
ce procédé expérimental qui demande encore plusieurs ajustements.

Si l'on applique la méthode que nous venons de décrire, on obtient une image y meilleure
que l'estimée initiale y°, mais les résultats sont encore meilleurs si on iteére la méthode :
on utilise y pour estimer & nouveau I'autocorrélation, qui sert & générer l'image 12, etc.
Deux itérations sont suffisantes en pratique. La figure 6.16 montre le résultat obtenu sur
le pantalon de Barbara. Notre méthode fournit des images interpolées sans aucun effet
de crénelage le long des contours obliques. Cela confirme le bien-fondé du paradigme de
stationnarité locale. Cela étant, nous ne sommes pas encore en mesure de justifier pourquoi
chaque itération améliore 'estimation de 1’autocorrélation, et donc la qualité de I'image
agrandie.

6.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons d’abord montré comment concevoir des méthodes d’agran-
dissement cohérentes avec notre modele de redimensionnement, et ayant des propriétés
d’approximation optimales. Malgré le formalisme rigoureux adopté, les résultats des mé-
thodes linéaires sont intrinsequement limités. Poser ’agrandissement comme un probleme
pseudo-inverse de la réduction ne garantit que la synthese cohérente des basses fréquences.
Il faut donc se détourner de la linéarité si 'on veut synthétiser correctement 'information
géométrique dans I'image agrandie. Les méthodes linéaires péchent sur ce point, car elles
étendent essentiellement a zéro le spectre de I'image initiale.

Nous avons dans la suite de ce chapitre présenté un état de I’art synthétique de ’agran-
dissement d’images, en mettant en perspective par rapport a notre modele les principes
sous-jacents aux différentes approches. Les méthodes d’interpolation sont basées avant tout
sur le simple paradigme de conservation des fréquences, insuffisant pour obtenir une impres-
sion de netteté satisfaisante dans I'image agrandie. Les méthodes d’extrapolation partent
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d’un modele plus évolué, mais échouent car les relations unissant les coefficients a extra-
poler aux coefficients disponibles dans I'image initiale sont trop complexes. Les méthodes
régularisant la contrainte de réduction sont basées sur la minimisation d'un cofit, qui doit
étre suffisamment complexe pour autoriser les discontinuités. Les mises en ceuvre itéra-
tives lentes et les difficultés d’implémentation desservent ce type d’approches. Il semble
difficile de capturer dans un critere analytique explicite la complexité des images, et la
minimisation d’'un critere générique ne semble pas a méme de fournir une image agran-
die systématiquement satisfaisante. Les méthodes préservant les structures se fixent des
objectifs plus modestes, et utilisent des heuristiques pour fournir des images agrandies vi-
suellement satisfaisantes, en faisant preuve d’un effort particulier pour le rendu des contours
obliques. Les méthodes adaptatives, basées sur une détection et un traitement approprié
des contours, donnent les résultats les plus satisfaisants.

Nous avons proposé une méthode d’interpolation, appelée Wiskl, qui évite particuliere-
ment bien 1’écueil de la plupart des méthodes, a savoir le crénelage des contours obliques.
Il s’agit cependant d’'une méthode d’interpolation, et l'extension a une contrainte de ré-
duction générique, ainsi qu’a des facteurs autres que 2, est en cours d’étude.

On peut étre décu par 'idée qu’aucune méthode d’agrandissement ne combine a 1’heure
actuelle les avantages particuliers constatés avec telle ou telle approche. Nous sommes
optimistes en ce qui nous concerne, et I'obtention d’'une méthode vérifiant une contrainte
de réduction réaliste, produisant des contours a la fois nets transversalement et dénués de
crénelage longitudinalement, nous semble possible. Une telle méthode devrait fonctionner
avec un facteur arbitraire, et avoir une implémentation directe. Dans le chapitre suivant,
nous proposons l'agrandissement par induction, qui réalise un pas en avant vers un tel
compromis, non encore atteint a ce jour.



170 6. Agrandissement d’images

Int. x2 Wiskl (1 itération) Int. x2 Wiskl (2 itérations)

F1G. 6.16 : Illustration sur le pantalon de Barbara de notre méthode d’interpolation WiskI.
Noter ’absence totale d’effets d’escaliers sur les contours obliques, des la deuxieme itération.
Méme avec une itération, le résultat est meilleur que celui de la méthode AQua [167].
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Chapitre 7

Agrandissement d’images par
induction

7.1 Introduction

ES scenes lumineuses sous-jacentes aux images sont composées de maniere essentielle-

ment non linéaire, car elles reposent fondamentalement sur le phénomene d’occlusion :
les contours, qui jouent un role capital dans le processus de vision, déterminent les fron-
tieres d’objets qui se masquent les uns les autres. Les méthodes d’agrandissement linéaires
échouent dans le but de capturer cette spécificité des images, car elles ne créent par les
hautes fréquences requises pour la synthese des contours. Elles reposent sur un postulat
de stationnarité qui n’est pas vérifié dans les images naturelles. A I'inverse, les méthodes
d’agrandissement non linéaires sont plus efficaces sur ce point, mais elles sont principale-
ment basées sur des heuristiques. La cohérence entre I'image initiale et I'image agrandie
n’est assurée généralement que par la contrainte d’interpolation, qui n’est pas appropriée
du point de vue de notre modele de redimensionnement, et qui fournit en pratique des
images d’aspect flou ou lissé.

Dans ce chapitre, nous présentons une réponse originale au probleme de 'agrandis-
sement sous contrainte de réduction. Nous allons d’abord analyser plus en détail cette
contrainte, qui pose le probleme de ’agrandissement comme un probleme inverse mal posé
de la réduction : I'image agrandie doit, si on la réduit, redonner I'image initiale. Les mé-
thodes de la littérature imposent pour la plupart une contrainte de réduction avec un filtre
élémentaire : le filtre identité, ou moyenneur 2 x 2 pour la réduction de facteur 2. De plus,
cette contrainte est souvent vérifiée de maniere approximative, car elle est difficile a com-
biner avec les criteres de vraisemblance (régularité, cohérence...) antagonistes, imposés par
ailleurs. La méthode que nous proposons, appelée agrandissement par induction, vérifie la
contrainte de réduction avec un filtre arbitraire et de maniere exacte, tout en donnant de
bons résultats visuels. Cette méthode originale est basée sur un formalisme ensembliste, et
marie le meilleur de deux mondes : celui des méthodes linéaires pour la synthese cohérente
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des basses fréquences, et celui des méthodes non linéaires pour le rendu des contours. La
philosophie sous-jacente est la suivante : plutot que de chercher une image solution d’un
probleme compliqué combinant la contrainte de réduction et un critere de régularisation,
on va d’abord agrandir I'image de maniere visuellement satisfaisante, avant de forcer apres
coup la contrainte de réduction.

7.2 L’agrandissement : un probleme inverse

Nous allons nous placer dans les conditions suivantes, pour I’étude du probleme d’agran-
dissement. Ces trois hypotheses ne seront relaxées que dans la section 7.5 :

o L’image initiale v a agrandir n’est pas bruitée;

o Le facteur d’agrandissement « est entier ;

o La fonction ¢ vérifie la relation a deux échelles généralisée (5.27) avec le filtre d’échelle

ha,—a‘r-

Sous ces conditions, comme nous l'avons décrit dans la section 6.2.2, 'image agrandie
y'd = A9 oy, que I'on cherche a estimer, vérifie la contrainte de réduction avec le filtre de

o, T )

réduction hg, —or. Notons R, - I'opérateur de réduction avec ce filtre. On a :
Rav_myid =v & [yid * ila,—m] la=w. (7.1)

Nous allons voir, dans la suite de cette section, en quoi cette contrainte implique une
connaissance sur l'image agrandie idéale 49, et en quoi elle nous aide & ’estimer.

7.2.1 L’ensemble induit

Etant donnée I'image v, il y a tout un ensemble d’images agrandies, que nous appellerons
'ensemble induit (sous-entendu, par v), qui vérifie la contrainte de réduction :

T, ={y | Ra—ary = v}. (7.2)
Cet ensemble est un espace affine : étant donnée une image y, € T, on a
Tu = Yo + T0 — {y + Yo | Roe,—on'y - O}a (73)

ou l'espace vectoriel Ty est le noyau de 'opérateur R, _o-. L'ensemble T, capture toute
I'information que 1'on a sur I'image y'¢ : on sait juste de y' qu’elle appartient & cet en-
semble. Le probleme de ’agrandissement est donc un probleme inverse mal posé, au sens
de Hadamard [114] : il y a une infinité d’images agrandies donnant v apres réduction, et
nous n’avons aucune information sur la composante de 3¢ se trouvant dans le noyau de
I'opérateur de réduction.
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Comme nous l'avons détaillé dans la section (6.2.2), une méthode d’agrandissement
linéaire vérifie la contrainte de réduction si et seulement si le filtre d’agrandissement h,, ~ est
biorthogonal au filtre de réduction fza,_m.. Afin d’'interpréter ce procédé d’agrandissement,
définissons le sous-espace vectoriel de /5 associé a un filtre quelconque h € (5, et défini par :

Vi (h) = {Z ] (hWk — al])yezz | c € @} . (7.4)

1€72

Vo (h) est 'espace des combinaisons linéaires des a-translatés de h. Il s’agit de I’équivalent
discret des espaces LSI de fonctions que nous avons manipulés pour le probleme de recons-
truction. On peut par exemple construire les espaces splines discrets V,,(b7), ou b est la
B-spline discrete définie par (5.29). V,(b2) est donc 'espace de tous les signaux discrets
que l'on peut obtenir en échantillonnant aux entiers une fonction de V,(4"), c’est-a-dire
une surface spline de degré n avec ses nceuds aux positions ak.

Lorsque 'on définit I'image agrandie par
Ao v =c|Taxhqr (7.5)

pour une certaine séquence ¢ de coefficients, on cherche une image appartenant a l’espace
Via(ha,-). L'agrandissement linéaire sous contrainte de réduction revient alors a calculer la
projection oblique de Iimage agrandie idéale 34 dans I'espace V,(hq.-), parallelement
a l'espace Va(ﬁm_m)l. On voit donc les fortes similitudes qui existent entre les problemes
d’agrandissement et de reconstruction. Le premier est en fait une version discrétisée du
second, et la contrainte de réduction est au probleme de I’agrandissement ce que la consis-
tance est au probleme de la reconstruction. Dans le cas de méthodes linéaires, ces deux
contraintes sont équivalentes a la propriété de biorthogonalité : sur les filtres h et h dans le
premier cas, sur les fonctions ¢ et ¢ dans le second cas, comme exprimé respectivement par
les formules (6.12), (2.40). On peut aussi faire le lien entre ces deux problemes en voyant
la reconstruction comme un cas limite d’agrandissement : si on itere a l'infini a partir de
v 'agrandissement linéaire de filtre h, , vérifiant la contrainte de réduction, on obtient
exactement la fonction consistante de 'espace Vi (), ot ¢ est la fonction limite ayant h, -

comme filtre d’échelle : .

@(w) = H %ﬁa,f(w)- (76)

ot
1=1

Les méthodes asymptotiquement optimales de la section 6.2.3 reviennent, quant a elles,
a chercher une meilleure représentation que cette projection oblique, de I'image inconnue
y'4 dans l'espace V,,(ha-). En effet, la meilleure représentation de y'¢ dans cet espace est
sa projection orthogonale, définie par (preuve dans [221]) :
id

P#a(hw)y =[c|Ta*xhy, avec c= [ % g | (7.7)
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ol hg est le dual de hq + :

ha = o % ([Por * har) LaTa) ™ (7.8)

Bien siir, cette projection orthogonale de y'd n’est pas accessible a partir de l'image v.
Par contre, les méthodes développées dans la section 6.2.3 effectuent une quasi-projection
de y'¢ dans l'espace V,(h, ), asymptotiquement plus proche de la projection orthogonale
que la projection oblique atteinte par I'agrandissement sous contrainte de réduction. Cela
étant, on ne peut surpasser l'agrandissement sous contrainte de réduction que parce que
'on se restreint a chercher une image appartenant a un espace V,(h,. ») fixé, par exemple
I’espace spline cubique. Si I'on s’autorise a produire des images agrandies de maniere non
linéaire, imposer la contrainte de réduction est a nouveau le mieux que 1’on puisse faire.
Cela se justifie par Pargument suivant : si une image agrandie y° ne vérifie pas la contrainte
de réduction, on peut obtenir de maniére systématique une image plus proche de 34 que
y°, en projetant orthogonalement y° dans I’ensemble induit T,. Cela résulte de 1'égalité de
Pythagore :

Iy = 5°l17, =l = Pr,y°lE, + 19° = PryllE, = 19 = Prolllh, (7.9)

Cette formalisation de 'agrandissement en termes de projections dans des espaces nous
semble intéressante pour mettre en lumiere les mécanismes qui rentrent en jeu. Il ne s’agit
pas que d’'une simple interprétation : le principe méme de la méthode d’induction, que
nous allons détailler dans la suite de ce chapitre, est d’effectuer une projection orthogonale
d'une image agrandie 3° dans I'ensemble induit, suivant le constat effectué au paragraphe
précédent. Nous montrerons le role effectif, dans la conception de I'image agrandie, de ces
projections, qui peuvent paraitre abstraites au premier abord.

7.2.2 L’agrandissement : un probleme d’extrapolation

Afin de simplifier les notations, adoptons les écritures h pour h, , et h pour ilm_m. 11
est intéressant d’écrire la contrainte de réduction en domaine fréquentiel :

o(w) = Z gid(w+2ﬂn)z(w+2wn)‘ (7.10)

« (0%
nefl,a]?

Ainsi, & chaque fréquence w € [0,27/al?, on ne dispose que d’une moyenne pondérée des
valeurs §'4(w + 27n/a). L’agrandissement consiste donc a re-séparer correctement cette
énergie dans les différentes bandes [2rn/a,27(n+ 1)/a].

L’interpolation au moyen du filtre sinc revient a affecter toute 1’énergie dans les basses-
fréquences :

sy law) w e 0,271 /al?
o) = { 0 w € [2mn/a,2n(n+1)/a] Vn € [0,a — 1]*\{0} ° (7.11)
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On voit que ce choix n’est pas correct : il faudrait, pour avoir y = 3¢, d’une part que
y'4 soit & bande limitée dans [0,27/a]?, et d’autre part que le filtre de réduction soit un
sinus cardinal discrétisé. Or, ¢’est justement la présence d’aliasing dans 'image v qui rend
le probleme de 'agrandissement si spécifique : il faut a la fois « désaliaser » 1'image v, et

déconvoluer le filtre h.

Plutot que d’écrire la contrainte de réduction dans le domaine fréquentiel, ou I'agran-
dissement n’apparait pas comme un probleme d’extrapolation, nous allons ’expliciter dans
le domaine ondelettes. Remarquons tout d’abord que le noyau de l'opérateur de réduction

est V,(h)*, Porthogonal de V,,(h) dans £5(Z?). 1l est possible de déterminer un ensemble de
filtres passe-haut g,, n € [0, — 1]*\{0} tels que 'on ait la somme directe [234, 128, 187

Vuhyt= @ Valow). (7.12)

nef0,a—1]2\{0}

Ainsi, on a existence et unicité de séquences de coefficients d’ondelettes ¢, n € [0, —
1]2\{0} telles que

Yy =] Taxh+ Z [cn) T * gn. (7.13)
ne0,a—1]2\{0}

Si par exemple l'image v est de taille N2, 'image agrandie de facteur 2 y'¢ est de taille
4N?. Elle peut étre décomposée en N? coefficients d’échelle, qui sont en fait les pixels v[k],
et 3N? coefficients d’ondelettes c,[k] qu'il s’agit d’estimer. Sous cette forme, Pagrandisse-
ment apparait bien comme un probleme d’extrapolation : la composante basses fréquences
v de y'¢ est connue, et on cherche les coefficients d’ondelettes c,[k] permettant de re-
construire le reste du contenu fréquentiel de 4'9. Lorsque 1'on fait 1’agrandissement linéaire
y = [v] Taxh, cela revient a mettre a zéro tous ces coeflicients d’ondelettes, ce qui n’est pas
satisfaisant. L’agrandissement consiste donc a extrapoler les coefficients d’ondelettes ¢y K]
a partir des coefficients d’échelle v[k]. Cela n’est possible que si ces coefficients ne sont pas
indépendants. En calculant la transformée en ondelettes d’images naturelles, on constate
effectivement que des structures similaires apparaissent aux différentes échelles. Il est im-
portant de souligner que ces dépendances inter-échelles sont essentiellement non linéaires.
S’il subsiste une corrélation linéaire entre les échelles, c’est que le filtre d’agrandissement h
a été mal choisi. Nous ne nous sommes pas attardés, au chapitre précédent, sur le choix du
filtre h, ou plus exactement de 'espace V,(h). Comme pour le probléme de reconstruction,
on peut simplement faire la constatation suivante : si I’on considere que y'¢ est la réalisation
d’un processus d’autocorrélation connue, on peut exhiber le filtre d’agrandissement optimal
(6.32). Il est avéré que les images naturelles ont un comportement spectral en 1/ f, proche
de celui d’un mouvement brownien fractionnaire [214]. Dans ce cas, le filtre d’agrandisse-
ment le meilleur est le filtre d’échelle de la spline polyharmonique [235] consistante avec
v. En pratique, nous choisissons V,(h) comme étant un espace spline séparable cubique
discret (c.-a-d. V(b)) lorsque 7 = 0). Nous considérons, de maniere empirique, qu’il s’agit
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du meilleur choix pour effectuer un agrandissement linéaire, et exploiter au mieux de ma-
niere linéaire 'information contenue dans I'image v. Ainsi, on peut donner I'interprétation
suivante pour la formule (7.13) : I'image agrandie y = [v] T a * h représente la partie de y'¢
qu’il est possible de synthétiser linéairement a partir de v. Le résidu, dissocié de y, contient
la partie manquante de y'9, intrinseque & la résolution de I'image agrandie, et qui ne peut
plus étre prédit linéairement. La synthese des coefficients d’ondelettes de 74 est donc un
probleme essentiellement non linéaire.

Bien que 'agrandissement (de facteur entier) puisse étre vu comme un probleme d’ex-
trapolation de coefficients d’ondelettes, la nature non linéaire du probleme rend délicate la
synthese de ces coefficients a partir de v. La méthode d’agrandissement par induction que
nous allons développer dans la suite de ce chapitre effectue cette extrapolation de maniere
implicite, en la « déléguant » a une autre méthode d’agrandissement non linéaire.

7.3 L’induction de Didier Calle

L’agrandissement par induction est une méthode qui régularise une image agrandie
visuellement satisfaisante, obtenue au moyen d’une méthode préservant les structures, mais
qui ne vérifie pas la contrainte de réduction. Cette image n’est pas cohérente avec I'image
initiale au sens de notre modele; l'induction vise donc a lui faire subir un traitement
permettant a la contrainte de réduction d’étre satisfaite, tout en conservant les qualités
visuelles de I'image.

L’image agrandie a régulariser est appelée image inductrice. On la notera y°. La méthode
d’induction proposée par Didier Calle en 1999 dans son travail de these [50, 49|, consiste
a définir I'image agrandie par induction, appelée image induite et notée y*>°, comme la
projetée orthogonale de y° dans I’ensemble induit T, :

Yy = P%Uyo . (7.14)

L’équation (7.9) justifie cette définition : on est ainsi sir d’obtenir apres induction une
image plus proche de I'image idéale y'9, quelle que soit I'image inductrice de départ y°.
Ainsi, I'image induite est I'image de ’ensemble induit la plus proche de I'image inductrice,
au sens /s :

o0

y> = argmin [ly — y°||¢,. (7.15)
yeTy
La distance /5 étant, faute de mieux, un indicateur acceptable de la distance visuelle entre
les images', on peut considérer que l'image induite est I'image la plus proche visuellement
de I'image inductrice, vérifiant la contrainte de réduction.

1. Cette affirmation doit étre relativisée, car la distance ¢; semble plus appropriée que la distance {5
pour comparer les images [163]. Cependant, seule cette derniére donne lieu & un probléme linéaire lorsqu’on
la minimise. Elle reste donc la seule utilisable en pratique.
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Fia. 7.1 : Principe de I'agrandissement par induction d’une image v. L’induction consiste a
projeter orthogonalement une image agrandie y° ne vérifiant pas la contrainte de réduction,
dans I'ensemble induit T,, défini comme 'ensemble de toutes les images vérifiant cette
contrainte, c’est-a-dire I’ensemble des images qui, lorsqu’on les réduit par le procédé R, _qr,
produisent I'image v.

L’induction agit comme un post-traitement sur I'image inductrice y° afin de la régula-
riser, pour la rendre cohérente avec notre modele de redimensionnement, au travers de la
contrainte de réduction qui lui est imposée. Ce procédé, qui peut étre appliqué a n’importe
quelle image inductrice, est illustré sur la figure 7.1. La figure 7.2 montre les images induites
y>° que l'on obtient lorsque 'on agrandit 'image Camera, en prenant différentes images
inductrices y° choisies de maniere naive. Les hautes fréquences de I'image inductrice sont
préservées dans I'image induite; si elles ne sont pas en phase avec le contenu de 'image
v que l'on veut agrandir, elle apparaissent en filigrane dans l'image induite, de maniere
bien visible. Ainsi, le choix de I'image inductrice est crucial, comme on va le détailler par
la suite, pour la qualité de I'image induite obtenue. Naturellement, le procédé d’induction
n’est intéressant? que si 'image inductrice a été obtenue & partir de I'image initiale v au
moyen d’une certaine méthode d’agrandissement, que nous appellerons méthode inductrice.
Dans le cas contraire, il n’y a aucun espoir d’approcher correctement l'image 3 que 1'on
cherche a estimer.

Au départ, Didier Calle a développé I'induction afin de régulariser sa propre méthode
inductrice, de type zoom fractal [49].

Intéressons-nous a la mise en ceuvre pratique de I'induction. Afin d’effectuer cette pro-
jection orthogonale dans ’ensemble induit, Didier Calle utilise des méthodes itératives de

2. Du moins pour 'agrandissement. On pourrait imaginer des applications, comme le tatouage, ou
I’ajout en filigrane d’information hautes fréquences indépendante du contenu de I'image puisse étre inté-
ressante.
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méthode

inductrice

réduction

Fic. 7.2 : ’ensemble induit contient une infinité d’images, pouvant étre assez éloignées
de I'image idéale y'9. Il va nous falloir trouver une « bonne » méthode inductrice, en un
sens & préciser, fournissant une image inductrice y° qui, apres induction, soit visuellement
satisfaisante. Un choix naif d’image inductrice donne des résulats peu convaincants. Par
exemple, si I'image v est Camera et que 'on considere Lena comme inductrice, 'image
induite contient bien le cameraman, mais avec les contours de Lena en filigrane (a). En
(b), 'image induite en prenant comme inductrice une image de bruit : le cameraman est
bien présent, mais avec du bruit en surimpression.
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projection dans des ensembles convexes (POCS) [247]. En effet, chaque pixel de I'image
initiale définit une contrainte linéaire sur I'image agrandie : on peut écrire

Ty =[)Tox: (7.16)
k

Tox ={Y | Ra—ary k] = v[k]} (7.17)

est un hyperplan affine, donc un ensemble convexe élémentaire, sur lequel la projection
orthogonale s’exprime simplement :

] — 3o uln]hlok — n)
2 mezz h{n]?

Ainsi, sous sa forme originelle, I'induction est une méthode itérative. La méthode ité-
rative la plus simple, dite des projections alternées est la suivante : lors de la n + 1-ieme
itération 'image agrandie y" est mise a jour par projections successives sur chaque ensemble
T,k : pour une image de taille N x N, et a partir de 'image inductrice y°,

P, ol =u+ - hlok—1] Ve Z? (7.18)

yn+1 = P’qu,[N,N] e P%v,[l,l] v (7.19)

On peut montrer que cette méthode converge, lorsque n — 400, vers 'image induite 3>,
projection orthogonale de 3° dans I’ensemble induit. La convergence peut étre significative-
ment améliorée en remplacant les projections orthogonales successives par des projections
obliques plus élaborées, avec des facteurs de damping [50].

La premiere amélioration que nous avons apportée a 'induction est une mise en ceuvre
directe, non itérative, qui fournit I'image induite de maniere exacte, et beaucoup plus
rapidement que les méthodes itératives proposées par Didier Calle [50, 49]. Nous décrivons
maintenant cette induction rapide.

7.4 L’induction oblique rapide

7.4.1 L’induction rapide

En étudiant les formules (7.18) et (7.19), on constate que I'image induite > est obtenue
par ajout sur y° d'une succession de corrections e” = y"*t! — ", qui s’expriment toutes
comme combinaisons linéaires des ak-translatés du filtre h, le « retourné » de h. En d’autres
termes, la différence e = y> — 4" appartient a I’espace Va(iz). Il existe donc une séquence

de coefficients (c[k)yez2 tels que

v~y =[dTaxh. (7.20)



180 7. Agrandissement d’images par induction

Afin d’expliciter ¢, il suffit d’utiliser le fait que y® vérifie la contrainte de réduction :

7.21
7.22
7.23

(
(
(
(7.24

)
)
)
)

On a donc la forme explicite de 'image induite y> :
v ="+ [v— [« hlla]Taxhy, (7.25)

ou ﬁd est le filtre dual de h :
ha=h* (hxh]lata)™. (7.26)
Ainsi, I'induction consiste a rétro-propager dans l'inductrice 3" la différence entre v et
la version réduite de y°. La clé de la méthode, qui permet d’obtenir I'image induite en
, . == -1 .

une seule étape, est le filtrage inverse ([h * h loz) , qui compense lors du processus de
correction la corrélation entre h et ses ak-translatés.

L’implémentation directe de I'induction se fait donc comme indiqué par le schéma ( flow-
graph) suivant :

()

yO

>
>

T (o) HoH]

7.4.2 L’induction oblique

&} a (7.27)

L’induction peut étre interprétée de deux manieres différentes. On peut en premier lieu
VOir ce processus comme un traitement sur l'image inductrice 3% pour la rendre cohérente
avec I'image v. Si maintenant on écrit (7.20) sous la forme

v = (PITaxhe) + (° =W+ hllataxh,) (7.28)
T/ Xo J
YL, YR

on voit que I'image induite est la somme de deux images apportant chacune une contribu-
tion spécifique :
— L’image [v] T av % izd, que nous notons y°, dépend de v mais pas de y°. Elle fait donc
partie de toute image induite. C’est par cette image que s’exprime la contrainte de
réduction. On peut ainsi caractériser I’ensemble induit par

T, =y + Yo, (7.29)

ou Ty est le noyau de l'opérateur de réduction, qui ne dépend pas de v.
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F1c. 7.3 : L’'induction oblique en termes de projections.

— L’image yX dépend de y°, mais pas de v. Définissons pour toute image y la différence
entre elleeméme et sa version réduite puis ré-agrandie linéairement :

yu =y —[y=hllaTaxhg (7.30)

On a ainsi ¢ = y¥ : cette seconde partie de 'image induite est le résidu de I'image
inductrice, qui ne peut étre estimé par agrandissement linéaire a partir de la version
réduite de y°.

La décomposition de y*> en deux images y;° et yi permet de distinguer les contributions
respectives de v et y° dans 'image induite. y° est simplement obtenue par agrandissement,
linéaire a partir de v, au moyen du filtre hy. Cette image contient en substance les basses
fréquences de I'image y'9, mais pas ses hautes fréquences. En fait, puisque 3¢ € T,, on
déduit de (7.29) que

v =y + i (7.31)
Le résidu yi{ est la différence entre 'image y'9, et sa version réduite puis ré-agrandie linéai-
rement. 11 s’agit donc de la partie de ¢! que I'agrandissement linéaire au moyen du filtre
hg ne peut pas reconstituer. L'induction consiste alors & faire hypothese que Yy est une
bonne approximation de yi{. On va donc trouver dans I’image inductrice les hautes
fréquences manquantes dans y;°, agrandie linéairement a partie de v.

Puisque 'induction vise a compenser les insuffisances de 'agrandissement linéaire, il
convient d’abord d’effectuer celui-ci du mieux que l'on peut. Or, il n'y a aucune raison
que l’espace Va(ﬁ) soit le plus approprié pour effectuer un agrandissement linéaire. On
peut lui substituer un autre espace, par exemple ’espace spline cubique pour lequel nous
avons une prédilection. Ainsi, le procédé d’induction peut étre généralisé, en remplacant
ha par tout autre partenaire biorthogonal du filtre de réduction h, c-a-d. un filtre h tel
que [h * i~z] | a = 0. Nous définissons ainsi ’induction oblique, qui consiste a projeter
I'image inductrice dans I’ensemble induit, mais plus nécessairement orthogonalement. Cette
projection s’effectue parallélement & 'espace V,(h), et non plus & V, (hy) = Va(h). La figure
7.3 schématise le principe de I'induction oblique en termes de projections. L'implémentation
correspondante est la suivante :
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NpENGE
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Par exemple, si I'on choisit un espace spline de degré n pour V,(h), cela correspond
formellement a

Y

>

h=b" s (bl hlLaTa)™". (7.33)
De fait, si h est le filtre spline cardinal cubique discret (5.28) préconisé pour la réduction, et
que 'on choisit I’espace d’agrandissement spline cubique, I'induction est en fait orthogonale.
On a alors
h=0}x[(6)7] 1a (7.34)
ho= [0 (B2 %02 La) "] Taxb?. (7.35)

Ce sont ces filtres que nous utilisons en pratique pour 'induction de facteur entier, d’offset
7 = 0. L’implémentation correspondante s’effectue exactement comme suit :

v 1P

yT (1o} (w1 1) (1o bi&}yw

(7.36)

Si l'on veut effectuer 'agrandissement avec un offset différent de 0, il suffit de considérer
les filtres B-splines discrets translatés, et de substituer a b}, (k] la valeur b},  [k] = FB(E+T).

D’autre part, la complexité algorithmique est réduite si les filtres i et h sont tous les
deux RIF, ce qui permet de se passer de filtrage inverse. On peut ainsi prendre h = D9
et h = D7, la paire de filtres de Cohen-Daubechies-Fauveau [83] rendue populaire par
ses performances en compression [19] et son emploi dans le standard JPEG2000 [208]. On
obtient alors des résultats visuellement identiques a ceux obtenus avec les filtres splines
précédents.

7.4.3 Interprétation dans le domaine ondelettes

L’idée sous-jacente a l'induction, que nous avons mise en lumiere dans la section pré-
cédente, est la suivante : 'image v est d’abord agrandie linéairement du mieux que l'on
peut, en respectant la contrainte de réduction, puis l'on fait appel a une méthode induc-
trice extérieure afin de créer le contenu hautes fréquences y’ manquant pour un bon rendu
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de I'image agrandie. Si I'on regarde a nouveau la figure 7.2, on voit bien que les images
induites comportent toutes comme composante principale I'image y;°, version agrandie de
'image v Camera, ainsi que 3%, qui contient les hautes-fréquences de I'inductrice y°. Ainsi,
I'image y est la partie intrinsequement non-linéaire des détails de y°, qui ne peut étre
prédite linéairement a partir de la résolution inférieure. L’induction repose sur le postulat
suivant : si I'image 3/° est visuellemement satisfaisante, ses hautes-fréquences estiment bien
celles recherchées de ', c’est-a-dire yi ~ y?.

Plutot que de raisonner en termes de basses et hautes fréquences, ce qui ne fournit
qu'une interprétation qualitative, il vaut mieux considérer les décompositions en onde-
lettes associées aux images agrandies. Ainsi, le procédé d’induction consiste exactement
a considérer que les coefficients d’ondelettes a la résolution de I'image agrandie, que 1'on
cherche a extrapoler, sont ceux de I'image inductrice. Dans les notations de la section 7.2.2,
si I'on décompose 'image inductrice en

y=lelTaxh+ > [ Ta* g, (7.37)
nef0,a—1]2\{0}

alors 'image induite est définie comme

v =plTaxh+ Y [calTak ga. (7.38)
nef0,a—1]2\{0}

On peut donc soit interpréter I'induction comme régularisant I'image inductrice y°, en
remplagant ses coefficients d’échelle ¢ [k| par les valeurs v[k] qui forment I'image initiale;
soit voir I'image induite comme la somme de y° = [v] T * h et de I'image yi¥ synthétisée
a partir des coefficients d’ondelettes ¢, k] de I'image inductrice. Cette vision de I'induction
en termes de coefficients d’ondelettes est schématisée sur la figure 7.4.

Notons qu’en pratique, il n’y a pas lieu d’effectuer réellement une transformée en onde-
lettes pour mettre en ceuvre I'induction, et les implémentations par filtrage que nous avons
proposées sont les plus efficaces.

Ainsi, 'agrandissement par induction peut étre vu comme une méthode d’extrapolation
implicite de coefficients d’ondelettes, ceux-ci étant extraits d’une image agrandie par une
méthode d’agrandissement inductrice. On demande avant tout a cette derniere d’effectuer
un traitement satisfaisant des contours, avec un rendu franc et sans crénelage. La figure
7.5 illustre la création de coefficients d’ondelettes lors de 'agrandissement par induction.
Le role de la méthode inductrice est primordial, et il faut la choisir avec soin. On peut faire
les remarques suivantes sur 'information apportée par I'image inductrice :

e Silimage inductrice est uniforme (par exemple completement noire), aucune haute
fréquence n’est apportée et y> = y;°.

e Si l'image inductrice est agrandie linéairement & partir de v : 4 = [v] T a * kY, le
procédé d’induction devient complétement linéaire, et 'image induite vaut alors y>° = [v] ]
a * h*>°, pour un certain filtre ¥ combinaison de h et h°.
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F1G. 7.4 : Interprétation du processus d’induction en termes d’ondelettes : I'image induite
contient v comme coefficients d’échelle, et les coefficients d’ondelettes de 'image inductrice.

L’induction ne présente donc d’intérét que si la méthode inductrice est non linéaire.
Nous montrerons dans la section 7.6 que la méthode de Jensen et coll. [123] donne de bons
résultats en pratique.

7.5 Extensions de I'induction

7.5.1 Induction relaxée

La méthode d’agrandissement par induction que nous avons présentée vérifie parfaite-
ment la contrainte de réduction, avec un filtre de réduction arbitraire. Il y a cependant
de nombreux cas ou imposer rigoureusement cette contrainte peut sembler inadéquat. Le
cas le plus typique est celui ou 'image v contient du bruit. Si la méthode inductrice prend
en compte la présence de bruit et fait son possible pour I’éliminer, I'induction va annuler
en partie ce travail en forcant I'image induite a étre cohérente avec 'image initiale brui-
tée, et donc en réinjectant du bruit dans I'image induite. Notons qu’il y a toujours du
bruit dans les images, ne serait-ce que le bruit de quantification aux entiers des valeurs des
pixels. Dans un autre registre, la contrainte de réduction peut étre relaxée s’il regne une
incertitude sur cette contrainte. Ainsi, le filtre h nest généralement pas connu. Méme si la
fonction ¢ caractérisant le processus d’acquisition de v est connue, il y a peu de chances
quelle vérifie exactement une relation & deux échelles de filtre h. Dans tous ces cas, on
peut chercher un compromis entre la contrainte de réduction d’une part (proximité de y>
aY,), et la proximité de I'image induite a 'image inductrice. Il suffit pour cela d’introduire
un facteur A € [0, 1] de relaxation, et de définir I'image induite relaxée par

YT = My A+ (1= )y (7.39)
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Fic. 7.5 : Décomposition en ondelettes de I'image Camera agrandie d’un facteur 2 par
induction. L’inductrice est : a gauche, nulle, a droite, obtenue par la méthode de Ramponi
et coll. [185].

Ainsi, lorsque A = 1, on a confiance dans la contrainte de réduction et on 'impose exac-
tement. Lorsque A = 0, I'induction ne fait rien et on s’en remet a la méthode inductrice
pour effectuer I'agrandissement. L’implémentation se fait tout simplement en multipliant
par A le terme correctif apporté a I'image inductrice :

T,

()

yO

>

(7.40)

:

7.5.2 Induction de facteur quelconque

Nous avons présenté 'induction avec un facteur « entier, par soucis de simplicité, mais
la méthode peut étre étendue a un facteur o quelconque. La mise en ceuvre devient ce-
pendant plus complexe. Comme nous ’avons décrit au chapitre 5, la réduction de facteur
quelconque peut étre effectuée de maniere linéaire, bien que cette méthode ne trouve plus
de justification théorique dans notre modele de redimensionnement. La méthode que nous
avons proposée est la suivante : pour une certaine fonction INz(X),

Roarv[k] =) h(k—7 - —)v[l] Vk € Z2. (7.41)

€72
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De méme, I'agrandissement linéaire de facteur a s’écrit, pour une certaine fonction h(x) et
une suite de coefficients c[l] obtenus linéairement a partir des pixels v[l],

Aarv [k =) h( h +7-1cl] VkeZ. (7.42)
lez?
Définissons maintenant l'espace discret \/, _(g) C 2 associé & une fonction g(x), et défini
comme ’ensemble des signaux u € ¢y s’écrivant sous la forme

ulk] =) c[l]g(g +7-1  VkeZ? (7.43)

pour une certaine séquence de coefficients (c[l])iczz € £2. V,, ,(g) est la version discrétisée
de Iespace LSI de fonctions V,,(g). Contrairement au cas « entier, ou I'espace discret V,,(h)
s’exprime & partir des ak translatés du filtre discret h, \/, _(h) associé a la fonction h(x)
est ici ’ensemble des combinaisons linéaires de filtres discrets tous distincts, obtenus en
échantillonnant h(x) avec un pas de 1/c, mais des phases distinctes.

Si l'on effectue 'agrandissement linéaire décrit par (7.42), on obtient une image y =
Aa.-v qui appartient a 'espace \/,, (). Quel que soit a, on peut définir I'ensemble induit
comme précédemment :

T, = {y | Ra,—on'y = U}' (7'44)

Des lors, I'image induite y> & partir de I'image inductrice y° est définie comme la pro-
jection oblique de I'image inductrice dans I’ensemble induit, parallelement a
Vo (h). Siles coefficients c[l] dans (7.42) sont définis de maniere a ce que I'agrandisse-
ment A, , vérifie la contrainte de réduction, on a, comme dans le cas oll « est entier :

yoo = Aa,T v+ ( yo - Aa,‘rRa,—a‘r yO ) (745)
~~—— ~~ -
e YR =
= yO + Aa,‘r(v - Ra,—a‘ryo)- (746)

L’image y° = 41 est la projection oblique de y'd dans Va,r(h) parallelement a I'espace
Va,f(ﬁ)L- Toute la difficulté consiste a déterminer cette projection oblique, autrement dit
a calculer les coeflicients c[l] dans (7.42) pour que 'opérateur d’agrandissement A, » vérifie
la contrainte de réduction. Ces coefficients sont obtenus par filtrage inverse a partir de v.
Lorsque « est entier, ce filtrage est simplement I'inverse de la corrélation entre les filtres dis-
crets h et h, afin de forcer la biorthogonalité de la combinaison réduction/agrandissement :
c =uvx*([hx* iL] | @)L Dans le cas oll @ n'est pas un entier, il s’agit d’un filtrage non
stationnaire, spatialement variant. En effet,

R, aTAaTu:u ‘v’uefg (7.47)
&) hik —T—— Zh +7-1)cll] =vk] VkeZ (7.48)

jez? leZ2
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Placons-nous dans le cas ou les fonctions h et h sont séparables. Nous sommes ramenés a
effectuer des filtrages inverses 1D non stationnaires sur les lignes et les colonnes de I'image
a agrandir. Chaque filtrage revient a résoudre un systeme linéaire de la forme

Ac=v, (7.49)
ol . .
Nk —r— IR —
Alk) =Y h(k—r= DL +r-1)  wkiez (7.50)

JET
L’algorithme effectuant un tel filtrage est exactement celui que nous avons développé
au chapitre 4. Il faut simplement que les fonctions h et h soient & support compact.
Détaillons I'implémentation de I'induction, dans le cas d’'un facteur a non entier. Nous
considérons que h = 3% est la B-spline cubique et que / est, formellement, la spline cardinale
cubique renormalisée, que nous avons proposée pour la réduction dans la section (5.3.2).
L’induction (ici orthogonale puisque \/, .(h) = \/m_(ﬁ)) consiste ainsi en les étapes sui-
vantes (voir 'analogie avec le schéma (7.36)) :
1. On réduit I'image inductrice ° & I'aide de la formule (5.50). On obtient ainsi les
coefficients u[k]| définis par

u[k] _ 21€Z2 U[l]ﬂg (k T é) ‘ (7'51)

216Z2 53(1{ -7 é)

2. On convolue v par b3.

3. On calcule I'image de résidu r par soustraction pixel a pixel des deux images précé-

dentes :
r[k] = v * b:{’ (k| — u[K] vk € 72. (7.52)

4. On effectue I'agrandissement A, r de r. La premiere étape consiste a effectuer le
filtrage inverse de décorrélation, qui équivaut formellement a résoudre le systeme
linéaire

Ac=r, (7.53)

avec . :

Zjezﬁg(k —T =)L +7-1)
D jez Bk —1—1)

On utilise pour ce faire I’algorithme développé au chapitre 4, appliqué successivement

sur les lignes et les colonnes de e.

Alk, 1] = Vk,l € Z. (7.54)

5. On effectue la seconde partie de 'agrandissement de r, en appliquant la formule
(7.42). On obtient ainsi 'image de résidu agrandie e définie par

elk] =) 53(2 +7-1)cfl] VkeZ. (7.55)

1€72
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6. On ajoute ce résidu e = y{° —¢Y a I'image inductrice, pour finalement obtenir I'image
induite :
v =13 + de. (7.56)

ou A est le coefficient de relaxation proposé dans la section 7.5.1, que I'on peut mettre
a 1 dans la plupart des situations.

Afin de pouvoir effectuer I’agrandissement par induction de facteur quelconque, il faut
disposer d’'une méthode d’agrandissement inductrice non linéaire, permettant I’agrandisse-
ment avec n'importe quel facteur. A cette fin, nous avons développé une extension de la
méthode de Jensen et coll., initialement proposée pour le facteur 2 [123]. Cette méthode
consiste a effectuer une interpolation spline cubique de l'image initiale, puis a modifier
localement cette image agrandie en fonction des contours détectés dans I'image initiale.
C’est la méthode inductrice que nous utilisons en pratique pour effectuer I'induction.

7.6 Validation expérimentale

7.6.1 Expériences de réduction/agrandissement combinées

L’agrandissement d’images est une opération délivrant une image agrandie dont la qua-
lité ne peut pas étre évaluée directement, puisque 1’on ne dispose pas de référence (« vérité
terrain ») permettant une comparaison directe. On dispose donc des solutions suivantes :

— évaluer la qualité de I'image agrandie directement, en lui mettant une « note ».
Malheureusement, il n’existe pas de méthode systématique et fiable pour quantifier
la qualité d'une image donnée. Le meilleur juge reste l'observateur humain, mais
méme en ce domaine, de fortes disparités se manifestent d’un individu a 'autre.

— effectuer des comparaisons visuelles entre des images agrandies par différentes mé-
thodes. Cela permet d’estimer qualitativement la valeur relative d’une méthode par
rapport a une autre. C’est la méthode de validation qui nous semble la plus appro-
priée.

— créer artificiellement une image de référence, en effectuant I’agrandissement non pas
sur l'image initiale v, mais sur sa version précédemment réduite r = R, _orv. On
peut alors quantifier, au moyen dune distance PSNR entre I'image agrandie et la
référence v, la qualité de 'agrandissement. Cette méthode est généralement adoptée
dans la littérature. Elle constitue le seul moyen pratique de quantifier la qualité d’une
méthode d’agrandissement.

Nous émettons des réserves quant a la validation de I’agrandissement suivant cette der-
niere méthode, qui consiste a effectuer une combinaison réduction/agrandissement. Le fait
de réduire une image avant de l'agrandir ajoute, de fait, une connaissance a priori sur
I'image v que 'on veut estimer, a savoir le fait qu’elle appartient a ’ensemble induit T,
c’est-a-dire que 1'on sait de v qu’elle engendre r par réduction avec une méthode connue
R. Ce type d’expérimentation introduit donc un biais en faveur des méthodes qui utilisent
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Nulle Zeng Ramponi Jensen
yoo = yO yoo yO yoo yO yoo
Lena 35.77 | 34.26 | 35.52 | 34.40 | 35.29 | 33.14 | 35.70

Barbara 25.71 | 25.24 | 25.67 | 25.40 | 25.80 | 24.92 | 25.72
Baboon 24.68 | 23.81 | 24.56 | 24.02 | 24.539 | 23.26 | 24.82
Lighthouse 27.07 | 26.29 | 27.17 | 25,91 | 26.89 | 25.65 | 27.27
Goldhall 32.28 | 31.37 | 32.16 | 31.52 | 32.12 | 30.49 | 32.28
Boat 31.07 | 30.05 | 30.97 | 30.17 | 30.89 | 29.13 | 31.21
Camera 27.27 | 2648 | 27.32 | 26.62 | 27.30 | 25.95 | 27.68
Peppers 31.63 | 31.77 | 32.49 | 32.11 | 32.80 | 31.47 | 32.84

TaB. 7.1 — Résultats numériques apres une réduction suivie d’un agrandissement par in-
duction, de facteur a = 2, d’offset 7 = 0. Cette expérience permet de comparer différentes
méthodes inductrices. On voit que la méthode de Jensen et coll. donne les meilleurs résul-
tats, ce qui indique que son utilisation est appropriée pour créer les coefficients d’ondelettes
requis par le processus d’induction.

cette information disponible. En particulier, il n’est pas correct de comparer une méthode
d’agrandissement vérifiant la contrainte de réduction par rapport a R, a une autre ne
la vérifiant pas. En d’autres termes, ’agrandissement de r sous contrainte de réduction
fournit une estimée oracle de v. Les expériences de réduction/agrandissement n’apportent
donc qu'une réponse relative au probleme de I’évaluation de la qualité d’agrandissement.
En particulier, ce procédé de validation dépend de la méthode de réduction employée.

En gardant a 'esprit ces remarques, nous proposons une expérience de réduction/agran-
dissement, dont le tableau 7.1 présente les résultats. Plusieurs images ont été réduites d’'un
facteur 2, par la méthode spline cubique décrite par (5.30). Nous avons implémenté et
testé trois méthodes proposées dans la littérature pour 'agrandissement de facteur 2. Les
méthodes de Zeng et coll. et Ramponi et coll. effectuent une interpolation non linéaire avec
respectivement un filtre de type médian et un filtre rationnel. La troisieme méthode, pro-
posée par Jensen et coll., réalise quant a elle une interpolation spline cubique, a I’exception
des zones ou un contour est détecté, auquel cas les pixels agrandis sont calculés a partir
du modele idéal représentant au mieux le contour. Les PSNRs entre I'image initiale v et
I'image réduite puis ré-agrandie avec ces méthodes sont donnés dans les colonnes « 3" ».
Nous avons appliqué le procédé d’induction, en utilisant comme inductrice chacune de ces
images agrandies. Le modele de réduction utilisé par I'induction est celui effectivement em-
ployé pour réduire les images avant agrandissement. Les PSNRs entre les images induites
et I'image initiale sont reportés dans les colonnes « y> ». Nous avons aussi indiqué les
résultats de 'induction avec une inductrice nulle (tous ses pixels a zéro). Dans ce dernier
cas, I'image induite est simplement I'image v réduite, puis ré-agrandie linéairement selon
la méthode (6.15). Cette image représente la partie basses fréquences de v, commune a
toutes les images induites : I'induction ajoute a cette image le résidu hautes fréquences ¥
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extrait de I'image inductrice 3°.

Cette expérience de réduction/agrandissement permet de valider le procédé d’induc-
tion : un PSNR associé a I'image induite supérieur a celui obtenu avec I'inductrice nulle
indique que les coefficients d’ondelettes de I'image inductrice sont de bons prédicteurs des
coefficients inconnus de I'image v, que 'on cherche a estimer. Seule la méthode de Jen-
sen réussit dans ce but. C’est ainsi cette méthode que nous avons adoptée en pratique
comme méthode inductrice a combiner avec I'induction. Nous voyons que méme combinée
a la méthode de Jensen, I'induction offre un gain numérique peu important par rapport a
'agrandissement linéaire sous contrainte de réduction (revenant formellement a effectuer
I'induction avec une inductrice nulle). Cependant, les différences se manifestent au niveau
des contours, dont nous sommes visuellement tres sensibles a la qualité. Le gain qualitatif
obtenu avec l'induction est ainsi important dans les faits, comme le montreront les images
dans la suite de cette section. Cela illustre d’ailleurs une des limites du PSNR, qui est une
mesure globale ne tenant pas compte de la prévalence de I'information géométrique.

Les PSNRs entre les images inductrices et 'image de référence v ne sont donnés qu’a
titre indicatif. On voit la nette différence de résultats entre les images inductrices, qui ne
vérifient pas la contrainte de réduction, et les images induites. Comme nous le disions,
cela traduit le biais existant dans ce type d’évaluation en faveur des méthodes vérifiant la
contrainte de réduction. Seule la comparaison des PSNRs associés aux images induites est
donc pertinente. On remarque ainsi que 'agrandissement linéaire sous contrainte de réduc-
tion surpasse toutes les méthodes non linéaires ne vérifiant pas cette contrainte, malgré
leur complexité beaucoup plus grande.

7.6.2 Résultats d’agrandissement au moyen de différentes mé-
thodes

Nous illustrons maintenant, au moyen d’images agrandies, les performances de dif-
férentes méthodes d’agrandissement. Nous proposons une image test, représentée sur la
figure 7.6, composée d’une scene complexe, et particulierement difficile pour I'agrandisse-
ment. Cela permet d’exacerber les comportements des différentes méthodes testées, et de
mettre en exergue les défauts de chacune. Les résultats sont représentés sur les figures 7.7 a
7.22. Les différentes méthodes testées sont I'interpolation au plus proche voisin, I'interpola-
tion spline cubique, notre méthode d’interpolation Wiskl, la méthode de Jensen, I'induction
(utilisant la méthode de Jensen comme méthode inductrice). La méthode AQua2 de Mu-
resan [166] est aussi testée®. La derniere méthode prise en compte® est celle de Belahmidi
et coll. [28], représentative des approches variationnelles fondées sur des équations aux
dérivées partielles. Les méthodes de Muresan et Belahmidi ne fonctionnent que pour des

3. Le logiciel Pictura, qui implémente la méthode AQua2, est disponible librement & l’adresse
http://www.dmmd.net/products/pictura_downloads.htm

4. Nous remercions A. Belahmidi de nous avoir gracieusement fourni un exécutable implémentant sa
méthode.


http://www.dmmd.net/products/pictura_downloads.htm
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facteurs entiers, et seul le facteur 2 peut étre employé pour le moment avec notre méthode
WiskI. Nous avons étendu la méthode de Jensen, initialement proposée par ses auteurs
uniquement pour le facteur 2, afin de pouvoir 'utiliser avec un facteur quelconque. Afin
de pouvoir comparer toutes les méthodes mentionnées, nous avons opté pour un facteur
d’agrandissement égal a 4, le facteur 2 ne nous semblant pas suffisamment discriminant.
Pour la méthode Wiskl, deux agrandissement successifs de facteur 2 sont réalisés. Notons
que toutes les images de cette section sont reproduites avec la méme résolution, qui n’est
pas nécessairement la méme que celle des autres images incluses dans ce manuscrit.

Les figures qui suivent montrent notre image de test ainsi que des extraits d’agrandis-
sements de facteur 4 de cette image.

iy
' 1|
—

F1G. 7.6 : Image test représentant une scene complexe. Les figures suivantes montrent des
extraits des images agrandies de facteur 4 a partir de cette image.

'z I\
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Fia. 7.7 : Agrandissement (o =4, 7 = [—3/8,—3/8]) par interpolation au plus proche.
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i
-

F1a. 7.8 : Agrandissement (« = 4, 7 = [0, 0]) par interpolation spline cubique.
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N

F1c. 7.9 : Agrandissement (a =4, 7 = [0,0]) par la méthode AQua2 de Muresan.
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-

F1a. 7.10 : Agrandissement (o =4, 7 = [0,0]) par interpolation Wiskl (2 itérations).
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4
o

Fia. 7.11 : Agrandissement (o =4, 7 = [—3/8,—3/8]) par la méthode de Belahmidi.
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9

F1c. 7.12 : Agrandissement (o =4, 7 = [0,0]) par la méthode de Jensen.
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(¢) Méthode de Jensen (d) Induction relaxée, A = 0.6.

Fia. 7.15 : Agrandissement (a =4, 7 = [0, 0]) par différentes méthodes.
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(b) Induction.

Fi1a. 7.16 : Agrandissement (« = 4, 7 = [0, 0] sauf en (f)) par différentes méthodes.
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(d) Interpolation Wiskl, 2 itérations.
F1G. 7.16 : Suite.
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(f) Méthode de Belahmidi (7 = [-3/8, —3/8]).
F1G. 7.16 : Suite.
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F1G. 7.17 : Agrandissement (o« = 4, 7 = [0, 0]) par interpolation spline cubique.
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i u,\

Fia. 7.19 : Agrandissement (a =4, 7 = [0, 0]) par la méthode AQua2 de Muresan.
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F1a. 7.21 : Agrandissement (o« =4, 7 = [0, 0]) par interpolation WiskI, 10 itérations.
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A la vue des images précédentes, plusieurs constatations peuvent étre faites.

L’image 7.7 agrandie au plus proche voisin montre le niveau de détails disponibles dans
I'image initiale. L’interpolation spline cubique produit un effet de flou systématique, que
I’on retrouve aussi avec la méthode d’interpolation Wiskl, présentant sur ce point un rendu
similaire a la méthode précédente. Cet effet de flou apparait aussi avec la méthode AQua2.
Il est moins présent avec la méthode de Belahmidi et 'induction. La méthode de Jensen
présente des contours nets, mais souffre d’'un effet de flou important ailleurs, da a la dis-
parition des petits détails (voir les yeux du personnage dans I'image 7.12). La méthode de
Jensen produit ainsi des images a 'allure de peintures, avec un effet d’« a plat » (voir les
images 7.15 (c) et 7.16 (c)) du a la dichotomie entre des contours principaux nets d’une
part, et le reste de 'image qui est atténué d’autre part.

L’effet de crénelage au niveau des contours obliques est bien visible sur les lignes de
la mire, par exemple avec I'interpolation spline cubique en bas a droite de I'image 7.8, ou
sur 'image 7.17. Cet effet est bien maitrisé par toutes les autres méthodes; il s’agit la du
point fort des méthodes d’agrandissement non linéaires. Par contre, la méthode Belahmidi
tend a « quantifier » les contours d’orientation proche de la verticale ou I'horizontale, par
exemple le bord de la feuille blanche dans I'image 7.11. Cela donne un effet de « cubisme »
désagréable et systématique, particulierement visible au niveau des textures, comme le
montre 'image 7.16 (f). La méthode AQua2 de Muresan présente aussi une importante
contre-partie a I'absence de crénelage : des micro-contours sont créés dans toute 1’'image,
comme si celle-ci était localement lissée dans la direction de plus grande régularité. Un
effet « grains de riz » en résulte au niveau des textures, comme le montre I'image 7.16 (e).

La méthode de Jensen et I'induction sont les seules a fournir des contours francs, c¢’est-
a-dire sans transition floue dans la direction transverse. En effet, I’agrandissement correct
des contours nécessite d'une part une transition dépourvue d’oscillations dans la direction
longitudinale, mais aussi une transition franche dans la direction transversale. Sur ce pre-
mier point, la méthode Wiskl est de loin la plus performante, alors que la méthode de
Jensen et par voie de conséquence I'induction surpassent les autres méthodes sur le second
point. Le crénelage est une des deux formes que peut prendre 1’aliasing dans les images
agrandies, les effets de moiré étant la seconde manifestation de ce phénomene de repliement
de spectre. La capacité remarquable de Wiskl a contrecarrer 1’ aliasing présent dans I'image
initiale est illustrée par I'image 7.21. Aucune autre méthode n’est capable de reconstuire a
la résolution de 'image agrandie le centre de la mire, ot les effets de moiré sont conséquents
avec toutes les autres méthodes. L’aliasing est aussi visible en bas a droite du centre de la
mire, sous forme de vagues concentriques perpendiculaires aux lignes de la mire. Cet effet,
visible dans I'image interpolée spline cubique 7.17, I'est encore plus dans I'image induite
7.22. Par contre, les lignes de la mire sont dénuées d’effets de crénelage dans I'image in-
duite, ce qui ne peut pas étre le cas avec une méthode d’agrandissement linéaire (hormis
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si I'on choisit I'espace d’agrandissement V,,(sinc)).

Les effets de I'aliasing se mélent a ceux du ringing pour créer des oscillations au voisi-
nage des contours, apparaissant sous forme de vagues ou d’échos. Cet effet est plus visible
avec l'induction qu’avec les autres méthodes (AQua2 étant la meilleure sur ce point) : ces
dernieres souffrent d’un effet de flou qui atténue certes ces artéfacts, mais aussi toutes les
autres structures de I'image. La plus grande visibilité des échos dans les images induites,
(voir le bord de touches dans I'image 7.15 (d), le C de Cargese dans 'image 7.16 (b),
I'intérieur des lignes noires dans I'image 7.13) est la contre-partie a accepter pour la di-
minution du flou. Cela montre la limite de I'induction : si le contenu hautes fréquences
extrait de I'image induite n’est pas localement suffisant, les effets d’aliasing et de ringing
prennent le pas visuellement sur la netteté supplémentaire des contours. Ainsi, bien que les
effets d’échos soient visuellement désagréables dans 'image induite 7.16 (b), la lisibilité de
I'image par rapport aux autres méthodes est meilleure : le bord des bateaux, par exemple,
est bien mieux rendu.

La seconde image que nous présentons afin d’illustrer les particularités des différentes
méthodes est 'image Camera. La figure 7.23 montre les résultats obtenus sur la partie la
plus discriminante de cette image, dont le fort contraste rend la aussi I’agrandissement
particulierement difficile.

Tout comme dans le précédent exemple, les caractéristiques des méthodes se mani-
festent clairement avec cette image. L’interpolation spline cubique souffre des trois défauts
que sont le flou, I'aliasing et le ringing. La méthode de Jensen corrige ces trois défauts, au
prix d’une atténuation voire disparition des textures et petites structures, comme on peut
le voir dans la caméra. Avec la méthode AQua2, les contours sont moins francs par rapport
a ceux produits avec la méthode de Jensen, et des effets de lissage directionnel désagréables
appraissent. L’induction bénéficie des bonnes propriétés de la méthode de Jensen, et l'in-
térieur de la caméra ainsi que les autres structures sont, cette fois, bien reproduites. Le
ringing apparait tout de méme avec I'induction, dans une proportion similaire a ce qu’in-
troduit l'interpolation spline cubique. Les effets de crénelage au niveau des contours sont
toutefois bien mieux maitrisés.
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Fia. 7.23 : Agrandissement (o =4, 7 = [0, 0]). En haut : interpolation spline cubique; en
bas : méthode de Jensen.
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Fi1G. 7.23 : Suite. En haut : méthode AQua2; en bas : induction relaxée, A = 0.6.
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Ces deux premieres images ont permis de montrer les défauts inhérents a chaque mé-
thode, et 'on constate qu’aucune n’est completement satisfaisante, au sens ou aucune mé-
thode ne combine tous les avantages spécifiques a chacune dans certains cas. En pratique,
sur la plupart des images, I'induction tire nettement son épingle du jeu, en fournissant des
images dépourvues d’artéfacts systématiques. L’introduction d'une « signature » synthé-
tique et caractéristique d’'une méthode nous semble en effet un défaut rédhibitoire. Il en va
ainsi de l'effet d’« a plat » introduit par la méthode de Jensen, de l'effet de « cubisme »
introduit par la méthode de Belahmidi, ou de l'effet de lissage directionnel des textures
introduit par la méthode AQua2 de Muresan. L’induction est exempte d’'un tel biais sys-
tématique.

La figure 7.24 montre un exemple typique d’image fournie par I'induction, alors que les
deux exemples précédents ne sont pas représentatifs des images couramment rencontrées
en pratique. L’induction produit des images au contraste naturel et avec des bords francs,
ce qui en fait une méthode d’agrandissement de choix, d’autant plus qu’elle s’accommode
de n’importe quel facteur d’agrandissement, par exemple le nombre irrationnel 7 dans ce
dernier exemple.



7.6 Validation expérimentale 215

F1a. 7.24 : Agrandissement (o = 7, 7 = [0,0]). (a) : interpolation spline cubique.
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F1G. 7.24 : Suite. (b) : induction.
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beaucoup mieux

un peu mieux

pareil

un peu moins bien
-2 | beaucoup moins bien

Image 1 | 0.5 || Image 5 | 1.3
Image 2 | 1.3 || Image 6 | 0.2
Image 3 | 0.8 || Image 7 | 0.8
Image 4 | 1.0 || Image 8 | 0.5

_— O = N

TAB. 7.2 — Résultats de la campagne de tests subjectifs menée par Philips Applied Tech-
nologies aupres de 6 observateurs. L’induction est comparée a l'interpolation bicubique de
facteur 2, sur 8 images. A gauche : les notes moyennées sur les observateurs. A droite :
signification des notes.

7.6.3 Campagnes de tests subjectifs

Nous présentons maintenant deux campagnes de tests menées séparément aupres de
plusieurs observateurs, afin de comparer différentes méthodes d’agrandissement.

La premiere série de tests a été menée au sein de la société Philips Applied Technolo-
gies, dans le cadre d'un contrat de collaboration. Le service recherche et développement
de cette entreprise s’intéresse aux méthodes d’agrandissement d’images, pour afficher un
meéme medium sur des périphériques de résolutions différentes (téléphone, PDA, téléviseur,
PC...), et en particulier pour la conversion du format TV vers TVHD. Nous avons délivré
a Philips un exécutable implémentant la méthode de Jensen, ainsi qu'une version modifiée
de I'induction reposant entre autres sur une relaxation locale de I'induction. Cette option
« défensive » permet d’augmenter la robustesse vis-a-vis des effets d’aliasing et de ringing.
Cependant, les résultats de cette sophistication ne varient pas sensiblement par rapport a
I'induction classique.

Cette méthode d’induction modifiée a été évaluée par Philips pour un agrandissement
de facteur 2, en comparaison avec 'interpolation bicubique, sur une base de 8 images. Les
tests ont été effectués par Cécile Dufour et Jean Gobert, aupres de 6 observateurs non
experts. Les images étaient affichées I'une apres 'autre, dans un ordre aléatoire, et séparée
par un écran gris. L’observateur devait alors comparer les deux méthodes selon le baréme
donné dans le tableau 7.2. Les tests étaient réalisés sur un écran LCD de 19 pouces, avec une
luminosité ambiante maintenue basse dans la piece. Les résultats, reportés dans le tableau
7.2, montrent que notre méthode est majoritairement préférée a 'interpolation bicubique.
Le gain qualitatif n’est pas tres élevé, mais les différences sont effectivement peu visibles
dans le cas d'un facteur 2, et ce quelles que soient les méthodes employées.

Philips n’a pas choisi d’opter pour une diffusion de l'induction dans ses périphériques
d’affichage grand public, malgré 'intérét manifesté pour notre méthode. En effet, les fac-
teurs d’agrandissement requis dépassent rarement 2, et une interpolation suivie d'un ré-
haussement, pour obtenir des images dépourvues de flou (sharp) est jugé suffisant par
Philips pour le type d’applications visées.
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Spline3 | Jensen | Induction | AQua2
Spline3 15 98 25
Jensen 85 90 90
Induction 2 10 9
AQua2 75 10 91

TAB. 7.3 — Résultats de la campagne de tests subjectifs menée par Thierry Dolmiere aupres
de 21 sujets, sur 9 images de scenes naturelles. Les valeurs indiquent les pourcentages de
fois ot une méthode (indiquée en ordonnée) est préférée a une autre (indiquée en abscisse).
Lorsque 'induction est comparée a une des trois autres méthodes, elle est préférée dans
93% des cas (moyenne de la troisieme colonne).

La seconde campagne de tests, de plus grande envergure, a été menée par Thierry
Dolmiere durant son projet de fin d’études® portant sur I’évaluation subjective de la qualité
d’images [89]. 9 images de scénes naturelles (paysages, scenes urbaines. . .) ont été comparées
par 21 sujets. L’expérience s’est faite dans le respect des recommandations de 1’Union
Internationale des Télécommunications (UIT) pour ce type de tests psycho-cognitifs [119] :
piece entierement tapissée en gris neutre, luminosité ambiante controlée, moniteur CRT
étalonné. .. Quatre méthodes d’agrandissement étaient comparées deux a deux, pour un
facteur d’agrandissement égal a 4. L’ordre des comparaisons ainsi que ’'ordre des images
dans chaque comparaison étaient choisis aléatoirement. Les méthodes comparées étaient :
I'interpolation spline cubique, I'induction, la méthode AQua2, et la méthode de Jensen. Le
tableau 7.3 synthétise une partie des résultats obtenus par T. Dolmiere. L’induction est
nettement préférée aux trois autres méthodes d’agrandissement : elle est plébiscitée dans
93% des cas.

Cette campagne de tests valide, du point de vue de la qualité visuelle ressentie, les
principes théoriques sur lesquels reposent 'induction : a la fois un rendu des basses fré-
quences fidele a celui de I'image initiale, par I'intermédiaire de la contrainte de réduction,
et 'ajout de hautes fréquences appropriées au niveau des contours, pour un rendu cohérent
de ces derniers et une impression de netteté globale grandement améliorée, du fait de la
prédominance des contours et de I'information géométrique dans le processus de vision et
de perception sémantique des images.

7.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté I'induction, approche puissante, efficace et rapide
pour 'agrandissement sous contrainte de réduction. Nous avons revisité en profondeur cette
méthode, initialement formulée par Didier Calle dans son travail de these [50, 49] comme
un procédé de régularisation, visant a restaurer dans I'image inductrice I'information conte-
nue dans 'image initiale, mais perdue lors de I'agrandissement. Cette méthode se trouvait

5. Stage de Master 2 Signal Image Parole Télécoms, Ecole Doctorale EEATS, Grenoble.
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pénalisée, sous sa forme originelle, par une implémentation complexe due aux méthodes
POCS sous-jacentes et par un temps de calcul élevé du a sa forme itérative. En refor-
mulant et ré-interprétant entierement l'induction, nous avons pu non seulement 1’étendre
(induction oblique, relaxation, facteur d’agrandissement quelconque), mais aussi mettre en
lumiere ses propriétés (caractérisation précise de son action en termes de coefficients d’on-
delettes). Nous avons fourni dans tous les cas des implémentations directes, non itératives.
Cette refonte profonde de la méthode d’induction la rend plus que jamais attrayante pour
I’agrandissement d’images.

L’étude menée dans ce chapitre montre qu’il est possible d’obtenir une image véri-
fiant les propriétés de cohérence souhaitées (contrainte de réduction), tout en ayant de
bonnes qualités visuelles. Cela est rendu possible par I'extrapolation implicite de coeffi-
cients d’ondelettes que réalise 'induction, considérée comme un processus global. En effet,
il nous semble réducteur de dissocier la méthode inductrice de I'induction, vue alors comme
un post-traitement. La méthode inductrice et I'induction agissent de concert pour former
I'image induite finale.

Ce travail sur 'induction a fait 'objet des publications [68, 66].

L’application de I'induction au probleme de fusion d’images satellitaires constitue une
perspective intéressante. En effet, le processus de fusion d’une image panchromatique haute
résolution et d’une image multispectrale basse résolution consiste a insérer de maniere per-
tinente les hautes fréquences de I'image panchromatique dans la version agrandie de I'image
multispectrale. Le parallele avec I'agrandissement apparait alors, 'image panchromatique
jouant le role de 'image inductrice.
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Résumé

E travail de recherche a été focalisé sur la reconstruction de signaux, ainsi que la
réduction et 'agrandissement d’images fixes.

Dans une premiere partie, nous avons abordé le probleme de reconstruction, qui vise
a modéliser un signal (ou une image) discret par une fonction définie continument. Nous
avons formulé ce probleme comme un probleme d’estimation inverse mal posé, en interpré-
tant les échantillons du signal comme des mesures linéaires, éventuellement bruitées, sur
une fonction inconnue qu’il s’agit d’approcher. Dans les trois chapitres composant cette
premiere partie, nous avons traité respectivement les cas 1D uniforme, 2D uniforme, et
1D non uniforme. Dans tous les cas, nous avons choisi d’opérer la reconstruction dans un
espace fonctionnel linéaire et invariant par translation, typiquement un espace spline, pa-
ramétré par un ensemble de coefficients formant un signal discret uniforme. Cette approche
a deux avantages : d'une part la fonction reconstruite uniforme est facilement manipulable,
au moyen de traitements opérant directement sur les coefficients qui la caractérisent, et
d’autre part, la fonction reconstruite a une résolution intrinseque qui peut étre choisie se-
lon les applications envisagées, et ce indépendamment de la densité de mesures disponibles.

En maximisant la décroissance asymptotique de 'erreur de reconstruction lorsque le
pas d’échantillonnage tend vers 0, nous avons proposé des méthodes de reconstruction
originales, basées sur la notion de quasi-projection. Bien que connu et utilisé dans la com-
munauté mathématique, ce concept n’a eu que peu d’écho en traitement du signal. La
quasi-interpolation est généralement utilisée lorsque l'interpolation exacte pose des diffi-
culté de mise en ceuvre, ou présente un temps de calcul trop important. L’utilisation que
nous avons faite de la quasi-interpolation, et des quasi-projections en général, est nouvelle,
puisqu’en mettant a profit les degrés de liberté supplémentaires offerts par rapport a la re-
construction consistante, nous avons été en mesure de proposer des solutions meilleures du
point de vue des propriétés asymptotiques d’approximation. Dans le cas bi-dimensionnel,
nous nous sommes concentrés sur le treillis hexagonal, afin de montrer que nos solutions
permettent de tirer parti des avantages théoriques de ce treillis, et ce sans pénalité de temps
de calcul, par rapport aux solutions cartésiennes classiques. Pour toutes les méthodes pro-
posées, nous nous sommes attachés a la réalisabilité de I'implémentation, et a la rapidité
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de I'exécution. Les différentes facettes de ce travail sur la reconstruction ont fait 'objet des
publications [65, 73, 72, 74, 69, 67].

Une idée maitresse nous semble émerger de ce travail sur la reconstruction : lorsque l'on
est confronté a un probleme inverse d’un processus connu, il ne faut pas nécessairement
chercher une méthode pseudo-inverse dudit processus. L’information disponible sur I'objet
a construire, au travers des données disponibles, forment généralement un ensemble de
contraintes obliques sur cet objet. L’idée générale et pourtant intuitive de consistance doit
donc étre dépassée dans certaines applications.

Dans la seconde partie de cette these, nous avons appliqué la méme démarche mé-
thodologique, pour traiter les problemes de réduction et agrandissement d’images. Apres
avoir proposé un nouveau formalisme pour le redimensionnement et des noyaux d’erreurs
permettant de quantifier en domaine fréquentiel les distorsions introduites par rapport au
résultat idéal escompté, nous avons proposé des méthodes linéaires efficaces pour la réduc-
tion d’images. Le probleme de I'agrandissement est quant a lui plus complexe. Nous avons
montré les limites des méthodes linéaires pour 'agrandissement, et dressé un panorama
des méthodes non linéaires proposées dans la littérature pour dépasser ces limitations. En
effet, il nous faut opter pour des méthodes d’agrandissement non linéaires, seules a méme
de synthétiser sans artéfacts les contours des objets de I'image, qui représentent l'infor-
mation géométrique a laquelle le systeme visuel est le plus sensible. Nous avons présenté
I’agrandissement par induction, une approche originale initialement proposée par Didier
Calle en 1999. En revisitant en profondeur cette méthode, et en lui apportant des amélio-
rations notables, nous avons montré que l'induction est une réponse pertinente au probleme
de I'agrandissement. Les résultats obtenus, avec une mise en ceuvre pourtant relativement
simple et rapide, sont meilleurs que ceux des méthodes existantes. Les différents volets
de I'induction ont été publiés dans [66, 68]. Des collaborations ont été entreprises, durant
lesquelles des campagnes de tests subjectifs ont été menées, qui ont confirmé de maniere
indépendante les qualités de I'induction.

Mise en perspective

Ce travail a été réalisé avec en toile de fond la volonté d’investiguer les lois mathéma-
tiques sous-jacentes aux signaux et images discrets. Beaucoup d’algorithmes existent dans
la littérature, visant a exécuter des taches diverses, et basés en général sur un mélange
d’intuitions se manifestant sous forme d’heuristiques, et d’exigences informatiques. Les
principes formels, théories ou axiomatiques recouvrant ces méthodes sont peu nombreux,
voire absents, en particulier dans le domaine de I'agrandissement d’images. Sans prétendre
proposer des principes théoriques généraux gouvernant le monde des signaux et des images,
nous avons tenu a adopter une démarche méthodologique scrupuleuse.

Tout d’abord, nous nous sommes dotés d’'un modele décrivant la nature des objets
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que nous entendions manipuler. En ce sens, nous nous sommes appuyés sur un modele de
formation des signaux linéaires, prenant en compte la non-idéalité des dispositifs d’acqui-
sition (au moyen de la fonction de base @), ainsi que la présence éventuelle de bruit sur
les mesures. Tout au long de cette étude, nous avons interprété un signal discret comme
un ensemble de mesures localisées, de maniere uniforme ou non uniforme, et formant une
représentation discrete d’'une fonction inconnue s(x). Cette formalisation du processus de
discrétisation, donnant naissance a un signal discret a partir d’une fonction définie conti-
nument, nous semble essentielle. Le signal discret hérite en effet, au travers de cette étape
d’acquisition, de propriétés sur s qui peuvent fournir des connaissances a prior: impor-
tantes, selon la nature du processus physique dont s est une représentation. Nous avons
en particulier exploité la concentration de 1’énergie, pour beaucoup de signaux d’intérét
comme les images naturelles, dans les basses fréquences.

Dans un second temps, nous avons formalisé les problemes auxquels nous nous sommes
ensuite confrontés, a savoir la reconstruction de signaux et le redimensionnement d’images.
Le premier probleme a été defini comme un probleme inverse mal posé d’estimation de
la fonction inconnue s(x). Le redimensionnement, quant a lui, a été modélisé comme un
probleme d’estimation de mesures discretes sur s, a partir de mesures discretes différentes,
et formant une image de résolution différente de celle désirée. Ce travail se situe ainsi a
la confluence des mondes des signaux discrets et continus. Les passerelles entre ces deux
univers sont trop souvent occultées, et résumées par un raccourci inadéquat au simple
théoreme de Shannon, qui ne décrit que le monde restreint des signaux a bande limitée.

Ce n’est qu’apres avoir défini précisément a la fois les objets manipulés, les problemes
posés, et les résultats escomptés dans l'idéal, que nous avons développé des outils mathé-
matiques permettant de proposer des solutions pratiques et performantes. Pour ainsi dire,
I'intuition doit étre formalisée par un modele dont on dérive le bon outil. Différents noyaux
d’erreur ont été proposés, permettant de quantifier la distorsion entre la solution atteinte
en pratique, et la solution idéale inaccessible sans la présence d'un « oracle ». C’est en
minimisant cette distorsion de maniere asymptotique, dans les basses fréquences, que de
nouvelles méthodes linéaires de reconstruction et redimensionnement ont été proposées, re-
posant sur la notion de quasi-projection. La philosophie qui sous-tend cette approche peut
se résumer comme suit : puisque 'on compte opérer un traitement sur un objet inconnu a
partir d’informations partielles sur celui-ci, on concoit le traitement pour fournir le résultat
idéal sur une classe restreinte de signaux représentatifs des signaux d’intérét. Intuitivement,
les polynomes sont des fonctions dont toute 1’énergie est localisée a la fréquence nulle. Les
méthodes de quasi-projection asymptotiquement optimales, qui fournissent le résultat idéal
lorsque s est un polynome, sont donc tout indiquées pour le traitement des signaux basses
fréquences comme les images naturelles. Le critere d’optimalité choisi est donc fondamen-
talement pragmatique, et notre approche est versatile et extensible a d’autres classes de
signaux : en remplacant par exemple les polynomes par des sinusoides a différents harmo-
niques, on pourrait se focaliser sur d’autres types de signaux oscillants, comme des signaux
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sonores ou des bruits mécaniques.

Ainsi, a 'aide d’outils comme les noyaux d’erreurs ou des méthodes de projections for-
melles dans des espaces de signaux, nous avons développé des solutions pratiques, efficaces,
cohérentes avec nos modeles et optimales du point de vue de criteres pragmatiques. De
plus, les principes mis en avant sont génériques, a 'inverse des traitements ad hoc généra-
lement proposés dans la littérature pour un probleme spécifique. Nous avons mis 1'accent
sur les méthodes linéaires, car il nous semble nécessaire de pousser ces méthodes dans leurs
derniers retranchements avant de passer a des approches non linéaires. L’expérimentation a
été menée sans biais en faveur de nos méthodes; en particulier, les tests d’agrandissement
ont été effectués en double aveugle. Notons aussi que toutes nos solutions sont implémen-
tables relativement aisément, sans artifices occultés. Pour notre méthode de reconstruction
a partir d’échantillons non uniformes, nous avons mené ’étude algorithmique de bout en
bout. Il nous semble en effet toujours opportun d’exploiter au maximum les spécificités
du probleme dans la mise en ceuvre de la solution, plutot que d’utiliser des outils « boites
noires », ne serait-ce que pour mettre en lumiere les mécanismes sous-tendant ’approche.

Horizons

Concernant tout d’abord le probleme de l'agrandissement, notre étude mérite d’étre
poursuivie. Il faut garder a 'esprit la difficulté de ce probleme : par exemple, dans le cas
du facteur 2, les trois quarts de l'information brute sont perdus dans 'image agrandie
que 'on cherche a estimer. On ne peut que chercher a synthétiser au mieux 'information
géométrique, mais en aucun cas un algorithme ne peut retrouver des textures et micro-
structures qui ne sont pas présentes dans I'image initiale. Cependant, nous avons vu qu’il
se trouve généralement, parmi les différentes méthodes exposées, une méthode fournissant
un résultat tres satisfaisant. Le challenge est de combiner les avantages de ces méthodes
en une seule, afin de disposer d’'une méthode unique d’agrandissement fournissant systé-
matiquement le résultat atteignable le meilleur. En effet, il n’y a création d’artéfacts que
lorsque la méthode ne tire pas parti correctement de I'information disponible dans I'image
initiale, ou prend une mauvaise décision. Ainsi, nous aimerions combiner les avantages des
méthodes de Jensen et Wiskl, afin d’obtenir en toute situation des contours a la fois dé-
pourvu d’aliasing, et présentant une transition franche.

Les principes et méthodes proposés dans cette these peuvent trouver un terrain d’ap-
plication propice pour de nombreux problemes. Nous comptons appliquer notre méthodo-
logie au démosaiquage d’images couleurs, ainsi qu’a la fusion d’images multi-spectrales. Du
point de vue théorique, ces deux problemes consistent a estimer des mesures discretes étant
données d’autres mesures discretes, et en ce sens peuvent bénéficier de I'approche asymp-
totique que nous avons proposée. Concernant ’aspect pratique, I’application de I'induction



Conclusion générale 225

au traitement de ces problemes est une piste a poursuivre.

La compression d’images ou de sons fournissent aussi des horizons d’élargissement, ou
la recherche de représentations creuses nous semble passer par une bonne compréhension
préalable de la notion de résolution, qui est au cceur de ce travail sur la reconstruction et
le redimensionnement.
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Annexe 1 : Images classiques de la
littérature

Nous représentons dans cette annexe quelques images classiques de la littérature du
traitement d’images, utilisées pour les expériences dans cette these. Elles sont toutes de
taille 512 x 512, sauf Camera de taille 256 x 256.

2

f "r' »
|-+|

/m

Barbara

Précisons que I'image Barbara existe en plusieurs versions dans la littérature. Elles ont
la méme résolution et la méme taille, mais n’ont pas été scannées de maniere identique. Il
faudra prendre garde a ne pas les confondre, et a ne pas tirer des conclusions hatives quant
aux mesures PSNR annoncées sur I'image Barbara dans tel ou tel article.
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Lena

Baboon
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Goldhill

Lighthouse
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Boat

N Peppers
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Méthodes d’approximation pour la reconstruction de
signaux et le redimensionnement d’images

Résumé

Ce travail porte sur la reconstruction de signaux et le redimensionnement d’images. La
reconstruction vise a estimer une fonction dont on ne connait que des mesures linéaires éven-
tuellement bruitées. Par exemple, le probleme d’interpolation uniforme consiste a estimer
une fonction s(t) définie sur ’ensemble des réels, n’en connaissant que les valeurs s(k) aux
entiers k. L’approche proposée est originale et consiste a effectuer une quasi-projection dans
un espace fonctionnel fixé, en minimisant 1’erreur d’approximation asymptotique lorsque le
pas d’échantillonnage tend vers zéro. Les cas 1D, 2D cartésien, et 2D hexagonal sont évo-
qués. Nous appliquons ensuite notre formalisme au probleme d’agrandissement des images,
pour lequel seules des méthodes non-linéaires s’averent a méme de synthétiser correctement
I'information géométrique a laquelle nous sommes le plus sensibles. Nous proposons une
méthode appelée induction, a la fois simple, rapide et performante.

Mots clés : traitement d’images et de signaux, reconstruction, interpolation, approxi-
mation, quasi-projections, splines, problemes linéaires inverses, réduction, agrandissement,
redimensionnement.

Abstract

This work addresses the problems of signal reconstruction and image resizing. Recons-
truction aims at estimating a function given only (eventually noisy) linear measurements
performed on it at discrete locations. For instance, uniform interpolation is the problem
of estimating s(¢) on the real line, given the values s(k) at the integers k. The proposed
approach is original, and consists in performing a quasi-projection in a given linear shift-
invariant reconstruction space, such that the decay of the approximation error is maximal
as the sampling step tends to zero. We illustrate our method in the 1D, 2D Cartesian and
2D hexagonal cases. We then apply our formalism to the problem of image resizing, for
which only non-linear methods are able to correctly synthesize the geometric information
to which the human visual system is sensitive. We propose a method called induction,
which is simple, fast and efficient.
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