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Institut de Chimie de Strasbourg École doctorale de Chimie-Physique

Analyse du champ électromagnétique,
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�� ��
 ����� ��� ����	������ ����� � ���=�  ������ �*(rm+( th ����� �H�� �W ��� � �� ����H�# ��
�����
	� ���3 � ���� ��.�#��� ��"
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���������� ���� ��
���� � �4&8�#�����!�O����� ��������� � ����� ���������������� !� 	 ����  ;�.������ ����0)g��� ���!��� �.� ��� � "�� �
	 ���#��� ��� �
���  ������!�������#� ��� ��";�#��&(�*) �!��3 ���#�. ��� 	 ���� ! ��� ������ !�D&(�*),���  ;���!���������.�� 1����� � �7) �_$ �
	# ����#����	����
���� ������ �:�����!� � $#�6������W8�c� �  ����c| ���!�c� � 	��� ��<$ �.� 	��������
�#W��������� !�E� �� ;�c�X~� ����6���������� ������ ���� � ���
	���������� � ���!� 	 ���������� ���&(���: �� �����E� �������#�� ��#�����#� ��� � ��� ��� 	 ���# � ������	���� ����� 	��4����� ���� !���� ����
����� 	 ��� ��� � �>� ��
���������&(���

B1

" & � ����� 	� ������ ��� ����� 	� ���� ����&(��� ���!�e� ������� ���# ���� 	� !�.� ��F� ��
�.&(����������� ���
� � $%� ������| � � $%� �����T- ur� 	pF� ��M~�����&(����	 �.�#� �!�h� �� ��]������ P��� ����� � � ��� ����� ����� � ��x
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�rv�- �Du�� ��$ 	 �� ��4� ��� � � �� !�e�����������4W�	 �� ;� �� �� �.� ��� �!� �������� �� ���4&8�#���%- �!� � � �]� ��v �!	 �����  !�:-
� ������ �� �.&(����	�	 �#��� ����� �1���.����� �����.���Ovb- ��u��
	� ���3 � ������� �������M� � ��� ��	#��� ����� ���!� 	#������� �����
� ��
���� ����
�����"!\ ��d���� ���!�! �� �#��
� �!�#����� � ������� 
������� ������� ��
� �:������� �=`������ � �  �����
���� �!��� ������ ����� �����
���f� ���#��� ��� � ����&(���4� � � ����� 	� !��3 �]| ����"

50G.cm−1 ~ "%�rv�- ��uE� 	� ��!3 ��� �� !� �����[�����!��
��#�.� � �  ����
�� ����!��- 	 ������ ��4C ���������* ������o� �������!� ����������
 ���� !� �����hG�?�- ��u�� 	� !��3 ��� �����Q3 � �.� 	����MW��#� � � 	 �� ;� �� ;�
�Ovb- ��u��(- ���4d�� �<$ 	 �� ���� ��� ����"!i��#��������	 ���!� � �#��� �!� 	���� ����� ������� �!� 	���� ����� � �����#�� � � �����4�q| ��u��
 !��� �� H~ �� �����������
����.� � ��� ������� ��C�� ����� ��� ����� �!� ���������4� �� !��� � ������ !����� �!�

Bo

`������ ���#����� ��
����#���T-
������� ��� �� ����� � � �!3#� ������������� �� ���������� ��������� ���#��� ���4� ������ ��� � ��� ����� ��3 � �������.� �����!� �������� ;������&(���4�
����
��  ��������4�#� ������	# ���3 ����"�m �
� ���6� �������M� ����
��!��� � �������. ���!� � 
������� ���� �������!������ ���������#� ���������� ��#����

�����]��������
�� �:�
�Ovb- ��u�� 	# ���3 ���E� ������3 � 	# ����!��� � �#� � � �� � ���#
>�  ���� � �#�e� ��� ����� 	 �� !� ��� �^x �����
vBk ������� "

����� �
	 �
���������P	�����������	��#�
� ����������� ����� �������������4��� �� ��
�;W������oW8� �>� �� � 	����!��� ��� � �  ��#���H�# �� �����c� �����TW �#� 	����MW��.� ���

������� �  !��������� ���������.��n �������#��� ���������MnPx��V� �:- 	 �� !� �����#� ��� � �
� � � � 	 ����� � � ��� ��� ��
������� ;W������ 	����<$ ���e-
	 �.����������"pm ������������ ���`���� �������� 	�������������
�� � ���� �� � � ��� ��	����������� �� ��� ���oW
���!����������������
 ���� !�.��� ��� �� 
����������
 ������� �  !���������!��
��#��"�i������!� �!�� ���� �H�� !���# ��$ ���43���������

� 	��� � ���#������ ��;W8�c� ���� ;W! �� ��1�����#� ���
�������XW ��������� ��� �� � ������������
^� � ��� �H��3 ��� � JM��t � �� ����b`������� !� �TJ��o� �*� �� � ��!�����:- �  !�.&(�����#�#W ���������  !���������
��	#	������ ������������" u � �E� �� !� ��$#�!� 	����: �����#W �� �� 	� �������� � ��� ���M� �!���MW��}� ��3������ 	#������� ����� ����������
������# 
��� ��� � ������� ����� 	 ������� � ��"8u ����
����4`������ � �(���^3 �� �!� 	���3������ ���������#� �<$ ���!�[� �� � ��� ���� ����!���}� �8�������
�����K`������#���:� ��	#	������ �����������O� �� �������������������� ������� �!�� ���� �H�� !����"�k��� ����� � �� !�4W�� �� ;d � ���  ����!���� ����
 !�#� �� ! ��#� � � �����  !��������� �!�  ���� �� !���������TJ�} } �0 8� �#����� ���!� � �!� � �#�r� �� ��  �������� �� !���!� �� !� �
�������� � �H�� !�
 !����� ����� �b� �� b� ��
����������  !���!����������� �����D3 ��� �������
���  ��#� �� �������� ����L � "
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i����^�������!� ��������� � �� !� ��� � ���^� ��� � �����c� ���D� �XW �:� 
������� ��������
>� ��
����������6`����4���. ��� � �#�#W
������� � � �_$ �4�]��� �.�# � ���� �e�����#�����VW�"=� �������#��������� ������������� ���Q3 �����2�����#� ��� 
������� ���� � � ���  ��!�����:-
�  ��.&(�������#W/`����4�

B1

�����#��� � ���c3 ��
������#����

�!�b� ��v ��� � ��� �������DJXL$�ot�) ��"�m � ���� ���	 �� � �.� ��� � ���
��$ 	 �� ��4� ��� ��� �!�q?}�# �������� �����Di �� ! ��#WK| ������� ���� !��������� �!��� ��� � �4� ������j �!3��������� �� �~� � ~ � ������J6� � -
�� ��������� �W ��������� � �� !��� �� ����#���.����� 	� ��8����������vBkD`������ ���Z��t����BC
� �� 1 �  ������������������  !�.&(�����#�#W�"
� �M� �:���XW � �����4W��6� ��� � ����� �!� ���������������� ;W �� !�  ��.&(���� ��#� � � 
����#�� � � ��`����4��� ����L!t�t ���OC�"(i����
	� ���������	���� �!�  �������	� ������ �VW� (� �� ��]�#�������.�c� �� �� ��v 3oWQ� ����� � ���{� �0 8� ��� 	# ����!��� � �#�D`� ��!��3(W � �#�E�����
�!� ������������������� ����������"(m �
� ��� �!���M� � � �����. ��� 	� !��������	����! ���#� � ��������� 	 ���!������� � 	 �� �� �� �� ������� �!��
���� -
`�� ��� ���4W ����
����� �������/� ����� ��������C ���������1| � �!������� ���������H~ ��� ���� �� � �!����� ����� ���:3������!��
������T- ���:- �#�����!�
 �������� 	� !� � �4���.� � ��� � ����� ���!� � ��W �������# ��������Z���4� ���������������� !� ��	#	������.� " m � � ���DJMLo�!t%) �# �����1����-
��������	�� ��� � �!� �� ����!� 	 ������ ���C���� �����* 8� ��
���������
������!	����#������
 �����
	� !��� ���
����
��%- 	 �M� �� �����������	�������

� ��� �#����&(���������.� ��� � �#�e������������	�� ��� ���!�}�]��� � � - �H�#���.�������#
����<- ��������� ��v 	� !��3 ���r� �� ���������%- �!� � � �
� ��v "Y� ����3�����-  !���!��������������uE�
	� !��3 ��� ����� 	� !��3 ��� �;����� �!3����6� �� 1 � G�v�u���?f���<$#	 �� !��� ��� � �
�.� �� �
��.�* ������ �.3��#����� ���f� ����� ��� �����c� �� !���������TW � ���������!3����! ������>3 �����!� � � � � �������� �� ����� �  ;��� ���%-
� ��������� ��� ���������%- �!� � � �B� ��v ��	 ��� �  !��������	oW ��} �% RJM�o}8 A�$�% RJMt�N� RJMto�( pJXto}8 %L% A�!L � "8m �
� ��� �����
��� �����
� ��� ����� �!� ������JML�N�t�) �=� ����� ����� ��� ����� ������� �!� vB�}� &�v � ��� �#����&(����� ��� �8 +��L �0 � ��� � ����� �����������!���VW
�� ����!� ��� ��� �������������!� � ��������
����<- �������#�� ���	����<-  ���������������� ��uE� 	� !��3 ���f- ����� ���� !�! ��
 �����* �� �#� ���� �-
� ��������� �VW �!� ���������#��������� ���������  !��	� !���!��� � �#� ��� �!3 ��������� ����� ��� ������� � ����� ������� ��� �����4�#� �����c� �� � �#�����
���������%- �!� � � ��� ��v ��uE��	� ��!3 ����"Yu � ��� � �� ������������ �4��� � � �c`���� � ����� ������� �����4W ��� ������� �������4�#� �����
� �����#�4`���� � ���1���T� �� ���� �  ��#&8�#�� ��#� ��� � �6� �� ���� !�.��� � ������� ����������� �� �� ���#���4W'���4� �� !����
Q�  ��#&(�������������
| ��" 
�"T p� �� 1 � ����� 13 Gb~�� ��� 	��� ��;���.�K3oW'� ���VW � �J}( �� � � "p� �]�#��	��� � �#�'�  ���� ����� �!�� ������
!W��!� �
�]��������	��TW �������.��������
���� ������� ���������!�.� �����!��� �!���c�#�.����� �����.�  !���!���������� �!�  ;�������� ���� �� �� ��������
��%-
�  ��.&(�������#W � ����������� ����� � ���������#��������� �������
� �� ����� ���M� �  ��.&(������������� ��� �������rv�- ��uE� 	� !��3 ��"
� ������� � �#�'JML�N�t%) �PvOk ����� ��
����#�����VW �!� ����������� ��� 
�������� ���#�� ��������#� ��������� � ����� " & ��� ��	�	# �� ��� �
� � ������ !� ���!� � ���^vOk ����� ��
�������� �VW��:� � ��� �������������4����� ��������� ��� � � ���� ;W � ��� 	������ � ����
���� �:� � ���
�������������4�����Z� ���������#
�� �� �� ����� ���#��� �:� � �#� �������Z� �� ����~�{�� =JM�$�% fJ!J�� � "�\ ���4� �� �,L�t � 	# ���	 �����#� ���
��� ���� ���� �!�� ������
!W ��� ��	#� �4� �4C�� �#��� ��
����������VW �!� ������vOkw`������
��� � ����� JMt �H�� !������������� ��� �h�����_-
� � � �� !� ���� �
��� �� ����� JMth�1� ��	 �� � � ���#
�� �P�  !�.&(�����#������� �!��No� �����`}%J ���BC!  �����	 ��� � �������TW�"�U[W
��������
�G ���#3(W��!����� 	 ���4W����!� ������� ���]�����!�� !��3 � � �#�r`����4�* ����E���!������� ��� ���� ���� ����� ���#��&(��� 	� !��	 �����#�
3(W2iq�# ����� �TJM�!L � ���'���� !����� � ��� �#�� � !��� �������!�  !��3�� � ����� � ������
������� ���� ��� � ���l�#������ ��#� `������ �����* 
��� �H�# ��* ��  !��� �������.�# � ���� �O�#���!�� ��43��#� ����� ����� 	 �������������#����
��!� � �����������.&(���4����� � ��� �b� ����������
�� � ���
3 �Q���� �� ���.� "}�%��� ����� � ��������� �TJM�{� ����� ��� 	� ���	 ���!�.� ������3������ ����� vBk �������}� �� ��uE� 	� ���3 ���
� ���� !� � ��� 	#������� �!� � ��� � ������� �H�# �� ��� � ����� �#� �;��� � � ����� � �����:� 	��������������!� � ��� �  �����!���� ��!�1vOk
`����4� ���������� ��������#�2� ������� ����� ������� �_$ ��� ��� �� !����� ���.� � � � �#�>� ��
���� ����
�����"�i����#W ��������� �.�* �������
� �� ����� � � ������� � �#� �!��
������T- ���:- �#�����!�  � � ��� ��������� 3 � �4� 	# �� ���#�/3oW J��

%
����� 	��� ��#� ��� � �!� ���%-

���� ��
���������#��������� ������� �� !����� ���.�
��������
 � ��� ��uE�
�_$ ����"�u 	��� !���  !��� � �#���#��� �������#� ������� 
������ � �  �W� 
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������� �  !��� ���q3������������ �!� ����� ������� ��� ������� �#�� �4� 	 �� !� ��� � 	 ����� � � � ��� �#��������
����%������� ��
����#�����VW��!�
�����>vBk�� ��
����������e`����4� �������4����� ��� �������7 ����
�� �����#�������������VW �:� � �#� 	� !��3 � ���� ��#������� ����� ����� ��� �
� �����4�]��� �����#	�������
 �!� ������� �  !���l`�������� � � � ���
� �:� 	����Q�������������  !����"=� ����� �  !��� ���b3������������h� � �����# 
������� ��� ��
��������1�  ��.&(�������#W � ��� �V� � 	 �� !� � �!� ����������������������������� �� !� ���������������.� � � � ���� ��#����� �������
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m � � ����� �������M� ����
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��� !������x
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J ∼ 30

�OCM~ "�U ����d�
� ��������
�!��
��������f�  ����

JMt
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����� 	� ���3 � ���� ��.�#��� ���������4� �� �� � �����4���.��� "ou � 	� !������� � �.�>3(W1k ��
�"TJ�"��� ��!	������#����
 ��� � �#�O� ��
���������
����
�����!� 	# ���� �� �W �4� 	 �� !� �������r� �� � �#� � ���� ��
�����
 �!�q� ���� !��������	���� �����#��� ��
���������������"

��� � � 	#�[� �^����� �h	.� ���D���
���Q
�	��h	���	�

	 �h	 �K���q���D�[��� �h� �Q��� � � �

j � � �Sj � E�[CE�7F5?V L�M?[OH+QS@CE�7F5 9:QYMW[CH�M?[ 9:POE 5 �?E�7A5WR?QY[OR M?[ � 5?RW[CEh9:QSL H+XOH �
LhE�I 9:Q �OQYVSQ 9:QYE�H�@OQ�� E�7FE�[CLhE�H<XO[C@OE�7�\^_>a

u �
���Q� ���D� ��� � �������.� ��� � �#� ��� �  ��8����� � �����* ����� � ���� ��
�����
 �!�P� ��
���������� �;��������	#����3��������VW
���T� �� ����������^3oW �Du�� ��� ��� �����!��� � ����� ����	 ��� ���!���Ovb- ��u�� ��	 ������ ����!����	oW�"Zm � � �#��������� � �����* �� �
� ������������� ����� �!� � � ���1� ��
���� � ���e`������ �!�����w3oW �
��	���� ��� ��� �.���4��� �����������!� ����

�!� ��� ��
��#��� ���
�;��������	#����3��������������O�����!�� ���3��#� ����� "Rm � � ���]�#�4� �� ��������������'� ��
��#��� ��� �;��������	#����3�������������� �� !�  ������������!3��TW
�;� �����������* �4� � ����W �� ����������� ���	#���! �� ��� �!���#��� ���������%� ��
�����������`������ �� !� �����.�c3(W � ��������� �������.� ��� �
�!�O� ��
���� � ��C���� ����� ~Mj

�:� ������ ;������� � ���
rj = (rj, θj, φj)

��� � 	 ����� �
ri = (ri, θi, φi)

����� 3 �
�� �� � � �.� ���
������	 ������ ��� ���� ����� ����� "[m � � �#� ���!3 �� ������ ;W �  �:� � ����� � �� � � ������� ���!� 	#�����# � �����
����	 ������ f`����4�
����
��������D3oW �gL{�� RL�J �}x

B (ri, θi, φi) =
µo

4π
.
∑

j

~Mj

r3
ij

(3 cos2(θij) − 1)

2

|@J�"~}�~

� ���� ��
rij

��� �����O�#���!� �������B3 ���V� ����� � ��� 	 ����� � �
ri

�����
rj

 
θij

��� ����� ����
����b3 � �V� �����
Bo

�����
����� ������� �� *"!����������


ri

���
rj

 �������� �����;���1� ��������� ��$ 	� ������!��� ������� ��� � � ����� 	 ����� �
ri

��$ 	 �� !�����#�����
����� ����� �:� ����� � �#���#�4� �� ���� ��� ��
����������E����	 ������� ~Mj

��� ����� �������������VW�"
� ������� �#�����!� 	���� ���� ���� ��� �#� � � ��� ����
����

β
 �����	 ����� � �������6� �����Q� ��
����������r`������

Bo

��� �
�!	 ���.�

ωr

 R�=& "TJ�"~} �����D3 �� !�#�  �� ����������� ��� � � �}x

B (ri, θi, φi; t) =
µo

4π
.
∑

j

~Mj

r3
ij

[
1

4
(3 cos2 β − 1)(3 cos2 βd

ij − 1)

+
3

4
sin 2β sin 2βd

ij cos(ωrt+ φij)

+
3

4
sin2 β sin2 βd

ij cos(2ωrt+ 2φij)
] |@J�"g�o~

� ���� ��
βd

ij

��� � �#������
����P3 ���V� ����� � ��������� � �� }"!����������

ri

� �
rj

����� �������_$ ��� �!�  !��� � � ����� �!�
����� ���!� 	���� �����

φij

��� ��	#��������� ��� � �� f�����!�� !��3�����
������ ����
������� 	 ����� � �������!�
ri

"8m �
β
��� �!��� ���������
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54.7o ~ ���^�=& "TJ�"g�� � ��� � �� ;� 3(cos2 β−1)

���������!����� ����� �����4W��V� � � �4� �<-V����	 ��������� �
� �� ;� �O� �8��������� �#� ���

ωr

�����
2ωr

 !�.� ����� "ai��#����� �V� � � �� �� � ��� �!�
� � �!	������#����
 �����#�^3������������
�  ��.&(�������������

ωr

�����
2ωr

� �����  !���!	 ����� � � � �#�e� ����� 	 ���!d " � ������ 6� ��
���� ����
����  ���� ��� �����* � ���
����� �  !��3�� � ����� �!�

B (ri, θi, φi; t)
 ������ �����#���.&(����� � �4W �!� �����4��� � �����.� ��� ��� �!�Y���4� �� !��� �[� ��
����������

�����!����	 � ��3#����� � �����. � ��������� ���#�����!� � ����� ��v  �������������������������������� ����� �����TW �!	����#������
 �����#�b3��������
 ��.� ��������� � �#����	 ������ ����
"�i����b� ��� � � ����� �����#��� ��
������������Z3�����d�� ��
���������� �;��������	#����3������ �VW ������3 �
��� ������� � �TW  !�.� � ���.�'3oW ��u���� ���E�#�.� �����!�� �����.�'3 ����� ��$ 	 �� !��� ��� � �����4W
����� � ������ �� � ��� �����4WQ3oW
� ����d�� ������� ��� �g�!N �0 , �������� H� �� !� �TJ �o� �0 �����^j��� ! ��M� �MW����o} � ����� ��� � ����� �!������&(���4��� ���������������#�*� ��� �
 �����#��� �� ������ � � � ����� " �
�� ��� !������� � �4W! �U �� �3��� ����� �q�#���.� �� �
!��� ��� � �B3������#� �������������� ���� ��
��#��� ���
� �����.������� ������� � ����$ 	�������� � ����� � ���� ��
�����
 	� !� �����!���!� ��u�� "�� �M� ������ . �������� ��
���������� �����!����	#� �43��T-
�����VW

χm

��� ����� ���4� �MW�� 	��� ����4W �������  ���	���� �TJ �o�% 8J��J}% :��t ������� � ����3#�!� ��� �������#�!� ����� � �:� �������!���  !��	oW
� ���/3 � 	� !������� � ��� ����� ���!� 	�����"*i����1� ��
��������������#������	#� �43��������VW

χm

�������
������
��� �� ��� ������ ������
�]���!��3 �E�#������ ��43 �#�Q3(W � � �������� �"�u ����� �<$��:� 	����! ������#�����#�� �����O� �����Yd ���M� �
�������!���  !��	oW �!� � ���
3 ����C������  ����#
�"�m � � �#��	� ��������#��� �!� �]� ��
����������B`����4�* #� �#����� � ������� �VW �!� ������ �����
��.�� ! ���� ��� �!� � ���
3 ����C������� �����
]����	 ����������� ����� �� !����� � ��� ����� �!� � ���  ����#
P� �����  �����	 ��� ��� �

Bo

"�i������ �4� 	�������� �������
� ��� ��� � ������� �VW �!� � �#�c� ��
���� � ���1�#��	 �����

M
�:� � ��� �� !��� � � ���� !����
D����	 ������� ��� ����� �� ������ � ���������

� ��� �  ����!	 ���������
Bo

"q�r�� !����
 ����� ��uE� � ���� ���
�����
 	� !� �������# �����l� ��
���� �H����� �!�
M

� ����� ���� ;W
�����'� ����� ��� � �� ;� �� !�P� � � � �����]&(���������VW
�!� ������� ���� ��
�����
 	� !� �����!��"*i������ ����� ��-V�#��	 ������������� �!�

M���� �����
 ���!� 	����  ���� ��� ����� ����� ��� 	 �� � ��� �����������#&8�#���������. ��� � � �����w3 � �!���M� � � ��� � ��uE� � ���
�����4W � ���� ���
�� ���#� ���������!���  !��	����6| �!� ������ �~ 	��� !� �!� ����� �	� 
 � � � ��� �	� � � � � � ��� 
���� � ��� �������!�� . o3��#� �����
� ���������������� ���	#��� 	��� !� � J��J} � "am � � ��� ������� �!� ��� �!� 	���� ����d�� ��	 ��	#� �4����3 �!����� � � ��	 ���4W��!�VW� �������-
3������#�>� ����
� ����!����� ����� � ���� !
�� �!� ����� � �!� �#��� �� ���
����������VW� ����� � �#�.� ��� ������� ���� ������ ��� � �:� � ��� �
	 ��	#� �4���>� �������.�����1� �����}3 �>�����4&(����xqi���� �(���]3 �� # �����l�����!� ������� ����� ����� �� !����� � ��� ����� �:��� ���
������
��(3 �� !����
 �� ��!� �������B� �������#�������f� �����R3 �E���4� �� !��� �
� �� � ��� �
	 ��	 � ���#�r� �������.������"(u � 	# ��������������TW
�������* �����^� ��
���� � ���P����	 ����� �� !� �����.� ����� �����4W>3oW ����� � ������� 	��#���oW��  �����
�� � �����#���E3 � ����� 	#���������TW
� ���� ���
��.� ��� � � �eC��� ��e3oW ��u�� "�i����������^3������ � ����� �!� �������!� �V� � �#� ��� � ��� �����  �������� ����� �]3# �� �!�
� ��v �����#�c� �!��� �!� � ���#	 �� �	 ����� � ����� �!�����T� �� ���� � � ���.� ������� �!���4� ���Q| �������!� ��
�������������3� �� �:����-
������
o~ "�i������!� �������!������ ����������� �� �� ��$��  !�.� ���4W���� 	 �� !� ��� �O� �� r�rv�- ��uE��� ����� �������!������ ����#
 � ���
�����H�# �� �!� �Q� ����

 ��������K� �#��� � ����� �!�������!����� ���������4W �!� �#��
����TW �������!���  !��	���� �� �������- ������d��#� �� !�:-
� ������� 
� ����#	���"qi����Q���4�p���!����� 	� �������������� � ����� �%�#�4� W � �#� �  �M"!�������� ;W �!� �!	������ ����� � �#�� ���� �� ��
��� � �� ;� �� !� ��� ��� ������������ !��� �}� �XWe� � � � � ���  ���� ��������� � J�}%J � "oi�������� �!����� � ��������������� 	������ ���������#�q� �����
�����B3 � ���������4���� !�.�
���� !��"
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i���� 	� �� ��������� ������������� ��$ 	���������� ���M� ��uE� ��� ������� ���4W� !�.� � ����� � ��� �������b3� ����!�����#����
������ � �
� ��
���� � ���������!����	 � ��3#����� �VW 
� ��!������� � � 	� �������� � �����!����� ��� � �� ���
��������!��� ��W � � �#� ��" ��uE� 	����XW � �������
� ���� �W �4� 	 �� !� ��� �  ������ ��� � ���� ��
�����
 �!�#�]� ��
���� � ��� �;��������	#����3������ �VW 
� �!�#����� ��� 	� !������� � ��� �����
���!� 	#����-  ������� ��� � �� �� ������"au �VW 	#��� ���q�Ovb- ��u�� �� ! ���#
��.� ��� � ��� ���#� ��� ����� � ����� ������� � �!� 	��������
����� � �������.�'� � � ����� � ���e�#��� ����������� ��������� � �:� ���������������#����� ������� "Rm � �!��� � � ���!���# � ��� ���!� 	���� ���
������`����#�������!����� �^J��

µ
����������� � �!� �O�E�1�  ������� b| k ��
#"4J�"TJ ~ "Mi������ ��� �  ��.� �� ;d��:3����}� � ������ �� �����#���

������� ��$ 	 �� ��4� ��� � ���#�!����-V��	 �������M� � ������� ������� � �!� 	���� � ��3 ����� � ����� �#� ����� �������M� �q� �� ����� ����
������!�
�!�����!��� � �����VW�"�� ������ � �#����� ��$ 	 �� ��4� ��� � ��� �����������������#�. � ��
���� � ��� �;��������	#����3��������VW1";��� 	#� �<$#���!� ���
����� � �!� 	�����-  !��� �� ��� ���� �� ����� ��������
 ����� ������
 �_$ ��� �!� � ���  !��� �� ����� ��� ����� � ��	 ����� 3 ���!� ���
�!� � �#� ���!� 	�����"Yi}W 	#��� �����4W! � �#������� ���� ;� ���������� !��3 � �V� ����� � �!��������� � ����� � ���������#
 �������� ���
������������
�;��3��!� ��������� ����� � �#�  !��� �� r� ��� �� �������|0�  �&

2

������i � 	����K� �� ���������#���� �<~ " & � � � � ������� ���!� 	����: 
�������!�E� ��
���������� �����!����	#� �43��������VWE";��� 	�� 
�� ���  ����!� ��� ��� 	 �� !� ��� �f� ��
���� � ���B`������ 
� �!������� � �[� ����� �
�� !�c�#������ ! ������ �:3������ ����� � �#� �!����� ��W � � �#� �!� � ��� ��	 ��� �  ��!� � � �� �" �Du�� ����� ����� ���� �W2���#��&(���
	� !��	 �� !�VW �!�63 ������
 ������� �!3������ � � ���� ���
�� ��� � � �#������� ��
����������
�����!����	 � ��3#����� �VW � �wC��� !��"[i��#���
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�����`������h� ��� �#�%� "

i � ���� 1d ���M� ���#��
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���� ���#
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� �������
��	�	������ � � ������� ��� �!�����4�%- � � ����� ��u��]� ��v ���^&(��� � � � ���� ������VW��!�a���T� �� ���� �Z� ��v ��$ 	 �� !��� ��� � ��"�k��� 
��$#�!� 	����: �������� �������� 	������(� �XW ��������� � �����K� ��� ��� ���������#�23oWK� � ����� �!� 	��������#� 
� ��!������� � ����� 1 �
��u��^���!��3����f&(����� �H��� �<$#	 �� !��� ��� � � ����� ���f� �� ;d �!��� 	������!�. �� � ��� " �~�:N �#���^����	 ������ ���������#� ����� ���
27 u ��� I ��u�� ��$ 	 �� ��4� ��� ��� ���>C�������� � ���f3oWck�W(� � ����t � "%� ��� ������ �<$#	 �� !��� ��� � �f� �� �� 	 �� ;� �� ;� �#� ���
� �����Y� �� 
� �:������� � �������� !���(������� �� ����� � !����� � ����� ��$ 	 �� !��� ��� � �b3oW � �����# ���� ��� " �gLo� �7 �U �����!�����E`������

� �!�#����� ����	� �� ���������!	���������� ��������� � ����� �VW� �����#W � ����3 � ��	�	������#� � �Q� ��	 � ����vBk�`������ 
������� ���� �#�
3(W�������vBk �������#��� ��uE� 	� !��3 ����"8��������� 1 � kZ��\�j ����������	#�����#
���������������� �!�����!�����������4W^����	 �����#� ���
vOk �#��� ��
����������VW! �<$#	 �� !��� ��� � �[� ��� � 	������!�.�l`������ 
� �!������� � � � ���Q3 �r�#������
����#� �TJ�� � ������� ���������� 
 ���� �  !������������� �:� 	���� ��������� � � � �����!� ��
������������  !��
������ �!� � ���6vBkw`����4�* #�� ��������� !����� � �����4W� � ���
3 �������#� � �/� ��	 � �#��vBk `������ ����� �  ��43��#������� "Zk ���������4W! �!��� ������ � � ����
��8-  ��������4�#� ����� � ��v� ���
�� �
 ���������!�����4���E� �����  !�����4������� �!��������� � �����4d�� ���K� ���� ����� ;W�� � ���������#� 	� !��� �������# � ��� �����.� �� ����!����� �
����	�	# ����!��� ��� �!��������� � 	 � �!d ��� 1 � ��u���� ��v �<$#	 �� !��� ��� � � ��	�	��TW ����
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������� � ��� �P`����4� 
� ��!������� � �!� � ��� � ����� � �!� ����� �!	����#� ��� � �#� ���� ������
��$ 	 �� ������������������ � �!� � 
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� ������3 � ��3��!�� !���.� ��������� ����� ����������� 
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� �� ��e� �c3� !��� 	�W'�������� ���3 ��� ����3����������:���Ovb- ��u�� ���#�!�  ;��� ��� �X � � �� � ���#
l�  ���� � ��� � �:� 	����

���������� ��� ��� �����!�����<- ���#� �<$ 	���������� �����Qx�� ���  !��� �� # �� ��� �������0 �� �#� ��uE� 
� �!������� � ��" &E�� 
�� ������� � �
	����%- 	 ����� � � ���B� ����� � ���� ��������� ����!������� �!� � ���B���T� �� ���� � 	� ��!3 ��� ������� � ���c3 �����!�.� ��� ���>�Ovb- ��u��
�<$#	 �� !��� ��� � "pi��������� �� � � �������VW��!�[�rv�- ��uE��� �:d������ �����!� 	�� � ��3#���6� ��� � ��uE� ���� ��%� �� !���� ���
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����8� �!�����1� ����
E� �����a3 � �����;��� �.�>�  !��� ���M� "%m � � ����� �������!���# 8� �O� ���.��� ��� ����� � ���;d �:� ������������	%-
	�����
 ���#� ������� - �!�� ���� �H�� !���# ��� �4� 	# �� ��� � ���
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����������VWQ3�� ��������� � �  !�.���#��� ����� ������ ;� ���
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Io =
∮

Σ

−→
H dl =

∫

Σ

−→∇ ×−→
H d~Σ
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~P = εo.χe
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∇× b = µojs +
1

c2
∂e

∂t

−∇× e =
∂b

∂t

∇ · e =
q

εo
∇ · b = 0
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~E∗
1 .
~∇× ~H2 = iω2

~E∗
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~D2

− ~H2.~∇× ~E∗
1 = −iω1

~H2
~B∗

1 |3} "~}!Lo~

i �!d ����
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~∇.( ~H2 × ~E∗
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∮
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∮
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f2 − f1

f1
=
ω2 − ω1

ω1
=

− ∫

∆Ω(ε|E1|2 − µ|H1|2) dΩ
∫

Ω(ε|E1|2 + µ|H1|2) dΩ
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ζbs =

∫

∆Ω |B1|2 dτ
∫

Ω |B1|2 dτ
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∆Em

Em

=
∆LNMR
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γr. ~Heff = −(~ωrf − ~ωo) + ~ω1
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�� � ���������� � �� ��_$ ���� !������� � ��� ��� ����� 	� ����������������K`����4�

Bo
"*m � ���������4���� !� ������� ������������� ��  �������� �����

3 � �V� ����� � ���Q� ��
���� � ���1`������ 	� !�%�������#� ��� � �#� ������� ����� � ��� �8� � ���������w�  !�.&(�����#�#W ��� � ��� ���!3
�  �!� ��"

k ���������4W �����=& "�} "���t1� �����#��� � �T� W � ��� ��������� �
∆Ω

� �#��� � �����O3 ����� ���� ����!��WD���#`����.� "Yi������
&8����� � ���VW ����� ������� 3 ������������ !�.� ���23 ������� ��� � � �	� � � �'
�� "
� ���#���
��� ��� ����� �� �� �� 1��� ������� � ���
�����4��� � 	 �� �H�� ;3 �#� ��� �;� ����� ��� ���!� 	��� ����!��� � ��� � �#� ��� ���� !� ��������� �������#�� � ���c� ��v 	# ���3 ��-
��� ���� . #������� ��� 	 �� �� �������4W ��������	 � �!3����E�����#�� ����� �!� ��� �#� ��� ���!� � �#� 	 �� !���� �3�� � ����� ��	�	� !� ��� � "�U
�#�
���'� ��� �

∆Ω
���� �� �:��W ���� � !����	 �����#� ��� � ����
����4`�� ��� �E�  ������������ �!� ������� ��v ������� "R� ����� � ���

B1`����4�c�����!�� ���3��#� �����^� �������M� � ��j��!�#��������������� �  !��3��#�������Y �� �#� 	 ����� � �����4����� 	# ���3 �.�13oW�� ����3������#�!���4� �
��� � ��� ��������������� � �� . ���� ! �����	 ����� ���
����� �����4��� � �����H�������TW �������w3oW �Q� ����� 	 ����� � �������.� ���!� 	#���
| ���b� �� ��<$��:� 	���� � ����J�}

µ
� � �!� 	�����	# ����!��� � �#� ���hk ��
�"*J�"4J ~ "

i � �������������#� ������� � ����	#� �� . o� � ��� �  ��8��������� ���b� �������M� ����
 	��� ��!� � � �� ��}�����!�� !��3�����
�� ��� 	 �� ;� �� �-
� ���#��� �!� � �!	 �����T`�� 	� !��3 � ���� !�.��� �X o� ����� � 	��� � ���.������ ������� - ���!� 	#��� �� ! ����
��.� ��� � "�� ��� � 	 � � �� 

Pe ��� ����� � ��� � �#� 	� !��3 � � �������#��� "8� � � ���  �������� � � �#� ��&(���� !�  ������ �!��? � � �� ��!��� � ��� � ��� 	� ��!3 �
� � �����E� � ���;�� ��#� �(�#� ���������1`����4�

B1

 ��� 	# ��.�#�������.�Q3oW>�}& "F} "~�!t#"8� �� !� � �#�O`�
��# ��g}�"4J�}�	� �������� ���
 ����;������� ��3#� �����#�.��� �� ���'N�t�t ���OC 	# ���3 �^���!�.� ��� ���������8- �!� ��� � ��uE� ���!	 �� ���� ��� ����"�i���� 	 � � �� 
� ���e� � ������ !�.�w� ����� � ������	 �h����t ��JXto}:u�|�u 
�������� � � ��� ����������
�������~ "ZG ��� ���� ��!����� �!� ����� 	 � � �� 
��������� ���������u�!t

Ω
� �!3��������  ��!� � �#� 	# �� �:� 	����4� �� O� ���P�#����� � �# �����
�� ��� ���!� ���8����� �� �!� ���4� ��� �

-S�!t!��U | �  ��.&(�������#W�����	 ��������� � �����4���M~ "ai�����	 �M� �� ����� �!d���� ��� ����� 	# ���3 � ���������������� �"Ri����P����-
`������������ �!� 	 �M� �� ���� ���������#W! �� 	 �M� �� ����� ���� ��!������� ��� � �� 

η
�#���.� ��� � ���������!� � ����	#���� �������3 �

��� �  !�%���#���.�
���� �������� ��� �(�#� ��� �����Q�  ��.&(�������#W  ���� � �;&8���� ��#� 	 �� b����� � �!� 	 �M� �� Pe "
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� ��� � � � � �����6
�	 �P� ����� �#���f
 � �P� ���P�Q��
�	.� � � ��� 	#� � � �

i���� �������4W������ �!���� �����;� ��������� ������� 	# ���3 ��� � J�� � ���]��� �=3 ���������!������ ��#� ��� � 	��� � ���#������ � �������!�
������3� ����!���� �	# ���3����.� �!� 	# ���	���
 ��� ����� ���l� � ����
������#����"Ru � ���Q� ���(WlvOk ������� �  !����������	� ��!3����#� �# 
������� �4� 	�������� ����� ������
 � �_$8� ����� �#&(����� ������� � � �������#��������� � ��� ������� �  ��!� ��
����������6| � ��~ �!	�����������`������
�����!�� ���3��#� ����� "�u � �!� ��� �#�l3oWl9#"{G�� ��� ��� �� bz%� ����� ���#� ��� �!� �  ������;� ����������� �����#��� ��� �:� � ��� ��� � �!� �
 !�����#��� � ��� � �_$8� �����0) � �.&(������������� � ����W �� ��
 ���
�� �X � ���!��
�� � �;��	 �� 	a�#�����. f� ����� � ����W ��� �!� � �
���T� �� ���� �  !���;������� �����#W
�� ��E�  �����
��M)

� �Sj
�Sj \^5 	 BDE�VYV E��bXO5 9:QSM?[ N M87&� M?[OM LAPC7FM
� 5 9:QYL BD5��?E�H
�%��	#	 ���!����
 ��� ������� �� ��!� �������]� � ��� �!� ����
������� ��  ��.&(�������#W

ω
	� !��	���
���� ����
���� �D� �#�������

� ������� 	��oW������ ��� 	� ���	 �� � ����� �� �� �;��� � � ����� ��� ��� �������!������ ��.� ���������� . ���!� ��
������������������ �������  ��_-
	�����"�m ��� ���� ���������	������ �.����� � ����������� �  ���� ~E �����D� ��
����������E`�������� ~H �� �� ������d��.� � ��� ����������� �  ����
������	��������#� ��� � ~D �����
� ����� ��
�������������������� � ����� ~B

| ���4� 	#�4W ���������.� � ����� ��
���� � ����`����������D� ��� �
�!� �����e� ��v �����!� �� ����H�# ��M~ � �# �����
�� 	 �� �� ��� � �����VW ����� � ��� 	 �� ;� ���!3��������VW � ������d�� � � � �#� ���4� 	#���T-
`������ ����� �!� � �#�>� ��� �� ������ �.&(�����������#� ������� ��� ����� 	# ������������ � ����	#� �� Q| �}& ��"8� "TJ�� �����<� "TJ��o~< � �
������������	# ���	���
 ��� ����� ��� �����#����� x

~B = µoµ ~H
| �#"TJ ~

~D = εoε ~E
| �#"~}�~
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�� �
� 
 � � � ��� � ���!�	��
��

�����b� � ��� �!� ���������  !������ }� ��
���� � ����`����4� �����>3 �������!�� !��3 �.�  !���!	 ����� � �����4W�3oW ����� 	�����$ ����� � �� !�
���6x

~E = ~Eoe
iωt

~B = ~Boe
iωt

�T� � ���� ����� �� � ���� �
����
(ρ)

����� �#�� � !��� � �
( ~J)

��� ����� 	� !��	���
 � � ���#
P� �.������ � ����� �_$8� ����� �.&(���_-
� �����h�  !�������6x

− ~rot ~E =
∂ ~B

∂t
= iω ~B

~rot ~H =
∂ ~D

∂t
+ ~J = iω ~D + ~J

div ~D = ρ

div ~B = 0
|0�#"g�o~

m � �����r� �������M� ���#
6� � ���������4���� ��� � ���� !
���� ���� �#�� � !��� � ����� ����� 	� !��	���
 � � ���#
P� �.����� �����>� �
����� 	����4� W � ��� �#&8����� �������. ���� �  ��8����������
 ����� ��	 ���#� �!� ����
�� � ���

c = 1/
√
εoµo

 �� � 
�����x

−~∇× ~E = iω ~B

~∇× ~B = iω
µε

c2
~E

~∇. ~E = 0

~∇. ~B = 0
|0�#"��(~

� �Sj � � ;$H:M 9+7FM8IcQYL>4 7FM8Ic5?R?5 9AQYM?[

i����}� ���!� 
������� ����� ���!� �:��� � � � ����� ��� � �#� � ���!� �:�#��	 ����� � �!���� !��� ��	� !� �!�#����
�"X� ��3 �!�������� �W
�������#��� ����� ��� ���������4���� !�.� ��� 
��#����� ����"gi��#�O� � � � ��� ��� � ����� ���������.�Qz �!	����� ��������7) "om � ������� ������� � ���
	� ���	���
 ��������� �����������  ���	���� ���
�����*�#�� �������������� �!� �!	�������"

i����c� � `������ ����� �  !��3��#������� ��� � �����.������� �#� ���� ��!��
�� �
	����� ��!� ��������	#���������q�#�4� �� ���� � ����� �.&(���_-
� �������. ���������.�P� ���4� �#������C �.&(�����������#��" i������!���� !� �!3#� �������.�6�  ��!� � ��� �V� �O`� !�!�q� �_$8� �������#&(����� �������

�o�
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3oW ��	#	������ ��������� �:� ~∇ ����3 ��� � �!������� �:� �����.�
"Rk� ���� ����� � �� !����� �������TW �!����� �6d��#� � � �����. 

~∇× (~∇× ~E) = ~∇ (~∇. ~E) −∇2 ~E
| �#"~��~

�!������� ������ !���� ��������  ���� � ���� �
����. �������� ���� ���� �_$8� ����� �#&(����� �����
��	�	��������������

div( ~E) = 0

����� ������� � �#�������]3�������������� �!� � �#� �V� ��`� �� � �#&(����� �������b�  �� � ����x

∇2 ~E + µε(
ω

c
)2 ~E = 0

∇2 ~B + µε(
ω

c
)2 ~B = 0

| �#"��o~

∇2 ��� ������� ���������.� � ���r\ ��	������������ "�m � �� ;���� � � ����� 	����4� W ����� �.&(�������������f� � ��� �  !�%���#��� � ���B� �������� 

k
���������.�Q� � ����� ��� � �� �������#�#`����#� ��� � ����� �����������

k2 = µε(
ω

c
)2 | �#"~��~

� �Sj
� � a E�IO587F5 9:QSM?[�M?NO5 	ZQY5?V 5W[C@yVSM?[CRWQ 9:XO@CQY[O5?VZLhM
�]IKM?[CE�[ 9:H QY[
(X, Y, Z)

Nw7F5
� E �

m � �  !�%���#�����#
 ����	��� � � ����� �!� �_$ �����r|7� ~������ �� ����� ���� ����/| �<~ ����� 	 ������� � � �!�������Q� � `����4���
��	#	 ���� �� ��� �  !�.&(���� ��.� ��� � � � �������4W������ ���P����� �  !��3��#�������h`������'�����!�� ���3��#� ��������� ���oW�� ��v ������� "
i ����� �������*� � � ������������� � � ���� !�����!�����6�  �!� �! �� �����!� �� ����� ���� ���� 	�������� ��� �;��� � ������� � ��� ������� �  !��� ���
| �����h� ��
����������X~ 	��� �B�  !����� ���6x

~E =








~Et

~Z × ~Et

EZ








; ~B =








~Bt

~Z × ~Bt

BZ








m � �������=�  ��!� �������O�#�� ������������ �!� ����� � �!� � ��� �V� �P`� !�!� ����� 	 ������� � �#  !��	� !���!��� � ����
 ����� �� ���#��-
���� ��!�D`������ ��� �����  !����������� �X Z� ��� � ������� � � ��� ����� ����� � �� ~Z

� ����� � �����#��� ��� �������#�� ������������ �!�
	� !��	���
���� ����� "�m �
�!������������� ∇Z �

∂
∂Z

 ������ � �#� ~∇ ����� � �� !����� ��	 �� ���� �� ���$ 	� ������!��� �#��� �����T� ���6x

�J�
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~∇ =








~∇t

~Z × ~∇t

∂
∂Z








|0�#"gNo~

i���� ����� � �� !����� 	� ��8����� � ��� ���� ��e���!�.� ��� ��� ����
��#3� ����� �� �����d � �Q�#�#`���� � ������ ;� ����� 	 ������� �
�� !������
�������� ��� � �#� �V� � ��� ���� ���"Yi � ���4� 	����4� W ������� ����� ��� ������� � � � ����� � ��� � ~∇t

��� ����� ���������� ������
����� �!� ����� �V� ��`� ��!� ����� 	 ������� ����",i���� � ��������� �!������� �����������6� �!��� ���� ��>3 ������� � ��� ���� !���!������

� �����D� ����$ 	� !����� ���

(X, Y, Z)
������������� �� ������ 	� ��8����� � ~∇t × ~B

����� �������M� ��x

~∇t × ~B =








~∇t

~Z × ~∇t

0







×








~Bt

~Z × ~Bt

BZ








=








~Z × ~∇tBZ

−~∇tBZ

~∇t. ~Z × ~Bt − ~Z × ~∇t. ~Bt








|0�#"gLo~

i����
���_$8� �����T-Vk �� �� ��XW �#&8����� �����w�  ���� �#"��'� �����f3 �Q��������� 	 ���!�.� ��������
 � �#�
	# ���������������$(-
	� ������������
�!� �����  ���� ��� �����������  ���� ~E

x

−~∇tEZ +
∂ ~Et

∂Z
= −iω ~Z × ~Bt

| �#"TJMto~

~Z.(~∇t × ~Et) = −iω.BZ

| �#"TJ�J ~

����� � ��� � �_$8� �����T-VuO� 	�F� !�E� ����� �!��� ����� �!��� ������ [�#�����!� 	 ����� � ������x

− ~∇tBZ +
∂ ~Bt

∂Z
= iω

µε

c2
~Z × ~Et

| �#"TJ�}�~

~Z.(~∇t × ~Bt) = iω
µε

c2
.EZ

| �#"TJM�o~

� ����� �#�� ���� � $%� ����� �.&(�����������/|7j �!���!��~
� �����Y3 ���  ����!� ��� �����������b� �������M� �Ex

~∇t. ~Et +
∂EZ

∂Z
= 0

|0�#"TJ��(~
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OZ
 � ��� �  �����!���� ��!�Q�������� !
�������� �!�������1� ��
����������

`������Q�  �� � ��� ��� � ��� ������� �  ����E`����4�����h�=& "��#"TJ��hx

~∇t · ~Bt = −∂BZ

∂Z

| �#"4J���~
m � ~Bt

��� ������� � ��� � ��� �!	������: ����� ����� 	 ������� ��� �!�
B1

��� �������� ���#�!���� ��!� 	������#��|
OXY
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����������r`������ x

~∇t · ~Bt = 0
| �#"TJ��o~

∂BY

∂X
− ∂BX

∂Y
= 0

| �#"TJ���~
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∂BY
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 ���M� � ��� � � 	 �� �� ����� ���������� ���� ���������������� �<$�� ������� ����`����������4W ��� �����[���� !��� � �����Q| ~Z ~ "� �l�#���!������
!�����!� ����� ������
����������������Z���4� ����������� 
��������w3oW
Z

����� ����� �� ����� ���� ���� 	#�������
(X, Y )��������� �.� 3oW ����� ����3#���� !��	#�

t
"qi������ � ����� � �����������;��� 	#� ����� ~E

 ����� ~B
`����4���]� �����[3 �l�  �� � ���

��������
 ����� 	� ���������	���� �!� ����� ����	��� � � �����
�:� ���� !���!3������Ex

~E(X,Y,Z,t) = ~E(X,Y ).e
±γZ+iωt

~B(X,Y,Z,t) = ~B(X,Y ).e
±γZ+iωt

| �#"TJMNo~
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γ
��� � ��� ������
�� �H������������	� ���	���
 ���������e� ��� � �� �:� �����r� ��� � ���! ����� ±γ ��������� ��� � ��� �}3 ������ �� ;� �� �� �����D3�����do� �� �� 	# ���	���
 ��� �����
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γ
��� � ����� 	����<$ �(���]3 �� . �� �#�����  �� ��� 	��� !�

�����!��
���� � ���������6���!� 	�����
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�V� � ���� �� ��� ����� 	 ������� � �6x

~∇2 = ~∇2
t +

∂2

∂Z2
. ~Z

| �#"TJMLo~

i���� ����� 	����� �!��� ����� ����� �4C��.&(�����������#� �����!3#� �������.� ���� ���� � �TW'�  ���� ����� �����1���#`��#�.� 	� !��-
� �������!�4Wc|0� "~�o~ "Mi����[\ ��	������������ ��� ��	�	������.� � � � ���}� �� �� �� ;� �� � ���������#
B� � ����|

+Z
~� �����P� � ��3 � �����cx

∇2
t
~E + (k2 + γ2) ~E = 0

∇2
t
~B + (k2 + γ2) ~B = 0

| �#"~}!to~
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� ������� � ��x

~∇× ~E = −iω ~B ⇔
~∇t × (~∇× ~E) = −iω(~∇t × ~B) ⇔
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~∇t(~∇t. ~E) − (∇2
t
~E) = −iω(~∇t × ~B) ⇔

| �#" }8J ~

� �M� ��� ���8&(������
 �#&8����� �������B�#"TJ��� �������� " }!t% #� ����� ����� �����4� 	����4`����������h� �6�  !�����ex

γ.( ~∇tEZ) + (k2 + γ2) ~Et = −iω(~∇t × ~B)
| �#"~} }�~

i������� ����;����������&8�#��� ����������	 ��������� ���!� � ���e�  ��!� � ����������
 ��� ����� �����#
���������������� ����� 	 ������� �
 !�.� ������� � ��� ~Z ���� ������ ����� "R� �� !�.� �� �d
� ��� � ~∇tEZ

���������#��� � ���#����� ���'� ���!� ����������" i����]� �� @-
� �� �.&(����������� ������3 � 
������� ������C��.� � � � �V� � ���!� 	 ������� � �  �����!���� ��!�e`����4�* ����� ��� ����������
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 !� ���!�������#
�� �����a�� !�����B��� � � � ���4� ������ ��$ 	� ������!����� �:� � ��� �  ������!���� !��� 	��� !� �!� �����r� ��
���� � ����`����4�* 
`��������TW ��������
�� �����. �:� ���� �	� !�_"!��� � ���#
 ��� � �����  �:� ������`����#��3oWh�=& "p� "{LQx

~Et =
1

(k2 + γ2)
.[ − γ ~∇tEZ − iωZ × ~∇tBZ ]

~Bt =
1

(k2 + γ2)
.[ − γ ~∇tBZ − i

k2

ω
Z × ~∇tEZ ]

| �#" }:�o~
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����� �  �����!���� ��!� ������� �  !��� ��
���������� |�i�� ��~Q� � ����"Bi������
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k� ��!� �}& ��"{�#"TJ�J������]�#"TJ�} ��� ��� ������� � ����� �T�
EZ = 0

�����
BZ = 0

������� ~Et = ~ETEM

����� ���;`����
x

~∇t × ~ETEM = 0 ; ~∇t. ~ETEM = 0
|0�#"~}{�(~

i������b� � ���#� � ����� ~ETEM

����� �!�����#������� �!� ��� ���������� ���� � ������� 	� !��3����.� ��� �V� �����4� ��������������"a� �������
� ���63 ���������� ������ ����� �#�����������#��� �� �;�� ;� ����� ��� 	 �����! ~Et = 0

�����
Hn = 0

�������� !������
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���������� ���� ������� ��
��#��� ��� 	��� � �� ����<$ �������#�.� ��� ����� �����������4��� � ����� � ���� ��#� �� ���x

~E. ~B = 0

i���� �!��������� ���������#&(��������� ��� �������������6� ��
����������r`������h���#�������#���  ��!���=& "{�#"TJMth ����

~BTEM = ±
~k × ~ETEM

ω
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3������#� ��� ������� ����� � �����
k =

√
µεω

c

� ��� � � 4 PC5WH+E � E�VYM LhQ 9$d
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Vφ =
ω

|γ|
| �#"~}$�o~
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�� �H����������� 	# ���	���
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Vφ =
c√
εµ
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
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
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A, B, C, D

 ��	�	 � �� !����
 ���Q�=& ��"g�#"��J} ��� ����� �^3 �
��� � �� �� �����#�>3oW � �!d ���#
 ��� ��� ���������#� � � ��� �  ������!���� !���E3 ���������� ;W �����������������#� �!��	��� ��������
����� ����!���
�!	���� �����  ���
������#� ���  �:�������o�#�� ������������6-�| ��~ �����  !��
������ �!�#� �!����� � ��� �������T$p %| 3R~ � ���  ���
������ ���#�������#� �!�
������� �#W����������� . 3��#� �!�������������!����� � ��� �������T$p �����Q| �X~ �����  ���
������������!����� �����
�������������� ����}� ��v � �:� 	����
| �����;��� �#� � �e3 � �!� ��W �������# �������� ������	 �M~ "�i����� !���;����������
 ������� �  ����� � ��� �� � ���#
���� � ����� ����� ���� ;� ���
`������ ����� 	 ������� ���  !� �!� xf| � ~E`������#����� ��� ���� !�.� ������`���� � �e� �� 

ρ = 0
 � " ��"4 � ������� �������T$ � $#����"

| ��� ~Bk��� � �#� �;�� ;� ����� �!� �h�#��������� �  ���� �#W����������� 1|�� �� ��$#�!� 	����: �����#�!� � �H�#������
 �����1� ��v � �!� 	����X~
�������4��� ����� �#����� $ �������}� �  !�.&(���� !� ����� � ����
���� ������� ���!� 	 ������� ��� �!�������>� ��
��#��� ��� ����� ������� �  ����
`������ � �P3 � ����� �����(�������# 	# �� �������#� � ����� ����� ���������#��� � �����VW �!� � ���O����������� �  !��� �#W����������� ��� �#&(������� �
C��� ��D| � ����� �l� � ���!����� � ��� � ���E� �������M� ���#
(~ "�| ����� ~Zu � � ��� ���� �� �������!� �����  ��!���������4W � �����* #��������� �����4W
� �������
����������� � �� P| �;��	�	 �����#����� ��� �������� �W ����
�� ����������� � � � � �VW�~� �� �  !�.&(���� ���� ��� ��� ��� ������� �  ����
`������ ����� 	 ������� � 	��� ����������#��� � �#� �#�� � !��� ������ ������ ����� ���������!�����# �� " ��"4 ����� � ����
���� � ���������������� ����b`������
� �XW ��� ��� �����4W � ����� 	 ������� � 	 �� !	 ���������#������ � �Q���� ������ ����� �!� � �#���.�� ! ���� � �  �� ����������
 � �� !����
��
�������#����� $ "B| ����~ek��� � ����� ����� 	 ������� � 	 �� !	 ���������#������ ��� �������#����� $ �.�# � ���� �>� �  ��#&(���� !�
�������
����� � ����
���� ������� ������� �  ����O`������ ����� 	 ������� � 	 �� �	 ���������#������ � � �����E���� ������ ����� �:� � ��� �#����� $ �.�� ! ���� �
��������� � ���(�������������!����� ����� �������T$ ����� ��� � ��� ���#���� ��	������ ���� ! ����#�������#
 ����� �������T$ "}| ��~�k ���������TW� 
����� � ���#
���� � ����� ����� 	 ���#��� � �!� � ���6� ��
���� � ���O`������ 	��� ���������� � ��� �����#����� $K| �.�� ! ���� ��~����� !����������� ���
����� � ���(���!��� �������4���������
���#�������#������� �#����� $ � J��J�% /��L � "am �
� �������#&(����� �����4W � ���6C��� �� �� ����� O� �8���

�!L
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��� �������!������ ��#� ��� � ��������� ������� ��� �8���! �� �#��� � ����";���!���4`��#� ��� ������
 ��� �����6� � ����������
�� � ��� ���� !
��
����� 	��� !�.� ��� � �#� �������T$1�#���!� ������ O| �����������.�l3oW

2a
~ "8k� ���� �#&(����� �������
�#"��o} -@�#"��o������� � ���  �!�������

3 ���#������ �W ��������� � ����� ��� � �������.� �!3 � ���! �� ���r� �������M� ����
 � ���� ����� �� ����!� ��� �#&8����� ����� �����Q3 �O���� !�����.��x

2πa cotψ

λ0
= h0a

√
√
√
√
I0(h0a)K0(h0a)

I1(h0a)K1(h0a)

| �#"�� �(~

k  !��� � ��� � �� �����!����������� � ��� �.&(��� � ����� � �#�  �:������� 	� !��	���
���� ����� � ����� �� 
h0

�����w3 �>��� � �� ;� �����.�
� ����� �D���#`������ � ����� � ����������
���� ����� 	# ����!�������Q� �������� ��!� � ��� �������T$ � ��3 �1x

λ0

λ
=

√

1 +
(λ0

2π
h0

)2 | �#"��J��~

U[W]�=& ��"!�#"��J}% g�#"���� �����e�#"�� � ������`����4� ���!� 	 ������� ��� �������4��� ����� �#����� $�� ���^3 �[�������� �� ���#�.� " m ��� �#�����
�� ��]d ���M� �* p� ���� ����!3#��� ���l���� ������ � �#� �.�� ! ���� �6�#���!�� ��43��#� �����

JΣ

�������#
 � �#� �������T$
�;�� ;� �����D|
Σ
~

� �����B� ������� 
������� �����������P`������e";���!� � �����.������� �#�* a3 ��� �:����� �����������!����� � ���(�����VW �!� � ����� ����
���� � �����
� ��
����������E`������ ����� 	 ������� � ��� ����� �������T$ ���� �� ����������	� !��	 �� !����������� ��� ������� �.�# � ���� �r��������� �VW

|HbT − HaT | ∝ JΣ

n
��������� ��� ����� ����� � �� ���� �� ������� ����� �������T$ ���� �� �����: 

HaT

��� �.&(����������� ��� � ����
���� �������_`����4���!�#� �!�����
� ��� �������T$ ��� ����� �;�� ;� �����! 

HbT
��� �#&8����� ��� � �#� � ����
���� �������a`������ � � ����� �;�� ;� ����� ���#�����#� �����r� ��� ���

���������������� �" k��� ���� ;W ����
�� ����������� � � � � �VW
HbT

�������MW��  ��	������TW � �QC��� ��� Z| ����`���� � ���!��� �����TW �;� �����
��d ���l�#��	#���R~� ������ � ������� 	� ��� � ��� �����4W

HaT ∝ |JΣ|
"(m � �� ��#�� � � �!3#� ����� �����O`������c����� �  ��43��#�������e� �� 

� ������������������� ������� �!��`�������� ������
����* �� ����� �������M� ����
 ��	�	# ��X$ ��� ��� ����� � ���'3 �^� �!���cxa� � � �!d�� � ���
�.�� ! ���� �6�����!�� ���3��#� ����� ��������
 ����� ������� $ �;�� ;� ����� ��3 � �������.�'�  !��� � �����:3 � �����!��� � � � �������T$�� �%�����
� �Q3 � �.&(����� � � ����� �.�# � ���� ������� �  !��3��#���������!� �>� �� !� ������� $ "�m ��������3 � �����M� � � ��� � 	��� ��!� ��� �� ��
����d��! �� � ��������� 	� !�����!����� �����Q`����4�D�#���!�� ��43��#� ����� �������4��� � �#���!�����������4����� ������� �!��`���� � ��������
���� �� ��
� ���� ����� �� ��4C��.� ���� ! ���� � �TWh3(Wh� �!d ���#
 ������� ���!����� 	#� ����� ���oL � "ai���� �.�� ! ���� �r����� �  !��3��#�������hd ���M� �* 
��� �����'3 �^���!�.� � �  ����������#����� � � � ���]�#��� �������#��� ��
���� � ����`������ �:� � ���P`�������� �!����������������� ������� �,Lo� � "
i���� �����4�#� ������� �:� ������� ����� ����� �HC��.&(�������������E� � � � �#�� � !��� ���������!�� ���� � �� ;�� �� �� ��������� ���������.�
 ���� �� ��#�.� 	 ������� � �������Ex

B(r, t) =
µoµ

4π
.eiωt

∫

l
e−i. ω

c

√
εµ |r′−r|×

(

− iω
√
εµ

c

1

|r′ − r|2 −
1

|r′ − r|3
)

(r′−r)×Jl(r
′)dr

|0�#"��o�o~

� ���� !�
Jl

 � ��� ���������� ��.�� ! ���� �������!�� ���3��#� ����� ��������
������ �������T$ � �� ��! � ��� 3 � ��3#� �����#�.������ ���� � �TW
�  ���� � ��� �.�� ! ���� �Q�#���!�� ��43��#� �����

JΣ

"�? ������������� ������� �� 
r
�!	 �����T`���� ����� 	 ����� � ��� �!	������'� �#�� ��

��t



' � . � � � 
�� 
 � � � �'��� 
 �

�����>`������ ��� � �'3 � �������4�������.�* 	 ���!��������� ����� � �� 
r′

����� 	 ����� ��� � � ��� �������T$/� �� ��1� ����� �.�� ! ���� �

Jl(r
′)
"RU[W ��� �  !�%���#�����#
 ��W��������� ���� ��� ��� �� ���������� ���

(ρ, Z, θ)
�=& "g�#"�� ��� ����� ���M� 	# �� ������� � ���63��������

������3#� ����� � �#�b� ��
���������� ��������� � �����^`����4�
B1 = f(ρ, Z, θ; t)

":i���� ����� 	��#� ��� ����� �!� � �#�
B1

`����4���
�������4��� � �!�����������4����� �������[�#�����#
��=& "g�#"��o� 	� !� ���4����� �!��� �  ��������!3���� ���%� �� �� ��� ����� ��� � �#� ��	����������
`������ �����!�  !��3�� � ����� "qm � � �#�����.&(��� � ����� 	��#������� ������� ����d�� �������T$2� � ��������� 	# ����!������� �������  ����#
��
`�������� �� ������#���������.�* ���M� � ���� � �#������������� �  !��� 	� !��	 �� !������� �!� � �������!� 	#���������
� � �b��� � �������#� ������	 �
�������4��� ����� ���#� �!����� ����� ������� �� �� �#�������������4���� !�.� "*u ���!� � ���e� �� !�^�����!� ��� � � �����������VW��!� � �#���������
����������� �:d�������� � � �������!��� �e| ��" 
�"4 ���u�� �!� � � �� �������!��������������
 �!� � ��� 	� !��3 �X~ "
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� ��� � �e
 � � � �h�[
�	 �^� 
 � 	 	#�Q	�
�� 	#�e
�� ��� �6
�	 �P� 
���� � �Q	 	 �Q�

i���� 	� !���!��� � � ����	#���� 	� !� � �4�������!��� � ����� �� �� ��� �����  !��
 �� �������
����������!� ��� � ��� �����;��� 	#� �������
��� ���������.����������� �(��� �� !������� �����^�������������#��"�i��������^� �#�� �� 	 �� ;� �� ;� �#�D� � � ������� �����1� �� �������� 	� !�:-

� ��!� ������ ��M� � ���D����������� TM 
�� "Z����� � ��$#�!� 	���� ����� ��	�	���������� ������� �!�OGb�%i � ���w3 �1� ������� ���
� ��v �������� ����H�� !� ������ �� �� {�!t � " i������ ��� ���������#� � �#�[3 ���!� �� ��� � �� !�����������=� �[� ���#��� ���O`���� � � �����.� ��� �
| kZ� �'~ ���8����� �����������#�����������������TW �.� 	����MW��#����� �������Y��������
�� ������vBk�� ��	#	�����
 �TJ�}m� � "

i���� �E���!� ����� ����� ���� �� �� !� �������!����������
�� ����� �� �� �� ;�
�����h3�����do� �� ���	� ���	���
 ��������� �:�q� � �����
��� �� ����� � �����!� �!3��������
� �!� ����������
�������� �  ��!� ��
����������O� � ��� � ���� � � �  ;�������� �� ��� ����� � �4� ��"%i��#�����
����� �����4&(����� 	# �� ������� � ��	���� ����� �����!�� !��� �4C ���������
��� �#�.� �! ��	�	������ �!3#��� � � ���� �������� ���������� ���� ��
���� � ���
	� !��3����.� �. � ���� �w3# �� �!� �  !�.&(�������#W �#��� ����� "}� ����� ��� ��	 �����4`�� �!�^Gb�%i ��� � �#�Kk�mVi |0k ���������
m � � ��
� � � �����Qi ��� ������&(���X~ �#� � 	� �������� ���.� "Ri�������� ����
� ����p� �� ;� �!� � �#��� �_$8� ����� �#&8����� �������C} "TJ����
��� ��������	 �.�
��� � �#�6� �������M� ����
^� �MW'x
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l

~H ~dl =
∫

Σ
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) d~Σ

∮
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∫

Σ
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∂ ~B
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) d~Σ

∮

Σ

~D.d~Σ =
∫

Ω
q dΩ

∮

Σ

~B.d~Σ = 0
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� ���6����`������������ �!� � �#�6`������#� ��� � ��� ���!� � ����� ����� ������3 �����

�������� 	� !���������#���4W ���D�=& "~} "TJ
i������V� � �����!� �#&8����� ������� �� !� ��� �  ��8�������.� ��������
�j��:�����@- & �!�� ���
� ��!���;d��0) ���� ������� �� �� ��������� �:�

� ���h��� ���� !
����#��� ��	 �� � � �� # ���4� ������ �� � �����D��� �!d���� �  �������� �� �� ��� �����2� �� � ���  ���� ������������� ��	 �� ��_-
� �� �"pm � �� ����� � � ����� ����� ������� �#&8����� ������� �(��� �� !���������TW �����*`��������^���T� �� ����#��� ����� �6����� �����
���8�����
� �����R����`���� �P`�������� � �����.�#�����������1����� ����� �����������!����
�� ��� �������!������ ��#� ��	�	������ � � ����� "(U[W �� ������ ����
 �
����� � �!3����� ������ ����
������� b� �����
�;W��!���.�D �� �����b����� ����� ������3 ����	#�������#	���� ��� �������� ���� ��� ����� 	��� �������<-
����
� ��!� � ���_- � �������#� 
� !��� ���������. 8� �� 
� �� !� ���4� 	#���������VW  !� ���!������� ��	� ���	 ���!������ !� � �����<$#�!� 	#��� �!� �
�.��3���� 
(
 ������� "

��
����/��"4Jk� � ����� �	� � � ���"�@% � ����� 
�
 � � ��
 � � �

?  �������� ���.� ���1k ��
#"$��"TJ ��� � �#��`� �� � �� ��� � � �	� ��� ���!� "om � � ���c3 � �������������4C��.� �����  !�#`��#�.��� ��� �
� ���(�����7 �� ��!�#����� ��� ��� ����
��� �������� ��"Yu � �4� 	 �� !� ��� � 	��� ��!� � � �� ������ ���1� �����  �������
	 �� �� � ����-
�����#
�� � ���l3 � ��� ���� ��#�K� ���(�������4W! ���� �#��  !�#`����#� ��� � ���� !�]�����#�P�  ��!� �:�#� ��� ��������������� ���4`������ �����
�!� �.��
����. ���� � �������# ������
������� �	 ����� � � ��� � ���>�����������l�����#�� � ���!��"�m � �!���#��� ����� ��� � �#��� 	# ���� �� �W
� ��������������� 
� !���h� ����� ��� 
������� ���� �#�
��� ����� ����� ��� ����� 	#���.� ��� � �� ;W 	��� !� �:� ������� � � � ����"

i���� ��	���� �����6�����!�� �� � �4C ��������� �!��� �_$8� �����0) �
�.&(�����������#�����h`��������TW 	 �� ;� �� �� �.� ��� ������� �V� �
�� !������
�������� 
� ��4� ��W � � �#� �Ex � �#� 	� !��� �� ;W G �����l������� G̃ "8v �#� �� � �����
 ��� �����O� �������M� ���#
E`�
��� !�O��"~}% 
� ��� � �_$8� ����� -Vur� 	 �� �� �.&(��� � ����� ��� �!�������.� ���������4���� !����
 �P� ��
���� � ����`����4� ��� ����� ����� � �!�� �#��
����
�!� � ���E������� 
� ����Y #����� � ��� ���������  !���O�����!	��������.� ��� ��| 	������ � �����#�� � !��� ����� � ��� ������� �!� �������������������
� �#�����o~ ���[���� �� ���.� ��� �����O� ������� �!� ����� 	# ���� �� �W�
� ��4� "oi����  ����!����� � ����� �!� � ��� � �_$8� ����� -@k �� �:���XW
�.&(����������� ��� ���������#� ��� ����������
������B� �XW���������
 � �#� 	� !��� �� ;W

� !����� �� � �#� ���������� ����P`������ ����� � ���
���%�#��� �!� ������������� 
� ��4� ��� � ���
���� �� �����
�!� � �����]`� �� � ���#�w| `�
��� !����"g� ��������� �  � � ��� �������H~ "=i����
�!�#����� � ��
�� �!� ����� � ��	�	� !� ��� �* � �������#�D\ ����	%-Vk  !��
 ��� ���#� �: ����� ����� � �4� ��	# ���	���
 ��� ����� �!� �!��
������
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�  !��� ������� ����� � � ������� �#�� ���� ���������� 	# ���� �� �W �� 
������� 
� ����Y ����� � ���!��3����O� �� ���oW>d������ �!� ����	��#�
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m � 	# ��� � �����1k�mVi � �� ;� �������;� � �� ��]������� ����� ���e`������������ ���������#� ��� ���_$8� �����7) ���.&(�������������# � �� 
����� � �.��
�� �!� �������������Y� ��������� ��� ����� � �� !� �!� ���#������ �� � ��C��.� ��	�������"ai����6� ��
���������� �<$ ����� ��� ����� |

h
~

�����
����� ���� ! ����!	 ���������#
 ������� �  !����������	��������#� ��� �
d
�� !� �����!��
��#�.������� ����������� 
� ����Y ���� �����M� �����

`�
!�� �� ��"~} ����� � �������������  !����
� !��� ������� ��
��
e
����� � ��
���������� ��������� � �����

b
�� �� ��������� �����.� ��� � ���

	� !��� �� ;W 
� ��4� ��� 	# ����!��� � �#�w3oWD��"{� "�G �������4���� !����
huO� 	 �� !�!) � ���M�6 ����� ���������.� ��� � ��
� ��� ��� �����
�#&8����� �����*) � ����� � ���4��� ������3 �  !�#�  !��������� ��� � ����� �!�R� ���� 
� ����^� ��
���������� 	 ������� � �������

hi, hj, hk, hl
 

� � � ����� � ��� �  !�%���#�����#
 ���(W �;��	�	����.� ��� � �� ;W &(����� � �T`�� � � ����� �� � !�� �"fG ���#���.&(����� � �4W! ����� ���� �� �����
�#�� � !��� � � �4� 	� !���!��� �X ������ � �4� �[���� !���������������:� �����b�����!	��������.� ��� � �#�� � !��� � � ��� ����� ���� �� ����������`����.�
��� ����� �����������!�.� �������
� �������  !��	� !���!��� � � � ���  !��
�� �;- ������� �!����� �:� ����� �.&(��� � �����* �����������#�!�  ���� �#�
3oW � �#�6`�
��� �� ��"~} "RU[W  ���	 � � � ���#
 ��������	� !� ���.���# ��6� �� ����� � ���������!3#��� �������*� ���������. ������ �������#����� � �����
 ;������������3 � �����1� �� ���C��.� ���
���
������
 ��� �B� ���  !�T$>� �� ��]�#�����������* ���� �����������#
 �����6� � �  �� $

C
� �#�����

�o�
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Cij ∈ {−1, 0, 1} "fi������ ��� �w�#������ �� � ��C��.�  ���	� �������� � ��� ����� �!� � �#�  ���� ��� ���������
��	 �� ������ 6z∇× ) ��� � �#� ��	������ G̃ � �#��� � �������4������� ����� � ��	 ������
�������� ����� �� �� ��������� �!� � ��� �!�  ;�������� ��
� � �������TW%C�� �~}!t � "bm � �.&(������������� �h� �XW! ����� �������� �
�������� z∇. ) ��� ����3��!�����H� � �.� 3oW ��� ���  !�T$ S "i����^�������� �������C���� ����� �!� �����6� ���� � �_$8� ����� �#&8����� ������� ��� �  !�%�������#���������� !����� ��	 �� ���� �� �� S ����� S̃  3 ��������
�����
� �����	 �������������4W ��� � �#� 	� !��� �� ;W �����>������� 
� ��4����"(i���� ����� 	���� � � ��� � �!� �#������ �� � �r� ���� ��T$
�.&(�������������# �� ��� �!�:- ���������.�
� �_$8� �����T-�j� ��4�%-@�=&(�����������#�6| �'j6�f~ �������M� 
��������D3(WKx

C̃h = j +
d

dt
d

Ce = − d

dt
b

S̃d = q

Sb = 0
|&��"~}�~

u ����������	 ����� ��� ����� ��� � �� ���� � ����
 � � ������� � ����� �(��� �� !�������  !���������#������� �!�f3 ��� �
h
�����

e
� ���

3 �E�# �������� �����4W � �# �����
�� �  ������ ����
������� [��� � ����������
�"8k ���������TW �����E� �����!����
�� ��� �� ������ �#&(����� �������
��� �  !�%���#��� � ��� ����� ����� �:3���� �(��� �� ���� ��� ���������.�� ����#WK���#� � �
��	���� �����=�����!�� !��� �4C ��������� "�U[WK���#`�������

� ��� ���������!� �� �W  ��������������#�E3 � �V� ����� ����� � ��
���� ����� 	a�8$#����� ������  !����	 ��� � � ��� ��� � ��
� ��� �������#������� ���
� ��3 � ��	�	# ��X$ ��� ��� �#� � ���� ����� 
� !��� �.��
���� ����� ����� ������� �� �������"�G �����!�.&(����� ���4W! � ���  !���;����������

������� ������� � �q����	 ����� ��� � ��� � ���� ���
��#�^� ��� �� �������	��� ��!� ��� �� �� ��� � ��������� ��� � �#� �!	���� ������ !���������#�������
�!� ������
� ��4�
�������� ����;���c� �� !��C��#� ��
 ����� ��� � �#������ � !���!	 ��������� �O� ���� ���������x

b = Mµh

d = Mεe

j = Mσe + jS
|&��"g�o~

i������ ��	 �����4`��=� �� ;�]����� � ����� �!��� �_$8� ����� �#&(����� ������� �������M� � ������������
����������  !��� ��
���� � ��� 	� ���3#���.� �
�  ���� &(�������T- �!� ��� ������� �
����
��K�  !�.&(�������#W ���!����
 �  ������������ � �������TW �!���E� ���� ��

n
�#����������� � ��� � �4� �<-

	 �� ����8� �!����	 "a� �����
����� �E���� !��������������� �� ��  ���	��������.�D3oW ����� �  �����#�4� �� ������������ ������� �#�6� �������M� ����

	� ���	���
 ��������� �#&8����� ������� ��	�	 � �� �x

en+1/2 = en−1/2 + ∆tM−1
ε [C̃M−1

µ bn + jnS]

bn+1 = bn − ∆tCen+1/2

� �
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|1��"��(~

� �����4�����#
 ������� ��$ 	�������� �>��	���������� �� ;�]������� ����� � �� ����� ���4� 	#����� � �������@- �  !��� ������� ��� �����c� ��� � �
� ���oW �������� �� �4� �e�#��� ����� ����
��� �� � ��� �e| � ���ckZ�ri�� ���8�����H~� �����������#����
 � �#� ������� �!��k�mVi� �3��#�
�������lG�kZ�ri�� �g� � �7 �!� ����
 ��� ���� ���" ����� � � �4� ������� ����� ���4�]������� �� !� �.� 	����MW � ���^� � � ���8� 	� !�:-
	 �����#� �� ���
����������4Wh3oW'� ����� J��!t � ��� JML � �#"p� �������P� ��� ���4� 	��TW  !��	������������ ��� 	��� � ���������� ����������������
��� ���_$8� �����7) �  ���� ��� ��������� �.&(�������������13oW ����� �� ���b`��#��� �h���T� �� ����������. =� ����������� �TJ �J� �b� ��� �>���� @-
������ ��������!� �����2�#�� �� ���#� ��� �.&(��� ��������� ���������� !������C � � ����� ��	�	� !� ��� �2�#�����#
h`�������� ��� � ��
� ��������� �!�
� � $%� ����� �.&(�����������#� ���KJMLo� �Q| �}& "/��"TJ ~ "

� � ���� !� �#��������� � � ��� ��� 	 �� � ��� � ���^�����!� ����
��������1k�mVi��  !��� �������� � �4� ������� �����1� �������8����"(i����
��� ��������	�� ��� ���  ��!� � ����������� ���e3������.� �����#���.� ���w� ���:) �1`� �� � ��	�	� ������ � 3��#� �����4W  ���
��� �������

����� �4��� �
�!� � �!� ���!� �� !����
��!��	��#������"�i����c�����!�� !��� �4C ��������� 	� !��	 �����.��3oW�� ���c� ���P3����!�.� ��� �����
���T� �� ���� �������*� �� �� �!� ����� ���_$8� ����� �#&(����� �������# ��� ���B� ��� ����� ��������� �� ����� ���� ��TW�G�kZ�ri�� �,�o� �0 
������� ��� �6kZ�ri�� � �������%�#�. *3�� � � ��������� �#��� � �#��� ���!���!�[k�mVi � �#��� � �!� �� !���#�� ��������4WD� ��� � �����
��� ����
� ����Y� �� ;� �!� � �#� ���_$8� ����� �.&(�����������#��"�i������ ���b�]��� �D3 �������� �!����	#� �#�
��� ��������� ��� ���� !�.��� � �# 
�!���������#� ��	�	� ��X$ ��� ��������� ���b� �:���E� ������������� ������
 ����� � �_$8� ����� �.&(��� � �����������Q�  ���� ��	�������"

� �O� � �P�h� 	��Q���q	.� � � ��
����q	�� � �Q� � ������
�	���� � �6� � �D� ���q	#� ��� � 	 �

� ������
�	��P�
u �������!� 	 ������� ��� 
���� � 	#�(W��!��� ��� ��������
���� ��� � ������ ��#�� � ��`������ ���f� � � �� !������	� ���	 �� !�VW6� ���  !�������

Mµ,Mε,Mσ

"�� � � �� !������� �����Q3 �r����`����.� ����� �#�� ��� �"��� � ���  %�������� ���3#����
 �������� ���	#���B� �#������ �� ���
�	� � � � � �!��� � �6� ��� � ���������4���� ���� ����� �!� � �#���� � ���#���� ��!� ���#�������  ���	(W�"}G �������������������VW ������������������ ������
����� ����� ��� �  !�%������������� �:�Y� ��� �� ������#�������!��� �����!��� �����#�#`���� ���!� 	�����$  ���������������	 �� ;� � �����������VW 
 � ���bx

ε = ε′ − iε′′

���� ��b� � � � ����d � ��� �4� ���#��	 ������������� ����� ����� � ����� �!� 	� !�����#�����#
�� ����	#� �� ��}� �����
exp (iωt)

"o� ����	 �� �-
�!�����* _����`����.� ��� �r�  ��.&(�������#W^����	 ������������� �:�R� ������ !������� ��� �!� ���������#������� ���� ��#� ��� ��������W � �:� 	�������"
i��4� ������� �����/� �������%�#� �� !� 	��� !�����.�#���� !�4W �:����	#���.� ��� ��������� � �_$8� ����� �.&(��� � ������� ��� ����� 	#����$
������	 �� !��������� �#����� "�\ ��� �� . ���� � � ����	#���� ����#��������� �#� ����� ���� �� ��� ��� ����� �# �� ��� ����� ��� ����� � ��
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X(r, t) = Xc(r) cos(ωt) + Xs(r) sin(ωt)
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X(r, t) = <e( ~X (r)e+i(ωt+ϕ))
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~X (r) = Xc(r) + iXs(r)
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~∇× ~Hi = ~̇Di + ~Js i
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~∇.( ~H2 × ~E1) = ~E1
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~̇B1 + ~E1
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~̇Bs1

~∇.( ~H1 × ~E2) = ~E2
~̇D1 + ~H1
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∫

Ω

~∇.( ~H2 × ~E1) − ~∇.( ~H1 × ~E2) dΩ =
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Ω
( ~E1

~Js2 − ~E2
~Js1 + ~̇Bs1

~H2 − ~̇Bs2
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∮

Σ
( ~H2 × ~E1) dΣ −

∮

Σ
( ~H1 × ~E2) dΣ
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∫

Ω
( ~E2

~Js1 − ~Bs1
~H2) dΩ =

∫

Ω
( ~E1

~Js2 − ~̇Bs2
~H1) dΩ
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Ω2

/Ew�=O/4?658^l/49mD65d90798nILK @<HWDF-0/uC4@:5dV \

∫

Ω

~E2. ~Js1 dΩ = −
∫

Ω

~H1.
~̇Bs2 dΩ

⇔
∫

Σ

∮

l

~E2 dl. ~Js1 dΣ = −
∫

Ω

~H1.
~̇Bs2 dΩ

⇔ −V2.I1 = −
∫

Ω

~H1.
~̇Bs2 dΩ

⇔ V2.I1 = iω
∫

Ω2

~B1. ~Ms dΩ2 ��6�\ � 8 �
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~p1 cos(ωt)
N�/�3c58DFB0;eDF/41 5d9#;

=�@:5d9bD
R1

;<9X1 ;e90@<DF-X/R?
~p2 cos(ωt)

5d9�;�=�@:5d9bD
R2
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~p1 · ~E2(R1) = ~p2 · ~E1(R2)
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~P1(r, t) = ~p1δ(r) cos(ωt+ φ1)

~M1(r, t) = ~0 ��6�\�� #b�
,.-0/J=0B0V836/�@<H¤;<^_=0Vd5jDFB01X/
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φ1
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2 � B

~P2(r, t) = ~0

~M2(r, t) = m2 δ(r − R)
(

sin(ωt+ φ2)~x− cos(ωt+ φ2)~y
)
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ω
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φ2
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~H = ( ~B/µo) − ~M
��6�\�� 6 �

~D = (εoε ~E) + ~P
��6�\�� G �

~j = ~jp + σ ~E
��6�\�� F �
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µ = 1
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σ
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ε
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~∇× ~H1 = ~jp
1 + σ ~E1 +

∂ ~P1

∂t

��6�\�� � �
~∇× ~E1 = −µo

∂ ~H1

∂t

��6�\�� � �
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~∇× ~H2 = ~jp
2 + σ ~E2 + εoε

∂ ~E2

∂t

��6�\ @ 8 �
~∇× ~E2 = −µo

∂ ~H2

∂t
− µo

∂ ~M1

∂t
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B1 � /RVd1>583 B

~p1. ~E2(R) = ~m2(R). ~B1(R)
��6�\A@ @ �

ΦE(R) = 2ΦB(R) − π/2

zS-0/4?6/
ΦE

;<901
ΦB
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I1 = q1.ω

\�,.-X/R9#589bDF?6@A10B0C45d907lDF-0/p^_/R36BX?6/R1�Y<@:V8DF;<7:/
E2 = ∆V2/l
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m = MoΩ2
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(ζbs.Q)1 = (ζbs.Q)2
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(ζbs.Q) = 2
ω

∫

sampleB(~ρ, t) ·M(~ρ, t)dΩ
∫

space σ(~ρ)E(~ρ, t) · E∗(~ρ, t)dΩ
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H @<H�/R90/4?67<Z>7<58Y:/49>NmZ B

H = −µ.B = −γrh̄B.I
� G \ � �

zS-0/R?c/
γr

5d3GD6-0/#;eVd?6/R;<1XZ�10/ � 9X/R1 7eZ�?c@:^l;<7:90/EDF5dC�?6;eDF58@ ¡ h̄ = h/2π
DF-X/|9X@:?6^l;<Vd58�R/41 ��Vd;<9:9

CR@:903kDT;<9bD ¡ ;<901 I
5d3L;�1058^l/4903658@:90Vd/4363
@:=O/4?F;eD6@:?�10/R90@eDF5d9X7�DF-0/#9ABXCRVd/R;<?L3c=05d9 ¡ Vd589:9</41¢D6@&DF-0/

36=0589 ;<907<B0Vv;<?2^_@:^_/R9bDFBX^ ¡ 589bDF?658903658C�DF@>DF-0/_=U;<?kDF58CRVd/_;<9X1q@<H«D6/R9q10/RC4@:^l=�@:3c/R1#589qC4@:^_=O@:9X/R9bDF3
{Io, Ix, Iy, Iz} ¡ DF-U;yD�;<?6/uVd589:9</41'DF@_;fNU;<36/o@<H �r;<BXVd5�^l;eDF?c5dC4/R3 {σ̃o, σ̃x, σ̃y, σ̃z}

\

M = Ih̄ =
h̄

2
.σ̃

� G \ @ �

� �
��	+��� � � � �!� ���
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σ̃o =




1 0

0 1



 σ̃x =




0 1

1 0





σ̃y =




0 −i
i 0



 σ̃z =




1 0

0 −1





� G \ #b�

� � > � = ? 1�@�'���) � � ��� '	� $ ��� %/� � � ���
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Ψ
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;<10105jDF5d@<9

Ψ
-U;e3SD6@p3F;eD65d3cH«ZlDF-0/qdACT-0?�
A105d9X7:/R?

105j¦�/4?6/49mD65v;<VO/R�mBU;eD65d@:9 B

HΨ = ih̄ ∂Ψ/∂t
� G \�� �

�J90/2D[ZA=05dCR;<VdVjZ�3c/R=U;<?6;eDF/43�D6-0/u=U;<?kDF5v;eV�105j¦�/4?6/R9bD65v;<V�/4�mBU;eDF58@:9>NbZGzS?65jDF5d9X7 B

Ψ = ψ exp(−i/h̄E t)
� G \�6 �

zS-0/4?6/
ψ
5d3S;�HsB09XC4DF58@:9>@<HWDF-0/uCR@A@:?c105d9U;yDF/R3S;eVd@:90/e\ D~�mBU;eDF58@:9 G \��_N�/RC4@:^_/R3

Hψ = Eψ
� G \ G �

,.-0583�583�;<9_/R5d7</R9�a Y<;eVdB0/P=X?6@:N0V8/R^�Hs@<? DF-0/&)n;e^l58V8DF@<905v;<9�@:=�/R?F;yDF@:? H ¡ 10/436C4?65dN�/R1lNbZf/R587:/R9pYe;yaV8B0/R3~C4@:?6?c/R36=�@:901X5d9072DF@u�mBU;<9bD65 � /41l/490/R?c7<ZfVd/EY:/4Vd3 En
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Φn

583.5d9bDF?c@�10BXCR/R1�;<C4CR@:?c105d9X7pD6@fDF-0/2Hs@:V8Vd@`zS5d907�/Ew�=0?6/4363c5d@:9 B

HΦi = EiΦi

� G \ F �
� 3n;<9{58^l^_/R105d;eDF/uC4@:9036/4�mB0/R90C4/�z¨/�Ct;<9�/�wX=0;<901{DF-X/�DF58^l/�a[589010/R=�/R9X10/R9bD�zP;tY:/�HsBX90C4D65d@:9

Ψ;<3S;pVd5890/t;e?PCR@:^�N05d9U;yDF5d@<9G@<HWDF5d^_/Ea£5d901X/R=�/R9010/49bDS/R5d7</R9XHsB09XC4DF58@:903 ¡

Ψ =
∑

k

ck Φk

� G \�� �
3c5d90C4/uD6-0/

Φk

b�3�;<?6/2C4@:903cDF;<9bDF3 ¡ D6-0/uCR@A/N
_CR58/R9bDF3 ck ^�B03cD�CR;<?6?kZGDF-0/JD65d^_/210/R=�/R9X10/R90C4/<\8�@`z zg/{N0?658/540Z /�wX=XVv;<589&-0@`z�DF@ 3c@:V8Y</LDF-X/ad�CT-0?�
�1X5d907:/4?�/4�AB0;eDF58@:9�Hs@:?�;<9 )n;e^l58V8DF@<905v;<9
C4@:?6?c/R36=�@:901X5d907fDF@fD6-0/oK��©=0B0V836/e\
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,.-0/ � � � � ��� �-� �
� � � �f5d3J;�DF@A@:VrB03c/R1�DF@>10/436C4?65dN�/�DF-X/f3cDT;yDF/f@<Hg;G36=X5d9�/R9X36/R^�N0Vd/p;<3Jzg/RV8V~;<3
58DF3�/4Y<@:VdB�DF5d@<9L5d9�DF58^l/e\U]£D2;<V8Vd@`zS3.DF-0/�=U;<3636;<7:/�Hs?c@:^ ;l=X?6@:NU;eN05dV85d3cD65dCJD6?6/t;yDF^_/R9bDJ@<H~; ��� � � ���(@eH
Hs/4z�3c=05d903PD6@_D6-0/u3cDF;eDF583cDF58Ct;<V�DF?c/t;eD6^l/49mDS@eH ;pVv;<?c7:/3� � � ��� 	 � �g@<H�36B0CT-
3cZA3cD6/R^_3�� � 8;8 ¡ 6 � ¡ � # ��� \

��� = � > ��� B ��1 ��� � � ����� � � %/� ��� � � � *C$&� ' � ��* � �
�q/�Hs@:VdV8@`z -0/R?c/pD6-0/p7:/R9X/R?F;eV 10/R^_@:903kDF?6;eDF58@:9�7:58Y</R9�NbZGd�V85dCT-bDF/4?_�Q=�� 6 �ya � G ��@<H���� @ ��� � \�,.-0//Ew�=O/4C4DF;eDF58@:9�Y<;eVdB0/�@eH¨;e9�@:=O/4?F;eD6@:? F ¡ zS-058CT-�10/R=�/R901X3o@<9{DF-0/fC4@�@:?c105d90;eDF/432;<901�^_@:^_/R9bDT;�@eH

DF-0/u3cZA3kDF/R^ ¡ 5d3.7:5jY:/49
NbZ B

< F > = < Ψ,FΨ >

=
∫

Ψ∗FΨ dτ

=
∑

i,j

c∗i cj(φi,Fφj) =
∑

i,j

c∗i cj < φi|F|φj >

� G \
� �
zS-0/R?c/pD6-0/f=0?c@yªc/RCEDF5d@<9|@eH�D6-0/f3cDF;eDF/�HsBX90C4D65d@:9�583J@:NXDF;<5d90/41�5d9�;GNU;e36/f@<H�/R587:/R9�3kDT;eD6/R3JDF-0;eDu-U;<3
NO/4/R9L=X?6/R3c/R9bDF/41L589>D6-0/u/R�mBU;eD65d@:9 G \ F \

,.-0/�/49036/4^�N0V8/q;tY</R?F;e7:/�@<HoDF-0583G/Ew�=�/RC4DF;eDF58@:9 Ye;<VdB0/ ¡ 90/4CR/4363F;e?cZ DF@�=0?c/R1058C4DGD6-0/�3cZA3kDF/R^�b�3
^�;<C4?6@:3cCR@:=X5dCt;eV�NO/4-U;tYA5d@:? ¡ 5d3�B

< F >=
∑

i,j

c∗i cj < φi|F|φj >
� G \�� 8 �

DF-0583r5dV8VdB03kDF?6;eDF/43¤D6-0/¨HQ;<CEDrD6-U;eDWz¨/PCR;<9fCR@<9mY</R9058/R9bDFVjZ�;e?6?F;e907:/gD6-0/¨C4@�/+
_CR5d/49bDF3 589mD6?6@A10B0C4/R1�NbZ�D�� \
G \ � ¡ ;<3�;l=X?6@A10B0C4D c∗mcn D6@lHs@:?c^ ;�^l;eDF?c5jw ¡ zS-0@:3c/�=0?c@:=O/4?cD65d/R3n;<?6/o7:5jY:/R9L90@`zu\ � 3�zg/�;<V8?6/t;e1XZ^l/49mD65d@:9 ¡ 5jH�DF-0/�zP;tY:/JHsBX90C4D65d@:9G583gD65d^_/�10/4=O/49010/49mD ¡ DF-X/nDF58^l/�10/R=�/R9X10/R90CEZ'5d3gCR@:9bDF;<5d90/41G5d9lDF-0/CR@A/N
_CR58/R9bDF3

cn
\��J9©DF-0/�@<DF-X/R?f-U;<9X1 -0/>NU;e365d3fHsB09XC4DF58@:903

φn ¡ ;<9X1 ^l;eDF?c5jw#/RV8/R^_/R9bDF3p36BXCT-&;<3
< φi|F|φj >

;<?6/nD65d^_/n589010/R=�/R9X10/R9bDt\X][9�=X?F;<CEDF5dC4/nDF-X/2^�;eD6?65¥w_/RVd/4^l/49bDF3.@<H¤DF-X/J10/R9X3658D[ZG^�;eD6?65¥w
%
;<?c/u5d9bDF?c@�10BXCR/R1>589�3cB0CT-{;�z¨;tZ B

< n|%|m >= c∗mcn
� G \���� �

zS-0/R?c/oD6-0/uNU;<?S10/R9X@<DF/43SD6-0/u^�;eCR?6@<36CR@<=05dCR;<V ;tY:/4?F;<7:/e\
,.-0/f/4�mBU;eDF58@:9 G \�� 8GCt;<9�N�/f/Ew�=U;<9X10/R1|90@`z�C4@:903c5d10/4?65d9X7

%
\�,.-05832^�;eD6?65¥wL583u;<9 )�/4?6^_58D65v;<9

@:=O/4?F;eD6@:? ¡ DF-X/R?6/EHs@:?6/ %mn = %∗nm ¡ %2 ≤ %
;<901

Tr(%) = 1 ¡ ;<901�/EY:/49f58HU90@eD 90/4CR/R3c3F;<?c5dVjZ�1X5v;<7:@<9U;<V ¡
� @
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D6-0/R?c/¨/Ew�583cD�;nN0;<36583�zS-058CT-�105v;e7:@:9U;<V85d�4/
% ¡ ;<9X1�DF-0/¨105v;<7<@:9U;<Vm/RV8/R^_/R9bDF3�^�B03kD N�/¨@ACRCRBX=U;eDF58@:9�=0?c@eaNU;eN05dV858DF58/R34\e][9pDF-0/SCR;<VdC4B0Vv;eD65d@:9�=0?6/436/R9bD6/R1G589p�r5d70\��X\�� ¡ F 5d3~589p=0?F;<CEDF58CR/ Mx ¡ D6-0/S^�;<7<90/4D65d�t;yDF5d@<9;<V8@:907

Ix
589�;pN0;<36/u@<H��r;<B0V85�^l;eDF?c5dCR/43u��D~� \ G \ #b� \

<Mx > =
∑

n,m

< n|%|m >< m|Mx|n >

=
∑

n

< n|%
( ∑

m

|m >< m|
)

︸ ︷︷ ︸

1

Mx|n >

= Tr(%.Mx) � G \ ��@ �
][9G@:?c10/R?gDF@�@<NXDT;<589G;�^l;eD6-0/R^l;eDF58Ct;<VU/�w�=0?6/4363658@:9GHs@:?�DF-0/ � � � � >A� ��	 � �~D65d^_/�/EY:@:V8BXDF58@:9�@<H D6-0/
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σ̃x

B

<Mx > =
h̄

2
Tr(%.σ̃x)
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D6-0/2BXDF58Vd5jD[Zl@eHr3cB0CT-L;e9
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Ej � \
H = H0 + H1
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∆Ei =
∫

φ∗
iH1φi dτ =< φi|H1|φi >
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�§58D6-

αϕ = ϕ2
x + ϕ2

y

� G \ # @ �
and

� F
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δϕ = ϕ2
x − ϕ2

y

� G \ #%#b�

�r589U;<V8V8ZGD6-0/�90/Ez�C4@�/+
lC45d/49mD63u;eDJD6-0/�3cD6/R=
n + 1

;<?6/�7<58Y:/49�;<32;�HsB09XC4DF58@:9{@<H�D6-0/�@:V81{@:90/43
;eDSDF-0/u3cD6/R=

n ¡ ;<9X1�D6-05d3.?c/R=0Vd;<CR/43SD6-0/u9mB0^l/4?658Ct;<V�D6?6/R;eDF^_/R9bDS@<H D~��\ G \A@
�X\

Cn+1
x =

αϕ. cos
(

αϕ

4
.(∆t)2

)

+ δϕ.
[

1 − cos
(

αϕ

4
.(∆t)2

)]

αϕ
Cn

x

+ 2ϕy ϕx

1 − cos
(

αϕ

4
.(∆t)2

)

αϕ
Cn

y

+ 2
cos(

√
αϕ

2
.∆t) sin(

√
αϕ

2
.∆t)ϕy√

αϕ
Cn

z

� G \ # � �

Cn+1
y = 2ϕy ϕx

1 − cos
(

αϕ

4
.(∆t)2

)

αϕ

Cn
x

+
αϕ. cos

(
αϕ

4
.(∆t)2

)

− δϕ.
[

1 − cos
(

αϕ

4
.(∆t)2

)]

αϕ
Cn

y

− 2
cos(

√
αϕ

2
.∆t) sin(

√
αϕ

2
.∆t)ϕx√

αϕ

Cn
z

� G \ # 6 �

Cn+1
z = −2

cos(
√

αϕ

2
.∆t) sin(

√
αϕ

2
.∆t)ϕy√

αϕ

Cn
x

� G \ # G �
+ 2

cos(
√

αϕ

2
.∆t) sin(

√
αϕ

2
.∆t)ϕx√

αϕ

Cn
y

+
[

2 cos
(αϕ

4
.(∆t)2

)

− 1
]

Cn
z

,.-0583p36/4D�@<HJ/4�mBU;eDF58@:903_Vd589:9qD6-0/
C4@�/+
_CR5d/49bDF3 Cn 5d9 ;|?c/RC4B0?6/49mDlzP;tZ<\¨�U@:?fDF-X/
=0?c/R1058C4D65d@:9
@<H�/EY:@:V8BXDF58@:9§@<H�^l;<7:9X/4DF58�t;eD65d@:9 ¡ zg/q-0;`Y</q1X/4Y:/4Vd@:=�/R1¢; �

++
CR@A10/�B036/41 589§D6-0/�CT-U;<=XD6/R? �X\

,.-05d3S36@eH«D[zP;<?c/u5d3.NU;<3c/R1�@:9'DF-0/u;eNO@`Y:/u=0?c/R3c/R9bDF/41�;<9U;<VjZmDF5dCR;<V�/Ew�=0?6/4363c5d@:903 ¡ ;<901>CRB03kDF@:^_5d�4/R1'Hs@:?DF-0/GYe;<?c5d@:B03 8JILK�3c/R�mB0/490CR/43R\g� @<?�DF-X/
B1

^l;<7:9X/4DF58C � /4Vd1�=0?c@ � Vd/43�CR?c/t;eD6/R1�NbZ©-0/4Vd5dCR;<V�CR@:58Vd3
;<901 10/436C4?65dN�/R1#5d9#CT-0;<=XDF/4? �X\W,.-0/l90@`Y:/RVjD[Z#@eHPDF-0/l-0/R?c/�=0?c/R3c/R9bDF/41 ;e=0=0?6@:;<CT- 5d3uDF-0;eD�D6-0/

B15d90-0@<^l@:7</R90/458D[Zq5d3f5d9XCRVdBX10/R1©589©3cDFBX1XZ©@<H�DF-0/ 8nILK�36/4�mB0/R90C4/ ¡ YA5v; ϕx

;<9X1
ϕy

\��nH�CR@<B0?63c/
;
�
�
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10/4/R='B09X10/R?c3cDT;e90105d9X7f@<HW/RVd/4C4D6?6@:^l;<7:90/EDF58C�10583cD6?65dNXBXDF58@:9�583¨90/4/R10/41>D6@f=0?6@`YA5d1X/2;�CR@<^l=0?c/R-0/490365jY:/
^_@�1X/RV @<H�DF-X/l^l;<7:90/EDF58C � /RV81q1X5d3cD6?658N0BXDF58@:9�\O,.-0/R3c/l^_@�1X/RVd3JzS58VdV�NO/p5d9bD6?6@A10B0CR/41q589qCT-0;<=XDF/4? F \
,.-0/EZ';<?c/JNU;<3c/R1>@:9GD6-0/u;yw�5v;<VO;<901'?6;<105d;<VO1X/RCR@<^l=�@:365jDF58@:9G;<V8?6/R;<1XZ_Hs@:B0901'589�DF-0/2=X?6/4YA58@:B03P=U;e?cD
�sCT-U;<=XD6/R? # \��:\A@ � N0B�D�;<=0=0V85d/41�-0/4?6/PDF@n@:B0? =0?c@:N0V8/R^�\
�gZ�36@<V8YA5d907J;<9U;<VjZAD65dCR;<V8ZoI
;ywAz¨/4VdV0/4�AB0;eDF58@:903589 D6-0/
?c/R7:BXVv;<?pCR@<5dVd3 ¡ DF-0/�CT-U;<=�DF/R? ��zS58VdVPHsB0V8V8Z>ªcB03cD658H«Z©DF-X/R36/
3658^l=0V85 � /41�^l@A10/RV83R\��r589U;<V8V8Zq5d9
CT-U;e=XDF/4? �>/�w�=O/4?65d^_/R9bDF;<V /4YA5810/R90C4/fzS5dVdVWN�/f=0?6/436/R9bD6/R1 ¡ NU;<3c/R1|@:9�?6@eDT;eD6@:?cZL/RCT-0@ ¡ I � D ! ¡ ;<901;<N�@`Y:/o;<V8V�9mBXDT;yDF5d@<9�/�w�=O/4?65d^_/R9bD63R\
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�

� ��� + � 	 ��! � ��� � %��(!������	� � �
��� !

,.-0/u5d9bY</R3cD65d7b;yDF5d@<9G@<HWDF-0/2/E¦�/4C4DF3S@<H�K�� � /RV81'5d90-0@<^l@:7</R90/458DF58/R3g5d9 )nKPakI � dG3cDF;<?cD6/R1'zS-0/R9
5jDgz¨;<3P?c/R=�@:?cD6/R1GDF-0;eDSI � D ! � G 36/4�ABX/R90C4/R3�?6B09GBX9010/R? )nKPakI � d�CR@:B0V81�V8/t;<1�D6@�Y:/4?cZG;`z59bz¨;<?61
?c/R36BXV8DF3 ������@ ¡ � G � \O,.-0/f/4¦O/RCEDF32@:NX36/R?kY:/41|Ye;<?c5d/R1
Hs?6@:^ 3cD6?6@:907'=X-U;<36/f1X5d3cD6@:?cD65d@:9X3�D6@>;<9�;<Vd^_@:3kD
C4@:^l=XVd/4D6/�10583F;<=0=�/t;e?F;<90C4/p@<HgD6-0/p^�;e7:90/4D65d�R;eDF58@:9�\ � H«DF/4?u;'Ct;<?c/4HsB0V�;<90;<V8ZA36583 ¡ D6-0/p@:?6587:5d9L@<HgD6-0/=0?c@:N0V8/R^�zP;e3nHs@:B0901{D6@GN�/�10B0/�DF@';<9�589bDF/R?kHs/R?c/R90C4/�NO/ED[z¨/4/R9�DF-X/�^l/4CT-U;<9058Ct;<VW36=X5d909058907G@<H~D6-0/
36;<^l=XVd/u;<901�DF-0/�I � D ! � G 36/4�mB0/R90C4/ ��� � @ � \ ]£D�z¨;<3�90@<DF/41�D6-U;eD ¡ 589'DF-0/oCR@:BX?636/�@<H 5jDF3S?6@eDT;eD65d@:9 ¡D6-0/�36;<^_=0Vd/.583g90/4CR/4363F;e?65dVjZfDT;�9e/R9_DF-0?c@:B07:-l?6/R7<5d@:903�@<HOYe;<?cZA5d9X7

B1 � /RV8103 ¡ ?6/436B0VjDF58907u5d9l;o9U;yDFB0?6;<V=�/R?c5d@A105dCo;<^_=0Vd5jDFB01X/o^_@A10B0Vv;yDF5d@<9
@<HrDF-0/
B1 � /RV81 ��� � @�� \7d�58^�B0Vd;eDF58@:903S?6/4=0?6@A10B0C45d907_DF-0/f;eC4DFB0;<VI � D ! � G 36/R�mB0/490CR/SB03c5d907n/R^_=05d?c5dCt;eVA^_@A10/RV83r@<H

B1

5890-0@:^_@:7:/490/R5jDF5d/43 z¨/4?6/.36-X@xzS9fD6@2NO/¨;<N0Vd/�DF@
?c/R=0?c@�10BXCR/JDF-X/2/Ew�=O/4?658^l/49mDF;<V�?c/R36BXV8DF34\0][9'DF-0583P36/4C4D65d@:9'DF-X5d3P589mY</R3kDF5d7:;eDF58@:9G5d3¨Ct;<?c?65d/41'@:BXD�;�3kDF/R=
HsB0?kDF-0/4? NbZ�B03c5d9072^_@:?c/P/RVd;<NO@<?F;eD6/¨^_@�10/4Vd3�@<H DF-0/

B1

5890-0@:^_@:7:/490/R5jD[ZoHs@<?�DF-X/ 8JILK�3c5d^�BXVv;eD65d@:903
;<9X1�NbZ'Ye;<V85d1U;eD65d907oDF-0/436/o^l@A10/4Vd3¨zS5jDF->/RV8/RC4D6?6@:^l;<7:9X/4DF58CJ3658^�B0Vd;eDF58@:903¨@eH

B1

5d903c5d10/u;f3c@:Vd/490@:5d1�\
�q/�3c-0@`z DF-U;eD�DF-0/GI � D ! � G ;<901#D6-0/Ghn] �sd�] @L/�w�=O/4?65d^_/R9bD63�;<?c/l90@eD�DF-X/�@:90VjZ�/Ew�=�/R?658^l/49bDF3
;e¦O/RCEDF/41qNbZ�DF-X5d3

B1
^l@A10B0Vd;eDF58@:9�\ 1�9mB036B0;<V�/4¦O/RC4D63�;e?6/_;<Vd3c@'@:N03c/R?cY</R1#Hs@<?u;�3c5d^_=0Vd/�9mBXDF;eDF58@:9

/�wX=�/R?c5d^_/R9bDPzS-058CT->5d3¨BX36/R1�5d9G;<Vd^_@:3cD¨/4Y</R?cZGVv;<N�@:?F;yDF@:?kZfDF@f10/EDF/R?c^l5890/nD6-0/2;<^_=0Vd5jDFB01X/n;<9X1>D6-0/
5890-0@:^_@:7:/490/R5jD[Zu@<H DF-0/P?6;<1058@ea£Hs?c/R�mB0/R9XC4Z � /RV81�\ 1�9ABX36BU;<V0;<36=�/RCEDF3~@<H DF-X/P?6@<DF;<?cZba£/RCT-0@2/�wX=�/R?c5d^_/R9bD�
90o

x − delay − 90o
−x − Acquisition � ;e?6/o;<Vd3c@f105d3cCRB03c36/41�\ ]£D�583.5d^_=O@<?cDT;e9mDgDF@p90@<D6/2DF-U;eD.D6-0/R3c//E¦�/4C4DF3S-U;tY</oN�/R/49>@:N036/4?cY</R1L589>;f9ABX^�NO/4?.@<HWVv;<N�@:?6;eDF@:?c5d/43¨N0BXD.D6-U;eDS90@fC4Vd/R;<?./Ew�=0Vd;<9U;eD65d@:9�z¨;<3

=0?c@:=�@:36/41
589GDF-0/uVd5jDF/4?F;eD6B0?6/JBX9mD65dV7@�8�8
6����
� � \
� 8 �
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� �4� � - � � � 1 ��� + �o� 
 0	� +-) 1 � � 0 1 � � + � + 
-)/. 1	� ) ��� � ) � 
 �3+
/ �
	 � � +�
�� 1 � � + 2

IL;e7:5dC2;e907:Vd/�36=058909058907fCR@:9X365d3kDF3.589G36=058909058907p;�3F;<^_=0V8/2;<?6@<B0901>;<9>;yw�583PHs@:?6^_5d907oDF-0/2^l;<7:58C
;<907:V8/

β = cos−1(1/
√

3) = 54.7o zS58DF-�?6/R3c=O/4C4D'D6@#DF-0/{;yw�5d3�@eH2DF-0/
^�;<589�3kDT;eD65dC � /RVd1 Bo

\
,.-0/'?F;<1X5d@ea Hs?6/R�mB0/490C4ZqCR@<5dV�B036/41©DF@{7:/490/R?6;eDF/lDF-0/

B1 � /RVd1 ;<901 DF@L@:N036/4?cY</GDF-0/ 8nILK 3c5d7:90;<V
5d3JB03cBU;<V8V8ZL;�36@:V8/R90@<5d1�@:?c5d/R9bD6/R1�;eDJD6-0/�^l;<7:58C�;<907<Vd/<\�,.-0/fCT-U;e?F;<CEDF/R?c5d3kDF5dC43J@<H�DF-X/

B1 � /RV81�;<?6/
^l@:3kD�/R;<3658V8Z|10/R3cCR?c5dN�/R1©5d9qDF-0/

(X, Y, Z)
Hs?6;<^l/l@<H.DF-X/G36@:V8/R90@<5d1qzS-X/R?6/R;<3�DF-X/G10/R3cCR?c5d=XD65d@:9q@<H

DF-0/ 8JILK�/�w�=O/4?65d^_/R9bD63l?c/R�mB05d?c/R3pDF-0/�B03c/
@<H�DF-0/
(x, y, z)

Vv;<N�@:?6;eDF@:?kZ#Hs?6;<^_/GzS-0/R?c/�D6-0/
Oz;yw�5d3o5d3o;<Vd@<907�D6-0/_^�;<7<90/4D�bi3uN�@:?6/L� �r5870\ �:\�6 � \W][9q^l@<3cDuDF/�w�D�NO@A@;9m3 ¡ 5jDu5d3o3cDT;yDF/R1|DF-U;yD�D6-0/
B1

� /RV81q7:/490/R?6;eDF/41#NbZ|;>36@:V8/R90@:581�CR@:58V 5d3o;<V85d7:90/41�;<Vd@<907'DF-0/
OZ

;xwX583u@<H¨D6-0/p36@:V8/R90@:581|;<901�DF-U;eD
DF-0/ � /RV81�10583cDF?c5dN0B�DF5d@<9_583g3kZA^l^_/4D6?65dCR;<V ;<?c@:B0901�D6-05d3g;yw�5d34\m,.-05d3�5d3�CRV8/t;<?cV8Zp;<9l@`Y:/R?c3658^l=0V85 � CR;eDF58@:9365d9XCR/GDF-X/G^�;e5d9 ;xwX583�@<H�;L3c@:Vd/490@:581 5d3�90@<Dp;<9�;xwX583�@<H�3kZ�^_^_/4DF?kZ:\�,.-0/G-0/4Vd5dCR;<V�zS5d901058907{@<H�;
36@:V8/R90@:581�5d3J3cB0CT-�DF-U;eDo;G?6;<105d;<V�=XVv;<90/ ¡ DT; 9</R9�=�/R?c=O/490105dC4B0Vv;e?nDF@GD6-0/

OZ
;xwX583 ¡ C4@:9bDT;<58903J3c@:^l/?6/R7<5d@:903�D6-U;eD_;<?c/'CRV8@:36/GD6@�D6-0/GzS5d?c/'@<HSDF-0/>C4@:5dV¨;<901�36@:^_/GDF-0;eD_;<?6/'^_@:?c/G?6/4^l@<D6/<\ ,.-X/

B1

� /RV81{105d3kDF?c5dN0BXD65d@:9�Ct;e9LDF-0/4?6/EHs@:?6/�=0?6/436/R9bDu3c@:^l/o36V85d7:-bD�5d^_=O/4?cHs/4C4DF58@:903S5d9
58D63n;<V85d7:9X^l/49mD�;<9X1{5d958DF3n3cZA^l^_/4D6?cZ
;<?c@:B0901{D6-0/
OZ

;yw�5d34\hd�B0CT-|;
B1 � /4Vd1 ¡ ;eDu;l=O@:589bDJ@<H�CEZ�V85d901X?65dCR;<VWCR@A@:?610589U;eD6/R3

(ρ, Z, θ) ¡ Ct;<9lNO/�CR@<9mY</R9058/R9bDFVjZp10/RC4@:^_=O@:3c/R1l5d9bDF@uDF-0/�36BX^ @<H�5jDF3�?F;<1X5v;<VU;e901G;yw�5d;<VUCR@:^_=�@:90/R9bD63
;<3 B

B1(ρ, Z, θ; t) = Bra
1 (ρ, Z, θ; t) + Bax

1 (ρ, Z, θ; t)

�§-0/R?c/2� ax � 10/R9X@<DF/43WD6-0/¨;xwX5d;<V � /4Vd1oCR@:^_=O@<90/R9bDr;<Vd@:9X7SD6-0/�^�;<589 � ;yw�583�@<H�DF-0/�36@<Vd/R9X@:5d1o;<901G� ra �DF-0/2?6;<105v;eV � /4Vd1'C4@:^l=�@:90/49bD.5d9GD6-0/_�
� ¡��u� =0Vv;e90/p� ��5d70\ �:\�6 � \A,.-0/u-0/R?c/2Ct;<V8Vd/41 B1 ¡ 583.;�Vd5890/t;e?6V8Z@:36C45dVdVd;eDF58907SY:/RCEDF@:? ;eD�;<9f;e907:B0Vd;<?�Hs?c/R�mB0/R9XC4Z ���
2πνrf ¡ @<HUDF58^l/�=0-U;e36/ φ ;e901f@<H�;<^_=0Vd5jDFB01X/R3 2Bax

1;<901
2Bra

1 ¡ D6-0/R3c/�/�wX=X?6/R3c3nDF-X/ �i9mBXDT;eD65d@:9 � /4Vd17b�;<901
Ct;<9�DF-0/4?6/EHs@:?6/oNO/o7:5jY:/R9
5d9 9 )��<\�]£D�Ct;<9
NO//Ew�=0?6/4363c/R1�;<3S;fHsB090CEDF5d@<9�@eHr5jDF3.?F;e105v;<V�;<901
;yw�5v;<VOCR@:^_=�@:90/R9bD63 B

B1,X (ρ, Z, θ; t) = 2Bra
1 (ρ, Z, θ) cos(θ) cos(2πνrf t+ φ)

B1,Y (ρ, Z, θ; t) = 2Bra
1 (ρ, Z, θ) sin(θ) cos(2πνrf t+ φ)

B1,Z (ρ, Z, θ; t) = 2Bax
1 (ρ, Z, θ) cos(2πνrft + φ) � F \�� �

,W@ CR;<VdC4B0Vv;yDF/{DF-X/q/E¦�/4C4DF3
@<H�K�� =0B0V836/R3 ¡ z¨/q90/R/41¢DF@ 10/4CR@:^_=O@<36/�DF-0/
B1 � /RVd1 ¡ 5d9§DF-0/

���8HS5;,(�3024D)E4-��0+� 027 )2�;X+F3BY)26�7�69,/��F3,8�*:[f
ωrf

,/I T;B�0EfN,/.���� 4-5;,(T36-,!:[,!.g,8��4�:D5;)+Tg4-,/69&��Y& :D5;)2�;X+,/.�53,/6-,S���N490
2πνrf���10+6D.g,86%490��+,8,/T 4953,?&-Ie)+B�Bd:/)+&-,

ωr

)+&%4953,UT3F3BY&-)24-��0+�K027=4-53,UIe,/:D5*)2�3�Y:8)+B 6-0+49)E49��0N�dP

� 8 @
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Vd;<NO@<?F;eD6@:?cZpHs?F;e^l/u;<3S589mD6?6@A10B0C4/R1>5d9��r5870\ �:\�6 B

B1 = B1,x.~x +B1,y.~y
� F \A@ �

zS-0/4?6/ ¡ B1

583S;p=X-U;<36@<?�;e901�D6-0/R?c/4Hs@:?c/ ¡ N�@<DF- Bx

;<901
By

;<?6/uCR@<^l=0V8/EwG9ABX^�NO/4?634\
�q/�Ct;<9�?c/t;<3c@:9U;<NXV8Z�CR@:9X365d1X/R?nD6-0/�3F;e^l/�=X-U;<36/�;eD2/4Y</R?kZ{3658907:V8/�=�@:5d9bD�Hs@:?

BX

;<901
BY ¡ 5d9D6-0/u/Ew�=0?6/4363c5d@:9�7:58Y</R9�NbZ D~��\ F \��u@:90VjZ�DF-X/o?c/t;<V =0;<?cDS583PDT;�9e/R9L589>;<CRC4@:B09bDt\

,W@�=0?6/4105dCEDfDF-0/G?c/R3cB0V8D63f@<HSDF-0/ 8nILK /�wX=�/R?c5d^_/R9bD ¡ DF-0/G1X58¦O/R?6/49bDpCR@:^_=O@<90/R9bDF3�@<HSDF-0/ B1

� /4Vd1�^�B03kDuNO/p/�wX=X?6/R3c36/41 5d9�DF-X/
(x, y, z)

Vd;<N�@:?F;eD6@:?cZ�Hs?F;e^l/e\�][9�DF-0583JHs?F;<^_/ ¡ zS58DF- β = 54.7o ¡
D~� \ F \��uD6?F;<9X3cHs@:?c^l3.589mD6@ B

B1,x (ρ, Z, θ; t) = 2Bra
1 (ρ, Z, θ) cos(θ) cos(2πνrf t+ φ)

B1,y (ρ, Z, θ; t) = 2
(
√

2

3
Bax

1 (ρ, Z, θ) +
1√
3

Bra
1 (ρ, Z, θ) sin(θ)

)

cos(2πνrf t+ φ)
� F \ #b�

B1,z (ρ, Z, θ; t) = 2
( 1√

3
Bax

1 (ρ, Z, θ) −
√

2

3
Bra

1 (ρ, Z, θ) sin(θ)
)

cos(2πνrf t+ φ)

,.-0/�/4¦O/RC4DP@<H¤;�K��Wa£=0B0Vd3c/�@<9G;�3c=05d9l3cZA3cD6/R^ Ct;<9GN�/�Hs@<VdVd@`zg/R1_NbZ�C4@:^l=XBXDF58907oD6-0/n/EY:@:V8BXDF58@:9
@<H¤D6-0/u10/R903c58D[Z'^l;eD6?65jw

%(t)
zS-0@:36/u/EY:@:V8BXDF58@:9'5d3.7:@`Y</R?69X/R1LNbZGD6-0/2/R�mBU;yDF5d@<9�@eH�^_@<D65d@:9>;<3.3c/R/49

589 D~� \ G \A@;6{@<HnD6-0/>=0?6/EYA5d@:B03p3c/RC4D65d@:9 G \A@�\ � 9�;<90;<Vd@:7<@:B03�DF?c/t;eD6^l/49bDl-0;<3pNO/4/R9 ?6/R=�@:?kDF/R1 NbZ
� N0?F;<7:;<^��s= @ G 589 ����� � @:?.NbZ�d�V85dCT-bDF/4?��s5d9 D~� 6�\�� 8;8�589 � � @
� � � \][9>DF-0/2CR;<36/u@<Hr;<9>5d3c@:Vv;eD6/R1'3c=05d9>3cZA3kDF/R^ =0Vd;<CR/41>5d9>;f3cDF;eDF58C � /RV81 Bo

;e901>36B0NAªc/4C4D6/R1LD6@pD6-0/
K�� � /RV81 B1

DF-X/JDF/R^_=�@:?F;<V�;<901�36=U;eD65v;<VO10/R=�/R9X10/R90C4/�@<HWDF-X/ )�;<^_5dV8D6@:905d;<9 H 5d3.7:5jY:/R9>NbZ B

H (ρ, Z, θ; t) = H0 + H1 (ρ, Z, θ; t)
� F \�� �

zS-0/4?6/ H(t)
583JDF-0/fDF58^l/�a[10/4=O/49010/49mD )�;<^l58V8D6@:905v;e9 ¡ 5d9�DF-0/pCR@<9mD6/EwAD�10/ � 9X/R1#NbZ�D6-0/fDF-0/4@:?cZ�@<H

=�/R?kDFB0?cNU;eDF58@:9�\ � 901>zS-0/R?c/ H0

;<9X1 H1

;<?c/210/ � 9X/R1LNbZ B

H0 = −γrh̄BoIz

H1 (ρ, Z, θ; t) = −γrh̄
(

B1,x (ρ, Z, θ; t) Ix +B1,y (ρ, Z, θ; t) Iy +B1,z (ρ, Z, θ; t) Iz
)

� F \�6 �
1�3c5d907 D~� \ F \ #�¡ DF-0/oK���)n;<^_5dVjDF@:905d;<9 H1

N�/RC4@:^_/R3 B
� 8 #
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H1 = −2γrh̄
[

Bra
1 (ρ, Z, θ) cos(θ)Ix

+
(
√

2

3
Bax

1 (ρ, Z, θ) +
1√
3

Bra
1 ((ρ, Z, θ) sin(θ)

)

Iy

+
( 2√

3
Bax

1 (ρ, Z, θ) −
√

2

3
Bra

1 ((ρ, Z, θ) sin(θ)
)

Iz
]

cos(2πνrf t+ φ)

� F \ G �
,.-0/uV85d90/R;<?6VjZ�@:3cCR58VdVv;yDF5d9X7 � /4Vd1�a£CR@:^_=O@<90/R9bDF3 B1

;<Vd@<907�DF-0/
x
;<901

y
;yw�/R3SCR;<9
N�/u/Ew�=0?c/R363c/R1

;<3�;p3cB0=�/R?6=�@:3c58DF58@:9'@<HWD[z¨@_@:=0=�@:3c58DF/ ¡ C45d?6C4B0Vv;e?6V8Zl=�@:Vv;<?c5d�4/R1GC4@:^l=�@:90/49bDF3S?6@<DF;eDF58907f5d9GD6-0/ (x, y)=0Vv;<9X/<\U,.-mB03 ¡ D~� \ F \ G CR;<9�NO/2zS?65jD6D6/R9�;<3 B

H1 (ρ, Z, θ; t) = −γrh̄
[

Bra
1 (ρ, Z, θ) cos(θ)

� F \ F �
×

(

ei(2πνrf t+φ)IzIxe
−i(2πνrf t+φ)Iz + e−i(2πνrf t+φ)IzIxe

i(2πνrf t+φ)Iz
)

+
(
√

2

3
Bax

1 (ρ, Z, θ) +
1√
3

Bra
1 (ρ, Z, θ) sin(θ)

)

×
(

ei(2πνrf t+φ)IzIye
−i(2πνrf t+φ)Iz + e−i(2πνrf t+φ)Iz Iye

i(2πνrf t+φ)Iz
)

+
( 1√

3
Bax

1 (ρ, Z, θ) −
√

2

3
Bra

1 (ρ, Z, θ) sin(θ)
)

2 cos(2πνrf t + φ)Iz
]

1�365d9X7SD6-0/�CR@:9bY:/49bDF5d@<9�DF-0;eD DF-0/�CR@<B09bDF/R?cCRV8@�C�9bzS5d3c/¨K�� � /RV81�C4@:^_=O@:9X/R9bDW?6@<DF;eDF/43W5892DF-0/�3F;e^l/36/R9X36/�;<3 DF-0/ �¤;<?c^l@<?r=0?c/RCR/4363c5d@:9 ¡ zg/SCt;<9f3kzS58D6CT-l589mD6@JDF-0/PHs?6;<^_/P?6@<DF;eDF58907J;yD~DF-0/PHs?c/R�mB0/R9XC4Z νrf�Q10/ � 90/R1�589 D~��\ G \A@ � � zS-0/R?c/�DF-0/�1X/R903c58D[Z
^�;eD6?65¥w�5d3n7<58Y:/49{NbZ %̃(t) = e−i2πνrf tIz%(t) ei2πνrf tIz
\

,.-0/n/4�AB0;eDF58@:9�@<H�^l@eDF5d@<9_589_D6-0/�?6@<DF;eDF589072Hs?F;<^_/SNO/4CR@:^_/R3 ¡ D6-0/�/R�mBU;eD65d@:9 G \A@;6�\b�§-0/R?c/ H′
0
;<901

H′
1
;e?6/2/Ew�=0?c/R3c36/R1�NbZ B

H′
0 = −γrh̄

(

Bo −
2πνrf

γr

)

Iz = ∆νIz
� F \�� �

H′
1 (ρ, Z, θ; t) = −γrh̄

[

Bra
1 (ρ, Z, θ) cos(θ)

×
(

eiφIz Ixe
−iφIz + e−2i(2πνrf t+φ)IzIxe

2i(2πνrf t+φ)Iz
)

+
(
√

2

3
Bax

1 (ρ, Z, θ) +
1√
3
Bra

1 (ρ, Z, θ) sin(θ)
)

×
(

eiφIz Iye
−iφIz + e−2i(2πνrf t+φ)IzIye

2i(2πνrf t+φ)Iz
)

� 8
�
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+
( 1√

3
Bax

1 (ρ, Z, θ) −
√

2

3
Bra

1 (ρ, Z, θ) sin(θ)
)

2 cos(2πνrf t+ φ)Iz
]

1�9X10/R?P^l;<7:58Cn;e907:Vd/�36=X5d909058907�C4@:90105jDF58@:903 ¡ zS58D6-�DF-X/n3F;e^l=0V8/n?c@<DT;eD65d907�;eDgDF-0/nHs?c/R�mB0/490C4Z ωr ¡D6-0/P36=X5d903�Vd@ACt;eD6/R1�589058D65v;<V8V8Zn;eD DF-X/P=O@<3658D65d@:9
(ρ, Z, θ0)

zS58VdVm^_@xY</¨DF@�DF-0/P9X/4z =O@<3658D65d@:9
(ρ, Z, θ(t))zS-0/4?6/

θ(t) = ωrt + θ0
\O�nY:/4?J;p?6@<D6@:?S=O/4?65d@A1 ¡ 3c5d90C4/oD6-0/�?c/R36@<9U;<90C4/�Hs?6/4�mB0/R90CEZ 2πνrf

5d3�^�B0CT-
Vd;<?67:/4?gD6-U;<9

ωr ¡ D6-0/JDF58^l/�a[10/4=O/49010/49mD¨DF/R?c^l3.@eH H′
1

^l@A10B0Vd;eDF/41G;eDS;�Hs?c/R�mB0/490C4Z
2πνrf

zS5dV8VON�/
;tY:/4?F;<7</R1�@:BXDSDF@p�R/4?6@0\ H̃ Ct;e9
N�/ � 9U;<V8V8Z_zS?658DcDF/49L;<3�B

H̃ (ρ, Z, θ0; t) = −γrh̄
[(

Bo −
2πνrf

γr

)

Iz

+ Bra
1

(

ρ, Z, θ(t)

)

cos(θ(t)) × (cos(φ)Ix + sin(φ)Iy)

+
(
√

2

3
Bax

1

(

ρ, Z, θ(t)

)

+
1√
3
Bra

1

(

ρ, Z, θ(t)

)

sin (θ(t))
)

×(− sin(φ)Ix + cos(φ)Iy)
]

� F \
� �
�§-0/4?6/_DF-0/';e^l=0V858D6B010/R3u@<H¨DF-0/�K��MCR@:^_=O@<90/R9bDF3�;<?6/l/Ew�=0?c/R363c/R1 5d9�)���BX9058D63R\78�@<D6/lD6-U;eD�D6-0/
K�� )�;<^_5dV8D6@:905d;<9�5d9 D~��\ F \
�oC4@:?6?c/R3c=O@:9X103¨DF@�;�=XB0Vd3c/�@<H�=0-U;<3c/;���

φ
\��J9lD6-0/�@eDF-0/4?g-U;e901 D~� \ F \
�

5890105dCR;eDF/43 DF-U;yDg589fDF-0/SCt;e36/�@<H ;uK��|=0BXVd36/�;<V8@:907JD6-0/�Zf;yw�5d3��
φ = 0o �E¡ D6-0/�;yw�5v;<V � /RV81l=0?c@�1XB0CR/43 ¡;<3./�w�=O/4C4DF/41 ¡ ;pC4@:^_=O@:9X/R9bD Ix zS-05dV8/JDF-0/u?6;<105v;eV � /4Vd1>7:/R9X/R?F;yDF/R3�N�@<DF->CR@<^l=�@:90/49mD63 Ix ;<901 Iy \,.-0/�/EwX;<C4D�?6/4=0?6/436/49mDF;eDF58@:9L@eHrDF-X/�;<^_=0V858DFBX10/2@<HrD6-0/�;yw�5v;<V¤;<9X1L?F;e105v;<V � /RV8103 Bax

1 (ρ, Z, θ0) ¡;<9X1
Bra

1 (ρ, Z, θ0)
5d3�;l10/4Vd58Ct;eD6/uDF;<3,9 � � # 8 ¡ � �
6 ¡ � @ @ ¡ F � � ¡ zg/�90@<D6/�D6-U;eD�DF-0583�10583cD6?65dNXBXDF58@:9>-U;<3;�3c=U;<C45v;<V�=O/4?658@�1058CR5jD[Zp?6/4Y</t;<V8/R1GD6?6@:B07<-G?6@<DF;eDF58@:9G;e901 ¡ ;<3.;<9bZ_z¨/4VdV�N�/R-0;`Y</R1>=�/R?658@�1X5dCSHsB090C4D65d@:9 ¡C4@:B0Vd1�-U;tY:/.N�/P?6/4=0?6/436/R9bD6/R1�NbZ�;J�U@:B0?658/R?�36/R?c5d/43 ¡ BX365d9X7JDF-0/¨Hs@<VdVd@`zS58907�1X/RCR@<^l=�@:365jDF58@:9�� ��� @ ¡ � ���2B

Bax
1 (ρ, Z, θ) = Bax

1 (ρ, Z)
+∞∑

n=0

(

αax
n (ρ, Z) cos(nθ) + βax

n (ρ, Z) sin(nθ)
)

Bra
1 (ρ, Z, θ) = Bra

1 (ρ, Z)
+∞∑

n=0

(

αra
n (ρ, Z) cos(nθ) + βra

n (ρ, Z) sin(nθ)
)

� F \ � 8 �
�§-0/4?6/oDF-0/�CR@A/N
_CR58/R9bDF3

αax
n , α

ra
n , β

ax
n , βra

n ¡ ;<?c/�C4@:?6?c/RCEDF5d@<9
HQ;<CEDF@:?c3�D6-U;eD�^�;tZ�;<C4CR@:B09bD�Hs@:?�D6-0/105j¦�/4?6/49mD � /RVd1�5d9X-0@:^_@:7:/R9X/R58D65d/43¨=0?c/R36/49bDn589>D6-0/uCR@:58V \
���/HS53,]49��Ie, T35;)N&
,

φ ∈ {y,−x,−y
c
x}

:[0N6-69,/&-T*0N�;.3&A4-0
{0o, 90o, 180o, 270o}

c^6-,!&
T^,/:[4-���+,/B�fNP^HS53�Y&a5;)+&<'^,8,8�
,��gT3BY)2���3,/.����1&-,/:[4-��0+� bgP��

� 8
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� �,+ / � 
 ) � 2 � ��. 1	� ) ��� � ) ��
�� 2 � �3+ �3+ 1 )/.�0 � 1 � � +

][92DF-X5d3 36/4C4D65d@:9 ¡ 365d^_=0V8/r^_@�10/4Vd3�zS58VdVeNO/~B03c/R1uDF@.?c/R=0?c/R36/49bD�D6-0/�105d3kDF?658N0BXD65d@:9J@eHAD6-0/�5d9bDF/490365jDF58/R3
Bax

1

;<901
Bra

1

\3d�5d9XCR/~DF-0/�10/EYA5v;eD65d@:903�Hs?c@:^�;<9u5810/t;<V � /RV81�?c/R=0?c/R36/49bDF/R1�NmZ Bax
1 = B1

;<901
Bra

1 = 0;<?6/f@:NbYA5d@<B036VjZL3c^�;<V8V ¡ @:90VjZ
D6-0/ � ?c3cD2D6/R?6^_3J@<H D~� \ F \�� 8�zS5dV8V�N�/�C4@:90365810/R?c/R1�\�� @<?nDF-0/p;e9U;<V8ZA3c5d3@<H¨D6-0/l/E¦�/4C4D�@<H
B1

5d90-X@:^l@<7:/R90/458D65d/R3n@:9|D6-0/_@:BXDFC4@:^_/_@eH.I � D !�a � G /Ew�=O/4?658^l/49mD63 ¡ @:90VjZ{D[zg@Ct;<3c/R3.zS5dV8VON�/2105d3cCRB03c36/41�\U,�@f^_5d^_5dC.D6-0/JDF?6;xªc/RCEDF@:?kZG@<H�;�36=X5d9'=U;<C�9e/4D�10B0?c5d907�D6-0/JC4@:B0?63c/u@<H¤DF-0/
3F;<^_=0Vd/o?6@eDT;eD65d@:9 ¡ D6-0/�;<90;<V8ZA36583�zS58VdV�DF;�9</�=XVv;<C4/�@:9{;lDF-0589L?c5d907_Vd@ACt;eD6/R1L;eD2;_=O@:3c58D65d@:9 (ρ, Z)

\
,.-0/n3c=05d9l=U;<C�9</EDPzS5dV8VU3cDF;<?cD¨;eDg=O@:3c58D65d@:9

(ρ, Z, θ0)
;<901_zS5dVdVU^_@`Y:/SDF@�;�90/Ez§=O@:3c58D65d@:9

(ρ, Z, θ(t))zS-0/R?c/
θt = ωrt + θ0

\O�U@:?�CRVv;e?658D[Z ¡ DF-0/�=O@:3c58D65d@:9�=U;<?6;<^l/EDF/4?63 ρ ;<901 Z zS5dVdV¤N�/�@:^_58DcDF/41
589LDF-0/
Hs@:VdV8@xzS589070\

������� F \�� ��� � � � � � ��� � �	� � �	��� � � � �
������� � � ��� � � � � ����� � � ��� � � ��� � � � ��� �
B1

� ��� � � � � � � ��	 > �������
� � � > � � � :�� ��� � � �"�&: � � � � � � ��� � � �-< � � ���
� � ��� ��� � � � � ����� � �-< � � ����� � � � � � � � ��� �A�
��� � � � � ��� � � � � � ��� � � � � � �	� � � � � � ��� � � � � > � � ������� � � ��� � ���&: > � � � � � � ��������� � � ���&: ��� � � �"�&: �
� � �,� ��� � � � � > � � �	� � �	��� � � � � ��� � ��� � � > ������� � � ��� � � � ��� � � � � � ��� � � � � � ���&: ��� � � � �	� > � � � � � ���
� ��� � � �.� � � ��� � 	 ��� 	 � � ��� ���
� ��� � � ���"� � � � � � � ��� ��� � � � � > � � � � � � � � � � ��� � � � � � � ���
������� � � ��� �
� � � ��� � � � � � ��� � � � �"� ��� � � � ��� �������	� � � � ��� � �
	 ��� �3� � ��� �7� ��� � � � � � ��� � � � � � � > � � � ��� � ���"� � ��� �
� � � � ��� ������� �

B1,X

��� �
B1,Y

� � ��� � � 	 � � � � � ��� � � � � � �
Bra

1
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�U@:?�DF-0583¨5810/t;<V CR;<36/ ¡ @:90VjZfDF-0/nD6/R?c^ αax
0

?c/R^l;<5d9X3g589 D~� \ F \�� 8�;<9X1
Bax

1 = B1

;e901
Bra

1 = 0
\

� CRCR@<?61058907
D6@(D~� \ F \�� ¡ DF-0/_CR@<?6?6/436=�@:901058907()n;<^_5dVjDF@:905d;<9 H̃ 10/R3cCR?658N05d9X7
;�K��Wa[=0BXVd36/_;<V8@:907
Iy

(φ = 0)
5d3.7:5jY:/R9>NbZ'DF-X/oBX36BU;<V�Hs@<?6^ B
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{Dc

2
sin(t);

Dc

2
cos(t); zc}
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zc = a.t + b.t2
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a =
n2.PL − L

2n(n− 1)π
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b =
n.PL − L

2n(1 − n)π2 � �X\ #b�
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n = 5.5 turns

L = 9.95 mm

PL = 2.22 mm

Dc = 5.44 mm � �X\�� �
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