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Analyse du champ électromagnétique,

dans les bobines des sondes de

HR-MAS utilisées pour la RMN à
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� � �����#�������� ��� � ����� �����#������ ����������������� �� �� ����������� ����� �� �����! !"!� ��� 	 �#�%$'&(�*),+��� ��  !�������%-
������������� � ��� ���� !� � �!��� ���.�%$/&(���0 ��1+.� � �����#�� ��������.� ��� � �!� 	��� ����"!�#�2����� ���� ��������!� ���������. ��� �
����� �  ��43����65 �7) ���.�# ��.�8$
�!3 ���#� �����!�.� ��� ����� ��� �  �� ������� "

9�� �����#�����������*) �:3 �� ;� �<$ 	� ��4� �� =� ��	��4��� � � ���  ����������������!� ������� �:�>�  �"89�� ���8-@? ���� � ��BA���� ��C����8-
��� . *&(���=�D) � 	 �� ;� ���E�*) ��� ��� ���� ��� ��� ������F��!�1������� ������� ���������.�� !��� ��������� � ��������"*G � ���!�� !��5D� �H�
��� � �� �� ������� � 	 ���� ������������.F��B�����7),�������������#�!�  ;��� ��� � ������	� �������� ����� ����� "

I �������
���KJML!L�NO"#) ���  ����#����� �  ;�P� ���Q���� ������ �#�� ������ ��F����: ����6�  �"RA��� ����S� �T-VU �XW��.�Y :"!���� ������
&(���Z"!� �*) �:�� �����Y"��!� ����� 	�� 	� �� ������ [&(��� ����� ����� �  ����
�*) ��� ���� �+ � �  �����	 �������4� � ����� ���� ���� ������� � �!���!���
� �� �H��� � �#� ��� ��"�\=) �!�]3����������65����^� ��� ��$ ���� ��� �������B���������������P&(�*) ��� ��� ���
������� �����  !����� � �������. ���
��������� � �������  �������	� ������ �H�E&(��� � � �!�_"!���� !������������ �������� ������` ���#���! a� ��	 �� �� ���!� ��� ���#���!����������� �� 
&(��� ������ � ������� �!�������#�D� ����������� 	 ���� b��� �����^3� ��#�%$��!�#�� ���� 	� !�_"!������"

9�� �!����������� �  ��#� �� ������� ����
�������4���H�cU  ;��d��� eU ������	����2&(���f��) ��	 �� ;� �����Y)g�#������������ 6� ��� ���#�������
��� 	� !�%�������������h�����#� ����� �!�# ��6��� �7),����������� �������:� ��� � ����� 	� �������� ����� ����� "�� ��	��� !�����.�#������ �"!� ���#�%$
 !������ !� �����1� ������!�D�  �"ai �������cj ���������!� � 	 ���� ��!���
�����#�������
� � ����� ���#������ �����#� ��� ����"

�  �"Zk� ����d2� �������d�� ���!� 	 ���# ]� ��� ��� 	��4���]3 ��� �<$ �.� 	����l�Y) ��� ����� ���� �����  ;�.���!����� ��� �  !�l�����
���#� �� �� ��� �!������� � �T`a&(���E���B� ����� ���
����� 	# ��8����������������� ��������� �  !���������  ��#� �� ;&(���!3�����"(m �Y�D) ��	� ��!�#���
&(��� ���  !��� ���� �� ���e� �������!� ��� � ����� ���!������������� ���� ��: *�1+.� �P�������E��� ��� ���� ������#�.� ��� ��&(��� �#� 	 �#�#�
	����E+��� ��hn�	��� ��#� ��� ����� �!���.� ��&(���on "pm �q��) �  ��	�	 ����� 	������!���#�� ��r� ����� ���E� �� �f";��� � �#� ��� �. *&(��� �����
 ;� ������� � � ������� � ��� �����4&8�#��� ��� 	 �.�#����� � �!� 	����!���� ^�*),����� �����#�������!� ���#��� ���� � ������� 	��� �������� �:��������"
9�) ���*����	������B3#����� ��s��6JMt ����� ���B"!��������� �� � ������������ � ���������#�7 #��� �������H�# ��6����� ����������bub���:� ��� � ���
	��������!�� ������ ����� �  !� ���� !����� ��������� ���4`a&(�����. �� ��� � ������������3������� ��� �!�  !���!� ����� �!� �  �� ������������	# ��8������������� "

\ �>�  �"�9������#�ev �XW������ � �����c� �����w���������� ��*) ����!����������� �H�hx�"!� �!��������� � � ���  ��#� �� ������� 	 ���� 
�����#� ��� �����=� ����� �!y ��� �����!�#���r�����6z{� ������	*)R| � � �0)g� �H���#����� �}&(��� ����� ������" "�"{~ � ����� ����������� !����� �H��&(���
����� �� ��������� �������"

9��� ��#� �� ������ �������.� ��� �P�  �"*v �#�^W�\ ������� 	 ���� ��7) ��� ���� !�������#� ��� ����������� ���4`a&(���������0) �����!�����H� �
���PG ���4� ����51���  �����3 ���� !�������� ���#&(�����%"#) ��� ���������4�D� � � ��F�����"

��� � �!�����#�� ��  ;� ���� ����#l����� �!�������� O3 ���������� �����d������#���/? �� !�����#����� ��d���� � ���!���  �"p� ������Ce� ������� 
�������������!�#�;� ����� �#����� �#�]ur�#���� �� ���������� Z"!�.�#���'���� E?  ��!3 ����d!��	%� � ��� �V� ����d���� � "*� ��� �!��� � �B�c��� � � �
��� � ������ �� ����� �������fu ���� �d������(����6�����^� �������fk� ��#�������!� ���:� � �!�#���� ;����d���� "o� ����d��!��� �!��� ��U �������
A������!� �6� ��� �����#����� �#�.���2�#������ �� �� �dR �������1���.� ������� �!� �!3������1v ��� ���������������#��� ��������!� �����
� ����d���������� � �f�c�������� ����#� ���!���>�
�� ���"(� �!���# �� �ld������ � ���c� �� �
���������� ;����� �;W���� �� !�������!���� !� �O�  !��-
�(��������
�� �C��.������ "

\ ��?  �"�U ��� ��������� � �.� ��� ���� � �����������!�r����� � 	 �� ;� � ���� ��E����	��� !� ����� ��� �����E��� ���:3 �� ���� ���� ��
���]v ��� � �����������#�^� �.�]3� ��������� ���&(�*) �������� ������"p\ ������� ��������������6&(����� � ��������&(��� ������� ������� � �����
 ;�.�����������b��� ���!3 ����� �B� �H� 	 �!�� b� ���*���
	������!� ��� � �!�����]�#����� � "

G ���1� ��� � 	������@-4"!� ����3#������ l���  ��#� �� ������� ���K?  �"�U  ��#����A����#� �� Q&(���6��) �w� �� ��1� ���# 
�!���
�!	p�����  !���e��� ���!� � ��-  ��������4�#� �����B�Q� ��	��#����� ��� 	� ��#� ���� 	���	����� e5 �7)g�f��Ub�p ���[Ww�������Q���4C �������
�*) �����������# �� ��� 	� !�_"!����� ��� � ���� !�����=� �����4��� ���� ��=����� 	� !��3���F#� ���Z���T�Y�� ���� ���. !� �����q� ��� �<$#	��� !���������
������� ����� ���������#� ����U ����	��oW �!��&(���  !���!��� ��������3������!3�����"�9�) ���E�#��� 	 ��������� 	 ���� ���K�  �"
� �����
� ��� �����! ��� ���6�  �"R�=� �� ����E� ���!�������#� �;d �7 ����������Y&8�#��	 ���� ����� �!�#�� ����B� �.�^3� ����B�#���0)gur�E�bu � "

? �� ���������.�� !�R"!���������=� ��� � ���#����� 	� !�.� ��F� !��� ������ �3 ���f��� �(�#� � � �����* �!�1?  �"g� ����������j� ���d��� }&(���
�D) �1� ����� �  �� ������������ ���� ��!������������������� ��$ 	 �� ��4� ��� � ����������" ����� 	� ��#� �4F� �!	 ������ ������ev ����"!� �0) ���
�#���;�� �������W����.� ���.&(����	����*),��� ����� ��� �b51�cj �!���!�*�
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9�� ��� 	 �.�%$ ����3������� ]�*),�����%&(���� �����c�#� ���� ��c��� ?  �"f9����.&(�����c� �� !� ����� � �c����?  �"f9������%-
k  ���� � ������\ �#��F �� ��! R&(��� �D) ��� � �������!�� ��!��������� ��� �����������D������� �� ����"

���� ���� �!���  �"�j��� ����� ��Du � � ���!�q #	 ���� �!��� �����#��������� � ��������� ��� �����  !������������ ����B����� ���(������ �� �X 
��� �  �� ������� �4���
�������������  ��!����� � ���������  ;���;���c�h5 �0)gu �����.� ����� "q\ ���e� ��� �]� �Q� ����&(����� � 	 ���� 
�����[���� !� ���!�]3������D"!� �4��� �;�����  ��.�#�����!3�����"=� ����������� ���������# ����#� ��� � �e��� �  �"=� �����ek��� !�!���� B"!�
�*) �:�� � ���� 	���� 	 �������;�6� ��� 	 �� �� �� �� ����������"#),����&(�*) �!�D3 ��� � "

9�� �Y) ����3������ �!���#��������� ��� �������4F������� � � �!� ���. _�����!�� !�������b���b��� ��������	�	 �.� ��� ���=���������	��
�������
���[��� �7) ��� �������� Z��� 	� !�%���#��� �����c5�v ��������� � ���!� ��� "%9�) ���a�#��� 	 ���#����� 	��� � ���.������F� !� 	 ���� ���B�  �"(�  !���!�
� �!��� �����Y 8&(��� �������_"!���# �� 	� ���� �!�����c���r� �  ��	#	 ������ �7) ��� 	 �� !� �������b�#� �0)g�#&8�#�����43� ���x���
��������	���
� ��������� ���!
����	�"�$#� :i����� �� � ��� � �� �&(���� ;������� 	 ���� �!��� 	� ��!� �����!����������������� � ��� 	 ���� �7),�.&(����	 �.� ��� �
&8�Y) ��� ��� ����5������  ��6������	 ����� � �����* �����`���	 �!�� bu ����$#�������� BA  ��������!��&(�����%"!���!����������� ��3 � �:�������#	
��� � ��������� 	 ���� � � ����F��!��"

� ��� ���� ;C������ �����]� ����d������ ����� ���# e� �� !���]� �� ;C���� �� �� �3 �� �ek��� ���� . q� ������Cl� � ���������: }j�����3 �� �
U �����0 �i����� ����4�=� � ����	�	�� �����* �v �.�^WDA������ 	�	Y ���%�#���!�r�  ;3����* p9!�� !�����j�����C! �� �� �H�]� �Ej����:�%-
���� # Rv �������� ������� �#W8����������� ���������
��� �� �3 �������� �����'U  ���d��� B� ���.d �� ������4dQj��]3a�2�

� ���0) �:�#�  !� �.s����6���Dv �����* "!���!����������� �  ��.� �� !������ �� �������.�� !�.���!�.� ��� � �����  �" � �� !� �����*? ���������� 
	 ���# f�D) � ������ q� �� ��1������ �!��� ��	 ������ ����# ��� 	 ���� ����� ���������������=���������� ;����"ok ������5 ����&(���7 �5�	� !�.� ��F� ��
�%�#�! 	 �#�#� 	��� ��%��  !�b��� �%�#�� ���� ���	� !��3��4F.� � � ��� �#����&(���: ������D) �E� ��� �}���������#�� ��� ����� �������.�� }�*),�����
���.� �� �� �#� ��������� ���4`a&(��� �!�#������� � �4&(����"Y� � � ������� �� ����q5'& ���������� Bj�������������	 ���� ����� ��������� �����
Gb�%i�"

m�� �����4� ����d�� ��� ��$ 	� !�����6�^W��!d ���M� ���.����#� ��� � � � �l�  �"�� �� ����� � �����# p� �� ����� ��� ����� � � �������
���cU  ���d��� @-@U ������	���� m ����" �����!��&(���� � �� !� ��� U �������� !��� � " �DW ���� �W 3 ���!� � � �����
�^W ����������������������
� ���h��" �p ��� 	��� � ���.������ ]? ���  !����d�� �!���7 q�  �"q��� �eur��� \ ���D q�  � �� ;d)( ������C������� � ������ �����
��	 �����������TW � �Q�  �"R�2�� !����h� ������� R� ���l� �!���P�^W]"!���� ��#�#W�� 	���� ������� ���������  ���� �������0 am �#��	 ��� �
� �����#��� ��� � ��� � ��� ���!��������� �<$#� �������� �� ����� ��� ����	������ ����� � ���=�  ������ �*(rm+( th ����� �H�� �W ��� � �� ����H�# ��
�����
	� ���3 � ���� ��.�#��� ��"

\ � ���������!3 �� � � �����l�*),���H��������� ��� ��� ���������!����� � ��� �����1� �6A��:� ��U �������0 �����k ���� !�����D�*���� �������� # 
��) �>� ��� � ���P5  ��#������3����� O�*) ��� �� !� ��" �#����� �0) ���4��������G �� !���!������� ������������O&(��� �  ���	# ���� ��� ����� 	%-
� �!3������ �H����� �7) �����!� �������������Q����� �}"!�P�D) � ���.��	 �! ��� �D) �!�� �����B����� �4� 	 �����!��3�������� ������������ !�� �:�#� ��� �
����� ���.d�- ��������5���� ������ ;�.������� ����� "

\ � � ���������b�#�
�������.� � �� � �����b�#��� 	 �� !������������� �H��� �!���!���%� �� ;&(����� � ��� � �����q&8�#� ���[�  �" � �����#��� � � �
i �!d �!d(�� ��� ���l?  �"=� � ����� G �� �W� ���l�  �"}�B��������1�#�hv ���.&(������oW� ���Q�  �"-, ������ ���� � � �� ����� ��� ���
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	# ����#����	����
���� ������ �:�����!� � $#�6������W8�c� �  ����c| ���!�c� � 	��� ��<$ �.� 	��������
�#W��������� !�E� �� ;�c�X~� ����6���������� ������ ���� � ���
	���������� � ���!� 	 ���������� ���&(���: �� �����E� �������#�� ��#�����#� ��� � ��� ��� 	 ���# � ������	���� ����� 	��4����� ���� !���� ����
����� 	 ��� ��� � �>� �����������&(���

B1

" & � ����� 	� ������ ��� ����� 	� ���� ����&(��� ���!�e� ������� ���# ���� 	� !�.� ��F� ��
�.&(����������� ���
� � $%� ������| � � $%� �����T- ur� 	pF� ��M~�����&(����	 �.�#� �!�h� �� ��]������ P��� ����� � � ��� ����� ����� � ��x
� � � � 
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�rv�- �Du�� ��$ 	 �� ��4� ��� � � �� !�e�����������4W�	 �� ;� �� �� �.� ��� �!� �������� �� ���4&8�#���%- �!� � � �]� ��v �!	 �����  !�:-
� ������ �� �.&(����	�	 �#��� ����� �1���.����� �����.���Ovb- ��u��
	� ���3 � ������� �������M� � ��� ��	#��� ����� ���!� 	#������� �����
� ������ ���������"!\ ��d���� ���!�! �� �#��� �!�#����� � ������� ������� ������� ��� �:������� �=`������ � �  ��������� �!��� ������ ����� �����
���f� ���#��� ��� � ����&(���4� � � ����� 	� !��3 �]| ����"

50G.cm−1 ~ "%�rv�- ��uE� 	� ��!3 ��� �� !� �����[�����!����#�.� � �  ����
�� ����!��- 	 ������ ��4C ���������* ������o� �������!� ���������� ���� !� �����hG�?�- ��u�� 	� !��3 ��� �����Q3 � �.� 	����MW��#� � � 	 �� ;� �� ;�
�Ovb- ��u��(- ���4d�� �<$ 	 �� ���� ��� ����"!i��#��������	 ���!� � �#��� �!� 	���� ����� ������� �!� 	���� ����� � �����#�� � � �����4�q| ��u��
 !��� �� H~ �� ���������������.� � ��� ������� ��C�� ����� ��� ����� �!� ���������4� �� !��� � ������ !����� �!�

Bo

`������ ���#����� ������#���T-
������� ��� �� ����� � � �!3#� ������������� �� ���������� ��������� ���#��� ���4� ������ ��� � ��� ����� ��3 � �������.� �����!� �������� ;������&(���4�
������  ��������4�#� ������	# ���3 ����"�m �
� ���6� �������M� ������!��� � �������. ���!� � ������� ���� �������!������ ���������#� ���������� ��#����
�����]���������� �:�
�Ovb- ��u�� 	# ���3 ���E� ������3 � 	# ����!��� � �#� � � �� � ���#>�  ���� � �#�e� ��� ����� 	 �� !� ��� �^x �����
vBk ������� "

����� �
	 ����������P	�����������	��#�
� ����������� ����� �������������4��� �� ��
�;W������oW8� �>� �� � 	����!��� ��� � �  ��#���H�# �� �����c� �����TW �#� 	����MW��.� ���

������� �  !��������� ���������.��n �������#��� ���������MnPx��V� �:- 	 �� !� �����#� ��� � �
� � � � 	 ����� � � ��� ��� ��������� ;W������ 	����<$ ���e-
	 �.����������"pm ������������ ���`���� �������� 	��������������� � ���� �� � � ��� ��	����������� �� ��� ���oW
���!���������������� ���� !�.��� ��� �� 
���������� ������� �  !���������!����#��"�i������!� �!�� ���� �H�� !���# ��$ ���43���������
� 	��� � ���#������ ��;W8�c� ���� ;W! �� ��1�����#� ���
�������XW ��������� ��� �� � ������������^� � ��� �H��3 ��� � JM��t � �� ����b`������� !� �TJ��o� �*� �� � ��!�����:- �  !�.&(�����#�#W ���������  !���������
��	#	������ ������������" u � �E� �� !� ��$#�!� 	����: �����#W �� �� 	� �������� � ��� ���M� �!���MW��}� ��3������ 	#������� ����� ����������������# 
��� ��� � ������� ����� 	 ������� � ��"8u ��������4`������ � �(���^3 �� �!� 	���3������ ���������#� �<$ ���!�[� �� � ��� ���� ����!���}� �8�������
�����K`������#���:� ��	#	������ �����������O� �� �������������������� ������� �!�� ���� �H�� !����"�k��� ����� � �� !�4W�� �� ;d � ���  ����!���� ����
 !�#� �� ! ��#� � � �����  !��������� �!�  ���� �� !���������TJ�} } �0 8� �#����� ���!� � �!� � �#�r� �� ��  �������� �� !���!� �� !� �
�������� � �H�� !�
 !����� ����� �b� �� b� ������������  !���!����������� �����D3 ��� �������
���  ��#� �� �������� ����L � "
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i����^�������!� ��������� � �� !� ��� � ���^� ��� � �����c� ���D� �XW �:� ������� ��������>� ������������6`����4���. ��� � �#�#W
������� � � �_$ �4�]��� �.�# � ���� �e�����#�����VW�"=� �������#��������� ������������� ���Q3 �����2�����#� ��� ������� ���� � � ���  ��!�����:-
�  ��.&(�������#W/`����4�

B1

�����#��� � ���c3 ��������#����
�!�b� ��v ��� � ��� �������DJXL$�ot�) ��"�m � ���� ���	 �� � �.� ��� � ���
��$ 	 �� ��4� ��� ��� �!�q?}�# �������� �����Di �� ! ��#WK| ������� ���� !��������� �!��� ��� � �4� ������j �!3��������� �� �~� � ~ � ������J6� � -
�� ��������� �W ��������� � �� !��� �� ����#���.����� 	� ��8����������vBkD`������ ���Z��t����BC
� �� 1 �  ������������������  !�.&(�����#�#W�"
� �M� �:���XW � �����4W��6� ��� � ����� �!� ���������������� ;W �� !�  ��.&(���� ��#� � � ����#�� � � ��`����4��� ����L!t�t ���OC�"(i����
	� ���������	���� �!�  �������	� ������ �VW� (� �� ��]�#�������.�c� �� �� ��v 3oWQ� ����� � ���{� �0 8� ��� 	# ����!��� � �#�D`� ��!��3(W � �#�E�����
�!� ������������������� ����������"(m �
� ��� �!���M� � � �����. ��� 	� !��������	����! ���#� � ��������� 	 ���!������� � 	 �� �� �� �� ������� �!������ -
`�� ��� ���4W ��������� �������/� ����� ��������C ���������1| � �!������� ���������H~ ��� ���� �� � �!����� ����� ���:3������!��������T- ���:- �#�����!�
 �������� 	� !� � �4���.� � ��� � ����� ���!� � ��W �������# ��������Z���4� ���������������� !� ��	#	������.� " m � � ���DJMLo�!t%) �# �����1����-
��������	�� ��� � �!� �� ����!� 	 ������ ���C���� �����* 8� �����������������!	����#������ �����
	� !��� ���
������%- 	 �M� �� �����������	�������
� ��� �#����&(���������.� ��� � �#�e������������	�� ��� ���!�}�]��� � � - �H�#���.�������#����<- ��������� ��v 	� !��3 ���r� �� ���������%- �!� � � �
� ��v "Y� ����3�����-  !���!��������������uE�
	� !��3 ��� ����� 	� !��3 ��� �;����� �!3����6� �� 1 � G�v�u���?f���<$#	 �� !��� ��� � �
�.� �� ���.�* ������ �.3��#����� ���f� ����� ��� �����c� �� !���������TW � ���������!3����! ������>3 �����!� � � � � �������� �� ����� �  ;��� ���%-
� ��������� ��� ���������%- �!� � � �B� ��v ��	 ��� �  !��������	oW ��} �% RJM�o}8 A�$�% RJMt�N� RJMto�( pJXto}8 %L% A�!L � "8m �
� ��� �����
��� �����
� ��� ����� �!� ������JML�N�t�) �=� ����� ����� ��� ����� ������� �!� vB�}� &�v � ��� �#����&(����� ��� �8 +��L �0 � ��� � ����� �����������!���VW
�� ����!� ��� ��� �������������!� � ������������<- �������#�� ���	����<-  ���������������� ��uE� 	� !��3 ���f- ����� ���� !�! �� �����* �� �#� ���� �-
� ��������� �VW �!� ���������#��������� ���������  !��	� !���!��� � �#� ��� �!3 ��������� ����� ��� ������� � ����� ������� ��� �����4�#� �����c� �� � �#�����
���������%- �!� � � ��� ��v ��uE��	� ��!3 ����"Yu � ��� � �� ������������ �4��� � � �c`���� � ����� ������� �����4W ��� ������� �������4�#� �����
� �����#�4`���� � ���1���T� �� ���� �  ��#&8�#�� ��#� ��� � �6� �� ���� !�.��� � ������� ����������� �� �� ���#���4W'���4� �� !����Q�  ��#&(�������������
| ��" �"T p� �� 1 � ����� 13 Gb~�� ��� 	��� ��;���.�K3oW'� ���VW � �J}( �� � � "p� �]�#��	��� � �#�'�  ���� ����� �!�� ������!W��!� �
�]��������	��TW �������.������������ ������� ���������!�.� �����!��� �!���c�#�.����� �����.�  !���!���������� �!�  ;�������� ���� �� �� ����������%-
�  ��.&(�������#W � ����������� ����� � ���������#��������� �������
� �� ����� ���M� �  ��.&(������������� ��� �������rv�- ��uE� 	� !��3 ��"
� ������� � �#�'JML�N�t%) �PvOk ����� ������#�����VW �!� ����������� ��� �������� ���#�� ��������#� ��������� � ����� " & ��� ��	�	# �� ��� �
� � ������ !� ���!� � ���^vOk ����� ���������� �VW��:� � ��� �������������4����� ��������� ��� � � ���� ;W � ��� 	������ � �������� �:� � ���
�������������4�����Z� ���������#�� �� �� ����� ���#��� �:� � �#� �������Z� �� ����~�{�� =JM�$�% fJ!J�� � "�\ ���4� �� �,L�t � 	# ���	 �����#� ���
��� ���� ���� �!�� ������!W ��� ��	#� �4� �4C�� �#��� ������������VW �!� ������vOkw`������
��� � ����� JMt �H�� !������������� ��� �h�����_-
� � � �� !� ���� ���� �� ����� JMth�1� ��	 �� � � ���#�� �P�  !�.&(�����#������� �!��No� �����`}%J ���BC!  �����	 ��� � �������TW�"�U[W
���������G ���#3(W��!����� 	 ���4W����!� ������� ���]�����!�� !��3 � � �#�r`����4�* ����E���!������� ��� ���� ���� ����� ���#��&(��� 	� !��	 �����#�
3(W2iq�# ����� �TJM�!L � ���'���� !����� � ��� �#�� � !��� �������!�  !��3�� � ����� � ������������� ���� ��� � ���l�#������ ��#� `������ �����* 
��� �H�# ��* ��  !��� �������.�# � ���� �O�#���!�� ��43��#� ����� ����� 	 �������������#������!� � �����������.&(���4����� � ��� �b� ������������ � ���
3 �Q���� �� ���.� "}�%��� ����� � ��������� �TJM�{� ����� ��� 	� ���	 ���!�.� ������3������ ����� vBk �������}� �� ��uE� 	� ���3 ���
� ���� !� � ��� 	#������� �!� � ��� � ������� �H�# �� ��� � ����� �#� �;��� � � ����� � �����:� 	��������������!� � ��� �  �����!���� ��!�1vOk
`����4� ���������� ��������#�2� ������� ����� ������� �_$ ��� ��� �� !����� ���.� � � � �#�>� ������ ���������"�i����#W ��������� �.�* �������
� �� ����� � � ������� � �#� �!��������T- ���:- �#�����!�  � � ��� ��������� 3 � �4� 	# �� ���#�/3oW J��

%
����� 	��� ��#� ��� � �!� ���%-

���� ��
���������#��������� ������� �� !����� ���.�
�������� � ��� ��uE�
�_$ ����"�u 	��� !���  !��� � �#���#��� �������#� ������� ������ � �  �W� 
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������� �  !��� ���q3������������ �!� ����� ������� ��� ������� �#�� �4� 	 �� !� ��� � 	 ����� � � � ��� �#������������%������� ������#�����VW��!�
�����>vBk�� ������������e`����4� �������4����� ��� �������7 ������ �����#�������������VW �:� � �#� 	� !��3 � ���� ��#������� ����� ����� ��� �
� �����4�]��� �����#	������� �!� ������� �  !���l`�������� � � � ���
� �:� 	����Q�������������  !����"=� ����� �  !��� ���b3������������h� � �����# 
������� ��� ����������1�  ��.&(�������#W � ��� �V� � 	 �� !� � �!� ����������������������������� �� !� ���������������.� � � � ���� ��#����� �������
	� !� � �4����� �.&(����� ����� 	����<$ �4� 	 �.����������� � � ��� � 	 �� �����#� � ������� ������ �� 	���� � �����'� �������� �� ���'3 ��� �
	 �� !��� �� �� �.&(����� � � � ��� � ��� ���� ����� � ��W%�1� ���  !��� �!� ������������ � ������	�	 ���� ��f� ����� � �#� ���!����������������
� �_$ ���]��� vOk � ������ � ����`���������������� ������� ����� � �� �"pm � � �� !�4W �!	 �����  !��� ��� �� O�#����������# �� ���� �� �����
�� �����;� � ������ ������ � �� �	� !� �!� 	����4`��� [� �� ������;�������TW ��� ����� ���� �#�h�]��� �
���������� ����� ��� ���!�������������� ���� @-
�#����� � ������� �!�#�E��	 � �#��	� ���3 �! �;W8�1� � �  ���� ��	 �� ���� ����� �!��3 �����l� ���b�^��� �h� �� !� �����c� ���K| �����! 
��" �"T � JMt$�� �}!N� �}%J � ~ "pm � �� ����� � �  ��#������� �������!�������'3������������� ��� ���!� 	#����� ��� � ����  ����������������4W
������
����������� � � � � �VW ���!���!�.�13(W � ����	# ����!������� �:� ������vBk ���������� ����f`����4� �!� ��������� �4� 	#����� � �#� ���^3������������� ���
�������;�����# ���� �	#�(Wo-VU � ����� � �����lA �� �����C.doW�� JMt�L � ��	#	��4W ��W%�1� ���  !��C���� �������� }3��������������� �!� ����� �������
���!���� �!����� � ��������� � ��	������ � �� !� ��� � ����������<-  !��������������� ���� ��#������"pu ���  �������� � � �#�#W'�#�.� �����!�� ����� �
�!������T`�� ��� ���4W������� !� ���!�.� I � �������� �:��� ��� 	� ��!3 � ���� ��.�#��� ����� �O�� ����!����� ������ �� ����� �:������������ - ���:- ���������
 ���� ��� �!� 31 ? �!	 ������ � ����Lo� ���OC�"�� ������ �	#� ��� ��� " �,��J � ��� �����!���M� � � �����f� ������3������������.� ���� ��#�������
�����l3 � ��� ���������.� ���f� ������3(W ����������������� ���!��	������� �:� � ���r� ��v ��������� � ������vBk ���� ��#������"(i����Ed���W
	 ����� �B� �� � ������� �V� � ��	�	���������� ������� ��� � ��� �E3��������������� �����!��� ��� �>� ���#��� ��C � � ����� �!� ����� ������� �  ����
vBk `����4��� �������4����� ��� ������� ����� � �#�� ���� �� ��1�������������� ���� ����� ���������#��� � ��� �����!����� ��	�	 � �� ����#
��� �����
� ��v � �!� 	������ ����3 �����������������.� "�u ���������� �������6� ���� !� ��3������������#������ !�.��� ����� �!�#����� � ������!��� ���
� ����� � ���e� ��v ������� ����� ���l3 �]� � � � ���#� � � � �#� �  �������� ���!������� ���������������#���������� ������������� � � �
����&(����� ��� �  !������ ���������.� 	� ����!� 	#���4`��� �"!i������ ��� �;-V�#	c� ��� � �H�������.�c3(W>G ���# �!��� �����l�=��� �� ���� �~}$} �
��� � ������ ���M��- ���.� 	 �� ������ �� 	� ���3 �O� � � � ����� �� ��� ���e� ������� ��C��B9��������!��� �������!� �� !�����������������  ��!�
���������������!����"pk ���������TW� #���O� ��� ���������#� �:3 � ���: �c3������������.� ������� 	 ���!�����!��������� ���������#`��#�.� ����� � � �����
� ���� �� � ��� ������� �  !��� ����`����4� ���=� �������^��� ����� ����������� � ���� � ��� ����#��� ��� �.&(����������C��� !��"(i������ �������
	 ����� � ������3 �6�����#� � � � ��	 � �#� �������0 �� �� ���$#�!� 	����! �� ����� � ���#�����4�D� �#������	��� !	 ���!� ��� � �  ��.� � ���
� �  �XW1`����4���
�  !��� ����� ������� �g� } � "a� ����������������� ��������� ��� ����3 �����Q�����#�
���bvBk ��������� ���Q� ��v 	� !��3 ���
���#��������� �#�D� �� �;� ����� ���!� 	#�����b� � � � �����4��� ����� ��� � �#�� ���������!� ��� ��� � ���� !����� � �� ��������D� �� �;��3%-
� ���� �������� �� � �:� 	������ ���O� ����� � J��o�8 qJMt �8 �JMt � � "�i����]� �������!�#����� � ���� �!� � �������e� ���� !�:- �!�����������4�����
���������Z� ��� � ����3%-V�1� �����!� � � �� �� ��� ������� � ����W 	� �� �����#� �������`���������r� ����� �� �� ����� � ���� ��#� �� �� ������� � �
 !����� � �������TW ������ ���������� - ���:- ���������� ���� ��� 	 �� �����4��� �P���#���B� �� �;� ������� ��v ���!� 	#������"pu �����1� ���
� ���� ��� � �� !��� � ���c� �� ���������#��������� ��������� �!� ����38-V�1� �����!� � � �� P� �� ]� ���� ����������� �� �!� 	����������]� ���������
� �� ���������#��������� ��������� ���������^�1�  ������ �!�=�#���!� ������ ��	�	������.� ���EvBk ��������� �����rv�- �Du���	� !��3 ���
�����������!������� � �#�E� ����� ������� �������� 	� !�����������������!��� ��� ��	 �� !�H�# �3���������� �!� � �������!� ����������������!� ��� ���
`������* ����������| �o~q�#���������4W � �#��� ������������ �����!����	#� �43��������VW��!��� �#���������%� ��� �� �������� ���q���4� �� !��� �Z�  !��� �����
� ������ � ��� �����!����	#� �43��������VW �:� �������� ��� ���� ������ ��� � ������| 3R~ � �#����� ���������=��� �����  ���	� �������� � �#W����������� ��
� � � � ���!� ��������������O� ������� ����� �� �� ����� ����������.�D� ����� � ������ B� ����� �_$ �������������"Ri ��� ������� ��� �����4�%-
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����� ��� � � �P� ����� ���P�e ��	#�Q����� ��� �	� � � � �6 �6�
i����  ���� �� ��� ��� ��������� � ����������� 	 ���#��� � �!� ����� ���� ��%� �� !�[�#���.��� �  ����P�rv�- �Du�����$ 	 �� ��4� ��� ����"
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���� �:� ������"�m � �� ;���� � � ��	#� �4� �4C���� ��� �����#�������������VW
�!� ����� 	# ���3 �! � ���
 ������� � ��� 3 �l������������.��� � � � ��� ���#���� ��������� � � ������� ����� ����� �����l��� � ��� � ����� �����4��� � �!� � ���
�������������4����� ������� "�i��������<$#	 �� !��� ��� � ��� ��� �;-V�#	 �������M� � ���K����������� ����� �����h� � � �� !����� ����� � �����#�.� ���
� ���  !��� �� �"�i���� ���������� � � �#�����!�  � � ��� �����!��|0���rvO~�� �����}����	 ����� ��� � ��� �:� ���#� � �!��� ��� �� ������
��� ����� ���#� "Bj ���8� � �!� 	���� 	 ����� � �����������# ��� �����  ���� �� ��� ��� �4� 	 �� !� ��� � 	� !��-  ��.&(������� � ��� �� �|�J ~
����������� � ���� �����r3 ��� ������� ������������#�
� ������ � ����`������* Y| }�~ � �����4������ ���� @-V3���3�3������ �������[� ���#��� �!	 �����
� ���b� ��� ������������� �#&(��������3� !������
 �����]`��������4W>|0��~ 	� !������� � ���#�	��� !� �!��� ��� � �!� 	���� � �E3 �������������� ��#�
� �� !������
��� � � ���# 	# ��8�������#��3oW ���������  !���E`�������� ��������� �����#� �!� � �#��������� "
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� ������� �����b��� � ��� � ����� �����4��� � ���=���%� �� !�������������4W ��� �������� � ������� ��� ����� ���������4��� � �!� � ���  !��� �� # 
� �!� 	����  ����!�� ���� � ����� ���  !�.&(���� ��.�>���O� ��� � � �TJ�� � "8i �Pd ���M� ����� 	 ���!��������� �!� ����� ���!� 	#����� ����� � ������ 
�����4��� ���. ���� � 	# ��� !�.&(������������� �� ���� �8�D�rv�- ��uE� ��$ 	 �� ��4� ��� ��"

i����Ok ���"4J�" } ���#� � � �  !��� �� =� �� ?���c� �!� � � �� !�. (�����#�>� �� � �:� 	������=� �����>��	 � �K�!t
µ
�������4��� ��"

i���� ���#� � �����#����������� ����������3 ����� �!� �!� ������ ������� ������ ������ ����� �����4���� ���	� �������� ��� ����� � ��	h� �#�� ��
� ��� ���!� 	���� ��� � �P3 � �����!�� !���.�* (� �������M� �#�>3oW �^i � 	���� 	������� �  ���� �  !����� � ��� � �!� 	���� ��������� ��"(i����
�_$ ����� ��$�������� �!� � ��� ������� ���  !�#� �� ��.�w�  !��� � �#�>3 ��������� 	��� ������� ��� ����� � �!������"�i��#��� �����^3 �����
� �������� !�.� ��� ����� ������� �!� �K� - ���� ���� �������7 o� �!��� ��� � �!� 	 ���f� �� ��: ���� �����r�#	�	 �� 	��� !� �!� ����� �������0 
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��	#	 ���!�.� ��� � �#� ������� ��� �:����"8i����� !����� �^� �� �d ���  ��#� � � �!�����������C���� ���O� �4������� �!� ���(Wu�]�1� �������
�  !��� � �#�B3 ���!� ��� �:� �����  !��� �� �"�i����O}��c� �#������ �.  ���	� �������� ���.� ��� �����  !���� � �����* ���� ! �����	 �������
��� � �#� �!3#�����4�#� ��� �������^��� ��������� � � �����O�]��� �r3 �^d�����	#�r�  !��� ��� �� ;���� � � �������M� � �#� �������� !� �����
�!������� ����	�|0�'�1� �� ��  !�.&(���� ��.�w� �� � �_� ���VW ����k ���"[J�"{�o~ "qi��#� �����������# ��������  ���� �� ������ � ��� �������
�� !������� ���4� �� !� 	 ���!�����������#�.� ������������ !��3 �.�D3oWDk ���"pJ�"~� "

i�� �Q���T� �� ���� � �VW 	 ��� �!� �����!�� � ���� !� �!� ����� �#� 	����MW��.�Y �� ��	� �������� � �#�� �� �V� ��x � �!t
µ
� �������

`���� �����^�#��� �����������
�����4��� � �!� � �����������f|0k ���"TJ�" }]� ���������#� �����^��	#	 �� Oi � 	���� 	����#(~������ �DJ�}
µ
�

�!	����� !������� � �!� 	���� � ����� �������M� � � � 	 ����� � ����� � �;� �������� �&(����� � � �VW ��� � �#��� ����#��� ��������� ���� �!� �����
�������q|0L " �P�1� �  ���� �����E3 ���������l~ "(i����������!�� � �
� �� BJ��

µ
�p� �� �� �� �����������4We� �!��� ���#� �:� � � 	���� ���

�!���M� � ���>k ���"TJ�"TJ� �� ����� �����O�#��� ��� ����.� ��� � �!� � ���� ��4`����� � ���B3 ��������� 	����# � ��� � � �4� ��"oi������ �����
� ��������.� ���������: � ��� ����� �D�c�  ������� ����� !���!�����T� �� ���� ���VW�	 ��� ��� 	� �������� ���.� ��� k ���"�J�"{�% �����
�����E3 ��������� ���[`������#�>��	l� � � �h�  �t
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� � � � �]3 ���!� �� 
� ��� ��������� ��� ����� ���������  !��� ������ � ���B3 ����� ������ �"
i���� �������� ���!� 	���� ����� � ���.��	oW �������!� � � �� �!�p� �_$ �4�]��� �6�1� ����� ������� ������`���� ���� �������# ���� �#�� 
 !��� �� !� � ���D3 ��	� !� ���4���.�Q� ����� � ������d��� �� ������� ��� �� ����� � �� !�.��������� ��������� �  !�4���� ���Y� �� ����! ���� ����� �
��������� �#�����!� 	��������� ���� �  !�������.�
��� � �#�� �!�������*���4� ����������� | }]�1�l~ "

m � � ����� �������M� ���� �V� � ������� �������b� ��� ����� �!��� � ��� � �����6� ������������ 	 �� �H�� ;3����������
�:� ��� � ���# �����
��� � �4� �����  ��������4�#� ����� �!���2�rv�- ��uE� ��	 ������ � ����� 3 ����� � �4���.� ��� �V� �����4� �� !��� � ����� ����� !������x
	 �� �H�� ;3���� ������� ��$����� ������ � �������  ������� �;W��!���.� | � ���� !��������	����M~������ 	 �� !���� �3�� � ������� �� ����������������
�  !��� � ���� !��� �� �;W��!���.� | � ���� !��������	����M~ "�i����e� ���������4� �� !����������3 ���V� ����� �������!� �V� � �!���� ������ �!�
	 �� �H�� ;3���� ����� ��� � ��� ��� ���E� �� ;� �� ��� ������� �%�����������.�l3oW ��u��>� ������� �������������� ����� ���� ����#� ���#�
���1C��� !�c3oW
��uE� "

����� � ���[� �^����� �h	.� ���D���
���Q�	��h	���	�
	 �Q	��K���q���h�
���
i���� �<$ 	 �� ���� ��� � ��� �!����-V��	 �!� � ��u�� �<$#	 �� !��� ��� � �������!���!��� �!� � ���!� 	���� ��� � ���� ��!� ���  ������� 

	��������#� �����!����� � ��������������� ������� "fi��#� �������������4� ���������4� ��� �.�]3 �.�����.� ���#�����#� � ���� �!� �����!� ��� �� �"
? �������.� ��� �������!� � � ����� ����#��� ���r`������

Bo

����� ������� ���!���.�^3��4W ���b����� �� �H������� ���4W �������  ������	��� ���� �

�



� ����� � � �!
�������
��"
�� ��� ��� � �"� � � � 
�� � ������ �	��
 
� � 
�� � �'
�� � �

 

 

������PJ�"g� � � � � ��� � ��� � � 
 � � ��� ���� �	��
 
� � 
�� � �'
�� � �Z� �	� � � ��� 
�� � � 
 ��� � � � 
 � � �����	�

 � � � � � � � ���� ������� � 
 �

� � �����r� ������ � ��� 	a�8$ ����������"8i����r� ����#��� ���B`������c�����!����� �����(����������� 	� !���!��� � ��� � ��� ���� �� ����� �:� � ���
���4� �� !��� � 	��� !��� �!� � ��� ��uE� ��� �;- ��	>� �XW� �������� � ��� ����� ���� !� ��������3� !� �!���������� �!� � ��� ��	 ��� �  ��#"%m �
�� ����� �� � ��������������� ��� ������	� ���3#���.�D �����e� �������M� ���� �!�  ���� ��!W �����.� 	����MW��.� x�k �� !�!�. � �#�e� ������������
�����!����	 � ��3#����� �VW |

χm

���#`����.� ��� ����� ���<$�� � ����	 � �� >3(W �=& " }�"4JMt�~r";��� 	�� �� ��� ��#�������#� ���� !����
	� ���3 � �������!�� ���� � ������3(W �����!����	#� �43��������VW ����� 	 ��������� ����� �� ^3oW �;��������	#����3������ �VW/� ����� ������ �!� � ���
���4� �� !��� � �����#� ��� � � �!� � ��� 	� !��3 ��"8� �����������TW� ������  ����!����������� ���!de� ������ � ��� �����!����	 � ��3#����� �VWB";��� 	��
�� �� ���#���1� �#� ���#�B������������.�#��� � � �.�
���#��� ����������"

j� � � j a XOH+LhE�IC9:Q��cQYVYQ 9$d L�M �]I E�[OH+5 9:QSM?[
i����P� � � �� !����� ���'�Ov 	# ���3 ��� �������#��� �#��� �<$#�����#�K� 	�	�� ���
���#������	#� �43��������VWQ� �����������!	 �����.�

��������� � � � �#�
���!� 	������ ����J � "f��������� � ��� �������
� �� ���� �� !� ��������� ��� �1t#" �'�1� � �� ]�  !��� �����  ������� 
� �����7 ������!����	#� �43��������VW ����� 	 ��������� ����� ���  ��.&(���� ��#� "�i������ � ��� �����4&8�#���������!��� � ���!� �!����	#� ���� �������������
�����!����	 � ��3#����� �VW ��� � ��� ����� ������� ���� !����� ��� � ��� �� ����� � �������������#� �#�b�����!����� � ���(�����VW �!� � ���
� ������������
	 �� �� � �!3������ �VW�"�i������ ��� � 	 ��	������� E� � � �� !�����q�����#� ��� 	� ��8�������c� ��v ��������� ��� ����� ����	�	 �� @- �����!�
3������#�'� �� !��� � �J} �0 ������� �H�������4W
	����������.�h� ��� � � ����4�������������MW � � ������ ���������� ��� ���������������������VW������
����� 	 ����� � � � � ����� ���!d �����!����	#� �43��������VW �:� � �#� ����	�	 �� �"�i����1&(���������VW �!� � ������� ��� �#����&(��� � ���/3 �

��� 7)lXl+PST L@<�Wa<jmu<���>XPS9;5oQ W;_@WUQ P^l 9;5 s 5IB8589 V
χm

7�`Xe
	@D �dlXlXm�ZY P TUP ` P^T09U7d9ULXP 9U< s B8P�W��)58N)PS> s V��j7C9 VR` 7)T ?X5 qrPSTUPS>$9QS7�mul+7�_X>@?@WpW:_2Q#L\<)Wfm PS9U<�BIW��X? 5IPSBIP^Q(9UT;5oQSW[<�>@?kW:7)B8N)PS>$9UW
N



���*' � � � ���!� � ����� � � � � � ��
�� � � � � � � ��� � � � 
��!
��"��
��
� �������������.� 3(W � �#� �����T���������h� ���#��� �!������� 13 G ��� �!���:� ��� � ����� ���!� 	������1� ����� � �����!����� �����
�<$#�����#�����OC�"Z�%�� �� ����� ��� ������������ ��� � �������.� ��� �������M� �;��������	#����3��������VW ����� 	 ���#� ��������� "q� �����XW ��) �
�<$#	 �� !��� ��� � ������ !��������� � J��$� � ���cv �%- 	��������.� ����	�	 �� �#W����������� !� 	� �� �����. ��$ 	 �� !��� ��� � �����4W ������� �����:-
 !��� ��� �����4W! � �����P� �� �����#`����.� ������� ���� �;�� ;� ����� � �#� �!���#��� ���������=� ����#��� �4C ��������� ��� �� ��8�������#�w3oW
����� ����	�	 �� ��� � ��� �����TW ����� 	 ����� �����.���!�������� ������ � ����� ���XW��� �:�  !���%�#�����
"

j � � ��� a XCH:L�E�IC9:Q��cQYVYQ 9$d � 5 9ALAPOQY[OR

u������� ��#���� � ������������ ���� ����#��� ����`����4� �������� ;W�� J��o�� aJ��{� �0 � 	 �� ;� �������4W������T� �� �� ����� ����`��#��� ���4W
����������������M� �#W����������� �� � �������#� 	 �� !	 ���������#������ � ��� �!� � � ���b� ����#��� ���
`������e� �����#�� ��� ��	 �� ;� ��� � �TW
���#�4� �� ;�� ����3 ��� �  !�.�������.� ����� ������ �H�����: Y� ������ � ���^`����4� �����!����� �������#W����������� �"�G �!� 	 ��������� �����
�� f� ��� � ������ ����� ���#��&(�����b� �!d�� ��� 	 �������43���� � � ���������� � � �#�E���.� ����#��� �4C ����������`������ 	� !�%�������#� ���
����� �������Z������� �
���#������	#� �43��������VW�";��� 	#��"*i���� � ����� �!���Du��  ��.&(���� ��������
�������!������ 6`�������� �������� �
� �� �� ���  !��� �� �������� U �� �3��� � �,N � ������	� !� ���.� � ��� � � �#�Q� �8��������� ����� �:� �����l���#� �����������C���� �����
`��������# #	 �� �H�� ;3����� �����

Bo
����� ���������� �VW� ������ !������� � ����� ��� � �� � � �� ��� � �#�� ������� ����#������ �������

��� � ��������� � �� �!� ������ ������� �"pi��� ��!���� � ��	#���������  !��	� !���!��� � ��������� �!� � �#�e� ������������^`������������������
��3 � �������.� 3oW �(��� �� ���� �����4W ����� ������ � �#��\ ��	#������� �.&(����������� �!� � ���D� ������ � ��� ��� ������ �	 ��� ��� � �����
���!N �0 �A���� ����� � � ��� " �,No� � �!���M� � � ����� � ���63 ���!� ���#��� �#�������� ���� ������ �� ������%`����������TW ������ �#W����������� ��
��������#�.� 	��� ���������� ��� ������� ������������E`������

Bo

"Rm �
������	� ��� � ����� �!�=�OvO� ��v � � � � ������ 	������� �� ��
���!�.� ��� �������� ��� � �#� ��	�	��� ���� � ����������H����������� ����� �����!�����
�!� � ���!� 	����l|7� ������.� � ������� ���VW �� ��
 !�#� �� !��������� �!� ���� �������� !�b� �� � �#������	� !�%���#��� �H~ "aA���3 � ��� ��� "��,N$� � ��� ��� 	� �� ���#�
������������� ������	 �
�!� � �#��� �!� 	����: ������ �e���� ���� � ���
	���������� ��� � ��� �(���]3 �� �!� ���4���.3�������� ���h� ��v x�� 	� �������� � ����d��
���!� 	#���]� ��������� � �������� � ���������!� ��� �� � ������� �!�

12 : 1
� ����� �!���M� ����� ���!� �����!������3��������. �����

���!� �  ���� ��� �����'�  ��#&8�#������W ��� ��3������ � ����d�� � �!� 	����^� ����� ������ ���� ����  ������� �#&8����� � �
0.8 : 1

� �����
�<$#�#��3�� � ����� ��� � }!t�� ������������������"

j � � � � a PCQ � � QS[CR R87F5?@OQYE�[ 9:H

?  ���	 �� �!�����1� ����r� ������ ��#������� � �#�b�����!����� � ���(����������� 	� ��8�������.�13(W � ��� 	� !����������� �!� ���oWe3 �%�%W
��� � ��� ����������� �VW �:� ������ ���� �� �" � ���4�c� ���# � � �!� 	���� ��	����������� ���������e� ������ ��������  ��#&8�#�� ���� � �
�� �� � � � � ��!������� � � ��������� ���������.�D�  �!� � �������� � ��� ��u�� � $#��� ���!t � "pi��#� �!� �������� ;� �����4� �;W��!���.�
� ���#��� ���/� ���!��������  ��������4�#� ����� � ��v �����!�� ���� ��� � ��� ���/3 �c�#���.� � �
���� ! ������ � ��� ���#��� ���:� �
�Ovb- ��u�� 	� ���3 � �������#
����� �Du�� �_$ ��������� �#�� �� �� ;���� �TJ�}!L � "qk��� ����rv�- ��uE� 	� !��3 �1� ����� �
� � ������ ��������� �����E$ �_$ ���# #� �#��C�������� �����4� � �������# � �����Du�� �_$ ���

BMAS
Z1 , BMAS

Z2

�����
BMAS

Z3

�� ��
 !����� � �.� ��� ����� ���!3 �� ���� �� �Wc�  ��!� � �����4� �b3oW ������� ������� � ����  !����� � �������Ex

L



� ����� � � �!
�������
��"
�� ��� ��� � �"� � � � 
�� � ������ �	��
 
� � 
�� � �'
�� � �

������8J�"��u� 13 � �!
�� � � � � � ��� �	� � � � �"
��	����� 
 � � �A' ����� � ��������� � 
 � � �$���� �	� �+�	�"
 � 
 � � � � � ��� ��� 
�
 �
��� . � ��� � 13 � � � , 
 � � ����� � � � � � 
 ��� � � ��� � � � ��� '*� ����� � �$� � � � �@% 
 � � � � 1 � � 
���� � � � � ��� ���
∼ ' / � ������� � � ����� / / � � �"� � 
 ���!�	��
 �� 
 �-% ��� ��� / / � ��� �
	 ��	� 
 � ���R' �E"-% � � � � � � �����
� �+����������� � �"
�% � ��� � ��� .0/

% �
� 
������ ���	� " � / ����� ��� � /

% �
� 
���� � ���	��� ����� ��� .

%
� �r' ��� �

BMAS
Z1 =

1√
3
BLAB

Z1 −
√

2

3
BLAB

X

BMAS
Z2 = BLAB

(X2−Y 2) − 2
√

2BLAB
ZX

BMAS
Z3 = − 2

3
√

3
BLAB

Z3 − 1√
6
BLAB

Z2X +
5√
3
BLAB

Z(X2−Y 2) −
5

3
√

6
BLAB

X3

|�J�"TJ ~

i���� �!��� �!� �!����� �]�������� ���3 �.� �����=& "TJ�"TJ ��� �;� � ������� ��� � ���#��� ��� �����
�#����������#� �Ovb- ��u��
	� ���3 � �TJ!JM� � "

� �� ��P� � 	# ����!��� ��� ����8� ���#���1� ���� ��������	 � ��� � � ���'3 � ��3#� �������#���  ��!� ����� 13 G �!�������� �:�
�!���!� ��� � ���#��" i������ ����� ���#��&(��� ������� 	� !��������	����]� �� �3 �������� �� �����/�#�����#
����� ������d �!�
���.�#���� ���� �#�
� ������ # *����� ��� � ����� �  ����� � ���� �� ��� � �!������� � � 	� �������� ������ !���� �����]� ��� �������������  !��� ��������� "pi����
`���� !��J�"��� ���3#� �����#�.� ���}L!t�t ���OC��!���M� � �V� �6���T� �� ���� � ���� �3 ����	 � �!d �# 	� �������� � ��� �!���!� ��� � ���#�! 
����� ����� ���� � �����	 ���������� ����� ������� � ����"oi���� �!� ������ ������	#�����# �!� �V� � �!�_"�������� �bG �� �3 ����� 13 G |

1%
���

�����H�# ��� �!3��������������X~ � ���Q3 � ��3��!�� ���.���:� ���� EJ�� �!� ���#��|
J ∼ 30

�OCM~ "�U ����d�� ��������
�!����������f�  ����

JMt



���I� � � � ���!� � ����� � � � �� ��
�� � � � � � � ��� � � � 
���
��"��
�� � � � 
�� � � 

����� 	� ���3 � ���� ��.�#��� ���������4� �� �� � �����4���.��� "ou � 	� !������� � �.�>3(W1k ���"TJ�"��� ��!	������#���� ��� � �#�O� ���������������
�����!� 	# ���� �� �W �4� 	 �� !� �������r� �� � �#� � ���� ������� �!�q� ���� !��������	���� �����#��� �����������������"

��� � � 	#�[� �^����� �h	.� ���D���
���Q�	��h	���	�
	 �h	 �K���q���D�[��� �h� �Q��� � � �

j � � �Sj � E�[CE�7F5?V L�M?[OH+QS@CE�7F5 9:QYMW[CH�M?[ 9:POE 5 �?E�7A5WR?QY[OR M?[ � 5?RW[CEh9:QSL H+XOH �
LhE�I 9:Q �OQYVSQ 9:QYE�H�@OQ�� E�7FE�[CLhE�H<XO[C@OE�7�\^_>a

u �
���Q� ���D� ��� � �������.� ��� � �#� ��� �  ��8����� � �����* ����� � ���� ������� �!�P� ������������ �;��������	#����3��������VW
���T� �� ����������^3oW �Du�� ��� ��� �����!��� � ����� ����	 ��� ���!���Ovb- ��u�� ��	 ������ ����!����	oW�"Zm � � �#��������� � �����* �� �
� ������������� ����� �!� � � ���1� ������ � ���e`������ �!�����w3oW �
��	���� ��� ��� �.���4��� �����������!� ����
�!� ��� ����#��� ���
�;��������	#����3��������������O�����!�� ���3��#� ����� "Rm � � ���]�#�4� �� ��������������'� ����#��� ��� �;��������	#����3�������������� �� !�  ������������!3��TW
�;� �����������* �4� � ����W �� ����������� ���	#���! �� ��� �!���#��� ���������%� �������������`������ �� !� �����.�c3(W � ��������� �������.� ��� �
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B (ri, θi, φi; t)
 ������ �����#���.&(����� � �4W �!� �����4��� � �����.� ��� ��� �!�Y���4� �� !��� �[� ������������

�����!����	 � ��3#����� � �����. � ��������� ���#�����!� � ����� ��v  �������������������������������� ����� �����TW �!	����#������ �����#�b3��������
 ��.� ��������� � �#����	 ������ ����
"�i����b� ��� � � ����� �����#��� ��������������Z3�����d�� ������������ �;��������	#����3������ �VW ������3 �
��� ������� � �TW  !�.� � ���.�'3oW ��u���� ���E�#�.� �����!�� �����.�'3 ����� ��$ 	 �� !��� ��� � �����4W
����� � ������ �� � ��� �����4WQ3oW
� ����d�� ������� ��� �g�!N �0 , �������� H� �� !� �TJ �o� �0 �����^j��� ! ��M� �MW����o} � ����� ��� � ����� �!������&(���4��� ���������������#�*� ��� �
 �����#��� �� ������ � � � ����� " �
�� ��� !������� � �4W! �U �� �3��� ����� �q�#���.� �� �!��� ��� � �B3������#� �������������� ���� ����#��� ���
� �����.������� ������� � ����$ 	�������� � ����� � ���� ������� 	� !� �����!���!� ��u�� "�� �M� ������ . �������� ������������ �����!����	#� �43��T-
�����VW
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3 ����C������  ����#�"�m � � �#��	� ��������#��� �!� �]� ������������B`����4�* #� �#����� � ������� �VW �!� ������ �������.�� ! ���� ��� �!� � ���
3 ����C������� �����]����	 ����������� ����� �� !����� � ��� ����� �!� � ���  ����#P� �����  �����	 ��� ��� �
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"q�r�� !���� ����� ��uE� � ���� �������� 	� !� �������# �����l� ������ �H����� �!�
M

� ����� ���� ;W
�����'� ����� ��� � �� ;� �� !�P� � � � �����]&(���������VW
�!� ������� ���� ������� 	� !� �����!��"*i������ ����� ��-V�#��	 ������������� �!�

M���� ����� ���!� 	����  ���� ��� ����� ����� ��� 	 �� � ��� �����������#&8�#���������. ��� � � �����w3 � �!���M� � � ��� � ��uE� � ���
�����4W � ���� ����� ���#� ���������!���  !��	����6| �!� ������ �~ 	��� !� �!� ����� �	� 
 � � � ��� �	� � � � � � ��� 
���� � ��� �������!�� . o3��#� �����
� ���������������� ���	#��� 	��� !� � J��J} � "am � � ��� ������� �!� ��� �!� 	���� ����d�� ��	 ��	#� �4����3 �!����� � � ��	 ���4W��!�VW� �������-
3������#�>� ����� ����!����� ����� � ���� !�� �!� ����� � �!� �#��� �� �������������VW� ����� � �#�.� ��� ������� ���� ������ ��� � �:� � ��� �
	 ��	#� �4���>� �������.�����1� �����}3 �>�����4&(����xqi���� �(���]3 �� # �����l�����!� ������� ����� ����� �� !����� � ��� ����� �:��� ���
��������(3 �� !���� �� ��!� �������B� �������#�������f� �����R3 �E���4� �� !��� �
� �� � ��� �
	 ��	 � ���#�r� �������.������"(u � 	# ��������������TW
�������* �����^� ������ � ���P����	 ����� �� !� �����.� ����� �����4W>3oW ����� � ������� 	��#���oW��  ������� � �����#���E3 � ����� 	#���������TW
� ���� �����.� ��� � � �eC��� ��e3oW ��u�� "�i����������^3������ � ����� �!� �������!� �V� � �#� ��� � ��� �����  �������� ����� �]3# �� �!�
� ��v �����#�c� �!��� �!� � ���#	 �� �	 ����� � ����� �!�����T� �� ���� � � ���.� ������� �!���4� ���Q| �������!� ���������������3� �� �:����-
������o~ "�i������!� �������!������ ����������� �� �� ��$��  !�.� ���4W���� 	 �� !� ��� �O� �� r�rv�- ��uE��� ����� �������!������ ����# � ���
�����H�# �� �!� �Q� ����
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��� � �� ;� �� !� ��� ��� ������������ !��� �}� �XWe� � � � � ���  ���� ��������� � J�}%J � "oi�������� �!����� � ��������������� 	������ ���������#�q� �����
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i���� 	� �� ��������� ������������� ��$ 	���������� ���M� ��uE� ��� ������� ���4W� !�.� � ����� � ��� �������b3� ����!�����#���������� � �
� ������ � ���������!����	 � ��3#����� �VW � ��!������� � � 	� �������� � �����!����� ��� � �� �����������!��� ��W � � �#� ��" ��uE� 	����XW � �������
� ���� �W �4� 	 �� !� ��� �  ������ ��� � ���� ������� �!�#�]� ������ � ��� �;��������	#����3������ �VW � �!�#����� ��� 	� !������� � ��� �����
���!� 	#����-  ������� ��� � �� �� ������"au �VW 	#��� ���q�Ovb- ��u�� �� ! ���#��.� ��� � ��� ���#� ��� ����� � ����� ������� � �!� 	��������
����� � �������.�'� � � ����� � ���e�#��� ����������� ��������� � �:� ���������������#����� ������� "Rm � �!��� � � ���!���# � ��� ���!� 	���� ���
������`����#�������!����� �^J��

µ
����������� � �!� �O�E�1�  ������� b| k ��#"4J�"TJ ~ "Mi������ ��� �  ��.� �� ;d��:3����}� � ������ �� �����#���

������� ��$ 	 �� ��4� ��� � ���#�!����-V��	 �������M� � ������� ������� � �!� 	���� � ��3 ����� � ����� �#� ����� �������M� �q� �� ����� ����������!�
�!�����!��� � �����VW�"�� ������ � �#����� ��$ 	 �� ��4� ��� � ��� �����������������#�. � ������ � ��� �;��������	#����3��������VW1";��� 	#� �<$#���!� ���
����� � �!� 	�����-  !��� �� ��� ���� �� ����� �������� ����� ������ �_$ ��� �!� � ���  !��� �� ����� ��� ����� � ��	 ����� 3 ���!� ���
�!� � �#� ���!� 	�����"Yi}W 	#��� �����4W! � �#������� ���� ;� ���������� !��3 � �V� ����� � �!��������� � ����� � ���������# �������� ���������������
�;��3��!� ��������� ����� � �#�  !��� �� r� ��� �� �������|0�  �&
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�������!�E� ������������ �����!����	#� �43��������VWE";��� 	�� �� ���  ����!� ��� ��� 	 �� !� ��� �f� ������ � ���B`������ � �!������� � �[� ����� �
�� !�c�#������ ! ������ �:3������ ����� � �#� �!����� ��W � � �#� �!� � ��� ��	 ��� �  ��!� � � �� �" �Du�� ����� ����� ���� �W2���#��&(���
	� !��	 �� !�VW �!�63 ������ ������� �!3������ � � ���� ����� ��� � � �#������� ������������
�����!����	 � ��3#����� �VW � �wC��� !��"[i��#���
	� !��	 �� !�VW �����]3 � �<$ 	����������.�P�������� �� ����� ��� ��� �!��� ������ � � � �������f������������	 �#� ��� ����� � �����>J�"���"TJ�"Mi����
���������#&(��������� ��� ������� � �#�� !��� �� B� ������ ������p� �#��� �
����� ��� �!���� ���� �:� � �#��� ����#��� ����	 �� !���� �3�� � �������
���  ���� �������� ��� ����� � �:� � � ��� � ��� � �#� � �!� 	���� ����� ��� � �#� ��� � ��� � �#� � �!� 	���� ����������������"�i��#���
���� ;W �4� 	 �� � ��� � 	# ���	 �� �VW��!� ��u�����$ 	����������Z� �oW������ �����4� �!�Y�rv�- ��uE� ��� ����� ��� � � �!� 	����������
�!��������� ����������	 �����#��� ��	� !� ���4���.� ������� �����  !��� �� ��� ���4� �XW������ ����� ���!� � 	 ����� � ����� ���
� ��� 	� ���3 �
����� � ��� � � ��� �����4��� �O��������� � �.� ��� ���T� �XW�� � �#� � �!� ��"�& ��� �!�����!� �!����� � ��� ��� � ������� �
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��$#�!� 	����: �������� �������� 	������(� �XW ��������� � �����K� ��� ��� ���������#�23oWK� � ����� �!� 	��������#� � ��!������� � ����� 1 �
��u��^���!��3����f&(����� �H��� �<$#	 �� !��� ��� � � ����� ���f� �� ;d �!��� 	������!�. �� � ��� " �~�:N �#���^����	 ������ ���������#� ����� ���
27 u ��� I ��u�� ��$ 	 �� ��4� ��� ��� ���>C�������� � ���f3oWck�W(� � ����t � "%� ��� ������ �<$#	 �� !��� ��� � �f� �� �� 	 �� ;� �� ;� �#� ���
� �����Y� �� � �:������� � �������� !���(������� �� ����� � !����� � ����� ��$ 	 �� !��� ��� � �b3oW � �����# ���� ��� " �gLo� �7 �U �����!�����E`������
� �!�#����� ����	� �� ���������!	���������� ��������� � ����� �VW� �����#W � ����3 � ��	�	������#� � �Q� ��	 � ����vBk�`������ ������� ���� �#�
3(W�������vBk �������#��� ��uE� 	� !��3 ����"8��������� 1 � kZ��\�j ����������	#�����#���������������� �!�����!�����������4W^����	 �����#� ���
vOk �#��� ������������VW! �<$#	 �� !��� ��� � �[� ��� � 	������!�.�l`������ � �!������� � � � ���Q3 �r�#����������#� �TJ�� � ������� ���������� 
 ���� �  !������������� �:� 	���� ��������� � � � �����!� ��������������  !�������� �!� � ���6vBkw`����4�* #�� ��������� !����� � �����4W� � ���
3 �������#� � �/� ��	 � �#��vBk `������ ����� �  ��43��#������� "Zk ���������4W! �!��� ������ � � ������8-  ��������4�#� ����� � ��v� ���
�� � ���������!�����4���E� �����  !�����4������� �!��������� � �����4d�� ���K� ���� ����� ;W�� � ���������#� 	� !��� �������# � ��� �����.� �� ����!����� �
����	�	# ����!��� ��� �!��������� � 	 � �!d ��� 1 � ��u���� ��v �<$#	 �� !��� ��� � � ��	�	��TW ����
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i���� ��	�	������ ��������� �!��`����4� � �:������� � 	������!��� ��� � � �!� 	���� ��	����������#���� ������� ������ �������� �����!���
� � � ��	 �����4`�� ����� �!� ������� �  ����� � �  ������ ������� � ������	�� � ����� � ���� ��� � �� ���� � ����� �!� � �#� � ��!������� � 	������!��"
� ������ ��u��p � �!	���� 	�����d������ ����� �� � ����� ��������������� ������ ��� � 	#��������	 �� !	 ���������.������ � � �����6� �����
 ������� � $#��� �� ������ � �.� ��� ������� ����������������"��r�� !���� � ������ �"!���� !���#W��������� � ��� ���� ��.�#���� 	������* � ���
��	������ �!�������4� ��$ 	 �� !�����#��� �
������� � ��� �P`����4� � ��!������� � �!� � ��� � ����� � �!� ����� �!	����#� ��� � �#� ���� ������
��$ 	 �� ������������������ � �!� � � �:������� ��"�mV���������TW � �#�K`������ � ��!������� � �����!����� � ���� ���� �� ��K3 � �� ������ � �.�
��$#�������4W �������# � ��� � $#��� �!� � �#�e� ������ ���������"Yi������ ���#� ��� ������`���� � � ������� ������� ������� � �����������
 ��#� ���.�#�����# � ��!������� � 	������!� �����/3 � ��	�	������.� ��� ���oW � �4� �����# ����#
�����  !��� � � ����� �:� � �#� ���!� 	#���
� �  !�#� ���.��� ����� ��� � �� !�r� ������ � �4C ��������� "!m � � ����� ����������������� ��� ����� � �������;`��.�* 8� �����������C���� ����� �����!�����
� ������3 � ��3��!�� !���.� ��������� ����� ����������� � �!������� ��	��#�����P� ������3 � �������<$#�������4W� ������� !����� ������� �������:�
� ���6`� �� � � �!�#����� � 	��#������"�� �������� �������!���b� �� �����3��!�� !���.�'3oWD\ ��	#	 ����� ��� ��� " �TJ �oN � ���D�r� I G �����
���4�p��������� ��$ 	 �� !��� ��� � ��� �����h��������������  ���� �� @- �;W���� �# ������4C��#�
� �!������� ��	��#��������"�i��#�� ��.� �.�%W � �
� ������	# ���3����.� ��� � �D���!� 	������!� �!�.&(�����������^� ���� !� � �!������� � 	���������� �� �� ��	�	������#� �����4W�� ����� � ���
 ������� ��� ��� ����� �#� ��� � �� ����� 	 ������������� "ai������ �����4�#� �����  !�.&(���� ���� � ��� � �����^�������XW
����	��� � � ���# �V� �
� �!�#����� ��� 	���������� ������� � � � ��� ��� � ����� ��(���]3 �� �:�� ������� �	 �� ����8����"qm � ���6� �� � � ����� ���#
���������
� �!�#����� � ������� ������� �������� � � ��!������� ����$#��� � �TW ��� �����h� ������ ��������>� �XWw3 � ������� �:� ��� � �#� 3oW
� ���������#� ������� ����������� �!�#����� � ������� �������!���!��������:� �V� � ��� ���T-@� ���4� �����HC ����������"
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����� � �P�h��� �D� 	 �^�h�  �  � 	#� 	#�� � �� �h�[�	 �P�  � � ��� � � �
� �� ��e� �c3� !��� 	�W'�������� ���3 ��� ����3����������:���Ovb- ��u�� ���#�!�  ;��� ��� �X � � �� � ���#l�  ���� � ��� � �:� 	����

���������� ��� ��� �����!�����<- ���#� �<$ 	���������� �����Qx�� ���  !��� �� # �� ��� �������0 �� �#� ��uE� � �!������� � ��" &E�� �� ������� � �
	����%- 	 ����� � � ���B� ����� � ���� ��������� ����!������� �!� � ���B���T� �� ���� � 	� ��!3 ��� ������� � ���c3 �����!�.� ��� ���>�Ovb- ��u��
�<$#	 �� !��� ��� � "pi��������� �� � � �������VW��!�[�rv�- ��uE��� �:d������ �����!� 	�� � ��3#���6� ��� � ��uE� ���� ��%� �� !���� �����T-
�������4Wc������������.�h� �� ������%- 	 �M� �� ��	�	������ � � �������. #��� ��� ��� ����� � ���!� �������� ������� � �H����W�"�� �������������������
�  !��� � �����O`� !�!��	��� !� � � ��� ����� �� � ����� ����� �������  ��.� ������� ����� ����� �  ���� � �������������� �!� �����Ovb- ��u��
��	#	������ ��������� "%m � �� ;���� � �  !� ��� � � ����%�
 ��������4�#� �����* ������ �������#��� ���������� ��#���� �;��������	#����3������ �VW �����
����8� �!�����1� ����E� �����a3 � �����;��� �.�>�  !��� ���M� "%m � � ����� �������!���# 8� �O� ���.��� ��� ����� � ���;d �:� ������������	%-
	����� ���#� ������� - �!�� ���� �H�� !���# ��� �4� 	# �� ��� � ���
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���!� ������������VWQ3�� ��������� � �  !�.���#��� ����� ������ ;� ���
��� ����� � 	� !�%�������#� ��� ������&(�������# ���������� ���� ���TW�������	 �� !������� � �!� 	������. ��� � �����!�������#� ����3#����� �.����� ���
��	#	������ ������������"

J��



� ����� � � �!
�������
��"
�� ��� ��� � �"� � � � 
�� � ������ �	��
 
� � 
�� � �'
�� � �

JMN



� �U�  � �

�� � �f�U� � � ��U� � � � �<� � �
�� �	��� ��� ��� �?� �]�

�<���]
 
 � �<�]� � �����`6� �i��� � �]� � �<
�� �� � �

��� ����� � ��� � � � � �U� � �	��
 � 	�� � � �	 � � ������� �	

� � �f� �]��� � � �
B1

JML





�

� � � ����� ��� �f�� ��� � 


i���� ��� � �!� � �_$8� ����� �#&(����� ������� ��	�	 � �� ��=� �� � ���b`� !�!� � �4� � ���hJMN �$�� ���� ����W � �������!��� �:� k �� � -
���XW�) � ���X� � �:� ��������� � �����* ������ ���X� �=ur� 	 �� ��b��������� ���� !�.�>���� ������� ���b`� !�!� �����T� �:� ����� �����#��� ����� � �
����� �H�� �W� ����� ����� ���Oj��:����� ���X� ����� � ���� ������"ai������� ����������� �� !���������r� ��� � �!�e� �� ���� �����6�����!�� ���	%-
������� � ����� � �  � ����3��� � � � � �����6`� �� �r���#�4`������ �������:� ������� �  ������������ ����#��� ��� 	������#��� ����� ���
�����
�  ��!� � �!� ����������� �������#�lz � �������� ���� ����#��� ���[� � �����#) �TJMt%J � "!i���� �.&(����������� �!� ������ �X ������ ��� ������� ����
�#&8����� ������� �:�b� � ��� 	# ���	��� ��� �������  �� �� �� ���� ����!��W ���� ������.��3oWw9#" G � �_$8� ����� ��� ������� ������������
	���	 �� �"

� ��� � ����� � � ���
	 �����	��P�h�
�P���  � � �Q�����f��	��Q�	��P� � ���[	���� �Q	���

� � 	# ���������� ���� ��! �����4W�� � ��� �  !�%������� �������� � ��������!� ��	�	������ ���������#�O� �� ������	� �������� ��� �� �dR 
����� �����!� ��� 	� �� ��� � ����� ����� �������#�������������#� �����'� �%�������B�����#��� �� ���������  !������� �������#����� � �������. ���O� �� 
���8����� �������TW������# #�����h3 �r`��������TW  !�#� �� ��.� ��� � �_$8� �����0) ��`������ � �#���� �W�"�m � ��������� �� �d1� ��� ����������� �
� ���� !��������	����]�����!�� !��	#������� �!� � �#����� �.&(��� � ������� � ��� ��������� � �r��� � � ���������4���� ��	���� �������TW ����� ������C��#�
�!���� ������ �!� �.�# � ���� �O�#���������.�D3oW � �����;�� ;� �����6�����#�����VW �!� �.�� ! ���� �
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"�i����l3 ������`�� � �:��� ����� �������!�����c�����!�� !��	#������� �� �� ������� ��� �D�  �!� �1� �#�� �� ���� !�.��� �

�������� �W ����� ���X) � 	���������"bU
�#� ��� �!���#��� �����* }� � �����.� � � ���������4���� ����� ���� ������ ����� �:�P� ����#��� ���
	a�8$ 	� ��8�������.�/3(W � ��� ��	���� 	a�������������������������l`������ ����� �  ��43��#������� "pm �������.�* � �#� �!	����#������� �����
3 � 	��� !���TW'�������� !��3 �.� ��� ��� �������4C��#� 	��� � ����������"pu `����4�*) � ��	�	� !� ��� � �����!������3 � �.� 	���� W��.� ��� �����
� ���� ����!����	���� ��������� ��� � ���� ��������� ��4C�� ����� ��� ���� ��������������P3 � �V� ����� � ��� ������ !�������!�B� �����������C � � �����
����� ����� ����������[����������������� "=i�������	����XW � �  ������ ��� ����� ���#&(����� � �'� ��� �1� � ��� ��� � � � �XW ����� �� 
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i����O`� �� � � �_$8� ����� �.&(�����������* #�����!� � �������#� � � $%� �����T- ur� 	 �� �� �#&(����� �����l���������[� ��� � �.�� ! ���� ���

	��M� ���� ��� 	��� �����������3� ����� ������" u ��� ��	�	������ ���������
�!� �����eA��� !� �����!�b) � ���8��� ���X� ����� �#�� � !��� � ���
� ���6� �����Q3� ������ ����� ������� �!� ����� �.�� ! ���� � 	��M� ���# ��� � �����V� � �������� �3� ������ ������"

� �����} "TJ\����� � � �'
 � � �!� � � � �� 
 � � � � � � �� � � ����
 � � 
 , ��� � 
 
 ����� � ��� � �k" � ���
m �
�!���#��� �����* � �����;�� ;� ����� ��� �������� !�����@- ������������� �!� � ���E� �� ��: ������
� ���������#����� ��	

l
 ����b����`����#�

� � �;�� � !������� � ����� �;�� ;� �����! ���f�����!�� ��43 �#�l3oW 	���� �H�� !�c} "TJ�"(i���� �.�� ! ���� �
�������!���VW
J
	�� � � � �� !������
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Σ
"

Io
�#����������� � �#� �#�� � !��� �}3 ������� � � ���������� ��.�#�������������������� � �������!�.� ������	 	���� �* ��!� ��� ������ � ���

�<$#����� ��� ����� ���������� ~H
",m ����� �!� � � �.�h3oWluO� 	 �� !�!) � ���X� "%i������ �������!�.� ��� ��	Y ��� ��� ���� !�.��� ����� ��� �����

������� �  !��� ���Y3� ������ �* R����`������ �c��� ��d���� ���� �� �����c|
Σ
���Q`�#"*} "TJ ~ ��� ���#� � �e� �XW � ������� ����� �������M� ���#

�;�� ;� ����� ��� � ��� ��� � ���D3 �E� �� �� �.�Kx

Io =
∮

Σ

−→
H dl =

∫

Σ

−→∇ ×−→
H d~Σ

|3} "~}�~
3oW���	�	������ �����������!� � �#�B��� ��d���� ��� ����� ���� �� ���#�;� �� ;� ��������� " � �#�� �� ∮ ��� � ���������#��	���� ����� � ���� �� �����

Σ
"

i���� ��� �#�� �V� �P3� ����� ����� � �� ! ;W �6�����!	��������.� ��� � �#�� � !��� �6|
I2
~ ����� ���!���� !��� �!� �#�� � !��� �6|

I1
~ "

i������������# ���������	# ��8�������#��3oW ����� 	a�%$ �!� � �#���;�� ;� �����6�����#�����VW
Js

"R���1� �6� �XWl�  !��� �ex

I1 =
∫

Σ

−→
Js d~Σ

|3} "g�o~
u ����� �b�����!	��������.� ��� � �.�� ! ���� �. �	� ��8�������.�h3oW � �#� ���� ���� � ����� �!� � ���� !���� � � � �����;�� ;� �������!� �

����������� � �� bW���������� ���hx

I2 =
∫

Σ

∂ ~D

∂t
d~Σ

|3} "��(~

I2
����� ����� �#���� � �]�#�P� �����l� � ������ 	 ����� � � ���� !����[3 ��� �!�#�������[���#`����.�Q3oWl9#" G � � $%� ������z{� ������-

�� ��������Z� ����	#�������.� ��� ���������!��� � � ��� � �#� ��	�	 �������������������� ��T`�� ��������� �:� ����� �����#��� �!� �h� �������.�#���! �� 
	��� !� ��������� �!� �'3 �%�%W2� ����� � � �XW �� ^� �XW �#����3 � �������!� 	��������#�w� ��� � �� ���#��� �����!����� � �� !������
�����r3 �%�%Wp) � JMt�J � "8i������X) �[� �oW1� � �����4���!�� �����

I2
��� � �#� �.�# � ���� ����� � �����������#���� �����	����������� . ���������.�
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i���� �#�%��� �.&(����������� ��� ��	�	������.� ��� � ��� �V� � �����!�^3� ����� ����� ��� �;��� � ��� �XW �������^� � ��� ���! 
�:� ����  ��#� � �����# ����� ���� �� ��������� ����� ����7 ��������T�q� �� ���	#�������������  ���� ��� ��������� ��	 �� ������ P| ~rot ~b3oW � � �
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 ����� � �����
����� � �� !����� 	 ��������� �^| ~∇× ~Ex

−→∇ ×−→
H =

−→
Js +

∂
−→
D

∂t

| } "~��~
m � ������� �#&(����� �����]� � �!�������4��	��XW����!� ��� ������� ��� � ���[� ����� �������=3 ����� ��� �������4C��#� �����]`������ ���� ;� �

�� ��1� � $ �.� " −→
Js

��� �h�����#�����VW �:� �.�# � ���� �X ��������� 	 ����� ���!� � ��� ���� ��.�#��� " &�� � �#� �������� ������� ~D
����� ~H
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i��������� �� ��� � ������� ����� � � ��� 3 �e�����#��� �� � ��� �!��������� �#&(����� �����* ���!� �#� � �_$8� ����� -@k �� �:���XW

�.&(�����������* ��� �!d�� ����� � �!� ��"*� ������� � ���1A��� !� �����!� �#&(����� ������� �� 6� ���������. � ����� �/� � ���#� �������
� �������������� �;��� �!� ������� ������ �.&(��������C��� ���"

� �����} "g� ����� � � �'
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m � �!����� � ����� ����� �;�� ;� ����� ��� �� ����P����`����.�>3(W ����� ���� ��#�����. ����� � ��� ���������#� ������	 	������
l
 ��� � ���

���� !�.��� � 	������ ������������ ���3 �.��3oW 	���� �H�� !��} "{� "am ��� � ���!����� ��� ���� �����������`������ ��� � �#� ����������� � �� !�. 

Vo

�����#��� ��� � ������� ���� ���!�� ���� "Ri���� �������!�� !������������`������ ~E
� � �����#� 	 �� �	 ���������#������ �3 ���V� ����� � ���

�V� � �;�� ;� ������� �!� �  ��	 ���������4���� !�.� ��� �����B3�����d����� !�.��� � "(� ������� � �#� �������!�.� ������	
l
��������� 	������ � ���

���������� �������� ���� ��#�����. ��1��� �!d���� ���# ;� ���������b���#`������.�Y �����
�!� ����� 	 ��� ��� �������
Vo

� ����3 ���  ����!� ��� x

Vo = −
∮

Σ

~E dl = −
∫

Σ

~∇× ~E d~Σ
| } "��o~

� �� �����������l� � �������!������ ��V� � ����� �� ���3��#� ������� � ��������� ������� ����
Vo

 ������������.�D3(W ����� ���� ������ �����
�!��� ������������ 	a�%$ "�� � �����;��� � �V� �'�#�4� �� ���� � ���!�� ��������!�b� ����#��� ��� 	��%$ ���� ���� � ����� " i����c`� ��!�
����� ��� 	� !�%���#���.� 3oW � ��� �!���4� ����������� �������
�:� � �#�
���� !�.��� �X ���������.� � �#�D� ����#��� ��� 	a�%$ �#�����!���VW
�����w�����������.�23oW ~B

"�i���� �!��������� ���#� ��� �!��� �����M� ��� ���� ����� ����h� ����� � �#� ���������4���� !�.� ���� !�.��� �X 
3(WD� � ���#� �:�Z�]�#������� ��������� � �������l|  ����� � ������� �:�=k ���" }�"��(~ "�m �
� ����	� �������� � � ���!� ������� � � � ���������
� �����f3 � � �#�l����� �  !��3��#������� �!� ��	#����� 	# ����!��� � ��� � ��� ���!� 	���� �����4��� ��"gm �  ���	� �������� ��� ����� ���!� 	#���
� �����������C � � ����� ~M  ���3 ���������!�4W �����
������������ ��#�l� ����� � ��� 	� ���3 � ����� ��� � ��� ���!� � � �4� �: �!�  !������TW
������	#���.� ��� ����"fU ��� � 	a������������������� �!��� ��������������� ������� ����� � ���� ����� � �:� ������ �� �����

(Σ)
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V1 =
∂

∂t

∫

Σ

~B d~Σ

V2 =
∂

∂t

∫

Σ

~M d~Σ
|3} "~��~
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i����b� ���!����� �#&8����� �������!�pA��� �� �#���!� ��� ��	#	������.� ��� � ��� ���� !�.��� �Z�������� !��3 �.��3oW^`�!�� �� } "��� ������#���

����� ���� �� �����
Σ
��� � ��� ���!� �E� �� �����Y� ���  �� � ��� ��� �!��������� ���_$8� ����� �.&(�����������Kx

−−→∇ × ~E =
∂ ~B

∂t
+
∂ ~M
∂t

|3} "gNo~
�������� !	 �� �������� � ���e� ����#��� �4C ��������� ��� ���!�������:�
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++
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 ����� � �����
�����M� � �#�O����	 �����������#W �!� � ���8�����T- �������TW������=� �8���������

E1
`����4�>�����!�  !��3�� � �����* ���� ����� 	# ���3����.� �:�

� � � � � � ����� � � �+�	�"��
�� ��� � !������� "%i������!���� �� �:� � �� � � ��� 	a�����#������� ����� ���� ��#�����
3 ����� ������ ������ � ���
�����4Wc3 �� ������ �����.�l� �������!���������� � �#�r�������Y��� ������� �  ��!� ������������r�#���!�� ��43��#� �����c� �� � ��� �������!������ ��#�
�!�  ;�������� ���"�� ������ !�����������!�. ���� �!� ��� ��� �����# ������ �!� �.�� ! ���� �. ������ ������� ����: ���=� ����� ��� � ��� �����.� ��� � �
������� �������� ~B

`����4���E|�m ������� � ���#�����
L
~ ����� ~E

`��������r| ����	�������� ���������
C
~ ��� ���O3 ����� ����� ������C��#�* ����

�.&(������������� ������ ��#����� � ���h3 � ��� ��� �]�#������ ��43 � ����� ��� 	 �.�����#���!  ����������������E�  !�.&(�����#�#W� �����Q&8������� �VW
� �������� �� �!� �� �� ��� ���� !�.��� � "

�����!� ��� �V� �� ;d��������4W������ 	� !��� �:� ��� �����(� �� �� ��� �!��� � ��� �������[� ���� �� $Q| �r- � ���� �� $a~ ��� � �� ��������4W
�����
��� ���� !� � ���6� ���  !�T$ � �e`������ �����4�#� ����� �!� � ���63����!�����#&8����� �����Kx

V = Y −1.I

i���� ��� �V� �� �d �!� ����� 	 �#� �����#� ��� � � ����� ������������ � "o� ��	#���������� � �� !������ 	� ���	��� ������������� �����
�������!������ ��#� � ���� ���"�i���� 	#�(W��!��� ��� 	���������� ����� �� �� 	� ���	��� �����.� �4�c� �.�#���������4W�"�i������ �oW�	 ��� ���������
� �XWD3 � �  ;���P� �� � ���� !����8���]3 �� �:� 	� ��!3����#� ��� ������� ��� ��$ ��� � ���������D� �:���P3oW
������� �  ������ � �����
��� ���� ���� ������� �����'�����!� ��������� � ���� ��������� !���!������� �!��� �#� �����#�����#�� ��#� �����V� �� ;d "�k��� ��$#�!� 	���� ���
L�t�t����BC � �#�
� � �������������� ���^�  ���� ��	������ �#&(�������Z��t �.�
"_m ����� ���� �� �� ����# ���� ������������� �����������4���� 
������������� ��������� � ������� �.�D f� � �������#��� ���������4���� � �� ���#��� �����!�����8- ������� �.&(��� ��������� �>� �8����� ���
� ��� ���� ��#�����. �3 �����M� � ������������� � ���#������� �  ��MW �������#��� ��������� �����
����	�������� ��������� � �������;� W � �����#���V� �� �d
��	�	� !� ��� � "�&��#�4W ��� ���������:��i�� � � �%�#� �����E&(�����!�T- � � ������� ��	�	� !� ��� �Q3 ��������� ���� ��#����� �������TW �!��� ���
��������� "(v ��������������� ��	�	 � �� !�[� ����� � � � �����#����P� �8��� ��� ��� � �!3������!���.� "(i������[� �8��� �������M� � � � ����� ���
��� 	# ���3����.� ����� � 	�������� ����������� ��� � �#�1�#�� ������������ �!� 	� !��	��� � � ����� ����d ���M� � ����� �;��	�	 �����#�
� �Q3 ������`��#��� ��"pi��#� ����� ��� ��� ����� �!� ����������� � ���]� ��� � � ������� ���!�6� � `������������!�  !��3�� � ����� 	� !������� �
�h�#�4� �� ���� � 	��������� �� ������� � ����i�� �/ ����� �!� �����#W'��� �������!��� ��� � ���e&(�����!�T- �!� � � ��� ��	�	� !� ��� �* 
� ��������� � �#��� ���!���:�q� ��� � ����������"����8�������������������� ��� ��� ����������� ������� ��� ���� !�.��� � �������4W�������� �XW>3 �
	 ���!���43����������1`� !�!� ��	�	� !�M$ �4� ���������Y �3��#� �H�� !���r���������������� ��� ������h�  ��#&(�������������. �����^�#� ������!� �
��������� ��� �  �������� ���!������� �������E� �%����� ���� !�������c� �������.�
����� � ���!� "

� �Sj � � \^5 	 BDE�VYV E�� XO5 9:QYMW[CH<N M?7<9:POE � QYL'7FM?H:L�M8IcQYL �uQSE�VY@
i���� �.&(�����������#� �� �����w3oW2�=& " } "4J �� �� ����� � �#�/� �� �� ���� ���������	�������� � ��� � ����� �����Y ������ !�#� �� !�! 

� ����W ��� ���� � �#�
������������� ����# ��	�	� ������ � �:� � �#�
	# ����!��� � 	��� !��"=i���� �:�%$ �������� ;WK`������ ~D
����� ~B

�� �� ��� �  !�%���#���.�l� �#��� ����� ����� � ���� �������� �� �����������#�.� ��� ���!�� �������"�i������!�E`����4��� ���M� ������ ������ � �����
��� 	��������������TW 	��� !��� �!� ����� �����# ������. ���!� ���TW �����[3 ��������� ���� ��� ����� �#�� � !��� ���#�����!��� �����# ����� ���=� �� ;�
�!��	 ������ ���C���� �����E`�������� ����� �.�� ! ���� ����"_i������!� �!�8$#�������� ;WO`����4��� ������������� �����[� ������ ������� !����	 �����!��| � ���
���������� ���� 	 ������ ��4C ��������� �����������b� �����������C���� �����R~ � � ����� ��	�	������#�]`����4��� 
������#W �� �� ���������������.��� ��� �
~E
����� ~H 3oW  ��������������#�*����	 ���������� ��� � ��� �������!�������#� �������!��� ���!� �� "Mm ������� ����� 	������!� ������� � �����#� � ���

}$�



" � ��� � � �r% 
 � � 
 
 ����� � ����� �	� � � � 
 � 
�� ��� � � � � ���)� � � � �!� � � � �

 !����� � ������� ~D
��� 	��� ���������� ����� 	� ���	 �� � ������������� ~E

 ����� � ��� � �!� � ���������������� �� �VW���	#	��������}� �� ~H �����
~B
"[i������c`� �� � �������#��� ����� ���>� ����� ��� � �!3������!���.� ��� � �#� 	� ���3 � ���� ��#�����c� ���� !� ����� �����.� ��� � � �� ��

���� ����������TW ����������� �#��� �� �� �#���� ��� ��- �����!� � ���� ����� �� ����!� ������"}U
�#�X �!� ������ !���: ������� � ��� �����>3 �
�����
������� �����!������� �#� ��������������� � �����������H�# �� �:� � �!� 	������������#�'� �� O�rv�- ��uE�2| � � � �B� ����� 3 � �!����� ���
? �� !��m+,�~ "*i��#�� ��: ������� �  ���� 	 ������ !��C���� ����� ~P

�����.����� �Q3 � ��� �� ��8�������.� ��� �� ����� � � ���������4���� �����
�������������� ����  �����	 ��������"

� �� �� ~P ��� � ��� � ��� � ���� ������	 ������ !��C���� �����* ��;��� �:� � ���]� ���� ����!����	#���
~pi

����� 	 ������� � � �!� �����
���!� 	#����"%m � ��� � �#�� !���!	 ���#�����!��� ���!� �� ��� ��� ���������� ������<$ ����� ��� �����Kx

~P = εo.χe
~E ; ~D = εo(1 + χe) ~E

|3} "gLo~
� ���� ��

χe
��� ����� ���������� ������;��������	#����3������ �VWp ������

εo
� ��� 	 �� ;� � ��� � �����VW �!� �����#�����
"

i����]� ����#��� ��� 	��� !� �!��� ����� � �!��� ������  ���������������� ����� � ���P� ������������������!����	#� �43��������VW
χm

���
��� �� ��8�������.�h3oWKx

~B = µo.(1 + χm) ~H ; ~M = χm
~H

|3} "4JXto~
� ���� ��

χm

��� � ��� ���������� ��������#������	#� �43��������VW� �����
µo

� �#� �����.����� 	 �� ;� ���!3��������VW "Rk��� !�������������TWQ� �� 
� ��v ��� ����#�� ��� �����Y ������<$#	#���������.� ��� � �#��	� �� � ������� � ����	#� �� . �� �� ��rv�- �Du�� ��� 	��� !�����#������ 

χm
��� � �����������.� ��� � �#� ������� �����4��� ��"qm � ��� ������ !�#� �� !��";��� � �4`��.� � � �������!������ � �#�>� ������ � ��� 	a�%$ ���
3 ���������� � � � �"
 �	�[� � � � � ���6� ������ � ���r`����4� "

k ���������TW �����>� ���� ����!����	����e� �� ��]�#����������� �!� ���_$8� ����� �#&(����� �������������#���.��� �� �&(����� �H��� �������<-
�� ��8��W����!� �����# #��� ����� � ��� 	� !��3����#� �!�q� ��� �� ������ �.&(��� � �������6x

∇× b = µojs +
1

c2
∂e

∂t

−∇× e =
∂b

∂t

∇ · e =
q

εo
∇ · b = 0

|3} "4J!J ~

� ���� ��
c
��� � �#� �!	 ���.� �!�������� � ���������#����� |

c2 = 1/εoµo

~� 
b
�����

e
�� !� � ���}� ���� !��������	���� 	 ��������� � �

�!� � �#�����������  !��� ������ � ���O`����4������� �  !�%�������#�������=& "'} "TJ�"
i������ ��� ����� �Z";��� � �T`�� ��������� �!� � ���f�������� �!�#�����f� ���� �������	����Z� ����#��� ��� �����������������

b
� �B�����#��� �

� � �	�"
 � � � , 
 � ��"Y�8��� � 	� ����� ����� ��� �������� � ������B�  ���� ����� � �  ������ � ���#� � �:� ���������� ���� ��� ��������������� !����#"
� ������ !������������� � ���
������d23 ���V� ����� 3 ����� ��� �  !���
��	������������ ��� � ��� � �:� ���� c� ��v � �!� 	������ ���
�!� ��3 � �������D|

b = µoh
~ � ��� �e� ���!� 	 ����	���� ��� ���� ����� ��� � ���������# �����l� �� � ��� ��� ���� �"Zu �������

} �



� ����� � � �!
 " � � � �r% 
 � � 
 
 ����� � �����
����� �!� � ����� � ����	#� �� ����� ��� ? �� !�cm�m;m� f� ��� �����������#�� �� � ����� ���M� ������������� ��� ��� � �/�����!�������� �
� ���6�����!�  !��3�� � ����� ���!��������� � �.�Q� � � � � �#��� ������������O`������ �����������.� ��� ������� �!� 	����r3oW

B1

 ������ � ���
���� ! ����!	 ���������#>vBk�� ������������ �<$#����� ��� �����Q3oW

H1

"

���� � �^�e�	.� �Q	�
	 �
	 ���6�	 �^�h�

� ��� � j ��E�[OE�7F5?V @OE �O[OQ 9:QYMW[ M?Nu9:POE L�M?[ 9:QS[bXOQ 9$d E�� XC5 9AQYM?[OH
G ��� �����(�����VW �#&8����� ���������� !�>� ����� ���#��� �#�w� �� �����l�������� ���	 � ����� �!��� �#� ���������� ���� ����#��� ���1`������

3 ���#������ �W �������������������P� ����� � ���h� �.����� ���e��� � �4���.� ��� �������� ����  ����������������� � ����� �!�O����� � ���#���
	 �� �� �������������VW ����� 	 �� ;� ���!3��������VW�"

i������;�� ;� ����� ����	��� � � ���������]�  �������	������! *� ������� �����#��$ ���
a
�����K� ������ !����� �������!� ��� � � �� ��

εo
�����

µo

 8�  !��� � �����������D� �.�#����� �!� �������<$
b
"%i������ �����������Q� �.���4��� � ���Q3 �O� � � ��� �� f����������� �  !���

� ������ !����� "%m � � ����� �������M� ���#� o� �6� ����� ���������4���� ���b3 ���������� ;W ����� ��� ���� �!��������� �;�� � !������������ � ���
	� ���3 ��"�i��������������4� ����� �!��� ��� �;��� � �^� �XW ������������������� � � � � �VW �����Q3 � ��������� �#� ���]3 ������`��#��� �: 
��� � ��� ��d ��������	#� ����������� �������!������ ��#���  ��#&(������������� �����������!������ ��#�
���13 � ������������3��TW �;� ����� "

x n#n#.3%&" -A��%1�'� �*qgzh�����*0+p ���!0J�*��0+|

�������} "~� � � � � 
 �	� ��� � ���*����� �0% � � � ����� � 
 ���� � � � ��� � ���)� � � � 
 
(��� �
���� � �	��� � ��� � ��� � ��� �

i���� � � $%� �����T- ur� 	 �� ����.&(��� � �����
�����D3 ���  �� �������
���b� �������M� � ��� ��������� � ��� ���Y� �� �� x

∫

Σ

~∇× ~H ~dΣ =
∫

Σ

~Js
~dΣ +

∫

Σ

∂ ~D

∂t
~dΣ

| } "TJ�}�~
� ��� � ~Js

���#�� � !��� � � ��� ��� ���# ;� �������:� �����6� ������ !����� "
i���� ���!� � ��� � ��� ��������� 	�� � � ������� ����d��#� ���13 �#� �� ��! ��� � ��� �#&8����� ������} "4J�}'� ����� ��� ��� � ���

� ������� � ����^� �� ;� �:� ���� �� �#� ��	�	������ ��������� �!� �����P��� �!d���� � �#���� !�.� x

∮

l

~H ~dl =
∫

Σ

~Js
~dΣ +

∫

Σ

∂ ~D

∂t
~dΣ

| } "TJM�o~

}!N



" �E" � ����� � � � � � � � 
 
 ����� � �����

� � ��� ��� 	 �� � ��� � � �����#����� � ��� � �#�B� ��� � ������� ��� �����O`� ��!� ��	�	# ��X$ ��� ��� ������| ��d ��� �#� ��� � ������������3#���M~
������ !����� �����#�� � !��� � ��� �����b3����4d ���������#��� �� . ��������3 � �������!�4W ����������� � ���
�  !�����!	������: �� ��� ���� �� �����
��� ����� ���������� ���������4Wr3 � �  �������� �� �� �.� ��� ��� ������������ ��� ����� ����R| �#�� ��#3oW������ ������� �� �.�� ! ���� �q�����#�����VW ���
����`����#�����

Jl

~ " i���� �������!�.� ��� ��	 	�� � �^� ����� � ���#����� 	����!� � �#� �;�� ;� ����� ���q����`����#� ��� ���P`�!�� ��b} "~�% 
��������

e
��� � �#����� ���������!������� � ���#���
� ��� ��� �4� ���������" U[W ��� ����� ���� ���� ����� �.&(��� � ����� } "4JX� ��� ���#� � �

��� � �#�c`���# �� }�" ���#�����#�� �#�>� ������� �����
dΣ = e.dlo

����� �!3#� ������� �:� � �� P��������� 	 ����� � ����� �!�������
	�� � � � ���� 

dlo
�����

e
x

−→nab.( ~Hb − ~Ha).e+ (HbT −HaT ).dlo = Jl.dlo + ~n.
∂ ~D

∂t
.e.dlo

|3} "4J �(~
u ������� ����� ��� �!�

e
�������!� ���

0
 ������4� �!� ������� �� �� ���!� ���������#&(����� ����� ���������!� x

HbT −HaT = Jl

|3} "4J���~
G
�� ! ���� �����<$ ���!��������� � � � �����;�� ;� �������!�f�������������� ������. � ����� �����  !�.� �� �d �!3���� 	� !��	 �� !�VW �!�f�����<-

�������� ����  ���������� � �� !��"

& ������� ��� ���� �������* R3��#� ���4� �XW�� ���
� ����� �!� � ����� ������ r�#�#`����#�'3oW�k ���"~} "~�% #�����^k �� ��!���XWo-
� � $%� ����� �.&(����������� ������3 ���  �� ��� ���
���b� ������� � �rx

∫

Σ

~∇× ~E ~dΣ = −
∫

Σ

∂ ~B

∂t
~dΣ

|3} "TJ��o~
i����������.� ��� � ���� �� �����

dΣ
���b���#`��#�.� ��� � ���� �� �������� !�����!���� � ������� ���� ;� ����� �!� �������� �

dlo
����� �!�

�������� �
e
"

U[W ��	�	��4W����� � ���P������d���� �������� ��.�i} "4J���3 ������� ���6x

∮

l

~E ~dl = −
∫

Σ

∂ ~B

∂t
~dΣ

|3} "TJ���~
u �������� ����� � ���# ������	��� !��������� �#� ���� �� ����� �����.� ��� � ��� � �:d���� "�i������ ��� ��	 ��� �;� �������������#�� � �

���!� �4� � � ��� ��� � ~B ��� ������� � ��� � � ���� � �������� �� �����P���#`����.��3oW
����"�� ��� � ������� �!� ��� �#� ��� ���E�=& " }�"4J��
�!��� � � � �������b���� �� ��� � ������x

−→nab.( ~Eb − ~Ea).e+ (EbT − EaT ).dlo = −~n.∂
~B

∂t
.e.dlo

|3} "4JXNo~
u � � ��� ����� ��� �!�

e
��������� � �

0
�����TW�� ��� ����������� ���� �� �������!�*) � � ��������� ����� � ��� ����������� ����� � ���(��� �VW

�#&8����� �����
��	�	 � �� !��x

EbT − EaT = 0
|3} "TJMLo~

}!L



� ����� � � �!
 " � � � �r% 
 � � 
 
 ����� � �����
x n#n#.3%&" -A��%1�'� �*q�� p������*(*��-/�#p � �ht l -/ !p�pu���,0J�*�m0+|

� ����h} "�� � � � � 
 �	� ��� � ���*����� �0% � � � ����� � 
 ���� � � � ��� � ����� � 1�� � �!� �	� �$����� � � � �	��� � ��� � ��� � ��� �
i����Pj �!���!�.) � ���X� �����D3 ���<$#	# ����!���#�'3oW � ���E� �������M� ���� �.&(��� � �����* #� �#��� ����� �r� ������� ��������� �

��� � ��� ���0 %� ������� �����4��� ������ ���	� �������� ���.�'3oW � �#�6`���� ���}�"~�hx

∫

Ω

~∇. ~D dΩ =
∫

Ω
qΩ dΩ

| } "~}!to~
u � 	� !���!��� � �#� ����� �#�^`���� !� } "�� � �#� �����4��� � �����.� ��� � ��� � ��W����������� �!� ����`������������4� ��� �������� �

e
"

� �����!����� � � �����;�� ;� �������!� � �����!����������� ����� ��� ����� 	��� �������� ��� � �����;�� ;� ��������� ��������� � �� ��!�����������
� ��� � � ��� ��� � �� �� �����E|�� � � ����� ���

dΣo

~ ",i�����3��#��d ���������� ���� � ���� ���
q
��� � �#� 	 ����� � � ���� ��� ��� �  !�%���#���.�

��� � ��� 	� !�������!��� ����� � �����* � !����� � �.� ���
qσ

� �#��� ���� ��� 	 �� ������ �����# ;� �����! �����
qΩ

��� �  !�%�������#�
�#�� ��
��� ����� ��������� � � ���� !���"�U[Ww� � ����� �!������� & �!�  !��� ��!����doWo- �� ���#�;� �� ;� ��������� ����� ���� �]�  !��� � ���
	� ������.�#���� �.&(����������� x

∮

Σ

~D ~dΣ =
∫

Σo

qσ dΣo

|3} "~}%J ~
k ���������4W! ���q� � ���!����� �

e
3 �����!� ���� ����`���� � ���!��� ���7 ����� ����� ����� �� ��43��#� ����� �:��� ��� � �������� � ������	��� !�

�!� ����� ������� �  !����������	��������#� ��� �=�����#�����VW ~D � �����������bx�� ����� �.&(��� � �����e3 ������� ��� ����� � ���� �������� � ���(��� �VW
�.&(����������� x

DbN −DaN = qσ
|3} "~} }�~

u � �����!�[| 3��#� ����� ��� �������!��~ � ��� ���������� !����� ����� �!�#�����}� ������������ ��������� � �����* .� ����� � ��� ��$ 	� ������!�.�
3(W �����Pj��:�����@-V� ������ � ���O� ���� !����� �_$8� ����� �.&(��� � �����
� � ������� ����d�� � ��� �6x

∫

Ω

~∇. ~B dΩ = 0
| } "~}!�o~

�=&(������������� ��3oWQ� � ����� �!� � �#�����!� � � ������ ��#� � ��� ����� �������M� ���# ���� �� ����� ��� ����� ����7 

∮

Σ

~∇. ~B dΣ = 0
| } "~}{�(~

��t



" �E" � ����� � � � � � � � 
 
 ����� � �����

� ���� ��
Σ
��� ����� ���������#� �;�� ;� ����� �;�� � !�������#���� � ��� �!3 � ���B� ��� � �������.� �����4��� ��"!� ����� ����� ���� �� �����

� �� ;� �#�e3oW � �#���#W����������� ��	�	� !� ��� ����� ����� �V� �P������d �B| ���
e
��� ��	�	� !� ��� ������

0
~ � �����#&8����� �����u} " }m�� 

� ����� �:��� � � �����<$#	# ����!��������������� ���� !��� ����� � ���(�����VW �#&(����� �����Kx

BbN − BaN = 0
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� �� �dR X� �=�����#� � �!��� �!���#W��������� !��� ���!�������������� ���� �����!�� � � � �������.�]3 �.���#�.������	�	 �� 3��������}| �!�8�����!� ��� �� 
�K�c�>~ � � 	� ���3 � � ���D� ������������Q`��������#'� �������� '|

ηbs

~�3oW ��� �� ��8���������� ����� 	 ���!��� ���������� � �������
�������� !� � �������# � �#�]� ����� � $#��� �!� ����� ��������� ����� ������ ��#� ��� � ��� � � ��	����!�ft#"~�c�1� | ��� ��$#�!� 	���� �!�
�;��� � �#�� !����� ��� �� �����13oW�� ���Bk ���"�J!J�"{LE� ���� �� � �� !�������T� �� ���� �  ������������ �� !� �� �� ���P3 ������� 	��� !�.�R~ "
� � ���������4���� �� ��� � � �VW �:� ����� � ����� �����4��� �

Ω1

 ���r����	��������.�K3oW�k ���"�} "{N � ����������������� �� !� � �:� �����
��� ��� �VW'� ������� ���

Σ1

 ���M� � �1� �8���T� W
����� ���� �� ����� �!� ���#� � �  ���������� � �� 63oW ���#���� � ���� �Q3������ ���
����������� ���� ��!� � �#��� ��� ��� �VW� �!�h� ��	 �� !���� �3 ���������������� ���� ����#��� ���P`������������!�� ���3��#� ����� ���#�����#� � �����
��������� ��"Yi���� �#�#� ��������� ����� ������� � �������#�

Ω2

"�U[W �<$ �������!����� � ��� ����������`����13oW �������<$�z
1
) �����

���� !���!3�������� ���������#� 	 �� !���� �3�� � ����� | 3 �#� �� �� �������� !������
� ���l3������ ~ �����w3oW z
2
) � �#� ���� ����!3�������� � � �

	 �� �H�� ;3���� ����� "
i������e�����!�� ���	#� ����� ��� �;W8�c� ���� ����! ����� � ��� �������#����� � ������� �� !�l�����#�D�#������ ����� ���!����� 	#� �����

������� � ��� 	 �� �H�� ;3���� ����� ������� �����7 �!� ������� � ���Q`������ ������������� ������	# ���3 � � ��� 3 �����!����� �.� � �
 !�.� �����Q� �� ����� ������!��� ��� � �:� � �:� ���� ����� �����!�� !������� �!� �e� � � ���������O3������ "

� �M� ��� ����� � �!d�� ���������!� 	�����$ �����_";�� ����� �!� �����E`����4� ~E1

 %� �E�  ������ ��� ��� ~E∗
1

�����Q�]��� � ��	#�4W
� �^3oW ����� � � $%� �����T- ur� 	 �� �� �#&(����� ����� ��� � ��� �!� � � �

1
 � �^� �����}3 � �����>`� !�!���#&(����� ����� �!�C} "~}!L

����� ������� � �!d�� � �#� ����� 	����<$ ����� ";�� ����� �!� � ��� � �_$8� �����pk �� ��!���XW��#&8����� ����� ��� ����� �!� � � �
2
 �����

�]�#��� ��	��4W � �b3oW ~H2

 �� ��� 	����� �!� �.&(�����������#� �!3#� �������.�
�� !�ex
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~E∗
1 .
~∇× ~H2 = iω2

~E∗
1
~D2

− ~H2.~∇× ~E∗
1 = −iω1

~H2
~B∗

1 |3} "~}!Lo~

i �!d ���� ��� ��� ����������� � � ����� ����� d ���M� ����� � ��  ���������������x

~∇.( ~A× ~B) = ~B.~∇× ~A− ~A.~∇× ~B
|3} "g��to~

� � ����� ����� � �#� �V� � 	# ������.������ �#&8����� ������� } "~}!L� � �#�  �������� � �!� ����� ���� �� � � � �� ;� ����� ���
� ����`� !�!� �.&(�����������
��� }�"{��J! ������ � ��� �!��������� ���#�����b���.�������#��3oW ���4� 	#��� ��W%�1� ���  �W�"

~∇.( ~H2 × ~E∗
1) = iω2 εo ~E

∗
1
~E2 − iω1 µo

~H2
~H∗

1

~∇.( ~H∗
1 × ~E2) = iω2 µo

~H2
~H∗

1 − iω1 εo ~E
∗
1
~E2

|3} "g��J ~

� � �S� ���!��� � �#����� �V� � �.&(��� � �������. ����� � ��	 �� �� �� �� � ��� ��������� � ��� � ��� � � ����� � ���� � ���
�����4��� �

Ω2

�!� � ��� 	 �� !���� �3 �.�
� � �����VW�"
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�
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∫

Ω2

~∇.( ~H2 × ~E∗
1) + ~∇.( ~H∗

1 × ~E2) dΩ = i(ω2 − ω1)
∫

Ω2

(εo ~E
∗
1
~E2 + µo

~H2
~H∗

1 ) dΩ
|3} "g�o}�~

k ���������TW �����B��� ��	�	��TW � �#�]j �!���!��- & � �  ���� �!�#��d � �  �����;� �� ;� � � ����� ���������  !���� ��- �������
�!�������!�
���������#&8����� �����* #���  !��	�������� � �b3oWKx

∮

Σ2

( ~H2 × ~E∗
1)

~dΣ +
∮

Σ2

( ~H∗
1 × ~E2) ~dΣ

︸ ︷︷ ︸

0

|3} "{�!�o~

U �����
���� ;� � �!� � ��������$ 	� ������!�����  !��	� !���!��� � ����� 	a�%$
�!�Z? �MW�� ������ ������� �� �� � �� !�������� �������!�.�
�;�� ;� �����! � ��� ����������� � �� ;� �!� � �#������$ 	� ������!����� �����#�����#��� � � ����� �;�� ;� �����

Σ2

�:� � ��� ���������������� 
3 �����!�������:� � ��������� � ���(��� �VW  !������� ��������� ����� ���e� ��� �������#�.� ����� ��� �!��� � �����D} " }�"Yi����^`� ��!������ ;�
������� ����������������� ��������������� ��� � �#�]� ����� � �����

Σ2
�������!������ �� ������� ����� �;�� ;� �������!� � �#�]3������7 �����

��� � ������	� ��������!�  ���������* ~E∗
1

��� �#���X ��� � ����� � � � ��� 	� !��3 � �����������#����� ���� ;� ��� � � � �#� ���� �� �����
| ~E 6= EN .~Ur

~ ""&r� ������ !��������� ����� �!�������*3 ������� ������� ��� � �#� �;�� ;� ����� �:� � �#� ����������� � � ���6� �������# ����
3 ��� � � � ��������"�� �  ���� �� ��]�#������� � ������� �!� ��� �#� ��� ��� ��� � � � �#�6� �������M� ���� �.&(��� � �������6x

∮

Σ2

( ~H2 × ~E∗
1) dΣ =

∮

Σ1

( ~H2 × ~E∗
1) dΣ

︸ ︷︷ ︸

0

−
∮

∆Σ
( ~H2 × ~E∗

1) dΣ
|3} "g�$�(~

� � ��� � ��� �����* 8�=& "~} "g�o}����  ����  ����!� ��� ��� �;��� � ��� �XW�� ����� �6�  !�.&(�����#�#W �����T� � ��	�	 � �� !� ���P3 �6x

(ω2 − ω1) =
i
∮

∆Σ( ~H2 × ~E∗
1) dΣ

∫

Ω2
(εo ~E2. ~E∗

1 + µo
~H2. ~H∗

1 ) dΩ

|3} "{� ��~

i������ �.&(����������� ��� ����� ������� ����Y� �� ;�]��������3#� �������#� ���!����� ���� ���������!������"�i��#���� ������ ��	�	� !�X$#� -
� ��� ����� ���Q3 ��� �!��� ���`}�"{�o� ��� � ��� ���!� ����3�� � � �H�#������ �����e`����4����	����!� �� !� | ~E2

 ~H2
~r3oW ����� �����

�  !��� � ���Q���#	 �� !�H�# �3������.� � � ����� | ~E1

 ~H1

~ "�k��� ��� ����� 	 �� !���� �3�� � �������. � ����� ��� ���� !� �������TW  !� ���!�:-
���:3����^� �� � ���e�#������� ������� �� ^|�� � �� �� 	 �� ;� �� ;� ���� ��� ��� ����� ���� ����� � ���� � ���]� �#�������!	������X~ �����
�!�������4�23 � ��������� �4� � ���c���#� �� ;� � � ����� ��� � �#� �.&(����	 ��� ��� ������� ������������� �!���������M� ����� ��� � ��� � " m �
	� ������������ � ����� � ������ ;W ���=&(��� � �  !��3���� �X ����3 �8��W �����.��� � ��� ��d6� �� ��� ����`���� � ���4W���� �����%3������8� �� �����
� � ���;�� ��#� ��� � " m � �:�������������'� �� ��!��� � �<$ 	 �� ���� ��� � ���  ����������#�. � ����3������ ����������3 � �;� � ������� � �TW
���� ��� ��� �� ��#�� � � �������M� ��	# ��� � ��������� � ���;�� ��#� ��� �=� ��� �������b� ��3�3����� �� � ��� ��� �V� �� ;d �������TW8C��� �"
m ���#���.�Y ���
����`���� � ���4W ��� �����p3������p� ���#��� 	� ��8������� ���
�<$#�����B3��#���������4Wc����� � ���;�� �:3����  �������� � "

∮

∆Σ
( ~H2 × ~E∗

1) dΣ ≈
∮

∆Σ
( ~H1 × ~E∗

1) dΣ
|3} "g� �o~

U[W��������� �����^`� !�!���#&8����� ����� �!� } "g��J� R� ����� � �#� 	� !��	 �� ��������$
1
 ����� � ���!� �!�

2
 R� ����������	
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 ����� � �����
� ��� � � �#�6� �������M� ����  ���� ���Qx

f2 − f1

f1
=
ω2 − ω1

ω1
=

− ∫

∆Ω(ε|E1|2 − µ|H1|2) dΩ
∫

Ω(ε|E1|2 + µ|H1|2) dΩ
|3} "g�o��~

U ����� �����T� ��� �������# ��.� ��� ��� �� ���� ���;W ���D� � ������ !� ����� � ����W ��� ��� 	� !� ���.� � �h3 � ���� �WK����������� ���
�� ����� ��� ��� � �4� ������� ��� �����#�������������VW �:����	# ���3 �! �3oW ����� 	��� ����� ����� � ����������� ��� ���#��� ���� . �3��#�
�������� !����������� ����W>� ����� �����b3 � ���#���������.��z ����� �X)���� � � �!�� ��$ 	� !���!�������
�:� � �����!�������� �����������!�  ���� ����"
k �� � �����. ����� � �������� � ���� ��� � �� ���� � ��� 	��� ��!� � � �� ��. ���4d��O`���������P� ����� �� 

ζ
�� �&(���������VW�� �������� 

Q
�� ��

3 � ��� �� ����� � �.� "�� ���� !��������� ��� ��� �  !�%���#��� � �#�.� ���M�6 

� � � � j \^5?R?[OEh9:QYL �OVYVSQY[CR N 5?L*9AM87
i���� 	 �� !� ����� �!� �����>� ����#��� ���]`����4� ������ !!W �!� �� ��.� ��� � ��� ��������� � �#&(����� � �
� ���13������ ���:-

����� ��|�� � � ����� �[3������ ~q� �XW��!�� ��� ���P�#�#`���� � �#�O� ������ � ����`���������r� ����� �� �,L�N � "(U[W������ 	� ��������#�����#
���.� ����� �  � � �����>� � ��� ��������� �� !�4W ��$ 	 �����#� � ����� � ���r3������ - �!���4� �f���T� �� ����#��� ���>�  ��#&8�#��������������� 	� !�:-
	 �� � ��������� � � � ��� ���� !�������������!� ������ !!W �������4��� �:��� ����� ��v �������Y| � �����!����� 	 �#��������� ��������`����.��3oW

LNMR

~ "ai������  ������������ �:� �����P� ����#��� ���r`������ ������ �!W � � �� !�.�
��� � �#��3������ ��������� �1|
∆Ω

~< ���� �����
� �K���#`���� � ��� � � �	�"
 � � � , � � � ��� � � � � ��� ζbs "}��� �� !��������  ���� �}& "W} "g�o��� � � � � �#�
�!��� 	����T`�� � � �����
��� �  !�%���#���.�D3oW � ��� �:3������������ �!� ���������� ����E`����4�
���
� 	��� �� �������������� 6x

ζbs =

∫

∆Ω |B1|2 dτ
∫

Ω |B1|2 dτ
=

∆Em

Em

=
∆LNMR

LNMR

|3} "g��No~
� ���� !� Em

��� �����^� ������ � ���������� !!W� �!���� ��#� ���
� ���^� ��v �������0 �����  !����� � �.� � � ��� � ��������� � �������! 
�����

∆Em

��� ���%`����������!��� ��� ���� !����������� �:� ��������� ��� ������ �!W�"
� � � ���l�  ������ ����� 	� !�����#�����#��.&(����������� ��� � ���4� 	#���� }� �MW � �� !����� � �

ζ
�����^���� ���� � �TWc� � �����%-

 �!3�����&(����� � � �VW�x

ζbs = 1 −
( f1

f1 + ∆fbs

)2 |3} "g��Lo~
� ���� !�

f1

��������� ��������� ���� !�.��� �� ����������������1�  ��#&8�#������W/� � ������ !�.�K� ��� � ��� �.� 	#�VW �������� !� " m �[� �
� ��� � � � ����� 	��� !�=���4� �� !��� � ���������# ��� ��� � ���}� ������ � ���q`����������� ��� � �� ������� ���� ���� ���#� ���B3 �  ������������ �
� �  �������� �

B1

`������h� ������ �H������� � � � ��� � �������� ��� ���� �����
	 ����� � ����� �����!����� �����  �����	 ����������� ������� "
i����]� �� ��]����� �� �����K3oW��=& "~} "{�!N ��� ��	 �����������4W�������������� ����� 	# ��.�#���������� ��������������� � � � � �VW �:� �

���� !�.��� � �����^���������.�13oW �#�%����� �������4W��!����"oi��#�r�  ��#&8�#������W ������ !� ���!� ��3 � �������.�1� �����l�#���� !� ���!���� � ���
�������#��� ������� �!�#�����[� ��v ���������#������ ��43 �#� ��� � �4��� 	 �#�������#� ��� ���. �!�� !�����# �����`� �� � ��	�	� !�M$ �4� ���������Y 
� � 	# ��.�#����� ����� �:� ���#� ���!�[`����4� �������4��� �!� ����� ������� "Ym � � ����� ��������� ��������������� � �����1x �����1`������
����� � �� !������� 	� ��8�������.��3oW ��3������ �������4��� �!������� �������0  !���;������� ��� �����#� ������� �������#��� ������� ���������.�

LK
NMR = LNMR − ∆LNMR

����� 	# �� ���������� � ����� � �#� ���������� ����1`����4� ��� �#���e� �%���T`��.� ��� �������
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ζbs =
∆LNMR

LNMR
= 1 − LK
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LNMR
= 1 − ω2
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ω × energy stored

average power dissipated
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Qs
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∫

sample volume σ(~ρ)E(~ρ, t) · E(~ρ, t)∗ dΩ + Pd

ω
∫

sample volume B(~ρ, t) ·H(~ρ, t)∗ dΩ
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 ����;������� ��3#� �����#�.��� �� ���'N�t�t ���OC 	# ���3 �^���!�.� ��� ���������8- �!� ��� � ��uE� ���!	 �� ���� ��� ����"�i���� 	 � � �� 
� ���e� � ������ !�.�w� ����� � ������	 �h����t ��JXto}:u�|�u �������� � � ��� �����������������~ "ZG ��� ���� ��!����� �!� ����� 	 � � �� 
��������� ���������u�!t

Ω
� �!3��������  ��!� � �#� 	# �� �:� 	����4� �� O� ���P�#����� � �# ������� ��� ���!� ���8����� �� �!� ���4� ��� �

-S�!t!��U | �  ��.&(�������#W�����	 ��������� � �����4���M~ "ai�����	 �M� �� ����� �!d���� ��� ����� 	# ���3 � ���������������� �"Ri����P����-
`������������ �!� 	 �M� �� ���� ���������#W! �� 	 �M� �� ����� ���� ��!������� ��� � �� 

η
�#���.� ��� � ���������!� � ����	#���� �������3 �

��� �  !�%���#���.�
���� �������� ��� �(�#� ��� �����Q�  ��.&(�������#W  ���� � �;&8���� ��#� 	 �� b����� � �!� 	 �M� �� Pe "
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� ��� � � � � �����6�	 �P� ����� �#���f � �P� ���P�Q���	.� � � ��� 	#� � � �

i���� �������4W������ �!���� �����;� ��������� ������� 	# ���3 ��� � J�� � ���]��� �=3 ���������!������ ��#� ��� � 	��� � ���#������ � �������!�
������3� ����!���� �	# ���3����.� �!� 	# ���	��� ��� ����� ���l� � ����������#����"Ru � ���Q� ���(WlvOk ������� �  !����������	� ��!3����#� �# 
������� �4� 	�������� ����� ������ � �_$8� ����� �#&(����� ������� � � �������#��������� � ��� ������� �  ��!� ������������6| � ��~ �!	�����������`������
�����!�� ���3��#� ����� "�u � �!� ��� �#�l3oWl9#"{G�� ��� ��� �� bz%� ����� ���#� ��� �!� �  ������;� ����������� �����#��� ��� �:� � ��� ��� � �!� �
 !�����#��� � ��� � �_$8� �����0) � �.&(������������� � ����W �� ��
 ����� �X � ���!���� � �;��	 �� 	a�#�����. f� ����� � ����W ��� �!� � �
���T� �� ���� �  !���;������� �����#W
�� ��E�  �������M)

� �Sj�Sj \^5 	 BDE�VYV E��bXO5 9:QSM?[ N M87&� M?[OM LAPC7FM� 5 9:QYL BD5��?E�H
�%��	#	 ���!���� ��� ������� �� ��!� �������]� � ��� �!� ����������� ��  ��.&(�������#W

ω
	� !��	������� �������� �D� �#�������

� ������� 	��oW������ ��� 	� ���	 �� � ����� �� �� �;��� � � ����� ��� ��� �������!������ ��.� ���������� . ���!� �������������������� �������  ��_-
	�����"�m ��� ���� ���������	������ �.����� � ����������� �  ���� ~E �����D� ������������E`�������� ~H �� �� ������d��.� � ��� ����������� �  ����
������	��������#� ��� � ~D �����
� ����� ���������������������� � ����� ~B

| ���4� 	#�4W ���������.� � ����� ������ � ����`����������D� ��� �
�!� �����e� ��v �����!� �� ����H�# ��M~ � �# ������� 	 �� �� ��� � �����VW ����� � ��� 	 �� ;� ���!3��������VW � ������d�� � � � �#� ���4� 	#���T-
`������ ����� �!� � �#�>� ��� �� ������ �.&(�����������#� ������� ��� ����� 	# ������������ � ����	#� �� Q| �}& ��"8� "TJ�� �����<� "TJ��o~< � �
������������	# ���	��� ��� ����� ��� �����#����� x

~B = µoµ ~H
| �#"TJ ~

~D = εoε ~E
| �#"~}�~

� 4�T^D �@D ��i Bo<Z9;9;P^T�� 5I>
	 gA5oQ TU7ZYf<ON�Pp9UTU<�>@W;m 5oWUW:5I7�> H^W:9fP�? D��Xl � 	 �d7ZN)PSTf4�_ s D ��>@QCD
�J�
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�� �� 
 � � � ��� � ���!�	��
��

�����b� � ��� �!� ���������  !������ }� ������ � ����`����4� �����>3 �������!�� !��3 �.�  !���!	 ����� � �����4W�3oW ����� 	�����$ ����� � �� !�
���6x

~E = ~Eoe
iωt

~B = ~Boe
iωt

�T� � ���� ����� �� � ���� �����
(ρ)

����� �#�� � !��� � �
( ~J)

��� ����� 	� !��	��� � � ���#P� �.������ � ����� �_$8� ����� �.&(���_-
� �����h�  !�������6x

− ~rot ~E =
∂ ~B

∂t
= iω ~B

~rot ~H =
∂ ~D

∂t
+ ~J = iω ~D + ~J

div ~D = ρ

div ~B = 0
|0�#"g�o~

m � �����r� �������M� ���#6� � ���������4���� ��� � ���� !���� ���� �#�� � !��� � ����� ����� 	� !��	��� � � ���#P� �.����� �����>� �
����� 	����4� W � ��� �#&8����� �������. ���� �  ��8���������� ����� ��	 ���#� �!� ������ � ���

c = 1/
√
εoµo

 �� � �����x

−~∇× ~E = iω ~B

~∇× ~B = iω
µε

c2
~E

~∇. ~E = 0

~∇. ~B = 0
|0�#"��(~

� �Sj � � ;$H:M 9+7FM8IcQYL>4 7FM8Ic5?R?5 9AQYM?[

i����}� ���!� ������� ����� ���!� �:��� � � � ����� ��� � �#� � ���!� �:�#��	 ����� � �!���� !��� ��	� !� �!�#�����"X� ��3 �!�������� �W
�������#��� ����� ��� ���������4���� !�.� ��� ��#����� ����"gi��#�O� � � � ��� ��� � ����� ���������.�Qz �!	����� ��������7) "om � ������� ������� � ���
	� ���	��� ��������� �����������  ���	���� ���
�����*�#�� �������������� �!� �!	�������"

i����c� � `������ ����� �  !��3��#������� ��� � �����.������� �#� ���� ��!���� �
	����� ��!� ��������	#���������q�#�4� �� ���� � ����� �.&(���_-
� �������. ���������.�P� ���4� �#������C �.&(�����������#��" i������!���� !� �!3#� �������.�6�  ��!� � ��� �V� �O`� !�!�q� �_$8� �������#&(����� �������

�o�



' � ��� ���!����� ���� � ����� � � � 
�� � �!� � � �	�"
 � � � , 
 � � � � � �$�

3oW ��	#	������ ��������� �:� ~∇ ����3 ��� � �!������� �:� �����.�
"Rk� ���� ����� � �� !����� �������TW �!����� �6d��#� � � �����. 

~∇× (~∇× ~E) = ~∇ (~∇. ~E) −∇2 ~E
| �#"~��~

�!������� ������ !���� ��������  ���� � ���� �����. �������� ���� ���� �_$8� ����� �#&(����� �����
��	�	��������������

div( ~E) = 0

����� ������� � �#�������]3�������������� �!� � �#� �V� ��`� �� � �#&(����� �������b�  �� � ����x

∇2 ~E + µε(
ω

c
)2 ~E = 0

∇2 ~B + µε(
ω

c
)2 ~B = 0

| �#"��o~

∇2 ��� ������� ���������.� � ���r\ ��	������������ "�m � �� ;���� � � ����� 	����4� W ����� �.&(�������������f� � ��� �  !�%���#��� � ���B� �������� 

k
���������.�Q� � ����� ��� � �� �������#�#`����#� ��� � ����� �����������

k2 = µε(
ω

c
)2 | �#"~��~

� �Sj� � a E�IO587F5 9:QSM?[�M?NO5 	ZQY5?V 5W[C@yVSM?[CRWQ 9:XO@CQY[O5?VZLhM�]IKM?[CE�[ 9:H QY[
(X, Y, Z)

Nw7F5� E �

m � �  !�%���#�����# ����	��� � � ����� �!� �_$ �����r|7� ~������ �� ����� ���� ����/| �<~ ����� 	 ������� � � �!�������Q� � `����4���
��	#	 ���� �� ��� �  !�.&(���� ��.� ��� � � � �������4W������ ���P����� �  !��3��#�������h`������'�����!�� ���3��#� ��������� ���oW�� ��v ������� "
i ����� �������*� � � ������������� � � ���� !�����!�����6�  �!� �! �� �����!� �� ����� ���� ���� 	�������� ��� �;��� � ������� � ��� ������� �  !��� ���
| �����h� ������������X~ 	��� �B�  !����� ���6x

~E =








~Et

~Z × ~Et

EZ








; ~B =








~Bt

~Z × ~Bt

BZ








m � �������=�  ��!� �������O�#�� ������������ �!� ����� � �!� � ��� �V� �P`� !�!� ����� 	 ������� � �#  !��	� !���!��� � ���� ����� �� ���#��-
���� ��!�D`������ ��� �����  !����������� �X Z� ��� � ������� � � ��� ����� ����� � �� ~Z

� ����� � �����#��� ��� �������#�� ������������ �!�
	� !��	������� ����� "�m �
�!������������� ∇Z �

∂
∂Z

 ������ � �#� ~∇ ����� � �� !����� ��	 �� ���� �� ���$ 	� ������!��� �#��� �����T� ���6x

�J�
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~∇ =








~∇t

~Z × ~∇t

∂
∂Z








|0�#"gNo~

i���� ����� � �� !����� 	� ��8����� � ��� ���� ��e���!�.� ��� ��� ������#3� ����� �� �����d � �Q�#�#`���� � ������ ;� ����� 	 ������� �
�� !�������������� ��� � �#� �V� � ��� ���� ���"Yi � ���4� 	����4� W ������� ����� ��� ������� � � � ����� � ��� � ~∇t

��� ����� ���������� ������
����� �!� ����� �V� ��`� ��!� ����� 	 ������� ����",i���� � ��������� �!������� �����������6� �!��� ���� ��>3 ������� � ��� ���� !���!������
� �����D� ����$ 	� !����� ���

(X, Y, Z)
������������� �� ������ 	� ��8����� � ~∇t × ~B

����� �������M� ��x

~∇t × ~B =








~∇t

~Z × ~∇t

0







×








~Bt

~Z × ~Bt

BZ








=








~Z × ~∇tBZ

−~∇tBZ

~∇t. ~Z × ~Bt − ~Z × ~∇t. ~Bt








|0�#"gLo~

i����
���_$8� �����T-Vk �� �� ��XW �#&8����� �����w�  ���� �#"��'� �����f3 �Q��������� 	 ���!�.� �������� � �#�
	# ���������������$(-
	� ������������
�!� �����  ���� ��� �����������  ���� ~E

x

−~∇tEZ +
∂ ~Et

∂Z
= −iω ~Z × ~Bt

| �#"TJMto~

~Z.(~∇t × ~Et) = −iω.BZ

| �#"TJ�J ~

����� � ��� � �_$8� �����T-VuO� 	�F� !�E� ����� �!��� ����� �!��� ������ [�#�����!� 	 ����� � ������x

− ~∇tBZ +
∂ ~Bt

∂Z
= iω

µε

c2
~Z × ~Et

| �#"TJ�}�~

~Z.(~∇t × ~Bt) = iω
µε

c2
.EZ

| �#"TJM�o~

� ����� �#�� ���� � $%� ����� �.&(�����������/|7j �!���!��~
� �����Y3 ���  ����!� ��� �����������b� �������M� �Ex

~∇t. ~Et +
∂EZ

∂Z
= 0

|0�#"TJ��(~

�oN
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�� � �!� � � �	�"
 � � � , 
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� �'�#p %3�,0J�m-:��%&�'�!p �'� .&� � t � �#0:.&��" �'%&.

\ �M��-@� `����4� ��������� ������- ���������. ��� ��	8-  ��	#�. ���� ������T- ���������. a�������������� ����  !����������� �� �������� ��� ����  !��-
�!���������� ����!����W �������# �������� ������ � �  �W 	# �� ������� � 	� ���� ��� ��� �<$��:� 	���� �:�����M� � ������� ����� 	# ������������
��������� 	 ����� � ����� "

� �� ��h� ����� � ����� ���/�#�.� �����!�� �����! ��� � &8�#��� � 	��#������� ���#���������� ���
� �XW! ������� ���oW ��� 	� ��_-
���.� ��� � �!� � ���l`������ �#��� ������������VW � ����� ��� ������� �4� 	������ ��� � ��� ���!� 	���� �#� ���������" � ������������
`������ �� !� �����.� ��� �;��� � ������� ����	� !�%���#���.�/3oW �;��	 �� �	 ���!��� ����� �!� 	� !��	������� ����Q� � ������"}j����!� � �  ;W
�!�[� ��v ���������O�����#� � �� 6�rv�- ��uE� �������#������� �l� � ���� ���C��.�K���� ���� � ����� �!� 	� ���	��� ���������Y ����� �����
�  ��!� �b�#������ ��43 �#� �����������f� ����������� ��� � �4C.��������C��.� ���1k ���"�J�"~��� ���13 � ��� ���������.� � �6��������� 	 ���!� �����
�_$ ����������� �� ���#�!���� ��!� 	��� !� � �!� �����b`����4����" &E�� ���4� ��� � ������ �� ��� ��������� ����	# ����#����	#��� ���������� ��#����

B1

����� ���������� �VW �����
E1

`������h� �� ��#W��������� !������� ������ ���  !������"
m � ������� �!� ��� � ��� 	� !��	������� ����� ��������

OZ
 � ��� �  �����!���� ��!�Q�������� !�������� �!�������1� ������������

`������Q�  �� � ��� ��� � ��� ������� �  ����E`����4�����h�=& "��#"TJ��hx

~∇t · ~Bt = −∂BZ

∂Z

| �#"4J���~
m � ~Bt

��� ������� � ��� � ��� �!	������: ����� ����� 	 ������� ��� �!�
B1

��� �������� ���#�!���� ��!� 	������#��|
OXY

~� =� �����
����������� � ������ ����� !������� � �����>|

∂/∂X
�����

∂/∂Y
� �����Z3 � �#&(����� � �

0
~ "�k� ��!� � ������� �1���.���#��� �����

�V� �1� �������M� ���� 	� !��	 �� !���������:� �����6� ������������r`������ x

~∇t · ~Bt = 0
| �#"TJ��o~

∂BY

∂X
− ∂BX

∂Y
= 0

| �#"TJ���~

k �� ��!�. [�  !��� �#&(����� �������#"TJ��o~< [� � �#�� �� ��� ������� �T�������� !� ��� �#�  �!������� ��������� ����������VW �������

∂BZ/∂Z
�^���!� ��������� ��������� "am �
��� ���� b� �� ;���. �� � �	��� �	
���� 
 � � �'� � 
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(~∇× ~B)Z =
∂BY

∂X
− ∂BX

∂Y
= −iω.εµ
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����� ����� �� ����� ���� ���� 	#�������
(X, Y )��������� �.� 3oW ����� ����3#���� !��	#�

t
"qi������ � ����� � �����������;��� 	#� ����� ~E

 ����� ~B
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�������� ����� 	� ���������	���� �!� ����� ����	��� � � �����
�:� ���� !���!3������Ex

~E(X,Y,Z,t) = ~E(X,Y ).e
±γZ+iωt

~B(X,Y,Z,t) = ~B(X,Y ).e
±γZ+iωt

| �#"TJMNo~
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γ
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�����!������ � ���������6���!� 	�������:� �������  � ����������e� � ����"
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�V� � ���� �� ��� ����� 	 ������� � �6x

~∇2 = ~∇2
t +

∂2

∂Z2
. ~Z
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+Z
~� �����P� � ��3 � �����cx

∇2
t
~E + (k2 + γ2) ~E = 0

∇2
t
~B + (k2 + γ2) ~B = 0
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� ������� � ��x

~∇× ~E = −iω ~B ⇔
~∇t × (~∇× ~E) = −iω(~∇t × ~B) ⇔

�!t
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~∇t(~∇t. ~E) − (∇2
t
~E) = −iω(~∇t × ~B) ⇔

| �#" }8J ~

� �M� ��� ���8&(������ �#&8����� �������B�#"TJ��� �������� " }!t% #� ����� ����� �����4� 	����4`����������h� �6�  !�����ex

γ.( ~∇tEZ) + (k2 + γ2) ~Et = −iω(~∇t × ~B)
| �#"~} }�~
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 !�.� ������� � ��� ~Z ���� ������ ����� "R� �� !�.� �� �d
� ��� � ~∇tEZ

���������#��� � ���#����� ���'� ���!� ����������" i����]� �� @-
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`��������TW ���������� �����. �:� ���� �	� !�_"!��� � ���# ��� � �����  �:� ������`����#��3oWh�=& "p� "{LQx

~Et =
1

(k2 + γ2)
.[ − γ ~∇tEZ − iωZ × ~∇tBZ ]

~Bt =
1

(k2 + γ2)
.[ − γ ~∇tBZ − i

k2

ω
Z × ~∇tEZ ]
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i����1i  ������ ���� !���h� �������� ���� ������ � ���h| i�� �'~6� �8��� �����!� � �������.� � 
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k2 + γ2 = 0

��� � ����� � ���!� ����� ����������H����������� ���!� 	 ������� ���
EZ
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BZ
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� ��������� "bi����
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√
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ω
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� ��� � j � 7+9:POM?R?MW[C5?VSQ 9{diM?N ~Et

5?[O@ ~Bt

k� ��!� �}& ��"{�#"TJ�J������]�#"TJ�} ��� ��� ������� � ����� �T�
EZ = 0

�����
BZ = 0

������� ~Et = ~ETEM

����� ���;`����
x

~∇t × ~ETEM = 0 ; ~∇t. ~ETEM = 0
|0�#"~}{�(~

i������b� � ���#� � ����� ~ETEM

����� �!�����#������� �!� ��� ���������� ���� � ������� 	� !��3����.� ��� �V� �����4� ��������������"a� �������
� ���63 ���������� ������ ����� �#�����������#��� �� �;�� ;� ����� ��� 	 �����! ~Et = 0

�����
Hn = 0

�������� !���������������� �VW �!�
���������� ���� ������� ����#��� ��� 	��� � �� ����<$ �������#�.� ��� ����� �����������4��� � ����� � ���� ��#� �� ���x

~E. ~B = 0

i���� �!��������� ���������#&(��������� ��� �������������6� ������������r`������h���#�������#���  ��!���=& "{�#"TJMth ����

~BTEM = ±
~k × ~ETEM

ω

| �#"~} ��~

3������#� ��� ������� ����� � �����
k =

√
µεω

c

� ��� � � 4 PC5WH+E � E�VYM LhQ 9$d

i���� 	�������� �������������VW �!� � ����� � ��� ������������D3oW

Vφ =
ω

|γ|
| �#"~}$�o~
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������� � ��� � �!� � ���6i�� � � � ������x

Vφ =
c√
εµ
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~∇t × ~B = −iω ~B ⇒
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√
µ

ε
= ZTEM
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3oW ����� � ���� ���_$8� �����7) � �#&(����� �������^� � � � �(��� �� !������� �����4�#� �����2� �������%�#�. �� ^3oW � �����.������� ����
�����
� � ��� �.&(���������������� ������.���  ���� � ���#�� ��������TW������������TW�"!�%��� � �8��� �� ���������� �������%�#� ����d��! !� �� ��$#�!� 	����: 

� �



� ����� � � �!
 ' � � 
�� ��� � � � � ���)� �A% � �	
 ��� � � 
�� �� 
 � � � ��� � ���!�	��
��

`���������- �����#� ��� � �� �`���������- ���4� �� !������� � ��� �����4&8�#��� �� ��c3����!�.� ���w�������� ������l� �%������� ����� 	 �M� �� ;�����
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EZ

������� ������ � ���
HZ

~�`������ ����� 	 ������� � � X �<$#	# ����!���#� ��� �#W��������� !�������
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(ρ, Z, θ)
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ρ, Z + Z1, θ +
2πZ1
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= X (ρ, Z, θ) exp(+jβeZ1)
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EZ,m(ρ, Z, θ; t) =
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AmIm(hmρ) +BmKm(hmρ)
)
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i(ωt− βmZ +mθ)
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EZ,m(ρ, Z, θ; t) =
(

AmIm(hmρ) +BmKm(hmρ)
)

exp
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i(ωt− βmZ +mθ)
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∂ρ
− iωµoµ

1

ρ

∂HZ
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∂ρ

]

,

| �#"����o~

ε
 
µ
�����

γ
�� ���� ��� 	 �� ;� � � � � � �VW� ������ 	 �� �� � �:3��������VW ����� � ���P� � ���]� ����� �� ��������4���.� 	# ���	��� �_-

�������*  �����	 ��� � �������TW�"8i����������#�!� ��� � ��� ��� ������� � �
A, B, C, D

 ��	�	 � �� !���� ���Q�=& ��"g�#"��J} ��� ����� �^3 �
��� � �� �� �����#�>3oW � �!d ���# ��� ��� ���������#� � � ��� �  ������!���� !���E3 ���������� ;W �����������������#� �!��	��� ������������� ����!���
�!	���� �����  ���������#� ���  �:�������o�#�� ������������6-�| ��~ �����  !�������� �!�#� �!����� � ��� �������T$p %| 3R~ � ���  ��������� ���#�������#� �!�
������� �#W����������� . 3��#� �!�������������!����� � ��� �������T$p �����Q| �X~ �����  ���������������!����� �����
�������������� ����}� ��v � �:� 	����
| �����;��� �#� � �e3 � �!� ��W �������# �������� ������	 �M~ "�i����� !���;���������� ������� �  ����� � ��� �� � ���#���� � ����� ����� ���� ;� ���
`������ ����� 	 ������� ���  !� �!� xf| � ~E`������#����� ��� ���� !�.� ������`���� � �e� �� 

ρ = 0
 � " ��"4 � ������� �������T$ � $#����"

| ��� ~Bk��� � �#� �;�� ;� ����� �!� �h�#��������� �  ���� �#W����������� 1|�� �� ��$#�!� 	����: �����#�!� � �H�#������ �����1� ��v � �!� 	����X~
�������4��� ����� �#����� $ �������}� �  !�.&(���� !� ����� � �������� ������� ���!� 	 ������� ��� �!�������>� ����#��� ��� ����� ������� �  ����
`������ � �P3 � ����� �����(�������# 	# �� �������#� � ����� ����� ���������#��� � �����VW �!� � ���O����������� �  !��� �#W����������� ��� �#&(������� �
C��� ��D| � ����� �l� � ���!����� � ��� � ���E� �������M� ���#(~ "�| ����� ~Zu � � ��� ���� �� �������!� �����  ��!���������4W � �����* #��������� �����4W
� �������
����������� � �� P| �;��	�	 �����#����� ��� �������� �W ������ ����������� � � � � �VW�~� �� �  !�.&(���� ���� ��� ��� ��� ������� �  ����
`������ ����� 	 ������� � 	��� ����������#��� � �#� �#�� � !��� ������ ������ ����� ���������!�����# �� " ��"4 ����� � �������� � ���������������� ����b`������
� �XW ��� ��� �����4W � ����� 	 ������� � 	 �� !	 ���������#������ � �Q���� ������ ����� �!� � �#���.�� ! ���� � �  �� ���������� � �� !������
�������#����� $ "B| ����~ek��� � ����� ����� 	 ������� � 	 �� !	 ���������#������ ��� �������#����� $ �.�# � ���� �>� �  ��#&(���� !�
�������
����� � �������� ������� ������� �  ����O`������ ����� 	 ������� � 	 �� �	 ���������#������ � � �����E���� ������ ����� �:� � ��� �#����� $ �.�� ! ���� �
��������� � ���(�������������!����� ����� �������T$ ����� ��� � ��� ���#���� ��	������ ���� ! ����#�������# ����� �������T$ "}| ��~�k ���������TW� 
����� � ���#���� � ����� ����� 	 ���#��� � �!� � ���6� ������ � ���O`������ 	��� ���������� � ��� �����#����� $K| �.�� ! ���� ��~����� !����������� ���
����� � ���(���!��� �������4���������
���#�������#������� �#����� $ � J��J�% /��L � "am �
� �������#&(����� �����4W � ���6C��� �� �� ����� O� �8���

�!L



� ����� � � �!
 ' � � 
�� ��� � � � � ���)� �A% � �	
 ��� � � 
�� �� 
 � � � ��� � ���!�	��
��

��� �������!������ ��#� ��� � ��������� ������� ��� �8���! �� �#��� � ����";���!���4`��#� ��� ������ ��� �����6� � ������������ � ��� ���� !��
����� 	��� !�.� ��� � �#� �������T$1�#���!� ������ O| �����������.�l3oW

2a
~ "8k� ���� �#&(����� �������
�#"��o} -@�#"��o������� � ���  �!�������
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√
√
√
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� ������������E`������ ����� 	 ������� � ��� ����� �������T$ ���� �� ����������	� !��	 �� !����������� ��� ������� �.�# � ���� �r��������� �VW

|HbT − HaT | ∝ JΣ

n
��������� ��� ����� ����� � �� ���� �� ������� ����� �������T$ ���� �� �����: 

HaT

��� �.&(����������� ��� � �������� �������_`����4���!�#� �!�����
� ��� �������T$ ��� ����� �;�� ;� �����! 

HbT
��� �#&8����� ��� � �#� � �������� �������a`������ � � ����� �;�� ;� ����� ���#�����#� �����r� ��� ���

���������������� �" k��� ���� ;W ������ ����������� � � � � �VW
HbT

�������MW��  ��	������TW � �QC��� ��� Z| ����`���� � ���!��� �����TW �;� �����
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Jl(r
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"RU[W ��� �  !�%���#�����# ��W��������� ���� ��� ��� �� ���������� ���

(ρ, Z, θ)
�=& "g�#"�� ��� ����� ���M� 	# �� ������� � ���63��������

������3#� ����� � �#�b� ������������ ��������� � �����^`����4�
B1 = f(ρ, Z, θ; t)
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����� � �.���� �!� �������������Y� ��������� ��� ����� � �� !� �!� ���#������ �� � ��C��.� ��	�������"ai����6� ������������ �<$ ����� ��� ����� |

h
~

�����
����� ���� ! ����!	 ���������# ������� �  !����������	��������#� ��� �
d
�� !� �����!����#�.������� ����������� � ����Y ���� �����M� �����

`�!�� �� ��"~} ����� � �������������  !����� !��� ������� ����
e
����� � ������������ ��������� � �����

b
�� �� ��������� �����.� ��� � ���

	� !��� �� ;W � ��4� ��� 	# ����!��� � �#�w3oWD��"{� "�G �������4���� !����huO� 	 �� !�!) � ���M�6 ����� ���������.� ��� � ��� ��� ��� �����
�#&8����� �����*) � ����� � ���4��� ������3 �  !�#�  !��������� ��� � ����� �!�R� ���� � ����^� ������������ 	 ������� � �������

hi, hj, hk, hl
 

� � � ����� � ��� �  !�%���#�����# ���(W �;��	�	����.� ��� � �� ;W &(����� � �T`�� � � ����� �� � !�� �"fG ���#���.&(����� � �4W! ����� ���� �� �����
�#�� � !��� � � �4� 	� !���!��� �X ������ � �4� �[���� !���������������:� �����b�����!	��������.� ��� � �#�� � !��� � � ��� ����� ���� �� ����������`����.�
��� ����� �����������!�.� �������
� �������  !��	� !���!��� � � � ���  !���� �;- ������� �!����� �:� ����� �.&(��� � �����* �����������#�!�  ���� �#�
3oW � �#�6`���� �� ��"~} "RU[W  ���	 � � � ���# ��������	� !� ���.���# ��6� �� ����� � ���������!3#��� �������*� ���������. ������ �������#����� � �����
 ;������������3 � �����1� �� ���C��.� ���
���
������ ��� �B� ���  !�T$>� �� ��]�#�����������* ���� �����������# �����6� � �  �� $

C
� �#�����
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Cij ∈ {−1, 0, 1} "fi������ ��� �w�#������ �� � ��C��.�  ���	� �������� � ��� ����� �!� � �#�  ���� ��� ���������
��	 �� ������ 6z∇× ) ��� � �#� ��	������ G̃ � �#��� � �������4������� ����� � ��	 �������������� ����� �� �� ��������� �!� � ��� �!�  ;�������� ��
� � �������TW%C�� �~}!t � "bm � �.&(������������� �h� �XW! ����� �������� ��������� z∇. ) ��� ����3��!�����H� � �.� 3oW ��� ���  !�T$ S "i����^�������� �������C���� ����� �!� �����6� ���� � �_$8� ����� �#&8����� ������� ��� �  !�%�������#���������� !����� ��	 �� ���� �� �� S ����� S̃  3 �������������� �����	 �������������4W ��� � �#� 	� !��� �� ;W �����>������� � ��4����"(i���� ����� 	���� � � ��� � �!� �#������ �� � �r� ���� ��T$
�.&(�������������# �� ��� �!�:- ���������.�
� �_$8� �����T-�j� ��4�%-@�=&(�����������#�6| �'j6�f~ �������M� ��������D3(WKx

C̃h = j +
d

dt
d

Ce = − d

dt
b

S̃d = q

Sb = 0
|&��"~}�~

u ����������	 ����� ��� ����� ��� � �� ���� � ���� � � ������� � ����� �(��� �� !�������  !���������#������� �!�f3 ��� �
h
�����

e
� ���

3 �E�# �������� �����4W � �# ������� �  ������ ����������� [��� � �����������"8k ���������TW �����E� �����!������ ��� �� ������ �#&(����� �������
��� �  !�%���#��� � ��� ����� ����� �:3���� �(��� �� ���� ��� ���������.�� ����#WK���#� � �
��	���� �����=�����!�� !��� �4C ��������� "�U[WK���#`�������
� ��� ���������!� �� �W  ��������������#�E3 � �V� ����� ����� � ������ ����� 	a�8$#����� ������  !����	 ��� � � ��� ��� � ��� ��� �������#������� ���
� ��3 � ��	�	# ��X$ ��� ��� �#� � ���� ����� � !��� �.������ ����� ����� ������� �� �������"�G �����!�.&(����� ���4W! � ���  !���;����������
������� ������� � �q����	 ����� ��� � ��� � ���� �����#�^� ��� �� �������	��� ��!� ��� �� �� ��� � ��������� ��� � �#� �!	���� ������ !���������#�������
�!� ������� ��4�
�������� ����;���c� �� !��C��#� �� ����� ��� � �#������ � !���!	 ��������� �O� ���� ���������x

b = Mµh

d = Mεe

j = Mσe + jS
|&��"g�o~

i������ ��	 �����4`��=� �� ;�]����� � ����� �!��� �_$8� ����� �#&(����� ������� �������M� � ����������������������  !��� ������ � ��� 	� ���3#���.� �
�  ���� &(�������T- �!� ��� ������� �
������K�  !�.&(�������#W ���!���� �  ������������ � �������TW �!���E� ���� ��

n
�#����������� � ��� � �4� �<-

	 �� ����8� �!����	 "a� �����
����� �E���� !��������������� �� ��  ���	��������.�D3oW ����� �  �����#�4� �� ������������ ������� �#�6� �������M� ����
	� ���	��� ��������� �#&8����� ������� ��	�	 � �� �x

en+1/2 = en−1/2 + ∆tM−1
ε [C̃M−1

µ bn + jnS]

bn+1 = bn − ∆tCen+1/2

� �
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� �����4�����# ������� ��$ 	�������� �>��	���������� �� ;�]������� ����� � �� ����� ���4� 	#����� � �������@- �  !��� ������� ��� �����c� ��� � �
� ���oW �������� �� �4� �e�#��� ����� ������� �� � ��� �e| � ���ckZ�ri�� ���8�����H~� �����������#���� � �#� ������� �!��k�mVi� �3��#�
�������lG�kZ�ri�� �g� � �7 �!� ���� ��� ���� ���" ����� � � �4� ������� ����� ���4�]������� �� !� �.� 	����MW � ���^� � � ���8� 	� !�:-
	 �����#� �� �������������4Wh3oW'� ����� J��!t � ��� JML � �#"p� �������P� ��� ���4� 	��TW  !��	������������ ��� 	��� � ���������� ����������������
��� ���_$8� �����7) �  ���� ��� ��������� �.&(�������������13oW ����� �� ���b`��#��� �h���T� �� ����������. =� ����������� �TJ �J� �b� ��� �>���� @-
������ ��������!� �����2�#�� �� ���#� ��� �.&(��� ��������� ���������� !������C � � ����� ��	�	� !� ��� �2�#�����#h`�������� ��� � ��� ��������� �!�
� � $%� ����� �.&(�����������#� ���KJMLo� �Q| �}& "/��"TJ ~ "

� � ���� !� �#��������� � � ��� ��� 	 �� � ��� � ���^�����!� ������������1k�mVi��  !��� �������� � �4� ������� �����1� �������8����"(i����
��� ��������	�� ��� ���  ��!� � ����������� ���e3������.� �����#���.� ���w� ���:) �1`� �� � ��	�	� ������ � 3��#� �����4W  ������ �������
����� �4��� �
�!� � �!� ���!� �� !������!��	��#������"�i����c�����!�� !��� �4C ��������� 	� !��	 �����.��3oW�� ���c� ���P3����!�.� ��� �����
���T� �� ���� �������*� �� �� �!� ����� ���_$8� ����� �#&(����� �������# ��� ���B� ��� ����� ��������� �� ����� ���� ��TW�G�kZ�ri�� �,�o� �0 
������� ��� �6kZ�ri�� � �������%�#�. *3�� � � ��������� �#��� � �#��� ���!���!�[k�mVi � �#��� � �!� �� !���#�� ��������4WD� ��� � �����
��� ����� ����Y� �� ;� �!� � �#� ���_$8� ����� �.&(�����������#��"�i������ ���b�]��� �D3 �������� �!����	#� �#�
��� ��������� ��� ���� !�.��� � �# 
�!���������#� ��	�	� ��X$ ��� ��������� ���b� �:���E� ������������� ������ ����� � �_$8� ����� �.&(��� � �����������Q�  ���� ��	�������"

� �O� � �P�h� 	��Q���q	.� � � ������q	�� � �Q� � �������	���� � �6� � �D� ���q	#� ��� � 	 �

� �������	��P�
u �������!� 	 ������� ��� ���� � 	#�(W��!��� ��� ������������ ��� � ������ ��#�� � ��`������ ���f� � � �� !������	� ���	 �� !�VW6� ���  !�������

Mµ,Mε,Mσ

"�� � � �� !������� �����Q3 �r����`����.� ����� �#�� ��� �"��� � ���  %�������� ���3#���� �������� ���	#���B� �#������ �� ���
�	� � � � � �!��� � �6� ��� � ���������4���� ���� ����� �!� � �#���� � ���#���� ��!� ���#�������  ���	(W�"}G �������������������VW ������������������ ������
����� ����� ��� �  !�%������������� �:�Y� ��� �� ������#�������!��� �����!��� �����#�#`���� ���!� 	�����$  ���������������	 �� ;� � �����������VW 
 � ���bx

ε = ε′ − iε′′

���� ��b� � � � ����d � ��� �4� ���#��	 ������������� ����� ����� � ����� �!� 	� !�����#�����#�� ����	#� �� ��}� �����
exp (iωt)

"o� ����	 �� �-
�!�����* _����`����.� ��� �r�  ��.&(�������#W^����	 ������������� �:�R� ������ !������� ��� �!� ���������#������� ���� ��#� ��� ��������W � �:� 	�������"
i��4� ������� �����/� �������%�#� �� !� 	��� !�����.�#���� !�4W �:����	#���.� ��� ��������� � �_$8� ����� �.&(��� � ������� ��� ����� 	#����$
������	 �� !��������� �#����� "�\ ��� �� . ���� � � ����	#���� ����#��������� �#� ����� ���� �� ��� ��� ����� �# �� ��� ����� ��� ����� � �� ��� � �����
vBk �� � ��!������� ������	� �����������"%� ����	 �� !��� ���r� ������ ������#��� ��� ���  ��#&8�#������W>����	 ��������� �  ��������������b�#��������� �  ����
����������� � � � � �VW ���������.�

σeff

x

σeff = (σion + ωεoε
′′) + iωε′

|1��"~��~
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i������f���#`������������ �!� ���������#��� � �����VWe� ���f� �!����� �����!�#� �� �� ��� � ��� ��� � �� ������ �� � J�} �( �J�}8 :�!t � "oi���� �����_-
�4W��������!� ����������� � � � � �VW 	 �� �� �� �� �.� ��� ������� �������!��� �������h� ������3����!�.�
��� � ��� �#� ��� � � ��� 	 �� �� �����������VW! 
�����
�������!������ �� �� ����� � �#� �V� � ����� �  !��3��#�������#�Ex

εeff = ε′ − i(
σion

ωεo
+ ε′′)

|&��"��o~

� ����� � ������� ����������� � � � � �VW
σion

����	 ���������!�� ����#��4W ��� � �#��� ��� � ����������� �� ���������Y #�� �� �� !� 	� ������������TW
� � � ��� ��������� � �  !������ �. ��� 	� ��� � ����� � �#��� � �� �� ����� �XW��  ���	��4���4W ��� ������ �  !�.&(������������� ����� � ���
����� ������� � � �� �� ���

ε′′
"�� �� !�

εeff

������ !������� � ��� 	 �� �� �����������VW �����
εo

����� ���� ����!��W�����`����#� 	 �� �-
� � � ����� �VW �!� �����.�����
" � ����� �������!������ ����� �Q`� !�!� �� ����� ^� �#3oW/� �8�����Z� �� � �#� �4� ��������� �W 	��� !�
�!� ������	 �� �� ���!� � � � �VW� ��� � ��������3 ����� 	� ���	 ���!�.��� �� 	 ������ ����������� � � ���!t �0 ���E� ����� ���r� �� E3������������
� �!� 	���� � J�} �( RN�� � ����� 	� ������#����� � �#&(����� �����h3 ������� ���6x

ε(ω) = ε∞ +
(εs − ε∞)

1 + i ωτ c

|&��"~��~
� �� ��

εs
��� � �#� �!� ��� ����	 �� ;� � �����������VW! 

ε∞
��� �� ����� ��� ��� ���%`��������D�  !�.&(�������#W�"
i������ 	���������� ��-

������������������ �%�#��� ��� �� ��8�������.� 3(W � ���1? �oW �!�������[G ���.� ��� ��? ������ P� �.3oW���|�JXN�N$�:-HJML � �o~ �����#�����#�� ��
 ������_$#��� ����� 	� !� �������

τ c ����� � ����3 ����	�	������.� ����� ��� �B� ��v ���!� 	������ �~�!t � "

k��� �2� �%�#��� �����������#���� � �#� ��������� ����������� � ����� �VW � ����#�� ���O������	 �� !��������� �%����� �!�������������
�� ����� � ���D3 � ��� ���������.� x

ε(ω) = ε∞ +
βo + iωβ1

αo + iωα1 − ω2

|&��"gNo~
 � �#���
� �8����� �����#���.� ��� � �#� 	� ���� �!� � �^�����!�� ��43 �r�����!	 �� ���� ���E� ������ ��������# � ��� ��� ��� ������� � � ���e3 �
��� � �� ��.� �� ����  !���������
�������� ;���������� ������� �������M� ����^� �� ��]�������Ex

βo =
σ

εoτ c

β1 =
σ

εo
+

∆ε

τ c

αo = 0

α1 =
1

τ c |&��"gLo~

i���� 	#�������:�q`�!�� ���JMt#"g��U � ���O�#�����6���������� �����b� �8����� "
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� ��� � � ���[�	#� ��� ���p�����f�� ��� � � � � � ����� � � � � � �.� �������	��P�h�
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X(r, t) = <e( ~X (r)e+i(ωt+ϕ))
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~X (r) = Xc(r) + iXs(r)
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;<9X1 ~H2

NmZ$D~� \C6�\���zS5jDF-
i = 1

D6-0/G?6/436B0VjDf5d3oDF-0/ � ?63kDf/R�mBU;eD65d@:9#@<H 6�\ G \��~?6@ACR/4/R1058907LzS5jDF- 3c5d^_5dVv;e?oC4@:^�N0589U;eD65d@:903 ¡ DF-0/Hs@:V8Vd@`zS5d9X7�=U;<58?.@<H�/R�mBU;eD65d@:903�;<=X=O/R;<?63SB03c5d907fY:/4C4D6@:?65d;<V�=0?c@�10BXC4D�=0?6@<=O/4?cDF58/R3 .

~∇.( ~H2 × ~E1) = ~E1
~̇D2 + ~H2

~̇B1 + ~E1
~Js2 + ~H2

~̇Bs1

~∇.( ~H1 × ~E2) = ~E2
~̇D1 + ~H1

~̇B2 + ~E2
~Js1 + ~H1

~̇Bs2 ��6�\ G �
��@`z(zg/_=O/4?cHs@:?c^$DF-0/_105j¦�/4?6/R9XCR/R3o@<HgDF-0/436/lD[zg@�/R�mBU;eD65d@:903 ¡ ;<901q;eDuDF-0/_/R901 ¡ zg/_=O/4?cHs@:?c^D6-0/fY:@:V8B0^l/p589mD6/R7:?6;eDF58@:9�@`Y:/4?�DF-X/pY<@:VdBX^l/

Ω
\��gZ{D6-0/l^_/t;e9mzS-X5dVd/f@<90/lCR;<9|Ct;<90C4/RV�DF-0/fD6/R?6^_3

3cB0CT-�;<3
E1Ḋ2

;<9X1
E2Ḋ1

zS-0@�;<?c/�CRV8/t;<?cV8Z�D6-0/�36;<^l/ ¡ 5d9qD6-0/�CR;<36/l@<H.V8@:363cVd/R3c3�-0@<^l@:7</R90/4@:B03
^_/R105d;X\

∫

Ω

~∇.( ~H2 × ~E1) − ~∇.( ~H1 × ~E2) dΩ =
∫

Ω
( ~E1

~Js2 − ~E2
~Js1 + ~̇Bs1

~H2 − ~̇Bs2
~H1) dΩ ��6�\ F �

��@`z V8/4D63g;e=0=0V8Z�DF-0/��u;<B0363 ak�J3cD6?6@:7<?F;<103�9bZ_D6?F;<9X3cHs@:?c^�;eD65d@:9f@<9_D6-0/ � ?63kD¨^_/R^�N�/R?�@<H D~� \:6�\ FzS-058CT-
N�/RC4@:^_/R3 .

∮

Σ
( ~H2 × ~E1) dΣ −

∮

Σ
( ~H1 × ~E2) dΣ

��6�\�� �
�¨@<D6-{DF/4?6^_3J?6/4=0?6/436/R9bD63oD6-0/ ,UB�w{@<H���@:589bDF5d9X7�Y:/4C4DF@<?63u;<C4?6@:3c3u;GCRVd@<36/R1�3cB0?cHQ;eCR/f5d9{Hs?c@:9bD2@<H

D6-0/.CR@:9X10B0C4D658Y</Sz¨;<V8Vd3 @<H D6-0/S=0?6@:N�/<\<,.-0/.?6587:-bD~^l/4^�N�/R?~@<H DF-X5d3 /4�AB0;eDF58@:9pCt;<90C4/RV83R\!d�@ ¡ @:90/.^l;tZ
F;F
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�� ���������� ���	��� ��� � � � ��� � ��� � � ��.� � � ���� � � ����� � �	����� ����� � � �.� �!� � , ��� � �"�$#&%('

90@<DF58CR/2DF-0;eD&D~��\�6A\ F 5d3S/4�ABX58Ye;<Vd/49bD.DF@ .

∫

Ω
( ~E2

~Js1 − ~Bs1
~H2) dΩ =

∫

Ω
( ~E1

~Js2 − ~̇Bs2
~H1) dΩ

��6A\�� �
zS-0/R?c/ � /4Vd103q� ~Ei ¡ ~Hi � ;<?c/|C4?6/R;eDF/41¢NbZ§36@<B0?6C4/R3©� ~Js i ¡ ~̇Bs i �E¡ ;<9X1 +

i
b.583GDF-0/|3cDF;eDF/�CR@<90365810/R?c/R1�\

,.-05d3./4�AB0;eDF58@:9'^l/R;<903¨D6-U;eD ¡ DF-0/n?6/R3c=O@<9036/u@<H¤DF-X/23cZA3cD6/R^ � � /RV8103 ~E, ~H � DF@p;�3c@:B0?cCR/l� ~Js ¡ ~̇Bs � 5d3B090CT-U;<9X7:/R1_58HUCR;<B03c/S;<901f58D�bi3�/4¦O/RCEDF3�;<?c/P5d9bDF/4?6CT-U;e907:/R1��s=���� G 5d9�2 G � 3 � DF-X5d3r583�D6-0/.3658^l=0V8/R3kDr3c/R903c/@<H DF-X/o?c/RC45d=0?c@�C458D[ZGD6-0/R@:?c/R^�\ ][9{;p^l@:?c/u7:/R90/4?F;<V¤3c/R903c/ ¡ ?6/RC45d=0?c@�C458D[Z'?c/RVd;eDF/43�;_?6/436=�@:9036/�;eD�@:90/36@:B0?cCR/�10B0/�D6@�;o36/4CR@:901�36@:B0?cCR/SDF@oDF-0/�?6/436=�@:9036/n;eD�DF-0/�36/4CR@:901�36@:B0?cCR/�10B0/SDF@uDF-0/ � ?63kD¨3c@:B0?6C4/<\,.-0/R3c/�D[zg@u36@:B0?cCR/43g^l;tZ�N�/.1058¦O/R?c/R9bD�5d9�D65d^_/P@:? 3c=U;<C4/ ¡ DF-X/R5d?rVd5d9�9�583rDF-0/45d?~^�B�DFBU;<V�5d9-,0B0/R90C4/<\ �^l@A10/R?c9 D~Vd/4C4DF?c@:^l;<7:90/EDF5dC�CR@<^l=U;yDF5dNX5dVd5jD[Zf��D�I�� � Y:/4?63658@:9�@<HUD6-0/.KS/RC45d=0?c@�C458D[Zu3cDF;eDF/43~;<7b;e5d9�D6-U;eD
+ � 36@<B0?6C4/_@eH¨=�/R?kDFB0?cNU;eDF58@:9�zS5dV8Vr=�/R?cD6B0?6N�DF-X/_3cB0?6?c@:B0901X5d907:3JzS5jDF-�DF-X/_36;<^_/3D~V8/RC4D6?6@:^l;<7:9X/4DF58C
=U;eD6D6/R?c9fB036/41fNmZoDF-X/P36B0?c?6@:BX90105d9X7:3�D6@J=O/4?cD6B0?6Nf5jDt\-b D~V8/RC4D6?6@:^l;<7:9X/4DF58Cg?c/RC45d=0?c@�C458D[Zo;<3�58D -0;<3rN�/R/49
5d9bDF?c@�10BXCR/R1
NbZ��¤@<?6/R9bD6�o589	� ���6�zP;e3��mB05jDF/u7:/R9X/R?F;eV ¡ ;<9X1�D6-0/oHs@<?6^�B0Vd;eDF58@:9�Hs@:?��nILK z¨;<3 � ?63cD=0B0N0V85d36-X/R1>NbZ'h�\ )�@:BXV8DS;<9X1
Ku\iK�58CT-U;<?61X3P5d9GD6-0/R58?¨?6/EHs/R?c/R90C4/o=0;<=O/4?�2 F � 3 ;<9X1�?c/R10/EY:/4Vd@:=�/R1>36@<^l/
Z:/t;e?63rVd;eD6D6/R?¤5d9uYe;<?658@:B03 ?c/4YA5d/EzS3�2 F10 ¡ F ��3 ¡ 36@�DF-U;yDWD6-05d3W=0?c5d90C45d=0V8/ zP;<3 9m90@`zS9f;<^_@:907S^_@:3cD)�JI
K.a36CR58/R9bDF583cD632;<3 + )�@<B0V8D�bi3�?6/RC45d=0?c@�C458D[Z'D6-0/R@:?c/R^�b8\�I
@:?c/�?6/4CR/49mD6V8Z �JI
K�=0-bZA3658CR5d3kDF3J-0;`Y</�/EwAD6/R9010/41
DF-0583P=0?65890CR58=0Vd/�NbZ'10/R?c58YA5d9X7�58DgDF@p;<9U;eV8ZA36/2?c/4DT;e?61U;eD65d@:9/2 F;F 3 ;<901GD6@f105d3cCRB03c3S58DP589GDF-0/2C4@:9bDF/�w�DS@eH
Vd5d9X/t;<?.;e9
C45d?6C4B0Vv;e?P=O@<Vv;<?c5d�t;yDF5d@<903-2 	 	 ¡ F ��3 \

][9 =0?F;<CEDF58CR/>DF-0/ �JILK 36/EDFB0=&;<VdV8@xzS3pC4/R?cDF;<5d9 36=�/RC45 � CR;eDF58@:903pDF@|DF-0/�7:/R9X/R?F;eV�/4�AB0;eDF58@:9 @eH
?6/RC45d=0?c@�C458D[Z 6�\
� ¡ Hs@:?l5d903kDT;<9XCR/{589010B0CEDF5d@<9&5d9&D6-0/ �JI
K CR@<5dVn=X?65d@<?_D6@�;<9bZ&=0B0V836/��

Ḃs1H2 � 5d3CR@:^_=0Vd/EDF/4V8Z�9X/R7:V85d7:58N0Vd/e\e][9�;<10105jDF5d@<9 ¡ D6-0/�V8/4H«D�^_/R^�N�/R?�;e10^l5jDF3�;u10?F;e3cDF58C.3658^l=0V85 � CR;eDF58@:9f;<3�3c@�@:9;<3�zg/';<10^_58D2D6@LN�/�589qDF-X/lCR;<36/G@eH.Vd@:3c36V8/R363o3F;e^l=0V8/R3��
Js2 = 0 � 90@
CRB0?c?6/R9bDf3c@:B0?cCR/lHs?c@:^�DF-0/

3F;<^_=0Vd/�zS5dV8VAN�/P=0?c/R3c/R9bD�10B0?c5d907nD6-0/P?c/RCR/4=XDF58@:9f3cDF;eDF/e\b�nDF-X/R? 3c5d^_=0Vd5 � Ct;eD65d@:9X3�;eVdVd@`z©BX3rDF@J?c/R3kDF?658C4D
DF-0/SY:@:V8B0^_/�@eH�5d9bD6/R7:?6;eDF58@:9�\:�U@:?�58903cDF;<90CR/.D6-0/�V8/4H«D�^_/R^�N�/R?�@<H 6�\
�uzS58VdV0N�/S5d9bDF/47:?F;eD6/R1_@:90VjZf@`Y:/R?
DF-0/pY:@:V8B0^_/_C4@:9bDT;<58905d9X7>D6-0/_36=058903R\¤,.-0583�C4@:^l/43oHs?c@:^$D6-0/_HQ;eC4DuDF-U;yDoD6-0/ � /RV81#Ct;e90CR/4Vd3o5d9�DF-0/
N0B0V 9�CR@:9X10B0C4D6@:? ¡ 36=�/RCR5d;<VdVjZ�5jH CR@:9X10B0C4D658YA58D[Z�5d3 C4@:903c5d10/4?6/R1_5d9 � 9058D6/.;<901f3�9m5d9p10/R=�DF-_5d3 90/47:Vd587:5dNXVd/<\,.-0/�3c5d7:90;<V�zS58VdVXN�/.CR@<VdVd/4C4D6/R1p@:90VjZ�Hs?6@<^�3c=05d903~zS5jDF-0589p; � 9058D6/PY:@:V8B0^l/e\<,.-0/�B036;<7:/.@<H�DF-0/ � V8Vd58907HQ;<C4D6@:?

ζbs
3c/R?cY</R3SDF@pDF-0583.=0B0?c=O@:3c/ .

,W@ 589bDF?6@A10B0C4/�DF-0/|36@:BX?6CR/|@<H�CRB0?c?6/R9bD
B036/41�10B0?c5d907©D6-0/q=XB0Vd3c5d907�3cDF;eDF/q;<901§DF-X/|Y<@:V8DF;<7:/
7:/R90/4?F;eD6@:?¤^l/R;<36BX?65d9X7SD6-0/�36=0589�589010B0C4/R1 DgI
�L;eD¤DF-X/�?c/RC4/R=XD65d@:9 ¡ zg/�B036/41�DF-0/~Hs@:V8Vd@`zS5d9X7¨Y:@:V8B0^_5dCCR5d?cCRB05jDrC4@:^_=U;<?F;eN0Vd/�DF@2;�Ct;<=U;eCR58D6@:?WCR@:909X/RC4D6/R1fDF@J;nCR58?6CRBX58Dt\x,.-0/¨7b;<=�@<HUD6-05d3WCt;e=U;<CR5jDF@:?P�Q10/ � 90/41;<3
dΩ1 = dΣ dl � 5d3�;LY<@:VdBX^l/l?6/R=X?6/R3c/R9bDF/41 NbZ �r5d70\�6�\��lzS-058CT-©Ct;<9©N�/GC4@:903cD6?6B0CEDF/41�Hs?c@:^ ;<9

/EwADF?cB010/R1L36B0?kHQ;<CR/2zS-0/4?6/
E
5d3.36=0;eDF5d;<VdVjZ�-0@<^l@:7</R90/4@:B03R\

F �
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�� �������� �

������� 6�\ ���
	 � �	� � �
dΩ = dΣ.dl

� � � �.� � �"� � � ,�� �������� � � � � � � � � � � � � � ��
�� �������� � � �	��� ��� � � � ��� ���
� ��� � � � � � ��� � � ��� � � ���"� ���� �"� � 	 � �	� , ����� � 	 � ����� � ��� � � � ������� � ��� � � � � � � � ��� � � � � � �A�.�	� � � �
���� � ���

< ��= ��= � � (#� � ���/ ���� ��������� �A@��
� ��� ����� �"!#��� $&%�'(��)+*-,.�A@/�0'(��12�CB3� � '
�U@:?�D6-0/'?6587:-bDf-U;<901�^_/R^�N�/R?�@<H!D~� \ 6�\
� ¡ zg/'?6/4V8Z#@:9©DF-0/>;<3c36B0^_=XD65d@:9 D6-U;eD�D6-0/R?c/�583�90@

@<D6-0/R?g36@:BX?6CR/43.@<H¤36587:9U;<V DF-0;<9�DF-X/J9mB0CRV8/R5�5890365810/�@<H DF-0/n3F;<^_=0Vd/e\m,.-0/2NU;<C�9m7:?c@:B0901'3c5d7:9U;eVO@<H D6-0/
=0?c@:N�/_583u;<V8z¨;tZA3�^_5d9058^l58�R/41{NbZ�?6/R^_@`YA5d907>^l;eDF/4?65v;eVd3n3cB0CT-©;<3fd�58Vd58CR@:90/ ¡ ,W/54U@<9 ¡76 ;e=XDF@:9�D6-U;eDCR;<9�;<101{D6-0/R58?J@`zS9|C4@:9bDF?c5dN0BXD65d@:9 ¡ D6-0/R?c/4Hs@:?c/�DF-0/�Y<@:VdBX^l/ Ω

CR;<9�NO/�?c/R3kDF?658C4D6/R1�DF@�D6-0/f3F;e^l=0V8/
Y<@:VdB0^_/

Ω2

/Ew�=O/4?658^l/49mD65d90798nILK @<HWDF-0/uC4@:5dV \

∫

Ω

~E2. ~Js1 dΩ = −
∫

Ω

~H1.
~̇Bs2 dΩ

⇔
∫

Σ

∮

l

~E2 dl. ~Js1 dΣ = −
∫

Ω

~H1.
~̇Bs2 dΩ

⇔ −V2.I1 = −
∫

Ω

~H1.
~̇Bs2 dΩ

⇔ V2.I1 = iω
∫

Ω2

~B1. ~Ms dΩ2 ��6�\ � 8 �
V2

5d3oDF-0/GY<@:V8DF;<7:/�1X/4DF/4C4D6/R1 ;eD�D6-0/'=0?6@<NO/8bi3�C4@:9090/4C4D6@:? ¡ I1 5d3�D6-0/>K�I1d#CRB0?c?6/49mDp3c/R9bDfDF@{D6-0/
C4@:5dVW@`Y:/R?2@<90/�C4ZAC4Vd/ ¡ Ω2

5d3nD6-0/�3F;e^l=0V8/�Y<@:VdB0^_/ ¡ ;<VdV¤@<D6-0/R?�HQ;<C4D6@:?632;e?6/�?c/RVv;yDF/R1{D6@�DF-X/p;<Vd?c/t;<1XZ10/ � 90/41L/RV8/RCEDF?6@<^�;<7<90/4D65dC � /4Vd1�\,.-0/_Vv;<3kDu@:90/p@<H�DF-0/436/_/R�mBU;eD65d@:9X3o583JDF-0/p3c@
CR;<VdV8/R1 � �;:���� � �=<?> �������� ¡ @<NXDT;<5890/R1�NbZ�DF-X/l;e=�a
=0V85dCR;eDF58@:9>@<H � @:?6/49mD6��?c/RCR58=0?6@ACR5jD[Z�=0?65890CR58=0Vd/e\U,.-05d3�/R�mBU;eD65d@:9{583�D6-0/�7:/490/R?6;<V¤Hs@:?6^�BXVv;_;<363cB0^l58907
90@pV8@:363c/R3SNbZ>?F;<105d;eDF58@:9 ¡ DF-0/4?6^l;<V�1058363c5d=U;eD65d@:9G;<901�36@0\ )�/R?6/o;<7:;<5d9 ¡ DF-0/u/4�ABX5d=�@<DF/49mD65v;<V�Vd5d9X/R3P589�a3c5d10/u@<H�DF-0/�CR@:58V ;<?6/uDF-X/�36;<^l/u10BX?65d9X7_D6-0/�=XB0Vd3c/�;<9X1L10B0?c5d907pDF-X/�?c/RCR/4=XDF58@:9L@eHrDF-X/�3c5d7:9U;eV \�,.-0/
3cCT-0/R^l;eDF58CP=U;eD6-p?6/R=X?6/R3c/R9bDF/41�NbZf��5d70\�6�\A@�5dV8VdB03kDF?F;yDF/R3¤DF-X/S;<=0=0?c@`w�58^�;eD65d@:9X3r^l;<10/CBe90@u365d7<905 � CR;<9bDC4@:B09bDF/4?ka[?c/t;<CEDF58@:9�Hs?c@:^�DF-0/g36=058903 10B0?c5d907�DF-0/g=0B0V8365d9X7 ¡ ;<901�@:=�/R9�CR5d?cCRB05jDr1XB0?658907�D6-0/.;<C4�ABX5d365jDF58@:9@<HWDF-X/o3c5d7:90;<V \
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	 � � � � � � ��� ��� ��� ��������� � ��� � #&%(' ��� � ��� � � � � �� * > � �"�&: ��� � � > ��� �7� � � ��� � � � ���
> ��� � � > �.��� � �

I1
� � ���� � � ��� � � ��� � � ��� � � � � � ��� � � 	 ��� � ��� � � � � � � > ����� � � ��:�� � ��� ��� ��� �

H1

��� �� ���
��� � � ���"� � �	��������� ������� � �;:�� ��� � � 	 ��� 	 � ��� ���	� �� � � � �;:���� �A� 	 � � � > � � �"�&:�	 � � 	 ��� � ��� � ��� ��� ��� � ��� �
��� � � ���"� � � ' ��� ��� � � � ��� � � �������/>� ������ ��� �&� � � ��� ��:�� � ��� � � � � � � � ����� �� ��� � ����� ��� >��� � 	 ���
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� � � 	
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][9 HQ;<C4Dpzg/
CR;<9�=0?c@`Y:/
D6-U;eDpDF-X5d3p365jDFBU;eD65d@:9�10/436C4?65dN�/R3l5d901X/R/R1 DF-0/�?6/R;<V 8JI
K 3c5d7:90;<V.N0BXD
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~P1(r, t) = ~p1δ(r) cos(ωt+ φ1)
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~P2(r, t) = ~0

~M2(r, t) = m2 δ(r − R)
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sin(ωt+ φ2)~x− cos(ωt+ φ2)~y
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~H = ( ~B/µo) − ~M
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~D = (εoε ~E) + ~P
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~j = ~jp + σ ~E
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∂t
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~∇× ~H2 = ~jp
2 + σ ~E2 + εoε
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%(∆t) = e−(i/h̄)H∆t%(0)e(i/h̄)H∆t � G \ @ @ �
D6-0/J5d9bD6/R7:?6;eDF58@:9G5d3g3cD6?F;tZmHs@:?cz¨;<?61 ¡ ;<901'DF-X5d3¨/4�mBU;eDF58@:9'=0?c/R105jDF3.�mB058D6/nzg/RVdVO3658^l=0V8/R3gCt;<3c/u;<3PDF-0@<36//490CR@:B�DF/R?c/R1q5d9�=0?c/RCR/4363c5d@:9�\¤][9�DF-X/_CR;<36/p@<H¨; � /RV81|zS-X@:36/_;<^_=0Vd5jDFB01X/�;<901|36=0;<CR5d;<V @:?c5d/R9bDF;eDF58@:9
583�Ye;<?cZA58907G5d9
DF5d^_/ ¡ D6-0/�?6/436@:V8BXDF58@:9{@<HgdACT-0?�
A105d9X7:/R?c3J/R�mBU;eD65d@:9X3nDFB0?c9{DF@GN�/�HQ;<?�^l@<?6/�1X/RVd58Ct;eD6/N�/RCR;<B036/uDF58^l/�Y<;e?cZA5d907 )�;<^_5dV8D6@:905d;<903¨@<NXDT;<5890/R1�;eDS1X58¦O/R?6/49bD.DF5d^_/R3.1X@l90@pC4@:^l^�BXDF/e\
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� �(��$�
����� � � � �+	,� ����!�
� � �� �&�!�)�* ��� 	,-/� 
 �	�
*�!��� �+� �&� � �

�J90/p365jDFBU;eD65d@:9LCR@:^_^l@<90V8Z
/R90C4@:B09bDF/4?6/41#5d3JD6-U;eDu@<H¨; )n;<^_5dVjDF@:9X5v;<9L;<3210/R3cCR?c5dN�/R1|NmZ G \ � � ¡C4@:9036583cD65d907f@<H�;��Q5 � Vd;<?67:/�DF5d^_/Ea£5d901X/R=�/R9010/49bD.5d9bDF/4?F;<CEDF58@:9 H0 ¡ =X?6@A10B0CR/41
NbZlDF-0/23kDT;eD65dC � /4Vd1 Bo

H0 = −h̄γrBo.I = −h̄ωo.I
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;<901 �s5d5 � ;
^�B0CT-q36^l;<VdV8/R?2N0B�D�D65d^_/Ea[1X/R=�/R9010/49bD�D6/R?6^ H1(t)
10/4=O/490105d9X7L@<HgDF-0/�K��§CR@:58V \�,.-X/

/R�mBU;eD65d@:9�@<H�^l@<D65d@:9�@<H�D6-0/u10/R9X3658D[Z>^l;eD6?65jw�5d3PD6-0/R9 B
d

dt
%(t) = − i

h̄
[H0 + H1(t), %(t)]

� G \A@ #b�
][9�DF-0/�CR@<9mD6/EwADG@eHnDF-X5d3p=O/4?cD6B0?6NU;yDF5d@<9U;<V.;<=X=0?6@b;eCT- 5jDl583pCR@:9bY:/4905d/49bD�DF@|=�/R?cHs@<?6^ ;�Hs?F;<^_/

DF?F;e903cHs@:?c^�;yDF5d@<9 ¡ ;<9X1>D6@l589bDF?6@A10B0C4/JDF-0/oK���)n;<^_5dVjDF@:905d;<9�� H̃1 � 5d9GD6-0/u?6@<DF;eDF58907�Hs?F;e^l/ B

H̃1 = eiH0t/h̄H1e
−iH0t/h̄ � G \A@ � �

z¨/fCR;<9�;eH«DF/4?JCT-U;<9X7:5d907lDF@GDF-X/�?6@<DF;eDF58@:9U;<V Hs?6;<^l/ ¡ ?c/4zS?c58DF/�DF-0/�/4�mBU;eDF58@:9{@<H�^_@<DF58@:9�\ ,.-0583J@:90/zP;<3�B03c/R1L589GDF-0583.z¨@:?�9�Hs@:?S;�DF58^l/n10/R=�/R901X/R9bD�)�;<^l58V8D6@:905v;e9 B
δ%̃(t)

δt
= − i

h̄
[H̃(t), %̃(t)]
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%̃(t+ ∆t) = e−(i/h̄)H̃(t)∆t%̃(t)e(i/h̄)H̃(t)∆t � G \A@ G �
N0BXDnzS5jDF-

∆t
36^l;<VdV /490@:B07:-�DF@lCR@:903c5d10/4?�D6-0/�K�� )n;<^_5dVjDF@:905d;<9GC4@:903cDF;<9bDJ10BX?65d9X7lDF-X5d3S5d9 � 9058D6/Ea365d^l;<V�1X/RVv;tZ<\
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%̃
10B0/�D6@
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∆t
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%̃(∆t) = e−(i/h̄)H̃(0)∆t%̃(0)e(i/h̄)H̃(0)∆t � G \A@ F �
%̃(2∆t) = e−(i/h̄)H̃(∆t)∆t%̃(∆t)e(i/h̄)H̃(∆t)∆t

...

%̃(n∆t) = e−(i/h̄)H̃((n−1)∆t)∆t%̃
(

(n− 1)∆t
)

e(i/h̄)H̃((n−1)∆t)∆t
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5d90-0@<^l@:7</R90/4@:B03

B1 � /4Vd1�;<9X1|589{=0?c/R36/490CR/p@<H�^_/RCT-U;e905dCR;<Vr?c@<DT;eD65d@:9 � I � d � \�K�@<DF;eDF58@:9�;eDnDF-0/
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=X?65d9XCR5d=0;<V¨105V
_CRB0VjD[Z
C4@:^l/43PHs?6@:^ DF-0/2DF?c/t;eD6/R^_/R9bDS@<H�CR@:^_=0V8/Ew���� � ��� � � ����� �A^�;eD6?658CR/R3/B

%̃n+1 = e−(i/h̄)H̃1∆t%̃ne
(i/h̄)H̃1∆t � G \ @ � �

Hs@:BX901>3cDF/4={;eH«D6/R?.3kDF/R=�\
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10/4?65jY:/�;<9L;e9U;<V8ZmD65dCt;eV /Ew�=0?6/4363c5d@:9
@<H D~� \ G \ @��\U,.-05d3�;<VdV8/4YA5v;yDF/R3PD6-0/oCR@:^_=0BXDF;eDF58@:9U;<V�NXB0?610/49L589�a
D6?6@A10B0CR/41fNbZ�DF-X/S;<Vd7:@<?658D6-0^_5dC DF?c/t;eD6^l/49bD~@<H DF-0/¨/Ew�=O@<90/R9bDF5d;<V0^l;eDF?c5dC4/R3R\y][9fDF-0/¨NU;<36/.1X/R36587:9U;eD6/R1
N�/4Hs@:?c/_� G \ #b��¡ %̃n

;<10^_58D63¨DF-0/2Hs@:V8Vd@`zS5d9X7�10/RC4@:^_=O@:3c58D65d@:9 B

%̃n = Cn
x σ̃x + Cn

y σ̃y + Cn
z σ̃z

� G \ @ � �
;eD�/t;eCT-�3cD6/R=

n
zS-0/R?c/ {Cn

x , Cn
y , Cn

z }
;<?6/�DF-X/¨CR@A/N
_C45d/R9bD63rCR@<?6?6/436=�@:901058907nD6@�D6-0/¨105j¦�/4?6/49mDrCR@:^_=�@ea

90/49bDF3�@<H DF-0/.^l;<7:9X/4DF58�t;eD65d@:9�\x�q/S90@<D65dCR/gDF-U;eDrDF-0/436/SCR@A/N
_CR58/R9bDF3�;<?c/.=0?6@xªc/RC4D65d@:9X3~@<H DF-0/.10/490365jD[Z
^l;eDF?c5jw B

Cn
x = Tr(%n.σ̃x)

� G \ # 8 �
589GDF-0/uCt;e36/o@<H

σ̃x

-0/4?6/<\
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Ct;<9>N�/2/Ew�=0?6/4363c/R1{;e3S;
D[zg@lC4@:^_=O@:9X/R9bDF3S@:=�/R?6;eDF@:?�B

H̃1(~ρ, t) = ϕx(~ρ, t)σ̃x + ϕy(~ρ, t)σ̃y

� G \ # � �
zS-0/4?6/

ϕx(~ρ, t)
;<901

ϕy(~ρ, t),
;<?c/JNU;<3c/R1�@:9GDF-X/2=0?6@yªc/4C4D65d@:9'@<H

B1

5d9GD6-0/2?6@<DF;eDF58907�Hs?6;<^_/<\X,.-X5d3
583PDF@_NO/ � 9U;eVdV8Z�5d90C4@:?6=�@:?6;eDF/41�589bDF@3D�� \ G \A@�X\0,.-X/�;<90;<V8ZmDF58Ct;<V�36@:V8BXDF58@:9'@<H %̃n

583.DF-0/49L@:NXDF;<5d9X/R1
NbZ�1X5d?6/4C4D�105d;<7:@:90;<Vd58�t;eD65d@:9u@<H DF-X/./Ew�=O@<90/R9bDF5d;<V0^l;eDF?c5dC4/R3R\e,.-0/R3c/�3kDF?6;`ZmHs@:?kzP;e?61pCt;<V8CRB0Vd;eDF58@:903�Ct;<9
N�/210@:90/uB03c5d907�IL;<=XVd/2@:?.NbZ>;<9bZ>@<D6-0/R?PD6@�@<V�DF@p=0?c@xYA5810/o;p7</R90/4?F;<V¤;<V87:/RNX?F;<58CJ/Ew�=0?c/R363c5d@:9�\

�§58D6-

αϕ = ϕ2
x + ϕ2

y

� G \ # @ �
and

� F
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δϕ = ϕ2
x − ϕ2

y

� G \ #%#b�

�r589U;<V8V8ZGD6-0/�90/Ez�C4@�/+
lC45d/49mD63u;eDJD6-0/�3cD6/R=
n + 1

;<?6/�7<58Y:/49�;<32;�HsB09XC4DF58@:9{@<H�D6-0/�@:V81{@:90/43
;eDSDF-0/u3cD6/R=

n ¡ ;<9X1�D6-05d3.?c/R=0Vd;<CR/43SD6-0/u9mB0^l/4?658Ct;<V�D6?6/R;eDF^_/R9bDS@<H D~��\ G \A@�X\

Cn+1
x =

αϕ. cos
(

αϕ

4
.(∆t)2

)

+ δϕ.
[

1 − cos
(

αϕ

4
.(∆t)2

)]

αϕ
Cn

x

+ 2ϕy ϕx

1 − cos
(

αϕ

4
.(∆t)2

)

αϕ
Cn

y

+ 2
cos(

√
αϕ

2
.∆t) sin(

√
αϕ

2
.∆t)ϕy√

αϕ
Cn

z

� G \ # � �

Cn+1
y = 2ϕy ϕx

1 − cos
(

αϕ

4
.(∆t)2

)

αϕ

Cn
x

+
αϕ. cos

(
αϕ

4
.(∆t)2

)

− δϕ.
[

1 − cos
(

αϕ

4
.(∆t)2

)]

αϕ
Cn

y

− 2
cos(

√
αϕ

2
.∆t) sin(

√
αϕ

2
.∆t)ϕx√

αϕ

Cn
z

� G \ # 6 �

Cn+1
z = −2

cos(
√

αϕ

2
.∆t) sin(

√
αϕ

2
.∆t)ϕy√

αϕ

Cn
x

� G \ # G �
+ 2

cos(
√

αϕ

2
.∆t) sin(

√
αϕ

2
.∆t)ϕx√

αϕ

Cn
y

+
[

2 cos
(αϕ

4
.(∆t)2

)

− 1
]

Cn
z
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;<9X1
ϕy
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5jDgz¨;<3P?c/R=�@:?cD6/R1GDF-0;eDSI � D ! � G 36/4�ABX/R90C4/R3�?6B09GBX9010/R? )nKPakI � d�CR@:B0V81�V8/t;<1�D6@�Y:/4?cZG;`z59bz¨;<?61
?c/R36BXV8DF3 ������@ ¡ � G � \O,.-0/f/4¦O/RCEDF32@:NX36/R?kY:/41|Ye;<?c5d/R1
Hs?6@:^ 3cD6?6@:907'=X-U;<36/f1X5d3cD6@:?cD65d@:9X3�D6@>;<9�;<Vd^_@:3kD
C4@:^l=XVd/4D6/�10583F;<=0=�/t;e?F;<90C4/p@<HgD6-0/p^�;e7:90/4D65d�R;eDF58@:9�\ � H«DF/4?u;'Ct;<?c/4HsB0V�;<90;<V8ZA36583 ¡ D6-0/p@:?6587:5d9L@<HgD6-0/=0?c@:N0V8/R^�zP;e3nHs@:B0901{D6@GN�/�10B0/�DF@';<9�589bDF/R?kHs/R?c/R90C4/�NO/ED[z¨/4/R9�DF-X/�^l/4CT-U;<9058Ct;<VW36=X5d909058907G@<H~D6-0/
36;<^l=XVd/u;<901�DF-0/�I � D ! � G 36/4�mB0/R90C4/ ��� � @ � \ ]£D�z¨;<3�90@<DF/41�D6-U;eD ¡ 589'DF-0/oCR@:BX?636/�@<H 5jDF3S?6@eDT;eD65d@:9 ¡D6-0/�36;<^_=0Vd/.583g90/4CR/4363F;e?65dVjZfDT;�9e/R9_DF-0?c@:B07:-l?6/R7<5d@:903�@<HOYe;<?cZA5d9X7

B1 � /RV8103 ¡ ?6/436B0VjDF58907u5d9l;o9U;yDFB0?6;<V=�/R?c5d@A105dCo;<^_=0Vd5jDFB01X/o^_@A10B0Vv;yDF5d@<9
@<HrDF-0/
B1 � /RV81 ��� � @�� \7d�58^�B0Vd;eDF58@:903S?6/4=0?6@A10B0C45d907_DF-0/f;eC4DFB0;<VI � D ! � G 36/R�mB0/490CR/SB03c5d907n/R^_=05d?c5dCt;eVA^_@A10/RV83r@<H

B1

5890-0@:^_@:7:/490/R5jDF5d/43 z¨/4?6/.36-X@xzS9fD6@2NO/¨;<N0Vd/�DF@
?c/R=0?c@�10BXCR/JDF-X/2/Ew�=O/4?658^l/49mDF;<V�?c/R36BXV8DF34\0][9'DF-0583P36/4C4D65d@:9'DF-X5d3P589mY</R3kDF5d7:;eDF58@:9G5d3¨Ct;<?c?65d/41'@:BXD�;�3kDF/R=
HsB0?kDF-0/4? NbZ�B03c5d9072^_@:?c/P/RVd;<NO@<?F;eD6/¨^_@�10/4Vd3�@<H DF-0/

B1

5890-0@:^_@:7:/490/R5jD[ZoHs@<?�DF-X/ 8JILK�3c5d^�BXVv;eD65d@:903
;<9X1�NbZ'Ye;<V85d1U;eD65d907oDF-0/436/o^l@A10/4Vd3¨zS5jDF->/RV8/RC4D6?6@:^l;<7:9X/4DF58CJ3658^�B0Vd;eDF58@:903¨@eH

B1

5d903c5d10/u;f3c@:Vd/490@:5d1�\
�q/�3c-0@`z DF-U;eD�DF-0/GI � D ! � G ;<901#D6-0/Ghn] �sd�] @L/�w�=O/4?65d^_/R9bD63�;<?c/l90@eD�DF-X/�@:90VjZ�/Ew�=�/R?658^l/49bDF3
;e¦O/RCEDF/41qNbZ�DF-X5d3

B1
^l@A10B0Vd;eDF58@:9�\ 1�9mB036B0;<V�/4¦O/RC4D63�;e?6/_;<Vd3c@'@:N03c/R?cY</R1#Hs@<?u;�3c5d^_=0Vd/�9mBXDF;eDF58@:9

/�wX=�/R?c5d^_/R9bDPzS-058CT->5d3¨BX36/R1�5d9G;<Vd^_@:3cD¨/4Y</R?cZGVv;<N�@:?F;yDF@:?kZfDF@f10/EDF/R?c^l5890/nD6-0/2;<^_=0Vd5jDFB01X/n;<9X1>D6-0/
5890-0@:^_@:7:/490/R5jD[Zu@<H DF-0/P?6;<1058@ea£Hs?c/R�mB0/R9XC4Z � /RV81�\ 1�9ABX36BU;<V0;<36=�/RCEDF3~@<H DF-X/P?6@<DF;<?cZba£/RCT-0@2/�wX=�/R?c5d^_/R9bD�
90o

x − delay − 90o
−x − Acquisition � ;e?6/o;<Vd3c@f105d3cCRB03c36/41�\ ]£D�583.5d^_=O@<?cDT;e9mDgDF@p90@<D6/2DF-U;eD.D6-0/R3c//E¦�/4C4DF3S-U;tY</oN�/R/49>@:N036/4?cY</R1L589>;f9ABX^�NO/4?.@<HWVv;<N�@:?6;eDF@:?c5d/43¨N0BXD.D6-U;eDS90@fC4Vd/R;<?./Ew�=0Vd;<9U;eD65d@:9�z¨;<3

=0?c@:=�@:36/41
589GDF-0/uVd5jDF/4?F;eD6B0?6/JBX9mD65dV7@�8�86����
� � \
� 8 �
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� �4� � - � � � 1 ��� + �o�  0	� +-) 1 � � 0 1 � � + � + 
-)/. 1	� ) ��� � ) � 
 �3+
/ �
	 � � +�
�� 1 � � + 2

IL;e7:5dC2;e907:Vd/�36=058909058907fCR@:9X365d3kDF3.589G36=058909058907p;�3F;<^_=0V8/2;<?6@<B0901>;<9>;yw�583PHs@:?6^_5d907oDF-0/2^l;<7:58C
;<907:V8/

β = cos−1(1/
√

3) = 54.7o zS58DF-�?6/R3c=O/4C4D'D6@#DF-0/{;yw�5d3�@eH2DF-0/
^�;<589�3kDT;eD65dC � /RVd1 Bo

\
,.-0/'?F;<1X5d@ea Hs?6/R�mB0/490C4ZqCR@<5dV�B036/41©DF@{7:/490/R?6;eDF/lDF-0/

B1 � /RVd1 ;<901 DF@L@:N036/4?cY</GDF-0/ 8nILK 3c5d7:90;<V
5d3JB03cBU;<V8V8ZL;�36@:V8/R90@<5d1�@:?c5d/R9bD6/R1�;eDJD6-0/�^l;<7:58C�;<907<Vd/<\�,.-0/fCT-U;e?F;<CEDF/R?c5d3kDF5dC43J@<H�DF-X/

B1 � /RV81�;<?6/
^l@:3kD�/R;<3658V8Z|10/R3cCR?c5dN�/R1©5d9qDF-0/

(X, Y, Z)
Hs?6;<^l/l@<H.DF-X/G36@:V8/R90@<5d1qzS-X/R?6/R;<3�DF-X/G10/R3cCR?c5d=XD65d@:9q@<H

DF-0/ 8JILK�/�w�=O/4?65d^_/R9bD63l?c/R�mB05d?c/R3pDF-0/�B03c/
@<H�DF-0/
(x, y, z)

Vv;<N�@:?6;eDF@:?kZ#Hs?6;<^_/GzS-0/R?c/�D6-0/
Oz;yw�5d3o5d3o;<Vd@<907�D6-0/_^�;<7<90/4D�bi3uN�@:?6/L� �r5870\ �:\�6 � \W][9q^l@<3cDuDF/�w�D�NO@A@;9m3 ¡ 5jDu5d3o3cDT;yDF/R1|DF-U;yD�D6-0/
B1

� /RV81q7:/490/R?6;eDF/41#NbZ|;>36@:V8/R90@:581�CR@:58V 5d3o;<V85d7:90/41�;<Vd@<907'DF-0/
OZ

;xwX583u@<H¨D6-0/p36@:V8/R90@:581|;<901�DF-U;eD
DF-0/ � /RV81�10583cDF?c5dN0B�DF5d@<9_583g3kZA^l^_/4D6?65dCR;<V ;<?c@:B0901�D6-05d3g;yw�5d34\m,.-05d3�5d3�CRV8/t;<?cV8Zp;<9l@`Y:/R?c3658^l=0V85 � CR;eDF58@:9365d9XCR/GDF-X/G^�;e5d9 ;xwX583�@<H�;L3c@:Vd/490@:581 5d3�90@<Dp;<9�;xwX583�@<H�3kZ�^_^_/4DF?kZ:\�,.-0/G-0/4Vd5dCR;<V�zS5d901058907{@<H�;
36@:V8/R90@:581�5d3J3cB0CT-�DF-U;eDo;G?6;<105d;<V�=XVv;<90/ ¡ DT; 9</R9�=�/R?c=O/490105dC4B0Vv;e?nDF@GD6-0/

OZ
;xwX583 ¡ C4@:9bDT;<58903J3c@:^l/?6/R7<5d@:903�D6-U;eD_;<?c/'CRV8@:36/GD6@�D6-0/GzS5d?c/'@<HSDF-0/>C4@:5dV¨;<901�36@:^_/GDF-0;eD_;<?6/'^_@:?c/G?6/4^l@<D6/<\ ,.-X/

B1

� /RV81{105d3kDF?c5dN0BXD65d@:9�Ct;e9LDF-0/4?6/EHs@:?6/�=0?6/436/R9bDu3c@:^l/o36V85d7:-bD�5d^_=O/4?cHs/4C4DF58@:903S5d9
58D63n;<V85d7:9X^l/49mD�;<9X1{5d958DF3n3cZA^l^_/4D6?cZ
;<?c@:B0901{D6-0/
OZ

;yw�5d34\hd�B0CT-|;
B1 � /4Vd1 ¡ ;eDu;l=O@:589bDJ@<H�CEZ�V85d901X?65dCR;<VWCR@A@:?610589U;eD6/R3

(ρ, Z, θ) ¡ Ct;<9lNO/�CR@<9mY</R9058/R9bDFVjZp10/RC4@:^_=O@:3c/R1l5d9bDF@uDF-0/�36BX^ @<H�5jDF3�?F;<1X5v;<VU;e901G;yw�5d;<VUCR@:^_=�@:90/R9bD63
;<3 B

B1(ρ, Z, θ; t) = Bra
1 (ρ, Z, θ; t) + Bax

1 (ρ, Z, θ; t)

�§-0/R?c/2� ax � 10/R9X@<DF/43WD6-0/¨;xwX5d;<V � /4Vd1oCR@:^_=O@<90/R9bDr;<Vd@:9X7SD6-0/�^�;<589 � ;yw�583�@<H�DF-0/�36@<Vd/R9X@:5d1o;<901G� ra �DF-0/2?6;<105v;eV � /4Vd1'C4@:^l=�@:90/49bD.5d9GD6-0/_�� ¡��u� =0Vv;e90/p� ��5d70\ �:\�6 � \A,.-0/u-0/R?c/2Ct;<V8Vd/41 B1 ¡ 583.;�Vd5890/t;e?6V8Z@:36C45dVdVd;eDF58907SY:/RCEDF@:? ;eD�;<9f;e907:B0Vd;<?�Hs?c/R�mB0/R9XC4Z ���
2πνrf ¡ @<HUDF58^l/�=0-U;e36/ φ ;e901f@<H�;<^_=0Vd5jDFB01X/R3 2Bax

1;<901
2Bra

1 ¡ D6-0/R3c/�/�wX=X?6/R3c3nDF-X/ �i9mBXDT;eD65d@:9 � /4Vd17b�;<901
Ct;<9�DF-0/4?6/EHs@:?6/oNO/o7:5jY:/R9
5d9 9 )��<\�]£D�Ct;<9
NO//Ew�=0?6/4363c/R1�;<3S;fHsB090CEDF5d@<9�@eHr5jDF3.?F;e105v;<V�;<901
;yw�5v;<VOCR@:^_=�@:90/R9bD63 B

B1,X (ρ, Z, θ; t) = 2Bra
1 (ρ, Z, θ) cos(θ) cos(2πνrf t+ φ)

B1,Y (ρ, Z, θ; t) = 2Bra
1 (ρ, Z, θ) sin(θ) cos(2πνrf t+ φ)

B1,Z (ρ, Z, θ; t) = 2Bax
1 (ρ, Z, θ) cos(2πνrft + φ) � F \�� �

,W@ CR;<VdC4B0Vv;yDF/{DF-X/q/E¦�/4C4DF3
@<H�K�� =0B0V836/R3 ¡ z¨/q90/R/41¢DF@ 10/4CR@:^_=O@<36/�DF-0/
B1 � /RVd1 ¡ 5d9§DF-0/

���8HS5;,(�3024D)E4-��0+� 027 )2�;X+F3BY)26�7�69,/��F3,8�*:[f
ωrf

,/I T;B�0EfN,/.���� 4-5;,(T36-,!:[,!.g,8��4�:D5;)+Tg4-,/69&��Y& :D5;)2�;X+,/.�53,/6-,S���N490
2πνrf���10+6D.g,86%490��+,8,/T 4953,?&-Ie)+B�Bd:/)+&-,

ωr

)+&%4953,UT3F3BY&-)24-��0+�K027=4-53,UIe,/:D5*)2�3�Y:8)+B 6-0+49)E49��0N�dP

� 8 @



� ������� � � > ������� � � � ��:�� � ����� �������� > � � ��� ��� � ' ��� ��� � �"�(%�� � � ��� � ��������� �

Vd;<NO@<?F;eD6@:?cZpHs?F;e^l/u;<3S589mD6?6@A10B0C4/R1>5d9��r5870\ �:\�6 B

B1 = B1,x.~x +B1,y.~y
� F \A@ �

zS-0/4?6/ ¡ B1

583S;p=X-U;<36@<?�;e901�D6-0/R?c/4Hs@:?c/ ¡ N�@<DF- Bx

;<901
By

;<?6/uCR@<^l=0V8/EwG9ABX^�NO/4?634\
�q/�Ct;<9�?c/t;<3c@:9U;<NXV8Z�CR@:9X365d1X/R?nD6-0/�3F;e^l/�=X-U;<36/�;eD2/4Y</R?kZ{3658907:V8/�=�@:5d9bD�Hs@:?

BX

;<901
BY ¡ 5d9D6-0/u/Ew�=0?6/4363c5d@:9�7:58Y</R9�NbZ D~��\ F \��u@:90VjZ�DF-X/o?c/t;<V =0;<?cDS583PDT;�9e/R9L589>;<CRC4@:B09bDt\

,W@�=0?6/4105dCEDfDF-0/G?c/R3cB0V8D63f@<HSDF-0/ 8nILK /�wX=�/R?c5d^_/R9bD ¡ DF-0/G1X58¦O/R?6/49bDpCR@:^_=O@<90/R9bDF3�@<HSDF-0/ B1

� /4Vd1�^�B03kDuNO/p/�wX=X?6/R3c36/41 5d9�DF-X/
(x, y, z)

Vd;<N�@:?F;eD6@:?cZ�Hs?F;e^l/e\�][9�DF-0583JHs?F;<^_/ ¡ zS58DF- β = 54.7o ¡
D~� \ F \��uD6?F;<9X3cHs@:?c^l3.589mD6@ B

B1,x (ρ, Z, θ; t) = 2Bra
1 (ρ, Z, θ) cos(θ) cos(2πνrf t+ φ)

B1,y (ρ, Z, θ; t) = 2
(
√

2

3
Bax

1 (ρ, Z, θ) +
1√
3

Bra
1 (ρ, Z, θ) sin(θ)

)

cos(2πνrf t+ φ)
� F \ #b�

B1,z (ρ, Z, θ; t) = 2
( 1√

3
Bax

1 (ρ, Z, θ) −
√

2

3
Bra

1 (ρ, Z, θ) sin(θ)
)

cos(2πνrf t+ φ)

,.-0/�/4¦O/RC4DP@<H¤;�K��Wa£=0B0Vd3c/�@<9G;�3c=05d9l3cZA3cD6/R^ Ct;<9GN�/�Hs@<VdVd@`zg/R1_NbZ�C4@:^l=XBXDF58907oD6-0/n/EY:@:V8BXDF58@:9
@<H¤D6-0/u10/R903c58D[Z'^l;eD6?65jw

%(t)
zS-0@:36/u/EY:@:V8BXDF58@:9'5d3.7:@`Y</R?69X/R1LNbZGD6-0/2/R�mBU;yDF5d@<9�@eH�^_@<D65d@:9>;<3.3c/R/49

589 D~� \ G \A@;6{@<HnD6-0/>=0?6/EYA5d@:B03p3c/RC4D65d@:9 G \A@�\ � 9�;<90;<Vd@:7<@:B03�DF?c/t;eD6^l/49bDl-0;<3pNO/4/R9 ?6/R=�@:?kDF/R1 NbZ
� N0?F;<7:;<^��s= @ G 589 ����� � @:?.NbZ�d�V85dCT-bDF/4?��s5d9 D~� 6�\�� 8;8�589 � � @� � � \][9>DF-0/2CR;<36/u@<Hr;<9>5d3c@:Vv;eD6/R1'3c=05d9>3cZA3kDF/R^ =0Vd;<CR/41>5d9>;f3cDF;eDF58C � /RV81 Bo

;e901>36B0NAªc/4C4D6/R1LD6@pD6-0/
K�� � /RV81 B1

DF-X/JDF/R^_=�@:?F;<V�;<901�36=U;eD65v;<VO10/R=�/R9X10/R90C4/�@<HWDF-X/ )�;<^_5dV8D6@:905d;<9 H 5d3.7:5jY:/R9>NbZ B

H (ρ, Z, θ; t) = H0 + H1 (ρ, Z, θ; t)
� F \�� �

zS-0/4?6/ H(t)
583JDF-0/fDF58^l/�a[10/4=O/49010/49mD )�;<^l58V8D6@:905v;e9 ¡ 5d9�DF-0/pCR@<9mD6/EwAD�10/ � 9X/R1#NbZ�D6-0/fDF-0/4@:?cZ�@<H

=�/R?kDFB0?cNU;eDF58@:9�\ � 901>zS-0/R?c/ H0

;<9X1 H1

;<?c/210/ � 9X/R1LNbZ B

H0 = −γrh̄BoIz

H1 (ρ, Z, θ; t) = −γrh̄
(

B1,x (ρ, Z, θ; t) Ix +B1,y (ρ, Z, θ; t) Iy +B1,z (ρ, Z, θ; t) Iz
)

� F \�6 �
1�3c5d907 D~� \ F \ #�¡ DF-0/oK���)n;<^_5dVjDF@:905d;<9 H1

N�/RC4@:^_/R3 B
� 8 #
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H1 = −2γrh̄
[

Bra
1 (ρ, Z, θ) cos(θ)Ix

+
(
√

2

3
Bax

1 (ρ, Z, θ) +
1√
3

Bra
1 ((ρ, Z, θ) sin(θ)

)

Iy

+
( 2√

3
Bax

1 (ρ, Z, θ) −
√

2

3
Bra

1 ((ρ, Z, θ) sin(θ)
)

Iz
]

cos(2πνrf t+ φ)

� F \ G �
,.-0/uV85d90/R;<?6VjZ�@:3cCR58VdVv;yDF5d9X7 � /4Vd1�a£CR@:^_=O@<90/R9bDF3 B1

;<Vd@<907�DF-0/
x
;<901

y
;yw�/R3SCR;<9
N�/u/Ew�=0?c/R363c/R1

;<3�;p3cB0=�/R?6=�@:3c58DF58@:9'@<HWD[z¨@_@:=0=�@:3c58DF/ ¡ C45d?6C4B0Vv;e?6V8Zl=�@:Vv;<?c5d�4/R1GC4@:^l=�@:90/49bDF3S?6@<DF;eDF58907f5d9GD6-0/ (x, y)=0Vv;<9X/<\U,.-mB03 ¡ D~� \ F \ G CR;<9�NO/2zS?65jD6D6/R9�;<3 B

H1 (ρ, Z, θ; t) = −γrh̄
[

Bra
1 (ρ, Z, θ) cos(θ)

� F \ F �
×

(

ei(2πνrf t+φ)IzIxe
−i(2πνrf t+φ)Iz + e−i(2πνrf t+φ)IzIxe

i(2πνrf t+φ)Iz
)

+
(
√

2

3
Bax

1 (ρ, Z, θ) +
1√
3

Bra
1 (ρ, Z, θ) sin(θ)

)

×
(

ei(2πνrf t+φ)IzIye
−i(2πνrf t+φ)Iz + e−i(2πνrf t+φ)Iz Iye

i(2πνrf t+φ)Iz
)

+
( 1√

3
Bax

1 (ρ, Z, θ) −
√

2

3
Bra

1 (ρ, Z, θ) sin(θ)
)

2 cos(2πνrf t + φ)Iz
]

1�365d9X7SD6-0/�CR@:9bY:/49bDF5d@<9�DF-0;eD DF-0/�CR@<B09bDF/R?cCRV8@�C�9bzS5d3c/¨K�� � /RV81�C4@:^_=O@:9X/R9bDW?6@<DF;eDF/43W5892DF-0/�3F;e^l/36/R9X36/�;<3 DF-0/ �¤;<?c^l@<?r=0?c/RCR/4363c5d@:9 ¡ zg/SCt;<9f3kzS58D6CT-l589mD6@JDF-0/PHs?6;<^_/P?6@<DF;eDF58907J;yD~DF-0/PHs?c/R�mB0/R9XC4Z νrf�Q10/ � 90/R1�589 D~��\ G \A@ � � zS-0/R?c/�DF-0/�1X/R903c58D[Z
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cos(t); zc}

� ��\ � �
zS-0/R?c/

Dc

583rDF-X/P105v;e^l/EDF/R?W@<HUD6-0/P=U;eD6- ¡ ;e901 zc

DF-0/¨-0/R587:-bD Vd589:9</41�DF@JD6-0/P=05jDFCT-�NbZ�DF-0/¨Hs@<VdVd@`zS58907
=U;<?F;e^l/EDF?658CJ?6/4Vv;eD65d@:9 B

zc = a.t + b.t2
� �X\A@ �

a
;<901

b
;<?c/JDF-0/uC4@�/+
lC45d/49mD63�D6-U;eDS=�/R?c^l5jDPDF-0/u=U;e?F;<^_/4D6?65d�R;eDF58@:9G@<Hr;�Ye;<?65d;<N0Vd/n=058D6CT-�C4@:5dV�36@ B

a =
n2.PL − L

2n(n− 1)π
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n.PL − L
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n = 5.5 turns

L = 9.95 mm

PL = 2.22 mm

Dc = 5.44 mm � �X\�� �
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B1 1 ��(.�2���.34�����.5�6,� �.��7�"��3 �"���8����3���9&:� �� 3-��
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> !#��,)����,�6�3'CILf6,� ; � �.��V)LH��0��

B1 1 ��(.��&)!-��("�"��6,���Q&:�d��0,�#3 &)!#��(" ; &:���"��U@ckl�-09&N[��-6�3 �$�+&
3��$�j)L 	 �$(ZW �m�.��3����4��3 ; ��%��&)�.���"��A/&)�V��!n5h�$������� ; ��,�h�$�j5�&)(.( > ���.&)!#�����$�Joi!#!=C_��/�����5���� 0��
1 �$(.�+5%*��h)3 �"� �.��,�.��Ai��0,��3 �i�"��3 �$��� 3Q&)(.)��A8� 0��=!#&)�.�l&X���.3p)LP��0�� ; ��"(.3 > )LP("����A:��0�9T!-!q&)���
���.&)!-�$���$�sr�@ut�!-!v&:���wLf)�s��0��d3 )(.���,��.�iFK�"� 0yx]@zxn��6,� ��3_&)���/��0,�p3 &)!#�J("����A:��0w&)���w���{&:!#��������C
FK�Z��0-�.� ; � ��!-���%��&)(93�� ����3�)L|`�@zxJ!#!w@�OP0��K��0,� ���_���� 1 (.�$3}!#��&)3 6������=&:�H&dLf����g�6���� ; *-)LSx:`�`j~T�I�
3�0�\FK�l�.� �E�"A�@E^)^�@ 9�FH�����-��&)�)�$��Lf��d&/� �$A�6�({&:�J&)���V[:&)� �.&)5�(.��W����Z� ; 0�3��(.�$����.��&)( ; ��.(b&:3dFH��("(}&)3
Lf��s� 0�� ��W ; ��.(�@

� 3e�"�e5h� ; �!-��3 ; ("�N&)�SLf� �! �E�"A�@%^�^�@ 9,<\��0,��3 )(.���,��.�9&:( ; ��.(%FK�Z��0R&_[)&:� �{&:5�(.�b���Z� ; 0R0�&)3G&?0,�.A�0��$�
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� ����)��:��*���� ��W ; ��.(�F�&)3U���$3����$�p�"�d& - )GW ~ � d)c �|r�<�3��'&:���9&)���j5�����G��� )5h�$0��N&)�dLf��ed)`�`K~T�I�:<
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)L_��0,�85��"�(.)A�� ; &)(H����("�$[:&)� ; �8)L?3 6 ; 02����34�-09&)3-5h�$���m� &)�.3����7Lf� �! [)&:� �.)6�3�� �N&:3 ���3�� �J("* ; �"���
�"3w�,� ��3����%�T&)3T&73 )(.�.� FK0��Z���V���FK�,����<PFK0�)3 �l������!#�Z� � �"[]�"��*2�.3 ; )!#�9&:��&)5�("�y��2&)�9&)!#&)�%�'&:���
> ∼ ε = 4

C�@
OP0��H��� �5����"3e5�&)3 �$�R��R&K��� &)��3 !-�.3�3 �"��p("�.���}���$3 �"A��n6�3����RLf��SLf������ - ���2���,�������.!-���%��3 �Z^\x�x � @OP0��#!R6�(Z���.��6 ; (.��&)�d&)5��"(.�"��*T)L�� 0�� ��W ; ��"(G�.3d���$3�� ���+0��$� �-Lf�� 13 - &)��� 15 �p<|��0��"3j� ��34� ; )��(.6��,��3

FK�Z��0�&a���������e3 ���,3 �"� �"[]�"��*n)Lc��0�� ��W ; )�.(�Lf�� �J("* ; �"����3 &)!#�,(.��3 ; �!-�9&)�����R��d&J����A�6�(.&)�E3��(.�$����"���
3�����3��"���Z[]�"��* 1 A�6,� ��3nA��"[)���+5%* �E�.A�3$@}^�^�@Z^�^ > Lf�� 13 - Cj&)����^)^�@"^No > 15 �aCp&:� ���)`�� )Ls��0,�#[:&)(.6,��3
���,��� ; ���$�RLf��e3�6 ; 0Q�����5h�}FK�"� 0R&_���� !#&)( ; )�.( <N� 0��.3�� ��[���&)(.3E&Ig�6��"� �H3�!=&:(.(.�$�

B1 1 �$(.�U<:&:�e(.�N&:3���Lf��
� 0��a(.\F Lf����g�6���� ; * ; 09&:����("3�@! a��� 0��a)� 0����s3��.���?����09&:� ; �$!#�$��� 1 A�6�� �$3 > �e�.A�@c^�^�@Z^\`pLf)� 13 - &)���
�E�"A�@�^�^�@Z^�tILf�� 15 �aCE&)���s� �$({&:� �"[)��("* ; (.�3�����a� 0�����0,������$��� ; &)(][:&)(.6��$3G� ��[���&)(.�"��AJ&aA�]��n�[)����({&)���"��A
)Lc� 0���Lf� �$g�6���� ; �.�$3��"�%[��(Z[������"�R��0�� ; � �3�34W����(.&)� �"�N&:� �.��j!#� ; 09&)���"3 !w<)�����\[]�.�,A?��0��PA)�]�R3 ��& ; �.&)(
0�)!#�A)�����$�"��*�:L
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k��j���$Lf�$�K� Q��0��d�����$[]�.�6,3 ; 0�&)�,���$�PLf��s��0��d��� 1 ���Z���.)�w:L2�?~CBPW ��0��$� !-�!-�$���$� 3$@c~8�N&:3 6����.��A
� 0��H� ��!-�h�$��&:� 6�� �H�.� ; � �N&:3 �P&)3G&ILf6�� ; ���.)�n)L9� 0��P&)���,(.�.�$� 1 �$(.�Q&:!#��("�"� 6����

B1

&)(.("\FK3�� ag�69&)�%���ZLD*
� 0��J�.!-�9& ; �P)L���0��J�$(.� ; ����� ; 1 �$(.�i�.� ; ��.("3 �Br)r,<9r�� � @�d]6 ; 0T�9&X�'&Q&)���J3 0�\FK�T�"� �E�.A,@M^�^�@Z^NrRLf��s� 0��
� 0�� �$�w�,�XWh��� �$�%� ; ��"(.3�&)("� �N&:�,* ; �!#��&)� �$� �"� �E�.A,@�^�^�@
	,@ � 3 ; &)� 5h�/3������7Lf� )! ��0�� ; 6���[)��3#�.�
�E�"A�@U^�^)@"^Nr,<��"�8��&)��� � ; 6,({&)�sLf��K��0,�p3 &)!#�,(.�dFK�"��0,�6,�_3�&)(Z� > �9&)3�0�����("�.���$3'CP&)����^\`#!=~EDKc>d83�&)(Z�
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�� � � � � � �
��� � � ��� � *K���7����������U���, ,�$&
��	�&J!�"� � � �#� �(�7���������L�����.���(��! �&���A��
B�"!$���_���7����������
���, �A�
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������5���<���	�=�����=���S���%�"!�� � �&� � ���=���8�=���B�A�(����, ���%�&� ��� � �

>�; )��� �.��6��6,3�("�.���NC�<X��0��s[:&)���{&)5�("��W ���"� ; 0 ; ��"(,!-��,� 1 ; &:���"��n)Lc� 0��K� ��A)6�({&)� ; ��"(,3 �$��!-3b��J09&N[��_(.�$3 3
E1 1 ��(.�M@�d��$!#�"��!-���.��� ; &:(.("*)<N��0��"3b� �$3 6�(Z�}�.3('�6�34��� 1 ���-5%*R��0��sL�& ; �b��0�&:��&J� ���,6 ; � �.���)L���0��

E1 1 ��(.��.�i��0�� ; ���%���$�I:L�� 0�� ; ��"(M�"3P�h�3�3 �"5�(.�a5%* ; �� ; ���%��� &:���"��A��"�sFK0��$� �d��0��aFK�"� �$3K&)� � ; (.�3����K&:�K5�)��0
������3$@  a�/��0��d)� 0����K09&:���w� 0��j� ��3�6�("� 3K�5,�'&:�.���$�wFK�Z��0w&-3 &)("� ; �� ; ���%��� &:���"��8:Ls^\`�`:!�~�<,��� \[��
��09&:�I��0��n��� ���&)A%&:� �.��w)L}0���&:�a�"3I3�6 ; 0U<M� 09&:�?� 0��n0,�N&:�?A������$��&:� ����5%*8�.� � &)���.&:���"��w&:�I� 0��Q&X���.&)(
������3�)LU��0,�?3�&:!#��("�PFK�.(.(93��.!-��("*R���XWh6�3 �K��j��0��I���%���"� �_[��("6�!#�:@%OP0������$Lf����a�"� ; &)��5�� ; �� ; ("6����$�
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� �?�"��& ;J; ���3���&)�%� h/2π �C	)`

kB
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